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La Coordinacién de Programas de Atencion Diferenciada para Alumnos (COPAD!) de la
Facultad de Ingenieria de la UNAM, con algunos de los estudiantes del Programa de Alto
Rendimiento Académico (PARA), y dentro de su Programa de Solidaridad Académica
(PROSOLAC), se dio a la tarea de realizar sus PROBLEMARIOS COPADI. Cada uno, en
una serie de ejercicios resueltos de algunas de las asignaturas que tienen mayor grado de
dificultad para los estudiantes cuando cursan sus asignaturas en la Divisién de Ciencias
‘Basicas de la Facultad.

Estos ejercicios son planteados y resueltos por estudiantes del PARA, y revisados por
nosotros. Los objetivos de estos PROBLEMARIOS COPADI son, entre otros los
siguientes: ]
Apoyar el desempefio academico de los estudiantes con ejercicios resueltos que les
pueden ayudar a comprender y aprender los conceptos de que consta el programa
de la asignatura, en este caso, Geometria Analitica, y poder asi acreditarla y seguir
adelante en sus estudios de ingenieria.

Reafirmar los conocimientos de los autores en asignaturas que ya acreditaron.

Producir material didactico para la Facultad, como un compromiso en su calidad de
estudiantes del PARA.

Es importante comentar que este Problemario consta de 50 ejercicios, diez por capitulo, de
la Asignatura Geometria Analitica, y que ademas de que se ha revisado el material, se han
tratado de dejar los ejercicios y sus enunciados tal como los hicieron y plantearon los
estudiantes, ya que basicamente se trata de una publicacion realizada por estudiantes y
dirigida a estudiantes. Y esto es lo que le da caracter a la publicacidén. Soélo en algunos
casos, tuvimos que sugerir ejercicios cuando se considerdé que hacian falta para cubrir un
determinado tema.

Los 50 ejercicios estan distribuidos de la siguiente forma: Diez para cada uno de los temas:
Sistemas de Referencia, Algebra Vectorial, La Recta y el Plano, Curvas y Superficies.

Es nuestro mejor deseo que este trabajo sea de utilidad para los estudiantes que cursan
Geometria Analitica y que también sea motivo de genuino orgullo para los estudiantes que
participaron en su realizacion, asi como lo es para nosotros.

Ing. Francisco Barrera Garcia
Ing. Pablo Garcia y Colomé
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Geometria Analitica. COPADI

CAPITULO 1
SISTEMAS DE REFERENCIA

1.1 - Una alberca mide 10 metros de largo , 6 metros de ancho y 3-/3 metros de
profundidad. Tiene un trampolin de 5 metros, cuya tabla mide 2 metros, que se encuentra
justo a la mitad de uno de los lados mas coitos. Un clavadista se avienta del trampolin y
suponiendo que tiene trayectoria recta vertical, determinar:

a) A cuantos metros de cada orilla de la alberca cae en el agua.

b) Sial momento de caer toca el fondo de ia alberca y se impulsa hacia la superficie con una
inclinacion de 30°, suponiendo que no se ladea, calculal a qué distancia de donde cayo
va a salir.

2m

sm AT

10m
RESOLUCION.

a) La trayectoria esta descrita por una linea recta, asi que solo se considerara un cambio en el eje
de las cotas. Si el trampolin esta a 5 m de altura, el cambio solo sera de -5 en z, conservando
las demas coordenadas:

2 metros de la oriila en la que esta el trampolin, 3 metros de los lados mas largos, y 8 metros de la
orilla opuesta a la del trampolin.
Las coordenadas pedidas tomando como el origen de coordenadas a |a esquina superior izquierda

de la aberca son: P(3, 8, 0).
b) Si la profundidad es de 3v3 m, se traslada el origen al punto en el que toca el fondo, y si se

utilizan coordenadas esféricas, QO(p, 6, ¢), entonces se requiere calcular el valor de p, que de
acuerdo con la figura corresponde a la hipotenusa del triangulo rectangulo que se muestra:

Facultad de Ingenieria. UNAM 1
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P 3V3
| 30.
De donde: i
R NE N VL)
cos30’ =— = p= =—=6
p cos 30° \/5
2

Por el teorema de Pitagoras, la distancia pedida es el cateto faltante del triangulo rectangulo:

Distancia = /67 — (3v3)? =3

En consecuencia las coordenadas esféricas del punto de salida son : Q(6, 270°, 30° )

ALUMNO: LEON FELIPE PALAFOX NOVACK

1.2 - Sean los puntos A(0, 70°) y B(1, 7) en coordenadas polares, dos de los vértices de un

triangulo equilatero. Determinar las coordenadas cartesianas del tercer vértice (se tienen dos
soluciones).

RESOLUCION.

En este caso lo mas conveniente es localizar los vértice 4 y B del triangulo en el plano XY para
identificar el tercer vértice en base al diagrama.

El punto A, por tener su componente radial igual a cero, no importa el valor de la segunda
coordenada, ésta puede tomar cualquier valor y el punto siempre estara ubicado en el origen; el
vertice B se encuentra en el semiplano izquierdo sobre el ejg X .

AY

<¥
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Geometria Analitica. COPADI

En la figura se observa que existen dos puntos que cumplen con las condiciones sefialadas para
formar un triangulo equilatero, éstas se encuentran en el segundo y tercer cuadrante
respectivamente. Se sabe que un triangulo equilatero tiene tres lados iguales y sus anguios

internos son de 60° cada uno, por lo tanto, el vertice C, esté localizado en el punto Cl(l, 120") y

C, debe ser el simétrico de este punto con respecto al eje X', es decir C, (1, 240"). Sin embargo,
los puntos C, y C, obtenidos se tienen en coordenadas polares, por lo que debe realizarse una
transformacion a coordenadas cartesianas.

Se sabe que un punto en coordenadas cartesianas esta determinado por las siguientes
expresiones:

x = rcosbH

y =rsenf

X, = (1)cos120° = -%

NG

Y., = (1)sen120° = -

X, = (1)cos240° = ——;-

J3

Y., = (1)sen240° = 5

ALUMNO: ZEUS HIRAM ZAMORA GUEVARA

1.3 - Sean los puntos 4, B y M que estan contenidos en el plano de ecuacion z=3 y
ademas:

o Elpunto 4 pertenece al plano XZ y su distancia al origen de coordenadas es igual a 6
unidades.

e El punto B pertenece al plano YZ y su distancia al origen de coordenadas es igual a
3+/2 unidades.

o Elpunto M estaen el primer octante y es el punto medio del segmento de recta 4B .
Determinar:

a) Lascoordenadas esféricas del punto A4.
b) Las coordenadas cilindricas del punto 5.
c) Las coordenadas cartesianas del punto M .

Facultad de Ingenieria. UNAM 3




Geometria Analitica. COPADI

RESOLUCION.

a) Sea el punts A de coordenadas A(X,, Y,, Z,). Se sabe que el punto esta contenido en et
clanc - =3 porlo que el valor de Z, =3 ofra caracteristica del punto es que pertenece al
H.ano)cZ', por lo que la ordenada Y, =0. Tambien se conoce su distancia al origen de
coordenadas, por lo que utilizaremos |a siguiente expresion:

d=vXt 1Y 72

Sustituyendo los valores previamente obtenidos:

6= V'ZE 4% 3
entonces. 36=X,"+9
Resolviendo la ecuacion se obtiene:

X, = £33

Nota:

Al resolver la ecuacion de segundo grado, se obtienen dos raices: +34/3 generando dos posibles
soluciones; sin embargo, el inciso c) nos restringe esta solucion y nos obliga a considerar
inicamente la raiz positiva, debido a que el punto M se encuentra en el primer octante.

Por ultimo se tiene que el punto buscado en coordenadas cartesianas es:
A(34/3, 0, 3)

\
transformando a coordenadas estéricas:

p=AX 11242 =J3V3) +0+3° =42749=36 = p=6

9=tan'l[£]—tan ‘(-T-J = #=0°

(B

| W

] = @=60°

Framente:
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A{p.a.m(f’-. 0°, 60")

b) Utilizando un procedimiento similar. sea el punto B de coordenadas B(.X,,Y,, Z,). Se sabe
que el punto esta contenido en el plano = =3, por lo gue el valor de Z, = 3 ; otra caracteristica del
punto es que pertenece al plano de ecuacion YZ, por lo que fa abscisa X4 = 0. También se
conoce su d'stancia al origen de coordenadas, por lo que utilizaremos la siguiente expresion:

d=- X" +Y? 47

Sustituyendo los valores previamente obtenidos:

325 0+Y, +3" |
entonces: 92) =Y, +9.

Resolviendo la ecuacién se obtiene:
~ YB =3

AN S "
Dado que la ordenada del punto .4 es nula, obliga a que el valor de Y, sea el valor positivo, de lo
contrario el punto A/ no se localizaria en el primer octante.

Por ultimo se tiene que el punto buscado en coordenadas cartesianas es:
B(0, 3, 3)

transformando a coordenadas cilindricas:

Finalmente:
Frd
B s z}[B, E% 3J

c) Dado que el punto M es el punto medio del segmento de recta, entonces el punto M estara
dado por Ia expresion en coordenadas cartesianas:

Facultad de Ingenieria. UNAM . 5
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o[ XatXs Yit¥y Z,+2Z,
il 2 2

LS

sustituyendo valores se tiene:

Sl 3\/§+0’ o+3’ 3+3
) 2 2

Por lo que:

ALUMNO: LUIS EFREN FLORES ROMERO

1.4 - Un explorador oyd una leyenda maya para encontrar un tesoro perdido. Se decia que el
punto de referencia era una esquina de un prisma rectangular, que parecia ser una estela,
encima de una pequefia piramide. E! explorador tom¢ las medidas de dicho punto, desde una
esquina de la base de la piramide y obtuvo las siguientes coordenadas en metros.

E(\3,3.2)

La leyenda contaba que el tesoro se encontraba en el punto simétrico del punto de referencia,
con respecto al lado de la base de la piramide. Encontrar la localizacion del tesoro y expresar
el resultado en coordenadas cilindricas.

RESOLUCION.

La simetria respecto al eje X se obtiene cambiando los signos de las coordenadas Y, Z, ya que va a
sequir teniendo la misma abscisa.
Por lo tanto el tesoro se encuentra en:

r(v3,-3,-2)

6 Facultad de Ingenieria. UNAM
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Pero se piden las coordenadas cilindricas por lo que se tiene:

Sustituyendo:
p=V(3) +(-3 =12 =23
0= arctan(lJ
X
Sustituyendo:

V3

6 =-arctan[_—3J =-60°

Poniendo el signo positivo:
T(2+/3,300°,~2)

ALUMNA: CINTHYA ENETZY OLMOS ROA

1.5 - Sea el punto P(Z,%,%J en coordenadas esféricas. Determinar las coordenadas

cartesianas y esféricas del punto P' que es el simétrico del punto P con respecto al origen
de coordenadas.

RESOLUCION.

Para determinar las coordenadas cartesianas del punto P se tiene que:

x = pcosBseng ’ y= psenfseng zZ=pcosg

x=2 cos(-’i] Sen(zj y= 2sen(£)sen(£] z=2 cos(zJ
4 6 : 4 6 6

| 4l | )

1 1 =3
x=—F e
V2 YR

Facultad de Ingenieria. UNAM 7




Geometria Analitica. COPADI

Entonces el punto P en coordenadas cartesianas es; P( V3 ] por tanto, el simétrico

L
J2© V2

respecto al origen de este punto se obtiene cambiando las coordenadas x > -x, y—> -y Yy

1 1
z — -z, porloque el punto Pes: P'[—T, -—, —ﬁj.
y2' 2
Para determinar las coordenadas esféricas del punto P', empleamos las ecuaciones de

transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas, entonces se tiene que:

P =gt W e

p=2

0 = ang tan?
x

-4
=

Ahora bien , como el punto se encuentra en el séptimo octante, tenemos que sumarle al angulo
encontrado 180°; por lotanto el angulo & es;

6 = ang tan

=angtan (1) = 6=45"

i g = 45°+180°= 225°

\
z z
¢ = ang cos ———==—
NxT 4yt 4zt P

& =-30°

¢ = angcos

Al angulo encontrado hay 'que sumarle 180°, ya que el punto se encuentra en el séptimo octante y
los —30° se estan midiendo a partir del eje z negativo, por lo tanto:

é=-30°+180° = ¢4=150°

8 Facultad de Ingenieria. UNAM
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Las coordenadas esféricas del punto P' son; P'(2, 225°, 150°).

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

1.6 - Dos vértices opuestos de un cuadrado, expresados en coordenadas polares son:

Tr ([ .
P(6, _E) y QL4, E} Calcular el area del cuadrado.

RESOLUCION.

Tenemos los puntos P y Q en coordenadas polares. Se procedera a transformar dichos puntos a
coordenadas cartesianas, con la ayuda de las ecuaciones de transformacion:

L3

x=rcosfd K (l)
y=rsenf K (2)

Primero, transformamos la coordenada & de cada punto a grados, recordando que = radianes
equivale a 180°, entonces para el punto P tenemos:

9:—7—”[180 J=—105°
12\ 7« o

El signo negativo nos indica que el angulo es medido en sentido inverso al convencional (es decir en
el sentido de las manecillas del reloj), entonces el angulo medido en sentido convencional (sentido
contrario a las manecillas del reloj) es; 8 = 255°.

Para el punto Q:

9:5[180 ):30°
6\ 7

Ahora obtenemos x y y para cada punto, para el punto P:

x=6¢c05255°=-1.55
) = 65en255°=-5.80

Para O
/
x = 4cos30°= 4(73] =23 =346

,
y=4sen30°= 4L%] = 7

Facultad de Ingenieria. UNAM 9




Geometria Analitica. COPADI

De donde P(-1.55, —5.80) y O(3.46, 2) que aparecen en la gréfica.
AY

Pe----1 580

Recordando la geometria de un cuadrado y adecuandolo al problema:

Q

A

L
del teorema de Pitagoras: D> = L' + L} = D*?=2I%.

LY

Donde D =\7°_Q\ y despejando L :

El valor de D es:

D=+ [3.46-(-1.55) +[2-(-580)f = D=927u

Por tanto el valor de L es:

L =6.55u

72

10 Facultad de Ingenieria. UNAM
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Empleando la férmula del area de un cuadrado tenemos:

A=1°

A =(6.55)
Por tanto, el area del cuadrado es :

A=429u°

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

1.7 - Se tiene un cubo en el espacio de tres dimensiones, uno de sus vértices es el punto A.
Si el centro del cubo es el origen de coordenadas, obtener los vértices del cubo mediante las
simetrias del punto A(2,2,2).

A Y

z
/N

RESOLUCION.

Simetria con respecto al origen se obtiene cambiando de signo todas las coordenadas del punto.

Simetria con respecto a un eje se obtiene cambiando de signo las coordenadas que no pertenecen
aleje.

Simetria con respecto a un plano se obtiene cambiando de signo la coordenada que no pertenece al
plano.

B es el simétrico de A respecto al plano YZ (— 2,
C eselsimétrico de A respecto al eje Z (-2

D es el simétrico de A respecto al plano XZ (2, -2,2
E eselsimétricode A respecto al plano XY (2, 2,-2
F es el simétrico de A respecto al eje Y (— 2,2,-2)
G es el simétrico de A respecto al origen (-2,-2,-2)

Facultad de Ingenieria. UNAM 11




Geo_metriq Ana_litica. COPADI

H eselsimetrico de A respecto al eje X (2.-2-2)
ALUMNA: MA. DE LOS REMEDIOS VILLAFRANCO RAMIREZ

1.8 - Sea el punto P cuya distancia al origen es 2, y sea el punto O que tiene por
coordenadas cilindricas (r, 47” 1) . Si los puntos P y Q son simétricos con respecto al

plano XZ , determinar:

a) Las coordenadas esféricas de P.
b) Elvalor de » en coordenadas cilindricas de Q.

RESOLUCION.

a) De las ecuaciones de transformacion tenemos que las coordenadas cartesianas de O vienen
dadas por:

dr
X, = rcos@ = rcos—
3

X, = rcos240°® = —%

Yo =rsent =rsen240° = __\/Er
Zg = 1
por lo que el punto Q es:
r A3
-—=,——r,1
o( 5 5 )

considerando que P es simétrico de O con respecto al plano XZ , se tiene que:

[T LI
2 2

Como nos piden en coordenadas esféricas P(p, 6, @), de los datos sabemos que:

6’=angtani=angtan 2 =angtan—\/§ = 6=120°
X

12 Facultad de Ingenieria. UNAM




Geometria Analitica. COPADI

-

@ = ang cos— = ang cosl =60*
yo, 2

P(2,120°, 60°)

b) El valor de r, =1, puesto que son simetricos con respecto a XZ . Para obtener el valor de ra

nos apoyaremos en las coordenadas de P, puesto que conocemos p =2 y z =1, podemos
formar un triangulo, de donde el valor de », queda determinado por:

)

y L@ =) =3 =1
ALUMNA: ISABEL MIRANDA ALVARADO

1.9 - Sea el punto P(O, 4 3) en coordenadas cartesianas y el punto Q(6,135",0) en
coordenadas cilindricas:

a) Calcular el punto N simétrico de P respecto al origen, en coordenadas esféricas.
b) Calcularel punto CH simétrico de O respecto al eje Z, en coordenadas esféricas.

RESOLUCION.

a) Primero tomemos el punto P(0, 4, 3) y encontremos su simétrico respecto al origen en

coordenadas cartesianas. Como sabemos, esto es sencillo, pues solo se deben de cambiar los
signos de todas las coordenadas del punto P . Porlo que:

N(0,-4,-3).

Ahora lo que haremos es calcular sus coordenadas esfeéricas:

p =[x ey +7 = O +CaF + (3 = 1635 =T =

6 = arctan Yo arctan —_0—4 =270°

x
Q= arccos — = arccos—_-3 =126.87°

Yo,
Por lo que:

(s, 270°,126.87°)

b) Lo ideal seria sacar p directo; sin embargo, se recomienda que en estos casos se convierta
primero a coordenadas cartesianas, obtener el simétrico y posteriormente transformar a esféricas.

Facultad de Ingenieria. UNAM 13
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x=rcosf = 6¢cos135° = —6% = -3\/5

v=rsend = 6senl35° = 6% = 3«[5

Tenemos ahora el punto Q(— 3v2, 3v2, 0) y como en el caso anterior se cambian los signos de
x Yy y,para calcular el simétrico de Q respecto al eje z . Por lo que el punto es:

cH (3v2, -3v2,0)

Empleando las ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a esféricas encontramos:

p=r +y 428 =32) +(-3v2) + (0 =18+18=-36=6

0 = arczfanZ = arctan — 2 =arctan—1=135"

x 3\/5

0
@ = arccos 2~ arccos 7 =arccos 0 =90°
p

Porlo que el punto CH simétrico de QO respecto al eje z en coordenadas esféricas es:
CH(6,135°,90°)
ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES
1.10 - Sea el punto P(\.-‘E, 300°, 135") en coordenadas esféricas.
Determinar:

/

a) Las coordenadas cilindricas del punto Q, que es el simétrico de P respecto al eje Y.
b) La distancia del punto P al eje X .

RESOLUCION.

a) Para el punto dado debemos obtener su simétrico en coordenadas cilindricas, por lo tanto
transformando P acilindricas:

14 Facultad de Ingenieria. UNAM
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r=pseng
6=6

: z=pcosg
Sustituyendo valores:

r=x/gsen135°=«/3

6 =300°

i z=x/3003135°=—ﬁ
por lo tanto el punto P en cilindricas es:
P43, 300°, - 3).

Ahora de la figura 1 podemos obtener el simétrico del punto respecto al eje” y .

!
i T F
Y

Figura1.
Del simétrico buscado r, = /3 ya que por ser una magnitud, permanece constante la variacion esta
dada por su angulo.

g o o e
De acuerdo con la figura el simetrico de -z es z por lo cual, z,= /3.

En cuanto a el simétrico de 6 = 300° respecto al eje y es &, = 240°. Observar |a figura 2.

Facultad de Ingenieria. UNAM 15
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AY

60, 60" X

0

Figura 2.

Las coordenadas del punto O son Q(J3_, 240°, /3).

by La distancia del punto P al eje X estd dada por @® = v* + %, como se puede apreciar en la
figura 1. .

De las ecuaciones de transformacion, de esféricas a cartesianas, tenemos:

y = psenpsent
v =~/6 sen 135° sen 300°= —3/2

Por lo tanto:
21
d2=(—2)3+(—\/§)3=2+3=21/4 =S EE ;ﬂ:ﬂ
2 4 )

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

16 1 Facultad de Ingenieria. UNAM




Geometria Analitica. COPADI

CAPITULO 2
ALGEBRA VECTORIAL

2.1 - Sea el segmento AB, paralelo al vector w = (\/—2- 3,- \/5) y de sentido contrario a éste,
como se muestra en la figura.

-—

w={2,3,-45)

Determinar las coordenadas del punto 8, si se sabe que la magnitud del segmento AB es de
4u.

RESOLUCION.

El vector de posicion del punto B se obtiene del vector de posicion del punto A mas el vector AB.
El vector w. tiene la misma direccion que el vector AB pero en sentido contrario, por lo que se
cumple que AB, =-w,

|w|=v2+9+5 =16 =14

Facultad de Ingenieria. UNAM N 17
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4B = 4[-%(\/2_,3,-\/5)J = [-v2.3.43)

= a+ AB;donde a es el vector de posicién del punto A
= (1,1,2) + (-+2,-3.5)

= (2,2, 2+5)

= (-0414,-2, 4.238)

ol oI T Tl

por lo tanto:
B (-0414, —2, 4.236)

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

2.2 - Sea el punto A contenido en el plano XZ que dista cuatro unidades del origen de
coordenadas, ademas tiene cota negativa y cuyo vector de posicion forma un angulo de 30°
con el eje X' ; y sea el punto B(«/ﬁ. 2, 1). Empleando élgebra vectorial, calcular:

a) Ladistanciaentrelos puntos Ay 8.
b) El punto medio del segmento de recta AB.

RESOLUCION.

a) Para determinar la distancia entes ambos puntos habra que especificar las componentes del
punto A para ello utilizaremos identidades trigonometricas como lo indica la siguiente figura:

¥
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x=4cos30° = 4[?} =243

)?:O
z=-4sen30° * -1

por lo tanto:

(243, 0, -2

Por lo que 1a distancia entre los puntos Ay B viene dada por:

d=|4B|=|(-3. 2, 3)| = 4u

A Y

b) Por otro lado el vector de posicion del punto medio estara dado por:

=, 5 A8

m=a+—

Donde a es el vector de posicion del punto A .

m=(2+3, 0, —2)+{'—‘/§, 1, E]:(ﬂ, 1 I—l]

2 2 2. " 2
ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

2.3- Sea el vector v = 5i + 3 +~/15k . Determinar:

a) Los cosenos directores de v

b) El vector u que forme un angulo de = radianes con v.

c) Las componentes escalar y vectorial de v en las direcciones de los vectores unitarios i,
jyk.

RESOLUCION.

a) Las férmulas para obtener los cosenos directores son:

v v v
cosa = = cos B ==L
v v

= o et
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y la formula para obtener el modulo es: I;| S P
De ahi que:

[ol=vs® £3° 4 /15" =3549%15 =+/48 =

Entonces:
cosoz—5 cos;ﬁ—é cosy—ﬁ
7 7 7
Y debido a que solo se pedian los cosenos directores no se hacen mas calculos.

b} Los Unicos vectores que formarian ese angulo de 7 radianes con el vector v, serian aquellos que
estuvieran er la direccion opuesta del vector dado, y por sencillez, simplemente le cambiamos los
signos.

Por o tanto un vector que forme ese angulo seria w = (— 5-3,- «,TS).
Para comprobar, se sabe que :

entonces;

.3 VI5)5-3-V15)_-25-9-15 -49
) (7)) T

8 =angcos(~1) = f=nx

\ -
¢) Para obtener las componentes las componentes escalares de v sobre los vectores ¢, j y k, se
tendrian las expresiones:

Comp.Esc..v=v - Comp.Esc.;v=v- | CompEsc.,v=v-k
De ahi que:
Comp.Esc.'.; = (5, 3, «/B) (l, 0, O) =5 !
Compfsc.j:; = (5 3, \/—) (0,1, O)=3.
Comp.Esc.k; (5 3, \[_) (0,0, 1)= Jis
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Como se puede observar las componentes pedidas son precisamente las componentes escalares
del vector v .

Para obtener la componente vectorial sdlo bastaria con multiplicar la componente escalar por el

vector unitario del vector sobre el que se proyecto. De esta forma se tiene:
Comp.Vecz.i;' =5-(1,0,0)= (5,0, 0)
CompVect.,v=3-(0,1,0)=(0, 3, 0)

CompVect.,v =15 -(0,0,1)= (0, 0, V15

ALUMNO: LEON FELIPE PALAFOX NOVACK

"

2.4 - Sean los vectores a, b, ¢ y d mostrados en la figura:

AY

Calcular la magnitud de la proyeccion del vector & sobre el vector 4 ; donde & es la suma
de las proyecciones de los vectores @ y b endireccion de c.

RESOLUCION.

En estos casos en que hay un diagrama, se recomienda ver con detenimiento el dibujo. Después de
haber hecho esto, uno se puede dar cuenta de los datos proporcionados para cada uno de los
vectores,

En el caso del vector @, podemos ver que se han proporcionado un angulo y aparte de ello, este
vector se encuentra contenido en el plano yz. Para calcular sus componentes, debemos tomar en
cuenta que al vector lo podemos “trasladar” sobre su misma linea de accion, sin afectar su direccion
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ni su sentido. Por lo que para mayor sencillez, calculemos sus componentes usando angulos
internos y externos ademas de la "traslacion”.

Para calcular las componentes de este vector, utilizaremos el angulo complementario de 30°:

4 =550(0, cos 150°, sen150°) = (0, — 550—2§ 550%):(0,-275—- 3.275)

Ya calcutado el vector @ , calculemos el vector b .

Si prestamos atencion a la figura podremos ver, que las coordenadas der vector b . se encuentran
en coordenadas polares Donde ¢ =60° (angulo que se mide desde la parie positiva del eje z),

6=330°0 y p=450;

2

«/5\”«/5\’ 675

x=pcosbscnyp = 450((:05 330° X.s-en60" = 450(— [
NI

/
V2253
2 2

2
B

l
y=psenOsenp = -150(sen330 se1.60 450( 5]
\

\

2= pcoso = 450(cos 60° ) = 450(%) =225

por lo que;

_[675 _225v3
A ’"J

Ahora, calculemos el vector ¢ que se encuentra alojado en el plano xz . El triangulo rectangulo que
aparece debajo de él, nos ayudara a determinar su direccion.

Si recordamos, cuando determinamos la direccion de un vector en el plano, no hacemos mas que
utilizar los catetos de un triangulo rectangulo. Veamos la figura:
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_____

o

De acuerdo con la figura tenemos que: i = (-3, 4, 0), y por consecuencia, se encuentra en la
misma direccion que el vector ¢ . sin embargo, este no es el vectdr ¢ pues su magnitud es 5. Aqui
debemos prestar atencién; al leer la pregunta del problema podemos ver que no necesitamos las

componentes de ¢, solo su direccion, pues se calculara la proyeccion de los vectores @ y b en
direccién de ¢ y como sabemos, lo Unicc que necesitamos es el vector unitario en direccion de ¢ .

cuzl(_s,o,4)={_§.,o,i]
5 5 6

Donde ¢, es el vector unitariode ¢ .

Para finalizar la determinacién de las componentes de los vectores mostrados en la figura,
calculemos el vector 4. Al observar la figura se determina que los angulos directores son

a=120¢, f=45° y y =60°. Como sabemos, el coseno director de un angulo esta dado por:
l’. .

cos@ = 4
7]
y despejando la componente Vi, tenemos que:
V.= ’ T7|cost9

De donde podemos calcular la componente en cada eje, tan solo con sustituir el valor del angulo y
multiplicar su coseno por el médulo del vector.
V2

]E\cosa =300c0s]135°= 300(- TJ = -150y2

| |cos B =300cos 45°= 300[%] =15042
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|d|cosy =300cos 60°= 300[3 =150
por lo que:

d = (- 15072, 150..2, 150)

A continuacion procederemos a dar respuesta a lo solicitado en el ejercicio.
Se solicita calcular la magnitud de la proyeccion del vector e sobre el vector @ ; donde e es la

suma de las proyecciones de los vectores @ y b en direccion de ¢ . El primer paso es calcular ei
vector e .

Cuando se habla de proyeccion se refiere a una componente vectorial. Por lo que aplicaremos la

formula: ﬁﬂ que es lo mismo que ;i - v, |7, donde i es el vector que queremos proyectar
v v

en direccion de v .

Asi que calculemos:

comp.vect ;E = |i(0 ~ 2753, 275)- (-% 0, %H(—% 0, %J = (220(—%. 0, %)

comp.vect.-a =(-132,0,176)

comp.vect.-z = @, 225\/5, 225 |- ——3—, 0, ij (—2, 0, ij = (’ 22-5(_2’ 0, ij
¢ 2 2 5 5 5 5 5 5

comp.vect.;B = (ﬂ, 0,- 18]

(2

\

Ahora calculemos el vector e :

z=(-132, 0,176)+(%,0,—18j. (-2377 0, 158]

Con el vector e calculado, veamos de nuevo lo que se pide: calcular la magnitud de la proyeccion
del vector e sobre d . Lo que se pide es "magnitud” de la proyeccion, esto es, la componente
escalarde e sobre d .

_ [-% 0, 158) (~150v2, 15042, 150)
s

comp.esc.-e =

__17775V2 +23700
q] -150v2, 15042, 150} J45000+ 45000 + 22500
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cowmyp .esc.—d_é = #8557 65 =143 8
5.4

que es la respuesta deseada.

ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

2.5 - Un vector p forma un angulo de 45° con el eje X y de 60° con el eje Z . Otro vector
g forma un angulo de 50° con el eje X y de 60° con el eje Y. Determinar el angulo 6 ‘que
forman los vectores ; y E.

RESOLUCION.

— A
Para el vector g tenemos: a = 50°, B =60°y y es desconocido.
Para determinar ¥ nos apoyamos en la ecuacion:

cos’a+cos’ f+cos’y =1

Despejando cosy tenemos:

cosy = +/1-cos’ & - cos’ B

cosy = y1-cos? 50°~cos? 60° = cosy=0.58 K (1)

Ademas tenemos:

cosa =c0s50°=0.643
cos f =co0s60°=0.5

Por lo que los cosenos directores del vector unitario de g son:
g. = (0.643, 0.5, 0.58)

De igual forma para el vector p tenemos:

a =45°, y =60° y B esdesconocido.

cos B =v1-cos? 45°~cos? 60° = cos B =0.5

cosa = cos45°=0.707
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cosy =cos60°=0.5

entonces tenemos:
p. =(0.707, 0.5, 0.5)

S6lo resta obtener el angulo entre g, y p, . Se tiene que:

P4,
7. |a.
Realizando el producto punto p, -g, :

cosf =

=gl -

,siendo p, y g, vectores unitarios, tenemos: ‘ D, q,

=1y

p.-q, =(0.707, 0.5, 0.5)-(0.643, 0.5, 0.58) = p, -, =0.994601

por tanto;
cosf =0.994601 = 6 =5.96°

ALUMNA: PATRICIA MARIA SANCHEZ GOMEZ

2.6 - Determinar un vector g con la misma magnitud del vector p=3a-2b+c y en

direccion opuesta a la suma resultante de los vectores d y e. Las componentes de los
vectores son: a=(2,1, -3); b=(-1, -1, -1); ¢c=(, -2, 4); d=(1,-2,8) vy
e=(2, -1, 3).

RESOLUCION.
Primero deberﬁos obtener las componentes del vector ; ;
3(2,1, =3)-2(-1, -1, 1)+ (3, -2, 4)

(6,3, -9)+(2, 2, 2)+(3, -2, 4)
(11, 3, -3)

Slwlwl
|

Por lo que el modulo del vector p es:

5|=JEF 6P +C3F = |p]=JT5

Obteniendo d +e y ’E+ E’ tenemos:
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d+e=(1,-2,8)+(2, -1, 3) = d+e=(3,-3,11)

|d+e|=@) +(3) +Q1) = |d+e|=+139

(2+;)u:[ 3 -3 11)

4138 §139° J139

Dado que el vector g es en direccion opuesta af vector ; , entonces;

= o _ (3 -3 11
(d+el - (m—g@@]

por tanto el vector g serg, '

7=7|(@+2),

- 3 -3 11 y
=-1/139( , , ] = g=(-3,3, -1l
. J1397 V1397 V139 7=( )

ALUMNO: MIGUEL ANGEL VICTORIA RIOS

2.7 - Los vértices de un triangulo rectangulo son los puntos A, B, C. Si se sabe que el punto
C esta en el eje de las ordenadas, que el punto B esta dado por el vector de coordenadas
b=(23, 0) y que el punto A es el origen, usando algebra vectorial calcular:

a) Las coordenadas del punto C.
b) El area del triangulo rectangulo.
c) Un vector unitario perpendicular a los vectores de posicion de los puntos B y C.

AY

N

g

o~
-
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RESOLUCION.

a) Dado que el punto A es el origen, y el punto B esta dado por el vector de posicion b =(2.3, G)'

se tiene perfectamente definido a uno de los lados del triangulo dado. Faltaria determinar los otros
dos. Como se sabe que uno de los puntos es el origen, que e! vector de posicion de B esta en el
plano xy y que el otro punto esta en el eje y, basta obtener la proyeccion vectorial del vector

b (vector de posicion del punto B) sobre el eje y. El vector unitario en el eje y es el vector
j=(010),

Comp.Vect.J.E — [(2’ 3 O)l .1 0)] © i’ 0) = Comp.Vect._,[; =(0,3,0)

Por lo que el vector de posicion del punto C buscado es ¢ = (0, 3, 0); por lo tanto el punto es
: c(o, 3, 0).

b) Para determinar el area del triangulo, es suficiente con efectuar un producto cruz de los vectores
b y ¢ ;después de esto, dividir el modulo del resultado del producto cruz entre dos.

[bxe| |2.3,00%(0,3,0)

Area del triangulo = :

i J k
bxc=[2 3 0/=(0,0,6) = |bxc|=6
03 0

Area del triangulo = — = 3u?

\

N |

c) Para obtener un vector perpendicular a ambos, sélo se necesitaria hacer el producto cruz, entre
éstos, y como ya obtuvimos que el vector resultado del producto cruz es (0,0, 6), entonces el vector

unitario pedido, seria:

Vector unitario = &'2—61 ={0,0 1)

Por lo tanto, el vector buscado es el vector unitario k.

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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2.8 - Los vectores a y b son perpendiculares entre si. El vector ¢ forma con ellos angulos

iguales a %; si el modulode a es 3,elde b es 5 yelde c es 8, calcular:
(3a—-2b)- (b +3c)
RESOLUCION.

Desarrollando el producto punto obtenemos:

.c~2b-b-6b-¢c S
FACULTAD WifsEams »

QI

(33— 25) - (h+3¢)=33-5+9

pero como a es perpendicular a b tenemos que a-b =0.

De la definicion de angulo entre vectores tenemos que: .
cosa=’z_l,"‘i[ Gi.s ¥ Jyr7eX
uijv

entonces podemos conocer a-c y b-c.
i I it 1t T 1
a-c='a‘ccos| = |[=(38) =|=12
‘ (BJ (X(ZJ

o=[3]jefeos| 5 ) t548) 3 )20

s il

E-E:‘b‘z-—-‘(S)z =25
de donde:
(3a-2b)-(b+3c)=3a-b+9a-c-2b-b-6b-c
(3a - 2b)- (b + 3¢) = 9(12) - 2(25) - 6(20) = -62
por lo tanto:

(33— 2b)- (B +3¢) = -62.

ALUMNA: ISABEL MIRANDA ALVARADO
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2.9 - El volumen del cubo que se muestra en la figura es 64 u3, Si la arista AC tiene la
direccion del vector u=(-6,-+/6,-2) y la arista AD tiene’ la direccion del vector
v =(3,— 1, —-/6) . Determinar las coordenadas del punto B.

AL, 5,1-/6)

RESOLUCION.

De los datos proporcionados sabemos que:

AC/lu y ADI//v y el volumen V =644’
Las coordenadas del punto A son A(1,5,1—~/6); por lo cual su vector de posicion es:
a=(1,5,1-6).

Los lados del cubo referidos son perpendiculares entre si; entonces, como AC//u y AD!lv

— uxv// AB ya que del producto cruz se obtiene un vector perpendicular a los dos vectores.
Entonces haciendo el producto cruz;

A Y

i Jj k
N6 =6 -2 |=(6-2)i-(6+6)j+(6+3J6)k =(4,-12, 4/6)
3 -1 -+6

El volumen del cubo es V=(arista)3=‘A_B’3 y Eza(4,—12,4\/3) ya que
AB//(4,-12, 4/6) , entonces:

'(16)°

64 =|ar (4,-12, 48)| =[of (f4? +12? + (4V6) )’ =o' (V256)° = a

|a|3=64/16’ = a=%.
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4B =1(4,-12,4J6) = (1, -3, V6)

Como:

AB=b-a = b=(,-3,¥6)+a = b=(1,-3,V6)+(,51-6) = b=(2,21).
Por lo tanto, las coordenadas del punto B son:
B(2,2,1).
ALUMNO: LUIS EFREN FLORES ROMERO

2.10 - Sean los vectores u=(1,2,3) y v=8i +4;j. Obtener el conjunto de valores de:
a) x € R para que el vector w = (x°, x, —1) sea perpendiculara u .
b) y € R para que el vector s = (2y, y, 0) sea paralelo al vector v .

RESOLUCION.

La condicion para que dos vectores sean perpendiculares es que su producto punto sea igual a cero
y la condicion para que sean paralelos es que su producto cruz sea igual al vector cero.

a) uw=0
(123)-(c% x-1) =0 = x* +2x3 =0 = (x+ 3)x-1) = 0

x+3 =0
x-1 =20

Entonces el conjunto pedido es {— o 1}
b) vxs =0
Jj ok
vxs =|8 4 0| =(8y-8y)k=0 = vxs = (0y)k=0
2y y O
"y" puede tomar todos los valores reales porlotanto y € R.

ALUMNO: ZEUS HIRAM ZAMORA GUEVARA
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CAPITULO 3
LA RECTAY EL PLANO

3.1 - Determinar unas ecuaciones parameétricas de la recta R que contiene al punto
A(0, 2, -3) y es simultineamente perpendicular a los vectores v=(2, -2, 3) vy

;=i+4j—2k.
RESOLUCION.

El vector director de la recta se obtiene del producto cruz de los vectores v y w'. Con apoyo en el
punto dado se obtienen ias ecuaciones paramétricas de la recta.

’l j ok
u=|2 -2 3 |=-8i+7j+10k
1 4 -2
x=-8t
R:p=(0,2-3)+1(-87,10) = R:{y=2+7

z==3+10¢
ALUMNO: ZEUS HIRAM ZAMORA GUEVARA

3.2 - Se tiene una recta definida por la ecuacion r = (4, -1, 2)-+ t (1, =1, 0). Determinar los
puntos que estan en dicha recta y distan 3 unidades del origen.

RESOLUCION,

De la ecuacién vectorial de la recta r=(4, -1, 2)+:(l, -1, 0) podemos obtener sus
gcuaciones paramétricas:

x=4+1¢
L:sy=-1-t¢
z=2

Considerando al vector de posicion del punto buscado de componentes desconocidas (x, y, z).
tenemos:
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d 2
7
Alxy.z] ,—f”ffd
=
b.
i v
X
Donde || =3
Entonces:
a=(xy,z)

Sustituyendo :
a=4+t-1-12)

como|a| =3, tenemos que |&‘ viene dado por:

OA =(4+1,-1-1,2)—(0,0,0) = (4 +1,~1-1,2)
|5,'4| =@+ +(-1-1)" +4=3

16+8+1° +1+2t+12+4=9 = 22+10t+12=0 = *+5t+6=0
+3)t+2)=0 = 1 =-3, t,=~2

Por lo tanto, sustituyendo ¢, y ¢, en las ecuaciones paramétricas de la recta, tenemos:

x=4-3 x=4-2
y=-1+3 y=—1+2
. A= :=2
Punto1=(1, 2, 2) Punto2=(2, 1, 2)

ALUMNO: LEON FELIPE PALAFOX NOVACK
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3.3 - Sea larecta L de ecuaciones:

Determinar las coordenadas de los puntos de la recta que se encuentran a S unidades del
origen.

RESOLUCION.
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

x=3t+6
y=41+4
z=t+5

Considerando un punto A de la recta cuya distancia al origen de coordenadas sea 5 unidades,
tenemos:

A(3t+6, 4t+4,:t+5) K (1)

Como:

m =5; siendo"O" el origen del sisitema de referencia.

|52[=,/(3z+6)2+(4z+4)2 t(t+5) =5

\53|=J9:2+36r+36+16z2+321+16+r2+10z+25=5

V2612 +781477 =5 > 2602 +78+77=25 = 12 +3t+2=0

N

Resolviendo la ecuacion se tiene:
(t+1)(t+2)=0

t,=-1
t, =-2

Sustituyendo en (1) los ¢ obtenidos, tenemos:

A(3, 0, 4)
B(0, -4, 3)

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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3.4 - Sea la recta L que contiene al punto 4(- 6, - 6, — 6) que interseca a la recta R y forma
con ella un angulo de 45°. Si larecta R es:

x==-2+3t
R {y=-6+1
z=-5-3¢

Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion entre L y R . (Dos soluciones).
RESOLUCION.

Para poder aplicar la férmula del &ngulo entre dos rectas, necesitamos dos vectores directores. El
vector director de la recta R es sencillo de determinar, pues simplemente se obtiene de los
coeficientes de ¢; por lo que @@ = (3, 1, —3). Para determinar un vector director de L es necesario

conocer al menos dos puntos. Un punto es dato: A(- 6, — 6, — 6), el otro punto lo deduciremos.

Como se especifica que las dos rectas se intersecan, podemos deducir que un punto de R forma
parte de L (que a la vez seria la respuesta del problema pues es donde se intersecan las rectas).
Asi, con la expresion vectorial podemos definir todos los puntos de la recta:

R=(-2,-6,-5)+1(3,1,-3)=(-2+3, ~6+1, -5-3)

Porloqueelpunto B (que perteneceraa L y R)sera: B(-2+3t, —6+t, —5-3t). Conlos dos
puntos podremos definir el vector director de L.

AB=(-2+3t, -6+1, -5-3t)- (-6, -6, -6)=(4+3¢, 1, 1-31)
Ahora estamos preparados para aplicar laformula de angulo entre rectas.

ii AB
|7 48|
(3,1, =3)-(4+3¢, 1, 1-3¢)

JBF + () + (=37 (@ + 30 + () +(1-3)

Como vemos es una ecuacion cuadratica de una incognita que podremos resolver con facilidad:

cosfO =

cos45°=

V2 1249t +1-3+9t _ V38 _ 9+lx
2 1916+ 241+ 90 )+ + (1604922 2 J17+181+19¢

Facultad de Ingenieria. UNAM 35




Geometria Analitica. COPAD!

2 2
[N38 9+19: ] 19 (9 +19¢)
= = —=

2 V17 +18¢ +19¢2 2 17+18+197°

19(17+18: +19¢7 )= 2(81+ 3420 + 36112 ) = 323+3427 +3611% = 162 + 6841+ 7227

_ 69 . t 129 .,
200 ! 100

161+-342r-361: =0 = 1,

Ahora, para obtener el punto donde se intersecan las rectas, sustituiremos los valores obtenidos en
el punto B, que usamos para definir el vector director de L:

Para 1,:
P=(-2+3,-6+¢t-5-3)= '-2+3[ﬁ}, —6+[£], —5-3{2}
200 200 200

_[_193 _1131 1207
' 2007 200 200

Para ¢,:

/) =(~2+31, -6+1¢, —5—3:):(—2+3’-—1—22], —6+[—£9—J, ~5—3|i-—12—9:|]

L 100 100 100

A _[_587 729 _113}
20 1007 100" 100

Que son los puntos buscados para las dos soluciones.

** Se han redondeado los resultados para facilitar su manejo.

ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

3.5- Sean las rectas L y R que tienen por ecuaciones:

L x+1 y-3 2z2+6
13 4 4

R:{Z—xzizﬁ—z
3 3
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a) Si L yR seintersecan, determinar el punto de interseccion.
b) Determinar el punto de interseccion de la recta R con el plano XY .

RESOLUCION.

a) Lo primero que haremos sera separar las ecuaciones de las rectas de |a siguiente manera

x+1 y-3
=—— A (l
3 4 M
De L:
- 2
y 3= z+6 A @
. 4 4
2-x y
== A 3
L (3)
De R:4
y 6-z
== A (4
3775 (4)

Trabajando con las ecuaciones (1) y (3)

] -3
2r Vs 3y 0 K. ()
3 4
2-x y
=—=2-x=y K (B
3 3

Multipicando B por (- 3) y sumandole (4) obtenemos;
7+7x=0,dedonde x =-1
Ahora sustituyendo x =—1 en (1) ;
y—-3=0,dedonde y=3
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (4) , obtenemos que:
6-z=9, dedonde z =-3

porlo tanto el punto de interseccion es:

P, (-13,-3)
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b) Nos piden la interseccién de la recta R con el plano XY y sabemos que el plano tiene por
ecuacion z = 0. Si sustituimos la ecuacion del plano en (4),

w |
|

= y=2
sustituyendo y =2 en (3), tenemos:

2-x=l 2~x=g = 2-x=2 = x=0
3 3 3 3

=

Por lo que el punto de interseccidn buscado es:

P, (0,2,0).
ALUMNA: ISABEL MIRANDA ALVARADO

3.6 - Sea la recta L que contiene al punto A(0, 2, —1) y cuyos angulos directores son
a=45°; [ <90°; y =60° Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion de L
con cada plano coordenado.

RESOLUCION.

Para determinar el valor del angulo A, sabemos que:

cos’a+cos’ f+cosly=1 => cos’fB=1-cos’a—cos’y

2 2
1 | i 1
cos’ B=1-| — —(—J =— = cosfB=%—
B [ J i B 5

42 2
Como S <90°, cos 3 = Y porque con el valor negativo £ >90°. Por lo que
\ 1 '_Q-.
cos45°=—= 'S
V2

1 1
cos =5 = c0560°=5
Por lo tanto la direccién de la recta L estara dada por:

— 1 11 -
, =|—=, =, =| o también por =\W2, 11
u [ > % 2} P U, ( )

La ecuacion de una recta en forma simétrica esta dada por:
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donde P,(x,, yq, 2,) €S un punto cualquiera contenido en la rectay & =(a, b, c) es el vector

que indica la direccion de la misma, para nuestro caso

Finalmente para encontrar las intersecciones de L con los planos coordenados, unicamente habra
que sustituir las ecuaciones de cada plano en fas ecuaciones simétricas de la recta que acabamos

de obtener, esto es:

Plano "YZ" Plano "XZ" Plano " XY"
X=0 Y=0 Z=0
¥-2_z#l_, e sz @ e -2
1 1 2 1 J2 1
y-2=0 X _ '—;(_zl

| V2 V2
y=2 x=-22 x=+2
z+1=0 z2+l=- y-2=1
£=_ 1S y=3_
4(0, 2, -1) Bl-22. 0, -3) clv2, 3. 0)

ALUMNO: MIGUEL ANGEL VICTORIA RIOS

3.7 - En una habitacion se ubicé la siguiente informacion:

5

.
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Donde:
£ =(0,4,3) A[Hg] L:e=(1,2,3)+1;

- (2,4,3) B(3,5,0)

Conlos datos proporcionados:

a) Determinar la expresion vectorial del plano que contiene al techo.

b) Siel punto W es simétrico de 4 con respecto a la recta L, y a la vez es un punto del
suelo, obtener la ecuacion de una recta L, contenida en el plano del suelo.

) Siel punto C es simétrico a B respecto al eje X', determinar la ecuacion cartesiana del
plano detras del armario.

d) Determinar las ecuaciones de larecta L, en suforma simétrica que contiene al segmento
CD.

e) Sielsegmento £F mide 5 metros, calcular el volumen del cuarto.

RESOLUCION.

a) Determinar la exnresion vectorial del plano que contiene al techo.

Antes que nada debemos darnos cuenta que tanto el techo como el suelo y la mesa son planos
paralelos. De aqui sacamos en conclusion que el vector sobre la mesa y en la arista entre el techo y
la pared del fondo, son vectores directores que se encuentran contenidos en el plano del techo. Con
dos vectores y el punto 4 se puede obtener la ecuacion vectoria del pland pedido.

Po:5=(, 1, %)+r(0,4,3)+s(2, 4, 3)

A

b) Sielpunto W es simétrico de 4 con respecto alarecta L, y ala vez es un punto rie! suelo,
obtener la ecuacion de una recta L, contenida en el plano del suelo.

Aunque el punto puede ser encontrado con una buena graficacion, el método mas corto es aplicar la
férmula para determinar un punto simétrico a una recta (aunque hay muchas formas de encontrarlo,

pero resultados so6lo uno);

W =2(P, + compvect P,G,, )-G
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Donde Po es un punto contenido en la recta; G es el punto a quién le determinaremos su simetrico; y
u el vector director de la recta (la demostracion de esta formula se deja al lector). Ahora
resolveremos (se omitiran algunos pasos por razones de espacio).

=210 2 3)+ (L 1 %)-[1 2.3)-(0, 1, 0) (0. 1, 0) (1, %)

ool fo o)

w=2{1 2, 3)+[(0, -1, -%)-(0, 1, 0)Jo, 1, 0]}~ (1, 1, %)
w =20, 2, 3)+-10, 1, 0)-(1, 1, %) = w=2[Q 2,3+ -1, 0)-( L %)
w=20,1,3-0L1% = W=02,26-01,% = w=011%)

Cualquier vector (z 0 5 ) puede ser utilizado para obtener el vector director de la recta. Asi, conun
vector director y el punto que encontramos, la ecuacion de la recta seria la siguiente:

L:z=(,1, %) +¢(0, 4, 3)
o bien
L,:z=(1,1, %) +t(2, 4, 3)

c) Sielpunto C es simétrico a B respecto al eje X, determinar |a ecuacion cartesiana del plano
detras del armario.

El punto simétrico de B respecto al eje X es muy facil de obtener; basta con cambiar los signos a
las coordenadas de XY del punto B, por lo tanto C(3, -5, 0).

Ahora, el plano del armario es perpendicular al plano del techo; en el techo, el vector a forma un
angulo de 90° con el plano del armario. Debido a la perpendicularidad de este vector respecto al
plano del armario, @ es su vector normal. De esta manera con un punto y la normal es mas que
suficiente para determinar la ecuacion del plano.

Ox+4y+3z+D=0
0(3)+4(-5)+3(0)+D=0
-20+D=0

/o=
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Por tanto, la ecuacion del plano es;
4y+32z+20=0

d) Determinar fas ecuaciones de fa recta L, en su forma simétrica que contiene al segmento CD .

De nueva cuenta, el vector @ nos es de utilidad para este inciso pues CD es paralelo al vector a .

Como vemos, el segmento CD es perpendicular al plano del armario. Con el vector @ vy el punto
C se obtienen la ecuacion pedida

L,=(3,-50)+:(0, 4, 3)
Ya con la ecuacion de la recta, el paso a forma simétrica es senciflo.
y+5 _

Ly={ 4
x=

Z
3
3

e) Siel seamento EF mide S metros, calcular el volumen del cuarto.

Debido a que tanto las paredes como el techo, con el suelo, son paralelos, la separacion entre ellos
la obtendremos calculando la distancia entre un punto y una recta.
Para determinar un vector normal del techo y del piso efectuaremos el producto cruz de los vectores

a y b que como hemos dicho antes, pertenecen a ambos planos.

.

= (0, 6, -8)

N O
EE T~ N
w W x

En la siguiente tabla se resumen todos los datos que utilizaremos y que como vemos son datos
0 los hemos calculado:

Plano Normal Madulo N. Punto
Techo | (0, 6, - 8) 10 (L1, %)
Suelo | (0, 6, -8). 10 (L1, %)
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Armario | (0, 4, 3) 6 (3, -5, 0)

Ventana | (0, 4, 3) 5 (3,5, 0)

Ahora calcularemos las distancias:
Distancia entre techo y suelo:

prs < [0 1 %)= 1, 2,)]-(0, 6, -8)
10
o 0.0.3)0.6-8) o [-24[_12
10 10
Distancia entre pared y pared:
[3, 5, 0)-(3, -5, 0)]-(0, 4, 3)
D =
pp -
: 40
Dpp=(0’ 10, 0)5(0, ) Dpngzg

Ahora, ya con las tres distancias solo falta multiplicarlas para obtener su volumen:

V= (%)(8)(5) =(12)8)=96 = ¥V =96m’
ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

3.8 - Sea el plano 7 que contiene a los puntos A(—4, 7, 2) y B(2, 2, 2) y contiene a la
recta L.Obtener la ecuacion cartesiana del plano 7.

RESOLUCION.

Para obtener la ecuacion cartesiana de un plano se necesita un punto del plano y su vector normal,
que se obtiene del producto cruz de dos vectores paralelos al plano; uno de esos vectores es el que
forman los puntos 4 y B, y el otro es el vector director de larecta L .
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Después se utiliza la ecuacion normal del plano.

wo=(11,1)
us = AB=(2, 2, 2)-(-4, 7. 2)=(6, -5, 0)

fo i ok
N =wxur =1 1 1 =5i+6j—1lk
6 -5 0‘

Considerando al punto B, tenemos:

(; - E) N = 0 (Ecuacion normal del plano)

[(x »z2)- Q2 22)N=0 = (x,y,2)-N-(2,2,2)N=0

(x », 2)-(5 6. -11)-(2. 2, 2)-(5 6, ~11)= 0 = Sx+6y ~11z —(10+12-22) = 0

La ecuacion cartesiana pedida es:
T:5x+6y-112z=0.

ALUMNO: ZEUS HRAM ZAMORA GUEVARA

pueden considerar contenidos en otro plano cualquiera paralefo.
-

i J k
N={1 -3 2| = N=(-11 7, 16)
3 1

Y ahora determinaremos |la componente D apoyandonos en el punto 4 :

3.9 - Un plano es paralelo a las rectas que tienen por vectores directores: a = (1, -3, 2) y
b=(3, 7, ~1). Calcular la ecuacion del plano si ademas pasa por el punto A(5, 1, —1).
RESOLUCION.

La Unica forma en que dos rectas sean paralelas a un plano, es que pertenezcan a un plano
paralelo. Debido a que solo se nos dan los vectores directores, los podemos considerar libres y
trasladarnos a nuestro plano. En otras palabras, dos vectores directores paralelos a un plano, se

Con este concepto, el ejercicio esta practicamente resuelto. Primero definiremos la normal del plano:
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~11(5)+7(1)+16(-1)+ D=0 = D=55-7+16=64
Por lo que la ecuacién del plano buscadoes :
—1lx+7y+1624+64=0 6 ilx-7y-16z-64=0
ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

3.10 - Sea larecta R definida por la interseccion de los planos 7, y 7, de ecuaciones:

7ix=-2z+1=0
T, x+2y-6=0

y sea el plano 7, que contiene a los puntos:

A(1, 1, 6), B(-1, 1, 0) y C(0, 3, 1)
Calcular el angulo que forma la recta R con el plano r,.
RESOLUCION.

De los planos 7, y 7, conocemos sus normales: N, = (1, 0, 1) y M, =(1, 2, 0); entonces si
efectuamos el producto N, xﬁ; obtendremos un vector director de larecta R, por o que:

i J k
N xN,=|l 0 -1 = u=NxN,=(2, -}, 2)
m 2 o

La magnitud de este vector es |a siguiente:

|| =) + (1) +(2)

\£|=J§=3

Por otro lado, conocemos tres puntos que pertenecen al plano r,, asi que pedemos determinar un
vector normal a dicho plano, de Ia siguiente manera:

S
Il

B-A=(-1,10)-(1,1,6)
(-2, 0, -6)
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o bien;
a=(10.3)

AC=C-4=(0,31)-(1, 1, 6)
AC =(-1, 2, -5)

Obteniendo el producto ax AC:

)4 j ki
laxac|=| 1 0 3[=(-6 2 2)
-1 2 -9

Tomando un vector paralelo al vector anterior tenemos:

Ny =(3, -1, -1
|ﬁ;|=\f(3)2+(—1)2+(—1)2 = |N,i=v11

El angulo formado entre una recta y un plano es el angulo que forman el vector normal del piano,
con un vector director de |a recta; en este caso conocemos ambas vectores, por |o tanto:

2
&

2

0= angsen. ||_‘
(3, -1 =1)-(2, -1, 2) 5
6= = = 9'—_30.160
angsen Bm ang sen 3\/]_]

ALUMNA: PATRICIA MARIA SANCHEZ GOMEZ
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CAPITULO 4
CURVAS

4.1 - Para la curva C, una de cuyas ecuaciones vectoriales es:

C:r=(sent)i+(3cost)k
Determinar: ,
a) Unas ecuaciones paramétricas.
b) Elintervalo paramétrico.
c) Los intervalos de variacionde X, Yy Z.
d) Unas ecuaciones cartesianas. \

RESOLUCION.

a) Para determinar unas ecuaciones paramétricas de la curva unicamente se expresa la ecuacion
vectorial de la forma:

X = sent
y=0
z =3cost

b) Como no existe ningun valor de ¢ para el cual se indeterminen las ecuaciones anteriores,
tER

C) La variable x esta definida en términos del seno del parametro ¢, por lo tanto, Unicamente
tomara valores entre
xel-1, 1]

y=0
de manera similar que para x, z € [-3, 3].

d) Para determinar unas ecuaciones cartesianas debemos buscar una funcion que solamente
dependade x y y.

2 2 2
2:sent X" =sen’t

2

-

z' =9cos’t ?zcoszt
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Sumando:
2
PR,
9
Por lo que las ecuaciones pedidas son;
2
X+ i)
9
y=0

Se trata de las ecuaciones de una elipse con centro en el origen y eje mayor coincidente con el eje
z. La gréfica de la curva se presenta a continuacion:

-3
ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

4.2.- Obtener la ecuacion cartesiana de las siguientes curvas e identificarlas.

a) Gy phetil +(\/14t—t2 -40 +2)j y z=2

x =3sect—-4
b) C,: { y=tant+l
z=0

» _8rsen6-—18rcos 6 +23 _3
9cos’ @ +4sen’6 s

c) Cyr

RESOLUCION.

C, : Su ecuacion esta dada en forma vectorial. Se despeja el parametro t en unade las ecuaciones
y se sustituye en la otra.
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C, : Su ecuacion esta dada en forma paramétrica, en este caso el parametro es el argumento de
funciones trigonométricas, se despeja la funcion que contiene a t en cada una de las ecuaciones

para después relacionarlas por medio de identidades trigonométricas.
C, : Se trata de una ecuacion polar, en este caso la ecuacion se encuentra en un plano paralelo al
plano xz porlotanto x=rcos@ , z=rsenf y r=+/x*+z’

-

L Y

A Cop=ti +(lar—r-a0+2)j; z=2

Ix=t
ly=-1ar-t*-20+2 .

y=+14x-x*-40+2 = y—2=\/m

(y-2) =14x-x*-40 = -(y-2)' =x’-14x+40

—(y-2) =x*-14x+40+9-9 = —(y-2) =x*-14x+49-9
(-2 =(x-77-9 > —(x-7)-(y-2=-9

{@_7y+@_zy=9

Zi =)

Es una circunferencia con centro en el punto P(7, 2) y radio =3, contenida en un plano
paralelo al plano xy.

Pt
x =3sect -4 pEia

b) C, { y=tant+] = <tant=y-1
z=0 z=0

.9

Usaremos la identidad sec? @ — tan’> 0 =1

Sustituyendo

)

3 9

Se trata de una hipérbola con centro en el punto P(-4, 1) con un eje paralelo al eje x.
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o) Cy: r? =8rsen9;18rcos 92+23 ) 3
9cos® 8+ 4sen‘f

r2(9cos2 6+ 4sen29)= 8rsen @ —18rcos 6 + 23
9r2cos? @+ 4risen°0 +18rcos@ - 8rsen 6 =23

9x2 +4z2 +18x-82=23 = 9x’ +18x+4z° -82=23

X +2x 27 -2z 23 X +2x+1-1 zZ2-2:41-1 23

+ === = + ==

4 9 36 4 9 36
(x+1)2+(z—1)2_l_l=2 wy (J\'+l)2+(z—l)2 _1 l+z_3
4 9 4 9 36 4 . 9 4 9 36

2 2
(‘x+1) +("—l) =1; y=3
4 9

Se trata de una elipse con centro en el punta P(~1, 1) ycon eje mayor paratelo al eje z .

ALUMNO: ZEUS HIRAM ZAMORA GUEVARA

4,3.- Convertir las siguientes expresiones de su forma cartesiana a polar o viceversa segun
sea el caso.

a) (xz +yz)2 —9(x2 —yz)=0
b) x* —day-4a=0
c) r* = 4send

dr=—=>
2 - 3senf

RESOLUCION.
a) (Jc2 +y2)2 —Q(xz —y2)=0

(r2)2—9(r200529—r23cn29)=0 = r2r2—9r2(00829—sen29)=0

LS

rl(r2—9(coszt9—sen29_))=0 = r2-9(coszt9-—sen29 =i

gt —9((1—sen29)—sen26? )= 0= r -9(1 —2sen*@ )=0
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rt =9(1—2.$e':29)
b) x* —4ay-4a=0

x!=4ay+da = x*+y*=y'+4ay+4a
X4y’ =(y+2af = Yx*+y*=y+2a
Jxi+yl-y=2a = r-rsenf=2a

r(l-senf)=2a = r= =
1-senf
¢) rt = 4sen
r2 = ir_‘&no. = x2 +y2 =._._4_y__
r Jxl +y?

4y 16*

2
2 2. 2 2) _
[x +y ——_\/ch—+—' ';2] = (x +y ) 2+

(x2 +yZXx2 +y2)2 =16y* = (x’z -l:yz)1 =16y’

6

dr=——
2 —3senf

H2-3senf)=6 = 2r-3rsenf=6

2\x*+y? -3y=6 = 1/x2+y2=6+3y

2

( 2 +° =6+3yJ2 = xteyi= (6+3y)
2

4
Ax* +4y* =36+36y+9y* = 4x’ -5y’ -36y-36=0

ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES
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4.4.- Determinar si la ecuacion vectorial r = send ««/5 cotd )i +2j +(4csch )k) representa
el mismo lugar geométrico que la ecuacion »* ( 3+cos’d )= 12

RESOLUCION.

Primero desarrollemos la ecuacion vectorial:

r= (\/gsenecote )i+ 2senf j+ (4sen6 cscé )k

r =[\/§sen0 £0sd J i+(2sen9)j+[4sen9 1 ]k
sen@

sent
r= (ﬁcosB )i+ (2send )j + 4k

x=+3cos6 A (l)
r=4{y=2senf A (2)
z=4 A (3)

Para poder transformar la ecuacion vectorial dada en una cartesiana, se obtienen primero las
ecuaciones parameétricas de |a curva y posteriormente al eliminar el parametro de éstas, se llega a Ia
ecuacion cartesiana.

De estaforma, de (1) y (2) se tiene:

x=+3cosh y =2sené
x Y _

. —==cosé % =send
V3 2
2t 5 Y sen’s
-3—=cos e 4

Correspondiente a la ecuacion de una elipse que se encuentra alojada en el plano z = 4.
Ahora veamos si ‘la otra ecuacion también corresponde a la misma elipse (es decir representa el
mismo lugar geométrico).
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r2(3+cos2 6 )= 12

Transformémosla a su ecuacion cartesiana:

3t ericos?@=12 = 3(x?+y?)+x? =12
e

3 +3y°+x2 =12 = 4xT+3y* =12

Dado que (4)y (5) son iguales entonces ambas ecuaciones representan e! mismo lugar
\

geométrico. '
ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

4.5 - Para las ecuaciones paramétricas:

x = —4sen(wt) K (1)
y= 3[cos(a)t)sen¢ —sen(wt)cosp] K (2)

Donde @ y ¢ son constantes. Determinar qué tipo de curva es.

RESOLUCION.

De las ecuaciones paramétricas vamos a eliminar el parametro ¢; para eso en la ecuacién (2)

sustituimos cos(awt) = 4/1- sen’(wt), entonces:

= 3(1(1 —sen*(wt)sengd — sen(wt)cos ¢) o bien:
= \/1-sen*(wt)seng - sen(wt)cosg K (3)

Despejando sen(wt) de la ec. (1) obtenemos:

W <

—% = sen(mt)

2
y f x X
= =,l-— +—cos
3 l6sen¢ 4 ¢

sustituyendo en la ecuacion (3):
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Reacomodando términos y elevando ambos miembros al cuadrado:

3 to] ([T [

Desarrollando el binomio del lado izquierdo:

2 2 2
Yy xy X 2 2 o 2
Z——2=—=cos@+—cos’ @ = sen’¢p - —sen

9 12 ¢ 16 ¢ ¢ 16 ¢

Simplificando:

2 2

X 2 2 Xy 3 2
—I\COS + sen ——COSQP+—=s¢én
16( ¢ ¢) 6 ¢ 9 L

2 2

x——ﬂcosqﬂ% =sen’@

16 6

Por lo que la ecuacion cartesiana de la curva es:

2 2

“lt_6 - %y_cosqs + % —sen’@ =0 ya que-el parametro ¢ es constante.

Dado que la forma general de una cénica es:
Ax* +Bxy +Cy* + Dx+Ey+F =0

con:

LY

1 B=_cos¢; C-

A=—;
16 6

i D=E=0y F=-sen’¢

O | —

obteniendo el indicador:

2 2
[=B _44c=05"9 _{l)(l] =M-L=l(cos2 6-1)
36 16 \ 9 36 36 36

Puesto que O<cos’g<l lo cual implica que cos’¢—1 es negativo para todo
¢p#0,tx,+27z, K, 2nx
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Portanto 7 <0, en consecuencia la curva es una elipse , cuyo eje focal es oblicuo al eje x .
ALUMNA: ISABEL MIRANDA ALVARADO
4.6 - Obtener las ecuaciones cartesianas de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:

x =2sent+cos2t K (1)
y =1-cost K (2)

(3)

~

z=3+sent

RESOLUCION.

Hay que recordar que una curva en el espacio esta represegtada por un par de ecuaciones
cartesianas. De la identidad trigonométrica cos2t = cos” ¢t —sen’t podemos escribir la ecuacion
(1) como

x=2sent+cos’ t—sen’t K (4)

de las ecuaciones (2) y (3);

y=l-cost = cos’t=(1-y) K (5)
z=3+sent = sen’t=(z-3) K (6)

Como cos’ ¢ + sen’t =1 al sumar las ecuaciones (5) y (6)obtenemos:
(l—y)2 +(z—3)2 =1
Sustituyendo (5) y (6) en (4), y sabiendo que sent = z -3 tenemos:

x=2(z=3)+(1-y) -(z-3)

por lo tanto las ecuaciones cartesianas de la curva son:

ALUMNO: MIGUEL ANGEL VICTORIA RIOS
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4.7 - Obtener una ecuacion vectorial de la curva descrita por un punto cuya abscisa sea 3 y
su cota el doble del coseno de su ordenada. Ademas, localizar en una grafica cuando menos

cuatro puntos de dicha curva.

RESOLUCION.

Se nos proporcionan los siguientes datos: -
x=3 yaque su abscisa vale 3

W0
z=2cost Yyaque lacota vale el doble del coseno de su ordenada.

Ofra expresion podria ser:

x=3
y=a’ . donde a es un parametro, a € R

z=2cosa’
Entonces una ecuacion vectorial es:

p=3i+tj+2costk obien;
p=3i+a’ j+2cosa’k

Tabulacion:
Parametro - Abscisa Ordenada Cota Punto

t x=3 y=t z=2cost (x, v, 2)
0 3 0 2c0s0 =2 (3,0, 2)
V4 30" /e T

- - 2cos£=2 ﬁ =2 (3’ ) ‘Ej
4 4 4 2 4

i 3 i 2cos£=2(0)=0 ey O)
2 2 2 2

3 3 3z Iz ﬁ kY 4 ]

kil - 2 4 _Ne|__ 3, —, -2
4 4 2cos 1] 2( 5 |= \/5 4
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ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
4.8 - Sea la curva de ecuacion polar r = 2sen6 en el plano x = 0. Determinar:
a) Sus intersecciones con el eje copolar.

b) Sus ecuaciones cartesianas.
c) Las coordenadas cilindricas de su centro.

G

RESOLUCION.
a) Intersecciones con el eje copolar: 1
Sustituyendo € =90° y 6 = 270° tenemos:

r =2sen(90°) =2
r =2sen(270°) = -2

Con lo cual se puede observar que los dos puntos son (2, 90°) y (-2, 270°).
Y como ambos puntos son iguales, sdlo se tiene un corte en el eje copolar, en el punto (2, 90°).

b) Ecuaciones cartesianas
r = 2senf

Si multiplicamos ambos lados porr:
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r® = 2rsenf
Y transformando a cartesianas:

(' +y*)=2z

Completando el trinomio en términos de 2:

2
(22 —-22+(§] }+y2 =1 = (-1)+y*=
Por lo que las ecuaciones cartesianas son:

{(2-1)2”2 =1

x=0
¢) Coordenadas cilindricas de su centro:
De las ecuaciones cartesianas, las coordenadas del centro de la circunferencia son:
Centro=C(0, 0. 1).
Al transformarla a cilindricas;

El angulo & puede tomar cualquier valor dado que el radio es igual a cero, pues x =0, por lo que
las coordenadas son:
Centro=C(0, 6, 1).

v ALUMNO: LEON FELIPE PALAFOX NOVACK

rcos(6—£J= 2;
3

Calcular la distancia de dicha recta al punto [2, %)

4.9 - Dada la recta de ecuacion: !

RESOLUCION.

Calculando la distancia en coordenadas polares.
Basandonos en 1a formula para la distancia entre un punto y una recta:
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d=|Ax+By+C| 4

vA*+ B .,

Transformando (1) a coordenadas polares; x = rcos@ y y = rsenf, tenemos: .

®

d_|Arcos(9+Brsen0+C|

v A + B?

Para obtener los coeficientes 4, B y C, desarrollamos la ecuacion de la recta:

r[cos@cos(g] +sen95en(§n = = %rcos@+§men9 =2

rcos@++3rsenf=4 K (2)
De la eéuacién (2) observamos que:

A=1 ,B=3yC=-4,
Ahora se obtendré |a distancia:

‘rcos@+\./§rsen9—4'|

d=1
(7 +3]

y como tenemos al punto ( 2, g]

N 2005%+\/§(2)Sen(%]—4 . d=12\/§—4‘=4_2\/§
(1)24_(\/3)2 2 2
d=2-3

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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4.10 - Sea el segmento de curva C, una de cuyas ecuaciones vectoriales es:

;=(z)?+[%t2j;; 0<1<2

Representar por medio de una ecuacion polar al segmento de curva C.
RESOLUCION.

De la ecuacion vectorial proporcionada sabemos que;

=il K (1)
1,

=— K (2

y=t (2)

z=0

para 0<t<2.

Ahora bien si eliminamos el parametro ¢ de Ia ecuacion anterior, es decir, sustituimos la ecuacién

(1) en (2);

yz—}z—x = x*=2y K (3)

La curva que representa la ecuacion anterior es la siguiente:

» X

Que, como se observa, corresponde a una parabola con vértice V(O, 0, O).
Sustituyendo x =rcosf@ y y=rsenf, enlaecuacion (3) obtenemos:

ricos’@=2rsenf = rcos’6 =2 send

senf P senf

=g = r=2tanfsech

cos’ 9 cos Bcosl
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Para finalizar el ejercicio hay que deteminar el intervalo de valores permitidos para el parametro 6,
para t=0 = x=0 y y=0.Entonces:

rcos8 =0
rsenf =0

Para que las dos ecuaciones se satisfagan, el (inico valor permitido es » = 0, que sustituido en la
ecuacion polar nos da:

O0=2tanfsecd = senf@=0 = H=0.
Para t=2 = x=2y y=2:

rcosf=2 K (4)
rsend=2 K (5)

Despejando el valor de » de la ecuacion (4) y sustituyendo en (5);

( : ]sen9=2 = 2tanf=2 = tanf=1
cosd

0 =angtanl = 0= —Z—
La ecuacion pedida es:
r =2tan@sechd; oses%

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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CAPITULO 5

SUPERFICIES

5.1 - Obtener la ecuacion de la superficie cilindrica cuya directrjz.es la parabola
x*=4y, z=0 K (1)

. contenida en el plano XY y cuyas generatrices tienen por numeros directores (1, 1, 3).

" RESOLUCION.

Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera P(x, y, z) de la superficie corta
a la directriz en el punto P'(x', ', 0).

¥
Za
P
‘“-~"L.__~/ >y
P!
X
Entonces las ecuaciones de esta generatriz son:
IR o K (2)
1 1 3

También como P' es un punto que pertenece a la parabola (1), tenemos:
x?=4y, =0 K (3).

Despejando de la ecuacion (2) los valores de x', y' obtenemos:
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. 74
X=X——
3

y'=y z
3

2 2 .
x‘ij =4(}’_£] = x’—zx'+z—=4_v—4—"
3 3 3 9 3

Agrupando términos y simplificando los denominadores, obtenemos:

Ix*+z° -6x2-36y+12z=0 K (4)

A}

que es la ecuacion de la superficie.
ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL

5.2 - Obtener una ecuacion vectorial del hiperboloide generado por la recta L , definida por
los puntos A(3, 2, 1) y B(5, 1, 2) y que gira alrededor de larecta x = -2; z =1.

RESOLUCION.
Se obtiene un vector director de larecta L :
* AB=B-4=(2, -1, 1).

Por lo que unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos dados son:

x=3+2t
y=2-1¢
z=1+1¢

Cualquier punto de la recta describe una circunferencia al girar alrededor de larecta x =-2; z=1.
Esta circunferencia tiene su centroen C(-2, 2-¢, 1) y por tanto la siguiente ecuacién cartesiana:

u+2f+{z—ﬂz=r2 K (D; y=2-1t
sustituyendo las ecuaciones paramétricas de L en la ecuacion (1):

B+2a+2F +Q+t-1Y =r* = (5+2) +1* =12
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25420t +5t* =r* K (2)

La ecuacion (2) corresponde a un punto cualquiera de Ia superficie,
Al parametrizar la ecuacion (1), si hacemos:

(x+ 2)2

2
sena=—— = (x+2) =r'sen’a

o

x=-2*rsena

De la ecuacion (2):

r =~25+20t+5¢7 porlo tanto:

x=—-2++25+20t + 5% sena

Andalogamente, si hacemos:

(z-1)°

2
r

z=ltrcosa = z=1%+25+20t+5¢ cosa

Ademas tenemos que y =2 —¢, por lo que una ecuacion vectorial es:

;z(—2+'\/25+20t+5tlsena, 2-1, 1+425+20t +5¢* cos o )

. ALUMNA: MA. DE LOS REMEDIOS VILLAFRANCO RAMIREZ

cos’a = = (z-1)0 =r’cos’a

5.3 - Determinar la ecuacion cartesiana de la superficie generada por el conjunto de
circunferencias con centroen x =2, y =5 y cuyo eje de rotacion es paralelo al eje z. La

meridiana esta dada por:

x+2y-1=0 K (1)
-y+z-3=0 K (2)

Indicar de qué superficie se trata.
RESOLUCION.

Determinando la generatriz G :

64 Facultad de Ingenieria. UNAM




Geometria Analitica. COPADI

donde:

r? = f Circunferencias de radio variable.
C(2, 5, ) Centro de las circunferencias.

Aplicando el método de las generatrices y sustituyendo (4) en (2):
-y+a-3=0 = y=a-3 K (5)
De la ecuacion (1) despejamos a x y sustituyendo la ecuacion (3):

x==2y+1 = x=-2a-3)+1
x==2a+6+1 = x=-2a+7 K (6)

Sustituyendo (5) y (6) en (3):
(~2a+7-2) +(@-3-5) =4
(-2a+5) +(@-8)'=B8 K (C),ecuacion de condicion.
Sustituyendo (3) y (4) en la ecuacion de condicion;
: (2245 +(z—8)f = (x=2) +(y-5)
4z -20z+25+ 22 -162+64=(x-2) +(y-5)

s =367 +89 = (-2 +0-5f = 5[ - 2|89 (-9

2 2
s[z2 f’%ﬁ%}w-%:( -2)* +(y-5)

5(2—%)2“39-%_4:( —2f +(y-5)} = (x—2)2+(y—5)2_5(2_§)2=1721
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121 121 121
Six=2:
sy-sf_27%)
= =1 (Corta al plano YZ en hipérbola).
121 121
Siy=5:
2
e
2 3 =1 (Cortaalplano XZ en hipérbola).
121 121
4
Si z =§:
5

S(X_z)z +S(y_5)2 =1
121 121

(x-2) +(y=-5) = 121 (cortaal plano X¥ en circunferencia),

5
Por lo tanto, se trata de un hiperboloide circular de un manto.

ALUMNA: PATRICIA MARIA SANCHEZ GOMEZ

5.4 - Obtener la ecuacion de la superficie que se obtiene al girar la parabola y =3x?, z=0,
alrededor del eje y. '

RESOLUCION.

Las ecuaciones de la parabola son:

{y=3x2 K )
=0 A @

La generatriz, serian circunferencias de la forma x* +z* =a en planos paralelos al plano
y =0, por lo tanto nuestra generatriz es:
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{f +z'=a K (3)
gl K 4
Obteniendo la ecuacién pedida, tenemos:

Se sustituye (2) en (3):
Sustituyendo (4) en (1):

Sustituyendo (5) en (6):
[ =3a K (Ecuacién de condicidn).
Sustituyendo Ia generatriz (ecuaciones (3) y (4)), en la ecuacion de condicién, se obtiene:
y=3(x"+2%)
Que es la ecuacion buscada, o dispuesta de otra forma:
3x*+3z° -y =0.

ALUMNO: LEON FELIPE PALAFOX NOVACK

5.5 - Dada la superficie
4x* -4y +27 +8x-4y—-1=0

a) Determinar si es simétrica respecto a los planos coordenados.
b) Obtener la(s) interseccion(es) de la recta L con la superficie dada.

X =1
L: sy=2t
z=5
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RESOLUCION.

La simetria con respecto a un plano coordenado se determina cambiando de signo la coordenada
que no pertenece al plano y si al sustituirla en la ecuacion de la superficie, ésta no cambia, entonces
es simétrica respecto a dicho plano.

La interseccion con la recta L se obtiene sustituyendo las ecuaciones paramétricas de la recta en la
ecuacion de la superficie.

a)
1- Simetria respecto al plano xy; z » -z

4x? —4y* +(-z)' +8x-4y—-1=0
4x* —4y* + 2> +8x-4y-1=0

es simétrica respecto al plano xy . %
2- Simetria respecto al plano xz; y —»> -y

4x* —4(-y) +z* +8x-4(-y)-1=0

"4x? —4y? + 2 +8x+4y-1=0

no es simétrica respecto al plano xz .
3- Simetria respecto al plano yz; x — —x

4(-x)* —4y? +2* +8(-x)-4y-1=0

4x* —4y* +z* -8x -4y —-1=0
no es simétrica respecto al pla‘no yz.
b) Se tiene que:

4x* -4y’ +2° +8x-4y-1=0  (Ecuacion de la superficie).
x=t, y=2; 2=5 (Ecuaciones paramétricas de larecta L).

4(t) —4(2t) +(5)7 +8(t)-4(20)-1=0 = 4¢*—16t*+25+8t -8t -1=0

—1212424=0 = 12t* =24
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2=2 = =12
b= 2
h= 2
Interseccion 1 con ¢, :
x=1,
y=2, P](‘\/Es 2\/5: 5)
z=95
Interseccion 2 con ¢,: '
x=t,
y=21, Pz(—ﬁ, 82, 5)
z=95

ALUMNO: ZEUS HIRAM ZAMORA GUEVARA

5.6 - Dada la ecuacion cartesiana de la superficie:

x2+y? -2x-9z=0
Determinar:

a) Sutrazaen el plano XY .

b) Si es simétrica con respectoalosejes Y'y Z,y
c) Su extension en la direccion del eje Z .
RESOLUCION.

a) Sutrazaen el plano XY .

Siz=0

X4yt -2x=0 = x*-2x+l+y’ =
(x-1) +y* =1

La traza es una circunferencia de radio » =1 y centroen C(1, 0, 0).
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b) Su simetria con respecto aleje Y.

(xf +32-2(-x)-9(-2)=0 = x2+y*+2x+92=0
Por lo que no hay simetria respecto aleje Y.
Su simetria con respecto al eje Z.

(~x)+(-p)P =2(-x)-92=0 = x*+y*+2x-92=0
Por lo que no hay simetria respecto al eje Z .
¢) Su extension en la direccién del eje Z .
Siz=k

x?+y?-2x-9% =0 = x*+y’-2x=9%k
¥ -2x+1+y2=9%+1 = (x—1)2+y2=9k+1

Para que la ecuacién represente un lugar geométrico 94 + 1 debe de ser siempre mayor o igual a
cero, por o que:

% +120 = 9% >-1
k-l
9

Por lo que |a extension en la direccion del eje Z sera: z 2 ok

N ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES
,")Z Sea la superficie cuya ecuacion cartesiana es:
_ 16y° + 427 — x* =16
Determinar:

a) Las trazas con respecto a los planos coordenados.
b) Su simetria respecto al origen,
c) Identificar la superficie.
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RESOLUCION.

a) Para determinar la fraza con xy igualamos z =0

16y —x* =16
normalizando:
2 x*
-2 =1
T

identificando la curva, tenemos que es una hipérbola con centro en el origen.
Obteniendo la traza con xz , igualamos y =0

2
Z2 X

4z’ -2’ =16 = —-_—_=1
4 16

la ecuacion nos representa una hipérbola con centro en el origen.

Para determinar la traza con yz, igualamos x = 0

5

16y* +4z =16 = y? %zl

la cual nos representa una elipse con centro en el origen y eje focalen z .
b) La prueba para determinar la simetria de una superficie con respecto al origen se puede obtener
si al reemplazar las variables x, y, z por —x,- y,— z laecuacion de la superficie no se altera.

16(~ y) +4(-2)" - (- x) =16 = 16y> +42° - x* =16

Como la ecuacion no cambia, es simétrica con respecto al origen.

c) La ecuacion cartesiana de la superficie tiene la forma:

(c=tf , =kf -1 _,
al bZ CZ

Al dividir entre 16 amBas ladas de e ecuasen, se ablisne:
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que nos representa a un hiperboloide de un manto.
ALUMNA: ISABEL MIRANDA ALVARADO

5.8 - Obtener una ecuacion vectorial y la ecuacion cartesiana del cilindro con eje paralelo al
vector i =(-2, 2, 3) y cuya interseccion con el plano z =5 es una circunferencia de radio

3 ycentroeneleje z.

RESOLUCION.

Para estos casos se recomienda usar la simplificacion para superficies cilindricas ™.

Primero definiremos la directriz. Se menciona que la curva directriz se encuentra alojada en el plano

z =5 y que es una circunferencia con centro en el eje = ; esto quiere decir que las coordenadas de
este punto son (0, 0, 5). Por lo que la directriz queda de la siguiente forma:

Para definir la generatriz, necesitamos Ia ecuacion de una recta. El vector director es constante, lo
que cambia es el punto en que se apoya la recta, por lo que una de sus ecuaciones vectoriales
quedaria de la siguiente manera:

L =(a,b,c)+1(-2,2,3)

Donde a, b, ¢ son variables. Ahora obtendremos de esta ecuacion su representacion simetrica:

x-a_,
x=a-2t ‘% ,
y=b+2t donde <y;=z = i el _g=e

2 -2 2 3
zZ=c+ 3t

z-C

=Y
3

Siguiendo el método, despejaremos en términos de z (ya que en el planoxy se encuentra alojada
la curva directriz). Por lo que quedarian de la siguiente forma:

X4 Z=C y-b z-c
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2 2 2
X=—-—z+—-cC+a v=—z—-—c+b
3 3 3

Como a, b y ¢ son variables, podemos sustituirlas por o y 3; segun se muestra a continuacion:

2 2
X=—-—z+—c+a y=—z~=—c+b
3 3 3 3
2 2
a=—c+a =——c+b
3 o 3
2 2
X=—-—I+a =+
3 S

Asi, la generatriz y la directriz quedan de la siguiente manera;

L]

(x=—3.7+a K () D:f-"'+.“'=9 K {n
G = e c=35 K ([F)

; 3
1y=::+ﬁ K ()
3
Aplicando el método de las generatrices.

Sustituyendo: (17") en (1) y (17):

x=~%+a K (V)

y=§+ﬂ K ()

Obteniendo la ecuacion de condicion:

Sustituyendo: (V') y (V1) en (111):
a 2
[— ? + a] + [1—;- + /3] =9 K  (Ecuacion de condicion).

Despejando de (/) y (/7) a alfa y beta respectivamente:

2 2
X=-—2ta =—-z+
3 JE A
2 2
a = E % p=y-—-z
3 3

Sustituyendo alfa y beta en la ecuacion de condicion:
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2 2
{%} (10 +2z + 3x)* +G} (10+3y-22)° =9

(3x+22-10)" +(3y - 2z +10)* =81

Que es |a ecuacion deseada.
** Castafieda, Erick; "Geometria Analitica”, Superficies, pag 150. Facultad de Ingenieria, UNAM.

ALUMNO: ALEJANDRO FELIX REYES

59 - Para el cono hiperbélico oblicuo con vértice en el punto ¥(-2, 2, 5) y cuya

2 2
interseccion con el plano x =8 es la hipérbola de ecuacion: b zl) - (z 92) =1, obtener

a) Una ecuacion vectorial.

b) Las correspondientes ecuaciones parametricas.
¢) La ecuacion cartesiana.

RESOLUCION.

a) Unas ecuaciones paramétricas de |a hipérbola dada se determinan como sigue:

(y+Tl)2 =sec’8 K (1)

(a-2) _
Recuérdese la identidad trigonométrica sec? § —tan? 6 =1.
Entonces tenemos de (1) y de (2) que:

(y+1)! =dsec’d = y+1=2sech
(z-2)=9tan’f# = z-2=3tanf

Porlo tanto:

y=-1+2secd K (3)
z=2+3tanf K (4)
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Entonces, la ecuaciones parameétricas de fa hipérbola son:

x=38
y=-1+2secl
z= 2+3tanf

Recordando que fa ecuacion de un cono en forma vectorial esta dada por:
:; = ; +A V;i

donde:

v es el vector de posicion del vertice.
~

VA es el vector de direccion de la familia de rectas que parten del punto fijo (vértice).

entonces.
v = (~dpes]
VA= A- I_/'=(8 —1+2sech, 2 +3tan6)
7:( 3+2secH, ~3+3tané)

Por lo tanto una ecuacion vectorial es la siguiente:

p=(=2.25)+1(10, -3+ 2sect, ~3+3tn6)

b) De Ia ecuacién vectorial se deduce que unas ecuaciones paramétricas son:

x=-2+104 K (5
y=2+A(-3+2sec) K (6)
z=5+A(-3+3tanf) K (7)

c) Para encontrar las ecuacion cartesiana, de (5) se obtiene:

x+2
10

A=

Sustituyendo en (6) y (7):

v= 2*2:{'t+2]se09—3(x+2j
10 10
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Despejando sec8 y tan@ :

y+3( 0 J—Z
secd = K (8)
5 x+2)
5
z+3[x1+2]-5
tan@ = l K ()

Elevando al cuadrado (8) y (9) y restando ambas tenemos por la identidad trigonometrica

sec’@—tan’0=1:
2 2
( N
y+3(x+2j—2 z+3(“2j—5
10 10 »

3(x+2j
10 J

x 6 Y 3x 6 )
y+—+—-2 Z+—+—=5 2
10 10 i 10 10 (]

4 9 100

10y +3x-14)" (10z+3x-44) (x+2)
y

400 900 100

Al simplificar términos de la ecuacion anterior, la ecuacion cartesiana queda como:

(3x+104y-14)2 3 (3x+109z—44)2 (et 2)

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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5.10 - Obtener una ecuacion vectorial y la ecuacion cartesiana del cono eliptico oblicuo, con
vértice en el punto ¥(3, 2, 1) y cuya interseccion con el plano z =5 es:

RESOLUCION.

Primero determinamos unas ecuaciones parametricas para la curva C , si hacemos que:

2
senZG:(xgz) = (x+2) =9sen’d

x=3senf -2

Analogamente, si hacemos que;

2
cos:f?:(y;l) = (y-1)’ =4cos’@

y=2co0s6 +1

Por tanto, unas ecuaciones paramétricas e la curva C son:

< x =3send -2
C:{y=2cosf +1
z=5

Una ecuacion vectorial del cono oblicuo, esta dada por:

; =V +sVA
donde:

V es el vértice del cono.

4 esun punto que pertenece a la superficie, en este caso tambien a la curva C.
s es un parametro.

Entonces:

VA=V -4=(3, 2, 1)-(3senf -2, 2cos6 +1, 5)
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V4 =(5-3send, 1-2cos6, —4)

p=(, 2, 1)+s(5-3senB, 1-2cos0, - 4)
Porlo que una ecuacion vectorial es:
; = (3+ Ss —3ssenf, 2+s—2scosf, 1 — 4s)

Para determinar la ecuacion cartesiana, se procede a determinar ias ecuaciones paramétricas para
obtener el valor de los parametros en términos de x, vy, z.

De la ecuacion vectorial, tenemos:

x=3+55-3ssenb K
S:{y=2+s-2scos® K (2)
z=]-4ds K

De la ecuacion (3):

z-1
§=—
4
De las ecuaciones (1) y (2):
sen@ = _)i_SS_—i
3s
\ cosf = :}‘is__.z_
2s
sustituyendo el valor de s = :—;—1 , obtenemos:
X+ S[Z; -3
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como sen’6 +cos? @ =1, finalmente obtenemos que la ecuacion cartesiana de la superficie es:

\2 2
.\'+5(?———-—W—-3 y+r:_]J—2
4 ) " L 4 -1

=)

ALUMNO: JORGE ALEJANDRO RANGEL RANGEL
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