dicibn de apunte

{gue siendo 1
esde abril de

No obstante que &sta es ya una terce

Mecé&nica II, por parte d esto

principal finalidad de 1 mos (c

1973) el

En la la. y 2a. edici6n, b&sicamente, cubria 1 jsq\os
.Iacionados todos con la "Din&mica", pero en esta ;

ya t.:c:tg algunos i:-e-mas de Cinem&tica que, junto con los
t-r-aﬁba en la la. y 2a., cubren el programa de Mec&nica
qtfe—t;.agncuentra: a‘lalmente en vigor, en esta Divisibdn

! Ciencias Bésicasﬁée._"'ia Facultad de Ingenieria de la Uni

dad Nacional Auténoma de Mé&xico.

X'ao‘:”a esta edicidn, antes de iniciar los temas propio
F) EMMca II", presento un capitulo llamado "Elementos
| ment*s“ que contiene algunos antecedentes basicos par:
\ ﬁ:bﬂ: los diversos temas de que consta la Materia
l. cu. Por lo que toca a los temas de Cinem&tica, tra
| “’ados en el programa de la Materia, es decir "Mo

relativo del punto" asi como la "Cinem&tica del c

ido".

udio de la Din&mica se hari empleando los métodos

iones de movimiento" , "Trabajo y energia" e "Imp
‘de movimiento", aplicados al movimiento, ya ¢

de punto masa, de un sistema de particulas, o de un




I ‘IG

&

Como podr& apreciarse, el érimero de los mé&todos mencionados
es generalmente m&s lento que los dos Gltimos, para resolver
cierto tipo de problemas, pero es aconsejable verlo ya que’
mediante su aplicacibén pueden resolverse muchos ejercicios
qﬂe no es factible resolver mediante la aplicacibén de los mé
todos de "Trabajo y energia" e "Impulso Yy Cantidad de. Movi-
miento", pues estos s6lo son aplicables a problemas que rela
cionan de algfin modo velocidades con distancias recorridas y

velocidades con tiempos transcurridos, respectivamente.

Continfio agradeciendo a todos aquellos compafieros que me han
ayudado a detectar algunas fallas y errores de ediciones an-

teriores, a la vez que sigo esperando todo tipo de sugeren-
o
cias y criticas encaminadas a mejorar este material.

Ty

Por Gltimo, vuelvo a sugerir a quien haga uso de estos apun-
tes que, si alguna parte de los mismos resulta no entendible
o ;
o poco clara, me consulte sobre ella pues me agradarfa acla-
e ﬂ

rarla personalmente.

o

ng%Fo a mi famila la elaboracién, dibujo y revisién de es-

pe‘méterial, realizada en tiempos no comprendidos dentro de
los horarios en que laboro en la Universidad Nacional Autbno
ma_de México, y cedo los derechos correspondientes a la Fa-

cultad de Ingenieria de dicha Universidad.
Atentamente

Ing. Jorge Solar Gonzéloz

cd. Universitaria, D.F., 21 de septiembre de 1983.
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EF) ELEMENTOS FUNDAMENTALES.

Como mencionaba en la introduccién, antes de iniciar el estu

dio de los temas propios de "Mec&nica II", veremos algunos

antecedentes necesarios para poder captar los temas de la ma

teria mencionada. Dichos antecedentes tienen como objetivo

basico:

a)

b)

c)

d)

e)

£)

Poder resolver, empleando integracifén elemental,
algunas de las ecuaciones diferenciales que més
cominmente se presentan en problemas de Din&mi-
ca,

Recordar, mediante un breve repaso de conceptos
de Est8tica, en qué consisten los diagramas de
cuerpo libre, cémo se hacen las sumas de fuer-
zas y de momentos, y también hacer ver que el
valor miximo que puede alcanzar el médulo de la
fuerza de friccibn ejercida entre dos cuerpos

es uN , aunque no necesariamente se alcance 8s-
te,

Tener un concepto claro de lo que son los compo
nentes vectoriales y escalares, de un vector,
Establecer la diferencia b&sica entre los concep
tos lineales y angulares de la Cinemitica,

Dar la definicifén de rapidez y acelerante, tanto
lineal como angular, y,

Definir la velocidad y aceleracién angulares, asft

como obtener las relaciones de Poisson.
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L
Célculo de xp.— Suponiendo xp = K m—mmem— f——(Z)
al sustituir (2) en (1): 0 + 2k = 10, de donde: k = 5,

ECUACIONES DIFERENCIALES QUE SE PRESENTAN CON MAS FRECUENCIA

l o sea que, efectivamente, xp es una constante; finalmente, la

DURANTE EL ESTUDIO DE L2 DINAMICR2.

solucidn de (1) es:

! dx x = €2 4 5 —mmmmmem e oot
ler. TIPO.- X + ax = 0, o sea — + ax = 0, donde a = cte. & F
dt Ed . . - A %] - o
Verificacidn: o . 4
Solucibn.- Separando variables: dx =-adt, De (3): x ~SWEER Lo $i8LinTECs
X =12 Y
y: 2x = 2Ce +10
integrando: LX = Cy - at, . BTy
. luego: x + 2x = 10, - :
luego, por definicidén de logaritmo: e ]
go., P gari o sea que (3) si cumple (1) y es su solu#iﬁn.!(
g oa=; § at) : .
o bien: =
208NIES. - % + ax = 0, on a = Cte:
o =at =k ; .
X =83 .¢ = ce . . _ dx _ dx dx dx
Sellehen .~ Haciendo X = === “SEey— dx’
finalmente se tiene | o NS
. dx
-at . sElEEne X = % -ax;
X=mee (solucidn de las ecuaciones diferenciales dax
de ler. tipo) separando variables:
Comprobacidn.- Si x = Ce—at, se tiene: ) xdx = -axdx;
% = -ace™at integrando:
= o 4. 2
y: ax = ace 3t ‘ () s e, = = SR cyr
. 2 2
lueqo: x + ax = 0 (correcto)
Yjemplo.~ La solucibn de x - 4x = 0 es: x = Ce4t. ; s o 2
" ‘ (i)z = (2e, - 2ey) - ax
Bjercicio.~ ¢Cudl es la solucién de x + 2x =10 ~-———- (1)?
Renpuesta.- Rhora la solucién de (1) es x = x, + x_, donde © bien b :
. X (x)° = cg - ax’,
X, oo la solucibn de la ecuacidn homogénea x + 2x = 0, y
} : b o de donde
X, @8 una solucibn llamada particular, que cumple la ecuacidn //E__——_;
I ;C = C S =< H
complota dada. 3
oMo
. dx
T ——,




podemos escrtbir
Al
| a—y
dt

soparando variables:

-——-42&:-1; = dt ,
/c§ - (vax)?
inteqgrando
l ang sen 135 =+ S = i e Cg
va cy

que puade escribirse:

ang sen Z%%? = Ja't + e

luego:
ax :
f;; = sen (/a't + cg)
o bilen:
Sg
X = __[(sen /a't) cos cg + (cos /a't) sen C6]’
a
finalmente:

X = A sen /Eﬂt + B cos /§1t , donde A y B son cons-

tantes (solucibn de las ecuaciones diferenciales de 20. Tipo).

Ijemplo.- Determine la solucidn de x + 9x = 4t + 3 -——(4),

Roopuoota.- La solucibn de (4) es de la forma x = Xy F Xp
donde X, os la solucibn de la ecuacibn homogénea ¥ + 9x = 0

Yy xp o8 la llamada solucibn particular, de (4).

Cllculo de xp.— Suponiendo %y, = f(t) de tal forma que

1Lc)

de (4) se tendria:

0 + 9x =4t + 3 ,
P

de donde

5, = l(4t + 3), que tambi&n cumple (5),
9

por lo gue la solucibn de (4) es:

x = A sen 3t + B cos 3t + £(4t + 3) w————r - (6).
9

Verificacibn.-
De (6): X = 3A cos 3t - 3B sen 3t + & ¥
9
Yo % = -9A sen 3t - 9B cos 3t + 0 , asi como

9x = 92 sem 3t + 9B cos 3t + (4t + 3),

luegd:
X + 9x = 4t + 3 (correcto).
3er. TIPO.- X - ax = 0, con a = cte.
Solucidn.- Siguiendo un procedimiento similar al utilizado

para obtener la solucidn de las ecuaciones diferenciales de

20. TIPO se tiene:

_dx—.zdt’
/cg + (/31x)2
integrando
Lang sen h igi + Cy = £ o Cg +
/a cq
de donde

x =Dsen h /a't + Ecos h Ya't , siendo D y E cons

tantes (solucidn de las ecuaciones diferenciales del 3er. TI

PO).
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Recordando que Ejemplo.- ¢Cu8l es la solucibn de X - 16x = 60 cos 2t ...(7)?
X _ -X - = . bisr
e ¢ =@e¢ " 5 sl e & + e ) Respuesta La solucibn de (7) tambi&n es de la forma
2 2 X o= X+ xp, donde X, es la solucibn de la ecuacibn homogé&nea
la golucibn Gltimamente obtenida puede escribirse: X - 16x = 0 y Ky s g solucibn particular que cumple (7).
Determinacién de Xpe = Ahora supondremos una solucibn parti-
Lt -Jat Jat -Jat
xw DIE—¢C " |+ E Loy | cular de la forma
- 2 R T (8)

o bien: sustituyendo (8) en (7):

-4k cos 2t - 16(k cos 2t) = 60 cos 2t,
que cumple para k = 3,
luego, la solucibn particular buscada es

x_ = -3 cos 2t ,

que puede expresarse como: p

por lo gque, finalmente, la solucibén de (7) es

x = ¢ et 4 cze'ﬁt _______ - — (s)

1 x = D sen h 4t + E cos h 4t -3 cos 2t ——=-—=—- (9)

Comprobacibn.-

donde & Yy C2 son constantes.

De (9): x = 4D cos h 4t + 4 E sen h 4t + 6 sen 2t , y,

b4 16D sen h 4t + 16E cos h 4t + 12 cos 2t ,

En efecto, (S) satisface a las ecuaciones diferenciales del
asi como: 16x = 16D sen h 4t + 16E cos h 4t - 48 cos 2t ,

3er. tipo ya gue, partiendo de ella, se obtiene:
luego: X - 16x = 60 cos 2t (correcto)

X =

’

aCTCJ;t + acze'JEE

BREVE REPASO DL CONCEPTOS DE ESTATICA

r

ax = ac1eJEt + aczrz'*ﬁft

"vViga doblemente apoyada sujeta a cargas coplanares"

que {mplica,restando miembro a miembro: Q
¥ - ax =0 . L ) igB




Diagrama de cuerpo libre (despreciando peso propio): o sea que finalmente:
R, =2 oF
A L
Q
a o) s
P R I 3
& RBH Ejercicio.- Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la esfera

homogénea, de peso W, de la figura. Después calcule las reac

R
A. L ﬂRBV ciones que sobre ella ejercen las paredes, suponiendo Bstas
be— =] A
lisas. e
n -
pared tigad
C8lculo de las reacciones. '
(g 51 H
186,
Recordemos que la condicibn necesaria y suficiente para que
un sistema de fuerzas coplanar se encuentre en equilibrio es:
ZFx =0, XFY =0, ZMD =0,
Solucibn.- Diagrama de cuerpo libre y convencin empleada:

donde x e y son ejes perpendiculares que se localizan en
el plano de accibn de las fuérzas y D es un punto cualquiera
de €ste. Aunque es obvio, al trabajar escalarmente, para re

solver cualquier problema hemos de auxiliarnos de un sistema

de referencia y una convencibn que, mediante flechas, nos in ¢
dique cuando una fuerza es positiva, o un momento negativo, x
entre otras cosas. " ’ (90°-a)
Convencibn utilizada para este ejercicio: M
X
De IF, = 0: P+ (-Rp,) = 0, luego: Ry, = EfSs ahora, desz =i
a .
de A = 0z = + R__L) = 0, de donde: R = = 1); :
A e { Rgy ) g BV L R R1 cosa + (-W) = 0, luego: R, = e aine (a);

= Q- = = F —=———===__ "o 253 cosa

de IF, 0: R, + Ry, + (-Q) 0 (2) :

tomando en cuenta (1) y (2): qF IFx = 0:

By =0T Ry

=02 - -3 o, Ry sena + (~Ry) = 0 ——-----mmmmmmemmmeemooeeo (b) ;
a3 .
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de (a) y (b):R, =R, sena =( - )seno: ;
cosa

por lo que, finalmente: R, = W tana.

NOTA 1) De aqui en adelante, para hacer mé&s_simple la nota-
cibn, utilizaremos los simbolos F , ﬁ; ) Fy . Fz g ﬁb Bt

en lugar de IF , Z?& . ZF& . ZFZ i Zﬁa , etc., respectivamen-
te.
Con el mismo fin, emplearemos d.c.l. para designar los diagri

mas de cuerpo libre.

Ejercicio.- Calcule el m6dulo de la fuerza de friccibn que
actiia sobre el pequeno bloque, de peso W, de la figura. E1
coeficiente de friccibén es 0.8 y el blogue se suelta en la po

sicibn mostrada.

Solucidn.~- Diagrama de cuerpo libre del bloque, luego de sol

tarlo:

JLc)

-N + W cos 30° = 0, 1luego: N = W(0.866) = 0.866W
con lo que:

UN = 0.8(0.866W) = 0.693W ;
suponiendo que el bloque no se mueve, luego de soltarlo, debe
réd tenerse Fx =0, 6, lo que es lo mismo:

Wsen 30° - F_ =0

r

que se cumple para:

F.= W(0.5) = 0.5W ;
obsérvese que el mb6dulo de la fuerza de friccibn necesaria pa
ra que el bloque no se mueva luego de soltarlo, 0.5W , es me-
nor que uN, por lo que la respuesta al ejercicio es:

0.5W

NOTA 2) Aunque el sistema de referencia empleado al resolver
los diversos ejercicios no forma parte del d.c.l. respectivo,
es conveniente dibujarlo lo m&s cercano posible a &ste. Ob-

sérvese esto en los ejercicios que se han resuelto hasta aho-

ra.

SUGERENCIA.- Determine cufl hubiese sido la respuesta al fil-

timo ejercicio hasta aqui resuelto:

a) Si, conservando id&ntica la figura correspondien-
te, 'u fuera igual a 0.6 , y,

b) Si, conservando idéntico el enunciado, el &ngulo

formado entre el plano inclinado y la horizontal fuera 60°.
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COMPONENTES VECTORIALES Y ESCALARES

Sea ﬂﬁ un vector cualesquiera del espacio, que deseamos pro-
yectar sobre el eje U de la figqura, donde Qu es un vector

unitario en la direccibén y con el sentido del eje mencionado.

Siendo C y D las proyecciones ortogonales respectivas de A y
B, sobre U, llamaremos componente vectorial de 2B (sobre U)
al vector CD, y componente escalar de AB (tambi&n sobre U)
al nifumero real A cuyo valor absoluto es el m&édulo de la
componente vectorial correspondiente y cuyo signo nos indica
el sentido de &sta; )\ serd positivo si la correspondiente
componente vectorial tiene el sentido del eje sobre el cual
se est8 proyectando (como es el caso del vector CD de la fi-
gura) o negativo en caso contrario.
Acorde con lo mencionado:

(iﬁ)u = CD = xzu = componente vectorial de RE scbre
U, donde A es la componente escalar de Xg, sobre U, y es
tal que |A] = |CD|, donde A>0 si CD tiene el sentido de U,

tanto que A<0 si el sentido de CD es contrario al de la U.

De aqui en adelante, a las componentes escalares simplemente

les llamaremos componentes.

21

Consideremos ahora un vector V; de componentes V_ , V. , V
x

como el mostrado en la siguiente figura:

\
A
PROEY

I

\
Ny
[y

--. -.(:. ey
lﬁ:\;
‘<I_l.
v
L

e v
I‘
_ .
x : BIEL

De acuerdo con lo anterior, podemos expresar:

Ui s vy] + VK,
donde in , Vyj,, Vzk son los componentes vectoriales, de
V , sobre los ejes x , y , z , respectivamente.

Nbétese que, para el vector V en cueétién:

vx<0 ; Vy>0 > Vz<0 .

CONCEPTOS LINEALES Y ANCULARES

Independientemente de que mds adelante veamos en detalle o
no la definicidn de algunos de estos conceptos, es importan-
tisimo hacer &nfasis en que las funciones r , V y & , nos

sirven para estudiar el movimiente de particulas, en tanto

que las funciones 8 , w y O nos son Gitiles para analizar
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el movimiento de segmentos rectilineos.

En cuanto una particula modifica su posicibn en el espacio
decimos que se desplaza linealmente, aunque se mueva a lo
largo de una linea curva, y las funciones = i v y a nos

determinarén, generalmente en funcibén de t, la posicibén, ve-

locidad y aceleracibn (lineales) de dicha particula.

Cuando una linea gira, independientemente de que se desplace
linealmente o no, decimos que tiene un desplazamiento angu-
lar, y las funciones 8 , w y o nos proporcionar&n, gene-
ralménte una funcibn de t, la posicibn, velocidad y acelera-

cibdn (angulares) de dicha linea o segmento rectilineo.

Asi pues, si r es el vector que fija la posicibén de un pun

to m6vil P, en un instante cualquiera, respecto a un sistema

de referencia fijo, podemos decir que:
a) P no tiene velocidad angular, aunque,

b) T , vector que fija su posicibn, si tiene velo-

cidad angular durante el movimiento.

A continuacibén se tienen unos cuadros resumen donde se mues-
tran los simbolos m&s cominmente empleados y las relaciones
que existen entre las diversas funciones ahi_;ndicadas. Co-
mo las relaciones mencionadas son de derivacibn; es obvio
que también existen de integracibn, en orden inverso, aunque
aquiino se indiquen, con el fin de no complicar m&s dichos

cuadros.
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PARA ESTUDIAR EL MOVIMIENTO DE PARTICULAS

Funcibn -

Simbolo (s)

mds comfn (es)

Relacidn con otra (s)

funcibn(es)

B

de posicibén (lineal)
. . = & dydsm
velocidad (lineal) V. T v = ==
dt
= = dv d2—
aceleracibn (lineal) &, X a==, 6 3= _%
dt dt

PARA ESTUDIAR EL

MOVIMIENTO DE SEGMENTOS RECTILINEOS

Funcibn

Simbolo(s)

més comGn (es)

Relacibn con otra(s)

funcibn (es)

dé posicibn (angular) ;]
velocidad (angular) v, 9 o =48
dt
= &= Fedn & _d8
i ’
aceleracién (angular) T at Bt
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También es importante insistir en que las relaciones mencio-
nadas (en los cuadros resumen anteriores) son entre las fun-
ciones indicadas, nQ entre los valores que &stas tomen para

ciertos valores de t.

Asi pues, por ejemplo, el hecho de tener w = 0 , para t = 0 ,

no implica @ = 0 para ese valor de t. En efecto,
si @ = (4t3 + 8t)k , rad/seq ,
entonces:

© = (12t2 + 8)k , rad/seg?,

R}
1

y , para t = 0 , se tiene

8l
1

4(0)° + 8(0)]k = 0 rad/seg, en tanto que

Rl
]

|
[12(0)2 + 8]k = Bk rad/segz.

RAPIDEZ Y ACELERANTE

Ya sea hablando desde el punto de vista lineal o angular, de
finiremos como rapidez al m6dulo del vector velocidad, y co-
mo acelerante a la magnitud del vector aceleracién, que ob-
viamente se obtendx&n como la raiz cuadrada de la suma de

los cuadrados de las componentes respectivas.

Asl pues, para V = écr + réep , o = Byzi +8,.3+ éxyk ;

(f)2 + (r@)2 = rapidez lineal, vy,

<

"
<

i

™ B 2 =g T L
a = |g| =.\ﬁéyz) + (exy) = acelerante angular,
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VELOCIDAD ANGULAR, FORMULAS DE POISSON Y ACELERACICN ANGULAR

Consideremos un punto P que se mueve en un plano perpendicu-
lar a un eje, denominado éje de rotacibn, como se indica en

la figura, describiendo una trayectoria cualquiera, lo que im
plica que la linea AP mostrada (contenida en el plano mencio

nado) no tenga, necesariamente, un mddulo constante.

Si el sistema de referencia cartesiano Oxyz mostrado es fi-
jo, aunque P no se mueva describiendo una trayectoria plana,

su posicién vendr& dada por la funcibn vectorial

T = xab+ yj + 2k ,

su velocidad (instant&nea) por
T=x%i+7yj+2k, vy,

su aceleracibn (instant&nea también) por:
a =i+ yj + 2k .

Obviamente, vV siempre ser& tangente a la trayectoria descri-
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ta por P; entonces, si la trayectoria de P es plana, v estaré
alojado en el plano en que se mueve dicho punto, ademés de

ser tangente a la trayectoria descrita por éste.
Definimos como velocidad angular (instant&nea) de la linea AP
simboliz&ndola mediante w , a un vector (colineal con el eje
de rotacibn) de componente escalar w , tal que:

At-+D ALt dt

D@
e

entonces, de acuerdo con lo indicado, podemos escribir:
e G < &,

o bien:

¥ =0 X1, -——=——-= - B s (e

En efecto, las expresiones inmediatas anteriores son vélidas
ya éue, de acuerdo con la definicibn de producto vectorial,
% x T debe ser perpendicular tanto a w como a I , Cosa que
cumple V por estar en un plano normal al formado por wy T
en tanto que, basados en 1la definicién mencionada y en los

conceptos que han interveni&o en el estudio de este tema,

se tiene:

|5 <IE|=[T| |F] sen=u| F| seno=u| 55| = $2xp)- [EE1E - 28 _ 5],
Si ponemos a girar el sistema de referencia, respecto al eje
de rotacibn, para una partfcula situada sobre el eje "x", de
manera tal que se encuentre distante una unidad del origen,
se tiene:

= i; v % = i

valores que sustituidos en (a) dan lugar a:
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iei Xl s e e (a )
anilogamente se obtienen

J =D RN ~—=g e e ta dy

k=8 X K mmceceme oo e e al e

estas expresiones, (ax), (ay) y (az), reciben el nombre de

f6rmulas de Poisson.

Si el movimiento del segmento AP se realiza en 3$iéﬁé béra
- : S W

lelo al xy, o coincidente con éste, llamanq£\9x§-p 1@ funcjién

escalar gue determina la posicién angular de AD kA4 idichospid

no, podemos decir que AP se mueve con una velocidad angular

w__ dada por:

zy

wxy = (ny)k 3

Si el movimiento del segmento AP se realiza en un plano para
lelo al xz, o coincidente con éste, llamando exz a la funcibn
escalar que determina la posicibén angular de AP en dicho pla
no, podemos decir que AP se mueve con una velocidad angular
W, dada por:

mxz E (exz)j

Si el movimiento del segmento AP se realiza en un plano para
lelo al yz, o coincidente con &ste, llamando Byz a la funcidn
escalar que determina la posicibén angular de AP en dicho pla
no, podemos decir que AP se mueve con una velocidad angular

Woe = (Byz)i o

Tomando en cuenta lo anterior y el principio de superposicibn,

si una linea cualquiera gira en el espacio con relacidn a un
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eje no coincidente con algquno de los ejes coordenados, deci-
mos que gira con una velocidad anqular instanté&nea, w, dada

por:

£l
I
+
£
+
€1
-

o bien:

el
il

(B )1 + (8,03 + (8, )k,

donde w es un vector colineal con el eje (instant&neo) de

rotacibén, como ya mencionamos anteriormente, en tanto que
. a

L]
yz ! B 8 son las funciones que se obtienen al de-

Xy

rivar (con respecto a t) a las funciones Byz v exz y ny
que, obviamente, nos determinan la posicibn angular de 1la
proyeccibn de la lfinea en estudio, sobre los planos Yz , xz

Yy xy , respectivamente.

Definiendo ahora como aceleracibn angular (instanténea), de
la l1fnea mencionada, a la funcibn vectorial que simbolizare-
mos con a , obtenida al derivar (con respecto a t) la fun-
cién que nos determina la velocidad angular, para un instan-

te cualquiera, podemos escribir:

L -.—
o = o +
o wyz R U ’-'-‘xy r

o bien:

el
1

(B )3+ (8,03 + (8, )%
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C.1) MOVIMIENTO RELATIVO.

CASO GENERAL
e e ettt

ZT ~

-~ = 1
-~ 1
~ 1 .
k L2 ¥
— —_— “ Ol
i R i
%
15 v
7
Y 7
¢ e 5 // |
|
. J e 3:
“// X
X 3
Consideremos dos puntos P y O' , que se mueven describiendo

trayectorias cualesquiera, como se indica en la figura, don-
de OXYZ es un sistema de referencia fijo, y O0'xyz es un sis
tema de referencia m6vil, que gira con una velocidad angular

5; durante su movimiento.

De acuerdo con la gr&fica, R y ¥ son, respectivamente,

los vectores que nos fijan la posicién de O' y P con res-
pecto al sistema fijo, en tanto que p es el vector que defi-
ne la posicibn de P respecto al sistema mévil, pudiendo es-

cralbir:

de donde se obtienen, para P:

T=R+ T e == (c),

o
]
|
+
o
]
|
]
1
|
)
1
]
1
]
3
I
1
]
!
1
1
1
1
1
|
]
1
!
I
1
)
|
|
o
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como, de acuerdo con la notacibn del sistema mbévil, se tiene:

P =xi+yj+ zk e e -- (e),

al derivar ambos miembros de esta igqualdad, con respecto a t ,

obtenemos:

= xi + yf + zk + xi + &j + zk >

ol

que tomando en cuenta (ax), (ay) y (az), relaciones de_Poisson
obtenidas en "Elementos fundamentales”, puede escribir:
b= x(@x i)+ y(Bx 3)+ z(B x K+ Xi + y3 + 2k ,
que puede expresarse:
! ﬁ = W x(xi + yj + zk) + i T 2k - (£);

adem&s, tomando en cuenta (e) y haciendo:

TP S e

podemos expresar:

= BeE g, e RN e (h).

s

Derivando (f) con respecto a t , se obtiene:

5 dw "

D = apx (xityi+zk)+ asx[a%(xnxyuk)] + a%(xi+yj+zk) ,
o sea:

P = W xp + Esx[ii+§j+ék+xi+yi+zi] +xi+yj+zk+sivii+ik

haciendo algunas sustituciones, tomando en cuenta (g), (ax) o
(ay) y (az) , podemos escribir:

P = GSXE+ESx{3r + x(Esx i) + y(Esx j) + z(ng k)] +

+ i(Esx i) + §(Esx 5) +.E(Esx K) + ®i + $§ + 2k,
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de donde, tomando en cuenta (g) y (e) nuevamente y haciendo
B+ Y] F K =D oo —— (i),
al reducir té&rminos, obtenemos:

xp + wsx(msxp) + ZwSxpr + prr ........ (3);

€|

B: S
entonces, sustituyendo (h) y (j) en (c) y (d), obtenemos las
expresiones para obtener la velocidad y aceleracibn absolutas
de P en funcibn de las correspondientes del origen del siste
ma mévil y de los términos gue, ensequida de las expresiones

mencionadas, se describen.

Resumiendo pues:

¥ = R§ BSXB + 'p'r ————————————————————————— — (n),
y . .
E I BB + T x(B D) + 2555, ¢ 5., - (8)
donde:
% es la velocidad (absoluta) de O' .
Us es la velocidad angular con que gira el sistema
mévil (O'xyz),
P es el vector que determina la posicién de P coh
respecto al sistema mévil,
%f recibe el nombre de velocidad relativa de P ,
% es la aceleracibn (absoluta) de O' ,
és es la aceleracibn angular del sistema mbvil,
€¥r recibe el nombre de aceleracibn relativa de P ,
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a la suma R + wSXH se le conoce como velocicdad de

arrastre,

a la suma R + GSXE + GSX(ESxB) se le conoce como

aceleracidn de arrastre, y,

al término Zwsxpr se le conoce como aceleracifn de

Coriolis.

Cabe hacer la aclaracibn de que para obtener las expresiones
(d) y (B) empleamos como sistema de referencia mbévil, con
origen en O' , uno cartesiano; sin embargo, los sistemas de
referencia (tanto fijo como wdvil) pudieron haberse empleado

de otro tipo, como cilindricos, esféricos, etc.

En cualquier caso, p quedar§ expresado en funcibn de los vec

.
.

tores unitarios del sistema mbévil, y E? asf como Err se

obtendrén derivando una y dos veces respectivamente, a p ,

considerando como constantes a dichos vectores unitarios.

Ejemplo 1.
D
< S
JP
A!'L =
L
[ =t

La barra lisa de la figura se encuentra sujeta en posicién
horizontal, sosteniendo a la partfcula P , como se indica.
Si sGbitamente se le hace girar en torno de A, en sentido con

trario al de las manecillas del reloj, con una rapidez angu-
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lar constante w , de modo gue la distancia entre A y P viene
G¢ada por la expresibn:

2] = @ - Ipe®t + 2+ La¢" + Lysenut ,
wz 2 4w 2w

donde D = 1w , L=1.5m y w =\|9.81 rad/seg , determine

la velocidad y la aceleracibn absolutas de P cuando esté a

punto de abandonar la barra.

Solucibn:

Tomemoé nuestros sistemas de referencia fijo y mbvil como se

indica'en la figura, donde O y O' coinciden con A:

H

De acuerdo con el croquis y con el enunciado:

R =0 (en cualquier instante) -——==—=-—--—---=-- (1),
T = Bk = wk = cte. -——=—=—=--—=——=-ooT=-- (&) on 74
s
P = (E = —E—QZwt+(2 + —J%ﬁe—wt+ —Sisenwt]i -- (3);
2 4o’ 2 4o 26

de (2) y (3):

= | Bu - Syevt + (BL .. g5t +-5—senwt1j (4);
2 dw 2 4w 2w

de (3):
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5; = [(EE - jL)g“t . (- 28 aiort., 5Lcosw#]i J(i5)
2 44 2 4w 2w

entonces, sustituyendo (1), (4) y (5) en la expresibn (A) ob
tenida antes de desarrollar este ejemplo, la velocidad de P

en un instante cualquiera viene dada por:

=

|:(2£ S e™ S Dyt & iSenwt]j &

2 4w 2 4w 2w
\7 = #
+(2£ = iL)th = (EE-+ jL)C—wt + L coswt |1
2 4w 2 qu 2w
de (1):
R =70 (en cualquier instante) —-——=——————c———c (6),

tomando en cuenta (2):

gl
X
°
1l
ol
X
|
]
o

det (@) (4 «

de u62) s (08)k:

2w xp, = [(Dwz - Syg¥tutapn® = i)@'wt+gcoswt]j -(9)
: 2
de (5):

o 2 2
Err = [(Eﬂ— = 9-)ewt+(22— + 9-)CZ_UJt- Ssenwt|i -- (10),
2 4 2 4 2

luego, sustituyendo (6), (7), (8), (9) y (10) en la expre-
sibn (B) tambi&n obtenida antes de iniciar el desarrcllo de
este ejemplo, la aceleracibn absoluta de P en un instante

cualquiera viene dada por:

(8)

B85

a = (-gsenwt)i +1}Dw2- E)Zwt-(Dw2+ E)G_Nt + gcoswt}j
2 2

ahora, para obtener los valores de v y a pedidos, encon-
tremcs el tiempo para el cual P estd a punto de abandonar la
barra, que serd el que debe transcurrir desce que se inicie

—
el movimiento hasta que el |AP| alcance el valor L.

Tomando en cuenta los valores de D y w , se tiene,
para t = 0.6 seg:

1.8792 -1.8792

[2B] = 0.25¢ + 0.75¢ + 0.5sen1.8792 = 2.228m ,

péra t = 0.4 seg:

1.2528 FE2i528

|aP| = 0.25¢ + 0.75€ + 0.5sent.2528 = 1.563m ,
para t = 0.375 seg:

|a%| = 0.25¢" 1745 4 0.75¢"1*1745 4 0.5sen1.1745 = 1.502m ,
para t = 0.374 seg:

[AB| = ou2se!- 17 1SERNENG e - WB6B: i gimgent. 71368 =

0.807 + 0.232 + 0.461 = 1.500m ,

y , para este valor de t:

<
I

1,
-

4o 81 2{5.87

\T " 4.8l

en tanto que:

.

!

9.81 _ %3.22640){“& + 9'81)(0.30994) g 9'81(0.92128)]'3
C 2 4/9.8 2 4 [0.81 2{5.87

@ 8T 9.81
————(3-22640)-@ + 9'—81)(0.30994) + 2:81 0.38889) i
2 !
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36
- o ) "
a =| (-9.81) (0.92128)i + 1 A x Ay
|
|
S g
+[(o0.81- 2:8L) (3,22640) - (9. 81+ 2:8L) (0.30994) + .51 1. 2eramy|5|, ?‘,fﬁ\ 70
2 2 N = i
. TS
que realizando operaciones dan como resu!tai.. N“\W_ e
\\\ 8 !
{
" A\l 8
V = (2.53+0.73+1.44)j + (2.53-0.73+0.61)i = 2.41i + 4.70j m/seg, 'P
3 = -9.04i + (15.83-4.56+3.81)j = -9.04i + 15.08j m/seg?, i

valores que expresaremos con relacibn al sistema fijo OXYZ2.

BNAS T T

! .
y b A‘:.’

Como de acuerdo con el enunciado, w es constante, podemos es

8 0 £
cribir: o > X
(O] |(C) o|ot
93 = w = constante ;
dt

-

separando variables e integrando obtenemos: pac lo.gee, leVsoluige Bdygcbleme dade vikme Sicndti

6 = ot + o v = -2.41(Icoss7.11436° + Jsen67.11436°) + |
de 6 =0, parat-= 0 , ebtenedll 6, = 0 . y. | + 4.70(-Tsen67211436° + Jc0567.114350)d ;s
0 = Wty Qa= P9.04 (-Icos67.11436° - Jsen67.11436°) +-
entonces, cuando P est& a punto de abandona]l': la barra, se L+15.08(—Isen67.11436° . JOOSG7'11436°)_

tiene: O sea:

T = 0.94T + 2.227 - 4.33T + 1.83J = - 3.39T + 4.05J m/seg ,

6 =4 9.81 (0.374) = 1.171368 radianes = 67.11436°
Y,

\ 2
3= -3.52 - 8.337 — 13.89I + 5.86J = -17.41T - 2.47] m/seg”.

posicibén a la que corresponden las gré&ficas:
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Ejemplo 2.

El cilindro homogéneo de la figura se suelta, en la posicidn
mostrada, cuando t = 0. Si al moverse lo hace en el plano
fijo XY de la fiqura, con un acelerante angular constante e
igual a 26.16 rad/seg2 , sabiendo que su centro tiene una ra
pidez dada por la expresién v = 6.54t m/seg , para t en

segundos:

1) Determine una expresibén que nos proporcione el
&ngulo girado por la linea CA , para un tiempo

t cualquiera.

2) Referidas al sistema fijo, ¢cudles son la velo-
cidad y la aceleracidén de A , luego de que CA

ha girado:

A)W_30° y BN Si8i0° ..

Solucibn.~ El sistema de referencia mbvil que emplearemos
para resolver el ejercicio es el O'xy mostrado en la siguien
te figura, donde tambi&n se muestra el sistema de referencia

fijo OXY dado.

39¢

Se tiene:

a =

integrando:

w

26.16t°+ € "

de w = 0 para t = 0 se obtiene C1= 0 por lo que, haciendo

w = — y volviendo a integraf:
= 2 '
6 = 13.08t" + C2 =

entonces, tomando en cuenta que 6 es igual a cero para t = 0
(que implica C2 = 0) podemos escribir:

9 = 13.08t° (expresidn pedida).

2

Resolvamos ahora la segunda parte de este ejemplo. Basados
en los datos y en el sistema de referencia elegido, tenemos:
2
R = -6.54t I m/seq ,

G, = 26.16t k ——radz : &
seg

? =.0.25i m. (esto Gltimo, para A, en todo instante),
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de donde obtenemos (para la particula A):
é; = (] (vector constante) ,

. .
entonces, de v = R + wsxp “F [ obtenemos:

3; =-6.54tI + (26.16tk)x(0.25i) + T

luego:

6% = -6.54tI + 6.54tj = 0===== (1).

Ahora bien, como tomando en cuenta lo anterior obtenemos:

R =-6.54I m/seg? ,
ﬁs = 26.16k rad/seg2 0570
% = 0 . entonces,
rr g
de =R+ 0D+ W x (@ Xp) + 20 xp, + P, , se ob
tiene:

%=-&MI+(%J&Hmlﬁ)+(%J&H%%Jﬂﬂxwlﬁﬂ+U+U

de donde:

@, = -6.54I + 6.543 - 179w gPe?s o _ (2).

Para 6 = 30°= /6 rad , de la expresibn obtenida al resolver

la primera parte de este ejemplo, planteamos:

T 13.08t2 , que se cumple para t = 0.2 seg ;

6

sustituyendo este valor de t en (1) y (2), obtenemos:

¢ v -1.3081 + 1.308j m/seg , Y,

<
#

-

wi
i

-6.54T + 6.54j -6.84i m/seg?
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Refiriendo al sistema fijo los vectores que de estas dos fil-

timas expresiones est@n referidos al sistema mbvil, obtene-

mos:
VA = -1,308I + (1.308) (-Icos30°-Jsen30°) =
= -2.441T - 0.6543 m/seqg , Yy ,
a, = -6.54I + 6.54(-Icos30° - Jsen30°) +

+ 6.84 (Isen30°- Jgey30°) =

-8.78I - 9.19J m/seg® ,

que son la velocidad y aceleracibn pedidas en el inciso a.

Para 6 = 180° = nrad , planteamos:
T o= 13.08t2 , que se cumple para t = 0.49 seqg ,
valor que sustituido en (1) y (2) da como resultados:

¥, = -3.20I + 3.205 , y, &, = -6.54I + 6.54] - 41.081

que, tomando en cuenta que para esta posicibn y tiempo i = -J
Y j=I , pueden expresarse coOmo:

VA = -3.20I + 3.20I =T m/seqg , ¥

T, = -6.54I + 6.54I + 41.087 = 41.087 m/seg’

(a

que son la velocidad y aceleracid? pedidas en el inciso b.

NOTA.- Se recomienda al lector que obtenga la velocidad y

aceleracibén absolutas de A luego de que CA haya girado 120°,

270°, y 360°.
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CASOS PARTICULARES

(De movimiento relativo)
Los mas comunes son:

Caso 1.- Cuando la particula en estudio conserva siempre la
misma posicifn con respecto al sistema m&vil, que

implica:

p = vector constdnte, . =T y b_,. =70 (en todo

instante);

en este caso, si O' coincide con O , se tiene:

Ef »

e v = wSXp Y ;‘= st ot ng(asxﬁ),

Caso 2.~ Cuando el sistema mbvil no gira, o sea que simple-

mente se traslada, que implica:

=0 y w_ =0 (en todo instante);

€|

s

en este caso, si O' coincide con P , se tiene:
V=%, y, I=R.

Caso 3.- Cuando el origen del sistema mbvil siempre coincide
con el origen del sistema fijo, que implica:

R

1

T, R=0, E=0 (en todo instante),
con lo que:

v

It
=
i)
+
b=
(o]
~
=

— 2 — - — — -— — —
= + X .
a w_xp + msx(msxp) 2ws Bk Puy

en este caso, si |p| cte, se tiene:

£l

Vo=wgXe 4 Y, @@= ugxp + w X(w xp).

Como ejemplo obtendremos las expresiones para determinar las
caracteristicas cinematicas de un punto que describe una tra
yectoria plana cualguiera, empleando un sistema de referen-

cia polar, con vectores unitarios er, 2¢ y’ez , como siste
ma mdévil, que implica (tomando en cuenta el procedimiento se

guido para obtener las relaciones de Poisson):
é = w _Xe_ , Y, €¢ = mSXQ¢ .

independientemente de que, de acuerdo cen el siguiente cro-

quis y tomando en cuenta que QZ es un vector que sale del

plano del papel:

e xe, =¢, ., exe = e, Wl SEFUERNE Sy W
;4
X /
(o]
o \\\
v ~
s SN er
. ~ e
\\ \\ P‘,-”
3 =,
\‘ 2 \\\\
" gpe i
o
\\ ¢
\ —> X
010

Basados en el croquis y considerando que 0P gira en torno a

O , sobre el plano X¥ mostrado , se tiene:

E = I'Qr ’ Y, ms = ¢ez r
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donde r = iF| vy $ es la componente escalar de la veloci
dad angular de OP sobre el vector ¢, mencionado antes; enton

ces, tomando en cuenta lo anterior, podemos escribir:

v

= (&;ez}x(rer) & :':ezr - i—er % rée‘p S,

a = (fe,)x(re,) + (éez)x[(éez)x(rer)] + (2be,) x(re) + fe_ =
= r6e¢ - rézcr + 2£$e¢ + e,

O sea:

T= (F - r:szer + (rd + 25:6)% ;

estas expresiones obtenidas, para v y a , son las que nos
determinan las caracteristicas cinemiticas mencionadas ante-

riormente.

NOTA.- Se recomienda al alumno estudiar porqué la velocidad
angular de una linea (como la OP , que se mueve en el plano
XY , del croquis inmediato anterior) que gira en el sentido
contrario de las manecillas del reloj es:

w = ¢k , donde o >0,

en tanto que, si gira en el sentido de las manecillas su ve-

locidad viene dada por

==
A
o
.

@ = ok , donde
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Si el movimiento fuera circular, con centro en 0' (coinciden
te con 0), las expresiones anteriores tomarfan la forma:

-

v = rbe y, &= (-ré*re, + (zhre, .

¢ (]

ya que, si |T| = cte , se tiene r = 0 y £ =0 (en todo ins

tante).
De acuerdo con las Gltimas expresiones, en un movimiento cir

cular:

1) E1l vector velocidad (éel punto en estudio) tie-

ne sblo una componente, de magnitud r¢ , en la

-
P x
e sl )

23 . 5
direccifn de un vector tangente a l? trayecto-
’{““ i )
ria, en tanto que, . - = -
B:Bi'\ i B .

2) El vector aceleracidn (del punto mencionado) tie
ne dos componentes, una perpendicular a la tra-
yectoria (y dirigida al centro del circulo des-

. .2 9
crito) de magnitud r¢ , ¥ una tangente a di

cha curva, ée magnitué r .
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C.2) CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

C.2.1.

"TraslaciGh",
"Rotacién", Y,

L ’ T
Movimiento general"”,

MOVIMIENTOS DE TRASLACION

En estos movimientos,

peIlllallece pa ale (o] gin -
ic 3l a su OI:Lentacl5n Oriqgi al
de P
e ti de
ntIO de ste [e] movimjient S
imi (o] 2

lacién recti g Y U a V.
tllinea i Tr SlaciGn cur ilfnea" H
’

1llo da S L cu 14
de (=5 S to S la pai ti las de CueIpo rea
1

tos rectilfneos, en tanto que
’

TIPOS DE MOVIMIENTQ DEL CUERPO RIGIDO.

t
odo segmento rectilfineo gel cuerpo

Se pPreésentan,

los casos llamados "Tras

en el primero

2an movimien-

47

MOVIMIENTOS DE ROTACION.

En estos movimientos, al menos algunos segmentos rectilineos
del cuerpo (o todos, seglin el caso) van cambiando su orienta
cién con respecto a la que tenfan originalmente. Se presen-
tan, dentro de este tipo de movimientos, los casos: "Rota-
ci6bn en torno a un eje fijo" y "Rotacibn en torno a un punto
fijo".

Cuando un cuerpo. gira en torno a un eje fijo, llamado "eje
de rotacibn" sus particulas que no pertenecen a dicho eje
describen trayectorias circulares alojadas en planos parale-
los o coincidentes; obviamente, las particulas del cuerpo
que pertenecen al eje de rotacibén no se mueven. En este ca-
so, los segmentos rectilineos del cuerpo paralelos al eje
(de rotacibn) no modifican su orientacién conforme pasa el

tiempo.

Rotacibn en torno a un eje. Rotacibn en torno a un punto.

Cuando un cuerpo gira en torno a un punto fijo (articulacién
fija) todas sus partfculas mantienen constante su distancia
a dicho punto, lo que no necesariamente implica que las par-~

ticulas del cuerpo describan trayectorias circulares. En es
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te caso, todo segmento rectilineo del cuerpo va modificando
su orientacibén conforme el tiempo transcurre. Como ejemplo,
citaremos el movimiento que realiza una "pera" de boxeo, lue
go de que se le pega desde diferentes puntos y en diversas
direcciones; en este caso s6lo un punto del cuerpo no se mue

ve y es el que coincide con la artficulacibn.

MOVIMIENTO GENERAL.

Decimos que un cuerpo rfgido realiza un movimiento gereral
cuando, durante dicho movimiento, todo segmento rectilineo
(del cuerpo) tanto se traslada como gira, adem8s de que sus
particulas describen trayectorias tridimensionales, no pla-

nas ni rectas.

De acuerdo con esta definicibn podemos decir que los movimien
tos de traslacibn, asi como los de rotacibn, cuyas caracteris
ticas ya han sido mencionadas (en las p&ginas 46, 47 y parte

de esta 48), son casos particulares del movimiento general.

€.2,2, ECUACIONES PARA LOS DIFERENTES TIPOS DE
T0 DE U

Por definicibén de cuerpo rigido, la distancia entre dos pun-
tos cualesquiera de &ste nunca varfa; entonces, si para estu-
diar el movimiento general del mismo le adherimos (pegamos,

pintamos o ehgrapamos) un sistema mdvil, para cualquier par-

ticula del cuerpo, P permaneceri constante y las ecuaciones
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que nos determinar&n las caracteristicas cinemiticas de di-
cha particula, basadas en las expresiones (A) y (B) obteni-

das al estudiar el movimiento relativo, son:

T2 WG, e (a.),
\
N
a = R + uw,xP + @y x (@ x ) =-==-== (B).

Partiendo de estas expresiones, es obvio que las ecuaciones

aplicables a particulas de cuerpos rigidos que realizan movi

mientos de traslacién, donde Es y Es son nulas en todo

L} Tk

instante, son: S—
: A

v = E a———— i e e —— = —

\\“1

- (a),

T

l
n
o

----- —_—— ———— == (e

en tanto que las aplicables a particulas de cuerpos rigidos

que realizan movimientos de rotacibn (haciendo coincidir O'

con el punto respecto al cual gira el cuerpo, o con un punto
d€l eje de rotacifn en caso de que ésta sea en torno a un

eje fijo) son:

e LW
Y,
B S Mo B g dmgeX (Hp KB S o= 8L}
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MOVIMIENTO PLANO GENERAL.

Este tipo de movimiento, que también es un caso particular -

del movimiento general, se presenta cuando las particulas del
cuerpo describen trayectorias planas mientras &ste gira y se

traslada. De acuerdo con esto diremos que los movimientos de
"Traslaci6bn" (ya sea rectilinea o curvilinea) y de "Rotacibn

en torno a un eje fijo" son, a su vez, casos particulares del
movimiento plano general.

Asf pues, deber&n aplicarse las ecuaciones (Ac) y/o (Bg) ,
de la hoja inmediata anterior, para determinar las caracterii
ticas cineméticas de particulas de un cuerpo rigido que reali

.
ce un movimiento plano general (donde R T tienen una

misma direccibn durante el mismo, siendo &sta perpendicular
en todo instante a los planos donde se mueven las diferentes

particulas que constituyen el cuerpo).

Antes de aplicar las ecuaciones (AG) y/o (BG) , @ no ser
gue se nos indique el sistema m6vil que debemos adoptar, se-
r& conveniente analizar cual es el sistema de referencia m6-

vil que m8s conviene emplear, para que la solucibn al problg

ma dado sea la més sencilla posible.

Ejemplo 1.- Y

20 cm 30 ecm
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El disco homogéneo de la figura se pone a girar en torno a
un eje, perpendicular al plano de la misma y que pasa por E,
con una aceleracidn angular de m6dulo constante e igual a 6

rad/segz, ern el sentido de las manecillas del reloj. ¢Cué-

les serén la velocidad y aceleracidn de D luego de que el
disco ha girado 300°, si a éste se le imprime una velocidad
angular de 60 rad/min en el sentido horario y en la posicidn
de partida, que es la mostrada en la figura?. Resuelva el
problema considerando al punto C como origen del sistema
de referencia m6vil por emplear, verificando sus resultados
luego de resolverlo empleando un sistema de referencia mévil |

con origen en el punto E.
Solucidn.- De acuerdo con los datos, se tiene:

Tellm 0K DOMMERGS e i ey (1);

de donde, integr..ndo obtenemos:

w = -6tk + 61 rad/seg ;

de w = -60k rad/min = -k rad/seg, para t = O:
C1 = -k ,
entonces:
W= -6tk - k = —-(6t + 1)k rad/seqg -—===-—--—- (2),

pudiendo escribir:

a - SU(EIERE BlIe
dt '

de donde, separando variables e integrando, se obtiene:
§=-03t2 + t)k + C, rad;

de 6 = 0, para t = 0:
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con lo que:
B = -(3t2 + t)k radianes -——-——-—c—meommmmeeee (3),

de (3), para © = (-300°)k = (- % m)k = -5.236k rad, podemos

plantear

-5.236k = -(3t2 + t)k ,
que se cumple para:

3t?2 + t - 5.236 = 0 ,

o sea para:

¢ il +y[1 + 62.832 _ -1 + 7.99

6 6 i
de donde obtenemos:
6. -8.99
t = —322 = 1.165seg , y . t = £ = - 1,498 seg;

desechando, por razones obvias, el segundo de estos valores,
conclufmos que para t = 1.165 seg el disco ha girado 300°;

para este valor de t se tiene, de (2):
w=-(6.99 + 1)k = -7.99k rad/seg -----——---- (4).

Entonces, independientemente del sistema m6vil que se "adhie
ra" al cuerpo, paralelamente al plano del papel, tomando en
cuenta las expresiones (1) y (4) podemos decir que, luego
del girc de 300° indicado, la velocidad y aceleracibn de D

vienen dadas, respectivamente, por:

v, =R+ (-7.99K)x b, , ¥,
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s

A, = R+ (z6k)xp, + (-7.99k) %[ (-7.99k) xp ] .

Tomemos como sistema de referencia mbvil al 0O'xy de la figu-
ra, donde O' coincide con C(punto cgue realiza un movimiento

circular, de radio 0.1 m, con centro en E).

Fp = (0] =I5

como, luego del giro de 300° mencionados, se tiene:
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Y \
para esta posicidn: 1 Ay
R= 9, = (-2.99%)x[0.1(Icos60° + Jsen60°)] , vy,

R=3a_ = (-6k)x[0.1(Icos60° + Jsen60°)]+(-7.99k)x{(—7.99k)x[0.1(IcosGO°ﬁJsen60

que realizando operaciones resultan:

AR — X

R -0.400J + 0.692I = 0.692I - 0.400J7

w :
W

0.3003+0.520T +(~7.99k) x(0.692I~-0.400J) =

]

~0.3003 + 0.520X ~ S5.529J - 3.192I = -2.676I-5.829J

De acuerdo con este croquis, en todo instante:

por lo que, la respuesta al problema viene constituida por:

ﬁ=vE=o, §=gE='d, y, Py = 0.1 +0.3jm;
v, = 0.692I - 0.4007 + (-7.99K)x (0.33) =
ces, la velocidad pedida es:
= 0.692I - 0.4007 + 2.397i = enton ’
7 i = =ON7OSE it 12 BETE
= 0.692I - 0.4003 + 2.397 (Icos60° + Jsen60°) = T, = T + (~7.99k)x(0.1i+0.37) 0.7997
°) =
= 0.692T - 0.400J + 1.199I + 2.076J = = 0.799(Icos30° — Jsen30°)+2.397 (Icos60° + Jsen60°)
-~ 0.692T - 0.400J3 + 1.199T + 2.076J =
= 1 3BOIT "+ 1, 676J m/seg ________________ (R1), 0
P - 1.891I + 1.676J m/seq ,
gb SRt 6T - Fl2s RN ¢ en tanto que la aceleracibn solicitada resulta ser:
+(=7.99%) x[ (~7.99k)* (0.35)] 3, =[0+ (-6k)x (0.11 + 0.33) + v

= =2,6721 - 5.8290 + 1.8 % (=7.BMEK)x(2.397i) = {f(—7.99k)x[(-7-99k)*‘O-i +0.39)]

= -2.672I - 5.829J + 1.8(Icos60° + Jsen60°) - 19,1525 = ~0.65 + 1.8i + (=7.99Kk)¥%(-0.7993 + 2.8074) =

0. 6(Tcos 30° - Jsen30°) + 1.8(Icos60° + Jsen 60°)-|=

= =2.672T - 5.829J + 0.900I + 1.559J +19.152(Icos30°~Jsa

-6.3841 - 19.152]
0.3007 + 0.900T + 1.5597 + 6.384(~Icos60°~Jsen60%) +|=

= =-1.772I -4.270J + 16.586I - 9.576J =

= [o0.5201

=~ 14.8141 - 13.8467 m/seg’ ---—-------=-- (R,).

\f 19.152(Icos30° - Jsen30°)

Para verificar los resultados obtenidos, de acuerdo con el - 3.192T - 5.5293 + 16.586I - 9.576J =

= 1.420T + 1.2593

enunciado, emplearemos ahora un sistema de referencia movil, :
- 14.814I - 13.846J m/seg” ;

con origen en E, como se muestra en la siguiente figura.
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Como estos dos fGltimos resultados verifican, respectivamente,

a (Ry) y (Py) , queda totalmente satisfecho lo pedido en eg

te ejemplo.

NCTA.- Se recomienda al lector resolver el ejemplo inmedia-
to anterior, determinando la velocidad y aceleracibn absolu-
tas para el punto B , luego de que OC haya girado 150°, em
pleando un sistema de referencia m6vil con origen en I y
verificando sus resultados utilizando un sistema mbvil con

origen en E.

EJENPIGC 2. Y

T,
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La barra rigida AB de la figura estd articulada a las corre-

deras mostradas, mismas que se mover&n sobre las varillas 1li

sas e indeformables de la fiqura. Si, luego de soltarla, se
mueve con una rapidez angular w y un acelerante angular «
determine la velocidad y aceleracibn de su centro, C , para
una posicibn cualquiera. Demuestre que, en todo instante,

la rapidez de C es igual a Lw/2.

Solucibn.~ Tomaremos como sistema de referencia mbvil al
O'xy mostrado en la siguiente figura, donde O' coincide con
A en tanto que el eje x del mismo se localiza siempre so-

bre la barra AB.

De acuerdo con el croquis y el enunciado del problema, se

tiene:

r
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por lo que,

v
B

|

podemos expresar:

=V, + (uk)x(Li) = ¥, + wlj =

= V. + wL(Icos® + Jsenf)

A . O

fl

a, + (ok)x(Li) + (wk)x[(wk)x(Li)] =

it

a, +aLj - wni =

E; + oL(Icos® + Jsenf) + wZL(—Isene + Jcosb) =

5; + (aLcosé - w’Lsen6)I + (aLsen® + w’Lcose) J ;

tomando en cuent . que, por el tipo de movimiento de A y B ,

se tiene:

Ve

=iwl . %= g , 8. = a I, y, 3, =aJd

B A A

las expresiones inmediatas anteriores pueden escribirse:

it

VAJ + (wLcos6)I + (wLseng)d , vy,

aAJ + (aLcosb - wZLsene)I + (aLsen® + szcosS)J

que, por igualdad de vectores se cumplen para:

W
B

a
B

O sea para:

= wLcos6 , ORE= vA + wLsenb ,

2

= aLcos8 - w"Lsen® , y, 0 = a, + alLsend + w’Lcosd y

= wLcos® ,
= -wLsenb ,

= aLcosf - szsene v A

= -szcose - aLsenb ,
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que implican:

VE = (wLcos8)I ,

3; = (-wLsen8)J ,

35 = (aLcosO - w’Lsend)I , ¥,
EA = (—szcose - aLsenb)d ,

teniéndose entonces:
—_ L,
v. = v, 4+ (wk)x(=1i) =
C A 2

=v_ + 955 = v + %E(Icos8 + JsenB) =
A A 2)

= (-wLsenB)J + %?(cose)l + 2L(sens)a ,
2

i L L
a2 = 3. + (ok)x(=) + (ek)x|(wk)}x(=1)| =
C A 2 5
2
= a + Eéj = Q_Ei =
B g 2
sz
= EA + EE(Icose + JsenB) + 2= (-Isenb + Jcosb) =
2 2
2 2
= a +(9£cose - Y Lsene)1 + (gésene + E—Ecose)J =
- 2 2 2
al mzL
= '(-szcose - alsenf)Jd + (?;cose - —seng)I +
2
sz
+ (gésene + ——co0s8)Jd
2 2
que, luego de factorizar, mpueden escribirse:
v = (Eécose)l - (Eksene)J ;y Y
e 2
2
A, oL w?L
a, = (Eﬁcose - 8 bsend)I - (%=senp + ——cos6)J ,
= 2 2 2 __aall
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siendo este par de expresiones las que nos determinan, respec

tivamente, la velocidad y aceleracidn de C para cualquier po-

sicidn de la barra.

Basados en la penfiltima expresifn y en la definici®n de rapi

dez, en todo instante tenemos:

Yo = 17,1 = (eosn)? 4 (- Sogns)? -
2 2

242 2.2 2_2
L
= @Tr—cosze + Ejf—sene ="w = (cosze + senze) =
\ 4

= & 2 l.g.qg.d.
2

CENTRO Y EJE INSTANTANEO DE ROTACION.

Cuando un cuerpo rigido describe un movimiento general, en
cualquier instante podemos oktener la velocidad de todas y
cada una de las partfculas del mismo, considerando que (en
dicko instante) el cuerpo est& girando en torno a un punto
denominado "centro instant&neo de rotaci®n", comiinmente cono
cido como CIR. Si el CIR se localiza en un punto del cuer-
Po, en el instante analizado, la particula de &ste que coin-

cide con €l tiene velocidad nula.

Si un cuerpo rigido realiza un mcvimiento plano, ya sea gene
ral o de rotacibn, en cualquier instante pocdemos obtener la
velocidad de todas y cada una de las particulas del mismo,

considerando que (en el instante de interés) el cuerpo est&
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girando en torno a un eje llamado "eje instant8neo de rota-

ci6bn”, al que abreviad mente llamaremos EIR.

Si el EIR "atraviesa" al cuerpo, en el instante analizado,
las partfculas de &ste que coinciden con €l EIR tienen velo-

cidad nula.

cbviamente, si el cuerpo gira alrededor de un eje fijo, este

eje y el EIR son colineales.

De acuerdo con lo anterior, conociendo las direcciones de
las velocidades de dos puntos cualesquiera de un cuerpo ri-
gido, el EIR correspondiente a &ste pasar& por elipunto don-
de se cortan las perpendiculares a las direci&enegxde las vé
A
locidades conocidas, pasando por las proyeccionez }1,9;_31:13;1'10.5
puntos sobre un mismo plqno (generalmente sobre el que se di
buja el cuerpo, paralelo a los planos donde se mueven las
particulas de éste), como puede apreciarse en los siquientes
croquis. A la izquierda puede observarse la proyeccibn de
los cuerpos sobre un plano paralelo al que se mueve cualquier

particula de los mismos, en tanto que a la derecha se mues-

tra una vista lateral de dichos cuerpos.

>

T

Proyeccidn
del EIR
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Proyeccidn
del EIR EIR

De acuerdo con lo anterior, una vez determinada la posicifn
del EIR, la velocidad de cualgquier punto P del cuerpo po-

dremos obtenerla mediante:
v = wxT
donde T es el vector que va del EIR al punto P (perpen-

dicularmente al EIR). Dicho vector se encontrar& alojado

(obviamente) en el plano en que se mueve dicho punto.

EJEMPIO 1. hig
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La barra rigida AB de la figura estd articulada-a las corre-

deras mostradas, mismas que se moverén sobre las varillas 1li

sas e indeformables de la figura. Si, luego de soltarla, se
mueve con una rapidez angular w , determine la velocidad de
A , B y de su centro C , para una posicién cualquiera. Ve~
rifique los resultados compardndolos con los obtenidos al re
solver el ejemplo 2 de movimiento plano general, resuelto an

teriormente, en pédginas 57 a 59.

Solucibn.- De acuerdo con lo visto hasta ahora, se tiene:

Q2

Y | £ SEada Srond o)
A D
= RAG LI
(-Lsenf)I L
-3 Ta : EIR
5 A ]
VAV
= _ & E ik
EE = ( Esen8)1+( 5cose)J
LcosH ! e
5 hT = (- Lcosb)J
- // B
s __L’ —— LT
Vg
o= Lsen6 %
! gl
entonces:
VA = UXTA = (wk)x[(-Lsen®8)I] = (-wLsend)J ,
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¥ Rl = (wk)*x[(-Lcos®)J) = (wLcosB)I , vy, Solucién.- De acuerdo con el enunciado, en la posicibn mos-
trada, el EIR pasa por el punto B, tenié&ndose entonces:
GE = BxT_ = (uk)x| (- Esen®)T + (- EcosG)J _ Sl ‘
w 2 2 T, = 0.43 m, ;

(= EésenmJ +(EEbose)I
2 2

TE = 0.2J m,

-

T =0.27+0.2Im y,

como puede observarse, estos resultados son idénticos a los
T = 0.2 - 0.2I m ;

obtenidos al resolver el ejemplo 2 de movimiento plano gene- .
ral, resuelto anteriormente, s6lo gque ahora los hemos obteni haciCaNs
v. = wxT, = (wk)x(0.4J3) = 6I
do de una manera mucho més répida. A A tuls ) .
se tiene:

~0.4wI = 6I , que implica w = -15 rad/seq ,

con lo que:

Ve = (-15k)x(0.23) = 31 m/seqg ,
v, = (- 4 = - se
EJEMPLO 2. Vi (-15k)*(0.2J + 0.2I) 31 - 33 m/seg , Y.
v, = (-15k)x(0.27 - 0.2I) = 31 + 3J m/seg .

El disco de la figura se mueve de manera tal que, en la posi

— — ) Ml Lol 08Sp s
ci6n mostrada, v, = 6I m/seg y'! vE = 0.. Determine, para

-\

A

dicha posicién, las velocidades de C , Dy E .




66

MECANISMOS DE CUATRO ARTICULACIONES

Se conoce asi a los mecanismos que esté&n formados por tres
barras méviles, unidas mediante articulaciones. La barra in

termedia tiene articulaciones mbéviles en sus extremos, en

tanto que cada una de las otras dos barras tienen una articg'

lacién fija en un extremo y una mévil en el otro.

Generalmente, para estudiar la cinem&tica de estos mecanis-
mos, se emplean las ecuaciones correspondientes a la cinem&-
tica de los cuerpos rigidos; aplicadas a cada.una de las ba-
rras, tomando en cuenta q&e las articulaciones méviles son

puntos comunes a barras del mecanismo, de modo que el plan-
teamiento para la obtencién de sus caracteristicag cineméti-
cas ($eglin los sistemas de referencia mbéviles empleados para
apal;zar el movimiento de las dos barras que se juntan en la
articulacién correspondiente) nos permitir§ establecer una

relacién entre las velocidades angulares de dichas barras,

asi como una relacibn entre las aceleraciones angulares de

las mismas. | :

Cuando se trate de resolver problemas que involucren rapide-
ces, ya sea lineales o angulares, lo m&s probable es q;e al
localizar el EIR de la barra intermedia se nos simplifique
bastante el problema, sin embargo no hay que olvidar que el

EIR no es empleable para determinar aceleraciones lineales.
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EJEMPLO.- El mecanismo de la figura est8 articulado en A,
B, C y ‘D, y en la posicién mostrada la barra AB gira con
velocidad angular de 10 rad/seg y aceleracibén angular de

4 rad/segz, ambas en el sentido de las manecillas del reloj.

Si M es el punto medio de la barra CD:

a) Aplicando las ecuaciones de movimiento para los cuerpos
rigidos, detegmine la velocidad y la aceleracién de M'
para la posicibén del croquis.

b) Empleando EIR corrobore el valor obtenido para la veloci

dad de M , en el inciso a.

¥
- 4 m X 8 m J
“ o ﬁ§ s
B c

im 1 i

M 4 m

A
D

Solucién al inciso a.- Empleando un sistema mévil con origen

en A , para la barra AB, se tiene:

v, = R+ 0 % 5= 0+ (EAB)x(gE) = (~10K)*(4I+3J) = 30I-40J.

Tomando ahora, bara la barra BC, un sistema m6vil con origen

‘en B, as? como el valor obtenido para ¥V_ , tenemos:

B

— NSRS » - a1 R
V,o=R+wxp, =7+ (.,,Bc)x(a ) = 30I-407 + (wy K)x(8I),
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o sea:
% 5 301 - 407 + BNBCJ = 30T + (Bch - 40)J —~===—e———o

como, por el tipo de movimiento (circular) de C , para la

posicién mostrada:

"L ch = e

al sustituir (2) en (1), obtenemos:
ch = 30I + (Bch - 40)3 >

de donde, por igualdad de vectores se obtiene:

vo= 30, Y« BmBC -40 =‘0 7 que implica:

(o]

como, al tomar un sistema mbévil con origen en D (para la ba-

rra DC), se tiene:

o

Vc'-‘

de (5) y (3) obtenemos:

4w = 30 , de donde w

- = 7.5 , que implica:

DC

g - 7.5K rad/seg

entonces, para la posicibn mostrada:
— — —>
vy, = 0 + (w,.)x(DM) = (-7.5K)x(23) = 151 m/seg .,

que es la velocidad pedida.

¥, = 30I m/seg -=- (3), Yy ., Wy, = SK rad/seg —------

+Txp =0+ @ )x00 = (-u, K x(4d) = du T -——====

et e e S e S S e B S et e e s
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Respetando los sistemas de referencia empleados en el desa-

rrollo hasta aqu! realizado, asi como resultados obtenidos y

datos proporcionados, podemos escribir:

a
B

o |

Oml

=iz

PR B X @xFY =Tk Eppx@) + G| G x| -

(-4K) x(4I + 3J) + (-10K)x(30I - 40J) = 121 - 16J - 400I - 3007 =

~-388I

R

-3881

-388I

| ¢

+a

- 316J m/segz - - (7) ;

4

Wt T (% B =Ty + (x| Gy =

(> (]

3.1&Tll,+ (EBCK)X(BI) 4 (x)x[(SK)X(aI)] e Yinf! SR

3163 + 8oy, J - 2001 = - 588T + (8w, - 316322 &L (& v, X
’ N e - 3

1Y

3
[

+Txp +Tx @xB) =0+ (@Ix@) + Gm)x[(anclxtﬁ)] =

(ay K)x(43) + (-7.5K)><[(—7.5x)x (4J)] = ~da \J':- 225 ~——-—~—- (9);

de (8) y (9), por igualdad de vectores, se obtiene:

-588

que implica:

-4a

entonces:

B

I

| :

bc ¢ ¥ s Bog. - 316 = =225,

FDC = 147K rad/seg2, Y , EBC = 11.375Kxad/beg2;

PTXT T G x T T G + 7, x| @@ -

(147K) x(23) + (—7.5x)x[(-7.5x)x(2.1)] = -294T - 112.57J m/seq” ,

que es la aceleracibn solicitada.
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Solucién al inciso b.~ En la posicibn de interés, se tiene:

p

/‘/\' :
,i (EIR)Bc x
1
|
i
1
E 6 m
i
i
) - - J
90° c 4&
2 m
= Yy - 2
2 m
.y &
©. ados en el croquis, podemos escribir:
Vg = bl = 10w, -== (10), y , o 6w3c= 4ch —————— (11);
como, por (10), se tiene: 3w _ = 6y  —~——eme—m——eeeo (10°')
4

AB BC

de (10') y (11), obtenemos:

3w

1f

4

3
B mDC ; de donde w = zwAB = %(10) = 7.5 m/seg :

DC
que implica:

Bﬁc = ~7.5K rad/seg ,

con lo que:
Vi = 0 x T = @) %(0M) = (-7.5K)x(23) = 151 m/seq ,

que corrobora lo obtenido al resolver el inciso a.

-del punto masa”.

T

D1) DINAMICA DEL PUNTO MASA.

D1.1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO.

zZA

y
|

Rl

X

Consideremos una particula de masa m que se mueve descri-
biendo una trayectoria cualquiera, como se indica en la figu
ra, donde Oxyz es un sistéma de referencia fijo, eﬁ tanto
que F es la resultante del sistema de fuerzas que act@an e}

bre esa particula, en un instante cualquiera.

Para el estudio del movimiento de dicha particula, o punto

masa, la 2a. Ley de Newton la podemos expresar mediante:

- H = é%(mV) , que para m = cte. toma la forma:
B .=na , o bien , B B o =l (1),

que recibe el nombre de "Ecuacidén diferencial de-movimiento

Expresando tanto a F como a r en funcién de sus componen-

tes vectoriales, (I) puede escribirse como:
i 4 F 5 % = mlgi + ¥ 4 3
Fxl yj sz [xl Vi zk]

de donde se obtienen,por igualdad de vectores,las siguientes
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tres ecuaciones escalares independinetes:

Fx=mx, Fy=my,Fz=mz,

Obviamente, si la partfcula describe una trayectoria plana,

haciendo coincidir el plano xy con el de movimiento, su es

tudio puede hacerse por medio de:

Fx = mx , Fy =my . Fz = 0 .

AGn m§s, si la particula se mueve en lfnea recta, haciendo

coincidir el eje x con dicha trayectoria, se tendraA:

Py =k . B @0 F, .

DIFERENTES CASOS DEL MOVIMIENTO RECTILINEO DEL PUNTO MASA.

Aunque existen muchos tipos de movimiento rectilfneo, aquf
estudiaremos en forma especial aquellos donde la fuerza resul

tante de las que actfian sobre el punto masa, durante el movi

miento de &ste, sea:

a) Constante,

b) Funcibén del tiempo,

c) Funcibén de la velocidad, o,

d) Funcibén de la posicibn.

Generalmente, si al plantear la ecuacibn diferencial del mo-
vimiento no conocemos su solucibén (en forma pr&cticamente in
mediata) y es necesario conocerla, habremos de obtenerla in-

tegrando para obtener primeramente v , y de ahf x.

Para integrar, lo més conveniente ser§ sustituir a % por

la expresién %% , en los casos "a", "b" y "c"; en el caso

7‘21 g‘o

"d" haremos ¥ = %

pric

£-ke

Ejemplos ilustrativos del caso a.

1) Las particulas Ay B de la figura son iguales, cada una

de ellas pesa 10 kg, Y se encuentran sujetas a la accibn de

i e indica.
fuerzas, cuyo mbdulo es constante, aplicadas como S
’ - - -

i o
si el movimiento que realizan es colineal, parten del repos
en la posicitn mostrada, y el coeficiente de fricci6bn entre

en
las particulas y el plano horizontal sobre el cual se muev

B
es 0.2, encuentre el tiempo que tardaré A en alcanzaf a B,

‘ i inici6 su mo-
asi como la distancia que recorrid B desde gue inicib

vimiento hasta que fue alcanzada por A.

% y 3
Y AT E X

S5ka Skg HIgLIT
Ac//(;;° 3;:7229; —>X
, 10m. a
o o i =
imi g - we s
Solucibn.- d.c.l. de A,en movimiento: =2/ Hftt;
a 1?kg 5kg Ya
N % Vv
] " "
307 A% Wy
B
A
¢
Np A
de F_ = 0:
Y

B g o
NA—10+Ssen30°=0' Ca /U+5H5£ o

luego:
N, = 10 - 5(0.5) = 7.5kg

con lo que:
r = = .2 (7-5) = 1.5 kg i
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de F_ = o*¢
X
5 cos 30° - 1.5 = 10 %,
g r
= '_‘-\
de donde: .
&% = .‘i@(o.sss) - 1 s] .9_\(2 83).
10 ; 10\ d
O bien: i e . .
£ = @.283g %‘Ete ————————————————————————
. dvA
hadiERdo x = —E: y separando variables:
dv, = 0.283gdt,
integrand®* g
i 0.283gt + Cq i
’*COmo para £ =0, v, =0: ¢ =0 y v, =0.283g¢t
' dxA .
haciendo Ya = —= Y separando variables:
dt
gz, = 0.283gt at ,
integrand®’ 2
#, = 0.283 £ 4
2

9%"de x = 0 Para t = 0:
A

flaganios gnora el d.c.l de

(caso a);

N_ - 10 - 5 sen 30°

luego:

0

r

N_ = 10 + 5(0.5) = 12.5 kg ,

] B

con lo que:

FrB = uNB =

de Fx = mxX:

5 cos 30° -

de donde =

k\ B
i dv
haciendo i

14
(YB =IO 88 gt R Cy i

-'é@bomc para t =0,

I
n
o
.
=
]
w

-

= 10,

2 alcanzaréd a B

en cuenta (1) y (2),

_._w-

szgf/' ﬂ\‘g‘iif\fﬁ:J (0.1

= b gue se cumple para:

2
0.100 9%— = 10 , o bien para: 3%—

¥ = 0.183g =

0.2(12.5)

7-5=.?B

vE = 0z
dx
Vs T 3
)
gt”
)

par

e integrando:

cuando se tenga

A

v

2

cte et ———

o sea,

75

0.183gt ,

(caso a);

tomando

-———
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despejando: e, .
it ={222 = 200 =.4.51 seg, (Tiempo que tarda A en al-
4 g ,9.81 canzar a B);

sustituyendo (3) en (2):

Xp = 0.183(100) + 10 = 18.3 + 10 = 28.3 m ;
finalmente, se deduce que B ha recorrido:

28.3 - 10 = 18.3 m

en el instante en que ha sido alcanzada por A.

2) Una cuadrilla de estibadores empuja horizontalmente un ca
j6n hasta lograr moverlo sobre el piso. Si el coeficiente

de friccibn est&tica entre las superficies en contacto es de
0.4 y el de friccibn cinética es 1/3, determine el médulo de
la aceleracifn del mévil durante los primeros instantes del
movimiento, suponiendo que la fuerza necesaria para producir-
lo no varia, en magnitud, direcci®én Y sentido, durante el lap

S0 mencionado. Suponga que el cajbn no voltea.

Solucibn.- d.c.l. a punto de moverse (Gltimo instante en re-

poso y filtima condicién de equilibrio):

"
N

/‘1?’ e - T

—— e ——— —— 5 -

I b gm0 g
N = ma

.-' I
de Fx - mX:

P - 0.4mg = m(0), luego P = 0.4 mg;
basados en esto filtimo, podemos afirmar que basta aplicar una

fuerza horizontal de magnitucd ligeramente mayor a 0.4 mg pa-

7

ra poner en movimiento el cajén. Simb6licamente daremos a di
cha fuerza un médulo de 0.4001 mg y la mostraremos asf en el

d.c.l. al iniciarse el movimiento :

0.4001mq v ey

21

0.400lmg - img = mx ,
3

luego:
0.2003
% = 9(1.2003 - 1) = (2% - :
& 3( 3 ";\IA!,": =T
2 -
finalmente, tomando g = 9.81 m/seg” : A i\.ﬁ 1
% = 0.654 m/seg’ BIBLICTY -

R
Ejemplo ilustrativo del caso b. ’if ‘\\j{
Una particula se mueve en linea recta y sobre un plano hori-
zontal liso bajo la accibén de una fuerza, paralela al plano
cuy&-‘:ﬁ&&;'giene dado por F =¥Fo = cti donde F y F estén
en libras, t en sequndos y ¢ en libras /seqg. Si cuando

t =0 F iguala 16 libras y para t = 8 seg F es nulo, sa-
biendo que el movimiento se inicia a partir del reposo, de-
termine el tiempo necesario para que el m6vil retorne al pun
qB de partida. B

Solucibn.- Se tiene: F = FO - ct;

como para t

16

o,

Fs

F = 16:

- c(o0)

r

luego
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\\ =
Fo = 16 1b Yy \F 16 - ct 3
ahora, como F = @ Do ey e 8-
0 =126 - c(3), que implica ¢ = 2 1t/segq,

or 1 [
P O que, el d.c.l. Para un instante cualquiera resulta ser:

16: 2t =(mk ---- t2q 2
luego: ‘h'43‘
.. - l‘-(lﬁ
{ j“‘ ~ ) WEMEY o e caso (b);

haciend v
. Y separa i o
Qkf ldt P ndo variables:

av, = ;,;(16 - 2t) at ;
integrando:
=1 2 o
v RT(16t --t ) -+ cl 1

como para t = Q " . = O;\f}

- 1
¢, =0 v =E(16t—t)~
integrando:
a1,
KRS NSHEE N~ SR
m e
haciendo x = g para t = o;"
2
enl G =~ @ -y .,
3m

bajo la iltima condicifn impuesta (x = 0 pPara t = 0), la par
’

t ) ‘
Icula retornar§ al punto de partida cuando tengamos de nuevo
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x = 0; finalmente, de hacer
2
t2e-¢)=0
3m

concluimos que la respuesta al ejercicio es

t = 24 seg.

£ 3

Un avibén que pesa 96600 1b viaja con una rapidez de 100 mi-

Ejemplo ilustrativo del caso c.

llas por hora, horizontalmente y en linea recta, cuando se
suspende la accibn de las fuerzas motrices que lo impulsan.
Suponiendo que su trayectoria no cambia, ¢qué distancia re-
correrad antes de disminuir su rapidez.a 20 m.p.h.?. Consi-
dere que la fuerza horizontal de friccidn, en 1lb, ejercida

sobre el m6vil tiene por mb&dulo 0.09 v2, donde v esti en

ft/seq.
' Solucibén.- d.c.l. una vez suspendidas las fuerzas motrices:
W = 96,600 1b
0.09v? ﬁ—- T
b 4
) W
2 -1
de F mx’ —_— o A7
- Pl t”
L0.089° 1 | —2S800CD | Hot
Ll 2.2 fit/seg” |/

¢
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luégo 2

e -5, 2 2
X = =310 “v [ft/seg , donde v esti en ft/seg:] "

nétese que:

N = Bl () B S T caso (c);

: : \ 5
haciendo X = — y separando variables:

=5 o W d
% - -3:107 %, T2 RS T ) FAYC
v

integrando:
2 . g0 ¥e 4 o, -
-1
o bien
i -5
3= = 3+10 - c ——— = —— e
i " (1)

iniciando el conteo de tiempo en el instante que se suspende
la accidn de las fuerzas motrices, se tiene que:

v = 100 m.p.h. para t = 0 ,
O sea que, para t = O0: N

_ millas 528
v =100 .h__._ = (100) U - i‘l_(l_[ft/egj q
ora 3600 seg <

sustituyendo esto en (1):-
,}7’ <

-?}V .—L—.=301Q7Js(0) - .
440/3 1
luego:
- gy * 2 y Loz Se-F o (2)
440 v 440
o bien:
v = -——-l_——_- r
F207% & b2

440

. d
haciendo v = & separando variables:

81l

dx = R
Joti g + =L
440
integrando:
o L L 3.107%t + =) + Ty
3. 2408 2 44
haciendo x = 0 para t = 0:
0 = . L (0 + -——-—3 )-l— C2 ’
_5 ‘ e
3-10 440, T T
luego 'A P‘\“
it 3 J :
C2=—————:.~§L ’ Sn E}»_':l
3+10 440
- 3 — 3
x = 4 L {3-10 5t+—3—- - L —| -- (3):
34107 440 440

sustituyendo (2} en (3):

wil= ﬁ b4 2 ] R (4);
3 v 440 ‘
2 £t 8B
como 20 m.p.h. = (20) 5280 It = 22 ft/seg,

3600 seg 3

de (4), la posicibn del avién para este valor de v es:

5
5 10 3 . SR
o= 1000y 1 _L_§__=___[L-— ol
3| s8/3 440 Er S

_10% (3788 \_ 10° L(440)
3 3/440 3 88
luego, para que el avién reduzca su rapidez a 20 m.p.-h.,
- jo las condiciones mencionadas, deber& recorrer:
5] . ;
10° ;. _ 207 ¢y - 53333.33_ft = 10.1 milias.

3 =)

ba-
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Ejemplos ilustrativos del caso d.

1) A una cadena inextensible de longitud L y peso w por uni-
dad de longitud se le sujéta, sobre una superficie horizontal

rugosa, en la posicidén que muestra la figura. Si el coeficien

te de friccibn entre las superficies en contacto es p , obten

ga una expresidn que nos permita determinar la posicidn de ca

dena en un instante cualquiera, desde que inicia su movimien-

to, hasta que est@ a punto de separarse de la superficie men-

cionada. ¢Cudl es el dominio de H para que exista movimiento?

Solucidn.- d.c.l. de la porcibn vertical, una vez iniciado el

movimiento:

de F_ = mx:
x

wx =

83

i i del
d.c.l. de la porcién horizontal, en el mismo instante

d.c.l. anterior:

de F, = my:
’ (T R oo | U SRS
T - pw(L - X) = e
g9

pero, por ser inextensible la cadena:
S B e e e D

de (2) y (3):
P = D ~gP) % W(L = X) &  commmmmemmmmm o

g

sumando {1) ¥ (4) , miembro a miembro:

wxX

wx - vp (e 5 S==%F s
‘ g
luego: =
wh ..
W = NOICE=S ) =N
g
de donde:
e
x =gl px S~ X G
g
despejando:
5e=9.[x—uL+Ux]
L
o bien
& = 1[(1 + w)x - uL] '

L
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que puede escribirse:
i—%(lﬂnx:ug

Cuya solucibn es:

X = Ds D1
enh"L( + u)t + Ecoslaf%(l + p)t + ML r (1)
0

I+p
de x = H, para t =

H = DsenhO + Ecosho + HL i
1+u
luego:

E=f- UL

e e e m e —

derivando (1) con respecto a t:

%X = n‘ﬁ(l + u) g .=;|F hl’
3 cos L(l + )t + L(l + 1)sen %(1 + 0)t,

X

oF , = 0:
0 =D %(1 + u)cosh0 + ElF(l + u)senho ,
1,

como para t =

luego:

con lo que, de (1), (2) ¥y (3), se obtiene

X = [H - B COSH‘F(]. + )t + HI
14y L 1+p

expresibn que nos fija la posicién de A, la que a su vez nos

permite determinar la posicibn de cualquier otro punto de la

cadena, en un instante cualquiera.
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Finalmente, observando la expresibén inmediata anterior:

para H < B : no existird movimiento puesto que x decreceria
Ok al crecer t, cosa no factible si a la cadena
se le suelta.
para H = Al : la cadena no se mover& puesto que, para cual-
- quier valor de t, x permanecerd igual a Lo
1+n

para H > L existird movimiento, puesto que x creceri al

1+u

=—-—=—— ir creciendo t.

2) Un pequeno blogque de masa m se mueve sobre un plano hori-
zontal liso bajo la accibn de una fuerza restauradora lineal,
de magnitud ]kxl, proporcionada por un résorte gue se encuen-
tra unido al mé6vil, como indica la figura. Si el bloque se
suelta desde una posicibn inicial X, medida respecto a la
posicién natural de equilibrio del sistema formado por el re-
sorte y el m6évil, obtenga expresiones que nos permitan deter-
minar la componente escalar de la velocidad y la posicifn, del
blogue, para un instante cualquiera. Entiéndase por "posiciln
natural de eguilibrio" (p.n.e.), de un sistema resorte-masa,

aquella para la cual (dicho sistema) permanece inmévil luego

de soltarlo.

[ooh) G e ]
% + : m —— i
P 7 T T o il
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Solucibn. - ici
d.c.l. en una posicién cualquiera, estirado el re

sorte:

mg

~kx = m% /,
de donde: i

o

[..‘_ k

E i )

. m
1 o
uego: N

cuya solucidn es:

X = Ase 5 t + Bcos 5 £ BRSO e
- ; mer— (1) ;

de x = X, para =80

x0 = Asen0 + BcosO , 1luego R = xo _________ (2),

derivando (1) con respecto a t:

% =2 con Bk sanil g . A
m m m m (3)’

como X = 0 para t = O0:

k
0 = — cos 0 - k
\Ir: Pmsen (055 luegOA= 0 —==— (4)’

resumiendo, de (1), (2), (3) y (4), para un instante cualquie

ra:
~

87

"
]
Ed
(e)
Q
0
77]
Blw;
o+
]
i
1
[}
1
1
]
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i
1
|
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
|
1
!
|
I
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1
I
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K
]
1

g Tﬁl
w
14
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[}
1
i
t
1}
1
]
[}
!
[}
[}
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[}
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)
]
1
!
[}
[}
!
o

Analicemos ahora un d.c.l. en una posici6n cualquiera, compri

mido el resorte, de manera tal que el punto de unidén de é&ste
con el bloque se encuentre en la regidén negativa, del siste-
ma de referencia dado. Ahora, de acuerdo con las condicio-
nes mencionadas, el médulo de la fuerza restauradora serd

~-kx, ya que para x<0 se tiene -kx>0.

Loty

SN

ANEZ

¥t

BIBLIG~

1
oy
ES

e

de Fx = mX:
+(-kx) = m¥k ,
de donde obtenemos:

i::+}ix=01
m

que es la ecuacidén diferencial que obtuvimos al analizar una
posicidn cualquiera para el resorte estirado. De acuerdo
con esto, sb6lo existe una ecuacidn diferencial de movimiento
correspondiente al fendmeno en estudio, razén por la cual
las ecuaciones (5) y (6) obtenidas anteriormente nos sirven
para analizar el movimiento independientemente de que el re-
sorte esté estirado o comprimido, o que el mb6vil se mueva de

izquierda a derecha, © de derecha a izquierda.

R
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ced % 2
onstruccibén de las gr&ficas correspondientes a las ecuacio-

nes (5) y (6).

Para que x se anule, de, (5):

x, cog k i (0)

gque se cumple para

-}_t-t=ﬂ-" -
r Al e - (i entero impar >1),

o sea para

t=1Fr 1"_"_"‘: 21_'.{“_1', el il W L
Nk 2¥x 2Nk 2V * i

para estos valores de t:

O K lk
X = =~X_|=, X_ |-, =X & PR < i I e —— etc.;
m m m m '

para que x se anule, de (6):

—xd\E;sen\E;t =0 ,

que se cumple para: ’

O sea paras:

. m
=0 , nF,ZnF, 3“F' e - ww i
- N k 3 ¥

para estos valores de t:

finalmente, las gr&ficas "posicibn-tiempo" y 'tomponente esca

lar de la velocidad-tiempo", respectivamente, son:

89

i i A i 2 e o

1
1
1
I
!
1
1
1
1

pe R e e
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3) Un blogue de masa 1 slug se moverd sobre una superficie
horizontal lisa, bajo la accidén de una fuerza restauradora
paraleﬂ§ al plano de movimiento, cuya magnitud viene dada por
rx, debida a un resorte unido a aquel, donde r es funcibdn de
la elongacidn del resorte, esto es: I = (x + 3) 1lb/in, para
x en pulgadas. Si el blogue se suelta cuando el resorte se-
encuentra estirado 3 in, écon qué rapidez pasard por la posi
cién natural de equilibrio?

Solucibn.- d.c.l. para x>0

1b—sggz - AL lb—sen2

mg m=1slug =1
ft 12 in

(x+3) (x) + 7’

- - o o mn —




a0
de Fx = m¥X:
-[(x + 3) ll:/in] {x (in)] = L—l-}-b—“——sig_zsz
2 in i
luego:
= (—12x2 - i 4
36x) in/seg® = f(x) —mo——___ (caso q)

. 28 dx
haciendo x = x g; Y separando variables:

xdx = (-12x° - 36x)ax

14

integrando:
.
{(x)
= ~ax® - 18x2 + c
2
o bien:

B2 = g0 et

~ 36x* |
como, cuando el bloque se suelta:
X =0 y X = 3in ,
se tiene:
2
(0% = 2¢ - 8(3)3 - 36(3)2 , ,

luego:

2c = 216 + 324

540 ,

con lo que:

— )

x =J 540 - 8x> - 36x2
4 8x 36x (in/seg, para x en pulgadas)
O sea que, cuando el bloque 1llega a 1a p.n.e. (x = 0 para es

te problema), se tiene:

x =540 = 23.24 in/seg = 1.936 ft/segq.

MOVIMIENTO CURVILINEO DEL PUNTO MASA

Est i
€ puede estudiarse, segflin convenga, vectorialmente o por me

dio de las ecuaciones escalares que provengan de F = m% (1)

L

Generalmente, la seleccidn del sistema de referencia por em-

plearse se hace atendiendo a las caracteristicas de la fuer-

zd resultante que produce ‘el movimiernto, o bien a la forma

de la trayectoria.

La ecuacidn diferencial de movimiento del punto masa puede

descomponerse, para los sistemas de referencia mé&s comfinmen-

te empleados, como se muestra:

Coordenadas cartesianas
%

donde\V = xi +_§} & ég y =%+ ¥j + ik

P
-

i

B = m
F = mt E. = my
y Y
B = mz
ntrinsecas (o normal y tangencial)
-——r—':’,-“
. i 33, §
i o) o
52
Fn = M —
p
Fioane
F, = m§
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Coordenadas polares

F_ = m(Y¥ - r@z)

r
- “\ F =nmr
\ X
! F, = m(x$ + 2r¢)
\\
\ G
e \ =
[od sl F
r ~
. ¢
eje polar cpolo eje polar

Ejemplo ilustrativo de "movimiento de una partfcula estudiado

utilizando coordenadas cartesianas"”.

Una particula de masa m se mueve bajo la accién de una fuer

e, Fc , dada por: Fc = mi + mj + 1émk -que incluye el peso

del mbévil- y, durante el movimiento, también se encuentra SO
metida a una fuerza de friccibén la cual, a su vez, viene ex-
presada por fr = -mxi - m§j + 2mzk. Si cuando t = 0 la par-
ticula se encuentra en reposo, en el origen del sistema de re
ferencia, determine su velocidad y posicibn para t = 1 seg.

Solucibn.~ Se tiene:

\
| ; u\‘J‘
KN tobv &}'NH

Fé =mi + mj + lémk ,

o - l'f\
\ (L ach
. : e (L
f_ = -mxi - myj + 2mzk , :i)lxyg-\* \

N

luego: F =m(l - x)i + m(l - y)j + m(16.+ 22)k ,
’

E ¥ = re, +rée, , T = (- r&>2)cr + (r3$+21.:3>)2¢

\\_/-—-(-."_—.

de donde:

haciendo

se tiene

por lo que,

= mxX: \
de Fx :

2 Nee

m(l-;() = ’
Lt

= i) .

s J& Ny = .

e e X
dat dat

" =

vx+Vx 3

cuya solucibn es:

de Vv =0

r

luego:

haciendo Vv

-t
= + 1
L C1€ ’

para t = 0:

0=C1e°+13

(]
=
1
Q

Vx

|

X gt

y separando variables:

dx = (1 - e—t)dtl

integrando:

como pa

resumiendo,

=iy g
4 X

~t
F=xi+yj+k=(t+¢C

YT oW

rat=0,F=0:

0=0+ e°+-c4,

=1y = £ .
a at Y

\.ry+vy=1r

RV '_—.Cc—t'l’l

v 2

o=c2c°+1:

vy:l—e’tl
d

v =08

Y a4t

ay = (1 - ¢ Hat,
y=t+€ut+C5:
0=0+€ +C.

para cualquier valor de t:
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de F_ = mz:
z ")

m(16+22) = mZ .

2 = 16¥28 = £(2) 4

. _ag_ Y3z

.
=l s e—=V v

dt dt "

.
='ge“" - 8 ;
Vz 7
v = %‘ [
Z gt
az = (8¢*% - 8)ae,

0=4_€°-0+c6;

- ~t 2t _ ’
xi j+§.k=(1—ct)i+(1-c 1§ + 8(€ 1)k

-+vyj-+vzk==11‘*y

t =3 .
-1)i+ (t+2_t-l)j+4(22 -2t - 1)k ;
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finalmente, para t = 1 seq:

Ve (B 2@ 1 - ¢y B0 -1)k'= 0.632i + 0.6325 + 51.12k
Y, §
B +@'- 12+ 4 e -1y + 4@ « 2 - 1)k =

0.368i + 0.368j + 17.56k

Ejemplos ilustrativos de "movimiento de una particula estudia

do utilizando coordenadas intrinsecas".

1) Una particula parte con rapidez v, desde el punto &, v
desliza hacia abajo por una rampa lisa, como se muestra en

la figura. Demuestre que la rapidez v ,de la particula, en !
un punto cualquiera a una distancia vertical h medida respec,

to a A, es independiente de la forma de la trayectoria. o

h
®
Solucibn.- d.c.l. para un instante cualquiera:
en »
- - o .
€. -&ngulo forrado entre N y la vertical
¢\k/ff(aeneralmente variable). '
mg
de Ft = ms:
mngseng =fh§ 7
luego: -

= gsen¢ = £(9) ;
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haciendo § = a9 « 48 de s ds , se tiene
dt ds dt ds
s 25 = g sen¢
s

separando variables:
535 = g(sen¢) (dS) ~———mmmmmmmo—memmmmeeee 0P

pero, para una ds cualquiera:

del Gltimo croquis:

(ds) (sen¢) = dh (2)
sustituyendo (2) en (1):

sds = g(dh)
integrando:

2 2

2
&= luego: * ~ —L = gh ;
2 2

2 )

finalmente:
v? = vi + 2gh ,

independientemente de la forma de trayectoria, l.g.q.d.

2) Una particula de masa m Se mueve en un plano vertical,

i 1 eposo
sobre una superficie semic1rcu1ar‘lisa, partiendo del rep

en el punto A de la figura. Encuentre una expresidn para de

terminar el m6dulo de la fuerza normal, ejercida sobre la

: nitud
particula, en funci6n de m, g, h y r. ¢Cu8l es la mag

de dicha fuerza en el punto méds bajo, B de la superficie?

Verifique la respuesta a esto filtimo.
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Solucibn.- d.ec.1. para una h cualquiera:

hI e"r\
90°-6

e =

mg
; et

éz
dan=m—:

p
°2

- mgsenf + N = S_ |
52

como, para una h cualquiera:

2
§° = 2gh (ver problema anterior;

tenemos ahora:

~mg (&) + N = m (24h
r

r

de esto dltimo obtenido, para B,

en éste vo = 0}, y sen6

luego: N = 3mgh :
r
e — .

cuando h toma el valor r:

12
comprobacibn para N d.c.l. en B:
mg
\\\ ——’_/
N
B
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2
F = m — , tomando en cuenta que:

ég = 2gr --~- (ver problema anterior, en Este, Vol - 0)

podemos escribir:

NB - mg = m(zill)
i
de donde:
NB = 3mg , que verifica el valor obtenido antes.

Ejemplo ilustrativo de "movimiento de una particula estudiado

utilizando coordenadas polares".

Dos particulas, A Y By conectadas por dos cuerdas flexibles e
inextensibles, se moverdn en un plano vertical sobre el dis-
co circular liso mostrado, mismo que se encuentra fijo. Si

el sistema parte del reposo en la posicibdn mostrada y cada

una de las particulas pesa 4 1lb, determine, para el instante
indicado: a) el mb6dulo de la tensibén en cada una de las cuer
das Yy, b) 1la magnitud de las fuerzas normales ejercidas so-

bre las particulas.

gh .o he ]
b

disco visto de perfil
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Solucibn.- d.c.l. para el instante de interés:
€,
B
WB = 4 1b
2
A N
e C e g R
r >
‘\A 2T/
30° A
e
gine !
W, = 4 1b/ |
A 60° NA\\ 604 rsen30° = 0.5r
| 30“\[\/“l €y
e s el e e R i e A
¢B

Cuando la trayectoria de 1la particula es circular, las expre

siones

o . . - o -2 (5
VIETER- TN OF = (B 205 ) Fo = mx§ + 259) ,
toman la forma:

Vo= Iy e (a),

F = —mr&z ————————————————

e R el e e e e e e e (b)r Y.

F¢ =M e ((SN:,

como para el instante mostrado tenemos @A =0 vy éB =k 0m;

para la particula A, de (b):

N, =~ 4 cos 60° - 2T cos 60° = 0

A
N, = (4 + 2T)eds L R R e u—— (1,
de (c):
4 sen 60° - 2T sen 60° = 2 r$A , entonces:
g9
4 -~ 2 p = i -
( T) sen 60 r&A ———————————————— (2)

<
para la particula B, de (b):

NB =4l = 2T cos 160°2=100 ,
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luego:
B = D e T o (3),
de (c):
S ere =S gl - e . o (4);
g B
como, mientras A y B mantengan contacto con el disco,
61\ = tﬁB _____________________________________ (5)1
de (2), (4) y (5):
(4 - 2T)sen 60° = 2T sen 60°,
luego = oo e e e e e e e e (6)
(mb6dulo de la tensibn en cada una de las cuerdas),
sustituyendo (6) en (1) y (3), respectivamente,
M, =31 y Ny =51b. e
‘ "‘._!
A
BBl

MOVIMIENTO CENTRAL

Estudiaremos &ste utilizando un sistema de referencia polar,
sb6lo que antes definiremos "fuerza central, o radial, como
-aquella cuya linea de accibn siempre pasa por un punto fijo".
Basados en la definici6én anterior podemos decir que un punto
masa describiré un movimiento central si la fuerza resultante,
que obra sobre &l durante el movimiento, es de tipo central.
Para obtener la ecuacibn diferencial correspondiente a los
movimientos centrales partiremos de un d.c.l. en un instante
cualquiera, donde -por conveniencia- haremos coincidir el po
lo del sistema de referencia con el punto fijo por el que pa-

se la fuerza resultante que obre sobre el mévil en estudio.
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polo

eje polar

de Py = m(r§ + 216):

0 =m(r$ + 2rd) , luego ry + 25¢ = 0

multiplicando ambos miembros por r:

r2$ + 2rf$

0,

que puede escribirse:

L@ ieyo,
dt 1

luego:
rzé + C1 = cte = C2 ’
de donde:
é =[c2 —2C1], o bien:
r
$ = l% » donde h es constante

r

H

propiedad muy importante de los movimientos centrales que

nos dice: “la rapidez angular del radio vector, que define

la posicibn de 1la partfcula en estudio,

es inversamente pro

porcional al cuadrado de la distancia entre el mévil y el

punto fijo por donde pasa 1a resultante de las fuerzas que

‘actfian sobre dicha particula".

.despejando:

o *2
Ahora, de Fr =m(¥ - rp“):

~F = m(¥ - réz) = =

101

como, por tratarse de un movimiento central, basados en (a),

podemos escribir:

r 2

dt d¢ dt d¢ - dp

o bien:

‘=9£=§£_i=$g£=(£. d._r=-h(-

= - b d)
d¢ r

derivando (c) con respecto a t:

d
Tty i(_l.)] ={i[_ " E,(.l.):l}_i' s
at as x as as r ) at

2
31 G
-h¢ —= "
L&:]

que tambi&n podemos escribir, tomando en cuenta (a):

2 n?(a? 1 -
TS e ()
r |d¢ r

sustituyendo (d) y (a) en (b):
o) ) 2
he 4 1 h
Bt = m(; > )~ s ] )
r2 d¢2 52 r2

que da lugar a:

3 T
haciendo u = = :
X

d®u i F
d¢2 mhzuz

+
[=
f

- —— o — -

s e e

"Bcuacibén diferencial correspondiente a los movimientos cen-

trales".
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MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL SUJETO UNICAMENTE A LA ACCION DE

LA FUERZA GRAVITATORIA TERRESTRE.

Sea un proyectil de masa m , sujeto a la atraccibn terres-
tre. Llamando M a la masa de la Tierra, la Ley de la Gra

vitacibén Universal puede expresarse en la forma:

= _ _ Efn
F=-ZZe .
s

donde G es la constante de la gravitacién universal y r

la distancia entre el proyectil y el centro de La Tierra.

En este caso, la ecuacién (II) toma la forma:

_— 1
recordando que hicimos u = = , tenemos ahora:

r
dzu GMmu2
oy s
ds mh“u
que se reduce a:
2
g—% L B Q% ———————————————————————————————— (1);
dd h

como, para una particula situada en la periferia de La Tie-

rra:

103

de (2) y (1):

2 2

--------------- 11
8, p a8, (11,)
do h

"Ecuaci6bn diferencial correspondiente al movimiento de un
proyectil sujeto finicamente a la accién de la fuerza gravita
cional terrestre".
Recordemos que podemos expresar V COmo

.'..= . + .c p

1 rer r¢ o -

§ dad v a

si el proyectil sale despedido con una veloci o

v T odemos escribir:
que vo r, p

L @, —=mm—mmmmm—=mm—m—o———somoss (3),
T = = c ———————————
v0 VD€¢ ¢ r
i o
como, en cualquier instante, por tratarse de un movimient
central:
. h
g ===,
r2

para el instante del lanzamiento se tiene:

sustituyendo (4) en (3):

h
v=r(_h_2)=__
0 ur r

0 0

f

luego, bajo las condiciones mencionadas:
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. 2
cuya solucibn es: u = Asen¢ + Bcos¢ + -IR° )

r2v2
0D o

2
= Dcos (¢ + ¢D) + 2%'5 ;

3G Y/
0

que puede escribirse: 1

R

0
si hacemos que 1la direccién del eje polar del sistema de re-

ferencia coincida con la de T :
0

Ry il

lo que hace que la solucién de (IIT) tome la forma:

como para ¢ = 0%, r = r :

2
— = Dcos 0 + LR_ /i
2 2
a5 rv
0 0 0
finalmente:
2 2
1 af R
—_ = e - 53 os¢ o+ % — c——y (II..a)
x5 ot raNy TRV
0 [ 0 0

"Ecuacibn que define el movimiento de un proyectil sujeto a
la accibn de la fuerza gravitatoria terrestre".
Puede observarse que (II-a) es la ecuacién de una cbnica, en

coordenadas polares, cuya excentricidad es:

-

.
r

|
o
° N
o N

Q
bl
(8]
=5

@ 0<N
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casos diversos:

para €>1 la trayectoria es hiperb6lica,
para € = 1 la trayectoria es parabdlica,
para 0<e<l la trayectoria es eliptica, vy,
para € = 0 la trayectoria es circular.

Si la trayectoria es una elipse, uno de sus focos es el cen-

tro de La Tierra y, puede demostrarse (ver figura) que sus

semiejes son de iongitudes:

en tanto que el tiempo que tarda en recorrer una 6rbita com-

pleta viene dado por:

2mab
T =
ToVo
. a
Je
g c > 1
/"
b /‘]—0<€<1
s
/ .
Ll eje polar
\
A
X
\\
~
\‘ e

x
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si hacemos

]
oy
| =
!
v
‘\%

£

de donde:

despejando:

VO-—N:O /

a este valor de v, se le denomina, por razones okvias,

rapidez de escape.

Para que la trayectoria sea circular necesitamos que € = 0 ,

lo cual se logra si:
gr’
:

Vo ?w
0

Ejemplo.- A fin de situar un sat&lite artificial en una b6r-
bita circular de 32000 km de radio, alrededor del centro de
La Tierra, se le lanzar8 horizontalmente desde un punto A, a
una altura de 480 km sobre la superficie de nuestro planeta,
y entrar& inicialmente en una 6rbita elfptica cuyo apogeo A'
distard 32000km del centro de La Tierra. Si se encienden

los cohetes auxiliares del saté@lite cuando éste llegue al
punto A', para situarlo en la 6rbita circular deseada, encuen
tre: a) La rapidez de lahzamiento en A, b) el incremento

de rapidez proporcionado por los cohetes.
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Solucién.- Si en (II-a) hacemos ¢ = 180°, r sera r, , esto

es:

2
B |- 25, ees 180° + S
X X
Ty | To " Fo'o ovo
de donde:

luego:
y como:
A 32000 km = 32 x 10°m ,
al ser:
r = (6400 +480)km = 6.88 x 106m ,
0 .
se tiene:

(o] 6 6
6.88x10 m x (38.88x10 m)

que es la rapidez de lanzamiento en A.

C4lculo de la rapidez con que llegard a A' ;

se tiene: h = _ . e ya que vV, r
ademés: HEEW i == ya que V1
luego: IOVO = r1v1 3

con lo que:
el e - (6.88x106m)(9805m/seg)
v = =

1 r, 32x106m

que es la rapidez con que llegard a A'

T fzxs.elm/seg x(6.4x100m) x32x10°m _ ggg5 m/segq,

= 2108 m/seg,
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como para que, a partir de A' , el mbévil entre en la 6rbita-

circular deseada:
2
vi = GRS 9.81m/seg2 % (6.4%10%m) >
)
Ta 32x10°m

3

= 3544 m/seqg ,

el incremento de rapidez proporcicnado por los cohetes debe-~

ré ser:

3544 - 2108 = 1436 m/seg.

TIRO PARABOLICO

Si desde cierto punto lanzamos una particula, con una velo-
cidad inicial VO , Yy durante el movimiento se encuentra su-
jeta Ginicamente a la accién de la gravedad (considerada cons
tante para lanzamientos cuya altura maximajalcanzada sobre
La Tierra es despreciable comparada con el radio de é&sta),
la trayectoria que describir& ser8 una par8bola.

Para obtener expresiones generales que nos determinen veloci
dad y posicibén del mbvil, partiremos del d.c.l. en un punto
cualquiera de la trayectoria y, dadas las condiciones mencio

nadas anteriormente, estudiaremos este tipo de movimiento em

pleando el sistema cartesiano de referencia mostrado a con-

tinuacibn.

resumiendo, tomando en cue

y = (voseneo)t = 4

108
de Fx = msf:
0 = mk , luego: X =10,
integrando:
x = 2 1= cte , Yy como: X5 = vocoseO 4
se tiene:
e ——————- (1)
X = vocoseo=cte. --------
integrando de nuevo:
X = (voqoseo)t+ Co) o
de x = 0 , para t = O0:
c, = 0, Y e
------------------- (2);
52— (vocoseo)t ———————————
de FYy = my:
—mg = m§ - ! L4
luego: F\ i
§ = -g = cte., “ P
integrando:
; = -gt + ¢35
como para t =0 , ¥ = voseneoz
c, = vosene0 e 70
.3 ———————————————————————— (3) ’
Y = vosene0 = g e
integrando de nuevo:
1 2
y = (voseneo)t - ; gt~ + SR
de y = 0, para & = (08
(e b 0, Y 4
PR R )

nta (2) y (4), para un instante
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cualquiera:

V=Ys=2x%i+ g5
¥i = (vocoseoji + (vosene0 =iEtlE . w

Pl i i
vi Evocoseo)éjl + ﬂhbseneo)t - é-gt"-]j .
2

Ll
]

Determinaci6n de la ecuacién de 1a trayectoria

i de (2):

.

vocose0 .y (F)'
Sustituyendo (5) en (4):

2

Y=(vysend )% }_ 1 [ =x _

v ¢} s &
ocos 0 2 vocose0

de donde obtenemos:

y = (tane X - -—2._~ 2
0! i o
V,cos 60

ecuacidn i
u cartesiana correspondiente a una pardbola

qu n Jc P Y s ’
La a]tll[a Illsx]llla e aJ(!a Za 5 el royect l SObIe el p.lano

ontal de referencla, se tendr& cuando Y to e el al 25
hor]z m v o

cero, esto es Para:

vV _seng

. » valor obtenido de (3):

sustituyendo este valor en (4):

vzsenze

ymaxz_%_g .
g

El al i
cance mdximo R, sobre la horizontal de referencia, se
’
tendra
cuando la y se anule, cosa que sucederf -basados en
(4)- para:
2v_senb
= 0 0

G

finalmente, sustituyendo este valor en (2):

183
ZVgseneocoseo vésenZeo
R —————— , 0sea: R —m—— |
g g9
VIBRACIONES.

En una forma sencilla podemos definir una "vibracién" como

un novimiento que, generalmente, se repite en forma perifdi-

ca. Diremcs que, si a un sistema el&stico gue se encuentra
en equilibrio estable se le da un pequefio desplazamiento ini
cial (o una velocidad) y se le suelta, vibrar§ alrededor de
su posicién natural de equilibrio {p.n.e.), aunque ello no
implique el que se cruce é&sta.

Se presenta una "vibracibén libre” cuando el sistema eléstico
en estudio, durante su movimiento, se encuentra sgig}g ﬁnici
mente a fuerzas consideradas como propias de dicho sistema.
Las ecuaciones diferenciales correspondientes a estos tipos
de movimientos son hqmogénqas.

Las "V{EEEEESEE§_§9€EEdaS" ocurren qggndQ el sistema en estu
dio se ve Egzgyado por una ¢ varias fuerzas consideradas co-
mo no propias de dicho sistema, llamadas externas o excitado
ras, que en muchas situaciones reales varian perifdicamente.

Las ecuaciones diferenciales correspondientes a estos tipos

de vibraciones son no homogéneas.

Definiremos la "posicibn natural de equilibrio (p.n.e.) de
un sistema el&stico"meggé la posicibn para la cual, dicho
sistema, permanece iggggil_luegd de soltarlo.

Antes de entrar de lleno al estudio de las vibraciones vere-

mos como se puede obtener la constante de un resorte, llama-
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do equivalente, que pProducirf los mismos resultados (desde

el punto de vista "estudio din&mico" del cuerpo en observa

cibn i
) que varios de ellos conectados, ya sea en serie o en pa

ralelo.
k
1
k
kT::E =
’ LA, m ] [ m
" 1l 1 1l
En serie:r ===+ ¢+ ., +._J;.
- - z 3 En paralelo: k=k +k_ + ...+k .
' 2 o] 2 n

VIBRACION LIBRE CON UN GRADO DE LIBERTAD

resorte p.n.e. del sistema d.c.l. en

o it i d.c.l. en un ins

la p.n.e. tante cualquiera
del movimiento.

de F. = mx: g
x = MK:

mg ~ ki(x + 8) = mg ,

de donde:

mg - kx - ké = mX

que se reduce, basados en el d.c.l. correspondiente a la

p.n.e., a:

-kx = m¥%

N - 18183

o bien:

que puede escribirse

-{56_+__w_‘21>_: oy e SR =R — (111)
"Ecuaci6ﬁ diferencial correspondiente a las vibraciones con
un grado de libertad”,
cuya solucibn es:

x = Asen w t + Bcos wnt

Si para producir la vibracibén libre se sac6 al sistema de su
p.n.e. jaldndolo y soltédndolo posteriormente, la A vale cero
puesto que X = 0 para t = 0; ver ejemplo 2 del caso @ para
movimiento rectilineo.

Si la vibraci6bn se origin6 por haberle dado una velocidad
inicial al sistema elfstico en estudio, cuando %ﬁxe éé;encog
traba en la p.n.e., la B vale cero (ya que x = 0 paﬁb;th=:01.
En cualquiera de los dos casos se puede demostrar que, el pe

rfodo natural de vibracibén viene dado por:

L 21 “\ _______ ~--- (perfcdo natural de vibracién),
w
n \

ya que se define "perfodo de una(vibraciGn" como el tiempo
que tarda en efectuarse un ciclo completo de ella o, también,
como el fiempo necesario para que se presenten dos amplitu-
des miximas positivas sucesivas -o bien dos amplitudes méxi-
mas negativas pero también sucesivas-.

Se dice que se presenta una "amplitqgﬂmgggmgf_en el instante

en que la masa del sistema elistico en estudio deja de mover

se en un sentido, para empezar a moverse en sentido contra-

Blo .
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Si esto ocurre cuando el m&6vil se encuentra situado en la
parte positiva del eje de referencia, se dice que se ha pre-
sentado una "amplitud mdxima positiva". 2An&logamente, si
ocurre cuando la particula en estudio se localiza en la re-
gién negativa del eje de referencia, diremos que se ha pre-

sentado una "amplitud m&xima negativa".

A X L Tn
*

th 2

amplitudes
maximas 4
positiva /

amplitudes
méximas
negativas

. 3
e I8

Como, por definicibn, la "frecuencia" es el reciproco del

perfodo, podemos escribir:

w
— |(frecuencia natural de vibracién) .

Ejemplo.- Encuentre la frecuencia natural del sistema mos-
trado en la figura. La viga es simplemente apoyada y tiene
una longitud L de 24 in, ancho b = 1 in, peralte t = 0.5 in,
y un m6dulo de elasticidad E = 30 x 10%° 1b/in?. Las constan
tes do los resortes, colocados en paralelo, son kX = 45 1lb/in
y kz « 35 1lb/in; la masa m pesa 40 1b y el peso de la vi-
ga, asl como el de los resortes, es despreciable. D€ la res
puests en ciclos/minuto. Nota: La deflexibn al centro del

claro de una viga simplemente apoyada de.longitud L, ancho b
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y peralte t, debida a la accibn de una carga concentrada P

que actﬁa en dicho punto, perpendicularmente al eje de la ba

rra,es:
3 bt3
§. = EE-—- " donde I = ——2- .
¥ T eET 1
gf:: ==i2 =L t
seccibn transversal
k1‘ k2
L/2 L/2
Solucibn.- Obtencién de la ecuacibn diferencial correspon-

diente al movimiento del sistema dado;

ane. 1. 1en d.c.l. en un
sin el p.n.e. del R instante cual
Bloges ey quiera del mo

8 vimiento.
Al 2,

mg - k(x + GV 4’52 = mx .,

mg - kx - k{8, + §) = m&k ,
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e, tomando i
que, en cuenta lo que sucede en la p.n.e., se reduce se tiene:

as .
1.1 2o B " < 359347 in/T
-kx = m¥ , k, k, 1085 80
o bien: de o des
E
X + ; RESROS k = 74.5 1b/in ,

finalmente, tomando en cuenta (a), se tiene:

w - 1
£ == L‘I}-{- = —]-‘—{ 74.5 1b/in = 4.27 ciclos/seg =
N 21 2r¥m 2r V40 1b/(386.4 in/seg”)

= 256.2 c.p.m.

que es de la forma:

a 2
X+ x= (0L

luego, para este problema, se tiene:

V1BRACION FORZADA CON UN G¥4DC DE LIBERTAD

do:

sl s
S o S

En este tipo de vibracién aparece ya una fuerza, ¥o se@ie de

.

3 o i
fuerzas, consideradas no propias del sistema y denomipadas
)-‘ ]

por otro lado, sustituyendo la accidn elSstica de la viga
excitadoras ue actfian sobre el sistema eldstico, cuya resul
por la del resorte de constante kV  indicado en el croquis -
tante representaremos como F_.
donde aparecen ya dos resortes en serie, tomando en cuenta B
resorte p.n.e. del sistemrma d.c.1l. en d.c.l. en un ins

la Ley de Hooke podemos escribir: solo resorte-masa la p.n.e. tante cualqguiera
i antes de del movimiento.
&, = ;2 . ® R kv VS W — (e); actuar F,
v Gv
sustituyendo (b) en (c): k
k, = mg - 48EI k6 k {x+3§)
mgL3/48EI i S ST el R
luego: Ijx
6 o) ) WA T 909 T TR T . L
- 48x30x10~ 1b, .
kv 3 b /in® (1 in) (0.5 in)>/12 = 1085 1b/in ‘ mg
(24 in)3 gy
y como i3

k. = k1 + k2 = 45 + 35 = 80 1lb/in ,
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de Fx = mX:
Fe +mg -~ k(x + 6) = mx , de donde:
Fo + mg - kx - ké§ = mx ,
que se reduce, basados en el d.c.l. correspondiente a la

p-n.e. antes de actuar Fo + a:

Fo - kx = mk ,

dque puede escribirse:

+ . i
lar © o TR = o bien:
m m -
- o e
- 2 Fe
x + U)n e = : ——————————————————————————— (IV)

“"Ecuacibn diferencial correspondiente a las vibraciones fcr-

zadas con un grado de libertad”.

Ejemplo.- El sistema el&stico que se muestra en la figura es

td& en reposo, en su p.n.e., cuando t = 0. Si a partir de
ese instante se le aplica una fuerza vertical de m6dulo bt

determine la posicifn de la parte superior del bloque para

cualquier valor de t.

Solucibn.- Al medirse x respecto a la p.n.e., y ser bt la
componente escalar de Fe » basados en (IV) podemos escribir:
= 2 .. .bi
X+ w o x ==
m
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cuya solucibn es:

= b
X = Asenwnt + Beosw t + —5t —---m—eee o (b),
mw
n
de x = 0, para t = O:
0 = Asen0 + BcosO + 0, 1luego B = 0 —cecmeeee_ (c);

derivando (b) con respecto a t:

’o'

T —— . |

.=(L\ == s £k
b A ncoswnt Bwn enmn

2
mwn
de x = 0, para't = 0:
0= Amncoso - Bwnseno + —25 ’
mw
n
luego:
-b
A= — mmmmreem—mem— e S T R X ST (e)
mw3 9
n
con lo ‘que:
x = :Ejsenwnt + —E%¢ :
mmn mf-l)n

o bien, finalmente:

b !k
X = {w t - senw_t) , donde w_ = |= .
mmi n n n

VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO vISCOSO

Existen varios tipos de vibraciones libres amortiguadas pero
nosotros analizaremos sb6lo (al menos por ahora) los casos en
que el amortiguamiento es de tipo viscoso, es decir, cuando
la fuerza que se presenta durante el movimiento del sistema

en estudio, debida al amortiguamiento, es directamente pro-
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porcional a la velocidad con que se
vacibn. Para estudiar este tipo de
mo ha venido siendo costumbre hasta

instante cualquiera del movimiento.

mueve el cuerpo en obser
- ‘-
vibraciones haremos, co-

ahora, un d.c.l. en un

resorte p.n.e. del sistema d.c.l. en ¢.c.l. en un ins
solo resorte-amortigua la p.n.e. tante cualouiera
dor-masa. antes del del movimiento.
movimiento
mortiguador
vis
GI k 2 coso Tké K (x+8) ,
x
m ™
o
mg T
m
de Fx = m¥k:

mg - k(x + §) - cx = m% o
luego:

mg - kx -~ k6 - cx = m¥ ,

que basados en el d.c.l. en la p.n.e., antes de iniciarse el

movimiento, se reduce a:
~kx - cx =m¥ ,

de donde:
£+ &

m

que puede escribirse:

X + 2nx + WX = 0 -=-=-=mmo

"Ecuacidn diferencial correspondiente a las vibraciones li-

bres con amortiguamiento viscoso, de un grado de libertad".

Supongamos que la solucidn (V) es de la forma:

donde A, B, h y p, son constantes.

Derivando (a) con respecto a t:

% = aneP® + mpePt - e
derivando ahora (b) con respecto a t:

ht | ot N Semes ooop o oeo oo

% = Ah%e
sustituyendo (a), (b) y (c), en (V):

2,ht ht

an2e™® + Bp2eP* + 2n(ane™ + BpeP®) + w? (ae

factorizando:

2
aePt (n? + 2nh + w?) + BeP®(p? + 2np + W) = 0

que se cumple si:

]

h® + 2nh + W 0 y, ademés,

n
o
~

2
n

2 2
p° + 2np + wj

resolviendo para h:

2 2
h 2n144n = 4qn She he o 20 wi

que nos lleva a:

™ g g Lo W e
h1 = -n +4n we Yy h2 n n e
anélogamente:
2 2 L 20D
P, =0 +4n° ~w Yy P, = -n —40 w

128

(b),

+ BePt

’

esto nos llevaria a pensar que existen las siguientes 4 solu

ciones para (V):
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Caso 1) "Vibracibén con sobreamortiguamiento” (n>wn)

b R

x = aetyt 4 pedrt

. 2 _ 2 2 2
x = A12( n +-¢n w )t B1e(-n ey e e e )
5 »
= \ e 2 2
x = Aze( n +4n wn)t i Bze(—n -4 n° - wn)t = (aZ)’ ;
0
-n —-4n? - 2 2
x = A32( o n wlt | B32(—n 4 4 n“- wpdt - (a3), y
2 2 J
_ (-n —4n° - )t —h —aln® - G
X =8 2. & l342( 2 ST e (ay).

Sin embargo, (al) y (a4) no pueden considerarse como solucio

Caso 2) "Vibracidn criticamente amortiguada" (n = wn)

b
x = (A + Bg)e "t

nes para (V), que es una ecuacibén diferencial de 2o. orden, Xo
puesto que factorizando pueden reducirse a la forma:
= qn % (-n +{n2 - wzr)t f=g +¢n2 - wz)t

= 1 B1)€ n = C1e n ?

57
2 2 x

) (-n -4n° - L _" 2 _ 2 Caso 3)
x = (&, + B,e J wadt o KAk ok
respectivamente, que son expresiones que contienen sblo una
constante, por detexminar.

Xo

"Vibracién ligeramente amortiguada” (n<wn)

Al observar (az) y (a3) podemos decir que son una misma solu

cibén, gue puede escribirse:

= 2 _ 2 2 &
x = agl™m +4n wilt | ggl-n —Jn ~ w g .

desarrollando esta filtima expresidn:

Resumiendo, podemos decir que, siendo:
o 25 PN - D, 2 - : 2 = 2 - L 2 &
9 R & Jn Yy Y S TN L e x = Ae nt.elq;n "t L o len e

la solucibén de (V) viene dada por:
y como:
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.

= cos@ + isen® , podemos escribir:

x=ent[A(co -nt+isen.Ji—nt)+B(c05\F —nt—lser‘mt

factorizando:

4o e [(A + B)cost; - nt + (Ai - Bi) sendmi - nzt],

que, finalmente, podemos escribir:
x = pe "t sen (Jmi - n?t + 6u>

donde D y 6o son constantes, aunque &y es un &ngulo en

radianes, en tanto que D si tiene unidades (de longitud).

Puede demostrarse para este caso 3 gue, si para t = 0, x = X,
y x = 0 , las ecuaciones que nos determinan la posicibn y
la componente escalar de la velocidad del m6vil en un instan

te cualquiera, respectivamente, vienen dadas por:

2 2
= 4 = 5|
x e t{sen( Jmi - n’t + angsen fé———-1 0570
W
n
3 ity 4 -n cos({w - n%t + angcos n/m e
e . = Jm - ;
n -nesen ( J - n“t + angsen —E—————
n

partiendo de esto filtimo puede demostrarse que, para que X

sea nula:

n entero >0

Construyamos pues, para &ste caso 3, las grédficas "posicibn-

tiempo" y " (Componente escalar de la velocidgd)— tiempo” .

]

_ - = e = e e = =

Tabulando:
| & t ]| % | x i i
¢ [ !
O 0 | @ § %o L -y
_________________ 1
‘ : 2 2 : : (-nn/§uw. - n2)
i -
B 5 s aeims R A !
1 | t 2}
] ' 2 ! I (-2n7m/ - - n°)
b2 L2ENPRTE R R T e Y |
1 ! | 1| 3 1
! ' ! —3np/ 4w - nN
; 35 31?‘/ W -n | 0 l .-Xne( / .l
; B I- = 1 : \
- 2
! 4 l41;/ w- - n? } 0 | xge( 4nm/ Yh - n ﬂ
! |

y asi sucesivamente.

Basados en la tabulacibén, asi como en el tipo

i e fwynciones
X , se obtienen lgs\s;guientgs
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correspondientes a X Yy
gréficas:
T ] 2m 3m 4T 57
2
2 2 2 2 R 7. 2 2
wy - N w, - n {mn n Wy n w
A : : ! !
% [
* i i | i
| | | | :
[ ] -
V l 1 1

4

.
SEN
1
)
b
-

o,

4
<

i
i
|

[\

B e ittt

|

-
i
= )

™~

|

“x
[
L
\
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De las gr&@ficas concluimos que, el "perfodo de una vibracién

libre con amortiguamiento ligero" viene dado por:

se define como "decremento logarftmico" al logaritmo natural

dd1 cociente (mayor que 1) de dos amplitudes m&ximas positi-

vas, o miximas negativas, sucesivas. Esto es: 2nﬂ\
3 x X, X, e ¢ - ny’
Decremento | = L =%=f =1 - = ., =1 B3¢ '"
o 4 = -2
logaritmico| = —_2om
2 2
! w, - n

51 recordamos que el amortiguamiento critico (caso 2) se pre
senta cuando n = wn ,» el factor de amortiguamiento (que se
define como la relacién entre n Y n critica) se puede

encontrar como la relacibén entre n y w, s ©s decir:

Factor de amortiquamiento = p = = ]
w

n
Ejemplo.~ Un cuerpo que pesa 10 lb y se encuentra unido a -

un resorte, empotrado y de constante k = 15 1lb/ft, vibra 1li-

bremente, soportando la accic. de una fuerza de amortiguamien

to viscoso. Si se observa que, luego de 4 ciclos dé movi---
miento, la amplitud inicial se ha reducido a la mitad encuen
tre: a) el factor de amortiguamiento, b) el periodo de -
la vibracibn, y, c¢) la relacidn entre amplitudes sucesivas

separadas un periodo.

sl x
0

Solucibén.- Se tiene:

15 1b/ft —— E/Segﬂ;

8m
para t = 4Td *‘ﬁ
W, - I
n

basados en la solucibn de (v) cuand? 1

luego,

ligeramente amortigu

j ici = x = 0 para t = 0 se tiene:
ejercicio, X = X, Y X P ’
-8nw
? 2
2 -—
x w_xX B: - n ) @y n
2= 0.4 . Jg " sen{8m + angsen —————
2 ®
2 02 - 02 o
n
de donde: .
2 é
w. - mn
l.—:c a o
2
entonces:
_ 8nw
2 2
Jm - n
e i = 2  merec—m——e——me—=——o———ToT (a) ;
3 N 8nm ST
por definicién de logaritmo: ¥ 5
w, - B

luego, sustituyendo valores y despejando:

10 1b/(32.2 ft/seq )

X
0

FRRNEN=E SEe=
2

fue ia amplitud inicial se tiene que,
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ada y tomando en cuenta que, en este

r‘“"‘ 2
gnm= (0.693) N¥48.3 - n~ ,

elevando al cuadrado:

631.65 n’

2
0.48(48.3 - n ) r

a vibracibn es

]
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que nos lleva a:

n2 < 0.48(48.3)

- 2
= 0.03667 (1
632.13 §e

n = 0.1915 (1/seq)

’

con lo que:

p =2 - 0.1915 _ 0.02755

“y 283 \

T, = — 27 = 27

d 3 = 0.904 seqg ;

2 2 —
4mn = n 448.3 ~ 0.03667

finalmente, de (a):

2nm

——
i

ol -nZ) &

e = 2

=IATRGION
e

VIBRACION FORZADA CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

resorte P.n.e., del sistema dic.l. en

; dijer i
solo resorte-amortigua la p.n.e. 1. en un ins

tante cualquiera

dor- 3
m antes del del movimiento,
movimiento
amorticauador
_______ % viscoso kg k(x+6)
6 - -
=S p
mg
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= mX:
F_+mg - k(x + 8) - cx = mit ,
luego:
Fe + mg - kx - ké - cx = m¥ i
que se reduce a:
F_ - kx - cx = m¥ ,
e
de donde:
c: .k i
X+ 2%+ = e L0
m m m
que puede escribirse:
. 2 F
X+ 2nx + w x = e e e = (VI)
m

"Ecuacibn diferencial correspondiente a las vibraciones for-

zadas, con amortiguamiento viscoso, de un grado de libertad".

Existen muchos casos de vibraciones forzadas con amortigua-

miento viscoso, dependiendo del tipo de fuerza excitadora.

Nosotros estudiaremos aquel en que dicha fuerza es funcibn

senoidal del tiempo, es decir:

Fe = F senwt -- (a), donde F y w son constantes;
(] 0

sustituyendo (a) en (VI):

’ B
% + 2nx + wﬁx = = senwt ————m—m——mmommmmm— o (VEa) ;
m

suponiendo que la solucibn particular de (VI-a) es de la for

ma:

x = xsen (wt - ¢) ——=-——- (b), donde ¥ y ¢ son cons-
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tantes, de sustituir (b) en (VI-a):

2

~w xsen(wt - ¢) + 2nwxc - g : >

(w Xcos (wt - ¢) + w xsen(wt - ¢) = —2 senwt ;

: x 3
puede demostrarse que, para esto Gltimo se cumpla:
Fo/m

X = ’ Yy ¢ = angsen 2nw

2 38 P

0. - w -

4( By )" + 4n“w J(mi -m2)2 + 4n2w2

De acuerdo con lo anterior, la solucién completa de (VI-a) -

viene dada por:

caso 1) x = ae®1t + Be%2® 4 xsen (wt - ¢) —cmmmmmmo_ =
n

=ni
(A + Bt)e™"" + xsen (Wt - ¢) ~emom—ommee o

caso 3) x = De-nt 4 R
sen ( Wy n-E + 60) + xsen (wt - ¢) -~ n<w,

Grdficas correspondientes a las soluciones de (VI-a):

I

caso 2) x

Para casos como el 1 y el 2,

N
3

La 2m
e

estado
transitorio’

estado permanente

pLL

Para el caso 3.

v

| o L Sy
w

I

I

estado «e—+—2
Lk T estado permanente

Ejemplo.- Un cuerpo de masa m descansa sobre una superfi-
cie horizontal lubricada que, puede considerarse, genera una

friccibn viscosa con una constante de amortiguamiento c. Si

una fuerza horizontal senoidal, fosenat , se aplica al blo-

que como muestra la figura, encuentre la amplitud correspon-

diente al estado permanente, del movimiento resultante.

f psenot

C

Solucibn.- d.c.l. en un instante cualquiera del movimiento:

po oSl an l¢—— fosenat
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Observando el diagrama nos damos cuenta que se presenta una
vibracibn forzada con amortiguamiento viscoso (donde la fuer
za excitadora es funcibén senoidal del tiempo) a pesar de que

no exista fuerza restauradora.

Se tiene:

2 2
c
“n =0, n=—, luego: n? =5

2m 4m2
con lo que, tomando en cuenta la teoria desarrollada anterior

mente para vibraciones de este tipo, obtenemos:

5 fo/m s fo/m
«oz_az)z T BN 2 e? + o)
o bien, finalmente:
fg/ﬂ
X = e— s e ———
mzuz =+ C2

PRINCIPIO DE D'ALEMBERT

El matemdtico francés D'Alembert transform6 la ecuacibn dife
rencial de movimiento, del punto masa, como se indica a con-
tinuacidn:

F+ (—m%) = 0 —mmmmmmm—ee (principio de D'Alembert)
pues segin &l, interpretando correctamente &sta filtima expre
sibn, se pueden plantear los ejercicios de movimiento desde
el punto de vista de equilibrio din&mico y resolverlos mds

fdcilmente.
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Ejemplo;- Dos cuerpos, Ay B , est@n sostenidos por una cuer
da lisa, flexible e inextensible,.como se muestra en la figu
ra. Si la inercia de la polea es despreciable, y B pesa lo
doble de A, encuentre el peso de C que colocado sobre A le

produzca a &ste una aceleracibn; hacia abajo, de magnitud

0.2g.
L
“/ﬁ’
[ S5l
A b5
A '\f}\*ﬁ
e
Solucién.- Por la forma del dispositivo, si queremos que A

tenga una aceleracibn hacia abajo y de magnitud 0.2g , B ad-
quirird una aceleracibn hacia arriba de magnitud 0.lg, lue-

go, segfin D'Alembert, para un instante cualquiera:

e Jf

-

% = 0. 2(:] £
X = (V’ + W )
A \; = 0 . 1q

Wwo+w 2w e
A € A
(———?;———)(O.ZG) "EF*(‘°'19’

£ T

(wA+wc)—T-(

T = 0.8(W, + W) -—---=-=mTToooos
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de F_ =
y 0
2WA
2T - ZWA ~ —(0.19) = ¢
g
luego:
e (S [
1.1 wA
de (a) y (b):

(0
8 WA 1 ORR8 WC

finalmente:

3
W, ==w
e

i
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D.1,2) TRABAJO Y ENERGIA

1
C ,_——~a e
\\\ m E
N,
8
? d?\ .\\ :
L
2 2
0 a4

TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA

Consideremos una particula de masa m, que se mueve, y una

fuerza F actuando sobre ella,
Si r es el vector de posicidn
cualquiera de la trayectoria,
te a otro punto Infinitamente

miento, dr, al vector que une

como se muestra en la figura.

correspondiente a un punto

y la particula se mueve de &s-
cercano, llamaremos desplaza-

los dos puntos mencionados.

En tales condiciones definimos el "trabajo realizado por F ,

correspondiente al desplazamiento dr", como:

que da lugar, tomando en cuenta las propiedades del producto
escalar, a:

dW = F cosf(ds), donde F = |F| y ds = |aF].
Entonces podemos decir que, el trabajo total realizado por F

sobre la particula, durante el movimiento de &sta, viene da-

do por:

W = f FE — - = S e e e (VIII)
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Obviamente, el trabajo efectuado por F mientras la particula

se mueve de una posicibn 1 a otra 2, est& dado por:

Basados en lo anterior podemos afirmar que:

a) Toda fuerza que est® aplicada sobre un punto ma

sa en movimiento, de manera tal que siempre permanezca per-

pendigular a la trayectoria del mismo, no realizard trabajo

vaqug,si F | dr , F.dr = 0.
b) Si la trayectoria de la particula es plana,

descomponiendo F en sus componentes normal y tangencial, po-

demos escribir: Q

5 A

2
W12=j1.!‘-dr =_[ (Fnen + E.@.) . (ds)et =[thds

c) Si el movimiento de la particula es rectilineo,
haciendo coincidir el eje x con la direccibn de la trayec-

toria de la misma, podemos escribir:

2
le =f dex : s
1
d) En el caso del inciso inmediato anterior, si Fx

es constante, podemos escribir:

W™= el = =0,
gue es el caso m&s simple en cuanto a valuacidn de "trabajo"

se refiere.
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CAMPOS DE FUERZA CONSERVATIVOS

Se dice que una fuerza P es conservativa si:

a) T es funcibn de la posicibn, o sea:

P="7P(x,y,z), P="P(xr, ¢), etc., y si:

b) existe una funcifn escalar ¢ , llamada potencial, de mo-
do que P pueda ser expresade vorme el gradiente Géaf , esto
; 5 RN
es, por ejemplo: 4‘1 1 - \
£% « ’
fjl".. o )
— - - ¥ TR J
P =3¢, Eﬂj L i e =

ax Ay dz o

Desde el -punto de vista dinamico podemos decir que una fuer-

za es conservativa si no produce, durante su aplicaciém se- ..
T

bre la particula o sistema el§stico en estudio, ciﬁ§io;eh 14
Y .
1Y < a

energia mecénica de &sta o &ste. Ry i

La energia mec&nica se compone, como puede observarse mas

e

adelante; de la energia potercial m&s la energia cinética.

i e e e

Si la fuerza que okra sobre una particula en movimiento es
conservativa, entre dos puntos 1 y 2 de la trayectoria des-

crita por ésta, llamando FP a dicha fuerza, podemos escribir:
2

2
[ro-a R+ 25+ 26 [@n s @nsveen] -
(o4
ox 9
1 1
2

y 9z

2
f [odax + By + 2aa) - [ ay
; 9x dy 92z 3
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que implica:

2
ch'dr = - ¢,

1

ENERGIA POTENCIAL

Llamando EP a la funcibn escalar "energfa potencial", defini
mos cambio de energia potencial, AEP , como el negativo del
trabajo efectuado por la fuerza conservativa FE que actle so

bre la particula en estudio, cuando &sta se mueva de 1 a 2,

esto es: B
AEP = j/.Fc'dr = - A¢ , luego:
5 1
/chl? = (EP) = (EP), —~=~=--—mmmmmmeem e (x)
1

CASOS TIPICOS DE FUERZAS CONSERVATIVAS

1) Fuerza gravitatoria central:

Fo.o@m, o = Gm Ep = - GME
D118
1g a5 r

2) Fuerza gravitatoria constante:

F =~ mgk , ¢ = - mgz , EP = mgz ,
3) Fuerza restauradora lineal:

F = -kxi , $ = - =kx® , EP = 1 xx?
2
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Este Gltimo tipo de fuerza, aunque hace variar la energia me
cénica de la particula en movimiento, no cambia la erergifa -
mecé&nica del sistema el&stico formado por la particula y el

elemento que produce la fuerza restauradora.

Ejercicio.- Demuestre que el campo de fuerzai
F = (y +22)i + (x + 32)3 + (2x + 3y + 8z)k,

es conservativo. Encuentre su funcién potencial, ¢ , y su

funci6n de energia potencial, EP.

Solucibn.- Haciendo (y + 2z)i + (x + 3z)j + (2x # 3y.+ 8z)k
" LR,
. = 5 |

Mi + Nj + gk , se tiene: MHooS
L = v
3 ( + 2z) 3(x + 3z) aM i“a:NLl .“.Q_Yt.'
-1 Rarde) g o ARy G
9y x 3y 9% 9-

Bly + 22) _ , 3(2xedysBz) _ , M _ 30 ,Y,«gi"
’ 14 ‘3

iz 9x 9z 9x

B(x + 3z) _ 5 3(udpiez) 5 AN 30 g
3z y 9z R

de donde se ded \“Eféﬁkﬁﬁiﬁfﬁﬁ con lo cual demostramos que
T e

el campo dado es conservativo; entonces ¢ podemos obtenerlo-

a partir de:

e

. |
"fb =fde + ply,z) |

_—— . \¢ =.dey + p(x,z)\g

e et

empleando la primera expresibn:

Ay
$ = I(y + 2z)dx + ply,z) ,

de donde, integrando parcialmente con respecto a x, se tiene:

W= (W 228 & ppa) ooooeo—coss oo oe (1),

o bien: ¢ =‘fbdz + pilx,y

)
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derivando parcialmente con
respecto a y:
DIFERENTES FORMAS DE LA ECUACION DEL TRABAJO Y LA ENERGIA.

ENERGIA CINETICA.

- A .

= x 4+ p'{y,2) =~ __
e R e e i o

y como: Recordemos que:
3 T*""=m§:" —————————————————————————————————————— I);
'i=ﬂ=(x+3z) ______________________ ()
Iy T multiplicando escalarmente, ambos miembros, por (slreR

a i = B =
e (a) y (b): F.dr = (mr).dT .,
gue puede escribirse:

Foaf = |ndZ|.|Zat| = ol . Flat
dt dat dt

x + p'(y,z) = x + 3z , de donde p' (y,z) = 3z
’

luego, integrado parcialmente con respecto a y:

ply,z) = 3y2 + f(z) - -
Sust cape o (), pero, basados en que: .
W
= xy + 2x2 + 3yZ + £(2) e —(V'V)'V‘QX'*dv v 2[2{!:"!-%%)
; dat dt adt de =
derivando (2), parcialmente con respecto a z:
podemos escribir:
LX)
—4 = 2% + 3y + £f'(2) e o . .47 = - -
" (2) =~ FedT = m l-d—(v - v)|dt = -sz a8 dat ;
2 dt: 2 dt
y como:
integrando:
5 2
30 = g = (2% + 3y + B2) ~mmeem———oemmeee
3z -
3

de (d) y (e):

2x + 3y + £'(2) = 2x + 3y + 82 , de donde f'(z)

idn del trabajo y la energiaﬂ.

luego:
0la. forﬁa de la ecuac

2

£(z) = 422 ~ C , donde C = cte —m—cemm—meeeee
2 ge le define como "energia cinética de

A la expresidn lmv
4

sustituyendo (f) en (2):
una particula de masa m. en el instante gue posee una rapidez

d=xy + 2xz + 3yz + 42z° ~ C ,

v",. A menudo dicha energfa acostumbra simbolizarse como EC

y finalmente:
también escribirse:

por lo que, la ecuacidn (XI) suele

EP = C - xy - 2xz - 3yz - 4z’.

2
f?‘df= (EC)2 - (EC)1 = AEC ,

1

-
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que nos dice: "El trabajo efectuado por la fuerza resultante

gue obra sobre la particula en estudio, durante el movimiento
de éEsta entre dos puntos cualesquiera, resulta igual al in-

cremento de energfa cinética correspondiente”.

Fjemplo 1) Demuestre que la rapidez de la masa del pé&ndulo
simple de la figura es v =\’ 2gLsenf8, si se le suelta (del
reposo) desde su posicidn horizontal. Considere la cuerda

como inextensible y de masa despreciable.

Solucibn.- D.c¢.l. en un instante cualquiera:

;R
I’ \f::::l_.
"’ de ]‘\

-
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1l croquis:
F = (mgsen® - T)C_+ (mgcos6)@, , Y.
ar = (1Ldedey .
con lo i',rl:te:2 e
/F-df =f (mgcos8) (L€ ) = mglLsen8 = mgLsen®
1 [¥]
como:
i y - (B0, = Lm?-0=2%m?,
AEC = (EC 2 1 = 5
dS = (BC). - (EQ),  =m——mmmmmmmmmmommm—moso- (X1)
de ff‘_'dr = (HC)2§ = (}“..C)1 ______ .
1 !ﬁ) W :“1_ Rt
ge tiene: "

2
mgLsen8 = -J;-mv , de donde,

finalmente:

v =+|2gLsens 1.9.q9.d.

ettt

Ejemplo 2) Una particula que pesa 4 kg se moveré sobre una
guperficie circular lisa y, posteriormente, sobre un plano
horizontal (tambi&n liso) en cuyo extremo se localiza un re-
sorte de constante k = lkg/cm , como se indica en la figu-
ra. Si parte del reposo en el punto A calcule la deforma-

ci6n maxima, 6 , que le producirg al resorte, luego de cho=

car con éste. —Desprecie la energfa perdida en el choque.

Wp - oy
k- 1ky/,

; T s
le—

3m | 8 I

k = lkg/cm
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Solucibn.~ Diagramas de cuerpo libre, durante el movimiento:

de B a C

o o e M e s

basados en los croguis:

J/F -dr i/rBF Aﬁw‘jr F- dr C!T F- d7

/2 8
f {4cos6) (éde) " f’f (=kxfax = Ssene] +o- 1 kxz]
0

luego: 0 0

F.df = 8 -0.5%62 , y como (EC), - (EC), = 0 - 0 =

A
al aplicar (XI) desde A hasta D:

8 - 0.5ké62 = 0
luego: s

52 = 16 kg-m _ 16 kg-m =
)3 100kg,/m

0.16m2

finalmente:

§ = 0.4m = 40 cm.

Si durante el movimiento del punto masa en estudio, a la fuer
za resultante que actfa sobre &ste la descomponemos en dos
fuerzas, FE y F£C , siendo la primera de ellas la resultan-

te de las fuerzas conservativas, y la segunda la resultante

de las no conservativas, podemos escribir:

2 2
f F-ar =f ) =

1 1
y como se habia obtenido anteriormente:

A
N
=l
a
[N
H|
3
—
N
)
5
Y
H
~

2
f}?-d? = @E)3. 2alBGh, -~ ew- TR WEEAEE (X1),
1

2
[Fc'd?= e 2 R, --Se—eeeSteameeseo xy,

podemos expresar:
2

(EC), - (EC)4 = (EP), - (EP), t/n ic.df -
1

de donde: ; 3n(£%x¢
. oﬂ & g
B - 2 Be . - ise) . T
[ F .-df = (EP), - (EP)  + (EC), - ( W, =
o bien:
f F__+dT = AEP + BEC -=-—=-==-—=---——==—=-=== (XIm
nc
1

jO y la Energia", que nos dlce

"El trabajo efectuado por la resultante de las fuerzgijuL

~
e s~ "‘7*-;2‘_‘: —

_conservatlvas, que obran sobre la partignla- en_ estud;o,_re—

e W T -

.

sulta lgual a la suma de 1ncrementos de energia potencial y
cinBtica, respectivos". Esta suma recibe el nombre de "incre

mento de energfa mecédnica™.

Nota.- Como es de comprenderse, para cuantificar la energla
potencial debida al peso de un mévil cualquiera es necesario
elegir un plano horizontal de referencia; a la posicifn de

&ste le llamaremos "nivel de energfa potencial gravitatoria
nula” o kien, abreviadamente, n.e.p.g.n. (obsérvese en los

croguis de los ejemplos siguientes).
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Ejemplo 1) El pequeflo bloque de la figura lleva una rapidez
de 60 m.p.h. en el instante mostrado. sSi la rapidez con que
llega al pie del plano inclinado es la misma con la que ini=-
cia su ascenso sobre é&ste, y el coeficiente de fricci6én en

todo instante iguala 0.5 , determine qué tan alto llegaré an

tes de detenerse.

Solucién.- D.c.l. en movimiento:

() it
sen30° £ Py TR
e— Do-&t " > UN1=O.433W
60 m.p.h. = 88 %m = ZUP\N,~Heos 30°=0. 86
. e
R I PN

basados en el croquis:

Sy =h ./? = - . _
f Fnc.dr =1 Fnc'dr 4{ Fnc dr =

. R, 9@

d L o
(-0.5w) (100) + (-0.433‘») (2h)

-50w -~ 0.866wh ,

wh - 0 = wh ,

£

(EP)3 = (EP)1

Oundmatlo ()2 =b= 1202w ;

(Ec)3 - (EQ), e
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aplicando (XII) desde 1 hasta 3 :

-50w - 0.866wh = (wh) + (-120.2w) ,

)

luego: < s 4
T *
1.866 wh = -2, g .; r\'
finalmente: - \”p

h = 37.6 ft.

Ejemplo 3) La escuadra de la figura estd articulada en B,
soporta un bloque de peso 6kg, y tiene soldado un resorte cu
ya constante iguala 1.5 kg/cm. Al hacerla girar con xrapidez

angular constante, muy lentamente y partiendo de 6 = (0°, se
nota que el cuerpo comienza a resbalar cuando 6 = 15° | si
mantenida esta posicifbn angular se observa que la def ormacibn
m&xima que produce el cuerpo al resorte, luego de chocar con

&ste, es 5 cm., calcule: a) el coeficiente de fricci 6Gn estd

tica y, b) el coeficiente de friccidn cinética.
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Solucibn al inciso a).- d.c.l. para la Gltima condicién de Sucidpal Inedspubiamusdne dumde il ac s ot gy

friccibn est&tica: manteniendo la escuadra fija en la posicidn B8 = 15° :

- -]
rk=ukN = Bukcosls

a = 15°(aunque ligeramente menor) .

= 6cosl5®

basados en el croquis:

8 2 3
f1 v =ﬁ FoodT #f F -dF =

tomando en cuenta que:

& = [8u=10 . ya que § 4 cte, sd fdEne. = (-6u)cOS15°) (25) + (-6u,cO815°)(5) ,

luego:

- S
‘/1. F o 4T = -180n,cos15° = = 173.9y, =--=-—==== (c),

N, - wcosa = m(0), luego: N,= wcOoSQ ————=w——o (a),
y como:

For otro lado, tomando en cuenta que s = 0 , (EP)a—(EP)1= £k62—6(305en15°)=£(1.5)(5)2—1805en15°=
2 2

.2
de Fn =g 2 3
p = 18.75 - 46.59 = -27.84 kg-amn -——-=-—-—e————- (d),
wsena - u N, = 0, de donde: n_ = L. ®, adem&s de que:
N

(EC)3 - (EC)1 =0 -0=0 -—--emmmmmmmme———— (e),
entonces, de (a) y (b):
tomando en cuenta (c), (d) y (e), al aplicar (XII) desde 1

_ wsena hasta 3 , podemos escribir:

= tana = 0.267 3

wcosa —173.9uk = (-27.84) + 0 , de donde obtenemos:

By = 0.160 .
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Si durante el movimiento podemos afirmar que :
de A a B de B a C desCh 'al '

2
./. Fnc-df = 0 , la ecuacifn (XII) se transforma en:
1

AEF + AEC = (Qpy——-+—-———=——— = cm e XI S ad
(R , \ 8 1 200cm
. - 3
conocida como “3a. forma de la ecuacién del Trabajo y la Ener E g W
1 N & 1
. n 1 *
gl . gr- @ v .06 & F 8. .
\\
Esta (ltima expresién también se conoce como "Principio de T N=W
la Conservacidn de la Energfa”, puesto que puede escribirse: : Mo v
: ke O
(EP) . - (EP)1 + {BE). - (HC). =M basados en el croquis podemos decir que: A ;.‘; <
2 2 1 i
o bien: fD_ it , - P
F__«dr = ’ ; Y
= L 110 B and <
(EP), + (EC), = (EP), + (EC), . ' ﬁ}?,,‘wﬁ.
y como: :
(EP)_ - (EP), = 1k6°-(4kg) (200cm) = 0.5ks* - 800 ,
Ejemplo 1) Una particula que pesa 4 kg se mover& sobre una 2 W h
superficie circular lisa y, posteriormente, sobre un plano : al ser: AT
B o= ] i 2 T
horizontal (también 1iso) en cuyo extremo se localiza un re- (EC)D i (EC)A =0 OR=SO=> ‘;{ "QC)VD ";{-fa'A k4
sorte de constante k = 1 kg/cm, como se indica en la figura. aplicando (XIII) desde A hasta D:

Si parte del reposo en el punto A calcule la deformacibn m&-
d ' 4 (0.5k6% - 800) + 0 = 0 ,

xima, & , que le produciré el resorte, luego de chocar con

de donde:
&ste. Desprecie la energia perdida en el choque. 62 _ 1600 kg-cm _ 1600 kg-cm = 1600 cmz, v,
k 1 kg/cm
finalmente:
§ = 40 cm.

Ejemplo 2) Un blogque de peso 5 kg se suelta desde una altu-

ra h , medida respecto a la parte superior de un resorte cu-
Solucibn.- Diagramas de cuerpo libre, durante el movimiento: ya constante iguala 1 kg/cm, como se indica en la figura.

¢Cudnto debe valer h para que la fuerza méxima ejercida por

el resorte sea: a) 20 kg , b) 10 kg , c) 7 kg?
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Solucibn.- d.c.l. en movimiento, donde 1 es la posicidn don
de se suelta el bloque, 2 aquella en que &ste establece con-
tacto con el resorte, y 3 aquella en la cual el resorte ad-

quiere su deformacifn maxima.

et
¥ R ) 7f
!W=5kg
h | h +6
Tl
3 -
I' W
x
s Y-
kx
ISty
P L_;_j __________ XL~ mad.p.§.n
3
=

Al observar los d.c.l. podemos decir que:

3
,[ ‘p-nc'dr =

razén por la cual podremos aplicar el "Principio de la con
servacifn de la energia” desde gue soltamos el blogue has-

ta que el resorte adquiere su deformacién m&xima,

-~ 5(h + 8) = 0.5ké% ~ 5h - 56 ,

]
H
4

(EP) ok (EP) 1

(EC), - (EC),

i
o
1
o
1
o
~

aplicando (XIII) desde (1) hasta (3):

(0.5ké6%2 - Sh - 58) + 0 = 0 ,
de donde:
L ™

luego, para que la fuerza mixima ejercida por el resorte sea

de:

4) 20kg.~ 6 =L =20Kd . o0em , y, h= 0.1(200° - 20 = 2080 ;
k lkg/cm

b) 10 kg.~ 6 =319X - 10 cm , y, B = 0.1(20)2 - 10 =  Qem ,
1kg/cm

ef The.- L BN, 3y, he0.1M2 = 7-enill
lkg/cm

resultado no admisible por indicarnos gque, para lograr la
fuerza de 7 kg correspondiente a este inciso, el bloque debe
soltarse de manera que el resorte cuente ya con una deforma-
cién inicial, consideracidn no congruente con la hecha al ob
tener la energia potencial en la posicibn en que se suelta

el bloque.

Solucidn al inciso c);- Soltaremos el blogque cuando el re-
sorte se encuentra comprimido una longitud £ ; asi, llamando

1' a la posicidén donde ahora se suelta el blogue, se tiene:

153
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7 cm

ahora, basados

(EP}3
luego:

(EP) 4
y como:

[EC)3

I

en este croquis:

(EP)

(EP) |,

(EC),,

al aplicar (XIII) desde

0. 90" P~

de donde:

£2

resolviendo:

- 102 + 21

l(l)mz-[-l-umz +5(7 - z)] X
2 2

It
!
o
.
w
Py
+
(5]
o
I
[
o
.
wm
~

1' hasta 3:

10.5) +

0,

0

4

o - 10:V100-84 _ 10 =

que nos lleva a:

2 =17 cm,

entonces, 1os valores de h solucién

2

Y,

h=-7cm, 6

2

£ =3cm,

h ==-3 cm .

para este inciso son:

D.1.3) IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

ArEne o e

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEALES

155

Partamos de la expresibn vectorial de la 2a. Ley de Newton,

a saber:

v

si multiplicamos ambos miembros por dt: ;i‘ o
2

Fat = |Smvlat
at.

y si integramos, entre dos instantes cualesquiera 1 y 2, ob-

tenemos:

2
U=, *0F) o ) S - S -~
j: mv)2 mv)

expresibn conocida como "Ecuacibébn del Impulso y la Cantidad

de movimiento lineales".

A la integral del ler. miembro se le llama "Impulso lineal",

en tanto que a la expresidn mv se le conoce como "Cantidad

de movimiento lineal" o "Momentum lineal" de una particula

de masa m , en el instante que lleva una velocidad Vv .

La ecuacidn (XIV) se puede escribir como tres ecuaciones es-

calares independientes, que son:
2

[an
1 X

2
J; Fydt = (mvy)2 = (mvy)1 ’

(mvx)2 - (mvx)1 i

2

) L det

n

(mvz)2 - (mvz)1 ’

(XIV=-x),

(XIV-Y), Y,

(xIV-2z).
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2
En genera i i &
g i, una.ﬁ Fdt , misma que puede ser positiva o nega-
tiva, puede interpretarse como el "8rea” bajo la curva defi-
nida por la ley que determina la variacién de F , en funcidn

del tiempo, y el eje de éste, esto es:

3 1 2

Ejemplo 1) Una particula de masa m , inicialmente en reposo,
se mueve bajo la accibén de varias fuerzas cuya resultante,

F , tiene un médulo variable, decreciente en el intervalo de
tiempo 0 <t < t, ¢ pulo para t > t; como se indica en
la gr&fica. Si la particula se mueve en la direccidn del

eje x , encuentre su velocidad cuando ¢t = ABE .
) 1

PF
2t1 —
I g
‘+__t1 e & SR
Solucibén.- Sean 1, 2 y 3 los instantes mostrados en la si-

guiente gréfica:

le—— + ’l M —=> t
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S

basados en el croquisz— "
3

=

2 = 3 3
L ' -3 4 X
Fat £ | Fat 4| Fat = (F.t )+ 0 = =Pt
Q - < 2 y 2
o R Y 4

aplicando (XIV) desde (1) hasta (3):

(i F°t1)i = v, - m(0) ,

2 3
finalmente:
2 m F.

e

£, % g
- 49 S 'r"\ 1 !

BiBLICTEgA

Ejemplo 2) A un blogque que pesa 20 kg y se encuentra inicial
mente en reposo se le aplica una fuerza P , paralela al pla-
no horizontal mostrado, cuya componente escalar varia con el
tiempo, como se indica. Si el coeficiente de friccidn entre
el blogque y el planoles 0.25, calcule la rapidez méxima ad-
quirida por el m6vil; si &ste no se ha detenido cuando

t = 1.5 seg, determine su rapidez para dicho instante. Si

se detiene antes de t = 1.5 seg calcule el valor de t co-

rrespondiente. ﬂkp(kg)

100

N e
W E
25 0.5 1.0

e >

Solucién.- De acuerdo con la gréfica de P , la fuerza de

friccibén que actfia sobre el bloque, en tanto éste se mueve

de izquierda a derecha, es negativa. Asi pues, tomando en
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cuenta que la magnitud de la fuerza normal ejercida sobre el
bloque, por el tipo de movimiento de &ste, iguala al peso

del mismo, se tiene:

uN = (0.25) (20) = 5 kg ,
en tanto el bloque se mueva hacia la derecha; entonces, las
gréficas correspondientes a P vy a Fr (donde Fr es la com

ponente escalar de la fuerza de friccibn mencionada) son:
A P(kg)

25_[ \l/,/' >t (seq)

: 0.5 i 1.0 ”
{ o RS L}
i_J\Fr(kg)
= . —> t (seq)
¥
entonces, sumando los efectos, se tiene:
&g — e lb o
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de donde:

47.5 - 955 = 30a , que implica: a = 0.38 seqg ,

con lo que:

2
I Pat = 1(0.38 seg) (95kg) = 18.05 ka-seg ;
1 2

1

= licando (XIV) de 1 a 2:
como mv, = 0 , ya que v, O AM2P!
18.05 = 2%, - 0,
9.81
de donde:

i ha);
L 8.84 m/seg = Vpay (hacia la derecha):;

basados en lo anterior se tiene:

3 .
idet _ _ 1(0.5-0.38)seq(30kg) = -1.80kg-seg;
2

suponiendo que el mévil no se detiene antes de 1.5 seg:

4 2 8 4
J‘ Fdt =J Fdt +f Fdt +j BAEN=
1 1 2 3

18.05 + (-1.80) + [— %(1 seg) (30 + S)kg] =

-

18.05 - 1.80 - 17.50 = (-1.25 kg-seq) <0 ;

1l

i =1 508e
esto nos dice que el bloque se detiene antes de t il g

i i lama-
C&4lculo de t para el cual se detiene, instante al que 1

remos 3'; por trifngulos semejantes:

1 -b  juego: c =25 - 25,
25 1

con lo que:
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3 .
j Fdt = - lb[}o + (5+ )] = (contado a partir de la aplicacibén de P);
3 2
para este instante:
b 2
= ;[éo e (505 —-Zqu = -30b + 12.5b° , c = 25 - 25pb = 25 - 25(0.826) = 25 - 20.65 = 4.35kg , y:
F=-(c #5) =-(4.35 + 5) = -9.35 kg ,
entonces:
35 f2 3 2! por lo que, el d.c.l. apenas antes de dejar de moverse hacia
P4t = [ Fdt + th+frdt= ~
! L & la derecha, es:
= 18.05 + (-1.80) + (-30b + 12.5b%) =
= 12.5b° - 30b + 16.25 , '
W = 20kg
por lo que, al aplicar (XIV) desde 1 hasta 3' : 4.350001 kg . -n,.~'
12.5b% - 30b + 16.25 = .~ mv, +—— ——ﬂ e
que se cumple para: N = WI [F_| = 5kg .
12.58° = 368 + 16.25 = 0,
ya que Ve Yl son nulas ; . .
3 1 y, el d.c.1l. despugs de detener su movimiento hacia la dere-
la expresibn fnmediata anterior puede reducirse a: cha, o sea para t > 1.326 seg, es:
b% - 2,28 + 1.3 = 0,
resolviendo para b:
W
Bo= 2.41{5.76—5.20 o 2.42240.14 _ 1.2146752', l
P
2 2 [P] -
que da lugar a: =
F. = |F|<un o =
b1 =1.2 + 0.374 = 1.574seg
t 1 125, tid le 0<b<1 ; ob-
o vgpon Ko i s R el gt T esto implica que, despus de detenerse, el bloque ya no vuel
sérvese el croquis),y,
va a moverse puesto que la fuerza P ya no es capaz de vencer
b, = 1.2 - 0.374 = 0.826 seg ;
2 - la friccidén; entonces, las graficas definitivas del problema
concluimos entonces que, el tiempo necesario para que se de- | son las siguientes:

tenga el bloque es:

t = 0.5+ 0.826 = 1.326<=eg ‘
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AP (kg)
100
25] + | i
» 0.5 s} 35:30 - »
i
i 1
| F, (kg) :
4.35 )
z "—[{\ > t (seg)
T 1 -5 :
' 1
)= 1.326 o !
) >l '
A F(xg) : 1
1 '
| !
1 '
] 1
1 1
95 I {
} |
1 !
1 I
g 1 )
— > t(seq)
0] B -y ’
9,35
Obviamente, la rapidez de 8.84 m/seg obtenida anteriormente

es la mé&xima que adquiere el bloque.
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CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL.

Si la fuerza resultante que obra sobre la particula en estu-

dio es nula, o el Impulso lineal es nulo, entre dos instan-

tes (1 y 2) del movimiento, se tiene:

2
J’ Fdt
4

por lo dque, éen

en:

o bien:

mv2=

-5,

estos casos,

la ecuaci®dn (XIV) se transforma

que se conoce como "Principio de la conservacibn de la canti

dad de movimiento lineal".

MCMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

zﬂ\
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Sea r el vector que define en todo instante la posicién de
una particula mbvil, de masa m, con respecto al origen "o",
de un sistema de referencia fijo, como se muestra en la figE
ra. Asi, la funcidn que nos determina la velocidad de 1a

particula (en un instante cualquiera), vendr§ dads por T .

Una vez mencionado lo anterior definimos:

o bien:
B ST X MV memmmee L (XVI)
como el "Momento de 1la cantidad de movimiento lineal”, de 1la

particula en estudio, con respecto a ol

Eo tambi&én recibe el nombre de "Momento del Momentum lineal”
Ejemplo.- En cierto instante, una particula que pesa 64.4 1b
basa por el punto de coordenadas (3,12,4), con una velocidad
V= 151 + 203 + 10k, en ft/seq. Obtenga, para dicho instan-

te, el momento de su cantidad de movimiento lineal, con res-

pecto al origen. 1rLasg coordenadas proporcionadas est&n en ft.

Solucidn.- Para el instante de interés:

T=3i+12] + @ —eun B v
M

e =
nv = r—"—s—‘;-'-i‘_lb—:,usi +20j + 10k) ft/seq =

-

32.2ft/seg2

= 301 + 407 + 20k —~—~m———eee lb-seq ,

luego, aplicando (XVI), se tiene:
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i 3j k
E = 3 12 4 = 80i + 60j -~ 240k -~-1lb-ft-seg.
o
30 40 20

RELACION ENTRE IMPULSO ANGULAR Y MOMENTO DEL MOMENTUM LINEAL.

Derivando (XVI) con respecto a t:

H -Ts“mf+Txmr=0+Fxmr=Fxnr ;
(8]
on ara m = ctg.,
tomando en cuenta la Segunda Ley de Newton, pa PREE
podemos escribir: / A ! 4
'\,_,, s

M ":.
1.—10='f'xf ,( e

. "
y como T x F es el momento, con respecto al origen "o", de la
fuerza resultante que obra sobre la particula en estudio, du

rante el movimiento de &sta, podemos establecer:

multiplicando ambos miembros de (XVII) por dt e integrando:

2 2 2
- & -5
j MOd t =J‘ HOd t - o]
1 1 1

de donde obtenemos:

2
= W) SRR (xvIII),

M = = OREQ) S = =

L M at (Ho)2 (Hj),

incremento
ecuacibn que relaciona al impulso angular con el inc

F - . 19
del momento de la cantidad de movimiento lineal, ya que a

2 ”
.[ M dt se le conoce como "Impulso angular”.
(o)
1
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Ejemplo.~ Un péndulo simple de masa m Y longitud L es des-
plazado un cierto &ngulo con respecto a su posicibn de equi-
librio. Si se le suelta, dejéndolo oscilar en un plano ver-

tical, encuentre la ecuacién de movimiento correspondiente.

Solucibn.- D.c.l. en un instante cualquiera de movimiento :

y -~
= !
£ P—
A reooE =T
Y /ueng 3 SO
de la figura:
T = (Lsenb)i + (-Lcos6)j ; , Gnvu;
derivando ambos miembros con respecto a t:
T = (LcosB8)6i + (Lsen6)fj , 722ﬂ§70£1
luego:
m% = mLé[(cose)i + (sene)j] ;
con! ek gttek
. i j k
ﬁg =Y xmr =|send -cosb 0|(r) (mL6) ,
cosb senb 0
o sea:
Eb = mLzé(senze + cosze)k = ML28k —~—mmmmmmmee (a);

por otro lado, tomando en cuenta el "Teorema de Varignon":
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- 3 3 k
ﬁo =SE ©E =5F (;i x Fi)-% 0 + | sen8 =cos® 0 |(L)
i=1 0 -mg O
de donde:
M = -(mgLsenB)k —--=—-———-=——o—oomo—m (b);
derivando (a) con respecto a t:
= S
H =mL"8k 0 eemmmemmmme e (e),

o
sustituyendo (c) y (b) en (XVII):

mLl8k = ~ (mgLsenb)k ,

de donde, finalmente se obtiene:

. Jsend = 0 (ecuacibn pedida). £3 P
i, Y, %

. Fa

P
Ie

CONSERVACION DEL MOMENTO DEL MOMENTUM LINEAL

Si la fuerza resultante que obra sobre la particula en estu-
dio es nula, o el Impulso angular es nulo, entre dos instan-

tes (1 y 2) del movimiento, se tiene:
2

L K at = (1)

por lo que, en estos casos, la ecuacibn (XVIII) se transfor-

ma en:

o bien:

igualdad conocida como "Principio de la conservacibn del Mo-
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mento de la cantidad de movimiento lineal”.

Ejemplo.- Utilizando los conceptos relacionados con el momen
to de la cantidad de movimiento lineal demuestre que, para
una particula que se mueve dentro de un campo central de fuer

zas de centro "o", r2$ = cte. Utilice la notacibdn indicada.

Solucibn.- Por tratarse de un movimiento central, la resultaa
te de las fuerzas que obran sobre la particula en estudio
siempre pasa por "o". Asi pues, en todo instantél Hs =0
(por lo que ﬁb permanecerd constante).

Basados en lo anterior, un d.c.l. para cualquier instante es

del tipo:

célculo de ﬁs , empleando el croquis:

haciendo:

se tiene:

¥ - (re )x [m(iér + rée,)| =

169

E =1 xmr
fo)
- 2 - 22
=0+mr¢(q_xe)-mr¢k,
r ¢
§ =C=ck --mmm=—————- (vector constante),
fe)
2ie &
mrldk = ck . de donde: I ¢ = =«
m

por lo que,

rfie:

finalmente,

para una masa que se considere no va
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2)

 PRIMEROS Y SEGUNDOS MOMENTOS

D.2.1.

MOMENTOS ESTATICOS Y CENTROIDES.

MOMEN7TOS_ESTATICQS DE SISTEMAS DE PUNTOS MASA.

o

Sea el sistema de puntos masa mostrado en la figura.

ow

Q-

W o M o ooy 5o od e

1 2 3
1,2,3,...,

1

sL_o oopp I

n

Siendo

, lacs masas de las particulas

, respectivamente, definimos como

"Momentos est8@ticos" o "Primeros momentos” de la masa del sis

tema, respecto a los planos xy , xz y vz

mente, a las expresiones:

M
Xy

Xz

=
]

, respectiva-

171

de acuerdo con la definicibn, estos momentos pueden ser posi
tivos, negativos o nulos. Diremos entonces gue, el momento

estatico de la masa de un sistema de particulas, con respec-
to a un plano, resulta ser la suma de los momentos. est&ticos
de las masas de cada una de las particulas del sistema, res-

pecto a dicho plano.

Ejemplo.- Determine los primeros momentos de la masa del
sistema de la figura, con respecto a los planos coordenados

mostrados. Las coordenadas estan en ft.

2

(3,2,7)
m. = 3 slug
(4,-3,5) A
me 1 slug e
'y g9
Y
(o]
(5131'2)
2 [ ] m = 4 slug
Solucibn.- Basados en la definicidén y tomando en cuenta que
un slug iguala una (1b-seg2)/ft, obtenemos:
(mm b) )
Mxy = (1)(5) + (3)(7) + (4)(-2) = 5+ 21 + (-8) = 18 lb-seg” ,
2
sz = (1) (=3) + (3)(2) + (4)(3) = -3 + 6 + 12 = 15 lb-seg” ,
2
Myz = (1) (4) + (3)(3) + (4)(5) = 4 + 9 + 20 = 33 lb-seg” .
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MOMENTOS ESTATICOS DE LA MASA DE UN CUERPO RIGIDO.

Considerando que un cuerpo rigido de masa M, como el mostra-

z 4

=

)

R myiifin Al

X

do en la figura, no es mas que un conjunto de particulas di-

ferenciales unidas entre si, podemos definir (basados en lo

visto en el tema inmediato anterior) los "Momentos est&ticos

de la masa de dicho cuerpo” con respecto a los planos carte-

sianos mostrados, como sigue:

M
Xy

M
Xz

M
vz

CENTROS

[ zam

J yam , -—-- --- -- (XXI)

J.de

1

DE GRAVEDAD Y DE MASA DE UN CUERPO RIGIDO.

Si llamamos ;c

al "vector de posicibn del centro de masa",

de un sistema de particulas, por definicibn deber& cumplirse:

W, Cemmmeec o SESSSSSESat S (XXII),

donde:

1573

______________________________ (XXIII).

Con base en lo anterior, calcularemos las coordenadas del cen

tro de masa de un sistema de particulas vali&ndonos de la ex

presibn:

.
L
'_I
=]
[y
H[
.

H
O|
1]
(8
&Pﬂﬁ
El
("4

La expresibn (XXIV), haciendo ?E =

(x )i + (¥ )7 + (z )k, ¥

tomando en cuenta las condiciones para igualdad de vectores,

podemos descomponerla en:

n
Em
M
[ n M
z mi
i=1
n
Im.y.
g = izl s
= Sl 1
c n
z m, o
i=1
n
Zm,z.
. i“1i M
7 = i=1 = _X_X »
e n M
DRIy 125
jop 171

donde, (obviamente) x_ » Y, Y

(o]

Y,

2
C

-

e}

&

son las coordenadas de C.

si se trata de un cuerpo rigido, las expresiones inmediatas

anteriores, toman la forma:
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) ) tro de ma-
- [ ) , calcule las coordenadas de su cen
© fdM f'DdV ahf mostrados, Yy
sa.
Mz fydM fYDdV
Yeus . - % (0
c 1
M aM fpdv
—>,
K. ’f_ﬂ _ fsz B fzpdv
©

M Jam foav

Por Gltimo, si el cuerpo en estudio es homogéneo (p = cte.),

las Gltimas expresiones pueden reducirse a: !

Solucidn.- Sea dM = pdxdydz, que implica: 2 ! MNene
xdv av av _"—2 l L o0.~ 2L L]
x=f y_fy v z —fz ~[x=0, x=¢3z-y2: y =0, y SHSGSISSs 0% & 0
(o] p ¥ 3 .

J.dv de de w2

con lo que:

lo que quiere decir que (en estos casos) los centros de masa i e 3z-y2 L \E;
2 s
y de volumen coinciden, puesto que las coordenadas de este N - fsz = () (z)j [ zpdxdydz = 4pj; L 432-3{ dyzdz =
Xy 0o Jo '
filtimo se obtienen siempre mediante los tres filtimos cocien- ‘ 0 \]—3? L
L

L
3z, /T - 2
tes indicados. = 2 XW+ 3z gsen Y 2dz = 4pf [(_.) (._):\zdz = 311'?{ z'dz ,
- 2 2 \|32 2 2
0

0 0
Al estudiar la din&mica de los cuerpos rigidos considerare- 0

- . . | ’ a:
mos que la atraccidn gravitatoria que ejerce La Tierra (sobre que da lugar

3
cada una de las particulas que los forman) es constante. Tam Mxy = TpL”

— e

biBn supondremos que los vectores representativos del peso de

. 5 = cte or simetria:
cada una de las particulas del cuerpo en estudio son parale- al ser .pP '

los. Bajo las condiciones mencionadas, el centro de masa y M =0, Y Ye

el de gravedad (de los cuerpos) coinciden.
ulo de Mx :

Por otro lado, procediendo de forma similar al célc v
5 2
’ = 4 -3.—2-) (Zyjaz = 37p zdz = 3 mpL 2
Ejemplo.- Obtenga los momentos estdticos de la masa del cuer M= {dM= 4p 2n 2 0 2
0

po homogéneo de la figura, respecto a los planos coordenados
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or lo que: \
¥ 7 APLICACION.~ Obtenga los momentos est&ticos de la masa del

M

M
x =X2_-0_ 0, y = xz _0_ 0 2 = fdﬂ_ -an3 2 cuerpo homogé&neo de la figura, respecto a los planos coorde-
C M M o] M M r c = = '—3 2 ==L 7
! ;"DL 3 nados mostrados, asf como las coordenadas de su centro de ma
finalmente, resumiendo se tiene: -
c(o 2 i = 2 -
+ 0, =L|] , o bien: T = 0i + 0j + =Lk ,
g © 3
h
CENTROS DE MASA DE ALGUNOS CUERPOS HOMOGENEOS
h
z |' Paralelepipedo z Semiesfera.
rectangular. —> y Ty
A
,l |
i € l. i
ILO _______ ¥V =7
,’, b a 2 - - = .
Solucibn.~ Por simetria: L~ (0 Myz [
c(a, b s) . ’ -
o 2| 2 2
| |
ok @ - célculo de M : Subpugape Mg 1% MiZei
ono circular :11 ‘
z Cilindro. cono LTrprzh h + % iwp r’n®
3 12 .
C i cilindro |mprZh % %ﬂnprzhz
" |
- r' . p—— - A
| : " 4
l semiesfera ‘g-ﬂpr:i - g_r -%—Trpr
1 h |
1
1
i 2 a2 2
; sumas 2a. y 4a. columnas: lﬂprz (R BWShe + 2T) 1—2 mpr “(Sh™+6h"-
B 3
- I &
y o o 2, .2
k —';:— >y entonces: M=£Mi=—npr (2h + ©) , ¥;
‘ i=1 g
c(o, 0, E) n
. 2
x ) v Mo = D gk o= 2oapr?ain® - 36?)

XY q=q 2 ci 12
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basados en lo anterior:

d 2 7 —)

M M ) M += wpr"~ (11h"-3r")
x=B9.g, g-®_ 0., ,_-®m_ 1
MM Cad = M c M 2

gﬂpr2(2h+r)

2 2
resumiendo: c(% s B 11h"=-3r )
8 (2h+r)

NOTA: Basados en las definiciones de momentos estdticos y ma
sa de un sistema, dadas al inicio de este tema y al definir

centro de masa, respectivamente, si la semiesfera del ejemplo
inmediato anterior no hubiera estado adherida al cilindro del
plano xy hacia abajo, sino sacada o extrafda de dicho cilin
dro, del plano mencionado hacia arriba, como lo muestra la si
guiente vista lateral, se hubiera procedido segfin el cuadro

adjunto a la vista mencionada.

Subcuerpo Mi zci Mizci
B cono 31-11 przh h+ % rsi,ﬂ.prth
cilindro 2 h e ol 2
I " h wpr°h p) L5Tpr " h
5 : 2w M) 3 T
X semiesferal- —mpr T - —mpr
25

Sumas 2a. y 4a. columnas: %mprz(h+3h-2r) E éinpr2(5h2+6h2—3r2);

F 2 o ' (il A ST
entonces: M = I M, = zmp2 (2h-r) , y, M, _=ZIM.z . =-—qapr°(11h"-3r)
= 1 3 Xy 49 1€l 45

tomando en cuenta esto, ahora se tiene:

al 2 2 2
M 137pr” (11h"-3r7) 2 2
zc=_xY.=1 > gt c(ollolllh—3r)
A %«r'mrz (2h-r) 8 (2h-x)

D,2.2. MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA

SEGUNDOS. MOMENTOS O MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUER-

PO. PRODUCTOS DE INERCIA. RADIOS DE GIRO.

Definiremos como momento de inercia de la masa de un CcCuerpo,

je, asa d
respecto a un eje, a la suma de los productos de la m e

cada una de las particulas, que lo forman, por el cuadrado

de la distancia de ellg;_aﬂé}cho eje.

pe acuerdo con ello, para obtener los momentos de inercia
(tambi&n conocidos como segundos momentos) de la masa de un
cuerpo cualguiera, COmO el de la siguiente figura, respecto

a los ejes cartesianos ah$ mostrados, nos valdremos de 1las

expresiones:
2 2 ,
= + z°)dM
T _/}y )
I =‘[(x2 + 22)dM Smmmmmmmmmmmmmmmmmmm— o (XXV)
Yy
I =./}x2 + yz)dM
ZZ
z A
o >y
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Al poder escribir las expresiones inmediatas anteriores en

la foxrma

-

- 2 2
L fy aM + fz aM
I =fy2dM +fz2dM e (XXV_) ;
Yy P

1 =fx2dM+fy2dM
22

definiendo a ./;sz ' ~/;2dM » e ./;sz como Ssegun-—
dos momentos (o momentos de inercia) de la masa del cuerpo,
con respecto a los planos yz , x2 y Xy , respectivamente,
podemos decir que, el momento de inercia de la masa del mis-
mo, respecto a un eje coordenado cualquiera, se puede obtener
como la suma de los segundos momentos (de la masa de dicho
cuerpo) con respecto a los planos coordenados que pasan por

el eje de interés.

Los "Productos de inercia” de la masa del cuerpo se definen

como:

o]
v
L/
n
=,
X
<
(o7
=

----------------------------- (XXVI).

o
b
N

]

X

N

[oN

=

T

o
>
N
n
%]
N
(o1}
=
e

Los "Radios de giro" de la masa del cuerpo, respecto a los

181

ejes x , Y « z , respectivamente, vienen dados por:

I
r B 4 A e — (XXVII)
vy ”

i

N
> ='w ZZ L

zz - .
M Ly Ii %
7 . 2 ]

lLas expresiones (XXVII) pueden escribirse:

~
I =M 2
o T Mryy)
2
I. = M(r, ) e VIII);
39 (ryy) - (XX )
7
E =M
Yy (rYY) J

o sea que, si conocemos el radio de giro de la masa de un
cuerpo, respecto-a un eje, el momento de inercia de la masa
del cuerpo, respecto a dicho eje, podremos obtenerlo multi-
plicando su masa por el cuadrado del radio de giro correspon

diente.
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TRASLACION DE EJES

‘\z "

o' ( ]
YN zp) il
= - -

z

0 —— >y
/ o
[ | &
_,_*._,_.y_—_—Ax _______________ -ly,
Considerando un sistema de referencia O'x'y'z' con ejes

paralelos a los del sistema Oxyz mostrado,

0'(x

I

Yy

XX

2

ZZ

](y + z?)amM =

(y +y A '} |am =
O2YY +(y) z’ 2z0"+m

j[(y') + (z")? dM +’/Lfi3dm H(f2y\y'aM + ’2;;&'d1)( =

Yo

2
b

Iz ), podemos escribir:

y de origen

dM =

-./[(y')z + (zv)z]dm T M(yg + zg}/; 2 Dj&'dﬂ + 2 o/é‘dM;

basados en lo anterior, y siguiendo un proceso similar para

e L

I

1t

st

y'y'

zlzl

, Obtenemos:
Za
+ M(y2 + zz) + 2y [y'dM + 2z [z'dM
o o o, o

1
+ M(xo + zo) + 2x0/¥ dM . + 2zo/é'dM

2 2 v '
+ M(xo o+ yo) G 2xQ/x dM + ZyQ/Q aM

(XXIX),

expresiones conocidas como "Teoremas de ejes paralelos para

momentos de inercia".

También podemos escribir:

Ixy= /W*/fxo+x')(yo+ y')aM =[x'y'dM +/x i +/xoy'dM +/y0x'dM;

basados en esto Gltimo y procediendo en forma similar para

I e it ;, obtenemos: -
Xz Yz i Wy,
JA . . e
= ' v Il ="\
Ixy Ix'y' + M(xoyo) + X /y aMm + yo/x dMm ] ¢ \
Bfa § M5 :
- [ el fe i s P
I, Ix,z, + M(xozo) + xo/z aM + zo/x daMm (XXX)
e ' ]
IYZ Iy'z' + M(yozo) + yo/z dM + zo/x aM

expresiones conocidas como "Teoremas de ejes paralelos para

productos de inercia”.

Si hacemos coincidir O' con el centro de masa del cuerpo:
xO = xC r yO " Yc ’ zo = zC '
/;'dM =0, /&'dM =0, Y, /z'dM =0,

por lo que, en estos casos, (XXIX) y (XXX) toman la forma:

2 2
Tl =3 T + M(y~ + z9)
XX xcxc C C

2 2
I =1 + M(xZ + z7)
0’4 s c c

2 g
I s + M(xZ + y9)
zZ2z zczc C C bl

»

[

a2 e (XXIX ) ,

-
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Y,

Ixy - Ixcyc + M(xcyc)

%z=lx2 +Mugc) —————————————————————————————— (mma
cHe

il =1 + M z

yz Yearte (yc c) J

expresiones conocidas como "Teoremas de ejes paralelos, para
\ﬁ.

momenLos de inercia, cuando uno de ellos pasa por el centro
Y
I

de ‘masa del cuerpo en estudio", y como "Teoremas de ejes pa-

N - » 3

“ralqlbs, para productos de inercia, cuando el sistema rectan

gular paralelo al dado tiene por origen el centro de masa

del s6lido en cuestibn”, respectivamente.

La interpretacitn de las expresiones (xxIxc) es la siguiente:
el momento de inercia respecto a un eje cualquiera resulta
igual al momento de inercia respecto a vn eje paralelo al da
do, que pase por el centro de masa del cuerpo en estudio,

mas la masa de &ste multiplicada por el cuadrado de la dis-

tancia entre esos ejes.

Ejemplo 1.~ Para el paralelepipedo rectangular y homogéneo

de la figura:

a) Obtenga el momento de inercia de su masa respecto al eje
x , empleando s6lo una diferencial de masa,

b) Verifique el resultado del inciso anterior utilizando va
rias diferenciales de masa, =

c) Encuentre el momentc de inercia de su masa con respecto

a un eje, paralelo al x , que pase por su centro de masa,

4)

e)

Calcule

Obtenga

X

Solucibn. -

mental:

bd

e

xy ” Y,
X Yo
z
1
1
]
1
1
1
1
1
Ofe e i mm
L.
7/
b
Inciso a).

’

.__———-—hy

/-dM = pdxdydz.

s/

d
- oY

s

—_—|———

&
2

S ELIN N TR

!
1

b

basados en el croguis:

= na//yzdydu pa[/ dyz“dz
0’0 00

3

3

= pa_lz—e + pabg—

3

3

3
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4 Yoy,

Tomemos la diferencial de masa ele-

e (b ra 5 /e/b/azddd=
22 = dxdydz + 2_paxayaz
Im{=/(y+z Jn [o/o/oyp ¥ 0o Jo Jo

3 e %
= pa’_D./ dz + pab/ zldz =
37 0

2
= Loabe (b2+e?) = Bp?4el).
3

e —
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inciso b) z A
Ejemplo 2) Calcule el momento de inercia de la masa del ci-

lindro homog&neo de la figura, respecto al eje x.

dz

x Solucidn.- Elijamos dM:

basados en el croquis:

b
B /ysz + /zsz = /yzpaedy + /ezzpabdz ;
0

1c =
0
con lo que:
b3 I e3 1 2 2 M,.2 2 .
I = pae— + pab— = —pabe(b” + e”) = =(b° + &) ;
XX
3 3 3 3
inciso c).- De (XXIXC), al emplear el resultado anterior:
de los croquis:
2 2
- - 2 2 = l_d. 2 24 E e o _.l“d_ 2 2, .
Ixcxc =1 x WY, + 3 3(b + &%) M[(z) + (2)] 12(b + e“) ; af = o = o (@R (0 9 orayrae | GE fcoss , DS ;
con lo que:
inciso d).- Empleando la dM del inciso a:
2
1, = [ 6% 22100 =f [ oo+ (zoent)?] pravrer = [ [+]orabrar |
e b a 2 b2
Ixy =/xydm =/// xypdxdydz = p2— e = ipabe(ab) = Mo : & g
0gn Aa’ ¢ L R, 27 R a
e =£ [ eraerar - aworf Par = 2mpR- = LeneLIR,
inciso e).- Utilizando (XXXC) y el resultado del inciso in- 0 0 4 2
mediato anterior: i i finalmente, al ser anZL = M , se tiene:
M a, b
I =1 -Mxy)==ab-M|[(Z=)|=0 . 1.2
¥ xy i 4 [ 2 2 = . ;MR
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Ejemplo 3) E1 cono sblido, circular y recto, de la figura,

tiene masa M , altura H , y radio R en su base, como se apre
cia. Si su densidad varfa en forma directamente proporcional
al cuadrado de la distancia al plano xy, determine el momento
de inercia de su masa respecto al eje x. De el resultado en

uncién de M , R y H.

z

Solucidn.~ Elijamos dv , los limites de integracibén corres

pondientes, y verifigquemos que al integrar dv obtengamos el

volumen del cono. De cumplifse esto Gltimo podemos proseguir

haciendo aM = pdv,

h x0 ¥y
(]
H\ 2 T
[ ks
TReE
i
X E HL
R &
/4| hid
1
&
2

I =p2a luego: g = Bz
R H

-
4

dv = (dr) (rd¢) (dz) = rdrd¢dz

por tridngulos semejantes:
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apoyados en lo que se muestra y se ha obtenido de las diver-

sas figuras:
R

H-21 ~q H q2n JF 2 H - 2
V=fdv f/f f sz[f [r—] d¢d2=/ f (—-—222)d¢dz=
0 “How0 o Yo 2 o Yo 2H
2 H 2
=5 %—(Zﬂ)f z%az = HR—CE-S—) LR e (correcto) ;
2w A s 3
basados en lo anterior: .
R 2 T e
H2ZtT —z F N
H F
= = = 2 = 2‘ ‘=
M—-j%M-jQﬂv— JﬂKz)(nhﬂ&k) KO'%CJE rdrdgz dz

2T 2 P H 2 =5
e & LR Magrlaz = R _am)) 2%z = BB E) - X pp%® —a); |
. % R 3 5

una vez calculada la masa de este cono, calculemos Ixx apro-

vechando lo obtenido hasta ahora:
27 ziz

B =fysz +[zsz =[f /H (rsm¢)2[(1<22) (xdxdd>dz)]+
(6] (¢]

H /21 B.z
" f f f " 22[(K22) (rdxdtbdz)] =
H 4 2 3 - : 2
™ ™
=K f f (R_4z4)sm2¢d¢z2dz % If/‘H fz (.3522)d¢z4dz X
4H s VW

2

H H
4 2m 2 4 _ 7 7 Vs |
= ..KEE - - lsench zGdz 433—2— (27\‘)266.2 =m=—§(-H—-)'|'§“7(E‘) H
)y [2 4 : 282, a7 w7
factorizando:
2k_3 2 2
QR RIEE R, 42| - L (gar%Y) [ + B,
- 1 4 7 | 4

finalmente, tomando en cuenta (a):

2 2
1 =-1-(5M)[13_+H2 =2 MR+ B2
= 4 7 %
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MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE ALGUNOS DE LOS CUERﬁOS R

GIDOS Y HOMOGENEOS MAS ESTUDIADOS EN DINAMICA.

Nota.- En todos 1
os casos mostrados en esta p&agina, "O" coin

cide con el centro de masa del cuerpo en cuestibn

Paralelepipedo

rect
Barra delgada anqular.

de longitud L. IR SO0 92
Ixx_l—.? (b"+e™)

He)
= ,—}::: R Ay
o y
ol & 2 il Py 2
o / T Iyy_ﬂ(a +e”)
x/ M, 2.2
Izz"fi(a =
2 - y
Anillo circular g

Disco circular
delgado y de
radio R.

delgado y de

N Cilindro macizo de
BSfera maciza radio R y longitud L.
y de radio R.
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ROTACION DE EJES

] k
— “
r b_;’
o|ph .
. y
A o
\\ 5 . -
\ lal = a, Tl = ¢
X
g

Sea el sistema de referencia Oxyz de la figura. Si conocemos
los momentos y productos de inercia ,de la masa del cuerpo -
del croquis, respecto a los ejes cartesianos mostrados y que
remos conocer el momento de inercia (de la masa de dicho cuer
po) respecto al eje k, de cosenos directores & , m y n,

nos basaremos en lo siguiente:

siendo a un vector en la direccibén del eje k, tal que:

|z] = asT @ = (xi + yj + zk)e (21 + mj + nk) = Lx + my + nz ,
se tiene, basados en el tridngulo del croquis:

e o2z sy -0B + iy + n222 + 2mxy + 2fnxz + 2myz)

2

2 :
luego, tomando en cuenta que (£ + m"+ nz) = 1, podemos esCrl

B x:

2
rPsen’y = r° (112-) = b= ey’ (22+m2+n2)—(22x2+m2Y2+n222+2mm<y+2zmcz+21myz)1



18872

desarrollando:

2 s RN - 2
I sen ¢ = 12_"‘. +2%% + %2 + nx +mzxz+m222+n2x2+n2y2+n222-

= !.2x2 = m2y2 = n222 - 2imxy - 2inxz - 2myz
L)

factorizando y cancelando los té&rminos subrayados:
rzsench = 22 (y2+z2,\ + m2 (x2+ z2) +n? (x2+y2) - 2y - 28%nxz ~ 2myz - (f);

por otro lado, basados en la definicién de momento de iner-

cHE

Ty /(rsanq&) %am = /(rzsench)dM ------------------ (g)

sustituyendo (f) en (g)

Ikk =.f[£2 (y2+zz) + mz(xz-t-zz) +n° (x2+y2) - 2y - 28nxz - Zmnyz]dM 7
luego:

Ikk = 2.2/(y2+z2)dM + mz/(x2+zz)dM +”n2/(x2+‘yz)d1w -

—29Jn/xydM = Zl?.n/xsz -Zmn/ysz

finalmente:

- 2 2 = - et
T =4I +m Iyy +n°L ZJz:nIxy Zanxz ZmnIyz (XXXI).
Para conocer el producto de inercia I 4 dondes "igvalq™

kq
son ejes perpendiculares entre si, nos apoyaremos en que, si

los cosenos directores del EFENgisEon Y- PENMUS o nitse e
ser & , m y n 1los del eje k , debe cumplirse:

28" + mm' + nn' = 0 ———eeemm e (h);

y
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partiendo de la definicién de producto de inercia de la masa

de un cuerpo, tomando en cuenta las figuras:
I =/[?-(zi + mj + nk)] [’r‘-(ﬁ'i +m'j + n'k]dM =
kg
=/ [(xi+yj+zk) . (li+mj+nk)] [(xi+yj+zk) . (2‘i+m'j+n'k)]dM 4

[+ TP
de donde: ) TN Thg o,

Ik =/(9,x+my +.nz)(2'x+m'y + n'z)dM’'= L
g

e I 2;».. if
= /(u'xz+m2,'xy+nst'xz+ﬂm'xy+nm'y2+m.'yz+mn'xz+1m'yz+nn'z )éM 7
2 2 2
agregando el producto (f2&' + mm' + nn')(-x° -y - 27) , que

es nulo, basado en (h), se tiene:

2
I = / (M'x2+m11'xy+n£'xz+ﬂm'xyﬁm'z
q "

2

+m'yz+£n'xz—imn'yz+2_n_'52_-£_'_:_c_-
2 2

ﬂnn'yz—nn'zz-Ll'yz—QR'zz - mx’ - mm'22 - mn'x” - m'y )M

cancelando los términos subrayados en la expresibdn inmediata

anterior y factorizando:

2
p o —QJL'/(y2+zz)dM L rml'/(x2+ z2)am - nn'/(x2+y )yam +
kq ?

+(m£'+2m')/xydM + (nsL'+Jzn')/xsz + (nm'+am')/ysz.
finalmente:

2 » NI -=000IT)
qu = —9.SL'Im—mn'Iyy-nn'Izz+(m!.'+Rm')Ixy+(n2'+2n )Ixz+(rm +m’) =
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EL TENSOR DE INERCIA

Consideremos un cuerpo rigido, un sistema de referencia Oxyz,

Yy un sistema O'x'y'z' de ejes paralelos a x , y , 2 .

Llamamos tensor de inercia de la masa del cuerpo en estudio,

en el punto O , al tensor:

I - -I
plod Xy XZ
=1 I S e — XXXIII
o T TTyx  yy vz (ESEELT)
1 -I I
zZxX zy zz

Si empleamos los teoremas de ejes paralelos, tanto para momen
tos como para productos de inercia, podemos obtener r&pida-

mente el tensor de inercia de la masa del cuerpo en el punto

0', esto es:

lexl "leyl 'vazv
T | ~Eie Tgoge =Ty, ,, f ———-s---- (X¥XIII')
_Izlxl -Iz'y' Izlzl

MOMENTOS Y EJES PRINCIPALES DE INERCIA

En los dos casos mencionados anteriormente, si rotamos el

sistema de referencia, podemos obtener tensores de inercia

de la forma:

195
0 0
Tx
= Ao 1 0 |-=mm———- —————  (XEXTURE
=l o0 I 0
Iop yy
0 0 T2z
Y,
Terx! 0 g
T
ey b —— (Rx1V")
Torp. vyt - & . R g
° 0 TEgAg $i8uroTIC

cuando logramos esto decimos que estamos en presencia de un
vtensor de inercia en el origen O, de un sistema formado

por ejes principales” o de un "tensor en el origen O' , de

un sistema de referencia formado por ejes principales de iner
cia", segGn el caso. 2 los mcmentos de inercia correspondien

I n
inercia principales”.
tes se les conoce como "momentos de ine P

. . o . . ————
para obtener los momentos de inercia principales, diferencia
remos la ecuacibn (XXXI) e igualaremos a cero el resultado

cbtenido, es decir:
an, = 29T a2 + 2m1yy§m + 2nIzzdn = ZLIxjj“ - zmlxygx - 20T Gn
- 2nIxzd£-2mezdn - 2nIy;hl= ar,
1o cual puede reducirse a:
g, ) - nL,)de + (-2I xy-ﬂnIyy—nI yz)d(rt—(-llxz—mlyz-mlzz)dn =0,

por no ser 44 , dm y dn independientes, en virtud
que, :
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2 2 2
de que 1 + m“ + n° = 1 , se cumple para:
I -2 = =
( XX ) Xy Tyz
L (Iyy - 1) —Iyz =0 -—--——ea- (XXXV)
=T -
xz Iyz (I, = 1)

donde A s el denominado "multiplicador de Lagrange".

La ecuacibn (XXXV), desarrollada, toma la forma:

3 2
A & C1A- =5 cz)\ + C3 = 0 e e e e e —— (Xxxvd)

cuya solucibn arroja 3 valores para A gue, pueda demostrar

se, corresponden a los "momentos de inercia principales" ge-
neralmente llamados m&ximo, intermedio y minimo, mismos que

son los momentos de inercia respecto a los tres ejes rectan-

gulares denominados "ejes principales de inercia" cuya direc

cién, a su vez, viene determinada por los vectores unitarios

llamados comun 1o
e = emax 4 eint. Y emIn.

Para encontrar g

tema de ecuaciones que a continuacifn se indica:

(Ixx - X)L _ (-Ixy)m (—Ixz)n =0
(-Ixy)2 +(Iyy - A)m (-Iyz)n =0 })r————- (XXXVI)
22 + m2 + n2 =1

para cada uno de los valores de A obtenidos al resolver

(XXXV), lo cual nos da 3 juegos de valores para & , m Yy n.

o eint. y emIn , basta resolver el sis
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Cada uno de estos juegos nos da la direccib6n de un eje prin-
cipal de inercia, lo que a su vez nos permite determinar

e

max ' @i y emin. Para captar mejor esto se recomien-

8l o1l s
da ver el ejemplo resuelto inmediatamente después de hablar

de la invariancia de la suma de los momentos de inercia va-
luados con respecto a los tres ejes de sistemas de referen-
cia ortogonales, con origen en un mismo punto (p&gina nfime-

ro s1og)e:

Generalmente, es Gtil valuar los momentos de ineréia‘gg%ngi—
%
pales puesto que seglin puede concluirse, de la ecuacibn
commiile B2\ 1
/”Zﬂ/
} S

.
7

5 >
e il

racién angular cde mddulo inversamente proporcional al momen-
to de inercia, de su masa, respecto al eje de rotaci6n. Es
decir, a menor momento de inercia de la masa de un cuerpo
respecto a un eje, mayor capacidad de rotacibn alrededor del

mismo, y viceversa.

Pues kien, basados en lo anterior y en los teoremas de ejes
paralelos (gque nos hacen ver gue los momentos de inercia de
la masa de un cuerpo son mé&s pequenos respecto a un eje cen-
troiddl, que respecto a cualquier otro paralelo a é&ste), po-
demos decir que el "momento de inercia minimo minimorum" se-
r4d el momento menor de los principales correspondientes al

sistema de "ejes principales de inercia con origen en el cen

tro de masa del cuerpo".
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Por (Gltimo, es importante hacer ver que, basados en las defi
niciones respectivas, considerando un sistems de referencia

Oxyz, se tiene:

B 22 282 ) m
Ixx+Iyy+Izz— /(y +2°)dM + /(x +z%)aM + /(x +y“)dm =

2 /(x2+y2+zz)dM =2 /rsz ;
si consideramos ahora un sistema de referencia tambki&n con

origen en O , pero de ejes x' , y' , z' no coincidentes

con X, , Y 2z ., Se tiene:

Lot = ][(y’)2+(x')2]dM+[[(x')2+(z')ﬂdﬁ’rff[(x')zﬂy')z]dM =

zf[oc')z + %+ (z')z]dM= 2 /rsz ;

esto implica que la suma de los momentos de inercia (de la
masa de un cuerpo) respecto a los tres ejes de cualquier sis
tema cartesiano es un "invariante", si los sistemas en cues-

ti6n tienen el mismo origen.

Ejemplo.~ Relativo al cuerpo homog&neo mostrado a continua-
cibén, de vértices 0, A, B y D:
i) Obtenga el tensor de inercia en el origen del sistema
de referencia dado.

ii) Value los momentos de inercia, de su masa, respecto a
los ejes principales de inercia que pasan por O, Ob-
tenga los vectores unitarios que determinan la direc-
cidn y el sentido de dichos ejes; verifique su ortogo
nalidad.

iii) Calcule el tensor de inercia en el origen C de un

sistema de referencia, centroidal, paralelo al dado.

158

Determine los momentos de inercia, de su masa, respec
to a los ejes principales de inercia que pasan por C.
Verifique que la suma de los momentos, mencionados en
este inciso, coincidan con la suma de los momentos de
inercia que forman parte del tensor del inciso inme-
diato anterior. Corrobore la ortogonalidad de los
ejes que forman el sistema de ejes principales, de

inercia, centroidales.

D0, 07120

B(0,5,0)

A(3,0,0)

Solucibn. -

inciso i) Consideremos el cuerpo homogéneo siguiente:

A X Zgh
plano de ecuacién 3 + % & =1,

o bien bcx + acy + abz =1 ,

donde a = 3, b=5 y c =12,
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tomando dM = pdxdydz ,

del eroguis:
R = lx=0 X = i(bc—cy—bz) i y=0 = E(c—-z) ; 2=0 = cf|;
’ e 1 ’ c 7 ’ Z = €7

basados en lo anterior:

g(c-z) & (be-cy-bz)

c
2
fy szp[ / f dx yzdydz=
0 (o] (o]

—(c z)
2
= a 2
=g jo [Ea(bc—cy—bz)]y dydz =
b
& 'E(C 2
i pb_g'_/ (bey® - cy® - bzy?)ayaz =
0 0
" E(c-z)
- pateglBE3 . c.4 b dz,
= bJ [TY i T
o sea:
()
pelp’ 3. 2 2. b 4,3 2 !
fysz = E’% = -?(c -3c“2+3cz"-27) |- %T(c -4c”z+6C 22-4cz3+zd)- !
c e
4 T > dz
b;,;—(c -3c2243cz32 )
i c !
- 4 4 2 4 3 4 2
. ‘ i 4 4.3
_pa b_c_b4z+bz_b.,_bc+b4z_3bz+bz_
3 () 3c2 4 Z°c :

o'z’ bz p2? _pdd b4z4]
-—-= - az ,

201
luego:
2 pa . b4c b4z qu2 b4z3 b4z4
[rran - e te nte, ntet_ater ot
bec/g L12 3 2c 8c 12e
3 2 3 4 S
= EEE_[jl(c) Sley e Ay - sleyy A (&
c |12 32 2c 3 3c? 4 2lc” S
de donde:
Wiy R
2 A [ R TR N T ﬁ‘i M
y'dM = pabTe|== - = + = - = 4+ — | = Spabgif-) K. s (1
12 6 6 12 60 6 Lo 0 5 -
. - %
siguiendo procesos de integracidn y algebraicos similares:
fzsz = B o - (s y,fxsz L T L (3)
10 10
por otro lado, al ser el cuerpo homogéneo y tomando en cuen-
ta las dimensiones de &ste, se tiene:
2! - 1 e i It _
M = pv = p|=abec| = =pabc = =p(3)(5) (12) = 30p ,
6 6 6
luego, tomando en cuenta (1), (2) y (3):
I = fysz +_/z2dm I dct) = &[(5) 2+(12)2]=507o ——=(4)
XX
10 10
I = _/;csz +f22dM = M(a2:c?) = &[(3)2”12)2] = 459 (5), v,
Yy 10 10

o 2 2
Izz—fde+fydM

M is?) = ﬂe[(3)2+(5)2] = 1020--- (@)}
10 10
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ahora, también basados en el croquis

- g(c-Z)
e
o Jo 0

b
z(c=2)

c 2
= p 4 jL(bc-cy—bz ydydz =
o Jo 2 |be

%(bt_:—cY-bz)

= xydM = xdx ydydz =

B
Xy

(©
J 2
= ?/. 3 2[bzc2—2bczy+c2y2—2b2cz+2bcyz+bzz{]ydydz
(0] 0 ©

2b

2 (c)
& pa f
2b2:2 Jo

3 2
+2bcz () +b?22 (L)
3 2

2 2 2 2 3
b e E?(c2-2cz+zz) _ 2Be’ b 3
2 & 3 c

2 (o] 2
._.ong -5
2b"c 0 4

(&
3 2_2
I 2bcz 23(c3-3022+3c22—23) - bz
g e 2

L

b

()

2

(o]

it

A 2 3 4 2
o 2 pho? (Y jre? (empuppRen e
2 3 4 2

2
2

2

E(C-Z)
c

2_(c3-3c22+3c22-23) +

4
Ez(c4-4c3z+6czzz—4023+z4)- bzcz 2—(c2—202+zz) +

-2cz+z?)

=
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desarrollando los productos indicados tenemos:

4 2 4.2 452 4 3
hicl. .. T b’z _2bc D Ty 2bz
2 2 3 3c
Gy 42 4.9 iAol 4.3
= p?zj L3 bc_b4cz+3bz bz +bzz_ch£+2b4zz_bz r
2 2b°c A 4 2 o 4c ¢

2bicz a2, 20723 p%2?  p2? b2 ezt
+ ——= . 2b'z+ ~ = = ?ﬂﬁhins
3 c 3c 2 ¢ SN IERIR
- A
¥ ’:.,,
luego:
b4c2(l + l - go+ b4cz(-1 + Z) + b4zz(l) +
i b 3 2
2 C
p. - ._f8 j' dz =
¥ 2b2c2 o
4 3 4 4
+b_§(3_1)+b_g(l_£+l)
e 3 e & 3 2
2370 2 3 4
-Da‘;j B -l Jgt ot Aol .
P 2 3 2 3¢ 12 ¢
2, 2 2 3 5
L (- -] P
2¢° |12 3 2 3 3c 4 12¢® 5
de donde:
oy 1.1 el ab ab, _ M
P =9_a._°[___+ i ]: pabe(E) = miR = Mg, ;
Xy 2 Y oy 1% V60 20 20, 20

sustituyendo valores:

?"5)’

.

20

PR, - 3905 (5) = 22.5p
20
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tambi&n se obtienen, procediendo en forma similar a la emplea

da para obtener (7):

Pp= seit=dl acis B3y (9) =54y oo (8), y
20 20

P_ = yzaM =2 be =3%(5)(12) = ggp —cmmmmmmommeee (9);

¥z 20 20"

resumiendo, al tomar en cuenta (4), (5), (6), (7), (8) y (9),

el tensor de inercia en O (solicitado) viene dado BoOXx:

507p =22, 5p -54p
IO = 22 S5p 459p -90p
-54p -90p 102p

inciso ii). Tomando en cuenta lo obtenido anteriormente, ob
tendremos los momentos de inercia principales (que en este

inciso nos interesan) resolviendo la ecuacidn:

(507p = 1) -22.5p -54p
-22.5p (459p - A) =-90p =0 e—-m——————— (10) ;
-54p -90p (102p - A)

desarrollando el determinante (aumentando los dos primeros

renglones, bajo el tercero) e igualando a cero, podemos es-

criipihes

(232,7130% - 9660 + A%) (102p - A) - 109,350p> - 109,350p> -

]
o

~2,9160%(459 - A) - 8,10002(507p - A) - 506.2502(102p - A)
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teniéndose entonces:

o 2 3 =
23,736,7260° - 98,5320°A + 102pA% ~ 232,713p°A + 966pA° = A” - 218,700p - 1

-1,338,444p> + 2,916p%) - 4,106,700p° + 8,100p°) - 51,637.5p> + 506.250°%
=223 4+ 1,068002 - 319,722.750%A + 18,021,244.50° = 0 ,

que puede escribirse:

A3 = 1,068pA2 + 319,722.750%A - 18,021,244.50° = 0 --= (11)%
puede obtenerse, resolviendo (11), que los tres valores de A
que cumplen (10) son:

A = 517.04749%p , A = 72.91015p b4 A = 478.04236p ,
luego, los momentos de inercia aqui buscados son:

= = 478.04236
I = 517.04749p ; Im![n =07/ 72 5 Ll )6 S Imin 78.0 P

Oobtencién de los vectores unitarios € . - Zmin ¥ Bk

tomando en cuenta los valores de A obtenidos, debemos resolver

los siguientes sistemas de ecuaciones:

(507p - 517.04749p)% - 22.5pm - 54pn = O
-22.5p8 + (459p - 517.04749p)m - 90pn = 0 j-—==———====2 (3L 22)) %%
22 + m2 + n? =1
(507p - 72.91015p)% — 22.5pm - S4pn = 0
-22.5p8% + (459p - 72.91015p)m - 90pn = 0 |- (13 #t
22 + m2 + n2 =1
(507p - 478.04236p)8% - 22.5pm - S4pn = 0
-22.5p% +(459p - 478.04236p)m -~ 90pn = DRE+F=F (14),
g2 + m? + n° =1
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en virtud de que las ternas de valores: integrando y reduciendo a la minima expresidn posible:
2 = -0.9608112, m = 0.2690686, n = 0.0666610, ( )

=(c-z
£ = 0.1319182 m = 0.2323210, n = 0.9636512

’ e M - [ f [b—aé(bc-cy-bz)]dy zdz =
% = 0.2438008, m = 0.9346814, n =-0.2587116, Xy
E(c-Z)

son la s‘ol_u'eién de los sistemas de ecuaciones (12), (13) y &

3 8 = B3} tpey - S y? _ pzylzaz = A
(14), respectivamente, los vectores unitarios que nos deter- be [ Y -'

JFY"’

X o

minan direccién y sentido de los ejes principales de inercia, 1 _t(«
que pasan por O , resultan ser: ' = bcj {hcl: (c-z )] [—-(c -2z+2)| - bz ——(c > z)
e = ~0.9608112i1i + 0.2690686j + 0.0666610k e & D 2 e
a = g2 bcbz—gf-+b22—b22-bzi1—a—jéi§’fh
emin = 0.1319182i + 0.2323210j + 0.9636512k 5 X
e . = 0.2438008i + 0.93468143 - 0.2587116k. _ pa °lp%e _ o2, L bz saz - 03D g(i)_ i g(gf)jl e
3 bc0 5 2¢ c |2 2 3 2e 4

Verificacién de la ortogonalidad.- Basados en lo obtenido

bl AL 1 b 3 pabc2
anteriormente, asf como en la definici®n de producto escalar: = pab02 - - =+ -—] = P3BC (g _ g 4+ 3) = B0 ;

4 8 8 24 4
( )- (emin = -0.126748 + 0.062510 + 0.064238 = 0 ,

. = - = = con esto:
(emax) (eint) 0.234247 + 0.251493 0.017246 e "0y )
A = - = M = pabc
(emin) (eint) 0.032162 + 0.217146 0.249308 Gy g LiE. 214 e
= M 3 pabc 4

luego, existe la ortogonalidad entre los ejes determinados
por los vectores ol . Sotn Y Cinw correspondientes a mediante un proceso similar se obtienen:
este inciso.

1 2 »F 2

L St TR & BT TN SR W
2 =~ =< I

inciso iii) Primeramente, determinemos el centroide del ¢ M % pabc 4 & M % pabc 4

cuerpo dado.

b a resumiendo:
=le-z) E(bc—cy-—bz)

¢ r~C
2 g e 2 =E
- = . =] = ’
Mxy = 2dM = p dxdy zdz ; ) a 4 c 4 c a

——
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c@,2, §
4 4

empleando esto Gltimo, ademés de (4), (5) y (6), de las ecua

ciones (XXIXC) se obtiene:

X _EK XX

2 2
I S, - Myl 2l = Lo 2 LBy
éF ¢ 10 4 4

Tes [f’ls—]mtb" TN g,

3 ‘ 80 80
&
sustitupyendo valores:
_ 3(30p) 2 2
I sd = —-————[(5) 2o (L) ] = 190.125p -—~--—=—me———eo (15),
ce 80
anflogamente:
3M, 2
1,, =B+t - &’_0.‘1)_[(3 G (12)2] = 172.1250 --(16), vy,
Lol o4 80 80
M, 2 2 8
I g M2, p2) Q200 (TR (5)2] = 38.250 —-oov (17);
cc 80 80

de las ecuaciones (xxxc), utilizando (7), (8), (9) y las coor

denadas de C encontradas arriba:

i B, TV P R W
Ix X Ixy chyc 50 ab M(4)(4) = 70 ab-zxab=-z~ab,
sustituyendo valores:

M
% x g5 (ab) = - 2223 (5)

([
I
w
o
N
[S,]
°
}
|
|
|
|
I
!
|
|
|
|
—
=
<]
-

0
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andlogamente:

s = B « - 200 = s (19
Iy 3 = = —(ac) = - (3)(12) = - 13.5p ———=————-— (19), vy,
Xc%c 80 80
. - By = 3805y (12) = - 22,5p c—— - (20),
Yoo 80 80

luego, basados en (15), (16), (17), (18), (19) y (20), el

tensor de inercia en C (pedido) resulta:

190.125p 5.625p 13. 5B L /Y
TE = 5.625p 172.125p 22.5p
13.5p 22.5p 38.25p

inciso iiii) Tomando en cuenta lo obtenido hasta ahora, ob-
tendremos los momentos de inercia, respecto a los ejes prin-

cipales que pasan por C, resolviendo la ecuacién:

(190.125p - ) 5.625p 13.5p
5.625p (172.125p - A) 22.5p = 0 --- (21),
13.5p 22.5p (38.25p - 1)

que puede transformarse en:

(1521p - 8)) 45p 1C08p
45p (1377p - 81) 180p = 0;
108p 180p (306p - 8A)

desarrollando el determinante (aumentando los dos primeros
renglones, bajo el tercero) e igualando a cero, podemos escri

bir:
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(2,094,4170° - 23,184pA + 642%) (306p - 8)) + 874,8000° + 874,8000° -

—11,66402(13770 - 8)\) - 32,40002(15210 - 8A) - 2,02502(3060 - 82)
teniéndose entonces:
8 2 2 2
640,891,602p~ - 7,094,304p"X + 19,584pA" - 16,755,336p ) +
2 3 2J 8 2
+185,4720)° - 512\~ + 1,749,600p° - 16,061,328p° + 93,3122 _ | =

-49,280,4000° + 259,200p°) - 619,6500° + 16,200p°A
3 2 2 3 _
=-512)> + 205,056)\"p - 23,480,928\p° + 576,679,824p" = 0 ,

que da lugar a:

3

22— 100.50%0 % 45,861.187500° - 1,126.327.782p° = 0 --- (22)

se obtiene, de resolver (22), que los valores gue cumplen

(21) -son:
A = 194.31771p , A = 33.58239p , y A = 172,59990p

luego, los momentos de inercia de la masa del cuerpo, respec

to a los ejes principales que pasan por el centroide del mis

mo, son:
Iogx = 194.31771p ——mcommmmee o (23),
Ign = 33.58239p ——----oemmeene (24),
I,ne = 172.59990p —=--oommmenmen (25) ;

Verificacidn de la invariancia de la suma de momentcs de iner

cia (de la masa de un cuerpo) respecto a los tres ejes de sis

’

temas de referencia ortogonales, con origen en un mismo punto.

En el caso de este inciso, el origen coincide con el centro

de masa C del cuerpo en estudio. Basados en (15), (16) y (17),

204
se tiene:
Ix . +Iy v +Iz o B 190.125p + 172.125p + 38.25p = 400.5p -—-=---- (26),
CRCl GG CEC

en tanto que, empleando (23), (24) y (25) obtenemos:

Inﬁx + Irnin + Iint = 194,31771p + 33.58239p + 172.59990p = 400.50 (27);

como puede apreciarse, las sumas (26) y (27) son iguales.

Corroboracidn de la ortogonalidad de los ejes que forman el
e

sistema de ejes principales de inercia centroidaleS: (Mg

N A )
- - [V
Tomando en cuenta los valores de X obtenidos en este inciso,

procederemos a resolver los sistemas de ecuacionés: s P

(190.125p - 194.31771p)2 + 5.625pm + 13.5pn = 0

5.625p2 + (172,125p - 194.31771p)m + 22.5pn = 0 } —-=—--- (28)
22 & + n2 =1

(190.125p -~ 33.58239p)2 + 5.625pm + 13.5pn = 0

5.625p2 + (172.125p - 33.58239% )m + 22.5pn =0 -- (29), v,
g2 + m’ +n® =1

(190.125p - 172,59990p)¢% + 5.625pm + 13.5pn = 0

5.625p2 + (172.125p - 172.59990p)m + 22.5pn = 0 i ——- (30);
£2 + m2 + n2 =1

como consecuencia de que las ternas de valores:

£ = 0.9204177, m = 0.3677521, n = 0.1326251,
2 = 0.0792693, m = 0.1566633, n = -0.9844636, vy,
2 = -0,3828373, m = 0.9166230, n = 0.1150561,

son la solucidén de los sistemas de ecuaciones (28), (29) y -

(30), respectivamente, los vectores unitarios que nos deter-
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minan direccidn y sentido de los ejes principales de inercia

centroidales son:

e 0.9204177i + 0.3677521j + 0.1326251k

max
€ ¢, = 0.0792693i + 0.1566633j - 0.9844636k , y,
eint =-0.38283731i + 0.9166230j + 0.1150561k ;

basados en esto filtimo:

(emax).(cmin) 0.0730 + 0.0576 - 0.1306 = 0

e o )

’

(e -0.3524 + 0.3371 + 0.0153

[}
o

r Yo

max eint

(emin)'(eint

) -0.0303 + 0.1436 - 0,1133

il
o
~

lo que prueba la ortogonalidad de los ejes principales de

inercia centroidales.

213

D,3) DINAMICA DE SISTEMAS DE PUNTOS MASA

D.3,1 ECUACIONES DE KOVIMIENIO

X

Sea el sistema de particulas en movimiento que muestra la fi

B dele o (B o algliais

gura. Llamando F, , F_, B el p

1 2 3 j

fuerzas externas que obran sobre las particulas 1 , 2 , 3,

.e.i, 3j ,...n , respectivamente, si ?i1 P Ei, 0 f13

y ees ¢

FEU fin , son las fuerzas internas ejercidas por las parti
1]

culas 1 , 2 , 3, ecsy J 4 oe+s nn , sobre la particula 1 ,

podemos dibujar el diagrama de cuerpo libre de é&sta, durante

su movimiento, como sigue:

s
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aplicando la 2a. Ley de Newton a la particula i , consideran

do constantes las masas de las particulas que constituyen el

sistema en estudio, ce tiene:

de donde:

luego, haciendo

F':

al

3
5
3

+ I e S S T
i=1 T F

n
L F. = F , obtenemos

n - :
Ima, —memmmmmmmmeme
Ak 1

(XXXVII),

(XXXVIII),

llamada "Ecuacidn diferencial del movimiento para un sistemra

de puntos masa’.

Recordemos que:

wjfﬁ("iy;é

si derivamos

9«\5"“5/@;" R

y, derivando

ars
i

sustituyendo

F =

N

con respecto a t , se obtiene:

nuevamente:;;'?*/ﬂo’

ngE 1Y
= I m.a.

i=g * 1

(XL) en (XXXVIII), se obtiene:

—————————————————————————————— (XXII);

conocida como

de masa de un sistema de particulas".

Ejemplo.-

ra de ellas tiene una masa de 10_5kg y una carga de 4-10°

Se tienen tres particulas: 1 , 2

3" .

2i85

"Ecuacidn diferencial de movimiento del centro

La prime-
S

coulombs, y en el instante de interés estd en el origen del

sistema de referencia mostrado a continuacidn; cad

a una de

las particulas 2 y 3 tienen una masa de Z-io_%q;y una carga

de 5-107°

tran localizadas donde indica la figura. &

A
1 el pI

= .

coulombs, y en el instante mencioEo s,c%*e!‘ﬁs\

[} il

§ y

ano Xy mos :’
S

trado es horizontal, las coordenadas estin en metros, y des-

de el exterior,

B

se aplica un campo eléctrico expresado por

2xi + 3zj + 3(y + zz)k , en new/coul para x , y , 2 en

metros, determine:

a)

b)

c)

Las coordenadas del centro de masa C,
do por las tres particulas mencionadas,
La aceleracién de C , y ,

La aceleracidn de la particula 1.

Z
3 (0,0,3)
2
1 o
(0,1,0)

del sistema forma-

A
r
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Solucidn. -
inciso a). Tomando en cuenta los datos, se tiene:

),
ZmE = 1075 (0i+0§+0k) + 2-1072(0i+ §+0k) + 210> (0i+0j+3k)
=

i
-
= 10 ~(2j+6k) ...kg-m 5
s -5 -5 -5 -5
M=Im =10 +2-10  + 2-10 ~=5-10 kg ,
i=1

luego, aplicando (XXII), obtenemos:
n

Z m.r. _ e
i=1 11 107%(24+6k)
5

Tr =
(c]

= 0.4 + 1.2k,m

7

M 5-10

o sea: C(0O , 0.4 , 1.2) m.

inciso b). Basados en la expresidén para E , y en las coorde
nadas de 1 , 2 y 3 , se tiene:

E,. =0, E, =3, vy, E, = 95 + 27k , todos ellos en

new/coul; con lo anterior:

=5

F, = qE - mok= 4:-107°(0) - 10" 5gk = -10"°gk --——- newton,
o —— o -5 S el =5 "
F, = q,B, - mygk = 5-107°(3k) - 2:10 gk = 107> (15-2g)k ,
F, = q,F, - mygk = 5+107° (95+27k) -2+10 gk = 10'5[45j+(135—2g)k] .o
luego:

F = IF, = 10‘5[45j + (150 - 5g)k] = 10'5[453' + (150-49)k] -

107°(45j + 101k) newton,

entonces, aplicando (XLI), obtenemos:

= —5 .
3 =E-20 (450 + 100k _ o5, 20.2k m/sed®.
€ M 5-90

inciso c). Del inciso inmediato anterior:

F, o= -10"%kq ,

por otro lado, tomando en cuenta la Ley de Coulomb, se tiene:

g i :' b 5
- (4 .- -
9.9 T 21072 <1072 A A - W
- _ 1 132 ¢ = 9.109 (4-10 7) (5-10 )-l {-§) =185 newton, y,! /
1.2 Yo a2 12 (1 2 .
7l %3] - By
3 - - 4
B 1 [aq,] o[(4-107) (5:107%)]
f13 = > e‘n = 09-10 = (~k) = -2k newton;
dme, fd] : (3) J

finalmente, de (XXXVII):

n
_FityEatiy  _107 gk {(-183)+(-2k) }
-5

m, = - 10

= -[185+(2+0.000098) k] |
=9

O sea:

= -10°(18j + 2.000098k) m/seg’

Nbotese que, a pesar de que al calcular la aceleracidn de C
sb6lo tuvimos necesidad de conocer las fuerzas externas que
act@ian sobre las particulas del sistera, al deterrinar la
aceleracidr de la particula 1 , la parte de ésta gue provie-
ne de la fuerza externa (que actfia sobre ella)es practicamen
te despreciable.

Se recomienda al lector que determine las aceleraciones de
las particulas 2 y 3, adermds de cue mediante el empleo de 1la

expresidn XL verifique el valor de a, obtenicdo en el inciso I
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D.3.2 TRABAJO Y ENERGIA

NERGIA CINETICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

=

Sea un sistema de n particulas en movimiento, como el mos-
trado en la figura. La energia cinética, total de dicho sis
tema corresponde a la suma de las energias cinéticas de las

particulas que lo forman, en el instante considerado, o sea:

n
EC = I [l mivz.] ———————————————————————————— (XLII)
i=1]2

Si tomamos en cuenta la figura, donde C es el centro de masa

del sistema se tiene, para una particula i cualqguiera:

R I i (XLIII),

derivando esto con respecto a t:

219

= paw Q- S Ty TR — XLIV
Vi Vc + Oi ( Jio

sustituyendo (XLIV) en (XLII), podemos escribir:

nor o . nor _ [ L N
BG = B [— mi(vi'vl) =05 [ﬁ mi(vc + pi)'fv + pi) =

1=n8l> i=1|2 <
n
1 2 b e 2
= F [=m, (vl + 2v_*p .+ p.)] ,
3 n e &l 1
l=l[2 G p'm?‘:":’ LAY
0
o - =t & | [ . v -
donde \" & vl Y. Pa = IDil i ; {

entonces, podemos escribir ahora:

t
0
l
Nl)—‘
<
an
-
F
RSk
=
3
aind
+
<4
Q|
—
H

1l

|
<

N
2
+

<
&
o
T
(¥
e
=

=

[

kel
oy
fa
{1 e =
o
N

=
!_l

°
P‘d
Ry

]
o bien:
- !
BC = Lomgl & B4 [B mitol P < i (XLV) .
2 € 4=l 1 i
Ejemplo.- Para el sistema de particulas mostradas en la si-

guiente figura, determine: a) La velocidad del centro de

masa; b) su energia cindtica total, c¢) 1la energia cinéti
ca que tendria si su masa estuviera concentrada en su centro
de masa, d) su energia cinética respecto al centro de masa,

y, e) verifique el resultado obtenido al resolver inciso b.
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m2 = 2m
m3=m | = _
‘/////<:> Vz = g
Vo = 44 = 37 o
X
Solucibn. -

inciso a). Tomando en cuenta los datos, se tiene:

i=1 * &

aplicando (XXXIX):

n
% miVi
i~ i=1 =nd241+12j)= 4d i,
M 3m+2m+m

inciso b). Empleando (XLII)

n
EC =12 [l miv?
i=1[2 & 2

=l
—2[87+98+25:,=105m;

n
I m.V, = 3m(2i+5j)+2m(7i)+m(4i-35) = m(24i+1235);

L¢3m) [22 g 52] + Leom) [72] + L(m) [42 + (-3)2] =
2 2

22

inciso c¢). Basados en lo obtenido en el inciso a:

<

. me™”
= -

-

[ Nt \
L my? =1 Gm){kz + 2£] = 60 m ;
> € e

N

\\_1<;-JPJ¢\_

Empleando XLIV obtenemos:
Tap— (/;Nﬂ

>

inciso d)

e — ,:--rj /"\—\
(Pl - #in_imﬁj'r &}3;;tf%22’='21 §2LT)
= = v.= 74 = (bt 2500 = Shg=r 25 ;B
® 2 (c]
% e Vg = 4i - 33 = (441 + 23) = SERORIRE,
— k. T
que implica: o,
ia‘ w - 5
f&- ) L
. 2 2 2 ‘ 1
(p1) = [(-2) + (3) ] =13 , 1 -
(% = [% 2 ?] =13, v,
()2 = (592 =25,

luego:

w2 = E3m 13y +
1 b l//

i 2 2

B30r+ Miwi25) = 45ugis
] A

ks

Loom (13) + Lim) (25) =
2 2

inciso e). Utilizando (XLV) y los resultados obtenidos en

los incisos c y d:

n
BC = L mv? + 1 [

S =0l 2

1 o R -
—mi(pi)} =

60mr+45m = 105 m ,

resultado que verifica la validez del obtenido al resolver -

el inciso b.
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ECUACIONES DE TRABAJO Y ENERGIA

Con base en lo visto en el tema "Trabajo y Energia", relati-
vo a una particula, podemos encontrar el trabajo total efec-
tuado por las fuerzas que act@lan sobre las diferentes par-
ticulas que constituyen un sistema, mientras éste pasa de

una posicién 1 a otra 2, como sigue:

7

nJ‘_

W.. =%t | (F, +

12 7500, J
J

ﬂLlqu:

diferenciando (XLIII) y tomando en cuenta la expresidn inme

diata anterior:

2

n n
Wos =EJ‘ (E‘i +E Eij)-(drC + dpi) =
i=1 1 j=1
j#A
n (2 n 2 n n 2
=ZJ’?.-dr +zf (£ T..)edr +zf(1-‘ +z¥ )do 5
i=1)y * i=1)y =1 € i= T n ;
- j#1 L 371

=
]

puesto que, para una particula, el trabajo efectuado iguala

al incremento de la energia cinética, el trabajo total en-

contrado en la expresidn inmediata anterior corresponde al

incremento de energia cinética del sistema, pudiendo escri-

Ik

/
2 n 2 n 0 '\l 5 2 n 1 3 3 = \v
F‘dr e , (F, + £ T . )+dp, == M| + I =m (p))°| (xL¥1
i Eils) at c -
1 2 y 1= 1

i= J=1 A A i i 'l
I#1 Co—r ;
A }
. B & e
Vv : kq
e ¥

expresién llamada "Fcuacidn general del trabajo y la energia

para sistemas de puntos masa".

Recordemos que:

multiplicando escalarmente ambos miembros de esta igualdad

por d?c , podemos escribir:

dv dv | fdr av
Fdr = (Ma )dr = M[—{-dr = M[— -——dt] M[-—-—] (v 7
¢ ol e [dt:} - [dt] [dt al ©

y como:

se tiene:

2
- 1 dvc
Fedr_ = M =l—=l'dE »

2]l dt

luego, integrando de 1 a 2:
2 2
J"f-dr e Mvz] -------------------------- (XLVII)
c c
1 2 1

expresidn conocida como "Ecuacidn del trabajo y la energia

;ara el centro de masa de un sistema de particulas”

Con esto filtimo observamos que, la ecuacidn general del tra-
bajo y la energia para sistemas de puntos masa, (XLV1), pue-
de escribirse como dos ecuaciones independientes, siendo una

de ellas la (XLVII), y la otra:
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Solucién. - Consideremos el movimiento, de cada una de las

n
%
i=1

k=

Jz 2 particulas, relativo al centro de masa del sistema:

1 - 1 - 1)
(E. = 2 NedRy. = —mi(pj) ] =—— - (SELVTTT:)

SR sh
1 i=1 i=1 2 1

que se conoce como "Ecuacién del trabajo y la,energia de un

sistema de particulas, relativa a su centro de masa".

Ejemplo.- Dos particulas iguales de .nasa m , que estén uni

das por una barra rigida de longitud L y masa despreciable,

descansan sobre una superficie horizontal lisa. Si a partir
de t = 0 una fuerza P (de magnitud constante) paralela a la

superficie mencionada, actfia perpendicularmente a la barra

como se indica, escriba la ecuacidén del trabajo y la ener- basados en el eroquis: ‘
¢ rp :-"?i,:,--,‘
2 a
ia para el sistema, relativa a su centro de masa demues n n_ B < . -
g ’ o 57 = T F. + = fi-) .dpi = [:(P_q)QOB]-[—d¢e¢ jI+L I:qQP] [2 ¢ ;2“. "
« tre que: i=1), i =1 3 . 2 5 ' A
J#L P
¢ ¢ &
2 = L R (a)
- 2P Pt i : Gy P .
i 2 N ’J?‘*”J%“ 508 = 5
iy e 0] 0 0
asi como:
(HP - 2 ¢ 22 . 3
i m.(ai)z] = 2(£ m(-L—ib)z)] G (b) ;
i=1 2 * ; 2 & E

sustituyendo (a) y (b) en (XLVIII) , obtenemos:

que es la ecuacidn pedida.
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Ahora, de (c) se obtiene:

($)2 = %E%% , que da lugar a: ¢ ="3£$ -— @ ,
m raL

que puede escribirse:

g _ [227,%
dt mL

o bien, separando variables:

£¢_= ggdt-
1
® 4 mL

integrando obtenemos:

'/

2 1

2__ = EE ;3 O sea gue: 2¢/&= EE £,
1/2 mL mL

de donde elevando al cuadrado y despejando, respectivamente,

se obtiene:

2
2 2
Ty iy, TpetEs et (e);
mL 2mL

al obtener (d) y (e) hemos cumplido con demostrar lo que se

nos pidid.
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D,3.3) IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

e

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEALES
Sea un sistema cde particulas en movimiento, como el menciona

do al iniciar el estudio de la Dindmica de sistemas de pun-

tos masa. Aplicando la 2a. Ley de Newton a una particula i

cualquiera:
n
F,+ 1T, = L7 ,
j=1 '3 at
J#1
luego:
B n n _ nory _
TR o) pN fi' =z |—(m.v.)]| .,
i=1 1 i=1]j=1 *J| i=1]at 1 *
j7i
. “'&.l‘-‘-"ly
. el 4
que da lugar a:
AN -
3
n B'!J .‘:
F = il. L mivi : B 0
dt|i=1

separando variables e integrando, obtenemos:

: PR 2
Fat = £ m,v.] -
f (i=1 “) (i
2

1

N ~Mm3

miVi) ------------ (XLIX)
1

la "Fcuacidn del Impulso y Moméntum lineales para un sistema

de particulas”.

En esta filtima ecuacidn obtenida, a la integral del primer

miembro se le llama "Impulso lineal”, en tanto que a la

n
I m.v. se le conoce como "Moméntum lineal”, o "Momento de
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cantidad de movimiento lineal", del sistema. .
basados en el croquis:

Ejemplo.- Se tienen tres particulas iguales de masa m , co-~- VA = (wk)x[(-Lcos30°)i + (Lsen30°)j] = wL(-jcos30° - isen30°)
1
nectadas por barras rigidas y de masas despreciables, movién
N Vé = (wk)x[(Lcos30°)i + (Lsen30°)j] = wL(jcos30° - isen30°)
dose sobre el plano horizontal liso XY de la figqura. Si el 1
sistema gira inicialmente, con una velocidad angular constan ;D = (wk)x (-Lj) = wLi ,
1
te dada por w = wk , determine el moméntum lineal del siste-
ma luego de que un impulso Bj actfie sobre una de las particu luego
las. " n
Z S . = -
T m.v. maVa + mpve + LUNGS
i=1 " 1 1 1
w = wk
T . . -
A " B = mwL(-0.51 - 0.866j) + mwL(-0.51 + 0.8663) + mwLi = 0 ,
120°
L L
120 o =y finalmente, aplicando (XLIX):
/1206
n _ 2_ n_ —
I m,v =Jﬁ Flatpealh 2’ m- vl =IBiRENOR= By
L (i=1 * i) . <i=1 . 1)
& 1
" ©)
Solucidn.- Instantes antes de actuar Bj:

IMPULSO Y MOMENTUM LINEALES DEL CEMTRC DE MASA

Al iniciar el estudio de las ecuaciones de movimiento para

sistemas de puntos masa, oktuvimos:

n
= R = e e e (XXXTX),

de esta ecuacidn y la (XLIX), obtenemos:

2
J;th = (M), ~ ), ---s===——-mom———mo—- (L),

conocida como "Ecuacidn del impulso y moméntum lineales para

el centro de masa de un sistema de particulas".
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Ejemplo.- Determine la velocidad del centro de masa del sis-
tema formado por las tres particulas mencionadas en el ejem-

plo inmediato anterior, una vez que ha actuado el impulso Bj.

Solucidn.~ FEl centro de masa del sistema en estudio se loca-
liza en el punto donde se unen las barras, y antes de actuar

Bj no se estd moviendo, luego:

(Mvc)1 =

aplicando (L) :

’

2
(Mvc)2 =fr‘dt + (Mvc)1 = Bj + 0 = Bj
1

finalmente:

CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

Si entre dos instantes cualquiera 1 y 2 del movimiento del
sistema en estudio, la resultante de todas las fuerzas (que
actian sobre las particulas que lo forman) es nula, o el im

pulso lineal es nulo, podemos escribir:
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por lo que, en estos casos, las ecuvaciones (XLIX) y (L) se

transforman respectivamente en:

n
I m.v.| -
i=1 * 15 \i

[ l=}

m.V.) =0 e (XLIX')
;

lll

"Principio de la conservacidn del moméntum lineal de un sis-

tema de particulas", vy,
N7 = X7 e ff me e e e e e e e e )
(Mvc)_2 (MVC)1 0 (L")

"Principio de la conservacidén del moméntum lineal del centro

de masa de un sistema de particulas"”.

Ejemplo.- Un empleado de una compania aérea lanza una male-
ta que pesa 15 kg, con una velocidad horizontal de 3m/seq,

sobre una carretilla de transporte de equipaje que pesa 35kg
y se encuentra en reposo, como se indica. Si la iﬁég?:illa
puede moverse libremente sobre el plano horggantQA;liédjqué

la soporta, calcule la velocidad final que adqué%%?f il

a) Si la maleta se detiene (respecto a la carretiiléf;éntes
de chocar con el extremo, Yy,

b) Si la maleta se detiene (también respecto a la carreti-

1lla) después de chocar con dicho extremo.

3m/seq ——» r:_' |
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. o .
Solucidn.- Analicemos lo que sucede en diversos instantes

del movimiento.

Wbke. 4 D.c.l. en tanto no se
mueven juntos:
W=15kg
W=35k i
—¥ g —> X
3m/seg [:]

Instante 2:
ambos se mueven (juntos)
con rapidez v.

VH——D! !! — X
L

basados en los croquis:

2
n
(_z mivi) =d3r31) + 2809 434 /th w¥ v
=1 1 g g g .

luego, aplicando (XLIX'):

50 = 45

— Vv -—1=0 ,de donde: V = 0.9i[m/seq]
g g

inciso b) El resultado para este inciso es el mismo que pa-
ra el inciso a , en virtud de que un choque entre dos cuer-
pos o particulas no produce pé&rdida en la cantidad de movi-
miento del sistema formado por ellos ya que, en un choque,
la fuerza resultante es cero puesto que proviene de la suma
de fuerzas internas (considerando el sistema) de igﬁal magni

tud, colineales y de sentido contrario.
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IMPACTO

Cuando dos cuerpos chocan, el proceso dinfmico se caracteri-
za por la presencia de grandes fuerzas, durante un intervalo
de tiempo muy corto, y por los cambios repentinos de veloci-
dad en ambos cuerpos; este fendmeno instant8neo recibe el nom

bre de "Impacto".

Como la medicién de las fuerzas debidas al impacto resulta
complicada, lo que se hace (en general) es medir experimen-
talmente los cambios de velocidad que se producen al chocar
diversos cuerpos, con el objeto de determinar el llamado

"Coeficiente de restitucién" entre ellos.

Al ser practicamente desconocidas las fuerzag gue égvﬁtgﬁeng
Y '\.."".
s !

tan en estos casos, es imposible resolver 1lo roﬁﬁgmas_ae'

impacto mediante la integracidn de ecuaciones deRMdhimignto;

sin embargo, los Principios de "Energia"” y "Cantidad de movi

miento lineal" son suficientes para proporcionarnos los re-
sultados solicitados, conociendo (generalmente) el coeficien

te de restitucidn entre los cuerpos o particulas de interés.

En el estudio de este fendmeno, consideraremos mecadnicamente
a los cuerpos (entre los que se produce el impacto) como par
ticulas, ya que de no ser asi tendriamos que incluir los

efectos correspondientes al Impulso y Cantidad de movimiento

angulares de los cuerpos rigidos.

Llamemos "“linea de impacto" a una linea perpendicular a las

superficies de dos cuerpos que chocan, pasando por el punto
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de contacto.

Es obvio entonces que la l.i. (linea de impac-

to) es de caracteristicas geométricas.

TIPOS DE IMPACTO, ATENDIENDO A LA POSICION DE LA LINEA DE

IMPACTO.

"CENTRAL"

La 1.i. pasa por los cen-
tros de los dos cuerpos.
~

TIPOS DE IMPACTO, ATENDIENDO

"EXCENTRICO"

La 1.i. no pasa por los cen
tros de los dos cuerpos.

__@._______

A LA DIRECCION DE LAS VELOCIDA-

DES, QUE POSEEN LOS CUERPOS,

INSTANTES ANTES DEL CHOQUE.

"OBLICUO"

(las velocidades con que
chocan no son colineales)

"DIRECTO"

(las velocidades con gue °
° chocan son colineales) °
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Consideremos dos particulas, A y B, que se aproximan y van a

chocar.

Si el subindice 1 1lo empleamos para denominar las

caracteristicas instantes antes del choque, y el subindice 2

lo utilizamos para sefialar las propiedades después del suce-

so, se tiene:

Velocidades al esta-
blecerse el contacto.

aplicando (XIV) a

2
f Pdat

1
¥ 2
-Pdt
1

de (av) + (b

Acciones duran
te el choque.

Velocidades a pun

to de despegarse.

A y B , respectivamente, obtenemos:

V. - MV, —————————m——m—me e
A A
R 1
-— jl‘:.
g v - ————— —— —————— " o — — —
VB mB B ,-a
2 1 _h '5\
L
.
by
mv, o+ mnv, - mV i
B B
A 1\1 B2 1

esta ecuacidn, gue pudimos haberla obtenido a partir de la

(XLIX') , puede descomponerse en:

&4

-
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< RTINS ALt e e — e que puede escribirse:
moX, + moXy mx, + my X - (LIx),
2 2 ! ! ° . - .
;. g 7= v s iy e X =it s lSr = )| ——=~=——————so~=== (LIXII);
Ma¥a " Ms¥p, mAyA1+ "s¥s (LT, ¥ =3 =3 =3 L
M2z +m2z =mz + M2z  -———~e——e——————— (LI );: ‘experimentalmente se ha obtenido que, cuando existen pérdi-
aA"A BRiB A®A BB z’ !
2 2 —
1 ) das de energia durante el chogue, la ecuacidn (LIII) toma la
suponiendo que no existen pérdidas de energia durante el forma:
choque, como la energia potencial es prédcticamente la misma ) ;(A - ;(B - E(iA = ,'(B ) —mmmmmme—— e (Lizip.e.)
instantes antes e instantes despué&s del suceso, la energia ‘ 2 . ! !
. " 3 Cl 2 s A "
cinética del sistema (antes y despu&s del impacto) debe ser donde ¢ recibe el nombre de “coeficiente de restitucidon®.

la misma, esto es: Existen dos casos limites, cuando:

a) e =1 "choque eldstico" (no existen pérdidas de energia),
1 2 il 2 ik 2 1 2
m v, + = mv. = Sm v, + =M v —-=——————e LII byl ", "
A o PRy ARy TRE, ( Jo b) € = 0 "choque plastico" (VA2= VBZ).
que puede descomponerse en: Si hacemos coincidir el eje x con la linea de impacggﬂ‘_
= X N
. . . . - - ] N 1
-Jim(x )2+}-m(x )2=£m(x)2+-]-"m(x )2-(LII), P—H, PZ U, ah‘ !\'
A ¥a B *B A'"a B B x b 4
2 2 2 2 2 1 2 1 8is
’ Wl ¥
con lo que, de (a') y (b') , se obtienen: w e
Ty e 2 il 0 2 A © 2 i . 2 ;
amo(y, )5+ =m (v, ) = =m (y,)° + =m (y, ) °=(LII ) , ' .
g~ 3 e o & B =8, ¥ ; : 0=mz, -mz
1 0= muy, -~ MgV, - = Ma2p AZa, ¢
2 1 2 1
I, (2, 12 + imB(.%)2=-1-m (292 + Ln_(z_ )2 (LI11);
2 ey 2 By 2 - A] 3 P By z 0= = y 0=mz_ - mz
o mBY32 mBY31 ' - M
de (LIX) obtenemos:
o sea que, bajo esta filtima condicién impuesta, considerando
PR o ) =~ tutih Dh. | ot -
al a, A1) mB( B, B1) (et que las masas no varian:

en tanto que, de (LIIx):

4 0B ST a2 g o2 .
“‘A[‘XAZ’ - iy ) ] - - mB[(xB )% -t ) ] -~ (@
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Ejemplo 1) Dos autos chocan en el crucero de dos calles, co
mo se indica en la figura, y despuds de la colisidn se mueven
juntos, con una velocidad v , en la direccidén mostrada. 8i
la relacién =

entre sus pesos es (WA/WB) = 1.3 , y se despre-
cia la friccidn generada durante el choque, determine la re-

lacidn entre sus rapideces antes del accidente.

Tv

B
Solucidn) Tomando en cuenta la notacidn de la figura, de
(LI):
B0 & . . .

(mA + mB)Evcos 30°)i + (vsen 30°)J]=mA(VA1)+mB(ij);
por igualdad de vectores:

(m, + my)(vcos30°) =m v ~—-——=eoemm (a), v,

(mA + mB) (vsen30°) =m v ——————memme (b) ;

dividendo (b) por (a):

mn_ v,

B B @
&L @S . 500,
o
mAVA cos30
de donde:
v
o BT o 1 7

v tan30° (WA7WB)tan30° ST - 1333

w
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Ejemplo 2) Los centros de dos esferas homogéneas, metdlicas
e iguales, de radio 2.5 pulgadas, se mueven en un plano hori
zontal y a lo largo de dos lineas rectas paralelas, separa-

das 3 pulgadas, como se muestra. Si el coeficiente de resti

tucién es 0.6 , y se desprecia toda friccidn, determine:

a) Las velocidades de las esferas después del impacto y,

b) el porcentaje de energia perdida durante el suceso.

Ay
A
_’Q—_' 13 in___ > x
U5h ftisegr — N e 4._20 ot

seg
F % Jin
3 Ll T8

Sol 0o ) "l‘ :s "

20lucion. & ’\ {\)

L
Inciso a) Ya que el eje x dado no pasa por ?énﬁiﬁearga:%ﬂ

pacto, haremos pasar por &sta un eje x , como a continuacibn

\\ 7/
~ /N:;= 5 i
15 ft/seg 3 X
/I
. < 3 dn

se muestra.

p)
4 -l d e Db —— - — - —

,

0

ule uilw
I
o
.
o

send

]
o
»
co

i

cos¢

basados en el croquis y apoyados en (LIV), por lo que toca a

la direccidn y , se tiene:
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Ejemplo 1) Dos autos chocan en el crucero de dos calles, co
mo se indica en la figura, y después de la colisidn se mueven
juntos, con una velocidad v » en la direccidn mostrada. Si
la relacidn entre s =

us pesos es (WA/WB) = 1.3 , y se despre-
cia la friccidn generada durante el choque, determine la re-

lacidn entre sus rapideces antes del accidente.

HH

Tv

Solucidn) Tomando en cuenta 1la notacidn de la figura, de

B

(LI):
(mA + mB)Bvcos 30°)1 + (vsen 30°)jJ=mA(vAi)+mB(ij);
por igualdad de vectores:
(mA + mB) (vcos30°) =MV, Sememo e ta), ¥,
(my + my) (vsen30°) =m v, —==--ccmmmmee (b);

dividendo (b) por (a):

m_v
B B n ¢
== = 230 ans0e,
mAVA cos30
de donde:
v m_/m
A _ B/ A 1

= gkl o 1 _
vy tan30° © (W /W )tan30° ~ TI.3)(0.377Iy - L1:.333

2819

Ejemplo 2) Los centros de dos esferas homogéneas, metdlicas
e iguales, de radio 2.5 pulgadas, se mueven en un plano horl
zontal y a lo largo de dos lineas rectas paralelas, separa-

das 3 pulgadas, como se muestra. Si el coeficiente de resti

tucibn es 0.6 , y se desprecia toda friccidén, determine:

a) Las velocidades de las esferas después del impacto vy,

b) el porcentaje de energia perdida durante el suceso.

Ay
A
o Q s 3 in i
15 ft/seq — = [|==#-FeTFeco—-- §;> <
20 ft/seq
N
« TR
u) ey -
Solucidn. - 1 Y :: \
i ’

) ! 3#%& -
Inciso a) Ya que el eje x dado no pasa por la ﬁea.ggcip
pacto, haremos pasar por &sta un eje x , como a continuacidn
se muestra.

Al establecerse el contacto: //ﬂy

1

sen¢

1

il ujw

cosé¢

basados en el croquis y apoyados en (LIV), por lo que toca a

la direccidn y , se tiene:
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a punto de despegarse:
S(A = 15 cos¢ = 12ft/seqg , l
1
.VA1 = 15 sen¢ = 9ft/seg = yA2 ; 2
)'(B =-20 cos¢ =-16ft/seg , g
1
y. =-20 sen¢ =-12ft/seq = y_ ;
51 32
de (LIx) H
mAXAZ * mBXB2 T mAXAI £ mBXB1 ’ . de donde:
sustituyendo valores, como m, =m, =m, se tiene: VA = (=10.4eas¢ + Isendli + (OSSR + IcosP)JT=
2
. A = (-8.32 + 5.40)i + (6.24 + 7.20)5=-2.921 + 13.443 , Yy
Ry TRy = 12 + (-16) = =4 ————ccmmm e (4a) ;
2 2
VB = (6.40c0s¢ — 12sen¢)i + (-6.4sen¢ - 12cos¢)j =
2

aplicando (LIIIp.e.) en la direccidn x: |
- = (5.12 - 7.20)1i + ¢3.84 - 9.60)j = -2.081 - 13.447 ;

3 -5 = ot AN E 5 ST e
XAz XBz E()(1*1 XB1) ' ad de wbvimiento

N &y
L

verificacidén de la conservacidn de la Cantﬁ

sustituyendo valores: lineal del sistema:

n ﬁl&l"":-" ‘"A:',.

. ! = = = v = i —204) = =5mi
Xa = Xg_ ~ -0.6[(12) - (-16)]— -0.6(28)= -16.8 ..(e) E mivi) m(15i) + m(-20i) p

2 2 i=1 1

de: (d) + (e): . -
( I m.V.) = m(-2.92i + 13.443) + m(-2.08i - 13.443) = -5mi (correcto).

X 5 =111)2

2x, = -20.8 , luego: x, = -10.4ft/seg ----- (£) ; 1
2 2

sustituyendo (f) en (d): Inciso b) La energia cinética, del sistema, instantes antes

del chogue es:

Xg = -4 - (-10.4) = 6.4 ft/seg =---——-—-——-- (g); i 2 2 -
2 me, = ingladng - 2fa9? e 20 ] - Tee25)
2 s Bl 2

luego, basados en lo obtenido hasta ahora,
y, la energia cinética después del suceso:




—
N
o

BC,=imvi+ iy =1 [(—2.92)2 + (13.44)% + (-2.08)% + (—13.44)2] =
2

%]
[ 8]
N
[\¥]

[
N3

[a.s + 18080 5008 4+ 180.6] =D(379) ,
2

por lo que, la energia perdida durante el impacto es:

B(625 - 374) = B(251);
2 2
finalmente:
$(251)
= x 100 = 40.2 , es el porcentaje de energia
—(625)
2

perdida durante el suceso.

MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

Basados en la definicifn de "Momento de la cantidad de movi-
miento lineal de una particula, con respecto al origen O de

un sistema de referencia fijo", podemos definir:

n
E =0 ;' b'd m.-\;. ___________________________ (LV)
(e] l=l( ot 1 1)

como el "Momento de la cantidad de movimiento lineal de un
sistema de particulas, medido respecto al origen O de un sis

tema de referencia fijo".

Ahora definimos:

como el "Momento de la cantidad de movimiento lineal de un

243

sistema de particulas, relativo a su centro de masa".

Se puede demostrar que, tomando en cuenta (LVI), (XLIII),

(XLIV) y (LV), se obtiene:

B = Byt T, - (LVIIT)
Ejemplo.- Tres particulas idénticas, de masas m , est&n

unidas por cables inextensibles, de pesos despreciables y
longitudes L ,como se indica en la figura. Si dicho sistema
se mueve en un plano vertical, de modo que la particula mar-
cada con el nGmero 3 tiene rapidez constante e igual a Ya 3
encuentre, refiriéndose al sistema descrito: a) La veloci-
dad del centro de masa, b) La cantidad de movimiento‘ﬁﬁxbviﬂ
c) El momé&ntum angular medido con respecto al centro de ma-
sa, y,» d) Verifique el resultado obtenido al resolver el

inciso inmediato anterior.

Solucibén.- Antes gque otra cosa, necesitamos valuar la velo-
cidad con que se mueve la particula 1, tomando en cuenta queo
(por las condiciones del problema) las velocidades de las

particulas 2 y 3 igualan voi. Basados en el croquis:
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X; st yi = L2 = .citer ; ) inciso c) aplicando (XLIV) obtenemos:
s VO vo q
derivando con respecto a t : 31 = v, - v, = (v cot)j - 5 (2i+jcots) = - —=°(21 - 2jcot8) ,
2x2x2 + 2y1y1 =0, 3 - - X Vs put= 1 vo( Ty
92:V2—vc= Vol —T(ljcot)—”T J v Y
de donde:
. xz . xz . -
= -~ Z(x,) = —=—(x.,) = {cotB)(x,) = (cot®)v_, . Y v ) ;
¥, v, 2 -y, 2 ( Y (x,) ( o 33 = ;3 L vc = "oi - —3°-(Zi+jcote) = - TO('l + Jjeot0) ;
luego: 2
aplicando (XXII):
Vs (vocote)] ; ycomo v, =v,=vi,
N | — 1 ) k
resolveremos ahora el inciso a: ?c =gl e m[(*lﬁelﬁﬂ)j]+mE10053)1] + m[(L+ 10056)1] F
(=1 We
v »sm‘
n o _ - B 2 ﬂ o -
Zm.v.=mv1+mv + mv, = L j k' ,!"I
j=1 11 1 272 3°3 \ = 3| (1 + 20088)i + (-sen®)3| :
ol T

= m[("oc"tﬁ)j] + m[voi]+m Voi] = my_ (21 + jootl) , entonces, al aplicar (XLIII), se obtiene:

entonces, de (XXXIX), se tiene: E51 T ;c = TN %I}“ste)i +(—senE)j:| i %m(1+2ms&) S j] i
E o |
vc ) i=1miVi o mvo(Zi + jcot#) L 22(21 - — Hz - Ez = ?c = ( Loos€)i - %[(1+2ms@)i+(—sene)j] Eh %{(l—oos“)iﬂ—senn)jjl i
M 3m 2
inciso b) By = ?3 - Ec = (L+LcosB) i- I§‘[(1+2cose) i+(—sen(l)j] = = %:(—2-cos@)i+(—sen' il
del inciso a: iglmi;i = mvo(2i + jcot0) ;

de la definicién, (LVI), empleando lo obtenido hasta aaqui:




246
5t 3 k
. ns_ - L mv_
Hc =i:1 Dix mipgl® \- 3/\- 7 (1+2cos8) (2senb) 0 +
2 (-2cot#8) 0
i j k
L nv
2 (— §)(— —39) (1-cosb) (-sen8) of +
il cot® 0
aL 3j k
L mv
+ <— §>(— —39 (-2-cosB) (-sen®) 0 :
-1 cotb 0

desarrollando obtenemos:

mLv 2 2
o= o (__2cose _4cos'8 _ L6 ) + (cose _ cos“6
send ~ sen? Bt send ~ senp - Semd ) +

2
- 2c0s6 _cos'6 _ s
" S sen 5@9’]"—

mLv o) mLv
o o _ 6oos™6 _ 3cosb _ - o 2 2
=3 ( =0 > 73 6senf)k = -9—3(6005 6+3cos6+6sen” 0)k

que puede expresarse Como:

) vao vab
Hc = - m(s + 3cos6)k = - m(z"'cose)k'
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inciso d) como, en este ejercicio ;1 Yy ;1 r By ¥ Vi

r, vy 33 , son colineales, partiendo de la definicibén res-

pectiva, obtenemos:

n -
H = I v.1=T v + T v, T v, = +0=0 —
H, = J._El(rimivi) = Tom T, + Ty, + oy 0+0+70 (A

por otro lado, tomando en cuenta resultados obtenidos en los

incisos a y ¢c:

! |
al 9] k
o v
T ox Mv_ = |2]||3m(-2) || (1+2cos8) (-sen8) 0] =
c c 3 3 =
L2 'n‘w“ W
2 cotb 0 . :
AN o
‘ Y
-~ S
_ mLv feose . 2cos?8 + 25ene}k ' e ¢ TV
3 sen@ senf
de donde:
mLv mLv
- - 2 _ ] R
rcxmc = Hog (cos® + 2c0s 6 + ZSesz)k = 3zen 9(2 + cosf)k (B) v

sustituyendo () y (B) en (LVII):

mLv
= 2 + ﬁ ;
] 35356(2 + cosf)k -

despejando:

vao
g = = + ¢]
Hc Tg-B-EE-B-(Z cosf)k ,

con lo cual queda verificado el resultado que obtuvimos para

el inciso inmediato anterior.
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RELACION ENTRE EL MOMENTO, CON RESPECTO A UN PUNTO, DE LAS

FUERZAS EXTERNAS (QUE ACTUAN SOBRE UN SISTEMA DE PUNTOS MASA)

Y EL MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL (DEL SISTEMA

MENCIONADO) MEDIDO CON RESPECTO A DICHO PUNTO.

Consideremos primeramente el momento con respecto al origen
de un sistema de referencia fijo. Tomando en cuenta las fuer
zas internas y externas, que obran sobre cada una de las par-

ticulas del sistema en estudio, se tiene:

0
G
n n n >@ n nf n =
M =2 |[Ex(FsriF |-z (E‘. >+£ Tx1T,, =x(;.x )
S e = Ay A | e I | N
| #i i

luego, basados en el "Teorema de Varignon", podemos escribir:

Eo =T X F memmmmmm (LVIII);

por otro lado, recordemos que:
-— n — —-—
H = z (ri x miv1.> ----------------- e m e (LV) ;
i=1

derivando ambos miembros de esta expresibn, con respecto a t ,

obtenemos: i}
A
e S
- n - n = n i
H =12 (F. X m v,) + I <; X m.a ) = I G\ X m,a )
o ;-9\ 1 i'i i=1 al i~i =\ 1 i1

que puede expresarse, tomando en cuenta (XXXVII), como sigue:
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i) n ( n -
Hi =2l < CRE B 3 Sag) ML -
°© i |1 AL =1 1j
J#L

basados en esta GGltima expresidn y en la que sirvi6 de base

para obtener (LVIII), podemos escribir:

Procediendo de manera anfloga puede obtenerse que, aunque
(generalmente) el centro de masa de un sistema de particulas

C , sea un punto mbévil, se cumple:

h)

donde, obviamente, EE , representa la suma de’éis mo&enfbs g
=

Y A
de las fuerzas (gue actfian sobre las diversas partféulas del

sistema) con respecto al centro de masa.

RELACION ENTRE EL IMPULSO ANGULAR Y EL MOMENTO

DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

Multiplicando ambos miembros de (LIX) por dt e integrando:

2 2 2 % 2
[ Tl (-] - -

que también puede escribirse:

2
n n
Mmat=| & |z, »m;¥v - z(i:' xm.F)—(LxI);
]o [=1( ol ii)]z L-":l i 11]1

1

andlogamente, de (LX), puede obtenerse:

fﬁcdt = (H), - (H),
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2
A las integrales de tipo 1.Edt se les conoce como "Impulso

angular", razbén por la cual decimos que (LXI) y (LXII) nos
muestran la relacibn entre el impulso angular y el momento
de la cantidad de movimiento lineal, obtenidos con respecto

al origen y con respecto al centro de masa, respectivamente.

CONSERVACION DEL MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL.

Si durante el movimiento del sistema de particulas en estu-
dio, la suma de los momentos, con respecto al origen (de un
sistema de referencia fijo), de las fuerzas que obran sobre
las particulas que forman dicho sistema es nula, o el impul-
so angular respectivo es nulo, todo esto entre dos instantes

cualesquiera 1 y 2 , la ecuacibn (LXI) se transforma en:

n n
I:igl(fixmi?r‘i)] - [ifl(;ivxmi;’_i):l =0, —-- (LXI")
= 2

1

conocida como "Principio de la conservacibn del momento de -
la cantidad de movimiento lineal, de un sistema de particu-
las, medido con respecto al origen de un sistema de referen-
cla fidser' s

An8logamente, si la suma de momentos, respecto al centro de
masa del sistema en estudio, de las fuerzas que obran sobre
las partfculas que lo forman es nula, o el impulso angular
respectivo es nulo, todo esto entre dos instantes cualesquig

ra 1 y 2, la ecuacibn (LXII) se transforma en:

Z¥l1

n . n .
l:iil (pi v mipi)L ’ [iil(pixmipi)]1= M

que se conoce como "Principio de la conservacibn del momento
de la cantidad de movimiento lineal, de un sistema de partIcE

las, medido con respecto al centro de masa'".
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D.4) DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

D.4,1) ECUACIONES DE_MOVIMIENTO

MOVIMIENTO PLANO DEL CUERPO RIGIDO. PLANO DE MOVIMIENTO.

Consideremos un cuerpo rfgido, cualquiera, que realiza un mo
vimiento plano. De acuerdo con la definiciftn de movimiento
plano, durante el mismo, todos los puntos del cuerpo descri-
ben trayectorias planas, en planos paralelos o coincidentes.
Para tratar de aclarar un poco mis esto, nos auxiliaremos -
del siguiente par de croquis, donde el primero de ellos nos
presenta al cuerpo mencionado visto de frente, en tanto que
el segundo nos lo muestra de lado; C es el centro de masa de

dicho cuerpo.
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Siempre y cuando no est& restringido el movimiento de A, B,
C o D, estos puntos describirfn trayectorias planas que
en el caso de A, C y D (o B, C y D), estarn contenidas
en planos paralelos, en tanto que A se mover& en un plano
coincidente con el plano en que se moveri B, es decir que A

y B se mover&n en un mismo plano.

Moviéndose, o no, el centro de masa del cuerpo, definimos co
mo plano de movimiento a aguel que contiene a C y es parale-
lo, o coincidente, con el plano en que se mueve cualquier

otro punto del cuerpo mencionado.

Durante el estudio de la "Din&mica de sistemas de puntos ma-
TR P

r, ;
sa” se vib que: /1 ;\] ™ k.
i ® e L

E=yfa. | w— ===, '()EL(I')q

y 1]
. D L4 &l

H.o= I p, xm.p e Tt ——————— (LVI) ;
il e

la ecuacibn (XLI) es una de las dos ecuaciones b8sicas para
estudiar el movimiento plano del cuerpo rigido, obtengamos

la otra.

Si el cuerpo rigido en estudio describe un movimiento plano,
durante el cual todo segmento rectilineo suyo, alojado en el
plano de movimiento (o en un paralelo a &ste), se mueve con-

una velocidad angular w , se tiene:
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__:2‘

donde todo vector es paralelo al plano de moviqiento (o

Ei
Se encuentra en &ste) y va de la particula i (de inter&s) al

eje que pasa por C y es perpendicular a dicho plano; en es

tas condiciones, de (LVI):

n n
H=z[3 xm(ExE)]=zm.[Ex(ExE.)J;
Y 4 i 4=1 1|1 i
como @ X Ei es un vector perpendicular al plano formado

por u y Ei , los cuales a su vez son perpendiculares, se

tiene que ic , vector perpendicular al plano formado por Ei

Y © x Ei , lleva la direccibn de w (perpendicular al plano
n

de movimiento) y su magnitud viene dada por I mimp . Basa
i=1 -

dos en esto filtimo, podemos escribir:

n
B, =Z (m wp 2y = [ Zl(m )] , donde p, = ‘Eil.’

O sea que:

H =Iw (LXIII);

al producto ICB se le denomina "Cantidad de movimiento angu-

lar de un cuerpo rigido", donde Ic es el momento de inercia
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t{de la masa del cuerpo en estudio) con respecto a un eje per-
pendicular al plano de movimiento y que pasa por el centro

de masa del s6lido.

Derivando (LXIII) con respecto a t:

H, = Ic(g-i“’?), o bien, H_ =13 (IXIV),
y como:
HC = MC ----------------- g (Lx) v

donde ﬁe es el momento de las fuerzas (y/o pares) que actfian
sobre el cuerpo en estudio, respecto al eje mencionado que

pasa por C , podemos escribir:

M =Ia (LXV) ;
o C

esta ecuacibn es la otra que buscé&bamos, para poder estudiar

el movimiento plano del cuerpo rigido.

Puede decirse que la ecuacibén (XLI) describe el movimiento

‘A-
3

del centro de masa del cuerpo en estudio, en tanto gue“la
I

(LXV) nos describe el movimiento angular de dicho sGlido\

Estas dos ecuaciones, fundamentales para estudiar el movi-

miento plano, pueden agruparse gr&ficamente como sigue:

Ma
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ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LOS DIFERENTES TIPOS DE MOVI-

MIENTO PLANO DE UN CUERPO RIGIDO

A partir de aqui veremos las correspondientes a:

a) Traslacién (ya sea "rectilinea" o "curvilinea"),

b) Rotacibn en torno a un eje fijo (ya sea "bari-
céntrica" o "no baricéntrica"), y.,

c) Movimiento plano general.

MOVIMIENTOS DE TRASLACION

Si un cuerpo rigido esti animado de un movimiento de trasla-
cién, definido &ste al estudiar la cinemdtica del cuerfo ri-
gido (p4gina 46), su aceleracibén angular, a , es nula y el
sistema de fuerzas aplicadas se reduce a un vector, que pasa
constantemente por el centro de masa e iguala (en magnitud,

direccibén y sentido) al MEE.

Por consiguiente, las ecuaciones que emplearemos para resol-

ver problemas de movimientos de traslacibn son:

[ T
Fi= iigg - = - -—— (XLI)
y/o
R E - TISSECERSEE TR (Lxv,)
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La ecuacién (XLI) puede descomponerse, segin nos convenga,
atendiendo al tipo de movimiento que describa el centro de
masa del cuerpo en estudio, o al tipo de fuerzas que ac-

tfian sobre dicho cuerpo, por ejemplo en:

FX=MSEC' Yy Fy':Myc

o bien en:
° 2
(Sc) a
c

]
]

Ejemplo 1.- Una barra uniforme AB , de 2 kg de peso, estf
articulada en sus extremos a correderas, de pesos desprecia-
bles, que pueden desplazarse libremente sobre sendas vasillas

lisas horizontales, como se indica en la figura.

Si el conjunto estd situado en un plano vertical y en A se
aplica una fuerza P , de médulo constante e igual a 5 kg,

como se muestra, calcule: a) La aceleracién de la varilla,

<

y, b) Las reacciones en A Yy B. A .
P .
Yy
B T BiELiu,
s o 4
— X
B 30° f=§
2
Solucién. -

inciso a) Como el centro de masa de la barra realiza un mo-

vimiento rectilfneo, en la direccién x mostrada, se mueve
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-

con una aceleracién a_ = a 1i. desarrollando los productos:
(c] (c]

D.c.l. de la barra, durante el movimiento: %[_RACOS3OO 4 Beend0® 4 RBcos30°]k =7,

que se cumple para

R - & = 295830 _ seandbe 2.886 ) ~-o-_-=cit (a)s
- cos30°

de Fy = Myc:

RA TR 2 = M(0), de donde v RB =2 --—— (b);

sumando miembro a miembro (a) y (b):

2R, = 4.886, de donde R = 2.443 kg --------—- (c),

sustituyendo (c) en (b) y despejando:

2 2
5 = [gfﬁi]ac , de donde: a = 24.525 m/seqg” ,

Ry=2 - 2.443 = -0.443 kg ~-==——r—m-———v em———= (d),

N

luego:

da: « X

'»’v"{’.’

‘J:' -
finalmente, tomando en cuenta (c), (d) y la ni}3Ci6? emplﬁﬁﬁ,.
A

&, = 24.5251 m/seg? ;

por tratarse de un movimiento de traslacidn, las aceleracio- ﬁ; = 2.4435 kg , v, ﬁg = -0.4435 kg , ‘ \
nes de todos los puntos de la barra igualan a la del centro .
de masa de &sta. Entonces: - .
R, = 2.443 kg § vy, TR, =0.443 kg,

o . 2

. 24.5251 m/seg
inciso b)

Ejemplo.- Un bloque de peso 10 kg se coloca sobre una plata
de M_=T: =
c

forma que pesa 2 kg y est8 sujeta mediante tres hilos, como

[(_ 1500530°)i]x[RAj] " [(_ L 30°)j]xf:5i]+[(%'cos30°)i]XI:RBj] e se muestra. Calcule las aceleraciones (del bloque y la pla-

taforma) inmediatamente despu&s de cortar el hilo AB , supo-
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niendo: a) que el bloque est& rfgidamente unido a la plata
- 12 -
forma, y, b) que el coeficiente de friccibn entre el bloque 12 cos 60° = g oc , - donde.‘ ap = 0.59 .

y la plataforma es nulo. luego, la respuesta a este inciso es:

E G — - )
% = Heo =HL W 0.5g2t = 0.5g 60°
: :
0 . 30} -
L L L ! inciso b) los cuerpos no estfn unidos y el coeficiente de
2 w1 fricci6én (entre ambos) es nulo por lo que, luego de cortarse
L - el hilo AB, la plataforma iniciar§ un movimiento de trasla-

cién curvilfnea, en tanto que el bloque realizar@ una trasla

Solucién al inciso a)
cibén rectilfnea (&sta en direccidn vertical).

El bloque y la plataforma constituyen un s6lo cuerpo rigido
(de centro de masa C) que, luego de cortarse el hilo AB , - D.c.1l. en el instante en que se rompe el hilo AB:

realizar§ un movimiento de traslacibn curvilinea.

D.c.l. en el instante que se rompe el hilo AB; en este ins- E G
4 \.: *n
tante S_= 0 : " 'T /T A
c 1 / V4 “
” ~ S~ ! o
el £ | ~ ' !
A /309 /'30°} /3001 '
=Rt B — CISSR T e S [T T T T T T Tt 1 W :
/E '11' 'TG i : ’ ; a | N
r~ 2 y y 7 ! 4 !
ro 5/ 2 ’ : - N ’
// 300: ,1’ 30 ,'300} '1900 // . ,I l
’ ’/ ,/ TB \\\.‘ TDG Yy
= "!k ?oo ,// ’,’ \\‘\ ;'/7 _:
TBE ‘~\\ ,/ TDG BE— e X =D
™ /’
- . b / / WH = 10 kg
) e e S
A~H 30 5L »3
B Dt M 1D ~& o
F Naets /- & _go X — ‘Ei]
IA"—- 600 ’ @ &
/' 309 a, ﬁ,ﬁgo‘, ! \e
= = N
/ 2 \ Won ™ 229 i
(Zn et
Yw=2+10=12 kg %y
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partiendo del d.c.l. de la plataforma, aplicando f e M"s'c: ; finalmente, tomando en cuenta (h) e (i), el resultado para
_ 2 este inciso es:
(N+2) cos60° = EaBD ——————————————————————————— (a),
&= 2 = 4 1
e t t .C. 1. = M Lot =
n tanto que del d.c.l. del bloque, aplicando FY My s | b § % p =39 ;,GDON
_ 10
10 N = e e s (b) ;
como en cualquier instante:
- MOVIMIENTOS DE ROTACION EN TORNO A UN EJE FIJO
(aBD) SE B85 B R e S e S =S E e S (G)F,
y H
para este instante de interés: :
En estos tipos de movimiento, las particulas de los cuerpos
° B Q| vt e e e - - - ———— — -
appCcos60 SR (@) rigidos se mueven en planos paralelos entre si, perpendicu-
de (a) y (d): lares al eje fijo con respecto al cual giran,describiendo
gad 2 2y . circunferencias cuyo centro se encuentra situado en dicho
(N+2)COSGO = g (m ’ de donde:
' eje..
o = %(N+2)c05260° S g_(m.z)(o,s)2 —= %(N+2) -—= (e), Si este eje, denominado "eje de rotacibn", corta al cuerpo
sustituyendo (e) en (b): en estudio, las particulas de éste situadas en dicho eje ca-
10 recen de velocidad y acelera¢ibn.
10~N = ?[%(N+2)], luego, 80-8N = 10N+20 ,
Existen dos tipos importantes de movimientos de rotacifén en
de donde:
60 10 torno a un eje fijo: "Baricéntrica" y "No baricéntrica".
4 == 9 Y g (£);
de (f) y (e), obtenemos: ) ROTACION BARICENTRICA
10 1S 2 i
I R I P =F
Cuando un cuerpo rigido, sim&trico con respecto a un plano,
al sustituir (h) en (d): gira alrededor de un eje fijo perpendicular a dicho plano y
aBDc0560° = % T 5 que pasa por el centro de masa del s6lido, decimos gque se mug
n -
que implica: ve con una rotacibén "alrededor de un eje que pasa por su cen
A e s 2 R - —— | tro de masa" o "baricéntrica".
i  .¥ss

Es evidente que, en este tipo de movimiento, el centro de ma

sa carece de aceleracibn, por lo que el sistema de elementos
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aplicados al cuerpo se reduce a un par que iguala a IcE.

Asi pues, las ecuaciones que utilizaremos para resolver ejer
cicios de cuerpos rigidos que realizan rotacibén baricé&ntrica

son:

F=0 - (XTI )

R.B.

aunque en algunos casos bastard con emplear la (LXV).
\

Ejemplo.- De la cuerda enrollada al volante de la.figura
pende un bloque, cuyo‘Peso es 20 kg, como se muestra. E1 vo
lante pesa 200 kg y su masa tiene un radio de giro de 0.75m
con respecto al eje de rotacién que, a su vez, pasa por el
centro de masa del volante. Si el sistema parte del repodso,

calcule la rapidez del bloque luego de que éste se ha despla

zado 2.5m, despreciando el rozamiento asi como la masa de la '

cuerda. i
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Solucién.- Desde que el sistema inicia su movimiento, el
blogue describe una traslacibn rectilinea y el volante realdi

za una rotacién baricéntrica. *

D.c.l. en un instante cualquiera del movimiento:

T
s " L8
WB = 20 kg

B -
L

para el bloque, de F_ = My_:

-20 + T = (-a_ ) ==————=—=me-——————s—em———eses (1),

péra el volante, de ﬁe = ICE:

a
(-21) x( ) = 222¢0.75)2(- 2 ,
g g 2
de donde:
~-2Tk = - E'—zseBk ¥

g

que se cumple para:

T=M-§a e o e o o e e o S O S e (2),

B
g9
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restando, miembro a miembro, (1) de (2):

20:%3' O sea: aB=_2E_.’
g9 48.125

que implica:

a

- )

48.125

haciendo EB = 95 =(ﬂ’.)j = (v dy j = v 3=,
at \at ay ay

por igualdad de vectores, podemoé escribir:

vdom. . - 209 ’
dy 48.125

de donde, separando variables e integrando, obtenemos:

2
Eow - BUL g
2 48.125

de v=0, para y = 0:

C_l = 0 , teni&ndose ahora:
v = - Alay
48.125
entonces, para y = - 2.5 m , obtenemoss
Vz _ _ 40(9.81) (-2.5) = 981 _ 20.3844 ,

48.125 48.125

por lo que la respuesta a este problema viene siendo:

v = -\I20.3844 = 4.515 m/seqg.

267

ROTACION NO BARICENTRICA

Se define como el movimiento de un cuerpo rigido que gira al
rededor de un eje fijo que no pasa por su centro de masa, C ,
lo que motiva que &ste describa una circunferencia alojada

en un plano perpendicular al eje de rotacién.

Si O es el centro de la circunferencia descrita por C , al

ser’ w y a 1la velocidad y aceleracién angulares (respecti-
vamente) de la recta OC , haciendo IEE] = d , los mb6édulos de
las componentes normal y tangencial de la aceleracién de C

resultan:

Representemos gr&ficamente a la aceleracibén angular del cuer

po Yy a las aceleraciones normal y tangencial de su centro de
.

masa, todas ellas consecuencia del sistema de los elementos

(fuerzas y/o pares) aplicados sobre el s6lido en movimiento.

e

Man Mw™4

Ma = Mad
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Tomando momentos con respecto al eje (perpendicular al plano
de movimiento) que pasa por O , de los elementos masa-acelera

cibn:

1

M = (I )k + [(d)cp]X[(Mad)e¢:l = (I,0k + (Mudh)k ,

O sea:

|
[

2 - S
(Ic + Md")ak = (Ic + Md e

que basados en los teoremas de ejes paralelos para momentos

de inercia, puede escribirse:
= St A LR ——————e (LXVI),

donde Io es el momento de inercia (de la masa del cuerpo)

con respecto al eje de rotacibn.
»

Basados en lo anterior podemos decir que, las expresiones
que regir&n para resolver problemas de cuerpos rigidos que

realizan movimientos de rotacibn no baricéntrica son:

(XLI)

]
B
[
|
]

F

M =10 ———=—mmm————— e - ———=~ (LXVI)
o

aunque la primera de ellas, de ser necesario emplearla, pode

mos descomponerla en:

F_ = Mu’a ¥ F, = Mad .
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Ejemplo.~ Una esfera homogé€nea, de masa M y radio R , descan
sa sobre el borde de la superficie que se muestra. Si comien
za a rodar, sobre el borde mencionado, con una velocidad angu
lar pequena que puede despreciarse, y el rozamiento entre la
saliente y la esfera es suficiente para evitar que &sta des-
lice, determine el &ngulo ¢ con que abandonér& el borde.
¢Cufl es su rapidez angular cuando lo abandona?

I
P
¥ |

\
posicibn de partidasUs

Solucibn.- La esfera realizar& un movimiento de rotacibén no
baricéntrica, en torno a un eje (perpendicular al plano de
movimiento) que pasa por el punto de contacto con el borde,

en tanto no salga despedida.

D.c.l., de la esfera, mientras realiza la rotacibn no bari-

céntrica descrita:

@ = -ak, a > 0 .
—
X
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basados en el croquis y tomando en cuenta el teorema de ejes

paralelos para momentos de inercia, se tiene:

I =1 + M(R)2 = gMRz + MR? = ZMRz, con lo que,
o c 5 5

[(Rsene)i:lX(-ng) = ZMRz(—ak) .
5

que desarrollando productos puede escribirse:

(-MgRsenf)k = - zMRzo:k r .
5
que se cumple para:
@ = Slmemg e e e e e e (a)

haciendo ¢ = — = — — = p— , podemos escribir:

w—d—w = 22sene o
de 7R

separando variables e integrando:

m2 5
£ = - 2dcos8 + C1 '
2 7R

de w =0, para 6 = 0:

0=—2‘1+C ,dedondeC1=si
7R . 7R

?

teniendo ahora, luego de factorizar:
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e = 199(3 - cose) = = — B
7R
2
entonces, de Fn = Mw d:

109y _ cos8) |[R , ——--mmmmm—m—-- ()

Miggcosé - N = M ({al cosB) [R , '

' 7R

como, en el instante en que la esfera est& a punto de despe-
garse, N toma el valor cero al tomar 6 el valor ¢, basados

en (c) podlemos escribir:
Mgcos¢ - 0 = -—9-10;4 (1 - cos¢) «
de donde:

10
L7gcosé = l—oMg , que implica: ¢coOs$¢ = =— ,
7 7] 17

o sea que:

[0>) ang cos .0 ¥
[ = — T
157,

finalmente, para esta posicibn, tomando en cuenta (b):

— 102<1_1_°.) = e
7R 17 17R

que es la rapidez angular pedida.
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CONDICIONES NECESARIAS PARA QUE UN CUERPO RIGIDO, CIRCULAR Y

HOMOGENEO (SIMETRICO CON RESPECTO AL, PLANO DE MOVIMIENTO) ,

RUEDE SIN DESLIZAR.

Obtendremos estas condiciones puesto que son de gran impor-

tancia, en muchos problemas de movimiento plano. Sea el cuer

po rigido, circular y homogéneo mostrado en la figura.

Posiciébn I

Posiciébn II

Si pasa de la posicién I a la II , rodando sin deslizar,

deber& cumplirse:

S = RO --

(LxVII),
derivando con respecto a t , obtenemos:
§ = RO
que implica:
PO o e = (LXVIII) ,
derivando de nuevo, se obtiene:
a_ = R ——==—ceeee—- - (LXIX);

273

las ecuaciones (LXVITI), (LXVIII) y (LXIX) son las condiciones

buscadas.

MOVIMIENTO PLANO GENERAL

Todo movimiento plano que no es de Traslacib6n, ni de Rota-
cibn baricéntrica, recibe el nombre de "Movimiento plano ge-

neral".

Sin embargo, el movimiento plano general de un cuerpo rigido
puede descomponerse siempre en una rotacidn, alrededor de un
eje perpendicular al plano de movimiento y que pasa por su

centro de masa, y una traslacién.

Entonces podemos decir que, desde el punto de vista de la Di
nd8mica, el movimiento plano general de un cuerpo rigido (que
posee un plano de simetria, coincidente con el de movimiento)

se compone de una Traslacibn y una Rotacibén baricéntrica.

Por lo anterior y recordando lo visto al iniciar el estudio
de la Dinf@mica del cuerpo rfgido, las ecuaciones b&sicas pa-

ra estudiar el movimiento plano general son:

M, =104 --——-—m—mmmmmm e e o (LXV)

Ejemplo 1.- Una esfera homogénea de peso W y radio R tiene
un cable enrollado, en una circunferencia, como se indica en

la figura. Si dicho cable es muy delgado, flexible, inexten
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sible y de masa despreciable, adem8&s de encontrarse empotra- —
c o
do en uno de sus extremos, y la esfera se suelta: a) ¢Cuél a
2 W e
-Ri i = = =R "“-"k)
es la rapidez del centro de masa luego de haber caido una (-R1) > (T3) [5 g ]( R !
distancia h?; b) ¢Cuél es la tensibén en el cable?
de donde:
~-RTk = - 4 ERack .
549
que se cumple para
Dos Uy e = -—= (2);
5.4 9
Solucibén.~ Aunque en este caso no se tiene un movimiento de
rodadura sin deslizamiento, es aplicable (LXIX) ya que por ser SeaEapAEE TS @ TFCHIEGIREETCEN T
inextensible la cuerda, despu€s de soltarse, si la esfera gi W = 1¥, , de donde a, = ég e cte. -~ 8) ,
c 7
ra un &ngulo 21 el centro de masa baja 2wR. 59
D.c.l. en un instante cualquiera del movimiento: que implica Ec = §g+ :
7
Ve d iabl i do:
- \\\f aeileas a_ = vg -E_ , separando varla, es e integrando:
Y B 2.5 0Ty o
2 PR o
v : w
X 26 =§gy+c1 ’
2 7
= - j = 0 ()3 (C =0 Y:
W a,=-aj ., a > 0 de Y s para y 1 )
i r 2 _ 10
a & == g s dg > g = Y «
2 iy
de F. = My : . |
Y - entonces, para y = h , se tiene:
T W = E(—ac) e e (428) 5
= i 10
v =4=—gh =
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finalmente, sustituyendo (3) en (2), se obtiene:

Ejemplo 2.- Un cilindro circular homogé&neo, de radio 2 ft y.
peso 161 1b , rueda sin deslizar, sobre la superficie horizon
tal de la figura, sujeto a la accibén conjunta de un par de
magnitud T = 100 — 0.4t y una fuerza horizontal de médulo

P = 100 — 0.1t2 , donde t estfi en seg, P en 1lb, vy T en
1b - ft. Si en el instante t = 0 el centio, C , presenta
una velocidad de 5 ft/seg hacia la derecha, determine la ve-
locidad de C cuando t = 3 seg, respetando 1o§ sentidos

mostrados para los elementos mec&nicos.

7 = oo

Solucibn.- Supongamos Fr y Ee con sentido hacia la dere-
cha; tomando en cuenta que el disco rueda sin deslizar, asi
como el sentido supuesto para EE , el cuerpo adquirir&d una
aceleraci6én de magnitud [EEl/R = ac/2 , en el sentido de las

manecillas del reloj, teniéndose las siguientes condiciones

durante el movimiento:
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100-0. 1¢2 c fte > B
- x —
‘_) a

a = --éﬁc, a_> 0

161 1b_

= 5 1b segz/ft , en tanto que

como M =

32.2 ft/seq>

2
1 = Imr?= 1(5)(2)% = 10 1b.ft.seg” ,
e 2 2

-

tomando en cuenta el sistema de referencia indicado junto al

cuerpo, de Fx S ch:

2 —— - ——— —— - —
By — (100 - 0.1t") = 5ac .

y de Mc = Ica:

a
(¥23) x(F_ 1) - (100 - 0.4t%)k = 10(- ?"k)

que se cumple para:

2F k - 100k + 0.4t°k = -5a k ,
r C

o sea para:

“F + 50 - 0.2t% = 2.5a e &
35 % [ ]

1),

(2);
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sumando miembro a miembro (1) y (2), obtenemos:
que se cumple si:
-50 - 0.1t> = 7.5a 2
) e F - 50 % 0.2t% = 2.85a —See ol ruseooooobancd (b) s
r c
de donde:
restando (b) y (a), miembro a miembro, obtenemos:
2 e —l—(50 + 0-1t2)<0 , ¥t , que contradice lo g
e 50 + 0.1t2 = 7.5a_ ,
supuesto. (o)
de donde:
Supongamos ahora que, durante el movimiento del cuerpo, el
_ 2
centro de masa del mismo tiene una aceleracién dirigida hacia a, '~;‘;‘50 +0.1t7)>0 , %t ,

la izquierda, en tanto que continuaremos considerand ue la p .
q ’ a ® 8 que es congruente con la filtima suposicibén hecha, y que im-

fuerza de friccién tiene sentido hacia la derecha, tenié&ndo-

plica:
se en estas condiciones:
g =2L(50 + 0.1t%)i ;
il
_ &
¥ a =-a.i , & 20 . haciendo P separando variables e integrando:
c © dt
x e
— 7. o + SEEERN T,

c 1

= 2 7.5

a = Tk » aC > 0 ‘

tomando en cuenta las condiciones iniciales del problema,

Tomando en cuenta los valores de M e I _obtenidos antes, - .
© f asf{ como el sistema de referencia empleando al resolverlo,

de F_ = Mk : .
X c podemos decir que:

F_ - (100 - 0.1t%) = 5(-a ) —==--m-mmmmmemoee (a),

;e = 5i , parat = 0 , que implica 61 = LI
y de ﬁé = ICE:
luego:

a
(~23) x(F 1) - (100 - 0.4t%)k = 10(_Ek) ,
2

v = |- _l_(50t + g;lt3) + 5|i ,
- 7.5 3
que, efectuando operaciones, puede escribirse:

entonces, para t = 3 seg:
2
2Frk - 100k + 0.4t%k = Sack '

1
g - [‘ 7-5(150 + 0.9) + 5]1 =-15.024 ,
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de F_ = MX_:
por lo que, la respuesta al problema planteado es:

x (o]
_ N1 = E“c e T R T e & (a),
%= 15.12 ft/seg +— g
de Fy = Myc
_ T e O
Ejemplo 3.~ La barra delgada de la figura es homogénea, pesa 2 g
W , Y se suelta cuando 6 = 60°. Si en sus extremos estd ar- de M =1 a:
c &

ticulada a correderas (de pesos despreciables) y éstas se

; 1 wW.2
mueven sobre varillas lisas (rigidas y fijas) calcule la ve- [(Egene)i]x(sz)+[(£cose)j]x(ﬂ1i) = {:5 L, ]uk ;
2 2

9
locidad del centro de masa de la barra, cuando &sta adopta

la posicibén horizontal. que desarrollando productos puede escribirse:

2
WL
N_senf - N1cose Iy = B ok ,
2 2 12g
de donde obtenemos:
44£ N _senf - N cosé = L — -~ (e)i
‘V'i 2 6g

procediendo como lo hicimos al estudiar la cinemftica de una

T e— A RN ST barra como la de este ejercicio (ver pdgina 59) se obtiene:
Y i L @ L
Z a = (Ekcose _ W leene)r - (22send + —<cos8)J ,
% 2 2 2 2
que implica:
e WL (@)
x = oL osf - ©w end —————=mm—e—mme————s——— o
© 2
S - == 2 X
y
Nz
= 2L g0) —mmmmmmmmmmmmmmmm e (o)
¥, = - (%2send + —cosb) -~====—T-—T="TT

o P 2
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sustituyendo (d) en (a), y (e) en (b), se obtiene: T h
sSe ahora:

WL 2
N, = —(acosf - w'senh)) ——————cmmmme
e (£), o = lLi(% - cos®) - -- (1),
e
de donde, para 6 = 90° (cuando la barra toma la horizontal):
N = — W—L 2
5 w (e Ircosio)lomts- At S .. (9);
2g 4
0 2PLE - 0) 52 s ()5
. 2 2L

sustituyendo ahora (g) y (f) en (c), obtenemos:
entonces, como al resolver el ejercicio de cinem&tica del

Wsenf - &(asenze - wsimGooss) - E(umsze & P heminond)” = WL cuerpo rigido (mencionado en éste, antes de dar la expresién
6g

29 2g
de Ta'c) se obtuvo:

reduciendo términos semejantes: - WL wl
vy =(—cose)1 - (——senﬂ)J '

2 2
_ WL 2 2 WL
Wsenb [-2—01] (sen"8 + cos“6) = — a , para 6 = 90°, tomando en cuenta (j) , obtenemos:
g 6g
i
et ¥ b
de dondet B v L B (L -y -
-.';,:-v'" ¥ =( —-3-]—(011 —( =d —(19J=- clige A
. et m.sénﬁ = —-—ZWL a , e R . .
L 3g . 4 §
que implica: que es la respuesta a este ejercicio, misma que puede darse
también como:
R T s R e i iy (h) ;
2L ) ¥ = llEEE-.J, :
(c]
yeg
haciendo a = a0 1
—wde , separando variables e integrando:

2 Nota.- Si se hubiera pedido encontrar el m&dulo de las fuer
L) 3g

2 - 21, .t ¢ - zas ejercidas sobre las correderas, para un Sngulo 6 cualquie
ra, hubiera bastado con sustituir (h) e (i) en (f) y (qg).

de w= 0, para 6 = 60°:

3g
0=~39d 4 C,  de donde C, = .
2L 2 41,
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Ejemplo 4.- A un cilindro homogéneo de peso W y radio R se
le sujeta, sobre el plano inclinado mostrado, en la posicién
que indica la figura. Si se le suelta, y el coeficiente de
friccibn entre las superficies en contacto es 0.1, calcule:
a) La aceleracibn del centro de masa, b) La aceleracién

angular del cilindro.

Solucibn.- D.c.l. en un instante cualquiera, luego de sol-

tar el cilindro:

de Fy = Myc:

~N + Wcos30° = M(0), luego N = 0.866W ,
con lo que

BN = 0.1(0.866W) = 0.0866W —=—couemmommmme o (a)

(donde uN es el valor m&ximo que puede adquirir el médulo de
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la fuerza de friccién, ejercida entre el cuerpo y el plano

inclinado sobre el cual se mueve);

x Cc
° w
wWsen30°- F = - e——mcceccccccecmemc e e —————— (b) ;
r [
Cj
de M = I a:
(o] (o]

e
v
(RN %(-F Y = [l ﬂnz]uk -
2 g

que, desarrollando los productos, nos permite escribir:
(F_ Rk = [1nz]ak :
L3 2
9

que se cumple para:

(b) y (c) son v&lidas, ruede o no sin desfiza{_g&.p;iindéb;
;r‘
durante el movimiento.

Continuaremos ahora, suponiendo que se cumple la igualdad:

o sea que supondremos que el cuerpo rueda sin deslizar duran
te su movimiento, obtendremos el m6dulo de la fuerza de fris
cién necesaria para que esto sea posible y compararemos E&ste
con el valor dado por (a), para luego de esto poder dar la

respuesta al problema.
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Sustituyendo (d) en (c), se tiene:

. Lt
i - de donde 2E TSV AN e T (e)

2g r g c ’

restando (b) y (e), miembro a miembro, obtenemos:

’

Wsen30°—3Fr =0

de donde despejando se obtiene:

(valor del m6dulo de la fuerza de friccién necesaria para

que el cuerpo ruede sin deslizar),
Como, tomando en cuenta (f) y (a), se tiene:

0.1667W > 0.0866W = uN

4

conclufmos que el cuerpo rueda deslizando, durante Su movi-
miento, sujeto (adem&s del pPeso y la fuerza que sobre &1 ejer

ce el plano inclinado) a 1a accibn de una fuerza de friccién

cuyo médulo viene dado por:

Fp = 0.0866W ~oeeeeee

sustituyendo (g) en (b) Y (c) obtenemos, respectivamente
r

luego de despejar:

a, = ‘%(o.sw ~ 0.0866W) = 0.4134q ,

.
= <2(0.0866W) = 0.17329 ;
WR R

entonces, la respuesta al problema viene dada por:

a, = 0.4134g4/_(3_9_° y Gli= 0.11323)
R
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EJE INSTANTANEO DE ROTACION EN EL MOVIMIENTO PLANO.

Consideremos el movimiento plano general de un cuerpo rfgido;
recordemos que en un instante dado, segfn lo visto en las p&-
ginas 60 a 62, las velocidades de sus diversas particulas pue
den obtenerse considerando que el s6lido esté animado de una
rotacién alrededor de un cierto eje, perpendicular al plano
de movimiento, que se denomina "Eje instanténeo de rotacién”

al que abreviadamente llamamos EIR.

Si el EIR atraviesa el cuerpo, todas las partfculas que coin-
ciden con €1, en el instante considerado, tienen velocidad nu
la. Sin embargo, no olvidemos que el EIR no tiene posicién

fija si el cuerpo realiza un movimiento plano general.

Entonces, si en un movimiento plano podemos de%;rmlnar el EIR
Hn- .‘""\x,

dicho movimiento podré estudiarse, tomandagfien cuenta Ia dcua-

cién (LXVI), por medio de las expresiones: 5

Antes de entrar directamente a la solucién de problemas donde
es.posible localizar el EIR mencionaremos que, para Cuerpos
rfgidos circulares que ruedan sin deslizar, dicho eje pasa
por el punto (o puntos) de contacto entre el cuerpo y la su-

perficie sobre la que se mueve éste.
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En efecto, obteniendo las caracteristicas cinem&ticas del mo

vimiento plano como la suma vectorial de las que provienen -
de una traslacibén y las provenientes de una rotacibén baricén

trica, podemos plantear la siguiente igualdad:

donde Pp= W Xpn'

of .
]
=4
x
o]

entonces:

3 VE + (-wk)x(aJ) = ch - awJ (1),

o

= _ = = .
VE Rt 0

y como, por tratarse de un movimiento de rodadura sin desli-

zamiento, se tiene:

al sustituir (2) en (1), obtenemos:

Uy B Ve Sl = d.

La determinacién de la posicién del EIR en otros cuerpos pue

de apreciarse en las p&ginas 61 y 62.
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Ejemplo 1.- La barra delgada de la figura es homogénea, pe-
sa W, y se suelta cuando 6 = 60°. Si en sus extremos est§
articulada a correderas (de pesos despreciables) y éstas se
mueven sobre varillas lisas (rigidas y fijas), calcule la ve

locidad del centro de masa de la barra cuando &sta adopta la

posicibén horizontal.

Solucién.- En un instante cualquiera, luego;Qe soltar la'bg
! 4 1

v

rra:
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L - = _ W.2
[5( Isen® JcosB)JX( WJ) = §§L (ak) ,
desarrollando el producto obtenemos:

2
(g?sene)k = gg—ak F

de donde se obtiene:
a = ggsene H
2L ’

haciendo o = w%% » separando variables e integrando:

<
I%COSG + C1 v

de w =0, para 6 = 60° , se tiene:

2
w
b5

= 3
0= - i%c0560° +C ., luego ¢, = 5%(5) =

con lo que:

2
3
Y= - eoso + 3 .
que implica:
w? = %?(% ~ cos6)

r

entonces, para 6 = 90°:
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y como, para esta posicibn tenemos:

4 L
e Z 51
- ——>}
(¢ ETR
= =% > X
a £, B
{
i
v
?c = w % Tc

podemos escribir:

v = 39 k x -L =- L (39 J = = 3gL S
e 2L 2 8

o bien, finalmente:

v = g.g-g{

& 8

Obsérvese que a este mismo resultado se llegd al resolver es
te problema en las piginas 280, 281, 282 y 283, s6lo que aho

ra fue mucho mds sencillo obtenerlo.
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Ejemplo 2.- Un cilindro circular homogéneo, de radio 2 ft y
peso 161 1b , rueda sin deslizar, sobre la superficie hori-
zontal de la figura, sujeto a la accién conjunta de un par
de magnitud T = 100 - 0.4t2 Yy una fuerza horizontal de médu
lo P = 100 - 0.1t2 , donde t esti enseg, P enlb y T
en lb-ft. Si en el instante t = 0 el centro, C, presenta
una velocidad de 5 ft/seg hacia la derecha, determine la ve-
locidad de C cuando t = 3 seqg, respetando los sentidos mos-

trados para los elementos mecénicos.

77 P

Solucibén.- En tanto no cambian los sentidos de los elemen-

tos mecénicos, tenemos:

100-0.1t2 X
a
C
5; ==-a i, a >0.
a
ETP F=-C%x,a_>0.
C
2
N

293
y como:
161 1b-seg?
M= =5 g = 5 slug ,
32.2 £t
1 = mr? = L(5)(2)% = 10 1b-ft-seg?, y ,
C
2 2
I__.=I_+M(2)° = 10+5(2)2=30 1b-ft-seg?,
EIR c
al aplicar Mg, = S obtenemos:
2 2 e
(2j)x[-(100-0.1t )i] - (100-0.4t)k = 30(SHk ---—--~ 1),
2

(Obsérvese que, por lo menos entre cero y el valor t = 3 seg
dado en el enunciado del problema, ﬁiIR tiene sentido contra
rio al de las manecillas del reloj, razén por la que a a

se le asigné dicho sentido en el croquis; recuerde que para

que una igualdad vectorial se Cumpla, la direccibén y sentido

de los vectores que en ella intervienen deben ser iguales).

De (1) se obtiene:
(200 - 0.2t%)k + (-100 + 0.4t%)k = 152 k ,

que se cumple para:
2F =
100 + 0.2t° = 15ac ’

O sea para:

’

a_ = —2-(50+0.1t2) >0, %t
€ 7.5

entonces, podemos escribir:
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B o=~ ~degge . 00620
= 7.5

integrando obtenemos:

3

o, et (50t + 0.15)1 + T ;
7.5 3
de 5& = 51 , para t = 0:
= - 1 t3
C=5i, con lo que v_ = |- —(50t+0,1=—)+5| i ,
§ 7.5 g

luego, para t = 3 seg:

;c = [— L(150+0.9) + 5] i= [—20.12+5]i = -15.121 , ft/seg

respuesta al prcblema, que también podemos expresar como:

v& = 15.12 ft/seqg +—

Obsérvese que a este mismo resultado se lleg6 luego de resol
ver este problema en las p8ginas 276, 277, 278, y 279, s6lo

que ahora lo obtuvimos més rapidamente.
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Ejemplo 3.- Una esfera homogénea de peso W y radio R

tiene un cable enrollado, en una circunferencia, como se in-
dica en la figura. Si dicho cable es muy delgado, flexible,
inextensible y de masa despreciable, adem&@s de encontrarse
empotrado en uno de sus extremos, y la esfera se suelta:

a) ¢Cufl es la rapidez del centro de masa luego de haber

caido una distancia h? ; b) ¢Cuél es la tensibn en el cable?.

Soluci6bn.- Aunque en este caso no se tiene un movimiento de
rodadura sin deslizamiento es aplicable la expresifén (LXIX) ,
By = Ra ya que, después de soltarse, si la esfera gira un &n
gulo 27 el centro de masa baja 2mR.

D.C.L. en un instante cualquiera del movimiento:

o |
]
o
.
-
)
v
o
.

=1l
i
]
w[n”
5
.
o
Vv
=
;
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(se sugiere al alumno justifique la ubicacibn del EIR mostra

da en el croquis).

de donde integrando oktenemos:
2

Te

Z

de v_=0, para y=0: C_ =20,

Como Ic = %MR2 s Se tiene:
| . 2 ot Sol o =9 Wi
IEIR-—IC+M(R) —gMR + MR —-gMR —-ng
entonces, al aplicar MEIR = IEIRG - obtenemps:
a -
A AU 7 ]
(Ri) x (-Wj) = l:'s' ER]( Rk) ’ 2
y desarrollando los productos indicados:
. A
_(Rw)k e [gaRac}k F}
que se cumple para: =
!
=t =
ac 7 cte.
dvc ,
haciendo &, = Vﬁ 757 y separando variables, se tiene:
viav_ = Eqdy L
c ¢ 7 -

(1) ;

entonces:

5 e i
C

7 r
luego, para y = h , se tiene:

que es la rapidez pedida.

/

Ahora, de F,_ = My :

de don@e:

: T=W -

Yy, finalmente:

w
-g_(-ac)
en (2):

W S)
S

\léUl

297
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D.4,2) TRABAJO Y ENERGIA

TRABAJO REALIZADO POR UN SISTEMA DE FUERZ2AS

yJ\ 1-"i
= w = wk
i Py \
90°
: =
o R
i 1
5 ri (8¢
F|
2 i
c
# 3
z
b
= X
= =
/X \%

Sea un cuerpo rigido, como el mostrado en la figura, que rea
liza un movimiento plano general durante el cual, toda linea
suya paralela al plano de movimiento (o alojada en &ste), po

see una rapidez angular w , no necesariamente constante.

si F1 , Fz . FB YR T IETTY Fg , son las fuerzas (para-

lelas al plano de movimiento, o alojadas en &ste) que actfan
sobre las particulas 1,2,3, ..., i, ..., n, respectivamente,

del s6lido en estudio, basados en el croquis (donde ;i , EE

Ei v Exﬁi son vectores coplanares y C representa un eje, per

»vendicular ai plano de movimiento, que pasa por el centro de

mas

a del cuerpo) y en la definicibn de "Trabajo" vista duran
t- el estudio de la Dinf@mica de la particula, podemos encon-

trar el trabajo que realizan las fuerzas mencionadas, en tan-

r

24949

to el cuerpo pasa de una posicién 1 a otra 2, mediante la e

presién:

n z__ n(2 B - 2. - 2_ L
W, =1 Fi-dri =I|F; (drc + dpi) =I|F ~dfc + 7 Fi-dpi
1=l1 :L=l1 1

n
que puede escribirse, tomando en cuenta que I F, = F ,

%n ) 2 n (2 '
W1Z=J (;: F,)-dr_+I J F, diy =J FedE] + EJ N Sy = (LXX) ,
1 =1 =1J; 1 i=1),

o sea que, durante el movimiento plano general de un cuerpo
rigido, las diversas fuerzas que actfan sobre &ste realizan
un “"Trabajo total" que puede separarse en dos y obtenerse co

mo la suma de los trabajos correspondientes a 1la Qﬂt?elacién"

Ve
T

y a la "Rotacibn baricéntrica" en que es fa ble\éesdompo?,

ner dicho movimiento.

Ejemplo.- Un cuerpo rigido, circular y homogéneo, se suelta
sobre el plano inclinado de la figura y rueda sin deslizar

sobre &ste. Demuestre que el trabajo total efectuado por 1la
fuerza de friccibn, entre dos posiciones cualesgquiera, es nu

ek
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Solucibn.- Efecto de la friccibn en un instan 1 y - : y
te cualquiera: =\ F_-df Fpdp, =) (-F 1 .[ ] J. .[ ]
W)p J-q Fprdr, +.L FrdPy L s s - e e
Posici6bn 1

o sea que:

2 2
(W‘z)Fr =L F_dx +J; F_R® -———e-—mcmcme—cccommsacoaeca- i

y como, por tratarse de un movimiento de rodadura sin desli-

Posici6n 2 zamiento, x = R , se tiene:

dx = RAp =-—-——————————- -— = 20

luego de sustituir (2) en (1), obtenemos

.

’ [\\ 2 2 {.‘\’G ‘.’\"._:‘.’\-'

o TN Wy dp == 1Fer9 +1Fera =0l el e

E v A

Yy como, descomponiendo el movimiento en una traslacién Y una R -~ h
al :._'ql ; "i‘:‘é

rotacibn baricéntrica, dpA €s un vector que une dos puntos

infinitamente cercanos de 1la trayectoria de A , relativa a C TRABAJO REALIZADO POR UN PAR DE FUERZAS

4

se tiene:
Consideremos un cuerpo rfigido que realiza un movimiento pla-

no general y un par de fuerzas Q que actfia sobre &1 durante

= :
, Rk \‘\ el movimiento mencionado.
e, : \7 c ) g )
. ’/7 B dpA e (Rde)et Los diversos casos que pueden presentarse son los siguientes:
s —de ‘
45 i ,,’ A) Que el cuerpo se mueve con una velocidad angular en el
A

sentido en gque se mueven las manecillas de los relojes y

que Q actle sobre &1 en ese sentido.

entonces, tomando en cuenta los croquis y la expresifn (LXX), = & 0 . - B
ue el cuerpo se mueva con una velocidad angular en e

el trabajo total realizado por la friccibn es:
sentido en que se mueven las manecillas de los relojes y

que @ actfie sobre &l en sentido contrario al mencionado.

My

e,
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C) Que el cuerpc se mueva con una velocidad angular en sen- De acuerdo con el croquis y valuando el trabajo realizado

tido contrario al que se mueven las manecillas de los re por el par, como el realizado por las dos fuerzas en que lo

lojes y que Q actfe sobre €1 en aquel sentido. descompusimos, obtenemos:

D) Que el cuerpo se mueva con una velocidad angular en sen-

2 2
tido contrario al que se mueven las manecillas de lcs re (W) =| P.dr + (Pseng)e, + (Pcosg)e || (p.dsle, |+
i 12 par c tA s A t

1 1

2 2
P.dx _ + P )e, + (P e |-|(p.38 .
- L c H‘ e %H"B ’“ta]

1

lojes y que Q actGe en el sentido que se mueven las mane

cillas mencionadas.

Anilisis del caso A.- Sustituyendo la accién de Q por dos

fuerzas paralelas de magnitud P vy sentidos contrarios, se- dél denideNobtenEnos!:

paradas una distancia &, actuando sobre el cuerpo, que impli 2 2
= w,.) = 4( (PsenB) (p,de) +f (Psend) (p_dp) =
ca IQI = P , se tiene: 12 par : pA 1 B - —
RN IR
ANE ¥
2 2 4 }1 _:\_ ) ¥ 3(’
=f P(pAsenB + sza'lé)de =f Pode —7_"7-,7-"'-‘.- (a).
1 1 R 1 -

Analisis del caso B.- Para este caso, lo finico que sufririfa
camkio en el croquis inmediato anterior serian los sentidos
de las fuerzas ahi indicadas, por lo que ahora tenemos:

2 2
=) P. - - . ase,_ |+
(W12)par L P dfc +L [( Pseng) ztA + (~PcosRB) enA] [(pA 8) tA]

2 2
+£ —‘F»CEC +L [(—Psené)fe!tE - (—Pcosﬁ)enn:l-[(psde)etj ¢

de donde se obtiene:

2

2
(W1 2)par i[ ~ (PsenB) (pAde) +f1 - (Psens) (dee) =

OB, = “’Ad‘”etA dp, = (pyde)e,

2 2
=f -p(pAsenB + szemS)de =f -Pd0 —=-=-=m=———- (b).
1 1
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Casos C y D.- Se sugiere al lector que demuestre que el
trabajo correspondiente a estos casos viene dado, respectiva

mente, por:

B e =L PR ---- -—- (o),
2
(W,) Dy =L-Pzde ——————————————————————————— (@).

Resumiendo, al simbolizar mediante Q a la componente (esca
lar) de Q sobre el eje perpendicular al plano de movimien-

to, podemos afirmar que mediante la expresi6n

2
(W1 2 ) pPar = '[1 Qdé
podemos valuar el trabajo de un par de fuerzas, Q0 , que ac-
tGa sobre un cuerpo que se mueve con velocidad angular w ,

sea cual sea el sentido de w y Q.

Entonces, si Q es constante, el trabajo realizado por Q
igualard al producto Q(e2 = 91). Analizando este producto
se deduce que, independientemente del sistema de referencia
empleado, el trabajo realizado por un par de fuerzas es posi
tivo si dicho par actfa en el sentido con que gira el cuerpo
durante el movimiento, y negativo en caso de que el sentido
del par sea contrario al del giro del cuerpo en movimiento;
en cualquiera de estas dos’posibilidades, el valor absoluto
del trabajo realizado por el par igualar& al producto del m6

dulo de &ste por el &ngulo girado entre las posiciones de in

terés.
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ENERGIA CINETICA

Seguiremos haciendo referencia al cuerpo rigido mencionado
al iniciar el estudio de este tema "Trabajo y Energia". Ba-
sados en que el eje C , que pasa por el centro de masa del
s6lido, es perpendicular (entre otros) a los vectores Bi ’

la expresibn:

ST S S
BEEs SN0 + 3 SRR, e e (XLV) ,
20, © . 15082

obtenida cuando estudiamos la Din&mica de sistemas de puntos
masa, ahora, para el cuerpo rigido, toma la forma:

n n
EC = EMvz + lmi(mp.)z = lMvz + 1 o} mipi &% :
2 € i=12 2 2 2|i=1

entonces, mediante la expresibn:

EC = Zmv2 + 21 0? oo (LXXTI)

podremos valuar la "Energfa cinética de un cuerpo rigido ani

mado de un movimiento plano general".

Obsérvese que, el primero (de izquierda a derecha) de los
términos, del segundo miembro, corresponde a la energia cinf
tica del cuerpo como si &ste realizarid Ginicamente una trasla
ci6bn, donde w = constante = 0 , en tanto que el segundo do
ellos corresponde a la energia cinética de dicho cuerpo como
si &ste estuviera animado s6lo de una rotacibn baricé&ntrica,

donde o 0 en todo instante.
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ENERGIA POTENCIAL

Antes de definir esta funcibn, valuemos el trabajo total efec

tuado por las h fuerzas conservativas, Fc , que actfan so
i =

bre un cuerpo rfgido, en tanto éste pasa de una posicidn 1 a

otra 2.

bie h(?fee, a0, 94y
SRR odE, =2 —dx + —dy + —dz '[(dx)i+(dy)j+(dz)k] =

=1, % 1 1= ,Lox 3y 3z
h (2 h
= d¢=3[(¢-) -(¢)]=A¢-
1;11 o C =1 1 2 g ]

Llamando EP a la funcién "Energia Potencial”, definimos "Cam
bio de energfa potencial", AEP , como el negativo del traba-
jo que acabamos de obtener, esto es:

h

2
AEP=-ZJ? +dT, = -A¢
o o 1

i=1 1 st

o sea que, podemos expresar:

C

h (2
zj F -dfi = (£:1=')1 - (£:1=')2 -------------- (LXXIII).
i=1 k i

Basados en que la energia potencial gravitatoria de una par-
ticula viene dada por mgz , para un campo gravitatorio con
siderado constante, la (energia potencial) correspondiente

al cuerpo rigido la podemos valuar .mediante:

n n
EP = I m,gz. =g| Im z.] = g[Mz }
j=1 *° % [i=l i1 c
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o sea que mediante el empleo de la expresibn:

EP = Mgz  —=—=-=-=-=- - _— - -— (XXIV)

valuaremos la “Energia potencial gravitatoria de un cuerpo
rigido, de masa M y centro de masa C , considerando a g

como constante".

DIVERSAS FORMAS DE LA ECUACION DE TRABAJO Y LA ENERGIA

Como el trabajo iguala al incremento de energia cinética, ba

sados en (LXX), (LXXI) y (LXXII), obtenemos la exﬁ%ﬂ;ﬂﬁﬁm-.

x

Vta s X

2 2 2 2
Faf + 5| F.odp, + 2| 0,08, = Zwv?| + i1 o] -tioqraoem)
o B b Farpy * B ) Quos = 8l * 7 '
1 i=1], i=1), 1 1

.‘
conocida como "la. forma de la ecuacibén del Trabajo y la
Energfa para un cuerpo rigido animado de un movimiento plano

general". Esta expresién la escribiremos, en forma abrevia-

da, como sigue:

(W == A(EC) I3

12)Tota1

interpreténdola de la siguiente manera: "El trabajo realiza
do por todos los elementos que actfian sobre el cuerpo en es-
tudio, en tanto E&ste pasa de una posicibn 1 a otra 2, iguala
al incremento respectivo.,de la energfa cinética de dicho

cuerpo".

Partiendo de (XLI), F = MEE , Y procediendo en forma similar

a la empleada para obtener la la. forma de la ecuacién del
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Trabajo y la Energia para la particula, se obtiene la expre-

sién:

2 2
e = T N —
J.F drc vc] (LXXVI)

1 1

w.__L.H

conocida como "Ecuacibn del Trabajo y la Energia para un

cuerpo rigido que realiza un movimiento de traslacién".

Observando (LXXVI) y (LXXV), llegamos a la conclusidn de que
ésta se puede descomponer en dos ecuaciones independientes,

una la (LXXVI) y la otra:

a2 Y 2 2
T 3= 2
I | Fiedp, + 3 | 0.d8; = 5t 0P ceeemo- (LXXVII),
i=11 j=1 1 J g 1

llamada "Ecuaci6én del Trabajo y la Energia para cuerpos rigi

dos que realizan rotacibén baricé&ntrica”.

Si durante el movimiento del cuerpo rigido en estudio actf@an
sobre éste n fuerzas Fi , separables en h fuerzas conser

vativas FE y en (n-h) fuerzas no conservativas Fﬁc , se
sl st

tiene, tomando en cuenta que d?i = dEé + dBi , lo siguiente:

nf2 L Ty (n-h)(2
. = F «dr. + F o Tr + dp =
iil Fi dri iil Fci dri iil Fnci (drc dpi)
1 1 1
B (n-h)(2 (n-h)f2_
=z| F_-4T, + I F _+dr_+ = F_-dp.
1=1) i 1 % o e T =
y como:
n (2 n (2
F. « dr + = -
iil[ Fi dri 'il[ deej (EC)2 (EC)1 , tomando
1 J 1
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en cuenta (LXXIII), podemos expresar:

(o]

(n-h)J‘ 2 @h j[ g - 2
(EP), -~ (EP).+ I F +dr + I F__«dp. + I | Qde, = (EC), - (EC)
1 2 =1, ™1 =1) "% T ey ] 4 L

que puede escribirse como:

w-h)2_  _ @hf?2_  _ n (2
z F dr + L F «dp. +I | Q.d8. = ABC + AEP ~—(LXVIII)
=1), nc, Ty . ng; i 321 j .
expresifén a la que llamaremos "2a. forma de la Ecuacibén del

Trabajo y la Energia para cuerpos rigidos", misma que pode-

=

2
o

mos interpretar de la siguiente manera: "El Trabajgﬁpg§{{?a
do por los elementos no conservativos que acsﬁan ?qbre:el \
cuerpo en estudio, en tanto éste pasa de una é;si;ién 1 a,L\
otra 2, resulta igual a la suma de incrementos de energia,‘
potencial y cinética, respectivos". Esta expresibn la escri

biremos, en forma abreviada, como sigue:

(W12)nc = A(EC) + A(EP)

Si durante el movimiento del cuerpo en estudio, sobre éste -

actflian elementos conservativos, o bien:

(n-h)z_ - (n-h) i - n &
Bty P ATty e B -dig +_}:1 deej = 0, ;
1

la expresibn (LXXVII) toma la forma:
AD(EC) + A(EP) = 0 —=wmmm—mme—ceemom e e (LXXTX)

que se conoce como "3a. forma de la Ecuacibén del Trabajo y
la Energia para cuerpos rigidos", conocida también como"Prin

cipio de la conservacidn de la energia".
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CUERPOS RIGIDOS INTERCONECTADOS.

Consideremos ahora un sistema de N cuerpos rigidos interco

nectados. Si aplicamos la ecuacibn (LXXV) a cada uno de los
cuerpos mencionados, luego de sumar miembro a miembro las

igualdades obtenidas, podemos escribir:

N N
1[(w12 Total] o i[é(EC)] """ dme (LXXV) gcg ¥

aplicando a dichos cuerpos la ecuacibn (LXXVIII), después de

sumar miembro a miembro las igualdades que se obtienen, pode

mos expresar:

N N N
II0,), | = D|aEe)| + 1|a(EP) | —-- (LEWVITD) gop 5

y, finalmente, de podérseles aplicar la ecuacibn (LXXIX),
luego de hacerlo, al sumar miembro a miembro las igualdades

obtenidas, podemos escribir:

N N
z A(EC)] + E[;(EP) = 0 ——————m————— e (LXXIX)SCR .
1 1

A las ecuaciones (LXXV)SCR v (LXXVIII)SCR y (LXXIX)SCR les

llamaremos, respectivamente, la., 2a. y 3a. forma de 1la Ecua
cibn del Trabajo y la Energfa para sistemas de cuerpos rigi-

dos interconectados.

Por ser nulo el trabajo total realizado por las fuerzas que
(actuando sobre los cuerpos mencionados) provienen de 1los

elementos que motivan el movimiento conjunto de dichos tuer-
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pos, ya que dichas fuerzas vienen siendo de tipo interno al
considerar a los cuerpos interconectados como un conjunto en

movimiento, al aplicar ya sea (LXXV)SCR 6 (LXXVIII)SCR "

para valuar el ler. miembro de la ecuacibn elegida, bastar8
encontrar los trabajos correspondientes a los elementos que

se ejercen desde el exterior del sistema.

La expresibn (LXXIX) seré aplicable a sistemas de cuerpos

SCR
rigidos interconectados sobre los cuales actfien s6lo elemen-

tos conservativos y fuerzas de interaccibn.

o
R KR Vaag

w
“ 1'% )

\

APLICACION DEL METODO DE TRABAJO Y ENERGIA AIs MOVIMIENTO DE

CUERPOS RIGIDOS, YA SEA AISLADOS O INTERCONECTADOS. ECa

Independientemente de que el método de Trabajo y Energia es
de aplicacibn restringida, ya que nos sirve exclusivamente
para resolver problemas que de algin modo relacionen despla-
zamientos, y/o giros, con velocidades (ya sea lineales o an-
gulares) o con las magnitudes de é&stas, ser8 conveniente que
antes de iniciar la solucibfn de un problema, empleando el mé
todo mencionado, se analice si es aplicable el "Principio de
la conservacién de la energia" pues, de serlo, seguramente
la solucibn seri m&s sencilla que si se emplean la la. o 2a.

formas (de la Ecuacibn del Trabajo y la Energia).

También es aconsejable, para obtener resultados con mayor ra
pidez, que cuando se valGGen los trabajos realizados por fue:
zas y/o pares, de mb6dulo constante, se interpreten las in
tegrales correspondientes, como puede apreciarse en lom ofor

cicios resueltos a continuacibn.
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Ejemplo 1.- E1 disco A de la figura es homogéneo, tiene
radio R , y se encuentra en reposo cuando se pone en contac
to con la correa que se muestra. Si ésta se mueve con rapi-
dez constante v , y el coeficiente de rozamiento entre A
y la correa es Yy , calcule el nfmero de revoluciones que
da el disco antes de alcanzar una rapidez angular constante.

Considere que el pasador mostrado es liso.

Solucibn.~ Desde el instante en que la correa hace contacto
con el disco, éste realiza una rotacibébn baricéntrica y, en

cualquier posicifin antes de alcanzarse la rapidez angular in
dicada, constante y obviamente igual a v/R , el diagrama de

cuerpo libre del disco es:
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Llamando 612 al 8ngulo que necesita girar el disco para al

canzar la rapidez constante, V/R , se tiene:

2
ng db = UWRS6
12’ Total o 13 7 RO

2
(w..) =L (uwee)-[(me)ee]

1. .2 . 7 Wy
A(EC)=(EC)2— (EC)1=§-IC'“}1 _E[EER (ﬁ)}-0=1§‘ ;

entonces, aplicando la la. forma de la ecuacibén del Trabajo

y la Energfa, podemos escribir:

]
= Wy ________......_..-_._..__f..___‘..:._.._.‘_..._ (p)
uWR612 B g ) g x
L]
. 8 = —yi
de donde: 12 TugR '

®12 .
2n 8mpgR
Nota.—- Se recomienda al lector el hacer ver que, resolvien-

do este problema mediante el empleo de la 2a. forma de la

ecuacibn del Trabajo y la Energia, también se habria llegado
a plantear una igualdad del tipo (P). También es recomenda-
ble que explique porqué no puede aplicarse el "Principio de

1a conservacién de la energfa" para resolver este ejercicio.
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Ejemplo 2.- Encuentre el m6dulo T del par de fuerzas que,
aplicado permanentemente al disco homogéneo de la figura, dé
al centro de &ste una rapidez de 1 m/seg, luego de recorrer
3 metros hacia arriba del plano inclinado mostrado, partien-

do del reposo. El disco pesa 20 kg y no desliza durante el

movimiento.

Solucibn.- Como el disco rueda sin deslizar, el trabajo to-

tal debido a la fuerza de friccibén, entre dos posiciones cua

lesquiera, es nulo.

Elementos actuando sobre el disco durante el movimiento:

3m

1
1
\
‘Posicibébn 2
Posicibén 1

-

S eh
>

-

31s

Basados en las condiciones del problema, asf como en las de-
finiciones de trabajo realizado por un sistema de fuerzas y

el que realiza un par, vistas anteriormente, se tiene entre

las posiciones 1y 2:

3
Trabajo del peso =f [(—wss\tb)i + (-mmsd))j]'[(dx)i] = (-wsen?) (3) =
0

= ovsalih= -3(20)[-i-] =.597kg-m, vy,

d101

tomando en cuenta que T es constante:

)

12
j = = = = = - 3m -
Trabajo del par J(; (-T)d6é = ( T)612 = (-T) ( i m)—IOT i
con lo que:
(W12)T°ta1 = -5.97 + 10T -—(a),

y como:

. 2 2 v, \2
c
A(EC) = (EC), - (BC), = %va:] . % Icwz] i %gvzz . %—[}1— 2(0'3) ZJ(T%) y
1 1

Ql=

=382 - %[,}?rl]u)z =1.53)%g =M =mmmmmmmemememeee (b) ,
, T

aplicando la la. forma de la ecuacién del Trabajo y la Ener-
gia, podemos escribir:
-5.97 + 10T = 1.53 ,

de donde, finalmente, obtenemos:

T =0.75 kg - m .
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Solucibn.- De acuerdo con los datos y con la definicién de
NOTA.- Se recomienda al lector que corrobore este resultado

. radio de giro, se tiene:
aplicando la 2a. forma de la ecuacién del Trabajo y la Ener-

144

; 00 2
gfa, y que explique porqué no es posible aplicar el "Princi- g "= ia—(O.G) =

c

pio de la ccnservacibn de la energfa” para resolver este pro

blema.

-25 5
Ejemplo 3.- E1 volante de la pequefia mfquina elevadora de > wgm
la figura pesa 400 kg y tiene un radio de giro de 0.6 metros - éﬁ . ' (:)
L w ="-'100;&g _
con respecto al eje de rotacifén que a su vez pasa por el cen TTHLMARECSH
tro de masa del volante. Si cuando eleva al bloque mostrado 4.5m Posicibn 2
: [ 2
que pesa 100 kg, con una rapidez de 2m/seg, se suprime la po % p/seg

tencia motriz, sabiendo que el bloque asciende 4.5 metros an
tes de empezar a bajar, calcule el mbédulo del par de fuerzas

Posicibn 1
(considerado constante) que se ejerce sobre el eje, debido

Como, en tanto el sistema en movimiento pasa de la posicibn
al rozamiento en el cojinete.

1 a la 2, el Gnico elemento externo no conservativo que ac-
tGa sobre dicho sistema es el par debido al rozamiento, sim-
bolizando mediante T al médulo de este par, podemos escri-

bir:

4.50m, _ _
z{(w12)nc] = (M6, = (T) (- 738 = ~18T ,

en tanto que, tomando en cuenta las condiciones del problema:

Z[A(EC)] [o - 3324 (3)2]+[0 - 735 (2)2] -

]

<

4608 _ 200 _ _ 4808 _ 490,11 kg -m , y

[
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Z[A(EP)] = [0] i [100(4.5)] = 450 kg - m ;

al sustituir estos valores en la 2a. forma de la ecuacibn del
Trabajo y la Energia, para sistemas de cuerpos rigidos inter

conectados, obtenemos:
-18T = ~-490.11 + 450 ,
de donde, finalmente, se obtiene:

T = 2.228 kg - m , que es el mbdulo pedido.

Nota.- Se recomienda al lector que corrobore este resultado,
resolviendo el problema mediante la aplicaci6én de las ecua-
ciones de movimiento a cada uno de los cuérpos que intervie-
nen en el mismo, empleando también (para la solucibn) a la
relacién que existe entre el mbédulo de la aceleraci6n angu-
lar del volante y el de la aceleracibn lineal de cualquier

particula del bloque.

-
Ejemplo 4.- La barra delgada de la figura es homogé&nea, pesa
W , y se suelta cuando 6 = 60°. Si en sus extrémos esté_ag
ticulada a correderas (de pesos despreciables) y Estas se mue
ven sobre varillas lisas (rfgidas y fijas) calcule la veloci-

dad del centro de masa de la barra, cuando ésta adopta la po-

sicién horizontal.

315

I'E :h‘ ‘-_ﬂ: :\. ,!

1 L W -
~ ’ \
b | & q ,.: A
Solucibn.~ Llamando posicibén 1 a aquella en que se suelta

L - s

a la barra, y posicién 2 a la que se llega cuando la barra

adopta la posicibn horizontal, se tiene:

w = cz—c
b L7§ L
.4/,_\\ £
o
"
v
. EIR
C B
Posicibén 1 Posicibn 2

d.c.l. de la barra en una posicibén cualquiera entre 1y 2:

(N1
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Tomando en cuenta los croquis podemos afirmar que (W

127 ne™

(por lo que resulta aplicable el "Principio de la conserva-

ci6én de la energia" para resolver este problema) ademds de

que:
2
b(BC) = [.JZ-.(E) G +lLEL2)(2i):| ~o=2%:
g e 2'12 g P = 3igl e
Y.

AEP) = 0 - WD = -

L]
Z 3

.
7

entonces, aplicando el Principio mencionado, podemos escri-

¥

Jofildc
2 W 2 WL
5 e CFg) < 8.
de donde:
= &LL
Ve 8 g

por lo que, la respuesta al ejercicio viene siendo:

Como el lector puede apreciar, hemos obtenido m&s r&pido la
respuesta a este ejercicio que cuando lo resolvimos haciendo
intervenir el EIR (p&ginas 289, 290 y 291) y mucho més rfpi
do que cuando lo resolvimos aplicando el método de Ecuacio-

nes de movimiento (p&ginas 280, 281, 282 y 283).

321

Ejemplo 5.- El aro delgado y homogéneo de la figura se lan-
za, con una rapidez angular inicial w, , hacia arriba del
plano inclinado mostrado. Si rueda sin deslizar, ¢qué &ngu-

lo girar§ antes de empezar a descender?

4 4 " Y S IR Gl
Solucibn.- Como consecuencia de analizar las fuerzas qu a
5 f
e -
tGan sobre el aro, durante el movimiento ﬁk ééﬁg, y-tom&hdo
en cuenta que rueda sin deslizar, podremos aplicar el "Prin-

cipio de la conservacién de la energia" para resolver el pro

blema.
Posicibn 2, donde w=0
>
2] X
o ce--eC
. ‘./‘f
-7
Posicibén 1 : Ssen30°=R6(0.5)=0.5R6

Como el aro rueda sin deslizar, en todo instante se cumple:

T T S (LXVIIT))
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entonces, basados en lo anterior, donde se ha simbolizado me

diante 6 al &ngulo girado durante el ascenso:

4 (EC)

1

0 - I:%M(Rwo)z + %mnz)(wo)?] = - MR, v,

A (EP)

Mg (0.5R6) - 0 = 0.5MgR6 ;
luego, aplicando el Principio mencionado, obtenemos:
2. &
(-MR"w,} + 0.5MgR® = 0 ,
de donde se obtiene:
, 2

6 = 2Ry radianes, que es el &ngulo pedido.
g

Nota.- Se sugiere al lector que resuelva este ejercicio em-
pleando el método de Ecuaciones de movimiento, con el fin de

verificar el resultado aqui obtenido.
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4,3) MPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO, LINEAL Y ANGULAR

Durante el estudio del movimiento de un sistema de puntos ma

sa, se obtuvo:

2 A
f Fdt = (MVc)z P (MVC)1 --------------------- (L),
i

ecuacibn que, obviamente, tambi&n es aplicablé al cuerpo ri-
gido y que ahora recibe el nombre de "Ecuacibén del Impulso y
Moméntum lineales para el cuerpo rigido”. La integral del
primer miembro es conocida como "Impulso limmmttanto
que el produc}to‘ MVC recibe el nombre a "c’;a.g“ftit?_? d},fmo T~
miento lineal de un cuerpo rigido, de masa”)M,,’gn:e}(imstaE

te en que su centro de masa lleva una velocidad Vc a

Cuando iniciamos el estudio de la Din&mica del cuerpo rfgido

obtuvimos:
H = ICG ————————————————————————————————— (IXIII),

donde al producto IcE se le denomina "Cantidad de movimien
to angular de un cuerpo rigido". Ic es el momento de iner
cia (de la masa del cuerpo en estudio) con respecto a un ojo

perpendicular al plano de movimiento y que pasa por el cen-

tro de masa del sb6lido.
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Sustituyendo (LXIII) en (LXII) obtenemos la expresibn:

2
ﬁ M dt = (Ic'u'i)z— (Icw)1 —————————————————— (LXXX)

conocida como "Ecuacifén del impulso y moméntum angulares pa-
ra el cuerpo rigido"”, donde la integral del ler. miembro re-

cibe el nombre de Impulso angular.

APLICACION DE LAS ECUACIONES DE IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVI-

MIENTO A CUERPOS RIGIDOS QUE SE MUEVEN.

Serd fitil aplicar las ecuaciones de Impulso y Cantidad de Mo
vimiento a problemas de movimiento de cuerpos rigidos, siem-
pre y cuando en dichos problemas se relacionen velocidades

(ya sea lineales o angulares) con tiempos.

Generalmente, en este tipo de problemas, obtendremos m&s ra-
pidamente las soluciones al emplear las ecuaciones de Impul-
so y Cantidad de movimiento que empleando el método de Ecua-

ciones de movimiento.

Ejemplo 1.~ El1 aro delgado y homogéneo de la figura se lan-
za, con una rapidez angular inicial w, , hacia arriba del
plano inclinado mostrado. Si rueda sin deslizar, ¢qué tiem-

po dura el ascenso, contado a partir del lanzamiento?
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Soluci6bn.- D.c.l. en un instante cualquiera del movimiento:

Wcos30°

=" N30

a2 ok S

tomando en cuenta que el cuerpo rueda sin deslizar, aplican-
2
do JZ Fdt = (Mvc5 - (Mvch se obtiene:

€
j;[(Mgsen30° ~ Fr)i]dt = M[O - (~Rw°i)] /

de donde:

t
0.5Mgt -f F_dt = MRw, -- = - (a);
0 r

2

al aplicar.L Mcdt = (Icm)z - (Icw)1 obtenemos:

j:[(FrR)k] dt = MR? [0 = (—wok)] ’

que se cumple para:

t
j F_dt = MRw, =~=—=~=c—— e (b) ;
o T -

]

sumando (a) y (b), miembro a miembro: 0.5Mgt 2MRw, ,

de donde se obtiene: t = A, , que es el tiempo pedido.
g9
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Nota.-~ Se recomienda al lector que verifique este resultado, con lo que:

resolviendo el problema mediante el m&todo de Ecuaciones de

H
n

3[3(0.002) (452 + %(0.010) 8) 2 + 0.010(4s+5)2] =
movimiento. 3

3(1.35 + 0.10 + 25.00) = 79.35 kg-cm-seg’ .

i

Ejemplo 2.- El cuerpo rigido de la figura est& formado por
El d.c.l. en un instante cualquiera del movimiento, mientras

tres barras homogéneas iguales, rigidas y delgadas, cada una
de las cuales pesa 1.962 kg y tiene una esfera (también ho-~ actia el par de fuerzas de médulo T = 9.81t , es:
mogénea), de peso 9.81 kg , soldada en su extremo: Si a par
tir del reposo se le aplica un par de fuerzas cuya magnitud
viene dada por T = 9.81t , donde T esti en kg-cm paéa it
on sequndos, y el coeficiente de friccibn entre las esferas
el plapq horizontal (sobre el que se mueve el cuerpo) es
(i) i ,'acﬁﬁl eé la rapidez angular del cuerpo para t=25 seg?.

Si en este instante deja de aplicarse el par de fuerzas men-

cionado, ¢Cuénto tiempo tarda en detenerse el cuerpo?

tomando en cuenta los croquis:

A LB B

G 7 g RS

N =N =N_= 9.81 + 1.962 = 11.772 kg .

Vista transversal y como p = 0.1 , se tiene:

Planta

= = = (0.1)(11.772) = 1.1772 k
PN = uMg uN ( ) ( ) g

a
Solucibn.- Se tiene:
P pudiendo escribir entonces:
w - L962ks _ g qop ka-seg® =
SraIpEey cm. - [—T + 3(1.1772x50)]k = [—9.81t + 176.58])( = -9.81(t - 18)k --(1),
2
- _9.81kg = kg-seg 1
o s expresién vilida, obviamente, para t > 18 seg

O 981cm/seg cm.
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*s

2
de f }_4 dt = T =
1 T Iow de donde se obtiene:
t
(176.58t)k] = 240.35k ,
25

25

J [—9.81(1: = 1B)k]dt
18

de donde obtenemos:

79'35[31:—25 -T)'] "
que sustituyendo valores nos permite escribir:

(176.58t - 4,414.5)k = 240.35k ,

25
2
-9.81iE:l§l_k — [%9.35 m igualdad que se cumple para:
7 t=25
18
luego: t= L, 00008 . 26.36 seg
176.58
-240.345k = [59_35];£_25 . o sea el cuerpo tarda en detenerse:
b
e
que implica: 26.36 ~ 25 = 1.36 seg , WS R O
i & B
w = -3.029 \ . 1A i N A
t=25 . k rad/seg (7)) contados a partir de que deja de actuar e pa%?E E}l&r.?aé

¥

. mencionado en el enunciado de este ejercicio.
por lo que, la rapidez angular pedida es 3.029 rad/seq.

"Ejemplo 3.- El volante de la figura pesa 392.4kg y tiene un

Como a partir de t = 25 seg se suprime la accién del éar
radio de giro de 0.75 m con respecto al eje de rotacibn que,

de fuerzas de m6dulo T , basados en (1) » se tiene:
a su vez, pasa por su centro de masa. Si tiene enrolladas

Mc = 176.58k , para t > 25 seg , hasta w=70 e _(3); dos cuerdas delgadas, flexibles, inextensibles, y de masas
despreciables, como se indica, y el sistema se suelta en la
entonces, tomando en cuenta (2) y (3)

r

posicibn mostrada, ¢Qué tiempo debe transcurrir para que A

P = = — alcance una rapidez de 4 m/seg?. Considere que los pesos de
= 2 Mcdt = Icm:’. = Ic"’z i .
A y B son 196.2 y 98.1 kg , respectivamente, y que el

it

f (176.58k)dt = 79.35[6 - (-3.0291:)] v
25

efecto de la friccibén (entre el eje del volante y el cojine-

te) se manifiesta como un par de fuerzas, de mbdulo 44.1 kg-m.
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D.c.l. en un instante cualquiera del movimiento:

W, = 392.4kgq

05m
s S TB
5 v’f:t\ ,’}'\\\
T
1 7 \
x NooqcY )ady B, |
i W = A\\" 1'1"
. "\,”( \‘\\;l
B L Rl (e )
- 3 N 1
D WA = 196.2kg A B WB = 98, 1kg
PN 0.5m 2m
Solucibén.- Se tiene: 2
para A , de J; Fat = (Mv ), - (M\.rc)1 3 Pu’f““ e
Lopks | Qe
M= ——g-flgﬁ'? - 20 BISe9 t ac Wi=®
fo [(TA = 196.2);1]&1: = 20(4F = 0) ==——emm (1),

2
g =38:1_ jokases”

B 9.81
para B , empleando la misma ecuacibn:
2
_ .392.4 kg-seg
MV = W = 410 m . Y « t
[‘TB - 98.1)3|at = 10(-163 = 0) ~----an- (2);
0

2 2
e = 22.5 kg-m-se ?
= 40(0.75) g-m-seg _ g)
= T y

2
para el volante, de j Mdt = Iw
5 e c 2

t

cuando IVA] = 4m/seg :
f [(O.STA + 44.1 - ZTB)k]dt = 22.5(-8k - 0) ;
4m/se 0 L -0
= 2WSEd _ g rad/se Y bt
/ g $ [N\C“'l

| 0.5m
de donde, al multiplicar por dos en ambos miembros y realizar

IVB( = (2m) (8 rad/seqg) = lém/seg .
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operaciones, obtenemos:

2 2
JT dt + 88.2t - 4f R 1 R — (3);
1 B m B

como, de (1):

t
f-r at = 196.2t + 80 —————c e =ud'),
b A

en tanto que, de (2):

t =
det= 98.1t ~ 160 =—=————me e (2"),
B
(0]
al sustituir (1') y (2') en (3), se obtiene:
196.2t + 80 + 88.2t - 392.4t + 640 = -360 ,
que se cumple para:
-108t = -1080 ,
o sea para:

t = 10 seg , que es la respuesta al problema.

Nota.- Se recomienda al lector que verifique este resultado,
resolviendo el problema mediante la aplicacibén de las ecua-

ciones de movimiento a cada uno de los cuerpos que intervie-
nen, gsI como de las relaciones que existen entre las magni-

tudes de las aceleraciones de los bloques y del volante.
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gt oa h;, P

ie donde se obtiene:

. o
/ e ,
(100t + Q'27T)%] = 30wt=3 S5k -,
0 ;
"
.uego:
30wt==3 = 301.80* - 75k = 226.80k vl

). ‘sea; que: g R
gD I o HP% 5

'W,_, = 7.56k rad/seg = 7.56 rad/seg ) )
o Y= i ; .

{ : = : X g e
lo que implica que, para t = 3 seg : .. b . ’
: , A T
" (] ﬁ:'tir““‘“ .‘t'

| V.= Rw +—=,15.12 ft/seg <+, “:'4» - % ° iy

c ; A @" a3 ,. €. ‘ \.’

L 27

jue concuerda con lo obteniﬁg al résolver este eje;cicio em-
e

aleando el método de Ecuac1ones de.. movimiento (ver p&?inas
276, 277, 278 y 279) sblo que ahora de mdhera m&s répida.

i : nage  oagp e

- * LB E* >
ﬁjemplo 2 - El aro delgado y homogéneo de la figura se lan-
ta, con una rapiﬂéanngular inicial w, , hacia arriba del
plano inclinado mostrado. Si rueda sin deslizar, ¢qué tiem-

20 dura el ascenso, contado a partir del lanzamiento?

N

F?* 2 F ;
ik

» LIRRD IR INGI ML GID BN IRNE Iy |t

we I
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Solucién D.c.l. en un instante cualquiera: y

/—\ ' 2
\ : g 5
= -~
2 -%ﬁﬁi. ’
~”/, i - [
’/
'EIR :
x ’I’ - M r’.i'.g-“ .-" ¥
- Mg £ gy W
L : S N=Wcos$30°
TR e ey
como: Tpog = I+ MA _p. )" = MRT + M(R)T = 2MR" ,
al aplicar (LXXXI) ,obtenemos: »
il s o Ly b | |
i t L ey T |
. ' & i A .k 2
1 J; [(Hgsen30°)n kdt = 2MR [0 - (—w,k)] '
Ty i d
s iR ' ’ ' ’
* de donde: ﬁ{&' R o - L
) ‘ ' 23 -

(Mgseni30°) Rtk = éMRzmpk .

que se cumple para:

g
+ =.2MR Wo _ 4Rw, ,

valor que, obviamente, iguala al_obtenido cuando resolvimoJ
este ejercicio aplicando las ecuaciones de Impulso y Cantid
de movimiento, en la p&gina 325, s6lo que ahora lo obimvimq
mis r&pidamente. I






