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Resumen

Las Microredes establecen un tipo especial de sistemas eléctricos que ofrecen
una alternativa para el suministro de energia sostenible. Sin embargo, impone
retos desde el punto de vista de control que por lo general han sido abordados
bajo la condicién de que la dinamica de los convertidores de potencia, utilizados
para dar forma a la energia suministrada, ha sido drasticamente simplificada.

En este trabajo de tesis se consideran redes dinamicas descritas por grafos di-
rigidos, compuestas por sistemas Hamiltonianos controlados por puerto o bien sis-
temas Lagrangianos. El problema que se resuelve es el de encontrar y caracterizar
estructuras topologicas de interconexiéon que conlleven propiedades de estabilidad
de la red. Asi como disenar esquemas de control basados en pasividad para lograr
la estabilizacion de puntos de operacion y el seguimiento de trayectorias, con in-
terés especial en Microredes. Las aportaciones de esta tesis se pueden dividir en
tres topicos: el andlisis topoldgico de la interconexion, el andlisis de la dinamica
individual de los elementos interconectados y la propuesta de controladores.







Abstract

The microgrids state a special kind of power systems that offer an alternative for
sustainable power supply. However, it imposes challenges from a control point of
view that usually are approached under the condition that the dynamics of the po-
wer converters, used to shape the energy supplied, has been drastically simplified.

In this thesis there are consider dynamic networks described by directed
graphs, composed by port controlled Hamiltonian or Lagrangian systems. Here,
it is solved the problem of characterization of topological structures that involves
interconnection stability properties of the network. And the design of passivity
based control schemes to achieve stabilization of operating points with special
interest in microgrids. The contributions of this thesis can be divided into th-
ree main topics: the topological analysis of the interconnection, the analysis of
individual dynamics of interconnected elements and the proposition of controllers.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1. Motivacion

Desde hace mas de una década el estudio de sistemas interconectados ha reci-
bido atencion por parte de la comunidad de control que ha estudiado problemas
de sincronizacién (Bai et al. [10], Jadbabaie et al. [37], Nuno et al. [57]), redes
de potencia (Hill y Chen [35], Schiffer et al. [74], Simpson-Porco et al. [77]), re-
des inteligentes (Farhangi [28]), consenso (Avila-Becerril et al. [7], Olfati-Saber y
Murray [58], Ren et al. [70]), etc. En estos articulos se encuentra la preocupacion
de analizar ciertas estructuras compuestas por elementos con dinamica propia
que interactian de manera local, obedeciendo a cierta topologia, de tal modo que
la dinamica individual afecta el comportamiento global y colectivo del sistema
interconectado.

En el contexto energético y como consecuencia de los acuerdos internaciona-
les para promover un desarrollo sostenible (Kyoto-Protocol [43]) se han incor-
porado mundialmente fuentes de energia renovable; sin embargo, estas unidades
comunmente son pequenas en términos de generacion de potencia por lo que
se requiere un gran nimero de ellas para reemplazar las plantas actuales (por
ejemplo las térmicas). Esto ha provocado que no sélo la configuracién de la ge-
neracién de energia cambie sino también la estructura topolédgica del sistema de
interconexién y el Sistema Eléctrico de Potencia (SEP) completo (Farhangi [28]),
produciéndose una nueva generacion de “redes inteligentes”o smart grids. Para
Fang et al. [27] estas nuevas redes estan formadas por tres capas: un subsistema
de energia, un subsistema de informacion, referido a mediciones y administracion,
y uno de comunicacion alambrica e inalambrica. En esta tesis se hace énfasis en
el subsistema de energia, esto es en el analisis de las llamadas microredes vistas
por si mismas como un sistema interconectado. Estas microredes estan formadas
por unidades de generacion, almacenamiento, cargas y pueden operar conectadas
a la red (macrored) o de manera aislada.

Maés atn, en el contexto de redes dinamicas, la generacion centralizada tra-
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dicional de los SEPs provoca que en pocos puntos de interconexién se pueda
controlar directamente la tension, dejando a la mayoria sujeta a un control a
distancia. Si esta distancia es grande, entonces la vulnerabilidad a sufrir pérdidas
de estabilidad se incrementa (Kundur et al. [42]). Para lidiar con este problema,
la solucién inmediata es la compensacion de potencia en las cercanias de los pun-
tos de consumo. Una forma de dar solucion a este problema es colocar bancos
de capacitores o de inductores equipados con interruptores, Sistemas Flexibles
de Transmisién en AC (FACTS) a lo largo de la ruta de transmisién o maqui-
nas sincronas que puedan absorber o generar potencia reactiva y asi minimizar
las pérdidas de potencia y las caidas de tensién. En otras palabras, en esta red
dindmica un cambio en la estructura de interconexion permite dar solucién a pro-
blemas de estabilidad de tensién, compensacion y localizacién de compensadores.
Es claro entonces, que resulta esencial el desarrollo de herramientas de analisis
que permitan enfrentar los desafios tedricos de cualquiera de las redes dinamicas
actuales y sus caracteristicas topolégicas.

En cualquier caso, las interacciones forman redes o grafos, en donde cada
nodo o agente dindmico interactia sélo con algunos companeros de acuerdo a una
topologia establecida, por lo que sus efectos pueden ser observados a distancia.
Dicho lo anterior, en esta tesis el estudio de sistemas interconectados se divide
de manera natural en tres tépicos: el andlisis topoldgico de la interconexion, el
analisis de la dinamica individual de los elementos interconectados y la propuesta
de controladores.

1.2. Estado del Arte

En los ultimos anos se ha incrementado el interés en las técnicas de modelado,
analisis y diseno de controladores basados en el concepto de energia, en particular
en aquellas técnicas que explotan las nociones de pasividad (ver los trabajos
de Bai et al. [10], Ortega et al. [61], Van der Schaft [84] y las referencias en
ellos). Este concepto es fundamental en la practica de la ciencia e ingenieria
donde es comun estudiar a los sistemas dinamicos como entes transformadores de
energia. El enfoque basa el modelado en una representacion tipo red que permite
la conexion de subsistemas; cada subsistema esta caracterizado por una funcién de
almacenamiento la cual generaliza el concepto de energia almacenada o entropia
(Willems [91]). Esta perspectiva es especialmente 1til en el estudio de sistemas
no-lineales complejos, pues permite descomponerlos en subsistemas los cuales,
interconectados, suman sus energias para determinar el comportamiento total del
sistema.

De manera general, los sistemas pasivos son una clase de sistemas dinamicos
en los que el régimen de incremento de energia no es mayor a la potencia de
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entrada, esto es, que no son capaces de generar energia interna, lo que les da por
si mismos propiedades de estabilidad. Asi, este lenguaje unificador resulta natural
e intuitivo para representar una gran cantidad de sistemas fisicos, en particular
sistemas mecanicos, eléctricos y electromecanicos descritos o bien por ecuaciones
Lagrangianas o por Hamiltonianas. El Control Basado en Pasividad (PBC por sus
siglas en inglés) fue introducido por Ortega y Spong [62] con la intencién de definir
una metodologia de control cuyo objetivo es volver pasivo al sistema dinamico
en lazo cerrado, lo anterior, por ejemplo, por medio del moldeo de energia e
inyeccion de amortiguamiento, técnica inspirada en la propuesta en Takegaki
y Arimoto [81], obteniendo, entre otras ventajas, una interpretacion fisica de
los controladores. Como consecuencia, a lo largo de estos anos se ha extendido
la técnica del PBC resolviendo problemas de regulacién, retro-alimentacién de
salida, sistemas sub-actuados y sincronizacion, entre otros (Ortega et al. [61]).
Asi pues, de manera particular el problema de regulacion por retro-alimentacion
de salida para sistemas FEuler Lagrange ha sido ampliamente discutido en la
literatura— Dixon et al. [23], Loria [45], Loria et al. [48], Romero et al. [72], Zavala-
Rio et al. [92]. Un gran nimero de trabajos han sido publicados en donde se con-
cluyen diferentes tipos de estabilidad: estabilidad semiglobal asintética—Loria y
Ortega [49], estabilidad global asintdtica—Loria [45], Nunes y Hsu [55], estabi-
lidad global exponencial—Romero et al. [72], etc. Sin embargo, sélo Loria [45]
y Romero et al. [72] han dado solucién al problema, desde hace mucho tiempo
abierto, de establecer estabilidad uniforme global y asintoética del sistema en lazo
cerrado para sistemas totalmente actuados, sin asumir que el sistema posee fuer-
zas de disipacién internas (friccién). Igualmente, se ha estudiado el problema, mas
complejo, de control por retroalimentacién de salida para una clase particular de
sistemas Lagrangianos subactuados: los robots de uniones flexibles. Asi, Nicosia y
Tomei [53] presentan un resultado basado en un observador no-lineal semiglobal
para las variables no-medidas y Zhu et al. [93] proponen un control que asegura
estabilidad semi-global uniforme sin necesidad de medir velocidades, no obstante,
los resultados recaen en la suposicion restrictiva de que el sistema tiene disipa-
cién interna. En este sentido, Loria y Avila-Becerril [47] presentan un controlador
que asegura estabilidad uniforme, global y asintotica del sistema en lazo cerrado
midiendo la velocidad del eslabén. Este ultimo controlador estd basado en uno
més general recientemente publicado por Loria [46] en el que la ley de control es
implementada por medio de una cadena de integradores en el cual las derivadas
de las entradas del control virtual son reemplazadas por filtros de diferenciacion
aproximada, de manera que el resultado fundamenta la teoria de los llamados
derivadores suctos. En este contexto, siguiendo de cerca los resultados de Loria
[46], en (Avila-Becerril et al. [8, 9]) se propone un controlador de equivalencia
cierta, que emplea un observador de orden reducido, para relajar la suposicién de
medicion de velocidad. Esto es, para una clase de sistemas Euler Lagrange subac-
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tuados (entre ellos los robots de uniones flexibles), bajo la suposicién de que sélo
las posiciones estan disponibles para su medicién se establece estabilidad global,
uniforme y asintética del sistema en lazo cerrado.

Otro de los problemas que ha sido estudiado desde la perspectiva energética
concierne a la sincronizacién de redes dinamicas. En este caso, se han reportado
numerosos trabajos donde se considera a la dindmica individual de los agen-
tes como sistemas Lagrangianos o bien, sistemas entrada/salida pasivos (Arcak
[1], Chopra y Spong [17], Nuno et al. [56], Ren [69]). En este mismo marco, la clase
de sistemas Lagrangianos totalmente actuados ha recibido bastante atencion. En
2011, Nuno et al. [56] se presenta un resultado unificado para dos escenarios, el
problema de sincronizacién cuando esta definida explicitamente una trayectoria
deseada y el de consenso, que evita el problema de consenso en cero de Chung
y Slotine [18] cuando no existe referencia deseada. En este trabajo se consideran
sistemas dinamicos no-lineales, no-idénticos, totalmente actuados con parametros
desconocidos, se supone que todo el estado esta disponible para su medicién y
se analiza el caso donde el canal de comunicaciéon estd sujeto a retardos. Inspi-
rados en el trabajo de Nuno et al., y como una extension de la tesis de maestria
de la autora de esta tesis (Avila-Becerril y Espinosa-Perez [3]), se propuso una
ley de control basada en pasividad para resolver el problema de consenso en
robots de uniones flexibles, no idénticos, bajo una interconexién sujeta a retar-
dos desconocidos. Los resultados reportados en (Avila-Becerril y Espinosa-Perez
3], Avila-Becerril et al. [6, 7]) estén basados en la reformulacién del problema de
control en términos de un cambio de coordenadas y la estabilizacion asintotica de
las mismas por medio de un control Proporcional Derivativo (PD). Mientras que
el intercambio de informacién se modela con herramientas de Teoria de Grafos,
usando fundamentalmente las propiedades de la matriz Laplaciana.

También en el marco energético, el uso de sistemas Hamiltonianos Controla-
dos por Puerto (PCH por sus siglas en inglés) ha probado ser altamente efectivo
en aplicaciones para sistemas fisicos (ver el trabajo de Van der Schaft [84] y sus
referencias). Los sistemas PCH tienen una base sélida y ofrecen herramientas po-
derosas para el analisis y control. Esta clase de sistemas incluye a los sistemas
Lagrangianos y posee las siguientes caracteristicas: 1. Muestra explicitamente la
topologia de interconexion y el papel de la disipacién en el modelo dindmico. 2.
Provee de manera automatica las funciones de disipacion y de almacenamiento,
permitiendo un analisis sistematico del sistema. 3. Posee propiedades inherentes
de pasividad y estabilidad. 4. La estructura PCH se conserva bajo cierto tipo
de interconexiones. Considerando estas propiedades, en este trabajo de tesis se
presenta un analisis de una clase de Sistemas Eléctricos desde un enfoque Hamil-
toniano.

Ademas del concepto energético subyacente, el modelado de sistemas dinami-
cos basado en Teoria de Grafos permite representar a los Sistemas Eléctricos como
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una red dindmica, caracterizada por su topologia, donde cada uno de sus compo-
nentes o nodos es por si mismo un sistema eléctrico que puede ser descrito como
un sistema PCH. En este sentido, el establecimiento de las Leyes de Kirchhoff
en el siglo XIX ha llevado a una teoria poderosa usada en el reconocimiento de
propiedades de los circuitos en escenarios como el lineal (Desoer y Kuh [20]) y el
no-lineal (Brayton y Moser [15]). Asi, en la literatura actual es posible encontrar
resultados que van desde la caracterizacién (Maschke et al. [52], Van der Schaft
[85], Weiss y Mathis [88]) hasta el control (Ortega et al. [60]) y aplicaciones que
incluyen sistemas de gran escala (Fiaz et al. [30]).

Van der Schaft [85] ha estudiado el problema de moldear el comportamiento
de un circuito eléctrico resistivo, puramente capacitivo o puramente inductivo por
medio de la interconexién de un circuito resistivo visto como el controlador. Sus
resultados de sintesis parcial por interconexion estan basados en propiedades de
la matriz Laplaciana. Este problema es similar al llamado control por intercone-
zion, Cbl por sus siglas en inglés (para referencias ver los resultados de Ortega
et al. [63], Van der Schaft [84]). Esta técnica explota las propiedades de inter-
conexion de sistemas pasivos y su objetivo, en términos generales, consiste en
considerar que al interconectar un sistema dindmico PCH (la planta) con otro
sistema Hamiltoniano disipativo (el control) se logran las caracteristicas desea-
das. La metodologia resulta atractiva por la correspondencia con el estudio de
propiedades intrinsecas de la interconexion que pueden aplicarse por ejemplo en
el area de localizacién de compensadores en Sistemas Eléctricos de Potencia co-
mo se muestra en Avila-Becerril et al. [2, 5]. De este modo, inspirados en el Cbl
y motivados por la modificacién topoldgica de las redes de potencia, uno de los
objetivos de esta tesis es el estudio de circuitos eléctricos desde la perspectiva de
imponer una estructura topologica al circuito que garantice el moldeo del compor-
tamiento entrada-salida. El propoésito es alcanzar un objetivo de control al disenar
la estructura del sistema (Avila-Becerril et al. [4]). El estudio de circuitos eléctri-
cos con énfasis en propiedades topoldgicas es el presentado por Stykel [79], donde
con el fin de facilitar simulaciones numéricas, se aproxima un circuito de gran
escala por un modelo mas pequeno que captura las propiedades entrada-salida
del original preservando propiedades de pasividad y estabilidad.

Ahora bien, la red de SEP consiste de generadores, cargas, lineas de trans-
misién y convertidores de potencia (Kundur et al. [42], Van Cutsem y Vournas
[83]). Estos sistemas son modelados como estructuras no-lineales a gran escala, de
manera que exhiben una gran variedad de comportamientos descritos matemati-
camente en términos de estabilidad en el sentido de Lyapunov, bifurcaciones y
caos (Hill y Chen [35]). En virtud de lo anterior, en 1995 Hill [34] apuntaba que
dada la creciente complejidad de la red, los beneficios de continuar usando con-
troladores lineales parecian inadecuados para manejar problemas esencialmente
no-lineales; y que en este escenario, los métodos basados en funciones de energia
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parecian ser una herramienta competitiva. Actualmente existen numerosos tra-
bajos que explotan los beneficios que las técnicas basadas en energia ofrecen para
SEPs. Por mencionar algunos Ortega et al. [59] y Dib et al. [22] proponen modelos
Hamiltonianos y controladores basados en pasividad que resuelven el problema
de estabilidad transitoria. Dentro de la misma perspectiva, Fiaz et al. [30] mo-
dela a la red eléctrica como un sistema Hamiltoniano en un grafo, donde cada
componente de la red es por si mismo un sistema Hamiltoniano y estos compo-
nentes se conjuntan usando interconexiones que preservan potencia. En principio,
esta perspectiva permite anadir otros subsistemas Hamiltonianos como los son los
bancos de capacitores, considerar diferentes modelos para el generador y, dada la
similitud con el modelado clasico de sistemas dinamicos, ha servido de motiva-
cion para abordar el problema de analisis de circuitos eléctricos que se presenta
en esta tesis.

Asimismo, la aparicion de las nuevas “redes inteligentes” (Fang et al. [27], Far-
hangi [28]) que concertan tecnologia de informacién con ingenieria de sistemas de
potencia, ha provocado un cambio en el paradigma de los Sistemas Eléctricos de
Potencia. Las microredes forman parte de estas redes inteligentes y de acuerdo
a Fang et al. [27] son grupos localizados que combinan cargas, lineas y fuentes
de Generacién Distribuida (e.g. paneles solares y pequenas turbinas de viento)
interconectadas con la red por medio de convertidores de potencia, los cuales
tienen la funciéon de acondicionar las energias generadas. En estas microredes se
abordan problemas de estabilidad de voltaje y de frecuencia al mismo tiempo que
se comparte la demanda de potencia entre las diferentes unidades generadoras.
Cada unidad de generacion esta provista de un convertidor de potencia, por lo
que una manera usual de abordar el problema es con el llamado droop control
(ver Barklund et al. [11], Lasseter [44], Marwali et al. [51], Pedrasa y Spooner
[67] v las referencias en ellos). En general, para este tipo de andlisis se heredan
suposiciones como amplitudes de voltajes constantes y se utilizan herramientas
de teorfa de grafos. Simpson-Porco et al. [77] proponen una solucién al problema
de sincronizaciéon y despacho de potencia recuperando herramientas de la teoria
de osciladores acoplados. En particular, muestran que las ecuaciones que mode-
lan a la microred, formada por cargas y convertidores de potencia equipados con
controladores de frecuencia droop, pueden ser representadas de manera equiva-
lente como dicho modelo de osciladores acoplados. En este caso, la atencién se
restringe al flujo de potencia activa y se asume que las magnitudes de voltaje
estdn fijas en cada bus. En un estudio general, Schiffer et al. [74] representan a
la microgrid como un sistema PCH; en este trabajo se asume que la red ha sido
reducida por medio de la reduccién de Kron (Dorfler y Bullo [24]), de manera
que todos los nodos tienen un convertidor de potencia, y que estos convertidores
pueden modelarse como una cadena de integradores, cuya frecuencia y voltaje
son controlados por medio de controladores droop, lo que les permite proponer
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un andlisis de estabilidad de la microred en términos de consenso.

1.3. Formulacion del Problema

Una vez establecidas las consideraciones anteriores, el problema que se aborda
en esta tesis se puede plantear como sigue:

Considere una red dindmica descrita por un grafo dirigido, compuesta por
sistemas Hamiltonianos controlados por puerto (o bien sistemas Lagrangianos):
Encuentre y caracterice estructuras topoldgicas de interconexion que conlleven
propiedades de estabilidad. Asimismo, disene esquemas de control basados en pa-
siwidad para lograr la estabilizacion de puntos de operacion y el sequimiento de
trayectorias con aplicaciones en el drea de sistemas eléctricos.

El problema planteado tiene como base las siguientes hipétesis de trabajo:

= La imposicién de una estructura topoldgica a un circuito eléctrico moldea
su comportamiento entrada-salida.

= La interconexion en un SEP puede representarse por un circuito eléctrico.

= Las topologias comuinmente usadas en SEP garantizan por si mismas pro-
piedades de estabilidad.

» Cada elemento de un SEP (en particular de una microred) tiene estructura
Hamiltoniana o Lagrangiana, por lo que pueden disenarse controladores
basados en pasividad para las dinamicas individuales.

= La microred completa satisface una estructura Hamiltoniana por lo que el
analisis dinamico se puede abordar bajo un enfoque modular basado en
energia.

= Algunos problemas de control en circuitos eléctricos y en SEPs se pueden
plantear como problemas de sincronizacién y consenso.

1.4. Contribuciones

Las contribuciones giran entorno al analisis de sistemas dindamicos interconec-
tados, desde la perspectiva de sistemas Hamiltonianos controlados por puerto y
sistemas Lagrangianos, que van desde las propiedades topolédgicas de la interco-
nexion, hasta el estudio de los elementos individuales de la red y la propuesta de
leyes de control. Las principales contribuciones de esta tesis se indican a conti-
nuacion:
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= Como una forma de adquirir experiencia en la sincronizacién de sistemas
subactuados usando estrategias de control basados en pasividad y herra-
mientas de Teoria de Grafos, se propusieron nuevas soluciones al problema
de consenso en robots de uniones flexibles, extendiendo los resultados de
maestria de la autora de esta tesis (publicados en Avila-Becerril y Espinosa-
Perez [3]), se usé un controlador basado en desacoplamiento y se extendié al
espacio de trabajo. Ademas, con el planteamiento de un nuevo andlisis de
estabilidad, se consideraron retardos en los canales de comunicacién (los
resultados estan publicados en Avila-Becerril et al. [6, 7]).

= Se introdujo una ley de control basada en pasividad que resuelve el pro-
blema, hasta ahora abierto, de seguimiento de trayectorias, midiendo so6lo
posicién y asegurando estabilidad global, uniforme y asintética para los ro-
bots de uniones flexibles como dindmica individual de la red. El resultado se
extendio para una clase mas general de sistemas Lagrangianos subactuados
donde el control entra por medio de una cadena de integradores (los resul-
tados estdn publicados en Avila-Becerril et al. [8], Loria y Avila-Becerril
[47] y sometidos en Avila-Becerril et al. [9]).

= Se presenté un modelo Hamiltoniano Controlado por Puerto para la cla-
se de circuitos eléctricos que pueden representarse por las ecuaciones de
Bryton-Moser. Se presentaron condiciones suficientes en el arreglo de inter-
conexion entre los elementos para asegurar estabilidad asintética de puntos
de operacién (Avila-Becerril et al. [5]).

= Se hizo un andlisis estructural de los circuitos eléctricos basados en pro-
piedades genéricas de la matriz fundamental de loops. En este estudio se
incluyen los arreglos topoldgicos tipicamente usados en SEPs y se dan con-
diciones suficientes de interconexion para alcanzar estabilidad y consenso
en los voltajes de puerto (los resultados estan publicados en Avila-Becerril
et al. [5], Ferndndez-Carrillo et al. [29] y sometidos en Avila-Becerril et al.

[4])-

= Se propuso un modelo modular PCH para una microred. A diferencia de
los modelos usuales donde se desprecia la dinamica de los convertidores
de potencia, el modelo que se propone incluye una dindmica Hamiltoniana
para los convertidores y para las cargas. El enfoque modular permitira,
posterior a esta tesis, incluir modelos Hamiltonianos para las cargas que
consideren el colapso de voltaje (parte de los resultados fueron publicados
en Avila-Becerril et al. [2]).

= Se present6 un control distribuido, basado en pasividad, que garantiza esta-
bilidad asintdtica de la microred con admitancias arbitrariamente grandes y
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cualquier arreglo topoldgico. En este caso, el controlador resuelve un proble-
ma de seguimiento, donde las trayectorias deseadas se generan por medio de
la solucién de flujos de potencia de la red. Una extension a esta propuesta
es la generacion de un algoritmo de despacho éptimo de flujo de potencia
(una parte de los resultados ha sido publicada en Canseco et al. [16]).

1.5.

Publicaciones

Los siguientes son productos de esta tesis:

s Publicaciones en Revistas Internacionales Indizadas:

Loria, A., Espinosa-Pérez, G., and Avila-Becerril, S. Global adapti-
ve linear control of the permanent-magnet synchronous motor. Inter-
national Journal of Adaptive Control and Signal Processing, vol. 28,
no.10, pp. 971-986, Wiley Online Library, 2014.

Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, G., Panteley, E. and Ortega, R.
Consensus control of flexible-joint robots. International Journal of
Control, vol 88, no 6, pp. 1201-1208, Taylor & Francis, 2015.

Avila-Becerril, S., Loria, A., and Panteley, E. A Separation Prin-
ciple for Underactuated Lossless Lagrangian Systems. Conditionally
accepted in Transactions on Automatic Control (May 6, 2016).

Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, G., and Fernandez, P. Dynamic
Characterization of Typical Electrical Circuits via Structural Properties
submitted to Mathematical Problems in Engineering, (invited paper,
march 6, 2016).

Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, G., and Canseco, R. A Hamilto-
nian approach for stabilization of Microgrids including Power conver-
ters dynamic, (submitted to Automatica, 2016).

= Publicaciones en Congresos Internacionales:

Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, G., Panteley, E. and Ortega, R.
Consensus control of flexible joint robots. 52nd Annual Conference on
Decision and Control, CDC, Florence, Italy 2013 (pp. 2288 - 2293.
IEEE.)

Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, y Rojas, J. L. Consenso en Sis-
temas Eléctricos. Congreso Latinoamericano de Control Automdtico,
CLCA, Cancun, México 2014 (pp. 1119-1124).




1. INTRODUCCION

e Loria, A. and Avila-Becerril, S. Output-feedback global tracking
control of robot manipulators with flexible joints. American Control
Conference, ACC, Portland, USA 2014 (pp. 4032-4037. IEEE.)

e Avila-Becerril, S., Espinosa-Pérez, G. and Fernandez-Carrillo, P.
Stability and Consensus of FElectrical Circuits via Structural Proper-
ties. 5th IFAC Workshop on Lagrangian and Hamiltonian Methods for
Non Linear Control, Lyon, France 2015 (vol 48, no 13, pp. 111-116.
Elsevier).

e Avila-Becerril, S., Loria, A., and Panteley, E. Global Position-Feedback
Tracking Control of Flexible-joint Robots. Accepted in American Con-
trol Conference ACC, Boston, USA 2016, IEEE.

= Publicaciones en Congresos Nacionales:

e Avila-Becerril, S. y G. Espinosa-Pérez. Analisis de Consenso en Re-
des dinamicas. Congreso Nacional de la Asociacién de México de Con-
trol Automatico AMCA, Ensenada, México 2013.

e Fernandez-Carrillo,P. | Avila-Becerril, S. y Espinosa-Pérez, G.. Con-
senso en Sistemas Eléctricos de Potencia Mediante Compensacion.
Congreso Nacional de la Asociacion de México de Control Automatico
AMCA, Cuernavaca, México 2015.

e Canseco, R., Avila-Becerril, S. y Espinosa-Pérez, G. Un enfoque Ha-
miltoniano para la estabilizacion de microredes incluyendo dindmicas
de los convertidores. Congreso Nacional de la Asociacién de México de
Control Automatico AMCA, Cuernavaca, México 2015.

1.6. Organizacion de la Tesis

El contenido de esta tesis esta dividido en cinco capitulos. El Capitulo 2 se re-
laciona con los preliminares y comprende algunas notaciones, definiciones y marco
tedrico al que se hara constante referencia a lo largo de la tesis. Especificamen-
te, se presenta contenido basico de la Teoria de Grafos, preliminares en sistemas
Hamiltonianos controlados por puerto y en Sistemas Eléctricos de Potencia.

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de los Circuitos Eléctricos desde la
perspectiva de teoria de grafos con el objetivo de analizar las propiedades de sus
modelo Hamiltoniano. Este capitulo muestra analisis de estabilidad para diferen-
tes escenarios, haciendo énfasis en las topologias de interconexién comunmente
usadas. El capitulo termina con las propiedades de consenso para el caso de co-
rriente directa y la caracterizacion del estado estable para el caso de entradas
sinusoidales.
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Por su parte, en el Capitulo 4 se retoman las propiedades de los circuitos
eléctricos y se anade la dinamica de los convertidores de potencia para formar el
modelo Hamiltoniano de la microred completa. En este capitulo se propone una
ley de control de seguimiento de trayectorias por retroalimentacién del estado
para los convertidores de potencia individuales y se muestra que las condiciones
de estabilidad se preservan en la microred. Asi mismo, se proponen trayectorias
deseadas dadas por la solucién de los flujos de potencia.

Finalmente, el Capitulo 5 esta dedicado a la propuesta de una ley de control
por retroalimentacién de salida para una clase de sistemas pasivos, que son los
sistemas Lagrangianos.
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Capitulo 2
Preliminares

Este capitulo esta dedicado a la revision de algunas herramientas necesarias
para el andlisis de una red dindmica. En particular, se introduce la notaciéon uti-
lizada durante el resto de la tesis y algunos antecedentes de Teoria de Grafos. Se
presentan ademas conceptos fundamentales en el area de los sistemas Hamilto-
nianos Controlados por puerto y teoria basica de Sistemas Eléctricos de Potencia.

2.1. Notacion

R

Campo de los nimeros reales

Parte real del nimero complejo z = a + bi

Espacio de matrices con n renglones y m columnas
Transpuesta conjugada de la matriz A

Vector columna lleno de unos de orden p

Matriz llena de ceros de m x n

Matriz Laplaciana

Conjunto de vecinos del agente ¢

Para V = {vy,...,v,}, denota i = vy,...,v,
Cardinalidad del conjunto A

Rango de la matriz A

Transpuesta del gradiente de una funcién f : R" — R
Complemento ortogonal

Producto interno

Define al conjunto [0, 27]

2.2. Teoria de Grafos

La Teoria de Grafos es una herramienta natural para representar las interac-
ciones entre los elementos de un sistema o de una red. Es por ello que resulta
pertinente hacer una recopilacién de varias definiciones, tomadas de (Bollobdas
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[13], Ren y Cao [71]) a las que se recurrira a lo largo de la tesis por formar parte
importante en los resultados de la misma.

Un grafo G es un par ordenado de conjuntos disjuntos (V, £), donde V(G) =
{v1,Vva,...,v,} es el conjunto finito de nodos, mientras que el conjunto finito de
bordes E(G) = {ey,eq,...,e,} es un subconjunto del conjunto V2 de parejas de
V. El orden de G es el niimero de nodos en G y se denota como |G| £ |V(G)|. El
tamano de G es el nimero de bordes en G y se expresa como ¢(G) 2 |€(G)|. De
manera que G(n,b) indica a un grafo arbitrario de orden n y tamano b.

El borde (4, j) en el conjunto € de un grafo dirigido denota que el nodo j puede
obtener informacién del nodo 4, pero no necesariamente viceversa; en este caso, al
nodo ¢ se le conoce como el nodo padre y al 7, como el nodo hijo. En este trabajo
los auto-bordes (i,7) no son permitidos. Ademés si un borde (i,j) € &, entonces
se dice que el nodo i es vecino del nodo 7 o bien que son nodos adyacentes. Al
conjunto de vecinos de un nodo i, o adyacentes al nodo i, se le denota como N;. En
contraste con un grafo dirigido, en un grafo no-dirigido las parejas de nodos no
estdn ordenados, en este caso, el borde (i, j) indica que los nodos pueden obtener
informacion uno del otro. Asi mismo, un grafo ponderado asocia un peso a cada
borde en el grafo. Una trayectoria dirigida es una secuencia de bordes en un
grafo dirigido de la forma (e, e3), (eg,e3).... Un grafo dirigido esta fuertemente
conectado si existe una trayectoria dirigida desde cada nodo a todos los demas
nodos.

Un ciclo o lazo, es una secuencia de nodos y bordes vovy - - - v tal que k& > 3,
vg = Vi y los nodos v;, 0 < ¢ < k, son distintos entre si y entre vy. Esto es, cada
nodo en un lazo tiene grado dos. Un conjunto de lazo o loopset es el conjunto
de nodos y bordes en un lazo. Un conjunto de corte o cutset es un conjunto de
bordes de un grafo conectado tal que al cortar estos bordes se separa al grafo
en dos grafos conectados. Si cualquier borde del cutset se omite, el grafo debe
permanecer conectado. Si todos los bordes en un cutset son incidentes a un nodo,
el nodo es llamado cutset de nodo.

Por su parte, un subgrafo (V*, €°) de (V, €), es un grafo tal que V¢ C V y
& C EN(V* x V). Un drbol es un subgrafo conectado que contiene todos los
nodos del grafo pero no tiene lazos, a sus elementos se les denomina ramas. Su
complemento, formado por todos los bordes que cierran lazos con las ramas del
arbol, es llamado co-drbol y a sus elementos se les nombra cuerdas. Més atn,
de acuerdo al Teorema 7 de Bollobas [13]: Un grafo de orden n es un drbol si
y s6lo si estd conectado y tiene tamano (n — 1). Un drbol de expansion dirigido
(V#, €%) de un grafo dirigido (V, €) es un subgrafo de (V, ) tal que (V*, %) es
un drbol dirigido y V* = V. Note que un grafo dirigido (V, £) tiene un arbol
de expansion dirigido si y solo si (V, €) tiene al menos un nodo con trayectorias
dirigidas a todos los demas nodos. En grafos no dirigidos, la existencia de un
arbol de expansion es equivalente a que el grafo esté conectado, sin embargo, en
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grafos dirigidos la existencia de un arbol de expansion es una condicién mas débil
que la de estar fuertemente conectado.

Por tltimo, un cutset bdsico se define para un arbol particular como el cutset
que consiste de una rama del arbol y cualesquiera cuerdas del co-arbol. Mientras
que un loopset bdsico también se define para un arbol especifico y es un loopset
formado por una cuerda y cualesquiera ramas del arbol.

2.2.1. Espacios Vectoriales y Matrices Asociadas a Grafos

Se define al Espacio Nodo Cy(G) de un grafo G como el espacio vectorial
real de dimensién n de todas las funciones de V(G) a R. De manera similar,
el Espacio Borde C1(G) es el espacio vectorial real de dimensién b de todas las
funciones que mapean de €(G) a R. En este sentido, a {vy,...,v,} v {e1,...,en}
se les llama bases estandar de estos espacios y estan dotadas del producto interno
(x,y) = >_x;y; sobre el cual son ortogonales.

Esta szubseccién se concentra en la definiciéon de ciertas matrices asociadas
a los grafos, cuya estructura caracteriza completamente las interconexiones. En
particular se definen dos matrices asociadas a las restricciones de compatibilidad
y continuidad, respectivamente. Para esto, sea L un loop basico en G' con una
orientacién dada, este loop puede ser identificado con un elemento z;, de C(G)
como

1 sie € E(L)y e; estd orientado en la direccién de L,
zr(e;) =< —1 sie; € E(L) y e; no esta orientado en la direccién de L,
0 sie; ¢ E(L)
(2.1)

Denote por Z(G) al subespacio de C1(G) expandido por los vectores z; con L
corriendo sobre el conjunto de lazos; entonces, Z(G) es el espacio de lazo de G.

Definicién 1. Se define a la matriz de loopsets bésicos By, de (b —n+ 1) x b
como la matriz cuyo i—ésimo renglén es el vector fundamental de lazos z(e;).

O
Similar a lo anterior, sea P un cutset basico, entonces hay un vector up en
C1(G) llamado wvector de cutsets bdsicos asociado a esta particién:

1 sie € E(P)y e; entra al cutset P,
up(e;) = ¢ —1 sie; € E(P)y e sale del cutset P, (2.2)
0 sie; ¢ E(P)

Con lo que el espacio de corte U(G) es el subespacio de C}(G) expandido por
todos los vectores up y la matriz correspondiente es la siguiente:
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Definicién 2. Se define a la matriz de cutsets basicos Cy, de orden (n — 1) x b
como la matriz cuyo i—ésimo renglon es el vector de cuts basicos up(e;).

Teorema 1 (Bollobés [13], Teorema 9). El espacio borde C1(G) es la suma directa
del espacio Z(G) y U(G), por lo que uno es el complemento ortogonal del otro.
Ademds, si G tiene n nodos y b bordes, entonces

dimZ(G)=b—n+1 y dimU(G)=n—1 (2.3)

O

De lo anterior se puede concluir que
rank(By) =b—n+1y rank(Cy) =n — 1. (2.4)

Mas aun, existen diferentes matrices asociadas a los espacios vectoriales men-
cionados anteriormente. Asi, la matriz de adyacencia A = A(G) = (a;;) del grafo
G es la matriz de n x m definida como

0i; — { 1 si vv; € E(Q) (2.5)

0 en cualquier otro caso.

Mientras que, para definir la matriz de incidencia de un grafo se considera la
orientacién de los bordes. Esta matriz B = B(G) = (b;;) de G induce un mapeo
B :Rb — R"™ por lo que es de n x by esta determinada por

1 si v; es el nodo inicial del borde e;,
bij =4¢ —1 siwv; es el nodo terminal del borde e, (2.6)
0 en cualquier otro caso.

donde se puede demostrar que el espacio de lazo es exactamente el kernel de B,
por lo que el rank(B) =b— (b—n+1) =n — 1. Por ultimo, si D = (D;;) es una
matriz diagonal de orden n con elementos el grado del nodo 7. Entonces la matriz
Laplaciana £ es tal que

L=BB"=D- A (2.7)

La matriz Laplaciana, de acuerdo al teorema del disco de Gershgorin (Serre [75]),
tiene un valor propio simple en cero y todos los demas valores propios tienen
parte real positiva si y solo si G tiene un arbol de expansién dirigido (que el grafo
no dirigido esté conectado). Adicionalmente, £1, = 0,,.
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f )
Fuente ei | Sistema
O

Figura 2.1: Variables generalizadas

2.3. Preliminares en Sistemas Hamiltonianos

Un sistema Hamiltoniano es un sistema no-lineal que se identifica por una
inclusién explicita de la contribucion del gradiente de la funcién de energia del
sistema en las ecuaciones diferenciales que describen la evolucion del sistema. Los
principios fisicos de modelado de redes conducen a una descripcion Hamiltoniana
generalizada de un sistema fisico con informacién ttil para el anélisis y control de
sistemas lineales y no-lineales. Este sistema es considerado como un manipulador
de energia que interactia via puertos energéticos de entrada y salida. El modelo
matematico obtenido se puede adecuar facilmente para la aplicacion de métodos
de control basados en pasividad como explica Ortega et al. [61].

En resumen, un sistema fisico de pardametros concentrados esta descrito por
un conjunto de elementos almacenadores de energia, un conjunto de elementos
disipadores de energia y un conjunto de puertos, interconectados entre si por
medio de estructuras que preservan potencia.

2.3.1. Variables Generalizadas y Elementos de un Sistema

Para Wellstead [89], el acoplamiento energético de los sistemas puede repre-
sentarse por un par de variables cuyo producto interno es la potencia transmitida
en un puerto. Asi, el acto de entregar energia esta asociada a una variable inten-
siva o de flujo (e.g. corriente eléctrica) y a una variable extensiva o de esfuerzo
(e.g. voltaje). De ahi que un puerto energético pueda representarse por un par
de terminales con un par de variables generalizadas, flujo f y esfuerzo e, tal
como se muestra en la Figura 2.1. En consecuencia, existen dos formas de al-
macenar energia, en términos del esfuerzo o en términos del flujo y, dado que
el almacenamiento de energia puede concebirse en términos de la integral, estos
almacenamientos pueden definirse como

o= fnedt 6 e=%a; fo=["fdt 6 f="4U

dt dt

de manera que el comportamiento de un sistema dinamico de pardmetros con-
centrados puede expresarse como un conjunto de ecuaciones diferenciales donde
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las variables de estado son los esfuerzos y flujos acumulados. Para hablar de mo-
delado hay que distinguir tres elementos basicos en un sistema: fuentes de flujo
y esfuerzo, elementos almacenadores de energia (almacenadores de flujo y de es-
fuerzo) y disipadores, cuyas propiedades estan especificadas por sus relaciones
constitutivas. Por ejemplo, para un elemento almacenador de flujo, la relaciéon
constitutiva expresa la acumulacién de flujo como una funcién de la salida (es-
fuerzo) f, = ¥ (e). Si se tiene un almacenador de esfuerzo, la relacién constitutiva
expresa la acumulacion de esfuerzo como funcién del flujo e, = ¥(f). Por con-
siguiente, si la energia almacenada H,(f,,e,) es una funcién conocida, entonces
las variables de puerto pueden recuperarse a partir de

- a}Ia as -a
Jfa= 1, = % :VfaHa, (2.8&)
€o=e, f= %ﬁ‘:e“) ~ V., H, (2.8b)

Algo semejante ocurre con los elementos disipadores, donde la relacién constitu-
tiva toma la forma

e =1(f) (2.9)

y la potencia e’ f < 0. En el caso lineal, la relacién (2.9) se vuelve e = Rf, con
R una matriz diagonal con los valores de los disipadores.

2.3.2. Restricciones de Interconexion

De manera general, todas las interconexiones que preservan potencia estan
agrupadas dentro de un objeto geométrico conocido como estructura de Dirac
cuya definicién, tomada de [84, 86], se presenta a continuacion.

Definicién 3. Considere un espacio vectorial F y su espacio dual F*, i.e. el
espacio de funciones lineales en F. El espacio F x F* es llamado Espacio de
Potencia de Variables, con la potencia definida como

P={(f1f), (f,f)eFxIF” (2.10)

tal que la variable de flujo f € F y la de esfuerzo e € F*. Un subespacio D C
F x F* es llamada estructura de Dirac si y sélo si se cumple lo siguiente:

(e|f) =0, para todo (f,e) € D (2.11a)
dimD = dim3F (2.11b)
[
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Es importante notar que cualquier mapeo antisimétrico J : €& — F tiene
asociado un grafo tal que

{(f,e) e FxE|f=Je}

es una estructura de Dirac.

Por un lado, la ecuacién (2.11a) define una relacién de preservacién de po-
tencia entre las variables de puerto f y e. Mientras que (2.11b) esta relacionada
con que una interconexién fisica no puede determinar el flujo y el esfuerzo al
mismo tiempo. Una propiedad fundamental de este tipo de estructuras es que la
interconexién, preservando potencia, de estructuras de Dirac nuevamente define
una estructura Dirac. Las estructuras Dirac constantes admiten representaciones
matriciales, como la estructura Kirchhoff-Dirac definida por Van der Schaft y
Maschke [86] en términos de la matriz de incidencia del grafo.

De manera particular, hay dos formas en las que pueden ser conectados los
elementos de un puerto, en serie o en paralelo. Cada caso induce un conjunto de
restricciones relacionadas con las variables de flujo y esfuerzo. Estas restricciones
son llamadas restricciones de compatibilidad y continuidad. La de compatibilidad
demanda que si un conjunto de puertos son conectados de manera que formen
una trayectoria cerrada o lazo, entonces la suma de los esfuerzos alrededor del
lazo es cero. La restriccién complementaria requiere que la suma de todos los
flujos en una terminal comtn sea cero. Estas restricciones pueden ser expresadas
en un marco generalizado por medio de la teoria de grafos. Esto es,

be =0 3 Bb€ =0 (2.12)

donde f € R’ y e € R® son vectores de flujo y esfuerzo de borde, y C, € R*1x,
By € R*"+1xb gon las matrices cutsets y loopsets basicos, respectivamente. Las
restricciones (2.12) equivalen a las impuestas por las estructuras Dirac (2.11).
Asi, mientras las ecuaciones (2.12) definen la topologia de la interconexion, (2.8)
y (2.9) establecen la dindmica.

2.3.3. Pasividad

Las nociones de pasividad estan asociadas a sistemas con la propiedad de que
su energia puede ser incrementada sélo a través del suministro desde una fuente
externa. En principio, esta propiedad es independiente de cualquier norma, sin
embargo, requiere de una dualidad entre el espacio de entradas y el de salidas.

Considere el espacio vectorial lineal de entradas U con dimensiéon m y permita
que el espacio de salidas sea su espacio dual Y = U* formado por las funciones
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lineales en U. Denote el producto interno por

(ylu)
con estas consideraciones es posible presentar la definicién de pasividad.

Definicién 4 (Van der Schaft [84], Definicién 2.2.1). Sea G : L(U) — L(U*), el
mapeo G es pasivo si existe alguna constante positiva [ tal que

/T (y(t)|u(t)) dt > =B, Yu e L(U), YT >0 (2.13)

donde se ha asumido que el lado derecho de la integral estd bien definido.

El ultimo preliminar de esta subseccién presenta una definicién adicional de
pasividad incremental que serd usada en la tesis,

Definicién 5 (Pavlov y Marconi [66], Definicién 1). Considere el sistema

T = F(x,u,t)
y = H(z,1)

con el estado x € R", entrada u € R, salida v € R y la funcion continua
F(z,u,t) localmente Lipschitz respecto a x. Se dice que el sistema es incremen-
talmente pasivo si existe una funcidn de almacenamiento V (t,x1,x2) : Rso x R™ X
R"™ — Rx tal que para cualesquiera dos entradas uy(t) y us(t) y cualesquiera dos
soluciones del sistema x1(t) y x2(t) correspondientes a esas entradas, las salidas
respectivas y1(t) = H(x1(t),t) y yo(t) = H(xo(t),t) satisfacen la desigualdad

.oV oV oV
V= e + 8_x1F(Il’uh t) + 8—$2F($2, ug, t) < (y1 — y2)" (1 — uo)
2.3.4. Sistemas Hamiltonianos Controlados por Puerto

Siguiendo la definicién dada por Van der Schaft [84], la clase de sistemas
Hamiltonianos Controlados por Puerto puede describirse por

oOH

T = J(a:)a—(:z:) +g9(x)u, ve€X, ueR™ (2.14a)
x
0H "
y= QT(-’B)a—(x), yeR (2.14b)
x
donde J(z) es una matriz de n x n, asumida antisimétrica i.e. J(z) = —J(z)7,
cuyas entradas dependen suavemente de z y x = (xy,...,2,) son coordenadas
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locales para un subespacio de estados X de dimensién n. El sistema (2.14) se define
por el subespacio X dotado de una terna (J, g, H). El par (J(z),g(z)), v € X
captura la estructura de interconexién del sistema, en particular g(z) modela los
puertos del sistema; mientras que el Hamiltoniano H : X + R define la energia
almacenada. Calculando la derivada temporal del Hamiltoniano H a lo largo de
las trayectorias del sistema (2.14), se encuentra una propiedad bésica de estos
sistemas que se refiere al balance energético

U w(t)) = (@)1 (2.15)

que, debido a la antisimetria de J(x), corresponde a una estructura interna de
conservacién de potencia, mientras que u y y son las variables de potencia de
los puertos definidos por g(z), por lo que u’y es la potencia externa suministra-
da. Por lo tanto, si H es no-negativa (o acotada por abajo) entonces el sistema
Hamiltoniano (2.14) es conservativo.

La disipacion de energia puede incluirse por medio de algunos puertos termi-
nales considerando, en vez de g(x)u, el término

[o6e) an) ][,

up } = g(z)u+ gr(x)ug (2.16)

y su correspondiente salida extendida
T(.,.\OH
y 9" ()5 () }
= 7 2.17
o |- Lo mG) 247

donde ug, yr € R™ determinan las variables de potencia en los puertos con
relaciones constitutivas disipativas

ugp = —F(ygr) (2.18)
donde el mapeo F : R™ +— R™ satisface
yrF(yr) >0, yr € R™ (2.19)

Es importante hacer notar que en algunos casos ' se puede encontrar a partir de
la llamada funcion de disipacion de Rayleigh [61], R : R™" — R tal que
OR

8—yR(yR)

F(Z/R) =

Como se dijo anteriormente, un sistema pasivo no puede almacenar mas
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energia que la que se le suministra desde el exterior, donde la diferencia es la
energfa disipada. El siguiente balance energético muestra que el sistema (2.14)
con (2.16) define un mapeo pasivo. En este caso, la ecuacién (2.15) toma la forma

O (0(t)) = (1)(1) — WP (y(t) (2:20)

e integrando (2.20) de ty a t; se puede establecer la ecuacién de balance energético

t1

Hiz(t) - Hzt) + [ shOF@r®)t = [ u'@uod, 221

to to

con el término ft? yL(t)F(yr(t))dt no negativo representando la energfa disipada
en el intervalo [to, t1]. Ahora observe que si H(x) estd acotada por una constante
c entonces el sistema es pasivo. Mas atn, si u = 0 de la ecuacién (2.21) puede
concluirse que la energia no se incrementa, por lo que el punto de equilibrio trivial
del sistema no-forzado es estable en el sentido de Lyapunov; esta estabilidad se
preserva si la salida y = 0, reflejando el hecho de que el sistema es de fase minima.
Finalmente, si se considera que los elementos disipativos son lineales, esto es,

que
Ur = —SyR (222)

para alguna matriz S = ST > 0, entonces el sistema Hamiltoniano es llamado
sistema Hamiltoniano Controlado por Puerto con Disipacién (PCHD por sus
siglas en inglés) y puede escribirse como

& =[J(x) — R(x)] aa—];,(l’) + g(z)u (2.23a)
y=d" @) @) (2.230)

con R(x) := gr(x)Sgk(z) simétrica positiva semidefinida. En este caso,

W oy = 0wt - 2L wr @) <ty 29

Lema 1 (Van der Schaft [84], Lema 3.2.4). Sea H : X — R una funcion Ha-
miltoniana continuamente diferenciable para (2.23). Suponga que x* es un punto
interior de X y un minimo local estricto de H(x). Entonces, z* es un punto de
equilibrio estable del sistema no-forzado

b = [J(a) ~ R@) S (x)
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con funcion de Lyapunov V(x) = H(x) — H(z*) > 0 para todo x € D\ {z*}
y V(z*) = 0, donde D C X es una vecindad de x*. Mds ain, suponga que no
existe otra solucion que x(t) = z* que permanezca en {x e D|H(z) = 0} para

todo t > 0. Entonces, x* es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Una forma alternativa de formular el Lema 1 es usando la propiedad de detec-
tabilidad de estado cero con la salida § = R(z)%2 (z) y el principio de invarianza

de LaSalle.

Definicién 6 (Van der Schaft [84], Definicién 3.2.7). El sistema (2.23) es cero
estado detectable si u(t) =0, y(t) =0, ¥Vt > 0, implica que tlim z(t) = 0.
—00

2.4. Preliminares en Sistemas Eléctricos de Po-
tencia

De acuerdo a Kundur et al. [42] aunque los Sistemas Eléctricos de Potencia
varien en tamano tienen las mismas caracteristicas, esto es, estan formados por
tres subsistemas: generacion, transmision y distribucion. La funciéon de un SEP
es convertir energia de una de las formas naturalmente disponibles a la forma
eléctrica y transportarla hasta los puntos de consumo. El SEP debe ser capaz de
mantener la demanda de carga, en términos de potencia activa y reactiva; ademas
de mantener estandares en la calidad de la energia respecto a una frecuencia y
voltaje constantes. Para lograr lo anterior, son necesarios varios niveles de control,
desde el control en los sistemas de generacién (por ejemplo los controladores
propuestos por Ortega et al. [61]) hasta el control en la transmisién, que incluye
compensadores (Garcia-Canseco et al. [31]) y transmisiones en corriente continua
de alta tension (HVDC) (Zonetti et al. [94]).

De manera clésica, los SEP son unidireccionales y tienen una generacion
centralizada. Sin embargo, los avances tecnolégicos en generadores pequenos,
electronica de potencia y almacenadores han acelerado la penetracién de uni-
dades de Generacién Distribuida (DG), por ejemplo paneles solares y pequenas
turbinas de viento, que son generadores de pequena escala, tipicamente entre
3kW y 10,000kW, lo que ha originado una nueva generacién de SEP llamadas
microredes. Una microred (Fang et al. [27]) es un grupo concentrado de genera-
dores, almacenadores y cargas, que en operacién normal esta conectada a la red
tradicional (macrored) y en este caso se comporta como una carga o una fuente.
Durante este modo de operacién su funcién es la de satisfacer los requerimientos
de la carga.

No obstante, el inico punto de acoplamiento con la macrored puede ser des-
conectado tal que los generadores distribuidos siguen alimentando potencia a los
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usuarios dentro de la microred sin obtener potencia de afuera, esta operacién
resulta en una microred aislada. Cabe mencionar que ain en este caso es posible
que siga existiendo intercambio de informacién con la macrored. La microred se
debe desconectar cuando ocurra una condicion anormal y, al cambiar a su modo
aislado, de acuerdo a Pedrasa y Spooner [67], se enfrenta a los siguientes proble-
mas: gestion y regulacién de frecuencia y voltaje, calidad de potencia, es decir,
rectificar desviaciones de frecuencia y voltaje, asi como absorber potencia activa
o reactiva.

En general, el voltaje de estas microfuentes es acondicionado utilizando un
convertidor de potencia y una de las técnicas de control méas usadas para es-
tos convertidores es el controlador droop (Lasseter [44]). Basicamente, el control
droop es un control proporcional cuya ganancia determina la distribucion de po-
tencia en estado estable. El funcionamiento de este controlador se basa en que,
para una red predominantemente inductiva, la potencia reactiva estd mayormente
influenciada por cambios en el voltaje, mientras que la potencia activa depende de
manera mas directa de las desviaciones angulares. Consecuentemente, las frecuen-
cias w; v las amplitudes de voltaje V; de los inversores se modifican dependiendo
de las desviaciones (respecto a un valor deseado) de potencia activa y reactiva,
respectivamente (implementaciones del control droop en microredes predominan-
temente inductivas puede encontrarse en los trabajos de Schiffer et al. [74] y
Simpson-Porco et al. [77]).

2.4.1. Conceptos Fundamentales

Para circuitos lineales, si el interés esta en la respuesta en estado senoidal, se
pueden dar caracterizaciones en términos de la representaciéon fasorial de corrien-
tes y voltajes.

Definicién 7 (Desoer y Kuh [20]). Considere un circuito eléctrico de un puerto
formado por una interconexion arbitraria de elementos lineales invariantes en el
tiempo. Considere ademds que iy es una senal senoidal con frecuencia angular w,
tal que

is(t) = Ipcos(wt + @)

con I, w y ¢ la amplitud, frecuencia angular y fase de la senoidal, respectiva-
mente. La senoidal puede ser representada por el nimero complejo

I£ 7,67

donde I, = |I| es la magnitud del nimero complejo I y ¢ = <1 es la fase. Al
numero complejo I se le conoce como tasor de la senal senoidal.
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Considere ahora que la senal i4(t) es la corriente de entrada al circuito; de
manera que,
is(t) = Re{l,e’"} = |I,|cos(wt + <)

y permita que la respuesta de voltaje en estado senoidal sea
v(t) = Re{Ve™'} = |V |cos(wt + <V)

Entonces, se pueden formular las siguientes definiciones:

Definicién 8 (Desoer y Kuh [20]). Se define la impedancia del circuito de un
puerto en la frecuencia angular w como la division del fasor de voltaje de salida
V entre el fasor de corriente de entrada I, esto es

A%
Z(jw) & +
I,
Mientras que la admitancia del circuito de un puerto en la frecuencia angular
w es la division del fasor de corriente de salida V entre el fasor de voltaje de

entrada I,
I

Y(jw) & —

Uw) = 5

Bajo las definiciones anteriores es posible definir la impedancia y admitan-
cia en términos de su parte real y su parte imaginaria como se presenta en las

siguientes definiciones,
Definicién 9 (Desoer y Kuh [20]). Sean C' € Rxg, L € R>p yw € Rsq constantes

que denotan una capacitancia, una inductancia y una frecuencia, respectivamente.
La reactancia de una capacitancia estd definida como

1

X2
¢ ouC

y la reactancia inductiva estd definida como
XL = wlL

Definicién 10 (Desoer y Kuh [20]). Sea R € Rs¢ y X € R constantes denotando
la resistencia y la reactancia, respectivamente. Permita que la impedancia Z sea
expresada como Z = R+ jX € C. Para Z # 0, la admitancia compleja Y se
define como

1 R X
V=2=7m 5 T 52 2
Z R+ X R4+ X
Mads atun, al escalar G se le llama conductancia, mientras que B es llamado
susceptancia.

=G+ jB
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2.4.2. Flujos de Potencia

El andlisis de flujo de potencias involucra el cédlculo de flujos de potencia
y voltajes en una red para condiciones especificas en estado estacionario; este
analisis describe las interacciones entre las fuentes y las cargas. Para esto, son
necesarias dos suposiciones usuales en los SEP (ver Kundur et al. [42] y sus
referencias) que seran usadas a lo largo de la tesis.

Suposicion 1. Sobre la red de potencia:
= Las redes de potencia consideradas estdn balanceadas.

s Las lineas de transmision pueden representarse por circuitos m equivalentes
con parametros lineales concentrados (ver Figura 2.2).

Por un lado, la primera parte de la suposicion permite la representacion de
una fase del sistema. Por otro lado, la segunda parte posibilita el modelado de
las lineas de transmision como circuitos RLC' tal como el que se muestra en la
Figura 2.2, donde los capacitores en terminal se representan como admitancias
conectadas a tierra.

De este modo, el modelo de los flujo de potencia es estatico y esta basado en
la Suposicién 1. En general, existen diferentes unidades de generaciéon o cargas
conectadas a diferentes nodos en la red, las cuales son modeladas por sistemas
dinamicos como se verd mas adelante en el Capitulo 4. En este contexto, se
considera que hay cuatro cantidades asociadas a cada bus o nodo: la potencia
activa P, la potencia reactiva ), la magnitud de voltaje V' y el angulo de voltaje
6. Cada bus tiene determinadas dos de las cuatro cantidades (Kundur et al. [42]);
esto es, los buses pueden clasificarse en:

1. Bus controlado por voltaje (PV): La potencia activa y el voltaje estdn dados.
Ejemplos de ellos son buses con generadores y compensadores.

2. Bus carga (PQ): Estén especificadas la potencia activa y reactiva. Normal-
mente las cargas se asumen tener potencia constante.

3. Slack o bus de referencia: Estdn dadas la magnitud de voltaje y el angulo
de fase. Las pérdidas no son conocidas a priori, por lo que al menos un bus
debe tener no-fijas Py Q.

Asi, considere una red de n nodos, las relaciones entre las corrientes y los
voltajes de nodo pueden representarse en términos de la matriz de admitancias
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Figura 2.2: Circuito equivalente 7 de una linea de transmisién

de nodo' como

L Yiu Y2 o0 Yo, Vi
I Yor Yoo - Yo, Vo
= . o, (2.25)
In Ynl Yn2 e Ynn Vn

donde Y}; es la admitancia propia i.e. la suma de todas las admitancias conectadas
al nodo i, Y;; es la admitancia mutua entre el nodo ¢ y el 7 y es de signo contrario
a Yy, Vi es el fasor de voltaje a tierra del nodo 4, mientras que I; es el fasor
de corriente que circula dentro de la red en el nodo i. En este caso, los efectos
de cargas no-lineales (como compensadores y convertidores HVDC) conectados a
nodos de la red, se ven reflejados en las corrientes de nodo. Hay que notar que si
se conocen las corrientes inyectadas I, entonces las ecuaciones (2.25) son lineales.
Dado que la potencia aparente en el nodo k£ esta dada por la relacion

Sk = P+ jQr = Vi1, (2.26)
entonces la corriente en cualquier nodo k estd relacionado con las variables P, ()

y V como
P, — jQy
[ =5 J%F 2.27
k 7 (2.27)
Para los nodos PQ) y PV sus variables correspondientes estan dadas; sin embargo,
para otros tipos de nodos las relaciones entre estas variables estan definidas por
los elementos conectados a los nodos, lo anterior ocasiona relaciones no-lineales en

los flujos de potencia lo que motiva el uso de métodos numéricos para resolverlas.

1Para fines de anilisis, esta matriz es equivalente a la matriz Laplaciana ponderada por las
admitancias.
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Esto es, la corriente en el nodo k puede reescribirse en términos de (2.25) como

m=1

sustituyendo esta tltima ecuacion en (2.26) se tiene

n

Pe+jQr =Vi»_(Grm — jBim) Vi,

m=1

con Yim = Gim + jBrm, en donde Gy, es llamada conductancia y By, suscep-
tancia. Por otro lado, usando la identidad de Euler, el producto de fasores

ViVr = Vi Vi, el O =0m) — VieVin (co80km + j8inBr,)

donde 0y, £ 6, — 0,,. Finalmente, separando la parte real de la imaginaria, las
expresiones para Py, y Q) pueden escribirse como

n

P, = VkZ(kaVmcoska + B Vin 5110, ) (2.28a)
m=1

Qr = VkZ(kaVmsianm — B Vin oSOy, (2.28b)
m=1

de manera que las potencias activa y reactiva en cada nodo son funcién de la
magnitud de voltaje V' y del angulo 6 de todos los nodos. Puede notarse que,
como se dijo en la subseccién anterior, para pequenas desviaciones de 6y, se
tiene que sin(Ogy,) = Ogm y que cos(0yn) = 1, por lo que, con Gy, = 0 i.e.
una red predominantemente inductiva, la potencia reactiva esta mas influenciada
por los cambios en voltaje, mientras que la potencia activa por las desviaciones
angulares.

2.4.3. Estabilidad de Voltaje

La estabilidad de un sistema de potencia es la propiedad de un SEP que le
permite permanecer en un punto de operacion de equilibrio bajo condiciones de
operacién normales y de permanecer en un estado de equilibrio aceptable después
de ser sujeto a una perturbacién [42]. Como consecuencia de una perturbacién, la
inestabilidad en un SEP puede manifestarse de diferentes maneras, para identifi-
car propiedades fundamentales resulta conveniente separar estos comportamien-
tos. Los diferentes tipos de estabilidad no necesariamente son independientes uno
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de otro y un andlisis detallado de esta clasificacién puede encontrarse en [42, 83].

Definicién 11 ([42]). La estabilidad de voltaje es la habilidad del SEP para man-
tener un voltaje en estado estacionario aceptable en todos los buses del sistema
bajo condiciones de operacion normales y después de ser sujeto a un perturbacion.

Numerosos autores han propuesto indices de inestabilidad de voltaje basados
en algun tipo de andlisis de flujos de potencia. Esta inestabilidad esta asociada
con un desbalance de potencia reactiva; una forma de lidiar con este problema
es a través de la compensaciéon, por ejemplo por medio de Sistemas Flexibles
de Transmisién en Corriente Alterna (FACTS). Asi, usualmente colocar un com-
pensador de potencia reactiva en un bus débil [40] mejora las propiedades de
estabilidad de voltaje estatico. Otras técnicas incluyen compensacion en deriva-
cién, compensacién en serie, modificando la matriz de susceptancias [82] o bien
maquinas sincronas para absorber o generar potencia reactiva. En cualquiera de
estos casos, el problema radica en modificar la topologia de la red eléctrica o
anadir sistemas dinamicos los cuales, pueden ser representados por un modelo
Hamiltoniano controlado por puerto (ver por ejemplo [36, 80]).

2.4.4. Circuitos Eléctricos No-Lineales

Mientras que un circuito fisico siempre tiene una unica solucién, una red
no-lineal, usada para modelar un circuito fisico, no necesariamente la tiene. Des-
de hace algin tiempo, se han reportado articulos que dan condiciones sobre la
unicidad de soluciones en redes no-lineales (ver por ejemplo [21, 73]). En otras
palabras, considerando a z como el conjunto de variables a determinar (conjunto
completo) y a las entradas u y y, tales que

h(z,y) = u, (2.29)

la cuestion es si la ecuacion tiene una solucién unica para un conjunto dado de
—o todas las posibles— entradas = y y.

Teorema 2 (Teorema 1, Kuh y Hajj [41]). Una red resistiva no-lineal tiene una
unica solucion para todas las posibles entradas si existe un drbol tal que las ramas
no estan acopladas con las cuerdas y se cumpla que la matriz de conductancias
de drbol Gy sea uniformemente positiva definida (UPD) y la de co-drbol G, uni-
formemente positiva semi-definida (UPSD).

Por ejemplo los diodos cumplen con ser UPSD pero no UPD. Por otro lado,
para las redes con elementos de dos terminales, el teorema obtenido por Desoer
y Katzenelson [21] provee condiciones de unicidad de soluciones para elementos
de dos terminales.
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Teorema 3 (Teorema 4, Desoer y Katzenelson [21]). Si todos los elementos de
las ramas se controlan por voltaje, todos los elementos de las cuerdas se contro-
lan por corriente y si ademds todos los elementos son mononotamente crecientes
(no necesariamente estrictamente), entonces la red tiene una inica solucion para
todas las posibles entradas.

Bajo estas condiciones, puede llevarse a cabo un andlisis de potencial mixto
como el propuesto por Brayton y Moser [15]. En esta tesis, los circuitos eléctricos
estudiados son aquellos que pueden expresarse por las ecuaciones de Brayton-
Moser.
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Capitulo 3
Analisis de Circuitos Eléctricos

Este capitulo estd dedicado al andlisis de circuitos eléctricos con un interés
particular en las propiedades estructurales de la red. El estudio tiene como base la
Teoria de Grafos aplicada a circuitos eléctricos y tiene el objetivo de clarificar el
impacto que tiene la topologia en el comportamiento dindmico y en la estabilidad
del sistema. Asimismo, se incluyen para este analisis topologias tipicas como lo
son la Radial, la Anillo y la Malla; los resultados de este capitulo serviran como
referencia para el problema de microredes.

3.1. Circuitos Eléctricos Sobre Grafos

Tomando como base algunos conceptos en los Preliminares de esta tesis, un
circuito eléctrico puede ser definido como un grafo G(n,b) orientado, tal que los
puntos de interconexion entre los elementos del circuito definen al conjunto de
nodos V, mientras que el conjunto de bordes € tiene asociados uno a uno a los
elementos de pardmetros concentrados de un puerto (dos terminales) del circuito
(e.g. fuentes, almacenadores o disipadores). Adicionalmente, se considera que el
grafo estd conectado en el sentido de que existe una trayectoria dirigida desde
cada nodo a todos los deméas nodos.

A cada uno de los elementos de un puerto estan asociadas dos variables gene-
ralizadas: el voltaje v en las terminales del elemento y la corriente ¢ que fluye en
él. Hay que notar que estas variables son un caso particular de las variables de
esfuerzo y flujo, presentadas en el capitulo anterior y en este caso, definidas para
sistemas eléctricos. Asi, el espacio vectorial C(G) contiene todas las corrientes @
sobre los bordes y su espacio dual C1(G) estd formado por los voltajes v. De esta
forma, la orientacion del borde coincide con la direccién de una corriente positiva
y un voltaje decreciente.

La interconexion de los elementos debe satisfacer las leyes de Kirchhoff y como
ya se menciond, estas interconexiones que preservan potencia pueden expresarse
en términos de la matriz de cutsets basicos C, € R*™1*? y la matriz de loopsets
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bésicos B, € R*~"T1%_ Asf pues, las Leyes de Corrientes y de Voltajes de Kirchhoff
(KCL y KVL, respectivamente) quedan dadas por

Cbi =0 ) Bb’U =0. (31)

Considere que el grafo asociado al circuito eléctrico puede partirse en un arbol
maximo 7 y su correspondiente co-arbol A, de tal forma que las corrientes 1 € C
y voltajes v € C! pueden dividirse como

i:{zt]ecl; v:[vt]ecl

c Ve
con i; € R®=Y y, € R™Y las corrientes y los voltajes del arbol 7, mientras que
i. € RV-(n=1 4. € R*=("=1) representan las corrientes y los voltajes del co-drbol
A. Con esta divisién y siguiendo lo senalado por Bollobés [13], se puede probar
que las matrices de cutsets y loopsets basicos son tales que las restricciones de
corrientes pueden ser escritas como

[ Lhon H ] {Z.'t } =0 (3.2)

25

y que las restricciones de voltaje toman la forma

[ —H" I i1 ] “’t } =0 (3.3)

C

donde a la matriz H € R=Dxb=("=1) g6 e conoce como matriz fundamental de
loops. De las ecuaciones anteriores (3.2) y (3.3), es claro que las corrientes de
arbol son una combinacion lineal de las corrientes de co-arbol y que los voltajes
de co-arbol son combinacion lineal de los voltajes de arbol,

iy = —Hi., v, = H"v,. (3.4)

En este sentido, debe notarse que el t—ésimo rengléon de H apunta a los elementos
del co-arbol incidentes al i—ésimo cutset béasico. En correspondencia, la j—ésima
columna de H muestra cudles de los elementos del arbol pertenecen al j—ésimo
loopset basico. Dicho lo anterior, uno de los objetivos de esta tesis es analizar
las propiedades de estabilidad y el comportamiento en estado estacionario del
circuito en términos de la matriz fundamental de loops H. Para esto, el primer
paso es la obtencién de un modelo matematico para el circuito que, como ya se
habia adelantado, tiene como marco a los sistemas Hamiltonianos Controlados
por Puerto. La siguiente es una suposicion basica de modelado que se considera
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a lo largo de la tesis.

Suposicion 2. Los elementos que componen al modelo de un circuito eléctrico
son ideales y de pardmetros concentrados.

Asi, el modelo puede encontrarse sustituyendo las relaciones constitutivas de
cada elemento en las restricciones de interconexién (3.4). Los elementos del circui-
to se agrupan tal que las fuentes de voltaje, todos los capacitores y algunas resis-
tencias, aquellas que estan controladas por voltaje, aparecen en el drbol maximo
7, mientras que todos los inductores y el resto de las resistencias, las controladas
por corriente, estan en el co-arbol A correspondiente!, por lo que

1 U1
=1 1c |; vv=| veo (3.5)
LRt VRt

ip = {ZR }; Ve = {”RC} (3.6)

donde vy,i; € R™, vo,ic € R™, vpy,ige € R™, tal que ny +ngo +ng=n—1y
VRe, tre € R™, vy, i, € R™ con ng+ns = b—(n—1), que evidentemente coinciden
con las dimensiones de los espacios de corte U(G) y de lazo Z(G), definidos en el
capitulo anterior.

Es importante remarcar que en este trabajo de tesis se considera la clase de
circuitos eléctricos que pueden ser representados por las ecuaciones de Brayton-
Moser [15]; es decir, se supone un circuito completo en el sentido topolégico de
que existe un arbol 7/ C 7 que contiene a todos los capacitores, donde A" C A
es su correspondiente co-arbol; la suposicion anterior excluye a los loops o lazos
formados s6lo por capacitores. Asi, el andlisis esta restringido a redes sin exceso
de elementos, donde no se admiten ni loopsets con soélo capacitores, ni cutsets con
solo inductores. En el caso de circuitos que no cumplan con estas restricciones,
la limitacién puede relajarse usando las herramientas propuestas por Jeltsema y
Scherpen [39]. En este contexto, los voltajes de capacitor vc y las corrientes de
inductor 7;, forman el llamado conjunto completo de variables; con lo que otra
manera de obtener el modelo del circuito es haciendo uso del potencial mixto.
Cabe mencionar que la estructura Hamiltoniana y las ecuaciones de Brayton-
Moser [15], obtenidas por medio del potencial mixto, son equivalentes?.

'Por simplicidad de presentacién, se omitirdn del andlisis las fuentes de corriente. Sin em-
bargo, de hacerlo se deben contemplar como elementos del co-arbol.
2De hecho, Jeltsema y Scherpen [39] muestran que como ambos, el formalismo de Brayton-
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Siguiendo con el procedimiento para encontrar el modelo Hamiltoniano, se
define la energia almacenada total del circuito H,(q, ¢) : R™*" — R, que es
la debida a la carga ¢ de los capacitores y al flujo magnético ¢ en los inductores,
como

Ha(g, ) = V(g) +V(0) (3.7)

Esta funcién de energia, se supone no negativa (o acotada por abajo) y conocida,
por lo que, haciendo uso de (3.7), es posible recuperar las variables de puerto a
partir de

OH,(q,
q = iC7 Vo = (q ¢) = qua (38&)
dq
- . 0H, (1,
¢=wvL, iL= —8(¢ ?) = V,H, (3.8b)
y la relacién constitutiva
ire = —pt(VRt), VRe = —Pec(ine) (3.9)

donde ¢; y . se asumen ser funciones biyectivas. Respecto a la estructura de la
matriz fundamental de loops, el agrupamiento anterior lleva al arreglo

Hip Hip
H=| Hep Hey (3.10)
Hrr Hgr

donde cada submatriz es de dimensiones apropiadas y los primeros subindices
indican los elementos del arbol, mientras que los segundos los del co-arbol.

Observe que la potencia de cada elemento esta ahora en términos de las subma-
trices de la matriz fundamental de loops. Especificamente, la potencia almacenada
por los capacitores y los inductores es

T ; T ; T T T T T T
PC = _UCHCRZRC — UCHCLZL y PL = ZLHlLvl + ZLHCLUC + ZLHRLURt-

A su vez, la potencia en los elementos disipativos y la suministrada por las fuentes
se escribe como

— T ; T ; _ ;T T T T T
PRt = _URtHRRZRc - URtHRLZL7 PRc = ZRcHlel + ZRCHCRUC + ZRCHRRvRt
T ; T ;
y P = —vy Higtg. — vy Hipig,

respectivamente. Note que el agrupar las ecuaciones anteriores conduce al cele-

Moser y el Hamiltoniano, describen las Leyes de Kirchhoff, tienen una relacién matemaética
fundamental dada por una especie de transformacion de Legendre.
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3.1 Circuitos Eléctricos Sobre Grafos

brado Teorema de Tellegen, valido para cualquier circuito de pardmetros concen-
trados, el cual enuncia que la potencia total en un circuito

P,+Pc+ P+ Pge+ Pry =0 (311)

se preserva. Asimismo, si el circuito es un LC' auténomo, entonces de (3.8a),
(3.8b) y (3.4) se observa que la relacién entre las variables de energia ¢ y las
variables de potencia ¢ estan dadas por

¢=HLi, ¢=—Hepve (3.12)

y como es estudiado por Jeltsema y Scherpen [39], la expresién

82PT(UC ZL) 0 _HC
diag{—Iny,, Lp;} ————> = | 223" b 3.13
ZGQ{ 2 5} 3(1}0,@1;)2 HgL ()n5><n5 ( )
en este caso con Pr(ve,ip) = Pr(ve,ir) = —Po(ve,ir), Po = —vLHerin y

P, =it Hl ve, define una relacién que preserva potencia entre ¢ y ¢, es decir,
una estructura de Dirac. No es sorprendente entonces, que (3.13) forme a la matriz
antisimétrica J del modelo Hamiltoniano que se presentara mas adelante.

Bajo las consideraciones anteriores, el comportamiento dinamico del circuito
eléctrico esta dado por las siguientes ecuaciones diferenciales

¢l _ 0 —Hep ][ VeH,
HEE A w10
0 _HCR VRt 0
L L]

[@Rt } _ { —¢; (ire) } (3.15)

1Re _ng ! (URC>

y complementados por la restriccion algebraica

con

il = _HlRiRc_HlLiL- (316)

La restriccién (3.16) representa la corriente demandada por las fuentes de voltaje
para un punto de operacién dado, pero dado que se consideran fuentes ideales, la
restriccion no impone problemas. En cambio se vuelve importante si en el analisis
se incluyen requisitos de potencia y limites en la capacidad de las fuentes.

El modelo (3.14)-(3.15) puede escribirse en su forma matricial como

& =JV,Hy(x) 4+ F(z,e1,ire, vre) + GEy (3.17)
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donde se han definido

x:[gﬂ; vaa(x):{gzgz]; Elz[el} (3.18)

y las matrices
| 0 —Her | ~_| 0 0
J_{HEL 0 }’G_[Hﬂ O}
F(z,€1,iRe, Vrt) = { 0 —Her } { —¢; (—=Hprire — HreVoHa(q. 9))
e Hp, 0 —pg (Higer + Hypvr + HopVoHa(q, 6))

sujeto a la restriccién (3.16).
Ahora bien, derivando respecto al tiempo a la energia almacenada total del
circuito H,(z) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.17) se tiene que

H, = (V,H,(z))"&
= (VoHa(2)) IV Ho(2)(VoHo () F(2, €1, ire, Vre) + (Vo Ha(z)) GEy
= (VoH,(2)) " F(z,e1,ire, vre) + (Vo Hy(2)) T GE,

de donde si la entrada e; es cero, entonces
Ha = (VxHa(IL'))T]F(fE,61,iRC,URt) (319)

cuyo signo no esta definido. Aunque en este contexto general no es posible es-
tablecer ninguna conclusion acerca de las propiedades de estabilidad para las
trayectorias admisibles de (3.17), esta expresiéon pone en evidencia el hecho de
que la estabilidad depende de las matrices Hog, Hgrr, Hrr v Hig. A continua-
ciéon se desarrollan algunos casos de interés que permiten incorporar propiedades
al vector F(z, e1,ige, Vre)-

3.1.1. Modelo Hamiltoniano Lineal

Para iniciar con el caso mas simple, esta subseccion se concentra en la situacion
donde las resistencias tienen relaciones constitutivas lineales, tales que

iRt = —Rt_lvRt, VRe = _RciRc (320)
donde R; ! = diag{Ri_tl} >0,7=1,...,n3, con entradas las resistencias de arbol
y R. = diag{R;.} > 0,i=1,...,n4 las resistencias de co-drbol; hemos asumido,

tal como lo hace Van der Schaft [85], que las resistencias son positivas. De este
modo, a partir de (3.4) los voltajes vg; y las corrientes ir. pueden ponerse en
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términos de las variables de puerto como

1
VRt | I, R;Hgpr
) = e, 21

> 0 _RtHRL VqHa
RI'HL, 0 VoH,
0
© L noge |}

con las matrices identidad I,,, € R™*™ [, € R™*™ . Consecuentemente, el
modelo (3.14), (3.21) permite ser expresado equivalentemente como un sistema
Hamiltoniano controlado por puerto con disipaciéon (PCHD), como el de la ecua-
ci6én (2.23) del capitulo anterior,

i =[] — R|V,H,(z) + GE (3.22)

donde se han incorporado las definiciones (3.18) y se han definido las matrices

_ 0 Jo | 5, | R 0
I .

(3.23Db)

—Hep [Re + HEp R Hpr) ™ HY, 0
—1
H{, — HE RHgg [R. + HEg R Hgr]  Hip 0O

conJ=—-J' R=R"y

—1
Ji2 = Hcr [Rc + HgRRtHRR] HipRiHp, — Hep,
-1
Ry = Hep [Re+ HypRiHrr]  Hlg
Ry = H%, [Ry' + HrrR, ' Hby) ™ Hpy.
Cabe aclarar que ain cuando se han supuesto resistencias lineales, las relaciones

constitutivas de los elementos almacenadores pueden ser no-lineales. Mas atn,
dada la linealidad de las resistencias, la condicién (3.19) se vuelve

H, = (V.H,(z))"RV H,(z) < 0. (3.24)

Luego, como R = RT > 0 y de acuerdo al Lema 1 una solucién z* de y =
V.« H,(x*) = 0 serd asintéticamente estable si el sistema es estado cero detectable,
considerando como salida a la variable y, mientras que x* = argmin{H,(z)}.
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3.2. Propiedades Estructurales Para Estabilidad
de Circuitos Eléctricos

El propdsito de esta seccion es identificar condiciones de estabilidad cuando
la entrada E; es diferente de cero. Antes de hablar de estas posibles propiedades,
es necesario presentar el conjunto de trayectorias del estado z* que satisfacen las
restricciones del modelo, esto es definir las trayectorias admisibles.

Definicién 12. Considere al sistema
i = flo,u), (3.25)

una trayectoria x* de (3.25) es admisible o realizable siy sdlo si existe una entrada
u* que haga que el estado del sistema satisfaga r = x*. En caso de no ezistir una
u* que satisfaga lo anterior, entonces la trayectoria x* no es realizable.

De manera general, para la clase de circuitos eléctricos en estudio, estas tra-
yectorias son solucién de

& = IV Hy (%) + F(a*, €], %, vyy) + GEL, (3.26)

donde se ha asumido implicitamente la existencia de una entrada e] que gene-
ra el comportamiento z*. Estas trayectorias admisibles, dependen de la matriz
fundamental de loops, por lo que los resultados que se presentan a continuacion

prestan atencion en la estructura de esta matriz que garantice propiedades de
estabilidad.

3.2.1. Analisis de Estabilidad: Seguimiento de Trayecto-
rias

En esta subseccion se examina el caso mas general que es el de seguimiento
de trayectorias x*(t), esta generalidad viene con el precio de que el modelo consi-
derado es el més simple en el sentido de que todos sus elementos son lineales. En
otras palabras, se identifican condiciones sobre la matriz fundamental de loops H
que garanticen el seguimiento de una solucién variante con el tiempo de (3.26),
pero este resultado aplica s6lo cuando el modelo (3.22) tiene asociada a la funcién
de energia H,(q, »)R™T" — Ry

1 1
Ha<Q7 ¢) = §¢TL_1¢ + §qTC_1Q7

con matrices positivas y diagonales C' € R"*" y [ € R™*"  lo que eviden-
temente implica relaciones de puerto lineales vo = C~lq, i, = L~ '¢ para los
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elementos almacenadores. Equivalentemente, la funcién H,(z) se puede escribir
como

1
Hy(x) = éxTPx, (3.27)
donde P = diag{C~',L7'} = PT > 0 y bajo esta estructura es claro que
V.H,(xz) = Puz.

Asi pues, considere la red eléctrica lineal descrita por (3.22) y (3.27) donde la
entrada e} (t) es una funcién del tiempo, tal que sus trayectorias admisibles estan
dadas por

i* =[J — R|Px* + GE} (3.28)

y considere la definicion clasica del error de seguimiento  := x —x*; con lo que se
puede escribir la dinamica del circuito en términos de esta nueva variable como

i =[J— R]V:H, (%) + GE\, (3.29)

donde se han usado z = | § b }T, E = E—E*, las identidades 0 = Vi, Hy (%) =
C1G, iy = Vi, Hy(Z) = L™'¢ y la funcién H,(Z) : R™*" — Rs, dada por

H, (%) = %~TP93. (3.30)

Es importante notar que la definicion del error anterior permite transformar el
problema de seguimiento en uno de regulaciéon del punto de equilibrio z = 0. En
la siguiente proposicion se muestra que para una cierta topologia, las trayectorias
admisibles tienen propiedades de estabilidad asintética.

Proposicion 1. Considere el circuito eléctrico con elementos lineales sobre un
grafo (3.22) y (3.27), con e1(t) variante con el tiempo, tal que su comportamiento
en estado estacionario (3.28) estd bien definido. Bajo estas condiciones,

limz =0
t—o00
St
ker{Hly} = ker{Hp} = 0. (3.31)

Prueba. Dado que el proposito es analizar las propiedades de estabilidad del
origen (i,€;) = (0,0) de (3.29), se puede considerar a H,(i) definida en (3.30)
como candidata a funcién de Lyapunov. Note que los puntos de equilibrio (Z, é;) =
(0,0) de (3.29) son un minimo global de (3.30) y que la derivada temporal de
H,(q, &) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.29), bajo e; = e}, estd dada
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por
H, = —(VH,(%))"R(VH,(%)) (3.32)
= —0LHep [Ru) " HE oo — L HE [Rys] ™ Hprip <0
= "Ry (3.33)

con Ry = diag{Ry1, Ra2} y a su vez

RH == RC + HgRRtHRR (334&)
Ry = Ry + HrrR:'H}py (3.34b)

son positivas definidas, mientras que

z = ~ . 3.35
[ Hprip (3:35)

La prueba termina al notar que el méximo conjunto invariante donde H, = 0
estd dado por z = 0 o también

e = {x | HL, V. H, =0, HRLVJ)ETG} (3.36)
entonces, para garantizar que ¢ = 0 y ¢z = 0 son las tnicas soluciones de
la tltima condicién, se tiene que ker{H}lp} = ker{Hgrr} = 0 que dependen

directamente de la topologia del circuito y aseguran estabilidad asintética de
(‘%7 él) = (07 0)
O
Una propiedad interesante que queda de manifiesto en la prueba de la Pro-
posicion 1 es que la propiedad de detectabilidad de estado cero, que pudo ser
invocada en (3.33) para concluir estabilidad asintdtica, ha sido recuperada, via
(3.2.2), en términos estructurales del sistema.

3.2.2. Analisis de Estabilidad: Regulacién

Se estudia en segunda instancia, el caso cuando la entrada e} es constante,
pero el modelo tiene elementos almacenadores no-lineales. En este escenario las
trayectorias admisibles son los puntos de equilibrio de (3.22), que pueden ser
escritos como

—Rlvé + leiz + G1€’1k =0 (337&)
—JLvl — Raif + Gael =0 (3.37b)
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donde Gy y G son las entradas del vector G introducidos en (3.23b) y se han
usado las expresiones de las variables de puerto (3.8a) y (3.8b). A continuacion,
se estudian las propiedades de estabilidad para el sistema (3.37).

Proposicién 2. Considere el circuito eléctrico definido sobre un grafo (3.22) con
e} una entrada constante. Adicionalmente, asuma que:

» (A.1) Las resistencias del circuito estan caracterizadas por relaciones cons-
titutivas lineales tales que (3.20) se satisface.

» (A.2) El punto de equilibrio x* correspondiente a €} satisface localmente que
* = argmin{H,(x)}.

Bajo estas condiciones, el punto de equilibrio (z*,u*), solucion de (3.37a) y
(3.37b), es localmente asintdticamente estable si

ker{H.:} = ker{Hpr} =0 (3.38)

Prueba. En este caso, la funcién de energia almacenada total H, es una funcion
no-lineal. Si se satisface la suposicion A.2, entonces siguiendo las ideas reportadas
por Jayawardhana et al. [38], es posible considerar a Hy : R — R, definida
como

Hy(z) = Hy(2) — 27 Ve Hy(2*) — (Hy(2*) — 27V Hy(2*)) (3.39)

donde H,(x) es la funcién de almacenamiento de energia del circuito. Usando la
ecuacién (3.3.1) y la convexidad de H,(z) se tiene que

V.Ho(x) = V,Hy(x) — Ve Hy(27) (3.40a)
V2Hy(z) = VEH,(x) > 0 (3.40b)

lo anterior muestra que también Hy(x) es convexa, lo que implica que es no-
negativa. Ademads, de la primera parte de (3.40) se tiene que evaluada en el
equilibrio V Hy(z*) = 0, por lo que z* es un punto minimo local’ de Hy(z). Tome
entonces a (3.3.1) como candidata a funcién de Lyapunov, su derivada temporal
a lo largo de las trayectorias del sistema (3.22) toma la forma

Hy = —(VH,(x) — VH,(2*))"R(VH,(z) — VH,(z*))+
+(VoH(z) — Vo Ho(2z¥)) " G(Ey — EY)

1Si se asume ademéas que H,(z) es estrictamente convexa es suficiente para asegurar que
Hy(z) es propia y tiene un minimo tnico y global en x*.
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de manera que si la entrada e; = ej, entonces
Hy = —(VoHo(2) = Vi Ho(2%) " R(VoHy(2) — Vi Ho(2)) < 0

que en términos de las variables de puerto (3.8a), (3.8b) y la estructura de la
matriz R puede escribirse como

Ho(zr) = — (ve —vg) Hor[Ru] " Hp(ve —vf)
— (ir —i7) " Hy, [Ras] ™ Hpy(ip —i7) <0

donde las matrices Ry; y Rae han sido definidas en (3.34a) y son positivas de-
finidas. Finalmente, siguiendo un procedimiento similar al de la Proposicion 1,
tomando la estructura de Ry; v R, es posible escribir

Ho(z) = —2"R;'2
con

(2
Hgrip |-
La prueba termina al notar que el maximo conjunto invariante donde H, =0
esta dado por z = 0.
O
Es importante reconocer que Hy sélo califica como funcién de Lyapunov al
considerar puntos de equilibrio, por lo que el resultado anterior estd hecho sélo
para regulacion. Asi pues, hasta este momento se han presentado dos casos de
interés en el andlisis de estabilidad, entradas variantes en el tiempo y entradas
constantes. En ambos casos, la condicién de estabilidad es la misma y esta en
términos de las propiedades de las matrices de interconexién, en particular es su-
ficiente que se cumpla (3.38). Motivados por los resultados topolégicos anteriores
enseguida se presentan un par de proposiciones sobre la estructura de la red que
seran aprovechadas a lo largo de esta tesis.

3.2.3. Propiedades Estructurales de la Red

Adn cuando existen numerosas posibilidades para que (3.38) se cumpla, una
que llama la atencion tiene que ver con el modelado usual de las pérdidas en
los capacitores y en los inductores. Asi, es objetivo de esta subseccion analizar
estructuras de la matriz fundamental de loops H que cumplan con las condiciones
anteriores.

Proposiciéon 3. Permita que las pérdidas en los inductores se modelen como
resistores que se les conectan en serie, considere que estos resistores son las re-
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sistencias de drbol Ry, entonces
Hg; = [ns € RnSXm’; Hgp = 0n3><n4 € R"sx™ (341)
con I, la matriz identidad y Opyxn, una matriz de ceros.

Prueba. Bajo las condiciones en la proposicion, existe una correspondencia
uno a uno entre los inductores y las resistencias de arbol, por lo tanto n3 = ns.
Note ademads, de la ecuacién de flujos (3.4), que la corriente

irt = Hrpipe + Hprir.

Ademas, para cada inductor su corriente sera igual a la de la resistencia de arbol
que tenga conectada en serie, por lo que i, = ip; y entonces Hrr debe ser una
matriz de ceros, mientras que Hpgy, la identidad.

O

Proposicion 4. Permita que las pérdidas en los capacitores sean modeladas como
resistencias que se les conectan en paralelo y que estas resistencias R. sean las
del co-arbol, entonces

HCR = In2 € RnQXﬂQ; HIR = Oann2 S Rnlan (342)
con I,, una matriz identidad y On, xn, una matriz llena de ceros.

Prueba. Bajo las condiciones en la proposicion, existe una correspondencia uno
a uno entre los capacitores y las resistencias de co-arbol, por lo tanto ny = ny.
Note ademas, de la ecuacién de esfuerzos (3.4), que el voltaje

T T
VRe = Hlel -+ HCRUC -+ HRRURt-

También debido a la conexién asumida, para cada capacitor su voltaje serd igual
al de la resistencia de co-arbol conectado en paralelo, es decir, se debe cumplir
que vo = vge con lo que Hrr debe ser una matriz de ceros, mientras que Hog
una matriz identidad.

O

3.3. Modelo Hamiltoniano No-Lineal

Las restricciones topolégicas enunciadas en la Subseccién 3.2.3 toman una
primer importancia al sustituirlas en el modelo (3.17) y en particular en el ar-
gumento de las funciones de disipacion F(x, ey, ige, vgrt). Esta funcién bajo las
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Proposiciones 3 y 4 toma la forma conveniente

F(z) = [ L, o } [ :iigjg((g ZZ;)) } ’ (3.43)

lo que permite que el modelo no-lineal (3.17) sea drasticamente simplificado y se
pueda escribir de forma Hamiltoniana como

b=t (o ] | 1] (3440
AR a0

con ugp = —F(V,H,(x)), las definiciones (3.18) y las matrices

B 0 —Hep o 0 0 )
"—[H& 0 }’g—{ffﬂo]’

=] iy, 5] meeagon = 7 |

Una de las principales implicaciones de las Propiedades 3 y 4 se refleja en el
hecho de que la disipacién sélo depende del estado del sistema. Lo anterior, junto
con la estructura antisimétrica de J permitira relajar las suposiciones sobre la
estructura de ¢y(+) v @e(-).

Por su parte, ahora las trayectorias admisibles de (3.44a) estdn dadas por las
x* € R™ golucién de

i* = IV Ho(2*)+ [ g gr ] [El ] (3.45)

UR

con ef € R™ el voltaje de la fuente que genera a x*. En este caso no-lineal, el
analisis de estabilidad que se presenta a continuacién considera que la entrada e;
es constante.

3.3.1. Analisis de Estabilidad

Cuando la entrada e; es constante, las trayectorias admisibles (3.45) son los
puntos de equilibrio de

va*Ha(x*> + [ 9 J9Rr } |: E

*

1

*
Up

} = 0. (3.46)
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3.3 Modelo Hamiltoniano No-Lineal

Aun cuando los puntos de equilibrio del sistema son dependientes de la entrada y
por lo tanto son miltiples, también en este caso es posible caracterizar la topologia
del circuito que garantice propiedades de estabilidad asintdtica, como se muestra
en la siguiente proposicion,

Proposicién 5. Considere un circuito eléctrico sobre un grafo con modelo Ha-
miltoniano (3.44a) donde se cumplen las Proposiciones 3y 4. Asuma que A.2 es
cierta y adictonalmente que

A.3 Los mapeos @i(+) y @.(+) definen mapeos incrementalmente pasivos a la sa-
lida tal que

(21 — )" (90(?1(1'1) - @El(%)) >0 (3.47a)
(21 — 29)" (o7 '(21) — ¢y Ha2)) >0 (3.47b)

se satisfacen para todo w1 # xo. Bajo estas condiciones, el punto de equilibrio
(x*,e7) es localmente asintdticamente estable.

Prueba. Una vez mas considere como candidata a funcién de Lyapunov la
funcién incremental Hy : R"™" — R+, definida como

Hy(x) = Hu(z) — xTVz*Ha(x*) — (Ha(2") — x*Tvx*Ha(x*))

un calculo directo muestra que su derivada temporal a lo largo de las trayectorias
de (3.44a), bajo la condicién e; = e7, implica

Ho(x) = —(VoHu(2) = Vi Ha(2"))T gr(F () — F(a"))

y usando las identidades (3.8a), (3.8b) puede ser escrito de manera equivalente
como

Ho(x) = = (9. (ve) = ¢ M (v5)" (ve — vE)
= (pr ' (iz) — o (i) (iz — 1)

la cual es negativa definida dado que A.3 se cumple. Mds atn, el conjunto inva-
riante més grande para el cual Hy(x) = 0 estd definido por

g3 ={z| (VyHy — V@ Hy(2")) =0, (VyH, — V- Hy(z¥)) =0} (3.48)

lo que concluye la prueba.
O
Evidentemente las condiciones en (3.48) coinciden con las obtenidas para el
caso lineal en (3.36) y (3.38) bajo las condiciones de las Proposiciones 3 y 4.
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3.4. Caracterizacion del Estado Estable

En las secciones anteriores se han establecido criterios generales sobre la to-
pologia que permiten determinar condiciones de estabilidad de trayectorias ad-
misibles del sistema. En esta seccion, el interés esta en la precision de dichas tra-
yectorias. Con este fin, es importante notar que aun cuando se tienen senaladas
las caracteristicas de las matrices para estabilidad, con el objetivo de encontrar
explicitamente las soluciones de (3.45) es necesario tener también expresamen-
te la regla de correspondencia de las relaciones constitutivas de los resistores;
una forma de lidiar con lo anterior es suponer que las resistencias son lineales,
por lo que los resultados que se presentan son para este caso. Asi pues, bajo las
Proposiciones 3 y 4, las ecuaciones (3.37a) y (3.37b) toman la forma

—Rc_l _HCL UE . 0 *
[H& e HZL = g | (3.49)

y como R. y R; son matrices diagonales, entonces se cumple que

e _[-B —Ha ][ 0],

is | | HY —R =
Luego, después de algunas manipulaciones, puede obtenerse que los voltajes de
capacitor son

v = [R+ HCLRlegL}_l Hop RV H ex (3.50)

Como primer punto hay que observar que, ademas de los parametros involucrados,
los puntos de equilibrio quedan especificados por la estructura de las matrices
Her y HY; dicho lo anterior, la siguiente subseccién detalla propiedades de estas
matrices.

3.4.1. Estructuras Topoloégicas de Redes Tipicas

El propdsito de esta seccion es explotar el hecho de que cada submatriz de
la matriz fundamental de loops define el comportamiento dinamico del circui-
to. Esta caracterizacion se realiza para una clase practica de circuitos eléctricos
que incluyen redes tipicas de SEPs. Asi, una vez precisada la estructura de la
matriz fundamental de loops, es posible determinar de manera sistematica las
propiedades de estabilidad y el comportamiento en estado estacionario de la red.

Para poder formular los resultados, se considera primero una red genérica
que captura de manera unificada las caracteristicas de las redes tipicas, para
después presentar los casos particulares. Suponga entonces que se preservan las
condiciones dadas en las Proposiciones 3 y 4. Entonces, el modelo dinamico de

46



3.4 Caracterizacion del Estado Estable

la red se representa por el modelo (3.44a) donde quedan por caracterizar las
matrices Hoyp € R™*™ que contempla las conexiones entre los capacitores y los
inductores y Hy;, € R™*™ con las conexiones entre las fuentes y los inductores.
Considere que los n5 inductores estan divididos en tres tipos: n, r-inductores
que estan en una trayectoria que conecta una fuente con un capacitor, ny, s—inductores
que que estdn en una trayectoria que conecta una fuente con otra fuente y n,
p—inductores en una trayectoria que conecta un capacitor con otro capacitor, de
manera que n, + ns +n, = ns. Mas ain, considere que los capacitores pertenecen
a alguno de los siguientes casos

C.1 El i-ésimo capacitor, con 7 = 1, ..., ny, comparte cutset con r; r-inductores.
C.2 El i-éstimo capacitor, con ¢ = 1, ..., ny, comparte cutset con s; s-inductores.
Mientras que los voltajes de las fuentes satisfacen

C.3 La i-ésima fuente de voltaje, con i = 1,...,ny, comparte cutset con m;
m; € {1,...,n1} inductores.

Entonces, la matriz de inductancias L puede dividirse como
L = diag{A,, A, A, } € R™7™ (3.51)

donde A, es una matriz diagonal con z bloques, i.e. A, = diag{L1, Lo, ..., L.} €
R™>" donde cada bloque es a su vez una matriz diagonal L; € R"*" con r; el
numero de r-inductancias en el cutset basico del i-ésimo capacitores =1,2,..., z.
Debido a las Propiedades 3 y 4, la dimensién de la matriz de resistencias en serie
con los inductores R; es ns X ns, dado que ng = ns, por lo que esta matriz de
resistencias puede dividirse de la misma manera.

Esto es, las variables asociadas con los capacitores y los inductores pueden
organizarse tal que, por un lado, los renglones de Hqp estan divididos en dos
bloques, el primero que corresponde a los capacitores que cumplen simultdanea-
mente con las condiciones C.1 y C.2 y el segundo con aquellos capacitores que
s6lo cumplen con la condicion C.2. Por otro lado, las columnas de Hgp estan
divididas en tres bloques, cada uno correspondiente a los inductores tipo r, s 6 p.
Ademas, se agruparan los r—inductores para cada capacitor involucrado en C.1.
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Siguiendo esta organizacién, la matriz Hep puede escribirse como

(17 0 0 0, M
0 1L -+ 0 0, N
—Hep=| 0 0 - 1 0, N, |; (3.52)
0 0 -~ 0 05 N.g
| 0 0 -+ 0 05 N |

con 1T,T € R un vector lleno de unos denotando la condicién propuesta en C.1,
donde se cumple que ry + 1y + ...+ r, = n,. Las columnas con entradas 0, son
vectores llenos de ceros de dimensién 1 x ng y reflejan el hecho de que ningin
capacitor puede ser conectado a un inductor tipo s. En este sentido, los vecto-
res renglén N; € RY™™ incluyen la posibilidad de que un capacitor dado puede
conectarse de manera simultanea a inductores tipo r y tipo p. Especificamente,
si el i-éstmo capacitor esta conectado a uno de los inductores p aparecera un 1
en la entrada correspondiente, de otra forma aparecera un 0. Si el capacitor sélo
cumple con C.1, entonces el vector N; es cero. Mientras que en los renglones que
van de z + 1 a ny sélo aparecen vectores IN; porque corresponden a capacitores
de la clase C.2. Consecuentemente, aparecen dos propiedades:

» Cada columna de la matriz N = col {Ny,..., N,,} € R™*™ tiene sélo un
1yun-1.

» E] vector 1,, es un vector propio izquierdo de N asociado al valor propio
derecho 0, tal que 17 N = 0.

Referente a la matriz H{; € R"*™  se tiene que
i =—Hipig

tomando en cuenta que Hyg = 0, por lo que los renglones de la matriz H{, se
pueden dividir en tres bloques que corresponden a los inductores tipo r, s y p,
donde el tercero es cero debido a que las fuentes no estan en el cutset donde los
inductores tipo p estan involucrados. Por lo anterior, la matriz se puede escribir

COmo
M,

HL = | M, |, (3.53)
OP

donde, con un abuso de notacién, 0, es una matriz llena de ceros de dimensién
n, X ny. Las entradas diferentes de cero para cada columna de M, € R">*™
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muestran las conexiones de fuentes con inductores tipo r. Ademads, de manera
consecuente con la particiéon de la matriz Hep, que a su vez viene de C.1, M,
puede dividirse en z secciones, cada una de dimension r; X nq, estas secciones M,.;,

con i =1,...,z, estdn formadas por vectores columna 3;; = col ( f]) € R, con
7 =1,...,nq, lo que conduce a
M,,
MTQ TiXN1
M, = : ;Mri:[ﬁil 61'711}6R1 ; (3.54)
M,
y a su vez ij e Rparak=1,...,r;,2=1,..., 2 Las propiedades de esta matriz

son las siguientes:

= Dado que una fuente puede ser conectada solo a un inductor tipo r, el k-
ésimo renglon de M,, tiene sélo una entrada diferente de cero y ésta aparece
en una columna diferente respecto a los demés renglones.

= Las entradas diferentes de cero de cada columna de M, € R™*™ muestran
que hay conexiones entre la fuente con otra fuente.

» La matriz 0, estd llena de ceros y exhibe el hecho de que las fuentes no
pueden ser conectadas con inductores tipo p.

Como consecuencia de esta estructura, se cumple la siguiente propiedad

Proposicién 6. El vector 1,,, € R™ es un vector propio derecho de My asociado
al valor propio A = 0 tal que M1, =0 es cierto.

Prueba. Los renglones de la matriz M, denotan cémo una fuente esta conec-
tada con otra fuente. Como para cada par de fuentes esta conexion es llevada a
cabo con un inductor tipo s, la corriente deja un cutset y entra en otro, lo que se
representa con un 1 y un -1 en la columna respectiva. La prueba termina con un
calculo directo.

O

Observe que como consecuencia de las propiedades anteriores lo siguiente es
cierto:

HY 1, =—HL1, = | 1 | eR™ (3.55)
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Figura 3.1: Ejemplo de Topologia Radial

Como se dijo, las estructuras de interconexién tipicas (incluidas la de los Siste-
mas Eléctricos de Potencia) presentan todas un arreglo como los anteriores. Por
tal motivo, antes de presentar un analisis en estado estacionario, se introducen
individualmente las topologias: Radial, anillo y malla.

Topologia Radial

La red radial es la topologia mas simple de todas. Esta red tiene la propie-
dad de que sélo hay una trayectoria desde la fuente hasta las cargas. Pueden
encontrarse varios subcircuitos, como se presenta en (Westinghouse [90]), pero
con propositos de andlisis se considerara una sola fuente, en el contexto de es-
te trabajo, ny = 1. En la literatura (ver por ejemplo el trabajo de Kundur et
al. [42]), existen varias caracterizaciones de esta topologia, sin embargo, en esta
tesis se hace referencia a la mas frecuente, retomada por Eminoglu y Hocaoglu
[26], Gubina y Strmcnik [33]. Un ejemplo de esta red es la que se muestra en la
Figura 3.1. Las siguientes son propiedades de este tipo de interconexion:

= Solo hay inductores tipo r y hay un r-inductor en el cutset de cada capacitor,
por lo que 7; = 1, ny = ny y las matrices de interconexién toman la forma:

Hep = —1n, Hip=1], (3.56)

2

Topologia Anillo

Esta configuracion es mas confiable que la radial, puesto que tiene dos fuentes
de alimentacion, si una falla, la otra provee energia. Un ejemplo de esta red puede
encontrarse en la Figura 3.2 y sus propiedades topolégicas son:

= No hay inductores tipo s y solo hay un r-inductor en el cutset de cada
capacitor, por lo que r; = 1.

20



3.4 Caracterizacion del Estado Estable

B %7 G R %TI Cy

Figura 3.2: Ejemplo de Topologia Anillo
= Como sélo hay dos fuentes n; = 2, con lo que n, = 2 y el nimero de
capacitores que satisfacen de manera simultanea C.1 y C.2 es también 2.

» Debido a los puntos anteriores, n, = ny — 2 por lo tanto, los primeros dos
renglones de la matriz N son cero.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, las matrices Hep, Hyz estan
dadas por

[2 Nl . ﬁil 5112
—Her = { 0. N ] ; HlL = 521 522 (3'57)
P p

en este caso 0, € R™272%2 N, € R>™ y N, € R"272X"»,

Topologia Malla

La red malla es la mas elaborada pero también la més confiable (Fiaz et al.
[30]) puesto que cada carga (resistencia de co-drbol) se conecta a todas las fuentes
y las fuentes también estan conectadas entre ellas. Un ejemplo tipico de esta red
es la que se muestra en la Figura 3.3. Sus propiedades son:

C.4 No hay inductores tipo p ni capacitores clase C.2.

C.5 El numero de fuentes es igual al nimero de capacitores, como consecuencia
niy = no.

C.6 Debido a que todas las fuentes estan conectadas a todas las resistencias de
co-arbol, entonces r; = ny para todot=1,...,n,.
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Figura 3.3: Ejemplo de Topologia Malla

Por consiguiente, bajo C.4-6 se tiene que

[ —1,, 0 0 ]
0 -1, 0
L, = Lo | ermm (3.58)
0 0 1.,
| Os 0s 0s |

con ny el numero de fuentes y ng < n; son las fuentes conectadas a otras fuentes.
Por su parte, la matriz H{; es como (3.53) sin el término 0y, .

Como puede verse, estas topologias tipicas son un caso particular de las ecua-
ciones (3.52) y (3.53). Una vez especificadas las caracteristicas de las matrices, el
siguiente paso es caracterizar el estado estable o en otras palabras, las trayecto-
rias admisibles, que como ya se mencion6 se deben o bien a entradas constates o
a entradas variantes con el tiempo.

En la siguiente subseccién se analizaran dos casos de interés, el primero tiene
que ver con el analisis en estado senoidal permanente. Este andlisis contempla la
topologia general dada por (3.52) y (3.53), donde el valor en estado estacionario
depende de los parametros del circuito eléctrico. Se presenta un segundo caso que
relacionado con corriente directa, esto para la red tipica mas elaborada con la
intencion de mostrar que, como consecuencia de la topologia, pueden obtenerse
condiciones de sincronizacion en el circuito eléctrico. En ambos casos se presentan
ejemplos numéricos para ilustrar el estudio.
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3.4.2. Respuesta en Estado Senoidal Permanente

En esta subsecciéon se estudia el estado estacionario cuando la entrada varia
con el tiempo. En este sentido, un régimen de particular interés en circuitos
eléctricos es el analisis en estado senoidal permanente, por lo que seran usadas
algunas herramientas presentadas en el Capitulo 2 referentes al analisis fasorial.
Para esto, se considera el sistema Hamiltoniano lineal RLC con entrada de voltaje
senoidal e} (¢) y Hamiltoniano (3.27) cuyo anélisis de estabilidad fue presentado en
la Proposicién 1. La respuesta en estado senoidal permanente puede ser facilmente
obtenida por medio del método de fasores (Desoer y Kuh [20]). Asi pues, en lo
subsecuente se asumira que las corrientes y los voltajes son de la forma

f(t) = Fcos(wt + ¢) = Re(Fe*)

donde se ha definido el fasor F = Fee/?. Debido a (3.27), el modelo lineal (3.45)
permite ser reescrito como

Px* =[J — R|x" + Gej (3.59)
con la matriz de pardmetros P = diag {C, L}, el vector de estados x* = [ vf i} }T
y las identidades i} = L;'¢*, v5 = C~'q¢*. Escribiendo la ecuacién (3.59) en
términos de sus fasores se tiene que

Re [juPX*e/" — (J — R)X*e’*'| = Re(GE}e’™")

por lo que

X* = [jwP — (J — R)] ' GE* (3.60)

En la tltima ecuacién, es claro que el término [jwP — (J — R)]™" depende
explicitamente de la topologia del circuito y bajo los términos propuestos en la
Proposicién 3 y 4 se expresa como

_ jwC + R1 Heor - A A,
P — _ 1 _ Jw c ) _
[8 (J R) } |: _HgL ij+Rt Ag Ay |7

con s = jw € R, C € R™*™ ]a matriz de capacitancias y L € R"*" ]a de
inductancias. De tal modo que reemplazando la expresién anterior en (3.60) se
llega al vector de funciones de transferencia

. [Vl [ AHLE;
= - [ ke aan
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donde se ha usado el complemento de Schur para obtener las matrices

-1
Ay = —[Yor+ HerYirHEL) HerYir (3.62)
Ay =Yrp — YLRHgL [YCR + HCLYLRHgL] ! HerYig;

asimismo, se han involucrado a las matrices diagonales

Yor=sC + R ' >0
Yir = (sL+ R)™"
— 8_1<L—|—8_1Rt)_1
=s'D

donde derivado de la particién hecha para la matriz de inductancias (3.51), la
matriz D € R™*™ puede dividirse como D = diag {D,, Ds,D,}, con D, =

diag{Dy, Dy, ...,D,} € R"*" . De manera general se puede escribir como
D, 0; 0
D=| 0" D, 04
02 0f D,

con las matrices de ceros 0; € R™"*™s (0, € R™"*" y (03 € R"s*",
El mapeo de interés esté descrito por las ecuaciones (3.61) y (3.62); la siguiente
proposicion identifica las trayectorias admisibles para los voltajes de capacitor V.

Proposicién 7. Considere el circuito eléctrico sobre un grafo (3.59) junto con la
estructura de las matrices dadas por (3.52) y (3.53) y asuma que las condiciones
C.1-C.3 se satisfacen. Entonces, la relacion entrada/salida entre los fasores de
voltaje de capacitor Vi y voltaje de la fuente E estd dada por

ni r1 7
5 (3 Duster,
J:

k=1

(3.63)

ni

> <kz::1Dzk qu])

Jj=1

O(712—»3) §

con M = [520 + sR;' + diag {1£Di]—ri>0} + L}, 1 =1,...,2, el operador s =
Jjw, la matriz diagonal D = (L + s_lRt)fl, se han utilizado la definicion de la

matriz de inductancias L, R, en (3.51), la de la matriz Laplaciana simétrica £ =
ND,NT >0 y se ha definido al vector de entradas Ef = col {e7,,... e}, } € R™
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3.4 Caracterizacion del Estado Estable

Prueba. Por un lado, factorizando el escalar s = jw, la primera parte de (3.61)
puede ser reescrita como

Vi = — [$°C + sR.' + Ho,DHS, | He, DHIE?, (3.64)
haciendo uso de (3.52), la matriz Hey, se puede renombrar como

[T 05 M
HCL_{ozl 05 NJ

con J = diag {12} € R#*"las matrices de ceros 0y € R™7#*" (5 € R™27#X"s
y 0g € R#*™s asi como N; € R**™ y Ny € R™7**™ _ por lo que el calculo del
producto Heop DHE; lleva a

J 06 ]Sﬁ

T T T

03 05 Dp | [ NI N
_ [ ID,9" + Ny\D,N]" N, D,N;
- N,D,N{ NyD, Ny

D, 0; 0y Jgr o of
HepDHY, = { ]

que a su vez puede expresarse como

HeDH( = diag {ID,J",0} + ND,N" (3.65)

= diag {1 D11,,,...,1.D.1, ,0} + £ (3.66)

con L & N D,NT € R"™*" ]a matriz Laplaciana ponderada (Bondy y Murty

[14]) que cumple con que el vector 1,, es su vector propio derecho asociado

a A =0, 1ie L1,, = 0. Finalmente, reemplazando la estructura para Hir, el
término Hop DHY; en (3.64) puede escribirse como

= D, 0; 0 M,
J 06 N
T _ 6 V1 T
HCLDHlL_ |:04 05 N2:| 8%1 -OD; 33 ](\)45
2 3 p p
_{ ID, M, }
O(HQ—Z)an
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3. ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS

donde la submatriz JD, M, € R**™ queda dada por

T1 T1
S Dufy - Y Dufr,
1£D1Mm k=1 H k=1 tm
ID, M, = z - . S
1T DzMr Tz Tz
"z ? ZDzk 7’?1 ZDzk fnl
| k=1 k=1 ]
con lo que )
T1 T1
S DBt o Y Dubi,
k=1 k=1
HerDH{, = | = - L
ZDzk‘ fl ZDzk fm
k=1 k=1
O(ng—z) T O(nz—z)

La prueba termina con la sustitucion de las estructuras de arriba en la ecuacion
(3.64).
O
Es importante remarcar que en este caso la condiciéon de consenso no pue-
de ser alcanzada directamente, no obstante es opinion de la autora de esta tesis
que la estructura de (3.65) manifiesta las bases para desarrollar procedimien-
tos sistematicos de compensacién que permitan alcanzar un resultado deseado.
Por ejemplo, si resistores con un valor adecuado de impedancia son anadidos en
conexién serie/paralelo con los resistores de drbol tal que la matriz (3.65) sea
transformada en una forma como la exhibida por la ecuacién (3.71) presentada
en la siguiente subseccién, entonces el problema de consenso podria ser resuelto.
Actualmente esta direccién es parte del trabajo futuro.

= Ejemplo

El siguiente es un ejemplo representativo donde se cumplen las suposiciones he-
chas para el analisis anterior, en donde se pueden tener propiedades de consenso.
El circuito malla en la Figura 3.3 emula a una red eléctrica (Fiaz et al. [30]), con
dos generadores simbolizados por fuentes, cinco lineas de transmisién represen-
tadas por el llamado modelo II y dos cargas que se simbolizan como resistencias
lineales®.

En este caso, se consideran en el drbol los capacitores® C; y Cs, las dos fuentes
G1 vy Gq, asi como las resistencias Ry, ..., R5; mientras que en el co-arbol se tienen

L Aqui toman sentido las suposiciones sobre el tipo de circuitos a considerar.
2Los capacitores C3 v C4 no se consideran por estar en paralelo con las fuentes.
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3.4 Caracterizacion del Estado Estable

las dos resistencias Z; y Z,, que hacen de cargas, asi como los inductores Ly, ..., Ls.
Asfi, siguiendo los lineamientos, los vectores vy, i; € RY y v.,4. € R” y la matriz
fundamental de loops H

o0 1 0 1 1 0
00| 0 -1 -1 0 1
10| -1 1 0 0 0
Hip Hip 01] 0 0 0 -1 -1
H=|Hpgp Hep |=|00 ] -1 0 0 0 0 |. (3.67)
Hpr Hpr 00| 0 -1 0 0 0
00| 0 0 -1 0 0
00 0 0 0 —1 0
(00| 0 0 0 0 -1

De esta matriz se observa que los bloques Hip € R**? = 0 y Hpr € R%*? = 0,
puesto que el circuito satisface las Proposiciones 3 y 4, con lo que ademas se
cumple Hogp = Io y Hgp, = —I5. Para este ejemplo se cumple ademés lo propuesto

en C.4-C.6, esto es que p = 0, el numero de fuentes es igual al de capacitores

por lo que n; = ny = 2, ademas debido a C.6 n, =r; = 2.

Por su parte, la matriz D = diag {D,, D} € R°*® D, = diag~ ' {L, + (jw) 'R, } =

diag™* {D11, D12, D21, Do} € R*>4. Tal que, al reemplazar estas condiciones en

la ecuacién (3.63), se tiene que

_ DuVg — DV,
C1s2 + z;'s + D11 + Dio

B D21V + DypVgo
Cy82 + 25 's + Doy + Do

*
Cl1 —

*
C2

con los escalares Dy; = (Lyy + s 'Ry,,), Do = (Lia + s 'Ry,), Doy = (Loy +
s Ry,,) y Doy = (Loy + s7'Ry,,). Asi, puede verse que una condicién suficiente
para alcanzar el mismo valor en ambos numeradores es igualar las impedancias
en el mismo cutset que su respectiva fuente.

3.4.3. Corriente Directa: Analisis de Consenso

El problema de consenso consiste en analizar si algunas variables de interés
convergen al mismo valor. Como se vera en el siguiente capitulo, la variable v¢e
puede representar a los voltajes de las cargas en un Sistemas Eléctrico de Potencia,
en donde se requiere que mantengan un mismo valor constante, consecuentemente
se toma al voltaje en los capacitores vo como variable de interés.

Asi pues, por claridad en la presentacion y para ilustrar la légica del enfoque
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3. ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS

propuesto, se considera el caso en el que las pérdidas en los inductores se des-
precian®, i.e. cuando R, = 0, lo cual es valido para lineas predominantemente
inductivas (para referencias ver Kundur et al. [42]). Bajo estas condiciones, la
ecuacion (3.49) puede ser dividida en

—R;'WE — Hepih =0 (3.68a)
Hlvg+Hl et =0 (3.68b)

lo que indica que el comportamiento en estado estacionario, en particular de
consenso, depende de la estructura de Hqp v Hip. Hay que notar que de las
ecuaciones (3.55) y (3.68b) es claro que una condicién suficiente para alcanzar
consenso en los voltajes de los capacitores v es hacer que las fuentes e} = 1,,.

En la siguiente proposicion se dan condiciones suficientes que ilustran el com-
portamiento mencionado para la red malla. No obstante, es facil ver que la susti-
tucién directa de las matrices (3.56) y (3.57) para las topologias radial y anillo,
respectivamente, en (3.68b) resulta en propiedades de consenso para los voltajes
vg

Proposicién 8. Topologia Malla Considere el circuito eléctrico (3.22) con resis-
tencias lineales para el cual se ha hecho Ry = 0. Asuma que las Proposiciones 3
y 4 se satisfacen, asi mismo, que son ciertas C.5 y C.6. Sea el vector de entra-
das constante e; = col (€11, ..., €1n,). Entonces, el vector de voltajes de capacitor
alcanza consenso en el sentido de

* 1 ¢ *
v = E;elmlm' (3.69)

Prueba. Bajo las condiciones C.5 y C.6, se cumple la estructura (3.58) para,
HX, . Observe que la matriz Hey, es de rango completo por renglones, por lo que
admite seudoinversa, entonces de (3.50) se tiene que

ve = — [HopHE; )™ HopHT e} (3.70)

En consecuencia, la sustitucion de la estructura asignada para las matrices

'En caso de que las resistencias R; # 0, las condiciones de consenso est4n en términos de los
valores de R; y, dada la estructura obtenida, el andlisis es el mismo que para el caso senoidal.
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3.4 Caracterizacion del Estado Estable

lleva a que los productos

171, 0 e 0
. 0 171, - 0
HorHey, = : —_— : (3.71)
0 0 R KA
S - -
L, M,, XL 2B
151 Mp2 k=1 k=1
—He HE = : - ; : , (3.72)
. ni ni
1, M, Y Bun o X B
L k=1 k=1 ]

donde como para M, cada k—ésimo renglén tiene sélo una entrada diferente

de cero y esta entrada aparece en una columna diferente respecto a los demas
1

’ . k, o . - T o

renglones, los términos ) 37 = 1 paratodod,j=1...,nyasuvez —HorHj; =
k=1

1,,17 . Agrupando las ecuaciones anteriores en (3.70), se cumple que

que equivale a la expresién en (3.69), lo que termina la prueba.

= Ejemplo

Para ejemplificar esta subseccién, tome nuevamente el circuito malla de la Figura
3.3, bajo las mismas caracteristicas especificadas en el ejemplo anterior. Esto es,
se tienen dos fuentes, cinco lineas de transmisién representadas por el llamado
modelo II y dos cargas que se simbolizan como resistencias lineales.

Se consideran en el arbol los capacitores C y Cy y las dos fuentes G y Go (las
resistencias R; no son consideradas para este andlisis) y en el co-drbol se tienen
las dos resistencias Z; y Zs, asi como los inductores Lq, ..., Ls. Con la matriz
fundamental de loops H dada por (3.67), de tal forma que el equilibrio es como
(3.68).

En este caso, el producto HCLH?;L =2y HCLHEL = — [ 1, 1, } con lo
que sustituyéndolo en la ecuacion (3.69)
€n L | el +efy
Z 3.73
[ €% ] 2 [ ef1 + ey ] ( )
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3. ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS

Es importante notar que para que la segunda parte de (3.68) se satisfaga debe
cumplirse que
€1 = €1 (3.74)

por lo que (3.73) y (3.74) representan el comportamiento en estado estacionario,
en el cual el voltaje de los capacitores llega a un consenso y este valor es el de las
fuentes.

En esta subseccion se presentan algunos resultados de simulacion, realizadas
con MATLAB, para esto se consideraron valores de capacitancias e inductancias
C1 = 0.005, C2 = 0.008, y L1 = 0.01, L2 = 0.02, L3 = 0.03, L4 = 0.04 y
L5 = 0.05, respectivamente. Las condiciones iniciales para las cargas eléctricas
y los flujos magnéticos son todas diferentes. En las Figuras 3.4, 3.5 y 3.6 se
muestran los resultados cuando la red es inductiva, en este caso los valores de
las fuentes eq; y ejp se fijaron en 7 [V]. En la Figura 3.4 se muestra que el
voltaje en los capacitores v, llega a un consenso tal que independientemente
de las condiciones iniciales, el voltaje converge a un mismo valor que es el de
las fuentes. En la Figura 3.5 se presentan las corrientes en los inductores que
tienden a valores constantes, por lo que la derivada del flujo magnético o voltaje
es cero. Por 1ltimo la Figura 3.6 presenta los voltajes de los capacitores para el
mismo circuito pero con resistencias diferentes mostrando que el valor de consenso
depende sélo de la interconexion.

Se incorpora un experimento para el caso donde las resistencias R; # 0, en
particular se eligieron las resistencias del drbol como! Ry = Ris = 6 y Ry =
Rs =5y Roy = 15. La Figura 3.7 muestra que para valores de fuentes e;; = 10 y
25
25
pone en evidencia que la eleccién correcta de los parametros induce propiedades
de consenso.

Con referencia al resultado enunciado se presentan algunas observaciones:

e12 = 15, el voltaje en los capacitores llega al siguiente valor vy = % , 1o que

= La estructura impuesta por C.5 y C.6 puede ser modificada para incluir
algunas conexiones usualmente encontradas en la practica, i.e. permitiendo
que los capacitores compartan cutset con otros capacitores.

= Bajo la condicién R; # 0, si la estructura encontrada para Hegp, Hyp es
directamente sustituida en (3.50), la propiedad de consenso ya no se pre-
serva. En su lugar, la matriz R;' + Hep Ry 'HE; es una matriz llena con
entradas dados por los valores de las resistencias. Sin embargo, parece que
esta estructura permite la incorporacién de técnicas de compensacion, esto
es, anadir nuevos elementos de parametros concentrados al circuito, tal que

IEstos valores tuvieron como inspiracién los resultados encontrados para el caso senoidal
donde se pide que las resistencias de arbol en el mismo cutset que un la carga sean iguales.
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Figura 3.4: Voltaje en los capacitores con z; = 2.5y 29 =5

o

Corrientes iL [A]

Corrientes ic [A]
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Figura 3.5: Corrientes en los inductores y en los capacitores, respectivamente.

se logra el comportamiento deseado. Lo anterior es parte del trabajo futuro
de esta tesis.

3.5. Resumen y Discusion

En este capitulo se presenté un analisis de los circuitos eléctricos vistos desde
la perspectiva de sistemas dinamicos interconectados y descritos por un grafo. En
este sentido hay un interés implicito en propiedades de estado estacionario que
puedan ser extrapolados a redes de Sistemas Eléctricos de Potencia. Los siguientes
son algunos comentarios:

= Se estudian circuitos eléctricos que pueden ser representados por las ecua-
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C1

Cc2

Voltaje [V]

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

tiembo [s]

Figura 3.6: Voltaje en los capacitores con z; =25y 29 = 35
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Figura 3.7: Voltaje en los capacitores con z1 =6y 20 =5

ciones de Bryton-Moser (B-M), desde un marco de sistemas Hamiltonianos
Controlados por Puerto. La diferencia radica en que las ecuaciones de B-M
tienen como base la funcion de potencial mixto, mientras que los sistemas
Hamiltonianos utilizan la energia total almacenada. De hecho, Jeltsema
y Scherpen [39] muestran que ambos formalismos tienen una relacién ma-
tematica fundamental dada por una especie de transformacién de Legendre.

= Se hace un analisis de estabilidad para las trayectorias admisibles del modelo
Hamiltoniano, las cuales dependen directamente de la relacién constitutiva
de las resistencias. Una vez que ésta ha sido definida, la estabilidad depende
de las submatrices Hor v Hgp. En este sentido, los minimos (locales) de la
funcién de energia definen equilibrios (localmente) asintéticamente estables.

= Aun cuando en la Proposicién 1 y 2 se consideran elementos lineales, este
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caso no debe ser subestimado. Actualmente, los sistemas lineales son usados
frecuentemente para representar el comportamiento de circuitos eléctricos.

Inspirados en los resultados topologicos para estabilidad se presentan dos
proposiciones sobre la estructura de la red que coinciden con la forma usual
de modelar las pérdidas en los elementos almacenadores. Estas suposiciones
permiten analizar el circuito no-lineal para el caso de entradas constantes.

Actualmente se hacen investigaciones para encontrar un analisis alternativo
al de la Proposicién 2 y tratar con el problema de seguimiento, sin embargo,
hasta el conocimiento de la autora, la estructura no lineal de H,(x) impone
un problema abierto en un ambito general.

Se presenta una caracterizacién de las trayectorias admisibles para las que
previamente se ha probado estabilidad asintética. En este sentido, es necesa-
rio un conocimiento explicito de las relaciones constitutivas de los resistores
las cuales, por simplicidad se han asumido lineales. Con esto, se ha procu-
rado una estructura topolédgica, que generaliza el de las redes tipicamente
usadas, en términos de las submatrices Hep, y Hip.

Tanto en el caso de regulacion con la matriz R; # 0, asi como en la ca-
racterizacién del estado senoidal permanente, las trayectorias admisibles
dependen, no sélo de la topologia sino de los parametros de la red. Lo
anterior invita a incorporar técnicas de compensacion, es decir, a anadir
nuevos elementos de parametros concentrados en la red tal que se alcance
un comportamiento deseado, por ejemplo de consenso en los voltajes de los
capacitores.

63






Capitulo 4
Microredes

De manera general, una microred es una red eléctrica conectada a un siste-
ma de distribucién, de baja y media tensién, que integra una combinacion de
unidades generadoras de energia (tipicamente renovables), cargas y elementos
almacenadores dentro de un sistema localmente controlable. Los objetivos mas
importantes son la estabilidad de frecuencia y tension, la operacion de los conver-
tidores de potencia que sirven de interface, el compartir la demanda de potencia
y el despacho 6ptimo de la misma.

En este capitulo se presenta un modelo Hamiltoniano de la microred y se pro-
pone una ley de control que resuelve el problema de estabilidad en el sentido de
Lyapunov en estado estacionario. En este sentido, considerar modelos simplifica-
dos para los convertidores de potencia (como usualmente se hace en la literatura,
por ejemplo en los trabajos de Schiffer et al. [74], Simpson-Porco et al. [77]), limi-
ta la posibilidad de incluir fenémenos exhibidos por las microredes relacionados
con la calidad de potencia y las perturbaciones durante la operacién de los equi-
pos basados en electrénica de potencia. Asi pues, en este capitulo se aborda el el
problema de control de microredes incluyendo la dindmica de los convertidores.

4.1. Elementos de la Microred

En una microred se pueden identificar los siguientes elementos principales:
las unidades de Generacién Distribuida (DG), los convertidores de potencia, las
lineas de transmisién y las cargas. Asi pues, en esta seccion se presenta el mode-
lo matematico de las componentes individuales de la microred desde el enfoque
de sistemas Hamiltonianos controlados por puerto (PCH), para posteriormente
presentar un modelo general y modular de la microred que aprovecha las pro-
piedades de interconexion de la clase de sistemas Hamiltonianos. Finalmente, la
ley de control para los inversores se extiende a una ley de control distribuida que
estabiliza a la microred completa.
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4.1.1. Convertidores de Potencia y Control

Las DG estan interconectadas con la red por medio de convertidores de poten-
cia; estos convertidores tienen la funciéon de acondicionar las energias generadas,
por lo que es natural asumir que cada DG estd provista de un convertidor. Esto
es, ademas de la Suposicién 1 de redes balanceadas, se hace la siguiente conside-
racion:

= Cada unidad de generacion esta provista de un convertidor de potencia.
La Figura 4.1 muestra la topologia considerada para el :—ésimo convertidor de
potencia. Este convertidor estd compuesto por una fuente de voltaje estrictamente

positiva V; > 0, un arreglo de conmutacién cuyo efecto es la modulacion del
voltaje V; € R y un filtro LC' de segundo orden. Para el convertidor considerado

Li ILi
—l
—
1k +
V. u, — Vi

Figura 4.1: Convertidor de potencia ilustrativo DC/AC

V; emula al voltaje de la fuente energia alterna, el voltaje en el capacitor v¢; es
el voltaje con el que se conecta a la red e I; la corriente demandada. Asimismo,
en cada convertidor x;; € R denota el flujo magnético en el i—ésimo inductor,
To; € R la carga del 1—ésimo capacitor, mientras que la senal moduladora del
arreglo de conmutacion esté representado por u; € R. Con una aplicacién directa
de las leyes de Kirchhoff se tiene el modelo dindmico

.j]h' = —vV¢o; + ‘/ﬂbz (41&)
To; =ip; — L (4.1Db)

donde v¢; e ir; denotan el voltaje en el capacitor y en el inductor del :—ésimo
convertidor.

No obstante, es claro que este circuito eléctrico puede modelarse siguiendo
los lineamientos propuestos en el capitulo anterior, para llegar a un sistema PCH
donde se considera la funcién de almacenamiento de energia no negativa y cono-

cida Hci ‘R x R—)RZO

Hci(ﬂfli»ffzz') = le'(iﬂli) + H2i($2i)> (4.2)

66



4.1 Elementos de la Microred

y como variables de puerto la corriente en el inductor iz; = V,,, H.; € R, el voltaje
de capacitor vg; = V,,.H.,; € R y la salida de corriente I;; € R, asi como las
Leyes de Kirchhoff, de tal forma que el modelo del i—ésimo convertidor puede
escribirse como

. 0
T12i = J12i Vi + Graiu; — [ Iy } (4.3)

T . .
donde x19; = [ T1; To; } € R?, mientras que las matrices

Vi

0

0 —1
Ji2i = [ 1 0 ] = _J?Qi € szzS Giai = {

} € R?
y el vector

3Hci(§271i,z2i) i
V1'12iHCi = chi(iij,zzi) = |: Ve :| .
Oxa; ’

El modelo presentado es conocido como modelo promedio e involucra un pro-
cedimiento de modelado formal basado en la suposicién de que los interruptores
conmutan a frecuencias muy altas, por ejemplo bajo una politica de modulacion
por ancho de pulso. Es importante remarcar que esta estructura de convertidor se
incluye sélo con fines ilustrativos; sin embargo, se eligié esta representacion porque
las topologias de convertidores de potencia cominmente usadas en la practica ad-
miten una representacion Hamiltoniana (Noriega-Pineda et al. [54], Pérez et al.
[68]) sin importar la estructura del arreglo de conmutacién ni si los elementos
pasivos son lineales o no-lineales.

Asi pues, para los convertidores de potencia el objetivo consiste en disenar una
ley de control capaz de seguir una referencia x7,;. En este contexto, el conjunto de
trayectorias que el sistema puede reproducir (esto es las trayectorias admisibles
de la Definicién 12) estd dado por las soluciones deseadas de (4.3),

sk * * O

con los vectores y matrices definidos de manera similar a (4.3) y cuya estructura
asume implicitamente que para cada trayectoria deseada z7,; existe una entrada
de control uw; capaz de generarla. Ahora bien, una vez establecido el sistema
deseado, es posible definir la variable de error T3, = 12; — 275 ¥ su dindmica
correspondiente )

T19; = J12i Vi, Hei + Gr2it;
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donde se ha incluido a la funcién lineal cuadratica en T ﬁ[ci R xR —= Ry

1

1
Hi(%1;, T9;) = Ei;ﬂlei:u + 23:0220;15:%, (4.5)
la cual tiene un minimo en Zy; = T9; = 0 y se ha definido a la variable de

error de control w; = u; — u}. Observe que aun cuando para obtener un modelo
Hamiltoniano del convertidor no son necesarias suposiciones de linealidad sobre
los elementos almacenadores, para fines de control de seguimiento de trayectorias,
como se verd en la siguiente proposicién, si supone que la funcién de energia (4.2)
es de la forma

. 1 _ 1 B
Hi(214,T9i) = §$£Ll Loy + 5-75%;01 Y29, (4.6)

lo anterior queda implicito en (4.5).

En este momento es posible formular la primer proposicion del capitulo con-
cerniente al planteamiento de una ley de control local basada en pasividad por
Interconexién y Asignacién de Amortiguamiento (IDA por sus siglas en inglés
(Ortega et al. [64])) que resuelve el problema de regulacién para cada uno de los
convertidores de potencia.

Proposicién 9. Considere el convertidor de potencia DC/AC de la forma (4.3)
Y asuma que:

Al. El estado x19; esta disponible para su medicion.

A2. Los inductores y capacitores son lineales con funciones de energia dadas por
(4.6), con parametros L; y C; conocidos.

AS. La corriente de salida I1; es conocida.

Entonces, la ley de control

wp = Vi iy, + Oty — KLy '] (4.7a)

)

@y — Li a4+ Iy — KoiCf g = 0 (4.7b)

con las matrices de ganancias positivas definidas K1; > 0 y Ko > 0, garantiza
que limy_,ooT12; = 0

Prueba. Escribiendo las ecuaciones (4.7) en su forma vectorial, se tiene que
) N
Gioiu; = Gm% — K12iVi12iH,;

con la matriz positiva definida K9; = diag {K1;, Ko}, por lo que la dindmica del
error en lazo cerrado puede escribirse como

Tr9i = [J12i — Kr2i] ViroiHe. (4.8)
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Considere ahora a la funcién I:Ici(f;u, T9;) definida en (4.5), con minimo en & = 0,
como candidata a funcién de Lyapunov; su derivada temporal a lo largo de las
trayectorias de la dindmica de lazo cerrado (4.8) estd dada por

~ T ~
H. (%14, Toi) = — (V:mziHci) K12;Vi12:He <0, (4.9)

donde se ha utilizado la propiedad de antisimetria de la matriz J,o;. La expresion
(4.9) debido a las propiedades de ﬁci es cero solo en T19; = 0, lo que implica la
estabilidad asintdtica de Tys;.
O
El resultado en la proposicion anterior garantiza propiedades de estabilidad
para los convertidores de potencia sin interconectarse con la red. En la siguien-
te seccién se mostrard que estas propiedades se preservan si estos equipos son
interconectados via la propia red, la cual también exhibe una estructura Hamil-
toniana.

4.1.2. Lineas de Transmision y Cargas

Esta seccién esta dedicada al modelo de la red que interconecta las unidades
de generacién, esto es los convertidores de potencia, con las cargas. La suposi-
cion 1 admite que las lineas de transmision puedan representarse por circuitos m
equivalentes de parametros concentrados, como los de la Figura 2.2, esto permite
que el modelo de la red pueda realizarse plenamente dentro del marco tedrico
abordado en el Capitulo 3.

Asi, en el contexto del capitulo anterior, se considera que la red puede mode-
larse como un circuito eléctrico sobre un grafo conectado, el cual esta compuesto
por n nodos o puntos de interconexién y b bordes, asociados a las variables de los
elementos. En este grafo a su vez, pueden identificarse un arbol y su correspon-
diente co-arbol de tal forma que las Leyes de Corrientes y de Voltajes de Kirchhoff
pueden expresarse como (3.4), esto es

iy = —Hi., v, = H" v,. (4.10)

con iy € R o, € RV las corrientes y los voltajes del arbol, i, € RP=(=1) ¢, €
RO~(»=1) representan las corrientes y los voltajes del co-drbol, respectivamente,
mientras que la matriz H € R=Dx0=0v=1) og la matriz fundamental de loops.
En este sentido, de manera general considere que la red tiene n; puertos de
entrada, ny capacitores, ng resistencias controladas por voltaje, ny resistencias
controladas por corriente, que emularan a las cargas, y ns inductores, tal que
g3 = col{xs;} € R™ i =1,... ny es el vector de cargas de capacitor y x; =
col{xy} € R™, i = 1,...,ns, es el vector de flujos magnéticos de inductor en

69



4. MICROREDES

la red!. Para encontrar el modelo Hamiltoniano, se define la energia almacenada
total del circuito, que es la debida a los capacitores y a los inductores de la red,
la cual se supone conocida y no-negativa, H, : R"*" — R, como

Ha(l’g, £L‘4) = ‘/3(1‘3) + VZ;(JLL) (411)

Es claro que en el caso particular de que los elementos almacenadores tengan
relaciones constitutivas lineales, entonces esta funcion de energia queda dada por

1 _ 1 _
Ha($3, ,T4) = 51’?0(1 12U3 + §IZLa 1.134 (412)
donde C, = diag{C,;} € R"™*"™ es una matriz de capacitancias constantes y
L, = diag{ Ly} € R™*" es la matriz de inductancias constantes.
Bajo lo establecido anteriormente, las variables de puerto de los capacitores e
inductores en la red son

Hq(s,
T3 =lc, Vo = %@Zm (4.13a)
J2i
by=vp, i = R Te) “(g?"“) (4.13b)
4

donde v¢, ic € R™ son la corriente y el voltaje de capacitores y vy, i, € R™ son
las variables correspondientes para los inductores en la red. En lo que respecta
a las resistencias, las leyes de los elementos que relacionan las corrientes en las
resistencias del arbol ip, € R™ y los voltajes en las resistencias de co-arbol
Vge € R™ con vy € ige, respectivamente, estd dada por

Z'Rt - _SOt(URt>7 VRe = _Spc(iRc) (414)

donde ¢; v ¢. se asumen ser funciones biyectivas y capturan el fenémeno de
disipacion del sistema. Més ain, si estas funciones son lineales, entonces las rela-
ciones quedan dadas por ig; = — R, Yrt, Vpe = — Ry ige, con las matrices positivas
definidas R; ' € R®»*™ y R, € R™*™ que tienen como entradas las resistencias
de arbol y las de co-arbol, respectivamente.

Antes de proceder con la formulacién del modelo de la red, es 1til representar
las variables de los elementos de parametros concentrados de los convertidores
de potencia en su forma vectorial. Bajo la suposicion de que cada unidad de
generacion estd equipada de un convertidor de potencia se puede asumir que los
ny puertos de entrada de la red estan provistos de un convertidor. Asi pues, todas
las variables de la misma naturaleza se apilan en un solo vector para tener que la

INote que se ha respetado la notacién del capitulo anterior referente al niimero de elementos.
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4.1 Elementos de la Microred

corriente de salida del convertidor Iy, = col{I;} € R™ y los voltajes de salida de
los convertidores son V., H. = col{V,,,H.} € R™ bajo la definicién del vector
de cargas del convertidor xo = col{zy} € R™ y V,,. H,; = %ﬁ“” definidos
en la subseccién anterior. '

Con esta notacién y bajo las suposiciones sobre la clase de circuitos hechas en
el capitulo anterior, los elementos de parametros concentrados que componen a la
red son agrupados tal que los puertos de entrada, todos los capacitores y algunas
resistencias aparecen en el arbol, mientras que todos los inductores y el resto de
las resistencias, estédn en el co-arbol; con lo que las restricciones (4.10) toman la
forma

-1 Hip Hy)r,
ic = — HC’R HCL |: Z.Lc :| (415&)
iRt Hrr Hgr
V.. H.
[”Rc} _ { Hyp Hep Hpp } N (4.15b)
vL Hy, Hgp Hpgg Ve

En este punto es importante incorporar los resultados de las Proposiciones 3 y 4
del Capitulo 3, i.e. modelando las pérdidas en los inductores como resistores que
se les conectan en serie Hgry, = I, € R™*™ vy Hpr = 07 € R™*™ con ng = ns.
Mientras que modelando las pérdidas en los capacitores como resistencias R, que
se les conectan en paralelo, entonces Hog = I3 € R™*™2; Hip =0, € R"*™ y
ny = n4. Observe que las Proposiciones 3 y 4 son congruentes con el modelo 7 de
la linea de transmisién, por lo que pueden ser usadas para el modelado de la red.

De esta forma se tienen ahora dos sistemas, por un lado el del convertidor
con puertos de salida I, V,,H. € R" y entrada v € R™. Por otro lado, se tiene
a la red de interconexion, cuyos puertos de entrada seran los puertos de salida
del convertidor y con puertos de salida sus voltajes de capacitor ve € R™ que
tienen conectados en paralelo a las cargas R, con relacién constitutiva (4.14),
tal como se muestra de manera esquematica en la Figura 4.2. Siguiendo con el

)

Conver-
tidor

—

Figura 4.2: Esquema de interconexién por medio de los puertos de cada sistema.
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4. MICROREDES

modelado del segundo bloque de esta figura y retomando el procedimiento del
capitulo anterior, el comportamiento dindmico puede representarse por (3.44a),
considerando las Proposiciones 3 y 4, que se reescribe aqui por facilidad de lectura
como

. FE
51 = J34Vap Ho(23,24) + | 934 9r | [ u; } (4.16a)
T
Y34 934vx34Ha(.T3, x4) :|
= 4.16b
|: Yr :| |: ggvx34Ha<x3ax4) ( )

Vi, He.

A TS

X
T34 = [ x?’ :| ; VZ34Ha(I3)x4) - |: v H
z4llq

4

y las matrices

0 —H 0 0
'z]]34 == |: Hg;L OCL :| ; g34 = |i H]TL 0 ‘| ; (418&)
_| 0 Her | R (79

sujeto a la restriccién algebraica
]L = HlLVmHa(xg,m) (419)

Puede verse que la entrada del modelo (4.16a) estd en términos de la salida de
voltaje V., H. de los convertidores de potencia y que la restriccién (4.19) pone
la corriente de salida de los convertidores I7, en términos de las corrientes de los
inductores de la red V,, H,(z3,x4). Como se verd en la siguiente seccion, estas
interconexiones permiten representar el comportamiento dinamico de la microred
completa por medio de un sistema Hamiltoniano controlado por puerto.

4.2. Modelo Hamiltoniano de la Microred

Una vez que se ha desarrollado tanto el modelo de cada uno de los converti-
dores de potencia como el de la red de interconexion, en esta seccion se expone el
modelo completo de la microred. Mas adelante, se muestra que la ley de control
desarrollada en la Seccion 4.1.1 para los convertidores individuales preserva sus
propiedades de estabilidad a pesar de la interconexién.

Asi pues, con el objetivo de iniciar con la formulaciéon del modelo del sistema
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completo, hay que notar que los n; convertidores de potencia, asociados a los ny
puertos de entrada de la red, estan descritos por el modelo (4.1a) o equivalente-
mente por (4.3) y pueden ser apilados tal que

i1 = —Va,H.+ Vu (4.20)
iy = Vo H.—1I (4.21)

con los flujos magnéticos x; = col{xy;} € R™, las cargas z, = col{wy} € R™,
los voltajes V' = diag{V;} € R™*™  las senales de control u = col{u;} € R™, el
_ OHc(z1,x2

voltaje en los capacitores v = V,, H, = 8—12) y la corriente en los inductores

. OH ., ,
i, = V.. H, = OHe(@1,22) Ty egta representacion, la energia almacenada en los
1 o1 )

convertidores H.(z1,T3) : R*™ — R se puede escribir como
HC(Il, 1'2) = H1<.’L'1) + HQ(J,‘Q). (422)

De manera que, es posible describir el comportamiento dindmico de la microred
completa con la conjuncién del modelo de los convertidores (4.20) en su forma
Hamiltoniana y el de la red de interconexién (4.16a), respetando el hecho de que
los puertos de entrada de la red estan en términos de la salida de los convertidores,
en particular, se considera la restriccién de corriente (4.19), con lo que

. u 0
T2 = J12Va, He + G2 [ 0 ] - [ HiuVo, Hy (s, 20) ] (4.23a)
- Ve, H,
t34 = J34 Vg, Ho (3, 24) + G54 [ 0 } + grUR (4.23b)
donde 1o = [ af 2f ]T € R?™, las matrices Jip = —J7, € R*"*2m
0 -1, V 0 o om
Jl?z[]m 0 ];Gu:{o O}€R21x21;

la matriz V' = diag {V;} € R">*™ [, denota la matriz identidad de orden n; y
se han recuperado las definiciones en (4.18). Evidentemente, las ecuaciones (4.23)
pueden ser reescritas en forma matricial para poder presentar el modelo de la
microred con estructura Hamiltoniana como

T = JTvaT(x) - gRTF(VxMHa(x?n 934)) + gru (4-24)

con el estado de la microred z = [ 2{ 23 i af }T € RBm1+m2) mientras que
de la suma de las funciones de energia (4.22) y (4.12), la funcién de energia total
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4. MICROREDES

HT(a:) . R(3n1+n2) — ]RZO €S
HT(.CC) = Hc(x1,$2) -+ Ha(x3,$4)

y las matrices en el modelo definidas como

0 —-I,, 0 0 Vu 0 0
I, 0 0 —Hyip 0 0 0
=10 0 0 —Hy |"T| o |"9=| o 1, |
0 HI H} 0 0 I,, O
(4.25)
donde los 0 son matrices llenas de ceros de dimensiones apropiadas, cumpliéndose
ademas que Jr = —J%, esta matriz antisimétrica describe la interconexién que

preserva potencia por medio de la cual los componentes del sistema intercambian
energia. Note que si las relaciones constitutivas de las resistencias se asumen
lineales, entonces se llega a un sistema Hamiltoniano Controlado por Puerto con
Disipacién como el presentado en la ecuacion (2.23), en este caso como

T = [JT — RT]vxﬂT(JI) + gru (426)

con la matriz de resistencias Ry simétrica positiva semi-definida

00 0 0
o0 0 0| 7

Ry = 00 R' 0 =Rr 20
00 0 R

y las definiciones en (4.25); de esta forma, se tendrian las propiedades expuestas
en los preliminares de esta tesis, entre otras la de pasividad.

Antes de iniciar con la estabilidad del sistema, es preciso identificar las tra-
yectorias admisibles para el sistema no-lineal (4.24), las cuales son solucién del
sistema deseado

% = IV Hp(2%) — grr F* (Vs Hy (23, 7)) + gru” (4.27)

con u* € R™ la entrada de control que es capaz de generar z* € R31*"2_ Ahora
bien, en la siguiente subseccion, inspirados en la ley de control propuesta para
los convertidores individuales, se plantea una ley de control que da solucién al
problema de estabilidad asintdtica de la microred. Consecuentemente con la sub-
seccion anterior y con fines de anédlisis de estabilidad, es necesario suponer que las
funciones de almacenamiento son lineales, por lo que el modelo (4.27) considera
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que
Hi(x%) = HZ (27, x5) + Hy (a3, x)) (4.28)

con las funciones

H*(x’f,xZ) §x1TL_ ry + szC ! 5

1 1
Hi (a3, x)) = —x3TC 3+ §$ZTL;13:

con las definiciones de C, y L, en (4.12) y las matrices diagonales positivas
definidas de inductancias y capacitancias de los convertidores L' = diag{L; '} €
Ry O~ = diag{C; '} € R™*™  respectivamente.

4.2.1. Estabilizacion de la Microred

Como ya se habia adelantado, en esta tesis la estabilidad de la microred se
aborda como un problema de control de seguimiento de trayectorias, donde las
trayectorias deseadas satisfacen el modelo (4.27) y estdn dadas en términos de
los flujos de potencia de la red como se detallard mas adelante.

Con la intencién de determinar una ley de control y una vez establecidas las
trayectorias admisibles, es razonable definir la variable de error como = = x — x*,
cuya dinamica estda dada por

i = JpVaHp (%) — grrF (Vay, Ha(is, £4)) + grit (4.29)

donde se ha establecido que @ = v — u*. En este caso, la funcion tipo energia
almacenada, asociada a (4.29), toma la forma

Hy (%) = He(i1, %) + Ha(F3,34), (4.30)

con

1 1
H, (i3, %4) = 5@?0 T3+ 2:U4L

. 1
Hc(irl,.fzg):§5:fL T+ xQC

Bajo estas condiciones, es posible formular el resultado principal de este capitulo,
esto es, la prueba de que los controladores locales desarrollados para cada conver-
tidor son capaces de estabilizar la microred completa. El resultado esta incluido
en la siguiente proposicion,
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Proposicién 10. Considere el convertidor de potencia DC/AC es de la forma
(4.3) y asuma que:

B.1 Los estados x1 y x4 estdn disponibles para su medicion.
B.2 Los pardmetros en la funcion de almacenamiento Hr son conocidos.

B.3 Se cumple la suposicion A.3. Esto es, los mapeos p;*(-) y ¢, '(-) son in-
crementalmente pasivos a la salida, tal que (3.47) se cumple.

B.J La corriente de salida I1; es conocida.
Entonces, la ley de control

w=Vit+ C oy — K1 L717]

Z’g — L_l.l’f -+ HlLLgll’Z — KQC_I.%Q = 0, (431)
sujeta a las restricciones
5+ HorVay Hy — K3V, Hr + 0. (v5) = 0 (4.32)

Ty — HlTvag - HgLvmg - K4V H + 90;1(22) =0

con las matrices de ganancias positivas definidas Ky, Ko, K3, K4y > 0 garantiza
que limy_oo® = 0
Prueba. La ley de control (4.31) puede ser escrita equivalentemente como
w= Vit + Vay Hi — K1V, Hrl, (4.33a)
iy — Vo Hp + Hi Vo H — KoV, Hr =0 (4.33b)
Asi, reescribiendo en forma vectorial las ecuaciones (4.33-4.32) y aludiendo a la

representacion (4.13) para las corrientes de inductor y voltajes de capacitor de la
red, se tiene que

Vu KiVz Hr Ty Vs Hy 0
0 | _ | KaVa,Hy N i N —Var Hy + Hy [ Vo Hi N 0
0 K3V, Hr % Hep Vo Hy o; H(i%)
0 K,V Hr T} —H{[ V. Hy — H Vs Hy o (v

que también puede representarse de manera compacta como

gru = _KTviﬁT + gru”
grii = K7V Hr

76



4.2 Modelo Hamiltoniano de la Microred

con la matriz de ganancias simétrica positiva definida Ky = diag{ K1, Ky, K3, K4} €
REGrtn2)x@mtn2) - Utilizando esta expresion, el sistema en lazo cerrado toma la
forma " ) 1)

L B (A ¢ (i) =@ (17

T = [Jr — Kr|VzHr(T) — grr { (Pc_l(vc) o (100—1(,06) } . (4.34)
Ahora bien, para analizar la estabilidad del punto de equilibrio & = 0 de (4.34),
la funcién Hr definida en (4.30), la cual es cuadratica en Z y tiene un minimo
en ¥ = 0, puede tomarse como candidata a funciéon de Lyapunov. Asi pues, la
derivada temporal de Hy a lo largo de las trayectorias del sistema (4.34) satisface

Fir(2) = VL Hr (D)o ~ KalVifin(0) ~ VEf@)onr | 700572000 |

= —VI (@)K Vi Hr(7) — V2, Hr(3) [0 (VT He) — o7 (V5 H7)|
— VI (@) |0 (V5 Hr) = o (V5 Hy)|

o equivalentemente

Hr(#) = =V Hp () Ko Vs Hr(2) =08 [0 (v0) — o (v8)] =ik [ (in) — 92 (1)] -

Asimismo, dado que las funciones caracteristicas ¢ '(-) y ¢; '(+) satisfacen A.3 y
consecuentemente (3.47), resulta claro que Hr <0 y por consiguiente, la funcién

Hy es no-creciente y su argumento # estd acotado. Més atn, H es cero sélo en
Z = 0 lo que asegura estabilidad asintética del punto de equilibrio.
O

Evidentemente la aseveracion anterior depende de las propiedades de la fun-
cion de energia Hp, como consecuencia, el resultado es local si la funcion es
convexa, en cambio si es estrictamente convexa la funcién Hr tendra un minimo
Unico y global en & = 0, como para el caso lineal. En este sentido, actualmente el
problema de seguimiento de trayectorias para sistemas Hamiltonianos no-lineales
es un problema abierto (ver por ejemplo el trabajo de Romero et al. [72] y las
referencias en él).

No obstante, aun cuando los elementos almacenadores se hayan supuesto li-
neales, no es el caso de la relacién constitutiva de las resistencias, por lo que en
esta red, cualquier carga pasiva, que cumpla con B.3, puede ser conectada en
paralelo a los capacitores. Por su parte, las restricciones (4.32) denotan lo que
la red es capaz de hacer y una vez establecidas x5 y u en (4.31) se cumplen de
manera natural.

El resultado en la Proposicién 10, pone de manifiesto el hecho de que el con-
trolador (4.31) garantiza que para cualquier trayectoria admisible el valor actual
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de los capacitores de salida del convertidor tendera a un valor deseado z7%, por
ejemplo una funcién senoidal con amplitud A7, frecuencia w; y fase 07 prescritas,

x5, = Al sin(wst + d7),

con lo que también el voltaje en los capacitores en paralelo con las cargas tenderd a
x3. En la siguiente subseccién se estudian estas trayectorias deseadas.

4.2.2. Trayectorias Admisibles

Es de gran importancia determinar los valores deseados z* € R34 de la
microred puesto que son éstos los que garantizan un despacho de potencia ade-
cuado. Asi pues, dado que el objetivo final es que los nodos de la red tengan un
valor de voltaje deseado y sus frecuencias se mantengan en el mismo valor, una
manera de dar solucién al problema es utilizando los resultados del Capitulo 3
referentes a la caracterizacién del estado estable cuando se tiene una respuesta
senoidal permanente, con herramientas del andlisis fasorial. Lo anterior implica
asumir que el circuito eléctrico es lineal y que las resistencias R, cumplen con que
vy, = Clzs = Reip. Tomando como referencia a la Proposicién 7, la relacion
entrada/salida entre los fasores de voltaje de capacitor C; X3 y el voltaje de
entrada C~'X3 estd dada por

j=1 \k=

ni 1
> ( D1kﬁfjefj>
1

Co'Xs=-M1 (4.35)

ni T .
5 (Eoate)

=1

O(na—2) |

con M = [320 + sR! + diag {1TT1_D,-1TZ.,O} + L}, i =1,...,2, el operador s =
jw, la matriz diagonal D = (L + s *R;)™", se han utilizado la definicién de la
matriz de inductancias L y R; en (3.51), la de la matriz Laplaciana simétrica £ £
ND,NT >0y se ha definido al vector de entradas C~'X3 = col {6{1, N e{nl} €
R™. La ecuacién anterior (4.35) permite fijar un valor deseado para los voltajes
en las cargas C;'X% y con esto encontrar el valor de voltaje correspondiente para
C~!X3, necesario en la ley de control. Sin embargo, presenta el inconveniente
de tener que invertir el sistema y no necesariamente proporciona informacién de
las potencias en los nodos. Por lo que un método alterno para especificar los
valores deseados tiene como base en siguiente razonamiento: El comportamiento
en estado estacionario de z3 € R" determina el de 23 € R", por lo que una
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eleccién natural es asociar a cada convertidor de potencia un voltaje
-1 _x _ * 1 *
C; b, = A sin(wst + 07),

donde w, € R toma el mismo valor para todos los convertidores, mientras que
la amplitud A4; : R>g — Ry y la fase §; € R>p — S deben determinarse para
obtener un flujo de potencia adecuado. Denote entonces a la admitancia compleja
Yir .= Gy + 7By, € C con conductancia G, € R y susceptancia B, € R,
asi como N; al conjunto de vecinos de un nodo para los cuales Y;; # 0, entonces
la potencia activa y reactiva deseadas en el i-ésimo nodo P} : S"1T"2 x R™ "2 — R
y QF : S"tm2 ) R™M+Am2 5 R se obtienen como

P = GA7? — Z AF A} (Gigeos(07 — 05) + Bigsin(o] — 0y)) (4.36a)
k~N;
Qf = =By A;® = ) Aj Ay (Gisin(0] — 0) — Bixcos (6} — 0y)) (4.36b)
kN

con

k:NNi k~Nj;

con G;; € R y B;; € R la conductancia y susceptancia propia (shunt conductance
y shunt susceptance).

Puede verse que las ecuaciones de flujos de potencia (4.36) son estaticas y como
tales, las ecuaciones modelan a la red cuando estd balanceada, esto es, la suma
neta de consumo de potencia, inyecciones y potencia disipada es cero. Estos flujos
determinan la condicion de operacion deseada en estado estable de la red. Este
estado estable puede determinarse al encontrar, para un conjunto de condiciones
de carga dado, el flujo de potencias activa y reactiva de la red, asi como las
magnitudes y dngulos de fase de todos los nodos. Dicho lo anterior, otra forma
de generar las trayectorias deseadas es dando soluciéon a las ecuaciones de flujos
de potencia (4.36), en donde las potencias activas y reactivas son funciones de
los voltajes de nodo y las impedancias de la red. Esto es, se propone fijar la
potencia activa y reactiva de los n, nodos con cargas por medio del valor de
las resistencias R, y resolver las ecuaciones (4.36a) y (4.36b) para calcular las
amplitudes deseadas A7 y las fases 67 de los n; nodos con voltaje C~'x%. Una
vez encontrado el voltaje C~'a% = Afsin(w,t + dF) que satisface la demanda de
potencia de las cargas, se incorpora a la restriccion (4.31) para x7 € R™ y con
esto es posible implementar la ley de control u € R" en (4.31). Observe que
estas ecuaciones algebraicas (4.36) son no lineales, tanto en el voltaje como en el
angulo, por lo que resolverlas implica el uso de un método numérico, por ejemplo
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Newton-Raphson®.

Cuando las ecuaciones de flujo de potencia se toman en su forma mas general,
su solucién admite un gran nimero de fendmenos y se sabe [76] que el nimero
de soluciones escala exponencialmente con el tamano de la red. Mas atn, pueden
existir distintas soluciones estables tan cercanas unas a otras que distinguirlas en
tiempo real puede ser muy dificil, lo anterior queda de manifiesto en la ultima
simulacion de la Seccion 4.3.

Actualmente, la comunidad de control se ha dedicado a investigar desde con-
diciones de solubilidad de las ecuaciones de flujo de potencia (ver por ejemplo
[25, 76] y las referencias en ellos) hasta su estudio como un problema de optimi-
zacién ([50, 87] entre otros).

Por ejemplo, Simpson-Porco et al. [76] presentan una condicién que garantiza
la existencia de una solucién robusta frente a perturbaciones para los flujos de po-
tencia. Para esto, se enfoca en la potencia reactiva y supone, entre otras cosas, que
la red es predominantemente inductiva y que la diferencia angular |§; — d;| = 0,
con lo que es posible obtener una ecuacién cuadratica en el voltaje para la cual,
determinan condiciones de existencia de solucién. En otro estudio, Dvijotham et
al. [25] investigan sobre los algoritmos que dan solucién a las ecuaciones de flujo
de potencias. El problema radica en diferenciar entre una operaciéon en condi-
ciones inseguras de la red y una falla del método de Newton-Raphson debida a
dificultades numéricas o a una mala linealizacion. Su propuesta se basa en teoria
de operadores monétonos y se aborda como un problema de optimizacion conve-
xa. Sin embargo, hay que recalcar que aunque importantes, estos tipos de andlisis
estan fuera del alcance de esta tesis.

4.3. Simulaciones

Con el objetivo de evaluar el andlisis presentado en este capitulo, se presenta
una simulacién numérica. Para este fin, y por ser la mas general de las redes
tipicas, se considera una red tipo malla como el de la Figura 4.3. La red consta
de cinco nodos o buses de los cuales, dos son de inversores, dos son de cargas y el
ultimo es el nodo de referencia. Esto es ny = 2 y cada inversor esta representado
por la ecuacién (4.3); las cargas resistivas, representadas por la matriz R, €
R?*2 poseen relacién constitutiva (4.14); estas relaciones constitutivas cumplen
las suposiciones hechas en la Proposicion 10, con lo que ny = 2. Asimismo, a
falta de un modelo explicito para las cargas y por simplicidad, se ha optado por
suponer que (4.14) es lineal con lo que su potencia puede ser asignada por medio
del valor de las resistencias R, € R?*2.

'La implementacién de este método puede encontrarse en el Apéndice A de esta tesis.
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bus2 vc2

Figura 4.3: Ejemplo: Diagrama de red tipo malla

Los cinco nodos son interconectados por medio de lineas de transmisién repre-
sentadas por el modelo I, es decir, por un inductor en serie con una resistencia y
un capacitor conectado al nodo de referencia tal como se muestra en la Figura 4.4,
la cual fue estudiada en el capitulo anterior en condiciones de corriente directa
y consenso. En la Figura 4.4 se presentan explicitamente los circuitos correspon-
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Figura 4.4: Ejemplo: Red tipo malla con inversores

dientes a los inversores con el objetivo de aclarar la interconexion de los puertos
de entrada y salida, tanto de la red tipo malla como de los inversores, puertos
que quedaban implicitos en la Figura 4.2. Mas ain, se asume que los inversores
son controlados por medio de (4.31).

Para esta simulacion, se han establecido sus parametros de diseno como L, =
diag{1,2,3,4,5} x e7%, C, = diag{le ™ 6e %} y R, = diag{5,16}, por lo que
la matriz de admitancias compleja Y := {Viz} = Y7 € R™* Por su parte,
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los pardmetros de los inversores se han fijado en C' = diag{0.009,0.007}, L =
diag{5e™*,9¢7°} y V; = 10.

Como se menciond en la subseccién anterior, para proponer el voltaje deseado
C~'x% de la ley de control, se ha fijado la potencia activa y reactiva en las cargas
R., correspondientes a los buses 3 y 4 de la Figura 4.3, lo anterior por medio
del valor de sus resistencias, y se ha empleado el método de Newton-Raphson,
detallado en el Apéndice A de esta tesis, para calcular las amplitudes y fases
deseadas A}, 07 , para i = 1,2, del voltaje O~z = Afsin(wt + §F) € R
tal como se muestra en la Tabla 4.1, donde el primer nodo se ha tomado como
referencia.

| nodo; | V; [pu] | 6; [rad] | P; [pu] | Q; [py] |

1 1.00 0.00 —— ——
2 —— —— 1.5 1.0
3 —— —— —1.30 0.20
4 —— —— —0.60 0.25

Tabla 4.1: Parametros del sistema

De acuerdo a la tabla, el sistema tiene 6 incégnitas, por lo que son requeridas
6 ecuaciones de flujo de potencia AP, APs, APy, AQ2, AQs y AQ,4 dadas por las
ecuaciones (A.5); asi que la iteracién en el método de Newton-Raphson esta dado
por

g ogp oap g n o | (0] [an
oap o 3t oan oan 0| an | |
8&1234 8(%1;4 8%54 aaAV1234 %A‘}jx aaAVIZI A(54 _ Ap4
635?2 8?56322 8?(52 ‘ 88A‘§222 68AVC§2 83AVC'32 A‘é AQ2
90 090 090 90 0 2| | | s
| ot ot Tt | St o St ] [AVa] | AQ)

Una vez que las iteraciones hayan convergido, es decir, cuando el desajuste
A y AV es suficientemente pequeno, los valores de § y V' ya no cambian sig-
nificativamente, por lo que se pueden calcular los valores restantes de la red, en
particular las potencias activa y reactiva generadas en el nodo referencia. El pro-
ceso iterativo de Newton-Raphson fue programado en MATLAB y los resultados
son los que se presentan en la Tabla 4.2.

Los elementos en la tabla indican que los valores de voltaje deseados para
los inversores son A7 = 1, 67 = 0y A5 = 1.251, 5 = 0.502, lo cual permi-
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| nodo; | V; [pu] | 6; [rad] | P; [pu] | Q; [pu] |
1 1.00 0.00 0.294 | —0.107
2 1.2514 | 0.502 1.553 1.235
3 1.02 | -0.288 | —1.28 | 0.171
4 1.20 | —0.348 | —0.568 | 0.252

Tabla 4.2: Analisis de Flujo de Potencia via Newton-Raphson

te caracterizar completamente las trayectorias deseadas. Una vez definidas estas
trayectorias, la evaluacién numérica del controlador se realiz6 en el ambiente SI-
MULINK de MATLAB, con un paso de integracién variable y el método numérico
Runge-Kutta. Las ganancias del controlador (4.31) se definieron como las matri-
ces diagonales positivas K; = diag{1000, 2500}, K, = diag{1000,2500} y todas
las condiciones iniciales en cero.

Asi pues, la primera parte de la Figura 4.5 exhibe el valor de referencia de
voltaje C~'x% € R? para los inversores (en por unidad) obtenido a partir de la
Tabla 4.2. En la segunda parte, se muestra el error de seguimiento entre el voltaje
real C~1xy y el deseado C~'x%, convergencia que se da casi instantdneamente,
dando con esto, solucion al problema de seguimiento para Zs.

Como consecuencia de lo anterior, para el valor fijo de resistencias, el voltaje
en las nodos 3 y 4 (nodos asociados a cargas) estd especificado por la solucién de
las ecuaciones de flujos de potencia. Para ilustrar esto, la Figura 4.6 muestra la
evolucion en el tiempo de las amplitudes y de los angulos de fase de los voltajes
C~lzy y C txs; mientras que la Figura 4.7 presenta el valor de potencia activa
y reactiva en los cuatro nodos de la red, cantidades que son congruentes con los
presentados en la Tabla 4.2, donde las potencias activas de las cargas se han
definido negativas. Es importante remarcar que la solucién de flujos de potencia
se calcula fuera de linea, por lo que se considera que hay un monitoreo constante
de la misma.

Por otra parte, las Figuras 4.8-4.11 se exponen para evidenciar la robustez del
controlador. Esta robustez se ha evaluado numéricamente en dos casos de interés.
El primer caso corresponde a la incertidumbre paramétrica, para esto, inicamente
se presentan las graficas correspondientes a una variacién paramétrica que dejaba
de garantizar la convergencia a cero del error de seguimiento. Las Figuras 4.8 y 4.9
incumben a valores de parametros en el controlador de C' = diag{0.909,0.707},
L = diag{0.005,0.001} para los inversores y L, = diag{1.01,2.02,3.03,4.04,5.05}
para la red. La variacién paramétrica es irrealmente grande, sin embargo atn para
estos valores, el error de seguimiento permanece en 0.03V para todo tiempo. El
segundo caso atane a la robustez frente a perturbaciones. En este sentido, se
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Figura 4.5: (a)Voltajes deseados en los inversores en pu. (b)Error de seguimiento

ha evaluado el desempeno del controlador cuando el voltaje en los capacitores
en paralelo con las cargas es sometido a una perturbacién constante de 0.2V en
t = 0.2s con una duracion de 0.1s, la cual puede ser observada en las amplitudes
Az y Ay de la Figura 4.10. Sin embargo, el esquema de control es capaz de
reponerse a dicha perturbacién y recuperar los valores nominales como se muestra
en la Figura 4.11; lo anterior muestra que el controlador propuesto es efectivo.

La ultima simulacién de esta seccion tiene como objetivo poner de manifiesto
el problema de no unicidad en las soluciones del método de Newton-Raphson.
Para esto, se ha optado por cambiar las condiciones del algoritmo y conservar los
valores de potencia propuestos pero tomar el segundo como nodo de referencia.
Los valores obtenidos son los que se muestran en la Tabla 4.3. En la solucion
desplegada en esta tabla queda en evidencia que aunque las soluciones estan
relativamente cercanas a las obtenidas en la Tabla 4.2 son diferentes para las
mismas condiciones y los mismos parametros de la red. Lo anterior se debe a que
las potencias del resto de los nodos se ajustan a lo demandado por el nodo de
referencia.
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Figura 4.6: Amplitud de voltaje en pu y dangulo de fase de los cuatro nodos

De acuerdo a la Tabla 4.3, los nuevos voltajes deseados para los inversores
tienen como magnitud y fase A7 = 0.8151, d7 = 0.2651, A3 = 1.2514 y &5 =
0.502, con lo que quedan establecidas las nuevas trayectorias deseadas. La Figura
4.13 muestra las potencias activa y reactiva correspondientes a estas condiciones,
mientras que la Figura 4.12 exhibe el valor de la magnitud de tensién y fase de
los cuatro nodos, valores que son congruentes con los obtenidos con la solucion
de flujos de potencia.

4.4. Control Droop

A diferencia de lo planteado hasta ahora en este capitulo, en la literatura
relacionada la forma usual como se aborda el problema de microredes toma en
cuenta las siguientes suposiciones:

= Las cargas pueden modelarse por impedancias constantes por lo que ha-
ciendo una reduccion de Kron (Dorfler y Bullo [24]) se puede asumir que
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Figura 4.7: Potencias activa y reactiva en pu para los cuatro nodos

el modelo, para la red reducida, estd dado por un conjunto de ecuaciones
diferenciales donde cada nodo tiene un inversor.

= La amplitud y el voltaje de los convertidores de potencia pueden ser de-
finidos por el disenador y esta regulacién se hace de manera instanténea,
consecuentemente, los inversores pueden ser modelados por una cadena de
integradores como '
0; = Uy
. 4.37
Vi=wp ( )
= La red es predominantemente inductiva, por lo tanto los flujos de potencia
toman la forma simplificada (A.12).

En primera instancia, ain cuando el uso de escalas de tiempo en cierta medida
justifique el despreciar la dindmica de los convertidores, asumir que la dindmica
del voltaje y la de la fase estdan desacopladas no parece natural. Asimismo, este
modelo de los inversores no permite acotar la corriente generada por las fuentes
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Figura 4.8: Error de seguimiento con incertidumbre paramétrica

’ nodo; ‘ Vi [pu] ‘ 9; [rad] ‘ P; [pu] ‘ Q; [py] ‘
1 0.8151 | 0.2651 0.195 | —0.367
2 1.2514 0.502 1.577 1.239
3 1.02 —0.229 | —1.264 | 0.087
4 1.20 | —0.1449 | —0.508 | 0.273

Tabla 4.3: Anélisis de Flujo de Potencia via Newton-Raphson tomando como base
al nodo 2

de generacion, lo que imposibilita la exhibicion del llamado colapso de voltaje. Lo
anterior sirve de motivacién para representar (aunque de manera simplificada)
la fisica de los convertidores. En este sentido, el modelo, el andlisis y la ley de
control propuesta en la secciéon 4.2 toman en cuenta un modelo promedio mas
detallado del convertidor y deja abierta la posibilidad de incorporar un sistema
Hamiltoniano que modele a las fuentes de generacién.

Sin embargo, una de las ventajas del modelo desacoplado en los convertidores
de potencia usado por Schiffer et al. [74], Simpson-Porco et al. [77] es que puede
aplicarse directamente el control droop y con esto, un andalisis desde la perspec-
tiva de sincronizacién y consenso. Asi, en estos trabajos, una vez establecida la
dinamica en lazo cerrado, el objetivo de control es el de sincronizar las frecuen-
cias de todas las unidades de generacion, sin que la diferencia angular exceda los
7/2 y lograr que los voltajes generados sean constantes, garantizando estabilidad
internal. La prueba se basa en una traduccién del problema de sincronizacién en
uno de estabilizacién de un punto de equilibrio via un cambio de coordenadas,
dependiente del tiempo, que aprovecha el hecho de que la frecuencia de sincroni-

1Un esbozo de la prueba de estabilidad de Schiffer et al. [74] puede encontrarse en el Apéndi-
ce de esta tesis.
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Figura 4.9: Amplitud de voltaje y dangulo de fase con incertidumbre paramétrica

zacion es la misma para todos los nodos y que la dindamica del sistema depende
solo de la diferencia angular.

Por su parte, el control droop es ampliamente usado para generadores sincro-
nos (Kundur et al. [42]), donde un cambio en la demanda de potencia activa se
ve reflejado como un cambio en la frecuencia del sistema, lo que a su vez modifica
el par eléctrico de salida, generando asi variaciones de velocidad. La ganancia del
controlador droop representa la relacién entre la desviacién de velocidad Aw o
desviacién de frecuencia Af y la posicién del actuador que permite cambiar la
potencia de salida AP. Si existen dos o mas generadores equipados con esta clase
de controladores de potencia-velocidad, habrda una frecuencia en la que ambos
compartirdan un cambio de carga y proporcionaran potencia activa de acuerdo a
su capacidad nominal. Asi que basicamente, el control droop es un control pro-
porcional que permite especificar la potencia en estado estacionario y estd dado
por

Uil = Wq — k?pi (Pi - Pz'd) )

Uty = Via — kqi (sz - de) , (4'38)

38



4.4 Control Droop

15 T
/\ hY rd
2 f Pe——
.‘.; \/ —A,
E A3
& 0.5 —A,l
>
0 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
2 | | | | | | | | |
15F ]
5
~ 1 . 6 —
8 2
05 H\ ~ AN 5,
? 5
@© 4
Lo J/\ N A
=
_05 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

t(s)

Figura 4.10: Amplitud de voltaje y angulo de fase con perturbacién

con wy, Vig, Pig v Qiq puntos de referencia entregados por un controlador externo,
kpi v kg las ganancias del controlador droop y P, Qi las potencias activa y
reactiva medidas.

4.4.1. Microred y Control Droop

Con la intencién de aprovechar los beneficios del control droop y siguiendo
los lineamientos propuestos en la Seccion 4.2, se propone ahora especificar los
voltajes deseados en los inversores C~'x3 como

C s, = Vigsin(wigt + 67), (4.39)

\Vid| = Vira — ki (Qi — Qia) ,
4.40
Wid:wrd_kpi(Pi_Pid)a ( )

con Vi.q v wyq los voltajes y frecuencias deseados de la red. Puede verse que el
lado derecho de la ecuacién (4.40) corresponde a las ecuaciones (4.38), por lo que
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Figura 4.11: Potencias activa y reactiva con perturbacion

se ha valido del control droop para proponer la magnitud y la frecuencia de las
trayectorias deseadas para el controlador (4.31) en los inversores de la microred.

Un esquema de la implementacion de la ley de control propuesta puede verse
en la Figura 4.14 donde el Lazo de Seguimiento de Fase (PLL por sus siglas en
inglés) permite desacoplar la magnitud y la fase de la senal de voltaje v, de los
convertidores. En este esquema, ya se ha visto que tanto los convertidores en
lazo cerrado con su controlador (apilados), como la propia red de interconexion,
forman un sistema Hamiltoniano. Asi mismo, del analisis de Schiffer et al. [74],
con un cambio de variable los flujos de potencia con el controlador droop también
pueden escribirse como un Sistema Hamiltoniano, por lo que se tiene la conje-
tura de que, si los PLL son Sistemas Hamiltonianos, usando propiedades de los
Sistemas Hamiltonianos puede hacerse una prueba de estabilidad similar a la de
Schiffer et al. [74] 6 Simpson-Porco et al. [77]. Sin embargo, en este momento la
prueba de estabilidad es parte del trabajo futuro de esta tesis.

Hasta el momento se han realizado simulaciones numeéricas con el Simulink
de MATLAB para la misma red malla de la seccién anterior que se muestra

90



4.4 Control Droop

15 T
5 —— —A =
8 l* 7A27*
E A
c A
205 B
>

0
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.

2 \ \ \ \ \ \ \ \ \
15 —0 | -
3. 3 |
S
Q 3
()]
0.5 —
& —8
O, -
-
05 \ \ \ \ \ \ \ \ \

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
t(s)

Figura 4.12: Amplitud de voltaje y dngulo de fase tomando como base al nodo 2

en las Figuras 4.4 y 4.3. Los pardmetros de la red, los de los inversores y las
matrices de ganancias K; y K5 son las mismas que las propuestas en la Seccién
4.3. Adicionalmente, las ganancias del controlador droop se han fijado en k,; = 6,
kpo = 1.5, kg = 0.15 y ks = 0.1, para los dos inversores; mientras que los
valores deseados de potencias activas Py, reactivas (Q;q v los voltajes V;,.q han
sido tomados de la solucion de los flujos de potencia en la Tabla 4.2. Por tltimo,
la frecuencia w,q se ha puesto en 60Hz para los dos nodos asociados a inversores.

La Figura 4.15 muestra los voltajes deseados en los inversores que han sido
generados por las ecuaciones (4.39)-(4.40). En la segunda parte de la figura, se
presenta el error de seguimiento, con lo que se observa la capacidad del control en
los inversores para seguir la senal deseada. La Figura 4.16 muestra la amplitud
de voltaje y la fase de los cuatro nodos, mientras que la Figura 4.17 muestra
las potencias activa y reactiva en los cuatro nodos; en estas figuras puede verse
que no sélo el objetivo de control se cumple, sino que modificando los valores
deseados el control droop permite establecer el valor de estas potencias en estado
estacionario. Comparando estas graficas con las correspondientes de la seccién
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Figura 4.13: Potencias activa y reactiva tomando como base al nodo 2

anterior, puede verse que el desempeno del controlador de la secciéon anterior es
mejor en el sentido de que para la red con controlador droop, tanto la constante
de tiempo como el maximo sobre impulso son mas grandes.

4.5. Resumen y Discusion

= En este capitulo, los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto se han
presentado como un concepto unificador que permite extender el analisis
de circuitos eléctricos al caso de microredes. Estas microredes se pueden
representar por tres elementos: los convertidores de potencia, la red de in-
terconexion y las cargas. Cada uno puede representarse por un sistema
Hamiltoniano, por lo que el modelo completo exhibe la misma estructura.

= La operacién de los IGBTs de los inversores ocurre tipicamente a muy altas
frecuencias (2-20kHz) comparadas con la frecuencia de la red (45-65Hz), lo
anterior justifica el modelo promedio continuo propuesto para el inversor.
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Figura 4.14: Esquema de control

= Uno de los retos que es necesario considerar como trabajo futuro esta rela-
cionado con las fuentes de voltaje constantes V; del modelo de los inversores.
En un escenario mas realista, estos voltajes deben ser los entregados por
una unidad de generacion distribuida, por lo que deben tener asociados otro
sistema dinamico, en principio otro sistema Hamiltoniano.

» A diferencia de trabajos reportados en la literatura (Schiffer et al. [74],
Simpson-Porco et al. [77]), el problema de estabilizacién de la microred se
ha abordado como un problema de seguimiento de trayectorias y andlisis
del estado estacionario en sistemas Hamiltonianos.

= Los inversores proveen una cantidad especifica de potencia activa y reactiva;
usualmente, sus referencias de voltaje son dadas por un control externo
(también llamado control primario por Bidram et al. [12]). En el caso de
este trabajo, se ha propuesto generar las trayectorias deseadas por medio
de la solucién de los flujos de potencia de la red. En este sentido, parte del
trabajo futuro concierne a la incorporacién de un algoritmo de despacho
optimo de potencia.

= Es importante reconocer que para esta tesis, aun cuando en el andlisis las
relaciones constitutivas (4.14) son generales en el sentido de que aunque pa-
sivas pueden ser no-lineales, éstas, junto con la suposicion de fuentes ideales,
no permiten representar fenomenos como el colapso de voltaje. Sin embar-
go, es opinién de la autora de esta tesis que este problema puede enfocarse
con un modelo Hamiltoniano, por lo que las herramientas desarrolladas
aqui pueden ser aplicadas.

= Aunque en el contenido del capitulo se ha hablado de modificaciones en la
topologia que permiten, entre otras cosas, modificar la matriz de susceptan-
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Figura 4.15: (a)Voltajes deseados en los inversores en pu. (b)Error de seguimiento

cias con el objetivo de compensar potencia reactiva en algin nodo, parte
del trabajo futuro es extender este tipo de compensadores retomando el
modelo Hamiltoniano de los FACTS (ver [36, 80] y las referencias en ellos).

= Los métodos numéricos para la solucion de las ecuaciones de flujo de po-
tencia tipo Newton-Raphson recaen en una buena linealizacién, por lo que
pueden fallar en converger. Asimismo, el problema de si estos algoritmos
garantizan encontrar una solucién tnica o si se puede establecer el tiempo
que tardan en converger, es un problema abierto dentro de la comunidad
de control (ver [25]) y esta fuera del contenido de esta tesis.
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droop
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Figura 4.17: Potencias activa y reactiva los nodos usando control droop
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Capitulo 5
Diseno de Controladores

El iltimo punto que se aborda en esta tesis es la formulacion de leyes de control
para sistemas Lagrangianos y Hamiltonianos, con vista a ser implementados en
la microred. Asi, este capitulo esta enfocado en el disenio de una ley de control
por retroalimentacién de salida para el seguimiento de trayectorias en una clase
de sistemas Lagrangianos subactuados.

En este capitulo se extienden los resultados para sistemas Lagrangianos, pre-
sentados por Loria [46], Loria y Avila-Becerril [47], al asumir que sélo las posi-
ciones fisicas son medidas. Para el caso particular de robots de uniones flexibles
(Avila-Becerril et al. [8]) lo anterior corresponde a medir solamente la posicién
del motor y del eslabon. Para esto, se desarrolla un controlador de equivalencia
cierta y un observador de orden reducido con lo que pueden establecerse resulta-
dos de estabilidad uniforme y global del sistema en lazo cerrado. Hasta donde la
autora de esta tesis sabe, este problema permanecia abierto y ha sido sometido
en (Avila-Becerril et al. [9]).

5.1. Formulacion del Problema

Considere un sistema Euler Lagrange en el cual la entrada de control se in-
troduce por medio de una cadena de m integradores de la forma

D(q)i+Clg,9)d+9(a) = & (5.1a)
&= & (5.1b)

ém—l - fm (51C>

gm = u (5.1(1)

donde u, & € R™ para todo i < m, m > 1. La matriz D(q) = D" (q) > 0
corresponde a la matriz de inercia, C(q, ¢)¢ contiene los términos debidos a las
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5. DISENO DE CONTROLADORES

fuerzas centrifugas y de Coriolis y g representa el vector de fuerzas gravitacionales.
Se considera ademds que el modelo (5.1), cumple con las siguientes hipétesis.

Suposiciéon 3.

1. La matriz de inercia D(q) es positiva definida y uniformemente acotada, de
manera mas precisa, existen numeros reales positivos d,, y dy; tal que

dy < |D(q)| < dy Vg € R™.

2. La matriz C(x,y) estd acotada en x y es lineal en y. Esto es, existe una
funcion de saturacion sat : R — R tal que, para todo x,y,z € R",

|C<J],y) - C(Z,y)| < kcsat“'r - Z|>|y|7 (52)
donde sat(s) := sgn(s) min{1, |s|} y

C(z,y)z = C(z, 2)y.

3. La matriz D(q) — 2C(q,q) es antisimétrica para todo q € R™.

A excepcién de la ecuacién (5.2), las demds condiciones son suposiciones co-
munes en la literatura relacionada. Asi, la suposiciéon de acotamiento de la matriz
de inercia es poco conservadora y en principio, es cierta en (aunque no esté limi-
tada) robots manipuladores compuestos sélo por articulaciones de revolucién o
sélo por prismaticas (ver Ghorbel et al. [32] para una caracterizacién completa).
Sin embargo, cabe mencionar que el resultado principal de Romero et al. [72],
aunque solo es valido para sistemas totalmente actuados donde m = 0, & = u,
no recae en el acotamiento uniforme de la matriz D. La condicién (5.2) se ha
supuesto por razones técnicas y no es conservadora pues, frecuentemente C(-, §)
es uniformemente acotada.

Bajo estas condiciones, el problema a resolver es el mismo que en el Capitulo
4, es decir, un problema de control de seguimiento, el cual se enuncia como sigue:
Para cualquier trayectoria de referencia dada t +— ¢4, dos veces diferenciable y
acotada, i.e., tal que

max{supmd(m, supda(t)] sup|qd<t>|} <k (5.3)
>0 £>0 £>0

para alguna ks > 0, se requiere construir un controlador dinamico por retroali-
mentacion de salida

j;c = f(t7Q17qQ7xC) (54)
u = u(taqlaq27$c) (55
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5.2 Diseno del Controlador: Principio de Separacion

(esto es, . € R™ corresponde al estado del controlador) tal que el origen del
sistema en lazo cerrado sea uniformemente globalmente asintoticamente estable.

Para este fin, se sigue el método propuesto por Loria [46], el cual tiene como
base el uso de diferenciadores aproximados para reemplazar las velocidades no
medibles con los llamados “derivadores sucios”; para después, en lugar de usar
las mediciones no disponibles de &; para todo ¢ > 2, se disena un observador
de Luenberger de la “dindmica—¢”. Los detalles del controlador se explican en la
siguiente seccién.

5.2. Diseno del Controlador: Principio de Sepa-
racién

En un trabajo previo de Loria [46], se presenta un controlador dindmico por
retroalimentacién de salida que depende de la salida medida y' = [¢" £T].
A diferencia de Loria [46], en este capitulo se asume que la salida medida es
y' = [q" &]; para lograr este fin y poder aludir al principio de separacién para
(5.1), primero se siguen los lineamientos del diseno del controlador por retroali-
mentacion de salida de la referencia anterior, para después disenar un observador
de orden reducido y mostrar que las ganancias son independientes de las del
controlador.

El método de diseno del control sigue el razonamiento del control backstepping
clasico, esto es, en cada paso de integracion, se disena una ley de control virtual
&7, iniciando con

& = —kpod — kayPo + D(@)a + C(, Ga)da + 9(q)- (5.6)

donde ¢ = ¢ — qq y la variable 9 corresponde a la diferenciacion aproximada de
q esto es,

QCO = —CL0190 57&)
Yo = qeo + bog. (5.7b)

El uso de derivadas aproximadas en lugar de observadores (no-lineales) es una
caracteristica clave del control puesto que simplifica las ecuaciones del controlador
y por lo tanto, la tarea de sintonizaciéon. Mas atin, como se muestra por Loria
[45, 46], el origen del sistema en lazo cerrado (5.1a), (5.6)-(5.7) es globalmente
uniformemente asintéticamente estable.

Ahora, para las ecuaciones (5.1b) hasta (5.1c), la variable ;1 es considerada
como una entrada de control virtual para la i—ésima ecuacién y como una refe-
rencia de regulacién en la (i + 1)—ésima ecuacién. Con esto en mente, se define
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€ = —kybitkati+EL,  Vie[l,m—1] (5.8a)
Ui = qut+bi&+G
dei = —aV; Vi € [1,m] (5.8b)
éi = _<kdi - Uz‘)gi - biéfo
u = —ky o+ ki Om + &g (5.8¢)

donde k,;, k¢; € R son ganancias de control positivas, o1 := 0y o0; := bk, , para
todo i € [2,m].

El término & = & — & corresponde a los “errores de regulacion” para la
dindmica—¢ en (5.1). Note que SZ* , y sus (i + 2) derivadas, son en general, una
funcién del tiempo; esto es por su dependencia con la trayectoria de referencia
qa(t). Es ademds una funcién de los estados, incluyendo las variables no-medibles,
al igual que ¢ y sus (i—1) derivadas; lo anterior como consecuencia de la definicién
recursiva de &f. El término fz*o representa el valor de 51* evaluado en el origen, es
decir, en (¢, ¢,9,€) = (0,0,0). En otras palabras, ffo depende sélo de t, a través de
qa(t) y las (i+2) derivadas de este tiltimo. Més atin, se verifica que &%, := &, ,,ver
lo presentado por Loria [46] para detalles.

Ahora, note que cada grupo de ecuaciones (5.8b) corresponde a la implemen-
tacién de un derivador sucio (modificado) &, que puede ser calculado usando
solo variables conocidas o medidas. De hecho, en el dominio de la frecuencia, la
ecuacién (5.8b) corresponde a

i v & U= (5 (5.9)

¥ =
S+ a; S+ a;

donde ¢; = & + (;/b; y ¥ = ¢. La segunda representacion, en términos de un
filtro paso-bajas con entrada v);, resulta 1til para propésitos de andlisis pues define
un mapeo estrictamente pasivo a la salida v; — % En el dominio del tiempo,
corresponde a

191' = —aﬂ% + bzé? — (kdl - O-z)éz - blé-:o (510)

el cual tiene un equilibrio en el origen {z = 0}.

Debe destacarse que la ecuacién (5.8b) no es un observador pues v; Gi;
sin embargo, la relacién v;/ g; permanece acotada y separada de cero de ahf que,
uno puede decir que asintéticamente 9¥; & §;, esto implica que, para el propésito
de estabilizacion global, debe ser inyectado un amortiguamiento por medio de un
filtro paso-bajas de ganancia finita. En otras palabras, en lugar de explotar las
propiedades de convergencia de las soluciones estimadas, como se hace usualmente
en disenos basados en observadores, usamos las propiedades entrada-salida del
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filtro propio y estable en (5.9). La prueba formal, basada en esta interpretacién
verbal, puede consultarse en Loria [46].

En este capitulo, se establece que para el sistema en lazo cerrado (5.1), (5.6)—
(5.8), el origen {z = 0}, con

. k3 - e T
z=[q" q" vy & - & 9 0],

es globalmente uniformemente asintoéticamente estable.

5.2.1. Control de Equivalencia Cierta

La desventaja obvia del controlador (5.8) es que estd basado en la medicién de
& para todo @ < m. En particular, para el caso de los robots con uniones flexibles,
esto incluye las velocidades del motor. Con el objetivo de relajar la suposicion,
se introduce un observador Luenberger de orden reducido para la dindmica—¢&
lineal y se usa un controlador de equivalencia cierta que incluye las derivadas
sucias de ¢ y £*. Aun cuando este diseno puede ser considerado como ingenuo, se
destaca que, hasta donde la autora sabe, en la literatura no existe un reporte de
estabilizacién asintética uniforme y global para el sistema (5.1).

El observador lineal de Luenberger, basado en la medicion de &;, estd definido
por
fi = fiJrl + )\1(51 - 51), Vi € [1,m — 1] (511&)

~

€ =+ (&1 — &) (5.11b)

con ganancias constantes \; > 0 para todo ¢ < m, elegidas para que la siguiente
matriz sea Hurwitz:

N1 0

L=| + el (5.12)
Aoy 0 oo —1
A 0 0
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Entonces, definiendo &; = él — &*, se introduce el control de equivalencia cierta

& = —ky&itkati+E5, Vie[l,m—1] (5.13a)
Vi = Qe+ bi& 4G
dei = —aV; Vi € [1,m] (5.13b)
G = —(ka,—0:)& — bi,
u = —ky, &+ ki Om e (5.13¢)

el cual corresponde a (5.8) donde & ha sido reemplazado por su estimado fl
Tomando como base lo establecido anteriormente, se puede presentar el resultado
principal de este capitulo.

Proposicién 11. Suponga que la referencia qq satisface (5.3). Considere el siste-
ma (5.1), bajo la Suposicion 3 en lazo cerrado con el controlador definido por las
ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.13). Entonces, el origen del sistema en lazo cerrado
es globalmente uniformemente asintoticamente estable para ganancias de control
suficientemente grandes. Mds aiun, lo anterior se cumple para cualesquiera ga-
nancias de observador \; que hagan L en (5.12) Hurwitz, independientemente de
las ganancias de control.

La prueba de la Proposicion 11 es constructiva; se derivan condiciones explici-
tas para las ganancias de control que impliquen estabilidad global, uniforme y
asintotica. Esta prueba estd organizada en los siguientes pasos logicos: primero,
se encuentran las ecuaciones en lazo cerrado, para después reconocer que tienen
una forma en cascada que surge de la aplicaciéon de un control de equivalencia cier-
ta; lo anterior permite invocar argumentos de cascadas. Esto es, para un sistema
no-lineal variante con el tiempo

.I"l = fl(t,$1>+g<t,l')l‘2 (514&)
i’Q == fg(t,l‘g) (514b)

donde z1 € RP, x5 € RY, z :=collxy,z5] con f1, fo y g continuas y localmente
Lipschitz en x, uniformemente en ¢, y f; continuamente diferenciable, se cumple
que, si los respectivos origenes de los subsistemas (5.14b) y @7 = fi(¢,21) son
uniformemente globalmente asintéticamente estables, una condicién necesaria y
suficiente para que el origen del sistema completo posea la misma propiedad, es
que las soluciones de (5.14a) estén globalmente uniformemente acotadas. Esto

ultimo se establece en la siguiente subseccién a lo largo de la prueba del Teorema
4 en (Loria [46]).
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5.2.2. Ecuaciones en Lazo Cerrado

Por un lado, la primera ecuacion de error se obtiene usando la identidad
& = & + &, al reemplazar £ de (5.6) en (5.1a) y afiadir el término —C(q, ¢q)q +
C(q,q4)4q = 0 al lado derecho de la dltima ecuacién. Para luego diferenciar ambos
lados de (5.7b) y hacer uso de (5.7a), con lo que se tiene

D(q)q + [C(q,d) + C(q,4a)] § + kpyG + kay¥o = & (5.15a)

190 = —CL0190 + boq (515b)
Por otro lado, las ecuaciones (5.1b)—(5.1d) son equivalentes a

& = §u—&+&n, ie[lm—1] (5.16a)
En = u—2§, (5.16b)

de manera que, definiendo el error e; := §; — fl y usando la identidad & = 5, —e;
con i < m, asi como (5.13), se obtiene que

& = —kpiéi + kg, 05 + §i+1 + kpei — (5: - 51*0) (5.17a)
’(91' = —CLZ"(?i — (kdz - 02)(61 + ei) + bl(gz* - g;o)' (517b)
Para hacer mas compacta la notacién, se definen las matrices A := diag{a;} ®

I,, B = diag{b;} ® I,,, K, := diag{ky,} ® I,, K, := diag{k,,} ® I,,, K, :==
Kd — dlag {O'l} &® [n7

kp,, —1 0 0
K, = 0 ®In7
-1
0 0 kp,
& = [§ - &) & o= 60 &l
I = [19?19;} el = ler -+ e,

con lo que la dindmica del error de regulacién (5.17) toma la forma

~KlE+ K9+ Kye — [€— €] (5.18a)

3
W= —AY — Kj§ + Kje + B[ — &] (5.18D)
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mientras que la dindmica del error de estimacion puede escribirse como
¢ =—Le. (5.19)

Note que las ecuaciones (5.18) pueden ser vistas como las de un sistema lineal
invariante en el tiempo que es perturbado, por un lado por una entrada expo-
nencialmente convergente e(t) (puesto que la matriz L es Hurwitz por diseno) y,
por otro lado, por la “entrada” [5* — f:], la cual se desvanece en el origen, esto
siempre que (4, ¢, ¥) — (0,0,0). Para ver esto, después de largos pero sencillos
calculos se puede expresar la siguiente identidad

i—1 i—1
61* = kpiﬂfi + kagk - ﬂikﬁk +k i—1Ci Znikek
k=1 k=2

i—1 i—1
— 2%‘161 + Hﬁj [ff - 51(0] + &
k=1 j=1
donde ; = ky; + bjkg;, j € [1,m — 1] y para cadai € [2,m] y k € [1,i — 1],

Nik = H 5;gn(i_j) [k}%k - k?lk — Ky kop,_ sgn(k — 1)]

j=k+1

pr =[] BE Dk, [k, + ax]

j=k+1

i—1
sgn(i—j—1
Vi1t = Hﬂjil( ! )kpj)‘j-
7j=1

con sgn(z) la funcién signo de z. Por lo tanto,

=& =T+ —Tye+T; [ff - SIO] (5.20)
donde
0 0 0
r=| ™ s : ® I, (5.21)
My Thme " _kpm—1
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0 0 0 )
| 0 e - 6%2 @ I,
s s 0 :
0 0 - 0
I e (5.22)
T " Yy e : ~Fpp s

Entonces, reemplazando (5.20) en la expresion (5.18) se tiene que

— (K +T1)E+ (Kq — Do)V — T3[& — &) + (K, + e

i
0 = — (A — BTy — (K, — BT'W)é + BT3[¢5 — &,] + (K, — BTy)e

que corresponde a un sistema lineal estable perturbado por [5{ — 5{0} Asi pues,
la Suposicién 3 junto con la ecuacién (5.3), garantizan que existen reales no-
negativos ny, 172 y 73, asi como una funciéon de saturaciéon continua e impar
sat : R — R, tal que [sat(y)| <1y

165 = €6.]] < msat(1a)) + nald] + 5[] (5.24)
Mas aun, si se define la variable x := [ A ]T, el sistema (5.23) se vuelve
t=Ar+B [ff — ffo} + K'e (5.25)
donde
A - —(K, + 1) Kq—Ts B — —I
—(K,—BI'Y) —(A—-BIy) |’ BT's |’
K,+T1
r_ p 1
=t |
Con lo que la dinamica en lazo cerrado (?stzi ahora, convenientemente, en una
forma de cascada con estados z{ := [ ¥ ¢" 9¢ 27 |y x5 := e, mientras que
la funcién fi(t, x1) corresponde al lado derecho de

@ = Az + B[& — &,
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y fa(t,x9) = Le. Més aun, como L es Hurwitz por diseno, el origen de (5.19) es
globalemente uniformemente exponencialmente estable. Ademas, después de lo
mostrado por Loria [46], el origen de (5.26) globalemente uniformemente asint6ti-
camente estable para valores apropiados de las ganancias de control. Por lo tanto,
para poder recurrir a argumentos de la cascada, o de manera mas precisa al Lema
2 en [65] hace falta probar que las soluciones de (5.26) son globalmente unifor-
memente acotadas.

5.2.3. Acotamiento de las Soluciones

Proposicién 12. Sean las matrices L y A Hurwitz y sea

ao m+2  [2kcks + (m+2)/2]a}

kg, | — — )
b [4b0 m} -y T w2

Asuma ademds que existen matrices positivas definidas P y Q) tal que QQ =

—(ATP+PA) y

Q > 3 diaglQ) > (1} + i) dine{ [[PL* ) (527)

donde [PB]; es el i-ésimo bloque de n xn de PB € R™*™ yn,, ng estan definidas
en (5.24). Entonces, las soluciones del sistema en lazo cerrado (5.15), (5.19),
(5.25) son globalmente uniformemente acotadas.

Prueba. Las soluciones de (5.19) son globalmente uniformemente acotadas porque
L es Hurwitz. Permita que la propiedad de que L es Hurwitz genere matrices
positivas definidas Pr, Qr, que satisfacen —Qp := (L' P+ P L) y sea k > 0 una
constante real. Consiere entonces la funciéon W : R*™ x R™ — Ry, definida
como

W(z,e) = kx' Pz + e Pre; (5.28)

un calculo directo muestra que su derivada total a lo largo de las trayectorias del
sistema (5.19), (5.25) produce

W(x) =k| — 2 Qv+ 22" PB[& — &) + QxTPK'e} —e'Qre. (5.29)

Defina ahora a ¢ := |PK’|, A := Aum(Q); usando las desigualdades de Cauchy—

Schwartz y la del triangulo, se obtiene que

W < —ka"Qx + 2kx" PB [5{ — ffo} + K—C|J:\2 — (X — Kce)le|?
€
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para cualquier € > 0. Mas aun,

o PB ¢ - éro] - (i@ [PB), +9] [P%]mH) & -4

1 T 2
5( (PB],|* + [0 |P3m+i\)(n§+n§)

+m <Z &

i=1

12
PBL1+ 100 [(PB] )+ [l + 0]
Por lo tanto, en vista de la segunda desigualdad en (5.27) se tiene

W< —ka' (Q - %diag {Q} — SI) x — (X — Kce)le)?

+ 25m (Z

=1

£

HPBM-%WAHPBhHJ)‘+2mn[wf4wﬂdﬂ.

Ahora bien, sea V : Rsg x R+ 5 R, definida como V(t,q,q, ) +
W (z,e), donde

R [« - - - k
V=5 (D@ + a0)i + bl + 2 o) (5.30)

La derivada total de V :=V 4+ W a lo largo de las trayectorias de (5.26) conduce
a

V< —kax' {Q - %diag {Q} — g[} r — (X — Kee)le|?

 SIEP - (2m 1+ koks) G~ x|

+ 26m (Z

=1

&

|[PB;] + [V \[PB]m+i|> ~ (5.31)

Note que, por un lado, dada ) — por consiguiente las ganancias del controlador
de equivalencia cierta— tal que la primera desigualdad en (5.27) es cierta, la matriz
Q — (1/2)diag{Q} — (c¢/€)l es positiva definida para una € lo suficientemente
grande. Por otro lado, dada A —por lo tanto las ganancias del observador— el
factor (A — kce) es positivo para k lo suficientemente pequenia como por ejemplo
k ~ 1/€e%. Consecuentemente, las ganancias del controlador y del observador son
independientes unas de otras. El resto de la prueba de acotamiento sigue al del
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Teorema 6 en (Loria [46]). El resultado se obtiene del Lema 2 en (Panteley y
Loria [65]).

5.3. Caso de Estudio: Robots con Uniones Fle-
xibles

Es comtun encontrar robots manipuladores que presentan uniones flexibles.
Esta flexibilidad es causada por ciertos elementos de transmisién, bandas elasti-
cas o bien motores con flechas muy largas. El fenémeno producido debido a la
flexibilidad afecta de manera considerable el desempeno de los robots manipula-
dores produciendo comportamientos oscilatorios no deseados. Una forma usual de
mejorar este desempeno es tomando en cuenta la flexibilidad, tanto en el modelo
como en la ley de control, modelandola como el efecto de resortes rotacionales
lineales (ver lo expuesto por Spong [78]), atn cuando, bajo estas consideraciones,
el orden del modelo de un robot de uniones flexibles se vuelve el doble que el
orden del modelo de un robot de uniones rigidas y el sistema se convierte en uno
subactuado, volviendo el analisis dindmico mas complejo.

Asi pues, los robots de uniones flexibles son sistemas Euler Lagrange subac-
tuados, en donde si se denota por K el coeficiente de elasticidad (donde K = oo
implica que no hay elasticidad), entonces el modelo Lagrangiano estd dado por
las ecuaciones:

D(qe)de + C(qe, Ge)de + g(qr) = K(gm — @) (5.32a)
TGm + K(Gm —q0) =7 (5.32b)

donde q¢, g¢ € R™ denota las coordenadas no-actuadas i.e. las relacionadas con
el eslabon, mientras que ¢, ¢, € R™ representa los vectores de posiciones y
velocidades del motor y 7 € R” es el vector de par de entradas. El modelo (5.32)
puede ser transformado en (5.1) definiendo q := q¢, g(q) = g(q0) + Kqo, &1 = K,
& = K¢, v aplicando la retroalimentacién preliminar

r=6—-Kq+ JK 'u. (5.33)

Bajo estas condiciones, el problema de regulacion por retroalimentacion de posi-
cién para (5.32) se reduce a estabilizar (qq, ¢g, K '&;,, K1&;,) via la medicién de
solamente ¢ y &, lo que es equivalente a estabilizar 5.1 en (qq, 4, %10, &3, ). Para
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este fin, considere el observador lineal
=&+ & —&), (5.34a)
& =u+(&—&) (5.34b)

donde \; y A son constantes positivas. Ademds, definiendo &€ = é — &%, considere
el controlador de equivalencia cierta

& = —kp & + kg, V1 + £, (5.35a)
Ui = qei + bi&5 + G
dei = —a;V; Vi e [1,2] (5.35b)
G = —(ka, — 09)& — b€l

U= —kp,& + kay9s + &5, (5.35¢)

donde k,; vy kqi, son constantes positivas que denotan las ganancias de control
“proporcionales” y “derivativas”.

Basandose en la Proposicion 11, se puede establecer el siguiente resultado
de principio de separacién que resuelve un problema desde hace mucho tiempo
abierto en el area de control por retroalimentacién de salida de sistemas no-
lineales.

Proposicion 13. Sea g dada tal que (5.3) es cierta. Considere el sistema (5.32)
bajo la Suposicion 3 en lazo cerrado con el controlador definido en las ecuaciones
(5.33)-(5.35). Por simplicidad, permita que las ganancias sean tales que k,, =
kdl y

ag (kks + 1)ad
kg, |— —2 ———+1 .
do [4[)0 } > 0 + (5.36)
; [k: 2 k 1] ai az
min {kpﬂ £ 52 P ) E) b%ﬁQ > [775 + 77?%] (537>
2 442
(kp, — kp,] > max {—, ai} . ayay > 2b5u° (5.38)
P1 1

donde p = kpi(kpy +a1) y B = ky, (1+b1). Entonces, el origen del sistema en lazo
cerrado es uniformemente globalmente asintoticamente estable para ganancias de
control lo suficientemente grandes y cualesquiera ganancias positivas \i, As.

FEsbozo de la prueba. La observacién clave es que como k,, = kg, , entonces 1,1 := 0
en (5.21), (5.22); por lo tanto, la matriz P en la Proposicién 12 puede ser elegida
como la matriz identidad. Mdas atin, en vista de la ecuacion (5.37), (5.38) la matriz
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resultante
2k, -1 0 0
I e S e Y 0
@= 0 — 1 2a1  —bop © In
0 0 —bgu 2&2

(definida en la Proposicién 12) es positiva definida. De hecho, la ecuacién (5.37)
implica (5.27), mientras que (5.38) implica que @ — (1/2)diag{@Q} es positiva
definida. Por consiguiente, la desigualdad (5.31) se vuelve

V< —ka' (Q - %diag {Q} — SI) x — (A — Kce) |el?
+ 51 + 2nm (1611 + BIE| + bifa| + baBla) )

: k
+ i (keks +5) 1312 — & {—aob b 4} [l
0

Para el propésito de establecer acotamiento global uniforme, note que los términos
cuadraticos negativos en |z|? dominan sobre los términos que involucran (grandes)
€| v |9;], mientras que la suma de estos dos términos en el lado derecho generan
una secuencia de niimeros negativos para cualquier sucesién creciente de {t;} tal
que {|G(t;)|} también es mondtonamente creciente—ver (Loria [46]) para detalles.

5.3.1. Resultados de Simulacién

En esta subseccion, se presentan algunos resultados numéricos que evalian la
caracteristica global del controlador propuesto en los robots de uniones flexibles.
Para esto, se considera un robot de uniones flexibles planar de dos grados de
libertad cuyo modelo estda dado por

D( ) . 8.77 + 1.02012 0.76 + 0.51612
D)= 10.76 4+ 0514 0.62

.\ [-0.51s19¢12 —0.51819(¢11 + di2)
Clan ¢) = [ 0.51s12q11 0

donde c15 y s12 denota el cos(qi2) y el sin(gi2) respectivamente. Asimismo, la
matriz de elasticidad de las articulaciones es K =diag{10000, 10000}, mientras
que la matriz de inercias del rotor es J = diag{0.1,0.1}. El vector de fuerzas
gravitacionales g(q1)" = [9.81(7.6s11 + 0.63s11,12  9.81(0.63511,12)] con s1112 =
sin(q11 + ¢12). Y se ha impuesto un valor de referencia para las coordenadas no-
actuadas como ¢14(t) := sin(wt) rad, con w; = 2 rad/s.

Con el objetivo de ilustrar el caracter global del controlador, se realizé una
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simulacién con un error inicial no realista, deliberado, del 5000 %. Los parametros
del controlador para los filtros fueron fijados en ay = 500, by = 500 a; = 2500,
by = 5, az = 5000, by = 5; las ganancias del control se establecieron en kpy = 400 ,
kpi =1, kpo = 8000 y kqo = 35, kg1 = 500, k4o = 10, mientras que los parametros
del observador son A\; = 10 and Ay = 20.

En las Figuras 5.1 y 5.2, se muestra la posiciéon en radianes y la velocidad
de las coordenadas no-actuadas q; y ¢, respectivamente. Estas graficas muestran
un adecuado funcionamiento del controlador puesto que en estado estacionario
alcanzan el valor de la trayectoria deseada, esta misma grafica muestra la pro-
piedad global del controlador dado que su convergencia es independiente de las
condiciones iniciales. La Figura 5.3 se presenta para evidenciar el desempeno del
observador para los estados no-disponibles & = K ¢,,.

120 T T

2 —q
100 100 11 ||
1 q12
80 50 q.. [l
= 0 11d
8 eof 0 9 — g
S 4of 50 2 i
3 2ol 0 0.1 02 <2 4 6 8 10 i
[@]
o -
0 m—
_207 B —
_40 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time (s)

Figura 5.1: Posiciones angulares de los eslabones y referencias

5.4. Resumen y Discusion

= Una gran cantidad de sistemas fisicos pueden ser modelados dentro del
marco de los sistemas Lagrangianos, en particular, sistemas eléctricos como
diferentes tipos de convertidores de potencia y maquinas de corriente alterna
(motores y generadores). Esto hace necesario un diseno de controladores
para esta clase de sistemas, complementando asi el estudio de las redes
eléctricas.

= En este capitulo, tomando como base los resultados presentados por Loria
[46], se ha presentado el primer controlador por retroalimentacién de po-
sicion para manipuladores con uniones flexibles, como una caso particular
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5 x 10
1t |
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Figura 5.2: Velocidades angulares de los eslabones y referencias
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Figura 5.3: Variables observadas él, ég y referencias

de sistemas Lagrangianos subactuados, que garantiza estabilidad asintética
global y uniforme del origen del sistema en lazo cerrado.

= Lo anterior se logrd estableciendo un principio de separacién para un con-
trolador basado en pasividad que hace uso de un diferenciador aproximado
para las posiciones de los eslabones y un observador de Luenberger para las
velocidades de los motores.

= El esquema propuesto se ha extendido a una clase mas general de sistemas
Lagrangianos con grado relativo arbitrario, respecto a la salida medida, lo
que incluye a sistemas subactuados.

= De manera simplificada, la formulacién Hamiltoniana puede ser vista como
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una consecuencia de las ecuaciones Euler Lagrange y un cambio de varia-
bles (transformacion de Legendre) que lleva a la descripcion del sistema en
términos de ecuaciones diferenciales de primer orden, por lo que en prin-
cipio, los resultados presentados pueden interpretarse desde el marco de
los sistemas Hamiltonianos para ser incorporados con el estudio de redes
eléctricas presentadas en los capitulos anteriores. Actualmente, se trabaja
en la extension del resultado obtenido para sistemas Lagrangianos a siste-
mas Hamiltonianos.
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

Es evidente la importancia de estudiar y resolver problemas referentes a los
Sistemas Eléctricos. En este sentido, aunque los problemas han sido reconocidos
desde los anélisis iniciales desarrollados para los SEPs, actualmente su estudio
ha sido retomado considerando nuevos escenarios. Asi, el analisis y control de
los Sistemas Eléctricos de Potencia merece un re-estudio en el sentido de que
es fundamental volver a las herramientas basicas para poder generar nuevas es-
trategias y formas de andlisis. Una forma de adentrarse al problema es ver al
SEP como una red, caracterizada por los elementos dinamicos que la componen
y por la topologia de la interconexién. En este trabajo de tesis se hace énfasis en
que las técnicas basadas en energia recuperan la estructura original del sistema
y permiten un anélisis dindmico modular Hamiltoniano o Lagrangiano.

Asi pues, este enfoque modular permite analizar por separado cada compo-
nente de la red, disenar leyes de control basadas en pasividad para los elementos
individuales e interconectarlos de manera que el sistema completo siga teniendo
estructura Hamiltoniana o Lagrangiana.

En este sentido, se ha mostrado que, bajo las suposiciones usuales en los
SEPs, las lineas de transmision que conectan a los buses pueden modelarse como
circuitos eléctricos, dentro de la clase que pueden ser representados por las ecua-
ciones de Bryton-Moser. Mas ain, se ha hecho un analisis topolégico profundo
basado en la teoria de grafos donde, tomando algunas consideraciones sobre el
modelado de las pérdidas en los elementos almacenadores, se ha caracterizado la
estabilidad de puntos de operacién y el anélisis en estado estacionario en términos
del arreglo de interconexién entre los elementos. FEn este estudio se incluyen los
arreglos topoldgicos tipicamente usados en SEPs y se dan condiciones suficientes
de interconexién para alcanzar estabilidad y consenso en los voltajes de puerto.
Esto permite concluir que las topologias anillo, radial y malla, adoptadas en la
comunidad de sistemas eléctricos, por si mismas garantizan propiedades de esta-
bilidad en el sentido de Lyapunov. Los resultados obtenidos son generales en el
sentido de que la estabilidad estd en términos de las matrices de interconexion,
permitiendo relaciones constitutivas de los elementos del circuito, por ejemplo
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para los disipadores, no-lineales. Mas aun, queda de manifiesto que la caracteri-
zacion del estado estacionario para una entrada senoidal, depende de los valores
de los parametros del circuito de una manera especifica (dada por los valores en
la funcién de transferencia), lo cual en conjunto con la topologia invita a plantear
como trabajo futuro la incorporaciéon de técnicas de compensacion de voltaje, en
el sentido mas simple anadir bancos de capacitores o de inductores a la red y en
un caracter mas general, integrar nuevos elementos dinamicos a la red.

En cuanto a los elementos individuales se han representado a los convertidores
de potencia, a las cargas y a las lineas de transmisién como sistemas Hamiltonia-
nos controlados por puerto para asi componer una microred cuyo modelo comple-
to, con admitancias arbitrariamente grandes y cualquier arreglo topolégico, tiene
la misma estructura; es importante remarcar que, a diferencia de lo encontrado
en la literatura relacionada donde se desprecia la dinamica de los convertidores
de potencia, el modelo que se propone incluye una dindmica Hamiltoniana para
los convertidores y para las cargas. Lo anterior permitié aprovechar una ley de
control para los convertidores que permite regular el voltaje de la microred com-
pleta a uno deseado. Estas trayectorias deseadas para la microred tienen como
base la solucién, fuera de linea, de los flujos de potencia. En este contexto, par-
te del trabajo futuro es la incorporacion de nuevos modelos para las cargas que
permitan contemplar por ejemplo el fenémeno de colapso de voltaje, asi como el
diseno de algoritmos de despacho de potencia 6éptimos en un sentido energético.

Sin embargo, con el fin de proponer leyes de control, el trabajo también se
desarroll$ considerando dindmicas Lagrangianas subactuadas; en particular (aun-
que no estd restringido a) robots de uniones flexibles. Al igual que los sistemas
Hamiltonianos, existe una gran cantidad de sistemas fisicos que pueden represen-
tarse por un modelo Lagrangiano, diferentes tipos de convertidores de potencia,
motores y generadores de corriente alterna, entre otros. Esta enfoque de la te-
sis, permitié por un lado contribuir en un problema hasta ahora abierto para la
comunidad de control, que es el de la estabilidad global, uniforme y asintotica
del lazo cerrado midiendo sélo posiciones para una clase de sistemas Lagrangia-
nos subactuados y por otro lado, permite plantear parte del trabajo futuro de
esta tesis como la incorporacion de una clase de sistemas mas amplia y nuevas
dindmicas en la red de potencia (Lagrangianas o Hamiltonianas), esto es, consi-
derar que las fuentes de voltaje en el modelo de los inversores tienen asociado un
sistema dindmico, que las cargas puedan representarse por un modelo que retrate
el fenomeno de colapso de voltaje, etc.
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Apéndice A
Apéndice 1

A.1. Meétodo de Newton Raphson
Considere el mapeo no-lineal F(z) : R" — R™ dado por

fl(l‘l, Ce ,{En)
F(z) = : =0 (A.1)
folz1, ..o xp)

donde al menos una de las funciones es no-lineal; la solucion z* del sistema no-
lineal no puede, en general, obtenerse de manera explicita por lo que usualmente es
resuelta por medio de un método numérico. En muchos casos es posible encontrar
una solucién aproximada 2z arbitrariamente cercana a la real x* reemplazando
cada aproximacién con aproximaciones sucesivamente mejores hasta que F(z) ~
0. Tales métodos son llamados iterativos. Asi, a partir de una suposicién inicial
20 es posible crear una secuencia 2°, x', 22, . .. que convergird cercanamente a una
solucion deseada z*.

Existen diferentes tipos de métodos iterativos, uno de ellos es el de Newton-
Raphson (para detalles ver lo expuesto por Crow [19]) y estd descrito por el
proceso

I:a"t =g(ab), k=1,... 0.

Considere nuevamente la funcién escalar no-lineal
f@) =0, (A2)

expandiendo esta funcién en series de Taylor alrededor del punto z*, asumiendo
que la iteracion convergirda a x* cuando k — oo y suponiendo que la condicion
inicial es lo suficientemente cercana a x*, los términos de alto orden pueden
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despreciarse, teniendo entonces que

of
* o

(" — %) = 0.

zk

fa*h) = f(ab)

k+1

Resolviendo directamente para x como funcién de z*, se tiene la siguiente

funcion iterativa
I k-+1 k [ 8_f

-1
k

Dt =2 — x A3
ol | s (A3)

la cual es conocida como el método iterativo de Newton-Raphson. Este método

puede ser extendido para el sistema (A.1), suponiendo nuevamente que las con-

diciones iniciales estan lo suficientemente cerca de la solucién real, con lo que el

método toma la forma

=gk —[J (xk)rl F(aF) (A.4)

donde x = col{zy,...,x,} € R"y J (:ck) denota la matriz Jacobiana. Tipica-
mente, la inversa del Jacobiano no se encuentra directamente, sino por medio de
la factorizacién LU, poniendo el método de Newton-Raphson como

[7(#")] (" = 2¥) = —F (")

la cual estd en la forma Az = b, con la incognita x y la diferencia de vectores
(Ik+1 _ l,k)

A.1.1. Aplicacion a los Flujos de Potencia

El principio que subyace al problema de resolver los flujos de potencia es el
siguiente (Crow [19]): Dado un sistema de cargas, generadores y una configuracion
de red, los voltajes de bus y los flujos de las lineas pueden ser encontrados dando
solucién a las ecuaciones no-lineales de flujos de potencia (4.36). Tipicamente
esto se logra aplicando las Leyes de Kirchhoff, interpretadas como que la suma de
potencias en un bus debe ser cero; donde si la admitancia compleja Y, es la suma
polar Yy, := Gy + jBi, € C, entonces las ecuaciones (4.36) pueden ser escritas
como

Nbus

0=AP = P"™ —V; Y Vi [Gircos(8; — k) + Bisin(d; — 6] (A.5a)
k=1
Nbus

0=AQ;=Q™ = V> Vi[Girsin(d; — 0) + Bircos(8; — 0] (A.5D)

k=1
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donde P™ y (™ son las potencias activa y reactiva inyectadas en el bus i, res-
pectivamente, las cargas son modeladas por inyecciones de potencia negativas y
Nyus €s el nimero de buses en el sistema. Las actualizaciones AP; y AQ; de las
ecuaciones (A.5) se llaman ecuaciones de desajuste (o mismatch) porque dan una
medida de la diferencia de potencia, o desajuste, entre los valores de potencia
calculados, como funciones de voltaje y angulo de fase, y la potencia real inyec-
tada. Conforme avance la iteracion de Newton-Raphson, este desajuste sera cero
cuando la potencia que deja un bus es igual a la inyectada. En este punto, se
tienen los valores convergentes de voltaje y de fase.

Existen méaximo 2Ny, ecuaciones a resolver, este nimero es reducido al quitar
una ecuacién de potencia por cada voltaje conocido (buses controlados por volta-
je) y el bus de referencia; con lo que se tendra un sistema compatible determinado
donde el nimero de ecuaciones es igual al niimero de incognitas. La forma mas
comun de aplicar el método de Newton-Raphson es con el siguiente arreglo

H; jﬂ[ﬁé]:_{ﬁg] (A.6)

AS; = o — oF
AV, = T \;k,

para i = 1,..., Ny, los vectores columna Ad, AV, AP, AQ € RMwus y el Jaco-

biano oAP b
J Jy _ | e
Js Jy 92Q

donde

>
v

Q.
(o))
2=

00 ov :|

Cada submatriz representa la derivada parcial de cada ecuacién de desajuste
respecto a cada una de las incégnitas.

A.2. Sincronizacion de Microredes

En esta subseccion se presenta un resumen de la forma cldsica en como es
abordado el problema de sincronizacién de microredes (Bidram et al. [12], Schif-
fer et al. [74], Simpson-Porco et al. [77] y las referencias en ellos). Usualmente, se
consideran redes con topologia radial o malla con unidades generadoras de dife-
rente naturaleza, las cuales son conectadas a la red por medio de un convertidor
de potencia. En esta red, las cargas son modeladas por impedancias constantes,
lo que conlleva a un conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales, por lo que la
red es reducida via la reduccion de Kron eliminando asi las ecuaciones algebrai-
cas correspondientes a las cargas y pudiendo obtener un modelo equivalente de
ecuaciones diferenciales.

119



A. APENDICE 1

Asi pues, se asume que la microred esta formada por n nodos, donde cada
nodo representa a una unidad de generacion distribuida interconectada via un
convertidor. De esta forma, cada nodo 7 en la microred tiene asociado una ampli-
tud de voltaje V; y un angulo de fase §;. A su vez, dos nodos 7 y k de la microred
estan conectados via una admitancia compleja Y;; := Gy, + jB;,. El convertidor
en el nodo-7 se representa por el siguiente modelo

51‘ = U1
. A7

Vi =t ( )
con u;; v u; entradas de control. Cominmente, cada nodo es controlado por
medio de un controlador droop, implementado como

U1 = Wq — kpi (Pz' - -Pid) )
uip = Vig — kqi (Qim - Qid) ;

donde wy € Ry V;y € Ry son la frecuencia y la amplitud de voltaje nominal
deseados, k,; y kg € R0 son las ganancias del controlador y Pig, Qiq las referen-
cias de potencia; asimismo, se asume que estos valores deseados estan dadas por
un control externo. Mientras que P, v Q;» son las potencias medidas descritas
por la dinamica

(A.8)

7_Pi-Pim = _-sz + -Pia
7P, Qim = —Qim + Qi
con 7p, la constante de tiempo del filtro paso-bajas y F;, (); los flujos de potencia

activa y reactiva, respectivamente. De manera que, combinando las ecuaciones
(A.7-A.9) la dindmica en lazo cerrado para el i-ésimo nodo esta dada por

(A.9)

51' = W
Tpi@i = —w; +wg — kpi (P, — Pia) (A.10)
T, Vi = =Vi+ Vig — kgi (Qi — Qia)

que también puede escribirse en su forma concatenada como

0 =w
Tw: —w + 1nwd - Kp [P - Pd] (All)
TV ==V 4V — K, [Q — Q4]

donde se han definido a los vectores columna 6 € S*, V, Vy, Py, ,Qq, P, q,w € R™y
las matrices T', K,, Ko € R"*". Las propiedades de sincronizacién de la dindmica
(A.10) han sido estudiadas por Simpson-Porco et al. [77] sin embargo, por ser el
més general, aqui se hard mencién al andlisis realizado por Schiffer et al. [74].
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A .2 Sincronizacion de Microredes

A.2.1. Trayectorias Sincronizadas

Siguiendo los lineamientos en (Schiffer et al. [74]), el primer paso es mostrar
que las trayectorias de (A.10) estdn acotadas. Para esto, se propone la funcién

positiva W(V) = |[TV||, = 3%, cuya derivada temporal a lo largo de (A.10)
=1

esta dada por _
W < kW + kg — ksW?

con ki, ko v k3 > 0. Apelando al Lema de comparacion puede concluirse que el
voltaje estd acotado, esto es que V' € L, lo cual implica que P y w también lo
estan.

Antes de hablar de la sincronizacion de la red es necesario suponer que la red
es predominantemente inductiva, lo anterior implica que G = 0y By, < 0y
entonces las ecuaciones de flujo de potencia, para esta red sin pérdidas, pueden
escribirse como

P, = kZN | Bir| ViVisin(dix),
Qi = |Bal V3 |Bal ViVicos(6ix) (A-12)
k~N;

Ahora bien, las trayectorias sobre las cuales se analiza la estabilidad son las
llamadas trayectorias sincronizadas. Esto es, se supone que existen constantes
¥ e0,w eRyV®eRl, donde © := {§ € S" s.t. 0| < m/2} tales que son
puntos de equilibrio del modelo en lazo cerrado (A.10) concatenado (A.11)

1,w® — Lywg + K, [P (6°,V®) — Py] =0,

Ve — Vit K, [Q (6, V) — Qu) = 0, (A.13)

Bajo estas condiciones, las trayectorias de sincronizacién del sistema (A.10),
(A.12) iniciando en (6%, 1,w®, V*) estan dadas por

0*(t) = moda, {0° + 1wt}
w*(t) = 1,w? (A.14)
V*(t) = V>.

Las trayectorias deseadas son llamadas trayectorias sincronizadas y ws es la fre-
cuencia de sincronizacién.

Una vez establecidas las trayectorias de sincronizacién es necesario notar
que la frecuencia de sincronizacién es la misma para todos los nodos y que
la dindmica (A.10), (A.12) no depende de J; sino de la diferencia angular ;.
Lo anterior permite estudiar la estabilidad de (A.14) en las nuevas coordenadas
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A. APENDICE 1

col (5( ), w(t), V(t)) € R" x R" x RZ, definidas como

()—1nw

w(t) == w
):=16(0 +f0

) (A.15)

En estas coordenadas, la dindmica (A.10), (A.12) tiene un punto de equilibrio en
x® 1= col (55, 0,, V“”), cuya estabilidad asintética implica convergencia asintética
de las trayectorias del sistema (A.10), (A.12) a la trayectoria sincronizada (A.14).

Para mostrar entonces que el punto de equilibrio z* es localmente asintéti-
camente estable, se reescribe la dindmica en las coordenadas (A.15) como un

Sistema Hamiltoniano

= (J - R(x)) VH (A.16)

con x = col (5,&),‘/) y las matrices R > 0y J = J? definidas de manera

adecuada y se muestra que H < 0.

Para concluir que z° es un equilibrio estable del sistema (A.16), se muestra que
VH(z*) = 0 y L2
estricto en x°. Fmalmente, se obtiene que el conjunto invariante donde H=0es
el equilibrio x°.

»= > 0 se cumplen, con lo que H(x) tiene un minimo local
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