UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERIA
HIDRAULICA — INGENIERIA CIVIL

EVALUACION DE LA ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO EN LA
TRANSICION DE UN CANAL

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

PRESENTA:
ING. EDWIN JONATHAN PASTRANA

TUTOR PRINCIPAL:
DR. ARIOSTO AGUILAR CHAVEZ
INSTITUTO MEXICANO DE TECNOLOGIA DEL AGUA

JIUTEPEC, MORELOS, MEXICO, SEPTIEMBRE 2016



JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Francisco Javier Aparicio Mijares
Secretario: Dr. Nahun Hamed Garcia Villanueva
Vocal: Dr. Ariosto Aguilar Chavez

1 €l Suplente: Dr. Victor Manuel Arroyo Correa

2d 0. Ssuplente: M. |. Edmundo Pedroza Gonzalez

Lugar o lugares donde se realizo la tesis: Instituto Mexicano de Tecnologia del
Agua

TUTOR DE TESIS:

Dr. Ariosto Aguilar Chavez

FIRMA



Dedicado con mucho carifio a:

Mis padres

Verdnica y Juan

Por creer en mi y haberme impulsado a seguir adelante, porque ellos siempre
estuvieron a mi lado brindandome su apoyo incondicional y sus consejos
para hacer de mi una mejor persona.

Mi hermana

Angela

Por su compafiia, confianza en mi y por estar en los momentos méas
importantes de mi vida.

Y para Adriana
Por siempre estar a mi lado en las buenas y en las malas; por su paciencia, amor
y ser mi inspiracion, dandome la fuerza para seguir adelante.



AGRADECIMIENTOS

A mi tutor Dr. Ariosto Aguilar Chavez por dirigir y sustentar este documento y un
reconocimiento respetuoso a mis revisores:

Dr. Francisco Javier Aparicio Mijares
Dr. Nahun Hamed Garcia Villanueva
Dr. Victor Manuel Arroyo Correa

M. I. Edmundo Pedroza Gonzalez

Toda mi gratitud y respeto a:
Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT)
Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM)
Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua (IMTA)

Por su apoyo durante la realizacién de esta tesis y haberme dado la oportunidad de cumplir
mis metas profesionales.

Tambien quiero agradecer a mis amigos que me han acompafiado en este camino y me
impulsaron a superar cualquier obstaculo: Isai, Daniela, Josué, Carlos, Javier y Tania.



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

INDICE GENERAL

RESUMEN ... 1
1. INTRODUCCION ......cociiiiiiiisetsieee ettt 3
1.1. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION .....c.cooeirieiereieeieeeee e 6
2. ECUACIONES DE FLUJO A SUPERFICIE LIBRE ... 7
2.1. ECUACIONES DE SAINT-VENANT .....oooiiiiiie e 8
2.1.1. ANALISIS DE LOS TERMINOS INTEGRODIFERENCIALES PARA
CANALES NATURALES ... 11
2.1.2. ANALISIS DE LOS TERMINOS INTEGRODIFERENCIALES PARA
CANALES ARTIFICIALES ...t 12

2.2.  APLICACION PARA UN CANAL ARTIFICIAL NO PRISMATICO............... 17
2.3. CONDICIONES DE FRONTERA ..ot 22
2.3.1. CONDICION DE FRONTERA AGUAS ARRIBA ........cccoovveeererieereeienans 22
2.3.2. CONDICION DE FRONTERA AGUAS ABAJO........ccccoomeeeerereresreeierinns 23

2.4, CONDICION INICIAL w..ooveieereieteieeieeesteetese et 25
3. MODELO DISCRETO ....ooiiiiiiiiieit ettt 29
3.1. MODELOS PROPUESTOS ........ccoiiiiiiiiiic e 29
3.2. FORMULACION DEL ESQUEMA DISCRETO DE PREISSMANN................. 32
3.2.1. ANALISIS DE CONVERGENCIA DEL ESQUEMA DE PREISSMANN .36
3.2.2.  ANALISIS DE CONSISTENCIA NUMERICA ......ccocoovveiererereeeeeeeeis 36
3.2.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD NUMERICA ......cccoovvieeeerereereeeeieeieeis 39

3.3. PROGRAMACION DEL ESQUEMA CON EL METODO DE PICARD .......... 59
3.4. PROGRAMACION DEL ESQUEMA CON EL METODO DE NEWTON
RAPHSON L.ttt es 64
3.5. MODELO PARA EVALUAR LA VARIACION DE LA CONSERVACION DE
MASA'Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO .....ccoiiiiiiiieiieieeesieee e 74



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

4. MODELO NUMERICO DE SIMULACION EN TRANSICIONES ......ccccovon..... 79
4.1. CARACTERISTICAS GEOMETRICAS. ..o oo e 80
4.2, TOPOLOGIA ... oo e e ettt e e e e e et e et e e er e 80
4.3, CONDICION INICIAL ...oooeeeeeeeeeee oo e er e e er e e 83
4.4, CONDICION TRANSITORIA ..o ee oo e e e e e e eereees e e e e e e en e 86

5. PRUEBAS NUMERICAS Y ANALISIS DE RESULTADOS ..o, 90
5.1. SIMULACION DE ESCENARIOS ....cooovieeeee oo e ee e 91

5.1.1. PRUEBAS DE REDUCCION Y AMPLIACION SUAVE ......c.cooovveerenn, 93
5.1.2. PRUEBAS DE REDUCCION Y AMPLIACION ABRUPTA......c.ccoevv.... 101
5.1.3. PRUEBAS DE CAMBIO DE SECCION ....ocoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo e, 109
5.1.4. PRUEBA UTILIZANDO LA VERSION DOS DEL SISTEMA DE
ECUACIONES DE SAINT-VENANT CONSERVATIVA DIFERENCIAL........... 117
52. COMPARACION DE RESULTADOS ENTRE EL MODELO PROPUESTO Y
HEC-RAS CONSIDERANDO UN FLUJO EN ESTADO NO PERMANENTE......... 120

6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES .....ooocoeveeeeeeeeeeeeee e eeen s 124

BIBLIOGRAFIA ...t 127

ANEXOS oottt ettt ettt e et 130

ANEXO A. PROGRAMACION DE LA VERSION DOS DE LAS ECUACIONES
SAINT-VENANT CONSERVATIVAS EN SU VERSION DIFERENCIAL CON EL
ESQUEMA DE PREISSMANN BAJO LA ITERACION NO LINEAL DE SEGUNDO

ORDEN DE NEWTON-RAPHSON ..ottt 130
ANEXO B. EXPANSIONES EN SERIE DE TAYLOR PARA CADA ESQUINA DEL
ESQUEMA DE PREISSIMANN ..ottt 137

ANEXO C. DEMOSTRACION DE LA CONSISTENCIA NUMERICA APLICADO A
LA VERSION DOS DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT
CONSERVATIVA DIFERENCIAL ....cooiiiiiitet et 139



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

INDICE DE FIGURAS

Figura 1. Ejemplos de canales con transiciones. a) Ampliacion suave. b) Reduccion suave.

[©T 000 ] L= 0 TSSO 3
Figura 2. Continuacion Figura 1. ¢) Cambio de forma en la seccion transversal. d) Ampliacion
abrupta entre una geometria y otra distinta. Google, 2016............cccccveveieereiie e 4
Figura 3. Esquema de aplicacion del Teorema de equivalencia de LaX.........cccccocevevverveenene. 6
Figura 4. Volumen de control en un canal. a) Corte longitudinal. b) Vista en planta. ¢) Seccion
EFANSVETSAL. ...t bbb bbbttt bbb 9
Figura 5. Seccion irregular de UN CAUCE. ........cccocveieeieiie e erie ettt 11
Figura 6. Caracteristicas geométricas de un canal con seccion trapezoidal. ........................ 12
Figura 7. Caracteristicas geométricas de un canal prismatico con seccién rectangular. ...... 18
Figura 8. Caracteristicas geométricas de un canal prismatico con seccién triangular. ........ 18
Figura 9. ESPACIO dISCIELO ......vcuveiiieiiecie ettt nas 21
Figura 10. Tipos de hidrogramas de entrada. a) Escalon. b) Campana. ..........ccccceevevniennen. 23
Figura 11. Ley de descarga (tirante-gast0) ..........ccocurererieiienierienienie s 24
Figura 12. Caracteristicas geométricas de un canal artificial no prismatico. a) Vista
isométrica. b) Vista en Planta. .........ccooiiiiiiii s 26
Figura 13. Ejemplo de perfil de flujo gradualmente variado en una transicion suave en una
conduccion con SecCiON trapezZoidal. ..........cooveiriiieriiiiire e 28

Figura 14. Representacion del esquema de Preissmann en el plano (x — t), donde ¥ y 6 es
el factor de peso espacial y temporal respectivamente (Aguilar, 2002; Cunge et al., 1980;

ADDOE, 1979). .. it r ettt bennenreas 32
Figura 15. Representacion del mallado en el espacio de Solucion. ...........ccccoceeveeieiecneenne. 33
Figura 16. a) Perfil de flujo normalizado. b) Problema de escala grande. c) Problema de escala
OLST0 U T T PUPUPRR 40
Figura 17. Regiones de estabilidad en el plano (W — 6), para Cr > 0......cccoevvevverecnenne. 51
Figura 18. Retrato de amplitud, reduccion suave y régimen de flujo subcritico. ................. 53
Figura 19. Retrato de amplitud, reduccion suave y régimen de flujo supercritico................ 53
Figura 20. Retrato de amplitud, ampliacion suave y régimen de flujo subcritico................. 54
Figura 21. Retrato de amplitud, ampliacién suave y régimen de flujo supercritico............. 55
Figura 22. Retrato de fase, reduccion suave y régimen de flujo subcritico...........cc.ccoovunee. 57
Figura 23. Retrato de fase, reduccion suave y régimen de flujo Supercritico...............c....... 57
Figura 24. Retrato de fase, ampliacion suave y réegimen de flujo subcritico...............cc....... 58
Figura 25. Retrato de fase, ampliacion suave y régimen de flujo supercritico..................... 58

Figura 26. Diagrama de flujo del algoritmo para la evaluacion de la de conservacion de masa
y cantidad de movimiento. #Tramo es el niUmero de tramos en la conduccion y #ST es el

namero de SeCCioNes €N CAAA TFAMO. .....cveverieiiie ettt ereens 78
Figura 27. Funcionamiento del Simulador............ccooiiiiiiii i 79
Figura 28. Ejemplo de un tramo en un canal con transicién (Reduccion)..............ccccceveeee. 82


file:///C:/Users/edwinjonathan/Documents/UNAM%20MAESTRIA/1.-TESIS%20(MAESTRIA-HIDRAULICA)/9.-%20TESIS/Tesis_Edwin_20160913_V2_1.docx%23_Toc461640583
file:///C:/Users/edwinjonathan/Documents/UNAM%20MAESTRIA/1.-TESIS%20(MAESTRIA-HIDRAULICA)/9.-%20TESIS/Tesis_Edwin_20160913_V2_1.docx%23_Toc461640583
file:///C:/Users/edwinjonathan/Documents/UNAM%20MAESTRIA/1.-TESIS%20(MAESTRIA-HIDRAULICA)/9.-%20TESIS/Tesis_Edwin_20160913_V2_1.docx%23_Toc461640583

Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

Figura 29. Diagrama de flujo del algoritmo para la condicion inicial. Donde #Tramos es el
namero de tramos de la conduccion y : #ST es el nimero de secciones en cada tramo. ....84
Figura 30. a) Condicién inicial para una conduccién con transicién. b) Evaluacion de la

conservacion de masa y la cantidad de MOVIMIENTO...........ccccvveviiieiicse e 85
Figura 31. a) Condicion inicial para una conduccion sin transicion. b) Evaluacion de la
conservacion de masa y la cantidad de MOVIMIENTO...........ccccveriiiieiiere e 85
Figura 32. Diagrama de flujo del algoritmo de la condicion transitoria............cccccceeverueenee. 89
Figura 33. Condicidn de frontera aguas arriba. ..........cccccevvereiiiesieeie e 92

Figura 34. a) Esquema de una reduccion suave en una conduccion con seccion trapezoidal.
b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la
conduccion. ¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion

de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. .......................... 93
Figura 35. Resultados obtenidos de la simulacién en un canal con seccion trapezoidal con
una reduccion suave. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica.................... 94

Figura 36. Continuacion Figura 35. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante. 95
Figura 37. Continuacion Figura 35. e) Variacion del error en la conservacién de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENTO. ........cccceviiiiiie i 96
Figura 38. a) Esquema de una ampliacion suave en una conduccion con seccion triangular.
b) Resultado de la condicidn inicial. Perfil de flujo. Vista en planta de los hombros de la
conduccidn. c) Comprobacion de la condicién inicial. Evaluacion del error en la conservacion

de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. ...............c.......... 97
Figura 39. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccidn triangular con una
ampliacién suave. a) Variacion del gasto. b) Variacién del area hidraulica. ...................... 98

Figura 40. Continuacion Figura 39. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante. 99
Figura 41. Continuacion Figura 39. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENTO. .........cceviviiiiiniicieeee e 100
Figura 42. a) Esquema de una reduccion abrupta en una conduccion con seccidn rectangular.
b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la
conduccion. ¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion

de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. ........................ 101
Figura 43. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccion rectangular con
una reduccion abrupta. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica. .............. 102
Figura 44. Continuacién Figura 43. c) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
............................................................................................................................................ 103
Figura 45. Continuacion Figura 43. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENTO. .......ccovevveveiieiiee e 104

Figura 46. a) Esquema de una ampliacion abrupta en una conduccion con seccion trapezoidal.
b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la
conduccion. ¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion

de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. ........................ 105
Figura 47. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccion trapezoidal con
una ampliacion abrupta. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica.............. 106



Figura 49. Continuacion Figura 47. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENtO. ........c.cceveveieieiiiciceee e 108
Figura 50. a) Esquema de un cambio de seccion con una transicion suave de rectangular a
trapezoidal. b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del
fondo de la conduccién. c¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la
conservacion de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. .. 109
Figura 51. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con cambio de seccion de un
canal rectangular a trapezoidal. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica. 110
Figura 52. Continuacion Figura 51. c¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.

............................................................................................................................................ 111
Figura 53. Continuacion Figura 51. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENTO. ........cccoeviiiiiiiniiieeee e 112

Figura 54. a) Esquema de un cambio de seccion con una transicion suave de trapezoidal a
triangular. b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del
fondo de la conduccion. ¢) Comprobacion de la condicién inicial. Evaluacion del error en la
conservacion de masa y cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad. .. 113
Figura 55. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con cambio de seccién de un
canal trapezoidal a triangular. a) Variacién del gasto. b) Variacién del area hidraulica.... 114
Figura 56. Continuacién Figura 55. c) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.

............................................................................................................................................ 115
Figura 57. Continuacion Figura 55. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIeNto. ..........cccoceveveiiciececieee e 116

Figura 58. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccion trapezoidal con
una reduccidn suave utilizando la version dos del sistema de ecuaciones de Saint-Venant
conservativa diferencial. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica. ........... 117
Figura 59. Continuacion Figura 58. c¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.

Figura 60. Continuacion Figura 58. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f)
Variacion del error en la cantidad de MOVIMIENTO. ........cooveiriiiiiiiiiecceeese e 119
Figura 61. Comparacion de las variables hidraulicas de la condicion inicial (t = 0) entre el
modelo de SMT y HEC-RAS. Evaluacion del error de la conservacidn de masa y cantidad de

L0 TO AV 1 0T ] (o USSP 120
Figura 62. Comparacion de resultados entre el modelo SMT y HEC-RAS (t = 13 5)....121
Figura 63. [dem FIgura 62 (£ = 26 5)...c.coceverieereieeeeseeieseseeee s senssss s s sssessaraesenns 121
Figura 64. Idem FIgura 62 (£ = 39 5)...ccvuceeeeeeeereeeeeee et ieeee s tesee s sersenenes 122
Figura 65. 1dem FIgura 62 (£ = 52 5)...covuieerreieesesiisssesissssesessestesessesssssssesessesessessensesenes 122
Figura 66. Idem FIgUIa 62 (£ = 65 5)...ccvcrvreeieersieressesssssesssesesssessssssesessesessessensesenns 123



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

INDICE DE T ABLAS

Tabla 1. Evaluacion de los términos de la ecuacion (2.25) para los tres tipos de secciones

ETANSVEISAIES. ...ttt ettt e e e et e e ettt e e e e e e e e et e eee e e e e e e eaeeens 21
Tabla 2 Valores de NUMEroS A& COUTANT .....cooi et e e e e e e e eeeeeee s 52
Tabla 3. Condiciones topolOgiCas GENEIalES..........cccevveiiiieiieeie e 52

Tabla 4. Datos generales de la seccion (reduccion suave, flujo subcritico y supercritico) .. 52
Tabla 5. Datos generales de la seccion (ampliacion suave, flujo subcritico y supercritico) 54

Tabla 6. Datos generales para la configuracion de la geometria de la conduccion............... 80
Tabla 7. Polinomios para tres diferentes secciones transversales (trapezoidal, rectangular y
LUE LT a0 U] - 1) IS USSP ROSPRN 81
Tabla 8. Pardmetros generales en 1as pruebas NUMErICas. .........cccccvevveveeieieeseeie e 90
Tabla 9. Descripcion de pruebas NUMETICAS .......c..ccveivereiieieeie e s 91
Tabla 10. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 1. .........ccccccovenrneee. 93
Tabla 11. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 2. .........cc.cccceoeinenes 97
Tabla 12. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 3. .........cccccoevrnneen. 101
Tabla 13. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 4. ...........cccceevneneee. 105
Tabla 14. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 5. .........ccccccevrnneen. 109
Tabla 15. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 6. ............cccceevneneen. 113

Vi



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

NOMENCLATURA

a, pequefia perturbacion del area [L?]
A, matriz de coeficientes

A, area hidraulica [L?]

A, solucion de referencia del area [L?]
b;, ancho del fondo del canal al inicio
de la transicion [L]

b,, ancho del fondo del canal al final de
la transicion [L]

B, vector de términos independientes
B, ancho de la superficie libre del agua
[L]

Cr, nimero de Courant

D, tirante hidraulico [L]

f, funcion discreta (método de
Preissmann)

Fr, nimero de Froude

g, aceleracion de la gravedad [LT 2]
h, elevacion de la superficie libre del
agua medido desde un nivel de
referencia [L]

I, matriz identidad

1;, presion hidrostatica sobre una
seccion transversal

I,, presion por efecto de las paredes
Jj, contador espacial

J, numero de intervalos
computacionales de discretizacion

espacial

k, , talud del canal al inicio de la
transicion

k,, talud del canal al final de la
transicion

L, longitud total de la conduccion [L]
£, operador de la consistencia numérica
de la conservacion de masa

L, operador de la ecuacion de
conservacion de masa

M, operador de la ecuacion de
cantidad de movimiento

m, contador de iteraciones no lineales
del método de Picard y Newton-
Raphson

m, operador de la consistencia
numérica de la cantidad de
movimiento

n, nivel de flujo medido de la plantilla
del fondo del canal [L]

n, como superindice es contador
temporal

n, coeficiente de rugosidad de
Manning

N, numero de intervalos
computacionales de discretizacion
temporal

P, perimetro mojado [L]

Q, gasto [L3T 1]

R, radio hidraulico [L]

S,, pendiente del fon

S¢, pendiente de friccion

t, tiempo [T]

T, tiempo total de la simulacion [T]
Thiaro, tiempo de duracion del
hidrograma [T']

Tinicio» tiempo de inicio del
hidrograma [T']

u, pequefia perturbacion de la
velocidad [LT 1]

U, velocidad media del flujo [LT 1]
U, solucion de referencia de la
velocidad [LT 1]

x, coordenada sobre el eje longitudinal
del canal

X, vector de solucion

y, pequefia perturbacion del tirante [L]
y, tirante en la seccion transversal [L]
Y., tirante critico [L]

Yn, tirante normal [L]

zp, elevacion de la plantilla del fondo
del canal medido desde un nivel de
referencia [L]

Vii



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

Q, espacio de solucion

p, relacion de dispersién numérica
P4, relacion de dispersion analitica o
continua

Y € [0,1], factor de peso espacial

6 € [0,1], factor de peso temporal

£, Y &, tolerancia de convergencia de
area y velocidad respectivamente

At, tamafio de paso en el tiempo [T]
Ax, tamafio de paso en el espacio [L]

AL, error en la conservacion de masa
AM, error en la cantidad de
movimiento

&, ancho de la superficie libre del agua
con respecto an [L]

&, variacion de la superficie libre del
agua con respecto an [L]

¢, relacion de fases

Iy 2 3,45,67809 t€rminos no lineales
utilizados en la discretizacion con el
esquema de Preissmann

viii



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

RESUMEN

El comportamiento del flujo a superficie libre en un cauce natural o artificial, entre otros
factores, depende de las caracteristicas geomeétricas de la seccion transversal, la rugosidad y
la pendiente del fondo del cauce. Cuando la seccidn transversal no es uniforme en el sentido
espacial, el flujo presenta variaciones por este efecto. Estos cambios estan en funcion de la
forma en que se genera el cambio entre las secciones transversales y es importante tomarlas
en cuenta en el disefio o analisis hidraulico.

Las variaciones en la seccion transversal de un canal son: ampliaciones, reducciones en una
misma forma geomeétrica, la transicion entre una geometria y otra distinta o la combinacion
de ambas, que seria el cambio de forma y tamafio. También las transiciones pueden ser suaves
0 abruptas y esta en funcion de la longitud que tengan respecto al ancho o profundidad de la
conduccion.

Las ecuaciones generales que describen el comportamiento de flujo a superficie libre son las
ecuaciones de Saint-Venant (Abbott, 1979) y para analizar los efectos de los cambios de
seccion en zonas de transicion se recomienda utilizar la version conservativa
integrodiferencial (Cunge et al., 1980), debido a que este sistema de ecuaciones toma en
cuenta la irregularidad de la conduccién.

El sistema de ecuaciones de Saint-Venant no tiene una solucion analitica directa, pero se
puede resolver con un aceptable grado de aproximacién en forma numeérica. En este caso, se
plantea aplicar un modelo discreto no lineal para resolver el sistema de ecuaciones (Abbott,
1979; Aguilar, 1979). ElI modelo discreto utilizado es de diferencias finitas implicito,
construido con la propuesta del esquema de Preissmann (Abbott, 1979). El sistema discreto
es no lineal, y para su solucion se utiliza una técnica de convergencia sobre iteraciones no
lineales (Szymkiewicz, 2010). Los métodos de convergencia no lineal utilizados son de orden
uno o Picard y de Newton-Raphson como orden dos. Para la construccion de la formulacion
de la convergencia se aplica una expansion en serie de Fréchet-Taylor (Milne, 1980) sobre
las variables dependientes de los operadores diferenciales de conservacion de masa y
cantidad de movimiento.

Para asegurar que el método de discretizacion fuera lo mas semejante a una solucion directa
integrada del problema diferencial. Para lograr este objetivo, se utilizd el Teorema de
equivalencia de Lax (Morton & Mayers, 2005), que de manera general establece la siguiente
condicion:
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Convergencia = Consistencia + Estabilidad

Por principio este teorema solo es aplicable en forma estricta a un problema lineal, y dado
que en el principio caso el sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas
integrodiferenciales es un problema no lineal. En este caso, para aplicar el Teorema de
equivalencia de Lax se realizd una linealizacion para poder determinar la condicion de
suficiencia (Morton & Mayers, 2005). Dicha linealizacion se realizd con un analisis
perturbatorio y de localizacion, obteniéndose un sistema de ecuaciones lineal de valor inicial
puro.

En forma préctica y operativa, el modelo discreto que representa el sistema de ecuaciones de
Saint-Venant aplicable a un cauce consta de cinco subprocesos o mdédulos que son:
geometria, topologia, condicidn inicial, condicion transitoria e impresion de resultados. Este
modelo puede ser aplicado a problemas con ampliaciones, reducciones, cambios en la forma
de la seccion transversal y para transiciones suaves o abruptas.

Para verificar el funcionamiento del modelo de simulacion se realizaron distintos escenarios
de prueba: reduccion suave y abrupta en un canal con seccion trapezoidal y rectangular,
ampliacién suave y abrupta en un canal con seccion triangular y trapezoidal; analisis del flujo
para cambios de seccidn transversal de rectangular a trapezoidal y trapezoidal a triangular.
Los andlisis se realizaron para la construccién de la condicion inicial, y los efectos sobre el
transito de una avenida como una condicién no permanente. Para evaluar los principios de
conservacion se construyé un algoritmo externo al célculo, para determinar las variaciones
de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en condicion transitoria. EI modelo de
simulacion se desarroll6 Unicamente para los casos en los que se tengan conducciones con
secciones rectangulares, trapezoidales y triangulares, debido a que son los mas empleados en
la ingenieria hidraulica.

Ademas, se realiz6 una comparacion de resultados considerando flujo subcritico en estado
no permanente entre el modelo propuesto y el modelo de HEC-RAS del Hydraulic
Engineering Center (HEC) del U.S. Army Corps of Engineers en su versién 5.0.1. Las
variables comparadas son el tirante, la velocidad, el area hidraulica y el gasto, asi mismo se
evalUa la conservacién de masa y la cantidad de movimiento.

Como resultado de este trabajo se cuenta con un modelo computacional numéricamente
confiable, para solucionar el sistema de ecuaciones de Saint-Venant aplicable en casos de
ampliaciones, reducciones y cambios en la forma geométrica de la seccion transversal, y ante
la presencia de transiciones suaves o abruptas, asi como construir un modelo transitorio de
simulacion que describe el comportamiento del flujo en zonas de transiciones.
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CapriTuLo 1

INTRODUCCION

En el disefio hidraulico de canales a superficie libre, con frecuencia se requiere modificar la
forma y las dimensiones de la seccion transversal, o cambiar la direccion del trazo en planta
0 en la elevacion de la plantilla del fondo del canal, con el fin de satisfacer requerimientos
hidraulicos, topogréficos o estructurales del trazo.

Las variaciones en la seccidon transversal de un canal son: ampliaciones o reducciones en una
misma forma geométrica, la transicion entre una geometria y otra distinta o la combinacion
de ambas, cambio de forma y tamafio. También las transiciones son suaves o abruptas en
funcion de la longitud que tengan con respecto al ancho o profundidad de la conduccién
(véase Figura 1). En forma coloquial a estos cambios se le denominan transicion o tramo de
transicion (Sotelo Avila, 1997).

a) b)
Figura 1. Ejemplos de canales con transiciones. a) Ampliacion suave. b) Reduccion suave. Google,
2016.



c) d)
Figura 2. Continuacion Figura 1. ¢) Cambio de forma en la seccidn transversal. d) Ampliacion abrupta
entre una geometria y otra distinta. Google, 2016.

En el estudio de las transiciones es necesario establecer si en ellas se produce 0 no un cambio
en el régimen de flujo, ya que en muchos de los casos el disefio y el funcionamiento se ve
afectado de manera importante por la presencia de fendmenos exclusivos para cada tipo de
régimen. En el caso de un régimen de flujo subcritico, cualquier perturbacién en la velocidad
o en el nivel de flujo puede transmitirse hacia aguas arriba; en el caso de un régimen de flujo
supercritico, la transmision es Unicamente hacia aguas abajo (Sotelo Avila, 1997).

En la longitud de la conduccion, los cambios en la geometria de la seccion transversal, ya sea
reduccion o ampliacion, definiran la magnitud de la pérdida de energia local, y ésta localizada
en el sitio del cambio de la geometria (Eb Pareja, 2012). Estas pérdidas son consideradas
nulas en muchos de los casos, pero adquieren importancia cuando la transicion es en un tramo
relativamente corto. Una forma de evaluar las pérdidas de energia local es mediante la
ecuacion de Borda-Carnot, en honor a Jean-Charles de Borda (1733-1799) y Lazare Carnot
(1753-1823), esta ecuacion es una descripcion empirica de las pérdidas de energia mecanica
de un fluido debidas a cambios en la geometria de la seccién, tales como expansiones o
reducciones abruptas (Ratia Sanchez, 2010).

Las ecuaciones generales de flujo de particulas de la mecanica de fluidos se conocen como
las ecuaciones de Navier-Stokes. Este sistema de ecuaciones requiere que las condiciones de
frontera estén bien establecidas. En el caso de flujo a superficie libre la frontera que existe
entre el fluido del agua y el aire es una incdgnita, entonces para solucionar esta frontera se
propone una integracion en la vertical, en donde el limite de la superficie libre es un modelo
de onda cinematica (Yen, 1973).

El resultado de la integracion en la vertical es el sistema de ecuaciones gque se conoce como
las ecuaciones de Saint-Venant en su version conservativa integrodiferencial (Cunge et al.,
1980). Las ecuaciones integrodiferenciales se pueden resolver en forma numeérica, en este
caso, se plantea aplicar un esquema en diferencias finitas no lineal para resolver el problema
(Aguilar, 2002) y plantear ademéas un modelo integral para evaluar las capacidades en la
estimacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento.

Este tipo de analisis unidimensional tienen la caracteristica de poder tomar en cuenta las
pérdidas de energia local, considerando los efectos de cambio de seccion en un corto espacio

4



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

dimensional. Pero con un enfoque mas sistematico, es importante tomar en cuenta la
caracteristica turbulenta del flujo en la transicién y evaluar la validez de los términos
integrodiferenciales.

La construccion del modelo discreto (aproximado) del problema diferencial se realizara por
el Método de Diferencias Finitas aplicando el esquema de Preissmann (Abbott, 1979) al
sistema de ecuaciones de Saint-Venant. Debido a que este sistema de ecuaciones es no lineal
es necesario aplicar un método iterativo para asegurar la convergencia de los términos no
lineales; existen diversos métodos para solucionar este problema, en este caso se utilizara el
método de Picard y el método de Newton-Raphson (Szymkiewicz, 2010). Para la aplicacion
de este método, toma una expansion en serie de Fréchet-Taylor sobre las variables
dependientes (Milne, 1980), generando asi un modelo discreto, a este modelo se le adicionan
los valores de condicion inicial y de frontera (en forma discreta).

Para asegurar que el método de discretizacion resulte semejante a la solucién directa
(integracion) se engloba el siguiente teorema:

Teorema de Equivalencia de Lax (Espinoza & Nifio, 2001). Si se tiene un problema de valor
inicial que esta bien planteado, y ademas se tiene una aproximacién de diferencias finitas que
es consistente y su esquema es estable, entonces su solucion converge hacia la solucion del
problema real, en forma general dice:

Convergencia = Consistencia + Estabilidad

Un esquema numérico es consistente a la ecuacion diferencial si el error de aproximacién se
anula cuando disminuye el intervalo de discretizacion (Menéndez, 2010). Los errores de
discretizacién son causados por el reemplazo de un problema continuo por uno discreto y se
define como la diferencia entre la solucion exacta de la ecuacién diferencial parcial y la
solucion exacta de la aproximacion de diferencias finitas, también conocido como error de
truncamiento (Espinoza & Nifio, 2001).

Por otro lado, un esquema es numéricamente estable cuando los errores de cualquier origen
en el calculo no crecen de un periodo a otro, por ejemplo, los errores de redondeo. Los errores
de redondeo son los que se producen al conservar solo un numero finito de digitos durante
las operaciones aritméticas (Menéndez, 2010).

Por lo tanto, un modelo numeérico es convergente a una solucién continua, si es consistente y
estable. En la siguiente figura se muestra el proceso de convergencia numérica (Morton &
Mayers, 2005). De forma esquematica, el Teorema de Equivalencia de Lax se puede
visualizar en la Figura 3 (J. Fletcher, 1990).
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Discretizacion
g
Modelo continuo Analisis de Modelo discreto
L(x,t) =0 < consistencia Al(8x,6t) =0
Integracion Analisis de Solucion
estabilidad numerica
Solucién integral
Convergencia Solucion discreta
I(x,t) = f L(x, t)dé g 1(6x,8t) =0

‘-------_--

Figura 3. Esquema de aplicacion del Teorema de equivalencia de Lax

1.1. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Resolver las ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version integrodiferencial y
diferencial que permita analizar adecuadamente los cambios de seccion en canales artificiales
no prismaticos.

Analizar la convergencia para el esquema de Preissmann (sistema discreto) y definir los
limites de convergencia del sistema discreto de ecuaciones.

Desarrollar un algoritmo numérico que permita resolver las ecuaciones de Saint-Venant,
ademas de evaluar la variacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en
zonas de transiciones en canales de riego, por ejemplo, en ampliaciones, reducciones y
cambios de seccion transversal, asi como en los casos de transiciones suaves y abruptas.

La metodologia que se sigui6 para cumplir con los objetivos fue la siguiente:

a. Revision del modelo conceptual de flujo unidimensional en canales

b. Elaboracién de esquemas numéricos con las versiones conservativas de las
ecuaciones de Saint-Venant para la simulacion de flujo a superficie libre

c. Analisis de convergencia del esquema de discretizacion

d. Desarrollo de un algoritmo para evaluar la variacion de la conservacion de masa y
cantidad de movimiento en transiciones

e. Pruebas numéricas y analisis de los resultados obtenidos
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CaApPiTULO 2

ECUACIONES DE
FLuJo A
SUPERFICIE LIBRE

El flujo en un canal abierto tiene una superficie libre, y las ecuaciones que lo representan son
complicadas de resolver de forma directa, ya sea en su condicién espacial permanente o
transitoria.

El flujo en un canal a superficie libre puede ser permanente o0 no permanente, también
conocido como transitorio. Se considera un flujo permanente si la profundidad de flujo o la
velocidad no cambia o puede suponerse constante durante un intervalo de tiempo. El caso
mas comun de flujo permanente es aquel de un canal en que el gasto es constante en cualquier
seccidn transversal del mismo; otro caso es cuando existen aportes o salidas de gasto (que no
varian con el tiempo) a lo largo de todo el canal o en tramos; por ejemplo, los vertedores de
canal lateral, las cunetas y bordillos en carreteras y los sistemas de drenaje en zonas de riego
(Sotelo Avila, 1997). Si el nivel de flujo o la velocidad varia en un punto en el tiempo,
entonces el flujo se denomina flujo transitorio. Ejemplos de flujos transitorios: el flujo en un
rio durante una avenida; la entrada de la marea en un puerto; los aumentos repentinos en los
canales de alimentacidn, y las aguas de lluvias en los alcantarillados (D. Franz & S. Melching,
1997).

En la literatura se pueden encontrar diferentes versiones de las ecuaciones de Saint-Venant
(Abbott, 1979; Cunge et al., 1980), y estas se pueden clasificar en conservativas y no
conservativas, en diferenciales e integrodiferenciales. En este capitulo se describiran algunas
versiones de las ecuaciones de Saint-Venant, asi como se analizaran los términos que en ellas
aparecen.
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2.1. ECUACIONES DE SAINT-VENANT

El comportamiento del flujo de agua en canales abiertos puede ser estudiado a través de las
ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de movimiento (segunda ley de Newton),
suponiendo que la densidad y la temperatura del fluido son constantes.

Las ecuaciones generales que describen el comportamiento de flujos transitorios
unidimensionales a superficie libre en cauces naturales® o artificiales? son conocidas como
las ecuaciones de Saint-Venant, planteadas originalmente por Barré de Saint-Venant en 1871
(Cunge et al., 1980).

Las ecuaciones de Saint-Venant consideran las siguientes hipotesis (Cunge et al., 1980;
Adrighetti, 2007):

I.  El flujo es unidimensional, considerando que la velocidad es uniforme en cada
seccion transversal y, ademas, el nivel del agua (superficie libre del agua) en direccion
normal al flujo es horizontal.

Il.  La curvatura de las lineas de corriente es pequefia y las aceleraciones verticales son

despreciables, por lo tanto, la distribucidn de presiones se considera hidrostética.

I1l.  Las fuerzas debido a la resistencia al flujo por la friccion de las paredes son descritas
mediante leyes similares a las utilizadas en el flujo permanente

IV.  Lapendiente promedio del canal es considerada pequeria, de tal manera que el coseno
del &ngulo que el canal hace con la horizontal es remplazado por la unidad. Se
considera que un canal es de pendiente pequefia cuando el angulo que se forma el
fondo del canal con la horizontal es 8 < 8° y cos 6 = 1, coincidiendo la distribucion
de presiones con la hidrostética.

Con base en las hip6tesis anteriores y aplicando los principios de conservacion de masa y
cantidad de movimiento que se derivan del principio de continuidad y la segunda Ley de
Newton en un volumen de control infinitesimal como se muestra en la Figura 4 (Chow,
1959), se obtienen las ecuaciones de Saint-Venant como se muestra a continuacion:

Linea de energia

Volumen de control

. v Nivel de referencia

a)

Y Incluyen todos los cuerpos de agua que existen en forma natural sobre la tierra, tales como arroyos, rios, etc.
2 Incluyen todos los construidos por el hombre, tales como canales de navegacion, canales de fuerza, canales
de riego, obras de excedencias, etc.
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/b

v _ 0000w

Figura 4. Volumen de control en un canal. a) Corte longitudinal. b) Vista en planta. ¢) Seccion
transversal.

De acuerdo a la Figura 4; Q es el gasto de entrada, q el gasto lateral, h la elevacion de la
superficie libre del agua medida desde un nivel de referencia, y el tirante medido desde la
plantilla del fondo del canal, z, la elevacion de la plantilla del canal, S, la pendiente de la
plantilla, 6 el angulo de inclinacion de la plantilla, dx discretizacion espacial, B es el ancho
de la superficie libre del agua, n el tirante medido de la plantilla del canal, dn diferencial de
nivel, § es el ancho de la superficie libre del agua a un nivel n, Fy la fuerza de friccion, E, la
fuerza cortante del viento en la superficie de agua, F,, fuerza de contraccion/expansion
producida por los cambios abruptos en la seccion transversal del canal y Fy,; y F,, es la fuerza
hidrostéatica en el extremo izquierdo y derecho del volumen de control respectivamente (Te
Chow, R. Maidment, & W. Mays, 1994).

Ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version integrodiferencial (Cunge et al.,
1980).

Ecuacioén de conservacion de masa

dA  00Q 2.1
LA Qix0) = 5=+ 55=0 1)

Ecuacién de cantidad de movimiento

90 9 (02 oL (4;x,t)
M(A,Q:x,t)=5+a< >+ng

—gL(4;x,t) + gA[Sf(A, Q;x,t) — So] =0 (2.2)

A

donde

y(4;x,t)

Li(4;x,t) = f [y(4;x,t) —n]6(x,n) dn (2.3)
0
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y(4x,t) 98
L= @no-ng] dn (2.4
0 X Gem)
n?1Q|Q
Sf(AI Ql X, t) = A2R4_/3 (25)
A(x,t)
R(A, X, t) = m (26)

donde x es la coordenada en el sentido horizontal y t el tiempo, ambas variables
independientes; A(x,t) el area hidraulica y Q(x,t) el gasto como variables dependientes,
ademés A4, Q: 2(x,t) = [0, L]x[0, T]; donde 12 es el espacio de solucién; L es la longitud de
la conduccion; T el tiempo final de la solucion; I,(A4;x,t) el cambio de la presion
hidrostatica; I,(A; x,t) la presion sobre las paredes del canal; y(4;x,t) el nivel de la
superficie libre del agua medido a partir de la plantilla del fondo del canal; n es el nivel de
flujo medido a partir de la plantilla del fondo del canal; 6(x,n) el ancho de superficie libre

: . . a8 o . -
respecto a un nivel n (véase Figura 4); $|( ) es la variacion espacial de la superficie libre
x,n

del agua respecto a un nivel n; g la aceleracion de la gravedad; R(4; x, t) el radio hidréulico;
P(4; x,t) el perimetro mojado; S,(x) la pendiente del fondo del canal; S¢(4,Q;x,t) la
pendiente de friccion (Chow, 1959), y n el coeficiente de rugosidad de Manning.

Segun Cunge, et al. (1980) las ecuaciones (2.1) y (2.2) son ampliamente utilizadas en la
practica en la simulacion de flujo a superficie libre en canales artificiales y naturales,
incluyendo el caso de tener ampliaciones o reducciones suaves y abruptas, debido a que este
sistema de ecuaciones toma en cuenta las variaciones de las caracteristicas geométricas de la
conduccion. Se considera un canal artificial cuando las caracteristicas geométricas de las
secciones transversales en cualquier punto a lo largo de la conduccion estan bien definidas;
por ejemplo: canales de riego. Un canal artificial se puede clasificar en prismatico y no
prismatico; se considera un canal prisméatico cuando tiene seccion transversal e inclinacion
de la plantilla constantes, y cuando existen variaciones en las caracteristicas geometrias se
considera un canal no prismético. En caso de que las caracteristicas no sean conocidas, se
considera un canal natural o irregular; por ejemplo: rios, arroyos, etc.

Para propdsitos de este trabajo se analizara en detalle la ecuacion (2.3) que representa la
fuerza debida a la presidn del agua en una seccidn (efectos por la presion hidrostatica), y de

all(A,'x,t)
o de

igual forma el término la ecuacion (2.2), que representa el cambio de la presion

hidrostatica entre dos secciones infinitesimales de un canal, asi como la ecuacion (2.4) que
toma en cuenta los efectos de presion sobre las paredes.

10



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

En canales artificiales que no cambian de seccidn en el sentido longitudinal, el término
I,(4; x, t) es igual a cero. Este término en la ecuacion (2.2) representa las fuerzas de presion
debidas a la reaccion de las paredes por causa de las variaciones de la anchura del canal con
respecto a la distancia. La magnitud de esta fuerza dependera de la variacién de la seccion
(Alcrudo & Garcia, 1995), como se muestra en la Figura 4.b.

2.1.1. ANALISIS DE LOS TERMINOS INTEGRODIFERENCIALES PARA
CANALES NATURALES

Las ecuaciones (2.3) y (2.4) son aplicables a canales artificiales y naturales. En forma practica
cuando se tiene una seccion irregular como la que se muestra en la Figura 5, para determinar
las magnitudes de las ecuaciones (2.3) y (2.4) se puede seguir el siguiente criterio de calculo
propuesto por Aguilar-Suarez (2007).

Mediante la regla trapezoidal, para obtener estos pardmetros se inicia teniendo una serie de
coordenadas (x,y) de la seccion del cauce, con el fin de dividir el cauce en trapecios y
obtener de esto el area y el ancho de la superficie libre del agua de cada seccion, como se
muestra en la Figura 5.

Ancho de la superficie libre del agua

B, B, By B, v Bs Bg B, Bg Bo
—F

(X10,Y10)

Ay

I
I
I
I
I As
I
I
I

Area de la seccion

T
|
|
|
|
|
:y, tirante : ;
|
| (Xg,Ys)
|
|
|
|
|

Perimetro mojado

Figura 5. Seccion irregular de un cauce.

La presion hidrostatica se determina calculando el &rea de cada trapecio y la suma de su
conjunto es la presion hidrostatica total de la seccion, y se puede expresar de la forma
siguiente (Aguilar Suérez, 2007):

2.7)

j—1
I = Z Vi + Vier1) K1 — Xi)
! =] 4(Xp41 — Xg)

donde j es la discretizacion espacial de la seccion transversal.

11
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La fuerza de presion que se ejerce en las paredes por efecto del cambio en la seccion
transversal se evalUa de la forma siguiente:

1
L = = (L, x + Ax) — L,(y, %)) (2.8)

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) son una buena aproximacién cuando la geometria en la seccion
es irregular y no sigue una forma uniforme en el sentido longitudinal.

2.1.2. ANALISIS DE LOS TERMINOS INTEGRODIFERENCIALES PARA
CANALES ARTIFICIALES

En una conduccion con ampliaciones o reducciones sin variaciones bruscas del fondo del
canal para una seccion prismatica, entonces se tiene que &(x,n(x,t)) = B(x, t), donde
B(x,t) es el ancho de superficie libre del agua.

‘ B(x,t) ‘

\ o(x,n(x,1)

yi: 1
L l " \ K(x)
N

| bty |

Figura 6. Caracteristicas geométricas de un canal con seccion trapezoidal.

De acuerdo a la Figura 6 la superficie libre del agua se evaluard como B(x) = b(x) +
2k(x)y(x) y el area de la seccion transversal es A(y;x,t) = k(x)y(x)? + b(x)y(x),
entonces

6(x,t) = b+ 2kn (2.9)

o1e) ob ok

I - = I (2.10)

12
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En la ecuacion anterior el termino n(x, t), esta localizado para la evaluacion del elemento
. . an ~ ab 0k ..

diferencial, entonces o, S pequefio y ——y —= son las variaciones del ancho y el talud en la

conduccion.

Considerando lo anterior las integrales I;(A4;x,t) y I,(4;x,t) para un canal artificial
(ecuaciones (2.3) y (2.4) respectivamente), son:

y(x,t)

Li(x,t) = f

y
[y (e, 6) — 71(b + 2kry) dn = f (vb + 2ykn — by — 2k?) dn
0 0

by? 2
A2 31, _ 3
=y“b+y°k - 3ky

k(x)
L(x,t) = (x t) [—'i' y(x, )Tl (2.11)

y(x,t)

ob ok
Yot =l (52 +25-n) dy

fy< ob ., 9k b 0k 2>d
L Vo T T T4 ) T
O, 30k _0by? 20k
—y2— 48— ——L 2
0x Jdx O0x 2 36x

L(x,t) = f

0

10b y(x t) 0k
3 ox

L(x,t) = y%(x, t)l (2.12)

En la ecuacion de cantidad de movimiento (2.2) el término que representa el cambio de la

P - . ol . I .
presion hidrostatica entre dos secciones es g a_xl’ mismo que para una transicion con seccion
prismatica se evalla de la forma siguiente:

gax(l) gax[y ( Ty )] g[ax< b)+aax( 3%)]

2 3
_ |y“ob 'y ,\ 0y
lz ox 3k T OV TR G
O también
ga—(ll) = gA(x, t) + gl (A4; x,t) (2.13)
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Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién de cantidad de movimiento (2.2), tenemos
que:

9Q 9 (02 dy
MA,Qxt) =—c+ |~ |+ 947"+ gL (A x,8) — gl (4%, 1) (2.14)

+ gA[S;(4,Q;x,8) — S,| = 0

O bien

Q

M4, Qi 1) _a_Q+a_<—)+gAM

e + gA[S;(Q, 4 x,t) —S,] =0 (2.15)

La ecuacion de cantidad de movimiento (2.2) expresa en forma estricta la conservacion de
cantidad de movimiento si y solo si la suma de los dos ultimos términos de la ecuacion (2.2)
es igual a cero (—gI,(4; x,¢) + gA[S;(4,¢;x,¢) — S,] = 0), condicion sin cambios de seccion
transversal y flujo uniforme. Cuando estos dos términos son diferentes de cero, la cantidad
de movimiento ya no es conservada y los términos libres actian como fuentes o sumideros
(Adrighetti, 2007).

La ecuacion de cantidad de movimiento (2.15) junto con la ecuacion de conservacion de masa
(2.1), se conoce como las ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version
diferencial.

Ecuacioén de conservacion de masa

L(Ath)——A+g—S=O (2.16)

Ecuacién de cantidad de movimiento

2 .
90 @ (Q >+gA Oh(A; x, t)

M(A,Qx 1) = -+ == P

ax + gAS;(A,Q;x,t) =0 (2.17)

donde h(4;x,t) = y(4; x,t) + z,(x) es la elevacion de la superficie libre del agua medida
desde un nivel de referencia; y(4; x, t) es el tirante medido desde la plantilla del fondo del
canal y z,(x) la elevacion de la plantilla del fondo del canal medida desde un nivel de
dh(Ax,t) _ dy(A,x,t) n 0zp(x) _ dy(Axt) _ SO.

referencia. Ademas, ™ ™ e = o
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Definicion del problema de valor inicial y condiciones de frontera

El sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version integrodiferencial y
diferencial (ecuaciones (2.1), (2.2), (2.16) y (2.17)) respectivamente, representan un
problema bien planteado de valor inicial y de valores en la frontera que esté sujeto a las
condiciones iniciales, por ejemplo: A(y(x),0) = 4o(y(x)) y Q(x,0) = Qo(x). Las
condiciones de frontera se definen para un flujo subcritico o supercritico; para flujo
subcritico, A(y(L),t) = f(t) y Q(0,t) = g(t) para t > 0 y para un flujo supercritico,
A(y(0),0) = f(t) y Q(0,¢t) = g(¢) parat > 0.

El sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version diferencial también se
puede escribir de diferente forma, tomando en cuenta el concepto de velocidad media, que
se define como:

_Q(x1) (2.18)

U(xt) = A(x,t)

Sustituyendo la ecuacién anterior en las ecuaciones de conservacién de masa (2.16) y
cantidad de movimiento (2.17) se tienen el siguiente sistema de ecuaciones conocidas de
igual forma como las ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version diferencial,
pero el area de la seccion transversal y la velocidad son las variables dependientes.

Ecuacion de conservacion de masa

JdA 0UA
L(A,U;X,t) :E-FW:O (219)

Ecuacion de cantidad de movimiento

dUA  9(AU? oh(4; x,t
Lo )+gA (4;x,t)

Lx,t) = ; = 2.20
M(AUsx, ) = — T 7 T 9ASF(A U x 1) =0 (2.20)
n?|U|U (2.21)

Sf(A, U; x, t) = W

donde A(x,t) el area hidraulica y U(x,t) es la velocidad, como variables dependientes;
S¢(A,U; x, t) la pendiente de friccion en funcion del area y la velocidad (Chow, 1959).
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Definicion del problema de valor inicial y condiciones de frontera

El sistema de ecuaciones (2.19) y (2.20) representan un problema bien planteado de valor
inicial y de valores en la frontera que esté sujeto a las condiciones iniciales A(y(x),0) =
Ao(y(x)) y U(x,0) = Uy(x). Las condiciones de frontera se definen para un flujo subcritico
y supercritico, entonces para flujo subcritico, A(y(L),t) = f(t) y U(0,t) = g(t) parat >
0 y para un flujo supercritico, A(y(0),t) = f(t) y U(0,t) = g(t) parat > 0.

Por ultimo una forma para aplicar las ecuaciones de Saint-Venant en el caso de canales
naturales o artificiales muy anchos y con un tirante pequefio, en donde se considera una
seccion transversal cuasi rectangular A(x,t) = By, donde B(y;x,t) es el ancho de la
superficie libre del agua y y(x,t) es el tirante en la seccion. Tomando en cuenta esto y
aplicandolo a las ecuaciones (2.19) y (2.20), se tiene el sistema de ecuaciones de Saint-
Venant no conservativas en su version diferencial (Cunge et al., 1980).

Ecuacioén de conservacion de masa

dy o
LG, Usx6) = B(y:x, £) a—f == [U AGyx,0] = 0 (2.22)

Ecuacion de cantidad de movimiento

au dy 0zp(x)

oU
My, U;x,t) = T Ua+ga+g I +9Sr(y,U;x,) =0 (2.23)
S (v.T n?|U|U (2.24)
) ’ Pt -5

donde y(x, t) es el tirante y U(x, t) la velocidad, como variables dependientes; A(y; x, t) el
area hidraulica'y S¢(y, U; x, t) la pendiente de friccion en funcion del tirante y la velocidad.

Definicidn del problema de valor inicial y condiciones de frontera

El sistema de ecuaciones (2.22) y (2.23) representan un problema bien planteado de valor
inicial y de valores en la frontera que esta sujeto a las condiciones iniciales y(x, 0) = y,(x)
y U(x,0) = Uy(x). Las condiciones de frontera se definen para un flujo subcritico y
supercritico, entonces para flujo subcritico, y(L,t) = f(t) y y(0,t) = g(t) parat >0y
para un flujo supercritico, y(0,t) = f(t) y U(0,t) = g(t) parat > 0.
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2.2. APLICACION PARA UN CANAL ARTIFICIAL NO PRISMATICO

El sistema de ecuaciones de Saint-Venant en cualquiera de sus versiones son aplicables para
canales artificiales y naturales. En este subcapitulo se realizard un analisis para la version
conservativa diferencial aplicado a un canal artificial no prismatico.

’ . dy(A(b,k .y ’ .
En este caso el tercer término (%) de la ecuacion (2.15) se evaluara aplicando la regla

de la cadena, debido a que la variacion del nivel de flujo esta en funcion de la geometria del
canal (Freitag, 2003):

dy(A(b,k)) 0ydb N dy dk N dy dA

= = (2.25)
0x obdx OJkdx 0Adx

. . db dk . - ..
Donde los términos ool e indican las variaciones del ancho del fondo del canal y del talud
respectivamente a lo largo de la conduccién.

La ecuacion (2.25) se aplicara a tres tipos de secciones transversales:

a. Trapezoidal
b. Rectangular

c. Triangular

Para el caso de canales con secciones circulares y de tipo herradura, la ecuacion (2.25)
requiere de un tratamiento diferentes.
Para resolver la ecuacion (2.25) se considerard un canal con seccidn trapezoidal, como se

muestra en la Figura 6, entonces para resolver el problema es necesario determinar el tirante.

La ecuacidn del area también se puede expresar de la forma siguiente:

k()y()? + b()y(x) — A(y;x,t) =0 (2.26)

Donde, k(x) es el talud, b(x) es el ancho del fondo del canal y B(x) es el ancho de
superficie libre del agua.

Entonces la solucidn a la ecuacion (2.26) es:

B —b + Vb2 + 4kA

2.27
P (2.27)

y
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Si k > 0 la solucidn a la ecuacion (2.27) siempre es real, entonces el signo del radical

para el caso de canales trapezoidales solo se tomara el signo positivo, ya que y > 0, por

lo tanto, el valor del tirante en un canal con seccidn trapezoidal, para k(x), b(x) > 0, es:
—b b2

A
_ a_ : 2.28
Y= + e + . y(b, k,A; x,t) (2.28)

La ecuacién anterior es valida para un canal trapezoidal y triangular, para la condicién
k(x) >0y b(x) >0, en el caso de un canal rectangular k(x) =0 y b(x) >0, la
ecuacion (2.28) presenta una discontinuidad ya que en la ecuacion (2.26) el término
cuadratico es nulo, entonces la ecuacion para calcular el tirante en una seccion
rectangular es la siguiente:

A(x, t) (2.29)
,t) = =vy(b,A4;x,t '

y(x,t) b0 y(b,A;x,t)

) B(x)

|

S
80x,n(x,1)
y(x.t)
nix,t)

| by |

Figura 7. Caracteristicas geométricas de un canal prismatico con seccion rectangular.

En este caso, el ancho de la superficie libre del agua se evaluara como B(x) = b(x) y el area
de la seccion transversal es A(y; x, t) = b(x)y(x).

Bix.f)

yx.t

Figura 8. Caracteristicas geométricas de un canal prismatico con seccion triangular.
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En este caso, el ancho de la superficie libre del agua se evaluard como B(x) = 2k(x)y(x)y
el area de la seccion transversal es A(y; x, t) = k(x)y(x)?

En el caso de un canal con seccion triangular, donde b(x) = 0 y k(x) > 0. Entonces

despejando el tirante y(x) de la ecuacion del area, obtenemos:

A(x,t)
k(x)

y(x, t) = = y(k,A) (2.30)

A su vez resolviendo las derivadas parciales de la ecuacion (2.25) para los tres casos de
secciones transversales; trapezoidal (Figura 6), rectangular (Figura 7) y triangular
(Figura 8), tenemos que:

Canal trapezoidal

1
— 2 2
oy -1, b (b 4 (2.31)
ab 2k ' 4k?\4kZ "k
2 _1 2
2
oy _ b (b A\*(_DbT_ A4 (2.32)
ok 2k2 " \ak2 "k 43 2k2
1
9y _1 (2.33)
9A " B

Entonces la ecuacion (2.25) para un canal trapezoidal se puede escribir de la forma

siguiente
1 1
dy —1+ b [ b? +A 2 db+ b 4 b? +A 2 b? A dk+1dA 234
ox |2k  4k2\4k? "k dx = |2k? 4k? "k 4k3 2k?)|dx Bdx (2.34)
Canal rectangular
dy 0 [A] R (2.35)
ob  dblbl b2 '
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v _914_y (2.36)
ﬁ_ﬁ[ﬂ_ '

dy 0 A 1
9o _9 _] _Z (2.37)
0A O0Alb B
Entonces
ay_( A)db_l_(l)dA (2.38)
dx \ b2)dx  \B/dx '
Canal triangular
1
dy 0 (A)E ~0 2.39
ob~ ab|\k/ | (2.39)
1 1 1
ay_a Af_l A\ "2 A_ AN AN\ 2
=5 "0 E (2)=m@E (2:40)
1 1 1
dy 0 (A)E B (1) (A)‘E (1) (1 ) (A)‘E 1 0 a1
0A  0A|\k) | \2/\k k_(Zk k) B (2.41)
Entonces
1
ay_ ( A) A)‘E dk+ 1\ dA v
ox 2k? (k dx (B) dx (2.42)

Los términos de variacion geométrica del ancho del fondo de la conduccién y de talud
db dk .z . . . .

(E’E) de la ecuacion (2.25) son derivadas continuas y para conocer su valor se aplicara un
modelo en diferencias finitas, sobre una malla discreta (véase Figura 9). Entonces las

aproximaciones son las siguientes:
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Figura 9. Espacio discreto

db _ bj+1 = b (2.43)
dx Ax

Y también
dk — Kjsa — k5 (2.44)
dx Ax

En la Tabla 1 se muestra un resumen para evaluar los términos de la ecuacion (2.25) para los
tres diferentes tipos de secciones transversales.

Tabla 1. Evaluacion de los términos de la ecuacién (2.25) para los tres tipos de secciones
transversales.

Tipo de
seccién

T Trapezoidal Rectangular ~ Triangular

1
—1, b b? LA 2z 4 )
2k | 4k2\4k? " k b?
1 1
b . b2 +A 2/ b2 A ) AN\ A\ 2
2k2 " \4k2 "k 4k3 ~ 2Kk2 (_W) (E)
1 1 1
B B B

En el capitulo 3 se presentara un modelo de discretizacion del sistema de ecuaciones de Saint-
Venant y los términos que se aplican para las ampliaciones y reducciones. En el caso de
secciones prismaticas, los términos de variacién de ancho del fondo del canal y talud se
definiran conforme a la Tabla 1.
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2.3. CONDICIONES DE FRONTERA

Debido a que el sistema de ecuaciones de Saint-Venant en cualquiera de sus versiones
representan un problema bien planteado de valor inicial y de valores en la frontera. Es de
suma importancia especificar las condiciones de frontera pues éstas definen el
comportamiento del flujo en la condicion transitoria. La ubicacion de las condiciones de
frontera se define por el tipo de régimen de flujo y son:

Régimen de flujo subcritico
Ay(L), ) =f(@) t>0 (2.45)

Q(0,t) = g(®) ; t>0 (2.46)

Régimen de flujo supercritico
A(y(0),) =f(@) t>0 (2.47)

Q(0,t) = g(t) ; t>0 (2.48)

En este trabajo se estudiara un flujo en régimen subcritico, entonces de acuerdo a lo anterior,
es necesario definir una condicion de frontera aguas arriba y una condicién aguas abajo. Para
la frontera aguas arriba se consideraréa la condicion de gasto Q(0,t) = g(t), definida por un
hidrograma y para la frontera aguas abajo se considerara un area A(y(L),t) = f(t). En los
siguientes apartados se describiran estas condiciones de frontera.

2.3.1. CONDICION DE FRONTERA AGUAS ARRIBA

Como se menciond anteriormente la condicion aguas arriba esta definida por una funcion del
gasto conocida (Q(0,t) = g(t)), y esto se puede representar con un hidrograma. A manera
de ejemplo se muestra en la figura siguiente diferentes tipos de hidrogramas utilizados en las
pruebas numeéricas.
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Figura 10. Tipos de hidrogramas de entrada. a) Escalon. b) Campana.

2.3.2. CONDICION DE FRONTERA AGUAS ABAJO

50

La condicion de frontera aguas abajo de la conduccion es de area (A(y(L), t) = f(t)),por lo
tanto es necesario definir el tirante, y en este trabajo se propusieron las siguientes formas
para describir esta condicion:

a)

Consiste en proponer un gasto minimo (Q,,i») Y un gasto maximo (Q,,.x), S€ propone un
tirante minimo (y,,;,); posteriormente con el gasto maximo se define el tirante maximo
(Vmazx) como el tirante normal (y;,) correspondiente al gasto maximo (Q,,4,) (Véase Figura
11). El tirante en la frontera aguas abajo se determina con la siguiente funcion:

yf(Q) = m(Q - Qmin) + Ymin

Ley de descarga (Cruz Mayo, 2015)

(2.49)

Donde

Ymax — Ymin
== (2.50)

Qmax - Qmin
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(

Tirante

05, Ley de descarga
. = = = Tirante normal

0 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Gasto (m3/s)

Figura 11. Ley de descarga (tirante-gasto)

Este tipo de condicion de frontera se emplea cuando en la conduccion se consideran
estructuras de regulacion, por ejemplo: compuertas.

b) Tirante fijo

En esta condicion se considera un tirante fijo aguas abajo, definido por la condicién inicial o
por un tirante conocido en estado permanente, entonces

Yf = Yref (2.51)

c) Variacion de tirante

Esta definida por la siguiente funcion:

_ J’]n—1 + 2y]"_2 + 3’]11—3
Yr = 4

(2.52)

La ecuacion (2.52) evalUa el promedio de los ultimos tirantes calculados, en donde se
considera una numeracion de nodos donde J es el ultimo nodo del tramo. Este tipo de
condicion de frontera no es recomendable utilizarse cuando se tiene una discretizacion
espacial Ax muy grandes, ya que en el caso de que el perfil de flujo no sea completamente
paralelo al fondo de la plantilla de la conduccion podria introducir grandes cambios en la
frontera.
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2.4. CONDICION INICIAL

Para calcular las condiciones de flujo en estado transitorio, es necesario conocer el nivel del
flujo y la velocidad iniciales en todas las secciones del sistema. Si estas condiciones no son
compatibles con las ecuaciones de Saint-Venant, entonces se generaran pequefias ondas en
cada seccion cuando se calcule las condiciones transitorias (Chaudhry, 1986).

A partir de las ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version diferencial

(ecuaciones (2.16) y (2.17)) se obtendra la ecuacion que describa el flujo en condiciones

. () _

iniciales. La condicion inicial se determina para > = 0, por lo que el principio de

conservacion de masa se cumple solo si no existen variaciones de gasto a lo largo de la
-, d . .

conduccion (ﬁ =000Q, = QZ), entonces las ecuaciones de Saint-Venant se expresan de la

forma siguiente:

Ecuacioén de conservacion de masa

L(4,0; )—dQ—o (2.53)
) Qr x - dx - .
Ecuacion de cantidad de movimiento
d (Q? dy
M(A4,Q;%) = — <7> +gAx) —+ gA(S;—S,) =0 (2.54)

Evaluando el primer término de la ecuacion de cantidad de movimiento

d <Q2> _2QdQ Q*dA_ Q*dA(y(®)

dx\ A

= — = 2.55
A dx A% dx A? dx (2.55)

En este andlisis se evaluarad la condicion cuando la seccién transversal tiene un cambio
gradual en el espacio (véase Figura 12), donde b, # b, y k; # k,, entonces el area se evalta
de la forma siguiente:

A(x) = b()y(x) + k(x)y(x)? (2.56)
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a) b) )

Figura 12. Caracteristicas geométricas de un canal artificial no prismatico. a) Vista isométrica. b)
Vista en planta.

Aplicando la regla de la cadena a la ecuacion anterior (W. Jeppson, 1974), obtenemos:

dA(b,k,y(x)) 0Adb 0Adk 0Ady

= —_— 2.57
dx 6bdx+6kdx+6ydx (257
Evaluando las derivadas de la ecuacion anterior, se tiene que
aA_a[b + ky?] = (2.58)
ob _ap Y TYITY |
0A 0
= 21 = y2 2.59
ok = ey tkyTl=y (2.59)
aA_a[b +ky?l=b+2ky=B 2.60
gy ~ayttyTRyi= y = (2.60)
Sustituyendo las ecuaciones (2.58)-(2.60) en (2.57) y asuvez en (2.55) se tiene
d [ + B— dy 2.61
dx B Ydx dx (2.61)
Sustituyendo la ecuacion (2.61) en (2.54) tenemos
Zr db dk d
—Q—[y 2 y]+gA—y+gA(Sf—S) =0 (2.62)

26



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

. . . . a . . .
Finalmente despejando el término % de la ecuacion anterior se obtiene:

_¢ . Q%1 db  ,dk
dy_So St t 543 [3’ dx TV dx (2.63)
dx 1— Fr2

donde Fr, es el numero de Froude y se evalla de la forma siguiente (Chow, 1959):

U(x)

Fr =
(2.64)

donde B(y; x), es el ancho de la superficie libre del agua.

La ecuacion (2.63) es conocida como la ecuacion de flujo gradualmente variado en canales a
superficie libre, pero esta ecuacién incorpora los términos que evaltan la variacion del nivel
de flujo cuando existen transiciones a lo largo de la conduccion, ya sea una ampliacion,
reduccion o cambio en la forma geométrica de la seccidn transversal entre dos secciones. Si

el canal tiene una forma regular (sin transiciones), Z—z = Z_]; = 0y laecuacion (2.63) se evalla
de la forma siguiente:
d So—S
@Y _ 2075 (2.65)
dx 1—Fr?

La ecuacion anterior expresa la forma clasica de flujo gradualmente variado.

En las ecuaciones (2.63) y (2.65) cuando se tiene Fr = 1 se presenta una singularidad,
entonces para solucionar este problema se tiene que considerar dos ramas de solucion,
cuando:

e Fr > 1, se tiene un flujo supercritico y se debe plantear una condicion de frontera
aguas arriba del canal.

e Fr < 1,setiene un flujo subcritico y se debe plantear una condicién de frontera aguas
abajo del canal.

Las ecuaciones (2.63) y (2.65) son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, pero
con términos altamente no lineales, tales como el término de friccion y el nimero de Froude.
Para solucionar el problema planteado por las ecuaciones (2.63) y (2.65) se propone aplicar
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el método numérico de disparo inicial de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) (Neuman,
2001; Burden & Faires, 2002), entonces se tiene:

A 2.66
Virr = Vi + 2 [k + 2 + 2Ks + ko) (259
Donde A es el tamafio del paso, ademas
ky = Ax f (x;, ¥1) )
1 1
k, = Axf(xl- + = Ax, y; +—k1)
2 2
1 1
k3 = AXf (Xi + EAX, Vi + §k2> r (267)
ky, = Ax f(x; + Ax, y; + k3)
() = 2
flay) = dx J

La condicion de disparo inicial para el método de RK4, para flujo subcritico es definir un
gasto a flujo permanente Q(x,) = Q, Yy el nivel del agua al final del canal y(x;) = y,, enel
caso de un flujo supercritico se cambia el lugar de la evaluacion del nivel hacia el inicio del
canal.

En la Figura 13 se muestra un ejemplo del calculo de flujo gradualmente variado en un canal
artificial no prismatico con una longitud de 500 m y donde se ubica el nivel aguas abajo
similar al tirante normalizado y una transicion suave en un canal con seccion trapezoidal
entre el cadenamiento 0+020-0+120.

Pefil de flujo
T T T T T T T

Tirante [m]

1 [ I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

Figura 13. Ejemplo de perfil de flujo gradualmente variado en una transicion suave en una
conduccion con seccidn trapezoidal.

Este calculo muestra los efectos de los cambios de nivel a lo largo de una conduccion
cuando se tienen cambios en la seccion transversal.
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CariTuLo 3

MobDELO DISCRETO

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de Saint-Venant en cualquiera de sus versiones son
modelos matematicos que describen el flujo a superficie libre y estan en funcion del tiempo
y el espacio, por lo que estas ecuaciones se vuelven muy complejas para ser resueltas por
métodos analiticos, por esto se propone una discretizacion (modelo discreto). Segin Cunge
(1980) se le Ilama discretizacion al proceso de expresar las ecuaciones generales de flujo,
escritas para un medio continuo, en términos de valores discretos en un numero finito de
puntos en el campo del flujo.

Los modelos discretos permiten solucionar de forma aproximada las formulaciones
matematicas continuas, para condiciones de fronteras complejas, y también para problemas
en las que contengan términos no lineales.

En la literatura se pueden encontrar cuatro clases de métodos de solucién numérica: el
método de las caracteristicas, el método de elemento finito (FEM Finite Element Method),
el método de diferencias finitas (FDM Finite Difference Method) y el método de volumen
finito (FVM Finite Volume Method) (Szymkiewicz, 2010).

En este trabajo se aplicé un método de diferencias finitas para solucionar el problema no
lineal del sistema de ecuaciones de Saint-Venant.

3.1. MODELOS PROPUESTOS

Tomando en cuenta las formas diferenciales de expresar las ecuaciones de Saint-Venant
(vease capitulo 2.1), se construyeron dos modelos discretos para analizar los efectos de las
transiciones. Los modelos numéricos se distinguen por las variables dependientes en que
estan evaluados los operadores diferenciales de masa y cantidad de movimiento, y son los
siguientes:

a. Version uno: con variables dependientes de velocidad y area
b. Version dos: con variables dependientes de gasto y area
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En este capitulo se hard unicamente el desarrollo completo de la version uno de las
ecuaciones de Saint-Venant conservativas y en el ANEXO A se muestra la programacion de
la version dos. Durante el desarrollo del trabajo también se construyé un modelo
considerando como variables dependientes la velocidad y el tirante, pero este modelo es no
conservativo de origen, ya que no permite evaluar de forma directa las transiciones.

Desarrollo de los términos de la version uno de las ecuaciones de Saint-Venant
conservativa en su version diferencial (velocidad y area como variables dependientes)

Sean el sistema de ecuaciones de conservacion de masa (2.19) y cantidad de movimiento

(2.20). Considerando 22428 _ y@xh) | 92,00 _ dy(4xt)
dax dax dax dx

puede escribir de la forma siguiente:

—S,, la ecuacion (2.20) se

oUA  0(AU? dy(4; x,t
Lo )+gA y(4;x,t)

M(A,U;x,t) = —2 ox ox

+ gA(S; (A, U;x,t) — S,) =0 (3.1)

Desarrollando los términos no lineales de las ecuaciones (2.19) y (3.1)

oUA_ oU oA 2
dx T 0x dx '

OUA N d(AU?) A(’)U N UaA oAU ouU e dA

ot ox ot ot ox dx
aUA+a(AU2)_U 6A+A6U+U6A +A6U+AU6U (33)
ot ox Lot dx dx ot dx '

Sustituyendo la ecuacién (3.2) en (2.19)

0A ou d0A
L(A,U;X,t)=E+Aa+Ua=O (3.4)

Y la ecuacién (3.4) en (3.3) y a su vez en la ecuacion de cantidad de movimiento (3.1),
obtenemos
ou dy(A4; x,t)

U
M(A,U;x,t) = A— + AU — + gA

; - = 3.5
at ox Ox + gA(S; (A, U;x,t) —S,) =0 (35)
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Dividiendo la ecuacion (3.5) entre A se tiene:

ou dy(4; x,t)

au
]V[(A,U;X,t)=a— Uax+g 9x

+9(Sp(AU;x,0) = S,) =0 (36)

Finalmente sustituyendo la ecuacién (2.25) en la ecuacion anterior, obtenemos

oU goA  (dydb dydk

oU
MAUx ) =F-+UZo+5 +g(6bdx+akdx

B2 )+g(5f(AUxt) S,)=0 (3.7)

O también se propone agrupar de la forma siguiente donde se ha hecho uso de la ecuacion
(2.24) para el termino S¢(4, U; x, t).

M@AU;x 0 =52+ U+ gn 7l A A S
(4,U;x0) Rz | Y 9\opax T ok dx ") (38)

ou oU  goA Ugnlel <6ydb dy dk
dx ' Box

Desarrollo de los términos de la versién dos de las ecuaciones de Saint-Venant
conservativa en su version diferencial (gasto y area como variables dependientes)

Sean el sistema de ecuaciones de conservacion de masa (2.16) y cantidad de movimiento
(2.17).

Desarrollando el segundo y tercer término de la ecuacion de cantidad de movimiento (2.17)

d (Q? ~2Q0Q Q2% 0A 2
ox\A) A odx A?dx (39)
h(A;x,t) = y(4;x,t) + z,(x) (3.10)
dh 0dy 0z, OJy
=24y 3.11
ox ox T ox ox 0 (3.1)
donde S, es la pendiente de la plantilla del canal.
Sustituyendo la ecuacién (3.9) en (2.15)
d 2Q0 294 dy(4;
M Qi =22, 2000 o4, ,AxD gA(S (4, Q:x, ) —5,) =0 (3.12)

at = A dx AZ?ox 0x
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Y también sustituyendo la ecuacion (2.25) en la ecuacién anterior obtenemos

2
M((A,Q;x,t) =g—f+a—A<gD ¢ >+Q6—Q

0x A2 A O0x
N A(aydb_l_aydk_l_S(A D) 5)_0 49
I \orax Tk ax TrA G o) =

donde D = A/B es el tirante hidraulico.

3.2. FORMULACION DEL ESQUEMA DISCRETO DE PREISSMANN

El esquema de Preissmann es un método de diferencias finitas implicito que toma en cuenta
coeficientes de ponderacidn espacial y temporal como se muestra en la Figura 14.

. |
n+1  (j,n+1) dj+1 n+1)
@ ' ’
|
|

|
P(x;+ @.t+6)!

(j#1.n)

j+1

|
|
|
|
|
W (1-y)

Figura 14. Representacion del esquema de Preissmann en el plano (x — t), donde ¥ y 6 es el factor
de peso espacial y temporal respectivamente (Aguilar, 2002; Cunge et al., 1980; Abbott, 1979).

Para discretizar el sistema continuo en un esquema de Preissmann, el espacio de solucion

Q(x,t) debe ser cubierto con una malla uniforme con un espaciado Ax para cualquier
intervalo At (véase Figura 15), donde Ax = § At = %; J y N son nameros enteros e indican
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la cantidad de intervalos computacionales de discretizacion espacial y temporal
respectivamente, por lo tanto, el espacio de solucion en forma discreta se puede escribir como

Q(x;, t,) = Q(jAx, nAv).

n+1

@
@
@
@
@

At

At

n-1
S— e (b
i1 ] 1 ] X
Ax Ax

Figura 15. Representacion del mallado en el espacio de solucion.

Respecto a la malla, se deben notar los siguientes puntos (French, 1988):

1.

Los nodos de la malla se presentan en las intersecciones de las lineas rectas paralelas
alosejesx yt.

Las lineas paralelas al eje t representan las ubicaciones a lo largo del canal, mientras
que las paralelas al eje x representan los tiempos.

Las lineas de las ubicaciones se dibujan con una separacion Ax, mientras que las
lineas de tiempo se dibujan con una separacién At. Por razones de conveniencia, en
este desarrollo Ax y At se consideran constantes; en la practica, Ax y At pueden variar
en el espacio y en el tiempo.

El eje t puede considerarse como la condicidn de frontera aguas arriba, y la ultima
linea paralela al eje t representa la condicion de frontera aguas abajo.

Cada nodo de la malla se identifica con dos indices: un subindice designa la posicion
x del nodo, mientras que el superindice designa la ubicacién del nodo en el tiempo.
En el tiempo t = t,, se supone que se dispone de los valores iniciales de velocidad y
area en todas las ubicaciones.
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7. Se supone que en la frontera aguas arriba se dispone de un hidrograma de gasto. La
frontera aguas abajo del canal se considera un area en funcion de un tirante.

Entonces, para la derivada espacial, temporal y terminos adicionales se evaluaran de la forma
siguiente (T. Shamaa & M. Karkuri, 2011):

Discretizacion de las derivadas temporales

of (1-w)
==

— lp)
- ( n+1 f}n) | - (f}n+1 f}n 1) (3'14)
donde ¥ € [1,0], es el factor de peso espacial

Discretizacion de las derivadas espaciales

0 1-6
% ( ) (I‘}+1 f}n) (f}n+1 f}n+1) (315)

donde 6 € [1,0], es el factor de peso temporal

Discretizacién de los términos adicionales

f=-)[A-)F+¥f]+6[A -+ Wit (3.16)

Entonces aplicando las ecuaciones (3.14)-(3.16) a las ecuaciones de conservacion de masa y
cantidad de movimiento (ecuaciones (3.4) y (3.8) respectivamente), ademas se propone
separar los términos que producen la no linealidad mediante la notacion I7;;, por lo tanto el
sistema de ecuaciones se puede escribir de la forma siguiente (Aguilar, 2002):

Ecuacioén de conservacion de masa

L(A}, U x5, )

a-wv
= At (A}Hl - A]n) + At (A}Tll A}'l+1)

(1-6) 4 3.17
+11y; {T (U = U) + 4= Ax (U7 - ui) (3.17)

(1-6) 9
o oy {2 (s = A7) + g (4352 = A =0
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Ecuacion de cantidad de movimiento
M (AL U

j o Uj 'xJ'tn)(
1-y
= (U-”+1 - U+ 4 (U]ii1 Uft1)
(1 n n 6 n+1 n+1
+ 113 (U1+1 Uj )+ (U]+1 upt)
(1 n n n n
+ 11y {T(Aj+1 — A7) +_(A1++11 AP
+I5,{(1-0)[(1 —¥U + UL, | + 6] —HUM + wUlH ]}
_ o (N L (Y (3.18)
+9 <{(1 %) [(1 ¥) (ab) * l‘u(ab)m]
n+1 ay n+1 db
e [“ e (%),. tY (%),H]}{a}
dy dy
+{(1 ~ ) [(1 - (5 ) ”’(ak)m]
ay n+1 ay n+1 dk 3
o [(1 - <6k> ¥ (ﬁ),-ﬂ]}{dx} So) =0
donde I1;; son los términos que producen la no linealidad
= (1-0)[(1 —WA} + VAL, |+ 6[(1 —¥)AT + WAL (3.19)
=1 -)[A-VU+ VU] +6[(1 —¥H)UM + PURY (3.20)
=0 =-O[A -V +PUSL ] + 6] - UM+ PUTH! (3.21)
_ g n g n g n+1 g n+1
My, =(1-06) I(1 @) (B)j + W(B)jﬂl +6 I(1 @) <B),- + W(B)ml (3.22)
gn?lUN\" gn?lUN\"
;= (1-6) (1—4/)( TR ) +sv< FTE
j j+1
n n (3.23)
ol —on (972N (g U™
ro|a-n(Gm)  +v (G
j j+1
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3.2.1. ANALISIS DE CONVERGENCIA DEL ESQUEMA DE PREISSMANN

Una solucion numérica es convergente si al hacer un refinamiento de la malla de célculo el
error de truncamiento disminuye, mientras que los errores de redondeo no incrementan. Es
por esto que en la solucidn de un sistema discreto es necesario asegurar que los resultados
numéricos obtenidos sean semejantes a los que se obtendran después de aplicar una
integracion directa del sistema diferencial de origen (Cruz Mayo et al., 2014).

Entonces para asegurar que la solucidn discreta se asemeje a la solucién integral, se aplicara
el Teorema de equivalencia de Lax, que en forma general enuncia (Morton & Mayers, 2005):

“Cualquier esquema discreto lineal de un problema de valor inicial y de valores en la
frontera bien planteado, es convergente si la propuesta discreta es consistente y ademas es
estable .

Teorema de consistencia numérica (Aguilar, 2002):

“La discretizacién aplicada a un sistema de ecuaciones es consistente numéricamente bajo
cualquier norma || .||, el error de truncado tiende a cero a medida que el espaciamiento de
la malla tiende a cero, tal que Ax, At - 0.

Teorema de Condicion de Estabilidad (Morton & Mayers, 2005; Abbot, 1979):

“Un esquema discreto es estable si la condicion de propagacion de la relacion de dispersion
es menor o igual a la unidad, entonces |p| < 1, ademas si durante su aplicacion los efectos
acumulativos de todos los errores de redondeo son despreciables o estan acotados .

En los subcapitulos siguientes se realizara el anélisis de consistencia numérica y el analisis
de estabilidad, necesarios para demostrar el Teorema de equivalencia de Lax, aplicados al
esquema de Preissmann.

3.2.2. ANALISIS DE CONSISTENCIA NUMERICA

Este analisis evalla las propiedades y los alcances del método de discretizacion (esquema de
Preissmann) aplicado al sistema de ecuaciones de Saint-Venant.

A partir del sistema discreto de las ecuaciones de Saint-Venant (3.17) y (3.18), en estas
ecuaciones las variables dependientes A}, Ui solo tienen valores en la posicion x;, t,.
Entonces es necesario proponer una funcién polinomial que pase por cada punto de
discretizacion del espacio, por lo tanto, A(x;,t,) = A}, U(xj,t,) = U], y estas funciones
polinomiales tienen un grado de continuidad f € C™, por lo que es permisible aplicar una
expansion en serie de Taylor de grado n.
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De acuerdo a lo anterior se propone aplicar una expansion en serie de Taylor para cada punto
del esquema de Preissmann (Figura 14); F(x;, tp41), F(Xj41, tns1), F(xj, t0), F(xj11, tn)
(véase ANEXO B).

Entonces, la consistencia numeérica de la derivada temporal (3.14), la derivada espacial (3.15)
y los términos adicionales (3.16) del esquema de Preissmann se determinarén sustituyendo
las expansiones en serie de Taylor (Aguilar, 2002).

Derivadas temporales

of (1-26) Y(1-) 1— 36 — 362

= fi + 5 Atfe + 3 AX?fpe + 30 At? frre + 0(Ax3,At3)  (3.24)

Derivadas espaciales

0 1-2¥ 1-3¥ —3yp? 0(1—-106
% =fet %Axfxx T %Atzfm +0(Ax% A7) (3.25)

Términos adicionales

w(1-y) (1-6)

0
f=f+ Tszfxx +— At?f,e + 0(Ax3, At?) (3.26)

Para facilitar el analisis de consistencia se consider0 la siguiente notacion:

of _ of _ 9*f _ 9*f _ a*f —E
" - ’ A, — 1ty 3.0 - ’ .0 — 1ttty ) - ’
ox X]',tn x at x]',tn ox? Xj,tn > at? Xj,tn ox3 x]',tn xx
a3f —F 93f _ a3f —F

at3 Xjtn tttr  5x9t2 Xjtn xtt» 9x29t Xjtn xxt-

Sustituyendo las ecuaciones (3.24)-(3.26) al sistema de ecuaciones de Saint-Venant (3.4) y
(3.7), se tiene:

Ecuacion de conservacion de masa

(1-20) Ya-v) 1-360-36>
(A, U;x,t) = A, o Athy o AP A+ ——— A Ay,
y(1-y 0(1—6 11 1-2y
+ 1A+ %sz xx T %AtzAtt Ux + %Axex
1-39 —392 o1-6) , |
t MU — 5 AU (3.27)
y1-y 6(1—6 1-2y
+ |U +%AX2UXX + %AtzUﬁ Ax + %AxAxx
1 -3y — 3?2 0(1—6
TszAxxx — %Atmm + 0(Ax3,At3)
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Ecuacion de cantidad de movimiento

(1-26) Ya-v 1-36-30%
m(4,U;x,t) = U, +TAtUtt +TAx Uy +T t2 Uy
p-9) o(1 — , (1-29)
+ U+TAx Uxx+TAt U || U, +TA Uy
1—-3y¥ —3y? 9(1—9)
+TAx2Uxxx - 3, ZUxtt]
1 vQ-v) 1 9(1—9) H
P A S W (_) A
g _B 2 B XX tt
(1-2¥) 1-3Y¥ — 3!1/2 ( -0) 3.28
+ TAxAxx + TszAxxx — TAtZAm (3.28)
dydby w1 -¥)  dydb 6(1—-6)  (dydb
t9g <6b dx) t (%a)xx tep A (%a)”
dydky Y-y dy dk 0(1—6 dy dk
<_y_) + ¥Ax2 <_y_> + ¥At2 <_y_>
ok dx 2 Ok dx/ .y 2 Ok dx/
Y(1l-9) 9)
+ (S —S,) +TAx2(sf So),, T ——5——Bt%(Sr = o), ]

+ 0(Ax3,At?)

El desarrollo completo de la consistencia numérica aplicado al sistema de ecuaciones de
Saint-Venant se muestra en el ANEXO C.

Demostracion:

La aplicacion del esquema de Preissmann en el sistema de ecuaciones de Saint-Venant es
consistente numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un refinamiento de la malla
de forma que Ax, At — 0.

Entonces en el ANEXO C se demuestra que:

|L(A,U;x,t) —€(A,U;x,t)|| » 0 cuando Ax,At - 0
(3.29)
|MA,U;x,t) —m(A U;x,t)|| > 0 cuando Ax,At - 0
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3.2.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD NUMERICA

La estabilidad de una aproximacion numérica no tiene relacién con las ecuaciones
diferenciales parciales, sino con los problemas de aproximacion que pueden presentarse al
realizar operaciones aritméticas para resolver las ecuaciones de diferencias finitas.

Para evaluar el comportamiento de la estabilidad del esquema continuo y discreto se utilizara
el método de Fourier continuo y discreto respectivamente (Abbott, 1979). Para emplear este
método es necesario que las ecuaciones de Saint-Venant conformen un sistema linealizado
(J. Fletcher, 1990), y a este sistema se aplicaran las expansiones de Fourier para determinar
las condiciones de estabilidad del sistema continuo y discreto.

Para realizar la linealizacién de las ecuaciones de Saint-Venant, es necesario aplicar un
método de analisis perturbatorio y de localizacion (Aguilar, 2002).

3.2.3.1. CONSTRUCCION DEL SISTEMA PERTURBADO

En este andlisis se determinaréa la propagacién de perturbaciones, introduciendo una pequefia
perturbacion que actua sobre las variables dependientes de area y velocidad del sistema de
ecuaciones de Saint-Venant conservativas (ecuaciones (3.4) y (3.7)), entonces las ecuaciones
perturbatorias se expresan de la forma siguiente:

A=A+a ; Al > lall (3.30)

U=U+u ; WU > |lull (3.31)

Donde A y U son las soluciones de referencia que tienen una variacion suave o de baja
frecuencia dentro del dominio de solucién (véase Figura 16.b), y a y u son pequefias
perturbaciones que acttan sobre los valores de referencia que tienen una variacién brusca o
de frecuencia alta (véase Figura 16.c).
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Perfil de flujo

\\ «
b) 0

Figura 16. a) Perfil de flujo normalizado. b) Problema de escala grande. c) Problema de escala
pequefia.

Sustituyendo las ecuaciones (3.30) y (3.31) en el sistema de ecuaciones de Saint-Venant
(ecuaciones (3.4) y (3.7)), tenemos que:

(A +a)
at

a0 +u) _ d(A+a)
ox -

+ (U +u) 0 (3.32)

LA+ a,U+u) = +(A+a)

MA+a, U+
_0U+w o +u) go(A+a)
== TUtW G o (3.33)

(M@_{_M%) -|-g(5f(/f+ a,l_l+u) _So) =0

ob dx ok dx
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Desarrollando las ecuaciones anteriores, obtenemos:
Ecuacioén de conservacion de masa

M+A6U+_6A+a + (A + + (U + a+ aU+ M—o (3.34)
a4 a—a(“)—(“)—“a“a— '

Debido a que la ecuacion de cantidad de movimiento tiene términos no lineales y términos
que tienen una dependencia con respecto a las dos variables de referencia de area y velocidad.
Entonces se aplica una expansion en serie de Frechét-Taylor, como se muestra a
continuacion:

dy(4)

yA+a)=yA) +a ol +0(llall®

donde 2| =1 entonces
0A 11 B
— — a
YA +a) = y(A) + =+ 0(llall?) (339
Sustituyendo la ecuacion (3.35), en los términos ay(;bm) y ay?;a), se obtieme
dy(A + a) ay(A) 1da
= 3.36
ab b Tgap T OUlel® (3:36)
dy(A+a) dy(A)
= - 3.37
ok ok +Bak+0(”a” ) (3:37)
Ademaés
_ _ - dSc(A, U dS-(A,U
Sp(A+a,U+u) =S(4,U) +aL uL o[(llall, llul)?]
0A o au _
AU AU
Utilizando una forma méas compacta de la ecuacion anterior
Se(A+a,U+u) =S+ aSe, +uSs, + O[(llall + [lul)?] (3.38)
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donde
s 0w _ 4 q1 1dP
'4="%9a |.._ 37|A BPdy (3:39)
AU
_ 9Sr(A,U) 2S¢
S = = —
f (3.40)
u ou iv U
- n?|lU|U
F =75 (3.41)

Finalmente, la ecuacion de cantidad de movimiento se puede escribir de la forma siguiente

0y db aydk) +9(S; — 5)+ +(U+u)_
(3.42)

0U , -0U  goA (
ot "V ox TEox " 9\ovax Tk dx
au gaa g (0adb aadk
( ) + g(anA + quU)

+u—+=
“ax " Box abdx ok dx
+O0[(lall + llul)? ]
Dado que A y U representan las soluciones de referencia, entonces
d0A _oU _0A
i A—4+0= 3.43
A+ U—=0 (3.43)
ou _oU gc’)A oydb 0dydk
— = 3.44
ac "o Bax+g(abdx c’)kdx)+g(sf S0) =0 (3:44)
Eliminando la condicion de referencia (ecuaciones (3.43) y (3.44)) de las ecuaciones de
conservacion de masa (3.34) y cantidad de movimiento (3.42), obtenemos un sistema de
ecuaciones que describe el comportamiento de las perturbaciones, entonces:
da da ou 0A
—+(A+a)—+(U+u)—+a—+u—=0 (3.45)
ot ox ox

6u+(U+ Y, oU g0a+g(6adb aadk)_l_ ( 5 +us )
ot Wt ¥ ax Y 5ox T8\onax " akdx) TI\@rat Wry (3.46)
+ o[(llall + llul)?] =
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3.2.3.2. ANALISIS DE LOCALIZACION

Para el analisis de localizacion sobre un punto arbitrario, se deduce que para las variables de
referencia tienen un comportamiento suave o casi nula, y que las variables de perturbacion
tienen un comportamiento rapido o de gran variabilidad. Considerando esto, se dice que las
variables de referencia pueden ser localizadas y las variables de perturbacion no pueden ser
localizadas.

. . au . . .
Para las variables de escala grande, por ejemplo Pl 0, debido a que el flujo se considera

que tiende a ser paralelo a la plantilla del fondo del canal (véase Figura 16.a), entonces se
puede decir que no existen variaciones en el nivel del flujo a lo largo del eje horizontal y por
lo consiguiente, las variaciones del area y la velocidad de referencia son nulas.

‘ . . . . 0 e
En el caso de los términos no lineales de las perturbaciones, por ejemplo ua—z = 0si ||[A]l »

|lal|, entonces la magnitud de los términos no lineales es 0(a?). Entonces para los términos
de orden uno de la ecuacion perturbada (3.45) y (3.46).

Conservacion de masa

90 a2y, 2= (3.47)
at " %ax  Cax '

Cantidad de movimiento

6u+U6u g da g(aadb_l_aadk
ot © obdx 0kdx

&4_3_0&-‘_ Bo ) +g (anAo +quUo) =0 (3'48)

El sistema de ecuaciones anterior es un problema lineal de valor inicial puro bien planteado
y de coeficientes constantes para un espacio de solucion x € (—o, ) (Aldama & Aguilar,
1996).

La ecuacidn (3.48) también se puede escribir de la forma siguiente:

ou du g da g((’)adb dadk

Ut et (Gt ) + g(aF, +uFy) =0 (3.49)

donde

4 11 1 dPo]

Fi=S, =—=5 |—~—
t e ola, B,P, dy

. (3.50)
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R (3.51)
2 = °fy, — U, .
n?|U,|U
Sf, = —; :/lg : (3.52)
0]
da 0 _ . P
%z%[by+ky]=y (3.53)
da 0
Ik = Ik [ by + kyz] = yZ (3.54)

Las ecuaciones (3.53) y (3.54), fueron obtenidas en la condicion inicial (ecuaciones (2.58) y
(2.59)) respectivamente.

Donde a(x, t) es el area mojada, u(x, t) la velocidad como variables dependientes y y(x, t)
es el tirante perturbado; x,t distancia y tiempo respectivamente como variables
independientes; A,, el area media; U, la velocidad media.

3.2.3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA CONTINUO

Las ecuaciones linealizadas obtenidas de conservacion de masa (3.47) y cantidad de
movimiento (3.49) pueden ser solucionadas por medio de una expansion en serie de Fourier
continua para las variables dependientes:

a(x, t) = geltkx-ot) (3.55)

u(x, t) = fielkx—wt) (3.56)

donde &, 1 es la amplitud de la variable, k es el nimero de onda y w la frecuencia, aplicado
a un modo arbitrario de Fourier. Sustituyendo las ecuaciones (3.55) y (3.66) en el sistema de
ecuaciones (3.47) y (3.49) se tiene:

Ecuacioén de conservacion de masa

elkx=0D[gy — A, 0k — U,dk] = 0 (3.57)
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Ecuacion de cantidad de movimiento

. db dk
itke-o0) [50 —vak -9 & AF. + 1 ] i(-_ -z_):
e lw — U,k B, ak + g(aF, + uF,)| + B Yoy +y Tx 0 (3.58)

Agrupando las ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de movimiento en forma
matricial se tiene:

w—U,k —Ayk 0

plilkx—wt) g = (3.59)
_Eok+gF1 w—Uyk + gF,

Q

>
|
=

donde g = Bio(yg—f; +y45

Entonces el sistema de ecuaciones (3.59) tendra una solucion diferente a la trivial, si y solo
si el determinante de la matriz de coeficientes es nulo, esto es:

w2 + w(=2Uk + gFy) + Uyk(U,k — gF,) + Agk (—Bik + gFl) +B=0 (360)
o

Entonces la solucién a la ecuacién anterior es:

—B , VBZ—4AC

—— (3.61)
24— 24

w

La ecuacidn anterior representa la relacion de dispersion continua (Abbott, 1979; Morton &
Mayers, 2005).

donde
A=1 (3.62)
B = -2U,k + gF, (3.63)
C= Uok(Uok_gFZ)+Aok(_B£k+gF1)+,B (3.64)
o
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3.2.3.4. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA DISCRETO

Aplicando el método de discretizacion de Preissmann en el sistema de ecuaciones
localizadas, y sustituyendo los operadores de derivada temporal, espacial y de términos
adicionales, ecuaciones (3.14)-(3.16), el sistema de ecuaciones se convierte en un sistema de
ecuaciones discretas en diferencias finitas lineal de coeficientes constantes como se muestra
a continuacion:

QB (- o) + 2 (@ - )
+ 4, [“A—m( W = ”)+—( - ““)l (3.65)
0, [ A2 =)+ gt - ) o
% Wt —ut) + (“}ff ~Ui)
0[S ) g gt = )|
D gy (it - T’“)] (266)

+gFR{(1-0)[1-W)al + ¥a],, ]| +6[(1 —¥)a*! + wal]}
+gFR{(1-0)[A - ¥} + ¥ult, | +6[(1 - l,v)un+1 + wuit}

+g(db+ dk) 0
B, Vax Y ax

Dado que el sistema es lineal de coeficientes constantes, entonces este sistema se puede
solucionar aplicando una expansion en serie discreta de Fourier (Aldama & Aguilar, 1996),
por lo que las componentes discretas de Fourier para las variables de perturbacion son las
siguientes:

al = a(jAx,nAt;m) = a(k)ppe™t* (3.67)

w! = u(jAx,nAt; m) = (k) ppeiox (3.68)

donde pj},, es el factor de amplificacion del m — ésimo modo de Fourier y k es el niUmero
de onda.
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Sustituyendo los componentes de Fourier, para un nodo arbitrario de Fourier en el sistema de
ecuaciones (3.65) y (3.66), se tiene que:

o 1-v) v
n,ikjAx ) 5 ikAx (. _
p'e {a [ . (p—1)+ . e (p—1)

+ Aol l% (e™ A — 1) + Aix p(etkax — 1)] (3.69)
+U,a %(e“ﬂx -1) +Aixp(eikAx - 1)]} =0
preikidx {ﬁ [(1 ;tgu) (p—1)+ AzteikAx(p _ 1)]
LU, [(1A—x€) (efkor — 1) %p(eilmx _ 1)]
n B%a %(eikm —1)+ ﬁp(eumx _ 1)] 370)

+ gFld{(l — 9)[(1 )+ lyeikAx] + 9[(1 —W)p + lppeikAx]}
+ ngﬁ{(l — 9)[(1 -P)+ lpeikAx] 4+ 9[(1 —P)p + lppeikAx]}}

+g(db+ 2dk>—0
B, ydx ydx B

Considerando una forma alternativa de representar los términos exponenciales, tal que:

e*8x = cos(kAx) + isen(kAx) (3.7)
Sea c = cos(kAx), s = sen(kAx), A = At/Ax

Multiplicando el sistema de ecuaciones (3.69) y (3.70) por At, obteniendo

Ecuacioén de conservacion de masa

prekit{q(p — 1)[(1 —Y) + q]eikAx] + A a(e™** — 1)[A(1 — 0) + 20p]

+ a(e™ ™ —1)[Cr(1—6) + Crop]} = 0 (3.72)
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Ecuacion de cantidad de movimiento

pre it Ial(1— W) (p — 1) + Welk™(p — 1)]
+ U,ti[A(1 — 6)(e™™* — 1) + 20p(e' > — 1)]
+2-a[A(1 = 0)(e™% — 1) + 20p (e — 1)]
+ AtgFa{(1 - 0)[(1 — W) + Welkt¥] (3.73)

+60[(1 - ¥)p + Ppe'ki*]}
+ AtgFa{(1 — 0)[(1 — W) + welkix]

. g ( db dk
ol(1 - Wpelkdx At—( — 2—)zo
+60[(1 —¥)p + Wpe ]}}Jr 5Vt o
donde Cr es el nimero de Courant®.
Cr=U, (3.74)
r=1U, Ax .

Aplicando la ecuacién (3.71) a las ecuaciones (3.72) y (3.73) y simplificando, tenemos:

pretitfaf(c +is — D[W(p—1) + Cr(1—6) + Crop] + (p — 1)}

+a{(c+is— D[A4,(1 -0 +6p)]}} =0 (3.75)

pheikidx {a{Bi [A(1—6)(c+is—1) + A8p(c + is — 1)]
o

+ AtgFl[(l -1 +¥(c+is—1D]+0[p+W¥p(c+is— 1)]]}

+af[(p - D[1+¥(c +is — D]] (3.76)
+ U,JA(1—-0)(c+is—1)+ A0p(c +is — 1)]
+ AtgF,[(1—0)[1+ ¥(c +is — 1)]

, g ( db de)_
+0[p+¥p(c+is 1)]]}}+AtBo(ydx+y P =0

Para facilitar el calculo, se considerara la siguiente notacion:

a=c+is—1 (3.77)

3 El nimero de Courant, también llamado nimero de Courant, Friedrichs y Lewy (CFL) en honor a Richard
Courant, Kurt Friedrichs y Hans Lewy (Courant, Friedrichs, & Lewy, 1928).

48



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

B=Ab£0£é+ﬁgg (3.78)
B, \” dx dx
§=1+%a (3.79)
i = AtgF, (3.80)
& = AtgF, (3.81)

Entonces, aplicando la notacion anterior (3.77)-(3.81) a las ecuaciones (3.75) y (3.76), se obtiene

pre it afa[¥(p — 1) + Cr(1 —0) + Crop] + (p — 1)}

+ 2{a[14,(1— 6 +6p)]}} = 0 (3.82)

pletkirx {d {Bi [Aa(1—6 +6p)] +p[6(1—6+ Hp)]}
° (3.83)
+a{(p—1)5 + Uy[a(A — 216 + 16p)] + E[6(1 — 0 + 9,0)]}} +B=0

En forma matricial las ecuaciones (3.82) y (3.83) se representa de la forma siguiente:

[a[‘l’(p - 1) +cr(1-106) + Crop] + a[24,(1 -0+ 6p)]

(p-1)

lraq po
prelkinx g = (3.84)
o [2a(1 -6+ 6p)] + (p —1)6 + U, [a(2— 26 + 26p)] +‘ l J llj

u[s(1 -6+ 6p)] g[6(1 -6 +6p)]

Entonces calculando el determinante de la matriz de coeficientes e igualando a cero.

falP(e—-—1)+Cr(1—-6)+Cropl+p—1H(p— 1S + U,[a(A — 16 + 16p)]
+E[6(1 -0+ 6p)]}

_{gﬁmﬂ—9+wm+uMU—6+WMhﬂM%ﬂ_g+wm} (3.85)

+B8=0

Simplificando la ecuacién anterior, obtenemos:

p2(tQ—1n0) + p(cNI+ QL —n® — o) + XN —ed + L =0 (3.86)
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Se utilizo la siguiente notacion para facilitar operaciones:

T=a¥ +alCrf +1 (3.87)
Y=aCr(1-0)—a¥ -1 (3.88)
Q=8+U,all + &66 (3.89)
M=U,ad(1—0)—5+&5(1—6) (3.90)
g
n= B—)la@ + uédo (3.91)
o]
g
&= B—/la(l —0)+us(1-06) (3.92)
o
o = aif (3.93)
® =al(1—-0)4, (3.94)

La solucién a la ecuacion (3.86) es:

-B + VB? — 4AC

= (3.95)
24— 24

p

La ecuacion anterior representa la relacion de dispersion discreta del esquema de Preissmann,
donde

A=1Q0—no (3.96)
B=1tl1+QY—n® —¢o (3.97)
C=3Xl—ed+p (3.98)

Aplicando la condicion de estabilidad critica para |p] < 1 en la relacion de dispersion
(ecuacion (3.95)).

—B VB?%—-4AC
+T——| <1

lpl = |=—

3.99
2A — 24 (3.99)

La ecuacion anterior indica la condicién de estabilidad limite del esquema de Preissmann,
aplicado al sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version diferencial.
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La condicion de estabilidad limite para los factores de peso en el espacio W € [0,1] y en el

tiempo 6 € [0,1], y el nimero de Courant. De acuerdo con Lyn y Goodwin en (1987) para
problemas homogéneos es:

2 3 1) - (3.100)
Cr +(0 2 =0

La expresion anterior se puede expresar mediante el siguiente esquema (Lyn & Goodwin,
1987).

1
1
(v—3) 1 1
Cr = W==—4+Cr|=——06
1_g 2 2
2
Condicionalmente Incondicionalmente
estable estable
g 050
1
1 1 (v-3)
V-4 (Cr|=-——208 Cr = —==
2 2 1 -9
2
Incondicionalmente Condicionalmente
estable estable
)]
0 0.50 1
W

Figura 17. Regiones de estabilidad en el plano ¥ — 6, para Cr > 0.

3.2.35. RETRATOS DE AMPLITUD

Los retratos de amplitud permiten examinar de manera visual la condicion de estabilidad
limite del esquema |p| < 1y se obtienen al graficar el modulo de la relacién de dispersion
discreta (3.99) en funcion de la longitud de onda kAx (Morton & Mayers, 2005).
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Para el calculo y la graficacion de los retratos de amplitud de la relacion de dispersion
numerica del esquema de Preissmann (ecuacion (3.99)) se propondran diferentes nimeros de
Courant (vease Tabla 2), asi como para los factores de peso temporal 8 = 0.60 y espacial
Y = 0.50. Las condiciones de flujo se definiran para dos valores de la pendiente del fondo
del canal, por lo que se evaluaran escenarios con flujo subcritico (Sbl) y con flujo
supercritico (Sb2). Asi mismo, se evaluaran para los casos de reduccion y ampliacion suave
de la conduccidn para los dos tipos de regimenes de flujo.

Tabla 2 Valores de nimeros de Courant

NUmero de Courant
0.001 001 10 50 10.0 20.0 30.0

En la tabla siguiente se muestran las condiciones topolégicas que se utilizaran para el caso
de reduccién y ampliacion suave, asi como para un régimen de flujo subcritico y supercritico.

Tabla 3. Condiciones topolodgicas generales

Parametro Unidades  Valor
Gasto m3/s 300
Rugosidad de Manning [n] Adim. 0.014
Longitud del canal [L] m 2000
Discretizacion espacial [AX] m 0.1

A continuacién, se muestran los valores geométricos de la conduccion para el caso de una
reduccion suave para un régimen de flujo subcritico y supercritico.

Tabla 4. Datos generales de la seccion (reduccion suave, flujo subcritico y supercritico)

Pardmetro Unidades  Valor
Ancho de la base del canal en el tramo inicial [b1] m 70
Ancho de la base del canal en el tramo final [b2] m 50
Talud de la pared del canal en el tramo inicial [k1] Adim. 4.0
Talud de la pared del canal en el tramo final [k2] Adim. 1.0
Condicion Subcritica
Pendiente del canal [Sb1] Adim. 0.0001
Tirante normal [y,,] m 2.8299
Tirante critico [y,] m 1.2038
Numero de Froude [Fr] Adim. 0.2641
Condicion Supercritica

Pendiente del canal [Sb2] Adim. 0.01
Tirante normal [y,,] m 0.7303
Tirante critico [y,] m 1.2038
Numero de Froude [Fr] Adim. 2.1466
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Figura 18. Retrato de amplitud, reduccion suave y régimen de flujo subcritico.
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Figura 19. Retrato de amplitud, reduccion suave y régimen de flujo supercritico.
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En la tabla siguiente se muestran los valores geométricos de la conduccion para el caso de
una ampliacién suave para un régimen de flujo subcritico y supercritico.

Tabla 5. Datos generales de la seccion (ampliacidn suave, flujo subcritico y supercritico)

Parametro Unidades  Valor
Ancho de la base del canal en el tramo inicial [b1] m 50
Ancho de la base del canal en el tramo final [b2] m 70
Talud de la pared del canal en el tramo inicial [k1] Adim. 1.0
Talud de la pared del canal en el tramo final [k2] Adim. 4.0
Condicion Subcritica
Pendiente del canal [Sb1] Adim. 0.0001
Tirante normal [y,,] m 3.6022
Tirante critico [y,] m 1.5266
Numero de Froude [Fr] Adim. 0.2700
Condicion Supercritica
Pendiente del canal [Sb2] Adim. 0.01
Tirante normal [y,,] m 0.9025
Tirante critico [y.] m 1.5266
Numero de Froude [Fr] Adim. 2.2141
12 T T L T T LA L L | T T LA L L L |
1.1 F .
=
S 1
]
@
@
T 09F .
[}
©
5
S i 0.001
K081 | —— o001
(14 1
— 5
0.7 | == 10 4
20
— 30
0.6 i S I
1073 1072 107" 100
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Figura 20. Retrato de amplitud, ampliacion suave y régimen de flujo subcritico.
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Figura 21. Retrato de amplitud, ampliacion suave y régimen de flujo supercritico.

Para analizar los retratos de amplitud realizadas, se dice que un esquema es libre de
disipacion para cualquier longitud de onda cuando el factor de amplificacion |p| = 1, para
valores mayores a la unidad |p| > 1 la amplitud de las ondas incrementan en el tiempo
(inestabilidad numeérica), mientras que para valores menores a la unidad |p| < 1 las ondas se
amortiguan (Szymkiewicz, 2010). De acuerdo a esto, se concluye que el esquema de
Preissmann resulta ser estable para los valores de los coeficientes de peso espacial y temporal

1 1 . - , . - g
Y= 5y 0> S Y para diferentes numeros de Courant, asi como para cualquier condicion de

flujo (subcritico y supercritico) y para cualquier tipo de transicion, tales como reduccion y
ampliacién suave.

3.2.3.6. RETRATOS DE FASE

Los modelos numéricos al ser aproximaciones a las soluciones exactas, pueden generar que
las ondas de propagacion discretas sean diferentes a las continuas. La forma de cuantificar
estas diferencias en la propagacion se realiza mediante la estimacion de las relaciones de
fase, que consideran los cambios en la propagacion de las ondas, entre el sistema continuo
(3.61) y el discreto (3.99).
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Del analisis de estabilidad con el método de Fourier se tiene que el factor de amplificacion
es:

py = e twhAt (3.101)

Sustituyendo la relacion de dispersion continua (3.61) en (3.101) se obtiene:

(3.102)

- 2_ - -9
_i{—(—2U0k+ng)L\/( 2Uok+gFy)?~4|Uok (Uok—gF2)+Aok(~ -k +gFy ) +B }At
2 - 2

Pcont = €

Por lo tanto, la fase del sistema continuo resulta:

Peone = arg(p,,,.) (3.103)

Para determinar la fase del sistema discreto se calcula el argumento de la relacion de
dispersién discreta obtenida (ecuacion (3.99)), entonces:

Paise = arg(p ;) (3.104)

Para analizar los retratos de fase, se dice que el esquema numérico es libre de dispersion en
la propagacion de las ondas, si para cualquier componente de Fourier, el angulo ¢ ;s €S
constante, en caso contrario el esquema es dispersivo (Szymkiewicz, 2010).

Entonces al comparar las ecuaciones (3.103) y (3.104) en funcion de la longitud de onda para
diferentes condiciones de flujo y ndmeros de Courant, se obtienen los retratos de fase
mediante la siguiente relacion:

b= |¢cont| - |¢di5c| (3.105)

Los datos utilizados para graficar los retratos de fase, son similares a los que se emplearon
para la graficacion de los retratos de amplitud para el caso de reduccion suave (Tabla 4) y
ampliacién suave (Tabla 5) para el caso de un canal con seccidn trapezoidal.

De acuerdo a los resultados mostrados en los retratos de fase (Figura 22 - Figura 25), se
determina que el esquema de Preissmann sobre el sistema de ecuaciones de Saint-Venant es
libre de dispersion numérica para nimeros de Courant pequefios Cr ~ 0.
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Figura 22. Retrato de fase, reduccién suave y régimen de flujo subcritico.
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Figura 23. Retrato de fase, reduccion suave y régimen de flujo supercritico.
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Figura 24. Retrato de fase, ampliacidn suave y régimen de flujo subcritico.
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Figura 25. Retrato de fase, ampliacion suave y régimen de flujo supercritico.
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3.3. PROGRAMACION DEL ESQUEMA CON EL METODO DE PICARD

De acuerdo al resultado obtenido del analisis de convergencia aplicado al sistema de
ecuaciones de Saint-Venant, se demostrd que el esquema es consistente y ademas estable
numéricamente. Sin embargo, al aplicar el método de diferencias finitas con el esquema de
Preissmann al problema original de ecuaciones diferenciales parciales no lineales se obtiene
un sistema de ecuaciones algebraicas que también son no lineales; esto implica que para
solucionar este problema es necesario emplear un algoritmo iterativo sobre los términos no
lineales (Paniconi, et al., 1991; Aguilar, 2002).

En este subcapitulo se construiré el algoritmo que permita generar el cédigo de programacion
del esquema en diferencias finitas de Preissmann, aplicado al sistema de ecuaciones de Saint-
Venant conservativas en su version diferencial (ecuaciones (3.17) y (3.18)), y como primer
caso se utilizara el método de Picard.

Para su programacion se propone separar los términos que producen la no linealidad,
indicando la iteracion en que son resueltos y diferencidndolos con el subindice m
(Szymkiewicz, 2010). Con lo anterior, las ecuaciones de conservacion de masa (3.17) y
cantidad de movimiento (3.18) se pueden escribir de la forma siguiente:

1-¥
( ) (A;-H'l’mﬂ _ A]”) +— o (An+1 mHl g +1)

1l (1 B 9) un . — Un 7 Un+1 m+1 Un+1,m+1
+ 11y, —( Ty = Uj )+ (U ; ) (3.106)
+ sz [( (A]n+1 _ An) + _(A}'l-:'ll ;m+1 A}l+1,m+1):| — 0

1-¥) (an+1,m+1 _ an) +

m Un+1 m+1 U? +1)

At( j+1

1-6
+ H3j I:% (Ujr_li_l — an) + A_ (U]i“'ll m+1 .n+1,m+1)]

j+1

(1_9) 0 +1,m+1 +1,m+1
+n4j[—Ax (Afsr = AF) + - (A5 — 47

+ 1, {(1-0)[1 -Y)U +¥U],]
+ 9[(1 [{,)Un+1,m+1 + ’I’Un+1 m+1]}

Jj+1

safo-ofon@) Gy |

+8 [(1 — ) (gi)n Y (g_ixﬂ i ]}{%}
N {(1 _9) [(1 = 'P) Z ) +¥ (ZD,H]

ay n+1,m+1 ay n+1,m+1 dk
+9[<1‘“”><ak) ”’(a).l ]}{a}‘50>:°
j+
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donde
M= (1-60)[(1-WA} + WA, | +6[(A —¥)AT™ + wAr ™ (3.108)
;= (1-0)[(1 -V + YU}, | +6[A —¥)u ™ + wul ™ (3.109)
;= (1—-60)[(1-VIU! + PUL, | + 6] —¥)UM™ + WUl (3.110)
gy" g\"

M, =(1-8) l(1 — ) (g)]_ + (E),-+1l

g n+im g n+im (3'111)
+6 [(1 —p) (E),- +y (E),-+1 l
2 n 2 n
gn-|U| gn“|U|
Ms; =(1-6)|(1-¥) <—R4/3 ) + lp( TE
j j+1
3.112
gnZIUI n+im gnZIUI n+im ( )
+0|(1 =¥ "% Y\ g
j j+1

En el sistema de ecuaciones (3.106) y (3.107) tienen términos que solo estan en funcion de
la iteracion m + 1, y los términos I1;, I1,, I3, I1, y I15 se evaldan en la iteracion m.

Para la solucion de este sistema de ecuaciones es necesario dar un valor a las variables
dependientes para la iteracion m y evaluar los términos I14, I1,, I3, I, y 5. Para la primera
iteracion se proponen los valores en el tiempo n, y en los casos siguientes el resultado que se
tenga para la iteracion m + 1, una vez conocidos los términos no lineales I1,, I1,, I3, I, y
;.

Entonces, el sistema de ecuaciones (3.106) y (3.107) se convierte en un problema lineal, por
lo que es necesario satisfacer un criterio de convergencia para el sistema de ecuaciones de
Saint-Venant, y la forma para evaluar el error en la convergencia no lineal para los términos
dependientes es (Szymkiewicz, 2010):

|AnFTLmAL _ gntim| < o (3.113)

”Un+1,m+1 _ Un+1,m” < £, (3_114)

donde A™*tm y yntlm son los vectores de valores del area y de la velocidad
respectivamente dentro del espacio de solucién Q(xj,tn), £, Y&, €S una tolerancia en la
convergencia del area y la velocidad respectivamente.
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Para facilitar el manejo de las ecuaciones de conservacion de masa (3.106) y cantidad de
movimiento (3.107), se propone agrupar los términos en funcién de las variables para el
instante n + 1y la iteracion m + 1, de la forma siguiente:

7] 1-v) 0 0
n+1m+1 n n+lm+1 n+1l,m+1
Ui - g+ 4 [ ac T El U my g ]
' 0
Ar'1+1,m+1[ I, : ]

A AT T Ay (3.115)

_(1—'{’)An WA” 1 (1-06) um _ yn

=T At mAe T (0 - U
(1-06)

+ [Ty —— (4} = 4}

n+1,m+1 (1 B l‘U) 0 n+1,m+1 0
U l ar Moy g+ Mss00L =) 4 A7 [y ]
4 7] 7]

+1m+1 +1,m+1

* l(’ m) [t Py ”51(9"”] +)A?+1 " | )

1-v U4 1-6

= Ta U e Ut g (U - U
(1-06)

+ aj—— (47 = 4}41)

—I4(1-01-vur+vur

5]{( )[( ) Jj n ]+1]} (3.116)

—g ({(1 —6) l(l - (Z_Z)j Y (Z_z);l

n+im+1 n+im+1
dy

+6 l(1 — ) (%)]_ +w (%’)m

+ {(1 _9) [(1 _y) (g—i)j " G_i);l

n+im+1 n+ilm+1

vola-n(@) @), -

i

El sistema de ecuaciones (3.115) y (3.116) se puede escribir también de la siguiente forma:

n+1i1m+1 n+1 m+1 n+1,m+1 n+lm+1 _ n
n+1,m+1 n+1,m+1 n+im+1 n+im+1 _ n
a,U; + by A; + Uy +dy A5 = ey; (3.118)
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donde
0
(1-v) 0
0
c; =11, iy (3.121)
d P +1I o (3.122)
17 AT T Ax '
1-¥) (1-6) (1-6)
e =—— A+ A]”H + 1= (U] = Ufk) + Ty —— (4] - Afy,)  (3.123)
1-9) 0
ay = — —173]-A—x+175j9(1—lp) (3.124)
]
' ]
]
d, = H‘”H (3.127)
1-%) 17 (1-0) (1-0)
e =—7 Ut + EU]}F1 + ngT(U." - Ul + 174]-A—(A;l - A%y)

- II{(1 - 9)[(1 —¥U + YU, [}

oolan(Zi 2 |

+ 9 (1 IIU) (ay>n+1,m+1 + lll<a_y>n+1m+1 {@} (3128)
ob 9b/ ;1 dx

+{(1_9) [(1—‘1') g ) +l]l<gi)]+1]

ay n+1,m+1 ay n+1m+17 dk
+O1a =% (ak> ”’(ﬁ)m _}{5}—&))

El sistema de ecuaciones constituye un problema bien planteado de valor inicial y de valores
en la frontera que esta sujeto a las condiciones iniciales A(y(x),0) =A0(y(x)) y
U(Q(x),0) = Uy(Q(x)) y las condiciones de frontera se definen para:
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Condicion de frontera aguas arriba

U(Q(0), ) = g(tn+1) ; t>0 (3.129)
Condicion de frontera aguas abajo
Aly(L),t) = f(tn+1) ; t>0 (3.130)

La forma de evaluar las condiciones de frontera fueron establecidas en el capitulo 2.3.

Tomando en cuenta las condiciones de frontera (3.129) y (3.130) en las ecuaciones (3.117) y
(3.118), donde en este sistema de ecuaciones se conoce el valor de la velocidad en la frontera
aguas arriba (primer nodo) y el valor del area en la frontera aguas abajo (ultimo nodo);por lo
tanto, se sustituye U = g(t,41) Y A}’“ = f(tn+1), por lo que el sistema de ecuaciones

(3.117) y (3.118) es aplicado sobre todos los nodos del dominio de solucion Q(xj, t,), para

un flujo subcritico se puede expresar en forma de una matriz pentadiagonal como se muestra
a continuacion:

by
bay
0

Al
Uy
Ay
Us

n+1m+1

er1 — a1 g(tnss)
e21 — a219(tn+1)
€12

€22

- (3.131)

0 g1 byjjos erjja dijj— A, e1j-1
@ajj-1 Dajjoy Cojjm1 dajy—r 0 Upy €2jj-1
0  ayj; by

Ji i iJ Ay eyj; — agjif (tper)

0 azjj  bajj ez U,

ey — dajif (tny)

El sistema matricial (3.131) se tiene que jj = /] — 1, donde jj es el nimero de ecuaciones que
es necesario plantear para solucionar el problema.

El sistema se puede escribir como:

A Kn+1,m+1 — E (3132)
y conforma la solucién para la iteracion (m + 1), se tiene que:
J - xn+im+1 — A—(n+1,m) . B(n+1,m) (3.133)

La solucién para un tiempo se encuentra cuando la diferencia entre A7+1m+1 y An+1m egtg
dentro de un error permitido.
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3.4. PROGRAMACION DEL ESQUEMA CON EL METODO DE NEWTON
RAPHSON

En el apartado anterior en la construccion de la aproximacion sobre los términos no lineales
con el método de Picard, se definio el sistema algebraico de solucion no lineal siguiente:

A- Kn+1,m+1 =B

(3.134)

donde A es la matriz de coeficientes, X es el vector de soluciones y B es el vector de terminos
independientes del lado derecho de la igualdad de las ecuaciones (3.117) y (3.118).

Una forma de evaluar el problema no lineal es considerar las actualizaciones no lineales de
las variables dependientes sobre los operadores diferenciales, usando la siguiente funcion
(Szymkiewicz, 2010):

F(X™)=0 (3.135)

Suponiendo que existe una solucion aproximada de la ecuacion (3.135), la solucién exacta
se obtiene con la siguiente expresion:

X=X"+6X" (3.136)

donde X es la solucion exacta, X™ es la solucion aproximada en la iteracion my §X™ es el
vector de diferencias entre la solucion exacta y la aproximada.

Si las funciones que conforman F(K"‘) son continuas Yy diferenciales con respecto al vector
de soluciones exactas X, entonces la aproximacion de las convergencias se puede expresar
en terminos de una expansion en serie de Frechét-Taylor (Milne, 1980) alrededor de X™ es
decir

oF (X™
F(X™ +6X™) = F(X™) + W% +0(6x™) (3137

Para la construccion del método de Newton Raphson o de segundo orden de aproximacion
sobre los términos no lineas no se tomaran en cuenta las derivadas de orden mayor a uno
(Szymkiewicz, 2010).
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Aplicando la relacion (3.137) sobre los operadores de las ecuaciones (3.4) y (3.8).
LA+8AU+68U)=0 (3.138)

M(A+ AU +8U)=0 (3.139)

Realizando una expansion en serie de Fréchet-Taylor a las ecuaciones (3.138) y (3.139),
entonces:

oL oL
LA+ S8AU+6U)=LAU)+6A—+6U— + -+ (3.140)
04 U
oM oM
M(A+8A,U +8U) = M(AU) + 8A——- + 08U — -+ -+ (3.141)

Evaluando las derivadas parciales de las ecuaciones (3.140) y (3.141)

oL AU
A4 9x (3.142)
0A 0x
aL 04
AU~ ax (3.143)
ou ox
oM 1 @ (dy\db 0 [0y dk
94 g 3.144
94 g[B+6A (6b)dx+aA(ak> (Sf)] E(4,0) (3.144)
donde
, _3
0 (6y> _ b b—+i1 i (3.145)
9A\ab 8k3\4k2 " k
1 3
6(33/) : bz"'A 2+ b2+A ! b2+A i 3.146
aA\ok) = "2kz\akz Tk a3 T 2k2 ) |2k \akz Tk (3.146)
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Las ecuaciones (3.145) y (3.146) son unicamente aplicables para conducciones con seccion
trapezoidal (cuando k(x) > 0y b(x) > 0), de acuerdo a las ecuaciones (2.31) y (2.32). Para

. : . d (dy\. @ (dy
el caso en que se tengan secciones rectangulares o triangulares las derivadas 52 (5) Yo, (ﬁ)
se evaluarén de la forma siguiente:

Para el caso donde k(x) = 0y b(x) > 0 (seccion rectangular) y de acuerdo a las ecuaciones
(2.35) y (2.36), obtenemos que

d [0y 0 A 1
7G5 =37 = m (3.147)

ooy 0
a—A<ﬁ>—a—A[O] —0 (3.148)

En el caso donde k(x) > 0y b(x) = 0 (seccion triangular) y de acuerdo a las ecuaciones
(2.39) y (2.40), obtenemos que

d [0y 0
— (=) =— = 3.149
0A (019) d0A [0} =0 ( )
3 1
0 (ay) A1 (A)‘E N (A)‘E 3150
0A\ok/)  2k3|2\k k (3.150)

Ademas
0Sp(A,U) 45 1 1 dP] 2151
A ~ 3714 BPdy (3.151)
También
0M _ 93U 95 _ 0(4, Q) (3.152)
U~ ox "9y =oAL '
donde
39S (A, U S
05,4 U) _ 5 (3.153)

au U
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Entonces se tiene el siguiente sistema para la aproximacion de Newton-Raphson

ou 0A
LAU)=LAU)+6A—+6U—+ -+ (3.154)
0x Ox
M(AU)=M(A,U) + 6A[E] + SU[O] + ---+ (3.155)

Previo a la discretizacion de los términos obtenidos como resultado de aplicar la expansion
en serie de Frechét-Taylor se considera que la actualizacién no lineal se expresa como:

6f — (1 _ lp)(f}n+1,m+1 _ f}n+1,m) + q](f}?_‘l.l—-lil,m-l-l _ ETi—;l,m) (3156)

En las ecuaciones (3.154) y (3.155) se propone separar y renombrar los términos no lineales
I1; con la siguiente propuesta:

Ecuacioén de conservacion de masa

aA+AaU+UaA+6AaU+6UaA—O (3.157)
ot dx dx dx ox '

Ecuacién de cantidad de movimiento

oU U, 904 g n?|U| (6ydb+6ydk S )+6A[”]
ot " ox " Box R | T 9\obdx " okdx  °° = (3.158)
+6U[0] = 0
Entonces se tiene que
,(A,U) = A (3.159)
M,(A,U) = U (3.160)
1,(A,U) = ou (3.161)
VBT ox '
(A, U) 04 (3.162)
AN 0x '
M(A,U) = U (3.163)
g
Ms(4,0) =5 (3.164)
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gn*|U|
,(4,U) = TE (3.165)
1 09 (oy\db 0 [0y dk
S R A Y 3.166
f15(4,U) g[B'*@A(@b)dx'FaA(ak) (f)] (3.166)
aU dSs
— 3.167
IIy(A,U) = Y95 (3.167)
Entonces las ecuaciones (3.157) y (3.158) se pueden expresar de la forma siguiente:

aA+176U+H aA+H§A+H6U—0 (3.168)

at = tox T ax e '

ou ou

oydb 9y dk
E'l'ns a

0A
+176a +H7U+H86A+H96U+g<abd 3k dx

so) =0 (3.169)

Entonces aplicando una metodologia similar de discretizacion para la programar el método
de Picard, las ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de movimiento se pueden
reescribir de la forma siguiente:

Ecuacioén de conservacion de masa

1-y
%(A;l+l,m+l _ An) 4+ — (A]n_:-ll m+1 A +1)
(1-
+ 11 [ (Uﬁu ur) + A—(U]":l1 mEl_ .n+1'm+1)l
(1 9
& [T (Afs1 — A7) + - (45 A’.l“'m“)l (3.170)

+11 [(1 W)(Un+1,m+1 _ Un+1,m
4j Jj

+1,m+1 +1, _
+ W(U]T-ll-l " Ujrfl-l " ] =0
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Agrupando los términos de la ecuacion anterior, obtenemos

6
+1m+1
UF MLy Ty (1= sv)]
(1-%)

+ AT-H- 1m+1
At

9

6
+1,m+1
+U" HUA +174,lp]

4 AnFLmH1 (3.171)

j+1

_a-%

k4 0

At
(1-6)
a Y A m (U Uk
(1-
+ [Ty,

—A (A}l — Aly) + M3 [(1 = AT 4w ATt

Jj+1
+ ;[ = U™ + wur

+ 11,

Ecuacion de cantidad de movimiento

(1 B lp) (Un+1,m+1

4
7 Z(yrtim+l _
At J At(

- an) + j+1
(1-9)
(U -

+1)

4 nS] U]n) + A_ (Ujr:-l-ll m+1 an+1,m+1 ]

(1-90) 0
+ Il [ Ax (A?+1 - An) + e (A?:f mH

+1L {1 -0 -¥)U+ lPU ]
+ 9[(1 _ q,)an+1,m+1 + q,Un+1 m+1]}

+ g [(1 — ) (AT — 1142%*“") + (AT — gLy
J ' 'j
+ 179]-[(1 _ W)(U}H'l'mﬂ _

A}1+1,m+1)]

(3.172)

j+1 j+1
+g<{(1—9)[

(1—W)(Z—Z)J +(

0y> ]
0b/ 4

an+1,m) + W(UTL+1 ,m+1 U}n+1 m)]
dy

j+1
n
+0 b

a-w(5

dy

+6 ok

u—%(

),
),

n+im+1

n+1,m+1

o

+{(1—9)[(1—1P) Z ) +w(

+(

ay)
0b) .1

dy
ok

n+im+17

2]

n+1im+1j

6y>
0k) 11
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Agrupando los términos de la ecuacion anterior, obtenemos

+1,m+1 1-%) 6
U;qL m At —H5j5+177]-6(1—'}’)+179j(1—11’)

6
+1m+1
+ AT [—n6jﬂ+n8j(1—av)]

0
+ Ui [ + lsj— + 11;;0¥ + I, Jsv]
At Ax
+ A7 [176,-A— + 11 jsv]
1-¥ (1-6)
= A(tl U+ Eujﬁ1 + ls;——(Uf' = U}},)
+llgj—— (An A1) — {1 - o[- VIV + PU; +1]} (3.173)

+ Ig; [(1 - W)A"“m + WAf:fm] + Mo [(1 = YYUMI™ 4 pyTtim

j+1
wfo-ofa-nE) @ |

ay n+lm+1 ay n+1lm+1 db
1-v Y= —
o )(6b> * (ab)J+1 _}{dx}

+ {(1 9 [(1 - lp) g ) o (Sz)m]

n+1 m+1

volo-m@) @)

El sistema de ecuaciones (3.171) y (3.173) se puede escribir de la misma forma que las
ecuaciones (3.117) y (3.118), solamente es necesario actualizar todos los coeficientes, por lo
tanto:

0
X
A=Y p 8 ima-w (3.175)
1= = Tt 3/ (1—-%) :
0
17 0
dy = o+ Iyt 113 (3.177)
(1-w) (1-6) (1-0)
e = —1 A7 At,4;1+1+171jT(U-"— ﬁ1)+n2jA—(A7—A;ﬂ+1)
+ I3[ (1 =AY L Al (3.178)
+ I,;[(1 =) Ur  pul e
O S e —wy (- 3.179
ay = — —1lsj -+ 11y A-¥Y)+1,;(1-%¥) (3.179)
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0
bZ = _Héjﬂ + H8](1 - '“Ij) (3180)
v 0
Cr = At+n5]A +H7]9,*P+H9]lp (3181)
0
1-v) 1-9) 1-9)
o =g U g U+ ey (0 = Ufa) + g (4 = 4

~ M7{(1 = O[(1 =¥V + WULL, ]}
+ Mg;[(1 = ¥)ATH™ + WAJ":f’"
+ o[ (1 - W)U”“m +ypyttm

j+1

—g ({(1 —0) [(1 - '11') ?—b) +Y¥ (ZQJHJ (3.183)
Gy LM gy LMt db

+60|(1-¥) (62}) +I‘U(6_Z>J+1 }{E}

ofa-o - (@) +v(2) ]

rafa-m @) @) s

Ademas, Unicamente se dicretizaran los términos I3, I1,;,ITg; y Ilo;, debido a que los
terminos 11y, 11, Hsj. H6j y I1;; ya estan definidos por (3.108)-(3.112), entonces:

0
( mL - UM+ A_(U]n:llm g (3.184)
n 0 n+1im n+im
I, ( o — A7)+ Ax (475" -4 (3.185)

71



—g ({(1 - 6) I(l - %) l)j ¥ (%),-H

rola-w) @)l
Ha-ola-n(ZG) +(ZG)
j j+1

+ 0

{(1 6)

a-nlam@) ()

+ 0

a-n(Z@) GG
j ) j+1

a-n(55) +
J

+ {(i —o)[(1- V)(Sya); + w(sz)”+1]

rola-w(s ) " v )b
1-6 0
R e U E A (V)

Ademas

a (ay) n == b (bz)?
0A\ab) | — BT \4(KD)"

+g{a-oa-w(s U) +w(s; U)”+1]
+o[a-w(s0); "+ sv(sf DI

j+1

n+1im

n? sgn (U)} U
fi = (R4/3)7

o n 45nl1 1 <dp)"l
fa; = T3°f ~Brpn\dy
j 37714} BI'P\dy/,

0 2 n* sgn (U)7}
i T TRy

Sru

_3
An> 2
]
+ —_
k'

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)
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1

9 ) 1 (D AMZ
7 a%) T 20 At ke
J 3 (3.192)

e A\ 1 o Ap\
" (4(k3);.l " 2(k2);.l) 2K (4(1(2);.1 " k_]”)

Las ecuaciones (3.191) y (3.192) son aplicables unicamente cuando k(x) >0y b(x) > 0
(canal con seccién trapezoidal), en el caso que se considere una seccion rectangular o

. . . a (d a (o ,
triangular la forma discreta de los términos 3 (ﬁ) Y34 (ﬁ), se evaluaran de la forma

siguiente:

Cuando k(x) = 0y b(x) > 0 (seccion rectangular) y de acuerdo a las ecuaciones (3.147)

y (3.148), se tiene que
n
d [0y 1
94 (%) COR (3.193)
; )
j

d <6y> " —0
aa\ak)| = (3.194)
]
Y cuando k(x) > 0y b(x) = 0 (seccion triangular) y de acuerdo a las ecuaciones (3.149) y

(3.150), se tiene que
n
d (dy
ﬂ(%) =0 (3.195)

J

3 1

o o\ A |1[AN\TZ (A2 1
74 (%) AV VS (3:199)
]

El procedimiento de solucion matricial y la evaluacion de las condiciones de frontera no
cambia con respecto a la metodologia de Picard.
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35. MODELO PARA EVALUAR LA VARIACION DE LA
CONSERVACION DE MASA Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Este analisis se realiza en la simulacion transitoria, para la evaluacion de la conservacion de
masa, se realizara a partir de la ecuacion (3.171). Se propone hacer una separacion de la
ecuacion, separando los términos que contengan las variables dependientes de area y
velocidad (4, U).

Separando los términos que contienen la variable dependiente del area en la ecuacion (3.171),
obtenemos:

(1-w) 6
Aprim [ Mo+ 15(1=¥)

0
+1m+1
‘?Jn+1 m) [At + 11y Ax + H3J’(IP] )
1-v lI’ 1—-6

+ I15,[(1 - ly)A"+1m + WAjfllm

(3.197)

Donde se considera la siguiente notacién, entonces

1-y 0
L, = At [(A—t) ~ 1) e+ 111 = w)l

(3.198)

y 7
+1,m+1
+ AT [E+n2jﬂ+n3jqf]

(1-w) (1 —0)
v A+ — v A Mg+ Ty —— (A7 — A7)
+ M3;[(1 — WAT™ + WA”“’”

Jj+1

SL™ =

(3.199)

Entonces la ecuacion (3.197) se puede escribir de la forma siguiente:

ASL, = 6L, —6L,™ (3.200)

donde 6£,”*' y 6£,™ contienen los términos donde esté involucrado el rea en la iteracion
m + 1y m respectivamente y A6L, es la diferencia entre ambos.
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Entonces, los términos restantes de la ecuacién (3.171), son los términos que contienen la
variable dependiente de la velocidad, obteniendo:

7 6
+1,m+1 +1,m+1
U —171]-E+174j(1—qv)]+U}11 m [HUE+H4J-W]
(1-6)
Ax

(3.201)

= 1y SR (U] - U + gl = U )

Donde se tomara la siguiente notacion, entonces obtenemos

0 0
pomAL _ pntimal | g 11 prtim+l (g l,.¥
8Ly™" = J'n K [_ 1jE+ 4j(1_l[l)]+ jr‘l” [ le+ 4 ] (3.202)

(1-06)

6™ = My (U = UP) + My (L= 9"+ U] (0209
Entonces, la ecuacion (3.201) se puede escribir como:
ASLy = 6L, —6L,™ (3.204)

donde 6£,™*! y 6£,™ contienen los términos donde esta involucrada la velocidad en la
iteracion m + 1 y m respectivamente y A6L;, es la diferencia entre ambos.

Finalmente, la variacion de la conservacion de masa se evaluara de la forma siguiente:

AL = ASL, + ASLy (3.205)

donde AL, es el error en la conservacion de masa en cada iteracion durante la simulacion.

La evaluacion de la variacion de la cantidad de movimiento se realizara a partir de la ecuacion
(3.173). Para este andlisis se seguird la misma metodologia que se aplica para evaluar la
variacion de conservacion de masa, separando los términos que contienen las variables
dependientes (4, U) en la ecuacién, como sigue:

Separando los términos que contienen la variable dependiente A en la ecuacion (3.173),
tenemos que:

0 6
+1,m+1 +1,m+1
1-6)
Ax

(3.206)

= Ig; (A} — A7y ) + Mg [ (1 — W)A}?“'m + WA}?jll'm]

75



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

Donde se considera que

6 n+1m+1 6
5;' ) 1 ) 7

(1-6)

SM,™ = Mgy ——(AF = Afya) + Mg [(1 = WAT™ + WAL (3.208)
Entonces la ecuacion (3.206) se puede escribir como:
ASM, = S, ™ — s, (3.209)

donde 6, ™+ y §M,™ contienen los términos donde esté involucrada el &rea en la iteracion
m + 1y m respectivamente y A6M, es la diferencia entre ambos.

Separando los términos que contienen la variable dependiente U en la ecuacién (3.173),
tenemos que:

1-9)

U:n+1,m+1
J At

0
— H5fE+ M,,6(1—W¥)+ My;(1 - 11/)]
yntim+l i 1 o 11, .0¥ + IIy;¥
tUjia A T Usipy Tz A o
(1-v) 17 (1-6)
=~ U+ U + 15— — (U = UfLy)
—11,,{(1 - 0)[(1 —¥)U! + YU, ]}

+ ;[ (1 =) UM ™ + wyltm

—g ({(1 —6) I(1 — ) (g_i)j Ly (Z_Z)jﬂl (3.210)

ay n+im+1 ay n+im+1 db
e [“ -G, @, &

N {(1 ) I(1 — ) (Z—z):l +¥ (Z_D;l

n+im+1

ola-n(@) @), M-

Donde se considera que:

1-¥)

At

1

0
_H5jE+H7j6(1—‘l’)+H9j(1—‘l’)l @211

' 6
+1,m+1
+U" [E+nsjﬂ+n7jesv+ngjsv]
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1-v) y (1-6)

oM™ = At uj +EU}11 +H5JT( Uit - ﬁd)
— ;{1 - [ — VU] + YU, |} (3.212)
+ Mo [(1 = HU™ + lpuj’fllm
a n v\
A= —g({(l—e) [(1—41) _y) w(_y) l
b/ 41

n+1m+1 n+im+1

+9[(1 "’)(ZZ) | ”’(%)m’ l}{%}

(3.213)
6 dy
+ {(1 ~6) l(1 -0 (5 ) + tp(ak)ml
ay n+1,m+1 ay n+im+1 dk
colo-m(@ @, JE
Entonces la ecuacién (3.210) se puede escribir como:
ASMy = SMy™ 1 — smy™ — A (3.214)

donde sM,™*! y M ,™ contienen los términos donde esta involucrada la velocidad en la
iteracion m + 1 y m respectivamente y ASM; es la diferencia entre ambos.

Finalmente, la variacion de la cantidad de movimiento se evaluara de la forma siguiente:

AM = ASM, + ASM, (3.215)

donde AM, es el error en la cantidad de movimiento en cada iteracion durante la simulacion.

Para complementar este analisis, en la Figura 26 se muestra el diagrama de flujo que
ejemplifica el proceso y el orden de célculo de las ecuaciones.
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6,W, Ax, At, Tepm, #TTamos,
#5T

Valores obtenidos al resolver la matriz

pentadiagonal
Xﬂ+1,m+l

n n n+im ,n+im n+im+1 n+im+1
Aj’Afﬂ‘Aj ‘Aj+l ‘AJ' ‘AJ'+1 !
Un Un n+i,m n+i,m n+1im+1 n+1im+1

i j+1JUj JUj+1 ‘Uj jUj+l

v

< i = 1: #Tramos >

v

< >

v

Calculo de los valores
Conservacion de masa
ASLy,

ASLy
AL
Cantidad de movimiento
ASM,

ASMy
AM

Sl

t< Tsim

NO

FIN

Figura 26. Diagrama de flujo del algoritmo para la evaluacion de la de conservacion de masa y cantidad de
movimiento. #Tramo es el nimero de tramos en la conduccion y #ST es el nimero de secciones en cada
tramo.
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CariTuL0 4

MODELO
NUMERICO DE
SIMULACION EN
TRANSICIONES

El modelo numérico para la simulacion de canales con transiciones, también conocido como
“Modelo numérico de Simulacion de Multiples Tramos (SMT)” (Cruz Mayo, 2015) cuenta
con pre-procesos: Geometria (geo.), Topologia (topo.) y la Condicion Inicial (hidra.), el
proceso de la modelacién transitoria mediante la Condicion Transitoria y, por tltimo, el post-
proceso de la visualizacién de los resultados mediante graficos. Para una mejor visualizacion
de estos procesos se muestra el siguiente esquema.

Impresion de

resultados
Generacion de Calculo del L
’ - . . ) . Solucién del -Gasto
Configuracién los polinomios perfil de flujo .
. sistema de "
— de las secciones — para las — gradualmente . -Area
transversales funciones variado (Runge- ecuaciones de :
Saint-Venant -Velocidad

geométricas

Kutta 4to orden)

-Nivel del flujo

Indicar el Vectores: Evaluacién de la -Erroren la
) Interpolacién de Tirantes variacion de la conservacion de
nimero de N I
" tramosy el Ax ‘— las secciones — . — conservacion de masa
Y transversales -Velocidad masa y cantidad Erroren la
en cada tramo < d o 0
-Area e movimiento cantidad de

Calculo del
perfil de flujo no

permanente
gradualmente
variado

movimiento

Figura 27. Funcionamiento del simulador

A continuacion, se describira el funcionamiento de cada proceso que se sefiala en el esquema
anterior.
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4.1. CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

En esta parte del proceso es donde se definen todas las caracteristicas geométricas que se
tendra a lo largo de la conduccion, por ejemplo, si se tienen ampliaciones, reducciones y/o
cambios de seccion, para el caso de transiciones suaves y abruptas, asi como también se
definen el niamero de tramos que tendra el canal, y el nimero de secciones que tendra cada
tramo. Es decir, cada tramo puede presentar una configuracion diferente que los otros tramos.
En la siguiente tabla se muestran los datos necesarios que debe tener la conduccion.

Tabla 6. Datos generales para la configuracion de la geometria de la conduccion.

Parametros Notacion Unidad
Datos de la conduccion
Ndmero de tramos i
NUmero de secciones por tramo j
Discretizacion espacial de cada tramo Ax m
Datos de cada seccion del canal
Elevacion del fondo z m
Elevacion del hombro m
Cadenamiento L m

Tipo de seccion transversal:
Trapezoidal, rectangular y/o triangular

Base del fondo b m
Talud k Adim.
Coeficiente de rugosidad de Manning n Adim.

”n

Los datos generados en este pre-proceso son guardados en el médulo “geo.”.

4.2. TOPOLOGIA

Con los datos geometricos se procede a generar los polinomios para las funciones
geométricas y la interpolacion de secciones. El procedimiento de calculo es generar los
ajustes de la curva de area, perimetro y ancho de la superficie libre del agua de cada tramo y
para cada seccion, lo cual son necesarios para el calculo del tirante y.

Se proponen los polinomios de ajuste de grado n para las funciones geométricas y para las
derivadas de las mismas. Entonces,

f) =ag+a;y+ay*+ -+ ay" (4.1)
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f'y) = ay + 2a,y + -+ na,y™?! (4.2)

donde ay, a4, a,, ..., a, son los coeficientes para las funciones geomeétricas.

En la Tabla 7 se muestran los polinomios de ajuste de grado 3 para las secciones
transversales: trapezoidal, rectangular y triangular.

Tabla 7. Polinomios para tres diferentes secciones transversales (trapezoidal, rectangular y triangular)

Seccion

Trapezoidal Rectangular Triangular
transversal
Area por seccion
2
f by +ky by Jy?
Perimetro mojado por seccion
2
f» b+2y{J1+k b+ 2y 2}7\/14'—](2
! 4 2
f» 2y1+k 2 21+ k2
Ancho de la superficie libre del agua por seccion
f b+ 2ky b 2ky

Después de definir los polinomios de ajuste se definen los valores de interpolacion entre cada
seccidn, esto depende del numero de tramos del canal y de la discretizacion espacial Ax que
se considero en cada tramo, calculados a partir de la geometria de la conduccion (pre-proceso

geo.).

La interpolacion ajusta los datos en cada seccién (j) de cada tramo (i) de la conduccién, la
cual es requerida para los nodos de la malla de discretizacién espacial.

Entonces se considera que

. cadenamiento; j4, — cadenamiento; ; *3)
nj = '
J Axl-

A partir de la ecuacion (4.3) se calculan los incrementos o decrementos de las caracteristicas
geomeétricas de las secciones de la conduccién
_Zij+1 T Zij

dz =2~ "t
z v (4.4)

4 La derivada del perimetro mojado es necesario para el calculo del término no lineal por el método de Newton-
Raphson (ecuacidn (3.151)).
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P

dh = U (4.5)
nj

ap = e~ bij (4.6)
nj

dk = Kt ki 4.7)
nj

También se calculan las variaciones del ancho del fondo del canal y del talud con respecto al
eje x.
db b;jy1—Db;;
it ,j+1 i,j (4.8)
dx Ax;
dk _ kije1 — ki

dx Ax; (49)

La aplicacidon de las ecuaciones (4.3)-(4.9) se realiza a partir de un punto de inicio (posicion
x = 0 del cadenamiento) y se va determinando cada una de las caracteristicas geométricas a
cada incremento espacial Ax; de cada tramo ;.

En la figura siguiente se muestra un ejemplo de una interpolacién entre dos secciones de
diferentes caracteristicas geométricas (b, # b, y k1 # k3).

Figura 28. Ejemplo de un tramo en un canal con transicion (Reduccién).

Los datos generados en este pre-proceso son guardados en el médulo “topo.”.
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4.3.

CONDICION INICIAL

La condicion inicial tiene como objetivo principal solucionar la ecuacion de flujo
gradualmente variado (ecuacién (2.63)). Para resolver esta ecuacion se sigue el siguiente
procedimiento:

a)
b)

f)

9)

h)

Cargar los datos de la geometria (geo.) y la topologia (topo.) de la conduccion

Establecer el gasto Q que esté circulando en su condicion permanente; debido a que

.., ., d ..
la variacion del gasto a lo largo de la conduccion es nula (d—z = 0), con definir el

gasto de ingreso es suficiente
Se calculan el tirante critico y, y el tirante normal y,,. Para el calculo de los tirantes
se aplicara el Método de Newton-Raphson, que es el més empleado, ya que es un
método con un orden de convergencia mucho mayor (Zarabozo, 2012)
Se define la condicion de frontera aguas abajo yy (vease subcapitulo 2.3)
Se verifica el tipo de régimen de flujo y el sentido del calculo:
e Siy. <y, se presenta un flujo subcritico, el sentido del calculo es de aguas
abajo a aguas arriba
e Siy. > y,, se presenta un flujo supercritico, el sentido del calculo es de aguas
arriba a aguas abajo
Se resuelve la ecuacion de flujo gradualmente variado (ecuacién (2.63)) utilizando el
método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4).
Se verifica la condicion inicial con la ecuacion de conservacion de masa (2.53) de
cantidad de movimiento (2.62)
Graficacion de resultados y guardado de tirantes, areas y velocidades

Los datos generados en este pre-proceso son guardados en el médulo “hidra.”
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( Nnco )
- —P< i = 1. #Tramos >
Cargar la geometria

(geo.) y la topologia
(topo.) del canal

Si

Yi=Yr

Establecer las condiciones de
frontera l No
* Aguasarriba  Qpgreso

Yi = DYit1

h q

Calculo del tirante normal y;, yel

tirante critico y,
EEE— j=1:—1:#5T -2

h

Establecer las condiciones de

frontera Calculo del nuevo tirante
. i h
Aguas abajo  yf Vit ZYi+g[k1+2k2+2k3+k4]
Donde
ky = Ax f(x,y:)
1 1
Verificacion del tipo de régimen ky=2Axf|x; + EAX‘ vi t+ Ekl
de flujo 1 1
Ve < ¥, flujo subcritico ky= Axf(xf + EAx‘yi T Ekz)

Y. > ¥, flujo supercritico
o ky = Ax fx; + Ax, y; + k3)

< . . Comprobacion de la conservacion de masa
Calculo del flujo gradualmente variado p Y

2 cantidad de movimiento
d So_5r+Q_3y@+)’2%
Y I gA dx dx
dx — 1—-Fr? 9

A
( FIN )

Figura 29. Diagrama de flujo del algoritmo para la condicién inicial. Donde #Tramos es el nUmero
de tramos de la conduccion vy : #ST es el nimero de secciones en cada tramo.
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La aplicacion del algoritmo de la condicion inicial como se visualiza en el diagrama de flujo
(Figura 29) permite evaluar un canal con variaciones en el ancho del fondo del canal y en el
talud (Figura 30) o sin variaciones (Figura 31). Asi mismo, la variacion de la conservacion
de masa y la cantidad de movimiento a lo largo de la conduccién.

Pefil de flujo Variacion de la conservacion de masa

3.66 T T T 1 . . T T T . .
= 0.5
Esea N
2 S O
o w
i 3.62
= 05

36 : : : : : : : 4 . . , . , . . . .

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m] Longitud del canal [m]
Vista en planta del canal 107 Variacién de la cantidad de movimiento
50 T T T T T T T 2 T T T T T T T T
— — — Eje del canal
0. IR
L e et e e 2ot
w
A \
50 . . . . . . . . 6 . . . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
a) Longitud del canal (m) b) Longitud del canal [m]

Figura 30. a) Condicion inicial para una conduccién con transicién. b) Evaluacion de la conservacion
de masa y la cantidad de movimiento.

Pefil de flujo Variacion de la conservacién de masa
5 T T T 1 T T T T T T T
Eal 0.5
® s
t £ O O
o w
£5l
= 05
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m] Longitud del canal [m]
Vista en planta del canal «1017  Variacién de la cantidad de movimiento
50 T T T T 0 T T T & T T T T
— — — Eje del canal
2+
op—m e £ 4
w
rys
50 . . . . . . . . o C—
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
a) Longitud del canal (m) b) Longitud del canal [m]

Figura 31. a) Condicion inicial para una conduccion sin transicion. b) Evaluacion de la conservacion
de masa y la cantidad de movimiento.
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4.4,

CONDICION TRANSITORIA

Para la solucion de la condicion transitoria del canal de multiples tramos con transiciones se
sigue el procedimiento mostrado a continuacion:

a)

b)

d)

f)

9)

h)

Cargar los datos obtenidos en la condicion inicial (hidra.); se obtiene el perfil de
flujo, gasto, area y velocidad en cada seccion.

Se definen las variables transitorias tales como el nimero de Courant Cr, factores de
peso espacial ¥ y temporal 8, los valores de los factores de peso se utilizaran los
definidos por Aldama y Aguilar (1996). Los errores de convergencia sobre la
iteracion no lineal y el tiempo de la simulacion T.

Se establece la condicion de frontera aguas arriba. Definiendo la entrada de un
hidrograma al canal, como se definié en el subcapitulo 2.3.1, asi como el tiempo de
duracién Ty;4., Y €l tiempo de entrada del hidrograma T;y,;cio-

Se realiza una revision de la condicion de estabilidad, calculando el nimero de
At . . .
Courant: Cr = = (Up + /gD,), donde Uj es la velocidad media y D, es el tirante

hidraulico medio. De acuerdo con este niUmero se calcula el retardo teérico del canal

y con base en este se definen los tiempos de accién (incremento temporal) del

AxCr
(Vo+/gDo)’

Se define la dimensidn de la matriz de coeficientes y la posicion de los coeficientes

algoritmo de control global: At =

en la matriz A.
Al inicio del analisis de la simulacion transitoria, cuando t > 0, se hace una

actualizacién en el tiempo

n+1im+1

yr=y
Un — Un+1,m+1 (410)

An — An+1,m+1

Se actualiza la condicion de frontera aguas arriba, calculando el gasto que ingresa al

canal Q)™+,

Se calcula el tirante futuro al final de cada tramo y]”“'m“.
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)

K)

Se actualizan los valores del perimetro, ancho de superficie libre, la pendiente de
friccion, derivada del perimetro y los términos de la Tabla 1 de acuerdo con y™, A™ y
un.

Se inicia la metodologia del método de Newton-Raphson para la solucion de los

términos no lineales, en donde se calcula:

+1,m _ +1,m+1

AT = AT (4.11)
+1m __ +1m+1

Uttt =gt (4.12)

Ademas, a partir de esto se calculan las ecuaciones (3.188)-(3.196) para el tiempo
n + 1y laiteracion m.

A continuacion se calculan los términos no lineales
I, Iy, I3, 11, I, I, 115, g y Iy, asi como también se calculan los coeficientes
aq, by, cq,dq,e1,a5,by,¢5,d5,y €5.

Se calcula el vector B, donde

Condicién de frontera aguas arriba

eﬁ _ alU?+1,m+1
(4.13)
egj _ aZUIL+1,m+1
Condicion de frontera aguas abajo
e;lj _ dlA;l+1,m+1
(4.14)
egj _ dzA;l+1'm+1
Nodos centrales
el
(4.15)
ey

Finalmente, teniendo los coeficientes en su posicion correspondiente se completa la
matriz A y las condiciones de frontera en el vector B, se soluciona el sistema de

ecuaciones (3.133).
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n)

P)

a)

Se hace una prueba de convergencia de los téerminos no lineales, en caso de ser
negativa se repiten los pasos f) y g) hasta lograr la convergencia definida por las
ecuaciones (3.113) y (3.114), en el que se define un nimero maximo de iteraciones.
Se realiza una evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento como
se definio en el subcapitulo 3.5.

Impresidn de los resultados obtenidos del perfil de flujo, &rea, velocidad y la variacion
de la conservacion de masa y cantidad de movimiento.

Se guardan las variables de gasto, area, tirante, velocidad, error en la conservacion de
masa y error en la cantidad de movimiento en cada tiempo ¢t.

Se hace un incremento en el tiempo t = t + At

Se repite el procedimiento desde el punto f) hasta que se cumplat > T.

Una vez que se cumple el punto anterior se guardan todos los resultados en el archivo
"Impr_res _Prueba#.mat". En este post-proceso se presentaran los resultados
obtenidos en la condicién inicial; perfil de flujo gradualmente variado, comprobacion
de la condicion inicial y las variaciones del area y velocidad a lo largo de la
conduccidn, asi como en la condicion no permanente o transitoria; las variaciones en
el tiempo del gasto, area, velocidad, nivel del flujo, error en la conservacion de masa

y cantidad de movimiento a lo largo de la conduccion.
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Cargar la condicion
inicial "hidra."”

v

Condiciones transitorias
Cr,0,¥, 6,8,

Escalas de tiempo
T, Thigros Tinicio

.

Establecer las condiciones de frontera

Aguas arriba hidrograma g(t)
Aguas abajo tirante f(o

.

Discretizacion temporal
AxCr

At=_ 0
' (Vo +/9D0)

Actualizacion de variables
yn - yn+1,m+1
Un = Lrn+1,m+l

Al = An+1.m+l

’

Actualizacién de las condiciones
de frontera
+  Aguasarriba Q7T

1
+  Aguas abajo Mttt

L

FIN

Iteracion no lineal
método Newton-
Raphson
dA > &,
au = g,

.

Calculo de las variables
m+im __ m+im+1
A, U] =4, U]

Calculo de las variables
dP(i,f) dy (i) dy(ij)

PO =g =BG SN =g = =g
N N N A A D))
s“(:,n,sfu(u),a( 2 )ﬁ( P )

De acuerdo con
j’nﬂ’m,Aﬂﬂ’m _yU"*l‘m

Calculo de los términos no lineales
My, My, T3, Ty, Mg, I, I, Mg ¥ Tlg
Calculo de los coeficientes variantes
ay, by, cy,dy,e,03,by,05,d5,y 8

P,

X a (avip\ @ (avGij
SfA(f.f),sfu(f,j)ﬁ( ’a(;”) ( ’C”))

Calculo de las variables
dp(i,)) dy(i.j) dy(i,j)

5 ar LB(1L 1), S ). b dk

g
De acuerdo con
YA U

ak

.

Calculo del vector B
* C.frontera aguasarriba
n n+lim+l
€125~ ay,U;
« C.fronteraaguasabajo
n+1im+1
Ay

n
€125 M2
* Nodos centrales

n
€1,2j

Solucion de la matriz
I .Xn+14m+1 — A71 B

l

Prueba de convergencia de los términos

no lineales
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Figura 32. Diagrama de flujo del algoritmo de la condicion transitoria
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CarPiTuLO 5

PRUEBAS

NUMERICAS Y

ANALISIS DE

RESULTADOS

Se realizaron distintas pruebas con la que se demuestra el funcionamiento del modelo
numérico. Las pruebas que se realizaron fueron con un régimen de flujo subcritico. Todas las
pruebas que se realizaron fueron con tres tramos. En la tabla siguiente se muestran los datos
generales que se utilizaron en todos los escenarios de la simulacion.

Tabla 8. Parametros generales en las pruebas numéricas.

Gasto
Pendiente del fondo del
canal
Coeficiente de rugosidad
de Manning
Discretizacion espacial Ax
en la zona de la transicion
Discretizacion espacial Ax
fuera de la zona de la
transicion

m3/s

adim.

adim.

m

300
0.0001

0.014

0.1

1.0
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La Tabla 9 muestra un resumen de las diferentes pruebas numéricas que se realizaron en
este trabajo.

Tabla 9. Descripcion de pruebas numéricas

Prueba 1 Reduccion suave Trapezoidal
Prueba 2 Ampliacion suave Triangular
Prueba 3 Reduccion abrupta Rectangular
Prueba 4 Ampliacion abrupta Trapezoidal
Prueba 5 Cambio de seccion Rectangular-Trapezoidal
Prueba 6 Cambio de seccion Trapezoidal-Triangular
Prueba 7 Reduccion suave Trapezoidal

Las pruebas 1-6 fueron realizadas con el modelo numérico elaborado con la versién uno del
sistema de ecuaciones, tal como se definid en el subcapitulo 3.1, y la prueba 7 fue elaborada
con la version dos de las ecuaciones de Saint-Venant (véase Anexo A).

5.1.  SIMULACION DE ESCENARIOS

En los subcapitulos siguientes se muestran las caracteristicas y resultados obtenidos de cada
escenario de simulacion que se realizaron en este trabajo de acuerdo con los parametros
generales que se definieron en la Tabla 8, para los casos de ampliaciones y reducciones en la
geometria de la seccion, tanto suaves como abruptas, y también para cambios de seccion
aplicados a los tres diferentes tipos de secciones transversales; trapezoidal, rectangular y
triangular.

A continuacion, se especificaran las caracteristicas generales que se emplearon en la
condicion inicial y en la condicidn transitoria en las pruebas realizadas en este trabajo.
a. Condicion inicial
La condicion inicial se genero en el modulo "hidra.", de acuerdo al procedimiento
descrito en el subcapitulo 4.3. Se definid un gasto en estado permanente Q = 300 m3/s,

asi mismo se definio una condicion de frontera aguas abajo y, (vease subcapitulo 2.3.2),
debido a que se estableci6 un régimen de flujo subcritico.
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b. Condicién transitoria

El procedimiento que se siguié se describe en el subcapitulo 4.4. Se definieron las
condiciones de frontera aguas arriba con un hidrograma de entrada de tipo escalon como
se muestra en la Figura 33 con las siguientes caracteristicas: Tiempo de inicio = 2 s;
Duracién del hidrograma = 50 s; Gasto maximo = 330 m3/s. Para la frontera
aguas abajo, se considera un tirante fijo y; (ecuacion (2.51)). Se realizaron las pruebas
considerando la solucion con el método de Newton-Raphson. De acuerdo a la estabilidad
se utilizé un numero de Courantde Cr =1, ¥ = 0.50y 8 = 0.60, donde ¥ y 6 son los
factores de peso espacial y el factor de peso temporal respectivamente.

Hidrograma de entrada
335 T T T T T T T T T T

330—T = o

w
N
[&)]
T
1

w
N
o
T
1

315 4

Caudal (m3/s)

w

=

o
T
L

305 b

300 rJ\ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s)

Figura 33. Condicion de frontera aguas arriba.

c. Impresion de resultados

Los resultados obtenidos en la condicién inicial muestran los valores iniciales, tales como
el perfil de flujo, area y velocidad a lo largo de la conduccién, asi como el error al realizar
la comprobacidn de la conservacion de masa y cantidad de movimiento de la condicién
inicial. Y los resultados que se obtuvieron en la simulacion transitoria muestran las
variaciones de gasto, area, velocidad, tirante, error en la conservacion de masa y error en
la cantidad de movimiento en el tiempo.

Las caracteristicas establecidas en la condicion inicial y en la condicion transitoria, asi como
la impresion de resultados fueron las utilizadas en todas las pruebas que se realizaron en este
trabajo.
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5.1.1. PRUEBAS DE REDUCCION Y AMPLIACION SUAVE

5.1.1.1. PRUEBA 1. REDUCCION SUAVE EN SECCION TRAPEZOIDAL

Descripcion de la prueba:

Canal con seccidn trapezoidal con una reduccion suave de la seccién transversal, con una
longitud total de la conduccion de 500 m y la longitud de la transicion es de 100 m. Las
caracteristicas geométricas de la seccién inicial y final de la transicion se describen en la
tabla siguiente. Los resultados obtenidos en la condicion inicial se muestran en la Figura 34.

Tabla 10. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 1.

Seccion inicial Seccion final
Ancho del fondo (m) 60 50
Talud (adim) 2 1
F“efil d'e fluj?

Tirante [m]

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]
Vista en planta del canal
T T T T T

T T T
— — — Eje del canal Hombros Ancho del fondo | |

. H . . h . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal (m)

Variacion de la conservacion de masa A
1 T T T T T T T T T Area
— 250 T T T T T
NE \
0.5 1 e 200 | SRR
5 4
S | < 150 . - - - : - . - -
w 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-0.5 1 Longitud del canal [m]
Velocidad
-1 T T

: - : - - - - - - % 16 T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 =
Longitud del canal [m] § 1.4 /
) «107 Variacién de la cantidad de movimiento g 12 . L L L
T T T T T T T T T s

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0 — Longitud del canal [m]

. Perfil de flujo
g E T T T
2
-4 \ E
) ) ) ‘ F 36

-6

Error
N
w
Y
a

. L . ; H ; .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

c) d)
Figura 34. a) Esquema de una reduccion suave en una conduccion con seccion trapezoidal. b)
Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la conduccion.

c¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion de masa y cantidad
de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad.
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VARIACION DEL GASTO

VARIACION DEL AREA

b)
Figura 35. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccién trapezoidal con una
reduccion suave. a) Variacion del gasto. b) Variacion del rea hidréulica.

94



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

VARIACION DE LA VELOCIDAD

e
uuunu.b.t.&.‘!.*.*.‘},‘.*.‘!.‘.l!. s

bbb
unum,A.t,#,éu,t,t.t».l.w.‘.k‘. b

AL
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»n

20

Tiempo (s)
Distancia (m) 450

VARIACION DEL TIRANTE

3.72
3.7
3.68

3.66

w
N

3.64

Tirante (m)
w
[=2}

362
20

36
350 0 Tiempo (s

S0 400 iempo (s)

Distancia (m) 450 50p 0

d)
Figura 36. Continuacion Figura 35. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA

0
x107"

Error

20 -10

250

300 Tiempo (s)

Distancia (m) 500

VARIACION DEL ERROR EN LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

20

0 a0 g, 0
Distancia (m) 500

Tiempo (s)

f)

Figura 37. Continuacion Figura 35. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion
del error en la cantidad de movimiento.
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5.1.1.2. PRUEBA 2. AMPLIACION SUAVE EN SECCION TRIANGULAR

Descripcion de la prueba:

Canal con seccion triangular con una ampliacion suave de la seccion transversal, con una
longitud total de la conduccion de 500 m y la longitud de la transicion es de 100 m. Las
caracteristicas geométricas de la seccion inicial y final de la transicion se describen en la
tabla siguiente.

Tabla 11. Caracteristicas geométricas de la transicién para la prueba 2.

Seccion inicial Seccion final
Talud (adim) | 1.50 3

Pefil de flujo

Tirante [m]
~
N

721

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

" Vista en planta del canal

20/

Hombros

— — — Eje del canal

20 __\

-40

. , A . 1 . . 1 .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal (m)

; Variacion de la conservacién de masa Area
T T T T T . T
— 200 T T T T T
E
sl £ 100 /
5 4
2 ) C—TTEETEEY < o0 . - . . . . - .
w 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
05 1 Longitud del canal [m]
o Velocidad
4 H A H i f . H . . £ 5 i ; . ; ; i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 =
Longitud del canal [m] g
Variacién de la cantidad de movimiento 3 0 L . . . L L L . L
]
0.01 : : H H H : H > 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0= Longitud del canal [m]
. Perfil de flujo
2 001} E 8 T T ‘
“ 275
0.02 s
[ . . . . . , . .
-0.03 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

L L L L L .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

C) d)
Figura 38. a) Esquema de una ampliacion suave en una conduccién con seccion triangular. b)
Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta de los hombros de la conduccién. ¢)
Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion de masa y cantidad de
movimiento. d) Variacion del area y la velocidad.

Longitud del canal [m]
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VARIACION DEL GASTO

1340
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: 320
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20
i i 450 Tiempo (s) 280
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a)
VARIACION DEL AREA
180
160
1140
200 |
B 1120
g'100
]
0
100
0
20 80
0 Tiempo (s)
Distancia (m 450
m s00 O

Figura 39. Resultados obtenidos de la simulacién en un canal con seccion triangular con una
ampliacion suave. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD
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Figura 40. Continuacion Figura 39. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA

%1072
6
4
2
x1071 |
1
-2
0
§ -4
W, |
1-6
-2
’ -8
-10
-12
Ti
Distancia (m) 0 7o iempo (s)
e)
VARIACION DEL ERROR EN LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 10
0
-1
2
-3
4
5
S
IE 8
7
10 Tiempo (s) -8
Distancia (m) 450 500

Figura 41. Continuacion Figura 39. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion
del error en la cantidad de movimiento.

100



Evaluacion de la Ecuacion de Cantidad de Movimiento en la Transicion de un Canal

5.1.2. PRUEBAS DE REDUCCION Y AMPLIACION ABRUPTA

5.121. PRUEBA 3. REDUCCION ABRUPTA EN SECCION
RECTANGULAR.

Descripcion de la prueba:

Canal con seccidn rectangular con una reduccién abrupta de la seccién transversal, con una
longitud total de la conduccién de 400 m y la longitud de la transicion es de 5m. Las
caracteristicas geomeétricas de la seccidn inicial y final de la transicion se describen en la
tabla siguiente.

Tabla 12. Caracteristicas geométricas de la transicién para la prueba 3.

Seccion inicial Seccion final
Ancho del fondo (m) | 60 50

2l

Pefil de flujo

@
o
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@
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. . L . . .
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S R oo

. L . L .
150 200 250 300 350 400
Longitud del canal [m]
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0 CEEESCEENENEN
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g 0.05 - E 3.85 T T T
“ 2 38 i

0.1 g
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 Longitud del canal [m]
Longitud del canal [m]

Figura 42. a) Esquema de una reduccién abrupta en una conduccién con seccion rectangular. b)
Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la conduccion.
c¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion de masa y cantidad
de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad.
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VARIACION DEL GASTO

1325
1320
1315

1310

305

300

250

295
300

Distancia (m) Tiempo (s)
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Figura 43. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccidn rectangular con una
reduccion abrupta. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidréulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD

Velocidad (m/s)
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200 250 po(s)
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d)
Figura 44. Continuacion Figura 43. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA 1012
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Figura 45. Continuacion Figura 43. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion

del error en la cantidad de movimiento.
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5.1.2.2. PRUEBA 4. AMPLIACION ABRUPTA EN SECCION TRAPEZOIDAL

Descripcion de la prueba:

Canal con seccion trapezoidal con una ampliacion abrupta de la seccion transversal, con una
longitud total de la conduccion de 400 m y la longitud de la transicién es de 5m. Las
caracteristicas geométricas de la seccion inicial y final de la transicién se describen en la
tabla siguiente.

Tabla 13. Caracteristicas geométricas de la transicién para la prueba 4.

s e e s ., .
Seccion inicial Seccion final
Talud (adim) 1 2
Pefil de flujo
3.2 T T T
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I——
-50
h f i f i h
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Figura 46. a) Esquema de una ampliacion abrupta en una conduccion con seccion trapezoidal. b)
Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la conduccion.
c¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion de masa y cantidad
de movimiento. d) Variacion del &rea y la velocidad.
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VARIACION DEL GASTO
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Figura 47. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccion trapezoidal con una
ampliacion abrupta. a) Variacién del gasto. b) Variacién del area hidraulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD
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Figura 48. Continuacion Figura 47. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA
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Figura 49. Continuacion Figura 47. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion
del error en la cantidad de movimiento.
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5.1.3. PRUEBAS DE CAMBIO DE SECCION

5.1.3.1. PRUEBA 5. CAMBIO DE SECCION DE RECTANGULAR A
TRAPEZOIDAL.

Descripcion de la prueba:

Canal con una seccion rectangular al inicio y una trapezoidal al final de la transicion, con una
longitud total de la conduccion de 500 m y la longitud de la transicion es de 100 m. Las
caracteristicas geométricas de la seccién inicial y final de la transicion se describen en la
tabla siguiente.

Tabla 14. Caracteristicas geométricas de la transicién para la prueba 5.

Seccion inicial Seccion final
Ancho del fondo (m) 50 50
Talud (adim) 0 3
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[
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c) d)

Figura 50. a) Esquema de un cambio de seccion con una transicion suave de rectangular a trapezoidal.
b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la
conduccion. ¢) Comprobacién de la condicion inicial. Evaluacién del error en la conservacion de
masa Yy cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad.

Longitud del canal [m]
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VARIACION DEL GASTO
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Figura 51. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con cambio de seccion de un canal
rectangular a trapezoidal. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD
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Figura 52. Continuacion Figura 51. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA
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Figura 53. Continuacion Figura 51. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion
del error en la cantidad de movimiento.
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5.1.3.2. PRUEBA 6. CAMBIO DE SECCION DE TRAPEZOIDAL A
TRIANGULAR

Descripcion de la prueba:

Canal con una seccién trapezoidal al inicio y una triangular al final de la transicién, con una
longitud total de la conduccion de 500 m y la longitud de la transicion es de 100 m. Las
caracteristicas geométricas de la seccion inicial y final de la transicion se describen en la
tabla siguiente.

Tabla 15. Caracteristicas geométricas de la transicion para la prueba 6.

Seccion inicial Seccion final
Ancho del fondo (m) 40 0
Talud (adim) 3 3
785 I:-’efil dle qujcrv
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Figura 54. a) Esquema de un cambio de secci6n con una transicion suave de trapezoidal a triangular.
b) Resultado de la condicion inicial. Perfil de flujo. Vista en planta del ancho del fondo de la
conduccion. ¢) Comprobacion de la condicion inicial. Evaluacion del error en la conservacion de
masa Yy cantidad de movimiento. d) Variacion del area y la velocidad.
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VARIACION DEL GASTO

=
=

— ti§§§§§é;;§§§§§§§§%%%fijjjiijff*’ .

50
100 o 0

200
250 300 10

a0 g 0
Distancia (m) 500

Tiempo (s)

VARIACION DEL AREA

Distancia (m) 90 0 o

b)

330

1320

1315

1310

305

300

500

450

1400

1350

1300

Figura 55. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con cambio de seccion de un canal

trapezoidal a triangular. a) Variacién del gasto. b) Variacion del area hidraulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD
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Figura 56. Continuacion Figura 55. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA <107
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Figura 57. Continuacién Figura 55. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion

del error en la cantidad de movimiento.
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5.1.4. PRUEBA UTILIZANDO LA VERSION DOS DEL SISTEMA DE
ECUACIONES DE SAINT-VENANT CONSERVATIVA DIFERENCIAL

5.14.1. PRUEBA 7. REDUCCION SUAVE EN SECCION TRAPEZOIDAL

Las caracteristicas geométricas son similares a las utilizadas en la Prueba 1 (véase Tabla 10),
asi como los resultados obtenidos en la condicion inicial, como se muestran en la Figura 34.
A continuacion, se muestran los resultados obtenidos en la condicion transitoria.

VARIACION DEL GASTO
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Figura 58. Resultados obtenidos de la simulacion en un canal con seccion trapezoidal con una
reduccion suave utilizando la version dos del sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativa
diferencial. a) Variacion del gasto. b) Variacion del area hidraulica.
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VARIACION DE LA VELOCIDAD
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Figura 59. Continuacion Figura 58. ¢) Variacion de la velocidad. d) Variacion del tirante.
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VARIACION DEL ERROR EN LA CONSERVACION DE MASA 10712
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Figura 60. Continuacion Figura 58. e) Variacion del error en la conservacion de masa. f) Variacion
del error en la cantidad de movimiento.

La secuencia de imagenes (Figuras 58-60), muestra los resultados de la prueba 7, la cual se
desarrolla utilizando la version dos del sistema de ecuaciones de Saint-Venant en la condicion
transitoria. En las imagenes se observa que al ingresar el hidrograma en la zona de transicion,
el error en la variacion de la cantidad de movimiento aumenta (véase Figura 60.f), lo anterior
debido a que el sistema de ecuaciones no converge cuando existen zonas de transicion en el
canal de conduccidn, puesto que estos no cumplen con los principios de conservacion. Al
comparar la Prueba 7 con la Prueba 1, se observa que los errores son mayores al utilizar la
version dos, lo cual se concluye que esta no evalla correctamente las ecuaciones cuando
existen zonas de transicion, considerando la magnitud del error en la cantidad de movimiento
no aceptable.
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5.2. COMPARACION DE RESULTADOS ENTRE EL MODELO
PROPUESTO Y HEC-RAS CONSIDERANDO UN FLUJO EN ESTADO
NO PERMANENTE

Para evaluar el funcionamiento del modelo, se realizdé una comparacion de resultados entre
el modelo propuesto, denominado Modelo Numérico de Simulacion de Multiples Tramos
(SMT) (Cruz Mayo, 2015), y el modelo HEC-RAS del Hydraulic Engineering Center (HEC)
del U.S. Army Corps of Engineers en su version 5.0.1.

Las condiciones hidraulicas y fisicas que se consideraron fueron; flujo no permanente en
régimen subcritico, por lo que se considero para la condicion de frontera aguas arriba un
hidrograma de entrada, como se muestra en la Figura 33 y para la frontera aguas abajo un
tirante fijo y, (ecuacion (2.51)). Las condiciones fisicas consideradas fue una reduccion
suave en un canal con seccion trapezoidal, tal como se describe en la Prueba 1, asi como las
caracteristicas geométricas mostradas en la Tabla 10.

En la Figura 61 se muestran los resultados obtenidos en la condicién inicial del modelo
propuesto y el modelo de HEC-RAS, asi como la comprobacion de la condicidn inicial
mediante las ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de movimiento. las variables
que se comparan son el tirante, la velocidad, el &rea y el gasto, asi mismo la conservacion de
masa y cantidad de movimiento.

VARIACION DEL GASTO VARIACION DEL TIRANTE

400

Modelo numérico SMT

Modelo numérico SMT

350 Modelo HEC-RAS

Modelo HEC-RAS

300

Tirante (m)

L L 1 1 1 L L L L I L L L L L 1 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Distancia (m) Distancia (m)
VARIACION DEL AREA VARIACION DE LA VELOCIDAD
260 T : T T T _16 T T T T T
— » /7
240 Modelo numérico SMT E Vi
£ Modelo HEC-RAS g 5
= k] s
= 220 g 14 e
[ ", =4
< 200 .'\ 8 ’.v'j Modelo numérico SMT
° rd Modelo HEC-RAS
180 L L L L 1 1 1 L L > 1.2 poed” 1 1 Il L L L L L 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Distancia (m) Distancia (m)
+10-12 VARIACION DE LA CONSERVACION DE MASA VARIACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
5z T T ; . T T T T T . T T T T . : T

X

Error
Error

** Modelo numérico SMT b 0.5 ------- Modelo numérico SMT
** Modelo HEC-RAS : R R F T P [y Modelo HEC-RAS

1 1 L L L 1 1 1 1 L 17 1 1 1 I L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Distancia (m) Distancia (m)

Figura 61. Comparacion de las variables hidraulicas de la condicion inicial (t = 0) entre el modelo
de SMT y HEC-RAS. Evaluacién del error de la conservacion de masa y cantidad de movimiento.
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En las siguientes imagenes se muestran los resultados obtenidos en la condicién transitoria
del modelo propuesto SMT y el modelo HEC-RAS.
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Figura 63. idem Figura 62 (t = 26 s).
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Figura 64. idem Figura 62 (t = 39 s).
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Figura 65. idem Figura 62 (t = 52 s).
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VARIACION DEL GASTO

400

R ISR R Modelo numérico SMT «r=sseee Modelo HEC-RAS
g— 350
]
< .
£ 300 =
=
250 . . . L L . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Distancia (m)
VARIACION DEL AREA
250 T T T T T
&<
£
@ 200
2
<
| """"" Modelo numérico SMT =r=seeeees Modelo HEC-RAS
150 L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Distancia (m)
102 VARIACION DE LA CONSERVACION DE MASA
4 T
| """"" Modelo numérico SMT =r=eeeees Modelo HEC-RAS
s
=2
w
0 ] I ] ] ] ) L i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Distancia (m)

Figura 66. idem Figura 62 (t = 65 s).

Tirante (m)

Error

Velocidad (m/s)

36

VARIACION DEL TIRANTE
T T T T T

Modelo numérico SMT ssseeeeeee Modelo HEC-RAS

150 200

Distancia (m)

250 300 350

400 450 500

»
T

VARIACION DE LA VELOCIDAD

Modelo HEC-RAS ||

VARIACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

L
100

. . . .
200 250 300 350
Distancia (m)

1
150

L 1
400 450 500

T
Modelo numérico SMT =r=se==ee Modelo HEC-RAS | !

A

H

. 1 . .
200 250 300 350
Distancia (m)

L
150

L L
400 450 500

De acuerdo a los resultados obtenidos al realizar la comparacion de resultados entre el
modelo numérico que se propone en este trabajo y el modelo existente de HEC-RAS, en la
secuencia de imégenes (Figura 61-Figura 66) se observa que la variacion del tirante
utilizando el modelo de HEC-RAS presenta inestabilidades, asi como la velocidad en la zona
de la transicién, debido a esto existe un mayor error en la cantidad de movimiento, tal como
se muestra en los resultados (véase Figura 61-Figura 66). También se puede observar que en
el instante en que el hidrograma ingresa a la conduccion, el modelo de HEC-RAS considera
el gasto pico (Q = 330 m3/s) del hidrograma uniforme en toda la conduccién, como se

muestra en la Figura 62.
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CAPiTULO ©

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Para el estudio del comportamiento del flujo en zonas de transicion en conducciones a
superficie libre, en este trabajo se construyé un modelo de simulacion, a partir del sistema de
ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version integrodiferencial aplicado a un
canal artificial.

El modelo de simulacién es en diferencias finitas de tipo implicito con el esquema de
Preissmann y tiene un algoritmo de convergencia de los términos no lineales tipo Picard y
Newton-Raphson. Ademas, se construyé un modelo que evalla las variaciones de la
conservacion de masa y la cantidad de movimiento en zonas de transicion. Estos modelos
demuestran que es posible construir y simular el flujo en una conduccién con transiciones
suaves y abruptas, ademas con mdaltiples tramos y diferentes formas de evaluar las
condiciones de frontera aguas arriba y aguas abajo, como se muestra en el subcapitulo 2.3.

Para evaluar si el método de discretizacién propuesto se asemeja a la solucion directa, se
determind la condicién de convergencia del sistema discreto aplicando el Teorema de
equivalencia de Lax. Debido a que el modelo de flujo del sistema de ecuaciones de Saint-
Venant son altamente no lineales, en el desarrollo del analisis de consistencia y estabilidad
se realiz6 un andlisis perturbatorio y de localizacion, con el fin de convertir el sistema de
ecuaciones no lineal en un sistema lineal de valor inicial puro y de coeficientes constantes.

El resultado del analisis de convergencia se demostré que para los valores de los coeficientes
. 1 1
de peso espacial y temporal ¥ = Sy 0> > el esquema es estable y convergente para

diferentes numeros de Courant, para cualquier condicion de flujo y para cualquier tipo de
transicion que se presente en la conduccidn, tales como reduccion y ampliacion suave. Estos
resultados se muestran en la Figura 18 y Figura 19 para el caso de una reduccién suave en
flujo subcritico y supercritico, ademas la Figura 20 y Figura 21 para el caso de una ampliacion
suave en flujo subcritico y supercritico. De acuerdo a los retratos de amplitud se observa que
el esquema se mantiene estable para diferentes nimeros de Courant y para un régimen de
flujo subcritico y supercritico, y tambien para los casos de ampliaciones y reducciones
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suaves, ademas en los retratos de fase se observa que el modelo es libre de disipacion y
dispersion en las ondas para valores bajos del nimero de Courant.

Para evaluar el funcionamiento del modelo numérico de simulacion en transiciones se
realizaron distintas pruebas. En el capitulo 5 se describen las pruebas que se realizaron en
este trabajo, asi como los resultados obtenidos en la condicion inicial y en la condicion
transitoria.

En este trabajo se muestran los resultados que se obtuvieron considerando una condicion de
frontera aguas arriba de un hidrograma de entrada de tipo escalébn como se muestra en la
Figura 10.a, y para la condicion de frontera aguas abajo un tirante fijo (ecuacién (2.51)). Para
verificar que los resultados obtenidos en la condicion inicial de las pruebas fuesen correctos,
se realizé una comprobacion con las ecuaciones de conservacion de masa (2.56) y cantidad
de movimiento (2.62), obteniendo errores que varian de [1x1072 a 1x107*], cuya
magnitud de error se consideran aceptables

A continuacion, se muestran las pruebas realizadas a manera de resumen:

a) Prueba 1. Reduccion suave con seccidn trapezoidal

b) Prueba 2. Ampliacion suave con seccion triangular

c) Prueba 3. Reduccion abrupta con seccion rectangular

d) Prueba 4. Ampliacion abrupta con seccién trapezoidal

e) Prueba 5. Cambio de seccion de rectangular a trapezoidal
f) Prueba 6. Cambio de seccién de trapezoidal a triangular

g) Prueba 7. Reduccion suave con seccion trapezoidal

Para estas pruebas se consideré una discretizacion espacial de 1.0 m y en las zonas de la
transicion de 0.10 m, este criterio de discretizacion fue debido a que si se utilizaba una
discretizacién de 1.0 m en forma regular a lo largo de la conduccion, en las zonas de
transicion el esquema no converge sobre las iteraciones no lineales, esto indica que no se
conserva masa ni cantidad de movimiento.

Por lo tanto, de acuerdo con lo que se observo se recomienda utilizar una malla fina en las
zonas de transicion, con el fin de que se mantengan los principios de conservacion y el
sistema sea convergente.

La segunda propuesta para la solucion del modelo transitorio fue utilizar y desarrollar la
version dos de las ecuaciones de Saint-Venant, con las variables dependientes de gasto y area
como se muestra en el ANEXO A, entonces se programd el modelo y en las pruebas
numéricas se observa que el sistema no convergia cuando existen zonas de transiciones, ya
que habria creacion y destruccion de masa en los casos de ampliaciones y reducciones
respectivamente, por lo que no se cumplen los principios de conservacion, tal como se
muestran en la Prueba 7. Tomando en cuenta esto, para los casos en los que se tengan
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conducciones con transiciones, esta version de las ecuaciones de Saint-Venant no son
recomendables utilizarlas.

Para poder verificar el funcionamiento del modelo propuesto, denominado Modelo Numérico
de Simulacion de Multiples Tramos (SMT) (Cruz Mayo, 2015) se realiz6 una comparacion
de resultados con el modelo de HEC-RAS (véase subcapitulo 5.2), en la que se observa que
existe una inestabilidad en la variacion del tirante y en la velocidad en la zona de la transicion
utilizando el modelo de HEC-RAS, tal como se muestra en las secuencia de imagenes (véase
Figura 61-Figura 66). Esta inestabilidad se ve reflejada al realizar la evaluacion de la cantidad
de movimiento, en la cual se observa un error mayor en comparacion con el modelo SMT,
como se muestra en los resultados mostrados en el subcapitulo 5.2. De acuerdo a los
resultados obtenidos en la comparacion entre ambos modelos, se concluye que existe mayor
variacion en la cantidad de movimiento en zonas de transicion al utilizar el modelo HEC-
RAS.

Finalmente se concluye que fue posible desarrollar el modelo de condicion inicial, solucién
de la ecuacion diferencial ordinaria no lineal de flujo gradualmente variado para
conducciones con transiciones suaves y abruptas, asi como el modelo de simulacién
transitoria, solucion de las ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su version
integrodiferencial, utilizando el esquema de discretizacion de Preissmann. Ademas, se
demostrd con el andlisis de convergencia que el modelo es incondicionalmente estable tanto
para un régimen de flujo subcritico como supercritico, ademas de ampliaciones y reducciones
suaves. Para la solucion de los términos no lineales se aplico la metodologia de Picard y de
Newton-Raphson. Asi como la construccion del modelo que evalla las variaciones de los
errores en la conservacion de masa y cantidad de movimiento en las zonas de transicién. Por
ultimo, se demostré que el modelo propuesto evalta de mejor manera el flujo en estado no
permanente en conducciones cuando se tienen zonas de transicion que el modelo de HEC-
RAS, tal como se muestra en el subcapitulo 5.2.

Trabajo a futuro

Cabe mencionar que el desarrollo del presente trabajo no toma en cuenta las incorporaciones
y/o extracciones de gasto (descargas laterales) (Covarrubias Herrera, 2016), por lo que es
necesario incorporarlas, asi como también tomar en cuenta las estructuras de regulacion
(Cruz Mayo, 2015).
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ANEXOS

ANEXO A. PROGRAMACION DE LA VERSION DOS DE LAS
ECUACIONES SAINT-VENANT CONSERVATIVAS EN SU VERSION
DIFERENCIAL CON EL ESQUEMA DE PREISSMANN BAJO LA
ITERACION NO LINEAL DE SEGUNDO ORDEN DE NEWTON-RAPHSON

Sean la version dos del sistema de ecuaciones de conservacion de masa (2.16) y cantidad de
movimiento (3.13) de Saint-Venant.

04 3Q
24,00 Al
LAQGxt)=Zrt+--=0 (A1)
00 0A(gA Q%\ 2000  (dydb dyok
=22, 0404 ) 2000, 4(0 Wk o Voo (A2
M4 Gx.0) 6t+6x<B )t 7ot 9 (G ot %) =0 (A

Para la construccion de la aproximacion de Newton-Raphson, se introducen pequefias
perturbaciones sobre las variables dependientes en los operadores de conservacion de masa
y de cantidad de movimiento, por lo tanto

LA+84,Q+8Q)=0 (A.3)

M(A+84,Q+680)=0 (A4)

Realizando una expansion en serie de Fréchet-Taylor sobre los operadores continuos a las
ecuaciones (A.3) y (A.4), entonces:

L(A+64,Q+8Q) = L(A,Q) + 6425 4 6025 4. 4 (A-5)

oM oM (A.6)
M(A+64,Q +6Q) = M(4,Q) + 64 — + 680 30 4o

Evaluando las derivadas parciales de las ecuaciones anteriores, se obtiene que

oL oL

a—%=0 (A.?)
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o _ o 0y 9 (@ ayob oydk
94 ~fAQ =975\ +g<0bax+6kax f ) A
ol @b @ ayydk oS (A8)
g ﬂ(%)ﬁ aA(ak)dx 94
Ademas
M a (Q 0Ss (A.9)
-0, =2—(—) gA—L :
90 (4,Q) =23 T94%0

0 (o0y d (ody p .. . . .
Donde ﬁ(%) y ﬁ(ﬁ) estan definidos en subcapitulo 3.4 para diferentes secciones

transversales.

0S(4Q) 2[5 2dP

94 3% a7 BPay (A-10)

05(AQ) _ S

30 -2y (A.11)

Entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones para la aproximacion de Newton-
Raphson

L(A,Q)=L(40Q) (A.12)

M(4,Q) = M(A4,Q) + SA[E] +6Q [0] + -+ (A13)

Construccion del esquema numérico bajo el esquema de Preissmann

La ecuacidon (A.13) se propone separar los términos no lineales con la siguiente propuesta:

aQ a0
= 171 e +172 =+ A+ [1,64 +1156Q = 0 (A.14)
Donde
gA Q?
LAY =575 (A.15)
2Q
I1,(4,Q) = I (A.16)
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ayab ayak
9y 0 Q> dy db ayak
H4(A,Q)—ga—a—<l42>+g(abax ak ox o S) (A.18)
dy\db a (dy\dk S |
+ g4 [ (38)3x * 73 (a0) 3 * 72
A ox 0A\ok/ox 0A
d /Q aS
H5(A;Q):26_(_)+ Aa_Qf (A.19)

Entonces aplicando la discretizacion en diferencias finitas de Preissmann para la derivada
espacial, temporal y los términos independientes (ecuaciones (3.14)-(3.16)) a las ecuaciones
(A1) y (A.14).

Se propone las siguientes reglas para la convergencia no lineal:

i.  Los términos lineales de conservacidn de masa (A.1) para el tiempo (n + 1), esto en
la iteracion (m + 1), de igual forma el primer término de la ecuacion de cantidad de
movimiento (A.14).

ii.  Los términos no lineales en la ecuacion (A.14) (lado izquierdo) se evallan para
(n+ 1) en (m+ 1) yen los términos m; para (n + 1) en (m).

Entonces el sistema discreto para las ecuaciones (A.1) y (A.14) es:

Ecuacioén de conservacion de masa

1-w) Lm+1 Lm+1 1-6)
At (A}l+ - AJn) + A_(A;l:1 mH— Aj +1) +— A (Q}l"'l - Q?)
0 ( n+1lm+1 n+1 m+1) (A.ZO)
to- @y —Q ) =0
Ax j+1 Jj
Agrupando la ecuacion anterior
0 1-v 0 v
n+lm+1 n+im+1 n+im+1 n+im+1
o () A ) v () )
_(a-w a-e, (A21)
A AtA T (Qf - Q1)
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Ecuacion de cantidad de movimiento

(1 v
(Qn+1 m+1 Q}‘L) +— (Q;l_:-ll,m+1 _ Q]T'l+1)
1-
+ Hl/ ( (A]n+1 An) _|_ _ (A]n:11 m+1l 1'1+1,m+1)]
:( 1 1 1 1
+11,: —Q’? +_ Qr'z+ ,m+ —QT-H' ,m+
2j | J) ( j+1 j ) (A.22)
+113; (1 - 0)[(1 — WA} + WAL, ]
+ 9[(1 ’I’)An+1m+1 + q,AJn:llm+1 ]
+ H4j [(1 _ W)(A]T-H—l ;m+1 A}r}+1,m) + W(A]Tfll m+1 A]n:11 m)]
+ HSj[(l _ W)(Q;L+1,m+1 _ Q;L+1,m) + W(Q;l:—f m+1 Q]n-lfll m)] =0
Agrupando la ecuacion anterior
1-v 6
Q| (S )~ Margg + M1 - )]
0
+ A7 ( ) +113;0(1 — W) + [14;(1 — lp)]
144 0
o™ (At) L + 15 ]
6
1 1
AT 171]( )+ 11569 + 174, ] (A23)
1-— (1-
:( AL )Qj +_Qj+1+nlj_A (A]T'l_A]T'l+1)
(1
+ 1l ——— (Q] Q1) — I3;(1 = 0)[(1 = ¥)A} + WAL, |
+ 174][(1 I.U)A}?“m + WAL
+ M5;[(1 = ¥)QF ™ + wQT™

El sistema de ecuaciones (A.21) y (A.23) se puede escribir ordenando ambas ecuaciones en
funcién de las variables para el instante n + 1 y de la iteracion m + 1, como se muestra a
continuacion:

n+l,m+1 n+1 m+1 n+1lm+1 n+lm+1 _ n
n+1 m+1 n+1,m+1 n+im+1 n+im+1 _ n
a;Q; + byA; + 20541 + dyAj = ey; (A.25)
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Donde
- (A.26)
= Ax .
b=t (A.27)
Y :
-7 (A.28)
“= Ax .
dy = - (A.29)
Y :
1-% ' (1-6)
ey = —— A + Al + (0] - Qi) (A30)
1-y 0
2 :< At )—szA—x+175j(1_q/) (A31)
0
4 0
€2 = (A_t) T whRlLs (A.33)
0
d, = Il (E) + 115;60¥ + I1,;¥ (A.34)
1-¥ v (1-6)
€, = ( At )Q]n + %Qﬁ.l)"‘ Hle—x(A]n — A]T-l+1)
1-6
+ M1, [(1 = WA+ waAr
+ 5[ (1= )Qf ™ + WO

Ademas la forma discreta de los términos no lineales II;; de la ecuacion de cantidad de
movimiento (A.23) es:

A 02\" A 0%\"
”1f=(1‘9)[(1“”)<g?‘%) ””(%‘%)
j j+1
n+im n+1m (A.36)
ga Q*\"" gd Q\""
6 ““”(F‘A—z)j HU(F‘F)},H l
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n n+im n+im

M, = 2(1 - 6) [(1 — ) (%)j +y (%)m] +26 [(1 w) (Q>] +y (%)jﬂ' ] (A37)

M%eﬁlwﬁfW@LJ

a n+im n+1m i+ b
*to [(1 ¥) (az ab ]}{ ; )}
]+1
{(1 -9 [(l lp) ak J+1] (A.38)
6 n+1m n+1m i1 k
sofammiG) o) R
Jj+

+ {(1 - 9) [(1 VIS + wsf]“]
n+im n+1im
+ g0 [(1 — WS 4 s, } -5,)

1-6
”M=9FA )

]
[(y)?+1 - (y)’.l] + — [(y);l:llm _ (y);l+1,m]}

(1 9) Q_Z n . 9 Q_2 n+1,m_ Q_2 n+1im
A2 i A2 A? ™ Azj

Ax Ax
+yg <{(1 ~6) [(1 —y) ( )] +y (Zi)m]
+0 :(1 — ) (Z—Z)jﬂ'm +nw (2—2’)7: m_ } {W}
+ {(1 —~0) [(1 ~w) (g ) +w (Zz)m]

n+im

vola-w (6y ) oy (gi)j: m_}{i(k“zx_ u )}
+{a-ofa- %@)+W@)]

+90 [ =w)(S) Frm v (s)T "]} - 50
+g{(1 - O[A - VIA] + ¥ (A}] (A.39)

+0[@ —¥)@;
a-n (GG (56
(@) v }
o-olo-w(Z@) (5E) |
j j+1
a-n(G@) () sy

+{a-o[a-v(s) +¥(sa)],
+o[a- (574, +w(sz)”“m]

+wmﬁﬁmn{m—9)

+0

+0

—— —
~—

n+im
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R A R (N A |

+ {1 -1 -»)ADT + ¥, ]

i . (A.40)
+0[(1 = w) T + v {[a - e (s o)+ sv(sz)jH]
+6 [(1 - qf)(sz):f“'m + (s, Q);f:ll‘m }
Ademaés
SFT =n? 59m(Q); (O (g)j (A41)
(A%)7 (Rh3)}
R 2 sdp\"
Sty = =350 A BMPT (dy) ] (A42)
]
sgn(Q)j Sti"
Sfy. = 2n? =2 (QJ)’T‘ (A43)
(A2)7 (Rh3)} J

El procedimiento de solucion y la evaluacion de las condiciones de frontera no cambia con
respecto a la metodologia de Picard (véase subcapitulo 3.3).
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ANEXO B. EXPANSIONES EN SERIE DE TAYLOR PARA CADA ESQUINA
DEL ESQUEMA DE PREISSMANN

Entonces aplicando las expansiones en serie de Taylor y desarrollando, se tiene

Esquina superior izquierda:

F(xj,tyy1) = F(x — PAx, t + (1 — 0)At)

ZAXZ

=F(x,t) — WAxE, + (1 — O)AtF;, + TFxx

(1 —6)%At? P3Ax3

- lIU(]. - H)AxAtFxt + 2! tt - 3! Fxxx (Bl)
W2(1 — §)Ax2At W(1— 6)2AxAt?

+ xxt — 2 xtt

2
(1 —0)3At3

3 Fyee + O[(Ax, At)*]

Esquina superior derecha:

F(xj41,ths1) = F(x + (1 — P)Ax, t + (1 — 0)AL)
(1 —¥)%Ax?

= F(x,t) + (1 — ¥)AxE, + (1 — 6)AtF, + - -

(1 —6)%At?
(1—w)3ax3 (1 — ¥)2(1= 0)Ax2At (B-2)
T XXX 2 xxt
(1 -¥)(1 - 08)?AxAt? (1-0)3A¢t3

+ ) xtt T gyl

+ 0[(Ax, At)*]

Esquina inferior izquierda:

F(x;,t,) = F(x — WAx, t — 0A¢)
ZAxZ
= F(x,t) — WAxE, — OAtF; + TFxx + WOAxXALF,;
02 At? P3Ax3 Y20 Ax>At YO2AxAt? (B.3)
T tt_T xxx_T xxt_TFxtt
93A¢t3 .
- TFttt + O[(Ax, At)*]
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Esquina inferior derecha:

F(xj41,tn) = F(x + (1 — ¥)Ax, t — OAL)

(1 —¥)%Ax?
= F006) + (1= V)AxF, — OALF, + —————Fix
02At? (1—¥)3Ax3
— (1= W)OAXAFy + ——Fyp + ————— Fax
(1 —¥)?0Ax>At (1 — ¥)O2AxAt? 03 At3
— 2 xxt 2 xtt — TFttt

+ 0[(Ax, At)*]

Para facilitar el analisis de consistencia se considero la siguiente notacion:

af _ of _ o%f —F 9%f _ o%f
Oxlyye, 3ty t, t Oxzly e, 2y, tt 0x0tly; ¢,
3f a3f o3f a3f

2L =F., 2L =Fun —2|  =Fu —=|  =Fe.

ax3 x]',tn XXX at3 x]',tn ttt axatz x]',tn xtt axzat xj,tn xxt

(B.4)

—Fxt,
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ANEXO C. DEMOSTRACION DE LA CONSISTENCIA NUMERICA
APLICADO A LA VERSION DOS DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE
SAINT-VENANT CONSERVATIVA DIFERENCIAL

Sustituyendo las ecuaciones (3.24)-(3.26) al sistema de ecuaciones de Saint-Venant (3.4) y
(3.7) , entonces

Ecuacion de conservacion de masa

(1-206) Ya-y) 1-36-36%
’E(A, U, X, t) = At + AtAtf + TAX Axxt + TAT: Attt

Wl -y 9(1-0 1-2w
(2 )szAxx+( ) ( ' )

1-39 —392% o(1-6)
g AUy — = AU

vy(1-v 6(1—6
¥Ax2Uxx+¥At2Utt] A,

+ [A + AtZAtt] [Ux + AxU,,

+|u+ +(1_2W)AA
2 2 2 X xx

1-3¥ —3y?2 6(1—6 ]
+ TAXZA“’C - %AtzAm + 0(Ax3,At3)

Ecuacién de cantidad de movimiento

(1-26) y(1l—y) 1—36 — 362

AtUtt + TA‘XZUXXT + TAtzUttt

rYal1-v 6(1—-0 [ 1-2y
+[U+¥Ax2Uxx+¥At2Utt] Ux+( 5 )

m(A,U;x,t) = U, +

AxU,,

+1—3w-3sv2 6(1—0)

3' AXZUxxx TAtZUxtt

1 ya-v /1 6(1-6) (1 (1 -2¥)
+g I:E + —2 Ax (E)xx + 5 At (E)tt A, + —2 AxA,,

1-39 —392 o(1-6)
g M A — 5 AP Ay

dydh w1 -w dy db 6(1—6 dy db dy dk
) D () 20 () (222
b dx 2 b dx/ . 2 dbdx), ' \Okdx
w(1— ) dy dk 0(1—0) . (dydk
O (1) e ()
t— A G T A Gt (S So)

Y(1-v) 0(1—6)
+ Tsz(sf —S,),, + > At?(Sy = S,),, | + 0(Ax3, At?)
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O también las ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de movimiento se pueden
escribir de la forma siguiente

(1-26) Y(1-¥)
2(A,U;x,t) = A, + AU, + UA, +TMA“ =

1-30-362
+TAt Aete
vya-v 6(1—-¢6
+ [(T)szAxx +¥At2Att]
1-3p —3p2 8(1 - 0)
+73! Ax“U,yy TR
(1 -2¥) 1-39 —3p2 o1-06)
FAEE—L AU+ ———— AXPU, — —— At2U,,
2 3! 3!
vyYa1a-v 6(1-+6
+ Ux [%AXZAXX + %Atzfl“]

Yy1-v 0(1-6 1-2¢¥

+ [%AXZUXX + (T)AtzUn] [(2—)

1 -3y — 3y? 6(1—-06)

T Ax2 7
* 31 e T

1-29) 1 -3y — 3y? 9(1—9)A

Ya1-v 6(1-96
A, [%AXZUXX + (T)AtzUn] + 0(AX3,At3)

Ax?A,.

(1-29)
[T AxU,,

At? Um]

(C.1)

AxAy,

AtZAm]

(C.2)
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AUxt) =U, +UU, +24, + (aydb+aydk)+ (s S)+(1_29)AtU
TSN B = 0T OV T g e VI \Gpa T akdx) T IV T 00 2 ot
ya-v) 1-30-362
g AU+ e AU
w1-v 9(1-6 1-2w
[(T)AXZUXX + %Atzl]ﬁ] [(2—)AXUxx
1-3y 39?2 o(1-0)
P AUy — o AU
(1 - 2%) 1-3Y-3p2 o(1-0)
FU [ AU+~ AxPUe = ——— AUy

Tw@a-vw 0(1—0
+ Ux %AXZUXX + %Atzl]ﬁ]

+g PA-9) ) (1) 949, (1> ] [7(1 — 2 AxA,,

| 2 B 2 B 2
1-39 —39% o1-6)
g M A — g AP Ay
g1 -2y) 1— 3y — 3p?2 6(1-0)
T Mt g AP Ay — — 5 AP Ay

‘A, [@ pe () + 20D @)J

WA —W) dydby  8(1—6)  dydb
¥sz<3’ ) +¥Atz(3’_)
xx tt

9T abdx 2 ab dx
N Ya-v), , <6y dk) 6(1—-6) Ap? <6y dk)
2 0k dx/ .y 2 Ok dx/
w(1l-Y) 0(1 - 0)

Ax*(Sp = S,) , + Ac?(S; — 5,,)“] + 0(Ax3, At®)

2 2

De acuerdo con el teorema de consistencia numérica

ILCA,U; x,t) — (A, U; x,t)|| = 0
} (C.3)
IM (A, U; x,t) — m(A,U; x,t)|| - 0

Entonces sustituyendo las ecuaciones de conservacién de masa (C.1) y cantidad de
movimiento (C.2) en (C.3), asi como también las ecuaciones (3.4) y (3.7), resolviendo,
obtenemos
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I£(A, U; x,t) = £(A, U; x, )|

(1- 20) w(1-w) 1-36 - 362
= |- Bty — S A Ay - A A
W - 6(1-6 1-2w
I kGl PN C Il DPVEYIR | Lo
2 2 2
1- 39 — 392 6(1-6)
e AU — AU
(1-29) 1-3¥ - 3p? 6(1-6)
—A [T Bl + g AUy — = AU
Y- (1 -6
~U, [%Axmxx + %Atmtt] (C4)
Y- (1 -6 1-2w
1-3y —3w? 6(1-6)
e A Ay — o A A
(1-2%) 1-39 —3w? 6(1-6)
U [ A+ e AP Ay — e A A
W1 -w (16
— A, [%szuxx + %Atzun] — o3| -0
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IM A, U; x,t) — m(A,U; x, t)|
(1-26) Y1-v) 1-36-36%
= |- AU — 5 Ax U — ————— AUy

y(1-v 6(1—6 1-2w
1-39—392 61-6)
g MUy — = AUy
(1-2¥) 1 -3y — 3y2 0(1—0)
—U | MUy, + TszUm - TAtZUm
Tw@a-w 6(1—6
—_ Ux [%AXZUX;C + %AtZUﬁ]
(W(l-—y 1 9(1—6 1—2w
B ( )sz(_) N ( ) (1-2v) AvA.
2 B/, 2 (C.5)
1— 3y — 3p? 6(1—0)
+TAx2Axm 2 AtZAm]
g[(1-2w) 1 -3y — 3p? 6(1—0)
) TAX LT x? xxx_TAtzAxtt

- [T e (5) + 2D () |
g [’}’(1 -¥) Ax? (ay db) N 6(1-0) Ae? (ay db)

2 obd 2 ob dx
y(1-v dy dk 6(1—-6 dy dk
+¥Ax2 (_y_) +¥At2 (_y_)
2 ok dx/ 2 ok dx/
y(1-v -6
%sz(sf ) )AtZ(Sf — So)tt] — 0(Ax3, At3)

Entonces se demuestra el Teorema de consistencia numeérica, ya que el esquema es
consistente cuando se tiene un refinamiento de la malla, Ax, At — 0.
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