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MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

Resumen

La red de canales en un distrito de riego tiene como funcién principal distribuir el agua de riego desde
la fuente de suministro, que puede ser un embalse o presa de almacenamiento, hacia la zona regable.
Este sistema de distribucion en forma genérica cuenta con un canal principal y canales laterales y los
gastos distribuidos son decrecientes a medida que la distribucion del agua se aplica en la zona regable.

En el caso de un rio, a diferencia de una red de canales, los gastos son incrementales, teniendo en un
origen de gastos pequefios en la zona montafiosa o0 de captacion y a medida que se avanza sobre la
zona drenada o cuenca hidroldgica los cauces acumulan el gasto drenado y por consecuencia aumenta
el gasto y la seccion transversal.

Estas caracteristicas de variacion de gasto respecto a las distancia y tiempo, es importante poder
describir con modelos de la dindmica de los fluidos y en forma préctica, como es el caso de un flujo
unidimensional, pues describir su comportamiento es de gran ayuda para el disefio de las obras
hidraulicas.

En el presente trabajo se estudia a detalle el flujo unidimensional en un canal con bifurcaciones que
se presenta en un distrito de riego, para evaluar la influencia de las tomas laterales que distribuyen
gastos en los puntos de regulacién en un canal principal, asi como el comportamiento del incremento
de gastos en una red de rios. Para este estudio se utilizaron las ecuaciones fundamentales de flujo a
superficie libre propuestas por Saint Venant (Abbott, 1979), considerando los principios de
conservacion de masa y de cantidad de movimiento. Este sistema de ecuaciones describe el
comportamiento del flujo unidimensional en condicion de flujo permanente y no permanente.

Desde el punto de vista matematico las ecuaciones de Saint-Venant son un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas de valor inicial y de valores en la frontera. Por la complejidad del
problema diferencial, para su solucién se recurrié a un modelo numérico, tanto para la condicion
inicial como para el problema diferencial completo. La solucién del problema en la condicidn inicial
es una ecuacion diferencial no lineal de disparo inicial y su solucion aproximada se realiz6 con el
método de Runge-Kutta de cuarto orden (Burden & Faires, 2011), y en el caso del problema
diferencial parcial se utiliz6 un método en diferencias finitas con un esquema de caja 0 Box Scheme
(Abbott, 1979; Cunge & Holly, 1980).

Para verificar el funcionamiento del modelo numérico se aplicé un analisis de convergencia aplicando
el Teorema de equivalencia de Lax (Morton & Mayers, 2005) y se determinaron las condiciones de
convergencia limite en flujo subcritico y supercritico y la influencia localizada de los gastos laterales.
El modelo numérico que se desarroll6 para la solucidn de las ecuaciones de Saint-Venant tiene una
caracteristica no lineal y para su solucion se aplicaron las técnicas de primer orden o Picard y de
segundo orden o Newton (Szymkeiwicz, 2010).

Para la solucion transitoria del flujo lateral se verificé la convergencia numérica, cuando las variables
dependientes ya sean gasto y area, o bien velocidad y &rea. Las pruebas numéricas se realizaron con
una adaptacién del Simulador de Multiples-Tramos (SMT) (Pastrana, 2016, Cruz, 2015 & Aguilar
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Chavez, 2002). En este sistema se adaptaron las diferentes caracteristicas geométricas, morfoldgicas,
topograficas de las bifurcaciones y los caudales principales y los laterales. Con los resultados de este
estudio el modelo SMT puede evaluar la operacion de las compuertas en multiples tramos y las
extracciones de gastos en las tomas laterales.

Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas fueron convergentes en los transitorios para
cualquier nimero de Courant, el valor maximo evaluado fue de 100. En el caso de la discretizacion
espacial se analizaron para un canal con un ancho entre 20 y 50 m, y una longitud de 600 m a 16,000
m, y el modelo fue convergente para Ax < 5m, lo anterior se justifica por la dimension de las tomas
laterales que varian en longitud entre 5a 50 m.

Uno de los resultados logrados en este trabajo fue construir un algoritmo para evaluar los gastos y
perfiles, con la condicion inicial clasica presentada en los libros de hidraulica (Chow T. V., 2000 &
Sotelo Avila, 2001) y también con la forma de trabajar la ecuacion de cantidad de movimiento discreta
en la condicion de flujo transitorio propuesta por Cunge y Holly en 1980.
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1 INTRODUCCION

La red de distribucion de agua en un Distrito de Riego tiene como funcidn cubrir toda la zona regable
y suplir los requerimientos hidricos en la agricultura, que es una de las actividades econdémicas que
tienen un alto consumo de agua. Esta red se disefia para entregar el agua en la zona regable con la
cantidad necesaria y al momento que es solicitado o también definido como oportunidad de uso.

La zona regable se subdivide en varias areas y estas se denominan en forma administrativa como
unidades de riego y por las caracteristicas topograficas estas sub-areas son abastecidas por un canal
lateral. A continuacidn, se enumeran los principales componentes de un sistema de abastecimiento de
agua para la agricultura en la una zona regable o también denominado Distrito de Riego (Pedroza &
Hinojosa, 2014):

e Cuenca hidroldgica: es la zona de captacion de la lluvia y coleccion de los escurrimientos
superficiales o subterraneos,

¢ Presa de almacenamiento: estructura que captura los escurrimientos de una cuenca y tiene la
funcion de regular los periodos de abundancia y déficit para cubrir las demandas de riego
(ILUSTRACION 1),

e Red de distribucién: conjunto de estructuras que tiene por objeto conducir, desde la fuente de
almacenamiento hasta la zona regable (ILUSTRACION 1), los volimenes de agua necesarios
para cubrir los requerimientos hidricos de los cultivos, o bien, captar el agua desde la presa
de derivacion o un embalse y la traslada por una conduccion principal o canal principal y
después se distribuye a una red menor o secundaria y red subsecuentes, (FIGURA 1-1) y

e Estructuras de control: sistemas para controlar en forma local la distribucién del agua entre
un canal principal y uno lateral (ILUSTRACION 2y 3), estas estructuras son compuertas,
orificios y vertedores.

Toda infraestructura de irrigacién se disefia bajo criterios de operacion de demanda méxima, esto
significa que para el periodo de demanda maxima de los cultivos el sistema tiene la capacidad de
distribuir y suministrar a todos los usuarios los requerimientos hidricos de los cultivos, aunque se
considera que las demandas maximas no suceden al mismo tiempo (Lujan Garcia, 1992). En el caso
de operacion de la red canales, fuera del periodo de demanda maxima, es necesario realizar ajustes
en las estructuras de control de nivel, con fin de suplir las demandas de los usuarios en tiempo y
oportunidad.

En estas condiciones de operacién se suceden transitorios tanto en la red principal como en los
laterales; entonces para conocer los tiempos de entrega y control es necesario estudiar con detalle la
variacion de nivel en los puntos de control.
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a) b)
ILUSTRACION 1, a) Vista panoramica de una presa derivadora y la conduccion
principal. b) Conduccidn principal a través de la zona regable (Google, 2016).

A ,
Cresta vertedora. Rm. aguas
abajo. \
A Obra de toma., P
Canal nal ramal > Zona regable.
lateral. ) 7
y/R Compuertas.
Canal \
principal
~ 5 <
z 3
f A /Bifurcacion. \ \
RH? S Canal sub' 2
ariba lateral.
Canal
lateral. Canal sub
lateral.
& \
¢ A Compuertas.
‘ 4
Canal sub %
ot lteral. ’ Zona regable.

FIGURA 1-1 Esquema General de un Distrito de Riego
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En una zona regable, una vez conocida la demanda del agua de los cultivos es necesario entregar el
volumen requerido mediante la red de canales y la operacion de la red se realiza mediante un conjunto
de técnicas que toman en cuenta la capacidad de almacenamiento, de conduccién y la configuracion
topoldgica del canal (ubicacion de los puntos de entrega y niveles de operacion). Las técnicas de
regulacién de canales més usadas son control aguas arriba y aguas abajo de la compuerta; su
diferencia esté en sobre el sitio de ubicacion de las tomas laterales y las estructuras de regulacion. En
Meéxico la mayoria de las redes de canales estan disefiadas con la técnica de control aguas arriba
(Prado, Ledn, & Ruiz, 2003).

El control aguas arriba se establece con la siguiente configuracion: una compuerta de ingreso de
caudal al inicio del tramo vy al final del mismo. Los niveles de operacion aguas arriba de la compuerta
al final del tramo y las tomas laterales. En la operacién de cada tramo el nivel aguas arriba de la
compuerta debe permanecer lo mas constante posible (FIGURA 1-2), lo que logra operando los
motores o las manivelas de elevacion de la compuerta (Losada, 1997).

En el caso de control aguas abajo, los cambios de gasto en cada tramo se definen por nivel de aguas
abajo de lacompuerta y tiene la finalidad de suplir la demanda en la toma lateral con pocas variaciones
de nivel (FIGURA 1-2), para diferentes gastos que puedan circular en el canal principal. Lo anterior
implica que se debe establecer un modelo dindmico de operacion continua de gastos y movimientos
de las compuertas.

En la practica es posible realizar el control aguas arriba de forma manual por un operario, en cambio
para el control aguas abajo sélo es posible realizarlo con estructuras fluidicas de control automatico
o sistemas electronicos para control automatico (Litrico & Fromion, 2009).

Fuerza Contrapeso del flotador
ejercida por el flotador

Nivel aguas

arriba Fuerza ejercida

Contrapeso por el flotador
del flotador
1 . Nivel regulado
“\Eje de ratacion aguas abajo
: Y B
Nivel del agua %
regulado Empuje hidraulico . Q2
sobre el tablero rotacion —
| = & | y
Y — 0,
a) b)

FIGURA 1-2 Técnicas de regulacion de canales por medio de compuertas. a) Control
aguas arriba, compuerta AMIL y b) Control aguas abajo, compuerta AVIS.
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1.1 Planteamiento del problema.

Este trabajo se enfoca en el analisis del flujo en el funcionamiento hidrodinamico producidos por
bifurcaciones (tomas laterales) a lo largo de un canal principal, entendiendo como bifurcacion la
derivacion de flujo a un canal lateral (FIGURA 1-2). Las bifurcaciones son importantes para el disefio
de una red de canales y son consideradas como puntos de control; en los cuales se aplica el principio
de conservacion de masa, tomando en cuenta los flujos de entrada o salida mediante la operacion de
compuertas en las tomas laterales (FIGURA 1-2), lo anterior se conoce como operacion de la red de
canales, la eficiencia de esta Gltima se evalta por dos criterios: en funcion del volumen enviado y
recibido (indicador de eficiencia de conduccién) y en funcién del tiempo de llegada del flujo y la
regularidad del caudal en cada tramo (eficiencia de distribucidn), estas eficiencias forman parte de la
eficiencia global, la cual en México oscila entre el 35% y 46% (SAGARPA, 2010).

Para evaluar el comportamiento del flujo la cual permite conocer las eficiencias, en especial la
eficiencia de distribucion, ademas es importante para el disefio y operacién de la red, es comun utilizar
modelos de simulacién numérica de flujo en la red (Sanchez & Gracia, 1988).

CANAL PRINCIPAL

Q > Qn = CANAL PRINCIPAL COMPUERTA

=
- N q [Y v
CONTRACCION |/ ZONADE COMPUERTA —

DEL FLUJO @ ESTANCAMIENTO

‘ CANAL LATERAL
COMPUERTA

CANAL LATERAL

a) b)
FIGURA 1-3 Representacion esquematica de una bifurcaciéon en canales abiertos.
a) Vista en planta. b) Vista en corte.
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ILUSTRACION 2 Ejemplos de bifurcacion en el canal principal y un canal lateral en
una red de riego. a) Y b) Distrito 014 Rio Colorado Baja California. ¢) y d) Distrito
063 Guasave Sinaloa (Google, 2016).

c) d)

ILUSTRACION 3 Ejemplos de punto de regulacién en canales por medio de
compuertas. a) Un canal principal con un canal lateral. b) Un canal lateral con un canal
sub lateral, ¢) y d) Un canal sub lateral con un canal ramal (Google, 2016).
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1.2 Estado del arte.

Existe reportado en la literatura un gran nimero de experimentos y estudios analiticos relacionados
con bifurcaciones en rios y canales. A continuacion se muestra un resumen de autores y trabajos sobre
este tema:

¢ Las investigaciones de Tanaka (1957), Murota (1958) & Thompson (1949), construyeron un
modelo basado en la geometria de los canales, &ngulos de proyeccidn de los canales y configuracion
de la toma lateral, de forma que en todo el sistema de distribucion se tenga el flujo uniforme y con
tirantes normales, y estos autores consideran que este modelo es muy eficiente.

% Determinacion de la ecuacion de flujo espacialmente variado en un canal con diversas
pendientes, Chow (1959).

¢+ Segun las investigaciones del estudio del flujo en un canal con tomas laterales Krishnappa &
Seetharamiah (1963) concluyeron que la condicion de flujo en la entrada en un canal lateral es
generalmente no sumergida cuando Fr es mayor que un valor 0.3 0 0.35.

s Law & Reynolds (1966), estudiaron el comportamiento y las direcciones que presentan las
particulas en el flujo en las bifurcaciones usando métodos analiticos y experimentales.

% Abbott (1979), en el libro Computacional Hydraulics. Elements of the Theory of Free Surface
Flows compilé estudios de modelacién numérica en rios y canales abiertos para diversos casos y
describe los métodos de solucién con la aplicacion de la hidraulica computacional.

¢ De igual forma Cunge & Holly (1980) también compilaron los diferentes modelos para
simular los flujos a superficie libre y presentan diversas formas de calcular los transitorios en una red
de canales.

¢ Séanchez & Gracia (1988) realizan la construccion de un modelo matematico para simular la
operacion de un canal de riego con la finalidad de poder seleccionar la maniobra méas adecuada para
suministrar la demanda en cada caso de operacion.

% Hager (1989) , muestra estudios experimentales a traves de canales ramificados para obtener
la evaluacion del coeficiente de pérdidas de energia despreciando la variacion de velocidad en la
entrada del canal ramificado. Ademas, en sus investigaciones obtuvo una expresion derivada de dicho
coeficiente de pérdida de energia, suponiendo un flujo critico que se contrae en la entrada de la
ramificacion dependiendo de un coeficiente de descarga.

% Neary & Odgaard (1993), examinaron los efectos de la rugosidad en una estructura 3D de
divisién de flujos en canales y los efectos de turbulencia que se presentan en esta.

<+ Con un extenso estudio experimental en un canal abierto con una toma lateral a 90 °, Webber
(2001), determind los campos de velocidad, presion, esfuerzos de Reynolds en medio del fluido y su
influencia en la superficie libre.

¢ Un estudio numérico global de la combinacion de flujos en los cruces de canal abierto
utilizando la turbulencia en un modelo 3D, lo muestra Huang, Weber & Lai (2002), validado el
modelo con datos de prueba detallados de Weber (2001).

% Jiménez Castafieda, Gracia Sdnchez, Berezowsky Verduzco & Martinez Cuaxospa (2007) ,
construyeron un modelo numérico para rios con ramificaciones, para solucionar el problema de
inundaciones. El objetivo fue predecir el funcionamiento hidraulico al paso de una avenida que es
registrada por un hidrograma para el disefio de una construccion de una estructura de control en uno
de los rios ramificados aguas abajo.

% Los estudios experimentales de Ramamurthy & Qu (2007) consistié en determinar las
componentes en 3D de velocidad y perfiles de superficie del agua en la division de flujos a 90° en
canales abiertos El conjunto de datos presentados en este trabajo es compuesto por asignaciones de
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la superficie del agua y la distribucién de velocidad en 3D en la proximidad de la region del punto
divisor del canal, desarrollando un modelo numérico en 3D para determinar los efectos de turbulencia
de superficie libre.

¢ En la literatura también existen estudios del comportamiento del flujo en las zonas urbanas,
considerando una red de distribucion de flujo conformada por el arreglo urbano de las calles, cuando
se sucede una inundacion. Esto puede producir flujos intensos con dafios importantes, los estudios
sobre este tema Mignot, Riviére, Doppler, Vinkovic, & Bazin (2007), lo realizaron con experimentos

en laboratorio para introducir disipadores de energia.

Durante la busqueda bibliogréafica, se localizaron los siguientes estudios de simuladores numéricos
de flujo en canales, realizados por instituciones o investigadores, estos son:

/7

% Modelo numérico SIC (Simulation Irrigation Canals), cuyo desarrollo inicié en los 80’s a
cargo del CEMAGREF en Francia. Utiliza las ecuaciones completas de Saint Venant en una direccion
para flujo subcritico, aunque también modela para flujo supercritico. No es un software
completamente libre.

% ElI US Army Corps of Engineers (1993); desarrollaron un software de uso libre para la
simulacion del flujo en canales basados en un modelo unidimensional e hidrodinamico conocido
como HEC-RAS (Hydrologic Engineering Centers River Analysis System), adaptado por el Dr.
Robert L. Barkau’s. Este modelo tiene como objetivo simular zonas de inundacion, transporte de
sedimentos y modelacion de temperatura del agua, ya que la regulacion no esta dentro de los objetivos
principales, este software presenta problemas de modelacién de compuertas.

% Modelo CANALMAN; este software fue desarrollado por el Departamento de Irrigacion de
la Universidad de Utah a mediados de los 90, realiza simulacion hidréaulica del flujo transitorio en
canales con ramificacion y aplica los mismos criterios que el modelo SIC, una de sus limitaciones es
que considera como maximo cuatro bifurcaciones o tomas laterales para su modelacion.

+¢ Danish Hydraulic Institute desarroll6 MIKE 11 (Havno, Madsen, Dorge, & Singh, 1995),
gue ademas de la simulacién de canales puede analizar estructuras complejas como presas. Al igual
que el SIC, no es un software completamente libre y para su configuracion es necesaria la asistencia
del DHI.

+¢ Universitesi, Fakultsi, Yapilar & Bolumu (2005), plantearon un algoritmo de simulacion
dinamica de una técnica de control para incorporacion de un flujo a través de los cruces en los canales
de riego, con el objetivo de retroalimentar al canal ineficiente por medio de controladores de
retroalimentaciéon automatica y lograr aumentar la fiabilidad del suministro de agua, satisfacer la
demanda que se necesita aguas abajo en el sistema de irrigacion, reducir al minimo el desperdicio de
agua y el costo de operacién y mantenimiento.

¢ El modelo numérico llamado CanalMod elaborado por Raghuwanshi, Islam, & Singh (2008),
es basado en las ecuaciones de flujo de Saint Venant, muy parecido al utilizado en esta tesis con la
diferencia otros modelos (HEC-RAS y MIKE 11), incluyen un factor de correccion en la ecuacion de
conservacion de cantidad de movimiento. CanalMod es capaz de modelar compuertas, vertedor,
descargas laterales y redes en canales.

% El modelo SOBEK incluye el control de aguas subterraneas, inundaciones en alcantarillas,
control de sistemas de riego, control de calidad de agua y puede simular en 1D y 2D. Tiene la
desventaja de ser un software de uso comercial y necesitar una gran capacidad de RAM y no es
compatible con un sistema GIS para la extraccion de datos (Ramesh, 2013).

El flujo lateral de entrada (o salida) a lo largo del canal, rara vez se encuentran en la modelacion
numeérica en canales. EI complemento de esta tesis, es construir un modelo numérico que determina

7
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el comportamiento del flujo en un canal con bifurcaciones y permitir contabilizar la distribucion de
gastos durante la operacion hidrodindmica. Aunque las ecuaciones fundamentales son las mismas en
otros modelos, se aplicaran otros criterios y técnicas de solucion, para mejorar los conocimientos y
resultados de flujo espacialmente variado, especificamente para flujo no permanente.

1.3 Flujo a superficie libre en canales.

El flujo en un canal se produce, principalmente, por la accion de la fuerza de gravedad y se caracteriza
porque expone una superficie a la presién atmosférica, siendo el fluido siempre un liquido, por lo
general agua (Chow V. , 1959).

El movimiento de un liquido a superficie libre se ve afectado por las mismas fuerzas que intervienen
en el flujo dentro del canal (FIGURA 1-4) y estas son:

a. Lafuerza de gravedad, como la mas importante en el movimiento.

b. La fuerza de resistencia ocasionada en las fronteras rigidas por la rugosidad y la naturaleza
casi siempre turbulenta en el flujo.

c. La fuerza neta producida por la presion que se ejerce sobre las fronteras del canal,
particularmente en las zonas donde cambia la geometria.

d. Lafuerza debida a la viscosidad del liquido, de poca importancia si el flujo es turbulento.

Los canales pueden ser naturales o artificiales. Los naturales son las condiciones hidraulicas que
existen para el drenaje natural sobre la tierra, como arroyos, rios, etc. Los artificiales son construidos
por el hombre para fines de riego, drenaje, generacion de energia, navegacién, etc.

Los canales artificiales tienen por lo general forma prismatica, las secciones geométricas mas
comunes son trapecial, rectangular y triangular (TABLA 1-1). Siendo la seccion trapecial las mas
usada en canales revestidos y no revestidos.

@ @

Superficie libre del agua. Linea de Energia.
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______________ 2

< Ax — Nivel de referencia.

FIGURA 1-4 Aplicacion de las ecuaciones basicas a un volumen finito de control en
un canal (Chow T. V., 2000).



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

TABLA 1-1 Elementos geométricos de las secciones mas comunes para canales de riego
(Chow V., 1959).

h 4 h 4
Y y
Elemento 1 ,
geométrico t
b 1
RECTANGULAR TRAPECIAL TRIANGULAR
Area (4) by by + ky* ky?
Perimetro
mojado (P) b+2y b+2yy1+k? 2yy 1+ k?
Radio h. (R, = by by + ky? ky?
A/P) b+2y b+ 2yV1+ k2 21+ K2
Ancho de la
superficie libre b b+ 2ky 2ky
(B)
Tirante medio by + ky? 1
(4/B) Y b + 2ky 27
dp/dy 2 21142 211 12
dT/dy 0 2k 2k

En un estudio de la dindmica en un canal es necesario conocer la clasificacion o tipo de flujo que
existe y esto es de gran ayuda para aplicar los modelos y las caracteristicas que se deben determinar
o conocer con antelacion (FIGURA 1-5). En forma general de los tipos de flujo son (Chow V., 1959):

1- Flujo permanente y no permanente. Esta clasificacion tiene como criterio el tiempo. Es
permanente cuando las variables de gasto y area 0 mas bien la velocidad media en una seccién dada
. . . av .
se mantiene constante en el tiempo o en un lapso especificado (E) = 0. Lo contrario sucede cuando
v
no es permanente (E) + 0.

El caso més comun de flujo no permanente se presenta en los canales donde se transita una onda de
avenida, como en los rios o en las cunetas o bordillos en carreteras.

2- Flujo uniforme y variado. Esta clasificacion tiene como punto de evaluacién el espacio,
entonces el flujo uniforme se presenta cuando la velocidad media permanece constante en cualquier

. av . . , s . .

seccion del canal, P 0. Esto quiere decir que su area hidraulica y su tirante también son constantes

en la direccion x. El flujo es variado cuando la velocidad media cambia en las secciones a lo largo
av s . . .

del canal, P # 0, esto ocurre por la variacion de la seccion transversal, por un cambio en la pendiente,

9
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0 por la presencia de una estructura hidraulica, como un vertedor o0 una compuerta, interpuesta en la
linea de flujo. La linea de energia, el perfil de la superficie y la plantilla tiene inclinaciones distintas
entre si.

3- Flujo laminar y turbulento. Cuando las fuerzas de inercia del fluido en movimiento son muy
bajas, la viscosidad es la fuerza dominante, el flujo es laminar. Cuando predominan las
fuerzas de inercia el flujo es turbulento.

4- Flujo critico, subcritico y supercritico. Es el tirante hidraulico que existe cuando el gasto es
el méximo para una energia especifica determinada, o el tirante al que ocurre un gasto determinado
con la energia especifica minima, su indicador es el nimero de Froude debe ser igual 1 (. = 1). Para
el flujo sub critico son las condiciones hidraulicas en las que los tirantes son mayores que los criticos,
las velocidades menores que las criticas y los nimeros de Froude menoresa 1 (F. < 1). Es un régimen
lento, tranquilo, fluvial, adecuado para canales de riego y navegacion. El flujo supercritico es todo lo
contrario, sus tirantes son menores que los criticos, las velocidades mayores y los nimeros de Froude
mayores que 1. (E. > 1) Es un régimen rapido, torrencial, pero perfectamente estable, puede usarse
en canales revestidos.

Los puntos 1y 2 de la clasificacion de flujos se pueden representar en forma esquematica tal como
se muestra en la Figura 1-4.

Flujo uniforme

—

Flujo permanente — Gradualmente

| Flujo variado — Rapidamente

Espacialmente

—

—

Gradualmente

Flujo no permanente — Rapidamente

Espacialmente

FIGURA 1-5 Clasificacion de flujo segun el tipo de criterio (Chow V., 1959).
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1.4 Obijetivo de la Investigacion

1.4.1 Objetivo General.

Elaborar un algoritmo para la solucién numérica transitoria que permita analizar el flujo en un canal
con multiples tramos considerando el flujo lateral.

1.4.2 Objetivos especificos.
Para la modelacién transitoria de un canal con flujo lateral se tienen los siguientes objetivos:

a. Construir un modelo de flujo espacialmente variado en estado permanente y no permanente
aplicado a una conduccion a superficie libre.
b. Verificar su funcionamiento mediante simulacion numérica con diversos casos de estudio.

1.4.3 Justificacion.
La justificacion para construir este algoritmo es:

a. Mejorar los conocimientos en la solucion del flujo espacialmente variado, especificamente
para flujo no permanente.

b. Analizar los efectos inerciales en condicidn de gasto creciente y decreciente.

c. Incorporar este algoritmo al modelo numérico Simulador de Mdltiples Tramos (SMT), para
evaluar los transitorios en canales regulados con compuertas (Cruz, 2015) y transiciones en
canales (Pastrana, 2016).

1.4.1 Hipotesis.

La modificacion del método de solucion para el calculo del perfil de flujo en canales con bifurcaciones
mejora la aproximacién de resultados del calculo de perfiles.

1.4.2 Resultados esperados.

a. Generar las capacidades de analisis del flujo en bifurcaciones.

b. Elaborar las subrutinas para resolver las ecuaciones de flujo a superficie libre con una
condicion de frontera que considere las bifurcaciones.

c. Realizar una serie de pruebas numéricas para evaluar los efectos de variacion de nivel en una
bifurcacion.

d. Comparacion de resultados con otros modelos existentes.

11
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2 ECUACIONES DE FLUJO EN CANALES
ABIERTOS

Se considera el flujo en canales abiertos aquel donde existe un escurrimiento con una superficie libre,
aunque el canal esté cerrado como en el caso de un tinel (Chaudhry, 1979). El flujo de un canal
puede ser permanente 0 no permanente, se considera permanente cuando las variaciones de velocidad
y la presion son nulas con respecto al tiempo, en caso contrario se tiene un flujo no permanente o
transitorio.

2.1 Ecuaciones fundamentales.

Los principios fisicos para analizar el flujo no permanente o transitorio en cauces naturales o en
canales prismaticos estan definidos por las ecuaciones de Saint Venant (Abbott, 1979). Estas
ecuaciones consideran los principios de conservacion de masa y de cantidad de movimiento, y tienen
los siguientes limites de aplicacion:

1. El flujo es unidimensional, por lo que, la velocidad es uniforme sobre la seccion transversal
y el nivel del agua a lo ancho de la seccion es horizontal.

2. Lacurvatura de las lineas de corriente es pequefia, la aceleracion vertical es insignificante y
la distribucion de presiones es hidrostética.

3. Los efectos de resistencia de flujo en las paredes y la turbulencia pueden ser contabilizados
con las leyes de resistencia, analogas a las utilizadas en flujo permanente.

4. La pendiente promedio del fondo del canal es pequefia, de modo que el coseno del angulo
gue este hace con respecto a la horizontal puede ser remplazado por la unidad.

5. Lavariacion del ancho del canal a lo largo del canal es pequefia (Chaudhry, 1979).

Cabe recalcar que las ecuaciones de Saint Venant describiran correctamente el flujo mientras que las
condiciones antes mencionadas se cumplan, no obstante lo anterior esto no siempre sucede en un
escurrimiento real (Litrico & Fromion, 2009, Cunge & Holly, 1980), entonces se tienen las siguientes
limitaciones de las ecuaciones de Saint Venant:

1. El flujo no puede ser unidimensional en el caso de rios muy anchos o llanuras de inundacion.

2. Cuando se tienen saltos hidraulicos u oleaje la distribucién de presiones no es hidrostética,
en estos casos es necesario modificar el término de presion en la ecuacion de momentum
considerando los coeficientes de Boussinesq.

3. Cuando el flujo tiene discontinuidades como las provocadas por las estructuras hidraulicas,
como compuertas, las ecuaciones de Saint Venant ya no son aplicables a menos que estas
sean tratadas como condiciones de frontera (Cruz, 2015).

4. Cuando el gasto del canal varia en la direccion del flujo (FIGURA 2-1), por medio de una
extraccidn o una incorporacion de gasto se generan modificaciones en las ecuaciones de Saint
Venant y estos efectos tiene un comportamiento mas complicado que cuando se analiza para
gasto constante.
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Superficie libre del agua.

| f ﬂ
1
i U,cosé
s' Lz
Q .'= Yy = dzcasetg
4 fid: .'
P i F.cosf id, Q—-dQ
S P pi = dycoso F, ' | 5, A—dA
A 1
Fondo del canal. A p i
V3 <
0
451 Zy
______________ Yy _ Y _____
4 Ax — Nivel de referencia.

FIGURA 2-1 Analisis del flujo espacialmente variado (Chow T. V., 2000)

En la literatura existen diferentes versiones de las ecuaciones de Saint Venant y se clasifican como
forma conservativa y no conservativa. La diferencia esta en la forma de trabajar los cambios de area
y presion a lo largo del canal y para el caso de canales prismaticos cuasi regulares y de gran longitud,
no se espera una gran diferencia entre estas versiones (Abbott, 1979). No obstante, en este trabajo se
desarrollaron modelos para las dos versiones con el fin de evaluar su convergencia.

2.1.1 Ecuaciones conservativas de Saint VVenant.

Sean las ecuaciones conservativas de masa (2.1) y cantidad de movimiento (2.2) de Saint Venant
(Abbott, 1979; Cunge & Holly, 1980):

. _04_ 0@ _ 2.1
L(A,Q;x,8) = S+ == qu,
e )=92, 0 (@ on _ 2.2
M@A,Qxt) =2+ (L) + gAZ + gAS; + F, =0
donde pendiente de la linea de energia especifica es:
Cm(0?Q1Q 2.3

Sq(4,0;x,t) =
f( :Q,x, ) AZR(A;x,t)4/3'

donde x, es la coordenada en sentido horizontal; t, el tiempo como variables independientes; A(x, t)
el area hidraulica; Q(x, t) gasto son las variables dependientes; g, (x, t) es el gasto unitario o lateral,
h(4; x,t) = y(A4; x,t) + z(x) la elevacion de la superficie del agua medida desde el nivel de
referencia, y (4; x, t) tirante o elevacion de la superficie del agua medida desde la plantilla del canal,

13
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z(x) elevacion de la plantilla del fondo del canal desde un nivel de referencia, S, (x) pendiente de
fondo del canal, C,,(x) coeficiente de rugosidad de Manning, ademas 4, Q: Q(x,y) € [0,L] x [0, T]
es el espacio de la solucidn, L la longitud del canal, T el tiempo final de solucion y g la aceleracion
de la gravedad.

En este estudio el gasto lateral g, (x,t) se toma en cuenta en forma directa en la ecuacion de
conservacion de masa (2.1), como se puede observar en el término de la derecha de esta y para la
ecuacion de momentum (2.2), el efecto de flujo lateral se incorpora en los términos F, y F;, en la
TABLA 2-1 se muestran diversas propuestas para evaluar este término en la ecuacion de momentum.

TABLA 2-1 Términos que involucran el efecto de flujo lateral en su versién conservativa.

Término F, ‘ Descripcion

Cambio en la cantidad de movimiento en la funcion de
la componente angular entre la orientacion del flujo
lateral y la velocidad normal del canal (Abbott, 1979).
La velocidad U, esta en funcion de la forma geométrica
en como ingresa el gasto lateral.(Solo se aplica cuando

q, > 0).

F, = —q,U,cosd

0 Cambio en la cantidad de movimiento por efecto del
F, = —¢ 5 flujo lateral, donde ¢ = 1siq, <00¢ =0siq, >0
(Cunge & Holly, 1980).

Qq, Cambios en cantidad de movimiento por efecto de
Fa = 2A infiltraciones en el fondo del canal (Jeppson, 1974).
Cambio en la cantidad de movimiento considerando la
P o= u-u, N Z_a—A variacion del centro de gravedad Z entre dos secciones,
a 2 T 9%%, vt el centro de gravedad se mide a partir de la superficie

(Jeppson, 1974).

El sistema de ecuaciones 2.1 y 2.2 representa un problema de valor inicial y de valores de frontera,
bien planteado. (Bertoluzza, Falleta, Russo, & Shu, 2009). La condicion inicial se define para
A(x,0) = Ap(x) y Q(x,0) = Qy(x). Las condiciones de frontera se definen en funcién del tipo de
régimen, entonces para flujo subcritico (Fr < 1), A(L,t) = s(t) y Q(0,t) = f(t) parat > 0y para
flujo supercritico (Fr > 1), A(0,t) = s(t) y Q(0,t) = f(t) parat > 0.

2.1.2 Ecuaciones no conservativas de Saint VVenant.

Sean las ecuaciones no conservativas de masa (2.4) y cantidad de movimiento (2.5) de Saint Venant
(Cunge & Holly, 1980):

DAt dA(y;x.t) ou
L0y, Usx, £) = 2220 4 g 22000 4 Ay x,6) 2 = g, 24
. _ou au oy . U Fy _ 25
M()’,U.x,t)—§+Ua+ga+g(5b—Sf(y,U,x,t))+un+Xq—0,
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donde pendiente de la linea de energia especifica es:

Cm(0)?U|U 2.6
Sr(y,U; x,t) = ————F—,
f(y X ) R(y;x,t)4/3

donde x y t son las variables independientes; g, es el gasto unitario o lateral, y(x, t) el tirante, U(x, t)
lavelocidad, B(x, y) ancho de la superficie librey A(x, y) area hidraulica son variables dependientes;
ademas A, U: Q(x,y) € [0,L] x [0, T]es el espacio de la solucion, L la longitud del canal, T el tiempo

final de solucion, g la aceleracion de la gravedad, S, (x) pendiente del fondo del canal y. %qu es el

término de momentum que proviene de la aceleracién de conveccion, la cual toma en cuenta los
efectos de flujo lateral en su version no conservativo.

La condicion inicial se define para y(x,0) = yo(x) y U(x,0) = Uy(x). Las condiciones de frontera
se definen en funcion del tipo de régimen, entonces para flujo sub critico (Fr < 1), y(L,t) =s(t) y
U(0,t) = f(t) para t > 0y para flujo supercritico (Fr > 1), y(0,t) = s(t) y U(0,t) = f(t) para
t>0.

En este trabajo se utilizaran ambas versiones, y se buscara la estrategia mas adecuada de solucién
numeérica de las ecuaciones de flujo en canales con tomas de extraccion o incorporacion de gasto
lateral.

2.2 Planteamiento de la condicidn inicial.

Para la construccién de la condiciéon inicial del problema, sean las ecuaciones de Saint Venant
conservativas 2.1 y 2.2 se considera que las variables dependientes son invariantes en el tiempo,

entonces = 0, aplicando lo anterior se tiene:

d
LAQx) =2 = qu, 21

dh(A Q:x)

M@0 =2S(% )+gA + gAS;(4,Q:x) + F, = 0. 2.8

En la ecuacion anterior se considera h(4; x,t) = y(4; x, t) + z(x), con lo anterior la ecuacion 2.8 se
expresa de la forma siguiente:

d

2.9
£ (% )+gA + gAZ + gAS; +F, =0,

la variacion espacial del fondo, también conocida como pendiente de fondo, tercer término de la

-/ . , d ., . . , .
ecuacién anterior, se evalla de la forma é = —5S}. En la ecuacion 2.9 se deriva el primer término de
la aceleracién de conveccion entonces:
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20de _ Q*da 2.10

dy _
A dx Azdx+gAE+gA(5f_Sb)+Fq_0’
el primer término del lado izquierdo en 2.10 considera la variacion del gasto lateral, definido por la
ecuacién de conservacion de masa (2.7), ademas se puede considerar Z—ﬁ = B, entonces 2.10 se
expresa como:

2Q Q% pdy dy _ 2.11
Tqu —FBE'l‘gAE'l‘gA(Sf _Sb) +Fq = 0,
factorizando y dividiendo entre gA en la ecuacion 2.11:
dy[_ @ _ 20 Fa _ 2.12
2 gAsB+1]+Sf Sp+ g dut o= 0,

si namero de Froude es Fr = —— y el tirante hidraulico T = é, (Chow V. , 1959), sustituyendo lo
AJgT B

anterior en 2.12 y despejando para la variacion espacial del nivel se tiene:

Q Fq
d_y _ Sb_Sf_zg?qu_g_A 2.13

dx 1-Fr?

La ecuacidén 2.13 calcula la variacion de la superficie libre de flujo espacialmente variado. Ademas
considerar si g, > 0, se considera F, = —q,, U, cosé (Abbott, 1979), la ecuacion 2.13 es:

1 Q
dy _ Sb—Sf+g—AunLcos¢S—2mqu 2.14

dx 1-Fr2

Si g, <0, entonces F, = —(p%qu, con ¢ = 1, (Cunge & Holly, 1980), la ecuacion 2.13 es:

Q Q
d_y _ Sb—Sf—Zg?qu"'g?qu 215

dx 1-Fr2

La expresion 2.14 y 2.15 son ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y para su solucion es
necesario establecer las condiciones de frontera, para flujo subcritico son y(x =L) =y; y

Q(x = 0) = Q,, y para flujo supercritico y(x = 0) = yr y Q(x = 0) = Q,.

En el caso de flujo subcritico, no obstante que se define el gasto al inicio, para resolver las ecuaciones
2.14y 2.15 es necesario actualizar el sentido (cambio de signo) al gasto unitario q,,, lo anterior genera
un cambio en la forma de evaluar las derivadas espaciales del sistema de ecuaciones 2.7 y 2.11, ya
que la conservacion de masa se hace en sentido hacia aguas abajo y cantidad de movimiento en sentido

16



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

contrario en el calculo de la condicion inicial, en la FIGURA 2-2 se muestra donde se considera el
varlor inicial de Q, y como se evalua el gasto unitario g,, segun el tipo de régimen.

dQ aQ
E> 0 d_x< 0
Qo
:X x: J'
a) b)

FIGURA 2-2 Caracteristica del flujo lateral segun el sentido de analisis. a) Sentido de
calculo para flujo supercritico o condicion formal. b) Sentido del calculo para flujo
subcritico.

2.3 Discusién y conclusion.
Discusion.

e Las ecuaciones de Saint Venant son del tipo hiperbdlico de valor inicial y valores en la
frontera que definen su estrategia de soluciéon (Bertoluzza, Falleta, Russo, & Shu, 2009).
Para la aplicacién de estas ecuaciones a una red de irrigacion es necesario establecer
condiciones iniciales y de frontera, tomando en cuenta las compuertas y puntos de derivacién
de flujo lateral.

e En este trabajo, para la construccion del modelo numérico, se aplicaron ambas versiones de
las ecuaciones de Saint VVenant sistema 2.1, 2.2 (conservativas) y 2.4, 2.5 (no conservativas)
con el fin de evaluar las condiciones de convergencia numérica de cada sistema, bajo
diferentes escenarios de flujo lateral.

e Enlaevaluacion del efecto de flujo lateral se aplicaron los términos planteados por los autores
Abbott, (1979) y Cunge & Holly, (1980), primeros dos casos de la TABLA 2-1, lo anterior
son las condiciones mas comunes para canales.

e Las situaciones mas frecuentes de descarga lateral estan vinculados a los fendmenos
hidroldgicos: evaporacion, precipitacion, y la infiltracion. Cabe destacar que los afluentes y
efluentes no deberian ser representados por la descarga lateral continua, sino mas bien por
las entradas o salidas puntuales. Las posibles excepciones son los aliviaderos o tomas
laterales en los canales por los que se solicita una alta precision en el modelado. Por lo
general, estos procesos se pueden despreciar, sin embargo, a descuidar las mismas pueden
conducir a errores importantes (Cunge & Holly, 1980).

Conclusiones.

e Un caso particular de la ecuacion 2.14 se tiene cuando el gasto se ingresa en direccion
perpendicular al eje del canal, entonces se tiene 6=90° y cos90°=0, entonces la ecuacion 2.14
se puede escribir como:
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2.16

Q
dy _ Sv=Sr=2250u
dx 1—-Fr2

En los canales de riego se presenta flujo subcritico y extracciones en las tomas laterales, por
lo tanto, se utiliza la ecuacion 2.15 para el calculo de la condicion inicial, aplicando el método
de Runge-Kutta de cuarto orden donde el sentido de calculo es de aguas abajo hacia aguas
arriba, es decir, en sentido contrario a la direccién del flujo, debido a lo anterior, los términos
donde se involucra q;,; cambian de sentido al supuesto en la ecuacion 2.7.

El flujo en el canal se considera gradualmente variado donde no se presenten bifurcaciones

Z—z = 0, y espacialmente variado donde se ubican las bifurcaciones (FIGURA 2-3), debido a

que pueden presentarse gastos de salida o de entrada g—g # 0.

CANAL PRINCIPAL

= Q FEV FEV FEV = Q71

" RGv FGV FGV FGV |

4 \ ¢

QL QL Qy

CANALES LATERALES

FGV: FLUJO GRADUALMENTE VARIADO
FEV: FLUJO ESPACIALMENTE VARIADO

FIGURA 2-3 Tipo de flujo que se presentan a lo largo del canal con bifurcaciones.

Los términos de efecto de flujo lateral planteados por Jeppson (1974) evallan casos
particulares como la incorporacion de lluvia, filtraciones en canales no revestidos y choques
abruptos de gastos de entrada. Debido a que la unién y division de flujos en bifurcaciones en
canales son controladas por compuertas, los términos previamente mencionados no fueron
tomados en cuenta.
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3 CONSTRUCCION DEL MODELO NUMERICO

3.1 Modelo discreto de la condicidn inicial.

La ecuacion diferencial 2.15 se puede expresar como y' = f(x,y), y la condicion inicial es y(x,) =
V. Para obtener la solucidn de esta ecuacidn diferencial se puede aplicar el método de Runge-Kutta,
que consiste en un conjunto de métodos iterativos para la aproximacion de soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias (Burden & Faires, 2011).

La formula general del método de Runge-Kutta de cuarto orden es:

Yis1 =Yj t A?x[K1 + 2K, + 2K3 + K, |, 31

el término no diferencial para flujo espacialmente variado en la ecuacion 2.15 es:

Sp=57 () ~2F 0 (x) 3.2

1-Fr(x,y)?

fly@) =

y los coeficientes de prediccién y evaluacion de la variable dependiente son:

Q(x; 3.3
Sb_sf(xj‘Yj)_gAg—(;/)j)Quj
K1(x]'1 y]) = 1_Fr2(xj,3’j) y
Q(x+30 .
sy (s odpey st )L 3
K (x- Flany +1K ) _ 942 (yj+3K1)
2\ TR M 1—Frz(xj+%Ax,yj+%K1) '
Q(xj 38 .
Sb—Sf(xj+%Ax,yj+%K2)—Mquj 3 5
K (x. +iax yi +1ik ) = 94°(yj+3K2)
3\ T T 2 1—Fr2(xj+%Ax,yj+%K2) ’
Q(xj+Ax) 36

Sp=Sf(xj+Ax,y j+K3)———"—qy ;
IS J gAZ(y]_+K3) uj

1-FZ(xj+Ax,y j+K3)

K4(x]~ + Ax, y; + K3) =

Para la programacion de este modelo se considera la discretizacion espacial como Ax = L/J, donde
L es la longitud del canal y J, el nimero de puntos de célculo discretos, entonces se tiene un vector

de posiciones x ={xo, -, x;,-,x;}, de niveles y={yy -, y,,y} gastos Q=
{QO,---,Qj, ---,Q,} y gastos laterales q,, = {quo, o Qu ---,qu]}, obteniendo para cada sitio x; un

valor de nivel y;, gasto Q(x;), area A(y;) y gasto lateral g, (x;).
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Los ejemplos de aplicacion de este modelo discreto son representados graficamente con valores de
posicion (xj) y tirante (yj), los cuales se muestran en la segunda gréfica de cada una de las pruebas

numeéricas en el Capitulo 5.

3.2 Modelo discreto de la condicion transitoria.

La condicidn transitoria es definida como un cambio en el régimen de un fendmeno, en este caso la
condicion de flujo entre dos estados permanentes (FIGURA 3-1), es decir, los parametros de gasto,
area, velocidad y presiones varian a lo largo del tiempo (Wylie & Streeter, 1978).

Superficie libre del agua
(Condicién Transitoria)

ﬁ ﬁ qu Uy
¥ éﬁf%@f?%?g%p s

Q0,0 i
y©01H QD | .
0.5 A E
AL A(x,t { -'

(6,0) | y— dy |2 N CDRECE

S, i ! A(xt) — dA(x, )

v Fp
Izl I Zy A
+ — Nivel de referencia.

X Ax
FIGURA 3-1 Condicién del flujo transitorio (Chow T. V., 2000), (Chaudhry, 1979).

En un andlisis de estado transitorio se identifican tres etapas:

a. Condicion inicial (Definida en el apartado 3.1).
b. Condicién de frontera, en este caso, cambios de nivel, gasto, gastos laterales o la combinacion

de dos mas caracteristicas.
Condicién de estado final, en forma tedrica se logra una condicion permanente, pero no

siempre sucede segun el tipo de discretizacion numérica y la presencia de ondas de alta
frecuencia (perturbaciones).

3.2.1 Modelo discreto Gasto-Area (Q-A).

Sean las ecuaciones de Saint-Venant en su version conservativa 2.1 y 2.2,.donde en la ecuacion 2.2
se considera que el caudal de ingreso o salida es perpendicular al eje del canal, por lo tanto =90°y

c0s90°=0, asi mismo, se propone F, = —(p%qu, de acuerdo con Cunge & Holly (1980), ademas se
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desarrollan el segundo v el tercer término explicados en el capitulo 2.2, por lo tanto la ecuacion 2.2
resulta:

a a
20 | 2009 3.7

M(A,Qx, ) =50+, 5,

Q%104 Q _

+ a7 - Z| 52 + gA(S; - 5p) — 9 2qu = 0.
En la ecuacion anterior se puede observar la presencia de términos no lineales respecto a las variables
Cm(*)*1Q1Q

4
AZR(4;x,t) /3
Para la construccion del modelo discreto se propone hacer una separacion poco arbitraria, entonces
la ecuacion 3.7 se representa, como:

dependientes, en especial el término de friccion A Sy = A{ } que es altamente no lineal.

M(A.Q;x.t)=Z—f+nlg—§+nzg—;‘+n3A+n4Q=0, 3.8
donde los términos de separacion no lineal continua r; se definen como:
m = 2, 3.9
m,= gT — i_j 3.10
m3 = g(Sf —Sp) 3.11
Ty = —(p%‘. 3.12

La ecuacion 3.8 se utiliza en forma directa para resolver el flujo transitorio con una propuesta de
discretizacion posteriormente.

3.2.1.1 Determinacion de la propagacion de ondas y el nimero de Courant.

Para definir las condiciones de frontera y las propagaciones de las ondas en un canal, en este aportado
se determinan las funciones caracteristicas del problema hiperbdlico, que constituye el sistema de
ecuaciones 2.1y 3.7, entonces el sistema anterior se puede representar en su forma matricial como:

% pMic=o, 313
at ox
donde:
X = [A] , 3.14
[ 0 1 3.15
B = Q% 20|,
9= &
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¢ = [ 0 ] 3.16
9gA(Sy = So)|”

X el vector de términos dependientes, B es la matriz de conveccion y € el vector de términos de
friccion. En la matriz B se pueden determinar los valores caracteristicos det(B — I1) = 0, donde la

solucién del determinante es:
A 3.17
/1(+,_) =U+ gE

De lo anterior se concluye que las eigenfunciones A estan relacionadas con la velocidad de
propagacion caracteristica de onda en canales abiertos y las curvas caracteristicas se muestran en la
FIGURA 3-2.

A U= 9% A
Ay

FIGURA 3-2 Curvas caracteristicas para A dependiendo del valor de J‘g;A

En la soluciéon de un modelo en canales, las eigenfunciones corresponden a las velocidades de
propagacion de ondas, que en el caso de aplicar un modelo discreto se puede representar como A =

Ax ., . , , . .
= Entonces la propagacion de una onda en un plano discreto se evalla con el nimero adimensional
de Courant, estos es:

C, = 2_;(% +./gT) 3.18

donde U,, es la velocidad media del canal; Ax, la discretizacion espacial; At, la discretizacion
temporal y T es el tirante hidraulico.
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3.2.1.2 Modelo de discretizacion tipo caja o de “Preissmann”

Los modelos discretos permiten solucionar en forma aproximada las formulaciones matematicas
continuas, para condiciones de fronteras complejas, asi como para problemas que contengan términos
no lineales, por ejemplo: la solucion discreta del modelo transitorio del flujo a superficie libre.

Para conocer las capacidades y limitaciones de los modelos de discretizacion, se analizan con cierto
detalle las propiedades que se aplican a los modelos matematicos continuos de ecuaciones de valor
inicial y de frontera.

En este trabajo para resolver el sistema de ecuaciones continuas de Saint-Venant se aplicé el método
de diferencias finitas, con la propuesta de un esquema de caja o de “Preissmann” (Abbott, 1979 &
Holly, Cunge, 1980), para cerrar el esquema planteado se adicionan los valores de condicion inicial
y de frontera.

El modelo discreto en diferencias finitas considera una funcion continua F:Q(x,t) € R?, donde
Q(x,t) es el espacio de solucion y R el conjunto de los nimeros reales. A su vez se tiene una variable
discreta F” F(jAx,nAt) que se aproxima a la variable continua F" = F(jAx,nAt) en un punto

(x]-, n) del espacio Q. Ademas, el espacio de solucion Q(x, t), se aproxima con una malla uniforme
de espaciado Ax = L/J para cualquier intervalo At = T/N, donde, J y N son nimeros enteros e
indican la cantidad de intervalos computacionales de discretizacién espacial y temporal
respectivamente, de manera que Q(x;, t,,) = Q(jAx, nAt).

El esquema de discretizacion implicito de Preissmann considera un coeficiente de ponderacion
espacial 8 y otro coeficiente de ponderacion temporal 1. Ademas, tiene la ventaja de que la condicién
de estabilidad no depende de la seleccidn del intervalo de tiempo y tiene la particularidad de producir
una solucién numéricamente estable con gran precisién (Abbott, 1979). Entonces, las propuestas de
discretizacion en diferencias finitas de Preissmann (FIGURA 3-4) para la derivada espacial, temporal
y términos independientes se describen a continuacion:

derivadas temporales:

of _ (1 1!)) .
L= B = ) + L (8 S, 319
derivadas espaciales:
a 6
_ﬁ _ G- )(f]+1 f]n) + 2 > (f]n+1 fjn+1) Ly 3.20
términos adicionales:
f=0=-0[a-Wf +pffa]+0[a -+, 321

términos invariantes en el tiempo:

§f = A =P + it 3.22
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donde 6,y € [0,1]. En la FIGURA 3-3 se muestra la ubicacién de los nodos de discretizacion
centrado del modelo.

n+1 I n+1
X 4 } oj+1
1
_ 1
1-6 |
r---- .dI) ______ L
At I
1
0 I
1
I
v l'n(, 1 n
j_ Je j+1
" 1-y
Ax

AAT
n+2 1 1 1
t o " ‘o)
1 1 1
— 1 | 1
Sl 1 1 1
A .?_____ _____ .;% ___________ .? ______ L —
At 1 1 1
1 1 1
(7] 1 1 1
1 1 1
1 1 ]
C + + l >
n+1 ] ] 1
1 1 1
1 1 1
-=-==- [ P e L - [ - —
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1
nl ! . ; J
[ 1 j+1 1 j+2 1 j+3 -
W 1—y
Ax

FIGURA 3-4 Malla de discretizacion tipo Preissmann

Sustituyendo 3.19, 3.20 y 3.21 en 2.1 y 3.8 se obtiene el modelo discreto conservativo de las
ecuaciones de Saint-Venant:

L(An, Qn; An+1’ Qn+1) —
(1 w) (An+1 A]n) _|_A (A}lff _ A +1) +

(1 9)

(Q1+1 an)"'Ax (anff n+1 =
1 -0) [ - e +vaul, | +0 [ - e + v, 1], 3.23
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MR, QAT+ Qrity =
C2@ -+ (@ - )+
) [% (@ - @)+ (@2 - )| +
n; [% (A%, — A7) + Ai (AfH — A+t )] +
e[ = (L = PIAT + ATl +0[(1 - PIAT + AT |+

T (L= )1~ ¥)Q] + Q] + 010~ ¥)Q +vQH =0,

3.24

agrupando los términos de la ecuacion 3.23 y 3.24 en funcidn de su evaluacion temporal ny n + 1,

se tiene:
L(ATL' QTL, An+1' Qn+1) —
o (&) e (52) ot () e ()=

(1 )

a9 m ¥

n
AtAj+1 +

(Q] Qfer) +

[ =0 = W) + vauT,, ] + 01 — g +wa 1], 325

ACA™ QR AT grtty =
O () — iy + i 0 =) +
A [ (1) + 70 — )] +
Qe [(%) + o+ mio] +

A [ () + 6] =

1-Y Y (1-6) (1-6)
(50 @+ @ + 7y T2 (@) = Q) + 73y TP (4] — A7) -

(1= 0)[(1 — W)A! + A%, ] — nf (1 — 0)[(1 - W)(QF + YT, .

3.26
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Finalmente, el sistema de ecuaciones 3.25 y 3.26 se puede escribir como:

alQ]T'H—l + b1A?+1 + C1Q]T'l:11 +d AT =efy, 3.27
@ Q1Y + b AT + QN + dy AT = e 3.28
donde:
@ =—+, 3.29
by =22, 3.30
¢ = % 3.31
d, = Ait 3.32
ey = %A}l + A%A}?+1 + (1A_x6) (Qr— QM) +
| = [ - ¥)au” + wauT,] + 01 — W +va 71|, 3.33
ay = (52) -y = + m36(1 — ), 3.34
b, = —m}; (Aix) + 13,01 —1), 3.35
= (2) e e mion
dy = () + 700, 3.37

_(1=P\ yn ¥ on n 1-0)rn n
€ = (A_t) Qj + 37 Qv T 11— (Qj _Qj+1) +

(1-0)
3 (A} = A1) = [(1 = O)[(1 — A} + WAR, | -

ni (1= 0)[(1 =) (QF —¥Qfis)] - 3.38
El desarrollo discreto de los términos no lineales Hi}‘ son:
n+1
j

wy =20 -0l -w () +v (@) 1+200-w(3)" +v(}

j+1

n+1 3.39
)j+1 '
ny;=(1-96) [(1 -¥) (gT - 3—;)7 +y (gT - Z_j);]
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sofn-wlor-5)" sv(or-)]
nl =g -0) A —WST+YST |+ 90 [ - STyt - gs,, 34

3.42
j

wy=-o|a-ofa-wE) +w @) |-ela-w ()" v

3.2.1.3 Condiciones de frontera.

En este caso se define en la frontera aguas arriba una condicién Dirichlet la cual define la variacion
de gasto en la entrada (Chaudhry, 1979), por lo tanto se hace pasar una avenida representado por un
hidrograma Q(t) (FIGURA 3-5), a lo largo del canal como si se hubieran abierto las compuertas de
la obra de toma de una presa derivadora o una compuerta del canal lateral para comenzar la operacion.

Hidrograma ingreso Hidrograma ingreso
= T T T T T T T

300 540

5 ]
201 ] 520 - i

280 500

[0]

L ] o
21 480 -

460

440 F

Caudal (m3/s)
N
g
Caudal (m3/s)
o)
o

420
230

400
220 1

380 [
210 q © [0}

1 1 1 1 L 360 : L : L : L L
200
0 100 200 300 400 500 600 700 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Tiempo (s) Tiempo (s)

a) b)
FIGURA 3-5 Representacion grafica de un hidrograma en el ingreso del canal; a)
Hidrograma de un pulso, y b) Hidrograma escalonado.

La condicién de frontera Dirichlet en el sistema discreto de conservacion de masa y cantidad de
movimiento (3.27 y 3.28) se expresa de la siguiente manera:

bi AT + ¢ Q! + di AT = el — a, QT 343
b AT + QR + dy AT = el — a, Q7 3.44
En el caso de la frontera aguas abajo para flujo subcritico, se considera un tirante conocido al final

del canal (Chaudhry, 1979), en este trabajo se consideran diversas formas de evaluar dicha condicién,
donde la variable a definir es:

yn+1 Vr 3.45

Los tipos de condicion de frontera aguas abajo consideradas son:
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a. Tirante fijo: y/**=constante

Representa la descarga de un rio hacia un gran embalse.

b. En funcién de la variacion del nivel.

. . . . 15)
Se puede considerar que se tiene una frontera de flujo para nivel (a—y

- 0),
Xlx=]Ax
(Szymkeiwicz, 2010), en forma practica se propone un promedio los Ultimos tirantes

calculados, donde se considera una enumeracion de nodos donde J es el ultimo punto del
tramo aplicando la siguiente relacion.

3.46

1
Yt = Ot 2y, + vy

Este tipo de frontera tiene la desventaja de no ser apropiada para Ax grandes y cuando el

perfil de la superficie libre del agua no es paralela al fondo del canal, ya que introducen
cambios, causando que el transitorio sea inestable.

c. Leydedescarga
Se propone una funcion para evaluar el nivel con el gasto que se descarga.

y]n+1 - f(Q;Hl) =0. 3.47

En el modelo discreto 3.27 y 3.28 se evalla el area en la condicion frontera aguas abajo, por lo tanto
se tiene que A7+t = f(y**1), resultando:

G QM + b AT + QP = ey — d AT 3.48

QML + by AT + QP = ey — dp AT 3.49

3.2.1.4 Armado de matrices.

Con las ecuaciones 3.27 y 3.28(correspondientes a los nodos intermedios), 3.43 y 3.44(frontera aguas
arriba) y 3.48 y 3.49 (frontera aguas abajo), se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones
algebraicas:

_Al Q242 Q3 A3 Q4 . . Q1 44 Q _ _n+1 _
b, €1 dy 0 4, e, — a, 0(t™1)
brcy &2 0 Q, ey — azQ(t™ 1)
0 ap by & dy 4, e
a; by ¢ d; 0 04 e,
L — | 3.50
0 @ij-2 bij 3 ¢y dyj—z A, e sz
A2j-1 byjq €zj-1 dyj-q 0 Q-1 €s)-1
0 Arj-1 by g €159 Aj4 €1 -1 —dyjq A1)
0 azy by ; Czj Q; ezjfdsz'(t”“)
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El sistema anterior es una matriz bandeada pentadiagonal y se puede representar como:
A, _yn+1, =b. 3.51

La solucion para el intervalo n+1 es I-y™**1 =A .~ 1b. Lo anterior es valido si la matriz de coeficientes
fuera invariante, en el tiempo siguiente, pero en realidad algunos coeficientes dependen del vector de
solucion y™*1; por lo tanto, este es un sistema de ecuaciones algebraicas no lineal.

3.2.1.5 Métodos de solucion no lineal.

Para calcular las incdgnitas en el tiempo n + 1 en la ecuacion 3.51, es necesario conocer las variables
en el tiempo n y el mismo n + 1, resultando que la solucidn del sistema de ecuaciones es no lineal,
por lo tanto, para su solucion se emplea el método de Picard y Newton Raphson.

3.2.1.5.1 Método de Picard

Es un método de sustituciones consecutivas, utiliza iteraciones tipo punto fijo para solucionar
sistemas de ecuaciones no lineales. Este método realiza un analisis de convergencia en paso del
tiempo At (Aguilar Chavez, 2002), que consiste suponer una primera aproximacion de la solucion y
con base en esta generar la siguiente aproximacion xmt1m+1 = xn+1m donde m es la iteracion en
que son resueltos los términos no lineales del tiempo n + 1 (Szymkeiwicz, 2010).

Se proponen las siguientes reglas para la convergencia no lineal:

1. Los términos lineales en las ecuaciones 3.25 y 3.26, se evaltan para el tiempo (n + 1) y los
términos dependientes se evalUan para (n + 1) en la iteracion (m + 1).
2. Lostérminos no lineales m; se evaludn para el tiempo (n + 1) en la iteracion (m).

Por lo tanto, las ecuaciones 3.27 y 3.28 se pueden expresar de la siguiente forma:

n+1m+1 n+l,m+1 n+1m+1 n+1m+1 _ n
n+1m+1 n+1,m+1 n+ilm+1 n+1m+1 _ n

aplicando el criterio de actualizacion no lineal a los términos I1; se tiene:

wy=20-0)a-w(© +s(@ |+ola-w @+ @]

j+1
ny=(1-6) [(1 ¥) (gT - A—j) +y (gT - _2)11]

n+im 2\ nt1lm 3.55
) )]+1 ]

vola-w(r-%) " +v(or-%

ny; = g(1—6) [(1 PSS ] + g0 [(1 YISy nHLM S n+1m] gs,, 356
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my=—p|a-oa-w () +w() |+ela-w @) wp(@) ] 3

j+1 j+1

3.2.1.5.2 Método de Newton-Raphson

En el apartado anterior se construyd un modelo de actualizacion tomando la variacién no lineal en la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones 3.52 y 3.53. Una forma de construir un modelo de
actualizacion no lineal es considerar la propagacién de las actualizaciones de las variables
dependientes, a lo anterior se le conoce como método de iteracion no lineal de Newton.

Considerando que X es el vector de soluciones exactas de un sistema de ecuaciones, tal que F(X) =
AX-B=0y

v_[4 3.58
X=|o|.
Q

donde X es el vector de términos dependientes, y el término F(X) es el operador continuo del sistema
de ecuaciones de Saint-Venant, entonces se puede expresar de la siguiente forma:

P® =[oe)) o] = 0]

Si X™ es una solucion aproximada en la iteracion m, se puede decir que la solucion exacta es: X =
X™ + AX™, donde AX™ es la diferencia entre la solucién exacta y la aproximada. Si las funciones
gue forman al sistema F(Y) son continuas y diferenciables con respecto a X (Szymkeiwicz, 2010),

es posible construir un modelo de convergencia no lineal, aplicando una expansion en serie de
Frechet-Taylor (Milne, 1980), tal que:

oF

| AX™* 9F2(X™) | 3.60
ax|ym 2! 9X2 '

=0,

F(X™ + AX™) = F(X™) + AX™

si se expresa el vector de correcciones como AX™ = X™*1 — X™ 'y tomando sélo el primer término
de la serie 3.60 e igualando a cero, se tiene que:

()_(’m+1_)_(’m)2 JF2 ()_(’m) _ 3.61
2! X2 ~0.

F(X™) + j—§|7m (Xm+1 —Xm) 4+

En trabajo s6lo se propone utilizar la primera derivada de los operadores diferenciales 2.1 y 3.7,
entonces se dice que la solucion exacta se tiene para F(Y) = 0, y por lo tanto la solucion aproximada
de primer orden o Newton es:

FX™) + m(X™)(X™t-Xm) =0, 3.62

donde J™ es la matriz Jacobiana del sistema de operadores diferenciales respecto a las variables
dependientes, entonces:
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or or 3.63
m :]m()_(’m) _ |94 9@

oM oM
04 aQ llym

La matriz Jacobiana contiene las derivadas que contribuyen a reducir el tiempo de célculo en las
subsecuentes iteraciones (Szymkeiwicz, 2010), tomando en cuenta los operadores diferenciales del
modelo a resolver, geométricamente son las pendientes de las variables dependientes en el plano la
cual indican la trayectoria para dirigir la solucién mas precisa en la iteracion no lineal. Para construir
los términos de la matriz Jacobiana se realizan las derivadas de los términos operadores diferenciales
de las ecuaciones de Saint-Venant respecto a las variables dependientes.

En forma estricta como se present6 en la aplicacién del método de Picard, el término F(X™) mantiene

una condicion no lineal, entonces F(X™) = F(X™,X™+1), para el desarrollo numérico la separacion
de las iteraciones se realiza durante el desarrollo algebraico.

Desarrollando la primera fila de la matriz Jacobiana, desarrollando las derivadas parciales de £ 2 y Zg
oL _ 994,92 — 9. (24Y, 9 (%) _ 3.64
A~ A [at *ox qlaf] oot (6A) *ox (aA) =0,
oL _ 994,00 — i(a_A) (30) 3.65
a0 ~ aQ [at * o qmt] = 2:\ag) T 3x\aq 0.

o aL oL L . . . -
Lo anterior implica que 91’30 son invariantes en las iteraciones no lineales (Xm).

En el caso del primer término del segundo renglén de la matriz Jacobiana, desarrollando la derivada
. oM ..
parcial de i se tiene:

oM _ 4 [0Q , 2Q8Q Q%) 04 Q 3.66
o= aalaet A st (9T —5) 5+ 94 = 5) — 0 f .
oM _ _ 2 3.67
oa = FAQ)=- ax( )+g( + 55— Sb+AaA)+q)quA2’
donde:
1
a5y _ 2 [, (k) 2122 _ or Var010 2 [a-2r 368
294 04 a(R) AZR%]—aks 3|Q|Q6A[A R 3]'
Simplificando la ecuacion 3.68,
r_ _2g f-22 3.69
EY 3°Fla Brpayl-

A ) . . oM
Para el segundo término del segundo rengldn se desarrolla la derivada parcial de %0 entonces:

aM 9 [dQ 2Q0Q

_ Q%) 94 Q 3.70
e = oo+ 2+ (a7 - %) 5o+ 9A(S, = Sp) — 0 2],
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oM _ _»0 9S¢ qu 3.71
%—@(A,Q)—Za—(—)'FQA —o-r,
y también:
sy _ 0 (ﬁ)1/3 e | _ o 2_l0l 3.72
a | = <bm 7
aQ aQ R A2R3 A2R3

Con las ecuaciones 3.67 y 3.71 se adicionan en 3.8 se tiene el sistema de aproximacion de Newton-
Raphson:

L(A,Q) = qy, 3.73
M(A,Q) +SA[E(A,Q]+6Q[6(A,Q)]=0, 3.74

para su aplicacién en la discretizacion numérica se propone la siguiente agrupacion de términos no
lineales:

M(Ath)——+n1 +n2a +3A+ 1,0 + 564 + 160 =0 . 3.75

Los términos 6A y 8Q se definieron de forma arbitraria para un nodo ponderado en el espacio, pero
para la discretizacién en diferencias finitas se considera lo siguiente:

6A = (1= Y)ATTHE L ATEL™EL — (1 — ) AT — AT 3.76

Entonces aplicando el modelo discreto en la ecuacion 3.75 y agrupando tomando en cuenta la
iteracion no lineal se tiene:

QL [(58) — iy 4 mf0(1 — ) + (1 — )] +
apermet [l () 4 nle (1 — ) + 1l (1 - )] +
QL (L) + o + 0w + ] +

AR [n ( ) + 1309 + 7'[5]1/)]

(55) @ + @+ SE2(Q) - @)+ SR (47 - A% -
m3i[(1 = O)[(1 = PIAT + A}, | — (1= O)[(1 = P)(QF + YQJ,)] +

[ (=) (47 = AT )] + [ - (@7 - e ™) 3.78
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Las ecuaciones 3.25 y 3.78 se pueden escribir como el sistema de ecuaciones 3.52 y 3.53 pero ahora
se puede incluir los términos adicionales de convergencia no lineal del método de Newton, siguientes:

@y = (S8) =l + 01— ) + (1= ), 3.79
by =~y (&) + m30(L — ) + (1 — ), 3.80

e, = () +mly— + 00 + 3.81

dy = 3y (=) + 0% + mlp, 3.82

e = (5 or + Lon, +m, B2 (g - @)+ SR (ur - ap,,) - 383

”31 9)[(1 lp)An + ¢A1+1 ”Zj(l - 9)[(1 - ‘l’)(QJT'l - IIJQ?H)] +
ng (L= w)(AF ™ = ARt )]+ (1 - ) (@ - v
y los términos adicionales no lineales I1; son:
n (1 ) n PN 2\ n+1m 2\ n+1m
T[Sj Axe <( )]+1 (32)1) _A‘ix((%)j_,_l N (%)] > +

(1 6)

2 (v = y) + g (R = ) + 1 +

9] = O[A — A} + YAt ] +6[(1 = p)AT " + parii™|

la-ora-wsg, +sy,, | +ola-wsg sysyrr -
w [a-ofa-n@ @) Jrola-w@ @ 2

=252, - @2l - @)
g[(1 = [ — PIAT + YAT, ]+ 6[(1 — PIATT™ + pATH™]|

n n n+im n+lim n 3.85
[(1 —0) [ -ws Tt st |0 — s s ]] + 7

Entonces las ecuaciones 3.43, 3.44, 3.48 y 3.49 correspondientes a las condiciones de frontera aguas
arriba y aguas abajo respectivamente, se construyen incluyendo el método de Picard y Newton como
lo hacen las ecuaciones que considera el esquema de los nodos centrales 3.52 y 3.53, resultando una
matriz pentadiagonal como se presenta a continuacion:
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4

Q2 Az Q3 Az Q4 Q-1 451 Q n+lm+1
by 1 d
L 0 Ay e; —a; Q(t")
e d 0 0 e~ aQ(t"")
2
0 al bl Cl dl Az el
a, by c; dy 0 0 e,
’ 3.86
0 Q-2 b] J-2 Cij—2 d-] J-2 Aj—z e -2
@21 byj1 €251 dajq 0 Q-1 €2j-1
0 ayj-1 byjy ey Ajq ey -1 —dyjq A(t™Y)
0 aZj' bz] CZ] Q] Ezj_dsz.(rTH—l)

El sistema matricial anterior se puede representar como -A,y™tt™*+1 =y™ 'y la solucién para el
intervalo n+1 es I-y™*1™m+1 =4 ~1y™ con lo cual se obtienen los nuevos valores del tirante en n+1.

Los valores de Q™ y A™ se actualizan a Q™*1 y A™*1 y se repite el proceso de la ecuacion matricial
durante la simulacion. El error de convergencia sobre la iteracion no lineal.es la diferencia de los
parametros del gasto y area iniciales con los actualizados:

g4 = An+1,m+1 _An+1,m

, 3.87
, 3.88

— 1m+1 1,
SQ — Qn+ m+ _Qn+ m

estas variaciones guian la convergencia numérica sobre la iteracion no lineal, y su evaluacion final
es:

3.89

||A'Qn+1,m+1_A,Qn+1,m ”

<
A im| =&
donde ¢ es la tolerancia de convergencia propuesta. Para conocer la rapidez de convergencia, se hace
un conteo de iteraciones hasta que se cumpla la ecuacion 3.89

3.2.1.6  Analisis de convergencia.

Durante la construccion de las ecuaciones discretas, es necesario satisfacer ciertas condiciones para
que la solucion obtenida se aproxime al sistema de ecuaciones diferenciales del modelo continuo;
estas condiciones se asocian con la convergencia de la solucion y con la necesidad de evitar el posible
crecimiento de errores de redondeo, producidos por la aritmética de precision finita con la que operan
las computadoras durante los calculos (Aguilar Chavez, 2002) El estudio de la convergencia para
esquemas numéricos aplicados a problemas no lineales resulta complicado y para estos casos, es
conveniente recurrir al Teorema de Equivalencia de Lax. (Morton & Mayers, 2005) La cual de manera
esquematica se presenta en la FIGURA 3-6.
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CONVERGENCIA = CONSISTENCIA + ESTABILIDAD

Discretizacion

|
MODELO CONTINUO > MODELO DISCRETO
L(x,t) =0 < Al(6x,6t) =0

Analisis de Consistencia

Integracion Anélisis de Solucion
Estabilidad Numérica
’ Convergencia
SOLUCION DISCRETA < SOLUCION DISCRETA
1(6x,6t) = Jl(x, t)dt [(6x,6t) =0
a

FIGURA 3-6 Relacidn entre consistencia, estabilidad y convergencia.

3.2.1.6.1 Analisis de consistencia.

La consistencia numérica evalla las propiedades y los alcances del método de discretizacion, se
pueden englobar bajo el siguiente teorema:

Teorema de Consistencia Numérica. La discretizacion aplicada a las ecuaciones de Saint VVenant es
consistente numéricamente bajo cualquier norma [|. ||, cuando se tiene un refinamiento de malla tal
gue Ax, At — 0 (Morton & Mayers, 2005; Aguilar Chavez, 2002). La demostracién de las ecuaciones
3.23y 3.24 tienen un grado de continuidad F € C™, por lo tanto, se propone introducir una expansién
de Taylor en dos dimensiones con las siguientes caracteristicas g (jAx, nAt) = F*, g € C™.

Para determinar la consistencia numérica en diferencias del esquema de Preissmann (FIGURA 3-3),
se propone un polinomio de grado n, con A(x, t) y Q (x, t) donde se aplican las siguientes expansiones
de Taylor para dos variables:

esquina superior izquierda:
F(xj, tys1) = F(x — pAx, t + (1 — 6)AL) =

2 2
F(x,t) = hAXF, + (1 — O)ALF, + 2 Fyy — P(1 — 0)AXALFy +
(1-6)?At? P3Ax3 P2(1-0)Ax?At
T tt_T XXX foxt_
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Y(1-6)*AxAt? 3.90

2

(1-6)3A¢3
3!

Fyee + Fye + O[(Ax, AD)*],

esquina superior derecha:

F(xj41,tne1) = FOx + (1 —)Ax, t + (1 — 0)A0) = F(x,t) +

N2 A2
(1 = YAXF, + (1 — O)AtF, + 222 F o+ (1— 9)(1 — 0)AXALF,, +

!

(1-0)2At?
2!

(1-9)3Ax3 (1-9)2(1-0)Ax2At
Ftt 31 XXX + 2 Fxxt +

3.91

(1-9)(1-0)?AxAt? (1- 9) At3
2 Fxtt e

Feer + 0[(Ax, AD)?] .
esquina inferior izquierda:
F(xj,t,) = F(x —Ax, t — OAL) =

F(x,t) — YAXF, — OALF, + A Fy, + WOAXALF,, + 22, —

31 xXxx 2 xxt 2

3Ax3 29Ax2A 02AxAt? 03A
yox PO LA xtt — c Fyee + O[(Ax, A)*], 3.92
esquina inferior derecha:
F(xj41,tn) = F(x + (1 —§)Ax, t — AL) =

(1-h)%Ax?
Fx,t) + (1 — P)AXF, — OALF, + 2= F,, — (1 — ))0AxAtFy, +

02At? (1-1)3Ax3 (1-)260Ax%At
Y Ftt+ 31 Fxxx_foxt'i'

(1-)62AxAL> 3.93

03At3
> Fytt == Fpee + O[(Ax, AD)*] .

Entonces, la consistencia numérica de los operadores de la propuesta del esquema de Preissmann,
para la derivada temporal, para la derivada espacial y para los términos adicionales, se determina
sustituyendo las expansiones de Taylor en estas y desarrollando, se tiene para las derivadas
temporales:

of (1-26) Y(1-) 1-36-362
5 = fr + At + = AxP e + ——— At? fue + 0 (AP, ALP), 304
derivadas espaciales:
7] [ [
U p o O g, W e SOD pzp 4 000,48, 205

Y términos adicionales:
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209 At f,, + 0(Ax3,AL%).

_ YaA-9) , 2
f=f+—F"0x fix + 3.06

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones anteriores al sistema de ecuaciones de Saint-Venant, se
obtiene el siguiente operador para la ecuacion de conservacion de masa:

1A, Qixt) = A + 22 nta, + LV px24,,, 4 1220530

- At?Agye +

6(1-6)
1

(1-2v¢) 1-31—31?
Qx + TwaQxx + %szQxxx - Atztht -

1- 6(1-6
g0 + B2 nx?q,,,, + ZE2 A2y, | + 0(ax3, At%) =0,

3.97

y para cantidad de movimiento:

(1- 26) 1-30-362

(1 )
m(4,Q; x,t) = Q; + AtQe + L Ax2Q,, + At2Qpe +

(7, +5Pex(5),, + MA (D)™ @Atz (Qf)m +

9(1 0)

gla+¥2ax24,, + A2 Ay,

(1-2v) 1-31P-31)? 0(1-6)
[yx + E— Axy  + — szy - —Atzym] +

XXX 3!

a-y) 9(1 )

g[A+¢ 5

(p[[ J VA=) , o 2,]

Determinando la diferencia entre los operadores originales y los determinados con las expansiones
en serie de Taylor y reduciendo la malla para Ax, At — 0 se aplica el siguiente colorario:
I£CA, U;x, ) — (A, U; x, 1) - 0,

Ax?Ay, +

A Are| (Sp = So) —

+ 2D A2 [24, ] +0(Ax®,At%) = 0., 3.98
tt

XX

3.99

IM (4, U; x,t) —m(A,U;x, t)|| - 0.
3.100

Lo anterior indica que el esquema es consistente numéricamente como lo indica la FIGURA 3-6,
entonces sustituir 3.23 y 3.97 en 3.99:

”_ (1—229) AtAq, — 1/;(13:11;) Ax?A,, — 1-36-362

8(1-6)
I

(1-2v¢) 1-3yP—3Y?
_TlprQxx - %szQxxx + AtZtht +

6(1-6)

Y(a-y)
Qiat + 2

AX2 Q. + At2quqr,, — O(AX3, AL?) || .

3.101

y sustituir 3.24 y 3.98 en 3.100:

(1-26) Y1) 1-30—-362
|- S22 8tQu — TR 82 Qe - 5

At?Qppy —
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() S ae(S) +25Rae(S) -

g [—”"(12“”) Ax? A + 22 AtzAtt] :

_3W—30? —
Axy +MAx2y _MAtZyx“]_

xx 31 xxx 31

[(Hw)
2
g|+ LOD Ax2 A + @AtzAu] (S —S,) +

0 [% qu] N M Ax? [% qu]xx N w A¢? [%q“]tt — 0(Ax3,Ac%) 3.102

Por lo tanto, la aplicacion del esquema de Preissmann en el sistema de ecuaciones de Saint-Venant
es consistente numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un refinamiento de la malla de
forma que Ax, At — 0.

3.2.1.6.2 Analisis de estabilidad.

Para evaluar las propiedades de propagacion de errores por efectos de la aritmética de las
computadoras (método de Von Neumann para problemas lineales). Se determina la propagacion de
perturbaciones introduciendo una pequefia perturbacion que actla sobre las variables dependientes
de area y gasto en las ecuaciones de Saint Venant. En este trabajo s6lo se estudié para la version
conservativa con efecto de flujo lateral.

Construccién del sistema perturbado.

En este andlisis se determina la propagacion de perturbaciones introduciendo una pequefia
perturbacién que actla sobre las variables dependientes de area y gasto del sistema de ecuaciones
conservativas de Saint-Venant, entonces las ecuaciones perturbadas se expresan de la forma siguiente:
A=A+a ; AN > llall
3.103

Q=0Q+q ; Q1 > liqll , 3.104

donde A y Q son las soluciones de referencia que tienen una variacion suave o de baja frecuencia
dentro del dominio de solucién, a y q son pequefias perturbaciones que actdan sobre los valores de
referencia que tienen una variacion brusca o de frecuencia alta. Sustituyendo las ecuaciones 3.103 y
3.104 en las ecuaciones de Saint-Venant resulta:

L(A+G.Q+q)——(A+a)+—(Q+q)_qu, 3.105
M(/T+a,é+q)=%((2+q) ax(((i:il))+g(A+a)—(y(A+a))+
A+ a(SA+a,q+9) - S,)—9pL2q, =0, 3.106

desarrollando las ecuaciones 3.105 y 3.106:
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94 | 9Q | da | dq _ 3.107
6t+ax+at+ax_qu'

En el caso de la ecuacion 3.107, las perturbaciones se evalGan término en término, para la aceleracion

local se tiene:

9p _ 90, 9q 3.108
6t(Q+q)_at+6t'

para el término de aceleracién de conveccion:
d ,, = = _
—((Q+*A+a)h) =
d N2 2N 2 1—1 N1—2 N—3 42 A—n n—1
a((Q 2+2Q0q+q>)(A1-A"%a+A — -+ Aq"L)) =

d (Q* , 2Qq Q%a 3.109
w(GH ),

o0 también se puede expresar como:

O O+ a)2(Ata)yt)y=22 228 0%, 3.110
ax((Q+q) (A+a) )_6x.AT+6xA_ 6x§2+ '

para el término de presién hidrostatica:

= d = = a = d

9l + a7 (yA+0) = gh+a) - (A +aZy +©lal)?) 3111
=0y oy -9 (0

9AZ +ga+gAZ(aZ] +(Olal)?), 3112

término de fuerzas de friccion:

gA+a)(Sp(A+a,Q+u)=S,) =

— - = 0S¢(A,Q) 0S¢(4,Q)
9@ +a) |S;(AQ) +a=LE| +u=LEE| 4 o[(lall llgI)?] - S, |=
0A A0 aQ AQ
_ [ 057(40Q) 257(AQ)
9ACSy =5, + ga(S; = 55) + 9A[a 32| +q™LE2 s o(lal, ligy?|+ -, 3118
A4Q Qe lzg
término de aceleracion con efecto de flujo lateral:

@Q+q9) 3 i -
=L =q@+@A+a)" =

90.Q+ DA+ ) =9q,Q+ QU —A2a+A%a? — -+ ATMa" )=

3.114

Q q Q
@ [quz + quz—_ quﬁa + o +]'
Finalmente, la ecuacion de cantidad de movimiento se puede escribir como:
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- ~ aQ . 9 02 -9 - o}
MUA+a,Q+q) =5+ =+ gAZ + gA(S; = So) = quar 5+

(-5 + gagr +9A T (a] )
6t+6x A +‘ga +‘g ax aaA +

B —| aspa0 3S£(4,Q) 3
ga(Sf 50) + g4 [a oa lip +q 20 AQ]

0au[2—Za] +olCllall + llqD2 = 0. 3.115

Agrupando sobre los valores de referencia sobre la escala larga, de las ecuaciones 3.107 y 3.115, se
obtienen las ecuaciones de referencia siguientes:

aqQ 3.116

6_+ qu—O
20, 0@ 3.117

Q_
py aM+gz4 L+ gA(Sy - So) = 9qu=0.

Se observa que los términos que estan sobre las perturbaciones de alta frecuencia no dependen del
valor del flujo lateral en la ecuacion de conservacion de masa 3.1163.107, mientras que en la ecuacion
de cantidad de movimiento 3.117 ocurre lo contrario. Entonces, las ecuaciones que describen la
propagacion de las perturbaciones son:

9a 9% _ ), 3.118

at dx
aq Qq 0Q%a oy _6( 0 )
E+£(T_? T 90 95 \%5al )t

_ — an(A,Q) an(A,Q) qa_ Q
ga(Sy—S,) + gA [a ~or i T4 a0 A,Q] Pqu [ a] +
Ol(llall + llgiD*1=0. 3.119

En el sistema anterior se tienen términos sobre los valores de referencia y de perturbacién, entonces
se propone localizar los términos de referencia y mantener la variacion espacio-temporal para las
variables de perturbacién. Como se puede observar, esta localizacién s6lo aplica para la ecuacién
3.119, entonces se tiene una propuesta localizada de un problema lineal de valor inicial puro bien
planteado y de coeficientes constantes para un espacio de solucion x € (—oo, 00), siguiente:

da , 9q 0 3.120

at = ax '

S+ 2U, 5t + (5 = U2) 5+ (940F1 + 000 52) a + (9AcF, = 9%4) g = 0, 3.121

donde:
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_ Cn%1QolQ, 3.122
fO - A(2)R04/3
P 0S¢ 4 [1 1 dPO] 3.123
1794 Ao, 3714, B,P, dy
= Sy 2C,,%0, 3.124
2= 34 =0 i3
a0, AZR,*

Para el anélisis de perturbacion discreta, al sistema de ecuaciones localizadas 3.120y 3.121 se aplicara
el modelo de diferencias de Preissmann, entonces se tiene:

(- w)( n+l _ n) +¥ (a]n:ll _ }l+1)+
D (g —a)) + = (@it — g+ =0, 3125
LD (g — ) + L (- qh) +
20, [S52 (s — a)) + ()i — a* )] +
(95~ U3)["52 (s — a) + 5 (@7 — )]
(940F1 + 0au52) {1 = O = W)a] + pafis] +6[(1 —Wa* +ya T} +
3.126

(ngFZ qu) {(1 - 6)[(1 l,[))q] + lpq}+1] + 9[(1 l»b)q]n-‘-l + l»bq] +1]} = O

Dado que el sistema 3.125 y 3.126 es lineal con coeficientes constantes, se propone determinar las
propagaciones con una expansion en serie discreta de Fourier y las componentes discretas para un

modo arbitrario son:
a = a(jAx,nAx; m) = a(k)ppe™sn 3.127
qj = q(jAx,nAx;m) = G(k)pnetkirx 3.128

donde pJ%, es el factor de amplificacion del m — ésimo modo de Fourier y k es el nimero de onda.

Sustituyendo 3.127 y 3.128, para un modo arbitrario de Fourier en el sistema de ecuaciones 3.125 y
3.126, se tiene que para la ecuacion de conservacion de masa:

ikjax [ 5 [A=9) -
pnelk]Ax{a[ A;l’ (p—1)+A£telkAx(p—1)]+
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i [(1A—x9) eikAx _ 1) + %p(eik“ — 1)]} =0,

y para la cantidad de movimiento:
pretitx ([ (p - 1) + L e (p - 1)] +
20, [E22 (e — 1) + = p(e®r — 1)| +
(952 -v)a[ 52 (™ — 1) + Zp(e™™ - 1)] +

(ngF1 + iat Z—) a{(1—0)[(1 — ) + e | +0[(1 — Y)p + Ype™™]} +

(940> = %) 4{(1 — O)[(1 — ) + e™™] + 6[(1 — )p + wpe““"‘]}} =0.

El conjunto de ecuaciones anterior se puede expresar con el siguiente arreglo matricial:

[ (p = Dlc + 2y — Dis] 2iAs[1 -6 + 6p] ]
. I
pretly, (9%2—vZ)asi1 -6 +6p]+ [(o = Dle + 24 = Dyisl] |I ] [ ]
|#(1—9+6p)[6+ @p - 1yis]  HUoASLA =0+ p)(c+ (29— Dls)] e ’
| fla-o+0p)lc+w-visll) |

donde:
elkbx 41 = 2ekAx/2 cos(kAx/2) ,
elkbx _ 1 = 2ietkA%/2 sen(kAx/2) ,
¢ = cos(kAx/2),
s = sen(kAx/2) ,

A= At/Ax,
B = (gg—z—Uf),
p=At (ngF1+<pquZ—Z),
¢ = At(gA,F, - (pj—‘:) .

Utilizando el parametro de simplificacion matricial k (Morton & Mayers, 2005):

_ (p=D[c+(2yp-1)is]i
- 2As[1-6+06p]

3.129

3.130

3.131

3.132

3.133

3.134

3.135

3.136

3.137

3.138

3.139

3.140
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El sistema matricial se puede reagrupar de la forma siguiente:

[ K -1 ] 3.141
| 0
n,ikjsx | _ (Ao _ g2 —
p-e (gBD UO)+ k=20, +|| I \,
et 2y -1)is] iele+p—1is) | L 0

22s
22s

desarrollando la ecuacion 3.141, se obtiene:

2 . ié[c+(2yY-1)is] _ Ao 112 iulc+(2y—-1)is] _ 3.142
K +K( 2U, + 21s ) (‘gBo Uo)+ 21s =0,

aplicando la formula general para la solucion de una ecuacion cuadratica en la ecuacién 3.142 lo cual
conlleva a determinar el comportamiento de la variable x en la propagacion de perturbaciones,
dejando la ecuacion en funcion de p y aplicando la condicion de estabilidad critica |p| < 1 (Morton
& Mayers, 2005; Aguilar Chavez, 2002) en la relacion de dispersion (inecuacion), se tiene:

| |_ c+(2yY-1)is—2iAsk(1-6) <1 3.143
- c+(2Y—1)is+2iAsk8 - 7

Retratos de fase.

Los sistemas de ecuaciones discretos 3.23 y 3.24 determinan soluciones aproximadas, estas pueden
generar ondas de propagacion que sean diferentes al sistema de ecuaciones continuo. Los retratos de
fase representan dicho comportamiento y se utilizan para determinar las propiedades dispersivas en
los resultados, los cuales se asocian con la propagacion de las ondas y las oscilaciones.

Entonces, para evaluar las propiedades dispersivas, la fase de propagacién de las ondas del esquema
discreto se compara con la solucion exacta, para lo cual se construye una expresion similar a las
ecuaciones 3.129 y 3.130 partiendo del sistema de ecuaciones continuo:

Del analisis de estabilidad con el método de Fourier se tiene que el factor de amplificacion es:
a = geilkx—wt) 3.144
q = ge't=o, 3.145
Sustituyendo 3.144 y 3.145 en 3.120 y 3.121 respectivamente:

elx=wO (—iwa + ik§) = 0, 3.146
. 3.147
eilx-wt) (a (ik (g:—: - U&) + (ngF1 + Pqy Z—)) +q (—iw + 2ikUo + (ngFz - ‘PZ—)>) =0,

el sistema anterior se puede acomodar en forma matricial:
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w —k . 3.148

iki Ao _ 772 _
pretitr| —k (g5 = Ug) + [w — 2kUo] + =

i(ngFl + ¥q, Z_Z) i (gAOFZ - (pjl_z)

=~ Q
—
o o
E—'

El sistema de ecuaciones 3.148 tiene solucion diferente al trivial si y solo si el determinante de su
matriz de coeficientes es nulo (Aguilar Chavez, 2002) entonces:

w24+ w (—Zka +1i (ngFz - goi—t)) -k (gg—z - Ug) + i(gAC,F1 + (pquZ—Z) =0, 3149
p = cos(WAt) + isen(wAt) , 3.150

donde At:
At = —Crbx 3.151

sl

Finalmente los retratos de fase se calculan con la relacion de amplitud del esquema continuo y la
relacion de amplitud del esquema discreto:

_ Arg(p) 3.152
el -

La informacién proporcionada por los retratos de fase y de amplitud son de caréacter cualitativo y
representan las caracteristicas generales de las propiedades de propagacion del esquema numérico
(Szymkeiwicz, 2010). Su andlisis formaliza la discretizacidn de las ecuaciones diferenciales y asegura
un mejor resultado en las aproximaciones.

De la TABLA 3-1 a la TABLA 3-3 se muestra la geometria del canal seleccionado como caso de
estudio, las condiciones de flujo definidas para dos escenarios. Por otro lado, se propusieron
diferentes nimeros de Courant para calcular los retratos de amplitud y de fase, obteniendo los
resultados mostrados de la FIGURA 3-7 a la FIGURA 3-9.
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TABLA 3-1 Datos Generales de la seccion para un gasto lateral de extraccién pequefia.

Concepto | Valor Concepto Valor

Condicién . Tirante
: Pendiente
de flujo normal
S1 0.0001 3.8317m
S2 0.01 0.9625 m

a) Caso de estudio.

Q @m3/s) 200 Cn, 0.014
b m 30 Ax(@m) 1
k 1 Qy (m*/s) -8

b) Datos béasicos y geométricos.

RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUBCRITICO RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUPERCRITICO
4 . 1
——0.001 ——0.001
09| =—— 001 091 | —— g0t
1 1
o8t 5 F08F [— s
= — 10 - — 10
c c
0 20 ©07F |[—— 20
D 0.7 [ | m— 30 o —_ 30
o o
a 206
T 06 °
3 Bost
S o5 $
s ©04r
° ©
¢ 04F % o3f
03F 02k
02 0.1
1073 102 107 10° 10' 108 102 107! 10° 10°
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
a) b)
RETRATO DE FASE EN FLUJO SUBCRITICO RETRATOS DE FASE EN FLUJO SUPERCRITICO
0
05 0.001
—0.01
1
ab | — 5
— 10
— 20
o-45F [T 30
2t
25F
; 3
103 102 1071 100 10 102 107! 100
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
c) d)

FIGURA 3-7 Retratos de Amplitud a) Flujo Sub critico b) Flujo Supercritico, Retratos

de Fase c¢) Flujo Sub critico d) Flujo Supercritico.
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TABLA 3-2 Datos Generales de la seccién para un gasto lateral de extraccion grande.

Concepto  Valor Concepto  Valor

Condicion de . Tirante
: Pendiente
flujo normal
S1 0.0001 42912 m
S2 0.02 0.9912 m

a) Caso de estudio.

Q (@m?/s) 50 Cnm 0.014
b m) 5 Ax(m) 1
K 1.5 qy (M*/s) -10

b) Datos béasicos y geométricos.

RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUBCRITICO RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUPERCRITICO
1 . 1 —
09+ 09 || ====0.001
——0.001 0'31
sl |— o.?1 z 0.8 .
M —_ 5 SosL|— 1
Bo7t |=—— 10 @ — 2
2 — 20 Qs — %0
2 —_— 30 2
T 0.6 o
3 Sost
;5 0.5 ;E
3 8047
€ 04f ¢ 03f
03 02t
02 : : : 0.1 : : :
10% 10?2 107" 10° 10° 10% 102 107! 100 10!
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
a) b)
RETRATO DE FASE EN FLUJO SUBCRITICO RETRATOS DE FASE EN FLUJO SUPERCRITICO
: 0 . .
05
qF
o5+
2F
25
3 L 3 L L
10% 102 107! 100 10° 102 10" 10°
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
c) d)

FIGURA 3-8 Retratos de Amplitud a) Flujo Sub critico b) Flujo Supercritico, Retratos

de Fase c¢) Flujo Sub critico d) Flujo Supercritico.
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TABLA 3-3 Datos Generales de la seccién para un gasto lateral de incorporacién grande.

Condicion de . Tirante Concepto  Valor Concepto ~ Valor
. Pendiente
flujo normal
Q (@m?/s) 50 Cnm 0.016
Sl 0.00015 3.8317 m
b m) 10 Ax(m) 1
S2 0.015 0.9625 m k 0.667 qu (mz/s) 15
a) Caso de estudio. b) Datos béasicos y geométricos.
RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUBCRITICO RETRATO DE AMPLITUD EN FLUJO SUPERCRITICO
1.1 T T T 1 —
=——0.001
1 09 | —— 001
1
E 0.9 E 0.8 : 150
S 08l |— Sorf|— 2
] . 3 —_ 30
o 3
eorf |—— Sos6r
:6 — T
Sost 305
8 S
Bosf 804
&, 04 &' 0.3
03t 02
L L L 0.1
0'?0-3 102 107! 100 10! 107 1072 107! 10° 10!
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
a) b)
RETRATO DE FASE EN FLUJO SUBCRITICO RETRATOS DE FASE EN FLUJO SUPERCRITICO
= T 0 T T
051
qF
> .15
2+
251
3 . . 3 I I
10 102 107! 10° 107 1072 107" 10°
Longitud de onda "kdx/2" Longitud de onda "kdx/2"
c) d)

FIGURA 3-9 Retratos de Amplitud a) Flujo Sub critico b) Flujo Supercritico, Retratos
de Fase c¢) Flujo Sub critico d) Flujo Supercritico.

Se puede observar en la FIGURA 3-7 a la 3-9 de los incisos a) y b), los nimeros de C,- < 1 presentan
amplitudes muy pequefas o bien, el modelo serd més estable con una discretizacion temporal mas
fina, pero con la desventaja que la simulacion sera mas tardada.
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En los retratos de fase, la relacién con el modelos discreto y el modelo continuo muestran resultados
estables (sin oscilaciones irregulares) en la FIGURA 3-7 a la 3-9 de los incisos ¢) y d).

El caso de flujo subcritico es mas estable el modelo que en flujo supercritico, en especial cuando se
presentan gastos unitarios de salida FIGURA 3-7 y 3-8 inciso d).

De este andlisis se concluye que el esquema es incondicionalmente estable cuando se analiza la

condicion de flujo sub critico y flujo supercritico, lo que significa que se puede usar cualquier tamafio
de paso en el tiempo y en el espacio.

3.2.2  Modelo discreto Velocidad-Area (U-A).

A continuacion se presenta la solucion de las ecuaciones de Saint-Venant no conservativa en funcion
de la velocidad y el area con el esquema de Preissmann bajo la iteracién no lineal de segundo orden
de Newton-Raphson.

0A 0A ou
L(A'U;x't)=E+”la+”2$+”75A+7T85U=CIu, 3.153
M(AU;x,t) = ‘;—lt’ + 7T3Z—Z + ”4% + Unts + Umtg + oSA + 11,06U — gS, =0, 3154

donde los términos 64 y U se definieron de forma arbitraria para un nodo ponderado en el espacio,
pero para la discretizacion en diferencias finitas se considera lo siguiente:

S5A = (1 _ ¢)A;1+1,m+1 + ¢A}1:11,m+1 _ (1 _ lp)A;l+1,m _ l/JAJT-l_:-le , 3.155
5Q — (1 _ l/J)an+1'm+1 + lpUjr:I-ll,m+1 _ (1 _ l/))an+1'm _ IIJUJTI-llm . 3.156

La ecuacion 3.154 considera g, U,cosd = 0, si el caudal que ingresa o se extrae es en direccion
perpendicular al eje del canal, es decir =90°, asi como F, = —¢ % q., de acuerdo con Cunge & Holly
(1980).

Donde 7t;son los términos no lineales:

n=U, 3.157

T, = A, 3.158

Ty =1y, 3.159

Ty = g 3.160

e = Wan® 3.161
R3

3.162

1
M =2 (qu = 9qu)
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ou
T, = a , 3163
0A
Tig = a , 3164
as U
o = g5t —— (Gu — 04 , 3.165
_ou 3.166

as 1
Mo =5+ 950+ (qu—0q) .

3.2.2.1 Modelo de discretizacion Preissmann

El modelo discreto y agrupado de las ecuaciones por el esquema de Preissmann y considerando el
criterio de iteracion no lineal es:

1, 1 1, 1 1, 1 _
alU]’-”l' m+l blA;-” mHl C1U}l:1 mtl d1A7:1 m+l _ el , 3.167
a an+1, m+1 + bzA}l+1,m+1 + CZU;’l-:-ll'm-l-l + dzA}l_:-ll,m+1 — e?j , 3.168

por lo tanto, los coeficientes para el modelo no lineal tipo Picard y Newton son:

ay = —=nfy + (1 - Pyl 3.169

b= ZL-Zali+@-yml 3.170

¢ = Aixngj +ymy 3.171

d= L4Zan vynd, 3.172

e1 = %Ajn + AEtA]n+1 + OA;xmﬂ?j(an - Uﬁ_l) + OA;xmn’;j(A]’-’ - A}l+1) + 3.173
n [ = WA AT + ml [ = U+ U™ +

(=) - W) + ¥auT ] + 61— ¥)a ™ +wa, 11|

az = (%) - %”?j +0(1 -l + 01 — Py + (A —Pmgy; 3.174

by= — (o)l + -l 3.175

¢y = (L) + Znll + opml; + Opm + ;| 3.176

dy = () 7l +ymdy 3.177
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Lo\ W a-o -8
= (Tt ) U+ U+ 3y 0 = o)y S (4 - ) -

T[gj[(l - 9)[(1 - l/J)an + lpU]n+1] - ngj[(l - 9)[(1 - 1/))[]]" + IIJU?.,.l] +
mi [ =) (AF + AT ™ + [ - ) (U + U] + gS, . 3178

donde los términos no lineales para el modelo de velocidad-area incluyendo las reglas de
convergencia del método de Picard son:

m = (1= O)[(1 — AT + AT, ]+ 0[(1 — PIATTH™ + AT ™ 3.179
m; = (1= O)(1 = )UJ' + YUyl + 6[(1 = p)US ™™ + Ui, 3180
my; = my;, 3.181

my = (1-6) [(1 —) (%)j 1 (%)” ] 3.182

j+1

+0 [(1 B 1!)) (%)n+1,m . (%)n+1,m |

j j+1

n n 3.183

|U|gn® |U|gn®

= (1-6) (1—w)< Ay Ry L4
R3 /; R3 /j

+6

(1—1) (%)nﬂ'm + (|U|g4n2>n+1’m‘ |

R 7j R /jt1

uj—Pqu] w—Pau] 3.184
gy = (1-6) [(1 _ypladead) (e ee f“)] +
J

j+1

+1, +1, +1, +1,
(qu}‘ " -0, m) s (qu}’+1 " —oaqu), m)

o1(1—-1vy) T =
A A
_(1-9) 0 +1, +1, 3.185
my = o Ul = UP) +  (UR = U )
_ (-8 0 +1, +1, 3.186
ng; = v (A;.‘+1 - A}-l) + H(A]’.‘+1 m_ A]T.‘ ™,

187
ng; = g(1—6) [(1 - llJ)SfA;} + szfA;}H] + g6 [(1 - 1/))sz;‘+“” +S; "“'m] _, 318

Aj+1

n n+im

o [(1 —0) [(1 ~1) (%)J +1) (%)]] +6 [(1 ~¥) (%)] Y (%>,m]‘
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(1-0) 9 3.188
Mioj = [T( fa = UM + (U = ) |+

g =0) | —wsy," + sy, |+ 90|t — sy, 4 sy, M 4,

3.2.2.2 Condiciones de frontera.

La condicion de frontera aguas arriba y aguas abajo son el mismo criterio que se define en el modelo
gasto-area (Q-A), la unica modificacion es aguas arriba debido a que se tiene una condicion de
velocidad, entonces el area en el ingreso se considera el valor del tiempo anterior, tal que AT = B'y{,

entonces la condicion de frontera se considera de la manera siguiente: Q}l“ = U'By}, por lo tanto

+1
U_TL+1 — Qil
J BI'yT

3.2.2.3 Armado de matrices.

Entonces las ecuaciones 3.43, 3.44, 3.48 y 3.49 correspondientes a las condiciones de frontera aguas
arriba y aguas abajo respectivamente, se construyen incluyendo el método de Picard y Newton como
lo hacen las ecuaciones que considera el esquema de los nodos centrales 3.167 y 3.168, resultando
una matriz pentadiagonal como se presenta a continuacion:

A UAUs AUy L U AL U nbimel _
by ¢ dy 0 4, e —a, U(t™)
brcy @2 0 U, &~ aU(t™)
0 a; by ¢ dy A, e
az by ¢ dy 0 Us €
— . 3.189
0 a1j-2 by C1j-2 dyj— A, €12
A2j-1 byj_q €351 dzj1 0 Uy €2)-1
0 a1 byjq ey A erj-1—dijq A(™h
. Gy; by, G2y U ey — d”A'(tnﬂ)

El sistema matricial anterior se puede representar como A-y™+t1m+1 =ym "y |a solucion para el
intervalo n+1 es I-y™*1m+1 =4=1y" con lo cual se obtienen los nuevos valores del tirante en n+1.

Los valores de U™ y A™ se actualizan a U™*1 y A™*1 y repiten el proceso de la ecuacion matricial
durante lo que dura la simulacién.

51



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

El error de convergencia sobre la iteracion no lineal.es la diferencia de los parametros de velocidad y
area iniciales y actualizadas:

eA = ANFLmMAL _ gn+1im 3.190

el = Un+1,m+1 _ Un+1,m 3191

Entonces estas variaciones guian la convergencia numérica sobre la iteracion no lineal, y su
evaluacion final es:

||A’Un+1,m+1_A'Un+1,m|| < 3.192
||A,Un+1,m” =€,

donde ¢ es la tolerancia de convergencia propuesta. Para conocer la rapidez de convergencia, se hace
un conteo de iteraciones hasta que se cumpla la ecuacion 3.192.

Discusion y conclusién.
Discusion.

e Los valores de los coeficientes de ponderacion espacial y temporal del esquema de
Preissmann siempre seran los mismos para diferentes pruebas, donde & = 0.6 y y = 0.5, esto
como resultado de diversas pruebas de analisis de estabilidad realizadas previamente para la
seleccidn de dichos coeficientes (Aguilar Chavez, 2002).

e En la condicion transitoria, se construyd el modelo discreto tipo Preissmann para las
ecuaciones conservativa y no conservativa de Saint Venant, es necesario realizar un analisis
de convergencia aplicando teorema de Lax (FIGURA 3 6) debido a que en este caso se
presentan los términos que evaltan los efectos de flujo lateral.

e Se seleccionaron el Método de Picard y el Método de Newton Raphson para solucionar el
problema no lineal en las ecuaciones de Saint Venant debido a la simplicidad de aplicacion
para el calculo de la convergencia del modelo. Asi mismo este método indica que, cual
modelo discreto converge con mayor rapidez, entre el modelo (Q-A) y (U-A).

e Para la solucion del sistema de ecuaciones resultante, la cual es una matriz pentadiagonal se
aplico el Método de la matriz inversa; es recomendable utilizar los Métodos de Relajacion o
Gauss Seidel para hacer menos pesado el calculo.

e Se consideran las siguientes alternativas para la solucién del modelo numérico:

a) Tomar en cuenta todos los términos obtenidos por el Método de Newton y la iteracion
no lineal del Método de Picard.

b) Descartar el Método de Newton y solo aplicar el Método de Picard.

c) Descartar ambos métodos por lo tanto se congelaron los coeficientes en el Método
de Picard para que no se presente la iteracion no lineal.

d) Con lafinalidad de comparar resultados, la rapidez de convergencia y observar si la
simulacion transitoria se mantiene estable para cada una de las pruebas numéricas.
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Conclusiones.

Para el célculo del modelo discreto de la condicion inicial, es recomendable que la
discretizacion espacial sea Ax < 10 debido a que el método de Runge Kutta evalua resultados
incoherentes con discretizaciones de mayor magnitud.

En el analisis de estabilidad se demostrd que el término F, = —%qu , propuesto por Cunge

& Holly, 1980 si presenta perturbaciones, también se demostré que el modelo discreto es
consistente e incondicionalmente estable para flujo subcritico y flujo supercritico con efectos
de gasto lateral de pequefia 0 gran magnitud ya sea creciente o decreciente (FIGURA 3-7 a
3-9).

Pese a que la modelacién resulta estable para diferentes nimeros de Courant, es indispensable
el cuidado al seleccionar dicho valor debido a su relacion directa con la discretizacion
temporal. Como consecuencia de esta condicion, el paso del tiempo debe ser inferior al
tiempo pico del hidrograma, de otro modo la simulacién producira resultados incorrectos.
La bifurcacion en un canal es generalmente perpendicular, sin embargo, se puede presentar
con un angulo de inclinacién como se muestra en la FIGURA 3-10, este fendmeno se evalla
mediante el término F, = —q, U, cos8, solo cuando g, > 0, (Abbott, 1979) en los modelos
discretos previamente mencionados, para estos casos la condicion inicial se calcula mediante
la ecuacion 2.14 mientras que en la condicion transitoria, al tratarse de una constante, dicho
termino se incorpora a los términos independientes "e,".

CANAL LATERAL

biae biar  CANAL LATERAL
——p

= 0Q @Qu -Q = Qn

CANAL PRINCIPAL CANAL PRINCIPAL

a)

b)

FIGURA 3-10 Representacion de una bifurcacion en canales a) Incorporacion lateral a
90° b). Incorporacion lateral con inclinacién de angulo &

En el caso de g, < 0, no se considera componente de velocidad (Ucosé), debido a que la
velocidad del gasto unitario de salida es igual al del canal principal (Cunge & Holly, 1980).
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4 CONSTRUCCION DEL CODIGO
COMPUTACIONAL

Para la construccion del algoritmo se utilizé la plataforma MATLAB (abreviatura de MATTix
LABoratory, "Laboratorio de matrices™), que es una herramienta de software matematico que ofrece
un entorno de desarrollo integrado con un lenguaje de programacion propio (lenguaje M).

Entre sus prestaciones bésicas se hallan: la manipulacion de matrices, la representacion de datos y
funciones, la implementacion de algoritmos y la comunicacion con programas en otros lenguajes y
con otros dispositivos hardware. Es un software muy usado en universidades y centros de
investigacion y desarrollo.

La aplicacién de este software consiste en la solucion de las ecuaciones gobernantes en canales
abiertos por medio de método numéricos ya establecidos en la literatura, en una manera mas practica
como para el caso particular que se presenta en este trabajo cuyo objetivo es hacer una modelacion
numérica del flujo no permanente en bifurcaciones en canales.

4.1  Secuencia general.

Para la construccion del coédigo computacional la cual es nombrado como “Modelo numérico de
Simulacion de Multiples Tramos “(SMT) que cuenta con programas de pre proceso (Geo, Topo, y
Condicion Inicial), el proceso de la Condicion Transitoria 'y en el post proceso se tiene la publicacion
de gréficas y resultados como se muestra en la FIGURA 4-1:

[ ]
_ Y .
00 *. 1
¥ ) Condicién Condicion
e Geometria ~ Topologia Inicial Transitoria
020"
Ingreso de los « Calculo del perfil de + Solucién por el Método
parametros _ Polinomios de flujo permanente de Diferencias Finitas.
geometricos, tramos interpolacion de los « Vector de tirantes « Célculo del perfil de
multiples y parametros geomeétricos « VVector de Gasto, flujo no permanente
secciones para dar forma al canal. « Vector de Gasto espacialmente variado.
transversales. Lateral

FIGURA 4-1 Secuencia general para la construccion del cédigo computacional.
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411

Adquisicién de datos en la geometria.

Los datos iniciales se presentan en la geometria, la primera parte de la secuencia, en este apartado se
define el nimero de tramos del canal (“Multiples Tramos™), lo anterior considerando que las
caracteristicas geométricas, materiales e hidraulicas pueden variar a lo largo del canal, por ejemplo:

a.
b.
c.

Reduccion, ampliacion o cambio de geometria por medio de transiciones suaves o abruptas.
Cambio de material.

Separacion por una serie de estructuras de control como compuertas y vertedores a lo largo
del canal.

Variacion del gasto a lo largo del canal causado por salidas y entradas de gasto lateral.
Bifurcaciones a lo largo del canal

Es decir, por cada tramo del canal se presentan diferentes caracteristicas a los otros tramos. El
siguiente paso es definir el nimero de secciones transversales para cada tramo (discretizacion espacial
Ax) y los datos principales que tiene el canal para cada seccion transversal que se muestran en la
TABLA 4-1. Los datos adquiridos se guardan en el modulo “geo”.

TABLA 4-1 Datos generales para la configuracién de la geometria.

Descripcion Notacion Unidades

Datos de geometria del canal

Nombre del canal

Numero de bifurcaciones Npir

NUmero de tramos i -
NUmero de secciones para cada tramo j -
Discretizacion espacial Ax m

Datos por cada seccion transversal

Elevacion del fondo z m
Longitud para cada seccion (Cadenamiento) L m
Ancho b m
Talud k =
Coeficiente de rugosidad Cm m%
Gasto unitario Gu m?s™1
Angulo de inclinacion de entrada 5 °
Velocidad de entrada del canal lateral Uy ms~1

55



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

4.1.2 Topologia.

Consiste en dar forma al conducto por medio de polinomios para las funciones geométricas e
interpolacidn de secciones.

1. Proponiendo polinomios de ajuste de grado n en las funciones geométricas y la vez
desarrollar la derivada de dicha funcion, estas funciones son necesarias para el célculo del
tirante "y" con el Método de Newton Raphson.

fO) =ag+ a1y +ay® + -+ ayy", 4.1
f'y) =a, +2a,y + -+ na,y* 1, 4.2

donde ay, a4, a, _a, son los coeficientes de ajuste para las funciones geométricas que son el
area hidraulica, perimetro mojado y el ancho de la superficie del agua para cada seccion. Para
los canales de riego es muy comun ver canales con secciones trapeciales, rectangulares y
triangulares, un ejemplo para el desarrollo de los polinomios se presenta en la TABLA 4-2:

TABLA 4-2 Ejemplo de construccién de polinomios de grado 3 con sus
correspondientes coeficientes de las funciones geométricas

\ v /
Elemento A B y ,
geométrico ; 1
f——— f—F t

RECTANGULAR TRAPECIAL TRIANGULAR
Area f(y) 0+ by +0y?+y3 0 + by + ky? + 0y3 0 + 0y + ky? + 0y3
'y b + 0y + 0y? b + 2ky + 0y? 0 + 2ky + 0y?
Perimetro
mojado £(y) b+ 2y +0y* + 0y b+2yy1+k*+0y?+0y* | 042yv1+k*+0y?+0y°
f'» 2+ 0y +0y? 2414 k2 4 0y + 0y? 21+ k2 + 0y + 0y?
Ancho de la
sperficte | b0y +0y?40y® | b+ 2ky+0y2 +0y? 0+ 2ky + 0y2 + 0y
agua f(y)
' 0+0y+0y2=0 2k + 0y + 0y? 2k + 0y + 0y?

2. Los datos de interpolacion son variables con dependencia espacial y corresponden a la
geometria del canal, se caracteriza por ser un conjunto de datos calculados a partir de la
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informacién inicial proporcionada y establece la conectividad del sistema y el
dimensionamiento del conducto.

El objetivo de la interpolacion es ajustar la informacion requerida en cada nodo de la
discretizacion espacial, a partir de los datos de cada seccion transversal (FIGURA 4-2). Los
datos que se presentan en la TABLA 4-3 se construyen el indice k de cada seccion de
interpolacién por tramo.

TABLA 4-3 Datos generales para la configuracién de la topologia.

Descripcion Notacion Unidades
NUmero de tramos i =
NUmero de secciones para cada tramo Ji -
Discretizacion espacial Ax m

..Longitud en cada tramo L m

Con el indice k de cada seccion de interpolacién por tramo, se calculan los incrementos o
diferenciales de las caracteristicas geométricas del canal entre cada seccion.

k = (Cadenamiento; j,1y — Cadenamiento inicialg ;))/Ax , 4.3
y
dz = 2D "% 4.4
k 1
dp = 2ai+n=ban 4.5
k 1
dk = Farrn ke 4.6
k 1
dA = Ajr1=4j 4.7
k i)
dpP = Pj+17Pj 4.8
k )
dB = Bix175i 4.9
k 1

con los incrementos conocidos, partiendo en un punto de inicio, se pueden determinar la
interpolacion de cada una de las caracteristicas geométricas del canal a cada Ax y también se
actualiza el valor del indice j que ahora es el nimero de secciones a cada Ax.

3. Para el caso de gasto unitario "q,," se multiplica por cada Ax en el momento que se presente

dicho gasto unitario, generando un gasto lateral Q.
4. Todos los datos generados en la topologia se guardan en el modulo “topo”
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Seccion | CANAL PRINCIPAL
Ax = Tramo 1
. a% ,%) Bifurcacion N
) ) Tramo 2
=
. N
. = e 0, Tramo 3
Seccionj ™ .
A CANAL LATERAL
1
t Seccion j
b J
a) b)
Seccion 1 Seccion 1
—— Ax
. .
S~ 4

)
——Seccion 2 . %
e )

™
\

.y N
. Seccion 3

C) d)

FIGURA 4-2 a) Ejemplo de un tramo en un canal con su nimero de secciones. b)
Ejemplo de ubicacion del gasto lateral, segin en el tramo que se encuentre. ¢) Canal
prismatico discreto a cada Ax por el método de interpolacién lineal. d) Transicion del
canal discreto a cada Ax por el método de interpolacion lineal.

4.1.3 Condicion inicial y condicion de frontera.
El objetivo de la condicidn inicial es calcular el perfil de flujo gradualmente variado y espacialmente
variado en estado permanente, para establecer la variacion del perfil dentro de los tramos asi como

determinar la variacion de gasto a lo largo del canal (FIGURA 4-3).

Para el célculo de la condicion inicial del Modelo Numérico de Simulacion de Multiples Tramos
(SMT) se aplica el siguiente procedimiento y el diagrama de flujo se muestra en la FIGURA 4-4:
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1. Cargar los datos de geometria y topologia el canal.

2. Adicionar como dato el gasto inicial Q(x = 0) = Q, aguas arriba (flujo supercritico) o
Q(x = 0) = Q, aguas abajo (flujo subcritico).
3. Construir el vector de gasto Q (x), debido a que en esta tesis se presentan las incorporaciones

. . . . . d
0 extracciones laterales por medio de bifurcaciones, Q varia a lo largo del canal (6—3 * 0)
por lo que es necesario conocer dichos valores en las fronteras y en cada uno de los tramos.

4. Cdlculo de la condicion de frontera por medio de los tirantes y,, y. 0 considerando un
Yeonocido» €l cual se define con un valor de Q,,4, que es gasto maximo esperado en el canal,
y se calculan los parametros de la relacion tirante gasto de acuerdo con la ecuacion de la ley
de descarga en una compuerta.

5. Con las relaciones de vy, Yconocido € Ye S€ determina el tipo de perfil y el tipo de régimen
del flujo, sub critico o supercritico.

6. Segun el tipo de régimen se considera lo siguiente:
a. Para un flujo subcritico y, > y. el sentido del calculo es de aguas abajo hacia aguas
arriba, es decir, en el Gltimo tramo.
b. Paraun flujo es supercritico y,, < y, el calculo es aguas arriba hacia aguas abajo, es decir,
en el primer tramo.
7. Se inicia el célculo del perfil con el procedimiento descrito en el capitulo 3.1 para cada i-
ésimo tramo.
8. Comprobacion de resultados de la condicién inicial a partir de las ecuaciones de Saint Venant
2.1y 2.2,
9. Impresidn de gréaficas y guardado de valores de tirantes, gastos, areas y velocidades.
10 Todos los datos generados en la condicion inicial se guardan en el modulo “hidra”.

a) CANAL PRINCIPAL
‘ ‘Tramo 2| |Trau‘no 4‘ Tramo 6‘ |
‘ Tramo 1 | | Tramo 3 | | Tramo 5 | Tramo7 |
e v Y = -’Q“I
L FGV | | FGV | \ FGV | rov |
QL QL QL
CANALES LATERALES
FGV: FLUIO GRADUALMENTE VARIADO
FEV: FLUJO ESPACIALMENTE VARIADO
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b)
‘ |Tramo 2‘ ‘Tramo 4 ‘Tramo 6| |
‘ Tramo 1 | ‘ Tramo 3 ‘ Tramo 5 ‘ | Tramo 7 |
T N Sentido del calculo.
Q # r 3
Qs |,
n
Y
FLUJO SUBCRITICO
c)
Tramo 2 Tramo 4 Tramo 6
‘ Tramo 1 Tramo 3 . Tramo 5 | ‘ Tramo 7 ‘
) Sentido del calculo.
FLUJO SUPERCRITICO

FIGURA 4-3 a) Ejemplo de canal con sus tramos correspondientes con tres
tomas de extraccion lateral. a) Vista en planta. b) Vista de perfil del flujo en
condicion subcritica c¢) Vista del perfil del flujo en condicién supercritica.
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INICIO

CARGAR DATOS
“Geo” y Topo™, @, g

v

GENERAR VECTOR (Q)
QG ) = QG.J) +q(.j)
T

v

CALCULO DEL TIRANTE NORMAL ()
CALCULO DEL TIRANTE CRITICO (y,.)

5.Co.coef_A, coef PY coef T
Q.g vtol

v

APT
AE QZ
=77

2

B QC.
o0 —ar; - 2z
5}‘

VALOR DE PROPUESTO (y;)
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FIGURA 4-4 Diagrama de flujo para la Condicidn Inicial
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4.1.4 Simulacion del flujo transitorio.

El objetivo de la simulacién transitoria es solucionar la ecuacion de flujo gradualmente y
espacialmente variado en estado no permanente, para cuya modelacién transitoria dentro de un canal
se utilizé el modelo de Preissmann y la solucion de los términos no lineales fue con el método de
Picard y Newton Raphson.

El diagrama de flujo para la solucion del transitorio se encuentra en la FIGURA 4-6 y el
procedimiento de célculo es el siguiente:

1. Cargar los datos de geometria, topologia y condicion inicial.

2. Definir variables transitorias, como el tamafio del paso en el tiempo y los errores de
convergencia en la solucion no lineal por el Método de Picard (TABLA 4-4).

3. Condicion de frontera aguas arriba. Se define la entrada de un hidrograma de acuerdo a
capitulos previamente abordados (TABLA 4-4).

TABLA 4-4 Valores iniciales para la simulacion transitoria.

Descripcion Notacion Unidades
Ndmero de Courant Cr -
Coeficiente de ponderacion espacial. S] —
Coeficiente de ponderacion temporal P -
Error de convergencia sobre la iteracién no 0 _

lineal. 1 €
Error de convergencia sobre la iteracion no A _

lineal. 2
Tiempo de simulacion Tsim s
Tiempo de despliegue del grafico Taesp S
Datos del hidrograma
Tiempo del inicio del hidrograma. Tin s
Tiempo de duracion del hidrograma. Thidro s

. q m3
Politica de cierre (t — Q) t—Q s ——
S

4. De acuerdo con el nimero de Courant se calcula el retardo teérico del canal, con base a en el
cual se definen los tiempos de accion de algoritmo de control global.

_ _ Crx 410
At = ——.
(Uo++/9To)

5. Actualizacion del gasto lateral q,,;, para el caso de flujo subcritico, la cual cambia de sentido
al supuesto, debido que el sentido del calculo ahora es de aguas arriba hacia aguas abajo, en
el caso de flujo supercritico la actualizacion no es necesaria.
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6. Se define la dimension de la matriz de coeficientes, calcular los coeficientes invariantes
ai,bi,c1,ydy y las matrices de cada coeficiente en sus posiciones correspondientes
aq,by,cq,dq,a5,by,c5y ds.

7. Inicio del andlisis de la simulacidn transitoria, es decir t > 0. Se hace una actualizacién en el

tiempo.
Qn — Qn+1,m+1 4.11
ATL — An+1,m+1 412
yn — yn+1,m+1 . 4.13
8. Actualizacion de la condicién de frontera aguas arriba. Se calcula el gasto que ingresa al canal
n+im+1
1,r

9. Se calcula el tirante futuro al final del dltimo tramo y;'F ™ *1,

10. Se calculan los valores de perimetro, ancho de la superficie libre, tirante y pendiente de
friccion de acuerdo con A™ y Q™.

11. Inicia el Método de Picard aplicando las reglas para la convergencia no lineal e inicia el

conteo de iteraciones (itera = 1) la cual indica si el modelo llega a la convergencia.

n+im _ n+1m+1
AT = AT , 4.14
Q;l:-l'm — Q;l:-l,m+1 . 4.15

En forma practica para la programacion, los vectores y, Ay Q utilizados en el célculo se
configuraron como el moédulo “hidra. variable (N. de tramo. N. de secciones, N. de
iteracion)”,donde:

N.iteracion = 1, Almacena el valor de "n" ,
N.iteracion = 2,Valor de "n+1" en la iteracion no lineal "m" ,
N.iteracion = 3,Valor de n+1" en la iteracion no lineal m + 1",

de esta forma cuando se quiere nombrar el area de la primera seccién del primer tramo se
escribe como hidra.a(1,1,1) y el gasto de entrada en la Gltima seccién del altimo tramo es
hidra.q(N.tramo, N. secciones, 1).

12. Se calculan los valores de perimetro, ancho de la superficie libre, tirante y pendiente de
friccion de acuerdo con A™™*1 y Qrmtl

13. Calcular los términos no lineales n{‘j,ngj, nglj,njjj,ng]- y ngj y a la vez se calculan el resto

de los coeficientes a,, by, ¢z, d,, e, v e4, para los nodos intermedios.
14. Calcular los términos independientes en la frontera aguas arriba y la frontera aguas abajo.

1 1
ef; —a,Q7", e}y — a Q7 4.16
ey — di AT, el — d AT 4.17
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15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

Con todos los coeficientes y términos independientes calculados y cada uno en su matriz
dimensionada en su posicion correspondiente, se aplica la suma de todas las matrices para
forma una sola matriz 3.86.

Solucionar el sistema de ecuaciones discreto con el esquema de Preissmann, aplicando el
método de la inversa X = Inv(A,)B para la matriz 3.86.

Se hace la prueba de convergencia de los términos no lineales, en caso de no alcanzar la
convergencia, se regresa al paso 11 hasta lograr la convergencia definida y aumentar el conteo
de iteraciones (itera = itera + 1), existiendo un limite de iteraciones.

Si itera > max itera se concluye que el esquema numérico no converge.

Comprobar el sistema de ecuaciones con los valores calculados de Qm*1m+1 y gnt+lm+1
Impresion de graficas y guardado de valores de Q1M+l  gn+lm+l g yyntlm+l

Se hace un incremento en el tiempo t = t + At.

Se repite el procedimiento desde el paso 7 para seguir con la misma secuencia hasta terminar
el transitorio.

Se guardan todos los resultados en el archivo Imp_res.mat, a cada At, una representacion
grafica de la simulacién transitoria se muestra en la FIGURA 4-5.

Tramo 2 Tramo 4 Tramo 6

Tramo 1 ‘ ‘ Tramo 3 | ‘ Tramo 5 | ‘ Tramo 7 |

ﬁ Sentido del calculo.

y(x,t) v

Qx, t)mp
Qn (%, )

SIMULACION TRANSITORIA.

FIGURA 4-5 Ejemplo de un perfil de flujo en estado no permanente o transitorio, la
avenida se desplaza a lo largo del canal a cada At.
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FIGURA 4-6 Diagrama de flujo para la Simulacién Transitoria.
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4.2 Discusion y conclusion.
Discusion.

e La construccion y programacion del modelo numérico se llevo a cabo en el entorno del
programa MatLab, elaborando cuatro rutinas principales Geo, Topo, C. inicial y C.
transitoria, asi como también una serie de subrutinas que calculan los tirantes y,, y y. en un
canal.

e El programa HecRas (US Army Corps of Engineers, 1993) se tom6 como referencia para la
primera secuencia, la captura de los datos principales es por cada seccion transversal del canal
con un cierto cadenamiento (Geo.) y después se interpolan dichos datos partiendo de una
discretizacion espacial (Topo).

Conclusiones.

e Para la solucién de la condicién inicial, se considera que el sentido del calculo es de aguas
abajo hacia aguas arriba si el flujo subcritico, mientras que para la solucién en la simulacion
del transitorio se considera en sentido opuesto. Por lo anterior, es necesario considerar el
signo adecuado del gasto unitario g, en la solucion transitoria, asi como realizar el cambio
en los subindices en la discretizacion Q;.; —Q; a @; — Q41 en las derivadas parciales
espaciales en las ecuaciones de Saint VVenant discretas; ademas para la aplicacion del método
de Runge-Kutta el vector de gastos Q (x) se evalué como se muestra en la FIGURA 4-7 para
determinar los valores de K;.

1 1
Q; +5Axq, Q) +58xqy
2 £ 2  §
Gy >0 Gy <0
Qj+1 = Qj +Axq,
0 0 K
0 — Qo1 = @ + g, —
¥ A X r y v
—— . A—
Ax/2 Ax/?2
Ax Ax
a) b)

FIGURA 4-7 Evaluacién del gasto para el cdlculo de K;, segun el sentido de analisis.
a) Sentido de céalculo para flujo supercritico o condicion formal. b) Sentido del célculo
para flujo subcritico.

66



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

e En la solucion del modelo numérico para un canal con bifurcaciones se obtienen los
siguientes resultados representados de manera numérica y gréfica:

1. Condicion inicial:
a. Variacién del gasto a lo largo del canal, esto depende de cuantas bifurcaciones
presenta y segun el tipo de flujo lateral (entrada o salida).
Valor de g, €n cada Ax
Perfil del flujo en canal.
Variacion de parametros a lo largo del canal area, tirante y velocidad.
e. Comprobacién de resultados por medio de las ecuaciones de Saint Venant.
2. Condicidn transitoria.

a. Caracteristica del hidrograma de entada.

b. Comportamiento del fendmeno transitorio es decir el transito de la avenida a lo largo
del canal con bifurcaciones por lo tanto la variacion de parametros como velocidad,
gasto y tirante durante el tiempo de simulacién.

c. Comprobacion de resultados por medio del sistema de ecuaciones resultante, es decir
la matriz pentadiagonal.

d. Numero de iteraciones que se necesitan para llegar a la convergencia si y solo si se
encuentra activado el método de Picard y Newton.

eoo

e Si el modelo presenta resultados incorrectos, estos se acumulan hasta generar una matriz
singular, ocasionando que el programa deje de funcionar, los indicadores que permiten
identificar este comportamiento son:

a) Las iteraciones no lineales, si el nimero de iteraciones es muy grande, llega un limite la cual
detiene la iteracion e indica que el esquema no converge.

b) EI tipo de planteamiento de la condicion de frontera aguas abajo es posible que no sea
compatible.

c) La caracteristica del hidrograma si la magnitud del gasto pico es muy grande y la duracion del
hidrograma es muy pequefio.

e Si la longitud del canal es L > 10000 m, es recomendable usar Ax < 10 m y nlimero de
C, > 30 evitando que la simulacion transitoria sea tardada. En caso contrario, es
recomendable usar Ax < 5 m y nimero de C,. < 30 evitando inestabilidades en la simulacién
transitoria.

e El nimero de iteraciones determinara qué modelo (Q-A) o (U-A) converge mas rapido.
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5 PRUEBAS NUMERICAS

Para verificar el funcionamiento y convergencia numérica de los modelos discretos presentados en el
capitulo 3, se realizd una serie de pruebas numéricas con una diversidad de tipos y configuraciones
topoldgicas de cauce. Los escenarios estudiados se muestran en la TABLA 5-1.

TABLA 5-1 Descripcion de pruebas numéricas realizadas con SMT.

Modelo Gasto-Area (Q-A)

Prueba | Geometria del NUmero de b mi?groenc?ae Cr
nimero | canal Bifurcaciones Qat e Verg
no lineal
2 Entradas N Picard-
1 Rectangular 4 2 Salidas Pequefio Newton 30
2 Trapecial 5 Salidas L Grandg Picard 2
4 Pequenos
. . 2 Grande Picard-
3 Trapecial 7 Salidas 5 Pequefios | Newton 100
Modelo Velocidad-Area (U-A)
4 Trapecial 2 Salidas Pequefios Picard 50
1 Entrada ~ Picard-
5 Rectangular 4 3 Salidas Pequefios Newton 2
1 Salida 1 Grande Picard-
6 Rectangular 4 3 Entrados 3 Pequefios | Newton .
Comparacion del Modelo SMT con el Modelo HEC-RAS
. . Picard-
7 Trapecial 1 1 Salida Grande Newton 5
5.1 Prueba 1. Canal Rectangular con 4 bifurcaciones (2 entradas y 2 salidas).
CANAL PRINCIPAL
Tramo 2 Tramo 4 Tramo 6 Tramo §
| Tramo 1| | Tramo 3 | | Tramo 5 Tramo 7 | | Tramo 9
—— — ] —
= ¢ = v
y
[4)) oL
3 1] . T —
Qo o RECTANGULAR

CANALES LATERALES
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TABLA 5-2 Datos in

iciales de la Prueba 1.

Concepto ‘ Valor Concepto Valor
3
Qinicial (m /S) 150 k 0
S, 0.0001 L(m) 7000
b(m) 20 Ax (m) 5
N.Bif. 4 bige(m) [20 20 20 20]
q,(m?/s) [22-2 2] Q,(m3/s) [-80 -80 -80 -80]
Variacion del gasto
150 !
» 140 | 4
@
E
P 130 .
©
® 120 | 4
110 - ' -
(0] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Longitud del canal [m]
10 \’I‘ariacién del gasto lateral
Z‘ T - T = T T
o
E 5 4
©
S O I . @
=
(L)
-10 O 1 O 1 m 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Longitud del canal [m]
a)
. CONDICION INICIAL
\
166.5 - e e
T
166 - ——
165.5 |
E 165
s
2 164.5
>
m 164
163.5 |
163
162.5 [
162 : : : : : : i
o] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Longitud del canal [m]
b)
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2 Variacion del gasto
i 150 | 1 | T T
E 1[][] II | l—| i I
i
o 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Longitud del canal [m]
. Variacion del area
.EI 85 e —— :._ —— T |I - f f
e ol [ ' o ]
E ?5 | | 1 | | |
L 1000 2000 3000 4000 2000 6000 7000
v Longitud del canal [m]
= , Variacion de la velocidad
= - — T
s 151 - ir R S e e T
'E 1 i i i i i i
% 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
= Longitud del canal [m]
E Variacion del tirante
E 348- D T T B ] T T T ]
E HE C J. J‘I B i . J'_ - __J 1
= 0 1000 2000 3000 4000 2000 6000 7000
Longitud del canal [m]
c)
<1014 Variacién de la conservaciéon de masa

Error
o

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Longitud del canal [m]

Variacion de la cantidad de movimiento

0.01 T é T g T T

Error
Qa®

-0.01 .

-0.02 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Longitud del canal [m]

d)

FIGURA 5-1 Condicion inicial Prueba 1 a) Variacién de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c) Variables iniciales d) Comprobacion de
las ecuaciones de Saint Venant.
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TABLA 5-3 Datos del transitorio de la Prueba 1.

Datos de la Simulacion Transitoria ’o . . Hidrograma ingreso
Courant 30 Y 0.5 200}
190 [
At (s) 19.56 0 0.6 Q
%130 -
Datos del Hidrograma. 3
Tiempo de or
QBase (m3/s) | 150 | despliegue 20
(S) 160
Tiempo de . | . | . \
Q Pico (m?/s) 210 duracion 1200 e 200 400 600 800 1000 1200 1400
(S) Tiempo (s)

w

Velocidad (m/s)
N

T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)

w
o
o

Gasto (m3/s)
S
o

I S R
100 1 1 I I 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)

~— 45 T T T T T T
E [ T
]
< 4t .
§ N“§$
i: 35 1 1 1 1 1 I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Distancia(m)
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w
é 3 T T T T T T
B 2F - ]
82— T
% 1 1 1 1 1 1 1
> 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)
» 300 . . . . . .
[s2)
S
= 200 [ — i
2 — [T
z ’/ —
(D 100 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Distancia(m)

.
o

Tirante (m)
|
|

3.5 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)
b)
w
\E/ 3 T T T T T T
© —
g2r — — 1
A — H —
— 1 1 1 1 1 1 1
(]
> 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)
» 200 . . . . - .
™
E _
o 150 \\ ’/ K
»
©
(D 100 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)
_ 45 T T T T T T
E
® - —
-— 4 -~ //" E— -
i: 3.5 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Distancia(m)
c)

FIGURA 5-2 Condicién Transitoria Prueba 1 a) Transito de la avenida a lo largo del
canal en 520s, b) Transito de la avenida en 1120s y ¢) Transito de la avenida en 1500s.
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5.2 Prueba 2. Canal Trapecial con 5 bifurcaciones.

| |Tram0 2 }'ramo? "Framo lfw Tramo ‘S Tramo 10 |
| |
‘Tramo 1| | Tramo 3 | | Tramo 5 | | Tramo 7 ‘ Tramo 9 Tramo 11 |
CANALES LATERALES
0, )
‘Q CANAL PRINCIPAL ‘ Qn
QL QL
CANALES LATERALES

TRAPECIAL

TABLA 5-4 Datos iniciales de la Prueba 2.

Concepto Concepto
Qinicial (m3/s) 200 k 1
S, 0.0001 L(m) 600
b(m) 20 Ax (m) 1
N.Bif. 5 bige (M) [10 10 10 10 10]
qu(m?/s) [-5-2-3-1-2] Q,(m3/s) [-50 -20 -30 -10 -20]
Variacion del gasto
200 \ T T T T
oE. 150 \ .
o
2 100 _\i .
(L)
50 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
Variacion del gasto lateral
_ 0 CH— —b——
nﬂ o
£
; 2 r @ N
S a»
4 D
(L] - R . . . :
0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
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CONDICION INICIAL

166.5
[ ——
166 [
o N
165.5
— 165
E
5
s 164.5
©
>
K
W64
163.5
163 [t —
1625 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
b)
= Variacion del gasto
E 200 ™ T . . -
= 1[][] - I I-.................._ E
g 0 ' '
e 0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
S Variacion del area
.E. B[] — —T l_ T T T
p ED L . — . — -
‘E 4[] 1 ] 1 1 1
< 100 200 300 400 500 600
) Longitud del canal [m]
E Variacion de la velocidad
'g 3 ————— I--.. T T T
S2] - - ]
o 1 L L 1 1 1
< 0 100 200 300 400 500 600
- Longitud del canal [m]
E ; Variacion del tirante
o - . 1 T T T
T 3t — B ]
E25 ! : : —I= :
F 0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
c)
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<1014 Variacién de la conservacién de masa
5 T T T T T
aD. . OO0 @
_ O CEDGEENINRN« € «COESESESSSennnnnny GEEmmmmmmmmn
o
= O @
w
-5 oo o 7
_10 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]
Variacion de la cantidad de movimiento
005 T T T T T
0 (O [ (e
= &S
2 0.05} .
w
-0.1 | § .
_0.15 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Longitud del canal [m]

d)

FIGURA 5-3 Condicion inicial Prueba 2 a) Variacién de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c¢) Variables iniciales d) Comprobacion de
las ecuaciones de Saint Venant.

TABLA 5-5 Datos del transitorio de la Prueba 2.

Datos de la Simulacion Transitoria 0 . __ Hidrograma ingreso
Courant 2 Y 0.5 250
240
At (s) 0.25 0 0.6

Caudal (m3/s)
N
&

Datos del Hidrograma. ‘

Tiempo de
QBase (m3/s) | 200 | despliegue 2

(S) 210
Tiempo de
Q PiCO (m3/s) 260 dUraCién 300 2000 SIO 1(‘10 1;0 Z(I)O 2;0 300 350
(S) Tiempo (s)

N

IN]

153
T
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w

Velocidad (m/s)
N

L |\ 4
- ~——
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® 400 . . . . .
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o 2001 i
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FIGURA 5-4 Condicién Transitoria Prueba 2 a) Transito de la avenida a lo largo del
canal en 32s, b) Transito de la avenida en 137s y ¢) Transito de la avenida en 192s.

5.3  Prueba 3. Canal trapecial con 7 bifurcaciones.
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TABLA 5-6 Datos iniciales de la Prueba 3.

alo oncepto alo
Qinicial (m3/s) 375 k 15
S, 0.0001 L(m) 16000
b(m) 20 Ax (m) 5
N.Bif. 7 b (M) [25 25 20 20 10 10 10]
qu(m?/s) [-4-3-3-2-1.5-1-0.5] Q.(m3/s) [-100 -75 -60 -40 -15 -10 -5]
Variacion del gasto
400 T T T T T T
@ 300 [ .
£
S 200 | ‘-- .
2 e
o 100 .
O 1 1 1 1 1 1 1
(0} 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Longitud del canal [m]
Variacion del ﬂasto lateral
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4 o
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®
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K
£ 15+ o o ]
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_20 o 1 1 1 1 1 1
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'S 165
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o Variacién del gasto
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FIGURA 5-5 Condicion inicial Prueba 3 a) Variacidn de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c) Variables iniciales d) Comprobacion de

las ecuaciones de Saint Venant.

79



MODELO NUMERICO PARA ANALIZAR EL FLUJO EN BIFURCACIONES EN CANALES.

TABLA 5-7 Datos del transitorio de la Prueba 3.

Datos de la Simulacion Transitoria ‘ 520 . __ Hidrograma ingreso

Courant 100 Y 0.5 il
500
At (s) 56.055 o 0.6 s |
E 460
Datos del Hidrograma. ‘ € wof
- (6]
Tiempo de 4a20r
3
S) Base  (m®/ 375 despliegue 50 00k
(S) 380
Tiempo de
QPico (m®/s) | 525 duracion 3600 360

. . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
(S ) Tiempo (s)

N

I

Velocidad (m/s)
N

0 1 1 1 1 1 1 1
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-1 —t
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o
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N
1
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N

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
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FIGURA 5-6 Condicion Transitoria Prueba 3 a) Transito de la avenida en 700s, b)

Transito de la avenida en 3000s, ¢) Transito de la avenida en 3550s y d) Transito de la
avenida en 4200 s.

5.4 Prueba 4. Canal trapecial con 2 bifurcaciones.
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TABLA 5-8 Datos iniciales de la Prueba 4.

alo oncepto alo
3
Qinicial(m /S) 300 k 15
S, 0.0001 L(m) 3000
b(m) 15 Ax (m) 1
N.Bif. 2 bige(m) [2020]
2
qu(m*®/s) [-3-3] Q. (m3/s) [-60-60 ]
Variacion del gasto
300 7 T T
E \
«_ 250 _
E
§=
& 200 | i
(L}
150 1 1 1 1
0] 500 1000 2000 2500 3000
Longitud del canal [m]
o Variacion del gasto lateral
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= Variacién del gasto
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FIGURA 5-7 Condicion inicial Prueba 4 a) Variacién de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c) Variables iniciales d) Comprobacion de
las ecuaciones de Saint Venant.
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TABLA 5-9 Datos del transitorio de la Prueba 4.

Datos de la Simulacion Transitoria ‘ w50 Hidrograma de entrada
Courant 50 Y 0.5 o
360 -
At (s) 0.6937 0 0.6 g o
< 340
. T
Datos del Hidrograma. ‘ & a0l
Tiempo de
3
QBase (m*/ | 54 despliegue | 24 =r
s)
(S) 310
. Tiempo de
Pico (m3 -l . . ; :
S) (m*/ 375 duracién 600 %0 200 400 600 800 1000 1200
(5) Tiempo (s)
@ Velocidad
g 3 1 1 1 I I
3 — |
B 2 \
O
9 1 1 1 1 1 1
g 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
— Gasto
(2
> 400 T T T T [
N \
Q 200 =
[72]
o 0 1 1 1 1 1
O
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
. Tirante
E 6 T T T T T
[0
= 55 T
S \
i: 5 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)

a)
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w Velocidad
é 3 T T T T T
! : :
o \
c_é) 1 1 1 1 1 1
g 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
— Gasto
w
= 400 I \ T T T
= \
o 200 =
@
0 1 1 1 1 1
© 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
Tirante
’E\ 7 T T T T T
()
= T
o
i: 5 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
b)
) Velocidad
E 3 T T T T T
> \
g S -
g 1 1 1 1 1 o
g 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
— Gasto
w
o2 400 : T T T -
E | —
o 200 o
@
o 1 1 1 1 1
o 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
Tirante
’E\ 7 T T T T T
[}
= 6 -
g —
i: 5 1 1 1 1 ——
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Distancia(m)
c)

FIGURA 5-8 Condicién Transitoria Prueba 4 a) Transito de la avenida a lo largo del
canal en 144s, b) Transito de la avenida en 432s y c¢) Transito de la avenida en 720s.
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5.5 Prueba 5. Canal rectangular con 4 bifurcaciones (1 entrada y 3 salidas).
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TABLA 5-10 Datos iniciales de la Prueba 5.
oncepto
alo oncepto alo
Qinicial (mS/S) 250 k 0
S, 0.0001 L(m) 500
b(m) 30 Ax (m) 1
N.Bif. 4 ) [10101010]
qu(m?/s) [[7-3 2-2] Q,(m3/s) [ -70 -30 20 -20]
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CONDICION INICIAL
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10713 Variacién de la conservaciéon de masa
1 T T T T T T T T T
0.5 PO 0@ OO i
e DOXED @ OIOD
o
= 3 @ 3z CESESSaSaSaSS)
Y oo amp
0S5 o  a@o ]
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]
Variacion de la cantidad de movimiento
002 T T T T T T T T T
0 T C— G —
N &
2 002} .
w
-0.04 1
_006 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del canal [m]

d)

FIGURA 5-9 Condicion inicial Prueba 5 a) Variacién de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c) Variables iniciales d) Comprobacidn de
las ecuaciones de Saint Venant.

TABLA 5-11 Datos del transitorio de la Prueba 5.

Datos de la Simulacion Transitoria ‘ 50 Hidrograma de entrada
Courant 2 Y 05 360t
340
At (s) 0.2416 0 0.6 g
§320
Datos del Hidrograma. ‘ S ol
o
Tiempo de ol
QBase (m3/s) | 250 despliegue 5
(S) 260 -
Tiempo de
Q PICO (m3/s) 375 duraCIén 50 2405 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 4‘0 4‘5 5‘0 55
(S) Tiempo (s)
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» Velocidad
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w Velocidad
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FIGURA 5-10 Condicion Transitoria Prueba 5 a) Transito de la avenida a lo largo del
canal en 45s, b) Transito de la avenida en 70s y ¢) Tréansito de la avenida en 85s.

5.6 Prueba 6. Canal rectangular con 4 bifurcaciones (1 salida y 3 entradas).
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TABLA 5-12 Datos iniciales

de la Prueba 6.

Qinicial (m3/5) 250 k 0
S, 0.0001 L(m) 500
b(m) 30 Ax (m) 1
N.Bif. 4 bige(m) [50101010]
qu(m?/s) [-4 3 3 3] Q. (m3/s) [-200 30 30 30]
6(°) [90 70 60 70] cosé [0 0.34 0.5 0.34]
Variacion del gasto
250 T T T T T T T T
@ 200 [ —
&

';' 150 ]
§ 100 - _/I
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Variacion del gasto
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FIGURA 5-11 Condicion inicial Prueba 6 a) Variacion de gasto b) Perfil calculado con
el Método de Runge-Kutta de 4rto. Orden c) Variables iniciales d) Comprobacion de
las ecuaciones de Saint Venant.
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TABLA 5-13 Datos del transitorio de la Prueba 6.

Datos de la Simulacion Transitoria 400 . Hidrograma ingreso

295

Courant 1 ] 0.5

290

285 [

At (s) 0.2416 0 0.6

280

Caudal (m3/s)
N
&

Datos del Hidrograma.
Tiempo de o5 |
Q Base(m3/s) | 250 despliegue 5

(s)
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(5) Tiempo (s)
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FIGURA 5-12 Condici6n Transitoria Prueba 6 a) Transito de la avenida a lo largo del
canal en 40s, b) Transito de la avenida en 75s y ¢) Transito de la avenida en 116s.
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5.7

Prueba 7. Comparacion del modelo SMT con HEC-RAS.

Con la finalidad de identificar las ventajas y desventajas del algoritmo SMT con respecto al programa
HEC-RAS (US Army Corps of Engineers, 1993), se realiz6 la prueba siguiente:

TABLA 5-14 Datos iniciales Prueba SMT y HEC-RAS.

CANAL PRINCIPAL
Concepto Valor Concepto Valor
=0 = 0
Qinicial (mS/S) 200 k 1
S, 0.0001 | by (m) 10
&
QL b(m) 30 YV (M) 3.81
- Ax (m) 10 Q. (m3/s) 100
lat
CANAL LATERAL qu (mZ/S) -10 QL(mS/S) -100
- CONDICION INICIAL SMT
£ 3.5 T T T T T T T T HEC-RAS
E. 3 ] -
E 2 5 1 1 1 1 ‘I\ 1 1 1 1
- 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]
N—' 120 T T T T T T T T T
£ 100 !
= i
o
\&- 80 1 1 1 1 j
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
w Longitud del canal [m]
E T T T T T T T T T
3
s 2 \ l
3 1 ] ] ] ] ] I I I I
E 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
= Longitud del canal [m]
"
‘§' 1
2 1 e e
o 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m] SMT
O  HEC-RAS
a)
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X10-14 Varlamon de la conservacmn de masa SMT
1

OM%@‘%M%‘&%%%WQ@

_1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Error

Longitud del canal [m]
Variacion de la conservacion de masa HEC-RAS

Error
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Longitud del canal [m]
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Varlacwn de Ia cantldad de mowmlento SMT

Error
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Longitud del canal [m]

Variacion de la cantidad de movimineto HEC-RAS

Error
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Longitud del canal [m]

c)

FIGURA 5-13 Comparacion de resultados del modelo SMT y HEC-RAS a) Valores de
la condicion inicial, b) Comprobacidn de la conservacién de masa, ¢) Comprobacién

dela cantidad de movimiento.

TABLA 5-15 Datos del Transitorio, Prueba SMT y HEC-RAS

Datos de la Simulacion Transitoria

270 Hi(frogran:ua ingrsso
Courant 5 P 0.5
260
250
At (s) 06.91 0 0.6 _
§240-
Datos del Hidrograma. ‘ € ol
o
Tiempo de
3
Q Base (m”/ 200 despliegue 20 0
s)
(S) 210
. Tiempo de
Q Pico (m3 -
S) ( / 270 duraCIon 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
(S) Tiempo (s)
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CONDICION TRANSITORIA SMT
T T T T T T T T HEC-RAS
L S\ i
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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L T\ i
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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= \ i
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Longitud del canal [m]
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—
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Longitud del canal [m]

FIGURA 5-14 Simulacion transitoria para un tiempo de 300 s, se
las variables aumentan durante el paso de la avenida.

puede observar como

CONDICION TRANSITORIA SMT
T T T T T T T T HEC-RAS
= I W i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]
. . . . . T\; . . . i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]
T T T T T T T T T
- \ _
1 1 1 1 l\l\l 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]
T T T T T T T T T
- ) _
1 1 1 1 l\\l T I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]

FIGURA 5-15 Simulacién transitoria para un tiempo de 900 s, se puede observar el
gasto pico de la avenida en la frontera aguas arriba.
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CONDICION TRANSITORIA SMT
— 35 T 1 I I 1 T T T HEC'RAS
E 3t \ .
> {
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Longitud del canal [m]
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FIGURA 5-16 Simulacién transitoria para un tiempo de 1,740 s, se puede observar
como disminuyen las variables durante el paso de la avenida, esto se debe a que Ty, >

Thiaro-

Como resultado de la prueba de comparacién de los modelos SMT y HEC-RAS se obtuvieron las
siguientes ventajas y desventajas:

e La metodologia utilizada para el calculo de la condicién inicial en el modelo SMT, permite
conocer el tirante en la frontera aguas arriba, al determinar tirantes a cada Ax. Por su parte el
programa HEC-RAS, requiere que los valores en las fronteras sean conocidos, lo cual da
como resultado un perfil ajustado.

e Lasolucidn de la condicion inicial en las bifurcaciones resulta ser otro punto de diferencia;
mientras que el modelo SMT utiliza las ecuaciones de Saint Venant con una discretizacion
espacial, HEC-RAS lo realiza con la ecuacion de la energia 0 de momentum de manera
puntual (nodos) (US Army Corps of Engineers, 1993); en la FIGURA 5-13 se puede apreciar
pequefas diferencias entre los dos perfiles, siendo el modelo SMT con resultados méas
precisos.

e Ladiscretizacion temporal minima del hidrograma en el modelo HEC-RAS es de un minuto,
mientras que en el modelo SMT puede ser menor a un segundo.

e En el modelo HEC-RAS solo permite que el tiempo de simulacion Ty;,, sea igual al tiempo
de duracién del hidrograma Ty,;4,; €n cambio el modelo SMT, el tiempo de simulacion puede
ser mayor al tiempo de duracion del hidrograma siendo capaz de transitar mas avenidas.
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Pese a que ambos modelos consideran el gasto lateral durante la solucion del transitorio,
ambos modelos usan el método de diferencias finitas pero con diferente discretizacion en las
ecuaciones de Saint Venant, los perfiles obtenidos entre ellos son distintos, siendo mas
cercano al comportamiento real el modelo SMT (FIGURA 5-14 a 5-16).

Finalmente el modelo SMT se encuentra en desarrollo, por lo tanto este no tiene la capacidad
de simular arrastre de sedimentos y calidad del agua, por su parte HEC-RAS y otros modelos
cuentan con dichos médulos, lo cual representa una ventaja sobre el primero.

5.8 Discusién y conclusion.

Discusion.

No se tomaron en cuenta las geometrias de seccion circular, herradura, y compuesta debido
a que normalmente en los puntos de regulacion (compuertas y tomas laterales) a lo largo del
canal son de las secciones trapeciales y rectangulares.

Se comprobd que la discretizacion de Preissmann, recomendado por diversos autores
(Aldama A. & Aguilar C., 1996; Chaudhry, 1979 y Litrico & Fromion, 2009) es adecuada
para la solucion de las ecuaciones de Saint Venant incluso considerando adicion o sustraccion
de flujo lateral.

La topologia del canal de estudio siempre es constante o bien Z—Z =0y Z—: = 0, esto se debe
a que las ecuaciones de Saint Venant planteadas en este trabajo no se tomé en cuenta los
términos integro diferenciales.

Debido a que en los puntos de regulacién y tomas laterales se presenta solamente el flujo
subcritico, se realizaron las pruebas unicamente bajo esta condicion.

La direccidn del flujo lateral de entrada o salida no debe ser contrario a la direccién del flujo
del canal principal.

La mayoria de las pruebas se aplicaron con un Ty;4., de corta duracion, para que en los
resultados de las gréficas de la simulacion transitoria, el transito de la avenida se presente con
mejor detalle.

Conclusiones.

Ambos modelos tienen la capacidad de evaluar gastos de entrada y salida para n
bifurcaciones, tal como se muestra en las Pruebas 1, 3 y 5. También puede simular el
comportamiento del flujo con hidrogramas compuestos (TABLA 5-3, de la Prueba 1; TABLA
5-7, de la Prueba 3; y TABLA 5-11, de la Prueba 5).

El modelo discreto Q-A (Prueba 1 a la 3) realiza menos iteraciones respecto al modelo U-A
(Prueba 4 a la 6) para llegar a la convergencia al iniciar la entrada de la avenida. En el modelo
U-A si se congela la iteracion no lineal se obtienen inestabilidad numérica y esto se amplifica
al ingreso de la avenida.

En las pruebas numéricas el nimero de iteraciones es mayor con el método de Newton
respecto a Picard, condicion que se espera por la forma de evaluar los términos no lineales.
Pero no se observan diferencias significativas en las convergencias de la propagacion de
ondas. Lo anterior, no se recomienda aplicar para el caso de un modelo sin iteraciones no
lineales, ya que el modelo es inestable.
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Si la bifurcacion es perpendicular y g, < 0, (Pruebas 1 a 2 y 6), el término q, U, cosd, no
influye en el célculo de la condicién inicial y la simulacién transitoria sin embargo cuando
no es perpendicular si influye (Prueba 5).

En las pruebas realizadas, los errores en la cantidad de movimiento donde se presentan las
bifurcaciones son despreciables, ademas en la FIGURA 5-5, de la Prueba 3; FIGURA 5-9,
de la Prueba 5; y FIGURA 5-11, de la Prueba 6, se puede observar que los errores son
directamente proporcionales a la magnitud de q,, .

Se debe tomar cuidado al asignar el C, y Ax, para que el tiempo de modelacion sea reducida
y At < Thiaro 0 menor al tiempo que tarde en ingresar el gasto pico del hidrograma como s
muestra en la TABLA 5-7 y FIGURA 5-6, de la Prueba 3, para que no se presenten
incongruencias al paso del transitorio.

Para los tiempos de simulacion es recomendable modelar un canal con bifurcaciones con Ax
< 10 evitando la inestabilidad de la condicion inicial y del transitorio usando C, > 1 de
manera que la simulacion del transitorio sea de poca duracion para el calculo a cada At, como
se puede observar en la TABLA 5-3, de la Prueba 1; TABLA 5-7, de la Prueba 3y TABLA
5-9, de la Prueba 5.

Finalmente se concluye, que las pruebas numéricas realizadas presentan buenos resultados
para diversos numeros de C,., con pequefias, medianas y grandes bifurcaciones, ademas no se
presentan oscilaciones (inestabilidades) en ninguna de las pruebas al paso del transitorio, por
lo que ambos modelos (Q-A) y (U-A) son convergentes.
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6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

El estudio del analisis del flujo en un canal con bifurcaciones a superficie libre, se construyd un
modelo numérico de simulacion a partir de las ecuaciones de Saint Venant en ambas versiones, siendo
la version conservativa (Q-A) con mejores resultados.

El modelo SMT evalla la condicién inicial con la formula general de flujo espacialmente variado,
por medio de un algoritmo de solucion que aplica el método de Runge -Kutta de cuarto orden, el cual
tiene la ventaja sobre el método de integracion numérica, al no ser un método iterativo. Ademas a
diferencia de otros modelos de flujo a superficie libre en canales (HEC-RAS, SIC y CANALMAN)
utilizan la ecuacién de la energia o de momentum de manera puntual (nodos) para determinar la
condicion inicial en ramificaciones o bifurcaciones en canales.

Partiendo de las pruebas realizadas, se demostrd que el algoritmo resuelve el flujo espacialmente
variado en estado no permanente (transitorio), a partir del sistema de ecuaciones de Saint Venant
considerando la adicidn y sustraccion de flujo lateral, aplicando el método de diferencias finitas del
tipo implicito con el esquema de discretizacion “Preissmann” y la solucion de la no linealidad que
presenta dicha ecuacion con los métodos de Picard y Newton-Raphson, con el fin de obtener mejores
resultados y comportamiento del flujo en un canal con bifurcaciones.

Los modelos discretos de gasto-area y velocidad-area, convergen numéricamente de manera
satisfactoria si y solo si la discretizacion espacial es pequefia., tal como lo describe el analisis de
convergencia aplicando el teorema de Lax en el capitulo 3.

Partiendo de las distintas pruebas que se realizaron en este trabajo de investigacion se observo que
las ecuaciones contemplan los efectos de flujo lateral asi como la direccion de la bifurcacion
(perpendiculares e inclinadas), por lo tanto se concluye que si es posible aplicarlo en una red de
canales de riego existente.

El modelo tiene la capacidad de modelar un canal principal con sus bifurcaciones (canales laterales),
asi mismo puede modelar estas bifurcaciones con sus respectivos canales sub laterales y estos Gltimos
con sus ramales, siempre y cuando se conozcan las condiciones aguas arriba y de extraccién de la
bifurcacion en el tramo de estudio. Ademas puede modelar canales colectores con el transito de
avenida debido a que tiene la capacidad de evaluar el gasto creciente.

Para la modelacion de casos reales se debe considerar lo geometria y topografia del canal asi como
los gastos para cada uno de los canales laterales de acuerdo a la demanda requerida por el usuario.

Como parte de un trabajo futuro seria elaborar un algoritmo que tome en cuenta la ley de cierre para
cada una de las bifurcaciones durante la modelacion del transitorio, y unificarlo con algoritmos para
la regulacion de compuertas (Cruz Mayo, P., & Aguilar Chavez, A. ,2015) y la transicion en Canales
(Pastrana, 2016).
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A. Anexos
A.1l. Fundamento del término F,.

En las ecuaciones de Saint Venant aparece el término F, = —%qu si y solo si g, < 0, planteado por

Holly & Cunge (1980), el origen de este término se obtiene a partir de la ecuacion de la energia, es la
mas adecuada para analizar el flujo espacialmente variado donde el gasto decrece por una toma lateral
(Chow T. V., 2000). La energia total de flujo en una seccion transversal del canal, medido desde un
nivel de referencia cualquiera, es:

Q? Al
E:Z+y+Ca2g7,

donde y, es el tirante en la seccién perpendicular de la plantilla. Al derivar la ecuacion con respecto
a x con Q variable, se obtiene:

45 gz ayy 4 (0 A2
dx  dx ' dx = dx\ %2g42)’
G _ gz dy ) co (2040 207 n) A3
dx dx dx 2g \AZdx A3 dx/ '’
. dE .dz _ .
pero.a— Sf,a —Sb,
dA_dady oA _ pdy o4 A4
dx dydx 0x dx = ox’

donde B, es el ancho de la superficie libre de la seccion, por lo tanto la ecuacion A.3 es:

g = 2040 _26% (pdy | 4) AS
Sf_ Sb+ +2g(A2dx A3 (de+ax>’

L. aA - .
para un canal prismatico —— = 0, la ecuacion A.5 se convierte en:

o Q dQ Q* A.6
Sf =Sy + + agA2 dx — B gA3 (dx) !

2
= V—A ; Z—Q = q,,; considerar la velocidad media del flujo, a = 1y despejando — de
]

la ecuacion A.6 finalmente la ecuacion dinamica para flujo espacialmente variado de gasto
decreciente es:

ademas E? =

=[S,

dy  Sp=Sp- Azqu A7

ax 1-F2
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Se puede observar que la diferencia con la ecuacién de gasto creciente, es el término donde se
encuentra g, es dos veces evaluado, por lo tanto la ecuacion A.7 se puede plantear de la siguiente
forma:

A8

Q Q
dy _ Sb—Sf—Zg?fJu‘l'g?Qu

dx 1-F?

Realizando el algebra adecuada la ecuacién A.8 se puede llevar a la forma original, la cual es la
ecuacion de cantidad de movimiento de Saint Venant.

dy Q Q
E(l_Frz)zsb_Sf_ZEQu‘l'Equ- A9
dy Q%) _ Q A.10
P (1-B25) =S =S — 250+ -2 u
dy dA Q% dy Q dqQ Q All
ax aygarax 70 T T2 pa Yo u
dy QdQ , Q A.12
A= dx+gA(Sb S¢) —25 -+ 2y
Finalmente:
QdQ Q%*da dy _ A.13
Zde Ade+gA +gASf+gA——un—0.
QdQ Q2 dh Q A.14
Zza—ﬁa+gAa+gASf —un =0.

Se puede observar que el término —%qu = F;, que plantean Holly & Cunge (1980), presenta la

velocidad promedio, esto se debe a que la cantidad de movimiento del canal principal es dominante
cuando se presenta un q,, de extraccion.
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