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ABSTRACT

Nowadays is well known the use of direct osmosis to produce power generation in
those porous media that have affinity for adsorbing charges on their surfaces,
which induce a current potential due to movement of the fluid inside the
corpuscular capillaries creating systems called EKFOC (Electro Kinetic Forward
Osmosis Cell). Such systems promise to be a new renewable energy in the future
and unlike other energies that are periodic or oscillating dependent sources, they
depend on salt gradients that can be collected throughout the year. These systems
could feed on freshwater rivers and seawater, and in the practice, higher power
can be generated by connecting multiple microchannels in parallel to increase the
current supply.

In this paper is developed a theoretical model that explains in detail the generation
of electrical potentials in a microchannel formed by parallel plates by promoting of
flow throughout forward osmosis. This is motivated by a membrane which provides
a constant flow and separates two solutions with different concentration. This
model was made for low zeta potential, which allows to use the Debye-Huckel
approximation; also it considered that the properties are constant and fluid flow is
developed under stationary conditions. The governing dimensionless system of
equations, permits also introduce the influence of a parameter that is responsible
of the current potential produced and we call as a parameter of electrical induction
and in which certain properties of the working fluid are implicit and provide us
information about the capacity of electric power generation in the microchannel.
Finally the influence of the size of the electrical double layer on the average power

generated by the microchannel have been shown.
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1.-Introduccién

La 6smosis directa es un proceso fisico que se conoce como el transporte neto de agua a
través de una membrana semipermeable y que se produce por una diferencia en el potencial
quimico de la membrana, i.e. el paso del agua se lleva a cabo del lado de menor
concentracion hacia el de mayor concentracion de soluto. Aunque la 6smosis directa fue
observada hace 260 afios aproximadamente, algunos estudios fueron conducidos antes del
progreso de la tecnologia de las membranas y ésto cobro especial importancia y desarrollo
en la década de los sesenta (1). El incremento en la atencion en la 6smosis directa se debe
principalmente a su potencial para lograr elevados niveles de rendimiento tomando en
cuenta un amplio rango de materiales porosos, los cuales pueden actuar como membranas
semipermeables, restringiendo el transporte de solutos y permitiendo el paso de los
solventes (2) tales como el agua de mar, que es abundante y es usada frecuentemente como
solucion para procesos de desalinizacion por lo que una gran cantidad de membranas estan

disefiadas con ese propésito.

Las membranas también se emplean en distintas aplicaciones, aunque son mayoritariamente
disefiadas para soluciones salinas, las cuales representan aproximadamente el 40% de los
experimentos. A su vez se han llevado a cabo estudios recientes orientados a entender los
cambios en la morfologia del sustrato y como podrian afectar sustancialmente la
polarizacion de concentracion interna dentro de membranas compdsitas. Resulta entonces
indispensable entender como las propiedades del sustrato pueden afectar el comportamiento

de membranas usadas en procesos de ésmosis directa (3).



Otro uso particular que se le ha dado a la dsmosis es para la generacion de potencia,
situacion que se conoce como Osmosis por Presion Retardada (Pressure Retarded Osmosis)
la cual emplea membranas semipermeables para separar un solvente de una solucion mas
concentrada y presurizada permitiendo al solvente pasar del lado de mayor al de menor
concentracion. Este incremento en el volumen incrementa en el lado de mayor
concentracion la presién, que puede ser despresurizada por una hidroturbina para producir
potencia (4), creando de esta manera un nuevo tipo de energia renovable y pudiendo utilizar
los caudales de rios que desembocan al mar, aprovechando la gran concentracion de sales

existentes en ella (5) de manera que se pueda disefiar una bomba osmética.

Por otro lado, durante largos afios se han venido realizando importantes hallazgos
relacionados a distintos fendmenos electrocinéticos en fluidos y dentro de los mismos se
tiene el descubrimiento de la denominada doble capa eléctrica en microcanales, que
generalmente se relaciona con diversos fendmenos. Entre ellos destaca la generacion de
corriente eléctrica a través del potencial de corriente o streaming potential, el cual ha
motivado diversos estudios. Un ejemplo de la importancia de los efectos anteriores, se
encuentra en la existencia de algunos materiales, como las arcillas (que bajo ciertas
condiciones se pueden comportar como membranas osmaticas) que son capaces de generar
campos eléctricos asociados con las dobles capas difusas adyacentes a sus paredes (6)
donde se presenta la formacion de la doble capa eléctrica. En esta direccidn también se han
tomado en cuenta los efectos de la polarizacion que produce un campo eléctrico en la capa
Stern y que modifica la permitividad del electrolito en ésta (7), lo que sefiala que las
propiedades eléctricas de la doble capa dependen de la concentracion de los solventes

polares. Se han derivado ademas relaciones semianaliticas para el potencial de corriente



con una acertada prediccion en flujo laminar en microcanales con secciones transversales
arbitrarias, suponiendo que son conocidos el area (8), el perimetro y el gradiente normal de
la velocidad cerca de la pared y con los cuales se pueden investigar flujos electrocinéticos y

determinar el potencial zeta en distintas geometrias.

En el pasado se han obtenido las soluciones para las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido en estado estacionario en un canal rectangular, considerando que el flujo es
incompresible y laminar, encontrandose una dependencia directa del gradiente de presion
con el campo de velocidades. Ademas, para el caso en que las paredes del microcanal son
impermeables, la velocidad y el gasto son independientes de la coordenada axial (9-10)
para bajos y elevados nimeros de Reynolds (11). Por otro lado, los flujos electroosméticos
son capaces de inducir gradientes de presion, y la reduccién del caudal inducido por éstos
puede solo ser ignorada cuando la longitud del canal es mucho mayor que el ancho del
mismo (12). Esto ultimo sugiere que cuando existe un potencial de corriente eléctrico, se

puede generar un campo de presiones debido al campo eléctrico inducido.

De manera equivalente, un campo eléctrico puede inducir movimiento en un electrolito en
la vecindad de superficies cargadas, fendmeno que se denomina flujo electroosmético y que
se ha empleado con el fin de disefiar microbombas. A su vez también se ha aprovechado el
fendmeno inverso el cual consiste en generar gradientes de potenciales eléctricos en canales
con superficies cargadas homogéneas y no homogéneas (13). También se han desarrollado
y caracterizado distintos tipos de bombas electroosmoticas las cuales pueden generar
presiones de hasta 15 MPa con flujos de decenas de microlitros por minuto (14), en los
cuales se observa un incremento lineal de la presion inducida en funcion del voltaje

aplicado en dichos sistemas.



En la actualidad es bien conocido el uso de la 6smosis directa para producir generacion de
potencia en aquellos medios porosos que tienen afinidad a adsorber cargas en sus
superficies, lo que induce un potencial de corriente debido al movimiento del fluido dentro
de los capilares corpusculares (15) creando sistemas combinados denominados EKFOC por
sus siglas en inglés Electro Kinetic Forward Osmosis Cell. Este tipo de sistemas prometen
ser una nueva energia renovable en el futuro y que a diferencia de otras energias que son
periddicas o dependientes de fuentes oscilantes, ésta depende de gradientes salinos que
pueden ser recolectados todo el afio (16). Estos sistemas podrian alimentarse de rios de
agua dulce y agua de mar, y en la practica con la superposicion de multiples microcanales
en paralelo puede generarse un incremento en la corriente que suministran dichos sistemas
(17). Se han elaborado experimentos para estudiar los procesos de generacion de energia
mediante 6smosis directa para inducir potenciales de corriente dentro de medios porosos
donde se observo que las propiedades de éstos y del fluido de trabajo afectan la densidad de
generacion de potencia. Para este fin se han utilizado dos modelos para estudiarlo, uno de

capilares homogéneos y otro de no homogéneos (18).

Se han elaborado modelos teoricos a nivel de escala de poro (19) donde se ha estudiado el
potencial de corriente producido en el microcanal, sometido a un flujo a presion dentro de
un canal formado por placas paralelas con superficies hidrofobicas que tienen coeficientes
de deslizamientos asociadas a las paredes del mismo. Adicionalmente a estos microcanales
se les han impuesto flujos de calor a través de sus paredes en condiciones estacionarias
(20). En los mencionados trabajos se concluyé que el potencial inducido no tiene efecto
sobre el campo de velocidades a menos que exista un efecto de deslizamiento en las placas,

y que en caso de estar presentes retardan el flujo.



En los trabajos previos se muestra como los autores han desarrollado diversas metodologias
para comprender y desarrollar avances en las areas relacionadas a la 6smosis directa y a los
potenciales de corriente inducidos en medios porosos sumergidos en soluciones salinas. La
asociacion entre ambos fendmenos ha permitido abrir un nuevo campo de interés que
promete ser en un futuro una posible opcidn para cubrir las demandas energéticas globales.
Falta investigar ain ciertos aspectos que permitan dilucidar los mecanismos que influyen en
la generacién de potenciales eléctricos para poder llevar esto a futuras aplicaciones

ingenieriles.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo tedrico que explica detalladamente la
generacion de potenciales eléctricos en un microcanal formado por placas paralelas
mediante la promocién de un flujo inducido por smosis directa. Este es motivado por una
membrana que proporciona un gasto constante y que separa dos soluciones con diferente
concentracion. Este modelo se desarrolla para bajos potenciales zeta, lo que permite usar la
aproximacion de Debye-Hiickel; ademas, se considera que las propiedades de fluido son
constantes y el flujo se encuentra desarrollado bajo condiciones estacionarias. La
adimensionalizacion del sistema de ecuaciones gobernantes permite introducir ademas la
influencia de un parametro el cual es el responsable del potencial de corriente producido y
que denominamos parametro de induccidn eléctrica. Finalmente se muestra la influencia

del tamafio de la doble capa eléctrica sobre la potencia media generada por el microcanal.



2.-Modelo fisico

El modelo fisico, como se puede apreciar en la figura 1, consiste en el acoplamiento de dos
microcanales separados por una membrana semipermeable. EI microcanal del lado
izquierdo estd inmerso en agua destilada, mientras que el microcanal del lado derecho de la
membrana contiene, una solucion electrolitica simétrica. Ambos microcanales estan
formados por dos placas paralelas. Como puede observarse en la dicha figura, el
microcanal que se encuentra a la derecha de la membrana contiene dos regiones
yuxtapuestas. La region que tiene una longitud H permite la acumulacion de cargas en sus
superficies, a la cual denominaremos como region 1. La region de longitud L, tiene

superficies neutras, a ésta nos referiremos como region 2.
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Figura 1. Esquema del modelo fisico.



La region 1 permite la acumulacion practicamente espontanea de cargas en su superficie, lo
que origina un fenémeno llamado doble capa eléctrica, en ésta hay un establecimiento de
potenciales eléctricos debido al movimiento del fluido lo cual provoca una distribucion de

iones libres en el electrolito.

Es importante sefialar que la membrana semipermeable es la responsable de inducir el
movimiento del fluido dentro del microcanal mediante ésmosis directa, produciendo un
flujo estacionario, unidireccional y totalmente desarrollado. Las concentraciones en ambos
lados de la membrana osmdtica son constantes pero diferentes entre si. Gracias a este
diferencia de concentraciones se produce espontdneamente un gasto volumétrico. Dicho
gasto hace que los iones libres en el electrolito se muevan en direccién del flujo, lo que
produce una acumulacion de cargas aguas abajo en el microcanal, y que a su vez induce un
campo eléctrico en sentido contrario al movimiento, produciendo una diferencia de
potencial eléctrico entre el inicio y final de la region 1. Este fenémeno es conocido en la
lengua inglesa como streaming potential. Nosotros nos referiremos a él como potencial de
corriente, siendo este el principal objeto de estudio en este trabajo. La consideracion de
concentraciones contasntes en ambos lados de la membrana es una simplificacion del
modelo fisico, ya que de no tomarse asi se deberia establecer a estas concentraciones como

variables dentro del problema.

En este modelo consideramos que el flujo es en direccidn axial al canal, por tanto se
considera que no hay componente de la velocidad en direccidn perpendicular al plano como
puede apreciarse en la figura 1, por lo que las variaciones respecto a la direccion z son

despreciables; es decir:



=0 0 =0
W= "0z

La condicion anterior se obtiene considerando que el ancho de las placas paralelas que
forman el microcanal es mucho mayor en comparacion a la distancia entre placas. Ademas,
las fuerzas de cuerpo gravitacionales se desprecian debido a la escala usada, y se agrega la

fuerza de cuerpo eléctrica. Las propiedades del fluido son constantes dentro del sistema.



3.-Marco tedrico

3.1 Osmosis directa

En un proceso de 6smosis directa, el agua pasa a traves de una membrana semipermeable
desde la region donde la concentracion es mas baja hacia la region donde se presenta la mas
elevada concentracion. La fuerza conductora es de hecho una diferencia en el potencial
quimico. En la préactica la diferencia de presion osmoética entre ambos lados de la
membrana suele describir la fuerza impulsora para el transporte del agua, por lo que no se

necesita aplicar fisicamente presion hidraulica durante el proceso.

La presion osmotica m de una solucion puede ser derivada usando la ecuacion de Van't

Hoof (4, 22, 23, 24) como sigue

m =1IRTC

donde C representa la concentracion de la salmuera, = es la presion osmotica en la
membrana, R es la constante universal de los gases, T representa la temperatura del fluido
e i es el namero de particulas activas en la solucion. Si el efecto de la presion hidraulica se
encuentra ausente, es decir si no existe un gradiente externo que promueva el movimiento
del fluido salvo el gradiente ocasionado por el efecto osmotico, el paso del agua a través de
la membrana por unidad de area (6, 21, 22, 23, 28) puede ser descrito por la siguiente

ecuacion:

]os = AAm )

donde A es la permeabilidad hidraulica de la membrana y J,, es el flujo de agua por unidad

de area a través de la membrana.



La habilidad del material para actuar como una membrana osmotica se puede establecer
mediante la eficiencia osmotica que se denota con é. Su rango de valor esta entre dos
extremos: 0 para materiales no permeables y 1 para materiales con comportamiento
perfecto o de membrana ideal; este valor suele ser afectado por numerosos factores,
incluyendo la tension en el material, su composicion y los tipos y concentraciones de los
solutos en los poros. En general § se incrementa con la tension efectiva y disminuye con la
carga y concentracion del soluto. No es raro que & pueda alcanzar valores cercanos a 0.7-

0.8 6 incluso muy cercanos a 1.

3.2 Gasto osmotico

En la entrada a la region 2, se encuentra previamente la membrana permeable que logra
separar una solucion salina con concentracion Cp (regién 1 y 2) de otra solucion salina con
concentracion Cr con la condicion de que Cp > Cgr, Y con ayuda de la expresion

anteriormente descrita se tiene que el gasto por unidad de area J,; como
]os = AmAT[m = Am(T[D - T[F) = Am((iRT)CD - (iRT)CF) = Amfos (CD - CF) [1]

A, es la permeabilidad hidraulica de la membrana, Cp es la concentracion de la salmuera
en las regiones 1y 2, Cr es la concentracion del lado izquierdo de la membrana, i es la
presion osmética en la membrana del lado de la regién 1y 2 y my es la presion osmética en
el lado izquierdo de la membrana vy f,, es el coeficiente osmotico de presion. Notese que la
presion osmatica es una propiedad de la solucion y no depende de ninguna forma de las

propiedades de la membrana. Para mezclas de NaCl se tiene que f,s = 2RT (5-10). En
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nuestro caso consideramos que Cr = 0, lo cual reduce el gasto por unidad de area como
Jos = Ay Tip. Por lo tanto, para el microcanal ilustrado en la Fig. 1 facilmente se puede

obtener

Qos = AcJos = AcApTip = fA udA = f_llu(W)dy ) [2]

Donde Q,, representa el gasto osmotico producido por la membrana en el microcanal, y A,

es el area transversal del microcanal.

3.3 Doble capa eléctrica

Cuando una superficie esta inmersa en una solucion electrolitica, ésta adquiere una carga de
superficie. Esta carga influira en la distribucion de iones en la solucién. lones con carga
opuesta a la superficie (contraiones) seran atraidos hacia la superficie; mientras los iones
con la misma carga (coiones) seran repelidos de la superficie. Como una consecuencia de la
atraccion y repulsion entre los iones en la solucién electrolitica y la superficie cargada,

habra una distribucion no uniforme de iones normal a la superficie.

La presencia de una superficie cargada influye en la distribucion de iones cerca de ella. Tal
redistribucién de los iones libres en la solucion originara lo que llamamos doble capa
eléctrica (7, 8, 23, 24). La estructura de esta capa es descrita por el modelo de Gouy-
Chapman-Stern y que consiste en dos capas superpuestas una sobre otra: Capa Stern
(creada por la adsorcion de iones) y la capa difusa en la que los iones pueden moverse

libremente en cualquier direccion. Dentro de la doble capa eléctrica se generan potenciales
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eléctricos, siendo el mayor el potencial zeta ¢ el valor del mayor inducido, el cual esta

presente en la interfase entre la capa difusa y la capa Stern.

Algunas superficies pueden cargarse eléctricamente por una variedad de mecanismos.

Algunos de los mas importantes son mencionados a continuacién (24):

lonizacion de grupos de superficie: si una superficie contiene grupos &cidos, su
disociacion da origen a una superficie cargada negativamente. Inversamente, una
superficie basica toma una carga positiva. En ambos casos la magnitud de la carga
de la superficie depende de las fuerzas acidas o basicas de los grupos de la
superficie y el pH de la solucion.

Superficies cargadas de cristales. Puede suceder que cuando un cristal se rompe o
fractura, superficies con diferentes propiedades son expuestas. Algunas arcillas
como la caolinita, cuando una plaqueta se rompe, las orillas expuestas contienen
grupos Al(OH); los cuales toman iones H* para dar una orilla cargada
positivamente.

Adsorcion de lones especificos: lones surfactantes pueden ser especificamente
adsorbidos en superficies. Surfactantes de cationes pueden ser adsorbidos para
cargar negativamente superficies para producir cargas netas positivas en la
superficie, mientras surfactantes anionicos pueden enmascarar las cargas positivas

de una superficie por adsorcion de ellos.
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3.4 Potencial de corriente

Cuando se promueve el movimiento de un fluido con cargas libres a traves de un
microcanal, las cargas ionicas en la parte movil de la doble capa eléctrica cerca de la
superficie del canal son desplazadas hacia la salida del canal, lo que constituye la
corriente de flujo (streaming current). No obstante, como no existe una conexion
eléctrica entre la entrada y la salida, la acumulacion de carga provoca un campo
eléctrico tal que surge una corriente de conduccion que fluye en direccion opuesta al
flujo y es denominado potencial de corriente o streaming potential (23,24) y éste se
manifiesta como una diferencia de potencial entre la entrada y la salida del microcanal.
Debe sefalarse ademas que en estado estacionario las corrientes de flujo y de

conduccidn son cero.
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4.-Modelo analitico

4.1 Modelo analitico Region 1

Las ecuaciones para la region 1 para la conservacion de masa y cantidad de movimiento

son las siguientes.

u 617_

ax 3y =" 3]

 odu ou JaP <62u 0%u
U

— — === —_+— 4
p_u6x+vay_ ax 6x2+6y2>+peEx 4]

v oV aP <62v 02%v
u

- === —_— 4 — 5
p _u6x+v6y_ 6y+ p +ay2>+peEy [5]

El sistema de referencia empleado se muestra en la figura 1, con el origen justo a la mitad
del microcanal y entre las regiones 1y 2, donde x representa la coordenada longitudinal a
lo largo del canal y y representa la coordenada transversal. El tercer término del miembro
derecho de las ecuaciones [4] y [5] son las fuerzas de cuerpo debidas al campo eléctrico
inducido en el microcanal. EI campo eléctrico a su vez esta ligado con la fuerza de Lorentz

y qué esta dado por la siguiente expresion

f =pE [6]

La ecuacion [6] expresa la fuerza sobre una particula cargada por unidad de volumen,

donde p, expresa la densidad de carga eléctrica y E es el campo eléctrico. Dentro del

microcanal, el campo eléctrico inducido tiene dos componentes
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E(x,y) = Exi +Ej [7]

Donde el campo eléctrico inducido en direccion axial E, se considera constante y el campo
eléctrico transversal E, solo depende de la doble capa eléctrica. Dichas componentes del
campo eléctrico se obtienen a partir del negativo del gradiente del potencial eléctrico
producido dentro del microcanal &, siendo éste el resultado de la superposicion del

potencial de corriente ¢p(x) = —xE, Yy el potencial debido a la doble capa eléctrica Y (y);

es decir

P,y) = ¢0)+ () [8]

Por lo tanto, las componentes del campo eléctrico en el microcanal quedan expresadas en

funcidn de las derivadas espaciales del potencial eléctrico como se muestra a continuacion,

dp dp

Ex:_a' Ey:_— [9]

La componente del campo eléctrico en la direccion transversal puede ser obtenida al usar la
ecuacién de Poisson que define el potencial eléctrico dentro del microcanal, la cual se
reduce a la expresion mostrada en la ecuacion [10] donde e designa a la permitividad
eléctrica del medio, F es la constante de Faraday, z eslavalenciay ¢ = (c, —c_)esla

concentracion molar de iones del electrolito dada como

2
A _ _pe_ _Fzc [10]

dy? € €

Como puede observarse el problema de la doble capa eléctrica se relaciona con la

concentracion de iones en el microcanal y estd gobernada Unicamente por la distribucion
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del potencial en las paredes ¥(y) y es valida por el hecho de que la longitud de la region 1

es mucho mayor que el ancho del microcanal, es decir H > [ .

Para obtener una expresion para la densidad de carga en el fluido se emplea la distribucion
de Boltzmann, eésta es una relacion fundamental en termodinamica que describe la
probabilidad de ocurrencia de estados microscopicos como una funcion de la energia de
esos estados y es con frecuencia utilizada para describir la distribucion de particulas sobre
estos estados. La funcidn de probabilidad referida se puede escribir como la probabilidad de
densidad mediante la expresion siguiente

w
P exp (—ﬁ>
B

Enla ecuacion [11] T es la temperatura absoluta (K), kg es la constante de Boltzmann (J/K)
dada por R/N,, donde R es la constante universal de los gases, N, es el nimero de
Avogadro. En el contexto presente, W representa la energia correspondiente a una
ubicacion particular de un ion. La apropiada eleccion es el trabajo W requerido para traer
union de valencia z desde el infinito donde ¥ = 0 hacia una posicién con potencial ¥, y lo

cual estd dado por W= zey, de esta forma [11] se transforma en

P o ( Z€l/)>
exp |——=
kgT

aqui e es la unidad de carga elemental. La densidad de probabilidad para encontrar un ion

en un estado neutral es

P, « exp (0)
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La razon entre P y P, es tomada como la misma razon para la concentracion de la especie

en sus respectivos estados. Por lo tanto, se obtiene la concentracion iénica como

€4 = Coexp (1 %) [14]

Donde F = eN, se conoce como la constante de Faraday. Siendo la densidad de carga p,
=F(z,cy +z_c_)=Fz(c, —c_) y utilizando la relacion anterior, se obtiene que la

densidad de carga en el electrolito se puede escribir como,

zFy
pe = 2Fzcysenh (ﬁ) [15]

y usando las ecuaciones [10] y [15] obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para el

potencial eléctrico de la doble capa como

d?>y 2Fzc, zFy
— - r 16
dy? senh < RT ) [16]

Donde c, es la concentracion alejada de la superficie de las placas. La ecuacién [16] puede

ser integrada explicitamente; sin embargo, para potenciales pequefios tales que zF¢ < RT,
ésta se puede linealizar con ayuda de la expansion en series de Taylor, reduciéndose a la

ecuacion siguiente

e _ v [17]

El parametro A que aparece en [17] se Ilama longitud de Debye y representa el tamafio de la

doble capa eléctrica y se define como,
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1 =< €RT )1/2

2F2z%¢c,

La aproximacién empleada en la ecuacion [17] se denomina aproximacion de Debye-
Hickel. Con las condiciones de frontera ¥(+1) = ¢, donde { es el potencial eléctrico en
la superficie del microcanal. Se puede obtener facilmente entonces la solucion para el

potencial eléctrico en la doble capa eléctrica:

Y(y) =

h(Z
cosh(/%) €0 (1)

Usando el potencial eléctrico en la doble capa eléctrica, obtenemoser una expresion para la
densidad de carga eléctrica en funcion del potencial de la doble capa eléctrica. Empleando

las ecuaciones [10] y [17] obtenemos

_ ¥
pe__e/l_z

A partir de este punto es importante correlacionar el potencial inducido axialmente en el
microcanal con el potencial debido a la doble capa eléctrica. Es de notarse que la corriente
neta dentro del microcanal es cero debido a que el fendmeno se encuentra en estado
estacionario. Por lo tanto, a partir de la ley de corrientes de Kirchhoff (que es un corolario
de la ley de la conservacion de la carga) obtenemos

l
j up,dA+A.0EFs =0
-1

Donde el primer término de la ecuacion [21] es la corriente debido al movimiento del

fluido, y el segundo término es la corriente debido al potencial inducido en el microcanal.
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En esta ecuacion A, es el area del canal, o es la conductividad del fluido, F, es un factor
que toma en cuenta la no electroneutralidad del electrolito debido a la presencia de las
superficies cargadas del microcanal y cuyo valor es de uno por haber sido usada la
suposicion de pequefios potenciales de superficie, dA es el diferencial de area de dicho

canal. Para nuestro modelo fisico se tiene que dA = wdyy A, = 2wl.

Usando las ecuaciones [9] y [20] se puede obtener una expresion para el potencial inducido
que esta en funcion del campo de velocidades dentro del microcanal y de la doble capa
eléctrica. La ecuacion [21] se convierte en

d¢o e (! azwd

_ u — y

dx 2lo )_, 0y?
Ahora que ya estan definidos todos los términos necesarios que engloban las fuerzas de

cuerpo eléctricas dentro de las ecuaciones de Navier-Stokes en el microcanal, procedemos a
hacer la siguiente sustitucion p’ = P — %l[)z en las ecuaciones [4] y [5], esto con el fin de

simplificar el sistema y facilitar el calculo del potencial inducido (13). Con la sustitucion

mencionada anteriormente, obtenemos el siguiente sistema para la region 1:

Ju O0Ov

ax Oyo

op’ 0%u 0%u € 0¢
[”—”—]“ ”( )Uzl/’a

ox TH\axz T 52

[ o dv]_  0p' 62v+62v
e 6y dy TH dx? = 0y?
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4.2 Modelo analitico Region 2

Como se explico anteriormente en el modelo fisico, se considera que las placas paralelas no

permiten la acumulacion de cargas libres, lo que evita la generacion de la doble capa

eléctrica, esto implica una ausencia de fuerzas de cuerpo eléctricas. Por lo tanto, el sistema

de ecuaciones para la regién dos esta dado por

ou N dv
dx Oy

[ N ou| 6P+ 62u+62u
P Yoyl = T ax T H\ox2 T 5y2

=0

[ . av 3 6P+ 62v+62v
P Oy K\ ax2 dy?

l
Qos=j udA=J uwdy
-1



5.-Orden de Magnitud

5.1 Orden de Magnitud: Regi6n 1

Se considera que en laregion 1, el ancho del microcanal es muy pequefio en comparacion a
la extension de esta regidn, es decir [ «< H . Debido a esto, se hacen las siguientes

consideraciones al orden de magnitud de las variables a determinar en el modelo.

x~H

y~l
u~uU,

v~U,

[33]

¢~¢c

Y~

li
p ~Tp

Se puede apreciar que la coordenada axial y transversal son del mismo orden que las
dimensiones del microcanal. El potencial v tiene la magnitud del potencial ¢ de la doble
capa eléctrica, debido a que es el maximo valor que puede adquirir dicho potencial. La
presion p’ se considera es del mismo orden que la presién 6smotica de la membrana debido

a que se considera que la caida de presion es muy pequefia debido al tamafio del
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microcanal. El resto de los valores caracteristicos para las velocidades y potencial inducido

son deter minados a continuacion.

La velocidad axial caracteristica se asume que es del orden del gasto osmético partido por

el area del microcanal, es decir

QOS
~ 34
Ye™ owl [(34]
Tomando los valores caracteristicos y sustituyéndolos en la ecuacion de continuidad [23],
se obtiene que los términos en el miembro izquierdo son del mismo orden de magnitud, es
decir
uC vC
. x 35
T [35]
Despejando la velocidad caracteristica transversal de la ecuacion [35] y empleando la
ecuacion [34] obtenemos el orden de magnitud de ésta como
QOS
~ 36
Ve~ oo [36]
Posteriormente suponemos que los términos viscosos Yy eléctricos de la ecuacion [24] son
del mismo orden, es decir
uC E{(I)C [37]

K2 "2l

El orden de magnitud del balance de fuerzas anterior corresponde con la descripcién de un
potencial de corriente inducido solamente por el campo de velocidades generado por la

membrana osmotica. Esto corresponde justamente con la fisica del problema: establecer la

22



generacion de potencia eléctrica gracias al gasto inducido dentro del microcanal mediante
la 6dsmosis directa. De la ecuacion [37] se obtiene el valor caracteristico del potencial

inducido en el microcanal, lo que produce la siguiente expresion:

gt 2 () £

5.2 Orden de Magnitud: Regién 2

Enlaregion 2 el ancho del microcanal es muy pequefio en comparacion a la extension de la
region, es decir [ < L . De manera similar a la region 1, el orden de magnitud de las

variables de interés se puede escribir como

y~l
U~Ucyy [39]
UV~Vcn
P~1p

La presion en esta region es del mismo orden de magnitud que la presion osmotica de la
membrana debido a que se consideran muy pequefias las variaciones de la presion debido a
la minuscula longitud de esta region. En conjuncidn, en ambas regiones las presiones son

del mismo orden de magnitud que la presion osmotica de la membrana.
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La velocidad axial caracteristica en esta region es del mismo orden que el gasto osmético

dividido por el area del microcanal, es decir

QOS

Ucy ~ 2wl

Tomando los valores caracteristicos anteriores y sustituyéndolos en la ecuacion de
continuidad [29], puede apreciarse que los términos correspondientes son del mismo orden

de magnitud, por lo que puede obtenerse lo siguiente

Ucir Vcen

—_—

L l

Empleando la ecuacion [40] podemos obtener entonces el orden de magnitud de la

velocidad caracteristica transversal de la region dada por

QOS

Ve~ 2wl
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6.-Ecuaciones Adimensionales

6.1 Adimensionalizacion Regién 1

Una vez establecido el orden de magnitud para la region 1, se pueden introducir en las sus

ecuaciones de gobierno las siguientes variables adimensionales:

X_x
" H
_Y

Y_l

u

U=—

uC

_®

(p_qbc [43]

v
V=—
vC
Y
Y=
¢
m=2
Tp
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Para llevar a cabo lo anterior, se utilizan las ecuaciones [23], [24], [25], [26], [27] y [28].

Esta sustitucion arroja el siguiente sistema en variables adimensionales para la region 1:

o v _
ax "oy
oU  aU ol 92U g

Re« Uﬁ-l_VW =—HD1W+W+ a

oIl 0%V
d

av 6V]_ N
Y|~ oy Bza?

Como puede apreciarse en la ecuacion [45], en el proceso de adimensionalizacidn se
considera que los términos viscosos y los términos eléctricos son del mismo orden y

compiten de igual forma entre ellos. Ademas, de manera homologa se consideran del
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mismo orden los términos de presion dentro del microcanal. En la ecuacidén [46]

Se

considera que el término de presion es de orden unidad y por lo tanto se adimensionaliza

respecto a él. A continuacion se definen los nimeros adimensionales que aparecen en el

sistema asociado a la region 1.

21
Re = Pe (D

B, = QosH

Qosit

EZ(Z
2UTA?

Y]
Il

4‘WH2T[D

- 2wHlmp

np/H _ 2mpwl®

D1 — -

(%) HH Qs
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6.2 Adimensionalizacion Regién 2

En base al orden de magnitud realizado anteriormente, se definen las siguientes variables

adimensionales para la region 2:

X
XZZZ

y
Y2=T
Uo = u
2 Ucyp
V. = v
2 Vcn
I P
2_1TD

[51]

Las variables definidas en [51] se introducen en el sistema formado por las ecuaciones [29],

[30], [31], ¥ [32] lo que permite escribir el siguiente conjunto de ecuaciones en variables

adimensionales para la region 2:

U, av,
S+ =0
X, oY,
R [U ou, Ly auz] o1, +62U2
ea
o 29Y, P25x, ' aY2,
Re [U oV, oy avz] oT1l, N 0%V,
eh1Vagx T 25y, Y, 2 ay,?

[52]

[53]

[54]
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1

-1

Se puede apreciar en la ecuacién [53] que los términos viscosos son de orden unidad debido
a que son los principales efectos en esta region. En la ecuacion [54] se considera el término
de presién de orden unidad por ser el principal efecto en la direccion transversal . Los

nimeros adimensionales formados en esta region son los siguientes:

U (21
R82=P crr (21)

6.3 Simplificacién de las Regiones 1y 2

Los sistemas de ecuaciones adimensionales descritas para la region 1 y 2 son reducidos
mediante la sustitucion de los pardmetros caracteristicos asociados al fendmeno que son

mostrados en la tabla 1.
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Tablal. Parametros caracteristicos

o ~10"1[sm™]
e~10"10 [C V~1m]
u~1073 [kg m=1 s71]
A~107°2 [s m™1]
{~107%[V]
H~1072 [m]
L~10"2 [m]
[~1072 [m]
w~1073 [m]

Q.~10"Y[m3s1]

Tip~ 10° [Pa]

Con los parametros proporcionados en la tabla 1 se pueden evaluar los nameros
adimensionales obtenidos en [50] y [56]. Lo anterior conduce a una reduccion de los

sistemas de ecuaciones adimensionales de las regiones 1 y 2. La simplificacion para las

ecuaciones en ambas regiones queda como:
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Region 1

0

Regién 2

Las ecuaciones [57] a [64] conforman los sistemas de ecuaciones que componen el modelo

fisico a resolver, sujetos a las condiciones de frontera enunciadas en el siguiente apartado.

~lo1 57 + 5y2

o, v _
ax "oy

o 02U leUathdY
) oz

1
2=f UdyYy
-1

au, +6V2 _ 0
X = aY

o g Mz 07U
B b2 aXZ aYZZ

oIl

0=——>
oY,

1
-1

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]



7.-Condiciones de frontera

El sistema de ecuaciones que constituye la region 1 se forma con las ecuaciones [57], [58],

[59] y [60] vy esta sujeto a las siguientes condiciones de frontera:

a) U(x1) = 0 Condicion de no deslizamiento en las paredes del microcanal.

b) V(£1) = 0 Condicién de impermeabilidad en las paredes del microcanal.

c) I(0) =d Condicion de frontera de la presiénal inicio de laregién 1.

d) @(0) =0 Condicion de frontera del voltaje al inicio de la region 1 (no hay
acumulacién de cargas al inicio de la region uno y por tanto el voltaje en este punto

es cero).

El sistema de ecuaciones para la region 2 se conforma de las ecuaciones [61], [62], [63] ¥

[64] y esta sujeto a las siguientes condiciones de frontera:

e) II,(—1) =1 Presion osmética de la membrana al inicio de la region 1.
f) U,(+1) = 0 Condicién de no deslizamiento en las paredes del microcanal

g) V,(£1) = 0 Condiciones de impermeabilidad en las paredes del microcanal.

La constante d en la condicién de frontera c) se obtiene a partir de la continuidad de las
presiones de la regién 1 y la region 2 y se expresa en variables adimensionales mediante la

siguiente expresion,

11,(0) = 11(0)
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8.-Soluciones analiticas de las Regiones

8.1 Solucion analitica de la Region 1

El modelo analitico en la region 1 es un sistema integro-diferencial debido a las fuerzas de
cuerpo eléctricas relacionadas al campo eléctrico inducido. Este término estd multiplicado
por el pardmetro ¥ cuyo valor es muy pequefio, y debido a ello es posible obtener una

solucion analitica por medio de métodos de perturbacion.

La teoria de perturbacién es una gran coleccion de métodos iterativos para obtener
soluciones aproximadas de problemas que involucran al menos un pequefio parametro.
Estos métodos consisten en descomponer un problema en un nimero infinito de problemas
relativamente mas faciles. Por lo tanto, la teoria de perturbacion es principalmente util
cuando los primeros pasos revelan las mas importantes caracteristicas de la solucion y el

resto de ellas dan pequefias correcciones.
Los métodos de perturbacion consisten basicamente en tres pasos:

1.-Convertir el problema original en un problema de perturbacion usando un pardmetro

pequefio, en nuestro caso K.

2.-Asumir una expresion para la solucion en la forma de una serie de perturbacion y

calcular los coeficientes de la serie.

3.-Recuperar la solucion general al problema original, sustituyendo en la serie de

perturbacion el apropiado valor de k.
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Para nuestro caso planteamos una solucion de perturbacion en las cuales truncamos la serie
hasta el segundo término debido al pequefio valor de &, que en consecuencia hace que los
términos restantes se vuelvan despreciables en comparacion a los primeros. Lo anterior es

equivalente a escribir estas expansiones mediante las expresiones siguientes:

U=U,+ kU ...
H = HO +K~H1
@ = o+ K@ ...

Los coeficientes de los terminos en las serie de perturbacion representan las soluciones para
distintos ordenes del sistema definido mediante las ecuaciones [57], [58], [59] y [60]. En
este caso, los coeficientes que tienen subindice cero corresponden a las soluciones de orden
cero, mientras que los coeficientes que tienen subindice uno son las soluciones de primer
orden. Las soluciones asintdticas obtenidas en la region 1 a partir del método de

perturbacion son las siguientes (para mayores detalles, véase el apéndice A):

U =31 -Y?) + &g [9 (¢ tanh G) . 1)2 (1-Y?)+ 6 (¢ tanh (%) - 1) (1 _ COSZ%)] [65]
3

nx) = —Himx - Him+ 1+ & I—&_i(g)z (ftanh (%) — 1)2)(] [66]

©(X) = 6k [5 tanh (%) - 1] X [67]
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Los ecuaciones [65], [66] y [67] son el campo de velocidades, el campo de presiones vy el
voltaje inducido en la regidn 1, respectivamente. En la seccion 11 discutiremos con detalle

estas soluciones.

8.2 Solucion analitica de la Region 2

Las soluciones para la region 2 formada por el sistema de ecuaciones integrado por [61],
[62], [63] y [64] son encontradas mediante métodos analiticos convencionales (\Véase

apéndice B). Tales soluciones se muestran a continuacion:
3 2
U, =§(1—Y2 ) [68]

3
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9.- Solucion numérica de la Region 1

El método de perturbacion nos proporcion6 una solucion analitica para la region 1 como se
mostré anteriormente; sin embargo, es necesario comprobar numéricamente dichas
soluciones, ademas de averiguar cual debe ser la cota superior minima del parametro de
induccion para el cual la solucion asintdtica sigue siendo valida. En consecuencia, se

procede a resolver numéricamente el sistema siguiente para la region uno:

oo _p AN U 1y2 cosh () 1UC°Sh(§>dY 0]
= —ip1 g _2_K<_> 1_[ 1
dx 0Y § cosh(g) -1 cosh(g)
1
2 =j udyYy [71]
-1
Un=Uw=0
3 [72]
N0)=———+1
(0) .

Antes de proceder a la resolucién de dicho problema, se usaré la siguiente sustitucion para

poder emplear el método de separacion de variables:

dIl
U=——F(Y) [73]

Con dicha sustitucidn se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones a resolver.
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0 de_ ~<1>2 cosh(%()le(Y) cosh G)

=2 (2 £ 4y — My, [74-a]
dy ¢/ cosh (?) cosh(g)
an_ 2
il —— [74-b]
x f_lF(Y) A
Fnp=F@®=0 [74-c]
00y = ———+1
HDl

A partir de esta sustitucion se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de la cual
se puede obtener la solucion de F(Y). Para la resolucion de dicha ecuacion se usa el
Método del disparo, variante del método de Runge-Kutta de cuarto orden. Este método es

apropiado para problemas de condiciones a la frontera de segundo orden. Para dicho

método se hacen las siguientes sustituciones:

T, = F(Y) [75]
T, = j_f; [76]

Por lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

de primer orden con sus respectivas condiciones de frontera:
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T =T,

Y

= () TR L

C

osh
cosh

Y
(i) dyY + Ip,

¢ (g)
T,(-1) =0
T,(-1)=T'1(-1) =d

T,(1) =0

problema de valores a la frontera, a un problema de condiciones iniciales.

orden la siguiente ecuacion diferencial con su respectiva condicion inicial.

dn 2
d_ -1 .
x [ FQdY

3
Mno)=—-——+1
) 0.

[77]

El método del disparo consiste en encontrar el valor apropiado para T';(—1) = d de

manera que se obtenga T,(1) = 0. Una vez hecho esto, el problema se transforma de un

Una vez obtenido numéricamente F(Y), éste se emplea para calcular el gradiente de presién
mediante la ecuacion [74-b] (Nétese que esto muestra que el gradiente de presiones es
constante) y posteriormente con el uso de la ecuacion [73] conseguir el campo de

velocidades. Ulteriormente, se resuelve mediante un método de Runge-Kutta de cuarto

[78]

La solucion de la ecuacion [78] nos da el campo de presiones inducidos en el microcanal

debido a la membrana osmotica y al campo eléctrico inducido. El gradiente del potencial
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, . . ., . . ., d
eléctrico en la direccion axial se obtiene de la ecuacion [47], donde ﬁ = constante. Para

conocer el potencial electroestatico (voltaje) generado en el microcanal se resuelve usando

el método de Runge-Kutta de cuarto orden la siguiente ecuacion diferencial:

= —K U

ax ) avz Y

¢ _(rooty
J: [79]

®(0)=0
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10.- Comparacion entre la solucion analitica y la solucidon

numerica

Las soluciones asintoticas de la region 1 dadas por las ecuaciones [65], [66] y [67] deben
ser ratificadas para comprobar la validez de ellas. Esto se hizo mediante la comparacion de
las soluciones numéricas de las ecuaciones [74], [78] y [79]. Ademas de comprobar la
validez de las soluciones obtenidas mediante métodos de perturbacion es necesario conocer

para qué magnitud del parametro & siguen siendo véalidas dichas soluciones.

55 4
5-0_- Teo E:().l
] EEEEE Num x=0.1
45 Teo k=0.2
E Num x=0.2
4.0 1 — Teo k=0.4
i Num x=0.4
3'5-_ Teo k=0.6 4
30 - Num x=0.6 D P
| ()] | - Teo x=0.8 A
2.5 4 Num x=0.8 /"f'// 4
1 - Teo x=1.0 ’ /,/""/' 4
2'0-_ Num x=1.0 i
15 - e

Figura 2. Comparacion entre la solucion tedrica de la ecuacion [67] y la solucién numérica obtenida
a partir de [74] y [79] para el voltaje adimensional ¢ (X).

La solucion asintotica proporciona la solucion global al modelo fisico para valores de

K < 0.1. La diferencia del valor predicho mediante los métodos de perturbacion y la
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solucion numérica comienza a incrementarse conforme el parametro de induccién tome

valores superiores a 0.1, es decir para K > 0.1. Esto puede apreciarse en la figura 2.

Los datos de los valores caracteristicos que se mencionaron anteriormente producen un
K~0.01. Esto indica que las soluciones asintdticas predicen de manera satisfactoria el

modelo fisico planteado en este trabajo.
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11.- Resultados

11.1 Resultados y andlisis de las soluciones asintdticas

Las soluciones obtenidas mediante los métodos de perturbacion permiten apreciar el
fendmeno planteado y como es que se produce. El parametro & es el responsable directo del
campo eléctrico inducido en el microcanal debido a las propiedades del fluido que circula a

través de éste Gltimo. Por tal motivo a K le denominamos parametro de induccion eléctrica.

Las soluciones proporcionadas por las ecuaciones [74] y [78] para el campo de velocidades
y presiones estan compuestas por una solucién de orden cero £° y una solucién de primer
orden 1. Las soluciones de orden cero representan la hidrodindmica del canal en ausencia
de términos eléctricos. Ahora bien, las soluciones de primer orden muestran el efecto que
produce el campo eléctrico inducido en el microcanal, y como éste afecta los perfiles de
velocidad y presion en el mismo. La ecuacién [57] por su parte muestra el comportamiento
del voltaje inducido en la direccion axial. Nétese que solo tiene la solucién de primer orden
k1, esto indica que el voltaje inducido esta fuertemente ligado a las propiedades del fluido.
Para el caso enque K = 0, se obtiene el problema hidrodinamico que se reduce al problema
de Poiseuille, en el cual no esta presente el flujo electroosmotico ya que se considera un

fluido de trabajo neutro (sin cargas libres).

Puede apreciarse en la figura 2 que el voltaje inducido en el microcanal es directamente
proporcional al parametro de induccion eléctrica, lo que significa que & rige la generacion
de energia eléctrica en el microcanal. Sin embargo, este parametro tiene muy poca
influencia en la presion y velocidad al interior del microcanal. Lo anterior se puede

apreciar en la figura 3 y la figura 4 donde un cambio de 2 dérdenes de magnitud en & (i.e.
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para valores de £ = 0.01 a K = 1.00) produce una alteracion infima en los perfiles. Esto

quiere decir que el parametro de induccion eléctrica no afecta de manera significativa la

hidrodinamica del problema, pero es el encargado de producir todo el fendmeno de

generacion de potenciales eléctricos inducidos.
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Figura 3. Comparacion entre la solucion tedrica de la ecuacion [66] y la solucion nimerica obtenida
a partir de las Ecs. [74] y [78] para la presion adimensional en el microcanal T1(X).

El gasto osmético proporcionado por la membrana induce el movimiento del fluido dentro

del canal que intrinsecamente produce un campo de velocidades dentro del mismo. Este

perfil es el responsable junto con la doble capa eléctrica del campo eléctrico inducido

(véase la ecuacion [47]).
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Figura 4. Comparacion entre la solucion teodrica de la Ec. [65] y la solucion nimerica obtenida a
partir de las ecs. [73] y [74] para el velocidad adimensional U(Y).

La presion en la region 1 esta influenciada principalmente por dos parametros
adimensionales que estan relacionados directamente a la presion osmotica inherente a la
membrana: TIlp, y I, Y que son parametros que afectan directamente a las presiones
inducidas en las regiones 1 y 2 respectivamente. Estos parametros son los que tienen mayor

influencia en la presion en la region 1.

El parametro Il,, afecta directamente la caida de presién inducida en el microcanal. Al
observarse cuidadosamente la ecuacion [73], podemos apreciar que la velocidad es
directamente proporcional el gradiente de presién inducido en el microcanal y como se
sefial6 anteriormente el voltaje inducido aumenta en proporcion al perfil de velocidades

(véase la ecuacion [47]). Por lo antes descrito es deseable tener valores pequefios de I,
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para obtener una mayor generacion de potenciales eléctricos en el microcanal como se

observa en la figura 5.
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Figura 5. Familia de curvas de la presion adimensional en la region 1 debido a la variacion del
parametro Iy .

La variacion del parametro I1,, presente en la ecuacion [66] muestra la influencia de la
presion en la region 2 sobre la presion en la region 1. La figura 6 muestra una familia de
curvas de la presion en la region 1 asociada a la variacion del parametro I, . En tal gréafica
se observa que la caida de presion en la region 1 es invariante a cambios del parametro
I1p,; sin embargo, dicha variacion en el parametro produce una traslacion en los valores de
la presion al inicio y al final de la regién 1. Esto quiere decir que el gradiente de la presion
a lo largo del microcanal no cambia, y como consecuencia la generacion de potenciales

eléctricos es independiente de I1,.
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Figura 6. Familia de curvas de la presion adimensional en la region 1 debido a la variacién del
pardmetro Ip,.

El parametro ¢ es la razon entre la longitud de Debye y la mitad del tamafio del microcanal,
y esté representa la fraccion del microcanal que es ocupada por la doble capa eléctrica. Esta
razén produce una variacion en los potenciales eléctricos inducidos. Para nuestro caso
& = 0.1, lo que significa que la doble capa eléctrica abarca solamente una décima parte del
microcanal. La situacion & < 1 es sostenida en este trabajo debido a que las dobles capas
eléctricas formadas en las paredes no deben traslaparse. El traslape de dobles capas
eléctricas en las paredes no es abordado en este trabajo. La anterior situacion fisica
corresponde a un limite donde la teoria lineal de la doble capa es insuficiente para describir
el fendmeno fisico ya que en esta situacion se presenta la interaccidn eléctrica entre las dos

capas que se forman en las paredes del microcanal. Dicha situacion puede conducir a
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inestabilidades eléctricas que estan mas alla de las consideraciones fisicas necesarias para

validar el planteamiento tedrico del presente modelo.

El cociente ¢ repercute directamente en la generacién de potenciales generados, esto puede
observarse en la Fig. 7. En dicha figura puede notarse que el voltaje generado es
inversamente proporcional a ¢. Esto indica que entre menor sea el tamafio de la doble capa
eléctrica generada se obtienen mayores potenciales dentro del microcanal. Por otro lado &
no desempefia un papel importante en la hidrodinamica del fenGmeno, permaneciendo
practicamente inalterables el campo de velocidades y el campo de presiones. El caso base

del fendmeno presentado es de es ¢ = 0.10.
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Figura 7. Familia de curvas del voltaje adimensional inducido en la region 1 debido a la variacion
del parametro ¢.

Debe sefialarse que las soluciones en variables adimensionales se obtuvieron a partir del
supuesto de que la membrana osmaética proporciona un gasto dado constante Q¢ el cual

esta en funcion de la permeabilidad hidraulica de la membrana A, y de la presion osmética
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Ttp (véase ecuacion [2]) los cuales juegan un papel muy importante. Se hace mencién de
ésto ya que en variables fisicas el gasto osmético es un pardmetro de suma importancia que
influye directamente en los campos de velocidades y presiones, asi como en el voltaje
inducido, lo cual puede pasar desapercibido en variables adimensionales si no se hace

énfasis en ello.

11.2 Potencia eléctrica generada

Una vez obtenido la relacion que expresa la generacion de potenciales eléctricos inducidos
en el microcanal, es de sumo interés conocer cual es la potencia que se puede obtener de él.
Para conseguir esta informacion, definimos una potencia eléctrica adimensional, mediante

la siguiente expresion

P
=— 80
r=¢ [80]
Donde P es la potencia obtenida en el microcanal y esta en funcion de x, y P. es la potencia
caracteristica en la region 1 y que definimos como
H PNab
=g —— 1Qos <_> [81]
2wl| e¢ \l
La potencia adimensional del microcanal es obtenida a partir de la propia ley de Ohm vy es
una funcion de X; es decir:
[82]

p
reo = 5= [p(0?

C
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Se necesita entonces conocer la potencia media neta que se puede extraer del sistema, la

cual es calculada mediante el valor medio de una funcién y se expresa como

_Jyrx0dx
f, dx

Prom —

= 1262 [ rann () 1]

De la Ec. [83] se observa que la potencia promedio que entrega el microcanal estd en

funcion del pardmetro de induccidn eléctrica K y del parametro ¢. En la figura 8 se muestra
una familia de curvas de la potencia media generada en el microcanal donde se aprecia la

repercusion de los parametros antes mencionados. Se puede ver que una disminucion de la

razén ¢ produce una mayor generacion de potencia, ademas de un incremento en la

potencia proporcional al cuadrado del parametro de induccion eléctrica k. En variables

fisicas la potencia eléctrica neta generada por el microcanal es aproximadamente de
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Figura 8. Potencia adimensional normalizada T = Tp,o /Tmax generada en el microcanal con

Tyax =0.1086
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12.- Conclusiones

En el presente trabajo se han obtenido las soluciones analiticas para el campo de
velocidades, el campo de presiones y el voltaje inducido dentro de un sistema hibrido de

microcanal-membrana osmbtica.

Se demostré que existe una dependencia directa del fendmeno con las propiedades del
fluido, las cuales se sintetizan en un parametro que llamamos de induccidn eléctrica K y

que es el responsable de la generacidn de los potenciales eléctricos en el microcanal.

El campo eléctrico inducido en el microcanal no repercute de manera apreciable en el

campo de presion y el campo de velocidades.

El voltaje inducido en el microcanal es dependiente del gasto que puede proporcionar la

membrana osmoética.

La razon del tamafio de la doble capa eléctrica y el tamafio del microcanal A/l juega un
papel central en la generacion de potenciales eléctricos, obteniéndose un incremento de
éstos para razones mas pequefias; es decir, cuando el tamafio de la doble capa es varias

veces menor al del tamafio del microcanal.

El gradiente de presiones influye directamente en el campo de velocidades, el cual a su vez
repercute en la generacion de potenciales eléctricos en el microcanal. Estd dependencia
muestra que el gradiente de presion en el microcanal afecta la generacion de potenciales

eléctricos.
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Apéndice A. Solucidn Asintdtica de la region 1

En el presente apartado se explica el procedimiento empleado para la obtencion, mediante
métodos de perturbacion, de las soluciones para los campos de velocidades y presion,
ademas del potencial inducido en el microcanal. Estas soluciones asintdticas se proponen

de la forma siguiente:

U= UO + ’ZUl
H = HO +’€H1 .
@ = o+ K ...

El método consiste entonces en la transformacion de un sistema complejo de ecuaciones a
varios mas “sencillos” mediante el empleo de un parametro de perturbacion (en nuestro
caso K), donde se obtienen distintas soluciones las cuales son superpuestas en forma de
series de potencias. A continuacion, se detalla la obtencion de las ecuaciones de orden cero
y de primer orden que son indispensables para generar la solucion analitica completa al

modelo.
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A.1 Solucion de orden cero

El sistema de ecuaciones que describe las soluciones de orden cero son

au, av,
— 04,70 A-1
% Ty =0 [A-1]
dl, 02U,
= —[lps — A-2
0= o g% * 5v2 [A-2]
a1,
=—— A-3
0 T [A-3]
1
2 = f U, dY [A-4]
-1
[oJo
—¥o _ A-5
7y =0 [A-5]
Dicho sistema esta sometido a las siguientes condiciones de frontera
Uo(il) =0
V(1) =0
[A-6]
[Ty 0)=d
@o(0) =0
Integrando dos veces la ecuacion [A-2] y aplicando las condiciones de frontera para la
velocidad axial U, se obtiene lo siguiente
1 dall
Uy ) =- Enm d_XO(l - Yz) : [A-7]
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Sustituyendo ahora el resultado anterior en la ecuacién de conservacion de masa [A-1], e
integrando transversalmente se obtiene wuna ecuacién diferencial que gobierna

exclusivamente el comportamiento de la presion y que se puede escribir como:

d?1, . dIl,
= = — =
dx? ax ~ ¢

Como se puede percibir de una primera integracion de la ecuacion anterior se obtiene que el

gradiente de presion axial es constante. Para determinar el valor de esta constante se
., 3

procede se hace uso de la ecuacion [A-4], de donde se puede obtener el valor de ¢ = e

D1

y con la condicion de frontera para la presion mostrada en la ecuacion [A-6] el campo de

presiones de orden cero se puede escribir como,

3
My=—-——X
0=~ X +d

Mas adelante en la subseccion A.3 se encontrara el valor de la constante d . Sustituyendo el
gradiente de presion en la ecuacion [A-7] produce el siguiente resultado para la velocidad

en el orden cero
3
UO(Y) = 2 (1 - Yz)

Para el potencial eléctrico inducido de orden cero, se integra la ecuacion [A-5] sujeto a la

condicidn de frontera dada por la ecuacion [A-6], esto da el siguiente resultado

Po(X) =0
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A.2 Solucion de primer orden

El sistema de ecuaciones que describe las soluciones de primer orden es el siguiente

0 = —Ip, % + a;YU; —y J_ 11U0 ?;f dY [A-10]
0= —% [A-11]

f_ll U;dY =0 [A-12]

2o f_lluo ¥ av [A-13]

YY) = cosi (%) cosh(?) [A-14]

Dicho sistema esta sometido a las siguientes condiciones de frontera
U,;(£1) =0
Vl(il) =0
[A-15]

11;(0) =d,

@1(0) =0
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Integrando dos veces la ecuacion [A-10] y aplicando las condiciones de frontera para la
velocidad axial U, se obtiene la siguiente expresion para la velocidad de primer orden

como

h Y
1 dIl 1 coS (?)
U (Y) = — =TIy, =2 (1 = Y2) + 682 (.5 tanh( ) 1) 1— [A-16]
2 dX & (1)
cosh z
Sustituyendo ahora el resultado anterior, en la ecuacion de conservacion de masa [A-9], e
integrando transversalmente se obtiene
d>?I1, dIl,
= - = A-17
X2 0o = X Cq [ ]
La ecuacion [A-17] muestra como también el gradiente de presidn axial de primer orden es
constante. Posteriormente para encontrar el valor de la constante c; se emplea la ecuacion
. 18 1 2 I
[A-12]. El valor que se obtiene es ¢c; = ——¢ (ftanh (—) - 1) , 'y con la condicion de
Mpy 3
frontera para la presion, mostrada en la ecuacion [A-15] produce que campo de presiones
de orden uno se pueda escribir de esta manera
18 1 2
I =—— ¢ (Etanh( ) - 1) X +d, [A-19]
Mp4 3

Posteriormente, en la subseccion A.3 se encontrard el valor de la constante d,.
Sustituyendo el gradiente de presidn anterior en la ecuacion [A-16], se produce el siguiente

resultado para la velocidad de primer orden
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1 2 1 cosh (X)
0,00 = 982 (§tanh (£) = 1) (1= Y+ 662 (¢ tann (5) - 1) 1- —
coS rd

oy
RN
N———

[A-20]

Para el potencial eléctrico inducido de primer orden, se integra la ecuaciéon [A-13] sujeta a
la condicion de frontera dada por la ecuacion [A-15], lo cual general el potencial eléctrico

de primer orden como

©1(X) = 6K [5 tanh G) — 1] X [A-21]

A.3 Solucion asintética general

Las soluciones generales para el potencial eléctrico y los campos de velocidad y presion
son obtenidas mediante la superposicion de las soluciones de orden cero y primer orden

desarrolladas en A.2 y A.3. Dichas soluciones generales son las siguientes

U =201 - Y2) + k€ I9 (¢ tanh (}) - 1) (1= ¥?) + 6 (¢ tanh )-1) (1 - mh(%)) )l [A-22]

COSh(%

©(X) = 6K [E tanh (%) — 1] X [A-23]
nex) = —Himx +d+1+7 l_nl_]i(g)z (5 tanh (é) - 1)2)( + dzl [A-24]
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Notese que la solucion para la presion, ecuacion [A-24] tiene dos constantes
indeterminadas: d y d, que deben encontrarse. Para dicho propdsito se emplea la
condicion de continuidad de la presion en la interfase de ambas regiones y que esta dada

como II,(0) = I1(0); aplicando la condicién anterior se obtiene que,

[—Him(x2 +D+1] =

X2=0
[A-25]
S X+d+1+ [ 18 (e)Z(ft h<1> 1)2X+d l
- K|l—= anh |- | —
Mpy Mpy ¢ ’
X=0
3 .
——+1=d+Kd, [A-26]
I—[DZ
De [A-26] se obtienen las constantes d = —%+ 1y d,=0,y cuyos valores son
2
reemplazados en la ecuacion [A-23], que produce la siguiente solucion completa para el
campo de presiones
Mex) S x-S i1+ l 18 ey (ft h(l) 1)2xl [A-27]
=———X—= K|——=— anh(< |- -
l-[Dl l-IDZ 1-[Dl E

Finalmente, las ecuaciones [A-22], [A-23] y [A-27] componen las soluciones generales al

modelo fisico planteado en este trabajo.
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Apéndice B. Solucion de la regién 2

El sistema de ecuaciones que describe la region 2 esta compuesto por

ou, av,
T B-1
ax, "oy, ° [B-1]
0 = —,, 22 +02U2 [B-2]
- P2ax, Y, >
oIl,
= __2 B-3
7, [B-3]
1
2 = f U, dY, [B-4]
-1
Dicho sistema esta sometido a las siguientes condiciones de frontera
Uz(il) =0
V,(£1) =0 [B-5]
I1, D=1
Como primer paso, se integra dos veces la ecuacién [B-2] y aplicando las condiciones de
frontera para la velocidad axial U, se obtiene
1 dl, 5
Uz(Yz) = _EHDZ d—Xz(l -Y; ) [B'6]

Ahora, sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion de conservacion de masa [B-1], e

integrando transversalmente se obtiene
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d2Il, . dIl,
= > — =
dX22 dxz

Esto implica que el gradiente de presion axial es constante en esta region. Para determinar
- ., . 3
el valor de esta constante se utiliza la ecuacion [B-4] y se obtiene el valor de ¢ = — o Y

D2

con la condicion de frontera para la presion mostrada en [B-5], se determina el campo de

presiones para la region dos:

3
HDZ

Sustituyendo este gradiente de presion en la ecuacion [B-6], se produce el siguiente

resultado para la velocidad en la region dos
3 2
U,(Y) = 5(1 -Y,?)

Las ecuaciones [B-8] y [B-9] conforman las soluciones para el modelo fisico de la regién

dos.
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