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0F3SITO DE LA QUIA

ste material tiene por odjeto orientar a los estudiantes que desean
ppararse para presentar un examen extraordinario de la asignatura
cuaciones Diferenciales y en Diferencias.

g gufa estd destinada a los alumos que ya han cursado la asignatu-
ra y Que poseen ciertos conocimientos sobre la materia. LA GUIA NO
RETENDE SUSTITUIR A LOS CURSOS REGULARES, sino mejorar la prepara-
ién que el estudiante haya adquirido en ellos,

RA DE LA GUIA G.- 906079

De cada temd del programa vigente de la asignatura se seleccionaron
los conceptos fundamentales agrupdndolos en bloques.

Cada uno de estos bloques contiene una Lista de concepios con sus
espectivas referencias para localizarlos en los textos base; que
son los siguientes:

» Garcfa Marquez Prospero, de la Lanza £. Carios.
APUNTES DE ECUAC IONES DIFERENCIALES Y EN DIFERENCIAS
Facultad de lngenierfa, UNAM.
la. Edicior., México 1983.

= Shepley L. Ross
INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Nueva Editorial Interamericana S.A. de C.V.
3a. Edicion, México 1982.

= Facultad de Ingenierfa, UNAM.
CUADERNO DE EJERCICIOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y EN CIFE
RENCIAS M
la. Edicion, Mexico [981.

'Estos textos deberan tenerse a la mano al utilizar la guta.

cada uro de los bloques se presentan, adems, algunos esemplos que
Justran la aplicacion de los conceptos.

término de cada tend se plantea un conjunto de problemas propuesios,
ra que el estudiante los resuelva y adquiera con ello la practica ne
sarfa en el manejo de los conceptos del tema.

final de la guia aparecen los resultados de algunos problemas pro-

°stos, a fin de que el estudiante pueda compararlos con las respues
que obtuvo.

I0MES PARA EL USO DE A GUIA
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2. Analice detenidamente los procedimientos que se siguieron para
obtener la solucidon en los ejemplos, cerciorandose Que ha com-
prendido claramente los razonamientos expuestos; esto puede lo
grarse reproduciendo el proceso de solucion sin recurrir al
texto.

3. Estudie los conceptos y los ejemplos del siguiente bloque, con
las mismas indicaciones de los dos pasos anteriores.

4. Resuelva los problemas propuestos que se plantean al final de
cada tema; en caso de que tenga dificultad para resolverlos, de
bera estudiar nuevasente los conceptos del bloque e intentar una
vez mas resolver dichos problemas.

La guia estd disefiada para servir como material de autoinstruccion;
no obstante, si el estudiante no logra comprender algin concepto o
no consigue resolver un problema, se le sugiere CONSULTAR A LOS ASE
SORES DE LA ASIGNATURA, quienes podran orientarle al respecto.

SE REQUIERE 60 HORAS DE TRABAJO, aproximadamente, para realizar las
actividades Que se proponen en esta gufa, recomendidndose distribuir
las en un periodo de tres a seis semanas. Es de sunma importancia
que el estudiante programe su trabajo con la debida anticipacion y
que inicie el estudio de la guia CUANDO MENOS TRES SEMANAS ANTES DE
LA REALIZACION DEL EXAMEN.

La elaboracion de este trabajo estuvo a cargo de los sefiores profe-
sores:

ING. PROSPERO GARCIA MARQUEZ
ING. ANGEL VICTORIA ROSALES
ING. MIGUEL E. GONZALEZ CARDENAS
quienes contaron con la asesoria pedagbgica de las licenciadas IRMA

HINOJOSA FEL¥X y MARIA CUAIRAN RUIDIAZ, de la Unidad de Apoyc Edito
rial de la Facultad.

FAQLTAD [E INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS

NOVIEMBRE DE 1985

Este tema comprende dos bloques.
acuerdo a las nefenencias, as{ como nevisan Los problemas redueltos pa
rz cada concepto.

@ SUACIONES DIFEREVCIALES LINEALES

Se sugiene estudinr Los conceplos de

PRIMER BLOOUE

I.1

I.2

I.3

I.4

1A ECUACION DTFERENCIAL
Referencias: Apuntes de la mzteria, pigina &

Ecuaciones Diferenciales. S.L. Foss, piginas 1y 2
OROEN DE UNA PCUACTON DIFERENCIAL
Referencias: Apuntes, piginas 9 y 10

S.L. Ross, p3gina 3

Quaderro de ejercicios, sroblieme I.1
IA EQUACION DIFERENCIAL ULINEAL
Referencias: Apuntes, piginas 14 y 15

S.L. Ross, p3ginas 3y 4

Cuaderno de ejercicics, pré:blana ik, 1
SOLUCION PARTICULAR Y SOLUCION GENERAL
Referencias: /Apuntes, piginas 12, 13 y 14
RESOLUCION DE LA EC, DIF. UCINEAL DE PRIMER ORDEN
Referencias: Apuntes, padginas 18, 19, 20 y 21

Quadermo de ejercicios, problesa I.S5.a

Ejerplo 1
@terer la solucifn general de la ecuacifn:

2y =y =

Solucifn:

De 1.2, I.3 y 1.5 se deduce Que la emmcifn es lineal de primer or
den y no hawgénes, de la form:

y' + P(x}) ¥y = g(x)

es decix:

S

-
X e 5
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Resolviendo la ecuacifn hamogénma por Separacifn de varizbles:

ax
$-%

integrando:

J% 4 -

Iny- % Inx = ¢,

Iny = %Inx e §

obteniendo el antilogaritmo en amboe miavbros:

y = elﬂ Xl/z + e
o bien:
y:dllz F = — ecl

por lo tanto y. = <x!/2 es la soluci®n de la ecuaci®n bamogénea
asociada. i "an

De I.5 la forms de la solucifiu particular es:

Yp = vix) x1/2 . (2)

sustituyenco (2) en (1):
x~1/2 1/2
1/2 8v (x) _ vi(x) x =3

v{x) 53—+ x 5 > =3x
sioplificando:
integrando:

v(x}) = x3/2 b . - (3)

sustituyendo (3) en (2):
Yp = x3/2 y}/2 _ x2
finabrente la solucifn general pedida es:

Tt TR S

€sto €s:

chm1/2 + x?

SEGADO BLOQUE

1.6 RESOWAON DE LA EQUACION DIFEFE«CIAL LINEAL- HOMOXTENEA DE OR-
BEN n

Referencias: Apuntes, piginas 23-25, 30-35
(Ver nota)
S.L. Ross, paginas 101-112, 12u-132
Cuaderno de ejercicics, problema 1.2
1.7 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS
Referencias: Apuntes, piginas 25-27, 35-4C
(Ver nota)
S.L. Ross, péginas 119-122, 136-140
Cuadermo ge ejercicics, problemes I.3 y 1.4
1.8 ¢EI0D0 [E VARIACION DE PARAMETRCS
Referencias: Apuntes, pqginmas 40-45
S.L. Poss, pagisas 154-161
Cuadermo Ge ejercicics, prcbiemas I.5t, cy d
Nota: Pata estudian estos sublemas satisfactoriamente se pueden ule

Lizan Los apuwites o el Libro de Ross, no es necesanrio utild-
ran as dos referencins.

Ejemplo 2

Dnpleando el mEtodo de ooeficientes indeterminados, cbtener la solucifn

general de la ecuacifn:
y" - ¥' + 2y =5- 3 os . (18
Solucibn:
Por I.6, la ecuacitn bamugéren asociada a (1) es:
y" - 3y' + =0 ey
la ecuacifn caracterfstica correspordiente es:
md-3n+2=0
y las rafces son:
m =-2, m=1, m3 =1
por lo tanto, la solucifn de la ecuzcifn hamgérma asociada es:
Yo = €1e-2X + ¥ (c, + c3x)

De I.7, para ohkteer Yp « s€ detemmina el aperador aniquilador
P, (D), tal que P;(D)(S5-3¢72X) = 0 ; este operador es:
P, (D) = DD + 2)
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aplicando P;(D) a amboe mimrbros de {1):
D(D+2) (D3 - 304 2) y = D(D+2) (5 - 3e~2%)
D(D+2) (P -3D+2) y=o0
De I.6, la salurifn de (3) es:

Y=C €%+ (c; +c3 %) €+ A+ Bxe2x

entonces :
Yp = A+ Bxe 2x

donde B y A san ooeficientes imierenuminadns los cuales se abten—

drén sustituyendo yp en (1), ¢ara esto es conveniente derivar pPri

mero yp: ' e
Yp =~ 2Bxe~"2X + B~

"

y"'=~8Bxe~2X 4+ 1> Be~2x

sustituyendo yp , yl') y y;‘ en (1):

Solucifn:
por 1.6, la ecmcifn horogéiea asxiada es:

-2y' +y=0

Yy su solucifn es:

Yc = Clcx + czxex

la solucifn general de (1) es ¥, para determinar la
solucién Yp se utilizar§ Slel oy vgr.iaci&:deraz&vetros

Por I.8, la foora de Yp ©s:

Yp = Ui(x) e* + 0y(x) xe* v, 4 (2)

dnde las derivadas de Uj(x) y de Uz(x) dJehen satisfacer al
sietam:

U0 & + uRpx =0 cee {a)

U (x) X + Up(x) [x+ 1] ex=§ vee (b}

Este sistema tiene la siguiente representaci@n matricial:

Cx xex Ul { 0
- 8Bxe 2X + 12Be™2X ~ 3(-2Bxe”~2X + Be 72X) + 2(A+Bxe2X) = & ()
ex aea
g =5- 3¢72X ex (1) e*| U (%) x5
simplificando:
9Be™2X + 27 = § - =
R de (a):
por fqualaci@n: Ur(x) == Uy (x) x
9Be X = - 3p~2X sustituyendo en {b):
= . X
A=5 -Ug (x) xeX + U2(x) [x + 1] C"=§g
de dande:
5 4 o bien:
A==; B=- =
A E U 00 x+ Uy ) [x + 1] =
sustitanyends en Yp:
5 simplificando
= ) o 3
2 3 Xe~<x U;(x) o "‘11
finalmente la soluciSn cenerxal de (1) es:
Lreqgrando
Uz{x} "[g‘xg
Ye=C1 e 2X+ (cp + o3x) X + g-— % e 2x
Ejamplo 3 o :
Erpleardo el método de variacifn de parfmetros o U1(x) = - Up(x) x
general de la ecuacifn: 2 1a =olucifn 1 i
entonces:

-y ry =

" Y 5 - LY ’ - |
UI(X)=-‘T_

x



integrando:
Ul(X)lef
sustituyendo U;(x) y Uzix) en (2):
4 = 38 ¥ 3L |
Yp mtx mexazxx‘z(j-z-)nflz_e}fx—B

finalmente la solucifn general es:

yGﬂcle"+c2xex+]Jj.x-3 eX

PRABLEMAS PROPUESTOS

1. tener 1 luci i
’ F a solucibn general de cads una de las siguientes ecuy

a) y' + 2xy = 2x ex? ',

b) y" +y =x sen x

el yu s 4y. + 8y = 2;2’.‘

d) x2y" - 2xy' + 2y = - 22

siendo y. = c;x? + opx
2. @tener la soluci6n de la ecuacibn:
y' ~4y =2 - 8

Que satisface las condicianes iniciales:
y(0) =0 ; y'(0} =5

() SISTEWS DE ECLACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Esfe tema comprende dos bloques. Se sugiere estudiar L0s conceptos de

acuerdo a las referencias, asl como nevisar Los problemas nesueltos pa
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PRIMER BLOQUE

II.1 SISTEMAS LE EQIACTONES DIFERENCIALL TE PRIVER GROEN Y SU REPRE
SENTACION MATRICIAL N

Referencias: Apuntes de la materia, p3ginmas S1-54

Ecuaciones Diferenciales. S.L. Poss, pagires
265-268, 344-347, 379

I17.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL TF ORDEN n A UN SIS
TEMA DE n ECUACIONES [E PRIMER ORLIEN

Referencias: Apunses, piginas 7+-76

S.L. Foss, pdgina 268

Quacdemo de ejercicios. prcblema IT.1

Ejemplo 1

Transformar la ecuaci6n diferencial:

ady |, a2 L5t

_ag'dt 4 ﬁt + 3y = 2¢
a un sistema de ecuaciones de priner orden y representarlo en forma
matricial.
Solucitn:

De I1.2, sehace y =x; , dinde X; es una variable que depence de
t en este caso.

CGro:
Y=x - (1)
entonces:
’ ax
% e Y‘ =4 Xo vee (2)

la sequmia derivadz Ge Y, se puade. representar oon X3, de la si-
guiente manera:

2

de la ecuacifn diferencial dada:
3 2
g‘%"-”y”%’z{”é

2 dx:
pero ooy =, S = v G~ G emances:

dxy

?=—3x1+4x3+2et ... (&)
Las ecuxcianes (2}, (3) y (4) forman un Sistema de tres ecuacicnes di
ferenciales de primer orden, donde las UxfSgnitas son X), X; Y Xa-

De II.1, la representacifn matricial del sistama de ecuacianes (2),
(3) y (4) es:
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# o 1 of x; o |
‘.2‘.5 = (o 0 1| [x|+ |0
% =3 0 4 |x] fet

cxo e achEerva, este sisterm es de la forma:

x(t) = AX (t) + b (t)

par lo tan®o es un sistema linaal y no harog&so.

SEGUNDO BLOQUE

II.3 SOLUCION DE SISTRMAS UNEALES DE PRIMER ORDEN
Referencias: Apuntes, piginas 57-61
II.4 CALCULO [E At
Referencias: Apuntes, p3ginas 61-66
Cuadermo de ejercicios, preelema II.3
II.5 RESOLUCION DE SISTEMAS (IDNEALES
Referencias: Apuntes, paginas 66-73
Quaderto de ejercicios, problemas II.u, II.S,
11.6, 1I.7" w8

Ejenplo 2

Determinar ]a sclucifn del siguiste grublema de amndiciones iniciales:
X} =2 ~X; +t ; x(0) =1
X, = 4x) - 2%, : x2(0) = 0

Solucibn:

la matriz A de coeficientes y el vector b(t) dal sistema son respec

tivamente:
- 3
A= [ i[ Y b(t) - []
4 = 0

de 1I.3, la solucifm del siste=ma no hamgened es de la form:
- t
X(t) = ePtT (0) + J eAlt=8) B(s) as cee D
o

calculando At confoom lo estudiado en II.4:
los valores cracteristicos de la matriz A son:

}1-12-0

11

sustituyendo Ay = 0 en At 3 Bo + 8; A se abtieme:

1 =8¢
sustituyerdo A, = 0 en tel2t = 8, se cbtiere:
= 51

por lo tanto Bg =1 y B; =t , calculando ebt:

80'0'281 =B
et = oI+ B1A=
dﬂl ﬂo" 28,

+2t -t
= + o (2)
4t 1-2t

= &, - 3 -
g I7.5, sustituyendo &Mt. X(0) =B_j y b(s) -[:O:I en (1):

3 t - [l = -1
_”=‘-1+2c -t 1, 1+ 2(t-8) (e-8) ] Lo‘ o
T e 1-2t] |0 ey bz atsy el

a

2€ L ry+2es - 23
b as
4ts - 482

+
4t
+

E 0 -~
- 1 1.9
P SRR
- + = 2 3 l
2 !Qt"'"t h
it §-t3 J L 3 gL

PRCBLEMAS PROPUESTOS

1. Para el siguiente sistema de ecuaCiones:

3% _ gx - et
op O AR

X . o2 +1
a P i

a) O=werminar la solucifn @arvicular que satisface las candicac—
nes iniciales:

x(0) =1 ; y(0) = -1

p) Deteoninar la solucién particular que satisface las amdicio~
nes:

x(1) = y(1) = 0

C) Determuinar la solucifSn general.
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2. O=ostrar gue:
-t .t
A8 5y as =| A8 Bre-5)as
JO Jao

3. Determinar la solucifn general del sigquiente sistema:

ﬁ‘; 2 -3 2 x)
x| =10 -1 1 x,
'3(' 0 0 -2_J x

(1) TRAVSFORMADA D LAPLACE

Este tema comprende tnes bloques. Se sugiere estudian £os cencertles
de acuerdo a los neferencins, asi como Aevidaxr £cs problemas resuelflos

para cada conceple.

PRIMER BLOQuE

I21.1 TDEFINICION DE LA TRANSFORMADA LD LAPLACE
Referencias: Apintes de la materia, pdginas 84 y 89

Ecuaciones Diferenciales. S.L. Ross. pépi
; a1 . S api
427-429 y 5] oo

Quagerno de ¢jercicics, preblema IIT.3
TII.2 PROPTCIVMES DE LINFA]ILAD Y TFASIACIQ
Refevencias: #guntes, paginas 90, 91, 95 y 96
S.L. Ross, ragiras 434, 435, 437 y 43¢
+II.3 TRANSECRMACION DE DERIYADAS
keferencias: Apuntes, pSginas 98 y 99
S.L. Ross, pagina 437

Quzdernc de ejercicios, prebiema III.3

Ejerplo 1
@tener la transformada de l1aplace de la siguiente nuncifn:
f(t) =5e-?t coshSt+5t° + 6

solucibn:
pe IT1I.1 y IiX.2, wvtilizand> la propiledad de linealidad se tiene:

L{f(t)} =F(s) =5L{e 2t cosh St } +SL{t2} + L{6}

aplicando el teorema de traslacifn en el d&winio de "s" y de tablas:

= 5(s + 2) 5(2) . 6
F(s} = G+ GT " s s ... (1)

desarrollando (1) :
Ss + 10

L 10
Flsl = ST+4as+4-25 "3 *

finalnente se tiene:

SEGUNDO BLOGRIE

III.4 DEFINICICN [E LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
Referencias: Apuntes, p2ginas 92 y 93
5.1. Poss, p3gina uusB

IIZ.¢ PROPIDATES DE LINEALIDAD Y TRASIACION OFE LA TRAISICRMADS TNVER
SA DE LAPLACE

Referencias: Apuntes, pdginas 93 y 96

Qeacernc de ejercicies, ;rcbleme III.7.e.1

II1.6 OBPTENCION IE LA TRANSTCRMADA INVEFSA CE 1APLACE
Referencias: Apuntes, piaginas 101i-103 f
S.L. Poss, néginas 449 y u5C

Cuagerno de ejercicics, mublema I2I1.7

II7.7 TECREMA = OONVCLICICN
Referencias: Aruntes, paginas 99 y 100
S.L. Ross, ¢3ginac uSy y 457
Quadernic ce elercicios, froblerw IIY.7.c.ii

Ejemplo 2
(btener la transformada inversa de Laplace de la siquiante funci€an:

) 82 + S
FiS) = ey areries T i - 8




14

Solucifn:
De TIII.6 demarrollando F(S) en fraccienes parciales se tiene:

S +D

87 + ... (2)

sunzdo las fracciones en (2) e igualando el resultado del nurerador
con el numerador de (1):

A(s+3)(s2+6s+12) +B(s2+68+12) + (s +D}(s+3)2 = s2+5
A(sI+9s2+30s+36) +B(s2+68+12) +C(s¥+682+9s) +D(s?2+ 63+9)=382+5

por igualacibn de coeficientes en la e@uresidn anterior:
A+ C=0
SA+ B+ EC+D=1
30 A+ 6B+ 9C+ 6D= ¢
36A + 12E+ 9D = S
resolviendo el sistewa se obtiene:
Ax-2
B = 14/3
C=2
c=7/3

con estos valores:

B 14/3 2s + 7
o) = 53t BT F et

con adbjeto de utilizar el teorema de traslacién, F(s) se guede expre-
s2r de 13 ciguiente forma:

) 14(% 2(s+7§+3 3) _ 14/3 | 2(s+3
Fl(s —+ s+ s+ S+3 S+3)2 —?s—"_—)j’-r%

o bien:

WA, 2As+3) 113

F(s) = +3 s+ 3)2 (s+3)2+3 5+

de III.5 y III.6 utilizando la [opiedad de traslacifin y de tablas:

f(t)-x,‘llr'(s)' =-21~1 '%’;. LﬁllWl*z { (s+3) ' <.

l(s+

de dande:

f(t)=-2£‘9t+%‘-c‘3tt."1{;1}-,+2¢.“3tL"l—s—,——3—'+ '--131-:"31: L-lls]; } !

| o) =-2e+ e tize e /3 t-;’% ¢ ten It

TERCER BLOQUE

ITI.8 RESOWUCION [E EQUACTONFS DITERENCIALES Y SISTEVMAS IE EQUACIGES
DIFERENCIALES (INEALFS DE PRIMER ORDEN POR TRANSFCRMADA [E 1A-
PLACE
Referencias: Apuntes, piginas 10u-109
S.L. Ross, piginas 457-u468

Quadernc de ejercicics, problemas IIT.6, IIX.9
y III.10

Ejaplo 3
Fesalver la siquiente ecuacifin diferencfal utilizando la transformada
de Laplace:

y"+t4y'+4y = cosx i y@ =1, y'(0) =2

Solucifn:
De III.8 aplicando transfarmada de laplace a la ecuacifn:

szys-s-2+4(sys-1)+4Ys='grh eee (1)

factorizando Yyg:
s s34 6s2+2s5+6
(s2+4s+4) yg = gz + St6 ™ ¥

despejando yg y desartollando en fraccianes parciales:

3 2 c D
s¥+6s2+2s+6 _As+B
Yy =m=—_f+_f+ s )2 e e (2)

amzmndo las fracciones para caxcer A, B, Cy D, se tiene:
(i&s*B)(s+2)2+C(s+2)(sz+1)+D(5241)=s3+652+2s+6

de la expresaifn anterior se obtiene:

18
Aa%; B"';sf c-g? D"s"




2)

3)

4)

5)

16

sustituyendo A, B, Cy Den (2):

_(3/25) s+ 4/25 = (22/25)
Ys= si+1 sS+2 -

+ (18/5)
(s+2)2

o bien:

2 . 4 1 2
¥s =35 (s25+1)+55 (82+1J+f§(s_17)+ %E(Ts%ﬁ)

abteniendo la transfoomads inversa de Iaplace de ys:

i) ==l __}a-i 4 22 -2x,18 _2x.-1 |1
y ) IYs B SORx TRgisen Xt g e g e T E R [0
finalrente:
- . 8 22 -ox (18 —ox
y(x) FECOSX4sEsenx+5=¢ +Txe

PROBLEMAS PROPUESTOS

ts Heat < 2
(bterer L‘f(t)’ andé ‘£18) =

3 t>2
Antitransfopmar las sigquientes funcicnes:

5
(s—2)u

s+2
82+ 454+ 7

a) F(s) = +§ b) F{(s) =
Antitransfommar la siquiente funci6n utilizando el teorema de con-
volucién:

F(s) = 2 54_ >

Resolver las siquientes ecuacfones utilizando transformada de la-
place.

2 Yy =1
a) %({-—5%46y=0 sujeto a
y'(0)= 2
b) g—-y:e:’t; y'{Qp = 2

at

Resolver el siquientc sistera utilizando la transformada de Lapla
ce:

ax
—3—4x+2y-2t; x(0) =3
b
a€—8x+4y=1 1 y(0) =5
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@ EQUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Este tema complende dod bPoques. Se sugliere estudiar fos conceplos de
acuerdo a 204 referencias, asi como Revidan Los problemas resueltos pa

ra cada concepld.

PRIMER BLOQUE

IV.1 LA EQUACION EN DERIVADAS PARCIALES
eiginmas 115 y 116
IV.2 1A ECUACION LINFAL Y CONCXPIO DE ORTEN

Referencias: Apuntes de la mater=a,

Referencias: Apuntes de la materia, pigina 117

IV.3 METODO DE SEFPARACION DE VARIABLES
e3ginas 119-12u

Referencias: Apuntes,

Cuaderno de ejercicios, groblema V1.2

Ejemplo 1
Determinar la solucién no trivial de la ecuacifn:

3u u

% a—y-+u

utilizando el mftodo de separacifn de variables, considerando una
cnstante de separacifin o < 0 .

Solucifn:
De V.1 y IV.2, la ecuacifn:

3u _ Ju
>y ¢

es una ecuacifin en derivadas parciales, lineal y de erimer arden.

aee (1)

Por el aftodo de separacifn de variables, se establece que la solucién
Sea un prudixto de fimcianes:

u(x, y) = F(x) *G(y) « S (2)
sustituyendo (2) en (1):

F'(x) Gly) = Fi{x) 6" () + F(x) G(y)

separando variables:

P'(x) _ G'(y
Tha G A
identidad que se satisface si:
l;j‘(xx)) e ) e 3)
b el (@

Gly)
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dnmde o es una cnstante de eeparacifn.

La soluci6én de la ecuacifn diferencial ordinaria (3) com o < 0 es:

P(x) =c; e ; a=<0 e S)
Y la solucifn de (4) es:

Gly) scyeley . . e {6)
sustituyendo (5) y (6) en (2):

ulx, y) = c; e . c, ela-1)y

ulx, y) =ceax * (e=1y . . . g

SEGUNDO BLOQUE

TV.4 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER. SERIE SENO Y SERIE CUOSENQ
Referencias: Apuntes de la materia, piginas 125-132
Quaderno de ejercicios, problemas vI.3 y VI.u

IV.S RESOLUCION [E EQUACICNES EN DERIVADAS PARCIALES OON CONDICIONES
INICIALES Y DE ERONTERA

-

Referencias: Apuntes de la materia, problema IV.1, pdgiras
13%-139

CQuaderno de ejercicios, problema VI.S

Ejamlo 2

Qlcular el coeficiente b, de la serie seno de Fourier de la funcién
f{x) =x, enel intervalo 0 < X < w .

Solucifin:

De IV.4, la serie seno de Fourier de una funcifn f(x) es:

f.(x)=):b,,sen"—l'5)c: 0<x<2e
=3

4
bh'%fof(x)seni;xdx; n_= M, upR =gy " T

para el ejemplo en cuestifin, f(x) =x y £ =w , por 1o tanso:

1, 2, 3, ...

2 n
bhp==| xsen nx dx ; n
gl ()

19

integrando:

.4

2 |0

;7 n=1,2,3, ...

bn=

—!‘-cxsnx¢1 gen nx
n nZ

N

(--:;ousnn -l-'—:'!-mn:) y n =12, 2,300

para estos valares de n:
cosnr = (-1) y sennwx =0
por lo tanto, el coeficiente de la serie es:

BL= ..% (-1)n

oon esto, la serie seo de Fourier de la funcifin en cuestifn es:

£(x) =x= 2 -%{—1)" een nx ; 0 <x<w

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Aplicar el mStodo de separaci6n de variables, para resolver cada
una de las siguientes ecuaciones:

¥u +u=0 ; con una constante de separacién o > 0

al Y 5oy

2u . 32 32 u
+ =
D) S taayt a2 -0

2 2
o @2 iP=Igt-af i k>0

oon umna amstante de separaci6n o = 0

2. Resolver la siquiente ecuacifn sujeta a las condicicnes de fronte
ra especificadas:

2
aax';l = 6x ¥ u(o, Y) =Y i u(l, y) - yz +1

3. Oeterminar la solucifn de la ecuacién de calor:

=, azaf:;ig: u, t) =u(l, t) =0 ; ulx, 0) =x- x2
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@ ANCIONES DISCRETAS Y EQUACIONES EN DIFERENCIAS

Este tema comprende dos blLoques. Se sugiere eafudiar Loa conceplos de
acuerdo a Loy referenciad, aAl como revisan Los problemas resueltos
para cada concepto.

PRIMER BLOQUE

V.1l FUNCIONES PISCRETAS *
Referencias: Apuntes de la materia, pdginas 181-143
V.2 ODIFERENCIA DE UNA FUNCION, OFERADORES A y _E
Referencias: Apuntes de la materia, paginas 148-153, 153, 15&
Quaderno de ejercicios, problema IV.1
V.3 SUMATURIA DE UNA EUNCION

Referencias: Apuntes de la materia, piginas 155, 157 (de la ex-
presidn 19 en adelante), 158-160

Quadermo de ejercicios, problemas IV.2 y IV.3

Ejerplo 1
terer A2€(k) si €(k) =2 k

Solucibn:
De V.3: k = k(1)
recordando que:

an - KD
se abtiere:

2k =2k (1)

k{2) _ k(k-1) _ k2-k
Sk = == T -F

24
S fk) =Tk = 57K

De V.2 Yy recordamdo que A2f(k) =f(kr2) -2f(k+1) + £(k) , se tiene:

2 (K2-k) _1 2_1 - 2 Iz lxa.
A ( 5 ) L k+22-1 (k42) - (k4 1)2+ (k4 1) + TR2- Sk=1
por lo tanso:

Ejemplo 2

2
Q:rtene.r):%

21

-k2 - 1 K2 .
Ezk"'l __aat 5 ZZ-E H

esta suma se guede efectuar por partes.

De V.3:

2£(k) ag(k) =£(k) g(k) - T g(k+1) A£(k)
haciendo:

£(k) = k2

sg(k) = 271(-
De v.2:

Af(k) =(k+1)2 -k2 = 2k +1

De v.3:

1 2 2
9N = 2 k" GHX" "X

sustituyendo (a), (b), (c} ¥y (d) en (1):

7 K2 Zlﬁz_%_ |:‘EEZ$T(2“1)]

sinplificando:
1 2k? 2k 1
k2 == + +
Dl St ek e -
donde:
it g B
2—23( 2k
y:
2k - k
* ~2Z%

ammando Muevarente por gartes:

f(k) =k = & f(k)

1 Al # 4
SE — g(k) K

1

[

4g(k)

Por lo que:

.

(9)

(a)
(b)

< SlE)

-

-

(a)

(2)

(e)

ZZEE-ZE%-E—?% u):l -2[%"- + zi]'ii:[ -zl:% -5"€| cee (D)

austituyendo (e) y (f) en (2):
e 2K? o s 8 S
sz ;E'--EE +2[§- -;] EE

oL (k2 + 4k + 6)
2k



2

-2
- (k2 + 2k + 3)
2

-%—Zk2§=-% ['i‘(kz + 2k + 3)]-311;(k2+2k+3)

es decir:

s SIWER b W
Z"sm 2k(k + 2k + 3)

SEGUNDO BLOQUE

V.4 LA ECUACICN EN DIFERENCIAS, EL OONCEPTO BE CRUEN
Referencias: Apuntes de la materia, piginas 161-163
Cuaderno de ejercicios, prablema IV.u
V.S LA PCUACION LUINEAL EN DIFERENCIAS
Referencias: Apuntes de la materia, pSginas 164, 165

V.6 RESOLUCICN DE ECUACIONES (INEALES HOMOGENEAS DE CCETICIINIES
OONSTANTES

Referencias: Apuntes de la materia, paginas 166-171
Quaderyo de ejexrcicios, problema IV.5

V.7 METOD0 IE COEFICIENTES INCETERMINADCS

Referencias: Apuntes de la materia, rAginas 171-174

inciso (a)
V.8 METCIX DE VARIACION DE FARAMETRGS
Referuncias: Apuntes de la materia, p3gines 175-178

Iv.8

Quadermo de ejercicios, probiemas IV.6, IV.7 y IV.8

Quaderno de ejercicics, problemas IV.8 irciso (b) y

Ejamplo 3

Brpleando el método de coeficientes {ndfteminados, obterer la solucifn
general de la ecuacibn:

(E2 - 6E + 8) y(k) = 3%k? + 2 - 5.3 WIREY
Solucifin:
De V.S la solucién es de la forma:

y(k) = yo(k) + yp(K) cee (2)
por V.6 la ecuaciSn havogénea asociada es:

(E? - 6E+ 8) y(k) =0

23
y la ecuacifn caracteristica:
82 -68+8=0
cuyas raices son:
8, =2, 82 = 4

por 10 Que la solucién cxplementaria queda:
ye(k) = c; 2% + c; &K

q(k) = 3k2 + 2 ~ 5.3k
por V.7 la €oora de la solucifn particular es:
Yp(K) = &2 + Bk + C + DX . (3)

donde 2, B, C, D son coeficientes por determinar.
Por V.2:
B2 yp(k) = A(k + 2)2+B(k + 2) + C 4 D3K#2
E yp(k) = A(k + 1)2+B(k + 1) + C + D3k#!
sustituyendo yp(k) en (1):

A(k+2)2 +B(k+2) +C+D3**2 - 6 [A(k+1)2+B(k+1) +C+D3K*] +

+ 8(ak? + Bk + C + D3K) = 3k2 + 2 - 5.3%
sinplificando:
3ak2 +k(3B=-8A) +3C-2A-4B-D3k = 3k? + 2 - 5.3k

por igualaci6n de coeficientes:
A=t , a--g-, c=%. p=5s

sustituyendo en (3) los valores attenidos para A, B, C y D:

yp(k) = k2 +%k +i9i+ 5.3k

finalmense, sustituyendo en (2) yc(k) y yp(k), la solucidn general
es:

y(k) = ;284 %4 k2 +-§k + %1 +5.3%

Ejemplo 4

Brpleando el método de variacifin de parfmetros, abtener la solucifn ge
neral de la ecuacibn: o5

y(k+ 2) ~ 5y(k+1) + 6y(k) = k2 £

De V.5:

y(k) = yo(k) + yp(k S 12)
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esto es:

De V.6, la ecuarifn hamgénea asociada es:
(E2-SE+6) y(k}) =0

k2
AB(k) = e

la eruacifn caracteristica es: :
1~k

B(k) = ZS}J:—:'T =3 LEK

esta suna tambifn se puede efectuar por partes y comprohar que:

B2-58+6 =@
cuyas rafces son:

Br =2, B, =3 1 y
y la soluci6n comwplementaria es: B(k) = - 53¢ (k* + k + 1)
Ye(k) = c 2K + ¢, 3K sustituyendo A(k) y B(k} en (3):
) Jotsa il
= + 2 2k - 2
yp(k) oK (k + 3) m(k +k+1) ¥k

qtk) = k2
=k2+2k+3--;—(k2+k+1}

Pe v.8:

Yp(k) = %kz +3x 42

Yp(k) = Ak) 2% + B(k) 3K op . (3 "~ 3

donde A(k) y B(k) son funcianes de k por determinac. Para esto, se
foomma el sistema:

k+1 ak+ BA(k)
2k+2 k2 w{k)] i E;l

resolviendo por Cramer:

finalrente, sustitwendo yc(k) y yp(k) en (2):

y(k) = c,2K + o3k +% (k2 + 3k + 5)

que representa la solucidn general de (1).

) 3k+1
aAk) = F_ Y ‘ - 32 3k _ -k? PROBLEMAS PROPUESTOS
2K -Syiced 18-2K.3k - 12.2k.3k = oktl
1) pleando el wftodo de los ceeficientes indeterminados, obtener la
okt2  3k#2 solucifn general de ias ecuaciones:
es decir: a) y(k+2)-v(k+1)+6y(k) = k+2K
8A S
) = e 5 yk+ -y =ki y@ =1
de dande:
-k2 2z) Bmpleando el aftodo Ge variacifn de parévetros, obtener la solucifn

A(k) = z;k_i-f general de las ecvaciones:

esta sumatoria se resolvit en el ejemplo ilustrativo No. 2, de tal ma a) Sy(k+2)-3y(k+1)-2y(k) = 3k + (-2)k
nera que:

Py dy(k +2) - dy(k + 1 ol
A(k) = 3k (k? + 2k + 3) b) 4y( ) y(k + 1) + y(k) X

tawién por Craner:

2kt g
k+2 2

AB(k) = < i = ETLA K = 2k2 - X2
okt kel 18-2K.3% - 12.2K.3k T 3K * IFT
2k+2  3kt2




- (W) SISTEMS IE ECUCIONES EN DIFEREICIAS

Esle tema comprende dos bfoques. Se sugiere estudinr Los conceptos de
acuerdo a 225 neferencins, asl como nevisar Los pwblemas resueltos pa
Ra cada conceplo.

PRIMER BLOQUE

VI.1 SIST2AS DE ECUACIQNES LINFALES 13 CITEPINCIAS [Z PRIMER ORDEN.
REPRESENTACION MATRICIAL

Referencias: Apuntes de la materia, g3zinas 187 y 188

VI.2 TRANSFORMACION CE UNA ECQUACION EN DIFERENCIAS DE ORDEN n A LN
SISTEMA DE n ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE FR™ER CRBEN

Referencias: Apuntes de la materia, péginas 189 y 190

Cuacerno de ejercicios, problene V.6

Ejemplo 1
Transforvar la ecuacifn Y (k+5) + 3y (k+3) - dy(k+1) + 2y (k) =k? - sen =k ,
a un sistena de ecuacicnes de primer orcen Y representar &ste en fer—
ma naetricial.
Solucibn:
De VI.2, bacawws:
y (k) =x; (k)
Y (k+1) =x3 (k)
Yy (k+2) = x3 (k) -eo (A)

y(k+3) = x4 (k)

y (k+4} =x5(k)

aplicand el operador E a las expresiones (A):
y(k+l) = x)(k+1)

y(kt2) = x»(k+1)

y(k+3) = x3j(k+l) iEs (B

Y (k+4) = xi(k+1)

y(k+5} = x5(k+l)

sustituyendo (A) en (B):

x1(k+1) = x; (k)
% (k+1) = x3(k)
X3(k41) = xy(k) | --- (O
%, (k+1) = x5(k)
x5 (k#l) = y(kt+5)

de la ecuacifin dada:

y(k45) =X2 — sen zk - 3y (k+3) + 4y (k+1) - 2y (k)

en funcifn de las nuevas variables:

y{k+5) =k2 = sen ¥k = 3x, (k) + 4x, (k) - 2x (k)

sustituyendo y(k+5) en la Gltime ecuvacifn de (C), el sistera cueda:

xq (k+1) = %, (k)

x5 (k+1)

X3 (k)
X4 (k)

X3 (k+1)
Xy, (k+1) = xg(k)
xe (k+1)

= 2x1 (k) + 4%, (k) = 3x,, (k) +k2 - gen 7k

de VI.1, en forma matricial el sistera es:

ye¢1)] O 2 0o o0 @0 [x] [ 0 7
X0kt |0 0 1 0 o [x(k) 0
x3(k#2)=| 0 0 0 1 o] [x30k|+ 0
%) |0 0 0 0 1 [x(k) 0
xsOet1) 22 ¢ 0 -3 o] [xs(k] [k - sen ]

que ca se puede cheervar tiene la representacibn matricial:

X(k+1) = AX (k) + E(x)

SEGUNDO BLOGUE

VI.3

VI.4

VI.S

RESOLUCIGY ®E SISTEMAS DE EQUACIONES LINFALES EN DIFERENCIAS
CON COEFICIENTES CUNSTANTES

Referencias: /‘puntes de la materia, péginas 190 y 191

PESOLUCION DE SISTYMAS HOMOGENEOS, CALCULO LE AK

Referencias: Apuntes de 1a materia, piginas 191-197
Cuaderno de ejervicios, problemzs V.1 y V.2

FESOLUCIQN [E SISTEMAS NC HQMOGENEDS

Referencias: Apurtes de la materia, piginas 198-200

(uadermo de ejercicics, problemas V.3 y V.u




Ejamplo 2
Obtener la solucifn del siguiente sistema de ecuacicnes.

- e Ll

De VI.5, la solucifn es de la forme:

x(k x(0)] %=
’:|=Ak + 3 A Bkk-1-r1)
(k) (0 «r=o _

siendo A una matriz de 2 x 2 y por VI.4:

x(0) = 1
y(0) = 2

Solucién:

AX=goI+8,A
Al;=80 +B1Ag
donde B8p y 8) son funciones de k per detexminar.
La natriz A tiene por ecuacifn caracterfstica:
(2-0(2-2=0

por lo que l]‘zl

Para 1A} = 2, (3) queda:
Xagyt2g

derivando {3) y valuando para A = 2:

kzk'1=31
resalviendo (4) y (5) simultSneamente se chtiene:
gp=2k-k2X, pgy=k2k!

que sustituidas en (2) resulta:

M= (2k -k 2K) E d:[ + k2t F 1]
0 1 o 2

e fectuando operaciones y simplificando:

2k gak-t
ﬁ-
0 2k

por VI.4, la solucifn del sistema bamogenen es:

Em] 1 Xk k2 k‘l-]
= ak 9
x) I_z] 2 !

efertvando la msltiplicacifn:

ey

N

A2 =2 son los valores caracter{sticos.

... (1}

aee (2)
«es (3)

L (4)

. (5)

ee. (6)

29
de VI.5, una solncifin del sistema no hamgéreo es:

k-
g: AF B(k-1-1) : < (D)
Amde: i. 70607

ral

2r
ar =
0 2T

efectuando el producto AT b(k-1-r):
r?

e = r
Salkid 3 2

r .rzr"l 2 kl
Ar b(k-1-1) = =

0 2 k=-1-r

2:2T 4 ——

o e ¥ aenely

k-
zgo a8 1,-2r w2 2:) $ }: 74 %lz rzr"i' znrzzr

k-1

k-1 k=1
2 [(k—l) 2r - r?] (k=1) 3 2¥ -5 ror
r=o =0 r=0

en donde las swras son:

2 kz_l =2 [2-']“- 2.2%-2
r=0 0

k-1 .“h"‘-ll"h."ﬂ
k-1 k=1
Tgnrzfn-!- r2f- zzr]i, BULTAD UG INCEHIF! ¢

-%zk (k2-3k+2) +k-1 e (B)
ék}:“l 2 2f =1 [r’ 2‘—4:2’-&6022]]‘
& =0 2 0
=3k K- 2k 4 3.k g .
K=l k
o1 ¥ o2r=gey [oE])
r=0
k2K okox+ 1 cen @

sustituyendo (a), {b), (c) y (d) en (8):

2:X-2+32k (X2 ~ 3k + 2+ k-1 - (332 2k- 2k 2k 4 3.zk-3)

k 2k-2k_k+1-(k 2k 2.2k 4 )

i (8)



av

slmplificando:

k-1 7 X4k

3 AT B(k-1-1) = een (9)
o 2k-k-1

sustituyendo (6) y (9) en (1):

x( 2k 4k 2k !-2-"+k 2k+g-k2k+k
¥ik) = = + =
(k) 2.2k 2Kk-k-1 3-2K-k-1

por 16 taneo, la solucifip es:

x(k) = 2K + %kzk +k

3.2K-x-1

y (k)

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. (btener la solucifn de cada wwo de los siguientes siseamas:
a) x(k+l) = 2x(k) + y(k)
y(k+l) = x(k) + 2y(k)

b) x(krl) = x(k) + 2y(k)

x(0) =0

ylktl) = 2x(k) + y(k) W(0)u= =2
€) x(k+l) = 3x(k) + 2y(x) + 1 - x(0) = 0
y(k+1) = 2x(k) + 3y(k) + 1 y() =0

(1) TRANSFORMADA GEMETRICA

Este tema comprende dos bloquea. Se sugiere estudiar Los conceplos de
acuendo a las neferencins, asl como revisar Los problemes resueltos pa
Aa cada concepfo,

o

PRIMER BLOQUE

VII.1 TEFINICION DE TRANSFORMADA GEQMETRICA
Referencias: Apuntes de la materia, paginas 207 y 208
VII.2 TRANSFORMADA GERMETRICA DE FUNCIONES DISCRETAS
Referencias: Apuntes de la materia, piginas 209-211
VII.3 PPOPIEDAIES IE 1A TRANSICRMADA GEQMETRICA

Referencias: ‘ptntes de la materia, piginas 211-21u4

Ejenplo 1

tener la transfoorada geowétrica de la funcifn:
£(k) =k K+ 2Kgen5k + 6

Solucibn:

De VII.2 y VII.3, utilizando la propiedad de linealidad:
F(2) = Z(k 5k} + 2{2k sen Sk} + 6% {1}

utilizando la propiedad de la multiplicacién por aX y de tablas:
2z sen 5

5z 6
th)'ﬂ-gi! *TZE -2 os5+1 T 12

SEGUNDO BLOQUE

VII.4 TRANSFORMADA GECMETRICA INVERSA
Referencias: Apuntes de la materia, p3ginas 214-2 16

VII.S RESCLUCI®N [E EQUACIONES EN DIFERENCIAS PCR MEDIO DE LA TRANS
FORMADA GEOMETRICA

Referencias: Apuntes de la materia, paginas 217-219

Rjenplo 2
Resolver la siguiente ecuacién en diferencias:

y(k+2)-5y(k+1) +6y(k) =5 : y(0) =0; y(1) =3

Solucifn:

Pe VII.5, aplicando transfommada geouStrica a la ecuacibn en diferen-
cias:

Hy(k+2)1-5Z (y(x+1)}+62 (y(k)} =52 (1}




esho es:
El‘z y(z) -z72y(0) -z~! y(li_] -5 [:z" y(2) —z-ly(o)] +6y(z) = 1_3_2_
sustituyendo las candiciones y(0) =0 y y(1) =3, se cbtiene:

Z2y(z) - 327! - 527 y(2) +6y(2) = 1_5:_2

factorizando y(z):

Sta~i-3 X142
R

(€72-527146) ylz) = 2, + 371 =203 32 22

despejando y(z) se tiene:

3z=1 42

Y@ = M=y ET -5 Ty
mtiplicando y dividiendo entre 2z2:

- 222+ 3z g 222+ 32
Y@ = g6 - o 0= (0-22)

de VII.4, desarrvllando en fracciones parciales:

222+ 32

¥(2) = oy =3

~TTtTeE T o W

G-terpunand 1os valores de A, By C:
A{1-32)(1-22) + B{L~2)(1=22) + C(1-2)(1-32) =222 + 32z
A{6z2-5z+1) + B(222 -3z+1) + c(3z2—4z+'hl')l= 222 + 3z
por igualacifn se tiene:

6A+ 2B+ 3C=2

-SA-3B=~4C=3

A+B+cC=0
resolviendo el sistema se abtiene:

=5, . .
A-zl B“T: (o] -8

sustituyendo en (1):
v =(3)(%) +(#)(s) + o ()
de VII.5, aplicando la transfoamda geonétrica Inversa:

yo) = 327! I'f%-z'

11 3 .__1__.., - -1 1
+5 T ‘1-3::1 o ll—Zzl

finalmente:

yk) =3+ 2. 3k - g. 2k

PRABLEMAS PROPUESTOS

(btener la transformada gearétrica de las siguientes funciomes:

a) yik) =3(-K+6

b R(k) = 2% [cos Ik + K]

Obtener la transfommada gecmétrica inversa de las siguientes fun
ciones:

S e
b) z(z) = LA

(z+3)(z2-4z+3)

Eesplver las siquientes ecuacianes en d{ferencias utilizando trans
fommada gerfirica:

a) y(k+2) +4v(k+1) +3y(k) =k ; y(0) =y{1) =0

bl N(r+2)-N(r)=(1)F H N(O) =1 ; N(1; = 2al



RESULTADOS DE ALGUNOS PROBLEMAS PROPUESTOS

TEMA |

1. a) y(x) = (c+ x2) e~x?

c) y(x) = {c;+cox-1lnx-1) &

d) y(x) =cyx? + cox + 2x2(1 - 1nx)

~2X
2. y(x) =e2x--e-i——-—;-+2x

B 11

1 3 sty .3 stes 3. 12,

5¢t+ﬁe 3T e +5t-wts
b) x=

Lt L ogst-y oL ost-s 6, _ 29 2¢
“ I” 2 10 © 5 S eSS

[ t_$

€12t + ¢t - 3 oyt
3% ; = ozl't'- = Cs(,-zt

-2t

L cae

TEMA 111

—28 =28
D Fe) =~ E e L

3) £(t) = e2t (2t -1) +1

4) a) yi(x) = e2X

s) x=3+21:+%t:3

y=5+5t-262 43¢

35
TEMA IV
1. b) No es aplicable el gétodo de m=paracifin de variables.

2 u= 2 £, y) x Hip

A4 4

u =N

T
=1 n? SEI“'l’njﬁan'tsmnux
w

TER YV

el 2
1. b} y(k) 2k 5k+1

2.0) y(k) = 2% + ook 2% 4 B k2 27k

TEMA VI
1L e (E22) + e, (Ef2)
v = o1 (B52) + o (232)
o xm) = -1
y(k) = %f -1
TEMA VII

1. b) Rlz) = (:22-(!2:);:}8- ?813) 3 4zz_+ iz

| i L -
2. a) ylk) 3 3 - 57 120K + 55 (1/2)

3. a) yk = nk- L ke ko2

N
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