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PfO'OSITO � LA QJ!A 

Este material tiene por objeto orientar a los estudiantes que desean 
prepararse para presentar un examen extraordinario de la asignatura 
Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias. 

La gufa estl destinada a los alumnos que ya han cursado 
ra y quP pos�n ciPrtos conociaientos sobre la materia. 
PRETENDE SUSTITUIR A LOS CURSOS REGULARES, sfno mejorar 
cf6n que el estudiante haya adquirido en ellos. 

ESTROCTURA � LA QJIA G.· 

la asignatu­
LA GUIA NO 

la prepara-

De cada tema del programa vigente de la asignatura se seleccionaron 
los conceptos fundamentales agrup�ndolos en bloques. 

Cada uno de estos bloques contiene u�a ti6ta d� conc�tcb con sus 
respectivas referencias para localizarlos en los textos base; que 
son los siguientes: 

Garcfa Márquez Próspero, de la lanza E. Carlos. 
APUNTES DE ECUACIONES DIFEREhCIALES Y EN DIFERENCIAS 
Facultad de lngenierfa, UNAM. 
la. Ediciór, �xfco 1983. 

Shepley L. Ross 
INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
Nueva Editorial lnteramericana S.A. de C.V. 
3a. Edición, México 1982. 

Facultad de lngenierfa, UNAM. 
CUADERtiO DE EJERCICIOS DE ECUACIQ:;ES DIFEREt.CIALES Y EN OIFf 
RENCIAS 
la. Edición, México 1981. 

Estos textos deberán tenerse a la �a�o al utilizar la gufa. 

En cada ur.o de los bloques se presentan, ademls, algunos ej�plo4 que 
ilustran la aplicación de los conceptos. 

Al término de cada tema se plantea un conjunto de p�ótemaA �opu�4, 
para que el estudiante los resuelva y adquiera con ello la práctica ne 
cesarla en el .anejo de los conceptos del teua. 

-

Al final de la guia aparecen los resultados de algunos problemas pro­
p�stos, a fin de que el estudiante pueda compararlos con las respues 
tas que obtuvo. 

-

INSTRLCCIOES PARA a USO DE LA QJIA 
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2. Analice detenidamente los procedimientos que se siguieron para 
obtener la solución en los ejemplos, cerciorándose que ha co� 
prendido claramente los razona•ientos expuestos; esto puede lo 
grarse reproduciendo el proceso de solución sin recurrir al 
texto. 

3. Estudie los conceptos y los ejemplos del siguiente bloque, con 
las mismas indicaciones de los dos pasos anteriores. 

4. Resuelva los problemas propuestos que se plantean al final de 
cada tema; en caso de que tenga dificultad para resolverlos, d� 
berá estudiar nuev�ente los conceptos del bloque e intentar una 
vez Más resolver dichos problemas. 

la gufa está diseftada para servir como �aterial de autoinstrucción; 
no obstante, si el estudiante no logra comprender algún concepto o 
no consigue resolver un problema, se le sugiere CONSULTAR A LOS ASI 
SORES DE LA ASIGNATURA, quienes podrán orientarle al respecto. 

SE REQUIERE 60 HORAS DE TRABAJO, aproxi�adamente, para realizar las 
actividades que se proponen en esta gufa, rec��ndándose distribuí� 
las en un período de tres a seis s�anas. Es de suma importancia 
que el estudiante programe su trabajo con la debida anticipación y 
que inicie el estudio de la guia CUANDO HENOS TRES SEMANAS ANTES DE 
LA REALIZACION DEL EXAMEN. 

la elaboración de este trabajo estuvo a cargo de los se�ores profe­
sores: 

H\G. PROSPERO GARCIA MARQUEZ 

I�G. ANGEL VICTORIA ROSALES 

ING. MIGUEL E. GONZALEZ CARDENAS 

quienes contaron con la asesoría pedagógica de las licenciadas IRMA 
HINOJOSA FEU·X y MARIP. CUAIRAN RUIDIAZ, de la Unidad de Apoyo Edito 
rial de la Facultad. 

FACLlTPJl IE IN!XNIERIA 
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS 

NOVIEMBPE CE 1983 
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EO.W:IO'B DIFm:NCIPJ.fS Llr-EAlES 

EA.te. .tema COiflp.tende do4 b!Dquu • Se .t.ug.(.Vte utud.úvl. !D4 co"c4J.to4 de 
a.cuMdo a. la..t. ll.e.6eJI.VlC..Úll>, a..t..{ COPIO Jte.v.U.a.Jt. !04 p!I.Oblemal> JtUuelto4 � 
� cada co"ce.pto. 

PRII'ER Bl.OOUE 

I .1 lA EOJACION DIFERENCIAL 

Referencias: Apuntes de la rr.:teria , página 8 

E...--ua.cicnes Diferenciales. S. L. P.oss, �.as 1 y : 
I. 2 ORI:EN IE UNA EaJACION D:IF'ERfNCIAL 

Referencias: .Apuntes, �inas 9 y 10 
S.l. Ross, página 3 

CUaderno de ejercicios, prob::..ema I . 1  

I .  3 lA EaJACION DIFER.ENCIAL LINEAL 

Referencias: Ap:.:'ll:es, pá¡tir.as 14 y 15 
S.L. �s. �nas 3 y 4 

Cuaderno ae ejercicics, ¡�blema I.1 

I. 4 SOWCION PARI'IaJI.AR Y SOWCION GENERAL 

Referencias: Jlf'llltes, pág'..nas 12, 13 y 1&¡ 
I. S RESOWCION IE lA EC. DIT. LINEAL IE PRIMER O:RIIN 

Referencias: Apuntes, páginas 18, 19, 20 y 21 
CUaderno ce ejercicios, problemd I.S.a 

Ejerpl.ol 
Cbtener la soluci6n general de la ecuac16n: 

2xy' -y .. 3x2 

5oluci6n: 

De 1.2, 1.3 y 1.5 se ded\De que la ecua.ci& es lineal de prilrer O!_ 
den y no hatl::lgénea, de la foo:a: 

es decir: 
y '  + P(x) y = q(x) 

1 3x y' - íX Y- T •• • (1) 
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De I. 5 la ecuaci6n � asociada es: 
1 y' - 2x y= o 

Jesolviendo la ec:uacíiSn l'"lalDgénea por separación de variables: 

integrando: 

�-<!K-o y 2x 

�� -�� "'C¡ 

1 In y- 2 I.nx "' e¡ 

1 I.nya2I.nx + C¡ 

obteniendo el a:ntilogaritno en anbos rn1.errt:>:ros: 

o bien: 

y = cxl/2 ; e = �c1 
por lo tanto Yc = cx112 es la soluci6n de la ecuaci6n horrogénea asociada. 
De I. S la fo:=.a de la soluci!lr. particular es: 

Yp = v(x) xl/:' 
sustituyendo (2) en (1) : 

sii:pli ficando: 

J.ntegrando: 

v(x) x-l/2 + xl/2 dv (x) _ v(x) x I/1 3 
2 dx 2x =2x 

dv Cx) '" l xl/2 
dx 2 

• • •  (2) 

v(x) • x3/2 • • •  (3) 

sustituyendo (3) en (2): 

Yp = xl/2 xl/2 • x2 

finalrrente la soluci6n general pedida es: 

�;Sto es: 

¡· 
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SEGlMlO BL<�UE 

I. 6 RESCWCIOO OC lA EO.:ACICtl D:!:n::RiloCIAL Ln.T.AL H<HlGENFA IE OR­
IDl n 

Feferencias: Apcr.tes, náginas 23-25, 30-35 
(Ver nota) 

S.L. Ross, páginas 101-112, 12�-132 

CUaderno ele ejercicios, ¡ rcblema ! . 2 

F.eferer.c.ias: Jl.pt:ntes, Minas 25-27, 35-40 
(Vet• nota) 

S.L. Rc�s. páginas 119-122, 1�6-l�O 

CUade."'nn de ejcrcicics, probl�.as I.3 y :.4 

I. B ME:'OOO OC VJ\RIJ..CI()o; rE PJ\Rhi-ID'ROS 

F.eferencias: Apuntes , �in.�- 40-••5 
c:.r.. Ftss, pág.i�'-'15 154-161 

CUaderno de cjcrclcic:o, prob:er.lds I. � t, e v d 

Noto.: Pll!Ul u.tud.Uvl uto�> ¡,ub.temcu; 4CLÜ4 �ac.toiUAmv:.t� 4e pueden u.ü 
Uzo.JL le�> apw!.tu o e.t Ulvto de Ro44, tto u necr..6a!Uo u.üli-­
zalt W do¿ U5VLVtc.ia4. 

Ejmplo 2 

Enpleancb el nétodo de ooeficientes indetexr..inücbs, ootcncr la solud[.n 
general de la ecuación: 

y"' - 3y' + 2y • s - Je-2X 

SOlución: 
Por !.6, la ecuaci6n � asoc.úlda a (l) es· 

y"' - 3y' + 2y = o 

la ecuación caracterfstica correspcndiente es: 

m3 - 3m+ 2 • O 

y las rafCtS son : 

m1 "' - 2 , m2 • 1 , n3 • 1 

• • •  (1) 

• • •  (2) 

por lo tanto, la soluci6n de la ecuaci6n harog(inea asociada es: 

Yc • C¡e-2X + eX (e� + c3x) 

De I. 7, pa.r¡!l obte .er Yp , 3C t.:!t..crm:ir.a cl operaó:>r aniquilador 
P¡ (D), tal que P¡ (D) (S- 3C2X) = 0 ; este operador es: 

P¡ (D) • D(D + 2) 
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aplicando P1 (O) a antoa lllielrb:ros de (1): 

oco+2) co3- 3o + 2) y� oco+2) c5 _ 3�-2X) 
0(0 + 2) (ol - JO + 2) y = O 

De !.6, la soluci6n de (3) es: 

c:::rtD: 

entonces: 

Yp =A+ Bxt.-2X 

(3) 

donde B y A 5a'l coeficientes i.OOet.erminad:s los cuales se Clbtel­
<h:"&l sustituyendo Yp en (1), para esto es <XlllveU.er\te derivar pri 
rrero Yp= 

-

y' = - 2 Bx t. -2X + Be -2X 
p 

y"' = - 8 B x e -2x + 12 a e -2x 

sustituyendo Yp , y� y y;1 en (1) : 

- 8Bxt.-2X + 12Be-2X- 3(-2Bx e-2X + Be-2X) + 2(A+Bx e-2X)"' 

= s - 3 e -2x 
Sin:plifican<D: 

9 B e-2x + 2 A • 5 - 3 e -2X 

por igualación: 

2A =S 

de donde: 

sustituyendo en Yp: 

Y = � - .! x e -2x p 2 3 

fina.lmente la soloci& general de (1) es: 

Ejerrplo 3 

Ellpleamo el I:étodo de variaci6n de par&retros OOtene.r 1a sol ,.._ <}elleral de la ecuaci6n: 
' oc ..... , 

Y" - 2y' + ex 
y- XS" •• • (1) 
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SOluci6n: 
Por I. 6, la ecuaci6n hollcgé¡- IU'Oefllda es : 

y• - 2y' + y - o 

y su soloci6n es: 

Yc "' e¡ ex+ c2x ex 

la solocitxl general de (1) es Yc;¡ • Yc + y y para determinar la 
solución Yp se utilizará el llétodo de �.iacioo de parámetros. 

Por !.8, la foDIB de Yp es: 

Yp = U¡(x) ,.x + u2(x) xeX • • •  (2) 

dcrlde las derivadas de u1 (x) y de u2 (x) deben satisfacer al 
sistete: 

U� (x) f!< + U�(xitX • 0 (a) 

Este sistema tiene la siguiente representaci6n natricial: 

de (a) : 

xex l 
cx+1> rJ 

U�(x) =- U�(x) x 

r� ( xJ .. �:l L� (x) � 

sustituyenckl en (b): 

o bien: 

X 
-ui (x) xex + ui (x) ITc + D ex = -h 

sinplificando: 

integrando: 

oaro: 

entonces: 

u; ex> = � 

1 4X'i 

u� (x) = - ui Cx) x 

u' (x) = - .S,. 
X 

(b) 

• • • (A) 
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integrando: 
- 1 U¡ Cxl - Ji!  

sustituyendo u1 (x) y u2 (x) en (2) : 

l'p • Jh r- � .. ex: eXx-3 ( j-}) � {2 eJSc-3 

finallrente la solucioo general es: 

l. 

PRCI!LEMAS PROPUESTOS 

Cbtener la soluci6n general da cada una de las siguientes ecuü ciones. 

a) y' + 2xy = 2x e-x2 y• .. , 
b) y" + y = X sen X 

e) 

d) 

e-7x y" + 4y' + 4y = � 
x2y" - 2xy' + 2y -- 2x2 

2. Cbtcner la soluci.6n de la ecu."'lci6n: 
y" - 4y-2- 8x 
que satisface las ocndiciones iniciales: 

y(O) • O; y'(O) = 5 

® 
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r:::.: SIS':'D1AS � EaJAC!CflES D!n:RDICIAU:S rt: ?R...T>.ER OlUDl Y SU � 
SENTACICX: r-'A..'l"RRCIAL 
Refcz�cias: 1-;>Unt:es de la 1:-a-teria, �gi.nas 51-511 

'!:t."'l..aciones Dif e:n:nciales. S .l . P.oss , �nas 
265-26R, 344-347, 379 

ri. 2 TJIP.NSFO?J'.ACION OC UNA taJJo.tlON DI FEPDICIJIL CE O.R!Dl n A UN SI� 
TD'A I:E n EOJACI<M:S IE PR!:if.R ORIE< 
Referencias: 1\puTt:es, páginas 710-76 

S.L. �SS, página 268 

Cuace:rno de ejercicios • ¡:rcbler.a !I .1 

r.:¡enplo 1 
Transformar la ecuaci.6n diferencial: 

d� - 4 � + 3y • 2et � QtT 
a un sistema de ecuacicnes de prirrer orden }' representarlo (.S'l fortra 
matricial. 

Soluc16n: 

De II.2, se hace y : x1 , donde x¡ es �.na variable que det>enóe de 
t en este ca,;o. 

O::rro: 

entonces: 

y = X¡ 

� = 
dx¡ 

= Xz dt dt 

... (1) 

... (2) 

la segurm derivada c;e y, se puede· representar con x3, de la si­
guiente uancra: 

d2y dxz 
� = (3t"' X) 

de la ecuaci.6n diferencial dada : 

d3y : - 3y + 4 � + 2et dt3 dt2 

� �· dx) 
pero ocrro y • x1, dtz : x3 y dtT • dt , entonces: 

... (3) 

dx3 t "'dt = - 3x1 + 4x3 + 2e . . . (4) 

14ls ecu.lcicnes (2), (3) y (4) forJT'illl Ul sistera de tres ecuaciones d!_ 
ferenciales de ¡..riJrer orden, dalde las ino6gnitas SCI'l x¡, x2 y x3. 

De II.l, la representaci6n ITI3tricinl del sistema de ecuacicncs (2), 
(3) y (4) es: 
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dx¡ 
dt 

o 1 o X¡ o 

dx2 - o o 1 x2 + o at 
dx3 -3 o 4 X] 2e.t Qt 

c::aro se Clbsenta, este ai.steml es de la foil!ll: 

x<t> - Ax <t> + 'b <t> 

por lo tanto es un siatana lineal y no hattxJ�ueo. 

I:. 3 SOWCI� OC SIS'l11"� LrnEALES DE PRIMER ORIDI 

Refen>nc.ias: Apuntes, páginas 57-61 

I:::. li C\l..OJLO IE �t 
Refe:-encias: Apuntes, páginas 61-66 

CuadeinO de. ejercicios, problema II. 3 

I!. 5 RESOWCIQt.¡ DE SISTEMAS LINEAll:S 

Referencias: Apuntes, páginas 66-73 

Cuaderno de ejercicios, problemas II.4, II.S, 

II.6, II.7 y II.8 

Ejmplo 2 

Detelillinar la aoluci6n del siguiente problEI!Ill de oondicialeS iniciales: 

Solucitn: 

La matriz A de coeficientes y el vector o(t) del siatem! son respe_: 
ti�te: 

-r¡ -� y b(t) e[:] 
de II.J, la soluci6n del sistlerna no hr::lrog6leo es de la forml: 

t 
x<t> - tAt;c co> • l

o 
tA<t-&> E<6> dó 

calculando e.At CXII'lfoJ:me lo estudiado en II. 4 : 

los valores caracter!stioos de la matriz A son: 

• • • (1) 

11 

sustituyendo >.¡ • O en e.>.¡t 
• l>o + 1!¡ >.¡ se cbtiefle: 

1 = so 

S1lJ5t:it;uyendo >.2 = o en tt>.2t = 8¡ se �: 
t = 1!¡ 

por lo tanto So "" l y 81 • t , calculand:> �t : 

C0+ 2s1 
e.At • Sol+ 81A= 

48¡ 

= [1 + 2t 

�t 
• • •  (2) 

[1-, de r::.S, sustituyendo tf\t. x(O) • oj Y b(ó) .. [�] en (l): 

r . 2t 
i<<e> 

�t 

L :t
2j 

- r :t

2J 

:� 2J [:] e e . 2 (t-ó) 
+ 

4 (t - ó )  

. res· 2tó _ 26J dó 
4tó - 402 o .... 

- (t-ó) ) 
l-2 (t - 6) 

+ Ct' 
+ � t� [1 + 2t + i t2 

"' 2 

.!él 
3 1 

�tl 
3 J ! 4 t+ 3t3 

L 

PRCBLEPAS PROPUESTOS 

[:] dó 

l. Para el siguiente sistEma de ecuacioneS: 

a) 

b) 

� = 6x - 3y + e.t 
dt 

Si.�2x+y+1 d t 
DeteDninar la aoluc16n particular que satisface las c:x:.nd!.:::l-0-
nes iniciales: 

x(O) • 1 ; y(O) � -1 
DeteDninar la solu::i6n particular que satisface las condicio­
nes: 

x(l) "' y(l) • O 

e) Detenninar la solu:: i6n general. 
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2 • Oer.-ostrar que: 

r:eA(t -.S) b(.s) deS 

3. Determinar la soluciOO C}eneral del siguiente Sistcr\a: 

tJ t � _j t� 

E.� te tema cctrpJtende tJtu b!oquu. Se ¿.ug.úvr.e r¿.;tCJ.LUaJt .to6 CDnce�o¿. 
de a.cul!ltdo a la¿. lte61!1tenc..(ll6, a¿..( como Jtev.WaJt. .fe t. P'U)bltJM.6 lte.ó�<Pltot. 
pe. -.a cada cor.c.epto. 

PRI�R BlOOUE 

tcuacion•·:> Difcnncidles. S. L. P.c-ss, · ír,ir.a.c; 427-429 �� 1¡51 

C\:aderno <k! t.Ojt;:I�icics, prcbl�.1 :::r: .1 
'II. 2 PROP.::E!lt.Df.:S OC !...ItiFAiJLIID Y 'I FJSIAC:W 

Re!'ere.ncias: .L.¡:ur.tes, páginas 90, 91, 9� y 96 

S.L. Pass, r<ir_ir:¿s t;3'l, �3S, 1;37 y �>�e 
:n. 3 ':f.t:iS FO?.·:,:CIO/: OC OCRI�'/JV'.,!; 

Fefer'E'ncias: P¡ ur.tcs, I�&il\il.S 98 y 99 

S. L. Ross, páp,im "37 

CUadcnlC de cjcrd cios, ¡:rcblf'r..a III . .3 

Ejerplo 1 

();¡tener la transfon:-ada de !aplace de la siqu.icnte rur-.ci6n: 
f(t) = 5 e -2t oosh 5t + 5t" + 6 

1 
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¡ 
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soluci6n: 

De UI.1 y UI.2, utilizanoo la propi.edad de linealidad se tiene: 

L{f(t)} = F(s) = 5L{C2t oosh 5t} + 5L{t2} • L{6} 

aplicando el teorema de traslac1.6n en el dar.ú.nio de 

5(s+2) 5(2)+6 F(s) = (s+2)2 - (5)• + -s3 s 
desarrollando (1): 

F(s) 

finalncnte se tier1C!: 

r F(s) 

5s + 10 10 + 6 
s2 + 4s + 4 -25 + 51' s 

5s + 10 10 + 6 J s2 + 4s - 21 + sr s 

SEG.J!\00 DLOOUt:. 

li.erert'ncias: t..;:cnt:es, pá¿;.inas 92 y 93 

S.L. Poss, pá�ina 4t;8 

tt5u y de tablas: 

... (1) 

r::::. � PRCP.:I:DA!l-:S DE i.I!<E.Al.Int.D Y TPASI.P.CIO. ::E !.A TPJ.:SFCR:�'If_¡. :l'iVl..J:: 
S/1 DE u'PLACE 
F,e�ere.ncias: Apuntes, p.:i&inas 93 y 96 

Q.:aderr.o de ejercicios, ¡ rchlcl"o?. III. 7 .a . i 

Referencias: ���es, �s 10�-103 

S.L. Ros�, �ginas 4�9 y 4�G 

���xno de cjc.�icics, n.��lcr.� r:r.; 
::r;. 7 TEOPE'.A DE co�.�.c:.J..•crcr. 

F�fen•ncias: /,p;.r.tes, �inas S9 y lOO 

S.L. Poss, páginas 454 y 4�7 

OJaC.c:-nc c!c ejcn:icios, ¡:rcl:'Jo>rn III.7.c.ii 

Ejer.plo 2 

Cbtencr la transfo:mada inversa de Laplaoe de la siguiente !u;c.iÚl: 

s2 + 5 F(s) = (s+ 3)2 (s' + 6s t 12) ... (1) 
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Solt.rMn: 

Oc III.6 desarrollando F(s) f en racciones parciales se tiene: 

F(s) = A + B + Cs + D 
S""+3 (s + 3)2" 52 + 6s +u • • •  (2) 

surr.ando las fracciales en (2) i�·�'--
con el nlr.lerador de (1): 

e "'''""·'·a"do el resultado del. n�aébr 

A(s + 3) Cs2 + 6s + 12) + B (s2 + 6e + 12) + (Cs + D) (s ... 3) 2 = s2 + 5 

ACs3 + 9s2 + 30s + 36) + B(s2 + 611 + 12) + C(s3 + 6a2 + 9s) + D(s2 + 65 + 9) =52+ 5 
por iqualaci6n de coeficientes en la e>cpresi6n anterior: 

A+C=O 

9A + B + 6C + 0 .. 1 

30A+6B+9e+ 60=0 

36A + l2B + 90 • 5 
resolviendo el sisterra se obtiene: 

A•-2 

B • 14/3 

e- 7/3 

ex>n estos valores: 

F(s) -2 14/3 + 2s + 7/3 = S""+J + (s + 3) 2 si + 6s +ll 
con objeto de utilizar el teorena de traslaci6n e ) 
sar de la siguiente forma: 

' F s se puede e>cpre-

F(s) • ..:L_+ 14ft + 2 (s+ 7/6 +3-3) =-=L..+ 14/3 2Cs+3) -11/3 s+3 (s+.l)2 (s+J)2+3 s+3 (s+J)f + --r(s:-:-'+.;.3,..)""2;::; +�3'-' 
o bien: 

F(s)•..:L_+ 14'i\ + 2(s+3) 11/3 
s + 3 (s + 2 (s + 3)2 + 3 -(s + 3)2 + 3 

de lii.S Y III.6 utilizando la propiedad de traslaci.6n y de tablas: 

f(t) •L-1 {F(s)J •-2L-l fs!3 j +�L-l {-( \ 2J +2L-¡1 (s+3) 1-llL-l 1 1 s+ ) (s+3>' +3 3 (s+ .., 

de donde: 
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y final.riBite: 

TERCER Bl.CQl.E 

I:I. 8 RESOLl.JC:OO IE Ea.JACIOOES DIFI:ROICIAU:S Y SIS'JUI.AS ;::¿; EClJACIGr;ES 

DIFLRENCIALES LINEAUS DE PRIMER OROCN POR TFA"lSFCR.vADA DE lA­
PlACE' 

F.eferencias: .AiJU11t:es, �g.inas 10�-109 

S.L. P.oss, páginas �57-�6e 

Cuaderno de ejercicics, problemas III.B, III.9 
y III.10 

Ejestplo 3 

:Resolver la siguiente ecu.aci& diferencial utilizanéb la transfoDMda 
de LaplacA: 

y"+4y' +4y- cosx y(O) .. 1 , y' (0) 2 

Solt.ri&: 

De III. 8 aplicando tnmsforna.da de Iaplace a la ecuaci6n : 

s2 y5- s- 2 + 4 (sys- 1) + 4Ys = 52 ! 1 

factorizando y5: 

(52 + 4s + 4) • + + 6 s3 + 6s2 + 2s + 6 
Ys = sr+T 5 • s2 + 1 

despejanck> Ys Y desan:ollando en fraccialeS parciales: 

... (1) 

sl + 6s2 + 2s+ 6 1lB + B + e + o 
Ys "' (si+ 1) (s + 2) 2 • S2+I 8+"2" (s+'2)2 • • • (2) 

SUI!Bndo 1- fraccicr.es para ccn:x:er A, B ,  e y o, se tiene: 

(As+B) (s+ 2)2 +e(s+2) (s2 + 1) + O(s2 + 1) • s3 + 6s2 + 2s+ 6 

de la l!l<pre8i6n anterior se obtiene: 

D 18 ·-s-
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sustituyendo A, B, e y o en (2) : 

y • (3/25) S+ 4j25 .._ (22/25) + (18/5) s s2+1 · s+2 (s+2)2 

o bit1n: 

Ys·2� (s2� 1) + � (s2:1) + � (s�2 } + �8 ( (s¡2)1) 
obtenienó:> la transfOJ:ll'ilda ir.ve .. •·sa de !aplace de y s: 

y(x)�L-1 j Ys j •{5oosx +2� senx+�;e-2x+1:e-2xL-1 U;j 
fir..:ilr.ciltc : 

PR<lll...ENAS PROPUESTO<: 

t 0< t < 2 

3 t > 2 

::) P.ntitrc>.nsfonror las siguientes funciones: 

a} FCr.> ... __ s_ +2. (s-2)" s b) s+2 F(s) - <>2 + 4::: + 7 

3) Ant�tr;msfoxn:lr la siguiente �ci6n utilizando el teorerm clc oon­
voluci6n: 

4) 

5) 

4 F(s) • 
s(s-2)2 

�solver laD sicruientcs ecmciones utilizar.do transforr.nda de �:a­
place. 

a) � - S � + Gy ., O sujeto 

b) 9l. - y • e3t 
dt y' (0) - 2 

1 y(O) =- 1 
a y'(O)-= 2 

:�lver el siguiente sistu:a utilizando la transfoTT'"ada de L:lpL_l 

dx dt - 4x + 2y • 2t 

�- 8x + 4y"" 1 dt 

x(O) = 3 

y(O) = S 

1 

� 
1 

1 

• 

l 

i 

' 

17 

® EOJACICHS EN IIRIV� PARCIALES 

EJ..tr . .tema c.ompJtUtde do4 bl.oquu. Se 4ug.i«e u.tud.úvt l.o4 c.onc.ep.to4 de 
at!UC!JI.do a lJu «ó«Utc.i.a4, 44.! c.o1110 11.ev.úaJI. l.o4 plt0blema4 llUud..tc4 � 
Jta CAda c.onc.ep.to. 

PR It"ER BlOOUE 

IV .1 LA Dl.IACI<»> IN IERIVAIW> PARCIAILS 
Referencias: .I'+W1t:es de la ret:eria, páginas 115 y 116 

IV. 2 LA Ea.JACICN LINEAL Y COOCEP":'O lE ORIIN 

Referencias: Apuntes de la rrateria, página 117 

IV. 3 ME:l'QOO DE SEPARACION lE VARIABLES 

Referencias: Apuntes, pár;illds 119-12Lo 

CUaderno de ejercicios, problema VI.2 

Eje��PlO 1 

Detenni.nar la soluci6n no trivial de la ecuaci6n: 

au ,.au+u 
ax ay 

utilizand:> el l!étodo de separaci6n de variables, considerando una 
constante de separaci6n Q < O • 

SOluci6:'t: 

De IV.l y N.2, la ecuaci.6n: 

au = au + u ax ay 
es una ecuaci6n en derivadas parciales, lineal y de prilrer orden. 

(1) 

Por cl uétodo de separaci6n de variables, se establece que la soluci6n 
sea un prcxilcto de funciones: 

u(x, y)= F(x)•G(y) 

sustit:uyenoo (2) en (1) : 

F' (X) G(y) � F(x) G' (y) + F(x) G(y) 
separando variables: 

F'(x) _ � + 1 F(x) G(y) 

.identidad que se satisface si: 

F' (x) 
FTxl 
� 

G(y) 

= Q 

• • •  (2) 

(3) 

• • .  (4) 

- ..... ____ _ 
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d:nde a es una constante de separaci.OO. 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial. ordinaria (3) con a < O es: 

F(x) • Ct �aX a < O 
y la soluci6n de (4) es: 

G(y) • c2 �(a-t)y 

sustituyendo (5) y (6) en (2) : 

a < O 

u(x, y) • c1 �ax • c2 e(a-l)y 

esto es: 1 u(x, y) • e �ax + (a-t)y 

SEGJNOO BLOOLe 

• • • (5) 

• • • (6) 

!V.� SERIE TRIOONOHETRlCA OC FOORIER. SERIE SDm Y SERI!:: COSOiO 
Referencias: Apuntes de la materia, páginas 125-132 

CUade.rTIO de ejercicios, problei:laS vi. 3 y VI.� 

IV. S RESOWCICI'< IE EOJAClCNES EN OCRIVADI'S PA.�CIAU:S CON CONDICI<M:S 
INICIAlES Y lE f'R(J(I'ERA 
Referencias: Apwltes de la rr.ateria, problema IV.1, páginas 

135-139 

Cuaderno de ejercicios, probler.'la VI. S 

Ejenplo 2 

calcular el coeficiente bn de la serie seno de Fourier de la función 
f (x) = x , en el intervalo O < x < " • 

Soluci6n: 

De IV.4, la serie seno de Fourier de una funci6n f(x) es: 

d:nde: 

-
"' nv f (x) • � bn sen T x 

n-t 

2 J! nw bn • l f(x) sen T x dx ; 
o 

0 < X < l. 

n = 1, 2, 3, .. . 

para el ejenplo en cuesti6n, f(x) = x y l.= • , por lo tanto: 

2 ¡· bn •- x sen nx dx ; 
.. o 

n = 1, 2, 3, • • •  

-
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integrando: 
.. 

bn = � (- � cosnx + :2 sen nx) lo n • 1, 2, 3, . .. 

n • 1, 2, 3, • . •  

para estos valores de n: 

oos nw = (-1)n y sen n• - o 

por lo tanto, el coeficiente de la serie es: 
2 

bn = - n (-1)n 

ron esto, la serie 5ei'X> de Fourier de la funci6n en cucsti.6n es: 

l. 

2. 

-
f(x) = x = L 

n-1 
t � (-1)� sen nx ; 0 < X < • 

PRCB� PROPUESTOS 

1\plicar el nétod:> de separaci6n de variables, para_ resolver cada 
una de las siguientes ecuacl-OileS: 

a) 

b) 

e) 

a;¿ u + u= o Y ax ay 
; con una constante de separaci6n a > O 

a2 u a2 u a2 u 0 + -- +--= ax2 ax ay ayz 

2 ;¡2 u - a2 u - 2k au k > o a axr - -atr at 
con una constante de separaci6n a .. O 

Jesolver la siguiente ecuaci6n sujeta a las condicicnes de � ra especificadas: 

¡¡2 u 
ax2 = 6x u(O, y) = Y  u(1, y) • y2 + 1 

3. Detenninar la soluc:i6n de la ecuación de calor: 

au 2 32 u 
at =a ax2 u(O, t) • u(1, t) • O u(x, 0) • x - x2 

0 < X  < 1 
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A.tKIO'fS DISCEUAS Y EOW:HHS EN DIFEJIOCIAS 
úte. .ttl!ICl CDIIIpii.Vtde. do4 b.toquu. Se. 4ug.ú..\e. u.tud.úut l.oi> c.cnc.e.rto�> de. 
a.cu.Vldo ct .taJ. lle.6 e.JtUtc..úti> , ct..M: c.c /PlO lle.v.U M l.oi> piLO b.ltJ1146 llU uc.Uo1> 
paltll cada. CD nc.tp.to • 

PR lfo'ER B L.CX.:IJE 

V. 1 FUNCICNES CISCRETAS 
Referencias: Jl.puntes de .::a r-.ateria, páginas 1111-143 

V. 2 DIFERENCIA OC UNA FIJNCI<l'l, OPERAOORES t:. y E 
Referencias: Apuntes de la materia, páginas 11¡6-151, 153, 1511 

Q.Jaderno de ejercicios, problema IV .1 

V. 3 SUI-'ATORIA DE lNA FlR'lCI<l'l 

Referencias: Apuntes de la materia, páginas 155, 157 (de la ex­
presión 19 en adelante), 158-160 

0..1aderno de ejercicios, problemas IV. 2 y IV. 3 

Ejenplo 1 
Cbtener t:.2f(k) si f(k) • L k 
5oluci6n: 
De V.3: 
recordando que: 

se obtiene: 

Í::k =}k (l) 

� k<2> k(k-1) k2-k 
¿ k = "2""" - 2 - -2-

" k2 -k :. f(k) • ¿ k- ---r-

De v.2 y recordando que t:.2f(k) = f(k+-2) - 2f(k+l) + f(k) , se tiene: 

(k2-k) 1 1 1 - 1 t:.2 -- - -(k+2)2-- (k+2)- (k+1)2+ (k.+1)+ -k"- -k-1 2 2 2 2 2 
por lo tanto: 

Ejenplo 2 
" -Jt2 Cbtener L 2K+f 

5oluci6n: 

"
-k 2 1 .,.... ._2 

L 2k+1 = - 2 ¿ j_X 
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esta SUI1B se ¡;,uede efectuar por partes. 

De \'.3: 

haciendo: 

De V.2: 

De V.J: 

Lf(k) t.g(k) = f(k) g(k)-¿g(k.+l) H(k) 

f(k) - k2 
1 t:.g(k) = 2K 

t:. f(k) - (k+ 1) 2 -k 2 - 2k + 1 

1 2 2 g(k) = ¿�- (1-2)2k-- 2K 
sustituyendo (a), (b), (e) y (d) en (1): 

s.iJrpli ficando: 

ronde: 

y: 

L k -= - - - L - --=""" (2k + 1 )  " 2 1 2k2 [ 2 � 
2k 2k 2x.+ l 

2 - 2k 

SUIT'al'ldo nuevarrcntc por partes: 

por lo que: 

f(k) = k => t:. f(k) = 1 
t:.g{k) .. 2i =} 2 g(k) = - 2k 

sustitUj·endo (e) y (f) en ( 2) : 

1 
1 

- - - (2Jt2 + 4k + 6) 
2k 

• • •  !1) 

(a) 
(b) 

• • •  (e) 

• • •  (d) 

• • • (2) 

• • • (e) 
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• � (k2 + 2k + 3) 

1 2 1 1 f=2 2 ;1 1 ' -2í::k 2k ·- '21!1t <k + 21t + 3J . 2k <k +2k+3l  

es decir: 

¿ - � • {k (Jt2 + 2k + 3) 

SEGU\JOO Bl.CWE 

V .u lA ra;¡..c:;:Ctl IN DIFEIDICIAS, EL CONCl:PTO !E ORin, 
Referencias: Apuntes de la materia, pá&inas 161-163 

C\.laderno de ejercicios, problema IV ,11 

V. S lA Ea!ACION LINEAL IN DI:n:R!l:CIAS 
Referencias: .Apuntes de la materia, páginas 16ll, 165 

V. 6 RESOWCION OC ECUACIONES UNF.AU:S �'EAS OC cor.n:cmm:s 
CXlNST..ANI'ES 
Referencias: Apuntes de la materia, páginas 166-171 

D..laderno de ejercicios , problema IV. S 

V. 7 I-1L'TODO OC CXlEriC!D\'TES INOCI'ERMINAI:«' 
Peferencias: Apuntes de la materia, pá¡;:inas 171-17q 

CUaderno de ejercicios, problemas IV. 6, IV. 7 y IV. 8 
inciso (a) 

V. 8 �T.r'OOO OC VARIACION OC F/IJWflRCIS 
Pefer-encias: .Apuntes de la r:.atcria, páginas 1'/S-l78 

Cuaderno de ejercicios, problemas IV.B inciso (b) y 
IV.9 

Ejerrplo 3 

arpleand:> el m6todo de coeficientes indetel:minaoos, obtener la solu::.i61 
general cle la ecuac.t6n: 

(E2 - 6E + 8) y(k) = 3kz + 2 - 5.3k ... (1) 

Solución: 
De v.s la solu::i6n es de la fonra: 

y(lt} e Yc(k) + Yp(k) 

por V. 6 la ecuac16n lxtrogt\nea asociada es : 
(E2 - 6E + 8} �·(k) = O 

... (2) 
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y la ecuación caracter1stica: 

s2 - 6s + 8 = o 
cuyas ra1ces son: 

S¡ • 2, s2 = 4 

por lo que la solu::16n axrplerrentaria queda: 
Yc(k} = e¡ 2k + c 2 4 k 

oaro: 

q(k) = 3k2 + 2 - 5•3k 

por v. 7 la fotma de la solu::if.n part1cul.ar es: 

Yp<kl = Ak2 + nk + e + o3k 

donde A, B, e, o son coeficientes por dete.tminar. 
Por V.2: 

E2 Yp(k) • A(k + 2)2 +B(k + 2) +e+ 03k+2 

E Yp(k ) • A(k + 1)2+B(k + 1) + e +  03k +l 

sustituyenro Yp(k) en (1): 

A(k+2) 2+B(k+2) +e+OJk+2_ 6 �(k +1) 2+B(k +1) +C+DJk+� + 

+ 8(Ak2 + Bk + e + DJk l • 3k2 + 2 - S·Jk 
s.inplificando: 

3J1k2+k(3B -8A ) +3e-2A-4B-o3k • Jk2 + 2- 5•3k 

por igualaci6n de coeficientes: 

A=1 , 44 e•9' D = 5 

sustituyendo en (3) los valores obten1005 para A, B, e y D: 

Yp( k }  = k 2  + !x + �4 + 5·3k 

... (3) 

fina.l.Jrente, sustituyenoo en (2) Yc(k) y Yp(k), la solu::ión general 
es: 

Ejerrplo 4 

E)'rpleando el rrétodo de variaci6n de parálretros, obtener la soluci6n � 
neral de la ecuación: -

y(k+2} -5y(k+1) + 6y(k) =k2 ... (1} 

Solución: 
r:e v.s: 

y(k) • y0(k) + Yp(k) ... (2) 
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De V. 6, la ecuaci6n hc:rrogénea asociada es: 

(E2- SE+ 6) y(k) • O 

la ccuaci� caractedstica es: 

1!2- ss + 6 ,. o 
cuyas ra!ces sen: 

S¡ = 2 , 62 = 3 

y la solución carplerrentaria es: 

Yc(k) = c¡2k + c23k 

caro: 

q(k) = Jc2 

De V.8: 

Yp(k) = A(k) 2k + B(k) 3k 

cklnde A(k) y B{k) son funciooes de k por determinar. 
forma el sistema: 

rkt- 1 �k+2 

resolviendo FOr Cramer: 

¡:2 

3k+1 
3k+� 

Jk+l 

31<:+2 1 - 3)<:2 31<: 

• • •  (3) 

Para esto, se 

-k2 M(k) -
18•2k-3k- 12·2K-Jk = 2K+f 12k+l 3

k

+

l l 
es decir: 

de donde: 

2�'+2 

- -k2 A(k) = 1 2k+l 

3k+2 

esta surratoria se resolvi6 en el ejerplo ilustrativo No. 2, de tal � 
nera que: 

A(k) = 2i (k2 + 2k + 3) 

t<m:bim por Crarrcr: 

, 2�'+1 o 1 
12k+2 k2 

(k Jc2 ·2k+l 2k2 Jc2 
llB ) = -�-2k+_l __ 

J
_k+_l_l .. 18·2k.jk - 12·2k.jk = 6-)X- 'jlffi' 

2k+2 31<:+2 

esto es: 

de donde: 
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- k2 1 - k2 B(k) = LJk+l =JI JK 

esta sl.l'l'a tarrbim se p\Ede efectuar por partes y corrprobar que: 
1 B (k) = - z:3K (k2 + k + 1) 

sustituyendo A(k) y B(k} en (3) : 

Yp(k) =A (k2 + 2k + 3) 2k- 2·� (J<:2 + k+ 1) 3k 

= k2 + 2k + 3 - t {k2 + k + 1) 

(k) 1 2 3 S Yp = zk + 2k +2 

fi.nalJrcnte, sustituyendo Yc(k) y Yp(k) en (2): 

1 y (k) "' C¡2k + Cz3k + t (k2 + 3k + 5) 1 
que representa la solución general de (1). 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1) lnt>leando el nétodo de los coeficientes indetemJnados, obtener la 
ooluci6n general de las ecuaciones: 

al y Ck + 2 l -r (k+ 1) + 6y (k) ... k + 2k 

!.>) y(k + 1)- y(k) =k ; y(O) .. 1 

2) &.pleando el r:étodo éie variac:OO de ¡;.artin'E:t.ros, obtener la eoluc.iÓ'l 
general de las ecuac1ooes: 

a) 5y(k+2)- 3y(k+1)-2y(k) • 3k+ (-2)k 

b) 4y(k + 2) - 4y(k + 1) + y(k) • � 2 



® SISTEl"AS JI: ECUA.CI()'B EN DIFEROCIAS 

úte .tt.Mt c.cmpJttlldt. do¡, bloquu. S t. �>ugü.�tt. u.tud.Uvt l.oi> c.onc.ep.tc�> de 
a.cuvufo a. .tA.6 Jtt.6eAVlc.ú16, a.¡,.{ c.omo Jtt.v�D.Jt lo1> p!Wb.temah JtUue.Uol> pa 
ita. ca.da c.cnc.epto. -

PR 1/'ER BU:XU: 

VI.l SI� OC EaJACiaiiS UNEAUS n: i.Ii"EPD.CIAS OC PR!MER CRD!!:. 
REPRES�.'TA�Ic:; HATRI CIJ..L 

Reftrendas: Apuntes de ld Jreteria, páginas 1€7 y 1€!' 

VI. 2 TJW{SfORMACic:tl DE UNA EOJACION Etl DIFERENCI.AS DE ORDEJ: n A L'N 
SISTEMA OC n EaJACIONES EN DI!"ERrnCIAS DE PRll�R ORDEN 

Referencias: Apuntes de la materia, páginas 189 y 190 

Cuaéemo de ejercicios, ¡;roblema V .6 

Ejarplo 1 

Transfonrar la ecuaci6n }•(k+S)+3y(k+3)-4y(k+l)+2y(k)=k.2-sen nk 1 
a un sistena de �cuacicncs de pri.rner orcen }' representar éste en for­
re rr.atr icial. 
Soluci6n: 

ce VI. 2 1 r.acem;lS : 

y(k.) •x¡ (k) 

y (k.+l) = x1 (k) 

y(k+2) "'X3(k) 

y(k+3) ·x�(k) 

y(k.+4) • xs(k) 

• • •  (A) 

aplicando el operador E a las expresiones (A) : 

y(k+l) • X¡ (k+l) 

y(k+2) • x2(k+1) 

y(k+3) • X3(k+l) ... (B) 
y(k+4) • X� (k+l) 

y().."+S) • x5(k+l) 

sustituyenó::> !Al en (B). 

X¡ (k+l) E x2 (k) 

X2 (k+l) = X3(k.) 

x3(k+l) = x�o(k) ... (C) 

x.,(k+l) = x5(k) 

x5(k+l) = y(k+5) 

de la ecuac1tn dada: 
y(k+S) =k2- sen wk- 3y(k+3) + 4y(k+l)- 2y(lc) 

en fl.llciln de las nuevas variables: 
y(k+S) = k.2-sen wlc- 3� (le) + 4x2 (k)- 2x1 (k) 

sustituyendo y(k+S) en la ti.ltima ecuación de (C) 1 el 11stera c;ueda: 
X¡ (k+l) = X2 (k) 

x2 (k+l) = x3 (k) 

x3(k+l) = xdk) 

x4(k+l) = Xs(k.) 

x� (k+l) =- 2x¡ (k) + 4x2 (k) - Jx4 (k.) + k2- sen nk 
de VI.l, en fonM matricial el sisterra es: 

�·'"" 
o 1 o o o X¡ (k) o 

X2(k+l) o o 1 o o ":t. (k) o 

x3(k+l) "' o o o 1 o x3(k) + o 

o o o o 1 x.,(k.) o r .. (k+l) 

x5(k.+l) -2 4 o -3 o x5(k.l k.2 - sen 11k. 

que = se puede cboorvar tiene la represcnt<:ci6n rratric.!.�: 

X(k+l) = AX (k) + b(k) 

SEG.tlOO BLOGliE 

VI, 3 RESOWCICI'I OC SIS'IDíiiS OC EaJACIONES LINEALES El- DIFERENCIAS 
CON COEFICIDJTES CONSTANI'ES 

Referencias: .A�untes de la ll'atcria, p�s 190 y 191 

VI .4 P.ESOWCION CE srsn:r-!1-.S HC!-!>GENEOS, CALCULD OC Ñ< 
Referencias: Apuntes de la rr.ateria, páginas 191-197 

Cuaderno de ejercicios, prQblerras V.1 y V.2 

VI. 5 RESOWC:::CJ� OC SISTD� NO H(}1()CENIDS 

Referencias: .A.pur.tes de la l!'aterid, páginas 198-200 

Cuaderno de ejer-6 cios, �robler.:.s V. 3 y V .11 
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Ejenplo 2 

():)tener la soluci6n del siguiente sistana de ecuaciones. 

SOluci6n: 

pc <k+l� = f2 
[y (k+ld � � f<k� + [2] ; x(O) • 1 

� [y(kd k ; y(O) = 2 

!);! VI. S, la solución es de la forrra: C(kJ �(OJ le-! 
•AK + ¿ Arb(k-1-r) 

(k) (0) r"' o 

siendo A una matriz de 2 x 2 y r..or VI. 4: 
Ak:s0I+81A 

k 
·\ = Bo + B1>.1 

dcrlde 8 0 y 8¡ sen funcicnes de k ¡:or determinar. 

La matriz A tiene por ecuaci6n caracter1stica: 

(2->.) (2->.) =o 
¡:or lo que A 1 = 2, >. 2 = 2 son los valores caracter1sticos. 

Para A¡ = 2, (3) queda: 
2k- s0+ 2 e.1 

derivancb (3) y valuando paxa A • 2: 

k 2 k-1 = 8¡ 

resolviendo (4) y (S) s.im.llt!nearrente se cbtiene: 
a0•2 k- k �, 

que sustituidas en (2) resulta: 

AK• (2k -k�) � J + k 2k-1 � � 
efectuando operaciones y sinplificando: 

Ak• 
� k k2k-� 
o 2 k 

¡:or VI.4, la soluci6n del sistena harogéneo es: 

c::J . ..  GJ · �k k: :
-j GJ 

efectuando la rrultiplicaci6n: 

fX<k� 
.. 

r; k +k� 
IY<kd L2 • 2k J 

... (1) 

(2) 

(3) 

(4) 

... (S) 

... (6) 
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de VI.S, una soluci6n del sistena no hcr�l80 es: 

k-1 
í: Ar b(k- 1- r) ... (7) r=O 

donde: �r fu< :.¡ ... 'YrJ 6 o-l<:¡ 
Ar • O ,,�J 2r y 

efectuando el producto Ar b(k -1-r): 
Ar b(k- 1-r) = 

fr r2 �� í 2 ] 
� 2 r  J �- 1-r • 

sustituycnó::> en (7): 

-1 

Í: (2•2r+k-1 r 2r_ r2 2r) 2 2 r=o 

k-1 
Í: G k-1) 2r- r�] 

r=o 

en dende las suras son: 

k-1 
[;¡ k (k-1) ¿ 2r = (k-1) �� r-O O 

b(k -1- r) =[k_:_J l k-1 r2 J 2· 2r +yr2r -2 2r 

(k-1) 2r - r 2r 

=k � - 2k - k + 1 • • • (d) 

sustitqyenó::> (a), (b), (e) y (d) en (8): 

r . 2k _ 2 + i 2k (k2 _ 3k + 2) + k_ 1 _ ( i k2 2k _ 2k � + 3. 2k _ 3 n 
L k 2k_ 2k_ k+1-(k �-2·� +2) J 

(8) 



sinplificando: 

k-1 
2: Ar b(k-1 -r) 

PO 

sust.ituyencb (6) y (9) en (1) : 

por lo tanto, la soluci6n es: 
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x(Jc) .. 2k + ÍJc2k + k  

y(k) = 3·2k-k-1 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

l. Cbtener la soluc.16n de cada uno de los siguientes sisterras : 

a) x(k+1) .. 2x(k) + y(k) 

y(k+l) - x(k) + 2y(k) 

b) x(k+1) • x(k) + 2y(k) x(O) % o 
y(k+1) -2x(k) + y(k) y(O) = -2 

e) x(k+1) = Jx(k) + 2y(Jc) + 1 x(O) = o  
y(k+1) • 2x(k) + 3y(k) + 1 y(O) =o 

• • •  (9) 

ü.te .tema c.cmp!I.Vtde del> bloqu.u. Se l>ugú.Jte u.tudúvt. to1> c.onc.ep.tol> de 
a.c.ueJLdo <l W Jte6Vt.Vtc.i.a4, M.l C.OIIIO .ttvi.l>a.\ tol> pJWbtemM ltUU.el.tol> P'!_ 
Jl4 c.cufa. c.cnc.ep.to • 

PRI P'ER BLOWE 

VII.l ::-EFINICION DE TJWlSFORMArA GECK:I'RICA 

Refc-.rencias: Jl.puntes de la materia, páginas 207 y 208 

VII. 2 TAA\'SFO� GECMTRICA Il: FU-:CICWES DISCRC'AS 

Referencias: Apuntes de la rrateria, páginas 209-211 

VII. 3 PPCPIEDAOCS OC lA TRJINSFCRMArA GECI1ETRICA 

Referenci�: '.;ur,tes de la materia, páginas 211-214 

Ejenplo 1 

Cbtener la transfomada <]!!CI!étrica de la fmci6n: 

f (k) "' k sk + 2Jc sen S k + 6 
Solución: 

De VII.2 y VII.3, utilizando la propiedad de linealidad: 

F(z) .. i{k sk} + i{2k sen Sk } + 6l{l} 

utilizan<h la propiedad de la m.lltiplicación por ak y de tablas: 

1 Sz 2zaen5 6 1 �(z) "'u:=rzrr + (2z)2 -2(2z) ros S+ 1 +M 

VII.4 TR.A.NSFORMflnO. GE<H:TRICA DM:� 

Referencias: Apuntes de la materia, páginas 214-216 
VII.S RESOWCION OC EaJACI<M:S EN DIFERDICIAS POR MEDIO DE lA TRANS 

Ejenplo 2 

FORMADA GEONLI'RICA 
-

Referencias: Apuntes de la materia, páginas 217-219 

Jesolver la siguiente ecuación en diferencias: 

Solución: 

y(ll.+2) -Sy(k+l) +6y(k) • S; y(O) • O y(l) • 3 

De VII.S, aplican<h transformada geatétrica a la ecuac.16n en diferen­
cias: 

l(y(k + 2)}- 5l (y(k + 1)} + 6l (y(k)}"' Sl (1} 
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esto es: 

�-2 y(z)- z-2 y(O) -z-1 y(l)]- 5 �-1 y(z) - z-1 y(OÜ + 6 y(z ) • 1: z 

sustituyendo las CXIldiciones y(O) "' O y y(l) ., 3 , se cbtiene: 

z-2 y(z)-Jz-1 - 5z-1 y(z) + 6 y{z) = 1: z 

factorizando y (z) : 

des¡:cjand:> y(z) se tiene: 

Jz-1 + 2 y(z) • (1-z)(z-:Z-sz-1+6) 

ltl.lltiplicando y dividiendo entre z2: 

2z2 + Jz 2z2 + Jz y(z) "' (1- z) (1-Sz +6z2) = (1- z)(l-Jz) (1- 2z) 

de VII. 4, desarrolland::> en fracciones parciales: 

= 2z2 + 3z _ A 
+ 

B 
+ e y(z) (1- z) (1-3z) (1-2z) - <r=zr TI"=3z'f 11-TzT 

determinando los valores de A, B y C: 
A(l- Jz) (1- 2z) + B (1- z) (1- 2 z) + C(l- z) (1- 3z) = 2z2 + 3z 

A(6z2- 5z + 1) + B(2z2-3z + 1) + C(3z2- 4z + 1) • 2z2 + 3z 

por igualaci& se tiene: 

6A+2B+3C .. 2 

-5A - 3B - 4C = 3 

A +B + CaO 

resolviEndo el si.st:ara se obtiene: 
5 11 A=2; B"'T; C• -8 

sustituyendo en (1): 
de VII.5, aplicando la transfo:omda �ica inversa: 

f ina.lJren te : 

Y(kl .. � i-1 1-1-1 + 11 r1 /1 1 8 i-1 { 1 1 2 1- z 2 1-3z - r=Tz 

• • •  (1) 

PROOW'AS PROPUESTOS 

l. Cbtener la transfonnada �trica de las siguientes fu'lciones: 
al y(k) = 3(-l)k + 6 

b) R(lt) = 2k @os 3k + k� 

2. Chtener la transfomada grorrétrica inversa de las siguientes fm 
cienes: -

z2 a) Y (z) '"' (1-3z)(z2 -4) 
z2 + 6z b) z (z) = (z + 3) (z2 -4z+ 3) 

3. Iesolver las siguientes ecuacicnes en diferencias utilizando trans 
fomada gearétrica: 

-

al y (k+ 2) + 4y (k+ !) + 3r (kl =k ; 

b) N(r+2)-N{r)c(l)r 

y{O) =y{l) cQ 

N(O) = 1 ; N(li = - 1 
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TE1"A l 

l. a) y(x) • (e + x2) e-x2 

e) y(x) • (e¡ + c2x - l n x - 1) e-2X 

d) y(x) • c¡x2 + c2x + 2x2 (1 - lnx) 

e-2x 1 2• y(x) z e_2x - -r - 2 + 2x 

ffi'1A 11 
u e.J _ � � e.t + {o e.st-� _ * e.st-s + � t - 25 + 5 

b) X = 
1 t 1 st-'+ - 1 e.st-s + §. t - 2

2
9
5 + 2

s
e. ., - 2 e. + w t 25 5 

3. X '"  

[ t -t 5 2t ]  c1e.2 + c2e. - ¡ c3� 

c2e-t - CJe-2t 

CJe-2t 

ffi'1A IIl  
e-2• e.-2s 1 1) F(s) .. - � + -.- + � 

3) f(t) - e.2t (2t - 1) + 1 

4) a) y(x) • e.2x 

4 3 S) x e 3 + 2t + J t 

2 8 tl y = 5 + St - 2t + 3 
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ID1A IV 

1. b) No es aplicable el rrét.oOO de separación de variables. 

2 .  u = x3 + , . .  2 - y) x + y 

t. 3. u =  ,_ 
n=l 

l. b) y (k) = � k2 - � k + 1 

2 2 2 t e.-a n ti sen n 11 x 

-k -k 3 2 2-k 2. b) y(k) = c12 + c2k 2 + 2 k 

TEf'1A VI 

(Jk - 1) y(k) = C¡ -y-

sk 1 e) x(k) = T - :¡ 

sk 1 y(kl = T - ¡ 

TP.-'fl VII 

()k + 1) + c2 -2-

l. b) (2z) ( (2z)- l - cos 3) 4z2 + 2z R(z) .. 4z2 - 4z oos 3 + 1 + (1- 2z)3 

1 k 1 k 1 (lj:: )k 2. al y(k) - - 35 (3) - 14 (-1/2) + 10 • 

1 k 1 k k 3 3. a) y(k) • ¡¡ (-1) - 32 <-3) + ii - 32 
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