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Energia Elastica de Deformacion por Esfuerzo Normal

I ———'—Qu
Ox
— 9%
e _
X dz| .7
e //dy

y dx

U = energia elastica interna

dU = 1/20xdydz x &y dx = 1/20xexdxdydz(1)

e ~ AN J

Fza. promedio Distancia
-
\--__ Y
TRABAJO

Energia complementaria

T Energia de deformacién por unidad de volumen

»
»

Ex ’ !

Para un cuerpo elastico perfecto no hay disipacién de energia y el trabajo hecho por un
elemento es almacenado como energia de deformacion interna recuperable de ( 1) la

densidad de energia.

du _ OxEx (2)
2



_Energia elastica de deformacién por esfuerzo cortante.

dx

Densidad de energia complementaria

dy \ .

Energia
| N Unitaria

dVoorte = M2 txydxdz x yxydy = 1/21xy yxy dxdydz (3)

La densidad de energia por esfuerzo constante es :

(39 =2, 0

dV corle -



Aceptando el principio de superposicién para un estado multiaxial de esfuerzos. ' )
La densidad de energia de deformacién es: [ g, |

t. T2 TaxTzy

h 4

Oy Tyx

XY
TXZ

du _ Uy = 1120, + 1120, + 1206, + 12717, + 11277, + 21,7, ~——-(&

Expresando ( 5 ) mnatricialmente se obtiene : n



U, = 1!2[c,oycztwtyzta] I 1/2[0] {a} (6)

Sustituyendo en (5 ) laley generalizada de Hooke (7 )

o o, o] Tar

£ = R Y St B Y il 5 Yoo = —o
. Y YE '}’E a7 G
a.,. G, g T.‘

o= rE e EovE et
g [o 8 T,y

€, = 'Y’F‘“ - ]'i L:Z Yax = "éL

g | | )

Se obtiene

g 2 2.2\ % 2 2. 2
UO = A E(O’X +GY +ﬁz )" E (ﬁxUY + CTYUZ + Gzcx)+% G(TXY +TYZ +TZX (8)

Para materiales elasticos lineales homogéneos e isotropicos se puede obtener una expresion
similar a (8) en términos de las deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energia total se

obtiene de : -

U = _”LUO dx dy dz (9)

La ecuacion (5), es importante al establecer las leyes de plasticidad y (8) es importante en
andlisis de esfuerzos por métodos energéticos.

Substituyendo (6) en (9) se obtiene :



U = 1!2.[.[-[\; (cxgx + GYEV + 0.8, + Tﬂ'y!!’ + t‘IZYYZ + sz'yzx)dv
= 1/2 [[[ [o] {e} dx dy dz (10)

Para barras axialmente cargadas, con flexion y cortante (10) queda:

U=1/2 m‘ (0,8, + T47,.)dxdydz (11)
ox
E, = E
Para materiales elasticos lineales:
LT
Yoy = G:' (12)

de (12) y (11) se obtiene que :

2 2
_ Ox Txy
U= JHV—Zdedydz+ m —-dxdydz (13)
- S y
Para carga axial, Para cortante
y flexién en vigas en vigas

Energia de deformacién para barras cargadas axialmente

N CARGA AXIAL
* T A SECCION TRANSVERSAL’

Ny A son funciones.de “ x “ unicamente.



S y

Por lo tanto (13) se reduce a:

2 2 2 z
Up = Iﬂ,% dv = mzfuz dedydz = Izﬁll«:[”ﬂ}dz]dx = IiNﬁdx

N2
Uy = L——dzEA X (15)

Energia de deformacion en flexion en este caso

5, = ¥y (16)

De (16) y (13) se obtiene:



= [ - (- e

2 . 2
M 2 M
= szlz [fy“dydz| dx= jLEE—Idx

2
Uy = [M dx (17)

Eneraia de deformacion para secciones circulares en torsion.

Para este caso:

)
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Substituyendo (18) en (13):

-

u,={] '. %fni}dz - {[f 2_]5( ,\1{ pj'd_mg-dz = 2"2 J [ ff pzd}-dz] dx

M2
R Frevio



Energia de deformacion por cortante

AIy
ym I I |
— Z
i |
[ ]
b
vQ yY™

En este caso T, = -

V= Cortanie en la seccion
QY™ = | YMyda=momento estatico de y a ym

b= Ancho a la allura y de los ejes centroidales xy

I = Momento de inercia de la seccion.

Substituyendo (20) en (13)

e - HJ%[Y%;T—]WZ Sz W%

S e

) dydz |dx

La expresion total de la energia de deformacién sera:

‘:i}z



N2 M2 M
V = +—

Nertmt5est 2c;r2 ”[ dedz o (22
Desplazamientos

El principio de conservacién de energia ( la energia no puede ser creada ni destruida ), puede
adoptarse para calcular deformaciones en sistemas elasticos debidos a ias cargas aplicadas.
La primera ley de la Termodinamica expresa este principio como:

Trabajo realizado = Cambio de Energia
Para un proceso adiabatico { no se agrega o substrae calor al sistema ) y cuando no se genera
calor en el sistema, y cuando las fuerzas aplicadas se aplican en forma estatica ( ias fuerzas

se aplican tan lentamente que se desprecia la energia cinética % mv® ), el caso especial de
esta ley para sistemas conservativos se reduce a :

We=U

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el proceso de carga.
U = Energia total de deformacion almacenada en el sistema.

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno Wi deben ser cero:
We + Wi=

U = - Wi, las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas internas. Es importante
considerar la aplicacion gradual de las cargas de cero a su valor total, por lo tanto We sera 2
Fuerza total por el desplazamiento.



Ejemplos: ’ a) Determine [a deflexién de la viga mostrada.

LIS LS

L o A
A
P
W, = 1/2PA
y de (22)
L1 (NZdx = P2 _(lgx - P2L
U = ggrINdx = 5g7x-fodx = 3¢
2
DE (23) : :Pa= P &
2EA
A=PL/AE Ley de Hooke

b) Determine la rotacion en el extremo de una flecha de seccidn circular.

Y

; \

F

L
El trabajo ext Ne =% TQ y el interno de (22):



TT o T
= dx = —— 3
U=3G] o~ 2G) %€ @)
T L
V1d = ——= = =
/_2 4= 26 = Gl

que coincide con los valores de los textos de Mecénica de materiales.

¢) Determinar la deflexion maxima en la viga mostrada considerando el efecto del cortante y
de flexion.

P

e
! / [ .
. g g
L A T ” As %
y h V=P M=-Py g v
f : , g v

, l .
v | 5 Y
b ) L ] . jﬂ

L

Trabajo externo We = 2 P, |a energia interna consta de dos partes una debida a los esfuerzos
de flexion y otra a los esfuerzos de corte (17} y (13).

1 . , 1 , szs
= Midx = —[(-P)'dx = g

Unexrou a1
2El o 2E]

Yo ? ’
El esfuerzo de corte: 1t = VQJ[r = %ng - y’]que sustituido en la segunda parte de (13) se

obtiene:

Ucorte = JH;; dxdydz = —;Er;{%{%z - y’]}szdy

11



_PLb R’ P’Lbh’( 12)’ _3PL

“8GF 30 - 240G \bh*) ~ 5AG

donde A = bh seccion transversal. Enlonces;

W= U= Urtexion + Ucorie

AP A

= + de donde :
2 ol 5AC
Pl SPL (24)
AEl 5AG

FLEXION CORTE

El término debido al corlante se puede interpretar:

T =

v

= % Cortante promedio.

>0

Puesto que 1 varia parabdlicamente 6/5 representa un factor de correccion numeérico, por lo
tanto:
'l, 6 PL

[
il L:Of———
G AG 5 4G

Moo, =V J. =0

El valor o depende de la forma de la seccion en general, puede variar con x de (24)

A= -]--If—[l w2l -"-’,i] (25)
LN 106G T

Suponiendo acero estructural:

’—":=2(1+y)é2.5
{

Y la ecuacion (25) queda:

?

A=l 0.75.'&.)13,153.0., (26)

12



De (26) se observa que para una viga corta sea h= L |a deflexion total es A = 1.75 A pexsn POr IO
cual la deformacion de corte es mmuy importante para una viga flexible es L = 10 h.

4
A= (1 +0.75 —h—JFLEXION

(1on)’

-

A =100754,,,.,

La deflexion debida al corte se puede despreciar, no siempre es posible considerar lo anterior.

Comparando las expresiones (1.1.b.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2¢) para un claro igual 2a 5.00 m. y
un peralte h=30 cm se obliene:

Uy = 0.00286 Uy
(a)
UN = 0.0009 UM

En la mayoria de los problemas eslructurales elasticos lineales, la energia de deformacion
debida a la carga normal N y cortante V es despreciable respecto a la energia de deformacion

debida al momento flexionanie M.

Cuando existe momento torsionante My ( vigas en balcon, etc. ), su energia de.deformacion es
considerable y debe tomarse en cuenta su valor.

SO
\\\ 'E“\ “

~
~
~

=

1
N

.\\\ D
N

13



1.2 Principio de Superposicion
1.2.1- Introduccion

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones son funciones lineales de las cargas, se
puede obtener la deflexion en un punto cualquiera, mediante la suma de las deflexiones
producidas individualmente en dicho punto por cada una de las cargas

1.2.2- Casos en gue no rige el principio.

S#SCR

Pcr

1/2 i/2

!

Fig. 1.2.2a

Otro ejeimplo en el cual el principio de superposicién no rige, seria el sistema mostrado en la
fig. 1. 2. 2 b, formado por dos barras arliculadas, bajo la accion de pequefas deformaciones

(tan, =« ).

14
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\\\ 20
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N
5P=P, X
P & d
l d

|
o

)

pequefas deformaciones; a = T 12.2b
e P
Equilibric: S= — 122¢
2a

Compatibilidad geométrica: la deformacion axial unitaria es:

L

156



= Yot 12.2d

Ley de Hooke

£E=—— : 122e¢

De nuevo se observa que la deflexidn no es funcién lineal de P aunque el material cumple
enteramente con la ley de Hooke y la relacién entre y es representada por la curva de |a
figura 1.2.2.b. El areaoa b representa el trabajo efectuado por durante la deflexién y
es igual a la energia de deformacion almacenada en las barras AC y CB. , lacual esiguala:

5 -0
U= jpdé = %{5% =

0

ALS*

7 1229

T4
o} U= (P 1.2.2h.

4 JAE

Es muy importante cbservar que en los gjemplos anteriores no es funcidén de segundo grado
de § o P, como se obtiene en los casos que el principio de superposicidn rige.

En los ejemplos anteriores, se observa que la accidon de las fuerzas exteriores es

considerablemente afectada por las pequenas deformaciones del sistema, en el primer
ejemplo hay una flexion adicional Sd a la compresidén S y la barra trabaja en flexocompresion.

16



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicién

1.2.3.1 Introduccion *'

El analisis de esfuerzos en estrucluras estaticamente indeterminadas no solamente hay que
considerar la geometria’y estdtica, si no también las propiedades elasticas tales como médulo
de elasticidad, momento de inercia, etc. Generalmente para llegar al dimensionamiento final
de la estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembros y se efectua su
analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse en algunos casos hasta liegar al disefio
final. En general los esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos no solo
a las cargas, si no también a cambios de temperatura, asentamiento de apoyos, errores de

fabricacion, etc.

“Es importante observar que la estructura este en condiciones de equilibrio estable. Con el -
proposito de ilustrar el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas y efectos,

consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga uniforme o,

Empotrada en a y libremente apoyada en b.
/ ()]

- Estructura actual. ;
Ab = Deflexion de el punto b en la estructura a/
debida a todas las causas.

»
b

L /] l
Estructura primaria 3

Seleccion de redundante, Xb

Condicion de equilibrio  Xb =0 d
Abo = Deftexiéon en direcciéon de la redundante 4 b
conXb=o 4
/
Abo
Xb

T

*! En ambos métodos de rigidez y flexibilidad debe regir el principio de superposicién

17



Abb = Deflexién en direccion de la redundante
debida a con

S bb = Deflexion en direccién de Ia redundante
debido a una fuerza unitaria

La ecuacién de superposicidon, si el principio es valido

Ab = Abo + Abb =Abo + Xbsbh =0 (@)
de donde :
A bo
Xb=-
0 bb

( 8bb : dbb es llamado coeficiente de flexibilidad )

y

/I;

a

__t

i

1.2.3.2 Ecuaciones generales de superposicion en analisis de estructuras

indeterminadas de grado n.

Suponiendo que la estructura es hiperestatica de grado n, se seleccionan las redundantes X1,
X2,..... Xn, en una forma tal que la estructura primaria en condicién de equilibrio.

Xi = 0 sea estable o isostatica, aceptando ia siguiente notacién:

Ai = Deflexidn total del punto i debida a todas las cargas y efectos.

aio = Deflexion del punto i en direccidon de la redundante Xi en condiciones de

equilibrio estable isostatica Xi = 0.

A it = Deflexion del punto i debida a un cambio de temperatura T.

A ia = Deflexién del punto i debida a asentamientos de apoyo.

18



A ie = Deflexiones en el punto i debido a errores de fabricacion.
& i1 = Deflexidén en el punto i debida a la condicion X1 = 1.

8 i2 = Deflexion en el punto i debida a la condicion X2 = 1.

-

8 in = Deflexidn en el punto i debido a la condicion Xn = 1.

Cualquier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en cierto sentido. Cualquier
deflexidon del punto de aplicacion de la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de .
accion y sera positiva cuando ef sentido es el mismo que el supuesto para la redundante.

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos mencionada, las ecuaciones generales
de superposicion en sistemas estructurales coplanares y espaciales son;
At = At At Bia + A + Xedy+Xabiz + . Xa 61n

Ay = Ago+ g7 + Aoa+ Agp + Xiday + X2t ... Xnd2n

(@)

A = Ano +AnT + AnA + AnE + x1(<-;'n1 + X28n2 to >(ﬂ&nn
Expresando (a) matricialmente se tiene

611612 “““ 5 X lr(At_A:o_An—Am——Als)
5.8 ...... b} X-; _!(Az-azu—AzT"Au'—AzE)

19
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1.2.3.3 Ejemplos que ilustran el uso de las ecuaciones;’superposicién.

Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo siguiente:

1.- Nunca seleccionar como redundante una reaccion estaticamente determinada, ello
conduciria a una estructura primaria en equilibrio inestable en condicién Xi = 0.

2-  El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar arbitrariamente, y su
deflexion sera positiva si tiene el mismo sentido.

3.- Debe observarse que Ai, deflexién total del punto de aplicacién de la redundante Xi
debida a todas las causas es casi siempre cero.

Estructura actual

k” Constante elastica resorte (L /F )

Estructura primaria
Al= Xik1 (c)

Condicion X;=0

|23 4P
3 2 1
A A 1k
< 1y >4 12
2%

20



Condicion X1 =1 /9

De Ec. { a) se tiene « 81
A1 =A10- X1811 (d}

de (¢) y (d) se obtiene X
X1=A10/S11 + k-1 (e)

Estructura actual:

Arco coplanar con tiranéAB bajo un sistema de
cargas Pn

Estructura primaria:
Seleccion como redundante la tensién en

el cable, X .

Condicién X=0
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Condicion X=1

Aag=Ano Ao )] /

Ap =Aag+ Xba {(g)
Ag = Agp + Xbpy (h)

Sumando (g) y (h)

Aat+ Ag= Apo + Apo + X (Sa1 +6a2) =0
De donde despejando la redundante X se tiene

X=_AAO+ABO (I)
Say + gy

BARRA PLANA EMPOTRADA

Problema hiperestatico de Orden 3

Py
. \ Py ESTRUCTURA PRIMARIA
Seleccion de redundantes

Xi, X2, X3 ¥y condicion de
empotramiento A= A; =A3 =0

Az

22



(M)
Condicion X=0

Ao

{mi} Condicion X, = 1

622

Las ecuacid

(m,) Condicion X; = 1

( m; ) Condicién X;=1

nes aplicando el principio de superposicion son :

23



A= A+ XByg+ Xabiz + X343
Az = Agp + Xid21 + X022 + X3S (1)
Az = Azg+ X1b31 + XoBa2 + X3033

Expresando () en forma matricial se tiene

5||51:‘Su X, Ay ]
5215::623 X: =94, (k)
531532631 X Ay,

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresidn de [a energia de deformacion por flexion,
los coeficientes de flexibilidad son igual a

Mm Mm Mm
A, = —ldS,Aaz —ids A, = 3 ds
10 EI 2 EI an j EI
m;ds mids m2ds
611=j-'E_|-0612—I_E'|""',633—J EI
-5 -|[mm, _s _ [Mmm, < _(mm,
5,=98, = [ El ds}ﬁn— 8, = -[—_EI ds,§,, =9, _I 5 ds
Marco continuo rectangular bajo la accion de una carga p
W El
LIl
EL 7
Estructura actual
a I

x3 x3 A f<2

24



ESTRUCTURA PRIMARIA

Seleccion de redundantes

Xa
En este caso las ecuaciones de superposicion
SOn:
“a»P -
by =481g + X101 + X2812 + X3813 =0
Apy An = Ay + X182 +X252?_ +X38.3=0 (n)
» Aoz + Ay =A3p +X183) + X3832 + X3833 =0
/’\ ‘
\h :\AOZ
Xi =0 o
al P
l 811812813 |[X1 Al
821892893 [{ X2 ¥ = =349 ¢(h)
831632833 [( X3 Az
i ————— e
SJT» \'—- Xi=1 Del tegjema de Castigliano y la energia
T elasticd Qeformacion se obtienen los
J coeficientes de flexibilidades §; y Ao
2ail 01y,

X4
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D =j—1ds D= i p /M7
o oI5 8 P P

i mlids mtids mlids
637‘! r622 61; =I é.[ sV 22 _J‘ [i_[ ) JJ—I ;:[
m;
X2 =1
a¥ 1 02

Ao 1T

13
X3=[T 5, = [Tfeds,s, = [Tflrass, = [ Thnas

012 = 821> 813 = 031, 023~ 032



Viga continua de 7 apoyos

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA | h

2 T O L O .-
l

|
1 I p—
147 p1:3*"4/.'4

V. R I xj Xs 5
T e

Condicion X, = 0 »\AiA—AZU Aso A A
' A
X1=1
Condicién X; = 1 /]/If J

JAYEEFY §21 Om 81 851

X2
Condicién X; = 1 I /'/17 I\

A 812 822 83z 842 sz

Condicion X; = 1 T /I/’r ‘

Condicion X4 = 1 ' T /]"/I’— I




1

Condicion Xs = 1 T

A O1s 025
1 ra zda

ECUACION

Ay = Ao + X1841 + X2812 +X3813 +X4814 +X5815=0
Az = Aog + X189 + X282 +X3823 +X40524 +X58:5=0
Az = Asg+ X183; + X203 +X3833 +X4034 +X5635=0
As = Ago + X104 + X2842 ¥X3843 +X4544 +X5845 =0
As = Agg + X 1851 + X208s; +X 3053 +X40s54 +X58s5 = 0

[5,-,-]{/\’1'}+ {0j.3=0

Oas
3 ra

845
413

Bss
5!3
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1.3 __Generalizacién de la energia de deformacion

La energia de deformacién de una barra elastica puede representarse como una funcién de
segundo grado de la carga o la deformacion.

. -2 /. . ~ O L .
La misma conclusion es valida para cualquier estructura dentro del régimen elastico, siempre y
cuando el principio de superposicidn pueda aplicarse, en la Fig. 1.3.1 suponiendo que las
fuerzas se aplican simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su valor final.

P, +AP,

Fig. 1.3.1

El principio de superposicion rige, fos desplazamientos seran funciones lineales de las cargas.
Et trabajo elastico de todas.

Las fuerzas externas es igual a la enacrgia interna de deformacion almacenada en el cuerpo
elastico de la figura 1.3.1 y sera

n 1
U= P8 = E(P,61+P262+.....Pn8,,) (1.3.1)

1
2
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1.3.1 Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se indica en la fig. 1.3.1a

fa P 6b
a 1 ~ 1 b
Ma + mb
i
I/ IV2
Pl ' 9 | Pr2
La energia de deformacion es:
U= %(PS + MaBa + Mbob) (a)

De la curva elastica de la viga se demuestra que :

Pl Mal? MO
o= + +
48L7 16E1 1661
PP Mal  Mbl
+ +

a = ()
16ET  3EI  6LT
Pr Mal  MbI
9/) = + + -
1651 6T 3ET
Substituye (b) en (a) se obtiene:
3
U= QEISEI (Pz + TBPMa + %PMb + -:EQMaZ + _:?sz + %B—-MaMb)....(c)

en (¢) se observa que U es una funcidn de segundo grado de las fuerzas y momentos P, Ma y
Mb.

Tarea

En el ejemfﬁlo de la viga de la fig. 1.3.1 a demostrar:
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on U ol

ou _ =6a2Y _gp
=% " an

b) De (a) y (b) obtener U en funcién de los desplazamientos & ,0a, 6b

¢) Demostrar que: -

W _ W W _, .

do '96a’ 0b

Calcular 1a energia de deformacion de las siguientes vigas de seccidn transversal

114 114 112

F'S
—
'

1.4 Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principic de superposicion rige y que U se expresa en funcion de las
fuerzas externas se tiene que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL -
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO CORRESPONDIENTE

it
—_— = 1.4.1
aln ' ( )
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Considerando el cuerpo elastico bajo ia aplicacion de P1,P2,...Pn . Durante la aplicacidon de Pj
se producen deformaciones y se almacena cierta energia de deformacion dentro del cuerpo
( Fig. 1.3.1 ). Si subsecuentemente a Pn se aplica un incremento APn , ia energia U

incrementara.
' Jau
U+ AU =U + — APn 14.2
aPn (142
Si en vez de aplicar A Pn después de las.cargas se aplica antes se tiene:

U+AU = U+ APn(dn + Adn) = U + APnén (14.3)

igualando ( 1.4.2. ) con ( 1.4.3. ) se demuestra ( 1.4.1.)
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1.4.1 Ejemplos de aplicacion

La variacion de M(x) es
M=Ma-Px (a)

La energia de deformacion por fiexion

_TMdt

0

Del teorema de Castigliano
oM

M——
W _ :J' P
or El

I 4
ba = Mund ds...... (¢)
Ll

sustituyendo . (a).en (¢)

n
Sa = 71',— { (Ma ~ Pe)(=x)dx

ol Mal® )
M ()
I 2L

De nuevo del teorema de Castigliano

oM
U £ Ma = Mm,
-_— 6(] = } —— i.\' = —_‘—_C{x ..... (8)
Ma = ! Ll

Substituyendo ( a) en (e ) se obtiene

(m;) Ma= 1

El
2 B \ Ma
3 P
| P=1
2 (m1) .
-
-
2 \\\
.a\\
]
« -X
-+

L

P
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1% Mal PP
= — [(Ma -~ Px)(t)dr = — - ——
EI-!( A= " am

En el ejemplo anterior-no se calculd en funcron de las fuerzas extemas, sino se utilizé la
energia de deformacioén por flexion y se derivo’ bajo el signo integral.

Es importante observar que las derivadas cormesponden a la variacion de momento flexionante
debido a causas unitarias Py Ma.

i - /\
AT = [ 2
5 | M=X+dx_ (f)
27720
e Y~ l =1
) m=x/2 (g)
Va Ya
X2

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de Castigliano.

§ = 2j—-dx (h) ~.

Substituyendo (f) y (g) en ( h ) se obtiene:

-

¥ g. aox* X Pr 5 ql
6 =2/EN(P/2X + X--—--— _— — h
! ( 2 P& a3 | "
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En los casos en los cuales es necesario determinar los desplazamientos en un lugar donde no /
hay fuerzas o momentos, se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia de
magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema actual de fuerzas y se obtiene el
desplazamiento derivado con:

1/2 1/2 :
t :
M=Ma-PX 0 <x<1¢/2
s
1 " M=Ma-PX-Q(x-1/2)
%
Q 4 Para £/2 £ X £ ¢
oM
v T o= (4% )
M3dx
P
X U-= Iza
— —"'x-IIZr_
- >
w_, ME,
-—:6 = = = - I/E[M ]) X /de

En conclusion se observa que la derivacion del teorema de Castigliano, fue basada en el
Principio de superposicion.

De alli que Ia energia de deformacion U debe ser una funcion de segundo grado de las
fuerzas actuales. Si e! principio de superposicion no rige y U no es funcién de segundo grado
de las fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior se ilustro” mediante
ejemplos.
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Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos en los extremos de una viga
libremente apoyada con carga uniforme q, claro |, y rigidez flexionante El = Constante

b) Determinar los desplazamientos horizontales y vertical de la viga curva mostrada en A.

P r=cte

¢) Determinar el desplazamiento horizontal en ¢ y el vertical en B en la estructura mostrada.

-
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d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B en la estructura mostrada.

/ El=cte

37



1.5 Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano a sistemas de fuerzas
estaticamente determinados.

Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se concluye que la derivada de [
energia de deformaciéon con respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion es
la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacién, de alli que las magnitudes de las
acciones redundantes en sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto sera
maxima o minima, lo anterior es el método del trabajo minimo para calcular redundantes. En

una estructura hiperestaticaude grado "n’se tiene:
\

QQ_OBU 0 _Jﬂ:o (1.5.1)

X, ax, X,

1.5.1 Ejemplos
a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme { grado n=1)

4 Ybh

.l Y ¢ Y lg )Mb
-

La energia de deformacion del sistema es:

Del teorema del trabajo minimo
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2 P
8_U=0=_3_[JM dr] ' Mg—-M—dx._.(b)
a

7y, o¥a|d 2L | ELTOF
M= YaX - 2 (c)
2 .
M :
M x
dYa ()

Sustituyendo (c)y (d)en(b) se tiene

de donde
Ya=3/8ql

En el sistema se tienen 3 reacciones Ya Yb Yc y 3 ecuaciones dog de estatica y una del
teorema de Castigliano.

En el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene

_aU _ 9 J'de =-—1—JM oM dx =0 (0
JdMb  oMb|1 2EI Ei; oMb

el momento flector es

gl Mb gx’
M=|——-— X -

(2 I ) > (9)
M X
== h
oMb I ")

Sustituyendo (g) y (h) en (f) se tiene
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[ERI

Integrando (i) y despejéndo Mb se obtiene

(i}
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METODOS MATRICIALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL

2.1 Métodos de fuerzas y deformaciones

En los métodos de analisis de sistemas estaticamente indeterminados , primero se seleccionan
las redundantes, y sus-magnitudes se determinan mediante el teorema del trabajo minimo,
considerando la energia de deformacion del sistema. Este procedimiento general es liamado el

Meétodo de Fuerzas.

Cl, 0'.1

Px

Y

Py

pcosa;

Fig. 2.1, ( Parailustrar en un mismo ejemplo)
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La distincidn entré los dos métodos, consideremos la estructura estaticamente indeterminada
coplanar mostrada en la fig 2.1 bajo la accién de dos fuerzas aplicadas con n barras, el
numero de redundantes X1,X2,....Xn-2, se determina la energia de deformacion del sistema
en funcidn de las fuerzas y usando el teorema del trabajo minimo se obtienen [as ecuaciones

necesarias.

U U ) U

N _oMN 0. A (a)
ax, X, X,

Lo anterior es el método de las fuerzas. Para resolver el mismo problema, Navier? sugirio el

método de desplazamientos. La deformacion del sistema de la fig. 2.1 estara completamente

determinado si conocemos las componentes horizontales y verticales u y v respectivamente.

Suponiendo que los desplazamientos son pequenos.

La deformacion axial de cualquier barra i sera
Al = Usenod — |1 COS 0 (b)

y de la ley de Hooke su fuerza axial corresponde sera

HE-?E(Usenui — L cos i) {c)
i

xI

de la figura 2.1.

(d)

sustiluyendo (d) en ( ¢ ) se obtiene

X = E{g (Usenoi ~ 1t cos uijsencii....... (e)

De las condiciones de equilibrio se obtiene

““Navier'resume des lecons "2de., p.345
Paris, 1833
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ZXi cosai=Px

i Xisenai=P,

=1

sustituyendo (e)en f') y (g ) se obtiene:

UZ Aisen’aicosi - ;.lZ Aicos? aisenai = P? ()

il

UZ Aisen’ai - p; Aisen’aicosai= é ....... ()

de (i) y(]) se determinan u y v las cuales substituidas en ( e ) obtenemos ta fuerza Xi en
cualquier barra del sistema. Se observa en este caso que la consideracion de las
deformaciones directas del sistema resulta en una simplificacién substancial, especialmente si
el numero de barras n es grande, puesto que solo tenemos que resolver dos ecuaciones con
dos incognitas que son las deformaciones u y v. En el caso del método de las fuerzas
tendremos que resolver n -2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es conveniente observar que el
método de las deformaciones involucro’3 etapas basicas que son:

Ecuacién ( b)) : Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, vy Al 1.
Ecuaciéon ( e ) : Ley de Hooke

Ecuacion (f)y(g): Equilibrig

| (G

/3 A

‘NUDOS 7_, @
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Barras

nb = numero de barras = 4
nN = numero de nudos = 2
k = fuerzas axiales ( P )

e = alargamiento ( S) .

. _p fuerza axial E Ai
Rigidez de barra ki= — =
e

alargamiento li

A) Continuidad

o

1

2 = {Deformacion o alargamiento de las 4 cuatro barras}
]
e

4

M o

e {et =

+ alargamiento
— acortamiento

{d} = {31} = {desplazamientos nodales} {i *}

2

de la figuras
e, = d,
ey, =+ dz_

e;=-di+d;

eqs=-dy+d;
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—

10

o 01
e, {d,}
ol

:> =
c
-‘J -11

(I1]
[1] - 1 01| matriz de continuidad

~11

-]

Observar que para una barra i cualquiera

dA A ei = dB - dA
dA = desplazamiento del nudo superior

—}' dB = desplazamiento del nudo inferior

dB
1
B) Ley de Hooke
P
P

P

Py

Sea {k} =

45



Fuerzas axiales en las barras + tension, - compresion
p1 = K1 ey

P2 = kz€3

p3 =Ka€a

Pa =KaB4

ki = —[M—’ rigidez barra y

/i
(pl] |—k1 0 0 O-HE,]
bl e o
P “lo 0k, 0lef 6 {p)= Kl {e}
LmJ lo 0 0 ke

{p} =1kl (e}
[ k }matriz de rigidez de las barras

c) Equilibrio; 5 fy = 0 en cada nudo

Sea: {I7} = {f } P,

Nudo 1

|
O
Jo]

Fi

Fi=pi+0-ps-pa

Nudo 2 TPg, T P, T P,

(2)
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Fa=0+P;+P3+ P,

P
{E}=[10 01 | —1]11} o {F} = [a] " {P} ~

F, 11 \p,
P,
1 0 -1 -1
donde: [a] " = matriz de equilibrio
0 1 1 1

observar: matriz de equilibrio es ia transpuesta de la matriz de continuidad.

Solucion del problema anterior por el método de desplazamientos ( rigideces ).
Incognitas:{e},{d},{p }

Datos: [a] . [a] ", K], {F }

Substitucion (1) en (2}

P} =k [a] {d}-....... (4)

Substitucion (4 )en (3 )

Fl=[k] {d) oo (5a)

La matriz [a]* [k] [a] es cuadrada
Ejemplo; Suponiendo

ki =k, = ka= ks =1 ton./cm. Fi=10ton. y F2=5ton.



[<]={a] (][]

1 0 0 0][1 o
10 -1 -1lo 1 0 oflo 1
o1 1 1o o 1 ofl-1 1
0o 0 o 1||l-1 1

Observar que |k] es simétrica de ( 5a)
. 0] [3 -2 J‘;'
Uh=1s1=ls 3 l‘z

1 8
despejando {d} = {L '} = { cm} sustituyendo en (1)

d, 7 cm

(¢, (1 ¢

e, 0 1) (8 7

= = sustifuyendo en (2)
¢, -1 1 {7} -

€, -1 1 -1

pny 1 0 0 0][8 8

P 0O 1 ¢ o7 7
im0 o 1 of|-1|" |-

P (0 0 0 1j]-1 -1
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Método de las fuerzas ( flexibilidad )

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso Equilibrio, Ley de Hooke y
Continuidad.

a) Equilibrio

F=F-R-R,

Fo=P+R+R,

_]JI
Y [t o -1 -11]-~} [5]
Lo 1 1 JiR|R
R, - -~
]J
1=l 1
=al p, +a) R T P _ 5
R
Fi
R R P2
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despejando a Py
{r}= [ag] {r} —[a(f] ! [a;] [R]

en nuestro ejemplo

RIRMEEEN

‘0 bien

= 1o et <[ e

ademas setiene P;=R;, P;=R,

Por lo tanto
J P, 1 0 1 1
Py - 0 1 Jﬁl + R a
P, 0 ollF,] |1 0llR,
P, 0 0 0 1
\ ~ v “ —~ -~
bo br
I=F +R, +R,
P = fi-R -R,
l/g = R, J
Po= R,

( @ ) se puede escribir
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Ley de Hooke

{P} = [k]{e}
le} = [k]”{p} ........ c

[f] = k] flex
sustituyendo (b) en (c)

te} = [f] [bo) {F} + [ [be] (R} ..o o d

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados

1
Hi, H2 {u}={“}
M2

dy, = e
d, =e;
W =ey-ex+e;

liz = €q-8e; tey

d] [+ o o o] (% [1 00 OJ:[bO]
d,| o 1 0 0| |% 0o 100
m[T(-1 -1 1 of Je pero

m1 1 -1 0 1 e3 [1 -t OJ:[b ]T
2 4 1 -1 0 1 LR

Por lo tanto
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{d} = [b3}{e}......e
{n} = [b;]{e} ....... f

( Los valores de ( ) deberan anutarse } sustituimos d en f

{n} = [pr]FIooJ{F} + [p&][ Jo KR}

como {u} =0 se despeja {R}

-1
R —[b; f bR] [bg f bo] IF}

(h) nos da los redundante {R} sustitucién (h) en (b) se obtiene {P}

P} =007 =0, (67 1 1) ([’Ji.f b())l:

sustituimos (i) se obtiene {e}

(i) {e} = [c] [b] {F}

sustituyendo ( 1) en ( e ) se obtiene

Y= [bd 111 0] ()
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2.5 Aplicaciones de métodos matriciales a armaduras planas.

Para ilustrar el uso de métodos matriciales en el analisis de armaduras articuladas en los
nudos, comenzaremos un problema de deflexiones. En la figura 2.3.1. se tiene una armadura
con miembros sujeta a sistema externo de cargas, y se requiere determinar la flexion vertical
del nudo j debida al sistema de cargas . Si Xi representa las fuerzas axiales en [a estructura
real las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicién de carga unitaria en j.

Estructura real o actual P4 P2 Pq
A j
1 3
5 X
2
A A N+

R

Carga infinitesimal Q

Condicion Q = 1
Ay 1 4
aQ
1 xij
3 5
-Xlj
2
!
Q=1
Fig. 2.3.1

Del teorema de Castigliano y la energia de deformacidon por carga normal se tiene



U:,‘T:z/u; .......... (@)
U o exixiflioo2
é‘Q“A’—r:ZI: oAl T:gl,m,\n_,r . S (b)
i .
donde pi = A

es el factor de flexibilidad de la barra t.

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos seleccionados debemos calcular
los valores Xij para una fuerza vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos.
Supongamos que han sido calculados y que acomodamos los numeros de influencia en al
forma de una matriz de orden m x n como sigue: '

X110 Xz oo Xy
Xo1 Xa2 ... Xy,
[Xi} =
_xm1 Xmz .- xmnj

<77, (Vi g~
¢) Se denomina matriz de geometria de la ammada-acomodando los factores de flexibilidad en
forma de una matriz diagonal de orden m x m.

(d)

py;, O 0O...... 0

. 0 py O...... 0
[pt] — 22

0 0 0.... Pin

la cual es llamada matriz de flexibilidad de la armadura.

Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por el sistema de cargas han
sido calculadas y son arregladas en la forma de una matriz vector columna.
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(e)=[Xi] =

_X.m 1

la cual es llamada matriz de carga. Ahora de acuerdo con las reglas de multiplicacién de
matrices las m ecuaciones ( b ) pueden expresarse matricialmente.

A — —_r - -
fA1 Xi1 Xgq eeee.. Xpi Py O O...... o X,
z X1 Xoz  evoien Xp2 1l O pay O...... 0 | X,
= . ()
A _X1n x2n v Xmmd__ 0 0 0 pmn___XmJ

0 5ea con notacién inicial
[a]] =] Xi][P]] [X1] .o (@)

Como un ejemplo numérico, se considera la armadura mostrada en la fig. 2.3:2 la cual tiene
m= 9 miembros. Supongase que se requiere determinar la deflexion vertical de los nudos
superiores a y b, bajo la accidén de dos condiciones separadas de carga como se indica. La
numeracion de los miembros se muestra en la figura, asi como sus dimensiones. Cada barra
tiene una seccion transversal Al = 1pui2 y un médulo de elasticidad E = 30 x 103

P = 9kips
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El procedimiento a seguir es el siguiente:

n b

fig 2.3.2

Sustituyendo (h), (i) y{(j)en {g)se obtiene

] - (XX

[Ai]:%-g-i _;0 3_3 8 ! 5
4 0 0 0 0 O
6 5 0 0 0 0
o 0 3 0 0 0
o 0 0 4 0 O
xlo o o o 5 o0
o o o0 0 o0 4
c o6 ©0 0 0 0D
o 0 0 o 0 0
lo o o o o o
1032 —-50. -9 16 25
) 5]?[16 -25 9 32 -25

O O W o o000 o000

-3 0
-16 0

0 4 -5
0. 8 _mx ....... (g)
0 0]
0 0
0 0
0 0
0 0l...... (k)
0 0
0 0
4 0
0 5
4 10
-5 ¢
30
16 -257 8 100 L. 0]
32 -so] S 0
4 0
9 0
8 10
[ -10 ¢
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a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo las dos condiciones de carga
obteniendo la matriz de fuerzas

[Xi]=| -5

8
| -10

10
0}

(k)

b) Similarmente se calculan las fuerzas axiales debido a las condiciones de fuerzas verticales

en los puntos a y b respectivamente obteniendo la matriz.

xi= ©
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¢ ) Se calculan_los coeficientes de flexibilidad obteniendo ia matriz de flexibilidad escrity
diagonalmente.

(4 0 0 0 0 0 0 0 O]
0 5 0 000 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0 0 0 O
C 0 0 4 0 0 0 0 O
[pi]=1—E9— 0 0 0 0 5 0 0 0 0.
0O 0 0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0O
0 0 0 0 0 0 0 0 5]
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

1.- INTRODUCCION.

El analisis estructural tiene como objetivo calcular el estado de esfuerzos y
deformaciones en cualquier punto de una estructura.

Para el analisis de una estructura se tendran como datos la geometria y las cargas que
actian sobre ella, calculandose las fuerzas internas y los desplazamientos.

En todo proceso de analisis estructural, deben considerarse los tres conceptos
fundamentales. :

1.1 Concepto de equilibrio,

Toda estructura sometida a un sistema de fuerzas externas, debera estar en equilibrio _
con las fuerzas internas en todos y cada uno de los miembros de dicha estructura,
siendo las expresiones vectoriales que cumplan esa condicion:

g{r} - {0} 1.1

g{F}{f;}+};{M}={0} (1.2)

en las cuales:

My F, son fos vectores que indican los pares y fuerzas actuando en la estructura y ri los
vectores de posicion con respecto a cada uno de los gjes coordenados.

Estas ecuaciones de equilibric se pueden expresar escalarmente como sigue:

en un plano en el espacio:
YFx=0 LFx=0 IMix=0
ZF.y=O EF1y=O ZM,y=0
ZM =0 LFz=0 IMz=0

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad)

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma pero conserva las caracteristicas
de continuidad iniciales, siendo los desplazamientos finales compatibles con las
condiciones de deformacion de los apoyos.
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El concepto de continuidad o compatibilidad establece que los desplazamientos son
funciones continuas y derivables, por lo tanto una vez conocidos los desplazamientos se
pueden conocer las deformaciones. Expresado en ecuaciones, se tendria;

¢ el ' y du N dv las 3
=— St — u, vywlas
= *"dy & \ y
' componentes de
av du  dw . )
g, = — = — desplazamiento.
dy dz  dx
_dw y. = ﬁ+ aw
fodz ¥ oodz dy

En forma matricial:

(€, (1 ~v -v 0 0 0o (o,

£, -v 1 -v 0 0 0 o,

£, 1l-v -uv 1 0 0 0 o,
. b = — b (1.3).

Yo El0 0 0 2(l+v) 0 0 Ty

Y 0 0 0 0 2(i+v) 0 T,

Y 0 0 0 0 0 2(1+0)] [Ty
{g} = [e] {o‘} : [e] = matriz cuadrada simétrica que representa la flexibilidad

del elemento.

1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento.

. En el andlisis estructural es indispensable para cualquier estructura de geometria dada
conocer las relaciones entre las fuerzas y los desplazamientos.

Silamamos {F} al vector de fuerzasy (D} el vector desplazamientos, sus componentes’
seran de acuerdo con la fig. 1.1



Fhs 1 M, M. Fhz
oCH 3m a
Y1 T FY‘ FY2 YZ

® @

Xz
Xi .
(]:1 ] [ Y )
Lo X4
Ml (") .1
F}= ] D}=
{ iF;'zk { i Yy
]:]'fl xz
M, (-) 2}
y la relacion entre ellos sera: {F} = (K] (D} (1.4)

La matriz [K] se determina a partir de la geometria de la estructura y de las
caracteristicas mecanicas del material.

Si la variacién entre ellas es lineal, la matriz [K] es una constante, y las estructuras que
cumplen esta condicion se les llama lineales ( Ley de Hooke ) es aplicable el principic de
superposicion de efeclos.

2.- ENERGIA DE DEFORMACION.

Si una fuerza F, se aplica a una estructura produce un desplazamiento D; en Ia direccidn
en que se aplica la fuerza, ésta efectia su trabajo, que se manifiesta por un incremento
de la energia cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleracién o bien, en energia
potencial si modifica su posicion respecto al campo gravitacional.

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformacion en una estructura,
realizando un trabajo cada una de las fuerzas aplicadas que se permanece en la
estructura bajo la forma de energia de deformacién o energia interna. Si el sistema es
perfectamente elastico el fendmeno eg reversible (fig.2.1b).
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o T
Fiboeerrmmemees ‘: A :
0 D; - D
AD;
(a) fig. 2.1 (b)

El trabajo hecho por un incremento de carga sera: W=F; A D;

El trabajo total efectuado sera:

DI
W= [ rds (2.1)
0

Cuando se trata de un material eldstico lineal, el trabajo hecho por la fuerza F, es:

w=L1rp
2

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la estructura y provocando
desplazamientos en la direccion de las fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la
energia de deformacion sera W=U=1/2 (FID1+ F2D2+ ... FnDn)=1/2XZ F,0; (2.2}

La ecuacion anterior puede escribirse como:

W] =~} ., {D}nxi 23

Enlacual {F} " es el transpuesto del vector {F} que representa las fuerzas.

El drea que se encuentra en la parte superior de la curva QA se le llama energia
compliementaria de deformacion,

!.a expresion de igualdad del trabajo externo W y la energia de deformacion o energia
Interna U, puede utilizarse para calcular deflexiones.

1 ,
U= -2-jo e db (Ref. 1) (2.4)

m=m

[p]



Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para calar el desplazamiento D, en la

coordenada j, la ecuacién anterior se escribe:

IxD, =I {O‘w }T{s} dv

D, =[{o, ) {e)av

(2.11)

(2.12)

siendo {c ;} los esfuerzos virtuales correspondientes a la fuerza virtual unitariaen jy {e

} la deformacion real debida a la carga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexion, cortante y torsion se indican a

continuacion.

. Tipo de deformacién = Componente de Componente del Trabajo
fa fuerza virtual desplazamiento virtual
real interno
P P
Axial p dL = -——-- dx Ip — dx (2.13)
' AE AE
M M
Flexion m dd = -——— dx Im —- dx (2.14)
El Ei
Vv \Y
Cortante v dy = ——— dx fev - dx (2.15)
AG AG
T T
Torsién t dp = - dx Jte—dx (2.16)
GJ GJ

De la tabla anterior, para evaluar ia integral de flexion m M / El dx, para elementos de
seccidon transversal constante se utiliza para los casos mas comunes de cargas, la

, Multiplicacion directa de diagramas de momentos flexionantes.

Calculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.

1) Armaduras

En armaduras, la expresion para el calculo de deflexiones es:

= Pi
D, = ;J‘ [);Ed,\

(2.17)

%



& PL -
Axial: U ==» — 25
] 22 T (2.5)
2
Flexion: U, = ! A—l—dx (2.6)
24 EI
Cortante: U, = l(,;j v’ dx 2.7
Y 277 4G R
Torsién: U =1 Jj—dv ' (2.8)
' ‘27 Gs '
> = U, + U+ Uy + U, (29)

2.1.- Teorema de los trabajos virtuales.

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema ficticio ( virtual } de fuerzas
en equilibrio o un pequenc desplazamiento virtual se aplica a una estructura,
relacionandolo con fuerzas o desplazamientos reales.

El método de los desplazamientos virtuales consiste en aplicar desplazamientos ficticios
(virtuales) de cuerpo rigido en una estructura y calcular las reacciones reales, mediante

el metodo energetico.

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a través de fuerzas virtuales,
como se indica a continuacion.

Si en una estructura real, en equilibrioc y deformada bajo un sistema de fuerzas reales
aplicadas y llamando € la deformacion actual en cualquier punto y sus correspondientes
desplazamientos en los puntos D1, D2, . . ., Dn, se introduce un sistema de fuerzas
vituales F1, F2, . . ., Fn en las coordenadas 1,2, ... , n, provocando esfuerzos ¢ en
esos punlos.

S . . -

El principio de! trabajo virtual establece que el producto de los desplazamientos reales y
las fuerzas virtuales correspondientes es igual al producto de los desplazamientos
internos y las fuerzas internas virtuales correspondientes, por lo tanto:

D, = j {o} {e}dv
en la cual: o

o = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F

¢ = deformaciones reales compatibles con desplazamientos reales {D}



Un resultado igual se lograra si multiplicamos matrices tales que:
D, = {p}rm x l{/M}m x m{p}m x 1 (2.18)
en ia cual:

{p}" es la transpuesta de la matriz {p}, siendo esta Gltima las fuerzas en ios elementos
debidas a una carga virtual unitaria actuando en la coordenada comrespondiente.

{p} son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales. s

B b
_L1 0 0
Aq Eq
y [fm]= 0 _Lt2 o
Az E2 )
0 0 —n_
B An En.J

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por deformacion axial de los
elementos aislados. A esta matriz se le conoce como la matriz de flexibilidades de la
estructura_no ensambiada. (ref. 2)

Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos de la estructura, ia carga
virtual debera aplicarse por separado en cada una de las coordenadas deseadas y que
corresponde al conjunto de fuerzas determinadas, [a ecuacion tendra fa forma:

D] e = [P] men [Far] e [P) e (2.20)

P = fuerza en un elemento debido a la carga virtual actuando en las coordenadas. Los
elementos de la matriz [p] son Ias fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en las

coordenadas correspondientes.
L
fu = la fiexibilidad del elemento = -----
AE

p = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna de fa matriz [p] son
las fuerzas correspondientes a un caso de carga.

m = numero de elementos.
n = numero de coordenadas en [as cuales se desea conocer el desplazamiento.
p = numero de casos de carga.

El ejemplo No. 1 muestra la aplicacion del cdiculo de deformaciones en armaduras por
trabajos virtuales.
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2.2.2 - Calculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y marcos.

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a una carga cualesquiera en un
miembro, de tal forma que los momentos extremos internos sean M1, M2, Si se quieren
calcular los desplazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unitarios
en los extremos para.calcular los giros debidos a flexion.

F

M, M, M, o h
@ |

/I Mz
' | E

(c)

Nota - si se considera efectos de axial:

11
3El G6EJ

6El 3EJ ]

0 0 —

L AE ]

-

J

— oo™

-

— b c
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Por trabajos virtuales la contribucién de desplazamientos por flexion en j sera:
M L
D = jm—dx = —(ZMlml + M2+ M2ml + 2M2mz)
! LI 6L]

y expresandoclo matricialmente:

AD, = {mu} £, M} en la cual: 2.21

ml ' Ml
{mw})r = {mz} {M}= {MZ}
[ ]- [ E en la cual: 221A
Jui= 6EI 1 2 ' '

Los elementos de [ fiy ] son los giros izquierda y derecha debidos a momentos unitarios
en un extremo de la viga. En forma semejante a la mencionada en armaduras, [ fu ] es la
matriz de flexibilidad en flexion del elemento.

El desplazamiento en J sera |la sumatoria de todos los elementos:

DJ':Z{nlzl};mxl[fﬁf]lmxlm{/\4}mel . 222
1=t

en la cual:

m1j M1

m2j M2 [frm] 0 0
fmu} =1 - 1 M={ - t:  [fm]=| 0 [fmp] 0 | 223

0 0 [f m] o
mnj Mn

A la matriz [ fu ] que contiene ias matrices de flexibilidades separadas de todos los

miembros se le llama matriz de flexibilidades no ensamblada.

Cuando se requiere conocer {os desplazamientos de n coordenadas, la carga virtual
unitaria debe aplicarse en cada una de las coordenadas separadamente para determinar
los momentos en los extremos, arreglandolos en tal forma que:

—{m}1 1 {m}1 2 {m}m
[m]2mxn = [ {m}yy {m}y, {m}y,
{m}m1 {”‘}nz {m}nn
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en la cual los elementos de cada submatriz son los momentos extremos en los
elementos. El primer subindice indica el momento y el segundo la coordenada en la cual
se aplica el momento unitario.

Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamientos se calcularan:

[D]nx’p = [’" x "];‘Tm .w:n[-f"'f ]2m:2m[M ]2mrp 2.24

Ejemplo No. 1. Calcular el desplazamiento horizontal en el punto C y el movimiento
relativo entre los nudos B y E de la armadura siguiente:

10 ton

10 (&) l("'1_5‘) barras 1,2, 3,4y 5 = AE
3

e —

Y
L

2]

7 6 3175 m barras6y 7 = 1.25 AE

4]

¢t |

® ®

4 /| /|
(1)
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| -14.58
-2.08 0
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+11.87 +11.67
0.125 P
{2)
0
0
0 0 0
D
& -l 5 -l > ‘—1.
(3) Dy
0.8 |
F Y 1 »
D,
-08 +1 -06 0]
1 A 4
k4 . D’% 0
-08 /777

[P] .- =J 0 .

[P] Ix2 T

[~ 1

(1167 ]
11.67
0

-10
~14.58
| -2.08 |

-0.8]

-0.6
-0.6
-0.8
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5 0 0 0 0 0 0

05 0 0 0 0 0

o0 375 0 0 00

[ful]ie,=—=l0 0 0 375 0 0 0
AL

0O 0 0 0 5 0 0

100 o0 0 © 5 0

00 0 0 0 0 5

, 1 1 [-116.5
[1) ]2:1 = [P ]7x2 [fM_] [! ]7:] - AF { 17 }

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilidades de cada uno de los
elementos usando la ecuacion 2.24. Los elementos de la matriz de flexibilidades puesto
que los desplazamientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza
(o momento ) unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, la
carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la ecuaciéon 2.24 quedara;

T

1["“J]5 [fm ] [mu]g | 225

1 e

[F]=

S

en la cual | f ] es |a matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura y el subindice s
se refiere a las cuatro causas que pueden provocar deformacidn: flexidén, axial, cortante
y torsion.

Cuando solo se considera flexion la ec. 2.25, quedaria:

[f] =[mu] e [fm] N [mu] . 2.26

en la cual:
m = nimero de elementos
n = de coordenadas

El ejemplo 2. En af marco indicado se pide.
a) Calcular los desplazamientos en D, debidos a flexion.

b) Calcular Ia matriz de fiexibilidad.

a) El = cte.
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2 1i0 0:0 0]
1 2:0 0.0 0
e
[Fuless=cErlo 0i1 200 o
e S
0 0:0 0:05 1

P -0.75
{D}.\n = [’” "]:,.[f.u ]5,6[1"[ ]6“ = 7 -0.2%9
; +1.12/1L

b) Catculo de la matriz de flexibilidad

[7 L = I Jeo Lim e mu s

(L -L2 -1][2 1i0 0i 0 o ][L -L/2 -I]
LoL/2 =1|[1.200 0.0 0 |/-L -L/2 1
1] L oL/2 -lfjo 02 1 0 0L L/2 -
0 -L/2 -1}10 0:1 2:0 0|0 -L/2 -
0 —L/2 =1]|0 0i0 0i 1 005|{0 L/2 -I
0 o -1jlo 0i0 0:005 1j[0 0 1]

] 8L} 15L°  -9L
=——{ 15/} 2251 -375L

6Ll
-9 -375L 15

73



Y

1

2.3 Tecrema reciproco de Maxwell-Betti.

Siun sistema de fuerzas F, , F,, ..., F_ se aplica a una estructura en las coordenadas 1,2~
n provocan desplazamientos D,F, D,F, ..., D, F. Manteniendo el sistema de fuerzas'
F,,F,....F,, se aplica otro sistema de fuerzas Q,,Q,,.., Q,, provocariy
desplazamientos D, Q, D, Q, ..., D, Q, y ademas desplazamientos D, F, D,F, ..., D, F ep
los puntos donde actua el sistema F,, F,, .., F,.

El trabajo externo total sera:

W,,= +F,D,++F,D,Q+~Q,D,Q (2.27)
invirtiendo: .
WQ+F=%ZQ;D;Q+%EQiDiF+%ZFiDiF (2.28)

como WF4Q = WO*F .

s ZFipia= g% ago;r  (229)

Esta ecuacion es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado seria que el trabajo externo
hecho por un sistema de fuerzas a través de desplazamientos debidos al sistema Q j es igual

al trabajo externo hecho por el sistema de fuerzas Q; a través de desplazamientos

provocados por el sistema F j.

E! teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio anterior a las deflexiones y haciendo

que F; = 1 enla coordenada i en el sistema de fuerzas F y Q j = enlacoordenadaj:
D.Q=DF
que se puede escriubircomo f- = f (2.30)

Estos desplazamientos se les ilama coeficientes de flexibilidad como se vid en los ejemplos 1y
2 y para una estructura de “n” coordenadas, estos coeficientes se arreglaran para formar una
matriz de flexibilidades. Esta matriz debera ser simétrica debido al teorema reciproco de

Maxwell-Betti.
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3. METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la resolucion de estructuras hiperestaticas
principalmente y que son el método de las flexibilidades ( 6 de las fuerzas ) y el método de las
rigideces ( ¢ de los desplazamientos ) que se describen en los parrafos siguientes.

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1 Método de las flexibilidades. L

En el inciso 2.2 al hablar de célculo de deflexiones, se introdujo el concepto de matriz de
flexibilidades de una estructura. A continuacion se definira el método de las flexibilidades.

En este meétodo las incognitas son las fuerzas redundantes que se calculan superponiendo
desplazaminetos de estructuras isostaticas y planteando las ecuaciones para resolver las
incognitas con base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo:
{D}+[f]{F}={o}: (31

en la cual:

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas.

F = vector de las fuerzas redundantes.

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan desplazamientos debidos a fuerzas
unitarias. :

Ejemplo No.3 Calcular las reacciones resolviendo por el Método de las flexibilidades.

El=cte

© @ 0
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a) Estructura Primaria

R1

b) Desplazamientos debidos a las cargas.

- 540
El

- 144

El

c) Desplazamientos debidos a R 1 = 1

2_6_ 9

[F]: f, f, _ El El
f;n fn g 4

El  Ei




Ecuacién de Compatibilidad de deformaciones:

(o311 {21 - (o)
d) Desplazamientos debidos a‘R 2 =1
fo = lF1 o

R, 13.71
= ton
{R, } { 5.14 }

fi2

La secuela de calculo sera entonces:
1) Determinar el grado de hiperestaticidad.
2) Plantear la estructura primaria isostatica.
3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las redundantes supuestas con
valores unitarivs, que son los coeficientes de flexibilidad.

5} Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada redundante con base en
condiciones de compatibilidad de deformaciones.
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3.2 METODO DE LAS RIGIDECES.

En este método, las incognitas son los desplazamientos nodales y ios elementos mecanicog
se calculan superponiendo una estructura a la cual se restringen los desplazamientos nodajeg
calculando las fuerzas que provocan estas restricciones.

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamientos en los nudos, calculandg

los coeficientes de rigidez correspondientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los desplazaminetos y con estos
se determinan los elementos mecanicos por superposicion.

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma:

{F}+[x]{D} = {0} (32)

en la cual;

{ 7 } = vector columna que depende de las cargas externas

[ K ] = matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas ( 6 momentos ) debidas a

desplazamintos unitarios.

No depende de las cargas.

{ D } = vector que representa las incégnitas que son los desplazamientos.

La secuela de calculo sera:

1)
2)

3)

4)

5)

Encontrar el numero de desplazamientos nodales posibles.

Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuerzas nodales de fijacion
correspondientes

Ir permitiendo desplazarse uno a uno [(0s desplazamientos unitarios
inicialmente impedidos, calculando las fuerzas correspondientes (coeficientes

de rigidez).
Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los desplazamientos.

Los elementos mecanicos se obtendran de superponer la estructura impedida
de desplazarse en (2) con las correspondientes liberadas una a una.

A continuacion el ejemplo 4 muestra la aplicacion de este método.
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Ejemplo No. 4 Calcular reacciones por el método de las rigideces.
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4. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.

La relacién entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez se establecera g través del siguiente
ejempio ( Figura 1a ).

Los desplazamientos {D} se pueden expresar en términos de desplazamientos de cada una
de las fuerzas actuando y superponiendo; Figura (1.b).

D,=f,F, +f F,+ . +f Fn

1 n 1 12 2 1n

D,=f,F,+f_F, +.. +f

F4

.+f Fn

m

-
1]
—y
M
+
-ty
M
+

[f]oe {F} o ={D}..  (41)

resolviendo 4.1 :

(F} o =[f]" o {D} e (42)

La ecuacion 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas formando los elementos de la
matriz de rigidez de la misma estructura.

o 5
x : " (a)

\ —
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F11= Ky Fa1 =Kz JF;1 = Kj‘l I

e

< N ]

Fa1 = Kz Fa1 = Kag

(c)

(e)

Fi2 = Ki2 Faa=ksz | Fa=Kp

PN | ! !
(d)
Fa2=ky
F].l = k” Fnj = knj

I\_—__’/II

F‘;j = in Dj =1

FIG. 6.1
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Si la estructura es deformada por fuerzas F {4, F21, ..., Fp1, a través de coordenadas
tales que el desplazamiento D 4 = 1, mientras que D2 = D3 =..D n=20
(Figura 1c)

(Fu] (1
F . 0
Prt= (40 :
LFMJ \.OJ

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la estructura deformada tal que
Do =1 mientrasque D 4 = D3 = ...Dn = 0 (Figura 1d)

( F., 0
F. 1
Jf”>=[f]"<0>
Fn?, \01

En el caso general, si DJ' = 1, mientras todos los otros desplazamientos son cero, las

ecuaciones seran;

v Fo F. 1 0 0]
Fo Fn @ F 01 : 0
12 z x = [f]l

F, F, © F. | 0 0 : f

siendo las fuerzas F jj de la izquierda en esta ecuacion los elementos de ia matriz de

figideces, por lo tanto:
[K]={f}" ¢

(K] - ={f] (4.3)
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La matrnz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades vy w{ceversa teniendo el m|sm°
sistema de coordenadas para fuerzas y desplazamientos.

Sin embargo en el analisis por flexibilidad se transforma la estructura en isostatica y el sistemy
de coordenadas representan la localizacién y direccion de las restricciones y en cambio ep
rigideces, se agregan fuerzas para restringir desplazamientos de nudos, siendo su sistema dg
coordenadas la localizacion y direccion de los desplazamientos incognitas; por lo tanto |3
inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en I3
cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el analisis dg|
método de rigidez y visceversa.

Propiedades de Simetria.

Como se demostré en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y con relaciéon a la matriz de
flexibilildades, hace que esta matriz sea simétrica. Como la ecuacion 4.3 indica que la matrz
de rigideces es la inversa de {a matriz de flexibilidades, serd también simétnca, es decir que

los coeficientes de la matriz de rigideces serén entonces:
KI] = Kjl ( 44 )

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diagonal prncipal f jj 6 K i deben

ser positivos ya que para el célculo de f jj el desplazamiento ocurrird en la coordenada ‘"
debida a una fuerza unitaria en “i", teniendo ambos la misma direccion y en forma semejante
para K j;, la fuerza necesaria en la coordenada “i” que provoca un desplazamiento unitario

‘", tendran la misma direccion.

en
Si en la ecuacion ( 2.3 ) se sustituyen los desplazamientos expresados en la ecuacion 4.1, se
tiene:

(W)= 5 {F} o [T {F} (45)

y por otro lado, substituyendo la ecuacion (3.2) denuevoenla (4.1)

(W) = 2{P} (K] {D} [f] [K]  (48)

De ias ecuaciones (4.5 )y ( 4.6 ), los miembros de la derecha tienen forma cuadratica de las
variables F 0 D y ésta es positivamente definida si tiene valores positivos para cualquier valor
no nulo de la variable'y sera cero si F 6 D son cero.

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el trabajo externo de fuerzas a través de
desplazamientos y esla cantidad debe ser positiva en una estructura estable, deduciendo que
en esa forma cuadratica, las matrices [ f | y [ K | son matrices positivamente definidas, siendo

los determinantes de [ f ] y [ K ] mayores que cero.
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Seleccion del método de las flexibilidades 6 de [as rigideces.

Para seleccionar cualquiera de loes dos métodos generales, es necesario haberse familiarizado
con ellos,para poder decidir en cada caso cual seria de aplicacion mas sencilla.

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios:

1. El nimero de incognitas es en general mayor en el método de las rigideces que en
flexibilidades, pero la formulacion de las ecuaciones e€s mas sencilla y de mas facil
aplicacidbn para programas de computadora, debido principalmente a la dificultad de
programar la estructura primaria.

2. Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sistemas relativamente pequefios, la
seleccion dependera de comparar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el
namero de grados de libertad en rigideces.

5. METODQ DE LAS FLEXIBILIDADES.

En el inciso 3 se describid este método. A continuacion se analizan en detalle la aplicacién de
matrice’s para su resolucion.

5.1 Matriz de transformacion de fuerzas.

En una estructura estaticamente determinada cada una de las fuerzas internas de sus
elementos puede expresarse en funcion de las fuerzas externas nodaies, por medio de la
ecuacion de equilibrio:

p1=b11 F1+b12 F2+'“ +b'm Fn
p2=b21F1+b22F2+"'+ban
P,=b, F,+b, F,+.+b_ F,

en fa cual "p” son las fuerzas internas y “F" el conjunto del sistema de cargas aplicadas a la
estructura.

No existe relacién entre los subindices de Fy p,

En forma matricial:
{p}=[b]{F} (5.1)

en la cual
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[ bﬂ bu n ] {S

b21 bz b?\ %

b= (5.2)
b, b, : b, ‘

[b] es fa_matrz de transformacién de fuerzas que relaciona las fuerzas internas con |a

externas.

La matriz [b] es una matriz rectanguiar y el elemento b ij representa el valor de |3

componente de p j de la fuerza interna, producida por la fuerza externa Fj de valor unitario,

Cuando la estructura es hiperestatica, las fuerzas internas no pueden determinarse en funcion
de las cargas externas aplicando solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciends
la estructura isostatica, que llamaremos primaria, suprimiendo las redundantes, como se hace
en el método de las flexibilidades, se considera la estructura primaria sujeta primeramente 3
las cargas reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta forma, se pueden
expresar las fuerzas internas de los elementos en funcion de las cargas externas F y de las
redundantes 6 hiperestaticas R, como sigue:

{p}=[b.]F+[b,]R  (53)

6 utilizando la propiedad de subdivision de matrices:
{p}z[brlbn] -~ (54)

Enla cual;

[ b, ] = Matriz de transformacién de fuerzas externas en la que cada columna representa los

valores de "p" producidos por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la
estructura primaria con redundantes nulas.

[b.] = Matriz de transformacion de fuerzas redundantes en la que cada columna

representa los valores de “p” producidos por redundantes unitarias aplicadas a Ia
estructura primaria con fuerzas externas nulas.
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5.2 Solucion Matricial generalizada por el método de las flexibilidades.

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de fuerza axial

(b)

1 [2L® 3L
[f”]_a_tzl{sL 6}

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden expresar :

eh={w )

o3 {57 ]

quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma componente del vector
carga.

La matriz de flexibilidades de ia barra sera como se indicé anteriormente:
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AR

y la relacidon con las defermaciones es :

{ap={nl{r} . 65

Los vectores de fuerzas intemas y deformaciones quedaran como sigue: -

P, D,

P, D,
{p}=1" {p}=1"

P, D,

Los subindices se refieren a la designacion de cada elemento en que se ha descompuesto Ia
estructura.

En la ecuacién { 5.4 ) se puede ver por el principio de contragradiencia, tal y como se vera
para el célculo de los desplazamientos; que:

b=l {p } (5.6)

Siendo D, los desplazamientos debidos a { F} y D, los desplazamientos debidos a las

redundantes { R }, obteniéndose:

B (P e
[b,,]*{p} (5.8)

Para calcular las redundantes, se substituye el valor { p } de la ecuacion de equilibrio (5.3)
en la ecuacidon que relaciona deformaciones y fuerzas, expresada en la ecuacion (5.5):

{p}=[u1{p}=[f”nb,]{F}+[f.,1[bn]{R} (5.9)

Por ditimo, si substituimos el valor de las deformaciones obtenidas en ( 5.9 ), en la ecuacion de
continuidad { 5.8 }, se tendra:

(o.}=[o.1" {P}

—— —~—
Q o

3 M

— —t
1] 1]
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=[b " [fu] [ ) {F}+[b. ] [fu][P.]{R} (5.10)

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las discontinuidades impuestas para
obtener la estructura primaria isostatica no existen realmente, los valores de { D, } deben

ser nulos:
(b ]  [fu]llb . T{F}+[b. ] [tu][P.]{R}=0 (511)
Ecuacién que permite calcular los valo-res de las redundantes.

El producto de las tres primeras matrices del primer miembro de la ecuacion ( 5.11 ) y que
estan premultiplicando al vector F, representan la aplicacion del principio de trabajos virtuales
tal y como se expuso antericrmente en la ecuacion ( 2.18 ). Este primer término da como
resultado un vector de nR x 1 y representa los desplazamientos debldos a las fuerzas

aplicadas a la estructura.

En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo término ( 5.11 ) y que estan
premultiplicando a las redundantes, representan la matriz de flexibilidades ensamblada de la
estructura, tal y como se expreso en la ecuacion { 2.25 ). Esta matriz sera siempre cuadrada,
simétrica, no singular y de orden nR x nR.

Este segundo término del primer miembro de la ecuacion ( 5.11 ) representa fisicamente los
desplazamientos debidos a las redundantes.

La forma mas general de la ecuacion ( 5.11 ) se escribe de la manera siguiente:
(b ]  [f]]p. J{LE +[p. ] [fu] . ]J{R}={D, }(512) .

El vector D indica los desplazamientos reales que ocurren en las coordenadas

seleccionadas en la estructura primaria, siendo iguales a cero generalmente en la practica o
iguales a los desplazamientos reales impuestos D 5, como serian asentamientos de apoyos,

giros, efectos de temperatura, resortes elasticos, etc.

De la ecuacion ( 5.11 ):
R= - [1] b, ] [L][b.J{F)  (518)

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de superposicion se obtlenen los
elementos mecanicos:

{p} =[b,]{F}+[b,]{R]} (53)
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Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier tipo de estructuras: armaduras, Vlgag.
marcos, etc., tomando las flexibilidades correspondientes de axial, flexion, etc.

="

ol ibw

e
L

Para el caso de armaduras, es convenijente aplicar la ecuacién equilibrio:

ry

Y
PP AN

{P} = [bel {F} = {po}

<

siendo {po} el vector de fuerzas internas en las barras debidas a fuerzas externas {F} aphcada
en la estructura primaria, quedando la ecuacién 5.11

[bel [fu] {po} + [brI'[mi{br}{R} = O (5.20)
ecuaciones en las cuales no sera necesario calcular [bg]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacion 5.3 puede escribirse:

I
p}:[bF‘MbR] {E} (5.4)
Dfr 3 bpT 1
{DR } B [bRT]{ P ©.21)

Enlacual:  {Dg} desplazamientos debidos a {F}
{Dr} = desplazamientos debidos a las redundantes

Por el principio de contragradiencia:

{Dr} = [bel” {p} (5.22)

brl” {p) (5.23)

{Dr}

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos de la estructura no estan
realmente “cortados”, los valores de Dgr deben ser nulos.

Por otro lado como:

{p} = [fml {p} (5.24)

gue es la ley de'Hooke al reveés, sustituyendo en 5.22

D} = [bel"{p} = [bel" [fwl{p} ' (5.25)
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Esta ecuacion permmite calcular los desplazamientos aplicando una fuerza unitaria en la
estructura primaria isostatica.

521 Caso de fuerzas aplicadas en los elementos

La solucién matricial generalizada requiere que las fuerzas estén aplicadas en los nudos, lo
cual supone que en el caso de vigas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia
linealmente y que los desplazamientos entre nudos son nulos. -

Sin embargo como en la praclica las cargas se aplican en cualquier punto, habra que
transladarlas a los nudos previamente seleccionados, calculando ademas los desplazamientos
locales debidos a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado.

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones de frontera, establecidas
para cada barra, cuando se subdivide la estructura en elementos. La expresion para obtener -
los desplazamientos segun el sistema de redundantes basada en el teorema de trabajos
virtuales, sera:

{D} = [brl" (D}
en la cual {D} es el vector de desplazamientos impuesto a cada elemento debido a ias cargas
aplicadas sobre él.
53 RESUMEN DE APLICACION DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES:
5.31 Estructuras isostaticas.
a)lLas fuerz;':ls internas se obtienen con la aplicacién de la ecuacidén de equilibrio:
{p} = [bel{F}
b) Los desplazamientos nodaies se calcularan:
{D} = [bel' [ful W)F} = [FHFY
(Nota .- En el caso de vigas © marcos cargados en los elementos deberan transladarse
las cargas a los nudos).
El ejempio No. 5 muestra la aplicacion del método a una armadura isostatica.

5.32.- Estructuras hiperestaticas.

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto especificar cuales son las
redundantes
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b) Calcular vectores de fuerzas y la matnz de transformacion de redundants
[br] ¥ l2 asociada a las cargas [by].

c) Calcular la matriz de flexibilidad no ensamblada en los elementos [fy]

d) Calcular el producto [br]" [fw] [br] que es la matriz de flexib. asociada a Ia
cargas.

e) Calcular ia matriz de flexibilidades ensamblada de Ia estructura .
[fa) = [brl" [fullbr]

f} Plantear y resolver las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones:
Da = [Oel{F} * [DrrlR = Dx 0 O

g) Sise desea calcular los desplazamientos.

Da = [bel" [ful {P}
Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de la secuela mencionada.

54 Variante propuesta para el calculo de la matriz de flexibilidades en el caso de flexior
(ref. 3)

En el caso en vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de cada elemento esta formada pol
cuatro términos, como se vid en ia ecuacion 2.21A

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como sucede en el caso de is§
armaduras, debido a la forma de multiplicacidén de!l producto:

.[rn—Nl—dx
E|

si en una estructura de n elementos, se llama {p} a las fuerzas internas, y definimos tres
ordenadas por elemento, en tal forma:
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Ma
que pi = <Mb}, sean los momentos flexionantes de acuerdo con la Fig. 3.1

Mc

Ma Mb Mc

v L/2 v L2 v v L2 v L2
/1 — 7 7 | 71 i

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = A2 + Bx + C, la integral sera una
funcion lineal de las ordenadas Ya, Yb y Yc.

En el caso de carga uniformemente repartida la variacion de M sera parabdlica y como ia
variacion de m siempre es lineal, |a integracion del producto m M sera:

L 1 0 O
fu]l = — |0 4 O . 2.21B
[M]n 6E 1. 0 0 1 ( )

que es semejante a la formula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz sera de la misma forma si se
integra el producto M lineal muttiplicade por m.

Se puede también diagonalizar ia matriz de flexibilidad para el caso de variacion de M en
tercer o cuarto grado, integrando la ecuacion de una conica de 3° ¢ 4° grado, debido a la
variacion lineal de m.

Por tratarse de matrices diagonales, la ecuacion 3,10 se puede almacenar en un vector de la
forma:

- 1
{tw}, = ét— :Jl (2.21C)

La ecuacion 2.21C, presenta ventajas importantes con relacion a la matriz de flexibilidades en
flexion de la forma (2.21A):

a) La matriz es diagonal, por Io tanto de mas facil manejo operativo, a pesar de tener un
renglon mas.
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b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando la matriz diagenal, no &
necesarno pasar las cargas a los nudos y luego transponerlas como se indicd en h
pag. 35, simplificandose en forma considerable el trabajo.

El ejemplo No. 12 muestra la forma de aplicar la secuela de calculo asi comg |y
variante mencionada, para resolver un marco rigido mediante el método de lag

flexibilidades.

EJEMPLO No. 5

Calcular las fuerzas en las barras resolviendo por flexibilidades y los desplazamientos
correspondientes en la direccion de Fy y Fu.

Fi
v Fa
I} —— é
2] 7]
5
] L
4
L 7
[V |V
g A
L
AE = constante
1.- La armadura es isostatica
2.- La ecuacion de equilibrio es {p} = [br]{F}
Calculo de be :
Fi=1 F2=1 Calculo de {F}
+1 0]
0 0O
-F,
[DFlsxe= | O -1 ; {F} = £
0 J2 2
|0 0]
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(1 [-1 0]
2 cC 0
{p} = <3 =0 -1 {
4 0 V2
LSJ _0 0_

3.- Calculo de desplazamientos

© = el ] PrF}
[f]

=15 0 % iz o

Ejemplo No. 6

Resolver |la armadura por flexibilidades.

i ¥
10 ton

~—am

4m

. 2NN

-F,
L#]
1 -F,
J2F,
. 0 F
[fmlses =
-1 0]
0 0
g -1} =
o V2
. _0 O.J
4m

1 (1 0
AE|[O 3

-

A E = cte.



Solucion:

1.- La estructura es hiperestatica en 2° grado y'la estructura primaria seleccionada serj i3

siguiente:
-5 -5
)
+7.01 :
7
8
0118l
5 [1 ’ 7 5 - -5
0 El vector de fuerzas internas
5
@ " : Po = [be] {F}
0 4]

—
—
Ol —

I vec!or{f:z_‘l}:ﬁ 0 ¢
+7.01

+7.01
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Obtencidn de [b R ]gxz

18 columna de [bR]

-0, |
- 0707 =
i / \ /
) +1 F 3
-0.707
.0.707 [ 1 ’ 8 ° -
| 11
1
| T / N °
/ 10 6 1.7 \
(I ) ) .
/, -0.707 g
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g [-0.707 0
~0.707 0
0  -0.707
0  -0.707
0 -0.707
[bg] =1-0.707 0
+1 0 .
-0.707 -0.707
0 +1
a0 o
0 +1 ]
Calculo de [f]
- - 4
4 4
| 4 4
| 4 4
4 1 1 5.65
{f1=1 4 X = —| 4
1x11 5.65 AE AL 565
4 4
5.65 565
| 5.65 | 5.65
I 5.65 565

Calculzndo el producto [ br)" [ ][ po ]



[ 4 [ -5 1 [-20
4 -5 ~20
4 -5 -20
4 -5 —20
4 0 0
[f] [p,}lz 4 HAI_E_ 0 0
5.65 +7.07 +40
4 0 0
5.065 +7.07 +40
5.65 0 0
565] { 0 J Lo
[-20
~20
~20
-20
: [-0.707 -0.707 0O 0 0 -0707 +1 -0707 0 +1 0
[ox]" 1] [p"]=L 0 0 —0707 -0707 0707 0 0 -0.707 +l 0 -+l
68.28
[7]iai = {68,28}"}:_5
—_
DxF ' o

Ahora calculando el producto [b“]‘r[f“][bR]




[ 4 T-0707 o ] [-28 o ]
4 | -0.707 0 -2.83 0
4 0 -0.707 0 -2.83
4 0  -0707 0 -2.83
1 4 0 ~-0.707 0 -2.83
[fM]m”{bR]”ﬂ-:’ 4 1-0.707 0 ={-2283 0
565 +1 0 +565 0
4 |1-0.707 _—0 7071 1 -2.83 -2.83
565| 0 1 0 565
5.65| 41 0 565 0
[565] o a )| o 5.65 |
[ 283 o
283
0 -28
0 -283
3 I 0 -283
H_[h ] [1' :”:h J_ 0707 0707 o 0 D ~0707 41 —0.707 © +] 0 8 o
= "r MU R]T o D -0WT 0707 0707 0 0 —0707 41 o +,J o :
283 -283
0 565
565 0
| 0 565
19.32 2
[f] = L
2 1932 {AE

La ecuacion de compatibilidad de deformacion sera:

{DxF} +{f}{R} = {0}

6828 { 19.32 2 R R, 32
X—+ = {O}, =
6828[" 4L | 2 1932)|R, R~ 132

Las fuerzas de las barras seran:

bl = ou) +Joy iR = 0
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(5] [-0707 o0 ] (.2.73)
51 1=0707 0 -2.73
-5 0 -0.707 —-2.73
-5 0 -0.707 ~2.73

1o 0 -0.707 (32 +2.73
¢ 0 p4l 0707 0 1_3:2}=a+2.73>

7.07 +1 0 +3.81 -

-0.707 -0.707 +4.52

7.07 0 +1 +3.81

+1 0 -3.2
| . 0 +1 ] -3.2

-2.73

Py el 5
+ = tension
- = compresion

Fuerzas finales en las barras [ ton }
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Ejemplo No. 7.- Resolver la armadura por flexibilidades y calcular P, [Dy, Day ]

20 ton

A =30 cm’
E =21 X 10% kg/cm®

—

Q

S

=2
©
AES

Im

Solucion:

1) CALCULO DE FUERZAS

La estructura es hiperestatica en tercer grado y se relacionara en tercer grado y se

seleccionara la siguiente estructura primaria.

20
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-15
-45
Calculo de p, =$+49.5¢
0
0
o )
Obtencion de [ br];
1) 1a. columna de [bg]
-0.71 Z
+ 3 > S
+ 5 /
/ R1=1
0711
7
- R1::1 4
- t
_____ -0.71 ‘
28 columnade { bgr] ;
0 i
o
N
Fy \ ™ O
N
Y \\
N
—> + > < ./E
TR 1 )

-0.71

-0.71

-0.71
+1
+1

R

O-=20000
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3?2 columna de [ bg J; R3y=1

Rs %
+1.41
-1
0
0
Rg =1 A

./
’
NN

[-071 1 o
071 0 0
[-071 0 +1.41
[lezt 10 -
| 1 0 o
Lo 1 o
[ 0 0 J
Calculode [f ] :
; -
’
. 0
] J
[f.] NS 4.24
4.24
0 3
i 4.24]

13.01 -2.13 —7_24]

[f]:[bR]T[f][bR]:iEt—Z.B 6 OJ
~124 0 1444
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Calculando ahora :
' | 342.18
oo [ K b= 5

A
+400

La ecuacion de compatibilidad de deformaciones sera :

{D. }+[f}{R}={o}

J342.181 1 [1301 -213 -7.24] R,l
—- +:IE[_2'13 6 0 pRr=1{0}
724 0 1444)R,

JR,l J—16.941
SR, =1 -5857¢ ton.
[+19.43J

Los valores de las fuerzas en las barras sera :

(0 ] [+5.65) '+5.65]

-15 11.70 -3.30

—45 39.09 ~5.91
{p}:J+49.5r‘+<—35.92r‘=<+13.58*
0 ~16.49] [-16.49}:

0 -5.85 ~5.85

0 ) [1943] [+1943)
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. > e 17.61

-16.49
+19.43 1.7
d -3.3
yal +13.58

7.94

e > > +

, -5.85 ; +5.65 ~
13.79 15 9.64

2) CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS

‘ “"/E ———————+ 1525

Como se obtuvo directamente { p, } del equilibrio de la armadura bajo las cargas, se tendra

que calcuiar [ br]

Bl 0 0 0
0 -1 0 0
-1 -1 ~1
=10 +141 +141 +141
0o o 0o 0
0 0 0
0 0 0 0

Fa=1 Fu=1 Fx#1  Fy=1_
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como {0} =[v,.] [1]ie}

(+16.95]
~9.90
_ ~17.73
D.={-1 0 C 00 0 0f+s57.57¢

~69.91
~17.55
| +82.38]

16.95

—2 = 0.00027
AE m

1
AE

It

-17.73}) 1 98.90
D, ={0 0 -1 +141 0 0 0 +57.57(XAE = Ag = 0-00157m

Ejemplo N° - 8
Resolver la viga siguiente por el método de la flexibilidad:

3 ton/m ' 3 ton/m

A" ." 4" 4."4." 4 El=cte,

A 6 m. A A 6 m. A

® o O

Solucion.-

El grado de hiperestaticidad es dos y se seleccionara la siguiente estructura primaria:

- L RN LS
U
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Mas Mag Mac Mes  Mep

Los vectores de fuerzas correspondientes y desplazamientos sera :

Myp Dyp
Mg Dp4
My 1 Ppe
F=1, / 0 ER D
o CB
Mo Dep
M) Ppe)

.

Como el sistema de fuerzas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladario a los apoyos

y calcular los giros en los extremos de las barras.

1= fm . R TAY

TS
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19 9 9

. /\
A 6m- N em Aem

El vector de carga sera :

K 3 ton/m ( 3 ton/m
YYTYYTYTN Y TYTNTYTNYTN
A /\ A \
O AB G) BA ©CD O AC

©OAB= @BC=0CD=0DC=1/3LK=27/EI

El vector desplazamiento sera :

-

(27

27
0

27

127 ]

Calculo de matrices de transformacion de fuerzas.

AN

Trazando los diagramas de momentos debidos a fuerzas unitarias y redundantes unitarias:



0 Q 0
L AN AN P
Para las condiciones F» = 1, F3 = 1 y F, = 1 tampoco producen momentos flexionales, por ig
tanto la matriz [be] sera:
(br] =0
Célculo de {bg)

R1=1 R2=1

A TN\ B/ C D A B N /7 :
AIRSETA AR OR

La matriz de transformacion de redundantes sera:

R, R,

[0 0]
My 0 0 | ¢
M, -1 0
- -1 0
(6], = Mpe =1 0=y
Mo 0 =1
My 0 =110 o
My, 0 0 - -

Calculo de [fu)

[La matriz de flexibilidades nc ensamblada sera:
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12 6 0 0 0 O
1o G 6 12 0 0 0 0

AB
1{0 0 12 6 0 O

= 0 =—-

[fx] o] O =510 0 6 12 0 o
0 0 |/ 0 0 0 0 12 6
0 0 0 0 6 12

El producto [br]’ [fu] [be] =0

Calculo del producto [brl” {fw] [be], que es la matriz de flexibilidades ensamblada

-l L= o

Los desplazamientos debidos a las cargas en las barras, referidas al sistema general seran:

~

1
1
[ [0 -1 -1 0 o o]jo| 27/[-1
lD1}:[bR]{D}=I_O 0 0 -1 -1 0] _—E{—1}
1
|1

4

Por lo cual los desplazamientos totales debidos a las cargas seran:

27 1-1] 27 ]-1
(DxFy=[f )+ D] =0+ E{q} - 'E_J{—1}

y la ecuacion de compatibilidad de deformaciones sera:

{DxF}+[ f]i1) = {0}

23{—1 4 TR G e donde: {R’}—{SA t
El{*l1 allr=" %M g 7 54f O
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10.8 10.8

Diagrama de momentos flexionantes ( ton-m )

Ejemplo No 9.- Resolver la misma viga del ejemplo anterior por flexibilidades, utilizando otra
estructura primaria.

3ton/m El=cte. 3ton/m

/
AV %

A 6 m B C 6m D

Solucion:

1) Grado de hiperestaticidad = 2 y se selecciona la siguiente estructura primaria

TN YT N NN
Ar | t 1 m—l—]
A B C D

PUY & 2 P

Ai 1 1 A
.

Los vectores de fuerza y desplazamiento serdn;

[ MAB ] DAB
Maa Dga
e Mac . . D= Dec |
Mcg ‘ Dca
|IV‘CD DCD
L MDC J DDCJ
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Como el sistema de fuerzas externas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladario a
los apoyos y calcular los giros en los extremos de la barra.

Igual que en el ejemplo anterior
19 J 9 19 l 9
A : c o

El vector de carga sera:

(9]
ol x
[I'J = [9} Y O =0, =0,,=0, =77
9
27)
27
( Valores ya calculados ) D= <8 >
27
k27J

Calculo de las matrices de transformacion de fuerzas.

lﬁ =1 F, T Fs =f F4=11

“ mM=0 D A B ¢c B A B C DS A M0 D

0 0

0 4 2 0 1 2

04 2 0 2 1

0 2 4 0 2 1
0 0 0 0] 1 2

Calculo del [ br ]
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a t v
R2=1
—
L .
Ri=1 Ro=1
[0 0]
4 -2
—4 -2
al=| , 4
~2 -4
_0 0_
oo [1] =[] 4] [0 TR N

.. Los desplazamientos debidos a las cargas seran : los nodales + debidos cargas repartidas.

(27)
-9 27

1 {6 96 84 0)|-9| [0 -4 -4 -2 -2. 0]} 0
Nl ] = =
e )+ [ ] 400 m[u 8496 0} -9 +[o 2 -2 -4 -4 0} 0
-9 27
27)

\
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[f] = [bR]T[fM][bR] - 227{22 gg}

La ecuacién de compatibilidad de deformaciones sera :

{Dxﬁ' }+ {D.tR } = {0}
" {—1782} 1[96 84}{161}
71 \-1782) " Trls4 es]lr, [~ O

frdfose) o

Ejemplo N° 10.- Resolver la viga de los dos ejemplos anteriores, sabiendo que en C hay un
apoyo elastico.

3ton Jton/m
A 6m B 6m C 6m D
K resorte = E
" 2D

Solucion:

1) Los calculos seran idénticos a los del ejemplo, salvo las ecuaciones de compatibiiidacdi ‘de
deformaciones que seran:
U

AB
(e (D)= 0]
1{—1782} 196 84}JR,} =0
71 |-1782) * Eilea sellr, 7]+

{R, {13.98
R,J = 1524 [
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Ejemplo No. 11

Resolver por flexibilidades considerando efectos de flexion y calcular los desplazamientos de
los nudos.

1.0 ton.
B . 3m 1 C El = 6600 ton-m?
i
3m Op =+ 0.002 rad.
©D 5m
5ton
-—_--—-" ‘L.
4.5 25m
IS, S
A
L &m ]
o

Solucion.

La estructura es hiperestatica en lercer grado y se seleccionaréd la siguiente estructura
primaria:

NN

Ra

Sistema de redundantes
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BA

k Oas
Mag ' j Moc o

M, 1 Dy ]

My, ’ Dy,

A D 4
= =10 |

Mep D g

My, Ly,

M Loc

S

Como e! sistema de fuerzas externas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladarlos a
los apoyos; para hacerlo se aplicaran las ecuaciones de estatica.

Js 110 J15 . o
| "]

—_—

2 Az_'/'/éf>_

El vector de carga sera:
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Sy
——
I
L IR, R D
1
LR LI

sl o

Ademas del sistema externo de cargas por estar aplicado en las barras impone deformac;o
que se calculan con la expresion de {rabajo virtuales. .

. o
Fl s j,a». i

Q, = Im}g—dx

Disa Haciendo uso de las tablas para muitiplicar diagramas
3 15.75
g Diag = -
5 ton. E |
4.5 18
Ding = wnnmmmesnn
Dian El
10
22.5
B C Digc = Dicg = =----e---
S~ ' E |
DlBC D1CB
1575)
18
2251 1
)’_) = ! - —
‘ 225111
0
0

Par: poder calcular las malrices de transformacion de fuerzas, se calcularan los dlagramas
debidos a fuerzas externas unitarias y ios de redundancia unitarias.
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Mo,
Ay,
Al
Mg
M,
Al

(+) 213 (+)y |+
+
+)
l.a matriz de transformacion de carga sera:
P = (b))

Fi= F,= F,=

0 0 0 [0 0 o]

0 0 0 0 0 O

0 0 { -0 0 0

: ] -
. (_) U ° —5 O O
-5 0 ) -5 0 0

0 0 L 0 0 0]

‘12|I



La matriz de transformacion de redundantes:

R, R, R,
M, 1 0 0 [ 1 0 O]
M, 0 1 0 0 1 0
My 0 . I .0 _ [b ] _ 0 1 0
My -2/3 2/3 1 a RITI-2/3 213 1)
M., -2/3 2/3 1 -2/3 2/3 1
Mpe 0 0 1 0 0 1]
Calculo de [fu]
La matriz no ensamblada de la estructura sera:
5 75 0 0 0 O]
1
r[f ] 1 75 15 0 0 0O O
| 12 [ ] 110 0 12 6 0 O
[f.\:] —[ .fBC J_ 651! O 0] g 12 0 O
[‘fw] 0 0 0 0O 10 5
e O 0 0 &5 10]

Calculo del producto [b, ] [f.] [be]=[f]

7333 0 0}
[b][f] [b,]=|-10333 0 0j—
13 0 0

Calculo del productof bs 1" tw 11 br ], que es la matriz de flexibilidad ensamblada.

2478 -6278 -18]
1f1=|-6278 4478 24—
.18 24 42| °F
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A los desplazamientos producidos por el sistema de carga en los nudos, deberd sumarse ¢| 4
las cargas aplicadas en las barmras y que referido al sistema general, mediante la ecuacién:

0.75
{D,}=[b,J{D} =455.50 Et
22.50

Por lo tanto los desplazamientos totales debidos al sistema de carga externa sera:

{Pw} =[] F}+{D,}

7333 0 0]f3 1 0.75
=—|-10333 0 0I5 +§ 55.50
-135 0 0|5 22.50

A

; 36.67 ] 0.75 ] 37.42
-67.50 22.50 -45.00

Las ecuaciones de compatibilidad de deformacion seran:

{Oxp}+ {THR}= {0}

37.42 2478 -6.28 -187[R, 0
é 3.97 +-1E—I -6.28 4478 +24[{R,} =40
-45.00 18 | +24 42 ||R, -0.002
R, -7.60
Ry} =1{-3.21

R4 +3.20



3]
|
|

/' 2.58

5.85

3.21 (+) 8.87

\ WA=
’ 3.20

{*)

ZL\— 7

. 760
Diagrama de momentos finales las fuerzas internas se obtienen calculando por superposicion

los efectos debidos a cargas externas y por redundantes:

b=[o4F)]+ [0 R)

7,



Ejemplo No.12
Analizar e] marco siguiente utilizando el método de las flexibilidades.
1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2) Diagonalizandola ( variante propuesta ).

B U 0 2K Y

-1 \ ~ 2ton/m—--

| 1m B C
2EI

—-

10 ton
El El

3m
VI
N |

A

ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestatica en segundo grado y se eligira la siguiente estructura primaria,
isotatica,

\
7\ N
1"
'\‘). Ma /é>7
A,

Estructura isostatica y sistema de redundantes.

8

Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en {os nudos, habra que calcular las
deformaciones angulares en los extremos y se trasladaran las cargas a los nudos.



(-) BA
25
7 2E|

7.5/ El (-) AB &SLﬁif“-———~“7’”2§f
: (-) BC -) CB

Por el método de trabajos virtuales:

(OAB) [ 6.25]
oBA 8.75
_<®BC? 144166>
- T E1141.66

&CB
OCD| 0
) L 0

Los signos positivos indujcan que el sentido supuesto a los momentos virtuales aplicados
- fueron del mismo sentido que los desplazamientos.

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se presenta en la figura, provocando
efectos de flexion solo |la fuerza de 7.5 ton. _

# 10 ¢10 PR

—
1 I 4

A A D, A

Sistemas de cargas equivalentes y diagramas de momentos

La matriz de transformacion de fuerzas sera:



[F1=0 F2=1  F3=1]
0 0 0
0 0 0 7.5
[bef=] © 0 0 | F={-5
-4 0 0 -5
-4 0 0
|0 0 0 |
(0 i}
0
0
b F = .
[be]{F } 30
-30
. OJ
Calculando ahora la matriz de redundantes br
/ 1
f
{ 1
MA=1A
N A RA = RB =1
—d [ -1 0]
0 -1
0 -1
b =
rl=] -1
1 -1
e O O...
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~N\z
/

B

2

La matriz de flexibilidad no ensamblada de la estructura sera:

- -

1

f =
M 6El

La matriz de flexibilidades ensambladas sera:

[F]=[br]’ [im]lbr] = E!é[fg :s ]

Refiriendo los desplazamientos anguiares debidos a las cargas intermedias, al sistema general '
de coordenadas mediante la ecuacion:

[ (6.25)
8.75

D1=[bR]T4 0 }='[ 10 0 1 1 o] 14166l 1[ 35.41]

0-1 -1 -1 -1 0| EI “Ell-92.0
a166| F 7

0

\ J

Finalmente, calculando el primer término de la ecuacion de compatibilidad de deformaciones
{3.8) y sumandole los desplazamientos debidos a las cargas intermedias se tendra:
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[a(4] (5] (F ({0 )= 120 o] 2]

El segundo miembro de la ecuacion ( 3.8 ) sera:

(001U g = adi v | oo

Por lo tanto;

1/-5459 ) 1[26 -19]/MA (o) MA =3.166 ton-m
El] +2291( 6Ell-19 46 ({MB [ "MB = 14.9ton-m

3.166 /I/—T"\f\ 18.28
{ <

~ 7 14.9 77 //\/ /+__ 4.57

——

8.48 ! 11.52
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ALTERNATIVA 2 )
2ton/m

Y 1 Y Y Y Y Y

B c _

-T— -_— 2Ei
10 ton
3m c, 4m
El ) Ei Al
A D
T 77T 777
10m

&
Y

Seleccionando la misma estructura isostatica que el caso 1: y debido a la presencia de la
carga concentrada, se tendran 4 elementos:

B Ms c
\ 3

2]\

Y

Mg
“}

3m 4
MA [
. —

Resolviendo la estructura isostatica y calculando los momentos en los extremos y al centro de
cda elemento, se obtiene el vector de cargas.

1_10\\ 30

y
3.75 i 30
7.5 '

3.75

N N

A L



Obtencién de la s redundantes {br]

1
1
2 L3] 0.125% 0.25 (+)
| 0.5
] 0.625
1) 1 m
—— (-)
AN == 005 g5 AN 1
MB = 1
5 / 1 1

0.25
— Ay orAres

el —.
-}
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Es evidente que para calcular P® y bgr ,

momentos.

[ br]

R1=1 R2=2

1 0
-0.625 -0.375
-0.25 -0.75
-0.25 -0.75
-0.125 -0.875

0 -1

0 -1
0.5 -1
1.0 -1

1 -1
0.5 -05
0 0

se puede presindir del trazo de diagramas de

La matriz de flexibilidad no ensamblada, de acuerdo con la ecuacion 3.11, es una matriz

diagonal:
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[i]=gg =] -

Nota: El elemento 3 aparece dividido entre 2 porque la inercia de la viga es 2|

La matriz de flexibilidad ensamblada sera:

GRS ISR e

Calculando ahora ef producto:

CCT LR bl

Las ecuaciones de compatibilidad seran:

”1_{ - 325.54 }+ _1_[1296 -19:IJMA}=0

6EI| 137.50 BEI| - +26]| MB

De donde MA = 14.91 tmy MB = 3.16 tm
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Comentarios:

1) Las operaciones maltriciales son mas rapidas en esta segunda alternativa, debido a la
diagonalizacion de la matriz de flexibilidades no ensamblada, como sucede en el caso de
armaduras.

2} El resultado es directo sin necesidad de usar matrices d transformacion de coordenadas
locales a generales como en la alternativa 1.
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INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA Y DISENC ESTRUCTURAL DE
CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingenieria, UNAM

RESUMEN: Se presenta una breve descripcion de los métodos de interaccion estatica
suelo-estructura que se han desarrollado en ia Republica Mexicana hasta lafecha. Se
comenta sobre la necesidad de tomar en cuenta la variacion de ias propiedades de los
materiates que forman la estructura y el terreno de cimentacién. Se presentan aigunas
aplicaciones de la interaccion estatica suelo-estructura.

1. - INTRODUCCION.

La cimentacion de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad plantea el
problema de determinar los hundimientos totales diferenciales, asi como los elementos
mecanicos ( momento flexidonante , fuerza cortante y fuerza normal ), tanto en ia
estructura, ocasionada por los hundimientos del terreno de cimentacion. Estos valores
dependen por un lado de la compresibilidad del subsueio y por otro lado de la rigidez de
la estructura . Tomando en cuenta que con frecuencia en los analisis estructurales se
considera a la estructura empotrada o articulada en su cimentacion, o si se trata de una
losa de apoyo se supone una presion de contacto uniforme, o que el calculo de
hundimientos del terreno de cimentacion se realiza considerando la estructura de
cimentacion totalmente flexible, 10 cual suele distar bastante de la realidad, se ve clara la
necesidad de desarrollar métodos que tomen en cuenta los efectos de los hundimientos
y que, al mismo tiempo, permitan calcular los valores de estos Ultimos. A estas técnicas
es lo que se denomina interaccidén estatica suelo-estructura.

Por lo tanto, el proposito de la interaccion estatica suelo-estructura es llevar a cabo un
analisis estructural tomando en cuenta el efecto de la rigidez del terreno de cimentacion.
La interaccidn suelo-estructura proporciona los diagramas de hundimientos diferenciales
y de reaccion del terrena de cimentacion { véanse las fig. 11 y 12 ), lo que permite
determinar los diagramas de momento flexionante y fuerza cortante en la astructura de
cimentacion, considerando |a influencia de la rigidez del suelo de cimentacion, lo qu: -
conduce a un diseno racional de dicha subestructura. Algunos procedimientos de
interaccion consideran también el efecto de la superestructura, con lo que se conoce
ademas el efecto de ia rigidez del terreno en los elementos mecanicos de toda ia

estructura.

En este trabajo se presenta una breve descripcidon de los métodos de interaccion
estatica que se han desarrollado hasta la fecha en la republica Mexicana, asi como
algunas de sus aplicaciones: El lector que tenga interés en estudiar ai detalle uno de los
procedimientos de interaccion puede consultar las referencias que se incluyen al final del
texto.

Las caracteristicas de la compresibilidad de los sedimentos del subsuelo de la ciudad de
Mexico ha dado lugar a que se desarrollen un buen numerc de métodos de interaccion
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- suelo-estructura, teniendo la mayoria de -elios una buena dosis de ménto. Se puede
afirmar que nuestro pais es inclusive uno de los pioneros en este campo de estudio.

En el inciso 2 se frata el problema de la interaccion suelo estructura en cimentaciones
someras, mientras que en el inciso 3 contiene algunas técnicas para cimentaciones .
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre la importancia de considerar en |la forma mas
realista posible las propiedades mecanicas a los materiales de estructura y terreno de
cimentacion. El inciso 5 trata de ciertas aplicaciones de la interaccion estatica suelo-
estructura. Finalmente, en el inciso 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.

Cabe aclarar que no en todas las cimentaciones surge el problema de_considerar la
rigidez del suelo. Por ejemplo, para niveles de carga medianos y suelos muy rigidos, los
hundimientos del suelo son muy pequefios y no se requiere tomarlos en cuenta en el
analisis estructural. En el disefio estructural de zapatas de dimensiones usuales, la
diferencia entre una reaccion uniforme y la reaccion real es pequena y queda cubierta
por ios factores de seguridad empleados para el disefio estructural. En consecuencia, la
interaccion se aplica sobre todo a estructuras cimentadas sobre suelos de mediana a
alta compresibilidad, en los que los asentamientos diferenciales tienen importancia en el

comportamiento de dichas estructuras..

2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES SOMERAS

2.1 Métodos de interaccion suelo-estructura

Existen varios métodos para llevar a cabo la interaccion estatica suelo-estructura. A
continuacidn describimos brevemente algunos de elios.

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de ingenieria estructural de la Universidad de
Parana, en Brasil, presenta uno de los primeros procedimientos para tomar en cuenta en
forma racional la interaccion suelo-estructura, aplicable a vigas y a marcos estructurzles
( Chamecki, 1956 ) . trata el caso de una viga con tres apoyos, desplantada en un suelo
con estrato de arcilia compresible, resuelve el problema utilizando unos coeficientes de
transferencia de carga ( que equivalen a la matriz de rigideces de la estructura ) en la
viga, y considerando una arcilla normalmente consolidada, en la que se conoce su indice
de compresibilidad. Estableciendo la compatibilidad de deformaciones entre viga y suelo,
resuelve el problema en forma explicita. A continuacién trata el caso de marcos
estructurales, y debido a que Ias relaciones esfuerzo-deformacion unitaria en los suelos
son no lineales, propone un procedimiento it:rativo para la solucion del problema,
usando los coeficientes de transferencia de carga en la estructura y calculando los
hundimientos del sueio por procedimientos usuales. Los valores de los asentamientos en
las aproximaciones sucesivas oscilan alrededor de un valor medio y tienden a él. Para
evitar un gran numero de iteraciones, se aplica una correccion después de la primera
iteracion, calculando las cargas en las columnas con un promedio de los asentamientos
obtenidos. En la mayoria de los casos practicos no hay necesidad de correcciones
adicionales para alcanzar la convergencia del procedimiento ( Chamecki, 1956 ).

. £
Otro procedimiento es el de ¥ores Victoria ( 1968 ), en el que para resolver el problema
de la interaccion suelo-estructura se establece |a siguiente ecuacion matsicula—
maiiicmal
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Ké=P+E.P.-EQ (1)

donde: :
K = matriz rigidez del conjunto superestructura cimentacion.

& = vector de asentamientos de los nudos de la cimentacion, fos cuales deben
ser iguales a los de las bases de las columnas inferiores de |la

superestructura,

E. = matriz de transmision de peso propio de trabes a cargas en nudos.

P. = cargas debidas al peso propio de trabes.

E = matriz de transmision de cargas del suelo a los nudos de la cimentacion.

Q = cargas que la cimentacion aplica al suelo.

Los movimientos del suelo estan dados por .

Fs Q=5 (2)
donde:
Q. = cargas aplicadas al suelo.
F. = matriz de flexibilidad del suelo, que es funcion no lineal de Q;
&, = vector de movimientos verticales de la superficie del suelo.
Suponiendo que la cimentacion no se despega det suelo, las cargas Q sobre la

cimentacion deben ser iguales a las cargas Q. Los hundimientos § de la cimentacion
deben ser iguales a los del suelo, por lo que ta ec. 2 puede escribirse

E-Q =9

En fa superestructura y cimentacion de la ec. 1 debe tenerse

K_6_=PT-

Im

Q (3)

donde
Pr=P+E.

Ry

4

Son las cargas del edificio sobre los nudos de la cimentacién, junto con su peso propio.
Las ecs. 2 y 3 dan un planteamiento que en forma directa permite obtener como solucién
los asentamientos § del suelo y cimentacion juntos, asi como las fuerzas de contacto Q.
Para ello se requieren como datos las matrices K y E, y el vector Py, junto con las
propiedades del suelo, localizacién y tamafio de las areas rectangulares asociadas a



cada Q. Para conocer momenfos, cortantes, fuerzas normales en columnas, etc, faltara
calcular el efecto que producen § y Q en el edificio y sumatio con el efecto de las cargas

verticaies P y P..

La solucion del problema se leva a cabo sustituyendo laec. 2 enla ec. 3
5 Es Q = BT - ._E.. Q

de donde

Finaimente

Conociendo Q , con la ec. 2 se obtiene §._No e posible despejar_§ de |la ec 3 porque no
existe |a inversa de K.

Flores Victoria senala que fa matriz E; es funcion no lineal de Q, lo gue no permite
resolver el problema directamente, sino que se requiere acudir a métodos iterativos.

Operando con las ecuaciones matriciales anteriores, el metodo iterativo tiene la
interpretacion fisica de apiicar una distribucion de presiones al suelo Q™, y caicular
asentamientos del suelo, con esos asentamientos determinar el estado de cargas que
deben tener la estructura como reaccién del suelo. Esa reaccion se vuelve a aplicar al
suelo, y asi sucesivamente , hasta lograr la convergencia; esta interpretacion es debida a

Chamocki ( 1956 ).

De acuerdo con Flores Victoria { 1968 ), este procedimiento es divergente para suelos
compresibles, como el de la Ciudad de México, o para cimentaciones excesivamente
rigidas. Esto lleva a usar un criteno de interpolacion para lograr y acelerar la
convergencia, el cual se basa en el concepto fisico de permitir que Q™ se modifique en
un porcentaje razonable en cada ciclo, y difiera de Q ™",

El método de Flores Victoria se aplica con un programa de computadora, el cual
proporciona los elementos mecanicos correspondientes.

En un trabajo posterior ( Flores Victoria y Esteva,- 1970 ) presentan ademas un
procedimiento simplficado en el que se considera lo siguiente:

- El suelo es un med:o eldstico linea: semiinfinito.
- Cimentacion rectangular con una red ortogonat de trabes
- No se toma en cuenta la rigidez de ia superestructura

Para las condiciones mencionadas, y empleando valores normalizados, los autores
proporcionan los valores de los asentamientos de la estructura y de las reacciones del
terreno sobre la misma. Estos resuiltados los presentan en forma tabular.

Los resultados del trabajo de Flores Victoria y Esteva ( 1970) son los que se emplean en
las Normas Técnicas complementarias para Disefo y Construccion de Cimentaciones del
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Reglamento de construcciones para el Distrito Federal de 1976 y el manual de Disefio de
Obras Civiles de la Comision Federal de electricidad de 1980. Sin embargo, en las
primeras no se incluye el calculo de la magnitud de las reacciones del suelo de

cimentacion.

Para tomar en cuenta el comportamiento no lineal del suelo, Damy et al ( 1877 )
presentan un método incremental, que consiste en suponer que e! vector de cargas se
aplica gradualmene al conjunto en incrementos, siendo los incrementos suficientemente
pequefios para que el sietema responda linelamente, con rigideces iguales a los valores
tangentes que corresponden al estado de esfuerzos existentes al iniciar la aplicacion de
los incrementos. Al aplicar el ultimo incremento deben satisfacerse las ecuaciones de
equilibrio y de compatibilidad de deformaciones entre estructuras y suelo. '

Por su parte, Esteva et al ( 1977 ) proponen dos procedigmientos de interaccion. El
primero es a base de aproximaciones sucesivas, y consiste en suponer iniciaimente que
2l distribucion de presiones en el terreno es igual a la de las cargas aplicadas sobre el
sistema estructural; con las reacciones y la correspondiente matriz secante de
flexibilidades del suelo se obtiene una estimacion de los desplazamientos del suelo, y -
una estimacion de ias deformaciones de la estructura, empleando matrices secantes de
rigideces de la estructura y de flexibilidades del suelo. El proceso se repite un numero de
veces tal que los valores de los desplazamientos del suelo sean suficientemente
parecidos en dos estimaciones sucesivas. El segundo metodo es un procedimiento
incremental aproximado, que consiste en aplicar gradualmente la carga total en
incrementos; en cada incremento se efectia un ciclo semejante al del procedimiento de
aproximaciones comentado ante Sel resultado de dicho ciclo iterativo se toma como punto
de partida para la aplicacion de otro incremento de carga. Los autores proponen dos
criterios alternativos: en el primero se logra el equilibrio al final de cada ciclo, pero no se
logra la compatibilidad entre las deformaciones de la estructura y las del suelo; en-el
segundo se alcanza dicha compatibilidad, pero a costa de un desequilibrio: Por lo
anterior, en ambos casos debe hacerse una correccion en el siguiente ciclo ( Esteva et

al, 1977).

El Dr. Leonardo Zeevaert ( 1973, 1980, 1983 ) ha trabajado profusamente en el
desarrolio de métodos de interaccion suelo-estructura. El método que utiliza consiste en
formar la ecuacion matricial de asentamientos ¢ hundimientos ( EMA ), que relaciona los
asentamientos del suelo en funcidén de cargas aplicadas en la superficie: .. .

8=Dg

donde:

& = vector de asentamientos en le contacto cimentacion suelo.

D =matriz de asentamientos ocasicnados por presiones unitarias.

g = vector de cargas aplicadas en el contacto cimentacion-suelo.
Para la formacion de la matnz D se emplea el concepto de valor de influencia, que es el
esfuerzo ocasionado por una presion unitana en la superficie, lo que facilita de manera
importante ia determinacion de los elementos de la matriz D.
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A continuacion se forma fa ecuacion matricial de interaccion ( EMI)! , que relaciona lag
deformaciones de la estructura con Jas cargas que ie transmite el suelo; -

SX=4A

donde:
S = matriz de flexibilidades del suelo

X = vector de cargas del suelo sobre la estructura
A = vector de deformaciones de la estructura

La interaccion de la estructura de cimentacion con el suelo depende del valor de méodulo
de cimentacion por area tributaria K, definido como el cociente de la carga sobre el suelo
( en wunidades de fuerza ) entre la deformacion que produce. Debe notarse en la
ecuacion EMI que los valores del vector de deformaciones de la estructura A son funcion
del médulo K por area tributaria ( Zeevaert 1980 ). Si los valores de Kk fuesen
independientes entre si, 1a ecuacién matricial EM! daria los resultados definitivos de las
reacciones incognitas. Sin embargo, la hipétesis anterior no es exacta porque la masa
del suelo debe considerarse como un medio continuo, donde los valores de K; para los .
diferentes puntos considerados no son independientes entre si y dependen de Ia
distribucion de esfuerzos de contacto con la estructura de cimentapién. La interaccidn
correcta entre la estructura de cimentacion y la masa del suelo se obtiene utilizando las
reacciones X; obtenidas por EMI, en la ecuacidon matricial de hundimientos EMA,
obteniéndose los desplazamientos verticales §, que proporcionan valores del modulo de
cimentacion iguales a los usados en |la ecuacion matricial de interaccion EMI, K= X; / §,.
Silos valores encontrados en esta forma no concuerdan con los utilizados inicialmente,
no se tendra la interaccion correcta, ya que los moduios de cimentacion no fueron
correctamente elegidos, por lo cual sera necesario utilizar la ecuacion matricial EMA
para conciliar este problema: Asi pues, se deduce que las ecuaciones matriciales EMA vy
EMI quedan ligadas por tos valores de K, , los cuales son unicos para la solucion de cada
problema en particufar y dependen de la distribucion de las reacciones del suelo sobre ia
estructura de cimentacidn, rigidez de ésta y la de posicion de las cargas que actuan
sobre ella { Zeevaert, 1980 ).

Es posible hallar una matriz unica de interaccion para resolver el problema sin realizar
iteraciones y obtener los resultados mas precisos { Zeevaert, 1983 ). La nueva ecuacion
matricial se denomina ecuacién matricial de interaccién suelo-estructura ( EMISE ),
mediante el empleo de la cual no se necesitan iteraciones para resolver el problema de
interaccion .

El procedimiento de Zer vaert { 1080 ) se puede aplicar a cimentaciones compensadas,
tomando en cuenta el efecto de las condiciones hidraulica en la interaccion suelo-

estructura.

Otro procedimiento de interaccidn estatica suelo-estructura es el que propone
Deméneghi ( 1979,1983, 1985 ) , el cual considera a las reacciones del terreno como un
sistema de cargas sobe la estructura, asemejandofas durante el proceso de analisis
como incognitas. El analisis estructural se lleva a cabo empleando el método de
rigideces, pero el problema no se puede resolver en esta etapa porque sobran
incognitas, ya que se estan agregando al vector de cargas las reacciones del suelo que
no se conocen: las ecuaciones faltantes las proporciona el analisis de hundimientos del
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terreno de cimentacidon, en el que se obtienen las deformaciones del suelo en funcién de
las cargas sobre el mismo ( estas cargas son iguales y de sentido contrario a las
reacciones del suelo sobre la estructura, por la tercera ley de Newton ), en esta etapa se
hace uso del concepto de valores de influencia de Zeevaert ( 1980 ), lo que facilita ia
determinacién de los hundimientos del suelo en funcién de las cargas sobre el mismo {
recuérdese que las cargas sobre el suelo no se conocen ). Las deformaciones del suelo
se sustituyen en las ecuaciones obtenidas iniciaimente con el método de rigideces, lo
gue permite resolver. el problema en forma directa, sin necesidad de iteraciones. Con
este procedimiento se obtienen los diagramas de deformaciones y de reacciones -del
suelo, en el contacto entre este y la estructura de cimentacion. Este procedimiento tiene
la ventaja de que se puede tomar en cuenta el numero de pisos que se desee de la
superestructura, asi como de que se puede programar en una computadora con relativa

facilidad.

El método de Sanchez Martinez y Enriquez ( 1982 ) se emplea en cimentaciones
someras y consiste en realizar un analisis del conjunto suelo-estructura como un sistema
estructural Gnico que se resuelve utilizando el método general de las rigideces. Cabe
aclarar que es un método no iterativo.

El procedimiento consiste en considerar al suelo sustituido por una serie de resortes, en
los que el moédulo de reaccion o la constante de cada resorte depende de toda la masa
del suelo, es decir, no se consideran ios resortes independientes entre si, como se vera

mas adelante.

Se establece primero la matriz de rigideces de la estructura a partir de | de sus
miembros. '

Las reacciones del suelo se toman en cuenta a través de resortes que se conectan con
. la cimentacion de |a estructura.

A continuacion se obtiene la matriz de rigideces del suelo. Esta se determina dando
desplazamientos verticates con valor unitario a cada uno de los resortes que lo idealizan
y calculando las fuerzas que aparecen por este efecto en todos ellos. Al dar un
desplazamiento unitaric en un resorte aparecen fuerzas no solo en el propio resorte, sino
también en todos los demas, ya que ellos deben considerarse ligados de alguna forma
por pertenecer a un medio .continuo. Lo mismo sucede al aplicar sucesivamente
desplazamientos unitarios en lcs demas resortes. El calculo de la matriz de rigideces del
suelo es en general laberioso y algo complicado, sin embargo, se puede, determinar
dicha matriz en forma indirecta, teniendo en cuenta que la matnz de rigideces es la
inversa de la de flexibilidades. '

Las expresione's generales que se usan son:
5=S1A (4)

donde;

§ = vector de desplazamientos desconocidos
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A = vector de acciones

S'T1 =lnversa de la matriz de rigideces del sistema

Ademas
Sr= S+ Ss

siendo
Se = matriz de rigideces de ia estructura

Ss = matriz de rigideces del suelo

La matriz de rigideces se obtiene en funcidn de las de sus i miembros, como es usual en
el analisis estructural usando computadoras.,

La matriz de flexibilidades del suelo puede caicularse faciimente determinando los
hundimientos del terreno debidos a ia aplicacion de fuerzas unitarias: Sanchez Martinez |
y Enriquez empiean el procedimiento de Zeevaert ( 1980 } para alcanzar este propésito.

Liamando Fg ala matriz de flexibilidades, la matriz de ngideces del suelo vale

Ss= Fy
La matriz global del sistema estructura-suelo vale
Sr=8e+3Ss
Aplicando la ec 4 se determinan los desplazamientos de la estructura y del suelo.

Los elementos mecanicos en los miembros se hallan a partir de sus matrices de rigidez,
mientras que las fuerzas en el suelo se obtienen empleando la-matriz de rigideces del
suelo .

Para utilizar el procedimiento anterior los autores han desarrollado un programa de
computadora.

El metodo Sanchez Marinez y Enriquez es gerneisl, como iu < el método de las
rigideces del andlisis estructural en que se basa. Se puede considerar no solo Ia
estructura de cimentacion, sino también la superestrictura total d :{ edificio, sin mas
limitaciones que la capacidad de la computadora que se emplee.

También el procedimiento se puede aplicar a la solucion de estructuras de reticulas de
cimentacion, constituidas por trabes horizontales en dos sentidos perpendiculares: el
area de cimentacion se divide en una sene de areas tributarias que corresponden a [as.-
columnas y se considera en el centro de cada una de ellas los rescrtes que idealizan al
terreno, y con cuyo comportamiento se establece la matriz de flexibilidades del suelo.

Los autores comentan que el problema podria atacarse utilizando algunos de los
programas conocidos de analisis estructural, tomando del programa la matriz de
rigideces de la estructura en estudio, modificandola para incluir los términos que
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representan el comportamiento del suelo e insertando nuevamente en el programa la
matriz corregida. ' :

Una propuesta de colaboracion geotecnista estructurista en el calculo de interaccion
suelo-estructura es la que presentan Elisteiny Granados ( 1988 ), que deja a cada
especialista ia labor que le corresponde. El ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de
deformaciones del suelo en funcion de las caracteristicas geométricas del proyecto y de
un vecior cualquiera de cargas bajadas por las columnas; la matriz de influencias en el
suelo es invariable, asi como el conjunto de curvas de compresibilidad; al variar el vector
de cargas cambian los asentamientos, pero el nuevo caiculo se lieva a cabo. con las
mismas matrices de caracteristicas del subsuelo. La estructura se representa mediante
una parrilla de contratrabes, con las cargas y reacciones perpendiculares a su plano; su
rigidez es la propia de las contratrabes de la subestructura, mas un cierto incremento
calculado o estimado de la contribucion de la estructura a tal rigidez. Se conocen las
cargas en las columnas y con ellas se calculan los asentamientos S§; del suelo,
suponiendo una rigidez nula de la estructura, de tal manera que pueden caicularse las
constantes K; de unos resortes virtuales localizados bajo los nudos de la parrilla; estos
resortes son de Winkier en apariencia, pero en realidad estan relacionados entre si al
tomar en cuenta la influencia de los asentamientos del suelo en los valores de K;. Con la
ayuda de un programa de computadora se aplican las cargas sobre la estructura,
colocandose los resortes virtuales bajo los nudos para proveer las reacciones. El analisis
arroja como resultado fas fuerzas en los resortes contra los nudos, R; , y sus
deformaciones s, ; se especifica la diferencia maxima permisible entre 5; (suelo ) y s
(resorte ), por ejemplo 5%; si no se cumple esta diferencia, hay que calcular nuevos
asentamientos s; , utilizando un nuevo vector de presiones determinado con los valores
de las reacciones R; y con ellos establecer los nuevos valores de las constantes K; ,
iterando para obtener las nuevas deformaciones de los resortes s, , y asi hallar las
diferencias s; - §; . El proceso debe ser rapidamente convergente para la mayoria de los
casos, obteniéndose finalmente la configuracidon real de asentamientos por efecto de la
rigidez de la estructura. El geotecnista proporciona al estructurista los archivo de datos -
con las matrices de propiedades dei suelo y coeficientes de influencia, para que éste
pueda Hlevar a cabo las iteraciones necesarias entre estructura y suelo ( Elistein y

Granados, 1989 ).

Un enfoque novedoso que trata |a interaccion suelo-estructura en sus etapas de analisis
y disefio ( Moreno, 1990 ) comprende una serie de opciones como considerar las
caracteristicas del suelo a ‘partir de! ‘'modulo -de - cimentacion,-~caracteristicas de la
estructura, determinacion de los elementos mecanicos ( deflexiones, momento
flexionante, giros, fuerza cortante 9, presentando éstos-en forma de graficas en pantalla -
0 en impresora a escala. La ventaja de este enfoque es que se simplifica la presentacion
de resultados, y que comprende en forma integral las etapas de analisis y diseno de la
estructura de cimentacion, ahorrando considerable tiempo a! ingeniero que realiza el
calculo correspondiente ( Moreno, 1980 ).

La interaccién suelo-estructura se puede atacar utilizando el método del elemento finito
( Zienkiewicz , 1877 ) en el terreno de cimentacion. El inconveniente de esta técnica es
que es muy alto, y usualmente se requiere el uso de computadoras de gran capacidad.
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2.2. |nteraccion suelo-estructura considerando el asentamiento y el giro de zapatas
aisladas. :

El método de rigideces del analisis estructural establece que se debe satisfacer el
equilibrio de momentos flexionantes en los nudos y el equilibrio de fuerzas cortantes ep, '

los ejes de las barras de la estructura. Esta condicién se puede poner en forma matricia|
de la siguiente forma

K3+ P+ P.=0 (5)
El significado de las cantidades de la ec 5 se presenta en los siguientes parrafos.

K es la matriz de rigideces de la estructura, dada por la suma de las matrices de rigidez
de cada una de las barras, es decir

K=ZK (6)

donde K, es la matriz de rigidez de cada barra. A manera de ejemplo, en una barra con
apoyos continuos ( fig. 1), la matriz de rigidez vale

Bp eq 6r 85

[ BEI/L ]
AEI/L 2EI/1  -BEI/L %
6EI/L? | ®
— ? q

Kk=| VL 4E/L -6EI/L (7)

- 8
eEi/Lt e/t azmy L '
| eEI/L*  eEI/L  -12Ei/L0 12810 | S

0 es el vector de desplazamientos de la estructura, y esta formado por los
desplazamientos angulares ( giros ) de los nudos de la estructura y los desplazamientos
lineales de los ejes de la estructura.

P. es el vector de carga de empotramiento, formado por los momentos y cortantes de
empotramiento que transmiten las barras sobe los nudos de la estructura.

P. es el vector de cargas externas concentradas, formado por los momentos

concentrados sobre los nudos de la estructura y las fuerzas concentradas que actuan
sobre los ejes de |a estructura, : :
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FIG.1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA
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FIG2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA

Cuando una estructura a base de zapatas aisladas sufre desplazamientos debidos a la
deformabilidad del terreno de cimentacion se generan en la cimentacién acciones que se
pueden determinar usando los conceptos rigidez angular K, y rigidez lineal K, del terreno
de cimentacion. Se define 1a rigidez angular como el cociente del momento M que actua
SObre una zapata y el giro en radianes 6 que sufre esta zapata:



Ki=M/90- (8)

La rigidez lineal se define como el cociente entre la carga vertical Q que actua sobre una
zapata y el desplazamiento vertical & que sufre la zapata:

K=8/3 (9)
Los valore€'de K. y K, dependen de las propiedades de deformacion del suelo.

De las ecs B y 9 se obtienen en el momento y la carga vertical debidas a ta reaccién del
suelo.sobre la estructura:

M= K, 8 (10)

Q=K 0 {11)
Conociendo los valores de K, y K, de un suelo, se pueden calcular los giros y los
desplazamientos verticales que sufre una estructura cimentada sobre zapatas aisladas, s
a la deformabilidad de! terreno se pueden incorporar, con relativa facilidad, en el vector
de cargas concentradas sobre ia estructura P,

Este procedimiento lo vamos a ilustrar mediante un ejemplo muy sencillo, como el
mostrado en la fig 2, en el que vemos que las cargas sobre la estructura son la repartida
de 1.54 tm, las concentradas sobre las columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez
angular y lineal de las zapatas de cimentacion. En la estructura:

Modulo de elasticidad del concreto ' 2214000t/ m®
Momento de inercia de ias columnas 0.000675 m*
Momento de inercia de las trabes 0.0054 m*

En e! terreno de cimentacion

Ki= 1880t/ m Ke=720tm/rad

A continuacion presentamos el analisis detallado de la estructura,

Iniciamos numerando las barras y los grados de libertad de la estructura, los cuales se
muestran en la fig 3. Las cargas saobre la estructura, correspondientes a los grados de
libertad definidos, se aprecian en la fig 4. Con estos datos podemos formar las
cantidades que aparecen en la ecuacion matricial 5.

a) Vector de desplazamientos

El vector de desplazamientos vale ( fig 3)
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b) Matriz de rigideces

para formar la matriz de rigideces de la estructura usamos la ec 6. Empezamos por
visualizar los grados de libertad de cada barra

Barra B, Bq Or Os
1 Bs 63 - -
2 Bs 04 - -
3 Bs Os 04 W

A continuacion, aplicando la ec 6 formamos la matriz de rigidez de ‘cada barra:

Bs B3

_T129952 649.76 7%
1T [649.76 129952 e,

=

06 64

_[1299.52 649.767%
=77 | 649.76 1299.52]0,

5 s O o,
79704 39852 -19926 1992675
K. = | 39852 79704 -19926 19926 (O
B3 = 119926 -10026 664.2 —664.2%
19926 19926 6642 664.2 |
. 2
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FIG 3 NUMERACION Y GRADQOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA
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P1=1.2t

- Pz =12t
Kr 0, K| 52
N

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA
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K=ZIi =K +K; +Ks

51 52 93 64 95
664.2 -664.2 0 0 -1992.6
-664.2 664.2 0 0 1992.6
K= 0 0 129952 0 649.76
= 0 0 0 1299.52 0
-1992.6 19926 649.76 0 9269.92
-1892.6 19_92.6 0 649.76 3985.2
c) Vector de cargas de empotramiento
wbL /2] [-462
-wlL /2 -4.62
B = 0 ] 0
He = 4 0 =4 0 ’
wl® /12 462
-w L /12 (482

d) Vector de cargas concentradas

.12 + 1880 §,)
-1.2 + 1880 8,
720 8,
7208,

0
0

Sustituyendo valores enlaec 5

664.2 5,-664.2563;- 19226 05 - 1992.6 8¢
-462-12+ 188006, =0

-664.2 §, + 664.2 5, + 1992.6 05 - 1992.6 0
-462-12+1880%; =0

1299.52 8, + 649.76 65+ 0 + 720 8; = 0
129952 8, + 649.76 05+ 0+ 7200,= O

-1992.6 §; + 1992.6 5, + 64976 6,
+9269.92 05+ 398520 +462+0=0

-1992.6 &, + 1992.6 5, + 649.76 6,
+ 3985205+ 9269.926,-462+0 =0

Bs

-1992.6
1992.6
0
649.76
3985.2
9269.92

DD D DM

o

o

1
2

F )

5
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Por simetria
61 =0, ,0;=-084 ,05=-65
Por lo tanfo

-5.82 + 1880 6:=0
2019.52 6, +649.76 6;=0
649.76 8; + 5284.72 65 +4.62=0

Resolviendo el sistema

8; = 0.003096 m
8; = 0.0002929
6s = - 0.0008102

El mc;mento gue llega a la cimentacion se puede obtener muitiplicando el giro respective -
por su rigidez angular

M;=K,8,=720(0.0002929 )=0211tm
La carga vertical sobre la zapata es igual al desplazamiento vertical por la rigidez lineal
P,= K;& =1880(0.003096)=5.82t

También se pueden hallar las acciones que transmite {a estructura a la zapata,
empieando las siguientes expresiones, que proporcionan los elementos mecanicos que
transmite una barra sobre el nudo

M,=M,, +4EI6, /L +2Ei6, /L
-BEI§ /L2+6ElIS /L2 (12)

Mq=Mg +2El8,/L+4ElB, /L
-BEIS /LP+BEIS /LY (13)

Ve =Ve, -85 &, /L7 -6&l8,/L o B
+12E16, 1L0-12E18,/L° . (14)

Vo =V, +BEIB, /L2 +B8ElIQ /L’
S12E18, /P +12E1 8. /L0 (15)

gonde M., , Mg ¥ Ve 50N los momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre
nudo.

Sustituyendo valures en las expresiones anteriores, para la barra 1 se halla el momento
sobre {a zapata ( ec 13)

Mg=Mg=-0.211t.m
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Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre el nudo de la izquierda ec ( 14)
V=462t

La carga vertical sobre la zapata sera la suma ' del cortante anterior y de la carga
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la carga vertical sobre la zapata vale

zQ=582t¢

El momento y la carga vertical sobre la zapata se emplean para ia revision de estabilidad
por mecanica de suelos y para el disefio estructural de la zapata.

3 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES PROFUNDAS

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a cargas verticales

Para el caso de cimentaciones profundas Zeevaert ( 1980 ) trata los dos siguientes
casos:

I. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en un
deposito de muy baja compresibilidad y gran espesor ( fig 5 ).

Il. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en
un estrato resistente de espesor limitado de baja compresibilidad, pero bajo el cual se
localizan estratos compresibles (fig 6 ).

Ei caso | se puede resolver considerando que cada pilote tiene un mddulo de reaccidn K,
constante e independiente de los demas pilotes. Asi, el problema se reduce ai de una
cimentacion apoyada sobre resortes ( uno por cada pilote ), en que la constante de cada
resorte es independiente def resto de los resortes. Ademas, si todos tos pilotes tienen la
misma seccion y longitud, su nimero es igual en cada linea, y se considera un valor del
modulo de deformacidn constante para el estrato resistente de apoyo de la punta de los
pilotes, entonces K; es igual para todos los pilotes (Zeevaert 1980). .

Cuando existe un depdsito compresible subyaciendo al estrato resistente de apoyo (
caso |l. Fig 6 ), el valor de K; no se puede considerar constante para cualquier punto, ya
que en este caso interviene la deformacion de los estratos compresibles que suprayacen
al estrato resistente donde apoyan los pilotes. Por lo tanto, serd necesario emplear el
procedimiento indicado en el inciso 2.1, es decir, determinar las ecuaciones matriciales
EMA y EMI, con la consideracién adicional de que el modulo de cimentacion K; hay que
tomar en cuenta la deformacidn de!l estrato de apoyo del pilote { Zeevaert, 1980 )
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3.2 Pilas o pilotes sujetos a cargas laterales

La construccidn de estructuras marinas fuera de la costa ( offshore structures )requiere g
uso de cimentaciones profundas a base de pilas o pilotes, y ha propiciado el desarrolip
de métodos de andlisis para estos elementos. Sobre todo cuando estan sometidos 3
fuerzas laterales debidas a atraque de embarcaciones o efectos de oleaje. Uno de log
primeros trabajos en este sentido es el de Matlock y Reese ( 1961 ), en el que
establecen que para una solucion racional de la interaccion suelo-estructura es
necesario que tanto las condiciones de equilibrioc estatico como la compatibilidad de
deformaciones se deben cumplir en todas las partes del sistema estructura-suelo.
Usualmente tratan la estructura y los pilotes como elementos linealmente etésticos, pero
comentan que las caracteristicas del suelo son marcadas no linealmente; la solucion aj
problema se alcanza mediante repetidos célculos con la teoria de la elasticidad, con los
valores de la rigidez del suelo ajustandolos a cada iteracion.

Las caracteristicas fuerza-deformacion del suelo se tratan con una familia de curvas de|
tipo * p-y’ , como las mostradas en la fig 7, las cuales se obtienen a partir de las

propiedades de cada suelo.

Matlock y Reese ( 1961 ) consideran a! pilote como una viga, en la que se debe de
cumplir la ecuacion diferencial

Eld*/dx* =p (16)

En el suelo se reguiere un modulo secante de deformacion E; ( correspondiente al nivel
de esfuerzo con el que se este trabajando ), el cual esta dado por

Es=-p/y (17)

donde p es la reaccion del suelo sobre el pilote, por unidad de longitud ( t/m. por
ejemplo ), y "y " es el desplazamiento lateral del pilote. Combinando las ecs 16 y 17 se

obtiene Ia siguiente expresion
dy/dx*+ (E/El)y=0 (18)

La selucion de la ec 18 se lleva a cabo con dos procedimientos. El primero consiste en
suponer que E; es proporcional a la-profundidad E; = k X. Mediante sucesivas soluciones
Jde |la ecuacion diferencial se va loarando que la elastica de viga se aserieje o mas
rosible a fa curva p-y determinada a partir de las propiedades del suelo. Esto es
niecesario debido a las caracteristica no lineales de deformacion del suelo. Estas
solucion se lleva a cabo con el auxilio de tablas y graficas construidas ex-profeso para el
caso.

E! segundo procedimiento se emplea cuando se encuentran variaciones importantes en
las propiedades del suelo, y cundo se requiere tomar en cuenta cambios en |a rigidez del
pilote, para lo cual se requiere el empleo de una computadora. Mediante soluciones
sucesivas de la ecuacion diferencial del pilote, haciendo repetidas referencias a la curva
p-y del suelo, la computadora determina cada tramo elegido del piiote el valor del modulo
de deformacion del suelo que satisface las condiciones de compatibilidad y de equilibrio
entre suelo, pilote y superestructura. Se toman en cuenta variaciones en las condiciones
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parte superior del pilote. En la fig 8 se presentan los resultados de la aplicacion de los
métodos usados por Matlock y Reese ( 1961 ).

Profundidag
- (plg)
eacc.
2 // 1\ M,
del Pr-=1150000.1b.,
/15 / """
suelo / }’ /5
/ / 90 // S ——
b/ plg A A / :
// /769/’/ T
— -

y, defexion lateral del pilote, plg

FIG7 CURVAS TIPICAS p-y, DETERMINADAS PARA EL SUELO A DIFERENTES
PROFUNDIDADES { MATLOCK Y REESE, 1961)

Momento flexionante, 10° pig.Ib

+10

ucion 1
i El constante )

soly

N PR sglucion 3 e

" ( cpnsid¢rande socgvaciaff))
. - Jfsolucidon 4 mangd

/( considergndo B, 0 kx y
81 congiante()

FIG8 COMPARACION DE DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE, DE LA SOLUCION A
MANO CON: (a) SOLUCION 1, CON COMPUTADORA, AJUSTANDO LOS VALORES DE E,
CON LA PROFUNDIDAD, y (b) SCLUCION 2, TOMANDO ADEMAS EN CUENTA LA VARIACION
DE LA RIGIDEZ DEL PIiLOTE CON LA PROFUNDIDAD (MATLOCK Y REESE, 1861)

Debido a las cargas laterales sobre los pilotes , en la parte superior se alcanza con
frecuencia el rango de comportamiento plastico del suelo en las curvas p-y, razon por la
cual se han desaroilado los métodos para tomar en cuenta el comportamiento del suelo



cerca de la falla, tanto para arcillas blandas ( Matlock, 1970 ), como para arenas
Reese et al, 1974 ). En ambos casos se has comparado ios resultados de las teorias cop
mediciones de campo y de laboratorio, obteniéndose en general acercamientos bastante
satisfactorios a Ia realidad, sobre todo para fines practicos.

También se ha empleado el método del elemente finito para tomar en cuenta, entre otros
efectos, el desplazamiento relativo que puede ocurrir entre piiote y suelo durante la
deformacion lateral del elemento ( Yegian y Wrigth, 1973 ). También se puede tomar en
cuenta la influencia de dos o de tres pilotes cercanos entre si ( Yegian y Wright, 1973 );
el nimero de pilotes a considerar es pequeiio, dada la gran cantidad de elementos que
se tendrian que trazar para un numero mayor de pilotes. S

Por su parte, Zeevaert ( 1980 } presenta un método muy completo para el analisis de
pilas o pilotes sujetos a cargas laterales. Considera cinco casos principales de analisis

de una pila o pilote:

i, ' Pilote libre de girar en sus exiremos

I. Pilote empotrado en |a estructura de cimentacion y libre de giraren al  punta
. Pilote libre de girar en la cabeza y empotrado en ia base

V. Pilote empotrado en ambos extremos con giro en la base

V. Restriccion parcial del giro en los extremos de una pila

Para la solucion de estos problemas se emplea la Ecuacion Matricial de Interaccion
Horizontal ( HEM! ), la cual depende de las condiciones de apoyo y de las caracteristicas
estructurales del pilote. Por otra parte, se obtiene la Ecuacién Matricial de
Desptazamientos Horizontales ( HEMA), fa cual es funcion de las propiedades de
deformacion del sueio, considerando la influencia entre las diferentes reacciones del
suelo considerando la influencia entre las diferentes reacciones del suelo sobre el pilote
con ia masa de suelo, para lo que se emplea el module horizontal de cimentaciéon K; ,
definido de manera analoga a como se hizo en el inciso 2.1 de este trabajo. Ei
procedimiento de Zeevaert ( 1980) para pilas o pilotes sometidos a cargas laterales es
similar al descrito en el inciso 2.1, en el que se varian los valores de K; mediante
iteraciones hasta que se cumple la condicion de compatibilidad de deformaciones entre

pitote y suelo

También se pueden combinar fas matrices HEMI y HEMA, para hallar la matriz HEMISE,
que permite resolver el problema de la interacnion suelo-pilote sin necesidad de recurrir a
iteraciones ( Zeevaert, 1980). En las figs 7y .0 se presenta la aplicacion sometida a una
carga lateral de 10 t.

La publicacion del Manual de Diseno y Construccion de Pilas y Pilotes ( 1983 ), de la
Sociedad Mexicana de Mecanica de Suelos, contiene los valores de coeficientes de
reaccion horizontal K, dados por Terzaghi ( 1955), para suelos sin y con cohesién, asi
como un procedimiento aproximado, tomado de la Sociedad Geotecnica Canadiense (
1978 ), que proporciona en forma grafica las magnitudes de la fiexion y dei momento
flexionante en funcion de la profundidad a lo largo del pilote., haciendo uso de |a rigidez
relativa del sistema pilote - suelo
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El=6.441x 10*tm

X4 0.9024
20
0.9024
X2 0.0015
2.5
_____________________ 0.9015
X3 0.0020
25
______________________ 0.4020
12.0 -
X4 0.0033
2.0 .
______________________ 0.0033
Xs 0.0012
2.0 — |
0.9012
I I SR 0.4060

—* VvV, Distancia
r__/ X, enmetros
Base 2Ry =16 m

FIG9 PILA SUJETA A FUERZA HORIZONTALES (ZEEVAERT, 1980)

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN LA ESTRUCTURA Y EL TERRENQC DE
CIMENTACION

Como se ha podido observar en los incisos anteriores, al trabajar con la interaccion suelo
- estructura se toma en cuenta tanto ia estructura como el terreno de cimentacion, por lo
gue es necesario conocer las propiedades de ambos medios.

En estructuras-de concreto reforzado se acepta el médulo de elasticidad de! concreto
tiende a disminuir con el tiempo, Asi Flores Victoria ( 1968 ) sefiala que en edificios de
concreto, el modulo de elasticidad puede tomarse del orden de 3000 J’f al tener en
cuenta que los asentamientos totales suceden a largo plazo. Nétese que este valor es
bastante inferior al 10000 [/ que usualmente se toma para célculos a corto plazo.

Por su parte, Elistein y Granados ( 1988 )} comentan que la magnitud de los
asentamientos que determinan corresponde al 100 % de consolidacién primaria, misma
que tardara un cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones de la estructura no son
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instantaneas sino diferidas y por tanto fas propiedades elasticas de los materiales
estructurales no son las medidas de los materiales estructurales no son fas medidas con
las pruebas rapidas usuales; para el caso del concreto amado en al ciudad de México, el
componente diferido puede ser tomado en cuenta por un factor menor de unp,
probablemente del orden de 0.2 6 0.25 ( Elistein y Granados, 1988 ).

Puede observarse que en general existe coincidencia en sefialar que el médulo de
elasticidad del concreto se debe reducir en forma importante cuando se lleva a cabo la
interaccion suelo - estructura a largo plazo. La variacién de los médulos de deformacion
es todavia mas importante en el terreno de cimentacién, sobre todo si se trata de suelos
plasticos saturades, en los que la deformabilidad depende no sélo del nivel.de esfuerzos
sino también en forma importante del tiempo. En consecuencia, los médulos de
deformacion deben seleccivnarse acordes con ambos factores: nivel de esfuerzos y

tiempo.

El hecho de que el suelo tenga un comportamiento no lineal ha sido tomado en cuenta
por la mayoria de los investigadores de a3 interaccion suelo - estructura. Asi, Chamecki
( 1956 ) trabaja con el indice de compresibilidad en una arcilla normalmente consolidada,
al cual toma como una constante. Ademas, senala que el modulo de deformacién de un
suelo es funcidn del estado de esfuerzo, siendo la derivada de la curva esfuerzo -
deformacion unitaria, con respecto al esfuerzo. Debido a que las relaciones esfuerzo -
deformacion en los suelos son no lineales, Chamecki ( 1956 ) propone un método
iterativo para la resolucién de la interaccién suelo - estructura. § en cm x 10™

8 6 4 2 0
t

40 30 20 10 0 10

2.0 \ \ \ [Cortante en' t

2.5
Espesor iomentd en
de! estrato 25 . t.m
enm 2.0 Eesp1azamierQ\

P
2.0 horizentales an cm. \

1.4

'SEGUNDO CICLO TERECER CICLO

FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES, Y DESPLAZAMIENTOS
HORIZONTALES DE LA PILA ( ZEEVAERT|1980)
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Varios autores toman en cuenta el comportamiento no lineal de los suelos, proponiendo
métodos iterativos para considerar este efecto ( Flores Victoria, 1968, Flores Victoria y
Esteva, 1970 ), en los que utilizan criterios para acelerar la convergencia de los métodos.

El comportamiento no lineal del terreno de cimentacion es considerado por Damy et al
(1977 ) y Esteva et al ( 1977 ), al utilizar matrices secantes de rigideces en la estructura
y de flexibilidades en el suelo, para cada iteracion. )

Zeevaert ( 1980 ) senala que las reacciones efectivas en la orilla de la cimentacidon
pueden resultar altas, lo que origina un flujo viscoplastico, y consecuentemente un
relajamiento del esfuerzo de reaccidn bajo deformacién constante en esos lugares. El
esfuerzo limite efecilivo o respuesta méxima que puede admitirse en condiciones
estaticas en la orilla de la cimentacidon es igual a la resistencia de material, cuando se
inicia un flujo viscoplastico incipiente ( sin necesariamente alcanzar la capacidad de .
carga uitima en el borde de ia cimentacion ). En suelos de alta sensibilidad podria
establecerse la condicion de que el esfuerzo maximo en el borde de la cimentacion, en
condiciones estaticas, no rebase el esfuerzo critico ( o de preconsolidacion )
correspondiente al quiebre de la curva de compresibilidad ( Zeevaert, 1980 ). ‘

En pilotes sujetos a cargas laterales el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la
falla: véanse las curvas p - y de la figura 7.

Inclusive, existen tecnicas para tomar en cuenta e} comportamiento piastico del terreno
en estado de falla, tanto para suelos cohesivos ( Matciok, 1970 ) como para suelos
friccionantes { Reese et al, 1974 ),

5. APLICACIONES

Presentamos en este inciso algunas de las aplicaciones de la interaccién estatica suelo -
estructura.

En la fig 11 se presenta una estructura reticular con una cimentacion a base de una
zapata corrida. ( Pozas, 1980 ). Empleando interaccidén suelo - estructura se obtiene los
resultados mostrados en la fig. 12. Es interesante comparar estos resultados con los
obtenidos suponiendo una reaccion uniforme, los cuales se mue itran en la fig. 13. Como
se puede observar los momentos en todos los nudos de la estructura difieren comparado
ambos casos. En e! nudo central inferior el momento con rez=cion uniforme es 31 %
mayor que el que se obtiene tomando en cuenta la interaccion suelo - estructura. En el
nudo inferior izquierdo el momento es 320 % mayor con el primero que con el segundo
método. Aun en fa estructura se deja sentir el efecto de la rigidez de la estructura: el
momento sobre el nudo de la izquierda del primer piso, debido a la columna inferior,
cambia inclusive de sentido ( figs. 12 y 13 ). En resumen, los momentos fiexionantes
determinados con reaccion uniforme difieren de los momentos obtenidos tomando en
cuenta fa interaccidon, tantc en la superestructura como en la subestructura. Esta
variacion ocurre tanto en la magnitud como en el sentido de los -momentos, pues en uno
de los nudos estos llegan a cambiar de signo, tal como puede verse comparando las figs.

12y 13. ~



_ . 4 o 4 - . secci&‘ trabe »,4,::.-. T I8 e Sl

—— j — -
4 A ik aa s i il i Llrii AL , mmmh ’ .
i 3 v/a 3 t/s
. . 40 cin
3
3 t/m at/a —
J Ad s ia sl Ai )l asl il s bL 30 ca '.z
[ — ' i
. ) 30 cm a2
3 3
1 t/m 1 t/m 3
daa s s e el i naaang sy Seccidn .‘.:.'
1 columna R -3
+ 3
2 M = 0.025 o/t Arcilla '
2
3 N_ = 0.020m /t Arcilla
2 .
3 M_ = 0.018 &/t  Arcilla :
Arena compacta
Distancias en metros
FIC 1} ESTRUCTURA RETICULAR (POZAS, 1980)
2.58 3.7%9 3.79 2.58 -
3 {3 {
g -t
2.58 2.5§ 1.68  5.37 5.37 1.68
3 Y L M {
2.40.4.3.20 2.40 7 i ' t
i i oy T Distancias “T%.68 1.68 ™
S V4 v en metros ) 3
3.80 3.48 | 3.48 3.20770.80 1.797 5.52)5.52 177
3 \ i Al [ )
 0.63 7.89 7.97 0.63 e V| 1.
. 2 ! p.39™f °° Mt oo T
.63 7 %. 63 L To.47 3
7 . 10.47 T~
4 F 2.64 } { \ §_]2-64]
8) Momentos de’ba—:-"s arhre nudo, t.m : 2.1&4 4 ;_J a \3464 '
* ) N —f —T.
R Em_[mm Momentos de barra sobre nudo, !
6.24 5.24
[T
b) Reacciones del terrenc, t/m .
. . 7T t/m
[ I T l . Reaccibn del terreno
) Distancias en metro
0.2050 0.249 0. - . .
0.249 0.252 0.249 0.250 i 13 RESULTADOS OBTENIDOS SUPONIEND?
c) Hundimientos del terreno, = REACCION UNIFORME (POZAS, 1980

FIGC 12 RESULTADOS OBTENIDOS UTILIZANDO
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Otro caso real de aplicacion de la interaccion suelo - estructura es le correspondiente a
zapatas corridas que se emplean para tomar fuerzas laterales debidas a sismo a través
de muros de cortante que se unen a las zapatas en diferentes tramos. En la fig. 14 se
muestran los resultados de un andlisis de interaccion suelo - viga flotante para una
zapata de concreto reforzade. El médulo de elasticidad de! concreto utilizado fue de
1,581,000 t / m® y los momentos de inercia en los diferentes tramos se indican en la fig.
14, También pueden observarse las cargas que actian en la zapata, asi. como la
estratigrafia y propiedades del subsuelo. En la misma figura estan graficados los
diagramas de reacciones y de hundimientos del terreno, sirviendo el primero de ellos
para la determinacién de los elementos mecanicos y del disefio estructural de la zapata y
el segundo para el conocimiento de los asentamientos totales y diferenciales de la
cimentacion { Deménghi, 1990 ). Puede observarse que en el contacto del terreno de
cimentacion con las zapatas se presentan, tedricamente, esfuerzos de tensién, es decir,
se obtienen reacciones negativas, fenémeno debido a los momentos que transmiten los
muros de cortante a la cimentacion en uno de los extremos de las zapatas.
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Otro ejemplo de interaccion suelo - estructura consiste en el analisis de un maroof
estructural en el que se considera que sus apoyos tienen una rigidez al desplazamienty
vertical y otra al giro; es decir, se considera por ejemplo un marco estructural cimentadp |
en zapatas aisladas que pueden sufrir tanto un hundimiento vertical como un giro. gn
este sentido, este analisis es un poco mas general que los andlisis convencionales que
suponen que los apoyos de! marco estructural estdn empotrados o articulados en ef
terreno de cimentacion. La forma de llevar a cabo el analisis de interaccién suelo -
estructura para este .caso se presentd ene | inciso 2.2 de este trabajo. En la fig. 15 se
presenta la aplicacién esta técnica a una estructura real, a cual esta formada por una
trabe de concreto reforzado de 0.5 m de ancho y de 2 m de peralte, apoyada sobre unas
pilas de cimentacion de concreto reforzado de digmetros de 1.12, 1.48 y 1.74 m. Las
cargas que actlan sobre el marco se indican en la fig. 15. Las pilas tienen los siguientes

diametros.

Pila Diametro, m
1 1.12
2 1.48
3 1.74

El terreno de cimentacion es una toba de origen volcanico que se encuentra al poniente
de la ciudad de México, que tiene un modulo de deformacion del orden de 8,000 a
10,000 tm?. El material comprendido entre la trabe superior y el nivel de desplante de las
pilas es un relleno suelto cuya rigidez se desprécia para fines de analisis.

En la fig. 15 se muestran los momentos fiexionantes en los moadulos de elasticidad del
concreto reforzado de 2,214,000 tm? y un modulo de elasticidad del terreno de
cimentacion de 8,000 vm’. Se pueden observar las altas magnitudes de las fuerzas
cortantes y en la fig. 17 las de las fuerzas normales en las pilas. Notese la fuerte
redistribucién de cargas debido a la interaccion suelo - estructura. Asi, en la parte central
de la estructura de la carga en un nudo es de 150 t, mientras que por el efecto
combinado de rigidez de estructura y suelo la carga en la pila que esta bajo el nudo
aumenta hasta 302 t ( frg. 17 ); en el nudo vecino la carga concenirada es de 480 t,
mientras que la carga en la pila de abao disminuye a 350 t. Un fendémeno similar se

presenta en el resto del marco.

Con el propésito de observar Ia influencia de un aumento en la rigidez del terreno y una
disminucion en la rigidez de la estructura, se licvd a cabo wn segundo analisis
incrementando el mddulo de elasticidad del suelo del concreto a 1,265,000 ym?®. Los
resultados se muestran en las figuras 18 a 20, para los momentos flexionantes, fuerzas
cortantes y fuerzas normales, respectivamente. Como era de esperarse, [a redistribucion
de carga es menor; asi, en {a fig. 20, en el nudo donde la carga concentrada es de 150 ¢,
en ia pila aumenta a 253 t 8 en el primer analisis aumenta hasta 302 t. ). En ele nudo
vecino la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t. { en el primer analisis disminuyo
a 359 t.). De todas formas, el efecto de la interaccion suelo -estructura en este caso

tambien es importante.
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Se han llevado a cabo mediciones en campo, en las cimentaciones reales, para verificy;
la validez de los analisis de interaccidn suelo - estructura. Mayerhof ( 1979 ) presenta (g
resultados que se escriben en los siguientes parrafos. ‘

Las observaciones indican que en zapatas rigidas uniformemente, con la excepcion dg
arena suelta, la presion de contacto es mayor en la esquina y menor en el centro, comg
era de esperar de acuerdo a la teoria ( fig. 21, Meyerhf, 1879 ) . Las mediciones
anteriores también han mostrado que la heterogeneidad local de las propiedades dg
suelo cerca de la base tiene una influencia considerable en la distribucion de la presion
de contacto (sobre todo se deja sentir el efecto de la falta de confinamiento del suelp
cerca de los extremos de la zapata ). Por otro lado, las mediciones indican que el
maximo momento flexionante puede ser hasta 30 % mayor que el obtenido con g}
método de analisis convencional. ‘

En Iz fig. 22 y 23 se presentan resultados ( Meyerhof, 1979 ) de mediciones en
estructuras reales de gran tamano ( en el primer caso se trata de un edificio de 52 pisos
y en el segundo de otro de 15 pisos 9. El analisis de ias dos figuras permite afirmar que
los valores tedricos determinados empleando los métodos de interaccion suelo -
estructura, es decir, considerando la rigidez de la estructura, son muy simiiares a los
valores medidos en el campo (asentamiento, presion de contacto, momento flexionante

y fuerza cortante ).
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ARCILLA —— SUTHMERLAND Y LINDSAY (1961)
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6. CONCLUSIONES
En relacidn con la interaccion estatica suelo - estructura serpuede concluir lo siguiente:

a) Existe un buen numero de métodos que tratan el problema, En términos generales, |3
mayoria de ellos determinan las deformaciones del terreno de cimentacién utilizando |3
matriz de flexibilidades del suelo. En cambio, en el analisis de la estructura, algunos
procedimientos emplean ia matriz de rigideces, mientras que otros usan la matriz de
flexibilidades de la estructura. Cabe aclarar que practicamente todos los metodos
resueiven el problema, es decir, todos ellos obtienen los dizgramas de jasentamientos
diferenciales del suelo y de reacciones del mismo, tomando en cuenta la.figidez de i3
esfructura de cimentacién. Inclusive, algunos de los procedimientos toman en cuenta e}
efecto de |a superestructura ( con todos sus pisos ) en el analisis de interaccion.

b) La mayoria de tos procedimientos de interaccion se presentan en forma bidimensional,
en el plano ( quiza por facilidad de exposicion ), pero se pueden extender en forma
relativamente sencilla a fres dimensiones. El principal inconveniente de tratar el problema
en el espacio es que el nimero de operaciones es elevado, lo cual cae fuera del alcance
de la mayoria de las oficinas del calculo estructural 0 de mecanica de suelos.

¢) La solucion del problema de interaccién se puede realizar haciendo un analisis de la
estructura y un analisis de deformaciones del suelo, y llevando a cabo después una
combinacion adecuada de ambos, que de hecho es lo que hacen la mayoria de los
métodos presentados en los incisos anteriores. Se observa que el ingeniero de
cimentaciones, al dedicarse ala interaccion suelo -estructura, debe manejar en la forma
mas clara posible sus conceptos de analisis estructural y de mecanica de suelos.

d) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, la resolucion de un problema de
interaccion suelo - estructura se lleva a cabo en general con el auxilio de programas de
computadora, los cuales, actuaimente, se pueden correr en una microcomputadora
(o PC ), con las que se cuenta en la s oficinas de calculo.

e) Un aspecto importante de la interaccion suelo - estructura es el relativo a las
propiedades de la estructura y el suelo. En al estructura el médulo de elasticidad del
concreto, para fines de célculo, disminuye con el tiempo. En el terreno de cimentacion, la
deformabilidad es funcion del nivel de esfuerzos, ya que el comportamiento de los suelos
es no lineal. Ademas, en los sedimentos plasticos saturados la deformabilidad del suelo
depende del tiempo. Por lo tanto, en Igs calculos de interacciéon se debe tomar en cuwn':
en forma apropiada en cambio de {as propiedades de los suelos con las variables
mencionadas. Inciusive, en los extremos de una estructura de cimentacicn, o en pilotes
sujetos a cargas laterales, el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la falla, por lo
que hay que considerar en estos casos el comportamiento plastico del terreno. Por lo
anterior, conviene trabajar con los modulos secantes de deformacién del suelo, acordes
con e nivel de esfuerzos y, en caso de sueios finos saturados, con el tiempo.

f) Algunos procedimientos emplean el modulo de reaccion K en fa interaccion suelo -
estructura. Dado que K depende de las propiedades del suelo, es valido expuestos en el
inciso { e ) anterior respecto a la variabilidad de las propiedades de ic: suelos, Pero,
ademas en una cimentacion continua el modulo K depende de la reaccion del suelo y de
las deformaciones de la cimentacion, por lo que no se conoce a priori, $ino que solo con
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iteraciones es posible determinar su valor. En consecuencia, en cimentaciones continuas
no es posible asignar valores de K en funcion del tipo de suelo, como se pretende hacer

en ocasiones en al praclica.

g) En cimentaciones a base de zapatas aisiadas, cuando no existe influencia de un
cimiento sobre otro, ya sea por el tipo de terreno o por que estén las zapatas
suficientemente separadas, se puede realizar la interaccion suelo - estructura
considerando modulos de reaccion al desplazamiento vertical y al giro. £n el inciso 2.2
se presenté un procedimiento que resuelve este caso, considerando las reacciones del
suelo como cargas sobre la estructura. .

_h) La comparacion de resultados entre considerar una reaccidn uniforme y tomar en -
cuenta la interaccion suelo - estructura exhibe diferencias notables en los diagramas de
hundimientos diferenciales, reaccién del terreno y eiementos mecanicos ( momento
flexionante y fuerza cortante ), en la mayoria de los casos. Se puede presentar inclusive
en algunos casos cambio de sentido en los momentos flexionantes de la estructura de
cimentacion o de la superestructura,

i) En cambio, la comparacion entre observaciones de campo en estructuras reales con
los métodos que toman en cuenta la rigidez de la estructura de cimentacion, ha dado
resultados promisorios, pues los valores determinados con los métodos de interaccion
son similares a los valores medidos en campo.

L
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UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL -
DE LA INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA

Agustin Deméneghi

Facultad de lngenie}ia, UNAM. México

RESUMEN -

Se presenta un procedimiento para el analisis de interaccion estatica suelo-estructura en tres
'dimensiones, el cual toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. Esta
tecnica permite ademas de conocer l0os elementos mecanicos en cualquier nudo de la
estructura, incluyendo desde luego la estructura de cimentacion. con el propdsito de ilustrar el
empleo del método, se presenta un ejemplo sencillo de aplicacion resuelto paso a paso.

ABSTRACT

A method for the dimensional analysis of static soil-structure interaction is presented, in which
the whole structure and all the subscil strata are considered. With this technique we can
determine the mechanical elements in each node of the structure, including the substructure. A
simple illustrative example is presented for the explanation of the method.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interaccién estética suelo-estructura bastante -
utiles la mayoria de ellas; sin embargo, muchos de estos métodos estan elaborados para
aplicarse unicamente en dos dimensiones, de manera gue el analisis de una estructura se
realiza en un plano, lo cual hace que se pierda la visualizacion del fendémeno tridimensional.
Se puede intentar hacer analisis en dos direcciones ortogonales y superponer los efectos, para
representar el fenomeno tridimensional, pero aun asi el procedimiento es aproximado, y
ademas no es posible conocer los elementos mecanicos en las vigas intermedias de la
estructura de cimentacion. Por fo tanto, es necesario desarrollar procedimientos que tomen en
cuenta el efecto tridimensional en la interaccion suelo-estructura.

En este articulo se presenta un mélodo de interaccion tridimensional que toma en cuenta toda
la estructura y todos los estratos del subsuelo.

La técnica de interaccidén que se propone (Deméneghi 1983) consiste en considerar las
reacciones del terreno de cimentacion como cargas sobre la estructura, manejandolas como
incognitas. Después se calculan los hundimientos del suelo en funcidn de las cargas sobre €]
(estas cargas iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, por la tercera ley de
Newton). Finaimente se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo,
lo que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos medios; con esto se resuelve el
problema, ya que se obtienen los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estruciura.
Como previamente se realizo el analisis estructural, es posible determinar ademas los giros en

170



los nudos de Ia estructura. con estos resultados se pueden calcular los elementos mecanieo,
en toda la estructura, incluyendo desde luego a la estructura de cimentacion.

2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccion es conveniente utifizar el método de rigideces del analisis estructy
en el que la ecuacion general de equilibrio de una estructura esta dada por (Beaufait ef

1970)

Kg+Pe+Pe

donde
K = matriz de rigideces de la estructura

0 = vector de desplazamientos
P. = vector de cargas de empotramiento
P. = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de ia estructura se puede obtener mediante la suma de las matrices de
rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para la determinacién de
los vectores de empotramiento en las vigas de la estructura de cimentacion, debido a Iz
reaccion del terreno, consideramos una carga repartida de un extremo hasta la mitad de una
barra y otra carga repartida de la mitad hasta el otro extremo de la barra. La convencion de
signos utilizada es [a siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario y los
desplazamientos lineales son positivos si van hacia abajo en una barra horizontal (o hacia la
izquierda en barra verical). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra horizontal (o hacia la derecha en
barra vertical). A continuacién presentamos ias matrices de rigidez y los vectores de
empotramiento para las siguientes condiciones de apoyo:

a) Barra con una articulacion a la izquierda y un apoyo continuo a la derecha (fig. 1)
La matriz de rigidez esta dada por:

0 3 5

L TL 3R 3ENER e,

Km=: |-3EI/L2 31/ 3B/ 5 2)
| 3B./12 -3EI/® 3E/P] S,

£l vector de cargas de empotramiento vale

~wl?/8 + (7/128)2 1, + (9/128)%r,
Pem= | -3WL/B + (41/128)L 1, + (7/123)L 1, | (3)
|-5wL/8 + (23/128)Lr, + (57/128)Lr, |
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b) Barra con una articulacion a la derecha y un apoyo continuo a la izquierda  (fig. 2)

La matriz de rigidez esta dada por:

Bq S Os
[ BEL -3ENE 3|28,
K= !-35&/8 e 3B 5, (4)

| |G 3ENLE ], .

El vector de carga de empotramiento vale

wl 18 - (9/128)LF r — (7/128)L°1,
Pem= |-5WL/8 + (57/128)Lr, + (23/128)Lr, | (5)
3wL/8 + (7/128)L1, + (41/128)Lr,

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento para una barra con dos apoyos
continuos se obtiene en forma similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait ef a/ 1970).

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices
de rigidez de todas y cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas de
empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los vectores de cargas de
empotramiento de todas y cada una de las barras. el vector de cargas concentradas se
determina asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que actua sobre él. con
esto se realiza el analisis estructural de toda |la estructura. .

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para la determinacion de los elementos
mecanicos, pero, a manera de ejemplo, para una barra con una articulacion a la izquierda y un
apoyo continuo a la derecha (fig. 1)

My =-wl?/8 + (7/128) L’r, + (9/128) 1, + (3El/L) @,
-(3EI/L3) §, + (3EI?) 8, (6)

Vy=-3wL/8 + (41/128)Lr, + (7/128)Lr, - BEI/L}) 6, |
+ (3EL/L%) 6, - (3EI/L) 6, (7)

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura sobre el terreno de apoyo,
las que son iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la
estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en funcion
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de estas cargas, consideremos una reaccion r, actuando en la superficie (fig. 3); la presiot
vertical vale r, dy / a,, donde dy y ac son la longitud y el area en las que actua la carga,
respectivamente. La deformacion del estrato de espesor H;, debida a la carga r, vale

donde | es el valor de influencia, el‘cual esta dado por el esfuerzo normatl vertical en el punto
ij, producido por una presion unitaria actuando en el area a, (Zeevaert 1973).

M,; modulo lineal de deformacion, el cual se define como el cociente de la deformacion unltana
que la ocasiona.

En consecuencia  §y, = Mz., H, g i /3 ,

La deformacion del estrato, debida a todas las cargas vale

n
5, = M, H, ;1 e T S /8

donde n, = numero total de cargas r,

El asentamiento bajo el punto i vale
n

2,1M| H, }:1|.;krndklak
| = =

donde n. = numero total de estratos.

En la ec 8 ios hundimientos del terreno quedan en funcion de las cargas fi.

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformacior es - ntre estructura y suelo de
cimentacion, lo que equivale a considerar que tanto [os desplazamientos de la estructura como -
los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no se c:spega de la: estructura,
Analilicamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados poria ec. 8 en la ec. 1. De esta
manera desaparecen como mcognitas los giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es
facil ver que el numero de ecuaciones es e mismo que el de las incognitas, con lo que se
puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las reacciones. Empleando la
ec.8. ya conoccidas las reacciones, se pueden delerrmnar también los hundimientos del terreno

de apoyo.
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5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a paso, con el propdsito de
que el lector visuaiice las etapas requeridas para el anélisis de interaccion.

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del terreno, para la estructura mostrada
en la fig. 4, cuya cimentacion es a base una losa comida. Se piden tambien los elementos
mecanicos. La estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestran en la fig.5.

a) Analisis estructural

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la estructura, como se indica
en la fig.6. Dada ia simetria de la estructura, presentamos a continuacion los de la barra 1
(articulacién a ia izquierda) y la barra 7 (articulacion a la derecha). Cabe aclarar que se
desprecian los efectos de torsion en las barras.

Barra 8, 04 & Os -
1 -— 810 61 62
7 B0 & &

A continuacion hallaremos [as matnces de rigidez y los vectores de empotramiento de las
barras 1 y 7. Las demas matrices y vectores se obtiene en forma similar. Aplicando la ec. 2

para la barra 1:

810 61 62

[1786898 -415558 415558 | 6,

51:{—415.558 96 641 —96.64‘IJ| 0

415558 -96641  96.641 Oy

Aplicando la ec.4 para la barra 3

610 &2 O3
[1786.898 -415558 415558 1 0,4
K, =|-415558 96641 -96641) 5,
| 415558 -95641 95641 J 5y

La matnz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices de ngidez de todas y
cada una de las barras de la estructura (el rango de cada matriz se toma de 15 por 15). A
manera de ejemplo se presenta a continuacion ta matriz de ngidez de la estructura para los
primeros 5 grados de Iibertad
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S 02 &3 Oa S5

[193282 -96641 0 -96.641 0 o108,
5 96641 214.937 -96.641 0 21655 ... | &
| 0 96641 193282 O 0 RN -9
== { 96641 0 0 214937 21655 ... | &,
| 0 -21.655 0 21655 86620 ... | 8

Determinemos a continuacion el vector de cargas de empotramiento. Aplicando la ec. 3 para la
barra 1

:— GL
-1.849 +1.011r;, + 131 10
Per = -129 +1377r +02252r, 1
P ~2.15 +0.7727r,+ 19148, 2

i

GL = grado de libertad
Aplicando la ec 5 parala barra 3

L
1849 -13r; -1.011 13 10
Eefz f -2.15 “‘1915"2 +O7727r3 2
| -1.29 +02352r, + 137731 3

——

Comc ejemplo presentamos a continuacidn el vector de cargas de empotramiento de la
estructura para los prmeros 5 grados de libertad

175



G
-2.25+ 275467, +0.2352r, + 0.2352 1, 1
-6.88+0.7727r, +5.2069 1, + 0.7727 13 + 0.2352 15 2
-2.58 +0.2352 1, + 2.7546 r; +0.2352 1 3
-688+0.7727r, +5.2089 1, + 0.2352 15+ 0.7727 17 4
172+ 07727 1,4 07727 14+ 7659215+ 0.7727 rs + 0.7727 15| 5

o
@
It

GL = grado de libertad

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados de libertad, esta dado por:

GL
-96 1
0 2
-986 3
Pc = 0 4
0 5

Sustituyendo valores en {a ec. 1, y tomando en cuenta gue, por simetria:

6 = 6= 8: = &y & =0y =06 = &
R =T1=r17=Tg 2=Ta=1Tg T1Ig
Hlu'-ellzelI: r=u=00=0

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (gue representan el equilibrio de cortantes o de
momentos en el grado de Iibertad correspondiente):

Grado de libertad 1 - )

193.28 &, + 193.28 8, + 27546, + 04704 r,-258-96=0 (a)
Grado de libertad 2

-192.28 8, + 214 €37 6, -21.655 8. +1.5454 r, +5.2069 r; + 0.2352 ;- 6.88=0 (b)

Grado de libertad 5
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_86.62 5, + B6.62 6 + 3.0896 1, + 7.6592 15 - 17.2=0 ©

b} Analisis de deformaciones del terreno de cimentacién Haciendoi= 1 enla ec. 8

o, = ZM HIEI ndy /q,

k=1 1k

=A4:”Hl([ma’l nla+ ], dynla+. + lmdorg/ag) e
+ Mo H{wd niag+ ] dinfa+o s + [ 1 ds 7o/ G5 (d)

Como se indico en el inciso 3, el valor de influencia |, representa el esfuerzo en el punto 1j
debido a una presion unitaria colocada en el area k. Calculemos como ejempic un valor de
influencia, digamos en Yys. en la fig. 7 se muestra la ptanta del area 5 y del punto 1.
Cotocamos una presiéon unitaria en el area 5 y calculamos el esfuerze bajo el punto 1, a ta
mitad del estrato 1, es decir. a una profundidad de 1.2 m. Aplicando fa ecuacién de
Boussinesq, se obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988. Los demas valores de infiuencia se

obtiene en forma similar Sustituyendo valores en ia ec. (d).

&y = 0.0154 (2 4) [0.2271(4 3r,) / 4.6225+0 009375 (6.45r,) / 9.245
+0.0001528 (4.3r3) / 4.6225 + 0.009375 (6.45r4) / 9.245
+0.002988 (8.6r5) / 18 49 + 0.0001625 (6 45r¢) / 9.245
+0.0001528 (4.r;) / 4.6225 + 0.0001625 (6.45r5) / 9.245
+0.0002824 (4.3r5) / 4.6225

+0 0222 (2.0) [0.1138 (4 3r1) / 4.6225 + 0.04407 (6.45r;) / 9.245
+0.002284 (4.3r3) / 4.6225 + 0.04407 (6.45r,) / 9.245
+0.028026 (8 6r5) / 18 49 + 0 002638 (6.45r¢) / 9.245
+0 0022836 (4.3r7) / 46225 + 0 002638 (6.45r5) / 9.245
+0.0005157 (4.3rq) / 4.6225]
Sabemos por simetria
=r3=r;="lg l~=f{:=rlg="Tp
Sustituyendo valores y haciendo operaciones
& = 001273371, + 00033854 r; + L 00063012 15 (e)

En forma analoga se obtienen o: y os

A, = 0.0036877 r; + 0.020326 r- + 0.0021424 rq (f)
Gs = 0 0028714 ry + 0 010829 15 + 0 025023 15 (Q)

c) Compatibilidad de deformaciones

177



La compatibilidéd de deformaciones entre la estructura y el terreno de cimentacion se logra
sustituyendo las ecs. (e}, (f) y (g) en las ecs. (a), (b) y (c); asi, se obtiene:

Grado de libertad 1
45029r, -2.8039r, -0.2823 rs - 12.18=0 (a)

(Grado de libertad 2

-0.1852r, + 86912, + 0.03202 15 -6.88=0 (b

Grado de libertad 5

-0.07071r, + 224961, + 9641115 - 17.2=0 ()

Resolviendo el sistema de ecuaciones
‘1= 3.343 Ym r.=0.8569 t/m J rs= 1.608 t/m

Los hundimientos del terreno de cimentacion se obtienen sustituyendo los valores de las
reacciones en las ecs. (e}, (fy y {(g)

0,=0.0465 m o= 0.0332 m 05=0.0550 m

Para ilustrar la determinacion de elementos mecanicos, utilizamos para la barra 1 lasecs. 6y 7
M10=°2.88 t.m ) V| =48t

6. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en los Incisos anteriores, es posible en forma relativamente sencilla
llevar a cabo el analists de interaccién sueio-estructura en el espacio, sin necesidad de hacer
iteraciones. Ademas se toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo.
Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta tecnica en la practica profesional, es
necesano elaborar programas de computadora, los cuales utiizan grandes cantidades de
memoria, ya que en tres dimensiones el numero de grados de libertad es mucho mayor que el
gue se utiiza en analisis bidimensional
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1. INTRODUCCION.

El analisis estructural, a través del método de rigideces, resueive el probiema del analisis de
sistemas estructurales, mediante la solucion de la ecuacion general {F} = [k] { d }, en donde
el tamano de la matriz de rigideces de la estructura [k}, mantiene una relacién directa con el
numero de grados de libertad anguilar y lineal del sistema estructural. -

En un planteamiento tradicional, el analisis estructural concibe como nudos de una estructura
a todos aquellos puntos en que concurren dos o mas etementos de la misma.

Es posible, a travées de un planteamiento mas elaborado reducir el numero de nudos de una
estructura si s6lo se consideran como tales a los puntos en que concurren tres ¢ mas
elementos de esta, lo cual reduce considerablemente el tamano de la matnz de rigideces de la
estructura [k] , siendo esto ventajoso desde el punto de vista de la solucion matematica y
sobre todo de la aplicacion de computadores al analisis estructural.

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica al analisis estructural del sistema
de tuberias en dos o tres dimensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe
por lo general un numero suficientemente grande de puntos en que concurren solamente ‘dos
tramos de tuberia (quiebres), como para pensar en un tratamiento especial para elios, sin
considerarios como nudos.
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2. CARACTERISTICAS |

1.- NUDQ.- Se consideraran como nudos sélo aguellos puntos de la estructura en gue
concurran tres o mas tramos de barra y a los apoyos incompletos.

2- TRAMO DE BARRA.- Se llamara asi al tramo recto comprendido entre dos quiebres
adyacentes a una barra.

3 - BARRA - Se entendera por barra, a la parte de tuberia comprendida entre dos nudos.

4 -SECCION TRANSVERSAL.- La Seccion Transversal de cada barra, sera un anillo circular
constante en toda su longitud,

.
| v
!x' =J
Iy = |Z1 = Y
Ac, = AcC. = AC

FIGURA 1. Propedades de la seccion transversal y ejes locales de referencia (8. L.)
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3. DEFINICIONES

A).- Para analisis en dos dimensiones.

[4;]
AN A

Ny
=
L]
[s)]
NN\ S‘\N' @

NN
L]

S G

FIGURA 2.- Tuberia en el plano. D Barra
Notese que en un nudo pueden '

concurrir barras con diferentes
seccion transversal, S.G. = Sistema global de
referencia.

A 1.) - Matriz de transformacion de coordenadas T para un tramo de barra.

egniio B
cos® | -senf 0

[0
> A
® 7
//" [T]= send cos 6 0
i
0 0 1
quiebre
tramo

FIGURA 3 - Tramos de barra y anguio 0
para la barra 1 de la figura 2
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donde 6 = inclinacion del tramo de barraj referido al eje positivo en el $.G. medido en sentil
contrario al de las manecilias del retoj.

A.2.}.- Matriz de transporte entre los puntos (8)y @referidos al 5.G.

[HEq]: 0 1 0

“(Ys-Y) | (Xe-X) | O

\ /

Refendo al tramo la barra 1

(fig 3). Besel nudo y j esel

quiebre @

Noétese que para el tramo adyacente a un nudo , la matriz de transporte [Hg] toma la forma de
fa matnz identidad [ Y ].

A.3 ) Matriz de flexibilidad del tramo en su extremo@ referido al S.L.. de referencia. (ver
Fig 1).

/L 0 0
EA
3

: L"(1+c) | 12

feel i] = S B

[ o] 'ﬂ 0 ki) 2E|

2

(enS.L) 0 e L

25 El /
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donde: C=G (14P) ——
AclL

P = Modulo de Poisson del malerial.

AcC = Area de cortante de |la seccion
transversal.

B).- Para andlisis en tres dimensiones.

L 4

FIGURA 4 - Tuberia en el espacio
Notese que en el nudo pueden
concurnr barras con diferente seccién
transversal.

S.G. Sistema global
de referencia.

186



B.1.}.- Matriz de transformacion de coordenadas [ T ] para un tramo de barra.

FAY] 0
m[-
0 Aoy
Cx' x Cy' x Cz' x
donde: [Aj3] = Cx'y Cy'y Cz'y
Cx'z Cy' z Cz'z

En la matriz [~ 3] los elementos de las columnas 1,2y 3 son los cosenos directores de x', y' y.
Z’ respectivamente, del tramo EI enla barraEI en el S.L., con el respecto al S.G. {fig. 1y,
fig. 4)

B.2.) - Matriz de transporte entre tos puntos B y j referidos al S.G.

1] 0
[He} =
[} {!] Y ~(Zg-2Z) | (Ye-Y)
donde [h) = | (Zg- Z) 0 (Xg - X)
'(YB - Y[) (XB - x)) 0

FIGURA 5 - Tramps de barra y quiebres
parala barrz |, | de la figura 4 (para el tramo.
B es elnudo(3) yjes el guebre ®)
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Notese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz de transporte [ Hg; ] toma la forma de
la matriz identidad [ Y ].

B.3).- Matriz de Fiexibilidad del tramo El en su extremo@ referido al S.L. de referencia (ver
fig. 1) : -

|
AcL —

dondeC=G(1+P)

P = Modulo de Poisson del material

Ac = Area de cortante de |a seccidon

transversal.
= E ‘
2(1+p)
L 0 0 0 0 0 \
EA
31+ 27
0 0:C) | o 0 0 L
3E| 2E
3
L*(1+C 2
0 0 _(__) 0 - i‘_ 0
3E 2E|
\ L
2
L L
0 O - = 0 -
2E| El 0
0 L 0 0 0 L /
\ 2E1 El
{enSL)

188



4. PLANTEAMIENTO GENERAL

La solucion de la ecuacion general planteada en el analisis estructural a través del método de
rigideces

{F} = [k] {d} .- (1)

comprende las siguientes etapas:

A - Formacion de la matriz de rigideces [k]

B.- Calculo del vector de fuerzas {F}
C.- Obtencion de! vector de desplazamientos mediante la solucion de la ecuacion

general (1). '
D - Obtencion de los elementos mecanicos en los extremos de c¢ada barra, calcufados a

partir del vector de desplazamiento {d}. )

Se tratardn aqgui solamente los puntos A y B. Los puntos C y D corresponden a un
planteamiento tradicional del analisis estructural.

A.- Formacion de la matriz de rigideces [k]

1) - Formacién de la matriz [k] en forma topolégica

Se entiende por forma topologica de 1a matniz K a la representacion matricial de la refacion que
guardan los extremos de las parras con los nudos de la estructura.

La matriz topolodgica [k] para las estructuras de Ias figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente
forma, si el extremo B de las barras coincide con el nudo 1, 4 o 3.
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[Kesl [+ [Kes] [Keal [4 0 0 [Kea) [3
+[Kagl B .
[Kae) [Kaal] * (Kael [3 [Kesl [ Keel [_ | ©
+{Kanl[s] '
0 [Kea) {Kes] [{ +[Kes} 0 0
K] = 8 LRt
+[Kag) Ij +[Kgs] '
0 [Kenl [4 0 [Keel[d*Kael [ | O
[Keel [3 0 0 0 [Kaal[4

N\

{en S.G)

Notese que puede pensarse en una reordenacion de la nomenclatura de los nudos a fin de
obtener un menor ancho de banda de la matriz [k], lo cual es conveniente desde el punto de
vista de la aplicacion de computadores.

2) - Obtencion de las mairices [Kaal. [Kasl, ¥ [Kss] para cada barra en S G.

Estas m'atrlces estan re:acionadas entre si através de |as siguientes expresiones:
[Kaa] = [Heal [Kas} [Hea]
[Kas} = ~[Hga] [Kes]

[Kgal = -[Kgs] [Hea]’ donde A y B son los extremos de la barra (ver figura 3y 5).

Por lo que solo sera necesario calcular [Kgg] de cada barra y aplicar las expresiones anteriores
para calcular {Kaa}, [Kagl ¥ [Ksr]
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Para calcular [Kgs] se procede de la manera siguiente:

Recuerde que [Kgs) = [fes]’, por lo que el problema se reduce a calcular [fEe,] en S.G., la cual
se obtiene a partir de la siguiente expresion: { Ver figuras 3y 5 ).

[fan ],

No trames

> [ [fee], [Ha]

J=1
(en S.G))

donde {HBJ-] y [fBB]m se encuentran referidas al S.G. de referencia

La matriz de flexibilidad del tramo ) en el extremo B, referida al S.G. puede calcularse con la
siguiente expresion.

[feelyy = [Ty [F" eelyi 7] [Tj]

{en S.G))

3).- Tratamiento de apovos incompiletos

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nodo, si se emplean las ngldeces

modificadas deai tramo de barra que ocurre en él.
A continuacidn se enhstan las matnces de rigideces modificadas para dos casos de

interes practico.
!
8

L

GO

N L N L .

I " I v

FEA L o e / EA o o

L L
Ke) = | 0 & 2EL [K'se] = [K'an] = 0 o |o
L= L=
|

ensL) | o 0 c ensL) 0 0 fi—'

\ / \ /

181



\ N
(e o | o (B | o | o
L L
Kel= | 0| F | F Kel=[Ked= | 0 [ 0 | 0
{(en S.L) 0 3E 3E (en S.L) 0 0 -E
L2 L “L-
\ / \ | /

Para obtener [k] en 5.G. se emplea la siguiente expresion;

K=MKIMT

Con [ T ] tal como fue definido en Il

B.- Calculo dei vector de fuerzas {F}

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberias como el de ias figuras 2 y 4,
son las siguientes:

1 - Fuerzas externas aplicadas en’
- los nudos de la estructura
- los gquiebres de Ias harras
- las tramos de cada barra
Considerese la barra 1 de fa fig 2. cargada como se muestra en la figura 6

{F} No de tramos - ... .

FIG. 6.- Barra [ 1] cargada y fuerzas de fijacion AT
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{ds}

{F} = Fuerzas quiebre
- Fuerzas fijacion.
FIG. 7.- Barra El en cantiliver. e

Las fuerzas de fijacion en el extremo B de la barra Iﬂ se obtienen a partir de la siguiente
expresion:

{Fe} = - [Kes] {dg"}

donde {ds*} es la matriz de desplazamientos del extremo B considerando a la barra en
cantiliver { ver fig. 7 ) y se calcula con Ia siguiente expresion: -

No tramos -~ .
97} = T [Hs)] [ 7] ¢Fi

En la expresion anterior, {F} es el vector resultante de restar las fuerzas -externas apiicadas en
el quiebre@ ({Fhoe o e, {F} No tramos en la figura 6 ) menos las fuerzas de fijacion
producidas por las cargas externas aplicadgas en los framos adyacentes al quiebre ambas
referidas al S G

El vector {F,}. tiene la forma siguiente para el caso de sistemas de tubernias en dos o tres

dimensiones
(e

h Fy

. > (Fy = < i >

1]
-n

{F

F

(S.G. 3D)

AN
z =

—
e
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i - .
i r j T ; Convencion positiva del

vector {F}}.

La matriz [Hg;} se aplica tal como fue definida en Ill.

La matrz [ﬂ}es la matriz de flexibilidades del segmento de barra comprendido entre el
extremo origen @ y el quiebre@ respecto al extrem destino@ y esta definida mediante

la siguiente férmuia de recurrencia.

(7 1] = [11ea] = | (m)(nf (73] [H 090 .

1 < j £ (No tramos - 1)

en donde [H .1y se aplica tal como fue defimida en Ili y [f ] se obtiene por un
procedimiente similar al descrito en A.2.

Notese que en la ecuacion anterior se tiene que:

7] -leslyy
y [FNO tramos] = [T eg] 1]

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene {dg*} se calcula {FB } y se ie suman {as fuerzas

de fyacion en el extremo @ de la barra producidas por las cargas aplicadas en ef tramo
adyacente a él, obteriéndose asi el vector {EB } definitivo.

Una vez conocido el vector dejfuerzas {Fg | de fa barra [  se calcula con ef vector de fuerzas

{F,, | de la misma barra con la siguiente expresion”

Fa) - {Hea) {Fa]

donde’ FA} es el vector de fuerzas en el exiremo @ de la barra D producido por las

cargas actuantes en ella considerandola en contiliver, (ver fig. 7) ¥ [Hsa] Se aplica tal como
fue definida en Iil.
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Los vectores de fuerzas {?A} y {Es}si obtenidos constituyen el estado | de cargas (fuerzas
de fijacion).

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a los del estado |, y sumar los que concurren
en un nudo mas el vector de cargas apiicado en el mismo, se constituye el estado ll de

cargas.

La forma Topoldgica del vector de cargas {F} en la ecuacién (1) para las-estructuras de las
figuras 2 y 4, siendo nudos destino el @ o (4 ), es la siguiente:

{Feh + {;s}z + {Ea}a + {Fhi
{F1= {Faba+ {Fate + {Fals + {Fal:
Feys+ {Fabs + {Fo}: + {Fabs + {F}s
Fode + (Febs + {F}s
\ /
O
Convencidn positiva para tos I
componentes del vector {F} NUDO i

Estamos ahora en posibiidad de resolver la ecuacion general {F} = {}* 4} v obtener los
desplazamientos de los nudos ae la estructura y calcular a partir de ellos los elementos
mecanicos que se generan en los extremos de las barras (inciso IV.C), lo ¢i al puede hacerse
a través de un planteamiento tradicional de analisis estructural,

A los elementos mecanicos asi obtemidos. se les suman los vectores de fuerzas de fijacion
que constituyen el estado | ae cargas para obtener ios elementos mecanicos definitivos en los

extremos de cada barra de la estructura
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2.- Fuerzas Producidas por CambiosggTemgeratura

Es aplicable todo lo estipulado en B.1, pero ahora el problema es mas sencillo, ya que la
unica diferencia con lo visto alla, es que la matriz d ahora se calcula de la manera siguiente:

a = Coeficiente de lineal del material
At = Cambio de temperatura

Para o = cte.
At = cte.

dxg = =At(xg- x )

{d-g} = dyp = =at{yg- xa) .
@2B=0
(5.G. 2D)
[ oxs - xat{xg- XA)\
dyg = xaAt(yg- xa )
d= { 928 = =al(zm- )
©xpg=0 | }
Oyg-=
@zpg=0
\ J
(5.G. 3D)
Para v cte.
{ At) ) = vanable para cada tramo [j}]
( No tramos A )
e dxg = Teatp(AX
R
No_tra_mos
ldg) = dyg = s ;Ltm{iy)m
§=1
CZE =0
\ {(5.G. 2D)
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( . No. tramos .

dxg = .E1OCA[“](AX)[J] @xg=10
J:

No tramos

}:17.&1[‘] (Ay) M OCyg=0 > (5.G. 3D)
J:

) No tramos
dzg = :\—_ OCL\I[J](AZ)M ©zp=0

\ =

fd's) = < dyg

1

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impuestos a los apoyos

~

Es aplicable tambien ahora todo lo estipulado en B.1. y el problema resulta ser mas sencillo
gue los planteados en B.1 y B.2. puesto que anhora {EB} se calcula directaments a partir de la

siguiente expresion’
(] = (Ko |da]

donde 'ds! es el vector de desplazamientos impuestos a ta estructura en el apoyo A.
1A j
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3. ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS

AGUSTIN DEMENEGHI COLINA

3.1 Determinacion de deformaciones en los suelos.

3.1.1 Deformacion de un suelo en et campo.

Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del terreno de cimentacion,
consideremos un elemento que por peso propio estda sometido al estado de esfuerzos

mostrado en la fig. 3. 1a.

Consideremos que este estado de esfuerzos se puede sustituir por una presién de
confinamiento equivalente ai esfuerzo normal en el plano octaédrico p, , dada por el promedio
de tos tres esfuerzos normales -

= (1/3)(p*+Ptpy) (3.1)

Supongamos que las presiones horizontales p, y py son iguales entre si y proporctonaies a la
presion vertical p,

Pe=py = ko Pu
donde k, es el coeficiente de presion en reposos del suelo.

Sustituyendo eniaec. 3. 1.
Po={1+2ko)p./3 (3.2)

La fig 3.1 muestra al elemento de suelo sometido a una presion de confinamiento equivalente
Pe

Supongamos ahora que se construye una cimentacion y ésta ocasiona incrementos de
esfuerzo normal o, , o,y 6, en el elemento (fig 3 .2 ).

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y horizontales en el
elemento En cimentaciones es usual gue la deformacion que interesa al:ingentero sea la
deformacién vertical o, del elemento Existen varios métodos para’ determinar esta
deformacion. uno de elios trata del empleo de ia ley de Hooke, que consiste en lo siguiente;

6=lo-v{c.+G)|/E
Oy = £, H

" Profesor del Departamento de Geolecnia. Facultad de Ingenieria
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donde : £, = deformacion unitana del elemento
E = modulo de elasticidad del material
v = refacion de Poisson
H = espesor del elemento

Los esfuerzos o, , 6, y 0, Se pueden obtener con la teoria de Boussinesq, empleando las
ecuaciones que se presentan en el inciso 3 . 4 de este capitulo.

3.1.2 Propiedades de deformacion de los suelos.

En los suelos ccurren diversos tipos de deformaciones : elastica, plastica, etastoplastica,
viscosa, etc. Por lo que el valor de E se hene gue tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el
fenomeno que se esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relacicnes esfuerzo -
deformacion en los suelos son no lineales, conviene con frecuencia trabajar con el modulo
secante de deformacion para determinar ef valor de E comrespondiente, utiizando niveles de

esfuerzo o mas cercanos a la reaiidad.

!

A continuacion veremos la forma de determinar los diferentes valores de E.

La determinacion de {as propiedades de deformacion para el analisis de movimienios en una
cimentacion, se puede ilustrar considerando un elemento de suelo en una prueba de
compresion trnaxial, sometido al estado de esfuerzos que se muestra en la fig. 3 .3 ;
consideremos adicionalmente gue se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que la probeta
de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento p. y un esfuerzo desviador o, iniciales,
primeramente se reduce ei esfuerzo ¢, a cero ( para representar la descarga por excavacion,
decremento de carga, etc.), con lo que se obtiene el modulo de rebote elastico E. del sueio
{ fig. 3. 4). A continuacion, manteniendo aplicado el confinamiento p. , se vuelve a aplicar el
esfuerzo o, , con lo que se determina el modulo de compresion E. ( fig 3 . 4 ). Aplicando un
esfuerzo de compresion ¢, se presentara un asentamiento adicional debido al incremento neto
de carga ¢, = G, - G, . donde o, es el esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a
esta deformacion se ie puede denominar asentamiento por compresict. el modulo de
deformacion correspondiente sera E. { ig 3 . 4 ) Tenemos entonces ires modulos de
deformacion. a saber

Ec=Gr/fc Erc=0¢/£rc ' Ec=cn/£c

[ :pendiendo del tipo de deformacion que se esté determmando, se empiea?alguno de los
modulos E. . E., 0 E. enialey de Hooke de la ecuacion 3 . 3.

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo el esfuerzo o, constante
se presentara una deformacion a largo plazo ¢, (ig3 4 ).

Vemos entonces que las propiedades de deformacion para una cimentacion se pueden

aeterminar todas ellas en una prueba de compresion taxial. Sin embargo, este tipo de ensaye
resulta dificit de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la deformacion
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diferida g, toma mucho tiempo en esta prueba; por esta razon, las deformaciones debidas al
incremento neto de carga, entre las que se encuentra la deformacion a largo plazo, se
determinan a partir de los resultados de una prueba de consolidacién. Ademads, se ha
observado que los modulos E. y E. se pueden obtener a partir de una prueba de compresion
no confinada, debido a que el esfuerzo efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de
arcifia saturada del terreno natural, es decir, se hace la consideracidon de que el esfuerzo
efectivo en una prueba descompresion no confinada es aproximadamente igual al esfuerzo
efectivo de campo. Con el modulo E. se obtiene la componente elastica de la deformacion
debida al incremento neto de carga. cea s

En resumen, la expansion por descarga y el asentamiento por recompresiéon de determinan
con los modulos de rebote eiastico y de recompresidn respectivamente, ambos obtenidos en
una prueba de compresidon no confinada. Con el médulo de rebote elastico de determina
ademas la componente elastica de la deformacion debide al incremento neto de presion de la
cimentacién. La componente plastica de la deformacion instantanea, y la deformacion diferida,
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentacion, se determinan a partir de los
resultados de una prueba de consolidacion.

Las propiedades de deformacion para la determinacion de movimientos de la cimentacion
debidos a acciones sismicas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinamico como el pendulo
de torsion ( Zeevaert 1973 ) , la columna resonante { Jaime et al 1987 ), etc.

En suelos friccionantes se sigue un procedimiento similar al de las arcillas, con {a diferencia de
que el efecto de la presion confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor
en £5tos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que toman en cuenta en
forma explicita el efecto del confinamiento y que la relacion esfuerzo - deformacion en ellos es
de! tipo no lineal; una de estas técnicas se presenta en el inciso 3 . 7 de este capitulo

{ Deméneghi 1989 ).

3.2 Deformaciones permisibles

Las formaciones calculadas deben compararse con las deformaciones permisibles de una
amentacion, las cuales deben determinarse para cada estructura en particular. Por ejemplo, el
asentamiento tota! y los asentamientos diferenciales de una cimentacion dependen de la
opmion de las siguientes personas involucradas en-el disefio de la cimentacion ( Zeevaert

1991)

a) Propietano det inmueble e
b) Inguilino
c) Ingeniero estructurista
d) Arquitecto
e) Autoridad municipal
f) Compania de seguros
g) Qpimion publica
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Por lo tanto, con el concurso de opinion de las personas mencionadas, se llegan a definir |
movimientos permisibles de una cimentacion.

Sin embargo, para que el lector se dé una idea de los asentamientos permisibles, y
unicamente para fines de anteproyecto se presentan los valores de la tabla 3 . 1 ( Sowers

1962 ).

3.3 Estados limite de servicio

Los reglamentos de construccion especifican los diferentes movimientos que se deben revisar
en una cimentacion, los cuales dependen de cada caso particular. Por ejemplo, tas Normas de
cimentaciones del Distrito Federal establecen gque para una cimentacion compensada se
deben revisar los estados iimites de servicio que se indican a continuacion. Cabe aclarar que
este criterio se puede aplicar en general 2 cmentaciones superficiales, profundas, etc. Con las

modalidades propias de cada cimentacién.

a) Desplazamientos instantaneos del sueio de cimentacion.

Los desplazamientos instantaneos en suelos finos saturados se pdeden calcular utilizando la
ley de Hoooke ( ec. 3 . 3 ), considerando que la defcrmacion del suelo ocurre a voiumen
aproximadamente constante. Veéase el ejemplo 6 . 1, donde se trata el calculo de expansiones
y asentamientos por recompresion, considerandolos como movimientos mnstantaneos.

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente aita, experimentar
movimientos instantaneos de magnitud alta comparados con los desplazamientos diferidos. L
determinacién de deformaciones en suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3.1, 5.

dy5 5
by Deformaciones transitorias y permanentes del terrenc de cimentacion.

Las propiedades de deformacion para la determinacion de deformaciones transitorias de la
cimentacion debidas a acciones sismicas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinamico
como e! pendulo ge torsion ( Zeevaert 1973 ), la columna resonante ( Jaime et al ), ete.

En la obtencion de las deformaciones permanentes de un suelo ocasionadas por ur sismo, el
fenomeno de la repeticion de carga es mportante; ar  lo tanto, deben determi-arse, en
muestras en el laboratono. las deforr .ac. nes permanentes acumuladas por la repeticion de
cargas En forma aproximada v unicamente para fines de anteproyectc, se pueden empilear las

sigulentes expresiones

fepy = 0p (1 + log N )

donge
a=, = deformacion permanente debida a N repeticiones de carga
o, = deformacion pern inente correspondiente a la primera aphcacion de carga
N = numerc de repeticiunes de carga
a = coeficiente que cepende del tipo de suelo. Para suelos grant!ares a = 0.25
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log = logaritmo decimal (base 10)
c) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga

Considerando que la presion efectiva en una arcilla saturada no cambia en forma importante
por una excavacion, el asentamiento a largo plazo se caicula entonces empleando el
incremento neto de carga, el cua! es el resultado de sustraer de la presion o carga total
transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de ella, la presion o carga total
previamente existente en el suelo al nivel de desplante ( RCDF 1976 ). Ademas, si el terreno
de cimentacion consistente en arcilla, el asentamiento debido a cedencia lateral de suelo es
usuaimente peguenc en comparacion con el asentamiento total, por esta razon, aun el
asentamiento de cimentaciones en estratos de gran espesor de arcilla puede ser evaluado por
meétodos basados en deformacion unidimensional ( Terzaghi y Peck 1967, art. 41 ) ; es decir,
para caicular los asentamientos diferidos unicamente hay que ulilizar el esfuerzo normal

vertical o, .

En el ejemplo 6 . 1 se presenta la valuacidn del asentamiento a largo plazo en una
cimentacion compensada, Cabe aclarar que si se desea obtener adicionalmente la evolucion
del hundimiento, se puede emplear la teoria de la consclidacion de Terzaghi - Zeevaert que
considera adicionalmente la componente de deformacion de viscosidad intergranular
( conschidacién secundaria ); véase para esio Zeevaert { 1985). .

3.4 Incrementos es esfuerzo en la masa de suelo ocasionados por una carga repartida
aplicada en la superficie
3.4.1 Cargauniforme

A continuacion se presentan las expresiones para determinar ios esfuerzos normales verticales
bajo la esquina de un rectangulo sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie
(fig 3.5).

Para o, ( Damy 1885)

¢ ] | I 5 D= xy .
g, =— - -+ — e (IO —— - : ~ {5 0)
SRR Gl - S s

Para 6. v ¢, (Dashko v Kagan 1980 )

T xiz = v VA .
— = —angian — + {| = 2vi{angtan — - angian —
2 fx s )1 Xy x Xz
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X3z zA xA
L | S | CER angian—+{1-2v)(anglan - angtan— |{ (3. 8)
217 2 ( ’: +_z) A x_i' -}- ' )':

A= (X +yi+27)0 (3.9)

3.4.2 Cargatriangular.

Cuando ia carga que se aplica en la superficie es de tipo triangular ( fig. 3 . 6 ), se pueden
utilizar tas formulas de Hamilton Gray ( Juarez Badillo y Rico 1980 ).

Bajo ¢l punio A

INL =B +2° z +(B/L)ang sen BL 1 (3.10)

o, =\l /(233){ r+z22  Jr+z

J(HIL’ +BZ 4 70+ 1) ]

Bato ¢l pumo B
;

| 7 z'
0 =0l i (2a8)] ——= = ———— (3.11)
| }\ NE-Z%) (B +2) (B + 11+ 2)

agonde L es la longitud de la carga tnangular

3.5 Cimientos sujetos a carga vertical y momento.

3.5 Reaccion del terreno trapecial.

En numerosas ocasiones en la practica un cmiento se ve sometido a carga vertical y
momentc. Por ejemplo. una columna e trasmite usualmente a una zapata aislada carga
vertical y momento Ei efecto de un sismo se traduce en fuerzas contantes y-mcmentos al nivel
de cimentacion; asi. un edificic atto desplantado sobre una losa de apoyo » un cqyol. Je
cimentacion, en una region sismica frasmite al terreno de cimentacion un fuerte momento de
volteo, el cual ocasiona deformaciones en dicho terreno que pueden liegar a ser muy
importantes. Por o tanto, se hace necesano determinar las deformaciones del suelo
ocasionadas por una fuerza vertical y un momento de volteo, tema que trataremos en este

inciso

Consigeremos un cmiento sometigo al sistema de cargas de la fig. 3 . 7,y supongamos que la
reaccion ael terreno es la suma de una reaccion uniforme debida a la carga Q, y a una

reaccion debiga at momento M
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La reaccion uniforme se obtiene del cociente Q / A, siendo A el area del cimiento, mientras que
la reaccion provocada por el momento se obtiene en forma aproximada utilizando la formula de
la escuadria: Ao = (M /1) . Observemos que la reaccion del suelo se calcula entonces con la

siguiente expresién:
o=Q/AE(M/I]) y

donde

| = momento de inercia de la planta de la cimentacion
y = distancia del centroide del area de la cimentacion a la fibra donde'se
esté calculando el esfuerzo

En los puntos extremos A y B del cimiento los esfuerzos se calculan:
G.=Q/A+(M/I) B/2 (3.12)
co=Q/A- (M/1) B/2 (3.13)

Si el cimiento es rectangular de ancho B y longitud L
Ga=Q/BL+6M/LB’ (3.14)
o,=Q/BL- 6M/LB? (3.15)

Por !a tercera ley de Newton, {a carga sobre el terrenc es lade la fig. 3 . 7, pero con sentido de
arnba hacia abajo (fig 3.8).

Por lo tanto, para determinar las deformaciones del suelo provocadas por un cimiento con
carga vertical y memento, es necesario determinar el estado de esfuerzo dentro de la masa de

suelo ocasionado por la carga de tipo trapecial de tafig. 3. 8.

Cuando solo se desea determinar el esfuerzo normal vertical en la masa de suelo, el problema
se puede dividir en el de una carga rectangular ¢, y de una carga triangulara,” (fig. 3.8).
El esfuerzo normal ocasionade por la.pnmera se calcula con {a formula de Damy (ec. 3 6) ,
mieniras -que para la carga tnangular se puede emplear las formulas de Hamilton Gray
(fig 3 7.ecs 3 10y 3 11)

Cuando se requiere conocer ademas del, esfuerzo normal vertical o, , los esfuerzos normaies
heorizontales o, v o, . el problema se puede resolver dividiendo la carga trapecial en un numero
n de cargas uniformes como se ilustra en la fig 3 9. Los esfuerzos buscados se obtienen
aplicando las ecs. 3 6a3 9, para cada una de ias cargas uniformes en ias que se dividio la
carga trapecial
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3.5.2 Reaccion Triangular
Cuando el momento de volteo es alto, puede ocumir gue se presenten en un extremo
esfuerzos tedricos de tensién entre cimiento y terreno ( fig. 3 .10 ). En la reaiidad la resistencia

a la tension entre estos dos materiales es practicamente nula, por lo que no existe dicha zona
de tension. Por lo anterior, se requiere determinar la reaccion del terreno ignorando esta zona

de tension.

Supongamas una reaccion triangular como la mdlcada enlafig. 3.11. ces s
Por equilibrio de fuerzas verticaies :

6, C/2=Q = Area del triangulo (3.18)
Tomando momentos con respecto a un gje que pasa por el punto A :
IMa=-QC/3+QB/2-M=0

C=15B-3M/Q (3.17)

Delaec 3.16 c,=2Q/C {3.18)

En consecuencia, dado un cimiento en el que las cargas Q y M ocasionan esfuerzos teéricos
de tension en el contacto entre terreno y suelo, ia reaccion de este, suponiéndola triangula
(fig 3 11), se obtiene utilizando la ec. 3 17 para determinar la distancia C, y la ec. 3 .1¢

para obtener el esfuerzo g, .

Los esfuerzos en ef interior def medio elastico, ocasionados por la carga tnangutar se hailan
empleando las ecs. 3. 10y 3. 11 del inciso 3 .4 .2 anterior

3.6 Formuias para deformaciones elasticas.

3.6.1 Rectangulo cargado.

Las deformacione. i .tantaneas en los suelos se pueden calcular de manera aproximada
utiizando las expresiones gue proporciona la teoria de la elasticidad.

El asentamiento de ia superficie de un medio semimnfinito, homogéneo e isotropo, bajo la
esquina de un rectangulo sometido a carga uniformemente repartida q, esta dado por
( Terzaghi 1943 )

q H+JU{+LW Juf+ﬁj
8 =|qel =T/ (k) L " + /i 0n 7 ) J— (3 19)

donde
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B = ancho del rectangulo B - T
L = longitud de! rectangulo T

E = moddulo de etasticidad del medio

F = relacion de Poisson del medio

Cuando el medio elastico tiene un espesor D, el asentamiento bajo la esquina de un
rectangulo sometido a carga uniforme q esta dado por ( Juarez Badillo y Rico 1980 ).

(B+m+ (]’+\/(L2+32)JB:+Z:

Bin

8 =[q(1=v*)/(xE][L In

1(B+A) B(L+ A)
5 LB
+Hq/2xL)y (1-v=2v ):angtan—4 (3.20)
A= (L +B+27) (3.21)

Cuando existe un medio estratificado como e! de la fig. 3. 12, formado por n estratos de
propiedades eldsticas E y v, el asentamiento de la superficie se puede calcular utilizando la ley
de Hooke para cada estrato:

& ={1/E)[ox-v{otoy )l (3.22)

donde ¢, , o, ¥ o, son los esfuerzos normales vertical y horizontales ocasionados por la carga
aplicada en la superficie del medio, y €, es 1a deformacion unitaria del estrato. La deformacion,
en unidades de longitud, del estrato esta dada por :

0=¢g H (3.23)

donde H es el espesor del estrato
- La deformacion de {a superficie sera la suma de las deformaciones de cada estrato.

3.6.2 Circulo cargado

En un circulo de radio R sometido a carga uniforme q en su superficie, el asentamiento bajo el
centro esta dado por { Zeevaert 1973 ).

§=[r(1-V)Rql/2E (3.24)

El giro del circuio ocasionado por un momento M vale ( Richardt el al 1970 )
6=[3(1-v)M|/B8GR’ (3.25)
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en que G=E/2(1+v) (3.26)

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal y angutar de un cimiento
de planta circular. La rigidez lineal se define como la carga vertical entre el asentamiento que

se produce :
Ki=Q/8=2ER/(1-V) (3 27)
La rigidez angular se define como el cociente del momento entre el giro que b}oduce :

K,=M/8=8GR’(1-v) (3.28)

3.6.3 Girode un rectangulo sometido a momento.

El qiro de un rectangulo sujeto 2 un momento M ( fig. 3. 13 ) se puede calcutar determinando
la carga de tipo trapecial (ecs. 3.14y 3 .15) o tnangular (ecs. 3 .17 y 3 . 18 } aue actua sobre
el terreno A continuacidn se divide la carga en un numero n de cargas uniformes { fig. 8 ) y se
determinan los esfuerzos normales ¢, , o, y 6, conlas ecs. 3 .6 a 3 .9, a ia mitad de cada uno
de los estratos del subsuelo.

La deformacion umtaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley de Hooke (ec. 3 .22 ) vy la
deformacion en unidades de longitud utilizando la ec. 3 . 23. Esta operacidn se realiza bajo I
puntos A y B de la fig. 8 con io que se determina, mediante la suma de las deformaciones a.
cada estrato, la aeformacion en la superficie. Con estos resultados se puede calcular el giro
del rectangulo sometido a momento. En el giempio 6 .1 se presenta una aplicacién de este

procedimiento.

En forma simplif zada, se puede usar el siguiente artificio: se obtiene el momento de inercia del
rectangulo |, en el sentido gue se esid analizando, vy se obtiene el radic equivalente a un
circulc { Normas de Sismgo 1987 )

R=(41/r)" (3.29)

Con el radio eguivalente R se emplea 'a ec 3 25 para dett i ar el giro de la cimentacién
depianta rectangular

Esfuerzes bajo el centro de un circulo someudo a una sobrecarga uniformemente repartida q
( Yoaer 1959)

22

G:=ql1-27 /(R + 2777

C.=(a/2)[1+2v-2(1+v)z/(R +2°)' "+ 251 (R +27)*?
R = radio del ¢irculo
Formula de Frohlich para fa determinacion del giro de un cimiento corndo, apoyado sobre un

medio elastico semunfinito ( Zeevaert 1973)
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@=angtan[16(1-V )M /(nEB?)]

E = modulo de elasticidad v = relacion de Poisson
B = ancho del cimiento M’ = momento por unidad de longitud

La férmula de Frshiich se recomienda cuando la longitud del cimiento es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo,
Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral { horizontal )
(7-8v)0,
" 32(1-v)GR

R = radio del circulo

TABLA 3.1
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES

Asentamiento total permisible de ia Cimentacion de una estructura, de tal forma que no se
presente dano funcional en tas siguientes instalaciones o elementos :

Obras de drenaje 15a30cm.
Accesos a la estructura 30a60cm.
Muros de mamposteria 25a5cm.
Marcos estructuraies de concreto o acero 5a10cm.
Losas ¢ cajones de cimentacion 7.5a30cm.

Los valores mayores son para asentamientos en terencs de cimentacion homogéneos y
estructuras de buena calidad en construccion Los valores menores son para asentamientos
en terrenos de cimentacion con estratigrafia erratica y estructuras de regular calidad de

construccion.

Tomado de Sowers { 3962 ) -

o
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a) Estado de presion inicial
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b) Presion de confinamiento eqguivalente

Pa=(1%2ky)P:0/3

Fii5 3 1 PRESION DE CONFINAMIENTO
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Cuando se realiza el andlisis sismico de una cimentacion, es usual que se cuenie con un
coeficiente sismico para la regiéon en cuestion, dado por el codigo det Estado donde se
construira la estructura correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al analisis y
diserio de la estructura, incluyendo desde luego en este al de la estructura de cimentacion.

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estad formado por sedimentos de consistencia
blanda, se presenta un fenomeno de amplificacion de las ondas sismicas que llegan al lugar,
el cual consiste en que, en la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta
aceleracion, mientras que en la superficie del suelo blando, la aceleracidn puede ser varias

veces mayor que la del terreno firme {figura 1).

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por ioc menegs en forma parcial, la resonancia
del suelo blando. Para ilustrar este fenémeno consideremos un sistema de un grado de
libertad como el mostrade en ia figura 2, en el que la base se somete a un movimiento dado

por .
X, = af2sent

La velocidad de ia base vale Xo = aQ2cos QU

y la aceleracion Xo = ~a? sen{t

La respuesta de la masa esta dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976)

Desptazamiento relativo  y = aB, sen(Qt —¢)

Velocidad relativa y = aB, cos(Qt - ¢)

Aceleracion relativa .
y = aB, cos(Qt - ¢)

En las expresiones anteriores
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20 —
bk
¢ = angtan ——
Q
1[5
Wy
w 4 es Ia frecuencia circular del sistema w, = yK/M T

Los desplazamientos absolutos estan dados por:

Desplazamiento x =X, +y )
Velocidad: X=X, +y

Aceleracion: X=Xty

Definimos el factor de amphficacion de la aceleracion como el cociente entre la maxima
aceleracién absoluta de la masa y la maxima aceleracion de la base:

f,=max x [/ max x,

Enla fig 3 se muestra ia variacion de f, con el cociente 74 / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amortiguamiento critico

Recordemos que los periodos estan dados por
Ti=2xn/w, {masaquevibra) v T=25/Q (base)
Se cobserva en la figura 3 aue "1 A -plificacion de la aceleracion depende del cociente T4/ T y

del amorttguamiento. La maxma amplificacion se presenta cuande T, / T; al aumentar el
amortiguamiento aecrece el factorf Para T,/ T — = la amplificacion de la aceleracion es

nula,
Un fenomeno similar sucede en el suelo blande, en el que este hace las veces de la masa del

eiempolio anterior, Consideremos un estraio de espesor H como e! indicado en la figura 1, y
supongamos que el desplazamento de ia base rigida esta dado por
Yo (t)=Cexp(102t)= {cosQt+i1sen ) i=v(-1)

lo que imphca que ia base tiene un movimien:o armaénico de frecuencia {2.
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La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
compiejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto en la amplitud como en la fase del
movimiento. Definiendo la funcion de amplificacion f, = A ( Q) como valor absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracion en
la base rigida, se obtiene ( Roesset 1969 )

AQ)=11 J(cbshza cos’ B+ senh’ a)sen’ B (1)

dondel

o= HQ\/[\/{h + QG -1|/[1+ 9/ G)z]}JIﬁCs (2)

B= HQ‘/N{[1 + (NQ1G)? +1]/[1+(nQ/G)2]}]/J§Cs (3)

donde : C, =,/G/p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando.

1 = amortiguamiento del suelo btando
€ = frecuencia circular natural de la base rigida

‘H = espesor del suelo blando

G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando
p = masa especifica del suelo blando

La respuesta depende de la hipdlesis que se haga respecto al amortiguamiento. Se puede
considerar gue ta viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo
que N2/ G = 2 { sea una constante Aplicando las ecuaciones 1 a 3 se obtiene la respuesta

del estrato.

-

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las
siguientes expresiones

o = frecuencia circutar del modo " n " de vibrar.

mn='_(2n-1)nv‘(G/p)/2H=(2n-1)nCSIZH

Para pequefos valores de (1 ¢}/ G). ta funcion de ampiificacion, para ios modos naturales de
vibrar, vale aproximadamente { Roesset 1969 )
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Af(wa)=4/(2n-1)n(20) R €
[ = fraccién del amortiguamiento critico.

En la figura 4 se muestra la variacion de la funcién de amplificacion con la frecuencia de
vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de |a
onda cortante en el suelo blando C, =229 m/s y un peso volumétrico del sueio y= 2t/ m’.

La funcion de amplificacion se obtiene empleando las ecuaciones 1 a 3;-considerando que
nL/G=2¢

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia
igual a {a frecuencia correspondiente al pnmer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa
que si ia frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide o esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de syelo blando, la aceleracion
en la superficie de éste puede ser varnias veces supernor a la aceieracion en el terreno firme. En
este ejemplo la amplificacion de la aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento dei suelo

blando de 20 % del critico '

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracion y los valores
correspondientes a los * picos " de ta funcion de amplificacion { figura 4 ), empleando las
ecuaciones 4 y 5. En la tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de
vibrar, considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION AMPLIFICACION A ( w, )

n {n { Tsn A { {Dn }
-1 11.78 1.875.. 0.533 :.:3.483%
-2 35.34 - 5.62'5?» 0.178 .. 1.08%1
"4 8247 13125 0.076 0455
5 106.3 16.875. 0.059 + 0.354
whn=(2n-1nC,/2H Alw)=4/(2n-1)r(27)
f=w,/2r Ten =21/ Wy

Desafortunadamente, no se puede controlar Ia frecuencia dominante de vibracion de las ondas
sismicas que llegan a un sitio, en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
dominantes de los temblores gue liegan a una localidad, para reconocer los estratos en 10s
que se puede presentar ef fenomenoc de ampiificacion de aceleracion que hemos comentado
en los parrafos antenores,
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El razonamiento anterior es valido también en términos de los periodos de vibracion de ondas
y suelo biando. Vemos que la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracion de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo
esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo { figura 4 ). Es decir, la aceleracion en la superficie
del terreno blando sera 3.18 veces mayor que la aceleracion en la base, si el amortiguamiento’
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleracion en la superficie del suelo blando
depende fundamentalmente del cociente T,/ T, donde T,, es el periodo natural de vibracion
del estrato btando y " T " es el periodo dominante de vibracion de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo ( figura 1), los periodos de vibracion estan-dados por

T =4H Y {p/G)/(2n-1), n=1,2, ... (6)
n=12, .
donde p = masa especifica del suelo. .

G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo.
El primer modo de vibrar, 0 modo fundamental, se obtiene paran=1. Ta=4HV(p/G)

Para la estimacion del periodo natural de vibracion de un suelo estratificado vease Zeevaert
(1973, 1980 }). '

El periodo de vibracion de la estructura se halla con los métodos usuales del analisis
estructural. Sin embargo, cuando el terreno de cimentacion esta formado por un sueio blando,
es mimportante considerar ademas el efecto de balanceo y de traslacién horizontal de la
cimentacion. Asi, el periodo de vibracion acoplado de una estructura vale ( Normas de Sismo

1987 ) .
L=\, + 15 +17

donde

T, = periodo fundamental que tendria la estructura si se apoyara sobre una
base rigida { este periodo se debe a la flexibilldad propia de la
estructura )

7. = periodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base solo pudiera trasladarse en la direccion que se analiza.

T, = perniodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base solo pudiera girar con respecto a un eje horizontal que pasara por
el centroide de la superficie de desplante de la estructura y fuera
perpendicular a la direccion que se analiza.

Para el calculo de los periodos de vibracion anteriores, véase el Apéndice de ias Normas de
Sismo ( inciso A7, interaccion suelo - estructura).

Una vez que se conocen i0s periodos de vibracion del suelo T,y y de la estructura T,, se

puede emplear el espectro de respuesta sismica de Zeevaert {( 1980 ) para |la determinacion
del factor de amplificacion f, ( figura 5 ), definido como el cociente de la maxima aceleracion en
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e! centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracion en la superficie del terre’
blando.

Vemos en el espectro que la maxima respuesta se obliene cuando T, / T, Por lo visto
anteriormente, no se puede evitar la amplificacion de la aceleracion de un suelo blando, pero
si es factible evitar que coincidan el periodo natural de vibracion del suelo con el periodo.

natural de vibracion de una estructura.

La aceleracion en la superficie del terreno la proporciona, en la Ciudad de Mexico, el
Regiamento de Construcciones en 1as Normas de Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se senala
que " la ordenada del espectro de aceleraciones oara disefno sismico " a ", expresada como
fraccion de la aceleracion de la gravedad, esta dacz por la siguiente expresion :

a=(1+3T/T,)C/4,, siTesmenorque T,

La aceleracion en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = 0 en esta expresién ( pues
para T = 0 la estructura vibra igual que la superficie del terreno ), poriotanto a=C,=C /4 en

la superficie.
,

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigraficas del Distrito Federal se presentan a
continuacion ( articulo 206 del Regiamento ) :

Zona  Coeficiente Sismico ¢ - Coeficisnts Cg:. Aceleracion
RS - (Superficle’}-" ( superficie )
:  cm/s’
I 0.16 39
EES 0.32 78
111 0.40 98

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona Il {a aceleracion de diseno de la superficie del
terrenc es de 98 cm / s°

Tambien se puede utilizar el siguiente crniterio para hallar “ ¢ ” (Normas de Sismo, Apéndice) :
en sitios en gue se conozca el periodo dominante del terreno Ty, ¥ que se hallen en las partes
sombreac~s de la figura 3 1 ( de esas Normas ). también se adoptara c= 0 4 para estructuras
del grupo 3, y 0.6 para las del A ; fuera de las pares sombreadas se adoptara

c= 1.6 T/ {4+ T )

Vemos gue el coeficiente sismico depende del periodo de vibracion dominante del suelo Ty, ..
Considerando que el coeficiente sismico en la superficie c; = ¢/ 4 y que la aceleracion en la
superficie, en cm / s° | es igual a2 ¢, por 980, en la figura 6 se presenta la vanacion de esta

aceleracion en funcion del periogo T,
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EJEMPLO
Determinar la respuesta de aceleracion de un edificio sobre un estrato de sueio blando, con
las siguientes caracteristicas :

Masa = 217.5 ts’/m

Peso=21331

Periodo de la estrﬁctura T.=0.3 seg

Amortiguamiento en la estructura £, =5 % e
Periodo por rotacion T, = 0.76 s.

Amortiguamiento en el terreno de cimentacién &, = 15 %

Periodo por traslacion T, =0.22 s.

Periodo del terreno de cimentacion T,y = 2.4 5

El periodo acoplado de la estructura vale

T, =T+ T+ T’
Obtenemos el cociente T,/ Ts = 0.35

Para entrar en el espectro de la figura 5 necesitamos el amortiguamiento acoplado del
sisterna, el cual esta dadoe por (Zeevaert 1980 ) -

Ey=N(1-g4)
917G a (T )/ (GTi+aTo)
donde Ty =V(THL+TL)=0817s
go =1 - 5%, =0.9975
g =1-%8, =09775
"Sustituyendo g, =0 98 .= 0.141

- Es decir el sistema tiene un amortiguamiente de 14 1 %,

Entranco al espectro para diseno sismico ( figura 5, Zeevaert 1980 ), se obtiene un factor de
amplificacion f, =19 . :

Considerando una aceleracion en la superficie de 98 cm / 52, la aceleracion en el centro de
gravedad de la estructura esta dado por (98 )(1.9)=186cm/s®.
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DINAMICA DE SUELOS

VIBRACIONES .
Agustin Demenegui Colina
Héctor Sanginés Garcia -

Vibraciones libres
Consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en la fig.-1. Se trata de
un cuerpo de masa M unido a una base firme mediante una barra de cierta ngidez. La rigidez

K se define como el cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad del
cuerpo, dividida entre el despiazamiento horizontal que produce dicha fuerza, es decir ;

k=p/o
E! amortiguamiento ¢ toma en cuenta las pérdidas de energia que sé producen durante el

movimiento (fundamentaimente por friccion intema en el sistema), Se ha observado experi-
mentaimente que la pérdida de energia se puede representar mediante una fuerza que se

opone al movimiento , la cual es proporcional a {a velocidad de! cuerpo, esta fuerza vaie Cx.

Por el principio de D"Alamben, ta fuerza de inercia es igual al producto Mx , pero tiene sentido
contrano a la aceieracion Esta fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinamico del cuerpo.

E! fenomeno fisico que estamos estudiando consiste en dar inicialmente un desplazamiento
honizontal §, ai cuerpo, para despues soltario y dejario vibrar libremente.

El equilibrio dinamico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la siguiente ecuacion
A x+Cx+ Kx=0 (1)
A x+ Ke=0 (2)

La ec. 2 es una ecuacion diferencial homogenea de segundo orden. Su ecuacion diferencial
caracteristica es

A+ KL =0 MM +K=0 (3)

La solucion de la ecuacion caracterisiica es

Profesor del Depanamento de Geolecnia

Jefe del Departamento de Geotecnia.
Division de ingenieria Civil, Topografica y Geodesica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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A o= J=KT M) = (KT MY
do==J(=KiM)==|(K/M)i

Denominemos a /(K / M) = w = frecuencia circular natural del sistema.

Cuando ias raices de una ecuacion caracteristica son complejas, la solucion de una ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden esta dada por: .

x= C,e" cos bt+ C; e sen bt
donde " a " es la parte real y "b " la parte imaginana del numero compiejo. Por lo tanto

x=C,cos wt+ C; sen wt (4)

x = = wsenwr + C.w cos wr (5)

De acuerdo con ias condiciones iniciales, parat= 0, x =0 Sustituyendoenlaec. 5
0=C,w(1) = C;=0
x = (C,cos ot
Parat=0.x=&,. Sustituyendo en ia ec. 4
0o = C4 X = 6, coS Wt (6)
En la figura 2 se muestra la vanacion de x en funcion del tiampo t

Se define el perniodo T como el htempo en que la masa pzsa por el mismo punto, con el mismo
sentido del movimiento. De la figura 2 se observa que

T =2rx T=zZrn/w
Perowm=  (K/M)Y .. T=2nv(M/IKY}Y (7))
T se conoce también como el penodo natural de vibracion del sistema de un grado de libertad.

La velocidad se halla denvando iz ec 6

X = —wd senl (8)

La aceleracion se halla gerivan - laec 8



x=-w"§, coswl = -@’x (9)

Vemos gue la aceleracion es igual al desplazamiento muiltiplicado por el cuadrado de w, con
signo contramo. .

Vibraciones libres amortiguadas

Consideremos ahora que si hay pérdida de energia en el sistema, es decir, que existe
amortiguamiento : C = 0 . El movimiento queda representado poriaec. 1

MJ'c+C;-+Kx=0 (1)
La ecuacion caracteristica es
MA +CA' + KA =0 MX +CA+K=0 (10)

Las raices de la ec. 10 son

A= -C/2M+\/((C/2M): —K/M)

P —C,‘sz—J((C/?.M): -K/ M)

Las raices Ay y A; pueden ser reales o complejas, dependiendo del valor del radical

J(((:/ 2M) =K1 M)

Se distinguen tres casos

Caso 1. Dos raices reales diferentes

Si las raices son reales { ¢/ 2M )’ -k /m > 0. La solucidn de fa ec. 1 esta dada por
x=C,e'+Cye"y (11)

En este caso‘ el sistema no vibra, sino que la masa despues de haber sido desplazada una

distancia &, regresa a su posicion inicial Este fenoOmeno se presenta cuando el
amortiguamiento C es alto
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Caso 11. Unaraiz real

Se presenta cuando {c/2M)?- k/m =0. Solo existe una raiz real que vaie . = -C / 2M

La solucion de la ec. 1 es
x=Cy e” +C; te”

x=CAe? +C (1A +e*)

De acuerdo con las condiciones iniciales, parat=0, x=§, , porlo tanto: C, = g,

Parat=0, x =10 , por lo tanto
0=C2+C; C:=-2& C
Por lo tanto , la solucion dejaec. 1 es
x=3.e"(1-nt)
x=0: ™M [14(c/2M) | (12)

Enia fig 3 se muestra la variacion de x en funcion del tiempo.

Caso 17 - Dosraices complejas

Ahora (¢/2M ) -k/m <0,y

Jo=—CI2M + KM= (CI2MY

fo=—CI2M =K ITM-(CI2M) 1
Cuando las raices de una ecuacion caracteristica son complejas, {2 solucion de una ecuacion
diferencial homogeénea de seyunago orden ests daaa por .
x=C,e”cosbt~ C,e” senbt (13) -

donde " a " es la partereal y " b " es la parte imaginaria del numero complejo. Por lo tanto

a=-C/2M, y b= (K/M-(C/2w)’

Dernvando de la ec 13

x=e*(-C,b sen bt+C,bcosbt) + ae*(C,cosbt + C,sen bt) (14)

235



Parat=0, x=0,, porlotanto, detaec. 13: C, =3,

Parat=0, x=0. Sustituyendoentlaec. 14. C;=-ad,/b
Sustituyendo en la ec. 13

x=5.,é°‘[cosbt-(afb)senbtj (15)

Peroa=-C/2M, yb= JK/M—(C/2M)}
Hagamos [ =C/C.y = c/2VMK
Al coeficiente { =- C/ C.q lo denominaremos porcentaje del amortiguamiento critico.
{=C/Ce= c/24dMK

Por otra parte w=+K /M, poriotanto, Cw=C/2M.

Sustituyendo en la ec. 15
x=3, e'im‘[cos.«.u,h--;2 t+(7 /y1-C2 Jsenw y1- L2 a} (16)

La fig 4 muestra la variacion de x en funcion del tiempo.

Vibraciones Estacionarias

Se denominan movimientos estacionarios cuando la accion sobre el sistema es de tipo
armonico

a) \ibraciones Forzadas ' Rl

Consideremos un cuerpo como el de la fig. 1, que se somete a una fuerza estacionaria dada
por F = r,sen {2t La ecuacion de equilibro dinamico queda

Mx+ Cx+Kx =F_ senmt (17)

La respuesta de la masa esla dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976 )
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Mx+ C x+Kx = F, senwt

oY QY
)
M w, (l).l

0y es la frecuencia circular del sistema w, = VK /M

y sen (Qt - ¢)

Fo
K

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como e! mostrado en ia fig. 5, en el
gue la base se somete a un mcvimiento dado por ’

Xe=asenlilt (20)

La velocidad de la base vale x=aflcos Qt

(207)
Y la aceleracion x, =~a ()’ sen Qt (20" )
La ecuacién de equilibno dinamico esta dada por

Mx+ Cy+Ky =0
Perodelafig. 5 X = X, +Y

M{x + y)+C vy +Ky=20

My +Cy + Ky = -Mx, (21)

My + Cy + Ky = aQ’MsenQt (22)

Vemos que la ec 22 es similar a la ec 17 Por lo tanto, se puede emplear la misma solucién
delaec. 17, con

Fosent=a Msenilt

Con este cambto de variable, la respuesta de la masa esta dada por

Despiazamiento Relativo

y = aB,sen(Qt-¢) (23)
Aceleracion

Velccidad Relativa y =aB cos(t- o) (23")

relativa y=—alQ" E sen(Qt-¢) (23")
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En las expresiones anteriores

1
B, =

(24)
- .

oY E _“ o
[%71] & [w]JJ '
()

& = angtan (25)

o es la frecuencia circular del sistema w, = VK /M
Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento X = X, +y

(26)
Velocidad X = X+ y ' (27)
Aceleracidn X=Xx,+Yy (28)

Definamos e! factor de amplificacion de la aceleracion como e! coclente entre la maxima
aceleracion absoluta de la masa y {a maxima aceleracion de la base:

. |
f, = max:x [/ maxlx, (29)
Esdecr f, = maxisen@t + Bysen(t - o) (30)

Enla fig 6 se muestra la vaniacion de f, con el cociente Ty / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amartiguamento critico

Recordemos que los periodos estan dados por

Ty=2xn/w,(masaquewvibra) yT=2x/0 (base)

Se observa en la fig. 6 que la amplificacién de la aceleracion depende del cociente T¢/ T y del
amortiguamiento. La maxima amplificacion se presenta cuando T,/ T = 1; al aumentar el
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amortiguamiento decrece el factorf, . Para T; / T — « la amplificacion de ta aceleracion
nula.

Vibracion debida a rotacién
Consideremos una masa comeo lo indica en la fig. 7, vibrando libremente La fuerza de inercia

vaeF = M X.

PDelahgura A = 060H x = 6 H Porlotanto F =M@ H

El memento de volteo al nivel de cimentacion, debido a la inercia de la masa vale

O, =FH=M 6 H = MH® ¢
Supongamos ahora que la cimentacidon esta sometida a un momento estacionaro dado por

Or = O. sen Q2 t. En el diagrama de cuerpo libre de la cimentacion ( fig 8 ) se muestran los
momentos que actuan sobre ella. El equilibno de momentos indica que

MH> 6 +C 6 +K, 06=0,senQt (31)

La ecuacion dinamica obtenida para un sistema de un grade de libertad sometido a una fuerz
vertical estacionariaes (ec 17) .

Mx +Cx +Kx=F senQt - (32)

Las ecs 31y 32 son similares, por io que para hallar la solucion de la ec 31 podemos emplear
la solucion de la ec 32. cambiana= M por MH® y P, por O,.. Por io tanto, ia soiucion de la ec.

31 es

4= 9,10. — | _S_.?n (S%_F._-...” ) — (33)
. \/[1 . ggfm?;}?ﬂ 47 (ggw}:
donde v = angtan2{wQ / {0 - & ) {34)
W= JKIMH = JK 7 M/ H (35)
T=CIC, =c/2yKMH =C/2H K M (36)

Por lo anterior. el periodo natural ae vibracion por rotacion de una masa esta dado por
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TTITY, = 2ryMH? / K, = 2rH M / K, (37)

0 T =2nfWH /K - (38)

Vibracion de un estrato de suelo

Un fenomeno similar al de vibracion de un sistema de un grado de libertad sucede en un
estrato de suelo blando, en el que este hace las veces de la masa del sistema de un grado de

ibertad.
Consideremos un estrato de suelo de espesor M, como el indicado en la fig. 9. El estudio de ia
vibracion de este estrato se lleva a cabo estableciendo las ecuaciones de equilibrio dindmico
de un elemento de suelo’( fig. 10 ), considerando una onda de cortante que viaja en direccion
vertical, las fuerzas gue actuan sobre el elemento son ( Roesset 1969 )
'Fuerza de inercia p &u /8t
Fuerza debida a la perdida de energia n &%/ 8t 622

Aplicando la segunda ley de Newton ai elemento

i GX AZ + (T + D7,/ B2 ) dx dz + 1) Su/ 5t 52° dx dz

= (pd'u/at )ydxdz (39)
Es decrr 08U/ B =5 1,/ 8z + 1y Su/ St 528 (40)
Por la tey de Hooke oo = (1) T2
¥ Y= 0w/ dx+ou/dz conow/ox=0
Y= OU/OZ

Sustituyendo valores en la ec 40

PSUI =G 862+ U/ dt 6] (41)

Para hallar el movimiento de estrato de espesor H se tliene que resolver una ecuacion
diferenciai parcial de segundo oraen ( ec. 41)

-Supongamos que el despiazamiento de la base rigida esta dado por

Xe{t)y=Cexp(1L2t)=C(cosQt+1sent) {42
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= J_—‘]
lo gue implica que ia base tiene un movimiento armoénico de frecuencia €.

La solucidon det movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto n la amplitud como en la fase del
movimiento. Definiendo la funcion de amplificacion f. = A (€2) como el vaior absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracion en
la base rigida, se obtienen ( Roesset 1969 )

A =1/ cosh®a cos B + senh’ « sen® § (43)
donde o
o=HO \f{n (N /Gy - 1J’ [1+ (ne G)JI\:’ZCS (44)
f=H¢ ,Ji‘]+(1]£l/G)-‘-1;/!1+(I]L!/G)J/\I2Cs {45)
donde Ce= JG ! p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando

n = amerhiguamento del suelo blando
frecuencia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando
madulo de ngidez al cotante dinamico del suelo blando

masa espectica del sueio blando

o

€2
H
G
P

La respuesta depende de la hipdtesis que se haga respecto al amortiguamiento. se puede
censiderar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo que
n L/ G = 2% sea una constante Apiicando las ecs 43 a 45 se ¢btiene la respuesta del estrato.

Las frecuencias correspondietes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las
siguientes expresiones

(), = frecuencia circular de! modo n de vibrar
®W.=(2n-1)r G/ p /7 2H =(2n-1)aCs/2H (46)

Para pequenos valores de (1 ¢2 * G ), {a funcidon de amplificacion, para ios modos naturales de
vibrar, vale apreximadamente { Roesset 1969 ).

Alu,)=4/(2n -1)r(2]) (47)
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E = fraccion de amortiguamiento critico

En la fig. 11 se muestra la variacion de la funcidn de amplificacion con fa frecuencia de
vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una veiocidad de la
onda de cortante en el suelo blando C, = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo y = 2 ¥m”.
La funcidn de amplmcacmn se obtiene empleando tas ecs 43 a 45, considerando quen Q/G =

2?’

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con-una frecuencia
igual a |a frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa
gue si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que armiban a un sitio coincide o esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelc blando, la aceleracién
en la superficie de éste puede ser varias veces supernor a la aceleracion en el terreno firme. En
este ejemplo ta amplificacion de la aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento dei suelo
blando de 20% del critico.

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracion y los valores

correspendientes a los “picos “de la funcién de ampiificacion ( fig 11 ), empleando las ecs. 46 y
47, En la tabla 1 se presentan los resultados para los pnmeros cinco modos de wbrar

considerando un amortiguamiento del 20% del amoriiguamiento critico.

TABLA 1

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (w,)

n W, - » f Ten A(w,)
st ciclos/s s
1 "11.78 1.875 0.533 3.183
2 35.34 . 5825 0.178 1.061
3 58.90 g 375 " 0.107 0637
4 82.47 13125 0.076 0 455
5 10603 16875 0.059 0.354
=(2n-2)nC/2H  A(wn}=4/(2n-1)r(25)
f=w,/2r Ten = 257 )y

Desafortunadamente, no se puede controlar 1a frecuencia dominante de vibracion de las ondas
sismicas que llegan a un sito. en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
domiantes de los temblores que legan a una localidad, para reconocer 10s estratos en los que
se puede presentar el fendmeno de ampliftcacion de aceleracion que hemos comentado en los
parrafos antericres

Bl razonamiento anterior es vairdo tambien en términos de los periodos de vibracidn de ondas

y suelo blango. Vemos gque la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracion de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo
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esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo { fig. 11 ). Es decir, la aceleracion en la superfic
del terreno blando sera 3.18 veces mayor que la aceleracion en la base, si el amortiguamiento
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleracion en la superficie del suelo biando
depende fundamentalmente del cociente T / T, donde T, es el periodo natural de vibracion
del estrato blando y T es el periodo dominante de vibracion de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo ( fig.9 ), los periodos de vibracion estan dados por

Ten=d4H Jp 7/ G/ (2n-1) (48)

n=12 ...

donde p = masa especifica del suelo
G = module de ngidez al cortante dinamico del suelo

El primer modo de vibrar, 0 modo fundamental, se obtiene paran = 1:

Ta=4H yp / G (49)
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VIBRACION LIBRE DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD
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FIGURA 1
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VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO
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VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO
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VARIACION DEL FACTOR DE AMPLIFICACION
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VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO
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DINAMICA DE SUELOS
VIBRACIONES

Agustin Deménegui Colina
Hector Sanginés Garcia
Amortiguamiento ( Kolsky 1963 )

Durante la vibracion de un sélido, se produce cierta pérdida de energia por calor, lo que se
conoce en términos generales como friccidn interna en el sistema.

La forma mas directa de definir ia friccion interna es determinando el cociente de la energia
disipada durante un ciclo de esfuerzos AW entre la energia elastica W almacenada cuando la
deformacion unitaria es maxima. A este valor se denomina “ amortiguamiento especifico “ ¢ “
perdida especifica de energia ", y se ha observado que depende de la amplitud y de la
velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de |a historia de cargas del espécimen 8

En general se acepta que las fuerzas de restitucidn son proporcionales a la amplitud de la
vibracion y que las fuerzas disipativas de energia son proporcionaies a la velocidad. Cuando

esto se cumple, ia relacidon de amplitudes positivas entre los ciclos consecutivos es constante,
y el logaritmo natural de esta relacidn, A", se toma como una medida de |a friccion mtema.

Demostremos continuacién gue A' es igual a la mitad de la pérdida especifica de energia
cuando el amortiguamiento es bajo. De la fig. 1

A =10 (Xa / Xo )

1. £l desplazamiento esta dado por ia ec. 16

- ;oe':-”'[COSUJ \H—_;':-'t . ( ST - ) sen w1 - {? t} (16)

Parat = t, x, = 9, g il
para t. = tu - X:‘ - 60 e‘-,'l'(l.# 2riwm)
X f x‘ - e?:.

Profescr del Depanamenio de Geotecnia
Jefe del Departamento de Geogtecria
Division de ingenieria Civil Topografica y Geodesica
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Pera f£=c¢c/2+4MK Y w=~K/IM

LT NN BT

X, I x, =
A = In(x, /! x,)=rc/ Mw = rcw /K
AW X7 - X, - A -
Por otra parte — = = L= : Ll -
\\ \n ‘9
Pero X, = X,
2 : 2 2 2
X, X, + X, o= x, o+ x,7 = 2x,7, X, (X, *+ x,) = 2x
X, * %, _ 2
X, X,
Sustituyendo
AW 2%, - xe ) _ o4, x,J=2A,
w X, X,

Por lo tanto, en vibraciones lbres con amortiguamiento pequeno, el amortiguamien.

especifico A' Por otra parte, en una vibracion forzada, para amoriiguamiento peaueno la
forma de la curva desplazamiento - frecuencia es muy aguda, meniras que para
amortiguamiento grande la curva es mucho mas tendida. &1 denominamos AN a la diferencia
entre la frecuencia correspondiente a la mitad del " pice * del lado 1zguwerdo, y N a la frecuencia
de resonancia, el cociente AN / N es una medida de la friccion interna, y se puede aemostrar

que

‘-\“'\,""- = \I?A' i

:

En efectc en una vibracion forzada. el gesplazamiento =sta dado por

, - :__ e 7:.32).(49 t -”.'._;___ (e
8 e Lo
et N LA RGN
\ . 1 &3]
- L
= ang tan — _— (1@ )
[N
_
(1, es la frecuencia circular del sistema w, = JK /
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maxx:F"i- perc { = C /2K I M

1}
-n

max X ! Cuwo,

La mitad del maximo de x vale F,/ 2 C wy . Por lo tanto, haciendoe x=F,/2 C w, enla ec. 18,
obienemos:

2
y2
/(1.. ‘“2] + 2"3-) =2Cw, /K
\ €}, (1,
A Y QY
(k-k—T} +(2~;K ] =4C?+ 0,
w, o,
Peroc ,” = K/ M

(K-MQ) +(Cu) =4C%wp,°

Despejemos los valores de ()* de esta ecuacion

(MOQPY+ (CP-2MK) QP+ K -4C =0

5

(€2 - aMK )+ \/( € - 2RM ) —aar? (K2 - ac?o)?)

5%

- =

282
e v k) 5 5 A
i L (c? - ?_KM] - K2+ 4Clw)”
- <2 4A6LT = :
o= & £ ,:‘_\" |
M S e . M
“ R ~ b
Pero ml“ = K/ N -0 7 dn-
) ;ﬂ‘; 3w - 2R - 21\':\1w]2]
R L S Il

NEREINE N
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K

2M M

el 2 \
LSy +3C2(UIZ-ZK2+2KM(— - ——4;2“

P

M
3 N c? N Jac w)
MooaMZ2 T M

Denominando €2; y ()5 a [as dos raices de L

0o} = 2 ‘EMC.“%

Como se comentd antes, AN = {); - 33y N = w,, por lo tanto

AN - 9, (- Q0(Q, + Q)

N w, W, (L, + )

Para los valores bajos de amortiguamiento Q, +Q,

AN QP00 V3c W3
N 20, M w, T

Propagacion de una onda de cortante en un sdlido viscoelastico ( Kolsky 1963 )

Modelo de Voight

Voight consideré gue las componentes de esfuerzo en un solido son Ia suma de dos términos:
el pnmero proporcional a la deformacion unitaria y el segundo proporcional 2 la velocidad de la
deformacion unitania £n un matenal isotropico y efastico, las ecuaciones Jque relacionan los

esfuerzos y las geformaciones seran ahora

G,=20+2G¢e, + X {ug, I 0t)

.= Gy vy )

A\
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Estas ecuaciones_ conducen a relaciones similares a aquelias obtenidas para un solido
elastico, pero el operador A+ A'(d/dt)tomaellugarde A ,yG+n (d/gt)toma el lugar de
G. La ecuacién para los desptazamientos horizontales es la siguiente:

2%u oA
— S (A+G)— +GV?
P ( ) ox v

Haciendo tas sustituciones anteriores

U 0 10A d
= L+ GY+ (N + == + (G +n—1V?
Por [( )+ () E)t]é)x (G5

En una onda de cortante exciusivamente

pa? = GVlu + 1]?2( d—u}
ot ot

Si consideramos una onda de cortanie que se propaga en direccion vertical con movimiento de
particulas en direccion hornzontal

J9°'u _ ofu : U

FYCS L J

P

Referencia

Koisky, H, Stress Waves in Solids , Dover , 1963

258



VIBRACION LIBRE CUn AMORTIGUAMIENTO
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FIGURA 1
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MODULO I ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL
(COMPLEMENTO)

PROFESOR: M. en L. Agustin Deméneghi Colina




2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccion es conveniente utilizar el método de rigideces de! analisis
estructural, en el que la ecuacion general de equilibrioc de una estructura esta dada
por

( Beaufait et al 1970)

K§+P. +P. =0 (1)

donde o
= matriz de rigideces de i{a estructura

K

& = vector de desplazamientos

P. = vector de cargas de empotramiento
P. = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se, puede obtener mediante la suma de las.

matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para -~

idustrar el procedimiento de interaccion en tres dimenciones, consideramos una reticula
de barras horizontales ortogonales entre si, aun cuando esta técrica se puede hacer
extensiva a barras inclinadas

Sea un sistema ortogonal x-y en un plano honzontal. Veamos primeramente la obtencién
de la matnz de rigioez en direccion y (fig. 1} La convencion de signos utilizada, en una
barra horizontal, es la siguiente’ los giros se consideran positivos en sentido antihorario,
los desplazamientos verticaies son positivos si van hacia abjo y los desplazamientos
horizontales son positivos si van hacia la izquterda (fig. 1a). Los momentos flexionantes
son positivos en sentido horaric, las fuerzas cortantes verticales son positivas s van
hacia |la derecha (fig. 1b). A continuacion presentamos la matriz de ngidez y los 2ctores
de empotramiento para una barra en estas condiciones {barra m):

8. 8, 3, 8. S, 5, 8, 6.
- | o -
J4EIL. 2EVL  -sLWLT eFILT 0 ¢t 0 0 0,
2ELL JEVL -6EVLS 6L © LB 0 e,
-GELL. 60K 12EKLT -12EVLY O TR | 0 5,
K= {6ELL 6EIL 120107 12CKHLY 0 Hno0 0 5.
{1 Q0 g f] AL -AE/L O ] Oy
{ { 0 (} -AE/L AE/L 0 8] 5,
T {0 (" " ) ¢+ GWWL -Git/L ),
0 0 { b 0 0 -GlyL GlvL 0.
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Tabla A7.1 ** Valoresde K, K, v K,

Enla zona 1l

Profundidad dc . k. K, {2} K, K.

desplante (D Losa y.apata
Zim I1GR, 7GR, 20GR, 12GR,
>3m 16GR, 1IGR,} 29GR, | 20GR,

Eu la zona U

Profundidnd K,
de
esplante (1) K. Sobre el | Sobic piiotes Sobre pilotes de punta K.
lerreno | de (miecion (3) (4}
<lm 7GR, | G6GR% | 7GR'r GGR'r+___1 ' :
143GRY ~ /K, 12GRx
> im RGR.  9GR',  1IGR', YGRY+ 1
1/43GR", + 1K, 16GRx

1

2

3.

Para profundidades de despiante intermedias entra 1 y 3 m interpolese
linealmente entre los valores de fa tabla.

Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona |l supéngase K,
infinita.

St éstos son capaces de resistir por adherencia con el suelo circundante, al
menos {a mitad cel peso brutc de la construccidn incluyendo el de sus
cimientos. Cuando tiene menos de esta capacidad, interpolese linealmente
entre los valores censignados en la tabla,

K, se catculara temendo en cuentz los pilotos de punta que contribuyan al
resistir el momento de volteo, caicuiando la rigidez de estos elementos ante
fuerza axial como s1 su punta no se desplazara verticalmente

** Tomago ge 1a Gaceta Ohie. . del Depa-iamento i D F |, 5§ de noviembre 1987
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TABLA 3.1

RELACION DE POISSON ( Zeevaert 1973)

Tipo de suelo Relacion de Poisson

Polvo volcanico suelto

Limos compactos, sedimento edlicos finos.
Sediementos volcanicos semicompactos.
Atuviones finos

Arena, limos compacios, suelos aluviales.
Sediementos compactos bien graduados

Arena con grava. Sediementos aluviales
compactos, cementados y bien graduados

0.3a025
0.25

0.25

Valores aproximados de los mdduios de deformacion de una arcilla ( méduto £,

tomados de Bowles 1968 ):

Consistencia E. E.r E..
keg/cm® kgiem® kg/cm®
Muv blanda 6-43 4-30 2-15
Blanda 30-60 20-40 10-20
Media 60-120 40-80 2043
Firme 100-180 70-120 40-70)
Dura 130-230 100-170 60-100

En ta arcilla de la cludad de Mexico, los modulos tiene los siguientes valores apropiados:

E. =50 kgicm®, E.,=35kgicm® y E, =20 kg/cm?.

Se observa experimentaimente que. con los suelos friccionantes, el modulo E,, varia en

funcion ge confinamiento, de acuerco con 1a siguiente expresion.

E, = KPS

(3.5)

Enlatabla 3 2 se presentan valores aproximados del coeficiente K, en funcion de la

capaciaad de un suele friccionante
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' TABLA 3.2
VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE “K™ (ec 3.5)
EN SUELOS FRICCIONANTES

Estado Densidad N G K K
relaina : ono (vm Y (kgem™ )™
ke/em®
Muy suelto <02 <4 <20 < 350 e B 1Y)
Suelto 02-04 4-10 20-40 350-600 110-190
Mecdianamente X
compacto 04-06 10-30 40-120 600-1700 190-540)
Compacte 06-08 30-30 120-400 1700-2500 540-790
Muy compacto > 0% > 50 > 400 > 23500 > 790

EJEMPLOS DE INTERACCION ESTATICA
SUELO-ESTRUCTURA

20m J‘ 0 30

43 m” 43 m”
asz [ 5 -
l 35 1301 l;:t
27 um
L L L A LA U e A
e =T
B Vy
Mz = 0B 2 it
Nz = G008 m
77 Ll NN 27NN 7NN
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Ie=1/12 030(1.0Y +1/3(2.0)(0.2) =0.025+ 0.0053

lc=0.0303m’

E = 8000

El=34.280tm"

g
I

£\0,

= 1.130.000 vmt’

L

5, 4

8. 3 Ss
e
23710 -64273 64275
64275 160688 -1606 88
64275 -1606.88  1606.88
~ -~
84 '31 83
.
23710 -6427 3 64275
64275 160G RS -1606 88
64275 160688 1606 8%
. -~
65 6_‘ 6,‘
-~ S
1606 &8 - 1606 88 0
SIA06 88 32I3 TS 1606 $8
0 S1606 %8 1606 88
' -~
- .
T4 =0 8730 - 11250 0.
SRRR S 2R - 021881 > 6
G252 ) TIRKy | 78[2:’:J 5y
74~ . 125 20875y 0.
025 = | 78120+ 0 TISSH 5-
L-s.ss S 02188r + | 2812r_-.J 5

Sy
8S:

£ e
b L F)
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S35+ 12812 + 0.2188r: 8,
_Er = 18 5+ 7188, + 3.5624r-+ 0.71881; O 5
+ 02188+ 1. 781 2r, 6 S,

Porsimetria 6, =68; . n=r;

1606 88 85, - 1606 88 85~ - 355+ 1.2812r + 0.2188r--35=0 (1)
-1606.88 5, ~ 3213.75 8, - 1606.88 6: ‘
-185+0.7188r +3.5624r-+ 0 7188r - 50=90 . (2

SR2I3 75, # 323 TAG+ L4370 - 3.5024r.-68.53=0 (2

(o]
(..___

':;J ]

e D
-

b) Teorema de cimentacion
en r:

Si= S NMazo Hi Z heriho/ak

; \
| @ ® ()

L, = 04878 112 = 0.000782

Ly = 00007368 Ly = 0.9757

L = 000000784 Li- = 0.0007821

= = 02064 l-: = 0.02385

e = 002162 for = 0.5927
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]321 = (.0004415

PUNTO,

L) IR RS T A N B 0 B N I O T N L i S N

L el

ly1: = 0 000007838

131-. = ()0007363

]111 =) 4878
[ =002429
l::: =0 02]62

]1:: = ()29(\4

Ot

[N B N o B N N I S 5 R NG N N5 S

ESTRATO,

= : I\Ifn i E Lot B A/ ak

(S|

b4

.l

}321 =(.02385

CARGA, VALOR DE INFLUENCIA

!»!lqle)Nou,Q_MM—mN'—‘uM—

0.04878484
7.820726E-04
7.838011E-06
0.2963525
2.385181E-02

4.414916E-03-"

7.368624E-04
0.9756968
7.368624E-04
2.162087E-02
0.592705
2.162087E-02
7.838011E-06
7 820726E-04
0 4878484

4 414916E-04
2.385181E-02
0.2963525

=EM’”“J([1I1T11L Far b 12l Ja; '»"||}‘. rils/ay)

1t

=Mz HL (L,

+ 1\'121‘ l"i:( ]; !

fun”\f{‘.] - IH: tals/fax + b Till /33)

rifija ~ Lo

I l:r‘ﬂ_‘ +1111 [ E] 1;/83)
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5;=f\12:1 Hy (L ooh/ay + 1 rli/a; +1a: 1305 /3;)

+ MzzzHz (1. . n ]y /a) + 1aa: r;l;/a; + 1y 1313 fa3)

6, =0002(08)(04R78 (2)r, /4 +0.000782]1 . (4)r-/ 8+ 000078V ()1, /4d)

+O00IR(16) (02964 (21, /4+002385 . (d)r/8+002429 (D1 /4)

&, =00008171 r, + (100003497 r. + 0.00003561 1,

82=0.002 (0.8 ) (00007368 . (231, /4 +0.9757 . (4) 1/ 8 + 0.0007368 (2)r: /4)
SO0018 (1 6) (102162 (2)ry 74+ 05927 (4 12/ 8 +0.02162 NTNESY
5= = 0.00003172 1, ~ (1,001634 12 + 0.00003172 1« \
I} = n

0, = 0 0U0SAZT 1, + 0 OUVO3L9T -
8-=0 00006344 1, 3 0.001634 1»

Sust cn las ccuaciones by 2

1606 88 (0 O00OR3ZT7 1y + 000005497 £5)

-tat6 88 {0 0000034 1 = 0 001634 1-)
SRS 2RE2r, SDZ2ISKR .- 58 =0

25403 0 - 23306 - 4035 =0 (1)
SIPRFA (O O00832T 0, 00000397 14 )
3N TAL 0000003 1)« DAY s )
L4370 - RAGM 085 =0

SLusY T, - RT7003 . -06853=0 (27)

Dol 1 =2330n - dp 33

23403
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8
Susten 2™ 1 01321, -174781 +8.70131:-685=0

r-= 111833 t/m. 1 =2262139 Um

§;=002274m. &.=0019%m

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES

{4191 54E-04
| 084323E-05
1.380348E-07
F.O0S317E-05
[.683831E-03 '
[.008317E-05
}.380548E-07
1.O84323E-05
8.4 19154E-04

FUI U TS T N T N T A —
0D — L B3 — el B —

METODQ ITERATIVO (CON Kvi)

RS+pP~P =10

g

Il

[ [
S —

AR

rl 4

o~y T

Ki, 6. 223328 S, -3
P = U = 235G,37 S - 50

L Ky (‘}J L::ss 28 S:-BSJ

Secan=r-=r; =30 - 70 -32T7(8)/8=187t/m

&)= OAO3UR G =003 74/ m

Ky, =Ov /0= 18 TU2 /70016398 = 2253 28 t/m
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Kv;=Qv:/6:=18.7(4)/003174]1 = 2356 .57 tm

1606.88 - 160688 O + (-5.55) + 2253.28 K, & - 35 =0
(1606 88 + Kv, ) 6, = 10D6 88 &, + 5 55 + 35
O: = (16068 + Kv| ) S, - 4035/ 16006 88 .
-1606 88 6) + 3213 75 ;- 1606 .880: - 18 5+ 2356.57 Kv.6:-50=0
-3212.768, ~3213 760, + 2Ky, 6, -81.1-685+
+Kys (1606 88 + Ky, ) 8- 40 55/ 1606.88 = 0
2 Ky S:- 1496+ K-/ 1606 88 ( 1606.88 8, + Ky, 8, -40.55 ) = 0
4530636 §; - 149.6 = 233637 0, + 3304553 §, - 5946806 =0
0, =0020562 m
§.=0024161 m
Kvy=1d 78, m=hu & /d. r=kv:0/ds. kva=1.d, /6
;=23 jool tim . = 142343 t/m

Suclo

O = 0020230m. 6. =0024728m
Ry, = 22880 0. Kyv; =3202 58 vm

Cstructura

Fal

JATO OG- pea - 230258 9, - 3278 530§, - 58 1062 =10

o= 0020440 m
o = {02433 m

reo= 23 AT m g 4 0060 vym
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ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS

Agustin Deménegui Colin
Facultad de Ingenieria, U.N.A.M.

1. INTRODUCCION

Durante la ocurrencia-de un sismo, un edificio cimentado sobre pilotes se ve. Sujeto a una serie
de efectos ocasionados por el movimiento telurico. Entre las principales acciones se cuentan el
momento de volteo y la fuerza horizontal sobre la estructura, ambos debidos al efeclo dinamico
del fendémeno, fig. 1.

La determinacion del momento de volteo My y la fuerza horizontal Vy sismicos se puede efectuar
por el analists estatico o por el analisis dinamico, tratados con amplitud en ia literatura del d:seno

estructural. ' -

Zeevaert (197 3) presenta un métedo para la obtencién de las solicitaciones M y Vy. que tiene.la
ventaja de que toma en cuenta en forma integral el efecto del subsuelo y el de la estructura
Este procedimiento se lileva acabo en condiciones dinamicas, lo cual es otra ventaja adicional

del mismo

Desde luego, es claro que los andlisis dinamicos son recomendables sobre los analisis
estaticos, dado que presentan de una manera mas realista el fenomeno, aun cuando su
aplicacion en la practica resulla en ocasiones laboriosa. Por ofro lado, los analsis estaticos, aun
cuando son de menor precision, son de manejo mas simplificado.

El momento de volteo M; ocasiona un incremento de carga en los pilotes de un extremo de la
cunentacion y un decremento de carga en el otro extremo. En ocasiones, se valua esle:
incremento (positivo y negativo} por medio de ia formula de la escuadria.

La fuerza honzontal V,; provoca un desplazamiento horizonta! de la estructura con respecto al
subsuelo y genera en cada pilote fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo largo de toda

la pieza

En este trabajo solo esiudiarzmos el efeclo de la fuerza cortante V; En los siguientes incisos
comentaremos sobre ios desplazamientos retalivos entre pilote y suelo, lo que ocasiona unha
reaccion repartida a lo iargo de todo el pilote En el inciso 3 trataremos sobre las propiedades
del sueio que es necesario conocer, las cuailes deberan ser obviamente dinamicas. En el inciso
4 presentaremos un metodo para determmar las reacciones del subsuelo provocadas por la
accion de un fuerza corlante en la cabeza del pilote, conocrendo estas reacciones se pueden
determinar los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, y obtener los diagramas de
momento fiexionante y fuerza cortante, a lo largo de todo ei pilote, con lo cuat se puede efecluar
el disefio estructural del mismo. En la parle final de este articulo presentaremos las

conclusiones denvadas de esie estudio.
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2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DEL SUELO Y PILOTE. =

Como indicamos anteriormente, la fuerza sismica horizontal V; ocasiona en la cabeza de un
pilote una fuerza cortante gque se puede vaiuar dividiendo la fuerza total Vt entre el numero total
de pilotes. De esta manera, se obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un pilote individual,

que denominaremos V, (fig. 2}. B

Debido al sismo se presenta un movimiento horizonta! del suelo con respecto a un plano de
referencia £ - A’ , denominaremos &p (fig. 3a), este desplazamiento se-puede determinar
ulilizando ei método propuesto por Zeevaert (1873). Por efecto de la fuerza conante Vy, el pilote
experimenta un desplazamiento horizontal 5p, con respecto al mismo plano de referencia A - A’
(fig. 3a). En esta condiciones, se presenta entre el suelo y el pilote un desplazamiento relativosg
- op = 0, tal como se indica en la figura 3z Zeevaert 1973), el cual ocasiona una reaccion

reparida del sueloc del suelo sobre el piote (fig 3b).

El desplazamiento horizontal retativo entre sueie u pilote depende dé la magnuiud de la fuerza
cortante en ia cabeza de la pieza V), de la rigidez del pilote y de |a ngidez del suelo. '

1

La vaiuacion de V, la comentamos anteriormenie. La rigidez del pilote esta dada por el producto
E |, siendo E el médulo de elasticidad del material gue forma el pilole y que para el caso de

pilotes de concreto se puede obtener como E.= 10000\/?':, en kg. / cm’, siendo f ', la

resistencia en compresion no confinada del decreto a los 20 dias de fabricado, en kg / cm?. | es
el momento de inercia de {a seccion de un pilole, supuesto de tipo prismalico o cilindrico, er

decir, de seccion constante en toda su longitud

La ngidez del suelo debe valuarse en condiciones dinamica. Sabemos gue la deformacion de un
estrato de suelc de espesor y esta dada por:

Siendo .
M¢ = maodulo longitudinal de deformacion del suelo
A, = esfuerzo promedio apiicado a la mitad del estrato

Desde luego el modulo M, debe ser el madulo longitudinal dinamico de deformacion, el cual
esta relacionado con ei modulo cortante de ngidez G de acuerdo con la siguiente expresion :

M o= 2V vy (2

Y G

en donde v = moduio de Poisson
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Para el caso de suelos finos saturados sujetos a una solicitacion dinamica ( lo que ocurre en un
sismo ), se puede considerar
v = 0.5, alcanzando M, el valor :

1
= (3)

M, = —
3G

En terminos generales, en dinamica de suelos ha resultado de mayor facilidad la determinacion
en la practica del modulo cortante G, para después emplear las Ecs. 2 6 3 para-valuar el modulo

longitudinal M, .

En el siguienle inciso veremos ia forma de obtener el valor del moédulo cortante G en
condicionaies dinamicas.

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO

Para fines de analisis de pilotes sujetos a cargas laterales por sismo, interesa conocer
principalmente dos propiedades del suelo; el modulo cortanle de rigidez G y Ia relacion de

Poisson v.

En general, el modulo cortante G se puede determinar en el campo y en el iaboratorio.

Dentro de las pruebas de campo se pueden mencionar el ensaye geofisico, la prueba del
vibrador de superificie y un cterto tipo de prueba de placa de carga y descarga. Parece ser que Ia
principal hmitacion de estas pruebas es el rango de las deformaciones que se alcanzan, ya que
se hace necesario que se llegue a deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 0.01 % en el
campo ( intervalo usual de deformaciones ocasionadas por el sismo) { Wilson 1972 ).

Las pruebas de laboratoric empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y
la prueba de la columna de torsion, Aparentemente, esta ultima es el ensaye mas realista para
la deterrinacion de G, aungue es de dificil ejecucion ( Wiison 1972 ).

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico ¥
la prueba de corte columna de torsion. Aparentemente, esta uitima es el ensaye mas realisla
para ia delernunacion de G, aungue es de dificil ejecucion ( Wilson 1972 ).

La determinacién del modulo G por.medio del pénduio de torsion ha dado buenos resultados en
la practica de la ingenieria Esta prueba consiste en hacer una pequena modificacion a la
camara tnaxial convencional, la cual se emplea para someter una muestra de suelo a diferentes
esfuerzos de confinamiento. Al espécimen de suelo se le da una pequena torsion ( en un plano
horizontal ). permiliendo que el sistema vibre libremente, moviendo debido a la respuesta
elastica de los elementos del suelo De esta manera se puede hallar € modulo de cortante G

{ Zeevaer{ 1973.).

Los resultados de pruebas con el péndulo de torsion indican que G aumenta con el
confinamtento, tantc en suelos cohesivos como en suelos no cohesivos; en estos materiales

272



parece necesario determinar la variacion causada por la amplitud usada en las pruebas y por
melodo de aplicacion del esfuerzo de confinamiento ( Zeevaert 1973 ).

Por lo que respecta al médulo de Poisson v, se puede emplear un valor de 0.25 para materiales
granulares parcialmente saturados y un valor de 0.42 a 045 como limite para suelos

cohesivos no consolidados ( Zeevaert 1973 ).

4 . ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATERALES

La determinacion de |la propiedades dinamicas de un suelo es de gran imporiancia pa'rJvaIuar los
efectos de un sismo sobre un pilote. De igual importancia es 1a posibilidad de poder manejar los
datos de propiedades mecanicas para efectuar el anaiisis de los pilotes. De otra manera, ; de
qué sirve obtener las propiedades dinamicas de un suelo con gran precision - suponiendo que
logremos esto - si después no sabremos como utilizarlas y conocer el efecto que tienen sobre

un pilote 7. )

En este inciso trataremos la manera de lievar a cabo ef andlisis de un pilote sujeto a una carga
lateral, gque puede ser debida a un sismo. Como comentamos en el Inciso 2, al ser cargado un
pilote con una fuerza hornizontal V,, en su cabeza, se produce una reaccion del suelo por el
desplazamiento relativo & entre el suelo y pilote ( Fig. 3 ). Nos interesa conocer la distribucion de
esta reaccion para valuar el diagrama de momento flexionante y el diagrama de fuerza cortante

en ei pilote.

El diagrama de presion de suelo sobre pilote esta limitado por una linea continua ( Fig. 3b )
pero para fines de analisis to podemos sustituir por cargas repartidas en tramos de longitud a
( Fig 4a ). es obvio que a mayor precision gue se desee se tendra que disminuir la tongitud* d *

de tramo y aumentar el numero " n " de tramos.

En la fig 4b se muestra la elastica del pilole, causante de la reaccion del sueic. La posicion
ofiginal se refiere a la posicion de gesplazamienio relativo nulo entre pilote y terreno.

La fig 4b muestra las propiedades dinamicas del suelo en cada uno de los tramos, a saber del
modulo cortante de ngidez G y la Relacion de Poisson v.

El procedimiento que se propone para el analisis de |a interaccion sueio - pilote consiste en
térmuinos generales en lo siguiente | mansjar las reacciones r, del suelo ( Fig. 48 ) como
incognitas y mediante el analrsis estructura: del pilote hallar los desplazamientos del suelo§,
( Fig. 4b ) en funcién de las reacciones; con esto obtenemos un sistema de ezuaciones en el
tenemos como Incognilas los desplazamientos del suelo 6, y las reacciones r, . A continuacion
determinamos los desplazamientos &, en functon de las reacciones r, mediante el calculo de
deformaciones en el suelo, oblemendc 1ro sistema de ecuaciones en el que los
desplazamientos o, quecan en f.uncton de las i-. scciones r, . Sustituvendo este ultimo sistema en
el obtenido con la aplicacion i analisis estructural guedan unicamenté como incognitas las
reacciones r, , resolvemos el sistema y hallamos las r, . Como tenemos losg, en funcién de las r,
. también podremos obtenerios. De manera, ai final de la aplicacion de este procedimiento se
conocen los desplazamientos o, y las reacciones r, ( Deméneghi 1979 ).
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Vemos el desarrollo al detalie de lo expuesto en el parrafo anterior. Empezaremos con el
analisis estructural del pilote, continuaremos con el calculo de las deformaciones del suelo y
terminaremos con el estabiecimiento de la compatibilidad de despiazamientos.

4.1 Analisis estructural del pilote

E! analisis estructural se puede realizar utilizando el método de la viga conjugada para todo el
pilote ( Flores Ojeda 1980 ).

En nuestro caso. nos interesa determinar los desplazamientos §, del pilote en funcion de las
reacciones r, y de la rigidez de la pieza ( Fig 4 ). Nos conviene trabajar con una sola reaccion r;
y despues tomar en cuenta el electo de todas las r,. En la Fig. 5a se muestra el intervaio de
pilote de! nudo 1 at nudo j; en una posicién intermedia se encuentra la reaccion r,. En la Fig. 5b
. esta indicada la viga conjugada para esta condicion de carga, en la cual:

2
A'.l:ldlr_d__z.,lriidlz'
3 '2E EI'6 ‘

2
A = lli(i_zj_rli |(!p
2 V2F E1'2

1 rd 17 1 2
= — | ’—-':fr—d‘l
32 VTE EH'2Y

Designenios como

INERAE (4)
6
I r
B]r - 5 d: |jl ( 2 )
1 |2
‘Cll: . dl '|| (6}
Y
For lodanto s .

rL

r I
Ay LA AL =B AL ! C
El ©El

E El

Tomemos momentos en la viua conjugada con respecto al nudo j ©
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' 1, 1,
-mﬁ+&-&—AH%+%qu;§—Ay§=0

Es decir
Oyt =5y 1 6+ A (1 + ey B, Sl g
LI REUE aﬁl i(;i"'z ')+T+TJ_

Hagamos: D, = A(1; + :I-di} i T it T 3 (7)

2 3

Por lo tanto;

- 1
(1,1j — 8y 4 ﬁj + E—Iri D" =0

De manera analoga, para una reaccion colocada en el tramo j :

r

Ajdjq=0

01 — &) + 6, +
AR YT

Para todas las reacciones r, en el intervalo 1-j

1
e ] 2: 1
()I1j_ﬂ1 -+ uj+§ 1DJ,F| +64EiAJ dJr}:O
I=

en donde (), es el giro en el nudo -1 debido a fa totalidad de las reacctones.

Multiplicando ambos miembros de esta ultima ecuacion por E [

]! . 1 _
E]”11, - El5, + E|51 ‘ ZDJ? M+ 6_4AJ dJ f, = 0 (8)

-1 2=3=2 n-1

Paralareaccionr, . 1, =0y 1,=1-d, { 2)

Para el restc d |as reacciones r,
En forma similar oblenemos para el nudo n lo siguiente:
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n-1
EIInB,—EiS,+E!5n+ZDm-r,+;:—Andnrn=0 (11)
i=1

j=n

La condicidn de equilibrio de fuerzas en toda la viga conjugada permite establecer la siguiente
expresion:

éz {Ai+BJi+CJi}r,+81—6n=0
1=1

Pero 0, = 0, dado que consideramos que el pilote esta empotrado en su cabeza, por lo tanto:

EI61+Z{Ai+BI,+C,i}r,=O (12)
=1
i=n

En el pilote debe haber equilibrio de fuerzas
. :
Z dr=V, (13)
=1

Cabe aclarar que las expresiones 8, 11, 12 y 13 son validas para pilotes de tipo prismatico o
cilindrico, es decir, para pilotes de seccion constante en toda su longitud. También recordamos
gue se considera que el pilote esta empotrado en su cabeza { nudo n ).

En resumen, para el anaiisis estructurail del pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13. con lo gue
tenemos como incognitas el giro en el nudo 1,6, , los desplazamientos 3, y las reaccionesr; . Lo

gue falta ahora es obtener tos §, en funcion de las r, con un analisis de deformaciones del sueio,
lo cual efectuara en el siguiente inciso

4.2 Deformaciones del sueio

Como se comento en el inciso 3. en el campo o laboratorio se obtienen el modulo cortante G vy el
de Poisson v. Empleando la Ec 2 podemos conocer el maédulo longitudinal de deformacion My .

hallemos ahora las deformacicnes del suelo en funcion de las reacciones. {a deformacién del,
cuadro "1, ) debida a una reaccion aplicada en k valara

o, k= Myy e, (AT ), k

en daonde;

o, k = deformaciones del "cuadro 1, j debida a una reaccion cotocada en k
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Mv; = modulo longitudinal de deformacion del cuadro i, j
g; = espesor del “estrato vertical "

( AT ); k = incremento de esfuerzo normal horizontal en ei cuadro i, ,j debido a la presion
r, / b en el contacto piiote - suelo

b = ancho { ¢ didametro ) del pilote e

Pero:

. 1
(AT J = i %

siendo

A -

lix = valor de influencia en el cuadro i,j debido a una presion unitaria colocada en k.

El valor de |, se puede determinar calculando el esfuerzo gue ocasiona una presion unitana
colocada en el tramo k sobre el cuadro 1, } ( Zeevaert 1973 ).

Con lo anterior, la deformacion del cuadro i, j debida a todas las reacciones r, serd
1 n
9, =EI\J‘WiJ e, Zl,jk i
k=1

El desplazamiento honizontal dei nudo i valdra
D

8 = E 5,
f=1

siendo’ p = numero de "estratos verticales "del subsuelo

For tanto
1 P n
o, = N E Mv,e, ; kT (14)
1=1 n=1
En esta ecuacion, los desplazamientos ¢, del suelo quadan en funcién de las reacciones r, .

4.3 Compatibilidad de desplazamientos

En las expresiones obtemaas del analisis estructural del pilote ( Ecs. 8 y 11) aparecen como
incognitas los despiazamientos ¢, de la pieza Estos desplazamientos deben ser iguales a los

277



obtenidos con la Ec. 14, para que haya compatibilidad entre desplazamientos del pilole y
desplazamientos del suelo. Por lo tanto, hay que sustituir los valores hallados con la Ec. 14 en
las Ecs. B y 11; de esta manera, desaparecen como incognitas los desplazamientoss; y quedan
por determinar solamente el giro en el nudo 1, 0y, y las reacciones r; .

La Ec. 8 se aplica a los nudos 2 a n-1; contamos ademas con las Ecs. 11, 12 y 13; por
consiguiente disponemos de n+1 ecuaciones, numero igual al de valores desconocidos, por Io
que resolviendo el sistema de ecuaciones establecido conocemos el giro 0, y las reacciones r; .
Sustituyendo estos vaiores en la Ec. 14 determinamos los desptazamientos , de! suelo ( y dei

pilote ).

El problema ha quedado resuelto, pues obtenemos los valores de interés practico para el
ingeniero: el giro en el extremo libre del pilote ( 0, ), las reacciones del sueio r, y los
desplazamientos horizontales relativos dei pilote con respecto al suelo d,. Con las r, podemos
obtener el diagrama de fuerza cortante en el pilote, con lo que podemos disefarlo

estructuralmente.
5. CONCLUSIONES

a) Se ha presentade un procedimiento para el analisis del pilote en un sueio estratificado,
sujeto a cargas laterales, las cuales pueden ser debidas a un sismo.

b} E! metodo tiene la ventaja de que es relativamente sencillo de aplicar. el analisis
estructural se efectua utilizando unicamente el método de la viga conjugada.

c) La determinacion de los desplazamienios relativos entre suelo y pilote, tomando en
cuenta fa ngidez de la pieza estructural, se lieva a cabo considerando ia influencia de las
reaccignes del suelo en cualguier punto de la masa, mediante el concepto de valores de

influencia propuestes por Zeevaert ( 1973 )

d) Estableciendo la compatibilidad de deformaciones del pilote y deformaciones de! suelo,
se puede resolver el problema sin recurnr a iteraciones.

e) Lo anterior se consiyue empleando {as Ecs 4 a 13 en la estruclura y la Ec. 14 en el
sueio Estas expresiones quedan en forma de algoritmos y pueden ser. programadas
para gue geneie y iesuelva una computadora electronica.

f) La preciston del método se aumenta mcrementando el numero n y disminuyendo la

longitud ¢f de los tramos
desde luege, la aproximacion del analisis depende de los dalos con les gque sea

g)
alimentado En este sentido, la determmacion de las propiedades dinamicas del suelo en
el campo o en el laboralono es de gran imporiancia.

h) Resulta conveniente la instrumentacion en el campo de pilotes sujetos a cargas laterales,

asi como el uso de modelos en el laboratorio, para calibrar los metodos de analists y
disefio que se emplean
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i) La principal aplicacion del analisis de pilotes sujetos a cargas laterales estriba ¢
determinacion del desplazamiento relativo entre suelo y pilote y en la obtencion del
diagrama de reaccion del suelo sobre el pilote. Con este ultimo resultado se pueden
caicuiar el diagrama de fuerza cortante y ef diagrama de momento fiexionante, y a partir

de éstos poder efectuar el diseno estruclural del pilote.

j) Cabe aclarar que el procedimiento es valido para pilotes de seccion constante en toda su
longitud. En el caso de que estos miembros sean de seccidon variable, se pueden
desarrollar ecuaciones semejantes a las de aqui presentadas, temando en cuenta la

variacion de E | a lo largo del pilote.
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I. INTRODUCCION

El programa SAP90 es un programa de proposito géneral de elementos finitos y representa
el trabajo de investigacion realizado en la Universidad de California en Berkel&y por el Prof.

Edward Wilson durante los pasados 25 afios.

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual
garantiza su portabilidad desde e! nivel de computadoras personales a grandes super

computadoras. \

Esta version del programa es una version estudiantil y esta disefiada para trabajar en
ambiente MS-DOS. La capacidad maxima del problema a resolver esta restringida a 100
juntas. La version comercial esta disefiada para resolver problemas mas grandes. Todas las
operaciones numericas son ejecutadas en doble precision.

El programa tiene opciones de realizar analisis estatico y dinamico, las cuales pueden ser
activadas al mismo tiempo en la misma ejecucion. Las combinaciones de carga pueden
incluir resultados de ambos analisis.

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opcion de
generacion de juntas v elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar
graficos de la estructura no deformada y deformada para la venficacion de los datos
geomeétncos v para el estudio del comportamiento estructural del sistema.

La libreria de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME
tndimensional, pnsmatico o no prismatico. un elemento SHELL tridimensional, un elemento
ASOLID bidimensional v un elemento SOLID indimensional. Los elementos viga y
armadura bidimensionales, membrana, flexion de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano
estan disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de
geometria v de carga asociadas con los elementos estan incorporadas en el programa. Un
eiemento de frontera en la forma de resories en los apoyos tambieén esta incluido.

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo ademas
de las cargas nodales usuaies en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga
dinamica puede ser de la forma de aceieracion de base, espectro de respuesta o cargas o
aceleraciones vanables con el tiempo
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II.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDINIIENT oS PARA
EJECUTAR EL PROGRAMA

A . Instalacién, configuracién y pruebas

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemdtico y disco
duro. La versién PLUS del programa requiere una computadora con-un procesador
80386, un coprocesador matemdtico 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por
supuesto disco duro. Adem4s se requiere de una impresora para utilizar los programas de

graficacién.

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y | una
base de datos para secciones de acero. -

Se recomienda que antes de realizar la instalacién de los programas en la computadora, s¢.
respalden los discos originales y se trabaje con la copia.

La instalacién del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos

para secciones de acero con los nombres:

AISC.MET
AISC.DAT

Estos archivos contienen informacion en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas
respecitvamente Para hacer uso de la base de datos se selecciona uno de los dos
archivos, depenciendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado:

AISC.DAT
Este es el archivo que consulta intermamente el programa para utilizar Ja base de datos.

Existe ademds un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un
nombre dentro del programa que se imprimird como parte de la portada en las salidas de
resultados, asi mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que se
utilizaran v especificar los programas de graficacioén.

Respecto a la configuracién del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS
tenga la especificacion FILES=15 o mas

Para realizar la verificacion del programa, se recomienda ejecutar algunos de ios
ejemplos de prueba con su soiucion que se anexan en los discos originales.
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El programa SAP90 podemos encontrario en dos versiones:

e Versién estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad pam su uso, por lo que estd
limitada a estructuras que reguieren menos de 100 nudos para la generacién de su

geometria,

e Versién profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar,
el cual se coloca en la entrada para impresoradel CPU.

B . Preparacién de un archivo para SAP90

Para realizar el andlisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno.
conocimiento de las hipdtesis del programa, lo cual nos permitird modelar de manera
adecuada nuestro problema real. '

] La preparacién del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras
disuntas :

¢ Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS.
o Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows

El archivo de datos puede tener cualquier nombre vdlido en MSDOS pero sin extensién,
como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el andlisis
de diversas estructuras.

C . Ejecucion del programa SAP90

Supongamos-que tenemos creado e! archive para analizar una estructu' -. Para ejecutar el
programa tenemos que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se
encuentre en el PATH o ruta de la computadora. R

La comrida de computadora del programa se realiza en dos fases:

e Fase de revision de datos
e Fase de solucidn

Para la fase de revisién de datos tecieamos :

C:\>SAPY) < enter >
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Después de esta instruccién aparece una pantalla con = nombre y algunos datos propi
dCI pmgram. iner T s R S 7L T L L UL CEE T SR

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerd un
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el andlisis de la informacién
contenida en dicho archivo. En esta fase de revisién aparecerdn una serie de mensajes
que indican el avance en la revisién de los mddulos de datos que contiene el archivo. Los
datos de los mddulos son leidos y analizados para verificar que cumplen con los formatos
establecidos y se crea un archivo de.salida ASCII llamado, con el mismo nombre del
archivo original, pero con extensién .SAP. p ejem. EJERCICIO.SAP. Este archivo es
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena er forma tabular, lo cual
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecucion del programa. ~

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de
solucién, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas

que se ejecutardn en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la
estructura que se analiza. De i1gual manera que en la fase de revision, después de teclear

el comando :
C\>G0O < enter >

aparecerdn una serie de mensaje que indican el grado de avance de la soiucidn.

D . Como guardar la imagen de la pantalla
Cuando se realizan andlisis de estructuras complejas, ei tiempo de computadora puede ser
¢ ssiderable. ror lo que resultaria imprdctico estar frente al monitor para observar si se
e.via algur mensaje en pantalla. Par» evitar esto se recomien’> --*ivar el -modo de
impresion de pantalla tecieando las siguizntes teclas :

Ctrl + PriSc

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviard a la impresora.

E . Limpieza del disco dure



Después de una. corrida de computadora'con SAP90- se ‘crean una serie de archivos
auxiliares en la solucién que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se
utilizan principaimente para graficacién de resultados. Una vez que se ha terminado con
el andlisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro,
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automdtica esos archivos que no
necesitamos. Estos comandos de describen a continuacién :

 JUNK.

Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficacién

o EATOUT -
Borra los archivos de resultados { ASCII )

« EAT

Borra los archivos intermedios para graficacién dejando el archivo de datos y los de
resultados ( ASCII )

F . Ulilizacion de los programas interactivos para graficacién

El programa SAP90 tiene un programa para graficacion de datos de entrada y resultados
llamado SAPLOT.

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecucion, es decir, para revisar
graficamente los datos de entrada ¢- después de la solucién para dibujar configuraciones
deformadas. modos de vibrar v fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, en:re
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III. TERMINOLOGIA DE SAP90 .

La preparacion de los datos para un problema de analisis estructural envuelve basicamente
los pasos siguientes: :

1. Descripcién de la geometriz de la estructura.
2. Descripcion de las propiedades de materiales y secciones de los miembros.
3. Definicion de las condiciones de carga estaucas y/o dinamicas para las cuales se va a

LS

analizar la estructura. il

A. Juntas y Elementos.

La:geometria basica de la estructura se establece colocando Juntas (o nodos) y rmembros
sobre la misma. Cada junta posee un nimero de identificacion Gnico y se ubica en el espacxo
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas globales tridimensionales.

La geometria estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos
estructurales que son de un tipo especifico: viga, armadura, cascaron, placas, etc. A cada
elemento se le asigna un numero de identificacion Gnico.

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas especifi
o como cargas distribuidas (incluyvendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos.

B. Sistemas de coordenadas local y global.

Parz .a definicion de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un
sistema de coordenadas cartesiano, tridimensional “X-Y-Z”, el cual se conoce como el

sistema de coordenadas giobal.

Los siguientes datos de entrad: son preparados con respecto al eje de coordenadas gl sba.

e (Coordenadas de junias

e Restricciones de juntas (condiciones de apoyo)
* Resortes de apoyo

e (Cargas en juntas

» Desplazamientos especificados en juntas.

Los siguientes resultados estan referidos al sistema global de coordenadas-

¢ Desplazamientos en juntas
e Reacciones de juntas.
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Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional “1-2-3". Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento.

Los siguientes datos deben preparﬁrse con respecto al sistema local de coordenadas:

e Material y propiedades de la seccion transversal de cada elemento
e Cargas sobre elementos

Los siguientes resultados estan referidos al sistema de coordenadas local:

o Fuerzas y esfuerzos en los elementos

- C. Grados de Libertad.

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones,
airededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se
nombraran como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas paginas.

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es
cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libertad es conocido como un grado de
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamientos se
llaman grados de libertad activos.

Generalmente el desplazamiento en un GDL inactivo es conocido, y el objeto de! analisis es
encontrar la reaccion en esa direccion. Para un grado de libertad activo, usuaimente se
conoce la carga aplicada (podria ser cero), y el proposito del andlisis es encontrar los
desplazamientos correspondientes.

El usi.ario deberia ser capaz de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos
de elementos que llegan a una junta particuiar. La tabla III-1 define las componentes de
nigidez asociadas con cada tipo de elemento.
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ASOLID (plano Z-X) 0 1 0 1 1
Sélido 0 0 0 1 ] 1

donde 1 = no existe rigidez y 0 = existe ngidez

Tabla III-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es
analizada explicitamente.

Las ‘combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de. las.
condiciones independientes de carga.

E. Unidades

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estaran de acuerdo con ¢’

mismo sistema de unidades.

Las unidades fundamentales necesarias para un analisis estructural son: longitud (L), tiempo
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendran unidades consistentes n estas.
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"IV.- MODELADO CON SAP90

En esta parte 'se describe de manera generalalgunas herramientas que utiliza SAP90 para
la generacién del modelo analftico.

A . Generacién de coordenadas de nudos

La base de SAPY0 para construir un modelo matemdtico es el elemento nudo en tres -
dimensiones, es decir, un nudo es ¢l elemento mds pequefio del cual parte la generacién
de elementos que definen la geometria propia de la estructura, —

En estructuras complejas la generacién de una malla tridimensional de nudos que define
la geometria de un modelo resulta dificil y tardada de construir. Para esto, se ha
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de
manera rdpida y eficiente, las cuales se presentan a continuacion :

1 | a

* Generacién lineal.

Con este tipo de generacion se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o con un
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la linea recta.

¢ Generacién en cuadrildtero

Para esta generacion se crea una malla bidimensional de nudos deftnida por sus cuatro
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla.

e Generacion frontal

Este tipo de generacién permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesanamente puede ser equidistante.
Esta opcion de generacidn se utiliza frecuentemente en la modelacion de ecificios pa=a la
localizacién en planta de las columnas .

» Generacién Lagrangiana

Esta opcidn permite la generacidn de nudos sobre una superficie compleja en el espacio,
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie.
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos
que los rodean.
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e Generacién cilindrica y esférica

Este tipo de generacién permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El pla

que contiene al circulo puede tener una orientacién arbitraria en el espacio. Si esta
generacion se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o

en espiral.

B . Condiciones de restriccién en nudos que trabajan como apoyos.

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condicién de
restriccion, es decir , que podemos modelz- empotramientos, articulaciones o apoyos con
rigideces eldsticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior s¢ logra restringiendo los
grados de libertad de un nudo ( restriccién total ) o asignando un valor de rigidez eldstica
en la direccién deseada ( restriccién parcial ). De esta forma, se obtendrdn fuerzas o
reacciones en direccidn de la restricciones parciales o totales.

C . Nudos con desplazamientos dependientes

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es
recomendable indicarlo, ya que ademds de simplificar los resultados se obtiene un
reduccion en el nimero de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigidez

glopal de la estructura.

En el andlisis sismico de “ edificios regulares “ cominmente se supone que sus niveles se
comportan como diafragmas infinitamente rigidos. Esta hipdtesis es aceptable para estos
casos, ya que la fusrza sismica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de
las trabes. Este tipo de comporiamiento puede modelarse adecuadamente asignando
desplazamientos dependientes de u~ zrado de libertad en particular. Por ejemplo, en la
fipura 4.1.a se presenta un marc. plano de un edificio en el cual se desprecian las
defornaciones axiales .n . .s trabus, ;:or lo que el desplazamiento en direccién “ x " para
un nivel en particular, serd igual en todos los nudos.

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos
separados y después unirlos para su andlisis. ( subestructuras )
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Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes.

D. Tipos de elementos. ’ ‘ C

SAP90 maneja cuatro tipos de elementos :

. FRAME
. SHELL
. ASOLID
. SOLID

Elemento FRAME .

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el
espacio. El elemento bésico es un elemento prismdtico tridimensional que incluye efectos
de flexién biaxial, torsion, deformacién axial y deformaciones por cortante biaxial. Se
puede incluir vanaciones lineales, parabdlicas y cubicas del momento de inercia mayor a
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rigidas en los
extremos de lo$ elementos para considerar. la, reduccién de la longitud debida a las
dimensiones propias de la seccion transversal de los miembros.

Si los momentos de inercia, las dreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos.

Se pucdenf proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de .los elementos :

Cargas uniformes

Cargas puntuales

Cargas gravitacionales
Cargas por efectos 1ermicos

()
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Para el caso de estructuras.con ciertas caracteristicas de geométricas, existen comandos
para la generacién de elementos que facilitan la construccién del modelo.

Las fuerzas resultantes del anilisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un
nimero de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores
estdn referenciados al sistema local del elemento.

Elemento SHELL
Este elemento se utiliza para modelar:

Estructuras de pared delgada ( cascarones } tridimensionales o
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales N
Sistemas de placas sujetas a flexién, planas y tridimensionales

La formulacion de este elemento de 4 nudos es una combinacidn del comportamiento de
membrana y de placa con flexion.

La membrana es una formulacién isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigide-
rotacional perpendicular al plano donde se define.

El compor.amiento de placa a flexién incluye componentes de rigidez rotacional fuera del
plano de la placa y componentes de rnigidez traslacional perpendicular al piano. En esta
formulacidon no se toman en cuenta las deiormaciones por cortante.

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presién normal, fuerzas por
temperatura y cargas gravitacionales.

Los esfuerzos o fuerzas resuitantes y momentos se obtienen en ~1da nudc del elemento
referidos al sistema local. Un error aprixicada en los resusiados puede estimarse
obteniendo la diferenciz en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este
andlisis se tendrd una indicacion de la aproxim.ci n en los resuitados, que puede servir
de base parz la seleccién de una malia mas fina.

Existe también la opcién de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. .
Elemento ASOLID

Este elemento se utiliza para modelar :
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"~ Estructuras tridimensionales.con deformacion plana
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo plano
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas.

E! elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los ejes globales
principales (X-Y,X-Z,Y-Z).-

La formulacién de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos.

ES S Y

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones
y gravitacionales. Para los sdlidos axisimétricos es.posible aplicar cargas radiales debidas
a velocidades angulares constantes, Pueden asignarse propiedades de materiales

anisotropicos.

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como
~ se hace en los elementos shell. '

Elemento SOLID,.

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sélidas
tridimensionales.

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrépicos. Las cargas en los elementos
pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales.

1‘" an - i

E . Diafragmas de piso rigidos

I.a mayoria de los cdiﬁcios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso ( o losa
) con alta rigidez en su plano. Esta condicién permite hacer simplificaciones en el andlisis
de edificios pnincipalmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso
como diafragmas infinitamente ngidos, reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de

la estructura.

A pesar de que SAP90 es un programa general de estructuras, tiene Ja opcién de modelar
el comportamienio de diafragmas rigidos de manera automdtica. Para este caso el
diafragma debe ser paralelo a! piano X-Y. '
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Los nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre
si y estdn restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que
define el comportamiento del diafragma. En el andlisis de edificios 1a ubicacién del ni
maestro, generalmente se asignan a la ubicacién del centro de masa del nivel.

Cuando se utiliza la opcién de diafragma rigido, solo pueden conectarse elementos
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor
de masa.

F . Cargas producidas por un gradiente de presifn.

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras:sujetas a cargas de fluidos, donde.
existen filtraciones, presién de poro, gradientes de presién ,etc.

SAPI0 tiene la opcidn en la que se puede definir la distribucién’ de presiones dentro del
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presion a los nudos
del modelo estructural . Estos valores se obtienen tipicamente de un andlisis de red de

flujo.

G . Gridficas

Para visualizar los resultados de un andlisis, SAP90 posee un mddulo llamado SAPLO.
que muestra las siguientes caracteristicas de una estructura :

Geometria original
Cargas
. Configuracién deformada resultante de un andlisis estdtico
Formas modales
Diagramas de elementos mecdnicos ( FRAME )
Graficacion de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLID

Para facihdad de desplicgue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la
esiructura desde cualquier posicidn.

Lz impresién fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede dir~ccionar a la impresora
en tamano cara o doble carta, incluso hacia un archivo con formawo AutoCad.



V. ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO. . . ..

La siguiente es una descripcion breve de las opciones de analisis estatico y dinamico de
SAP90. '

A. Anilisis Estatico

El analisis estatico de una estructura envuelve la solucién de el sistema_ de ecuaciones
lineales.representado por:

KU=R

donde: K es la matriz de nigideces,
U es el vector de desplazamientos resultantes
y R es el vector de cargas aplicadas.

La estructura puede ser analizada para mas de una condiciéon de carga en una misma
ejecucion.

Las cargas estaticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos
concentrados.

Las cargas estaticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas:
Para los elementos viga (FRAME):

e Cargas de Gravedad

e Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro

» Cargas puntuales en el claro

» Cargas trapezoidales en el claro

» Cargas termicas, incluyendo- gradientes termicos a traves del ancho o profundidad del

. elemento
» (Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado.

Para los elementos cascaron (SHELL)

e Cargas de gravedad

o (Cargas de presion de superficie

» Cargas térmicas, sin incluir gradientes a traves del espesor del cascaron.

Para los elementos sdlidos (SOLID y ASOLID):

e Cargas de gravedad
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o "Cargas de gradiente de presiones..... ...
e (Cargas térmicas

La opcidn de andlisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en una
ejecucion de analisis estitico; sin embargo, un anilisis de valores propios y un analisis de
espectro de respuesta o un anilisis de historia en el tiempo puede realizarse simultaneamente
con un analisis estatico en la misma ejecucion.

B. Anailisis Dinamico. N
Las opciones de analisis dinamico de SAP90 incluyen las siguientes:

+ Analisis de régimen permanente (steady-state)

¢ Anilisis de valores propios (Eigenvalues) ‘
» Anilisis de vectores de Ritz

¢ Analisis de espectro de respuesta (sismico)

¢ Analisis de histonia en el tiempo

B.1. Analisis de regimen permanente.

Un tipo muy comun de carga es de la forma R = sen(wt)F, donde © es la frecuencia circu

de la excitacion, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribucion
espacial de la carga no varia como una funcion del tiempo. Para el caso de cero
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente

forma:
KU + MW =R = sen(ot)F

donde K es la matnz de ngideces y M es la matriz de masa-diagonal. La solucion de -égimen
permanente de esta ecuacion requiere que los desplazamientos de las juntas U y las
aceleracionzs W sean de la sig.iente forma: -

U = sen(wt)A

W = ‘w’sen{wt)A

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solucion del siguiente sistema
itnear de ecuaciones:

[K-0*M]JA=F
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Es de interés hacer notar que.la solucion para cargas estiticas no es nada mas que la
solucién de esta ecuacion con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en

ciclos por segundo.

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos
maximos) que varian como sen(wt). Las fuerzas en los miembros son también valores

maximos vanando como sen(wt).

B.2. Analisis de Valores Propios .

El analisis sismico por el método del espectro de respuesta o analisis de histona en el tiempo
usando el método de superposicion modal requiere la determinacion de los modos de
vibracion no amortiguados y las frecuencias del sistema.

Esto envuelve la solucion del probiema de valores propios generalizado g
Ko = MOQ’

donde K es la matniz de ngideces
M es la matniz de masa diagonal
Q7 es la matriz diagonal de valores propios
@ es la matniz de los vectores propios correspondientes

SAP90 resuelve este problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes
vectores propios usando un algoritmo de iteracion del subespacio acelerada.

B.3. Analisis de Vectores de Ritz.

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibracion libre exactas no son la
mejor base para un analisis dinamico de superposicion modal de estructuras sometidas a
cargas dinamicas. Se ha demostrado que los anélisis dinzmicos basados en un conjunto Gnico
de vectores de Ritz da resultados mas exacios que usando el mismo numero de vectores

propios.

L.a razon por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resuitados es porque ellos son
generados tomando en cuenta la distribucion espacial de ia carga dinamica, mientras que el
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante informacion. El primer vector
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un analisis estatico usando la
distribucion espacial del vector de cargas dinamicas como dato. Los otros vectores se
generan de una relacion de recurrencia en la cual la matriz de masa es muitiplicada por el
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solucion
estatica. Por lo tanto, luego que ia matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario
resolver estaticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido.
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B.4. Analisis del Espectro de Respuesta (Sismico)

Las ecuaciones de equilibrioc dinimico asociadas con la respuesta de una estructura a
movimientos del terreno viene dada por:

KU+ CV + MW =MW,

donde K es la matriz de ngideces S
C es la matriz de amortiguamiento
M es la matriz de masa diagonal
Wg es la aceleracion del terreno

y U V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales,
respectivamente. ' -
SAP90 resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposicion modal
basado en el espectro de respuesta. La aceleracion del terreno es dada como una curva de

espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo.

La excitacion del terreno puede ocurnir simultaneamente en tres direcciones X, Y y Z. Para
obtener los maximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las
respuestas modales asociadas con una direccion particular de excitacién son calcuiadas
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinacion cuadratica completa
(CQC). La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres
direcciones usando el método de la raiz cuadrada de Ja sima de los cuadrados (SRSS).

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinamicas dadas por espectros de respuesta, la
direccion positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba.

B.5- Analisis de P espuesta Dinamica de Historias en el Tiempo.

En gereral la carga que acta sobre una estructura es una funcion ~rbitraria de espacio y
tiempo. En forma matnicial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga
R(s,t) puede ser escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial Fi(s) y
funciones de tiempo T,(t). O en forma matricial;

R(s,t)= SFi(s)*Ti(t)

-

Para el programa SAP¢ " los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones
de carga estatica, o en caso de aceleraciones de base como una funcion de la matriz de
masas. s funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periddicas
como ajutllas producida- por viento u oleaje.
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VL ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

El archivo de datos de SAP90 esti organizado en 21 distintos bloques de datos por medio
de lineas de separacion unicas (excepto en el caso de la linea de titulo, donde no existe
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primers linea del
bloque de datos. La linea del separador puede ser escrita en mayusculas o mintsculas pero
debe comenzar en la columna 1. Los datos asociados con el blogue de datos van
inmediatamente después de la lineza del separador.

1e

Los 21 biogues de datos se muestran en la tabla VII-1. Algunos de ellos son obligatorios; sin
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el archivo de datos depende del
problema que esta siendo analizado. El orden en que los blogques aparecen en el archivo no
es importante; sin embargo la linea de titulo debe ser la primera linea del archivo.

1

BLOQUE DE DATQS DESCRIPCION OBLIGATORIO
1. Linea de Titulo Informacion del trabajo Si
2. SYSTEM Informacion de control del trabajo Si
3. JOINTS : Coordenadas de las Juntas Si
4. RESTRAINTS Restricciones de Juntas Si'
5. SPRINGS Resortes de Apoyo No
6. MASSES Masas en las Juntas No
7. POTENTIAL Temperaturas y Presiones en Juntas No
8. CONSTRAINTS Relaciones de GDL de Juntas No
9. FRAME Datos de Elementos Viga Si?
10. SHELL Datos de Elementos Cascaron Si?
1. ASOLID Datos de Elementos ASOLID Si?
12. SOLID Datos de Elementos Solidos Si?
13. LOADS Cargas Aplicadas en las Juntas . No
14. DISPLACEMENTS  Desplazamientos aplicados en las juntas No
15. PRESTRESS Cargas de Presforzado en Vigas No
16. PDELTAC Contro) para Analisis P-Delta o No
17. SPEC Datos del espectro de Respuesta No
18. TIMEH Datos de Historia en el Tiempo 3o No -
19. COMBO Datos para Combinaciones de Cargas -  No
20. ENVELOPE Datos para Combinaciones de No

' Envolvente

21 SELECT | Solicitud de Salida Selectiva No

1 Este bioque de datos puede ser omitido si la estructura esta totaimente soportada por
resortes

2 Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos

Tabla VII-1. Bloques de datos de SAP90
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B. Formato Libre.

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palacras, los
datos en una linea especifica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los
datos son suministrados como una lista de items separados por una coma 0 por uno o mas
blancos. Los items pueden ser nimeros o caracteres alfanuméricos.

El formato libre puede ser de dos formas:
e Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual:

X1=2000,4501

o 'Una lista de datos sin un identificador que los preceda:
20,45,5
Una linea de datos tipica puede ser una combinacion de los dos anteriores, como,

20,45,5 XI=1200,1500 AV=15,25

C. Comentarios

Cualquier linea, excepto la primera, que tenga la letra C en ia primera columna y un blanco
en la columna 2 es tratada como una linea de comentario e ignorada por el programa. Dos
puntos ;) indican el fin de la informacion en una linea. Cualquier informacion a la derecha

de los dos puntos es tambien ignorada por el programa.

D. Continuacion de Linea

Cada linea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en
una sola linea en el archi' ; de datos, ¢ !a linea puede ser dividida en vanas lineas dé texto de
menor longitud. El caracter backslash (\) en una linea particular de texto indica que la
siguiente linea es una continuacion de aquella. Se permiten multipies lineas de continuacion,
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\) en cada linea de texto no
debe exceder de 500 caracteres.
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E. Operaciones Aritméticas. e

Instrucciones aritméticas simpies son permiticas cuando se suministran nimeros reales en los
campos de formato libre. Pueden usarse los siguientes operadores

+ para la suma

- paralaresta

/ para la division

* para la multiplicacion

—y
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VII. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP90

Después de una corrida de computadora completa, aparecerdn una serie de archivos

resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extension quc
depende de las opciones utilizadas en andlisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos
se designa como EJEMPLO, a continuacién -se muestran los nombres de archivos que

pueden presentarse :

EJEMPLO.SAP |
EJEMPLO.EQN _—

EJEMPLO.EIG
EJEMPLO.RIT
EJEMPLO.SPC
EJEMPLO.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

NOMBRE

EJEMPLO.SAP
EJEMPLO.EQN
EJEMPLO.EIG
BEJEMPLO.RIT

EJEMPLO.SPC
EJEMPLGO.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

E! contenido de estos archivos se describe a continuacién:

CONTENIDO

Datos de entrada en forma tabular

Ecuaciones que forman la matriz de nigidez
Frecuencias y pardmetros mocales.( e:genvectores)
Frecuencias y pardmetros moaales ( Vectores de Ritz )

Factores del andlisis modal espectral

Desplaza: iir .05 de los nudos y reacciones

Fuerzas en los elementos FRAME

Fuerzas en lo elementos SHELL

Esfuerzos en los elementos ASOLID

Esfuerzos en los elementos SOLID

Fuerzas en los nudos

Errores y advertencias detectadas durante las corridas
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VIIL ESTRUCTURA DEL PROGRAMA SAP90

A. Médulos del Programa SAP90

El programa de analisis estructural es una combinacion de mddulos que son ejecutados en
una secuencia predefinida. Los modulos estan ligados por medio de una sene de archivos
internos que constituyen una base de datos. cada modulo realiza una serie de operaciones y
actualiza la base de datos durante el proceso.

Los programas incluidos en el paquete completo de SAPS0, y las funciones asociadas con
cada programa se presentan en la tabla VIII-1. Algunos de los programas crean archivos de
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabia.

MODULO DE FUNCION DEL MODULO ARCHIVO CREADO.
PROGRAMA L
1. .SAP90 Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos EXAMPLE . SAP

2. FRAME Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento Viga

3. SHELL Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento Cascaron

4. ASOLID Formulacion de 1a Matriz de Rigideces de
Eiemento ASOLID

5. SOLID Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento SOLID

6. SOLVE Ensamblaje v Reduccion de Rigideces y Cargas

7. EIGEN Anaiisis de Valores Propios (Eigenvalues) EXAMPLE.EIG

8. RITZ Analisis de Vectores de Ritz EXAMPLE RIT

9 SPEC Factores de Anilisis Espectral . EXAMPLE.SPC

10. TIMEH Analisis de Histonas en el Tiempo

11. JOINTF Salida de Formas Modales, Desplazamientos de EXAMPLE.SOL
Juntas y Reacciones

12. ELEMF Saiidd dz Fuerzas en-as Juntas de los Elementos EXAMPLE .FEF

13. FRAMEF Salida de Fuerzas en Elementos Viga EXAMPLE F3F

14. SHELLF Saiida de Fuerzas en los Elementos Cascaron EXAMPLE F4F
15. ASOLIDF Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLID EXAMPLEFSF .

16. SOLIDF - Salida de Esfuerzos en Elementos SOLID EXAMPLE F8F
I17. SAPLOT  Salidas Graficas
18. SAPTIME  Salidas Gréaficas y Creacion de Salida para EXAMPLE HST

Analisis de Histonas en el Tiempo

Tabla IX-1. Modulos de SAP90
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B. El Comando GO

El médulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilida
Si no se encuentra errores, el modulo de SAP90 creara un archivo por lotes GO.BAT, .
cual activara el resto de los modulos de SAP90 que son necesarios para un analisis en

particular.

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecucion de SAP90 como sigue:

C.>GO <CR>

C. Secuencia de Ejecucion.

El programa de analisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analiticas se realicen
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero.
Una ejecucion sin errores de este modulo creara el archivo GO.BAT. Para una ejecucion
normal el archivo de lotes GO.BAT contendréa aigunos o todos de los siguientes comandos
en la siguiente secuencia:

OPTIMIZE
FRAME
SHELL
ASOLID
SOLID
SOLVE
EIGEN
RITZ
SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

Para el modo de ejecucion reiniciar (restart), el archivo GO.BAT contendra algunos o todos
de los siguientes comandos’

SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
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ASOLIDF
SOLIDF

D. La Opcién Reiniciar (RESTART).

La opcion reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener
resultados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje

y solucion del programa. s

El modo de analisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o
anadidos

Linea del titulo
SYSTEM
SPEC
TIMEH \
COMBO

ENVELOPE

SELECT
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IX. DETALLES DE LAS OPCIONES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAPY0

Como se describio en el capitulo VII, el archivo de datos de SAP90 esta organizado en «.
bioques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de
datos que son pertinentes a la estructura que esta siendo analizada.

Cada bloque de datos, a su vez, esta subdividido en una o mas secciones de datos y las
secciones de datos estan formadas por lineas de datos. En algunos cas:s, las lineas de datos

en una seccion de datos estan agrupadas en multiples coniuntos de datos..Si alguna linea de
datos no es necesaria para una estructura en particular, el usuario pued: simplemente obviar

la lista de datos asociada.

1. Linea de Titulo.

Prepare una linea de datos de hasta 70 caracteres para el titulo de la salida. Esta informacién
aparecera en cada pagina de los archivos de salida creados por SAP90. Esta linea debe ser.la

primera en el archivo de datos.

2. Bloque de datos SYSTEM.

Este blogue de datos define informacion de control asociada con el anilisis estructural. Esi.
bloque de datos es obiigatorio. ‘

FORMATO

a. Separador

Coloque una linea para el separador en la siguiente forma:
SYSTEM

b. Informacion de Contrnl.

A continuacion del separador SYSTEM coloque una linea de datos en la forma siguiente>
R=ropt L=nld C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z=nritz N=nid
EJEMPLO

SYSTEM
=10 L=3
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'DESCRIPCION

Variable Defecto ‘ ' Descripcion
ropt [0] Marcadores de Reinicio: . :

=0 Modo de ejecucion normal

=] Modo de reinicio

=2 Reinicio después de un anilisis de transferencia de calor

nid [0] Nimero de condiciones de carga

ncyc [0] Frecuencia de la carga para analisis de régimen permanente
nfq [0] Numero de valores propios & calcular e

tol ‘ [.0001]  Tolerancia de convergencia para anilisis de valores propios
per [0] Periodo de corte para analisis de valores propios '
wopt {0] Bandera de supresion de advertencia

=0 Mostrar todas las advertencias

=] Suprima todas las advertencias
nritz (0] Numero de vectores de Ritz a calcular "
nid : [9999] maximo numero de identificacion de juntas.

3. Bloque de datos JOINTS

Este bloque de datos define las juntas qﬁe describen la geometria del modelo estructural con
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatonio.

FORMATO
a. Separador
JOINTS

b. Datos de Juntas

En esta seccion de datos cologue tantas lineas como se necesite para definir las juntas de la
estructura. Finalice esta seccion con una linea en blanco. Prepare las lineas de datos en la
forma siguiente>

jid X=x Y=v Z=z G=glglir Q=q1,92,93.9%indn F=f.ni,n,inja L=In,n
A=cl.c2,cl.n.ic.a S=s

EJEMPLO

JOINTS
25 X=20 Y=20 Z=20 S§=I2
5 X=10 Y=10 Z=0 G=3252

308



DESCRIPCION

Identificacion de Juntas y Coordenadas

Variable Defecto
jid

X [pv]
y [pv]

z [pv]

Generacion Lineal

gl
g2

i [1]
r [1]

Generacion Cuadniateral

ql
q2
Q2
g4
in

Ja

Descripcion

Numero de identificacion de la junta
Coordenada global X de la junta jid
Coordenada global Y de la junta jid
Coordenada global Z de la junta jid

Junta 1. Generacion lineal

Junta 2. Generacion lineal

Incremento de nimero de junta

Relacion de el Gltimo espacio al primer espacio para
espaciamiento diferente de juntas

Junta 1. Generacion Cuadrilateral -

Junta 2. Generacion Cuadrilateral

Junta 3. Generacion Cuadrilateral

Junta 4. Generacion Cuadrilateral

Incremento del numero de juntas, sobre el eje i
Incremento del numero de juntas, sobre el gje ;

Generacion Frontal y Lagrangiana

f

|

o,

f;J -

In

n

Generacion Cilindnca

cl
c2
cl

Numero de junta origen para generacion frontal

Numero de jur..: onginal para generacion Lagrangiana
Numero de junias en la direccion i, sin incluir la junta origen
Numero de juntas en la direccion i, sin incluir lz ‘unta origen
Incremento de! numero de juntas sob.e el eje i

Incremento ae. numero de juntas sobr= el eje j

Junta 1. Generzzion cilindrica

Junta 2. Generacion cilindrica

Junta 3 Generacion cilindrica

Numero de juntas cilindricas adicionales a generar
Incremento de nimero de junta para generacion cilindrica de
juntas

Incremento de angulo, grados (debe ser menor de 90)
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Factor de Escala

s [pv] Factor de escala para coordenadas de junta

4. Blogue de datos RESTRAINTS

Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de desplazimiento, tres

traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, RY y RZ. las direcciones
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de Jibertad

de la junta.

Las especificaciones de restriccion de una junta consiste de un conjunto de seis numeros {0
codigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos
numeros puede tener un valor de 0 o 1. .

Este biogue de datos es obligatorio 2 menos que el modelo esté completamente apoyado en
resortes.
FORMATO

a. Separador.

RESTRAINTS

b. Datos de restriccion.

En esta seccion de datos cologue tantas lineas como necesite para definir los grados de
libertad inactivos del sistema

J] J: inc R=r|.|.x.runru.zorfxnrhvrr2

EJEMPLO

15 25 5 R=1,11,1,11



DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

jl Primer nimero de junta

2 (1] Ultimo numero de junta

inc [1] Incremento en el niimero de junta

Codigo de restriccion de traslacion en X

Tax

Tuy Cadigo de restriccion de trasiacionen Y

Tuz Codigo de restriccion de traslacion en Z

T Codigo de restriccion de rotacion &':sdedorde X
Try Codigo de restriccion de rotacion airededor de Y
Tn Cadigo de restriccion de rotacion alrededor de Z

5. Blbque de Datos SPRING. '

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener
condic.ones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la
ubicacion de dichos resonies de apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar
resortes en la direccion de grados de libertad restringidos.

FORMATO
a. Separador.

SPRINGS

L. Datos del Resorte.

En esta seccion cologue tantas linecas como recesite para definir los grados de libertad del
.:iSlema que esten soportados por resories

it 32 ine K=kgoka ke Knkn ke
EJEMILO

SPRING*®
5 25 ¢ (=1000,0,0,0,0,0
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DESCRIPCION

Varable ‘Defecto  Descripcion -

jl Primer nimero de junta

j2 b1} Numero de junta final

incr [1] Incremento en nimeso de juntas

K Constante traslacional de resorte en X

Kuy Constante trasiacional del resorte en Y

ke Constante traslacional del resorte en Z

kex Constante rotacional del resorte en X _—
Constante rotaciona! del resorteen Y )
ke Constante rotacional del resorte en Z

6. Bloque de datos MASSES. , ‘ Co
En el modo de analisis dinamico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis
grados de libenad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicacion de dichas masas

y sus valores correspondientes. La informacion de este bloque de datos solo es usada por el
programa en el modo de analisis dinamico. No se permiten valores de masa en la direccion

de grados de libertad restnngidos.

FORMATO
a. Separador.

MASSES

b. Datos de masas.

j1 12 inc M=mux,muy,muz,mrx,mry,mrz

EJEMPLO

MASSES
5 25 5 M=1,1,0,0,0,1200



DESCRIPCION

Variable ~ Defecto  Descripcion

jl Primer nimero de junta

J2 1] Numero de junta final

incr [1] Incremento en numero de juntas

Masa traslacional en X
Masa trasiacional en Y
Masa traslacional enZ
Momento de Inercia de masas respecto al eje X
Momento de Inercia de masas respecto al eje Y
Momento de Inercia de masas respecto al eje Z

FPFREE

7. ﬁloque de Datos POTENTIAL.,

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presion en juntas para
un analisis estructural.

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un analisis térmico. Las
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas sop
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento.

Los valores de presion en juntas son usados por los elementos SHELL, SOLID y ASOLID
para calcular los vectores de cargas de presiones.

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un analisis térmico o de presiones.

FORMATO

a. Separador

POTENTIAL

b. Datos de Potencial

J1 02 anc T=t1.12 P=pl,p2 W=w_z
EJEMPLO

POTENTIAL
12 18 2 T=9%6.126 P=10,20
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 DESCRIPCION

Variable ~ Defecto Descripcion

jl Numero de la junta inicial

j2 O1] Nuamero de la junta final

inc [1] . Incremento en el nimero de junta

Especificaciones de Temperatura

11 0] Valor de temperatura en la junta j1
t2 [t1} | Valor de temperatura en la junta j2

Especificaciones de Presion

pl [0] Valor de presion en la junta j1
p2 {p1] Valor de presion en la junta j2
w Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen)

z Coordenada Z global de la superficie de fluido

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS
Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el numero de ecuaciones en

el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de
libertad son iguales a los desplazamientos en otros grados de libertad.

FORMATO
a. Separador.
CONSTRAINTS

b. Datos

JUj2 e C=Cua,Cuy G O CrvaCr [ Fhun luyi b drnsiry iz

EJEMPLO

CONSTRAINTS
21 31 1 C=20.0,0,0,0,0



DESCRIPCION

Variable = Defecto  Descripcion

j1 Primer nGmero de junta

j2 b1) Numero de junta final

incr [ Incremento en nimero de juntas

Numero de Juntas Independientes para:

Traslacion X de ia junta dependiente
‘Traslacion Y de la junta dependiente -
Traslacion Z de la junta dependiente

Rotacion X de la junta dependiente

Rotacion Y de la junta dependiente

Rotacion Z de la junta dependientc

TELLLP

Incrementos de Nitmeros de juntas independientes para:

Junta Cy,
Junta ¢y
Junta ¢y
Junta ¢
Junta ¢,y
Junta ¢,

9. Blogue de Datos FRAME

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y car~as ascciadas con los
etementos FRAME (viga) tndi:-ensional que existen en el modéi. .ualguier elemento de
viga 0 armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en trc  dimensiones pueds ser
considerado como un caso especial de este elemento general.

FORMATO

a. Separador

FRAME : R
b. Informacion de control del bloque de datos FRAME

Coloque una linca de datos para la informacion de control en 12 siguiente forma;
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec- X=x1,xz, e Xadd Yﬂyl'y:, Ve 272123, 2o
T-thtly tﬂd P—Prl,prz, ,pr.u Lt _: ......

¢. Datos de Materiales y Propie&ades de Se:c;:ic_:'nu.»

Coloque npro lineas de datos para definir Iz;s npro tipos de propiedades.

np A=a J5 I=l3;]ln AS=a;,a3~ E‘%e -G=g W=w M=m Tc=alpha

d. Datos de Carga en el claro. o

Coloque nbsl lineas de datos en esta seccion, una por cada uno de los nbs! patrones de carga
en el claro.

ns WL=w;,w2,wi WG=w,,wy,Ww; T=t,t,ts PLD=d,,p,.fi,d2,p2,02....,ds,pa s
TRAP=c),u;,v1,C2,u3,v2,C3,U3,V3,Cq, U4, Vs

e. Datos de ubicacion de los elementos FRAME.

En esta seccion provea tantas lineas como sea necesario para definir todos los elementos
FRAME en el modelo. Finalice esta seccion con una iinea en blanco.

nel i J; M=msp.msp;in.. LP=n;,n; - LR=1,1y,13,04,15,7s RE=T,1; RZ=z
MS=m,.m, NSL=[,1,,.. . Inld G=nr,ninc,g,,82,8:,8

DESCRIPCION.

Informacion de Control .

Vanable Defecto  Descripcion

npro (1] Numero de tipos de propiedades

nbsl (0] MNumero de patrones de carga en el claro

nsec [0] Numero de secciones para salida de resultados de fuerzas
X1.X32,.. [0] Muluplicadores gravitacionales en direccion X
YiYz.... [0] Multplicadores gravitacionales en direccion Y

Z,Z3.... , (4] Muluiplicadores gravitacionales en direccion Z

tita.... [0] Multiplicadores de temperatura

pry.pfz... : [0] Multiplicadores de cargas de presfuerzo

Datos de Propiedades de Matenales y secciones.

np Numero de identificacion de las propiedades
a [0} Area . .
J [0] Constante torsional
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alpha

Datos de Cargas en el claro.

vy

[0]
[0]
[pv]
[e/2.6]
[0]
[0]
[0]

[0]

[0]
[0]
[0]
(0]

Momentos de inercia

Areas de corte

Moduio de elasticidad

Modulo de corte

Peso por unidad de longitud

Masa por unidad de longitud

Coeficiente de expansion térmica del matenal

(unidades L/1L/H)

Numero de identificacion de la carga en el claro

Carga uniforme en la direccion 1 - Fuerza/lc ngitud

carga uniforme en la direccion 2 - Fuerza/longitud

Carga uniforme en la direccion 3 - Fuerza/Longitud

Carga uniforme en la direccion X - Proyeccion en X de
Fuerza/Longitud '
Carga uniforme en la direccion Y - Proyeccion en Y' de
Fuerza/Longitud

Carga unifcrme en la direccion Z - Proyeccion en Z de
Fuerza/__ongitud

Incremento de temperatura en ia linea central del elemento
Gradiente de temperatura en la direccion 2

gradiente de temperatura en la direccion 3

Distancia del extremo I de p; v

p: es la pnmera carga desde I en la direccion 2

f es la pnmera carga desde Y en la direccion 3

Distancia desde el extremo I de u; y vy

u; es la intensidad de carga en la direccion 2 a una distancia c,
del extremo 1.

v; es la intensidad de carga en la direccion 3 a una distancia ¢,
del extremo .

Datos de Ubtcacica de los Elementos FRAME

nel

b

J;
msp,
msp,

l\v‘ll‘

ng,n:

{pv]
[mspi]
(-]

irv]

Nuomero de identificacion del elemento
Nuamero de la junta en el exiremo 1.
Numero de junia en el ex:remo j.
Numero de identificacion de propiedades en el extremo 1.
Numero de identificacion de propiedades en el extremo J.
Vanacion de e*I33 a lo largo de la longitud de elemento:
» Lineal
=2 Parabolica
=_ Cubica
Numeros de junta para definir el eje local en la direccion 3
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n [0] "Cédigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
_ gied. Extremol - ...

rz Cadigo de liberacion de Ia restriccion de momento respecto el
eje 3. Extremo J.. e

¢ Cadigo de llberaczon dela restncc:on de fuerza axial.

I Codlgo de liberacion de la restnccion de momento respecto al
¢je 2. Extremo 1. S '

Is Codlgo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
eje 2. Extremo J. epage

Te Cédigo de liberacion de la restnccmn de momento torsional

£ R [0] Zona rigida en los extremos ] y.J, :espectwameme

z [pv] Factor de reduccion de zona nglda '

m;,m; [pv] Junta maestra para los extremos 1 y J, respectivamente

1,1, i0] Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones
de carga l; a lua s 0

ng [0] Numero de elementos adlc:oﬁales a generar LN

ninc Incremento para el nimero de identificacion del elemento

g1 Incremento del numero de la junta en el extremo [.

2 Incremento del nimero de la junta en el extremo J.
g: Incremento en el numero de ia junta maestra en el extremo 1.
B4 Incremento en el namero de la junta maestra en el extremo J.

10. Bloque de Datos SHELL — .‘

Este bioque de datos define las propiedades, ubicaciones y, cargas asociados con el elemento
general tridimensional SHELL de 4 nodos. Los elementos membrana y de flexion de placas
son considerados casos especiales de este elemento general., , .. .

FORMATO.,
a. Separador.
SHELL A
b. Informacion de Control.

Colocar una linea de datos para la informacion de control ;:ize'j"b.l‘é'ciue SHELL de !a siguiente
manera. S '

NM=nmat O=iout )
X=X X Xaid Y=Y 1LY2,0Ynd £2720,22,. ., Zeid s -
Tzh.lz....,ln]d P=p;,p;,...,p.ud . I
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c. Datos de Propiedades del Material

Colocar nmat lineas de datos en esta seccion-para definir los nmat tipos de material en la
siguiente forma:

nm E=e U=u W=w M=m TA=alpha

d. Datos de ubicacion de los elementos SHELL.,

En esta seccion de datos, provea tantas lineas de datos como sean necesarias para definir las
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modeio. Finalice esta seccion con una linea

en blanco.

nel JQ=j.j,juii ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th,th, LP=n G=g;g:

DESCRIPCION

Informacion de Control

Variable Defecto  Descripcion
nmat (1 Numero de tipos de matenal
iout [0] Control de salida:

=0 Resultantes de fuerzas y momentos
=1 Esfuerzos de superficie superores e infenores

Xj, X2 [0] Muitinlicadores gravitacionales en di-zccion X
Vi,Ya,.. {0] Multipiicadores gravitacionales en direccion Y
2,.22,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z
L.t . [0] Multiplicadores de temperatura

pi.pa. . [0} Multiplicadores de presion

Datos de Progmiedades é=1  ‘atenal

nm . Numero de identificacion del matenal
e -~ [pv) Modulo de elasticidad
u . [pv] Relacion de Poisson
[0] Peso por unidad de volumen
m N (o) Masa por unidad de volumen
aipha [0] Coeficiente de expansion térmica (unidades L/L/H)

Dratos de Ubicacion de Elementos SHELL

nel Numero de identificacion del elemento
by - Numeros de las juntas del elemento
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- I -+.7=1"Solo. componanuerito de membrana -

=2 Solo comportamiento de flexion de placa e L
mat [pv] Tipo de material del elemento esta Sec:
tz [0] Temperatura referencia de cero esfuerzo
th, [pv] Espesor del elemento membrana Amaloh:
thy [pv] Espesor del elemento de flexion A=elp
n [0]  Control para la direccion del eje local del elemento
g1.82 Parametros para la generacion de elementos . nentos ..

) :‘anta§ hir
s SHEL
11. Bloque de datos ASOLID
mat T«

1

Este bloque de datos define las propiedades, ubicacion y cargas asociadas con el elemento
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos
formados por los ejes principales.

FORMATO y
:zripcion
1tero de .
. arador.
a. Sep - ~rrof de «
- =0 Resu.
ASOLID .
) =i Esfu
.. iunlicadc
b. Informacion de control para el elemento ASOLID o siicadc
RatH
En esta seccion se cologque una linea con los datos que se indican a connnuac:én”p:‘;:gc
ipiicadc
NM=nmat ETYPE=et MAXN=ntm ipiicado
X=x1.x2,... X4 Y=v1,v2. .y Z=21,22,.. 204 _
T=t1t2,  taa P=pl,p2.. pud R=rl I o ) ’
nere gs i
c. Propiedades de los materiales =uioge e
wion de k

En esta seccion se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada Brupo de datdé YoRBih de

2 pOr uni
dos hineas con la siguiente mfirmacion po J
ciente

1) Pn l
1 ) Pnmera linea ‘ SHELL

nm NUMT=nt W=w M=m B=b

' -
L e N AN AN YA



‘i) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e,e.e,  U=u;,uz,u; G=g. A=a,2,8,

¢. Localizacion de los elementos ASOLID

En esta seccion proporcinne tantas iineas de datos como sean necesarias para definir el
modelo. Finalice Ia introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos

requeridos se deben preparar de la siguiente forma : .

nel  INS)jzjsde JOSidadnds  IS=)idik

M=matTZ=tz Tri=th G=g,,8; LP=n
DESCRIPCION |
Variable Defecto Descripcion

nmat 1 Num de tipos de materiales

et o - Tipo de elemcnto

=0 Axisimétrico
=1 Deformacién plana
=2 Esfuerzo plano

ntm | Num. médximo de temperaturas en-cualquier tipo de material

x1,X2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” X" para las
“nld” condiciones de carga

ylI,v2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ Y™ para las
“nld™ condiciones de carga _

m1,72,... 0 Multiplicadores gravitacionates en direccion ™ Z7 para las
“nild™ condiciones de carga

8 0 Multniic.dor s de temperaturas para las “nld™ condiciones
d= carga

P.,pP2.... 0 Muluplicador.s de presiones para las-“nld™ condiciones de
carga

rn.s2... - 0 Valores de velocidad angular para las “nld™ condiciones de
carga.

nm ' Identificador del nimero de material

nt 1 Num de temperaturas para las que se especifican las
propiedades dependientes de este tipo de material.

w 0 Peso por unidad de volimen

m 0 Masa por unidad de volimen

b 0 Angulo de referencia de Jas propiedades del material e.

grados
kYAl



€r.ts,Ct

ul,u2,u3

grs
dar.as.at

nel

3j2,...
JLis....

Jisdiee-

mat
z
th

gL.g2

12. Bloque de datos SOLID

.0

0

er /(2+2u1)
0

pPv

PV

tJ

Temperatura - asociada con- la propiedad del material

especificado en esta linea de datos. _
Moédulo de elasticidad en las direcciones r,s y t
respectivamente.
Relacién de poisson en las direcciones 1,5, y t
respectivamente.

Mdduio de cortante en el plano r-s

Coeficiente de expansién térmica en las direcciones r,s y t
respectivamente .

Num del identificador del elemento g

Nums de nudos del elemento, para la opcxén IN

Nums de nudos del elemento, para la opcién JQ ( elemento
de 4 nudos )

Nums de nudos del elemento, para la opcién JS ( definicién
de una malia regular )

Tipo de material del elemento

Temperatura de referencia para esfuerzo cero.

Espesor del elemento

Pardmetros de generacién de elementos

Identificador del plano donde se localiza el elemento

)

Este bloque de datos define las propiedades, localizacién y las cargas asociadas al
elemento trnidimensional SOLID formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el
siguiente formato : '

FORMATO

a. Separador

SOLID

b. Control de informacién para el elemento SOLID

Se proporciona una linea de datos con la siguiente informacidn

NM= nmat
A=x1.x2...
T=t1 12, tas P=pl,p2,...pnjd

"oy
J

MAXN=ntm

Y=}’1,}'2....}'...|¢ Z=z! ,Z.?.,...Z.,]d



:c. Propiedades de los materiales .

En esta seccién se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta
dos lineas con la siguiente infirmacion.

i) Primera linea
nm NUMT=nt W=w M=m

ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e,é€,,8& U=u,,u,..0hs G=Ruy, Byz, Bx A=2),82,83

A |

c. Loéalizacién de los elementos SOLID

En esta secciOn proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir, el
modelo. Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos

requeridos se deben preparar de la siguiente forma :

nel JQ=i1d2dss--Js TRSJidiJedt

M=matTZ=tz =i G=g,22,8

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nmat 1 Numero de tipos de materiales

ntm 1 Num. méximo de temperaturas en cualquier tipo de material

X1.x2.... 0. - M ultinlicadores gravitacionaii:s en direccion ” X" para las
‘nld condiciones de carga '

VI, y2.... 0 Multi Jlicadores gravitacionales en direccion ” Y™ para las
“nld” condiciones de carga

z1,22.... .0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ Z™ para las
“nid” condiciones de carga

1.2, -0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld™ condiciones
de carga '

pl,p2.... 0 Multiplicadores de presiones para las “nid” condiciones de
carga

nm Identificador del nimero de material

ni 1 Num de temperaturas para las que se especifican la:

propiedades dependientes de este tipo de material.
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W ‘0 -~ - -Peso por unidad de volimen .

m -0 - Masa por unidad de volimen ... -

t 0 Temperatura asociada™ con la pmpxedad del material
especificado en esta linea de datos,

ex,ey,ez 0 Mdédulo de elasticidad en--las direcciones x,y y z
respectivamente.

ul,uz,... 0 Relacién de poisson

Bxy.ByZ,... 0 Mdédulo de cortante en los planos XY, YZy ZX
respectivamente .

al,az,... 0 Coeficiente de expansién térmica . gy

nel Num del identificador del elemento ‘

jlj2.... Numero de nudos del elemento, para la opcion JQ(
definicion general del elemento )

Fdise- Numero de nudos del elemento, para la opcidén JR(
definicién de un elemento regular )

mat - pv Tipo de materiat del elemento N

tz 0 Temperatura de referencia para el esfuerzo cero.

i pv Bandera para suprimir modos de flexién incompatibles.

£1.82.23 Pardmetros para la generacién de elementos.

13. Bloque de datos LOADS

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o
momentos ). Esta seccién define los nudos cargados de acuerdo con las “ nld “
condiciones de carga que havan sido especificadas. Las cargas deberdn estar aphcadas en
nudos con grados de libertad no restringidos.

Omita esta seccion si no existen nudos cargados.

A conunuacion se indica’el formato de los datos requeridos:

-~

FORMATO
a. Separador
LOADS

b. Datos



‘Utilice cantas lineas .de datos sea necesario para definir los nudos cargados que
especifican las “ nld “ condiciones de carga. Finalice esta seccion de datos con una linea
en bianco. Los datos deberdn prepararse de la siguiente forma :

jl j2 inc  F=fx,fy,fz,mx,mymz

EJEMPLO

LOADS
13 25 2 L=2 F=20,30,0,

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

jl Nimero del prnimer nudo en la generacion
J2 1 N'-—ero del dltimo nudo en la generacion
inc 1 Ir...emento en el nimero d: nudo

l pv Niumero de condicién de carza

fx Fuerza aplicada en la direccién X

fv Fuerza apiicada en la direccién Y

fz Fuerza aplicada en la direccién Z

mx Momento aplicado alrededor dei eje X
my Momento aplicado alrededor del eje Y
mz Momento aplicado alrededor del eje Z

14. Bloque de datos DISPLACEMENTS

-

En una estructura es posible ademds de aplicar cargas, aplicar desplazamientos
traslacionaies y rotacionales en los nudos. Estos desplaramientos no deben ser aplicados
en grados de libenad restnngidos. Esta opcion solo se permite cuando se. realiza.un
andlisis estdlico.

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los nudos de una estructura,
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad.

Omita esta seccion si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos.



FORMATO .. - = oo -

a.-Separador -~ ="
DISPLACEMENTS

b. Datos

Proporcione cuantas lfneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la
estructura. Finalice esta seccién con una lfneaenblanco. @

jl j2 inc  U=ux,uy,uz,rx,ry,rz
EJEMPLO
DISPLACEMENTS h

13 25 2 U=1,0,1,0,0,0 ,

DESCRIPCION

Varnabie Defecto Descripcién

jl Niumero de! primer nudo en la generacién
j2 jl Nimero del iiltimo nudo en la generacién
ne 1 Incremento en el numero de nudo

ux Desplazamiento aplicado en la direccién X
uy Desplazamiento aplicado en la direccién Y
uz Desplazamiento aplicado en la direccion Z
Ix Rotacidn apiicada alrededor del eje global X
Ty Rotacién aplicada alrededor del eje giobal Y
Iz Ratacion aplicada alrededor del eje global Z

a

h

15. Blogue de datos PRESTRESS

Esta opcion permite modelar elementos estructurales ( vigas ) someudos a cargas
producidas por cables de presfuerzo. Pars sumar estos efectos a las condiciones de cargas
bésicas, es necesario activar ios multiplicadores de presfuerzo que aparccen en el bloque
de datos FRAME. Omita esta seccién si no se utiliza.



FORMATO

a, Separador’
PRESTRESS

b. Datos.

Utilice tantas lineas como sea necesario para definir la geometria de los cables de
presfuerzo en las vigas. Finalice esta seccién con una linea en blanco. Prcparc los datos

como se indican a continuacién.

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t

EJEMPLO

PRESTRESS

1101 D=0.25,0.5,0.5 T=100

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

nbl Prnimer nimero de elemento FRAME

nb2 nbl Ultimo numero de elemento

ning 1 Incremento en el numero de elemento

di . Distancia del eje neutro de la seccxdn al punto por donde
sale
cl cable de presfuerzo en el extrcm’* “"

de ' Distancia del eie neutro de la scx:._lén al punto por donde
pasa cl cable de presfuerzo en el centro el clzro

d; Diswancia del eje neutro de la seccién a. puato por donde
sale '
el cable de prcsfuerzo en el extremo “"

1 : Tension del presfuerzo

16. Bloque de datos STEC

En esta seccion se definen los datos asociados con el espectro de respucsta para realizar un
anilisis dinamico. Los resultados de este anaiisis definen la condicion de carga dinamica,
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Omita esta seccidn si no se pretende realizar un analisis dinamico de la estructura.

Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables “nfg”
o “nritz” en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el nimero de modos de vibrar
que se consideran en el analisis de Ja estructura.

FORMATO.

a. Separador
SPEC

b. Informacion de control

Prépare una linea en la siguiente forma:

A=a S=s D=d

c. Datos de la curva del espectro

Utlice cuantas lineas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta.
Finalice esta seccion con una linea en blanco. Prepare una linea de datos de la siguiente

forma:

tp si s2 sz

EJEMPLO.

SPEC

A=45 S$S=0.8i D=0.05

DESCRIPCION

Variable - Defecto Descripeiln

a 0.0 Angulo de la excitacién en grados

5 1.0 Factor de escala para los valores del espectro de respuesta
d 0.0 Relacién de amortiguamiento estructural.,

tp Peniodo

§1 Valor del espectro en la direccién 1

s2 0 Valor del espectro en la direccidn 2

sz 0 Valor del espectro en la direccién z ( vertical )

P
2.0



17. Bloque de datos COMBO-

En esta seccion se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cualt
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga basicas, definidas.

previamente ( nld ).

Si no se especifican combinaciones de cargas, se obtendrén los resultados correspondientes a
las condiciones de carga solam:ate.

Omitase esta seccion si no se desea realizar alguna combinacion de cargas.
FORMATO

a. Separador

th'IBO

b. Datos de la combinacion

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definur las.combinaciones de
carga requeridas.

K C=cl,c2,c3,....cnld D=d

EJEMPLO

COMBO

l C=14,17.0

2 C=141511

3 C=1.1.1.1,0 D=].1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descnipcion

K ‘ Identificador del nimero de combinacién

ci.c2... Muluplicadores para las condiciones de carga estiticas.
d Multiplicador para la condicién de carga dindmica .
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17. Blogque de datos ENVELOPE e Tl

En esta seccion permite obtener envolventes para las condiciones de carga estitica y
dinamica con casos de cargas moviles analizados con el modulo de SAP90 para analizar .
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estiticas y dinamicas.

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza maximo y minimo en los elementos ( FRAME )
de una estructura. Esta opcidn no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID.

Omita esta seccion si no se desea obtener una envolvente de cargas. -

FORMATO.

a. Separador

ENVELOPE f-
b. Datos de las envolventes de cargas

Utilice una linsa de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma :

1. C=cl,c2,....cnld D=d B=bl,b2,...,bnc

EJEMPLO.

ENVELOPE

1 C=1 D=1

2 C=1,1

3 C=1.-1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

1 ' Nimero del identificador para la envolvente

cl.ez,... 0 Multiplicadores para las condiciones de carga estdticas
d 0 Multiplicadores para la condicién de carga dindmica
bt.bz.... 0 Mulupiicadores para los casos de cargas moviles de puentes
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19. Bloque de datos SELECT T

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obuenen .
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa informacién es relevante.

E! comando SELECT permite seleccionar solo la informacién que es de interés de
acuerdo con los fines que se persiguen en un andlisis.

FORMATO .
a. Separador
SELECT

b. Datos

Utilice tantas lineas como sean necesarias para definir los datos que imprimirdin en el
archivo de saiida. Prepare la informacién como se indica a continuacién:

NT=nt ID=11,12,inc SW=isw

EJEMPLO

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37
NT=1 ID=11,37 SW=I

Para producir solo la saiida de las fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45

NT=35 ID=25 45

DESCRIPC'ON

Variable ~  Defecto Descnpeion

nt ' . pv Tipo de seieccidn

1l Prnimer nudo o nimero de elemento

2 11 Ulumo nudo o numero de elemento

nc 1 Incremento en el nimero de nudo o elemento
ISW pv Bandera

=0 Excluye nudo o elemento de la serie
=1 Incluye nudo o eiemento de la sene

3
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L INTRODUCCION.

SAPLOT es un postprocesador interactivo y grafico para el programa de An&
Estructural SAP90. .

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando aiguno
de los siguientes graficos:

Geometria Estructural no Deformada

Cargas Aplicadas
Formas Deformadas y Modales

Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga.

Contomnos de Esfuerzo en Elementos Finitos

Lineas de Influencia para Elementos Viga

O s L

El modelo puede ser visto desde cualquier direccion arbitraria. El usuario localiza un- punto
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la direccion apuntando desde el
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicacion de ojo del usuario se asume

gue esta en el infinito.

Una vez que se ha colocado la direccion de visualizacidn, el usuario pued= rotar la v- -
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que apart
verticaimente hacia arriba en la pantalla.

II. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS vy DETALLES DEL SISTENMA.

A. Ejecucion del Programa SAPLOT.

Supongamos que los datos pzra SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido
preparados y arcnivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecucion de
SAP9Y0 con estos datos creara una sene de archi or ‘atermedios en el disce (de la forma

EXAMPLE 777)

Para obtener graficos de geometria sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS,
AXYZ, 1D, 31D, NMAT, P? T3 y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la
ejecucion de SAP90 con el archivo de datos EXAMPLE vy residen en el disco antes de

ejecutar el comando GO.

Para ver los graficos de formas deformadas estaticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U
ademas de los nombrados anieriormente Este archivo es creado duranie la ejecucion de un
analisis estatico Vv es necesario para recuperar los vectores de desplazamicnto.
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Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE . VEC
ademds de los mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un anélisis de valores

propios y es necesario para recuperar los vectores propios.

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos
EXAMPLE.S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE S5 y EXAMPLE.S8 para los elementos
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente.

Formas deformadas estaticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de-la ejecucion del

comanglo GO.

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el .
comando:

SAPLOT <CR>
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FRAME - EXAMPLE 1a - TWO-DIMENSIONAL FRAME
C FRAME HAS TWO BAYS AND SEVEN STORIES
C UNITS ARE KIP INCHES

SYSTEM

L=2 V=7 : 2 STATIC LOAD CONDITIONS, 7 EIGENVALUES -
JOINTS

1 Y=-360 Z=00 X=0.0 :LEFT FOUNDATION JOINT

7 Y=-360 Z=324 G=1,7,3

22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT

2 Y=00 Z=0.0°

8 . Y=00 Z=324 G=2,8,3

23 Y=00 - Z=1104 G=8,23,3

3 Y= 360 Z=0.0 : RIGHT FOUNDATION JOINT

9 Y=360 Z=324 G=3,9,3

24 Y=1360 Z=1104 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT ‘
RESTRAINTS

1,24,1 R=1,0,0,0,1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN Y-Z PLANE
1.3.1 R=1,1,1,1,1,1 : FIXFOUNDATION JOINTS

. COIS RAINTS

5,233 C=0,4 1=0,3 - : SET AXJAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO
6,245 =04 1=0,3

MASS_S  : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIRECTION

4,223 M=0,49
FRAME
NM=7 NL=1 .7 SECTION PROPERTIES, 1 SPAN LOADING CONFIGURATION
] I=2150 A=51.17 “E=29500 i

z 1=2670 A=6Z.10 E=29500

3 [=3230 A=7230 E=29500
4 1=3910 A=84.40 E=28500

5 1=3330 A=50.00 E=29500

6 1=4020 A=5000 E=29500

7 I=5120 A=5000 E=25500

I WL=0.-01/12 PLD=1200,-20.0,0.0,240.0,-20.0,0.0

C COLUNMINS

1, 1.4 G=2,1.3.3 M=5> LP=3

4,10,13 G=1,1,33 M=Z

6.16.19 G=1,133 =]

8, 25 G=2,1,33 M=

11,1114 G=1,1,3.3 M=3

13,17.20 =1133 M=2

15,3,6 G=2.1,3,3 M=3
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18,12,15 G=1,13,3" -M=2" s=mnim e S
20,18,21 G=1133 M=l - LT T il

C BEAMS Ea IR T RS E
-C SPAN LOADING IS STATIC LOAD CONDITION 1

22,4,5 G=1,13,3 M=7 NSL=l

24.10,11 G=1,1,3,3 M=6 NSL=] : B ]
26,16,17 G=2,1,3,3 M=5 NSL=l

29,56 G=1,1,3,3 M=7 NSL=1

31,11,12 G=1,1,3,3 M=6 NSL=|

33,17,18 G=2,1,3,3 M=5 NSL=I

LOADS :LATERAL 1) JOINT LOADS AS LOAD CONDITION 2
22 F=0,20 L=2

19 F=0,15

16 F=0,12.5

13 F=0,10

10 F=0,7.5

7 F=0,5

4 F=0.2.5

SPEC : SEISMIC RESPONSE SPECTRUM IN LATERAL (Y) DIRECTIO
A=0 S=3864D="3 : ANGLE, SCALE, DAMPING
C PERIOD DIRECTION 1 DIRECTION2 Z-DIREZTION
C ACCELERATION ACCELERATION ACCZLERATION
0769 0.0 505311 0.0
0795 0.0 519598 0.0

08 0.0 .520045 0.0
0833 0.0 518093 0.0

370 0.0 493366 0.0
(909 0.0 477599 0.0
.0951 0.0 527825 0.0
0952 0.0 .530631 0.0
1000 00 581609 ~0
1053 00 56412 v.0
RERR 00 523663 Co
1170 0.0 572438 GO
1190 0.0 588211 0.0
1250 00 627807 0.0
1333 00 665413 0.0
1-29 0.0 636331 0.0
1 38 00 905796 0.0
1602 0.0 .B04603 0.0
1667 0.0 787220 0.0
1818 0.0 1943909 0.0

2200 00 1.075620 0.0

i3t



2222 - 0.0 746135 0.0 -
2420 0.0 704753 00 - - -

2500 © 0.0  .798052 0.0

2857 00 718264 0.0

3333 0.0 880624 0.0

4000 0.0 882996 0.0

4313 0.0 921167 0.0

5000 0.0 1.046620 0.0

6667 0.0 641750 0.0 o

1.0000 00 482251 0.0 ' S
12730 0.0 258617 0.0

2.0000 0.0 .160189 0.0
COMBO .
1 C=] :STATIC SPAN LOADS ONLY
2 C=0,1 :STATIC LATERAL LOADS ONLY
3 C=0,0 D=1 ‘DYNAMIC LOADS ONLY
4C=].1 :STATIC LOADS COMBINED
3 C=1,0 D=1 'STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH DYNAMIC LOADS
6 C=1,0 D=-1 :STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMICL
SELECT
NT=11D=1,22.3 SW=1 :QUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE
NT=2 ID=1,3,1 :OUTPUT REACTIONS AT BASE

NT=3 ID=1.223 :OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN LINE
NT=51D=1,15,7 ‘OUTPUT FORCES IN BASE COLUMNS
NT=31D=2Z22687 :OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS

s
—
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BUILDING - EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUILDING

SYSTEM '

Y=6 :SIX MODES USED IN ANALYSIS

RESTRAINTS

1,61 R=1,1,1,1,1,1 :FIXBASE

7,18,1 R=1,1,0,0,0,1 FIXDOF ASSIGNED TO MASTER JOINT

19,20,1 R=0,0,1,1,1,0 :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED
:TO THEM

JOINT

1 X=25.0 Y=0.0

2 X=00 Y=0.0 Z=00

3 X=00 Y=250 Z=090 -

X=50.0 Y=25.0 Z=0.0 G=3,5,1

Z=00

)

6  X=50.0 Y=0.0 Z=0.0

13 X=25.0 Y=0.0 Z=25.0 G=1,13,6

14 X=00 Y=0.0 Z=25.0 G=2,14,6

15 X=0.0 Y=25.0 =25.0 G=3,15,6

16 X=25.0 Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6

17 X=50.0 Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6
G=6,18,6

18 X=50.0 Y=0.0 2=25.0

7.0.1667 E=432000 :BEAMS
E=432000 :COLUMNS

19 X=250 - Y=125 Z=12.5
20 X=25.0 Y=125 Z=25.0
FRAME

NM=2

1 A=2.0 1=0.666

2 A=2.125 1=0.4219,0 4219
1,17 M=2 LP=3,0 MS$=0,19

3,28 MS=0,19
5.3,9 MS=0,19
7.4,10 MS=(,19

9 511 MS=0,19

11. €12 MS=0,19
2,713 M3=1520

4. 8.14 MS=16.20
6,9.15 MS=16.20
8.1C, 16 MS=16.20
10,1117 MS=19.20
12,1218 . MS=1620
13.7.8 M=1 LP=20 NMS=19,19
14,8, 9 LP=30 MS=19,19
15,910 LP=20 MS=19,19
16,10,11 LP=2,0 MS=19,19
70112 LP=50 MS=19,19
18,13.14 LP=2.0 MS=20,20
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SHELL - EXAMPLE 18 - HEMISPHERICAL SHELL UNDER POINT LOADS
C 8 X 8 MESH USED ON QUADRANT

SYSTEM. - SR

L=1

JOINTS ‘USE CYLINDRICAL GENERATION

1 X=0Y=02Z=10 :EXTRAJOINT

2 X=0Y=02Z=11 :EXTRAJOINT

3 X=10.000 Y=0 Z=0.000 A=12, 3,8,1,11.25

12 X=9.877 Y=0Z=1.564 A=12,12,8,1,11.25

21 X=9.511 Y=0Z=3.090 A=1,2,21,8,1,11.25 e
30 X=8.910 Y=0 Z=4.540 A=12,30,8,1,11.25 T
39 X=8.090 Y=0Z=5.878 A=]12,39,8,1,11.25

48 X=7.071 Y=02Z=7.071 A=1,2,48,8,1,11.25

57 X=5.878 Y=0 Z=8.090 A=12,57,8,1,11.25

66 X=4.540 Y=0 Z=8.910 A=12,66,8,1,11.25

75 X=3.090 Y=02Z=9511 A=12,75,8,1,11.25

RESTRAINTS .

121R=1,1,1,1,1,1 FIX EXTRA JOINTS

3756R=0,1,0,1,0,1 SYMMETRY

11 83 9 R=1,0,0,0,1,1 SYMMETRY

7 R=0,0,1,0,0,0 :SYMMETRICAL Z SUPPORT FOR STABILITY

SHELL

NM=1

| E=6.825E7 U=3

1JQ=3,4,12.13 M=1 TH=.04 G=8§,8

LOADS
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'19,14,15 - LP=3,0 ~MS=2020 -

201516 . _ LP=20 - MS=2020 v C
2:,16,17 T LP=2’0 MS=20,20 et
22,17,18 LP=3,0  MS=20,20

MASSES

1920,  M=3.883.88,0,0,0,1011. :MASSES AT MASTER JOINTS

SPEC
S=32.2 A=30 D=0.05 :SPECTRUM DEFINET AT 30 DEGREES TO BUILDING AXES"
0  .400 .400

0.100 58! .581
0.125 .628 .628
0.167 .787 .787
0.182 .9439 9439
0.200 1.0056 1.0056
0.250 0.7980 0.7980
0.333 0.8806 0.8806
0431 0921209212
0.500 1.0466 1.0466
0.667 6418 .6418
1.000 4822 4822
1.273 2586 .2586
2.000 .1602 .1602
10.00 .0102 .0102
1000 .0 .0



RCPLTSHL - EXAMPLE 14 - RECTANGULAR PLATE USING SHELL ELEMENTS
C QUARTER PLATE MODELED USING 6 x 6 MESH

C THIS DATA SET MODELS CLAMPED BOUNDARY CONDITIONS
C PLATEIS2x 10

Ssys-eme e -

L=2 -

JOINTS

1 X=0Y=02=0

7 X=5Y=02Z=0

43 X=0Y=12=0

49 X=5 Y=1 Z=0 Q=1,7,43,49,1,7

RESTRAINTS

1 491 R=1,1,0,0,0,]1 :MEMBRANE DOF RESTRAINED
17 1R=1,1,1L1,1,1 :CLAMPED EDGE

1 437R=1,1,1,1,1,1 :CLAMPED EDGE

7 497R=1.1,0,0,1.1 SYMMETRY )

4349 1R=1,1,0,1,0.1 SYMMETRY

SHELL
NM=12Z2=0,1 UNIFORM LOAD IS LOAD CONDITION 2 APPLIED IN Z - DIRECTION

1 E=1.7472E7 U=.3 W=]
1JQ=1.2.8,9 ETYPE=2 M=1] TH=.0001 G=6,6

LOADS
49 L=1 F=0,0.1E~4 :CONCENTRATED LOAD IS LOAD CONDITION 1

—
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CAPITULO 5

METODC DE LAS FLEXIBILIDADES
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METODO DE LAS | LEXIBILIDADES

1.- |N'I'IIL}I)UCCI(_|N_I

El mcéindo de fag flexitnlidades (Hmado ambidén de las fuerzag)
res hdsicamonte b sopetposicidn de desplazannonios en W$Qominos de cg»; ]
i
tructurds estiticamente datcomnadas, Las fuerZas o momentos gue son
las incdpnites, s deternminan a partiv de desplazannentios conocidos con
basc en las ecuacivnes do C(Jlllp..‘llihihd.ld de deformaciones, gue son - -
aquellas ecuaciones que parantizan los desplazamientos finales como com
patibles con lag comliciones de apoyo originales de la estructura.

l.a viga mostrada oo o hgura 1, es hiperesidtica en primer -=--

grado,  ya gue hay 3 reaceones vertcales yoad o seopede o rsare doss - -

cctaciones Je estdtica para tesolverha.
1

e
A B c
’ - Yo iva e £
R L
Fig. 1

Aplicando la definiciisn del méindo de las flexibilidades p‘;lra re-
solverlas, scAcscngerJ come incdgnita la reaccidn vertical c¢n ¢l apoyo--
central, lo cual nos lleva a considerar und estruciora isosidtea que la-
marcmos estructura primaia {fig. 2).

Dada que en la viga original  Ja flecha en ol apoyo central -----

debe ser nula, lo cual implica considerar que la flecha debida a las



cargas en esc punto deberd ser ipual y de sentido contrario a la flecha

debida a Ia reaccidne

T it B s s s s S

A 2]

al Efdstica debida
a caiga

Bep
e e
; t
1

. ; + ;

b) Efastiea debida a 1 I/Lmu 1

fa 2caceifn R I‘;_,,- """"" j'/"’“"‘"'—-..,__‘_:
v T 2
A 8 H

e)l TFdvtica 4inaf
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L.a ecuacjém ABP + ABX = 0, es una ecuacidn de compatibilida

de desplazamientos, porque garantiza el desplazamlenwo final como comp:

tible con las combicionea de apoyo originales de la estruciura,

De 1a ecuacidn de commpatibilidad se calcula el valor de la incdp-

-nita y el resto de fa estruciurn poded resolverse aplicando las écuacione

de fstdiica.

Fara una estructura con n redundantes, los despla;amienws dehi
rdn ser calculados para ( n + 1) sistemas de cargas: !

a) Un andlisis para el sistema de cargas y

b) n andlisis para efectos de cada redundante.

La satisfaccidn de compatihilidad involucra un conjunto de n ecu.
ciones lincales, donde cada ecuacidn expresa una condicidn del desplaza-

mientn final de la estruciura cargada,

Cualquiera de las componentes de los desplazamientos para la ¢

truelura primaria son medida de la flexibilidad de la estrui:tura, es de-

cir, que la estructura cs inds flexible cvanto mayores sean los valores

de los desptazamientos.

IL - SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA

Como sc¢ menciond en la Introduccidn, en el métwdo de las flex
bilidades, la solucidn de una estructura hiperestdtica se logra mediante
la guperposicidn de desplazamientos de estructuras isostdticas, que se |

puede Hamar estruchirag primarias.
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l.a estructura primaria no es tnica ya que depende de la seleccidn iZs una estructura hiperestitica co tercer grado y dependiendo de
gne’se haga de las incégnitas o redundantes y 1a mejor de ellas serd la que la seleccidn Je incdgmilas, podria haher entre otras, las siguientes estrue
4
involucre el minimo de trabajo nimerico. Para oblener la estructy turas primarias:
b . a) b)
a primaria, se hace la supresisn Je apoyos, ¢ la transforma--
cidn de un tipo de apuyw en otio s sunple,o por una rupluca de la eldsty- '
ca de la estructura, que puede ser angular, lateral o longitudinal, i

Paca aclavar loanreriorn, veamns brestructana sipniente. (fig. )

T ) TS 9/5. 2 Srvi

c} X2
Fig, 4 >
® e

| pXi \\V‘m

5S¢ hace notar que ks condiciones que ticnen cstas estrociuras - -

rimarias o cualesquicra otias deben ser estabihidad ¢ isostaticidad,

lig. 3
Se ke Namard solucuin parucular a la csuructura primaria sohre

la que acuian las fucrzas esternas y subwedn complementaria a Lo estructa

va primaria sobre la cual actian cada una de las redundanies o incdgnias,



1. CALCULD DE 1.AS PFLEXIBILIDADIES

Mo ilugirar ¢l edteulo de lns Hesibllidades y la formulacion de

L e fones de compatibifjdad, se resolverd in catructurn slguiente:

—w/m I—W/m
] T R O N . LN D e N
I8 C TR C
E—-— E-”I-
X3
_la o Ja Sl
: X2 4
o} Esteuclura reql b} Estructura primario X1

P, 5
I acuerde con L estrnctarn pranaria, las incognitas scrdn fas
teatornee vertieal v borizomtal en Dy ol momento en B,
For lo tanto, 11 estictuta read se podrd descomponer en la suipa
de Las signicnies estructitas primariag con los efectos indicados con la

iy, 1

w/m — wfm

llrllrl]IJJ SF

——
: i
3 § T & Xs
| NE— |
. X
solucion . v 4
par ticular solucidn complementorio

Fur 6

L.a base de la compatibilidad en la egtructura ren] serd que el des

plazaimlento vertleal, horizontal ¥ el giro cn 1) son nulos,

I.a representacion grdfica de dichos desplazamientos se fmueatra

a continuacidn Fig. 7:

-__(faz
|
LI P

fa2

grado de
libertad |

grado de
libertad 2

grado de
. liberiod 3
Fig.

El primer subindice indica la correspondencia con el grado de I1-

bertad y el segundo la causa que proveca el desplazamicato. Por ejemplo,

T2y indica el desplazamicnto horizontal debido al momento que es la

causa 3.

l.as ccuaciones de compatibilidad se escribirdn como sigue:

n) El desplaziimiconto vertical en [ es nulo:

A+ In X 4+ e X2 + fisXs = 0



b) L1 desplazannenty horizontal en 1Y es nulo:
Azp + fa Xy + faaXz2 + f23Xs = 0O

c) LIl giro en D es nulo

Bar -+ fudy F fa2 Xz + faaXy = 0

Del sistema anterior de ecuaciones lincales, se obiendrd ¢l valor

de las incdynitae X, X200y X3 - SEalune de Jos valores obtenadkn e
sulta con signo negaiivo, sipnihica que acihia en diteccion conttania a la su
pucsia.

Es convenicnte detinr el etecto de das fuercas 1cdundiantes de la
estruciura phimkria cn Wrninos de los desplazamientos producidos por -
fuerzas (o causas) unitarias corresypondientes a las redundantes,

Por ejemplo,  Fij cortesponde al grado de libectad | dehi
do a una causa (fuerza o momento) unitana aplicada en | . A cste valor

fij se le llama coeficiente de flexibilidad.

L.os coeflicientes de flexibilidad, son entonces desplazamientos de
bidos a causas unitarias y dependen de la geometria y propiedades eldsti-

cas de la estructura primana y son independientes del sistema de cargas

real de 1a estructura real.
Asl, por ejemple, en la estructura anterior fu vy f2 sun coeli
cientes de flexibilidad lineales y  fis es un coeficiente de flexibalidad -

angular, (fig. 7)

Expresando el sistema de ecuaciones del ejemplo resuclto en for-

ma matricial:

Der _I_ t2i lz2 fzs e — O

€ir | LEY] faz2 f33 X3

1.05 couclicienles de (lexibilidad asi atregludos forman Lo matriz -
de flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema recipro
co e Maxwell-fleitl y es una matriz cuadrada cuya diagonal principal cs -
sicmpre positiva.

Los coeficientes de flexibilidad pueden obienerse pur cualquier -

.método; sin embargo el mds recomnendable es el de trahajos virtuales.

Por ejemplo, para obtener el valor de f2s  serfa: (Fig. 8) el -

desplazamiento horizontal debido al momento unitario.

m3 mz2

- = L

ol——— —
cqusa 3 Fig. 8

causa 2
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\
] f 3m2 gy Por ejemplo en la armadura de la figura 9, el grado de hiperes
21 = _"D._]_
[
taticidad es uno y proviene de un apoye, © sea externo:
enforma general ¢ rif 2f ML dx
ainteprabanierior s resoche rdpidamente para los casos mds i
A
corenne g e dionnte el oaee ale pabloes, bt
Pl py B p 1p
Lo csecnchade clenlo, para L aphicacion deb mc oo de las flexi-
Bitidacdes, pacde resuminrse como siplic: Fig. 9 l
1y Peterimman el yondo de iparesiinendad 0o de T estrucnng, Fa ceuacion de compatibilad serfa, suponiendo como incégniia,
i
2) Scleceionar las 0 incdpnits o redundantes y por o tanto - la reaccidn central, que la deformacidn vertical en ese punto es nula.
la estructing primaria cors espondiente. Las fuerzas en las harras sc obtendiian, uma vez calculado el valor de
3)  Resolver las n+ 1 estructuras, calculando los desplaza- - la incdgnita, sumando algebrdicamente las fuerzas debidas a la estructy
mricntos deladas a las catpas y a cada una de las redundantes. ra primaria somelida a las cargag exterms y al efecto de la redundan-
4 Plantear las n o ecuaciones de compatibitidad de desplaza- - te. Fig. 10
micntos ¥ resolver el sistema, obteniendo ast el valor de ‘ /I/ fes
cada una de las wedgnitas, ' - A y
S Obbene ion e los diprmmas de elementos mocdnicos., +
A SN —__F-F A
v, ARMADURAS o i— - o y il e
‘Ber
En ol andlisis de anmaduras hiperestducas, al aplicar el método p P P P

de las flexibilidades para el cdlculo de las fuctzas en lag barras, ¢l pro--

blema se puede presentar sepin que el grado de hiperestaticidad sea exter Apr + fosXp = 0O

no, interno o ambosg,
Fig. 10



Los cocheicntes de flexibilidad delndos o efectog aniales, se deter
minan mediante 1a expresasn

1y = %1’[_‘:—‘11 Li

Cuando la hiperestaticidad en las armaduras es Jde origen interno

como en el casode la g, (1)

F
A 0
“ 1
Fig. 11

la estructura primaria se formard "cortando’” una de las barras

y ei problema se reduce a aplicar una ecuacién de compatitilidad det miem

bro liberado ¢ sea:

Arr + fux)y = 0 é,

o=y S

6l

ara la obtencon de fos valores de e v T Ly s conve--
nicnte es ol uso de tblas somepaies o ks goe se utihsaren pava cakealin

desplazameentos por el mCtody de trahajos virwles en armaduras,
;

L
Barra Plp ]| L | A EE“I{!'E‘— Y"Enp*g” FzP+pXi

A8
BC
co
DA
0B
AC

Z T A fu

l.as [uerzas en las harras serdn la swina de efectos Jde la csirue -
tura primarna bajo las cargus y bajo cada una de las redumdames, en
este caso solamente una.

Cuando se pre:.sé;ue el caso de hip;:x;esl.aticldad interna y externa
simuluineamente se superpondrdn los efectos de ambas.

Es importante sefalar que el grado de hiperestaticidad que interg
sa ¢s e] total de ambos: externo e Interno. Sin embarge, se hizo hincapié

en la distineldn éntre ainbos pura proceder al andlisis,

V. LS IRUICTURAS CON ASENTAMIENTOS DI2 AN OS
Cuando las estrocturas presentan hundimients diferenciales debi

dos a asentamicntos de sua apoyos, la resulacion de las mismas mediante



el métndo de las flexibilidades, se hooe  esengiendo como redundd_g
tes las fuerzas existentea on los puntos en que 8e presentan los ascota-
miemos, debldo a que de esia forma, bestard con igualar en la ecuacldn
de compmnbllidad 2l valor del desplazamienio vertical al'vn]ur del asen-
tamicnto, en lugar de igualar a cer (hao 13),

1l signe que deberd darse al desplazamilento del segundo miem-
bro de lu ecuncidn decommpatitylrdad y fue corresponde al valor del asen

; )

tmiento diferencial quedard definido por el sentido con el que fue su-
puesto la fuerza en el apywo; si comncide con el sentido de la fuerza se-
rd positivo v on caso contrario negative,

En Ja Fig. 13 es evidenie que on la ecuacidn de compatibilidad

de desplazamicnios verticates, deberd namlarse a - A:

foa¥y # fag¥ar fyaKy - - A
LT
' Tman M t
! - - -
!
r
'
.
]
;
%3
v SlA
oo asentamiento ;/-/-31 ez ——
teagt da lo ] A 1
— el L, X1
estiucturo —2 Estructuro  primaria
conveniente

Esiructuro real
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El caso de rotaciones de los apoyos, deberd tratarse en forma se
mejante, plantcando la ccuacivn de compatiblllidad con base en que el giro
en el apoyo es lgual a la rotacién del mismo, aplicando la misma regla que

sc did para los signos,

Vi ESTRUCTURAS SOBRE APOYOS ELASTICOS

" Cuando las estructuras estdn apoyadns en tal forma que no se H-

mita totalmente el desplazainienw, pero que sl presentan oposicldn al des-

. ‘ !

plazamiento libre en esos puntos, se les llama apoyos eldsticos,
La restriccidn que tienen es proporcinnal al desplazamiento pro-

vocado y su valor es:

-
fi

K-A

{Ley de Hooke)

en la cual K se le llama constante de proporcionalidad del apoyo. Dichas
congtantes, tlenen unidades de fuerza entre desplazamiento. -

Los apoyos eldaticos se repregsentan como sigue:




Cuando lag estuincturas estdn sobre apoyus cldsticos, es convemen
te que las redundantes sean las fuerzas en los resories, en tal forma gue
al plantear las ecuacinues de compatibilidad, los desplazamientos en los
resurtes sean iguales o la fucrza cn el resurte dividido entre la congtanig
de rigidez del mlamo. Il signo de este segundo miembro serd ncgativo,
ya que da fuersa aplicinbodel resorte o da estraciura es de sentahy contra
rlo a su desplazamicnto, provocando un trabino negativa,

LnJa fgura 14, Ja ccwaciin e comnpittibildad e eserilnein de

acuerde con la figura 15,

a)
b)
Donde
K = conslante del resorie
= - X
A+ fu X K
Fig. 15
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EJEMPLOS

METODO DE FLEXIRILILDADIS.

Problema No, 1. Obtencr ] duggima de momentaos de 1o sigiente -
VI,
lP
x
L OO SR Ty
é; i %
7.
+. M + /7 Ty

I.a estructura es de un grado .le indeterminacidn, por lo que se toma

14 ¢l apuyo eng))come redundante,

Estructura prumnmaria,

I V
2

Solucidn partlicular,

Cargas en la viga

Momentos en la viga
" 1
— A
- 1%
i, ’/’—

Solucibén complementaria.

£, ‘\ﬁ"""-_, /[ﬂl
' (1) !

=
=



Fouacidn de compatibilidad,

Gy TRy -0

Calouly by o fry{pm tablas)

Calendo do D veal con (BB vartaal

nroLcs frenplon 20 column s )

L

! PL
R R A I S R S SN
, s
! 18T
Chleulo de £y 5 (11 real con (D) virtual
RS . C2 {rengldn 2, columna 2)
ET 0 Fy - bsk = Lot
"y 3
f 1
LR S 4 4
Sustituyendo «n la ecuacidn de compatibilidad se obtiene:
1 S L - 2
- ME T Ry = 0 Ry = £.31257
1.as rcacciones en In viga son
69

I -%)o.m PL

lﬂ.é!? P

]0.31‘2P

64

El diagramn de momentos es el slgulente:

_ 0.1875

; : , _— ’ |
In los ejemplos siguientes dnicamente se anotard para el cdlculo de des -

plazamicntos ¢l mimern de rengldn v columna correspondiente a la mbla.

Problema No, 2, Delerminar en la viga sigulents el dlagrama de mo

mentes flexionantes.

1 /2 L7 Lz

t (2] l” (3

{1} -
3] El %
/ 77 AL
" L - 4 L +

Su grado de indeterminacibn es umno,
r>C ¢+ 3
4 > 3



hgiremos como redendante el apoyo {2)

Estruclura primaria

11 {7) {31

s IR

B

Svlucién particular,

Ecuacion de compatibilldad = 320+ f;3 Ry = 0
Célculo de deformaciones &3¢ 1 fa2{por tablas)

Célculo de 4;4 ., {I) real con (II) virtunl

(ETlaze (1) = 2RZ . €2} ¢RI . €012 » thsin)z s § sl val2

L, L

F?E

[ET} a2 zL% 1Lr ILr ;L‘:‘ 5

bap »-0,2292 PLY/ET
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Chleulo de T2z . (1) real con (H) viertual

3=~

RZ . C7 ; {E1lfa, =%sc}_ . 'gu .

faam L’/GEI
Sustituyendo en-la ceffddién de dompatibilidad.
- 0.2292 PLY + LY, gIR,) = 0 ;_Razl. 3789

Roacciones en ln viga,

P lp
1) l {7) {31
] ,’Q’Z v
! 0.31¢57p li.srsp ', 3125P

Diagrama de momenlos flexionantes

Problema 3, -

Determnar las reaccmpes v ol dmgrama Jde fuerza cor-

tante y momentos de la viga inostrada, la cusl eswn sujeta a una carga

uniformemente dlstribuida,

1 tafm (! e fm %
,,,g , 3 :E ), £ k"

. im . Rl
+ t

El«]



El grado de hipriestaticidad esg * ?

FEstructura primnreia

. v
P J“ )
ok, N -

Soluctfn partienlm

Tefm

AD[

Solueidn conplrmentaria

AII i
e LT ‘1
P T NN
W 2
I f - m
4
5‘12 5
43 R
Iim
Eruacionnrg de compatibilidad
for + Fiy X+ FyuY = 0
fog + fqy %+ fyy = C

X, v

s memenfos weelatiesd

pata preducin fes adros

fy w1y

\

Céhlculo de los giros fors Foz o Foy , f21 = Faz, f2e
Foyr Mgmy= 2{R5 , CZ} = 2[;-Sur1kl . %la'n-:n- VENFYY.
fazs Hamz-{RS ,CZ)~ % S omk- '5 £°2°1 - 71,33
Fyv- wyms(RI0TCT) = § SEK = Lo innr-1105.333
(oysfhz = momg =IR3TCE)s § SEK - ’7 B L
. ! Lk 1]
Fra® mara=(RZ2,02) - 3 Sk = H JELIITT] = 2,666
Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad
-42.667 ¢+ 5.333X - 1.333¢Y = ¢
71,333 _ 1. 333x + 1.668Y . ¢
Nesolvicndo o) sistetna anterior
X + §.B5 t-wm ; ¥V - -4.57 {-m;
Henccioneg en la viga
5.85% -4.57
1t/m 1t/m %
?éS:x:ncx:c:c3cx:cxgggi?z:ccxachcx:cxaecéé
22 bm 22 tm —
0.55 | 0.85 fo.n a.zs]
u u u 4
1t/m

gy

. Bz ) 7 I
3.|4] ‘?.IJI 3.1

)4.51
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Iragrama de fucrza cortante El grado de mperestaticndad e o = 72 {g, P,

Se aphicarin momoentos unitmos en los apoyos {1) 3 10}

fEstructura promaria

: o
A TR

Diagrama de muomentos Solucién particular

1
Solucrdn complenw ntaria

ta

1"“4‘\4}“:—-__\\\“1 i

CoTTTTT

Problema 4. Oltener las reacciones y diagramas de fucrza cortante

faz
Yy momentos para la viga continua que se muestra. f.zl,"‘“‘fl T my
v VY ()
le-m 1

Ecuaciones de compatibihidad

fa.+f|,X+fY-0

foz + f, X+ foo¥ =0
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CMoenlo o Jos giros Fer, Tea, Foy, fa=fe, f55,

4y

O.VOJI

Far= Moy = B2.07 4 pveT s r.' R T R N IR ?
' )]
T (l‘ ) :‘ (LT, 510-1019) =-17.50

F

f..‘- Teore - rf:‘ﬂ.(.” ¢ R:‘,l'dr = 'v'“"l.“:{' ] ;S(K)”

o

o

RN R NI VR I R
PO IO S
vt O -y S s [ I [0 = 3,33

R !--W.'-: I v =
L 1]

‘l; .[33

nLn

2t /m

L

I T |

2t/m

Iigt

5.571

Diagrama de fuerza cortante

I

U e = MO CT - i‘:r' . 3 TN -ty - g

Sastitgseeto o by oeoeeraner, de vatpatibotid ul,

AT S L | R

)
Boroboaen b o] setcmy anter ot

L N rl?-l\' Voo LRI e

Heeone s o b vepn

SLET S
Ay l {--ﬁ}m%_-l"_—'@lnﬁnl

.1

7.867

|

g.44 1

6.1,

e Wl i WA
L
2.90 [l 3,'_.'33 Hl

31‘9 *



Inagrama de Momentlos EL i ro de redunsdantes co el marog s - 7

S chran como redundanto s s reneetones en La whionlacadny o Lo

Lante Ty estruelura cgquavalonle og connn S panisty g clrsepnda

Caenuctura Maoanaea

A

X
—r
"
r
Problema 5. Obtend r lag qcacciones y diagramas Jde tuerza cortanle y Suluerdn partioubog
' i '
momente flexionante del siguiente marco.  F
! My
(~)
fm s ----__L
~r
'I
[ Mo
13 -
m -
El .
dm /
I
" -1 S [ fo,
—t
U
Sof. Cumplementania "
| el
] = ,
% " ' \
z \ '
Sm 3m . ‘! \
+ -+ —_—
._’ Al
- v
b
1 ] [
—_—
1—+

£



I'ar

Iy,

S
f

O Y
Ll
‘1
M my
¢
‘\
|
+ -
I]fw
g gonen B r-m||‘n1|];|.]|r!:u!
Tayily oty -
I‘|) ooy - N
L IV P R P T I TTF TR TLAR TS Tove Ty Vyyy T33, fra, = 123
preorhieto ale dhaoramns
Mamy  REPYT 0 B3 70 - 0o [hytKa) v | s K
ii - i 7
| f
Pl O s e e s - 108
Moy o - |
(7= PICr s RTCE s sk 5ot th,e2e,)
248y (-12 [
B oy - 18
"y L5 ARSI L S B L o :l SI20480 ¢ 2e,h, ¢ K v K
[N
! .
Ty ,;,,,;
? eleiign o, s I . AI4)LA1 , 4 (1) {4) _ 83
i L AN IS NS BT RN B 2T S e A il

70

fys "f;. a l:l1;_.[?_1_| = RI.C3 + R3.C! =

Fosi [hatke! # 1 sk
1 ¥ ?

Feia= Faum 2 [6){2¢4) ¢ &6 (6)(4) - 72
LA i S S R

1, = My T RI.CL ¢+ REC? = <K ¢ | scK
7 3
fr0= 2 (6116) + & [6)16) = 108
{1 IUAT T

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

108, 86 77,
rrtopp XY

RETTN L
i1 Ti

Resolviendo el sistema anterior

X - - 0,45 {ton. ¥- 2.05% ton.

Reaccinnes en el marco

Iu

Ya

J,Qibo.ts

0.5

0.45%

‘1.05
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hagrama du [ o rbiide

. 2 1 /m C )
+ 8 Wmﬂﬂj ;l/Ml/;,
i} UL “ i s Hndem (el nesvrtel

Ew«mrrm.mw | FET
1 . |

A
77 - _‘; [u=5c_m 1
&
ém
E—_ _m"-

L grado de Indewenminacido del maren os n:2 ;) s¢ tomian oy omedkoes
Ihagrama de momentos

C y 1} como redundantes DOT existir movimienios cn ellos.

Kstructura prinaria

X o ¥ sen Lay rcdundanles
clegadas en Loy nudos C
a P ovespeetivanente

porZA

. - - I;
Problema 6.,  Calenbar bas e ctones y dibugar los dhagramag de fuer- i

Solucion particdabar

za cortante y momentos flevionantes  del marco mostrado cn la figura,
el cual estad restringido lateralmenle per un resorte en el nudo C; a su
vez el apoyo D tienc un desplazmnicuto vertical den « 5 em,

Las dimensiones cstin initicadas en la misma figura.




Eff;y = f4; = mpr, - RLC2 = ; sik ; [6) 4] « 48

RETEN RN ETEN A V) FERNI T R

T 71,333 a8
SRR A § R
1134 4§ teo
i ‘!ix"'il’v

Resolviendn o] siste

ceneionesd deo enmpntsbg brelaed

ma anlerior

X = 0,108 1y ¥ ox 5. 615 fn

Chlewle de peaaciones

hTn——o

11.078

2 t/m

77
S WA H

ty

|

6.785

e A P P P IR T

cm

12

ka | (10" on*)
o

- 801077y T e 201 x 100 kgeom® 2100 t.e?

.308 Tn

Solucidn complementania,

[ E
_In
- T 1
—
\
\
\ !
\\
. (+) ™
Ifu
4
%
1
-’-,-"t'u . |
= \
‘\
Ay
\
\ (+) m
\\
Irn
s ,

I'cuaciones de compatibilidad

Foy + Ty X ¢ fia¥ = - X/ [1072)m

For + T9)X ¢ f22 = - 5 [H0° %) m

CAlculo de los desplazamientos fo1, foz, f11, f22, fi2= fz1 [pox tablas)
For= Hymy = R4,C3 + RI.CI - %s[z,;,k, s Zasks + 4r Ko ¢ GEyb ¢ %suc

ENfoys 3 HZUNL361 ¢ 200 1Eas) o (000 ¢ (4112360 b aneng-se < - 382

Foax Myms = RALCI + RI-CT ¥ RECZ = 7 Sliy ¢ 4] K ¢ sik + $54K

T1Tos= 3 |48 -3616 ¢ F{8)1-36) + 6 1-38]06)- - 1134
7 4 71 o

E}Fyy= my, my= R2.C? = ; stk o= 4 (4H{4) - 71,333
3

ET Faze mymy = RELC1 ¢ R2.CZ = ek ¢ | suk = 4060060 ¢ & {6)(6) « 180
3 L



Diagrama de fuerza corlnmne

Diagrama de momnening

Problema 7.

8Tn

2,31

c N D

2m

73

Convencién de signos

Tensidn [*) ¢ Compresaon [-]

Lstaqctinn prisiiea

c ———-r*-'-7 [
%
Ry —~
s R
A B
T 7

Soluctdn complementaria

i llllmm ’ "W ki, , ,

-0.71

Calcular las fuerzas asiales de la armadura siguicnte,

tas acaccoenes en Lus apoyos Sen -
Ax = Etn [+); Ay « Btn [4), By=&tn (1)

Guado de ondefewionacodnt
6+ 3 >204) 95§
Fox Lo tanto hay wrta Acdundante

RIUAYS
v’
¥
, I IR
0
1
')
/ fqy
-0.71
oyl

o]
\

Sofuc i putf fcutan

h n
TR
Sy ‘a—
TN
f <o T T
K
fo1 .
8
-—
8
- . T
lz‘. .
Netzr o Labs dnepsan tnhocnies v ba

armackdea s conla g e b

corndicrom e e v, e et ol

{enet s po Al st toder an ity -

Teo por midos o o seooones) o -

hico.



A continutcicn

e construye nna tabla e cdlculo

Barra N n I. Nnl nnl. nR F=N+n R
an | A& o7 2 [-ivz oo | 4

(S ) { -0, 7 2 Q0 (). U8 -4 -4

AC 4 -0.7 2 -11.2 ). 98 -4 4

LR} Q) L7 2 8] ), 4R -4 -4

Al — 1 2.8 L} 2.45 5.7 5.7

(11} -11.4 | 2.H5] -32.5 2,85 5.7 -5.7

T -5_4_:.9 9,62

l.a ccwaciin de compatitidad es

gy 0 = 0

v ”-‘gii'- Pei fo= ERp

o -

Liarado final F=N3+nP

e Ia 1ahbla se hene

54,9

for = - T

9, 6"
SRERI 1y

+

Sustinevend o ke oceaae win de compenibibudad

hoiote,

74

.

Reacciones en la armadura --

-4

-4

Problema 8.

1a a una carga vertical de 100 ton.

18

La armadura que se muestra a continvacidn, estd suje .

Determine por el método de fle-

: :
xibilidades, las reacciones y fuerzas internas 'que actuan en las ba--

rras.

[pal

(B}

tn)

“

20m

20m

Grado de indeterminaclon

Por lo tano exigten 2 redundantes.

L= 10+ 4> 2(8)

100 ton.
) LA-10 exteriones
Aes interiores
Lc) (D)
20m i
—+
14 > 12



Estruciura Primaria

A

B

R

»3

pray

T

Solucidn particular

f1e

100

.

Solucién Complememaria

by

A
. fll
f11 -
;,5;,, 1T
lo.m 0,31 l
N
£a 1T
fiz 1T

Se efigienon como redwulante Eas
neacedones do fa barra BE y ol

apoyo B
’ -88.9
© -
B 7
Py A
0 R RN
%uu.u 4y _y 88.9 9/
7 r
T33.3& (n) 65-571
J,hh
Fal
“.
-0.3%°
%;-0.89 -0,89 -0,k 7/9/7
g I"Hl
-0.8
0, I1 o
/-0,5 1 -0,6
-0.8
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Eeuaciones de Compatibnlidad

fio + fy Ry + TP = 0

Fao + TNy v 05,0,

0

Calculo de los desplazamicnws  fro, f20, Fry, foq, f24m £y

fio = L E’E% L

Moa
Foo = Eap= L
f, = 1;!‘_“‘,14

l.us ediculos como las dreas y

muestran en la 1abla siguienie;

IR

n

Ll
ialo

U -'1“5’ L

longtudes de las barras se

E.

Barra N ny n; L A ff-hﬂl-L 1;-'1 -"—l%l-l. -"-;—"’L ﬂg—"—t
AB LT -0,89 o 20 10 -79.0 n 1 £ v} 1}
oL bbb -0,89 -0.8] 120 10 -79,0 71 1.6 1,28/ ¢4
co 68,9 -0.44 [ 20 10 -718,2 0 o4 0 0
EF -B8.9 n, bk -0,8] 20 10 -78,2 th2,2]1 0.4 1,28 «0,7
i3 n 1.0 -0,6 15 5 0 n 1,0 1,08 1.8
ce | -33.3| 03| o-o6| s y .4 vo.] 03] 108 o6
AF -55.6 1 0 25 o] -154.3% 0 3.1 0 0
cr 55.6 0.55 | 25 5 154 3 278.0 1.5 5 2.5
BE | -1t 0.55 ol sl vol ciswsl e ] a8l e a
ED 0 0 1 25 4 0 0 0 5 o

L -435.h 409.1] 2.7 (47,2 | 5.9




Sustiluyeicds los valores de Jus desplazamiends en las ecuaclones de -

compatibilidad, tencmos:

S S L T2LIRL 5,900 w
1090+ sa e o012,

Cma solucidn es:

Boor 067 fen.,

-0

Py o= - 13,35 ten,

Mulviplicande las fucrzas cn las barras pora los diferentes estados de

cargang ¢ por las reacciones calculadas v, v 1y

nhticne It signicme tabla.

respectivamente,

Barra ny Ry ny b, F=Ntm R +n2

Tan | T e T T T R2
e <6, 2 T .9
(3 17 1 7.0
I 7.4 M, 7 -60. 3
18 MY 67 M. -32.7
U LA .0 -18.7
AV 45. 1 0 -10. 5
Cr 22,4 -13.35 64,7
122 22,4 0 -88.7
| 1) 211,15 -13.35

I'as reacownes finales en Ia arnadura son lag anotadas en la figura

100
3 -60.3 [3
&, )
<
4 . : >
A
S -38,7
o
8.2
A 8 18,9 € 31 %
.o 7L 74
6,72 ueL 67 ] 53.11

se
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Problemna 9. Calcular laa reacciones en los apoyus y determinar el

despiaznmlento del nude 5 {6v5).

(1) (1)

2m

() ;
4 10T .
. + —t
- 2m 2m .
Graco de ndeterminacion = 2 £+ 2> 705] 17 > 10
Estruoctura primaria Solucisn particular
” 2 o o
f iF1e
. . i
“
Ry -10 < [+]
) J¢ 0
Ry ‘ e
fze [No)
“ i ' s 7 '10 10T
. - 1
Solucidn complementaria
v .
7 -1.0 -0 frn % -0,71 o __if,
- 1T 7 R ]
. v NG v -0.71
1.0 5, _0.7M faa 0
\;" : r'
e N 1
f1 .
2.0 -
. (ny) 0.71 {ng)
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Ecusciones de compatitnlidadd Sustiuyendo ea s conaesukes de comapitibi b
-6 ¢ 25, 2R, - 6,848 = 0

Figb FoaRy ¢ f4aR; = 0
G806 - HLBNY 0 AR 4

Trat f24R) + F33R, = 0

Resolviendo el sistemiar —k‘. = 3,321 Rar - M 05T
los desplazamientos se calculan en la siguenie 1ahla l.as fuerzas fimales que acuiun en cada bacrra se obifene por supetposi-
cidn de efectos, dada OT la ecu@con F = Mo + niRit naig
RARRA Hg n n2 L HoniL [MenpL | nimiL | namL naznzL Asi, para las rcacciones finales tenemos
1-2 0 -4 -.71 2 8] 0 2 1. 4} e
BARRA R 4
2-3 0 4] 0 2 U 2 0 0 . nh i No F
4-5 |-10 2 -0 71 2 =40 (1414 B -2, 84 i 1-2 -3.32 3.32 0 N
14 -10 1 -0, 71 2 -20 1414 2 -1. 41 i ©2-3 -3,32 0 ] -3.32
2-5 0 0 -1 71 2 { i 0 0 1 1-5 6. 64 1.12 - 10 {]
-5 14,14 ] -1. 41 1 2.8 | -56 40 | 5.6 | -4.0 2,82 1-4 .32 1.32 -0 =3, 32
2-4 0 0 1 2.8 U 1] 0 0 2,82 2-5 0 3.32 U] 3.32
3-5 [\ V.41 1) 2.8 0 0 3.6 0 : U 1-3 4,05 -4, 65 140 4.78 |
“ g | -116{68.28(25.2 | -6.84 | 9.64 ! 2.3 0 165 | 0 21,65
3-5 -4.05 Lt 0 4,65
De la iabla anterior.se uene . ' lrarado final
o Yen 1 o ) ' .
flor T =t ic- fay = £ M2, _ 6.84 )
P S I TR R T @, (3)
—_— 7
N
" 68,28 ¢ G ’
f [ [ LiF] . B2 c8 . g L ¢854 N
20 TE_L ‘AB . ‘ f“' 13 13 [ _AE.- -3,32 ) 3,32 3,32
- : fod : ‘ & &
: H iy w'
for £ My, 25,2 '
' TRET AE . wy /s 0 N7 (5)
~ 10T

b,oun -



.

Para calcular dvs se Integra la armadura originat (F) con la armedu

ra virtial que resulta de aplicar una fuerza viriual en el puntp de in-

terée o la estruciara primacia,

7 i
gk)._{” o 1 © {3
2
-1.0 7 o
h 0
&
t4) A '[5|
2 -1.0 Lt
[1) '
1 BARRA F n L Fnlﬂ-]
]
112 0 i} 2 0
2-3 BT 0 FA 0
1-5 0 - 2 o Como Wve = Viyi
|- AEUET AN I 2 6.0 I §vs =1 %'El L
- . 0 2
2-5 3.32 a dus = zi.zif:
1-6 4,78 L.41 2. 19.12
2-4 -4.65 0 z. 0
5-5 4,65 n 2. 0
T 25.76






