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Capitulo 1

Introducciéon

Los sistemas mecénicos y electromecanicos representan un campo de estudio muy
importante en la teoria de control debido a la gran cantidad de aplicaciones en las
que se pueden utilizar, por ejemplo: regular la velocidad de motores, posicionar brazos
manipuladores, controlar vehiculos aeroespaciales, entre otras. El modelado de dichos
sistemas generalmente contempla un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales por
causa de los efectos de friccion y los fuertes acoplamientos entre las partes mecdanicas y
eléctricas. Es por esto que el esquema de control disenado debe garantizar estabilidad
en lazo cerrado, alta precisiéon y robustez con respecto a perturbaciones.

El control por Modos Deslizantes (SMC por sus siglas en inglés) es una técnica
eficiente para compensar perturbaciones acopladas tedricamente en forma exacta. El
objetivo del algoritmo de SMC es llevar al conjunto de deslizamiento a cero en tiempo fi-
nito y mantenerlo ahi, de manera que la dindamica de lazo cerrado tenga un desempeifio
deseado. Sin embargo para lograr este objetivo se requiere que la accién de control
sea capaz de conmutar con frecuencia (tedricamente) infinita lo cual en la préactica
es imposible de realizar debido la presencia de dindmicas no modeladas en actuado-
res y sensores, efectos de retardo y discretizacion, histéresis, entre otros elementos no
considerados en el modelo matematico de la planta. En consecuencia el conjunto de
deslizamiento converge a una vecindad del origen dentro de la cual las trayectorias
del sistema describen oscilaciones de alta frecuencia, este fenémeno es conocido como
chattering en la literatura de SMC.

1.1. Estado del Arte

Diversos algoritmos de SMC se han utilizado para controlar sistemas mecanicos
y electromecdnicos, por ejemplo Riachy et al. (2008) disenian una ley de control para
un sistema carro-péndulo utilizando el algoritmo discontinuo Twisting. Pisano et al.
(2008) implementan un algoritmo continuo Super-Twisting para controlar la velocidad
de un motor de corriente directa. En el libro de Utkin et al. (2009) se estudian diversos
modelos como motores de induccién, motores de iman permanente, convertidores de
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Generacién Senal de Informacion | Estabilidad OI.'den .de
Control Deslizamiento
Primera Discontinua o, 0 Asintética 1
Segunda Discontinua 0,0 Tiempo Finito 2
Tercera Continua 0,0 Asintética 2
Cuarta Continuo o,0,0 Tiempo Finito 3
Quinta Continua 0,0 Tiempo Finito 3

Tabla 1.1: Caracteristicas Principales de los Algoritmos de SMC para sistemas de grado
relativo dos.

potencia, entre otros. Aplicaciones sobre suspensiones de automoviles se pueden con-
sultar en el libro de Imine et al. (2011).

Los algoritmos de SMC se pueden clasificar en cinco generaciones cuyas caracteristi-
cas se resumen en la Tabla 1.1, considerando que se utilizan para estabilizar el origen
del sistema

§=F(to0)+u, (1.1)

donde la perturbacion acoplada F' representa efectos de friccién por ejemplo, el grado
relativo es dos con respecto a la salida o € R (posicién) y la entrada de control u € R.

= La primera generacién de algoritmos de SMC generan seniales de control discon-
tinuo, logran convergencia asintética de la salida o a cero con la medicion de las
variables (o, ). El control por modos deslizantes de primer orden (FOSMC por
sus siglas en inglés) desarrollado por Utkin (1992) pertenece a esta generacion.

= La segunda generacion de algoritmos de SMC se caracteriza por senales de control
discontinuo y convergencia de la salida ¢ a cero en tiempo finito. Para su imple-
mentacion se requiere de la medicién de (o, ¢). El algoritmo Twisting propuesto
por Emelyanov et al. (1986) pertenece a esta generacion.

= La tercera generacién de algoritmos de SMC tiene como principales caracteristicas
la generacién de seniales de control continuo y convergencia asintética de la salida
o a cero. Para su implementacién se requiere del conocimiento de (o, &). El
algoritmo Super-Twisting (STA por sus siglas en inglés) formulado por Levant
(1998) pertenece a esta generacién.

= La cuarta generacién se compone de algoritmos anidados para sistemas de grado
relativo arbitrario, conocidos como controladores por modos deslizantes de orden
superior (HOSMC por sus siglas en inglés), cuentan con una estrategia filtrado
que permite aplicar senales de control continuo. Logran convergencia de la salida
o a cero en tiempo finito con la medicién de las variables (o, d,5). Ejemplos
de estos algoritmos son el Anidado y el Cuasi-continuo desarrollados por Levant
(2005Db).




1.1 Estado del Arte

= La quinta generacion de algoritmos de SMC son continuos, logran convergencia
de la salida o a cero en tiempo finito con la medicién de las variables (o, ¢).
Ejemplos de estos algoritmos son el Control Integral Discontinuo de Zamora et
al. (2013), el Algoritmo Twisting Continuo presentado por Torres-Gonzalez et al.
(2015) y los algoritmos anidados propuestos por Fridman et al. (2015).

Los algoritmos de SMC de la cuarta generacién permiten estabilizar el origen del
sistema (1.1) en tiempo finito mediante la implementacién de entradas de control conti-
nuo, sin embargo requieren de la estimacién de ¢ lo que significa conocer la perturbacién
acoplada F'. En comparacién, los algoritmos de quinta generacién requieren iinicamente
de la medicién de las variables (o, ¢) y garantizan un modo deslizante de tercer orden

dt,
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G(t)=0,Vt>t,, (1.2)

compensado tedricamente en forma exacta la perturbacién acoplada F'. A esta com-
portamiento tedrico se le conoce como deslizamiento ideal; para lograrlo se requiere
que la entrada de control conmute con frecuencia (teéricamente) infinita, lo cual en la
practica no es realizable debido a diversos factores como son la presencia de dindmicas
no modeladas en actuadores y sensores, efectos de retardo y discretizacion, histéresis,
entre otros. En consecuencia las trayectorias describen wibraciones de alta frecuencia
en una vecindad de la restriccién (1.2), a este fenémeno se le conoce como chattering.

Se han estudiado algunas de las principales dinamicas parasitas presentes en los
sistemas de control que pueden provocar chattering. Por ejemplo Levant (2005a) define
el Orden de Deslizamiento como el valor entero £ > 0 tal que

o] <y ¥, (1.3)

donde v > 0 y 7 es el paso de muestreo. La expresién (1.3) indica el tamano de la
vecindad a la que converge la salida ¢ en funcién del paso de muestreo. Suponiendo
que el valor de 7 es suficientemente pequetio, la iltima columna de la Tabla 1.1 hace
notar que conforme se fueron desarrollando los algoritmos de SMC fue disminuyendo
el tamano de la regién a la que converge la salida o (aumenta la precisién respecto
al paso de muestreo). El andlisis de otras dindmicas parasitas como retardos de tiem-
po, efectos de histéresis y discretizacion, se pueden consultar en el libro de Utkin (1992).

Por otro lado, Fridman (2001) y Boiko (2005) estudiaron la presencia de actuadores
y sensores, en donde el chattering es considerado como una solucién periédica en una
vecindad de la restriccién (1.2). Existen dos enfoques para analizar las oscilaciones de
alta frecuencia causadas por la presencia de actuadores:

Dominio del tiempo: Fridman (2002) propone un enfoque basado en la teoria de
perturbaciones singulares y estabilidad de Lyapunov para estimar la amplitud de las
oscilaciones, obtiene condiciones suficientes para la existencia y estabilidad de la solu-
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cién periddica. Boiko et al. (2007) extiende este anélisis para algoritmos de SMC de
segundo orden utilizando mapas de Poincaré. El inconveniente de esta metodologia es
que no puede ser utilizada para estudiar controladores de orden arbitrario.

Dominio de la frecuencia: Tsypkin (1984) propone un método para calcular en
forma exacta los parametros de amplitud y frecuencia de las oscilaciones periddicas,
sin embargo solo es aplicable a los algoritmos discontinuos de SMC. Por otra parte,
el enfoque de Balance Armoénico permite estimar los parametros de una posible solu-
cién periédica (amplitud y frecuencia), para ello es fundamental calcular la Funcién
Descriptiva del algoritmo de SMC que caracteriza el efecto de las no linealidades sobre
los pardametros de la solucién periédica. A continuacién se presentan algunos trabajos
relacionados al estudio de algoritmos de SMC basados el enfoque de Balance Arménico:

» Boiko et al. (2004) analizan el algoritmo de segundo orden Twisting, mediante
una expresion analitica de la Funcion Descriptiva estiman los parametros de am-
plitud y frecuencia de las oscilaciones. Se concluye que los algoritmos de segunda
generacién pueden provocar chattering cuando se incrementa el grado relativo de
la planta.

» Boiko y Fridman (2005) analizan el algoritmo de segundo orden Super-twisting,
mediante una expresién analitica de la Funcién Descriptiva estiman los parame-
tros de amplitud y frecuencia de las oscilaciones. Se concluye que los algoritmos
de tercera generacién pueden provocar chattering cuando se incrementa el grado
relativo de la planta, a pesar de aplicar senales continuas de control.

» Rosales et al. (2015) proponen un método para el cdlculo numérico de Funciones
Descriptivas de algoritmos de HOSMC. Se analiza el algoritmo Anidado para
diferentes 6rdenes y se concluye que los algoritmos de cuarta generacién pueden
provocar chattering cuando se incrementa el grado relativo de la planta. Ademés
se introdujo el concepto de nivel de tolerancia que se refiere a los valores de
amplitud y frecuencia para los cuales el desempeno del sistema de control es
aceptable.

Algunos enfoques se han propuesto para atenuar los efectos del chattering los cuales
intuitivamente partieron de la suposicién de que los algoritmos continuos basados en
SMC reducen estos efectos:

» La metodologia por Burton y Zinober (1986) consiste en aplicar sefiales de control
continuo aproximando las funciones signo mediante funciones de saturacién o
sigmoide, con esto se puede garantizar de manera tedrica que el conjunto de
deslizamiento converge a una vecindad del origen cuyo tamafo estd definido por
la pendiente de la funcién saturacion, o bien por la aproximacién de la funcién
sigmoide (se pueden consultar ejemplos en el libro de Shtessel et al. (2014)).

» El control por modos deslizantes de orden superior (HOSMC por sus siglas en
inglés), de acuerdo con Levant (2003), asegura la convergencia en tiempo finito no




1.2 Motivacién

R=0 —0 u Actuador | U _
Control > Planta
! (1)

Figura 1.1: Esquema de Control.

v
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solo de la variable de deslizamiento, si no también de sus derivadas sucesivas con
respecto al tiempo. De manera tedrica un controlador de orden infinito eliminaria
completamente los efectos del chattering, sin embargo esto no es realizable. Por lo
que esta estrategia consiste en incrementar el orden del controlador hasta obtener
un desempeno aceptable del sistema en lazo cerrado.

No obstante, Utkin (2016) mostré a través de un ejemplo que existen actuadores
estables cuyo efecto dindmico es tal que es mas conveniente aplicar entradas de con-
trol discontinuas en lugar de continuas; comparando la amplitud de las oscilaciones
generadas por el FOSMC con respecto a las producidas por el Super-Twisting.

1.2. Motivacion

El desarrollo de algoritmos de control por Modos Deslizantes de quinta genera-
cién representa un tema de investigacion de gran interés en la actualidad debido a las
propiedades de robustez con respecto a perturbaciones acopladas y convergencia de la
salida a cero en tiempo finito; mediante el uso de senales de control continuas. Sin
embargo resulta fundamental estudiar algunas de las principales dinamicas pardsitas
que son responsables de los fenémenos vibratorios de alta frecuencia, establecer crite-
rios de comparacion entre los diferentes algoritmos de control por Modos Deslizantes
con respecto al chattering que producen y proponer metodologias de seleccién de las
ganancias de los algoritmos para reducir sus efectos.

Las herramientas del dominio de la frecuencia se han utilizado satisfactoriamen-
te para estimar los parametros de amplitud y frecuencia de las posibles oscilaciones
que se establecen cuando se considera a los actuadores y sensores (sistemas dindmicos
que incrementan el grado relativo) como las dindmicas pardsitas responsables de los
fenémenos vibratorios de alta frecuencia.
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1.3. Planteamiento del problema

Analizar en el dominio de la frecuencia algunos de los principales algoritmos de con-
trol por Modos Deslizantes, considerando la presencia de un actuador lineal (dindmica
parasita) cuya dindmica estd parametrizada por su constante de tiempo p, como puntos
de comparacion se tomaran los siguientes parametros de chattering:

1. Amplitud de las posibles oscilaciones.
2. Frecuencia de las posibles oscilaciones.
3. Potencia promedio.

La Figura 1.1 presenta el esquema de control considerado para estudiar el fenémeno
de chattering, se asume que los efectos de las dindmicas pardsitas presentes en el lazo
de control se pueden aproximar mediante un actuador estable para algin valor de su
constante de tiempo u.

1.4. Objetivos

1. Comparar los pardametros de chattering: amplitud, frecuencia y potencia prome-
dio, generados por algunos de los principales algoritmos de control por Modos
Deslizantes en funcién del efecto de la dindmica del actuador (dindmica parésita)
considerada.

2. Encontrar métodos de seleccion de las ganancias de los algoritmos de control por
Modos Deslizantes analizados para reducir los efectos del chattering.

3. Estudiar las condiciones sobre la dindmica del actuador considerada para las
cuales resulta mas conveniente implementar algoritmos de SMC continuos con
respecto a los algoritmos de SMC cldsicos cuya senal de control es discontinua.

4. Mostrar a través de ejemplos los alcances de la metodologia propuesta para ana-
lizar el chattering generado por los algoritmos de SMC cuando se utilizan para
estabilizar sistemas mecanicos y electromecénicos.

1.5. Contribuciones

= Se calcularon expresiones analiticas de las Funciones Descriptivas de los algorit-
mos de SMC de quinta generacion.

= Se estimaron los parametros de amplitud y frecuencia de las oscilaciones a partir
del enfoque de Balance Armoénico, con lo que se propuso un criterio para calcular
la energia cinética en cada ciclo de la solucién periédica (potencia promedio).
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= Se obtuvieron los valores criticos de la constante de tiempo del actuador que
permiten determinar cudndo es méas conveniente implementar algoritmos de SMC
discontinuos con respecto a los de senial de control continua.

= Se ajustaron las ganancias de los algoritmos de SMC para reducir la amplitud de
las oscilaciones y la potencia promedio.

1.6. Estructura de la tesis

El Capitulo 2 contiene un breve resumen de las herramientas matematicas necesarias
por desarrollar el trabajo de tesis. En el Capitulo 3 se presenta la metodologia de anélisis
basada en Balance Armoénico para estudiar el chattering que generan los principales
algoritmos de SMC para sistemas de grado relativo uno, se propone como ejemplo el
andlisis de un sistema de control para un motor de corriente directa. El Capitulo 4
presenta el andlisis de chattering de los principales algoritmos de SMC para sistemas
de grado relativo dos, se propone como ejemplo el analisis de un sistema de control
para un péndulo invertido. Finalmente se exponen las conclusiones del trabajo.







Capitulo 2

Marco Teorico

El control por modos deslizantes (SMC por sus siglas en inglés) es una técnica efi-
ciente para controlar sistemas afectados por perturbaciones e incertidumbres (se pueden
consultar ejemplos en el libro de Utkin (1992)). La idea general de los algoritmos de
SMC es llevar al conjunto de deslizamiento a cero en tiempo finito y mantenerlo ahi,
de manera que la dindmica de lazo cerrado tenga un desempeno deseado. Sin embargo
para lograr esto se requiere que las senales de control conmuten con frecuencia (tedri-
camente) infinita, la cual en la practica no se puede alcanzar debido a la presencia de
retardos, discretizacién, dindmicas no modeladas en actuadores y sensores, entre otros
factores'. En consecuencia las trayectorias del sistema convergen a una vecindad del
origen, este fendémeno de vibraciones de alta frecuencia es conocido como chattering en
la literatura de SMC.

2.0.1. Sistema
Considere un sistema lineal de una entrada y una salida

c = Cuz,

donde x € R" es el vector de estados, 0 € R es la salida, « € R es la entrada de
control y las matrices A, B, C tienen las dimensiones apropiadas. El grado relativo se
define como el valor de r > 0 para el cual los productos matriciales

CA"'B=0, i=1,.,r—1
CA™'B+#0,

por lo tanto la r-ésima derivada temporal de la salida tiene de la forma

o) = CA"z + CA"'Ba. (2.2)

'Los trabajos de Boiko et al. (2004), (2005), muestran que los algoritmos basados en SMC producen
chattering en presencia de dindmicas parasitas que incrementan el grado relativo de la planta.
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Actuador u
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Figura 2.1: Esquema de Control.

Se puede disenar la entrada @ con un algoritmo de SMC de r-ésimo orden (o mayor)
tal que la salida y el conjunto de deslizamiento (o,d, ..., J(’”*l)) convergen a cero en
tiempo finito (ver por ejemplo los trabajos de Levant (1993), (2003)), a este concepto
tedrico se le conoce como modo deslizante ideal.

2.0.2. Dinamica Parasita

Un modo deslizante ideal es un concepto tedrico dificil de lograr debido a que el
modelo matematico del sistema, utilizado para el disefio de las ganancias del algoritmo
de SMC, no representa completamente la dindmica real de la planta. Es por esto que
resulta conveniente considerar como fuente principal de chattering a alguna de las
dindmicas pardsitas presentes en los sistemas de control, como pueden ser efectos de
retardo, discretizacion, dinamicas no modeladas en actuadores y sensores, entre otras.
La Figura 2.1 muestra un esquema de control en donde se considera que la dindmica
del actuador (dindmica pardsita) puede modelarse mediante un sistema lineal

2 =

donde z € R™ es el vector de estados del actuador. El grado relativo con respecto a la
salida del actuador # € R y a la entrada u € R se considera p > 0. Las matrices A,
B y C son de dimensiones apropiadas.

Suposicién 1 La dindmica pardsita (2.3) no se considera en el diserio de las ganancias
del algoritmo de SMC, ademds de que su efecto en el lazo de control estd parametrizado

por medio de la constante del actuador p > 0.

Debido a la presencia del actuador, el sistema dindmicamente perturbado (2.3)-(2.1)

HIE e vl HE =
s = (e 0[]

es de grado relativo r+p con respecto a la salida o y a la entrada de control u (algoritmo
de SMC).

(2.4)

10



2.1 Funcién Descriptiva y Enfoque de Balance Arménico

Suposicién 2 Debido a la presencia del actuador (2.3), el conjunto de deslizamiento

converge a una solucion periodica

o = Asen(wt),

I

o) Aw cos(wt)

(2.5)
o= = Awsen(T + wt),

donde los parametros A y w son la amplitud y frecuencia, respectivamente.

Nota 1 El conjunto de deslizamiento (2.5) describe un modo deslizante ideal cuando
la amplitud A es igual con cero y la frecuencia w es infinita, se asume que se establece

este comportamiento para el valor p = 0 de la constante del actuador (2.3) considerado.

2.1. Funcion Descriptiva y Enfoque de Balance Armodnico

El método de la Funcién Descriptiva se usa principalmente para estudiar la esta-
bilidad de sistemas no lineales y la prediccién de ciclos limite (ver por ejemplo Gelb y
Vander Velde (1968), Atherton (1975)). La Funcién Descriptiva de una no linealidad se
define como la componente fundamental de u dividida entre la amplitud de la variable
de deslizamiento o, esto es

N(A)w) _ aj +]bl _ M(A’w)€j¢(A7W)

1 1 ) (2.6)

donde la magnitud y el dngulo de fase son funcién de los parametros del ciclo limite

M(A,w) = +/af+b7,
— -1(b
$(A,w) = —tan (a—11> .
La Funcién Descriptiva permite analizar los efectos de las no linealidades que componen
al algoritmo de SMC, permitiendo predecir posibles oscilaciones en el comportamiento
del sistema.

El andlisis mediante Funcién Descriptiva parte de la suposicién de que el sistema
dindmicamente perturbado (2.4)

Q
—
»
~—
|

_ I— A)-!
W) =Gu66) . { o Z oI A) B (2.7

atenua los armoénicos de alto orden en la variable de deslizamiento o, condicién que se
satisface particularmente para los sistemas con caracteristicas de filtro paso bajas.
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No u Sistema o
Linealidad > Lineal -
N(A, w) W({w)

Figura 2.2: Funcién Descriptiva y Balance Arménico.
En consecuencia la componente fundamental de la salida de la no linealidad (algo-
ritmo de SMC) se puede aproximar como
u = aj cos(wt) + by sen(wt) = M sen(wt + ¢) . (2.8)

donde los coeficientes de la Serie de Fourier son

2w 27w
a; = hd / u(t) cos(wt)dt , by = 2 / u(t) sen(wt)dt
™ ™
0 0

despreciando la componente ag conocida como componente de directa u offset.

2.1.1. Ecuacién de Balance Armodnico

Teniendo en cuenta el diagrama de bloques mostrado en la Figura 2.2, donde la no
linealidad (algoritmo de SMC) se reemplaza por su Funcién Descriptiva, se cumplen
las siguientes igualdades

AeUD N(Aw) = MelWite)
M eI @AW (jw) = —Aelwt)

de manera que los parametros de la solucién periédica, amplitud A y frecuencia w,
pueden ser estimados dando solucién a la ecuacién de Balance Armonico

N(A,w)W(jw) = —1. (2.9)

2.2. Criterio de Loeb de Estabilidad Orbital

La Ecuacién de Balance Armoénico (2.9), en términos de sus partes real e imaginaria,
se puede expresar de la siguiente manera

U(A,w)+jV(Aw)=0. (2.10)
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2.3 Enfoque de Potencia Promedio

Considerando perturbaciones cuasi-estaticas en la amplitud AA y frecuencia Aw del
ciclo limite, asi como en la velocidad de cambio de la amplitud Ay = —A/A asociada
al término de frecuencia,

A — A+ AA,

w — w4+ (Aw+ jAv), (2.11)

por definicién los valores AA, Aw y Av son pequenos. Sustituyendo los pardametros
perturbados (2.11) en la ecuacién de Balance Arménico (2.10), se tiene

UA+AA w+ (Aw+ jAV)) + jV(A+ AA,w+ (Aw + jAV)) = 0. (2.12)

El desarrollo en series de Taylor de la expresién (2.12) en torno al estado de equilibrio

(4, w)

ou ou , ov ov
a—AAA—i-afw(Aw—l—jAI/)—l—jaAAA—l—ja (Aw+ jAv) =0, (2.13)
se debe satisfacer en sus partes real e imaginaria
ou ou 2%
ov 8V ou

simplificando Aw del sistema de ecuaciones se obtiene

aUN? | (V)

- + -

ow ow
Para que un ciclo limite sea estable se deben dar las condiciones para que el signo de
Av/AA sea siempre positivo. Lo anterior es conocido como criterio de estabilidad de

Loeb (recopilado del libro de Atherton (1975)) y se puede expresar mediante la siguiente
desigualdad

U dvV  dU OV
(M o T 8A> AA = Av. (2.14)

ouov  oU oV

0A 0w Bw DA >0 (2.15)

La estabilidad de un ciclo limite se plantea en términos de perturbaciones cuasi-
estaticas en la amplitud y la frecuencia. Se dice que el ciclo limite es estable si vuelve a
su estado de equilibrio original, mientras que si su amplitud o frecuencia crece o decae
hasta que alcanza otro estado de equilibrio se denomina inestable.

2.3. Enfoque de Potencia Promedio

Un efecto evidente de las wibraciones de alta frecuencia es el dano que pueden
ocasionar a las partes mecanicas, fuentes de alimentacién y actuadores, presentes en
los sistemas de control. El enfoque que se presenta a continuacién permite estimar

13
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la potencia promedio de la salida ¢ cuando el conjunto de deslizamiento describe el
movimiento periédico (2.5). Considere que la senial o(t) € R, t € [0,T] corresponde a
la medicién de la posicién en un sistema mecanico, se define la potencia promedio de
la salida como

P=_ o“(t)dt (Aw cos(wt))” dt
0

A20?
T ~ 27 ), B

2

>0. (2.16)

La expresién (2.16) permite estimar en forma cuantitativa la potencia promedio de la
salida debido a la presencia de la dindmica parasita (2.3) considerada. Ademés tenien-
do en cuenta que se establece un modo deslizante ideal cuando p = 0 (Nota 1), es
posible formular una clasificacién del chattering conforme los efectos del actuador (2.3)
disminuyen (¢ — 0).

2.3.1. Clasificacion de la Potencia Promedio

Sea la senal o(t,u) € R, t € [0,7], considere que los efectos de las dindmicas
parasitas presentes en el lazo de control se pueden aproximar mediante el actuador
lineal (2.3) para algtn valor de la constante i, suponiendo que dichos efectos disminuyen
(v — 0) la potencia promedio se puede clasificar de la siguiente manera:

= La potencia promedio es infinitesimal si

lim P=0.
n—0

= La potencia promedio es acotada si

IimP=¢>0.
n—0

= La potencia promedio es no acotada si

Iim P — 0.
pn—0

2.4. Resumen del Capitulo

Utilizando la metodologia presentada en este capitulo es posible estimar los parame-
tros de una posible solucién periédica, amplitud A y frecuencia w, ademas de la potencia
promedio P. Estas mediciones permiten comparar los distintos algoritmos de SMC en
funcién de los efectos de las dinamicas parasitas presentes en el lazo de control, supo-
niendo que dichos efectos se pueden aproximar mediante el actuador lineal (2.3) para
algin valor de la constante p.
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Capitulo 3
Analisis de Algoritmos de SMC para

Sistemas de Grado Relativo Uno

Diversos sistemas electromecanicos, bajo ciertas consideraciones, se pueden modelar
mediante ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

6=F(to)+Ku, K#O0, (3.1)

donde o es la variable de salida y u la entrada de control. Por ejemplo, cuando se desea
controlar la velocidad de un motor de corriente directa cuya inductancia de armadura
es despreciable, la variable o corresponde a la medicién de la velocidad del rotor, u es
la tensién de armadura y el término F(¢,0) representa efectos de friccién y pares de
carga externos (perturbaciones desconocidas).

A lo largo de los anos se han desarrollado diversos algoritmos de SMC para es-
tabilizar sistemas dindmicos inciertos cuyo grado relativo es uno (ver por ejemplo los
algoritmos desarrollados por Utkin (1992) y Levant (1998)). Ademds se conoce de la
teoria de SMC que es posible seleccionar una variable de deslizamiento o (salida vir-
tual) tal que el grado relativo sea uno, y la dindmica de orden reducido en el modo
deslizante (0 = 0) tenga un desempeno deseado (en el libro de Shtessel et al. (2014)
se presentan métodos de disenio de la variable de deslizamiento o bajo el enfoque de
ubicacién de polos, minimizacién cuadrética, entre otros).

Para facilitar el andlisis considere el sistema dindmico (tipo integrador)
T =1, (3.2)

cuyo grado relativo con respecto a la salida x € R y a la entrada de control o € R es
r=1.
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Diagrama de Bode
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Figura 3.1: Diagrama de Bode del sistema dindmicamente perturbado (3.4).

De manera particular se considera que la dindmica del actuador (dindmica parasita)
puede modelarse mediante el sistema lineal de segundo orden criticamente amortiguado

= el 33)
u = [1 0]z,

donde z € R? es el vector de estados del actuador y la variable @ € R es la salida
del actuador (entrada real de la planta). La forma del actuador (3.3) fue propuesta
por Utkin (2016), la constante de tiempo p > 0 parametriza la dindmica del actuador
debido a que los valores propios del sistema (3.3) son reales e iguales a —1/u.

Por lo tanto, el sistema dindmicamente perturbado (3.3)-(3.2)
prE A 2ui = u, (3.4)

es de grado relativo tres con respecto a la salida x y a la entrada de control u (algoritmo
de SMC).

La Figura 3.1 muestra el diagrama de Bode del sistema dindmicamente perturbado
(3.4) para algunos valores de pu, cabe notar que conforme p — 0 de frecuencia de las
posibles oscilaciones crece debido a que la dindmica del actuador es méas rdpida.
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3.1 Analisis Basado en Balance Armodnico

3.1. Analisis Basado en Balance Armonico

El sistema dindmicamente perturbado (3.4) tiene la siguiente representacién en

funcién de transferencia 1

Wi(s) = m7

(3.5)

para solucionar la Ecuacién de Balance Arménico (2.9) se sustituye la variable compleja
s = jw en la expresion (3.5) y se reescribe de la siguiente manera

1
— =2t iw (P —1). 3.6
Woa) ~ 2H jw (p ) (3.6)

3.1.1. Control por Modos Deslizantes de Primer Orden

El control por modos deslizantes de primer orden (FOSMC por sus siglas en inglés)
propuesto por Utkin (1992), tiene la siguiente estructura

u = —M sign(x), (3.7)

donde M > 0 se selecciona de manera que se establece un modo deslizante de primer
orden (3t, : z(t) = 0, Vt > t,), cuando la dindmica del actuador es suficientemente
rapida (u = 0).

Suponiendo que al implementar FOSMC (3.7) sobre el sistema dindmicamente per-
turbado (3.5) la salida x converge a una solucién periédica

x(t) = Asen(wt), (3.8)
donde A es la amplitud y w la frecuencia. La Funcién Descriptiva de la no linealidad

(3.7) es de la forma

N(A) = (3.9)

A’
de acuerdo con Gelb y Vander Velde (1968). Por lo tanto, sustituyendo las expresiones
(3.6) y (3.9) en la Ecuacién de Balance Arménico (2.9) se tiene

4M

i 2 pw? + jw(piuw? — 1), (3.10)
cuya solucion analitica es
2M
A = () " (3.11)
s

1
w o= —. 3.12
. (3.12)
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Sustituyendo la amplitud (3.11) y frecuencia (3.12) de la solucién periédica en la ex-
presion (2.16), la potencia promedio

202
P =

— (3.13)

es constante a pesar de que el pardmetro del actuador p — 0, por lo tanto la potencia
promedio es acotada con respecto al efecto de la dindmica parasita considerada.

Analisis de los Parametros de Chattering

Considerando los pardmetros: amplitud (3.11), frecuencia (3.12) y potencia prome-
dio (3.13), se concluye lo siguiente:

1. La amplitud es de orden O(u).
2. La frecuencia es de orden O(1/pu).
3. La potencia promedio es de orden O(1).

Los expresiones de amplitud y frecuencia obtenidas mediante el enfoque de Balance
Armoénico revelan que conforme el pardmetro del actuador p — 0 la salida describe
oscilaciones de menor amplitud y mayor frecuencia, sin embargo la potencia promedio
permanece constante a pesar de que la dindmica de actuador sea suficientemente rdapida

(1 =0).
Criterio de Loeb de Estabilidad Orbital

La Ecuacién de Balance Armoénico (2.9) para este ejemplo se puede reescribir de la
siguiente manera

[AM — 2urAw?] +j [rAw(l — p*w?)] =0, (3.14)
U(A’w) V(A,UJ)
de donde
ou 9 oU
94 = —2umw* Erie —4pumAw,
v ov

oV _ 9,22
0 TA(l — 3p w?).

El ciclo limite serd estable, de acuerdo con la desigualdad (2.15), si se satisface
(1+ p*w?) >0, (3.15)

la amplitud (3.11) y frecuencia (3.12) estimadas mediante Balance Armoénico corres-
ponden a un ciclo limite estable.
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Figura 3.2: Simulacién del sistema dindmicamente perturbado (3.5) en lazo cerrado con

FOSMC (3.7).
)7
0.1 0.01 0.001 Orden
Parametros
A 6.366x1072 6.366x1073 6.366x10~% O(p)
Bal
Ao w 10 100 1000 o(1/u)
P 2.026x101 2.026x101 2.026x101 0(1)
A 6.585% 102 6.602x 103 6.815x 104 O(p)
Simulaciones w 9.7789 97.686 963.68 Oo(1/p)
P 2.128x1071 2.135%x107 1 2.211x1071 O(1)

Tabla 3.1: Pardmetros de chattering del sistema dindmicamente perturbado (3.5) en lazo

cerrado con FOSMC (3.7).

Simulaciones

La Figura 3.2 muestra las simulaciones del sistema actuador-planta (3.5) en lazo
cerrado con el FOSMC (3.7) considerando algunos valores de la constante de tiempo p
y partiendo de la condicién inicial 2(0) = 1. Se seleccioné la ganancia M = 1 para que
la entrada de control (3.7) permaneciera acotada en el valor |u| < 1, se utilizé el método
de integracién de Euler bajo el paso de muestreo 7 = 1075 (paso fijo). La Tabla 3.1
permite comparar los pardmetros de chattering obtenidos en simulacién con respecto a
los estimados mediante Balance Armonico.

Los resultados de simulacién confirman que la Funcién Descriptiva (3.9) permite
estimar los pardmetros de chattering cuando se utiliza FOSMC (3.7) para estabilizar el
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origen del sistema dindmicamente perturbado (3.5). Conforme el efecto de la dindmica
pardsita considerada es menor (1 — 0) la salida describe oscilaciones de menor amplitud
y mayor frecuencia, sin embargo la potencia promedio permanece constante (varia poco
debido principalmente a otros factores como el paso de muestreo).

3.1.2. Algoritmo Super-Twisting

El algoritmo Super-Twisting (STA por sus siglas en inglés) desarrollado por Levant
(1993), es un controlador continuo que tiene la siguiente estructura

u = —ky|z|Y?sign(z) + v,

v = —kosign(z), (3.16)

donde k1, ko > 0 se seleccionan de manera que se establece un modo deslizante de se-
gundo orden (3t, : x(t) = @(t) = 0, Vt > t,), cuando la dindmica del actuador es
suficientemente rapida (p = 0).

Suponiendo que al implementar STA (3.16) sobre el sistema dindmicamente pertur-
bado (3.5) la salida x converge a una solucién periédica de la forma (3.8). La Funcién
Descriptiva de la no linealidad (3.16), propuesta por Boiko (2005), es de la forma

1.1128k; . 4ko
N(A,w) = A2 A

(3.17)
Por lo tanto, sustituyendo las expresiones (3.6) y (3.17) en la Ecuacién de Balance
Arménico (2.9) se tiene

1.1128k; . 4ko
A2 Y Aw

=2puw? Fjw(p?w?—1), (3.18)
cuya solucion analitica es

A = p’K,, (3.19)
Ky
= (3.20)

7!

donde

2
ko o (L (Q1128k)% 4 k)T 11128k )
47 2 1.1128k; — U 2K? ’

K (1.1128k;)? /
“ (1.1128k1)2 + £,

20



3.1 Analisis Basado en Balance Armodnico

Sustituyendo la amplitud (3.19) y frecuencia (3.20) de la solucién periédica en la
expresion (2.16), la potencia promedio
p2 ((1.1128k;)% + g, )

p=Fr. 21
32 (1.1128k; )2 ’ (3:21)

tiende a cero cuando el parametro del actuador u — 0, por lo tanto la potencia promedio
es infinitesimal con respecto al efecto de la dinamica parasita considerada.

Analisis de los Parametros de Chattering

Considerando los pardmetros: amplitud (3.19), frecuencia (3.20) y potencia prome-
dio (3.21), se concluye lo siguiente:

1. La amplitud es de orden O(u?).
2. La frecuencia es de orden O(1/u).
3. La potencia promedio es de orden O(u?).

Los expresiones de amplitud y frecuencia obtenidas mediante el enfoque de Balance
Armoénico, muestran que conforme el pardmetro del actuador u — 0 la salida descri-
be oscilaciones de menor amplitud y mayor frecuencia, pero en este caso la potencia
promedio tiende a cero.

Criterio de Loeb de Estabilidad Orbital

La Ecuacién de Balance Arménico (2.9) para el ejemplo se puede expresar de la
siguiente manera

[mAw?(pPw? — 1) + dko] +j [1.1128k1 AY?w — 2mpAw®] =0, (3.22)
U(A,w) V(A7w)
de donde
gz = mw?(pPw? - 1), ZZ = 2mAw(2p2w? — 1),
OV mw (1.1128k ) ov 1.1128k; )
8A_2<Al/2 4”“)’ aw—”‘(Al/z o) -

El ciclo limite sera estable, de acuerdo con la desigualdad (2.15), si se satisface

11128k \? , 11128k \?
A> (= — (= : 2
g (2(u2w2+1)> : <2<Ka+1) 3 (323

la amplitud (3.19) y frecuencia (3.20) corresponden a un ciclo limite estable.
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Figura 3.3: Simulacién del sistema dindmicamente perturbado (3.5) en lazo cerrado con

STA (3.16).
)7
0.1 0.01 0.001 Orden
Parametros
A 5.527x 102 5.527x 104 5.527x 106 O(u?)
Balance
Arménico w 4.0703 40.703 407.03 O(1/p)
P 2.530x 102 2.530x 104 2.530x 10 O(u?)
A 5.682x 1072 5.687x10~% 5.762x1076 O(u?)
Simulaciones w 3.9912 39.893 396.66 Oo(1/w)
P 2.644x102 2.647x104 2.685%x 106 O(u?)

Tabla 3.2: Pardametros de chattering del sistema dinamicamente perturbado (3.5) en lazo
cerrado con STA (3.16).

Simulaciones

La Figura 3.3 muestra las simulaciones del sistema actuador-planta (3.5) en lazo
cerrado con el STA (3.16), considerando algunos valores de la constante de tiempo p. Se
seleccionaron las ganancias k1 = 0.7 y k2 = 0.6 para que la entrada de control (3.16) se
mantuviera acotada en el valor |u| < 1 cuando se parte de la condicién inicial (0) = 1.
Se utiliz6 el método de integracion de Euler bajo el paso de muestreo 7 = 107> (paso
fijo), la Tabla 3.2 permite comparar los pardmetros de chattering obtenidos en simula-
cién con respecto a los estimados mediante Balance Armodnico.
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Figura 3.4: Valores criticos de las expresiones normalizadas de amplitud (3.24) y potencia
promedio (3.26), variando la ganancia k; € [0.1 5] y fijando ke = 1.

Los resultados de simulacién confirman que la Funcién Descriptiva (3.17) permite
estimar los pardmetros de chattering cuando se utiliza STA (3.16) para estabilizar el
origen del sistema dindmicamente perturbado (3.5). Conforme el efecto de la dindmi-
ca parasita considerada es menor (u — 0), la salida describe oscilaciones de menor
amplitud y mayor frecuencia ademaés de que la potencia promedio tiende a cero.

3.1.2.1. Criterios de Seleccion de las Ganancias del Super-Twisting

Los parametros de chattering obtenidos mediante el enfoque de Balance Armonico
permiten seleccionar las ganancias del STA (3.16) de manera que la amplitud de las
posibles oscilaciones o la potencia promedio sean minimas. Partiendo de la siguiente
normalizacion de la expresién de la amplitud (3.19)

A (1 (1.1128k1)2+17?k;2>2

,u_

.24
2 1.1128k; (3:24)

2

el valor de la ganancia k1 que minimiza la amplitud de las oscilaciones para cada valor
de la ganancia ko > 0 es

[ 16k Y7
ki = <7T(11128)2> = 2.028/ky . (3.25)

Para esta seleccion de las ganancias del STA (3.16), la salida x del sistema dindmica-
mente perturbado (3.5) describe oscilaciones de minima amplitud.
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Figura 3.5: Parametros de chattering en funcién de la constante de tiempo p, considerando
las ganancias: M = 1 para el FOSMC (3.7) y ky = 2.028, k3 = 1 para el STA (3.16).
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De manera similar, considerando la siguiente normalizacion de la expresion de la
potencia promedio (3.21)

P 1 ((L1128k1)% + Ok, )’ (3.26)
p? o 32 (1.1128k1 )2 ’ '

el valor de la ganancia ki que minimiza la potencia promedio para cada valor de la

ganancia ko > 0 es
_ 8k )Y 434\/k 3.27
k1 = =1.43 : .

! <7r(1.1128)2> 2 (3:27)
Para esta seleccién de las ganancias del STA (3.16), la potencia promedio debida a las
oscilaciones de la salida x es minima.

La Figura 3.4 muestra los valores criticos (minimos) de las expresiones normalizadas
de amplitud (3.24) y potencia promedio (3.26), respectivamente, al variar la ganancia
ki € [0.1 5] y fijando ko = 1 como ejemplo.

3.1.3. Comparacion de los Parametros de Chattering

Se presenta a través de un ejemplo la comparacion de los parametros de chattering
estimados con Balance Armonico, considerando que la entrada del sistema actuador-
planta (3.5) se disenia utilizando el FOSMC (3.7) en contraste con el STA (3.16). Con
esto es posible estudiar condiciones sobre la constante de tiempo u para las cuales re-
sulta mas conveniente implementar control discontinuo (FOSMC) en lugar de control
continuo (STA).
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Diagrama de Nyquist
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Figura 3.6: Solucién gréfica de la ecuacién de Balance Armoénico (2.9) considerando el
sistema dindmicamente perturbado W (jw) (3.5) para algunos valores de p, la Funcién
Descriptiva (3.9) del FOSMC y la Funcién Descriptiva (3.17) del STA para valores fijos de
la frecuencia w.

Considere como ejemplo que se seleccionan las ganancias M = 1 para el FOSMC
(3.7) y k1 = 2.028, kg = 1 para el STA (3.16), la Figura 3.5 muestra la comparacién de
los pardmetros de chattering en funcién de la constante de tiempo p del actuador.

Analisis de la Amplitud

La Figura 3.5 muestra que existe un valor de la constante de tiempo del actuador
1 para el cual la amplitud de las posibles oscilaciones es la misma,

. 8M (1.1128k1)?
pt = ( 36 5 - (3.28)
7 ((1.1128k1)% 4 ks

Por ejemplo para las ganancias consideradas, el valor de la constante de tiempo del
actuador para obtener la misma amplitud es p* = 0.125 (ver Figura 3.5).

Anadlisis de la Frecuencia

La solucién grifica a la ecuacién de Balance Arménico (2.9) se presenta en la Figura
3.6 considerando algunos valores de la constante de tiempo p en el sistema dinamica-
mente perturbado W (jw) (3.5). La Funcién Descriptiva (3.9) del FOSMC se representa
mediante una linea recta sobre el eje real negativo, mientras que la Funcién Descriptiva
(3.17) del STA se puede trazar en el plano complejo fijando el valor de la frecuencia w.
Se observa que basta con que la perturbaciéon dindmica incremente el grado relativo de
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la planta a tres para que una posible soluciéon periédica se establezca cuando se apli-
ca FOSMC, mientras que utilizando STA es suficiente con que se incremente el grado
relativo de la planta a dos para que existan posibles oscilaciones. Ademds, la frecuen-
cia de las oscilaciones generadas por el STA siempre es menor a la de las oscilaciones
producidas por el FOSMC.

Analisis de la Potencia Promedio

La Figura 3.5 muestra que existe un valor de la constante de tiempo del actuador
u para el cual la potencia promedio es la misma,

M(1.1128k

7 (1.1128ky)2 + L5, )

Por ejemplo para las ganancias consideradas, el valor de la constante de tiempo del
actuador para obtener la misma potencia promedio es pu* = 0.1768 (ver Figura 3.5).

3.1.4. Analisis Respecto a las Ganancias de los Algoritmos de Control

por Modos Deslizantes

Considere que el sistema lineal (3.2) es afectado por una perturbacién variante en
el tiempo f(t)
t=u+f. (3.30)

El analisis basado en Balance Armonico no permite estudiar la propagacion de la per-
turbacién f(t) a lo largo del lazo de control debido a que puede destruir la periodicidad
de la solucion periddica, que es la suposicién principal de esta metodologia de analisis.
Sin embargo, es posible estimar los parametros de chattering debidos a la dindmica
pardsita (actuador) (3.3) cuando las ganancias de los algoritmos de SMC se seleccionan
para rechazar una posible perturbacion acoplada' a la entrada de control u (algoritmo
de SMC), que debido a la presencia del actuador tiene la forma

Fio =i oo, = {IEEY (3.31)

La perturbacién acoplada (3.31) se asume acotada y Lipschitz en el tiempo, con el fin
de comparar los pardmetros de chattering generados por el FOSMC (3.7) con respecto
a los producidos por el STA (3.16).

'La perturbacién acoplada F(t) se considera igual con cero en las simulaciones para medir tnica-
mente el efecto de la dindmica pardsita (actuador) sobre el sistema de control.
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Control por Modos Deslizantes de Primer Orden

De acuerdo con Utkin (1992) se elige la ganancia del FOSMC (3.7) M = 1.1 donde
J es la cota de la perturbacion que afecta al sistema (3.30), con esto se garantiza un modo
deslizante de primer orden cuando la dinamica del actuador es suficientemente réapida
(u = 0). En consecuencia los pardmetros de chattering, amplitud (3.11), frecuencia
(3.12) y potencia promedio (3.13), son:

1
A=0.70036p, w= —, P=0.245262. (3.32)
o

Se concluye lo siguiente:

= La amplitud de las oscilaciones es proporcional a la cota ¢ de la perturbacion, por
lo tanto si la magnitud de la perturbacion acoplada es grande también lo sera la
amplitud de la solucién periddica.

= La frecuencia no depende de la cota § de la perturbacion.

= La potencia promedio es proporcional al cuadrado de la cota § de la perturbacién
y su valor es constante a pesar de que la dindmica del actuador sea suficientemente
rapida (u = 0).

Super-Twisting

La seleccion de las ganancias del STA (3.16) propuesta por Levant (1998) consiste
en elegir k; = 1.5V/A y ko = 1.1A donde A es la cota de la derivada respecto al
tiempo de la perturbacién que afecta al sistema (3.30), con esto se garantiza un modo
deslizante de sequndo orden cuando la dindmica del actuador es suficientemente réapida
(u = 0). En consecuencia los pardmetros de chattering, amplitud (3.19), frecuencia
(3.20) y potencia promedio (3.21), son:

1
A=63138A 742, w = 0.5763 o P =6.6204 A? 2.

Se concluye lo siguiente:

= La amplitud de las oscilaciones es proporcional a la cota A de la derivada temporal
de la perturbacién, por lo tanto si la perturbacién cambia rapidamente con el
tiempo la amplitud de la solucién periédica serda mayor.

= La frecuencia no depende de la cota A de la derivada temporal de la perturbacién.

= La potencia promedio es proporcional al cuadrado de la cota A de la derivada
temporal de la perturbacién, pero la constante del actuador p influye cuadratica-
mente en el valor de la potencia promedio.
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Por otro lado, los criterios de seleccion de las ganancias del STA para minimizar la
amplitud (3.25) o bien la frecuencia promedio (3.27) derivados del andlisis basado en
Balance Arménico se pueden modificar siguiendo la sintonizacion estdndar propuesta
por Levant (1998).

Nota 2 Conocida la cota A de la derivada respecto al tiempo de la perturbacién aco-

plada F, las ganancias
ki =2127VA,  ky=1.1A, (3.33)

minimizan la amplitud de las oscilaciones cuando se implementa el STA (3.16) sobre
el sistema dindmicamente perturbado (3.5). Para estas ganancias los pardmetros de

chattering son: A = 5.6022 A 2, w = P = 7.8464A2 /2.

1
pv2’
Nota 3 Conocida la cota A de la derivada respecto al tiempo de la perturbacion aco-

plada F, las ganancias
ki = 1.504VA ko = 1.1A, (3.34)

minimizan la potencia promedio cuando se implementa el STA (3.16) sobre el sistema
dinamicamente perturbado (3.5). Para estas ganancias los pardmetros de chattering

son: A =6.3025 A pu?, w = P = 6.6203A2 ;2.

1
w3’
Observacion 1 Condiciones suficientes para garantizar la estabilidad del origen de
sistemas dindmicos en lazo cerrado con STA se proponen en el trabajo de Moreno

(2009), donde las ganancias deben satisfacer las desigualdades
k1 > 1.414\/k2, ko > A, (3.35)

donde A acota la derivada respecto al tiempo de la perturbacion acoplada.

Los criterios de seleccién de ganancias del STA para minimizar la amplitud (3.33) y
la potencia promedio (3.34) satisfacen las desigualdades de la expresion (3.35), garan-
tizando que la salida converge a cero en tiempo finito cuando la dinamica del actuador
es suficientemente rapida (u = 0).
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’ Descripcién Simbolo Valor Unidades
Inercia del rotor J 0.011 kg m?
Constante de par km, 0.37 NmA™!
Constante de fuerza electromotriz ky 0.37 Vs
Coeficiente de friccién viscosa B 5x 1074 Nm s
Resistencia de armadura R 3.565 Q
Inductancia de armadura L 37 x 1076 H
Paso de muestreo T 1x107% S

Tabla 3.3: Pardmetros para el ejemplo del motor de corriente directa.

3.2. Ejemplo: Motor de Corriente Directa

El modelo matemético de un motor de corriente directa cuya inductancia de arma-
dura es despreciable consiste en una ecuacion diferencial de primer orden

JRy & + (BRg + kpkm) x + Rome = k0, (3.36)

donde la salida = corresponde a la medicién de la velocidad, 7. es un par de carga externo
(perturbacién) y la entrada de control @ es la tensién de armadura. Los pardmetros del
motor se describen en la Tabla 3.3 y fueron recopilados del trabajo de Pisano et al.
(2008). Para este ejemplo, las posibles dindmicas pardsitas presentes en el lazo de con-
trol corresponden a circuitos de electronica de potencia, generadores PWM, medidores
de velocidad, etapas de control pre-instaladas, discretizacion, entre otras.

Considerando que los efectos de las dindmicas parasitas pueden ser aproximados
mediante el actuador (3.3) para algin valor de la constante de tiempo u, el sistema
dindmicamente perturbado actuador-motor (3.3)-(3.36)

p2E 4+ (24 ap)pi + (14 2ap)i + ax = Ku, (3.37)

es de grado relativo tres con respecto a la salida z y a la entrada u (algoritmo de SMC),

donde K = fm BRatkpkm

JR.' = — JR.

Suponiendo que se desea regular la velocidad del motor a un valor de referencia z,
constante, se define la variable de deslizamiento (error de velocidad)

o= —I,.

(3.38)

Aplicando la entrada de control

1

U= ?[ax + Usme] » (3.39)
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los pardmetros de la solucién peridédica se pueden estimar considerando la Funcién de
Transferencia

X(s) 1
Usme(s)  p2s3 + (ap? +2u)s2 + (1 + 2au)s’

Wi(s) = (3.40)

asi como la Funcién Descriptiva (3.9) para el FOSMC o bien la Funcién Descriptiva
(3.17) para el STA, cuando el término usy. se disenia basdndose en alguno de estos
algoritmos.

Por otro lado, la variable @ corresponde a la tension en las terminales del motor
_ 1
U= 4 [Aw cos(wt) + aAsen(wt)] , (3.41)

por lo que es posible calcular el voltaje cuadrético medio (rms por sus siglas en inglés)
aplicado al motor debido a los efectos de la dinamica parésita (3.3). Esto se obtiene
modificando la integral (2.16) de la siguiente manera

_ 1 [T 1
—/= 72 _ 2.2 2 4211/2
Urms T/o u?(t)dt NoTze [A*w* + a” A% /<. (3.42)
= FOSMC

Considere que la entrada de control (3.39) se disena utilizando el algoritmo dis-
continuo
Usme = —M sign(o) (3.43)

donde M = 1.14.

Los pardmetros de chattering estimados utilizando el enfoque de Balance Arméni-
co se presentan a continuacién:

_
4 = | eraiiram) (344)
w = (1+2ap)'? (3.45)
1 ’ '
- 2V2M (1+ap)
Urms = K [(1+2au)(2+a,u)} ' (3.46)
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-----FOSMC —— STA
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Figura 3.7: Pardmetros de chattering del sistema Actuador-Motor (3.37) en funcién de p,
considerando las ganancias: M = 1.16 para el FOSMC (3.43) y ky = 2.127VA, ky = 1.1A

para el STA (3.47).

= STA

Considere que la entrada de control (3.39) se disena utilizando el algoritmo con-

tinuo
—ki|o|'/?sign(o) + v,

_k2 Sign(a) )

Usme =
v =

(3.47)

donde ki = 2.127VA y ky = 1.1A.

Los pardmetros de chattering estimados mediante Balance Arménico se presentan
a continuacién:

[ (1.1128k)2 + %2 (2 >
+ = o el (3.48)
(1.1128k1)(1 + 2ap)(2 + ap)
1.1128k1)%(1 + 2 12 |
w = (1. 1) ik%— ap) L 10
| (1.1128k1)% + 2 (2 +ap)? | 1
o - M [(1.1128k1)2(1 + 2ap) 3% + a2pu2 8] /2 -

donde § = ((1.1128/{1)2 + M2y au)2>.

31



3. ANALISIS DE ALGORITMOS DE SMC PARA SISTEMAS DE GRADO
RELATIVO UNO

o
* *
H1 Iz Iz M2
Control
A 2.5708 2.6363 2.5795 2.0912
FOSMC w 4.8921 5.8020 7.6484 13.066
Urms 1.1630 1.3425 1.6290 2.1215
A 4.8214 3.7791 2.5797 1.1840
STA w 2.4725 3.1560 4.5274 8.4610
Urms 1.5592 1.3424 1.1106 0.8137

Tabla 3.4: Parametros de chattering del motor de corriente directa estimados mediante
Balance Arménico.

Con la finalidad de comparar los algoritmos FOSMC (3.7) y STA (3.16), se asume
que la perturbacién acoplada a la entrada de control ugm,e es acotada y Lipschitz en el
tiempo

[Pl <94,

Lol .
Ft) = = [+ p@2+ap)ie+ (1 + 2ap)7] , = { Fl<A.

J (3.51)

Por ejemplo, considere que se desea regular la velocidad del motor de corriente di-
recta al valor constante z, = 50 [%} y se eligen las cotas § = A = 60. La Figura
3.7 muestra la comparacion de los parametros de chattering estimados bajo el enfoque
de Balance Armoénico en funcion de la constante de tiempo de actuador p, cuando se
aplica la entrada de control (3.39) basada en FOSMC (3.43) con M = 1.16 y STA
(3.47) con ky = 2.127V/A, ky = 1.1A, respectivamente. Es claro que conforme p — 0
la salida (velocidad) describe oscilaciones de menor amplitud y mayor frecuencia en
torno al valor de referencia deseado. Por otro lado, el voltaje cuadratico medio tiende
a un valor constante cuando p — 0 en el caso de aplicar FOSMC (3.43) y tiende a cero
cuando se implementa STA (3.47). Esto ultimo significa que a pesar de que la dindmica
del actuador sea suficientemente rapida (u = 0), cuando se implementa FOSMC (dis-
continuo) el actuador mantiene un voltaje constante en cada ciclo, mientras que cuando
se aplica STA (continuo) el voltaje en cada ciclo es cero.

De la Figura 3.7 se puede determinar el valor de la constante de tiempo del actuador
para el cual se tiene la misma amplitud (p* = 0.2045) o bien el mismo voltaje cuadrati-
co medio (p* = 0.3086). La Tabla 3.4 resume los pardmetros de chattering: amplitud
(3.44), (3.48), frecuencia (3.45), (3.49), y voltaje cuadrético medio (3.46), (3.50), gene-
rados por el FOSMC y el STA, respectivamente; considerando las constantes de tiempo
del actuador

py =04, p*=03086, p*=0.2045, pup=0.1. (3.52)
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Figura 3.8: Simulacién del motor de corriente directa para p; = 0.4.
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Figura 3.9: Simulacién del motor de corriente directa para p* = 0.3086.
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Figura 3.10: Simulacion del mot

or de corriente directa para p* = 0.2045.
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Figura 3.11: Simulacién del motor de corriente directa para ps = 0.1.
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s * *
251 I H H2
Control
A 2.6467 2.7140 2.6578 2.1595
FOSMC w 4.8004 5.6939 7.5032 12.802
Urms 1.1945 1.3770 1.6691 2.1733
A 4.9264 3.8470 2.6170 1.1985
STA w 2.4360 3.1171 4.4829 8.3955
Urms 1.5979 1.3687 1.1270 0.8234

Tabla 3.5: Parametros de chattering del motor de corriente directa obtenidos de las si-
mulaciones.

Se concluye lo siguiente:

= Existe un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el cual la amplitud
de las oscilaciones es la misma.

= FExiste un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el cual el voltaje
cuadratico medio es igual.

» Sila constante de tiempo del actuador es mayor a u* (por ejemplo p1) la amplitud
de las oscilaciones sera mayor cuando se implementa STA con respecto a las
generadas por el FOSMC. Pero si la constante de tiempo del actuador es menor a
u* (por ejemplo o) la amplitud serd menor cuando se implementa STA en lugar
de FOSMC.

» Si la constante de tiempo del actuador es mayor a p* (por ejemplo p1) el voltaje
cuadrético medio serd mayor cuando se aplica STA en lugar de FOSMC. Pero si
la constante de tiempo del actuador es menor a p* (por ejemplo ug) el voltaje
cuadréatico medio serd menor implementando STA en lugar de FOSMC.

Cabe mencionar que los valores de la constante de tiempo de actuador (3.52) deter-
minados graficamente corresponden a un desempeno factible para el sistema de control
de un motor de corriente directa ya que se obtienen variaciones de entre 1 % y 10 % con
respecto al valor de velocidad deseado z, = 50 [%]

Las simulaciones se realizaron utilizando el método de integracion de Euler bajo el
paso de muestreo 7 = 1074 (paso fijo), considerando las ganancias M = 1.1 para el
FOSMC (3.43) y ky = 2.127VA, kg = 1.1A para el STA (3.47). Se eligié la referencia
de velocidad constante x, = 50 [%] asi{ como las cotas § = A = 60.

Las Figuras 3.8, 3.9, 3.10, y 3.11, muestran las simulaciones del sistema de control
considerando las constantes de tiempo del actuador (3.52), respectivamente. La Tabla
3.5 resume los pardmetros de chattering, se concluye lo siguiente:
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= Kl enfoque de Balance Arménico permite estimar los parametros de chattering
cuando se implementa FOSMC (3.43) y STA (3.47) sobre el sistema actuador-
motor (3.37).

= FExiste un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el cual la amplitud
de las oscilaciones es la misma, ademés si

p>p = Arosmc < Asra,
) (3.53)
p<p* = Arosmc > Asra-

= Existe un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el cual el voltaje
cuadratico medio es igual, ademas si

p>p* = Uposmc < Usra,
N . . (3.54)
p<p* = Urosmc > Usra.
Estd metodologia de anélisis basada en el enfoque de Balance arménico permite
estudiar las condiciones sobre la constante de tiempo del actuador p para las cuales
resulta mds conveniente implementar FOSMC (3.43) o STA (3.47) sobre el sistema
dindmicamente perturbado actuador-motor (3.37), con respecto a la amplitud de la
solucién periédica (3.53) y el voltaje cuadratico medio (3.54).

3.3. Resumen del Capitulo

El enfoque de Balance Armonico permitié estimar los pardametros de chattering:
amplitud, frecuencia y potencia promedio, cuando se utiliza FOSMC (3.7) y STA (3.16)
para estabilizar el origen del sistema dindmicamente perturbado (3.4).

= Se verific que los algoritmos continuos y discontinuos basados en SMC producen
chattering en presencia de dindmicas parasitas que incrementan el grado relativo.
El modelo del actuador (3.3) considerado permite aproximar los efectos de algunas
dindmicas parasitas presentes en los sistemas de control mediante la variacién del
parametro .

» El FOSMC (3.7) genera una senal de control discontinua, la dindmica pardsita
considerada (3.3) influye proporcionalmente en la no idealidad del modo desli-
zante, la potencia promedio es constante a pesar de que la dindmica del actuador
sea suficientemente rapida (pu = 0).

» El STA (3.16) genera una senal de control continua, la dindmica pardsita con-
siderada (3.3) influye cuadraticamente en la no idealidad del modo deslizante.
La expresién analitica de la Funcién Descriptiva del STA permitié seleccionar
las ganancias que minimizan la amplitud de la solucién periédica o la potencia
promedio.
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3.3 Resumen del Capitulo

= Se mostré que no siempre es conveniente sustituir algoritmos discontinuos de SMC
por algoritmos continuos de SMC, se estimaron los valores criticos de la constante
de tiempo p para los cuales se obtiene la misma amplitud de las oscilaciones o
bien la misma potencia promedio.

= El ejemplo del motor de corriente directa permitié mostrar que la metodologia
de analisis de chattering propuesta es este trabajo se puede aplicar a diversos
sistemas donde la amplitud y frecuencia asi como la potencia promedio adquieren
un sentido fisico. Ademas, es posible establecer criterios que permiten seleccionar
el tipo de entrada de control (continua o discontinua) en funcién de los efectos
del actuador considerado y de las posibles perturbaciones acopladas que afectan
al sistema.
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Capitulo 4
Analisis de Algoritmos de SMC para

Sistemas de Grado Relativo Dos

Diversos sistemas mecénicos y electromecanicos, bajo ciertas consideraciones, se
pueden modelar mediante ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma

§=F(to,6)+Ku, K#O0, (4.1)

donde o es la variable de salida y u la entrada de control. Por ejemplo, cuando se
desea regular la posicion de un péndulo, la variable o corresponde a la medicién de
la posicién de la masa, u es el par de entrada aplicado y el término F'(t,0,5) repre-
senta efectos debidos a la gravedad y la friccién (perturbaciones desconocidas). Otro
ejemplo puede ser controlar la velocidad de un motor de corriente directa donde la
variable o corresponde a la medicion de la velocidad del rotor, u es la tensién de ar-
madura y el término F'(¢, 0, ) representa efectos de friccién y pares de carga externos
(perturbaciones desconocidas). Como estos ejemplos hay una gran variedad de siste-
mas que bajo ciertas consideraciones pueden ser modelados mediante la expresion (4.1).

Actualmente se han desarrollado algoritmos continuos basados en SMC para es-
tabilizar el origen del sistema (4.1) en tiempo finito, compensando teéricamente en
forma exacta la perturbacién acoplada F'. Por ejemplo los presentados por Zamora et
al. (2013) y Torres-Gonzalez et al. (2015), que para su implementacién requieren del
conocimiento de la cota de la derivada temporal de la perturbacién |F| < A, y la me-
dicién de la salida o (posicién) y su derivada ¢ (velocidad). Sin embargo se conoce del
trabajo de Boiko y Fridman (2005), que los algoritmos continuos basados en modos
deslizantes producen chattering en presencia de dindmicas parasitas que incrementan
el grado relativo de la planta, por lo que resulta importante estudiar los parametros de
las posibles oscilaciones peridédicas y su repercusién en la potencia promedio. Ademas
como se mostré en el Capitulo 3 no siempre es conveniente sustituir algoritmos dis-
continuos de SMC por algoritmos continuos, se presentan ejemplos que revelan este
comportamiento.
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Diagrama de Bode
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Figura 4.1: Diagrama de Bode del sistema dindmicamente perturbado (4.4).

Para facilitar el analisis considere el sistema dindmico (tipo doble integrador)
=1u, (4.2)

cuyo grado relativo con respecto a la salida x € R y a la entrada de control & € R
es 7 = 2. De manera particular se considera que la dindmica del actuador (dindmica
parasita) puede modelarse mediante el sistema lineal de segundo orden criticamente

amortiguado
p? I p? (4.3)

u = [1 0]z,

donde z € R? es el vector de estados del actuador y la variable & € R es la salida
del actuador (entrada real de la planta). La forma del actuador (4.3) fue propuesta
por Utkin (2016), la constante de tiempo p > 0 parametriza la dindmica del actuador
debido a que los valores propios del sistema (4.3) son reales e iguales a —1/u. Por lo
tanto, el sistema dindmicamente perturbado (4.3)-(4.2)

prE A 2uE 4+ E =, (4.4)

es de grado relativo cuatro con respecto a la salida x y a la entrada de control u (algo-
ritmo de SMC).

La Figura 4.1 muestra el diagrama de Bode del sistema dindmicamente perturbado
(4.4) para algunos valores de pu, cabe notar que conforme p — 0 de frecuencia de las
posibles oscilaciones crece debido a que la dindmica del actuador es méas rdpida.
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4.1 An4lisis Basado en Balance Armonico

4.1. Analisis Basado en Balance Armonico

El sistema dindmicamente perturbado (4.4) tiene la siguiente representacién en

funcién de transferencia 1
W(s) = 5———3, 4.5
()= 20 110 (4.5)
para solucionar la Ecuacién de Balance Arménico (2.9) se sustituye la variable compleja
s = jw en la expresion (4.5) y se reescribe de la siguiente manera

= w1 — pPw?) + 52’ (4.6)

W (jw)

4.1.1. Algoritmo Twisting

El algoritmo Twisting propuesto por Emelyanov et al. (1986) tiene la siguiente
estructura
u = —cy sign(z) — e sign(z), (4.7)

donde ¢; > co > 0 se seleccionan de manera que se establece un modo deslizante de
sequndo orden (3t, : x(t) = #(t) = 0, Vt > t,), cuando la dindmica del actuador es
suficientemente rapida (@ = 0).

Suponiendo que al implementar Twisting (4.7) sobre el sistema dindmicamente per-
turbado (4.5) la salida x converge a una solucién periddica

x = Asen(wt),
z = Awcos(wt),

(4.8)

donde A es la amplitud y w la frecuencia. La Funcién Descriptiva de la no linealidad
(4.7), propuesta por Boiko et al. (2004), es

N(A) = %(q +jea). (4.9)

Por lo tanto, sustituyendo las expresiones (4.6) y (4.9) en la Ecuacién de Balance
Arménico (2.9) se tiene

4 , .
H(Cl + jeo) = w?(1 — pPw?) + j2uw?, (4.10)

cuya solucion analitica es

A = p’K,, (4.11)
Ky

w o= = (4.12)
o
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donde
20k 2co
KA = 2 3 = 1K3
w[\/c%—i-c%—cl} “
K, — AA+c—ac '

C2

Sustituyendo la amplitud (4.11) y frecuencia (4.12) de la solucién periédica en la ex-
presién (2.16), la potencia promedio
2 2 6
p="L. 2 (4.13)

7T2 47
|:\/C% + C% - Cl}

tiende a cero cuando el pardmetro del actuador u — 0, por lo tanto la potencia promedio
es infinitesimal con respecto al efecto de la dindamica parasita considerada.

Analisis de los Parametros de Chattering

Considerando los pardmetros: amplitud (4.11), frecuencia (4.12) y potencia prome-
dio (4.13), se concluye lo siguiente:

1. La amplitud es de orden O(u?).
2. La frecuencia es de orden O(1/u).

3. La potencia promedio es de orden O(u?).

Los expresiones de amplitud y frecuencia obtenidas mediante el enfoque de Balance
Armoénico revelan que conforme el pardmetro del actuador u — 0 la salida describe
oscilaciones de menor amplitud y mayor frecuencia, y la potencia promedio tiende a
cero.

Criterio de Loeb de Estabilidad Orbital

La Ecuacién de Balance Armoénico (2.9) para el ejemplo se puede expresar de la
siguiente manera

[deiw 4 mAW (p2w? — 1)] +j [deow — 2mpAw?] =0, (4.14)
U(A,w) V(Avw)
de donde
4
g—g = 1w (plw? - 1), g—g =7A (75411 + w?(5u’w? — 3)) ,
8V 8V 462
— = 2wt — =7A|l— - 3) .
9A TR B " <7TA S )

42



4.1 An4lisis Basado en Balance Armoénico

0.5

Salida

-0.5

0 5 10 15
Tiempo [s]

2.

o

Control
°

-2,

o

0 5 10
Tiempo [s]

Figura 4.2: Simulacién del sistema dindmicamente perturbado (4.5) en lazo cerrado con

Twisting (4.7).
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)7
0.1 0.01 0.001 Orden
Parametros
A 4.587x10"1 4.587x103 4.587x10° o(u?)
Balance
Arménico w 3.0277 30.277 302.77 O(1/pw)
P 9.645%x 101 9.645x 103 9.645%x 105 O(u?)
A 4.558x10" 1 4.563%x103 4.615x10° o(u?)
Simulaciones w 3.0076 30.063 299.20 Oo(1/w)
P 9.185x10 1 9.196x10 3 9.303x107° o(u?)

Tabla 4.1: Pardametros de chattering del sistema dinamicamente perturbado (4.5) en lazo
cerrado con Twisting (4.7).

El ciclo limite sera estable, de acuerdo con la desigualdad (2.15), si se satisface

A>

2co(1 — p2w?) — dpciw _

2co(1 — K2) — 4c1K,,

w3 (pPw? + 1)

K3 (K2 + 1)

la amplitud (4.11) y frecuencia (4.12) corresponden a un ciclo limite estable.

Simulaciones

we, (4.15)

La Figura 4.2 muestra las simulaciones del sistema actuador-planta (4.5) en lazo
cerrado con el Twisting (4.7) considerando algunos valores de la constante de tiempo
u y partiendo de la condicién inicial 2(0) = 1. Se seleccionaron las ganancias ¢y = 3 y
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Figura 4.3: Diagrama de bloques del sistema dindmicamente perturbado (4.5) en lazo
cerrado con CTA (4.16).

co = 2 para que la entrada de control (4.7) permaneciera acotada en el valor |u| < 5, se
utilizé el método de integracién de Euler bajo el paso de muestreo 7 = 107> (paso fijo).
La Tabla 4.1 permite comparar los parametros de chattering obtenidos en simulacién
con respecto a los estimados mediante Balance Armonico.

Los resultados de simulacién confirman que la Funcién Descriptiva (4.9) permite
estimar los pardmetros caracterizan al chattering cuando se implementa el algoritmo
Twisting (4.7) sobre el sistema dindmicamente perturbado (4.5). Conforme el efecto de
la dindmica parasita considerada es menor (p — 0), la salida describe oscilaciones de
menor amplitud y mayor frecuencia ademas de que la potencia promedio tiende a cero.

4.1.2. Algoritmo Twisting Continuo

El Algoritmo Twisting Continuo (CTA por sus siglas en inglés) presentado por
Torres-Gonzalez et al. (2015) tiene la siguiente estructura

u = —ki|z|'/?sign(x) — ko|i|'/? sign(z) + v,

v = —kgsign(z) — kysign(z), (4.16)

donde k1, ko, k3, k4 > 0 se seleccionan de manera que se establece un modo deslizante de
tercer orden (3t, : x(t) = x(t) = &(t) = 0, Vt > t,), cuando la dindmica del actuador
es suficientemente rapida (@ = 0).

La Figura 4.3 muestra la conexién del sistema actuador-planta (4.5) W(s) en la-
zo cerrado con el CTA (4.16), se puede observar que se aplica una funcién no lineal
similar al Super-Twisting a la salida x (posicién), y otra funcién también similar al
Super-Twisting a & (velocidad).
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4.1 An4lisis Basado en Balance Armonico

Considerando cada una de las no linealidades que conforman al CTA (4.16) por
separado se tiene

up = —k|z|Y/?sign(x),
uy = —kol@|Y/?sign(i),
us = —kgsign(z),
ug = —kysign(z),

Suponiendo que la salida x (posicién) y su derivada @ (velocidad) describen un movi-
miento periédico de la forma (4.8), las no linealidades son impares para el caso de uy
y us, mientras que ug y ug son pares. Al calcular la componente fundamental (2.8) de
las no linealidades por separado se obtiene

2k1 1.1596k;
Ny = /\A sen(t)|'/3 sign(A sen(t)) sen(t)dt = B (4.17)
2k , 1.1128ksw/2
N, = ;222 / | Aw cos(t)[*/? sign(Aw cos(t)) cos(t)dt = T/Z’ (4.18)
4k 4k
Ny = —2 sign(A sen(t)) sen(t)dt = —2 | (4.19)
7rA TA
4k 4k
Ny = j—2 /s&gn (Aw cos(t)) cos(t)dt = . (4.20)
TA TA
0
debido al integrador (ver Figura 4.3) las expresiones (4.19) y (4.20) se vuelven
1 4ky . 4ks
N, = (Ng+ Nyj) = = 4 _ ;2R3 121
(N3 + Ny) == —= = j—— (4.21)

Finalmente de las expresiones (4.17), (4.18) y (4.21), la Funcién Descriptiva del CTA
(4.16) es
1.1596k; 4ky

N 1.1128kow!/?  4ks
A2/3 7 Aw B

Al/2 TAw

N(A,w) = +j (4.22)

Sustituyendo las expresiones (4.6) y (4.22) en la Ecuacién de Balance Armoénico
(2.9) se tiene

1.1128kgw!/? 4k
Al/2 T Aw

1.1596k; 4ky

: _ 201 2.2\ | so, 3
1273 +7TAw+‘] = w(1l — p*w*) + j2uw”, (4.23)

cuya solucién (estimacion de la amplitud A y la frecuencia w de las posibles oscilaciones)
se puede obtener numéricamente para cada conjunto de ganancias del CTA (4.16) que
estabilicen al sistema dindmicamente perturbado (4.5).
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Figura 4.4: Simulacién del sistema dindmicamente perturbado (4.5) en lazo cerrado con

CTA (4.16).
)7

0.1 0.01 0.001 Orden

Parametros
A 9.867x 102 9.867x10° 9.867x108 o(u?)

Balance

Arménico w 5.0689 50.689 506.89 O(1/p)
P 1.251x107 L 1.251x107° 1.251x1079 o(pt)
A 9.925x1072 9.941x1075 10.10x10~8 Oo(u®)
Simulaciones w 5.0749 50.728 505.48 Oo(1/w)
P 1.248x107 1 1.251x107% 1.277x1079 o(u?)

Tabla 4.2: Parametros de chattering del sistema dinamicamente perturbado (4.5) en lazo
cerrado con CTA (4.16).

Analisis de los Parametros de Chattering

k3

Por ejemplo considere la seleccién de las ganancias de CTA (4.16): k1 = 3, ko = 4,
= 2.3y kg4 = 1.1. La Tabla 4.2 resume los parametros de chattering de la salida x

obtenidos al solucionar la Ecuacién de Balance Arménico (4.23) para algunos valores
de la constante de tiempo del actuador p. Se concluye lo siguiente:

1. La amplitud del ciclo limite es de orden O(y?).
2. La frecuencia del ciclo limite es de orden O(1/u).

3. La disipacién de energfa es de orden O(u?).
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4.1 An4lisis Basado en Balance Armonico

Los resultados obtenidos numéricamente muestran que conforme el parametro del
actuador g — 0 la salida describe oscilaciones de menor amplitud y mayor frecuencia,
ademads de que la potencia promedio tiende a cero. Cabe senialar que cuando la dindmica
del actuador es rdpida (u — 0), la amplitud y la potencia promedio generadas por el
CTA son menores a las producidas por el Twisting.

Simulaciones

Usando el método de integracién de Euler bajo el paso de muestreo 7 = 107> (paso
fijo), asi como las ganancias de control ky = 3, ko = 4, ks = 23 y ks = 1.1. La
Figura 4.4 muestra la simulacion del sistema de control para algunos valores de p. Los
resultados de simulacién confirman que la Funcién Descriptiva (4.22) permite estimar
los pardmetros caracterizan al chattering cuando se implementa CTA (4.16) sobre el
sistema dindmicamente perturbado (4.5). Conforme el efecto de la dindmica parasita
considerada es menor (4 — 0) la salida describe oscilaciones de menor amplitud y
mayor frecuencia ademds de que la potencia promedio tiende a cero.

4.1.3. Control Integral Discontinuo

El control Integral Discontinuo (DIC por sus siglas en inglés) propuesto por Zamora
et al. (2013), es una caso particular del CTA (4.16) cuando k4 = 0, esto es

= —ky|z|"/3sign(z) — ko|@|Y/? sign(d) 4+ v,

v = —kgsign(x), (4.24)

donde ki, ko, k3 > 0 se seleccionan de manera que se establece un modo deslizante de
tercer orden (3t, : x(t) = z(t) = &(t) = 0, Vt > t,), cuando la dindmica del actuador
es suficientemente rapida (@ = 0).

Suponiendo que al implementar (4.24) sobre el sistema dindmicamente perturbado
(4.5) la salida = converge a un ciclo limite de la forma (4.8), la Funcién Descriptiva del
DIC (4.24) es

1.1596k; . | 1.1128kow!/2  4ks
N(A,w) = A2/3 tJ Al/2  TAw

(4.25)

Los parametros de la solucién periédica generada por el DIC (4.24) se pueden
estimar para este ejemplo resolviendo la siguiente ecuacién no lineal

1.1128ky (1 — pPw?)?/4 4k3 (1 — p2w?)3/?

: : ~2 4.26
(1.1596k; )3/4 w 7(1.1596k, )3/ w oo (426)

para la frecuencia w y sustituyendo el resultado en la expresiéon de la amplitud

1.1596k; ]3/2
(4.27)
)

A= |
Lﬂ(l — 22
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Figura 4.5: Simulacién del sistema dindmicamente perturbado (4.5) en lazo cerrado con

DIC (4.24).
"

0.1 0.01 0.001 Orden

Parametros
A 6.115x102 6.115x10° 6.115x108 o(u®)

Balance

Arménico w 5.8240 58.240 582.40 o(1/p)
P 6.341x 102 6.341x 10 6.341x10~10 o(u*)
A 6.160x 102 6.172x10° 6.291x10~8 o(p3)
Simulaciones w 5.8268 58.242 580.16 O(1/p)
P 6.357x 102 6.377x10° 6.564x 1010 o(u*)

Tabla 4.3: Pardmetros de chattering del sistema dindmicamente perturbado (4.5) en lazo
cerrado con DIC (4.24).

Analisis de los Parametros de Chattering

k3

Por ejemplo considere la seleccién de las ganancias de DIC (4.24): k; =3, ko =4y
= 1.1. La Tabla 4.3 resume los pardmetros de chattering de la salida x estimados uti-

lizando el enfoque de Balance Armdnico, considerando algunos valores de la constante
de tiempo del actuador u. Se concluye lo siguiente:

1. La amplitud del ciclo limite es de orden O(u?).
2. La frecuencia del ciclo limite es de orden O(1/u).

3. La disipacién de energfa es de orden O(u?).
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Figura 4.6: Comparacién de los pardmetros de chattering en funciéon de u, considerando
las ganancias: ¢; = 3, ¢ = 2 para el Twisting (4.7) y k1 = 3, ko =4, ks = 2.3, ky = 1.1
para el CTA (4.16) como ejemplo.

Simulaciones

Usando el método de integracién de Euler bajo el paso de muestreo 7 = 10~ (paso
fijo), asi como las ganancias de control k1 = 3, ke = 4 y k3 = 1.1. La Figura 4.5
muestra la simulacién del sistema de control para algunos valores de p. Los resultados
de simulacién confirman que utilizando la Funcién Descriptiva (4.25) del DIC (4.24) se
pueden estimar los pardmetros de que caracterizan al chattering. Conforme el efecto de
la dindmica parésita considerada es menor (u — 0) la salida describe oscilaciones de
menor amplitud y mayor frecuencia ademaés de que la potencia promedio tiende a cero.

4.1.4. Comparacion de los Parametros de Chattering

Se presenta a través de un ejemplo la comparacion de los parametros de chattering
estimados con Balance Armonico, considerando que la entrada del sistema actuador-
planta (4.5) se disena utilizando el algoritmo Twisting (4.7) en contraste con el CTA
(4.16). Con esto es posible estudiar condiciones sobre la constante de tiempo p para las
cuales resulta mas conveniente implementar control discontinuo (Twisting) en lugar de
control continuo (CTA).

Considere como ejemplo que se seleccionan las ganancias ¢; = 3, ¢cog = 2 para el
Twisting (4.7) y k1 = 3, ks = 4, ks = 2.3, kg = 1.1 para el CTA (4.16), la Figura 3.5
muestra la comparacion de los parametros de chattering en funcién de la constante de
tiempo p del actuador.
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Figura 4.7: Solucién gréfica de la ecuacién de Balance Arménico (2.9) considerando el
sistema dindmicamente perturbado W (jw) (4.5) para algunos valores de y, la Funcién
Descriptiva (4.9) del Twisting y la Funcién Descriptiva (4.22) del CTA para valores fijos
de la frecuencia w.

Analisis de la Amplitud

La Figura 4.6 muestra que existe un valor de la constante de tiempo del actuador
u para el cual la amplitud de las posibles oscilaciones es la misma, cuando se aplica
Twisting (4.7) o CTA (4.16) sobre el sistema dindmicamente perturbado (4.5), este
valor es p* = 0.4649 para las ganancias consideradas.

Analisis de la Frecuencia

La solucién grafica a la ecuacién de Balance Arménico (2.9) se presenta en la Figura
4.7 considerando algunos valores de la constante de tiempo p en el sistema dinamica-
mente perturbado W (jw) (4.5). La Funcién Descriptiva (4.9) del Twisting se representa
mediante una linea recta con pendiente arctan(cz/c1), mientras que la Funcién Des-
criptiva (4.22) del CTA se puede trazar en el plano complejo fijando el valor de la
frecuencia w. Se observa que basta con que la perturbacién dindmica incremente el
grado relativo de la planta a tres para que una posible solucién peridédica se establezca
cuando se aplica el algoritmo Twisting (4.7) o bien el CTA (4.16).

Analisis de la Potencia Promedio

La Figura 4.6 muestra que existe un valor de la constante de tiempo del actuador p
para el cual la potencia promedio es la misma, cuando se aplica Twisting (4.7) o CTA
(4.16) sobre el sistema dindmicamente perturbado (4.5), este valor es pu* = 0.2777 para
las ganancias consideradas.
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4.2 Ejemplo: Péndulo Invertido

’ Descripcion ‘ Simbolo Valor Unidades
Aceleracion gravitacional g 9.81 m s 2
Distancia del centro de masa [ 0.011 m
Masa del péndulo m 0.1040 kg
Coeficiente de friccion viscosa B 5.65 x 107° Nms
Momento de inercia J 0.00292 kg m?
Paso de muestreo T 1x1074 S

Tabla 4.4: Pardmetros para el ejemplo del péndulo invertido

Con este ejemplo se muestra que es posible estimar los valores criticos de la constante
de tiempo del actuador para los cuales resulta mas conveniente implementar la entrada
de control discontinuo (Twisting) en lugar del control continuo (CTA), con respecto a
la amplitud de las oscilaciones y la potencia promedio.

4.2. Ejemplo: Péndulo Invertido

El modelo matematico de un péndulo simple consiste en una ecuacién diferencial
de segundo orden
Ji+ Bz +mglsen(z) =u+ f, (4.28)

donde la salida x corresponde a la medicién de la posicién del péndulo, el par de entrada
es u y el término f representa perturbaciones. Los parametros del péndulo se describen
en la Tabla 4.4 y fueron recopilados del trabajo de Mendoza et al. (2015). Para este
ejemplo, las posibles dindmicas parasitas presentes en el lazo de control corresponden
a la dindmica del actuador (motor de corriente directa), generadores PWM, medido-
res de posicién y velocidad, etapas de control pre-instaladas, discretizacion, entre otras.

Suponiendo que los efectos de las dindmicas parasitas se pueden aproximar mediante
el actuador (4.3) para algin valor de la constante de tiempo p, el sistema dindmica-
mente perturbado (4.3)-(4.28) tiene la siguiente estructura (para valores pequetios de
la posicién angular x)

p2E + (ap® +2p) % 4+ (14 2ap — bp?)i + ai — br = Ku, (4.29)

cuyo grado relativo es cuatro con respecto a la salida z y a la entrada u (algoritmo
de SMC), donde K = %, a= g, b= ngl. Este ejemplo tiene por objetivo mostrar los
efectos de la dindmica pardsita (actuador) sobre el sistema de control, por lo que se
asume que se puede aplicar la entrada

1
u= E[ads — bz + Ugme] , (4.30)
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4. ANALISIS DE ALGORITMOS DE SMC PARA SISTEMAS DE GRADO
RELATIVO DOS
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Figura 4.8: Parametros de chattering del sistema Actuador-Péndulo (4.29) en funcién

de 1, considerando las ganancias: ¢; = 30, ¢y = 26 para el Twisting (4.7) y ky = 4A2%/3

ko = 3AY2 kg = 1.1A para el DIC (4.24).

donde el término ugy. se disenard utilizando el algoritmo Twisting (4.7) y el algoritmo
DIC (4.24) con fines comparativos. Por lo tanto se debe asumir que la perturbacién
acoplada a la entrada de control ugy. es acotada y Lipschitz en el tiempo

F(t) = 1 [uzf—i-u(Q—i-au)f—i- (1+ 2ap — b/ﬂ)f} , = { :ﬂ ii’ (4.31)

J
Los parametros de la solucion periddica se pueden estimar considerando la Funcién
de Transferencia

X(s) 1

W = =
(s) Usme(s)  p2st+ (ap® + 2u)s® + (1 4 2ap — bu?)s?’

(4.32)

asi como la Funcién Descriptiva (4.9) para el Twisting o bien la Funcién Descriptiva
(4.25) para el DIC, respectivamente.

En este ejemplo la energia cinética rotacional se puede calcular a partir de la ex-
presion
J JA%W?
B(t) = 5i(t) =

5 cos?(wt), (4.33)

por lo tanto la potencia promedio se obtiene modificando la integral (2.16) de la si-
guiente manera

1 [T JA2w?
P=_ E — i 4.34
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4.2 Ejemplo: Péndulo Invertido

K * *
5% Iz H H2
Control
A 4.7630 2.9436 1.6198 0.5257
Twisting w 10.068 12.802 17.252 30.275
P 1.6789 1.0366 0.5701 0.1849
A 6.0468 2.9405 1.2011 0.2222
DIC w 13.560 17.236 23.222 40.7462
P 4.9043 1.8751 0.5679 0.0598

Tabla 4.5: Parametros de chattering del péndulo invertido estimados mediante Balance
Arménico.

Por ejemplo, considere las cotas § = 2, A = 20, asi como las ganancias ¢; = 36,
co = 20, del Twisting (4.7) y k1 = 4A%/3 ky = 3AY/2 k3 = 1.1A para el DIC (4.24).
La Figura 4.8 muestra la comparacién de los parametros de chattering estimados utili-
zando Balance Armoénico en funcién de la constante de tiempo de actuador u. Es claro
que conforme p — 0 la salida (posicién angular del péndulo) describe oscilaciones de
menor amplitud y mayor frecuencia. Por otro lado, la potencia promedio de la salida
tiende a cero en ambos casos.

De la Figura 4.8 se puede determinar el valor de la constante de tiempo del actuador
para el cual se tiene la misma amplitud (u* = 0.02362) o bien la misma potencia
promedio (p* = 0.01754). La Tabla 4.5 resume los pardmetros de chattering: amplitud,
frecuencia y potencia promedio, estimados utilizando el enfoque de Balance Armonico;
considerando las constantes de tiempo del actuador

g =003, p*=002362, p*=0.01754, pg=0.01. (4.35)

Se concluye lo siguiente:

= FExiste un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el cual la amplitud
de las oscilaciones es la misma.

= Existe un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el la potencia
promedio es la misma.

= Sila constante de tiempo del actuador es mayor a u* (por ejemplo ;) la amplitud
de las oscilaciones serd mayor cuando se implementa DIC con respecto a las
generadas por el Twisting. Pero si la constante de tiempo del actuador es menor
a p* (por ejemplo p9) la amplitud serd menor cuando se implementa DIC en lugar
de Twisting.
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4. ANALISIS DE ALGORITMOS DE SMC PARA SISTEMAS DE GRADO
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Figura 4.9: Simulacién del péndulo invertido para p; = 0.03.
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Figura 4.10: Simulacién del péndulo invertido para p* = 0.02362.
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4.2 Ejemplo: Péndulo Invertido
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Figura 4.11: Simulacién del péndulo invertido para p* = 0.01754.
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Figura 4.12: Simulacién del péndulo invertido para ps = 0.01.
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4. ANALISIS DE ALGORITMOS DE SMC PARA SISTEMAS DE GRADO

RELATIVO DOS

o
* *
m1 s iz 12
Control
5.0491 3.0494 1.6532 0.5324
Twisting 9.6427 12.427 16.890 29.806
1.6922 1.0239 0.5563 0.1795
6.2650 3.0040 1.2164 0.2246
DIC 13.348 17.069 23.083 40.589
5.0158 1.8864 0.5660 0.0596

Tabla 4.6: Parametros de chattering del péndulo invertido obtenidos de las simulaciones.

» Si la constante de tiempo del actuador es mayor a p* (por ejemplo 1) poten-
cia promedio serd mayor cuando se aplica DIC en lugar de Twisting. Pero si la
constante de tiempo del actuador es menor a p* (por ejemplo ug) la potencia
promedio serd menor implementando DIC en lugar de Twisting.

Cabe mencionar que los valores de la constante de tiempo de actuador (4.35) deter-
minados graficamente corresponden a un desempeno factible para el sistema de control
de péndulo invertido ya que se obtienen variaciones de entre 0.2 y 6 grados con respecto
al valor de posicién deseado = = 0.

Las simulaciones se realizaron utilizando el método de integracion de Euler bajo el
paso de muestreo 7 = 10™* (paso fijo), considerando las ganancias ¢; = 36, co = 20
para el Twisting (4.7) y ki = 4A%/3 ko = 3AY2, k3 = 1.1A para el DIC (4.24); con las

cotas 6 = 2, y A = 20.

Las Figuras 4.9, 4.10, 4.11, y 4.12, muestran las simulaciones del sistema de control
considerando las constantes de tiempo del actuador (3.52), respectivamente. La Tabla

4.6 resume los parametros de chattering, se concluye lo siguiente:

= Kl enfoque de Balance Arménico permite estimar los parametros de chattering
cuando se implementa Twisting (4.7) y DIC (4.24) sobre el sistema actuador-

péndulo (4.29).

= Existe un valor de la constante de tiempo del actuador * para el cual la amplitud
de las oscilaciones es la misma, ademds si

w>pt = ATwisting < Apic,
< pt = ATwisting > Aprc-

(4.36)
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4.3 Resumen del Capitulo

Existe un valor de la constante de tiempo del actuador p* para el la potencia en
cada ciclo es igual, ademas si

uw> e = PTwisting < Ppic,

4.37
/~L</~L* = PTwisting >PDIC" ( )

Estd metodologia de andlisis basada en el enfoque de Balance arménico permite
estudiar las condiciones sobre la constante de tiempo del actuador p para las cuales
resulta més conveniente implementar Twisting (4.7) o DIC (4.24) sobre el sistema
dindmicamente perturbado actuador-péndulo (4.29), con respecto a la amplitud de la
solucién periédica (4.36) y la potencia promedio (4.37).

4.3.

Resumen del Capitulo

El enfoque de Balance Armonico permitié estimar los pardmetros de chattering:
amplitud, frecuencia y potencia promedio, cuando se utiliza Twisting (4.7) y CTA
(4.16) para estabilizar el origen del sistema dindmicamente perturbado (4.5).

Se verificd que los algoritmos continuos y discontinuos basados en SMC producen
chattering en presencia de dinamicas parasitas que incrementan el grado relativo.
El modelo del actuador (4.3) considerado permite aproximar los efectos de algunas
dindmicas parasitas presentes en los sistemas de control mediante la variacién del
pardmetro p.

El algoritmo Twisting (4.7) genera una senal de control discontinua, la dindmica
parasita considerada (4.5) influye cuadraticamente en la no idealidad del modo
deslizante, asi como en la potencia promedio.

El CTA (4.16) genera una senal de control continua, la dindmica pardsita consi-
derada (4.3) influye cibicamente en la no idealidad del modo deslizante, mientras
que la potencia promedio es proporcional a la potencia cuarta de la constante de
tiempo del actuador considerado.

Se mostrd que no siempre es conveniente sustituir algoritmos discontinuos de SMC
por algoritmos continuos de SMC, se estimaron los valores criticos de la constante
de tiempo p para los cuales se obtiene la misma amplitud de las oscilaciones o
bien la misma potencia promedio.

El ejemplo del péndulo invertido permitié mostrar que la metodologia de anélisis
de chattering propuesta es este trabajo se puede aplicar a diversos sistemas donde
la amplitud y frecuencia, asi como la potencia promedio adquieren un sentido
fisico. Ademads, es posible establecer criterios que permiten seleccionar el tipo de
entrada de control (continua o discontinua) en funcién de los efectos del actuador
considerado y de las posibles perturbaciones acopladas que afectan al sistema.
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Capitulo 5

Conclusiones

El diseno de esquemas de control para sistemas dindmicos afectados por perturba-
ciones e incertidumbres puede ser abordado utilizando la teoria de control por Modos
Deslizantes, logrando convergencia de la salida a cero en tiempo finito y alta precisién
respecto al paso de muestreo. Sin embargo existen dindmicas parasitas presentes en
los sistemas de control que influyen en el deterioro de las propiedades antes menciona-
das, como la presencia de dindmicas no modeladas en actuadores y sensores, efectos de
retardo y discretizacion, histéresis, entre otras; las cuales ocasionan que las entradas
de control conmuten con frecuencia finita y por consiguiente que las trayectorias del
sistema en lazo cerrado describan oscilaciones de alta frecuencia. E1 modelo del actua-
dor propuesto trata de aproximar los efectos de las dindmicas parasitas mediante la
variacién de su constante de tiempo, ademads incrementa el grado relativo de la planta
lo cual provoca que se establezca una posible solucién periédica.

El enfoque de Balance Arménico resulté muy util para estimar los pardmetros de
la solucién periddica, amplitud y frecuencia, con esta informacion se propuso un crite-
rio para el cadlculo de la potencia promedio de la respuesta de estado permanente. El
calculo analitico de las Funciones Descriptivas permitid, entre otras cosas, dar criterios
de seleccién de las ganancias de los algoritmos de control por Modos Deslizantes para
reducir los efectos del chattering.

Resulta fundamental estudiar el efecto de las dindmicas parésitas presentes en los
sistemas de control ya que no siempre es conveniente sustituir algoritmos discontinuos
de control por Modos Deslizantes por algoritmos continuos. Se obtuvieron los valores
criticos de la constante de tiempo del actuador considerado, los cuales permiten de-
terminar qué tipo de entrada de control (continua o discontinua) es mas conveniente
utilizar, con respecto a la amplitud de las oscilaciones y la potencia promedio.
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