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Energía Elástica de Deformación por Esfuerzo Normal 

z / // 
' 

/ 

¡ 
~X 

: rru 

OX : 

... .. .. ······ / 

dz /~y 
y dx 

U =energía elástica interna 

d U = 1/ 2o xdydz x ~:: xdx = 1/ 2o xE xdxdydz(1) 
\... ./ \.. __J 

y --y-
Fza. promedio Distancia 

'--------,--------
TRABAJO 

Energía complementaria 

Energía de deformación por unidad de volúmen 

Para un cuerpo elástico perfecto no hay disipación de energía y el trabajo hecho por un 
elemento es almacenado como energía de deformación interna recuperable de ( 1 ) la 
densidad de energía. 

1 



. Energía elástica de deformación por esfuerzo cortante. 

z 

dy .. -· . 
· · · dz 

y dx 

Densidad de energía complementaria 
y 

dx 

'txy • 

~---------+x 

dy 

~->,¡¡--- Energía 
Unitaria 

dVCORTE = 1/2,xydxdz x yxydy = 1/2rxy yxy dxdydz (3} 

La densidad de energía por esfuerzo constante es : 

l. dU) = 1/2 T 'Y y 'Y 

dv cmle 

(4) 

• 
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Aceptando el principio de superposición para un estado multiaxial de esfuerzos. 
La densidad de energía de deformación es: [ a;1 J 

z 

'tyx 

y 

• 
X 

rxy 

rxz 

dU 
U o 1/2 a,E, + 1/2 (JYEY = = 

dV 

Expresando ( 5 ) matricialmente se obtiene 

3 



= 1/2[cr] {~:} (6) 

Sustituyendo en ( 5 ) la ley generalizada de Hooke ( 7 ) 

ax a,. az Y.\T = 
r.,T 

€, = - y E y E ¡.; G 

ax a,. az r rz 

€, = -y /~ + - y- Y rz = 
¡.; E G 

ar a,. 
+ 

az 
Y z:r 

r z:r 
€7. = -y /~ - y E = 

E G 

(7) 

Se obtiene: 

Para materiales elásticos lineales homogéneos e isotrópicos se puede obtener una expresión 
similar a (8) en términos de las deformaciones en·lugar de los esfuerzos, la energía total se 

obtiene de: 

U = fJJ, U0 dx dy dz (9) 

La ecuación (5), es importante al establecer las leyes de plasticidad y (8) es importante en 
análisis de esfuerzos por métodos energéticos. 

Substituyendo (6) en (9) se obtiene : 

4 

--· ____________ ,__, 



4" 

(10) 

Para barras axialmente cargadas, con flexión y cortante (1 O) queda: 

o, 
Ex=-

E 
Para materiales elásticos lineales: 

. Txy 
y =

ry G 

de (12) y (11) se obtiene que: 

2 2 

U= Jffv ~~ dxdydz+ JJJ, ~~ dxdydz 

Para carga axial, 
y flexión en vigas 

. _____ ../ 
Para cortante 
en vigas 

(11) 

(12) 

(13) 

Eriergía de deformación para barras cargadas axial mente 

N 
CJ, = A = 

CA liGA AXIAL 
A = JLdydz ------(!4) 

SECCJON lRANSI 'ERSAL' 

N y A son funciones de " x " únicamente. 
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A . ---~-

~---

dy 
y 

.:.~:> 

': :; :;;-~~-J),·" 

Por lo tanto (13) se reduce a: 

N' 
Iff -, dnlydz 

2A·E 

N' 
UN= f ~X 

JL2EA 

Energía de deformación en flexión en este caso 

M 
cr, =¡Y 

(15) 

(16) 

De (16) y (13) se obtiene: 

z 

X 

dydz=dA 
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2 1 ( M )
2 

U,. = Jff ~~v = Jff 2E --{- dxdydz 

= f M22 [ ff y2dydzj dx = fL M2 dx 
2EI 2EI 

M2 
UM = (- dx (17) 

·L 2EI 

Energía de deformación para secciones circulares en torsión. 

Para este caso: 

o 

i 

./ 
: 1 
·• ,, 
¡ 

\ 
' \ 
' 

y 

1 

\ 
1 
' 

z 

M, 
T=-p-----(18) 

J 

Substituyendo (18) en (13): 

l!' = HJ,. :~ lxdydz = m 2~ ( ¡~·~' p) 
2 

dxdyd:: = f 2~~2 [ ff p 2 
dydz l dx 

2 

U,=J~x 
2GJ 

7 



Energía de deformación por cortante 

y 

Txy 

Y m 

z 

b 

VQ ym 
En este caso Txy = Y 

bl 

V= Cortante en la sección 

O/m = J ymy da = momento estático de y a ym 

b= Ancho a la altura y de los ejes centroidales xy 

1 = Momento de inercia de la sección. 

Substituyendo (20) en (13) 

1 ( VQ vm J V 
2 

[ 
Uv = fJJ 2"G\ b~ dxdydz = J 2GI2 fJ ( Q ~ym) 

2 

dydz ]dx 

v2 Q yrn 
U = -- __ Y_ d dz X 

[ ( )
2 } 

V LGI2 ft b y 
(21) 

La expresión total de la energía de deformación será: 
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f ( N2 M2 M,z vz [JJ(a vmJ
2 

] ) 
V = 2EA + 2EI + 2GJ + 2GI2 T dydz dx (22) 

Desplazamientos 

El principio de conservación de energía ( la energía no puede ser creada ni destruida ), puede 
adoptarse para calcular deformaciones en sistemas elásticos debidos a las cargas aplicadas. 
La primera ley de la Termodinámica expresa este principio como: 

Trabajo realizado= Cambio de Energía 

Para un proceso adiabático ( no se agrega o substrae calor al sistema ) y cuando no se genera 
calor en el sistema, y cuando las fuerzas aplicadas se aplican en forma estática ( las fuerzas 
se aplican tan lentamente que se desprecia la energía cinética Y, mv2 

), el caso especial de 
esta ley para sistemas conservativos se reduce a : 

We=U 

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el proceso de carga. 
U = Energía total de deformación almacenada en el sistema. 

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno Wi deben ser cero: 

We+ Wi =O 

U = - Wi, las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas internas. Es importante 
considerar la aplicación gradual de las cargas de cero a su valor total, por lo tanto We será % 
Fuerza total por el desplazamiento. 

9 



Ejemplos: 

/ 

u = 

a) Determine la deflexión de la viga mostrada. 

///.'/_// // 

L +t--- A 

W. = 1/2PLI 

y de (22) 

1 
2EA JN2dx = 

P 2 L 
"""',........-- J 0 d X = 2 E A 

2 
DE (23) :% Pt. = .':'.._!: 

2EA 

t.= PL 1 AE Ley de Hooke 

P 2 L 
2 E A 

b) Determine la rotación en el extremo de una flecha de sección circular. 

T 

L 
El trabajo exlt .Ve = % TQ y el interno de (22): 

10 
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T' ' T'L u = - r dx = -de (23) 
2GJJ, 2GJ 

T'L 
= 2GJ ~ ~ = 

TL 

GJ. 

que coincide con los valores de los textos de Mecánica de materiales. 

e) Determinar la deflexión máxima en la viga mostrada considerando el efecto del cortante y 
de flexión. 

p 
/ ;:; 

l / r. / 
/ / 

l 1 
/ / 

,'/'/ / e: 0_L¿ / As 
h V=P r .\ M=-Px 

/ ~ / 

T 
/ / 
/ ~ / 

/ 

y 

/ / 
X / / ......__.... 

/ / 

/ 
L 

~ 
b L / 

1 

L 

Trabajo externo We = % P, la energía interna consta de dos partes una debida a los esfuerzos 
de flexión y otra a los esfuerzos de corte (17) y (13). 

1 I' 1 I' , U""''""= - M'dx = - (-Px) dx = 
2EI ' 2EI o 

P'L' 

GEl 

El esfuerzo de corte: , = va;lry"' = ~[(~)'- y']que sustituido en la segunda parte de (13) se 

obtiene: 

{ }
, 

t' 1 ~ p h' 
Ucorte = JJJ-dxdydz = -J -[--y'] Lbdy 

·2G 2G ·% 21 2 

11 



donde A = bh sección transversal. Entonces: 

w.= U= UFLEXION + UcoRlE 

1 '/'; 1'' ¡} 31'21. 
--- = -- + -- de donde : 

2 6/~"/ SA(J 

PL' 6PL 
r\ = ----- + --- (24) 

3EI 5AG 

'----y---1 '-y-' 
FLEXION CORTE 

El término debido al cortante se puede interpretar: 

p V 
T =~::-
" A A 

Cortante promedio. 

Puesto que 'varía parabólicamente 6/5 representa un factor de corrección numérico, por lo 
tanto: 

' = l.= ex r.,- J_ =ex.!:!:_=~ /'!. 
L\-om¡c Y.. (i - AG 5 AG 

El valor a_ depende de la forma de la sección en general, puede variar con x de (24) 

(25) 

Suponiendo acero estructural: 

Y la ecuación (25) queda: 

·-

12 
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s--------......__ ___________ ----·---

De (26) se observa que para una viga corta sea h= L la deflexión total es t; = 1. 75 t; •• ,;60 por lo 
cual la deformación de corte es muy importante para una viga flexible es L = 1 o h. 

t1 = (1+0.75~JFLEXION 
(1011) 

L1 = 1.00758,.,, ... 

La de flexión debida al corte se puede despreciar, no siempre es posible considerar lo anterior. 

Comparando las expresiones (1.1.b.1 C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2c) para un claro igual a 5.00 m. y 
un peralte h=30 cm se obtiene: 

u, = 0.00286 UM 
(a) 

En la mayoría de los problemas estructurales elásticos lineales, la energía de deformación 
debida a la carga normal N y cortante V es despreciable respecto a la energía de deformación 
debida al momento flexionante M. 

Cuando existe momento torsionante Mr ( vigas en balcón, etc. ), su energía de deformación es 
considerable y debe tomarse en cuenta su valor. 

P-• h 

·---------------------------------+ b 

13 
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1.2 Principio de Superposición 

1.2.1- Introducción 

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones son funciones lineales de las cargas, se 
puede obtener la deflexión en un punto cualquiera, mediante la suma de las deflexiones 
producidas individualmente en dicho punto por cada una de las cargas 

1.2.2- Casos en que no rige el principio. 

p 

e 

Pe 

El {,'' 

A li '\ 

( 
B 

.. 
li 

112 112 

Fig. 1.2.2a 

Otro ejemplo en el cual el principio de superposición no rige, seria el sistema mostrado en la 
fig. 1. 2 . 2 b, formado por dos barras articuladas, bajo la acción de pequeñas deformaciones 

(tan, =~ u. ) . 

14 

,, 

' '!o, 

..... 



A 
a 

S 

liP=Px 
p 

d 

1i 
p 

dP __ ~ __________ _. 

r .

1 

dU 

L- li=liy 

o 

j 
! 
\ • ¡ 

a ' 
!S j 

- d f . o 12 2b pequenas e ormac1ones: a = T . 

' 
~ 
~ 

~ 
Equilibrio: S= ~ 1.2.2c 

2a 
.• 

Compatibilidad geométrica: la deformación axial unitaria es: 

14 
. 1 

15 



E = ~(1' + li') -1 : 1/2~ 
1 /21' 

Ley de Hooke 

8 
e=- 1.2.2e 

AE 

de 1.2.2 c. d y e se obtiene: 

8 = 1 ~ p AE ' 
p = 

12.2d 

- - - - - - 1.2.2 f 

De nuevo se observa que la deflexión no es función lineal de P aunque el material cumple 
enteramente con la ley de Hooke y la relación entre y es representada por la curva de la 
figura 1.2.2.b. El área o a b representa el trabajo efectuado por durante la deflexión y 
es igual a la energía de deformación almacenada en las barras AC y CB. , la cual es igual a : 

ó 

U = J~ Pdo = AE Jr o'do = AEo• 
f.' 4 f.' o o 

l'P"' 
U=---

4 m 

1.2.2.g 

1.2.2 h. 

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es función de segundo grado 
de o o P , como se obtiene en los casos que el principio de superposición rige. 

En los ejemplos anteriores, se observa que la acción de las fuerzas exteriores es 
considerablemente afectada por las pequeñas deformaciones del sistema, en el primer 
ejemplo hay una flexión adicional Sli a la compresión S y la barra trabaja en flexocompresión. 

16 
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1.2.3 Ecuaciones generales de superposición 

1.2.3.1 Introducción *1 

El análisis de esfuerzos en estructuras estáticamente indetenninadas no solamente hay que 
considerar la geometría y estática, si no también las propiedades elásticas tales como módulo 
de elasticidad, momento de inercia, etc. Generalmente para llegar al dimensionamiento final 
de la estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembros y se efectua su 
análisis correspondiente, ciclo que puede repetirse en algunos casos hasta llegar al diseño 
final. En general los esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestáticas son debidos no solo 
a las cargas, si no también a cambios de temperatura, asentamiento de apoyos, errores de 
fabricación, etc. 

Es importante observar que la estructura este' en condiciones de equilibrio estable. Con el 
propósito de ilustrar el uso de las ecuaciones generales de superposición de causas y efectos, 
consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga uniforme ro. 

ie Empotrada en a y libremente apoyada en b. 

:a 
y ' 

jo 

' 

' 
E 

' ' j 
es ~ 
.er ] 

~ 

Estructura actual. 
t.b = Deflexión de el punto b en la estructura 

debida a todas las causas. 

Estructura primaria 
Selección de redundante, Xb 

¡ Condición de equilibrio Xb = o 
·j , t.bo = Deflexión en dirección de la redundante 
J con Xb =o 
; 
¡ 

j 

(O 

/.J.----r----r--r--r---,-
1 b 

a;+--__i..__L--"----"--M----1\--

1 

M a 
ül 

e~ 
•/ ...A 

l Va 

/// 

l Xb 

/ 

/ b 

~ ~ -... 
t.bo 

r 
Xb 

•' En ambos métodos de rigidez y flexibilidad debe regir el principio de superposición 
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óbb = Deflexión en dirección de la redundante 
debida a con 

o bb = Deflexión en dirección de la redundante 
debido a una fuerza unitaria 

La ecuación de superposición, si el principio es válido 

t.'lb = óbo + óbb =óbo + Xbobb = O (a) 

de donde: 

Xb = _ 8 ho 
8bb 

( obb : dbb es llamado coeficiente de flexibilidad ) 

1.2.3.2 Ecuaciones generales de superposición en análisis de estructuras 
indeterminadas de grado n. 

Suponiendo que la estructura es hiperestática de grado n, se seleccionan las redundantes X1, 
X2, ..... Xn, en una forma tal que la estructura primaria en condición de equilibrio. 

Xi = o sea estable o isostática, aceptando la siguiente notación:· 

ói = Deflexión total del punto i debida a todas las cargas y efectos. 

óio = Deflexión del punto i en dirección de la redundante Xi en condiciones de 
equilibrio estable isostáticu Xi = O. 

L'l it = Deflexión del punto i debida a un cambio de temperatura T.. 

ó ia = Deflexión del punto i debida a asentamientos de apoyo. 

18 
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,, 
,, 
·' 

6 ie = Deflexiones en el punto i debido a errores de fabricación. 

ó i1 = Deflexión en el punto i debida a la condición X1 = 1. 

ó i2 = Deflexión en el punto i debida a la condición X2 = 1. 

ó in = Deflexión en el punto i debido a la condición Xil = 1. 

Cualquier redundante puede suponerse que actúa arbitrariamente en cierto sentido. Cualquier 
deflexión del punto de aplicación de la redundante deberá ser medida a lo largo de su línea de 
acción y será positiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto para la redundante. 

Por lo tanto usando la notación y convención de signos mencionada, las ecuaciones generales 
de superposición en sistemas estructurales coplanares y espaciales son: 

6, = ~'>1o + ~'>n+ ~'>1A + 6,E + X,o,+X2&,2 + ....... X, o,, 
62 = 62o + 6n + 62A + 62E + X,o21 + X2622+ ....... X,o2, 

(a) 

Expresando (a) matricialmente se tiene 

o,ó, ..... ó,, X, (6,-6, - fl1T- /j,IA - 6,.) 

ó,o, ..... ó,, X (6,- 6,- 6,- 6,. - 6,.) 2 (b) = 
............... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

cS,IOnl''····ó,. .. X ' " 
(1'>, - .ó.,., -.~ .. y -6,.-6,,) 
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~ 
1.2.3.3 Ejemplos que ilustran el uso de las ecuaciones)!' superposición. 

Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo siguiente: 

1.- Nunca seleccionar como redundante una reacción estáticamente determinada, ello 
conduciria a una estructura primaria en equilibrio inestable en condición Xi = O. 

2.- El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar arbitrariamente, y su 
deflexión será positiva si tiene el mismo sentido. 

3.- Debe observarse que Ai. deflexión total del punto de aplicación de la redundante Xi 
debida a todas las causas es casi siempre cero. 

Estructura actual 
31 a p 

2 1 
k' Constante elástica resorte ( L 1 F) 

J> k 
1, 12 

// 

·~ 

Estructura primaria rª+l p l. A1 = Xik1 ( e) r-- f t.t 

lt JI l X1 

_j_ 
Condición x, =o <'>10 

20 
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lo 

3U 

Xi 

i. 

20 

. , 

¡ 
~ 
¡ 

¡ 
j 

l ¡ 
' .; 
¡ 

' 
~ 

Condición X1 = 1 
De Ec. ( a) se tiene 
A1 =A10-X1811 
de (e) y (d) se obtiene 
X1 =A10/S11 +k-1 

Estructura actual: 

(d) 

(e) 

Arco coplanar con tiran{ AB bajo un sistema de 
cargas Pn 

Estructura primaria: 
Selección como redundante la tensión en 
el cable, X . 

Condición X=O 

tttr-====ttjj=====-~--r-/ ¡¡,, 

x, 

Pi 
Pn 

/ 
Cable/ 

B 

Pi 
P, 

X 

21 



Condición X=1 

Ó.AB =ó.Ao +.:leo (f) 
t..A =t..Ao + XoAJ (g) 
.:le= áeo + Xoe1 (h) 

Sumando (g) y (h) 

De donde despejando la redundante X se tiene 

X = ( i ) 

Es!. Actual 

P; 

Ó.Jo 

X=1 

BARRA PLANA EMPOTRADA 

Problema hiperestático de Orden 3 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

Selección de redundantes 

x, ' x2. x3 y condición de 
empotramiento t.., = ó.2 =t..J =O 

22 
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P; 

(M) 
Condición X = O 

D.2o 

( m1 ) Condición X, = 1 

x2 = 1 

( m2 ) Condición X2 = 1 

( m3 ) Condición XJ = 1 

Las ecuaci nes aplicando el principio de superposición son : 

23 



11, = 11,o + X,o, + X2o12 + X31i13 
112 = 1l2o + X,o21 + X2o22 + X31i23 ( j ) 
1l3 = 1l30 + X,o31 + X2o32 + X31i33 

Expresando ( j ) en forma matricial se tiene 

(k) 

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresión de la energía de deformación por flexión, 
los coeficientes de flexibilidad son igual a 

f Mm, d f Mm, d f Mm, d 11, = El S, 11, = El S, 11, = B S 

li = J m:ds 0 = J m~ds 0 = J m;ds 
" El ' " El ' " El 

li, =o, = [J m~~, ds Jo,= o, = J m~~' ds, li, = li, = J m~~' ds 

Marco continuo rectangular bajo la acción de una carga p 

El, 
Estructura actual 

a 

x3 

24 



x2 

a p 

/. 

)n, 

p 
1 X,= O 1 

M 

j 

' :~ 

x,=1 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

Selección de redundantes 
En este caso las ecuaciones de superposición 
son: 

!>¡ = L'>¡o + X¡6¡¡ + X2li 12 + X3613 =O 

!>2 = t>20 + X¡li21 + X2o2;1 + X3523 =O (n) 

!>3 = L'>3o + X¡li3¡ + X2832 + X3833 =O 

ó 

Del teorema de Castigliano y la energía 
elástici'tleformación se obtienen los 
coeficientes de flexibilidades &,i y ~' 

m, 

25 



- Mm1 Mnf Mm3 
D01 -J-d!i D =J-c& D =J-et 

El Cl2 El CI3 El 

2d 2 
8 =Jm' s -Jm2ds m;ds 

" El ' 8 22 - ' 8 33 = f ----"--, El El 

8, = f m,m, ds o = f m,m, ds o - f m,m, d 
El ' " El ' "- El s 
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Viga continua de 7 apoyos 

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA 1. 1 ls 1 1, 1 b 1 
pn 

ls 1 

4A1 5 

JJ 

(' (' (" 
~~--ó-,o-r.-ó2_o __ ó_3o-----x~~-o ~ 

li !S. u 

Condición X, = O 

Condición X1 = 1 

Condición X2 = 1 
r=1 

x3 =1 

Condición X3 = 1 1 
/);. 6,3 023 033 043 

X.= 1 

' 
Condición X. = 1 1 ~ ,, 

044 ! li24 034 

~ 

·~ 1 
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Condición Xs = 1 i 4 ó,s 

ECUACION 

1'.1 =<'.,o+ X18,, + X2o12 +X31i13 tX48,4 +X58,s =O 
1'.2 = L'.2o + X1 821 + X2o22 +X31i23 +X4824 +XS82s =O 
1'.3 = l'.3o + X 1031 + X21i32 + X31i33 + X4834 + X51hs = O 
1'.4 = L'.4o + X184, + X21i42 +X38,3 +X484, +X58,s =O 
L'.s = L'.so + X 1 Os1 + X28s2 + X31is3 + X48s4 + X58ss = O 

1 ra 
ó2s 
2da 

Xs=1 ¡ ~. 
Ó3s .S,s óss ~ 
3'· 4'· s•• 
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1.3 Generalización de la energía de deformación 

La energía de deformación de una barra elástica puede representarse como una función de 
segundo grado de la carga o la deformación. 

La misma conclusión es·v"lida para cualquier estructura dentro del régimen elástico, siempre y 
cuando el principio de superposición pueda aplicarse, en la Fig. 1.3.1 suponiendo que las 
fuerzas se aplican simultáneamente e incrementan gradualmente hasta su valor final. 

2 

f Rs 

Fig. 1.3.1 

El principio de superposición rige, los desplazamientos serán funciones lineales de las cargas. 
El trabajo elástico de todas . ..1 

.. 
Las fuerzas externas es igual a la energía interna de deformación almacenada en el cuerpo 
elástico de la figura 1.3.1 y será · 

1 n 
U= -I;P.o 

2 . 1 1 
1=1 

(1.3.1) 
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1.3.1 Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se indica en la fig. 1.3.1 a 

ea P Sb 

Ma( 8r-----f-1 --+--+-1 -~ mb 

._,_P-'-'/~-----++-----~--+' P/2 

La energía de deformación es: 

1 
U=-(P8+Ma8a+Mb8b) (a) 

2 

De la curva elástica de la viga se demuestra que : 

PI Mal' !1-fbl' 
8=--+--+--

48El !GEl !GEl 

PI' Mal Mbl 
ea= !GEl+ 3EI + GD (h) 

1 
1'1' Mal Mhl 

e,=--+--+-
!GEl GEl 3EI 

Substituye (b) en (a) se obtiene: 

U- -
13

- (P 2 + ~ PMa + ~ PMb + 
16 

Ma2 + 
16 

Mb2 + 
16 

MaMb) (e) 96EI 1 1 12 12 T .... 

en (e) se observa que U es una función de segundo grado de las fuerzas y momentos P, Ma y 
Mb. 

Tarea 

En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1 a demostrar: 

30 



' .a y, 

b) De (a) y (b) obtener U en función de los desplazamientos o ,ea, Sb 

e) Demostrar que: 

au = P au au = Mb 
()8 'aea 'aeh 

Calcular la energia de deformación de las siguientes vigas de sección transversal 

//4 //4 //2 

p p 

1 
E 1 =cte. 

q 

E 1 = cte 

1 

1.4 Teorema de Castiqliano 

Suponiendo que el principio de superposición rige y que U se expresa en función de las 
fuerzas externas se tiene que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON 
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL 
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO CORRESPONDIENTE 

~=8n 
()Pn 

( 1.4.1) 
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Considerando el cuerpo elástico bajo la aplicación de P1 ,P2, ... Pn . Durante la aplicación de Pi 
se producen defonnaciones y se almacena cierta energía de deformación dentro del cuerpo 
( Fig. 1.3.1 ). Si subsecuentemente a Pn se aplica un incremento t>Pn , la energía U 
incrementará. 

U + t>U = U + ()U t> Pn. 
iJPn 

(14.2) 

Si en vez de aplicar t> Pn desp:.Jés de las-cargas se aplica antes se tiene: 

U + ll U = U + ll Pn (on + llon) = U + ll Pn on (14.3) 

igualando ( 1.4.2. ) con ( 1.4.3. ) se demuestra ( 1.4.1. ) 

32 
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=Pi 
:rpo 
1 u 

1.4.1 Ejemplos de aplicación 

La variación de M(x) es 

M= Ma- Px (a) 

La energía de deformación por flexión 

P M'dr: 
(! = J .... (1>) 

2E! o 

Del teorema de Castigliano 

M(]M 

éJU = 8a = f (]P ds 
dP El 

'' !vfmf 
8a = J--ds ....... (c) 

,, El 

sustilll) ·en do. (a). en.( e) 

1 p 

8a = -. J (Ma- Px)( -x)dr: 
¡,¡ o .. 

pt-' Mal' 
i5a = ----...... (d) 

El 2EI 

De nuevo del teorema de Castigliano 

M()M 
(]U JP (]Ma JP Mm, . -a-= ea= dr: = --dx ..... (e) 
IMa El D o o 

Substituyendo ( a) en (e ) se obtiene 

El 

B \ a M a 

p 
X 

P=1 
(m1) 

o M 1 eS M a 
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1 P Mal 1'12 

ea = -f(Ma- l'x)(!)dr =---
El El 2EI o 

En el ejemplo anterior·no se calculo' en función de las fuerzas externas, 
energía de deformación por flexión y se derivo' bajo el signo integral. 

1 

1 
1 
tf: 

~ 
sino se utilizó la E 

;· 
;·, .. , .. 

Es importante observar que las derivadas corresponden a la variación de momento flexionante ;:· 
debido a causas unitarias P y M a. '" 

!• ,, 
\-. 

De la energía de deformación por flexión y el teorema de Castígliano. 

o= 2JMm dx (h) 
El 

Substituyendo (f) y (g) en ( h ) se obtiene: 

'" ql qX' X PI' 5 ql' o= 2/EIJ(Pt2X+-X--)(-)dx = ---+-- (h) 
, 2 2 2 48EI 384 El 
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la 

lte 

En los casos en los cuales es necesario determinar los desplazamientos en un lugar donde no 
hay fuerzas o momentos, se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia de 
magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema actual de fuerzas y se obtiene el 
desplazamiento derivado con: 

112 

Px 

X 

1/2 

1 

Q 

- x-112 r 

M = M a - PX 0 ~ X ~ P./ 2 

M = M a - PX - Q ( x- 1 1 2 ) 

Para f 12 ~ X ~ f 

~M=m=-(x-~) 
<0 

U = J M 'dx = (energía de deformación por flexión) 
2EI 

M(]M 
au ao p 

-=8, = f - d~:=-f11EI(Ma-Px)(X-p!2)dx 
JQ El 11 ,. 

En conclusión se observa que la derivación del teorema de Castigliano, fue basada en el 
Principio de superposición. 

De allí que la energía de deformación U debe ser una función de segundo grado de las 
fuerzas actuales. Si el principio de superposición no rige y U no es función de segundo grado 
de las fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior se ilustró' mediante 
ejemplos. 
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Ejemplos de tarea 

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los ángulos en los extremos de una viga '
libremente apoyada con carga uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante El = Constante ~; 

F 
b) Determinar los desplazamientos horizontales y vertical de la viga curva mostrada en A. 

A) 

__ ,A 

P r = cte 

90° 
B 

e) Determinar el desplazamiento horizontal en e y el vertical en B en la estructura mostrada. 

B 

r 

E 1 =cte. 
y= cte. 

e H 
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d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B en la estructura mostrada. 

iga 

:...: ~,_ __ c __ ~o-JI s 
A 

p 

1 E 1 = cte 

/ 

, .. 
37 



1.5 Teorema del trabajo mínimo 

... , ... . 
¡ 
!. 
' ¡. 
;. 

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano a sistemas de fuerzas 
estáticamente determinados. 

Aplicándolo a sistemas estáticamente indeterminados se concluye que la derivada de la· 
energía de deformación· con respecto a cualquier redundante deberá ser cero si su acción es· 
la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicación, de allí que las magnitudes de las 
acciones redundantes en sistemas hiperestáticos serán tal sistema en dicho punto será 
máxima o mínima, lo anterior es el método del trabajo mínimo para calcular redundantes. En 
una estructura hiperestática.de grado ··n··se tiene: 

()U = O ()U = O . __ JL_I = O 
ar, · ax, · · ax, (1.5.1) 

1.5.1 Ejemplos 

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme (grado n=1 ) 

La energía de deformación del sistema es: 

U= JM'dx 
2EI 

Del teorema del trabajo mínimo 

Yb 
q 
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:rzas 

!e la 
~n es 
~las· 

será 
;. En 

~=o= ~[I M'd~] = _1 J M ()M dr...(b) 
(]Y, oYa 2EI El 0 oYa 

qx' 
M=YaX--

2 
(e) 

(d) 

Sustituyendo ( e) y ( d ) en (b) se tiene 

J Yax-qx dxX=-Ya-2_=0 r( ') f f 
() 2 3 8 

de donde 

Ya= 318 ql 

En el sistema se tienen 3 reacciones Ya Yb Yc y 3 ecuaciones do:¡¡ de estática y una del 
teorema de Castigliano. 

En el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene 

;¡u = _a_[J' M'dx] = 2J' M iJM dx =o (f) 
iJMb ()Mb , 2EI El , éJMb 

el momento flector es 

M=(~- Mb)x _ qx' 
2 1 2 

iJM X 
i1Mb = --

Sustituyendo (g) y (h) en (f) se tiene 

(g) 

(h) 

' 
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Integrando ( i ) y despejando Mb se obtiene 

Mb=~ 
·s 

(j) 

¡. 
r 
¡. 
1 

r 
1 

¡ 
t 
! 
' 

' l 
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METODOS MATRICIALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL 

2.1 Métodos de fuerzas y deformaciones 

En los métodos de análisis de sistemas estáticamente indeterminados . primero se seleccionan 
las redundantes, y sus· magnitudes se determinañ mediante el teorema del trabajo mínimo, 
considerando la energía de deformación del sistema. Este procedimiento general es llamado el 
Método de Fuerzas. 

X m 

1 

Ji 

h 
h 

V 

Pv 

f.LCOSa¡ 

Fig. 2.1. ( Para ilustrar en un mismo ejemplo) 
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La distinción entre los dos métodos, consideremos la estructura estáticamente indeterminada 
coplanar mostrada en la fig 2.1 bajo la acción de dos fuerzas aplicadas con n barras, el 
numero de redundantes X1,X2, ..... Xn-2, se determina la energía de deformación del sistema 
en función de las fuerzas y usando el teorema del trabajo minir:no se obtienen las ecuaciones 
necesarias. 

;¡u au · au 
-=0,-=0, ....... --=0 (a) 
rJX, JX, JX,., 

Lo anterior es el método de las fuerzas. Para resolver el mismo problema, Navie~ sugirió el 
método de desplazamientos. L3 deformación del sistema de la fig. 2.1 estará completamente 
determinado si conocernos las componentes horizontales y verticales u y v respectivamente. 
Suponiendo que los desplazamientos son pequeños. 

La deformación axial de cualquier barra i será 

1.\li = Usenai- ~1 cosai (b) 

y de la ley de Hooke su fuerza axial corresponde será 

X EAi (U . .) . = -
1
-i senw - ~1 e os w 

de la figura 2.1. 

li=-h
senai 

(d) 

sustituyendo (d) en ( e) se obtiene 

(e) 

X EAi (U . .) . , = h senw- p cosw sena.l ....... (e) 

De las condiciones de equilibrio se obtiene 

'"Navier""resume des lecons ··2de., p.345 
Paris, 1833 
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Ja 
el 
·,a 
~S 

el 
:e 
e. 

' L Xi cos o.i = Px 
,., 

' L Xiseno.i = Pv 
,., 

sustituyendo ( e ) en ( f) y ( g ) se obtiene: 

U~A· , . . ~A· , . . Pxh (") L. 1sen o.l cos 1 - ~t L. 1 cos o.1seno.1 = --.... 1 
,~, ¡,., E 

U~A· , . ~A· , . . Pvh (" L. ISen o.l- ~lL., ISen o.ICOSo.l=- ....... J) 
·~' h1 E 

de ( i ) y ( j ) se determinan u y v las cuales substituidas en ( e ) obtenemos la fuerza Xi en 
cualquier barra del sistema. Se observa en este caso que la consideración de las 
deformaciones directas del sistema resulta en una simplificación substancial, especialmente si 
el número de barras n es grande, puesto que sólo tenemos que resolver dos ecuaciones con 
dos incognitas que son las deformaciones u y v. En el caso del método de las fuerzas 
tendremos que resolver n -2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es conveniente observar que el 
método de las deformaciones involucro'3 etapas básicas que son: 

Ecuación ( b) : Compatibilidad geométrica de deformaciones, u, v y Al 1. 

Ecuación ( e ) : Ley de Hooke 

Ecuación ( f ) y ( g ) : Equilibrio 

1 2 

1 1 l 
3 F1! 4 

NUDOS -
1 

Q 
F 2 
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Barras 

nb = número de barras = 4 

nN = número de nudos = 2 

k = fuerzas axiales ( P ) 

e = alargamiento ( S ) 

p fuerza axial E Ai 
Rigidez de barra ki = - = _ _:_::~_:_::----

e alargamiento ti 

A) Continuidad 

e, l ' 
:: 

1 

= {Deformacion o alargamiento de las_ 4 cuatro barras} 

e, e 1el= 

p J + alargamiento} 
l- acortamiento 

{ d} = { ::} = {desplazamientos nodales} { ~ ~} 

de la figuras 

e,= d1 

e,=+ d, 

e4 =- d 1 + d 2 
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{e}= [a](d} .... ... (1) 

donde 

1 u 
[a] = O 1 ; malriz de conlinuidad 

-11 

-11 

Observar que para una barra i cualquiera 

dA A ei = dB- dA 

J 

dB 

dA = desplazamiento del nudo superior 
dB = desplazamiento del nudo inferior 

_LB 
B) Ley de Hooke 

f'¡ 

Sea {k}= p2 

p, 

p. 
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Fuerzas axiales en las barras + tensión, -compresión 

p1 = k, e, 

EAi 
ki = /; rigidez barra y 

fp,l Ík, o o O lf e,l 

J p, ~ J o k, o o ~ ,, ) 
1 p, J 1 o o k, o ¡' . 

kJ:: l p" Lo o o 

ó {p}= [k] {e} (2) 

{e) 

[ k J matriz de rigidez de las barras 

e) Equilibrio; ¿; fy = O en cada nudo 

Sea: {F} = {~} P, 

t~udo 1 

F, 

F 1 = p, +O- P3- p, 

Nudo 2 
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¡ 
¡ 
i 

1 

1 

P, 

{~:} = [10 o 
-] -/]. P, 

o {F} = (a] T {P} 1 P, 

r. 

[•]' =[: 
o -1 

-:] donde: matriz de equilibrio 

1 1 

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz de continuidad. 

Solución del problema anterior por el método de desplazamientos ( rigideces ). 

lncognitas: {e},{d}.{P } 

Datos: [a], [a]', [k], {F } 

Substitución ( 1 ) en ( 2 ) 

{p}=(k] [a] {d} ........ (4) 

Substitución ( 4 ) en ( 3 ) 

{F} =[a] T [k] [a] {d} ..... (5) 
ó 

{F} =(k] {d} ............. (Sa) 

La matriz [a]T [k] [a] es cuadrada 

Ejemplo; Suponiendo 

k, = k2 = k3 = k. = 1 ton./cm. F, = 1 O ton. y F2 = 5 ton. 



l 

[K]= [a]' [k] [a] t 
1 o o o 1 o t 

= [~ 
o -1 -~] o 1 o o o 1 t 

1 1 o o 1 o -1 1 

1 o o o 1 -1 1 ,. 
' r 

Observar que ]k] es simétrica de ( 5a ) : 
' 

¡lO¡ [ J -2]1"' l { ¡:} = 5 = -2 3 l"' 

{d1 } {8 C/11} despejando {d} = = sustituyendo en (1) 
tf, 7 C/11 

J"' 
o 

; 1 w.><U"Jwdo "' (2) 
e2 o 

g}= = le, -1 -1 

e -1 -1 
4 

J p, 
1 o o o 8 _]~ p, o o o 7 

= l p, 
o o o -1 -¡-1 

!'. o o o -1 -1 

Comprobación de equilibrio: de ( 3 ) 

8 

tU=[~ 
o -1 ~:] 7 ={lO /<JI!} 

-1 5 ton. 

-1 

1 
' 
1 

' 

1 
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Método de las fuerzas ( flexibilidad ) 

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso Equilibrio, Ley de Hooke y 
Continuidad. 

a) Equilibrio 

F=P-R-R 1 1 1 2 

o -1 

1 1 

= a ~ p; + a J, f( 

-1' 1 

-1' 2 

R, 

R, 

[ /{, l 
(R] 

1 

p, 

F, 

R, 

2 
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despejando a Po 

{!~} = [an _, {F}-[a:]·' [a;] [R] 

en nuestro ejemplo 

o bien 

jP1}=[1 O]{F'}+.[1 1]{R'} l P2 O 1 F 2 -1 -1 R2 

además se tiene P3 = R1 , P4 = R2 

Por lo tanto 

1 o 1 1 
o 1 JF,l + -1 1 = o o (F2 } 1 o 
o o o 1 

bo br 

J 
/~ = F, 

/ ) -' -

1
1', = 

1' -4 -

+R, 
¡;;-N, 

R, 

+ R, l 
-R, 

NJ 

( a ) se puede escribir 

{:J ............ a 
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d1 

d2 

m1 

m2 

Í( r)-' ar l 
bn = l -ao 1 R J 

Ley de Hooke 

{P} = [k ]{e} 

{e} = [kf'{p}. ....... e 

sustituyendo (b) en (e) 

{e) = [f] [b
0
j{F) + [f] [b,J {R) ......... d 

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados 

P' , P2 {p}={p,} 
¡t2 

d1 =e, 

d2 = e2 · 

p, = e, - e2 +e3 

P2 = e, - e2 +e. 

1 o o o 
o 1 o o 

= 
-1 -1 1 o 
1 -1 o 1 

e1 

e2 

e3 

e4 

pero 

[~ -1 

-1 

~]=[bo] 

~ ~J=[bRr 

o 
o 

Por lo tanto 
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{d} = [b6]{e} ...... e 

{~} = [b~j{e} ....... f 

( Los valores de ( ) 9eberan anularse) sustituimos d en f 

{¡t} = [bn(F)(bo){F} + [b~][r-][bR]{R} 

como {¡t} = O se despeja {R} 

(h) nos da los redundante {R) sustitución (h) en (b) se obtiene {P} 

sustituimos ( i ) se obtiene {e} 
'· 

(j) {e}= [r] [b] {F} 

sustituyendo ( 1 ) en (e ) se obtiene 

{d} = [b:) [.f] [b] {F} 
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1 
i 

2.5 Aplicaciones de métodos matriciales a armaduras planas. 

Para ilustrar el uso de métodos matriciales en el análisis de armaduras articuladas en los 
nudos, comenzaremos un problema de deflexiones. En la figura 2.3.1. se tiene una armadura 
con miembros sujeta a sistema externo de cargas, y se requiere determinar la flexión vertical 
del m1do j debida al sistema de cargas . Si Xi representa las fuerzas axiales en la estructura 
real las fuerzas axiales en la estructura bajo la condición de carga unitaria en j. 

Estructura real o actual P, 

Carga infinitesimal Q 

Condición Q = 1 

tU 
-=1 
(lQ 

1 

4 

Fig. 2.3.1 

Del teorema de Castigliano y la energía de deformación por carga normal se tiene 



m xi'li 
U= ~2AE . .. (a) 

a u . ~ xi xij li m . . . . -,- = ¡',¡ = <.... EA. =LXI XIJ pi. ........... (b) 
oQ r=-1 ' 1 . 1=1 

li 
donde pi = -

L4i 

es el factor de flexibilidad de la barra i. 

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos seleccionados debemos calcular 
los valores Xij para una fuerza vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. 
Supongamos que han sido calculados y que acomodamos los números de influencia en al 
forma de una matriz de orden m x n como sigue: 

x, x,, 

x,, x,, 
[Xij) = 

xml xm2 
ar-¡YJC>.L/u Y a... 

e) Se denomina matriz de geometría de la an;:¡;;¡ga acomodando los factores de flexibilidad en 
forma de una matriz diagonal de orden m x m. 

(d) 

p, o 0 ...... o 

[pi] 
o Pn O ...... o 

= 
....... 

o o 0 ...... Pon 

la cual es llamada matriz de flexibilidad de la armadura. 

·Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por el sistema de cargas han 
sido calculadas y son arregladas en la forma de una matriz vector columna. 
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(e)= [Xi) = 

x, 
x2 

x3 

la cual es llamada matriz de carga. Ahora de acuerdo con las reglas de multiplicación de 
matrices las m ecuaciones ( b ) pueden expresarse matricialmente. 

Ll., 
x, X21 xm1 p, o O ...... o x, ...... 

1\.2 
x,2 X22 xm2 o P22 O ...... o x2 ...... 

= (f) 

¡\." 
x," X2o xrnrn o o o Pmn X m 

o sea con notación inicial 

[ 1\. i) = [ Xij] [Pi] [X i] ........ (g) 

Como un ejemplo numérico, se considera la armadura mostrada en la fig. 2.3.2 la cual tiene 
m= 9 miembros. Supongase que se requiere determinar la deflexión vertical de los nudos 
superiores a y b, bajo la acción de dos condiciones separadas de carga conio se indica. La 
numeración de los miembros se muestra en la figura, asi como sus dimensiones. Cada barra 
tiene una sección transversal Al = 1 pul2 y un módulo de elasticidad E = 30 x 103 

a 6 b a b 

P = 9 kips 
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fig 2.3.2 

El procedimiento a seguir es el siguiente: 

Sustituyendo ( h ), ( i ) y ( j) en ( g ) se obtiene 

[óij = [Xijj[pij[Xij 

[ói]= ~~[! -10 -3 4 5 -8 o 4 -5] -5 3 8 -5 -4 o 8 
X ....... (g) 

-10 

4 o o o o o o o o 
o 5 o o o o o o o 
o o 3 o o o o o o 1-:, 

"' o o o 4 o o o o 
,. 

o 
x' ' 

o o o o 5 o o o o ....... (k) 

o o o o o 4 o o o 
o o o o o o 3 o o 
o o o o o o o 4 o 
o o o o o o o o 5 

4 10 

-5 o 
3 o 
8 10 ..... (1) 

1 o [ 3 2 -50 -9 16 25 -32 () IG -25] = S o 
?E 16 -25 9 32 -25 -16 o 32 -50 

4 o 
9 o 
8 10 

-10 o 
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= 1 o [ ~ 6 o 6 4 o ] [ o . o 3 1 8 o .o 5 2 5 ] = 9 E 4 7 8 o o o .o 2 3 7 o . o 2 9 6 

[ ~ a p ~ b p ] [ o . o 3 1 8 o . o 5 2 5 J .... (m = 
~ a g ~ b g o . o 2 3 7 o . o 2 9 6 

a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo las dos condiciones de carga 
obteniendo la matriz de fuerzas 

4 10 

-5 o 
3 o 
8 1 o 

fXiJ = -5 o .... (k) 

-4 o 
9 o 
8 1 o 

-10 o 

b) Similarmente se calculan las fuerzas axiales debido a las condiciones de fuerzas verticales 
en los puntos a y b respectivamente obteniendo la matriz. 

8 4 

-1 o -5 

-3 3 
4 8 

[X ij) = 
9 

5 -5 ..... ( i) 

-8 -4 

o o 
4 8 

-5 -1 o 
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e ) Se calculan los coeficientes de flexibilidad obteniendo la matriz de flexibilidad escrita 
diagonalmente. 

4 o o o o o o o o 
o 5 o a· o o o o o 
o o 3 o o o o o o 
o o o 4 o o o o o 

[ '] 1 o o o o o 5 o o o o .... (j) pi=-
E o o o o o o 4 O· o 

o o o o o o 3 o o 
o o o o o o o 4 o 
o o o o o o o o 5 
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METODOS ENERGETICOS Y METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Planteamiento matricial 

1.- INTRODUCCION. 

2.- ENERGÍA DE DEFORMACIÓN. 

Trabajo real 
Trabajo virtual 
Matriz de flexibilidad no ensamblada 
Matriz de flexibilidad ensamblada 
Teorema recíproco de Maxweii-Betti 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Método de las flexibilidades 

Método de las rigideces 

4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES. 

5.- SOLUCION MATRICIAL GENERALIZADA DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES~ 



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 

1.- INTRODUCCION. 

El análisis estructural tiene como objetivo calcular el estado de esfuerzos y 
deformaciones en cualquier punto de una estructura. 

Para el análisis de una estructura se tendrán como datos la geometría y las cargas que 
actúan sobre ella, calculándose las fuerzas internas y los desplazamientos. 

En todo proceso de análisis estructural, deben considerarse los tres conceptos 
fundamentales: 

1.1 Concepto de equilibrio. 

Toda estructura sometida a un sistema de·fuerzas externas, deberá estar en equilibrio 
con las fuerzas internas en todos y cada uno de los miembros de dicha estructura, 
siendo las expresiones vectoriales que cumplan esa condición: 

" I,{F}={ü} (1.1) 

" " 
I,{F}{1;}+ I,{M,}={ü} (1.2) 
1=1 1=] 

en las cuales: 

M; y F; son los vectores que indican los pares y fuerzas actuando en la estructura y ri los 
vectores de posición con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalarmente como sigue: 

en un plano 

;¡: F, X= o 
:E F; y = O 
2:M;= O 

;¡: F; X =O 
:E F; y =O 
2: F;z =O 

1.2.- Concepto continuidad lo compatibilidad) 

en el espacio: 

:E M; X= O 
:E M; y= O 
:EM;z=O 

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma pero conserva las características 
de continuidad iniciales, siendo los desplazamientos finales compatibles con las 
condiciones de deformación de los apoyos. 
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El concepto de continuidad o compatibilidad establece que los desplazamientos son 
funciones continuas y derivables, por lo tanto una vez conocidos los desplazamientos se 
pueden conocer las deformaciones. Expresado en ecuaciones, se tendría: 

du du dv 
ex = y =-+- u, v y w las 3 

dx ,. dy dx 

componentes de 
dv du dw 

desplazamiento. er =- Y.,=-¡+--;¡-dy <Z X 

dw dv dw 
e, = y=-+-

dz " dz dy 

En forma matricial: 

e., -u -V o o o a, 
e., -V -V o o o a, 
e, 1 -V -v 1 o o o a, 

= - (1.3) 
y..,. E o o o 2(1 +u) o o r:ry 

Y ro o o o o 2(1 +V) o r, 

Y,., o o o o o 2(1 +V) r ,, 

{e} = [e] {a} [e] = matriz cuadrada simétrica que representa la flexibilidad 

del elemento. 

1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento. 

En el análisis estructural es indispensable para cualquier estructura de geometría dada 
conocer las relaciones entre las fuerzas y los desplazamientos. 

Si llamamos ¡ F ¡ al vector de fuerzas y ¡O J el vector desplazamientos, sus componentes 
serán de acuerdo con la fig. 1.1 



FH1 0) e; M, ~ ~2 (2) FH2 

{ 1 F., 
i 

} y, y, FY2 

0 G) 

"~ " 2 y' 
x2 

x, 

1~, 
v, ¡ 

¡;;/ 1 x1 

{F)= 
M, 

{ D )= 
(-) '1 

F¡., 
v, J 

1~{2 x2 

!l.f, (-) '2 

y la relación entre ellos será: { F) = [K; { D) ( 1.4) 

La matriz [K] se determina a partir de la geometría de la estructura y de las 
características mecánicas del material. 

Si la variación entre ellas es lineal, la matriz [K] es una constante, y las estructuras que 
cumplen esta condición se les llama lineales ( Ley de Hooke ) es aplicable el principio de 
superposición de efectos. 

2.- ENERGIA DE DEFORMACION. 

Si una fuerza F1 se aplica a una estructura produce un desplazamiento 0 1 en la dirección 
en que se aplica la fuerza, ésta efectúa su trabajo, que se manifiesta por un incremento 
de la energía cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleración o bien, en energía 
potencial si modifica su posición respecto al campo gravitacional. 

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformación en una estructura, 
realizando un trabajo cada una de las fuerzas aplicadas que se permanece en la 
estructura bajo la forma de energía de deformación o energía interna. Si el sistema es 
perfectamente elástico el fenómeno es. reversible (fig.2. 1 b). 
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¡ 
F; A 

o D; D, 

( a ) fig. 2.1 ( b ) 

El trabajo hecho por un incremento de carga será: W = F1 !!. D, 

El trabajo total efectuado será: 
DI 

W= fFdó (2.1) 
o 

Cuando se trata de un material elástico lineal, el trabajo hecho por la fuerza F, es: 

JV = ..!_FD 
2 ' ' 

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la estructura y provocando 
desplazamientos en la dirección de las fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la 
energía de deformación será: W = U = 1 1 2 (F1 01 + F2D2 + ... FnDn) = 1 1 2 r F,D; (2.2) 

La ecuación anterior puede escribirse como: 

[w] = 
1 T -{F} {D}nx1 
2 n x 1 

(2.3) 

En la cual { F} T es el transpuesto del vector { F i que representa las fuerzas. 

El área que se encuentra en la parte superior de la curva OA se le llama energía 
complementaria de deformación. 

La expresión de igualdad del trabajo externo W y la energía de deformación o energía 
interna U, puede utilizarse para calcular deflexiones. 

U= ~fa.,e.,dV (Ref. 1) (2.4) 



Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para calar el desplazamiento D¡ en la 
coordenada j, la ecuación anterior se escribe: 

(2.11) 

(2.12) 

siendo {a u¡) los esfuerzos virtuales correspondientes a la fuerza virtual unitaria en j y {E 
) la deformación real debida a la carga real. 

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexión, cortante y torsión se indican a 
continuación. 

Tipo de deformación · Componente de 
la fuerza virtual 

Axial. p 

Flexión m 

Cortante v 

Torsión 

Componente del 
desplazamiento 

p 
dl = -------- dx 

AE 

M 
d<l> = ------ dx 

El 

V 
dy = ------ dx 

AG 

T 
dp = ------ dx 

GJ 

Trabajo 
virtual 

p 
fp dx (2.13) 

AE 

M 
fm dx (2.14) 

El 

V 
f cv ------ dx (2.15) 

AG 

T 
f t ---- dx (2.16) 

GJ 

De la tabla anterior, para evaluar la integral de flexión m M 1 El dx, para elementos de 
sección transversal constante se utiliza para los casos más comunes de cargas, la 
multiplicación directa de diagramas de momentos flexionantes. 

Cálculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales. 

1) Armaduras 

En armaduras, la expresión para el cálculo de deflexiones es: 

m Pi 
D, =2:Jp-dx 

•=' AE 
(2.17) 



Axial: 

Flexión: 

Cortante: 

Torsión: 

] m p2¿ 
U.=-_L-

2 ,., AE 

U = .!..J M
2 

dx 
1 2 El 

1 T 2 

U =-J-dr 
' 2 G.! 

2: = u. + u, + u, + u, 

2.1.- Teorema de los trabajos virtuales. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema ficticio ( virtual ) de fuerzas 
en equilibrio o un pequeño desplazamiento virtual se aplica a una estructura, 
relacionándolo con fuerzas o desplazamientos reales. 

El método de Jos desplazamientos virtuales consiste en aplicar desplazamientos ficticios 
. (virtuales) de cuerpo rígido en una estructura y calcular las reacciones reales, mediante 
el método energético. 

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a través de fuerzas virtuales, 
como se indica a continuación. 

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un sistema de fuerzas reales 
aplicadas y llamando E la deformación actual en cualquier punto y sus correspondientes 
desplazamientos en los puntos 01, 02, ... , On, se introduce un sistema de fuerzas 
virtuales F1, F2, ... , Fn en las coordenadas 1, 2, ... , n , provocando esfuerzos cr en 
esos puntos. 

El principio del trabajo virtual establece que el producto de Jos desplazamientos reales y 
las fuerzas virtuales correspondientes es igual al producto de Jos desplazamientos 
internos y las fuerzas internas virtuales correspondientes, por lo tanto: 

F,D, = J {a}' {t:}dv 
,. 

en la cual: 

cr = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F 

E= deformaciones reales compatibles con desplazamientos reales {0} 



Un resultado igual se logrará si multiplicamos matrices tales que: 

D, ={pYmxl{JM}mxm{p}mxl (2.18) 

en la cual: 

{p)T es la transpuesta de la matriz {p), siendo esta última las fuerzas en los elementos 
debidas a una carga virtual unitaria actuando en la coordenada correspondiente. 

{ p} son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales. 

L1 o o 
A 1 E1 

y [fM) = o L2 o 
A 2 E2 

o o Ln 

A n En 

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por deformación axial de los 
elementos aislados. A esta matriz se le conoce como la matriz de flexibilidades de la 
estructura no ensamblada. (ref. 2) 

Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos de la estructura, la carg< 
virtual deberá aplicarse por separado en cada una de las coordenadas deseadas y qul 
corresponde al conjunto de fuerzas determinadas, la ecuación tendrá la forma: 

[DJ nxP = [I>] ;~;.rn [f ~~J m.rm [p) mxp (2.20) 

P = fuerza en un elemento debido a la carga virtual actuando en las coordenadas. Los 
elementos de la matriz ¡ p J son las fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en las 
coordenadas correspondientes. 

L 
fM = la flexibilidad del elemento = 

AE 

p =fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna de la matriz [pJ son 
las fuerzas correspondientes a un caso de carga. 

m = número de elementos. 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejemplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de deformaciones en armaduras por 
trabajos virtuales. 
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2.2.2.- Cálculo de deflexiones oor trabajos virtuales en vigas y marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a una carga cualesquiera en un 
miembro, de tal forma que los momentos extremos internos sean M1, M2. Si se quieren 
calcular los desplazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unitarios 
en los extremos para.calcular los giros debidos a flexión. 

M, M2 M, ¡-----_____ r 

~ ~ 
e 
a El 
1 

(Jl El= cte \_?) 

L 
------------' M2 

-~ /1-/ 
El 

( a ) 

o, 
;J?~ l ~ 

1 V 

( b) r 
>- t 

J 
1 u 

a 
1 

-
F, H - L.!, L.!, -(e ) 

Nota.- si se considera efectos de axial: 

1 1 o 
3EI 6EJ 

[t M] 1 1 o L = - --
6EI 3EJ 

o o 1 

AE 
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Por trabajos virtuales la contribución de desplazamientos por flexión en j será: 

f M L 
JJ

1 
= m-dx=-(2Miml+Mlm2+M2mi+2M2m2) 

El 6El 

y expresándolo matricialmente: 

en la cual: 2.21 

{
1111} {m u} = 

1 m2 

en la cual: 2.21 A 

Los elementos de [ fM J son los giros izquierda y derecha debidos a momentos unitarios 
en un extremo de la viga. En forma semejante a la mencionada en armaduras, [ fM ] es la 
matriz de flexibilidad en flexión del elemento. 

El desplazamiento en J será la sumatoria de todos los elementos: 

JJ, = f {mu}~mxl[fu],.,xlm{M},mxl 
1=1 

en la cual: 

m1j 

m2j 

mnj 

M= 

M1 

M2 

Mn 

2.22 

2.23 

A la matriz [ fM ] que contiene las matrices de flexibilidades separadas de todos los 
miembros se le llama matriz de flexibilidades no ensamblada. 
Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordenadas, la carga virtual 
unitaria debe aplicarse en cada una de las coordenadas separadamente para determinar 
los momentos en los extremos, arreglándolos en tal forma que: 

[

-{m}11 
[m]2mxn = {mh1 

{m}m1 
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en la cual los elementos de cada submatriz son los momentos extremos en los 
elementos. El primer subíndice indica el momento y el segundo la coordenada en la cual 
se aplica el momento unitario. 

Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamientos se calcularán: 

2.24 

Ejemplo No. 1. Calcular el desplazamiento horizontal en el punto C y el movimiento 
relativo entre los nudos B y E de la armadura siguiente: 

10 ton 

barras 1, 2, 3, 4 y 5 = AE 

375m barras 6 y 7 = 1.25 AE 

5m r 
7 
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10 

10 -10 l 
--+ 

-2.08 
11.6 7 

11.6 7 

o 
+ 11.67 + 11.67 [P] ,., = o 

1 1 
-10 

-14.58 

-2.08 

0.125 p 0.875 p 
( 2 ) 

o 
-1 -0.8 

o -1 o 
o o o o -0.6 

[P] 7x2 = o -0.6 

-l o -0.8 

o o 
1¿ 

/1 
1¿ 

/1 
o 1 

( 3 ) o, 

-O. 8 

1 
o, 

-0.6 o 

o 

( 4 ) 
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1 
1 

1 

¡ 
! 
1 

1 

5 o o o o o o 
o 5 o o o o o 
o· o 3.75 o o o o 

[.fM]7x7 =-- o o o 3.75 o o o 
AE o o o o 5 o o 

o o o o o 5 o 
o o o o o o 5 

_I_{ -116.5} [DL, [ p ]~x2 [J M ] [ p ]7xl = = 
A E 17 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilidades de cada uno de los 
elementos usando la ecuación 2.24. Los elementos de la matriz de flexibilidades puesto 
que los desplazamientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza 
(o momento ) unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, la 
carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la ecuación 2.24 quedará: 

2.25 

en la cual [ f ] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura y el subíndice s 
se refiere a las cuatro causas que pueden provocar deformación: flexión, axial, cortante 
y torsión. 

Cuando solo se considera flexión la ec. 2.25, quedaría: 

[t] "'" = [mu] ;"''" [fM] 2m,2m [mu] 
en la cual: 

m = número de elementos 
n = de coordenadas 

2mxn 

El ejemplo 2. En al marco indicado se pide. 

a) Calcular los desplazamientos en D, debidos a flexión. 

b) Calcular la matriz de flexibilidad. 

a) El= cte. 

2.26 
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p 8 
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L +-p 
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3 -----+ 

A 1 
i 2 
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.liPL 

- ¡ Y, PL H---'-'----->t-"'--1 

(-) 

M reales 

L -L/2 - 1 

-[ - L 1 2 

[mil] 6., ' = 
L J. 1 2 -1 

o - L 1 2 1 

o L/2 -1 

o o 

Lr--!±l U2 (+) U2 

1 
(+ 

(+) _. 1 
(1) r (-) (2) 

L -U2 

1 1 
1 

(-) 

(-) 

(-) v1 (3) ~ 
..<J. ,, ', ', 

1 

M virtuales 

-0.5 

-0.5 

[M] 6xl = PL 
-0.5 

-0.5 

-0.5 

o 
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1 

' . . , 

2 1 o o o o 
1 2 o o o o 

············ ----····-···· ················· 
L00210 O 

[fu] •.o = 6EI O O 1 2 O O 
............ ---·········· ............... . 
o o o o 1 0.5 

o o o o 0.5 

) { -0.7 5 } T I'L 
{D},,, =[m u],,,[/" ),.,[M],,,= El -0.29 

+1.12/L 

b) Cálculo de la matriz de flexibilidad 

[FL, = [m u J:., [.fm ]6 , 6 [m u] •. , 

L -L2 -1 

L L/2 -1 

(Fj = 
L L/2 -1 

o -L/2 -1 

o -L/2 -1 

o o -1 

[ 

8L2 

= -·
1
-. 1.5L2 

6LI 

1.5L' 

2.25L 

-3.75L -9L 

2 1 : o o 
1 2 o o 
·······---~---- -----· 

o o 2 

o o: 1 2 ............. ........ 

o o o o 
o o o o 

-9L l 
-3.75L 

15 

o o L 

o o -L 
················ 
o o L 

o o o ... -----······· 

1 0.05 o 
0.05 1 o 

-L/2 -1 

-L/2 1 

L/2 -1 
= -L/2 -

L/2 -1 

o 1 
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2:3 Teorema reciproco de Maxweii-Betti. 

Si un sistema de fuerzas F, , F, , ... , F, se aplica a una estructura en las coordenadas 1,2 ···o 
n provocan desplazamientos D, F, D, F, ... , D, F. Manteniendo el sistema de fuer-Zas 

F, , F, , ... , F,, se aplica otro sistema de fuerzas Q, , Q, , ... , Q,, provocarán 

desplazamientos D, Q, D, Q, ... , D, Q, y además desplazamientos D, F, D, F, ... , D, F en 

los puntos donde actúa el sistema F, , F, , ... , F,. 

El trabajo externo total será: 

1 1 1 
W •·o = 2 F' D ' + 2 F o D o Q + 2 Q o D o Q ( 2.27) 

invirtiendo: 

1 1 1 w O+F = 2 L Q iD i Q + 2 L Q iD i F + 2 L F iD i F ( 2.28) 

.!_~ F1D1Q = .!_~ Q D F 2.L. 2.L. 11 
( 2.29) 

Esta ecuación es el teorema reciproco de Belli cuyo enunciado seria que el trabajo 
hecho por un sistema de fuerzas a través de desplazamientos debidos al sistema Q ¡ es igual 

al trabajo externo hecho por el sistema de fuerzas Q ¡ a través de desplazamientos 

provocados por el sistema F ¡ . 

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio anterior a las deflexiones y haciendo 
que F ¡ = 1 en la coordenada i en el sistema de fuerzas F y Q j = en la coordenada j: 

que se puede escriubir como f •o = f o• ( 2.30) 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibilidad como se vió en los ejemplos 1 y 
2 y para una estructura de "n" coordenadas, estos coeficientes se arreglarán para formar una 
matriz de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al teorema reciproco de 
Maxweii-Betti. 
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3. METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen básicamente dos métodos generales, para la resolución de estructuras hiperestáticas 
principalmente y que son el método de las flexibilidades ( ó de las fuerzas ) y el método de las . 
rigideces ( ó de los desplazamientos ) que se describen en los párrafos siguientes. 

Más adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos. 

3.1 Método de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de .cálculo de deflexiones, se introdujo el concepto de matriz de 
flexibilidades de una estructura. A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que se calculan superponiendo 
desplazaminetos de estructuras isostáticas y planteando las ecuaciones para resolver las 
incógnitas con base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo: 

{D} + (t] {F} = {ü} ( 3.1 ) 

en la cual: 

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas. 

F = vector de las fuerzas redundantes. 

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan desplazamientos debidos a fuerzas 
unitarias. 

Ejemplo No.3 Calcular las reacciones resolviendo por el Método de las flexibilidades. 

E 1 = cte 

2 ton/m 
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a) Estructura Primaria 

b) Desplazamientos debidos a las cargas. 

D = 

- 5401 
El 

- "1441 
El 

e) Desplazamientos debidos a R 1 = 1 

( F ] = [f, 
f, 

f,J = 
f, 

36 

El 

9 

9 

El 

4 
E 1 E 1 

R1 = 1 



Ecuación de Compatibilidad de deformaciones: 

{ D} + ( F] { ::} = {O} 

d) Desplazamientos debidos a R 2 = 1 

{ :: } = ( F ]-' { - D } 

{ 
R, } = { 13.71 } ton. 
R, 5.14 

La secuela de cálculo será entonces: 

1) Determinar el grado de hiperestáticidad. 

2) Plantear la estructura primaria isostática. 

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los puntos liberados. 

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las redundantes supuestas con 
valores unitarios, que son los coeficientes de flexibilidad. 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las ·cargas y a cada redundante con base en 
condiciones de compatibilidad de deformaciones. 
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3.2 METODO DE LAS RIGIDECES. 

En este método, las incógnitas son los desplazamientos nodales y los elementos mecánicos 
se calculan superponiendo una estructura a la cual se restringen los desplazamientos nodales 
calculando las fuerzas que provocan estas restricciones. 

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamientos en los nudos, calculando 
los coeficientes de rigidez correspondientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los desplazaminetos y con estos 
se determinan los elementos mecánicos por superposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 

{F} +(K] {D} = {ü} ( 3.2) 

en la cual: 

{ F } = vector columna que depende de las cargas externas 

[ K ] = matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas ( ó momentos ) debidas a 

desplazamintos unitarios. 

No depende de las cargas. 

{ D } = vector que representa las incógnitas que son los desplazamientos. 

La secuela de cálculo será: 

1) Encontrar el número de desplazamientos nodales posibles. 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuerzas nodales de fijación 
correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos unitarios 
inicialmente impedidos, calculando las fuerzas correspondientes (coeficientes 
de rigidez). 

4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los desplazamientos. 

5) Los elementos mecárlicos se obtendrán de superponer la estructura impedida 
de desplazarse en (2) con las correspondientes liberadas una a una. 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este método. 
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Ejemplo No. 4 Calcular reacciones por el método de las rigideces. 

® ® © 

1) Incógnitas e B y e e. 

2) fuerzas nodales de fijación. 

A B 

M .. =-3 MBA=+3 

-M = +M = -M = -5.33 ton rn ro ce 

3.1 l e, = +1 

K BBe = 
4-EI 

6 

(Kj=[K" 
K CB 

4E-I 
8 

K .O.B = 

K co = 

2 E 1 
6 

2E-I' 

8 

@ 

e o 
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K = 2EI 
AB 6 

3.2) ec =+1 

2 E 1 
K,c = -8- K" = 

4 E 1 
K Be = 

2EI 4E-I 
-K = --

8 "' 8 
-

8 

4) Ecuación de equilibrio: L M, = O 

{F} = [KJ {D} 

¡ -2.33 1 
4 
- + 
6 

= E 1 

o 2 
-
8 

4 
-
8 

2 

8 

4 4 
-+-
8 8 1:.1 
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¡D
D,·¡ = ( K]-' { - F} = 

2.11 

El 

-0.53 

4. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES. 

La relación entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez se establecerá a través del siguiente 
ejemplo ( Figura 1 a). 

Los desplazamientos { D } se pueden expresar en términos de desplazamientos de cada una 

de las fuerzas actuando y superponiendo; Figura (1.b). 

D, = f, F, +f., F, + ... +f., Fn 

D 
2 

= f 2 ; F , + f , F 
2 

+ .. . + f ., F n · 

D, =f, F,+f,2 F 2 + ... +fmFn 

[ f ] "'" { F } "', = { D },. , ( 4.1 ) 

resolviendo 4.1 : 

{ F },,, = [ f r "'" { D} "'' < 4.2 ) 

La ecuación 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas formando los elementos de la 
matriz de rigidez de la misma estructura. 

( a) 
~ :.....? ----------------------
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' 
' , f;¡ 

/ 

F¡ = 1 

( b ) 

(e) 

( d ) 

Fli = k¡¡ Fn¡ = kn¡ 

k:: t ~ (e) 

F4¡ = K,, D¡ = 1 

FIG. 6.1 

82 



Si la estructura es deformada por fuerzas F 11 , F 21 , ... , F n1· _a través de coordenadas .',, 

tales que el desplazamiento D 1 = 1, mientras que D 2 = D 3 = ... D n = O 
(Figura 1c) 

F, 
F, 
F, 

F,, 

= [ f l _, 

1 

o 
o 

o 

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la estructura deformada tal que 

D 2 = 1, mientras que D 1 = D 3 = ... D n = O (Figura 1d) 

F, 
F, 
F, 

F "' 

= [ f l _, 

o 
1 

o 

o 

En el caso general, si D j = 1 , mientras todos los otros desplazamientos son cero, las 

ecuaciones serán: 

F, F, 
F, F22 

F, F"' 

F., 

F, = [ f l _, 
1 o 
o 1 

o o 

o 
o 

1 

siendo las fuerzas F ij de la izquierda en esta ecuación los elementos de la matriz de 

rigideces, por lo tanto: 

[ K] = ( f] _, ó 

[ K] _, = [ f] ( 4.3 J 
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades y vitceversa, teniendo el misrno 
sistema de coordenadas para fuerzas y desplazamientos. 

Sin embargo en el análisis por flexibilidad se transforma la estructura en isostática y el sistema 
de coordenadas representan la localización y dirección de las restricciones y en cambio en 
rigideces, se agregan fuerzas para restringir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de 
coordenadas la localización y dirección de los desplazamientos incógnitas; por lo tanto la 
inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en la 
cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análisis del 
método de rigidez y visceversa. 

Propiedades de Simetría. 

Como se demostró en el teorema reciproco de Maxweii-Betti y con relación a la matriz de 
flexibilildades, hace que esta matriz sea simétrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz 
de rigideces es la inversa de la matriz de flexibilidades, será también simétrica, es decir que 
los coeficientes de la matriz de rigideces serán entonces: 

K =K. 
~ ' JI ( 44) 

Otra propiedad importante es que /os coeficientes de la diagonal principal f i i ó K ¡¡ deben 

ser positivos ya que para el cálculo de f ¡¡ el desplazamiento ocurrirá en la coordenada "i' 
debida a una fuerza unitaria en "i". teniendo ambos la misma dirección y en forma semejante 
para K ¡¡, la fuerza necesaria en la coordenada "i" que provoca un desplazamiento unitario 

en "i", tendrán la misma dirección. 

Si en la ecuación ( 2.3) se sustituyen los desplazamientos expresados en la ecuación 4.1, se 
tiene: 

( W J , • , = ~ { F } \, [ f ),., { F } ( 4.5) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación ( 3.2 ) de nuevo en la ( 4.1 ) 

( W j ,, = ~ { D}' (K j { D} ( f] (K j ( 4.6) 

De las ecuaciones ( 4.5 ) y ( 4.6 ), los miembros de la derecha tienen forma cuadrática de las 
variables F ó D y ésta es positivamente definida si tiene valores positivos para cualquier valor 
no nulo de la variable y será cero si F ó D son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4. 5 y 4.6 representan el trabajo externo de fuerzas a través de 
desplazamientos y esta cantidad debe ser positiva en una estructura estable, deduciendo que 
en esa forma cuadrática, las matrices [ f] y [ K] son matrices positivamente definidas, siendo 

los determinantes de [ f] y [ K J mayores que cero. 
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Selección del método de las flexibilidades ó de las rigideces. 

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es necesario haberse familiarizado 
con ellos,para poder decidir en cada caso cual sería de aplicación más ·sencílla. 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 

1. El número de incógnitas es en general mayor en el método de las rigideces que en 
flexibilidades, pero la formulación de las ecuaciones es más sencílla y de más fácil 
aplicación para programas de computadora, debido principalmente a la dificultad de 
programar la estructura primaria. 

2. Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sistemas relativamente pequeños, la 
selección dependerá de comparar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el 
número de grados de libertad en rigideces. 

5. METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 "se describió este método. A continuación se analizan en detalle la aplicación de 
matrices para su resolución. 

5.1 Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura estáticamente determinada cada una de las fuerzas internas de sus 
elementos puede expresarse en función de las fuerzas externas nodales, por medio de la 
ecuación de equilibrio: 

p, = b, F, + b, F 2 + ... + b,, F" 

P2 = b, F, + b"' F 2 + ... + b, F" 

Pm = b.., F, + b,. F 2 + ... + b~ F" 

en la cual "p" son las fuerzas internas y "F" el conjunto del sistema de cargas aplicadas a la 
estructura. 

No existe relación entre los subíndices de F y p, 

En forma matricial: 

{P}=(b){F} ( 5.1 ) 

·' en la cual 
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<:--; 
/ 

' 
,., 

b, b, b,, •,.; 
·•. 
' b, b22 b, -. ,, 

b 
,. 

= ., 
( 5.2) ~ 

b.,. b.,. b= 

[ b J es la matriz de transformación de fuerzas que relaciona las fuerzas internas con las 

externas. 

La matriz [ b J es una matriz rectangular y el elemento b ij representa el valor de la 

componente de. p ¡ de la fuerza interna, producida por la fuerza externa F j de valor unitario. 

Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas no pueden determinarse en función 
de las cargas externas aplicando solamente ecuaciones· de equilibrio. Sin embargo, haciendo 
la estructura isostática, que llamaremos primaria, suprimiendo las redundantes, como se hace 
en el método de las flexibilidades, se considera la estructura primaria sujeta primeramente a 
las cargas reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta forma, se pueden 
expresar las fuerzas internas de los elementos en función de las cargas externas F y de las 
redundantes ó hiperestáticas R, como sigue: 

{P} = (b,) F + (b,J R ( 5.3) 

ó utilizando la propiedad de subdivisión de matrices: 

{p}=[b,jb,] ¡ 
R

F ) ( 5.4 ) 

En la cual: 

[ b , J = Matriz de transformación de fuerzas externas en la que cada columna representa los 

valores de "p" producidos por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la 
estructura primaria con redundantes nulas. 

[ b, J = Matriz de transformación de fuerzas · redundantes en la que cada columna 

representa los valores de "p" producidos por redundantes unitarias aplicadas a la 
estructura primaria con fuerzas externas nulas. 
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5.2 Solución Matricial generalizada por el método de las flexibilidades. 

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de fuerza axial 

Ms MA 

o, e ~-D2 
( a ) ( b ) 

1 [ 2 L' 
6EI 3 L 

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden expresar : 

{p}={~:} 

{D}={~:} 

quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma componente del vector 
carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra será como se indicó anteriormente: 
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y la relación con las deformaciones es : 

{ Q } : [ f M 1 { p } . (5.5 ) 

Los vectores de fuerzas intemas y deformaciones quedarán como sigue: 

p, 0,. 

{ p } 
p, 

{o} = 
o, 

= 

P. o 

Los subindices se refieren a la designación de cada elemento en que se ha descompuesto la 
estructura. 

En la ecuación ( 5.4 ) se puede ver por el principio de contragradiencia, tal y como se verá 
para el cálculo de los desplazamientos; que: 

j O, l ¡ (0,)' ) 
---- = ------- { p } 

D, j (D,J' 
( 5.6) 

Siendo D , los desplazamientos debidos a { F } y D , los desplazamientos debidos a las 

redundantes { R } , obteniéndose: 

{ D F } = [ b F 1 T { p } ( 5.7) 

{o.}=[b,J' {P} ( 5.8) 

Para calcular las redundantes, se substituye el valor { p } de la ecuación de equilibrio ( 5.3) 

en la ecuación que relaciona deformaciones y fuerzas, expresada en la ecuación ( 5.5 ): 

{ P} =[t.) { P} =[t.) (b,) { F} +[t.) (b,) { R} ( 5.9) 

Por último, si substituimos el valor de las deformaciones obtenidas en ( 5.9 ), en la ecuación de 
continuidad ( 5.8 ), se tendrá: 

{o.}=[b,J' {P} 
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( 5.10) 

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las discontinuidades impuestas para 
obtener la estructura primaria isostática no existen realmente, los valores de { D • } deben 

ser nulos: 

[b,]' [t.] [b,j { F} + [b,]'[r.j [b,]·{ R} =O ( 5.11 ) 

Ecuación que permite calcular los valores de las redundantes. 

El producto de las tres primeras matrices del primer miembro de la ecuación ( 5.11 ) y que 
están premultiplicando al vector F, representan la aplicación del principio de trabajos virtuales 
tal y como se expuso anteriormente en la ecuación ( 2.18 ). Este primer término da como 
resultado un vector de nR x 1 y representa los desplazamientos debidos a las fuerzas 
aplicadas a la estructura. 

En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo término ( 5.11 ) y que están 
premultiplicando a las redundantes, representan la matriz de flexibilidades ensamblada de la 
estructura, tal y como se expresó en la ecuación ( 2.25 ). Esta matriz será siempre cuadrada, 
simétrica; no singular y de orden nR x nR. 

Este segundo término del primer miembro de la ecuación ( 5.11 ) representa físicamente los 
desplazamientos debidos a las redundantes. 

La forma más general de la ecuación C5.11 ) se escribe de la manera siguiente: 

[ b " ]' [ f M 1 [ b F 1 { F } + [ b " 1 T [ f " 1 [ b " 1 { R } = { D • } ( 5.12 ) 

El vector D a indica los desplazamientos reales que ocurren en las coordenadas 
seleccionadas en la estructura primaria, siendo iguales a cero generalmente en la práctica ó 
iguales a los desplazamientos reales impuestos D a, como serian asentamientos de apoyos, 
giros, efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De la ecuación ( 5.11 ): 

R = - [ f 1 _, [ b R 1 T [ f M 1 [ b F 1 { F } ( 5.18) 

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de superposición se obtienen los 
elementos mecánicos: 

{P} =(b,){F}+(b,){R} ( 5.3) 

89 



~- Las ecuaciones anteriores son válidas para cualquier tipo de estructuras: armaduras, 
/ marcos, etc., tomando las flexibilidades correspondientes de axial, flexión, etc. 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecuación equilibrio: 

{p} = [bF J {F} = {po} 

siendo {po} el vector de fuerzas internas en las barras debidas a fuerzas externas {F} aplilcad~·. 
en la estructura primaria, quedando la ecuación 5.11 

ecuaciones en las cuales no será necesario calcular [bF] 

Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escribirse: 

En la cual: {DF} = desplazamientos debidos a {F} 

{DR} = desplazamientos debidos a las redundantes 

Por el principio de contragradiencia: 

{DF} = [bF]T { p} 

{OR} = [bRJT { p} 

(5.20) 

(5.4) 

(5.21.) 

(5.22) 

(5.23) 

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos de la estructura no están 
realmente "cortados", los valores de DR deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

{ p} = [fMJ {p} (5.24) 

que es la ley de Hooke al revés, sustituyendo en 5.22 

(5.25) 
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Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando una fuerza unitaria en la 
estructura primaria isostática. 

5.21 Caso de fuerzas aplicadas en los elementos 

La solución matricial generalizada requiere que las fuerzas estén aplicadas en los nudos, lo 
cual supone que en el caso de vigas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia 
linealmente y que los desplazamientos entre nudos son nulos. 

Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cualquier punto, habrá que 
transladarlas a los nudos previamente seleccionados, calculando además los desplazamientos 
locales debidos a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones de frontera, establecidas 
para cada barra, cuando se subdivide la estructura en elementos. La expresión para obtener 
los desplazamientos según el sistema de redundantes basada en el teorema de trabajos 
virtuales, será: 

en la cual {D} es el vector de desplazamientos impuesto a cada elemento debido a las cargas 
aplicadas sobre él. 

5.3 RESUMEN DE APLICACION DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

5.31 Estructuras isostáticas. 

a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicación de la ecuación de equilibrio: 

{p} = (bF J {F} 

b) Los desplazamientos nodales se calcularán: 

(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos deberán transladarse 
las cargas a los nudos). 

El ejemplo No. 5 muestra la aplicación del método a una armadura isostática. 

5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

a) Definir la estructura primaria y p¡;¡r lo tanto especificar cuales son las 
redundantes 
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b) Calcular vectores de fuerzas y la matriz de transformación de redundantes
(bR] y la asociada a las cargas [bFI· 

e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensamblada en los elementos [fM] 

d) Calcular el producto [bR] T (fM] (bF J que es la matriz de flexib. asociada a las 
cargas. 

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones: 

DA = [DxFI {F} + [DRRlR = Dx ó O 

g) Si se desea calcular los desplazamientos. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de la secuela mencionada. 

5.4 Variante propuesta para el cálculo de la matriz de flexibilidades en el caso de flexión 
(ref. 3) 

En el caso en vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de cada elemento está formada por 
cuatro términos, como se vió en la ecuación 2.21A 

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como sucede en el caso de las 
armaduras, debido a la forma de multiplicación del producto: 

M f m- dx 
El 

si en una estructura de n elementos, se llama {p} a las fuerzas internas, y definimos tres 
ordenadas por elemento, en tal forma: 
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M a C] Mb Me 

X 
U2 

X 
U2 

X 
U2 U2 

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax2 + Bx + C, la integral será una 
función lineal de las ordenadas Ya, Yb y Y c. 

En el caso de carga uniformemente repartida la variación de M será parabólica y como la 
variación de m siempre es lineal, la integración del producto m M será: 

[ 

1 
L O 

6E 1 
0 

o 
4 

o ~] (2.21 B) 

que es semejante a la fórmula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz será de la misma forma si se 
integra el producto M lineal multiplicado por m. · 

Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el caso de variación de M en 
tercer o cuarto grado, integrando la ecuación de una cónica de 3° ó 4° grado, debido a la 
variación lineal de m. 

Por tratarse de matrices diagonales, la ecuación 3.1 O se puede almacenar en un vector de la 
forma: 

f = _L_ 4 ¡ 1¡ 
{M }; 6E 1 

1 

(2.21C) 

La ecuación 2.21C, presenta ventajas importantes con relación a la matriz de flexibilidades en 
flexión de la forma (2.21A): 

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de más fácil manejo operativo, a pesar de tener un 
renglón más. 
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b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando la matriz diagonal, no 
necesario pasar las cargas a los nudos y luego transponerlas como se indicó en 
pag. 35, simplificándose en forma considerable el trabajo. 

El ejemplo No. 12 muestra la forma de aplicar la secuela de cálculo así como 
variante mencionada, para resolver un marco rígido mediante el método de 
flexibilidades. . 

EJEMPLO No. 5 

Calcular las fuerzas en las oarras resolviendo por flexibilidades y los desplazamientos 
correspondientes en la dirección de F1 y F2• 

L 
AE = constante 

1.- La armadura es isostática 
2.- La ecuación de equilibrio es 

Cálculo de bF : 

F,=1 F2 =1 
+1 o 
o o -

[bF ]s,, = o -1 

o J2 
o o 

L 

{ p } = [ bF J{F} 

Cálculo de {F} 

{F} = { ~'} . 
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1 -1 o -F1 

2 o o 
{::} = 

o 
{p} = 3 = o -1 -F2 

4 o J2 J2F2 

5 o o o 

3.- Cálculo de desplazamientos 

1 

1 o 
{O} = ~JjT[fml~{F} [fm]5x5 = 1 

[r] o 1 

1 

1 -1 o 

[tl = [ ~1 o ~] 
1 o o 

~] o o 1 [ 1 
J2 

1 o -1 = AE O o -1 J2 1 o 
1 o o 

10} = {o1} = _1 [1 o]f -F1} = J-F~~ 
t 0 2 AE O 3 l F2 l }( 

Ejemplo No. 6 

Resolver la armadura por flexibilidades. 

4m A E= cte. 

10 ton 

1• 4m •1• 4 m ·1 
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Solución: 

1.- La estructura es hiperestática en 2° grado y la estructura primaria seleccionada será la 1 
siguiente: ·· 

-5 -5 

[1] ·0 

r -5 1 
1 -5 1 

1 1 -5 

1 -
5 

1 

El ¡•ec/or{ Po } = { ~ ~ 
11x1 1 

1 +7.011 

1 o 1 

tTJ 
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Obtención de (b ] R 9X2 

1" columna de [ bR] 

-0,707 

0 
+1 

-0.707 
1 

-0.707 

2" columna de [b R ] 

o 

o 
o 

o 

o 

o 

o 

-0.707 

8/~ ~- o 

_"'>::]) [5] ~ 
o 

-0.707 

+1 

+1 
-0.707 

-0.707 

-0.707 
-0.707 

o 
o 
o 
o 

-0.707 
+1 

-0.707 
o 

+1 . 
o 

o 
o 

-0.707 
-0.707 
-0.707 

o 
o 

-0.707 
+1 
o 

+1 
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r -o.1o1 o 1 
1-0.707 o 1 
1 o -0.7071 
1 o -0.7071 
1 o -0.7071 

[bR] =1-0.707 0 
1 +1 o 1 

1-0.707 -0.7071 
) __ E ______ :L.) 
1 +1 o J 
L o +1 

Cálculo de [f] 

14 . l 4 1 4 
1 

4 1 
1 . 4 1 4 1 4 

1 4 1 
1 4 

lx-1 
=-1 

5.65 
[fl = J 4 

4 11x11 
5.65 1 AE AE 

5.65 1 

1 1 4 4 1 
5.65 1 

5.65 1 1 1 5.65 1 5.65 L 5.65 J 5.65 

Calculando el producto [ bR ]T [ f] [ po] 
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¡ 
;· ,, 
Í. ,, 
;· 

[ lr [ ]l-0.707 
bR [f] Po =l 0 

r 4 l r -5 l r -20 l 
1 

4 
1 1 -

5 
1 l-20 

1 4 1 1 -5 1 l-20 

1 4 1 1 - 5 1 1-20 1 

[f] [P j J : ~-1 1 ~ u ~ 1 
o 1 IAEI 1 1 1 

-0.707 

o 

1
5:5

1 
I+7~07II+~OI 

15.651 1 +7.071 1 +40 1 

1 5.651 1 o 1 l o J 
l5.6sJ l o J o 

l-2ol 

1-201 
l-20 1 

-20 

o o o 
o 

-0.707 +1 -0.707 o +1 o o 
-0.707 -0.707 -0.707 

{
68.28} 1 

[ fr JI Po) = 68.28 x AE 

'---v----' 

DxF 

o o -0.707 +1 o +1 
40 

1 o 
40 

o 
L o J 

Ahora calculando el pr_?ducto [ bR] '[ rM][ bR] 

99 



r 4 T -o.1o1 

1 4 1-0.707 

1 4 1 o 
1 4 1 o 
1 4 1 o 

[ f 1 [b 1 =' 4 -0.707 
M 1 hll R llx2 . / 1 

¡5.651 +1 
1 4 -0.707 

/5 65/ o 
/5 651 +1 
L5 65 o 

o 1 r -2.83 

o 1 1-2.83 
-0 707/ 1 o 
-o 7071 / o 
-0.7071 1 o 

o ='-2.83 
o 1 1 +5.65 

-0.7071·1-2.83 

1 1 o 
o J 1 5.65 

+1 L o 

o 1 
o 1 

-2.83/ 

-2.831 

-2~831 

o 1 

-2.831 

5.65 1 

5.~5 J 

-0.707 

(} 

o () () --ü.707 +1 --ü.707 o +1 
-0.707 -11.707 -0.707 o o --ü.707 +1 o 

[f] = [19.32 2 . J-1 
2. 19.32 AE 

La ecuación de compatibilidad de deformación será: 

{DxF) + {f)/R) ={O) 

{68.28}x-'- +[19.32 2 ]{R1}={0};{R1}={3.2} 
68.28 Al·. 2 19.32 R, R, 3.2 

Las fuerzas de las barras serán: 

-2.83 o 
-2.83 o 

o -2.83 

o -2.83 

~~J 
o -2 83 

-2.83 o 
+5.65 o 
-2.83 -2.83 

o 5.65 
5.65 o 
o 5.65 
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-2.73 

i 
5 

r 
-S 1 Í -0.707 

S 1 1-0.707 

1 =S 1 1 O 
1 -S 1 1 O 

. J ~ u -0.~07 
17.071 1 +l 
1 o 1 l-0.707 

17 071 1 o 

l ~ J l :1 

-2.73 

+2.73 

o 1 r -2.731 
o 1 1-2.731 

-0.7071 -2.73 

-0.7071 1-2.731 

-0.7071r _3_2} J +2.73l 
o ~ = +2.73 
o -3.2 1 +3.811 

-0.707 1 +4.S21 

+1 l+3.811 

o J -3.2 J 
+1 -3.2 

-2.73 

/ 
+4.52 

/ 
' 

+2.73 

+=tensión 
- = compresión 

Fuerzas finales en las barras [ ton 1 

-2.73 

i 
5 
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Ejemplo No. 7.- Resolver la armadura por flexibilidades y calcular P, [ D1x D2v J 

10 ton 

A= 30 cm2 

E= 2.1 X 106 kg/cm2 

3m 

¡ 15 ton 

3m 3m 

~+-- -./'---". -----,¡/ 

Solución: 1) CALCULO DE FUERZAS 

La estructura es hiperestática en tercer grado y se relacionará en tercer grado y se 
seleccionará la siguiente estructura: primaria. 

20 

10 
45 

+49.5 . 

-15 

. .· @] 

~ 
35 
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Obtención de [ bR J : 

1) 1 a. columna de [bR] 

[2:J··. 

r o 1 
1 -15 
1 -451 

Cálculo de p = ~ +49.5 ~ 
o 1 1 

-0.71 0 

1 o 
1 o J l o 

,•< @] 
·---~---::·········-----· ··----········· v--------1--Y 

-0.71 

2" columna de [ bR J : 

o 

,e > 
·,;-:e~ 
""' R2 = 1 

.. ··············/········"\ 
.· 1 ( ·~ 

-0.71 
-0.71 
-0.71 

+1 
+1 
o 
o 

R2 = 1 

1 
o 
o 
o 
o 
1 
o 
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3• columna de [ bR 1; 

1.41 

_.(]§ 

o -. 

o -~:í ' / ·'-, / 

r -o.11 1 o l 
1-0.71 o o 1 

1 
l-0.71 o +1.411 

[ bR] = 1 -1 o 
1 1 o 
1 o 
l o o 

Cálculo de [ f 1 : 

3 

3 

3 

[f"J= ~E 4.24 

o 

r 13.01 

[fj = [bRr[f][bR] = ~l-2.]3 
-7.24 

-1 1 
1 o 
1 o 

1 J 

o 

4.24 

3 

-2.13 

6 

o 

4.24 

o 
o 

+1.41 
-1 
o 
o 
1 
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Calculando ahora : 

¡342.18) 
T 1 

(bR) (f}{p.}= AE 0 
+400 

La ecuación de compatibilidad de deformaciones será : 

{D.,}+(fj{R}= {O} 

1 
r342.1s1 

1 
í 1301 -2.13 

--i o f+-l-213 6 AE AE . l +400 J -7.24 o 

Los valores de las fuerzas en las barras será : 

ton. 

r o 1 r +5.65 1 r +5.65 1 
1 -15 1 j 11.701 1-3.30 l 

-45 39.09 -5.91 

{p) J+49.5~+ -35.92~J+I358 
1 1 1 1 1 . 1 1 o 1 -16.491 -16.49 

1 o 1 1 -5.85 1 l-5.85 j 
l o J [19.4J J + 19.43 
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+19.43 
,/ 

' / 

/ 
/ 

10 

~L 
.''. -5.85 (_\ 

1/r// 

l 
13.79 

20 

. -16.49 

+5.65 

1 
15 

2) CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS 

____ 17.61 

11.7 

+13.58 

/@ "/ 15.25 

1 
9.64 

Como se obtuvo directamente { Po } del equilibrio de la armadura bajo las cargas, se tendrá 
que calcular [ bF] 

Fx,=1 Fv,=1 Fx2=1 FY2=1 
1-I O O 

1 o -1 o 
1 o -1 -1 -1 

[ bF ]= 11_~ __ _::-_1_:~!__.::-_I.:~L_.::-_1_:~~ 
o o o o 

~ l 

lo o o o 
o o o o 
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r +16.951 

J 

-9.90 l 
-17.73 

1 16.95 o} +57.57 - = -- = 0.00027m 

1 

J AE AE 
-69.91¡ 

J-17.55J 

l +82 38] 

{
-17.73} 1 98.90 

'0,,.={0 o -1 +1.41 o o o} 57x-=--=0.00157m 
-. +57. AE AE 

Ejemplo N° .- 8 

Resolver la viga siguiente por el método de la flexibilidad: 

3 ton/m 3 ton/m 

E 1 =cte. 

o o 
Solución.-

El grado de hiperestaticidad es dos y se seleccionará la siguiente estructura primaria: 

u 
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R, 

MAB Mee Mee Meo M oc 

( 
el\ 

Los vectores de fuerzas correspondientes y desplazamientos será : 

Como el sistema de fuerzas no está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlo a los apoyos 
y calcular los giros en los extremos de las barras. 

M 
F = fm-dx 

LS 
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¡ 
f 

1 
1 ¡ 

' r. 

' 
•. 

r r 9 j 
.6 6m-

1' 
.~ 6m 6m 

El vector de carga será : 

3 ton/m 3 ton/m 

eAB eBA eco eAC 

e AB= e BC = e CD = e DC = 1/3 L, K= 271 El 

El vector desplazamiento será : 

Cálculo de matrices de transformación de fuerzas. 

Trazando los diagramas de momentos debidos a fuerzas unitarias y redundantes unitarias: 
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1 F1 = 1 
M=O 

LS 

Para las condiciones F~ = 1, F3 = 1 y F • = 1 tampoco producen momentos flexionales, por lo.· 
tanto la matriz [ bF J será: 

Cálculo de [ bR J 

R1 = 1 

A e D A B 

1 1 
A //0-, 

La matriz de transformación de redundantes será: 

¡~ 1?2 lo ol 
A(, a o o 

1-1 ol 
JvfBA -1 o 1 

l-1 Ol [bn] =Mue -1 o =¡o -1 1 
6x2 

A1cn o -1 1 

JvfCD o ¡o -1 1 

-1 Lo oj 
M oc o o 

Cálculo de [fMl 

La matriz de flexibilidades no ensamblada será: 



12 6 o o o o 

[[! .. ] 6 12 o o o o 
o 

o l 1 o o 12 6 o o 
[fM] = ~ [fue] o =-

6El o o 6 12 o o 
o [/en] o o o o 12 6 

o o o o 6 12 

El producto [bRl T (fM) (bF) = 0 

Cálculo del producto [ bR] T [fM] [ bR J , que es la matriz de flexibilidades ensamblada 

Los desplazamientos debidos a las cargas en las barras, referidas al sistema general serán: 

-1 -1 o o 
o o -1 -1 

Por lo cual los desplazamientos totales debidos a las cargas serán: 

27{-1} 27{-1} {DxF)=[JF]IF)+[D,]=O+- =-
El -1 El -1 

Y la ecuación de compatibilidad de deformaciones será: 

{DxF) +[/]{R) ={O} 

1lf R,} 
4Jl~ =O de donde: 
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10.8 10.8 

( - ) ... 
5.4 5.4 

Diagrama de momentos flexionantes ( ton-m ) 

Ejemplo No 9.- Resolver la misma viga del ejemplo anterior por flexibilidades, utilizando otra 
estructura primaria. 

3 ton 1m E 1 = cte. 3 ton 1 m 

j j 
~ [i]~ 
A 6m B e 6m D 

Solución: 

1) Grado de hiperestaticidad = 2 y se selecciona la siguiente estructura primaria 

~1 1~11 
A B e o 

1 

1 
1 

R . 

lfh 

Los vectores de fuerza y desplazamiento serán: 

MAB DAe 

MeA DeA 

/" 
Mee 

D = Dee 

Mee Dee 

Meo Deo 

Moe Doe 
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Como el sistema de fuerzas externas no está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlo a 
los apoyos y calcular los giros en los extremos de la barra. 

Igual que en el ejemplo anterior 

AlA 8 

El vector de carga será: 

e D 

( Valores ya calculados) D = 

27 
27 
o 
o 
27 

27 

Cálculo de las matrices de transformación de fuerzas. 

l F1 = 1 F2 = 1 F3 = r 
1 

LSA M= O & LS.A 8 e <a LS..A 8 e UD LS. 

~ ~ ,¡ /1 

o o o o 2 1 

o 4 2 o 2 

[ bF l = 
o 4 2 o 

[.!M]= 
2. 1 

o 2 4 o 2 
o 2 4 o 2 1 
o o o o 2 

Cálculo del [ bR ] 

F4=1J 

A M=O UD 
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~------------------------~0 j R1 = 1 

R1=1 

o 
-4 

[bR l = 
-4 

-2 

-2 

o 

Cálculo de [fF] = [b.f[f.] [bF] 

R,=l 

o 
-2 

-2 
-4 

-4 

o 

¡ 

1 [o 96 84 o] 
[JF l = El o 84 96 o 

:. Los desplazamientos debidos a las cargas serán : los nodales + debidos cargas repartidas. 

27 

-9 27 

] -1 T { } 1 [ () 96 84 
~] -9 

+ [~ -4 -4 -2 -2 ~] o 
[fF {!• J + [bn] D, = El O = 

84 96 -9 -2 -2 -4 -4 o 
-9 27 

27 

1 J-1620} 1 {-162} 1 {-1782} 
El l-1620 +El -162 =El -1782 
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·' :·,¡. 
''.~· .. 
;-;;.:., 

La ecuación de compatibilidad de deformaciones será : 

{DxF }+ {D,n} ={O) 

1 {-1782} 1 [96 
El -1782 + J:-'1 84 

84]{R'} 96 R
2 

={O) 

{R,} {9.90} 
R2 = 9.90 ton. 

Ejemplo N° 10.- Resolver la viga de los dos ejemplos anteriores, sabiendo que en C hay un 
apoyo elástico. 

A 

Solución: 

3 ton 
) 

6m B 

El 
K resorte=-

2D 

3 ton 1m 
) 

6m 

1) Los cálculos serán idénticos a los del ejemplo, salvo las ecuaciones de compatibilidad de 
deformaciones que serán: 

{Drr-} + {Drn} = {~~} 
1 {-1782} 1 196 

El -1782 + E/l84 

{ 
R1 } _ {13.98} 
R2 - 5.24 ton 

84lf R,} = {- R~ } 
96]lR2 ¡;-

"' 
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Ejemplo No. 11 

Resolver por flexibilidades considerando efectos de flexión y calcular los desptazamientos de 
los nudos. 

Solución. 

B 

3m 

5 ton 

4.5 
////'// 

A 

1· 

3m 

6m 

1.0 ton. 
e El = 6600 ton-m2 

0 0 = + 0.002 rad. 

00 5m 

2.5 m 

·1 

La estructura es hiperestática en tercer grado y se seleccionará la siguiente estructura 
primaria: 

10 ton 
sr--------L--------~ m 

5 ton 
--+ 

D 

A 

Sistema de redundantes 
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Meo 

Los vectores de fuerzas internas y desplazamientos serán: 

r'" 
j)AB 

M u., ·Do.f 

{!') = Mnc {JJ) = DBC 

\M,, Den 

Alm Dm 

M ve Dvc 

Como el sistema de fuerzas externas 110 está aplicado en los nudos, habrá que trasladarlos a 
los apoyos; para hacerlo se aplicarán las ecuaciones de estática. 

J 5 1 10 l 15 
p2 = 5 PJ = 1 

3 B 1 -· p, = 3 

5 

J 
///// 

A 
2 2-7//7 

El vector de carga será: 
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Además del sistema externo de cargas por estar aplicado en las barras impone deformélcic,~ 
que se calculan con la expresión de trabajo virtuales. 

3 --· 
5 ton. 

4.5 

Dmc 

f1575l 
1 18 1 

/) = J 22.5 f -~ 
" 

1 

1 2~ 5¡1·: 1 

l o J 

Haciendo uso de las tablas para multiplicar diagramas . 

15.75 

El 

18 
D 1 AB = ----------

El 

22.5 
D1ec = D1es = ---------

El 

Para poder calcular las matrices de transformación de fuerzas, se calcularán los diagramas 
debidos a fuerzas externas unitarias y los de redundancia unitarias. 
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F1 = 1 
1.0 5 

M=O 

R1 = 1 

~ 
R, = 1 

-

M=O 

1 1 

/ 
///// 

/ 
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1 ( + ) ,.". 
:.''"r-t 

+ . ·.· 

... 
(+) 

1.0 

La matriz de transformación de carga será: -~ 

/'" = [bF]{F} 

F, = 1 F2 = 1 F3 = 1 

1\,ll/, o o o ro o ol 
/i,l/1.1 o o o ¡o o oj 
Afw o o o JO o OJ 
M,." --5 o o .. [b"J=¡-s o o¡ 
At,.,, ·-5 o o 

l-o
5 o 

~J 1\I,,. o o () o 
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La matriz de transformación de redundantes: 

Rt R2 RJ 

MAB 1 o o í 1 o ol 
A1BA o o 

1 
o 1 o! 

A1sc o 1 o 1 o 1 Ol 
Mcu -2/3 2/3 

.. [bn] =¡-2/3 2/3 1 1 

Mcv -2/3 2/3 l-2;3 
2/3 

~J M ve o o o 

Cálculo de lfM] 

La matriz no ensamblada de la estructura será: 

Í15 7.5 o o o ol 
1 15 o o o oi ji JAn] l 175 

[f.c] 
1 1 1 o o 12 6 o DI 

[!,\/] =1 

[fcolf GErl : 
o 6 12 o ol 

L o o o 10 51 

10J o o o 5 

Cálculo del producto (b.]'[fM] (bo] = [f,] 

(b,]'[f] (bo] = -103.33 O O -
1 

[ 

73.33 o o] 
135 O O 6EI 

Cálculo del producto[ bR JT[ 1M JI bR ]. que es la matriz de flexibilidad ensamblada. · 

[ 

24.78 -62.78 

1 f l = -62.78 44.78 
-18 24 

-18] 
24 X~ 
42 

6E1 

1?1 



A los desplazamientos producidos por el sistema de carga en los nudos, deberá sumarse el 
las cargas aplicadas en las barras y que referido al sistema general, mediante la ecuación: 

1

0.75 ) 
{D.}= (b.]{D} = 55.50 ~ 

22.50 1 

Por lo tanto los desplazamientos totales debidos al sistema de carga externa será: 

{D,.} = (f,j {F}+{D,} 

= _1_[-1~~:~~ ~ 6EI -135 O 
o 5 +~1 55.50 ol13l 1 o. 75 ¡ 
o 5 22.50 

1 

36.67) 10.75 l 1 37.42) 
= ~1 -51.67 + ~1 55.50¡ = ~1 3.91 

-67.50 22.50 -45.00 

Las ecuaciones de compatibilidad de deformación serán: 

{Dxp}+ {f}{R}= {o} 

1 { 37.42} 1 [ 24.78 
- 3.97 +- -6.28 
El -45.00 GEl -18 

{

R
1

} {-7.60} R 2 = -3.21 
R 3 +3.20 

-6.28 
44.78 
+ 24 

-18]{R
1

} {o } + 24 R 2 = O 

42 R 3 -0.002 
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5 

: 1 '/ 1 ¡ 
\.___) 7.60 

14.05 

10 

2.58 

¡--¡; / 11 2.42 

(__} 3.20 

r 
5.95 

8.87 

\ 1 

3.20 

/ 1 ,.,...- '/ 

. 7.60 
Diagrama de momentos finales las fuerzas internas se obtienen calculando por superposición 
los efectos debidos a cargas externas y por redundantes: 

{ P} = [b,{F}j + (b,]{R} 



f 

Ejemplo No.12 

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las flexibilidades. 

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades. 

2) Diagonalizándola ( variante propuesta ). 

2 ton 1m 

2 E 1 

La estructura es hiperestática en segundo grado y se eligirá la siguiente estructura primaria, 
isotática. 

Ms 

Estructura isostática y sistema de redundantes. 

Como el sistema de.cargas no se encuentra aplicado en los nudos, habrá que calcular las 
deformaciones angulares en los extremos y se trasladarán las cargas a los nudos. 
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(-) BA 

751~ (-) AB 
(-) 8~-----:::::?""'~~ CB 

Por el método de trabajos virtuales: 

r 1 r 6.zs1 
10ABI 1 8.751 
10BA 1 1 141.661 

D=~0Bcf = -~ ~ 
1 1 El 141.661 

l~~~J l ~ J 

Los signos positivos induican que el sentido supuesto a los momentos virtuales aplicados 
fueron del mismo sentido que los desplazamientos. 

El sistema de fuerza equivalente aplicádo en los nudos se presenta en la figura, provocando 
efectos de flexión solo la fuerza de 7.5 ton. 

+ 10 

4 .. .. 
7.5 -

···~ 
1 

2.5 

Sistemas de cargas equivalentes y diagramas de momentos 

La matriz de transformación de fuerzas será: 



F1 =O 

o 
o 

[bF) = o 
-4 

-4 

o 

o 
o 
o 

[bF ]{F } = _
30 

-30 

o 

F2 = 1 F3 = 1 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

Calculando ahora la matriz de redundantes bR 

1 
1 

' ,, 

{ 75] 
F= ~~ 

RA = 1 RB = 1 

-1 o 
o -1 

[bR) = o -1 
1 -1 

1 -1 

o o 
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.-, 
)~' 

1 

1 

1 

La matriz de flexibilidóld no ensamblada de la estructura será: 

8 4 

4 8 

10 5 

fM 
1 5 10 --

6EI 8 

4 

La matriz de flexibilidades ensambladas será: 

-19] 
46 

4 

8 

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas intermedias, al sistema general 
de coordenadas mediante la ecuación: 

6.25 

D }=[ ~] 
8.75 

01 = [bRf 
-1 o o 1 1 1 

41.66 1 [ 35.41] 
o -1 -1 -1 -1 El =El -92.07 

41.66 

o 

Finalmente, calculando el primer término de la ecuación de compatibilidad de deformaciones 
(3.8 ) y sumándole los desplazamientos debidos a las cargas intermedias se tendra: 
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-

T l ( } [ l'{ 1 { -90 }+ 1{ 35.41 } [ b.] [ t] [ b, F + b. D } =El +115 B -92.09 

El segundo miembro de .la ecuación ( 3.8 ) será: 

[ b ]' [ f ] [ b J{ MA } - 1 [ 26 
R M R MB - 6EI -19 

Por lo tanto: 

-19] MA 
46 MB 

1 { - 54.59 } 1 [ 26 
ET +22.91 +6EI -19 

-19lfMA }={O}; MA =3.166ton-m 
46 JlMB MB = 14.9 ton- m 

18.28 

14.9 

t i 11.52 8.48 

4.57 
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ALTERNATJVA2 
2 ton 1m 

t ! ! ! ! ! .. 
B e 

2El 
10 ton 

3m 4m 
El El 

A D 

1 / /1 
10m 

,., // 

Seleccionando la misma estructura isostatica que el caso 1: y debido a la presencia de la 
carga concentrada, se tendrán 4 elementos: 

Ms e 

3m 

Resolviendo la estructura isostática y calculando Jos momentos en los extremos y al centro de 
cda elemento, se obtiene el vector de cargas. 

t 30 

-7.5 
2.5 
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o 
3.75 

7.5 

7.5 

3.75 

o 
Po= 

o 
+10 

- 30 

- 30 

- 15 

o 

Obtención de la s redundantes [ b" ] 

MA = 1 

2 3 

1 

0.25 0.25 

MB = 1 
' 

1 

1 
1 

0.25 -
0.1 . 
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R1 = 1 R2= 2 
-1 o 
-0.625 -0.375 

-0.25 -0.75 

------ ------
-0.25 -0.75 

-0.125 -0.875 

o -1 

[ bR) = ------ ------
o - 1 

0.5 -1 

1.0 - 1 

------ ------
1 -1 

0.5 -0.5 

o o 

Es evidente que para calcular po y bR , se puede presindir del trazo de diagramas de 
momentos. 

La matriz de flexibilidad no ensamblada, de acuerdo con la ecuación 3.11, es una matriz 
diagonal: 
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Nota: .El elemento 3 aparece dividido entre 2 porque la inercia de la viga es 21 

La matriz de flexibilidad ensamblada será: 

[ f J - [ b ]'[ f J [ b J - 1 
[ 

26 
- R M R - 6EI -19 

-19 ] 
46 

Calculando ahora el producto: 

[ b~ n f" 1{ po } = 6~1 {-~~~::4 } 

Las ecuaciones de compatibilidad seran: 

1 { - 325.54 } 1 [ 26 
6EI 137.50. + 6EI -19 

-19 ]{ MA } =O 
+26 MB 

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm 
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Comentarios: 

1) Las operaciones matriciales son mas rápidas en esta segunda alternativa, debido a la 
diagonalización de la matriz de flexibilidades no ensamblada, como sucede en el caso de 
armaduras. 

2) El resultado es directo sin necesidad de usar matrices d transformación de coordenadas 
locales a generales como en la alternativa 1. 
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INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA Y DISEÑO ESTRUCTURAL DE 
CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Colina 

Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingeniería, UNAM 

RESUMEN: Se presenta una breve descripción de los métodos de interacción estática 
suelo-estructura que se han desarrollado en la República Mexicana hasta la fecha. Se 
comenta sobre ia necesidad de tomar en cuenta la variación de las propiedades de los 
materiales que forman la estructura y el terreno de cimentación. Se presentan algunas 
aplicaciones de la interacción estática suelo-estructura. 

1. INTRODUCCION. 

La cimentación de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad plantea el 
problema de determinar los hundimientos totales diferenciales, así como los elementos 
mecamcos ( momento flexiónante . fuerza cortante y fuerza normal ), tanto en la 
estructura, ocasionada por los hundimientos del terreno de cimentación. Estos valores 
dependen por un lado de la compresibilidad del subsuelo y por otro lado de la rigidez de 
la estructura . Tomando en cuenta que con frecuencia en los análisis estructurales se 
considera a la estructura empotrada o articulada en su cimentación, o si se trata de una 
losa de apoyo se supone una presión de contacto uniforme, o que el cálculo de 
hundimientos del terreno de cimentación se realiza considerando la estructura de 
cimentación totalmente flexible, lo cual suele distar bastante de la realidad, se ve clara la 
necesidad de desarrollar métodos que tomen en cuenta los efectos de los hundimientos 
y que, al mismo tiempo, permitan calcular los valores de estos últimos. A estas técnicas 
es lo que se denomina interacción estática suelo-estructura. 

Por lo tanto, el propósito de la interacción está.tica suelo-estructura es llevar a cabo un 
análisis estructural tomando en cuenta el efecto de la rigidez del terreno de cimentación. 
La interacción suelo-estructura proporciona los diagramas de hundimientos diferenciales 
y de reacción del terreno de cimentación ( véanse las fig. 11 y 12 ), lo que permite 
determinar los diagramas de momento flexionante y fue¡rza cortante en la estructura de 
cimentación, considerando la influencia de la rigidez del suelo de cimentación, lo que 
conduce a un diseño racional de dicha subestructura. Algunos procedimientos de 
interacción consideran también el efecto de· la superestructura, con lo que se conoce 
además el efecto de la rigidez del terreno en los elementos mecánicos de toda la 
estructura. 

En este trabajo se presenta una breve· descripción de los métodos de interacción 
estática que se han desarrollado hasta la fecha en la república Mexicana, así como 
algunas de sus aplicaciones: El lector que tenga interés en estudiar al detalle uno de los 
procedimientos de interacción puede consultar las referencias que se incluyen al final del 
texto. 

Las características de la compresibilidad de los sedimentos del subsuelo de la ciudad de 
México ha dado lugar a que se desarrollen un buen número de métodos de interacción 
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suelo-estructura, teniendo la mayoría de ellos una buena dosis de mérito. Se puede 
afirmar que nuestro pais es inclusive uno de los pioneros en este campo de estudio. 

En el inciso 2 se trata el problema de la interacción suelo estructura en cimentaciones 
someras, mientras que en el inciso 3 contiene algunas técnicas para cimentaciones . 
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre la importancia de considerar en la forma más 
realista posible las propiedades mecánicas a los materiales de estructura y terreno de 
cimentación. El inciso 5 trata de ciertas aplicaciones de la interacción estática suela
estructura. Finalmente, en el inciso 6 se presentan las conclusiones de este trabajo. 

Cabe aclarar que no en todas las cimentaciones surge el problema de considerar la 
rigidez del suelo. Por ejemplo, para niveles de carga medianos y suelos muy rígidos, los 
hundimientos del suelo son muy pequeños y no se requiere tomarlos en cuenta. en el 
análisis estructural. En el diseño estructural de zapatas de dimensiones usuales, la 
diferencia entre una reacción uniforme y la reacción real es pequeña y queda cubierta 
por los factores de seguridad empleados para el diseño estructural. En consecuencia, la 
interacción se aplica sobre todo a estructuras cimentadas sobre suelos de mediana a 
alta compresibilidad, en los que los asentamientos diferenciales tienen importancia en el 
comportamiento de dichas estructuras .. 

2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES SOMERAS 

2.1 Métodos de interacción suelo-estructura 

Existen varios métodos para llevar a cabo la interacción estática suelo-estructura. A 
continuación describimos brevemente algunos de ellos. 

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de ingeniería estructural de la Universidad de 
Paraná, en Brasil, presenta uno de los primeros procedimientos para tomar en cuenta en 
forma racional la interacción suelo-estructura, aplicable a vigas y a marcos estructurales 
( Chamecki, 1956 ) . trata el caso de una viga con tres apoyos, desplantada en un suelo 
con estrato de arcilla compresible, resuelve el problema utilizando unos coeficientes de 
transferencia de carga ( que equivalen a la matriz de rigideces de la estructura ) en la 
viga, y considerando una arcilla normalmente consolidada, en la que se conoce su índice 
de compresibilidad. Estableciendo la compatibilidad de deformaciones entre viga y suelo, 
resuelve el problema en forma explicita. A continuación trata el caso de marcos 
estructurales, y debido a que las relaciones esfuerzo-deformación unitaria en los suelos 
son no lineales, propone un procedimiento iterativo para la solución del problema, 
usando los coeficientes de transferencia de carga en la estructura y calculando los 
hundimientos del suelo por procedimientos usuales. Los valores de los asentamientos en 
las aproximaciones sucesivas oscilan alrededor de un valor medio y tienden a él. Para 
evitar un gran número de iteraciones, se aplica una corrección después de la primera 
iteración, calculando las cargas en las columnas con un promedio de los asentamientos 
obtenidos. En la mayoría de los casos prácticos no hay necesidad de correcciones 
adicionales para alcanzar la convergencia del procedimiento ( Chamecki, 1956 ). 

F 
Otro procedimiento es el de ilfores Victoria ( 1968 ), en el que para resolver el problema 
de la interacción suelo-estructura se establece la siguiente ecuación .¡:¡¡at¡:¡GI.IIa,.. 

rnc:d; ,<::; ia 1 
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" ·. 

(1) 

donde: 
)S = matriz rigidez del conjunto superestructura cimentación. 

Q_ = vector de asentamientos de los nudos de la cimentación, los cuales deben 
ser iguales a los de las bases de las columnas inferiores de la 
superestructura. 

~e = matriz de transmisión de peso propio de trabes a cargas en nudos. 

Ec = cargas debidas al peso propio de trabes. 

~ = matriz de transmisión de cargas del suelo a los nudos de la cimentación. 

O = cargas que la cimentación aplica al suelo. 

Los movimientos del suelo están dados por 

( 2) 

donde: 

o. = cargas aplicadas al suélo. 

Es = matriz de flexibilidad del suelo, que es función no lineal de Q • 

.B. = vector de movimientos verticales de la superficie del suelo. 

Suponiendo que la cimentación no se despega del suelo, las cargas O sobre la 
cimentación deben ser iguales a las cargas o •. Los hundimientos .1i de la cimentación 
deben ser iguales a los del suelo, por lo que la ec. 2 puede escribirse 

En la superestructura y cimentación de la ec. 1·de.be tenerse 

(3) 

donde 

Son las cargas del edificio sobre los nudos de la cimentación, junto con su peso propio. 
Las ecs. 2 y 3 dan un planteamiento que en forma directa permite obtener como solución 
los asentamientos !i del suelo y cimentación .juntos, así como las fuerzas de contacto Q. 
Para ello se reqwieren como datos las matrices )S y ~. y el vector ET. junto con las 
propiedades del suelo, localización y tamaño de las áreas rectangulares asociadas a 



. '1 
cada Q. Para conocer momentos, cortantes, fuerzas normales en columnas, etc, faltará 
calcular el efecto que producen !i y_Q en el edificio y sumarlo con el efecto de las cargas 
verticales P y P •. 

La solución del problema se leva a cabo sustituyendo la ec. 2 en la ec. 3 

de donde 
( ]; + !S Es ) Q = .ET 

Finalmente 
Q : ( j; + !S _!;s r' .E'.T 

Conociendo Q.., con la ec. 2 se obtiene Q,_No e posible despejar_Q de la ec 3 porque no 
existe la inversa de JS. 

Flores Victoria señala que la matriz ¡;, es función no lineal de Q, lo que no permite 
resolver el problema directamente, sino que se requiere acudir a métodos iterativos. 

Operando con las ecuaciones matriciales anteriores, el método iterativo tiene la 
inte'rpretación física de aplicar una distribución de presiones al suelo Q(">, y calcular 
asentamientos del suelo, con esos asentamientos determinar el estado de cargas que 
deben tener la estructura como reacción del suelo. Esa reacción se vuelve a aplicar al 
suelo, y así sucesivamente , hasta lograr la convergencia; esta interpretación es debida a 
Chamocki ( 1956 ). 

De acuerdo con Flores Victoria ( 1968 ), este procedimiento es divergente para suelos 
compresibles, como el de la Ciudad de México, o para cimentaciones excesivamente 
rígidas. Esto lleva a usar un criterio de interpolación para lograr y acelerar la 
convergencia, el cual se basa en el concepto físico de permitir que Q(n> se modifique en 
un porcentaje razonable en cada ciclo, y difiera de Q (n·•>. 

El método de Flores Victoria se aplica con un programa de computadora, el cual 
proporciona los elementos mecánicos correspondientes. 

En un ·trabajo posterior ( Flores Victoria y Esteva, 1970 ) presentan además un 
procedimiento simplificado en el que se considera lo siguiente: 

El suelo es un medio elástico lineal semiinfinito. 
Cimentación rectangular con una red ortogonal de trabes 
No se toma en cuenta la rigidez de la superestructura 

Para las condiciones mencionadas, y empleando valores normalizados, los autores 
proporcionan los valores de los asentamientos de la estructura y de las reacciones del 
terreno sobre la misma. Estos resultados los presentan en forma tabular. 

Los resultados del trabajo de Flores Victoria y Esteva ( 1970) son los que se emplean en 
las Normas Técnicas complementarias para Diseño y Construcción de Cimentaciones del 
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Reglamento de construcciones para el Distrito Federal de 1976 y el manual de Diseño de 
Obras Civiles de la Comisión Federal de electricidad de 1980. Sin embargo, en las 
primeras no se incluye el calculo de la magnitud de las reacciones del suelo de 
cimentación. 

Para tomar en cuenta el comportamiento no lineal del suelo, Damy et al ( 1977 ) 
presentan un método incremental, que consiste en suponer que el vector de cargas se 
aplica gradualmene al conjunto en incrementos, siendo los incrementos suficientemente 
pequeños para que el sietema responda linelamente, con rigideces iguales a los valores 
tangentes que corresponden al estado de esfuerzos existentes al iniciar la aplicación de 
los incrementos. Al aplicar el último incremento deben satisfacerse las ecuaciones de 
equilibrio y de compatibilidad de deformaciones entre estructuras y suelo. · 

Por su parte, Esteva et al ( 1977 ) proponen dos procedi.i(mientos de interacción. El 
primero es a base de aproximaciones sucesivas, y consiste en suponer inicialmente que 

la- ai distribución de presiones en el terreno es igual a la de las cargas aplicadas sobre el 
sistema estructural; con las reacciones y la correspondiente matriz secante de 
flexibilidades del suelo se obtiene una estimación de los desplazamientos del suelo, y 
una estimación de las deformaciones de la estructura, empleando matrices secantes de 
rigideces de la estructura y de flexibilidades del suelo. El proceso se repite un número de 
veces tal que los valores de los desplazamientos del suelo sean suficientemente 
parecidos en dos estimaciones sucesivas. El segundo método es un procedimiento 
incremental aproximado, que consiste en aplicar gradualmente la carga total en 
incrementos; en cada incremento se efectúa un ciclo semejante al del procedimiento de 
aproximaciones comentado ante~el resultado de dicho ciclo iterativo se toma como punto 
de partida para la aplicación de otro incremento de carga. Los autores proponen dos 
criterios alternativos: en el primero se logra el equilibrio al final de cada ciclo, pero no se 
logra la compatibilidad entre las deformaciones de la estructura y las del suelo; en el 
segundo se alcanza dicha compatibilidad, pero a costa de un desequilibrio: Por lo 
anterior, en ambos casos debe hacerse una corrección en el siguiente ciclo ( Esteva et 
al, 1977 ). 

El Dr. Leonardo Zeevaert ( 1973, 1980, 1983 ) ha trabajado profusamente en el 
desarrollo de métodos de interacción suelo-estructura. El método que utiliza consiste en 
formar la ecuación matricial de asentamientos o hundimientos ( EMA ), que relaciona los 
asentamientos del suelo en función de cargas aplicadas en la superficie: 

donde: 

li=Dg 

¡¡ = vector de asentamientos en le contacto cimentación suelo. 
O =matriz de asentamientos ocasionados por presiones unitarias. 
g = vector de cargas aplicadas en el contacto cimentación-suelo. 

Para la formación de la matriz O se emplea el concepto de valor de influencia, que es el 
esfuerzo ocasionado por una presión unitaria en la superficie, lo que facilita de manera 
importante la determinación de los elementos de la matriz D. 
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A continuación se forma la ecuación matricial de interacción ( EM~i , que relaciona las 
deformaciones de la estructura con las cargas que le transmite el suelo: 

donde: 

.Q~=~ 

.Q = matriz de flexibilidades del suelo 
~ = vector de cargas del suelo sobre la estructura 
~ = vector de deformaciones de la estructura 

La interacción de la estructura de cimentación con el suelo depende del valor de módulo 
de cimentación por área tributaria K, definido como el cociente de la carga sobre el suelo 
( en unidades de fuerza ) entre la deformación que produce. Debe notarse en la 
ecuación EMI que los valores del vector de deformaciones de la estructura ~ son función 
del módulo K por área tributaria ( Zeevaert 1980 )." Si los valores de k fuesen 
independientes entre si, la ecuación matricial EMI daría los resultados definitivos de las 
reacciones incógnitas. Sin embargo, la hipótesis anterior no es exacta porque la masa 
del suelo debe considerarse como un medio continuo, donde los valores de K; para los 
diferentes puntos considerados no son independientes entre si y dependen de la 
distribución de esfuerzos de contacto con la estructura de cimentación. La interacción 
correcta entre la estructura de cimentación y la masa del suelo se obtiene utilizando las 
reacciones X; obtenidas por EMI, en la ecuación matricial de hundimientos EMA, 
obteniéndose los desplazamientos verticales o¡ que proporcionan valores del módulo de 
cimentación iguales a los usados en la ecuación matricial de interacción EMI, K¡ = X¡ 1 o¡ . 
Si los valores encontrados en esta forma no concuerdan con los utilizados inicialmente, 
no se tendrá la interacción correcta, ya que los módulos de cimentación no fueron 
correctamente elegidos, por lo cual será necesario utilizar la ecuación matricial EMA 
para conciliar este problema: Así pues, se deduce que las ecuaciones matriciales EMA y 
EMI quedan ligadas por los valores de K¡ , los cuales son únicos para la solución de cada 
problema en particular y dependen de la distribución de las reacciones del suelo sobre la 
estructura de cimentación, rigidez de ésta y la de posición de las cargas que actúan 
sobre ella ( Zeevaert, 1980 ). 

Es posible hallar una matriz única de interacción para resolver el problema sin realizar 
iteraciones y obtener los resultados más precisos ( Zeevaert, 1983 ). La nueva ecuación 
matricial se denomina ecuación matricial de interacción suelo-estructura ( EMISE ), 
mediante el empleo de la cual no se necesitan iteraciones para resolver el·problema de 
interacción. 

El procedimiento de Zeevaert ( 1980) se puede aplicar a cimentaciones compensadas, 
tomando en cuenta el efecto de las condiciones hidráulica en la interacción suelo
estructura. 

Otro procedimiento de interacción estática suelo-estructura es el que propone 
Deméneghi ( 1979,1983, 1985 ) , el cual considera a las reacciones del terreno como un 
sistema de cargas sobe la estructura, asemejándolas durante el proceso de análisis 
como incógnitas. El análisis estructural se lleva a cabo empleando el método de 
rigideces, pero el problema no se puede resolver en esta etapa porque sobran 
incógnitas, ya que se están agregando al vector de cargas las reacciones del suelo que 
no se conocen: las ecuaciones faltantes las proporciona el análisis de hundimientos del 
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terreno de cimentación, en el que se obtienen las deformaciones del suelo en función de 
las cargas sobre el mismo ( estas cargas son iguales y de sentido contrario a las 
reacciones del suelo sobre la estructura, por la tercera ley de Newton ), en esta etapa se 
hace uso del concepto de valores de influencia de Zeevaert ( 1980 ), lo que facilita la 
determinación de los hundimientos del suelo en función de las cargas sobre el mismo ( 
recuérdese que las cargas sobre el suelo no se conocen ). Las deformaciones del suelo 
se sustituyen en las ecuaciones obtenidas inicialmente con el método de rigideces, lo 
que permite resolver. el problema en forma directa, sin necesidad de iteraciones. Con 
este procedimiento se obtienen los diagramas de deformaciones y de reacciones del 
suelo, en el contacto entre este y la estructura de cimentación. Este procedimiento tiene 
la ventaja de que se puede tomar en cuenta el número de pisos que se desee de la 
superestructura, así como de que se puede programar en una computadora con relativa 
facilidad. 

El método de Sánchez Martinez y Enríquez ( 1982 ) se emplea en cimentaciones 
someras y consiste en realizar un análisis del conjunto suelo-estructura como un sistema 
estructural único que se resuelve utilizando el método general de las rigideces. Cabe 
aclarar que es un método no iterativo. 

El procedimiento consiste en considerar al suelo sustituido por una serie de resortes, en 
los que el módulo de reacción o la constante de cada resorte depende de toda la masa 
del suelo, es decir, no se consideran los resortes independientes entre si, como se vera 
más adelante. 

Se establece primero la matriz de rigideces de la estructura a partir de 1 de sus 
miembros. 

Las reacciones del suelo se toman en cuenta a través de resortes que se conectan con 
la cimentación de la estructura. 

A continuación se obtiene la matriz de rigideces del suelo. Esta se determina dando 
desplazamientos verticales con valor unitario a cada uno de los resortes que lo idealizan 
y calculando las fuerzas que aparecen por este efecto en todos ellos. Al dar un 
desplazamiento unitario en un resorte aparecen fuerzas no solo en el propio resorte, sino 
también en todos los demás, ya que ellos deben considerarse ligados de alguna forma 
por pertenecer a un medio continuo. Lo mismo sucede al aplicar sucesivamente 
desplazamientos unitarios en los demás resortes. El cálcülo de la matriz de rigideces del 
suelo es en general laborioso y algo complicado; sin embargo, se puede determinar 
dicha matriz en forma indirecta, teniendo en .cuenta que la matriz de rigideces es la 
inversa de la de flexibilidades. 

Las expresiones generales que se usan son: 

donde: 

.o= s·1 A 
-T-

( 4) 

.Q = vector de desplazamientos desconocidos 
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Además 

siendo 

6 = vector de acciones 

S"1 =Inversa de la matriz de rigideces del sistema 
-T 

§E = matriz de rigideces de la estructura 

§s = matriz de rigideces del suelo 

La matriz de rigideces se obtiene en función de las de sus i miembros, como es usual en 
el análisis estructural usando computadoras. 

La matriz de flexibilidades del suelo puede calcularse fácilmente determinando los 
hundimientos del terreno debidos a la aplicación de fuerzas unitarias: Sánchez Martínez 
y Enriquez emplean el procedimiento de Zeevaert ( 1980) para alcanzar este propósito. 
Llamando Es a la matriz de flexibilidades, la matriz de rigideces del suelo vale 

La matriz global del sistema estructura-suelo vale 

Aplicando la ec 4 se determinan los desplazamientos de la estructura y del suelo. 

Los elementos mecánicos en los miembros se hallan a partir de sus matrices de rigidez, 
mientras que las fuerzas en el suelo se obtienen empleando la matriz de rigideces· del 
suelo. 

Para utilizar el procedimiento anterior los autores han desarrollado un programa de 
computadora. 

El método Sánchez Martínez y Enríquez es generat, como lo es el método de las 
rigideces del análisis estructural en que se basa. Se puede considerar no solo la 
estructura de cimentación, sino también la superestructura total ·del edificio, sin más 
limitaciones que la capacidad de la computadora que se emplee. 

También el procedimiento se puede aplicar a la solución de estructuras de retículas de 
cimentación, constituidas por trabes horizontales en dos sentidos perpendiculares: el 
área de cimentádón se divide en una serie de áreas tributarias que corresponden a las-
columnas y se considera en el centro de cada una de ellas los resortes que idealizan al 
terreno, y con cuyo comportamiento se establece la matriz de flexibilidades del suelo. 
Los autores comentan que el problema podría atacarse utilizando algunos de los 
programas conocidos de análisis estructural, tomando del programa la matriz de 
rigideces de la estructura en estudio, modificándola para· incluir los términos que 
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representan el comportamiento del suelo e insertando nuevamente en el programa la 
matriz corregid~. 

Una propuesta de colaboración geotecnista estructurista en el cálculo de interacción 
suelo-estructura es la que presentan Ellsteiny Granados ( 1988 ), que deja a cada 
especialista la labor que le corresponde. El ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de 
deformaciones del suelo en función de las características geométricas del proyecto y de . 
un vector cualquiera .de cargas bajadas por las columnas; la matriz de influencias en el 
suelo es invariable, así como el conjunto de curvas de compresibilidad; al variar el vector 
de cargas cambian los asentamientos, pero el nuevo cálculo se lleva a cabo con las 
mismas matrices de características del subsuelo. La estructura se representa mediante 
una parrilla de contratrabes, con las cargas y reacciones perpendiculares a su plano; su 
rigidez es la propia de las .:ontratrabes de la subestructura, más un cierto incremento 
calculado o estimado de la contribución de la estructura a tal rigidez. Se conocen las 
cargas en las columnas y con ellas se calculan los asentamientos S1 del suelo, 
suponiendo una rigidez nula de la estructura, de tal manera que pueden calcularse las 
constantes K1 de unos resortes virtuales localizados bajo los nudos de la parrilla; estos 
resortes son de Winkler en apariencia, pero en realidad están relacionados entre si al 
tomar en cuenta la influencia de los asentamientos del suelo en los valores de K, . Con la 
ayuda de un programa de computadora se aplican las cargas sobre la estructura, 
colocándose los resortes virtuales bajo los nudos para proveer las reacciones. El análisis 
arroja como resultado las fuerzas en los resortes contra los nudos, R1 , y sus 
deformaciones s, ; se especifica la diferencia máxima permisible entre s1 ( suelo ) y s, 
(resorte ), por ejemplo 5%; si no se cumple esta diferencia, hay que calcular nuevos 
asentamientos s, , utilizando un nuevo vector de presiones determinado con los valores 
de las reacciones R1 y con ellos establecer los nuevos valorés de las constantes K1 , 

iterando para obtener las nuevas deformaciones de los resortes s1 , y así hallar las 
diferencias s1 - s, . El proceso debe ser rápidamente convergente para la mayoría de los 
casos, obteniéndose finalmente la configuración real de asentamientos por efecto de la 
rigidez de la estructura. El geotecnista proporciona al estructurista los archivo de datos 
con las matrices de propiedades del suelo y coeficientes de influencia, para que éste 
pueda llevar a cabo las iteraciones necesarias entre estructura y suelo ( Ellstein y 
Granados, 1989 ). 

Un enfoque novedoso que trata la interacción suelo-estructura en sus etapas de análisis 
y diseño ( Moreno, 1990 ) comprende una serie d!=l opciones como considerar las 
caracteristicas del suelo a partir del módulo de cimentación, características de la 
estructura, determinación de los elementos mecánicos ( deflexiones, momento 
flexionante, giros, fuerza cortante 9, presentando éstos en forma de gráficas en pantalla 
o en impresora a escala. La ventaja de este enfoque es que se simplifica-la presentación 

· de resultados, y que comprende en forma integral las etapas de análisis y diseño de la 
estructura de cimentación, ahorrando considerable tiempo al ingeniero que realiza el 
cálculo correspondiente (Moreno, 1990 ). 

La interacción suelo-estructura se puede atacar utilizando el método del elemento finito 
( Zienkiewicz, 1977 ) en el terreno de cimentación. El inconveniente de esta técnica es 
que es muy alto, y usualmente se requiere el uso de computadoras de gran capacidad. 
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2.2. Interacción suelo-estructura considerando el asentamiento y el giro de zapat~ 
aisladas. 

El método de rigideces del análisis estructural establece que se debe satisfacer el 
equilibrio de momentos flexionantes en los nudos y el equilibrio de fuerzas cortantes en 
los ejes de las barras de la estructura. Esta condición se puede poner en forma matricial. 
de la siguiente forma 

( 5) 

El significado d~ las cantidades de la ec 5 se presenta en los siguientes párrafos. 

!S es la matriz de rigideces de la estructura, dada por la suma de las matrices de rigidez 
de cada una de las barras, es decir 

( 6) 

donde K; es la matriz de rigidez de cada barra. A manera de ejemplo, en una barra con 
apoyos continuos ( fig. 1 ), la matriz de rigidez vale 

Op Oq o, o. 
4EI/L 2EI/I -6EI/ L' 

6EI/ L' eP 

2EI/L 4EI/L -6EI/ L' 
6EI/ L' aq 

K;= ( 7) 

-6EI/ L' -6El/ L' 12EI/ L' 
-12EI/L' li, 

6EI/ L' 6EI/ L' -12Ei/L' 12EI/ L' lis 

~ es el vector de desplazamientos de la estructura, y esta formado por los 
desplazamientos angulares ( giros ) de los nudos de la estructura y los desplazamientos 
lineales de los ejes de la estructura . 

.E. es el vector de carga de empotramiento, formado por los momentos y cortantes de 
empotramiento que transmiten las barras sobe los nudos de la estructura . 

.Ec es el vector de cargas externas concentradas, formado por los momentos 
concentrados sobre los nudos de la estructura y las fuerzas concentradas que actúan 
sobre Jos ejes de la estructura. 
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FIG.1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA 
--- --~--. -- - -

6 m 

4.6m 
1.2 t 1.2 t 

K, K, 

FIG 2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA 

Cuando una estructura a base de zapatas aisladas sufre desplazamientos debidos a la 
deformabilidad del terreno de cimentación se generan en la cimentación acciones que se 
pueden determinar usando los conceptos rigidez angular K, y rigidez lineal K, del terreno 
de cimentación. Se define la rigidez angular como el cociente del momento M que actúa 
sobre una zapata y el giro en radianes e que sufre esta zapata: 



K,= M 1 O ( 8) 

La rigidez lineal se define como el cociente entre la carga vertical Q que actúa sobre una 
zapata y el desplazamiento verticall5 que sufre la zapata: 

( 9) 

Los valore( de K, y K1 dependen de las propiedades de defonnación del suelo. 

De las ecs 8 y 9 se obtienen en el momento y la carga vertical debidas a la reacción del 
suelo sobre la estructura: 

M= K, O ( 10) 

( 11 ) 

Conociendo los valores de K, y K1 de un suelo, se pueden calcular los giros y los 
desplazamientos verticales que sufre una estructura cimentada sobre zapatas aisladas, s 
a la deformabilidad del terreno se pueden incorporar, con relativa facilidad, en el vector 
de cargas concentradas sobre la estructura P.c. 

Este procedimiento lo vamos a ilustrar mediante un ejemplo muy sencillo, como el 
mostrado en la fig 2, en el que vemos que las cargas sobre la estructura son la repartida 
de 1.54 t/m, las concentradas sobre las columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez 
angular y lineal de las zapatas de cimentación. En la estructura: 

Módulo de elasticidad del concreto 2 214 OOOt/ m2 

Momento de inercia de las columnas 0.000675 m4 

Momento de inercia de las trabes 0.0054 m4 

En el terreno de cimentación 

K,= 1880 ti m K,= 720 t. m 1 rad 

A continuación presentamos el análisis detallado de la estructura. 

Iniciamos numerando las barras 'i los grados de libertad de la estructura, los cuales se 
muestran en la fig 3. Las cargas sobre la estructura, correspondientes a los grados de 
libertad definidos, se aprecian en la fig 4. Con estos datos podemos formar las 
cantidades que aparecen en la ecuación matricial 5. 

a) Vector de desplazamientos 

El vector de desplazamientos vale ( fig 3 ) 
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a, 
a2 

Q_= 
93 

94 

95 

96 

b) Matriz de rigideces 

para formar la matriz de rigideces de la estructura usamos la ec 6. Empezamos por 
visualizar Jos grados de libertad de cada barra 

Barra 

1 
2 
3 

es 
es 
es 

li, 

A continuación, aplicando la ec 6 formamos la matriz de rigidez de 'cada barra: 

es e3 
JS, - [1299.52 

- 649.76 
649.76ts 

1299.52 93 

es e. 

K _ [1299.52 
- 2 - 649.76 

649.76t6 
1299.52 94 

es es ¡;, li2 

[7970.4 3985.2 -1992.6 ,,,··r 
.!SJ = 3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 96 

-1992.6 -1992.6 664.2 ~64.2 a, 
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 a 

2 

( 

J 
1<16 



1 

o, l T 
FIG 3 NUMERACION Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA 

1.54 ti m 

P1 =1.2t p2 = 1.2 t 

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA 
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K = :E !SJ = ]S1 + !$2 + )S3 

664.2 -664.2 o o 
-664.2 664.2 o o 

!S= o o 1299.52 o 
o o o 1299.52 

-1992.6 1992.6 649.76 o 
-1992.6 1992.6 o 649.76 

e) Vector de cargas de empotramiento 

-w L 1 2 -4.62 

-w L 1 2 -4.62 

o o 
p = = _e o o 

w L' 1 12 4.62 

-wL'/12 -4.62 

d) Vector de cargas concentradas 

E.c = 

-1.2 + 1880 o, 
-1.2 + 1880 02 

720 83 
720 e4 

o 
o 

Sustituyendo valores en la ec 5 

664.2 o1 - 664.20 0;.- 1922.6 e5 - 1992.6 86 

-4.62- 1.2 + 1880 o, =o 

-664.2 01 + 664.2 02 + 1992.6 es - 1992.6 es 
-4.62 - 1.2 + 1880 02 = o 

1299.52 e3 + 649.76 85 +O+ 720 83 =O 

1299.52 e4 + 649.76 Bs +o+ 720 a.= o 

-1992.6 o, + 1992.6 02 + 649.76 e3 

es 

-1992.6 
1992.6 
649.76 

o 
9269.92 
3985.2 

+ 9269.92 e5 + 3985.2 e6 + 4.62 + O= O 

-1992.6o, + 1992.6o2 + 649.76 e. 
+ 3985.2 es+ 9269.92 e6 ~ 4.62 + O =O 

es 

-1992.6 
o, 

1992.6 02 

o 83 
649.76 84 
3985.2 

9269.92 85 
86 

1 



Por simetría 

Por lo tanto 

-5.82 + 1880 15, =o 
2019.52 93 + 649.76 9s =O 
649.76 93 + 5284.72 9s + 4.62 =O 

Resolviendo el sistema 

15, = 0.003096 m 
93 = 0.0002929 
95 = - 0.0009102 

El momento que llega a la cimentación se puede obtener multiplicando el giro respectivo 
por su rigidez angular 

M3 = K r 93 = 720 ( 0.0002929) = 0.211 t.m 

La carga vertical sobre la zapata es igual al desplazamiento vertical por la rigidez lineal 

P1 = K1 151 = 1880 ( 0.003096) = 5.82 t 

También se pueden hallar las acciones que transmite la estructura a la zapata, 
empleando las siguientes expresiones, que proporcionan los elementos mecánicos que 
transmite una barra sobre el nudo 

Mp = Msp + 4 El 9p 1 L + 2 El 9q 1 L 
- 6 El 15, fL 2 + 6 El Ós fL 2 

( 12 ) 

Mq = Msq + 2 El 9p 1 L + 4 El 9q 1 L 
- 6 El 15, /L 2 + 6 El ó. /L 2 

( 13 ) 

V 2 2 , = V.,- 6 El 9p 1 L - 6 El 9q 1 L 
+ 12 El ó, 1 L3- 12 El ós 1 L3 ( 14) 

V. = v •• + 6 El 9p 1 L 2 + 6 El 9q 1 L2 

-12Eió,/L3+12Eió.IL3 (15) 

donde Mep , Meq y v •• son los momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre 
nudo. 

Sustituyendo valures en las expresiones anteriores, para la barra 1 se halla el momento 
sobre la zapata ( ec 13 ) 

Mq = M6 =- 0.211 t.m 
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Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre el nudo de la izquierda ec ( 14 ) 

v1 = 4.62 t 

La carga vertical sobre la zapata será la suma · del cortante anterior y de la carga 
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la carga vertical sobre la zapata vale 

r Q = 5.82 t 

El momento y la carga vertical sobre la zapata se emplean para la revisión de estabilidad 
por mecánica de suelos y para el diseño estructural de la zapata. 

3 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES PROFUNDAS 

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a cargas verticales 

Para el caso de cimentaciones profundas Zeevaert ( 1980 ) trata los dos siguientes 
casos: 

l. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en un 
depósito de muy baja compresibilidad y gran espesor ( fig 5 ). 

11. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en 
un estrato resistente de espesor limitado de baja compresibilidad, pero bajo el cual se 
localizan estratos compresibles ( fig 6 ). 

El caso 1 se puede resolver considerando que cada pilote tiene un módulo de reacción K; 
constante e independiente de los demás pilotes. Así, el problema se reduce al de una 
cimentación apoyada sobre resortes ( uno por cada pilote ), en que la constante de cada 
resorte es independiente del resto de los resortes. Además, si todos los pilotes tienen la 
misma sección y longitud, su número es igual en cada linea, y se considera un valor del 
módulo de deformación constante para el estrato resistente de apoyo de la punta de los 
pilotes, entonces K; es igual para todos los pilotes ( Zeevaert, 1980 ). 

Cuando existe un depósito compresible subyaciendo al estrato resistente de apoyo ( 
caso 11. Fig 6 ), el valor de K; no se puede considerar constante para cualquier punto, ya 
que en este caso interviene la deformación de los estratos compresibles que suprayacen 
al estrato resistente donde apoyan los pilotes. Por lo tanto, será necesario emplear el 
procedimiento indicado en el inciso 2.1, es decir, determinar las ecuaciones matriciales 
EMA y EMI, con la consideración adicional de que el módulo de cimentación K; hay que 
tomar en cuenta la deformación del estrato de apoyo del pilote ( Zeevaert, 1980 ) 
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FIG 5 CIMENTACION CON PILOTES. CASO 1 
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3.2 Pilas o pilotes sujetos a cargas laterales 

La construcción de estructuras marinas fuera de la costa ( offshore structures )requiere el 
uso de cimentaciones profundas a base de pilas o pilotes, y ha propiciado el desarrollo 
de métodos de análisis para estos elementos. Sobre todo cuando están sometidos a 
fuerzas laterales debidas a atraque de embarcaciones o efectos de oleaje. Uno de los 
primeros trabajos en este sentido es el de Matlock y Reese ( 1961 ), en el que 
establecefl _ que para una solución racional de la interacción suelo-estructura es 
necesario que tanto las condiciones de equilibrio estático como la compatibilidad de 
deformaciones se deben cumplir en todas las partes del sistema estructura-suelo. 
Usualmente tratan la estructura y los pilotes como elementos linealmente elásticos, pero 
comentan que las características del suelo son marcadas no linealmente; la solución al 
problema se alcanza mediante repetidos cálculos con la teoría de la elasticidad, con los 
valores de la rigidez del suelo ajustándolos a cada iteración. 

Las características fuerza-deformación del suelo se tratan con una familia de curvas del 
tipo " p-y" , como las mostradas en la fig 7, las cuales se obtienen a partir de las 
propiedades de cada suelo. 

Matlock y Reese ( 1961 ) consideran al pilote como una viga, en la que se debe de 
cumplir la ecuación diferencial 

( 16) 

En el suelo se requiere un módulo secante de deformación E. ( correspondiente al nivel 
de esfuerzo con el que se esté trabajando), el cual está dado por 

E.= -p 1 y ( 17) 

donde p es la reacción del suelo sobre el pilote, por unidad de longitud ( Vm, por 
ejemplo), y" y" es el desplazamiento lateral del pilote. Combinando las ecs 16 y 17 se 
obtiene la siguiente expresión · 

d4 y 1 dx4 + ( E. 1 El ) y = O ( 18 ) 

La solución de la ec 18 se lleva a cabo con dos procedimientos. El primero consiste en 
suponer que E. es proporcional a la profundidad E. = k X. Mediante sucesivas soluciones 
de la ecuación diferencial se va logrando que la elástica de viga se asemeje lo más 
posible a la curva p-y determinada a partir de las propiedades del suelo. Esto es 
necesario debido a las característica no lineales de deformación del suelo. Estas 
solución se lleva a cabo con el auxilio de tablas y gráficas construidas ex-profeso para el 
caso. 

El segundo procedimiento se emplea cuando se encuentran variaciones importantes en 
las propiedades del suelo, y cundo se requiere tomar en cuenta cambios en la rigidez del 
pilote, para lo cual se requiere el empleo de una computadora. Mediante soluciones 
sucesivas de la ecuación diferencial del pilote, haciendo repetidas referencias a la curva 
p-y del suelo, la computadora determina cada tramo elegido del pilote el valor del módulo 
de deformación del suelo que satisface las condiciones de compatibilidad y de equilibrio 
entre suelo, pilote y superestructura. Se toman en cuenta variaciones en las condiciones 
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de apoyo del pilote y el efecto de la posible socavación que se pudiera presentar en la 
parte superior del pilote. En la fig 8 se presentan los resultados de la aplicación de los 
métodos usados por Matlock y Reese ( 1961 ). 
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Pro fu rdida 

V 
¡..--

( pi ll) 

2;6 V 
¡...-

~M1 / 
/ 

15opno lb~ 

1~ ~:S.. 
1 V, 

/; /so V -
V: o 

--
V/ ~ -
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FIG 7 CURVAS TIPICAS p-y , DETERMINADAS PARA EL SUELO A DIFERENTES 
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Debido a las cargas laterales sobre los pilotes , en la parte superior se alcanza con 
frecuencia el rango de comportamiento plástico del suelo en las curvas p-y, razón por la 
cual se han desarrollado los métodos para tomar en cuenta el comportamiento del suelo 
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cerca de la falla, tanto para arcillas blandas ( Matlock, 1970 ), como para arenas ( 
Reese et al, 1974 ). En ambos casos se has comparado los resultados de las teorías con 
mediciones de campo y de laboratorio, obteniéndose en general acercamientos bastante 
satisfactorios a la realidad, sobre todo para fines prácticos. 

También se ha empleado el método del elemento finito para tomar en cuenta, entre otros 
efectos, el desplazamiento relativo que puede ocurrir entre pilote y suelo durante la 
deformación lateral del elemento ( Yegian y Wrigth, 1973 ). También se puede tomar en 
cuenta la influencia de dos o de tres pilotes cercanos entre si ( Yegian y Wright, 1973 ); 
el número de pilotes a considerar es pequeño, dada la gran cantidad de elementos que 
se tendrían que trazar para un número mayor de pilotes. 

Por su parte, Zeevaert ( 1980 ) presenta un método muy completo para el análisis de 
pilas o pilotes sujetos a cargas laterales. Considera cinco casos principales de análisis 
de una pila o pilote: 

i. Pilote libre de girar en sus extremos 
11. Pilote empotrado en la estructura de cimentación y libre de girar en al punta 
111. Pilote libre de girar en la cabeza y empotrado en la base 
IV. Pilote empotrado en ambos extremos con giro en la base 
V. Restricción parcial del giro en los extremos de una pila 

Para la solución de estos problemas se emplea la Ecuación Matricial de Interacción 
Horizontal ( HEMI ), la cual depende de las condiciones de apoyo y de las características 
estructurales del pilote. Por otra parte, se obtiene la Ecuación Matricial de 
Desplazamientos Horizontales ( HEMA), la cual es función de las propiedades de 
deformación del suelo, considerando la influencia entre las diferentes reacciones del 
suelo considerando la influencia entre las diferentes reacciones del suelo sobre el pilote 
con la masa de suelo, para lo que se emplea el módulo horizontal de cimentación K; , 
definido de manera análoga a como se hizo en el inciso 2.1 de este trabajo. El 
procedimiento de Zeevaert ( 1980) para pilas o pilotes sometidos a cargas laterales es 
similar al descrito en el inciso 2.1, en el que se varían los valores de K; mediante 
iteraciones hasta que se cumple la condición de compatibilidad de deformaciones entre 
pilote y suelo. 

También se pueden combinar las matrices HEMI y HEMA, para hallar la matriz HEMISE, 
que permite resolver el problema de la interacción suelo-pilote sin necesidad de recurrir a 
iteraciones ( Zeevaert, 1980). En las figs 9 y 10 se presenta la aplicación sometida a una 
carga lateral de 1 O t. 

La publicación del Manual de Diseño y Construcción de Pilas y Pilotes ( 1983 ), de la 
Sociedad Mexicana de Mecánica de Suelos, contiene los valores de coeficientes de 
reacción horizontal K. dados por Terzaghi ( 1955), para suelos sin y con cohesión, así 
como un procedimiento aproximado, tomado de la Sociedad Geotécnica Canadiense ( 
1978 ), que proporciona en forma gráfica las magnitudes de la flexión y del momento 
flexionante en función de la profundidad a lo largo del pilote., haciendo uso de la rigidez 
relativa del sistema pilote - suelo 
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FIG 9 PILA SUJETA A FUERZA HORIZONTALES (ZEEVAERT, 1980) 

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE 
CIMENTACION 

Como se ha podido observar en los incisos anteriores, al trabajar con la interacción suelo 
- estructura se toma en cuenta tanto la estructura como el terreno de cimentación, por lo 
que es necesario conocer las propiedades de ambos medios. 

En estructuras de concreto reforzado se acepta el módulo de elasticidad del concreto 
tiende a disminuir con el tiempo. Asi Flores Victoria ( 1968) señala que en edificios de 
concreto, el módulo de elasticidad puede tomarse del orden de 3000 .¡¡: al tener en 

cuenta que los asentamientos totales suceden a largo plazo. Nótese que este valor es 
bastante inferior al 10000 .J7: que usualmente se toma para cálculos a corto plazo. 

Por su parte, Ellstein y Granados ( 1988 ) comentan que la magnitud de los 
asentamientos que determinan corresponde al 100 % de consolidación primaria, misma 
que tardará un cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones de la estructura no son 
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instantáneas sino diferidas y por tanto las propiedades elásticas de los materiales 
estructurales no son las medidas de los materiales estructurales no son las medidas con 
las pruebas rápidas usuales; para el caso del concreto armado en al ciudad de México, el 
componente diferido puede ser tomado en cuenta por un factor menor de uno, 
probablemente del orden de 0.2 ó 0.25 ( Ellstein y Granados, 1988 ). 

Puede observarse que en general existe coincidencia en señalar que el módulo de 
elasticidad del concreto se debe reducir en forma importante cuando se lleva a cabo la 
interacción suelo - estructura a largo plazo. La variación de los módulos de deformación 
es todavía más importante en el terreno de cimentación, sobre todo si se trata de suelos 
plásticos saturados, en los que la deforrnabilidad depende no sólo del nivel de esfuerzos 
sino también en forma importante del tiempo. En consecuencia, los módulos de 
deformación deben seleccionarse acordes con ambos factores: nivel de esfuerzos y 
tiempo. 

El hecho de que el suelo tenga un comportamiento no lineal ha sido tomado en cuenta 
por la mayoría de los investigadores de la interacción suelo - estructura. Así, Chamecki 
( 1956 ) trabaja con el índice de compresibilidad en una arcilla normalmente consolidada, 
al cual toma como una constante. Además, señala que el módulo de deformación de un 
suelo es función del estado de esfuerzo, siendo la derivada de la curva esfuerzo -
deformación unitaria, con respecto al esfuerzo. Debido a que las relaciones esfuerzo -
deformación en los suelos son no lineales, Chamecki ( 1956 ), propone un método 
iterativo para la resolución de la interacción suelo - estructura. ó en cm x 10"1 
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Varios autores toman en cuenta el comportamiento no lineal de los suelos, proponiendo 
métodos iterativos para considerar este efecto ( Flores Victoria, 1968; Flores Victoria y 
Esteva, 1970 ), en los que utilizan criterios para acelerar la convergencia de los métodos. 

El comportamiento no lineal del terreno de cimentación es considerado por Damy et al 
( 1977) y Esteva et al ( 1977 ), al utilizar matrices secantes de rigideces en la estructura 
y de flexibilidades en el suelo, para cada iteración. 

Zeevaert ( 1980 ) señala que las reacciones efectivas en la orilla de la cimentación 
pueden resultar altas, lo que origina un flujo viscoplástico, y consecuentemente un 
relajamiento del esfuerzo de reacción bajo deformación constante en esos lugares, El 
esfuerzo límite efectivo o respuesta máxima que puede admitirse en condiciones 
estáticas en la orilla de la cimentación es igual a la resistencia de material, cuando se 
inicia un flujo viscoplástico incipiente ( sin necesariamente alcanzar la capacidad de 
carga última en el borde de la cimentación ). En suelos de alta sensibilidad podría 
establecerse la condición de que el esfuerzo máximo en el borde de la cimentación, en 
condiciones estáticas, no rebase el esfuerzo critico ( o de preconsolidación ) 
correspondiente al quiebre de la curva de compresibilidad ( Zeevaert, 1980 ). 

En pilotes sujetos a cargas laterales el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la 
falla: véanse las curvas p- y de la figura 7. 

Inclusive, existen técnicas para tomar en cuenta el comportamiento plástico del terreno 
en estado de falla, tanto para suelos cohesivos ( Matclok, 1970 ) como para suelos 
friccionantes ( Reese et al, 197 4 ). 

5. APLICACIONES 

Presentamos en este inciso algunas de las aplicaciones de la interacción estática suelo -
estructura. 

En la fig. 11 se presenta una estructura reticular con una cimentación a base de una 
zapata corrida. ( Pozas, 1980 ). Empleando interacción suelo - estructura se obtiene los 
resultados mostrados en la fig. 12. Es interesante comparar estos resultados con los 
obtenidos suponiendo una reacción uniforme, los cuales se muestran en la fig. 13. Como 
se puede observar los momentos en todos los nudos de la estructura difieren comparado 
ambos casos. En el nudo central inferior el momento con reacción uniforme es 31 % 
mayor que el que se obtiene tomando en cuenta la interacción suelo - estructura. En el 
nudo inferior izquierdo el momento es 320 % mayor con el primero que con el segundo 
método. Aun en la estructura se deja sentir el efecto de la rigidez de la estructura: el 
momento sobre el nudo de la izquierda del primer piso, debido a la columna inferior, 
cambia inclusive de sentido ( figs. 12 y 13 ). En resumen, los momentos flexionantes 
determinados con reacción uniforme difieren de los momentos obtenidos tomando en 
cuenta la interacción, tanto en la superestructura como en la subestructura. Esta 
variación ocurre tanto en la magnitud como en el sentido de los momentos, pues en uno 
de los nudos estos llegan a cambiar de signo, tal como puede verse comparando las figs. 
12 y 13. 
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Otro caso real de aplicación de la interacción suelo - estructura es le correspondiente a 
zapatas corridas que se emplean para tomar fuerzas laterales debidas a sismo a través 
de muros de cortante que se unen a las zapatas en diferentes tramos. En la fig. 14 se 
muestran los resultaaos de un análisis de interacción suelo - viga flotante para una 
zapata de concreto reforzado. El módulo de elasticidad del concreto utilizado fue de 
1,581,000 t 1m

2 y los momentos de inercia en los diferentes tramos se indican en la fig. 
14. También pueden observarse las cargas que actúan en la zapata, así como la 
estratigrafía y propiedades del subsuelo. En la misma figura están graficados los 
diagramas de reacciones y de hundimi~ntos del terreno, sirviendo el primero de ellos 
para la determinación de los elementos mecánicos y del diseño estructural de la zapata y 
el segundo para el conocimiento de los asentamientos totales y diferenciales de la 
cimentación ( Deménghi, 1990 ). Puede observarse que en el contacto del terreno de 
cimentación con las zapatas se presentan, teóricamente, esfuerzos de tensión, es decir, 
se obtienen reacciones negativas, fenómeno debido a los momentos que transmiten los 
muros de cortante a la cimentación en uno de los extremos de las zapatas. 
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Otro ejemplo de interacción suelo - estructura consiste en el análisis de un marco 
estructural en el que se considera que sus apoyos tienen una rigidez al desplazamiento . 
vertical y otra al giro; es decir, se considera por ejemplo un marco estructural cimentado 
en zapatas aisladas que pueden sufrir tanto un hundimiento vertical como un giro. En 
este sentido, este análisis es un poco más general que los análisis convencionales que · 
suponen que los apoyos del marco estructural están empotrados o articulados en el 
terreno de cimentación. La forma de llevar a cabo el análisis de interacción suelo _ 
estructura para este .caso se presentó ene 1 inciso 2.2 de este trabajo. En la fig. 15 se 
presenta la aplicación esta técnica a una estructura real, la cual está formada por una 
trabe de concreto reforzado de 0.5 m de ancho y de 2 m de peralte, apoyada sobre unas 
pilas de cimentación de concreto reforzado de diámetros de 1.12, 1.48 y 1.74 m. Las 
cargas que actúan sobre el marco se indican en la fig. 15. Las pilas tienen los siguientes 
diámetros. 

Pila Diámetro, m 

1.12 

1.48 

1.74 

El terreno de cimentación es una toba de origen volcánico que se encuentra al poniente 
de la ciudad de México, que tiene un módulo de deformación del orden de 8,000 a 
10,000 !1m2

• El material comprendido entre la trabe superior y el nivel de desplante de las 
pilas es un relleno suelto cuya rigidez se desprecia para fines de análisis. 

En la fig. 15 se muestran los momentos flexionantes en los módulos de elasticidad del 
concreto reforzado de 2,214,000 !1m2 y un módulo de elasticidad del terreno de 
cimentación de 8,000 !1m2

• Se pueden observar las altas magnitudes de las fuerzas 
cortantes y en la fig. 17 las de las fuerzas normales en las pilas. Nótese la fuerte 
redistribución de cargas debido a la interacción suelo- estructura. Así, en la parte central 
de la estructura de la carga en un nudo es de 150 t, mientras que por el efecto 
combinado de rigidez de estructura y suelo la carga en la pila que está bajo el nudo 
aumenta hasta 302 t ( fig. 17 ); en el nudo vecino la carga concentrada es de 480 t, 
mientras que la carga en la pila de abajo disminuye a 350 t. Un fenómeno similar se 
presenta en el resto del marco. 

Con el propósito de observar la influ!'lncia de un aumento en la rigidez del terreno y una 
disminución en la rigidez de la estructura, se llevó a cabo un segundo análisis 
incrementando el módulo de elasticidad del suelo del concreto a 1,265,000 !1m2

• Los 
resultados se muestran en las figuras 18 a 20, para los momentos flexionantes, fuerzas 
cortantes y fuerzas normales, respectivamente. Como era de esperarse, la redistribución 
de carga es menor; así, en la fig. 20, en el nudo donde la carga concentrada es de 150 t, 
en la pila aumenta a 253 t 8 en el primer análisis aumenta hasta 302 t. ). En ele nudo 
vecino la carga concentrada de 460 t disminuye a 389 t. ( en el primer análisis disminuyó 
a 359 t.). De todas formas, el efecto de la interacción suelo -estructura en este caso 
también es importante. 
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Se han llevado a cabo mediciones en campo, en las cimentaciones reales, para verificar 
la validez de los análisis de interacción suelo - estructura. Mayerhof ( 1979 ) presenta los _: .. 
resultados que se escriben en los siguientes párrafos. 

Las observaciones indican que en zapatas rígidas uniformemente, con la excepción de 
arena suelta, la presión de contacto es mayor en la esquina y menor en el centro, como 
era de esperar de acuerdo a la teoría ( fig. 21; Meyerhf, 1979 ) . Las mediciones 
anteriores también han mostrado que la heterogeneidad local de las propiedades del 
suelo cerca de la base tiene una influencia considerable en la distribución de la presión 
de contacto (sobre todo se deja sentir el efecto de la falta de confinamiento del suelo 
cerca de los extremos de la zapata ). Por otro lado, las mediciones indican que el 
máximo momento flexionante puede ser hasta 30 % mayor que el obtenido con el 
método de análisis convencional. 

En la fig. 22 y 23 se presentan resultados ( Meyerhof, 1979 ) de mediciones en 
estructuras reales de gran tamaño ( en el primer caso se trata de un edificio de 52 pisos 
y en el segundo de otro de 15 pisos 9. El análisis de las dos figuras permite afirmar que 
los valores teóricos determinados empleando los métodos de interacción suelo -
estructura, es decir, considerando la rigidez de la estructura, son muy similares a los 
valores medidos en el campo (asentamiento, presión de contacto, momento flexionante 
y fuerza cortante ). 
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6. CONCLUSIONES 

En relación con la interacción estática suelo - estructura se puede concluir lo siguiente: 

a) Existe un buen número de métodos que tratan el problema, En términos generales, la · 
mayoría de ellos determinan las deformaciones del terreno de cimentación utilizando la 
matriz de flexibilidades del suelo. En cambio, en el análisis de la estructura, algunos 
procedimientos empl.ean la matriz de rigideces, mientras que otros usan la matriz de 
flexibilidades de la estructura. Cabe aclarar que prácticamente todos los métodos 
resuelven el problema, es decir, todos ellos obtienen los diagramas de ¡asentamientos 
diferenciales del suelo y de reacciones del mismo, tomando en cuenta la rigidez de la 
estructura de cimentación. Inclusive, algunos de los procedimientos toman en cuenta el 
efecto de la superestructura ( con todos sus pisos ) en el análisis de interacción. 

b) La mayoría de los procedimientos de interacción se presentan en forma bidimensional, 
en el plano ( quizá por facilidad de exposición ), pero se pueden extender en forma 
relativamente sencilla a tres dimensiones. El principal inconveniente de tratar el problema 
en el espacio es que el número de operaciones es elevado, lo cual cae fuera del alcance 
de la mayoría de las oficinas del cálculo estructural o de mecánica de suelos. 

e) La solución del problema de interacción se puede realizar haciendo un análisis de la 
estructura y un análisis de deformaciones del suelo, y llevando a cabo después una 
combinación adecuada de ambos, que de hecho es lo que hacen la mayoría de los 
métodos presentados en los incisos anteriores. Se observa que el ingeniero de 
cimentaciones, al dedicarse ala interacción suelo -estructura, debe manejar en la forma 
más clara posible sus conceptos de análisis estructural y de mecánica de suelos. 

d) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, la resolución de un problema de 
interacción suelo - estructura se lleva a cabo en general con el auxilio de programas de 
computadora, los cuales, actualmente, se pueden correr en una microcomputadora 
(o PC ), con las que se cuenta en la s oficinas de cálculo. 

e) Un aspecto importante de la interacción suelo - estructura es el relativo a las 
propiedades de la estructura y el suelo. En al estructura el módulo de elasticidad del 
concreto, para fines de cálculo, disminuye con el tiempo. En el terreno de cimentación, la 
deformabilidad es función del nivel de esfuerzos, ya que el comportamiento de los suelos 
es no lineal. Además, en los sedimentos plásticos saturados la deformabilidad del suelo 
depende del tiempo. Por lo tanto, en los cálculos de interacción se debe tomar en cuenta 
en forma apropiada en cambio de las propiedades de los suelos con las variables 
mencionadas. Inclusive, en los extremos de una estructura de cimentación, o en pilotes 
sujetos a cargas laterales, el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la falla, por lo 
que hay que considerar en estos casos el comportamiento plástico del terreno. Por lo 
anterior, conviene trabajar con los módulos secantes de deformación del suelo, acordes 
con e nivel de esfuerzos y, en caso de suelos finos saturados, con el tiempo. 

f) Algunos procedimientos emplean el módulo de reacción K en la interacción suelo -
estructura. Dado que K depende de las propiedades del suelo, es válido expuestos en el 
inciso ( e ) anterior respecto a la variabilidau de las propiedades de los suelos. Pero, 
además en una cimentación continua el módulo K depende de la reacción del suelo y de 
las deformaciones de la cimentación, por lo que no se conoce a priori, sino que solo con 
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iteraciones es posible determinar su valor. En consecuencia, en cimentaciones continuas 
no es posible asignar valores de K en función del tipo de suelo, como se pretende hacer 
en ocasiones en al práctica. 

g) En cimentaciones a base de zapatas aisladas, cuando no existe influencia de un 
cimiento sobre otro, ya sea por el tipo de terreno o por que estén las zapatas 
suficientemente separadas, se puede realizar la interacción suelo - estructura 
considerando módulos de reacción al desplazamiento vertical y al giro. En el inciso 2.2 
se presentó un procedimiento que resuelve este caso, considerando las reacciones del 
suelo como cargas sobre la estructura . 

.. h) La comparación de resultados entre considerar una reaccron uniforme y tomar en 
cuenta la interacción suelo .. estructura exhibe diferencias notables en los diagramas de 
hundimientos diferenciales, reacción del terreno y elementos mecánicos ( momento 
flexionante y fuerza cortante ), en la mayoría de los casos. Se puede presentar inclusive 
en algunos casos cambio de sentido en los momentos flexionantes de la estructura de 
cimentación o de la superestructura. 

i) En cambio, la comparación entre observaciones de campo en estructuras reales con 
los métodos que toman en cuenta la rigidez de la estructura de cimentación, ha dado 
resultados promisorios, pues los valores determinados con los métodos de interacción 
son similares a los valores medidos en campo. ' 
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UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL 
DE LA INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA 

Agustín Deméneghi · 
. 

Facultad de Ingeniería, UNAM. México 

RESUMEN 

Se presenta un procedimiento para el análisis de interacción estática suelo-estructura en tres 
"dimensiones, el cual toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. Esta 
técnica permite además de conocer los elementos mecánicos en cualquier nudo de la 
estructura, incluyendo desde luego la estructura de cimentación. con el propósito de ilustrar el 
empleo del método, se presenta un ejemplo sencillo de aplicación resuelto paso a paso. 

ABSTRACT 

A method for the dimensional analysis of static soil-structure interaction is presented, in which 
the whole structure and all the subsoil strata are considered. With this technique we can 
determine the mechanical ·elements in each node of the structure, including the substructure. A 
simple illustrative example is presented for the explanation of the method. 

1./NTRODUCC/ON 

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interacción estática suelo-estructura bastante 
útiles la mayoría de ellas; sin embargo, muchos de estos métodos están elaborados para 
aplicarse únicamente en dos dimensiones, de manera que el análisis de una estructura se 
realiza en un plano, lo cual hace que se pierda la visualización del fenómeno tridimensional. 
Se puede intentar hacer análisis en dos direcciones ortogonales y superponer los efectos, para 
representar el fenómeno tridimensional, pero aun así el procedimiento es aproximado, y 
además no es posible conocer los elementos mecánicos en las vigas intermedias de la 
estructura de cimentación. Por lo tanto, es necesario desarrollar procedimientos que tomen en 
cuenta el efecto tridimensional en la interacción suelo-estructura. 

En este artículo se presenta un método de interacción tridimensional que toma en cuenta toda 
la estructura y todos los estratos del subsuelo. 

La técnica de interacción que se propone (Deméneghi 1983) consiste en considerar las 
reacciones del terreno de cimentación como cargas sobre la estructura, manejándolas como 
incógnitas. Después se calculan los hundimientos del suelo en función de las cargas sobre él 
(éstas cargas iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, por la tercera ley de 
Newton). Finalmente se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo, 
lo que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos medios; con esto se resuelve el 
problema, ya que se obtienen los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estructura. 
Como previamente se realizó el análisis estructural, es posible determinar además los giros en 
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los nudos de la estructura. con estos resultados se pueden calcular los elementos me'~'ni~ •. -
en toda la estructura, incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2. ANALIS/S ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método de rigideces del análisis estructura¡ . 
en el que la ecuación general de equilibrio de una estructura está dada por (Beaufait et ~ :; 
1~~ j 

donde 

Kli+P.+Pc - - -

!S = matriz de rigideces de la estructura 
li = vector de desplazamientos 
e. = vector de cargas de empotramiento 
!:e= vector de cargas concentradas 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de las matrices de 
rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para la determinación de 
los vectores de empotramiento en las vigas de la estru.ctura de cimentación,. debido a la 
reacción del terreno, consideramos una carga repartida de un extremo hasta la mitad de una 
barra y otra carga repartida de la mitad hasta el otro extremo de la barra. La convención de 
signos utilizada es la siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario y los 
desplazamientos lineales son positivos si van hacia abajo en una barra horizontal (o hacia la 
izquierda en barra vertical). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las 
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra horizontal (o hacia la derecha en 
barra vertical). A continuación presentamos las matrices de rigidez y los vectores de 
empotramiento para las siguientes condiciones de apoyo: 

a) Barra con una articulación a la izquierda y un apoyo continuo a la derecha 

La matriz de rigidez está dada por: 

Üq 

r 3EI/L 

!Sm = /-3EI/ L2 

L 3EI/ L2 

8, 

-3EI 1 L2 

3EI/L3 

-3EI/L3 

8. 

3EI/L
2l eq 

-3EI /L3 o, 
3EI /L3 j o5 

El vector de cargas de empotramiento vale 

.Eem= 
~ -wl2 /8 + (7/128)L2 r, + (9/128)L2 rs l 
1 -3wl/8 + (41/128)L r, + (7/128)L r5 1 

l -Swl/8 + (23 1 128)L r, + (57 1 128)L r5 J 

(2) 

(3) 

(fig. 1) 
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b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo continuo a la izquierda (fig. 2) 

La matriz de rigidez está dada por: 

9q 

1 3EI/L 

!Sm= I-3EI/L2 

L 3EI/L2 

1i, 
-3EI/L2 

3EI/L3 

-3EI/L3 

El vector de carga· de empotramiento vale 

o. 
3EI/L

21 eP 
-3EI/L3 1i, 

3EI/L3 j 1i5 

[ 

wL' 18 - (9 1 128)L' r, - (7 /128)L' r, l 
.Eem= -5wL/8 + (57/128)Lr, + (23/128)Lr, (5) 

-3wL/8 + (7/128)L r, + (41/128)L r, 

(4) 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento para una barra con dos apoyos 
continuos se obtiene en forma similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait el a/1970). 

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices 
de rigidez de todas y cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas de 
empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los vectores de cargas de 
empotramiento de todas y cada una de las barras. el vector de cargas concentradas se 
determina asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que actúa sobre él. con 
esto se realiza el análisis estructural de toda la estructura. · 

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para la determinación de los elementos 
mecánicos, pero, a manera de ejemplo, para una barra con una articulación a la izquierda y un 
apoyo continuo a la derecha (fig. 1) 

Mq = -wl2 /8 + (7/128) L2 r, + (9/128) L2 r5 + (3EI/L) 9q 

-(3EIIL2
) 8, + (3EI/L2

) 85 (6) 

Vr = -3u·L /8 + (411128) L 1; + (71128) L 1; -

+ (3El 1 L3
) 8, - (3El/ L') 8, 

(3EI 1 L') eq 
(7) 

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION 

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura sobre el terreno de apoyo, 
las que son iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la 
estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en función 
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de estas cargas; consideremos una reacción rk actuando. en la superficie (fig. 3); la presión 
vertical vale rk dk 1 ak, donde d, y a, son la longitud y el área en las que actúa la carga, 
respectivamente. La deformación del estrato de espesor H;¡, debida a la carga rk vale 

li;¡k = Mz;¡ H;¡ CJZijk 

Pero Oz;¡k = 11¡k rk dk 1 ak 

donde l;¡k es el valor de influencia·, el cual está dado por el esfuerzo normal vertical en el punto 
ij, producido por una presión unitaria actuando en el área a, (Zeevaert 1973). 

Mz;¡ módulo lineal de deformación, el cual se define como el cociente de la deformación unitaria 
que la ocasiona. 

En consecuencia li 11k = Mz;¡ H,¡ l;¡k rk ct. 1 ak 

La deformación del estrato, debida a todas las cargas vale 

O;¡ = M,. H1¡ I l,¡k rk dk 1 ak 
IJ i = 1 

ctonde n, = número total de cargas r, 

El asentamiento bajo el punto i vale 

".e. ~ o1 = I Mz· H,1 L l,¡k rk dk 1 ak 
j = 1 IJ k = 1 

donde nc = número total de estratos. 

En la ec. 8 los hundimientos del terreno quedan en función de las cargas r,. 

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo de 
cimentación, lo que equivale a considerar que tanto los desplazamientos de la estructura como· 
los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no se despega de la estructura. 
Analiticamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados por la ec. 8 en la ec. 1. De esta 
manera desaparecen como incógnitas los giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es 
fácil ver que el número de ecuaciones es e1 mismo que el de las incógnitas, con lo que se 
puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las reacciones. Empleando .la 
ec.8, ya conocidas las reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del terreno 
de apoyo. 

·-. 
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5. EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a paso, con el propósito de 
que el lector visualice las etapas requeridas para el análisis de interacción. 

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del terreno, para la estructura mostrada 
en la fig. 4, cuya cimentación es a base una losa corrida. Se piden también los elementos 
mecánicos. La estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestran en la fig.5. 

a) Análisis estructural 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la estructura, como se ind1ca 
en la fig.6. Dada la simetria de la estructura, presentamos a continuación los de la barra 1 
(articulación a la izquierda) y la barra 7 (articulación a la derecha). Cabe aclarar que se 
desprecian los efectos de torsión en las barras. 

Barra 
1 
7 

A continuación hallaremos las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento de las 
barras 1 y 7. Las demás matrices y vectores se obtiene en forma similar. Aplicando la e c. 2 
para la barra 1 : 

e10 i 1786.898 

!S, =l-415.558 
415.558 

li, 
-415.558 

96.641 

-96.641 

Aplicando la ec.4 para la barra 3 

e10 ¡ 1786 898 

!$¡ =l-415.558 
415.558 

o, 
-415.558 

96.641 

-96.641 

li, 

415.558l 

-96.641 J 
96.641 02 

;s, 

415.558l 810 

-96.641 J 62 

96.641 li3 

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y 
cada una de las barras de la estructura (el rango de cada matriz se toma de 15 por 15). A 
manera de ejemplo se presenta a continuación la matriz de rigidez de la estructura para los 
primeros 5 grados de libertad. 
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o, o, 03 o. Os-.. 

r 193.282 -96.641 o -96.641 o 
1 
1 -96.641 214.937 -96.641 o -21.655 

1 o -96.641 193.282 o o 
K = 

1 -96.641 . o o 214.937 -21.655 

1 o -21.655 o -21.655 86.620 

L 

El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados de libertad, vale 

lo,l 
1 1 
1 02 1 

1 03 1 

§ = 1 1 
104 1 
1 °s 1 

L : J 

l &, 
1 02 
1 

1 03 
1 

1 

&. 
1 os 
J 

Determinemos a continuación el vector de cargas de empotramiento. Aplicando la ec. 3 para la 
barra 1. 

-1.849 +1.011r, +1.3r, 

.Ee1 = - 1.29 + 1.377 r1 + 0.2352 r2 

-2.15 +O 7727 r, + 1.9148 r, 

GL = grado de libertad 

Aplicando la ec. 5 para la barra 3: 

1.849 - 1 3 r, - 1 011 r3 

.Ee7 = -2.15 +1.915r2 +0.7727r3 

- 1.29 + 0.2352 r2 + 1.3773 r3 

GL 
10 

1 
2 

GL 
10 
2 
3 

Como ejemplo presentamos a continuación el vector de cargas de empotramiento de la 
estructura para los primeros 5 grados de libertad. 
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GL 
-2.25 + 2.7546 r, + 0.2352 r, + 0.2352 r. 1 
-6.88 + 0.7727 r, + 5.2069 r2 + 0.7727 r3 + 0.2352 r5 2 
-2.58 + o.2352 r2 + 2.7546 r3 +0.2352 r6 3 
-6.88 + 0.7727 r1 + 5.2069 r. + 0.2352 r5 + 0.7727 r7 4 
- 17.2 + 0,7727 r2 + 0.7727 r. + 7.6592 r5 + 0.7727 r6 + 0.7727 r8 5 

GL = grado de libertad 

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados de libertad, esta dado por: 

GL 
-9.6 1 

o 2 
-9.6 3 

f:c = o 4 
o 5 

Sustituyendo valores en la ec 1, y tomando en cuenta que, por simetria: 

o, =o, = o, = &, 
r, = r3 = r1 = r. 
e,,= e"= e,= e,= e"= o,= u 

0,=0..=&.=15, 
r2 = r. = rs = r.s 

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que representan el equilibrio de cortantes o de 
momentos en el grado de libertad correspondiente): 

Grado de libertad 1 

193 28 ii, + 193.28 O,+ 2 7546 r, + 0.4704 r, -2.58-9.6 =O {a) 

Grado de libertad 2 

-193.28 o,+ 214.937 O, -21.65515, +1.5454 r, +5.2069 r2 + 0.2352 r5 - 6.88 =O {b) 

Grado de libertad 5 
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- 86.62 82 + 86.62 D; + 3.0896 r2 + 7.6592 r5 - 17.2 =O (e) 

b) Análisis de deformaciones del terreno de cimentación Haciendo i = 1 en la ec. 8 

' 9 

8, = L M H11 L/ '> d, 1 a, 
;::::::1 : 1; k=l l¡k 

= M, 11 [-f,{/ 111 d, r, la,+ [ 11 , d, 10 la2+ .. ........ .+ 1119 d9 r, la,) 

+ ]l,f '" H, (J 121 d, 'i 1 a, + 1 "' d, 10 1 a,+ . . ..... .+ 112, d, 19 1 a,) (d) 

Como se indico en el inciso 3, el valor de Influencia 111 , representa el esfuerzo en el punto 1j 
debido a una presión unitaria colocada en el área k. Calculemos como ejemplo un valor de 
influencia, digamos en Y115. en la fig. 7 se muestra la planta del área 5 y del punto 1. 
Colocamos una presión unitaria en el área 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto 1, a la 
mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de 1.2 m. Aplicando la ecuación de 
Boussinesq, se obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988. Los demás valores de influencia se 
obtiene en fonna similar. Sustituyendo valores en la ec. (d). 

81 = 0.0154 (2.4) [0.2271 (4.3r1) 1 4.6225+0.009375 (6.45r2 ) 1 9.245 
+0.0001528 (4.3r3) 1 4.6225 + 0.009375 (6.45r4) 1 9.245 
+0.002988 (8.6r5) /18.49 + 0.0001625 (6.45r6) /9.245 
+0.0001528 (4.r7) /4.6225 + 0.0001625 (6.45r8) /9.245 
+0.0002824 (4.3r9) /4.6225 
+0.0222 (2.0) [0.1139 (4.3r1) 1 4.6225 + 0.04407 (6.45r2) /9.245 
+0.002284 (4.3r3) 1 4.6225 + 0.04407 (6.45r.) /9.245 
+0.028026 (8.6r5) /18.49 + 0.002638 (6.45r6) 1 9.245 
+0.0022836 (4.3r7) /4.6225 + 0.002638 (6.45r8) 1 9.245 
+0.0005157 (4.3r9 ) /4.6225] 

Sabemos por simetría 

Sustituyendo valores y hac1endo operaciones 

ó, = 0.012733 r1 + 0.0033854 r2 +O 00063012 r5 

En forma análoga se obtienen ii2 y c'is 

02 = 0.0036877 r1 + 0.020326 r2 + 0.0021424 r5 

i\5 = 0.0028714 r, + 0.010629 r2 + 0.025023 r5 

e) Compatibilidad de deformaciones 

(e) 

(f) 
(g) 
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La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el terreno de cimentación se logr<' 
sustituyendo las ecs. (e), (f) y (g) en las ecs. (a), (b) y (e); así, se obtiene: 

Gradó de libertad 1 

4.5029 r1 - 2.8039 r2 - 0.2923 rs- 12.18 =O (a') 

Grado de libertad 2 

- 0.1852 r1 + 8.6912 r2 + 0.03202 r5 - 6.88 =O (b') 

Grado de libertad 5 

-0.07071 r,· + 2.2496 r2 + 9.6411 rs - 17.2 = O (e') 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 
r1 = 3.343 Vm r2 = 0.8569 Vm rs=1.609Vm 

Los hundimientos del terreno de cimentación se obtienen sustituyendo los valores de las 
reacciones en las ecs. (e), (f) y (g) 

0, = 0.0465 m 0z= 0.0332 m 0s= 0.0590 m 

Para ilustrar la determinación de elementos mecánicos, utilizamos para la barra 1 las ecs. 6 y 7 
M10 =- 2.88 t. m V,= 4.8 t 

6. CONCLUSIONES 

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible en forma relativamente sencilla 
llevar a cabo el análisis de interacción suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de hacer 
iteraciones. Además se toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. 
Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta técnica en la práctica profesional, es 
necesano elaborar programas de computadora, los cuales utilizan grandes cantidades de 
memoria, ya que en tres dtmenstones el número de grados de libertad es mucho mayor que el 
que se utiliza en análisis btdtmenstonal. 
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1.1NTRODUCCION. 

El análisis estructural, a través del método de rigideces, resuelve el problema del análisis de 
sistemas estructurales, mediante la solución de la ecuación general {F} = [k] { d }, en donde 
el tamaño de la matriz de rigideces de la estructura [k], mantiene una relación directa con el 
número de grados de libertad angular y lineal del sistema estructural. 

En un planteamiento tradicional, el análisis estructural concibe como nudos de una estructura 
a todos aquellos puntos en que concurren dos o más elementos de la misma. 

Es posible, a través de un planteamiento más elaborado reducir el número de nudos de una 
estructura si sólo se consideran como tales a los puntos en que concurren tres o más 
elementos de esta, lo cual reduce considerablemente el tamaño de la matriz de rigideces de la 
estructura (k] , siendo esto ventajoso desde el punto de vista de la solución matemática y 
sobre todo de la aplicación de computadores al análisis estructural. 

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica al análisis estructural del sistema 
de tuberías en dos o tres dimensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe 
por lo general un número suficientemente grande de puntos en que concurren solamente do
tramos de tubería (quiebres), como para pensar en un tratamiento especial para ellos, s, 
considerarlos como nudos. 
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2. CARACTERISTICAS . 

1.- NUDO.- Se considerarán como nudos sólo aquellos puntos de la estructura en que 
concurran tres o más tramos de barra y a Jos apoyos incompletos. 

2.- TRAMO DE BARRA.- Se llamará así al tramo recto comprendido entre dos quiebres 
adyacentes a una barra: 

3.- BARRA.- Se entenderá por barra, a la parte de tubería comprendida entre dos nudos. 

4.-SECCION TRANSVERSAL- La Sección Transversal de cada barra, será un anillo circular 
constante en toda su longitud. 

z' 

y' 

lx· = J 
1y' = lz, =Y 
A e,' = Ac,' = A e 

FIGURA 1. Propiedades de la sección transversal y ejes locales de referenc¡a (S. L.) 
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3. DEFINICIONES 

A).- Para análisis en dos dimensiones. 

S. G. 

FIGURA 2- Tubería en el plano 
Nótese que en un nudo pueden 
concurrir barras con diferentes 
sección transversal. 

Q Nudo 

Q Barra 

S.G. = Sistema global de 
referencia. 

A.1.).- Matriz de transformación de coordenadas T para un tramo de barra. 

Q 

0 
[ T] = 

/ 

8 quiebre 

tramo 

FIGURA 3.- Tramos de barra y ángulo O 
para la barra 1 de la figura 2. 

/ 

~ 

cose -sen e o 

sen e cose o 

o o 1 
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donde O = inclinación del tramo de barra j referido al eje positivo en el S.G. medido en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj. 

A.2.).- Matriz de transporte entre los puntos® y (Dreferidos al S.G. 

1 

o 

Referido al tramor-:;l~e la barra 1 
(fig. 3), B es el nudo'(J y j es el 
qui.ebre Q) 

o o 

1 o 

(Xe- X;) o 

Nótese que para el tramo adyacente a un nudo , la matriz de transporte [Ha,] toma la forma de 
la matriz identidad [ Y ]. 

A.3.) Matriz de flexibilidad del tramo UJ en su extremo(D referido al S. L. de referencia. (ver 
Fig. 1). 

[f 'as] ~ = 

(en S.L.) 

L 

EA 

o 

o 

o o 

L 
El 
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1 
donde. C = G (1+P)

A eL 

P = Módulo de Poisson del material. 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal. 

8).- Para análisis en tres dimensiones. 

y 

z 

~----------------------~X 

FIGURA 4.- Tubería en el espac1o 
Nótese que en el nudo pueden 
concurnr barras con diferente secc1ón 
transversal. 

(Dnudo 

G) barra 

S.G. Sistema global 
de referencia. 
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8.1.).- Matriz de transformación de coordenadas [ T] para un tramo de barra. 

/ 
Cx' x Cy' X Cz' x 

donde: [A 3] = Cx' y Cy' y Cz' y 

Cx' z Cy' z Cz' z 

En la matriz [A 3]1os elementos de las columnas 1,2 y 3 son los cosenos directores de x', y' y 
z' respectivamente, del tramo Q en la barra[] en el S.L., con el respecto al S.G. (fig. 1 y 
fig. 4) 

8.2.).- Matriz de transporte entre los puntos 8 y j referidos al S.G. 

[1] o 
[Hs,] = 

[h] [1] o 

donde[h]= (Zs- Z¡) 

-(Y B-Y¡) 

FIGURA 5.- T~s de barra y quiebres 
para la barra · de la figura 4 (para el tramoGJ. 
8 es el nudo 3 y j es el quiebre G) ). 

' -(Zs- Z¡) (Ys- Y¡) 

o -(Xs- X,) . 

(Xs- X¡) o 

Q quiebre 

W tramo 
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Nótese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz de transporte [ H8,] toma la forma de 
la matriz identidad [Y]. 

8.3).- Matriz de Flexibilidad del tramo [TI en su extremo(]) referido al S.L. de referencia (ver 
fig. 1) 

1 
donde C = G( 1 + P ) --

AcL2 

[f 'as][;] = 

P = Módulo de Poisson del material 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal. 

G= E 
2(1 + P) 

L 
-
EA 

o 

o 

o 

o 

o 

( en S. L. ) 

o o 

L3(1+C) o 
3EI 

o L3(1+C) 

3EI 

o o 

o L2 
--

2EI 

L2 
o -

2EI 

o o o 

o o L2 
-
2EI 

o L2 o 
2EI 

L o o -
GJ 

o L o -
El 

o o L -
El 
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4. PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuación general planteada en el análisis estructural a través del método de 
rigideces 

{F} = [k) {d} ... (1) 

comprende las siguientes etapas: 

A - Formación de la matriz de rigideces [k) 
B.- Cálculo del vector de fuerzas {F} 
C.- Obtención del vector de desplazamientos mediante la solución de la ecuación 

general ( 1). 
D.- Obtención de los elementos mecánicos en los extremos de cada barra, calculados a 

partir del vector de desplazamiento {d}. 

1 
Se tratarán aqui solamente los puntos A y B. Los puntos C y O corresponden a un 

planteamiento tradicional del análisis estructural. 

A.- Formación de la matriz de rigideces [k] 

1 ).- Formación de la matriz [kl en forma topológica 

Se entiende por forma topológica de la matriz K a la representación matncial de la relación que 
guardan los extremos de las barras con los nudos de la estructura. 

La matriz topológica [k) para las estructuras de las figuras 2 y 4 es idéntica y t1ene la siguiente 
forma, si el extremo B de las barras co1ncide con el nudo 1, 4 o 3. 
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[Kee) ~ + [Kee~ [KeA) [] o o [KBA] Q 

+[Keel GJ 

[KAs) [:=! [KAA)El + [~) ti [~el 0 [K .. s] ti o 

+[K....]~ 

[K)= 
o [KsA) B [Kas) [j +[Kas] [j o o 

+[Kssl[j +[Kas] ~ 

o [Ks..J G o [Kss)¡j+[Kss) ~ o 

[KAs]~ o o o [K....J(3 

(en S.G.) 

Nótese que puede pensarse en una reordenación de la nomenclatura de los nudos a fin de 
obtener un menor ancho de banda de la matriz [k], lo cual es conveniente desde el punto de 
vista de la aplicación de computadores. 

2)- Obtención de las matrices [KAA]. [KAsl. y [K66] para cada barra en S.G. 

Estas matrices están relacionadas entre si através de las siguientes expresiones: 

[KAs] = -[HsA] [Kas] 

[KsA] = -[Kas] [HsA) T donde A y B son los extremos de la barra (ver figura 3 y 5). 

Por lo que sólo será necesario calcular [K66] de cada barra, y aplicar las expresiones anteriores 
para calcular [KAA], [KAs) y [KsAl 
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Para calcular [K88] se procede de la manera siguiente: 

Recuerde que [K88] = [f88¡-', por lo que el problema se reduce a calcular [fssl en S.G., la cual 
se obtiene a partir de la siguiente expresión: ( Ver figuras 3 y 5 ). 

[f HR] 1 : 
No tramos 

" L.. 
;=1 

(en S.G.) 

donde [1-Bi] y [f88~i] se encuentran referidas al S.G. de referencia. 

La matriz de flexibilidad del tramo 1 en el extremo B, referida al S.G. puede calcularse con la 
siguiente expresión. 

[f 88 l [i] = [T] [i] [f' 88 l [i] [T] Ul 
(en S.G.) 

3).- Tratamiento de apoyos incompletos. 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nodo, si se emplean las ngideces 
modificadas del tramo de barra que ocurre en él. 

A continuación se eniJstari las matrices de rigideces modificadas para dos casos de 
interés práctico: 

(en S.L) 

EA 
L 

o 

o 

L 

o 

3EI 

L3 

o 

G 
o 

3EI 

L2 
[K'ss] = [K' AA] 

o (en S.L) 

Q 

= 

--G L 

EA 
-
L 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

El 
L 
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, .. EA o o EA o o -
L L 

[K'eel o 3EI 3EI 
[K'Ae] = [K'eAJ = o o o = 

L2 L3 

(en S. L.) o 3EI 3EI (en S.L) o o El - --
L2 L L 

Para obtener [k] en S.G. se emplea la siguiente expresión: 

[kj = [Tj [k 'j [Tj T 

Con [ T] tal como fue definido en 111 

B.- Cálculo del vector de fuerzas {F} 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberías como el de las figuras 2 y 4, 
son las siguientes: 

1.- Fuerzas externas aplicadas en: 

{ 

- los nudos de la estructura 
- los quiebres de las barras 
- los tramos de cada barra 

Considérese la barra 1 de la fig. 2, cargada como se muestra en la figura 6 

{F} No. de tramos 

G 
{F ,¡ 

FIG. 6.- Barra [2] cargada y fuerzas de fijación p:--A} y {F, ¡ 
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··· .. 

FIG 7.- Barra Q en cantiliver. 

.···· ········· 

{FJ = Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación. 

Las fuerzas de fijación en el e;xtremo B de la barra [il se obtienen a partir de la siguiente 
expresión: 

{Fa}=- [Kaa] {da*} 

donde {da*} es la matriz de desplazamientos del extremo B considerando a fa barra en 
cantiliver ( ver fig. 7) y se calcula con la siguiente expresión: 

No .tramos [ ] ¡- ] ¿: H8¡ f j (Fj) 
j=1 

En la expr~ón anterior, {F1} es el vector resultante derestar las fuerzas externas aplica~as ~n 
el quiebre\_¡} ( {F},, ............... ,{F} No. tramos en la f1gura 6 ) menos las fuerzas de fiJaCIOn 
producidas por las cargas externas aplicadas en los tramos adyacentes al quiebre G) ambas 
referidas al S.G. 

El vector {FJ}, tiene la forma sigu1ente para el caso de sistemas de tuberías en dos o tres 
dimens1ones. 
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La matnz [He;] se aplica .tal como fue definida en 111. 

Convención positiva del 
vector {FJ. 

La matriz [~ J es la matriz de flexibilidades del segment~ de barra comprendido entre .el 

extremo origen G y el quiebre(D respecto al extrem~ destinoG) y está defmida mediante 

la siguiente fórmula de recurrencia. 

1 :;; j s (No. tramos - 1) 

en donde [H 0• 1¡m] se aplica tal como fue definida en 111 y [f [ElJ ] se obtiene por un 
procedimiento similar al descrito en A.2. 

Nótese que en la ecuación anterior se tiene que: 

y [r No. tramos] = [t ss] ['] 

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene {d8} se calcula (i=s } y se le suman las fuerzas 

de fijación en el extremo @) de la barra EJ producidas por las cargas aplicadas en el tramo 
adyacente a él, obteniéndose a si el vector {Fs} definitivo. 

Una vez conocido el vector de fuerzas {Fa} de la barra [J se calcula con el vector de fuerzas 

{FA} de la misma barra con la siguiente expresión: 

donde· (FA r es el vector de fuerzas en el extremo Q de la barra D. producido por las 

cargas actuantes en ella considerándola en contiliver, (ver fig. 7) y [HsA] se aplica tal como 
fue definida en 111. 
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Los vectores de fuerzas {FA} y (FB} sí obtenidos constituyen el estado 1 de cargas (fuerzas 

de fijación). 

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a Jos del estado 1, y sumar Jos que concurren 
en un nudo más el vector de cargas aplicado en el mismo, se constituye el estado 11 de 
cargas. 

La forma Topológica del vector de cargas {FJ__en la ecuación (1) para las estructuras de las 
figuras 2 y 4, siendo nudos destino el G), (¿) o G), es la siguiente: 

{Fs}, + {Fa} 2 + {Fa} 3 + {F} 1 

{F} = {F Ah + {FA} 4 + {FA} 5 + {F A} 2 

{Fs} 5 + {Fs} s + {Fs} 7 + {Fs} s + {F} 3 

{Fa}• + {Fa}g + {F}• 

Convención positiva para Jos 
componentes del vector {F}. 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación general {F} = [K]{d} y obtener los 
desplazamientos de los nudos de la estructura y calcular a partir de ellos los elementos 
mecánicos que se generan en los extremos de las barras (inciso IV.C), lo cual puede hacerse 
a través de un planteamiento tradicional de análisis estructural. 

A los elementos mecánicos asi obtenidos, se les suman los vectores de fuerzas de fijación 
que constituyen el estado 1 de cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en Jos 
extremos de cada barra de la estructura. 
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2.- Fuerzas Producidas por Cambios de Temperatura 

Es aplicable todo lo estipulado en 8.1, pero ahora el problema es más sencillo, ya que la 
única diferencia con lo visto allá, es que la matriz d ahora se calcula de la manera siguiente: 

oc = Coeficiente de lineal del material 

t.t = Cambio de tem~eratura 

Para oc = cte. 
t.t = cte. 

f'' = oc !J. t ( J<s - XA ) } w· = dys = -xtJ.t(Ys- xA) B¡ 

0 i: B = o 

(S G. 20) 

Para x cte. 
( t.t ) m = variable para cada tramo [j] 

No tramos 

dx 8 = i~ 1 ,\t[JJ (üx) [J] 

No tramos 

d y B = ¡~/t [J[ (t. Y) [jj 
0 z B = 0 

dxs = oct.I(J<s- XA) 

d Y B = oc t. 1 ( YB - XA ) 

d = d i: B = oc t. 1 ( ZS - ZA ) 

0x 8 = o 
0 y B = 0 

0z 8 = o 

(S.G. 3D) 

(S.G. 20) 
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No tramos 
dx 8 = . 2: oc ~ 1 lil ( óx) J¡J 0x 8 = o 

J = 1 
No tramos 

{d*s}= d y B = ¿ oc ll 1 lil (óy) J¡J 0 y B = O (S.G. 3D) 
J = 1 

NO tramos 
di. B = ¿ oc L\ 1 J¡J (óz) lil 0z 8 = o 

J = 1 

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impuestos a los apoyos 

Es aplicable también ahora todo lo estipulado en B. 1. y el problema resulta ser más sencillo 

que los planteados en 8.1 y 8.2. puesto que ahora \F1ll se calcula directamente a partir de la 

siguiente expresión: 

donde (CiA l es el vector de desplazamientos impuestos a la estructura en el apoyo A. 
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: ANALISIS DE DEFORMACION DE SUELOS 

PROFESOR: M. en l. Agustín Deméneghi Colina 



3 . ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS 

AGUSTIN DEMENEGHI COLINA 

3 . 1 Determinación de deformaciones en los suelos. 

3.1.1 Deformación de un suelo en el campo. 

Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del terreno de cimentación, 
consideremos un elemento que por peso propio está sometido al estado de esfuerzos 
mostrado en la fig. 3 . 1 a . 

Consideremos que este estado de esfuerzos se puede sustituir por una presión de 
confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano octaédrico Po , dada por el promedio 
de los tres esfuerzos normales 

Pe = ( 1 1 3 } ( Pz + p, + Pv ) ( 3 . 1 ) 

Supongamos que las presiones horizontales p, y Pv son iguales entre sí y proporcionales a la 
presión vertical p,. 

Pe= Pv = ko p, 

donde ko es el coeficiente de presión en reposos del suelo. 

Sustituyendo en la ec. 3 . 1. 

P 0 = ( 1 + 2 k0 ) p, / 3 (3.2) 

La fig. 3 1 muestra al elemento de suelo sometido a una presión de confinamiento equivalente 
Pe· 

Supongamos ahora que se construye una cimentación y ésta ocasiona incrementos de 
esfuerzo normal cr, , cr, y av en el elemento ( fig 3 .2 ). 

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y horizontales en el 
elemento. En cimentaciones es usual que la deformación que interesa al ingeniero sea la 
deformación vertical o, del elemento Existen varios métodos para determinar esta 
deformación; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que consiste en lo siguiente: 

E, = 1 cr, - V ( cr, + 0y ) 1/ E 
o,= E, H 

Profesor del Departamento de Geotecma. Facultad de Ingeniería 
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donde: r, = deformación unitaria del elemento 
E = módulo de elasticidad del material 
v = relación de Poisson 
H = espesor del elemento 

Los esfuerzos cr, , cr, y cr, se pueden obtener con la teoría de Boussinesq, empleando las 
ecuaciones que se presentan en el inciso 3 . 4 de este capitulo. 

3 . 1 . 2 Propiedades de deformación de los suelos. 

En los suelos ocurren diversos tipos de deformaciones : elástica, plástica, elastoplástica, 
viscosa, etc. Por lo que el valor de E se tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el 
fenómeno que se esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relaciones esfuerzo -
deformación en los suelos son no lineales, conviene con frecuencia trabajar con el módulo 
secante de deformación para determinar el valor de E correspondiente, utilizando niveles de 
esfuerzo lo más cercanos a la realidad. 

A continuación veremos la forma de determinar los diferentes valores de E. 

La determinación de las propiedades de deformación para el análisis de mov1mientos en una 
cimentación, se puede ilustrar considerando un elemento de suelo en una prueba de 
compresión triaxial, sometido al estado de esfuerzos que se muestra en la fig. 3 .3 ; 
consideremos adicionalmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que la probeta 
de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento p, y un esfuerzo desviador cr, iniciales, 
primeramente se reduce el esfuerzo cr, a cero ( para representar la descarga por excavación, 
decremento de carga, etc.), con lo que se obtiene el módulo de rebote elástico E, del suelo 
( fig. 3 . 4 ). A continuación, manteniendo aplicado el confinamiento p, , se vuelve a aplicar el 
esfuerzo cr, , con lo que se determina el módulo de compresión E,, ( fig. 3 . 4 ). Aplicando un 
esfuerzo de compresión cr, se presentará un asentamiento adicional deb1do al Incremento neto 
de carga cr, = cr, - cr, , donde cr, es el esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a 
esta deformación se le puede denominar ·asentamiento por compresión; el módulo de 
deformación correspondiente será E, ( fig 3 . 4 ). Tenemos entonces tres módulos de 
deformación, a saber : 

Eo = cr, 1 r, 

Dependiendo del tipo de deformac1ón que se esté determinando, se emplea alguno de los 
módulos E, , E, o E, en la ley de Hooke de la ecuación 3 . 3. 

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo el esfuerzo cr, constante 
se presentará .una deformación a largo plazo r, ( fig 3 .4 ) . 

Vemos entonces que las propiedades de deformación para una cimentación se pueden 
determ1nar todas ellas en una prueba de compresión ¡, 1axial. Sin embargo, este tipo de ensaye 
resulta dificil de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la deformación 
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diferida E, toma mucho tiempo en esta prueba; por esta razón, las deformaciones debidas <>' 
incremento neto de carga, entre las que se encuentra la deformación a largo plazo, ! 

determinan a partir de los resultados de una prueba de consolidación. Además, se ha 
observado que los módulos Ec y E'" se pueden obtener a partir de una prueba de compresión 
no confinada, debido a que el esfuerzo efectivo cambia poco al ser extraída una muestra de· 
arcilla saturada del terreno natural, es decír, se hace la consideración de que el esfuerzo 
efectivo en una prueba descompresión no confinada es aproximadamente igual al esfuerzo 
efectivo de campo. Con el módulo Ec se obtiene la componente elástica de la deformación 
debida al incremento neto de carga. 

En resumen, la expansión por descarga y el asentamiento por recompresión de determinan 
con los módulos de rebote elástico y de recompresión respectivamente, ambos obtenidos en 
una prueba de compresión no confinada. Con el módulo de rebote elástico de determina 
además la componente elástica de la deformación debido al incremento neto de presión de la 
cimentación. La componente plástica de la deformación instantánea, y la deformación diferida, 
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentación, se determinan a partir de los 
resultados de una prueba de consolidación. 

Las propiedades de deformación para la determinación de movimientos de la cimentación 
debidos a acciones sísmicas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico como el péndulo 
de torsión ( Zeevaert 1973 ) , la columna resonante ( Jaime et al 1987 ), etc. 

En suelos friccionantes se sigue un procedimiento similar al de las arcillas, con la diferencia de 
que el efecto de la presión confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor 
en estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que toman en cuenta er 
forma explícita el efecto del confinamiento y que la relación esfuerzo - deformación en ellos é 

del tipo no lineal; una de estas técnicas se presenta en el inciso 3 . 7 de este capítulo 
( Deméneghi 1989 ). 

3.2 Deformaciones permisibles 

Las formaciones calculadas deben compararse con las deformaciones permisibles de una 
cimentación, las cuales deben determinarse para cada estructura en particular. Por ejemplo, el 
asentam1ento total y los asentamientos diferenciales de una cimentación dependen de la 
opinión de las Siguientes personas involucradas en el diseño de la Cimentación ( Zeevaert 
1991 ). 

a) Propietario del inmueble 
b) Inquilino 
e) Ingeniero estructunsta 
d) Arquitecto 
e) Autoridad mun1c1pal 
f) Compañia de seguros 
g) Opinión publica 
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Por lo tanto, con el concurso de opinión de las personas mencionadas, se llegan a definir los 
movimientos permisibles de una cimentación. 
Sin embargo, para que el lector se dé una idea de los asentamientos permisibles, y 
únicamente para fines de anteproyecto se presentan los valores de la tabla 3 . 1 ( Sowers 
1962 ). 

3 . 3 Estados límite de servicio 

Los reglamentos de construcción especifican los diferentes movimientos que se deben revisar 
en una cimentación, los cuales dependen de cada caso particular. Por ejemplo, las Normas de 
cimentaciones del Distrito Federal establecen que para una cimentación compensada se 
deben revisar los estados limites de servicio que se indican a continuación. Cabe aclarar que 
este criterio se puede aplicar en general a cimentaciones superficiales, profundas, etc. Con las 
modalidades propias de cada cimentación. 

a) Desplazamientos instantáneos del suelo de cimentación. 

Los desplazamientos instantáneos en suelos finos saturados se pueden calcular utilizando la 
ley. de Hoooke ( ec. 3 . 3 ). considerando que la deformación del suelo ocurre a volumen 
aproximadamente constante. Véase el ejemplo 6 . 1, donde se trata el cálculo de expansiones : 
y asentamientos por recompresión, considerándolos como movimientos instantimeos. 

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta, experimentan 
movimientos instantáneos de magnitud alta comparados con los desplazamientos diferidos. La 
determinación de deformaciones en suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3 . 1 , 5 . 
4 y 5 5. 

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de cimentación. 

Las propiedades de deformac1ón para la determinación de deformaciones transitorias de la 
cimentación debidas a acciones sismicas se obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico 
como el péndulo de torsión ( Zeevaert 1973 ), la columna resonante (Jaime et al), etc. 

En la obtención de las deformaciones permanentes de un suelo ocasionadas por un sismo, el 
fenómeno de la repetición de carga es importante; por lo tanto, deben determinarse, en 
muestras en el laboratorio, las deformaciones permanentes acumuladas por la repetición de 
cargas. En forma aproximada y únicamente para fines de anteproyecto, se pueden emplear las 
siguientes expresiones. 

liPN = o, ( 1 + log N ) 

donde 
iiPN = deformación permanente deb1da a N repeticiones de carga 
(\0 = deformación pern-1nente correspondiente a la primera aplicación de carga 
N = numero de repetic~<Jnes de carga 
a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suelos gran• •l'lres a= 0.25 
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log = logaritmo decimal (base 10) 

e ) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga 

Considerando que la presión efectiva en una arcilla saturada no cambia en forma importante 
por una excavación, el asentamiento a largo plazo se calcula entonces empleando el 
incremento neto de carga, el cual es el resultado de sustraer de la presión o carga total 
transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de ella, la presión o carga total 
previamente existente en el suelo al nivel de desplante ( RCDF 1976 ). Además. si el terreno 
de cimentación consistente en arcilla, el asentamiento debido a cedencia lateral dé suelo es 
usualmente pequeño en comparación con el asentamiento total; por esta razón, aun el 
asentamiento de cimentaciones en estratos de gran espesor de arcilla puede ser evaluado por 
métodos basados en deformación unidimensional ( Terzaghi y Peck 1967, art. 41 ) ; es decir, 
para calcular los asentamientos diferidos únicamente hay que utilizar el esfuerzo normal 
vertical a, . 

En el ejemplo 6 . 1 se presenta la valuación del asentamiento a largo plazo en una 
cimentación compensada. Cabe aclarar que si se desea obtener adicionalmente la evolución 
del hundimiento, se puede emplear la teoria de la consolidación de Terzaghi - Zeevaert que 
considera adicionalmente la componente de deformación de viscosidad intergranular 
(consolidación secundaria); véase para esto Zeevaert ( 1985 ). 

3 . 4 Incrementos es esfuerzo en la masa de suelo ocasionados por una carga repartida 
aplicada en la superficie 

3 . 4 . 1 Carga uniforme 

A continuación se presentan las expresiones para determinar los esfuerzos normales verticales 
bajo la esquina de un rectángulo sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie 
( fig. 3 . 5 ) . 

Para a x ( Damy 1985) 

q [( 1 1 )·n·z XI'] (J, =-
2 

o + 
2 

o -·- + lii1XIWI-·-
2Ir x + =- y + z- il zA 

(3 6) 

Para a. y cr, (Dashko y Kagan 1980 ) 

q [(rr xyz zA y yA)] crx =- -- , -allxla11-+(l-2v)(allxtan--angtan-2rr 2 (x·+z')A xy x xz 
( 3 7) 
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xy: angtan ;:A+ (1- 2v)(angtan x -angtan xAJ!l ( 3 . 8) 
~1' y . yz J (y'+z') A 

A= (X' +y' +z');; (3. 9) 

3 . 4 . 2 Carga triangular. 

Cuando la carga que se aplica en la superficie es de tipo triangular ( fig. 3 . 6 ), se pueden 
utilizar las fórmulas de Hamilton Gray ( Juárez Badillo y Rico 1980 ). 

Bajo el punto A 

= [ l 1 (2 B){ z ,j ¡} + R' + Z' a'¿, P~ 1r ~ z 
1: + z 

Z ( / ) RL l -r~~ + 8 L ang sen r;~=:==:"'.=:==c:=:=~ 
,j /} + Z' ~( R' L' + B' Z' + L.' Z' + Z') 

(3.10) 

Bajo el punto B 

cr,n=[p!.!(2rrB){ z 
. l~(L'+Z') 

Z' l 
( B' + z')~( B' + /.2 + Z') 

(3.11) 

donde L es la longitud de la carga triangular. 

3 . 5 Cimientos sujetos a carga vertical y momento. 

3 . 5 Reacción del terreno trapecial. 

En numerosas ocasiones en la práctica un cimiento se ve sometido a carga vertical y 
momento. Por ejemplo, una columna le trasmite usualmente a una zapata aislada carga 
vertical y momento. El efecto de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel 
de cimentación; así, un edificio alto desplantado sobre una losa de apoyo o un cajón de 
cimentación, en una región sísmica trasmite al terreno de cimentación un fuerte momento de 
volteo, el cual ocasiona deformaciones en dicho terreno que pueden llegar a ser muy 
tmportantes. Por lo tanto, se hace necesario determinar las deformaciones del suelo 
ocasionadas por una fuerza vertical y un momento de volteo, tema que trataremos en este 
inciso. 

Consideremos un cimiento someltdo al sistema de cargas de la fig. 3 . 7,y supongamos que la 
reacción del terreno es la suma de una reacción uniforme debida a la carga Q, y a una 
reacción debida al momento M. 
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La reacción uniforme se obtiene del cociente Q 1 A, siendo A el área del cimiento, mientras quP 
la reacción provocada por el momento se obtiene en forma aproximada utilizando la fórmula d, 
la escuadría: Ll.cr = ( M 1 1 ) . Observemos que la reacción del suelo se calcula entonces con la 
siguiente expresión: 

donde 

cr=Q/A±(M/1) y 

1 = momento de inercia de la planta de la cimentación 
y = distancia del centroide del área de la cimentación a la fibra donde se 

esté calculando el esfuerzo 

En los puntos extremos A y iB del cimiento los esfuerzos se calculan: 

cr. = Q /A+ ( M /1 ) B /2 ( 3. 12) 

cr" = Q /A - ( M 1 1 ) B 1 2 (3.13) 

Si el cimiento es rectangular de ancho B y longitud L 

cr. = Q 1 BL + 6M 1 L 8 2 (3.14) 

cr" = Q 1 BL - 6M 1 L 82 ( 3 .15) 

Por la tercera ley de Newton, la carga sobre el terreno es la de la fig. 3 . 7, pero con sentido de 
arriba hacia abajo ( fig 3 . 8 ). 

Por lo tanto, para determinar las deformac1ones del suelo provocadas por un cimiento con 
carga vertical y momento, es necesano determinar el estado de esfuerzo dentro de la masa de 
suelo ocasionado por la carga de tipo trapecial de la fig. 3 . 8 . 

Cuando solo se desea determinar el esfuerzo normal vertical en la masa de suelo, el problema 
se puede dividir en el de una carga rectangular cr" y de una carga triangular cr; ( fig. 3 . 8 ) . 
El esfuerzo normal ocasionado por la primera se calcula con la fórmula de Damy ( ec. 3 .6 ) , 
mientras que para la carga triangular se puede emplear las fórmulas de Hamilton Gray 
(fig. 3.7,ecs.3.10y3.11). 

Cuando se requiere conocer además del, esfuerzo normal vertical cr, , Jos esfuerzos normales 
horizontales cr, y cr, , el problema se puede resolver dividiendo la carga trapecial en un numero 
n de cargas uniformes como se ilustra en la fig. 3 . 9. Los esfuerzos buscados se obtienen 
aplicando las ecs. 3 . 6 a 3 . 9, para cada una de las cargas uniformes en las que se dividió la 
carga trapecial. 
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3 . 5 . 2 Reacción Triangular 

Cuando el momento de volteo es alto, puede ocurrir que se presenten en un extremo 
esfuerzos teóricos de tensión entre cimiento y terreno ( fig. 3 .10 ). En la realidad la resistencia 
a la tensión entre estos dos materiales es prácticamente nula, por lo que no existe dicha zona 
de tensión. Por lo anterior, se requiere determinar la reacción del terreno ignorando esta zona 
de tensión. 

Supongamos una reacción triangular como la indicada en la fig. 3 .11. 
Por equilibrio de fuerzas verticales : 

cr. e 1 2 = Q = Area del triángulo 

Tomando momentos con respecto a un eje que pasa por el punto A : 

í:MA = - Q e 1 3 + Q 8 1 2 - M = 0 

:. e= 1.5 B- 3M 1 Q 

De la ec. 3 .16 Ga = 2Q 1 e 

( 3 . 16) 

(3.17) 

( 3 18) 

En consecuencia, dado un cimiento en el que las cargas Q y M ocasionan esfuerzos teóricos 
de tensión en el contacto entre terreno y suelo, la reacción de este, suponiéndola triangular 
( fig. 3 .11 ) , se obtiene utilizando la ec. 3 .17 para determinar la distancia e, y la ec. 3 .18 
para obtener el esfuerzo cr •. 

Los esfuerzos en el intenor del medio elástico, ocasionados por la carga triangular se hallan 
empleando las ecs. 3 . 1 O y 3 . 11 del inciso 3 .4 .2 anterior. 

3 . 6 Fórmulas para deformaciones elásticas. 

3 . 6 . 1 Rectángulo cargado. 

Las deformaciones instantáneas en los suelos se pueden calcular de manera aproximada 
utilizando las expresiones que proporciona la teoria de la elasticidad. 

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo e isótropo, bajo la 
esquina de un rectángulo somet1do a carga uniformemente repartida q, está dado por 
( Terzaghi 1943 ) 

donde 
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B = ancho del rectángulo 
L = longitud del rectángulo 
E = módulo de elasticidad del medio 
F = relación de Poisson del medio 

Cuando el medio elástico tiene un espesor D, el asentamiento bajo la esquina de un 
rectángulo sometido a carga uniforme q está dado por ( Juárez Badillo y Rico 1980 ) . 

.J ' ' (L+ f(L' +B').JB' +Z' 
i5=[<(1-v')/(rrE)[L ln(H+ L +H +Bin V - J 1 J.(B+A) B(L+A) 

, LH 
+( q /2rrE) (1- v- 2 v·) z angtan- (3.20) 

zA 

A=)(L'+B'+Z') ( 3.21) 

Cuando existe un medio estratificado como el de la fig. 3. 12, formado por n estratos de 
propiedades elásticas E y v, el asentamiento de la superficie se puede calcular utilizando la ley 
de Hooke para cada estrato· 

E, =( 1 1 E) f O'x • V (O',+ O'y) J ( 3 . 22) 

donde cr, , cr, y O'y son los esfuerzos normales vertical y horizontales ocasionados por la carga 
aplicada en la superficie del medio, y E, es la deformación unitaria del estrato. La deformación, 
en unidades de longitud, del estrato está dada por: 

( 3 .23) 

donde H es el espesor del estrato 
La deformación de la superficie será la suma de las deformaciones de cada estrato 

3 . 6 . 2 Círculo cargado 

En un circulo de radio R sometido a carga uniforme q en su superficie, el asentamiento bajo el 
centro está dado por ( Zeevaert 1973 ). 

o=[rr(1-vl)RqJ/2E ( 3 .24) 

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale ( Richard! el al 1970 ) 
8 = [ 3 ( 1 - v) M Ji 8 G R3 

( 3 . 25 ) 
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en que G=E/2(1+v) ( 3 . 26) 

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal y angular de un cim1ento 
de planta circular. La rigidez lineal se define como la carga vertical entre el asentamiento que 
se produce: 

K1 = Q 1 li = 2 E R 1 ( 1 - V' ) ( 3 . 27) 

La rig1dez angular se define como el cociente del momento entre el giro que produce : 

K., = M 1 El = 8 G R3 
( 1 - v) ( 3 28) 

3 . 6 .3 Giro de un rectángulo sometido a momento. 

El giro de un rectángulo sujeto a un momento M ( fig. 3 . 13 ) se puede calcular determinando 
la carga de tipo trapec1al ( ecs 3 .14 y 3 .15 ) o triangular ( ecs. 3 .17 y 3 . 18 ) que actua sobre 
el.terreno. A continuación se divide la carga en un numero n de cargas uniformes ( fig. 8 ) y se 
determinan los esfuerzos normales cr, , cr, y cry con las ecs. 3 .6 a 3 .9, a la mitad de cada uno 
de los estratos del subsuelo. 

La deformación unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley de Hooke ( ec. 3 .22 ) y la 
deformación en unidades de longitud utilizando la ec. 3 . 23. Esta operación se realiza bajo los 
puntos A y B de la fig. 8, con lo·.que se determina, mediante la suma de las deformaciones de 
cada estrato, la deformación en la superficie. Con estos resultados se puede calcular el giro 
del rectángulo sometido a momento. En el ejemplo 6 . 1 se presenta una aplicación de este 
procedimiento. 

En forma simplificada, se puede usar el siguiente artificio: se obtiene el momento de inercia del 
rectángulo 1, en el sentido que se está analizando, y se obtiene el radio equivalente a un 
circulo ( Normas de Sismo 1987 ) : 

R = ( 4 l, 1 re ) 114 ( 3 . 29 ) 

Con el radio equivalente R se emplea la ec 3 . 25 para determinar el giro de la cimentación 
deplanta rectangular. 

Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga uniformemente repartida q 
( Yoder 1959) 

cr, = q [ 1 - Z
3 

1 ( R' + z' )3
" 1 

cr, = ( q 1 2) [ 1 + 2v- 2 ( 1 + v) z 1 ( R' + z') 112 + z9 1 ( R' +z' )312 1 
R = radio del círculo 
Fórmula de Frohlich para la determinación del giro de un cimiento corrido, apoyado sobre un 
medio elástico semiinfinito ( Zeevaert 1973 ) 
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e = angtan [ 16 ( 1 - V ) M' 1 ( rr E 8 2 
) ] 

v = relación de Poisson E = módulo de elasticidad 
8 = ancho del cimiento M'= momento por unidad de longitud 

La fónnula de Frohlich se recorr.lienda cuando la longitud del cimiento es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo. 

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral ( horizontal ) 

R = radio del circulo. 

c5h = (7-8v)Q. 
32(1-v)GR 

TABLA 3. 1 

ASENTAMIENTOS PERMISIBLES 

Asentamiento total permisible de la Cimentación de una estructura, de tal forma que no se 
presente daño funcional en las siguientes instalaciones o elementos : 

Obras de drenaje 
Accesos a la estructura 
Muros de mampostería 
Marcos estructurales de concreto o acero 
Losas o ca ·ones de cimentación 

15a 30 cm. 
30 a 60 cm. 
2.5 a 5 cm. 
5 a 10 cm. 

7.5 a 30 cm. 

Los valores mayores son para asentamientos en terenos de cimentación homogéneos y 
estructuras de buena calidad en construcción. Los valores menores son para asentamientos 
en terrenos de cimentación con estratigrafía errática y estructuras de regular calidad de 
construcción. 

Tomado de Sowers ( 1962) 
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· Pxo 

a) Estado de presión inicial . 

b) Presión de confinamiento equivalente 

FIG. 3 1 PRESION DE CONFINAMIENTO 
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FIG. 3.2 INCREMENTOS DE ESFUERZO crz, cr, y cry SOBRE EL ELEMENTO 
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FIG. 3.3 ELEMENTO DE SUELO EN UNA PRUEBA DE COMPRESION TRIAXIAL 
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DEFORMACION UNITARIA 

DETERMINACIÓN DE MÓDULOS DE DEFORMACIÓN 

FIG. 3.4 

E 

211 



y 
X 

z 

-
FIG. 3.5 INCREMENTOS DE ESFUERZO NORMAL BAJO LA ESQUINA DE 

RECTANGULO CARGADO, EN UN MDEIO SEMI-INFINITO 
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. FIG. 3.6 ESFUERZOS NORMALES OCASIONADOS POR UNA CARGA TRIANGULAR 
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FIG 3.9 CARGA TRAPECIAL DIVIDIDA EN UN NUMERO 
n DE CARGAS UNIFORMES 
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FIG. 3.1 O ESFUERZOS TEORICOS DE TENSION EN EL CONTACTO 
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FIG. 3.11 REACCION DEL TERRENO TRIANGULAR 

215 



FIG. 3.12 MEDIO ESTRATIFICADO 
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FIG. 3.13 GIRO DE UN RECTANGULO 
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Colina 

Cuando se realiza el análisis sísmico de una cimentación, es usual que se cuente con un 
coeficiente sísmico para la región en cuestión, dado por el código del Estado donde se 
construirá la estructura correspondiente. Con este coeficiente sísmico se procede al análisis y 
diseño de la estructura, incluyendo desde luego en este al de la estructura de cimentación. 

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio está formado por sedimentos de consistencia 
blanda, se presenta un fenómeno de amplificación de las ondas sísmicas que llegan al lugar, 
el cual consiste en que, en la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 
aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando, la aceleración puede ser varias 
veces mayor que la del terreno firme (figura 1 ). 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en forma parcial, la resonancia 
del suelo blando. Para ilustrar este fenómeno consideremos un sistema de un grado de 
libertad como el mostrado en la figura 2, en el que la base se somete a un movimiento dado 
por: 

xo = aQsennt 

La velocidad de la base vale Xo = ancosQt 

y la aceleración Xo = -aQ2 senQt 

La respuesta de la masa está dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976) 

Desplazamiento relativo 

Velocidad relativa y= aBd cos(nt-q¡) 

Aceleración relativa 
y= aBd cos(Qt- q,) 

En las expresiones anteriores 

8 a = 

1 
1 1-

¡ 
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Q 
2~w, 

q, = ang tan ----'-,-

-(~J2 

w 1 es la frecuencia circular del s1stema 

Los desplazamientos absolutos están dados por: 

Desplazamiento: x = X
0 

+y 

Velocidad: X=Xo+Y 

Aceleración· X=Xo+Y 

Definimos el factor de amplificación de la aceleración como el cociente entre la máxima 
aceleración absoluta de la masa y la máxima aceleración de la base: 

fa = max x 1 max x o 

En la fig. 3 se muestra la variación de f, con el cociente T, 1 T, para amortiguamientos de 2 y 
1 O % del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T1 = 2 re 1 (1)1 ( masa que vibra ) y T = 2 re 1 Q ( base) 

Se observa en la figura 3 que la amplificación de la aceleración depende del cociente T, 1 T y 
del amortiguamiento. La máxima amplificación se presenta cuando T1 1 T, al aumentar el 
amortiguamiento decrece el factor f, . Para T1 1 T -t ~ la amplificación de la aceleración es 
nula. 
Un fenómeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace las veces de la masa del 
ejemplo anterior. Consideremos un estrato de espesor H como el indicado en la figura 1, y 
supongamos que el desplazamiento de la base rígida está dado por 

Xo ( t) = C exp ( i u t) = ( cos m+ i sen m); i =,l(-1) 

lo que 1m plica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 12. 
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La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los números 
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto en la amplitud como en la fase del 
movimiento. Definiendo la función de amplificación fa = A ( n ) como valor absoluto del 
cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre la máxima aceleración en 
la base rigida, se obtiene ( Roesset 1969 ) 

A(Q) = 1 1 ~(cosh 2acos 2 {3 + senh 2 a)sen 2 {3 ( 1 ) 

donde 

a=Hn~[~{[1 + (i¡!!/G) 2 -1]t[1+(1JQ/G)2 J}]t~Cs (2) 

{3=Hn [~{[1 + (¡¡Q/G) 2 +1]t[1+(r¡Q/G) 2 ]}]t~Cs (3) 

donde : C, = ~G 1 p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando. 

11 = amortiguamiento del suelo blando 

n = frecuencia circular natural de la base rig1da 

H = espesor del suelo blando 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 

p = masa específica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amortiguamiento. Se puede 
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo 
que r¡{l 1 G = 2 ~ sea una constante. Aplicando las ecuaciones 1 a 3 se obtiene la respuesta 
del estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las 
siguientes expresiones 

(u = frecuencia circular del modo " n " de vibrar. 

(ún = ( 2n -1 ) re " (G 1 r ) 1 2 H = ( 2n -1 ) re C. 1 2H 

Para pequeños valores de ( 11 il/ G ), la función de amplificación, para los modos naturales de 
vibrar, vale aproximadamente ( Roesset 1969 ) : 
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A ( Wn ) = 4 1 ( 2n - 1) 1l ( 2 ~ ) ( 5 ) 

~ = fracción del amortiguamiento critico. 

En la figura 4 se muestra la variación de la función de amplificación con la frecuencia de 
vibración de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la 
onda cortante en el suelo blando e, = 229 mis y un peso volumétrico del suelo y= 2 t 1 m3

. 

La función de amplificación se obtiene empleando las ecuaciones 1 a 3, considerando que 

11 ~u G = 2 ~· 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia 
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa 
que si la frecuencia dominante de las ondas sísmicas que arriban a un sitio coincide o está 
cercana a la frecue_ncia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleración 
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. En 
este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo 
blando de 20 % del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y los valores 
correspondientes a los " picos " de la función de amplificación ( f1gura 4 }, empleando las 
ecuaciones 4 y 5. En la tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de 
vibrar, considerando un amortiguamiento del 20% del amortiguamiento crítico. 

TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNeiON AMPLIFieAeiON A ( wn) 

·.:·:··n. 

)·1 . 
;¡· 

'~·· 
·. 4'. 
;¡¡_ 

11.78 . ;< 1 .sr~· ... 
35.34 '; 5.625· 
58.90 ' 9.375\. 
82.47 (13:12~-. 
106.3 : 16.875. 

Wn = ( 2n - 1) 1l e, 1 2 H 

f=w,i2rr 

Tsn , 

0.533 
0.178 
0.107 
0.076 
0.059 

i.'_;~.183·.'· 
;J(Oilt 
;9;~37::'; 

·····-0.4.55 .. /o 

: >o.3s4 •:·• · 

A ( Wn ) = 4 1 ( 2n - 1 ) 1l ( 2 s ) 
T'" = 2rr/ Wn 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibración de las ondas 
sísmicas que llegan a un sit1o; en todo caso, es conveniente observar las frecuencias 
dominantes de los temblores que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los 
que se puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos comentado 
en los párrafos anteriores. 
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El razonamiento anterior es válido también en términos de los períodos de vibración de ondas 
y suelo blando. Vemos que la máxima respuesta de aceleración se presenta cuando el período 
de vibración de la base firme coincide con el período natural del primer modo de vibrar, siendo 
esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( figura 4 ). Es decir, la aceleración en la superf1cie 
del terreno blando será 3.18 veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento 
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleración en la superficie del suelo blando 
depende fundamentalmente del cociente T.,! T, donde T., es el periodo natural de vibración 
del estrato blando y " T " es el período dominante de vibración de las ondas sísmicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo ( figura 1 ), los períodos de vibración están dados por 

T'" = 4H .J (p 1 G ) 1 ( 2n -1 ); n = 1, 2 , .......... ( 6 ) 

n = 1, 2, ... 

donde p = masa especifica del suelo. 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo. 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene paran =1: T., = 4H .Y (p 1 G ) 

Para 'la estimación del período natural de vibración de un suelo estratificado véase Zeevaert 
( 1973, 1980 ). 

El período de vibración de la estructura se halla con los métodos usuales del análisis 
estructural. Sin embargo, cuando el terreno de cimentación está formado por un suelo blando, 
es importante considerar además· el efecto de balanceo y de traslación horizontal de la 
cimentación. Asi, el periodo de vibración acoplado de una estructura vale ( Normas de Sismo 
1987) 

donde 

T0 = periodo fundamental que tendría la estructura si se apoyara sobre una 
base rígida ( este periodo se debe a la flexibilidad propia de la 
estructura ) 

T, = periodo natural que tendría la estructura si fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudiera trasladarse en la dirección que se analiza. 

T, = periodo natural que tendría la estructura si fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudiera girar con respecto a un eje horizontal que pasara por 
el centr01de de la superficie de desplante de la estructura y fuera 
perpendicular a la dirección que se analiza. 

Para el cálculo de los periodos de vibrac1ón anteriores, véase el Apéndice de las Normas de 
Sismo ( 1nciso A 7, interacción suelo- estructura). 

Una vez que se conocen los periodos de vibración del suelo T., y de la estructura T1, se 
puede emplear el espectro de respuesta sísmica de Zeevaert ( 1980 ) para la determinación 
del factor de amplificación f. (figura 5 ), definido como el cociente de la máxima aceleración en 
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el centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la superficie del ter' 'l 

blando. 

Vemos en el espectro que la max1ma respuesta se obtiene cuando T, 1 T.,. Por lo visto 
anteriormente, no se puede evitar la amplificación de la aceleración de un suelo blando: pero 
si es factible evitar que coincidan el periodo natural de vibración del suelo con el periodo 
natural de vibración de una estructura. 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona, en la Ciudad de México, el 
Reglamento de Construcciones en las Normas de Sismo. Así, en el inciso 3 de éstas se señala 
que " la ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico " a " , expresada como 
fracción de la aceleración de la gravedad, está dada por la siguiente expresión : 

a = ( 1 + 3 T 1 T. ) C 1 4 , , si T es menor que T. 

La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = O en esta expresión ( pues 
para T = O la estructura vibra igual que la superficie del terreno ), por lo tanto a = c. = C 1 4 en 
la superficie. , 
Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del Distrito Federal se presentan a 
continuación ( articulo 206 del Reglamento ) : 

;.•:•zona.···· Coeficiente Sísmico e ;:CóéfJci$ntéC¡t:; Aceleración 
·· ··· · ·. · .· · . ·· ' i ')(ii:l~i'fiC!i!:lt'\ij (süperfii:ie ) 

· · '.··.'.:.•· .... '.'.::, ·.: •. :.:::.•·:/..-'/ .. ,., ...... .., .... \::. · ·cm 1 s2 · ..... ' "• . ' - ''{:::~:. 

0.16 
0.32 
0.40. 

•39. 
78 
98 

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona 111 la aceleración de diseño de la superficie del 
terreno es de 98 cm 1 s2

. 

También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar " e" (Normas de Sismo, Apéndice) : 
en sitios en que se conozca el periodo dominante del terreno T.,, y que se hallen en las partes 
sombreadas de la figura 3.1 ( de esas Normas ), también se adoptará e= O 4 para estructuras 
del grupo B, y 0.6 para las del A ; fuera de las partes sombreadas se adoptará 

e= 1.6 T., 1 ( 4 + T2 
., ) 

Vemos que el coeficiente sísmico depende del periodo de vibración dominante del suelo T.1 .. 

Considerando que el coeficiente sísmico en la superficie c. = e 1 4 y que la aceleración en la 
superficie, en cm 1 s2 

, es igual a e, por 980, en la figura 6 se presenta la variación de esta 
aceleración en función del periodo T,, . 
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EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre un estrato de suelo blando, con 
las siguientes características : 

Masa= 217.5 t.s2 1m 

Peso= 2133 t 

Periodo de la estructura To = 0.3 seg 

Amortiguamiento en la estructura ~o = 5 % 

Periodo por rotación T, =O. 76 s. 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación ~' = 15% 

Periodo por traslación T, = 0.22 s. 

Periodo del terreno de cimentación T., = 2.4 s 

El periodo acoplado de la estructura vale 

Obtenemos el cociente T, 1 T.,= 0.35 

Para entrar en el espectro de la figura 5 necesitamos el amortiguamiento acoplado del 
sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980) : 

~. = .J( 1 - g, ) 

• 2 • 2 2 
g, = go g, ( T , ) 1 ( go T , + g, T o 

donde T' 1 = .J( T2
o + T2

,) = 0.817 s 
go = 1 ~20 = 0.9975 
g, = 1 - ~2, = 0.9775 

Sustituyendo g, = 0.98 E,,= 0.141 

Es decir el sistema tiene un amortiguamiento de 14.1 %. 

Entrando al espectro para diseño sísmico ( figura 5, Zeevaert 1980 }, se obtiene un factor de 
amplificación f.= 1.9 . 

Considerando una aceleración en la superficie de 98 cm 1 s2
, la aceleración en el centro de 

gravedad de la estructura está dado por (98) ( 1.9) = 186 cm 1 s2
. 
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: DINAMICA DE SUELOS 

PROFESOR: M. en l. Agustín Deméneghi Colina 



DINAMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Vibraciones libres 

Agustín Deménegui Colina· 
Héctor Sanginés Garcia- · 

Consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en la fig. 1. Se trata de 
un cuerpo de masa M unido a una base firme mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez 
K se define como el cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad del 
cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce dicha fuerza, es decir : 

k= p 1 o 

El amortiguamiento e toma en cuenta las pérdidas de energía que se producen durante el 
movimiento (fundamentalmente por fricción interna en el sistema). Se ha observado experi
mentalmente que la pérdida de energía se puede representar mediante una fuerza que se 

opone al movimiento , la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo; esta fuerza vale ex. 

Por el principio de D'Aiambert, la fuerza de inercia es igual al producto M x, pero tiene sentido 
contrario a la aceleración. Esta fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinámico del cuerpo. 

El fenómeno físico que estamos estudiando consiste en dar inicialmente un desplazamiento 
horizontal bo al cuerpo, para después soltarlo y dejarlo vibrar libremente. 

El equilibrio dinámico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la siguiente ecuación 

111 x+ (' x+ Kx = O ( 1 ) 

Mx+ Kx=O ( 2 ) 

La ec. 2 es una ecuación diferencial homogénea de segundo orden. Su ecuación diferencial 
característica es 

M}..' +K},_' =O 

La solución de la ecuación característica es 

Profesor del Departamento de Geotecnia 
·· Jefe del Departamento de Geotecnia. 

M},_' +K=O (3) 

División de Ingeniería Civil. Topogr<ifica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 
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A1 = ~(-1\IM) = ~(1\IM)i 

A, =-~(-K 1M)= -~(K 1M) i 

Denominemos a ~(K 1M)= w = frecuencia circular natural del sistema. 

Cuando las raíces de una ecuación característica son complejas, la solución de una ecuación 
diferencial homogénea de segundo orden está dada por: 

X = C, e'1 
COS bt + C2 e"1 sen bt 

donde " a " es la parte real y "b " la parte imaginaria del numero complejo. Por lo tanto 

x = e, cos wt + e, sen wt ( 4 ) 

x = -C1 (11\"C//W/ + C2 W cos Wl ( 5 ) 

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = O, x =O. Sustituyendo en la ec. 5 

X= C, COS wt 

Para t = O, x = lio . Sustituyendo en la ec. 4 

:. úa = C, X= Oo cos wt ( 6 ) 

En la figura 2 se muestra la variación de x en función del t1empo t. 

Se define el penodo T como el t1empo en que la masa pasa por el mismo punto, con el mismo 
sentido del movimiento. De la figura 2 se observa que 

(!)T = 2 rr T=2rr/w 

Pero ,,¡ = ;/ ( K 1 M ) :. T = 2rr -~ ( M 1 K ) ( 7 ) 

T se conoce también como el penodo natural de vibración del sistema de un grado de libertad. 

La velocidad se halla denvando la ec. 6 

x = -w,) ,.lei!WI ( 8) 

La aceleración se halla derivaw'· · la ec. 8 
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x = -w'D. coswt = -w'x (9) 

Vemos que la aceleración es igual al desplazamiento multiplicado por el cuadrado de w, con 
signo contralio. 

Vibraciones libres amortiguadas 

Consideremos ahora que si hay pérdida de energía en el sistema. es decir, que existe 
amortiguamiento : C * O . El movimiento queda representado por la ec. 1 

Mx+Cx+Kx=O 

La ecuación característica es 

M).' +CÁ1 +K)." =0 M).' +CÁ+K=O 

Las raíces de la e c. 1 O son 

;,., =-C/2M+~((C12M)'-K!M) 

Á 2 =-C/2M-~((CI2M)'-K! M) 

( 1 ) 

(1 O) 

Las raíces 1..1 y 1..2 pueden ser reales o complejas, dependiendo del valor del radical 

~((e 12M)' -K 1M) 

Se distinguen tres casos. 

Caso l. Dos raíces reales diferentes 

Si las raíces son reales: ( e 12M )2
- k 1m> O. La solución de la ec. 1 está dada por: 

) t ' 1 
X= C, e 1 + C2 e', ( 11 ) 

En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber sido desplazada una 
distancia lio regresa a su posición inicial. Este fenómeno se presenta cuando el 
amortiguamiento C es alto. 
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Caso Ir. Una raíz real 

Se presenta cuando (e 12M )2
- k 1 m = O. Sólo existe una raíz real que vale/,= -C 12M 

La solución de la ec. 1 es 
X= C, e'·'+ C, te'·' 

De acuerdo con las condiciones Iniciales, para t = O, x = Do , por lo tanto : C, = 00 

Para t = O, x = 1/ , por lo tanto 

C2 =-f.. Do 

Por lo tanto , la solución de la ec 1 es 

En la fig. 3 se muestra la variación de x en función del tiempo. 

Caso II I. Dos raíces complejas 

Ahora (e 12M )2
- k 1m <O , y 

?.,=-CI2M+JK1M-(CI2M)' i 

}., =-C/2M-JK 1 M-(C!2M)
2 

i 

( 12 ) 

Cuando las raíces de una ecuación característica son complejas, la solución de una ecuación 
diferencial homogénea de segundo orden está dada por : 

X= Ct e" COS bt + C, e at sen bt ( 13) 

donde " a " es la parte real y " b " es la parte imag1naria del número complejo. Por lo tanto 

a=-C/2M, y b= JK/M-(C/2M)
2

. 

Derivando de la ec 13 

x = e31 (-C 1 b sen bt+ C2 b cos bt) + a e31 {C1 cos bt + C2 sen bt) ( 14) 
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Para t = O, x = Oo , por lo tanto, de la ec. 13. e, = 00 . 

Para t =O, x =O. Sustituyendo en la ec. 14. e 2 =-a lio 1 b 
Sustituyendo en la ec. 13 

x= 00 e"' [ cos bt - ( a 1 b ) sen bt¡ 

Pero a =-e 12M, y b = ~K 1M- (e /2M)
2 

Hagamos ~ = C 1 Ccnt = e /2)MK 

( 15 ) 

Al coeficiente ~ = - C 1 Ce,;, lo denominaremos porcentaje del amortiguamiento critico: 

Por qtra parte m = )K 1M , por lo tanto, ~ w = e 1 2 M. 

Sustituyendo en la ec. 15 

( 16) 

La fig. 4 muestra la variación de x en función del tiempo. 

Vibraciones Estacionarias 

Se denominan movimientos estac1onarios cuando la acción sobre el sistema es de tipo 
armón1co 

a) V1brac10nes Forzadas 

Consideremos un cuerpo como el de la fig 1, que se somete a una fuerza estacionaria dada 
por F = F o sen Q t. La ecuación de equilibno dinám1co queda 

Mx+Cx+Kx =F
0 

senwt ( 17 ) 

La respuesta de la masa está dada por ( Newmark y Rosenblueth 1976 ) 

236 



Mx+ ex+ Kx = Fo senwt ( 17 ) 

x = Fo sen (nt - <P ) 

K 
( 18 ) 

( )

2 2 
il 2 n 

1- .. 2 + (2~ -) 
lu 1 lú1 

101 es la frecuencia circular del s1stema (1) 1 = ,/K 1M 

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el mostrado en la fig. 5, en el 
que la base se somete a un mcv1m1ento dado por 

Xo =a sen U t ( 20) 

La velocidad de la base vale x =a n cos n t ( 20' ) 

Y la aceleración ( 20" ) 

La ecuación de equilibrio dinámico está dada por 

Mx+Cy+Ky =O 

Pero de la fig. 5 

M ( x + y ) + e y + Ky = o 

M y + e y + Ky = -M X o ( 21 ) 

M y + e y + Ky = a n2 M sen n t ( 22 ) 

Vemos que la ec. 22 es s1milar a la ec. 17 Por lo tanto, se puede emplear la misma solución 
de la ec. 17, con 

F o sen il t = a il2 M sen il t 

Con este cambio de variable, la respuesta de la masa está dada por 

Desplazamiento Relativo 

Velocidad Relativa 

relativa 

y = a B" sen ( n t - q> ) 

y = a u B, cos ( n t - <P) 

y=- a n' B" sen (u t - q>) 

( 23) 
Aceleración 

( 23' ) 

( 23" ) 
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En las expresiones anteriores 

n 2r --
. ., (J) 1 

cp = angtan 
2 

1- ( ~~) 
(1) 1 es la frecuencia circular del sistema UJ 1 = .JK 1M 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X
0 

+ y 

Velocidad X = X
0 
+ y 

Aceleración X= X
0 
+y 

( 24) 

( 25 ) 

( 26) 

( 27 ) 

( 28 ) 

Definamos el factor de amplificación de la aceleración como el cociente entre la máxima 
acelerac1ón absoluta de la masa y la máxima aceleración de la base: 

f, = max H 1 max lx-o! ( 29) 

Es decir f, = max ¡sen ~l t + B" sen ( n t - <P ) 1 ( 30) 

En la fig. 6 se muestra la vanación de f, con el cociente T 1 1 T, para amortiguamientos de 2 y 
10% del amortiguamiento crit1co. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T 1 = 2 rr 1 ¡,,, (masa que vibra) y T = 2 rr 1 O (base) 

Se observa en la fig. 6 que la amplificación de la aceleración depende del coc1ente T1 1 T y del 
amortiguamiento. La máxima amplificación se presenta cuando T1 1 T = 1; al aumentar el 
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amortiguamiento decrece el factor f •. Para T1 1 T ~ ~ la amplificación de la aceleración es 
nula. 

Vibración debida a rotación 

Consideremos una masa como lo indica en la fig. 7, vibrando libremente. La fuerza de inercia 

vale F = M x. 

/Jc la figura X ~ e 11, x = e H. Por lo tanto F ~M eH 

El momento de volteo al nivel de cimentación, debido a la inercia de la masa vale 

O ~FH~M 8H'~MH 2 fJ 
1 

Supongamos ahora que la cimentación está sometida a un momento estac1onario dado por 
Or = Oto sen ~l t. En el diagrama de cuerpo libre de la cimentación ( fi¡¡. 8 ) se muestran los 

momentos que actúan sobre ella. El equilibno de momentos indica que 

M H2 e + C O + K, O = Oro sen n t ( 31 ) 

La ecuación dinámica obtenida para un sistema de un grado de libertad sometido a una fuerza 
vertical estacionaria es ( ec. 17 ) 

M X + e X + Kx = Fe sen n t ( 32 ) 

Las ecs 31 y 32 son similares, por lo que para hallar la solución de la ec. 31 podemos emplear 
la solución de la e c. 32, cambiando M por MH 2 y Po por Oto. Por lo tanto, la solución de la e c. 
31 es 

H = Oro ___ sen ( i! t - ::::ex::::)== 

K, ir;- ~2 2 
, )' + 4 (' (ü )2 

~~ 1 w· - w. 

donde u= angtan2~w~l 1 (w'- ~! 2 ) 

(U = ~K~/M-H' = /K, 1 M 1 H 

~ = e 1 e"'' = e 1 2 ~K, M H' =e 12 H JK.M 

( 33) 

( 34) 

( 35) 

( 36) 

Por lo anterior, el periodo natural de vibractón por rotación de una masa está dado por 
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T TITY, = 2 rr ~M H' 1 K, = 2 rr H ~M 1 K, ( 37 ) 

o T, = 2rrJ WH
2 

1 K, ( 38) 

Vibración de un estrato de suelo 

Un fenómeno similar al de vibración de un sistema de un grado de libertad sucede en un 
estrato de suelo blando, en el que éste hace las veces de la masa del sistema de un grado de 
libertad. 

Consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la fig. 9. El estudio de la 
vibración de este estrato se lleva a cabo estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinámico 
de un elemento de suelo ( fig. 1 O ), considerando una onda de cortante que viaja en dirección 
vert1cal, las fuerzas que actúan sobre el elemento son ( Roesset 1969) 

· Fuerza de inercia p 82u /1it2 

Fuerza debida a la perdida de energía 11 o'u 1 lit oz' 

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento 

-r, dx dz + ( 1:, + ¡; 1:, 1 ¡; z) dx dz + 11 o3u 1 ot óz2 dx dz 
= ( pó2u 1 iit2 

) dx dz 

Es decir p 02
U / 8t2 = O T, / iiz + 1] 03

U 1 lit ÓZ
2 

Por la ley de Hooke y, = ( 1/g) ,, 

y y, = o w 1 lix + ou 1 oz 
y, = o u 1 o z 

Sust1tL1yendo valores en la ec 40 

con 8 w lox =O 

r li2u 1 ¡:;¡> = G o'u /liz2 
+ q 83u 1 ót óz2 

. ( 39) 

( 40) 

( 41 ) 

Para hallar el movim1ento de estrato de espesor H se tiene que resolver una ecuación 
diferencial parcial de segundo orden ( ec. 41 ). 

Supongamos que el desplazamiento de la base rígida esta dado por 

Xo ( t ) = e exp ( iW ) = e ( cos w + i sen nt ) ( 42) 
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. ¡-:¡1 
t = v-

Jo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia iL 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de Jos números 
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto n la amplitud como en la fase del 
movimiento. Definiendo la función de amplificación fa = A (U) como el valor absoluto del 
coc1ente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre la máxima aceleración en 
la base rígida, se obtienen ( Roesset 1969 ) 

1 2 2 2 2 
A (D) = 1 1 v cosh a cos ll + senh a sen ll ( 43) 

donde 

a= H U ~[ 1 + ( 11 !l 1 G) - 1] 1 [ 1 + ( 11 !1 ./ G) J 1 ~2 es ( 44 ) 

[3 = H!! ~[ 1 + ( 11 U 1 G) + 1] 1 [ 1 + ( 11 U 1 G) J 1 J2 es (45) 

donde Cs = ~ G 1 r =.velocidad de la onda de cortante en el suelo blando 

11 = amortiguamiento del suelo blando 
il = frecuencia mcular natural de la base rígida 
H = espesor del suelo blando 
G = módulo de ngidez al cortante dinámico del suelo blando 
p = masa específica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amortiguamiento. se puede 
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo que 
11 !1 1 G = 2 ~ sea una constante Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la respuesta del estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las 
Siguientes expresiones 

<•J, = frecuencia c~rcular del modo n de vibrar 

W, = ( 2n - 1 ) rr j'G¡-¡-, 1 2 H = ( 2n- 1 ) rr Cs 1 2 H ( 46) 

Para pequeños valores de ( 11 u 1 G ), la func1ón de amplificación, para los modos naturales de 
vibrar. vale aproximadamente ( Roesset 1969 ¡· 

A ( w, ) = 4 1 ( 2n - 1 ) rr ( 2·~ ) ( 47) 
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~ = fracción de amortiguamiento crítico 

En la fig. 11 se muestra la variación de la función de amplificación con la frecuencia de 
vibración de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la 
onda de cortante en el suelo blando C, = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo y = 2 t/m3

. 

La función de amplificación se obtiene empleando las ecs 43 a 45, considerando que 11 i2 1 G = 
2 ¡; . 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia 
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando Esto significa 
que si la frecuencia dominante de las ondas sísmicas que arriban a un sitio coincide o está 
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleración 
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. En 
este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo 
blando de 20% del crítico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y los valores 
correspondientes a los ··picos ·de la función de amplificación ( fig 11 ), empleando las ecs. 46 y 
47. En la tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 
considerando un amortiguamiento del 20% del amortiguamiento critico. 

TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A ( w.,) 

n (J), f T., 
··-·---·----·"' -----· .. _______ ,_-

S ciclos/s S 

1 11.78 1.875 0.533 
2 35 34 5.625 0.178 
3 58.90 9.375 0.107 
4 82 47 13.125 0.076 
5 106.03 16.875 0.059 

Oln = ( 2n - 2 ) n: C, 1 2 H . A ( (!), ) = 4 1 ( 2n - 1 ) n: ( 2~ ) 
f = (!l., 1 2n: 

A ( w., ) 

3.183 
1.061 
0.637 
0.455 
0.354 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibración de las ondas 
sism1cas que llegan a un sitio; en todo caso, es conveniente observar las frecuencias 
dominantes de los temblores que legan a una localidad, para reconocer los estratos en los que 
se puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos comentado en los 
párrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es válido también en términos de los periodos de vibración de ondas 
y suelo blando. Vemos que la máxima respuesta de aceleración se presenta cuando el período 
de vibración de la base firme co1ncide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo 
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esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( fig. 11 ). Es decir, la aceleración en la superficie 
del terreno blando será 3.18 veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento 
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleración en la superficie del suelo blando 
depende fundamentalmente del cociente T5 ; 1 T, donde T5 ; es el periodo natural de vibración 
del estrato blando y T es el periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 
Para un estrato de suelo homogéneo ( fig.9 ), los periodos de vibración están dados por 

T 50 = 4 H .JPIG 1 (2n - 1) 

n = 1, 2, ..... 

donde p = masa especifica del suelo 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1: 

Ts, = 4 H J p 1 G 

REFERENCIAS 
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: DINAMICA DE SUELOS (VIBRACIONES) 

PROFESOR: M. en l. Agustín Deméneghi Colina 



Amortiguamiento ( Kolsky 1963 ) 

DINAMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Agustín Deménegui Colina'· 
Héctor Sanginés García .. 

Durante la vibración de un sólido, se produce cierta pérdida de energía por calor, lo que se 
conoce en términos generales como fricción interna en el sistema. 

La forma más directa de definir la fricción interna es determinando el cociente de la energía 
disipada durante un ciclo de esfuerzos tJ.W entre la energía elástica W almacenada cuando la 
deformación unitaria es máxima. A este valor se denomina " amortiguamiento especifico " o " 
pérdida específica de energía ", y se ha observado que depende de la amplitud y de la 
velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de la historia de cargas del espécimen. 

En general se acepta que las fuerzas de restitución son proporcionales a la amplitud de la 
vibración y que las fuerzas dis1pativas de energía son proporcionales a la velocidad. Cuando 
esto se cumple, la relación de amplitudes positivas entre los ciclos consecutivos es constante, 
y el logaritmo natural de esta relación, !!.' , se toma como una medida de la fricción interna. 

Demostremos continuación que !!.' es igual a la mitad de la pérdida específica de energía 
cuando el amortiguamiento es bajo. De la fig. 1 

!!.' = In ( X, 1 Xb ) 

1. El desplazamiento está dado por la ec. 16 

Para t = t, x, = 
Para t = tu x, = 

X, 1 x, = 

Profesor del Departamento de Geotecnia 
•• Jefe del Departamento de Geotecnia 

o e-;frll, 
o 

o e-·;rn(I,+2TC/úl) 
o 

e2n:~ 

División de Ingeniería Civil Topográfica y Geodésica 

•. 
( 16 ) 
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/
1 e> ro ; 

.. X a 

Ll' '" l. X a 

Por otr:J l'artr.: 

Pero 

Sustituyendo 

1 

1 

e 1 2 

xt> = 

xb ) = 

ó \V 

w 

óW 

w 

.JMK y cv .Jr.. 1 M 

e 
,, 1 \t " 

rr e 1 M co = 1rC(I) 1 K 

.\'" - '\ ¡, 

X, 

2 

_ 2 In ( :: ) = 2 ó' 

Por lo tanto, en vibraciones _libres con amortiguamiento pequeño, el amortiguam·· 
especifico t.' . Por otra parte, en una vibración forzada, para amortiguamiento peque 
forma de la curva desplazamiento - frecuencia es muy aguda, mtentras que para 
amortiguamiento grande la curva es mucho mas tendida. Si denominamos t.N a la diferencia 
entre la frecuencia correspondiente a la mitad del " pico " del lado izquierdo, y N a la frecuencia 
de resonancia, el cociente ~N 1 N es una medida de la fricción interna, y se puede demostrar 
que 

En efecto, en una vibración forzada. el desplazamiento está dado por 

X o 
sen ( U t - 1!' ) 

( 1 8 ) 
ll 

) ' 
(1) 1 

2 

•1· ang tan ( 1 9 ) 

<•J, es la frecuencta circular del sistema w, = .J K 1 M 
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max x = ~ 1 
K 2~ 

max X = Fo 1 e w, 

pero ~ = e 1 2 .../K 1 M 

La mitad del máximo de x vale Fo 1 2 e w,. Por lo tanto, haciendo X= Fo /2 e w1 en la ec. 18, 
obtenemos: 

( 1- ~)' 
(t) 12 

+ ( n _g_)' = 2 e w, 1 K 
(l) 1 

4 e' + w,' 

Pero m/ = K 1 M 

(K- M!2 2
)

2 +(e u)'= 4e'm, 2 

Despejemos los valores de !!2 de esta ecuación 

( M n2 
)

2 + ( e2 
- 2 M K ) n2 

+ K2 
- 4 e2 w/ = o 

1 'ero 

u2 

-( c2 - 2MK )± J( c2 - 2KM /-4M2 ( K2 - 4C2w1
2 ) 

2M 2 

(4f( - -~ + l~IJ ( c2- 2KM)- K2 
------~--M------------------

2 K 1 M - C2 14M2 
m¡ -

[ii: 1· 3 c2rv¡ 2 - 2 K2 
+2KMw1

2J 
K c2-

± 
M 2M 2 M 
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1\1 

±JO. e w1 
1\1 

Denominando il2 y il3 a las dos raíces de u 

n2 _ c1 2 = 2 J3 e w, 
- 3 M 

Como se comentó antes, óN = il2 - il3 y N = w, , por lo tanto 

Para los valores bajos de amortiguamiento 

1'1N 

N 
il

2
- U 3 

2 
= 

2 {1)1 

J3c 
--~ = 
Mw, ¡¡ 

Propagación de una onda de cortante en un sólido viscoelástico ( Kolsky 1963 ) 

Modelo de Voight 

Voight consideró que las componentes de esfuerzo en un sólido son la suma de dos términos: 
el primero proporcional a la deformación unitaria y el segundo proporcional a la velocidad de la 
deformación unitaria. En un material isotrópico y elástico, las ecuaciones que relacionan los 
esfuerzos y las deformac1ones serán ahora 

cr, = ). t.\ + 2 G t:x + l.' (rlcx 1 fJ t) 
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Estas ecuaciones conducen · a relac10nes similares a aquellas obtenidas para un sólido 
elástico, pero el operador f.. + f..' ( il 1 il t ) toma el lugar de f.. , y G + 11 ( il 1 il t ) toma el lugar de 
G. La ecuación para los desplazamientos horizontales es la siguiente: 

( t.. + G ) él~ + G \' 2 u 
élx 

Haciendo las sustituciones anteriores 

él
2

u [ ( , ) il J él~ p- = ( f.. + G ) + f.. + 11 - -
~2 ~ ~ 

En una onda de cortante exclusivamente 

él 
+ ( G + 11- ) Y'2 

ilt 

Si cons1deramos una onda de cortante que se propaga en dirección vertical con movimiento de 
particulas en dirección horizontal: 

Referencia 

a'u 
+n-., at ()z2 

Kolsky, H, Stress Waves in Soilds, Dover, 1963 
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MODULO 1 .t\N.t\LISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL 
(COMPLEMENTO) 

PROFESOR: M. en l. Agustín Deméneghi Colina 



2 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método de rigideces del análisis 
estructural, en el que la ecuación general de equilibrio de una estructura está dada 
por 
( Beaufait el a/1970) 

donde 
!S = matriz de rigideces de la estructura 
o = vector de desplazamientos 
f:, = vector de cargas de empotramiento 
f:, = vector de cargas concentradas 

( 1 ) 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de las 
matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para 
ilustrar el procedimiento de interacción en tres dimenciones, consideramos una reticula 
de barras horizontales ortogonales entre sí, aun cuando esta técmca se puede hacer 
extensiva a barras inclinadas. 

Sea un sistema ortogonal x-y en un plano horizontal. Veamos primeramente la obtención 
de la matriz de rigidez en dirección y (fig. 1 ). La convención de signos utilizada, en una 
barra horizontal, es la siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario, 
los desplazamientos verticales son positivos si van hacia abjo y los desplazamientos 
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig. 1a). Los momentos flexionantes 
son positivos en sentido horario, las fuerzas cortantes verticales son positivas si van 
hacia la derecha (fig. 1 b). A continuación presentamos la matriz de rigidez y los vectores 
de empotramiento para una barra en estas condiciones (barra m): 

e, 8q li, ,)_ o, Óv 8, o, 

4EI/L 2EI/L -úEIIL' 6[1/L' o o o o o,. 
2EI/L 4EI/L -r,EI/L0 GEI/L0 o () () () 8" 
-úEI/1..0 -CiEIIL' 12EI/L' -12EI/L' () () (l () o, 

Km:::- 6EI/L0 iíEIIL' -12EI!L' 12EI/L' () () () () li, 
() () () () AE/L -AE/L O () ~ 

o, 
() () () () -AE/L AE/L O o Ov 
() (l () () () () Glt/L -Glt/L o .. 
() (l () () () O -GIUL Glt/L o., 

( 2 ) 
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Profundidad de 
desplante ( 1 l 

~1111 
~]Jil 

Profundidad 
de 

desplante ( 1) K, 

::.tm 7GR, 

Tabla A7.1 •• Valores de K,_K," K, 

En la zona 11 

K\ K, (2) 

IIGR, 7GR,' 
16GR, IIGR,' 

En la LOna lll 

Sobre el Sobre pilotes 
terreno de fricción (3) 

GGR3
r 7GR'r 

IIGR\ 

K\. K, 
Losa ~a pata 

211GR, 12GR, 
29GR, 20GR, 

K, 

Sobre pilotes de punL1 
(4 ) 

6GR' r+ 1 

I/43GR\+ 1/K, 

9GR'r+ __ _L __ 

I/43GR3
, + 1/K,. 

K ' 

12GRx 

16GRx 

1. Para profundidades de desplante intermedias entra 1 y 3 m interpólese 
linealmente entre los valores de la tabla. 

2. Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona 11 supóngase K, 
infinita. 

3. Si éstos son capaces de resistir por adherencia con el suelo circundante, al 
menos la mitad del peso bruto de la construcción incluyendo el de sus 
cimientos. Cuando llene menos de esta capacidad, interpólese linealmente 
entre los valores consignados en la tabla. 

4. Kr se calculará teniendo en cuenta los pilotos de punta que contribuyan al 
resistir el momento de volteo, calculando la rigidez de estos elementos ante 
fuerza axial como s1 su punta no se desplazara verticalmente. 

•• Tomado de la Gacela Of1c~:.' del Deparlamento <iol D F. 5 de noviembre 1987 
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TABLA 3.1 
RELACIÓN DE POISSON ( Zeevaert 1973) 

Tipo de suelo Relación de Poisson 
============================================================== 
Polvo volcánico suelto 
Limos compactos, sedimento eólicos finos. 
Sediementos volcánicos semicompactos. 
Aluviones finos 

Arena, limos compactos, suelos aluviales. 
Sediementos compactos bien graduados 

Arena con grava. Sediementos aluviales 
compactos, cementados y bien graduados 

0.3 

0.3 a 0.25 

0.25 

0.25 

Valores aproximados de los módulos de deformación de una arcilla ( módulo Eep 
tomados de Bowles 1968 ): 

Consistencia 

Muy blanda 
Blanda 
Media 
Firme 
Dura 

E., 
kg/cm' 

6-45 
30-60 
60-120 

100-180 
150-250 

4-30 
20-40 
40-80 
70-120 

100-170 

E..~ 
kg/cm' 

2-15 
10-20 
20-45 
40-70 
60-100 

En la arcilla de la ciudad de México, los modules t1ene los siguientes valores apropiados: 
E.= 50 kg/cm2

, Eep = 35 kg/cm2 y E,,= 20 kg/cm2 
. 

Se observa experimentalmente que, con los suelos friccionantes, el módulo E.P varia en 
función de confinamiento, de acuerdo con la siguiente expresión. 

E.=KP.05 ( 3.5) 

En la tabla 3.2 se presentan valores aproximados del coeficiente K, en función de la 
capacidad de un suelo friccionante. 
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TABLA 3.2 
VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE "K .. (ce 3.5) 

Estado 

M u y suelto 
Suelto 
Medianamente 

compacto 
Compacto 
l'vluy compacto 

EN SUELOS FRJCCIONANTES 

Densidad N qd K 
relati1·a 0110 

" o< ( tfln-) · 

k g/ cm' 

< 0.2 <4 <20 < 350 
0.2-0 4 4-10 20-40 350-600 

0.4-0 (, 10-30 40-120 600-1700 
0.6-0.X 30-50 120-400 1700-2500 
>OX >50 > 400 > 2500 

EJEMPLOS DE INTERACCIÓN ESTÁTICA 
SUELO-ESTRUCTURA 

K 
" o< ( kg/cm-) · 

< 110 
110-190 

190-540 
540-790 
> 790 

2.0 111 t 0.30 

45 m'' 45 m'' 

~:'lit 

:. 7 t/m 0.80 
..... 

~ ...__,..~ ...,........ 
~ 

~lz = 1111112 m'it 0.8 111 

Mz =O 11111 X m'it 1.6111 
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le= 1/12 0.30 ( 1.0 )3 + 1/3 ( 2.0) ( 0.2 )3 = 0.025 + 0.0053 

le= 0.0303 m4 

E= 8000 = 1.130.000 tlm' 

El = 34.280 t ni' 

,e, 

ó, ¡ ¡ 2 
ó, ¡ &, 

e, ii, ii, ...... 

1 25710 -6427.5 6427.5 e, 
K = -6427.5 1606.88 -1606.88 ó, -' 

6427.5 -1606.88 1606.88 os, 
...... / 

e, ó, li, ...... 

1 25710 -6427.5 6427.5 e, 
Ko. = -6427 ~ 1606.88 -1606.88 li, 

6427.) -1606.88 1606.88 li, 
...... / 

ii, li, 6, ...... 

r "'"' .. -1606.88 o ii, 

K = -1606.88 3213.75 -1606.88 o, 
o -1606.88 1606.88 li. 

...... / 

f -14 +o 875r, + 1 125r, 1 e, 
f', = -5.55 + 1.2XI2r1 + 0.2188r2 ii 1 

L-9.2:i + 0.71XXr2 + 1.7XI2r2 J Ó3 

f 1.4 + -1 12'ir·- 0.875r, 

f':= -9.25+ 1.7XI2r2 +0.71XXr3 

L -5.55 + 0.21 XXr2 + 1.2812r3 
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f' = f -5.55 + 1.2X 12r1 + 0.21 S8r, 

-18.5 + 0.7188r1 + 3.5624r, + 0.7188r3 L -5.55 + 0.21 RRr, + l. 7X 12rJ 

Ko + P' + P' = o 

Por Simetría 0 1 = 03 . r, = r, 

lillJ6 SR oS 1 • 1606 SX oS,· 5.55 + 1.28l2r1 + 0.2l88r, · 35 =O ( 1) 

-1606.88 61 + 3213.75 li: · 1606.88 o, 

-18.5 +O 7188r1 + 3.5624r, + 0.7188r, ·50= O ( 2) 

-3213.75 51 +3213.75 ó,+ 1.4376r1 + 3.5624r,-68.5 =O ( 2') 

b) Teorema de cimentación 
t'!l nr 

61 = 2: ~ 1 z., H.1 2: 1;," r' h 1 ak 
r·l 1.-=1 

111,=04X7X 111,= 0.0007X21 

1:11 = 0.00073(,8 '"' = 0.9757 

1\11 = 0.000007X~ 1,, = 0.0007R21 

1 "' = () 2964 

1,, =o 021tí2 1::: = 0.5927 
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1321 = 0.0004415 1321 = 0.02385 

PUNTO, ESTRATO, CARGA, VALOR DE INFLUENCIA 

1 0.04878484 
2 7.820726E-04 
3 7.83801 IE-06 

2 0.2963525 
2 2 2.385181E-02 
2 3 4.414916E-04 

2 7.368624E-04 
2 2 0.9756968 
2 1 3 7.368624E-04 
2 2 2. 162087E-02 
2 2 2 0.592705 
2 2 3 2.162087E-02 
3 1 7.838011E-06 
3 2 7.820726E-04 
3 3 0.4878484 
3 2 1 4.414916E-04 
3 2 2 2.385181E-02 
3 2 3 0.2963525 

llll =O 000007838 

1m = O 0007368 

lm = 0.4878 

1m= 0.02429 

1,21 =O 02162 

1m= 0.2964 

01 =:E 1\1,¡ 11, :E ¡,, r' ¡, 1 ak 
1. l l .., l 

=:EM,JH3 ( l1j1 r111 la 1 +1 1 " r,l, la2 +1 1j 3 r3 l,la3 ) 

r' 

+ Mz, 1-12( 110 , r, /11a1 + 1,, r, bla2 +1 121 r, l3 la3 ) 
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o,= Mz, H1 ( 1, 11 r, /, /a 1 + 1,, r,l, 1 a2 +1m r3 b 1 a¡) 

+ MzzzHz ( 100 ,. r111 /a 1 + 1200 . r2 1,1 a2 + 122 , r3 13 /a3 ) 

li 1 = 0.002 ( 0.8) ( 0.4878 (2) r1 14 + 0.0007821. (4) r, 18 +O 0007899 (2) r_, 14) 

+ 0.0018 ( 1.6) ( 0.2%4. (2) r1 14 + 0.02385. (4) r, 18 + 0.02-129 .(2) r, 14) 

o1 = 0.0008171 r1 +O 00003497 r, + 0.00003561 r3 

8, = 0.002 ( 0.8) ( 0.0007368. (2) r1 14 + 0.9757. (4) r, 18 + 0.0007368. (2) r_. 14) 

+ 0.0018 (1.6) ( 0.02162. (2) r1 14 + 0.5927. (4) r, /8 + 0.02162 . (2) r3 14) 

o,= 0.00003172 r1 + 0.001634 r, + 0.00003172 r, 

o1 = 0.0008527 r 1 +O 00003497 r, 

o,= 0.00006344 r, + 0.001634 r, 

Sust. en las ccuacwncs 1 ~- 2 

1606.88 (O 0008527 r, +O 00003497 r,) 

-1606 88 ( 0.0000634-1 r1 + 0.001634 r, ) 

-5.55 + 1.2812 r 1 +O 2188 r,- 35 =O 

2.5495 r1 - 2.3506 r_· · 40.55 =O ( 1") 

-3213.75 ( 0.0008527 11 + 0.00003497 r,) 

+ 3213.75 ( O 000()(,34-1 r 1 + 0.001634 r,) 

+ 1.4376 r 1 + J 562-l r:- 68.5 =O 

-1 098Y r 1 + X 70 13 r: - (,g 5 = O ( 2 ") 

De 1·· r 1 = 2.3<or, ,. + 40 i) 

2.54Y.:' 
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8 
Sust en 2··· ·-1.01:12 r, - 17.4781 + 8.7013 r,- 68.5 =O 

r, = 11.1833 t/m . r1 = 226.2159 tlm 

o, = 0.02274 m. Ó: = 0.01994 m 

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES 

1 8.419154E-04 
2 1.084323E-05 
3 1.380348E-07 

2 1 I.008317E-05 

2 2 1.683831 E-03 
2 3 I.OOB 17E-05 
:1 1.380348E-07 
3 2 1.084323E-05 
:1 3 8.419154E-04 

MÉTODO ITERATIVO ( CON Kvi ) 

f _,,,l 6, 

-18.) > 0.:: 

L -55~ (), 

f 225:>18 s,- 351 
2356.57 s,- 50 ~ . L 2253.28 SJ- 35 J 

Sean= r, = r, = 511 + 711 + 3.7 (X) 1 X =18.7 tlm 

¡;, = () 016)98 111. ,) : = 11113 174 1 111 

K' 1 = Qv, 1 6, = 18 7 C) 1 11 1116598 = 2253.28 t/m 

268 



Kv2 = Qv2 1 li, = 18.7 (4) 1 O 031741 = 2356 57 tlm 

1606.88 ó1 - 1606 88 ó2 + (-555) + 2253.28 K,, ó1 - 35 =O 

( 1606 88 +Kv,) Ü1 = J(>06 88 Ó2 + 5 55+ 35 

O:= ( 1606.8 + Kv 1 ) S1 - 40 551 1606.88, 

-1606.88 Ü1 + 3213 75li2 - 1606.XXo3 - 18.5 + 2356.57 Kv2 Ó2 - 50= O 

- 3213.76ó1 +3213.76{), + 2 KY 1 o,- 8l.l- 685 + 

+ Kv2 ( 1601í.88 +Kv,) 0 1-40.551 1606.88 =O 

2 Kv, S1 - 149.6 + Kv2 1 1606 88 ( 1606 8881 +Kv, 01 -40.55) =O 

4506.56 o,- 149.6 + 235h.571i, + 3304.55 o,- 59.4686 =o 

0 1 = 0.020562 m 

0: =o 024161 111 

Kv 1 =r, d, /li,. r1 =Kv,61 /d,_ r2 =Kv2 o2 /d2• Kv2 = r2 d2 lo, 

r1 = 23 IM>O t/111. r2 = 14.2343 t/m 

Suelo. 

01 = 0.020250 111. 62 = 0.024728 m 

K,-,= 22XX O t/111. K,-,= 3202.58 t/111 

Estructura 

4576 O ií,- 144.!> + 2302 5X o,+ 327X.59 6,-58.1062 =O 

ii, =o 02044'1 111 
íi =o 0243:11 111 

r, ~ 23.3'>:'7 t/m . r.- 14.0060 t/m 
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ANÁLISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINÁMICAS 

1. INTRODUCCIÓN 

Agustín Deménegui Colin 
Facultad de Ingeniería, U.N.A.M. 

Durante la ocurrencia de un sismo, un edif1cio cimentado sobre pilotes se ve sujeto a una serie 
de efectos ocasionados por el movimiento telúrico. Entre las principales acciones se cuentan el 
momento de volteo y la fuerza horizontal sobre la estructura, ambos debidos al efecjo dinámico 
del fenómeno. fig. 1. 

La determinación del momento de volteo Mr y la fuerza horizontal Vr sísmicos se puede efectuar 
por el análisis estático o por el análisis dinámico, tratados con amplitud en la literatura del diseño 
estructural. 

Zeevaert (1973) presenta un método para la obtención de las solicitaciones Mr y Vr. que tiene la 
ventaja de que toma en cuenta en forma integral el efecto del subsuelo y el de la estructura. 
Este procedimiento se lleva acabo en condiciones dinámicas. lo cual es otra ventaja adicional 
del mismo. 

Desde luego, es claro que los análisis dinámicos son recomendables sobre los análisis 
estáticos. dado que presentan de una manera más realista el fenómeno. aun cuando su 
aplicación en la práctica resulta en ocasiones laboriosa. Por otro lado, los análisis estáticos, a1 
cuando son de menor precisión, son· de manejo más simplificado. 

El momento de volteo M r ocasiona un incremento de carga en los pilotes de un extremo de la 
cimentación y un decremento de carga en el otro extremo. En ocas1ones. se valúa este· 
incremento (positivo y negativo) por medio de la fórmula de la escuadría. 

La fuerza horizontal V 1 provoca un desplazamiento horizontal de la estructura con respecto al 
subsuelo y genera en cada pilote fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo largo de toda 
la pieza. 

En este trabajo sólo estudiaremos el efecto de la fuerza cortante Vr. En Jos siguientes incisos 
comentaremos sobre los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, Jo que ocasiona una 
reacción repartida a lo largo de todo el pilote. En el inciso 3 trataremos sobre las propiedades 
del suelo que es necesario conocer, las cuales deberán ser obviamente dinámicas. En el inciso 
4 presentaremos un método para determinar las reacciones del subsuelo provocadas por la 
<1cción de u1i fuerza cortante en la cabeza del pilote; conociendo estas reacciones se pueden 
determinar los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, y obtener los diagramas de 
momento flexionante y fuerza cortante. a lo largo de todo el pilote, con lo cual se puede efectuar 
el diseño estructural del mismo. En la parte final de este artículo presentaremos las 
conclus1ones derivadas de este estud1o. 
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2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DEL SUELO Y PILOTE. 

Como indicamos anteriormente, la fuerza sísmica horizontal VT ocasiona en la cabeza de un 
pilote una fuerza cortante que se puede valuar dividiendo la fuerza total VT entre el numero total 
de pilotes. De esta manera, se obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un pilote individual. 
que denominaremos V0 (fig. 2). 

Debido al sismo se presenta un movimiento horizontal del suelo con respecto a un plano de 
referencia A - A' , denominaremos 1\p (fig. 3a); este desplazamiento se puede determinar 
utilizando el método propuesto por Zeevaert (1973). Por efecto de la fuerza cortante VN. el pilote 
experimenta un desplazamiento horizontal óp, con respecto al mismo plano de referencia A - A' 
(fig. 3a). En esta condiciones, se presenta entre el suelo y el pilote un desplazamiento relativoós 
- íip = o, tal como se indica en la figura 3a (Zeevaert 1973), el cual ocasiona una reacción 
repartida del suelo del suelo sobre el pilote (fig. 3b). 

El desplazamiento horizontal relativo entre suelo u pilote depende de la magnitud de la fuerza 
cortante en la cabeza de la pieza VN. de la rigidez del pilote y de la rigidez del suelo. 

La valuación de Vn la comentamos anteriormente. La rigidez del pilote está dada por el producto 
E 1, siendo E el módulo de elasticidad del material que forma el pilote y que para el caso de 

pilotes de concreto se puede obtener como E.= 1 0000~, en kg. 1 cnl, siendo f 'e la 

resistencia en compresión no confinada del decreto a los 20 días de fabricado, en kg 1 cm
2 

1 es 
el momento de inercia de la sección de un pilote, supuesto de tipo prismático o cilíndrico, es 
decir. de sección constante en toda su longitud. 

La ngidez del suelo debe valuarse en condiciones dinámica. Sabernos que la deformación de un 
estrato de suelo de espesor y está dada por: _, 

ii = M, e 11P ---------------.-(1 

Siendo: 

M¡;::= módulo longitudinal de deformación del suelo 

A., = esfuerzo promediO aplicado a la mitad del estrato. 

Desde luego. el módulo M, debe ser el módulo longitudinal dinámico de deformación, el cual 
está relacionado con el módulo cortante de rigidez G de acuerdo con la siguiente expresión: 

M = 2 ( 1 +V) ___________ ( 2 

' G 

en donde v = módulo de Poisson 
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Para el caso de suelos finos saturados sujelos a una solicitación dinámica ( lo que ocurre en un 
sismo ), se puede considerar 
v = O. 5, alcanzando Mv el valor : 

M = 
V 

1 
- ---------------------------( 3 ) 
3G 

En términos generales, en dinámica de suelos ha resultado de mayor facilidad la determinación 
en la práctica del módulo cortante G, para después emplear las Ecs. 2 ó 3 para valuar el módulo 
longitudinal Mv . 

En el siguiente inciso veremos la forma de obtener el valor del módulo cortante G en 
condicionales dinámicas. 

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO 

Para f1nes de análisis de pilotes sujetos a cargas laterales por sismo, interesa conocer 
principalmente dos propiedades del suelo; el módulo cortante de rigidez G y la relación de 
Poisson v. 

En general, el módulo cortante G se puede determinar en el campo y en el laboratorio. 
Dentro de las pruebas de campo se pueden mencionar el ensaye geofísico, la prueba del 
vibrador de superficie y un cierto tipo de prueba de placa de carga y descarga. Parece ser que la 
principal limitación de estas pruebas es el rango de las deformaciones que se alcanzan, ya que 
se hace necesario que se llegue á deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 0.01 % en ' 
campo ( intervalo usual de deformaciones ocasionadas por el sismo) ( Wilson 1972 ). 

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y 
la prueba de la columna de torsión. Aparentemente, esta última es el ensaye más realista para 
la determinación de G, aunque es de dificil ejecución ( Wilson 1972 ). 

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial cíclica, la prueba de corte cíclico y 
la prueba de corte columna de torsión. Aparentemente, esta última es el ensaye más realista 
para la determinación de G, aunque es de dificil ejecución ( Wilson 1972 ). 

La determinación del módulo G por medio del péndulo de torsión ha dado buenos resultados en 
la práctica de la Ingeniería Esta prueba consiste en hacer una pequeña modificación a la 
cámara trraxial convencional, la cual se emplea para someter una muestra de suelo a diferentes 

. esfuerzos de confinamiento. Al espécimen de suelo se le da una pequeña tors1ón ( en un plano 
horizontal ). permitiendo que el Sistema vibre libremente, moviendo debido a la respuesta 
elástica de los elementos del suelo. De esta manera se puede hallar el módulo de cortante G 
( Zeevaert 1973 ). 

Los resultados de pruebas con el péndulo de torsión indican que G aumenta con el 
confinamiento, tanto en suelos cohesivos como en suelos no cohesivos; en estos materiales 
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parece necesario determinar la variación causada por la amplitud usada en las pruebas y por el 
método de aplicación del esfuerzo de confinamiento ( Zeevaert 1973 ). 

Por lo que respecta al módulo de Poisson v, se puede emplear un valor de 0.25 para materiales 
granulares parcialmente saturados y un valor de 0.42 a 0.45 como límite para suelos 
cohesivos no consolidados ( Zeevaert 1973 ). 

4. ANÁLISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATERALES 

. ' 
La determinación de la propiedades dinámicas de un suelo es de gran importancia par' valuar los 
efectos de un sismo sobre un pilote. De igual importancia es la posibilidad de poder manejar los 
datos de propiedades mecánicas para efectuar el análisis de los pilotes. De otra manera. ¿ de 
qué sirve obtener las propiedades dinámicas de un suelo con gran precisión - suponiendo que 
logremos esto - si después no sabremos cómo utilizarlas y conocer el efecto que tienen sobre 
un pilote?. 

En este inciso trataremos la manera de llevar a cabo el análisis de un pilote sujeto a una carga 
lateral, que puede ser debida a un sismo. Como comentamos en el Inciso 2, al ser cargado un 
pilote con una fuerza horizontal V n en su cabeza, se produce una reacción del suelo por el 
desplazamiento relativo li entre el suelo y pilote ( Fig. 3 ). Nos interesa conocer la distribución de 
esta reacción para valuar el diagrama de momento flexionante y el diagrama de fuerza cortante 
en el pilote. 

El diagrama de presión de suelo sobre pilote está limitado por una línea continua ( Fig. 3b ), 
pero para fines de análisis lo podemos sustituir por cargas repartidas en tramos de longitud d 
( Fig 4a ) . es obvio que a mayor precisión que se desee se tendrá que disminuir la longitud" d " 
de tramo y aumentar el numero " n " de tramos. 

En la fig. 4b se muestra la elástica del pilote, causante de la reacción del suelo. La posición 
original se refiere a la posición de desplazamiento relativo nulo entre pilote y terreno. 

La f1g. 4b muestra las propiedades dinámicas del suelo en cada uno de los tramos, a saber del 
módulo cortante de rigidez G y la Relación de Poisson v. 

El procedimiento que se propone para el análisis de la interacción suelo - pilote consiste en 
términos generales en lo sigUiente . · manejar las reacciones r, del suelo ( Fig. 4a ) como 
incógmtas y mediante el análisiS estructural del pilote hallar los desplazamientos del suelo li, 
( Fig 4b ) en función de las reacciones; con esto obtenemos un sistema de ecuaciones en el 
tenemos como incógnitas los desplazamientos del suelo o1 y las reacciones r, . A continuación 
determinamos los desplazamientos o, en función de las reacciones r1 mediante el cálculo de 
deformaciones en el suelo. obtemendo otro sistema de ecuaciones en el que los 
desplazamientos •\ quedan en función de las reacciones r, . Sustituyendo este último sistema en 
el obtenido con la aplicación del análisis estructural quedan Linicamen\é como incógnitas las 
reacciones r, ; resolvemos el sistema y hallamos las r1 • Como tenemos loso; en función de las r1 , · 
. tamb1én podremos obtenerlos. De manera. al final de la aplicación de este procedimiento se 
conocen los desplazamientos;;, y las reacciones r1 ( Deméneghi 1979 ). 
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Vemos el desarrollo al detalle de lo expuesto en el párrafo anterior. Empezaremos con el 
análisis estructural del pilote, continuaremos con el cálculo de las deformaciones del suelo 
terminaremos con el establecimiento de la compatibilidad de desplazamientos. 

4.1 Análisis estructural del pilote 

El análisis estructural se puede realizar utilizando el método de la viga con¡ugada para todo el 
pilote ( Flores Ojeda 1980 ). 

En nuestro caso. nos interesa determinar los desplazamientos o, del pilote en función de las 
reacciones r1 y de la rigidez de la pieza ( Fig. 4 ). Nos conviene trabajar con una sola reacción r1 

y después tomar en cuenta el efecto de todas las r,. En la Fig. 5a se muestra el Intervalo de 
pilote del nudo 1 al nudo j; en una posición intermedia se encuentra la reacción r1• En la Fig. 5b 
está indicada la viga conjugada para esta condición de carga, en la cual: 

2 
A' = 1 r,d, = _2_ r, 2 d 71 

2 " 2EI El ' 2 ' J' 

Designemos corno. 

A=.2_d 3 (4) 
1 6 1 

1 7 
B=-dl (5) JI 2 1 JI 

Por lo tanto. 

Tor11emos momentos en la viga con¡ugada con respecto al nudo j : 
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1 1 1 
-0·1 1¡ + 01- ii¡ - Aj (1¡; +- d1)- A¡, .J'.- A3 .J'. =O 

4 2 3 
Es decir 

1 f 1 BJ;1¡; CJ11J¡} 
Oj1¡ - ,)¡ 1 1'i¡ +El r¡ lA; (1¡; + ¡ d1) + - 2 + -

3
- =O 

1 s 1 e 1 
Hagamos: D. ~ A (1 1 -- d ) + __!l...l'. + __l'_l'. ( 7 ) JI 1 JI 4 1 

2 3 
Por lo tanto: 

1 
o·,1J- R·1 'R' +--ro .. = O 

J El 1 JI 

De manera análoga, para una reacción colocada en el tramo j : 

Para todas las reacciones r1 en el Intervalo 1- j: 

j·l 

0 11 -li1 +o +~ "D·r +-
1
-Adr,=O 

J J El L JI 1 64EI J J J 
i-=1 

en donde 0 1 es el giro en el nudo·1 debido a la totalidad de las reacciones. 

Mull1plicando ambos miembros de esta última ecuación por E 1: 

( 8 ) 

Paralareacciónr1 , 11 =O y 111 =1 1-d, (9) 

Para el resto d las reacciones r1 : 

1 -1 di 
11 - 1 - ( 11 + -) 

2 

2 < i < n 

En forma s1milar obtenemos para el nudo n lo siguiente: 

i = 1 

( 1 o ) 
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n-1 

E 1 In 81 - E 1 81 + E 1 On + L 0 01 r¡ + i Andn rn = O 
i=1 

j = n 

( 11) 

La condición de equilibrio de fuerzas en toda la viga conjugada permite establecer la siguiente 
expresión: 

Pero On = O, dado que consideramos que el pilote está empotrado en su cabeza, por lo tanto: 

n 

EI01 + I {A; + B¡; + C¡;} r¡ = o 
i=1 

j = n 

En el pilote debe haber equilibrio de fuerzas 
n Id¡ r¡ =Vn 

1=1 

( 12 ) 

( 13 ) 

Cabe aclarar que las expresiones 8, 11, 12 y 13 son válidas para pilotes de tipo pnsmático o 
cilíndrico, es decir, para pilotes de sección constante en toda su longitud. También recordamos 
que se considera que el pilote está empotrado en su cabeza ( nudo n ). 

En resumen, para el análisis estructural del pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13, con lo que 
tenemos como incógnitas el g1ro en el nudo 1, 01 , los desplazamientos 8; y las reacc1ones r1 • Lo 
que falta ahora es obtener los 8, en función de las r; con un análisis de deformaciones del suelo, 
lo cual efectuará en el siguiente inciso. 

4.2 Deformaciones del suelo 

Como se comento en el inciso 3, en el campo o laboratono se obtienen el módulo cortante G y el 
de Poisson ''· Empleando la Ec. 2 podemos conocer el módulo longitudinal de deformación Mv . 

hallemos ahora las deformaciones del suelo en función de las reacciones: la deformación del, 
·cuadro .. i, J debida a una reacción aplicada en k valdrá 

en donde: 

oc,1 k =deformaciones del .. cuadro .. i, j debida a una reacción colocada en k 
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Mv;1 = módulo longitudinal de deformación del cuadro i, j 

e1 = espesor del ··estrato vertical ·· j 

( t> T );1 k = incremento de esfuerzo normal horizontal en el cuadro i, ,j debido a la presión 
r k 1 b en el contacto pilote - suelo 

b = ancho ( o diámetro ) del pilote 

Pero: 

siendo 

l,¡k = valor de influencia en el cuadro i,j debido a una presión unitaria colocada en k. 

El valor de 1;1k se puede determinar calculando el esfuerzo que ocasiona una presión unitaria 
colocada en el tramo k sobre el cuadro i, j ( Zeevaert 1973 ). 

Con lo anterior, la deformación del cuadro i, j debida a todas las reacciones rk será: 
n 

o;1 =~Mv,¡ e1 L)ik rk 
k=1 

El desplazamiento horizontal del nudo i valdrá 
p 

o,= ¿o;
1 

J=1 

s1endo: p = número de ··estratos verticales ··del subsuelo 

Por tanto: 

( 14 ) 

En esta ecuación, los desplazamientos li, del suelo quedan en función de las reacciones rk . 

4.3 Compatibilidad de desplazamientos 

En las expresiones obtenidas del análisis estructural del pilote ( E cs. 8 y 11) aparecen como 
incógnitas los desplazamientos 8, de la pieza. Estos desplazamientos deben ser iguales a los 
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obtenidos con la Ec. 14, para que haya compatibilidad entre desplazamientos del pilote " 
desplazamientos del suelo. Por lo tanto, hay que sustituir los valores hallados con la Ec. 14 E 

las E es 8 y 11; de esta manera, desaparecen como incógnitas los desplazamientosó; y quedan 
por determinar solamente el giro en el nudo 1, 01 , y las reacciones r; . 

La E c. 8 se aplica a los nudos 2 a n-1; contamos además con las E cs. 11, 12 y 13, por 
consiguiente disponemos de n+1 ecuaciones, número igual al de valores desconocidos, por lo 
que resolviendo el sistema de ecuaciones establecido conocemos el giro 01 y las reacciones r; . 
Sustituyendo estos valores en la E c. 14 determinamos los desplazamientos éi1 del suelo ( y del 
p1lote ). 

El problema ha quedado resuello, pues obtenemos los valores de interés práctico para el 
ingeniero: el giro en el extremo libre del pilote ( 01 ), las reacciones del suelo r, y los 
desplazamientos honzontales relativos del pilote con respecto al suelo 8;. Con las r, podemos 
obtener el d1agrama de fuerza cortante en el pilote, con lo que podemos diseñarlo 
estructuralmente. 

5. CONCLUSIONES 

a) Se ha presentado un procedimiento para el análisis del pilote en un suelo estratificado, 
sujeto a cargas laterales, las cuales pueden ser debidas a un sismo. 

b) El método tiene la ventaja de que es relativamente sencillo de aplicar: el análisis 
estructural se efectúa utilizando únicamente el método de la viga conjugada. 

e) La determinación de los desplazamientos relativos entre suelo y· pilote, tomando en 
cuenta la rigidez de la pieza estructural, se lleva a cabo considerando la Influencia de las 
reacciones del suelo en cualquier punto de la masa, mediante el concepto de valores de 
Influencia propuestos por Zeevaert ( 1973 ). 

d) Estableciendo la compatibilidad de deformaciones del pilote y deformaciones del suelo. 
se puede resolver el problema sin recumr a iteraciones. 

e) Lo anterior se consigue empleando las Ecs. 4 a 13 en la estructura y la Ec. 14 en el 
suelo Estas expres1ones quedan en forma de algoritmos y pueden ser programadas 
para que genere y resuelva una computadora electrónica. 

f) La prec1sión del método se aumenta incrementando el número n y drsminuyendo la 
longitud <1 de los tramos 

g) desde luego. la aproxn11ac1on del análts1s depende de los datos con los que sea 
alimentado. En este sentido. la determinación de las propiedades dinám1cas del suelo en 
el campo o en el laboratorro es de gran 1111portancia. 

h) Resulta conven1ente la instrumentación en el campo de pilotes sujetos a cargas laterales, 
asi cornci el uso de modelos en el laboratorio, para calibrar los métodos de análisis y 
d1sef10 que se emplean. 
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i) La principal aplicación del análisis de pilotes sujetos a cargas laterales estriba en la 
determinación del desplazamiento relativo entre suelo y pilote y en la obtención del 
diagrama de reacción del suelo sobre el pilote. Con este último resultado se pueden 
calcular el diagrama de fuerza cortante y el diagrama de momento flexionante, y a partir 
de éstos poder efectuar el diseño estructural del pilote. 

j) Cabe aclarar que el procedimiento es válido para pilotes de sección constante en toda su 
longitud. En el caso de que estos miembros sean de sección variable. se pueden 
desarrollar ecuaciones semejantes a las de aquí presentadas, tomando en cuenta la 
variación de E 1 a lo largo del pilote. 
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MODULO 1 ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL POR El METODO 
DE ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO 
El PROGRAMA SAP90 

PROFESOR: M. en l. Octavio García Domínguez 
M. en C. Orlando Ramírez Boscán 



I. INTRODUCCIÓN 

El programa SAP90 es un programa de propósito general de elementos finitos y representa 
el trabajo de investigación realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof 
Edward Wilson durante los pasados 25 años. 

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual 
garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super 
computadoras. 

Esta versión del programa es una vers10n estudiantil y está diseñada para trabajar en 
ambiente MS-DOS. La capacidad máxima del problema a resolver está restringida a 100 
juntas. La versión comercial está diseñada para resolver problemas mas grandes. Todas las 
operaciones numéricas son ejecutadas en doble precisión. 

El programa tiene opciones de realizar análisis estático y dinámico, las cuales pueden ser 
activadas al mismo tiempo en la misma ejecución. Las combinaciones de carga pueden 
incluir resultados de ambos análisis. 

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opc10n de 
generación de juntas y elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar "· 
gráficos de la estructura no deformada y deformada para la verificación de los datos 
geométricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema. 

La librería de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME 
tridimensional, prismático o no prismático. un elemento SHELL tridimensional, un elemento 
ASOLID bidimensional y un elemento SOLIO tridimensional. Los elementos viga y 
armadura bidimensionales, membrana, flexión de placas, axisimetríco y de esfuerzo plano 
están disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de 
geometria y de carga asociadas con los elementos están incorporadas en el programa. Un 
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también está incluido. 

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo además 
de las cargas nodales usuales en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga 
dinámica puede ser de la forma de aceleración de base, espectro de respuesta o cargas o 
aceleraciones variables con el tiempo. 
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ll.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA 
EJECUTAR EL PROGRAMA 

A • Instalación, configuración y pruebas 

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se 
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemático y disco 
duro. La versión PLUS del programa requiere una computadora con un procesador 
80386, un coprocesador matemático 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por 
supuesto disco duro. Además se requiere de una impresora para utilizar los programas de 
graficación. 

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una 
base de datos para secciones de acero. 

Se recomienda que antes de realizar la instalación de los programas en la computadora, se 
respalden los discos originales y se trabaje con la copia. 

La instalación del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de 
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos 
para secciones de acero con los nombres: 

AISC.MET 
AISC.DAT 

Estos archivos contienen información en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas 
respectivamente. Para hacer uso de la base de datos se selecciona uno de los dos 
archivos, dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado: 

AISC.DAT 

Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos. 

Existe además un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un 
nombre dentro del programa que se imprimirá como parte de la portada en las salidas de 
resultados, así mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que se 
utilizaran y especificar los programas de graficación. 

Respecto a la configuración del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS 
tenga la especificación FILES= 15 o mas 

Para realizar la verificación del programa, se recomienda ejecutar algunos de L 
ejemplos de prueba con su solución que se anexan en los discos originales. 
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El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones: 

• Versión estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad para su uso, por lo que está 
limitada a estructuras que requieren menos de 100 nudos para la generación de su 
geometría. 

• Versión profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar, 
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU. 

B • Preparación de un archivo para SAP90 

Para realizar el análisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno 
conocimiento de las hipótesis del programa, lo cual nos permitirá modelar de manera 
adecuada nuestro problema real. 

La preparación del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras 
distintas : 

• Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS. 
• Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows 

. 
El archivo de datos puede tener cualquier nombre válido en MSDOS pero sin extensión, 
como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el análisis 
de diversas estructuras. 

C . Fjecución del programa SAP90 

Supongamos que tenemos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el 
programa tenemos .que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se 
encuentre en el P A TH o ruta de la computadora. 

La corrida de computadora del programa se realiza en dos fases: 

• Fase de revisión de datos 
• Fase de solución 

Para la fase de revisión de datos tecleamos : 

C:\ > SAP90 < en ter > 
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Después de esta instrucción aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios 
del programa. 

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerá un 
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea 
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el análisis de la información 
contenida en dicho archivo. En esta fase de revisión aparecerán una serie de mensajes 
que indican el avance en la revisión de los módulos de datos que contiene el archivo. Los 
datos de los módulos son leídos y analizados para verificar que cumplen con los formatos 
establecidos y se crea un archivo de salida ASCII llamado con el mismo nombre del 
archivo original, pero con extensión .SAP. p ejem. FJERCICIO.SAP. Este archivo es 
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena en forma tabular, lo cual 
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar 
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecución del programa. 

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de 
solución, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas 
que se ejecutarán en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la 
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revisión, después de teclear 
el comando: 

C:\>GO < enter > 

aparecerán una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solución. 

D • Como guardar la imagen de la pantalla 

Cuando se realizan análisis de estructuras complejas, el tiempo de computadora puede ser 
considerable, por lo que resultaría impráctico estar frente al monitor para observar si se 
envía algún mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de 
impresión de pantalla tecleando las siguientes teclas : 

Ctrl + PrtSc 

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviará a la impresora . 
• 

E • Limpieza del disco duro 
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Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos 
auxiliares en la solución que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se 
utilizan principalmente para graficación de resultados. Una vez que se ha terminado con 
el análisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro, 
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automática esos archivos que no 
necesitamos. Estos comandos de describen a continuación : 

• JUNK. 

Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos 
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficación 

• EATOUT 

Borra los archivos de resultados ( ASCII ) 

• EAT 

Borra los archivos intermedios para graficación dejando el archivo de datos y los de 
resultados ( ASCII ) 

F • Utilización de los programas interactivos para graficación 

El programa SAP90 tiene un programa para graficación de datos de entrada y resultados 
llamado SAPLOT. 

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecución, es decir, para revisar 
gráficamente los datos de entrada o después de la solución para dibujar configuraciones 
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre 
otros. 
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m. TERMINOLOGÍA DE SAP90 

La preparación de los datos para un problema de análisis estructural envuelve básica. .te 
los pasos siguientes: 

l. Descripción de la geometría de la estructura. 
2. Descripción de las propiedades de materiales y secciones de los miembros. 
3. Definición de las condiciones de carga estáticas y/o dinámicas para las cuales se va a 

analizar la estructura. 

A. Juntas y Elementos. 

La geometría básica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros 
sobre la misma. Cada junta posee un número de identificación único y se ubica en el espacio 
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas globales tridimensionales. 

La geometría estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos 
estructurales que son de un tipo específico: viga, armadura, cascarón, placas, etc. A cada 
elemento se le asigna un número de identificación único. 

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas específicas 
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos. 

B. Sistemas de coordenadas local y global. 

Para la definición de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un 
sistema de coordenadas cartesiano, tridimensional "X-Y-Z", el cual se conoce como el 
sistema de coordenadas global. 

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas global: 

• Coordenadas de juntas 
• Restricciones de juntas (condiciones de apoyo) 
• Resortes de apoyo 
• Cargas en juntas 
• Desplazamientos especificados en juntas. 

Los siguientes resultados están referidos al sistema global de coordenadas: 

• Desplazamientos en juntas 
• Reacciones de juntas 
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Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas 
tridimensional "1-2-3". Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se 
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento. 

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas: 

• Material y propiedades !ie la sección transversal de cada elemento 
• Cargas sobre elementos 

Los siguientes resultados están referidos al sistema de coordenadas local: 

• Fuerzas y esfuerzos en los elementos 

C. Grados de Libertad. 

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de 
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones 
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de 
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se 
nombrarán como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas páginas. 

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es 
cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libertad es conocido como un grado de 
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamientos se 
llaman grados de libertad activos. 

Generalmente el desplazamiento en un GDL inactivo es conocido, y el objeto del análisis es 
encontrar la reacción en esa dirección. Para un grado de libertad activo, usualmente se 
conoce la carga aplicada (podría ser cero), y el propósito del análisis es encontrar los 
desplazamientos correspondientes. 

El usuario debería ser capaz de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos 
de elementos que llegan a una junta particular. La tabla 111-1 define las componentes de 
rigidez asociadas con cada tipo de elemento. 

TiQ.o de Elemento ux UY uz RX RY RZ 
Viga 2D (¡JI ano X-Y)_ o o 1 1 1 o 
Viga 2D (plano Y-Z)_ 1 o o o 1 1 
Viga 2D (plano Z-X)_ o 1 ·-

o 1 o 1 
Viga 3D o o o o o o 
Armadura 3D o o o 1 1 1 
Cascarón 3D o o o o o o 
ASOLID (plano X-Y) o o 1 1 1 1 
ASO LID (plano Y -Z) 1 o o 1 1 1 
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1 ASO LID (plano Z-X) o 1 o 1 1 1 
Sólido o o o 1 

donde 1 = no existe rigidez y O = existe rigidez 

Tabla III-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos 

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga 

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es 
analizada explicitamente. 

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las 
condiciones independientes de carga. 

E. Unidades 

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un 
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estarán de acuerdo con el 
mismo sistema de unidades. 

Las unidades fundamentales necesarias para un análisis estructural son: longitud (L), tiempo 
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada 
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendrán unidades consistentes con estas. 
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IV.- MODELADO CON SAP90 

En esta parte se describe de manera general algunas herramientas que utiliza SAP90 para 
la generación del modelo analítico. 

A • Generación de coordenadas de nudos 

La base de SAP90 para construir un modelo matemático es el elemento nudo en tres 
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento más pequeño del cual parte la generación 
de elementos que definen la geometría propia de la estructura. 

En estructuras complejas la generación de una malla tridimensional de nudos que .define 
la geometría de un modelo resulta difícil y tardada de construir. Para esto, se ha 
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de 
manera rápida y eficiente, las cuales se presentan a continuación : 

• Generación lineal. 

Con este tipo de generación se· crean nudos intermedios entre dos nudos extremos 
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o. con un 
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la línea recta. 

• Generación en cuadrilátero 

Para esta generación se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus cuatro 
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla. 

• Generación frontal 

Este tipo de generación permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de 
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante. 
Esta opción de generación se utiliza frecuentemente en la modelación de edificios para la 
localización en planta de las columnas . 

• Generación Lagrangiana 

Esta opción permite la generación de nudos sobre una superficie compleja en el espacio, 
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie. 
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos 
que los rodean. 

289 



• Generación cilíndrica y esférica 

Este tipo de generación permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El pl--'l 
que contiene al circulo puede tener una orientación arbitraria en el espacio. Si 
generación se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de 
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o 
en espiral. 

B • Condiciones de restricción en nudos que trabajan como apoyos. 

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condición de 
restricción, es decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones o apoyos con 
rigideces elásticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los 
grados de libertad de un nudo ( restricción total ) o asignando un valor de rigidez elástica 
en la dirección deseada ( restricción parcial ). De esta forma, se obtendrán fuerzas o 
reacciones en dirección de la restricciones parciales o totales. 

C . Nudos con desplazamientos dependientes 

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es 
recomendable indicarlo, ya que además de simplificar los resultados se obtiene v~~ 
reducción en el número de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigi 
global de la estructura. 

En el análisis sísmico de " edificios regulares " comúnmente se supone que sus niveles se 
comportan como diafragmas infinitamente rígidos. Esta hipótesis es aceptable para estos 
casos, ya que la fuerza sísmica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de 
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando 
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la 
figura 4.l.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las 
deformaCiones axiales en sus trabes, por lo que el desplazamiento en dirección " x " para 
un nivel en particular, será igual en todos los nudos. 

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos 
separados y después unirlos para su análisis. ( subestructuras ) 
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---+------~----r-----+----7> dx 
• 

X 1 x2 x3 x,. x5 
z 

-- --

Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes. 

D • Tipos de elementos. 

SAP90 maneja cuatro tipos de elementos : 

• 
• 
• 
• 

FRAME 
SHELL 
ASO LID 
SO LID 

Elemento FRAME • 

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el 
espacio. El elemento básico es un elemento prismático tridimensional que incluye efectos 
de flexión biaxial, torsión, deformación axial y deformaciones por cortante biaxial. Se 
puede incluir variaciones lineales, parabólicas y cúbicas del momento de inercia mayor a 
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rígidas en los 
extremos de los elementos para considerar la reducción de la longitud debida a las 
dimensiones propias de la sección transversal de los miembros. 

Si los momentos de inercia, las áreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro 
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos. 

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de .los elementos : 
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Cargas unifonnes 
Cargas puntuales 
Cargas gravitacionales 
Cargas por efectos ténnicos 



Para el caso de estructuras con ciertas características de geométricas, existen comandos 
para la generación de elementos que facilitan la construcción del modelo. 

Las fuerzas resultantes del análisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la 
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un 
número de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores 
están referenciados al sistema local del elemento. 

Elemento SHELL 

Este elemento se utiliza para modelar: 

Estructuras de pared delgada (cascarones ) tridimensionales 
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales 
Sistemas de placas sujetas a flexión, planas y tridimensionales 

La formulación de este elemento de 4 nudos es una combinación del comportamiento de 
membrana y de placa con flexión. 

La membrana es una formulación isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez 
rotacional perpendicular al plano donde se define. 

El comportamiento de placa a flexión incluye componentes de rigidez rotacional fuera del 
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta 
formulación no se toman en cuenta las deformaciones por cortante. 

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presión normal, fuerzas por 
temperatura y cargas gravitacionales. 

Los esfuerzos o fuerzas resultantes y momentos se obtienen en cada nudo del elemento 
referidos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse 
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este 
análisis se tendrá una indicación de la aproximación en los resultados, que puede servir 
de base para la selección de una malla mas fina. 

Existe también la opción de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para 
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. 

Elemento ASOLID 

Este elemento se utiliza para modelar : 
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Estructuras tridimensionales con defoT7TIIJCión plana 
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo pl(l]l() 
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas. 

El elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los eJes globales 
principales (X-Y,X-Z,Y-Z ). 

La fonnulación de este elemento pennite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se 
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos. 

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos ténnicos, gradientes de·presiones 
y gravitacionales. Para los sólidos axisimétricos es.posible aplicar cargas radiales debidas 
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de materiales 
anisotrópicos. 

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como 
se hace en los elementos shell. 

Elemento SOLID. 

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sólidas 
tridimensionales. 

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrópicos. ·Las cargas en los elementos 
pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales. 

E . Diafragmas de piso rígidos 

La mayoría de los edificios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso (o losa 
) con alta rigidez en su plano. Esta condición permite hacer simplificaciones en el análisis 
de edificios principalmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso 
como diafragmas infinitamente rígidos, reduciéndose el orden de la. matriz de rigidez de 
la estructura. 

A pesar de que SAP90 es un programa general de estructuras, tiene la opción de modelar 
el comportamiento de diafragmas rígidos de manera automática. Para este caso el 
diafragma debe ser paralelo al plano X-Y. 
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Los.nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre 
si y están restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que 
define el comportamiento del diafragma. En el análisis de edificios la ubicación del nudo 
maestro, generalmente se asignan a la ubicación del centro de masa del nivel. 

Cuando se utiliza la opción de diafragma rígido, solo pueden conectarse elementos 
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor 
de masa. 

F • Cargas producidas por un gradiente de presión. 

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde 
existen filtraciones, presión de poro, gradientes de presión ,etc. 

SAP90 tiene la opción en la que se puede definir la distribución de presiones dentro del 
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presión a los nudos 
del modelo estructural . Estos valores se obtienen úpicamente de un análisis de red de 
flujo. 

G. Gráficas 

Para visualizar los resultados de un análisis, SAP90 posee un módulo llamado SAPl 
que muestra las siguientes características de una estructura : 

Geometría original 
Cargas 
Con figuración deformada resultante de un análisis estático 
Formas modales 
Diagramas de elementos mecánicos ( FRAME ) 
Graficación de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLIO 

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la 
estructura desde cualquier posición. 

La impresión fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede direccionar a la impresora 
en tamaño carta o doble carta, incluso hacia un archivo con formato AutoCad. 
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V. ANÁLISIS ESTÁTICO Y DINÁMICO 

La siguiente es una descripción breve de las opciones de análisis estático y dinámico de 
SAP90. 

A. Análisis Estático 

El análisis estático de una estructura envuelve la solución de el sistema de ecuaciones 
lineales representado por: 

KU=R 

donde: K es la matriz de rigideces, 
U es el vector de desplazamientos resultantes 

y R es el vector de cargas aplicadas. 

La estructura puede ser analizada para mas de una condición de carga en una nusma 
ejecución. 

Las cargas estáticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos 
concentrados. 

Las cargas estáticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas: 

Para los elementos viga (FRAME): 

• Cargas de Gravedad 
• Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro 
• Cargas puntuales en el claro 
• Cargas trapezoidales en el claro 
• Cargas térmicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del 

elemento 
• Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado. 

Para los elementos cascarón (SHELL): 

• Cargas de gravedad 
• Cargas de presión de superficie 
• Cargas térmicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascarón. 

Para los elementos sólidos (SOLID y ASOLID): 

• Cargas de gravedad 
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• Cargas de gradiente de presiones 
• Cargas térmicas 

La opción de análisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en 
ejecución de análisis estático; sin embargo, un análisis de valores propios y un análisis de 
espectro de respuesta o un análisis de historia en el tiempo puede realizarse simultáneamente 
con un análisis estático en la misma ejecución. 

B. Análisis Dinámico. 

Las opciones de análisis dinámico de SAP90 incluyen las siguientes: 

• Análisis de régimen permanente (steady-state) 
• Análisis de valores propios (Eigenvalues) 
• Análisis de vectores de Ritz 
• Análisis de espectro de respuesta (sísmico) 
• Análisis de historia en el tiempo 

B.!. Análisis de régimen permanente. 

Un tipo muy común de carga es de la formaR= sen(wt)F, donde w es la frecuencia circp'-• 
de la excitación, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribu 
espacial de la carga no varia como una función del tiempo. Para el caso de cero 
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente 
forma: 

KV+ MW = R = sen(oot)F 

donde K es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solución de régimen 
permanente de esta ecuación requiere que los desplazamientos de las juntas U y las 
aceleraciones W sean de la siguiente forma: 

U = sen(oot)A 

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solución. del siguiente sistema 
linear de ecuaciones: 

[K-oo1 M) A = F 
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Es de interés hacer notar que la solución para cargas estáticas no es nada mas que la 
solución de esta ecuación con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en 
ciclos por segundo. 

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos 
máximos) que varían como sen(wt). Las fuerzas en los miembros son también valores 
máximos variando como sen(wt). 

B.2. Análisis de Valores Propios 

El análisis sísmico por el método del espectro de respuesta o análisis de historia en el tiempo 
usando el método de superposición modal requiere la determinación de los modos de 
vibración no amortiguados y las frecuencias del sistema. 

Esto envuelve la solución del problema de valores propios generalizado 

donde K es la matriz de rigideces 
M es la matriz de masa diagonal 
n 2 es la matriz diagonal de valores propios 
el> es la matriz de los vectores propios correspondientes 

SAP90 resuelve este problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes 
vectores propios usando un algoritmo de iteración del subespacio acelerada. 

B.3. Análisis de Vectores de Ritz. 

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibración libre exactas no son la 
mejor base para un análisis dinámico de superposición modal de estructuras sometidas a 
cargas dinámicas. Se ha demostrado que los análisis dinámicos basados en un conjunto único 
de vectores de Ritz da resultados mas exactos que usando el mismo número de vectores 
propws. 

La razón por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque ellos son 
generados tomando en cuenta la distribución espacial de la carga dinámica, mientras que el 
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante información. El primer vector 
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un análisis estático usando la 
distribución espacial del vector de cargas dinámicas como dato. Los otros vectores se 
generan de una relación de recurrencia en la cual la matriz de masa es multiplicada por el 
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solución 
estática. Por lo tanto, luego que la matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario 
resolver estáticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido. 
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B.4. Análisis del Espectro de Respuesta (Sísmico) 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico asociadas con la respuesta de una estructura a 
movimientos del terreno viene dada por: 

KU+CV+MW=MW1 

donde K es la matriz de rigideces 
C es la matriz de amoniguamiento 

M es la matriz de masa diagonal 
W g es la aceleración del terreno 

y U, V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales, 
respectivamente. 

SAP90 resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposición modal 
basado en el espectro de respuesta. La aceleración del terreno es dada como una curva de 
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo. 

La excitación del terreno puede ocurrir simultáneamente en tres direcciones X, Y y Z. Para 
obtener los máximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las 
respuestas modales asociadas con una dirección panicular de excitación son calcula( 
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinación cuadrática comple.M 
(CQC). La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres 
direcciones usando el método de la raíz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS). 

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinámicas dadas por espectros de respuesta, la 
dirección positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba. 

B.S. Análisis de Respuesta Dinámica de Historias en el Tiempo. 

En general la carga que actúa sobre una estructura es una función arbitraria de espacio y 
tiempo. En forma matricial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga 
R(s,t) puede ser escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial F;(s) y 
funciones de tiempo T;(t). O en forma matricial: 

R(s,t)= SF1(s)~T1(t) 

Para el programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones 
de carga estática, o en caso de aceleraciones de base como una función de la matriz de 
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periódic 
como aquellas producidas por viento u oleaje. 
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VI. ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90 

El archivo de datos de SAP90 está organizado en 21 distintos bloques de datos por medio 
de líneas de separación únicas (excepto en el caso de la línea de título, donde no existe 
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera línea del 
bloque de datos. La línea del separador puede ser escrita en mayúsculas o minúsculas pero 
debe comenzar en la columna l. Los datos asociados con el bloque de datos van 
inmediatamente después de la línea del separador. 

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-l. Algunos de ellos son obligatorios; sin 
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el archivo de datos depende del 
problema que está siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el archivo no 
es importante; sin embargo la línea de título debe ser la primera línea del archivo. 

BLOQUE DE DATOS DESCRIPCION OBLIGATORIO 
l. Línea de Título Información del trabajo Si 
2. SYSTEM Información de control del trabajo Si 
3. JOINTS Coordenadas de las Juntas Si 
4. RESTRAINTS Restricciones de Juntas Si 1 

5. SPRINGS Resortes de Apoyo No. 
6. MAS SES Masas en las Juntas No 
7. POTENTIAL Temperaturas y Presiones en Juntas No 
8. CONSTRAINTS Relaciones de GOL de Juntas No. 
9. FRAME Datos de Elementos Viga s·2 

1 ' 

10. SHELL Datos de Elementos Cascarón s·2 . 1 .· 

11. ASOLID Datos de Elementos ASOLID Si2 

12. SOLIO Datos de Elementos Sólidos Si2 

13. LOADS Cargas Aplicadas en las Juntas No 
14. DISPLACEMENTS Desplazamientos aplicados en las juntas No 
15. PRESTRESS Cargas de Presforzado en Vigas No 
16. PDELTAC ControJ para Análisis P-Delta No 
17. SPEC Datos del espectro de Respuesta No 
18. TIMEH Datos de Historia en el Tiempo No 
19. COMBO Datos para Combinaciones de Cargas No 
20. ENVELOPE Datos para Combinaciones de No 

Envolvente 
21. SELECT Solicitud de Salida Selectiva No 
1 Este bloque de datos puede ser omitido si la estructura está totalmente soportada por 
resortes 
2 Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos 

Tabla VII-l. Bloques de datos de SAP90 
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B. Formato Libre. 

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palabras, 
datos en una línea específica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los 
datos son suministrados como una lista de ítems separados por una coma o por uno o mas 
blancos. Los ítems pueden ser números o caracteres alfanuméricos. 

El formato libre puede ser de dos formas: 

• Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual: 

XI=2000,4501 

• Una lista de datos sin un identificador que los preceda: 

20,45,5 

Una linea de datos típica puede ser una combinación de los dos anteriores, como, 

20,45,5 XI=1200,1500 AV=l5,25 

C. Comentarios 

-----
Cualquier línea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera coliimna-y·un-blanco--
en la columna 2 es tratada como una línea de comentario e ignorada por el programa. Dos 
puntos (:) indican el fin de la información en una línea. Cualquier información a la derecha 
de los dos puntos es también ignorada por el programa. 

D. Continuación de Línea 

Cada línea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en 
una sola línea en el archivo de datos, o la linea puede.ser dividida en varias líneas de texto de 
menor longitud. El carácter backslash (\) en una línea particular de texto indica que la 
siguiente linea es una continuación de aquella. Se permiten múltiples líneas de continuación, 
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\) en cada línea de texto no 
debe exceder de 500 caracteres. 
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.·•. 

E. Operaciones Aritméticas. 

Instrucciones aritméticas simples son pennitidas cuando se suministran números reales en Jos 
campos de formato libre. Pueden usarse los siguientes operadores 

+ para la suma 
- para la resta 
1 para la división 
• para la multiplicación 
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Vll. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP90 

Después de una corrida de computadora completa, aparecerán una serie de archivos de 
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensión 
depende de las opciones utilizadas en análisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos 
se designa como EJEMPLO, a continuación se muestran los nombres de archivos que 
pueden presentarse : 

EJEMPLO.SAP 
EJEMPLO.EQN 
EJEMPLO.EIG 
EJEMPLO.RlT 
EJEMPLO.SPC 
EJEMPLO.SOL 
EJEMPLO.F3F 
EJEMPLO.F4F 
EJEMPLO.F5F 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FEF 
EJEMPLO.ERR 

El contenido de estos archivos se describe a continuación: 

-- ----NOMBRE--------_CONTENIOP _ 

EJEMPLO.SAP 
EJEMPLO.EQN 
EJEMPLO.EIG 
EJEMPLO.RIT 

EJEMPLO.SPC 
EJEMPLO.SOL 
EJEMPLO.F3F 
EJEMPLO.F4F 
EJEMPLO.F5F 
EJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.FEF 
EJEMPLO.ERR 

Datos de entrada en forma tabular 
Ecuaciones que forman la matriz de rigidez 
Frecuencias y parámetros modales.( eigenvectores) 
Frecuencias y parámetros modales (Vectores de Ritz) 

Factores del análisis modal espectral 
Desplazamientos de los nudos y reacciones 
Fuerzas en los elementos FRAME 
Fuerzas en los elementos SHELL 
Esfuerws en los elementos ASOLID 
Esfuerzos en los elementos SOLID 
Fuerzas en los nudos 
Errores y advertencias detectadas durante las corridas 
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VID. ESTRUCI'URA DEL PROGRAMA SAP90 

A. Módulos del Programa SAP90 

El programa de análisis estructural es una combinación de módulos que son ejecutados en 
una secuencia predefinida. Los módulos están ligados por medio de una serie de archlvós 
internos que constituyen una base de datos. cada módulo realiza una serie de operaciones y 
actualiza la base de datos durante el proceso. 

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con 
cada programa se presentan en la tabla VIII-l. Algunos de los programas crean archlvos de 
salida. Los nombres de los archlvos de salida asociados también se muestra en la tabla. 

MODULO DE 
PROGRAMA 

l. SAP90 
2. FRAME 

3. SHELL 

4. ASOLID 

S. SOLID 

6. SOLVE 
7. EIGEN 
8. RITZ 
9. SPEC 
JO. TIMEH 
11. JOINTF 

12. ELEMF 
13. FRAMEF 
14. SHELLF 
15. ASOLIDF 
16. SOLIDF 
17. SAPLOT 
18. SAPTIME 
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FUNCIÓN DEL MODULO 

Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Viga 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Cascarón 
Formulación de la Matriz de Rigideces de 
Elemento ASOLID 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento SOLID 
Ensamblaje y Reducción de Rigideces y Cargas 
Análisis de Valores Propios (Eigenvalues) 
Análisis de Vectores de Ritz 
Factores de Análisis Espectral 
Análisis de Historias en el Tiempo 
Salida de Formas Modales, Desplazamientos de 
Juntas y Reacciones 
Salida de Fuerzas en las Juntas de los Elementos 
Salida de Fuerzas en Elementos Viga 
Salida de Fuerzas en los Elementos Cascarón 
Salida de Esfuerzos en los Elementos ASO LID 
Salida de Esfuerzos en Elementos SOLID 
Salidas Gráficas 
Salidas Gráficas y Creación de Salida para 
Análisis de Historias en el Tiempo 

Tabla IX-l. Módulos de SAP90 

ARCHIVO CREADO 

EXAMPLE.SAP 

EXAMPLE.EIG 
EXAMPLE.RIT 
EXAMPLE.SPC 

EXAMPLE.SOL 

EXAMPLE.FEF 
EXAMPLE.F3F 
EXAMPLE.F4F 
EXAMPLE.FSF 
EXAMPLE.FSF 

EXAMPLE.HST 



B. El Comando GO 

El módulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidad. 
Si no se encuentra errores, el módulo de SAP90 creará un archivo por lotes GO.BA1 
cual activará el resto de los módulos de SAP90 que son necesarios para un análisis en 
particular. 

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecución de SAP90 como sigue: 

C:>GO<CR> 

C. Secuencia de Ejecución. 

El programa de análisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analíticas se realicen 
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero. 
Una ejecución sin errores de este módulo creará el archivo GO.BAT. Para una ejecución 
normal el archivo de lotes GO.BAT contendrá algunos o todos de los siguientes comandos 
en la siguiente secuencia: 

OPTIMIZE 
FRAME 
SHELL 
ASO LID 
SO LID 
SOL VE 
El GEN 
RITZ 
SPEC 
TIMEH 
JOINTF 
ELEMF 
FRAMEF 
SHELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

-------

Para el modo de ejecución reiniciar (restart), el archivo GO.BAT contendrá algunos o todos 
de los siguientes comandos: 

SPEC 
TIMEH 
JOINTF 
ELEMF 
FRAMEF 
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SHELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

D. La Opción Reiniciar (RESTART). 

La opción reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener 
resultados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje 
y solución del programa. 

El modo de análisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o 
añadidos 

• Línea del título 
• SYSTEM 
• SPEC · 
• TIMEH 
• COMBO 
• ENVELOPE 
• SELECT 
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IX. DETALLES DE LAS OPCIOl\iES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90 

Como se describió en el capítulo VII, el archivo de datos de SAP90 está organizado e 
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de 
datos que son pertinentes a la estructura que está siendo analizada. 

Cada bloque de datos, a su vez, está subdividido en una o mas secciones de datos y las 
secciones de datos están formadas por líneas de datos. En algunos casos, las líneas de datos 
en una sección de datos están agrupadas en múltiples conjuntos de datos. Si alguna línea de 
datos no es necesaria para una estructura en particular, el usuario puede simplemente obviar 
la lista de datos asociada. 

l. Línea de Título. 

Prepare una línea de datos de hasta 70 caracteres para el título de la salida. Esta información 
aparecerá en cada página de los archivos de salida creados por SAP90. Esta linea debe ser la 
primera en el archivo de datos. 

2. Bloque de datos SYSTEM. 

Este bloque de datos define información de control asociada con el análisis estructural. · 
--~------~_bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

Coloque una línea para el separador en la siguiente forma: 

SYSTEM 

b. Información de Control. 

A continuación del separador SYSTEM coloque una línea de datos en la forma siguiente> 

R=ropt L=nld . C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z=nritz N=nid 

EJEMPLO 

SYSTEM 
V=JO L=3 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ropt 

nld 
ncyc 
nfq 
tol 
per 
wopt 

nritz 
nid 

Defecto 
[O] 

[O] 
[O] 
[O] 

[.0001] 
[O] 
[O] 

[O] 
[9999] 

3. Bloque de datos JOINTS 

Descripción 
Marcadores de Reinicio: 
=O Modo de ejecución normal 
= 1 Modo de reinicio 
=2 Reinicio después de un análisis de transferencia de calor 
Número de condiciones de carga 
Frecuencia de la carga para análisis de régimen permanente 
Número de valores propios a calcular 
Tolerancia de convergencia para análisis de valores propios 
Período de corte para análisis de valores propios 
Bandera de supresión de advertencia 
=O Mostrar todas las advertencias 
= 1 Suprima todas las advertencias 
Número de vectores de Ritz a calcular 
máximo número de identificación de juntas. 

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometría del modelo estructural con 
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

JOINTS 

b. Datos de Juntas 

En esta sección de datos coloque tantas líneas como se necesite para definir las juntas de la 
estructura. Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare las líneas de datos en la 
forma siguiente> 

jid X=x Y=y Z=z G=gl,g2,i,r Q=ql,q2,q3,q4,injn F=f,n;,nj,in,jn L=l,n;,nj 
A=cl,c2,c3,1'lc,ic,a S=s 

EJEMPLO 

JOINTS 
25 X=20 Y=20 Z=20 S=12 
5 X=IO Y=IO Z=O G=5,25,2 

Jüll 
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DESCRIPCIÓN 

Identificación de Juntas y Coordenadas 

Variable 
jid 
X 

y 
z 

Generación Lineal 

gl 
g2 

r 

Defecto 

[pv] 
[pv] 
[pv] 

[ l] 
[ 1] 

Generación Cuadrilateral 

qi 
q2 
q3 
q4 

Descripción 
Número de identificación de la junta 
Coordenada global X de la junta jid 
Coordenada global Y de la junta jid 
Coordenada global Z de la junta jid 

Junta l. Generación lineal 
Junta 2. Generación lineal 
Incremento de número de junta 
Relación de el último espacio al primer espacio para 
espaciamiento diferente de juntas 

Junta l. Generación Cuadrilateral 
Junta 2. Generación Cuadrilateral 
Junta 3. Generación Cuadrilateral 
Junta 4. Generación Cuadrilateral 

--------~•-__ _ ___ Incremento del número de juntas, sobre el eje i 
-------Incrementooel número aejuntas;-sobre·el-eje-j- ------)n 

Generación Frontal y Lagrangiana 

f 
1 
n; 

)n 

Generación Cilíndrica 

el 

C2 

c3 

!le 

a 

Número de junta origen para generación frontal 
Número de junta original para generación Lagrangiana 
Número de juntas en la dirección i, sin incluir la junta origen 
Número de juntas en la direcciónj, sin incluir la junta origen 
Incremento del número de juntas sobre el eje i 
Incremento del número de juntas sobre el eje j 

Junta l. Generación cilíndrica 
Junta 2. Generación cilíndrica 
Junta 3. Generación cilíndrica 
Número de juntas cilíndricas adicionales a generar 
Incremento de número de junta para generación cilíndrica de 
juntas 
Incremento de ángulo, grados (debe ser menor de 90) 
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Factor de Escala 

S [pv] Factor de escala para coordenadas de junta 

4. Bloque de datos RESTRAINTS 

Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de desplazamiento, tres 
traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, RY y RZ. las direcciones 
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad 
de la junta. 

Las especificaciones de restricción de una junta consiste de un conjunto de seis números (o 
códigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos 
números puede tener un valor de O o l. 

Este bloque de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en 
resortes. 

FORMATO 

a. Separador. 

RESTRAINTS 

b. Datos de restricción. 

En esta sección de datos coloque tantas líneas como necesite para definir los grados de 
libertad inactivos del sistema. 

EJEMPLO 

15 25 5 R=l,l,l,l,l,l 
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DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 
jl 
j2 [j 1] 
me [1] 
rux 
ruy 
ruz 
r,.. 
rry 
r,. 

Descripción 
Primer número de junta 
Ultimo número de junta 
Incremento en el número de junta 
Código de restricción de traslación en X 
Código de restricción de traslación en Y 
Código de restricción de traslación en Z 
Código de restricción de rotación alrededor de X 
Código de restricción de rotación alrededor de Y 
Código de restricción de rotación alrededor de Z 

5. Bloque de Datos SPRING. 

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener 
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la 
ubicación de dichos resortes de apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar 
resortes en la dirección de grados de libertad restringidos. 

FORMATO 

a. Separador. 

SPRINGS 

b. Datos del Resorte. 

En esta sección coloque tantas líneas como necesite para definir los grados de libertad del 
sistema que estén soportados por resortes. 

j 1 j2 inc K=k..,.,k.y,k..z,k,..,kry,k,. 

EJEMPLO 

SPRINGS 
5 25 5 K=IOOO,O,O,O,O,O 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 
k... 
kuy 
k.. 
k.x 
lcry 
k.z 

Defecto Descripción 
Primer número de junta 

[j 1] Número de junta final 
[ 1] Incremento en número de juntas 

Constante traslacional de resorte en X 
Constante traslacional del resorte en Y 
Constante traslacional del resorte en Z 
Constante rotacional del resorte en X 
Constante rotacional del resorte en Y 
Constante rotacional del resorte en Z 

6. Bloque de datos MASSES. 

En el modo de análisis dinámico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y 
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis 
grados de libertad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de 
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicación de dichas masas 
y sus valores correspondientes. La información de este bloque de datos solo es usada por el 
programa en el modo de análisis dinámico. No se permiten valores de masa en la dirección 
de grados de libertad restringidos. 

FORMATO 

a. Separador. 

MAS SES 

b. Datos de masas. 

j 1 j2 inc M=mux,muy,muz,mrx,mry,mrz 

EJEMPLO 

MAS SES 
5 25 5 M=l,l,O,O,O,l200 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 
m... 
l1luy 

llluz 

111.,. 

mry 
m, 

Defecto· Descripción 
Primer número de junta 

U 1] Número de junta final 
[ l] Incremento en número de juntas 

Masa traslacional en X 
Masa traslacional en Y 
Masa traslacional en Z 
Momento de Inercia de masas respecto al eje X 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Y 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Z 

7. Bloque de Datos POTENTIAL. 

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presión en juntas para 
un análisis estructural. 

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un análisis térmico. Las 
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas son 
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento. 

Los.valores.de.presión_enjunta~son usados por los elementos SHELL, SOLID y ASOLJJJ 
para calcular los vectores de cargas de presiones. -- ----

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un análisis térmico o de presiones. 

FORMATO 

a. Separador 

POTENTIAL 

b. Datos de Potencial 

ji j2 inc T=tl,t2 P=pt,p2 W=w,z 

EJEMPLO 

POTENTIAL 
12 18 2 T=96,126 P=l0,20 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
jJ 
j2 
me 

Defecto 

[j 1] 
[1] 

Descripción 
Numero de la junta inicial 
Número de la junta final 
Incremento en el número de junta 

Especificaciones de Temperatura 

tl 

t2 
[O] 
[ti) 

Especificaciones de Presión 

pi 
p2 
w 
z 

[O] 
[pl] 

Valor de temperatura en lajuntajl 
Valor de temperatura en la junta j2 

Valor de presión en la junta j 1 

Valor de presión en la junta j2 
Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen) 
Coordenada Z global de la superficie de fluido 

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS 

Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el número de ecuaciones en 
el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de 
libertad son iguales a los desplazamientos en otros grados de libertad. 

FORMATO 

a. Separador. 

CONSTRAINTS 

b. Datos 

EJEMPLO 
• .1 ~-· ' ·' 

CONSTRAINTS 
21 31 1 C=20,0,0,0,0,0 



DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 

Defecto 

UI] 
[1] 

Descripción 
Primer número de junta 
Número de junta final 
Incremento en número de juntas 

Número de Juntas Independientes para: 

Traslación X de la junta dependiente 
Traslación Y de la junta dependiente 
Traslación Z de la junta dependiente 
Rotación X de la junta dependiente 
Rotación Y de la junta dependiente 
Rotación Z de la junta dependiente 

Incrementos de Números de juntas independientes para: 

lux Junta Cux 

luy Junta Cuy 

luz Junta Cuz 

1"' Junta e,. 
lry Junta Cry 

lrz Junta e,. 

------ ---·---
--------------------

9. Bloque de Datos FRAME 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los 
elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de 
viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones pued:: ser 
considerado como un caso especial de este elemento general. 

FORMATO 

a. Separador 

FRAME ''· ·. R-~-.·· . 1 - • 

b. Información de control del bloque de datos FRAME 

Coloque una línea de datos para la información de control en la siguiente forma: 
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=x,,x2, ... ,x..w Y=y.,y2, ... ,yo1d Z=z,,z2, ... Zn!d 
T=t.,t2, ... ,to1d P=pr,,pr2, ... ,pra~d 

c. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones. 

Coloque npro líneas de datos para definir las npro tipos de propiedades. 

np A=a J=j I=I33,h2 AS=a2,a3 E=e G=g W=w M=m Tc=alpha 

d. Datos de Carga en el claro. 

Coloque nbsl líneas de datos en esta sección, una por cada uno de los nbsl patrones d~ carga 
en el claro. 

ns WL=w,, w2, W¡ WG=w,, Wy, w, T=t,,t2,h PLD=d,,p,,f,,d2,P2.f2, ... ,d.,p.,f. 
TRAP=c,,u,, v,,c2,U2, v2,c¡,U¡, V¡,c.,u.,v. 

e. Datos de ubicación de los elementos FRAME. 

En esta sección provea tantas líneas como sea necesario para definir todos los elementos 
FRAME en el modelo. Finalice esta sección con una línea en blanco. 

nel j; ji M=msp;,mspj,ivar LP=n,,n2 LR=r,,r2,rl,r4,r,,r6 RE=r;,ri RZ=z 
MS=m;,mi NSL=I,,b, ... ,Inld G=n8,ninc,g.,g2,g¡,g. 

DESCRIPCIÓN. 

Información de Control . 

Variable Defecto 
npro [!) 
nbsl LO) 
nsec [O) 
X¡,X2, ... [O) 
y,,y2, ... [O) 
ZJ,Z2,··· [O) 
t ,,t2, ... [O) 
pr,,pr2, ... [O) 

Descripción 
Número de tipos de propiedades 
Número de patrones de carga en el claro 
Número de secciones para salida de resultados de fuerzas 
Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de cargas de presfuerzo 

Datos de Propiedades de Materiales y secciones. 

np 
a 

J 
[O] 
[O) 

Número de identificación de las propiedades 
Área 
Constante torsional 



g 
w 
m 
alpha 

[O] 
[O] 

(pv] 
[e/2.6] 

[O] 
[O] 
[O] 

Datos de Cargas en el claro. 

[O] 

[O] 

\V y [O] 

w, [O] 

Momentos de inercia 
Áreas de corte 
Módulo de elasticidad 
Módulo de corte 
Peso por unidad de longitud 
Masa por unidad de longitud 
Coeficiente de expansión térmica del material 
(unidades UUH) 

Número de identificación de la carga en el claro 
Carga uniforme en la dirección 1 - Fuerza/longitud 
carga uniforme en la dirección 2 - Fuerza/longitud 
Carga uniforme en la dirección 3 - Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección X - Proyección en X de 
F uerza!Longitud 
Carga uniforme en la dirección Y - Proyección en Y de 
Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección Z - Proyección en Z de 
Fuerza/Longitud 

t¡ [O] Incremento de temperatura en la línea central del elemento 
t2 Gradiente de temperatura en la dirección 2 
t¡ gradiente de temperatura en la dirección 3 

~~-___ d1_ _________ Distancia del extremo 1 de p¡ y f1 
p¡ --p¡-es la primera· carga desde-I-en-la-dirección-2--- --- ~ 
f1 f1 es la primera carga desde Y en la dirección 3 
C¡· Distancia desde el extremo 1 de u1 y v1 
u 1 u 1 es la intensidad de carga en la dirección 2 a una distancia e 1 

del extremo l. 
V¡ v1 es la intensidad de carga en la dirección 3 a una distancia C¡ 

del extremo l. 

Datos de Ubicación de los Elementos FRAME 

nel 
J, 
JJ 
msp; [pv] 
msp1 [mspi] 
lvar [2] 

[pv] 

Número de identificación del elemento 
Número de la junta en el extremo l. 
Número de junta en el extremo j. 
Número de identificación de propiedades en el extremo l. 
Número de identificación de propiedades en el extremo J. 
Variación de e*I33 a lo largo de la longitud de elemento: 
=1 Lineal 
=2 Parabólica 
=3 Cúbica 
Números de junta para definir el eje local en la dirección 3 
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r¡ [O] Código de liberación de la restricción de momento respecto al 
eje 3. Extremo l. 

r2 Código de liberación de la restricción de momento respecto el 
eje 3. Extremo J. 

r3 Código de liberación de la restricción de fuerza axial. 
r. Código de liberación de la restricción de momento respecto al 

eje 2. Extremo l. 
rl Código de liberación de la restricción de momento respecto al 

eje 2. Extremo J. 
r6 Código de liberación de la restricción de momento torsional 
f¡,fj [O] Zona rígida en los extremos 1 y J, respectivamente · 
z [pv] Factor de reducción de zona rígida 
m¡,mj [pv] Junta maestra para los extremos I y J, respectivamente 
lt.l2, ... [O] Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones 

de carga h a lrud 
ns [O] Número de elementos adicionales a generar 
mnc Incremento para el número de identificación del elemento 
g¡ Incremento del número de la junta en el extremo I. 
g2 Incremento del número de la junta en el extremo J. 

&3 Incremento en el número de la junta maestra en el extremo I. 
g., Incremento en el número de la junta maestra en el extremo J. 

10. Bloque de Datos SHELL 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento 
general tridimensional SHELL de 4 nodos. Los elementos membrana y de flexión de placas 
son considerados casos especiales de este elemento general. 

FORMATO. 

a. Separador. 

SHELL 

b. Información de Control. 

Colocar una linea de datos para la información de control del bloque SHELL de la siguiente 
manera: 

NM=nmat O=iout 
X=x1,X2, ... ,XnJd Y =y1,Y2, ... ,ynld Z=z1,Z2, ... ,ZnJd 

T=tt,h, ... ,tnld P=p¡,p2, ... ,pnJd 
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c. Datos de Propiedades del Material 

Colocar nmat líneas de datos en esta sección para definir los nmat tipos de material er 
siguiente fonna: 

nm E=e U =u W=w M =m T A=alpha 

d. Datos de ubicación de los elementos SHELL. 

En esta sección de datos, provea tantas líneas de datos como sean necesarias para definir las 
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta sección can una línea 
en blanco. 

nel JQ=j;jj,jk,j, ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th1,tiQ LP=n G=gr,g2 

DESCRIPCIÓN 

Información de Control 

Variable 
nmat 
iout 

-------·-- --~--

Xt,X2,··. 

YloY2o··· 
Z¡,Z2, .. . 

t¡,t2, . . . 

p¡,p2,··· 

Defecto 
[1] 
[O] 

[O] 
[O] 
[O] 
[O] 
[O] 

Descripción 
Número de tipos de material 
Control de salida: 

=O Resultantes de fuerzas y momentos 
-1-Esruerzos~de·superficie·superiores·e inferiores-----

Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de presión 

Datos de Propiedades del Material 

nm 
e 
u 
w 
m 
alpha 

[pv] 
[pv] 
[O] 
[O] 
[O] 

Número de identificación del material 
Módulo de elasticidad 
Relación de Poisson 
Peso por unidad de volumen 
Masa por unidad de volumen 
Coeficiente de expansión térmica (unidades LIL!H) 

Datos de Ubicación de Elementos SHELL 

nel 
JoJJo· .. 

Número de identificación del elemento 
Números de las juntas del elemento 
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et 

mat 
tz 
thl 
th2 
n 

gi,g2 

[pv] 

[pv] 
[O] 

[pv] 
[pv] 
[O] 

Tipo de elemento 
=O Cascarón (membrana+ flexión) 
= 1 Solo comportamiento de membrana 
=2 Solo comportamiento de flexión de placa 

Tipo de material del elemento 
Temperatura referencia de cero esfuerzo 
Espesor del elemento membrana 
Espesor del elemento de flexión 
Control para la dirección del eje local del elemento 
Parámetros para la generación de elementos 

11. Bloque de datos ASOLID 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicación y cargas asociadas con el elemento 
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos 
formados por los ejes principales. 

FORMATO 

a. Separador. 

ASO LID 

b. Información de control para el elemento ASO LID 

En esta sección se coloque una línea con los datos que se indican a continuación : 

NM=nmat ETYPE=et MAXN=ntm 
X=xl,x2, ... Xnld Y=yl,y2, ... ynldZ=zl,z2, ... :zrud 
T=tl,t2, ... tnld P=pl,p2, ... pnld R=rl,r2, ... rnld 

· c. Propiedades de los materiales 

En esta sección se proporcionan "nmat" grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos líneas con la siguiente infirmación. · 

i ) Primera línea 

nm NUMT=nt W=w M=m B=b 
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ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,.,e,,e,. G=g.., A=a,,a.,a. 

c. Localización de los elementos ASOLID 

En esta sección proporcione tantas líneas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo. Finalice la introducción de estos datos con una linea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

nel JN=j1j2jJ .. .j9 JQ=j¡j3j7j9 JS=j;j;jk 
M=matTZ=tz TH=th G=g¡,g2 LP=n 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nmat 
et 

---
ntm 
xi,x2, ... 

yi,y2, ... 

zi,z2, ... 

ti' t2, ... 

pi ,p2, ... 

ri ,r2, ... 

nm 
nt 

w 
m 
b 

Defecto 

1 
o 

1 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 
o 
o 

Descripción 

Num de tipos de materiales 
Tipo de elemento 
=O Axisimétrico 
= 1 Deformación plana 
=2 Esfuerzo plano 
Num. maximode temperaturas·en·cualquier·tipo·de-material--
Multiplicadores gravitacionales en dirección " X" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Y" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Z" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las "nld" condiciones 
de carga 
Multiplicadores de presiones para las "nld" condiciones de 
carga 
Valores de velocidad angular para las "nld" condiciones de 
carga. 
Identificador del número de material . 
Num de temperaturas para las que se especifican las 
propiedades dependientes de este tipo de material. 
Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 
Ángulo de referencia de las propiedades del material 
grados 
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t 

er,es,et 

Ul,U2,U3 

grs 
ar,as,at 

nel 
j l,j2, .. . 

j l,j3, .. . 

ji,.ii ... 

mat 
tz 
th 
gl,g2 
n 

o 

o 

o 

er /(2+2ui) 
o 

pv 
o 
pv 

2" 

12. Bloque de datos SOLID 

Temperatura asociada con la propiedad del material 
especificado en esta línea de datos. 
Módulo de elasticidad en las direcciones r,s y t 

respectivamente. 
Relación de poisson en las direcciones r ,s, y t 
respectivamente. 
Módulo de cortante en el plano r-s 
Coeficiente de expansión térmica en las direcciones r,s y t 
respectivamente . 
Num del identificador del elemento 
Nums de nudos del elemento, para la opción JN 
Nums de nudos del elemento, para la opción JQ ( elemento 
de 4 nudos) 
Nums de nudos del elemento, para la opción JS ( definición 
de una malla regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para esfuerzo cero. 
Espesor del elemento 
Parámetros de generación de elementos 
Identificador del plano donde se localiza el elemento 

Este bloque de datos define las propiedades, localización y las cargas asociadas al 
elemento tridimensional SOLIO formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el 
siguiente formato : 

FORMATO 

a. Separador 

SO LID 

b. Control de información para el elemento SOLID 

Se proporciona una línea de datos con la siguiente información 

NM= nmat MAXN=ntm 
X=xl,x2, ... Xnid Y=yl,y2, ... ynJdZ=zl,z2, ... Zrud 
T=tl,t2, ... tnld P=pl,p2, ... pnJd 

322 



-----

c. Propiedades de los materiales 

En esta sección se proporcionan "nrnat" grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos líneas con la siguiente infirmación. 

i ) Primera línea 

nrn NUMT=nt W=w M=m 

ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,.,e.,e. 

c. Localización de los elementos SOLID 

En esta sección proporcione tantas líneas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo. Finalice la introducción de estos datos con una línea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

nel JQ=j¡,hjJ, ... js JR=j;jj,jkjl 
M=matTZ=tz I=i G=gt,&2,SJ 

-----DESCRIPCIÓ_N _____________ --- ------

Variable 

nmat 
ntm 
xt,x2, ... 

yt,y2, ... 

zl,z2, ... 

ti' 12, ... 

pl ,p2, ... 

nm 
nt 

Defecto 

1 
1 
o 

o 

o 

o 

o 

1 

Descripción 

Numero de tipos de materiales 
Num. máximo de temperaturas en cualquier tipo de material 
Multiplicadores gravitacionales en dirección ~ X" para las 
"nld ~ condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección ~ y~ para las 
"nld ~ condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección ~ Z" para las 
"nld~ condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las "nld" condiciones 
de carga 
Multiplicadores de presiones para las "nld~ condiciones de 
carga 
Identificador del número de material 
Num de temperaturas para las que se especifican 
propiedades dependientes de este tipo de material. 

323 



w 
m 
t 

ex,ey,ez 

Ul,U2, ... 

gxy,gyz, ... 

al,a2, ... 
nel 
j l,j2, ... 

ji,jj, .. 

mat 
tz 
1 

gl,g2,g3 

o 
o 
o 

o 

o 
o 

o 

pv 
o 
pv 

13. Bloque de datos LOADS 

Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 
Temperatura asociada con la propiedad del material 
especificado en esta línea de datos. 
Módulo de elasticidad en las direcciones x,y y z 

respectivamente. 
Relación de poisson 
Módulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X 
respectivamente 
Coeficiente de expansión térmica . 
Num del identificador del elemento 
Numero de nudos del elemento, para la opción JQ( 
definición general del elemento ) 
Numero de nudos del elemento, para la opción JR( 
definición de un elemento regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para el esfuerzo cero. 
Bandera para suprimir modos de flexión incompatibles. 
Parámetros para la generación de elementos. 

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o 
momentos ). Esta sección define los nudos cargados de acuerdo con las " nld " 
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberán estar aplicadas en 
nudos con grados de libertad no restringidos. 

Omita esta sección si no existen nudos cargados. 

A continuación se indica el formato de los datos requeridos: 

FORMATO 

a. Separador 

LOADS 

b. Datos 
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Utilice cantas líneas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que 
especifican las " nld " condiciones de carga. Finalice esta sección de datos con una línea 
en blanco. Los datos deberán prepararse de la siguiente forma : 

ji j2 me F =fx,fy,fz,mx,my ,mz 

EJEMPLO 

LOAD S 
13 25 2 L=2 F=20,30,0, 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto Descripción 

j 1 Número del primer nudo en la generación 
j2 ji Número del último nudo en la generación 
inc 1 Incremento en el número de nudo 
1 pv Número de condición de carga 
fx Fuerza aplicada en la dirección X 

- ----~~fy-~-- -~-~~Euerza_aplicada_en_la_d_ir~ción~Y=-~~~~~ 

fz Fuerza aplicada en la dirección Z 
mx 
m y 

mz 

Momento aplicado alrededor del eje X 
Momento aplicado alrededor del eje Y 
Momento aplicado alrededor del eje Z 

14. Bloque de datos DISPLACEMENTS 

En una estructura es posible además de aplicar cargas, aplicar desplazamientos 
traslacionales y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados 
en grados de libertad restringidos. Esta opción solo se permite cuando se realiza un 
análisis estático. 

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los nudos de una estructura, 
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad. 

Omita esta sección si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos. 

325 



FORMATO 

a. Separador 

DISPLACEMENTS 

b. Datos 

Proporcione cuantas líneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la 
estructura. Finalice esta sección con una línea en blanco. 

ji j2 me U =ux,uy,uz,rx,ry ,rz 

EJEMPLO 

DISPLACEMENTS 
13 25 2 U=l,O,l,O,O,O 

DESCRIPCIÓN 

Variable 
j 1 

j2 
me 
ux 
U y 
uz 
rx 
ry 
rz 

Defecto 

ji 
1 

Descripción 
Número del primer nudo en la generación 
Número del último nudo en la generación 
Incremento en el número de nudo 
Desplazamiento aplicado en la dirección X 
Desplazamiento aplicado en la dirección Y 
Desplazamiento aplicado en la dirección Z 
Rotación aplicada alrededor del eje global X 
Rotación aplicada alrededor del eje global Y 
Rotación aplicada alrededor del eje global Z 

15. Bloque de datos PRESTRESS 

Esta opción permite modelar elementos estructurales ( vigas ) sometidos a cargas 
producidas por cables de presfuerzo. ·Para sumar estos efectos a las condiciones de cargas 
básicas, es necesario activar los multiplicadores de presfuerzo que aparecen en el bloque 
de datos FRAME. Omita esta sección si no se utiliza. 
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FORMATO 

a. Separador 

PRESTRESS 

b. Datos. 

Utilice tantas líneas como sea necesario para definir la geometría de los cables de 
presfuerzo en las vigas. Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare los datos 
como se indican a continuación. 

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t 

EJEMPLO 

PRESTRESS 
1 10 1 D=0.25,0.5,0.5 T=lOO 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

----------- ·----
nbl 
nb2 
mnc 
di 

de 

dj 

t 

nbl 
1 

16. llloque de datos SPEC 

Descripción 

Primer número-de-elemento-FRAME---
Ultimo número de elemento 
Incremento en el número de elemento 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale 
el cable de presfuerzo en el extremo "i" 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
pasa el cable de presfuerzo en el centro del claro 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale · 
el cable de presfuerzo en el extremo "j" 
Tensión del presfuerzo 

En esta sección se definen los datos asociados con el espectro de respuesta para realizar un 
análisis dinámico. Los resultados de este análisis definen la condición de carga dinámicr 
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Omita esta sección si no se pretende realizar un análisis dinámico de la estructura. 

Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables "nfq" 
o "nritz" en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el número de modos de vibrar 
que se consideran en el análisis de la estructura. 

FORMATO. 

a. Separador 

SPEC 

b. Información de control 

Prepare una línea en la siguiente forma: 

A=a S=s D=d 

c. Datos de la curva del espectro 

Utilice cuantas líneas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta. 
Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare una línea de datos de la siguiente 
forma: 

tp sl 

EJEMPLO. 

SPEC 
A=45 

s2 sz 

S=9.81 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

a 
S 

d 
tp 

SI 

52 

Sz 
328 

Defecto 

0.0 
1.0 
0.0 

o 
o 

D=0.05 

Descripción 

Angulo de la excitación en grados 
Factor de escala para los valores del espectro de respuesta 
Relación de amortiguamiento estructural. 
Periodo 

Valor del espectro en la dirección 1 
Valor del espectro en la dirección 2 
Valor del espectro en la dirección z ( vertical ) 



17. Bloque de datos COMBO 

En esta sección se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cuales se 
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga básicas, de las 
previamente ( nld ). 

Si no se especifican combinaciones de cargas,. se obtendrán los resultados correspondientes a 
las condiciones de carga solamente. 

Omítase esta sección si no se desea realizar alguna combinación de cargas. 

FORMATO 

a. Separador 

COMBO 

b. Datos de la combinación 

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definir las combinaciones de 
carga requeridas. 

K C=cl,c2,c3, .... cnld D=d 

-~---~---~--~-

EJEMPLO 

COMBO 
1 C=l.4,1.7,0 
2 C=l.4,1.5,1.1 
3 C=l.l,l.l,O 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

K 
C!,C2, ... 

d 

Defecto 

D=l.l 

Descripción 

Identificador del número de_ combinac;:ión 
Multiplicadores para las condiciones de carga estáticas. 
Multiplicador para la condición de carga dinámica . 
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17. Bloque de datos ENVELOPE 

En esta sección permite obtener envolventes para las condiciones de carga estática y 
dinámica con casos de cargas móviles analizados con el módulo de SAP90 para analizar . 
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estáticas y dinámicas. 

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza máximo y minimo en los elementos ( FRAME ) 
de una estructura. Esta opción no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID. 
Omita esta sección si no se desea obtener una envolvente de cargas. 

FORMATO. 

a. Separador 

ENVELOPE 

b. Datos de las envolventes de cargas 

Utilice una línea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma : 

i. C=cl,c2, .... cnld 

EJEMPLO. 

ENVELOPE 
1 C=l D=l 
2 C=l,l 
3 C=l,-1 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

1 

Cl,C2, ... 

d 
bi,b2, ... 

JJO 

Defecto 

o 
o 
o 

D=d B=bl,b2, ... ,bnc 

Descripción 

Número del identificador para la envolvente 
Multiplicadores para las condiciones.de carga estáticas 
Multiplicadores para la condición de carga dinámica 
Multiplicadores para los casos de cargas móviles de puentes 



19. Bloque de datos SELECf 

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtiene11 •on 
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa información es relevante. 

El comando SELECT permite seleccionar solo la información que es de interés de 
acuerdo con los fines que se persiguen en un análisis. 

FORMATO 

a. Separador 

SELECT 

b. Datos 

Utilice tantas líneas como sean necesarias para definir los datos que imprimirán en el 
archivo de salida. Prepare la información como se indica a continuación: 

NT=nt ID =il ,i2,inc SW=isw 

EJEMPLO 
--------

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37 

NT=l ID=ll,37 SW=l 

Para producir solo la salida de las fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45 

NT=5 ID=25,45 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nt 
il 
i2 
me 
ISW 

Defecto 

pv 

il 
1 
pv 

Descripción 

Tipo de selección 
Primer nudo o número de elemento 
Ultimo nudo o número de elemento 
Incremento en el número de nudo o elemento 
Bandera 
=0 Excluye nudo o elemento de la serie 
= 1 Incluye nudo o elemento de la serie 
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SAPLOT 
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·-------

I. INTRODUCCION. 

SAPLOT es un postprocesador interactivo y gráfico para el programa de Análisis 
Estructural SAP90. 

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno 
de los siguientes gráficos: 

l. Geometría Estructural no Deformada 
2. Cargas Aplicadas 
3. Formas Deformadas y Modales 
4. Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga. 
5. Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos 
6. Lineas de Influencia para Elementos Viga 

El modelo puede ser visto desde cualquier dirección arbitraria. El usuario localiza un punto 
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es 
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la dirección apuntando desde el 
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicación de ojo del usuario se asume 
que esta en el infinito. 

Una vez que se ha colocado la dirección de visualización, el usuario puede rotar la vista 
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que aparecer 
verticalmente hacia arriba en la· pantalla. 

II. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA. 

A. Ejecución del Programa SAPLOT. 

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido 
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecución de 
SAP90 con estos datos creará una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma 
EXAMPLE. ???). 

Para obtener graficos de geometría sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS, 
.XYZ, .ID, .JlD, .MAT, .P?, .T3 y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la 
ejecución de SAP90 con el archivo de datos EXAMPLE y residen en el disco antes de 
ejecutar el comando GO. 

Para ver los gráficos de formas deformadas estáticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U 
además de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecución de un 
análisis estático y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento. 
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Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE.VEC 
además de los mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un análisis de valores 
propios y es necesario para recuperar los vectores propios. 

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos 
EXAMPLE.S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE.SS y EXAMPLE.SS para los elementos 
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente. 

Formas deformadas estáticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los 
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecución del 
comando GO. 

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el 
comando: 

SAPLOT<CR> 

3:14 



EJEMPLOS 

-~------ ----------~~ 
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FRAME 

22 l 28 23f 35 24 

7 u 21 

19i 27 20 i 34 21 ~ 
6 13 20 

16 i 26 17f 33 18 t 

5 12 19 

13t 25 14t 32 15 f 
4 1 1 18 

1 o t 2.11 11 f 31 12 f 
3 10 17 

7i 23 8t 30 gt 
2 9 16 

4f 22 5f 29 6t 
1 

fx 
!5 l y 
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FRAME - EXAMPLE 1 a - TWO-DIMENSIONAL FRAME 
e FRAME HAS TWO BAYS ANO SEVEN STORIES 
e UNITS ARE KIP INCHES 
SYSTEM 
L=2 V=7 : 2 STATie LOAD eONDITIONS, 7 EIGENV ALUES 
JOINTS 
1 Y=-360 Z=O.O X=O.O : LEFT FOUNDATION JOINT 
7 Y=-360 Z=324 G=1,7,3 
22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3: TOP LEFT JOINT 
2 Y=O.O Z=O.O· 
8 Y=O.O Z=324 G=2,8,3 
23 Y=O.O Z=ll04 G=8,23,3 
3 Y= 360 Z=O.O : RIGHT FOUNDATION JOINT 
9 Y=360 Z= 324 G=3,9,3 
24 Y= 360 Z=ll04 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT 

RESTRAINTS 
1,24, 1 R=1,0,0,0, 1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN Y-Z PLANE 
1,3,1 R=1,1,1,1,1,1 : FIXFOUNDATION JOINTS 

eONSTRAINTS 
5,23,3 e=0,4 1=0,3 : SET AXIAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO 
6,24,3 e=0,4 1=0,3 

____ MAS~ES : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIREeTION 
4,22,3 M=0,.49 ---

FRAME 
NM=7 NL=1 : 7 SEeTION PROPERTIES, 1 SPANLOADING eONFIGURATION 

1=2150 A=51.17 . E=29500 
2 1=2670 A=62.1 O E=29500 
3 1=3230 A=72.30 E=29500 
4 
5 

1=3910 
1=3330 

6 1=4020 
7 1=5120 

A=84.40 
A=SO.OO 
A=SO.OO 
A=SO.OO 

E=29500 
E=29500 
E=29500 
E=29500 

1 WL=0,-0.1/12 PLD=120.0,-20.0,0.0,240.0,-20.0,0.0 
e eOLUMNS 
1, 1,4 G=2,1,3,3 M=3 LP=3 
4,10,13 G=1,1,3,3 M=2 
6,16,19 0=1,1,3,3 M=! 
8,2,5 G=2,1,3,3 
11,11,14 G=!,l,3,3 
13,17,20 G=l,l,3,3 
15, 3,6 G=2,1,3,3 

M=4 
M=3 
M=2 

M=3 
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18,12,15 
20,18,21 
e BEAMS 

G=1, 1,3,3 
G=1, 1,3,3 

M=2 
M=1 

e SP AN LOADING IS STA TIC LOAD eONDITION 1 
22, 4,5 G=1,1,3,3 M=7 NSL=1 
24, 10,11 G=1, 1,3,3 M=6 NSL=1 
26,16,17 G=2,1,3,3 M=5 NSL=1 
29, 5,6 G=1, 1,3,3 M=7 NSL=1 
31,11,12 G=1,1,3,3 M=6 NSL=1 
33,17,18 G=2,1,3,3 M=5 NSL=1 

LOADS :LATERAL (Y) JOINT LOADS AS LOAD eONDITION 2 
22 F=0,20 L=2 
19 F=0,15 
16 F=O, 12.5 
13 F=0,10 
10 F=0,7.5 
7 F=0,5 
4 F=0,2.5 

SPEe : SEISMie RESPONSE SPEeTRUM IN LATERAL (Y) DIREeTION 
A=O S=386.4 D=.05 : ANGLE, SeALE, DAMPING 
e PERIOD DIREeTION 1 DIREeTION 2 Z-DIREeTION 
e AeeELERATION AeCELERATION AeeELERATION 

.0769 0.0 .505311 0.0 

. 0795 0.0 .519598 0.0 

.08 0.0 .520045 0.0 
.. 0833 0.0 .518093 0.0 
.0870 0.0 .493366 0.0 
.0909 0.0 .477599 0.0 
.0951 0.0 .527825 0.0 
.0952 0.0 .530631 0.0 
.1000 00 .581609 0.0 
.1053 0.0 .564412 0.0 
. 11 1 1 0.0 .523663 0.0 
.1176 0.0 .572438 0.0 
.1190 0.0 .588211 0.0 
.1250 0.0 .627807 0.0 
.1333 0.0 .665413 0.0 
.1429 0.0 .636531 0.0 
.1538 0.0 .905796 0.0 
.1602 0.0 .804605 0.0 
.1667 0.0 .787220 0.0 
.1818 0.0 .943909 0.0 
.2000 0.0 1.005620 0.0 
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.2222 

.2420 

.2500 

.2857 

.3333 

.4000 

.4313 

.5000 

.6667 
1.0000 
1.2730 
2.0000 

COMBO 
1 C=1 
2 C=O,l 
3 C=O,O D=1 
4 C=1,1 

0.0 .746135 0.0 
0.0 .704753 0.0 
0.0 .798052 0.0 
0.0 .. 718264 0.0 
0.0 .880624 0.0 
0.0 .882996 0.0 
0.0 .921167 0.0 
0.0 1.046620 0.0 
0.0 .641750 0.0 
0.0 .482251 0.0 
0.0 .258617 0.0 
0.0 .160189 0.0 

:STATIC SPANLOADS ONLY 
:STA TIC LATERAL LOADS ONL Y 

:DYNAMIC LOAD S ONL Y 
:STATIC LOADS CO.MBINED 

5 C=l O D=l , :ST ATIC SP AN LOAD S COMBINED WITH DYNAMIC LOAD S 
6 C=!,O D=-1 :STA TIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMIC L 

SELECT 
NT=1 ID=l,22,3 SW=l :OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE 
NT=2 ID=l,3, 1 :OUTPUT REACTIONS AT BASE 
NT=3 ID=1,22,3 :OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN LINE 

----- ~NT=5 fu=I, 15, 7. ·--:ouTPUTFORCEs-IN B:A.SE·co.tUMNs-----
NT=5 10=22,29,7 :OUTPUT FORCES INFIRST STORYBEAMS 

o 
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BUILDING 

~' 
19 9 

14 z/ ~ 
4 3 ¡Y 

8 
18~ 7 

l 19. 41 
13~ 

1 

f 
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... 

BUILDING - EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUILDING 
SYSTEM 
V=6 :SIX MODES USED IN ANAL YSIS 
RESTRAINTS 
1, 6,1 R=l,l,l,l,l,l :FIXBASE 
7,18,1 R=l,1,0,0,0,1 :FIXDOF ASSIGNEDTOMASTERJOINT 
19,20,1 R=O,O,l,l, 1,0 :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED 

JOINT 
1 X=25.0 
2 X=O.O 
3 X=O.O 
5 X=50.0 
6 X=50.0 
13 X=25.0 
14 X=O.O 
15 X=O.O 
16 X=25.0 
17 X=50.0 
18 X=50.0 
19 X=25.0 
20 X=25.0 

FRAME 
NM=2 

:TOTHEM 

Y=O.O Z=O.O 
Y=O.O Z= 0.0 
Y=25.0 Z=O.O 
Y=25.0 Z=O.O G=3,5, 1 
Y=O.O Z=O.O 
Y=O.O Z=25.0 G=1, 13,6 

Y=O.O Z=25.0 G=2,14,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=3,15,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6 
Y=O.O Z=25.0 G=6,18,6 
Y=12.5 Z=12.5 
Y=12.5 Z=25.0 

-~-r~A=2:o-~I=0~6667;0.·J667- -E=432000-:BEAMS-
2 A=2.25 1=0.4219,0.4219 E=432000 :COLUMNS 
1, 1, 7 M=2 LP=3,0 MS=0,19 
3,2,8 MS=O,I9 
5,3,9 MS=0,19 
7, 4,10 MS=O,I9 
9,5,11 MS=0,19 
11,6,12 MS=0,19 
2, 7,13 MS=I9,20 
4,8,14 MS=19,20 
6, 9,15 MS=19,20 
8,10,16 MS=19,20 
10,11,17 MS=19,20 
12,12,18 MS=19,20 
13, 7, 8 M=1 LP=2,0 MS=l9,19 
14, 8, 9 LP=3,0 MS=19,19 
15,9,10 LP=2,0 MS=19,19 
16,10,11 LP=2,0 MS=19,19 
17, 11,12 LP=3,0 MS=19, 19 
1 8, 13,14 LP=2, O MS=20,20 
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SHELL- EXAMPLE 18- HEMISPHERICAL SHELL UNDER POINT LOADS 
C 8 X 8 :MESH USED ON QUADRANT 
SYSTEM 
L=1 
JOINTS :USE CYLINDRICAL GENERATION 
1 X=O Y=O Z=10 :EXTRA JOINT 
2 X=O Y=O Z=11 :EXTRA JOINT 
3 X=10.000 Y=O Z=O.OOO A=1,2, 3,8,1,11.25 
12 X= 9.877 Y=O Z=1.564 A=1,2,12,8,1,11.25 
21 X= 9.511 Y=O Z=3.090 A=1,2,21,8,1, 11.25 
30 X= 8.910 Y=O Z=4.540 A=1,2,30,8,1, 11.25 
39 X= 8.090 Y=O Z=5.878 A=1,2,39,8,1, 11.25 
48 X= 7.071 Y=O Z=7.071 A=1,2,48,8, 1,11.25 
57 X= 5.878 Y=O Z=8.090 A=1,2,57,8,1, 11.25 
66 X= 4.540 Y=O Z=8.910 A=1,2,66,8,1,11.25 
75 X= 3.090 Y=O Z=9.511 A=1,2,75,8,1,11.25 

RESTRAINTS 
1 2 1 R=l, !, !, !, !, 1 :FIX EXTRA JOINTS 
3 75 9 R=0,1,0,1,0,1 :SYM:METRY 
11 83 9 R=1,0,0,0,1,1 :SYM:METRY 
7 R=O,O, 1,0,0,0 :SYM:METRICAL Z SUPPORT FOR STABILITY 

SHELL 
NM=1 
1 E=6.825E7 U=.3 
1 JQ=3,4,12,13 M=! TH=.04 G=8,8 

LOAD S 
3 L=J F=l 
JI L=J F=0,-1 

D 
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19, 14,15 
20, 15,16 
21,16,17 
22,17,18 

MAS SES 

LP=3,0 
LP=2,0 
LP=2,0 
LP=3,0 

MS=20,20 
MS=20,20 
MS=20,20 
MS=20,20 

19,20,1 M=3.88,3.88,0,0,0,1011. :MAS SES AT MASTER JOINTS 

SPEC 
S=32.2 A=30 D=O.OS :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BUILDING AXE~ 

o .400 .400 
0.100 .581 .581 
0.125 .628 .628 
0.167 .787 .787 
0.182 .9439 .9439 
0.200 1.0056 1.0056 
0.250 0.7980 0.7980 
0.333 0.8806 0.8806 
0.431 0.9212 0.9212 
0.500 1.0466 1.0466 
0.667 .6418 .6418 
1.000 .4822 .4822 
1.273 .2586 .2586 
2.000 .1602 .1602 
10.00 .0102 .0102 
100.0 .O .O 

o 
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RePLTSHL- EXAMPLE 14 -RECTANGULAR PLA TE USING SHELL ELEMENTS 
e QUARTER PLA TE MODELED US1NG 6 x 6 MESH 
e TIIIS DATA SET MODELS eLAMPED BOUNDARY eONDITIONS 
e PLATEIS2x 10 
SYSTEM 
L=2 
JOINTS 
1 X=O Y=OZ=O 
7 X=S Y=OZ=O 
43 X=O Y=! Z=O 
49 X=5 Y=! Z=O Q=l,7,43,49,1,7 

RESTRAINTS 
1 49 1 R=l,l,O,O,O,l :MEMBRANE DOF RESTRAINED 
1 7 1 R=1,1,1,1,1,1 :eLAMPED EDGE 
1 43 7 R=!,l,l,l,l,l :eLAMPED EDGE 
7 49 7 R=l,l,O,O,l,l :SYMMETRY 
43 49 l R=l,l,O,l,O,l :SYMMETRY 

SHELL 
NM= 1 Z=O,l :UNIFORM LOAD !S LOAD eONDITION 2 APPLIED IN Z - DIRECTION 
1 E=l.7472E7 U=.3 W=l 
1 JQ=l,2,8,9 ETYPE=2 M=! TH=.OOOI G=6,6 

LOAD S 
49 L=l F=O,O,IE-4 :CONeENTRATED LOAD !S LOAD eONDITION 1 

o 

r 
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ANALISIS MATRICIAL DE MARCOS PLANOS FORMADOS POR BARRAS PRISMATICAS 
DE EJE RECTO CONSIDERANDO DEFORMACIONES POR FLEXION CORTANTE Y AXIAL 

ING. FERNANDO MONROY MIRANDA. 

1.1 Introducción 

Considérese la siguiente estructura formada por barras en donde sus nudos pueden 
tener 3 posibilidades de desplazamiento ( en x en y y en giro alrededor de z) Fig. 1.1 

dx 
y 

dy 

X 

z 

Fig. 1.1 Estructura plana 

Con objeto de referenciar a los nudos que forman parte de la estructura se define un 
sistema global de coordenadas con origen arbitrario (sistema cartesiano) Fig. 1.2 

Fig. 1.2 Sistema global de referencia 
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Las barras que componen a la estructura en general estarán dispuestas de tal manera 
que su eje longitudinal tendrá una cierta inclinación con respecto al eje x global, con el fin de 
referenciar a los resultados del análisis respectivamente a cada una de las barras se define un 
sistema de coordenadas local para cada barra que queda definido de la siguiente manera: 
Fig. 1.3 

A, B nudos 
extremos de la barra 
(incidencias). 

La barra se ha 
orientado de A a B 

B 

A 
A 

'o; y' 

Fig. 1.3 Sistema local de referencia 

El eje x' está contenido en el eje centroidal y principal de la barra de que se trate y su 
sentido quedará definido por las incidencias (nudos extremos de la barra). 

El eje y' será perpendicular al x' y su sentido será tal que abatiendo x' sobre y' se 
forme un sistema derecho, lo anterior da como resultado el sentido del eje z' , de donde se 
observa que el eje z' es paralelo al eje Z global. 

Por ejemplo la estructura de la Figura 1.1, el sistema local de cada barra puede 
quedar de la siguiente manera; Fig. 1.4 

<, 

-"' 
<..- ----------- --' 

><.. 
-:-

'<.. 
'---- -------- --)-

Fig. 1.4 Sistema local para las barras de una estructura en particular 
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1.2 Vectores y m~trices estructurales. 

1.2.1 Vector de fuerzas en las barras. 

Uno de los objetivos del análisis estructural es la obtención de elementos mecánicos 
en las barras es decir el momento flexionante, la fuerza cortante y la fuerza axial en los 
extremos de cada una de las barras esos elementos mecánicos se pueden agrupar dando 
como resultado los vectores : 

Fig. 1.5 

y'~ 
i 

Sistema local 

Mz's M'' e r Fy, ) Fy', ) 

.,-------,--.,-....,--------'>> 1. ___ -;. ....................... , x' 
A LiJ B 

Fx' 
A 

Fy' 
A 

Mz·A 

Fx' 8 

Fx' 8 

Fy' 8 

Mz-8 

Fx'A, Fx'8 = Fuerza axial en los extremos A y B de la barra. 

Fy'A, Fy'8 = Fuerza cortante en los extremos A y B de la barra. 

Mz'A· Mz'8 =Momento flexionante en los extremos A y B de la barra. 

{ F'A} y { F'B} son fuerzas y momentos de nudo sobre barra. 

Fig. 1.5 Elementos mecánicos en los extremos de las barras. 



Las fuerzas en las barras están referenciadas al sistema local de la barra en cuestión. 

1.2.2 Vector de desplazamientos de los extremos de las barras. 

Las fuerzas {F'A} y {F'B} de las barras producen desplazamientos de los extremos de 
las mismas referenciados al igual que las fuerzas al sistema local de la barra, en general los 
extremos de la barra podrán desplazarse lineal y angularmente, las proyecciones de esos 

. des'plazaminetos sobre el eje local de la barra se pueden agrupar dando como resultado los 
vectores {d'A} y {d'B} respectivamente. Fig. 1.6. 

{ d' e}= 

dx's 

dy'e 

Qlz·e 

Donde {d'A} y {d'B} son los vectores cuyas componenetes son los desplazamientos de 
los extremos de la barra referidos al sistema local de la misma. 

Fig. 1.6 Desplazamientos de los extremos de la barra referenciados al sistema local 
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1.2.3 Matriz de .r:igidez de una barra. 

Las fuerzas en los extremos de las barras están relacionados con los desplazamientos 
de esos extremos, suponiendo que la barra tiene un comportamiento elástico-lineal el cual 
puede ser representado matemáticamente por la ley de Hooke se tendrá: 

[

{F'A} } -------· = 
{F'a} [ 

[K'AA] i [K'Aa] J 
----------1 --------· 
[K'aAl ! [K'aal 

o bien 

{F'} = [K'] {d'} 

donde [k'] es la matriz de rigidez de la barracon respecto a ejes locales. 

Puede verse que por columnas [k'] significa las fuerzas que hay que aplicar para 
producir desplazamientos unitarios de Jos extremos de las barras, de lo anterior se obtiene 
que: 

EA O o 
L 

························· ------~----------- ................ . 

o 
·········-···· 

o 

_EA 
L 

o 

o 

12 El 6 El 
L3 (1 +4c) L 2 (~ :'::<lC:)i, 

. . 
6 El i4 El (1+C) 1 

~2 (1 :':<l!::L L (~ :':".11::2.. ~ 

o o 

-12 El -6 El 
L3 (1 +4c) . L3 (1 +4c) 

......... ·············· ... 

12 El • 2 El (1-2c) 
L2 (1 +4c). L (1+4c) 

-EA -L- o o 
····•·· 

o -12 El -6 El 
L3 (1 +4c) L2 (1 +4c) 

········ ··········-· .. 

O -6 El '2 El (1-2c) 
L2 (1+4c) L (1+4c) 

EA 
L 

o 

o 

······------,--- ........ ···•!- --- ··········-·············· 

o o 

12 El -6 El 
. ~(1+".1¡::) ¡_2 (1+4c) 

-6 El 4EI(1+C 
L2 (1 +4c) L (1 +4c) 



donde: 

E = módulo de elasticidad del material 

A = área trasversal de la barra 

L = longitud de la barra 

1 = momento de inercia centroidal y principal de la sección con respecto al eje de 
flexión. 

e= g (I+V) _1_ 
Ac L' 

r = relación de Ppoisson del material . 

Ac = área de cortante 

1.2.4 Matriz de transformación de coordenadas. 

Las rigideces obtenidas en el inciso anterior estan referenciadas al sistema local de 
cada barra, sin embargo para la solución de la estructura habrá de referenciar todos los 
elementos (fuerzas) con respecto a un sólo sistema, el global, esa transformación puede 
realizarse matricialmente con ayuda de la matriz de transformación [T] la cual puede ser 
obtenida de la siguiente manera: 

y' 

/ Sistema local 

,;.. 

(-) 

Las proyecciones de las fuerzas Fx' y Fy' sobre los ejes x e y (globales) son : 

Fx = Fx'cos e -Fy'sen e 
Fy = Fx'sen e + Fy'cos 8 



rn [ ro•e -sen e 

n "} = sena cose Fy' 

o o M 

{F} = [T] {F'} 

donde [T] = matriz de transformación. 

O bien, si se tienen las fuerzas en el sistema global y se quieren en el local: 

{F'} = [Tf, {F} 

Puede demostrarse que [T] es una matriz ortogonal es decir que: 

[Tf1 = [T{ 

Finalmente 

{F'} = [T]T {F} 

Aplicandola a los desplazamientos 

{d} = [T] {d} 

{d'} = [T]T {d} 

Ahora la matriz de rigidez de cáda barra. 

pero: 

{F'} = [k'] { d) 

{F'} = [Tf 1 {F} 

{d'} = [Tf1 {d} 

Sustituyendo: 

o bien: 

donde: 

[Tf
1 

{F} = [k'] [Tf1 
{d} 

{F} = [T] [k'] [T1
1 

{d} 

[Tf = [T]T 

{F} = [T] [k'] [Tt { d} 

{F} = [k] {d} 

[k] = matriz de rigidez de la barra en el sistema global 

[k] = [T] [k'] [T]T 
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A la matriz que interviene en la ecuación anterior se le denomina matriz de rigidez 
acoplada de la barra y se puede observar que relaciona vectorial y directamente a los 
desplazamientos lineales de los extremos de la barra con las fuerzas en dichos extremos, la 
ecuación 4. 2. 4 también se puede escribir como: 

Ejemplo . Obténgase la matriz de rigidez [K] de la siguiente estructura, considérese 
como dato la matriz acoplada a cada barra. 

G) 2 
k-----~~------~ 

3 4 
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Aplicando la ecuación 4.2.5 a la barra ITJ tenemos 

· .. 
·· ... 

1 

Para la la barra [IJ tenemos 

', . 



Para la barra []] 

Para la barra [iJ 

3 

@ 

············/······.· .. 
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Para la barra ~ 

························. 

-=---{"}=o 
$/#P/ff B 

Por equilibrio de Jos nudos: 

{F1} = {FB}l + {FA}2 + {FB}3 

{F 2} = {F B} 2 + {F B} 4 + {FA} S 

Sustituyendo a {FA} y {F8 } por sus valores correspondientes tenemos: 

{Fd=[kss] {tl1}+[kAA] {"d[kAs] {"2} [kss] {"1} 
1 2 2 3 

{F1} =~kss] + [kAA] + [kss]] {"1} +[kAs] {"2} L 1 2 3 2 

y finalmente tenemos: 

' 12 



A la forma como se encuentra expresada la matriz de rigidez de la armadura, se le conoce 
como expresión topológica, la cual es sólo la descripción de la disposición de los elementos 
que constituyen a la armadura, observese del ejemplo anterior que puede obtenerse una regla 
para la obtención topológica de la matriz de rigidez, conocida como regla de la suma o 
ensamble, la cual es: 

G) ® ® ~ 

[kAA] . 
• 

(kAS]¿ 

[K] 
""s ® =I: 

¿ = 1 

® [ksAl · • [kss] · • 

----\:::------------·---

donde: 

[K] = matriz de rigidez de· la estructura 

[k AA], [kAs] , .... =matrices de rigidez de la barra i 

nB = número de barras 
n 
N = número de nudos 

® 

® 

~------------

Obsérvese que la matriz [K] de rigidez es simétrica y además de que si se enumeran 
adecuadamente los nudos de la armadura existe en la matriz de rigidez una zona a ambos 
extremos de la diagonal principal que se denomina ancho de banda y todos los elementos de 
la matriz [K] que se encuentran fuera de esa zona son nulos, el tamaño de la banda depende 
de como se enumeren los nudos, como puede verse en la forma topológica de la matriz l K] , 
siendo este ancho de banda igual a la máxima diferencia de los nudos extremos de las barras 
que forman a la estructura más uno. 



Por lo tanto si se enumeran los nudos de manera que esa diferencia sea mínima se 
obtendrá un ancho de banda menor que el número total de supercolumnas de la matriz [K] 
(número de nudos libres de la estructura), simbólicamente tenemos: 

ancho 
de 

banda 

ancho de banda 

SIMETRICA 

Supercolumnas 

Aprovechando la simetría de la matriz [K] , podemos lograr un ahorro de memoria si 
el ancho de la banda es menor que el número de supercolumnas de [K] y si sólo 
almacenamos a la banda de dicha matriz, almacenando, en las columnas de un arreglo las 
diagonales de [K] quedando de la siguiente manera: 

ancho de banda 

[K] en banda = 

o 

' .d 

diagonales de la matriz 
[K] original 



El número de columnas de [K] en banda será igual al ancho de banda multiplicado por 
el número de grados de libertad de un nudo libre de la estructura, que en el caso de 
armaduras planas es de dos. 

Un punto importante dentro de la solución de estructuras por computadora es la 
solución de sistemas de ecuaciones lineales, desde el punto de vista matricial esto se logra 
invirtiendo a la matriz de coeficientes del sistema y luego premultiplicarla por el vector de 
termines independientes, sin embargo la inversión de matrices por computadora requiere de 
un número considerable de operaciones, lo cual trae como consecuencia un aumento en el 
tiempo requerido para resolver el problema, por lo anterior esta manera de resolver el sistema 
de ecuaciones se considera ineficiente. 

Existen otros métodos interactivos para resolver sistemas de ecuaciones lineales sin 
embargo algunos de ellos tienen el problema de que su convergencia sea lenta necesitándose 
un gran número de operaciones para obtener la solución además de que no es exacta ya que 
depende del número de interaciones realizadas. 

Un método de solución rápido es el llamado método de Cholesky, el cual puede ser 
aplicado a nuestro problema, sus ventajas con respecto a los otros métodos de solución son: 
la solución obtenida es exacta, se realiza un número menor de operaciones aritméticas para 
obtener la solución en comparación con el requerido por otros métodos .. Además en este 
método se puede considerar el ancho .de banda y sólo trabajar con la matriz en. banda para 
obtener la solución del sistema. 

Método de Cholesky 

Si una matriz [K] cuadrada es simétrica, de orden n x n, se puede descomponer en: 

i 5 
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Donde [ Ll es una matriz triangular inferior con elementos no nulos en la diagonal 
principal y por debajo de ella y nulos todos los que estan por encima de dicha diagonal, [ L] 
es la transpuesta de [ L] siendo esta triangular superior, ambas matrices de orden ?l,x n . 

Sustituyendo 4.4.1. en 3.4.1. tenemos: 

T 
{F} = [ L) [ L ) { d} 

Hagamos: 

T 
{z} = [ L] {tt'} 

Sustituyendo 4.4.3 en 4.4.2 se tiene: 

{F} = [Lj {z} 

Obs-érvese en la ecuación 4.4.4., que como [L] es una matriz triangular inferior, los 
valores del vector auxiliar { z} se pueden obtener despejándolos de dicha ecuación 
empezando por la primera y de arriba hacia abajo y sustituyendo cada valor obtenido en las 
ecuaciones siguientes, es decir se recurre a los valores previamente obtenidos para calcular el 
nuevo elemento; una vez obtenido el vector {Z} se puede proceder a la obtención del vector 
{J } utilizando para ello la ecuación 4.4.3, observese que puede obtenerse el último elemento 
del vector. { rl} para después obtener el penúltimo y a si sucesivamente hasta el primero, 
también se recurre a los valores obtenidos con anterioridad para obtener el nuevo elemento 
del vector{ rl}. 

Por lo tanto para la obtención de los vectores {Z} y {d} es necesario conocer a las 
matrices[ L j y [ L r las cuales pueden ser obtenidas de la siguiente manera: 

De la ecuación 

(K) = (Lj ( L ] 
T 

. e ;.6 



Expresándola en forma explicita tenemos: 

K11 /11 o o o /11 /12 /13 /14 
Simétrica Triangular 

122 123 ( 24 
K21 K22 · 

¡ 21 ¡22 o o o 
= Inferior 

IS1 K32 K33 · /31 ( 32 /33 o o o /33 /34 

~1 K42 K43 K44 · 141 (42 143 144 
Triangular 144. o o o 

Superic;>r 

Desarrollando la multiplicación tenemos: 

Para la primera columna: 

K11 = 111 111 111 = ~ 
~1 = 121 1 11 121 = K21 1 ( 11 

K31 = 131 111 131 = K31 1 111 

K41 = /41 111 141 = K41 1 111 

Para la segunda columna: 

~2 = 121 112 + 122 122 122 = --v K22 - ¡ 21 112 

K32 = 131 112 + 132 122 ¡32 = K32 - 131 112 

22 

K42 = 141 . 112 142 122 (42 = K42 - l 41 ¡ 12 

22 



Para la tercer columna: 

K33 = /31 . /13 + /32 /23 + /33 . /33 

:. /33 = ~ K33 _/31 ./13 - /32 1 23 

K43 = /41 . /13 + 142 /23 + 143 /33 

:. /43 = ~3- /41" /13 -1~2/23 
/33 

Para la cuarta columna: 

Continuando el desarrollo anterior podemos llegar a las siguientes expresiones de 
recurrencia. 

-1 ¿_ 1 ~K¿¿- ¿- 1 
¡ .. = 1¡. - L: 1/;. .. K¿¿- L: 1¿¡. < -

k:1 k:1 

j- 1 

K. ·- ¿ 1¿¡.. 1;.¡ 
¡ .. •¡- k=j para < >j = •¡- 1 .. 

jj 



Las expresiones anteriores nos permiten obtener a las matrices [L] y [L] T 

Expresando ahora en forma explicita a la ecuación 4.4.4 se tiene: 

F1 1 11 o o o z1 

F2 121 1 22 o o z2 

F3 /31 /32 1 33 o z3 

F4 1 41 142 143 1 44 z4 
= 

Efectúando la operación: 

F1 = /11 Z11 z1 = F1j 111 

F2 /21 z1 + /22 z2 ~ = F2 - /21 z1 
= .. 

122 

F3 = /31 z1 + /32 z2 + 133 z3 

Z:¡ F 3 - 131 z1 - /32 z2 = 
/33 

F4 = /41 z1 + 142 z2 + 143 z3 + 144 z4 

z4 
F 4 - /41 z1 - 142 z2 - /43 z3 = 

144 



'Continuando el desarrollo anterior se puede obteber la correspondiente fórmula de 
recurrencia. 

¿- 1 

F· 
¿ 

. zj • - j =1 1,;¡ i>1 z. para 
= • / .. .. 

z. F· 
1 = • para • = • / .. .. 

Por último expresando a la ecuación 4.4.3 en forma explicita se tiene: 

z1 1 11 1 12 1 13 1 14 ¿1 

z2 122 1 23 1 24 ¿2 

z3 /33 134 ¿3 -

= 
z4 143 

¿4 

Desarrollando la multiplicación se puede obtener la fórmula d~ recurrencia para la 
obtención de los elementos del vector {d}' siendo: 

n 

Z· - ¿ 1: .. ,¡. • <j • 
,¡, = != ¿ +1 para t < n 
• / .. .. 

,¡, = Z¿ j / .. para t = ')1, • .. 
La cual como ya se mencionó debe de ser aplicada de abajo hacia arriba. 



El método de Cholesky también puede ser aplicado a matrices simétricas en banda y 
se observa que las matrices [ L J y [ L]T también resultan en banda, además estas matrices 
pueden ser almacenadas en la matriz [K] y los vectores { Z} y {a') en { F} , lo anterior es 
posible debido a la forma en que se procede a la solución del sistema; con ello no se 
incrementa la memoria necesaria para almacenar a estas matrices, resultante adecuado para 
ser utilizado en un programa que requiera sist~mas de ecuaciones lineales desarrollado 
principalmente para microcomputadoras. 



1) Obtener la expresión de [K] para la siguiente estructura. 
1 . 

1 

8 

k-88 1 + k-88 3 + k 
BA 

+kAA2+ k AA4 
o 

kA84 
kAA4+k885+ 

k8A6 kA8 9 . 
[!-k 886 +k AA 9 

[K] = 

k AB6 
kAA6 + 

o o 
k-88 7+ kMB 

k88 9 + 

o kA8 9 o k8810+ 

k AA 11+ 



® 

2). a) Obtener 

b) Obtener 

y 

""" 

[K) 

{d'} 

(O, 6) 

(O, 3) 

30T. m 

( 0,0) 

® 

CD ® 

Sección: 

3m 

'3) 

3m 

( ' o) 

( -2,121 '879) ~§Y~_____Li:u___,.,~ -------------------> X 

20 Ton. l 3 m 

La matriz (K] es : 

!KI= +/e AA 
------- __ 5 _____ - ";i" ---------- -¡------ --· 

88 +~<AA + 
1 2 

+/cAA3 + k884 

cos e sen e· o 
!TI= -sen e cose o 

o o 1 

~ 

25 

E= 141 000 Kg/cm2 

A= 0.1 m2 

-3 
1 = 1.333X 10 m• 



EA 

[/e~] = L 

o 
o 

[Tr 
EA e 

[!e AA J = L 

_EA_s 
L 

o 

-EA 
L 

[ !c'As] = 
o 

o 

o o 
12 EJ -º--EJ._ 

~ L2 

6 EJ 4 EJ 
l_2 L 

12 El S ---º-..EL S 
~ L2 

12 El e --º--ª-e 
~ L2 

--º--ª- A_EL 
L2 L 

EA 2 + 12 Et 2 
-e S 

L 1! 

EA se -12 El es 
L 1! 

- o o 

- 12 El +----º--ª-
tJ L2 

- 6 El 2..-ª_ 
L2 L 

EA es - 12 El se 
L 1! 

EA 2 + 12 El 2 -s e 
L . 1! 

•• 4 

A_EL 
L 



[ T r 
- EA 12 El s -~s --e 

L ¡: L2 

[ ,{AB J = -EAs -12 El e ~e 
L ~ L2 

o --º--ª-- 2...EL 
L2 L 

- EA es + 12 El se 
L ¡: 

' ' ---------------------------------.,..------------------------------------ ...... ------------------
' ' ' ' 
' ' ' ' 

-EA se +12 El es ¡ -~s2 - 12 El e2 ¡ "º-ª-e 
L ¡: ¡L !! ¡ L2 

----------------------------------i--------------------------------------:-------------------

2_EL 
L 

- EA es + 12 El .se 
L ll 

' ' ----------------------------------.--------------------------------------·-------------------

2_EL 
L 



• 

e= 90° sen e= 1 

sen2 e = 1 

[~AA] = [~AA] = m w 

o 
e= 9o 

= 

cos e =o 

cos2 e =o 

0.5926 o -0.8889 

o 33.333 o 

- 0.8889 o 1.7778 

cos e =o 

0.5926 o 0.8889 

o 33.333 o 

0.8889 o 1.7778 

o e =o 

33.333 o o 

o 0.5926 0.8889 

o 0.8889 1.7778 

-3 
X Ex 10 

-3 
X Ex 10 

-3 
X Ex 10 



[ ...:;As]
0 

= ? e= 90° S = 1 s
2 

= 1 
2 

e =O e =o 

0.5926 o -0.8889 

[...:;As]rn = o -33.333 o 

0.8889 o 0.8889 

[ ...:;sA]@J 

T 

= [ kABl~ 

-0.5926 o 0.8889 

[ieA]GJ = o - 33.333 o 

- 0.8889 o 0.8889 

o e =45 

sen e = eos e = 0.7071 

2 2 
sen e eos e = sen e = eos e = 0.5 

16.963 16.37 0.6285 

16.37 16.963 - 0.6285 

0.6285 -0.6285 1.7778 

Apliquemos la regla de la suma para obtener 1 K 1 

-3 
x Ex 10 

-3 
x Ex 10 

-3 
X Ex 10 

•• 



' 

• 

33.9259 o -0.8889 -0.5926 o -0.8889 

o 33.9259 0.8889 o -33.333 o 

[~ss)¡D 
- 0.8889 0.8889 3.5556 0.8889 o 0.8889 

= 
-0.5926 o 0.8889 51.4815 16.37 0.6285 

o - 33.333 o 16.37 84.2222 0.2604 

-0.8889 o 0.8889 0.6285 0.2604 7.112 

El vector de fuerzas externas es: 

17.321 

10 

o 

{ F }= 
o 

o 

-30 

Resolviendo el sistema formado por { F } = ; tenemos: 

0.4254 

0.4657 

1.0725 

{d} = 
- 0.0255 

1 
X -3 

Ex 10 E en Ton 1m2 

0.2026 

-4.3047 

¡¡ Q 
•• o 
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L ( B + A) 
Ll) 

+ (qj2nE) ( 1-v-2v2
) H· ang tan--'= 

HA 

(L + .j L 2 + 8 2
) .j D2+ 112 

B(L+A) 

(3. 20) 

(3.21) 

cuando existe un 111edio estratificado 001110 el de la fig 3.12, formado 
por n estratos de propiedades elAsticas ~ y·v, el asentamiento de la 
superficie se puede calcular utili:undo la ley de ··Hooke para cada 
estrato: 

e • ( 1/E) ( CT - V ( CT + CT ) 1 
z . • J( 7 

(3.22) 

donde u , u y cr son los esfuerzos normales vertical y horizontales 
• • 1 

ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, y e es 
• • 

la deformación unitaria del estrato. La deformación, en unidades de 
longitud, del estrato ostA dada por 

a .. c H (3.23) 
z 

donde H es el espesor del estrato. 

La deformación de la superfice serA la suma de las deformaciones de 
cada estrato. · .. · 

3.6.2 Circulo cargado 

En un circulo de radio R sometido a carga uniforme 
superficie, el asentamionto bajo el centro· está dado por 
1973) 

a • .. 
2 E 

q en su 
(Zeevaert 

(3.24) 

El desplazamiento horizontal de un circulo aometido a una carga 
horizontal Qh está dado por (Richart et al 1970) 

(7 - 8 v) Qh 
a - (3.25) 

11 32 (1 - V) Q 1\ 

El 9iro del circulo oca•ionado por ~ momento M valo (Richart et al 
n7e>} 

e • [ 3 (1 - V) M 1 / 8 G R
3 (3.26) 

en que G = E 1 2 (1 + v) (3 .26) 

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal 
y angular de un cimiento· de planta ciroular. La rigidez lineal 

10 

• 

) 



tres veces el ancho del cimiento, •• conveniente usar la fórmula de 
Frohlich para un cimiento continuo (de longitud infinita) de ancho B 
(Zeevaert 1973) 

(3.30) 

donde M es el momento por unidad de lonqitud.del cimiento (t.mjm). 

12 

• 



3.6 Fórmulas ~deformaciones elAsticoa 

Las deformaciones inatantAneas 
•anera aproximado utilizando 
teoria de la elasticidad. 

en los suelos se pueden ··Alcular a 
las expresiones que prc.,.,,rciona 1 

3.6.1 Deformación vertical de un rectAnqulo cargado 

El asentamiento de la superficie de un 
e isótropo, bajo la esquina de un 
uniformemente repartida q, está 

medio semiinfiniL~, homogéneo 
rectAngulo someL 1.1 0 a carga 
dado por la 'órmula de 

Schleicher (Terzoqhi 1943) 

6 • [q(1-v2 )j(nE)] ( L 1n + B 

' 

donde 

L 

B • ancho del rectángulo 
L ~ longitud del rectángulo 
E = módulo de elasticidad del medio 
v = relación do Poisson del medio 

Si el cimiento es cuadrado, la ec 3.19 se convierte en 

2 q B (1 - va) 1n (1 + /2 ) 
a • --------------------------------

n E. 

n E 

e ) 

( 3. 19) 

(3.19') 

(3.19 11
) 

La rigidez lineal vertical se define como el cociente •le la carga 
vertical concentrada Qv entre el asentamianto vertical que produce 

dicha carga. En un cimianto de planta cuadrada de ancho B, la rigidez 
lineal vertical está dada por 

K • 
V 

0.891 E B 

1 - va (3.19'") 

(En la ec 3 .19"' el asentamiento •• calcula bajo el t:entro del 
c\ladrado. ) 

Cuando el medio elástico tiene un e$peeor H , el oaentami~nto bajo la 
esquina do un rectán9ulo aomotido a oarQa uNiforme q eata dado por la 
fórmula de Steinbrennor (Juároz Badillo y Rico 1980) 

9 ¡¿) 
1 

• 



'l. 1 

vert.i,cal se· define como la carga vertidal entre el asentamie111., que 
produce: 

''-27) 

La rigidez lineal horizontal se defino aomo la carga horizontal ~ntre 
el desplazamiento horizontal qua produaoa 

Qh 32 (1 - v) G R 
= 

7 - 8 V 

La rigidez angular o riqidez a la rotación se 
cociente del momento entre al qiro que produce: 

K • M 1 6 • 8 G R
3 1 3 ( 1 - v) 

r 

3.6.3 Giro de un ractánqulo sometido a momento 

( 1 .28) 

define c .. mo el 

{3.).9) 

El giro de un rectAnqulo sujeto a un momento M (fig 3.13) sm puede 
calcular determinando la carga de tipo trapecial (ecs 3.14 y •.15) o 
trianqular ( ecs 3. 17 y 3. 18) que actúa sobre el terr.,,10 • A 
continuación se divide la carga en un número n de cargas un 1 formes 
(fig 3. 9) y se determinan loa ea fuerzo• nornualea u. , ux y u Y •··m las 
ecs 3,6 a 3.9, a la mitad. de ... cada uno de loa ••trato• del su1 . .,uelo. 
La deformación unitaria de cada eatrato ae obtiene aplicando la ley 
de Hooke (ec 3.22) y la deformación en unidades de 1 .. 11gitud 
utilizando la ec 3.23. Esta operación se realiza bajo los pun1.,8 A y 
B de la fig 3. 9, con lo que se determina, mediante la suma •le las 
deformaciones de cada estrato, la deformación en la superficie, con 
estos resultados se puede calcular el giro del rectángulo sornolido a 
momento. En el ejemplo 6.1 se presenta una aplicación do este 
procedimiento. 

En forma simplificada, •• . puede uaar al siguiente artific 1 o: se 
obtiene el momento de inercia del ractilnqulo I en el 111cmtido 'JUe se 
estA analizando, y se dotermina el radio equivalente a un circ1q 0 que 
tonqa el mismo momento da inercia del rotlt4nc;tulo (Normas de sismo 
U87): 

R • ( 4 I / n ) 114 

Con el radio equivalonto R ae emplea la ec 3. 25 para determi ••ar el 
giro de la cimentación de planta rectanqular. 

El criterio anterior ea vAlido cuando la lonc;titu<1 <1el cimie• 1to •• 
•imilar al ancho del mismo. Para valoras de la lonqitud mayor .. 111 que 

11 J/ 
• 



INTERACCIÓN SUELO-PILOTE 
MÉTODO SIMPLIFICADO 

Agustín Deméneghi Colina 

Ilustraremos el método simplificado de interacción suelo-pilote con el siguiente ejemplo: 

Pilote circular de diámetro = 35 cm, L = 3 m. 
t'c' = 250 kg!cm2 

E = 158000 kg!cm2 

1 = 73 661.76 cm4 

Carga en la cabeza del pilote 3 .4 t . 
Rigidez de la subestructura (contratrabes) K.,.= 702 658.62 t.m/rad. 
En el terreno de cimentación G = 330 t/m2 

En la punta del pilote K.,.= 8.575 t. mirad 
K,.= 298.941 t/m 

SOLUCIÓN 

En la fig 1 se muestra el sistema de cargas sobre el pilote, y en la fig 2 se indican los 
desplazamientos que sufre el pilote. 

La matriz de rigidez del pilote y el vector de cargas de empotramiento sobre el pilote se 
obtienen en forma similar a lo tratado en capítulos anteriores, considerando los tramos del 
pilote como vigas continuas. 

El vector de cargas concentradas está dado por 

3.4 
o 
K..lh 

P' = K.. a. 
o 
K.. 96 

Considerando dos "estratos verticales", el primero de espesor 0.25 m y el segundo de espesor 
0.30 m, y con un Mz = 0.001045 m2/t , se obtiene la matriz de flexibilidades del suelo 

1> 1 = 0.00056007 r 1 + 0.00000042478 r2 +O r3 (a) 

o2 = 0.0000004012 r1 + 0.0011201 r2 + 0.00000004012 r3 {b) 

o3 =O r1 + 0.00000042478 r2 + 0.00056007 r3 (e) 
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Aplicando la ecuación general de equilibrio 

KQ +J:+P'=O 

y las ecs (a), (b) y (e), se obtienen los siguientes resultados 

(ISEPILOT) 

B1 =- 0.0013347 m 
Ó2 = 0.000026597 m 
lh ~ 0.000033870 m 
64 =- 0.0000029552 
e, = - o. ooo25682 
66 = 0.00013503 
r1 =- 2.38304 t/m 
r2 = 0.024577 t/m 
r3 = 0.060472 t/m 

/) 
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Interacción estática suelo-estructura, considerando 
efectos de torsión y acortamiento de barras 

Sta tic soil-structurt ioteractioo, coosideriog torsioo aod compresioo of bars 

A Deméneghi, Profesor del Depanamento de Geotecnia, Facultad de Ingeniería, UNAM 

RESUMEN. Se presenta un procedimiento para el análisis de la interacción estática suelo-estructunt en tres 
dimensiones., considerando el efecto de aconamicnto de barras y de torsión. el cual toma en cuenta toda la estructura y 
todos los estratos del subsuelo. Esta técnica pcnnite además conocer los elementos mecánicos en cualquier nudo de la 
estrucrura. incluyendo desde luego la cstructwa de cimentación. Con el propósito de ilusi.J"BI' el empleo del métcxio, se 
presenta un ejemplo sencillo de aplicación resuello paso a paso. 

l. INTRODUCCIÓN 

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interac. 
ción estática suel~strucrura bastante Utiles la mayoría 
de ellas: sin embargo, aJgooos de estos métodos están 
elaborados para aplicarse únicamente en dos dimensio
nes, de manera que el análisis de una estructura se rc:a .. 
liza en un plano. lo cual hace que se pierda la visua
lización del fenómeno tridimiensional. Se puede inten
tar hacer análisis en dos direcciones onogonales y 
superponer los efectos para representar el fenómeno 
tridimensional. pero aún así el procedimiento es apro-
ximado. y además no es posible conocer los elementos 
mecinicos en las vigas intermedias de la estructura de 
cimentación. Por lo tanto. es necesario desarrollar 
procedimientos que lomen en cuenta el efec10 tridi
mensional en la interacción suelo-estructura. 

·En este artiCulo se presenta un inétodo de interacción 
tridtmensional que toma en cuenta toda la estructura 
(considerando efectos adicionales de acoftamiento de 
barras y de torsión) y todos los estratos de suelo. 

La técnica de interacción que se propone (Deménegh.i 
1983) consiste en considerar las reacciones del terreno 
de cimentación como cargas SObre la estructura. mane
jándon)as como incógnitas. Después se calculan los 
hundimientos del suelo en función de las cargas sobre 
él (estas cargas son iguales en magrurud y de sentido 
contrario a las reacciones, por la tercera ley de 
Nev.1on). Finalmente se establece la compatibilidad de 
deformaciones entre estructura y suelo. lo que eqmvale 
a igualar los desplazamientos entre ambos medios: con 
eslo se resuelve el problema, ya que se obtienen los 
hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estruc
tura. Como previamente se realizó el análisis estruc
tural. es posible determinar ademlll los g::¡ros en los 
nudos de la estructura. Con estos resuhados se pueden 
calcular Jos elementos mecá.niros en 10da la estructura, 
incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2. ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

Emplearemos el metodo de rigideces para llevar a cabo 
el anaJ.isis estructural. En este método. la ecuación 
general de equilibrio de la estructura es: 

~§+ f'+f'=O 

donde K= matriz de rigidez de la estructura 
§=vector de despla2am.icntos 

(1) 

r_r.,. vector de cargas de empotramiento 
f' = vector de cargas concentradas 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de 
empotramiento de la estructura oompleta se obtienen 
mediante la suma de las matrices de rigidez y de los 
vectores de cargas. respectivamente. de todas y cada 
una de las barras que forman la estructura. 

Hallemos la matriz de rigidez y el vector de cargas de 
empotramiento de una barra con apoyos continuos. 
sometida al sistema de cargas mostrado en la fig l. Los 
desplazamientos de la barra se indican en la fig 2a; los 
giros se consideran positivos en sentido antihorario, los 
desplazamiemos vCT1icaJes son positivos si van hacia 
abaJO y los desplazamientos horizontal!:s son positivos 
si van hacia la izquierda (fig 2a). Los momentos son 
positivos en sentido horario, las fuerzas conantes 
venicales son positivas si van hacia arriba y los fuerzas 
conantes horirontales son positivas si van hacia la 
derecha (fig 2b). Dando a la barra los desplazamientos 
indicados en la fig 2a aparecen en dicha barra los 
elementos mecinicos dados por la siguiente ecuación: 

(2) 

donde 
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La matriz de rigidez K.' de la barra se muestra en la 
tabla l. El vector de cargas de empotramiento vale 

wL1 /12 • (ll/192)L1 r, • (S/192)L1 r, 
• wL' /12 + (5/192)L1 r, + (ll/192)L1 r, 
• wL /2 + (13/32) L r, + (3/32) Lr, 
• wL/2+ (3/32) L r, + (13/32) Lr, 

(f.,')'= o 
o 
o 
o 

(l) 

Veamos a continuación la detCTUlinación de la matriz 
de rigidez y del vector de cargas de empotramiento 
para una estrucrura tridimensional. formada por marcos 
planos onogonales entre sí, en los que en cada marro 
pueden existir barras inclinadas. 

En las barras inclinadas de las figs 3 y 4, los despla
zamientos del sistema local están relacionados con los 
desplazamientos del sistema global mediante las si
guientes expresiones 

00 =0,cos~-O.sen~ (4) e, = o, cos ~ • o, sen ~ (5) 
O.' ~O. cosa ·S. sen a (6) 
1i.' ~ ó, cos a • O. sen a (7) 
S.' ~ O. sen a + 0.. cos a (8) · 
& ' = ó, sen a + O. cos a (9) 
o.·= OP cosa sen f1 +o. cosacos~ (10) 
o.-~ o,cosasen~+O,cosacosp (11) 

En el sistema global 

en que la matriz Kna está dada en la tabla 2. 

En tma barra inclinada sometida a carga unifonne M' en 
el ststema local x ·-: · . el vector ~' en el sistema 
global \'ale 

r.n'= 

(wL 1/12) cos ~ 
• (wL2/12) cos p 
• (wU2) cosa 
• (wU2) cosa 
(wL/2) sen a 
(wU2) sen a 

· (wL2/12) sen fl 
(wL1/12) sen p 

(13) 

IZD 

La matriz K, de la tabla 2 proporciona la matriz de 
rigidez de la barra inclinada m , para el sistema 
coordenado general x-y-: . La ec 13 proporciona el 
vector de cargas de empotramiento de la barra 
inclinada m, para el sistema coordenado g<!leTlll x-y-:. 

La secuencia de cálculo es la siguiente: primero se 
emplean las ecs 12 )' 13 para hallar la matriz de rigidez 
y el vector de cargas de empotramiento de cada una de 
las barras en el sistana global. Como mencionamos 
antes. la matriz de rigideces de la cs1ructura completa 
se halla mediante la suma de las matrices de rigidez de 
todas y cada una de las barras que forman la estructura. 
El vector de c:ar~ de empotramiento de la estructw'B 
completa es igual a la suma de los vectores de carga de 
todas y cada una de las barras de la estructura. 
Sustiruyrndo en la ec 1 se obtiene la ecuación matricial 
de equilibrio de toda la estructura. La deterniinación 
de los elementos mecánicos en la barra m requiere de 
la previa determinación de sus desplazamientos en el 
sistema local. con el emplea de las ecs 4 a 11. A 
continuación. los elementos mecánicos en la barra m se 
hallan con la ec 2: 

(2) 

donde Km' y flm ')e están dados en la tabla 1 y en la ce 
3, respectivamemc. 

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMEN· 
TACIÓN 

Las cargas que transmite la estructura al terreno de 
cimentación son iguales en magnitud ~· de sentido 
contrario a las reacciones del suelo sobre la cstrucrura. 
por la tercera ley de Ncwton. Calculemos los 
asentamientos del terreno en función de estas cargas~ 
consideremos una reacción Tk actuando en la superficie 
(fig S); la presión vertical vale h dk 1 8.k • donde dk y 8t 

son la longitud y el área en las que acnia la carga. 
respectivamente. La dc:fonnación del estrato de espesor 
H, . debida a la carga r, vale 

Pero 

donde L1k es el valor de influencia. el cual está dado 
por el esfuerzo normal vertical en el punto ij , 
producido por una presión unitaria actuando en el Brea 
a,(Zeevaertl973). 

ED1 es el módulo lineal de deformación. el cuaJ se 
define como el cociente del esfuerzo normal vertical 
entre la deformación unitaria vc:nical que produce. En 
consecuencia 



La defonnación del estralo, debida a !odas las cargas 
vale 

"' 6,¡= (IIE,;¡) H, l: l,t r.dt/ Bt 
k-1 

donde n, = nlnnero total de cargas rt 

El asentamiento bajo el plDlto i vale 

"' "' O,=l:(IIE,.) H, l: I¡¡or,d,/Bt ( 14) 
rl k-1 

donde f1c = número totaJ de estratos 

En la ec 14 los hundimientos del terreno quedan en 
fimción de las ~ rk • 

4. COMP A T!Bll.JDAD DE DEFORMACIONES 

En eSia e1apa se eslableee la compalibilidad de 
deformaciones entre estructura y suelo de cimentación. 
lo que equivale a ronsiderar que tanlo los 
desplaz.amienlos de la esrrucrura como los del lerreno 
son iguales, es decir. que el suelo no se despega de la 
estructura Analíticamente esto se alcanza swtituycndo 
los valores dados por la ce 14 en la ec l. De es1a 
manera desaparecen como incógnitas los despla
zamientos lineales y quedan únicamente como 
incógnüas los giros en los nudos y las reacciones del 
terreno. Es fácil ver que el número de ecuaciones es el 
mismo que el de incógnitas, por· lo que se puede 
resolver el sistema y despejar los giros y las 
reacciones. Empleando la ec. 14 , ya conocidas l.as 
reacciones, se pueden determinar tambien los 
hundimienlos dellerreno de apoyo. 

5. EJEMPLO 

Presentamos en este inciso un ejemplo sencillo 
resuelto paso a paso, con el propósito de que el lector 
visualice las etapas requeridas para el anáJisis de 
interacción. 

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos 
del leneno. para la estructura mostrada en la fig 6, 
cuya cimeruación es a base de una losa rorrida.. Se 
piden también los elementos mecamros. La 
estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestran en 
la fig 7. Despreciar efectos de aconamiento de barras. 

a) Anáhsis estructural 
Pnmcrarnente numeramos las barras y los grados de 
libertad de la estriucrura. como se indica en la fig 8. 

12 1 

Como iluslración presen1amos a ronlinuación los de 
las barras 1 y 7, para el siSiema global: 

Barra 
1 
7 

o, o, 
Ooo 011 
Sao 916 

ó, 
5, 
¡¡, 

o. 
O u 
Ooo 

o. 
O u 
o, 

A continuación hallaremos las malrices de rigidez y los 
vectores de empotramiento de las barras l y 7. Las 
demás matrices y vectores se obtienen en forma 
similar. Utilizando la tabla 2 con a = O y p -= O se 
oblienen las malrices l>o y K> que se muestran en las 
tablas 3 y 4, respee1ivarnen1e. La malriz de rigideees 
de !oda la eSifucrura es la suma de las mBiriees de 
rigidez de !odas y cada tma de las barras de la 
eSiruCiura (el ran~o de cada malriz se loma de 27 por 
27). A manera de ejemplo, en la labia S se presenla la 
matriz de rigideces de la csrrucrura para los primeros S 
grados de 1ibenad. 

Determinemos a continuación los Vectores de cargas de 
empotramiento de las barras 1 y 7. Aplicando la ec 3: 

GL 
1.233. I.OS93 ro· 0.4815 r2 10 

• 1.233 + 0.4815 ro+ 1.0593 r2 12 
f'o = ·1.72 + 1.747 ro+ 0.4031 r, 1 

• 1.72 + 0.4031 ro+ 1.747" 2 
o 11 
o 13 

GL = grado de libenad 
GL 

o 10 
o 16 

f.',= ·1.71+ 1.747r0 +0.4031 r, 1 
• 1.72+0.4031 ro+ 1.747r, 4 
1.233. 1.0593 ro. 0.4815 ,, 11 

• 1.233 + 0.481S ro+ l.OS93 ,, 17 

Como ejemplo presentamos a continuación el vector de 
cargas de empotramienlo de la esrrue1ura para los 
primeros S grados de libonad: 

. 3.44 + 3.494 ro+ 0.4031 r, + 0.4031 ,, 
-6.88+0.4031 ro+ S.241 r¡+ 0.4031 r¡ +ll.4031 r, 

• 3.44 + 0.4031 ,, + 3.494 r, + 0.4031 r, 
f' = -6.88+{).4031 ro +S.241r, +ll.4031 r, +ll.4031n 

· 13. 76+0.4031 r,+0.4031 r o+6.988rr+0.403lr6 

+{).4031 ro 

El vec10r de cargas concentradas. para los primeros 
cinco grados de libenad. está dado por 

J8 
1 
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1 
GL 

• 9.6 

o 2 
r_c = • 9.6 3 

o 4 
o S 

Sustiruyendo valores en la ce J y tomando en cuenta 
que por simetria 

r1 =fl = r1= f9 

01o"" 011 = -O.,=Ou =O~ =...Ov = ..026=-0n 

en= e,.=~,.=~, 

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que 
respresenta el equibilibrio de cortantes o de momentos 
en el grado de libertad correspondiente): 

Grado de libertad 1: 
713.14 s,. 773.14 S,. 1662.24 o,. + 3.494 ,, 

+ 0.8062 '' • 3.44 -9.6 =O (a) 

Grado de libertad 2 
• 773.14 s, + 8S9.767 s,. 86.62 s, + 1662.24 e,. 
-186.23 O u+ 0.8062 r, + 5.241 r, + 0.4031 r,. 6.88 =O 

(b) 

Grado de libertad S 
-346.48 s, + 346.48 s, + 744.92 e, + 1.6124" 

+ 6.988 r, • 13.76 =O (e) 

Grado de libertad 10 
-831.12 s, + 831.12 s, + 2692.76 a, -310.23 e, 

• 1.0593 r,. 0.4815 r, + 1.233 =o (d) 

Grado de libertad 13 
• 186.23 ¡;., + 186.23 S,· 620.46 0 10 + 1154.32 Bu 

• 1.0593 r, • 0.4815 '' + 2.465 =O (e) 

b) Cálculo de las defonnaciones del terreno deo 
cimentación 

Haciendo i = 1 en la ce 14 

2 9 
¡;, = l: (I!E,,,) H, l: I,,, r,d.ia.. (A) 

j·t k=t 

Como se)ndicó en el inciso 3. el valor de influencia L1k 

representa el esfuerzo en el punto ij debido a una 
presión unitaria colocada en d atea k . Calculemos 
como ejemplo un valor de influencia. digamos el Iw . 
En la fig 9 se muestra la planta del Brea S y del punto 
l. Colocamos una presión unitaria en el area 5 y 

IC..Z 

calculamos el esfuern> bajo el punto l. a la mitad del 
estrato l. es decir. a una profundidad de 1.2 m • 
Aplicando la ecuación de Boussinesq, se obtiene un 
esfuern> vertical de 0.002988 . Los demás valores de 
influencia se hallan en forma similar. Sustituyendo 

estos valores en la ce (A): 

s, = 0.0154(2.4) (0.2271(4.3r.V4.6225 
+0.00937S(6.45r,y9.24S+0.0001528(4.3r,y4.6225 
+0.00937S( 6.4 Sr ,y9 .24 5+0.002988( 8.6r1V 18.49 
+o.ooo 1625(6.4 s,.y9 .24 S+o.ooo 1528( ur, Y4 .622S 
+0.000 162S( 6.4 5 ra)/9 .24 S+0.00002824( 4.3r9)14.6225) 
+0.0222(2.0)[0.1139(4.3r1)/4.6225 
+0.04407(6.4Sr,)I9.24S+0.002284(4.3r1V4.6225 
+O. 04407( 6.4 Sr J9.2 4 S+O. 028026(8.6r,Yl 8.49 
+0.00263 8( 6.4 5r6)19 .24 S+0.0022 836( 4.3r, )14 .6225 
+0.002638(6.4S ra)I9.245+0.000SI57(4.3 ro)/4.6225] 

Por simctria 

Sustituyendo valores y haciendo operaciones 

s, = 0.012733 ,, + 0.00338S4 r, + 0.00063012" 
(1) 

En forma aniloga se obtienen S, y S, 

s, = 0.0036877 r, + 0.020326 "+ 0.0021424 ,, (g) 
s, = 0.0028714 ,, + 0.010629 "+ 0.025023 r, (hl 

t) Compatibilidad de deformaciones 
La compatibilidad de de:fonnacioncs enue: la estrucrura 
y el terreno de cimcruación se logra sustituyendo las 
ces (1), (g) y (h) en las ces (a), (b). (e), (d) y (e) , o 
resolviendo el sistema de ecuaciones de la (a) a la (h): 

r, = 3.23S3 Vm "= 1.0817 Vm r, = 1.1488 Vm · 

e .. = o.00376o a,=. o.ooo7646 

ó, = 0.04SS8 m S:= 0.03638 m s, = 0.049S3 m 

Como ilustración hallaremos los elementos meclnic:os 
en las barras 1 y 7. para lo que se aplican las ers 2 y 3, 
y la tabla l. 

Barra 1 
M·,=· 1.403 t·m 
v·, =4.8 t 
1-.r, = -1.404 t·m 

Barra 7 
M·,=· 1.403 t·m 
v·, =4.8 t 
M'•o= 1.404 t·m 

M',.=. 1.697 t·m 
v·, = 1.042t 
M'n = 1.404 t·m 

M'"=· 1.697 t·m 
v·,. = t.o-n 1 

M·"= • 1.404 t·m 
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6. CONCLUSIONES 

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, se 
puede resolVer e\ problema de la interacción estática 
suc1o-esuuaura en W\a cstroctura tridimensional. 
incluyendo aoortamiento de barras ).' momentos de 
torsión, para marcos planos ono~onales, tomando en 
cuenta toda la estructura y todos los estratos del 
subsuelo. 

Uno de los aspeaos importanles es que para aplicar 
esta tCcoica en la pr.ictica profesional. es necesario 
elaborar programas de computadora que resuelvan el 
problema de manera expedita. 

TABLA 1 

1 '2. 3 

7, REFERENCL-\S 

Beau[ait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hacken, 
R M. 1970. Computer merhods of srrucrura/ ana/ysis, 
Prentice-Hall. 

Dcmeneghi, A. 1983, Interacción suei<KStructura, Rev 
lngenieria. Vol Llll. No 4: 80-90 .. 

Zeevaert. L, 1973. Foundarion engineeringfor difficulr 
subsoil conditioru. Van Nostrand Rcinhold. 

MA TRlZ DE RJGIDEZ ¡;' • DE UNA BARRA (SISTEMA LOCAL) 

o· p o· • o.· o; liu' o; e; e• 

4EVL 2EVL - 6EVL' 6EVL' o o o o e . 
• 6EVL1 6EVL2 

p 

2EVL 4EVL o o o o o; 
• 6EVL1 • 6EVL' !2EVL' • 12EVL' o o o o 0.' 
6EVL' 6EVL' - 12EVL' 12EVL' o o o o ¡;; 

o o o o AEJL -AEJL o o 1\,' 
o o o o -AEJL AEJL o o 1\,' 
o o o o o o GLIL -GLIL e; 
o o o o o o - GL/L GLIL e• 

TABLA 2 
MA TRlZ DE RJGIDEZ ¡;. DE UNA BARRA INCLINADA (SISTEMA GLOBAL) 

Sean D = 4El'L M =6EVL' N= 12EV L' Q=AEJL F= GLII.. 
SA =sen a S2A = sen1 a SB =sen~ S2B =sen' ~ 
CA= cosa C2A = c:os: a CB= cos ~ C2B =ros'~ 

e, e, 6, 6, 6,. 6, e. a. 
D c:!9 (O~l C2B -MCB CA MCBCA MCBSA -MCDSA • D CB SB • {D/2) CB SB e, 
+ F S2B - F S2B + FCB SB - F SB CB 

(D~) C2B DClB -MCBCA MCBCA MCBSA ·M CB SA -(!l.~) CB SB • DCB SB e, 
• F S2B ; F S2B · F CD SB ; F CD SB 

·MCACB -M CACB NClA -NClA -N CASA N CASA MCASB MCASB 6, 
+ QS2A -QSlA • Q CASA ·QCASA 

MCACB MCACB -NC2A NC2A N CASA -N CASA ·M CA SB ·MCASB 6, 
-QS2A + QS2A ·QCASA + QCASA 

MSACB MSACD -N CASA N CASA NS2A -NS2A -M SA SD ·M SA SB 6,. 
+ QCASA -QCASA •QC2A ·QC2A 

-M SACB -M SACB N CASA ·N CASA ·NS2A NS2A MSASB MSASB 6, 
-QCASA • QCASA ·Q ClA "QClA 

-D CB SB .(D.~l CB SB MCASB • MCASB -M SASB MSASB DS2B (012) SlB e, 
• F CB SB • F CB SB + F c::!B • F C2B 

-iD'! CB SB • D CB SR MCASB -MCASB -M SASB MSASB (D!2)S2B DS2B e. 
· F CB SB + F CB SB • FC2B + FC2B 

'· 

"l /'j 

/ //' 
e---- ._ 
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TADL\3 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE L\ BARRA 1, ¡;, 

e" o., ¡;. ¡;, a .. O u 

2382.530 1191.265 -831.115 831.115 o o a .. 
1191.265 2382.530 • 83l.IIS 831.115 o o a,~ 

-831.115 -831.115 386.565 • 386.565 o o ¡;, 
831.115 831.115 • 386.565 386.565 o o ¡¡, 

o o o o 310.08 -310.08 e .. 
o o o o • 310.08 310.08 o., 

TADLA4 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7, :¡;, 

o., e .. ¡;, ¡;, e .. e., 

310.08 • 310.08 o o o o e., 
-310.08 310.08 o o o o e .. 

o o 386.56l • 386.565 831.115 831.115 ¡;, 
o o • 386.565 386.565 -831.115 • 831.115 ¡;, 
o o 831.115 -831.115 2382.530 1191.265 e u 
o o 831.115 -831.115 1191.265 2382.530 e., 

TADL\5 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA K. PARA LOS PRIMEROS CINCO GRADOS DE LIDERTAD. 
SISTEMA GLOBAL 

¡;, o, ¡;, 

773.130 • 386.565 o 
• 386.565 859.750 • 386.565 

o • 386.565 773.130 
• 386.565 o o 

Q. -86.619 .o 

L 

• 

] ITJTIJTTfDI· 
,. L/2 

CEO~ETRÍA Y CARGAS 

BARRA DE CIMENTACIÓN 
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lt.:..7 
EJEMPLO DE INTERACCióN ESTÁTICA SUELO-ESTRUCTURA 

Agus~ih Oeméneghi Colina• 

Determinar los desplazamientos y los elementos mecánicos en los nudos 
de la estructura de la fig l. Las propiedades son: 

Estructura E - 1,130,000 t/m
2 

I = 0.05163 m" 
Terreno de cimentación Estrato 1 M 

EstratQ 2 M 

= 
z 

= 
= 

O. 002 m
2 
/t 
2 0.0018 m /t 

Hágase la hipótesis de que la estructura se puede considerar continua 
en sus extremos, con un momento flexionante en ellos que tienda a 
cero. 

Solución 

a) Análisis estructural 

El sistema de cargas sobre la estructura se muestra en la fig 2. La 
numeracion de barras y grados de libertad en la fig 3. Se desprecian 
efectos de acortamiento de barras y de torsión. 

La matriz de rigidez de la barra 1 vale lec 21 

e e ó .. " 1 

58341.9 29170.95 -21878.21 

K 29170.95 58341.9 -21878.21 = -. -21878.21 -21878.21 10939.1 

21878.2 21878.2 -10939.1 

La matriz de rigidez de la barra 2 vale (ec 2J 

e e ó 
" e; 2 

58341.9 29170.95 -21878.21 

¡; 29170.95 58341.9 -21878.21 
= 

-21878.21 -21878.21 10939.1 

21878.2 21878.2 -10939.1 

ó 
2 

21878.21 

21878.21 

-10939.1 

10939.1 

ó 
9 

:;:1878.21 

21878.21 

-10939.1 

10939.1 

El vector de cargas de empotramiento de la barra 1 vale (ec 4) 

e .. 
e 

"' ó 
1 

ó 
2 

e 
Ci 

ó 
2 

ó 
S 

• Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingeniería 
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1-
4.9333 - 0.91667 r - 0.41667 r 

1 2 

4.9333~-+ 0.41667 r
1 

+ 0.91667 ¡·
2 

L~ 
7.4 + 0.37~ r + 1.625 r 

1 2 

7.4 + 1.625 r
1 

+ 0.375 r
2 

e 
4 

e 
!:i 

ó 
1 

ó 
2 

J'Z1 

El vector de cargas de empotramiento de la barra 2 vale (ec 4) 

4.9333 ~ 0.91667 r - 0.41667 r e 
2 9 !:i 

- 4.9333 + 0.41667 r + 0.91667 r e 
p" 2 a ó 

= 7.4 0.375 1.625 ó -z + r + r 
2 3 2 

- 7.4 + 1.625 r + 0.375 r ó 
2 .3 1 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de la 
estructura estAn dados por suma de las matrices y vectores de las 
barras 1 y 2, respectivamente. No se considera el grado de liberta~ 5 
<e 1 porque por simetría es igual a cero. 

" 
<5 <5 <5 e e 

1 2 • 4 ó 

10939.1 -10939:1 o -21878.2 o ó 
1 

-10939.1 21878.2 -10939.1 21878.2 -21878.2 ó 
2 

K = o -10939.1 10939.1 o 21878.2 ó 
3 

-21878.2 21878.2 o 58341.9 o e • o -21878.2 21878.2 o 58341.9 e 
d 

1 -7.4 + 1.625 r + 0.375 r l ó 
1 . 2 1 

-14.8 + 0.375 r + 3.25 r + 0.375 r ó 
1 2 3 2 

E" = -7.4 + 1.625 r + 0.375 r· -" 

l 
2 • 

J 
3 

4.9333 - 0.91667 r - 0.41667 r e 
1 2 .. 

-4.9333 + 0.41667 r + 0.91667 r e 
2 S ó 

1 - 35 l ó 
1 

- 50 ó 
2 

E e = 35 }; 

l J " o e ··- .. 
o e 

6 

2 

1. -1 . 
i 



Tomando en cuenta que por simetria 

zando' la ecuación matricial 

A A ..... = - ...... e;: y 

1 7..'1 

utili-

!5. ~ + .E."' + E e = O 

se llega al siguiente sistema de ecuaciones 

10939.1 6, -10939.162 -21878.12 e4 ~1.625 r, +0.375 r2 -7.4 -35 =o 
(á) 

-21878.2 ó +21878.2 ó +.43756.4 e +0.75 r· +3.25 r2 -1'+. 8 -50 = o 
1 2 .. 1 

( b) 

-21878.2 ó +21878 .. 2 ó +S8341. 9 e -0.91667 r -0.41667 r +4 o·--t-::·~ = 1 2 4 1 2 . ----

(e) 

b) Hundimientos del terreno 

Se emplea la ec S 

•• ... 
• r 

Ó. = !'.' ·+ [ 11 H .. r Iijk rk dk / a V 

' Ol %, • 'l k 
J = 1 'l k= 1 

(1 

Los valores de influencia I, jk se obtienen aplicando presiones 

unitarias y calculando los esfuerzos producidos por estas presiones 
unitarias. Por ejemplo, el valor I de determina aplicando una 

. 111 

presión unitaria en el área 1 (área de 2 por 2 m2 ) y calculandoc el 
esfuerzo normal vertical ·v= bajo el punto 1, en el primer estrato, a 
la profundidad z = 0.8/2 = 0.4 m. Aplicando la ecuación de Boussinesq 
se halla un e = I = 0.4878 . Los demás valores de influencia se 

%. 111 

obtienen en forma sim-ilar. 

En la tabla 1 se presentan los valores de influencia del terreno de 
cimentación y en la t~bla 2 las magnitudes de los elementos de la 
matriz de flexibilidades del suelo. Tomando en cuenta que por 
simetria ó = ó , r = r se obtienen los hundimientos eS en 

1 9 1 9 

función de las cargas r. 
' 

ó = 0.000817668 r + 0.0000349723 r 
1 1 2 

6
2 

= 0.0000634471 r
1 

+ 0.00163405 r 2 

e) Compatibilidad de deformaciones 

Resolviendo_el sistema de ecuaciones a a e: 

.. ' 

( d) 

(e) 



' 6 = 0~021759 m 
1 

r = 26._129 t/m 
1 

el Elemento~ mecánicos 

ó = 0.020075 m 
2 

r
2 

'i .11.271 t/m 

1 :, f) 

() = 0.001038i 
4 

Como ejemplo, determinaremos los elementos mecánicos-en la barra 1. 
Aplicando las ecs 6 a 9 

M' = O 
4 

M'= 9.717 t.rn 
~ 

f) Expansiones del subsuelo 

.V' = 35 t 
1 

V' = 25 t 
2 

Para estimar el efecto de una expansión del -subsuelo, consideremos 
que los puntos 1 y 3 sufren un levantamiento en campo libre de 2.5 
cm. La ec d queda 

6 =- 0.025 + 0.000817668 r + 0.0000349723 r
2 

(d') 
1 1 

Resoviendo el sistema de ecuaciones a a e (con la ec d' en lugar de 
la ec d), se halla 

"" = 0.0003896 -. 
r = 35:247 t/m • 

.<. = 0.005754 m -2 

r = 2.153 t/m 
2 

e .. = - o.ooo2122 

Hallemos los ~lem~ntos mecánicos en la barra 1, aplicando las ecs 6 a 
9 

1-1' = o .. M' = 46.189 t.m 
5 

V' = 35 t 
l 

V' = 25 t 
2 

Nótese el incremento de la reacción r de 26.129 a 35.247 t/m y la 
1 

dism~nución de la reacción r
2 

de 11.271 a 2.153 t/m. También es 

significativo el incremento del momento flexionante en el ·nudo 5, que 
pasa de 9.717 a 46.189 t.m, con un aumento de 375% 

ISEE11 
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