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CAPiTULO 2. MIEMBROS EN COM PRESION (LA COLUMNA AISLADA) ''" 

2.1 INTRODUCCI6N I 

Las columnas reales no estan casi nunca aisladas, sino ligadas a otros elementos 
estructurales, de manera que su comportamiento depende, en gran parte, del de Ia 
estructura en conjunto; tampoco estan sometidas a compresi6n pura, pues las 
condiciones anteriores no se cumplen, nunca, por completo. Sin embargo, un 
estudio de Ia columna aislada cargada axialmente constituye un antecedents 
necesario para resolver el problema, mucho mas complejo, de Ia columna como 
parte de una estructura, por lo que en todos los c6digos modernos Ia columna 
aislada es Ia base del diseiio de las piezas comprimidas y flexocomprimidas. 
Ademas, si los momentos flexion antes son pequeiios, se ignoran, y Ia pieza se 
dimensiona en compresi6n pura, como suele hacerse al diseiiar los elementos 
comprimidos de las armaduras. 

Para el ingeniero estructural, una columna es un miembro que transmite una fuerza 
de compresi6n de un punto a otro; las excentricidades en Ia aplicaci6n de las cargas 
y los inevitables defectos geometricos, que deben estar dentro de limites admisibles, 
no se incluyen explicitamente en el dimensionamiento, sino se toman en cuenta con 
las formulas de diseiio o con los factores de seguridad asociadas a elias. 

En muchos problemas de diseiio estructural, el equilibria entre las fuerzas interiores 
y exteriores es astable para cualquier valor de las cargas, mientras no haya 
fracturas; pequeiios incrementos en las solicitaciones no ocasionan aumentos 
desproporcionados de las deformaciones, los calculos se basan en Ia forma y 
dimensiones iniciales, y es aplicable el principia de superposici6n de- causas y 
efectos. El diseiio consiste en dimensionar los miembros que componen Ia 
estructura de manera que Ia resistencia de sus secciones transversales no sea 
menor que las acciones factorizadas; si se utilizan metodos elasticos, los esfuerzos 
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maximos no sobrepasaran un cierto valor, generalmente un porcentaje del esfuerzo 
de fluencia. 

No es este el caso cuando el elemento estructural es una columna esbelta; el diserio 
ya no se basa en el calculo de esfuerzos, sino en Ia investigaci6n de su estado de 
equilibria, que puede llegar a ser inestable, para valores quiza reducidos de las 
cargas. La resistencia de una barra comprimida no depende de Ia magnitud de los 
esfuerzos, sino de las condiciones que originan el equilibria inestable, caracterizado 
porque pequerios incrementos de las cargas producen aumentos muy grandes de 
las deformaciones. (EI pandeo puede definirse como Ia perdida repentina y total de 
rigidez de un elemento estructural, o de una estructura completa, que acomparia el 
paso del equilibria estable al inestable; se caracteriza por Ia perdida de resistencia y 
Ia aparicion de fuertes deformaciones, de naturaleza diferente de las que existian 
antes de que se iniciase el fenomeno). 

El estudio de las columnas se inicio hace varios siglos. Los aspectos principales del 
calculo de Ia resistencia de piezas comprimidas aisladas, que se pandean en el 
intervale elastica, fueron resueltos por Euler, en 1744; sin embargo, a pesar de que 
su solucion es correcta cuando las columnas fallan por pandeo, por flexion en un 
plano principal de inercia, bajo esfuerzos de compresion menores que el limite de 
proporcionalidad del material, sus resultados no fueron aceptados de inmediato, 
pues las columnas de aquella epoca, de madera o piedra, eran muy robustas, por lo 
que fallaban por aplastamiento, bajo cargas mucho menores que las predichas por Ia 
teo ria. 

La aparente discrepancia entre los resultados teoricos y los experimentales fue 
aclarada por Lamarle, .en 1845, al establecer el limite de proporcionalidad como 
limite de aplicacion de Ia formula de Euler. 

Engesser, Considere y von Karman extendieron Ia teoria al intervalo inelastico, en 
trabajos realizados a fines del siglo XIX y principios del XX, y los ultimos puntas 
dudosos fueron aclarados por Shanley, en 1947. En Ia actualidad, despues de 250 
alios de estudio, el problema teorico de Ia columna aislada perfecta esta resuelto en 
forma definitiva, pero quedan todavia muchos aspectos por resolver, relativos a 
columnas reales que forman parte de estructuras. 

El empleo de aceros de altas resistencias y de otros materiales, como el aluminio, y 
Ia utilizacion de nuevas formas y sistemas constructivos, han hecho que las 
estructuras modernas sean, en general, esbeltas, por lo que los fenomenos de 
inestabilidad adquieren una enorme importancia que hace aumentar Ia 
trascendencia del problema del pandeo de columnas, que puede considerarse Ia 
base del estudio de todos los casas de inestabilidad. 

..... 
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2.2 USO DE MIEMBROS EN COMPRESION 

Las barras comprimidas axialmente no existen en las estructuras reales; sin 
embargo, se tratan como tales algunas piezas flexocomprimidas en las que Ia flexion 
es poco significativa. 

Entre los elementos que suelen diseliarse como si trabajasen en compresion pura 
estim las cuerdas, diagonales y montantes de armaduras, cuando no hay cargas 
exteriores aplicadas fuera de los nudos (Fig. 1.5); excepto en armaduras muy 
robustas, en las que puede ser significativa, se ignora Ia flexion producida por Ia 
continuidad en los nudos y por el peso propio de los elementos. 

Tam bien se diselian en com presion axial los puntales de contraventeo de techos y 
paredes de bodegas y estructuras industriales (Fig. 1.1) y, a veces, las diagonales 
de los contraventeos verticales de edificios (Fig. 2.1 a}, cuando se unen con el resto 
de Ia estructura de manera que Ia transmision de momentos sea minima. 

a) Diagonales de contrallellteo de 
edificios que trabajan en compresi6n. 

b) Columnas que soportan s6lo cargas 
verticales. 

Fig. 2.1 Miembros en compresi6n. 

Otros casas frecuentes son las plumas de gruas y las torres atirantadas para 
transmision de energia electrica, que suelen hacerse con angulos o tubas (Fig. 1.6); 
ademas de que, en conjunto, trabajan como columnas, muchos de los elementos 
que las forman son piezas comprimidas. Tambien hay barras comprimidas en las 
torres de transmision autosoportadas (Fig. 1.6). 

--- Algunas columnas de edificios se diselian para resistir solo cargas verticales; tienen 
una rigidez mucho menor que Ia del resto, o estan ligadas a Ia estructura con 
uniones que no transmiten momenta; pueden considerarse en compresi6n axial (Fig. 
2.1b). 

Son comunes las columnls que, bajo carg~ vertical, trabajan en compresion pura, 
porque los momentos que les transmiten las vigas se equilibran entre si; sin 
embargo, Ia flexion aparece tan pronto como actuan sabre el edificio fuerzas 
horizontales, de viento o sismo, por lo que esas columnas han de disefiarse, en 
general, como elementos flexocomprimidos. 

l 
I 

'i 
' .l 
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2.3 ELEMENTOS QUE SE EMPLEAN PARA TRABAJAR EN COMPRESION 

La resistencia de una columna de material y condiciones de apoyo definidos 
depende del area de las secciones transversales y de Ia esbeltez, cociente de Ia 
longitud fibre de pandeo entre el radio de giro correspondiente de Ia seccion 
transversal. Son una excepcion las columnas muy cortas, en las que Ia capacidad 
de carga es funcion, solo, del area y de las propiedades del acero. 

En las columnas largas debe alejarse el material de los ejes de flexion para obtener, 
con un area dada, un radio de giro grande; ademas, en general conviene que los 
momentos de inercia que corresponden a los dos posibles ejes de flexion sean 
iguales, o tengan valores cercanos, puesto que el pandeo se presenta en el plano de 
me nor rigidez. T eniendo en cuenta estos aspectos, Ia secci6n transversal ideal serf a 
Ia circular hueca (tubular), de paredes delgadas, recordando que si el grueso se 
reduce demasiado, puede volverse crftico el pandeo local de las paredes. 

Las secciones tubulares tienen el inconveniente de que las conexiones son diffciles 
de realizar, par lo que su uso no era frecuente hasta hace pocos arias; hasta Ia 
fecha, no suelen emplearse para columnas de edificios. Sin embargo, gracias a 
desarrollos recientes en los procedimientos de fabricacion, cortes y soldaduras, yen 
los metodos de diserio, en Ia actualidad se utilizan cada vez mas, tanto en 
estructuras especiales, como las plataformas marftimas para explotacion petrolera, 
como en otras mas comunes, torres de transmisi6n y armaduras para cubiertas, 
muchas veces tridimensionales, en las que se obtienen ventajas adicionales, 
esteticas, de poca resistencia at flujo del agua o el aire, y facilidad para pintarlas y 
mantenerlas limpias. 

En Ia Fig. 2.2 se muestra Ia gran variedad de secciones que se utilizan como 
columnas; no todas tienen las caracterfsticas mencionadas arriba, pero tienen 
alguna otra que las hace adecuadas para usos especfficos. 

L _jL _j 
T [] I 

Angulo Angulo Angulos Te Dos canales 
doble en estrella ."} c~n 

------

J [ II [ 
------ J D 0 
Canales Secci6n H Secciones Tubo 

con celosia en caj6n 

Fig. 2.2 Secciones transversales de miembros comprimidos. 
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Las secciones huecas,l circulares, cuadradas o rectangulares, laminadas o hechas 
con placas soldadas, son muy eficientes, pero dificiles de conectar (Fig. 2.2a); las H, 
de patines de ancho semejante al peralte de Ia seccion, para que el radio de giro 
minimo no sea demasiado pequerio, son las que mas se usan en columnas de 
edificios (Fig. 2.2b ). 

Los angulos se emplean principalmente en armaduras y puntales: sencillos en 
diagonales o montantes con fuerzas pequerias, espalda con espalda, o en cajon, 
para compresiones mayores y para cuerdas, en estrella para puntales de 
contraventeo en techos y paredes (Fig. 2.2c). 

Tambien se utilizan secciones T en· cuerdas de armaduras (Fig. 2.2e), pues se 
facilita Ia union de diagonales y montantes, soldandolos al alma, y una gran variedad 
de secciones compuestas, formadas por dos o mas perfiles unidos entre si con 
soldadura o tornillos; algunas de estas secciones se muestran en Ia Fig. 2.2f . 

. ' 

. ,..,..,i f'• 

\ 
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~ 
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2.4 COMPORTAMIENTO DE BARRAS COMPRIMIDAS 

El comportamiento de las columnas depende, en buena medida, de su esbeltez, es 
decir, de Ia relaci6n entre su longitud y las dimensiones de las secciones 
transversales. Desde este punto de vista pueden clasificarse en cortas, intermedias 
y largas. (Se esta suponiendo, por ahora, que el pandeo local no es critico ). 

Las columnas cortas resisten Ia fuerza que ocasiona su plastificaci6n completa, 
~ = A,FY ; su capacidad de carga no es afectada por ninguna forma de inestabilidad; 

Ia resistencia maxima depende solo del area total, A,, de sus secciones 

transversales, y del esfuerzo de fluencia FY del acero; Ia falla es por aplastamiento. 

El colapso de columnas mas largas se presenta acompafiado por un rapido aumento 
de las deflexiones laterales o torsionales, o por una combinacion de ambas; es una 
falla por inestabilidad. 

. 
La inestabilidad de las columnas largas se lniCJa en el intervale elastico; los 
esfuerzos totales, incluyendo los residuales de compresion, no llegan todavia al 
limite de proporcionalidad, en ningun punto, en el instante en que empieza el 
pandeo. La resistencia maxima es funcion de las rigideces en flexion, Elx y Ely, y 

en torsion, ECa y GJ; no depende del esfuerzo de fluencia del material. 

I 
Las columnas intermedias, las mas comunes en las estructuras, tienen un 
comportamiento mas complejo que las anteriores. Fallan tambien por inestabilidad, 
pero su rigidez es suficiente para posponer Ia iniciacion del fen6meno hasta que 
parte del material que las compone esta plastificado; Ia falla es por inestabilidad 
inelastica. La resistencia depende tanto de Ia rigidez del miembro como del esfuerzo 
de fluencia del material, asi como de Ia forma y dimensiones de sus secciones 
transversales y de Ia magnitud y distribuci6n de los esfuerzos residuales. 

I 
2.4.1 Comportamiento de columnas de diferentes longitudes que fallan por 

pandeo por flexion 

El comportamiento de las columnas se describe con las curvas fuerza axial­
deformaci6n longitudinal y fuerza axial-deflexi6n lateral (Ref. 2.1 ). El 
comportamiento y las curvas correspondientes, que se muestran esquematicamente 
en Ia Fig. 2.3, varian cuando cambia Ia longitud de Ia columna. (Las curvas son para 
pandeo por flexion en uno de los pianos principales; Ia discusion que sigue esta 
limitada a ese caso ). 

La Fig. 2.3a es de una columna muy corta, en Ia que no hay pandeo, que falla por 
aplastamiento cuando Ia carga alcanza el valor de fluencia Py = A,Fy . (Baja ciertas 
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condiciones el material puede endurecerse por deformaci6n; Ia carga de 
aplastamiento sobrepasa en esos casas a A1FY ). Los desplazamientos laterales de 

los puntas del eje son nulos durante todo el proceso, y Ia curva P- w es Ia grafica 
carga axial-deformaci6n longitudinal de un perfil completo, en Ia que se refleja Ia 
influencia de los esfuerzos residuales y de Ia variaci6n del limite de fluencia en los 
distintos puntas del perfil. 

p 

p 

w 

w 

-- J. 

w 

p 

v 

p 

~M-J-1)~~'·!~, 
PT K---, (II) 

p 

Py 

/ ' 
1
1 Punto de bifurcaci6n 

del equilibria 

v 

(II) 

Punto de bifurcaci6n 
del equilibria 

v 

p 

p 

p 

Fig. 2.3 Comportamiento de columnas de diferentes longitudes. 

(a) 

(b) 

(c) 

Las curvas de Ia Fig. 2.3b corresponden a una columna de longitud intermedia: el 
pandeo se inicia cuando los esfuerzos normales maximos han sobrepasado el limite 
de proporcionalidad, pero antes de que lleguen al punta de fluencia, es decir, en el 
intervalo inelastico. Como se vera mas adelante, el pandeo comienza cuando Ia 
carga alcanza el valor predicho por Ia teoria del modulo tangente, ~ , y Ia columna 

I 

'~ 

j 
I 
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puede soportar un incremento adicional de carga, generalmente pequerio, sin llegar 
a PY. 

Por ultimo, las columnas largas se pandean en el intervalo elastica; el fenomeno 
empieza bajo esfuerzos menores que el limite de proporcionalidad, y Ia carga crftica 
PeE es menor que PY (Fig. 2.3c). Si Ia columna es muy larga, Ia carga critica de 

pandeo puede ser una fraccion reducida de Ia fuerza que ocasionarfa Ia 
plastificacion total. 

Tanto las columnas intermedias como las largas pueden, en teoria, permanecer 
rectas o deformarse lateralmente cuando Ia carga llega al valor crftico; en el primer 
caso los desplazamientos longitudinales w se deben al acortamiento de Ia barra, y 
no hay deflexiones laterales (curvas I, Figs. 2.3b y 2.3c); en el segundo (curvas II), Ia 
columna se deforma lateralmente, lo que ocasiona un rapido aumento de los 
desplazamientos w. La carga de colapso, PM , es muy poco mayor que Ia de 
pandeo. 

En las Figs. 2.3b y 2.3c, para columnas intermedias y largas, se han dibujado con 
linea punteada las curvas carga axial-deflexion que se obtendrfan si hubiese 
imperfecciones iniciales (las curvas trazadas con linea llena describen el 
comportamiento de columnas perfectas ); en ese caso no hay pandeo propiamente 
dicho, sino las deformaciones laterales que existen desde que se inicia el proceso de 
carga, crecen primero lentamente y despues en forma rapida, hasta que se produce 
Ia falla de Ia pieza. 

I 
En Ia Fig. 2.4 se muestran, cualitativamente, las cargas de falla de columnas rectas 
perfectas, que fallan par aplastamiento o par pandeo par flexion, en funcion de sus 
relaciones de esbeltez. 

El tramo AB representa Ia falla por aplastamiento; su amplitud se determina con 
metodos experimentales (para el acero A36, el punta B corresponde a una relaci6n 
L/r de alrededor de 20). 

Las columnas muy cortas pueden resistir cargas mayores que PY pues es posible 

que se endurezcan por deformaci6n antes de fallar (curva BE, Fig. 2.4), pero esa 
sobrerresistencia no se considera nunca en el diseno. 

El tramo CD describe el comportamiento de columnas esbeltas, que se pandean en 
el intervalo elastica; su resistencia se determina con Ia formula de Euler. 

La ordenada del punta C depende, principalmente, de Ia amplitud de los esfuerzos 
residuales existentes en Ia columna. 
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Por ultimo, el tramo 8C representa el comportamiento de columnas intennedias, que 
fallan por pandeo inelastico. 

: 'i 

Py ~~ B /Peri 

I ..... , 

I ' 

Py/2 

I ' 
I '::-... 
I 
-~-------

1 
I 
I 
I 
I 

II 

p 

p 

Ill 

I = Falla por aplastamiento 
II = Falla por pandeo inelastico 

Ill = Falla por pandeo elastico 

Ur 

Fig. 2.4 Relaci6n entre Ia carga de falla y Ia esbeltez de las 
columnas. Pandeo por flexion. 

La determinacion de Ia 6arga critica de pandeo elastica es un problema resuelto, si 
se conocen las condiciones de apoyo de Ia columna; se cuenta con formulas 
"exactas" para determinarla; Ia posicion del punta 8 se conoce tambiem con buena 
precision. 

Los metodos para determinar Ia carga crftica de pandeo inelastico son, en cambio, 
laboriosos y poco precisos; sin embargo, Ia curva que relaciona esas cargas con Ia 
esbeltez de Ia columna tiene que pasar por los puntas 8 y C: el diseno de las 
columnas que fallan por pandeo inelastico se basa en una curva semiempfrica que 
une esos dos puntas; en algunos casas se utiliza Ia curva mas sencilla, que es Ia 
recta 8C. 

Una de las ecuaciones de Ia ref. 2.2 es Ia de una parabola tangente a Ia hiperbola de 
Euler en el punta C, de ordenada P> /2, que proporciona una carga de falla igual a 

PY cuando Ia esbeltez de Ia columna es nula; no aparece el tramo horizontal A8, 

pero Ia curva coincide practicamente con el. 

En Ia ref. 2.3 se emplean ecuaciones analogas, escritas en terminos de esfuerzos 
permisibles en vez de resistencias ultimas. 
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2.5 PANDEO ELASTICO I~ 
2.5.1 Caso general 

Las ecuaciones diferenciales de equilibria de segundo arden de una columna 
prismatica con secciones transversales asimetricas (Fig. 2.5), que se encuentra en 
una configuracion ligeramente deformada lateralmente y retorcida, correspondiente a 
un estado de equilibria indiferente, y en Ia cual los esfuerzos no sobrepasan, en 
ningun punta, ellimite de proporcionalidad del material, son (refs. 2.1, 2.4 y 2.5): 

Elx VIJ' + Pv"- Px0 f/J" = 0 

EIYuiJ' + Pu" + Py0 fjJ" = 0 

ECaf/J 1v- (GJ- P r0
2 }P" + Py0u"- Px0v" = 0 

I 
I 

I 

I 
I 

I 
I 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

I ,···~ r,\.. •' -.,- ... ,-,, •. . ·. \ 

C, centro de gravedad 
T, centro de torsi6n 

I 
___ I 

I 
I 

I 

Fig. 2.5 Desplazamiento de secciones transversales de 
columnas que no tienen ningun eje de simetria. 

P es Ia fuerza de compresion en Ia columna, y los demas simbolos tienen los 
significados siguientes: 

Elx, Ely: rigideces por flexion alrededor de los ejes centroidales y 

principales de las secciones transversales, constantes, de Ia 
columna. 

GJ: rigidez por torsion de Saint Venant. 
ECa: rigidez a Ia torsion por alabeo. 

u , v: desplazamientos del centro de torsion de las secciones 
transversales, paralelos a los ejes centroidales y principales x, 

I y (Fig. 2.5). 
fjJ: rotacion alrededor del eje longitudinal z (Fig. 2.5). 
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1 distancia entre los centros de gravedad y de torsi6n de Ia 

seccion medidas paralelamente a los ejes correspondientes 
(Fig. 2.5). 

2 2 2 (I I )VA 2 2 2 2 ro = Xo +Yo + X+ y = Xo +Yo + rx + ry 

Ix, Iy, A: momentos centroidales y principales y area de Ia seccion. 

rx , ry: radios de giro respecto a los ejes centroidales y principales. 

radio polar de giro, respecto al centro de torsion. 

E: modulo de elasticidad. 
G : modulo de elasticidad al esfuerzo cortante. 

Todas las derivadas son respecto a z , que se mide a lo largo del eje longitudinal. 

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera, las ecuaciones 2.1 a 2.3 llevan a Ia 
ecuacion caracteristica siguiente, cuyas raices son las cargas criticas de pandeo , · 
elastica (ref. 2.1 ): 

ro
2 (PE -~rxXPE -~ryxpE -~J-y~Pi(PE -~,J-x~Pi(PE -~ry)= 0 (2.4) 

donde: de;: 

1r2EI 
~rx = (K,Lx f : carga critica de Euler para pandeo por 

flexion alrededor de x. (2.5) 

carga critica de Euler para pandeo por 

flexi6n alrededor de y. 

~rz = [t E~; + GJ]~: carga critica de pandeo elastico por 
KtLt ro 

KL: 

I 

torsion (alrededor del eje z ). 
Longitud E!fectiva de Ia columna. 

(2.6) 

(2.7) 

Cada uno de los tres valores de PE que se obtienen al resolver Ia ec. 2.4 es una 

funcion de Pcrx, Pcry y ~rz, to que indica que las columnas con secciones 

transversales asimetricas, no se pandean por flexion o torsion puras; cualquiera de 
los tres modos posibles es por fiHxion y torsion combinadas. El pandeo por 
flexotorsion es una combinacion de tres modos de pandeo, que solo podrian 
presentarse por separado si las condiciones fuesen adecuadas, es decir, si en cada 
caso se impidiesen los otros dos modos. 

Puede demostrarse que Ia menor de las tres cargas criticas obtenidas al resolver Ia 
ec. 2.4, que corresponde a una interaccion de los tres modos de pandeo, y es Ia que 
realmente ocasiona Ia falla de Ia columna, es siempre menor que Ia mas pequeria de 
las cargas criticas individuates ~rx, P.,ry y ~rz. 
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Las columnas con secciones transversales asimetricas son pOco comunes· en las 
estructuras; sin embargo, de Ia soluci6n general obtenida para elias pueden 
deducirse resultados aplicables a las secciones usuales, que tienen uno o dos ejes 
de simetria. 

2.5.2 Secciones con un eje de simetria " 

Son frecuentes en las estructuras fabricadas con perfiles laminados, con placas 
soldadas y en las hechas con perfiles de lamina delgada; entre elias se cuentan las 
canales, las tes, los angulos espalda con espalda, y una gran variedad de secciones 
de lamina delgada (Fig. 2.6). 

I 

--E lll -<-
: ! "' 

Fig. 2.6 Secciones con un eje de simetria. 

I 

,. ~, 

I 
!tt'".,..,. ,.!"!, 

T (Xo.O) c (0,0) X 

'-

--
i Xo 

I 
I 

y 

Fig. 2.7 Secci6n con un eje de simetria. 

Si el eje de simetrfa es el x (Fig. 2.7), Yo = 0, y Ia ecuaci6n caracterfstica se reduce 

a: 
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que puede escribirse en Ia forma: 

(2.8) 

Esta ecuacion tiene tres soluciones; Ia primera, PE = ~ry, corresponde a flexion 

alrededor del eje normal al de simetria, que en este caso es el y, lo que indica que 
una de las formas de pandeo es por flexion, sin que Ia columna se salga del plano 
de simetria, ni se retuerza (este es el problema resuelto por Euler). Si los extremos 
estan articulados, Ia carga critica se calcula con Ia formula de Euler para pandeo por 
flexion alrededor del eje y (Ec. 2.6): 

1r
2 EI p - y 

cry- (KYLYf 
I 

Las otras dos soluciones son las raices de Ia ecuacion de segundo grado que se 
obtiene el igualar a cera Ia expresi6n contenida en el paremtesis rectangular; son dos 
cargas criticas de pandeo por flexotorsion; Ia menor de elias, que es siempre mas 
pequena que Pcrx y Pcrz , pero puede ser mayor o menor que Pcry , se calcula con Ia 

ec. (2.9): 

PFT = 2~ [(~rx ~~rz}-~(~rx +~rzY -4H~rx~rz J 1
" • • ' {2.9) 

donde H=l-(x0 /roY 
flexotorsion. 

y P FT es Ia menor de las cargas criticas de pandeo por 

Una columna con secciones transversales con un solo eje de simetria puede 
pandearse por flexion alrededor del eje normal al de simetria, o por flexotorsi6n, 
flexionandose alrededor del otro eje centroidal y principal, y retorciendose; que sea 
critica una u otra forma de pandeo depende de las dimensiones y forma de las 
secciones transversales y de Ia longitud y condiciones de apoyo de Ia columna. 

EJEMPLO 2.1 Calcule las cargas criticas de pandeo elastica de tres columnas, de 
3.00 m, 6.00 m y 1.50 m de longitud, articuladas en los extremos; las tres 
tienen Ia secci6n transversal que se muestra en Ia Fig. E2.1-1 1

• Suponga, sin 
demostrarlo, que el pandeo local no es critico. 

Propiedades geometricas 

A= (a +2B') = (28.0+2x 10).0 = 48 cm2 

1 Las esquinas de los perfiles hechos con lamina doblada en frio, que constituyen una buena parte de 
las columnas en las que debe revisarse Ia posible falla por pandeo por flexotorsi6n, son siempre 
redondeadas, lo que ha de tenerse en cuenta en el calculo de las propiedades geometricas. En este 
ejemplo se han considerado en angulo recto para simplificar los calculos numericos. 

"I 
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Distancia entre el centro de gravedad y el eje del alma: 
2 x 10 x 4.5 = 48.0.X :. X= 1.88 em 

II· b = 9.5 

I· B' = 10.0 ·I Dimensiones en em. 

Fig. E2.1-1 Secci6n transversal de Ia columna. 

Distancia entre el eje del alma y el centro de torsion: 

m = 3B'z = 3 x 102 = 3.37 em 
6B'+a 6x10+29.0 

Distancia entre los centros de gravedad y torsion: 
X 0 =X +m = 5.25 em 

Momentos de inercia: 
1x283 

Ix = + 2 x 10.0x 14.52 = 6034 em4 

12 [ 3 ] ~-10.0 2 4 
I y = 28.0 X 1.0 X 1.882 + 2 1.0 X---u+ 1 X 1 0.0(4.5 -1.88) = 402.9 em 

No se han incluido los terminos B't 3 /12 y at 3 /12 porque su contribucion es 
siempre muy pequefla en secciones de paredes delgadas. 

Constante de torsion de Saint Venant: 
,,·-, "'· 

t 3 1 03 

J = -(2B' +a)= -·-(2x 10.0+28.0)= 16.0em4 

3 3 

Constante de torsion por alabeo: 

~------------------------------------------
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C = tB'3a 2 3B'+2a = l.Ox10.03 x29.0
2 

3x10.0+2x29.0 = 69,296 cm4 
a 12 6B'+a 12 6x10.0+29.0 

Las expresiones para m, J y Ca se han tornado de Ia ref. 2.2. 

Radios de giro: I rx =~IjA =~6034/48.0 =11.21 em 

rY =~IY/A =.J402.9/48.0 =2.90em 

19 

2 2 2 fx+/Y 5252 02 6034+402.9 1617 2 
ro = Xo +Yo + = . + + = . em 

A 48.0 

H = 1- (x0 /r0Y = 1-5.252 /161.7 = 0.83 

Cargas criticas. Como sus secciones transversales tienen un eje de simetria, 
Ia columna puede pandearse por flexion, alrededor del otro eje, o por 
flexotorsion. 

L=3.0m 

Carga critica de pandeo por flexion (alrededor del eje y). 

i P}ry = 1r2 EIY/(KYLY Y = (4o2.9Jr2 E/(1 x 3ooy po-3 = 90.1 ton 

Ec. 2.6 

Carga critica de pandeo por flexotorsion. 

~rx = tr2 Eix/(KxLJ2 = {6034Jr2 E/(t.Ox 300Y )o-3 = 1349.2 ton 
Ec. 2.5 

~rz =[1r
2

ECa +GJ]_!_=[
69296

1r
2

E +787500xl6.0] 
10

-
3 

=173.8ton 
(KtL}- r0

2 {1 x 300} 16l.7 
Ec. 2.7 

PFI = 2~[{l~:rx +~rz)-~(~rx +PcrzY -4H~rx~ry J 
= 

1 [{1349.2+173.8)-~{1349.2+173.8Y -4x0.83x1349.2x173.8] 
2 X 0.83 

= 169.7 ton 
Ec. 2.9 

Esta fuerza es mayor que Pcry, lo que indica que el pandeo por flexotorsion no 

es critico; Ia columna fa /Ia porpandeo de Euler alrededor del eje y. 

·!} 
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L=6.0m 

~ry = 22.5 ton 

~rx =337.3ton; ~rz =101.9ton; PFT =97.3ton 

Tambif!m en este caso es critico el pandeo por flexion alrededor dey. 

L=1.5 m 

~ry = 360.4 ton 

~rx =5396.8ton; ~rz =461.2Ton; PFT =454.1 ton 

Sigue siendo critico el pandeo por flexion alrededor de y. Cuando Ia longitud 
disminuye, P FT se ace rca a ~ry; las barras muy cortas tal/an par pandeo par 

flexotorsi6n. Sin embargo, esa condici6n no tiene importancia practica en 
columnas como Ia de este ejemplo, pues es poco probable que una secci6n 
como Ia de Ia Fig. E2. 1-1 se uti/ice en miembros de longitud bastante menor 
que 1.50 m. 

La carga critica calbulada para Ia columna de 6. 00 m es, seguramente, Ia real, 
pues dada su esbeltez, tal/aria en e/ intervalo elastica. Sin embargo, los 
resultados obtenidos para las columnas mas cortas deben corregirse par 
inelasticidad, para obtener su resistencia real. (La esbeltez que separa el 
comportamiento elastica del inelastico depende del tipo de acero, que no se 
conoce en este ejemplo). 

2.5.3 Secciones con dos ejes de simetria 
, \ 

I 
Son las mas utilizadas en 'estructuras: secciones I, H, en caj6n, tubulares (Fig. 2.2), y 
muchas de lamina delgada (Fig. 2.8). 

Fig. 2.8 Secciones de lamina delgada con dos ejes de simetria. 
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Los centros de graved ad y de torsion coinciden, x0 =Yo = 0, y como r0 es diferente 

de cero, Ia ec. 2.4 se reduce a: 

(2.10) 

.. 
Las tres cargas criticas son ~rt = Pcrx, Pcr2 = Pcry y ~r3 = ~rz ; el modo de pandeo 

queda determinado por Ia menor de elias. No hay interaccion; Ia columna falla por 
pandeo por flexion o torsion puras. 

El uso casi exclusivo de Ia formula de Euler (con Ia que se determinan Pcrx y Pcry, 

pero no Pcrz) para columnas de acero laminado en caliente, de seccion I o H, o en 

cajon, laminadas o formados por placas soldadas, proviene de que en elias Pcrx y 

Pcry son casi siempre menores que ~rz y, en el peor de los casos, Ia menor de las 

dos esta muy cerca de ella (ref. 2.6). Sin embargo, el pandeo por torsion puede 
controlar Ia resistencia de columnas de baja resistencia a Ia torsion, como las 
secciones en cruz, ode paredes muy delgadas; por este motivo, las especificaciones 
del lnstituto Americana del Hierro y el Acero (AISI, por sus iniciales en ingles), que 
se refieren al diseiio de estructuras hechas con lamina delgada han incluido, desde 
1968, Ia revision de esos dos modos (ref. 2.7), mientras que las del lnstituto 
Americana de Ia Construccion en Acero (AISC), que cubren, principalmente, el 
diseiio de estructuras de acero laminado en caliente, no han tenido en cuenta el 
problema hasta 1986 (ref. 2.8). 

EJEMPLO 2.2 Calcule las cargas criticas de pandeo elastica de dos columnas, de 
4.00 y 7.00 m de longitud, articuladas en los extremos, que tienen Ia seccion 
transversal que se muestra en Ia Fig. E2.2-1. Suponga que el pandeo local 
no es critico. 

I -4 h.o 
----------------

16.5 

-+-,.-------' ~======~ j_ 
: : T1.o 
I 

16.5 

--~-------------+ : Acotaciones en em. 

16.5 16.5 

Fig. E2.2-1 Secci6n transversal de las columnas. 

I 

I 
~ 

i 
.f 
j 

1 
l 
i 
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Propiedades geometricas. 

A=65.0cm 2
; IX =Iy =2997.4cm4

; rx =ry =6.79cm 

x0 =Yo= 0 (Coinciden los centros de gravedad y de torsion). 

r0
2 = (Ix + IJ/ A= 2 x 2997.4/65 = 92.2 cm 2 

J = .!(33.0 x 13 + 2 x 16.0x 13 )= 21.7 cm 4 

3 
Ca = 0 (La rigidez a/ alabeo de las secciones cruciformes es despreciable). 

Cargas criticas. Como las secciones transversales tienen dos ejes de 
simetria, Ia columna falla por pandeo por flexion o torsion puras. Puesto que 
(KLt = (KL)Y, e Ix = Iy, las dos cargas criticas de pandeo por flexion son 
iguales. 

L=4.00 m ( L/r = 58.9 ). 

Pandeo por flexion: 
2997.4tr 2 E _3 . -

~rx = ~ry = 
4002 

xlO = 377.0ton. 

Pandeo por torsion: P = GJ = 787soo x 21.1 10_3 = 185 3 en 2 X • ton. 
r0 92.2 

En Ia ecuacion para calcu/ar ~rz desaparece el termino correspondiente a/ 

efecto de alabeo. La falla es por pandeo por torsion; Ia carga critica de 
pandeo elastica es ~rz = 185.3 ton. 

L = 7.00 m ( L/r = 103.1}. 

Pandeo por flexion: ~rx = Pcry = 123.1 ton. 

Pandeo par torsion: Pcrz = 185.3 ton. 

Como Ca = 0, ~rz es independiente de Ia longitud de Ia columna. 

Ahara Ia falla es par pandeo par flexion: Pc, = ~rx = Pcry = 123.1 ton. 

Los resultados de este ejemplo muestran que debe considerarse Ia 
posibilidad de falla par pandeo por torsion en columnas de secciones 
transversales especiales, sobre todo cuando su resistencia a Ia torsion par 
alabeo es baja y estan formadas par placas de paredes delgadas; en este 
ejemplo, una columna con esbeltez L/r =59 falla par torsion (en Ia ref. 2.6 se 
muestra que para Ia seccion estudiada el pandeo par torsion es critico para 
0:5 L/r :5 82, aproximadamente). 
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2.6 PANDEO POR FLEXION r l . .,. 

El pandeo por flexion, alrededor de uno de los ejes centroidales y principales, de 
columnas de seccion transversal con dos ejes de simetria, es el que reviste mayor 
interes en el diseno de estructuras. 

. I 
2.6.1 Pandeo elastica 

Se tiene una columna esbelta de seccion transversal constante doblemente 
simetrica, articulada en un extrema y con un apoyo guiado que permite rotaciones y 
desplazamientos lineales a lo largo de su eje en el otro, sujeta a Ia accion de fuerzas 
axiales de compresion P. Se supone que Ia columna es perfectamente recta, que el 
material de que esta compuesta es homogeneo y elastica, y que en las 
articulaciones no hay ninguna friccion (Fig. 2.9a). 

p 

L 

a) b) 

Fig. 2.9 Columna esbelta doblemente articulada. 

En esas condiciones Ia forma recta corresponde a un estado de equilibria entre las 
fuerzas exteriores e interiores, puesto que en cualquier seccion transversal hay un 
conjunto de fuerzas interiores, uniformemente distribuidas, cuya resultante tiene Ia 
misma intensidad y linea de accion que P. 

Para averiguar si el equilibria es estable, inestable o indiferente, se aplica en Ia 
seccion central de Ia columna una fuerza lateral pequena que Ia coloca en una 
posicion ligeramente deformada, y se observa si al quitarla recupera Ia forma recta, 
aumenta Ia deflexion lateral del eje, o se conserva Ia configuracion deformada, sin 
modificarse. 

l 
1 
·I 
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En Ia discusi6n que sigue, Ia columna se flexiona en el plano "yoz". :("' 

' 

La Fig. 2.9b muestra Ia columna con una configuraci6n ligeramente flexionada; Ia 
fuerza exterior P, cuya linea de acci6n no pasa ya por los centros de gravedad de 
las secciones transversales, ocasiona momentos flexionantes, de magnitud Pv , que 
tienden a aumentar Ia curvatura del eje. 

I 
En cada secci6n transversal aparecen fuerzas interiores equivalentes a un par, que 
se superponen con las uniformes iniciales, y tratan de hacer que Ia columna vuelva a 
Ia forma recta original. El par interior EI I R es funci6n de Ia curvatura 1/ R del eje de 
Ia pieza en Ia secci6n, o sea de Ia magnitud de Ia deformaci6n de Ia columna, pero 
no depende de Ia intensidad de Ia fuerza P. 

En cada secci6n transversal hay dos momentos, uno exterior, Pv, funci6n de Ia 
geometria del eje deformado y de Ia fuerza P , y otro interior, EI I R , que depende 
s61o de Ia configuraci6n del eje de Ia pieza, de manera que alllevarla a una posicion 
flexionada infinitamente cercana a Ia recta original puede presentarse cualquiera de 
los tres casos siguientes, segun Ia magnitud de Ia fuerza exterior: 

SiPes pequena, 
Si P es grande, 
Para un cierto valor intermedio de P, 

Pv < EIIR 

Pv > EIIR 

Pv=EIIR 

En el primer caso, el momento que trata que Ia columna regrese a Ia forma recta es 
mayor que el que tiende a deformarla, y al suprimir Ia fuerza lateral Ia pieza se 
endereza: el equilibria es estable; en el segundo se invierte Ia relaci6n entre los 
momentos, lo que indica que Ia curvatura crece aun despues de quitar Ia fuerza 
lateral, condici6n caracteristica de un estado de equilibria inestable; en el tercero los 
dos momentos son iguales: el equilibria es indiferente, y son posibles 
configuraciones equilibradas curvas de flecha indeterminada, pero siempre muy 
pequena, ademas de Ia forma recta; Ia fuerza axial que ocasiona Ia condici6n de 
equilibria indiferente es Ia carga critica Per . 

lnteresa; precisamente, el equilibria indiferente, porque marca Ia terminaci6n de un 
estado deseable y Ia iniciaci6n de un fen6meno que debe evitarse siempre: Ia flexion 
espontanea, o pandeo de Ia pieza. 

El pandeo de las piezas rectas comprimidas no se debe a imperfecciones en Ia 
columna y en Ia aplicaci6n de Ia carga (las que, si existen, hacen que Ia flexion 
empiece a manifestarse para valores pequenos de P y aumente con ella); se 
presenta cuando no hay ninguna imperfecci6n, ya que al alcanzar Ia carga el valor 
critico Ia forma recta de equilibria se vuelve inestable. (Para que haya pandeo Ia 
columna ha de ser inicialmente recta y Ia fuerza de compresi6n perfectamente axial, 
de manera que se mantenga recta en las primeras etapas, hasta que P alcance el 
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valor critico; si hay deformaciones iniciales Ci excentricidades en Ia aplicacion de Ia 
carga Ia columna no se pandea, sino empieza a flexionarse desde un principia y 
llega eventualmente a un estado de equilibria inestable, en forma gradual, a 
diferencia del pandeo, que es un fen6meno instantaneo). Esto no quiere decir que Ia 
columna se flexione necesariamente, pero a semejanza de lo que sucede en todos 
los casos de equilibria inestable es improbable que permanezca recta; en Ia practica, 
ademas, las imperfecciones inevitables, aun siendo muy pequenas, hacen que Ia 
flexion se inicie bajo cargas de poca intensidad. 

Cuando empieza Ia flexion bastan incrementos muy pequenos de Ia fuerza axial para 
que las deformaciones crezcan rapidamente, con el consiguiente rapido aumento de 
los esfuerzos, que alcanzan pronto los valores de falla, por Ia que Ia iniciacion del 
fen6meno de inestabilidad equivale a Ia desaparicion completa de Ia resistencia, o 
sea al colapso de Ia columna. 

Mientras el equilibria es astable los incrementos de Ia carga P ocasionan solo 
deformaciones longitudinales de Ia columna, que esta sujeta a esfuerzos uniformes 
de compresion; el pandeo se manifiesta al aparecer una nueva deformacion, Ia 
flexion, que provoca otra solicitacion, el momenta flexionante. 

En Ia Fig. 2.3c se muestran las curvas P-v (fuerza axial-deflexion) de dos columnas, 
una recta y cargada axialmente (representada con linea llena), Ia otra con 
imperfecciones iniciales (linea interrumpida). La primera es una recta vertical, que 
coincide con el eje de las ordenadas; cuando Ia fuerza P llega al valor critico se 
presentan dos posibilidades: que P siga creciendo sin que Ia columna se flexione (Ia 
gratica sigue coincidiendo con el eje de las ordenadas ), o que se inicien las 
deformaciones laterales, que aumentan rapidamente con incrementos pequenos de 
P hasta llegar, poco despues, a Ia carga maxima que puede soportar Ia columna, 
PM. En Ia segunda curva las deformaciones laterales crecen desde un principia, en 
forma gradual, hasta que Ia carga alcanza el valor de colapso. La curva trazada con 
linea llena representa una falla por pandeo, mientras que Ia interrumpida 
corresponde a colapso par inestabilidad ocasionada par exceso de deformacion, sin 
que haya pandeo propiamente dicho: Ia compresion alcanza su intensidad maxima 
sin pasar par un valor critico, que se caracteriza (curva con linea llena) par una 
"bifurcacion del equilibria". (Cuando Ia carga alcanza el valor critico se llega a un 
punta de bifurcaci6n del equilibria; a partir de el, Ia barra perfecta puede mantenerse 
recta, deformandose solo por compresion, o adoptar otras configuraciones en 
equilibria, cercanas a Ia recta, que se caracterizan par Ia aparicion de una nueva 
deformaci6n, Ia flexion. Un hecho analogo caracteriza todos los fenomenos de 

pandeo). 1-~,-r--.. ;;:-'•:, 



26 

2.6.1.1 Determinacion de Ia carga crftica 

La carga critica se calcula igualando el momento exterior en una secci6n transversal 
cualquiera de Ia columna deformada, ocasionado por Ia fuerza P, con el momento 
resistente interior en esa misma secci6n, y resolviendo Ia ecuaci6n diferencial 
correspondiente; por ejemplo, si Ia columna se flexiona en el plano yoz (alrededor de 
los ejes x) se tiene Pv = Elx/ R, y si se supone que los desplazamientos del eje son 

suficientemente pequefios para que Ia curvatura 1/ R pueda considerarse igual a 

d 2v/ dz2 = v", se llega a: 

E/xv" +Pv = 0 
que es Ia ecuaci6n de equilibria de Ia columna ligeramente deformada; su soluci6n 
proporciona los valores de las cargas que pueden mantenerla en equilibria en esas 
condiciones, es decir, las cargas criticas de pandeo elastico: 

n 2
1r

2EI 
P - X 

crx - 2 
L 

n es un numero positivo cualquiera. 

' El eje de Ia columna deformada es una senoide; el numero de ondas queda definido 
por n. Si n = 1, Ia columna se pandea en una semionda, en dos si n = 2, etc.; a 
cada modo superior de pandeo le corresponde una carga crftica mas elevada. 

La carga crftica mas pequefia es Ia unica que tiene interes practico (a menos que se 
obligue a Ia columna a pandearse en alguno de los modos superiores, evitando el 
desplazamiento tateral de una o mas de sus secciones transversales, por medio de 
restricciones exteriores ), de manera que puede escribirse: 

p = 7r2Elx 
crx L2 

Pcrx es Ia carga critica de Euler para pandeo alrededor del eje x. 

Como Ia columna se pandea siempre en el plano de menor resistencia a Ia flexion, si 
no hay restricciones exteriores que lo impidan, Ia ecuaci6n anterior puede escribirse 
en una forma mas general: 

1r
2EI 

Pcr=-
2

- (2.11) 
L 

donde I es el momento de inercia minimo de Ia secci6n transversal constante de Ia 
columna. 

La carga critica de Euler marca el punto en que Ia columna elastica perfecta se 
vuelve inestable; no se alcanza nunca en columnas reales, que no son 
absolutamente rectas, ni con cargas aplicadas exactamente a lo largo de su eje 
centroidal, como se supone en Ia teorfa. Sin embargo, en ensayos cuidadosos con 
especfmenes pequerios, en los que se eliminan al maximo las excentricidades y las 
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curvaturas, se han observado cargas tan 
experimental resulta insignificante. 

cereals a las te6ricas que el error 

I 
La ecuacion del eje de Ia columna deformada, en el 
pandeo, es (ref. 2.6): 

donde 

n;r 
v = C1senA-rz = C1sen-z 

L 

Ar = ~Per I EI = ~(n 2 
Jr

2 EI /LV EI = n 1r I L 

instante en que se inicia el 

Hacienda n = 1 y tomando z = Ll2 se obtiene Ia flecha maxima, en el centro de Ia 
columna: . 

La deflexion lateral es indeterminada, pues C1 es na constante arbitraria, lo que 
indica que Ia teoria desarrollada hasta ahara permite obtener Ia carga para Ia que se 
inicia el pandeo, pero no predice el comportamiento posterior, ya que con ella no se 
pueden calcular los desplazamientos laterales del eje, que permanecen 
indeterminados. 

I I 
La limitacion anterior se origina en el empleo de Ia formula 1/R =d2 y/dz2

, que es 
· suficientemente precisa para desplazamientos pequeiios, pero deja de serlo cuando 
aumentan; si se desea ampliar Ia teoria del pandeo elastica de columnas, para que 
tenga en cuenta desplazamientos laterales grandes, es preciso emplear Ia expresion 
matematica exacta de Ia curvatura. 

Los dos caminos conducen a resultados analogos ~ues el segundo, basado en Ia 
expresion correcta de Ia curvatura, indica que el equilibria sigue siendo estable para 
cargas mayores que Ia critica, pero solo para incrementos muy pequeiios, despues 
de los cuales se produce Ia falla por pandeo inelastico. 

La falla se presenta, en todos los casas, cuando se forman en Ia columna 
articulaciones plasticas suficientes para que se convierta en un mecanismo; en Ia 
barra articulada en los dos extremos basta con una sola, que aparece en Ia seccion 
de momenta maximo (Ia seccion central) cuando se agota su resistencia bajo Ia 
accion combinada de Ia fuerza axial y del momenta ocasionado par el 
desplazamiento lateral que caracteriza al pandeo, o sea cuando M max = Pv max = M pc , 

donde M pc es el momenta plastico resistente de Ia seccion transversal, reducido par 

efecto de Ia fuerza axial. La carga de colapso es muy poco mayor que Ia critica, 
pues el rapido crecimiento de los esfuerzos hace que Ia secci6n central .se plastifique 
inmediatamente despues de iniciarse el pandeo. (EI colapso tiene Iugar siempre en 
el intervalo plastico, independientemente de que el pandeo se inicie abajo o arriba 
del limite de proporcionalidad). 
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I . 

Una vez formada Ia articulacion plastica el momenta intemo en Ia seccion central es 
constante, y para que se conserve el equilibria mientras aumentan los 
desplazamientos laterales hade disminuir Ia carga que obra sabre Ia columna. 

I 
2.6.1.2 Esfuerzo critico 

I. 

Dividiendo los dos miembros de Ia ec. 2.11 entre el area A de Ia seccion 
transversal, teniendo en cuenta que ~r/ A es el esfuerzo correspondiente a Ia 

iniciacion del pandeo, sustituyendo el momenta de inercia I por Ar2 y efectuando 
simplificaciones, se obtiene Ia expresion: 

;r2£ 
(Fcr=(L/rY ''' {2.12} 

en Ia que a-er es el esfuerzo critico de Euler para pandeo elastica; el cociente L/r 
recibe el nombre de relaci6n de esbeltez de Ia columna. r es el radio de giro de las 
secciones transversales respecto al eje de flexion. 

2.6.1.3 Longitud efectiva 

Como Ia formula de Euler se deduce suponiendo que los dos extremos de Ia 
columna estan articulados, solo proporciona Ia carga o el esfuerzo critico de 
columnas con esas condiciones de apoyo; si cambian las restricciones en los 
extremos, se modifica su capacidad para resistir fuerza axial. 

La columna doblemente articulada no existe en las estructuras reales y solo se 
obtiene en experimentos de laboratorio muy cuidadosos; su importancia estriba en 
que a partir de los resultados obtenidos para ella pueden deducirse las cargas o 
esfuerzos criticos correspondientes a cualquier otra condicion de apoyo, par lo que 
se le da el nombre de caso fundamental. 

Si Ia columna esta aislad
1
a y tiene condiciones de apoyo bien definidas, su carga 

critica, y Ia configuracion del eje deformado, pueden determinarse utilizando Ia 
ecuaci6n de equilibria de segundo arden, en Ia que se introducen las condiciones de 
frontera propias del tipo de apoyo. 

Por ejemplo, si los dos extremos estan empotrados (las rotaciones y los 
desplazamientos laterales estan impedidos, pero un extrema puede acercarse al 
otro), aparecen momentos en elias, cuando se inicia el pandeo. La soluci6n 
matematica del problema (ver, por ejemplo, Ia ref. 2.9) demuestra que hay dos 
cargas criticas, que correspond en a los dos modos de pandeo de Ia Fig. 2.10: 
Per= 4;r2 EI/ L2

, para el modo simetrico, y Per= 80.766£1/ L2 
, para el antisimetrico. 

Puesto que Ia carga critica del primer modo es menor que Ia del segundo, Ia 
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columna se pandea en Ia forma simetrica;a,mehos que se impida el desplazamien·fo 
lateral de su punto medio, y puede escribirse: 

p = 4Jr
2 
EI 

cr L2 
Los momentos en los extremos y las fuerzas axiales equivalen a las cargas P 
aplicadas excentricamente (Fig. 2.1 Oa). Los puntos de inflexion, de momento nulo, 
localizados en las intersecciones de Ia Hnea de accion de P con el eje deformado, 
dividen Ia barra en tres secciones; Ia central, comprendida entre ellos, de longitud 
L/2 (ref. 2.9), se encuentra en las mismas condiciones que el caso fundamental. 

·-· 

pl i 
+ 
I 
I 

U4 I I 
I I 

---+ 
I 
I 
I I 

L U2=KL: 
I 
I 

I I 
I I 
I I 

---T 
I I 

U4 I 
I 

• Puntos de inflexi6n 

a) Pandeo simetrico 

pl 

U2 

b) Pandeo antisimetrico 

Fig. 2.10 Pandeo de una columna empotrada en los dos extremos. 

La carga crftica de pandeo de Ia columna doblemente empotrada se puede 
determinar utilizando Ia formula deducida para Ia articulada en ambos extremos, 
pero empleando al aplicarla Ia longitud del tramo que se encuentra en las mismas 
condiciones que el caso fundamental, en vez de Ia longitud real: 

p = Jr
2 
EI = 4Jr

2 
EI 

cr (L/2Y L2 
Utilizando directamente Ia ecuacion de equilibrio de Ia columna deformada se llega a 
este mismo resultado. 

De manera analoga, Ia formula de Euler puede emplearse para calcular Ia carga o el 
esfuerzo critico de pandeo de columnas con otras condiciones de apoyo, por lo que 
conviene escribirla en Ia forma general siguiente: 

p = Jr
2
EI 

cr (KLY 
Jr2£ 

cr =---
cr (KL/rY 

(2.13) 

(2.14) 
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KL es Ia longitud efectiva de Ia columna, que se define como Ia longitud de una 
columna equivalente, articulada en los dos extremes, que tiene Ia misma carga 
critica que Ia columna restringida real; es igual a Ia distancia entre los dos puntas de 
inflexion, reales o imaginaries, del eje deformado. Vale 1.0 para extrem.os 
articulados y ~ para extremes empotrados, y tiene valores intermedios para 
restricciones elasticas comprendidas entre esos limites; si un extrema de Ia columna 
puede desplazarse linealmente respecto al otro, en direcci6n perpendicular al eje 
original, K puede crecer indefinidamente. 

En Ia Fig. 2.11 se dan los valores de K para varias condiciones de apoyo 
idealizadas, en las que las restricciones que impiden las rotaciones y traslaciones de 
los extremes son nul as o cien por ciento efectivas. 

I 
I (a) (b) (c) (d) (e) 

12~ .·±-. t ""~ ~ ~ ~ !I' 
I 

I 
I I I 

La linea punteada I I I \ I 

indica Ia forma de I I 
I I I 

I I 
I 

I I 
Ia columna pandeada 

I I 
I I I 

I I I I I 

I 
\ \ I I 

\ \ I 

n ~ n r- n ~ A: r n ~ 
I i 

Valor te6rico de K 0.5 0.7 1.0 1.0 2.0 

Valores de diserio 
recomendados cuando 

0.65 0.80 1.2 1.0 2.1 se tienen condiciones 
cercanas a las ideales 

~ondiciones en 

.IJIU Rotaci6n impedida y traslaci6n impedida 

v Rotaci6n libre y traslaci6n impedida 
los extremos 

I!'Zf'D Rotaci6n impedida y traslaci6n libre 

I I f - Rotaci6n libre y traslaci6n libre 

Fig. 2.11 Valores del coeficiente K para columnas aisladas con 
diversas condiciones de apoyo. 

(f) 

12 ~ ~t.-. 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

A ~ 

2.0 

2.0 

Puede suponerse que se presenta una condici6n de empotramiento perfecto en Ia 
base (casas a, b, c y e, Fig. 2.11) cuando Ia columna esta ligada a una cimentaci6n 
rigida, cuyas rotaciones son despreciables, por media de una conexi6n diseiiada 
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para resistir el momenta de empotramiento, obtenida con una placa de base y 
anclas, o ahogando Ia columna en el cimiento una longitud adecuada; si el 
comportamiento del extrema inferior es incierto, respecto a Ia existencia de 
rotaciones, debe suponerse articulado (casos d y f). 

Las rotaciones del extrema superior se consideran impedidas cuando Ia columna se 
une rigidamente a una trabe de gran peralte, de rigidez muchas veces mayor que Ia 
suya propia; si se impiden los desplazamientos lineales de Ia trabe, par medio de 
contraventeos o muros de rigidez, Ia columna se encuentra en el caso a, y cuando 
pueden presentarse esos desplazamientos esta en el c o f. 

La suposici6n de que hay articulaciones en los extremes superiores (casas b y d), 
puede deberse a que las trabes tengan una rigidez muy reducida o a Ia forma en que 
esten conectadas con las columnas. 

Los valores de K recomendados para disetio son una modificaci6n de los te6ricos, 
que tiene en cuenta que tanto las articulaciones perfectas como los empotramientos 
absolutos son irrealizables. 

Se requiere un cierto grado de juicio, par parte del ingeniero proyectista, para 
determinar cual de los casos de Ia Fig. 2.11 se acerca mas al problema que esta 
resolviendo; si se tienen dudas, usara una aproximaci6n que sobrestime Ia esbeltez 
de Ia columna y, par consiguiente, subestime su resistencia. 

Cuando Ia columna es parte de una estructura mas compleja, y el grado de 
restricci6n en los apoyos no esta claramente definido, su longitud efectiva se 
determina con metodos mas elaborados. 

La ec. 2.13 puede escribirse en Ia forma: 

p = tr
2
EI = PE 

cr (KLf K2' 

donde PE es Ia carga critica de Euler de una columna, articulada en los dos 
extremes, de longitud igual a Ia de Ia columna restringida real. 

El factor de longitud efectiva K de una columna con condiciones de apoyo 
diferentes de las del caso fundamental se evalua directamente con Ia expresi6n: 

K= {P; vP: -;1 , 

2.6.2 Pandeo inelastico 

La formula de Euler, con Ia que se calcula Ia carga critica de piezas rectas 
comprimidas axialmente, se basa en Ia suposici6n de que Ia pieza se comporta 

\ 

i 
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elasticaLente hasta Ia iniciaci6n del pandeo, por lo que en Ia ecuaci6n de equilibria 
aparece el modulo de elasticidad E, que se conserva en las formulas finales; como 
una consecuencia, Ia teorfa de Euler, y las ecuaciones obtenidas con ella (ecs. 2.13 
y 2.14), no son aplicables a columnas cortas ode longitud intermedia, en las que se 
alcanza el lfmite de proporcionalidad antes que el esfuerzo critico de pandeo 
elastica. 

La formula acr = tr2E/(L/rf es valida para los valores de Ia relacion de esbeltez a 
los que corresponden esfuerzos criticos no mayores que el lfmite de 
proporcionalidad (a cr ~ aLP) 0 Sea hasta que: 

tr 2E 
acr = (Ljr )2 =aLP 

Despejando Lj r se obtiene: 

~ ~ ff~ CT~p (2.15) 

aLP es el esfuerzo en ellimite de proporcionalidad. 

Con Ia ecuacion 2.15 se calcula Ia relacion de esbeltez mfnima para Ia que es 
aplicable Ia formula de Euler; no lo es para esbelteces menores, puesto que para 
elias acr >aLP, el limite de proporcionalidad se sobrepasa antes de iniciarse el 
pandeo, y este se inicia en el intervalo inelastico. 

Durante varias decadas se considero que Ia teoria de Euler era incorrecta, pues 
arrojaba resultados que no concordaban con los que se obtenfan 
experimentalmente; esto se debia a que las columnas que se utilizaban entonces 
eran de esbeltez muy reducida y fallaban en el intervalo inelastico, bajo cargas 
mucho menores que las predichas par Ia formula de Euler. Par este motivo las 
columnas se diseriaron, durante largo tiempo, utilizando formulas empfricas, 
deducidas de informacion proporcionada par pruebas de laboratorio. Transcurrieron 
cien arias hasta que Lamarle, en 1845, advirtio que el error no estaba en Ia formula, 
sino en su aplicacion a casas para los que no es valida. 

La teoria del pandeo elastica de columnas estaba bien establecida desde entonces, 
pero no se contaba con ningun procedimiento para predecir Ia carga critica fuera de 
ese intervalo, par lo que se siguieron empleando formulas empiricas. 

Engesser y COJlSidere fueron los primeros en advertir Ia posibilidad de modificar Ia 
formula de Euler para calcular Ia carga critica de pandeo inelastico, introduciendo en 
ella un modulo variable, funcion del esfuerzo critico. 

Engesser presento su teoria del modulo tangente en 1889; de acuerdo con ella, Ia 
resistencia maxima de una columna que empieza a pandearse en el intervalo 
inelastico se obtiene sustituyendo en Ia formula de Euler el modulo de elasticidad E 
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por el m6dulo tangente E1 • · En ef mismo ano, Considere hizo notar que al comenzar 

Ia flexion de una columna cargada mas alia del limite de proporcionalidad los 
esfuerzos en el lado concavo se incrementan, de acuerdo con el diagrama esfuerzo­
deformacion, pero los del lado convexo disminuyen, siguiendo Ia ley de Hooke, de 
manera que su resistencia maxima no es funcion ni del modulo de elasticidad E ni 
del tangente E1 , sino de un modulo E comprendido entre los dos. Considere 

observo que E es funcion del esfuerzo media P/ A, pero no propuso ningun 
procedimiento para calcularlo. 

En 1895 Engesser reconoci6 el error que existfa en su teoria original y present6 una 
nueva solucion del problema, conocida con el nombre de teorfa del modulo reducido 
0 del modulo doble. 

A partir de entonces se acepto Ia teorfa del modulo reducido como Ia soluci6n 
correcta del problema del pandeo inelastico de columnas; desde el punta de vista del 
concepto clasico de inestabilidad es efectivamente correcta, puesto que proporciona 
Ia carga para Ia que una columna perfecta, recta y cargada axialmente, puede tener, 
ademas, otras configuraciones en equilibria cercanas a Ia recta. Sin embargo, mas 
adelante aparecieron dudas sabre ella, pues resultados experimentales cuidadosos, 
obtenidos con especfmenes de secciones transversales de diversas formas, 
indicaron que las cargas de pandeo reales se encuentran entre las predichas por las 
dos teorias, del modulo tangente y del modulo reducido, mas cerca casi siempre de 
las primeras que de las segundas. 

El verdadero significado de las dos teorias fue aclarado finalmente por Shanley, en 
1947. 

I 
En Ia discusi6n que se presenta en seguida se admiten las hipotesis siguientes: 

1. 

2. 

3. 

4. 

Los desplazamientos laterales del eje de Ia columna son pequenos en 
comparacion con las dimensiones de sus secciones transversales. 
Las secciones transversales planas permanecen planas y normales al eje 
deformado, despues de Ia flexion. 
El diagrama esfuerzo-deformacion del material de Ia columna proporciona Ia 
relacion entre esfuerzo y deformacion en cualquiera de sus fibras 
longitudinales. 
El plano de flexion es un plano de simetria de todas las secciones 
transversales. 

I 

2.6.2.1 Teoria del modulo tangente 

Se basa en Ia suposicion de que cuando Ia columna tiene una relaci6n de esbeltez 
tal que el esfuerzo crftico de pandeo a 1 = P,/ A es mayor que el If mite de 
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proporcionalidad, son posibles configuraciones deformadas en equilibria indiferente 
para las que Ia deformaci6n es controlada por el modulo de elasticidad tangente E1 , 

que es igual a Ia pendiente de Ia curva esfuerzo de compresi6n-deformaci6n del 
material de Ia columna en el punta que corresponds al esfuerzo critico (Refs. 2.4, 
2.5, 2.6 y 2.1 0) (Fig. 2.12). 

(J 

atr-----

Et=tana 

0 0 0 E 

b) c) 

Fig. 2.12 Teoria del modulo tangente. 

La ecuaci6n diferencial del eje deformado es: 
, Pr v +-v=O 

EI ' t 

y, para una columna con extremos articulados, Ia carga y el esfuerzo critico valen: 

p = Jr
2
E/ (2.16) 

t L2 ,. 

(2.17) . 

2.6.2.2 Teoria del modulo reducido 

De acuerdo con esta teoria, Ia carga critica de una columna de longitud intermedia, 
sabre Ia que obra una fuerza de compresi6n Pr, tal que ar = Pr/ A excede el limite 
de proporcionalidad, es: 

2 I 
p =" EJ 

, r L2 

El esfuerzo crltico correspLdiente es: 

(2.18) 

(2.19)" 
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Cuando Ia columna se flexiona, al iniciarse el pandeo, aparecen en sus secciones 
· transversales momentos que incrementan los esfuerzos en el lado concavo, donde 

Ia compresion por flexion se suma con Ia directa, y los disminuyen en el convexo, en 
el que Ia flexion produce tensiones. 

! 
Si Ia curva OBC de Ia Fig. 2.13 representa el diagrama esfuerzo de compresion-
deformacion del material de Ia columna, y el punto C corresponde al esfuerzo critico, 
los esfuerzos y deformaciones en el I ado concavo estan relacionados entre si, 
durante pequenas deformaciones, por el modulo tangente E1 (pendiente de Ia 
tangente CC'), y en el lado convexo, por el modulo de elasticidad ordinaria, E, que 
es Ia pendiente de Ia recta CC", paralela al tramo inicial, elastica, de Ia curva. El 
momenta resistente es proporcional al modulo reducido Er, que es funcion de E, 

E1 , y de Ia geometrfa de Ia seccion transversal (refs. 2.4 y 2.6): 

Mint= Erl/R 

Pr 
0" 0" 

C' 
crrr------

..... ,·; 0 

b) c) 

Fig. 2.13 Teoria del modulo reducido. 

Las ecs. 2.18 y 2.19 se obtienen planteando Ia ecuacion de equilibria de Ia columna 
ligeramente deformada, y siguiendo el mismo camino que para deducir Ia formula de 
Euler. 

Como E, es siempre mayor que E
1

, Ia teoria del modulo reducido proporciona 

cargas criticas algo mas altas que Ia del modulo tangente. 

Durante bastantes alios se considero que Ia teoria del modulo reducido era Ia mas 
precisa, pues tiene en cuenta Ia reduccion de esfuerzos en el lado convexo, 
producida por Ia flexion; sin embargo, las cargas criticas obtenidas 
experimentalmente se encuentran entre las predichas por las dos teorfas, mas 

I 

I 
i 

' 
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cerca, en general, de las que corresponden al modulo tangente que al reducido; po1 
este motivo, se utilizo cada vez mas Ia teoria del modulo tangente, a pesar de ser 
aparentemente incorrecta; tiene, ademas, las ventajas de proporcionar resultados 
del lado de Ia seguridad y ser mas facil de aplicar, pues £

1 
no depende de Ia forma 

de las secciones transversales. 

Esta situacion, aparentemente ilogica, existio hasta que Shanley aclaro el 
comportamiento de las columnas cargadas axialmente que se pandean en el 
intervalo inelastico. 

2.6.2.3 La contribuci6n de Shanley 

Segun Ia teoria del modulo tangente, Ia columna empieza a flexionarse cuando Ia 
carga vale ~ = n 2 EJ / L2 

, y son posibles configuraciones deformadas, en equilibria 
indiferente, en las que esfuerzos y deformaciones estan relacionados por el modulo 
E

1 
, en todos los puntos. 

Para que esto sea cierto, el paso de Ia configuracion recta a una deformada 
adyacente ha de presentarse sin que disminuyan los esfuerzos en ningun punto de 
Ia seccion, lo que solo es posible si los desplazamientos laterales se inician cuando 
Ia carga axial aumenta todavia, de manera que Ia tendencia a que disminuyan los 
esfuerzos en el lado convexo se compensa por el incremento ocasionado por Ia 
fuerza axial adicional. 

La carga
1 ~ predicha por Ia teoria del modulo tangente no es Ia fuerza axial maxima 

que resiste Ia columna, puesto que las niismas suposiciones que llevan a su 
obtencion implican un aumento en Ia capacidad de carga. 

En resu~en, Ia carga que corresponde al m6dulo tangente es un limite inferior de Ia 
resistencia de una columna; al alcanzarla, Ia barra recta se flexiona, mientras crece 
Ia fuerza que obra sobre ella. La predicha por Ia teoria del modulo reducido es el 
limite superior, pues es Ia compresion maxima que resistiria Ia columna si 
permaneciese recta hasta entonces. La resistencia maxima se encuentra entre los 
limites correspondientes a las dos teorias (Fig. 2.14). 

I I I 
2.6.3 Esfuerzos residuales 

En los miembros de acero estructural laminados en caliente aparecen esfuerzos 
residuales, debidos a las deformaciones permanentes que se originan por el 
enfriamiento irregular desde Ia temperatura de laminacion hasta Ia ambiente. 
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Los extremos de los patines y Ia parte central del alma de un perfil H se enfrfan con 
mayor rapidez que las zonas de union de alma y patines, por estar mas expuestas 
que estas a Ia temperatura ambiente (refs. 2.6, 2.11; en cualquiera de elias hay una 
extensa lista de referencias adicionales). Cuando se enfrfan las fibras longitudinales 
de las regiones mencionadas primero se contraen y pasan al estado elastica, 
mientras el material de las porciones centrales de los patines y de las zonas 
contiguas del alma esta aun a una temperatura que le permite seguir esas 
contracciones sin ninguna restriccion; cuando, posteriormente, se enfrfan las 
porciones centrales, tratan de contraerse mas, pero estan restringidas por el metal 
que se encuentra ya en estado elastica, que no puede acortarse sustancialmente, e 
impide que las fibras que se enfrfan al final se contraigan todo lo que requiere el 
descenso de temperatura. (EI proceso de enfriamiento es continuo, aunque aquf se 
ha descrito, por simplicidad, como si se presentase por etapas) . 

.. J 
~ -----------------------------

... 

0 

Fig. 2.14 Comparacion de los resultados de las teorias del 
modulo tangente y del modulo reducido con Ia resistencia 
maxima de una columna. 

Como una consecuencia de los fen6menos mencionados, cuando el perfillaminado 
llega a Ia temperatura ambiente, el material que ocupa Ia zona central de los patines 
y el alma adyacente queda sometido a fuerzas interiores de tension, que ejercen 
sabre el los extremos de los patines y Ia zona central del alma que, a su vez, 
soportan compresiones a lo largo de los bordes; hay en el perfil esfuerzos iniciales, 
antes de que actuen las cargas exteriores, que generan un sistema de fuerzas 
interiores en equilibria. 

Tambien producen esfuerzos residuales las deformaciones plasticas ocasionadas 
por operaciones efectuadas durante Ia fabricaci6n de Ia estructura, como el 
enderezado de los perfiles, en frio o en caliente, y Ia soldadura, que genera 
esfuerzos residuales muy importantes, por el calentamiento y enfriamiento 
irregulares de los metales base y de aportacion, desde Ia temperatura ambiente 
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hasta Ia de fusion; los cortes con soplete oxiacetilemico producen efectos semejantes 
a los de Ia soldadura. 

Tanto en perfiles laminados en caliente como en miembros soldados, las partes que 
tardan mas en enfriarse quedan, en general, en tension, pues su longitud final es 
mayor que Ia que tendrian si se enfriasen libremente, y las que se enfrian primero, 
en compresion (Fig. 2.15a). 
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Fig. 2.15 Esfuerzos residuales en perfiles laminados. 

En las secciones I y H los esfuerzos residuales maximos aparecen en los extremos 
de los patines; en perfiles laminados, su valor media en esos puntas es de unos 900 
Kg/em , practicamente independiente del esfuerzo de fluencia del acero, por lo que 
influyen menos en Ia capacidad de carga de columnas de acero de alta resistencia, 
pues constituyen un porcentaje me nor de su esfuerzo de fluencia (Fig. 2.15b ). En 
secciones I y H hechas con placas soldadas son, en general, mas elevados; su 
magnitud y distribucion dependen del tipo de placas que forman el alma y los 
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patines. Pueden eliminarse, casi por completo, por medio de tratamientos termicos 
(Fig. 2.15b). 

Los esfuerzos residuales de tension en las soldaduras y en zonas angostas 
adyacentes a los bordes de placas cortadas con soplete exceden, con frecuencia, el 
limite de fluencia de las placas, pues aunque el metal base no resiste, inicialmente, 
esfuerzos mayo res que FY, los ciclos termicos producidos por Ia soldadura y los 

cortes modifican sus propiedades, y elevan su resistencia (Fig. 2.16). 

Fig. 2.16 Esfuerzos residuales en placas, antes y despues de 
depositar un cordon de soldadura en su eje longitudinal. (a) 
Placas laminadas. (b) Placas cortadas con soplete. 

La soldadura modifica los esfuerzos previos producidos por el enfriamiento o por los 
cortes con soplete. Las placas laminadas tienen esfuerzos residuales de 
compresion en los bordes, mientras que en placas cortadas con soplete esos 
esfuerzos son tensiones (Fig. 2.16). En secciones H soldadas, hechas con placas 
laminadas, Ia soldadura incrementa Ia compresion en los bordes de los patines y 
agranda Ia region comprimida, lo que afecta desfavorablemente Ia resistencia de Ia 
columna; en cambio, si las placas han sido cortadas con soplete, se forman 
esfuerzos residuales de tension en los extremos de los patines, y aumenta Ia 
resistencia (Fig. 2.17). 

. ' 
i 
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Los esfuerzos residuales tienen distribuciones muy parecidas en todas las secciones 
en cajon, fabricadas con placas laminadas o cortadas con soplete, porque los que 
producen las soldaduras son mucho mayores que los que habfa antes (Fig. 2.18). 
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Fig. 2.17 Esfuerzos residuales en una secci6n H soldada, hecha 
con placas cortadas con soplete. 

I 

2.6.3.1 lnfluencia de los e~fuerzos residuales e~ Ia resistencia de las columnas 
de acero estructural 

Su efecto principal es hacer que descienda el lfmite de proporcionalidad del acero, a 
partir del cual su diagrama esfuerzo-deformacion deja de ser recto; se llega a ese 
lfmite tan pronto como Ia suma de los esfuerzos residuales mas los producidos por 
las cargas iguala a aY en algun punta de Ia seccion. Si Ia barra esta en tension, el 

esfuerzo de fluencia aparece primero en el punta donde las tensiones residuales 
eran ma~imas; si esta en compresion, se alcanza, por primera vez, en Ia zona de 
esfuerzos residuales de compresion de mayor intensidad. 

Como las fuerzas residuales interiores estan en equilibria, los volumenes de 
esfuerzos de tension y compresion en cada seccion transversal son iguales entre si, 
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I • I 
y estan distribuidos de ,lnanera que las fuerzas interiores se equilibran mutuamente, 
por lo que no influyen en Ia resistencia ultima de las barras en tension (en las zonas 
en que hay tensiones residuales se llega a CY>, antes que si no las hubiera, pero Ia 

plastificacion se retrasa donde los esfuerzos residuales son compresiones) ni, por 
razones analogas, en Ia de barras comprimidas muy cortas, que fallan por 
aplastamiento. 

Secci6n de 1 o· X 1 o· 

o I 1Joo I 2Boo kglan2 
Acero A? 

Fig. 2.18 Esfuerzos residuales en secciones cajon soldadas. 

En Ia ref. 2.6 se ilustra el efecto de los esfuerzos residuales en el diagrama esfuerzo 
de compresion-deformacion, estudiando el comportamiento de una columna corta, 
de seccion transversal rectangular, con esfuerzos residuales idealizados (Fig. 2.19); 
se obtiene Ia grafica de Ia Fig. 2.20. Para llegar a ella se utiliza Ia ley de Hooke, 
durante todo el proceso de carga, pero se tiene en cuenta que el area efectiva, en 
cualquier etapa, es solo Ia de Ia porcion de Ia seccion que permanece en el intervalo 
elastica, pues el resto se deforma plasticamente bajo esfuerzo constante. Asi, toda 
Ia seccion es efectiva hasta que el esfuerzo producido por Ia carga exterior, P/ A, 

alcanza el valor CY Y - O"rc; a partir de ese instante, las dos porciones laterales de Ia 

columna se plastifican, y Ia resistencia adicional proviene, solo, de Ia parte central, 
que sigue en el intervale elastica. 

2.6.3.2 Esfuerzo critico de columnas con esfuerzos residuales 

Cada fibra deja de contribuir a Ia rigidez de Ia columna cuando aparece en ella el 
esfuerzo CY Y , pues en esas condiciones se deforma libremente, bajo carga 

constante; por consiguiente, una vez que se han plastificado algunas porciones de Ia 
columna, al superponerse los esfuerzos producidos por las cargas exteriores con los 
residuales, se puede seguir utilizando Ia formula de Euler, pero debe considerarse 
solo Ia porcion de las secciones transversales que esta aun en el intervale elastica 
(refs. 2.12 y 2.13): 
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2 ' 
p = 7r Eie = Ie p 

er L2 I E 
(2.20) 

I e es el momenta de inercia de Ia parte de Ia seccion transversal que esta en el 

intervalo elastica cuando se inicia el pandeo, y PE es Ia carga crftica de Euler. Se 
supone que los esfuerzos residuales son iguales en todas las secciones 
transversales de Ia columna, de manera que Ie es constante. 

Esfuerzos producidos por P 

Fig. 2.19 Columna corta 
con esfuerzos residuales. 
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amax =~=ay 

A 

Esfuerzos medios ocaslonados 
por Ia carga exterior 
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Tana2 = E 1 

cry- crrc "rc b 
-E- E ( b-2a) 

I· •I 
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-E-)Cy 
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Fig. 2.20 Grafica esfuerzo-deformaci6n de Ia 
columna de Ia Fig. 2.19. 

El esfuerzo critico se obtiene dividiendo entre el area total A los dos miembros de Ia 
ecuacion anterior: 

~r 7r2 Eie 7r2 Eie 7r2 E(Ie/1) (2 21) 
O'er= A= AL2 = (I/ r2 )Lz = (L/r Y . 

aer se calcula con Ia formula de Euler, sustituyendo E par el producto E(Ie/1). 

Sin Ia contribucion de Shanley a Ia teoria del pandeo inelastico no se habria podido 
llegar a este resultado, pues se esta tomando como carga crftica Ia que ocasiona Ia 
iniciacion de Ia flexion lateral de Ia columna, y admitiendo que esta empieza sin que 
se descargue ninguna fibra; de no ser asf, volverian a intervenir en el momenta de 
inercia efectivo las zonas plastificadas del lado convexo, que regresarfan al campo 
elastica. Se acepta que Ia flexion se inicia acompariada por un incremento de Ia 
carga, que produce aumentos de las deformaciones sin que disminuyan los 
esfuerzos en ningun punta; se utiliza, pues, Ia teoria del modulo tangente corregida 
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por Shanley, modificada porque las secciones transversales de las columnas con 
esfuerzos residuales dejan de ser homogeneas cuando se plastifican parcialmente. 

De acuerdo con las ecs. 2.20 y 2.21, Ia distribucion de los esfuerzos residuales con 
respecto al eje de flexion influye muy significativamente en Ia magnitud de CYcr, ya 

que Ie depende de ella, por lo que se obtienen resultados diferentes, para una 
misma seccion, e igual esbeltez, cuando se pandea alrededor de uno u otro de los 
ejes centroidales y principales. 

· Si las dos porciones laterales de amplitud a de Ia Fig. 2.19b, en las que habfa una 
compresion residual, estan plastificadas cuando se inicia el pandeo de una columna 
que tiene esa seccion transversal, utilizando Ia grafica de Ia Fig. 2.20 para evaluar el 
modulo tangente de Ia seccion completa se llega a los resultados siguientes (ref. 
2.6): 

Flexion alrededor del eje x: 

(2.22) 

Flexion alrededor del eje y: 

~: ~( i )' .. a,ry ~ (4:~r ( i )' (2.23) 

Si se conoce E1 para fuerzas de compresion crecientes, con las ecuaciones 2.22 y 
2.23 pueden obtenerse graticas para diserio de columnas de seccion transversal 
rectangular, que se pandean alrededor de cualquiera de los ejes centroidales y 
principales, con las que se determina CYcr, en funcion de Ia relacion de esbeltez y 
teniendo en cuenta los esfuerzos residuales. 

CYcrx se calcula aplicando directamente Ia teoria del modulo tangente (ec. 2.22), pero 

no sucede lo mismo con CYcry, que no depende directamente de E1 , sino de una 

funcion del cociente Etf E (ec. 2.23). 

El modulo tangente de Ia secci6n transversal completa, E1 , puede determinarse 
analfticamente, partiendo de una distribucion conocida de esfuerzos residuales, o 
experimentalmente, por medio de ensayes de compresion de perfiles completos, de 
poca longitud (ref. 2.11 ). 

Las ecs. 2.22 y 2.23 son validas tambiem para columna·s de seccion H o I idealizadas 
como dos placas paralelas entre si, despreciando el efecto del alma sobre Ia rigidez 
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(refs. 2.6, 2.14); corresponden, respectivamente, 'a pandeo por flexion altededor de 
los ejes x y y. 

En Ia Fig. 2.21 se han trazado las curvas esfuerzo medio-relaci6n de esbeltez que se 
obtienen aplicando las dos ecuaciones a una columna de secci6n H pandeada por 
flexion alrededor de los ejes de mayor y menor momenta de inercia, suponiendo que 
tiene los esfuerzos residuales idealizados que se muestran, con valores maximos de 
0.30aY, en los extremos de los patines, y despreciando el efecto del alma (0.30aY 

es un valor experimental promedio, determinado para secciones H laminadas, de 
tamano pequefio o media no). 

0.5 

Pandeo alrededor 
del eje de mayor 

\ momenta de inercia 

\ (a = 0.3 a )(Ec. 2.22) 

\ 
\ 

rc y 

Pandeo elastica 
( (Ec. 2.12) 

, 

Fig. 2.21 Curvas esfuerzo critico-relaci6n de esbeltez para una 
columna I con esfuerzos residuales. 

Cuando se obtuvieron las curvas anteriores, se pens6 que para simplificar el diseno 
convenla sustituirlas por una sola, valida para pandeo en x o en y. 

I ~ 
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La resistencia de columnas que se pandean en el intervale inelastico, por flexi6n 
alrededor del eje de mayor momenta de inercia, puede aproximarse con una curva 
de ecuaci6n (ref. 2.5): 

{ )

2 
aLP L 

acr = ay --2-(ay -aLP -
;rE r 

(2.24) 

Como Ia grafica esfuerzo-deformaci6n deja de ser una linea recta cuando el 
esfuerzo total (residual de compresi6n mas el debido a Ia carga exterior) II ega a a Y 

en algun punta, ellimite de proporcionalidad aLP se substituye por: 

(2.25) 

La ec. 2.24 se transforma en: 

(2.26) 

Si los esfuerzos residuales maximos de compresi6n se taman, arbitrariamente, 
iguales a ayj2, Ia ec. 2.26 se reduce a Ia 2.27, que proporciona resultados 

intermedios entre los de las ecs. 2.22 y 2.23, aceptables para flexi6n en cualquiera 
de los pianos principales; su representaci6n grafica es una curva tangente a Ia de 
Euler en el punta en que acr = ayj2. 

"" ~uy- 4:;A~)' (2.27) 

ayj2 es un valor cercano al maximo que se ha medido en perfiles H laminados. 

i 
La ecuaci6n 2.27 puede escribirse en Ia forma ii 

"" ~ "Y(l- 4tr2~(L/rf) ~ "Y(l-4::J 
I 

(2.28) 

acre es Ia carga crftica de pandeo elastica de Ia columna; con Ia ec. 2.28 se corrige 
ese valor, cuando el pandeo se inicia fuera del intervalo elastica. 

AI suponer que arc =ayj2, de Ia ec. 2.25 se obtiene, aLP =ayj2, de manera que Ia 

ec. 2.27 (o Ia 2.28) es aplicable a columnas de relaci6n de esbeltez para Ia que el 
esfuerzo critico de pandeo es mayor que Ia mitad del de fluencia; en caso contrario, 
el pandeo se inicia en el intervalo elastica, y se utiliza Ia f6rmula de Euler. 

La ec. 2.27 (Fig. 2.21) fue recomendada en 1960 (ref. 2.14) como adecuada para 
obtener Ia resistencia al pandeo inelastico de columnas de acero estructural, y sirvi6 
de base para las f6rmulas contenidas en las especificaciones del AISC de 1961, que 
siguen en vigor, despues de varias revisiones, en las normas para diseiio por 
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esfuerzos permisibles (ref. 2.3); se utiliza tambiem en el Reglamento de 
Construcciones para el D.F. (ref. 2.2), para algunos tipos de columnas. Es 
particularmente aplicable a perfiles H o I de acero estructural, laminados en caliente, 
pero pierde exactitud cuando se emplea para diseriar columnas hechas con placas 
soldadas, en las que el efecto de los esfuerzos residuales suele ser mayor que en 
las laminadas, o para columnas de acero de alta resistencia en las que, en cambia, 
los esfuerzos residuales son de menor importancia. Tampoco es muy precisa 
cuando se aplica a columnas de otros perfiles, como angulos, canales, tubas o 
secciones en cajon. 

En Ia Fig. 2.22 se muestran resultados experimentales obtenidos ensayando 
columnas de distintas formas, con esfuerzos de fluencia diferentes y 
fabricadas par procedimientos diversos, sometidas a compresi6n axial. Las 
abscisas son las relaciones de esbeltez escritas en forma adimensional, 

A-= KL/(KL)aE=a, = (KLfr)JaY/7r2E, y las ordenadas los esfuerzos criticos, divididos 

entre aY para reducirlos tambien a una forma adimensional, que permita comparar 

los resultados. (KL)aE=a, es Ia relaci6n de esbeltez para Ia que el esfuerzo critico 

elastica es igual a a Y • 
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Fig. 2.22 Comparaci6n de resultados experimentales con Ia 
ecuaci6n 2.27. 

Todos los especimenes se ensayaron en Ia condici6n en que se encontraban al 
terminar Ia fabricaci6n, sin someterlos a ninguna operaci6n de enderezado. 
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Con fines comparatives, aparece tambien en ra figura la curva basica para diseiio de 
columnas cargadas axialmente propuesta par el "Column Research Council" (CRC) 
en 1960 (ref. 2.14), ec. 2.27. 

La mayoria de los puntas que representan perfiles H laminados, ensayados en su 
estado normal, se encuentra cerca de Ia curva, mientras que los de esos mismos 
perfiles tratados termicamente, y de secciones en cajon laminadas, estfm en Ia curva 
o por encima de ella. En cambia, todas las columnas compuestas par placas 
soldadas estan debajo, lo que indica que tienen resistencias menores que las 
predichas. 

Estos resultados comprueban Ia importancia de los esfuerzos residuales en Ia 
resistencia de las columnas, tanto desde el punta de vista de su magnitud como de 
Ia manera en que estan distribuidos en Ia seccion. La resistencia aumenta cuando 
crece el esfuerzo de fluencia del acero y cuando se eliminan los esfuerzos 
residuales par media de tratamientos termicos, y las secciones en cajon laminadas, 
en las que los esfuerzos son reducidos, tienen tambien una capacidad de carga 
elevada. En cambia, las columnas formadas par placas soldadas resisten menos 
que los perfiles laminados de igual geometria, y Ia resistencia de las secciones en 
cajon es mayor que Ia de las H, porque tienen una distribucion de esfuerzos 
residuales mas favorable. 

La considerable dispersion de los resultados experimentales refleja Ia influencia de 
Ia forma de las secciones transversales, de las distribuciones de esfuerzos 
residuales, y de Ia variacion de los esfuerzos de fluencia; tambien influyen las 
imperfecciones geometricas iniciales de las columnas. 

Es discutible si deben especificarse curvas de diseiio diferentes para situaciones 
diferentes (columnas laminadas, soldadas, de alta resistencia, etc.), o utilizar una 
curva (mica; en este caso, el grado de seguridad varia de unas columnas a otras, 
pues Ia curva es conservadora en algunas ocasiones y arroja resultados inseguros 
en otras. 

2.6.4 Curvas multiples 

La gran dispersion de las resistencias maximas de las columnas, para valores dados 
de Ia esbeltez, se muestra en Ia Fig. 2.23, en Ia que se han trazado las curvas que 
limitan el espacio que contiene las graficas resistencia-esbeltez determinadas 
analiticamente para 112 columnas, de perfiles y tipos muy variados (ref. 2.15, 2.20). 

Cada curva se basa en una distribucion real de esfuerzos residuales, medida 
experimentalmente, y en una deformacion inicial supuesta del eje de Ia columna, 
80 = O.OOlL, en Ia seccion media. Las resistencias no se han determinado 
resol'.(iendo un problema de valores caracteristicos, metoda que solo es aplicable a 

'I__ -~ '- -- _L__ --
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columnas perfectamente rectas, sino trazando Ia grafica acci6n-deflexi6n de todo el 
proceso de carga, hasta el colapso. La resistencia maxima es Ia ordenada del punto 
mas alto de Ia grafica. 

En Ia fig. 2.23 se muestran las envolventes superior e inferior y Ia curva media 
aritmetica; el ancho de Ia banda, es decir, Ia dispersion de resistencias, es maximo 
para relaciones de esbeltez intermedias, y disminuye hacia los extremos. 

p . 
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L 1000 
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}. = _!_ /a;}:_ xVtr 
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Fig. 2.23 Limites de las curvas de resistencia maxima de 
columnas (112 curvas). 

Es evidente que una sola curva no representa adecuadamente Ia resistencia de 
todos los tipos de columnas. 

Las incertidumbres pueden reducirse definiendo subgrupos, y representando cada 
uno con una curva media (mica, con lo que se obtiene un grupo de curvas multiples 
para diserio. 

1 

I 
Curvas europeas. Debido a Ia dispersi6n en las propiedades del material y en las 
imperfecciones de las columnas reales, las cargas de colapso obtenidas 
experimentalmente para una relaci6n de esbeltez dada estan repartidas en una faja 
de un cierto ancho. Conociendo un numero suficiente de resultados experimentales, 
puede determinarse el valor probable de Ia carga de falla cuyo limite estadlstico de 
tolerancia sea igual a una cifra dada. Adoptando este criterio, y utilizando los 
resultados de alrededor de 1100 ensayos llevados a cabo en siete paises de Europa 
occidental, Ia Convenci6n Europea de Ia Construcci6n Metalica (ref. 2.16) obtuvo 
una curva experimental, sin ecuaci6n determinada, definida por parejas de valores 
acr -L/r. Las piezas ensayadas, de diferentes relaciones de esbeltez, estaban 
hechas con perfiles de varios tipos, laminados en distintos parses, y se probaron en 
seis laboratorios diferentes. 
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Pronto se hizo evidente que el empleo de una sola curva de pandeo es en 
detrimento de algunos perfiles usuales, por lo que se decidio establecer varias 
curvas de diseiio, y referir a cada una de elias las secciones correspondientes. Para 
obtenerlas se hicieron estudios de simulacion, basados en valores supuestos de las 
imperfecciones de las columnas, y en los estudios experimentales previos. Se 
obtuvieron asi las curvas a, b y c de Ia Fig. 2.27, en Ia que se indican los tipos de 
columnas a los que son aplicables. Se muestran tambien dos curvas tentativas, a0 y 
d. 

Para facilitar el dimensionamiento de las columrias, Ia Convenci6n Europea elaboro 
tablas L/r-au para los perfiles mas utilizados y los aceros comunes en Europa (ref. 
2.17), teniendo en cuenta los valores caracteristicos del limite de elasticidad, en 
funcion del grueso del material. (Desde el punta de vista del pandeo de piezas 
comprimidas, Ia caracterfstica mas importante es el limite de elasticidad de Ia parte 
mas gruesa del perfil, que disminuye al aumentar el espesor). Posteriormente se 
han utilizado expresiones analfticas que aproximan los resultados proporcionados 
por las curvas (ref. 2.18). 

2.6.5 Resistencia de diseiio 

Como las columnas reales tienen imperfecciones iniciales, aparecen, desde un 
principia, deflexiones laterales y momentos flexionantes, que crecen con mas 
rapidez que Ia carga y ocasionan, eventualmente, Ia falla del miembro porIa accion 
combinada de compresion y flexion. Sin embargo, durante muchos aiios el 
problema se trato como si las columnas fuesen perfectas y fallasen por pandeo, 
conservandose rectas hasta que se agota su rigidez lateral (ref. 2.12). Las 
especificaciones del AISC para el diseiio por esfuerzos permisibles de columnas en 
compresion axial siguen basadas, hasta Ia fecha, en este criteria (ref. 2.3). 

En Ia actualidad se cuenta con dos metodos para determinar Ia resistencia maxima 
de las columnas que fallan por pandeo por flexion (ref. 2.15 y 2.19); de acuerdo con 
uno, es Ia menor de las cargas crfticas de pandeo, elastica o inelastico, de Ia 
columna perfecta; segun el otro, es igual a Ia resistencia ultima de columnas con 
imperfecciones iniciales, que se introducen en el problema suponiendo que su eje no 
es recto inicialmente. Cuando se utiliza el primer criteria se calcula Ia carga crftica, 
que corresponds a un estado de bifurcacion del equilibria; debe resolverse un 
problema de valores caracterfsticos; si se emplea el segundo, se tiene un problema 
de inestabilidad, que se resuelve trazando una curva accion-desplazamiento y 
determinando Ia carga correspondiente a su punta mas alto. 

Los dos metodos son aplicables, en teoria, a cualquier forma de falla, pero solo se 
cuenta con Ia informacion necesaria para utilizar el segundo, mas preciso, en el caso 
mas comun, Ia falla por flexion alrededor de alguno de los ejes centroidales y 
principales de columnas con secciones transversales de simetrfa doble. 
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Ante Ia imposibilidad de considerar, de manera explicita, todos los factores que 
influyen en Ia resistencia de las columnas, solo se incluyen en cada metoda los mas 
importantes, y los restantes se tienen en cuenta introduciendo en el diseno un factor 
de seguridad adecuado, en forma de factores de carga y resistencia apropiados, 

-cuando el diseno se hace por estados limite. 
I 

En los dos metodos se incluyen los efectos de los esfuerzos residuales que se 
originan durante Ia laminacion y Ia fabricaci6n de Ia estructura. 

La resistencia de las columnas y Ia forma de Ia curva que Ia relaciona con Ia 
esbeltez son funcion de factores geometricos (forma y tamano de las secciones 
transversales, desviaciones del eje respecto a Ia linea recta que une los centroides 
de las secciones extremas, excentricidades en Ia aplicaci6n de Ia carga, eje de las 
secciones transversales alrededor del que se presenta Ia flexion durante el pandeo), 
de factores que dependen del material (tipo de acero, caracterizado por el esfuerzo 
de fluencia y Ia grafica esfuerzo-deformacion, magnitud y distribucion de los 
esfuerzos residuales) y del proceso de fabricacion (columnas laminadas en caliente, 
fabricadas con placas soldadas, o formadas en frio, metodos empleados para 
enderezarlas). Todos estos factores se tienen en cuenta cuando Ia curva de diseno 
se determina experimentalmente, puesto que se ensayan columnas reales, pero es 
dificil incluirlos en modelos analiticos por lo que, como se menciono arriba, solo los 
mas importantes se consideran de manera explicita. 

El numero y Ia variedad de los factores que intervienen en el problema hacen que no 
sea conveniente utilizar una sola curva resistencia-esbeltez para todas las columnas, 
pues al hacerlo se penalizan las secciones mas eficientes, o se disenan las menos 
eficientes con una seguridad inadecuada. Para obtener un nivel de seguridad 
uniforme han de utilizarse varias curvas de diseno, que correspondan a grupos de 
columnas de caracteristicas similares; se llega asi al concepto de las curvas 
multiples (refs. 2.11' 2.15, 2.19, 2.20). 

Se han determinado analiticamente las curvas para columnas de diversos tipos; en 
su obtencion se han tenido en cuenta Ia forma de Ia seccion transversal, las 
propiedades mecanicas del acero, el procedimiento de fabricacion, el tamano de los 
perfiles, y el eje de flexion; ademas, se han considerado esfuerzos residuales con 
valores y distribuciones medidos experimentalmente, y curvaturas iniciales definidas 
por Ia forma del eje de Ia columna y Ia deflexion maxima, en el centro. 

El eje de las columnas reales se representa convenientemente con una senoide, 
pero hay diferentes opiniones acerca del valor mas adecuado de Ia deflexion e en el 
centro de Ia barra. 

La magnitud de e esta limitada por los requisitos que deben satisfacer, por 
especificacion, los elementos de acero que se utilizan en las estructuras; de acuerdo 
con Ia practica estadounidense, el eje de los miembros de seccion H no puede 
separar~e de Ia recta te6rica que une sus extremos mas de 1/8" por cad a 10 pies de 

I 
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I 
longitud, o sea un novecientos sesentavo de Ia longitud L del miembro, lo que se 
considera, en general, como U1 000. 

Sin embargo, como las bases de Ia teorfa de confiabilidad utilizada para el desarrollo 
de los metodos de diseno basados en factores de carga y resistencia son los valores 
medias y las desviaciones estEmdar de los parametros que intervienen en el 
problema, parece razonable usar el valor medio dee, y su variabilidad, para evaluar 
Ia resistencia de las columnas, lo que lleva a tomar e igual a U1470, que es el valor 
medio, obtenido estadisticamente, para perfiles H (refs. 2.11, 2.20). 

Para reducir a lfmites aceptables las incertidumbres propias del uso de una sola 
curva de diseno, pero sin complicar demasiado Ia soluci6n del problema, como 
sucederfa si se utilizase un numero excesivo de curvas, el Consejo de lnvestigaci6n 
sobre Estabilidad Estructural ("Structural Stability Research Council", SSRC) ha 
propuesto el uso de tres curvas (refs. 2.11, 2.15), que corresponden a grupos que 
incluyen columnas de secci6n H laminadas en caliente y enderezadas en frio, barras 
de secci6n transversal circular, maciza o hueca, y miembros hechos con placas 
soldadas, de secci6n H y en cajon. Para las curvas originales (Fig. 2.24 a 2.26) se 
consider6 e = U1 000, mientras que en Ia deducci6n de las designadas con Ia letra P 
(de "probabilfstico") se tom6 el valor medio, U1470; cada una de las curvas Pesta, 

1

1 I. siempre, ligeramente arriba de Ia curva "determinfstica" correspondiente (Fig. 2.28). 

Pmax 
Py o.s 

0 

de curvas que forman 
Ia base de Ia curva 1 
(30 curvas) 

0.5 1.0 

A = ..!_ faY _!:. 
1t V E r 

Curva 1 

Curva de Euler 

1.5 

Fig. 2.24 Curl,a No. 1 para columnas de acero estructural. 

Las ecuaciones que reproducen analfticamente los resultados de las curvas 
multiples son bastante complejas (refs. 2.11, 2.15, 2.19); por ello, se ha propuesto el 
uso de expresiones simplificadas, con las que se obtienen, de manera mucho mas 
sencilla, resultados suficientemente cercanos a los proporcionados por las curvas 
(refs. 2.9, 2.21, 2.22); de este tipo son las ecuaciones de las Normas Tecnicas 

i 

. I 

I 
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Complementarias del Reglamento de Construcciones para el D.F. (ref. 2.2), y de las 
especificaciones Canadienses (ref. 2.23), para el diserio de columnas de secci6n 
transversal H o en cajon. Aunque de poca utilidad para tabular Ia resistencia de las 
columnas en funci6n de su esbeltez, las ecuaciones simplificadas son convenientes 
cuando se emplean directamente en los calculos y cuando se incluyen en programas 
de computadora. 

0.5 

0 

Ancho de Ia banda de curvas 
que forman Ia base 
de Ia curva 2 (70 curvas) 

Curva de Euler 

Fig. 2.25 Curva No. 2 para columnas de acero estructural. 

0.5 t•=U100J 

0 

Ancho de Ia banda de curvas 
que forman Ia base 
de Ia curva 3 (12 curvas) 

1.0 1.5 

l=_!_ Ia; ~ 
~rVEr 

Curva de Euler 

Fig. 2.26 Curva No. 3 para columnas de acero estructural. 

Las ecuaciones recomendadas en Ia ref. 2.24 corresponden a Ia curva 2P (refs. 
2.11, 2.20). A pesar de que esta curva es, en teoria, aplicable solamente a las 
secciones para las que fue deducida, de acuerdo con Ia ref. 2.24 se utiliza para 
columnas con secciones transversales de cualquier forma, incluyendo angulos 
sencillos o dobles. 
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1.0 

Pmax 

Py 0.5 

0 

0 

•"': 

' ' ' ' ... ... ... ... 

e = U1000 

0.5 1.0 1.5 

A. = ..1_ faY _!:_ 
7t Y E r 

Curva a 

0 D Tubas formados en caliente 

~ Laminada, h/b > 1.2 

1: Laminada, con cubreplacas soldadas 
'T' 

-l!:F Soldada, relevada de esfuerzos 

8 Relevada de esfuerzos 

Curva c + Laminada, h/b ~ 1.2 

I Soldada, placas laminadas 

~ Te 

~Canal 
0 D Tubas acabados en caliente, 

con paredes de grueso 
no mayor de 6 mm 

Curva aD (tentativa) 

Aceros de alta resistencia 

Curva b 

-:6- Cajon soldado 

i Laminada, h/b > 1.2 

~ Laminada, h/b ~ 1.2 

-~- Soldada, placas cortadas con soplete 

~ Soldada, placas laminadas 

1~1 Laminada, con cubreplacas soldadas 

=I= Laminada, relevada de esfuerzos 

Curva d (tentativa) 

Perfiles pesados 

Fig. 2.27 Curvas multiples europeas. 

53 

Cuando se emplean varias curvas de diseiio, con Ia tabla 2.1 se determina Ia que 
debe usarse en cada caso (refs. 2.4 y 2.20). 

j 
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1.0 r-_....,~:;:;:;:;:::::::------~ 
Curva 1-P del SSRC 

Pmax 
pY 

0.5 

0 

Curva 2-P del SSRC 

Curva 3-P del SSRC 

17.8 35.7 44.6 89.2 

8.9 26.8 0.5 53.5 71.3 1.0 107.0 1.5 142.7 

tKur, acero A36 tA 
A =-1 {Fy KL 

1[\/E'r {para acero A36, KUr = 89.186 A) 

I 
__ Curvas multiples probabilisticas 

(e/L = 1/1470) 
__ Curvas multiples deterministicas 

(e/L = 1/1 000) 

e/L = 1/1470, valor medio medido 

e/L = 1/1000, valor maximo permisible por especificaci6n 

Fig. 2.28 Conjuntos de curvas multiples para el diseiio de 
columnas (SSRC y SSRC-P). 

2.6.6 Pandeo en el intervalo de endurecimiento por deformaci6n 

En Ia rhayor parte de Ia literatura sabre pandeo inelastico de columnas en 
compresion axial, se acepta que se pandean cuando el esfuerzo llega al lfmite de 
fluencia, y el modulo de elasticidad tangente se reduce a cero. Esto se refleja en las 
curvas y formulas para diseno, con las que se obtiene un esfuerzo crftico maximo (o 
un esfuerzo ultimo, si se tienen en cuenta las imperfecciones iniciales), 
correspondiente a longitudes nulas, igual a aY (Figs. 2.21 y 2.24 a 2.26, ec. 2.27). 

Aparentemente serfa imposible llevar los elementos comprimidos de acero 
estructural al intervalo de comportamiento plastico, en el que las deformaciones 
unitarias son mayores que &y, sin que se pandeasen, lo que invalidarfa Ia hipotesis 

principal del analisis y diseno plastico, pues los patines de las barras en flexion se 
pandearian local mente cuando Ia compresion fuese en ellos APa Y, y no podrfa 

plastificarse Ia seccion completa, ni formarse articulaciones plasticas. 
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Tabla 2.1 Selecci6n de curvas para el diserio de columnas* 

Proceso de fabricacion Eje de Esfuerzo de fluencia m inimo (Kg/err 

I flexion 
2600 3500 4200 
a a a P6300 

<2530 3450 
Perfiles H Perfiles H ligeros y m ed ios Mayor 
lam in ados en momento 
caliente de inercia 2 2 

Menor 
momento 

! de inercia 2 2 
Perfiles H pesados (Patines May_or 3 2 
de mas de 5 em de grueso} Menor 3 3 

Secciones H Placas cortadas con soplete Mayor 2 2 
hechas con placas Menor 2 2 
sold ad as Placas laminadas Mayor 3 3 

Menor 3 3 
Secciones en Placas cortadas con soplete Mayor 2 2 
cajon soldadas o laminadas Menor 2 2 

Formadas en frio Mayor N/A 2 
I Menor N/A 2 

Tubos cuadrados Formados en caliente o Mayor 1 1 
o rectangulares form ados en frio y tratados 

termicamente Menor 1 1 
Tubos circulares Form ados en frio 2 2 

Form ados en caliente 1 1 
Todos los perfiles que hayan sido relevados de Mayor o 
esfuerzos Menor 1 1 

Notas: 
* Para uso con las curvas 1, 2 y 3 del SSRC (Cap. 3, ref. 2.11 ). 
** Aceros tratados termicamente. 

4150 6250 ** 

1 1 

2 1 
2 2 
2 2 
2 1 
2 2 
2 2 
3 2 
2 1 
2 1 
2 2 
2 2 
1 1 

1 1 
2 2 
1 1 

1 1 

La conclusion anterior no concuerda ni con los resultados de gran numero de 
pruebas de laboratorio ni con el comportamiento de las estructuras reales, pues 
piezas pequerias y robustas de acero, comprimidas axialmente, admiten 
deformaciones mayores que & Y sin pandearse e incluso, si su relaci6n de esbeltez 

es menor que un cierto limite, el pandeo se pospone hasta que todo el material esta 
endurecido por deformaci6n, y se inicia bajo esfuerzos mayo res que el de flu en cia 
(refs. 2.26 a 2.28). Las teorias clasicas describen correctamente el fen6meno en el 
intervalo elastica y en el inelastico entre el limite de proporcionalidad y el esfuerzo 
de fluencia, hasta que Ia deformaci6n unitaria vale & Y, pero son inaplicables mas alia 

de este punto. 

1 

1 
2 
2 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
2 
1 

1 
2 
1 

1 
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I 

En Ia Fig. 2.29 se muestra, en forma ligeramente simplificada, Ia primera parte de Ia 
curva esfuerzo-deformacion unitaria de una probeta de acero A36, en tension o 
compresion. 

AI llegar el esfuerzo a a Y se inicia el flujo plastico, de man era brusca, sin Ia curva de 

transicion de los perfiles completos, pues esta se debe a los esfuerzos residuales 
que desaparecen en las probetas; las deformaciones crecen bajo esfuerzo 
constante, y el modulo tangente E1 parece reducirse a cera. Sin embargo, s es una 

deformacion media, obtenida midiendo el alargamiento o el acortamiento total de Ia 
probeta y, en realidad, no hay ningun material cuya deformacion unitaria este 
comprendida entre Ia iniciacion del flujo plastico sY y el comienzo del endurecimiento 

por deformacion sed, pues el acero fluye de manera discontinua en pequenas fajas 
inclinadas, orientadas segun los pianos de esfuerzo cortante maximo, en las que Ia 
deformacion local pasa instantaneamente de sY a sed (refs. 2.26, 2.27, 2.29). E1 no 

se anula nunca porque cuando parte del material esta aun en el intervalo elastica, el 
resto ha entrada ya en el endurecimiento por deformacion. 

a, (kg/cm2) 

3000 

2000 

1000 

0 

cry = 2530 kg/cm2 

I 
_J .. 

Ey=0.12 1.0 

Tan a1 = E = 2 100 000 kg/cm2 
Tan a2 = Eed = 63 000 kg/cm2 
Eed = E/h :. h = 33 
Eed=st:y .·. s=11.7 

Eed = 1.4 2.0 E (%) 

Fig. 2.29 Curva esfuerzo-deformaci6n unitaria de una probeta de 
acero A 36. 

sed es unas 12 veces mayor que &Y (Fig. 2.29). 

Se ha demostrado experimentalmente que los esfuerzos de pandeo de piezas 
comprimidas de acero A? o A36, en relacion con esbeltez menor de 20, exceden el 
limite de fluencia y entran en el endurecimiento por deformacion; los valores 
experimentales estan entre los predichos por las teorias del modulo tangente y del 
modulo reducido (refs. 2.6, 2.30). 
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2.6. 7 Formulas para diseno 

A continuacion se presentan las ecuaciones para disefio de columnas en 
compresion axial recomendadas en el Reglamento de Construcciones para el 
Distrito Federal, en las dos especificaciones del lnstituto Americana de Ia 
Construccion en Acero, y en las normas canadienses. 

2.6.7.1 Normas Tecnicas Complementarias para Diseno y Construcci6n de 
Estructuras Metalicas (ref. 2.2) 

La resistencia de disefio Rc de un elemento estructural de eje recto y de seccion 

transversal constante sometido a compresion axial, que falla por pandeo por flexion, 
yen el que el pandeo local noes crftico, se determina con alguna de las ecs. 2.29 a 
2.31. Tomando At en cm2 y FY en kg/cm2

, Rc se obtiene en kg. 

a) Miembros de seccion transversal H, I, o rectangular hueca. 

FR = 0.9 
F I 

(2.29) 
! .. ·; •• 

At es el area total de Ia seccion transversal de Ia columna . 

.< ~ KL ~ ~ , donde KL/r .es Ia relaci6n de esbeltez efectiva maxima de Ia 
r TC E 

columna. I 

n es un coeficiente adimensional, que tiene alguno de los valores siguientes: 
• Columnas de seccion transversal H o I, laminadas o hechas con tres 

placas soldadas, obtenidas cortandolas con oxigeno de placas mas 
anchas, y columnas de seccion transversal rectangular hueca, laminadas 
o hechas con cuatro placas soldadas: n = 1.4 . 

• Columnas de seccion transversal H o I, hechas con tres placas laminadas 
soldadas entre si: n = 1.0. 

La ec. 2.29 es una representacion analitica simplificada de las curvas multiples del 
SSRC; los valores de n, 2.0, 1.4 y 1.0, corresponden, respectivamente, a las curvas 
1, 2 y 3 (ref. 2.22). 

En las Normas Tecnicas se utilizan solo las curvas 2 y 3, es decir, n igual a 1.4 y 
1.0, para aceros con limite de fluencia no mayor de 2530 Kg/cm2

, pero se permiten 
otros valores de n si se demuestra que su empleo esta justificado. 
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La tendencia actual es hacia el usa de aceros de resistencias mas elevadas que los 
tradicionales; asi, en Estados Unidos se emplean cada vez mas, aceros con 
esfuerzo de fluencia de 50 Kips/pulg2 (3515 kg/cm2

), sustituyendo al acero A36 (Fy = 
2530 kg/cm2

); en Canada y en Europa Ia situaci6n es semejante. 

En Mexico es ya muy comun el usa de materiales con FY = 3515 kg/cm2
; cuando es 

asi, puede emplearse Ia ec . 2.29, con n = 2.0, en los casas en que Ia Tabla 2.1 
senala que debe utilizarse Ia curva 1. 

b) Miembros cuya seccion transversal tiene una forma cualquiera, no incluida en 
a) 
FR = 0.85 

Si KL/r ~ (KL/r)c, R = 
20

•
120

•
000 

A F c (KLjrf ·~ R 
(2.30) 

I. ( ) [ (KL/r)z ] S1 KL/ r ~ KL/ r c, Rc = A1Fy 1 - ( f FR 
2 KL/r c 

(2.31) 

(KL/ r t = 6340/ JF; 

KL/r es Ia relacion de esbeltez efectiva maxima de Ia columna, y 

(KL/r )c = ~2;rr 2 E/ FY ~ 6340/ .jF; es Ia esbeltez que separa el pandeo elastica del 

inelastico. Se obtiene igualando a FY /2 el esfuerzo critico elastica, dado par Ia 

formula de Euler y despejando KL/r. 

Las ecs. 2.30 y 2.31 proporcionan Ia carga critica de Ia columna, de pandeo elastica 
(Ia formula de Euler, ec. 2.30) o inelastico (Ia ec. 2.31 es Ia 2.28, en Ia que se ha 
introducido (KL/r )c, multiplicada par A1FR ). Estas ecuaciones, que se conservan de 
normas anteriores, se aplican a angulos, canales y tes en compresion y, en general, 
a todos los tipos de columnas que no han sido objeto de investigaciones especiales, 
como las que llevaron a Ia obtencion de las curvas multiples. Par este motivo, para 
su diseno se recomienda un factor de resistencia menor. 

2.6.7.2 Especificaciones AISC para disefio por factores de carga y resistencia 
{ref. 2.24) 

De acuerdo con las especificaciones del AISC para edificios de acero estructural 
basadas en diseno par factores de carga y resistencia (ref. 2.24), Ia resistencia de 
disefio en compresion de columnas cargadas axialmente que no fallan par pandeo 
local ni par pandeo par torsion a flexotorsion, es igual a FRPn, donde: 

FR = 0.85 
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Pn = resistencia nominal en com presion axial = ArFer 

Para A.e s; 1.5 , Fer = (0.658"'~ )FY 

Para A, > 1.5 , F" = ( O.~r )FY 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

59 

Fe, es el esfuerzo critico de pandeo en compresion; A.e es el parametro A. definido 

en el articulo 2.6. 7.1, donde tambiem se ha definido A,. 

I 
Las formulas 2.33 y 2.34 pueden expresarse en terminos de Ia relaci6n de esbeltez 
KL/r (Comentario de Ia ref. 2.8); para ella, se escribe Ia formula 2.33 en forma 
exponencial: 

1 

Fer = (exp(- 0.419A.~ ))FY 

y se sustituye A.e por su valor, con lo que se obtiene: 

1
Para ~,; 4.71/t, F" +xp[ -0.424 ~ ( ~J]]FY (2.35) 

,p KL 4 71/t F = 0.877n
2 
E 

ara > . ' er ( )2 
r FY KL/r 

(2.36) 

exp(x) tiene el mismo significado que ex, donde e es Ia base de los logaritmos 
naturales. 

Las ecs. 2.33 y 2.34 (o 2.35 y 2.36) son una representacion anaHtica de Ia curva 2P. 
Es decir, el AISC utiliza una sola curva, Ia intermedia, para el diseno de todos los 
miembros en compresion axial, cualquiera que sea Ia forma de su seccion 
transversal o el procedimiento de fabricacion. · 

I 
La ec. 2.34 (o Ia 2.36) es Ia formula de Euler multiplicada por 0.877, lo que indica 
que para esbelteces grandes (mayo res que 133.7, si el acero es A36) Ia resistencia 
de las columnas con imperfecciones iniciales (e = U1470) es aproximadamente igual 
al 88 por ciento de Ia predicha por Ia formula de Euler (Fer, calculado con cualquiera 

de las ecuaciones anteriores, no es realmente un esfuerzo crftico de pandeo, puesto 
que las curvas multiples, de una de las cuales provienen esas ecuaciones, no 
proporcionan esfuerzos crfticos, sino resistencias maximas de columnas con 
imperfecciones iniciales ). 

I 
2.6.7.3 Especificaciones AISC para diseno por esfuerzos permisibles (ref. 2.3) 

En las normas de 1989 para diseno basado en esfuerzos permisibles (ref. 2.3), el 
AISC conserva las formulas para miembros comprimidos axialmente que han 



! . 
I 

60 Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 

formado parte de sus especificaciones desde 1961. las recomendaciones de 
diseiio son las siguientes: 

El esfuerzo permisible en Ia secci6n transversal total de miembros comprimidos 
axialmente que no fallan prematuramente por pandeo local, en los que Ia relaci6n de 
esbeltez maxima del tramo en estudio, KL/ r, no excede de Cc , es: 

(1_ (KL/rf JF 
2C2 Y 

Fa= 5 3KL/r c (KL/rY (2.37) 
- + - --'--~'--

3 sec sc: 
donde: 

cl ~~2~r2E 
c F 
I y 

Cuando KL/ r excede de Cc, el esfuerzo permisible es: 

F = 12;r2£ 

a 23(KL/r )2 
(2.38) 

Cc es Ia relaci6n de esbeltez que separa las dos formas de pandeo, elastica e 

inelastico; corresponde a Ia relaci6n de esbeltez KL/r de Ia ref. 2.2 (art. 2.6.7.1). 

La ec. 2.38 es Ia formula de Euler con un coeficiente de seguridad de 23/12 = 1.92; 
proporciona el esfuerzo crftico de las columnas esbeltas, que fallan por pandeo 
elastica. El numerador de Ia ec. 2.37 es el esfuerzo critico de pandeo inelastico de 
columnas cortas e intermedias (es Ia ec. 2.27, en Ia que se ha introducido el 
coeficiente Cc ), y el denominador el factor de seguridad, que varia de 1.67 para 

columnas de esbeltez nul a a 1.92 cuando KL/r = (KL/r t. 

2.6.7.4 Normas Canadienses (ref. 2.23) 

La resistencia factorizada (o resistencia de diseiio), Cr, de un miembro de secci6n 
transversal clase 1, 2 o 3 (que no falla por pandeo local), en compresi6n axial, se 
calcula con Ia expresi6n: 

Cr = rjJAFy (1 + A.2n t/n 

que puede escribirse en Ia forma: 

i F 
Cr = ( Y '¥/n rjJA 

1 + A2n J 

(2.39) 

/ 
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n vale 2.24, 1.34 o 0.98, dependiendo de las caracteristicas de Ia columna; cada 
valor corresponde a una de las tres curvas propuestas. 

J.= KL ~ Fy 
r :r 2 E 

fjJ = factor de resistencia = 0.9. 

Las secciones que tengan solo un eje de simetria, o ninguno, y las cruciformes, 
deben satisfacer requisitos adicionales. 

En el cuerpo de Ia norma aparecen unicamente los dos primeros valores de n ; el 
tercero (0.98) se recomienda, en el Comentario, para secciones laminadas pesadas 
y secciones soldadas fabricadas con placas laminadas. 

1 
La ec. 2.39 es muy parecida a Ia 2.29; tambien son muy semejantes los valores del 
exponente n . Esto no es de extranar puesto que ambas provienen de las mismas 
curvas. 

I 
2.6.7.5 Tablas de esfuerzos de disefio i 

i 

En las hojas siguientes se presentan varias tablas que proporcionan los esfuerzos 
de diseno en funci6n de las relaciones de esbeltez de las columnas; corresponden a 
las refs. 2.2 y 2.24. En Ia Fig. 2.30 se comparan algunas curvas esfuerzo de diseno­
relaci6n de esbeltez para aceros Grado 50 ( FY =3515 Kg/cm2

); Ia del Reglamento del 

D. F., con n =1.4, coincide casi con Ia del AISC, pues ambas provienen de Ia 
segunda curva del SSRC'; Ia diferencia para relaciones L/r pequenas, se debe a 
que los factores de resistencia no son iguales. 

RdA (Kg/cm2) 

3500 

3000 

2500 

2000 

1500 

1000 

500 

~ ~ oo ~ m w m ~ ~ ~ 

Relaci6n de esbeltez, KUr 

I . 
F1g. 2.30 Curvas esfuerzo de disefio- relaci6n de esbeltez (RJA 

- KL/r). 
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TABLA 2.2 Miembros en Compresion Axial, NTC del RDF 
Esfuerzo de Diser'io RJAt FR=0.9, n=1.0, Fy=2530 kg/cm2 

KUR Ref At KUR Rei A KUR RJAt KUR Rr:/At 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 2277 51 1746 101 1008 151 592 
2 2277 52 1728 102 996 152 587 
3 2277 53 1711 103 985 153 581 

1--~---1----- -- f----~---· t----1694 974-- t--~- ~---- ---
4 2277 54 104 154 575 
5 2277 55 1677 105 963 155 570 
6 2277 56 1660 106 953 156 564 
7 2277 57 1643 107 942 157 559 
8 2277- 1--- 58--1---1626-- '-108-------. 

158 553--932 
9 2277 59 1609 109 921 159 548 
10 2277 60 1592 110 911 160 543 
11 2277 61 1575 111 901 161 537 

-~12-
t---,--. ---

~~ -- 1559 ~--~- 1---:.- ·-· ~------ -------

2277 891 162 532 
~3~ 154i- 1---- - -~--- ------·--

2277 63 113 882 163 527 
14 2272 64 1526 114 872 164 522 
15 2264 65 1509 115 862 165 517 
16 2255 66 1493 116 853 166 513 t-----

2246 844 167 
--

17 67 1477 117 508 
18 2236 68 1461 118 835 168 503 
19 2226 69 1445 119 826 169 498 
20 2215 70 1429 120 817 170 494 

1413 -- 1-- ---1------- -- r- 171-- --------

21 2204 71 121 808 489 
22 2193 72 1398 122 799 172 485 
23 2181 73 1382 123 791 173 480 
24 2169 74 1367 124 782 174 476 

-75- -· --- ~--·---t- 774 175 472 25 2156 1352 125 
-----

1--1337-26 2143 76 1---126- 766 176 --1-------
467 

27 2130 77 1322 127 758 177 463 
28 2116 78 1307 128 750 178 459 
29 2102 79 1292 129 742 179 455 
30 2088 8cf ___ - 1278 130 -- 734 180 451 
31 2073 81 1263 131 726 181 447 
32 2058 82 1249 132 719 182 443 
33 2043 83 1235 133 711 183 439 
34 2028 84 1221 134 --~04 184 435 
35 2012 85 1207 135 697 185 431 
36 1997 86 1194 136 689 186 427 
37 1981 87 1180 137 682 187 424 
38 1965 88 1167 138 675 188 420 

r---::-.:--- - ---- r-------
39 1948 89 1154 139 668 189 416 

.40 1932 90 1141 140 662 190 413 
41 1915 91 1128 141 655 191 409 
42 1899 92 1115 142 648 192 406 

·- 143-- --64i-- ------ t---:----
43 1882 93 1103 193 402 
44 1865 94 1090 144 635 194 399 
45 1848 95 1078 145 629 195 395 
46 1831 96 1066 146 623 196 392 
47 1814 97 1054 147--616- 1---197-- t--389-
~-1-------· 

1797 98 1042 148 --e1o 198 386-
49 1780 99 1030 149 604 199 382 
50 1763 100 1019 150 598 200 379 
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TABLA 2.3 Miembros en CompresionAxial, NTC del RDF' 
Esfuerzo de Diserio Rc/At FR=0.9, n=1.4, Fy=2530 kg/cm2 

KUR RJAt KUR Rc/At KUR RJAt KUR RJAt 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 2277 51 1994 101 1214 151 686 
2 2277 52 1980 102 1200 152 679 

r-
3 2277 53 1966 103 1186 153 671 

f--- 4---- 2277 54 1952 ~04 1172 154 664 
5 2277 55 1938 105 1159 155 657 
6 2277 56 1923 106 1145 156 650 
7 2277 57 1908 107 1132 157 643 
8 2277 58 1893 108 1119 158 637 
9 2277 59 1878 109 1106 159 630 
10 2277 60 1863 110 1093 160 623 
11 22T1-

1---···-- ---- f------:J-11- --~mao 61 1847 161 617 
12 2277-- ---

1832 112 1068 162 611 62 
13 2277 63 1816 113 1055 163 604 
14 2276 64 1800 114 1043 164. 598 
15 2274 65 1784 115 1031 165 592 
16 2272 66 1768 116 1019 166 586 
17 2269 67 1751 117 1007 167 580 
18 2267 68 1735 118 995 168 574 

----~-----· 

19 2264 69 1719 119 984 169 568 
20 2260 70 1702 120 972 170 562 
21 2257 71 1686 121 961 171 557 
22 2253 72 1669 122 950 172 551 
23 2249 73 1653 123 939 173 546 
24 2244 74 1636 124 928 174 540 
25 2240 75 1620 125 918 175 535 
26 2234 76 1603 126 907 176 530 
27 2229 77 1587 127 897 177 - ---524 

28 2223 78 1570 128 887 178 519 
29 2217 79 1554 129 877 179 514 
30 2210 80 1538 130 867 180 509 
31 2204 81 1521 131 857 181 504 
32 2196 82 1505 132 847 182 499 
33 2189 83 1489 133 837 183 495 
34 2181 84 1473 134 828 184 490 
35 2173 85 1457 135 819 185 485 
36 2164 86 1441 136 810 186 -48-1 

---

37 2155 87 1425 137 800 187 476 
38 2146 88 1409 138 792 188 472 
39 2136 89 1393 139 783 189 467 

• 40 2126 90 1378 140 774 190 463 
41 2115 91 1362 141 765 191 458 
42 2105 92 1347 142 757 192 454 
43 2094 93 1332 143 749 193 450 
44 2082 94 1316 144 740 194 446 
45 2071 95 1301 145 732 195 442 
46 2058 96 1287 146 724 196 438 
47 2046 97 1272 147 716 197 434 
48 2034 98 1257 148 709 198 430 
49 2021 99 1243 149 701 199 426 
50 2007 100 1228 150 693 200 422 

--- ---~------ ----~-~---------~--~ 



64 Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 

TABLA 2.4 Miembros en Compresion Axial, NTC del RDF, -
Esfuerzo de Diseno RJ/\ FR=0.9, n=1.4, Fy=3515 kg/cm2 

KUR RJA.. KUR RJA. KUR RJA. KUR RJA. 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 3164 51 2585 101 1366 151 722 
2 3164 52 2560 102 1348 152 713 
3 

r----- --53-f-----2534 103-- ~1~ 
1---------

3164 1329 705 
~ 3164 54 2~ '-164- -131f --154-1--------

697 
5 3164 55 2482 105 1293 155 689 
6 3164 56 2456 106 1276 156 681 
7 3164 57 2429 107 1259 157 674 
8 3164 58 2402 108 1242 158 666 
9 3164 59 2376 109 1225 159 659 
10 3164 60 2349 110 1209 160 652 
11 3164 61 2322 111 1192 161 644--
12 3162 62 2295 112 1177 162 r-----s37~ 
13 3158 63 2268 113 1161 163 630 
14 3155 64 2241 114 1146 164 623 
15 3150 65 2214 115 1130 165 617 
16 3146 66 2187 116 1115 166 610 
17 3140 67 2160 117 1101 167 603 
18 3134 68 2133 118 1086 168 597 

--1--g--- 1----3128-- 1-----69- f-----2106 119 1072 169--1----591-
--

20 3121 70 2079 120---1058-- r-- -- r----584-170 
21 3113 71 2053 121 1045 171 578 
22 3105 72 2027 122 1031 172 572 
23 3096 73 2000 123 1018 173 566 
24 3086 74 1974 124 1005 174 560 
25 3076 75 1949 125 992 175 554 
26 3065 76 1923 126 979 176 548 
27-- ,------3053 -- r----- --- 967-- --- ------

77 1898 127 177 543 
----~--

~--3041 
---- --- 178-- --~-28 78 1872 128 954 537 

r------- ~-3028 79 1847 129 942 179 
1----o---

29 532 
30 3014 80 1823 130 931 180 526 
31 3000 81 1798 131 919 181 521 
32 2985 82 1774 132 907 182 516 
33 2969 83 1750 133 896 183 511 
34 2952 84 1726 134 885 184 505 

85 1703 874 
--

185 500-35 2935 135 
-- -

495 36 2917 86 1680 136 863 186 
--

37 2899 87 1657 137 853 18i-- ~4g:r-

38 2880 88 1634 138 842 188 486 
39 2860 89 1612 139 832 189 481 
40 2840 90 1590 140 822 190 476 • 
41 2819 91 1568 141 812 191 472 
42 2798 92 1546 142 803 192 467 

l. 
43 2776 93 1525 143 793 193 463 

--
44 2754 94 1504 144 784 194 458 
45 2731 95 1484 145-t----;----

195 454 774 
46 2708 96 1463 146 765 196 449 
47 2684 97 1443 147 756 197 445 
48 2660 98 1424 148 747 198 441 
49 2635 99 1404 149 739 199 437 
50 2611 100 1385 150 730 200 433 
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TABLA 2.5 Miembros en Compresion Axial, NTC del RDF~: 
Esfuerzo de Diserio RJA. FR=0.9, n=2.0, Fy=3515 kg/cm2 

KUR RJAt KUR RJA. KUR RJA. KUR Ref A.. 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 3164 51 2881 101 1548 151 770 
--

2 3164 52 2861 102 1525 152 761 
3 3164. 53 2841 103 1502 153 752-
4 3164-

t--~ 

54 2819 104 1480 154 742 
5 3164 55 2798 105 1458 155 733 
6 3164 56 2775 106 1436 156 724 
7 3164 57 2752 107 1415 157 716 
8 3164 58 2728 108 1394 158 707 
9 3164 59 2704 109 1373 159 699 
10 3164 60 2679 110 1353 160 690 
11 3164 61 2653 111 1333 161 682 
12 3163 62 2627 112 1314 162 674 
13 3163 63 2600 113 1294 163 666 
14 3162 64 2573 114 1275 164 659 
15 3162 65 2546 115 1257 165 651 
16 3161 66 2518 116 1239 166 644 
17 3160 67 2490 117 1221 167 636 
18 3159 68 2461 118 1203 168 629 
19 3158 69 2433 119 1186 169 622 

~--1---3157- f----70 2404 120---1-f69- I-- -- ~·--·- --~---~ 

170 615 
21 3155 71 2375 121 1152 171 608 
22 3153 72 2345 122 1136 172 601 
23 3151 73 2316 123 1120 173 594 
24 3148 74 2286 124 1104 174 588 
25 3146 75 2257 125 1088 175 581 
26 3142 76 2227 126 1073 176 575 

------·-- f---,---- -- ------r----w-58 -569 27 3139 77 2198 127 177 ---28--~135 78 
-- f--.;:- ~ ~ -

~28 1044 178 563 2168 
f-----29 3131 79 2139 129-r-;f029 179 556 

30 3126 80 2109 130 1015 180 550 
31 3121 81 2080 131 1001 181 545 
32 3115 82 2051 132 988 182 539 
33 3109 83 2022 133 974 183 533 
34 3102 84 1993 134 961 184 527 
35 3094 85 1965 135 948 185 522 

f--- 36-- 3086 86 1937 136 935 186 516 
---37----- -87 511 --3077 1909 137 923 187 

38 3068 88 1881 138 911 188 506 
39 3058 89 1853 139 899 189 501 
40 3047 90 1826 140 887 190 496 
41 3036 91 1799 141 875 191 490 
42 3024 92 1773 142 864 192 485 
43 3011 93 1746 143 853 193 481 
44 2997 94 1720 144 842-- --194- ---476 

45 2983 95 1695 145 831 195 471 
46 2968 96 1669 146 821 196 466 
47 2952 97 1645 147 810 197 462 
48 2935 98 1620 148 800 198 457 
49 2918 99 1596 149 790 199 453 
50 2900 100 1572 150 780 200 448 
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TABLA 2.6 Miembros en Compresion Axial, LRFD-AISC93 
Esfuerzo de Diserio R,JA., FR=0.85, Fy=2530 kg/cm2 

KUR RJA. KUR RJAt KUR RJAt KUR Rc/1\. 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 2150 51 1875 101 1257 151 658 
2 2150 52 1865 102 1244 152 649 --3- 2149 53 

r--------- - 103-~ ,.-1231~ 
--- -~--- ~- ---

1855 153 641 -------
2149 --~!345- - -------- c-----~-- ------ --~ 1----- --~ 

4 54 104 1217 154 633 
5 2148 55 1834 105 1204 155 624 
6 2146 56 1823 106 1191 156 616 
7 2145 57 1813 107 1177 157 609 
8 2143 58 1802 108 1164 158 601 
9 2141 59 1791 109 1151 159 593 
10 2139 60 1779 110 1138 160 586 

1--- 11 ---- 61- - 1768 - -~ITf~ ~----- -- -

2137 1125 161 579 
~-1--2134-- ------ ----- ------ ----

62 1757 112 1111 162 572 
13 2131 63 1745 113 1098 163 565 
14 2128 64 1734 114 1085 164 558 
15 2125 65 1722 115 1072 165 551 
16 2122 66 1710 116 1059 166 544 
17 2118 67 1698 117 1046 167 538 
18 2114 68 1686 118 1034 168 532 

----1~ ---iflCJ-- ----~ r--------- -Tie ___ _ 1o2r_ -- 169-r-~-- --
69 1674 525 

20 2106 -~ib- c----~--

1662 -12o 1008 170 519 
21 2101 71 1649 121 995 171 513 
22 2096 72 1637 122 983 172 507 
23 2091 73 1625 123 970 173 501 
24 2086 74 1612 124 958 174 495 
25 2081 75 1600 125 945 175 490 
26 2075 76 1587 126 933 176 484 

f----c-
~7 

------- - -~-

--4~ 27 2070 1574 127 920 177 
~8~ r----- -- 78 1561 '128 908 

----:r78 ___ ~73-2064 
r-- 29 2057 79 1549 129 896 179 468 

30 2051 80 1536 130 884 180 463 
31 2044 81 1523 131 872 181 458 
32 2038 82 1510 132 860 182 453 
33 2031 83 1497 133 848 183 448 
34 2024 84 1484 134 835 184 443 

85- --------- - -- -------- ------- 185- --- ----
35 2016 1470 135 823 438 

---36~ 
!-----_--- - -

2009 86 1457 --136-------
811 - -186-- r---434-

- 37-- -2001-- - 8i- ~1444 137 700- --187-- 1------
429 

38 1993 88 1431 138 • 788 188 424 
39 1985 89 1418 139 776 189 420 

I 40 1977 90 1404 140 765 190 416 

i 

41 1968 91 1391 141 755 191 411 
42 1960 92 1378 142 744 192 407 
43 1951 93 1364 143 734 193 403 

~---~ 1-----c -- --94-- ----- - 144-- 723 194 
r------

44 1942 1351 399 
-- ---· 

145 
------ ----~ f------395-45 1933 95 1338 714 195 

46 1924 96 1324 146 704 196 391 
47 1915 97 1311 147 694 197 387 
48 1905 98 1297 148 685 198 383 
49 1895 99 1284 149 676 199 379 
50 1885 100 1271 150 667 200 375 
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TABLA 2.7 Miembros en Compresion Axial, LRFD-AISC93 
Esfuerzo de Diserio RJA. FR=0.85, Fy=3515 kg/cm2 

KUR RJAt KUR RJA. KUR RJA. KUR Rei A. 
kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 

1 2988 51 2470 101 1417 151 658 
2 2987 52 2452 102 1396 152 649 
3 2986 -53--~433 103 1376 153 641 --
4 2984 54 2414 104 1355- ~--r----s-33 
5 2982 55 2395 105 1334 155 624 
6 2980 56 2376 106 1314 156 616 
7 2977 57 2356 107 1294 157 609 
8 2974 58 2336 108 1274 158 601 
9 2970 59 2316 109 1254 159 593 
10 2966 60 2296 110 1234 160 586 
11 2961 

-----f--2276 - -~ f----
61 111 1214 161 579 

12 
-- ·- 1194 2956 62 2256 112 162 572 

13 2951 63 2235 113 1175 163 565 
14 2945 64 2215 114 1154 164 558 
15 2939 65 2194 115 1134 165 551 
16 2932 66 2173 116 1115 166 544 
17 2925 67 2152 117 1096 167 538 
18 2918 68 2131 118 1077 168 532 
19 1o59 ----~-- r----525--2910 69 2110 119 169 

------ r---- ~088 120- ---1642- --- r--5.,-g-20 2902 70 170 
21 2893 71 2067 121 1025 171 513 
22 2884 72 2045 122 1008 172 507 
23 2874 73 2024 123 992 173 501 
24 2865 74 2002 124 976 174 495 
25 2854 75 1980 125 960 175 490 
26 2844 76 1959 126 945 176 484 

2833-
-

1937-
--- - 930 479--27 77 127 177 

------ r-----::-_- - - -,--- -----=--: - --- -------

28 2821 78 1915 128 916 178 473 
-· 

29 79 -- -1893 --129 179 f---468--2810 901 
30 2797 80 1871 130 888 180 463 
31 2785 81 1849 131 874 181 458 
32 2772 82 1828 132 861 182 453 
33 2759 83 1806 133 848 183 448 
34 2746 84 1784 134 835 184 443 
35 2732- 85 1762 135 823 

r------
185 r--438-

36 2718 
--

86 1740 136 811 186 434--
f----~ ~----2703 87 1718 137 799 187 429 

38 2688 88 1696 138 788 188 424 
39 2673 89 1674 139 776 189 420 
40 2658 90 1653 140 765 190 416 
41 2642 91 1631 141 755 191 411 
42 2626 92 1609 142 744 192 407 
43 2610 93 1588 143 734 193 403 
44 2593 94 1566 144 723 194 -399-- . ., 

--45-- ---------- 145-- r----o. --
195 2577 95 1545 714 395 

46 2560 96 1523 146 704 196 391 
47 2542 97 1502 147 694 197 387 
48 2525 98 1481 148 685 198 383 
49 2507 99 1459 149 676 199 379 
50 2489 100 1438 150 667 200 375 



.....,...---.- ·, 

• 

68 Miembros en compresi6n (Ia columna aisfada) 

EJEMPLO ~.32 Una columna de 5 m de longitud, con extremos articulados ( K = 
1.0), debe resistir una compresi6n, producida por cargas muertas y vivas de 
trabajo, de 130 ton. La columna forma parte de una construcci6n del grupo B 
(ref. 2.37). Escoja una secci6n H formada por tres placas soldadas. El acero 
tiene un limite de fluencia Fr =2530 kg/cm2

. 

1 y~ 
I 

tpc = 1.91 1'-------T.-r------lj 

h = 21.58 --------~ 
I 

--- ....... 
X 

d = 25.4 

' 

t 
1.91 I 

·T Acotaciones. en em. 

~ I· b • 25.4 ·I . I 
Fig. E2.3-1 Columna del ejemplo 2.3. 

Se ensayara una secci6n H de 25.4 em x 25.4 em x 95 Kglm, que tiene las 
dimensiones que se muestran en Ia fig. E.2.3-1, y las propiedades 
geometricas siguientes: A, =120. 77 cm2

, rmin =ry = 6.57 em. 

Acci6n de diseflo: P, = 130 x 1.4 = 182.0 ton. 

1.4 es el factor de carga que se especifica en Ia ref. 2.37 para construcciones 
del grupo B, bajo cargas muertas y vivas combinadas. 

Normas tecnicas complementarias del Reglamento de Construcciones para e/ 
D.F. (ref. 2.2). 

C/asificaci6n de Ia secci6n (tabla 2.3.1. ref. 2.2). 

Patines: bj2t pc = 25.4/(2x 1.91)= 6.65 < 830/ .J2530 = 16.5 

Alma: h/tc =21.58/1.11=19.44 < 2100/.J2530 =41.8 

La secci6n es tipo 1, 2 o 3. El pandeo local no es critico. 

2 En este ejemplo, y en los que siguen, al estudiar columnas de paredes delgadas se hace referencia 
a tablas y ecuaciones de Ia ref. 2.2. Su origen se estudia en el capitulo 3. 
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Resistencia de diseflo 

El estado limite es de inestabilidad por flexion, y como Ia secci6n transversal 
de Ia columna es H, Ia resistencia de diseno se evalua con Ia ec. 2.29: 

.< = KL ~ F, = 1.0 X 500 2530 = ~.853 
r 1r

2 E 6.57 2039000Jr 2 

a) Las placas que componen Ia columna se obtienen corlandolas con 
oxigeno de placas mas anchas: el coeficiente n de Ia ec. 2.29 vale 1.4. 

R = FyAtFR = 2530x 120.77 x 0.90 x 10-
3 

= 193 5 ton . 

c (1+l2"-0.152"f" (1+0.8532
·
8 -0.1528r 4 

• 

FyAtFR = 2530 X 120.77 X 0.9 X 1 o-3 = 275.0 ton > 193.5 

Por consiguierite: \. '' 

Rc =193.5ton > Pu =182.0ton 
' 

La resistencia de diseflo, Rc, es 6. 3 por ciento mayor que Ia acci6n de diseflo 

Pu; Ia secci6n ensayada es correcta ( Rc / P,. = .193.5/182.0 = 1.063 ). 

I 
Rc puede obtenerse tambic!m con Ia tabla 2.3, que proporciona las 

resistencias de diseflo por unidad de area, R) A, , para relaciones de esbeltez 

comprendidas entre 1 y 200, con FR =0.9, para acero con Fy =2530 kglcm2 y 

n =1.4. 

I 

KL/r = l.Ox 500/6.57 = 7j 
R 
_c =1.603ton/cm2

, Rc =1.603x120.77=193.6ton 
A, 

La pequefla diferencia en los dos valores de Ia resistencia de diseflo se debe 
a que se entr6 en Ia tabla con KL/r = 76, y Ia esbeltez real es 76.1. 

b) La columna esta formada por tres placas laminadas: n = 1. 0. 

2530 -
Rc = x120.77x0.90x10 3 =161.5 ton 

1 + 0.853-0.15 

(De Ia tabla 2,2, para KL/r=76, R)A, =1337 kg/cm2
, Rc =1337x120.77x10-3 

= 161.5 ton). 
.. I 

En este caso, Rc = 161.5 ton < Pu = 182.0 ton. 
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La secci6n noes adecuada (161.5/182.0 = 0.887). 

La resistencia de Ia columna hecha con placas laminadas es 16.5 por ciento 
menor que Ia de Ia compuesta por p/acas cortadas con sop/ete (161.51193.5 
0.835). 

I 
Normas AISC-LRFD 93 (ref. 2.24). 

Clasificaci6n de Ia secci6n. 

Patines: b/2t pc = 6.65 < A, = 797/ .J2530 = 15.8 -"" 

\ 
Alma: h/tc =19.44 <A, =2121/.J2530=42.2 -·~~.-

\ 
La secci6n es "no compacta"; no hay pandeo local prematuro. 

~esistencia de diseno. 

Ac = 0.853 < 1.5 :. Rc =~cAt (0.658"~ )FY = 0.85 X 120.77 X 0.658°'
8532 

x 2.53 

= 191.5 ton > Pu = 182.0 ton 

La secci6n ensayada es corrects. 

~c = 0.85 es e/ factor de resistencia. 

La resistencia de diseno es casi igual a Ia que se obtiene con /as normas de 
Ia ref. 2.2 en el caso a, que corresponde a placas cortadas con oxigeno. Esto 
es asi porque Ia ecuaci6n de Ia ref. 2.2 con n = 1.4 proviene de Ia curva 2 del 
SSRC, y las ecuaciones de Ia ref. 2.24 de Ia 2P, que es muy parecida. 

I 
El problema puede reso/verse tambi{m utilizando Ia tabla 2. 6. 

En Ia ref. 2. 24 se tratan igual las columnas hechas con placas cortadas co·n 
oxigeno que las formadas por placas laminadas. 

Normas A/SC-ASD 89 (ref. 2.3). 

Con estas normas se obtiene Ia capacidad de carga de Ia columna en 
condiciones de trabajo, no su resistencia de diseno. Tambien se tratan igual 
los dos tipos de columnas de este ejemplo. 

I 

(KL/r)max = 76 (se obtuvo arriba). 



I 
Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 71 

Relaci6n de esbeltez que separa el pandeo elastica del inelastico: 

C ~t"'E ~~27r'E =126.1 
c Fy 2530 . 

Como KL/r = 76 < 126.1, el pandeo se inicia en el intervalo inelastico, y el 
esfuerzo permisible se determina con Ia ec. 2.37: 

F = [1- (KL/r y ]F = [1-
762 

]2530 = 2070 kg/cm2 

cr 2c; y 2x126.1 2 

CS = ?.._ + 3(KL/ r) _ (KL/ r Y = ?.._ + 3 x 76 _ 76
3 = 1.87 

3 8Cc 8C~ 3 8 X 126.1 8 X 126.13 

Fa = 2070/1.87 = 1107 kg/cm2
• Este valor puede obtenerse directamente de 

una tabla Fa - L/r (ref. 2.3). 

Rf!Jsistencia de Ia columna, en condiciones de trabajo = AFa = 120.77 x 1. 11 = 
134.1 ton. 

Para comparar las normas AISC-ASD (ref. 2.3) con las dos que se emplearon 
antes, se determina Ia carga critica, con el esfuerzo critico calculado arriba 
(sin coeficiente de seguridad): 

Per = AFcr = 120.77 X 2.07 = 250.0 ton 

Esta carga critica es bastante mayor que las resistencias de diseno 
determinadas con los otros dos metodos, porque Ia curva correspondiente a 
Ia ec. 2.37, sin coeficiente de seguridad, se acerca a Ia curva 1 del SSRC. 

Ap/icando Ia ec. 2.29 (ref. 2.2) con n = 2, con lo que se obtiene Ia curva 1 del 
SSRC, se //ega a Rc = 222.4 ton, que se aproxima a las 250 ton determinadas 
arriba, pero sigue siendo menor (222.41250.0 = 0.890). 

Este es un ejemplo de como Ia curva (mica de las norrnas AISC para· diseno 
por esfuerzos permisibles puede 1/evar a resultados que estan claramente del 
/ado de Ia inseguridad. 

·_. 

I . 
EJEMPLO 2.4 Determine Ia resistencia en compresi6n de las columnas de Ia Fig. 

E2.4-1, utilizando las especificaciones de las refs. 2.2 y 2.24. Todas las 
columnas tienen Ia misma secci6n transversal y carecen de soportes laterales 
intermedios. Considere dos aceros, A 36 ( Fy = 2530 kg/cm2

) y grad a 50 ( FY 
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= 3515 kg/cm2
), y dos tipos de perfiles, laminados y soldados, hechos con 

placas laminadas. Suponga, sin demostrarlo, que el pandeo local no es 
crftico en ningun caso. 

y 

• 

T JL
: ..:!.T ,.27 
: 0.95 

20.3 em : 17.76 

1 : j_ 
: T 1.27 

I• 20.3 em •I 

A= 65.73 cm2 
rx = 8.77 em 
ry = 5.20 em 

CASO 

KTEOR. 

KRECOM. 

K Ury 

(1) 

1 

1.0 

1.0 

77 

(2) {3) {4) 

• 
- - - - - - - - - - - - - - - ] L "4~ 

t t 

2 3 4 

0.7 2.0 0.5 

0.8 2.1 0.65 

62 162 50 

Fig. E2.4-1 Secci6n transversal y condiciones de apoyo de· 
las columnas del ejemplo 2.4. 

Como ry < rx y Ia longitud fibre es Ia misma en las dos direcciones, el pandeo 

se presenta, siempre, por flexion alrededor del eje y. 

En Ia Fig. E2.4-1 se han anotado los coeficientes de longitud efectiva K 
teoricos y recomendados para diseno (Fig. 2. 11 ), y las relaciones de esbeltez 
criticas, calculadas con los valores recomendados. 

La tabla siguiente contiene las resistencias de diseno calculadas, en ton. 

Ref. 2.2 Ref. 2.24 
Caso A36 Gr. 50 A36 Gr. 50 

Lam. 1 Sold. 2 Lam. 1 Sold. 2 

1 104.3 86.9 124.7 111.3 103.5 127.3 
2 120.4 102.5 150.9 124.6 115.5 148.3 
3 40.2 35.0 41.9 69.5 37.6 37.6 
4 132.0 115.9 171.6 137.6 124.0 163.6 

Notas: 
1 Perfillaminado. 
2 Perfil hecho con tres pia cas soldadas. .\ 

En las Normas Tecnicas Complementarias del Reglamento del D. F. (ref. 2.2) 
se proporcionan ecuaciones diferentes para los dos tipos de columnas; en Ia 
ref. 2.24 se emplea una sola formula para todas las columnas, cualquiera que 

: 
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r-1 sea Ia forma de sus secciones transversales y el metodo que se haya seguido 
para fabricarlas. 

Las dos referencias arrojan resultados muy parecidos cuando se aplican a 
perfiles laminados, para los dos aceros; esto es natural porque las ecuaciones 
de ambas provienen de Ia curva 2 del SSRC. En cambio, Ia ref. 2.32 
sobrestima de manera importante Ia resistencia de las columnas hechas con 
placas soldadas. 

EJEMPLO 2.5 Determinar Ia resistencia de disetio en compresi6n axial de una 
columna de 6.00 m de longitud, cuya secci6n transversal se muestra en Ia fig. 
E2.5-1. Los extremos de Ia columna pueden considerarse articulados para 
flexion alrededor del eje "y" y empotrados respecto al eje "x". El esfuerzo de 
fluencia del acero es FY = 3500 kg/cm2

. 

t = 0.95j_ 
1

. "2y~~ 28.,.

1 

I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

h1 =58.1 ---~----
I 

---+ 
X 

d = 60 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

o.95 T 

1.t95 0.~.~ 
b = 30 

Acotaciones, en em. 

' Fig. E2.5-1 Secci6n transversal de Ia columna del ejemplo 2.5. 
I 

a) Disefio con las Normas Tecnicas Complementarias del Reglamento 
del D.F. (ref. 2.2) 

C/asificaci6n de Ia seccion (Tabla 2.3.1. ref. 2.2) 

P/acas horizontales: h2 /t = 28.1/0.95 = 29.6 < 2100/ .[F; = 35.5 

Placas verticales: ~/t = 58.1/0.95 = 61.2 > 35.5 
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\ 
Como no se sabe como es Ia soldadura utilizada para formar Ia seccion, los 
anchos de las placas se han tornado, de manera conservadora, igua/es a las 
dimensiones fibres teoricas. 

Puesto que las relaciones ancholgrueso de las placas verticales exceden el 
limite correspondiente a las secciones tipo 3, Ia columna es tipo 4. Como 
todos los elementos pianos estan apoyados en sus dos bordes (son 
atiesados) el disefio debe hacerse teniendo en cuenta las recomendaciones 
del art. 2.3.6.2 de Ia ref. 2.2. 

Las caracterfsticas geometricas de Ia seccion transversal total son: ~ '· 
A1 =167.39cm2

, lr =80,745cm4
, Iy =27,573cm4

, rx =22.0cm, ry =12.8cm 

Modo de pandeo. Ef pandeo es por flexion o torsion puras; no hay interaccion 
(art. 2.5.3). 

Como fa seccion transversal de Ia columna es en cajon, de paredes no muy 
delgadas, es casi seguro que su forma critica de pandeo es por flexion, 
alrededor del eje centroidal y principal a/ que corresponde Ia mayor relacion 
de esbeltez; sin embargo, con fines ilustrativos se estudia Ia posibilidad de 
que el pandeo sea por torsion (este caso no esta inc/uido en Ia ref. 2.2). 

J = 4Aft = 4(29.05 x 59.o5Y (0.95) = 63 460 cm4 
s 2(29.05 + 59.05) ' 

La contribucion de Ia resistencia a! alabeo es despreciable en secciones en 
cajon. 

Ec. 2.5: 

\ 
Ec. 2.6: P = trzEIY = 27573tr2E xlo-3 =1541ton > 

cry (KyLyf (lx600)2 

~ 167.39x 3500 
-= 
2 2 

X 1 o-J = 292.9 ton I, ~. 

Ec. 2.7: 

= 76908 ton 

Es critico el pandeo por flexion alrededor del eje y. Como se esperaba, Pcrz 

es mucho mayor que Pcrx Y ~ry. 
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Las cargas criticas calculadas son de pandeo elastica. 

Relacion de esbeltez critica 

Kx =0.5 (extremos ~mpotrados), KY =1.0 (extremos articulados). Se han 

tornado los valores teoricos de los factores de longitud efectiva. 

(KL/ r}. = 0.5 x 600/22.0 = 14 

(KL/r)Y = l.Ox 600/12.8 = 47 
::,; ' 

Es critica Ia esbeltez alrededor del eje y. Esto se sabia desde que se 
determin6 que Ia columna se pandea por flexion alrededor de ese eje. 

DETERMINACION DE LA RESISTENCIA DE DISENO 

La seccion transversal de Ia columna es tipo 4; en Ia determinaci6n de su 
resistencia deben tenerse en cuenta los estados limite de inestabilidad por 
flexion y por flexion y pandeo local. 

Obtencion del factor de pandeo local Q. La seccion esta compuesta 
exclusivamente por elementos pianos atiesados; por consiguiente, Qs = 1. 0 y 

Q = Qa, que se calcula de acuerdo con el art. 2. B. 1. 1. 

Anchos efectivos 

Placas horizontales. Su relacion ancholgrueso no excede de Ia 
correspondiente a las secciones tipo 3, de man era que be = b = 28.1 em. 

I . 2734t( 544 J 
Placas verttcales. be = fj 1- (b/t )fj ::; b 

i -

En Ia ref. 2.2 aparece esta misma ecuacion, con los coeficientes ligeramente 
redondeados; en ella se indica que es aplicable a patines de secciones 
cuadradas o rectangulares huecas, pero, en rea/idad, lo es a cualquier placa 
atiesada uniformemente comprimida. 

AI calcular el ancho efectivo de placas que forman parte de columnas en 
compresion axial, para revisar el estado limite de pandeo local y pandeo por 
flexion combinadas, el esfuerzo f de Ia ecuacion anterior se sustituye por el 
esfuerzo de fluencia FY del material. 

.I 

.I 
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I 
2734 X 0.95 ( ~ 544 J 

be = r::;;:;;;: 1 - r::;;:;:;;; = 3 7. 3 em < 58 .1 
v3500 61.2v3500 

Aef =A,- 'L(b-bJt= 167.3- 2(58.1- 37.3)x 0.95 = 127.87 cm 2 

Qa =AefjA, =127.87/167.39=0.764, Q=Qa =0.764 

(KL/r); =6340/~QFY =634o/Jo.764x3500 =122.6 

' . ' 

(KL/r)mia =47 < (KL/r): =122.6 .·.La resistencia de diseflo se determina con 
Ia ec. 2.47, art. 2. 8. 1: 

\ 
• I 

= 0.764 X 167.39 X 3500 1-
2 

X 0.75 X 10-3 

[ 
47

2 
] 

2 X 122.6 

= 311.0 ton 

La resistencia de diseflo en compresi6n axial de Ia columna es Rc =311.0 ton. 

b) Diseflo con las especificaciones AIS/91 (ref. 2.31 y art. 2.8.3). 

La seccion no esta sujeta a pandeo por torsion o flexotorsion: 

tr
2 E tr

2 E 2 Fv 
Fe = ( )2 = - 2 = 9110 Kg I em > -· 

KL/r y 47 2 

Este valor es igual a/ que se obtiene dividiendo Pcry, calculada arriba, entre e/ 

area de Ia seccion transversal de Ia columna. 1 

F = pcry = 1541 x 103 = 9206 kg/cm2 
~v A 167.39 

La diferencia proviene del redondeo· de los resultados3
. 

Fn = Fy(1- F,.j4Fe)= 3500(1-3500/4x9110)= 3164 Kg I cm 2 

El area efectiva es Ia correspondiente a una compresi6n f = 3164 kg!cm2
. 

3 En las normas AISI de 1996 (ref. 2.39) Ia ecuaci6n siguiente ha sido sustituida por Ia ec. 2.33, art. 
2.6.7.2. 
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Placas horizontales: A= 
1
·
052 (b) f1 = 1.

052 
x 29.6J

3164 
= 0.613 < 0 673 Jk t 'J£ J4.0 E . . 

Las placas horizontales son completamente efectivas. 

. 1.052 J3164 . 
Pia cas verttcales: A= ,-;-;:; x 61.2 -- = 1.268 > 0.673. 

-v4.0 E 

= 1 - 0.22/ A = 1 - 0.22j1.268 = 0.652 
p A 1.268 

be = pb = 0.652 x 58.1 = 37.87 em 

Ae = 167.39-2(58.1-37.87}}.95 = 128.95 cm2 

Este valor es muy parecido a/ que se obtuvo arriba. 
Las expresiones para calcular e/ ancho efectivo be se estudian en el Capitulo 
3. 

I . . 
P, =AeFn =128.95x3164x10-3 =408.0Ton 

Rc = FRPn = 0.75 x 408.0 = 306.0 ton 

Se ha tornado FR =0. 75 para comparar los resultados con el obtenido con Ia 
ref. 2.2 (en Ia ref. 2.27 se especifica un factor de resistencia ¢ =0.85). 

Los dos procedimientos /levan a valores de Ia resistencia de diseno muy 
parecidos (306/311=0.984). 

I . 



. 
f 

78 Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 

2.7 PANDEO POR FLEXOTORSION 

2. 7.1 Resistencia de Diseiio 

Las columnas de seccion transversal asimetrica o con un eje de simetria, como los 
angulos y las secciones T, y las columnas con dos ejes de simetria, pero baja 
resistencia a torsion, como las secciones en cruz, pueden fallar por pandeo por 
torsion o flexotorsion (art. 2.5). 

I 
Estos estados limite no se tratan en Ia ref. 2.2; en las refs. 2.23 y 2.24 se cubren en 
sendos apendices. 

2. 7 .1.1 Especificaciones AISC para diseno por facto res de carga y resistencia 
(ref. 2.24) 

La resistencia de miembros comprimidos determinada por los estados limite de 
pandeo por torsion o flexotorsion es rftcPn , donde: 

I 
rftc = factor de reduccion de Ia resistencia = 0.85. 

Pn = resistencia nominal en compresion = A,Fcr (2.40) 

A, = area total de Ia seccion transversal. 

El esfuerzo critico nominal Fer se determina como sigue: 

·a)·P'ara J..e.JQ 51.5, 

b) Para J..e.JQ > 1.5, 

- (. QJ.; \,.. Fer - Q\0.658 )I' y 

F =(0.877)F cr ).2 Y 
e 

En las expresiones anteriores, 

....... ;; 

(2.41) 

(2.42) 

Ae = ~ Fy j Fe {2.43} 

I 
Q es igual a 1.0 en secciones cuyos elementos pianos son tipo 1 a 3 (ref. 2.24 ), y se 
calcula como se indica en el inciso 2.8.1.1 cuando alguno, o algunos, de ellos, son 
tipo 4. \ 

El esfuerzo critico de pandeo elastica por torsion o flexoto;sion, Fe, se determina 
con las ecuaciones: , 

a) Secciones condos ejes de simetria: Ec. 2.63. \ 
b) Secciones con un eje de simetria (se ha supuesto que es el x): Ec. 2.60. 
c) Secciones asimetricas: el esfuerzo critico de pandeo elastica por flexotorsi6n, 

Fe, es igual a Ia menor de las raices de Ia ecuacion cubica: 
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()-F&XF, -F,,XF, -Fa)-F,'(F, -F.,{:: J -F,'(F, -F&t:J =0 (2.44) 

Esta es Ia ec. 2.4 escrita en terminos de esfuerzos. 

En el art. 2.8.3.1 se dan los significados de todas las literales que aparecen en estas 
ecuaciones. F y a se han utilizado indistintamente para representar los esfuerzos. 

fAt:ULTAI H JN6tHIIIIA 

G-

,. 



80 Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 

\ . .. 

2.8 DISENO DE COLJMNAS DE PAREDES DELGADAS4 

Cuando uno o varies de los elementos pianos que forman una columna tieneri una 
relaci6n ancho/grueso elevada (es del tipo 4, Cap. 3), no es razonable basar el 
disefio en Ia iniciaci6n del pandeo local que se presenta, en general, bajo cargas 
menores que Ia crftica de Ia columna y Ia de colapso de las placas, por lo que para 
obtener diseiios econ6micos ha de tenerse en cuenta Ia resistencia posterior al 
pandeo de los elementos pianos esbeltos. La interacci6n del pandeo local de las 
placas y el de conjunto de Ia columna ocasiona una reducci6n de Ia resistencia de Ia 
barra comprimida. 

Uno de los procedimientos para resolver el problema se basa en las ecs. 2.12 y 
2.27, para pandeo elastico e inelastico, respectivamente. 

De acuerdo con Ia ec. 2.27, el esfuerzo critico de con junto tiende hacia ay cuando 

disminuye Ia relaci6n de esbeltez, y para Llr = 0, ac, es igual a ay. Sin embargo, el 

pandeo local hace que las columnas muy cortas, compuestas por placas delgadas, 
fallen bajo esfuerzos medios menores que a y; su esfuerzo media critico, para una 

relaci6n de esbeltez muy pequefia, puede expresarse como Qa y, donde Q es un 

coeficiente menor que 1.0, que representa Ia influencia desfavorable del pandeo 
local; depende del esfuerzo de fluencia del material, de las relaciones bit de las 
placas que componen el perfil, y de sus condiciones de apoyo. 

Siguiendo el mismo camino que con los perfiles laminados, el pandeo inelastico se 
representa con una curva de transici6n parab61ica que se inicia en ac, = Qa>', para 

Ur =0, y es tangente a Ia hiperbola de Euler en el punta cuya ordenada es Ia mitad 
de ese esfuerzo; Ia ec. 2.27 se transforma en: 

1 =Q _ (Qayr (L)2 

acr a y 2 
4;r E r 

(2.45) 

El esfuedo de fluencia a y se ha sustituido por Qa y. 

I 
Hacienda a cr igual a Qa y /2 y despejando Ia relaci6n de esbeltez, se obtiene Ia 

abscisa del punta de tangencia con Ia curva de pandeo elastica: 

L = (L) ~ ~2"' E ~ 6340 (2.46) 
r r c QaY )QaY 

I 
4 Algunos aspectos de este articulo requiren informacion contenida en el Capitulo 3, en el q·Je se trata 
el diseno de placas esbeltas comprimidas basado en Ia resistencia posterior a Ia iniciaci6n del 
pandeo. 
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La ec. 2.12 no se modifica, pues es aplicable a columnas de esbeltez elevada, que 
se pandean en el intervalo elastica bajo esfuerzos suficientemente pequerios para 
que no haya inestabilidad local prematura, aunque esten hechas con lamina 
delgada. 

I 
2.8.1 Normas Tecnicas Complementarias para Disefio y Construcci6n de 

Estructuras Metalicas (ref. 2.2) 

Cuando ~I pandeo de conjunto se inicia en el intervalo elastica, el esfuerzo crftico se 
calcula con Ia ec. 2.30; en el intervalo inelastico, Ia ec. 2.47 sustituye a Ia 2.31. Por 
consiguiente, Ia resistencia de diserio que corresponde al estado lfmite de flexion y 
pandeo local combinadas (ref. 2.2) se determina con las ecuaciones: 

Si KL/r '?:. (KL/r)c*, R = 20
'
120

•
000 

A F c (KL/rY r R 
(2.30) 

Sil KL/r < (KL/r)·c, R = Q~ F [1- (KL/rY ]F ·JC:>' 
c r y 2(KL/ r ); z R 

(lr;r): =6340/~QFY; FR =0.75. 

(2.47) 

El area A
1

, y el radio de giro, r, de las ecuaciones anteriores, son los de Ia secci6n 

transversal completa de Ia columna; (KL/r ); es Ia relacion de esbeltez que separa el 

pandeo elastica del inelastico (ec. 2.46). 
,( 

2.8.1.1 Calculo del coeficiente Q 

I 
La determinacion de Q depende de Ia manera en que las placas que constituyen Ia 
columna esten apoyadas en sus bordes longitudinales; se utilizan tres 
procedimientos diferentes, segun que todas esten atiesadas, es decir, soportadas en 
los dos bordes, que no lo este ninguna, o que Ia seccion este formada por placas de 
los dos tipos, unas atiesados y otras no. 

(a) T odas las placas son atiesadas 

En Ia Fig. 2.31a se muestra Ia seccion transversal de una columna en caj6n, 
formada exclusivamente por elementos pianos apoyados en los dos bordes. 

'Una pie~a muy corta fo~ada por placas compactas, com prim ida axial mente, fall a 
cuando el esfuerzo uniforme en sus secciones transversales llega al punta de 
fluencia, u y; su capacidad maxima de carga es: 

pmtlx =Au Y 
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I 
\ 

I 

(a) (b) (c) :~ ·~" 

.. ., ~-

(d) 

Fig. 2.31 Ejemplos de secciones transversales de paredes 
delgadas 

En cambia, una columna corta de paredes delgadas puede fallar por pandeo local 
bajo_ esfuerzos menores ~ue el de fluencia; introduciendo el factor Q, su resistencia 
max1ma se expresa como : 

P,ax = QAay (2.48) 

Por otro lado, Ia carga de colapso de una placa atiesada corta es igual at producto 
del esfuerzo de fluencia por el area efectiva correspondiente a ese esfuerzo, de 
manera que Ia carga total que puede soportar una columna corta formada 
exclusivamente por elementos pianos atiesados es: 

(2.49) 

donde Aef es Ia suma de las areas efectivas de todas las placas que componen Ia 

secci6n. 

lgualando\ los segundos mi~1mbros de las ecuaciones 2.48 y 2.49 se obtiene: 

. Aef 
QAaY = Aefay .. Q = Qa =- {2.50) 

A 
Qa depende de las caracteristicas geometricas de Ia secci6n de paredes delgadas, 

por lo que recibe el nombre de factor de forma. 

5 La ecuaci6n 2.48 es valida para cualquier columna corta de paredes delgadas, independientemente 
de que los elementos pianos que Ia forman esten atiesados o no~ lo que varia de un caso a otro es Ia 
manera como se calcula el factor Q. 
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(b) Ninguna placa es atiesada 

La falla por pandeo local de columnas cortas formadas unicamente por elementos 
pianos no atiesados (secciones transversales en angulo o en T, Fig. 2.31 b) se 
presenta bajo una carga axial de intensidad: 

donde G"c, es el esfuerzo de pandeo del elemento de relaci6n ancho/grueso mas 
elevada. 

lgualando el segundo miembro de Ia ecuaci6n anterior con el de Ia 2.48 se llega a: 

AO"cr = QAO"y .". Q = Qs = (}"cr (2.51) 
(}"y . I 

O"c, se calcula con las ecuaciones correspondientes del Capitulo 3. 

(c) Unas placas estan atiesadas y otras no 

La capadidad maxima de carga de un miembro de este tipo, comprimido axialmente 
(ver ejemplos en Ia Fig. 2.31c y d) se alcanza cuando se pandea Ia placa no 
atiesada mas debil, bajo un esfuerzo G"c,. En ese instante, el area efectiva Ae1 es Ia 

suma de las areas totales de todos los elementos no atiesados, mas las areas 
efectivas (reducidas) de los atiesados, calculadas con el esfuerzo de pandeo de Ia 
placa no atiesada mas debil, es decir, con G"c,. 

La carga1 maxima que pueden soportar las columnas de este tipo es: 

Dividiendo sus dos miembros entre el area total A, y multiplicando y dividiendo el 
segundo por O" y, Ia ecuaci6n anterior tom a Ia forma: 

pmizx _ Aef (j Y _ Aef (j cr 

A-AG'c, O"y -A (}"y ay 

lntroduciendo Qa y Qs (ecs. 2.50 y 2.51) se obtiene, final mente, 

(2.52) 

En resu~en, el coeficiente Q se determina de alguna de las maneras siguientes: 

1. En miembros compuestos exclusivamente por elementos pianos atiesados, Q 
se obtiene dividiendo el area efectiva de diserio, determinada con los anchos 
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efectivos de diseno de esos elementos, entre el area de Ia secci6n 
transversal. El area efectiva es Ia que corresponde al esfuerzo de fluencia 
a y • Los anchos efectivos se calculan como se indica en el Capitulo 3. Q se 

design a, en este caso, Qa . 

2. En miembros compuestos exclusivamente por elementos pianos no 
atiesados, Q se calcula dividiendo el esfuerzo critico en compresi6n, acr, del 

elemento mas debit de Ia secci6n transversal (el que tiene Ia relaci6n 
ancho/grueso mayor), entre el esfuerzo de fluencia a Y. Los calculos se 

r- . hacen de acuerdo con el Capitulo 3. AI coeficiente Q se le llama Q. . (En el 

art. 2.9 se presentan expresiones de Q. para el diseno de angulos aislados 

comprimidos ). 

3. En miembros que contienen algunos elementos pianos atiesados y otros no 
atiesados, el coeficiente Q es el producto de un factor de esfuerzo, Q., 

calculado como se indica en 2, multiplicado por un factor de area, Qa , 

obtenido como en 1 , pero utilizando, en Iugar de a y , el esfuerzo con el que se 

determin6 Q. e incluyendo en el area efectiva el area total de todos los 

elementos no atiesados. 

2.8.2 Especificacicmes AISC (refs. 2.3 y 2.24) 

Tanto si se emplean esfuerzos permisibles (ref. 2.3) como factores de carga y 
resistencia (ref. 2.24), las columnas de paredes delgadas se dimensionan con los 
criterios del articulo anterior. En Ia ref. 2.24 cambian las expresiones para pandeo 
de las columnas. 

I 
Las ecuaciones que se recomiendan en Ia ref. 2.24 para calcular los esfuerzos 
criticos son: 

i 

(2.53) 

(2.54) 

La ec. 2.53, para pandeo inelastico, proviene de Ia ec. 2.33, en Ia que se ha 
introducido el factor Q; Ia segunda, que proporciona el esfuerzo critico de pandeo 
elastica, es Ia ec. 2.34 sin cambia. Se modifica, tambien, el valor del pan3metro A., 
que separa las dos formas de pandeo. 

Para determinar Ia resistencia de diseno se utilizan el area total de Ia secci6n 
transversal de Ia columna y las propiedades geometricas correspondientes a ella. 
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i 

Las recomendaciones de las refs. 2.2, 2.3 y 2.24 son adecuadas para disenar 
columnas de paredes delgadas que fallan por pandeo por flexion; sin embargo, 
cuando el estado limite es el de pandeo por torsion o por flexotorsion (columnas con 
dos ejes de simetria de paredes muy delgadas, o columnas con un solo o ningun eje 
de simetria) es preferible emplear las especificaciones del AISI que se reproducen, 
en· sus aspectos principales, en el articulo siguiente. Tambien es aplicable el 
metoda del art. 2.7. 

2.8.3 Especificaciones AISI (ref. 2.39) 

Aunque el metoda basado en el factor Q se ha utilizado con exito para disenar 
miembros comprimidos de paredes delgadas, investigaciones recientes han 
mostrado que puede sustituirse por un procedimiento mas preciso (ref. 2.34). 
Partiendo de resultados analiticos y experimentales, se ha demostrado que el 
empleo de Q puede proporcionar resultados inseguros para miembros formados por 
elementos pianos atiesados, sobre todo cuando Ia relaci6n de esbeltez de Ia 
columna esta cerca de 100, mientras que es muy conservador para secciones I con 
patines no atiesados, en columnas de relaci6n de esbeltez pequena. Esto ha hecho 
que, a partir de 1986, el metoda haya desaparecido de las normas del AISI. 

Para tener en cuenta Ia interaccion pandeo de conjunto-pandeo local en el diseno de 
miembros en compresion axial, en Ia ref. 2.39 se procede como sigue: 

1. Se determina el esfuerzo critico de conjunto de Ia columna, con las 
dimensiones de su secci6n transversal completa. 

2. Se calcula el area neta efectiva de Ia seccion, utilizando el esfuerzo obtenido 
en 1. 

3. Se determina Ia resistencia de diseno multiplicando el esfuerzo del paso 1 por 
el area neta calculada en 2. 

Cuando el diseno se hace por esfuerzos permisibles se sigue un camino analogo. 

l 
2.8.3.1 Diseno por factores de carga y resistencia {ref. 2.39) 

A continuaci6n se reproducen, con algunos comentarios, los aspectos principales del 
diseno de columnas de lamina delgada comprimidas axialmente, hecho de acuerdo 
con Ia ref. 2.39; son aplicables a miembros en los que Ia resultante de todas las 
acciones es una fuerza de compresi6n axial que pasa por el centroide de Ia seccion 
efectiva, determinada con el esfuerzo Fn que se define mas adelante. 

I 
I 

La resistencia de diseno en compresion axial, t/JcPn, se calcula como sigue: 

tPc = 0.85 
(2.55) 
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donde: 
¢c = factor de disminuci6n de Ia resistencia. 

Ae = area efectiva correspondiente al esfuerzo Fn . 

Fn es igual a6
: 

Si lc ~ 1.5, Fn = (o.658"'~ )FY 

F =[0.877]F 
n A2 y 

c 

I 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Fe es el menor de los esfuerzos criticos de pandeo elastica por flexion, torsion o 

flexotorsion, determinados como se indica mas adelante. 

Columnas que no pueden fallar por pandeo por torsion o flexotorsi6n 

En columnas de seccion transversal cerrada, o condos ejes de simetria, o con otra 
forma cualquiera para Ia que pueda demostrarse que no estan sujetas a pandeo por 
torsion o flexotorsion, el esfuerzo crftico de pandeo elastica, Fe, se calcula con Ia 

expresion: 
;r2E 

F=---
e (KL/rf 
I I . 

Esta es Ia formula de Euler escrita en terminos de esfuerzos ( ec. 2.12). 

(2.59) 

I . 
Columnas de secci6n transversal con dos o un eje de simetria, sujetas a 
pandeo por torsion o flexotorsi6n 

En este caso, Fe es igual al menor de los valores dados por las ecs. 2.59 y 2.60. 

Fe= 2~[{a-et +a-J-~(a-ex +a-J2 
-4HO"aO"t] (2.60) 

Alternativamente, puede obtenerse una estimaci6n conservadora de Fe con Ia 

ecuacion: 

(2.61) 

6 En sus especificaciones de 1996 (ref. 2.39) el AISI adopt6 las f6rmulas del AISC (ref. 2.24) para 
calcular los esfuerzos criticos de pandeo de columnas. 
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I 
En las ecuaciones anteriores: 

r~ = radio polar de giro de Ia seccion transversal alrededor del centro de 

I +1 
torsion, elevado al CUadrado = rx2 + r,~ +X~ = X y +X~ 

. A 

x0 = distancia entre los centros de gravedad y de torsion, medida a lo largo 

del eje principal x. 

H = 1-(x0 /r0 )
2 

()"ex = ( )2 
K,Lx/r, 

(2.62) 

a, = ~(GJ + r E~~ J 
Ar0 K,L, 

(2.63) 

I I 
En secciones con un solo eje de simetria, en las ecuaciones anteriores se ha 
supuesto que es el x. 

Todas las propiedades anteriores corresponden a Ia secci6n transversal completa de 
Ia columna. 

Si Ia seccion tiene dos ejes de simetria el pandeo es por flexion alrededor de alguno 
de los ejes centroidales y principales, o por torsion. En ese caso, x 0 =0, H =1, y Ia 

ec. 2.60 se reduce a Ia 2.63, que proporciona el esfuerzo critico de pandeo por 
torsion. 

i 

Las ecuaciones anteriores (excepto Ia 2.61) son las del articulo 2.5, escritas en 
terminos de esfuerzos criticos, en Iugar de cargas criticas. 

En el inciso 3.1 0.1.2.3 del Capitulo 3, se indica como calcular las areas netas 
efectivas. 

! ' -. . 
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2.9 ANGULOS AISLADOS COMPRIMIDOS 

En las refs. 2.35 y 2.367 se dan recomendaciones para el diseno de angulos aislados 
en compresi6n. Aqui se reproducen las de Ia segunda referenda. 

La resistencia de diseno es r/JcPn, donde: 

r/Jc = 0.90 

pn = AtFcr 

a} Para A.c.JQ ~ 1.5: I\ 

- { Q,l.~ \,.,. Fer - Q\0.658 )l' y 

b) Para A.c.JQ > 1.5: 

F =[0.877]F cr ).2 y 
c 

\A.=KL{F; 
c rtr v£ 

(2.64) 

(2.65) 

Fy es
1 

el esfuerzo de fluencia minimo especificado del acero, y Q el factor de 

reducci6n por pandeo local, que tiene alguno de los valores siguientes: 

Si b ~ 0.446 [f: Q = 1.0 (2.66} 
t V Fy 

Si 0.446 II<!:~ 0.910 II: 
V Fy t V Fy 

S.i b >0.910 fi: 
t V Fy , 

I ! 

,\ ,f 

brty Q=L340-0.761- -
t E 

Q= 0.534E 

Fy(b/tY 

b es el antho total del ala mas grande del imgulo y t su grueso. 

(2.67) 

(2.68) 

Con las expresiones anteriores para el calculo del esfuerzo critico de compresi6n se 
revisan los tres estados limite que pueden regir el diseno de angulos comprimidos: 
pandeo por flexion general de Ia columna, pandeo local de alas delgadas o pandeo 
general por flexotorsi6n. 

El factor Q tiene en cuenta el posible pandeo local; el origen de las expresiones para 
calcularlo (ecs. 2.66 a 2.68) se explica en el Capitulo 3. Aqui se han escrito en 
forma adimensional. 

7 En el art. 1.12, Capitulo 1, se hace referencia a las normas para diseno de angulos aislados. 

I 
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En angulos de alas esbeltas, el estado limite de pandeo por flexotorsi6n se a proxima 
con el factor de reducci6n Q, y aunque en columnas relativamente cortas de secci6n 
no esbelta, en las que Q=1.0, ese estado limite puede ser critico, se ha demostrado 
que el error que se comete al ignorarlo no es significativo, por lo que ese efecto no 
se incluye en las recomendaciones para diseno de angulos sencillos. 

El criteria para disenar angulos aislados comprimidos de parades delgadas es el 
mismo que recomienda el AISC en sus especificaciones generales (ref. 2.24) para 
columnas de parades delgadas; de hecho las ecs. 2.64 y 2.65 son Ia 2.41 y 2.42, y 
tambien son iguales las expresiones para calcular el factor Q. 

EJEMPLb 2.6 Calcule Ia resistencia de diseno en compr~si6n del angulo de 10.2 x 
0.95 em (4" x 3/8"), que se muestra en Ia Fig. E2.6.1, para dos longitudes, 4 m 
y 2 m. Suponga que las fuerzas estan aplicadas en los centros de gravedad 
de las secciones extremas. El acero es A36 ( FY = 2530 kg/cm2

). La barra 

esta articulada en los dos extremos. 

I~ 2.89 .. : 
I 

y 

A= 18.45 em2 

I x= 288.5 em4 

ly= 74.5 cm4 

rx = 3.95 em 

ry = 2.01 em 

J = 5.87 cm4 

Ca= 43.5em6 

Xo=3.42em 

l_ 
0.95 

T 

Acotaciones en em. 

Fig. E2.6-1 Secci6n transversal y propiedades 
geometricas de Ia columna del ejemplo 2.6. 

Clasificaci6n de Ia secci6n 

b/t=10.16/0.95=l0.7 < 640/.Jii: =12.7 

La secci6n es tipo 3; no hay problemas de pandeo local. 
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a) L~ = Ly, = Lr = 4.00 m 

Como Ia seccion tiene un solo eje de simetria (el x), e/ esfuerzo critico de 
pandeo elastico, Fe, es el me nor de los esfuerzos criticos de pandeo por 
flexion alrededor del eje y, y de pandeo por flexotorsion. 

r0 = ~x~ + r; + r: = .J3.422 + 3.952 + 2.01 2 = 5.60 em 

H=l-(XoJ2 =1-(3.42)2 =0.627 
r0 5.60 

KL/rx = 400/3.95 = 101; KLjrY = 400/2.01 = 199 

ff
2E ff

2E 2 
a ex= ( )2 = - 2 = 1973 kg/em 

KL/rx 101 
tC. 2.62: 

ff 2E . 
2 I a ey = (KL/ ry r = 508 kg/em 

Jc. 2.63: a, =~[GJ + "'£~] = 
1 

2 [784200x5.87+ t.5"'f,] 
Ar0 (K

1
L

1 
18.45 x 5.60 1 x 400 

\ = 7965 kg/em2 

1 

• 

La contribucion de Ia resistencia a ~a torsio~ por a/abeo es muy pequefla; sino 
se tuviese en cuenta, se obtendria a,= 7956 kg/cm2

• 

\ 

Ec. 2.60: 

ae = 2~[(ae, +a,)-J(aex +a,)
2 

-4Haexa, J 
= 

1 
[(1973 + 7965 )- ~(1973 + 7965) 

2 
- 4 X 0.627 X 1973 X 7965 J 

2x0.627 
= 1782 kg/cm2 I 

~L 

Es critico el pandeo por flexion a/rededor del eje y. 

Ref. 2.24: 

I 
\ 

l, = KL {F, = I.Ox400 ~2530 =Z.2Ji > I.S 
1iry VE 2.01n E 

F = (0.877JF = ( 0.877 )2530 = 446 kg/em2 
cr A~ y 2.2312 

Resistencia de diseflo = ¢cAFcr = 0.85 X 18.45 x'446 X 1 o-J = 6.99 ton 

\ 

Ec. 2.34 
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I 

Ref. 2.2: 

(KL/ r t = 6340/ JF: = 126 < KL/ rY = 199 

Resistencia de diseno (ec. 2.30): 

R = 2(,120,0;0 AFR = 20,120;000 x 18.45x 0.85x 10-3 = 7.97 Ton 
c KLjry 199 

KL/rx = 200/3.95 =51; KLjrY = 200/2.01 = 100 

tr
2E 

(j ex = -2- = 7737 kg/cm2 

51 
tr 2E 

a ey = --
2 

= 2012 kg/cm2 

100 

a = 
1 

(784200 x 5.87 + ;r
2 

Ex 
435

] = 7994 kg/cm2 
1 18.45 X 5.602 2002 

ue = 
1 [(7737+7994)-~(7737+7994Y -4x0.627x7737x7994] 

2x 0.627 
= 4881 kg/cm2 

Sigue siendo critico el pandeo por flexion alrededor de y. 

AI disminuir Ia longitud de Ia columna de 4 m a 2 m, el esfuerzo u ey se 

multi plica por cuatro, y a~ por 2. 7; el incremento en resistencia a/ pandeo por 

flexotorsi6n es menor que a/ pandeo por flexion. 

Ref. 2.24: 

Ac = 
100 {F; = 1.121 ~ 1.5 

1r v~ 1 

Fer = (0.658;.~ )FY = (0.6581.
1211 ~530 = 1495 kg/cm2 

¢cAFcr = 0.85 X 18.45 X 1495 X 1 o-3 = 23.45 ton 

Ref. 2.2: 
KLjrY = 100 < (KL/rt = 126 

.' _ [ (KL/rY ] 
.. Rc- AFY 1- 2(KL/r)~ FR 

=18.45x2530 1-
2 

0.85x10-3 =27.18ton 
[ 

100
2 

] 

2 X 126 . 

I 

Ec. 2.33 

Ec. 2.31 
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El pandeo por flexotorsion puede ser critico en co/umnas de angu/o muy 
cortas, pero aun en esos casos no es significativo e/ error que se comete a/ 

. ignorarlo. Por esta razon, en las especificaciones de diseno de angulos en 
compresion, que no sean de parades delgadas, no se considera 
explicitamente ese efecto (ref. 2.36). 

.. 
EJEMPLO 2. 7 Calcule Ia resistencia de diselio de una columna biarticulada 

( K x = K Y =1.0) de 2 m de longitud, cuya secci6n transversal se muestra en Ia 

Fig. E2.7.1. El limite de fluencia del acero es de 3515 kg/cm2
• Utilice las 

especificaciones AISI para diseno por factores de carga y resistencia {ref. 
2.39) y las del AISC para diselio de angulos aislados (ref 2.36). 

.... r 

~ ~=0.27 

X 

·I 
·I 

A= 3.92 em2 
4 lx = 37.30 e~ T'• 

ly = 8.78 em 
rx = 3.08 em 
ry = 1.50 em

4 J= 0.093 em 
Ca =0 
X0 = -2.443 em 
j = 2.07 

Aootaciones en em. 

Fig. E2.7-1 Secci6n transversal y propiedades 
geometricas de Ia columna del ejemplo 2.7. 

Ref. 2.39: '· 

Determinacion de Ff. 

Como Ia ·seccion tiene un solo eje de simetria (e/ x), Fe es el menor de los 
esfuerzos criticos de pandeo por flexion alrededor de y o de pandeo por 
f/exotor.sion, que se calculan, respectivamente, con Ia formula de Euler y con 
Ia ec. 2.60. 

\ 

r0 = ~x~ + r} + r: = .J2.4432 + 3.082 + 1.502 = 4.21 em 

H =1-(x0 jr0 )1 =1-{2.443/4.21)2 =0.663 

KL/rx = 200/3.08 = 65; KLjrY ,= 100/1.5 = 133 
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~2E ~2E 2 

uex = ( )2 = -2 = 4763 kg/em 
KL/rx 65 

Ec. 2.62 

;r2E ~2E 2 

a = ( )2 =-=1138kglcm 
ey KLjry J 1332 

a = GJ = 0·093£ = 1050 Kg I cm2 
1 

Ar0
2 2.6x 3.92x 4.212 

Ec. 2.63 

La ec. 2. 63 se simplifica porque Ca = 0. 

ae = 2~ [(aex +a,)-~(aex +aJ2 
-4Hae.,a, J 

= 
1 [(4763+1050)-~(4763+1050f -4x0.663x4763x1050] 

2x0.663 
= 967 kglcm2 Ec. 2.60 

! 
' ~ - P, esto que u~ (ec. 2.60) es menor que u ey, Ia forma critica de pandeo es por 

flexotorsi6n, y Fe =967 kg/cm2
• 

I I 

A,~~~ t:;; ~ 1.907 > 1.5 .. ' '"'' ,.-. 

:. F = (0.877)F = ( 0.877 )3515 = 848 kglcm2 
n A; y 1.9072 

Ec. 2.57 

Area efectiva. Es Ia que corresponde a F" =848 kg/cm2
. 

A= 1.~2 (!!_) rJ ~ ~ (6.87)~848 = 0.832 > 0.673; :. be = pb 
vk t VE 0.43 0.27 E 

p = (1- 0.22/ A)/ A = (1- 0.22/0.832 )/0.832 = 0.884 

Ancho efectivo de cada ala: be = 0.884 x 6.87 = 6.07 em. 

Area efectiva: 

I 

4 =A, - L (b- be 1 = 3~92- 2(6.87- 6.07)).27 = 3.49 cm2 

Resistencia nominal. 
P,1 = AeFn = 3.49x 848x10-3 = 2.96 ton 

Resistencia de diseflo: f/JJ)n = 0.85 x 2.96 = 2.52 ton. 

Ec. 2.56 
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Ref. 2.36: 

b = 
6

•
87 

= 25.4 > 0.910 fi = 21.9 
t 0.27 V Fy 

Q se determina con Ia ec. 2. 68: 

Q = 0.534£ = 0.534£ = 0 480 
FY(b/t)2 3515x25.42 

• 

A,~ KL {F, = 200 psiS= 1.?6;', . 
nr VE l.S01r E 

r es e/ radio de giro minimo del angulo (Fig. E2.6.1). 

Ac!Q = 1.221 < 1.5 

:. Fer= Q(0.658Q..t~ )FY = 0.480(0.658(o.4SOxl.7622 )p515 

= 904 kg/cm2 

Resistencia de diseno: tPcAIFcr = 0.90 X 3.92 X 904 X 10-3 = 3.19 ton. 

Ec. 2.64 

1La resistencia es 27% mayor que Ia obtenida con Ia ref. 2.39 (3.1912.52=1,27). 

EJEMPLO 2.8 Catcular Ia resistencia de diseno de Ia columna de Ia Fig. E2.8.1 8. El 
acero tiene un limite de ftuencia Fy = 3515 kg/cm2

. La columna puede 

considerarse articulada en los dos extremos, para flexion alrededor de los 
ejes x, y, y para torsion. 

I 
19.541 - X 

L 
o.3soT I. o.39.Q.j rl 

1 1o.16 

p 

150 

20.32 

p 

Acotaciones en em 

A=9.12an2 

lx=510.1 an4 

ly= 26.68 an4 

rx =7.48an 

ry= 1.709an 

Ca=2589an6 

J = O.o71 an4 

Fig. E2.8-1 Secci6n transversal y propiedades 
geometricas de Ia columna del ejemplo 2.8. 

8 En estructuras reales no se utilizan secciones como Ia de Ia figura para trabajar en compresi6n; se 
emplea aquf para ilustrar algunos aspectos del dlsefio de columnas de paredes delgadas. 

I 



I___.... ---- --- ------------,----

Miembros en compresi6n (Ia columna aislada) 95 

d 

Clasificacion de Ia seccion (tabla 2.3.1. ref. 2.2) 

Patines: b/t = 4.69/0.152 = 30.86 > 830/ .JF: = 14.0 

Alma: h)t = 19.54/0.152 = 128.55 > 21ooj ..[F; = 35.42 

Lk seccion es tipo 4; tanto en los patines como en el alma se excede Ia 
relacion ancho/grueso correspondiente a las tipo 3. 

a) Especificaciones AISI para diseflo por factores de carga y resistencia 
(ref. 2.39) 

Determinacion de Fn . La relacion de esbeltez critica para pandeo por flexion 

es: 

KYLY = 1x150 = 87_8 
rY 1.709 

Como las secciones transversales de Ia columna tienen dos ejes de simetria, 
el esfuerzo critico de pandeo elastica es el menor de los valores dados por las 
ecs. 2.59, con KL/r = KYLY/ry, y 2.63. 

Pandeo por flexion: 
:r2 E :r2 E 2 

P 

F = ( f =-=2611kg/cm 
ey KLjrY 87.82 

andeo por torsion: I -

F = [GJ + :r2 ECa ] 1 
ez (K.L.J fx+Jy 

= [748000x 0.071 + 
2589

:r

2 

E] 
1 

(1x150J 510.1+26.68 

= 4418 kg/cm2 

El pandeo por torsion no es critico. 

Fe= Fey= 2611 kg/cm2 

A = (F; =psiS = 1.160 < 1.5 
c vF: 2611 

:. Fn = (o.658A.~ fy = (o.658u
62 

p515 = 2001 kg/cm2 

Anchos efectivos 

Ec. 2.59 

Ec. 2.63 

Ec. 2.56 

Los anchos efectivos de a/mas y patines se determinan como se indica en el 
Capitulo 3. 
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Almas 1 

·I 

Se tratan como dos placas independientes, pues solo estan unidas entre si en 
los bordes superior e inferior. 

A.= 1.052 (b) [J = 1.052 (19.54)~2001 = 2.118 
Jk t v£ .J4.0 o.152 E 

Se tom a k = 4. 0, para placas apoyadas en los dos bordes, y se sustituye f por 
Fn = 2001 kg/cm2

. 

Como A. = 2.118 > 0.673, be= pb. i 

P = (1-0.221 ;,); A.= (1- o.22/2.2t&)!2.218 = o.423 

be= 0.423 x 19.54 = 8.27 em 

Patines 

A.= 1.052 ( 4.69 )~2001 = 1.551 > 0.673 
.Jo.43 0.152 E 

· Ahora k es igual a 0.43, para placas apoyadas en un borde. 

p = (1- 0.22/1.551)/1.551 = 0.553 

be = 0.553 x 4.69 = 2.60 em 

Area efectiva 

Ae =At- :L(b-be) 
= 9.12- [2(19.54 -8.27)+ 4(4.69 -2.60)}>.152 

= 9.12-4.42 = 4.70em2 

Resistencia nominal: -

Pn1 = AeFn = 4.70 x 2001 x 10-3 = 9.40 ton . ; ) ' 

Esta resistencia corresponde a pandeo por flexion de Ia columna. 

Resistencia de diseno: I l/JcP, = 0.85 x 9.40 = 7.99 ton 

Ec. 2.55 

b) Normas Tecnicas Complementarias del Reglamento del D.F. (ref. 2.2) 

Como Ia Falla es por pandeo por flexion y pandeo local combinadas (no hay 
pandeo por torsion) Ia resistencia de diseno puede determinarse tambien 
siguiendo las indicaciones de Ia ref. 2.2 (art. 2.8.1), como se hace a 
continua cion. 
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Factor de pandeo local 0 

Se utilizan /as ecuaciones del art. 2.3.6 de Ia ref. 2.2. 

, I 
I 

Se determina para los patines, que son elementos pianos no atiesados. 

b/t = 4.69/0.152 = 30.86 > 1470/ .[F; = 24.79 

:. Q = 1,400,000 = 1,400,000 = 0.418 
s FY(bjtf 3515x30.862 

Qa . El esfuerzo f que se utiliza para ca/cular el ancho efectivo del alma es e/ 

esfuerzo crftico de pandeo local de los patines, Fer = QsFy = 0.418x3515 = 
1470 kg/cm2

. 

b = 2730x 0.152 ( 1- 480 ) = 9_77 em 
e .J1470 128.55.J1470 

Ae = 9.12- 2(19.54- 9.77"fJ.152 = 6.15 cm2 

Qa = 6.15/9.12 = 0.674 

Q = QsQa = 0.418 X 0.674 = 0.282 

(KL/ r ); = 6340/ ~QFY = 6340/ .Jr--0.-28-2 x-3-51-5 = 201.4 

(KL/r)y = 87.8 < 201.4 

:. R, ~ Q~F,(l- 2~::~;, )F, 
j' 

( 
87 8

2 
) = 0.282x 9.12x 3515 1- · 

2 
0.75 

2x 201.4 

= 6136 kg~ 6.14 ton Ec. 2.47 

Este resultado es menor que e/ obtenido con /as especificaciones AISC 
(6.1417.99=0. 769); si se utilizase el mismo factor de resistencia, 0.85, e/ 
metodo de Ia ref. 2. 2 arrojarfa un valor s6/o 13 por ciento men or que el de Ia 
ref. 2.39 (6.14x0.85/(0. 75x7.99)=5.2215.99=0.87) . 

. .. -.. 
' ' ,_ "'~ ~ ,..-·' f . 

-I 
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