
FACUL TAO DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS 

Las autorldadas de 'la Facultad de Ingeniería, por conducto del jefe da la 
' 

División de Educación-'Continua, otorgan una constancia de asistencia a .. 
quienes cumplan con 'los requisitos establecidos para cada curso. 

~ . 

El control de asistencia se llevará a cabo a través de la persona que le entregó 
' las notas. ·· Las inasistencias serán computadas por las autoridades de la 

.• 
División, con el fin de entregarle constancia solamente a los alumnos que 

tengan un mínimo de 80% de asistencias. 
1 

Pedimos a los asistentes recoger su constancia el día de la clausura. Estas se 

retendrán por el periodo de un año, pasado este tiempo la DECFI no se hará 

responsable de este documento. 

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ideas y 

experiencias, pues los cursos que ofrece la División están planeados para que 

los profesores expongan una tesis, pero sobre todo, para que coordinen las 

opiniones de todos los interesados, constituyendo verdaderos seminarios. 

Es muy importante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja de 

inscripción al inicio del curso, información que servirá para ··integrar un 

directorio de asistentes, que se entregará oportunamente. 

Con el objeto de mejorar los servicios que la División de Educación Continua 

ofrece, al final del curso 'deberán entregar la evaluación a través de un 

cuestionario diseñado para emitir juicios anónimos. 

Se recomienda llenar dicha evaluación conforme los profesores impartan sus 

clases, a af~cto de no llenar en la última sesión las evaluaciones y con. esto 

sean más fehacientes sus apreciaciones. 

Palacio de Mineria Calle de Tacuba 5 
Teléfonos: 512-8955 

Atentamente 

División de Educación Continua. 

Primer piso Deleg. Cuauhiémoc 06000 México, D.F. APDO. Poslal M-2285 
512·5121 521-7335 521-1987 Fax 510-0573 521·4020 AL 26 
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DIVISIÓN DE EDUCACIÓN CONTINUA 
CURSOS ABIERTOS 

XXVI CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERÍA SÍSMICA 
MODULO 1: ANÁLISIS ESTÁTICO Y DINÁMICO DE ESTRUCTURAS SUJETAS A SISMOS 

DEL 14 AL 18 DE AGOSTO DE 2000 

FECHA 

Lunes 14 

Martes 15 

Miercoles 16 

Jueves 17 

Viernes 18 

Sabado 1 

HORARIO TEMA PROFESOR 

17:00 a 21:00 hrs. Introducción. 
Análisis de sísmico de un grado de liber-
tad; comportamiento elástico e inelástico. Dr. Octavio A. Rascón Chavez 
Espectros de respuesta. 

17:00 a 21:00 hrs. Análisis sísmico de sistemas discretos 
de varios grados de libertad 

17:00 a 21:00 hrs. Análisis sísmico aplicando RCDDF. Con-

M. en l. José Luis Trigos Suárez 

sideraciones generales. M. en l. José Luis Trigos Suárez 
Zonificación del Distrito Federal. 
Factor de comportaminto. Estado limite. 

17:00 a 21:00 hrs Análisis dinámico: Espectros de siseño 
· Análisis modal espectral. Uso de la com- M. en l. Ramón Cervantes Beltrán 

putadoras. 

17:00 a 21:00 hrs Análisis simplificados: Método estático, 
métodosimplificado, torsión 

9:00 a 13:00 hrs Taller de aplicación de Computadora 

M. en l. Ramón Cervantes Beltrán 

M. en l. Ramón Cervantes Beltrán 
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( DIVISIC>N DE EDUCACIC>N CONTINUA 

CURSOS ABIERTOS 

XXVI CURSO INTERNACIONAL DE 
INGENIERIA SISMICA 

MÓDULO 1: ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO DE 
ESTRUCTURAS SUJETAS A SISMO 

TEMA 

INTRODUCCIÓN. ANALISIS DE SISMICO DE UN GRADO DE 
LIBERTAD; COMPORTAMIENTO ELÁSTICO E INELÁSTICO. 

ESPECTROS DE RESPUESTA. 

EXPOSITOR: DR. OCT A VIO A. RASCÓN CHÁ VEZ 
PALACIO DE MINERIA 

AGOSTO DE 2000 

· · · D F T 1s· 521-40-20 y 521-73-35 Apdo. Postal M-2265 Palacio de Mm ería Calle de Taculla. 5 primer piso Deleg. Cuauhlemoc 06000 MexJco, - · e.· 



Introducción 

. \ 

DINAMICA ESTRUCTURAL 
ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS 

DE UN GRADO DE LffiERT AD 
Dr. Octavio A. Rascón Chávez * 

1 

Cuando ocurre un sismo en una localidad, éste excita a las estructuras que ahí se ubican 

y las hace vibrar. Las características del movimiento de cada estructura dependen tanto 

de las propiedades geométricas como de los materiales de que esté construida; asimismo, 

se relaciona estrechamente con la evolución de los desplazamientos del terreno durante el 

temblor en el lugar donde ésta se desplanta. 

Por lo tanto, para calcular los desplazamientos que sufre una estructura durante un 

temblor, es necesario "modelar" su geometría, así como el comportamiento de los 

materiales, de los componentes estructurales y de las conexiones entre ellos. Asimismo, 

es necesario contar con información acerca del movimiento del terreno, en términos de 

"acelerogramas" (aceleraciones versus tiempo) o de los· "espectros de respuesta" 

(respuestas máximas versus periodos naturales de las estructuras) que se calculan con los 

acelerogramas, como se verá más adelante. 

Por otra parte, si bien se reconoce que todas las estructuras de edificios están 

conformadas por vigas, columnas, Josas y muros que son de naturaleza "continua", en la 

práctica profesional se acostumbra simplificar su topología mediante la formulación de 

modelos reológicos que idealizan su comportamiento, produciendo sistemas discontinuos 

o "discretos" como se ejemplifica a continuación, con lo cual se simplifican 

considerablemente Jos procesos de análisis que se realizan para calcular el 

comportamiento dinámico de las estructuras. 

En estos apuntes se presenta un resumen de los aspectos básicos del comportamiento 

dinámico de estructuras idealizadas con un solo "grado de libertad", cuando son 

excitadas por sismos y fuerzas dinámicas externas. En la exposición oral que se da en la 

;Jase se amplían y comentan muchos de Jos conceptos. 

* Coordtnador de Desarrollo Tecnológico. !nslltuto Mex1cano del Transporte, y Profesor en la Divtsión de Estudios de 
l'osgrado, Facultad de fngemeria, UNA M. 
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VEFINICION. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS .(DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTE~1A EN CUALQUIER INSTANTE, 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

n 

3 

2 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

, 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

Chimenea-

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 
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METOVOS VE VISCRETIZACION VE SISTE.I.fAS CONTINUOS 

l. POR CONCENTRACION CE ~~SAS 

MASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD = m 

!!;77711/71771/1171777177 117 7 17771~ 

"'E I 
-

T7 'n 7'r17 

2. EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA CONO 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEHPLO, SI ESTAS 

FUNCIONES SON ARNONICAS: 

Z(x) 

t-----i•~ X 

N 
¿ 

= i=l bi sen irrx 
L 

S 

~ -===,..:-- ~ -............ +---- +~ ~+··· ,A, .... mm-h.. h..~~$tr 'C7 .,Gn-
b J!X b sen 2 lTX b~ sen ::snx · -+--- L t sen L z L ., L 
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EN GENERAL, PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION l)J(x): 

L 

N 
z (x,t) = l: 

i=l 
z. (t)l)J. (x) 

l. l. 

-3. ~!EDIANTE ELE~lENTOS FINITOS 

JT 1'-'1 ~1 IJTI 
nodos 

~~ 
elementos 

6 

L 
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RESPUE> TA VINAMICA VE SISTEMAS ELASTICOS LINEALES VE UN GRAVO VE LI lfRTAV 

CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

.. 
p ( t) 

K,C < > p(t) 

Xo(t) 
FricciÓn nula .....,.. Xo(t) 

t = TIEMPO 

M = MASA 

K = RIGIDEZ 

e = AMORTIGUA.MIENTO 

p.(t) = FUERZA EXTERNA 

X (t) = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO 
o 

EL AMORTIGUA.MIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA M~SA RESPECTO AL 

SUELO. 

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPA~~NTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A 

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA ~HSMA. ES EL ELEMENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA. 

2o.. LE Y VE NE~.'fOIJ: 

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER I1ASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 
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p (t) 
d dx d • 

= dt (mdt) = dt (mx) 

p(t) = FUERZA ACTUANTE 

x = DESPLAZA!-IIENTO 

t = TIEr!PO 

.. 
SI m ES CONST&~TE: p(t) = mx 

PRINCIPIO VE V' ALAM EfRT 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO 

p(t) - mx = O 

AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA VE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR~ 

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-

CIPIO DE D 'AI.MI..BERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVHUENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQ_UILI !'RIO VINAMICO. 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

1 

f-. p ( t) 
1 p ( t) 

• • • Xo(t) 

EQUILIBRIO: 

PARA UN SISTEMA ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa= c(x 

fe 

fa 
---+---• 
fi 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

X ) = ky o 

( 1) 

(2) 

POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT: fi = mx' = m(y' + 'i
0

) 

p (t) 
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DONDE Y=X-X0 ES EL DE~PLA~~IENTO RELATIVO. ' 

SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC.l SE OBTIENE: 
. . 

m(y + x ) + cy + ky = p(t) o 

cy + Ky = p (t) - l>l..x o 

DIVIDIENDO ENTRE M M1BOS MIEMBROS DE LA EC.3: 

·y· + e Y + K Y __ o (t) _ x' • 
M M ~ o 

( 3) 

SI - = 
M 
e K 2 

2h, y M = w , DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

•• 2 
y + 2h y + w y = p(t) 

M 

RAD/SEG: 

.. 
- X o (4) 

CUA..l\lDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTRJI.1A SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA­

CIONES LIBRES. 

VIFRACIONES LiffiES 

EN ESTE CASO .LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA. SER 

2 y+2hy+wy=O 

CUYA SOLUCION ES 

-ht 1 

y(t) = e (C1 sen w't + c 2 cos w't) ( 5) 

DONDE w = lw 2 - h
21 = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL M10RTIGUADA 

Y c1 Y c2 SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES 

9 
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(EN t=O) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA ~mSA DEL SIS-

TEMA. 

ESTAS RESULT&~ SER 

L__c_l_=_i_<_o_> _:_, h_y_<_o_>_ll Y 1 e 2 = Y (o> 
(6) 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO: 

y(t) = A e -ht 
ces (w 't - 9) (7) 

DONDE A lc2 + c2 y 9 = tan 
-1 el 

ANGULO DE FASE = 
c2 

= 
1 2 

LA. GRAFICA. DE LA EC (7) ES 

y 
- T• -------

y (Ol[ 

------
= PERIODO NATURAL AHORTIGUADO; SEG 

f' = 1 
= FRECUENCIA N.I\.TURAL AMORTIGUADA, cps 

VEM!OS EL CASO ESPECIAL DE LA EC. ( 5) EN QUE h+w. EN TAL CASO, 

2' 
- h +0, coq w't+l Y sen w't+w't, CON LO CUPLLA EC. (5) SE 

REDUCE A 

-wt [ y ( t) = e { (y (O) + hy (O) ) 1 w '] ( w ' t) + y (O)} 

= e-wt[~(O)t + (1 +wt)y(Ol] 
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LA GRAFICA DE ESTA ECUACION ES 
--~---·····-·~---··...,-· --,~---..... ""· ..... ......---:-.~----~----·-~~,....... 

7 

T 
Y(O) 

J.+------=~- t 

.. 

Y OBVIA!1ENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE &~ORTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO: 

DE DONDE (8) 

A LA P~LACION é = C/Ccr SE LE LL&~ ~RACCION DEL N10R~IGUAMIENTO 

CRITICO. 

DESPEJANDO A M DE LA EC. (8) Y SUSTITUYENDOL..l\. EN LA EC. h = C/(2M) 

SE OBTIENE: 

= h = e 

ADEMAS: 

w' = Jw2_ h2 = 

w' = wÁ 

e 
c-.cr 

/w2_ 

- é2 

2 K = é~ = éw· 
21K!1 1 M 

2 2' wh-~ 2 w é = 

(9) 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME é VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE é = 0.1 
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w'· = w 11 - 0.01 1 = 0.995w 

OTRA FORM~ DE MEDIR EL GRADO DE aMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES­

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICO, EL CUAL SÉ DEFINE 

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS &MPLITUDES CONSECUTIVAS 

L = 1n y (t) 
y(t+T') 

= ln Ae-htcos(w't-9) 

Ae-~(t+T')cos[w' (t+T')-9] 

-ht e cos(w't- 9) 
= 1n{ -h(t+T') cos(w't + w'T'-9) } 

e 

-ht 
= ln{--~e~--~~ 

-ht -hT' e e 

cos(w't - 9) } 
cos(w't - e + 2") 

+hT' = ln e ·= hT' = ~wT' 

. SI ~ ES PEQUEflO, 

~ = L/2I1 

• 

( 10) 

(11) 

12 



VETER!diNACION EXPERIMENTAL VE e EN ESTRUCTURAS REALES O EN MODELOS 

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

. SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBRE~~NTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-

CIONES QUE SE OCURRAN EN LA MASA TENDRA LA MIS.'1A FO:<U-1A QUE LA GRA­

FICA DE LA EC.7. 

Acelerómetro 

Y (t+ T'} 

y ( t) 

Acelerómetro 

y (t} 

Amplificador Registrador 

t 

SI DE DICHO REGISTRO SE ~IDEN y(t + T')y y(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (11), DESPEJAR A e 

L e = 2Tr 

13 
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EJEMPLO 

CALCULAR EL PERIODO NATURAL DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA MOSTRADA 

EN LA SIGUIENTE FIGURA: 

p 
Peso W7 Xost 

H p = carga estática 

T Ip_/ 
K 

p 
X desplazamiento = = X est est producido por P. 

h 

1 --z._ Ic 

L ,./'---- L 

I = momento de inercia de las columnas e 

I = momento de inercia del sistema de p piso L 
1 

MEDIANTE EL ANALISIS ESTATICO DEL MARCO SE ENCUENTRA QUE 

3 I e L I L + 6 +___E. 
Ph3 2 rli 

6EI, I h 
X = => K = est 6EI 

6 I L h3 l + 
Ic L e + e 

I h 2 I h p p 

Periodo natural = 27T 
T = =;r = 27T~ 

h3 
T 27T = --g6Eic 

Si 

w 

l + 
I L e 

2 I h 

6 
I L +___E. 

h I p 

(I + oo), 
p 

' en seg 

K = 24Eic 

/h3 ~ 
~~~~~~~ ESTRUCTURA DE CORTANTE: 

CUANDO LAS DEFORMACIONES 
OCURREN PRINCIPALMENTE 
DEBIDO.A LA FUERZA COR­
TANTE DE ENTREPISO. 
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EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITkMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION 

DE 0.2 SEG, Y QUE LA k~PLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM. 

K 

l. 

2. 

3. 

P=20 ton. 
(aplicada 

estáticamente) 

CALCULAR W, w~fjL y ~ 

DE T' 
. 2rr 2rr 2rriW' - = --= = 

w lf IKg 1 

SE OBTIENE 

y ( t) 

0.2 y 

0.14 

K = JW_ = 100 CTMON 
0.2 

• 2 2 
W = T' Kg/4rr = (0.2)

2 
X 100 X 981/4rr

2 = 0.04 X 100 X 981· 
4 9.87 

' lv 99.4 TON 

w' 2rr 2rr 10rr RAD f' 1 1 5 = TT = 0':"2 = SEG ; = v= 0.2 = cps 

L ln 0.2 = ln 1.43 0.357 = 0.14 = 

L 0.357 
0.0568 o 5.68 % ¡; - 2rr = = r; = 2rr 

e= z;ccr = r;21K!1 1 = 0.1132 /100 x 99.4/981' 

= 1,132 x 0.318 = 0.36 TON SEG/CM 

t 

15 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTlil SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION, CON C = 0: 

p (t) 

~ r--------------

t 

Po 
x = k (1 - coswt); 

mx + kx = p 
o 

x = c1 senwt + c2 coswt + p
0

/k 

SI EN t = o, X = o y X = 0: 

y c
1 

= o 

16 

• 

fo~ 
~ -t<-_--:T:~/2..;--~:'--:;;31'*.;;2.;--2~T~-----• t · 

X = p = (1 - coswt) 

( ~) 
B = FACTORDE AMPLIFICACION DINAMICA 

BMAX = 2, EN t = T/2, 3T/2 ... 

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t · o· 

p ( t) SI t < t o 
·11' 

. p 
x = ko ( 1 

Po 1-------, . 1) Po 
x(t) = 1< 

EN t = t 
.. t 

o· 

rt., ~ Po 
x(t

0
) =k 

1 
• ti 1 

o t./ Po 
x(t

0
) =-k 

o 

- coswt) 

senwt 

( 1 - coswt
0

) 

senwt
0 

CONDICIO-
NES INICIA 
LES PARA 
t>t o 
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SI t>t
0

, x =A coswt 1 + B senwt 1 CON t 1 = t - t ' o 

EN t 1 =O ( t = t
0

),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN­

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

A = 
Po 

(1 k 

POR LO QUE X = 
Po 
k 

Po 
= k 

o 

X = 
Po 
k 

Po 
= k 

CUANDO 
nt

0 1T 

---r = T 

0.5 

EL MAXIMO --t=L 
OCURRE DES-
PUES DE LA 
EXCITACION 

- coswt
0

) y B = 
Po 

senwt
0 k 

(1 - coswt ) coswt 1 + 
Po 

senwt
0 

senwt 1 

o k 

/e, coswt
0

)
2 2 1 

- + sen wt
0 

sen(wt 1 - 9 

/2 (1 - e os to) sen(wt 1 - 9) 

(2 sen w~ 0 ) sen(wt 1 - 9) 

B= FACTOR DE AMPLIFICACION 

2 
wt

0 2 
to 

BMAX = sen-2- = sen(nT) 

B~1AX = 2 

1.0 15 

MAXIHO OCURRE DURANTE LA EXCITACION 

nt 
SI t

0
/T ES ~JUY PEQUEfilO, sen To !. nt

0
/T 

) 

17 
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y XMAX = --= mw 
I 

mw 

EN DONDE I = p t = AREA BAJO LA EXCITACION o o 

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSOrSEA UN IMPULSO APLICADO 

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO 6t MUY PEQUENO, TAL QUE 6t/T << 1: 
p (t). 

t.t 

Impulso=! =/p{t)dt 
o 

~~~==·------------+t 
t' 

POR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SE TIENE QUE 

6t 
I = J p(t)dt = mx 

o 
~ x = I/m 

EN DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL 

SISTEMA. DESPUES DE 6t EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON 

VELOCIDAD INICIAL x(O) = l , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE m 
t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

.A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIEMPO ót LA MASA ADQUIERE UN DES­

PLAZAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SE 

. 
x(t') = ~ senwt' = _I __ senwt' 

w mw 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO, 

x(t') = - 1-- e-~wt' senw't' 
mw 



SOLUCION AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZAVAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE-EXISTE p(t) Y QUE x (t) = O, o • 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 

1 • 

p (t} 

t 

y (t} 
t 

__ .._ 

PUESTO QUE d?;'<<T, LA FUERZA APLICADA EN t= 'l' PRODUCIRA UN INCREMENTO 

INSTANTANEO.EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p (T)dT 
M 

Y UN INCRE~lliNTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=O. 

·TOMANDO ESTOS INCREMENTOS Cül10 CONDICIONES INICIALES EN t=b, LA EC. 5 

DA CO.MO RESULTADO 

y(t) = p(T)dT 
Mw' 

sen w'(t-T) e-h(t-T); t>T 

PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA T QUE HAYAN OCURRIDO 

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR, 

19 
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t 
( ) 

1 J p(T)e-h(t-T)senw' (t-T)dT Y t = Mw' (12) 
-oo 

1 -h(t-T) LA FUNCION Mw, e senw 1 (t-T) ,QUE ES 'LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUNCI0/1 VE TRAIISFERENCIA DEL 

SISTEMA. 

Y(t) 

p (1;') 

t 

TI- 2TT 
-(jJí 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

· •. 

y (t) = Ae-ht cos(w't-9) 
t 

+·M~' ! p(T)e-h(t-T)senw' (t-T)dT 
-oo 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 
. 

Y VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVkMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE. 

B. r10VD1IENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CA."lBIAR p(T)/H DE LA EC. (12) POR -x , 
o 

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEr!BRO DERECHO p(t)/M CUANDO 

LA EXCITACION ES P (t) Y AP.'I.RECE -X CUANDO Ll'. EXCITACION ES POR 
o 

MOVHUENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

y (t) = - 1 j x (T)e-h(t-T) senw' (t-T)dT 
w' o 

(14) 
-m 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTE.."'lA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON A.."10R-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

X0( t ) 

~ = o 
r---

X (t) = a, SI O~t~t a o . o 
i_ ___ 

o to t x
0

(t) • = o, SI t<O o t>t o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR­

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

-1 y(t) = 
w 

-a = 2 
w 

t 
J a senw(t-T)dT = -a 

w 

t 
J sen w(t-T)dT 
o 

(1- coswt) SI O<t<t - .- o 
(A) 

PARA FINES DE DISE~O ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO 

wt = rr o t " " T = w =~ = 2 
T 



'· 

Y VALE 

2a = 2 
w 

= _!!.___ T2 SI 
2 ' 2rr 

'\ 

T 
0~~2 t ' o o 

22 

O~T~2t . . o 

PARA t>t , O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-
o o 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : o 

= -a (1 - coswt ) 2 o 
w 

APLICANDO LAS· ECS. ( 5) Y ( 6) OBTENE~!OS: 

= -a senwt 
w o 

y (t) -a 
[se~wt0 senwt' (1 coswt ) coswt'] = 2 - - o w 

-a hen2wt
0 

+ (1 coswt
0

)
2 (wt' = 2 - sen -

w 

y (t) = -2a senwt0 sen(wt' - ¡;J) 2 w 2 

1 1-coswt 
DONDE t' ¡;J - o = t -t y = tan ( o senwt

0 

EL VALOR HAXU!O DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

MAX { [y ( t ) ] } 
2a wto 

= 2 sen-2-
w 

SI t>t o o T>2t o 

¡;J) 
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EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE·LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARMONICA 

p(t) = p
0 

sennt 

DE DURACION INDEFINIDA. 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~1A SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) = p sennt EN LA INTEGRAL DE DUIDLMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. o 
SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL ~UEHBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEN AR"10NICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) = A sennt + B cosnt ( 14') 

Y DETE~~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

23 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DI~ERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC­

TORIZANDO: 

(-Bn 2 + 2hAn +w 2B) cosnt = p; sennt + O x cosnt 

PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUHPLA SE REQUIERE QUE 

2 · 2 Po 
-AQ -2h11B + w A = M 

-Bn
2 

+ 2hnA + w2B = O 



RESOLVIENDO ESTE SISTE11A DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

o 
2 -11.2 ) ·o 

(w ---¡;r-
A = 

(w 2 -n2 ¡2 + 4h2 n
2 

Po 

B 
-2hn ---¡;r-

= 
(w 

2 -n2J2+ 4h
2

n
2 

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC, (14'): 

Po 
---¡;r- 2 2 

-.,--_.:;..;c.,..-..,.----.,.
2

,.-..,..
2 

{ ( w -.D.: ) sen n t - 2 hn e os¡¡ t } 
(w2 -n2)2 + 4h ¡¡ 

y(t) = 

O, TMmiEN 

EN DOND~ 18 = ANG TAN (-~) -;, TAN-1 2 hn = ANGULO 
w2 -n2 DE FASE 

(15) 

(16) 

\i 
ti 

(17) 

DIVIDIENDO NUHERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS. (16)Y (17) ENTRE w
2 

SE OBTIENE: 

o -o 

y (t) 
""""'j{ 

sen(nt - 18) = lc1 2 1 
¡¡ )2 (2~~)2 - - + 
w2 

(18) 

¡¡ 

TAN-1 2~-

18 
w = ¡¡2 

1-2 

(19) 

w 

24 
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·soLUCION GENERAL PARA EL CASO ~=O 

!'o 
= c 1 sen wt + c 2 cos wt +M 

SI EL SISTEMA PARTE DEL REPOSO, LAS CONDICIONES INICIALES SON 

y(O) = O y y(O] = O. EN ESTE CASO: 

y (O) 

y (o) 

y (t) 

y ( t) 

Po 
= O = ci sen (wO) + c 2 cos (wO) +M sen (¡¡O) = 0 w2_r¡2 

po!'l :rns (QO) = c1 w cos (wOl - c 2 w sen (wOl + M = O 

-P ( n/ wl 
el = o 

M w2-¡¡2 

p 
r.t = o sen 

M w2-n2 

(P 
0

/k.) 
[sen = 

(l-..u.2 lw2 l 

y (t) 

!'l sen wt 
w w2-¡¡2 

t 
¡¡ 

- - sen w wt] 

w2_¡¡2 

sen .11.. t 

.f1. sen w t w 

t 

(20') 

. 25 
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 
• • 2 

= asennt, O SEA, x =-an sennt. BASTA C&~BIAR A p /M EN LA o . o 
2 EC. (16) POR -an ; HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

y(t) ( 2 o) 

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.= Bd 

y=o 
3 

2 r=0.2 

1 ,. 
1 
1 

o 0.5 1.5 2 

FIG. l. CURVAS DE AHPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE FUERZA 
EXTERNA ) 

..------
1 

2 
g_) 2 + 

2 
w 

( 21) 

..n.. 
w 

LOS FACTORES DE AJ1PLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD Y ACELERACION SE 

SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 

SEA EL CASO. LOS RESULTADOS SON, RESPECTIVAJ'1ENTE, 

HAX [:t..J.ll] = B 
aw v 

y B = (g_) 2B 
a w d 

= MAX [Y ( i) J ( 2 2) 
aw 

-··-

26 
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EJEMPLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

RAD RAD 
íl 1 = 16 SEG Y n2 = 25 SEG' CON UNA FUERZA MAXH-IA DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS ANPLITUDES Y'ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON: 

-3 p1 = 7.2 x 10 in, ~1 = 15°;(cos~1 = 0.966 ; sen~1 = 0.259) 

-3 p2 = 14.5 x 10 in, ~2 = 55~(cos~2 = 0.574; sen~2 = 0.819) 

EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA. 

HACIENDO: 

= 
Po 

Bd. 
Po 

pi k = k 
~ 

Po cos~i 
pi = k -82 

; 
1 

o 
= 

1 

1 -

8 = 

( 
82 1 + 

' 

íl/w 

2 = k-íl m 

1 }1/2 

(2¡;8/(1-82 )] 2 
i, 

'v""' 
cos~. 

~ 

( 2 3) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k - (16) 2m = 

2 
k - (25) m = 

500 (0.966) 

7.2 X 10 3 

500 (0.574) 

14. 5 X 10-3 

= 100 000 :b 
~n 

2 
= 128.5 lb _SEG 
-.(}, . ~n 

w =lf = 27.9 :g 



. ·. : .. 

28 

USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE: 

DE DONDE ~ 
500 (0.259) -.....,;:::..::..;::..._=-::..=..::c::..t... ___ __,,- = 15 . 7% 

2 2 ~~ 9 100 000(7.2 X 10-
3

) 

RESONANCIA 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC.(20) 

ES EVIDENTE QUE SI S=íl/w=1 SE TIENE 

y (t) 1 = - a sen ( nt-,0) 
~ 

Bd 

O(Bd)res = 2~ EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO íl = w/Í-2~~ EN EL CASO DE y(t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

-,=w==;- ·SI 

Á-2~ 2· 
DIFIEREN EN MAS DE 2%. 

íl=w Y n 

EL MAXIMO VALOR DE Bd (PARA íl 

o 

~~ 20%, LOS VALORES DE ESTAS íl NO 

= (íl/w)
2 

2~h-7 
SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ~=0, (Bd)MAX = oo. 



. ' 

SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERE~CIAL DE 

MOVIMIENTO PARA.EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y S=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) = e-ht(A sen w1 t + B cos w1 t) - p; coswt 
21; 

y(O) = B - p
0

/(2¡;k) = 0 

DE DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)=O, SE OBTIENEN: 

POR LO QUE 

y(t) 

Po 1 
= k -r==,2:=;-, 

211-¡; 

1 Po ~ -ht 1; = ~k Le (/ 21 senw't 
1-1; 

PARA AMORTIGUA~UENTOS PEQUEflOS: 

y(t) 
p /k o 

1 (e-ht_1)coswt 
-~ 

Slt>O Yj3=1 

+ cosw't) - coswt] 

-'-2r; 

1 
2~ 

SI ~=O, APLICANDO LJI. REGLA DE L' HOSPITAL, SE OBTIENE: 

y(t) = -
2
1 (senwt - wt coswt) 

p /k o 

O SZZ\, EL MAXH10 DE LA RESPUESTA TIENDE A INFHliTO GRADUALMENTE. 
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CARACTERISTICAS VINAMICAS VE LOS REGISTRADORES VE SISMOS. 

3U 

t 

SI IA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

.. 
x

0
(t) =a senQt 

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER 

1 
2 
w 

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

~ = 0.7 SE TIENE Bd ~ 1 PARA O~Q/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA­

ZAMIENTO DE LA HASA DE UN SISTEl1A ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTE~~- SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELEROMETRO. 

EN INGENIERIA SIStHCA LA !1AXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

1 O CPS (T = . O. 1 SEG) 1 POR LO QUE LOS ACELER0'1ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 



POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x0 = a sennt, O SEA, 

2 x =-a Q sennt, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL 

SEflALADO EN LA ECUACION (20) , ES DECIR, 

B' 
d 

= (Q/w) 2 

(<1- (¡¡lwh + 
2 (2¡;11/w) 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ¡;=0.5 Y Q>w EL DES-

PLAZAMIENTO DE LA ~~SA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPh~ZOMETRO, CONOCIDO Tk~BIEN 

COMO SISMOHETRO. 

B' 
d 

1 

1 ,, \ 
~ = o 1 1 \ 'S = 1/6 

.~11r·X 1. 1 ., '% ~ = 0.25 
1¡)-- . ' 1 ., ......... ' 

1 ¡/ ·-......:. :::::~""::.::::-- ~ = • 
~ frj~.-. :.= :.::::=·.· . .,.:2.::_"" - '/ 
/·.· .· 1 '-./' 

-(;;?./ ~=M 
•' .. 

0 ~o~~~~--~,-----L----~2L---~-----3L-----~-­

31 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL MIORTIGUA~UENTO DE UNA ESTRUCTUR..l\. ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS AHMONICAS 

~.-1, = 2 ~ 

B' d 

3 Po 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 1 
1-1 

1 : 

1 1 

Po ; Desplazamiento estático 
= Po/k 

NOTA : • = Resultadas de las pruebas 

7rva de Amplificación Experimental 
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SI SE DETEmUNA Bd EXPERIMENTAL!-1ENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS ,' Y ADEMAS SE DETERMINA 

p
0

, ENTONCES 

(24) 

.·;:t ·.,. : 

OTRO HETODO PARA DETERMINAR ~ CON BASE EN LA CURVA EXPERI!IENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE "r1ETODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FP~CUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rrns DE LA A!lPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)r1AX//2; SEAN a
2 

Y s
1 

ESTAS FRECUENCIAS, DE LA ECUACION DE Bd . 
SE OBTIENE: rms = ~ = RAIZ CUADRADA 

~ .., 
(~r...-+-vn.~tJ:....__'-•) 

DEL VALOR MEDIO CUADRATICO 

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIE~1BROS : 

1 1 
g-¡;2 = 

(1-:-82)2 (2¡;8) 2 + 

DONDE 82 1 2¡; 2 2¡; /1 
2' 

DE = - + +¡; -

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO ¡; 2 
DEL RADICAL, SE OBTIENE 

.., • 2¡;2 ¡;2 a"" 1 2¡; ' 1 ; 81 1 - ¡; -
82 ' 1 2 ,:, ¡;2 

2 + 2¡; 2¡; 82 1 + ¡; 

82 81 
• 2¡; -

.. 



\ 

'---

DE DONDE ( 2 5) 

EJEMPLO 

6 

>< 
4 

2 

o~------~------7-~~----~---------L--------

15 ni = 19.55) 
20 

\_nz=20.42 

DE LA EC (25) - ¡¡ 1 = 

• ¡; = 

RAD 
0.87 SEG 

25 

0.87 
39.97 = 2.18% 

33 
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METODO NUMERICO S DE NE~1ARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

PROCEDIMIENTO: 

l. SEAN yi, yi,yyi, CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti, y ti+l=ti + ~t. 

SUPONGAI-lOS EL VALOR DE y i+l 

2. ( 2 6) 



3. 

4. 

CALCULEMOS y. 
1 l.+ 

\ 

.. 
CALCULEHOS UNA NUEVA APROXH1ACION PARA y i+

1 
A PARTIR DE LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

( 2 g) 

( 2 7) 

5, REPITA•10S L..l\S ETAPAS 2 A 4 ID':PEZANDO CON EL NUEVO VALO"R. y i+1 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE yi+
1 

CASI IGUALES. 

SE REC0!-1IENDAN VALORES DE S.DE 1/6 .A 1/4 Y 6t~0.1T PARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 

. 34 
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;¿ 0 pulg.¡ Ser/ 
2 M =41bSeg/pulg. 

~=0.2 

•• -12 
Xo< t l =-30t 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLIC&~DO EL METODO B DE 

NEWMARK 

lK/M
1 

h6/4
1 

3 RAD 
w = = = SEG 

h = l;;w = 0.2 X 3 = 0.6 ; T 

TOMARE!10S s=O. 2 Y Lit = O, 2 (~ o .lT) 

(27) y (28): 

2rr 
2.09 SEG = 3 = 

SUSTITUYENDO EN LAS ECS. (26), 

EN. t=O SABEMOS QUE SE TIENE y=O, y=O Y y=O 

2 
EN t=O + Lit= 0.2 SEG; SUPONG&~OS yi+l = 5.0 IN/SEG ; x

0 
=-6 

Y = o i 

Y = o i 

35. 
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(.) 

(.) 

•1= 
C\1 

\ . 36 ' 

Y = O + 0.1 (O + S) = O.S 
i+1 ; Yi+l = Q + 0 + 0 + 0.008 X 5 = 0.04 

y i + 
1 

= -1. 2 X 0. S - 9 X 0 , 0 4 - (- 3 0 X 0 . 2) = S , 0 4 # !;)" 

Yi+ 1 ' O + 0.1 (O + S.04) = O,S04 Yi+1 ~ O+ O + O + 0.008 xS.04 -. 

= 0.04032 

yi+1 =-1.2 x O,S04 - 9 X 0.4032 - (-6) = S.033 IN/SEG
2 

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR '1EDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE: . . 
t 

SEG 

o 

0.2 

0.4 

0.4+ 

0.6 

EN 

.. . 
X y y o 

IN/SEG
2 2 

ING/SEG ING/SEG 

o o o 

-6 s.oooo o.sooo 

S. 040 O.S040 

S.033 O.S033 

5.034 O.S034 

- -12 8.0000 l. 8078 

7.442 1.7S10 

7.534 l. 7602 

7.533 l. 7601 

o -4.467 l. 7601 

o -6.000 o. 7134 

-S.464 0.7670 

-S.5SO 0.7S84 

. . 

. . 

. . 

t = 0.2 + at = 0.4 SEG: X
0 

= -30 X 0.4 = -12 

y. = 5.034, 
~ 

yi = 0.5034, y. = 0.04027 
~ 

y 

IN 

o 

o;o4ooo 

0.04032 

0.04026 

0.04027 

0.26S36 

0.26079 

o. 2 61 &3 

0.26162 

0.26162 

O.S1204 

O.S1633 

O.S1S64 

. 

. 

. 



--
·' 37 

.. 
SUPONIENDO yi+l = 8,000 SE OBTIENE: 

o yi+l = 
_J 

0.5034 + 0.1 (5.034 + 8.000) = l. 8068 
(.) 

ü yi+1 = 0.04027 + 0, 2 X 0.5034 + 0.012 X 5,034 + 0.008 X 8 = 0.26536 
. ¡¡ 

yi+l = -l. 2 X 1,8068 - 9 X 0,26536 - (-12) = 7.442 IN/SEG
2 -f .? 

EN t = O. 4+ SOLO CM!BIA y Yo. 4+ = y 0 _4_ + x
0 

= 7.533 - 12 = -4.467 

EN t = 0.6, yi =-4.467) yi = 1.7601; ~ = 0.26162j X~=O 
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ESPECTROS VE RESPUESTA ESTRUCTURAL 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLRMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

1 t •• . (t ) - -~w -T Y(t) = -, f x (t-T)e sen w' (t-T)dT w o 
-oo 

DE h~ OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZA~IENTO 

RELATIVO, Y ( t) , ES FUNCION DEL TIEMPO, t. EL A'10RTIGUA."'l:IENTO, ~, Y 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w (O DEL PERIODO NATURAL): 

y(t) :: f(t,w,~) 

FIJEMOS UN VALOR DE ~' POR EJEMPLO ~=0, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

w, POR EJ~·1PLO O .1, O, 2 . O. 3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE-

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEHOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENE:r-108 

y1(t) = f1(t, o. 1, 0) = 1:1 (t) 

y2(t) = f2(t, 0.2, 0) = f 2 (t) 

y3(t) = f3(t, o .J, 0) = f 3 ( t) 

SEAN D1 = MAXIy1(t)l = D(w 1 ,¡;) 

D2 = MAXIy2(tll = D(w 2 ,¡;) 

D3 = 11AX 1 y3 (t) 1 = D(w 3 ,~)· 

• 
• 
• 



Desplazamiento relativo, 
'Y ( t ), pulg. 

3 

z 

-1 

-2 

-3 

o 

MÓx 1 y(t) 1 = 3.28 pulg. • 8.35 cm. 

10 15 20 25 

Tiempo, t, seg. 

Respuesta de un sistema amortiguado simple 

con T1 = I.Oseg y ~ =0.10, al sismo de 
El Centro, Cal., 1940, componente N -S 

3 

2 

-2 

.la 

-
39' 
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EN TAL CASO, LA GRli.FICA 
o 'S=o 

04 s =0-1 

~ 

03 f;;O.:L 
o, 

w 
o .,l. ,2 .3 .4 

ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE VESPLAZAJHEVTOS PARA~ =O. SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE '7;. POR EJEMPLO, t=0,02, 0,1)5, 0.1, 

0,2, ETC, SE OBTENDRAN 'LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CORRESPONDIENTES. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES cm10 VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESPECTIVAMENTE 

• •• 
V= MAXjy(tli ; • A 

·.~ 'w 
= ~jX(t) j 

PSEUDO - ESPECTROS 

ESTADISTICM1ENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

• sv = wD = 1T 

w2D • • 
SA = = A wV 

A Sv Y SA SE LES LLAMA PSEUVOESPECTROS. 

~.w 
( 2 9) 

(30) 

( 31) 

·DE LA EC. (30): log D = log V - log w= log V + log T - log 2n 

DE LA EC.(31): log A= log V+ log w= log V- log T + log 2n 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO; 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 
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D 

EJEMPLO 

\ 

V 

AlJERNATIVAMéNTE, EN 
,TERMINOS CELPER/OlXJ, 
T, ¡ 

w 
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D 

T 

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE '=O) 

-r-
a 

j_- ~---~,___ __ 
to o t 

EN UN EJID'!PLO ANTERIOR SE OBTUVO 

-a y(t) = --2 (1- coswt) 1 SI O<t6t 
w - o 

D = MAXIY(t) 1 = :~ 
2a 

Sv =wD = 00 1 SA = wV = 2a 

2a wt· 
y D ~.AX 1 y (t) 1 = 

o SI T)2 t = 2 sen -2- 1 

w o 
wt wt 2a 

S = wD = !sen -TI ; SA = wV = 2alsen-TI 
V w t 

w o 

LIM S LI~1 {at 
sen--2-

} = at = o 
w-+-0 V w-+-0 o wt o 

-2-

CASO PARTICULAR: SI t
0 

= 1 SEG y a = lOO IN/SEG 2 

2 X 100 
2rr 

T 

= lO O T 
1 

SI O < T < 2 SEr, 
1T 
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2n 
lOOT 'i'xl 

SV = -n -1 sen 2 1 = 

lOOTI n 1 = --n-- sen ~ SI T>2 SEG 

LIN SV = 100 IN/SEG 
T+oo 
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o ..., 
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(l. 

1 ~5~~~~!~--~~~~~5~~-L-JO~--~~~~-L50~~~100 

Periodo natural T, en seg 

Espectro no amortiguado correspondiente a un pulso rectangular 
de aceleraciones. Según N. Newmark y E. Rosenblueth, ref l. f =o 

-·. -
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-~ 60 
E 
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Q) 

E 40 
e 
N 
e 
a. 

"' Q) 20 
o 
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Componente N- S 

~1;,=0.10 

00~--~~--_L __ _j ____ ~--_j----~--~----~--~ v .. 
1.0 2.0 3.0 4.0 ~ .... 

Periodo natural T
1

, en seg 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokachi-Oki. Japón 
(1968). Segdn H. Tsuchida, E. Kurata y K. Sudo, ret 4 
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E 
u 200 
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> 
e 
E 150 
>< 

'C 
E 
e 
> 100 -e 

"' ..... 
"C 
e 

"C 

u 
o ., 
> 

\ 

Componente N-S 

~~=0.10 

1.0 2.0 3.0 4.0 
Periodo natura 1 T1, en seg 

Mdx {lx .. '(tll} 
Componente N- S 

3.0 

Mox{lxo (tll} = 207.67 cm/seg 2 

2.0 

0 ~o--~----~~.o~--~--~zo=---._--~3~~~--~--4~.o~-..­

Periodo natural T1, en seg 

Espectros de velOCidades y de aceleraciones .. Sismo de Tokachi­
Okl, Japón (1968). Según H.Tsuchida, E. Kurata y K. Sudo, ref.4 

45 



"' e 

"' u 
o 
Cll 

> 

. \ 

5 
Periodo, ser;¡ 

Espectros de respuesta . Alameda Central, 
· 19 de mayo de 1962 
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Periodo,seg 

Espectros de respuesta. Alameda Central. 
19 de mayo de 1962 
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Cl> 
Cl> 
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2 
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"O -1 o 
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o -2 .2 
Cl> 
> 

E 4 
u 

o 2 -e: 
Cl> .E o 
o 
N 

2 .5! 
a. .. 
8 4 

o 

COMPONENTE E-W 

5 10 15 20 25 30 35 40 

Movimiento del terreno. Ciudad Universitaria, 6 de julio de 1964 
\. 
' 

i 
.. 
! 

45 50 55 
Tiempo, seo 



co 
"' ~ 
E 
u 

'1::1 
e 
~ 
u 
o 
;; 

0.5 1 5 
Periodo , seg 

10 

.Espectros de respuesto. Ciudad Universitario, 
6 de julio de 1964 
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'l =5.36% v: 51 m/seg 1 =1.2::! ton/m" 

'l =5..36% v: 90 m/seg 1 :1.25 tonfm3 

'J •5..36"/o v=t05.5m/seg 7 = 1.37 tonfml 

'1 = 5.36 "'o v=t34m/seg 1 =l. 75 tonfm3 

r¡=5.36"1o v=t050m/seg 7•t.76tonfm3 

7;1: .... \,.,/ . t.·,f. \,.,.f ... X.~t~ .. ·.t·:.i .. tt_,.f .. ,~SI>Z 
ROCA 
• 

v:2800m/seg 1 •2.50 ton/m3 

---r 

-T-
23.5 m 

-~-
1 1.5 m 

1 
24m 

j __ · 
1 

$, 
1 

430 m 
1 

~ 
_L __ 

E...rr:otificnnún dt:/ V,1/le oW .\ff.rico. utiliz<:Já.~ p.UIJJ 

.,¡ ctl/cu/a <k I<:J crorv<:J ck nmpiific<:Jau"' 
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Acelerograma del 5151110 del 19 de septiembre de 1985, obtenido cerca del laboratorio 

de resistencia de materiales de la s.c.Ten Xola y Av. Universidad, en la Ciudad de 
Mhlco. 
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Espectros de respuesta para las canponentes NS y EW del regb..ro 
obtenido en el Centro SCOP de la SCT en México DF el 190985. 
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SISMO GRO ~MICH Rffi ISTRD CDADB5111919AL.T CORRECCION 
DATOS 
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11 
H 

JOEJ ES TI CORO HE rooo cnuECH. 
850911 JIIS l 03 ·liS ~\L 1110 8.050 J:~ 11!.0 u.e 

jq¡:¡q;5J llll1r 
1'11 .. 

., 
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7.8 llJR ll~dj:- MAlC VEL 31, 2~. 
33 DI SI IIAX OESP _llL.i7_,_ ·25.1lB ;' 

.32 •• 81 98 112 121 1611 

TIEMPO lSEGl 

Aceleración, velocidad y desplazamiento de los 3 min iniciales de la cqmponente NS 
del acelerograma registrado en.Ja oficina principal de la Central de Abastos del 
19 de septiembre de 1985 en ~Ji'jo, D.F. 
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Esp~ctros de respuesta para las componentes HS y EW del registro 
obtenido en la oficina principal de la Central de Abastos en 
México DF el 190985. 
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In).=- 0.6'37 lnA .,:áa+ 1.52 

1 1 1 
In). = -0.616 ( lnA má1 ) + 

---1 
+2.7 JnAmá.-2.88 

ln~=-0.686 lnA .a.+ 
+ 1.25 

• Valores 

• Valores 

• Valores 

In).=-%. 7 In A..;.+ 7.52 -

reg1strados en suelo blondo 

registrados tm suelo duro 

estrmodos en suelo duro 

lnA..;. + 

\ 

Frecuencia de ocurrencia de Amax Suelos blando y duro 
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Valores de Ts en segundos 



centro de 
regideces 
(C. R.) 

DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION 

••• 

C.G. 
® 

Vx=FxLi!-¿Tx + 

C\1 
1 
e:: 

::.::: 

1 
e:: 
~ 

Vy=Fy 
C.G. 01'\ 
/~ 

C.R. M,"y 

X 
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DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS CORT&~TES EN UN ENTREPISO 

X~ 

V 

-+5+-

.[F. = K 
1 

S + K
2 

& + ... + K 8 = V = K S . 
1 n eq 

8[ K¡ = 8 Keq 

1 K eq = t! t K í 1 

n 
€M¡ = EF¡ X¡ = fK¡ SX¡ VX = Keq SXv 

f K.X. 
1 1 

~ POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 
i = i 

n 
e K· • • 1 

1 = 1 
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(} VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS !".ARCOS 

K2 
r-------------

F3 K3 
---------1 

F 4 K4 
-------+----·-

V C. R. • 
x~&l : 

Fn-1 Kn-1 '--------+-----
F Kn 

'------41---- ' ,.j 
oJ 

y 

POR LO QUE 

F. = K. o 
~ ~ 

V 
X 

n 

K. 
~ 

¡; K. 
i=1 ~ 

o = 

P.;;>r;;;> éJ _,Pe f?c..u:úi o ; 

F = K o = K Y• 
xi x. X. ;x:i i 

~ ~ 

F = K o = K X~ 
yi yi V. yi ~ 

-~ 

9 

e 

l:M = l:"' Y' +l:F X'. 
C.R. ·xi i yi ~ 

= 8(l:K y~2 + l:K x~2) 
xi ~ Yi ~ 

DE DONDE 9 = 
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SISTEMAS NO LINEALES VE UN GRAVO VE LIBERTAD 

ECUACION DE -'lOVIHIENTO: 

-Mx + Q(y,y) = P(t) 

~ 

SI Q(y, y) = KY + cv 

y = x-x 
o = DESPLAZNUENTO RELATIVO 

SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL 

HODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDO-PLASTICO 

-Q =-Ql + Cy, SI y< O 

-Q = ºz + Cy, SI y< O 

MODELO EN EL ANALISIS 

Y ENROCAHIENTO 

ELASTO-PLASTICO 

Q = Ql (y) + Cy 

EN DONDE C = CONSTANTE.SE HA EMPLEADO COMO 

DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

y e 

1 
1 
1 

. 1 

y u 
y 

SE EHPLEA COMO HODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTILIDAD 

y = DESPL.'\.ZA"UENTO MAXDlO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTE~IA SIN 
u 

FALLAR. 



3. SISTEMA BILINEAL 

Q 

--...¡.::::-..,;,..-----. y 
Yo 

CON ENDURECIMIENTO 

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS 

DE PUENTES COLGANTES 

-----JL-:t---.. y 
Yo 

CON ABLANDAMIENTO 

67 

SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (HUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJEH). 

4. TIPO MASING 

(INCLUYE A LOS ANTERIORES COHO CASOS ESPECIALES) 

1 
/ 

y 
~ -~Esqueleto de la 

curva 
='UERZA EN y = y o 

y
0 

= DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DE SIGNC) POR ULTIMA VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO 

(r.IODELO RNIBER - OSGOOD) 

DONDE y 1 , Qi, a y r SON CONSTANTES POSITIVAS 

/ 

/ 
/"'2-o<=O 

y 
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EJEMPLO: CASO BILINEAL 

Q 

y 

EJE~1PLO CASO ELASTOPLASTICO 

METOVO B VE NEWMARK 

PARA EL ANALISIS DE SISTE~!AS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL METODO B 

DE "lE'i]]I!ARK DESCRITO ANTERIOR."'ENTE. 
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EJEMPLO 

Qtons 

p ( t ) 

30 

,_-+-K=- 32. ton/cms 

~·~p (t) tons 
~ol'---,.o~.9::3::7::::-5-cm-s--------+ y 

50 1-------..., 

5~----------r---------
~or---------~------------~~ t sega 

0.5 

ECUACION DE EQUILIBRIO DINMUCO , r1Y + Q (Y) = P (t) 

y = 
P(t) Q(Y) = P(t) Q(y) 

2 
(I) 

PARA LA APLICACION DEL I'!ETODO DE NEW~!ARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+1 = t. + At 
~ 

yi+1 = yi + (Yi + yi+1) l>t/2 

(at) 2 
.. 

(lit) 2 
yi+1 = Y. + Y. At + (o • 5 - 8 )Y i + 8 yi+1 ~ ~ 

CONSIDERANDO lit = 0.10 SEG. Y 8 = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR; 
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1 .. .. 
V. = Y. +20 (Yi + yi+l) (II) 
~i+l ~ 

yi+l Y. +Y.(O.lO) + 1 
(2Yi + yi+l) (III) = 600 ~ ~ 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

SE ASUME yi+l 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (II) 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (III) 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION ( I l, 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Q 
Qmóx -------------

Qo 

l. COMPORTA._MIENTO ELASTICO Q = 32 Y TONS 

2. CA!'1BIO DE RIGIDEZ , Q = 30 + 18 (Y-Y
0

) TON 

3. DESCARGA Q = ~áx - 32 (Y,-1AX-Y) TONS 

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX-Y) ~2Y0 



Y = 0.9375 CMS o i 

\ 

Q
0 

= 30,0 TON 

PARA t =O, 
p 50 25 y O¡ y o y = = 2 = i = = 
M 

PARA t = 0.10, yi = yi = o ; yi = 25 

1er. CICLO 

SEA yi+ 1 

2o. CICLO 

= 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO 

1 
·yi+1 = o + 20(20 + 25) = 2.25 

o + 0.10 X o + 1 (2 X 25 + 20) yi+1 = 600 

Q = 32 X 0.1167 = 3.7330 

y 
i+1 = 50- 3.733 

-"----..,..-'--'-'--~ = 
2 

23.134 no 

Y i+1 = p5+23.I34)/2 = 2.407 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 <0.9375 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

yi+1 = (50 - 3.9)/2 = 23.050 * 23.134 

3er. CICLO 

71 

= o .1167 < 0.9375 



4o. CICLO 

\ 

yi+1 = 23.052 

y i+1 = (25+23.052)/2 = 2.4026 

yi+1 = 73,052/600 = 0.12175 <0.9375 

Q = 32 X 0.12175 = 3,8960 

y= (50- 3.8960)/2 = 23.052 ••• ETC. 

72 
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LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

.. . 
t p y -? y y Q 

SEGS TONS CH SEG .. CH SEG-1 C!1S TONS 

o. o so.ao 25.000 o.oo 0.00 0.00 

0.10 50.00 20.000 2.2500 o .1167 3.7330 
23.134 2.4070 o .1219 3.9000 
23.050 2.4025 0.12175 3.3960 
23.052 2.4026 0.12175 3.8960 

0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 15.110 
17.445 4.4270 0.46793 14.970 
17.513 4.4310 0.46804 14. 977 
17.511 4.43075 0.46204 14.977 

0.30 50.00 10.000 5.8060 0.98610 30.8750 
9.560 5.7840 0.98540 30.8620 
9.569 5.7848 o. 98543/0·?3¡ ,. 30.863!) 

0.40 50.00 0.00 6.2630 l. 5958 . 41.849 
4.0750 6.4670 l. 6026 41.972 
4.0141 6.4640 l. 6025 41.970 
4.0150 6.4640 l. 60250 41.970 

-0.50 50.00 o.oo 6.6650 2.2623 53.846 
-1.9230 
-1.9000 6.56975 ·2 .2591 53.789 
-l. 8944 
-1.8946 6.5700 2,25912 53.789 

0.50+ s.oo -24.3946 6.570!) 2.25912 53.789 

0.60 5.00 -30.000 3.8503 2.7848 63.251 
-29.126 3.8940 2.78626 63.278 
-29.136 3.89347 2.78624 63.277 
-29.138 3.89347 2.78624 6 3. 277 

0.70 5.00 -32.000 0.83657 3,025127 67.577 
-31.289 
-31. 32 o 0.87057 3.02626 67.598 
-31,299 
-31.301 0.87147 3.02641 67.600 

0.7278 5.00 -31.620 -0.00313 3.03850 67.818 
-31. 4 09 
-31.420 -0.000352 3.03853 67.818 
-31.4093 -0.000205 3.03853 67.818 (; 

En t=O.S + SEG, t,y =-45/2 = -22.5 .: -22.5 - 1.8946 = -24.3946 
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CONTINUACION DEL CUADRO ANTE~IOR 

... -- -· t p y y y Q 
.-

0.80 5.0 -28.000 -2.1449 2,959611 65.293 
-30.146 
-30.000 -2.21708 2,957874 65.237 
-30.118 
-30.117 -2.22127 2.95777 65.234 

0.90 5.0 -27.00 -5.07712 2.59025 53.473 
-24.236 
-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2,59476 53.617 
-24,303 -4.94242 2.59474 53.617 

l. 00 5.0 -14.00 -6,85782 l. 99614 34.461 
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 l. 99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 1.99495 34.423 

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50- Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE S~ PRODUCE UN C~1BIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN Ck~BIO BRUSCO EN LA ACELERA­

CION DEL SISTEMA Y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN C~ffiiOS EN Y 

Y Y. EL TIEHPO t = 0.7273 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE Q, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YMAX:3.03853 CMS y 

QHAX = 67.818 TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 

. '1:~ 

. ' 



. . 
t Y(supuesta) p 

Seg. Cm Seg -2 Ton 

0.0 - - 50.00 

0.10 23.0520 50.00 

0.20 17.5110 50.00 

0.30 9.5690 50.00 

0.40 4.0150 50.00 
-0.50 -l. 8946 50.00 

0.50+ - - 5.00 

0.60 -29,.1380 5.1)0 

0,70 -31,3010 5,00 

0,7276 -31,4093 5.00 

0.800 -30.1170 5.00 

0.90 -24.3080 5,0') 

l. 00 -14.7120 5.00 

RESPUESTA t!AXTMA 

.. 
y Q Y(ca1cu1ado) 

Cm. Ton Cm Se e;¡ 
-2 

0.00 o.oo 25.00 

0.12175 3.896 23.0520 

0.46804 14.977 17.5110 

0.98543 30.863 9.5690 

l. 60250 41.970 4.0150 

2.25912 53.789 -1.8946 

2.25912 53.789 -24.3945 

2,78624 63,277 -29,1380 

3,02641 67.600 -31,3010 

3,03853 67,818 -31,4093 

2,95777 65.234 -30.1170 

2,59474 53.617 -24.3080 

1.99495 34.423 -14.7120 

{

Y máx 

!). máx 

= 3.03853 cms 

= 67.818 tons 

. 
y N O T A S 

Cm Seg -1 

o.oo 
2.40260 

4.43075 

5.78480 - 1-- CAMBIO DE RIGIDE 

6.4640 

6.5700 

6.5700 - 1- CAMBIO DE CARGA 

3.89347 

o .87147 

-0.000205-1- Qmáx, Ymáx. 

-2.22127 

-4.94242 

-6.89342 

reo·ers.:J de carya 

-...1 
Ut 
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X máx = 3.03853 

1.0 L~----t--7L __ t-----, /?7T/// 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISE.'JO ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTE~fA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Q Q = Ky = p y 

YMAX = D e 

Dp = De -
\l Y.y 1 Yy 

Ymóx :PYy 
2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA 

Q 

KYe 

o 

Kyeye 
= 

Kyyyy 
+ Kyy(Yp Y y) 2 2 -

2 
1 2 1 2 2 ~ 2 Y e =-y + YyYp Y y = YyYp 2 y 2 

1 ?e)2 ~ 1 - 1 
2 = - 2 - \l - 2 Y y Y y 

= 

KyMAX 
\l 

llYy 

POR LA 

= 

y 

llDP 

ESTRUCTURA: 
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= 
Y e 

Y y IZu- 1' 

l yJMAX D 
= D = = e 

Yy¡MAX p 12 IJ- 1' .fz - 1 ' 

POR LO TANTO 

y 



3 3 

2 .. 2 

o 
~ 

o . 
" -1 -1 

l 
E 
3 

-2 -2 
D 

-3 ñ 
u0 •328in . 

-3 .. 
:a lal Elasllco .. 
> 

:0: 
um•3.28in. D 

3 • a: 3 

2 2 

ofr~t+r;t4~rt+t~~r,r-~~~~~~~~~~~~-4~~~~~--~o 

-1 -1 

. +Yield t--OU-10,_-.-r--------rr------------------t]*Yield 
u u u -Yield -Yield 

o 5 

lbl E lasta- plaatlcc{p.•21, u,•l.64 in. 

10 15 . 

nme,aec. 
20 25 

• 

Flg. 1-4. loapo111a of a ayalaiG Wlh T-1.0 aacaacl, #-0.10, lt«tiJ C. .. , C:.Df., .... .....,..., N.$ COIGpnaof. 

Respuesta de un sistema con T=l.05, f=O.IIl, ante el sismo del ceutro, Cal:, componente N-S 
(según Blume, Newmark y Corning. "Design of Multistory Jteinforced Concrete Buildings for 
Earthquake Motions", 1961) 

• i 
l 
~ 

.5 §· . 
" - l e .. 
E 
3 ~· 
t ~ .. 
:a ~ 
-~ -.9 .. 
a: 



20 

o 
1 T 

de dJctililad \.1 = Factor 
e .... 15 

" ... 
e o 
o e 
o .... 1.0 .... " 

i 
..., ... 
"' e ... 

.-< o 
"" o 05 o .... 

\j \ f\ ~ V -..., ..., 
"' "' ro ... 

.-< .-< 
a) Amorti&:uamiento nulo, 1.1 = 4 

"' "' o 
o o ..., ..., 
" " "' "' 

-

~ 
.... .... 15 
~ ·~ 
" " ro ro 
.-< .-< 

"" "' LO "' lll 

"' "' Q Q 

11 

.P-.-... 
r'\ V ro.. ~ 

~ ....¡ 

1~ 
05 El o ::;, ::;, 

b) 10% de amortiguamiento, ~ = 4 
1 1 1 1 

05 LO 1.5 20 2.5 

Perlado natural, seg 

ComparaciOn de la respuesta mOxima de un sistema elas­
toplOstico v uno elOstico. Sismo de El Centro, Cal. 
(1940). Seg~n Blume, Newmark v Corning. 
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005 

1 pt("b~ lX/ / /~>~~< M 1 
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01 02 03 04 05 2 3 4 5 10 

Perlado natural, seg 

Espectro de respuesta de un sistema elastaplOstico can 
amortiguamiento nulo (parte elOstica). Sismo de El 
Centro, Cal. (1940). Segun Blume, Newmark y Corning. 
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Perlodo natural, seg 

Espectro de respuesta de un sistema elastoplóstico con 
1~ de amortiguamiento (parte elóstica). Sismo de El 
Centro, Cal. (1940). ·Según Blume, Newmark y Corning. 
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PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION 

1 
1 
1 
1 

ACOPLADA CON TRASLACION 

b 

z 

: -- J:;-J;~ej 
z-ese L

1 

~====: - ........ ·:_~---~_J_-_§_-_-+--~~~--J z 
C.T C.G. 

1 K(z-e el \Mz 
¡ z _j,.l ----------
1 

e = cb 
S 

K =· rigidez en traslaci6n 

Lt = rigidez en torsi6n 

( 1) 

( 2) 

EN DONDE L 

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS: 

y 

Sustituyendo en e e (1) : 

-w 2Mz + Kz - K e e = o 
S 

(K - w2 1·1) z - K e e = o ( 11 ) 
S 

84 



\ 

Sustituyendo (3) en (2): 

- ·Jw2e + L e - Ke z = O 
T S 

Det t~-----w~~--~~-~~:---1 = O 
- Ke 1 L - Jw2 s 1 T 

1 

KLT - KJ w2- w2.!-~ + MJw4 -

K,T + MLT KLT_· _ 
w4 - w2 + 

MJ MJ 

DIVIENDO POR (K/M) 2 : 

KJ + ML'T' 
(MJ) (K/M) + 

= o 

MJ(K/MJ 2 

SI ;.2 = w2/ (K/M) Y CONSIDERANDO es = cb: 

c2 
=-J /-(-Mb-_,.2-, = o 

SI (LT/J)/(K/M) = n y 

;.4 - ;.2 (1 + nl + n- 2¡-2 e J = o 

2 n + 1 ± /<n 1)2 2 
+ +f._ .. >.1,2 = 2 4 .2 

J 

2 2 
* w1 = .\1 (K/M) y w2 = ).2 (K/M) 
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SUSTITUYENDO A w~, EN (l') O EN (2'): 

2 1 l 

~1 = = A2 1 - 1 e 1 cb 

2 
SUSTITUYENDO A w2 : 

1 

cb 

o: z = -n 

1 

cb 
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Efectos sísmicos en estructuras en forma 
de péndulo invertido 

Octat•io RASCON CH. • 

INTRODUCCION 

En la práctica se presentan estructuras consti­
tuidas por una sola columna la cual sostiene una 
cubierta que puede ser una losa o un cascarón. Su 
comportamiento dinámico debe estudiarse consi­
derando el efecto que la inercia rotactonal de la 
cubierta induce en el movimiento total de la es­
trur:tura. 

A principios de este año se presentó en Califor­
nia. EUA un trabaJ01 en el cual se trató este pro­
blema desde un punto de vista energético. Se cal­
culó sólo el periodo fundamental y con base en 
él. la respuesta de la estructura a un determinado 
temblor. Los períodos calculados para cuatro es­
tructuras de es~e tipo ya construidas fueron me­
nores que los medidos in situ. La discrepancia fue 
atribuida a efectos de rotación y traslación de la 
base. 

El objeto de este trabajo es introducir un análi­
sis modal, el cual nos proporcionará ]os efectos del 
acoplamiento que existe entre los modos de vibra· 
ción. Tzmbién se tomarán en cuenta en forma 
aproximoda los efectos de rotación y traslación 
de la b3se. 

CALCULO DE FRECUENCIAS Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

DE VIBRACION 

l. Suelo ri_qido 

Para el caso en que el centro de gravedad de la 
cubierta se encuentra localizado en la prolongación 
del eje de la columna. el ·movimiento de la estruc· 
tura podrá estudiarse en dos direcciones perpen­
diculares entre si. En tal caso el problema podrá 
discretizar!'le como de dos modos de vibración aco· 
piados en cada dirección. 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
se idealizará la estructura como de comportamiento 
lineaL constituida por una cubierta infinitamente 
rigida de masa simétricamente distribuida y sopor· 
tada por una sola columna. Como primer caso se 
considerará al suelo infinitamente rígido ( fig. 1). 

En fig 1 

IV= peso de la cubierta más la parte tributa­
ria de b columna 

J == momento de inercia de la masa de la cu· 
bierta respecto al eje : 

L 

1 

i 

z' 
FJG. l. Péndulo invertido 

E = módulo de elasticidad del material de la 
columna 

1 e = momento de inercia de la sección transver­
sal de la columna con respecto al eje z 

C.G. = centro de gravedad de la cubierta 
L = distancia de C.G. al suelo. 

Para la columna mostrada en las figs. 2a y 2b. 

k = rigidez por traslación (fuerza horizontal 
aplicada en C.G. necesaria para que estE: 
se desplace la unidad) 

k, = rigidez por rotación (par aplicado en C.G. 
necesario para producir un giro unitario 
a la altura de C.G. 

0 =rotación en C.G. debida a la fuerza k 
8 = desplazamiento lateral de C.G. debido al 

momento kr-

I. 
r 

:_tj 
k 

X T 

L 

PIG. 2. Rigideces 

X 3Elc 
k•-­

L' 

Ele 
kr= -L-

k L2 3 
8

' 2Eic_'2L 

k rl2 L 8<-- ,_ 
2Elc 2 
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Despreciando las deformaciones por cortante, 
las expresiones para k. kn 0 y 8 pueden encontrar­
se por estática y valen 

k= 3El,/L'; (la) 

k,= El,/L; (2a) 

e= 1.5/L ( 1 b) 

8 = L/2 (2b) 

Para una fuerza de magnitud ak, el desplaza­
miento será a y el giro a0. Para un par de magni­
tud f3k, el giro será f3 y el desplazamiento {38. Al 
aplicarse ambos simultáneamente. el desplazamien­
to total de C.G. será x, y el giro E, ( fig. 3). 

x 1 =a+.B8 

e1 =a8+.B 

FtG. 3. De3plazamientos y g~ros totales 

Por tanto los valores de x, y E, quedan dados 
por 

x 1 =a+ {38 

Et = a0 + f3 

(3) 

(4) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y i para 
a y {3. y utilizando las ecs 1 b y 2b se obtiene 

en las cuales 

a= (x,-k,yE,)/K; 

f3 = (E,-kyx,)/K 

(5a) 

(5b) 

y= L'/2El,; (6a) 

K= 1- kL'/4El, = 0.25 (6b) 

Para las oscilaciones del péndulo mostrado en 
la fig l. el diagrama de cuerpo libre de la cubierta 
está indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi­
miento. despreciando efectos gravitacionales. serán 

mx, +ka= o 
,~·1 + k,f3 =o 

(7) 

(8) 

\ 

posiciÓn de 
equilibrio 

x 1 = desplazamiento 
del centro de gro 
vedad de lo cubier 
to -

E1 = rotaciÓn del cen­
tro de gravedad 
de lo cubierto 

m X1 +ka = O 

Jii, +k,/3•0 

FtG. 4. Diagrama de cuerpo libre 

Sustituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (8) se 
obtiene 

m~1 + (kx1 - kk,yEt) /K= O (9) 

lr1 + (k,E 1 - kk,yxt) ÍK =O ( 10) 

Las ecs. 9 y 10 se pueden expresar matricial­
mente en la forma 

[mO][~']+~[ k -ykk,J[xtl=O(ll) 
o 1 · El K -ykk, k, E¡ J 

Utilizando las ecs 1 a, 2a y 6a se encuentra que 

ykk, = Lk/2 ( 12) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 
que 

(13) 

en donde w es la frecuencia circular natural de vi­
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en ( 11) se obtiene 

_ Jm O]w' [Xt] + ~ [_ kLk _k~; ],[Xt]= 0 lo 1 E¡ 2 , Et 
( 14) 

F acto rizando en la ec. 14 

1 [ 
Lk l [ J [ k -- m O 

~ - ~k :, J- w' O } 

X¡ l =O 
E¡ J 

( 15) 

La ec 15 representa un sistema de ecuaciones 
homogeneas. el cual. para tener solución diferente 
de la trivial. necesita que su determinante sea nulo. 
Por tanto 

k 
--mw:! 

K 

Lk 
2K 

Lk 
2K 

=0 (16) 
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Desarrollando el determinante se llega a 

1 o 
m/w'- -(k/+ mk,)w- + 

K 

1 + 4K' (4kk,- L' k') =o ( 1 7) 

Dividiendo ambos miembros entre mJ y conside­
rando que L'k' = 3kk, se obtiene 

o ( 18) 

que es una ecuación de segundo grado en w:!, cuyas 
sol u dones son 

kf + mk, 
- -'---:----.,-- ± 

2m/K 

± ¡ (kf+mk,)' 
'1 4m' ]' K2 

k k, 
-4-:-m-/,-K72- ( _¡ 9 ) 

. Dividiendo numerador y denominador de ( 19) 
entre mJ 

k/m + k,jf 
- + 
- 2K -

± L ~(k/m + k,/l)'- (k/m) (k,/J) 

Llamando a 
(20) 

k/m = p' =cuadrado de la frecuencia circul.ar na­
tural por traslación 

k,/] = n' = cuadrado de la frecuencia circular na­
tural por rotación 

se obtiene 
..,z 

1.2 -- -= 2(p' + o' -+-

± ~(p'+n')'-p'<:l') (21) 

Dividiendo ambos miembros de ( 21) entre p' y 
haciendo w' 1 p' = ,\ y n' 1 p' = 1' se llega a 

A,,= 2 (' + 1' =V( 1 + ¡<)'- ·") (22) 

Es interesante notar que si ! = O (masa concenw 
trada) de la ec 17 se obtiene"''= kjm = p'. 

Las configuraciones modales pueden obtenerse 
de cualquiera de las dos ecuaciones algebraicas 
contenidas en la ecuación. matricial dada en ec 15. 
La primera de ellas es 

k .. Lk 
(-;;- mol~) X1. 11 - ~ F!.u == Ü (23) 

donde el índice n indica el número del modo y de 
la cual se obtiene 

x,, .,/,,,, = ;:M-mw;) (24) 

dividiendo numerador y denominador de ( 24) en­
tre m y considerando que K = 0.25. k/ m = p' y 
que A. = w~/ p' se llega a 

x,,.;,,,. = 2L/(4- A.) (25) 

.Si se desean tomar en cuenta las deformaciones 
por cortante basta con modificar las rigideces me­
diante un análisis de estática y partir de nuevo de 
la ec 17 sin considerar que L'k' = 3kk,. Si existe 
excentricidad en alguna dirección su efecto podrá 
tomarse en cuenta introduciendo un grado de liber­
tad adicional.. 

En las figs 5 y 6 se encuentran representados los 
resultados de las ecs 22 y 25. 
:>.., 

t. o¡-j::==i=:::::~==l 
0.5 

(X/LI/t 

2 3 4 5 6 7 

FlG. 5. Grtifica de frecuencias 

: 1 

¡-1 ----, 
1 • 

1 • 

1 

4 

3 

2 ---- L ··- . 

1 
¡-

o 

- 1 

- 2 

-3 

-4 

; 
5 10 

4 
1 

-¡ 

l5 20 

1 ). 

1 
. ·----¡---

¡ 
! ___ ¡_ 

1 

Fl(.i. 6. Gr.ificn (x/L)/r vs A 
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2. Suelo flexible 

Al oscilar una estructura cimentada en suelo 
blando, existe interacción dinámica suelo-estruCtu­
ra que en la mayoría de los Casos no debe despre­
ciarse al calcular las frecuencias y los modos de 
vibración. En lo que sigue se propoi\.e la adaptación 
de un me:todo numérico para tomar en cuenta di­
cho efecto. 

Las restricciones del suelo serán idealizadas me­
diante resortes de comportamiento lineal: uno para 
desplazamientos lineales horizontales y otro pa­
ra deformaciones angulares de cabeceo de la ci­
mentación z. 3 • 

En la fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
que a continuación se mencionan 

K = rigidez del resorte correspondiente: a la 
traslación de la base ' = CTA 

CT = coeficiente de cortante elástico uniforme 
del suelo. 

A área de contacto de la cimentación. 
R rigtdez del resorte correspondiente a rota~ 

ción de la base ' = c.I,- W'y 
Clf == coeficiente de compresión elástica no uni~ 

forme del suelo. 
lb== momento de inercia de área de la base de 

la cimentación con respecto al eje z' 
W' == peso total de la estructura 

y - altura del centro de gravedad de la co­
tructura sobre el nivel de desplante 

F 
X 

M 

e 

mw~X 

desplazamiento f¡~~u.f total en C.G. 
/w~e. . 

desplazamiento angular tota! en C.G. 

PosiciÓn 
de equilibrio 

L' L 

1 
1 

~e 1 

1 
1 

t 

¡-

1 
' 

' ' 

E o 

xo 
FIG. i. Modelo de m ter acción 

L' =: altura de C.G. sobre el nivel de desplante 
x0 = traslación de la base 
Eo == "rotación de la base 
Xt =: a+ /38 
et =: fJ + a0 
X2 == L'e.o 
a =: Ffk 
fJ == Mfk, 
f. L. 8. 0. k. k,. x 1 , e1 y W ya definidos ante­

riormente. 
El problema será resuelto utilizando un proce­

dimiento iterativo y la tabulación propuesta por 
N. M. Newmark4 : se despreciarán la variación 
de la rigidez de la columna debida a la fuerza 
normal W y los momentos en la misma. causados 
por la excentricidad del peso debida a deforma­
ciones de la columna. 

Sean 

Fo = fuerza horizontal en la base de la cimen· 
tación == F 

M, · momento flexionante en la base de la ci­
mentación= M+ FL' 

x, = F,JK 
,, ·= M,fR 

A continuación se describe el procedimiento á 

seguir: 

l. Suponer valores para x y e. 
2. Calcular F y M usando las expresiones 

F = mw'x y e= ]w'e. En esta etapa el valor . .. 
de w" aún no se conoce; por tanto se Hevará 
como factor común en el resto del cálculo 

X 

F 

k, kr 

dinám1ca sudo-estructura 
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3. Calcular la fuerza y el momento en la base me­
diante las fórmulas 

F, = F y M, =M+ FL' 
-i. Encontrar los valores de los desplazamientos 

x, = F,jK y,,= M,/R 
5. Calcular los valores de los parámetros a = F /k 

y_ fJ = Mjk, 
6. Efectuar los productos {JS y a0 
7. Calcular x 1 =a+ fJS y '' = fJ + a0 
8. Efectuar el producto x 2 = L' ,, 
9. Calcular los desplazamientos lineales y angula­

res totales de C.G. mediante las expresiones 
X' = Xo + X1 + X2 Y 1!.

1 = Eo + e1 

10. Encontrar el valor de w;
1 

mediante los cocien­
tes x/x' y e/ e' 

11. Si los valores de w~ calculados en el paso an­
terior son aproximadamente iguales. el proceso 
habrá concluido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando como valores de partida para 
x y e los encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre /. El 
proceso deberá continuarse hasta lograr la 
aproximación deseada. 

EJEMPLO DE APLICACION 

Con motivo de ilustrar los conceptos enunciados 
anteriormente se calcularán las frecuencias y mo­
dos de vibración de un cascarón ya construido en 
California. EUA (fig 8). Los dátos necesarios 
han sido extraídos de la ref l. Se computarán tam­
bién las respuestas sísmicas suponiendo que esa es­
tructura fuera a construirse en la zona blanda de 
la ciudad de México. Se utilizarán por tanto los 
parámetros elásticos de las arcillas del Valle de 
México y los espectros de diSeño propuestos en el 
reglamento de construcción para el Distrito Fede­
ral '. 

Los datos necesarios de la estructura son 

L - 419 cm 
L' = 480 cm 
5' 249 cm 
W = 20. 450 kg (m= 20.81 kg seg2 /cmj 
W' = 43. 600 kg 
/, - 1.775 X 1 O"cm• 
/,. 1.065 X !O"cm• 
k 1.266 X 10' kg/cm 
k, - 7.41 X 10' kg cm/rad 
J 1.386 X !O" kg seg' cm 
<·J = 0.00358 rad/cm 
S = 208 cm/rad 

Las expresiones para CT y Crp son las siguien­
tes ~ 

E' 
C, = F, . 

1- ,., ·JA 
En ecs 26 

E' 1 
c.=F,--- (261 

1- v' VA 

E' - módulo de elasticcdad del suelo ,. - relación de Poisson del suelo 

.\ 

A · .. ·.- área de contacto de la cimentación 
F,. F~·= factores de forma de la cimentación 

Para el caso de la zona blanda del Valle de 
México un valor represen.tativo de E' es 50 kg / cm2 

y v ...:... 0.5 '· Para una cimentación cuadrada los 
valores de F, y F 2 son 0.704 y 2.11 respectiva-
mente. · 

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene 

Cr =0.123 kgjcm3 

c.= 0.369 kg/cm3 

CAso l. SuELo RÍGIDO 

a) Calculo de frecuencias y modos de vibración 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores de 
los parámetros a sustituir son 

p" =k/ m= 608 (rad/seg)' 
n' = k,j J = 535 ( rad/ seg) 2 

p. = !12 1 p2 = 0.882 

con los cuales 

>.,., = 2 ( !.882 ± v 3.55- 0.882) = 0.494: 7.034 

Por tanto 

W) = v·"o"""'.4"94:;-:-X;-6"'0"'8 = v'300 = 17.32 rad/seg. 

w, = V7.034 X 608 = V 4260 = 65.30 rad/seg 

Los períodos naturales son 

T, = 2•-/w1 = 0.362 seg ( T 1 obtenido de un regis­
tro de vibraciones libres de la estructura y 
reportado en ref 1 = 0.483 seg) ·' 

T, = 27r/w2 = 0.096 seg 

Comparando los valores calculado y medido de 
T 1 se puede ver la importancia de la interacción di­
námica suelo-estructura. 

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 25 
y sus valores- son 

2 X 419 
x,j ,, = 4 _ 0.494 = 238 cm/rad 

2 X 419 
x,j,, = 

4 
_

7
_
034 

=·275 cm/rad 

b) Respuesta sísmica 

Para el cálculo de la respuesta sismica de siste­
mas de varios grados de libertad es necesario 
calcular los coeficientes de participación de cada 
modo de vibración. Se puede demostrar' que para 
este caso es aplicable la siguiente ecuación 

e _ X~MT 
"- XTMX 

11 " 

(27) 
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'~-'S< 20 

7 1 
! 

1 

r, 

1 ' 

1 ' 

- ! 
¡ 

\¿' ' 
"/" i 

' 
CORTE A-A 

~ 915 . 
"--' 

Acotaciones en centímetros 

PLANTA 

915 1 

¡----56--¡ 
1 ••••• 

• • 
• • 56 
• • _l 15 ••• • • 

CORTE B ~ B 

346 

B B 
ELEVACION 

~382 __ ........, 

F1c. 8. Cascarón utilizado para ejemplo. (Después de R. Me Lean) 

en la cual 

7 es un vector que representa los desplaza­
mientos estáticos de cada grado de liber­
tad de la estructura inducidos por un 
desplazamiento estático unitario de la base. 

X,l es el vector modal para el enésimo modo 
(n) 

M es la matriz de inercia y 

X,; es el vector traspuesto de X·~ 

Para nuestro caso se tendrá 

x _ [ 238 
'- - 1 J. - - [ -275 J X,- 1 

x; = [238 1]. X~= [ -275 1] 

- [m M= O n [20681 
1.386 ~ w•] 

Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los 
productos matriciales en ella indicados se obtiene 

4.960 
e,= 2.566 x 10" = o.oo193 

-5.720 
e,= 2.959 x 10" = -a.oo193 
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El valor absoluto de la respuesta máxima en 
cada uno de los modos será 1 • 

[
V.== fuerza cortante J == [C,f [ ,

0
n O¡] X 

M n = momento flexionan te 

(28) 

donde 

San = ordenada del espectro de aceleraciones 
afectada por el coeficiente sísmico e = 
= 0.15. 

El espectro que será utilizado es el propuesto 
en el reglamento de construcciones del Distrito 
Federal " ( fig. 9) . Los valores de las ordenadas 
espectrales correspondientes .a T1 y T2 son 100 
cm/seg2 y 80.6 cm/seg2 respectivamente. 

Sustituyendo valores en ec 28 se llega a 

[ 
957 kg J 

268.000 kg cm 
(29) 

[ 
893 kg J 

216,000 kg cm 
(30) 

El criterio propuesto en re!. 8 será utilizado 
para el cálculo de la respuesta total (considerando 
los efectos combinados de los dos modos) . Por lo 
anterior la respuesta total de la estructura valdrá 

V== VVi + ~ 

En ecs 3la y 3lb 

M== v'M¡ + iW; 
(3la, 31b) 

V = fuerza cortante total en la columna 

So 
g 

1.0 

0.5 

\ 

· g =aceleraciÓn de 
lo gravedad 

So 
g-•0.5(1+TJ 

So 2.5 
9'T 

93 

00~----~----~2----~.L-----~.----~~ T (seg) 

FIG. 9. Espectro de aceleraciones 
(Después de E. Rosenblueth y L. Esteva) 

M = momento f!exionante total en C. G. 
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30 

en ( 31 ) se obtiene 

V== 1.310 kg M== 344.000 kg cm 

El momento en la base de la columna valdrá 

M, = 344,000 + 1.310 X 419 == 893,000 kg cm 

Los resultados de este caso se resumen en la 
fig. lOa. 

CASO 2. SUELO FLEXIBLE 

a) Cálculo de frec;zencias y modos de vibració1.-· 

Para considerar la~ restricciones del suelo em­
plearemos el método propuesto anteriormente pro­
cediendo en forma tabular. Sustituyendo valores 
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 1 0' 
kg/cm y 6.35 X 108 kg cm/rad respectivamente. 

PRIMER MODO 
Parámetros Valores ( ler. ciclo) Factor común 

x. e (supuestos) 

F = m w~X. M = J w~e 

F, =F. M,== M+ FL' 

x, == F,./K. ,, = M,/R 

a== F/k. f3 = M/k, 

f3 S. a O 

x, = a + f3 S. '• = f3 + a O 

-"'·~ = fo L' 

x = 400 cm 

F = 8320 

F, = 8320 

x, = 0.4420 

a= 0.6570 

f3 S = 0.3892 

x, = 1.0462 

x., = 4.0650 

x' = X 11 + X 1 + X::. ,.' = fo + r 1 'x' = 5.5532 

72.0 

c==l rad 

M = 1 .386,000 

M, == 5.376.000 

'" = 0.00847 

f3 = 0.00187 

a O= 0.00235 

,, = 0.00422 

.- = o.OI269 

78.7 

x'/c' = 438. .\'; = [ 438 1] 

w:: 
1 

w¡ 

w' 
' 
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PRIMER MODO 

Parámetros Valores {2~ crclo) Factor comtin 

X, E 438 

F. M 9130 1.386.000 w' 
' 

Fo,Mo 9130 5,766.000 w' 
i ' 

Xo, ru 0.4860 0.00910 1 

:,w¡: 

1 

a. (3 0.721 o 0.00187 i w' 

0.0025851 
' 

(38. ae 0.3892 w' 
' 

X¡, Et 1.1102 0.004455' w' 
' 

Xz, Ez 4.365 w' 
' 

x' t' 5.961 0.013565 w' 1 

w' 1 73.5 75.8 

Suponiendo que la aproximación es suficiente 
resulta 

x'N = 440. x; = [440.1]. .. ~...:.._ 74 (radfseg)' 

T1 = 0.731 seg. 

El procedimiento para el cómputo de los pará­
metros del segundo modo es el mismo, sólo que 
la configuración supuesta deberá "limpiarse", an­
tes de proseguir el cálculo, de las componentes del 
primer modo que pudiera contener. Se demues­

tra 7 que si X~ es el vector de la configuración 

supuesta, el vector libre de componentes del pri­
mer modo queda dado por 

(32) 

Suponiendo para el primer ciclo 

y sustituyendo valores en la ecuación matricial 32 
se obtiene 

que nos da los valores de partida para el primer 
ciclo de cálculo. 

\ 

SEGUNDO MODO 

Parámetros Valores (ler. ciclo) Factor común 

X, E -151 1 

F. M -3143 1,386.000 w; 

Fo.Mo -3143 -123,000 w~ 

Xo, eo -0.1672 -0.0001940 w~ 

•. (3 -0.2481 0.0018700 w; 
{3S.ae 0.3892 -0.0008890 w~ 

X¡, Et o. 141 1 0.0009810 w; 
Xz, e:! -0.0930 w; 
' ' X, E -0.1191 0.0007870 , w, 

(!)~ 1267 1270 

x'N=-15t,X;= [-151t].T,=O.t76seg. 

En este caso se supuso un valor cercano al real 
y por tanto sólo se necesitó un ciclo para que se 
obtuviera la aproximación deseada. Si el valor su­
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera 
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
de cálculo. En los ciclos subsiguientes se proce­
dería en iguaJ forma que antes: suponer inir..·ia!­
mente la configuración obtenida en el Ciclo ance­
rior: limpiarla de las componentes del primer mo­
do; etc. 

b) Respuesta sismica 

Los valores de los coeficientes de participación 
y de las ordenadas espectrales para este caso son: 

e,= o.oot689. e"= -o.oot689 

S,, = 127.4 cm/seg', S,, = 86.6 cm/seg' 

Las respuestas máximas para cada modo valen 

[ 
V, J ~ [ 1.970 kg J 
M, - 298.200 kg cm 

[ 
V" J _ [ 461 kg l 
M" - 203.000 kg cm 

Las respuestas máximas tocales serán ( fig IOb) 

V= 2.030 kg 

M = 361.000 kg cm 

M,, = 1.209.000 kg cm 
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\ 

M=344toncm 361 ton cm o 

, , , 
M b = 893 ton cm 
'lll ,-, 

1 209 ton cm 
'lll 

808 ton cm 
'lll 

(a) ( b) (e) 

FJG. 10. Respuestas sísmicas 

CAso 3. BASE RÍGIDA y MASA coNcENTRADA 

Para comparación de resultados se verá cuál es 
el valor de la respuesta máxima en el caso de des­
preciar la inercia rotacional y la interacción suelo­
estructura. 

Para este caso p" = 608 (rad/seg) 2 , T = 0.325 
seg, 0.15S. = 92.6 cm/seg'. V= mS. = 1,930 kg y 
M,= 808.000 kg cm ( fig !Oc). 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se resumen los resultados 
de los tres casos. indicados como porcentajes del 
segundo caso. 

Concepto 
V 
M 
M, 

Caso 1 
64 .4'/n 
95.2% 
73.8'/!l 

Caso2 
!00% 
100% 
100% 

Caso] 

95.0% 
o % 

66.7% 

Los resultados de la tabla anterior dan una 
idea clara d~ la importancia que tiene el considerar 
la inercia rotacional de la cubierta y la interacción 
suelo-estructura. La importancia del primer con­
cepto aumentará conforme mayor sea el momento 
de inercia de masa de la cubierta con respecto al 
eje z. El último concepto es tanto más importante 
cuanto más blando sea el suelo de cimentación. 
En particular puede observarse que en el tipo de 
solución 3 no se obtiene momento flexionante a la 
altura de C.G. Esto puede traer consigo serios 
errores en la cuantía del acero de refuerzo nece­
sario en la unión columna-cubierta que es donde 
más ductilidad necesita desarrollarse. 
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A. EQUILIBRIO DINÁMICO. 

La ecuación básica que expresa el equilibrio estático para sistemas de un grado de libertad, empleada en el método de 
análisis estructural de 'desplazamientos' o 'rigideces' tiene la forma: 

p = k V 11.11 

donde p es la fuerza externa aplicada, k es la rigidez de la estructura y ves el desplazamiento resultante. Si la fuerza 
aplicada estáticamente se remplaza por una fuerza dinámica dependiente del tiempo p(t), la ecuación de equilibrio 
estático se convierte en una de equilibrio dinámico y es: 

p( i) =m v( i) + cv( i) +kv( i) 11.21 

donde el punto representa el orden de diferenciación con respecto al tiempo. La comparación de las dos ecuaciones 
anteriores muestra dos cambios significativos, los cuales distinguen el problema estático del dinámico. En primer lugar 
la carga aplicada y la respuesta resultante ahora son función del tiempo, y por tanto la ecuación 1.2 debe satisfacerse 
para cada instante durante el lapso de estudio. Por esta razón usualmente se refiere a esta ecuación como ecuación 
de movimiento. En segundo lugar la dependencia del desplazamiento con respecto al tiempo genera dos fuerzas 
adjcionales que interactúan con la carga aplicada y que han sido sumadas aliado derecho de la igualdad. 

La ecuación de movimiento es consecuencia de la segunda ley de Newton, la cual establece que una partícula sobre 
la cual obra una fuerza se mueve de forma tal que la rapidez de variación de su momento lineal (angular) es igual a la 
fuerza (torque) aplicada: · 

d dv 
p(i)=-(m-) 

di di 
11.31 

donde la rapidez de variación del desplazamiento con respecto al tiempo, dv/dt, es la velocidad, y el momento está dado 
por el producto de la masa y la velocidad. Recordando que la masa es igual al peso dividido entre la aceleración de la 
gravedad. Si la masa es constante, la ecuación 1.3 se convierte en: 

p ( i) = !!_ (m dv) =m v( i) 
di di 11.41 

la cual establece que la fuerza es igual al producto de la masa y la aceleración. De acuerdo con el principio de 
D' Alambert, la masa desarrolla una fuerza de inercia que es proporcional a la aceleración y de sentido opuesto. Por 
tanto el primer término del miembro derecho de la ecuación 1.2 se llama fuerza de inercia. 

La existencia de fuerzas disipadoras o de amortiguamiento se infiere de la observación de que las oscilaciones en una· 
estructura tienden a disminuir con el tiempo una vez que la fuerza excitadora cesa. Estas fuerzas se representan 
mediante fuerzas de amortiguamiento viscoso, proporcionales a la velocidad, con una constante de proporcionalidad 
conocida como coeficiente de amortiguamiento. El segundo miembro del lado derecho de la ecuación 1.2 se conoce 
como fuerza de amortiguamiento. las fuerzas de inercia son las más significativas de las dos y son una primera 
distinción entre los análisis dinámicos y los estáticos. Cabe señalar que todas las estructuras están sujetas a cargas 
debidas a la gravedad tales como el peso propio ( carga muerta ) y el de los ocupantes ( carga viva ) además del 
movimiento de la base. En un sistema elástico, el principio de superposición es aplicable, de manera que las respuestas 
a cargas dinámicas y estáticas pueden considerarse por separado y luego combinarlas para obtener la respuesta 
estructural completa. Sin embargo si el comportamiento estructural no es lineal, la respuesta se convierte en 
dependiente del mecanismo de cargas y las cargas debidas a la gravedad deben considerarse conjuntamente con los 
movimientos dinámicos. 
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Bajo fuertes movimientos sísmicos, la estructura desarrollará un comportamiento más semejante al no lineal, el cual 
puede deberse a comportamiento no lineal de los materiales y/o no linealidades geométricas. El comportamiento no lineal 
del material se presenta cuando los esfuerzos en ciertas regiones críticas de la estructura exceden el límite elástico 
del material. la ecuación de equilibrio dinámico para este caso tiene la forma general: 

p ( 1 ) = m v ( 1) + e v ( 1) + k ( 1 ) v ( 1 ) (1.5) 

donde la rigidez k es función de las propiedades geométricas y del comportamiento de los materiales, que a su vez 
pueden serlo del tiempo. la no linealidad geométrica es causada por las cargas debidas a la gravedad actuando en 
posiciones deformadas de la estructura. Si el desplazamiento lateral es pequeño, éste efecto, conocido como P-delta, 
puede ser ignorado. Sin embargo, si los desplazamientos se vuelven mayores, este efecto debe tomarse en cuenta. 

Para definir las fuerzas de inercia por completo, sería necesario considerar la aceleración de cada partícula de masa 
de la estructura y los correspondientes desplazamientos. Tal solución sería prohibitiva por el tiempo requerido para su 
solución. El procedimiento de análisis puede ser simplificado si la masa de la estructura considerarse concentrada en 
un número finito de puntos y la respuesta dinámica de la estructura puede ser representada en términos de este 
limitado número de componentes del desplazamiento. El número de componentes del desplazamiento requeridos para 
especificar la posición de los puntos en la masa se conoce como número de grados de libertad. El número de grados 
de liberta requeridos para obtener una solución adecuada depende de la complejidad del sistema estructural. Para 
algunas estructuras un solo grado de libertad puede ser suficiente, mientras que para otras pueden requerirse varios 
cientos o miles. 

B. SISTEMAS DE UN GRADO DE liBERTAD. 

la estructura más simple que puede considerarse en un análisis dinámico es una estructura de un nivel en la que el 
único grado de libertad es la translación lateral del nivel del techo, como se muestra en la figura l.l.a. En esta 
idealización se han hecho tres hipótesis fundamentales. Primera: la masa se supone concentrada en el nivel del techo; 
segunda: se idealiza al sistema de piso como rígido en su plano; y tercera: son despreciables las deformaciones axiales 
en las columnas. De las hipótesis anteriores se concluye que la rigidez lateral es proporcionada por los elementos 
verticales como son columnas, muros y contravientos ubicados entre el techo y la base.la aplicación de estas hipótesis 
da como resultado una estructura discretizada como se muestra en la figura l.l.b con una fuerza dependiente del 
tiempo aplicada en el nivel del techo. la rigidez total k es la suma de las rigideces de los elementos del nivel. 

las fuerzas actuando sobre la masa de la estructura se muestran en la figura 1.1.c. Al sumar las anteriores fuerzas 
se obtiene la ecuación de equilibrio siguiente, la cual debe satisfacerse en todo instante de tiempo: 

f; ( 1) + fd ( 1) + ~ ( 1) = p ( 1) (1.6) 

donde: 

f, ( t ) fuerza de inercia 

fd ( t) - fuerza de amortiguamiento (disipadora) 

f, ( t ) - fuerza elástica restauradora 

p ( t ) fuerza externa aplicada, dependiente del tiempo 
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Rescribiendo la ecuación 1.6 en términos de los parámetros involucrados: 

mü( 1) + cv( 1) +kv( 1) =p( 1) 11.71 

Se observa que las fuerzas de amortiguamiento y la de los elementos resistentes dependen de la velocidad ·y 
desplazamientos relativos, respectivamente, entre los extremos de estos elementos, mientras que la fuerza de inercia 
depende de la aceleración total de la masa. La aceleración total de la masa puede expresarse como: 

ü(l)=d,(l)+v(l) 

donde 

v ( 1 ) aceleración de la masa relativa a la báse 

d, ( 1) - aceleración de la base 

11.81 

En este caso, se ha supuesto que la base está ·fija y sin movimiento, y por tanto la ecuación 1. 7 para una fuerza 
dependiente del tiempo queda de la forma: 

mv+ cv+ kv=p( 1) 11.91 

7. Excitación sísmica del terreno 

Cuando una estructura de un nivel, como la de la figura 1.1.c, se somete a excitación sísmica del terreno, no se aplican 
fuerzas externas a nivel del techo. En lugar de esto, el sistema experimenta una aceleración de la base. La ecuación 
de equilibrio dinámico queda de la forma: 

~ ( 1 ) + fd ( 1 ) + ~ ( 1) = o 11.101 

Al substituir los parámetros físicos para f, ( t), t, ( t ) y t, ( t ) en la ecuación 1.1 O la ecuación de equilibrio dinámico 
resulta: 

m ü ( 1) + e v ( 1) + k v ( 1) = O 11.111 

Esta ecuación puede ser rescrita en la forma de la ecuación 1.9 si se substituye la ecuación 1.8 en la 1.11 y 
rearreglando términos se tiene: 

mv( 1) +á( 1) +kv( 1) = P,( 1) (1.121 

donde: 
p, ( t ) = fuerza efectiva dependiente del tiempo - -m d, ( 1) 

Por tanto la ecuación de movimiento de una estructura sujeta a movimiento en la base es similar a la de una estructura 
sujeta a una fuerza dependiente del tiempo, si el movimiento de la base se representa como una fuerza efectiva 
dependiente del tiempo, e igual al producto de la masa y la aceleración del terreno. 

2. Vibración libre 

La vibración libre se presenta cuando una estructura oscila por la acción de fuerzas inherentes a la estructura sin la 
presencia de fuerzas externas dependientes del tiempo o movimientos del terreno. Estas fuerzas inherentes pueden ser 
resultado de una velocidad y/o un desplazamiento iniciales que tiene la estructura al inicio de la etapa de vibración libre, 
como condiciones iniciales. 
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a. Sistemas no amortiguados. 

La ecuación de movimiento para sistemas de un grado de libertad sin amortiguamiento y en vibración libre es: 

mv(t)+kv(t)=O 

la cual puede ser rescrita como: 

V ( 1 ) + W2 V ( 1 ) = 0 

donde ol = k 1m. Esta ecuación tiene la solución general:. 

v ( t ) = A sen w 1 + 8 cos w 1 

donde las constantes de integración dependen de las condiciones iniciales: 

v(t=o)=v(o) 

v(t=o)=v(o) 

= V = 
' 

= V = 
' 

desplazamiento inicial 
velocidad inicial 

Al aplicar las condiciones iniciales, la solución queda de la forma: 

V 
v ( t ) = ~ sen w t + v cos w t 

w ' 

(1.13) 

(1.14) 

11.15) 

(1.16) 

Varios conceptos importantes del movimiento oscilatorio se desprenden de este resultado. La amplitud de vibración es 
constante, por lo que la vibración en teoría continuaría indefinidamente con el tiempo. Esto no es físicamente posible, 
debido a que la vibración libre tiende a disminuir con el tiempo, introduciendo el concepto de amortiguamiento. El tiempo 
que le toma a un punto sobre la curva para completar un ciclo y regresar a su posición original se conoce como periodo 
de vibración T. La cantidad m es la frecuencia circular de vibración y se expresa en radianes por segundo. La frecuencia 
de vibración f se define como el recíproco del periodo y se establece en ciclos por segundo o hertz. Las anteriores 
propiedades dependen solo de la masa y de la rigidez de la estructura, y se relacionan como sigue: 

T=2wn=2n~=~ (1.171 

Se observa en la expresión anterior que si dos estructuras tienen igual rigidez, la que tenga mayor masa tendrá el mayor 
periodo de vibración y la menor frecuencia. Por otra parte, si dos estructuras tienen igual masa, la que tenga mayor 
rigidez tendrá el menor periodo de vibración y la mayor frecuencia. 

b. Sistemas amortiguados. 

En una estructura sujeta a vibración libre bajo la acción de fuerzas la amplitud de vibración tiende a disminuir con el 
tiempo y eventualmente el movimiento decrece y cesa. Este decremento con el tiempo se debe a la acción de las fuerzas 
de amortiguamiento viscoso las cuales pueden idealizarse como proporcionales a la velocidad. La ecuación de 
movimiento para esta condición tiene la forma: 

m v ( t) + e v ( t) + k v ( t) = O (1.18) 

ésta ecuación tiene , para las condiciones iniciales v, y v, , la solución general: 

sen wd t 
v ( 1 ) = e-~ "' 1 

( [ v, + v, <P W ) + v, cos w d 1 ) 
w, (1.191 
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donde: 

q¡ = i: = _e_ = porcentaje del amortiguamiento con respecto al crítico 
(" 2 m w 

V 
w • = w j 1 - q¡2 = frecuencia circular amortiguada 

El amortiguamiento del oscilador se expresa como porcentaje de amortiguamiento, donde el amortiguamiento crítico 
se define como 2m w y es la menor cantidad de amortiguamiento que permitiría al oscilador desplazado regresar a 
su posición original sin oscilación alguna. Para la mayor parte de las estructuras, la cantidad de amortiguamiento 
viscoso en el sistema varía entre 3 porciento y 15 porciento del crítico. Si se substituye el valor de 20 porciento, 
0.20, en la expresión anterior para la frecuencia circular amortiguada se obtiene cod = 0.98 co. Dado que los dos 
valores son casi iguales para valores de amortiguamiento encontrados normalmente en sistemas estructurales, en la 
práctica la frecuencia circular no amortiguada se emplea en lugar de la frecuencia circular amortiguada. 

3. Respuesta a cargas de impulso 

Con objeto de desarrollar un método de evaluación de la respuesta estructural de un sistema sujeto a una carga 
dinámica cualquiera, es conveniente considerar primero la respuesta de la estructura a una carga de impulso de corta 
duración como se muestra en la figura 1.2.a. Si la duración, t:J.t, del pulso p ( T }, aplicado en el tiempo T es 
relativamente corta con respecto al periodo fundamental de vibración de la estructura, T, entonces los efectos del 
impulso pueden considerarse como un cambio incremental de la· velocidad. Empleando las relaciones del principio del 
impulso y cantidad de movimiento: 

p ( T ) M = m tú ( T ) 11.20) 

se obtiene, como velocidad inicial equivalente: 

tú ( T ) = _1_ p ( T ) f::.¡ 
m 

Luego de la aplicación del impulso, el sistema se comporta con movimiento en vibración libre y su respuesta está dada 
por la ecuación 1.16. Aplicando las condiciones iniciales al comienzo de la fase de vibración libre, 

1 

v(/)=-
1
- J p(T) senw(t-T)dr 

m w 
0 

11.211 

Para un sistema con amortiguamiento, la respuesta de vibración libre está dada por la ecuación 1.19. Sustituyendo las 
condiciones iniciales, de manera semejante al caso anterior, se tiene para sistemas amortiguados: 

1 

v ( t ) = _l - J p ( T ) e-~ w 1 1 - T 1 sen w d ( t - T ) dr 
m wd o 

4. Respuesta a carga general dinámica 

11.22) 

El desarrollo anterior de la respuesta dinámica a una carga de impulso de corta duración puede fácilmente extenderse 
al caso de sistemas sujetos a una historia arbitraria de cargas. Cualquier historia arbitraria de cargas puede 
descomponerse en una serie de impulsos de corta duración como se muestra en la figura 1.2.b. Considérese uno de 
estos impulsos que termina en el tiempo "t después de iniciada la historia de cargas y con una duración d"t. La 
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amplitud de este pulso diferencial es p ( r) d r, y produce una respuesta diferencial que está dada por la expresión: 

d V ( T ) = p ( T ) sen W/ ' d T 
mw 

La variable tiempo t' representa la fase de vibración libre que sigue al impulso y puede expresarse como: 

1'=1-T 

Al sustituir esta expresión en la ecuación 1.23 resulta: 

dv(T) = p(T)senw(t-T)dT 
mw 

(1.231 

(1.241 

(1.251 . 

La repuesta total puede obtenerse sumando las respuestas de los impulsos diferenciales en toda la historia de carga. 
Al integrar la ecuación 1.25, el desplazamiento total para sistemas sin amortiguamiento es: 

f 

v(/)=-
1
- J p(T) senw(t-T) dT 

mw 
o 

(1.26) 

la cual se conoce como integral de Duhamel. Al considerar sistemas amortiguados, la respuesta diferencial está dada 
por la ecuación 1.22 y la integral de Duhamel queda: 

f 

v( /) = -
1- J p ( T) e-OW(I-T) senwd( /- T) dT 

m wd o 

5. Respuesta sísmica de estructuras elásticas. 

a. Historia de respuesta. 

.. 
(1.27) 

r; 

La respuesta a carga debida a sismo puede obtenerse directamente de la integral de Duhamel si la fuerza dependiente 
del tiempo p ( t) se remplaza con la fuerza efectiva dependiente del tiempo pe ( t ), la cual es el producto de la masa 
y la aceleración del terreno, pe ( t) e m d, ( t). Realizando las sustituciones anteriores en la ecuación 1.27 se 
obtiene la siguiente expresión para el desplazamiento: 

1, ( 1 ) 
v(t)=-­

w 

donde el parámetro 1, ( t) representa la integración, con unidades de velocidad y está definida como: 
f 

1, ( t) = J d, ( r ) e-• w 1 '-' 1 sen wd ( t - T ) d r 
o 

(1.281 

(1.29) 

El desplazamiento de la estructura en cualquier instante puede obtenerse empleando la ecuación 1.28. Es conveniente 
expresar las fuerzas que se presentan en la estructura durante un sismo en términos de las fuerzas efectivas de inercia, 
la fuerza de inercia es el producto de la masa y la aceleración total. Empleando la ecuación 1.11, la aceleración total 
puede expresarse como: 

ü( 1) =- _:: v( 1)- .!_ v( 1) 
m m (1.30) 

Si el término de amortiguamiento puede ser despreciado ya que su contribución a la ecuación de equilibrio es pequeña, 
la aceleración total es aproximadamente: 
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ü(I)=-W2 v(l) (1.311 

La fuerza sísmica efectiva está dada entonces por: 

Q ( 1 ) = m w' v ( 1 ) (1.321 

La expresión anterior da el valor del cortante en la base de una estructura de un nivel en un instante cualquiera de la 
historia del sismo en cuestión. El momento de volteo actuando en la base de la estructura puede calcularse 
multiplicando la fuerza de inercia por la altura de la estructura: 

M ( 1 ) = h m w2 v ( 1 ) (1.331 

b. Espectro de respuesta. 

El cálculo de desplazamientos y fuerzas en cada instante, t, durante la historia de un temblor puede requerir un 
esfuerzo computacional considerable, aún para estructuras sencillas. Como se mencionó anteriormente, para muchos 
problemas prácticos y especialmente en diseño estructural, solo se requieren los valores máximos de la respuesta. El 
valor máximo del desplazamiento, calculado conforme la ecuación 1.28, se denomina desplazamiento espectral: 

(1.341 

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones 1.32 y 1.33 da como resultado las expresiones del cortante en la base 
máximo y momento de volteo máximo de un sistema de un grado de libertad: 

Q. = m w2 S 
m~ d (1.351 

M = h m w2 S 
m~ d (1.361 

Un examen de la ecuación 1.28 muestra que la velocidad máxima puede calcularse aproximadamente multiplicando el 
desplazamiento espectral por la frecuencia circular. El parametro así definido se conoce como pseudovelocidad 
espectral y se expresa como: 

S = w S 
P' d (1.371 

De manera similar, la ecuación 1.31 indica que la aceleración total puede calcularse aproximadamente como el producto 
del desplazamiento espectral y el cuadrado de la frecuencia circular. Este producto se conoce como pseudoaceleración 
espectral y se expresa como: 

S = w2 S ,.. d (1.381 

Una gráfica de los parametros espectrales contra la frecuencia o el periodo constituye el espectro de respuesta para 
ese parámetro. 

6. Coordenadas generalizadas 

Hasta ahora solo se han considerado estructuras de un nivel que pueden ser idealizadas como sistemas de un grado 
de libertad. El análisis de la mayoría de los sistemas estructurales requiere de una idealización más complicada aún si 
la respuesta puede representarse en términos de un solo grado de libertad. El método de coordenadas generalizadas 
permite representar la respuesta de sistemas estructurales más complejos en términos de una sola coordenada 
dependiente del tiempo, conocida como coordenada generalizada. 
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los desplazamientos de la estructura se relacionan con la coordenada generalizada como: 

v(x,I)=<P(x)Y(I) (1.391 

donde Y ( t} es la coordenada generalizada y (J ( x} es una función espacial de forma que relaciona los grados de 
libertad de la estructura, v ( x, t }, con la coordenada generalizada. Para un sistema de un grado de libertad 
generalizado, es necesario representar las fuerzas de amortiguamiento y restitutivas en términos de la velocidad relativa 
y desplazamiento relativo entre los extremos del elemento: 

t. V ( X ' 1 ) = t. <P ( X ) y ( 1 ) 11.401 

f> V (X, 1) = f> <!> (X) Y( 1) (1.411 

la mayoría de las estructuras puede idealizarse como un voladizo vertical, lo cual limita el número de funciones de 
desplazamiento que pueden emplearse para representar el desplazamiento horizontal. Una vez que la función de 
desplazamiento es seleccionada, la estructura es obligada a deformarse de esta forma. lo anterior implica ·que la 
función de desplazamiento debe ser seleccionada cuidadosamente para obtener una buena aproximación de las 
propiedades dinámicas y de la respuesta del sistema. 

a. Funciones de desplazamiento y propiedades generalizadas. 

la formulación de la ecuación de movimiento en términos de una coordenada generalizada se restringirá a sistemas que· 
consisten de masas concentradas y elementos discretos. la resistencia lateral está dada pon los elementos discretos 
y sus fuerzas son proporcionales a los desplazamientos relativos entre los extremos del elemento. las fuerzas de 
amortiguamiento son proporcionales a las velocidades relativas entre los extremos del elemento discretizado. la 
ecuación de equilibrio dinámico está dada por la ecuación 1.6, la cual representa un sistema de fuerzas en equilibrio 
en todo momento. El principio del trabajo virtual en la forma de desplazamientos establece que "si a un sistemacde 

. 1 

fuerzas en equilibrio se les aplica un desplazamiento virtual consistente con las condiciones de frontera, entonces el 
trabajo realizado es igual a cero". 

Aplicando este principio a la ecuación 1.6, se tiene una ecuación del trabajo virtual de la forma: 

~ ( 1 ) 0 V + fd ( 1 ) f> V + ~ ( 1 ) f> V - p ( / ) 0 V = Q (1.421 

donde se sobrentiende que v - v ( x, t J y que los desplazamientos virtuales aplicados a la fuerza de amortiguamiento 
y elástica de restitución son desplazamientos relativos virtuales. El desplazamiento virtual puede expresarse como: 

0 V ( X , 1 ) = <P ( X ) 0 Y ( 1 ) (1.431 

y el desplazamiento relativo virtual como: 

0 f> V (X, 1) = f> <!> (X) 0 Y( 1) 

donde: 

f> V ( X , 1 ) = <P ( X; ) Y ( 1 ) - <P ( X
1 

) Y ( 1 ) = f> <P ( X ) Y ( 1 ) 

las fuerzas de inercia, amortiguamiento y restauradoras pueden expresarse como: 

f¡(t) =mii(l) =m<P Y(l) 

- (1.441 

11.451 
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~( 1) =k/:; v( 1) = k/:;<j> Y( 1) 

Sustituyendo las ecuaciones 1.43, 1.44 y 1.45 en la 1.42 se obtiene la siguiente ecuación de movimiento en términos 
de la coordenada generalizada: 

m· Y ( 1) + e· Y ( 1) + k' Y ( 1) = p' ( 1) 

donde m·, e·, k' y p' se conocen como parámetros generalizados y se definen como: 

m· = L m $ 2 

' ' 

e = ¿ e t:; "'' ' '+', 

k' = L: k t:; "'' ' '+', 

p' = L: P, <!>, 

Para una aceleración de la base función del tiempo la fuerza generalizada se transforma en: 

p' = 2, 9' 

donde: 

9' = L: m; <!>; = factor de participación 

11.46) 

11.47) 

11.48) 

11.49) 

Es conveniente expresar al amortiguamiento generalizado en términos del amortiguamiento crítico de la manera que 
sigue: 

e· = L e; /:; <jl ( i )2 = 2 <¡> m' w 

donde w representa la frecuencia circular del sistema generalizado y dado por: 

w = J k' 1m' 

(1.50) 

11.51) 

El efecto del método de coordenadas generalizadas consiste en transformar un sistema dinámico de múltiples grados 
de libertad en un sistema equivalente de un grado de libertad en términos de una coordenada generalizada. Esta 
transformación se muestra esquemáticamente en la figura 1.3. El grado en que la respuesta del sistema transformado 
represente al sistema original dependerá de que tanto se aproxime la forma dellectada supuesta a la real. Una vez 
obtenida la respuesta dinámica en términos de la coordenada generalizada, la ecuación 1.39 puede emplearse para 
determinar los desplazamientos en la estructura, y estos a su vez para calcular las fuerzas en los miembros 
estructurales. En principio, cualquier función que represente las características deformadas generales de la estructura 
y satisfaga las condiciones de apoyo podría servir. Sin embargo, cualquier forma deformada distinta de la de la 
configuración natural de vibración requerirá de restricciones externas adicionales para mantener el equilibrio. Estas 
restricciones adicionales tienden a rigidizar el sistema y por lo tanto a incrementar la frecuencia calculada. La 
configuración real no tendrá restricciones adicionales y por lo tanto tendrá la menor frecuencia de vibración. 

b. Método de Rayleigh. 

El método de Rayleigh se emplea para analizar sistemas vibratorios empleando la ley de la conservación de la energía. 
Se emplea para calcular con mucha precisión la frecuencia natural de un estructura. Además de estimar el periodo 
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fundamental el procedimiento puede emplearse para estimar la función de forma !/{ x }. 

En un sistema elástico no amortiguado, la energía potencial máxima puede expresarse en términos del trabajo externo 
realizado por las fuerzas aplicadas. En términos de una coordenada generalizada esta expresión puede escribirse como 

y • y 
( EP) "-"P<l>"l'__ 

m.u Z L 1 1 2 11.52) 

Similarmente, la energía cinética máxima puede expresarse en términos de la coordenada generalizada como: 

W
2 Y2 w2 Y2 m' 

( EC) "--" m $ 2 "--=--rnax 2¿,, 2 11.53) 

De acuerdo con el principio de la conservación de la energía para un sistema elástico no amortiguado, estas dos 
cantidades deben ser iguales entre sí e iguales a la energía total del sistema. Igualando las ecuaciones 1.52 y 1.53 se 
obtiene la siguiente expresión para la frecuencia circular: 

w " J p' 1m· Y 11.541 

Substituyendo este resultado en la ecuación 1.17 para el periodo resulta en: 

T" 2 n J m' Y 1 p' 11.55) 

Multiplicando el numerador y denominador del radical por Y, y empleando la ecuación 1.39 se obtiene la expresión para 
el periodo fúndamental: 

T" 2 n 11.56) 

las fuerzas que deben aplicarse lateralmente para obtener la forma deflectada !/{ x Jo el desplazamiento v ( x} son las 
fuerzas de inercia. Si se asume una variación lineal de la aceleración con la altura de un edificio, se tiene una 
distribución de las fuerzas de inercia en forma de triángulo invertido. las defleccíones resultantes pueden usarse 
directamente en la ecuación 1.56 para estimar el periodo de vibración o pueden normalizarse en términos de la 
coordenada generalizada para obtener la función espacial de forma a emplear en el método de coordenada generalizada. 

c. Análisis en el tiempo. 

Sustituyendo los parámetros generalizados de las ecuaciones 1.47 y 1.48 en la solución de la integral de Duhamel, 
ecuación 1.27, se obtiene la solución para el desplazamiento: 

v(x,t)" <jl(x).\fV(/) 

m w 

Empleando la ecuación 1.31, la fuerza de inercia en cualquier posición x sobre la base puede calcularse como: 

q ( X , / ) " m ( X ) V ( X , 1 ) " m ( X ) W
2 

V ( X , / ) 

la que, empleando la ecuación 1.57, se convierte en: 

q (X'/) " m (X) <jl (X) \f W V(/) 

m' 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas de inercia distribuidas en la altura H de la estructura: 

11.57) 

11.58) 

11.59) 
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::r' Q(t) =jq(x,t)dx=-W V(t) 
m' 

. 11.601 

Las relaciones anteriores pueden emplearse para calcular los desplazamientos y fuerzas en un sistema generalizado de 
un grado de libertad en cualquier instante. 

d. Análisis de la respuesta espectral. 

El valor máximo de la velocidad dado por la ecuación 1.29, se define como la pseudovelocidad espectral, SP,, que se 
relaciona con el desplazamiento espectral, S" mediante la ecuación 1.37. Al substituir este valor en la ecuación 1.57 
se tiene la expresión para el desplazamiento máximo en términos del desplazamiento espectral: 

<f> ( X ) ::J' 5d 
V ( X )m~ = ---.-...::. 

m 

Las fuerzas en el sistema pueden calcularse de las fuerzas de inercia, y pueden expresarse como: 

q ( X )m~ = m ( X ) V ( X )m~ = m ( X ) W
2 

V ( X )m~ 

Rescribiendo este resultado en términos de la pseudo aceleración espectral, SP,, se tiene 

<f>(x)m(x)::J'S 
q(x) = "' 

m~ • m 

{1.611 

11.621 

11.631 

De considerable interés es la determinación del cortante basal. Este parámetro es clave para determinar las fuerzas 
sísmicas de diseño en la mayoría de los reglamentos. El cortante en la base O, de la expresión anterior, sumando las 
fuerzas de inercia y empleando la ecuación 1.49: 

::J'' S 
Q(x) =--"' 

m~ • 
m 

Es de interés expresar el cortante basal en términos del peso efectivo, definido como 

w· = ( E w1 <P, J' 
E w. "'' ' 'f', 

Por lo que la expresión del cortante basal máximo queda de la forma 

Qm~ = w· 51" 1 g 

Esta es similar a la ecuación básica empleada en los reglamentos, la cual tiene la forma 

Qm~ = CW 

11.641 

11.651 

11.661 

11.671 

La fuerza sísmica efectiva puede determinarse distribuyendo el cortante en la base en la altura de la estructura. Esta 
distribución depende de la forma de la función de desplazamiento y tiene la forma 

11.681 

Y el momento de volteo como la suma de los productos de las fuerzas de inercia y sus alturas a la base respectiva: 

11.691 

JOSÉ LUIS TRIGOS Fl UNAM EDUCACIÓN CONTINUA CURSO INTERNACIONAL INGENIERÍA SÍSMICA ANÁLISIS DINÁMICO P 13/27 

!3 



C. SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

En muchos sistemas estructurales no es posible modelar la respuesta dinámica en términos de una sola coordenada 
del desplazamiento. Estos sistemas requieren un cierto número de coordenadas independientes de desplazamiento para 
describir el movimiento de las masas en cualquier instante. 

Con objeto de simplificar el problema normalmente se supone para edificios que la masa de la estructura está 
concentrada en el centro de masa de cada nivel individual. Esto da por resultado una matriz diagonal de propiedades 
de masa. También conviene desarrollar la matriz de rigideces en función de las matrices de rigideces individuales de 
los elementos de cada nivel. La más sencilla idealización para un edificio de varios niveles se basa en las siguientes 
hipótesis: (i) el sistema de piso es rígido en su plano; (ii) las vigas son rígidas con respecto a las columnas y (iii) las 
columnas son flexibles en la dirección horizontal pero rígidas en la vertical. Si se emplean estas hipótesis, el edificio 
se idealiza con tres grados de libertad para cada nivel: un grado de libertad traslacional en cada una de dos direcciones 
ortogonales, y una rotación alrrededor de un eje vertical que pasa por el centro de masa. Si el sistema anterior se 
reduce al plano, este tendrá un grado de libertad traslacional en cada nivel. Ver figuras 1.3.a. y 1.3.b. 

1. Modos de vibrar y frecuencias. 

La ecuación de movimiento para un sistema de varios grados de libertad sin amortiguamiento puede escribirse en forma 
matricial como: 

[M]IV(t)I+[K]Iv(l) 1=101 11.701 

Dado que el movimiento de un sistema en vibración libre es armónico, el vector desplazamiento puede representarse 
como: 

lv(t)l={v)senwt 

Diferenciando dos veces con respecto al tiempo se tiene: 

lv(t)l=-w'lv(t)l 

Substituyendo las ecuaciones 1.71 y 1.72 en la 1.70 se obtiene la ecuación de valores característicos: 

( [ K J - w2 • [ M] ) 1 v ( 1 ) ) = 1 O ) 

11.711 

11.72) 

11.731 

En virtud de tener un conjunto de ecuaciones de equilibrio homogéneas el determinante de la matriz de coeficientes 
debe ser igual a cero: 

det ( [ K] - w' [ M] ) = 1 O ) 11.741 

De donde se obtiene un polinomio de grado N. Las N raíces del polinomio representan las frecuencias de los N modos 
de vibrar. El modo que tiene la menor frecuencia (mayor periodo) se conoce como primer modo o modo fundamental. 
Una vez conocidas las frecuencias, se sustituyen una a la vez en la ecuación de equilibrio 1.73, la cual puede ser 
resuelta para las amplitudes de movimiento de cada componente del desplazamiento del modo particular de vibración. 

2. Ecuaciones de movimiento en coordenadas normales. 

El teorema de los trabajos recíprocos de Betti, puede emplearse para desarrollar dos propiedades de ortogonalidad de 
los modos de vibrar que simplifican significativamente las ecuaciones de movimiento. La primera de éstas establece 
que los modos de vibrar son ortogonales con respecto a la matriz de masas y se expresa en forma matricial como 

JOSÉ LUIS TRIGOS Fl UNAM EDUCACIÓN CONTINUA CURSO INTERNACIONAL INGENIERÍA SÍSMICA ANÁLISIS DINÁMICO P 14/27 

·.-·:: 

/~ 



i<P, 1 T [ N] ( <Pm 1 = ( O 1 (m= n) (1.751 

Empleando las ecuaciones 1.73 y 1. 75, la segunda propiedad puede expresarse en términos de la matriz de rigideces 
como: 

(<!> n 1 T [ K ] ( <P m 1 = (O 1 ( m = n) (1.761 

la cual establece que los modos de vibrar son ortogonales con respecto a la matriz de rigideces. Además se supone que 
los modos de vibrar son también ortogonales con respecto a la matriz de amortiguamiento: 

(<!> n 1 T ( e j (<!>m 1 = ( 0 1 ( m = n) (1.771 

Dado que cualquier sistema de varios grados de libertad teniendo N grados de libertad tiene a su vez N modos de vibrar 
independientes, es posible expresar la forma deformada de la estructura en términos de las amplitudes de estos modos 
tratándolos como coordenadas generalizadas (en ocasiones llamada coordenadas normales). Dado que el desplazamiento 
de un sitio particular, v¡(t), puede obtenerse sumando la contribución de cada modo se tiene: 

N 

v1 ( 1 ) = L <P m q, ( 1 ) 
n = 1 

De manera similar, el vector de desplazamientos puede expresarse como: 

N 

( V ( 1 ) 1 = L ( <P 1 q, ( 1 ) = ( <l> l ( q ( 1 ) 1 
n = 1 

Es conveniente escribir las ecuaciones de movimiento de manera matricial como 

[N] ( v( 1) 1 + [e¡ ( v( 1) 1 + [ K]l v( 1) 1 = ( P( 1) 1 

11.781 

11.791 

11.801 

la cual es simila~ a la ecuación para un sistema de un grado de libertad, ecuación 1.9. Las diferencias se deben a que 
la masa, amortiguamiento y rigidez se representan ahora por matrices que representan los diferentes grados de libertad, 
adicionales, y la aceleración, la velocidad, el desplazamiento, y las cargas aplicadas, por vectores que contienen los 
grados de libertad adicionales. La ecuación de movimiento puede expresarse en términos de las coordenadas normales, 
q ( t ); substituyendo la ecuación 1.79 y sus derivadas en la ecuación 1.8D da como resultado: 

[ N ] [ <l> ] ( q ( 1 ) 1 + [ e ] [ <l> ] ( q. ( 1 ) 1 + [ K ] [ <l> ] 1 q ( 1 ) 1 = 1 P ( 1 ) 1 

Multiplicando la ecuación anterior por la traspuesta de cualquier vector modal,~,, se tiene: 

11.81) 

1 <ll, 1' 1 M 1 1 <ll 1 1 q 1 1) 1 + 1 <ll J 1 { 1 1 <ll 1 1 i¡ 1 1) 1 + 1 <ll,)' 1 K] 1 <ll 1 1 q ( 1) 1 = 1 <ll, 1' 1 P ( 1) 1 11.82) 

Empleando las condiciones de ortogonalidad de las ecuaciones 1.75 a 1. 77, el conjunto de ecuaciones se reduce a una 
ecuación de movimiento similar a la de un sistema de un grado de libertad, en términos de las propiedades generalizadas 
para el enésimo modo de vibrar y de la coordenada normal q, ( t J. Así: 

N; il, ( 1 ) + e; q, ( 1 ) + K; q, ( 1 ) = P; ( 1) (1.831 

donde las propiedades generalizadas para el enésimo modo de vibrar son: 

N; = ( <!>, 1' [ N] ( <!>, 1 

11.841 
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x; = { <P, ¡r [ K) { <P, 1 = w; M; 

p; = { <P, ¡r { p ( 1) ) 

las relaciones anteriores pueden emplearse para simplificar aún más la ecuación de movimiento a la forma 

il, ( 1) + 2 <P, w, i:¡, ( 1) 
p• ( 1) 

+ w2 q ( 1 ) = --'''---
' n • 

M, 
11.85) 

Debe notarse que las expresiones para las propiedades generalizadas de cualquier modo son equivalentes a las definidas 
previamente para el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto el uso de Jos modo normales transforma 
un sistema de N grados de libertad en N sistemas generalizados de un grado de libertad; ver figuras 1.3.c. y 1.3.d. la 
solución completa del sistema se obtiene por superposición de las soluciones modales independientes. El empleo de este 
método implica un ahorro significativo en tiempo, ya que en la mayoría de los casos no es necesario emplear Jos N 
modos de respuesta para representar con adecuada precisión la respuesta de la estructura. En la mayor parte de las 
estructuras Jos primeros modos son los de mayor contribución en la respuesta modal. Por tanto, la respuesta puede 
obtenerse con suficiente precisión en términos de un número limitado de respuestas modales. 

a. Análisis de la respuesta sísmica. Como en el caso de Jos sistemas de un grado de libertad, para el análisis 
sísmico la fuerza dependiente del tiempo debe reemplazarse por la carga efectiva, la que está dada por el producto de 
la masa en cada nivel, M 1, y la aceleración del terreno d, ( 1 ) . El vector de cargas efectivas se obtiene como el 
producto de la matriz de masas y la aceleración del terreno: 

P,(l) =[M]Irld,(l) (1.86) 
. .. 

donde {!} es un vector de ·coeficientes de influencia, del que la componente i representa la aceleración de _la 
coordenada i debida a una aceleración.unitaria en la base. Para el modelo estructural en ·el que Jos grados de liberi'ad 

'· 
están representados por Jos desplazamientos horizontales de los niveles, el vector { ['} es igual a un vector con 
elementos unidad, dado que para una aceleración unitaria de la base en la dirección horizontal todos Jos grados de 
libertad tienen una aceleración horizontal unitaria. Empleando la ecuación 1.82, la carga efectiva generalizada para el 
enésimo modo es 

P,; ( 1) = ~n d, ( 1) 

donde ~n ~ { ~n} T [M] {f'}. 

(1.87) 

Sustituyendo la ecuación 1.87 en la 1.85 se obtiene la expresión para la respuesta sísmica del enésimo modo de un 
sistema de varios grados de libertad: 

q, ( 1) + 2 <P, w, i:¡, ( 1) + w; q, ( 1) = ~n d, ( 1) 1 M: (1.88) 

De manera similar a la empleada para el sistema de un grado de libertad, la respuesta de este modo para cualquier 
instante t puede obtenerse empleando la integral de Duhamel. así: 

~ 1 ( 1) 
q(l)= n~ 

n • 
Mn wn 

(1.891 

donde 1., ( t) representa la integral: 
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/~ ( 1) = J d, ( T ) e ~o" w" 1 1 ~ q sen w, ( 1 - T ) d T 

o 
11.901 

El desplazamiento completo de la estructura para cualquier instante t se obtiene por la superposición de las 
contribuciones individuales de cada modo; empleando la ecuación 1.79: 

N 

{ V ( 1) J = L { <P, 1 qn ( 1) = 1 <1> ) { q ( 1) J {1.91 1 
n=l 

Las fuerzas sísmicas resultantes pueden expresarse en términos de la aceleración efectiva, la cual para cada modo está 
dada por el producto de la frecuencia circular y la amplitud del desplazamiento de la coordenada generalizada: 

~ w 1 (1) 
q, ( 1) = W~ q, ( 1 ) = " " m 

M; 

La aceleración correspondiente al enésimo modo esta dada por: 

{ v"' ( 1 ) ) = { <j>, ) (¡, ( 1 ) 

y las correspondientes fuerzas sísmicas efectivas: 

{ ~ ( 1) ) = 1 M) { v, ( 1) ) = 1 M) { <P, 1 w, ~" /m ( 1) / M; 

La fuerza sísmica total se obtiene sumando las fuerzas modales individuales: 

N 

F ( 1 ) = L ~ ( 1 ) = 1 M ) 1 <1> ) W2 q ( 1 ) 
n=1 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas sísmicas en toda la altura de la estructura: 

N 

~ ( 1) = I: f, ( 1) = { 1 1' 1 ~ ( 1) 1 = M., w, !m ( 1) 
i=l 

donde M., - ~" 2 1 M,' es la masa efectiva del enésimo modo. 

11.92) 

11.931 

{1.94) 

11.95) 

{1.961 

La suma de las masas efectivas para cada modo es igual a la masa total de la estructura. Lo anterior permite 
determinar el número de respuestas modales necesario para calcular adecuadamente la respuesta estructural completa. 
Si la respuesta total ha de ser representada por un número finito de modos y la suma de sus correspondientes masas 
modales es mayor que un porcentaje predefinido de la masa total, el número de modos considerado en el análisis es 
adecuado. Si este no es el caso, deben considerarse modos adicionales. El cortante en la base para el enésimo modo, 
ecuación 1.96, puede expresarse en términos de el peso efectivo, W.,, como: 

w 
v, ( 1) = ;" w, /~ ( 1) (1.971 

donde 

N 

(I: lf; <P. ) 
~n = -'~--'~ '--­

N 

I: W"'2 
''l'm 

~1 

11.981 

El cortante en la base puede distribuirse en la altura del edificio de manera similar a la ecuación 1.68, con las fuerzas 
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sísmicas modales expresadas como 

lf.(l)l= [M]I.P~lt-;,(t) 
n 

b. Análisis de la respuesta espectral. 

11.99} 

Las ecuaciones anteriores para la respuesta de cualquier modo de vibración son exactamente equivalentes a las 
expresiones desarrolladas para el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto, la respuesta máxima de 
cualquier modo puede obtenerse de manera similar. Por analogía con las ecuaciónes 1.28 y 1.37 el desplazamiento 
modal máximo puede escribirse como: 

( 1 ) = /m ( 1 lm~ = S 
qn nw. W d n 

n 

11.100} 

Haciendo esta substitución en la ecuación 1.89 se obtiene 

11.101 ¡ 

La distribución de los desplazamientos modales en la estructura puede obtenerse multiplicando esta expresión por el 
vector modal 

lvl =I.Pl =I.Pnl:;J'nSdn 
n max n qnmax M" 

n 

11.102} 

Las fuerzas sísmicas efectivas máximas pueden calcularse a partir de las aceleraciones modales dadas por la ecuación 
1.94 

1 r. ( 1 ) ¡ 
m~ 

11.103} 

Sumando estas fuerzas en la altura de la estructura se obtiene la siguiente expresión para el cortante máximo debido 
al enésimo modo: 

V -" 2 S /M' nmax ;;J..n pan n 

la cual puede expresarse en términos del peso efectivo como 

donde W'" se define en la ecuación 1.98. 

Finalmente, el momento de volteo en la base del edificio para el enésimo modo puede determinarse como 

M
0 

= 1 h } [ M) 1 .Pn } :;1'
0

2 S,., n / M; 

donde {h} es un vector fila de las alturas de cada entrepiso, por encima de la base. 

3. Combinaciones modales. 

11.104} 

11.105} 

11.106} 

Empleando el análisis de la respuesta espectral en un sistema de varios grados de libertad, la respuesta modal máxima 
se obtiene con el conjunto de modos que se seleccionaron para representar la respuesta espectral. La cuestión ahora 
es como combinar estas respuestas modales máximas para estimar de la mejor manera la respuesta total. Las 
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ecuaciones de la respuesta modal como la 1.91 y 1.95 dan resultados precisos en tanto que sean evaluadas en el 
tiempo. En el análisis espectral, el tiempo ha sido substituido por la respuesta modal máxima. Las respuestas máximas 
de cada modo no necesariamente ocurren al mismo tiempo; por tanto se deben combinar de manera que las respuestas 
combinadas se aproximen lo suficiente a la respuesta total máxima. 

Una combinación que se ha empleado es tomar la suma de los valores absolutos de las respuestas modales (SVA). Esta 
combinación puede expresarse como: 

N 

RSVA < L 1 R, 1 11.107) 
n=l 

Dado que esta combinación supone que los máximos ocurren al mismo tiempo y con el mismo signo, se tiene un límite 
superior de la respuesta muy conservador para diseño. 

Un estimador más razonable, basado en la teoría de las probabilidades, puede obtenerse empleando la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados (RCSC); se expresa como: 

RRCSC = ~ E, R,
2 (1.108) 

Este método ha mostrado dar buena aproximación para sistemas estructurales con frecuencias poco parecidas entre 
sí, o remotamente acopladas. Esto es: 

> 0.10 
w - w 

1 !•1 

w, 

Para sistemas estrechamente acoplados, se ha propuesto el criterio de la combinación cuadrática completa (CCC) que 
permite incrementar la precisión en la evaluación de la respuesta de ciertos sistemas estructurales. La combinación 
cuadrática completa se expresa como: 

N N 

L:L:R;P;1 ~ 
!=1 J"l 

donde para amortiguamientos modales constantes, <¡>¡ = <¡>
1
, Vi, j : 

8 q>2 
( 1 + A ) A312 p = __ .:::....c!:.......:c...:...__;,;_!,_.:.:,_ __ 

'
1 

( 1 - A2 )
2 

+ 4 <P A2 
( 1 + A )2 

(1.109) 

(1.11 0) 

El empleo del método RCSC para sistemas en dos dimensiones y el método de CCC para sistemas en dos o tres 
dimensiones da buenas aproximaciones a la respuesta sísmica de sistemas elásticos sin requerir de un análisis completo 
de la historia de cargas. 

4. Valuación de fuerzas sísmicas. 

Una manera de comparar los efectos de los sismos es empleando espectros de respuesta, los cuales muestran las 
características de los sismos en función de sus efectos (desplazamiento, velocidad, aceleración) sobre las estructuras. 
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Es evidente que durante la vida útil de una estructura, más de una vez estará sujeta a la acción de sismos. Si interesan 
Jos espectros para obtener las aceleraciones máximas, conviene considerar no sólo el espectro de respuesta de un solo 
sismo, sino Jos de todos aquellos que pudieran tener efecto sobre la estructura. Para cubrir esta posibilidad se utilizan 
Espectros de Diseño que en combinación con algún método de análisis sísmico proporciona las fuerzas sísmicas de 
diseño o revisión de la estructura. 

Los diferentes métodos para determinar las fuerzas sísmicas que actúan en la estructura se especifican en el artículo 
203 del RCDF93, en función de las características especificadas en la sección 2 de las NTC's de Sismo. 

a. Análisis estático. 

El análisis sísmico estático es aplicable a edificios cuya altura no excede 60 m. Para efectuar el análisis se procede de 
la manera siguiente : 

• Se considera que las fuerzas de inercia a diferentes niveles de la estructura forman un conjunto de fuerzas 
horizontales actuando sobre cada uno de Jos puntos donde se suponen concentradas las masas, incluyendo 
apéndices. 

• Cada una de las fuerzas se considera igual al peso de la masa que corrresponde multiplicado por un coeficiente 
proporcional a la altura de la masa en cuestión sobre el desplante (o nivel a partir del cual las deformaciones 
estructurales son apreciables). 

La forma como se especifica el cálculo de fuerzas horizontales expresa en forma algebraica la variación lineal de 
aceleraciones, de magnitud ajustada para que la fuerza cortante en la base sea igual a: 

La aplicación de los párrafos anteriores conduce a que la fuerza horizontal, F,, aplicada en el centro del nivel n está 
dada por la expresión: 

r.u; 
F, = (d u; h, 11.111) 

L. U: h, 

donde: 

Cd Coeficente sísmico de diseño, art. 206, RCDF93 y sección 3, NTC's de Sismo. 

cd = e 1 a 
W, Peso del nivel i. 
h, Altura del nivel i sobre el desplante. 

Puede demostrarse que el análisis estático es un caso particular del análisis dinámico; en efecto, a partir de la ecuación 
1.88 se tiene 

i;, ( 1 ) + 2 Q> n W n i¡, ( 1 ) + W~ q, ( 1 ) = >f n d, ( 1 ) / M; 

La amplitud modal máxima está dada por la expresión 1.101: 
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~n sdn 
qmiJ.:I. n = M; 

Para el primer modo: 

>f1 s, 
q = 

ma:o: 1 2 M. 
w1 1 

>f, s, 
w 2 M' 

' ' 

El vector de desplazamientos máximos de la estructura, para ese modo, es: 

Dmou 1 = 4>, qma.x 1 

El vector de fuerzas de inercia correspondiente resulta: 

Fma.xl = KDmax! = KQ>, 

El vector de fuerzas cortantes respectivas es: 

Vma.x1 =J'Fma;o;! =frMQ>, 

de donde: 

vm<U! 

>f1 

>f1 
-S 
M' "' 1 

>f1 >f1 
-S =>f -S 
M' "' 

1 
M' "" 1 1 

así, el vector de fuerzas de inercia es: 

F = 
·~ 1 

V Mcp ~ 
1 >f 

1 

por lo que la fuerza de inercia en la masa j es: 

F = m "' v.~ 1 = 3: "' 
1 ¡ '+'r¡ r '+' 1¡ 

<!> 1 MJ g 

w ( 
' w. 
I: _..:. <1>1 
~1 g j 

Como se mencionó en l. B. B.a. se requiere conocer la forma deformada de la estructura para conocer las fuerzas que 
se generan, en este método se supone que la configuración deformada correspondiente al primer modo es lineal, así: 

h 
"' - j "'1;- f! 

y la fuerza de inercia en la masa j es: 

h 
F.=w..l 
¡ ' H 

wc 
n W. h 
I:-'-' 
,., H 

w F=C--wh 
J n 1 1 

I: w, h, 
~1 

JOSÉ LUIS TRIGOS Fl UNAM EDUCACIÓN CONTINUA CURSO INTERNACIONAL INGENIERÍA SÍSMICA ANÁLISIS DINÁMICO P 21/27 

;L/ 



La expresión anterior es equivalente a la de la ecuación 1.111 

Los aspectos sobresalientes del método estático son los siguientes: 

• Solo se considera el modo fundamental. 
• La configuración approximada de este modo es lineal; ~ 1 1 = h 1 1 H 
• La masa equivalente del primer modo es 'igual' al total de la estructura (Carga Muerta + Carga Viva Máxima) 
• Se emplea la ordenada espectral máxima 'C' del espectro de diseño, independientemente del periodo estructural. 

b. Método simplificado de análisis. 

Este tipo de análisis es aplicable a estructuras que cumplan simultáneamente los siguientes requisitos: 

• En cada planta, al menos el75 porciento de las cargas verticales están soprtadas por muros ligados entre sí por 
un sistema de piso suficientemente rígido y resistente al corte. 

• La relación entre longitud y ancho en planta es menor que 2.0 
• La relación ente la altura y el ancho de la base no excede de 1.5 y la altura del edificio es menor que 13 m. 

La razón de las limitaciones anteriores obedece al buen comportamiento sísmic·o que en general han tenido las 
estructuras que cumplen con estos requisitos. Con este método sólo se necesita verificar que la resistencia al corte 
en cada dirección es suficiente; no es necesario calcular la distribución de elementos mecánicos en los distintos muros 
que formen la cosntrucción, tampoco se hace necesario verificar desplazamientos, torsiones y momentos de volteo. 

Los coeficentes de diseño para obtener las fuerzas cortantes en cada nivel se presentan en las NTC's de Sismo. Estos 
se obtuvieron de acuerdo con el método estático, aplicando la reducción que allí se permite en función del valor de Q 

y del periodo fundamental de vibración del inmueble. Se tomó Q = 1 ó 1.5 según el tipo de muros. El periodo 
fundamental se estimó en función de la altura y del tipo de suelo de cimentación. Los coeficientes para edificios en las 
zonas JI y 111 resultaron muy próximos entre sí, así que se adoptó su promedio para ambas zonas a fin de simplificar las 
tablas ( Instituto de Ingeniería, UNAM, comentarios a las NTC's de Sismo). 

c. Análisis sísmico dinámico modal. 

Conforme con las NTC's de Sismo toda estructura puede analizarse con un método dinámico, pero con caracter 
obligatorio aquellas cuya altura exceda 60 m. Los métodos aceptados de análisis dinámico son el análisis sísmico 
dinámico modal espectral, ASOME y el cálculo paso a paso de respuesta a temblores específicos. 

(1). Análisis sísmico dinámico modal espectral. 

Este método es de aplicación general cuando se requiere determinar la respuesta lineal de estructuras de varios grados 
de libertad; se basa en el hecho de que la respuesta total es la superposición de las respuestas de los diferentes modos 
naturales de vibración. 

Da acuerdo con las NTC's de Sismo en este método de análisis debe incluirse el efecto de todos los modos naturales 
de vibración con periodo mayor o igual a 0.4 seg y es obligatorio considerar los tres primeros modos de translación en 
cada dirección de análisis. 
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Una vez que se han determinado los modos de vibrar de la estructura, es necesario combinarlos para conocer su 
comportamiento ante una excitación dinámica específica, tomando en cuenta la contribución de cada modo. La 
respuesta final será la combinación de las respuestas independientes de cada uno de los modos, multiplicadas por un 
factor, denominado coeficiente de participación, ec. 1.88, que al desarrollarla, se convierte en la siguiente expresión: 

n 

\J' L m,<P, 
( = _n = _,_._, __ _ 

n M" 
n 

n 

L m <P 2 

' m 

(1.112) 

,,. 1 

donde: 

m; Masa del nivel i. 
4> ,, Amplitud del modo n para la masa i. 
n Número de niveles, grados de libertad. 

Con este coeficiente de participación se calculan las respuestas modales y se combinan como se establece en las 
NTC's de Sismo, para calcular las respuestas totales con las expresiones 1.108 o 1.109: 

R =~N R2 
RC5C n 

n•l 

N N 

Re«= E E R, P,¡ ~ 
1=1 r-1 

para sistemas remotamente acoplados y estrechamente acoplados, respectivamente; ésto es, que los periodos de los 
modos naturales en cuestión difieran al menos 10% entre sí, o no. La fuerza cortante basal calculada con este método 
no debe ser menor que 80% de la que cqrresponde al análisis estático. 

(2). Análisis paso a paso. 

Para aplicar este método las NTC's de Sismo exigen que se usen por lo menos cuatro movimientos representativos. 
Con esto se pretende evitar que se adopten diseños que puedan resultar inseguros porque la estructura en cuestión 
sea poco sensible a las características detalladas de un temblor particular, pero responda en condiciones más 
desventajosas ante otro, que difiera en los detalles, pero que sea representativo de la misma intensidad, duración y 
contenido de frecuencia que el primero. 

En general no se aplica para fines de diseño, por los tiempos de computadora requeridos, sino más bien para fines de 
revisión del comportamiento de edificios que han sido sometidos a sismos intensos y han tenido o no daños importantes. 

En este método se puede suponer comportamiento elástico de la estructura o bien comportamiento no lineal, según 
diversas idealizaciones. 

Al igual que en el método anterior, la fuerza cortante basal calculada con este método no deberá ser menor que 80 
porciento de la que predice el análisis estático. 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES LIBRES SIN AMORTIGUAMIENTO 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTIGUAMIENTO 
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REGLAMENTO 
CAPITULO VI DISEÑO 

POR SISMO. 

GACETA OFICIAL DEL 
DEPARTAMENTO DE 
D.F. 

6 DE JULIO DE 1987. 

ARTICULO 202.- En este Capítulo 
se establecen las bases y requisitos 
generales mínimos de diseño para 
que las estructuras tengan seguridad 
adecuada ante los efectos de los 
mismos. Los métodos de análisis y 
los requisitos para estructuras 
específicas se detallarán en las 
Nonnas Técnicas Complementarias. 

ARTICULO 203.-Las estructuras 
se analizarán bajo la acción de dos 
componentes horizontales 
ortogonales no simultáneos del 
movimiento del terreno. Las 
defonnaciones y fi.1erzas internas 
que resulten se combinarán entre sí 
como lo especifiquen las Nonnas 
Técnicas Complementarias, y se 
combinarán con los efectos de 
fuerzas gravitacionales y de las 
otras acciones que correspondan 
según los criterios que establece el 
Capítulo III de este Título. 

Según sean las características de la 
estructura de que se trate, ésta podrá 
analizarse por sismo mediante el 
método simplificado, el . método 
estático o uno de los dinámicos que 
describan las Nonnas Técnicas 
Complementarias, con las 
limitaciones que ahí se establezcan. 

En el análisis se tendrá en cuenta la 
rigidez d.e todo elemento, estructural 
o no, que sea significativa. Con 
todas salvedades que corresponden 
al método simplificado de análisis 

' 
se calcularán las fi.1erzas sísmicas 

' 
defonnaciones y desplazamientos 
laterales de la estmctura, incluvendo 
sus giros por torsión y tenien.do en 
cuenta los efectos de flexión de sus 
elementos y, cuando sean 
significativos, los de fi.1erza cortante, 
fi.1erza axial y torsión de los 
elementos, así como los efectos de 
segundo orden, entendidos éstos 
como . los de las fuerzas 
gravitacionales actuando en la 
estructura defonnada ante la acción 
tanto de dichas fuerzas como de las 
laterales. 

Se verificará que la estmctura y su 
cimentación no alcancen ningún 
estado límite de falla o de servicio a 
que se refiere este Reglamento. Los 
criterios que deben aplicarse se 
especifican en este Capítulo. 
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mue~a·llÍlar&upeJ"ádó\1 nli1li!DaM 
~tentayéwC{}.P9r#eiiid (fé ~\.IS ?i;; 
detl~Xiotié~.se·.repet#;~1itplife!)a;/i; 
-- =-·,, :~·-· :',:' ,_.-,-·_-:_ -: 

VÜ.-;··Li··s~~ifu}ilii~b~jébij~hi; 
debe inicüirse'lirite~de' setélltay.(IOS•. 
horas· de liáberse teiituriadoJa··.. ,····.··.·· .. ·.•· 

. __ - - ; - - ·;- .·- ,-.-.·.- ·_ .. -. . .-. - . -- ·. _-.- :: ; .. --. 

B5~f, 
noakariZa,~;z4·.h~ras;'eisetel1tay·. 

. ·cillC.O por cíentoide las deflexiones 
debidas a dicha segunda }lruel:ni; .. '·· 

t~i~E#::~: 

~ófil9 ~l tio6í* ~ef~tfu:o 1ibte; < · · ·. ,, · 

~~~~n~d~~~:~;~a~~1ebá no sea·· 
~sra#toija;·cie,~~rá. pfe~ntarse al .•... 
PWru:famento W! c:st~idio · .. · · .. · · . 
pr(jpt)nil.lJÍd(flasi!'nodificaciones . . 

-~o'",i~~ 
. ·.:,.;_:_.-. 

: . . . ~ . ·:: -

~~~D~~t~·~~i]~ciqridel~ ·· •:·: 
prubba de car!f.í; d(,lbetári tomarse 
las.precauCionesÍlecesaiias para · 
protegerla seg\iridád. ctdas · .· i. 
,Peisórias· y del ?estd de ia éstiuciura;• 
en Caso de falla de 1a :Z011a . . . . . . 
ensayada: ·· · .'· 

,._,:: 

. ·''- --~.-- .. :· _:.:_:'<'·~ 

E1procedinrientopruireallzar ; ;;,, 
pfl1ebélS dé carga de pilotes Sei-á eLt~ 
U!c11lidoerílas NoJl11as Técilicas·' '1 
Qpmplementaf'iasrelativa$ a... . .•...• t. 
<';,#J:¡ent~i~twsjiy.:.:f. ; x . . · · · · · .. ;p 

- :. ;::·.,.:'( 



reqUisitos de. segulidad de ~~. ; < .. · ; 
Reglanu~ntó. · ELproyéctq ~.f4 :'(. 
incluir tos apuntaiamiériiOs.i;. •/.i/,'tf 

~~~i1~i~¡ 
........................ •.: .. ··••····•··•··•·••· ·!k~(ji~/;&i

1

itt~'!f,(}/J i~t"l~~~~¡~~~~~~~~;;~¡t'~tfi.!;5 
_·- __ ,_'./ .. :-... ,:_:-_:',_: .· ·. "•"• .. ·- · .. ·. - · .. · ·-.; 

.. ·· .. · .. · ,: ;": _;,.,: ··; .'.:·. ·:_,·; 

todas aquellas construcciones• en Ías 

flSi~l~~~· . :::.::>::·:: 
. :-... :';:: _).,:, .. ,:· .. ' ·.· . ·--·:,·' :.:-~·~r=::;-·- .y_:·:_;.:·: .:;::·<,: 

.; .. ,-· _· _: .-. . - ~- ; .. : .. : _:·._: ;: ;:/_. __ : _::- ... : .. >,: :.~· -~-~-: ::).:_ ·:.:-::· ·,.-,·.,;... . . .: .. ; 

~J~~~a1~~kr.·a~i!SiJg.i~&·t·:Uz:••• 

.Jos matenhles o en cuanto a los 
procedimieiltos ~nstíuctivos. 
.- + :>- -~ . .. ·. _, ._·- .. ---,-,::·,·: ___ -... 

ll4J<Íiritensídad.dtfla carga de 
pruebas déberá sef.iguaf a 85% de . . ·' 
:Ia:de'diséfio mcluyéndolos factores • .: .. 

do Wgaq,< 1t0"; · ··.. . }' 
IIl:. ~La zona eli(}tie'1se.íiplique Se!a': 
Já riecesana páÍ'a ptodúcir eillos . . ., 
el~entoso conjuntos. i•. · .··. . · .. · .. 

s~leeciohíidos los efeCtos más ·· .. ··· 
dé~r~~oral>Ies; \ •.. ··· · .. ; 

-~~~~~~~ 
~~Z~~~!~~~e~et~1.i':-: 
como deflexioneS~ vi!Jiaciones y. . . 
agri~tall1ientos: .·.·.· ·· · .... 

3 



:A.Rl:rcitLcri3~~DAiú~d~ iilibiai 
~ -·. . . . -· .· . . . - - ... --· - .. - . - ... , ... - . - -

:~e~t::~~=ri:J~t~~~:tw;~rJ 
_gáfia<f<J cúeíliáciíri'Jª-~I>adda,a a~ 
isqpJ#;U-i/ las , . ~gas . 'V~ciues 
_es~ilitfY:3o fi()f·~i(:iíto 9eJas-

;¡¡~~~~~~ 
~~t~~~.~1:/tz~::m~~1~ 

r~~·abi~$~ri~~f~ti~~l'4it~~lt6a~íi. 

~~~~~f~~~~~~~~i~~>'.f,"~, 
antes;4e~#so;~Uri~Piue!Jad~i/; 

~~ieÍ\t~xfoth~~·d~J·~~ítJio 'Xf~'~; 
~fj~t~'fítu}Jf/ :.··,:·~/ . /(i·.· .......... •:,;:" 
AR.'ficutii2:Js:Dtáf i,··. · ... · ''"· 

iboilificaciolle~dilcbh~írticcioD.~~:,t¡ 

~~1!TI";g,~ 
proyecto estructtirál. qÚe gárantice ,( 
que tanto la zona ín{}difici¡da. cmnoi •. 

~~~:¿%t¿:~1~n~:tk;su.•.-······-• 



··-, -.-· 

. -- -_-- -/_- -. ='/:~::: :·_·:,:_ ~-=-_;' .. --,: 

ARTICULó( 
ooificaciüiici. 

así ... comO:ideJos plano~: ri;te}ri~~~s 
de cálclllóy.ótrOs docUinerit6sé'S9~r~ 
el diseñó de h cimentaciÓn. ¡¡.i¡(J$ 
dísroa<Iorc.i•.• d~ > edificio~ .. ;.~~e.::.·.~e 
con~truf.n¡ en]Jreili~s·titl~~o~~c.: />/ 

J :•.· .•.•.....•... •.••.•· .•. ·.··.• .. ; .•.•..•. · :.·t~Pít'~tof{;:"·;,1 <~~·:i(:;.~·;; 
~- ,_r,, : . .:,-·:_,,,,,-, ...... , .. , .-=;-_:_-'-::,-: .. ,,.,_ .. ·.:::;;/ ,_, ,;,::-.. _, .. , __ :--_, ..... 

... 
~ ., 



.th~:<¡te•no·· ~ rebasert···•·Ji>s 
siguientes eitados Júriite 'fde ;falllt 
voit~; /. desplazáfnienti}'··.···dcl·. )liÍifo; 
falla de cimentación dei iliismdód.ei 

:~:~:tt!~··:~x~l?~~~~~ 
l~s éStad~s límite de serVicio~ et'iiilO 

;~~~~~ 
~tl~~·í\!~ 
:~,~~~;~~~~~ri~~~:~~~;~ 
·~llpériores ·ri•lo~•<fe díst:ñ§Púrefeeto 
ide ¡Jresiófl:def:a~~,:.,- ,::,:;·:.=:,;:;,::-::;=:/;~:.:;::,;··/_,:_:;g,. --':-·,, :)J/-· 

:j.•:5::; ;._·~~;j; ;cz:··:{_·• ~;··~ · 

~~~~t~~1i~k~ 
'#ri.~jg~p!@~.y! ~~~~~#'í~ltj:; }·i 

liXitk~~ 
·.~xcávaéioiies·ymilr6s de contenéióii 

1áS; ;: .~strll.cilifti$ /i.{e .. · /'il'istaiaCiones. 

;~~f~j::;~!J¿01~~~i~~~zo~~a~ 
:Q.~t:S!i~J~?:r i _,, .r.······· .. ·. 

~hatq~~ ~<lriíbió:i~~ifi~átivo que 
·deba ··.hacerse al ]:lfucédimiento · de 

~~~~~~~~~~~:a~::-~~~· 
1baseenL:t iftformatióri,contenidaen 
ilichbesfudio: ;.: ' · 

'AR.ricuLo··.z31r¡.Lli:m.cinoria'.de 

~B'E6~ 

~ll¿~~~!~~~~-~~~!-~~~~i:i~i 
~~~~1)~~t~~~~;~@&gt~h~1:~ 
f~ó~~e~~~ffia~~~~;~á!~jiM!~ 
.~~1~~~.s,~~i~i~b~k~,~!Z~··t1~: 
eiiné:níacióri6~:;•:•d¿' :: ió~ · :¡rifu'Ii~l>ig~ 

~~!iil~~ 
-- -- • ::. :.: _' :,.-,-; :' .:::.- <-.= ,-_ .. ,:- ,-, ,,·-- • • • '',, ,:/~:-_:',,:· _: .: ,-· _: _- -

r .. 



JL- De : 8etVíbi¿'; :.~óvltnie~tos 
vet1ieales y horiiontale~ fumedi~tos . 
y diferld{)~ "por desearga e~" ef ~éá 
de.excaváCíón y etilos al.rciledores. 

r::ü~~~rtz:~~~~z~d~:l~!:~ 
suftcientet1le~tt~ ... · réducidos;:pili•'n<i 
cm.isacilllños a hís construcciones 'e• 
inst~l~{)iqlles ··.·.aay#ente$ ·.hi· .... ~•.los· 

·.·:~::"_-=.:·, ·.=:· ··;. -:··--· ,. 
=\:, ····'~' : .. · 

·;-.: •"• .... ··,.,,_¡,·_,¡·.:.: .. :".<\/{:...~·.:: ~.:::-.'- =~=: .... -.: 

W~~~fJ~MH~~},;z~t~~~·ic~!-

/sea 
fa~ 

:SUS'•;:e ec os·.:;que en··;pra tcamen e 

Ett~ii~,~:. 
:a~~m~~~¡;~~e1~~J~~f:l~ · 
-~~4~&6_.;. w;;" .>l ?F· , .·... .. . . 
r:;..,.=·= ........ ,.. .,,:·;x··.= ,··· .. . . 

':::~:-_:=f:,.:_=:: :'~ }: .. ::; /;' ,:;::::: .. :·,·, /; '• .• :" -:-:-~·-.:_t:'. ;' :;·: .:.. :. :-~.-,::.=· . . . '· .. ·_ ·, ·,· :::-_.: ·: 
.·.;. . . . ·:;.·:. ~:<:,';': .··,·~.-;·_: . . _'.::·~ 

,.:,·;· .: ::::·. :·.:.-::·::,·-.:,:.: ...... ·, ::·-:.,',-.:~_-.; · .. : ................ · ;.._ :. 

~~~¡tf&~¡~~ 
'Cá¡}ítnlos .tV .á;·Yifide: este ·Títhlo;! 
·~nsidérárido5e'las ;sobi~bargas: qtie. 
~~a8~tt:·~~r:xi:~púb!i~a.l~' 
excavación;:}. · < • : ' ' .. ' · ,; . 

'XRT1c~o ~,~~D t~·,·~ur~s······~~· 
.qo~ti~I1¡;iB~i, (lxte~()ri:~-.···· •··Cc>nstruidh~ 
par~ :<,131: esfuhiliC!a(:l .. a desniveles del 
'terrenoJ.deberáU><iiseñarse . de tá1 ... ..... .. '--· .... .• . . . . .•.. ...... ... . .. . . . .... 

. ( 

~: ,. ·. ~ 



ciméntació~, ctncÍuye'ndo la ~fucdótl 
negativa, ·los.?'pesóS .. y erílwj~$ 
Iatehílfs dei<is 'í-eliehos:yi¿stfe:s que 

~~B11Yirtl 
·del·•··áhali~í~>cié .. é~fi;;:p¡frkfiiles'li~ 

~~~~~~!~~ 
ilisefiadcir~$· .•.• de'•·•Ia .sutíéresiiudura.'Y 
d~~a_élljiefi~~f:~?rf :·. . . • .·. 
En···~i···~~Íllí~,4~~~~·#>tad()s,· .lítllit~ 
de .Jalla·'i:i"serViCio· • .se itoinará· en. 

· ·~t~t:~:~;;t~~tt~~~~~··Z~t~~~~~ 
i'!!§Jfff1,~1~~¡ác~; 

neta; •· es.·. •:.decrr :..·deL.· maxuno 
j~~nt() d~:,e~ci;io. ~~ pueda 

~'i.~l~:;: 

fnz:nit~f~~'f!sl.a':f::t&f:3:t:ts 
veéinas. . 

c~ando e~ cit substi¿ló &1 ~úi(> o e~ 
~U veéimfad 'extst<iÍ};feÍlenbS suéttos:' 

¡~-~~f 
ci~erita~iónU ; •.· xr ........ : L/ .. •.· .. ·:··.···.·.· .· ... ; •• 

-~~~j 
díseffó·estíiíciUriilM.la··ciiiíentáCión• 
.- .-.-........ · .. · .. -.... · ... -.......... · .. · ..... · ........ · .. ······'·"···· ........... · -~~ .... ····• 



.· .- --.-·,::; .· . -., -.:'. ·, _·-· .- ,-_-.·. -·. -.: ···::·· -~ ··: .... ·:.·:- .... _ 

. . - ... ·.- . ; -.. -·.. . -- .. -: . - ·'= ..• ,,:·.,:::.·,=~ .•. '.,• 
-. : - -: : ;: _-_-- . __ ,-- ._ -.. -':.· ..••• -.', ·':·· •• ·.'.·,· ·.·i .... . '.'· .. -:':.·.····· : ;.. . 

- · -- =· : >i_: _, _ '_,:: ·-Y///i.,:/~/.:'.=' ,, : :·: -,;= -·= - · -.- =-- · 

~~~~fa%~~-~~~;\i~i 
e51:~.· .. Regtarn~ht6; /i~·~.,foíntlñi; éil 
cuenta !á,···· é'V<Jluéión ,· .ffitú.Ta 'del 

-_- ,- /-·;·,: = .. -·. ·:,- .. ,' ... ,. 

wZ~~~¡2~~l·~g~~!!fCds~ 
é'qn.Sistirá, de acÍierdo. cond éÍrticiúci 
193/ ...• <If i este •.. ·· .. Reglllllidnto;.·:. en 
comparnri ···: hi •. · 'resistellciái;y ' .Íás 
deformacíorí~ ,: · tn<ÍXiíriaS:·.··.aceptables 
de( . sl.lelo·> cOri ' las ··fuerzas · y 
.defonnacioiles inducidas por' his 
acciones d~ di~O .• Las acciones 
serán are~tádlls pot jo~ factores de 
carga ',Yi:his résistenciáS pór•·lol> 
factores:·ae.l'esistenda: espeeificadas 
f6~~~J:enta:~rm~;, ·: Téoliícas 

1~rtcúio it4.· .·Enel.~i~e~o'.de 
toda .· cimentáción, · ... Se ·co'nsiderarán 
los sigtÍientes estados líniite;: además 
ae ·lós. corrégpondientes .• a los 
nriembrosde la estmcnira: ·' · · · 

. . .. . 
. '• . 

.. _., . . ·-:' ·:.:: 

: :~, >: ~ ::. 

.-, · ...... ·.·,· ·.· . ' .. ' 
:.- ••••• •• • • :· • ••• :·::.'": •• :·.:·:.':'·. ••• •• !; ••• • ••••• • •': •••• : • ' •• • •• 
.{,~::::,-.'.: ..... ·- .. ·.•·. _,., ___ ,:_:':::·,:.''.-:_·· ·: ·: ·--. -·-.:-. . . __ ., . 

. · :·: :: .. :, ,·-;_;, : .. _ ... 
Jt~;D~séruciti: •. ·.· ..•.. Y... •:::·.·. 
::. . ; . . ::_: ;_: ,:,; :· .. ' 

•• ,~~~~~ 
.~ircvíiwmi~};·•\·:;'.:,i.:}:!.:/ :. ".· · · ·· 
-.· . . . . . . ·,: :·- .,: 
~,".i_,·/- _:·:}'.:_:,':~--.. -.. -_ ;·.':. :;·":. -· .. -: . -·. ::_:> . .::' ;:--,-.. :~- · ...... ' 

6)rilc!in~6ióii~~k~fi! / ····. ··, .· . 

~) bi¡¿~~~i~~~;fe;~;ciaL~ ••·· · .. · : ~ 
.. : .. ··. ~ 

.. ... 

·cori.solidación, •y )a .c.ombfuación•d.e· 
los tres .. · El Yai(Jf:ésperadp·decada 
úrio ···de. tales rilovi11lit.~ntos ·•. demirii 
·a]llstarse .• · ... ·· a')Ó · (ii~p#~stó :~or )~s 
.Noimas. TécriiClli¡ .Compleriientana$, 
Para no •causar'dMosiinto1erabiesi·~· 

. lit. : p~opiá. .. '. ~hrii:'rttadó~{ :. ~ . >1~ 
·süperestrristura y'stis inst<i.iacione~.· 
a Jos eremeni()s ha estfü~tmaie{ }'. 
acábados .•.. •. a • Iás cOhstrUcciones . : ' "• ' ), .. , . :.· . .. ," . : :: "' ... ' ... ,." .... 
yeeinasriialos Servidos públicós:< . 

, .. · . ·.~ .... 

ARTICULO .•22s~;;· Eri<el'dise'ñ()ia~ 
las.'()illle11tad()h~~•• s~ 'con~ide~áciti• 

' ,¡ 
···~ 

···. 



Colllpl~me~tarias~·- · · :, .. ·<···i ii• .';/ 
: ·.: .. :· ,.:.'. ~-'-:.: :' :··::.;)':~};,. ~~:::.': . ::' ::. ··-:.'':' :~:: 

ARfrttriio\'·'··iiir····. i,;·:;t~ 

~'~~íl~-~ 
rr~i~• 
•las ftierifjg;gQtfuf~~+~liucida~···~~ghri 

-~~· .por aich~sj':f<}ifuas,. áU!neritad(} .en· 
o.óql/'ó;o~áb Q.Oo6 &eiaaltuta de 
diiih(t ~iy~fso~re':ert~rtenó • en· .. las 
zonas;lli'~ lll; respeetívamente: . · 

: ,·_,:·.:,:.{f;·:·;.:,. _:; .... :·:·\' <~ ·... ~.:\:': ',·-.::. ~-. ·f,: ;_<-~:<·' ·_.-.:: ,- -.: 

~~-' <,·.~--

~t!s~~ºíTI~~~·f~~an!~:~~~ 
tanques, chinÍerieaS/ silos/ fuufos de 
(etentíóny (:,tras co1l~triicdiones q;ie no sean edificios,. 'se har~n. de 
ácuerdo con··}(.}. que/marquen: las 
Nonnas T écnic~.S;. (Jómpi~lll~iitana~ 
y,· e11Ios aspectqs no. ~ubi~ito~ wr 

~~6Z:f~{i~~ 

ro 



ARTICULÓ:iZ{h~:ldtiáriá{):,~li§~· 

.~~!~~····e~m~?c~o•·.;~f;o~~¡~ 
sísllli do. podráií red u e irse ,(;oii fitie~ 
de . · diseñó <Ias fiü:r~s ·~sí;¡rii}c~~ 
.calculadas;.émpleiln.q()··.Paráello;•.Iq$: 
criteriosi •.q\Íe fijen ....•. I~.•;.]Itor{nas: 

1!c~:rias).~~·~tffJe,~~~~~~i~1~ 
·estrt1crltdl~~ /'}' .a~I••'réfreriK..f:J/rli~: 
:ctespiaf#.ikf1!6$} :c:*is\II~9~ c;;,4.~ 
acuéidoiic(># ·~stos i.t'p#'Odósif{;: 

¡~~-~~ 
: ~. :":·_:_ . .. -; ·.:·.: .-'i~\_ :'> _·-:-_: ::_:'·: .. _, __ -~;'_;_:_:_ :~ -·~: ,- :~:.(<./:.:•.( -~ >·:: 

:~¡ d~~bi~rii&~~~ué esbe~if~<ltieri 
1áS •··.·· <Noilnas ··· ....•.••.. ,TéCnicas 
;CompleiD~nt<uias para ·la 11piicación del. métodosimpli(icado . de ai:iáli~is 
tomarátli en . .Cuenta todas las 
re~\lccid#~{ qti~ :ProcedaJ) por los 
concéptoS mencionados/ . Por · e1lo 

;~¿~~~~~~z~·:t~t1Mnt:~ 
r'ea&d:ióite'sáilíóióri~I~s:i ·./ .\ i.;\ 
·:.- •.. ~:-:;· -:~.-- '-~:- ·:::_-,_: __ -,;'.";:':;.,, .: 

'/,.;,.,;!: ''}'j,o,{,; \; .; [!~'i:• ,;,j;·:j: 

iAR'TiciiLo 2o~:;;:se '~~rificara· 

illl .. el os:'por Sismo com ma os 

a.'.!. ~it~i~:;,o~ 
. . . .•.·'.·'' ... · .. ·.•.··.),·:.· , ., . :::.::~ r·':.=f~::·,: .:.: ,,. ,, .: ., ··~·.:· .: .. , '' ,. ::,;: .· ',:., .. , .. ·~··''~:~.::::·':'; .... , .. 
. . . . ... . · .... · . ·.,:.·.:: .. =': .......... : .:.,.'.;·;· .· .. : .. '·.:· .. ··.:-.. .'. '<. : :• .· . .... . . .. ~ :.··' .,:·,.: "· .. ; .. :. . ... ·. . . . . ·. ·: ·. :.,·~\ ,;·: 
('h·t~;:.:(>'~·.··"· ' ' :; · .. ,::·. :.>:~·,, 

ARTié::iffi&'~ó9.i Jiis'diferencia~ 
:~ritfe los ddsptazaffiient~s laterales, 
:aé ',piso~ consecutivos debido a las 

·f.4~~!aas(~~t7!t~~t:&~tai~~ 
liiét&ióS ii de•· .i análiSis i' •..•. · sísmico· '· 
ii'n~b.iidiiiili.6trbri di:ahiciíÍ().203 d~ ~· 

~~~¡¡~~; 
que los .eJemeritósmcapaces:·. de 
iopdrtar déforma~iones apreciables, ~ 

~~z;.~t~~~¿~sj:~::~t:d~ 
~~!~~b~e,~~3tl:~o~c~6n:~· 
esia, En tat casó~ el límite en 
c~estión será de 0.012. 

.. . . . 

El cálculo de defonnacíónes• 
lateiáles podrá omitirse cuando se 

~~~i~11~~jl~f,,t~~li~ca9o·.~h: 
~~~~~fui~ ·;~iWI~:'. ~~·.··Jach~~~~ 
.b~~¿~t~~·~k~,'~~~J~~~i();~s¡1~1 
~~if·~ Ia 'Jig;iti~ /é~tÓs/ cort:J~ 
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. . ·::- . ·. ,, .. :-· _.,=:·-·_:·,-·_:--.:·:_.- -.·, :.'\?;~~:·,::· 
: •• : $ :.~. '· .:· :. ·: • .; 

correspqpderíáll:.· de a6uerdci:cgn·'los 

2~i!iiili 
•:~~!~~il~?ót¡~~fa~~~~~ 
siguientes regláS: < • . • u·./ : ·> .··.· ··.· 

- . ..... . . ·:·:· . - _· -, ·- - ·:- 'Y,:::·:);'(~·_.:· .. 

11~~~i~,~ 
5~~1~~~~~ 
análisis $ísnüco y se· vei#léará su 
resistencüi / de· ·acuerdo c0n . las 
norni~'c6fiespondiéntd; ;:·.,: x·.··,······· .... · .. 
:. ::·. ~.'r::; , . .::-: :;,:x .. :··=·· 'i/_,:_,=//1"/:~:' --.- ,:~~·:-.:- :·_,;; .. ,,~ _._,·:·;,':' 

-~,~~!il~~~ 
colunJllas resistan la fuerk dortanté, 
el' monl.e~tg /flexionante; ~··fuerzas 

:~~~10:1~!~~ 
~l~+~·~ 
kttfibfrri~.;~Z~.~!;~i·t:i&fidente: 
~l:iiic&. ·.c. es, el cociérite de la 
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las fi¡erzas gravitaciomdes actuando 
en la estructura deformada ante la 
acción tanto de dichas fuerzas como 
de las laterales. · 

Se verificará quela estructura y s~ 
cimentación no. alcancen ningún 
estado 1i · · 
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requisitos de seguridad de este 
Reglamento. El proyecto deberá 
incluir los apuntalamientos, 
regidizaciones y demás 
precauciones que se necesiten 
durante la ejecución de las 
modificaciones. 

Capítulo XI 

Pruebas de Carga 

ARTICULO 239.- Será necesario 
comprobar la seguridad de una 
estructura por medio de pruebas de 
carga en los siguientes casos: 

l.- En las edificaciones de 
Recreación, clasificadas en el 
artículo 4 o de este Reglamento y 
todas aquellas construcciones en las 
que pueda haber frecuentemente 
aglomeración de personas, así como 
las obras provisionales que 

puedan albergar a más de 1 00 
personas; 

II.- Cuando no exista suficiente 
evidencia teórica o experimental 
para juzgar en fonna confiable l~ 
seguridad de la estructura en 
cuestión, y 

III.-Cuando el Departamento lo 
estime conveniente en razón de 
duda en la calidad y resistencia de 

los materiales o en cuanto a los 
procedimientos constructivos. 

ARTICULO 240.- Para realizar 
una prueba de carga mediante la 
cual se requiera verificar la 
seguridad de la estructura se 
seleccionará la forma de aplicación 
de la carga de prueba y la zona de la 
estructura sobre la cual se aplicará, 
de acuerdo a las siguientes 
disposiciones: 

I.- Cuando se trate de verificar la 
seguridad de elementos o conjuntos 
que se repiten, bastará seleccionar 
una fracción representativa de ellos, 
pero no menos de tres, distribuidos 
en distintas zonas de la estructura; 

II.-La intensidad de la carga de 
pruebas deberá ser igual a 85% de 
la de diseño incluyendo los factores 
de carga que correspondan; 

III.- La zona en que se aplique será 
la necesaria para producir en los 
elementos o conjuntos 
seleccionados los efectos más 
desfavorables. 

IV.- Previamente a la prueba se 
someterán a la aprobación del 
Departamento el procedimiento de 
carga y el tipo de datos que se 
recabarán en dicha prueba, tales 
como deflexiones, vibraciones y 
agrietamientos. 



V.- Para verificar la seguridad ante 
cargas permanentes, la carga de 
prueba se dejará actuando sobre la 
estructura no menos de veinticuatro 
horas; 

VI. -Se considerará que la estructura 
ha fallado si ocurre colapso, una 
falla local o incremento local brusco 
de desplazamiento o de la curvatura 
de una sección. Además, si 
veinticuatro horas después de quitar 
la sobrecarga la estructura no 
muestra una recuperación mínima de 
setenta y cinco por ciento de sus 
deflexiones, se repetirá la pmeba; 

VIL- La segunda pmeba de carga no 
debe iniciarse antes de setenta y dos 
horas de haberse tenninado la 
pnmera; 

VIII.- Se considerará que la 
estructura ha fallado si después de 
la segunda pmeba la recuperación 
no alcanza, en 24 horas, el setenta y 
cinco por ciento de las deflexiones 
debidas a dicha segunda prueba; 

IX.- Si la estmctura pasa la pmeba 
de carga, pero como consecuencia 
de ello se observan daños tales 
como agrietamientos excesivos, 
deberá repararse localmente y 
reforzarse; 

Podrá considerarse que los 
elementos horizontales han pasado 
la pmeba de carga, aun si la 
recuperación de las flechas no alean 
zase el setenta y cinco por ciento, 
siempre y cuando la flecha máxima 
no exceda de dos milímetros 
L/(20,000h), donde L, es el claro 
libre del miembro que se ensaye y h 
su peralte total en las mismas 
unidades que L; en voladizos se 
tomará L: en voladizos se tomará L 
como el doble del claro libre; 

X.- En caso de que la prueba no sea 
satisfactoria, deberá presentarse al 
Departamento un estudio 
proponiendo las modificaciones 
pertinentes, y una vez realizadas 
éstas, se llevará a cabo una nueva 
pmeba de carga; 

XL- Durante la ejecución de la 
pmeba de carga, deberán tomarse 
las precauciones necesarias para 
proteger la seguridad de las 
personas y del resto de la estructura,. 
en caso de falla de la zona 
ensayada: 

El procedimiento para realizar 
pruebas de carga de pilotes será el 
incluido en las Nonnas Técnicas 
Complementarias relativas a 
Cimentaciones, y 

" ··t'· 



XII.- Cuando se requiera evaluar 
mediante pruebas de carga la 
seguridad de una construcción ante 
efectos sísmicos, deberán diseñarse 
procedimientos de ensaye y criterios 
de evaluación que tomen en cuenta 
las caracteristicas peculiares de la 
acción sísmica, como son la 
imposición de efectos dinámicos y 
de repeticiones de carga alternadas. 
Estos procedimientos y criterios 
deberán ser aprobados por el 
Departamento. 

TITULO SEPTIMO 

CONSTRUCCION 

Capítulo 1 

Generalidades 

ARTICULO 241.-Una copia de los 
planos registrados y la licencia de . 
construcción, deberá conservarse 
en las obras durante la ejecución de 
éstas y estar a disposición de los 
supervisores del Departamento. 

Durante la ejecución de una obra 
deberán tomarse las medidas 
necesarias para no alterar el 
comportamiento ni el 
funcionamiento de las 
construcciones e instalaciones en 
predios colindantes o en la vía 
pública. 

Deberán observarse además las 
disposiciones establecidas por los 
Reglamentos para la Protección del 
Ambiente contra la Contaminación 
Originada por la Emisión de Ruido 
y para la Prevención y Control de la 
Contaminación Atmosférica 
Originada por la Emisión de Humos 
y Polvos. 

ARTICULO 242.- Los materiales 
de construcción y los escombros de 
las obras podrán colocarse 
momentáreamente en las banquetas 
de la vía pública, sin invadir la 
superficie de rodamiento, durante 
los horarios y bajo las condiciones 
que fije el Departamento para cada 
caso. 

ARTICULO 243.- Los vehículos 
que carguen o descarguen 
materiales para una obra podrán. 
estacionarse en la vía púbica 
durante los horarios que fije el 
Departamento y con apego a lo que 
disponga al efecto el Reglamento de 
Tránsito del Distrito Federal. 
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REGLAMENTO 
CAPITULO VI DISEÑO 

POR SISMO. 

GACETA OFICIAL DEL 
DEPARTAMENTO DE 
D.F. 

6 DE JULIO DE 1987. 

ARTICULO 202.- En este Capítulo 
se establecen las bases y requisitos 
generales mínimos de diseño para 
que las estmcturas tengan seguridad 
adecuada ante los efectos de los 
mismos. Los métodos de análisis y 
los requisitos para estruch1ras 
específicas se detallarán en las 
Normas Técnicas Complementarias. 

ARTICULO 203.-Las estmch1ras 
se analizarán bajo la acción de dos 
componentes horizontales 
ortogonales no simultáneos del 
movimiento del terreno. Las 
defonnaciones y fuerzas internas 
que resulten se combinarán entre sí 
como lo especifiquen las Nonnas 
Técnicas Complementarias, y se 
combinarán con los efectos de 
fuerzas gravitacionales y de las 
otras acciones que correspondan 
según los criterios que establece el 
Capítulo III de este Título. 
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Según sean las caracteristicas de la 
estruch1ra de que se trate, ésta podrá 
analizarse por sismo mediante el 
método simplificado, el método 
estático o uno de los dinámicos que 
describan las Normas Técnicas 
Complementarias, con las 
limitaciones que ahí se establezcan. 

En el análisis se tendrá en cuenta la 
rigidez de todo elemento, estructural 
o no, que sea significativa. Con 
todas salvedades que corresponden 
al método simplificado de análisis 

' 
se calcularán las fuerzas sísmicas 
defonnaciones y desplazamiento~ 
laterales de la estmctura, incluyendo 
sus giros por torsión y teniendo en 
cuenta los efectos de flexión de sus 
elementos y, cuando sean 
significativos, los de fuerza cortante 

' 
fuerza axial y torsión de los 
elementos, así como los efectos de 
segundo orden, entendidos éstos 
como los de las fuerzas 
gravitacionales actuando en la 
estmctura defonnada ante la acción 
tanto de dichas fuerzas como de las 
laterales. 

Se verificará que la estmctura y su 
cimentación no alcancen ningún 
estado límite de falla o de servicio a 
que se refiere este Reglamento. Los 
criterios que deben aplicarse se 
especifican en este Capítulo. 



Para el diseño de todo elemento que 
contribuya en más de 35% a la 
capacidad total en fuerza cmiante, 
momento torsionante o momento de 
volteo de un entrepiso dado, se 
adoptarán factores de resistencia 
20% inferiores a los que le 
corresponderían de acuerdo con los 
artículos respectivos de las Nonnas 
Técnicas Complementarias. 

ARTICULO 204.-Tratándose de 
muros divisorios, de fachada o de 
colindancia, se deberán observar las 
siguientes reglas: 

I.- Los muros que contribuyan a 
resistir fuerzas laterales se ligarán 
adecuadamente a los marcos 
estructurales o a castillos y dalas en 
todo el perímetro del muro, su 
rigidez se tomará en cuenta en el 
análisis sísmico y se verificará su 
resistencia de acuerdo con las 
nonnas correspondientes 

Los castillos y dalas a su vez 
estarán ligados a los marcos. Se 
verificará que las vigas o losas y 
columnas resistan la fuerza cortante, 
el momento flexionante, las fuerzas 
axiales y en su caso, las torsiones 
que en ellas induzcan los muros. Se 
verificará asimismo que las uniones 
entre elementos estructurales 
resistan dichas acciones, y 
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II.- Cuando los muros no 
contribuyan a resistir fuerzas 
laterales, se sujetarán a la estructura 
de manera que no restrinjan su 
defonnación en el plano del muro. 
Preferentemente estos muros serán 
de materiales muy flexibles o 
débiles. 

ARTICULO 205.- Para los efectos 
de este Capítulo se considerarán las 
zonas del Distrito Federal que fija el 
artículo 219 de este Reglamento. 

ARTICULO 206.- El coeficiente 
sísmico, e, es el cociente de la 
fuerza cortante horizontal que debe 
considerarse que actúa en la base de 
la construcción por efecto del sismo, 
entre el peso de ésta sobre dicho 
nivel. 

Con este fin se tomará como base 
de la estructura el nivel a partir del 
cual sus desplazamientos con 
respecto al terreno circundante 
comienzan a ser significativos. Para 
calcular el peso total se tendrán en 
cuenta las cargas muertas y vivas 
que correspondan según los 
Capítulos IV y V de este Título, 

El coeficiente sísmico para las 
construcciones clasificadas como 
del grupo B en el artículo 17 4 se 
tomará igual a O .16 en la zona l, 
0.32 en la II y 0.40 en la III, a 
menos que se emplee el método 
simplificado de análisis, en cuyo 



caso se aplicarán los coeficientes 
que fijen las Nonnas Técnicas 
Complementarias, y a excepción de 
las zonas especiales en las que 
dichas Nonnas especifiquen otros 
valores de c. Para las estructuras 
del grupo A se incrementará el 
coeficiente sísmico en 50 por ciento. 

ARTICULO 207.- Cuando se 
aplique el método estático o un 
método dinámico para analisis __ 
sísmico, podrán reducirse con fines 
de diseño las fuerzas sísmicas 
calculadas, empleando para ello los 
criterios que fijen las Nonnas 
Técnicas Complementarias, en 
función de las características 
estructurales y del terreno. Los 
desplazamientos calculados de 
acuerdo con estos métodos 
empleando las fiJerzas sísmicas 
reducidas, deben multiplicarse por 
el factor de comportamiento sísmico 
que marquen dichas Nonnas . 

Los coeficientes que especifiquen 
las Nonnas Técnicas 
Complementarias para la aplicación 
del método simplificado de análisis 
tomarán en cuenta todas las 
reducciones que procedan por los 
conceptos mencionados. Por ello 
las fuerzas sísmicas calculadas por 
este método no deben sufrir 
reducciones adicionales. 
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ARTICULO 208.- Se verificará 
que tanto la estructura como su 
cimentación resistan las fuerzas 
cortantes, momentos torsionantes de 
entrepiso y momentos de volteo 
inducidos por sismo combinados 
con los que correspondan a otras 
solicitaciones, y afectados del 
correspondiente factor de carga. 

ARTICULO 209.- Las diferencias 
entre los desplazamientos laterales 
de pisos consecutivos debido a las 
fuerzas cortantes horizontales, 
calculadas por algunos de los 
métodos de análisis sísmico 
mencionados en el artículo 203 de 
este Reglamento, no excederán a 
0.006 veces la diferencia de 
elevaciones correspondientes, salvo 
que los elementos incapaces de 
soportar defonnaciones apreciables,. 
como los muros de mampostería, 
estén separados de la estructura 
principal de manera que no sufran 
daños por las defonnaciones de 
ésta. En tal caso, el límite en 
cuestión será de 0.012. 

El cálculo de defonnaciones 
laterales podrá omitirse cuando se 
aplique el método simplificado de 
análisis sísmico. 

ARTICULO 210.- En fachadas 
tanto interiores como exteriores, la 
colocación de los vidrios en los 
marcos o la liga de éstos con la 



estructura serán tales que las 
defonnaciones de ésta no afecten a 
los vidrios. La holgura que debe 
dejarse entre vidrios y marcos o 
entre éstos y la estructura se 
especificará en las Nonnas Técnicas 
Complementarias. 

ARTICULO 21L- Toda 
construcción deberá separarse de 
sus linderos con los predios vecinos 
una distancia no menor de 5 cm. ni 
menor que el desplazamiento 
horizontal calculado para el nivel de 
que se trate. El desplazamiento 
horizontal calculado se obtendrá con 
las fuerzas sísmicas reducidas según 
los criterios que fijan las Nonnas 
Técnicas Complementarias y se 
multiplicará por el factor de 
comportamiento sísmico marcado 
por dichas Nonnas, aumentado en 
0.001, 0.003 o 0.006 de la altura de 
dicho nivel sobre el terreno en las 
zonas, I II o III, respectivamente. 

Si se emplea el método simplificado 
de análisis sísmico, la separación 
mencionada no será, en ningún nivel 
menor de 5 cm ni menor de la altura 
del nivel sobre el terreno 
multiplicada por 0.007, 0.009 y 
0.012 según que la construcción se 
halle en la zona I, II o III, 
respectivamente. 

La separación entre cuerpos de un 
mismo edificio o entre edificios 
adyacentes será cuando menos igual 
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a la suma de las que de acuerdo con 
los párrafos precedentes 
corresponden a cada uno. 

Se anotarán en los planos 
arquitectónicos y en los 
estructurales las separaciones que 
deben dejarse en los linderos y entre 
cuerpos de un mismo edificio. 

Los espacios entre construcciones 
colindantes y entre cuerpos de un 
mismo edificio deben quedar libres 
de todo material. Si se usan 
tapajuntas, éstas deben pennitir los 
desplazamientos relativos tanto en 
su plano como perpendiculannente a 
él. 

ARTICULO 212.- El análisis y 
diseño estructurales de puentes, 
tanques, chimeneas, silos, muros de 
retención y otras constmcciones que 
no sean edificios, se harán de 
acuerdo con lo que marquen las 
Nonnas Técnicas Complementarias 
y, en los aspectos no cubie11os por 
ellas, se hará de manera congmente 
con ellas y con este Capítulo, previa 
aprobación del Departamento. 

Capítulo VII 

Diseño por Viento 

ARTICULO 213.- En este Capítulo 
se establecen las bases para la 
revisión de la seguridad y 



condiciones de serviCIO de las 
estructuras ante los efectos de 
viento. Los procedimientos 
detallados de diseño se encontrarán 
en las Nonnas Técnicas 
Complementarias respectivas. 

ARTICULO 214.- Las estructuras 
se diseñarán para resistir los efectos 
de viento proveniente de cualquier 
dirección horizontal. Deberá 
revisarse el efecto del viento sobre 
la estmctura en su conjunto y sobre 
sus componentes directamente 
expuestos a dicha acción. 

Deberá verificarse la estabilidad 
general de las constmcciones ante 
volteo. Se considerará asimismo el 
efecto de las presiones interiores en 
constmcciones en que pueda haber 
aberturas significativas. Se revisará 
también la estabilidad de la cubierta 
y de sus anclajes. 

ARTICULO 215.-En edificios en 
que la relación entre la altura y la 
dimensión mínima en planta es 
menor que cinco, y en los que 
tengan un período natural de 
vibración menor de 2 segundos y 
que cuenten con cubiertas y 
paredes rígidas ante cargas nonnales 
a su plano, el efecto del viento 
podrá tomarse en cuenta por medio 
de presiones estáticas equivalentes 
deducidas de la velocidad de diseño 
especificada en el artículo siguiente. 
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Se requenran procedimientos 
especiales de diseño que tomen en 
cuenta las características dinámicas 
de la acción del viento en 
constmcciones que no cumplan con 
los requisitos del párrafo anterior, y 
en particular en cubiertas colgantes, 
en chimeneas y torres, en edificios 
de fonna irregular y en todos 
aquellos cuyas paredes y cubiertas 
exteriores tengan poca rigidez ante 
cargas nonnales a su plano o cuya 
fonna propicie la generación 
periódica de vórtices. 

ARTICULO 216.- En las áreas 
urbanas y suburbanas del Distrito 
Federal se tomará como base una 
velocidad de viento de 80 km/hr 
para el disefío de las construcciones 
del grupo B del artículo 174 de este 
Reglamento. 

Las presiones que se producen para 
esta velocidad se modificarán 
tomando en cuenta la importancia 
de la constmcción, del flujo del 
viento en el sitio donde se ubica la 
estructura y la altura sobre el nivel 
del terreno a la que se encuentra 
ubicada el área expuesta al viento. 

La fonna de realizar tales 
modificaciones y los procedimientos 
para el cálculo de las presiones que 
se producen en distintas porciones 
del edificio se establecerán en las 
Nonnas Técnicas Complementarias 
para Diseño por Viento. 



Capítulo VIII 

Diseño de Cimentaciones 

ARTICULO 217.- En este Capítulo 
se disponen los requisitos mínimos 
para el diseño y construcción de 
cimentaciones. Requisitos 
adicionales relativos a los métodos 
de diseño y constmcción y 
a ciertos tipos específicos de 
cimentación se fijarán en las 
Nonnas Técnicas Complementarias 
de este Reglamento. 

ARTICULO 218.- Toda 
construcción se soportará por medio 
de una cimentación apropiada. 

Las construcciones no podrán en 
ningún caso desplantarse sobre 
tierra vegetal, suelos o rellenos 
sueltos o desechos. Sólo será 
aceptable cimentar sobre terreno 
natural competente o rellenos 
artificiales que no incluyan 
materiales degradables y hayan sido 
adecuadamente compactados. 

El suelo de cimentación deberá 
protegerse contra deterioro por 
intemperismo, arrastre· por flujo de 
aguas superficiales o subterráneas y 
secado local por la operación de 
calderas o equipos similares. 

ARTICULO 219.- Para fmes de 
este Título, el Distrito Federal se 
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divide en tres zonas con las 
siguientes características generales: 

Zona l.-Lomas, fonnadas por rocas 
o suelos generalmente finnes que 
fueron depositados fuera del 
ambiente lacustre, pero en los que 
pueden existir, superficialmente o 
intercalados, depósitos arenosos en 
estado suelto o cohesivos 
relativamente blandos. En esta 
Zona, es frecuente la presencia de 
oquedades en rocas y de cavernas y 
túneles excavados en suelos para 
explotar minas de arena; 

Zona II.- Transición , en la que los 
depósitos profundos se encuentran a 
20 m. de profundidad, o menos, y 
que está constituida 
predominantemente por estratos 
arenosos y limoarenosos 
intercalados con capas de arcilla 
lacustre; el espesor de éstas es 
variable entre decenas de 
centímetros y pocos metros, y 

Zona III.- Lacustre, integrada por 
potentes depósitos de arcilla 
altamante comprensible, separados 
por capas arenosas con contenido 
diverso de limo o arcilla. Estas 
capas arenosas son de consistencia 
finne a muy dura y de espesores 
variables de centímetros a vanos 
metros. Los depósitos lacustres 
suelen estar cubiertos 
superficialmente por suelos 
aluviales y rellenos artificiales, el 
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capesor de este conjunto puede ser 
superior a 50m. 

La zona a que corresponda un 
predio se determinará a partir de las 

investigaciones que se realicen en el 
subsuelo del predio objeto de 
estudio, tal y como lo establezcan 
las Normas Técnicas 
Complementarias. En caso de 
construcciones ligeras o medianas, 
cuyas características se definan en 
dichas Nonnas, podrá detenninarse 
la zona mediante el mapa incluido 
en las mismas, si el predio está 
dentro de la porción zonificada; los 

· predios ubicados a menos de 200 m. 
de las fronteras entre dos de las 
zonas antes descritas se supondrán 
ubicados en la más desfavorable. 

ARTICULO 220.- La investigación 
del subsuelo del sitio mediante 
exploración de campo y pruebas de 
laboratorio deberá ser suficiente 
para definir de manera confiable los 
parámetros de diseño de la 
cimentación, la variación de los 
mismos en la planta del predio y los 
procedimientos de ·construcción . 
Además deberá ser tal que pennita 
definir: 

1.- En la zona I a que se refiere el 
artículo 219 del Reglamento, si 
existen en ubicaciones de interés 
materiales sueltos superficiales, 
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grietas, oquedades naturales o 
galenas de minas, y en caso 
afirmativo su apropiado tratamiento, 
y 

II.- En las zónas II y IIl del artículo 
mencionado en la fracción anterior, 
la existencia de restos 
arqueológicos, cimentaciones 
antiguas, grietas, variaciones fuertes 
de estraligrafia, historia de carga del 
predio o cualquier otro factor que 
pueda ongmar asentamientos 
diferenciales de importancia, de 
modo que todo ello pueda tomarse 
en cuenta en el diseño. 

ARTICULO 221.- Deberán 
investigarse el tipo y las condiciones 
de cimentación de las 
construcciones colindantes en 
materia de estabilidad, 
hundimientos, emersiOnes, 
agrietamientos del suelo y 
desplomes, y tomarse en cuenta en 
el diseño y construcción de la 
cimentación en proyecto. 

Asimismo, se investigaráli la 
localización y las características de 
las obras subterráneas cercanas, 
existentes o proyectadas, 
pertenecientes a la red de 
transporte colectivo, de drenaje y de 
otros servicios públicos, con objeto 
de verificar que la construcción no 
cause daños a tales instalaciones ni 
sea afectada por ellas. 



ARTICULO 222.- En las zonas II 
y III señaladas en el artículo 219 de 
este Reglamento, se tomará en 
cuenta la evolución futura del 
proceso de hundimiento regional 
que afecta a gran parte del Distrito 
Federal y se preverán sus efectos a 
corto y largo plazo sobre el 
comportamiento de la cimentación 
en proyecto. 

ARTICULO 223.- La revisión de 
la seguridad de las cimentaciones, 
consistirá, de acuerdo con el artículo 
193 de este Reglamento, en 
comparar la resistencia y las 
defonnaciones máximas aceptables 
del suelo con las fuerzas y 
defonnaciones inducidas por las 
acciones de diseño. Las acciones 
serán afectadas por los factores de 
carga y las resistencias por los 
factores de resistencia especificadas 
en las Nonnas Técnicas 
Complementarias. 

ARTICULO 224.- En el diseño de 
toda cimentación, se considerarán 
los siguientes estados límite, además 
de los correspondientes a los 
miembros de la estmctura: 

I. De falla: 

a) Flotación; 
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b) Desplazamiento plástico local o 
general del suelo bajo la 
cimentación, y 

e )Falla estmctural de pilotes, pilas u 
otros elementos de la cimentación 

II.- De servicio: 

a) Movimiento Vertical 
asentamiento 
respecto al 
circundante; 

o emersión 
nivel del 

b) Inclinación media, y 

e) Defonnación diferencial. 

medio, 
, con 

terreno 

En cada uno de estos movimientos, 
se considerarán el componente 
inmediato bajo carga estática, el 
accidental, principalmente por 
sismo, y el diferido, por 
consolidación, y la combinación de 
los tres. El valor esperado de cada 
uno de tales movimientos deberá 
ajustarse a lo dispuesto por las 
Nonnas Técnicas Complementarias, 
para no causar daños intolerables a 
la propia cimentación, a la 
superestmctura y sus instalaciones, 
a los elementos no estructurales y 
acabados, a las construcciones 
vecinas ni a los servicios públicos. 

ARTICULO 225.- En el diseño de 
las cimentaciones se considerarán 



las acciones señaladas en los 
Capítulos IV a VII de este Título, 
así como el peso propio de los 
elementos estructurales de la 
cimentación, las descargas por 
excavación, los efectos del 
hundimiento regional sobre la 
cimentación, incluyendo la fricción 
negativa, los pesos y empujes 
laterales de los rellenos y lastres que 
graviten sobre los elementos de la 
subestructura, la aceleración de la 
masa de suelo deslizante cuando se 
incluya sismo, y toda otra acción 
que se genere sobre la propia 
cimentación o en su vecindad. 

La magnitud de las acciones sobre 
la cimentación provenientes de la 
estructura será el resultado directo 
del análisis de ésta. Para fines de 
diseño de la cimentación, la fijación 
de todas las acciones pertinentes 
será responsabilidad conjunta de los 
diseñadores de la superestmctura y 
de la cimentación. 

En el análisis de los estados límite 
de falla o servicio, se tomará en 
cuenta la subpresión del agua, que 
debe cuantificarse 
conservadoramente atendiendo a la 

evolución de la misma durante la 
vida útil de la estructura. La acción 
de dicha subpresión se tomará con 
un factor de carga unitario. 
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ARTICULO 226.- La seguridad de 
las cimentaciones contra los estados 
límite de falla se evaluará en 
ténninos de la capacidad de carga 
neta, es decir del máximo 
incremento de esfuerzo que pueda 
soportar el suelo al nivel de 
desplante. 

La capacidad de carga de los suelos 
de cimentación se calculará por 
métodos analíticos o empíricos 
suficientemente apoyados en 
evidencias experimentales o se 
detenninará con pruebas de carga. 
La capacidad de carga de la base de 
cualquier cimentación se calculará a. 
partir de las resistencias medias de· 
cada uno de los estratos afectados 
por el Ihecanismo de falla más 
crítico. En el cálculo se tomará en 
cuenta la interacción entre las. 
diferentes partes de la cimentación y· 
entre ésta y las cimentaciones 
vecmas. 

Cuando en el subsuelo del sitio o en 
su vecindad existan rellenos sueltos, 
galerías, grietas u otras oquedades, 
éstas deberán tratarse a 
apropiadamente o bien considerarse 
en el análisis de estabilidad de la 
cimentación. 

ARTICULO 227.- Los esfuerzos o 
defonnaciones en las fronteras 
suelo-estructura necesarios para el 
diseiio estructural de la cimentación, 

. \' 



incluyendo presiones de contacto y 
empujes laterales, deberán fijarse 
tomando en cuenta las propiedades 
de la estructura y las de los suelos 
de apoyo. · Con base en 
simplificaciones e hipótesis 
conservadoras se detenninará la 
distribución de esfuerzos 
compatibles con la defonnabilidad 
y resistencia del suelo y de la 
subestructura para las diferentes 
combinaciones de solicitaciones a 
corta y largo plazos, o mediante un 
estudio explícito de interacción 
suelo-estructura. 

ARTICULO 228.- En el diseño de 
las excavaciones se considerarán los 
siguientes estados límite: 

l.-De Falla: colapso de los taludes o 
de la excavación o del sistema de 
soporte de las mismas, falla de los 
cimientos de las constmcciones 
adyacentes y falla de fondo de la 
excavación por corte o por 
subpresión en estratos subyacentes 
y 

II.- De serviCIO, movimientos 
verticales y horizontales inmediatos 
y diferidos por descarga en el área 
de excavación y en los alrededores. 
Los valores esperados de tales 
movimientos deberán ser 
suficientemente reducidos para no 
causar daños a las construcciones e 
instalaciones adyacentes ni a los 
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sefV!Cios públicos. Además, la 
recuperación por recarga no deberá 
ocasionar movimientos totales o 
diferenciales intolerables para las 
estructuras que se desplanten en el 
sitio. 

Para realizar la excavación, se 
podrán usar pozos de bombeo con 
objeto de reducir las filtraciones y 
meJorar la estabilidad. Sin 
embargo, la duración del bombeo 
deberá ser tan corta como sea 
posible y se tomarán las 
precauciones necesarias para que 
sus efectos queden prácticamente 
cirsunscritos al área de trabajo. En 
este caso, para la evaluación de los 
estados límite de serv1c1o a 
considerar en el diseño de la 
excavación, se tomarán en cuenta 
los movimientos del terreno.debidos 
al bombeo. 

Los análisis de estabilidad se 
realizarán con base en las acciones 
aplicables señaladas en los 
Capítulos IV a VII de este Título, 
considerándose las sobrecargas que 
puedan actuar en la vía pública y 
otras zonas próximas a la 
excavación. 

ARTICULO 229.- Los muros de 
contención exteriores construidos 
para dar estabilidad a desniveles del 
terreno, deberán diseñarse de tal 



forma que no se rebasen los 
siguientes estados límite de falla: 
volteo, desplazamiento del muro, 
falla de cimentación del mismo o del 
talud que lo soporta, o bien rotura 
estructural. Además, se revisarán 
los estados límite de servicio, como 
asentamiento, giro o deformación 
excesiva del muro. Los empujes se 
estimarán tomando en cuenta la 
flexibilidad del muro, el tipo de 
relleno y el método de colocación 
del mismo. Los muros incluirán un 
sistema de drenaje adecuado que 
limite el desarrollo de empujes 
superiores a los de diseño por efecto 
de presión del agua. 

Los empujes debidos a 
solicitaciones sísmicas se calcularán 
de acuerdo con el criterio definido 
en el Capítulo VI de este Título. 

ARTICULO 230.- Como parte del 
estudio de mecánica de suelos, se 
deberá fijar el procedimiento 
constructivo de las cimentaciones, 
excavaciones y muros de contención 
que asegure el cmnplimiento de las 
hipótesis de diseño y garantice la 
seguridad durante y después de la 
construcción. Dicho procedimiento 
deberá ser tal que se eviten daños a 
las estructuras e · instalaciones 
vecinas por vibraciones o 
desplazamiento vertical u horizontal 
del suelo. 
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Cualquier cambio significativo que 
deba hacerse al procedimiento de 
construcción especificado en el 
estudio geotécnico se analizará con 
base en la información contenidaen 
dicho estudio. 

ARTICULO 231.- La memoria de 
diseño incluirá una justificación del 
tipo de cimentación proyectado y de 
los procedimientos de construcción 
especificados así como una 
descripción explícita de los métodos 
de análisis usados y del 
comportamiento previsto para cada 
uno de los estados límite indicados 
en los artículos 224, 228 y 229 de 
este Reglamento. Se anexarán los 
resultados de las exploraciones, 
sondeos, pmebas de laboratorio y 
otras detenninaciones y análisis, asr 
como las magnitudes de las acciones 
consideradas en el diseño, la 
interacción considerada con las 
cimentaciones de los inmuebles 
colindantes y la distancia, en su 
caso, que se deje entre estas 

. cimentaciones y la que se proyecta. 

En el caso de edificios cimentados 
en terrenos con problemas 
especiales, y en particular los que se 
localicen en terrenos agrietados, 
sobre taludes, o donde existan 
rellenos o antiguas minas 
subterráneas, se agregará a la 
memona una descripción de estas 

.• 



condiciones y cómo éstas se 
tomaron en cuenta para diseñar la 
cimentación. 

ARTICULO 232.- En las 
edificaciones del Grupo A y 
sub grupo B 1 a que se refiere el 
artículo 174 de este Reglamento, 
deberán hacerse nivelaciones 
durante la construcción y hasta que 
los movimientos diferidos se 
estabilicen, a fm de observar el 
comportamiento de las excavaciones 
y cimentaciones y prevenir daños a 
la propia construcción, a las 
construcciones vecinas y a los 
servicios públicos. Será obligación 
del propietario o poseedor de la 
edificación, proporcionar copia de 
los resultados de estas mediciones, 
así como de los planos, memorias 
de cálculo y otros documentos sobre 
el diseño de la cimentación a los 
diseñadores de edificios que se 
construyan en predios antiguos. 

Capítulo IX 

Construcciones Dañadas 

ARTICULO 233.- Todo 
propietario o poseedor de un 
inmueble tiene obligación de 
denoociar ante el Departamento los 
dru1os de que tenga conocimiento 
que se presenten en dicho inmueble, 
como los que pueden ser debidos a 
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efectos del sismo, viento, explosión, 
incendio, hundimiento, peso propio 
de la construcción y de las cargas 
adicionales que obrru1 sobre ellas, o 
a deterioro de los materiales. 

ARTICULO 234.- Los propietarios 
o poseedores de imnuebles que 
presenten dafíos, recabarán un 
dictamen de estabilidad y seguridad 
por parte de un Corresponsable en 
Seguridad Estructural. Si el 
dictamen demuestra que los daños 
no afectan la estabilidad de la 
construcción en su conjunto, o de 
una parte significativa de la misma, 
la construcción puede dejarse en su 
situación actual o bien sólo 
repararse o reforzarse localmente. 
De lo contrario la construcción 
deberá ser objeto de un proyecto de 
refuerzo. 

ARTICULO 235.- El proyecto de 
refuerzo estructural de una 
construcción, con base en el 
dictamen a que se refiere el artículo 
anterior, deberá cumplir con lo 
siguiente: 

I.- Deberá proyectarse para que la 
construcción alcance cuando menos 
los niveles de seguridad 
establecidos para las construcciones 
nuevas en este Reglamento; 

II.- Deberá basarse en una 
inspección detallada de los 
elementos estructurales, en la que se 
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retiren los elementos estructurales, 
en la que se retiren los acabados y 
recubrimientos que puedan ocultar 
daños estructurales; 

III.-Contendrá las consideraciones 
hechas sobre la participación de la 
estructura existente y de refuerzo en 
la seguridad del conjunto, así como 
detalles de liga entre ambas; 

IV.- Se basará en el diagnóstico del 
estado de la estmctura dañada y en 
la eliminación de las causas de los 
daños que, se hayan presentado: 

V.- Deberá incluir una revisión 
detallada de la cimentación ante las 
condiciones que resulten de las 
modificaciones a la estmctura, y 

VI.-Será sometido al proceso de 
revisión que establezca el 
Departamento para la obtención de 
la licencia respectiva. 

ARTICULO 236.- Antes de iniciar 
las obras de refuerzo y reparación, 
deberá demostrarse que el edificio 
dañado cuenta con la capacidad de 
soportar las cargas verticales 
estimadas y 30 por ciento de las 
laterales que se obtendrían 
aplicando las presentes 
disposiciones con las cargas vivas 
previstas durante la ejecución de las 
obras. Para alcanzar dicha 
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resistencia será necesano en los 
casos que se requiera, recurrir al 
apuntalamiento o rigidización 
temporal de algunas partes de la 
estructura. 

Capítulo X 

Obras Provisionales y 
Modificaciones 

ARTICULO 237.- Las obras 
provisionales, como tribunas para 
eventos especiales, pasos de 
carácter temporal para peatones o 
vehículos durante obras viales o de 
otro tipo, tapiales, obras falsas y 
cimbras, deberán proyectarse para 
cumplir los requisitos de seguridad 
de este Reglamento. 

Las obras provisionales que puedan 
ser ocupadas por más de 1 00 
personas deberán ser sometidas, 
antes de su uso, a w1a prueba de 

carga en ténninos del Capítulo XI 
de este Título. 

ARTICULO 238.- Las 
modificaciones de constmcciones 
existentes, que impliquen una 
alteración en su funcionamiento 
estmctural, serán objeto de un 
proyecto estructural que garantice 
que tanto la zona modificada como 
la estruch1ra en su conjunto y su 
cimentación cumplen con los 

•; 



requisitos de seguridad de este 
Reglamento. El proyecto deberá 
incluir los apuntalamientos, 
regidizaciones y demás 
precauciones que se necesiten 
durante la ejecución de las 
modificaciones. 

Capítulo XI 

Pruebas de Carga 

ARTICULO 239.~ Será necesario 
comprobar la seguridad de una 
estructura por medio de pruebas de 
carga en los siguientes casos: 

I.- En las edificaciones de 
Recreación, clasificadas en el 
artículo 4 o de este Reglamento y 
todas aquellas construcciones en las 
que pueda haber frecuentemente 
aglomeración de personas, así como 
las obras provisionales que 

puedan albergar a más de 1 00 
personas; 

II.- Cuando no exista suficiente 
evidencia teórica o experimental 
para juzgar en forma confiable la 
seguridad de la estructura en 
cuestión, y 

III. -Cuando el Departamento lo 
estime conveniente en razón de 
duda en la calidad y resistencia de 
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los materiales o en cuanto a los 
procedimientos constructivos. 

ARTICULO 240.- Para realizar 
una prueba de carga mediante la 
cual se requiera verificar la 
seguridad de la estructura se 
seleccionará la forma de aplicación 
de la carga de prueba y la zona de la 
estruchlra sobre la cual se aplicará, 
de acuerdo a las siguientes 
disposiciones: 

I.- Cuando se trate de verificar la 
seguridad de elementos o conjuntos 
que se repiten, bastará seleccionar 
una fracción representativa de ellos, 
pero no menos de tres, distribuidos 
en distintas zonas de la estructura; 

II.-La intensidad de la carga de 
pruebas deberá ser igual a 85% de 
la de diseño incluyendo los factores 
de carga que correspondan; 

III.- La zona en que se aplique será 
la necesaria para producir en los 
elementos o conjuntos 
seleccionados los efectos más 
desfavorables. 

IV.- Previamente a la prueba se 
someterán a la aprobación del 
Departamento el procedimiento de 
carga y el tipo de datos que se 
recabarán en dicha prueba, tales 
como deflexiones, vibraciones y 
agrietamientos. 

... 
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V.- Para verificar la seguridad ante 
cargas permanentes, la carga de 
prueba se dejará actuando sobre la 
estructura no menos de veinticuatro 
horas; 

VI. -Se considerará que la estructura 
ha fallado si ocurre colapso, una 
falla local o incremento local brusco 
de desplazamiento o de la curvatura 
de una sección. Además, si 
veinticuatro horas después de quitar 
la sobrecarga la estructura no 
muestra una recuperación mínima de 
setenta y cinco por ciento de sus 
deflexiones, se repetirá la prueba; 

VII.- La segunda prueba de carga no 
debe iniciarse antes de setenta y dos 
horas de haberse terminado la 
pnmera; 

VIII.- Se considerará que la 
estructura ha fallado si después de 
la segunda prueba la recuperación 
no alcanza, en 24 horas, el setenta y 
cinco por ciento de las deflexiones 
debidas a dicha segunda prueba; 

IX.- Si la estructura pasa la prueba 
de carga, pero como consecuencia 
de ello se observan daños tales 
como agrietamientos excesivos, 
deberá repararse localmente y 
reforzarse; 
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Podrá considerarse que los 
elementos horizontales han pasado 
la prueba de carga, aun si la 
recuperación de las flechas no alean 
zase el setenta y cinco por ciento, 
siempre y cuando la flecha máxima 
no exceda de dos milímetros 
U(20,000h), donde L, es el claro 
libre del miembro que se ensaye y h 
su peralte total en las mismas 
unidades que L; en voladizos se 
tomará L: en voladizos se tomará L 
como el doble del claro libre; 

X.- En caso de que la prueba no sea 
satisfactoria, deberá presentarse al 
Departamento tm estudio 
proponiendo las mOdificaciones 
pertinentes, y una vez realizadas 
éstas, se llevará a cabo una nueva 
prueba de carga; 

XI.- Durante la ejecución de la 
prueba de carga, deberán tomarse 
las precauciones necesarias para 
proteger la seguridad de las 
personas y del resto de la estructura, 
en caso de falla de la zona 
ensayada: 

El procedimiento para realizar 
pruebas de carga de pilotes será el 
incluido en las Normas Técnicas 
Complementarias relativas a 
Cimentaciones, y 



XII.- Cuando se requiera evaluar 
mediante pruebas de carga la 
seguridad de una construcción ante 
efectos sísmicos, deberán diseñarse 
procedimientos de ensaye y criterios 
de evaluación que tomen en cuenta 
las características peculiares de la 
acción sísmica, como son la 
imposición de efectos dinámicos y 
de repeticiones de carga alternadas. 
Estos procedimientos y criterios 
deberán ser aprobados por el 
Departamento. 

TITULO SEPTIMO 

CONSTRUCCION 

Capítulo 1 

Generalidades 

ARTICULO 241.-Una copia de los 
planos registrados y la licencia de 
construcción, deberá conservarse 
en las obras durante la ejecución de 
éstas y estar a disposición de los 
supervisores del Departamento. 

Durante la ejecución de una obra 
deberán tomarse las medidas 
necesarias para no alterar el 
comportamiento ni el 
funcionamiento de las 
construcciones e instalaciones en 
predios colindantes o en la vía 
pública. 
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Deberán observarse además las 
disposiciones establecidas por los 
Reglamentos para la Protección del 
Ambiente contra la Contaminación 
Originada por la Emisión de Ruido 
y para la Prevención y Control de la 
Contaminación Atmosférica 
Originada por la Emisión de Humos 
y Polvos. 

ARTICULO 242.- Los materiales 
de construcción y los escombros de 
las obras podrán colocarse 
momentáreamente en las banquetas 
de la vía pública, sin invadir la 
superficie de rodamiento, durante 
los horarios y bajo las condiciones 
que fije el Departamento para cada 
caso. 

ARTICULO 243.- Los vehículos 
que carguen o descarguen 
materiales para una obra podrán 
estacionarse en la vía púbica 
durante los horarios que fije el 
Departamento y con apego a lo que 
disponga al efecto el Reglamento de 
Tránsito del Distrito Federal. 

' . . 
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l. NOTACION 

Cada símbolo empleado en estas nonnas se define 
donde aparece por primera vez. Los más 
importantes son: 

a (adimensional) = ordenada de los espectros de 
diseño, como fracción de la 
aceleración de la gravedad. 
sin reducción con fines de 
diseño. 

b (metros) = dimensión del entrepiso que 
se analiza, medida 
perpendiculannente a la 
dirección 2.de análisis. 

e (adimensional) =coeficiente de diseño sísmico 

d (adimensional) = diferencia en valores de la 
aceleración horizontal 
expresada como fracción de 
la gravedad, que sería 
necesano aplicar en cada 
uno de los dos sentidos 
opuestos de una dirección 
dada, para que fallara la 
estructura 

e,( metros) 

i(adimensional) 

g(un/seg') 

h(metros) 

Q(adimensional) 

Q'(adimensional) 

q (adimensional) 

=excentricidad torsional 

= inclinación de una estructura 
con respecto a la vert1cal. 

=aceleración de la gravedad 

=altura, sobre el terreno, de la 
masa para la que se calcula 
una fuerza horizontal 

= factor de comportamiento 
sísmico, independiente de 
T 

= factor reductivo de fuerzas 
sísmicas con fines de 
d1seño. función del período 
natural 

= (T/T) 

r (adimensional) =exponente en las expresiones 
para cálculo de las 
ordenadas de los espectros 
de diseño 

S = respuesta de la estructura 
como combinación de las 
respuestas modales 

S 1 = respuesta de la estructura en 

T (segundos) 

T, Tb(segundos) 

V.(toneladas) 

V 0(Toneladas) 

W(toneladas) 

W0 (toneladas) 

el modo natural de 
vibración i 

= periodo natural de 
vibración 

= períodos característicos de 
los espectros de diseño 

= fuerza cortante horizontal 
en el nivel que se analiza 

= fuerza cortante horizontal 
en la base de la 
construcción 

= peso de la construcción 
arriba del nivel que se 
considera, incluyendo 
la carga viva que se 
especifica en el 
capitulo V .titulo VI 
del Reglamento 

= valor de W en la base 
de la estructura 

2. ELECCION DEL TIPO DE ANA LISIS 

2.1. Análisis estático y dinámico 

Toda estructura podrá analizarse mediante un 
método dinámico según se establece en la sección 
9 de estas nonnas. Las estructuras que no pasen 
de 60 m de alto podrán analizarse como 
alternativa, mediante el método estático que 
describe la sección 8. Con la misma limitación, 
para estructuras ubicadas en las zonas II o 111 
como se definen en el Articulo 219 del 
Reglamento, también será admisible emplear los 
métodos de análisis que especifica el apéndice a 
las presentes normas, en los cuales se tienen en 



cuenta los períodos dominantes del terreno en el 
sitio de interés y la interacción suelo-estructura 

2.2.Método simplificado de análisis. 

El método simplificado a que se refiere la sección 
7 del presente cuerpo normativo será aplicable al 
análisis de edificios que cumplan simultáneamente 
los siguientes requisitos: 

En cada planta. al menos el 75 por ciento de 
las cargas verticales estarán soportadas por 
muroS ligados entre sí mediante losas 
monolíticas u otros sistemas de piso 
suficientemente resistente" y rígidos al corte. 
Dichos muros tendrán distribución 
sensiblemente simétrica con respecto a dos 
ejes ortogonales y debenln satisfacer las 
condiciones que establecen las normas 
complementarias correspondientes. Será 
admisible cierta asimetría en la distribución de 
los muros cuando exista en todos los pisos dos 
muros de carga perimetrales paralelos cada 
uno con longitud al menos igual a la mitad de 
la dimensión mayor en planta del edificio Los 
muros a que se refiere este párrafo podrán ser 
de mampostería.concreto reforzado o madera; 
en este último caso estarán arriotrados con 
diagonales 

Il. La relación entre longitud y anchura de la 
planta del edificio no excederá""de 2.0 a menos 
que. para fines de análisis sísmico, se pueda 
suponer dividida dicha planta en tramos 
independientes cuya relación entre longitud y 
anchura satisfaga esta restncción y cada tramo 
resista según el criterio que marca la sección 7 
de las presentes nonna 

111. La relación entre la altura y la dimensión 
mímma de la base del edificio no exceden\ de 
1.5 y la altura del edificio no será mayor de 13 
m. 

3. ESPECTROS PARA DISEÑO SÍSMICO 

Cuando se aplique el análisis dinámico modal que 
especifica la sección 9 de estas normas. se 
adoptarán las siguientes hipótesis para el análisis 
de la estructura: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para 
diseño sísmico. a expresada como fracción de la 

aceleración de la gravedad. está dada por las 
siguientes expresiones· 

a= (1 + 3T!Ta )e 14, si Tes menor que Ta 

a= e, si Testa entre Ta y Tb 

a= qe, si T exeedede Tb 

Tes el periodo natural de interés: T. Ta y Tb están 
expresados en segundos: e es el coeficiente 
sísmico, y r un exponente que depende de la zona 
en que se halla la estructura. 

El coeficiente e se obtiene del Articulo 206 del 
Reglamento. salvo que en la parte sombreada de la 
zona Il en la figura 3.1 se tomará c=O.-l para las 
estructuras del grupo B.y e~ 0.6 para las del A 

Ta. Tb y r se consignan en la tabla 3.1 

Tabla 3.1 Valores de T,. Tb y r 

---=----------=-------~=--------------, Zona T, Tb r 
1 0.2 0.6 ~ 

11* 0.3 1.5 2/3 
111** 0.6 3.9 1 

* No sombreada en la figura 3.1 
**y parte sombreada de la zona JI en la figura 3.1 

4. REDUCCIÓN DE FUERZAS SISMICAS 

4. L Factor reductivo 

Con fines de diseño, las fuerzas sísmicas para 
análisis estático y las obtenidas del análisis 
dinámico modal empleando los métodos que fijan 
estas nonnas se podrán reducir dividiéndolas entre 
el factor reductivo Q'. En el diseño sísmico de 
estructuras que satisfagan las condiciones de 
regularidad que fija la sección 6 de estas normas, 
Q' se calculará como sigue: 

Q' = Q si se desconoce T o si éste es mayor o 
igual aTa 

. .:.1 



o· ~ 1 T (T 1 T,) (0- 1 ). si Tes menor que T, 

T se tomará igual al período fundamental de 
vibración cuando se emplee el método estático e 
igual al período natural de vibración del modo que 
se considere cuando se emplee el método de 
análisis modal de la sección 9, y Ta es un período 
característico del espectro de diseño que se define 
en la sección 3. 

En el diseño sísmico de las estructuras que no 
satisfagan las condiciones de regularidad que fija 
la sección 6 de estas normas, se multiplicará por 
0.8 el valor de o·. 
Las deformaciones laterales se calcularán 
multiplicando por O las causadas por las fuerzas 
sísmicas reducidas cuando se emplee el método 
estático de análisis que se detalla en la sección 8 
de las presentes normas o el de análisis modal de 
la sección 9. 

Cuando se adopten dispositivos especiales capaces 
de disipar energía por amortiguamiento o 
comportamiento inelástico, podrán emplearse 
criterios de diseño sísmico que difieran de los aquí 
especificados, pero congruentes con ellos, si se 
demuestran a satisfacción del Departamento tanto 
la eficacia de los dispositivos o soluciones 
estructurales como la validez de los valores de 
amortiguamiento y de Q' que se propongan. 

5. FACTOR DE COMPORTAMIENTO 
SISMICO 

Se adoptarán los siguientes valores del factor de 
comportamiento sísmico a que se refieren la 
sección 4 de estas normas y el Artículo 207 del 
Reglamento : 

l. Se usará O= 4 cuando se cumplan los requisitos 
siguientes: 

1.· La resistencia en todos los entrepisos es 
suministrada exclusivamente por marcos no 
contraventeados de acero o concreto 
reforzado, o bien por marcos contraventeados 
o con muros de concreto reforzado en los que 
en cada entrepiso los marcos son capaces de 
resisitir, sin contar muros ni contravientos, 
cuando menos 50 por ciento de la fuerza 
sísmica actuante. 

2.· Si hay muros ligados a la estructura en la 
forma especificada en el caso 1 del Aniculo. 
204 del Reglamento. éstos se deben tener en 
cuenta en el análisis, pero su contribución a la 
capacidad ante fuerzas laterales sólo se 
tornará en cuenta si estos muros son de piezas 
mac1zas. y los marcos, sean o no 
contraventeados, y los muros de concreto 
reforzado son capaces de resistir al menos 80 
por ciento de las fuerzas laterales sin la 
contribución de los muros de mampostería. 

3.- El mínimo cociente de la capacidad resistente 
de un entrepiso entre la acción de diseño no 
difiere en más de 35 por ciento del promedio 
de dichos cocientes para todos los entrepisos. 
Para verificar el cumplimiento de este 
requisito se calculará la capacidad resistente 
de cada entrepiso teniendo en cuenta todos 
los elementos que puedan contribuir a la 
resistencia, en particular los muros que se 
hallen en el caso la que se refiere el Aniculo 
204 del Reglamento. 

4.· Los marcos y muros de concreto reforzado 
cumplen con los requisitos que fijan las 
normas complementarias correspondientes 
para marcos y muros dúctiles. 

5.- Los marcos rígidos de acero satisfacen los 
requisitos para marcos dúctiles que fijan las 
normas complementarias correspondientes. 

11 Se adoptará O ~ 3 cuando se satisfacen las 
condiciones 2, 4 y 5 del caso 1 y en cualquier 
entrepiso dejan de satisfacerse las condiciones 
1 o 3 especificadas para el caso la 1 pero la 
resistencia en todos los entrepisos es 
suministrada por columnas de acero o de 
concreto reforzado con losas planas, por 
marcos rígidos de acero, por marcos de 
concreto reforzado , por muros de este 
material, por combinaciones de éstos y 
marcos o por diafragmas de madera 
contrachapada. Las estructuras con losas 
planas deberán además satisfacer los 
requisitos que sobre el particular marcan las 
normas técnicas complementarias para 
estructuras de concreto. 

111, Se usará Q = 2 cuando la resistencia a fuerzas 
laterales es suministrada por losas planas con 
columnas de acero o de concreto reforzado, 
por marcos de acero de concreto reforzado, 



contra venteados o no. o muros o columnas de 
concreto reforzado, que no cumplen en algún 
entrepiso lo especificado por los casos 1 y II 
de esta sección. o por muros de mampostería 
de piezas macizas confinados por castillos, 
dalas, columnas o trabes de concreto 
reforzado o de acero que satisfacen los 
requisitos de las nonnas complementarias 
respectivas. o . diafragmas construidos con 
duelas inclinadas o por sistemas de muros 
formados por duelas de madera horizontales 
o verticales combinados con elementos 
diagonales de madera maciza . También se 
usará Q = 2 cuando la resistencia es 
suministrada por elementos de concreto 
prefabricados o presforzado. con las 
excepciones que sobre el particular marcan 
las normas técmcas complementarias para 
estructuras de concreto. 

IV. Se usará Q = 1.5 cuando la resistencia a 
fuerzas laterales es suministrada en todos los 
entrepisos por muros de mampostería de 
piezas huecas, confinados o con refuerzo 
interior, que satisfacen los requisitos de las 
nonnas complementarias respectivas, o por 
combmaciones de dichos muros con 
elementos como los descritos para los casos 
11 y 111, o por marcos y armaduras de madera 

V. Se usará Q = 1 en estructuras cuya resistencia a 
fuerzas laterales es suministrada al menos 
parcialmente por elementos~ o materiales 
diferentes de los arriba especificados, a menos 
que se haga un estudio que demue~tre. a 
satisfacción del Departamento, que se puede 
emplear un valor más alto que el que aquí se 
especifica. 

En todos los casos se usará para toda la estructura 
en la dirección de análisis el valor mínimo de Q 
que corresponde a los diversos entrepisos de la 
estructura en dicha dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones 
ortogonales en que se analiza la estructura, según 
sean las propiedades de ésta en dichas direcciones 

6. CONDICIONES DE REGULARIDAD 

Para que una estructura pueda considerarse regular 
debe satisfacer los siguientes requisitos: 

l. Su planta es sensiblemente simétrica con 
respecto a dos ejes ortogonales por lo que toca 

a masas. así como a muros y otros elementos 
resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor 
de su base no pasa de 2.5 . 

3. La relación de largo a ancho de la base no 
excede de 2.5. 

4. En planta no tiene entrantes ni salientes cuya 
dimensión exceda de 20 por ciento de la 
dimensión de la planta medida paralelamente a 
la dirección que se considera de la entrante o 
saliente. 

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso 
rígido y resistente. 

6. No tiene aberturas en sus sistemas de techo o 
piso cuya dimensión exceda de 20 por ciento de 
la dimensión en planta medida paralelamente a 
la dimensión en que se considera de la abertura, 
las áreas huecas no ocasionan asimetrías 
significativas ni difieren en posición de un piso·· 
a otro y el área total de abertura no excede en 
nmgún nivel Oe 20 por ciento del área de la · 
planta. 

7. El peso de cada nivel, incluyendo la carga viva 
que debe considerarse para diseño sísmico, no 
es mayor que el del piso inmediato inferior ni, 
excepción hecha del último nivel de la 
construcción, es menor que 70 por ciento de 
dicho peso. 

8. Ningún piso tiene un área, delimitada por Jos 
paños exteriores de sus elementos resistentes 
verticales, mayor que la del piso inmed¡ato 
inferior ni menor que 70 por ciento de ésta. Se 
exime de este último requisito únicamente al 
último piso de la construcción . 

9. Todas las columnas están restringidas en todos 
los pisos en dos direcciones ortogonales por 
diafragmas horizontales y por trabes o losas 
planas. 

1 O. La rigidez al corte de ningún entrepiso excede 
en más de 100 por ciento a la del entrepiso 
inmediatamente inferior. 

JI. En nmgún entrepiso la excentricidad torsional 
calculada estáticamente, excede del 1 O por 
ciento de la dimensión en planta de ese 

.. · ~ .. 



entrepiso medida paralelamente a la 
excentricidad mencionada. 

7. METODO SIMPLIFICADO DE ANALISIS 

Para aplicar este método se hará caso omiso de los 
desplazamientos horiZontales. toi-siones y 
momentos de volteo. Se verificará únicamente que 
en cada entrepiso la suma de las resistencias al 
corte de los muros de carga. proyectados en la 
dirección en que se considera la aceleración , sea 
cuando menos igual a la fuerza cortante total que 
obre en dicho entrepiso. calculada según se 
especifica en el inciso I de la sección 8 de las 
presentes normas, pero empleando los coeficientes 
sísmicos reducidos que se establecen en la tabla 
7.1 para construcciones del grupo B. Tratándose 
de las clasificadas en el grupo A estos coeficientes 
habrán de multiplicarse por 1.5. 

8. ANALISIS ESTATICO 

8.1.Fuerzas cortantes 

Para calcular las fuerzas cortantes a diferentes 
niveles de una estructt.;1ra, se supondrá un conjunto 
de fuerzas horizontales actuando sobre cada uno 
de los puntos donde se supongan concentradas las 
masas. Cada una de estas fuerzas se tomará igual 
al peso de la masa que corresponde multiplicado 
por un coeficiente proporcional a h, siendo h la 
altura de la masa en cuestión sobre el desplante (o 
nivel a partir del cual las deformaciones 
estructurales pueden ser apreciadas). El 
coeficiente se tomará de tal manera que la relación 
V 0 1 W0 sea igual a c/Q: siendo V 0 la fuerza 
cortante basal, W0 el peso de la construcción 
incluyendo las cargas muertas que fija el capitulo 
IV, título VI, Q el factor de componamiento que 
se fija en la sección 5 de estas nonnas y el e el 
coeficiente sísmico que establece el Aniculo 206 
del Reglamento, salvo que en la pane sombreada 
de la zona 11 en la figura 3.1 se tomará c=0.4 para 
estructuras del grupo 8 y 0.6 para las del A. 

8.2 Reducción de las fuerzas cortantes 

Podrán adoptarse fuerzas cortantes menores que 
las calculadas según el inciso anterior. Siempre 
que se tome en cuenta el valor aproximado del 
período fundamental de vibración de la estructura, 
de acuerdo con lo siguiente: 

a) El período fundamental de vibración , T0 . se 
tornará igual a 

donde W 1 es el peso de la masa i, P, la fuerza 
horizontal que actúa sobre ella de acuerdo 
con el inciso 8.1 , X1 el correspondiente 
desplazamiento en la dirección de la fuerza, y 
g la aceleración de la gravedad. 

b) Si T es menor o igual que T0 se procederá como 
en el inciso 8.1, pero de tal manera que la 
relación Vr/W0 sea igual a a/Q', calculándose a 
y Q' como se especifica respectivamente en las 
secciones 3 y 4 deJas presentes nonnas 

e) Si Tes mayor que Tb se procederá como en el 
párrafo b pero de tal manera que cada una de 
las fuerzas laterales sea igual a cada una de las 
fuerzas laterales se tome proporcional al peso 
de la masa que corresponde multiplicado por un 
coeficiente igual a k1h1 + k2h12

, siendo 

k¡ =q[l-r(l-q)]¿w 1 (IW¡h¡} 

k2 = l.Srq(l- q) I W/ (¿ W¡ h~) 
y W, y h; respectivamente el peso y la altura de la 
i-ésima masa sobre el desplante. Además. a no se 
tomará menor de e 1 4 

8.3.Péndulos invertidos 

En el análisis de péndulos invertidos (estruturas 
en que 50 por ciento o más de su masa se halle en 
el extremo superior y tengan un solo elemento 
resistente en la dirección de análisis o una sola 
hilera de columnas perpendicular a ésta), además 
de la fuerza lateral estipulada se tendnln en cuenta 
las aceleraciones verticales de la masa superior 
asociadas al giro de dicha masa con respecto a un 
eje horizontal nonnal a la dirección de análisis y 
que pase por el punto de unión entre la masa y el 
elemento resistente. El efecto de dichas 
aceleraciones se tomará equivalente a un par 
aplicado en el extremo superior del elemento 
resistente, cuyo valor es 1.5P,r2 u/x siendo P la 
fuerza lateral actuante sobre la masa de acuerdo 
con el inciso 8.1. r el radio de giro de dicha masa 
con respecto al eje horizontal en cuestión y u y x 
el g1ro y el desplazamiento lateral, 



respecovamente, del extremo supenor del 
elemento resistente baJO la acción de la fuerza 
lateral P 1• 

8.4. Apéndices 

Para valuar las fuerzas sísmicas que obran en 
tanques apéndices y demás elementos cuya 
estructuración difiera radicalmente de la del resto 
del edificio. se supondrá actuando sobre el 
elemento en cuestión la' distribución de 
aceleraciones que le correspondería si se apoyara 
directamente sobre el terreno. multiplicada por 1 + 
4ck donde e· es el factor por el que se 
multiplican los pesos a la altura de desplante del 
elemento cuando se valúan las· fuerzas laterales 
sobre la construcción , y sin afectarlo del factor 
reductivo Q o Q'. S~ incluyen en este requisito 
los parapetos. pretiles, anuncios, ornamentos, 
ventanales. muros, revestimientos y otros 
apéndices. Se incluyen, asimismo, los elementos 
sujetos a esfuerzos que dependen principalmente 
de su propia aceleración (no de la fuerza cortante 
ni del momento de volteo). como las losas que 
transmiten fuerzas de mercia de las masas que 
soportan. 

S.S. Momento de volteo 

El momento de volteo para cada marco o grupo de 
elementos resistentes en un nivel dado podrá 
reducirse. tomándolo igual al calculado por 0.8 + 
02z (siendo z la relación entre la aii'ura a la que se 
calcula el factor reductivo por momento de volteo 
y la altura total de la construcción), pero no menor 
que el producto de la fuerza cortante en el mvel en 
cuestión multiplicada por su distancia al centro de 
gravedad de la parte de la estructura que se 

encuentre por encima de dicho nivel. En péndulos 
invertidos no se permite reducción de momento de 
voheo. 

8.6.Efectos de torsión 

La excentricidad torsional de rigideces calculada 
en cada entrepiso. e1 se tomará como la distancia 
entre el centro de torsión del entrepiso 
correspondiente y la fuerza cortante en dicho 
entrepiso. 

Para fines de diseño. el momento torsionante se 
tomará por lo menos igual a la fuerza cortante de 
entrepiso multiplicada por la excentncidad que 
para cada marco o muro resulte mas desfavorable 
de las siguientes : 1.5 e, + 0.1 b o e - 0.1 b . en que 
bes la dimensión de la planta que se considera 
medida en la dirección c. Además la excentncidad 
de diseño en cada sentido no se tornará menor que 
la mitad del máximo valor de e calculado para los 
entrepisos que se hallan abajo del que se 
considera, m se tomará el momento torsionante de 
ese entrepiso menor que la mitad del máximo 
calculado para los entrepisos que están arriba del 
considerado 

En las estructuras para las que el factor de 
comportamiento sísmico, Q, que se especifica en 
la sección 5. sea igual o mayor de 3, en ningún 
entrepiso la excentricidad torsional calculada 
estáticamente, e, deberá exceder de 0.2b. Para 
estas estructuras deberá considerarse que el efecto 
de la torsión se puede mcrementar cuando algunos 
de sus elementos resistentes que 
significativamente contribuyan a la rigidez total 
incursionen en el rango no lineal o fallen. 

Tabla 7 1 Coeficientes sísmicos reducidos para el método Simplificado. correspondientes a estructuras del grupo 8 

ZONA MUROS DE PIEZAS MACIZAS O MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERA DIAGRAFMAS DE DUELAS DE 

CONTRACHAPADA MADERA* 
ALTURA DE LA CONSTRUCCION ALTURA DE LA CONSTRUCCION 
Menor de Entre 4 y Entre 7 y 13 Menor de 4 Entre 4 y Entre 7 y 13m 

4m 7m m m 7m 
1 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

11 V 111 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

• Dmfragmas de duelas de madera mclinadas o sistemas de muros formados por duelas de madera verticales u 
horizontales arriostradas con elementos de madera maciza 

...! 

"' 
.. 

" -., 
't 

·-
•t· 



8.7 .Efectos de segundo orden 

Deberán tenerse en cuenta explicítamente en el 
análisis los efectos de segundo orden, esto es. los 
momentos y cortantes adicionales provocados por 
las cargas verticales al obrar en la estructura 
desplazada lateralmente, en toda estructura en que 
la diferencia en desplazamientos laterales entre 
dos niveles consecutivos. dividida entre la 
d1ferencia de alturas correspondiente, exceda 
de0.08V/W0 entre cada par de niveles 
consecutivos. siendo V la fuerza cortante 
calculada y W0 el peso de la construcción 
incluyendo cargas muertas y vivas que obran 
encima de la elevación que se considera, 
multiplicado por el factor de carga 
correspondiente. 

8.8.Efectos bidireccionales 

Los efectos de ambos componentes horizorúales 
del movimiento del terreno se combinarán 
tomando. en cada dirección en que se analice la 
estructura. el 100% de los efectos del componente 
que obra en esa dirección y el 30% de los efectos 
del que obra perpendicularmente a ella, con los 
signos que para cada concepto resulten más 
desfavorables. 

8.9.Falla de cimentación 

Se verificará que ni la estructura ni su cimentación 
alcanza ninguno de los estados límite de falla o de 
servicio a que se refiere el capitulo VI. titulo VI 
del Reglamento. Al revisar con respecto a estados 
límite de falla de la cimentación se tendrá en 
cuenta la fuerza de inercia horizontal que obra en 
el volumen de suelo que se halla bajo los 
cimientos y que potencialmente se desplazaría al 
fallar el suelo en cortante. estando dicho volumen 
sujeto a 'una aceleración horizontal igual a c/4 
veces la aceleración de la gravedad. 

8.10. Revisión por rotura de vidrios 

Al revisar con respecto al estado límite por rotura 
de vidrios se verificará que alrededor de cada 
tablerO de vidno o cada marco exista una holgura 
no menor que el desplazamiento relativo entre los 
extremos del tablero o marco, calculado a partir de 
la deformación por cortante de entrepiso y 
dividido entre 1 + H/B". donde B". es la base del 
tablero o marco y Hv su altura. 

8.11. Comportamiento asimétrico 

En el diseño de estructuras cuyas relaciones 
fuerza-deformación difieran en sentidos opuestos 
se dividirán los factores de resistencia entre 
1 + 2.5dQ. en que d es la diferencia en los valores 
de a/Q'. expresados como fracción de la gravedad. 
que causarian la falla o fluencia plástica de la 
estructura en uno y otro sentido. 

9. ANALISIS DINAMICO 

Se aceptarán como métodos de análisis dinámico 
el análisis modal y el cálculo paso a paso de 
respuestas a temblores específicos. 

9.1.Análisis modal 

Si se usa el análisis modal. deberá incluirse el 
efecto de todos los modos naturales de VIbración 
con período mayor o igual a 0.4 seg. pero en 
ningün caso podrán considerarse menos que los 
tres pnmeros modos de translación en cada 
d1rección de análisis. Puede desprecmrse el efecto 
dinámico torsional de excentricidades estáticas 
En tal caso, el efecto de dichas excentricidades y 
de la excentricidad accidental se calculará como lo 
especifica el artículo correspondiente al análisis 
estático. 

Para calcular la participación de cada modo 
natural en las fuerzas laterales que actúan sobre la 
estructura. se supondrán las aceleraciones 
espectrales de diseño especificadas en la sección 3 
de estas normas reducidas como se establece en la 
sección 4 de las mismas. 

Las respuestas modales S, (donde S, puede ser 
fuerza cortante, desplazamiento lateral, momento 
de volteo. etc.). se combinarán para calcular las 
respuestas totales S de acuerdo con la expresión. 

{"" 2~12 
S= \,LS¡ j 

siempre que los períodos de Jos modos naturales 
en cuestión difieran al menos 10% entre sí. Para 
las respuestas en modos naturales que no cumplen 
esta condic1ón se tendrá en cuenta el acoplamiento 
entre ellos. Los desplazamientos laterales así 
calculados habrán de multiplicarse por Q para 
calcular efectos de segundo orden, así como para 
verificar que la estructura no alcanza ninguno de 



los estados límite de servicio a los que se refiere el 
capitulo VI. titulo VI del Reglamento. 

9.2.Análisis paso a paso 

Si se emplea el método de cálculo paso a paso de 
respuestas a temblores específicos, podrá acudirse 
a acelerogramas de temblores reales o de 
movimientos simulados, o a combinaciones de 
éstos, siempre que se usen no menos de cuatro 
movimientos representativos. independientes entre 
sí. cuyas intensidades sean compatibles· con los 
demás criterios que consignan el Reglamento v - - . 
estas normas, y que se tengan en cuenta el 
comportamiento no lineal de la estructum y las 
incertidumbre que haya en cuanto a sus 
parámetros. 

9.3. Revisión por cortante basal 

Si con el método de análisis dinámico que se haya 
aplicado se encuentra que, en la dirección 'que se 
considera, la fuerza cortante basal Yo es menor 
que 0.8aWo/Q". se incrementarán todas las fuerzas 
de diseño y desplazamientos laterales 
correspondientes en una proporción tal que Y0 

iguale a este valor. 

9.4. Efectos bidireccionales 

Cualquiera que sea el método dinámico de análisis 
que se emplee, los efectos de movimientos 
horizontales del terreno en direcciones 
ortogonales se combinarán como se especifica en 
relación con el método estático de análisis 
sísmico. Igualmente aplicable son las demás 
disposiciones de la sección 8 de estas nonnas en 
cuanto al cálculo de fuerzas internas v 
desplazamientos laterales, con las salvedades qu~ 
señala la presente sección. 

10. ANALISIS Y DISEÑO DE OTRAS 
CONSTRUCCIONES NUEVAS. 

Las presentes normas complementarias sólo son 
aplicables en su integridad a edificios. Tratándose 
de otras estructuras se aplicarán métodos de 
análisis apropiados al tipo de estructura en 
cuestión siempre que tales métodos respeten las 
disposic.iones de la presente sección, sean 
congruentes con este cuerpo normativo y reciban 
la aprobación del Departamento. 

10.1. Tanques, péndulos in,·ertidos y chimeneas 

En el diseño de tanques, péndulos invertidos y 
chimeneas las fuerzas internas debidas al 
movimiento del terreno en cada una de las 
direcciones en que se analice se combinarán con el 
50% de las que produzca el movim1ento del 
terreno en la dirección perpendicular a ella, 
tomando estas últimas con el signo que para cada 
elemento estructural resulte más desfavorable. 

En el diseño de tanques deberán tenerse en cuenta 
las presiones hidrostáticas del liquido almacenado. 
así como los momentos que obren en el fondo del 
recipiente. 

10.2.Muros de retención 

Los empujes que ejercen los rellenos sobre los 
muros de retención, debidos a la acción de los 
sismos, se valuarán suponiendo que el muro y la 
zona de relleno por encima de la superficie crítica 
de deslizamiento se encuentran en equilibrio límite 
bajo la acción de las fuerzas· debidas a carga !. 

veriical y a una aceleración horizontal igual a c/3 
veces la gravedad. Podrán asimismo emplearse 
procedimientos diferentes siempre qile sean 
previamente aprobados por el Departamento 

!!.ESTRUCTURAS EXISTENTES 

En la revisión de la seguridad de un edificio 
existente se adoptará el valor del factor de 
comportamiento sísmico Q que, en los términos de 
la sección 5 de las presentes normas corresponda 
al caso cuyos reqUisitos sean esencialmente 
satisfechos por la estructura, a menos que se 
justifique a satisfacción del Departamento la 
adopción de un valor mayor que éste. 

Tratándose de estructuras cuyo comportamiento 
en sentidos opuestos sea asimétrico por 
inclinación de la estructura con respecto a la 
vertical, si el desplome de la construcción excede 
de 0.01 veces su altura, se tomará en cuenta la 
asimetría multiplicando las fuerzas sísmicas de 
diseño por 1 + 1 Of cuando se use el método 
simplificado de análisis sísmico, o por 1 + 5Qf 
cuando se use el estático o el dinámico modal, 
siendo f el desplome de la construcción dividido 
entre la altura de ésta. Si se emplea el método 
dinámico de análisis paso a paso se hará 
consideración explícita de la inclinación. 
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Cuando se refuerce una construcción del grupo B 
con elementos estructurales adicionales será 
válido adoptar los valores de Q que corresponden 
a estos elementos siempre que sean capaces de 
resistir en cada entrepiso al menos 50% de la 
fuerza cortante de diseño, resistiendo la estructura 
existente al resto, y en cada nivel las resistencias 
de los elementos añadidos sean compatibles con 
las fuerzas de diseño que les correspondan. 
Deberá comprobarse que los sistemas de piso 
tienen la rigidez y reSistencia suficientes para 
transmitir las fuerzas que se generan en ~llos por 
los elementos de refuerzo que se han colocado y, 
de no ser así, deberán reforzarse los sistemas de 
piso para lograrlo. 

APENDICE 

Al. ALCANCE 

Para el diseño de estructuras ubicadas en las zonas 
11 o 111 será permisible tener en cuenta los efectos 
de los periodos dominantes del terreno en el sitio 
de interés y de la interacción suelo-estructura . 
Cuando así se proceda se aplicarán al cuerpo 
principal de las presentes nonnas técnicas 
complementarias las modificaciones que contiene 
el presente apéndice son aplicables las demás 
disposiciones de las normas técnicas 
complementarias 

A2. NOTACION ADICIONAL 

Se emplean aqui los símbolos del cuerpo principal 
de estas normas. así como otros. entre los cuales 
los más importantes son: 

A( m') 

G(tlm') 

H(metros) 

=área de la superficie neta de 
cimentación 

=módulo de rigidez del suelo 

=profundidad de los depósitos 
firmes profundos. medida 
desde la superficie Gel terreno 

l(m') = momento de inercia de la 
superficie neta de cimentación 
con respecto a su eje centroidal 
perpendicular a la dirección que 
se analiza 

J(ton m2) = momento de inercia neto del 
peso de la construcción con 
respecto del eje centroidal de 
su base y perpendicular a la 
dirección que se analiza. 
descontando el momento de 
inercia del peso del suelo 
desplazado por la 
mfraestructura 

=rigidez de la cimentación al giro. 
debida a la rigidez axial de un 
sistema de pilotes de punta 

K 1(t-m/radián) =rigidez equivalente del suelo 
bajo una estructura. en 
rotación con respecto al eje 
centroidal de la base y 
perpendicular a la dirección 
que se analiza 

K1(t/m) . =rigidez equivalente del suelo bajo 
una estructura, en dirección 
vertical 

K1(t/m) =rigidez equivalente del suelo bajo 
una estructura. en la dirección 
que se analiza 

M1(1-m) =momento de volteo basal 

R1(metros) =radio equivalente para cálculo ~ 
de K, 

R1(metros) =radio equivalente para cálculo 
de K1 

Te( segundos) =período fundamental de 

T1(segundos) 

T1(segundos) 

vibración que tendría la 
estructura en la dirección que 
se analiza si descansara sobre 
base rígida 

=período fundamental de 
vibración de la estructura 
calculado teniendo en cuenta 
la interacción de ésta con el 
terreno 

=período natural de vibración 
que tendría la estructura si 
fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudiera girar con 
respecto al eje centro ida! 



horizontal perpendicular a la 
dirección que se analiza 

T1(segundos) =período dominante más largo· 
del terreno en el sitio de 
interés 

T¡(segundos) =período natural de vibración 
que tendría la estructura si 
fuera infinitamente rígida y su 
base sólo pudiera desplazarse 
en la d1rección que se analiza 

W'0(toneladas) ~valor de W al nivel de 
desplante de la estructura 
mcluyendo el peso de sus 
cimientos y descontando el 
peso del suelo desplazado por 
la estructura 

A3. DEL TIPO DE ANALISIS 

Solamente serán aplicables los métodos estático y 
dinámico a que se refiere la sección 2 de estas 
no-rmas complementarias y con las limitaciones 
que allí se establecen. 

A4. ESPECTROS PARA DISEÑO SISMICO 

Cuando se aplique el análisis dinámico modal que 
especifica la sección 9 de estas nonnas, se 
adoptará como ordenada del espectro de 
aceleraciones para diseño sísmico, a. expresada 
como fracción de la aceleración de la gravedad, la 
que se especifica en la sección 3. 

El periodo fundamental de vibración de la 
estructura se calculará teniendo en cuenta su 
interacción con el terreno, como se especifica en 
la sección A 7. 

Para estructuras ubicadas en sitios para los que se 
desconoce el periodo dominante más largo del 
sitio, el coeficiente e se obtiene del Articulo 206. 
del Reglamento. salvo que en las partes 
sombreadas de la figura 3.1 se tomara e= 0.4 para 
las estructuras del grupo 8, y 0.6 para las del A. 
Para los sitws en que se desconoce dicho período 
T a , T b y r se consignan en la tabla 3. l. En sitios 
en que se conozca el período dominante más largo 
del terreno. T, y que se hallen en las partes 
sombreadas de la figura 3.1, también se adoptará e 

~ 0.4 para estructuras del grupo 8 0 y 0.6 para las 
del A. Fuera de las partes sombreadas se adoptara 

Para las estructuras del grupo B. y 1 5 veces este 
valor para las del A:T está en segundos. en estos 
sitios se tomará T1~0.64T. en la zona 11 T ~O 35T. 
pero no menor que 0.64 seg En la 111. y T En 
ambas zonas. El valor de T. Se tomará de la figura 
A4.1 o se determinará a partir de ensayes y 
análisis de dinámica de suelos que tengan en 
cuenta la estratigrafia y propiedades locales del 
suelo y reciban aprobación del Departamento. 

AS. ANALISIS ESTATICO 

Será aplicable el método que describe la sección 8 
de las presentes normas siempre ,que la estructura 
no exceda de 60 m de alto, tomando en cuenta el 
valor aproximado del período fundamental de 
vibración de la estructura. con las siguientes 
salvedades: 

L 

11. 

111. 

En el cálculo del valor aproximado del 
período fundamental de vibración, T 1• se 
incluirán las contribuciones previamente 
de interacción suelo-estructura deb1das a 
desplazamiento hOrizontal y rotación de 
la base· de la construcción. Tales 
contribuciones se calcularán como 
establece la sección A.7 de las presentes 
normas. 

Si T 1 es menor o igual a Tb se procederá 
como en el inciso 1 de la sección 8 pero 
de tal manera que la relación Vo/Wo sea 
igual a aJQ', calculándose y Q' como se 
especifica respectivamente en las 
secciones A4 y 4 de las presentes 
normas. 

En el cálculo de solicitaciones y fuerzas 
internas se tomarán en cuenta los efectos 
de desplazamiento y rotacwnes de la base 
como lo especifica la sección A 7 de estas 
normas, así como los debidos a las 
deformaciones axiales de muros y 
columnas cuando estos efectos sean 
significativos . No será necesario incluir 

.i: 



IV. 

estas contribuciones en la revisión de los 
estados límite de deformaciones laterales 
y de rotura de vidrios, más sí en el 
cálculo de los efectos de segundo orden y. 
en el de separaciones entre la 
construcción y sus linderos con predios 
vecinos o en juntas de construcción entre 
cuerpos de un mismo edificio. 

En el cálculo de solicitaciones y fuerzas 
internas se tomarán en cuenta los efectos 
de desplazamientos y rotaciones de la 
base como lo especifica la sección A 7 de 
estas normas, así como los debidos a las 
deformaciOnes axiales de muros y 
columnas cuando estos efectos sean 
significativos No será necesario incluir 
estas contnbuciones en la revisión de los 
estados límite de deformaciones laterales 
y de rotura de vidrios, más sí en el 
cálculo de los efectos de segundo orden y 
en el de separaCiones entre la 
construcción y sus linderos con predios 
vecinos o en juntas de construcción entre 
cuerpos de un mismo edificio. 

A6. ANALISIS DINAMICO 

Serán aplicables los métodos que especifica la 
sección 9 de las presentes normas, con las 
siguientes salvedades: 

Se tomará en cuenta la interacción suelo­
estructura. Cuando se emplee_ el método de 
análisis modal se dará por satisfecho este requisito 
si se consideran los efectos de dicha interacción , 
como lo especjfica la sección A 7 de las presentes 
normas, en el período y forma del modo 
fundamental de vibración y en el factor Q' 
correspondiente según estipula la sección 4. 

A 7. INTERACCION SUELO-ESTRUCTÜRA 

Como una aproximación a los efectos de 
interacción suelo-estructura será válido 
incrementar el período fundam~ntal de vibración 
y los desplazamientos calculados en la estructura 
bajo la hipótesis de que ésta se apoya rígidamente 
en su base. de acuerdo con la siguiente expresión. 

. ( 2 2 2 v.z 
T¡=To+Tx+Trj 

En que T 1 es el periodo fundamental de vibración 
de la estructura en la dirección que se analiza 
corregido por interacción con el suelo. To el 
período fundamental que tendría la estructura si se 
apoyara sobre una base rígida T0 el período 
natural que tendría la estructura si fuera 
infinitamente rígida y su base solo pudiera 
trasladarse en la dirección que se analiza y Tres el 
período natural que tendría la estructura si fuera 
infinitamente rígida y su base sólo pudiera girar 
con respecto a un eje horizontal que pasara por el 
centroide de la superficie de desplante de la 
estructura y fuera perpendicular a la dirección que 
se analiza. Podrán en este caso despreciarse los 
efectos de la interacción en los períodos 
superiores de vibración de la estructura. 

Para el cálculo de T 1 en la expresión que antecede 
se supondrá el desplazamiento de la base está 
restringido por un elemento elástico cuya rigidez 
vale K0 en ton./m: 

( 2 V 0 
Ta = 27r Wo /gKa j 

donde Tr está en segundos. W0 es el peso neto de 
la construcción al nivel de su desplante, 
incluyendo el peso de los cimientos y descontando 
el de el suelo que es desplazado por la 
infraestructura, en toneladas y g es la aceleración 
de la gravedad en m/seg2

. El valor de W0 no se 
tomará menor de 0.7 W0 . Para el cálculo de T1 se 
supondrá que la rotación de la base está 

( )
112 

Tr = 27r J/gKr 
restringida por un elemento elástico de rigidez Kh 
en t-m/radián: 

donde T, está en segundos y J es el momento neto 
de mercia del peso de la construcción, en t-m2

, 

con respecto al e¡e de rotación, descontando el 
momento de inercia de la masa del suelo 
desplazado por la infraestructura. Esta diferencia 
no se tomará menor de O. 7 veces el momento de 
inercia calculado con el peso de la construcción. 

Tratándose de construcciones que se apoyan sobre 
zapatas corridas con dimensión mayor en la 
dirección que se analiza o sobre Josa o cascarón 
que abarque toda el área de cimentación, y que 
posean suficiente rigidez y resistencia para 
suponer que su base se desplaza como cuerpo 
rígido, los valores de K, y K 1 se obtendrán de la 



tabla A 7 l. en que G es el módulo de rig1dez 
media. en t/m. del estrato en que se apoya la 
construcción y los radios equivalentes R3 y R. en 
metros. se calcularán empleando las expresiones 

en las que A en m2
• es e 1 área de la superficie neta 

de cimentación. e L en m4. es el momento de 
inercia de dicha superficie neta con respecto a su 
eje centroidal perpendicular a la dirección que se 
analiza 

Tratándose de construcciones suficientemente 
rígidas y resistentes. cimentadas sobre zapatas 
corridas con dimensión corta en la dirección que 
se anal iza y de construcciones sobre zapatas 
aisladas, los coeficientes KR y K, de ,la 
cimentación se calcularán mediante las fórmulas. 

en las que i denota valores correspondientes a la 
zapata i-ésima; xi es la distancia en la dirección de 
análisis. entre el centroide de la zapata y el eje 
centroidal de la planta de cimentación. K1 1 y Kr 1 

se detenninan de la tabla A7.1, empleando el valor 
de Rr que corresponde a la zapata en cuestión. 

En el caso de cimentaciones sobre pilotes de punta 
su influencia en el valor de K, se considera con el 
segundo termino de la expresión correspondiente 
de la tabla A 7.1, empleando para el cálculo de Kp 
la siguiente expresión. 

en la que n es el número de pilotes y Kpi y d1 son. 
respectivamente. la ngidez vertical y distancia del 
pilote i-ésimo al eje centroidal de rotación 

En la verificación de que la estructura no alcanza 
los estados límit~ por desplazamientos laterales y 
por rotura de vidrios no será necesario tener en 
cuenta el desplazamiento y rotación de la base 
Para el cálculo de efectos de segundo orden debe 
tenerse en cuenta dicha rotación dada por MO 1 Kr, 
en radianes . en que MO es el momento de volteo 
que obra en la base de la estructura, en t-m : y en 
la revisión del estado límite por choques entre 
estructuras deben incluirse tanto Jos 
desplazamientos debidos a esta rotación como el 
desplazamiento de la base, dado por YO 1 KO. en 
metros, en que VO es la fuerza cortante basal, n 
toneladas. 

El módulo de rigidez medio G, se detenninirá 
mediante pruebas dinámicas de campo o 
laboratorio. A falta de tales detenninaciones se 
tomará : 

G =2(HIT0? 

Donde G está en tlm2, TO es el periodo dominate 
más largo del terreno, en segundos. en el sitio 
donde se halle la estructura y se obtendrá de la 
figura A4.1, y H es la profundidad, en metros, de 
los depósitos finnes profundos en dichos sitios, y 
se determinará a partir de estudios locales de 
mecánica de suelos o, si éstos son insuficientes 
para detenninarla, se tomará de la figura A 7.1. En 
los sitios donde no se conoce el valor de G. si G 
no se detennina experimentalmente. se adoptará el 
valor que resulte más desfavorable entre los 
limites de.400 y 900 tlm2 

-. , 



Tabla A 7.1 Valores de K0, K1 y K, 

Profundidad de Ko K1(2) Kv K, 
desolan te ( 1) Losa Zapata 

::; 1m IIGR, 7GR 20GR 12GR 
>3m 16GR, IIGR 29GR 20GR 

En zona 111 

K 
Profundidad de K Sobre el terreno Sobre pilotes de Sobre pilotes de K 
desplante ( 1) fricción (3) 1 ounta (4) 

,; 1 m 7GR 6GR 7GR3 6GR 12GR 
2:3m 8GR 9GR3 IIGR3 

16GR 

l. Para profundidades de desplante intermedias entre 1 y 3m interpólese linealmente entre los valores de la 
tabla. 

2. Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona 11 supóngase KO infinita. 
3. Sí éstos son capaces de resistir por adherencia con el suelo circundante, al menos la mitad del peso bruto 

de la construcción incluyendo el de sus cimientos. Cuando tienen menos de esta capacidad interpólese 
linealmente entre los valores consignados en la tabla. 

4. KO, se calculará teniendo en cuenta los pilotes de punta que contribuyan a resistir en momento de volteo 
calculando la rigidez de estos elementos_ ante la fuerza axial como si su punta no se desplazara 
Verticalmente. 
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MÉTODO DE STODOLA · VIANELLO · NEWMARK. 

Este método, en adelante denominado simplemente como método de Newmark, converge al primer modo de vibrar. 

Procedimiento: 
1. Suponer una configuración deformada de la estructura: Q>' 1, Q>' 1,. 
2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a Q>', dejando w2 como factor comun ya que no se conoce: 

F =m w2 ms 1 'f' In 

3. Valuar la fuerza cortante en la estructura 

(función de oi) 

4. Calcular los desplazamientos correspondientes: 

¡¡In= V1/ kn =L mn<p\n (juncióndew2
) 

5. Obtener la configura ció calculada Q> = como la suma acumulativa de los incrementos de deformación de abajo hacia 
arriba: 

6. Normalizar: 

. 7. Comparar: 

con un error de: 

i 

<pele= r;¡¡ln 
1 =n 

e 
'e <p In 
<p --

e 
<p 11 

si no se cumple, repetir el proceso desde el paso 1, haciendo: Q>' ~ Q>' 
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Aplicación del método de Newmark al cálculo de los modos superiores 

Para calcular el segundo modo de vibrar con este método, se tiene que quitar a la configuración supuesta la 
participación del primer modo: a1c)> 11 , para lo cual es necesario conocer c)> 11 y a1• e)>,, se calcula con el procedimiento 
ya conocido; para conocer a1 se recurre a la propiedad de ortogonalidad de los modos. 

"'"'""" "' "' "' "' "' "' "+' S = a1'+'1 + Bt+'2 + ... + al'+'l + ... + ar'+'r + as'+'s + ... + aN"+'N 

Premultiplicando por c)>r,M: 
e)> r,M e)>"'""", = a1 e)> r,M c)>1 + a2 e)> r,M c)> 2 + ... + a1 e)> r,M c)> 1 + ... + a, e)> r,M e)>, + a, e)> r,M e)>, + ... + a. e)> r,M el>. 

Aplicando la condición de orotogonalidad: 
c)>T,M e)>"'"'"', = a1 X 0 + a2 X 0 + ... + a1 X 0 + ..• + a, X 0 + a, X 0 + ... + aN X 0 

Se desconoce a,: 

Por ejemplo, para el 2do modo: 
conocidos q¡ 1, w 1 

r=l;s=2 

Para el tercer modo: 
conocidos: q¡ ¡, w 1 

912• W2 

r=l;s=3 

r=2;s=3 

c)>T Mc)>s 
a = , 2 

1 T 
e)> ,Me)>, 

c)>T Mc)>s 
a = , 3 

1 T 
e)> ,Me)>, 
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EJEMPLO 1. Calcular la frecuencia y configuración modal del primer modo de vibrar de la estructura representada por 
el modelo matemático siguiente: 

Solución: 

o~~·~""'·'"-' 

1 
e·~~~ •h'~ ~g~ T/<-

Ó-••176~~·•0-~ 
1 

,_,+::~:::.:::~. 

'"'l::~ :::.:::~. 

'"''¡! ·:::~:::. ::-. 
l-3~ .,. 7~ -~= 'lo­

~~-·7e '~ •o-• 

L--~~ ··-•as•s T/o-

Antes de proceder a realizar la tabulación para seguir los pasos del método, conviene uniformizar a un mismo valor las 
masas y las rigideces. 

En este caso se uniformará A. 

m = 178.39 x J0·3 ( ton¡seg 2 ) 1 cm 
k= 64.995 ton¡! cm 

El modelo matemático simplificado resulta: 

Cálculo del primer modo de vibrar 
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1'" iteración 

N E m k cp', f, 1 w2 1} 1 w2 ~/w2 cp' 1 W2 cp"', 

6 0.334 m 3940 1.316m 54.577 m 1 k 3349 

6 0.566 k 1.316m 2.325 m 1 k 

5 m 3824 3.824 m 52.252 m 1 k 3207 

5 k 5.140m 5.140mlk 

4 m 3412 3.412m 47.112mlk 2891 

4 k 8.552 m 8.552 m 1 k 

3 m 2765 2.765 m 38.560 m 1 k 2366 

3 k 11.317m 11.317mlk 

2 m 1941 1.941 m 27.243 m 1 k 1672 

2 1.211k 13.258 m 10.948 m 1 k 

1 m 1000 m 16.295 m 1 k 1000 

1 0.875 k 14.258 m 16.295 m 1 k 

o 

k= 64.995 ton11 cm 

m = 178.39 x J0-3 ton¡sef! 1 cm 
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2'' iteración 

N E m k <P'1 11 1 W2 7}1 W2 O 1 W2 <P' 1 W2 <P .,1 

6 0.334 m 3349 1.119m 46.403 m 1 k 3313 

6 0.566 k 1.119m 1.977 m 1 k 

5 m 3207 3.207 m 44.426 m 1 k 3172 

5 k 4.326m 4.326 m 1 k 

4 m 2891 2.891 m 40.100m/k 2863 

4 k 7.217 m 7.217m/k 

3 m 2366 2.366 m 32.883 m 1 k 2348 

3 k 9.583 m 9.583 m 1 k 

2 m 1672 1.672 m 23.300 m 1 k 1664 

2 1.211 k 11.255 m 9.294 m 1 k 

1 m 1000 m 14.006 m 1 k 1000 

1 0.875 k 12.225 m 14.006 m 1 k 

o 
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3'" iteración 

N E m k <!>' 1 f1 / w2 1} 1 w2 151 w2 <!>' 1 w2 <!>"', 

6 0.334 m 3313 1.107 m 45.968 m 1 k 3309 

6 0.566 k 1.107 m 1.956 m 1 k 

5 m 3172 3.172 m 44.012 m 1 k 3169 

5 k 4.279 m 4.279 m 1 k 

4 m 2863 2.863 m 39.733 m 1 k 2861 

4 k 7.142 m 7.142m/k 

3 m 2348 2.348 m 32.591 m 1 k 2346 

3 k 9.490 m 9.490 m 1 k 

2 m 1664 1.664 m 23.101 m 1 k 1663 

2 1.211 k 11.154 m 9.211 m/k 

1 m 1000 m 13.890 m 1 k 1000 

1 0.875 k 12.154 m 13.890 m 1 k 

o 
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4" iteración 

N E m k el>' 1 11 1 W2 7}1 w2 i5 1 w2 el>' 1 W 2 

6 0.334 m 3309 1.105 m 45.923 m 1 k 

6 0.566 k 1.105 m 1.952 m 1 k 

5 m 3169 3.169 m 43.971 m 1 k 

5 k 4.274 m 4.274ml k 

4 m 2861 2.861 m 39.697 m 1 k 

4 k 7.135m 7.135mlk 

3 m 2346 2.346 m 32.562 m 1 k 

3 k 9.481 m 9.481 m/k 

2 m 1663 1.663 m 23.081 m/k 

2 1.211 k 11.144 m 9.202 m 1 k 

1 m 1000 m 13.879 m 1 k 

1 0.875 k 12.144m 13.879 m 1 k 

o 

oi1 = (0.439/6) (k! m)= 0.072 x 64.9951 178.39x 10"3 = 26.658 rad/seg/ 

w1 = 5.163 rad 1 seg 

T1 = 21 w 1 = 215.163 = 2.217 seg () 

'"h :' '"'"it 

cj> ·e 1 

3309 

3168 

2860 

2346 

1663 

1000 
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EJEMPLO 2. Para la estructura representada por el modelo matemático del Ejemplo 1, calcular la configuración modal 
del segundo y tercer modo y sus respectivas frecuencias naturales y periodos asociados al segundo y tercer modo de 
vibrar 

Cálculo del segundo modo de vibrar: 

E m k 4>, 4>', a1ct>1 

0.334 m 3309 -1377 109 

-6 ' 0.566 k 

m 3168 -1093 104 

5 k 

m 2860 -127 94 

4 k 

m 2346 915 77 

3 k 

m 1663 1385 55 

2 1.211 k 

m 1000 1000 33 

1 0.875 k 

Bz • a1c:P1 t 1 w' ¡;. 1 w' 

-13879 ·0.4636m 

·0.4636m 

·11034 ·1.034m 

·1.5670m 

-1364 ·0.1364m 

·1.7034m 

9073 0.9073m 

-o.7961m 

13795 1.3795m 

0.5834m 

967 0.9967m 

1.5801m 

a = 0
·
102 =0.0033 1 31.142 

O lw' 4>' 1 w' q¡·c1 

·2.5980m/k ·14387 

·0.8191m/k 

·1.7789m/k ·9581 

·1.5671m/k 

·0.2110m/k ·1173 

·1.7034m/k 

1.4915m/k 8259 

·0.7961m/k 

2.2876m/k 12668 

0.4818m/k 

1.8058m/k 1000 

1.8058m/k 

o 
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2da iteración 

E m k . <1>, <1>' 2 a14l1 

0.334 m 3309 ·14387 ·2 

6 0.566 k 

m 3168 -9851 ·2 

5 k 

m 2860 -1173 ·2 

4 k 

m 2346 8259 ·2 

3 k 

m 1663 12668 ·1 

2 1.211 k 

1 m 1000 1000 ·1 

1 0.875 k 

a2 · aA>1 f 1 w' l.' 1 w' 15/ w' 

·14385 ·0.4805m 

·0.4805m .Q.8489m/k 

·9849 ·0.9849m 

·1.4654m -1.4654m/k 

·1171 ·0.1171m 

-1.5825m ·1.5825m/k 

8261 0.8261m 

·0.7584m ·0.7584m/k 

12669 1.2669m 

0.5105m 0.4216m/k 

10001 1.0001m 

1.5105m 1.7263m/k 

a = -
0·0021 

= -0.0001 
1 31.1422 

<1>' /W2 

·2.5053m/k 

·1.6584m/k 

·0.1910m/k 

1.3915m/k 

2.1479m/k 

1.7263m/k 

o 

w2
2 = ( 3.5457/6) (k 1m)= 0.5910 x 64.995/178.39 x 10 3 

= 215.308 rad 1 seg2 

w2 = 14.673 rad 1 seg 
T2 = 2/ w2 - 2/14.673 = 0.428 seg 

tan 
1.~ 

QBE 
<1> = 2 

-Q 111 

-m:m 
-1.<51 

cp·c 1 

-14513 

-9595 

-1106 

8061 

12442 

10000 
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Cálculo del tercer modo de vibrar 

E m k 4>, 4>, 4>', a1<P1 a2<P2 

0.334 m 3309 -1451 12731 168 ·192 

6 0.566 k 

m 3168 ·960 6893 160 ·123 

5 k 

m 2860 ·111 ·11880 145 ·15 

4 k 

m 2346 806 ·10385 119 107 

3 k 

m 1663 1244 8424 84 165 

2 1.211 k 

1 m 1000 1000 10000 51 133 

1 0.875 k 

4>', f lw' 

12755 0.4260m 

6856 0.6856m 

·12010 ·1.2010m 

-10611 ·1.0611m 

8175 0.81 75m 

9816 0.9816m 

0.1577 

31.1422 

'Uiw' 

0.4260m 

1.116m 

·0.0894m 

1.1505m 

·0.3330m 

0.6486m 

0.0051 

i51 w' cpc 1 wl $"'¡ 

1.0907m/k 14713 

0.7527m/k 

0.3380m/k 4503 

1.1116m/k 

·0.7736m/k -1043 

0.0894m/k 

·0.6842m/k ·9230 

1.1505m/k 

0.4663m/k 6290 

0.2750m/k 

0.7413m/k 10000 

0.7413m/k 

o 
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2'' iteración 

E m k 4>, 4>, 

0.334 m 3309 -1451 

6 0.566 k 

m 3168 -960 

5 k 

m 2860 ·111 

4 k 

m 2346 806 

3 k 

m 1663 1244 
•· 

2 1.211 k 

1 m 1000 1000 

1 0.875 k 

4>', a,<P, a2$2 4>', 1/ w' Uiw' 0/w' 

14713 -55 ·27 14795 0.4942m 

0.4942m 0.8731m/k 

4503 ·52 ·18 4573 0.4573m 

0.9515m 0.8515m/k 

·10436 -47 ·2 ·10387 -1.0387m 

·0.0872m 0.0872m/k 

·9230 ·39 15 ·9206 ·0.9206m 

·1.0078m 1.0078m/ 

6290 ·27 23 6294 0.6294m 

·0.3784m 0.3125m/k 

10000 ·17 19 998 0.9998m 

0.6214m 0.7102m/k 

a= L m,q>llcpJI = -0.0514 =-0.00 17 
' L m,(cpll)2 31.1422 

a = L m,cp2,cpJI = 0.0090 =0.00 19 2 
I:m,(cp2Y 4.8343 

4>' 1 w' <P ··, 

1.1273m/k 15873 

0.2542m/k 3579 

·0.6973m/k ·9818 

·0.6101m/k ·8591 

0.3977m/k 5600 

0.7102m/k 10000 

• 
o 
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3'" iteración 

E m k <t>, <t>, <!>', a1!P1 aA>z 4>', f Jw' Vlw' i51 w' 

0.334 m 3309 -1451 15873 4 -1 15878 0.5303m 

6 0.566 k 0.5303m 0.9369m/k 

m 3168 -960 3579 4 -1 3584 0.3584m 

5 k 0.8887m 0.8887m/k 

m 2860 -111 9818 -4 o -9814 -0.9814m 

-
4 k -0.0927m 0.0927m/k 

m 2346 806 8591 ·3 1 -8589 ·0.8589m 

3 k -0.9516m 0.9516m/k 

m 1663 1244 5600 -2 1 5601 0.5601m 

2 1.211 k -0.3915m 0.3233m/k 

1 m 1000 1000 10000 ·1 1 10000 m 

1 0.875 k 0.6085m 0.6954m/k 

W
2
3 - ( 8.9154/6) (k 1m)- 1.4859 x 64.995/178.39 x 10 3

- 541.376 rad 1 seg2 

W3 - 23.267 rad 1 seg 

T3 - 2/ W3 - 2/23.267 = 0.270 seg 

l.(XlJ 

Q~1 

-QBm 
Q> ~ 

3 -Q9ffi 

Q3113 

1.ffi83 

<t>'Jw' cp ·el 

1.1534m/k 16586 

0.2165m/k 3113 

-0.6722m/k -9666 

-0.5795m/k -8333 

0.3721m/k 5351 

0.6954m/k 10000 

o 
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l. INTRODUCCION 

Uno de los temas del Curso Internacional de Ingeniería Sísmica que 
cada año organiza la División de Educación Continua de la Facultad 
de Ingeniería, UNAM, es la cuantificación de las fuerzas que un 
sismo de diseño le ocasiona a un edificio, de acuerdo con los 
métodos que recomienda algún código que refleje las experiencias 
del comportamiento de tales edificacions ante la ocurrencia 
sistemática de dichos fenómenos naturales de magnitudes 
significativas, como es el Reglamento de Construcciones para el 
Distrito Federal vigente (RCDF87). 

El hablar de edificios implica una geometría muy especial (trabes, 
columnas, muros, losas, etc.) construída con determinados 
materiales (concreto, acero, mampostería, etc.) que durante su vida 
útil va a estar sometida a una serie de solicitaciones que tiene 
que resistir, entre las que se cuenta las debidas a los sismos. 
Durante el desarrollo de la tecnología que conduce a construír 
edificaciones seguras y económicas, el ingeniero ha desarrollado 
una serie de métodos que involucran los conceptos señalados 
(geometría, material y cargas), que en conjunto conducen al 
concepto de estructura; y ,desde luego, que el concepto de cargas, 
a medida que se define con. mayor precisión se tiene que relacionar 
cada vez mas con los otros dos (geometría y material). 

El tratar de cuantificar a uno (fuerzas) de los tres conceptos que 
definen a las estructuras (geometría, material y fuerzas) 
independientemente de los modelos estructurales del cual forman 
parte, es prácticamente imposible sin involucrar hipótesis 
simplificadoras que necesariamente deben conducir a resultados 
conservadores. 

1 



Los métodos basados en hipotesis simplificadoras y modelos 
estructurales simplificados se utilizaron con mucha frecuencia 
cuando la herramienta para operarlos consistía ú·nicamente, en 
calculadora, papel y lápiz. Todavía existen algunos métodos y 
modelos que aún se utilizan tanto con las herramientas originales 
como con las computadoras. Es necesario aclarar que la programación 
de estos métodos es menos integral que los que se desarrollaron 
para ser utilizados con una computadora. 

En este tema se presentan los conceptos que permiten aplicar los 
métodos que el RCDF87 recomienda para la cuantificación de las 
fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un edificio, a fin de 
determinar los elementos mecánicos y cinemáticos que dicho sismo de 
diseño provoca y poder así determinar los estados límites de falla 
y de servicio que el mismo RCDF87 establece para lograr un diseño 
racional de dichas edificaciones. 
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2. MODELACION ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 

De acuerdo con el análisis estructural, que es la teoría que 
involucra a los conceptos de geometría, material y cargas con las 
leyes de la mecánica newtoniana, se pueden construír modelos que 
son extraordinariamente simples o bién extraordinariamente 
refinados, según la herramienta de trabajo (calculadora, 
computadora, etc) de que se disponga para su manejo. Desde luego 
que los modelos refinados (grandes geometrías, fuerzas dinámicas, 
no linealidad geométrica, no linealidad del material, etc. ) 
implican, necesariamente, el uso de la computadora. 

Art 189 del RCDF87 establece que: Las fuerzas internas (elementos 
mecánicos) y las deformaciones (elementos cinernáticos) producidas 
por las acciones se determinarán mediante un análisis estructural 
realizado con un método reconocido que torne en cuenta las 
propiedades de los materiales ante el tipo de cargas que se 
consideren". 

Las normas técnicas complementarias ( NTC) para diseño y 
construcción de estructuras de concreto y de estructuras metálicas 
del RCDF87, establecen que dichas estructuras se pueden analizar 
con métodos que supongan un comportamiento elástico, lineal. 

Con base en lo anterior el RCDF87 permite utilizar "el modelo mas 
simple del análisis estructural: Material elástico lineal (material 
de Hooke), desplazamientos pequeños (tensor de deformaciones 
infinitesimales), que es un modelo matemático lineal basado en la 
teoría de la elasticidad lineal y la teoría de la mecánica de 
materiales. 
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2.1 Representación esquemática 

A fin de tener una referencia de los elementos que definen a un 
edificio, en la Fig 2.1 se representa, de manera esquemática, a los 
siguientes elementos. 

2.1.1 Elementos de la superestructura 

De acuerdo con la Fig 2.1 los elementos que conforman a la 
superestructura son aquéllos que sobresalen del suelo en el que se 
apoya el edificio, y son: 

a) Trabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos 
horizontales denominadas losas). 

b) Columnas (elementos barras tridimensionales contenidos en 
planos verticales). 

e) muros (elementos sólidos tridimensionales contenidos en uno 
solo o en varios planos verticales). 

d) Losas (Elementos tridimensionales contenidos en planos 
horizontales, idealizados ya como diafragmas flexibles o bien 
como diafragmas rígidos). 

Los elementos de la superestructura se construyen con materiales 
especificados y controlados por el ingeniero. 

2.1.2 Elementos del suelo 

El soporte de la estructura lo constituye el suelo, material de dos 
fase (fase sólida, denominada esqueleto, y fase fluída, 
generalmente agua y gas) construído de manera natural, por lo que 
el ingeniero ha desarrollado la tecnología aprópiada para su 
modelación. 

2.1.3 Elementos de la cimentación 

Los elementos 
especificados 
siguientes. 

de la cimentación se construyen con materiales 
y controlados por el ingeniero y pueden ser los 

a) Contratrabes (elementos barra tridimensionales contenidos en 
planos horizontales denominadas losas de cimentación, trabes 
de liga, etc •. ) . 

b) Zapatas aisladas o corridas (losas y contratrabes). 
e) Muros verticales contenidos en planos verticales. 
d) Losas y cascarones (elementos tridimensionales contenidos en 

una superficie). 
e) Pilas y pilotes. 

2.2 Elementos estructurales 

Con base en los elementos estructurales de las edificaciones 
indicados de manera esquemática en la sección 2.1, en esta sección 
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se resumen los conceptos formales de tales elementos estructurales 
en relación con su participación .en la construción de las 
ecuaciones de equilibrio de la edificación. 

El método mas versatil y poderoso para formular, resolver y manejar 
las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, es el método de 
las rigideces o de los desplazamientos (para los elementos barras, 
asociados a las estructuras esqueletales o marcos) y el método del 
elemento finito en su formulación de los desplazamientos (para los 
elementos sólidos bidimensionales, placas planas y cascarones de 
las estructuras denominadas continuas). La versatilidad y poderío 
de los métodos anteriores están asociados a su adecuación al uso de 
las computadoras. 

Las ecuaciones de equilibrio de los elementos estructurales se 
establecen en términos de los puntos nodales que se requieren para 
definir su geometría. A los puntos nodales de cada elemento finito 
le corresponden diferentes grados de libertad (número de 
componentes de desplazamiento lineales y agulares). 

Para el caso de fuerzas estáticas, las ecuaciones de quilibrio d·e 
cada elemento estructural se puede escribir, de manera general, de 
la siguiente manera: 

¡e = ¡o + kü 

= ¡o + l" 
(2.1) 

donde los vectores y la matriz de la ecuación anterior están 
asociados a los elementos mecánicos y cinemáticos de los puntos 
nodales del elemento estructural, y los nombres mas comunes que 
reciben son los siguientes. 

fe = Vector de fuerzas equilibrantes 

¡o = Vector de fuerzas de empotramiento 

l" = fü = Vector de fuerzas de desplazamiento (2.2) 

J( = Matriz de rigideces 

ü = Vector de desplazélinientos 

En las Ec 2.1 y 2.2 la magnitud y el número de los componentes de 
los vectores y de la matriz dependen del número de puntos nodales 
y de sus correspondientes grados de libertad que definen al 
elemento estructural. 
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2.2.1 Elementos barra 

son elementos tridimensionales para representar a trabes, columnas, 
contratrabes, pilas y pilotes (Fig 2.2). Geométricamente bastan dos 
puntos nodales que definen un eje (casi siempre recto) y sus 
secciones transversales (casi siempre constantes y, por tanto, con 
una basta). Sus ecuaciones de equilibrio se obtienen con base en la 
teoría de la mecánica de materiales y para su integración no se 
requiere del método del elemento finito (MEF), para las barras de 
eje recto y sección constante. A cada punto nodal se le consideran 
seis grados de libertad, tres lineales y tres angulares. Se 
presentan caso particulares como son las barras planas con tres 
grados de libertad por nudo (dos lineales y un angular), las barras 
de retícula de entrepiso con tres grados de libertad por nudo (uno 
lineal y dos angulares), las barras de armaduras (barras axiales o 
barras doblemente articuladas) con tres (tridimensionales) y dbs 
(bidimensionales) grados de libertal por nudo (que son 
desplazamientos lineales, ya que los angulares son linealmente 
dependientes por corresponder a articulaciones). En general, los 
vectores tienen seis componentes. 

2.2.2 Elementos sólidos bidimensionales (muros planos) 

Son elementos tridimensionales que únicamente pueden soportar 
cargas y desplazamientos contenidos en su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos 
nodales), según se indica en la Fig 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan dos componentes de desplazamiento lineal. 
Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante alguna de las 
teorías de la mecánica del medio continuo (como la teoría de la 
elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.3 Elementos placas planas (losas) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan para 
soportar cargas transversales a su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos 
nodales), según se indica en la Fig 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan tres componentes de desplazamiento (uno 
lineal y angulares). Las ecuaciones de equilibrio se establecen 
mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo 
(como la teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se 
utiliza el MEF. 

2.2.4 Elementos cascarones (muros tridimensionales) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan para 
soportar tanto cargas transversales a su superficie media (losa) 
como cargas contenidas en su superficie (membrana). Geométricamente 
se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas puntos nodales) 
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o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), según se 
indica en la Fig 2.2. Además de los tres componentes de 
desplazamiento correspondientes a los elementos losas se le 
adicionan los tres desplazamientos del elemento membrana(dos 
lineales contenidos en su superficie y uno angular normal a su 

·superficie). Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante 
alguna de las teorias de la mecánica del medio continuo (como la 
teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el 
MEF. 

2.2.5 Diafragmas flexibles 

Los diafragmas son elementos planos (en los edificios) que unen a 
varios elementos estructurales que los obliga a desplazarse en 
conjuto, como si fuera una membrana. Desde luego que existen 
desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el 
diafragma. A cada punto nodal de los elementos estructurales 
contenido en el diafragma le coresponden dos desplazamientos 
lineales y un angular, que desde luego son independientes para cada 
punto nodal (Fig 2.2). Los diafragmas flexibles se modelan mediante 
el elemento finito cascarón del inciso 2.2.4. 

2.2.6 Diafragmas rígidos 

Cuando los desplazamientos relativos entre los elementos unidos por 
el diafragma (descrito en el inciso 2.2.5) son pequeños y se pueden 

·considerar nulos, se dice que el diafragma es rígido y, por tanto, 
los desplazamientos de los puntos nodales contenidos en el 
diafragma son linealmente dependientes de los tres desplazamientos 
del diafragma (dos lineales y un angular). Desde luego que el 
número de desplazamientos independientes del diafragma rígido 
(únicamente tres, Fig 2.2)) resulta ser mucho menor que el 
correspondiente a los del diafragma flexible (seiss por el número 
de puntos nodales contenidos en dicho diafragma). 

2.3 Modelos estructurales 

Con el ensamble de los elementos estructurales descritos en el 
inciso 2.2 se puede construír una gran variedad de modelos 
estructurales que se pueden utilizar en el análisis estructural de 
los edificios. Independientemente de los elementos estructurales 
que participan en su ensamble, las ecuaciones de equilibrio de los 
modelos estructurales sometidos a cargas estáticas resultan ser. 

Rü = i ( 2. 3) 

Los vectores y la matriz de los modelos estructurales dados por la 
Ec 2.3 se denominan. 

El número de componentes de los vectores de la estructura (Ec 2.4) 
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ü = Vector de desplazamientos de 
la estructura (desconocido) 

¡. = Vector de fuerzas de la (2.4) 
estructura (conocido) 

R = Matriz de rigideces de la 
estructura (conocida) 

es igual al número de componentes de desplazamiento (lineales y 
angulares) desconocidos, linealmente independientes, de los puntos 
nodales de la estructura (grados de libertad de la estructura). Los 
modelos estructurales mas comunes se describen a continuación. 

2.3.1 Marcos tridimensionales 

Es un modelo estructural formado esclusivamente con los elementos 
barras barra descritos en el inciso 2. 2. 1. Necesariamente debe 
contener barras tridimensionales, pero también pueden existir 
combinaciones de barras planas, barras de retícula de entrepiso y 
barras axiales. 

2.3.2 Muros tridimensionales 

Este modelo se construye con el ensamble de elementos sólidos 
bidimensionales (inciso 2.2.2), elementos placas planas (inciso 
2. 2. 3) y elementos cascarones (inciso 2. 2. 4) , según el tipo de 
carga que actúa en sus respectivas regiones. 

2.3.3 Muromarcos tridimensionales 

El modelo de muromarcos tridimensionales es una combinación de los 
modelos marcos tridimensionales y muros tridimensionales. 

2.3.4 Marcos planos 

Este modelo es un caso particular de los marcos tridimensionales y 
se obtiene mediante el ensamble de barras planas, por lo que su 
geometría y cargas están contenidas en un plano. 

2.3.5 Muros planos 

Este modelo es un caso particular de los muros tridimensionales y 
se obtiene mediante el ensamble de elementos sólidos 
bidimensionales, por lo que su geometría y cargas están contenidas 
en un plano. 

2.3.6 Muromarcos planos 

El modelo de muromarcos planos es una combinación de los modelos 
marcos planos y muros planos. 
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2.3.7 Rigideces de entrepiso (resortes) 

Este modelo estructural únicamente sirve para simplificar el 
análisis de marcos planos ante fuerzas horizontales. Con algunas 
hipótesis simpificadoras se hace extensivo a muros planos y a 
muromarcos planos. 

Como se muestra en la Fig 2.3, la estructura plana original (marco, 
muro o muromarco) se reemplaza por una estructura a base de 
resortes. La constante del resorte, denominada rigidez de 
entrepiso, se cuantifica de acuerdo con la siguiente expresión. 

= = Rigidez de entrepiso (2.5) 

Los elementos de la Ec 2.5 se muestran en la Fig 2.8 y se definen 
como. 

.<1 ui = Desplazamiento relativo del i -ésimo entrepiso 

= Uj - Uj _ 1 

Ui = Desplazamiento horizontal del i-ésimo nivel ( 2. 6) 

U1-1 = Desplazamiento horizontal del (i-1)-ésimo nivel 

V1 = Fuerza cortante del i-ésimo entrepiso 

Desde luego que en la Ec 2. 5 no se conocen los desplazamientos 
horizontales de los niveles y para cuantificar los valores de las 
rigideces de entrepiso se hacen hipótesis respecto a los 
desplazamientos angulares y fuerzas cortantes en los entrepisos y 
niveles adyacentes (como es el caso de las fórmulas de Wilbur). 

Por supuesto que las rigideces de entrepiso se pueden cuantificar 
mediante el uso de la computadora al estimar las fuerzas 
horizontales que actúan en las estructuras planas, pero resulta 
mucho menos eficiente que utilizar los métodos de análisis que 
existen y que fueron diseñados para ser manejados por una 
computadora. 
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2. 4 Modelos estructurales para el análisis de edificios ante 
fuerzas sísmicas 

Un concepto básico para cuantificar las fuerzas sismicas en las 
edificaciones es el modelo estructural utilizado. En este inciso se 
describen, de manera esquemática, los modelos estructurales que se 
utilizan en el análisis sísmico de las edificaciones. 

2.4.1 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
flexibles ' 

El modelo estructural del edificio se forma con 
estructurales correspondientes a marcos y 
tridimensionales (incisos 2.3.1 y 2.3.3) unidos 
diafragma flexible (inciso 2.6), según se muestra en 

los modelos 
muromarcos 

mediante un 
la Fig 2.4. 

El número de ecuaciones de equilibrio está asociado a los 
componentes de desplazamiento (lineales y angulares) linealmente 
independientes de los puntos nodales del edificio, que aún para 
edificios relativamente pequeños resulta ser un número grande 

'comparado comparado con otros modelos. Este modelo puede provocar 
problemas de aproximación debido a que la modelación de la rigidez 
en el plano del diafragma resulta ser muy grande. 

Desde luego que este modelo estructural únicamente se puede manejar 
con una computadora y se construye al utilizar los programas de 
propósitos generales basados en el MEF (NISA, SAP90, etc.). 

2.4.2 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
rígidos 

Algunos programas de propósitos generales basados en el MEF (SAP90) 
contemplan la po~ibilidad de hacer que puntos nodales contenidos en 
un diafragma sean linealmente dependientes respecto a un punto 
(centro de masas) • Esto obliga a que cada diafragma tenga tres 
grados de libertad, lo que reduce significativamente el número de 
ecuaciones que genera el modelo del inciso anterior (inciso 2.4.1) 
y elimina los problemas de aproximación debido a las rigideces 
grandes en el plano del diafragma. 

2.4.3 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos 
tridimensionales unidos con diafragmas rígidos(ETABS) 

Existen programas de computadora de propósitos especiales (La sigla 
ETABS se refiere a: Extended Three dimensional Analysis of Building 
System) en los que se toma en cuenta las particularidades de los 
elementos que conforman a un edificio (muros, trabes, columnas, 
juntas, diafragma rígido). 

La construcción de este modelo se basa en considerar a los marcos 
y muromarcos tridimensionales como una subestructura, según se 
observa en la Fig 2. 5. De las ecuaciones de equilibrio de los 
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marcos y muromarcos tridimensionales se condensan las ecuaciones de 
los grados de libertad que no están asociados a los tres 
desplazamientos del diafragma rígido, mediante un triangulación 
parcial. El número de ecuaciones de equilibrio de este modelo es 
igual a tres veces el número de diafragmas rígidos, que es mucho 
menor que el modelo descrito en el inciso 2.4.1 y también menor que 
el del inciso 2.4.2 en caso de existir muros en el edificio. 

Al considerar varias subestructuras unidas con el diafragma rígido, 
existen elementos que forman parte de dos o mas subestructuras que, 
desde luego, se proporcionan desplazamientos independientes, a 
menos que se establezca un criterio que reduzca este problema 
característico de este modelo. Otra forma de evitar este problema 
es considear una sola subestructura que resulta del tamaño del 
edificio. 

2. 4. 4 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos planos unidos 
con diafragmas rígidos (TABS) 

Este modelo corresponde a la versión original del modelo anterior 
(inciso 2. 4. 3) en donde se utilizan como subestructuras a las 
estructuras planas (marcos, muros y muromarcos), somo se muestra en 
la Fig 2.6. La sigla TABS se refiere a: Three dimensional Analysis 
of Building System. 

En este modelo siembre existe la · incompatibilidad de los 
desplazamientos en los elementos comunes de las estructuras planas, 
a menos que se establezca un criterio que reduzca este problema. 

2. 4. 5 Subestructuras formadas con rigideces de entrepiso (resortes) 
unidas con diafragmas rígidos 

Este modelo es una simplificación del modelo anterior (inciso 
2.4.4) en donde las subestructuras resultan ser las rigideces de 
entrepiso asociadas a cada muro o muromarco, según se indica en la 
Fig 2.7. 

Las rigideces de entrepiso se consideran que están orientadas en 
dos direcciones ortogonales que forman dos modelos estructurales 
(unidireccionales) independientes, según se muestra en la Fig 2.9. 
Los grados de libertad de cada modelo estructural independiente 
estan formados por los desplazamientos horizontales de cada 
diafragma en la dirección que le corresponde al modelo (el número 
de ecuaciones es igual al número de diafragmas rígidos). 

Una vez calculadas las fuerzas sismicas asociadas a cada modelo 
unidireccional independiente, se procede a unir cada diafragma 
rígido aislado con las rigideces de entrepiso que les subyace y se. 
le aplica la fuerza cortante de dicho entrepiso. La fuerza cortante 
es la que se distribuye entre las rigideces de entrepiso que 
subyacen al diafragma, al considerar el equilibrio de cada 
diafragma independiente de los demás. 
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Con la fuerza cortante que a cada rigidez de entrepiso le 
corresponde, se cuantifican las fuerzas sismicas de cada nivel, que 
son las que se aplican a las estructuras planas correspondientes a 
las rigideces de entrepiso (marcos, muros o muromarcos). 

2.4.6 Método simplificado del RCDF87 

En este método, las Normas Técnicas Complementarias ( NTC) para 
diseño y construcción de estructuras de mampostería establece que, 
es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro 
es proporcional a su área transversal e ignorar los efectos de 
torsión. Las fuerzas sísmicas con las que se obtienen las fuerzas 
cortantes se cuantifican de manera independiente del modelo 
estructural del edificio. 

-- -"" ¡: 
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3. PARAMETROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS SISMICAS 

A continuación se resumen los parámetros que el Reglamento de 
Construcciones para el Distrito Federal (RCDF87) considera para 
cuantificar la magnitud de las fuerzas que un sismo de diseño 
ocasiona a una estructura. 

3.1 Uso de las edificaciones 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que: 

Art 174. Para los efectos de este Título 
·estructural de las construcciones) las 
clasifican en los siguientes grupos: 

(VI, Seguridad 
construcciones se 

!. GRUPO A. Construcciones cuya falla estructural podría causar: 

La pérdida de un número elevado de vidas, o 

Pérdidas económicas o culturales excepcionalmente altas, o 

Que constituyen un peligro significativo por contener 
sustancias tóxicas o explosivas, 

Así corno construcciones cuyo funcionamiento es esencial a raíz 
de una emergencia urbana corno: 

Hospitales y escuelas, 
Estadios, 
Templos, 
Salas de espectáculos y hoteles que tengan salas de 
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reunión que pueden alojar mas de 200 personas; 
Gasolinerías, 
Depósitos de sustancias inflamables o tóxicas, 
Terminales de transporte, 
Estaciones de bomberos, 
Subestaciones eléctricas y centrales telefónicas y de 
telecomunicaciones, 
Archivos y registros públicos de especial importancia a 
juicio del DDF, 
Museos, 
Monumentos y 
Locales que alojen equipo especialmente costoso 

II. GRUPO B. Construcciones comunes destinadas a: 

Vivienda, 
Oficinas y locales comerciales, 
Hoteles y 
Construcciones comerciales e industriales no incluídas en 
el grupo A, las que se subdividen en: 

a) SUB GRUPO Bl. Construcciones de más de 30 m de 
altura o con más de 6,000 rn2 de área 

.. total construida, ubicadas en las 
zonas I y II según se define en el 
artículo 175, y 
Construcciones de más de 15 m de 
altura o 3,000 rn2 de área total 
construída, en zona III, y 

b) SUB GRUPO B2. Las demás de este grupo. 

3.2 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene: 

Art 206. El coeficiente sísmico, e, es el cociente d·e la fuerza 
cortante horizontal que debe considerarse que actúa en la 
base de la construcción por efecto del sismo (Vo) entre 
el peso de ésta sobre dicho nivel (Wo). 

Con este fin se tornará corno base de la estructura el 
nivel a partir del cual sus desplazamientos con respecto 
al terreno circundante comienzan a ser significativos. 
Para calcular el ·peso total se tendrán en cuenta las 
cargas muertas y vivas que correspondan según los 
capítulos IV Y V de este Título (VI). 

El coeficiente sísmico para las 
clasificadas corno grupo B en el artículo 
los siguientes valores: 
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Zona No. 

I 

II 

III 

Coeficiente sísmico (e) 

0.16 

0.32 

0.40 

A menos que se emplee el método simplificado de análisis 
en cuyo caso se aplicarán los coeficientes que fijen las 
NTC, y a excepción de las zonas especiales en las que 
dichas NTC especifiquen otros valores de c. 

Para las estructuras del Grupo A se incrementará el 
coeficiente sísmico en 50 por ciento. 

De acuerdo con lo anterior se puede escribir 

e = = Coeficiente sismico 

donde:. 

Fuerza cortante en la base 
(3.1) 

No n.1v 

W0 = I; W1 = Peso de la construcción 
••l 

F 1 = Fuerza sismica en el i-ésimo nivel 

W1 = Peso de la construcción en el i-ésimo nivel 

3.3 Zonificación sísmica 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene 

Art 17 5. Para fines de estas disposiciones, el DF se considera 
dividido en las zonas I, II y III, dependiendo del tipo 
de suelo. 

Las características de cada zona y los procedimientos 
para definir la zona que corresponde a cada predio se 
fijan en el capítulo VII (Diseño de cimentaciones) de 
este Título (VI. Seguridad estructural de las 
construcciones). 

Art 219. Para fines de este Título (VI) el DF se divide en tres 
zonas con las siguientes características generales: 
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Zona I. LOMAS, formadas por rocas o suelos 
generalmente firmes que fueron depositados 
fuera del ambiente lacustre, pero en los que 
pueden existir, superficialmente o 
incrustados, depósitos arenosos en estado 
suelto o cohesivos relativamente blandos. En 
esta zona, es frecuente la presencia de 
oquedades en rocas y de cavernas y túneles 
excavados en suelos para explotar minas de 
arena. 

Zona II. TRANSICION, en la que los depósitos profundos 
se encuentran a 20 m de profundidad o menos, y 
que está constituída predominantemente por 
estratos arenosos y limoarenosos intercalados 
con capas de arcilla lacustre; el espesor de 
éstas es variable entre decenas de centímetros 
y pocos metros, y 

Zona III. LACUSTRE, integrada por potentes depósitos de 
arcilla altamente compresible, separados por 
capas.arenosas con contenido diverso de limo o 
arcilla. Estas capas arenosas son de 
consistencia firme a muy dura y de espesores 
variables de centímetros a varios metros. 

Los depósitos lacustras suelen estar cubiertos 
superficialmente por suelos aluviales y 
rellenos artificiales; el espesor de este 
conjunto puede ser superior a 50 m. 

La zona a que corresponda un predio se determinará a partir de las 
investigaciones que se realicen en el subsuelo del predio objeto de 
estudio, tal y como lo establecen las NTC. En caso de 
construcciones ligeras o medianas, cuyas características se 
definirán en dichas normas (NTC para cimentaciones) podrá 
determinarse la zona mediante el mapa incluído en las mismas (ver 
fig 1 NTC para cimentaciones) , si el predio está dentro de la 
porción zonificada; los predios ubicados a menos de 200 m de las 
fronteras entre dos de las zonas antes descritas se supondrán 
ubicados en la más desfavorable. 

Art 220. La investigación del subsuelo del sitio 
exploración de campo y pruebas de laboratorio 
suficiente para definir de manera confiable: 

mediante 
debe ser 

Los parámetros de diseño de lá cimentación. 
La variación de los mismos en la planta del predio. 
Los procedimientos de construcción. 
Además deberá ser tal que permita definir: 
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I. En la zona I a que se refiere el artículo 219 
del RCDF, si existen en ubicaciones de interés 
materiales sueltos superficiales, grietas, 
oquedades naturales o galerías de minas, y en 
caso afirmativo su apropiado tratamiento, y. 

II. En las zonas II y III del artículo mencionado 
en· la fracción anterior, la existencia de 
restos arqueológicos, cimentaciones antiguas, 
grietas, variaciones fuertes de estratigrafía, 
historia de carga del predio o cualquier otro 
factor que pueda originar asentamientos 
diferenciales de importancia, de modo que todo 
ello pueda tomarse en cuenta en el diseño. 

Las NTC para cimentaciones en su capítulo 2 (Investigaciones del 
subsuelo) establecen en la tabla I los requisitos mínimos para la 
investigación del subsuelo para las construcciqnes ligeras o 
medianas de poca extensión y con excavaciones someras, y para las 
construcciones pesadas, extensas o con excavaciones profundas. 

Las NTC para sismo en su capítulo 3 (Espectros para diseño sísmico) 
establecen que el coeficiente, e, que se obtiene del Art 206 del 
RCDF87 salvo en la parte sombreada de la zona II (ver fig. 3.1 de 
dichas.NTC) toma los ssiguientes valores: 

e = 0.4 para las estructuras del grupo B, y 

e = 0.6 para las estructuras del grupo A. 

3.4 Condiciones de regularidad 

De acuerdo con las NTC para el diseño por sismo, en su capítulo 6, 
para que una estructura pueda considerarse regular debe satisfacer 
los siguientes requisitos: 

l. Su planta es ·sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales por lo que toca a masas, así como a muros y otros 
elementos resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor de su base no 
pasa de 2.5. 

3. La relación de largo a ancho de la base no excede de 2.5. 

4. En la planta no tiene entrantes ni salientes cuya dimensión 
exceda de 20 por ciento de la dimensión de la planta medida 
paralelamente a la dirección que se considera de la antrante 
o la saliente. 

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso rígido y 
resistente • 
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6. No tiene aberturas en sus sistemas de techo o piso cuya 
dimensión exceda de 20 por ciento de la dimensión en planta 
medida paralelame~te a la dimensión que se considere de la 
abertura, las· areas huecas no ocasionan asimetrías 
significativas ni difieren de posición de un piso a otro y el 
área total de aberturas no excede en ningún nivel de 20 por 
ciento del área de la planta. 

7. El peso de cada nivel, que incluye la carga viva que debe 
considerarse para diseño sísmico, no es mayor que el del piso 
inmediato inferior ni, excepción hecha del último nivel de la 
construcción, es menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún piso tiene un área, delimitada por los paños exteriores 
de sus elementos resistentes verticales, mayor que la del piso 
inmediato inferior ni menor que 70 por ciento de ésta. Se 
exime de este último requisito únicamente al último piso de la 
construcción. 

9. Todas las columnas están restringidas en todos los pisos 
dos direcciones ortogonales por diafracmas ortogonales y 
trabes o losas planas. 

en 
por 

" 
10. La rigidez al corte de ningún entrepiso excede en más de lOO 

por ciento a la del entrepiso inmediatamente inferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsional calculada 
estáticamente, e , excede del 10 por ciento de la dimensión en 
planta de ese' entrepiso medida paralelamente a la 
excentricidad mencionada. 

NOTA: En el capítulo 4 (Reducción de fuerzas sísmicas) de las 
NTC para diseño por sismo (inciso 4.4.2 de estas notas) 
se especifica que: " En el diseño sísmico de las 
estructuras que no satisfacen ·1as condiciones de 
regularidad que fija la sección 6 de estas normas, se 
multiplicará por 0.8 el valor de Q'." 

3.5 Factor de comportamiento sísmico 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que 

Art 207. Cuando se aplique el método estático o un método dinámico 
para análisis sísmico, podrán reducirse con fines de 
diseño las fuerzas sísmicas calculadas, empleando para 
ello los criterios que las NTC, en función de las 
características estructurales y del terreno. Los 
desplazamientos calculados de acuerdo con estos métodos, 
empleando las fuerzas sísmicas reducidas, deben 
multiplicarse por el factor de comportamiento sísmico que 
marquen dichas Normas. 
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Los coeficientes que especifique las NTC para la 
aplicación del método simplificado de análisis tomarán en 
cuenta todas las reducciones que procedan p~r los 
conceptos mencionados. Por ello las fuerzas s1smicas 
calculadas por este método no deben sufrir reducciones 
adicionales. 

De acuerdo con las NTC para 
valores de los factores 
especifican a continuación: 

sismo del RCDF87 en su capítulo 5, los 
del comportamiento sísmico, Q, se 

I. Se usará Q=4 cuando se cumplan los requisitos siguientes: 

l. La resistencia en todos los entrepisos es suministrada 
exclusivamente 

Por marcos no contraventeados de acero o concreto 
reforzado, o bien 
Por marcos contraventeados o con muros de concreto 
reforzado en los que en cada entrepiso los marcos 
son capaces de resistir, sin contar muros ni 
contravientos, cuando menos 50 por ciento de la 
fuerza sísmica actuante. 

2. Si hay · muros ligados a la estructura en la forma 
espoecificada en el caso I del artículo 204 del RCDF87, 
éstos se deben tener en cuenta en el análisis, pero su 
contribución a la capacidad ante fuerzas laterales sólo 
se tomará en cuenta si estos muros son de piezas macizas, 
y los marcos, sean o no contraventeados, y los muros de 
concreto reforzado son capaces de resistir al menos 80 
por ciento de las fuerzas laterales totales sin la 
contribución de los muros de mampostería. 

3. El mínimo cociente de la capacidad resistente de un 
entrepiso entre la acción de diseño no difiere en más de 
35 por ciento del promedio de dichos cocientes para todos 
los entrepisos. Para verificar el cumplimiento de este 
requisito, se calculará la capacidad resistente de cada 
entrepiso teniendo en cuenta todos los elementos que 
puedan contribuír a la resistencia, en particular los 
muros que se hallen en el caso I a que se refiere el 
artículo 204 del Reglamento. 

4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con los 
requisitos que fijan las normas técnicas complementarias 
correspondientes para marcos y muros dúctiles. 

5. Los marcos rígidos de acero satisfacen los requisitos 
para marcos dúctiles que fijan las normas técnicas 
complementarias correspondientes. 
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II. Se adoptará Q=3 cuando se satisfacen las condiciones 2,4 y 5 
del caso I y en cualquier entrepiso dejan de satisfacerse las 
condiciones 1 ó 3 especificadas para el caso I pero la 
resistencia en todos los entrepisos es suministrada: 

Por columnas de acero o de concreto reforzado con losas 
planas, 
Por marcos rígidos de acero, 
Por marcos de concreto reforzado, 
Por muros de concreto reforzado, 
Por combinaciones de muros de concreto reforzado y por 
marcos o por diafragmas de madera contrachapada. 

Las estructuras con losas planas deberán cumplir los 
requisitos que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias para estructuras de concreto. 

III. Se usará Q=2 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada 

Por losas planas con columnas de acero o de concreto 
reforzado, 
Por marcos de acero o de concreto reforzado, 
contraventeados o no, 
Por muros o columnas de concreto reforzado, 

que no cumplen en algún entrepiso lo especificado por los 
casos I y II:de esta sección, o r 

Por muros de·mampostería de piezas macizas confinados por 
castillos, dalas, columnas o trabes de concreto reforzado 
o de acero que satisfacen los requisitos de las normas 
técnicas complementarias respectivas, o diafragmas 
construidos con duelas inclinadas o por sistemas de muros 
formados por duelas de madera horizontales o verticales 
combinados con elementos diagonales de madera maciza. 

También se usará Q=2 cuando la resistencia es suministrada por 
elementos de concreto prefabricado o presforzado, con la 
excepciones que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias para estructuras de concreto. 

IV. Se usará Q=l.5 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada en todos los entrepisos 

Por muros de mampostería de piezas huecas, confinados o 
con refuerzo interior, que ·satisfacen los requisitos de 
las normas técnicas complementarias respectivas, o 
Por combinaciones de dichos muros con elementos como los 
descritos para los casos II y III, o por marcos y 
armaduras de madera. 
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V. se usará Q=l en estructuras cuya resistencia a fuerzas 
laterales es suministrada al menos parcialmente por elementos 
o materiales de los arriba especificados, a menos que se haga 
un estudio que demuestre, a satisfacción del Departamento del 
Distrito Federal, que se puede emplear un valor más alto que 
el que aquí se especifica. 

En todos los casos se usará para toda la estructura en la dirección 
de análisis el valor mínimo de Q que corresponde a los diversos 
entrepisos de la estructura en dicha dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones ortogonales en que 
se analiza la estructura, según sean las propiedades de ésta en 
dichas direcciones. 

3.5.1 Condiciones para marcos dúctiles de concreto 

Con base en los puntos I.4 y II del inciso 3.5, se reproduce el 
Capítulo 5, Marcos dúctiles, de las NTC para diseño y construción 
de estructuras de concreto del RCDF87. 

3.5.1.1 Requisitos generales 

Los requisitos de este capítulo se aplican a marcos colados en el 
lugar, diseñados por sismo con un factor de comportamiento sísmico, 
Q=4. También se aplican a los marcos de estructuras coladas en el 
lugar diseñadas con Q=4, formadas por marcos y muros de concreto 
reforzado que cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), que debe 
incluír el inciso b) de esa sección, o marcos y contravientos que 
cumplan con el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea, al menos, el 50 porciento de la total 
y, asímismo, a los marcos de estructuras coladas en el 1 ugar, 
diseñadas con Q=3 y formadas por marcos y muros o contravientos que 
cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion 
de estructuras de concreto del RCDF87), que debe incluír el inciso 
b) de esa sección, o marcos y contravientos que cumplan con el 
inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion de estructuras 
de concreto del RCDF87), que debe incluír el inciso b) de esa 
sección, o el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea menor que el 50 porciento de la 
total. En todos los casos anteriores, los requisitos se aplican 
también a los elementos estructurales de la cimentación. 

Sea que la estructura esté formada sólo de marcos o de marcos y 
muros o contravientos, ningún marco se debe diseñar para resistir 
una fuerza cortante horizontal menor que el 25 porciento de la que 
le correspondería si trabajara aislado del resto de la estructura. 
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La resistencia especificada del concreto, f',, no debe ser menor de 
200 kg/cm1 • 

Las barras de refuerzo deben ser corrugadas de grado no mayor que 
el 42 y deben cumplir con los requisitos de las normas NOM-B6. 
Además, las barras longitudinales de vigas y columns deben tener 
fluencia definida, bajo un esfuerzo que no exceda al esfuerzo de 
fluencia especificadoen mas de 1300 kg/cm1 , y su resistencia real 
debe ser, al menos, igual a 1. 25 veces su esfuerzo real de 
fluencia. 

Se deben aplicar las disposiciones de estas normas (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) que no se 
modifiquen en este capítulo. 

3. 5 .l. 2 Miemb'ros a flexión 

Los requisitos de este inciso se aplican a miembros principales que 
trabajan esencialmente a flexión. Se incluyen vigas y aquellas 
columns con cargas axiales pequeñas, tales que. 

( 3 . 2 ) 

3.5.1.2.1 Requisitos geométricos 

a) El claro libre no debe ser menor que cuatro veces el peralte 
efectivo. ·· 

b) En sistemas de viga y losa monolítica, la relación entre la 
separación de apoyos que eviten el pandeo lateral y el ancho 
de la viga no debe exceder.de 30. 

e) La relación entre el peralte y ancho no debe ser mayor que 3. 

d) El ancho· de la viga no debe ser menor de 25 cm, ni debe 
exceder al ancho de las columnas a las que llega'. 

e) El eje de la viga no debe separsrse horizontalmente del eje de 
la columna mad de un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

3.5.1.2.2 Refuerzo longitudinal 

En toda sección se debe disponer de refuerzo tanto en el lecho 
inferior como en el superior. En cada lecho el área de refuerzo no 
debe ser menor que. 

0.7{i'i r: (3.3) 
y 
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y debe constar, al menos, por dos barras corridas de 12.7 mm de 
diámetro (No 4). El área de acero a tensión no debe exceder del 75 
por ciento de la correspondiente a la falla balanceada de la 
sección. 

El momento resistente positivo en la unión con un nudo no debe ser 
menor que la mitad del momento résistente negativo que se 
suministre en esa sección. En ninguna sección a lo largo del 
miembro el momento resistente negativo, ni el resistente positivo, 
deben ser menores que la cuarta parte del máximo momento resistente 
que se tenga en los extremos. 

En las barras para flexión se permiten traslapes solo si en la 
longitud del traslape se suministra refuerzo transversal de 
confinamiento (refuerzo helicoidal o estribos cerrados); el paso o 
la separación de este refuerzo no debe ser mayor que 0.25 d, ni que 
10 cm. Las uniones por traslapes no se permiten en los casos 
siguientes: 

a) Dentro de los nudos 
b) En una distancia de dos veces el peralte del miembro, medida 

desde el paño del nudo, y 
e) En aquellas zonas donde el análisis indique que se forman 

articulaciones plásticas. 

Con el refuerzo longitudinal pueden formarse paquetes de dos barras 
cada uno. 

Se permiten uniones soldadas o con dispositivos mecánicos, que 
cumplan con los requisitos del . inciso 3. 9 ( NTC para diseño y 
construcion de estructuras de concreto del RCDF87), a condición de 
que en toda sección de unión, cuando mucho, se unan barras 
alternadas y que las uniones de barras adyacentes no disten entre 
sí menos de 60 cm en la dirección longitudinal del miembro. 

3.5.1.2.3 Refuerzo transversal para confinamiento 

Se deben sumministrar estribos cerrados de, al menos, 7.9 mm de 
diámatro (No 2.5) que cumplan con los requisitos de los párrafos 
que siguen, en las zonas siguientes: 

a) En cada extremo del miembro sobre una distancia de dos 
peraltes medida a partir del paño del nudo, y 

b) En la porción del elemento que se halle a una distancia igual 
a dos peral tes ( 2h) de toda· sección donde se suponga, o el 
análisis lo indique, que se va a formar una articulación 
plástica (si la articulación se forma en una sección 
intermedia, los dos peraltes se deben tomar a cada lado de la 
sección). 
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El primer estribo se debe colocar a no mas de 5 cm de la cara del 
miembro de apoyo. La separación de los estribos no debe exceder los 
valores siguientes: 

a) 0.25 d 
b) Ocho veces el diámetro de la barra longitudinal mas delgada 
e) 24 veces el diámetro de la barra del estribo 
d) 30 cm 

Los estribos a que se refiere esta sección deben ser cerrados, de 
una pieza, y deben rematar en una esquina con dobleces de 135 
grados, seguidos de tramos rectos de no menos de 10 diámetros de 
largo. En cada esquina del estribo debe quedar, al menos, una barra 
longitudinal. Los radios de doblez deben cumplir con los requisitos 
del inciso 3.8 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87). La localización del reamte del estribo debe 
alternarse uno a otro. 

En las zonas definidas en el primer párrafo de esta secclon, las 
barras longitudinales de la periferia deben tener soporte lateral 
que cumpla con el inciso 3.3 (NTC para diseño y ci:mstrucion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

Fuera ·de las zonas definidas en el primer párrafo de esta secclon; 
la separación de los estribos no debe ser mayor que 0.5d a todo lo 
largo. En toda la viga la separación de estribos no debe ser mayor 
que la requerida por fuerza cortante. 

3.5.1.2.4 Requisitos para fuerza cortante _, 

Los elementos que trabajan principalmente a flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presente falla por cortante antes 
que puedan formarse las articulaciones plásticas en su~ extremos. 
Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del equilibrio 
del miembro entre caras de apoyo; se debe suponer que en los 
extremos actúan momentos del mismo sentido valuadados con las 
propiedades del elemento en esas secciones, sin factores de 
reducción, y con el esfuerzo en el acero de tensión, al menos, 
igual a 1.25 f . A lo largo del miembro deben actuar las cargas 
correspondientés multiplicadas por el factor de carga. · 

Como opción, pueden dimensionarse con base en la fuerza cortante de 
diseño obtenida del análisis, si el factor de resistencia FR, se le 
asigna un valor de 0.6, en lugar de 0.8. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos 
verticales cerrados de una pieza, de diámetro no menor de 7.9 mm 
(No 2. 5), rematados como se indica en el inciso 3. 5·.1. 2. 3. 
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3.5.1.3 Miembros a flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros en los que la 
carga axial de diseño sea tal que. 

( 3. 4) 

3.5.1.3.1 Requisitos geométricos 

a) La dimensión transversal mínima no debe ser menor que 30 cm. 
b) El área A

9
, debe cumplir con la condición. 

( 3. 5) 

e) La relación entre la menor dimensión transversal y la 
dimensión transversal perpendicular no debe ser menor que 0.4. 

d) La relación entre la altura libre y la menor dimensión 
transversal no debe exceder de 15. 

3.5.1.3.2 Resistencia mínima a flexión 

Las resistencias a flexión de las columnas en un nudo deben 
satisfacer la siguiente condición. 

LMe ';!: 1.5 EMg 
donde. 

Suma de los momentos resistentes de 
diseño de las columnas que llegan a · 
ese nudo, referidas al centro del nudo 

Suma de los momentos resistentes 
de diseño de las vigas que llegan al 
nudo, referidas al centro de éste 

Las sumas anteriores ·deben realizarse de modo que los momentos de 
las columnas se opongan a los de las vigas. La condición debe 
cumplirse para los dos sentidos en que puede actuar el sismo. 

Al calcular la. carga axial de diseño para la cual se valúe el 
momento resistente, M , de una columna, la fracción de dicha carga 
debida al sismo se debe tomar igual al doble de la calculada, 
cuando esto conduzca a un momento resistente menor. En tal caso, la 
columna se debe dimensionar al tomar en cuenta el incremento de 
carga mencionda. El factor de resistencia por flexocompresión se 
debe tomar igual a 0.8. 
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'~ Como opción, las columnas pueden dimensionarse con los momentos y 
fuerzas axiales de diseño obtenidos del análisis, si el factor de 
resistencia por flexocompresión se le asigna el valor de 0.6. 

3.5.1.3.3 Refuerzo longitudinal 

La cuantía del refuerzo longitudinal, p, debe satisfacer la 
siguiente condición. 

0.01 S p S 0.04 (3.7) 

Solo se deben formar paquetes de dos barras. 

El traslapa de barras longitudinales solo se permite en la mitad 
del elemento; estos traslapes deben cumplir con los requisitos del 
inciso 3. 9 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87). Las uniones soldadas o con dispositivos 
mecánicos que cumplan con los requisitos del inciso 3.9 (NTC para 
diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), pueden 
usarse en cualquier localización con tal de que en una misma 
sección cuando mas se unan barras alternadas y que las uniones de 
barras adyacentes no disten entre si menos de 60 cm en la dirección 
longitudinal del miembro. 

El refuerzo longitudinal debe cumplir con las disposiciones del 
inciso 3 (NTC para diseño y construcion de estructuras de concreto 
del RCDF87) que no se modifican en este inciso. 

3.5.1.3.4 Refuerzo transversal 

Debe cumplirse con los requisitos del inciso 3.3 (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) y los del 
inciso siguiente (inciso 3.5.1.3.5), y con los requisitos mínimos 
que aquí se establecen. No debe ser de grado mayor que el 42. 

Se debe suministrar el 
especifica enseguida en 
longitud no menor que. 

refuerzo transversal 
ambos extremos de la 

a) La mayor dimensión transversal de ésta 
b) Un sexto de su altura libre 
e) 60 cm 

mínimo 
columna, 

que 
en 

se 
una 

En la parte inferior de columnas de planta baja este refuerzo debe 
llegar hasta media altura de la columna, y debe continuarse dentro 
de la cimentación, al menos, una distancia igual a la longitud de 
desarrollo en compresión de la barra mas gruesa (en los nudos se 
debe cumplir con los requisitos del inciso 3.5.1.4 que se indican 
posteriormente. 
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1 
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a) En columnas de núcleo circular, la cuantía volumétrica de 
refuerzo helicoidal o de estribos circulares, P

5
, debe cumplir 

con la siguiente relación. 

o .45( ~: ) f• 
Ps l< -1 ~ 

fy 
(3.8) 

f• 

Ps l< 0.12/ 
y 

b) En columnas de núcleo rectangular, la suma de las áreas de 
estribos y grapas, Ah, en cada dirección de la sección de la 
columna debe cumplir'con la relación. 

donde: 

Ac = Area tranvsversal del nucleo,hasta la 
orilla exterior del refuerzo transversal 

A e = Area tranvsversal de la columna 

fy = Esfuerzo de fluencia del refuerzo transversal 

he = Dimensión del núcleo, normal al refuerzo de 
área A8 b 

S = Separación del refuerzo transversal 

( 3. 9) 

Este refuerzo transversal debe estar formado por estribos de una 
pieza, sencillos o sobrepuestos, de diámetro no. menor que 9.5 mm 
(No 3) y rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3. Puede 
complementarse con grapas del mismo diámetro que los estribos, 
espaciados igual que éstos a lo largo del miembro. Cada extremo de 
una grapa debe abrazar a una barra longitudinal de la periferia con 
doblez de 135 grados, seguido de un tramo recto de, al menos, 10 
diámetros de la grapa. 

La separación del refuerzo transversal no debe exceder de la cuarta 
parte de la menor dimensión transversal del elemento, ni de 10 cm. 

27 

) 



La distancia centro a centro, transversal al eje del miembro, enre 
ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 45 cm, y entre 
grapas y ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 25 cm. 
Si el refuerzo consta de estribos sencillos, la mayor dimensión de 
éstos no debe exceder de 45 cm. 

En el resto de la columna el refuerzo transversal debe cumplir con 
los requisitos del inciso 3 (NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

3.5.1.3.5 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos a flexocompresión se deben dimensionar de manera que 
no fallen por fuerza cortante antes que se formen las 
articulaciones plásticas en las vigas. Para ello la fuerza cortante 
de diseño se debe obtener del equilibrio del elemento en su altura 
libre al suponer en cada extremo un momento igual a la mitad de 
1.5EM (definida en la sección 3.5.1.3,2. En el extremo inferior de 
columi!Jas de planta baja se debe usar el momento resistente de 
diseño de la columna obtenido con la carga axial de diseño que 
conduzca al mayor momento resistente. En el extremo superior de 
columnas del último entrepiso se debe usar 1.5EMg. 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el 
procedimiento optativo incluído en el inciso 3.5.1.3.2, el 
dimensionamiento por fuerza cortante se debe realizar a partir de 
la fuerza de diseño obtenida del análisis, y utilizar un factor de 
resistencia igual a 0.5. 

En elementos a flexocompresión en que la fuerza axial de diseño·;: 
incluyendo los efectos del sismo, sea menor que A f' /20, al 
calcular el refuerzo para fuerza cortante, si la fuerza ~o¡tante de 
diseño causada por el sismo es igual o mayor que la mitad de la 
fuerza cortante de diseño calculada según los párrafos anteriores, 
se puede despreciar la contribución del concreto v,. 
El refuerzo para fuerza cortante debe estar formaddo por estribos 
cerados, de una pieza, rematados como se indica en el inciso 
3.5.1.2.3, o por hélices continuas, ambos de diámetros no menor que 
9.5 mm (No 3) y de grado no mayor que el 42. 

3.5.1.4 Uniones viga-columna 

3.5.1.4.1 Requisitos generales 

Las fuerzas que intervienen en el dimensionamiento· por fuerza 
cortante de la unión se deben determinar al suponer que el esfuerzo 
de tensión en las barras longitudinales de las vigas que llegan a 
la unión es 1.25 S· 
El refuerzo longitudinal de las vigas que llegan a la unión debe 
pasar dentro del núcleo de la columna. 
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En los planos estructurales deben incluírse dibujos, acotados y a 
escala, del refuerzo en las uniones viga-columna. 

Una unión viga-columna o nudo se define como aquella parte de la 
columna comprendida en el peralte de las vigas que llegan a ella. 

3.5.1.4.2 Refuerzo transversal 

En un nudo debe suministrarse el refuerzo transversal mínimo 
especificado en el inciso 3.5.1.3.4. Si el nudo está confinado por 
cuatro trabes que llegan a él y el ancho de cada una es, al menos, 
igual a 0.75 veces el ancho respectivo de la columna, puede usarse 
la mitad del refuerzo transversal mínimo. 

3.5.1.4.3 Resistencia a fuerza cortante 

se debe admitir revisar la resistencia del nudo a fuerza cortante 
en cada dirección principal de la sección en forma independiente. 
La fuerza cortante se debe calcular en un plano horizontal a media 
altura del nudo. 

En nudos confinados corno se dice en el inciso 3. 5 .1. 4. 2, la 
resistencia de diseño a fuerza cortante se debe tornar igual a 

(3.11) 

En otros nudos se debe tomar igual a. 

(3.12) 

es el ancho efectivo del nudo 
es la dimensión transversal de la columna en la dirección de 
la fuerza. 

El ancho b debe tornar igual al promedio del ancho de la o las 
vigas consideradas y la dimensión transversal de la columna normal 
a la fuerza, pero no mayor que el ancho de la o las vigas mas h. 

3.5.1.4.4 Anclaje del refuerzo 

Toda barra de refuerzo longitudinal de vigas que termine en un nudo 
debe prolongarse hasta la cara lejana del núcleo de la columna y 
rematarse con un doblez a 90 grados, seguido de un tramo recto no 
menor de 12 diámetros. La sección crítica para revisar el anclaje 
de estas barras debe ser el plano externo del núcleo de la columna. 
La revisión se debe.efectuar de acuerdo con la sección 3.l.lc (NTC 
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para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
donde es suficiente usar una longitud de desarrollo del 90 por 
ciento de la allí determinada. 

Los diámetros de las barras de vigas y columnas que pasen rectos a 
través de un nudo deben seleccionarse de modo que cumplan las 
relaciones siguientes: 

h(colwnna) /db(barras de viga) :~: 20 

h(viga) /db(barras de colwnna) :~: 20 
(3.13) 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de viga consideradas. 

Si en la columna superior del nudo se cumple que: 

:1: o. 3 (3.11) 

se puede tomar la relación siguiente: 

h(viga) /db(barras de colwnna) :1: 15 (3.15) 

·La relación dada por la Ec 3.15 también es suficiente cuando en la 
estructura los muros de concreto reforzado resisten más del 50 por 
ciento de la fuerza lateral total. 

3.5.1.5 Sistemas losa plana-columnas para resistir sismo 

Si la altura de la estructura no excede de 20 m y, además, existen 
al menos tres crujías en cada dirección o jay trabes de borde, para 
el diseño por sismo se puede usar Q=3; también puede aplicarse este 
·valor cuando el sistema se combine con muros de concreto reforzado 
que cumplan con 4.5.2, incluyendo el inciso b de esa sección (NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
y que resistan no menos del 75 por ciento de la fuerza lateral. 
Cuando no se satisfagan las condiciones anteriores, se debe usar 
Q=2. Con relación a los valores de Q, debe cumplirse, además, con 
los correspondientes incisos anteriores (que es el Cap 5 de las NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87). 
En todos los casos se deben respetar las disposiciones siguientes: 

I Las columnas deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.3 para 
columnas de marcos dúctiles, excepto en lo referente al 

30 



dimensionamiento por flexocompresión, el cual sólo se debe 
realizar mediante el procedimiento optativo que se establece 
en el inciso 3.5.1.3.2. 

II Las uniones losa-columna deben cumplir con los requisitos de 
3. 5. l. 4 para uniones viga-columna, con las sal vedad es que 
siguen: 

No es necesaria la revisión de la resistencia del nudo a fuerza 
cortante, sino basta cumplir con el refuerzo transversal prescrito 
en 3.5.1.4.2 para nudos confinados. 

Los requisitos de anclaje de 3.5.1.4.4 se deben aplicar al refuerzo 
de la losa que.pase por el núcleo de una columna. Los diámetros de 
las barras de la losa y columnas que pasen rectas a través de un 
nudo deben seleccionarse de modo que se cumplan las relaciones 
siguientes: 

h(colwnna) /db(barras de losa) ~ 20 

h (losa) 1 db (barras de colwnna) ~ 15 
(3.16) 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de losa consideradas. 

3.5.2 Condiciones para estructuras dúctiles de acero 

Con base en los puntos !.4 y II del 
Capítulo 11, Estructuras dúctiles, 
construción de estructuras metálicas 

3.5.2.1 Alcance 

inciso 3.5, 
de las NTC 

del RCDF87. 

se reproduce el 
para diseño y 

En este capítulo se indican los requisitos que deben cumplirse para 
que puedan adoptarse valores del factor de comportamiento sísmico 
Q iguales a 4.0 o 3.0. 

3.5.2.2 Marcos dúctiles 

3.5.2.2.1 Requisitos generales 

Se indican aquí los requisitos que debe satisfacer un marco rígido 
de acero estructural para ser considerado un marco dúctil. Estos 
requisitos se aplican a marcos rígidos diseñados con un factor de 
comportamiento sísmico Q igual a 4.0 o a 3.0, que formen parte de 
sistemas estructurales que cumplan las condiciones enunciadas en el 
capítulo 5, partes I y II, de las NTC para diseño por sismo, 
necesarias para utilizar ese valor del factor de comportamiento 
sísmico. 
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Tanto en los casos en que la estructura está formada sólo por 
marcos como por aquellos en que está compuesta por marcos y muros 
o contravientos, cada uno de los marcos se debe diseñar para 
resistir, como mínimo, fuerzas horizontales iguales al 25 por 
ciento de las que le corresponderían si trabajase aislado del resto 
de la estructura. 

La gráfica esfuerzo de tensión-deformación del acero empleado debe 
tener una zona de cedencia, de deformación creciente bajo esfuerzo 
prácticamente constante, correspondiente a un alargamiento máximo 
no menor de uno por ciento, seguida de un endurecimiento por 
deformación. El alargamiento correspondiente a la ruptura no debe 
ser menor de 20 por ciento. 

3.5.2.2.2 Miembros en flexión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros principales 
que trabajan esencialmente en flexión. Se incluyen vigas y columnas 
con cargas axiales pequeñas, tales que Pu no exceda de PY/10. 

3.5.2.2.2.1 Requisitos geométricos 

Todas las vigas deben ser de sección transversal I o rectangular 
hueca, excepto en los casos cubiertos en el inciso 3.5.2.2.5. 

El claro libre de las vigas no debe ser menor que cinco veces el 
peralte de su sección transversal, ni el ancho de sus patines mayor 
que el ancho del patín o el peralte del alma de la columna con la 
que se conecten. 

El eje de las vigas no debe separarse horizontalmente del eje de 
las columnas más de un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

Las secciones transversales de las vigas deben ser tipo 1, de 
manera que han de satisfacer los requisitos geométricos que se 
indican en los incisos 2.3.1 y 2.3.2 (NTC para diseño y construción 
de estructuras metálicas del RCDF87). Sin embargo, se permite que 

la relación ancho/grueso del alma llegue hasta 5300/~ si en las 

zonas de formación de articulaciones plásticas se toman las medidas 
necesarias (refuerzo del alma mediante atiesadores transversales o 
placas adosadas a ella, soldadas adecuadamente) para impedir que el 
pandeo local se presente antes de la formación del mecanismo de 
colapso. 

Además, las secciones transversales deben tenes dos ejes de 
simetría, una vertical, en· el plano en que actúan las cargas 
gravitacionales, y otro horizontal. Cuando se utilicen cubreplacas 
en · los patines para aumentar la resistencia del perfil, deben 
conservarse los dos ejes de simetría. 
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Si las vigas están formadas por placas soldadas, la soldadura entre 
almas y patines debe ser continua en toda la longitud de la viga, 
y en las zonas de formación de articulaciones plásticas debe ser 
capaz de desarrollar la resistencia total en cortante de las almas. 

Cuando se empleen vigas de resistencia variable, ya sea por adición 
de cubreplacas en algunas zonas o porque su peralte varíe a lo 
largo del claro, el momento resistente nunca debe ser menor, en 
ninguna sección, que la cuarta parte del momento resistente máximo, 
que se tendrá en los extremos. 

En estructuras soldadas deben evitarse los agujeros, siempre que 
sea posible, en ls zonas de formación de articulaciones plásticas. 
En estructuras atornilladas o remachadas, los agujeros que sean 
necesarios en la parte del perfil que trabaje en tensión se deben 
punzar a un diámetro menor y se agrandan después, hasta darles el 
diámetro completo, con un taladro o un escarificador. este mismo 
procedimiento se debe seguir en estructuras soldadas, si se 
requieren agujeros para montaje o con algún otro objeto. Para los 
fines de los dos párrafos anteriores, las zonas de formación de 
articulaciones plásticas se consideran de longitud igual a un 
peralte, en los extremos de las vigas, y a dos peraltes, medido S· 
uno a cada lado de la sección en la que aparece, en teoría, la 
articulación plástica, en zonas intermedias. 

En aceros cuyo esfuerzo mínimo especificado de ruptura en tensión, 
F, es menor 1.5 veces el esfuerzo de fluencia mínimo garantizado, 
Fu, no se debe permitir la formación de articulaciones plásticas en 
zbnas en que se haya reducido el área de los patines, ya sea por 
agujeros para tornillos o por cualquier otra causa. 

No se deben hacer empalmes de ningún tipo, en las vigas propiamente 
dicha o en sus cubreplacas, en zonas de formación de articulaciones 
plásticas. 

3.5.2.2.2.2 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente en flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presenten fallas por cortante antes 
de que se formen las articulaciones plásticas asociadas con el 
mecanismo de colapso. Para ello, la fuerza cortante de diseño se 
obtiene del equilibrio del miembro entre las secciones en que se 
forman las articulaciones plásticas, en los que se supone que 
actúan momentos del mismo sentido y de magnitudes iguales a los 
momentos plásticos resistentes del elemento en esas secciones, sin 
factores de redución, y evaluados al tomar el esfuerzo de fluencia 
del material igual a 1.25 FY. Al plantear la ecuación de equilibrio 
para calcular la fuerza cortante se deben tener en cuenta las 
cargas transversales que obran sobre el miembro, multiplicadas por 
el factor de carga. 
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Como una opc~on se permite hacer el dimensionamiento al tornar corno 
base las fuerzas cortantes de diseño obtenidas en el análisis, pero 
utilizar un factor de resistencia F R igual a O. 7, en lugar del 
valor de 0.9 especificado en el artículo 3.3.3 (NTC para diseño y 
construción de estructuras metálicas del RCDF87). 

Las articulaciones plásticas se forman, en la mayoría de los casos, 
en los extremos de los elementos que trabajan en flexión. Sin 
embargo, hay ocasiones frecuentes en las v~gas de los niveles 
superiores de los edificios, en que una de ellas se forma en la 
zona central del miembro. Cuando esto suceda, la fuerza cortante 
debe evaluarse al tener en cuenta la posición real de la 
articulación plástica. 

3.5.2.2.2.3 Contraventeo lateral 

Deben soportarse lateralmente todas las secciones transversales de 
las vigas en las que puedan formarse articulaciones plássticas 
asociadas con el mecanismo de colapso. Además, la distancia entre 
cada una de estas secciones y la siguiente sección soportada 
lateralmente no debe ser mayor que la dada a continuación. 

(3.17) 

-r· - ,,-~-

-
Este requisito se aplica a un solo lado de la articulación .!: 
plástica cuando ésta se forma en un extremo de la viga, y en ambos r 
lados cuando aparece en una secc~on intermedia. La expresión " 
anterior es válida para vigas de sección transversal I o H, 
flexionadas alrededor. de su eje de mayor momento. de inercia. 

En zonas que se conservan en el intervalo elástico al formarse el 
mecanismo de colapso, la separación entre puntos no soportados 
lateralmente puede ser mayor que la indicada en el párrafo 
anterior, pero no debe es ceder el valor de L , calculado de 
acuerdo con el inciso 3.3.2.2 (NTC para diseño"y construción de 
estructuras metálicas del RCDF87). 

Los elementos de contraventeo deben proporcionar soporte lateral, 
directo o indirecto, a los dos patines de las vigas. Cuando el 
sistema de piso proporcione soporte lateral al patín superior, el 
desplazamiento lateral del patín inferior puede evitarse por medio 
de atiesadores verticales de rigidez adecuada, soldados a los dos 
patines y al alma de la viga. 

3.5.2.2.3 Miembros en flexocornpresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros que trbajan en 
flexocornpresión, en los que la carga axial de diseño, P , es mayor 
que Pu/10. La mayoría de estos miembros son columnas, pero pueden 
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ser de algún otro tipo; por ejemplo, vigas que forman parte de 
crujías contraventeadas de marcos rígidos han de diseñarse, en 
general, corno elementos flexocomprirnidos. 

3.5.2.2.3.1 Requisitos geométricos 

Si la Sección transversal es rectangular hueca, la relación de la 
mayor a la menor de sus dimensiones exteriores no debe exceder de 
2 y la dimensión menor debe ser mayor o igual a 20 cm. 

Si la sección transversal es H, el ancho de los patines no debe ser 
mayor que el peralte total, la relación peralte-ancho del patín no 
debe exceder de 1.5, y el ancho de los patines debe ser mayor o 
igual a 20 cm. 

La relación de esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 
60. 

3.5.2.2.3.2 Resistencia mínima en flexión 

La resistencia en flexión de las columnas que concurren a un nudo 
deben satisfacer la condición dada por la Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 
(NTC para diseño y construción de ·estructuras metálicas del 
RCDF87), con las excepciones que se indican en este inciso. 

Corno una opción, se permite hacer el dimensionamiento al tornar corno 
base los elementos mecánicos de diseño obtenidos en el análisis, y 
reducir el factor de resistencia FR utilizado en flexocornpresión de 
0.9 a 0.7. 

3.5.2.2.3.3 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos flexocornprirnidos se deben dimensionar de manera que 
no fallen prematuramente por fuerza cortante. Para· ello, la fuerza 
cortante de diseño se otiene del equilibrio del miembro, al 
considerar su longitud igual a la altura libre y suponer que en sus 
extremos obran momentos del mismo sentido y de magnitud igual a los 
momentos máximos resistentes de las columnas en el plano de 
estudio, que valen Z (F -f ). El significado de las literales que 

e ~'- a 1 ' ' l 5 8 5 aparecen en esta expreslon se exp lCa con referencla a a Ec • • 
del inciso 5.8.5 (NTC para diseño y construción de estructuras 
metálicas del RCDF87). 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocornpresión con el 
procedimiento optativo del inciso 3. 5. 2. 2. 3. 2, la revisión por 
fuerza cortante se debe realizar con la fuerza de diseño obtenida 
en el análisis y utilizar un factor de resistencia de 0.7. 

3.5.2.2.4 Uniones viga-columna 

Las uniones viga-columna deben satisfacer las recomendaciones de la 
sección 5.8 "Conexiones rígidas entre vigas y columnas" (NTC para 
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diseño y construción de estructuras metálicas del RCDF87), con las 
modificaciones pertinentes cuando las columnas sean de sección 
transversal rectangular hueca. 

3.5.2.2.4.1 Contraventeo 

Si en alguna junta de un marco dúctil no llegan vigas al alma de la 
columna, por ningún lado de 6sta, o si el peralte de la viga o 
vigas que llegan por alma es apreciablemente menor que el de las 
que se apoyan en los patines de la columna, éstos deben ser 
soportados lateralmente al nivel de los patines inferiores de las 
vigas. 

3.5.2.2.4.2 Vigas de alma abierta (armaduras) 

En esta sección se indican los requisitos especiales que deben 
satisfacerse cuando se desea emplear vigas de alma abierta 
(armaduras) en marcos dúctiles. Deben cumplirse, además, todas las 
condiciones aplicables de este capítulo. 

Las armaduras pued~m utilizarse como miembros horizontales en 
marcos dúctiles, sJ. se diseñan de manera que la suma de las 
resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de las dos armaduras. 
que concurran en cada nudo intermedio sea igual o mayor 1.25 veces 
la suma de las resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de ls 
columns que llegan al nudo. En nudos extremos, el requisito 
anterior debe ser.satisfecho por la única armadura que forma parte 
de ellos. ·· 

Además, deben cumplirse las condiciones siguientes: 

a) Los elementos de las armaduras que trabajan en compresión o en 
flexocompresión, sean cuerdas, diagonales o montantes, se 
deben diseñar con un factor de resistencia, FR, igual a 0.7. 
Al det~rminar cuales elementos trabajan en compresión o en 
flexocompresión deben tomarse en cuenta los dos sentidos en 
que actúa el sismo de diseño. 

b) Las conexiones entre las cuerdas de las armaduras y las 
columnas deben ser capaces de desarrollar la resistencia 
correspondiente al flujo plástico de las cuerdas. 

e) En edificios de más de un piso, el esfuerzo en las columnas 
producido por las fuerzas axiales de diseño no deben ser 
mayores de 0.30 FY, y la relación de esbeltez máxima de ls 
columnas no debe exceder de 60. 

3.6 Espectros para diseño sísmico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, cuando se aplique el 
análisis dinámico modal que especifica la sección 9 de sus normas, 
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se adoptan las siguientes hipótesis para el análisis de la 
estructura: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico, a, 
expresada como fracción de la aceleración de la gravedad, está dada 
por las siguientes expresiones: 

a = ~(1 + 32:.)e 
Ta 

V T < T8 

a = e V T8 ,; T,; Tb (3.18) 

a = (~fe V T > Tb 

T es el período natural de interés; T, T, y Tt están expresados 
en segundos; e es el coeficiente sísmicb, y r un exponente que 
depende de la zona en que se halla la estructura, y se expecifica 
en la tabla 3.1 de las NTC para diseño por sismo, reproducida a 
continuación. 

El coeficiente sísmico e se obtiene del Art 206 del RCDF87, salvo 
que la parte sombreada de la zona II de la fig 3.1 de las NTC para 
diseño por sismo (NTC-sismo) se debe tomar e = 0.4 para las 
estructuras del grupo B, y e = 0.6 para las del A. 

Tabla 3.1 Valores de e, T., T., y r 

Zona e T.(s) Tb( S) r 

I 0.16 0.2 0.6 1/2 

rr• 0.32 0.3 1.5 2/3 

rrr 0.40 0.6 3.9 1 

Notas: Coeficiente sísmico para construcciones del Grupo B 
* No sombreada (Fig 3.1, NTC-sismo) 
+ Y parte sombreada de zona II (Fig 3.1, NTC-sismo) 
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4. FUERZAS SISMICAS 

En este capítulo se describen los métodos que considera el RCDF87 
para cuantificar las·fuerzas que se deben considerar en el diseño 
de una edificación para soportar los efectos de un sismo. 

4.1 Anális dinámico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, toda estructura puede 
analizarse mediante un método dinámico. Se aceptan como métodos de 
análisis dinámico: 

a) El modal (modal espectral) 

b) El paso a paso de respuestas a sismos específicos 

A fin de explicar los métodos para analizar las estructuras ante 
cargas dinámicas, se presentan los siguientes desarrollos: 

4.1.1 Ecuaciones de equilibro dinámico de las edificaciones 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico de los modelos estructurales 
lineales para edificaciones se pueden expresar como: 

B d
2 

ü(tl + c.!!..ü(tl + Rii<tl = F(tl 
dt 2 dt 

(4.1) 
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Con las siguientes condiciones iniciales 

d 
dtü(t) le- o = Vo 

= vector de velocidades conocido ( 4 · 2 l 
ü(t) le-o = Ü0 • 

= vector de desplazamientos conocido 

donde, para la edificación en particular, se definen los siguientes 
conceptos. 

M = Matriz de masas 

e = Matriz de amortiguamientos 

R = Matriz de rigideces 

Ü( t) = vector de desplazamientos 

:tü( t) = vector 
(4.3) 

de velocidades 

~ü(t) = 
dt 2 

vector de aceleraciones 

ff< tl = vector de cargas 

En el caso de fuerzas sismicas, el vector de cargas se puede 
expresar en términos del vector de aceleraciones del terreno 

(acelerograma), Dg(t) ,de acuerdo con la expresión siguiente: 

ff = -Mio (tl g 
(4.4) 

donde 

F = [1 1 . . . 1] 
( 4. 5) 

= vector con componentes unitarias 
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4.1.2 Métodos directos de integración paso a paso 

Los métodos que actualmente se utilizan para integrar paso a paso 
las ecuaciones de quilibrio dinámico de las edificaciones se 
agrupan en: 

a) métodos directos 

b) métodos de superposición modal 

El método directo que mas se utiliza es el denominado método de 
Newmark. Este método se basa en la aproximación lineal de la 
aceleración en el tamaño del paso de integración, según se muestra 
en la F ig 4. l. 

De acuerdo con la hipótesis de la aceleración lineal, los elementos 
de las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso 
de integración se pueden escribir como. 

d' 
dt' Üe•4e = d' 

dt' Üe•4t 

d d 1 d 2 d' 
dt Üe•4t = -iie + -4t(--Üe 4t + -üel dt 2 dt 2 + dt 2 

Üe•4e Üe + 
d ! (4t) 2

( Jtae.:.e + 2 ftüel = 4t-i1e + 
dt 

La aproximación de Newmark consiste en: 

donde: 

d d 2 d 2 
= -d Üe + (1- y)4t--Üe + y4t--Üe•At 

t dt 2 dt 2 

d2 = i1 + y4t--Üe•4e 
dt 2 

= ae + 4t..E...ae + c.! - Pl (4tP~üe + 
dt 2 dt 2 
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a :tac + (1 -
d' = y) A t-Üc 
dt 2 

( 4. 8) 

E = Üc + At:tÜc+ (.! ~l (AtJ•La 
2 dt 2 e 

El parámetro p está relacionado con la estabilidad del método (para 
p = 1/4, el método es incondicionalmente estable) y el parámetro 
se relaciona con la estabilidad y convergencia del método debido al 
amortiguamiento matemático que puede inducirse (para = 1/2, no se 
presenta el amortiguamiento matemático).Para el caso en que = 1/6 
y = 1/2, las Ec 4.7 se reducen a las correspondientes Ec 4.6. 

Al valuar las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final 
del paso de integración (en t = t + t) y al sustituir en la 
ecuación resultante a las Ec 4.7 se obtiene la siguiente ecuación. 

M--Üc .l.C + a+ yAt--Üc .l.C + E+ - d2 ~ d2 ) ' dt 2 • dt 2 • 

La Ec 4.9 puede escribirse como: 

donde: 

-. d2 K -Ü • = ~ dt• c•~c r' 

R· = ii +yAte+~ (At>•R 

p = Fc•.l.c - ca - KE 

( 4. 9) 

(4.10) 

(4.11) 

La Ec 4.10 permite cuantificar la aceleración al final del paso es 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, simétricas, de 
coeficientes constantes si el paso de integración se conserva 
constante durante'el proceso de integración. 

En la dinámicaestructural se acostumbra cuantificar a la matriz de 
amortiguamientos de la estructura de acuerdo con el criterio de 
Rayleigh, expresado mediante la siguiente ecuación. 

e = aü +¡¡K (4.12) 
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Al sustituír la Ec 4.12 en las Ec 4.11 se obtiene. 

if• = (1 + a. y á. t}M + (y¡.~á. t + IHá. tl 2)i 

P = ¡.c•ll.c - a.ira - K(¡.~a + .5) 
(4.13) 

El algoritmo 
resumido por 
cabo en una 
involucra. 

del método de integración paso a paso de Newrnark, 
las Ec 4.10 y 4.13, necesariamente se debe llevar a 
computadora debido al número de operaciones que 

4.1.3 Método directo paso a paso de superposición modal 

Otra forma de integrar paso a paso las ecuaciones de equilibrio 
dinámico de las estructuras (Ec 4.1) es mediante la solución del 
problema de eigenvalores, según se indica a continuación. 

4.1.3.1 Solución del problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

Este caso corresponde a un problema de vibraciones libres no 
amortiguadas, cuyas ecuaciones resultan ser . 

.M__9.:_ü(t) + Ko(t) = o 
dt 2 

(4.14) 

En las vibraciones libres el movimiento es armónico, es decir. 

(4.15) 

y las ecuaciones de vibración libre resultan ser 

(4.16) 

que es el clásico problema de eigenvalores'comunmente expresado 
como: 

Xx = A.Bx (4.17) 
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Varios son los métodos que existen para resolver el problema de 
eigenvalores. Los utilizados con las computadoras, entre otros, se 
pueden nombrar a 

El de Jacobi 

El de la iteración del subespacio 

Cuando se emplean calculadoras de escritorio para los modelos 
extructurales mas simples (rigideces de entrepiso y masas con 
movimientos unidireccionales) se utilizan los métodos de: 

Stodolla-Vianelo-Newmark 

Holzer 

4.1.3.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

La transformación que permite desacoplar las ecuaciones de 
equilibrio dinámico se puede expresar como. 

ü = R9 (4.18) 

donde 

9 = vector del nuevo sistema coordenado 

R = (.fl .f2 .f3 o o o i' n] 
(4.19) 

= Matriz modal 

¡n = n-ésimo eigenvector 

De acuerdo con la transformación de coordenadas anterior (Ec 4.18) 
las expresiones de los vectores de velocidad y de acelaración 
resultan ser: 

..s!.:_ ü ( t) 
dt 2 

= R..s!.:_ 9 ( tl 
dt 2 

(4.20) 

De acuerdo con las Ec 4.18 y 4.20 las ecuaciones de equilibrio 
dinámico (Ec 4.1) en el sistema de referencia transformado se 
expresan como: 
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iJR...!:E_ 9 ( tl + C:R ddty ( tl + RR.dydy ( tl = F( tl 
dt 2 

(4.21) 

Al premultiplicar la Ec 4.21 por la transpuesta de la matriz modal 
se obtiene la siguiente expresión. 

Al definir los siguientes conceptos 

M' = R_T_MR =Matriz de masas transformada 

e' = j¿T(:R =Matriz de amortiguamientos transformada 

R' = R_Ti(R =Matriz de rigideces transformada 

.F' ( t) = R_Tf( t) = vector de cargas transformado 

(4.22) 

(4.23) 

De acuerdo con las propiedades de ortogonalidad de los 
eigenvectores respecto a las matrices de masas y de rigideces, la 
matriz de masas transformada y la matriz de rigideces transformada 
resultan ser matrices diagonales. Si la ma.triz de amortiguamientos 
se . selecciona de tal manera que también la matriz de 
amortiguamientos transformada sea una matriz diagonal, las 
ecuaciones de equilibrio dinámico transformadas (Ec 4.22) se pueden 
escribir como. 

(4.24) 

que resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado, 
cuya ecuación i-ésima se puede escribir como: 

(4.25) 
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La Ec 4. 25 representa la ecuación de equilibrio dinámico de un 
sistema de un grado de libertad. Por lo anterior se puede decir que 
un sistema de N grados de libertad se transforma. en N sitemas de un 
grado de libertad. Los coeficientes de las ecuaciones de un grado 
de libertad resultan ser: 

en donde: 

= 

mJc = masa asociada al grado 
de libertad k-ésimo 

rj = componente k-ésimo del 
. i-ésimo eigenvector(modo) 

11) 1 = frecuencia natural de 
. vibración del i-ésimo modo 

' 1 = fracción del amortiguamiento 
critico del i-ésimo modo 

N 

~mxr1 
N 

= coeficiente de 

~mk(r1)' 
participación del i -ésimo modo 
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4.1.3.3 Integración paso a paso de las ecuaciones de movimiento 
desacopladas 

Como las ecuaciones de movimiento 
corresponden a las de un grado de 
integración son los tradicionales. 

desacopladas 
libertad, los 

(Ec 4.25) 
métodos de 

Exacto, para el caso de aproximar la función .. f;' ( t) en tramos 
seccionalmente continuos con una variación llneal (que es lo 
usual). 

Aproximado, mediante un método numérico como el método de 
Newmark-Wilson. 

El paso de integración se define en el inciso 4.1.2 

4.1.3.4 Cuantificación de la respuesta de la estructura 

De acuerdo con el inciso anterior para el tiempo de integración 
considerado se cuantifican, para cada paso de integración, los 
siguientes vectores. 

y( t) = vector de desplazamientos transformado 

:ty( t) = vector de velocidades.transformado (4.31) 

~y(t) = 
dt 2 

vector de aceleraciones transformado 

Al sustituír las Ec 4.31 en las Ec 4.18 y 4.20 se obtiene la 
respuesta de la estructura representada por los vectores de 
desplazamiento relativo, de velocidad relativa, y de aceleración 
relativa, es decir. 

4.1.3.4 

Ü( t) = Ry( tl 

:ca( tl = R :ty(tl (4.32) 

~ü(t) = R~y(tl 
dt 2 dt 2 

Obtención de los elementos mecanlcos y cinemáticos de 
la estructura debidos al sismo 

Conocida la historia del vector de desplazamientos de la estructura 
(según se indica en el inciso anterior) se puede determinar la 
historia de los elementos mecánicos y cinemáticos en los puntos que 
se requieran de la estructura. 
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4.1.4 Método de la respuesta espectral 

Este método corresponde al denominado análisis en las NTC para 
diseño por sismo. Su secuencia se resume a continuación. 

4.1.4.1 Solución del problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.1 
del método directo de superposición modal. 

4.1.4.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.2 
del método directo de superposición modal. 

4.1.4.3 Obtención de la respuesta espectral de cada una de las 
ecuaciones de equilibrio desacopladas 

De acuerdo con el RCDF87 se calcula mediante la siguiente 
expresión. 

donde: 

4.1.4.4 

Y .!ve = 
A1 

(4.33) CJ-
(o)~ 

Y .!ve = respuesta espectral de 
desplazamientos transformados 
del modo i -ésimo 

(o)j = Frecuencia natural de 
. vibración del modo i-ésimo 

AJ = Ordenada del espectro de (4.34) 
aceleraciones de diseBo 
asociada al periodo natural 
de vibración T1 = 211 

(o)i 

Cl = Coeficiente de participación 
del modo i -ésimo 

Cuantificación de los vectores de respuesta máximos de 
la estructura para cada modo 

De acuerdo con la Ec 4.32a, el vector de desplazamientos máximo de 
la estructura, correspondiente al modo i-ésimo, resulta ser. 

ahl>ix = r 1y.!vc (4.35) 
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donde: 

j'í ; Eigenvector asociado al modo i-ésimo (4.36) 

De acuerdo con la Ec 4.36, a cada modo de la estructura le 
corresponde un vector de desplazamientos máximo. Con base en la 
formulación de las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, a 
cada vector de desplazamientos le corresponden un conjunto de 
elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas 
cortantes, momentos flexionantes, momentos de volteo, 
desplazamientos relativos, etc.) 

4.1.4.5 Obtención de la respuesta total de la estructura 

Una vez conocidos los elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas 
normales, fuerzas cortantes, momentos flexionantes, momentos de 
volteo, desplazamientos relativos, etc.) asociadas a cada modo, 
representado por S., para obtener la respuesta de la estructura, 
representada por S~ se procede como se indica a continuación. 

4.1.4.5.1 Método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
(SRSS) 

S; Wt (4.37) 

4.1.4.5.2 Método de la combinación cuadrática completa (CQC) 

S ; (4.38) 

donde: 

; (4.39) 

Valor del amortiguamiento crítico del modo i-ésimo (que se 
supone consante para todos los modos) 

frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo 
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4.2 Anális~s estático 

Las NTC para Diseño por Sismo del RCDF87 proponen un método 
relativamente simple para cuantificar las fuerzas horizontales que 
un sismo de diseño ocasiona a una edificación cuya altura no exceda 
de 60 m. 

4.2.1 Distribución de las aceleraciones horizontales 

De acuerdo con el.inciso 8.1 de las NTC para Diseño por Sismo del 
RCDF87, la hipótesis sobre la distribución de aceleraciones en las 
masas de las edificaciones se muestra en la Fig 4.2. Para la masa 
del nivel i-ésimo, la fuerza que la distribución de aceleraciones 
le ocasiona a la masa se puede escribir como. 

donde se definen los componentes respectivos. 

F 1 = Fuerza horizontal del riivel i-ésimo 

m1 = masa del nivel i-ésimo 

W1 = = m1g = peso del nivel i-ésimo 

ü1 = aceleración del nivel i-ésimo 

(4.40) 

(4.41) 

De acuerdo con la Fig 4.2, la expresión de la aceleración de la 
masa i-ésima resulta ser. 

ilj = ~1 il, (4.42) 
ll 

Al sustituír la Ec 4.42 en la Ec 4.40 se obtiene. 

(4.43) 
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4.2.2 Fuerzas sísmicas horizontales 

De acuerdo con la definición de fuerza cortante basal, se·puede 
expresar la siguiente ecuación. 

(4.44) 

Al considerar la definición de coeficiente sísmico, e, se puede 
escribir la siguiente expresión. 

= (4.45) 

Con base en la Ec 4.45 se obtiene la expresión siguiente. 

N 

Un ~wj 
= e l (4.46) 

ghn N 

~W1h1 
l 

Al sustituír la Ec 4.46 en la Ec 4.43, la expresión de la fuerza 
sísmica estática se puede expresar como. 

N 

Fi = 
~wi 

e N 
l W1h 1 (4.47) 

~ W1h 1 
l 

4.2.3 Estimación del período fundamental de la estructura 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda una expresión 
para estimar el período de vibración del primer modo, T

1
, de 

acuerdo con la modelación estructural a base de rigideces de 
entrepiso , según se indica a continuación. 
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a) Los datos de partida se muestran en la Fig 4.Z y son. 

k 1 = Rigideces del entrepiso i-ésimo 

W1 = Pesos del nivel i-ésimo 
(4.48) 

b) Cuantificación de las fuerzas sísmicas, Fi, de cada nivel de 
acuerdo con la Ec 4.47. 

e) Cuantificación de ls fuerzas cortantes, Vi, de cada entrepiso. 

(4.49) 

d) Obtención de los desplazamientos, u,, asociados a las fuerzas 
cortantes de entrepiso. 

(4.50) 

e) Otención de los desplazamientos, xi, que provocan las fuerzas 
sísmicas, con base en la Ec 4.50. 

x 1 = o 
(4.51) 

'<li=2 ... N 

f) Obtención de las aceleraciones armónicas correspondientes a 
los desplazamientos del inciso anterior (inciso e), asociados 
a la frecuencia natural de vibración, 

1
• 

:kj = (4.52) 

g) obtención de las fuerzas dinámicas asociadas a las 
aceleraciones armónicas del inciso anterior (inciso f). 

h) 

(4.53) 

Cuantificación de los trabajos que realizan las fuerzas F.(Ec 
4. 4 7) y F ar (E e. 4. 53) debido a los desplazamientos xi 

1 
( Ec 

4.51). 
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N 

Wn = kF1x1 
1 

(4.54) 
oo• N 

WFar 1¡; 2 = - w1x1 
g >•1 

i) Obtención de la frecuencia natural de vibración T
1

, al·igualar 
los trabajos dados por las Ec 4.54. 

N 

oof = 
kF1x1 

1 
g N 

kw1xi 
1 

(4.55) 
N 

2K 
!; W1xi 

T1 = = 2K >•1 

(,)1 N 

gkF1x1 
•1 

4.2.4 Reducción de las fuerzas cortantes estáticas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sísmicas descritas en el inciso 4.2.2, obtenidas con la Ec 4.55, 
pueden adoptarse valores los menores qué se indica a continuación. 

a) 

b) 

El período fundamental de vibración se obtiene con la Ec 4.55. 

Si T1 $ Tb el valor del coeficiente sísmico, e, en la Ec 4.47 
se sustituye por el valor de la ordenada del espectro de 
aceleraciones, a, dado por la Ec 3.38, y resulta ser. 

(4.56) 

e) Si T
1 

> Tb las fuerzas sísmicas se cuantifican con las 
expresiones siguientes. 
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F1 = aw1(k1h1 + k 2hi) Va;, e (4.57) 
4 

donde: 

N 

Ew1 
k1 = q[l - r(l - q) l ,.1 

N 

E W1h1 
,.1 

N 

~w1 (4.58) 

k. = 1. 5rq(l - q) 1 

N 

~W1hi 
1 

q = ( ~:r 
4.3 Método simplificado 

Las NTC para diseño por sismo establece el cumplimiento simultáneo 
de las siguientes condiciones para que sea aplicable el denominado 
método simplificado de análisis. 

4.3.1 Consideraciones generales 

I. En cada planta, al menos el 75 por ciento de las cargas 
veticales están soportadas por muros ligados entre sí mediante 
losas monolíticas u otros sistemas de piso suficientemente 
resistentes y rígidos al corte. Dichos muros tendrán 
distribución sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales y deben satisfacer las condiciones que establecen 
las NTC correspondientes. Es admisible cierta asimetría en la 
distribución de los muros cuando existan en todos los pisos 
dos muros de cargas perimetrales paralelos, cada uno con 
longitud al menos igual a la mitad de la dimensión mayor en 
planta del edificio. Los muros a que se refiere este párrafo 
pueden ser de mamposteria, concreto reforzado o madera; en 
este último caso deben estar arriostrados con diagonales. 

II. La relación entre longitud y ancho de la planta del edificio· 
no excede de 2.0 a menos que, para fines de análisis sísmico, 
se pueda suponer dividida dicha planta en tramos 
independientes cuya relación longitud a anchura satisfaga esta 

53 



restricción y cada tramo resista según el criterio que se 
indica en la tabla 7.1 de las NTC para.diseño por sismo. 

III. La relación entre la altura y la relación mínima de la base 
del edificio no excede a 1.5 y la altura del edificio no es 
mayor de 13 m. 

4.3.2 Consideraciones específicas 

Para aplicar este método se hace caso omiso de los desplazamientos 
horizontales, torsiones y momentos de volteo. 

Se debe verificar únicamente que en cada piso la suma de las 
resistencias al corte de los muros de carga, proyectados en la 
dirección en que se considera la aceleración , sea cuando menos 
igual a la fuerza cortante total que obre en dicho piso, calculada 
según se especifica en el inciso 4.2.2. 

Los coeficientes sísmicos que se deben emplear se indican en la 
tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo, correspondientes a las 
construcciones del grupo B. Para las construcciones del grupo A 
dichos coeficientes se deven multiplicar por 1.5. 

* 

Tabla 7.1 Coeficientes sísmicos reducidos para el método 
simplificado, correspondiente a estructuras del 
grupo B (NTC para disefío por s.ismo RCDF87). 

' 
MUROS DE PIEZAS MACISAS O MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERA DIAFRAGMAS DE DUELAS DE 
CONTRACHAPEADA MADERA• 

ZONA 
ALTURA DE LA CONSTRUCCION ALTURA DE LA·CONSTRUCCION 

(m) (M) 

H<4 4~H~7 7<H~13 4<H 4~H~7 7<H~13 

I 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

IIyiii 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

Diafragmas de duelas de madera inclinadas o sistemas de muros 
formados por duelas de madera verticales u horizontales 
arriostradas con elementos de madera maciza. 
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4.3.3 Consideraciones de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de mampostería 

En el inciso 4. 1. 3 de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de mamposteria se establece lo siguiente. 

El análisis para la determinación de los efectos de las cargas 
laterales debidas a sismo se hace con base en las rigideces 
relativas de los distintos muros. Estas de determinan tomando en 
cuenta las deformaciones de cortante y de flexión. Para estas 
últimas se considera la sección transversal agrietada del muro 
cuando la relación de carga vertical a momento flexionante es tal 
que se presentan tensiones verticales. Se debe tomar en cuenta la 
restricción que impone a la rotación de los muros la rigidez de los 
sistemas de piso y techo y la de los dinteles. 

Es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro 
es proporcional a su área transveral, ignorar los efectos de 
torsión y de momento de volteo. 

La contribución a la resistencia a fuerzas cortantes de los muros 
cuya relación de altura de entrepiso, H, a longitud, L, es mayor 
que l. 33 se debe reducir al multiplicar la resistencia por el 
coeficiente (1.33 L/H) 2• , · 

4.4 Reducción de fuerzas sísmicas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sismicas descritas en los incisos 4.1 y 4.2 se pueden reducir al 
dividirlas entre el factor reductivo Q'. 

4.4.1 Estructuras regulares 

Para las estructuras que satisfacen las condiciones de regularidad 
indicadas en el inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las siguientes 
expresiones. 

o' = o si T se desconoce 

o' = o 'V T ";:;T
8 (4.59) 

o' = 1 + : (Q- 1) 'V T < T 8 
a 

donde: 

a) T es igual al período fundamental de vibración (inciso 4.2.3) 
cuando se emplee el método estático (inciso 4.2.2) e igual al 
período de natural de vibración del modo que se considere 
cuando se emplee el método de análisis modal (inciso 4.1.4). 
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b) 

e) 

T es un período caracerístico del espectro de diseño 
a • • 
ut~l~zado (inciso 4.2.6). 

Los desplazamientos de 
multiplicar por el factor 
desplazamientos obtenidos 

diseño sísmico se obtienen al 
de comportamiento sísmico, Q, a los 
con las fuerzas sísmicas reducidas. 

d) Cuando se adopten dispositivos especiales capaces de disipar 
energía por amortiguamiento o comportamiento inelástico, se 
pueden emplear criterios de diseño sísmico que difieran de los 
aquí especificados, pero congruentes con ellos, con la 
aceptación del DDF. 

4.4.2 Estructuras irregulares 

Para las estructuras que no satisfacen las condiciones de 
·regularidad indicadas en el inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las 
expresiones del inciso anterior (Ec 4.59) multiplicado por 0.8. 

4.5 Efectos de torsión 
. 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que para fines 
de diseño, el momento torsionante se debe tornar por lo menos igual 
a la fuerza cortante de entrepiso multiplicada por la excentricidad 
que para cada marco o muro resulte mas desfavorable de ls 
siguientes 

ed = l. 5e
8 

+ O.lb 
(4.60): 

ed = es - O.lb 

donde: 

es = Excentricidad torsional de rigideces calculada del 
entrepiso, igual a la distancia entre el centro de 
torsión del nivel correspondiente y la fuerza cortante 
en dicho nivel. 

b = Dimensión de la planta que se considera, medida en la 
dirección de es. 

La excentridicidad de diseño, ed, en cada sentido no se debe tomar 
menor que la mitad del máximo valor de la excentricidad calculada, 
e , para los entrepisos que se hallen abajo del que se considera, 
nl se debe tornar el momento torsionante de ese entrepiso menor que 
la mitad del máximo calculado para los entrepisos que están arriba 
del considerado. 
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4.6 Efectos de segundo orden 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que se deben 
tomar en cuenta explícitamente en el análisis los efectos de 
segundo orden, esto es, los momentos y cortantes adicionales 
provocados por las cargas verticales al obrar en la estructura 
desplazada lateralmente, en toda estructura en que la diferencia en 
desplazamientos laterales entre ·dos niveles consecutivos, 
u.,dividida entre la diferencia de altura correspondientes, h,, es 

tal que: 

11u1 v ----¡¡; > o. os-w 

donde 

V = Fuerza cortante en el entrepiso considerado 

W = Peso de la construcción encima del entrepiso 

El peso de la construccion incluye cargas muertas y vivas. 

4.7 Efectos bidireccionales 

(4.62) 

.Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que los efectos 
de ambos componentes horizontales del movimiento del terreno se 
deben combinar al tomar en cada dirección en que se analice la 
estructura, el 100 % de los efectos del componente que obra en esa 
dirección y el 30 % de los efectos del que obra perpendicularmente 
a ella, con los signos que para cada concepto resulten mas 
desfavorables. 
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5. FUERZAS SISMICAS EN LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES RESISTENTES DE 
LAS EDIFICACIONES 

El concepto de fuerzas sísmicas en elementos estructurales 
resistentes de una edificación es la manera de especificar la 
magnitud de las fuerzas sísmicas que actúan en cada uno de los 
elementos estructurales resistentes en los métodos que utilizan 
simplificaciones estructurales para cuantificar las fuerza's 
sísmicas. _ 

5.1 En los modelos estructurales donde se utilizan las ecuaciones 
de equilibrio dinámico de las edificaciones 

En los modelos estructurales que formulan las ecuaciones de 
equilibrio a través del concepto de subestructuras unidas a un 
diafragma (nivel), rígido o no, la información que se maneja de 
manera sistemática es el equilibrio de cada uno de los elementos 
estructurales que la forman. Entonces, el concepto de fuerzas 
sismicas en los elementos estructurales es transparente ya que se 
cuenta con la información integral de cada uno de los elementos 
estructurales de la edificación, al establecer las ecuaciones de 
equilibrio. 

5.2 En los modelos estructurales donde se utiliza el concepto de 
rigidez de entrepiso 

El modelo donde se emplea el concepto de rigidez de entrepiso es el 
modelo mas simple donde se utiliza el concepto de diafragma rigido. 
Es un modelo en extinción ya que los modelos a que hace referencia 
el inciso 5.1 son mas generales. Se presenta porque el RCDF87 hace 
referencia a algunos conceptos que utiliza. Se basa en las 
siguientes hipótesis: 
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a) Se considera el equilibrio en un solo diafragma (nivel) rígido 
en donde la carga que actúa es la fuerza cortante en el 
entrepiso correspondiente, localizada en su centro de masas. 

b) Las fuerzas que resisten a la fuerza cortante las proporcionan 
las rigideces de entrepiso (resortes) del entrepiso 
correspondiente que definen el centro de torsión (o de 
rigideces). 

e) Las rigideces de entrepiso las forman los marcos (o 
rnurornarcos) planos, sensiblemente paralelos en dos direcciones 
ortogonales. 

d) En los desarrollos que siguen se considera que el edificio 
tiene una distribución de rigideces regular en elevación. Es 
decir, que las columnas de un diafragma (nivel) únicamente 
están unidas con niveles consecutivos. 

En la Fig 5.1 se muestra la idealización del modelo estructural 
descrito en los incisos anteriores. 

5.2.1 Centro de rigideces (de torsión) del entrepiso 

Debido a que los elementos resistentes de un entrepiso se 
representan mediante las rigideces del mismo, se define corno centro 
de rigidez (o de torsión) al punto en donde al actuar las fuerzas 
cortantes únicamente provocan desplazamientos lineales. 

5.2.1.1 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje y de referencia 

Con base en la Fig 5.2, la fuerza que soporta cada resorte (rigidez 
de entrepiso) paralelo al eje y resulta ser 

(5.1) 

De acuerdo con la condición de equilibrio de fuerzas paralelas al 
eje y se puede escribir corno. 

( 5. 2) 

Con base en las Ec 5.1 y 5.2 se obtienen las siguientes 
expresiones. 
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V = ( 5. 3) 

(5.4) 

5.2.1.2 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje x de referencia 

Al seguir un razonamiento similar al inciso 5.2.1.1 y utilizar la 
Fig 5.3 se obtienen las siguientes ecuaciones. 

d - k VJx - JxU ( 5. 5) 

u = 

V d = Jx 

( 5. 7) 

(5.8) 

5.2.1.3 Coordenadas del centro de torsión 

Se denomina centro de torsión (CT) o 
punto localizado sobre el diafragma 
fuerza cortante correspondiente 
desplazamientos lineales. 
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Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje 
y, al establecer el equilibrio de momentos resulta. 

NX k = }'X jy V: 
t=!jNX y 
·l E kjy 

J•l 
(5.9) 

= 

De acuerdo con la Ec 5.9 se obtiene la expresión de la abscisa del 
centro de torsión. 

(5.10) 

Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje 
x, se obtiene la siguiente expresión de la ordenada del centro de 
torsión. 

NY 

kyíkíx 
Y e = l (5.11) 

NY 

E kíx 
>•1 

5.2.2 Excentricidades 

Las fuerzas sísmicas asociadas a los diafragmas rígidos actúan en 
el punto denominado centro de masas (CM) u no en el centro de 
torsión, que pueden ser diferentes. A las distancias paralelas a la 
dirección de las fuerzas cortantes se les denominan 
excentricidades. 
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5.2.2.1 Excentricidades calculadas 

Las excentricidades correspondientes a las dos fuerzas cortantes 
ortogonales se pueden escribir como. 

esx = ¡x.,- xcl 
donde 

esx = Excentricidad d~ la fuerza Cortante Vy (5.12) 

x., = Abscisa del centro de masas 

X e = Abscisa del centro de torsión 

esy = IY.,- Ycl 
donde 

esy = Excentricidad de la fuerza Cortante Vx (5.13) 

y., = Ordenada del centro de masas 

Y e = Ordenada del centro de torsión 

5.2.2.2 Excentricidades de diseño 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que a cada 
excentricidad calculada se le debe asociar dos excentricidades de 
diseño, según se indica a continuación. 

a) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante VY. 

donde: 

es la dimensión 
dirección de esx 

edx = 1. 5esx +O.lbx 
(5.14) 

eax = 

de la planta que se considera medida en 
(perpendicular a la fuerza cortante V) . 

. y 
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b) Excentricidades asociadas ·a la fuerza cortante Vx. 

ec~y = 1. 5esy +O. lby 
(5.15) 

donde: 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e,Y (perpendicular a la fuerza cortante Vx). 

5.2.3 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

De acuerdo con el inciso 5. 2. 2 para efectos de diseño se deben 
considerar los efectos de un momento torsionante, M, cuantificado 
con las siguientes expesiones. 

M = M = ty 
(5.16) 

Con base en la Fig 5.4 se puede afirmar que el momento torsionante 
se equilibra con las fuerzas cortantes que provoca en todos los 
resortes. El movimiento de cuerpo rígido que el par torsionante le 
provoca al diafragma rígido es el giro, 

Los desplazamientos lineales en los resortes paralelos a cada uno 
de los ejes de referencia, al considerar que el desplazamiento 
angular es pequeño, de tal manera que el seno y la tangente del 
mismo se pueda-aproximar por el valor del ángulo, resultan ser. 

donde: 

uj = eyj 

vj = exj 
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Las fuerzas cortantes debidas al par torsionante resultan ser. 

t 
Vix = kixui = ekixYi 

(5.19) 
t Vjy = k 1yvJ = ekjyXj 

Al establecer el equilibrio de pares respecto al centro de torsión 
se obtiene que. 

NY NX 

M = ¡,; VfxYi + ~ V}'yXJ 
l •l 

(5.20) 

= e[~ k1xYl + ~ k 1?1] 

De las Ec 5.20 se obtiene el valor del desplazamiento angular de 
cuerpo rígido. 

e = M· 

(5.21) 

Al sustituír la Ec 5.21 en las Ec 5.19 se obtienen las expresiones 
de las fuerzas cortantes que el momento torsionante ocasiona a los 
resortes (rigideces de entrepiso). 

(5.22) 

(5.23) 
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5.2.4 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de 
entrepiso) 

Con base en los desarrollos de los incisos anteriores, la fuerza 
cortante que cada resorte (rigidez de entrepiso) soporta es la suma 
de la fuerza cortante directa mas la fuerza cortante debida a la 
torsión, como se expresa a continuación. 

(5.24) 

Para cuantificar la Ec 5.24a se hace uso de ls Ec 5.8 y 5.22, 
mientras que para la Ec 5.24b se utilizan las Ec 5.4 y 5.23. 

5.3 En el método simplificado 

En este método se hace caso omiso del efecto de torsión, por lo 
que únicamente se consideran las fuerzas cortantes directas. 

Las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería 
establece que es admisible considerar que la fuerza cortante que 
toma cada muro es proporcional a su área transversal 
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6. EJEMPLOS DESARROLLADOS PASO A PASO 

En este capítulo se presentan los ejemplos que permiten aplicar los 
conceptos descritos en este curso. Los ejemplos, por tratar de 
aplicar paso a paso los aspectos operativos de los métodos, 
corresponden únicamente a métodos que se pueden desarrrollar sin un 
número exagerado de operaciones, de tal manera que se pueden llevar 
a cabo con calculadora, lápiz y papel. 

6.1 Edificación utilizada 

En la Fig 6.1 se muestra la planta y elevación de un edificio de 
interés social que sirve de base para llevar a cabo los ejemplos de 
aplicación. Las particularidades del edificio se indican a 
continuación. 

6.1.1 Uso de las edificaciones 

Con base en el inciso 3.1 , el uso de la edificación es vivienda, 
por lo que le corresponde el Grupo B. 

Por tratarse de una edificación de 667 m2 < 6000 m2 , con una altura 
de 12.5 m < 30 m, se ubica en el subgrupo B2. 

6.1.2 Zonificación sísmica 

La edificación se localiza en la zona I . 
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6.1.3 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el inciso 3.2, y los datos especificados en los 
incisos 6.1.1 y 6.1.2, el coeficiente sismico que le corresponde a 
la edificación es e = 0.16. 

6.1.4 Condiciones de regularidad 

Con base en los datos de ·la edificación (Fig 6.1) se obtienen los 
siguientes parámetros en relación con el ~nc~so 3. 4, ·a fin de 
definir el coeficiente de reducción de las fuerzas sísmicas, Q'. 

a) Planta sensiblemente simétrica respecto a dos ejes ortogonales 
(respecto a masas y elementos resistentes). 

b) Altura/dimensión menor en planta = 12.5/8.4 = 1.49 < 2.5. 

e) Largo/ancho = 15.9/8.4 = 1.9 < 2.5. 

d) 

e) 

f) 

De acuerdo con la tabla 6.1 la relación entre los pesos de los 
niveles superior a inferior es igual a uno, con excepción del 
quinto nivel (último) que es igual a 0.88. 

Todos los pisos tienen la misma área, igual a 133.56 m2• 

En relación con los conceptos de rigidez al corte y 
excentricidades se discuten en los incisos correspondientes ... 

- . 
6.1.5 Factor de comportamiento sísmico 

La resistencia a las fuerzas laterales se suministra por: 

a) muros de mampostería de piezas huecas. 
b) confinadas en toda la altura. 
e) de 15 cm de espesor. 
d) resistencia al esfuerzo cortante de 2.5 kg/cm2 • 

Con base en el inciso 3.5, el factor de comportamiento asociado a 
las dos direcciones ortogonales resultan ser. 

Q = l. 5 
X 

6.1.6 Espectro de diseño 

Con base en el inciso 3.6 y la tabla 3.1 de la NTC para diseño por 
sismo, los parámetros del espectro de respuesta de diseño en la 
zona I junto con el coeficiente sísmico especificado en el inciso 
6.1.3, resultan ser. 
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T a = 0.2 S 

Tb = 0.6 S 

r = 1/2 

6.2 Análisis estático 

De acuerdo con el inciso 4. 2. 2 las fuerzas horizontales que un 
sísmo de diseño ocasiona a una edificación están dadas por la Ec 
4.39, reproducida a continuación. 

(4.39) 

En este método no es necesario hacer uso de un modelo estructural 
para el edificio, excepto si se desea estimar el período 
fundamental del mismo. 

6.2.1 Fuerzas cortantes 

Con base en los datos de la geometría y pesos del edificio, así 
como los datos especificados en el inciso 6.1, los elementos de la 
Ec 4.39 se resumen en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1 Fuerzas sísmicas (método estático) 

Nivel w1 h1 W1hl F1 v1 
(t) (m) (tm (t) (t) 

5 91.2 12.5 1140.0 24.73 24.73 

4 104.0 10.9 1040.0 22.57 47.30 

3 104.0 7.5 780.0 16.92 64.22 

2 104.0 5.0 520.0 11.28 75.50 

1 104.0 2.5 260.0 5.64 81.14 

¿ 507.2 3740.0 

De acuerdo con los valores de las columnas 2 y 4 de la tabla 6.1 se 
puede cuantificar el siguiente coeficiente. 
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= o. 16. 507 . 2 
3740.0 

= 0.0217 

6.2.2 Estimación del periodo fundamental de vibración 

( 6. 1) 

De acuerdo con 
fundamental se 
continuación. 

el inciso 4.2.3 la estimación del período 
obtiene mediante la Ec 4.47b, reproducida a 

T1 = 2n 

N 

~wixi 
N 

gkFixi 
•·1 

(4.47b). 
.... 

Los valores especificados en las tablas 6.1, 6.5 y 6.6 sirven q~ 
base para la cuantificación de la Ec 4.47b. 

6.2.2.1 En la dirección del eje x 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.2. 

Tabla 6.2 Estimación del periodo fundamental, T1x, en la 
dirección del eje x 

Nivel kix u1 x1 F 1x) W X 2 

(t/cm) (m) . (m) (tm (tm%) 

5 203.65 0.00121 0.00531 0.13132 0.00257 

4 3 72.46 0.00127 0.00410 0.09254 0.00175 

3 528.42 0.00122 0.00283 0.04788 0.00083 

2 749.62 0.00101 0.00161 0.01816 0.00027 

1 1363.69 0.00060 0.00060 0.00338 0.00004 

r 0.29328 0.00546 
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Al sustituír los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.2 en 
la Ec 4.47b resulta. 

T = 6 28/ O.OOS4ó = 0.2736 S 
a · V 9.81*0;29328 

(6.2) 

6.2.2.2 En la direccion del eje y. 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.3. 

Tabla 6.3 Estimación del período fundamental, T1Y, en la 
dirección del eje y 

Nivel k1 u1f x1 F1x) W X 2 

(t/~m) (m (m) (tm (tm~) 

5 65.93 0.0037 0.0159 0.3932 0.0231 

4 121.28 0.0039 0.0122 0.2754 0.0155 

3 173.85 0.0037 0.0083 0.1404 0.0072 

2 253.15 0.0030 0.0046 0.0519 o. 0022 

1 515.28 0.0016 0.0016 0.0091 0.0003 

¿ 0.8699 0.0483 

Al sustituír los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.3 en 
la Ec 4.47b resulta. 

= 6 . 28 ¡. o.o483 
V 9. 81*0.8699 

= 0.4724 S ( 6. 3) 

6.2.3 Factores reductivos de las fuerzas sísmicas 

De acuerdo con el inciso 4.3 los factores reductivos de las fuerzas 
sismicas resultan ser. 

6.2.3.1 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje x 

Al comparar el período fundamental T
1
x con el valor de T. resulta. 
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T1x = 0.2736 > T0 =0.2 

donde: 

Q~ = Qx =1. 5 

6.2.3.2 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje y 

(6.4) 

Al comparar el período fundamental T
11 

con el valor de T. resulta. 

T1y = 0.4724 > r. = 0.2 

donde: (6.5) 

Q:Y = Oy = l. 5 

6.2.4 Fuerzas sísmicas reducidas 

' Al dividir las fuerzas sísmicas estáticas de la tabla 6.1 entre lós 
correspondientes factores reductivos dados por las Ec 6.4 y 6.5 se 
obtienen las fuerzas sísmicas reducidas de la tabla 6.4. 

Tabla 6.4 Fuerzas sísmicas estáticas sin reducir y reducidas 

Nivel 

5 

4 

3 

2 

1 

6.2.5 

F1 
( t) 

v1 
(t) 

F1xÍ 
(t v1xí (t 

F1yÍ 
(1: 

v1yí 
(1: 

24.73 -24.7 3 16.48 16.48 16.48 16.48 

22.57 47.30 15.05 31.53 15.05 31.53 

16.92 64.22 11.28 42.81 11.28 42.81 

11.28 75.50 7.52 50.33 7.52 50.33 

5.64 81.14 3.76 54.09 3.76 54.09 

Reducción de las fuerzas cortantes con base en el período 
fundamental de vibración 

De acuerdo con el inciso 4.2.4 existe la posibilidad de reducir las 
fuerzas sísmicas de -J. a tabla 6. 4, con base en el valor de los 
períodos fundamentales de vibración. 
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6.2.5.1 En la direccion del eje x 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sismico 
se tiene que. 

Ta = O . 2 < T1x = O . 27 36 < Tb = O . 6 (6.6) 

De acuerdo con la Ec 6.6 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas estáticas en la dirección del eje x de la tabla 6.4. 

6.2.5.2 En la direccion del eje y 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sismico 
se tiene que. 

Ta = 0.2 < T1y = 0.4724 < Tb = 0.6 (6.7) 

De acuerdo con la Ec 6.7 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas estáticas en la dirección del eje y de la tabla 6.4. 

6.3 Método dinámico (análisis modal espectral) 

Este método se describe en el inciso 4.1.4 y su aplicación implica 
un modelo estructural para el edificio. 

6.3.1 Modelo estructural del edificio 

En este ejemplo se utiliza el modelo estructural descrito en el 
inciso 2·. 4. 5, construído a base de subestructuras formadas con 
rigideces de entrepiso (resortes) unidas con diafragmas rígidos. 
Este modelo no es el recomendable, pero se utiliza porque permite 
ejemplificar algunos conceptos del RCDF87 y el número de 
operaciones que se tienen que realizar resultan ser mucho menor que 
el de los modelos donde se utiliza una computdora. 

El modelo estructural del edificio se construye mediante 
subestructuras planas formados por muros planos, construídos con 
mampostería. La definición de los muros planos se hace en las dos 
direcciones ortogonales en que están orientados los ejes de la 
planta del edificio. Los 9 ejes letra (muros 1-x, 2-x, 3-x, 4-x, 5-
x, 6-x, 7-x, 8-x y 9-x) y los 3 ejes número (muros 1-y, 2-y y 3-y). 

En las Fig 6.2 y 6.3 se muestran las idealizaciones de los muros 
planos mediante rigideces de entrepiso, y en la Fig 6.4 se 
representan los dos modelos estructurales del edificio asociados a 
las dos direcciones ortogonales. Cada estructura unidimensional 
tiene 5 grados de libertad. · 
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Las rigideces de entrepiso de los muros planos .se determinaron con 
el método del elemento finito, al considerar que actúa un sistema 
de fuerzas horizontales igual al que proporciona el método estático 
(inciso 6.2). Los valores que resultan se muestran en las Fig 6.2 
y 6.3, así como en las tablas 6.5 y 6.6. 

6.3.2 Solución del problema de valores característicos 

Las formas modales (eigenvectores) y las correspondientes 
frecuencias naturales de vibración (eigenvalores), según el inciso 
4.1.3.1, se pueden obtener con métodos que utilicen calculadoras o 
computadoras. En este ejemplo el problema de valores 
característicos se resolvió al utilizar el método matricial de 
Jacobi. Las matrices de rigideces y de masas para cada modelo 
unidimensional se construyen corno se indica en las Ec 6.8 y 6.9. 

Tabla 6.5 Rigideces 
x (t/cm) 

de entrepiso de los muros paralelos al eje 

Entrepis 1-x 2-x 3-x 4-x 5-x ·-' 
·-· 

1 310.45 127.57 97.53 97.53 97.53 

2 194.45 60.92 47.74 47.74 47.74 

3 144.19 41.07 31.58 31.58 31.58"'" 

4 104.88 28.21 21.25 21.25 21.25 

5 59.04 15.06 11.09 11.09 11.09 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje 
x (t/cm) (continúa) 

Entrepis 6-x 7 .:.x 8-x 9-x I: 

1 97.53 97.53 127.57 310.45 1363.69 

2 47.74 47.74 60.92 194.45 749.62 

3 31.58 31.58 41.07 144.19 528.42 

4 21.25 21.25 28.21 104.88 372.46 

5 11.09 11.09 15.06 59.04 203.65 
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Tabla 6.6 Rigideces de 
y (t/cm) 

entrepiso de los muros paralelos al eje 

Nivel 1-y 2-y 3-y r 
1 249.88 114.32 151.08 515.28 

2 125.33 53.84 73.98 253.15 

3 87.23 35.96 50.66 173.85 

4 63.14 25.12 33.02 121.28 

5 33.86 13.04 19.03 65.93 

6.3.2.1 Matriz de rigideces de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de 
estructurales mostrados en las Fig 
matriz de rigideces. 

kl +k, -k, 
-k 1 K, + kJ 

equilibrio de los modelos 
6.4 se obtiene la siguiente 

o o o 
-k 3 o o 

R = o -kJ kJ + k, -k • o (6.8) 

o o -k • k4 + k5 -k 5 

o o o -k 5 k5 

6.3.2.2 Matriz de masas de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones 
estructurales mostrados en las 
matriz de masas (concentradas). 

wl 
o 

M = 1 o 
g 

o 
o 

de equilibrio de los modelos 
Fig 6. 4 se obtiene la siguiente 

o o o o 
w, o o o 
o WJ o o (6.9) 

o o w. o 
o o o w5 
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6.3.2.3 Eigenvalores y eigenvectores 

Al sus ti tuír los valores de la tabla 6.1, 6. S y 6. 6 en las 
ecuaciones 6.8 y 6.9, para cada uno de los modelos estructurales 
asociados a las dos direcciones ortogonales, y resolver los 
correspondiente problemas de valores característicos, se obtienen 
los eigenvectores (formas modales) mostradas en la Fig 6.S. 

Los valores de los períodos, frecuencias naturales de vibración y 
valores característicos correspondientes a los eigenvectores de la 
Fig 6.S se se presentan en la tabla 6.7 

Tabla 

Mo 
do 

1 

2 

3 

4 

S 

6.3.3 

6.7 Períodos y frecuencias naturales de vibración de los 
modelos estructurales del edificio 

Modelo estructural, eje y Modelo estructural, eje x 
2 2 T TI) ( J~ ( rad~s} ( rad~s} 2 (s (rad/s} ( rad/ s} 2 

.4719 13.31 177.28 . 273S 22.97 S27.77 
.. 

.2006 31.32 981.06 .11S8 S4.26 2944.03 

.1302 48.26 2328.83 .07S2 83.SS 6981.10 

.094S 66.49 4420.7S .OS48 114.66 13146.1S 

.0676 92.9S 8639.06 .0401 1S6.69 24SS1.10 

Respuesta espectral de desplazamientos de cada modo para 
el modelo estructural paralelo a eje y 

Con base en los incisos 4.1.4.3 y 4.1.4.4 la respuesta espectral 
desplazamientos de cada modo se obtiene con las Ec 4.2S y 4.27, y 
de acuerdo con el inciso 4.1.3.3 el coeficiente de participación se 
obtiene con la Ec 4.22e, que se reproducen a continuación. 

N 

l"m~f 
~ 

7S 

(4.22e) 



(4.25) 

(4.27) 

6.3.3.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.8. 
La columna 2 de d'icha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6.1. 

Tabla 6.8 Respuesta espectral de desplazamientos: Primer modo 

Nivel 
ts~cm 

r 1 ~r1 ~(r 1)2 ulanáx 
1 

k-ésimo 
k · ts {cm ts2fcm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 o .1127 

2 0.106 2.9613 0.3139 0.9295 0.3337 

3 0.106 5.4973 0.5827 3.2034 0.6195 

4 0.106 8.2805 0.8777 7.2681 0.9332 

5 0.093 11.0399 l. 0267 11.3348 1.2442 
' 

r 2.9070 22.8418 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 1, que resulta ser. 

e = 1 
2.9070 

22.8418 
= o .1273 (6.10) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del primer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T8 = 0.2 < T1 = 0.4719 < Tb =0.6 
(6.11) 

A, = ag =cg =0.16•981 = 156.96 cm/s 2 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el primer modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~ = e A,. = 1-
ll)i 

0.1273156.96 
177.28 

= o .1127 cm (6.12) 

La sexta columna de la tabla 6.8 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.9. 
La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6 .l. 

Tabla 6.9 Respuesta espectral de desplazamientos: Segundo modo 

Nivel 
ts'ftcm 

r2 ~r2 ~(r 2)2 ukmáx 
2 

k 
ts2fcm k-ésimo ts (cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0208 

2 0.106 2.6245 0.2782 o. 7301 0.0546 

3 0.106 3.4198 0.3625 l. 2397 0.0711'. 

4 0.106 l. 6282 0.1724 0.2803 0.0339 

5 0.093 -4.2387 -0.3942 1.6709 -0.0882 

r 0.5249 4.0270 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 2, que resulta ser. 

e = 2 
0.5249 
4. 0270 

= o. 1303 (6.13) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del segundo 
modo de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

Ta = 0.2 < T2 = 0.2006 < Tb =0.6 
(6.14) 

A, = ag =eg =0.16*981 = 156.96 cm/s 2 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el segundo modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

= e A., = ,-, 
11>, 

o .1303 156.96 
981.06 

= o. 0208 cm (6.15) 

La sexta columna de la tabla 6.9 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 
6.10. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.10 Respuesta espectral de desplazamientos: Tercer 
modo 

Nivel 
ts~cm 

r J ~r3 ~(r J¡2 ulanáx 
3 

k-ésimo 
k 

ts "tcm ts2"tcm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0074 

2 0.106 2.0606 0.2184 0.4501 0.0152 

3 0.106 0.6797 0.0720 0.0490 0.0050 

4 0.106 -2.6831 -0.2844 0.7631 -0.0197 

5 0.093 1.1754 0.1073 0.1285 0.0086 

¿ o. 2213 l. 4967 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 3, que resulta ser. 

0.2213 
1.4967 

= 0.1479 (6.16) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del tercer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 
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T3 = 0.1302 < Ta =0.2 

A3 = ag =g(1 + 3 T3 ) .!:: 
(6.17) Ta 4 

= 981 (1 + 3 0.1302) 0.16 = 115.88 cm/s 2 

0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el tercer modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

0.2213 115.88 
2328.83 

= 0.0110 cm (6.18) 

La sexta columna de la tabla 6.10 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.4 Cuarto modo .. 
Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la 
6.11. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 
tabla 6.1. 

tabla 
de la 

'" 

-Tabla 6.11 Respuesta espectral de desplazamientos: Cuarto 
modo 

Nivel 
ts'f'tcm 

r4 ~r4 ~(r4)2 ukmáx 
4 

k-ésimo 
k 

ts {cm ts2fcm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0039 

2 0.106 1.1851 0.1256 0.1489 0.0046 

3 0~106 -1.7383 -0.1843 0.3203 -0.0068 

4 0.106 0.7849 0.0832 0.0653 0.0031 

5 0.093 -0.1501 -0.0140 0.0021 -0.0006 

¿ 0.1165 0.6426 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 4, que resulta ser. 
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• 

o. 1165 .. o .1813 
0.6426 

• 

(6.19) 

La ordenada del espectro de aceleraci_ones de disefio del cuarto DIOdo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

r, = o.o945 < r. •0.2-

A. = ag =g(1 + 3 T3 ) .E 
r. 4 

= 981(1 + 3 °· 0945 ) 0 '
16 . = 94.86 c=/113 

- 0.2 -- 4 . 

(6.20) 

La respuesta espectral de las ecuacione~ de equilibrio desa<:epladas 
para el cuarto modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

- -94.86 -
0 ' 1813 4420.75 = o: 00389 cm -. (6.21) 

La sexta columna de la tabla 6.11 es la expresión de la Ec 4.27 • 

. _6. 3. 3. 5 Quinto IDOdo 

Las operaciones de las Ec 4. 25 y 4. 27 se presentan en la tabla 
6.12. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la­
tabla 6.1. 

Tabla 6.12 Respuesta espectral de desplazamientos: · Quinto. 
IIIOdo ., 

Nivel 
ts"tfCID 

r5 -· 5 ~~~¡.(r 5)2 u..-,.5 
k-l!si110 

k 
tm¡:/CID tsqe3 cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0038 

2 0.106 -0.'5787 -0.0613 0.0355 -0.0022 

3 0.106 0.1678 0.0178 0.0030 0.0006 

4 0.106 -0.0282 -0.0030 0.0001 -0.0001 

5 0.093 0.0025 -0.0002 0.0000 o.oooo 
r 0.0597 0.1446 
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Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 5, que resulta ser. 

0.0577 
0.1446 

= 0.4129 (6.22) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del quinto modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

Ts = 0.0676 < Ta =0.2 

As = ag =g(1 + 3 TJ) ~ 
(6.23) Ta 4 

= 981(1 + 3 0.0676) 0.16 = 79.03 cm/s 2 

0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el quinto modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~ = 0.4129 79 · 03 
8639.06 

= o. 003777 cm (6.24) 

La sexta columna de la tabla 6.12 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.4 Respuesta espectral de fuerzas cortantes de cada modo 
para el modelo estructural paralelo al eje y 

Con base en la respuesta espectral de desplazamientos de cada modo 
(cuantificados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12, que se 
repiten en la columna 2 de las tablas 6.13 a 6.17) se pueden 
cuantificar las fuerzas cortantes correspondientes, al utilizar los 
conceptos relacionados con la definición de rigidez de entrepiso 
(Ec 2.5 y 2.6), reproducidos en la forma en que se utilizan. 

(2.5) 

(2.6) 

Los valores de las rigideces de entrepiso para el modelo 
estructural paralelo al eje y se muestran en la columna 2 de la 
tabla 6.2 o bien en la columna 12 de la tabla 6.5, y se repiten 
sistemáticamente en la columna 3 de las tablas 6.13 a 6.17. 

81 



En la revisión del cumplimiento de las condiciones de regularidad 
del edificio respecto a la ·rigidez al corte (inciso 3. 4), la 
relación de rigideces entre el primer y segundo entrepisos es igual 
a 2.035. Aunque excede del 100 por ciento (103.5), se considera que 
la rigidez del primer entrepiso está sobrevaluada por la condición 
de frontera de empotramiento. Por tanto, el edificio es regular y 
los factores reductivos Q' no sufren reducciones adicionales. 

6.3.4.1 Primer modo 

Las operaciones de las·Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla· 6.13. 

Tabla 6.13 Respuesta espectral de cortantes: Primer modo 

Nivel/ 1 kky ukl!áx 
1 

vkl!áx 
1 

V ""txrl ukl!áx . 
Entrepis cm t/cm cm t 

1 o. 1127 515.28 0.1127 58.12 38.75 

2 0.3337 253.15 0.2210 55.95 37.30 

3 0.6195 173.85 0.2858 49.68 33.12 

4 0.9332 121.28 0.3137 38.05 25.37 

5 l. 2442 65.93 0.3110 20.50 13.67 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' ly' que resulta ser. 

T1y = 0.4719 > T8 = 0.2 
(6.25) 

Qly = Qy = l. 500 

6.3.4.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.14. 
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Tabla 6.14 Respuesta espectral de cortantes: Segundo modo 

Nivel/ ukmáx 
2 kky ukmáx 

2 
vkmáx 

2 vkmáxr2 
Entrepis cm t/cm cm ·t t 

1 0.0208 515.28 0.0208 10.72 7. 15 

2 0.0546 253.15 0.0338 8.56 5.71 

3 o. 0711 173.85 0.0165 2.87 l. 91 

4 0.0339 121.28 -0.0372 -4.51 -3.01 

5 -0.0882 65.93 -0.1221 -8.05 -5.37 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' Zy' que resulta ser. 

T2y : 0.2006 > Ta : 0.2 
(6.26) 

6.3.4.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.15. 

Tabla 6.15 Respuesta espectral de cortantes: Tercer modo 

Nivel/ ukmáx 
3 kky ukmáx 

3 
vkmáx 

3 
v"1xr3 

Entrepis cm t/cm cm t 

1 0.0074 515.28 0.0074 3.81 2.87 

2 0.0152 253.15 0.0078 l. 97 l. 49 

3 0.0050 173.85 -0.0102 -l. 77 -1.33 

4 -0.0197 121.28 -0.0247 -3.00 -2.26 

5 0.0086 65.93 0.0283 1.87 1.41 
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La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' Jy' que resulta ser. 

T3y = 0.1302 < Ta = 0.2 

T3y ( 
(6.27) 

Qjy = 1 + T Oy - 1) = 1.326 
a 

6.3.4.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.16. 

Tabla 6.16 Respuesta espectral de cortantes: Cuarto modo 

Nivel/ ulanáx 
4 . 

kky 4 V 4 v""txr4 ulanáx 
~ Entrepis cm t/cm cm 

1 0.0039 515.28 0.0039 2.00 1.62 

2 0.0046 253.15 0.0007 0.18 0.15 

3 -0.0068 173.85 -0.0114 -1.98 -1.60 

4 0.0031 121.28 0.0099 1.20 0.97 

5 -0.0006 65.93 -0.0037 -0.24 -0.19 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta ·columna entre el 
factor reductivo Q'~, que resulta ser. 

T4y = 0.0945 < Ta = 0.2 

T4y ( 
(6.28) 

Q4y = 1 + T Oy - 1) = 1.236 
a 

6.3.4.5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.17. 
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Tabla 6.17 Respuesta espectral de cortantes: Quinto modo 

Nivel/ ulanáx 
5 

kky ulanáx 
5 

vlanáx 
5 

v"1xr5 
Entrepis cm t/cm cm t 

1 0.0038 515.28 0.0038 1.94 l. 66 

2 -0.0022 253.15 -0.0060 -1.52 -1.3 

3 0.0006 173.85 0.0028 0.49 0.42 

4 -0.0001 121.28 -0.0007 -0.08 -0.07 

5 0.0000 65.93 0.0001 0.01 0.01 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' que resulta ser 

~' . 

6.3.5 

¡,¡ 

Tsy = 0.0676 < Ta = 0.2 

Tsy ( 
(6.29) 

QSy = 1 + T QY - 1) = 1.169 
a ,. 

Respuesta total para el modelo estructural paralelo al 
eje y 

Conocidos los elementos cinemáticos (inciso 6.3.3) y los elementos 
mecánicos (inciso 6.2.4) del modelo estructural en estudio para 
cada modo de vibración, se procede a determinar la respuesta total 
de dicho modelo estructural. 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que debe 
incluírse el efecto de todos los modos naturales de vibración con 
período mayor o igual a 0.4 s, pero en ningún caso se pueden 
considerar menos que los tres primeros modos de traslación en cada 
dirección de análisis. 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda utilizar el 
método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS), para 
calcular la respuesta total, siempre que los períodos de los modos 
naturales en cuestión difieran al menos 10% entre si, que es el 
caso. el método SRSS se indica mediante la Ec 4. 29, que se 
reproduce a continuación. 
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(4.29) 

6.3.5.1 Respuesta total de desplazamientos 

En la tabla 6.18 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4. 2 9 para los vectores de desplazamientos máximos de cada modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12. En la columna 
2 se muestra la combinación de un solo modo (el primero), en la 
columna 3 la combinación de los dos primeros, y asi sucecivamente. 

El primer elemento de cada casillero representa el componente de 
desplazamiento total mientras que el segundo elemento representa el 
cociente de ese desplazamiento entre el desplazamiento total 
obtenido con la combinación de todos los modos del modelo 
estructural, dados por la columna 6. 

Tabla 6.18 Respuesta total de desplazamientos (cm) 

Nivel 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 0.1127 o .1146 0.1148 0.1149 0.1150 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 0.3337 0.3381 0.3385 0.3385 0.3385 
0.97 1.00 l. 00 1.00 1.00 

3 0.6195 0.6236 0.6236 0.6236 0.6236 
0.99 1.00 l. 00 1.00 1.00 

4 0.9332 0.9338 0.9349 0.9340 0.9340 
1.00 1.00 l. 00 1.00 1.00 

5 l. 2442 1.2473 1.2474 1.2474 1.2474 
1.00 1.00 l. 00 1.00 1.00 

6.3.5.2 Respuesta total de fuerzas cortantes 

En la tabla 6.19 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4.29 para los vectores de fuerzas cortantes máximos de cada modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6. 13 a 6.17. El 
ordenamiento de esta tabla es enteramente similar al de la tabla 
6.18. 
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Tabla 6.19 Respuesta total de fuerzas cortantes v1 
(t) Escala 

Entrepi 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 37.75 38.42 38.53 38.56 38.60 43.28 
0.98 0.99 1.00 1.00 l. 00 

2 37.30 37.73 37.76 37.76 37.79 42.37 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 33.12 33.18 33.20 33.24 33.24 37.27 
0.99 1.00 l. 00 1.00 1.00 

4 25.37 25.55 25.65 25.67 25.67 28.78 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

5 13.67 14.69 14.75 14.76 14.56 16.55 
0.93 0.99 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.3 Revisión por cortante basal 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que si con el 
método de análisis dinámico que se haya aplicado se encuentra que, 
en la dirección que se considera, la fuerza cortante basal 
calculada, V , debe s·er tal que debe cumplir con la siguiente 

. . ... o 
condJ.cJ.on. 

= (o. 8) (o. 16) 507 . 2 
1.5 

= 43.28 t (6.30) 

En caso de no cumplirse la condición anterior, Las fuerzas de 
diseño y los desplazamientos laterales correspondientes se deben 
incrementar en la proporción para que el cortante basal calculado, 
V0 , cumpla con la igualdad.· 

De acuerdo con la tabla 6.19, el cortante basal que proporciona el 
método dinámico es, V0 = 38.60 t, por lo que las fuerzas cortantes 
que proporciona el método dinámico (columna 6 de la tabla 6.19) se 
deben multiplicar por el coeficiente, 43.28/38.6 = 1.12. El 
escalamiento se indica en la columna 7 de la tabla 6.19. 
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6.3.6 Comparación de las fuerzas cortantes obtenidas con los 
métodos estático y dinámico 

A fin de tener una idea comparativa de los valores de las fuerzas 
cortantes que cada método proporciona se construye la tabla 6.20 
donde se establecen tales comparaciones. 

Tabla 6.20 Comparación de fuerzas cortantes sísmicas 

Entrepiso rt"j rt1
Y 

v •• Jvd1n 

1 54.09 43.28 l. 25 

2 50.33 42.37 1.19 

3 42.81 37.27 1.29 

4 31.53 28.78 1.10 

5 16.48 16.55 1.00 

6.4 Fuerzas sísmicas en los elementos estructurales de la 
edificación 

6.4.1 Resumen de las ecuaciones utilizadas 

En el inciso 5.2 se presenta el procedimiento para cuantificar las 
fuerzas sismicas para el modelo estructural que utiliza el concepto 
de rigideces de entrepiso. Las ecuaciones que se utilizan se 
reproducen a continuación. 

6.4.1.1 Coordenadas del centro de torsión 

NX 

~x1k1y 
X e = l (5.10) 

Nlf 

~kjy 
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Ye = (5.11) 

6.4.1.2 Fuerzas cortantes directas 

(5.4) 

.... ., 

(5.8) 

6.4.1.3 Excentricidades calculadas 

esx = lxm- Xel 
donde 

esx = Excentricidad de la fuerza Cortante Vy (5.12) 

X m = Abscisa del centro de masas 

xt = Abscisa del centro de torsión 
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esy = IY,.- Yel 

donde 

esy = Excentricidad de la fuerza Cortante vx (5.13) 

Y m = Ordenada del centro de masas 

Y e = Ordenada del centro de torsión 

6.4.1.4 Excentricidades de diseño 

edx = 1. se ..... +0.1bx 
( 5. 14) 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e

5
x (perpendicular a la fuerza cortante VY). 

(5.15) 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e,Y (perpendicular a la fuerza cortante Vxl· 

6.4.1.5 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

M = 

vfx = 

M = ty 
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\ ... 

6.4.1.6 

(5.23) 

Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de· 
entrepiso) 

(5.24) 

Las fuerzas cortantes que se utilizan son las obtenidas con el 
método estático, ya que con el método dinámico se obtuvieron para 
el modelo estructural paralelo a la dirección del eje y. 

6.4.2 Diafragma del nivel 1 

En la Fig 6.6 se muestra la geometría del diafragma del nivel 1 así 
como la distribución de las rigideces de entrepiso que llegan a 
dicho nivel y la posición del centro de masas. Con base en dicha 
figura y las ecuaciones resumidas del capítulo 5 se construyen las 
tabla 6.21 y 6.22 

Con base en las columnas 3 y 4 de la tabla 6.21 y la Ec 5.11 se 
obtiene el siguiente valor de la ordenada del centro de torsión. 

1084134 
136369 

= 7.95 m (6.31) 

Con los elementos de la columna. 3 de la tabla 6.21, la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.8 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.21 se obtiene mediante 
la Ec 6.31 y la columna 2 de dicha tabla. 
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Tabla 6.21 Fuerzas sismicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje x 

Eje Y1 kr yik¡x 
i-x (m) (t m) (t 

1-x 0.00 31045.00 0.00 

2-x 2.85 12757.00 36357.00 

3-x 4.20 9753.00 40963.00 

4-x 6.60 9753.00 64370.00 

5-x 7.95 9753.00 77536.00 

6-x 9.30 9753.00 90703.00 

7-x 11.70 9753.00 114110.00 

8-x 13.05 12757.00 166479.00 

9-x 15.90 31045.00 493616.00 

¿ 136369.00 1084134.00 

Tabla 6.21 Fuerzas sismicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje x (cont) 

Eje d -
YJkix YI kix i-x Vux yj 

(t) (m) (t) (tm) --

1-x 12.31 -7.95 -246808.0 1962121.0 

2-x 5.06 -5.10 -65061. o 331810.0 

3-x 3.87 -3.75 -36574.0 137152.0 

4-x 3.87 -1.35 -13167.0 17775.0 

5-x 3.87 0.00 0.0 0.0 

6-x 3.87 1.35 13167.0 17775.0 

7-x 3.87 3.75 36574.0 137152.0 

8-x 5.06 5.10 65061.0 331810.0 

9-x 12.31 7.95 246808.0 1962121.0 

¿ 54.09 4897715. o 
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A fin de cuantificar la abscisa del c~ntro de torsión y las demás 
elementos de las restantes ecuaciones del capítulo 5 se construye 
la tabla 6.22 1 con base en la Fig 6.6 

Con base en las columnas 3 y4 de la tabla 6.22 y la Ec 5.10 se 
obtiene el siguiente valor· de la abscisa del centro de torsión. 

174921 
51528 

= 3. 40 m (6.32) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6. 22 1 la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.4 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.22 se obtiene mediante 
la Ec 6.32 y la columna 2 de dicha tabla. 

' 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del 
Entrepiso 1 1 paralelas al eje y 

Eje X k (:iy j-y (ui) (tlÍnl -· 
-1-y 0.00 24988.0 o. o" 
.. 

2-y 4.20 11432.0 48014.0 

3-y 8.40 15108.0 126907.0 

r 51528.0 174921.0 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
11 paralelas al eje y (cont) 

Eje 
j-y 

d v,1y 
-
xi x 1 kJy xj kJy 

(t) (m) (t) (tm) 

1-y 26.23 -3.40 -84459.0 288861. o 
2-y 12.00 0.80 9146.0 7316.0 

3-y 15.86 5.00 75540.0 377700.0 

r 54.09 673877.0 
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De acuerdo con las coordenadas del dentro de masas especificado en 
la Fig 6.6 y las Ec 6.31 y 6.32 se obtienen los siguientes valores 
de las excentricidades calculadas, de acuerdo con las Ec 5.12 y 
5.13. 

e1 sx = lxlll1-x1 el = 14.20-3.401 = 0.80m 

e1sy = IY1m - Y1 e'l = 17 . 9 5 - 7 . 9 si = o. o o m 
(6.33) 

Con base en las Ec 6.33, 5.14 y 5.15 se obtienen las 
excentricidades de diseño correspondientes. 

e1 dx = 1.5e1sx + O.lbx = 1.5(0.8) + 0.1(8.4) = 2.04 m 
(6.34) 

0.8 - 0.1(8.4) = -0.04 m 

e1c~y = 1.5e1 sy + O.lby = 1.5(0.0) + 0.1(15.9) = 1.59 m 
(6.35) 

0.0- 0.1(15.9) = -1.59 m 

Con base en las Ec 6. 34, 6. 35 y 5.16 se obtiene él momento 
torsionante que se las fuerzas sísmicas le ocasionan al diafragma 
rígido del nivel 1. 

M,ey = e1dxV1y = 2.04(54.09) = 110.34 tm 
(6.36) 

= 2. 20 tm 

M, ex = e1c~yV1x = l. 59 (54. 09) = 86.00 tm 
(6.37) 

= 86.00 tm 

De acuerdo con las Ec 5.22, 5.23 y la columna 8 de las tablas 6.21 
y 6.22 se obtienen los siguientes coeficientes. 
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Las NTC para diseño por sismo, en su inciso 8.6, establece que de 
los dos momentos torsionantes de diseño en cada dirección (Ec 6.36 
y 6.37) se debe tomar para cada marco o muro el que resulte mas 
desfavorable. Para cuantificar las fuerzas cortantes debidas a la 
torsión se utilizan las Ec 5.22 y 5.23, que de acuerdo con las 
columnas 8 de las tablas 6.21 y 6.22 y las Ec 6.36 y 6.37 
resultan ser. 

kixYi 
NY NX M¡ey = 
~ k1xYI + ~ k 1yX} 

= o. 000019804kixYi 

v. tx = 1ix 
kixYi 

-NY-=---~:::..-=NX=---M. tx = 
~ k1xYI + ~ k 1yX} 

= o. 0000154354kjx}'j 

110.34 k -
4897715 + 67 3877 ixYi 

(6.38) 

(6.39) 

86.00 k -
4897715 + 673877 ixYi 

(6.40) 

(6.41) 

En la Fig 6.7 se presentan las fuerzas cortantes, cuando el sismo 
de diseño actúa en uno de sus sentidos, dadas por las Ec 6.38 a 
6.41 al utilizar los valores de la columna 7 de las tablas 6.21 y 
6. 22. Tales valores se presentan en las columnas 9 a 12 de las 
tablas 6.21 y 6.22, en donde se incluyen los dos sentidos en que 
puede actuar el sismo de diseño. 
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Las columnas 13 de las tablas 6.21 y 6.22 se cuantifican de acuerdo 
con las Ec 5.24, de tal manera que se obtenga la fuerza cortante 
mayor. 

Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje X (cont) 

Eje 
v17x v17x 

tx tx Vux i-x - vl!x - V¡!x 

(t) (t) (t) (t) (t) 

1-x -4.89 4.89 3.81 -3.81 17.20 

2-x -1.29 1.29 1.00 -1.00 6.35 

3-x -0.72 o. 72 0.56 -0.56 4.59 

4-x -0.26 0.26 0.20 -0.20 4.13 

5-x 0.00 0.00 o.oo o.oo 3.87 

6-x 0.26 -0.26 -0.20 0.20 4.13 

7-x o. 72 -0.72 -0.56 0.56 4.59 

8-x 1.29 -1.29 -1.00 1.00 6.35 

9-x 4.89 -4.89 -3.81 3.81 17.20 

I: 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje y (cont) 

Eje 
V¡tyy V¡tyy 

tx tx v1Jy j-y - V¡jy - V¡jy 

(t) (t) (t) (t) (t) 

1-y -1.67 1.67 1.30 -1.30 27.90 

2-y 0.18 -0.18 -0.14 0.14 12.18 

3-y 1.50 -1.50 -1.17 1.17 17.36 

I: 
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C\J 
CM 97.53 

CT 't' 
4-x 1 

1 

1 

3-x 1 

1 

2 -x 
1 

1 

1 

1-x 1 

1 

1-y 1 2-y 
1 

97.53 

97.53 

127.57 

310.45 

lf.. =0.0 ¡tiA.20 

j-XIt= 3.40-j 

t 
V1y = 54.09 t 

IX> 
o 
1{) -

3-y 

esx = 4. 2-3.4 

S m =0. 

esy =7.9 5-7.95 

=o .O m 

X 

X 

bx=8.4m 

by=l5.9m 

RG 6.6 DISTRIBUCION DE LAS RIGICECES DE ENTREPISO QUE 
LLEGAN AL NIVEL l. 
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~ETODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEWMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 

DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

ENRIQUE DEL VALLE C* 

Para calcular las frecuencias y configuraciones moda­

les de estructuras idealizadas como una serie de masas unidas 

por resortes, sin amortiguamiento, en vibración libre, se puede 

suponer que cada masa se mueve en movimiento armónico simple d~ 

f1nido por X=Xo cos wt o X=Xo sen wt donde x0 define la ampli­

tud y w la frecuencia circular del movimiento. 

La 

wt ó 
.. 2 
X=-w x

0 
sometida cada 

rán Fi = mX = 

• • 2 
aceleración estará dada entonces por X=-w x0 cos 

2 sen wt=-w X y las fuerzas de inercia a que estará 

masa, de 
2 

-mw X. 

acuerdo con la sequnda·ley de Newton, se 

Por otro lado, la fuerza restituti•Ja que aparece en ca­

da resorte estará dada por Fe=RÓX, donde R es la rigidez de en­

trepiso, que podemos definir como la fuerza cortante que es ne­

cesario aplicar para producir un desplazamiento unitario entre 

d0s niveles consecutivos: R = V/AX, para 6X=1. 

Vemos entonces, 

cada masa dependerán de X 

que las 
2 

y de w 

fuerzas a que 

únicamente a 

se verá sujeta 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo de vi 

brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o periódo T) co 

mo la configuración modal relativa, y que si la estructura está 

vibrando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada 

masa será la misma. 

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

métodos numéricos para el cálculo de las frecuencias y configu­

raciones modales. 

*Profesor Titular, División de Estudios de Posgrado, Fac. de Ingeniería UNAM. 



siste en: 

2. 

El método propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con 

1. Suponer una configuración deformada de la estructu 

ra: 

X. 
J. supuesta 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa con-
- 2 . . 2 f figuracion Fi= -mw X1, deJando w como actor co-

mún cuyo valor no conocemos. 

3. Valuar la fuerza cortante en la estructura, como 

la suma acumulativa de las fuerzas de inercia de 
i 2 

arriba abajo del edificio: V.= ¿ Fi (función de w ) 
1 1 =n 

4. Calcular los incrementos de deformación correspon~ 

dientes a las fuerzas cortantes. 

•x· vi 
u 1 = Ri 

2 (función de w ) . 

5. Obtener la configuración calculada de la estructu-

ra como la suma acumulativa de los incrementos de 

deformación, de abajo hacia arriba. 

n 
X = ¿ 
i cale i=1 

6Xi = coef. 
2 

w 

Esto nos dará un coeficiente multiplicado por 
2 

w 

para cada masa. 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la confi-

guración calculada será proporcional 

y el factor de proporcionalidad será 

para cada masa podremos calcular. 

2. 
w 

= 
X 
supuesta 

Coef. de X 
1 ca c. 

a la 
2 

w 

supuesta, 

Estn es, 

En general, 2 los valores de w calculados para cada 

masa, no serán iguales en el primer ciclo, pero el 



3. 

m~lndo es de r5pirla convergencia si se us~ como 

~11eva configur~ci6n supuesta la obtenida al final 

de cada cicl<J, ele r>referencia normaliz§ndola, es­

to es, haciendo que la deformación de una de las 

masas, por ejemplo la primera, tenga siempre el 

mismo valor, con objeto de observar corno se modifi­

ca la configuración relativa después de cada ciclo. 

Los valores de w
2 

obtenidos en cada ciclo nos dan 

también un intervalo de valores que se va cerrando 

hasta que se obtiene finalmente los mismos valores 

para todas las masas. 

El método descrito anteriormente converge siempre ha­

cia el modo más bajo que esté presente en la configuración su­

puesta, y dado que al suponer una configuración ésta estará fo~ 

mada por una c9mbinación lineal de todos los modos posibles, el 

modo más bajo será el primero o fundamental. Más adelante se 

indica como hacer para calcular modos superiores. 

Ejemplo. Calcular la frecuencia y configuración mo-

dal del primer' modo de vibrar de la estructura representada por 

el modelo matemático siguiente. 

g = loC 

¡< ;: IÓ.O 



' 
' 
1 
1 

l 
i 
1 
1 

' i 
' ' 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

4. 

Para realizar los pasos antes indicados 

usar una tabulación como la siguiente: 

conviene 

ler. Ciclo. 

2 
ton 

1 *** 

ton seg -- ** cm cm cm* 
. 2x V 2 

Nivel m R Xsup F1=mw V t:.x~ Xcalc IW xsup R ' 

4 2 4 Bw
2 0.52w2 7.692 

4 5.2 

1 

' 
= --

50 Bw2 
p.l6w' 

0.52 

3 2 3 6w2 · 0.36w2 8.333 = 3 3.6 
14w2 

p.l4w2 --100 0.36 

2 2 2 4w2 0.22w2 9.091 
2 

2.2 = --
150 1Bw2 b.12w2 0.22 

1 2 1 2w2 2 0.0 _!__ 1 O.lw = 
2UU ¿()w2 · b.1w2 0.1 

o o 
1 

NÓtese que los valores R, V y óX están defasados, pues corresponden 

al entrepiso. 

* Para iniciar el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En 

general, el método convergirá más rápido entre más acertada sea 

la configuración supuesta, pero s~ se supone por ejemplo una con-
' figuración que se parezca a un segundo, tercero o cuarto modo, de 

cualquier manera, al término de algunos ciclos más, llegaremos al 

primer modo. 

2 ** Nótese que en este caso, el valor de w estará comprendido en-

tre 

1 

7.692 segZ 10 
1 

y se9T 

*** En un segundo ciclo, usaremos como nueva configuración supues­

ta la obtenida al final del primer ciclo normalizada de tal modo 



1 
1 

1 

5. 

que la deformaci6n del primer nivel, sea unitaria, esto es, divi 

diendo la configuración calculada entre 0.1w
2 

en cada nivel. 

2o. Ciclo 

Ni- 2 
vel m R xsup Fi V tX X w xsup 

4 2 5.2 10.4w¿ 
2 

0.65lw¿ 7.988 5.425 
so 2 l0.4w 0.208w 

3 2 3.6 7.2w2 0.443w 
2 8.U6 3.692 

2 2 lOO 17.6w 0.176w 

2 2 
L ¿ 2.2 4.4w 0.267w 8.~40 2.2~5 

1 
150 22w2 2 0.147w 

2 0.120w
2 

1 2 l. O 2. w 
24w2 0.120w2 

8.333 1.0 
200 

o o 

Obs~rvese que el intervalo ·de variaci6n 
2 de w se redu-

jo a 7.988 y 8.333 y que las variaciones en la configuración mo­

dal fueron mucho menores que las que tuvo el primer ciclo. 

Tom~ndo ·como base de partida nuevamente la configura­

ción calculada, en un tercer ciclo se tiene: 

~ivel m R Xsup F V /\X X w 2 
xi 

' ¡ 

1 

4 2 5.425 10. 8Sw2 0.6739w2 8.050 5.461 
50 10.8Sw2 0.2170w2 

2 3.692 2 2 
8.081 3.703 3 7.384w 

2 2 
0.4569w 

100 18.234w 0.1823w 

2.225 4.4Sw2 2 8.103 2.225 2 2 
2 2 

0.2746w 
150 22.684w 0.1512w 

1.0 2.0 
2 2 8.104 1 2 w 

2 
0.1234w 1.00 

200 24.684w 0.1234w2 

o o 
' 

y finalmente, en un cuarto ciclo, la aproximaci6n se considera su­

ficiente: 
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' 

INivcl m R X , .. 
sup 

V t. X X cale 
¿ 

Xi w 

4 

3 
' 
1 
1 2 

1 
l 

o 

2 S.4(1 1o.gnw2 2 
8.061 5.468 

2 
0.2lB4w

2 
0.6775w 

50 10.922w 

3. 703 2 2 
8.066 3."705 2 7.406w 

2 
0.4591w 

2 lOO l8.328w O.l833w 

2 2 2 2.225 4.45w 0.2758w 8.067 2.226 
2 2 150 22.77Bw O.l519w 

1.00 
2 2 

8.071 1.00 
1 

2 2.00w 
2 2 

0.1239w 
200 24.778w 0.1239w 

¡; 12.389 1:= 1.5363w 2 
8.064* 

2 
*El valor final de w lo obtenemos con más precisión dividiendo la 

suma de 

prec1so 

X sup entre la suma de coeficientes de Xcalc Esto es más 

que promediar 2 los valores de w de cada nivel. 

w=/8.064 = 2.8397; 
21T 

T= 
w 

6 .. 2832 
= 

2.8397 
= 2.213 seg. 

cálculo de modos superiores empleando este método 

Como se indicó antes, el método converge al modo más ba­

Jo presente en la configuración supuesta, y al suponer una combina­

ción cualquiera ésta, estará constituida por una combinaci6n lineal de los distin 

tos modos de vibrar: 

Xsup = C1Xi1+c2xi2+c3xi3+c4xi4 ' donde Xil a Xi 4 son las configuraciones 

modales y c. son coeficientes de participación. 
1 

Si queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

este método, tendremos que quitar a la configuración supuesta la 

participación del primer modo:c
1
xil' para lo cual necesitamos cono 

la calculamos como se indicó antes y C lo pode-
1 

mos calcular recurriendo a la propiedad de orto~ona~idad de los mo-

dos de vib~ación que indica que 

X. son configuraciones modales. 
1m 

l!m.X. X. =O si 
1 ~n 1m 

n#m, donde X. y 1n 
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Si multiplicamos la expresión anterior de X por m.x.
1 sup > > 

y sumamos para todas las masas, crinsiderando que los coeficientes 

de participación son constuntes y pueden salir de la sumatoria, 

tendremos: 

?. 
;.m.x. 1z = c 1l:m;X;l 

1 l. sup .... .... 

donde los términos que multiplican a e
2

, e
3

, etc. son nulos por la 

propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

l:m.X.
1

X 
> > sup 

el = 2 
"1 m. X ~ 

' 

Esta expresión es válida para cualquier modo n. 

Por tanto, si queremos calcular el segundo modo de vi­

brar, supondremos una configuración que se parezca a este modo, 

es dr:ctr, '{UC! tcngu un punto de de flexión nul~t, c:Jlculurcmos L'l 

valor de c
1 

con la expresión anterior y restaremos a la configu­

ración supuesta para el segundo modo la participación del primer 

modo e
1 

Xil' lo que da por resultado una nueva configuración su­

puesta para el segundo modo en la que el modo más bajo presente 

es el segundo y por lo tanto, al aplicar el método habrá conver­

gencia hacia este modo. A la operación antes descrita se le lla-

ma ''l~mpia'' de modos. 

Si quisiéramos calcular el tercer modo de vibrar, ten­

diíamos que conocer de antemano las configuraciones correctas de 

primero y segundo modo, y suponer.una configuración que se pare~ 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexión nula); cal 

cularíamos dos coeficientes de participación c
1 

y c
2

, correspon­

dientes a los modos primero y segundo, en la configuración supue~ 

ta y la limpiaríamos para que el modo más bajo presente en ella 

sea el tercero y el método converja a este modo. 

Esto es: 



' 

e 
1 

= 
í. mx i 1 

2 í. m X · 
il 

X. 
13~ e = 

2 

8. 

l: mx x 
i2 i3sup 
2 

¡;mxi2 

-f ••• 

De manera semejante se procede para calcular otros mo­

dos superiores~ 

En la práctica, y debido a errores numéricos o de apr~ 

ximación que van acarréandosenobasta con una sola limpia. Para 

lograr convergencia adecuada da buen resultado limpiar la confi­

guración calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los 
2 

valores de w . Esa misma configuración limpiada, normalizada, 

nos sirve como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es con-

veniente llevar cuando menos tres cifras significativas en los 

cálculos. 

Para fijar ideas, calcularemos tres ciclos del segundo 

modo de vihrar de 1 r1. c:-;truc.:tur.-1 pcJrd ]d cual ca1culamos ante-

riormentt: c:l primer mudo. 

Ni-
vol • • x, .xzu .x2u x12aup* .xi1112aup 

ri2 • 
-<: Xil .... .x12v2 • 6X 1 C:.le • 
• 1 

• 2 5,468 10.936 59.798 -1.0 -10.936 -o.054 •LOs.& -2.10 ... -o.onwZ 
so -2.1 .... -o ....... 

o.ooaa.> 

1 ' 

2 3.705 7.41 27.4S4 o o -o.036 -.4.036 -o.07 .... 
100 -2. 1aov' -0.021•2 

........ 0.03oew2 ¡· 2 2.226 4.452 9.910 2.0 9.910 .0.022 1.978 
1!10 , • 776Vl 0,011aw2 

1 1 
2 1.00 2,0 2.0 1.0 2.0 ..0.010 0.990 1.9aov' 0.01W • 

200 3.7 .... o.otaew2 -- ---
lo t 99.162 1-0.974 

1 

0.974 
CJ.99-.:lil 0.00982 

*La configuración supuesta puede ser cualquiera, pero desde luego en conveniente 
que se parezca a un segundo modo, esto es, que tenga un cambio de signo en la 
confi ración modal. 



~-

:mx. Xcalc. -e x~ ' i1 w¿ X ** !1V(. w.!. V !\/. 
real e 

1 ~e~ 1 ~1 1 1 
1 

2calc i2sup ~2sup 

1 

1 1 2 2 2 2 . . 

1 

4 ~-O. 3653w +0.00696w -0.02644w 39.86 -1.3042 -2.6084w 2 
-0.0314w 

-2.60S4J -0.05217w 
' 
' i ·. 1 

' ú.OC52w 
2 

0.00472w 
2 

O.OJ352w 
2 

-2.6C 0.6669 
2 

l. 3J38w 0.02077..: 
1 
¡ 

1 
! 2 
i 
! 

1 

1 

L 

L 

~ -1.274Gw2 , 
i -0.0127':>\ol" 

' 2 2 2 2 
O.l362w 0.00284w 0.03344w ?9 .15 1.6495 J.2990w 2 o 2 

1 0.0335w· 
1 2.0244w O.OL50w 
1 

1 . L 2 2 
1 .(JJ7(,;,.¡ u. r;Ol2 7-..f' 0.02007w 49.33 0.990 1.9800w 

2 ., 0.02002..: 
1 1 

4.0044w o.o2oo2w i 

rJo. 1263w 
2 

2 -0.126Jw 
99.162 

-0.0012736w
2 

** Normalizando con respecto a 0.99 en el primer .nivel, para comparar la evolu­
ción de la configuración. 

1 
Ni-1 mX X 1 -e X. 

l vel l 11 cal j 1 ~l 
X. 
~2sup 

- 2 
rnX. w 

~2sup 
V LX 

: 4 l·ú . 3 4 3 3 9 +O. 000012J 

1 1 

2 
-0.031388w 41.551 -l. 5520 -J.104w2 

2 
-3 .104w 

2 
t-0.06208w 

1 

i 

i 

3 
2 

O .15391w 

2 
L 

1 
O .14~23w 

1 1 1 o. 04004.,2 

l 
2 r ;-0.0002lw 

e ; 
1 

2 
-0.00021w 

99.162 

2 +O.OOOOOflw 

2 +0.000005w 

+0. 000002.? 

2 0.020778w 

0.033525.? 

2 
0.020022w 

; -0.0000021177w2 

32.10 

49.20 

49.45 

1. 0<74 2.054si· _, 
-1 .0492w2 Lo.01049w2 

1.6577 

0.99 

3. 3154;,2 

2 1.98w 

r ; 2.1231 
í. 115.2271 

2 2.2662w 

2 l 4.2462w 

2 0.015llw 

2 0.02123w 

2 *** Nótese que el intervalo de w queda comprendido entre 32.1 y 49.49 y que el 

ajuste en la curva ocurre casi entre las dos últimas masas. Obsérvese que la 

corrección ~l limpiar es muy.pequeña. 



i 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

Ni- X 
cale 

vcl 
--

4 -0.03623w 
2 

3 0.02585w 
2 

2 
1 

o·.03634w2 

1 ! 0.02123w 
2 

i 
o o 

mXi 1 X ca le -c1xi1 X 
cale 

-0. 39621w 
2 +0.000023 -0.036207w 2 

0.19155w 
2 +0.000015 0.025865w 

2 

0.16179w2 +0.000009 o .036349w2 

0.04246w 
2 

+0.000004 0.021234w 2 

l: -0. 00041w 
2 

l: =0.047241w 
2 

l: -0. 1 19655w"' 

C.= 
1 

2 -0.00041w (vals. abs) 
= -0.0000041w2 

99. 162 

10. 

**** 2 Xisup w 

42,86 -1.705 

39.72 1. 206 

45.61 1 . 695 

46.62 0.99 

prom. 
43.70 
44.94 

43.68 

****El intervalo de variación de w2 se ha reducido a 39.72 - 46.62 (di f. = 

6. 9) 

e los 

para 

y los ajustes en la c.urva son menores. 

más se llegaría al valor correcto de w
2 

estimar un valor de w2 
procediendo como 

En uno o dos ci-

Nótese que 

se indicó anterior 

mente podemos 

X tomando cale 

hacer las sumas de X y de los coeficientes de 
sup 

valores absolutos o tomando en cuenta el signo e~ 

rrespondiente. La variación que se obtiene en este caso es de 

3% aprox. Si sacamos el ~romedio de w2 se obtiene un valor ca­

si igual al obtenido con las sumas de valores absolutos, que es 

más correcto. 

Si no hubiéramos hecho la limpia en ninguno de. los ciclos, al 

cabo de B habríamos llegado a la configuración del primer modo 

(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuando la confiquración 

supuesta se parecía a la del primer modo). 



1 1 . 

A'Olicació•· del Método ele Stodola-Vianello-Newmark para 

EstructllTa~; rlc Flcxi6n 

ad,!lantc, cuando las trabes rle los m~rcos son 

r,¡~,;y flexibles en -- l 1 1 d l comparac1on con as co umnas, o cuan o as 

fuerzas laterales son resistidas por muros que trabajan esen­

cialmente a flexión, la rigidez de entrepiso no es independien­

te de la distribución de fuerzas a que esté sometida la estruc­

tura y por tanto no puede suponerse constante para el cálculo de 

los distintos modos de vibrar. En general, la pseudoriqidez 

equivalente que se obtendría para un segundo modo será mayor que 

la correspondiente al primer modo, pues los efectos de flexión 

r1c conjunto se reducen considerablemente al no tener todas las 

fuerzas acttJando en el mismo sentido. Lo mismo podría decirse 

para modos superiores (ref, 1). 

En esos ~asas, las propiedades elástico geométricas de la estru~ 

tura no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por 

la variación de los productos El y GA con los cuales se podrán 

calcular las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante 

res1ectivamente. 

Para calcular las deformaciones por flexión es conveniente el em 

pleo de los teoremas de la viga conjugdda, que es, para el caso 

~~ un voladizo, otro voladizo empotrado en el extremo opuesto 

cargado con el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los 

momentos flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga 

real. 

Las deformaciones por cortante, que en el caso de esiructuras a 

base de muros pueden ser importantes en comparación con las de 

flexión, sobre todo en 

te la expresión ~X 
V. 

1 

= 

formación p'or cortante 

·los niveles 
Vihi 
A.G 

donde 
1 

inferiores, 

~X 
V, 

1 

es el 

se calculan median 

incremento de de-

entre dos niveles consecutivos, V., 
1 

h. y 
1 

A, son, 
1 

respectivamente la fuerza cortante, la altura y el área 
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efectiva de cortante entre esos mismos niveles y G es el módulo 

de elasticidad al cortante del material de la estructura. 

calcular los modos de.vibración, se supone una confiqura-

r; i ón modal, se caJculan las 

ciadas a la configuración y 

fuerzas de inercia F. 
1 

2 = m.w X. aso-
1 1 

las fuerzas cortantes correspondie~ 

tes y a partir de ellas se valGan los i~crementos de momento de 

cada entrepiso y los momentos de volteo acumulados de arriba ha 

cia abajo, los cuales se dividen entre EI (habrá dos valores de 

M/EI en un mismo nivel en los casos en que haya cambio de sec-

ción de los muros). La integración numérica del diagrama de 

M/EI nos permitirá transformar ese diagrama en una serie de ca~ 

gas concentradas equivalentes a él aplicadas en los distintos 

niveles con los cuales es muy fácil calcular los cortantes equ~ 

valentes correspondientes a cada entrepiso y los incrementos de 

momento flexionante en la viga conjugada que serán iguales a 

los incrementos de deformación por flexión entre dos niveles con 

secutivos (es el equivalente de ~X = V/R del caso visto anterior 

mente). A estos incrementos de deformación por flexión se suma-

rán los correspondientes a la deformación por cortante y con esa 

suma se podrá calcular la nueva configuración, que será como an-
2 

tes función de w y de donde podremos despejar este valor y en 

caso de que no sea igual para todas las masas volver a hacer 

otro ciclo tomando como configuración de partida la encontrada 

anteriormente normalizándola con respecto a una de las masas pa­

ra poder comparar la evolución de las configuraciones de cada ci 

ele. 

Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de anál~ 

sis de una estructura en que las fuerzas laterales son resisti­

das por muros, cuyos valores de I y A son los indicados en la fi 

gura siguiente: 



T-s~o 
2 

---
crr· 
m 

0. 1 o 

2 o. 1 5 

' • 1 5 

o 

1 3. 

' 
1 2 ! i 

' 1/m 1 
r, i 2 

m 1 Ton X cm 2 fiM=Vh Ton-m M : !':'"• 1 'I·nn -m m mX w Ton 
sup sup -¡ ! : EI A 1 GA h V M EI 

1 1 6 5.0 
2 

6 
O.SOw 

2 2 
o o r . 4 11 2. Bx 1 O 1.2 0.96x10 3 O.Sw 1 .5w 

2 2 -& 2 
1 1 (, 6 

2.5 0.3Bw 
2 2 

1. Sw 0.1172x10 w 

r-4! 12,8x10 1 . 2 0.96x10 3 O.BBw 2 .64w 

2 2 -6 2 
i 1 1 0.15w 4. 14w 0.3234x10_

6
w

2 ~.5 : 6 
1 • 6 

6 2 
14.12w 

2 
1 

17.0x10 1 .20x10 4 1.03w 0.2435x10 w 

1 

i 

1 1 
8 .26w2 

-6 2 
1 0.4859x10 w 

1 1 
1 -'-

r.jemplo d~ cálculo de las concentracion~s equivalentes al djagra­

ma de M/EI 

Para el nivel 3 

p = 
e e; 

3 
6 

-6 2 
(2x0 + 0.1172 x 10 w ) 

-6 2 
= 0.0586x10 w 

(Ver aclaración al pie de la tabla de la página siguiente) 
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~--- ------¡ ... --· . - --- -~--. . - ·- - --.-. t·· -------- -l--m ' J'l*** 
m 

- 1 xm Peq* Veq:~-* ll M= Veq h=t.X~ t.Xv t.Xtot cal ~l 1 . 
1 

¡ -6 2 
J ! O. 0586x 1 O w 

-6 2 
23.0052x10 w 

1 

1 

1 
' ' 
1 
' 1 
1 

1 ! 
' 

1 

1 
1 

1 
¡ 

i 

r 

-6 2 
2.2369x10 w 

-6 2 
6.7107x10 w 

-6 2 
1.5625x10 w 

-6 2 8.2732x10 w 
-6 

0.1172x10 w 
2 

-6 2 
14.732x10 w 

-6 2 
0.2739x10 w 

-6 2 -6 2 -6 2 -6 2 
1.8408x10 w 5.5224x10 w 2.75x10 w 8.2724x10 w 

-6 0.3320x10 w 2 

-6 6.4596x10 w 
-6 2 Q_6486x10 w 

-6 2 
O.A102x10 w -6 3.2408x10 w 

2 -6 2 3.2188x10 w 
-6 2 

6.4596x10 w 
-6 2 

O.R102x10 w o 

1/seg 
2 

**** 2 
w 

2173.42 

1696.99 

1548.08 

Xeuo 
3.56 

f ¡(:di.Jz 
lo 

2.28 a~~ ---- --V -- B "tr.. 1.0 h_ __ _jP& 
* Para obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de 

M/EI se puede usar la fórmula siguiente: 

p 
a 

h 
= 6 

h ( 2a+b) · P = -• b 6 (2b+a) 

donde h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de 

M/EI iguales a a y b respectivamente. La variación de M/EI entre 

A y B es lineal, por lo que esta expresión se obtiene consideran­

do dos triángulos con alturas a y b respectivamente y base h. Pa 

2 

y Pb son las concentraciones correspondientes en los puntos A y B. 

(Re f . 2) • 

** Recuérdese que el empotramiento de la viga conjugada es el ex­

tremo superior, por lo que empieza de abajo hacia arriba el cálcu 

lo. 

1 

1 



, 5. 

***Obsérvese que en el .primer entrepiso la deformación por cor­

tante es prácticamente igual a la de flexión por lo que despre-

ciarla conduciría a errores muy grandes. Al ir aumentando la 

altura de la estructura la deformación po"r cortante va reducien­

do su importancia en comparación con la de flexión y pueée lle-

gar a ser despreciable. En este caso la deformación por cortante 

en el tercer entrepiso es 23% de la debida a flexión. 

**** Debe tenerse cuidado con las unidades al 
2 

valuar w pues es 

fácil equivocarse, obsérvese que X está en cm y X cale resul-
sup 

t:a '=r, metros. 

Método de Holzer 

Como se indicó anteriormente, para conocer completamente un mo­

do de vibrar necesitamos conocer tanto la configuración modal e~ 

mo la frecuencia del modo. Hemos visto que en el método Stodola-

Vianello-Newmark se supone una 

de ella se calcula el valor de 

configuración relativa y a partir 
2 w Holzer procede exactamente 

alrevés, esto es, supone la frecuencia y a partir de ella se calcu 

la la configuración relativa de abajo hacia arriba de la estruc-

tura. Dado que la confiquraci6n es relativa se puede suponer 

también la deformación de la primera masa (por consiguiente el 

incremento de deformación entre la base y la primera masa). El 

mét9do tiene las siguientes etapas: 

Los datos son las masas y las rigideces ~e entrepiso, igual que 

antes. 

1 . 

2 . 

3. 

Suponer un valor de 
2 

w . 

Obtener los valores de 2 
mw para cada masa. 

sup 

Suponer la deformación del primer nivel: X 
1 

conviene supo-

ner un valor unitario. 

jo a suponer ll X .. 
1 

Esto equivale también, ~amo ya se di 



4. Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, 

(Primer entrepiso) que será por definición de rigidez de 

entrepiso; 

si 

5. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del pri­

mer nivel: 

16. 

6. Por definición de fuerza cortante, como la suma acumulativa 

de las fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular 

la cortante del segundo entrepiso restando a la cortante en 

la base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es: 

7. Conocida la fuerza cortante en el .entrepiso 2 podemos cale~ 

lar el incremento de deformación en ese entrepiso dividien­

8. 

do la cortante entre la rigidez de entrepiso 

Sumando x2 a la deformación del primer nivel obtendremos 

la deformación del segundo nivel y podemos 

repetir los. pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar 

al extremo superior de la estructura. 

Si la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten 

dremos que la fuerza de inercia del último nivel es igual a la 

fuerza cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio d~ 

námico). Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a 

un modo de vibrar, se obtendrá una diferencia entre el valor de ~ 

la fuerza de inercia y el de la fuerza cortante en el extremo de 

la estructura. En este caso el método no es convergente, pero 

si 'hacemos otro ciclo con otro valor de w2 
relativamente cercano 
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al anterior, encontraremos otra diferencia y podremos trazar 

una aráfica que nos relacione las frecuencias supuestas (absci 

sos) r.on las diferencias entre fuerza de inercia y fuerza cor­

Lante en el extremo superior de la estructura (ordenadas). Una 

vez que tenemos dos puntos de esa gráfica podremos buscar un 
2 

valor de w supuesto en la intersección con el eje de las abs-

cisas de la línea que une los puntos antes obtenidos, o su pr~ 

longación si ambas diferencias tienen .el mismo signo. Con es-
2 

valor supuesto para w seguramente obtendremos otra te tercer 

diferencia, menor que las anteriores, que nos definirá un ter-

cer punto en la gráfica. Podremos entonces tr~zar una curva 
2 

entre los tres puntos y definir así un nuevo valor de w que 

seguramente estará muy próximo a la frecuencia correcta de uno 

de los modos de vibrar de la estructura. 

Cuando ya se está 

valor supuesto de 

te: 

-2 
w = w 

2 l:V <'>X 
l:FX 

cerca del valor correcto, se puede mejorar el 
2 

w empleando el cociente de Crandall siguien-

donde w2es el valor que debemos suponer en el ciclo siguiente. 

El método presentado sirve para calcular cualquier modo natural 

de vibración teniendo como datos las masas y las rigideces de e~ 

trepiso de la estructura. El modo de que se trate se obtendrá 

de la inspección de la configuración modal, tomando en cuenta 

que en el primero todas las deformaciones tienen el mismo signo, 

en el segundo hay un cambio de signo, en el tercero dos cambios 

de signo y así sucesivamente. 

Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por haberlo 

calculado empleando el método Stodola-Vianello-Newmark, por ejem­

plo), se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 

los modos superiores empleando la relación w~ ~ 9w~ w~ = 25w~, 
etc. 
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(Esta aproximación puede ser demasiado burda dependiendo de los 

valores relativos de las masas y rigideces en cada caso partic~ 

lar, pero sirve como orientación). 

Ejemplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se 

usó en el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

= 9 X 8 = 72 
1 

seg 
2 

Usaremos la tabulaci6n siguiente, 

¡-
1 Ni- 2 

vel m R mw & X* F V 
sup 

4 2 144 -2.751 -396.1 Dif = 260.7 
50 f-2.707 -135.4 

3 2 144 -0.044 - 6.3 
100 r-1 .417 -141.7 -

2 2 144 1. 373 -197.7 
150 0.373 56 

1 2 144 1 1~?] 144 
200 /1. ¿·¡ 200 

2 
72 w = 

sup 

*Obsérvese que aunque la diferencia encontrada es fuerte, la configuraci6n se 

parece a un segundo modo, pues tiene un cambio de signo. 



2 2 
usando un nuevo valor de w de 50~1/seg , tendremos 

sup 

1 ~!~ 1 
2 

m R m'!.up 

4 2 100 
50 

3 2 100 
100 

1 

2 1 2 100 
! 150 
1 

1 1 2 100 
' 200 l. 

1 ~ ' 

Trazando la gráfica 
2 

w 

t. X X F V 

-2.334 -233.4 Dif, 66,7 
-3.334 -166,7 

1 . o o 100 
-0,667 -66.7 

1 . 6 6 7 16 6. 7 
0,667 100 

1.00 1 . o 100 
200 

sup 
-diferencias encontramos: 

n ... 

19. 

2 
que el valor de w que hace cero las diferencias es aproximadame~ 

te 44 (podría obtenerse por triánqulos semejantes, pero sabemos 

que aún cuando se·hiciera así el valor no nos llevará exaGtamen­

te a cero diferencia pues·la variaci6n no es lineal como estamos 

suponiendo, excepto en intervalos muy cerrados). 



i 

2 
Suponiendo entonces w = 44 

1 Ni- m R mw2 /',X X 

J vel 

1 

1 

' 
1 

1 
' 
1 

1 

' i 

21 4 88 -1.844 
50 '-3.174 

3 2 88 1 o 33 
1 100 -0.417. 

1 2 2 88 1 o 747 
150 0.747 

1 2 88 1 .o 

1 

200 1.0 

o 
1 

-2 = 44 804.76 
w 811.35 

2 
43.64 1/seg 

2 
Usando w = 43.64 1/seg 2 

sup 

Ni- m R mw2 !'.X X 
vel 

1 

' 

4 2 187.28 -1.809 
50 -3.159 

3 2 87.28 1 o 350 
100 -0.401 

2 2 87.28 1 o 751 
150 0.751 

1 2 87.28 1 .o 
200 1 .o 

o 

20. 

F V FX vl'.x 

Dif.=3.57 
-162.27 299.23 

-158.7 503.71 

117 155.61 
- 41 o 7 17 o 39 

153.7 268.51 
112 83.66 

88 88 
200 200 

1:811.351 804.76 

1 

1 

F V 

-157 o 89 Dif. = 0.05 
-157.94 

117 o 83 
- 40.11 

152.83 
112.72 

87.28 
200 



Como puede verse, la diferencia al final óe este último ciclo 

es despreciable, por lo que: 

w~ = 43.64 1/seg 2
, w 2 = 6.606 1/seg. Tz = 0.951 seg 

y la configuración modal es la indicada. 

21 . 

Suponiendo otro valor ~ayor que w2 podria calcularse el tercero 

"/ r~uarto moños. Puede también verificarse que la frecuencia 

del primer modo obtenido con el método Stodola-Vianello-Newmark 

es correcta. 

Comentarios adicionales 

En los métodos presentados para las estructuras a base de mar­

cos rígidos se tiene corno datos las masas y las rigideces de en 

trepiso. Las masas son relativamente fáciles de calcular y de-

penden exclusivamente del peso de los materiales con que esté 

hecha la estructura y de la carga viva que se considere para f~ 

nes de análisis sísmico. Las rigideces ser~funci6n de las pr~ 

piedades elástico-geométricas de los materiales empleados, que 

no es sencillo definir y de la estructuración, sobre todo de la 

relación que guarden las rigideces relativas de las barras que 

forman la estructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo matemático de un edificio corno una serie de masas 

unidas por resortes, definirnos como sistema estrechamente acopl~ 

do a aquel en que la rigidez de entrepiso es independiente de la 

distribución de cargas laterales a que se vea sometido el modelo, 

esto es, la rididez de entrepiso es invariable independienteme~ 

te de la elástica que adquiera la estructura al ser sometida a 

cargas laterales. Aqu! se entiende por rigidez de entrepiso, co 

mo se indicó anteriormente, la fuerza necesaria para producir el 

despla~arniento unitario de un nivel con respecto al otro, esto 

es 

R = 
V 

t:,x 
para /:,X= 1 ' R=V 



F.n la fiqura 2 se muestra el modelo matemático de un edificio 

~e ~ niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De 

~cuerdo cnn lo antes dicho, la rigidez debe ser independiente 

d,. los fu~rza~; ..1plicadas (este tipo dP estructuras se conoce 

tambiin como estructura ''~e cortante'') 

o --:.-¡ 

" ~"'~ ... f~ 
--v 1 :---

'i 

' /J...-. 

~ 
o ~¡ 1 

1 

q -- ~( 1 

. ' 1/ ,r J ·---? r ' r ' 

¡ 

n~ • .J;~::, 

' 7T"' ' 

22. 

Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser fun­

ci6n Gnicn y exclusivamente rlc las cn1umnas de cada entrepiso, 

para la cual, los giros de los nudos deber ser nulos, lo que se 

logra si las trabes son infinitamente rígidas en comparación 

con las columnas, en cuyo caso la elástica de cada una de las 

columnas es la mostrada en la figura 3, y los elementos mecáni-

cos que aparecen son 

sección constante. 

1 

ahí se muestran, 

F F 
12Eif>X 

h 3 

para barras de 

Fig. 3 

En la práctica, es difícil que la rigidez relativa de las trabes 

(K=I/~) sea muy grande en comparación con la de las columnas, lo . 

. que hará que los giros de los nudos no sean cero, relajándose el 

sistema y reduciéndose la rigidez del marco para un mismo tamaño 

de columnas. Debido a esto, el caso de trabes infinitamente rí-

gidas en comparación con las columnas recibe a veces el nombre 

de cota superior de rigidez. 

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en­

trepiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon 
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tales aplicadas. En el límite inferior, lleqaremos al caso del 

voladizo mostrado en la fiqura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de rigidez de entrepiso, pues será diferente para cada 

una de las posibles configuraciones de fuerzasaplicadas. 

te c~so lo definiremos como sistema remotamente acoplado. 

1' 
1 

~\ 

1 1 

~( 

·~' 
)' 

1 ~-1 1 ,, 
l~ 

'1 

~~ 

l 

A es 

Nótese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente 

iguales, constituídas por marcos rígidos formados por trabes y 

columnas unidos en los nudof;, sin embarqo, como puede ap.reciar­

se en las figuras 1 y J, las deformaciones de la estructura 

cuando todas las fuerzas se aplican en el mismo sentido son muy 

diferentes en uno y otro caso. En la fiaura 2, la tangente en 

el extremo superior es vertical, mientras que en la figura 4, 

la tangente en el extremo superior tiene la inclinaci6n máxima. 

La figura 5 ilustra la forma en que variarían los momentos fle­

x1onantes en las columnas del marco en los casos extremos y en 

uno intermedio. Nótese que la aplicación de métodos aproxima-

dos para la obtención de momentos en trabes y columnas sin veri 

ficar cual es la situación del marco, puede conducir a errores 

muy importantes de subestimación de momentos en las columnas y 

de desplazamientos horizontales de la estructura. 



f 
/l 

marco con trabes ri ·-gidas en comparac1on 
con las columnas. 

L 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

marco en situa­
ción intermedia. 

1 
1 

/ 

1 
1 

1 

voladizo 

1 

1 
/l 

¿ __ _ 
1 

(trabes muy flexi­
bles comparadas con 
las columnas) . 

Momentos flexionantes en columnas. Fig. 5. 

ya que los métodos aproximados en general suponen la formación 

24. 

de articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y 

la situación puede ser tal que los puntos de inflexión del dia­

grama de momentos desaparezcan en uno, varios o todos los niveles. 

Cualquier edificio de la práctica estará en una posición interme 

dia con respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la situación en cada caso particular, John 

A. Blume (referencia 1) sugiere el empleo de un indice de rota-

ción 

p ; 

nodal, que define como: 

I:( 1 1 i) trabes 

l: (I/l) cols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el 

entrepiso medio). Aquí l:(I/¡)trabes es la suma de rigideces rel~ 

tivas de las trabes de un cierto nivel y l: (I/tlcols es la suma de rigid!. 

ces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 
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Blurne encontró que si p>0.10 hay puntos de momento nulo en las 

columnas de todos los entrepisos mientras que, para valores ~e 

o menores de 0.01 la estructura se asemeja más a un voladizo. 

Para valores de p entre 0.01 y 0.10 la situación es intermedia 

y habrá entrepisos en que no haya puntos d~ momento nulo, por 

lo que los métodos aproximados de análisis pueden conduc1r a 

fuértes error8s del lado de la inseguridad por lo que respecta 

a los valores de los momentos flexionantes para los que debe di 

señarse así corno respecto a los desplazamientos laterales de la 

estructura; la rigidez de entrepiso pierde significado y con­

viene emplear métodos matriciales para analizarla. 

Si la estructura tiene variaciones importantes con la altura, 

convendrá valuar p en distintos niveles. 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aquí se ha considerado que las deformaciones axiales de 

las cOlumnas, en el caso de marcos ríqidos, son despreciables y 

no contribuyen a la deformación horizontal. Esto es válido só-

lo si la relación entre .altura y ancho de la estructura es pequ~ 

ña, tal vez menor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, 

el efecto de momento de volteo en el edificio adquiere mayor im­

portancia y se pueden cometer errores importantes al despreciar 

los acortamientos y alargamientos de las columnas debido a fuer­

za axial. 

Cuando las trabes se vu~lven muy flexibles en comparación con las 

columnas, cada una de las columnas trabajará como voladizo y la 

fuerza axial en ellas será pequeña. 

En el caso de marcos contraventeados, la crujía o crujías contra 

venteadas tendrán comportamiento similar al de un muro y deberán 

por tanto considerarse como estructuras de flexión, calculando 

sus periodos como se indicó 

Newmark. 

en el método Stodola-Vianello-



Cuando se tienen marcos y muros trabajando simultáneamente la 

situaci6n se complica pues la interacci6n entre ambos sistemas 

estructurales hace que varíe la fuerza que toman u~o y otro en 

cada entrepiso; los muros suelen tomar la mayor proporci6n de 

la ~ortante total en los entrepisos inferiores mientras que la 

situación se invierte en los niveles superiores. Ver referen-

e i a 1 • Esto hace difícil la aplicaci6n de métodos numéricos 

para calcular los modos de vibraci6n de este tipo de estructu­

ras, siendo más conveniente el empleo de métodos matriciales 

para este fin. 
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r '~í Number of stories in the complete building Cnot 
including the footing linel. 

Cl) lv:· ,,- l'umber of frames with different properties or 
different vertical loading. 

Ul 1 '' e Total number of frame or shear wall elements in the 
structure. 

(2l /IJL O Total number of load conditions. 

/'el! Analysis type code (See Fig. Bll: 

(3) EQ.O; Static loads only. 

(56) 

EQ.l; Mode shapes and frequencies only~ 

EQ.-1; Input .and/or generation of approximate mode 
shapes and periods plus sf.atic analysis 
using lateral force cases (A and Bl for tt:e 
solution of the gross response quantities. 

EQ.2; Static load analysls plus modeshapes and 
frequencies. 

EQ.3; Lateral eartbquake res-ponse spectrum 
analysis for the solution of individual 
frame displacements and member forces in 
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EQ.4; 

EQ.5; 

Lateral earthqnake Úme tiistóry response 
analysis for the solution of individual 
frame displacements and member forces in 
aódition to analysis type 2, above. 
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{56) EQ.6; Lateral earthquake response spectrum 
analysis for the solution of the gross 
response quantities. 

(56) EQ.-6 Input and/or generation of approximate mode 
shapes and periods plus lateral earthquake 
response spectrum analysis for the gross 
response quantities. 
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+-~" \c-,ol:·c~k"\ ,.__\,k~cÁ J.~.J. f>,,..,,.-J f· ¡,,·q'(•" c •.. ,.,,k·r v("•hc··, 
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Colurnns 

![ 
1 

1 

Note Entry 

EQ.7; 

C56l EQ.B; 

(56) EQ.-8; 

Both analysis types 3 and 6, above. 

Lateral earthquake time history response 
analy~is for solution of the gross response 
quantities. 

Input and/or generation of approximate mode 
shapes and periods plus lateral e"arthquake 
time history response analysis for the gross 
building response quantities. 

~--
. EQ. 9; Both analysis types 4 and 8, above. 

26 - 30 

31 - 35 

(4) ;vFG¡ Number of frequencies to be calculated CNFQl. 

C5l IJS V Allowable story degrees of freedom: 

36 

37+ )(80((1) 

3a+ I!..OpC:(z) 

39+ (52) 

1<() OC:( 3) 

41 - so+ csl> 

51 - 80 

EQ.O; X, Y translations + story rotations. 

EQ.l; X translation only 

EQ.2; y 
Cfor symmetrical 
translation only 

buildings onlyl. 

Blank 
Cfor symmetrical buildings onlyl. 

Lateral load case A force generation 
LATERAL FORCE GENERATION CARDSl : 

~---·-·-------- ·--- ·------- ·--------- \ 
¡ EQ.O; No force generation. \ 
~------ ------------------------- - . --.--

EQ.l; Generate forces in X direction. 

EQ.2; Generate forces in Y direction. 

code Cse·e 

EQ.3; Generate forces in both X and Y directions. 

Lateral load case B force generation code. 

Element stress ratio calculation code Csee FRAME 
DATA): 

EQ.O; No stress ratios calculated.· 

C EQ.i;- -stress-- ~t-i~~--caicuia-t--ed- tor 
''------- __ di_ag_o~l- brace elements. 

Execution code: ------------------­·. 
Full Execution ¡ 

------ . --- --
\ EQ.O; ---- --

EQ.l; .Data check. 

-------~----
column, beam and ·, 

Acceleration of gravity for use in calculation of 
P-6 effects. 

Building ideptification infor~ation to be printed 
with the output. 
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2A. STQRY ~ - Prepare two !2) cards per story level; data is 
entered iri sequence from top to bottom of the 
structure. 

. +:!" 
.First ~ !A5,I5,7FlO.Ol (1;x",Aá;SY:.. 1 1tf0~CJ)81='iO.o) 
Co1umns Note Entry r . ) i<'r 

(_or 'f'V"' 
1 - S 
/¿ ''&' 
6 - lO 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 

. 51 - 60 

61 

71 

70 

80 

(6) 

(6) 

(7) 

(7) 

( 8) 

(8) 

Five characters to be used for 
identification. 

B1ank 

level 

Story height [distance from the floor (or roof) 
level to thc floor (or foundationl level belowl. 

Translational mass. 

Rotational mass moment of inertia about a vertical 
axis through the c·enter of mass. 

X-distance to the center of mass measured from the 
reference point. 

Y-distance to the center of mass measured from the 
reference point. 

External story stiffness in tbe X-direction. 

External.story stiffness in the Y-direction. 

Seconcl l:.llJi !6FlO.Ol 

1 - 10 (4 Bl FxA; load for lateral load case A. 

11 - 20 (4 8) FyA; load for lateral load case A. 

21 - 30 XA; X-ordinate at the point of load application 
for load case A Csec Figure B2l. 

31 - 40 YA; Y-ordinate at the point of load application 
for load case A !see Figure B2). 

41 - 50 (4 Bl FxB; load for lateral load case B. 

51 - 60 (48) FyB; load for lateral load case B. 

61 - 70 XB; X-ordinate at the point of load application 
for load case B (see Figure B2l. 

71 - 80 YB; Y-ordinate at the point of load application 
for load case B Csee Figpre B2l. 
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2B. Ll\TERAI. FORCE. GENEBATION 

UBC anó/or ATC type lateral force generation are available. See Part A 
for description of force generation procedures. No cards required if 
force generation not requested; otherwise, input one card for each 
lateral load case for which force generation is requested (see CONTROL 
INFOR~IATION CARD, columna 37-38). If force generation requested for 
both load cases A and B, then first card is for case A. Format 
accoróing to a or b below, depending upon type. 

a. U6C Force Generation (I5,SX,7Fl0.0) 

ColllllUls 

1 - s+ 

6 - 10 

11 20+ 

21 - 30+ 

31 - 40+ 

41 - so+ 

51 - 60+ 

Note 

(49) 

(49) 

(49) 

(49) 

(49) 

Entry 

Punch 1 to indicate UBC force generation. 

Blank 

Fundamental period value. 

Acceleration of gravity. 

Z coefficient. 

I coefficient. 

K coefficient. 

61 

71 

70+ (49,50) 

so+ <49,50> 

e coefficient. 

S coefficient. 

b. ~ Force r~neration (IS,SX,3Fl0.0) 

Columns 

1 - s+ 

5 - 10+ 

11 - 20+ 

21 - 30+ 

31 - 40+ 

Note Entry 

Punch 2 to indicate ATC force generation. 

Blank 

(49) Fundamental period value. 

(49) Acceleration of gravity. 

(49) es seismic coefficient. 

3. APPROXIMTE ANALXSIS DATA 

For analysis types -1, -6, and -8, replace FRAME DATA a~d rRAME 
LOCATION CAROS w~th the following data. See Part A for descr1pt1on of 
mode shape generation procedures. 

a. Period and t1Qde. Shape Generat ion Cards 
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First ·~ (I5,5X,7Fl0.0) 

Columns Note 

1 - s+ 

6 - 10 

(57,59) 

{59) 

11 - 20+ {59) 

21 - Jo+ 

• 

71 - so+ 

Entry 

Mode shape generation code: 

EQ.O; Empirical rule generation. 

EQ.l; Shear beam rule generation. 

EQ.2; Mode shapes input. 

Blank 

First period value 

Second period value 

Seventh period val~e 

Aóditional Perioa Cards (8Fl0.0) 

s many cards as required to define NFQ periods <see CONTROL 
INFORMATION CARO, Columns 26-30). 

Columns 

1 - 1o+ 

11 - 20+ 

• 

· 71 - so+ 

Note Entry 

Eighth period value 

• 

• 

• b. ~ Shape Card.s (2I5,3FIO.Ol 

Required only if mode shape generation code equals 2 <see section 3a 
above, Columns 1-5). Modes are input in the same o·rder corresponding 
to the periods (see section 3a above). The program will order the 
periods and mode shapes in descending order according to period value. 
The mode shapes are mass normalized within the program; therefore, any 
relative magnitude can be used to define tbe shapes. Each mode shap€ 
is input starting from the top to the bottom of the structure. For 
story levels omitted, a straight line interpo¡ation is ~rformed using 

· ·1e modal component values of the closest flopr levels above and below 
( .1e omitted floor that have modal components defined. For each moóe 
¡ · shape, the top floor level and the first floor l~vel modal components 
t 

1 
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Colwnns 

1 - 5+ 

6 - 10+ 

11 20+ 

21 - 30+ 

31 - 40+ 

input. 

Note Entry 

Mode number 

Floor level 

X translational modal component 

Y translational modal component 

Rotational modal component 

4. FIW1E DATA - One set of data must be entered for each different 
frame. Frames with different locations but identical 
properties and vertical loading'need be entered only 
once. 

M , NS, NC, .N B , N e P, N a P. ¡.~FC:.f:, loJ P(lr?.J"' .-wíe u, F H c:;:-P 
~/T 

a. Frame Control ca..tli (915, 7A5) ( ~1$, 7 M) . 

Columns Note Entry 

1 - 5 (9) ~\ Frame ióentification number. 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 - 25 

26 - 30 

31 - :35 

36 - 40 

41 - 45 

46 - 80. 

!10) N'- Nurnber of levels above foundation for this frame. 

(11) "'C. Nwnber of vertical column lines in frame. 

N0 Nwr.ber of bays in frame. 

!12) Nl~ Nwnber of sets of óifferent colurnn properties. 

(13) NC>i:'Number of sets of differcnt beam !giróerl 
· properties. 

(14) Nfl':·fNumber of sets of different fixed end moments and 
shears to be applied as vertical loads to beams 
!girdersl. 

(15) ~~ fL~ Kwnber of infi11 shear panels in this frame. 

!16) 1-!TQ.\l Nwnber of bracing elements in this frame. 

Label to be used to identify this frame type. 
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b. Vertical Colnrnn ~ Coordjnates (I5,2F10.0) 

ColwrJlS Note Entry 

1 - 5 (17) Column line identification number. 

6 - 15 UBl x-distance to column line from frame reference 
point. 

16 - 25 y-distance to column line trom frame reference 
point. 

c. _Column Prooerty Cards 

One column property set must be supplied tor each ditferent column in 
this frame. . 

First ~ (!5,Fl5.0,Fl0.0,2F5.0,3Fl0.0,2F5.0) 

Columns 

1 - 5 

6 - 20 

21 - 30 

31 35 

36 40 

41 - so 
51 60 

61 70 

71 75 

76 - BO 

Note 

(19) 

(24) 

(24) 

( 23) 

(20) 

(21) 

Entry 

Identitication number for this column property set. 

Modulus of elasticity, E. 

Axial area, A. 

Shear area associated with shear torces in major 
axis direction, MAJ. ~ 

Shear area associated with shear torces in minor 
axis direction, MIN SA. 

Torsional inertia. 

Flexura! ineitia for bending in the major axis 
direction, MAJ. I. 

Flexural inertia for bending in the minor axis 
direction, MIN I. 

Rigiü zone depth at top of column (for both 
axes), DT (see Figure B3). 

Rigid zone depth at bottom of column, DB <see 
Figure B3). 
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Seconó C<w1 (5Fl0.0) 

O~it if stress ratio calculation not requested <see CONTROL 
INFORHATION CARD, Colwnn 39). 

ColUir.nS Note Entry 

1 -1o+ (53) Allowable axial stress. ¡:-,. = o.?J.( ~ ,_1n1J( 
~ 

11 - 20+ (53) Allowable majar axis bending stress. h' Ad/AJ . , 
21 - Jo+ (53) Allowable minor axis bending stress. p 1 - ¡., ... ( .. ~ ' ~ ··' ·r- \-., 

- t - ;--
-A, l~(~r't•<:~ 

40+ 
.¡,.., = .;:r-·r.,.-

31 (53) Majar axis section modulus. ,1 /lo() '¡' .~,,.,,\ ' 
,. ) :; o.) 

41 - so+ (53) Minor axis section modulus. ~ - o ¿\e~~ ¡,- . 

d. ~ Property Cards 

One beam property set must be supplied in tbis section for each 
different beam in the frame; skip this input if the frame has only one 
column line, or no bays. 

First ~ II5,Fl5.0,F~'~1ri7,FS.0;2Fl0.0,5F5.0l 
f' /t! , rV'/ 

Columns Note Entry 

1 - 5 

6 - 20 

21 - 25 

26 - 35 

36 - 45 

46 - 50 

51 - 55 

56 - 60 

61 - 65 

66 - 70 

(22) 

(24) 

(23) 

(25) 

Identification number for this beam property set. 

Modulus of elasticity, E. 

Shear area, SA. 

Torsional inertia. 

Flexura! inertia, I. 

Ku- stiffness factor (e.g. 4l •. See Figure B4. 

KJJ - stiffness factor (e.g. 4). See Figure B4. 

KIJ- stiffness factor <e.g. 2l. See Figure B4. 

Rigid zone at end 1, wi. 

Rigid zone at end J, wJ. 
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Secong caLd C2Fl0.0) 

Omit if stress ratio calculation not requested Csee CONTROL 
INFORMATION CARO, Column 39). 

Columns Note 

1 - 1o+ cs3> 
11 - 20+ (53) 

Entry 

Allowable bending stress. 

Section modulus • 

e. Fixed-End ~ Loads C2I5,5Fl0.0) 

One caro must be supplied for each different type of vertical beam 
loading; omit if this is a single·column line frame. 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 

51 - 60 

Note 

(26) 

(27> 

( 28) 

' / 

( 
' 

Entry 

Identification number for this vertical 1oading set. 

Input code: 

EQ.O; Fixed-end forces are applied at the column 
/-'-'->'. faces • 

/ '-, 

EQ.1; 'Fixed-end forces are 
center-lines. 

applied at the co1umn 

., 

Fixeó-€nd reaction, ~·.1 Csee Figure ES). 

Fixed-€nd reaction, v1 Csee Figure BS). 

Fixed-€nd reaction, 112 <see Figure BSl. 

Fixed-€nd reaction, v2 Csee Figure BSl. 

Uniform force per unit 1ength, w, acting downward 
to be addeó to fixed-€Dd reactions. 

f. neam Cards CBISl 

One card per girder must be input from top to botto¡;¡ and from bay to 
bay in the frame Cun1ess the data generation option is usedl. See 
Figure B6Ccl for sign convention of member torces. 

Co1umns 

1 - S 

6 - 10 

11 15 

16 - 20 

Note 

(29) 

(30) 

Entry 

Bay·identification number for this beam. 

Co1umn 1ine number at end I. 

Co1umn line number at end J. 

Beam property set identification number for this 
girder. 
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21 - 25 (31) 

26 - 30 (32) 

31 - 35 

36 - 40 

Number of beams in sequence below to be generateó 
having the same properties and vertical loading as 
this beam. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case I. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case II. 

Vertical loading ·set identif ication 
vertical load case III. 

number for 

g. Colmpp cards (415) 

One card per column must be input from top to bottom and from column 
line to column line of the frame ·(unless the data generation option is 
usedl. See Figure B6(a) for sign convention of member forces. 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 15 

16 - 20 

Note Entry 

Column line identification number for this column. 

(33) Column property set identification number. 

(34) Column line number defining direction of majar 
axis. 

(35) Number of columns in sequence below to be generated 
having the same properties as this column member. 

b. Papel Elewent Cards (3I5,5Fl0.0) 

Enter ene cara per panel in any arder; no generation is allowed. See 
Figure B6(b) for sign convention of member torces. 

Columns Note Entry 

1 - 5 (36) Level identification number at the top of this 
panel. 

6 - lO Column line number at tbe I si de of this panel. 

11 - 15 Column line number at the J side of this panel. 

16 - 25 Modulus of elasticity, E. 

26 - 35 Gross sectional ar.ea, A. 

36 - 45 (45) Moment of inertia, I. 

46 - 55 Effective shear area, Av· 
56 - 65 Shear modulus, G. 
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i. Bracing Element earós C3I5,3Fl0.0) 

Enter one card per brace in order; no generation is allowed. See 
Figure B6Cdl for sign conventico of member forces. 

Columns Note Entry 

1 - 5 Level identification number at the top of this 
brace. 

6 - lO Column line number at the upper end of this brace. 

11 - 15 Column line number at the lower end of this brace. 

16 25 Modulus of elasticity, E. 

26 - 35 Cross-sectional area, A. 

36 - 45+ (53) Allowable axial stress. Omit if stress ratio 
calculation not requested (see CONTROLINPORMATION 
CARD, Column 39). 

5. FRAME "ICCATIOlj CAROS (2!5,4Fl0.0,4AS) 

One card must be entered in this section for each frame Cor single 
columnl in the building; the total number of frame locations to be 
read is controlled by the entry in card columns 11-15 of the CONTROL 
UlFQru;ATION CARD. 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

t-:ote 

(37) 

(38) 

11 - 20 (39) 

21 30 

31 - 40 

41 - 60 

(40) 

-"' .. ,~ 
¿J /- ~ 

Entry 

Frame identification number. 

Force calculation code: 

EQ.O; Frame forces will be calculated and printed. 

EQ.l; Frame forces will not be calculated. 

Distance, xl Csee Figure B7) • 

Distance, yl Csee Figure B7l. 

Angl e ~ between the frame x axis and structure CGloball 
X axis Ccounter-clockwise X to xl. Se e Figure B7, 

Information to be printed with the output which 
will identify this particular frame. 
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6A. FMTHOUAKE ACCEI.ERATION SPECTRUM CAROS 

These data cards are required if the analysis type code is set equal 
to three C3l, six (6), seven C7l, or minus s1x (-6); see COt-.'TROL 
I~rüRMATION CARO, Columns 21-25. 

a. Control CAr.li (215,2Fl0.0,2F5.0,511,7A5l (2C:.f, ?FIO.o,?rf.o, f.Jí,l-t~-.dJ~ 

Columns Note 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 20 

21 30 (41) 

31 - 35+ (46) 

36 - 4o+ <46> 

41+ (42) 

( 4 2, 54) 

(42,54) 

{42) 

Entry 

Number of period cards to define response spectrum 
Csee section b belowl. 

The number of modes, in sequence, starting with the 
lowest, to be printed separately. 

Acceleration, units/sec/sec. 

Direction of eartbquake input. e, in degrees and 
decimals (0.000). See Figure BB. 

Damping ratio (modal damping/critical dampingl to 
be used in the calculat1on of the double sum lDSCl 
and complete quadratic combination CCQCl modal 
cross-correlation coefficient matrices. 

Earthquake strong motion duration used for the 
calculation of the ose modal cross-correlation 
coefficient matrix. Default to value of l.OE+03. 

Output cede for .sRS..S of modal gross building 
responses Cfor analysis types 6, 7, and -6l. 

EQ.O; Response values not printed. 

EQ.l; Response values printed. 

Output code for ~ of modal responses Cfor 
analysis types 3, 6, 7, and -6). See note 54 
regarding use of code in type 3 analysis. 

Output cede for ~ of modal responses (for 
analysis types 3,6,7, and -6l. See note 54 
~egarding use of code in type 3 analysis. 

Output code for 1lhsolut"' 1iWU of modal gross building 
responses Cfor analysis types 6, 7, and -6). 

Analysis types 6,7, and -6 gross building response 
direction output code: 

EO.O; 

EO.l; 

Response quantities are calculated and 
printed with respect to global structural 
cooróinate system CX,Y). 

Respon~e quantities are cal~ulated and 
print~d with respect to coord1nate system 

· lR,Sl defined by direction of earthquake 
input Csee Fic:¡ure. B8l. 
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b. Perioa Cards 

Columns Note 

1 - lO 

11 - 20 

EQ.2¡ Response quantities are calculateó anó 
printed with respect te both CX,Yl anó <R,SJ 
coordinate systems. 

User information te be printed with output. 

(2Fl0.0) 

Entry 

Period entered in increasing numerical sequence. 

Spectrum acceleration. 

6B. Tim; HISTQRY CJ\RpS 

These data cards are required only if the analysis type cede was set 
to four (4), eight (8), nine (9), or minus eight (-8); see CONTROL 
lNFOru'lATION CARD, Columns 21-25. · 

a. Control~ C2I5,3FlO.O,SI1,7A5l (2JS', ~ft0.0 1 :í.l.1, 7A,¡)r>v 

Columns 

1 - s-+ 

6 - lO 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

Note 

(44) 

(41) 

41-t (47) 

42+ (47) 

43+ (47) 

44+ (47) 

4s+ 

Entry 

Number of acceleration values (NPCl. Two different 
input formats are available (see section e belowl. 

Number of time steps te be used in the analysis. 

Scale factor for accelerations. 

Direction of earthquake input, e. See Figure ae. 
Time increment,6t, for response evaluation (see 
Columns 6-10 abovel 

Output cede for ti~e history print of story 
deffectjons (for analysis types 8, ~. and -&l. 

EQ.O; Response values not printed. 

EQ.l; Response values printeó at time 
6t <see Columns 31-40, abovel. 

increments 

Output code for time history print of story drifts 
Cfor analysis types a, 9, and-a>. 

Output code for time history print of cumulative 
story shears (for analysis types a, 9, and -al. 

Output cede for time history print of cumulative 
story overturnin~ momgnt~ <for analysis types a, 9, 
and-a>. 

Analysis types 8, 9, and -B gross building response 

43 

\ 
/ 

•. 



' ¡ 
¡ 
!, 

direction output cede: 

EQ.O; Response quantities are calculated and 
printed witn respect to global structural 
coordina te system <x,YJ. 

EQ.l; Response quantities are calculated ''and 
printed witb respect to coordinate system 
CR,Sl defined by direction of earthquake 
input Csee Figure B8l. 

EQ.2; Response· quantities are calculated and 
printed with respect to both (X,Yl and (R,SJ 
coordinate systems. · 

46-80 User information to be printed with output. 
d (o _, '> -'lc-1-· 

b. Dampio~ Cards (I5,Fl0.2l 

One card must be supplied for each frequency in the analysis (See Note 
4) • 

Columns 

1 - 5 

6 - 15 

Note 

(4) 

Entry 

Mode number <in ascending orderl. 

Damping ratio~ Modal Damping/Critical Damping. 

c. Ground Motjon Acceleratjon Qat.a. 

Two formats for input of ground acceleration data are available. The 
format used is dependent upon the sigo of NPC Csee card a, columns 1-
5, abovel. 

If ~~.GT.O then: 

One card must be supplied for each time increment, at which ground 
acceleration is spec1fied in increasing time order. The time span 
must be greater than the number of time steps multiplied by 6t· 

lime aDd Acceleration eards C2FlO.Ol 

Columns 

1 - 10 

11 - 20 

Note 

If NPC.LT.O then: 

Entry 

Time 

Ground acceleration 

The ground acceleration points are input at equal time intervals. The 
number of acceleration points input is equal to NPC • The time span 
must be greater than the number of time steps multiplied by 6t. 

Acceleration lime lnterval CaLa CFlO.Ol 

Columns 

1 - 10+ 

Note Entry 

Time interval between acceleration input points. 
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Acceleration Cards (8F9.0l 

As many cards as necessary to define NPC acceleration values. 

Columns 

1 - 9+ 

.lO - 18+ 

• 

64 - n+ 

Note Entry 

Ground accelerations 

7. LQAU ~ DEfiNITION CAROS (5Fl0.0,4F5.0,Fl0.0) 

Load cases for the complete building are defined as a combination of 
vertical conditions <I, II and IIIl, l~teral loading conditions (A and 
Bl, and earthquake spectrum or time history loadin~s. One card must 
be entered in this section for each different build~ng load case; the 
total number of building load cases is controlled by the entry in card 
columns 16-20 of the CONl~L I~FORJ~TION CARO. Omit this data if the 
analysis type code is set equal to one (l); six (6); eight (8); minus 
one (-ll; uanus six (-6); or, minus eight (-6). Se e note 56. 

Col=s 

1 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 

51 - 55 

56 - 60 

61 65+ 

66 - 70+ 

71 - 60 

Note Entry 

t~ultiplier or vertical load case l. 

Multiplier for vertical load case II. 

Multiplier for vertical load case III. 

Multiplier for lateral load case A. 

Multiplier for lateral load case B. 

(42) Multiplier for 
modal. combination. 

spectruc 1 loading SRSS 

(42l Multiplier for spectrum 2 loading - Absolute Sum 
modal combination. 

(42,55) 

·(42,55) 

(43) 

Multiplier for spectrum 3 loading - DSM modal 
combination. 

Multiplier for spectrum 4 loading - CQC modal 
combination. 

Multiplier for time history earthquake response. 
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IJ • l:Ql'ES 

(1) 

( 2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(6) 

(9) 

(10) 

(11) 

<12) 

(13) 

<14) 

(15) 

<16) 

Input data for fram.es witb identical properties and 
loading are given only once-see Section 5, FRM;E 
CARDS. 

vertical 
LOCATION 

,. 

Load conditions are defined as combinations of the seven (7) 
basic load cases-see Section 7, WAD CASE DEFINITION CARDS. 

Mass ~roperties of the structure are not required for 
analys~s type •o•. · 
The number of frequencies must be less than the number of 
stories times the number of degrees of freedom per story. 

For symmetrical bui:!.dings, the capacity and speed of 
solution of the pr~ram is improved if the story rotation is 
set to zero; i.c., 1• or •2• in card column 35. 

The translational mass has units of force divided by 
acceleration (W/gl. The rotational mass moment of inertia 
is not requireó if the allowable story degrees of freedom do 
not incluoe rotation. Mass properties need not be supplied 
if this data case is for static loading only. 

The location of the center of mass (X~, Yml need not be 
given if this data case is for static loaas only. 

The external story stiffnesses act on lines through the 
center of mass. These stiffnesses can be used to represent 
restraints (or bracesl at the story level or can be used to 
represent soil stiffness below the ground level. 

Frame identification numbers must be entered in numerical 
sequence, beginning with number one <ll. This frame may be 
located (repeatedl at different positions in the structurc. 

If a frame does not extend tbe full height of the building, 
then only those story levels actually existing in the frame 
are input below. 

An isolated shear wall is a single column line frame. For 
this case all data pertaining to beams (girdersl is 
meaningless .and must be omitted in the data input section to 
follow below. 

Column properties may be referenced to any number of columna 
in the frame. 

The number of beam property sets controls the number of 
cards to be read in Sect~on .c-.d, below. 

If no vertical static loads act on tbe structure, then omit 
this number, and skip Section 4.e, below. 

If no panel elements are included in this frame, then omit 
this entry, and skip Section 4.h, below. 

If no bracing elements are included in this frame then omit 
this entry, and skip Sect!.on 4. i, below. 
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1 Cl7l One card must be included for each column line in the frame. 

(18) 

!19) 

(20) 

(21) 

(22) 

C23l 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

For frames with a single column linea second column line 
should be specified to define the major axis for column 
properties entered in Section 4.g. 

Coordinates of column lines are measured from the frame 
(local) axis. 

Property set identification numbers must be in increasing 
numerical sequence beginning with ene (1). 

The rigid zone depth is used to reduce the effective length 
of the column about both axes. 

Usually zero unless beam extends above floor level. 

Propert,Y set identification numbers must be input in 
increas1ng numerical sequence beginning with one Cll. 

Torsional inertias may be omitted. 

Shearing deformations are ignored if shear areas are zero. 

The beam rigid zone lengt~ are used to reduce the effective 
length of the beam Cgirderl. 

Load set numbers must be input in ~equence. 

Reactions act on the beam ends and are positive as shown in 
Figure B5. 

C28l Additional fixed-end forces due to the uniform load. w, are 
calculateó using: 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

M = wt2/12; V = Wi/2 

an¿ are added to any specified fixed-end reactions. The 
forces due to w are exact only for prismatic beams. 

Position of I and J ends defines local coordinate axes with 
local •y• positive from I to J and local •z• positive 
vertically upwards. A right hand screw rule sign convention 
applies. . 

Beams with zero COl stiffness Cmissing girdersl may be input 
as having a property set number of zero; if thc beam has 
finite stiffness, the set number must reference an existing 
property set óefined previously in Section 4.d, above. 

The generation option can only be used to define girders 
with1n the current bay; a new bay must be 6t~rted with a new 
beam card. 

The vertical loading sets defined in Section 4.e, above, are 
a~plied to the girders via the references in card colurnns 
11-25. Three (3) independent vertical load distributions 
(!, II, and IIIl are allowed, and these distributions are 
combined vith the lateral load case (A and Bl and the 
earthquake analysis to form load cases for the complete 
building; see Section 7, below. 
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(33) Missing colu~ns may be input as having a property set number 
of zero <O>; if the column has finite stiffness, then the 
set nurr.ber referenced must correspond to one of the property 
sets defined previously in Section 4.c, above. 

(34) Defines direction on local •y• axis and local •z• axis is in 
the vertical plane with positive upwards. A right hand 
screw rule convention appl1es. 

(35). Generation is allowed only·within the current column line; 
begin a new column line with a new column card. 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

The foundation line is defined as level zero, and thc roof 
level number is equal to the total number of stories in the 
building. 

Frame identification numbers may be repeated, but location 
caras must be input in frame identification number sequence. 

A frame force calculation code of one (1) will suppress 
output for the frame. 

Distance from structure 1Global) axis to origin of frame 
(local) axis. 

Angle is input in degrees and decimal fractions; e.g •. 36 12' 
entered as 36.2. 

The angle $ is measured positively clockwise between the 
global Y-direction and the line of action of the earthquake 
direction; see Figure BB. 

(42) Four óifferent response spectrum modal combination methods 
are available. See discussion in Part A regaróing 
situations where the DS~! or CQC methods shouló be used. 

(43) Multipliers should be specified either for response spectrum 
anal~sis or for time history analysis as specified in 
Sect1on 1, CONTROL INFORMATION CARO as only one of these 
analysis types may be performed in a sAngle program 
execution. 

(44) The total time span of the computed response is equal to the 
number of time steps multlplied by the time increment ót • 
Output is given at each time step. Since explicit 
integration is used in computing the response, nurnerical 
instability problems are never encountered and the time 
increment may be any desired sa~ling value. 

(45) A zero (0) value for the moment of inertia selects the pure 
shear deformation panel model. The pure shear panel uses 
the gross sectional area, nQt. the effective shear area, to 
calculate stiffness and stress values. 

(46) The DSC anó CQC matrices are used for combining the 
individual modal resnonses to estímate the total response. 
If DSC and/or CQC of modal responses are not requested, 
leave this entry blank. 

(47) Envelope values of maximum ano mínimum response values, and 

4E 

., 



\ ,_ 

(4 8) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

the associateó times of occurence are always printed when 
using analysis types 8 or 9. 

If force generation requested, then the generated forces 
replace any entries in these columns. 

No default value. 

The user must ensure that values of e, s, c•s are within 
cede specified limits. 

No default value, if zero then geometric stiffness (P-ó) 
effects not included in stiffness and response calculation. 

See Part A for description of stress ratio equation. 

No default value. If less than or equal te zero (blankl, 
stress ratios will not be calculated for members with this 
property set. 

lf DSC and/or CQC is required for type 3 analysis, enter the 
value one (1) in the appropriate columns. When blank or 
zero, the DSC andlor CQC element response calculations are 
skippeó and are not available for use in load case 
óef1nition Csee LOAD CASE DEFINITION CAROS), whereas the 
SRSS and ABS element responses may be calculated 
irrespective of their output cedes. The purpose of this ke~' 
is to omit unnecessary interna! DSC andlor CQC calculations 
when these cornbination t¡pes are not used. Note, for tyt>e 
seven (7) analysis, i DSC/CQC element response 1s 
requested, the CSC/COC gross response must also be output. 

If DSC and/or CQC is requested, then the appropriate key 
mus t be set in the EARTHOUAKE ACCELERATIOI'l SPECTRUN CAP.DS 
(Control Card, .Columns 42-43). 

The gross response c;uantities frou; lateral static anó 
dynarr.ic analyses cannot be combineó to forrn new loaó cases. 
The results from each lateral static and/or dynamic analysis 
are output separately. 

Note that when using the empirical rule to automatically 
generate mode shapes in approximate analysis, irregularities 
1n higher mode shapes may result if a large number of modes 
is incluóed in the anal~sis. The user should use only that 
number of modes which 1nsures that the smallest internodal 
distance (h) of the highest mode CNFQJ will be greater than 
the typical story height for the building. 

In analysis type 4, only peak envelope rnember response 
values are printed. 

For 3-D approximate analysis, the order of mode generation is as 
follows: first X translational, first Y translational, fir·st 
torsional, second X translational, second Y translational, second 
torsional, etc. Therefore, period values must be input according to 
this pattern. Also, in 3-D mode generatlon, the number· of modes NFQ 
must be a multiple of three (3). 
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ABSTRACT 

A procedure and a·computer programare developed for the linear 

structural analysis of frame and shear wall buildings subjected to both 

static and earthquake loadings. The building is idealized by a system 

of independent frame and shear wall elements interconnected by floor 

diaphragms which are rigid .in their own plane. Within each column 

bending, axial and shearing deformations are included. Beams and girders 

may be nonprismatic and bending and shearing deformations are included. 

Also, shear panels can be considered. Finite column and beam widths 

are included in the formulation. Nonsymmetric, nonrectangular buildings 

which have frames and shear walls located arbitrarily in plan can be 

considered. Three independent vertical and two lateral static loading 

conditions are possible. The static loads may be combined with a 

lateral earthquake input which is specified as a time-dependent ground 

acceleratión or as an acceleration spectrum response. Three dimensional 

mode shapes and frequencies are evaluated. 

Frame and shear walls are considered as substructures in the 

basic formulation; therefore, for many structures input data preparation 

can be minimized anda significant reduction in computational effort 

can result in this approach. 

This is an extension of TABS [8] to enable three dimensional 

frames to be input in which full compatibility exists. 
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l. INTRODUCTION 

A. General Building Analysis Programs 

Many general computer analysis programs exist for the analysis 

of structural systems. However the use of a general structural analysis 

program is not always adventageous. Difficulties which may arise from 

using such programs are discussed in detail in referente [8]. In an 

effort to overcome many of these problems a series of programs have been 

developed at the University of California at Berkeley over the past ten 

years. The most recent of these; TABS [8], has already found wide use 

throughout the profession and the resulting "feedback" has resulted in 

this further extension. 

The computer program for the analysis of buildings which is 

presented in this report maintains the format and most of the options 

of its predecessor [8]. However, it has been extended to allow a general 

three dimensional frame (within which full compatibility exist) to be 

assembled into a three dimensional structure (c.f. planar frame [8)). 

However, for a limited number of buildings where the assumptions of rigid 

inplane diaphrams are not acceptable a general program such as SAP will 

still be the most appropriate type of program to use [4]. 

B. Earthquake Analysis of Buildings 

At the present time, very few buildings in California, con­

structed in earthquake areas, are designed based on the results of a 

dynamic load analysis. The Uniform Building Code allows earthquake 

load to be approximated by a static lateral load. The magnitude of 
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the load depends on the seismic zone and the fundamental period 

of the building. An approximate formula may be used to estímate the 

fundamental period. The suggested distribution of the lateral loads 

over the height of the building includes sorne approximation of second 

period effects. Also, local foundation characteristics are not included 

in the code. In addition, the code load requirements are only a small 

fraction of the loads developed during a significant earthquake. As a 

result of these limitations the need to conducta more comprehensive 

earthquake analysis of buildings is apparent to most structural 

engineers [5]. 

There are several reasons why a more rational earthquake 

analysis of buildings has not been professionally implemented. First: 

the research which has been conducted in eartnquake engineering has not 

specifically suggested how ~he code r~n be improved. Second: a 

design earthquake record or design spectra has not been suggested for 

buildings. Third: the effect of the foundation structure interaction 

during an earthquake has not been understood clearly. Finally, computer 

programs which adF1uately represent complex structures have not been 

presented to the profession in a form convenient for direct application. 

One of the purposes of this report is to provide clarification 

of sorne of these areas. Hopefully, it will result in the development 

of more rational earthquake analysis methods. 
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2. STRUCTURAL IDEALIZATION 

An exact three-dimensional structural analysis is required for 

only a limited number of buildings. For the majority of buildings two 

approximations can be made which greatly simplify the preparation of 

input data and significantly reduce the computational effort. A sketch 

of a typical building is shown in Figure l. 

The assumption that the floors are rigid in their own plan 

is a realistic approximation (bending deformations in the horizontal 

beam and floor slabs are included). The horizontal lateral loads are 

assumed to act at floor levels. Therefore, the lateral loads are 

transferred to the columns and shear wallelements through these rigid 

floor diaphragms. This results in three displacement degrees of freedom 

at each floor level--translation in the x and y directions and a 

rotation about the vertical axis.· 

A. Complete Structure 

The complete buildings considered here are composed of 

structural components which can be.separated into a series of rectangular 

frames of arbitary plan. Isolated shear walls are considered to be 

frames consisting of a continuous column line (having the associated wall 

properties) and a dummy column line to define the principle axis of the 

wall. Each frame is treated asan independent substructure. The 

complete structure stiffness matrix is then formed under the assumption 

that all frames are connected at each floor level by a diaphragm which 

is riged in its own plane 

Each joint has six degrees of freedom (displacement in, and 

rotati~n about each coordinate axis). Within each frame three of these 

:•' 
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degrees of freedom (the two translations and the rotation in the floor 

plane) can be transformed, using the assumption of rigid in plane floor 

diaphragms, to the frame degrees of freedom at that floor level (Figure 

1). The remaining three joint degrees of freedom are eliminated by 

static condensation befare each frame stiffness is added to the total 

structural stiffness matrix. The final structural stiffness matrix 

corresponds to three degrees of freedom per floor level •. 

follows: 

The overall assumptions inherent in this approach are as 

l. Compatibility is not enforced with regard to joint 

displacements at joints which are common to more than one 

frame. Thus axial deformations in common columns will 

not be the same; however for design purposes, these column 

axial forces may· be added directly to give reasonable 

results. 

2. The floor diaphragms are assumed to be rigid in their own 

planes. Bending stiffness of the floors may be included 

approximately in the modeling of the individual frames. 

It is apparent that axial deformation is not permitted in 

the beams. Floor levels must be the same for all frames. 

B. The Frame Substructure 

An sketch of a typical frame is shown in Figure 2. Column 

centerlines and floor levels are the basic reference lines used in the 

frame descriptions. Finite beam and column widths may be specified. 

Deformations within joints (shown as shaded.areas in Figure 2) 

are neglected. Hence the effective length of both beams and columns are 

rerluced by the "rigid end zone" lengths associated with each element 
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type. For beams these lengths are usually set equal to the half width 

of the columns below and for columns the average depth of the girders on 

either side (top rigid zone). A "rigid zone" may also be specified for 

the bottom of the column (usually set to zero) to take into consideration 

the height of any spandrel beams that may project above floor level. The 

effective "rigid end zone" for the column element is used to reduce the 

effective length about both axes. 

Columns must be prismatic; however, shearing and axial 

deformations are included. Beams need not be prismatic but must be 

symmetric about their vertical midplane. Only stiffness factors are 

given. Shearing deformation may be considered by appropriate modifica­

tion to the stiffness factors. 

A special panel element is included to model infill panels 

and discontiriuous shear walls. Two approaches for this element are 

included 

a) a "flexural" model which carries both bending and shear. 

b) a "pure shear" model which is restricted to carrying only 

shear. 

The "pure shear" element is activated when the flexural 

inertia for the panel input data is set to zero. These elements may 

be arbitrarily placed within the frame. 

The inclusion of a truss element allows diagonal bracing to 

be modelled. This element carries axial force only and may be placed 

in any arbitrary storey of a frame. 
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Members may be omitted from any position simply by specifying 

zero properties. However, it should be nbted that if two adjacent 

beams are omitted, the lateral displacement of the common joint is 

still constrained to be the same as other joints at that level. Hence, 

the appropriate column is considered to be laterally supported at the 

floor level. 

Vertical loading is applied to the individual trames by 

means of sets of fixed end forces associated with each beam. For 

uniform beams the fixed end torces can be calculated automatically 

within the program. 

C. Lateral Frame Stiffness 

The approximations described in the previous section allow 

each frame (or shear wall) :o be t.rerted as a separate· substructure. 

The only connection is through the conmon displacements ·at the floor 

levels. The first step in the development of stiffness of the complete 

building is to develop the lateral stiffness of each frame. 

The complPte stiffness matrix for each frame is assembled 

by .the Direct Stiffness Technique. With the frame degrees of freedom 

appropriately ordered, the frame equilibrium equations have the form 

shown below: 
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r (2.1) -n+l 

r -N-1 

!:N 

rL 

is the number of stories in the frame, r is -n 
the vector of joint displacements at story level n and rl is the 

vector of lateral story displacements. Note that the lateral loads, PL 

are not known until the complete building is solved. Lateral loads are 

applied to the complete structure and are considered when the lateral stiff~ 

ness matrix for the complete building is assembled. Evidently, Gaussian 
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elimination may be performed on the full system up to and including the 

equations 

R_N = e r -N-1 -N-1 (2.2) 

The last N equations (rL is a vector of arder N) may now be written as 

~L + ~l. = K' -L 

The vector ~L is used to indicate tliat the lateral load 
\ 

(2.3) 

submatrix is modified by the elimination orocess dueto vertical loading 

on the frame. These terms represent the sidesway effects of a non­

symmetrical structure or vertical loading. The matrix ~L clearly 

reoresents the frame lateral stiffness matrix; i.e. the stiffness 

matrix of the frame in terms of only the lateral story displacements. 

Note that it is not necess~ry to kno•• the appl ied lateral loads on 

the frame, ~L,at this stage of the analysis. 

Within the computer program however, the following approach is 

adopted in order· to reduce core storage requirements. 

The asscnbly and reduction process is carried out systematically 

story by story from the top of the structure such that at any level, n, 

we consider the system shown below: 

R' K' C' E' r -n -n -n -n -n 

R' = C'T 
-n+l -n K' -n+l ~~+1 r -n+l {2.4) 

~L + R' E'T 
- L -n 

E'T 
-n+l K' -L !:'L 

where again the prime indicates that the submatrices may have been 

modified by previous elimination. 
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At each level the following steps are performed. 

l. Add in the individual member stiffnesses for level n. 

These are shown below 

n-1 

n 

n+l 

2. Perform the elimination on the equations of the uppermost 

partition in Equation (2.4) above 

3. Save these reduced equations for subsequent back­

substitution. 

4. Rearrange the submatrices in Equation (2.4) appropriately 

in order to proceed to the next level. This rearrangement 

is as follows; 

1 1 o E' ~n+l Kn+l r -n+l -n+l 

o = o o o r -n+2 (2.5) 

~L + R' -L 
E'T 
-n+l o K' 

-L !:L 

5. Repeat the above steps for the next level. Thus after 

the elimination is completed for joint displacements at 

all story levels, we are left with the lateral stiffness 

matrix for the frame. 
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O. 1 ndi vi dua 1 Member S ti ffness 

1. Column Stiffness 

In terms of deformation coordinates shown in Figure 3, the 

eolumn stiffness may be defined as follows. 

MT ST eT 

Mix sa se 6ix 

Mi y sb sd eiy 
= (2.6a) 

S A 6 

Mjx se sa ejx 

Mjy sd sb ejy 

or 

S -e = ~e 4>e (2.6b) 

where 

ST = ~ (2.6e) L 

sa = 2EIXX ~ (2.6d) L +28 

sb = 2Eiyy ~ 
. L + 8 (2.6e) 

se = 
2Eixx 
~ {2.6f) L 8 
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sd = ~ l~~~ (2.6g) 

A = EA 
L (2.6h) 

~ = 6EI 
L 2 AG 

where B 1s the shear f1ex1b111ty factor, A 1s the effective shear 

area w1th respect to the axis of bending under consideration and other 

symbo1s are standard. 

In 11ne with the direct stiffness technique we now deve1op a 

transformat1on between the member and member end d1sp1acements as shown 

in Figure 3. The transformat1on for d1sp1acements at end "I" of member 

as g1ven be1ow 

eT 1 UI 

eix 
1 1 + DT VI 
[ L 

eiy 
1 1 + DT er - [ L z 

= (2. 7) 

6 1 er 
X 

ejx 
1 DT er 
[ T y 

!ljy 
1 DT WI - [ T 

Equations 2.6a and.2.7 may be wr1tten symbo1ica11y as fo11ows: 

(2.8) 
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and 

~ = a r (2.9) re -c-e 

where the subscript e indicates co1umn, ~e is the transfonnation matrix 

and ~e denotes the member end disp1acements. There is a further trans­

formation from member end to frame displacements as shown in Figure 4. 

We ut111ze the assumption of rigid in plane floor diaphragms to slave 

those displacements and rotations in the plane of the floor s1ab to a 

master node for that 1eve1 located at the origin of the coordinate axes 

for tha t frame. 

Thjs transfonnation is given 

ul sine - cose a 
f 

rx 

VI cose sine b 
f 

ry 

el 1 f 
z· re 

(2.10a) = 

el 
X 

sine cose ef 
X 

er 
y cose sine ef 

y 

WI 1 f 
rz 

or 

rx = be rf (2.10b) 

where 

a = - ysine - xcose (2.10c) 

b = - ycose + xsine (2.10d) 
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and e is defined by the angle between the columns major axis direction 

and the frame (sub-global) x axis. Equations 2.8, 2.9, 2.10a may be 

written as 

se = k e ~e 

~e = a r 
-~ -e 

re = ~e rf 

or 

Following standard notation the stiffness matrix for an individual eolumn 

in terms of the frame displacements is given by . 

k = bT aT k a b 
-e -e -e -e -e -e 

2. Beam Member 

The beam stiffness is derived in a similar fashion to that for 

the column except that bending about the vertical axis and axial deforma­

tions are neglected. In this case Equation 2.la becomes 

MT ST ~T 

M¡ = S a sb ~i (2.11) 

MJ sb sa ~j 

or 

~b = ~b fb 
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With referente to Figure 5 the transformation from the member 

to the member end disp1aceaents is as fo11ows 

'r .: 1 1 el 
X 

4>¡ = 1 + B.. 1 a 1 el (2.12) L [ [ - [ y 

q,J 
b 1 1 +ª- 1 1 
[ [ L -r rz 

eJ 
X 

eJ 
y 

eJ 
z 

or 

tb = ~b !:b 

The further transformation to frame disp1acements is a 

rotation of the member end coordinate axis to directions para11e1 to 

the frame coordina te axis 

q,I sine - cose f 
X <l>Ix 

1 
<l>x cose sine f 

4>¡y 

rl 
z 1 f 

rlz 
= (2. 13) 

4>J sine - cose f 
X 4>Jx 

'J cose sine 1 
y 4> Jy 

T 1 f 
rz rJz 
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or 

r = -b 

From Equations (2.11 - 2.13) the beam stiffness matrix, ~b 

is given by 

T T 
~b = ~b ~b ~b ~b ~b (2.14) 

Ja. Flexural Panel Stiffness 

The standard in plane column stiffness including bending and 

shearing deformation (Equations 2.6) is used. However, each end rotational 

degree of freedom is transformed into the two vertical displacements of 

the adjacent joints. This approach requires special modelling details 

which are discussed in section 40. 

~i 

~j 

o 

or 

The deformation-displacement transformation matrix is given by 

1 1 
h - d 

1 = h 

1 
2 

1 
d 

1 
2 

1 
- h 

1 
- h 

a r -p -p 
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member deformations and joint displacements are shown in Figure 6. 

Jb. Pure Shear Panel 

Since the panel is assumed to carry only pure shear, we have 

the simple shear constitutive relationship; 

t = G y (2.16) 

where the symbols are standard. 

From Figure 7, it is noted that shearing strain is induced by 

relative horizontal and vertical displacement of the sides of the panel. 

That is 

(2.17) 

The average values of vertical joint displacement on each side of the 

panel are.used to calculate the relative vertical displacement. Thus · 

we obtain the following defonnation-displacement transformation matrix:. 

UT 

WLT 

G: 
1 1 - _1_ 1 2~~ 

WRT 
y = - 2LH 2LH - 2LH 

(2.18a) 
Lv 

UB 

wLB 

wRB 
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or 

Y a ~p !:p (2.18b) 

Again followfng standard theory, the shear panel stiffness matrix is 

obtained as 

~S = 
J 

Vol 
~~ G ~P dv (2.19) 

= Ly A G ~~ ~p 

3c. 

The transformation to frame displacements is shown in Figure 8 

and is the same for both panel types. 

UT cose sine -d / 
X 

wlT = 1 r~ (2.20) 

wRT 1 
F 

rg 

F 
rzl 

/ zR 

or 

r = b r -p -p -F 

From Equations 2.6, 2.19, 2.20 the panel stiffness matrix with 

respect to the frame displacements 

~ = (2. 21 ) 
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4. Diagonal Stiffness 

The diagonal stiffness is defined as 

or 

S = EA 6 
L (2.22a) 

(2.22b) 

The transition from member to frame displacement coordinates 

involves two transformations 

a) Transformation to horizontal and vertical displacements 

as shown in Figure 8 

ó = .~ina cosa - sina - ces~ {2.23a) 

or 

(2.23b) 

b) Transformation at each level to frame displacements as 

shown in Figure 9. 

F 
rxT 

l 
rT 

yT 
1 

V F = r8T (2.24a) 
rT cose sine -d H / zT 
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or 
(2.24b) 

From Equations 2.22, 2.23, 2.24 diagonal stiffness is given by 

_ T T 
~D - ~D ~D ~D ~D ~D (2.25) 

E. Assembly of Building Stiffness From Frame Stiffnesses 

. In order to combine the frame lateral stiffness matrices into 

a complete structure lateral stiffness matrix, each of the frame stiff-

nesses must be transformed to a common displacement coordinate system 

(which will be referred toas the global system). The global system 

chosen is two translations and one rotation per story. The origin of 

these global displacement coordinates at each story level is taken at 

the center of mass of that story segment. This position may vary from 

story to story. Therefore the mass matrix required for. dynamic analysis 

will be a diagonal matrix thus simplifying the eigenvalue solution. 

The first step is to develop the transformation between the 

frame lateral displacements and the global displacements, With reference 

to Figure 10, the transformation at any level, n is as follows; 

UFN cosa - sine (-t.y cosa + t.x si na) rxN 

VFN = sin a cose ( t.x cose + t.y sine) rYN (2.26a) 

8FN o o 1 reN 

where the symbols are defined in Figure 1 O and symbo 1 i ca lly (2.26a) i S 

written as 
r = Ln 

.(2.26b) 

Assembling the transformations for all floors, we obtain the complete 

transformation between frame lateral displacements and global displace­

ment as fo 11 ows 

- 28 -



y 

-----
FRAME ORGIN 

AXES 

l::.y 
RyN 

1 
CENTER OF 

1 MASS 

RxN 1 

1 l::.x 1 

, ... .. ¡ 
1 1 

XN XF X 

REFERENCE FRAME COORDINATES 
. ' 

FIGURE 10 GLOBAL ANO FRAME LATERAL DISPLACEMENTS. 

- 29 -



~1 

= 

or 

!'u = ~; r 

a -n 

• 

r -n 

r is the complete vector of global displacements. The frame lateral 

stiffness is transformed to the global system and becomes; 

- T ~i - ~i ~Li ~i 

where the subscript i denotes the ith frame. 

The structure lateral stiffness is assembled by the 

addition of components from all frames: i.e. 

(2.27a) 

(2.27b) 

(2.28) 

K = E K. (2.29) 
i -1 

The frame lateral sway affects must also be transformed to 

the global system. This transformation is shown by; 

R.= A: RL'. 
-1 -1 - 1 

(2.30) 

The global load vector is formed by the summation of frame 

sway effects and the addition of externally applied lateral loads E i.e. 
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R = ¿ R. + F 
71 i 

The global forces F are specified; however, they are also qiven by 

F = ¿ A~ PL1. 
- 1 

It is worth noting the form of the transformation shown as 

eouation (2."ZB). When written in the submatrix form of equation 

(2.27a), the transformation matrix ~has diagonal form. Wri ti n9 

equa ti on (2.28) in expanded form, we have. 

~11 ~12 • aT 
-1 kll kl2 - • al 

~21 ~22 • • 
T 

~2 
• • 

~2 
= • • • 

K .. T a. a. 
-1J -1 -J 

• • • 

(2.31) 

(2.32) 

• • ' ~NN 
aT 
-N • kNN ~N 

K. A~ KL. -1 
-1 - 1 

A typical 3 x 3 submatrix ~ij within ~; has the form 

A. 
-1 

T a. k.. a. 
-1 -1J -J 

Obviously this product may be formed independently for each term in 

and added directly into !· 
Hence, the global equilibrium equations are formed. 

R = K r (2.33) 

It may be noted that the global stiffness K is a full matrix, 

but it is of course relatively small compared to the total number of 

degrees of freedom associated with all the frames in the structure. 
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F. Solution for Static Load Cases 

The equations (2.33) are solved directly by Gaussian 

elimination giving a vector of global lateral displacements, ~ 

Next, for each frame, the lateral displacements, rl. are computed 
- 1 

using equation (2.7). To complete the solution for each frame, the 

following system is considered. 

r -n 

R' = [ K' C' E' 1 ~n+l -n -n n n 

~L 

Note that these are the equations which were reduced, then 

saved at each 1 evel, n, of the frame. (Refer to equation 2.4). 

That is, ~~ was triangularized. At any stage, n, ~n+l and ~L 

are known and so ~n is computed by back substitution. To start this 

sequence, we simply note that for n = N ( the number of stori es in 

the structure) ~N+l reoresents the displacements at the foundation 

which are zero since columns are assumed rigidly connected to the 

foundation. Thus the frame.joint displacements are computed succes-

sively story by story and individual member forces may be comouted 

at the same time in standard fashion. 
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3. EARTHQUAKE ANALYSIS 

A. Mass Approximation 

The exact formulation of the dynamic response of a structure 

involves an infinite number of degrees of freedom. Fo~ most structures, 

however, the response may be adequately described by a 1 imited number 

of discrete points (or joints) within the system. In the buildings 

considered here, the response may be described by the lateral motions 

of each floor level, as previously described for the formation of the 

structure stiffness matrix. eorrespondingly, the mass of the building 

is lumped at each floor level. With this lumped parameter idealization, 

equilibrium of the structure is described by a set of ordinary second 

arder differential equations. 

B.· Dynamic Eguil ibrium Eguations 

The equil ibrium equations for a structure, including dynamic 

effects, may be written in the following form; 

. 
M 1' + e r + K r = P (t) 
~ -a 

where M = mass matrix 

e·= damping matrix 

K = stiffriess matrix 

P (t) = applied load vector, which may be time varying 

r = displacement vector of deformation relative to su~oort 

motion 

r = absolute acceleration vector -a 

r and r are related in the following fashion -a 
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-----7 

r -a = + r 

where y
9 

is the vector of pseudo-static disp1acements due to support 

movement. a 1 so 

~a = V -g + 1' 

These vectors have the fo11owing form for a typical floor, 

of a building shown in figure 11 below. 

rxa vgx rxn sine rxn 

rya = vgy + ryn = cose vg + ryn 

rea n vge ren o ren 

and 

i' xa sine ~'xn 

~'ya = cose vg + 1' yn 

~'ea n o ~'en 

i.e r = b V + !:n -na g ' 

Or, for a11 f1oors 

!:a = B vg + r 

where 

~1 

~2 

B = ~3 ~1 = ~2 etc. • 
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In the case of seismic analysis, there are no externally 

applied loads; i .. e. P (t) = O. Then equation (3.1) may be written· 

as 

M (r + B v ) + - 9 
e . r - + K r =.o (3.4a) 

or 

M r + e . r + K r = - M B v -g (3.4b) 

This coupled set of equations may be solved simultaneously 

with an appropriate numerical technique. Another approach, which will 

be used here, is to find a transformation which uncouples the equations 

so that they may be solved independently. This transformation of 

course is via the eigenvectors or mode shapes of the system. 

C. Mode Shapes and Freguencies 

The vibration mode shapes represent the solution of the 

undamped free vibration problem given by 

Mi' + Kr = O 

The eigenvalue probl.em to be solved is written as 

= 

- 36 -

(3.5) 

(3.6) 



where ~ = mode shapes 

~ = frequencies 

The mode shapes are normalized such that 

~T ~ ~ = 1 

then also 

(3.7a) 

(3.7b) 

Also, it is assumed that the damping matrix C is of a form 

that is uncouoled by the mode shapes; specifically it is assumed that 

so that Am represents the damping of the m th mode. 

The actual displacements, ~.are now expressed as a linear 

combination of the mode shapes. 

r = [ 1!1 ~2 ~3 ~N] 

i. e. r = ~ z 

al so r = ~ 2 

and r = ~ z 
where Zm(t) represents the response of the m th mode. 

D. Dynamic Response Analysis 

z1(t) 

z2(t) 

ZN(t) 

(3.7c) 

(3.8a) 

(3.8b) 

(3.8c) 

(3.8d) 

Using equations ( 3.8 ), equation ( 3.4b) may be rewritten as 

(3.9) 
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Premultiplication by tT yields the uncoupled set of second order 

equations 

M* z + C* i + K* z = P* ¡¡g (3.10) 

where 

w = !l!T ~ t = 1 (3.lla) 

C* = !l!T ~!!! = [ 2>-m wm ] (3.llb) 

!I!T ~ !!! 
2 K* = = [ wm ] (3.llc) 

P* V = !J!T M B V g - - g 
(3.lld) 

to find the form of ~·. consider 
/'- "" ' 

/ 
/ sine 1 

1 
) 

cosa 

o 
si na 

M B = cosa ( 3. 12a) 
o 
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For any earthquake, the ground acceleration, v is specified 
. g 

as a set of discrete values and linear interpolation is used for inter-

mediate values. On any linear portien then 

A + Bt '(3.15a} 

where A and B are computed from the end val ues as shown on Figure 12 

t 

FIGURE 12 GROUND ACCELERATION 

On (t 1 , t 2}; A = v
9
(t1) (3.15b.} 

B = 
v

9
(t2) - v

9
(t1l 

(3.15c) 
t2 - tl 

,\~ 
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where m1 = mass of story l 

J 1 = rotational mass moment of inertia of story l 

i.e. 

M B = 

So, a typical term of ·~*has the form 

= < ~lx ~ly ~le ~2x ~2y ~2e • • • > 

P* m 
= ~ 

n=l 
mn { sinl3 ~nx + cosB ~ny } 

(3.12b) 

(3.l3a) 

ml sinS 

ml coss 

o ( 3. l3b) 

m2 sine 

m2 cose 

o 

( 3. l3c) . 

Now a typical equation governing the response in the m th mode has the 

form 
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Now on (t1, t 2) equation (3. 14) becomes 

* P m (A + Bt) 

The solution to equation (3.16) on (t1, t 2) is given by 

where 

* + p 
m 

A A 
m + w;; 

(3.16) 

B(2A~-l) 

wm 

(3.17a) 

(3.17b) 

and Zm(t1), im(t1) are the initial conditions for this linear portion. 

Differentiation of equation (3.17a) gives the modal velocity 

- 41 -



1 
1 

+ p* B 
m w2 

m 

At rest initial conditions are used for the first linear 

(3.18) 

portien. Equations (3.17) and (3.18) are used to compute the end values 

which become the initial conditions·for the second linear portien. 

Repetition gives the complete solution over the required time interval. 
' With solutions for each mode, equation 3.8 is used to give the structure 

displacements r as a function of time. Member forces follow as in 

secti on 2F. 

-:42-



E. Spectrum Analysis 

Unless actual histories of displacements and forces are 

required for a specific earthquake a more realistic approach is via the 

response spectrum. For a particular ground motion history ~9 (t), the 

spectrum is defined as follows. 

The response of a unit mass system with damping ).., and 

frequency w, is governed by the equation 
.. 
u(t) + 2)..w ~(t) + w2 u(t) = v

9
(t) (3.19) 

Let umax be the maximum value that u(t) attains. Then, 

three spectral quantities are defined by 

i ) spectral displacement: sd (w, >.) - umax 

i i ) spectral velocity: Sv (w, >.) = w umax 

i i i) spectral acceleration: S a (w, >.) - 2 = w Urnax 

So, for a specific earthquake, for a series of damping values, 

either spectral ·quantity may be evaluated and plotted against frequency 

or period. Although spe.tral displacement is the most directly useful, 

spectral acceleration is generally used as it gives a measure of 

effective acceleration and may be expressed as a dimensionless fraction 

of gravity. 

Recall ing equation (3.14) for the m th mode, in terrns of 

spectral acceleration, the maximum response is given by 

(max) P* S (w >. ) 
Z - a m• m m - _m:::_ _ _;_.,.....:;;__;__ 

wm 

This implies a set of actual.displacements 
r = z(max) ti> 
'-111 m .4111 

and a corresponding set of member forces. 
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The maximums in each mode will generally occur at different 

times. A good estimation of the maximum displacements and member 

forces is made by calculating the root-~ean-square of the maximum 
' 

modal values. 

F. Computer Program Dynamic Dptions 

The options currently available in the programare: 

l .. Calculation of mode shapes and periods (frequencies) 

2. Response spectrum analysis for any acceleration spectrum 

supplied by the user with 

.a. Root-Mean-Square modal combination 

b. Sum of absolute value modal combinations 

3. Time history analysis for any ground motion supplied by 

the user. 

Option 2b is supplied as a matter of interest to give an 

uoper bound on the maximum values. Either dynamic analysis may be 

combined with any static load case. 
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4. PROGRAM APPLICATION 

The effective.application of a computer program for the analysis 

of practica] structures involves a considerable amount of experience. The 

most difficult phase of the analysis is in the selection of the appropriate 

model which represents the significant structural properties of the 

bui.lding. The foundation is an area of particular concern. The rotational 

stiffness under column and shear walls can be very difficult to model. It 

is possible to select an extra "durrmy story" in order to approximate these 

properties. In addition, the effective width of various structural members 

and the participation in bending of'the floor slabs must be estimated. The 

most practica] solution to these problems is to run several analyses in 

arder to examine the sensitivity of these parameters and to establish their 

re 1 a ti ve i mportance. 

phase of the analysis. 

Verification of results is another very important 
; 

Static equilibrium checks are necessary not only to 

check the computer output but to understand the basic structural behavior 

of the building. The purpose of this section is to'present sorne guidelines 

in these general areas. 

A. Foundation Building Interaction 

In recent years considerable research has been conducted in the 

area of foundation- structure interaction. However, very little of this 

work has been of direct value to the profession involved in the earthquake 

analysis of buildings. Several of the suggested approaches have been diffi­

cult to apply in case of complex buildings, or they have had serious 

theoretical restrictions. 

Befare foundation interaction effects are included in the analysis 

it is necP.ssary to define the exact location of the earthquake input. If 

the d• sign criteria states that the inpu~ is at the base of the building . 
- 45 -



then it is impossible to say that the building will modify the input, and 

it is impossible to include interaction ef.fects. 

A large amount of research in this area has been associated with 

machines vibrating on an infinite foundation where the term radiation damp­

ing has been used. This work has little value in earthquake engineering 

since the energy source is not at the base of the building. It is easy to 

show that the energy stored in the building is very small compared to the 

energy stored in the immediate foundation area in the case of earthquake 

input .. Also, the machine vibration problem is a steady state phenomenon; 

whereas, earthquakes produce a transient loading. 

The continuous foundation contains an infinite number of degrees 

of freedom. Therefore, any approach which suggests representing the lateral 

behavior of the foundation with a simple spring, dashpot and mass system is 

a very gross approxi mati on. In fact, thi s techni que can produce a fi lter­

ing effect on the earthquake input and cause serious errors. For lateral 

earthquake input, this type of approximation is only acceptable in the 

representation of the .rotational stiffness at the base of columns and shear 

walls. 

The most significant factor to consider is the modification of 

the basic earthquake rock motion by the layers of soil material under the 

building [6]. For certain earthquakes and locations this may be a factor 

of 2 or 3 in amplification. Therefore, it is very important that the dynamic 

behavior of the site is studied independently of the building. The results 

of such a study will result in a suggested acceleration spectrum to be used 

in the analysis of the building. Figure 13indicates the type of results 

which can be expected from such a site analysis. 
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B. Vertical Earthguake Analysis 

For certain types of earthquakes it has been observed that the 

vertical accelerations are comparable in magnitude to the lateral accelera­

tions. However, all buildings have been designed elastically for a minimum 

of 1 g in the vertical direction; therefore, these additional vertical forces 

very often do not cause direct damage to the structure. Of course, they 

should be considered in the design of members in addition to the lateral 

earthquake loads. 

For most structures the stiffness in the vertical direction is 

very large; hence, the vertical periods will be very small. Therefore, a 

dynamic analysis in the vertical direction may not be required. A direct 

increase in dead load stresses may be a good method to approximate the 

effects of vertical earthquake loads. 

C. Oesign Spectra 

The deficiencies of the present seismic design procedures are 

clearly summarized in reference L5]. It is apparent that the present code 

is a very approximate method based on the first mode only. The foundation 

factors discussed in the previous section are not considered. Another 

factor which is important in an elastic analysis is the damping factor C 

Spectra for damping of 2 and lO percent are shown in figures [14] and [15]. 

It is clear that the Uniform Building Code seismic loads are very small 

compared to the forces produced in ·recorded earthquakes. It has been esti­

mated that earthquakes of the Parkfield magnitude can be expected about once 

per year at sorne point in California, and earthquakes of the El Centro 

magnitude may be expécted every five or six years. 

The selection of a design spectra for a particular building will 

depend on the geographical area, the local soil condition, the type of 

construction material and the intended use of the building. It is 
- 48 -
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apparent .that certain types of public buildings will justify a design for 

a large intensity earthquake. In all cases the UBC code should only be 

considered a mínimum design criteria. 

D. Special Modeling Problems 

l. The program is restricted to frames which are basically rectan-

gular with continuous column lines. However, if appropriate member properties 

are selected, frames with a complex geometry can be considered. For- an example, 

the frame shown in figure 16 contains a massive shear wall terminated by two 

columns at the first level. This type of frame may be modelled in the following 

way. 

Cons i der a two-bay frame with co 1 umn 1 i nes A, B and C. The fi rs t 

level can be accurately represented. The salid wall above level one must be 

modelled using only a panel if continufty between the infill panel and the 

bounding columns is to be maintained. For program input, this implies that 

panel section properties be computed using areas a¡, a2 and a3 and the columns 

input on lines A and B above level one should have zero section properties. 

ALSO it must be noted that the panel is not associated with the 

rotational degrees of freedom of the adjacent joints. Therefore it is necessary 

to supply massive beams at levels 1, 2 and 3 in bay AB to force· the rotations 

of these joints to be consistent with overa11. wall displacements and so produce 

accurate moments in the beams of bay BC, and the first level columns A and B. 

2. Where several subframes interact strongly (f.e. are closely coupled) 

it is suggested that they should be modelled as one frame. However where this is 

not possible such a subsystem may be modelled as a combination of linear frames with 

appropriate out of plane member stiffnesses set to zero [8]. 
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5. FINAL REMARKS 

In this report the program TABS [8] has been extended to allow 

the assembly of three dimensional frames (c.f. planar frames in TABS) 

into a general three dimensional structure 

It should be noted that the principal assumption of rigid in­

plane floor diaphragms couples only the horizontal translations and 

floor rotations at each level and does not enforce compatib4lity of the 

joint degrees of freedom (vertical translation and the rotations about 

each horizontal axis) between intersecting frames. 
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APPENDIX A 

DESCRIPTION OF INPUT DATA 



THREE-DIMENSIONAL ANALYSIS OF BUILDING SYSTEMS 

A. Numerical Definition of the Building 

For the purpose of preparing numerical input to the computer 

program, the building must be separated into a system of frames or 
" isolated shear walls. A plan view of a typical building is shown in 

Figure Al. 

The center of mass for each story level must be calculated and 

supplied by the user. The location of the reference point (origin of 

global X,Y coordinates) is arbitrary and must be selected by the user; 

the reference point is the same for all story levels. Note that the 

line of action of the earthquake force resultant acts through the center 

of mass.at each story level. 

Jhe properties of a frame or shear wall are given.with 

respect to its local coordinate axes. A typical frame/shear wall 

element is shown in Figure A2. Floor levels and column centerlines are 

the basic reference lines used in the frame description. Floor levels 

are the same for all frames. All lateral loads are applied at the floor 

levels and act on the complete structure. Columns may be omitte9 by 

.specifying zero properties for the member. Bending stiffness of the 

beams (girders) may be neglected also. However, axial beam areas do not 

enter the stiffness calculations because all frames at a given floor 

level are assumed to be connected by a floor diaphragm which·is rigid in 

its own plane. 

Deformations within joints (shaded areas in Figure A2) are 

neglected. The effective length of a beam 1s reduced by the rigid end 

zones speci fi ed on ei.ther end. The hei ght of a co 1 umn i s reduced by the 
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rigid end zones specified on either end of the column and is assumed 

identical about both axes . 

Columns must be prismatic; however, shearing and axial 

deformations are included. Beams need not be prismatic but must be 

symmetrical about their vertical mid-plane--only stiffness factors are 

given. Shearing deformation may be considered by appropriate modification 

to the stiffness factors. 

B. Summary of Input Data 

Ordering of a complete data deck with all of TABS options is 

shown here. 

6. LOAD DEFINITION CAROS 

EARTHQUAKE ACCELERATION 
+--- 5. CAROS (NOT REQUIREO FOR 

STATIC ANALYSIS) 

FRAME LOCATION CAROS · 

FRAME DATA ( ONE SET FOR EACH 
DIFFERENT FRAME OR SHEAR WALL) 

CONTROL 
l. INFORMATION CARO 
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C. Input Data 

l. CONTROL INFORMATION CARO (7IS,9AS) 

Columns 

1 - S 

6 - 10 

11 - lS 

16 - 20 

21 - 25 

26 - 30 

31 - 3S 

36 - 80 

Note*. 

( 1 ) 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(S) 

Entry 

Number of stories in the complete building (not 
including the footing line). 

Number of frames with different properties or 
different vertical loading. 

Total number of frame or shear wa11 elements in 
the s tructure. 

Total number of load conditions 

Analysis type code: 

EQ.O; Static' loads only 
.EQ.l; Mode shapes and frequencies only 
EQ.2; Static load analysis + mode shapes and 

frequencies. 
EQ.3; Lateral earthquake spectr.um in addition to 

analysis type 2, above. 
EQ.4; Lateral earthquake response in addition to 

analysis type 2, above, time history envelope 
only. 

EQ.5; Lateral earthquake response in addition to 
analysis type 2, above, time history printout. 

Number of frequencies to be calculated. 

Allowable story degrees of freedom: 

EQ.O; 
EQ .1; 

EQ.2; 

X, Y translations + story rotations 
X translation only 

for synmetrical bldgs·. only 
Y translation only 

Building indentification information ~o be printed 
with the output. 

[*See next section for notes.] 

2. STORY DATA- Prepare two (2) cards per story level; data is entered 
in sequence from top to bottom of the structure. 

First Card (AS,lS,7FlO.O) 

Columns Note Entry 

1 - S Five characters to be used for level identification 
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Co 1 umns Note 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 

51 - 60 

61 70 

71 - 80 

(6) 

(6) 

(7) 

(7) 

(8) 

(8) 

Entry 

Blank 

Story height [distance from the floor (or roof) 
level to the floor (or foundation) level below] 

Translational mass 

Rotational mass moment of inertia about a verti'cal 
axis through the center of mass. 

X-distance to the center of mass measured from the 
reference point. 

Y-distance to the center of mass measured from the 
reference point. 

External story stiffness in the X-direction. 

External story stiffness in the Y-direction. 

Second Card (8FlO.O) 

·Col umns Note 

1 - 1 o 
11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 50 

51 - 60 

61 - 70 

71 - 80 

y 

y 

Entry 

FxA load for lateral load case A 

FyA load for lateral load case A 

XA; X-ordinate at the point of load 
for load case A. 

YA; Y-ordinate at the point of load 
for load case A. 

Fx8 1 oad for lateral load case B. 

Fya load for lateral load case B. 

X a; X-ordinate at the poi nt of load 
for 1 oad case B. 

Ya; Y-ordinate at the poi nt of 1 oad 
for load case B. 

Fx Positive Definition of 
.. . 

lfy 
L------+X 

1\-G 

application 

application 

application 

application 

Loads 



3. FRAME DATA - One set of data must be entered for each different 
frame. Frames with different locations but identical 
properties and vertical loading need be entered only 
once. 

a. Frame Control Card (9I5,7A5) 

Columns Note Entry 

o - 5 (9) 

6-10 (10) 

11- 15 (11) 

16 - 20 

21 - 25 (12) 

26-30 (13)· 

31 - 35 (14) 

36 40 (15) 

41 - 45 (16) 

46 - 80 

Frame identification number. 

Number of story levels above foundation. 

Number of vertical column lines in frame. 

Number of bays in frame. 

Number of sets of different column properties. 

Number o.f sets of different beam ( gi rder) 
properties. 

Number of sets of different fixed end moments and 
shears to be applied as vertical loads to beams 
(girders). 

Number of infill shear panels in this frame. 

Number of bracing elements in this frame. 

Label to be used to identify this frame type. 

b. Vertical Column Line Coordinates (I5,2Fl0.0) 

Columns Note Entry 

1 - 5 (17) 

6 - 15 (18) 

16 - 26 

Column line identification number. 

x-distance to column line from frame reference 
·point. 

y-distance to column line from frame reference 
point. 

c. Column Property Cards (I5,Fl5.0,Fl0.0,2F5.0,3Fl0.0,2F5.0 

One column must be supplied for each different column in this 
frame. 
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Columns Note 

1 - 5 ( 19) 

6 - 20 

21 - 30 

31 - 35 (24) 

36 - 40 (24) 

41 - 50 (23) 

51 - 60 

61 - 70 

71 - 75 (20) 

76 - 80 ( 21 ) 

Entry 

Identification number for this column property 
set. 

Modulus of elasticity, E. 

Axial area, A. 

Shear area associated with shear forces in 
major axis direction, MAJ. SA. 

Shear area associated with shear forces in minor 
axis direction, MIN SA. 

Torsional inertia. 

Flexura] inertia for bending in the major axis 
direction, MAJ. I. 

Flexural inertia for bending in the minor axis 
direction, MIN I. 

Rigid zone depth at top of column (for both axis), 
DT. 

Rigid zone depth at bottom of·column, DB. 
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d. Beam Property Cards (15,Fl5.0,FlO.O,F5.0,2Fl0.0,5F5.0) 

One card must be supplied in this section for each different 
beam in the frame; skip this input if the frame has only one 
column line. 

Columns 

1 - 5 

6 - 20 

21 - 25 

26 - 35 

36 - 45 

46 - 50 

51 - 55 

56 - 60 

Note Entry 

(22) Identification number for this beam property set. 

Modulus of elasticity, E. 

(24) Shear area, SA. 

(23) Torsional inertia. 

Flexural inertia, 1. 

K¡i - stiffness factor only (Eg. 4). 

KJJ - stiffness factor only (Eg. 4). 

K¡J - stiffness factor only (Eg. 2). 

61 - 65 (25) 

66 - 70 

Rigid zone at end !, w!. 

Rigid zone at end J, wJ. 
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e. Fixed-End Beam Loads (215,5Fl0.0) 

One card must be supplied for each different type of vertical 
beam loading; omit these data if this is a single column line 
frame. 

Columns Note Entry 

1 - 5 ( 26) Identification number for this vertical loading 
se t. 

6 - 10 Input code: 

11 

21 

31 

41 

51 

- 20 (27) 

- 30 

- 40 

- 50 

- 60 (28) 

EQ.O; Fixed-end forces are applied at the column 
faces 

EQ.l; Fixed-end forces are applied at the column 
centerl in es. 

Fixed-end reaction, Ml 

Fixed-end reaction, vl 

Fixed-end reaction, M2 

Fixed-end reaction, v2 

Uniform force per unit length, w, acting downward 
to be added to fixed-end reactions 

COLUMN COLUMN 

i 
1 

i ( -~ ¡ 
'M~ i 

v, 

WL 1 

l 

i 

¡¡ 1 ¡¡ 1 l~) 1 

vJ M2j 

1 WR i 
R 

f. Beam·cards (815) 

One card per girder must be input from top to bottom and from 
bay to bay in the frame (unless the data generation option is 
used). 
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Columns Note 

1 - 5 

6 - 10 (29) 

11 - 15 

16 - 20 (30) 

21 - 25 (31) 

26 - 30 (32) 

31 35 

36 - 40 

Entry 

Bay identification number for this beam. 

Column line number at end I. 

Column line number at end J. 

Beam property set identification number for this 
girder. 

Number of beams in sequence below to be generated 
having the same properties and vertical loading · 
as thi s beam. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case I. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case II. 

Vertical loading set identification number for 
vertical load case III. 

g. Column Cards (415) 

One card per column must be in~ut from top to bottom and from 
column line to column line of the frame (unless the data 
generation option is used). 

Columns Note Entry 

1 - 5 

6 - 1 o ( 33) 

11 - 15 (34) 

16 - 20 (35) 

h. Panel Element 

En ter one card 

Columns Note 

1 - 5 (36) 

Column line identification number for this column. 

Column property set identification number. 

Column line number defining direction of major 
axis. 

Number of columns in sequence below to be 
generated having the same properties as this 
column member. 

Cards (3I5,5Fl0.0) 

per panel in any order; no generation is a 11 owed. 

Entry 

Level identification number·at the top of this 
panel . 
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Col umns 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 25 

26 - 35 

36 - 45 

46 - 55 

56 - 65 

Note Entry 

Column number at the I side of this panel. 

Column line number at the J side of this panel. 

Modulus of elasticity, E. 

Gross sectional area, A. 

(45) Moment of inertia, I. 

Effective shear area, Av 

Shear modulus, G. 

i. Bracing Element Cards (3I5,2F10.0) 

Enter one card per brace in· order; no generation is allowed. 

Columns Note 

1 - S 

6 - lO 

11 15 

16 - 25 

26 - 35 

Entry 

Level identification number at the top of this 
brace. 

Column line number at the upper end of this 
brace. 

Column line number at the lower end of this 
brace. 

Modulus of elasticity, E. 

Cross-sectional area, A. 

4. FRAME LOCATION CAROS (2I5,4Fl0.0,4A5) 

One card must be entered in this section for each frame (or single 
column) in the building; the total number of frame locations to be 
read is controlled by the entry in card columns 11-15 of the CONTROL 
INFORMATION CARO, Section 1, above. 

Columns Note Entry 

1 - 5 (37) Frame identification number 

6 - lO (38) Force calculation code: 
EQ.O; Frame forces will be calculated and 

printed. 
EQ .1; Frame forces will not be calculated 
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Columns 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 60 

Note 

(39) 

(40) 

y 

Entry 

Distan ce,· x1 

Di s tance, Y 1 

Angle that the frame x axis and structure (Global) 
X axis(anti-clockl~1se X to x). 

Information to be printed with the output which 
will identify this particular frame. 

y 

XI --tir­
frome reference 

point 
Y¡ 

<t-----~-------X 
structure refe rene e 

point 

SA. EARTHQUAKE ACCELERATION SPECTRUM CAROS 

These data cards are required only if the analysis type code was 
set equal to three (3); see Section 1, above. 

a. Control Card (2I5,2FlO.O,lOA5) 

Col umns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 80 

Note Entry 

The number of period cards used to define 
acceleration spectrum. 

The number of modes, in sequence, starting with 
the lowest, to be printed separately. Do not 
exceed number of modes specified on Control 
Information Card. 

Acceleration, units/sec/sec 

Direction of earthquake input, , in degrees 
and decimals. (0.000). 

User information to be printed with output~ 
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b. Period Cards (2F10.0) 

Co1umns 

1 - 10 

11 - 20 

Note Entry 

Period entered in increasing numerica1 sequence. 

Spectrum acce1eration. 

58~ TIME HISTORY CAROS 

These data cards are required on1y if the ana1ysis type code was 
set equal to four (4); see Section 1 above. 

a. Control Card (2I5,3Fl0.0,10A4) 

Columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - 80 

Note Entry 

Number of acceleration cards (see e below) 

(44) Number of time steps to be used in the analysis. 

Scale factor for accelerations. 

(41) Direction of earthquake input, ~-

Time increment ót, for print of results. 
(see Columns 6-10 above). 

User information to be printed with output. 

b. Damping Cards (15,F10.2) 

One card must be supplied for each frequency in the analysis 
(see Note 4). 

Columns 

1 - 5 

6 - 15 

Note 

(4) 

Entry 

Mode number (in ascending order). 

Damping ratio: Modal Damping/Critical Damping 

c. Acceleration Cards (2FlO.O) 

One card must be supplied for each time point, at which ground 
acceleration is specified, in increasing time arder. The time 
span must be greater than the number of time steps times ót. 

Col umns Note Entry 

1 10 Time 

11 - 20 Ground acce1eration. 
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" 6. LOAD CASE DEFINITION CAROS (8Fl0.0) 

Load cases for the complete building are defined as a combination of 
vertical conditions (I, II and III), lateral loading conditions (A 
and B), and earthquake spectrum loadings. One card must be entered 
in this section for each different building load case; the total 
number of building load cases is controlled by the entry in card 
columns 16-20 of the CONTROL INFORMATION CARO given in Section 1, 
above. These data cards should not be supplied if the analysis type 
cede was set equal to ene (1); see Section 1, above. 

Columns 

1 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 50 

51 - 60 

61 - 70 

71 - 80 

D. Notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Note 

(42) 

( 42) 

(43) 

Entry 

Multiplier for vertical load case I 

Multiplier for vertical load case II. 

Multiplier for vertical load case III. 

Multiplier for lateral load case ·A. 

Multiplier for lateral load case B. 

Multiplier for spectrum- loading 

Multiplier for spectrum-2 loading 
[Se e. 5A] 

Multiplier for earthquake response [See 5B]. 

Input data for frames with identical properties and vertical 
loading are given only once--see Section 4, FRAME LOCATION 
CAROS. 

Load conditions are defined as combinations of the seven (7) 
basic load cases--see Section 5, LOAD CASE DEFINITION CAROS. 

Mass properties of the structure are not required for 
analysis type "O". 

The number of frequencies must be less than the number of 
stories times the number of degrees of freedom per story. 

For symmetrical buildings, the capacity and speed of 
solution of the program is improved if the story rotation 
is set to zero; i.e., "1" or "2" in card column 35. 

The translational mass has units of force divided by 
acceleration (W/g). The rotational mass moment of inertia 
is not required if the allowable story degrees of freedom do 
not include rotation. Mass properties need not be supplied 
if this data case is for static loading only. 
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(7) The location of the center of mass (Xm, Ym) need not be 
given if this data case is for static loaas only. 

(8) The externa] story stiffnesses act on lines through the 
center of mass. These stiffnesses can be used to represent 
restraints (or braces) at the story level or can be used to 
represent soil stiffness below the ground level. 

(9) Frame identification numbers must be entered in numerical 
sequence, beginning with number one (1). This frame may be 
located (repeated) at different positions in the structure. 

(10) If a frame does not extend the full height of the building, 
then only those story levels actually existing in the frame 
are input below. 

(11) An isolated shear wall is a single column line frame. For 
this case all data pertaining to beams (girders) is meaning­
less and must be omitted in the data input section to follow 
below. 

( 12) Co 1 umn properti es may be referenced to any number of co 1 umns 
in the frame. 

(13) The number of beam property sets controls the number of cards 
to be read in Section 3.d, below. 

(14) If no vertical (static loads act on the structure, then omit 
this number, and skip Section 3.e, below. 

(15) If no panel eLnents are included in this frame, then omit 
this entry, and skip Section 3.h, below. 

(16) If no bracing elements are included in this frame then omit 
this entry, and skip Section 3.i, below. 

(17) One card must be included for each column line in the frame. 
For frames with a single column linea second column line 
should be specified to define the majar axis for column 
properties entered in Section 3.g. 

(18) Coordinates of column lines are measured from the frame 
(local) axis. 

(19) Property set identification.numbers must be in increasing 
numerical sequence beginning with one (1). 

(20) The rigid zone depth is used to reduce the effective length 
of the column about both axis. 

(21) Usually zero unless beam extends above floor level. 

(22) Property set identification numbers must be input in 
increasing numerical sequence beginning with one (1). , 
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(23) Torsional Inertias may be omitted. 

(24) Shearing deformations are ignored if shear areas are zero. 

(25) The beam rigid zone lengths are used to reduce the effective 
length of the beam (girder). 

(26) Load set numbers must be input in sequence. 

(27) Reactions act on the beam ends and are positive as shown in 
the sketch. 

(28) Additional fixed-end forces dueto the_uniform load. w, are 
calculated using: 

V = wi/2 

and are added to any specified fixed-end reactions. The 
forces due to w are exact only for prismatic beams. 

(29) Position of I and J ends defines local coordinate axis with 
local "y" positive from I to J and local "z" positive 
vertically upwards. A right hand screw rule sign convention 
applies. 

(30) Beams with zero (O) stiffness (missing girders) may be input 
as having a property set number of zero; if the beam has 
finite stiffness, the set number must reference an existing 
property set defined previously in Section 3.d, above. 

(31) The generation option can only be used to define girders 
within the current bay; a new bay must be started with a new 
beam card. 

(32) The vertical loading sets defined in Section 3.e, above, are 
applied to the girders via the references in card columns 
11-25. Three (3) independent vertical load distributions 
(I, II and III) are allowed, and these distributions are 
combined with the lateral load case (A and B) and the earth­
quake spectrum analysis to form load cases for the complete 
building; see Section 6, below. 

(33) Missing columns may be input as having a property set number 
of zero (O); if the column has finite stiffness, then the 
set number referenced must correspond to one of the property 
sets defined previously in Section 3.c, above. 

(34) Defines direction on local "y" axis local "z" axis is in the 
vertical plane with positive upwards. A right hand screw 
rule convention applies. 

(35) Generation is allowed only within the current column line; 
.begin a new column line with a new column card. 
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(36) 

(37) 

( 38) 

(39) 

(40) 

( 41 ) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

The foundation line is defined as level zero, and the roof 
level number is equal to the total number of stories in the 
building. 

Frame identification numbers may be repeated, but location 
cards must be input in frame identification number sequence. 

A frame force calculation code of one (1) will suppress out­
put for the frame. 

Distance from str~cture (Global) a~is to origin of frame 
(local) axes. 

Angle is input in degrees and decimal fractions eq. 36° 12' 
entered.as 36.2. 

The angle ~~~~~ is measured positively clockwise between the 
global Y-direction and the line of action of the earthquake 
direction; see Figure Al. 

Two different spectrum analysis options are available. In 
the first (spectrum-1), modal forces are combined by the 
Root Mean Square method. In the second (spectrum-2), modal 
forces are combined by taking the sum of the absolute values. 

Multiples should be specified either for spectrum analysis 
or for earthquake response analysis as specified in Section 
1, CONTROL INFORMATION CARO as only one of these analysis 
types may be performed in a single program execution. 

The total time span of the computed response is equal to the 
number of time steps multiplied by the time increment (6t). 
Output is given at each time step. Since explicit integration 
is used in computing the response, numerical instability 
problems are never encountered and the time increment may be 
any desired sampling value. 

A zero (O) value for the moment of inertia selects the pure 
shear deformation panel model. The pure shear panel uses the 
gross sectional area, not the effective shear area, to calcu­
late stiffness and stress values. 

E. OUTPUT FRot1 THE PROGRAM 

In addition to print-out of all input data, the following out­

put is given by the program: 
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l. For the complete building. 

a) Story displacements for load cases I, II, III, A and B. 
(Not given for analysis type code equal to one (1)). 

b) Structure mode shapes and periods. 
type code equal to zero (0)). 

(Not given for analysis 

2. For each frame (note that for individual frames, the following 

output may be suppressed). 

a) Lateral frame displacements for each overall building load 
case. 

b) Member forces for each overall building load case. (Positive 
sign convention shown in Figure A3). 

F. INTERPRETATION OF OUTPUT 

l. All static load conditions must satisfy statics. Equi-

librium should be checked at selected joints taking into consideration 

the effects of finite member sizes and rigid in plane floor diaphragms 

(Figure A3). 
Results from a dynamic spectrum analysis will not satisfy 

statics since the method involves summation of absolute values of 

individual analysis . 

2. Caution is required when using the panel element to model 

shear wall sections; especially those which have large cross-sectional 

areas at a distance from the effective center of gravity (Figure A4) 

Due to the requirement of constant axial force over the height of each 

panel element, erroneous moments may be required at the top of the panel 

to satisfy equÚibrium (Figure A4). 

In general these resul ts may be more accurately interpreted 

in continuous vertical systems by considering the panel "bottom forces" 

only (Figure A5). 
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When infilled frames or nonplanar walls are to be modelled, use 

the pure shear panel rather than the flexural panel. The flexural panel 

is satisfactory only for planar one bay walls. 

G. PROGRAM CAPACITY 

The program is written in FORTRAN IV with dynamic storage 

allocation for majar arrays in blank COMMON. Thus the amount of high 

speed storage required for a particular problem may be changed by altering 

the following two cards at the beginning of the main program; 

COMMON A (n) 

MTOT = n 

For a given building the value of n required is computed as follows 

1. For each frame, use the following storage computation program to 

compute Nf. 

e 

e 

e 

PROGRA~ STCRE(lNP~T,CUTPUloTAP~5=1NPUT,TAPE6=CUTPUTI 

IC RE~C(:,ICOO) NS,NC,NEoNCFoNEP,NFEF,NFAN,NTRU 
lf(NS.EC.Ol STOP . 

NLO=::l 
~1'=3*NC 

I'N=1'~*2 

1'"6=~N+6 

NeP=NCP+I 
NEP=NEP+I 
NN=b*NC+3*NS+3 

Nl=l 
N2=NI+I4*NS 
N3="2+'i•NeP 
"4="3+<;.NEP 
N5="4+7*NFEF 
N6=N5+NS*"8*3 
"7=Nót"S*"B*3 
N8="7+"S*NC*2 
"9="8+::•"PA" 
NIO=h'i+S*NTRU 
l~=N9-NI 

L S= ( ~ 1' * ( ~ 1' + 1 t t.l2 

LC=I'~*"" 
NE=N"+"LO-"" 
LE=Iol~•t.E 
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e 

e 

e 

,_,_M=fl.~-"'11. 

LSL=(~II.M*(II.NM+lii/2+"'11."'*~L0 

fl.fi.L=,.~+fi.LO 

"1 = 1 
11.2=11.1+MAXOILS,LEl 
11..3=11.2+LC 
"'4=fl.l+LSL 
"'3=,..AXO(N;:,fl.41 
N4=11.3+MAXO(LSrLEl 
N5=11.4+M"'b*6 
"'6=,.5+M"*.3 
"'7=P..6+fi.NL 
11.8=P..7+MM 
JG=P..B-11.1 

fi.F=IM+IO 

~~ITE(f>r20~0) II.SrNCrNB,,_CP,.fi.BP,,_FEF,fi.PAN,hTRU,NF 
GO TO 10 

lOCO FCR,..A1(815) 
2000 FCRMAT(lHCr 

.6H 11.5 =, 15/ 

.61- "'' =' 15/ 
o6h P.. S =,15/ 
o6H fi.CP =· 15/ 
o6H ,_EP =' 15/ 
o6H fi.FEF=,IS/ 
e6t1 ,_P.Afl.=,l5/ 
o6H "l~U=r15/ 

·"" ol.3t1*•*• fi.F •••• 
END 

Column Variable 

1 5 NS 

6 - 10 NC 

11 - 15 NB 

16 - 20 NBP 

21 - 25 NCP 

26 30 NFEF 

31 35 NPAN 

36 - 40 tlTRU 

'16) 

Description 

number of stori es in this frame 

number of column lines in this frame 

number of bays in this frame 

number beam property sets for this frame 

number of column property sets in frame 

number fixed end force sets in this frame 

number of panel elements in thi s frame 

number diagonal braces 

2. For the complete building, calculate 

Nb = 8 * NST + NSS * (2 * NSS + 3) 
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l_ 

where, NSS = 3 * NST if three degrees of freedom per story are 
allowed in the analysis. 

= NST if only one degree of freedom per story 
is allowed in the analysis. 

3. If a dynamic response analysis is required, calculate 

Nd = 8 * NST + (5 + NTIME) * (NSS + NST) 

+ NTF * (9 + NST) 

where, NTIME = number of times that output is required from 
the response analysis. 

NTF = total number of frames in the building 

The mínimum value required for n is the maximum of the set of 

values of Nf' Nb and Nd. 

For typical bu1ld1ngs, Nf will usually govern if only one degree 

of freedom per story 1s allowed in the analysis but Nb may be the 

critical value if three degrees of freedom per story are allowed. Nd 

may be critical if a large.number of output times are required. 
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APPENDIX B 

INTERNAL DRGANIZATIDN OF PROGRAM 



The program is divided into the following five major parts 

(subroutine organization is shown in Figure Bl): 

l. The first operation performed by the program is toread the basic 

. control information and the data associated with the complete 

building (subroutine INPUT) 

2. The next operation involves the formation of lateral stiffness for 

each different frame and shear wall in the building. The lateral 

stiffness and backsubstitution equations are stored sequentially 

on tapes (subroutine FORM) 

3. The frame location cards are then read and the total stiffness of 

the complete building is formed (subroutine LAT) 

4. The system is solved for one or two of the following conditions: 

a. The static ver~ical loads, :, 11 and 111 and the lateral loads 

A and B applied (subroutine SOLVE) 

b. The three-dimensional mode shapes and frequencies are evaluated. 

The earthquake acceleration spectra is read and the maximum 

story dis~lacements associated with each mode shapes are 

calculated (subroutine EARTH) 

c. Earthquake ground motion is read and the structure displacements 

are computed for each time step (subroutine DYN) 

5. The load case definition cards are read and the total story 

displacements are evaluated. For each frame in the structure the 

lateral displacement are evaluated and joint displacements calculated 

by backsubstituting for each static load displacement and each modal 

spectral displacement or response time increment. As these frame· 

displacements are determined the member forces are also evaluated 

and are combined according to the load case definition cards. The 
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root-mean-square or the direct sunrnation is conducted at the member. 

force level, (subroutine DISP, FRAME). 
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ETABS 
INPUT 
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PANEL 
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FIGURE 81 PROGRAM ORGANIZATION 
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APPENDIX C 

FORTRAN IV LISTING OF PROGRAM 

1 

l. 



;
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
s
~
:
=
~
=
~
~
!
~
!
~
~
~
=
=
=
=
=
=
=
~
=
=
~
~
~
~
=
~
~
~
~
:
:
;
:
:
l
:
s
;
:
:
:
;
:
:
:
~
~
~
=
~
:
;
:
:
:
:
s
:
:
:
:
=
~
~
=
:
~
~
:
:
 

--------------------------------------------------------------------------------
:::::::::::::::::::::::::::::::::::2

2
::::::2

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::· 
~
=
=
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
~
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
~
:
c
:
:
:
:
:
c
;
~
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
=
:
:
:
:
:
:
:
 

. il ~-::: 
. . ;: l: 
•• 
.. =~ 
~
=
 

•• 
.. .. ,. • •• 
,. 
•• 
.. .. , . •• 
.. -· -· .. • • • : • ~ • 

! • • • • • ~ • . , B
 

y 

\,IV
V

 
U

 

u ;; l . ' •• wi 
... 
u 

J
&

 
•
J
•
 

... 
••• 
• 

• 
.. :" 
... 
... 
••• 
••• 
••• 
••• 
:w3 
··­ .. , 
o 
•
•
 

:b~ 
J 

• 

• •• 
·--,=~

 
~~! 
••• 

• • ~ • : ~ • 

.:. . • 
' 

J 
, .. 
i;5 
• •• 
• 

. . ·-· 
··-8!~

 
• 
J
.
 

·--.! ~
 

•
u

 u 

: • • ~ : • 

r • ~ • ; : E
 

• 

. • ! . . . • 
: : 
~. i 
3 • . • : . ! 

: : : : : • : ~ 

• • • 
u

u
u

 

• 
.. i 

• 
!
~
t
:
 

··-~-·
 

:a! 
··-~. ~ 
.. -y· 
~-i 
=
~
 .. 

~ .. ~
 

u
>

 
.u

 
-·· 
•• 
., . 
~·· 
~
~
!
;
 

• 
••• 
••• 
·-• • 
iJ,.:! 
••o

 
·­• • 

~
~
=
 

-·· 
: 

.i 1 
.. ·-· -~· 
•u

 
3 

-
••• 
~
~
;
 

.. ~ .. 
-·· 
.. ·-· 
~!i • • • • ~ : • • • : : i : i i : • • • • • • • i i : : • • • • i . . U

U
Y

 

• • . ; • • r ~
 

• i 
' 

i 
; ~ 

,; 
1

; 
~
 .,. 

~
 

....... 
.... 

~
 . 

. -. 
&

 
• 

• .
.
.
.
 

.:;:;;~~~ 
Q

 
.
.
.
.
.
.
 ., .

.
 

.2
1

1
 
-
-
·
 

"'e
 O

!"'" ... 
=-~ ·=·= 
&

 ·:r... 
o 

..,,,o
 

, 
... z

o
 

~ ~ ' i • • u 

..... ,. .... 
G
~
J
o
Q
w
G
 

e 
-.., 'e

 ,. 
.J

'' 
o 

11 .e z • 
a
-

c
'iiii.! 

:
3
3
~
3
2
 

o
u

 ... u
ll•

 

v ......... u
v

u
 ...... v

v
 ... u

v
v

 ... v
v

v
 ... u

u
u

v
u

 ... v
u

v
v

v
 ... v

v
 ... u

v
v

 C
-1 

u
u

u
 i ·
~
 

~ • • • ! ~ i ; ;; ! • 

• • • • ; :; • • ~ 
2 ¡ • • . 1 

u
u

u
 • • • 

o • 

: • . . ~
 

• ~ ~ • ! • • . il ~ u 

u
u

u
 . • • ; ~ • • • • ~ • : • 

U
Y

U
 

• • 

.. . .. 
. ., 
••• 
!
':!

 
.. "
'"

 
:.:.i 
• 

z
y

 • ~ . . • i • • ~ : • ~ • D
 

: • 

U
Y

U
 

• t . ;; ' . • • ,; ~ ~ • : • • • 

~
~
 

.. . . , . •• 
~¡ 
• .. •• 
~' 
. . • • 
'l: 
;.: 
"" 
-
!
~
 

.. uz • •U
 

• 
. . •• 
.. u 

• 
.. ;a

 
•• 
. . 

:• ... 
.... 
• 

0
0

 
•
Q

 .. .. 
... ..... .. 
.. :::~! 
o 

• 
1

1
1

..1
0

 .. 
J•-

0
"
"
"
'1

1
1

 
o

v
a
¡;• 

. . . . . ~ : . ~ ª " : • . . • • 
=
=
~
 

V
Il. l. 

V
 

.
t
V

I
l
l
"
 

• 
.t 

;¡¡:. 
-

.
.
.
.
 

o
"
•
•
.o

-
.t<

I
:Z

 
o 

• 
11. 

IL
 

o 
• 

o 
o 

• 
••v

.,.c
-"

"
'"

 
1: a 

;e .e"' z 
.11: 

.t .t 



"
"
•
•
•
~
•
•
•
•
N
"
•
•
•
•
•
•
o
"
"
"
"
•
•
•
•
•
•
o
-
"
"
•
~
•
~
•
•
o
-

.. ~
·
~
•
~
•
•
o
-

.. ~
·
~
 

.............................................................. "
"
"
"
·
·
·
·
·
·
·
·
·
·
~
-

......... ~
 

""" 

, , , 

o . 

~~ 
-~ 

o 
~
:
 

.u
. 

": 
... -

-
.; l! 

~ 
¡
¡
¡
~
~
=
~
 

.
.
.
.
.
.
.
 "

'y
 ... 

.
.
.
.
.
.
 1 

• 
o 

111 

o o ~
 

.... ~
~
!
-
•
f
;
;
~
"
j
"
=
 

.,,.., 
o

o
-
o

z
-

., . .,.,.,.,.,._. ... ., 
............................. 

~~~iiss~~8!i 
o o . • • " 

• o
•
 

•• 
.; 
!; 
··­ .. .. ' ::: 

........ 
!1

;:; 
:a

: si 
&

 .
.
.
.
.
.
.
 

·-· 
••• 
••• 
• •• 

" 

" • i 

=
 l 

¡ 5 

!i 
;
.
;
 

·-· 
... -::: '! 
:;: 
·-· 
>

O
>

 

-·­••• 
••• 

.............................................. 
·············•·············•···•············· 
;
:
~
~
~
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
~
:
=
=
=
~
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
 

• . 
'!! 

~ 

-
=
~
~
 

o
•
•
 

.. • 
• 

ou 
.. ... ... .. 
-·­

u
--1

1
 

........ 
. • 

~ ~ 
~
;
 

•• 
i
.
 

O
 o o 
.. •• 
~· 
J 
.. !! .. 

2 • 

C
-2 

• : . : E
 

• a 
" ~ • o • • • 

!
!
 

o
•
-

.., ..... 
o o 

.. e . . • i • . ! 
... ....... 
...... -
•1110.... 

o 
-
a
-

... 
u 

z 

e~!t==~ : 
H

:ig
a : 

• 
•• 

.. 
.. ... 

, 
_¡¡ 
-;:. 
·-­• s:: .. 

o .
.
.
.
.
 

......... 
o 

•
•
 -

........ 
_

.
,
 _

_
 

11 

J-: 
.. :

~
 

l
o
~
o
.
_
 .. .. 

z .. ,. .. 
.. 

• .. .. • 
o a. 

., .... a
o

a
 

•• 
:: . o • o J 

. . . • ~ • ~ • f ! ' • • 

.. ~
~
 

.. , 

·-­o--••• .. 
o

.
.
 

o
-:: 

o
•­

o--
o

•• 
• • 

o 
0

0
0

 

':":."! 
... 
·--• ' . 
-
~
:
:
 

••• 
-·· ~ • 

• J . o ~ " ~ 
. ! o J 

: • : • 

u
u

u
 

u
u

u
 

""" 
u

u
u

 

................. " ............................ ... 
................................................ "" 

.. 
s
s
-
-
~
~
~
~
~
;
-
-
~
~
-
-
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
 

~ll~~~~~~~!~~~!~~~~!~~!!~~~~!~ 

• ! i • " ~
 

• • ! • • • • • & • ~ • ; ~ 2 
. ' ! o 

=
 

• a • ~ • • o : u 
. . • 

u
u

u
 

. &
 

~ 

. 
--· 
... .. 
. .. 
a a: 
... 
.!..!.! 
-:-:r 
!!.: 
... 
•• 
--· 
··­ ... 
::-.. 
z
a
 • 

aaz 
::; 
:: .... 
":.":.; 
... 
0

0
0

 
o-. 

.. ... 
':.~.':. 

.!.!: 
.. 

.~~... 
fO

II'II"' 

• .. e 
• 

e 
1: 

• 
0:':.! 

;
;
!
 

-::51 
~
~
~
 

!&
"': 

!.:."':. 
Q

-
1

: 
.
.
.
 .~~: 

., a"" 
.... "" 

-
.
.
 

.11 
.. 

........ 
-
~
~
­

.... "' 
o .... 

o
o

z
 

"
'0

0
 

.
.
.
.
.
.
 

1 .... 
.. ., .

.
.
 

1 
.
.
.
 

1 
.
.
.
.
 

••z
---• 

--.. ;::-
1

1
1

1
1

1
0

"' 
....... 

:
:
"
!
!
!
:
 

;
~
g
~
:
~
~
 

o • • 
. o 

" 

• • : • 

.. . ' ~~ • • 
. 

. 
%

 ..... oc 
....... 
·-. 
.IO

IG
I 

' . 
~
f
~
1
!
 

%
1

'1
•
•
 

~
;
 .. ; 

... 
·-· o-::':'-
o

•••• 
z
¡
:
"
!
j
~
 

.
~
 

... 
o

J
:<

Ij 
"
. o., 

'"' 
.
.
.
.
 

•101 
u

o
c
o

•.a
 

.
~
 .... o 

• 
z
-

.
l 
.
.
.
.
 

.. • 
t 

le 
.. .. 

.
~
 .... 

~
:
a
 .. 

........ 
' .. 

a 
.. 

"
,
.
"
,
.
 

.. .......... . 
o 

' 
................ 
'
'
=
~
o
=
~
~
;
 

;
;
~
;
:
~
~
~
·
 

• .. ., o 
le::» .

.
.
 

a
,. 

• .. ., • 
"
"
 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
 -

.. 
J: 

.. ... 
.. ........ 

.
.
.
.
 1'1 z 

C
l 

• 
• 

.... -
J: 

.
.
.
 

::a
::;:¡• 

.
.
.
.
.
.
.
 -

.
.
.
 

C
l 

"
I
I
C

I
'"

''.
J
I
 

. ....... "' ....... 
----•-:o

u
 

. . . 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 J: 

.. .J
4

 
........... 
• 
.
.
.
.
.
.
 :r; 

.. 

3
~
3
~
:
g
~
:
~
 

......... .. 
... 

-· 



! ' i ' 

:
:
:
s
:
:
:
:
:
:
:
:
:
s
;
:
:
:
•
:
:
:
:
s
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
~
~
t
:
;
:
:
:
:
a
~
:
:
:
;
:
:
:
:
a
~
:
:
:
o
:
:
:
:
:
=
:
:
~
=
:
~
!
=
:
~
 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
~
-

. . • ... 
. .. 
. .. 

~ ~ ~ 

. • 

. ~ ~ 
• • • 

1! 
. .. 

... -
.. 

.. .. 
• 

• 
• 

.. .
.
.
 

1 .
.
.
.
 

1 
1 ......... 

1 
1 ..... 

1
.
 

;
;
;
:
:
:
~
;
:
¡
:
~
•
;
;
:
 

.......... ............ .. 
:
,
3
~
1
'
~
i
l
~
3
o
'
3
~
=
~
 

.................... 
............................. 
........... ., __ ......... 
············~á 
.......................................... . • • 

u
u

u
 

~ • " • a • • u " r • • • o • ! f o ~ 

: • 

u
u

u
 

i
i
 

, 
« 

e:: 
n 

~
~
 

!! 
¡
¡
 

.. 
!,!, 

~~ 
" 'aL 

.L
 

•• 
':': 

,;.; 
¿¿ 

L
 • 

.. 
~
~
 

~-! 

. . 
:::: 

.. 
•• 

.. 
~-! 

• 
o "" 

~== 
~ . --··-
• .. 

a
-
-

u 
~::; 

• 
••• 

: 
"" 

O
"" 

o
-
-

a ·--
• 

. 
.. ;: 

! 
o

•
•
 

D
o

 a 
•
o

 o 
•
a
 o 

( 
0

0
0

 
a
-
•
 

. -. 
• 

• 
, .. 

... !"""" 
: 

:--
!~= 

• . 
: 

-
~
~
 

... 
. .. 

-· • 
• -·· 

• • " 
u 

u u C
-3 . a 

. . ~ • • • • . • f 

• • " o • • . • • 

• . " • 

., ........ . " -; 
. i ;; a ~
 

• . ' • • ' ;: • • " 
...... z 

..... 
.. a 

"' .. 
a

a
-
•
-

.. a 
. " .... z

."
 

o 
.
.
.
.
 ""1 

... -... . 
. -· ... --
., ............ ., .. 
!::;"

':"
'!o': 

~
•
u
•
a
z
:
;
r
a
 

o
o

a
a

a
a

..J
>

t• 
o • " 

" 

: • . " . • • 

. • 1 

·-· 
.!.!..,;;¿ 

.. ., ....... 
~
 

.............. 
~~1!!~~~ 
... ........... 

-
"'""" 

.... .. 
. ....... ,

~
 

........................ . . • 

: e • • . . . . . . • ~ . • • • a 

. • i 

• 
• " 

• 
• • ~ 

. " . • ~ • • • . . o 
. 

== 
.. 

'" 
!
~
 

""""""'"" 
:..::;"' 
~
·
.
.
,
 
~
 .... 

! : 
~.:. i 

.
.
.
.
 .r."" . • . • g . • i • • ~

 
• . • ~ ; . • • , S . ~ • 

:i 
•
•
O

 
. .. 
.. ... ': 
o 

o
•
 

<>-~>.J 
"' 

"
'
"
.
:
~
;
 

.,., ....... 
<

>
<

>
ll ":r 



~:=~~~~~~~~~~a~a=~5~s~;~~~a~a~$aa¡~i:~¡~: 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
3
8
!
8
~
~
3
~
8
!
!
~
8
8
8
8
8
&
8
8
3
8
!
8
8
8
3
8
8
8
8
8
&
8
8
8
!
3
8
8
8
 

................................................................ 

y . ! . ! J o
o

-
-

0
0

0
0

 
o

o
o

o
 

......... 

. . . . , =
 J ~ • • ~ • 

o 
. . 

.. .. •• -· 

,; • 

.. :: -· 

. e e • • 

........ 
........ 
........ 
......... ' • : 

e • 

~
!
 

.. •• • o • ; . • i e 
" 

,. 
....... "' .. 

z 
1 

1 
• 

1 
1 

"' .
.
.
 

~
;
;
=
 .... ~:;::~":;:: 

....................... . • ·­-· . . •• 

=
~
~
~
~
=
~
~
=
~
=
~
 

• 
1 
•
•
•
 

1 
1 

1 
1

-
.
.
 41 

........................... 
................. 

.
~
 .. 

;
;
;
¡
;
;
¡
;
;
;
~
3
 

.J
.J

.J
.J

.J
.J

.J
.J

.J
.J

\.I
V

 

• • • . . r • ~ =
 J e • ~ e o • ~ • 
• ; 

u
u

u
 

u 
u

u
u

 C-1\ • • • 

"""""'"" 
U

Y
 

u 

u . z 
.. • . 

.&
 

1 
1 

z i ';';..; 
~;;;: .. ";:::.;. 
................ 
z
a

a
•
z
•
•
•
-
..,., 

&
.
J
.
J
"
'
a
.
J
.
J
a
o
.
~
~
 

!
!
!
.:.!

!
!
!
"
'!

!
 

.. ............. 
.
.
~
~
-

-
-
-
-
-
-

... 
-
.
J

.
I
.
I
 

•
•
•
•
•
•
•
•
•
 u 

o 
.J

.J
.J

.J
.J

.J
.J

.J
V

U
V

 
.. ·­ .. • ~ • J 3 • • : • . • ~ . y , ~ • 

. e e • . ! y 
. J ~ 

.. "
' 

:
~
 

.. 
--

~ ~ 

:
:
:
!
 

!
~
:
.
~
 

--------
-------­
........ 
......... ., ........ 

" .. :::;::::;; 
.. -........ ... 
.. . -........... --
................... 
11 
•
•
•
•
•
•
•
•
•
 

!::::~:~:::: 
u 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 .. 

11 
-
-
-
-
-
-
-
-

0 
V

 
C

 
4 

4 
4 

4 
4 

4 
• 

... o ....... "' ............ 

Y
Y

 

. z • • ~
 

• " • , J • y • o y u 
. . . : e ~ 
. Y
V

Y
 '· •• • . , :;: 

• 
z 

.. . . ~'! 
y 

• 
.. ~~ 
.. -
~
"
;
 

• •• 
z
.
 

y 
... • ~~
:
 

. .. 
,
;
~
~
 

... -J. 
"
'"

 
~
~
:
;
:
;
 

; 



""
 

" 
""

 
;:

:;
 

0
0

 

"' 
•
n

•
o

 .
..

..
..

..
..

..
 o

,.
 

'Ir
 

..
 o

 .
. 

,., 
•
•
•
•
•
•
 ,.

, .
. 

o 
o

o
z 

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

 
10

 
c 

..
..

..
..

..
 ,

. 
..

..
..

..
..

. 
,.

 
.,

,.
.,

. 
..

..
..

..
..

..
..

. 
co

n
 

7 
7 

.
.
.
.
.
.
.
 

1 
• 

-
• 

g 
e 

• 
• 

• 
,.

 
..

..
..

. 
,., 
..

. 
,., 

..
..

. 
::r 

..
..

. 
::r 

..
..

. 
'I

r
-

• 
o 

::
::

::
::

-
: 

... 
-
"
'
!
!
~
!
!
~
;
t
i
 

!"
!"

 
..

..
 
o
~
 

,. 
,.. 

;.;
.. 

.. " 

·-00 ••
o

•o
o

,.
­

..
..

 a
 

...
 a

n
-
o

•
 

. .. 
.. 

.....
 

....
....

....
....

... 
....

....
....

....
....

 ,., 
•
•
G

•
D

u
l
r
•
 

..
..

 
...

 
11

11
11

 
..

..
. 

,. 
..

..
..

..
. 

a 
. .

 . . .
 . ... .

 
....

....
....

. 
.. 

..
 ..

...
 

• 
.. 

• 
1

1
-

....
... 

...
 

-
.
.
.
 

..
 

11
 

.. - • . • 

!!
: 

•
<

 • :·
 

• 

•
•
•
o

•
o

o
 .

. 
:o

::
o

:a
o

: 
c 

..
..

..
..

..
..

 ..
. 

....
....

....
....

... 
1

' 
.
.
.
.
.
.
 

o 
o

,.
 

... ..
 .

.. 
.. 

.....
 ,. 

.....
.. ..

 
...

...
.. 

....
. ""

'"
' 

.. .. 
.. 
. .. 

. . 
....

 ..
...

 
..

..
 ,

. 
o

o
¡
; 

.. - . . . . 

; 

""
 

...
...

 o
, 

.. 
..

..
 o

,.,
 

..
..

..
..

. 
11

 
... 
.....

. ,., 
....

.. 
~
 
.. 

....
....

 
. 

....
....

. 
•
•
•
•
 

11
 

....
....

.. 
• 

..
..

..
. 

11
 

...
...

 o 
!"

!'
: 

- ~ 
. . •• •• :.:

 
~~

 

• " i ~ 5 • ; ...
 

··­. -. -·- :~o
 

,_
 ·- : . ¡. 

.....
.. 

....
....

. 
• 

1 
•
•
 

n
n

l'
lo

 
o 

o 
o 

• 
••

••
 

. . .
 .. 

::
::

 
tt

t'
: 

-
-
-
~
~
 

.. 
~
~
!
 

.
.
.
 1

1 
..

. 
• 

11
 
1

1
•
 

~
~
-
-
·
 

:
:
.
:
~
 

....
... 

, 
:-:

.:.
P 

la
g

:
a

 
. . .

 
¡•

•
 

...
 

-:
:;;

¡ 
::::

: 

n
n

n
 ·- ';! ·- =~

 
. . .. -· ·­ • •• =~

 .. p 

" 
""

 

""
""

'""
"'•

 
n 

-.
 ..

. 
::r 

1,
. 

.
.
.
.
 1

0 
..

 1
11

1 
• 

11
 

1 
..

. 
'11

 
!1

 

! 
!.

t:
: 
~ 

""
N

"' 
o 

• 
lO

..
 

• 
• 

..
 

,.
 1

1.
 

" 
..

 
J
lg

1
1

 
..

..
..

 
.....

 
.. 

... -
.. 

-
C

'l
. 

z 
.... 

"' 
.. 

-. 
' 

.. 
~
:
=
 

.. 
--·

 
. 
. 

;
¡
~
 

••
• 

¡;
-

~:
 • . ' ! :- =
 . • 

n
n

n
 

n 

• ; • • ~ :; ¡ • • 

s;
 

•w
 

• • • 

n
n

n
n

 

~e
~;

: 
,.

. 
1 

1
1

!1
1

' 

""
P

!!
t:

 
• 

1
'0

1
1

1
'1

 
. . .

 •
 

z
-
•
1

1
•
 

• 
IG

II
II

 
..

 
....

....
....

 
.. e ;. ~ • • • ~ : . . ~
 ~ 

;: . : ; • "
"
"
 

• g ~ ' • • . ' • . • • ~ i ~ • • ; ; 

=
 "

" 
o

n
 

• 
.. 

• 
u 

" 
• •

 
-"

 
:; 

••
 

e
"
 

• 
. -

• 
••

 
E

 "
 ~=
 

~ 
?
!
 

• 
·-• 

• 
6
~
 

11 
• 

~ 
·- ~:. . .
. 

~ 
f~

 
• ~ 

:!
: 

. ..
 -- !P ••
 

~
 -• ; 

n 

...
 

··­...
 

o
n

n
 

•
•
 o

 
••

• 
••

• -··
 

!"
!:

 
'-

. 
-..

 
Pt

f .. . i ! 

" ••
 -. •• ;a .. . --o- . ~ . • -. !"

Z
 

• •
 

!:
 

n ~ • . : " • • ; • ~ • ~ 

,., ..
 "' 

.... 
~
~
;
;
¡
;
 

.
.
.
 

1 
• 

'11
 

~
!
:
:
.
:
 

;
;
:
~
·
~
 

-·­ ·-·
 

p
f¡

;.
 

.. '
 

:"
:'

~ 
, ...

. 
~~

E 
~:

" .. ~g
 ; • . ¡. ¡ . ¡. 

• : • ~ . . ~ . • .. • o . o :: 

: • • ¡ ! ~
 ' ; ~ • : . - • • ~ o • ; ; • • ~ • . • • • • • • . ¡. ~ . . : • " 

""
 

:::
 

:;
::

,:
g:

g:
::

: 
... 

• 
,.. 
....

....
....

... 
:a 

..
..

..
..

..
..

..
 

.. 
.. 0

0
0

 

n , • ~ ¡ • • - " ~ . ¡¡ . • : ~ . • • • e • -· 
• 

• 
....

 ,. 
.....

.... 
. ..

...
.. 

••
-o

--
. ..

 
!
!
•
 

.. . - : . . . . ~
 : . : • F

 
~ . • ~ • • 

• 
--·

 
··- :

 . . . 

n
n

 
n

o
 

••
 

• •
 

0
0

 .. ~
~
 

'- ~<:;
; 

" ~:
 

o
>

 ·- ~f
 ·- .!':. ::
 

. . .. !;
;;

 

:::
. 

;;
 

• 

n 

" 
~ : o • o . • ~ ~ • .. -' • • .. ••

 
.,

 ·­.. • • !!
 

.,
 • .. :.
 . - -o ' • . ~ . : E
 

;, : • . • 



u . 
o o 

:
:
:
:
:
:
~
g
;
~
;
~
;
;
~
;
~
;
;
;
;
;
;
;
~
~
;
;
e
 

--
--

--
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
·
 

.
~
-
N
-
-
-
-
~
~
~
N
~
N
~
W
·
-
-
-
~
~
·
~
W
N
W
N
 

~
~
~
~
~
~
:
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
 

:
:
~
:
~
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
r
:
:
~
~
T
r
r
r
~
&
~
 

,.
,.

,1
',

 .
..

..
..

. 
1

1
1

1
•,

 
,,

¡,
.,

. 
-
-
a

o
a

o
 .

..
. 

ll
 

... , 
...

...
...

...
.. 

,. .
..

..
..

..
 .. 

•
•
 

o
o

o
o

o
 

o 
•
~
'
~
•
•
r
-
l
"
o
 

.. 
.. 

011 
11

,..
,..

 ..
. '

 
..

..
 

" ;; 
•
o

. 
:
n

n
 

...
 

...
 

. .
 . .. 

' 
.
.
.
.
 

11
 

..
 

..
 

.. ..
 

,. 
,.. 

,.
. 

,.
. 

1
0

:1
1

 

• 
• 

" . • 
.. ..

....
....

 
!
!
!
.
!
.
!
!
 

--
--

-­
. . 

. .
 . .

 
!:

!:
::

:!
: 

...
. 

•
•
 o

 
.
.
 o

 
,.

.a
n

 .
. 

n
,,

,.
_

 
..

 a
 .

. 
, 

~
 ~
 ... .. 

. .. 
.. -

....
... 

. .. "
' .. 

" . 
. . 

. ~ 
....

 
~
 r.

, 
":

! 
... 

. -
....

. 

" o
.
 

n 
• • 

g-
:¡

 
n

n
n

 
n 

n
n

n
 

" p <
 • • . • • ' ~ ~ . . ~ 

• a " o • o o . o ;; o ~ " ~ . : " : . • 

•
o

 o
 

~
o
n
 

~
O
<
>
 

-··
 

...
 

·-- " o o 

~~
 

" . . r • :.• • 

' " • • . • • ' ~ g ; " . . . . • ;; : • " o ••
• 

o
n

<
 

...
 

...
 

a
o

a
 

...
 

"
. ··­...
 

' .. " "
;
 

...
 

r 
• 

• 
o

••
 

;
:
' 

~=
-·

 
~~

e 
..

. ...
 

...
 

·-·
 

. . .
 

r 
• 

• 
::

:.
 

• 
• 

n 
:
~
:
 

=~
~ 

!"
::

 
" 

<
 r 

• • ~ 
» 

..
..

..
 a

.
o

 
'"'

 .
. 

o 
• 

n
"

 o
 

...
...

...
 

i:.
;:

::
:-

::
: 

"
';

;,
:o

 
.. 

.. 
...

...
. 

. ;
; 

~
w
 

:,
 

• . . 

....
....

.. 
7

n
 .

. 
:
a
~
:
 

o
a

a
-
1

1
 

• 
..

..
 a

 
•
•
 o

 
.. 

.. 
S 

~ 
~ 
¡ 

• 
a 

• 
:: 
l'

 
. -

~
 

• " % • • 

••
 

<
 i 

ü
ü

• 
u 

m
 

oC
 

oC
 

oC
 

o
( 

..
 

.....
... 

" 
n

O
 

""
 

n
n

 
n

n
.-

.n
 

~ 
• 

• •
 •O

 O
 

lOO
 

"
"
' 
.. 

.. 
o 

" 
o

•
 

• 
..

..
..

. o
, 

.. 
' 

! 
n

n
 

0
0

 
n 

a 
-

<
 

a 
...

 
• 

• •
 

. i 
• •

 
c 

..
..

..
..

..
 
~ 

.. 
::;

: 
••

 
r 

• 
n 

;
~
 

... 
-".

 
.. 

-~
 

o 
.. 

' 
.. 

• 
• 

"
' 

. 
·-·

 •
 

'"
 

F
 

' 
;:

;:
 

.. -
' 

-.. 
a 

. . 
• 

::
 

• •
 

• 
1 

1 
.
.
.
.
 

• 
·-•

 
.. 

• 
' ~

 
. ......

. 
=

 .. •
 

;.:
¡¡

 
::

 
=

 • 
. -. 

• 
• •

• 
. 

!:
:•

•:
 

• 
1 

-· 
·-

~ 
' 

!
~
 

~
 
!
~
 

a 
--

. =
 

:·
 

: 
.. 

. :
:: 

ª 
.. 

~;
 

. <
 

~ 
:;

: 
::

 
• • 

¡.
 

:; 
• 

a 
n 

r: 
e 

• 
¡ 

~ 
• 

-
' 

6 
:; 

• 
~
 

' 
~
 

• 
. 

~ 
. 

~ 

ª 
. 

• 
• 

~ 
. 

~ 
• 

E
 

• 
:; 

. 
. 

; 
. . 

~ 
n 

E
 

. 
. 

• 
. 

. 
~ 

;; 
o 

• e 
. 

~ . • 

N
N
N
N
N
N
N
N
N
~
~
M
M
 
_

_
_

_
_

 _
 

·
~
•
u
•
W
N
•
O
•
·
~
•
u
•
w
N
-
u
•
•
~
•
u
•
w
N
 



L 1 

L 1 1 L 

~
~
=
:
:
;
:
:
:
:
:
:
:
:
:
~
:
:
:
:
~
~
=
:
:
;
:
:
:
 

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
 

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
!
 

~
~
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
­

~
M
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
"
~
M
~
~
"
"
 

• ~ . . . . . • . ~ 
. ~ . . u 

. • • • ~
 
. . . . V

 

v
v

v
 

2 ;; . • N. « 
. . -=~ 
.. . . ;;-. 
" .. ~! .. .. . . . . ;! .. ~
¡
 

~:; 
.. .. .. . l 

!1 
L 
. " .. •v . . " 

. ~ • . ~ . • V ~ 
. . " . . • 

• L -· . . "!~ 

-. !
:
 

·­.. -. . . .. ~; 
·-

• • ~ • . . • ~ ~ ~ • • . • . . . • • • ~ . . ~ u
u

u
 

1 i i . -! • ! . • ! . " • . • • ;; ; . ~ 
0

0
 

: ~ .. 
• 

• 
. ., 
t
;
:
 

•v
• 

• • • 
. u 

~
~
~
~
~
~
~
~
~
:
;
:
~
:
:
:
:
:
:
~
;
~
~
:
:
1
~
~
:
;
;
 

-------------------------------
~
t
~
t
~
~
~
~
~
~
~
~
~
t
~
~
t
~
t
~
t
~
~
~
~
~
t
t
t
t
~
 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

" 
.. 

<C 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 .. 

<o: 
1

1
1

1
1

1
 a: a: 

!1
1

1
1

1
 

Cl 
11 

(1 
Cl a: 

1;11111: 
IIIIQ

: 
IIC

I a: a: 
l
l
l
l
l
l
i
:
C

I
U

C
I
 

.............................................................. 

. . ... """ --
!
.
!
!
!
!
 

-.. 
~· .... 

.......... 
.......... 

V
 

• 

. : . . . 
... 

~
 

~
 

,;
 

..... 
.. 

~
-
=
 

..... 
.. . .. ... . -. 

,_
 

:¡:... 
111 
~
 

... 
~
 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

, 
.. 

41 

:
:
~
:
 ... :::.;:;::.-:5

 
. . -. . ....... .. 

............ o ......... .. 
o

a
 .. ,-fi"

'D
••"

"
C

l 
. . 
N

 
" 

. 
" 

u
u

v
 ::::;f 
~::. 

' 
;;5

; ......... 
;i~!;t-:.'"~~~ 
................... 
.. ............. ... 
o

o
u

 ......... ... 
... '¡' 

1 ~' 
: 

1 : 
....................... 
..... ., ........ . 
. ....... ;) 
:
:
:
:
:
:
:
:
:
;
~
 

...................... 
. . 

,
.
~
 • 
.
,
.
•
~
•
•
O
•
N
.
,
•
n
o
~
•
•
o
-
N
~
•
_
.
.
•
~
•
•
o
-
~
~
-
.
,
.
o
~
o
•
o
-
N
"
•
.
,
.
o
~
•
•
~
­

........................ ,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
,
.
"
.
,
"
~
"
"
"
~
~
~
•
4
•
•
•
•
•
•
•
•
~
~
 

;; i ! 
• . " . .. -! . • 

·-. 
• • 

• 
....... 
~
:
:
a
 

... .... 
-
~
=
~
 

• 
• ... a 

... 
:;;;:;¡: 
!.1 =' '; 
.,"''!;.J

• 
!
~
~
~
~
 

.. ... ,, .. 
:> 

.. z 
.... 

. . 
:¡ 

~
 

"!. 
• 

• 
-

.. 
o 

-
-
.
.
 

o 
"' 

.. ............. .,:::/ 
.. -

'.... . .. . . • • • ~ • ~ . . -· !~ 

: 
-· •• 

N
 

. . ~ 
\ 

=~=-
~ 

~ 
;: 

~ 
~;~:: 

: 
.. 

~
 

~
:
:
;
;
 

~
 

.. ·­'"
 

-· 
~ • ~ 

=~~¡:o:o: 
~=e 

......... ~
-
·
-
-
,
_
¡
·
·
·
~
·
"
'
"
'
'
"
'
 

~
 

........ 
,
.
,
z
 ............. 

~
 ......... 

~
 .. 

. ............... 
~
-
-

... 
~
 

' .. 

• . . . ! . ' . . 
; N

 

" " 

~
~
l
l
i
~
 

ID
. a 

'C
. 

:
:
:
~
-
u
o
­

... a.., ... a 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 g 

.. ... 
... 

..¡ .............. .. 
• 

• 
-

-
z 

~
'
'
"
•
-
•
•
•
~
•
•
u
u
~
•
o
 •o

o
 ... -o

 
.... 

;:¡ 
.
.
.
.
 

-
•
"
~
'
"
'
"
'
"
~
'
"
'
"
"
"
"
"
"
~
-
~
-
-
-
~
,
~
-
·
-
-.. 

~
-
­

• 
• 

• 
• 

• 
• 

-
~
 

-
• 
-
-

.
.
.
.
 

:¡: 
-
-
~
~
 

...... u
•
•
•
o

•
g

 
O

•O
""""""""' 

~
g
:
~
;
~
~
~
;
;
~
~
~
;
;
~
~
~
~
~
~
~
~
-
~
~
~
~
~
~
 

u 

. • .. .. v
v

u
 

o 
u 

. . 
••u

 
·-· 
N

 
•
•
 

.. 
~
 ..... 

~
 ........ " .............. ., .............. ., .... 

~
 ......... ., .... 

~
 ....... 

~
-
·
~
 

..................... ,.,.,.,.,.,.,.,.,.,..,.,.,.,.,.,.,.,.,., •
•
•
•
•
•
•
•
•
•
 
.
,
~
~
~
~
r
 

. • . ~ ~
 
. • . • N

•
 

o 
N

 

~
;
 

=~: 
... ~
-
=
;
 

!:: 
... ... 
~
.
:
:
 

O
N

<
 

~-=.; 
&

N
o

 
.. 

.... .: 
• 

o
­

-
-
~
"
'
'
 

• i • ! • ! 
• 

• 
-! 

_, 
.... z.... 

• 
.. 

. .. 
...... ,

,
.
.
 

~
 

1
' 

~
 

.
¡
!
~
 

. • • • 
.,"':'!;.~ 

: 
f 

!o
 

o 
;
~
:
~
 

, 
=~~E~ 

.... !::i~•:t 
i~~;:¡:::~~ 

: • . . • . • • . . 
.J

"
'"

-z
"
"
'"

"
"
''"

' 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

• 
•
•
•
•
 • 

• 
•
•
u

 
1 

<~ 
~
:
~
~
~
~
;
;
~
=
~
:
:
:
!
:
:
;
:
 ... ~

~
~
:
2
:
~
:
~
=
~
~
~
 

~
!
~
~
~
=
=
~
:
3
:
:
~
~
:
:
:
~
t
!
~
~
:
~
:
~
:
~
:
~
~
=
 ... 

0
1

-::liU
I,II,II..I. 

.11: 
.1

."
 •

•
 
~
~
.
I
.
~
·
~
.
I
.
.
I
.
I
'
Z
.
Z
.
Z
 

.. 
;:¡:¿

 
Z

 
Z

 
.
.
.
.
.
 ., 

C-7 

. . . . • • : ~ 

v
v

v
 

V
 
. . • 

. J 

~ 
.. -

~
 .... 

. . . 
~
-
~
~
'
:
 

; 
~
 ..... : 

.. ........ -
cr 

.& 
"
'g

"
 



V
 

~ • 

' ' .. .. _, v
•
 

;
t
!
~
 

. . . 
~
:
:
 

. -"" .. 
101 

.
.
.
 
., 

.. :::; ... 
......... 0 

.. 

:!:: ~ 
o 

... "" u 
• 

. : 

. .. =:! 
. -U

D
 

~
-
-

·-· 
·-· 
... 
. .. 
. --.. -::: 
:::~= 
. -. 

a .... ., 
o ..... .. 
.. .. .. . : 

v
v

v
 

u
u

u
 

u
v

 u 
u

u
u

 

. • 
~ 

. u 
~ 

. 
~ 

~
 

• 
-

e 
• -! 

• • 
. 

• 
' 

a 
J 

. 
• • 

~
 

• ;. 
i 

. ~ 
t. 

u 
. 

. 
u ... 

. u 
• . ·-... 

. . 
~ 

. u 
~ o 

~ 
~ 

-
u 

: 

~ -·-
• 

~
!
:
 

, 
. .. 
.. 

o ... 
: ------
... 

. 
~::.: 

;. --· 
........ 

. . 
. . 
¡ 
~
 

• 
.; ..:. 

V
 

.. 
~ 

.. • 
. 

-· • 
• 

.. . 
• ; 

u o 
,¡ 

• 
. 

. .. 
• 

• 
u 

>
 

~= 
o 

"' 
• 

u 
u 

• 
•• 

' • 

¡-:-=-~-¡ 
1 

"" 
:. 

¡ 
' 

' 
1 

" 
: 

.. .............. . 

. --"' 
: ....... 

.
:
!
~
~
 

~ 
o 

ü
i:lll 

. 
~
 

• .. 
• 

...... a 
• 

• 
.. • 

o 
.. 

>
 

z .. ""' 
o 

•
•
 o ... 

~ 
u ..... z. 
• 

z ..... 
~
~
~
=
 

• 
• 

: 
• 

.. • 
o

:¡¡ 
• 

::!t;; 
~ 

~ .... , .. 
~ 

• 
• 

• .. ~' 
•
o

 
• 

• 
• ·-

. '. 
• 

, 
~
 

-. 
......... 

;. 
~ 

" 
.... . ' 

• 
• H

 
.
,
:
;
=
~
r
:
 

• • 
• 

• 
.. ' 

1 
• 
~
 

1 
: 

• 
~ 

~
!
 
~ii!ii: 

• 
o 

"" 
o 

u 
u 

....................................... ... 
u 

o u o 

• ~ 

• : • • .; ~
 

: 

. : . . . . -. • : 
. . -
~
 .. ~

:
.
:
 

.. ... ., . 
• 

• 
.
,
 

.. 
1 
.
.
.
.
.
.
.
 .

.
 

... .................... 
:;) 

• 
.. • • 

• 
... a"" 

o
-
o

 ..... ~
a
o
o
"
'
•
•
 

o.,., ... .,.,,..,a_
.,., 

• 
.
.
 

-
1 

... 
-

~
 

•
Q
l
U
1
1
.
t
•
u
.
~
o
.
u
.
_
¿
.
.
.
,
 

.
,
a
~
~
:
a
 .

.
.
 .,Q

1
1

1
U

o
o

liU
 

0
0

 

•• 
0

0
 

·-

• • .; ~ • . • . : . ~ o 

v
u

v
 

• • ~ - V
 

' o • • 

""" 
C

-3 

~ • ! 
t 

' 
. ... -

.. 
~
~
=
~
~
'
=
'
 

... ............. .. 
-......... . 
z
~
 .... , 

..... ..,z 
o

!!.,.,:t.,.,! 
z 

............... .. 
.
.
 

Q
 
.
.
.
.
.
.
.
 .

.
 

. . " .... o
u

u
-
u

a
­

l
l
l
l
~
o
a
.
,
o
a
l
l
l
 

; o • • ~ 

. . • 

• • • • . o 

u
v

u
 

. • • 

. • . • 
( .: 
l 

~:: 
. 

...... 
...... 

.,z
 ......... 

;:~ 

• 
• 

-
• 

.e 
............... 
. ............. 

~
 

-· 
O

 
... 

X
 

U
 

.. 
.< 

U
 

o
''""' 

Q
 

... 
"
"
"
 

u 
o 

•• 

~ ~:: 

~ 
;;! 

!
!
:' 

• 
. .. 

. 
L 

_
,
 

• 
~== 

• . -. ·--
. " 

O
t
'l
•
•
 

, 
""'u"" 

o 
8:.::. 

• • ... 
. . . 
. . 

v
v

u
 

. . . • . V
 

~ • 

v
u

u
 

~ . . -" " u . • 

. • 

. 
~
 

~
 ... 

u 
_

,
 

u 
•
•
 

..!!:: 
.... 

• 
.. .. 

• 
.. 

.r 

~ 
~
:
;
:
 

. ·: 
-

,,.,, ........ .. 
"' 

.. 
. 

... --
.. 

.............................. 
• 

1 
" 

o <1 
o 

101 
N

"
'-

.
 
ll 

D
D

"
'"

 
.. .., ..... , ....... .,. ....... .,.,_ 
. . . . . . 

. -. .: 
I
D
C
-
,
I
D
U
I
'
C
.
"
"
'
"
'
C
I
"
'
'
"
'
"
'
~
.
.
>
 

.
.
,
o
.
.
,
-
o
•
w
.
.
,
-
~
.
.
,
.
.
,
-
~
:
:
~
~
.
 

o =
 

o 

. u . 
o

o
 

• 
"
' 

. --
-
a
o

o
v

 
............. 
• 

-
o 
.
.
.
.
.
.
 

., . .. 
"'., 

. . 

o 
.. 
"
-
'
-

-
'"

' 
......... -..... -"' , 

-u
-lll•

l•
•
•
•
•
- .. " . 

.. . 

., ............... .. 
o 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. 
o 

J: 
.. 

" 
., .. ., .

.
.
 o • -

&
1 

o 
....................... .. 
. . . 

"' . ., .... -. 
...... o

Q
 ........ a 

... l.lv
 

" 
.
.
.
 w. 

1
) 

.
.
.
.
.
 "
~
·
 

" 
"
' 
.
.
.
.
 

u . . 
. . 

. . 



; 
- . 

¡. . 
. . . 

: . 
' 

. ¡ ¡. 

~ . • • 

. . o 

- . ' . . . : . ' ' 

. . 
.. •• no 

: . 
:
:
~
~
¡
e
:
;
¡
~
~
:
:
:
:
:
:
;
g
~
~
:
:
 

--
··-

·
~
~
"
~
·
"
'
 

.. 
..

..
..

..
..

..
..

..
..

 o
 

..
..

..
..

. 
o

-
,.

 o
 

"
'I

II
Z

C
II

II
I.

,_
o

o
o

o
<

.'
"
'"

"
' 
..

 "
lr

• 
D

o
 
•
•
 
7

7
'-

•
•
 
n

c
. 

..
..

. 
n 

...
 -

.,
 .

_
a
 o

 e
 

..
..

..
 .

_.
..

 
, 

._ 
z
:
r
z
•
•
 .

..
..

 ,
.,

, 
• 

._
,.

,.
a
 .

. 
..

. 
C

ll
..

 
..

. 
• 

..
 

..
 
,.

 .
. 

-
.
.
.
.
 

~
~
¡
:
 

:.
;!

" 
;
~
-
~
~
 

.,
..

..
 

r
"
1

'7
 

C
o

•
 

a 

.. .. • • 

lr
 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

'-
a 

o,.
 

JI
 
n

a
 

•g
-

""
""

0.
 

g 
' 

. 
... 

.. 
.. 

-
o

 
• 

o 
' 

. 
::

~ 
~ 

: 

n
o

n
 

~ • • • • ~ 

.. . . 
6-

:J
 

n • • 

n
n

n
 .. ••

 .. . • • :. 

n
n

n
 

! 
.. 

¡.
 
. . -· • 

; ~ ~
 ~ ~ 

n
o

n
 

. o 

• •
• 

:
:
~
 

• •. 
•
~
o
D
•
u
-
o
 ..

. 
o

•
o

c
•
 

II
II

"'
C

IO
 .

.
.
.
.
.
 n

 
..

 C
I!

II
C

IC
II

II
 

-· 
--

· 
-

-
. 

-u
--

r-
--

-•
-•

•-
.
.
.
 ,

..
.,

, .
..

..
..

..
..

 
o 

.. 
o

o
:;

r
 

.....
.... 

c..
....

.. 
.... 

o 
....

. 
. ..

... 
_.

__
.,_

_ 
" 

1"
' 

1"
' 

._
 

111
• 

,.. 
"" 

" 
• 

o 
o 

' 
N

 
,.

..
 •

•o
 ..

 ,
 ,

.,
 .

..
..

..
. 

...
...

...
...

...
...

...
.. 

::
::

;.
.:

.!
::

-;
 

••• 
·:

. 
...

...
...

...
 

.. 
... 
...

. 
-

.. . . . . -· . . . • • 

. . • • n ;. 

. . . 1
1

1
0

0
f
0

0
0

1
"
' 

!
:n

n
:n

n
:,

 
....

....
.. 

.
.
.
.
 o

 
.
.
.
.
.
 

..
..

..
..

..
..

..
 :

r 
. 

. 
' 

,. ..
... 

,.. 
.....

 .. 
:r 
.
.
.
.
.
.
 ..

. 
.
.
.
.
.
 

1 
..

 
-

• 
• 

• 
lt

lo
 

o 
• 

7 
•
•
 o

. 
ll
lr

"a
.,

. 
a 

o
o

 
• 

. . 
• • 

n
n

n
 

• ~ ~ • . • : • . . ~ . • o • o n ~ • 
• 

·r
-r

r-
r-

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

1
"'

 

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
·-

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

··
··

 
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

. 

•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
 ..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

. o
•
•
•
•
•
•
P
u
u
u
u
u
u
u
u
u
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
~
~
~
w
w
~
~
~
~
~
~
-
~
N
N
N
N
N
N
N
 ..

...
...

...
...

...
...

 ..
 

o
~
•
~
•
u
•
w
N
-
o
~
•
•
~
•
•
w
N
-
o
•
•
~
•
u
•
w
N
-
o
•
•
~
•
u
•
w
N
-
o
•
•
~
•
•
•
w
N
-
o
•
•
~
•
u
•
w
N
-
o
•
•
~
•
•
•
~
N
-
o
•
•
~
•
•
•
w
N
-
o
•
•
~
•
u
•
w
N
 

l 1 ! 



.. n 
; 

o
'"

 

-

,. 

O
o

o
 

;::
:: 

o 
~ 

.. 
.. 

. 
n

o
 

O
t-

:J
 

o
o

o
 

o 
0

0
0

 

: 
~:

::
::

 
: ~

= 
~ 

o 
n

o
 

o 
n

o
 

...
 -

.. 
-. .. <

 
C

'l
n

o
o

•
•
c
-
o

 
,,

_
, 

__
 ... 
,,

 
. <

 • 
•
o

 .
. 
•c

..•
• 

..
, 

..
..

 o
. 

• 
. 

. .
 . 

.. -
. "

' .. 
• o 

o 
• o 

. 
..

 
..

 ~
.
.
 

..
 
,.

 ,
. 

:11
 

" . 
:
r
-

..
..

. 
E

 
~ ñ 

-< ¡ 
&
t
o
~
~
~
-
-
~
~
i
l
:
 

--4
 -·

. -
--

r
:
;
:
;
;
:
:
:
:
:
:
!
~
 

~
o
f
~
o
!
 
.. 

• o 
.,

.a
a
•
'f

o
:o

K
•
K

r
 

••
 e

 
• 

• 
• 

..
 

o"
' C

ll
,.

. 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. .. 
,. 

,.. 
..

 
• 

-
C

ll 
• 

-· 
-­

.. "
' .. 

• 
,
!
:
!
.
•
.
%

!
:
.
:
:
.
:
 

¡; 
' 

-
r
 

-.
 --

.. 
--

--
--

· 
• o 

• • 
~ 

D
-
~
-

/I
IA

'"
''
"
' 

,. 
..

 .
. 

e 
-
~
 

..
..

 -
-' 

,.
. 

7 
L

._
 

ll
' 

_
,
.
 
_

_
 

>
1

1
7

 
o • 

-
u

-
lr

 
.. ,.

 ...
....

 
' • 

! 
¡; 

~ 
~t

 
P~

:~
 

• • 

O
 

' 
n 

. 
. 

• • -
. • 

. n • • 

' o • E
 

• 

~ 
':

~ 

• 
" , . o ~ n • 

• 

. o : o • • ' • ' • o • 

<
 • • ;, 

. 
-
o

 
o

• • .. o. ~
:
 

• •
 

n
n

 
s:

 
•:

 
-
o

 
:•

 " .. '"
 .. -~
 

o . ~ 

·
·
~
~
-
·
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
"
~
~
"
"
"
~
"
~
~
"
"
"
~
"
~
"
"
~
"
"
"
"
"
"
"
~
 

~
~
P
f
~
P
~
P
~
~
P
P
P
P
P
~
 ...

 P
~
~
~
 ...

 P
~
P
~
P
~
~
~
P
~
P
 ...

 ~
~
~
P
P
~
?
~
 

!
~
~
=
~
~
~
~
&
~
~
~
~
=
=
~
~
=
:
~
:
~
:
:
:
:
~
~
=
:
:
:
:
:
:
:
~
:
:
~
:
:
 

~
I
I
I
W
W
~
U
W
U
U
W
U
U
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
•
•
•
•
•
•
-
•
•
•
 

-
~
·
0
4
D
~
~
"
I
U
N
-
O
~
O
~
~
"
"
'
U
N
•
O
~
D
~
~
"
·
W
N
•
o
~
D
~
~
~
·
U
N
 

. . o 
. . . 

:1:
 

• 
.,

 
'-

o 
D

O
"
' 

..
 

..
 

....
... 

, .
.. 

,.,
., 

.... .
. 

. -
" 

' 
" 

--
. 

• 
7 

..
 

-
.
.
.
.
.
.
.
 , 

-
.,

 
.
,
,
 .

..
..

. 
o

o
-
-
-

• 
: 

.
.
.
 '

 
• 

o 
•
•
•
 

•.
 _.

...
. 

-
~
:
=
!
 

!~
;:

: 
:~

~!
 

...
...

 , 
~
:
:
:
-

;
:
:
-
~
 

o 
!! . 

. . 
. a ~ : • : n . n n • 

. • •
 

!'=
 • 

~
o
 ~ ...
 

... 
-.. 

o 
•
•
 

o
o

n
 

...
 

--
; 

• . <
 

:.
~ 
. 

?;
. 

o 

~~
 

: .
 

~
 . .. '. . ' .. -o ::
 

~~
 .. -- F

 
o 

A
 

o . o ; . . • " g o o 

. . e,
; o 

• • o 
• : 

-
•
o
•
z
r
-
o
c
-
-
o
•
~
~
,
•
o
•
•
 

'
D
O
~
l
i
'
~
O
~
~
~
O
~
~
~
~
a
n
~
A
 

~
~
 
~
•
•
 
~
-
•
 
-
-
~
~
•
 

-
a
 

,.
 .

. 
o. 

..
..

 ,
.o

. 
..

..
..

 o
. 

..
 :

. 
..

..
 
"'l

o-
-

·
~
o
~
~
~
o
~
,
 
..

. 
~
 
..

 -
a
~
o
•
•
 

..
 

" 
• 

..
 .

. 
• 

..
 .

. 
-

..
..

. 
o 

..
..

 
•
-

..
..

..
. 

-
a
 

..
..

 ,
 
•
•
 

,.
 ..

. 
~
~
~
~
l
7
!
~
:
 
~
~
g
;
:
!
~
'
=
 

·
~
-
~
-
7
-
N
:
I
'
 
-
N
~
 

~
 
-
~
 

..
..

. 
,
.
0

 .
. 

•
0

 
..

 
•
O

U
I
 

• 
•
0

 

-:
::

 
~
~
=
 
l
:
;
 

~
!
 

m
-

..
 

..
..

. 
o
-
~
 

y
,.

, 
..

 
..

 
JI

 
• 

... 
~
 

-
~
 

..
..

..
 

a 

:;
 

~¡
 

~§
 

-
! 

. o
 

-

, 
. 

~ ; 
~ 

' 
~ 

. ~
 ' ' : ;, : ;: 

. . . 10
 

• 
¡o

 w
 

·•• 
.. 
!:

.!
 

o
:
~
?
 

" • 

... ... 
~ 
:::

·: 
o

c
 

• 
~
 

D
 

W
 .

. 

. ' 
o 

o
•
 

. -. ..
 

-.. !~;; ..
 

;~
~ . . 
-

~
- " 

•
O

 
o

• .. ""
 

!i
! 

=
~
 

o "" !'!: -· ,. • -o . . 

. ~ 

. . ~~ ••
 . . .. ;, ~ o 

o . ..
..

..
 ,.

.o
. 

:~~
 
..

 n
1

'1
:r

t>
• 

-. 
-. 

-
....

....
. ,. 

.....
 

.. ~~
~
~
~
=
~
 .. 

--
-. 

-
·
-
~
o
.
-
-

o­
• 

l 
•
•
 

1 
•
•
 

....
.. ~

 
.. -

~
 

o 
.
.
.
 

o 
..

 
Co

 
o 

..
. 

o 
r
o

 
~
~
"
'
"
'
 

:::
: 

• • • . -. . ~
 ; • 

• : :g
g

::
::

r;
;:

g
 

: . ..
 

-
o

 .
..

..
 

H
N

 .
. 

'II
 
..

 I
0

-
~
0
0
 
.
.
.
.
.
 .

,.
 

-
o

o
o

 
-
o

 

::
~-
;:
. 

o
-
-
-

__
_ 

, 
.... 

.. 
• 

uo
 

o 
..

 ..
 

~
•
•
e
 

c.
,.

 
~:

::
~ 

~:
o:

 
-

. 
. o 

>
<

•
•
-
c
-
li
 .

. 
D

 
. ...

. ,.. 
.....

 ,~
 

.. -
-. 

.. -.
 

..
..

..
 -

..
 -

o
 .

..
 

....
....

....
 ·

~
 

•
•
 

•
o

•
-
•
 e

> 
.....

 
-

.....
 .. 

--
--

-· 
... 

.. 
•
•
•
 

1
./

1
1

 
..

 

!!
::

!:
:?

"
':

 
~~

~:
.;

: 
! 

o 
o 

" o 

o n • • < . o o • 

. . 

..
..

..
 

r'
\O

V
I 

::
 i

i~
 

n
c
 

n
r
n

 
., 

,. 
,. 

'"
e
 

'-
-

''
 

"t
'l-

~ 
~ 

~,
.!

. 

~!
 

':
:"

' 
'
•
 

J'
 

K
 

"'
 

!,
~~

::
:~

! 
..

. 
" 

..
 

• 
• 

T
 

"
-
"
'
 7

 
..

..
. 

"
'
"
'
~
0
"
'
"
'
 

. -
....

. "'
 . 

o
. 
-
.
 

-
... 

;'
 ~
:.
 
~:

.-
;.

 
7 

"
' 
.
.
.
.
 -

..
 

, 
o 
.
.
.
.
 .

 
!"

':
;:

,!
::

! 
o 

o 
o

. 
-

..
 

-
.
.
.
 o

 

~ 
~~

:.
. 

. ..
 

...
 

~
!
;
,
 

~
:
!
"
 

?
!
!
 

. -- ' -.
 

m
 •

 
• 

n
-

• 
-
o

 o
 

·- ; 
...

 

'­ ". ~::: ' .
 . . .. :.,

;: !"'
: 

....
....

. ~
-

.. ~
~
~
 
....

....
....

....
 ~ .

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
 ~ 

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

 ~ 
.. ~ 

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
 ~ 

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

 ..
 

:
:
:
:
:
:
t
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
t
:
~
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
t
:
:
:
:
:
:
:
:
:
 

~
~
·
~
·
 ..

....
 · .

.. ~
~
·
·
~
·
·
·
·
·
 ...

 ·
-
~
 .. ~

 .. ~
~
~
~
-
·
-
-
-
-
-
~
·
-

....
....

 ~ ..
 --

.. -
~
 .. -

~
 ...

...
 ~ .

... -
.... 

~
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-

....
.. 
-
-
~
-
-
-
-
-

.... 
l
:
l
:
l
l
 

%
%

 
:
r
%

,
%

%
l
:
r
T

:
r
J
:
:
r
:
:
t
l
 

%
1

 
:
r
:
l
:
r
:
z
,
,
,
:
I
:
Z

%
%

%
:
1

 
:
r
:
r
:
r
J
:
:
r
%

:
z
:
r
,
:
r
.
t
:
z
:
r
:
r
:
r
z
 
J
%
1
:
J
J
1
:
:
r
~
J
:
.
%
'
f
l
:
J
J
.
%
J
J
'
,
 

l
:
J
 
l
:
'
f
,
:
Z
~
T
%
1
:
,
7
%
1
'
]
 
,
%

1
l
1

 
T

 

:
:
:
:
:
~
:
:
:
~
~
;
:
~
;
:
~
:
~
=
~
:
:
:
:
:
:
!
~
~
~
:
:
~
~
~
~
e
~
~
~
:
:
:
:
:
:
~
~
:
:
~
=
~
~
~
~
t
~
~
~
~
~
~
:
~
:
~
~
:
:
;
;
:
;
;
;
:
;
:
o
~
~
 ...

. ~
 ..

. ~
 



o ; l , . • ~ • • . . " ~ ' ; ~ • • 

.. ' l 

! ~ 
; ; • ~
 

~
 

i ' ~ i o 

u • • ~ . •. . • • ü 
: 

V
 : o : -

~ . . ... 
z
-
-

.. 
. 

. 
.......... ., 
u

-.,-
.... 

~
 

"' 
... -

-.. 
:
!
!
.
!
.
~
~
"
!
:
 

--
-
.: 

<
~
~
.
o
u
 .. -

u
-
u

 
"

"
Q

D
-::1

"
'::1

"
"

 

~
 

. . . . - . ' . : ~ . . 1 ~ 
. o ~ . . . v
v

u
 . • o -3 :: 

o o o g ~ 

o ' ! 
• • 
• -: 

V
 

. o 
• 

~ • • d . 
~ 

u
 

. 
; 

.
.
 o 

-
o

.
 

• 
-. 
... 
r=:;: 
. --·~ 
·-i'

é
~
 

• •• 
o

•
-

• •• 
!
O
:
~
 

o 
• , 

... 
.. ouo

 
• • 

- . o 
. J

V
 

• 
• 

... 
• • 
·-· 
J
<

O
 

•
J
 

~
~
i
 

&
U

 

!
:
:
 

U
•
O

 
• ·-

............... 

. . ~ 
o 

• 
. . o 

.. • ;s 

. o • 

o " o ": o 
. ·­ .., 

. . .. .: 
~ 

~:!: 
-

1 o
-.-.. 

... 
1 

.
.
.
.
.
 
-
.
:
:
~
 

4 
• 

-
.
.
.
.
.
 

.: 
. "' . ., . -.. 
......... "' ........ 
¡
g
;
~
s
~
S
~
8
 

V
 " 

.,: 
. . . 
. 

" 
-

-· 
..... 
:::: 
........ 
e
L

. 
o 

. 
' 

......... 
o

-
o

-
. 

• 
o 

• 
• 

• 
• 

V
 • • ~
 

~ . . . ! ~
 

• ~ 
. • . o 
. V

 

o " . • : • 

• • o . - o • . .. •• 
•: 
••• 
o o

•
 

... 
•
•
 o 

~
~
;
 

!~: 
. . 

:a o 
... 

u
v

 

V
 

-~ • • ~ • 
:~ 
-· -· . . 0

0
 

!~ 
:S

 
.. ~: 
•• . . 

... u ...... 
o o 
•• . . . . • i . . . • • -~ o • • a 

. " . J . .. 
• •• 

C
-11 

o ~
 

: 

! • l . . .. ~
 

=
 

. . ' • •o
 

•
O

 
•
o

 
·­• ·: .. ::-:. 
~= 
-· . . . . . . • . " ~::: -· 
: 

~ 
.11: 

;! ... 
1 

• •• 
·-· : 

:! 
t.; 
. . •• 
!: 
,. 
!
!
 

~!; 
;
;
 

:;~§ 
.; ~ ~ 
¡
:
;
 

:!! 
=~¿ 
... 
··­ ... 
•• .

¡
;
­

. ~ . \ i • =
 . • • •. . u ~ ' ! l u 

=
 ' ! 

o... 
11. 

~!~ "-~: 
i 

' 
~ ~= -

. .. 
~!! 

: 
: 

;;:~ 
: 

! 
! 

•
•
 

;o. 
..... ., .. 

., 
.......... z .. o 
z 

• 
11. "'lll-.. 

u 
.. o 

.... o 
.. 

!1. 
• 

" 
. -."

'o
 .. - . V

 
u 

z .. J:-...... . .. 
! 

:
i
;
;
~
i
;
~
 

i 
~ 

...... ..., .... -. 
~
~
·
~
;
~
'
:
'
i
!
 

! 
-

.. "' 
• -

-
... a. 

Cl 
-1

1
. 

•z
•o

...,z
 .... ..,., .. .. 

o
c
 .... u .............. ... 

~.~ ....... ..,..,zz:.,.:r; .. x 

o 
• ...... 

.. -

o : " 
-· -· . : .. o~ . ~-.. ,. . ' 
... 
o 

V
 

>
 

>
u

•
 

J 
• 

u 

. 
.. .. ... 

~
 

"' .. 
B
~
i
 ; 

g;; 
u

"
' 

-
-
a

.
o

t
 

-
... ' ..... .. 

.. ... 
-....... .. 

.. IL 
o

.¡¡: 
.,o

,. .. 
.¡¡:¡¡., 

,¡;.. 
.. 

-
.. 

.... ~
!
·
·
 .. 

>< .. •IL
.... 

ill: 
M

IL
 

ill: 
..

• 
-

>
 
"
'., ., <11 

• 
.................... 
C

I"
'IL

 
I'IL

 
IL 

:
)
M

 
.. 

-
-..... 

" ... 
e
.. 

• 
• 

• • 
• 

:;, 
u

... 
.. 

"' 
"

'u
 

...... 
:l 

.1 
IL 

.
.
.
.
 " 

1L 
Z

 
.. 

........... a. ......... 
"

'0
 

..... "
'II"

'"
'J

:o
l: 

1
L

C
II. .

.
.
.
.
.
.
.
 u .. u 

-
:
t
 

... 
,¡; 

t 
... "' ... 

. . 

C
o

C
4

"
(
C

C
C

C
o

C
<

C
 
.. 

C
C

C
C

 
I
I
C

I
I
I
I
I
I
I
C

I
I
I
G

O
O

I
I
.,I

I
I
I
I
D

 
e 

e 
e 

e 
c
e
"

' e 
e 

e 
e 

e 
e 

e 
c 

............... 
~
 .................. ... 

• • ~
 

V
 
. -.u -. ' 
. . ::: 
.. • • 
• 

u 
o

•
 

-· . . v• .. ,. ,o • o . J 
o • ~ ! 

v
v

u
 

• : • : 
o o 

: 
• ~ --· 

--­
.., 

o 
t 

1 
• 

~
-
-
0
 

~~:;; 

:::-:~ .. === 
.. .... ;

,
,
 .. .. 

o
-

...... 
.&

 
... 

' 
... 

,f
 

o 
..... -

...... u 
-
I
L

I
L

•
 

... -
-
4

:
)
 

o 
• 

... 
"" 

• 
o a 

.. o 
o

-
.. o

.u
_

,.,..,,. 
0 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 11 

... 

.. .. -· 

. ~ 
.. <

 

-· :: _, . . ... o o
.
 

::<.i 
. ' .. .. ::1"" 

e O
-

• ' 
... 
-

... ! 
. , ::! 
~.::: 
! 

~ 
a 

. -, 
• 

• 
... 
o 

• 
. .. 
.. . . . ~ 
.... 

~
 

... 
.. . .. ! 

~ ! 



::! ! :! !
!
!
 :
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
:
 

o
o

o
o

o
o

a
a
o

o
o

a
o

o
o

o
o

a
o

a
o

o
o

o
o

o
a
o

o
a
o

o
o

a
a
o

 

o . u . S V
 

• o • , o • u 

U
•
 

u
.
 

-· .!.! 

. • 
•
o

 

:o
 

;•
 

. -.. -· v::: 
.. i 

. o 
o 

• "' .. 
...... .., .. 
. ... ... . .. 

"":: 
~
:
:
!
:
~
:
 

a
"
 

¿ 
"
' 

.. 
• 

• 
... a. .............. ... 

=
 ~ o : . . • ~ . • . i ~ V

 

. o i § 

~ª ~ ~ .. -:.; .... 
Q

. 
.. 

• 
• 

u 
.
.
.
.
.
.
.
 ., 

~
;
!
;
~
:
 

-. 
.. -

... 
1 

.. 1 •• 
.. _, ....... ., ..... 

-... =
~
·
~
~
!
!
:
~
 

• • u L 

.. .., 
.,;:, 

o
a
-
•
o

o
•
.&

 
• 

a 
a 

o
., .. 

.. "
o

 .......... 
: ... :

~
a
u
:
~
 

I
I
O

I
I
O

J
O

O
 .. I.I 

u,.,C
1 .. u ........... .. 

u 
...... , 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
 .. 

v
v

v
 

o o 
.. "" 

O
Q

Q
D

 

a 
.. • 

• 
':.":'!"! 
~
~
~
~
 

:-:~:::: 
• 

D
 

.
.
.
.
.
 

)o
 

.r----
.: '!::: ~.' 

"'.. . N
 

• 
,. 

,. 
1

, 
.
.
.
 

-
......... 

.. o .... 
11. 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
 r. 

•
•
 o 

o .. ., ........... . 
.
.
.
.
 o o

,, 
11. 

1
1

. 
., ........ c..·--
... ;

~
¡
:
:
~
;
.
~
:
1
1
'
:
 

o ........ w
,.,. ... 

o
o

o
o

a
 

o 
.
.
.
.
.
.
.
 

........... 

• i . . . . ~ 
• V • • V : =

 

v
v

v
 

. N
 

" . . " . ~
 

~;;;.: 
-·-
""' 
. --·· 
. -. . • 

., ... 
"' 

-.. 
o 
.
.
.
.
.
 

~
-
-
=
=
 

--· 
u

&
.-

o
u

 
D

o
o

llllo
o

v
 

. " . . " ~ •• 
. , -. ~= -. •V <

V
 

•• 
.. "" 

•• 
• • 
!
!
 

•• 
:.:: 
.. 

V
 

• . . ; ~ • • • ! o • ! ~ • l V
 

v
v

v
 •• 
•• 
.. -· 

• g " 
¡¡ " 

-· •• -· • .. .. -· z; . . •• ·­·- -· -· •• -· ,. .. :-! 
.. •• 
•• 
• ;-·­ v-

•
!
 

,. 

~~ 
=~ 

: ~== 
=== 

:.:Jo 
;x

!
 

a 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 . 

q
~
~
;
:
 
;;~ 

a .. u 
-

1 
"" 

z. 
:
¡
.
:
1
.
~
:
1
.
~
~
 

V
 

.... 
.. .. 

"
'lo

 
,. 

.: ............. ., -. n 
.. 

,. .. . 
... ... . 

~
~
 

.. 
1 

.
.
.
.
.
.
 .

.
 

.. 
11; 

• 
111, 

•
•
 

1.... 
... ., 

-
o

 
-· ............... ... 
...... ---

.. .. 
., ......... u .. ,., .. a

u
 

.
,
.
,
,
 .
.
.
.
.
 :¡:: 

.. 1111 
.. 0 

. . " 
: " . • " . o • 

V
 

,..,••••••a
-•"

•"
'• .. ••a

-
.. .

,
•
.
,
•
~
•
•
a
 ... ,. ... .

.
,
.
~
•
~
a
-
,
.
.
,
•
.
,
~
~
c
 

............................................................................ 

,;; 
• •• • 
• .. =
~
 

,. 
o

.
 

!! 
•• 

~ . • • • ~ • . V
 

' • • ! • , • ~ . . , • : • 
v

v
v

 

C
-12 

;; 
~~ 

i. 
: ~ 
. ' 

!: 
:: 

• 
o

. 
~ 

.. :: 
~! 

: 
:
:
:
~
:
:
:
:
:
-
:
 

....... ' .. ... 
a .

.
.
.
.
.
.
.
.
.
 .. 

•
•
 u 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. 

:
;
:
.
:
:
~
~
"
~
~
~
 

. .... 
~
-.......... .. 

V
 

: . • ! . ~
=
 

,_
 

.. •• 
:;¿ 
.. ·­-. :: 

g ~
 8 

.. 
;~~:::::.. 

• 
-

.
.
 

-
.
.
.
 

-
Q

. 
<l 

•
o

•
a
 .... a 

.. •
o

•
 

.. a 
o 

11. o 
11. e 

.. e, 
.. "

'"
' 

':!~gg,:.:t.:;::.olu.i 
... ..... .., .. a

a
 ... o

o
a
llo

 

v
v

v
 

•
>

 

~~ 
:
;
 

,. 
.. • • 
!;; 
•
u

 
•
v

 
.. •• 
•• 
-· 

. . . 
.. 

:.! 
o 

-
.
:
 ... 

• 
,. 

-
;¡¡: 

......... 
•z

 11. o
"
' 

o 
.... u 

1 

:-;.:!! 
.. .... ,.,.o 
.. 

~
 ..... 

~
o
.
 

111, 
11. 

.. 
.
,
.
,
~
~
~
,
 .. -.c

a
 

... W
l 
.
.
.
.
.
.
 ;) 

... 
lil .

.
.
.
.
.
 o 

.
,
g

 .
.
.
.
.
.
 o ... .r: 

"
"
0

l:
:
;
)
;
)
U

iil"
' 

: • 
. . . : o 

V
 

. ' 
. 

" 
. .. 
:
~
:
¡
o
 

'!: '! 
. .. 
... 
. .. 
. .. 

.t 
o : 4 

o 
,. ' 

• 
. 

. .. ' 
. .. --.. .. 
.. ........ a

.
 

' ............ .. 
-
o

-
-
o

-
"
' 

IL 
O

 
"
' 

4 
U

 
• 

• 
1

1
1

1
0

0
-
>

-
•
 

... . "".,-.... 
....... 
• 

-
"
'
 

¿ 
.
.
.
.
.
 

.. "'"" .. ,..,. 
. . • 

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
 

o
o
o
o
o
a
n
o
o
n
o
~
 

; • . • • 
. 

2 
. ~ 

! 

ª • 
• ~ 

" • 
o 

~
 

<
 

o • 
==~ 
--· 
.
.
'
:
~
 . • V :; • ~ ~ ~ o 

-.. -. . 
..IO

J.... 
.., 

.. o 
1111 

• 
a. 

V
 

• 

•• 
~
 ... 

...... o 
• o 

...... 
......... ., .. 
.. a. .. 

¿ 
.
.
 a

"
' 

.. ,. 
:'8

.:;.;.;a. 
~::, 

• 
1

-
.
.
.
.
.
.
.
 o 

• 
"' .. z 

... ( 
a. • 

11. 
•
"
' 

• 
e 

....... 
~
·
­

.. -
-
o

-
a
"
' 

-
-

z
.. 

... 
.. .. 

O
 

• 
•
'"

 
"
' 

Z
 

"
' 

IL 
'1 

" ...... ., .... . 
,. ..... -... -
O

 
l. 

• 
ill: 

• 
.. 

IU
 
"
'
•
 

o
-

.r:v
a

 .. o
o

a
 

.._' 
'"

 • • • a., 
"
'' 

" 
.. _, ..... o

a
., 

!
~
~
~
 
~
~
!
:
!
:
"
!
 

...... , 
,.. 

... .... 
.J,..,.,. 

.. 
:
~
o
a
•
-
-

1
.1

;:," y 
1.1 

a 
o 

11 
"
' 

.... .., ............ .. 
~
·
·
·
 .. 

-·­
;>

>
-o

 
..,..,..,o

 .. ..,• 
...... o ... 

"""'"l<
l&

.C
l• 



L L 1 1 __
 

i t_ L 

• : ~
 
. -. ~ 
. 

. -
• 

. • • 
• o 

"'2 
o
~
l
 

~~: 
:;; 

• 
.1! 

., 
ll: 

"
' 

.. ... -
o

 
• 

-
.1! 

• 
..! .

.
.
.
 o 

• 
~
~
~
~
;
t
~
i
 

~~~~"""""~"""~ 
1

1
/"'0

IIL
IIIIIIIIU

"'IIIII/IIIIU
IIIIII 

C
IC

IIIIIC
lC

IC
IU

C
ll<

a
:C

IIlll 

. • ~ " • 
• o • ~
 

. 
o • 

. 
•
o

 

-· .. 
• o • 

:
'
;
'
:
:
~
"
'
 

.......... a 
IL

U
-
1

1
.0

"
"
 

.. -
........ .., .. o 
-
a
 ...... ., 

~
 

" • r • 
. . . 
u

-
•
•
 

..... ., 
• 

_, 
.
J
­

U
 

o
"
"
 L 

........ 
o 

o 
o 

u 
•• 

• • , •
o

 
•• 
•• 

• • o
o

o
n

 
;::: 
•
O

 O
 

O
 

:"' ..... 
~ 

:
~
8
8
 

~
 

.... 
l
l
o

­
o 

1 
.
.
.
.
.
 

.
.
.
.
.
.
 0

0
1

1
1

 
•
Q

 .. IU
Z

 
......... 
o .. 

L
O

U
 

"
'!

-
':!

!
 

o
-:t .... ... 

o .. .., .... .. 

• • ~ : . • 

• • . , =
 ~ ~ ~ • i • • ~ • 

. 
~ 

o o 
o o " 

~ 
u -
~
 

:;: 
o u o • 

• 
"" 

" .. .. 
............ .. 
1

,/U
P

I
Z

V
 

•• 
e 

e 
.. • 

e .. 
u .. 

u
.
 

•• 
o o 

'I
I
V

O
'"

'>
I
"
"
"
"
I
l 

..,.., ............ 
............. 

~~. .. 
.
.
.
.
 ,¡¡: 

.. _ 
.
.
.
.
 

o 
0

0
 

·-
o • • 

i • . • o ~ u o 

~
~
 ........ ., .. " ........... ., 

i .;a 
:
~
 

~.; 
o

-
~: 
•• 
:2

 
.. " . .. !
!
 

•• 

.......................... 

.. .:-t 
~
=
 

:: 
:-: 
-· 

-
o

-
-
•
 

::;¡:;:; 
o 

•
o

 o o 
":;'":.":': 
'!"

''e
!: 

. 
. 

.,., 
.,..,. 

:""~==~ 
~
x
:
:
~
~
 

. ~
 

~¡ 
0

0
 

.. o• '" 
.. • 
'" 
. 00

 
t: 
u • 
., 
·-::. 

o o 
o o 

=~ 

' ' 

-· o O o 
o 

•• 

C
-13 

o ~ ~
 

.. 
1 "

--o
 

N
 

111 
1 

• 
1 

~
 

.. ... .., .. 
.... .,.. 

, 
-
4

 o 
.. ., .. 

. 
g 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 ... 

. . . -
O

I
I
I
U

Q
o

u
o

­
II&

O
••":a

o
 .. 

-· 
"
!
~
;
:
 

. • 

o 
. • 

. 2 

. . ~
;
 

=~ . o ·~ 
~
!
 

=~ 
.. .. .. .. ~
=
 

-' 
-· " 
. -. 
... 
.=.: • o 
. .. 
. .. 

-· 

o o o • 

. . " 
;;-:;fq 

l 
.. .. ....... -....... -

.. 
........ e 

•.e
 

z
-
•
u

o
•
-
-
'•

 
-' 

.................. ··-··-· .. , 
.. 

.. ................................ " .... .. 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 
~
-
·
·
 

•
.
E

f
'lf

'l 
-

.
.
.
.
 J 

-
-
-
~
~
-
-

... ~
~
~
.
'
 
~
-
·
·
·
·
·
~
·
·
~
 

.., 
.. 

• 
• 

• 
•
-

•
<

lt
:
I
:
O

:
I
:
li:

-
.. 

111 
... 

-
N

W
-
•
 

C
"
•
-
N

 .. C
f
'
l
l
l
:
l
f
'
l
-
-

.
.
.
.
 .I:N

W
.E

•
 

•
v
-
-
-
-
•
-
"
~
~
~
:
 

• •--
... 

•
-
~
 

~
~
:
;
;
:
~
;
:
~
g
~
4
;
;
g
~
t
g
;
~
~
 

.. .. "" •. o • :. o t . . • .; . • u ~
 

.. -, • 
~
=
 

-. "" 
• 

u o o . 



~
~
~
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
~
~
-

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
§
!
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
§
§
§
~
~
~
~
~
~
 

o • • 

' " 
":.:-:!. 

>
 • 

; 
:, j 

:; 
• 

o
l'-

e 
• 

" 

• • . o n 

... '--
_

,--........ 
-

-
·
-
:
;
)
-
:
0

 
V

 
o 

0 
1 

oo 
.J

 .. 
<

t 
<

t 

.. 
"
' .

.
.
.
 
"
.
J
 

• 
-

... -
"'.L

'O
 ... o

Q
I
-
•
•
-

' 
• 

J
-
.
<

-
z
 

U
..I

U
-
"
U

O
..I

V
I
l
U

 
., ... o

.z
:u

-
:o

v
•
v

 
• . : 

. . . • u u 

o 
;
·-

.... 
-·· . -
u..... 

;:: 
::s~ 

-·-~ 
. -

.... -
-

.. .. .. 
• 

"" .. a. 
1;1. 

.
.
.
.
.
 

-
.
.
.
 
.
,
 

o
o

.•
a
.c

-
.... .., 

• u. 
: . .. • 

o 
u

. 
·-::~ . . . ' 
-=~ •o . . •• 
e; .. 
~~ 

, .... 
~
 ... " .. -

<
1

"'1
 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 
.J

 
v
-
o
-
•
N
•
~
n
u
 

"" 
.. -

•
•
 01 

• 
-

... 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 0 

o. 
:1

:0
1

U
C

N
'"

0
..:0

0
 

;::) 
.
.
.
.
.
.
.
.
 .,.1

1
1

:1
. 

a. 
11. w

"' ...... -
.. -

-
¡. 

10. 
~
"
'
N
 

C
 

.1: 
C

 
ll 

J 
:0

.. 
• 

-
• 

• 
.
.
.
.
 

o 
.JJ""""'"":O

 
............ 

~
 ...... .. 

·
·
~
,
.
 ........... .. 

..... "'.... .. .. .. 
,. 

-
1

1
.. 

... .. .. .. 
• 

.. -
1

.
1

0
.
c
<

>
•
•
•
z
>

<
r
o

 
'
"
'
L
J
~
"
"
~
"
'
'
"
'
"
'
"
"
 

:
;
:
~
J
:
:
:
!
:
=
:
:
-

.. !! u o 

. ' .. . -
-
~· 
" 

:t.,., 
-.. 

... :t ............... 
-
-

.. n 
~
e
 

e 
e
'"

 
e 

e 
c
,. 

e
'"

 
. .. ",.......... . .. 
a. 

<
~
l
l
l
l
l
l
l
l
"
l
l
 

-
a
1

1
 

o 
u

o
u

u
u

o
u

 
o

u
 

.. 
.............. 

... .. 
-
~
~
·
 ... -o

-
o

o
 ........ o 

o
u

o
u

o
o

o
 

fii 
... 
N
~
N
N
~
 -· 

o • • 

•
"
•
•
•
~
•
•
O
•
N
~
C
~
'
O
~
G
P
~
-
.
,
"
•
~
•
~
•
~
o
-
~
~
.
~
~
~
•
 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
N
N
N
N
~
N
n
N
N
"
'
I
"
"
~
~
"
"
"
"
"
~
 

! ~ 
;
:
 

a; 
i . 
.. .. • .. .. ;; •• 
~· 
. . .. . . ~.: 
. . . . u • .. :! -~ 
.. . . . -:;: • • 
::2 
.. o. =

 ': 
·­ •o

 

r • - . . -• • • • ~ ~ o 
. ~ ~ 
. ~ • o u 

• ~ . . . . • 
-

:; 

.. ...... 
. 

~
~
 .. 

flol 
N

N
"
 

0
0

 
•o

 
.. 

N
"
'
I
C
~
C
I
 .. 
G
P
O
-
N
"
'
I
C
~
~
~
-
~
O
•
N
"
'
I
•
n
•
 .. 
O
P
O
•
N
"
c
n
e
~
•
•
o
•
N
"
C
n
G
 .. 

O
P
O
•
N
"
'
I
C
~
C
I
~
O
p
f
t
 .. N

"
c
n
C
I
~
G
P
~
•
N
"
'
I
C
~
o
Q
~
C
I
~
~
-
~
-
-
~
~
~
u
~
 

•
-
•
•
•
•
•
•
•
•
N
N
N
N
N
f
i
i
N
U
N
N
n
"
"
'
l
"
'
l
"
'
l
"
'
l
"
'
l
n
"
"
~
•
C
G
G
G
C
·
·
·
·
~
n
n
n
~
n
n
n
n
n
G
G
G
G
G
G
G
G
o
Q
G
~
 ...... ,. .... ,. .

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 
~
~
~
~
<
 
~
 

• • 
o 

l 
• 

; 
. 

!· 
. 

. " 
. 

. 
~ 

. 
. 

: 
. 

. 
~
 

~ ' 
. 

.. 
ü . 

. 
.. 

. 
. . 

u -
~
;
 

u 
. 

; 
: 

u 
o 

~:!: 
~ 

t 
t 

• -
. ... 

' 
u 

; 
... 

l 
:: .. 

. 
~ 

.. " 
\
' 

:!:: 
f 

.. . • 
.. 

.: ;; ~
 

~ 
:• 

., 
. 

.. ... 
u .. 

=
 

.J
-4

 
-
-
o

 . 
l"

 
•
•
 -
u

 .
.
.
.
 

--........... . . 
•
U

 
; ··- .. . 

' . 
~: 

... -...... . ,. 
• 

• • :. ....... "
' . 

• -·· ...... 
~
 .. 

• 
•
0

 

. 
• (o

 ... ' ' 
0

0
 

3 
• 

o 
J 

.. 
,1. 

~
 • 

-.. 
• • 

• 
• 

.. 
~
~
.
,
 

~ 
u

u
u

, .. o
,
 .. . -

~ 
-
-
-

,
,
.
o

 . 
~
~
 

w• '"
 •• 

41. 
4

: 
41. 

o. 
ol. 

: 
....... ..., ........ 

V
 

...... "' .... 
~
 
~
 

·-
!
!
!
~
~
~
:
:
 

~ . 
¡¡ 

.. 
u

o
o

u
v

u
u

o
 

u ·-
-V
U

"
 

, ; : • ~ -
: 

. • • o • ~ u 

-~ . u 
. ' ~ u 

. ; 

. • 

-. . 
: 

. -••• 
... 
-

' 
~
~
~
 

. -•u• 
"" 
--· 

.. -
~
·
o
 

::.j 
.:-=s~~ 

• z
.... • 

• 
•
•
 u 

• <> 
~
 .... ' ........... "-.. ... 
' -

.. . .. -...... . 
"u

 ... ' ....... " .. .. 
L

<
>

"
'O

.L
n

J
 
•
n

 
•
Z

"
'U

 
.<

c
z
•
-
-
, .......... .. 

. . . 
... ... -

... 
~
~
j
~
~
g
!
~
g
~
~
'
;
;
~
 

C
-14 . ~ u - . . . . . -~ ü . 1 • 

u u 

. . . 
~
­

" . . -. 
-. . • . : . . u 
. • ' ' 
~
~
~
 

1} 
.
.
.
.
.
.
.
 

11 
'-

·~ . . ... 
. . ... .. ... 
:::::-' .... '!.!. 
. 

... ... . 
............. 

1 
....... "!'"';: 
.. "' 

u 
~ 

.. 
l 

-
.
 <J ..1--



~
-
-
~
~
~
r
r
r
r
r
r
r
~
~
r
r
 

O
li

 .
. 
O

•
 
I
<

W
'W

W
a
•
•
•
w

a
a
•
 

!
:
:
w
~
:
;
-
:
:
:
:
:
:
;
;
;
 

-
~
~
o
 
-
-
~
-
~
-
~
u
~
-
-
-

7 
-

,,.
. 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. 
e
-
<
>
•
-
~
r
 

• 
.-

,..
. 
•
•
 •

 
.
,
.
.
.
,
.
,
~
 

"
'
'
"
~
 

., .
..

. ~
 
...

. ,
.
~
r
,
.
.
•
•
•
 

. 
~
o
m
-
A
t
-
-
•
•
•
•
-
-
•
 

.....
 

"'"
' 

-
~
'
"
'
"
'
 
__

_ 
, .

.. 
....

. 
.,_

., 
... 

__
 ...

....
... 

_ 
o 

...
 
_
,
_
.
,
.
.
,
,
7
-
~
 
.. 

••
 

.,
_

 
»

-
1

 
·
-
-

..
..

..
..

..
. 

; . ' f • ; • ;. • n ;. ' n 

...
 

••
• 

<
 ' ;, • 

. . 
" . 

..
..

..
..

..
..

 r
-

r'
 

!
!
!
!
!
!
!
 

....
....

....
....

.. 
~
-

.. -
--

-
;
;
:
;
:
~
~
;
~
;
;
;
;
~
¡
!
!
!
~
!
!
i
~
8
~
~
;
g
~
~
;
¡
g
!
 

.
-
~
:
~
;
~
~
~
~
p
~
-
~
~
;
~
~
~
~
;
t
:
·
:
:
~
Ñ
~
:
t
i
;
:
:
¡
 

. 
. .

 . .
 . ~

 

....
....

....
....

 
..

 
7 

.
.
.
.
.
.
 

7 

-.
 " 

"-
-.

. 
"" 

'•
 
...

 ~· 
....

 . 
-.

 
.. .. 

. 
~
 

1 
' 

~
 

. " . . . o ~ ; : ! • • 

,
~
~
·
-
»
•
>
'
>
'
-

..
..

..
..

..
..

..
..

..
 

-
,7

 
,
.
,
.
,
.
.
 

,.
 .

. 
,
,
 ..

. 
..

,,
..

..
-u

 
""

"'
 

"
'"

'"
 

,.
,.

,.
. 

to
u

o
r 

..
 •

 
!"

 
lr

 
....

....
.. 

_
,
.
.
,
.
~
 

...
...

...
.. 

,..
, 

....
....

. ,.
,..

 
:
~
"
"
;
;
~
~
:
 
r
~
 
~
~
~
 
~
~
=
 

! 
:
~
 
M
~
=
!
~
 

. " N
 ' o ' • 

..
..

..
..

..
..

 
.
.
.
.
.
.
.
.
 
;r

 
.
.
.
.
.
 

o 
·
·
·
•
l
l
 

-~
AA

 
:~

~ 
:~

; 
! 

: 
;;

!e
 ¡

 
r
r
 

-
-
n

 
Q

 
-

z 
o
~
a
~
 

,-
,. 

:r 
..

..
 o

 
• 

..
 

fl
 

--
"'..

 
_

, 
~
"
 

...
.. 

-
.
.
 

1>
 
..

 o
 

:::
: 

...
 

••
• ...
 

.. 
.. o• . · Q . : 

. . • 
" n 

n ~
 

n ¡; . . n ~ <
 • • • n ~ : 

• • • , • n ; ! ;, i ; • ;. ;; • ; 

••
• ··­...
 

' • • • • 

" • • ... ,
.,,

 
,,.

,,.
, 

n • • >
 ~ e • : 

• : 

. .
 

<
 

• 
• 

• 

~
!
!
g
~
~
;
;
¡
¡
;
~
=
g
g
!
!
!
;
!
!
 

..
..

..
..

..
..

..
 ~

 
..

..
..

..
 o

 .
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 ..

. 
-
~
"
'
a
 
r
r
~
·
~
,
,
.
.
 
...

...
.. 

~
 
...

...
 ... 

%
 

...
. 

.._
 _

_
 
,.

 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 _

,
.
 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

. 

¡
~
:
:
;
~
r
·
~
:
 .. 
:
~
M
r
'
~
~
~
;
~
~
 

"
N

Q
t
ll
•
 
.
.
.
.
 ,

 
.
.
.
.
.
 

• 
..

..
. 
.
_

.
 _

 
_

.,
. 

~
~
 
:
o
~
~
:
;
~
~
 

::
 .. 
-
~
~
~
-

o
a
 

...
 

-
-

..
..

..
 

»
W

•
•
 

! 
' 

..
..

. 
~
 

y 
..

 
,
.
.
.
 

¡
,
.
 

-
-

-
-
-
~
~
~
!
>
 

.. :.. 
~ 

i
:
 

:-':
:: 

:r 
""

""
 

Q
 

>
 

•
•
 

~ f ~ ~
 • ; : . • ~ ~ 

. : 

• 

,.
,;

,.
, 

~
-
~
 

~ 
&

 
. .

 
' 

' . - ' <
 

1;
 

~ 

>
 • ! ' 

' • • • • . ~
 ; 

oc 
F

 
i • ! • 

• ! • 

; • ~ 

·- :' 
~ 1

 
... --·

 ... ::;
:::

 
-··

 -·· ;.
 

_
, . '
 

• 
r 

• .. ,
 

-··
 

..
. 

!3
,:

 
, ..

 
~~

! 
. ..

 
e 

• 
• 

..
. 

"
n

 
.
!
~
!
 

. .. ~
!
"
:
 

"
'"

 
_ ..

 
...

 
·-·

 
-·

 . 
o

r
­ ... ... ••
• .. .
 

-·-..
 ... ... --·
 ...
 -· ... ... ••

• ·-·
 

:
'
~
i
 

...
 

~?
~ .. - !!.
 

••
 .. .. 

~
a
~
:
E
;
~
;
;
;
;
!
;
g
~
~
:
!
!
 

r
•
m
·
·
-
n
r
_
~
n
r
,
.
.
.
r
~
~
Y
 
...

...
 ~

 

p
,
.
~
~
i
:
~
~
:
~
~
:
~
 

m
~
~
 

1
1

1
' 

...
. 

' 
..

..
..

..
..

. 
7

-7
-

..
 7

 
..

..
..

..
..

. 
l'

fl
ll

l 
~~

~~
 

"
"
"
'
"
'
~
·
Q
•
a
 

"'
·n

 
•
1

1
 

w.
....

....
....

....
 

. ,.,
. 

._
..

. 
..

 .
.
.
.
.
.
.
 
2

"
•
-

..
 ,

 
..

 
.. 

"'"
' ..

... 
"'

-1
1'.

... 
<>

"'-
..

..
. 

..
 .

..
..

..
..

..
 ~
 
...

 ,
_ 

o
~
 

::
 

:A
A

 
·-

~ 
....

. ~
 

·
-

,.
,.

 
r>

 
,.

 
1 

.,
 7

 
e 

" 
.
.
 

A
 

.
.
 

..-
ll 

,.
,.

 
,...

.. 
.. ..

 
:.

:'
 

::
 

E­ ¡ ' ~ 

.. 
. o • ;; 

• : 

~1 ' ~1 • ti .. "'
 

;
;
 ; ~1
 

~~
 

r 
• -· :.i: .. ;:
 

" ••
 

e 
• . . n 

o
o

n
 

~ ' o -. ;; • z • • " • E
 

1 



o 
. ~ 
o 

•. 

~;;~ 
. . -... -...;'i 
~
;
 ~ 

-..":..; 
o

-• 
2
~
.
;
 

... 
. . -. . . 
. -. 
:¡ 

~ -. 
. -. 
;
;
~
~
 

......... 
. . ' 
! 

; .. 
.. , 
... c.: 
! 
j
;
 

., 
uo 

" 
u

.
 u 

. . . -· ·­ . . ;:::' 
.::.~ 
. . . 
. -. 
}ª~ 
-·· 
u

•
 

:: . ' 

a
l 

:0. 
:0 

• 
" 

.. 
;
l
-

u
-

<.1 u 
.. 

.,o
v

=
:u

u
o

 

U
· 

~ l . . . o i o u • t 
.. ~ .. 

........... 
' "

.-
o

 
-

.
.
.
.
.
 o 

.. 
~
 ... ... 

-.... -
• 

• 
.. 

" 
C

t 
.
.
 

.,1 
.
.
.
.
 -

:J 
o 

o 
.., "

' 
L 

........... 
............... 
............ ;;e 
• 

• 
• 

.. 
ll u 

""..1
 ..¡u

 
a. u 
. . . . . ~ . . ~ • ¡; , u 

: • u • • • ~ . u o . u u 

o 
. ~ 
o 

!1! ... 
"'~ ....... 

O
•
•
 

.
.
,
.
,
,
 

..... .,.., .... ... 
.(

 ........ -
............... 0

0
 

i~~~~::::::: 
·---)-

.. 
g 

-
-

.
.
.
.
 

..lO
O

,.. .. 
O

..,.,. 
.,¡o

o
., .. o

.._
., . . 3 • . . ~ 
. • u • u 

' . . : . : 
~ 

') .. ~ 
. .. -
:!::! 
o

,. .. o 
.. 

.. :! ... 
·
~
:
 

o o 
o • 

l
f
U

O
'"

' 
a
o

 o
•
 

g • 

: ~ u • u 

: 1 • ~
 • ' u 

• u 
u

u
u

 

• • • " • ~ ' . . u 
u 

! , ~ • . . u 

i 
.!. 

~ 
; 

•
N

 
~ 

J 
Q

 
~ 

~ 
M

>
l 

: 
! 

~ 

. • • 
. • • 

Q
 

"
"
 

..1
"
'1

. 
• 

, 
.. 

:
t
-
g

 
.J

J
 

.... .
.
.
~
,
.
 

~~:~: 
:~~ 

rr:_ 
_;s: 

~ 
~
;
;
;
~
 

:
:
~
-

... :
~
:
~
 

~
~
t
:
 

~ 
•
•
-
•
•
o

 
o 

o .. .,_
. 

.,,.., .... ., .. w
a
z
 .. 

., 
~
.
.
¡
 
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 .,. 

..... 
ll 
.
.
.
.
.
.
.
 

C
lll 

.
.
.
.
.
.
.
 , 

.. 
<1 

.
.
.
.
.
.
.
.
 .;>

,.¡ 
J 

.
.
.

.
.
.
.
.
.
.
 ., 

.. 
,
,
~
.
 
.
.
.
.
.
.
 11 

.. 
-
~
~
O
 

Z
 

O
t
~
-

-
1
.
1
.
•
~
-
~
-
<
I
C
I
.
,
U
 

Z
~
M
~
.
.
,
~
-
o
 

.
,
~
~
,
 .. .., .. 

.,~.,~ .. o
m

a
u

O
o

J
q

 
-•

1
."

•
•
 .... 

-
•
o
z
-
J
J
O
J
V
U
I
D
~
•
•
~
~
u
v
,
.
.
.
J
 

.
.
.
.
.
 

1!: 
•
•
 

• 
•
•
•
•
•
•
o

c
c
o

o
z
o

o
.
,
¡
 

~
~
~
~
:
~
~
~
l
~
g
~
~
~
:
;
;
;
~
~
~
~
~
~
!
=
~
~
 

. • • 
. . . 
• 

• 
u . • • . ! 

. " " 

• ! • . .. 
... 
.. .... ~ • l • ~ . . ~ • ~ t • " 

" 
. -

z
i
-
;
'
.
~
j
j
:
!
~
 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 o 

.
.
.
.
 
te

 
'"1 

<"1 
... O

 
o

o
 
"
'N

 
..... , ...... ""' .. 
:~~: ........... .. 
.
.
.
.
 J 

.
.
.
 .J

_
, ........ 

.;> 

!
!
!
!
!
!
!
!
'"

 ... ! 
.......... "' .......... .. 
i
i
i
i
i
i
'
i
i
~
i
i
'
á
 

.I
.J

J
.J

.J
.J

..I
.J

U
•
V

 
. . • 

C
-lG

 

. 2 . ;; • o u o . o u u u 
. • o • . . u 

• o • ~ • ~ ~ • • ~ u • u ~ o ~
 

;. . i u ~ u 
u 

" . : : 

·­ .. 
., 

. 
... " 

. 
-. 

... 
i 

~~ 
..; 

;;: 
:i' 

:
;
 

o~ 
;:-

; 
"ua 

0ol... 
~
~
 

:
-
:
.
~
 

~ 
-!,...1 

~~; 
i 

~:hL 
~ 

: .. 
.,_

.,.,. 
~
~
~
;
!
.
.
.
 

0
0

 

~
~
;
~
 

... ~
2
:
:
~
 

·-
~
~
 

• 
-

• 
., .

.
.
 

•
-
G

.-
<

:>
IL

..I! 
-
-

-
.
-
-
C
I
~
:
O
-
~
C
i
o
-
n
o
-
~
C
I
·
W
 

.. 
.................... .., .... _, __ _, 

.
,
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

.. .
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 

-Q
..o

: 
... 

o 
.. 
o
•
o
o
c
.
.
,
o
~
.
,
_
.
 ..... 

,
g

 .. 
, 

.. ..,.., .. 
.. ., ............... o

.., ..... ,. ..... c 
......... .. 

-
........ 

·
-
-

-
-
.
:
-

.. 
.1! 

o 
o

-
o

-
.,c

.u
 

o
., .. ,.,..o

•
-
u

m
m

u
 

o 
O

Q
.O

Q
.-

a
\J

 
o

-
Q

.Q
.Q

.g
Q

.Q
.u

•
•
u

 

. • • 
g • 

o
-

: 
~" 
;,!

o
 

... 
• • .~:.e: 
........... 
.. 

:11 
.
.
.
 ..1 

.
.
.
 
"
' 

'1( 
• 

, .. 
a
w

v
-
-

D
I
I
I
D

C
I
I
 

. • 
. • . • " u . • ; 

-· ,_ !
. 

·-

u . . • • ~ . • 

• : • t • " ·-:: : . 

. . • • • 
•• 

• 
• 

o 
• 

'". 
• 

<
Z

 
~
a
~
 

• 
u 

• 
• 

-·­ .,. 
. " • •• 
o

-
u

 
. . 
. . ~ 

• • • • ~ o • . . . u 
. . u . . . . . ~

 

. . • . • ~ ' ~ ,. 
"
u

 
-. :~ 
~= 
• • 
u

•
 

• 

u
u

u
 

. , u . .. 
. .. !Z

tli:IIIO
 

U
U

Q
.
<

 
.......... 
·-· 
. .. 
. .. 
......... 

' ~ • . • . : 

. ;. . u 3 • • i 

...,.,.o
­

o
o

o
-
­

D
O

O
U

"
 

"< 
.. 

N
 

'•
 

... 



L 

i 
L_ 

\ . 
'-· 

APPENDIX D 

EXAMPLE INPUT ANO OUTPUT 
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STRUCTURE a FRAME 2 
REFERENCE AXES 

FIGURE DI SKETCH OF TYPICAL BUILDING 
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