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TABLA 1

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 1)

VECTOR DE CARGAS CONCENTRADAS

Delta 1 Delta 2 Delta 3 Delta 4 Theta 5 Theta 8 Deita 7 Deita 8 Delta 9 Delta 10 Theta 11 Theta 12
31913.82 0 12719.58 0 -114.832 0 -31913.8 0 -127190.5 0 -114.832 0 Delta 1
-— - - - -— - - —_ - - -— —_ Delta 2
12719.58 0 5202.865 0 287.082 0 -12719.5 0 -5202.66 0 287.082 0 Deita 3
- - — — — o — -— — - — — Delta 4
-114.832 0 287.082 0 1110.049 0 114.833 0 -287.082 0 555.025 0 Theta 5
—— — — — —— — — — — -— — —— Theta 6
-31913.82 0 ~12719.5 0 114.833 0 32578.02 -£64.2 12719.58 0 -1877.77 -19926 |Delta?
—_ -— e —_ —_ - -884.2 32578.02 0 -12719.58 19982.6 1877.717 |Delta 8
-12719.5 0 -5202.865 0 -287.081 "0 12719.58 0 71822.68 -86420 -287.08 0 Delta 9
— — - _— — - 0 -12716.58 56420 71622.66 0 -287.08 |Delta 10
-114.832 0 287.082 0 555.025 [*] -1877.77 1892.6 -287.08 0 8080.45 3885.2 Theta 11
-—_ — o — — . -1992.6 1877.77 0 -287.08 3985.2 9080.45 ([Theta12
TABLA 2 - TABLA 3
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO

{EJEMPLO 1) (EJEMPLO 1)
0 Detlta 1 Qvi Delta 1
0 Delta 2 Qv2 Delta 2
0 Delta3d . Qhl Delia 3
0 Delta 4 Qhd Dolta 4
0 Theta 5 M5 Theta 5
0 Theta 6 M6 Theta
-24 Delta 7 0 Delta 7
-24 Deita 8 0 Delta 8
0 Delta @ 0 Delta 9
0 Delta 10 4] Detta 10
24 Theta 11 0 Theta 11
-24 Theta 12 0 Theta 12

{Acise)

e




TABLA 4

NUMERACION DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLC 2)

Barra 6o Bq & 8g .| 8y [+4
: : s ‘ grados
1 05 87 B4 &y 53 80 .
0 Os. 3 {6 04 90
3 0; g & & - 0
TABLA 5 )
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
3 [y 83 8¢ 65 g 07 Og
664.2 -664.2 0 0 0 0 19926 | 19926 3
— — - — - - — - &2
0 0 184.24 0 42376 0 42376 0 54
— — —_— — — — — ——— 6‘&
0 0 423.76 o 1299.52 0 649.76 0 B
— — J— — —— — — — 96
-1892.6 | 19926 423.76 0 649.76 0 9269.92 3985.2 67
—_— —— — — —_— — ——— —_— 88
TABLAG
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
462 5,
-4 62 s
0 83
0 Oy
Y Os
0 Os
462 97
-4.62 Og
TABLA 8
PROPIEDADES DE DEFORMACION. EJEMPLO 3
Estrato A St Acv Sev v Ko y, tim”
1 360 1.69 733 0.705 0.295 0.418 1.8
2 480 1.67 879 0.715 0.295 0.418 1.8

(Acise, Acisef3,lsezc24 Isezc3, Isezc3l,isezc32)




TABLA S

I

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 3)

Delta 1 Delta 2 Delta3 |Thetad Theta 6 ‘
21365.442 | -21365.442 0 -34184.707 0 Delta 1
-21365.442 | 42730.884 | -21365.442 | 34184707 | -34184.707 |Delta 2
-34184.707 | 34184.707 0 72927.375 0 Theta 4

TABLA 10
VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 3)
RELACION DE POISSON = 0.295

Punto Izijk Ixijk lyijk

111 0.4868711] 0.227869| 0.2098534

11,2 0.00174314, 0.01330678| 0.03461443

1,13 1.8865E-05! 0.00262627| 0.00566201

1,2,1 0.2791369} 0.03057748| 0.00698428

122 0.0402185| 0.06823199] 0.00918785

1,23 0.000992| 0.00672907| 0.00316839

21,1 0.00163603] 0.0152252| 0.02429731

2,12 09737421 0455738 0.4197068

2,13 0.001636] 0.01522519| 0.02429731

22,1 0.03557754| 0.04996888| 0.00492169

222 0.5582739| 0.06115496| 0.01396855

223 0.03557754| 0.04996888| 0.00492169

3,1,1 1.8865E-05| 0.00262627| 0.00566202

3,1,2 0.00174314| 0.01330677| 0.03461443

31,3 04868711 0.227869| 0.2008534

32,1 0.000992| 0.00672907| 0.00316839

3,272 0.0402185] 0.06823199] 0.00918784

323 0.2791369| 0.03057749| 0.00698429

(Aceise)
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TABLA 11

VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 4)

RELACION DE POISSON = 0.5

Punto Izijk Ixijk lyijk nu lijk
11,1 0.4868711 0.3181542 0.265932 0.5 0.194828
1,1,2 0.001743138| 0.05265242| 0.003130734 0.5 -0.02614844
11,3 1.88649E-05| 0.003480822| 0.000038445 0.5 -0.00174077
1,2,1 0.2791369| 0.05794332] 0.02975186 0.5 0.23528931
1,2,2 0.0402185| 0.09123936] 0.004802749 05 -0.00780255
1,2,3 0.000992 0.0114948| 0.000126474 0.5 -0.00481864
211 0.001636028| 0.04312015| 0.002917856 0.5 -0.02138298
21,2 0.9737421 0.6363085| -0.531884 05 0.38965585
213 0.001635999| 0.04312015] 0.002917856 05 -0.021383
2,21 0.03557754| 0.06498982| 0.004221957 0.5 0.00097165
2,22 0.5582739 0.1158866; 0.05950371 0.5 0.47057875
2,23 0.03557754| 0.06498982  0.004221957 0.5 0.00097165
311 1.88649E-05| 0.003480822| 0.000038445 0.5 -0.00174077
31,2 0.001743138] 0.05265242, 0.003130734 0.5 -0.02614844|
3,13 0.4868711 0.3181542 0.265932 0.5 0.194828
32,1 0.000992 0.0114948) 0.000126474 0.5 -0.00481864
3.2,2 0.0402185| 0.09123936| 0.004802749 0.5 -0.00780255
32,3 0.2791369| 0.05794332] 0.02975186 0.5 0.23528931
(Isezc3)




TABLA 12

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 1, K,

B10 812 84 i) 811 813
2382.530 1191.265 -831.115 831.115 0 0 819
1191.265 2382.530 -831.115 831.115 0 0 043
-831.115 -831.115 386.565 -386.565 0 0 B
831.115 831.115 -386.565 386.565 0 0 82

0 0 0 0 370.08 | -31008 | 6,,
0 0 0 0 370.08°| 310.08 ] o,
TABLA 13
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7, K-
B1g O1g 4 Dy 011 817
310.08 -310.08 ) 0 0 -0 B1p
31008 | 310.08 0 0 0 0 86
0 0 386.565 -386.565 | 831.115 831.115 84
0 0 -386.565 386,565 | -831.115| -831.115 B4
0 0 831.115 -831.115 | 2382.530| 1191.265 81
o 0 831.115 -831.115 [1191.265| 2382.530 B4y
TABLA 14

MATRIZ DE RIGIDEZ DE.LA ESTRUCTURA K, PARA LOS PRIMEROS CINCO
GRADOS DE LIBERTAD. SISTEMA GLOBAL

&4 & [y B4 Bs
773.130 -3866.565 0 -386.565 0 B4
-386.565 859.750 -386.565 0 -86.619 5
0] -386.565 773.130 0 0 54
-386.565 ¢ 0 859.750 -86.619 84
0 -86.619 0 -86.619 346.477 5s




TABLA 7 _
Proposed average values of kgy for 1-ft X 1-ft square plates and long
1t wido strips, after Karl Terzaghi {1955)

Average k, values Range of X, values
tons/fi3 kgfem? tons/ft3 kgfem?
Sand: loose 40 1.29 2060 0.64-1.92
medium 130 417 60-300 1.92-9.62
dense 500 16.10 300-1000 9.62-32.1
Clay: stiff 75 241 50-100 1.6-3.21
very stiff 150 4,82 100-200 3.21-6.42
hard 300 9.64 300 9.60

For dry sand multiply by 1.5 and for submerged sand by 0.6. Here 1 ton = 2000 [b.

(b)

... NUMERACION DE_BARRAS .Y GRADOS...DE —LIBERTAD (EJEMPLO)

FIGURA - 2 e e
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(b}
. Profile of distortion settlement of a uniform load on the surface of a soil
meass. (o) Homogeneous elastic isotropic material, such as a saturated clay; (&)
bomogeneous eliasti¢c material whose rigidity increases with confinement, such as a
cohesioniess sand or gravel. (Sowers, 19620
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(a) (b)

Contact pressure on the base of a rigid foundation on the surface of a soil
mass. (a) Homogeneous elastic isotropic material, such as » saturated clay; (b}
homogeneous elastic material whose rigidity increases with confinement, such as a
cohesionless sand or gravel. (Sewers, 1162)
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ANEX O |

METODO DE RIGIDECES
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS

Agustin Deméneghi Colina#*
El método de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et
al 1970):

a) Se empotra la estructura y se determinan los elementos mecdnicos
cuando la estructura esta empotrada;

b) Se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos
mecinicos debidos a desplazamientos lineales y angulares;:

c) Se establecen las condiciones de equilibrio en cada uno de los
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero;

d) Se resuelven las ecuaciones de equilibrio y se obtienen los
desplazamientos de la estructura;

e) Se obtienen los elementos mecanicos en los nudos de la estructura.

La ecuacidn general de equilibrio de la estructura es

K3+ +pP =0 (1)
donde
K = matriz de rigideces de 1la estructura
8 = vector de desplazamientos
P° = vector de cargas de empotramiento
P° = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la
estructura es igual a la suma de los vectores de carga de todas y
cada una de las barras de la estructura.

A continuaciodn obtendremos la matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramientoc de una barra con apoyos continuos, sometida a una
carga uniformemente repartida w (fig 1), Utilizaremos la siguiente
convencion de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se
consideran positivos en sentido antihorario, 1los desplazamientos
verticales son positivos si van hacia abajo y los desplazamiento
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig 2a). Los
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, las fuerzas
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerzas
cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fig
2b).

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de Ingenieria
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM



Demos un giro 9; en el extremo izquierdo de la barra. En la fig 3a se

muestran los elementos mecanicos ocasionados por este giro. En la fi.
3b se muestran los elementos mecdnicos producidos por un giro 9; en

el extremo derecho. Las figs 3¢ y 3d exhiben los elementos mecanicos
provocados por un desplazamiento vertical 6; en el nudo izgquierdo y

un desplazamiento vertical 6; en el nudo derecho, respectivamente.

Las figs 3e y 3f muestran los elementos mecdnicos producidos por un
desplazamiento horizontal 6; en el nudo izquierdo y un desplazamiento

horizontal 3! en el nudo derecho. Las figs 39 y 3h contienen los
momentos producidos por un giro de torsicdn 6! en el nudo izquierdo y

un giro de torsidén 6; en el nudo derecho.

Los elementos mecédnicos que aparecen en la barra m valen
M/ = wL?/12 + (4EI/L) 6! + (2EI/L) 6!- (6EI/L?) 8! + (6EI/L%) 3’
(2)
- wi?/12 + (2EI/L) e’ + (4EI/L) o!- (6EI/L?) 8! + (6EI/L?) 3!
(3)
V! = - wL/2 - (6EI/L’) er - (6EI/L?) 9!+ (12E1/L%) §7. - (12E1/L%) 5!
(4)

Mf

V! = - wL/2 + (6EI/L?) o’ + (6EI/L?) o!- (12E1/L%) 80+ (12EI1/L%) 8
N’ = (AE/L) 8’ - (AE/L) &/ 523
N/ = - (AE/L) &’/ + (AE/L) &’ (7)
M! = (GI,/L) 6’ - (GI /L) e/ _ (8)
M/ = - (GI/L) 6’ + (GI/L) o! (9)

En una viga de seccidén rectangular de dimensiones b por h, el momento
polar de inercia debido a torsidén se puede valuar en forma aproximada
(Beaufait et al 1970)
h b’
t 3

I 5

R

+ 0.052 ( % )

=1kes

[1 - 0.63 ] (10)

h=zobo

Los elementos mecdnicos que transmite la barra al nudo estan dados
por
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°y+ = vector de cargas de empotramiento de la barra m



Veamos a continuacién la determinacion de la matriz de rigidez y del
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional,
formada por marcos planos ortogonales entre si (fig 4):; en cada marco
pueden existir barras inclinadas.

En la fig 5 se presenta la transformacién de un vector del sistema
global x-y al sistema local x’-y’. Aplicando las ecuaciones de la fig
5 a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsién
con eje de giro vertical):

8’ =@ 8’ =8
P P q q

3’ =8 Ccos ¢ - 8 sSen o
r r u

3’ =3 cos o - 8 sen «
B 5 v

3’ =38 senao + 8 cos o
u r U

8’ =3 sen a + 8 cos «
v 8 v

8’ = 8" Ccos «
a a

8’ = 8" cos «
b b

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fig 7:

8; =@ cos B - 6: sen B

6; = eq cos 8 - e: sen B8
e: = ep sen B + ea cos B
9: = eq sen B + eb cos B
Sean
— . —
8
5r = (15)




(2]
P
8
a
5r
= 1
S S (16)
6u
av-
ea
®p
Es decir
8§’ =T & (17)
m m -m
donde
e (2] & LS ) S 8 a
P q r s u v a b
cos B 0 O 0 0 0 - sen B 0 _T'ép
0 cos B O 0 0 0 0 - sen B eq
0 0 Cos o ] - sena O 0 o) ar
0 0 0] cos o 0 -sen o o 0 65
lm = 0 0 sen « 0 cos a O 0 0 6u
0 0 0 sen o 0 Cos o 0 0 Sv
cggnaﬁ 0 0 0 0 0 0885“3 o) 9n
__0 cggnaB 0 0 0 0 ] cggsaB B b
(18)

Los desplazamientos de los sistemas local y global estan relacionados
mediante las siguientes expresiones

8; = Gp cos B - Ga sen B (19)

g’ = -
. eq cos B eb sen B (20)

8’ =8 cosa -4& sen « (21)
r r u

8’ =8 cosa -3 sen o (22)
s -1 v

3’ = sen a + § Cos « (23)
u r u

6’ =8 sena + 8 cos « (24)
v s v

8; = ep COoS « sen B + Ba cos a cos B (25)

9; = eq cos o sen B + eb cos o cos f (26)



En el sistema local x’ -z’ (fig 6)

B/ = KR! 8! + (E))’
m m ~m m
Pero
()’ =T P
m m
Y B, =T, B

Sustituyendo la ec 29 en la ec 27

T P =K 8 + (%)

m m m m m
Sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30

r P =K'T & +T1 P
“m m

Premultiplicando por 1;1

P =T'RK'T 5§ +P°
m “m m m —n m
donde
(2] a S S 8 S
P q r s u v
cos B O 0 0 0 0
0 cos B8 O 0 0 )
o o) COS o 0 sen o O
0 0 0 cos « 0 sen «
1=
=m 0] 0 -senao 0 cos a O
0 0 0 -sen o 0 CoOs «
-sen B 0 0 0] 0] 0
0 -sen B O 0 0 h)

En el sistema global
P =K 3 + P

m m m m

donde K =T " K'T
m m

Sustituyendo las ecs 12,
5& , la cual se muestra en la tabla 1.

18 y 31 en la ec 33

(27)
(28)
(29)
(30)
e 2]
a b
588sPu 0 °
0 ?8858(1 9c[
c 0 6r
0 0 6s
0] 0 Bu
0 o Sv
588sPa 0 o,
0 o8B, | &,
(31)
(32)
(33)

, se obtiene la matriz

24



Para el vector de cargas de empotramiento:

] -1

B =1 (B’ (34)

Para una barra sogetida a una carga uniforme w en el sistema local
x'-z*, el vector g; vale

(wL2/12) cos 8
- (WL”/12) cos B
- (wL/2) cos «
- (WwL/2) cos «
= (WwL/2) sen « (35)
(wL/2) sen «

- (WL§/12) sen B
L_ (wL™/12) sen 8

4%

La ec 33 proporciona la matriz de rigidez de la barra inclinada m,
para el sistema coordenado general x-y-z . Las ecs 34 & 35
proporcionan el vector de cargas de empotramiento de 1la barra
inclinada m, para el sistema coordenado general x-y-z .

En resumen, primero se utilizan la tabla 1 y las 34 & 35 para hallar
la matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las
barras de la estructura. La matriz de rigideces de la estructura
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de
todas y cada una de las barras gue forman la estructura; el vector de
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma
de los vectores de carga de todas y cada una de las barras de la
estructura. Sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuacion matricial
de equilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de
ecuaciones se obtienen los desplazamientos correspondientes al
sistema global x-y-z (vector §). Los elementos mecanicos en las
barras se obtienen de la siguiente forma: primero se determinan los
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 & las
ecs 19 a 26:

§/ =T & (ec 17)

A continuacidén, los elementos mecdnicos en la barra m se determinan
con la ec 11 ¢ con las ecs 2 a 9:

B! = K! 3! + (B)’ (ec 11)



Ejemplo 1
Determinar los elementos mecdnicos en los
la fig 8a.

nudos de la estructura d

Solucidn
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de 1la
estructura (fig 8b). En este ejemplo no se toman en cuenta los

efectos de torsidn (B = 0).

Barra e e 3 3 S ) a
p q T s u v
Grados
65 811 61 67 83 69 68.2
11 912 57 63 69 61o 0
96 612 82 88 84 610 111.8

Empleando la tabla 1 se obtienen las matrices de rigidez de las bargs
1, 2 y 3, las cuales se muestran en las tabla 2. La matriz de rigidez
de la estructura completa en el sistema global es la suma de las
matrices de todas y cada una de las barras.

Sumando las matrices de las barras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos

é 3 3 3 e e
7 8 9 10 11 12
r_-32578.02 - 664.2 12719.58 0 =-1877.77 =1992.6
-664.2 32578.02 o =-12719.58 1992.6 1877.77
K= 12719.58 0 71622.66 -66420 -287.08 )

0 -12719.58 -66420 71622.66 o -287.08
~-1877.77 1892.6 -287.08 0 9080.45 3985.2
-1992.6 1877.77 0 -287.08 3985.2 9080.45
| —

— —_ GL- . _ GL
- 24 7 0 7
- 24 8 o 8
P® = 0 € = 0 9
0 10 0 10
24 11 0 11
- 24 12 o 12
A continuacién planteamos la ecuacién matricial
Ks+P +p =0 (ec 1)



Resolviende el sistema de ecuaciones se obtienen 1los siguientes
desplazamientos:

. = 0.00080245 m 68 = 0.00080245 m
o =~ 0.00008378 m Sw = (0,00008378 m
eu = - 0.00473308 912 = 0.00473308
Ademas 51 = 62 = 63 = 64 = 85 = 66 = 0

los elementos mecanicos en cada barra se hallan con el empleo de la
ec 11: o

Las matrices de cada barra en el sistema local (K;)se obtienen con 1la

ec 12. En la tabla 3 se exhiben estas matrices para las tres barras
de la estructura.

El vector de desplazamientos 6: se halla con el uso de las ecs 19 a

26, mientras que 1los elementos mecanicos en cada barra (sistema
local) se determinan con el empleo de las ecs 2 a 9. La tabla 4
contiene el cémputo de desplazamientos y elementos mecanicos para las
barras 1, 2 y 3.

Ind

Ejemplo 2 =
Determinar los elementos mecaniceos en los nudos de la estructura de

‘‘‘‘‘

Solucion
Primeramente numeramos las barras y 1los grados de libertad de 1la
estructura (fig 9b):

SISTEMA GLOBAL x-y
Barra ) 8 3 3 =) o
1 - 6 - ) - )

2 e - S - =] -

SISTEMA LOCAL x’-y’

Barra g’ e’ 3 & e’ e’
P q r s a b



Los desplazamientos estan relacionados entre si, de acuerdo con las
ecs 19 a 26

Barra 1
r = 5 = I
61 61 ’ 62 92 ' 93 93
Barra 2
7 = !’ = F = -
61 61 ’ 92 92 ' 93 63

Las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento en el
sistema global, se hallan con los valores de la tabla 1 y las ecs 34
6 35:

e 3 e

2 1 3
7970.40 1992.60 0 o,
K, = 1992.60 664.20 0 8
0 0 384.38 e,
. - 24 8,
P = - 24 3
0 2]
3
92 3 1 93
384.38 0 0 .
K, = 0 664.20 1992.60 8,
0 1992.60 7970.4 .
. 0 e,
B, = - 24 8,
- 24

La matriz de .rigidez global es la suma de las matrices de cada una de
las barras, es decir

s 1 92 83
1328.40 1992.60 1992.60 61
K = 1992.60 8354.78 0

1992.60 0 8354.78 8



g
i

A continuacidén planteamos la ecuacidén matricial
K3+ P +F

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los

desplazamientos:
61 = 0.09671 m
8 = - 0.020194

2

48
24
24

0

3 = 0.020194

(ec 1)

siguientes

Para obtener los elementos mecanicos en las barras, trabajamos en el

sistema local, en el que las matrices K; valen (ec 12):

’r =
Ky
r
9,
PR ’
2] 51
6’
r =
K5
r
83
r = ’
35 81
r
85

Aplicando la ec 11

7970.40
1992.60

7970.40
1992.60

6!

1
1992.60
664.20

0

6’

1
1992.60
664.20

0

9'
3
0
0
384.38

9’

384.38

el’
o’
B’J

el
6!
el’

29



Barra 1

M; = 7.75 t.m vi=20 M; = =-7.76 t.m
Barra 2
M; = - 7.75 t.m vi=20 Ml =-7.76 t.m

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo; éstos se exhiben en
la fig 9c.

REFERENCIA

Beaufait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M, Computer Me-
thods of Structural Analysis, Prentice-Hall, 1970

:l
Barra m - 9; l °L °L XI
FIGURA 1 | . % w_

FIGURA 1 . . . 4__}.3 — —_—

n) Desplazamientos

"
¢ &}iL lgk} x
vl v;

b) Xlementos mecéiniceoe
{barra sobre nudo)

CONVENCION DE SIGNDS

(ADSMRI9)
FIGURA 2
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TABLA

1

NOMBRE: MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA INCLINADA

FECHA: 23/04/96

FROGRAMA: MARIGBI
Sean D = 4 EI/L
F = GIt/L
SA = sen A
Ch=cos &
tp tq
D C2B {D/2) C2B
+ F 528 -F SIB
) ~e
{D/2) C2B b C2B
- F 528 + F 528
- %CACB - M CACB
M Ca CB ¥ CA CB
¥ S CB ¥ SA CB
- ¥ S&CB - M SA CB
- DCBSB -{Df2) CB SB
+FCBSB - FCBSB
Lp/zycBSB -DCRSB
- FCBSB + FCB SB

M=6El/iZ

S2A = send A
C2A = cosZ A

dr

- ¥ CB CA

- M CBCA

N C2A

+ Q 52a

- N C24
- Q- S2A

- N'CA SA
+ Q.CA 54

N CA SA
- QCASA

M CA SB

H CA 5B

ds

M CB CA

M CB CA

- NCA

- Q S2A

N C2A
+ Q 524

N CA 54
-4 CASA

.~ NCh SA
+ Q Ch SA

- M Ch SB

- HCASB

SB = sen B

CB=cos B

du

i CB SA

M CB SA

- NCh SA

+ @ CA SA

N CA SA
- G CA 5A

R 524
+ @ C2A

- N S2A
- QC2A

- ¥ 54 SB

- 4345

¥ =12 EI/L3
52B = senZ B
C2B = cosZ2 B
dv ta
-MCBSt -DCBSB
+ F CB SB
-MCBSA -{Df2) CB 5B
- F CB 5B
N CA SA M CA 5B
- QCASA
-NCASA -MCAGSH
+QCASA
- K 524 - ¥ SA 5B
-4 Cc2A
N S2A M SA SB
+ 0 C2A
M SA SB b 528
+ F C2B
4 54 5B {D/2) 828
- FC2B

tb

-(D/2) CB SB
- FSBCB

- DCBSB
+ F CB 5B

M CA 3B

-'M CA 5B

- M SA 3B

M 5A SB

{D/2) 52B

- FCZB

D 528
+ F C2B

tp

tq

dr

ds

du

ta

th

3)



TABLA 2

ﬂbﬂBRE: CALCULC DE LA MATRIZ DE RIGIDEL DE UNA BARRA INCLINADA

FECHA: 23/04/9%6
PROGRAMA: MARIBI43

i

Sistema global
Matriz de rigidez de la barra |

5 {17 1 7 3 9
tp 1g dr ds du dv

1110.049 555.0247 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081
555.0247 1110.049 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081
-114.832 -114.832 31913.82 -31613.8 12719.58 -12719.5
114.8326 114.8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58
997.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.665 -5202.66
37.081 -287.08t -12719.5 12719.58 -5202.66 5202.665

0 0 0 0 0 0

0 )] 0 0 6 0

Sisteaa giobal
Matriz de rigidez de la barra 2

1 12 7 8 9 10
tp iq dr ds du dv

-+ 7970.4  3985.2 -1992.6 1992.6 9 !
13985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 0 ]
~-1992.6 -1992.6  664.2 -664.2 0 0
1992.6 1992.6 -664.2  664.2 0 9

0 0 1] 0 66420 -66420
0 0 0 0 -66420 £6420
0 ¢ 0 0 0 1]
0 0 0 0 ] 0
tema global
Matriz de rigidez de la barra 3
6 12 2 8 4 10
tp tg dr ds du dv

1110.049 555.0247 114.8326 -114.832 287.0818 -287.081
555.0247 1110.049 114.8326 -114.832 287.0818 -287.08]
114.8326 114.8326 31913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58
-114.832 -114.832 -31913.8 31913.82 12719.58 -12719.5
287.0818 287.0818 -~12719.5 12719.38 5202.665 -5202.66
-287.081 -287.081 12719.58 -12719.5 -5202.66 5202.665

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

coocooo oo
+
o 24

L= = B o B o I I B B e ]

-~
o

[= =~ ol - = -]

g tp
0 tq
0 dr
0ds
0 du
0 dv
0 ta
0th

¢ tp
0 tg
0dr
0ds
¢ du
0 dv
0 ta
¢t

0tp
0 1q
0 dr
0ds
0 du
0 dv
0 ta
0tb

1
12

i0

£ 00 8D

52



TABLA 3

3tema local
Matriz de rigidez de la barra !
5 il 1 7 3 9
tp' tg' dr' ds’ du' dv' ta' b
1110.049 555.0247 -309.196 309.1%65 0. ¢ 0 0 tp’
555.0247 1110.049 -309.196 309,1965 0 0 0 0 tq'
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 0 ] ] 0 dr'
309.1965 309,1965 -114,832 114.8327 0 0 0 ¢ da'
¢ ] i 0 370G1.65 -37001.¢6 ¢ 0 du'
0 0 0 0 -37001.6 37001.65 0 0 av’
] 0 0 0 0 ¢ ] 0ta’
0 0 0 0 0 0 0 g tb'
Sistema local
triz de rigidez de la barra 2
11 12 7 8 9 10
tp' tq' dr’ ds’ du’ dv’ ta’ th'

7970.4 3985.27 -1992.6 1992.6 ] ] 0 0 tp'

3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 0 H 0 0 tg'

-1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 | 0 ¢ 0 dr'

1992.6  1992.6 -664.2 664.2 0 0 0 0 ds’

0 0 ¢ 0 06420 -66420 0 0 du'
] 0 0 0 -66420 66420 1 g dv’
0 ] ¢ 0 ¢ 0 0 0ta’
] 0 0 ¢ 0 0 0 0 tb'
Sistema local
Matriz de rigidez de la barra 3 .
] i2 2 ] 4 10
tp’ tq' dr’ ds’ du’ dv' ta’ tb'

10,049 555,0247 -309.196 309.1965 0 0 0 0 tp'
555.0247 1110.049 -309.196 309.1965 0 ¢ 0 0 tg'
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 ¢ 0 0 0 dr’
309.1965 309.1965 -114.832 114.8327 0 ¢ ] 0 ds’

0 ¢ 0 0 37001.65 -37001.6 0 ¢ du’
0 0 0 0 -37001.6 37001.65 0 0dv'
0 ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0ta'
0 0 0 ¢ ] 0 0 0 tb’

A= T B e LY . |

AD L) ] = = hn



TABLA 4

Jistesa local
Barra 1
5 i
tp’ tg' dr'

0 -0.60473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473

stema local
Barra 2
tp’ tq’ dr’

i 7
ds'

0 0.000375
0 0.000375
0 0.000375
0 0.000375
0 0.000375
¢ 0.000375
0 0.000375
0 0.000375

ds'

du’

du’

3 9
dv'

0 0.000713
0 0.000713
0 6.060713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713

dv'

-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
-0.00473 ¢.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.600083
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 ©.000083
~0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
-0.00473 0.064733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
- -=0,00473 0.004733 £.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
© 9.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -6.00008 0.000083

Sistema lacal
Barra 3
5 1
tp' tq’ dr’

G 00.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733

1 7
ds’

0 -0.00037
0 -0.00037
0 -0.00037
0 -0.00037
0 -0.00037
¢ -0.00037
0 -0.00037
0 -0.00037

du’

3 g
dv'

0 0.900713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713

ta'

ta'

tb'

Lo I T e e B e e, T e |

b

L= = o B = R e Q.= Y = N =

tb’

(==~ - = R ]

0 -2.51077 Mp'
0 -5.13775 M’
0 1,4202% Vr'
0 -1,42029 Vs’
0 -26.416% Wu'
0 26.41699 Vv’

0
0

0 Ma'
0 Mb'

0 5.137729 Mp'
0 -5.13772 Mg'

0
0

24 vr'
24 ¥s'

0 -11.1293 W'
0 11.12933 W'

0
0

0 Ha'
0 Mb'

0 2.510777 Mp'

0 5.13775 Mg’
0 -1.42029 vr'
0 1.420296 ¥s'
0 -26.4169 W'
0 26.41699 W'
0 0 Ma'
0 0 ¥

v
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ANEXO 2
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA. SISTEMA GLOBAL

MARCOQ CON BARRAS ORTOGONALES )
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS, Ni EFECTOS DE TORSION

Barras horizontales

8, Bq 3, Bs
4EIL - 2EIL -BEl/L’ 6EIL” 6,
2ElL 4EI/L -BEI/L? 6EVL? 0

-BEIL? -BElL* 12EI/L° -12EI/L° 5
6EI/L” BEI/L’ -12EIL° 12EI/L° 8¢

Efernentos mecéanicos (barra sobre nudo)

M, = wL® + (4El/L) 8, + (2EIL) 0 - (BEI/L?) 5, + (BEWL?) &,

= -wL® + (2EIL) 8, + (4EIL) 8, - (BEIL?) 5, + (BEIL?) 5,
-wL/2 - (BEI/L®) 8, - (BEIL?) B4+ (12EVLY) &, - (12E1L%) 5,

M
V,
Vs

Barras verticales

= -wl/2 + (BEIL?) 0, + (6ENLY) 6, - (12EI/LY) 5, + (12EMLY) 3,

05 84 5y &
4ENL 2ENL BEIL? -6EI/L* A
2EIL 4EIL BEIL -6EI/L" Bq
BEIL” BEI/L* 12EWL° -12E1/L° 8,
-6EI/L” -6ENL? -12ENL° 12E0L° |7

Elementos mecanicos (barra sobre nudo)
wL? + (4EIL) 6, + (2EI/L) 6, + (BENL?) &, - (BEIL?) 5,

M, =
My = -wL? + (2EWL) 8, + (4EIN) 8, + (BEINL?) 8, + (BEIL?) &,
V,= -wl/2 + (BEI/L?) 8, + (BEIL?) 8, + (12EWLY) &, - (12EI1L% 8,
V, = -wl/2 - (6EI/L?) 8, - (6EIL?) 8- (12EI1L%) &, + (12EI/L) 8,

4/



ANEXQ 3

MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RETICULA DE CIMENTACION, a. = 0

SISTEMA GLOBAL
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS

- DIRECCION x, p =0

8, Bq 5, Be fa By
AE|/L 2EI/L -8ENL” BEIL” 0 0 0,
2EIL AEI/L -6El/* 6EIL* 0 0 Bq
-BEI/L° | -6EI/L° | 12ENUL° | -12ENL° 0 0 5,
6EI/L° | BENL® | -12ENL° 12EI/L° 0 0 B
0 0 0 0 GWL |-Gl | o,
0 0 0 0 -Gl/L | GIWL | g,
DIRECCION y, p = 90°
5 Bq 3, Bs Ba B
Gi/L | -GI/L 0 0 0 0 B
-Gl/L | GlyL 0 0 0 0 B4
0 0 12EIL° -12EI/L° 6ENL® | 6ENL” | 5,
0 0 -12EI0L° 12EI1L° -BEIL* | -6EIL” | 3,
0 0 6EI/L’ -BENL” AEUL | 2EWL | @,
0 0 BENL? -BEWL” 2EI/L | 4EWUL | o,

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO. BARRA DE CIMENTACION. SISTEMA GLOBAL

L

[ w212 - (11/192) L2, - (5/192) L2, | cos p
[-wL?12 + (5/192) L1, + (11/192) L®r; ] cos Bq
[-wli2 + (13/32) L1, + (3/32) L s ] cOS
[-wl/2 + (3/32) L, + (13/32) L 1 ] €OS o
[-wL¥12 + (11/192) L, + (5/192) L’ r, ] sen B 8.
[wL12 - (5/192) L%r - (11/192) L1, ] sen B ) B

H2
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ANALISIS SIisMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colinax*

Cuando se realiza el anidlisis sismico de una cimentacién, es usual
que se cuente con un coeficiente sismico para la regién en cuestidn,
dado por el cdédigo del Estado donde se construira la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al andlisis
y disefio de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de 1la
estructura de cimentaciodn.

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio esta formado por sedimentos
de consistencia blanda, se’ presenta un fenémeno de amplificacidén de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta
aceleracién, mientras que en la superficie del suelo blando 1la
aceleracién puede ser varias veces mayor ¢ue la del terreno firme

(fig 1).

El compertamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en

forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este

fendmeno consideremos un sistema de un grado de libertad como ‘el

mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento

dado por ~
X = a sen Qt

La velocidad de la base vale X =afcos Qt
L L. %

y la aceleracion 'V - X =-a0fsenQt

La respuesta de la masa estd dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) °'

st

Desplazamiento relativo y =a B, sen (R t - ¢)". RO,
Velocidad relativa y=angn B cos (Rt - @)
Aceleracion relativa V=-ag B, sen (Q t - ¢)

En las expresiones anteriores

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de Ingenieri
Civil, Topografica y Gecdésica. Facultad de Ingenieria. UNAM:‘7Zi
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q’=
1 2 1 2
/[—— T2 ) L2 g
(_ -—
“3 “
2 ¢ 2 _
w
1
¢ = ang tan q 3
S ol
1
w es la frecuencia circular del sistema w, = v K/ M

Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento X =X +Y
Velocidad X = ﬁo + Y
Aceleraciodn X = ﬁo +y

Definamos el factor de amplificacién. de 1la aceleracién como
cociente entre la maxima aceleracidén absoluta de la masa’y la max.

aceleracién de la base:

£ = max X / max ﬁo

En la fig 3 se muestra la variacidén de fa con el cociente T1 / T,
para amortiguamientos de 2 y 20 % del amortiguamiento critico.

‘Recordemos que los periodos estan dados por

T, =2m/ w (masa que vibra) Y T=2mn/ 2 (base)

Se observa en la fig 3 que la émplificacién de la aceleracidn depende
del cociente T, / Ty del amortiguamiento. La maxima amplificacidén se
presenta cuando T1 / T =1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece
el factor £. Para T, / T » = 1la amplificacién de la aceleracidn es
nula. S

Un fendmeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace
las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de
espesor H como el indicado en la fig 1, y supongamos que el
desplazamiento de la base rigida esta dado por

vy



x (t) = C exp (iQt) = C (cos Qt + 1 sen Qt)

i=vV-1

lo que implica que la base tiene un movimiento arménico de frecuencia
Q L]

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el
campo de los numeros complejos, lo gue conduce a que haya un cambio

tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo la.
funcién de amplificaciodn £, = A (Q) como el valor absoluto .del .

cociente de la mdxima aceleracidén en la superficie del estrato entre
la maxima aceleracién en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

A (D) =1/\[cosh2ac‘oszﬁ+senh2asen23 (1)
donde
a=HQ\/[\/1+(nQ/G)2—1]/[1+('nQ/G)z]/\/zcs (2)
B=HQ\/[\/1+(nQ/G)2+1]/[1+(nQ/G)EJ/.\/ZC- (3)
donde c = vV G / p = velocidad de la onda de cortante en el

1

suelo blando

amortiguamiento del suelo blando

frecuencia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando ? ‘ ;
médulo de rigidez al cortante dlnamlco del suelo blando
masa especifica del suelo blando e :

DamDI
Emnnou

N

La respuesta depende de la hipdtesis que se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal modo que 7% Q / G = 2 ( sea
una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del
estrato. '

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del

estrato se hallan con las siguientes expresiones

w frecuencia circular del modo n de vibrar

wn (2n -1y nv G/ p/2H= (2n - 1) 71 C, / 2 H (4)

Para pequefios valores de (%' Q / G), la funcidén de amplificacién, . para

los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):QM,

A (w) =4/ (20 - In (20) e

¢ = fracciodn del amortiguamiento critico



En la fig 4 se muestra la variacién de la funcion de amplificacién
con la frecuencia de vibracién de la base firme, para un estrato de
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante e 1
suelo blando Cs = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7 = 2 .

La funcién de amplificacién se obtiene empleando las ecs 1 a 3 ,
considerando que 717 Q / G = 2 (

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme
vibra con una frecuencia jgual a la frecuencia correspondiente al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio
coincide o esta cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracién en la superficie.de: éste
puede ser varias veces superior a la aceleracidén en el terreno firme.
En este ejemplc la amplificacion de la aceleracidén es de 3.18 , para
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico.

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracidén y
los wvalores correspondientes a 1los '"picos" de 1la funcidn de
amplificacidén (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (u%)

n () £ T A (w)
. n :34) 1]
s ciclos/s s

1 11.78 1.875 0.533 3.183 _

2 35.34 5.625 0.178 1.061. ol oL

3 58.90 9.375 0.107 0.637 . .

4 82.47 : 13.125 0.076 0:455"°

5 106.03 16.875 0.059 0.354
w = (2n - 1) = CB‘/ 2 H A (u%) =4 / (2n - 1)w (2&)
f=w / 2n T =2n / W

n En n

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracion de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso,
es conveniente observar las frecuencias dominantes de los temblores
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se
puede presentar el fendémeno de amplificacién de aceleracién que hemos
comentado en los parrafos anteriores.

El razonamiento anterior es valido también en términos de 1los
periodos de vibracidén de ondas y suelo blando. Vemos gque- la ‘maxima
respuesta de aceleracidn se presenta cuando el periodo de vibracidn
de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo :de
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4). Es
decir, la aceleracidén en la superficie del terreno blando sera 3.8
veces mayor que la aceleracidn en la base, si el amortiguamiento

4¢



suelo es de 20 ¥ . Vemos entonces que la aceleracion en la superficie
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T ./ T, donde

T, es el periodo natural de vibracién del estrato blando y T es el
8

periodo dominante de vibracidn de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 1}, los periodos de vibracidén
estan dados por

T =4HVp/G / (2n - 1) (6)

sn

donde p = masa especifica del suelo
. G = médulo de rigidez al cortante dindmico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1:

T =4HVp/G (7)

Para la estimacidén del periodo natural de vibracién de un suelo
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980). Para la determinacidén del
médulo de rigidez dindamico de la arcilla del valle de México, puede
consultarse a Jaime et al (1987).

El periodo de vibracién de la estructura se halla con los métodos
usuales del andlisis estructural. S$in embargo, cuando el terreno de
cimentacion estd formado por un suelo blando, es importante
considerar ademds el efecto de balanceo. y de traslacidn horizontal de
la cimentacidén. Asi, el periodo de vibracion.acoplado de una estruc-
tura vale (Normas de Sismo 1987):

T =V T+ P+ T g ' (8)
1 ] o x r

periodo fundamental que tendria la estruéiﬁ;&-si se

apoyara sobre una base rigida (este periodo se debe ‘a
la flexibilidad propia de la estructura)

]

donde T

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera

infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla-
darse en la direccion que se analiza

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera

infinitamente rigida y su base solo pudiera girar
con respecto a un eje horizontal gque pasara por. el
centroide de la superfiece de desplante de 1la
estructura y fuera perpendicualr a la direccidén que se
analiza
VAR L.
El periodo natural de vibracién por rotacién de una masa esta dado

por A -

B

-



T =2nVMH /K =2nHVM/K (9)

r

/ 2
°© T.=2m W H /gKr g = aceleracién de la gravedad (10)

r

Las Normas de Sismo, en el inciso A.7 del Apéndice, establecen que
"para el calculo de Tx se supondrda que el desplazamiento de la base

esta restringido por un elemento elastico cuya rigidez vale K, en

t/m:

1/2
T =2m (W /gK) (11)

donde T esta en segundos, W/ es el peso neto de la construccion al

nivel de su desplante, incluyendo el peso de 1los cimientos vy
descontando el del suelo que es desplazado por la 1nfraesgructura, en
toneladas, y "g" es la aceleracién de la gravedad, en m/s” . El vdlor
de W; no se tomara menor de 0.7 Wo.

"Para el calculo de T se supondrd que la rotacion de la base estd
r
restringida por un elemento eladstico de rigidez K , en t.m/radian:

Tr=21r(J/gKr)U2 (12)

donde T esta en segundos y "J" es el momento neto de inercia del

peso de la construccidén, en t, mz, con respecto al eje de rotaci
descontando el momento de inercia de la masa del suelo desplazado pur
la infraestructura. Esta diferencia no se tomara menor de 0.7 veces
el momento de inercia calculado con el peso de la construccién.

"Tratandose de construcciones gque se apoyan sobre zapatas coxrldas
con dimensién mayor en la direccidn que se analiza o sobre losp o
cascardn gue abarque toda el 4&4rea de cimentacidn, y gque “posean
suficiente rigidez y resistencia para suponer que su base se desplaza
como cuerpo rigido, los valores de Kx Y Kr se obtendran de la tabla

1, en que G es el médulo de rigidez medio, en t/m2 , del estrato en
que se apoya la construccién, y los radios equivalentes R YR , en

metros, se calcularan empleando las expresiones

R = (A/ )" ~ (13)

X

R =(4a1/a)" (14).

r

"en las qgque A, en ma, es el 4&drea de 1la superficie neta de
cimentacidén, e I, en m, es el momento de inercia de dicha superficie
neta con respecto a su eje centroidal perpendicular a -la dlrec1on que
se analiza” (Normas de Sismo 1987). AT
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Una vez que se conocen los periodos de vibracidén del suelo Th y de
la estructura 'I‘1 , se puede emplear el espectro de respuesta sismica

de Zeevaert (1980) para la determinacidén del factor de ampl?ficacién
f (fig 5), definido como el cociente de la maxima aceleracidén en el
a

centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracidén en la
superficie del terrenoc blando. Para entrar en el espectro de la fig 5
necesitamos el amortiguamiento acoplado del sistema, el cual esta
dado por (Zeevaert 1980):

g, =v1l-g (15)

_ 2 2 2
donde g =g g (T/)°/ (g, T> + g T (16)
T =V 1+ 7 ‘
g, =1-¢ g =1-2¢

Vemos en el espectro que la maxima respuesta se obtlene cuando T /
T, = 1 . Por 1lo visto anteriormente, no se puede evitar la
amplificacién de 1la aceleracién de un suelo blando, pero si es
factible evitar gque coincidan el periodo natural de vibracién del
suelo con el periodo natural de vibracion de una estructura.

La aceleracidén en la superficie del terreno la proporciona, en la
ciudad de México, el Reglamento de Construcciones en las Normas de
Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefala que "la ordenada del
espectro de acelerac1ones para disefio sismico "a", expresada como.
fraccidén de la' aceleracién de la gravedad, esta dada por la siguiente
expresidn:

a=(1+3T}/ T) c/ 4, si T es menor que Tn"

La aceleracién en la superficie del suelo se obtiene hac1endo T=20
en esta expresién (pues para T = 0 la estructura vibra 1gua1 .quela
superficie del terreno), por lo tanto a = c=c/ 4 en la superficie.

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigrdficas del
Distrito Federal se presentan a continuacién (articulo 206 del
Reglamento) : :

Zona Coeficiente Coeficiente c, Aceleracioén
sismico ¢ (superficie) (superf§c1e)
cn/s
I 0.16 0.04 39
IT 0.32 0.08 78
III 0.40 0.10 98

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona II; la aceleracidén de
disefio de la superficie del terreno es de 98 cm/s°.



También se puede utilizar el siguiente c¢riterio para hallar "Y“c"

(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el pe- "do
dominante del terreno T, Y que se hallen en las parte sombr 1S
de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptard c = 0.4 para

estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de las partes
sombreadas se adoptara

c=1.6 T, / (4 + 'I‘:I) (17)

Venos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibracidén
dominante del suelo T, - Considerando que el coeficiente sismico en

la superficie c,=¢ / 4 Y que la aceleracidén en la superficie, en
cm/sz, es igual a c_ por 980, en la fig 6 se presenta la variacidn de

esta aceleracidn en funcién del periodo T;

EJEMPLO

it

e -

Determinar la respuesta de aceleracidén de un edificio sobre un
estrato de suelo blango, con las siguientes caracterlstlcas.

Masa = 217.5 t.s/m T

Peso = 2133 t

Pericdo de la estructura T; = 0.3 s

Amortiguamiento en la estructura {,=5%

Periodo por rotaciodn T =10.76 s

Amortiguamiento en el terrenc de cimentacidn Cr ='15 %
Periodo por traslacién T =0.22s

Periodo del terreno de cimentacioén T, =2.4s

Soluciodn

El periodo acoplado de 'la estructura vale

=V 1+ 12478 = 0.85 s S e
1 ] x I

Obtenemos el cociente T, /T, 6 = 0.35

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento
acoplado del sistema, el cual esta dado por (Zeevaert 1980):

¢ =vi1-g
L =9,9, (TH%/ (g 12 + g 1)

donde T =V ™ + 7° = 0.817 s
[+] T

O
it

St



g =1-¢ =0.9975
g =1- & = 0.9775
Sustituyendo g, = 0.98 Co = 0.141

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % .

Entrande al espectro para disefio sismico (fig 5, Zeevaert 1980), se
obtiene un factor de amplificacidn fn = 1.9 .

Considerando una aceleracién en la superficie de 98 cm/s?, 1la
aceleracidn en el centro de gravedad de la estructura estd dada por

(98) (1.9) = 186 cm/s® .
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APUNTES DE DINAMICA DE SUELQS
VIBRACIONES DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD

VIBRACIONES LIBRES

Consideremos un sistema de un grado de
libertad, como el mostrado en la fig 1. Se frata
de un cuerpo de masa M unido a una base
fiime mediarte una barra de cierta rigidez
lateral. La rigidez K se define como el cociente
de la fuerza horizontal aplicada en e! centro de
gravedad del cuerpo, dividida entre el
desplazamiento horizontal que produce dicha
fuerza, es decir

K=P/3

El amortiguamiento C toma en cuenta Ila
disipacién de energia que se produce durante el
movimientc (fundamentalmente por friccién
intema en el sistema).. Se ha observado que la
disipacion de energia se puede representar
mediante una fuerza que se opone al
movimiento, la cual. es proporcional a la
velocidad del cuerpo; esta fuerza vale C L.

Por el principio de D'Alembert, la fuerza de
inercia es 4gual al producto Mii pero tiene
sentido contrario a |la aceleracién. Esta fuerza
de inercia se agrega al equilibrio dindmico del
cuerpo.

E! fenémeno fisico que estamos estudiando
consiste en dar inicialmente un desplazamiento

horizontal 5, al cuerpo, para después soltario y
dejario vibrar libremente.

La ecuacion de movimiento (equilibrio dinamico,
fig 1b) da lugar a la siguiente expresién

Mi+Ca+Ku=0 (1)

Supongamos inicialments que no hubiera
amortiguamiento, C=0enlaec1

Agustin Deméneghi Colina’
Margarita Puebla Cadena*
Héctor Sanginés Garcia*

MU+ Ku=0 (2)

La ec 2 es una ecuacion diferencial homogénea
de segundo orden. Su ecuacién caracteristica
es

MAZ+Ka%=0, MA2+K=0 (3)

La solucidn de la ecuacién caracteristica es

M=V -KM =Y KM i

Ae==V -KM =V KM i
Sea o=V KM (4,

o = frecuencia circular natural del sistema’

Cuando. ias raices de una ecuacidn carac-
teristica .son complejas, fa soluciébn de una -

ecuacién diferencial homogénea de segundo
orden esta dada por -

u=Cy 6 cos bt + C, 6 sen bt ¥,

Donde a es ia parte real y b la parte imaginaria
del nimero complejo. Por lo tanto

u=C, cos ot + C, sen ot )
1=-C, o sen ot + C> @ cos ot {6)

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t
= 0, U = 0. Reemplazando en la ec 6, C, = 0.
Parat =0, u = §, Sustituyendoenlaec5, §, =
Ch y

u =8, cos ot 7

En Ia fig 2 se muestra la variacién de u en
funcion del tiempo t.

" Profesores del Departamento de Geotecnia. Division de Ingenieria Civil, Topografica y Geodésica.

Facultad de Ingenieria. UNAM
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Se define el periodo T como e! tiempo en que la
masa cumple un ciclo de movimiento, as dedir,
cuando la masa pasa por el mismo punto, con
el mismo sentido del movimiento. En la fig 2
observamos que oT =27, ¥y

T = 2no (8)
T=2rnv MK (9)

T es el periodo natural de vibracién del sistema
de un grado de libertad.

Se define la frecuencia natural del sistema
como el inverso del periodo

f=1T=wlnr (10}

=ykim /211' (11)

La frecuencia mide el numero de ciclos de
movimiento por unidad de tiempo.

La velocidad de la masa se halla derivando con
respectc altiempolaec?

U=-md,sen ot (12)

La aceleracidn se obtiene derivando la ec 12
con respecio al tiempo

U=-0°8,008 at=-0’u (13)

Vemos que la aceleracion es igual al
desplazamiento multiplicado por el cuadrado de
®, con signo contrario.

Efemplo

Una masa se mueve en vibracién libre, con una
amplitud de 4 cm y un pericdo de 0.75 s. Hallar
la méxima velocidad y la méxima aceleracion,
suponiendo un amortiguamisnto nulo.

Solucién

T=2rlo 0=20/T=8378¢"

x = - 8.738(4) = -33.51 cmyfs

¥ =-280.735 cm /s

Ejempio

En un sistema de un grado de libertad se da un
desplazamiento inicial 8, = 5.08 cm a una masa
de 3.63 kg de peso. La constante del resorte es
K = 0.7143 kg/cm. Calcular la frecuencia del
sistema en ciclos por segundo, considerando un
amortiguamiento nulo,

Solucion

M = 3.63/9.81 = 0.37 kg-s*/m

K =71.43 kg/m

o= (KM)'? = 13.894 5™
f=of2r=2211ciclos/s = 2.211 Hz

VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS
Consideremos ahora que si hay disipacion de
energia en el sistema (fig 1), es decir, existe
amortiguamiento: C = 0. El movimiento queda
_representado por ia ec 1

Mi+Cu+Ku=0 (ec 1)

La ecuacidn caracteristica es

MiZ+CA +K =0, MA2+CA+K=0  (1%)

Las raices de la ec 14 son

A = - CI2M + ¥ (C/2M)? - K/M

Az=-CIM - (C2M)? - KM

Las raices A y A; pueden ser reales o
oomglgjgg, dependiendo del.valor .del radical.
{CI2M)* — KM, es decir, es funcién del signo de
la cantidad (C/2M)?2 — K/M. Distinguimos tres
casos:

I Dos raices reales diferentes

Si las raices son reales: (C/2M)* - KM > 0. La
solucion de la ec 1 esta dada por

u=0Cy OMt + Cz 912 (15)

En estas condiciones, el sistema no vibra, sino
que la masa, después de ser desplazada una
distancia §, regresa a su posicién inicial. Este
fenémeno ocurre cuando el amortiguamiento C
es alto.

. Una raiz real

Se presenta cuando (C/2M)° — KM = 0. Sélo
existe una rafz real que vale

A=-CI2M

La solucibnde laec 1 es

S8



u=C,eM+Cote.

U=Ciret+Ctae” +eM)

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t
=0, u=35, porlotanto C; = &, Parat=0, 4=

0, y C; = - A 8,. En consecuencia, la solucién de
laect es

u=38,e"(1-4t)
u =38, 1 + (Cr2M)) {16)

En la fig 3 se muestra la variacién de u en
funcién del tiempo.

El amortiguamiento para esta condicién se
denomina amortiguamiento critico y vale

(CotZMPP —KM =0
Cet =2V MK (17)

n. Dos raices complejas

Ahora (CI2M)® — KIM <0, y

A = - CI2M +4 KM -(c:_fZM)2 i

A2 =-Ci2M-Y KM - (C2M)?..i

i=v -1 |

Cuando las raices de -wuna ecuacion
caracteristica son complejas, la solucién de una

ecuacién diferencial homogénea de segundo
orden esta dada por

u=C, 6™ cos bt + C, e sen bt (18)

Donde a es la parte real y b la parte imaginaria
del numero complejo. Por lo tanto

a=-CI2M (19)
KM - (CI2M)? (20)
Derivando la ec 18

0=e* (-C, bsenbt + Ca b cos bi)
+a e* (C, cos bt + C; sen bt) (21)

Parat=0,u=5, delaec18: C; =5,

Parat =0, u = 0. Reemplazando en la ec 21: C;
=-ad,/b

Sustituyendo en la ec 18
u = &, e [cos bt - (a/b) sen bt » (22)

Derivando con respecto al tiempo se oblienen la
velocidad y la aceleracion

U = -{(a® + b?)b] 5, ™ sen bt (23)
i = - [(a + bY)/b] 5, 6 (a sen bt + b cos bt) (24)
Sea ¢ = C/Cey = CH(2 YMK) (25)

A ( se denomina fraccién del amortiguamiento
critico.

o= VKM =C/2M
Reemplazando en las ecs 19y 20

=-Lo (2;)‘

b=v KM ¥ 1-[C/2 VMK)]?
b=o 1- e 27
Reemplazando en la ec 22

u=38,e " [cos o

+(CINT1-C )senmw}1 Zt] (28

Obtengamos el pericdo en una vibracion libre
amortiguada. Los maximos y minimos de u se
presentan cuando su derivada con respecto al
tiempo vale cero, es decir, cuando la velocidad
G es nula. De la ec 23, los valores extremos
ocurren para bt = nx, n = 0,1,2,... . Para conocer
si se ftrata de un méximo o un minimo,
utilizamos el criterio de la segunda derivada:
cuando ésta es negativa se trata de un méaximo
y cuando ésta es posiliva se trata de un
minimo. En la ec 24 vemos que para bt = nx, n
= 0,2,4,..., U es negativa, por lo tanto ocurren
los maximos de u. Para n = 135,..., U es
positiva, y ocurren los minimos. Tomando el
primer ciclo: bt = 2x, en consecuencia el
periodo T' de una vibracion libre amortiguada
vale

T = 20 = 2o V1 - C2) (29)
=2n VMK 1¥1-2 (30)

39



Pero T=2n VM/K (ec 8)

Porlotanto T' =T/ 1-¢2 (31)
Lafrecuencia o'= 2uT' =0 V1-C2  (32)
Para valores pequefios de amortiguamiento,
vemos que el periodo de una vibracion
amortiguada es ligeramante mayor que el de
una vibracion sin amortiguamiento, y que su
frecuencia circular es ligeramente mener que la
de una vibracién sin amortiguamiento.

La fig 4 muestra la variacidén de u en funcidn del
tiempo.

Obtengamos ofras expresiones para el célculo
de u. El desplazamiento estad dado por

u=8%(C, cos bt + C; senbt) = ™ U’

v =C, cos bt + C, sen bt

Sea(figs) U =uysen{bt+d)

u=e®u,sen (bt + ) (33)
U=uye®[bcos (bt +¢) +asen(bt+4)] (34)
Condiciones iniciales: parat=0: u=§, y u=0
Sustituyendo enlas ecs 33y 34

Um =58, /send

asend=-bcosod

tan ¢ = - bla (35)

Por {o anterior

u = (8,/ sen ¢) e sen (bt + ¢) (36)
U = (5, / sen ¢) e [b cos (bt + ¢)

+a sen (bt + ¢)] (37)
U =(5,/ sen ¢) ™ [2ab cos (bt + ¢)

+(a® - b?) sen (bt + ¢)] (38)
También (fig 6)

sen¢=b/V a + b’ (39)

Sustituyendo las ecs 26 y 27 en la ec 39

Val+b? =0
y seng=v1-02
tan¢=J1-c"’lc (40)

Ejempio

A una masa de B kg (kg = kgy) se da un
desplazamiento inicial de 3 cm y se deja vibrar
libremente. La rigidez de la barra es de 2 kgfem.
Considerando un porcentaje de amortigua-
miento critico { = 5%, calcular el tiempo que
tarda en alcanzar la posicion de desplazamiento
rnulo, asi como la velocidad y la aceleracion
para ese instante.

Solucién

M = 8/9.81 = 0.8155 kg.s%m

=CH2VMK), C =2, VMK =1.2771 kg.s/m
Aplicando las ecs 19y 20

a=-0.783020, b = 15.64082

Usando laec 35

tan ¢ = -15.64082/-0.78302) = 19.97499

¢ = 1.5207755 rad

Aplicandolaec 36, conu=0

sen (1564082t + 1.5207755) =0

t=0.103627 s

Usando las ec 37 v 38"

u=-0.4332mls

ii = 0.67839 m/s®

VIBRACION DE UN BLOQUE VERTICAL

Debido a peso propio, la fuerza en el resorte
vale (fig 7)

W=Kgy

Supongamos ahora que damos  un
desplazamiento vertical 8, y dejamos vibrar
libremente el sistema (fig 7b). L2 ecuacion de
movimiento es

MZ+Cz+ Kz + K5y -W=0
MZ+Cz+Kz=0 (41)

Ejemplo

Una masa de 3.63 kg de peso se apoya sobre
un resorte de constante K = 0.3572 kg/cm. La
masa se desplaza hacia abajo 5.08 cm y se
permite vibrar libremente. Hallar: (a) el tiempo



requerido por la masa para moverse 2.54 cm
hacia amriba, después de habserse soltado, y (b)
la velocidad y aceleracién de la masa para esa
posicion.

Solucién

(a) M = 0.37 kg's/m®

K = 35.72 kg/m

o =(KM)'“=9826s"

2 = 5, cos ot = 5.08 cos 9.8261 = 2.54
9.826t=angcos 0.5 t=0.1066s
(b) % = - §, ® sen ot = 43.23 cmfs
Z= -5, 0% cos ot = 245.13 cm/s?

VIBRACIONES ESTACIONARIAS

Se denominan vibraciones estacionarias aque-
llos movimientos en que la accién sobre el
sistema es de tipo armonico.

a) Vibraciones forzadas

Consideremos un cuerpo como el de la fig 8,
que se somete a una fuerza estacionaria dada
por P = P, sen Ot La ecuaciéon de movimiento
es

Mi+Cu+Ku=FP,senQt - (42)

La respuesta de la masa —después de un lapso
inicial cuando se disipa un movimiento por
vibracion libre amortiguada-, estd dada por
{(Newmark y Rosenblueth, 1976)

P sen ((t - o)

u=— (43)
K (1-QP0)? + (200

@ = tan™ {261 ~ (Vo)) (44)

o = frecuencia circular = J KM

Ejemplo

Un motor que pesa 160 kg estd apoyado en
cuatro resortes que tienen una rigidez de 133.9
kgfem (cada uno). El motor tiene una masa
desbalanceada que pesa 28.4 ¢, localizada a
15 com de distancia del eje de rotacion.
Sabiendo que el motor estd restringido a
moverse verticalmente, dsterminar (a) la
velocidad en rpm a la cual ocurre la resonancia,
y (b) la amplitud de la vibracién del motor para
una velocidad de 1200 rpm.

Solucion

aleo = VKM
Velocidad de resonancia = 547 rpm

b) @ = 1200 rpm = 125.6 rad/s

La magnitud de la fuerza centrifuga es

Pm = Ma, = M1 o® = M(0.15){(125.6)°= 15.3 b
u=0.00135 plg

b) Movimiento estacionario de la base

Consideremos ahora un sistema de un grado de
libertad como el mostrado en la fig 9, en el que

la base se somete a un movimiento dado por

up = A sen (Ot (45)
La velocidad y la acelsracidn de la base son
.

u, = Acos (Ot (46)
U, = - A Q% sen (it (47)
La ecuacién de movimiento esta dada por -
Mi + Cit + Ku =0 (48)

Pero, delafig8 -ug=u, +u (49)

M (Uy+U)+ Co+Ku=0 ’

MG + CU + Ku = - M, (553'

Mi + Cl + Ku = A Q° M sen Ot (51)
Vemos que la ec 51 es similar a la ec 42. En
consecuencia, podemos emplear la misma
solucion de esta ecuacién, con .

P, sen Qt = A ¥ M sen (it

Con este cambio de variable, la respdesta dela

masa estd dada por los siguientes movimientos
relativos

u=ABssen ((-o) {52)
0= AQ By cos (Ot - p) (53)
U=-A0%Bgsen (Ot-gp) (54)

En las expresiones anteriores

1
By = (55)
¥ (1 - 0% + (200/QY




¢ =tan” {(2(Q0)[1 - (o)) (56)
o = frecuencia circular del sistema = v K/M

Los movimientos absclutos {movimientos gene-
rales) estan dados por (fig 8)

Desplazamiento: ug=u,+u (57)
Velocidad: Ug = Uy +U (58)
Aceleracion: Ug=Up+t (59)

Definamos el factor de amplificacion de la
aceleracién como el cociente del valor absoluto
de la maxima aceleracién genaral entre el valor
absoluto de la méxima aceleracion de la base

fa = max |Ugl/ max(is | (60)
f = max |sen Qt + By sen (Qt-cp)l {61)

En la fig 10 se exhibe la variacién ds f, con el
cociente T./T, para amortiguamientos de 2 y
10% del amortiguamiento critico, siendo T, =
21t/e (masa que vibra) y T = 2#/QQ (base).

Se observa en la fig \0 que 1a amplificacién de la
aceleracién depende del cociente T/T y del
amortiguamiento. La méxima amplificacion
ocurre cuando TJT = 1, al aumentar el
amortiguamiento decrece el factor f,. Para T+/T
- w0 la amplificacién de ia aceleracion es nula.

Ejemplo

Hallar el desplazamiento, la velocidad y la

aceleracién (movimientos relativos) de la masa

de la fig E-1, para { = 25 s. Movimiento de la

base u, =5sen 3t (u,encm, tens).

Solugién

Q=3s", M=10/981 = 0.010194 k.s¥cm, o =
N5/0.010194 =22.174 5

Sustituyendo valores en la ecs 55 y 56: By =

0.01869, ¢ =0.01380

Reemplazando en las ecs 52 a 54

u = 5(0.01869) sen (3t — 0.0128) = 0.08345 sen

(3t - 0.0138)

U= 0.2804 cos (3t —0.0138)

i = - 0.8410 sen (3t — 0.0138)

Parat = 25 s: u = -0.03742 cm, U = 0.2569

cms, U = 0.3368 cmys®

VIBRACION DEBIDA A ROTACION

Consideremos una masa como la indicada en la
fig 1l, vibrando libremente. La fuerza de inercia

vale F = Mii. De la figura u=8H, u=8H. Por
lotanto F=MB H.

E! momento de volteo al nivel de cimentacion,
debido a la inercia de la masa es (Zeevaert,
1980)

Or=FH=MOH =MH?*6

Supongamos ahora que la cimentacidén esta
sometida a un momento estacionario dado por
Or = Oy, sen (. En el diagrama de cuerpo libre
de la cimentaciéon (fig 12) se muestran los
momentos que actla sobre ella. El equilibrio de
momentos conduce a

MH28 + C, 8 + K, 6 = Oy, sen Ot (62)

Para un sistema de un grado de libertad sujeto
a una fuerza vertical estacionaria, habiamos
cbtenido la siguients ecuacién de equilibrio
dinémico (ec 42)

M + CU + Ku = F, sen Ot (42)

Las ecuaciones 62 y 42 son similares, por lo
que para hallar la solucién de la ec 62 podemos
emplear la de la ec 42, cambiando M por MH? y
P, por Oy, Por lo tanto, 1a solucién de la ec 62
es

Oro sen (X - )
6= (83)
K v (1-Q%? + (20e)?
a = tan” [(2teO) 0 - Q) (64)
o= KIMH? =V K/M /H (65)
C=CiC=Crl 2V KMH?)
=C/{2HVK M) (66)

Por lo anterior, el periodo natural de vibracion
por rotacién de una masa esté dado por

T,=2nJ MH?/K, =2z HY M/K  (67)
T,= 2+ WH/gK (68)

siendo W = peso de ia masa y g = aceleracion
de la gravedad

(2
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um = JC1’+ sz

u'=Clsenbt+C2cosht
' = umsen {bt +¢)
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ANALISIS DINAMICO

Se denomina andlisis dindmico al procedimiento que permfte calcular la res-
puesta de una estructura, en funcidén del tiempo, ante la accidén de una car-
ga que es también variable con el tiempo. La respuesta que con mayor fre--
cuencia se calcula es el desplazamiento, ya que si se conoce la posicidn de
los puntos de la estructura en cada instante, es posible también conocer -~
los elementos mecanicos internos en cada instante.

Se ilustra en seguida la definicidn anterior para el caso sencillo de una -

estructura de un sélo grado de libertad:

— = ge)y?

v

Ft)
Conocida la funcidn F(4)

detemminar 4 (t)

. o

Se observa que la diferencia de un andlisis dindmico con un andlisis estdtico
estriba en que el primero inc]hye el efecto del tiempo en tanto que el segun-
do, no. Aparte de esto, los dos procedimientos de andlisis se rigen por los-
mismos principios; las relaciones entre fuerzas internas y desplazamientos --

son idénticas.

Las acciones exteriores variables con el tiempo y que requieren andlisis dina-
micos son por ejemplo el sismo, el viento y la carga de los vehiculos sobre -
los puentes. Otras acciones tienen una variacion muy lenta con el tiempo y -
por ello se caracterizan como cargas estdticas, por ejemplo las cargas vivas-

sobre los edificios.



Grado de libertad
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Se denomina grado de libertad al nimero minimo de coordenadas que deben cono-

cerse para definir la posicidén de un sistema en un instante dado. Un marco --

T T

Catructura de un grado de
Libertad

Eatructunas de dos grados
de libentad
w

K, ' s K+Kky

> -

Péndulo: Representacion de
una edtiuctuna de un grado
de libentad.

de un solo piso es una estructura de uﬁ solo
grado de libertad, porgque basta conocer el -
desplazamiento en 1a parte superior de las -
columnas para definir la deformada del sis--
tema. En cambio, un marco de dos pisos es--
una estructura de dos grados de libertad, por
que la deformada queda definida cuando cono--
cemos A, y A, , 1os desplazamientos relati--

vos de cada entrepiso.

Un marco con un solo piso, pero con el cabe--
zal a dos aguas es una estructura de dos - -
grados de libertad porque la deformada queda
definida al conocer A,y A;, los desplazamien-
tos en el tope de cada columna que no son - -
iguales por la accidn de "tijereteo" de la -

cumbrera.

Por comodidad, el comportamiento de una es--’
tructura de un grado de libertad puede asimi
larse al de un péndulo, constituido por una -
masa sobre un vastago. La masa es %f donde -
w es el peso concentrado en el piso y la rigi
dez del vdstago es k, igual a la suma de las

rigigeces de las columnas del entrepiso.
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ANALISIS DINAMICQ DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD.
Notacidn

Consideremos un péndulo oscilando en torno a su posicidn inicial de equilibrio.
El sistema es de un solo grado de libertad porque su posicién queda definida -
si se conoce en cada instante el desplazamien

k= to "4*., En cada instante la velocidad de la-

9]
) masa serd la primera derivada de y respecto al
f
f tiempo, -%%— seglin la notacidn de Leibnitz o -
1
' §(t) seglin la notacidn de Newton; de igual --
Y8 = Desplagamiento modo la aceleracidn serd la segunda derivada-
g (4) = Velocidad

de y respecto al tiempo:-%%% - §(8)

[}

§ (W) 2z Aceleracion

En lo sucesivo emplearemos la notacidn de --

o Newton.

Ecuacidn General del Equilibric dindmico

D'Alembert, a fines del siglo XVIII establecid la ecuacidn general del equi--
1ibrio dindmico que nos dice que una masa en movimiento en un instante cual--

quiera se encuentra en equilibrio bajo la accidn de cuatro fuerzas:
F = fuerza exterior, causante del movimiento

I = fuerza de inercia, que se opone al movi-

1 0 miento
K —

R = fuerza de amortiguamiento, debida a - -

I+RyK = F friccién

K = fuerza de restitucién eldstica, por la -
que el cuerpo trata de recuperar su posi

cion original
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Planteada de esta manera la ecuacidn del equilibrio dinamico parece ser muy -

sencilla, pero en realidad es complicada porque las cuatro fuerzas involucra-

das son funciones del tiempo y aplicadas a un caso particular conducen a una-

ecuacion diferencial en la que debe despejarse la funcidn del desplazamiento:

9 (1),

Aplicada a sistemas de un grado de libertad en que se introducen algunas hipd

tesis simplicatorias, la ecuacidn general de equilibrio dindmico conduce a --

una ecuacidn aiferencial matemdticamente soluble. En seguida, se presentan -

algunos casos particulares de andlisis dindmico de estos sistemas:

a) QOscilacidn libre no amortiguada

Yo
—
|ulwuo.__y: :- e g°
i
)
)

!
'
i
by O3CLILACION

% Lisan

FitY= ©
R{t)y» ©

Se supone en este caso que el sistema oscila
libremente después de recibir un impulso - -
(fuerza de corta duracidn) que le produce un
desplazamiento inicial "y,” y una velocidad-
inicial “4,“ La fuerza exterior y el amor-
tiguamiento son nulos,

La ecuacidn del equilibrio dindmico se reduce

entonces a:

I +K = 0O

Pero por la segunda ley de Newton, 1: :ruerza de inercia es igual a la masa por

la aceleracion: 1 = wmy(4),

Si por otro lado se supone que el sistema es - -

eldstico lineal la fuerza de restitucidn eldstica puede expresarse comg - - -

K =ky(+) donde k es la rigidez que puede obtenerse como

donde F es una fuerza estdtica

2]

Yy, es el desplazamiento producido por F
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En consecuencia, la ecuacion del equilibrio dindmico queda:

m::i(t) y k(Y= 0

Dividiendo por m y 1lamando = = w*

3=

Y(t) + wiy(t) = O
Ecuacidn diferencial cldsica cuya solucidn es:’
Y.
Yty = Y, coswr k + = sen wt

Solucion que puede tambiin escribirse:

yit) = A cos (w'&' ;)

Donde A: amplitud = V 94, (-éL)z = Mdximo desplazamiento del mdvi}
o

_92 -
= fasg = ang ban o

L] -

Cuya representacién grdfica es:

VY2 Acos (we - ;) '

(arminica)

v
~g
~

Movild real Movid Licticio
en movimiento en movimiento
aaminico simple circulan uniforme

Se observa que la posicidn del mévil real‘puede definirse en cada instante --

si se 1e correlaciona con la de un mdvil ficticio en movimiento circular uni-

forme.

Se llama periodo T, al tiempo que tarda el mévil en dar una oscilacion comple-
ta. Sus unidades son (se«.)

Se 1lama frecuencia, n, al nimero de oscilaciones completas que da el mivil -

en la unidad de tiempo: n=—_;_-

Unidades: <icles/ses = Hertx
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w es la frecuencia angular natural; de la grdfica se deduce

L2
T=235

: | ' radian
Sus unidades son e 0 s

E1 periodo T y la frecuencia w reciben el calificativo de "propios" porque --
no dependen mds que de caracteristicas propias de la estructura: su rigidez -
K y su masa m. Estas caracteristicas son muy importantes porque definen la -

respuesta de una estructura ante una accidn dindmica.

b) 0Oscilacidn forzada no amortiguada

Se supone en este caso, que el movil sin -
B FLY)

-

amortiguamiento se mueve bajo la accidén de

R=0
una fuerza exterior variable con el tiempo,

_—— -y

F(te)
Introduciendo las mismas hipdtesis expresa-

das anteriormente, la ecuacién del equilibrio dindmico queda:
myle) + ky(t) =F (¢)

Para resolver esta ecuacidn es necesario conocer la funcidn F(t)

Suponiendo que la fuerza exterior es una fuerza ciclica de variacidn arméni-

ca, de la forma

F )
F(t) = F senpt
Is
> Pt
Donde \\\\5’///, ¢
P = frecuencia angular de la o N
i r T' .—1-!-
¢

fuerza
F = Valor maximo que puede ad-
quirir la fuerza

Te = Periodo de la fuerza
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En'consecuencia,

myce) + Ky (t) = Fsenvt
Dividiendo entre

Y6 ¢ wly o)z o osen ot

Ecuacidn diferencial cldsica cuya solucidn es:

r i
wie) s Bucs Cut~ 4 '-h-:T P 5"‘2

o

(O @

E1 término (D) representa el efecto de la oscilacién propia y@el de la fuerza.
En los casos de interés prdctico el efecto de la fuerza es mucho mayor que el

de la oscilacién propia, por 1o que en forma aproximada se puede escribir

<. ! .
M o s ¥t
como w:.K .k
m T
. :»F .-
. o9ty = 20 ._.,lf,,,.u Sen Wi
LA
ro F . P
pe - Jur, = desplazamiento causado por una fuerza estdtica-
de valor F
t
MO = Yyp, ———— Bseavwt
<
()
La funcidn sen ¢t puede tener como valor mdximo =1 por lo que,

9!‘1&5 = 5;'”-; ——

Al término se le 1lama factor de amplificacidn

—_

Yye
- ()
dindmica = (Fa), representa la relacidén entre el desplazamiento mdximo causa-

do por una fuerza dindmica de variacidn arménica y una fuerza estdtica:
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FA = Fowia (dad)

3 ek

Es interesante observar en una gridfica como varia el factor de amplificacidn -

. . . ¥ o
en funcidn de la relacidn o

[FAl 1;
y — RESONANCIA
i ad LY
| 1 w
| ]
! |
3 ' ; ) {
¥
| /2 .33
5 i
| ; !
2 i I i | oD
| |
Ve |
! 2 0.33
] o.5 1.0 \.5 2 0'

Se observa que si +:w el factor de amplificacidn es -~ , y la deformacidn -

tiende al infinito. A este caso se le llama resonancia.

E1 concepto de resonancia tiene una gran trascendencia en_lngenierfa Sismica.-
Cuando el perfodo dél suelo coincide con el periodo predominante de la excita-
cién sismica al nivel de roca basal, las aceleraciones a nivel de terrenoc na--
tural se amplifican considerablemente; por otro lado si el periodo de un edifi
cio coincide con el periodo del suelo en que se asienta, aumenta el riesgo de-

dafos.
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c) Oscilacion libre amortiquada

S Se supone,como en el primer caso, que el -
‘HN‘"FV';; O— 4 movil oscila libremente después de recibir
E :%1:_,"“,“,. un impulso que le produce un desplazamiento
R(t) ¢ o % y una velocidad 3, iniciales; pero ahora
Fzo

se introduce el efecto del amortiguamiento

La ecuacidn del equilibrio dindmico queda:

mylt) + R(e) s ky(+) = 0

Para resolver esta ecuacidn es preciso conocer la funcidén Riy), Con fines de
ingenieria se estudian diferentes tipos de amortiguamiento, pero en Ingenie-

ria Sismica interesa particularmente el 1lamado amortiguamiento viscoso en -

el que Ta fuerza de amortiguamiento en cada instante es proporcional a la ve-
locidad del mdvil en ese instante (Riw »g Q(t)) ya que estudios experimen
tales realizados en modelos fisicos y en edificios reales han permitido J;mog
trar que el amortiguamiento de las construcciones comunes es aproximadamente-

viscoso,

Por 1o que puede escribirse

mg(-t)i-@"j(t)«- xy({t)=o

Donde g es un coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y velocidad, cuyas

unidades son Ton %%}

A

Dividiendo entre m ,recordando que %}=.~= y haciendo -——=2¢, se tiene:

Yty e 2EG(H) + wrylt) =0

Donde:

= Factor de amortiguamiento.

m
H
~
o
5]
]
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La anterior es una ecuacidn diferencial cldsica cuya solucidn es:
€L . -
Y)Yz € A cos (W't - 3 )

donde

1)
"

base de los logaritmos Neperianos

. >
A = amplitud amortiguada = 1/3.2 + (3—'3_"?,—3')

T = fase amortiguada = angban —Jo t €Yo L
w?® y,
' - -
w" = frecuencia angular amortiguada = | w?- £*

Se denomina "porcentaje de amortiguamiento” a la relacidn

por 10 que

Cuando €=w, y=), se tiene el caso de amortiguamiento critico y después de -
recibir el impulso el mdvil regresa a su posicidn de equilibrio lentamente,

sin oscilar:

Y,

3o

gt Amortiguamiento caitico

Los amortiguamientos de las estructuras se expresan en funcidn de v, porcenta-
je del amortiguamiento critico. En forma experimental, se ha demostrado que -
los edificios comunes tienen porcentajes de amortiguamiento muy pequefios - -

(del 2 al 7%) (valor medio: 5%) por lo que w" L w
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Introduciendo esta igualdad en las expresiones anteriores y substituyendo

se tiene:
Yye) = e-umtAtcos {(we - §.)
donde
A'=¢3f+ (%ws.)? 1" = ang tan (-:—; +v)

Grificamente, la funcidn toma esta forma:

A ()

T,\ A

U{)\:\_Zj\??\}fé%‘-— —

-

T :-%E; : T . ‘

Comparando estaﬂgréfica con la del primer caso, se observa que el amorti?ua—
e 48

miento tiene por efecto reducir en cada ciclo el tamaio de la amplitud, hasta

que en unos cuantos ciclos las osci]aciones.se vuelven muy pequefias y el movi

miento practicamente se para. El periodo de la estructura amortiguada es - -

practicamente igqual al de la no amortiguada.

d} 0Oscilacidn forzada amortiquada

Este es el caso general, en que un movil

— Fl&) .
amortiguado oscila bajo Ta accidn de una
R 40 fuerza exterior, variable con el tiempo.
| Si el sistema es eldstico-lineal y el -

amortiguamiento viscoso, la ecuacidn - -
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del equilibrio dindmico serd:

my (e) v gy (k) v ky () = F &)

Para resolver esta ecuacion, se requiere conocer la funcidn F{t) Consideremos

en seguida algunos subcasos correspondientes a diversas funciones F ()

d 1) La fuerza exterior es una funcidn arménica del tiempo

Sea
F(t)= Fsanyt
donde b EO
F = valor mdximo de la —_
F
fuerza ' \/ > ¢
® = frecuencia de la -
fuerza Ty 2
¥
Te = periodo de la fuerza
Bajo esta consideracion:
MYLE) ¢+ BY(t) + kyct) = Fieayt
Dividiendo entre w, recordando que
B ke 2
T\-:ZE:?_UN -— T
se tiene
50+ 20w H(8) » wiy Le) = & sentt
Ecuacion diferencial cuya solucidn es
att)ac'“ﬁ'cos(mt'g')q-—:- '.: = ‘] Sen (¢t - G)
T Y
O] —%

E1 término @ representa el efecto de 1a fuerza y el término () el de la osci-
lacidn propia. En los casos de interés®es mucho mayor que @ por 1o que en -

forma aproximada

’9(&):%[ ‘ ]scncvt-r)
(T (2] e w0 (2
donde

hd
g = Fase = angy tan 2w
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Pero ~—:— = Y4, ¥
!

@) e ()

dindmica amortiguada" y se le representa por CFA)* por 1o que

se le denomina "factor de amplificacidn

Al término

Y (t) = Yers, (FA)' sen (Pt- %)
Como el mdaximo valor de la funcidén sea e 1,
Ymar = Jesr, (FA)™

- . T 3 . P .
la siguiente grdfica muestra la variacion de (ra)"en funcidn de (:r)-

-
(ra)
!
5 -
q /
Y=o
Vze
3
/ Y2
H
vedl)
yeoN
M [ — LV a0
——ll—\ Vaeg
I Vale
! |
l |
e T » L
o5 | 1.0 1 i.s .0 [/
) t
va_i Inttpysle de Aql

Resenaacia
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impulso.

Por otra parte, aplicando el principio de la cantidad de movimiento:

Fuerza. tiempo = masa. velocidad
F(z) 4% = mgo
3, =F42 4z
m

Substituyendo en la ecuacidn anterior,
- F (D) - 4
B(Q)-—-ﬁ sen (w (t 3)) 4

Pero este desplazamiento es el causado por un solo impulso, por lo que substi-

tuimos ¥(+) por dy
dy= T sen (w(e-0) 43
wwm

‘!

Para obtener el desplazamiento total en el instante t integramos el efecto de
todos los impulsos que actian desde t=0 hasta t=+t:

t

1 F(Z)

5(”"5 j_'“_ sen(wt-z)) dz
L 3

Si se introduce el efecto del amortiguamiento, el resultado anterior se modi-
t

fica como sique: ‘ Fgy ovw e
Yie) = —

— € sea [ w(b-2)] d2

A esta integral se le 1lama la "Integral de Duhamel" y se le asigna gran im--
portancia en Ingenierfa Sismica. Se enfatiza que la ecuacidn anterior es la

solucién de la ecuacidn general

G (1) 4+ 2Vwy (b)) vty (1) :f%)

Donde F(4) es una funcidn cualquiera
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Se observa que el amortiguamiento atenta considerablemente el efecto de re-
sonancia, ya que parai?:l,los desplazamientos mdximos dindmicos son aproxi

madamente 5 veces el estdtico para V=102 y no e como para V=o
A mayor amortiguamiento menor amplificacidn dindmica.

’ . "]
t]l efecto es mds acentuado en la zona de resonancia, para: 0.7 < — < I3

E1 amortiguamiento tiene, en resumen, un efecto favorable en el comporta--
miento dindmico de las estructuras, de ahi el alto interés que existe en -

determinar su valor efectivo en estructuras reales.

d 2) La fuerza exterior es una funcidn cualquiera

o

Para resolver este caso descomponemos la accion de la fuerza en la accidn -
de una serie de impulsos, cada uno de los cuales actua.durante un intervalo

de tiempo muy pequefio

F ()
H F (¢ . .
] N Consideremos el desplazamiento
Hrea) .
2 *y" que en el instante t pro-
> =
z iz . duce el impulso F{(z) que actla-
=
en el instante z
3 (&) 4 c-xz Si no se considera el amortigua-
o~ )ﬂq*“c,\ mmnm:su)=meuwk+%suwt
. < : .
. Pero el impulso se aplica con -
* J
>

Jo =0 por lo que:

scu=% seal (t-%)ew]

Habiéndose substituidot por t-z ya que éste es el tiempo de accidn del - -
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d 3) La fuerza exterior es la accidn sismica

Denominande U, (t) al desplazamiento del terreno por sismo a la profundidad h,
U (+) al desplazamiento del terreno a profundidad o, en la base de una estruc-
tura, 9 al desplazamiento relativo -

(&) + U, ()
— de la estructura respecto a.su base,-

en la masa de la estructura actuard -

durante un sismo la aceleracidn- - -

44+ U, (¢) y como no actla ninguna -

H

U, (&)
fuerza exterior, la ecuacion del - -

equilibrio dindmico es una estructu-
ra de un grado de libertad queda:
m (Y e+ Ug(t)) + 89 (L) v ky(kt)= o0
de donde puede obtenerse:
my (t) ¥ @3C8) 4 ky(k) = = m Ue (&)
Dividiendo entre wm:
GCt) + 20w yd) + wiye) = O, (&)
(Se elimina el signo por ser irrelevante en el segundo miembro de la igualaad-
anterior, ya que el sismo es altérnante) comparando esta Gltima expresién con-
la escrita al final del subcaso anterior es evidente que la solucidn es:
5(*)=%SB, (Z)e-w”-”scn[wu—z)j dz
Es importante despac;r que el comportamiento sismico puede analizarse como Si
actuase una fuerza exterior de valor -rnCL(e)pero que en realidad el sismo -
no es un problema de fuerza exterior impuesta a la estructura, sino de defor-

macién impuesta.
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Interesa el desplazamiento maximo, para el cual se tendrdn 10s elementos mecd-

nicos internos maximos.

Este vale: t

.. sV lt-T)
U, (z)e sen(w (¢-2)] d 7

Smnx =

1
w
[
L8 3

Al valor avsoluto mdximo de la integral

t “Vw(t-T)

Sﬁo(z)e senfw(t-2)) dx

se le 1lama "Espectro de velocidad" --

y se le representa por Sv

t.. Yw (t-1)
Sv.-. SU.(Z)Q Sc.nc.u(t-Z)dz
¢ ) ™max
.3
3"\’ — wv

La integral anterior no puede resclverse directamente porque la funcién E& (3)
no es integrable. Esta funcidn es el acelerograma registrado en la base de la

estructura durante el sismo cuyo efecto interesa estudiar.

3, ) .

La integral se resuelve por diferen-
/Ph\ﬁ\\ //N\ cias finitas, discretizando el acele
\\\/ \\V/ \V/ . t rograma en impulsos que actdan a un-

intervalo A =.

. (Z) Se recomienda tomar A7 =o.1 T,

siendo T el periodo de la estruc--
f”h tura por analizar.

Acelenograma discretizado

==
wY




De esta manera:

t
.. v (¢-2)
Sv= Z U. (Z)e Sen[m(t-:)]Az
p .

™max
Existen programas de computadora que aplican este procedimiento para la obten-
cion de espectros a partir del acelerograma.

De la expresidn obtenida para la oscilacidn libre no amortiguada:

Yit) = Acos Cwt - T)
BMA- = A

Derivando se obtiene la velocidad:

fj(t):-wAS‘-ﬂ(Wt"g)
Sn..,. = WA
gmau = WY

Derijvando otra vez se obtiene la aceleracidn:

g(t):—wlAcas(wt-;)
gn“ = w*A
g"‘“ = (.IJ' an-‘ﬁ W‘.:inn

De estos resultados se infiere que a partir del espectro de velocidad se pueden

obtener espectros de desplazamiento (sd) y de aceleracidn mediante las expresio
nes:

Sd

>
w

Sa = W SV

.18
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c:

Man

En la prdactica de disefio el mds
usual es el espectro de acele--

raciones, grdfica que en funcidn

del periodo de una estructura --

A

permite obtener la aceleracidn -

Eapectro de acleraciones o _
{ Lapectno de aespuesta para un 44i4mo mdxima de’ la misma durante un s1s

cuyo acelerograma se conoce: / i
mo conociao por su acelerograma.

Del cdlculo se obtiene una curva
- irregular, con muchaos picos, la
U, @

que se suaviza por procedimien--

t tos matematicos.

A la envolvente de lgs espectros de respuesta de los sismos que probablemente

ocurrirdn en la vida de la estructura se le llama espectro de disefio.

- . .-
Bm“ 1 ‘ 3?8“‘

S )

i
|
|
1
|
1
|
I
|
— X i |
+

<
a,
T Ta » 7T'
Eapectro de disefio como envodl- Eapectro de disero en
vente de espectros de zespues ﬂ%mmto/j Mexicanos

ia

Los Reglamentos de construccidn suelen incluir espectros de disefio para las --

estructuras en la zona de su jurisdiccion.
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE GRADOS DE LIBERTAD MULTIPLES.

Modelizacidn de edificios altas

(L)

Sin mucho error un edificio de "a” pisos puede discretizarse como un sistema de-
“n* masés, considerando las masas concentradas al nivel de los pisos. Si se -

desprecian los acortamientos o alargamientos de las columnas y los movimientos -
de la cimentacion este sistema tendrd 3 grados de libertad por piso: Dos despla
zamientos horizontales paralelos a los ejes principales de la planta y un giro -

en torno a un eje vertical. E] sistema tendrd entonces un total de “3»" grados-

de libertad.

Puede realizarse una simplificacidn

ml‘\
ulterior si se aplican las siguientes
hipdtesis:
a) El sismo actua paralelamente a

™;
uno de los ejes principales de la-
planta y los desplazamientos hori-
zontales son paralelos a ese eje..

™,
b) Las fuerzas cortantes sismicas
estan aplicadas en el centro de - "

]

torsion de cada entrepiso y en -
consecuencia los giros en cada -

planta son nulos.

De esta manera el sistema se transforma en un sistema de “n” grados de libertad
como el que se muestra en la figura en donde la rigidez de los elementos que --

conectan a las masas es la suma de las rigideces de los elementos de entrepiso-

en la direccidon de andlisis.
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Se ha obtenido asi el modelo de una estructura, paso que es indispensable dar

previamente al andlisis dindmico de cualquier estructura. ET andlisis dindmi-

co que se realice serd tanto mds aproximado al comportamiento real cuanto me--

jor sea el modelo de partida.-

grados de libertad

Propiedades dinimicas de un sistema de “n°

E1 problema del andlisis dindmico
de un sistema de n grados de li-
bertad consiste en determinar los
desplazamientos Y,, Y ... 4; ... Yn
en cada instante de su oscilacidn
bajo la accidn de una excitacidn
exterior F(t) variable con el --

tiempo.

Para resolver este problema consi

deramos en primer término que to-

oih'lq g.'o'h

das las masas se mantiene fijas y que la unica que oscila es 1a masa m;con un -

desplazamiento miximo Yj = |

En estas condiciones, cuando e} --
aesplazamiento en j es maximo (1)
sobre esa masa actia la fuerza kjj
y en las demds masas aparecen las-
reacciones kyy kg ..o kijy Ky oo Kaj
necesarias para que dichas masas -

permanezcan fijas.
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En general:

kij = Fuerza que debe aplicarse en m; para que tenga un desplazamiento -

unitario, estando las demds masas fijas.

kq = Reaccidn que aparece en A cuando m; tiene un desplazamiento unita-

rio y las demds masas estdn fijas.

Sobre la masa m; actua ademds la fuerza de inercia que vale: masa « acelera-

. . . z . 2
cidn = Mprw Y = mpw

Estas dos fuerzas estdn en equilibrio:

1 .
wrﬂji———@—bka.‘
™

Si ahora soltamos todas las masas para que el sistema tome la configuracidn--

Jos Yaooo Yuy 959 Y oo Um sobre la masa m; aparecerdn las fuerzas - ~ -

(kyy - wotmy )y, (porque ahora el desplazamiento no es i sino 4; ) y las fuerzas

k‘i' S" kj:j:. ret k-i“i&-'u’ k:‘l‘sg e kian

«— R < — 3 € C —
(kjj-w'mj)a,- t kY, r kY, b r k.“g‘- K Y *or-+ kjny, =0

~ Estas fuerzas se encuentran en -

equilibrio.

Una ecuacidn similar se puede es-
cribir para todas las demds masas,

por 10 que se tiene:
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k\'l. 51 + . . F li 5_} + kin 5'\ = 0
ka 4 + (kyy- Wimye) YUy b o-e ot Ki; 95 o kg Ya =@
. e (A
kjl N + k“ Y. -+ (kﬂ*wa"“j)ﬂJ t - 4 kJH 9u = © )
kﬂl Sl + knl 3-& + LRI k‘J 3‘, + (kq.‘— G‘Mn)‘j, r o
A las ecuaciones (A)se les demomina "Ecuaciones_generales del equilibrio --
_ -
dindmico de un sistema de n grados de libertad". . Estas ecuaciones se pue-

den escribir en forma matricial asf:

Donde [(K]=

([K)-wfw])iy]

Matriz simétrica ae

rigideces =

K
k‘ll

k:“

.

ka,

o - . . .

kug

kez .
ki: .

kna ..

(A)

- Ky

Kin

ke =+ - kaa

. k.‘li . s kJ'..
kﬂ‘l - - kﬂ"

—

(K] es una matriz simétrica porque los elementos ubicados simétricamente respecto

a la diagonal son}ﬁguales: ki = kja

[m])-=

(Una matriz diagonal es aqueila en que todos

Matriz diagonal ce

masas . =

'alojados en la diagbnal).

por el principio de Miller-Breslau.

O - . o
o . o
MJ . [+
O . « . Min

sus elementos son o, excepto los
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( A
J
Y,
Vector o 4 ;T ’
{ 3} ®  Matriz columna de = )
desplazamientos
Yn
" o

{Un vector o matriz columna es una matriz que cuenta con una sola columna)

Examinando la ecuacidn(A) se observa que para que el producto del primer miem-
bro sea 0,es preciso que el vector 15]sea 0, 0 bien que el determinante de -
(tk)-w'tm])sea o . La primera alternativa es una solucidn trivial que se --

desecha ya que corresporde al caso en que Y, =Y9; = v+ = Y =... = Yn = O,

es decir cuando todo el sistema no se ha apartado de la posicidn de equilibrio.

Se adopta entonces, la segunda posibilidad:

[K]-w‘tMJ|=o.. .. (8)

Ecuacién que expandida se escribe de esta manera:

(ktl"(‘ua""\n) k”. . - - k'J “« .o k;n
kll (k;t-w‘mz)... k‘l‘) - = k‘;n
- . =0 - -+ (B)
kj Kig =« » (ij-w.Mj).--k_jn
kn| knq_ P kn_\ - s 9w (knﬂ'“"mn)

A la ecuacidn (8) se le denomina “"Ecuacid es caracteristicos de un
sistema de n grados de libertad”, Esta ecuacién es de grado n en w®del ti-

po de:
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i "
Crciwls GCw) a6 o (wd) =0

Y tiene por solucidn n raices: w!, wi ... Wl ... 2
bl 1

Tomando una de estas raices y llevdndola a las ecuaciones (A):

([K]-w‘EMJ)is}Jk:o D)

Se obtiene 1a ecuacidn (¢) de la cual puede despejarse el vector i 3}

Sin embargo, la ecuacidén (¢) no es una ecuacidn determinada y existe un nime-

ro infinito de vectores i 5}.que la satisfacen. Pero todos estos vectores --
h

son proporcionales entre si,

Ejemplo de vectores proporcionales:

[ 2] [ 4] -1 ]
-1 -2 0.5
Y s -2
iz -3

_“3_ --‘J _Ls_

Por 1o que para hacer determinada a la ecuacidn (¢} se recurre al siguiente arti-

ficio:

Arbitrariamente se asigna el valor | a uno de los desplazamientos, por ejem--

plo el de la Gltima masa:

. \
Yi Haciendo ¢Jj =-{?% #ri
31; na é 1a
{00} Se obtiene: s { ¢j}.
954 $ii A
Sy t

Al vector i%h se le designa "vector de desplazamientos normalizados" corres-

pondientes a la frecuencia i
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Lo anterior significa que el movimiento de un sistema de n grados de libertad
puede descomponerse en

n movimientos simples, cada uno con su frecuencia wi.
y su ley de oscilacidn { ¢J};

A cada uno de estos movimientos se le 1la-
ma modo,

La ley 1 ¢{}imuestra la proporcidn que guardan entre si los desplazamientos de

las masas durante todo el movimiento, por 10 que los desplazamientos ¢Uj son -

adimensionales y estdn a escala arbitraria

-

¢.
] | o
[
YL
v
Yo
'
v P ¢‘h
v
Yy
\
H ¢||
1 mode .
w, Cidg (795 oS n
T, e 2 T, X T 3™ T, 27
u, . Ay wy (A
(1 nsde ) (2 nedos } 4 nodec ) Ca nades)

Se 1lama “"nodo" a un punto que no se mueve dentro de cada modo.
p q

E1 numero de -
nodos en cada ley corresponde con el ndmero del mMado.

Las amplitudes de las leyes de oscilacidén cumplen con la propiedad de ortogo-
nalidad, es decir:

h

Zm3¢3i¢jk =0 (‘ia"-'k_; A,k:li.Z...n) )
J=
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En donde:
™; = masa en el punto j
¢34 = Amplitud del punto j en el iodo A
$k = Amplitud del punto 3 en el iodo k

que puede escribirse
iqb}i {M]ifb}k:o (i # x)

Estas propiedades permiten la solucidn de sistemas de n grados de libertad -

sometidos a oscilaciones forzadas.

El primer modo tiene una influencia preponderante en la definicidn de la res
puesta total, por eso se designa "modo fundamental"” y a su periodo se le 1la

ma "periodo fundamental".
p

Los modos por encima del primero se denominan "moaos superiores” y su influen
cia decrece al aumentar el numero del modo; por esa razdén se recomienda en -

muchos casos calcular (nicamente los tres primeros modos.

En el procedimiento matemdtico qué se ha desarrollado se ha considerado una -
oscilécién libre sin amortiguamiento, sin embargo, al igual que para los sis-
temas de un grado de libertad puede considerarse que para el modo i w.” = o
T.* = T. Donde w! y T.* son la frecuencia y el perfiodo amortiguados del -

modo a4 .

E1 procedimiento explicado es imposible de aplicar manualmente para n » 3.
AdGn con computadoras su aplicacién es laboriosa. Por estas razones se han -
desarrollado métodos numéricos para el cdlculo aproximado manual de las fre-

cuencias y leyes caracteristicas.
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Reduccidn de un sistema de 'n’ grados de libertad a un sistema con una sola masa.

Consideremos un sistema de n grados de libertad oscilando con los desplazamien
t0S Yy, v Ye, in i, o Yy correspondientes a 1as masas m, , wm, ...m, ...m, ¥
al modo . Encontraremos la masa equivalente me; de un sistema de un solo --
grado de libertad, que produzca el mismo cortante en la base para el mismo - -

evento sismico.

Ye,

i

: Me;

|

!

!

|

|
Sistema de n grados de Sdiatema equivalente de un sodo
Libeatad oacilando en gradu de Libertad

el modo A

En ambas figuras las energias potenciales deben ser iguales:

EP.# = EP(
%i ™y, =z/"\c.3tA
it
™me; = Sll; Zﬂ ™M Y5,

Por otra parte, las frecuencias de oscilacidn deben también ser iguales:

Wi = We;

Substituyendo estas frecuencias por las expresiones que proporciona el método -
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de Rayleigh:

n

T S Ty

Substituyendo en (i)

_ [;% "Jﬁj‘]z

n

i}
Z ™ Yia
Jan

Mc.

A

Este resultado permite calcular la respuesta para uno de los modos de un siste-

ma de n grados de libertad con los mismos procedimientos explicados antes para

un solo grado de libertad. v

Andlisis sfsmico” de sistemas de n grados de libertad.

Considerando un sistema de n grados de libertad, sometido a una aceleracidn --
sismica U,(t), 1lamando J;(t) al desplazamiento relativo de la masa m; respec-

to a la base, las ecuaciones-’

del equilibrio dindmico son:

CmdPs}+0elfs} +[x]iu]=[m]}] 0.

Donde
M. O o o
EM] = matriz dia- = O Mmg.-. ©... &
gonal de --
masas o o - o
o o - o Mn
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ki kg ven ky - Kia

[i(] = Matriz simétrica de rigideces = ko kg ... Ky ..o Kua
k_]l kJI st k“ v v . k}.‘

| kni Kag oo Kap .o e Kan

——
At
g
Py
{rc-
-
[e——
-
pr—
Lo
g
"

Matrices columna de aceleraciones, Velocidades y

desplazamientos

(5 ) fé. | 4 |
. i’ . 5‘ 5

i”s}‘ { '.:1f > iﬁi]= T i%}- --1-$

. | 5 N
oA rU

il.}U. = j: b U, = ﬁ‘:
] 5.

“

La matriz de amortiguamiento[<]es una matriz compacta y simétrica de la forma:

C‘l C|1 . - - C1j LI (ln
Cie Cig o vn o .. Can
LCJ - - 8w
R T T I T S
£ﬂ| qu, s 4 C-nj - = = qu

Sin embargo esta matriz presenta dos problemas:

1)

No existe un procedimiento que permita determinar fisicamente los valores

de l1os elementos

2) Si la matriz no satisface el principio de ortogonalidad respecto a los -

nodos que caracteriza a las matrices de rigidez y de masas Cxd 404, se - -



obtiene un sistema de ecuaciones acopladas y 10S modos propiamente no existen.

Adn cuando experimentalmente se ha demostrado que hay alguna interferencia en-
tre ios modos, este efecto es despreciable, sobre-todo cuando las amplitudes -
son pequefias y la estructura permanece en el rango eldstico, por lo que con --
fines de disefio se puede asignar a cada uno de los modos un porcentaje de amor

tiguamiento (Vs 2-5 ”)

De este modo, para el modo i la ecuacidn del movimiento serd:
A 2o e, q, (&) + @i, (0):- (¥ I 1)U
Donde se ha realizado el cambio de variable
v} =0¥)in]

Matriz ortonormal de vectores

Ly)
i

1]

1

Matriz columna de las coordenadas generalizadas del #®0do normal de -

vibracidn.

De esta ecuacidn se 1lega a la siguiente solucidn:
b

| .o Vews, (E-T)
Bjﬂ.- = Cj. ¢J‘T‘ Suo(z)e T Wa (g—z)dz

L]

(En forma similar al caso de un grado de libertad)

31

Donde:
Jji = desplazamiento en el instante t de la masa j debido al modo A
. =™ P L : . .
i = .= Factor de participacién del modo A en el movimiento -
;? ™ $ia ‘
total.
D;,W.i:

Porcentaje de amortiguamiento y frecuencia del modo A

& -
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Andlisis dindmico madal paso a paso

Este procedimiento de andlisis consiste en el cdlculo de los desplazamientos -
de cada masa, para cada Modo en cada instante. La suma de los desplazamientos
modales dard el desplazamiento total de cada masa en cada instante. El cdlculo
se realiza aplicando la expresidn anterior, donde Uu(z) representa el acelero
grama del sismo de interés. La integracidn se ejecuta mediante una suma de --
diferencias finitas, como se explicd anteriormente para un sistema de un solo-

grado de libertad.

Por otra parte el cdlculo debe realizarse para varjos sismos representativos,
cada uno con diferente funcién Us<Z) (E1 Reglamento del D. F. especifica el -

uso de por lo menos cuatro movimientos).

Lo expuesto indica que si bien el método paso a paso tiene el atractivo de -
ofrecer el conocimiento de todos los desplazamientos de lTas masas en funcidn
del tiempo, a partir del conocimiento de la funcidn de la excitacidn, requie-
re de trabajos excesivamente laboriosos, aln con el auxilio de computadoras -

muy potentes.

Por esta razdn este procedimiento se aplica Unicamente con fines de investiga-

cion y s6lo en muy limitadas ocasiones con fines de disefo.

Cabe sefialar que en todo lo expuesto hasta ahora se ha considerado que las -
estructuras tienen un comportamiento eldstico lineal. E1 método de andlisis
paso a paso tiene la ventaja ae permitir considerar de una manera directa un

comportamiento no lineal.
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Andlisis dindmico modal espectral

Este procedimiento parte del enfoque mds prdctico de calcular los desplazamien

tos mdximos para cada modo.

A partir de la expresidn:

i awa (b-T)
3.}; = <, ¢Jia: e Ve (Z) sen w, {(e-234dT

o

E1 desplazamiento mdximo serd:

Y, s 5o (v ws, t)
Men ) i .
t
i .. Vi (£~3)
Donde J5v = Espectro de velocidad = 3 U, (z)e sen wi(t-2)¥dT

-} . ™Map

Si se emplea, como es mds comin, el espectro de aceleraciones: S, oS
1 i . s (7%

- EIR = 55Jﬂ3 Se {0, 7)

™A W,
o

Determinados los desplazamientos maximos para cada modo, queda el problema de-
determinar los mdximos totales. Estos no son la suma de los maximos modales,-
porque 1os Ultimos no ocurren simultdneamente, es decir:

<#a Z%: Ysi

4 ™aN . bl ¥ ]
Az

J

Un criterio de combinacidn de respuestas modales que da resultados aproxima--
dos paraestructuras comunes {con distribucidn regular de masas y rigideces)es

el de tomar la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados:



o bien:

4 2 2

Y, = v/ Ehf““ L LRI G- 75 Foeee v

oy F R —-an

Este criterio es aplicable a cualquier respuesta de la estructura, por lo gue

en general:

n
R ]2 R’
A= A manx
Donde R puede ser desplazamiento total, desplazamiento relativo, fuerza cor-

tante, etc...

E1 procedimiento de andlisis dinamico modal espectral es el que normalmente -
se aplica en la prdctica de disefio de edificios altes. Existen en el mercado

numerosos programas de computadora que facilitan su empieo.

Bibliografia

- Bazdn E. y Meli R. "Manual de Disefio Sismico de Edificios".- Editorial -

Limusa. México, 1985.

- Beles A, Ifrim M, Garcia Yagile A, "Elementos de Ingenieria Sismica'- Edito-

rial Omega. Barcelona, 1975.

- Biggs J. "Dynamic Analysis of One - Degree Systems" y "Analysis of - - -

Multidegree Systems" en “Fundamentals of Earthquake Engineering for - - -

Buildings" Massachusetts Institute of Technology. 1972.



A '-'.-":'a-'-‘ i
YL LSRN ¥ B TTTTTTT
FACULTAD DE INGENIERIA U.N_.A_M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

. .
ta A
[R131 1) fad

"
neens

R
o

DIPLOMADO EN DISENO DE
 ESTRUCTURAS Y
CIMENTACIONES

MODULO I: ANALISIS
ESTRUCTURAL

EXPOSITOR: M. en I. IGNACIO ENRIQUE HERNANDEZ QUINTO
PALACIO DE MINERIA

MARZO DEL 2003

sio de Mineria Calle de Tacuba 5 primer piso Deieg. Cuavhtemoc 06000 Mexico, D.F. Tels: 521-40-20 y 521-73-35 Apde. Postal M-2285



F) . “,.ﬂl
il (an Y

o M e : SO 1 ROV .0 . T G P SN R L

FACULTAD DE INGENIERIA U.N_A_M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

ANALISIS ESTRUCTURAL
Coordinador Académico

Ing. Ignhacio Enrigue Hernandez Quinto

OBJETIVO

Proporcionar a los asistentes los conocimientos necesarios sobre las bases teéricas y la
normatividad vigente en materia de analisis, calculo y disefio de estructuras. Asi como también
las bases para el conocimiento de la interaccién suelo-cimentacidn-estructura y el meétodo del

elemento finito para el andlisis de estructuras.
TEMARIO

1.- INTRODUCCION.
El proceso de disefio y construccién de edificaciones.
Ing. Ignacio Enrique Hermandez Quinto 10 de marzo
2.- METODOCS ENERGETICCS
2.1 Introduccidn
2.2 Obtencién de desplazamientos )
2.3 Ecuaciones basicas de analisis por flexibilidad
2.4 Eleccidn de la estructura primaria
2.5 Ejemplos
Ing. Trinidad Adolfo Almazan Jaramillo 11, 12 y 13 de marzo
3.- METODO DE RIGIDECES
3.1 Introduccién
3.2 Rigideces angulares y lineales
3.3 Matrices de rigidez
3.4 Transformaciones _
3.5 Aplicaciones
Ing. Ignacio Enrigue Hermandez Quinto 14, 15 y 17 de marzo

4.- ANALISIS DINAMICO DE ESTRUCTURAS
4.1 Introduccién
4.2 Vibraciones iibres y forzadas, sin y con amortiguamiento
4.3 Analisis sismico dinamice modal
4.4 Respuestas dinamicas

Palacio ge Mineria Calle de Tacuba 5 primer piso Deleg. Cuauhtemoc 06000 México, D.F. Tels: 521-40-20 y 521-73-35 Apdo. Postal M-2285



FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A_M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

4 5 Estructura tridimensional

Ing. Amilcar Galindo Solérzano 18 de marzo
5.- INTERACCION SUELO-CIMENTACION-ESTRUCTURA
5.1 Introduccion
5 2 Analisis estructural discretizando la rigidez del suelo (resorte)
5.3 Analizando su rigidez y la flexibilidad del suelo
M. en I. Agustin Deméneghi Colina 19 de marzo
6.- INTRODUCCION AL METCDO DE ELEMENTO FINITO
6 1 Tipo de elementos finitos, rectangulares y triangulares para estados planos y
de esfuerzos
6.2 Elementos isoparamétricos
6.3 Determinacion de la rigidez de un elemento por medio del principic de
trabajo virtual
Dr. Roberto Gémez Martinez 20 de marzo

Palacio de Mineria Catle de Tacuba 5 primer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. Tels: 521-40-20 y 521-73- 35 Apdo. Postal M-2285



ANALISIS ESTRUCTURAL



CONTENIDO

CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL

1.1 INETOAUCCION. ...t 1
1.2 Equilibrio, compatibilidad y relacion entre fuerzas y desplazamientos ................ 3
1.2.1  EQUITIDIIO. oot 3
1.2.2 Compatibilidad..............ccoooiii 4
1.2.3 Relacién entre fuerzas y desplazamientos..............cccc. i 5
1.3 TIPS de eStTUCIUIAS. ... e 6
1301 AMMAGUIAS ..o ettt ettt e et e 6
LTV o - 1 SO PSRN 6
1.3.3 Marcoplanos ..................ll U T S PP EP PSPPI 7
1.3.4 Reticulaoemparrillado. ..., 8
1.3.5 Estructuras tridimensionales ............ccccciiiiin e 8
1.4 Gradode HiperestatiCidad.............ooooi i 9
1.5  Grado de libertad (Indeterminacion cinematica)............c.cccocvvvevieeviiine e 13

CAPITULO 2. METODO DE LAS RIGIDECES

2.1 Sistemas de referenCia..........coooiii i e 15
2.2 Determinacion de la matrizde rigideces...........oocoiiii 18
2.2 RIGIAEZ @XIAl.. ..o e 20
2.2.2 RiIGIAEZ Al COMB..... i e 21
2.2.3 Rotacion del sistema local al global ... 31

2.3 Acoplamiento de Darmas. ...t e 34



25 . Amadurasen el plano ... 38

2.5 B om0 o ettt e e e enaaans 39
2.6 Armaduras €n el @SPaCiO. ... . o 46
2.7 VIQAS CONMLIMUAS ..ottt ee ettt e e e e e e ie e et e e st e e b e e e e aearaaeis 55
2771 EJMPIO ..o e e e 55
2.8  MArCOS PIANOS ..o e 66
2.8.1 B BMPIOS. e e e et e e er et as e 68
2.9 Reticulaoemparrillado ... 81
2.9.T EJEMPIO oot et e 84
2.10 Estructuras en el @SPaciO..........oouviiiiiriiiiii e 90

CAPITULO 3. MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES.

3.1 Matriz de rigideces modificada ........................... [T BRSPS g5
3.2 Condensacidonde los grados de libertad ... -...98
3.3 Matrices de Permutacion...........cccooiiiiiiiiiinie i 100

CAPITULO 4. METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS

4.1 Formulacién del método de las subestructuras ..o, 101
LS A N 10 11 1o [ 1] o= 1- U O U U PSP 107
4.3 ¥ =T (olo U 116

CAPITULO 5. TEORIA DE ELASTICIDAD

Bl ESTUBIZOS o oo e e 124
5.1.1 ESfUBIZOS ENPUNLO .....oeeiiiiie ittt 124
5.1.2 Esfuerzos en planos inClinados ... 126

5.2 Ecuacionde eqUilibrio ..o 129



5.3 Esfuerzos en planos perpendiCulares .............ccccoovvivviiveie i 130

54  Esfuerzos en planos obliCUOS ...........cccoiiiiiiei i 131
5.5 Variacién del esfuerzo con la variacion del elemento ..ol 133
56  ESfUerzos prinCipales ... 136
5.7  Esfuerzos cortantes MAXIMOS ........ccccceoiiiiiiiieiie e e 137
5.8  Deformaciones ........ccoooiiiiiiiiiii et a e 138
59 Ecuacion de continuidad ... 141
5.10 Relacion esfuerzo-deformacion................co oo 142

CAPITULO 6. FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

6.1 ' Descripcion general y alcance del método...............coi 148
6.2 Campo de desplazamiento ..o et 149
B.3 Funciones de forma ... .. 162
6.3.1 Funciones de forma para un elemento armadura.............cco.oeeeeiiiie e 152
6.3.2 Funciones de forma para un elemento viga..............ccoe v 155
6.3.3 Funciones de forma para un elemento triangular.................... 158
6.3.4 Funciones de forma para un elemento rectangular ..................c.cco 162
6.3.5 Resumen de las funciones de forma ..............coooii s 166
6.4 Matriz de rigideces del elemento finito............cccooiiiiionn 166
6.4.1 Matriz de rigideces paFa un elemento sujeto a cargaaxial.............. ... 168
6.4.2 Matriz de rigideces para un elemento Viga ............ccccov v 170
6.5 Esfuerzo y deformaciones planas............cccccooiiiiiiiiii 173
6.5.1 Matriz de rigideces de un elemento triangular para esfuerzos planos............... 174

B.5.2 MAZ e @S UBIZOS ..o oot ettt e e et e 180



6.5.3
6.6
6.7
6.7.1

6.7.2

Ejempio de aplicacion para esfuerzos planos.............ccccccoiin i, 182
Deformaciones Plan@s...........ooooii i 191
Analisis de esfuerzos en cuerpos de revolucion ... 192
Matriz de rigidez de un elemento triangular..................ccoiiiiiiiii 193
Matriz de esfuerzos para un elemento axisimetriCo...............ovvvvvereieeiiiieeeeneen.. 199

BIB LI G RAF A e et 200



INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1

1.4 INTRODUCCION

El analisis estructurai es un paso intermedio en el proceso a seguir para la construccion
de cualquier obra civil y tiene como finalidad el determinar el comportamiento de la
estructura que la soportara, es decir, 10s efectos producidos por las diferentes acciones
que obraran en la construccion. El comportamiento de la estructura se puede expresar
a través de desplazamientos, reacciones y fuerzas internas (elementos mecanicos). A
partir de estos ultimos se define la resistencia que debe tener la estructura para
soportar las cargas que obraran sobre ésta y con los desplazamientos se revisaran las
condiciones de servicio, para esto los desplazamientos actuantes seran menores o
iguales que ios permisibles establecidos por los reglamentos de construccion. Si esta
condicion no se cumple deberan cambiarse las dimensiones de la estructura y
analizarla nuevamente. De lo anterior se observa que el analisis y el disefio de una
estructura es un proceso iterativo y que el analisis estructura es una herramienta
necesaria para disefiar una estructura y asi poder construirla.

Por otro lado para poder realizar el analisis de una estructura, se debe. tener bien
definidas sus condiciones de frontera o condiciones de apoyo, ya que una estructura
bajo las mismas condiciones de carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene
comportamiento diferente.

Un apoyo es la representacion grafica del nimero de reacciones necesarias en el punto
donde se encuentra dicho apoyo, para establecer el diagrama de cuerpo libre en la
estructura. Las diferentes condiciones de apoyo se obtienen a partir de la continuidad
de los elementos o de la forma en que se conectan, por ejemplo un elemento ya sea de
madera, concreto o acero se apoya en forma directa sobre otro elemento como se
indica en la figura 1.1 a.

Se observa que los desplazamientos horizontal y angular pueden ser diferentes de
cero, sin embargo en la direccién vertical el muro restringe el desplazamiento dando
origen a una reaccion en la direccion vertical el muro restringe el desplazamiento dando
origen a una reaccion vertical Rv. La idealizacion del apoyo de esta estructura se puede
representar como se indica en la figura 1.1.b. Este apoyo se conoce como libre o
directo y es la representacién esquematica de una reaccidn.

Si la viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2, el desplazamiento
horizontal se restringe dando origen a una nueva reaccion y su idealizacidn se muestra
en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulacion y es la representacion
esquematica de dos reacciones, una vertical y otra horizontal.
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Figura 1.1

Figura 1.2

Si ese mismo elemento se conecta a otro de tal manera que el desplazamiento angular
sea cero, ademas de los desplazamientos vertical y horizontal como se indica en la
figura 1.3.a se da origen al apoyo gque se conoce como comportamiento, el cual es la
representacion de tres reacciones como se muestra en la figura 1.3.b.
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Finalmente si se conecta el elemento de la forma que muestra en la figura 1.4. se

obtiene el apoyo que es la representacion esquematica de dos reacciones como se
indica-en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamente.
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De los cuatro casos anteriores, se puede concluir que si hay desplazamiento en el
apoyo no hay reaccion y si hay desplazamiento.

1.2. EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y
DESPLAZAMIENTOQS.

En la seccion anterior se definid el objetivo del analisis como la determinacion de los
desplazamientos, reacciones y fuerzas internas bajo cualquier condicién de carga. Sin
importar el metodo utilizado para lograr este objetivo es necesario cumplir con las
condiciones de equilibric, compatibilidad y la relacion entre fuerzas y desplazamientos.

1.2.1 EQUILIBRIO

l.a solucidn correcta de la estructura debe satisfacer las condiciones de equilibric
estatico, no solo para la estructura completa, sino también para cualquier parte de ella
tomada como un cuerpo libre.

En un espacio tridimensional si el vector fuerza resultante es igual a cero, también sus
componentes deben ser igual a cero, por lo que se pueden plantear las siguientes
ecuaciones:

SFx=0 2Fy=0 >Fz= 1.1.a

En estas ecuaciones las expresiones > Fx, > Fy y >Fz son las sumas algebraicas de las
componentes en x, y & z respectivamente de todos los vectores fuerza que actian en
el cuerpo libre. Igualmente, si el vector momento resultante es igual a cero, las
ecuaciones de momento de equilibrio estatico son:

TMx=0 My =0 YMz = 11b

(4



Donde 2Mx, XMy & >Mz son las sumas algebraicas de los momentos respecto a

los ejes x, y & z respectivamente, de todos los pares y fuerzas que actuan sobre el
cuerpo libre.

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio estatico tridimensional. Si
la estructura es plana y las cargas estan en el plano que contiene a la estructura y los
pares tienen sus vectores normales a ese plano, solo son Utiles tres de las seis
ecuaciones de equilibrio. Considerando que las fuerzas estan en el plano x-y,
evidentemente las ecuaciones 2Fz =0, MX =0y >My = 0 se satisfacen
automaticamente. Las ecuaciones restantes 2>Fx =0, 2Fy =0y 2>Mz =0
son las ecuaciones de equilibrio estatico que toda estructura en el plano x-y debe
cumplir.

Las ecuaciones de equilibrio pueden aplicarse a cualquier estructura como cuerpo libre
y si se cumplen en ésta, entonces deberan cumplirse también en cualquier punto,
elemento, nodo o cualquier parte de ella tomada como cuerpo libre como ya se
mencionod anteriormente.

1.2.2 COMPATIBILIDAD

En las estructuras donde el nimero de las incognitas es igual al nimero de ecuaciones
de equilibrio estatico, se puede determinar el vaior de las reacciones y de las fuerzas
internas que estén presentes en el sistema estructural para lograr el equilibriodel
mismo. Sin embargo hay estructuras que tienen mas incognitas que ecuaciones de
equilibrio estatico, por lo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionales
para poder determinar todas las incognitas. Estas condiciones se refieren a la
continuidad de los desplazamientos a o largo de toda la estructura, por lo que, también
reciben el nombre de condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de
interés en los nodos de la estructura, por lo que se define la compatibilidad como: el
desplazamiento de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las
barras que concurren al nodo.

Para ilustrar esta condicion, considérese la viga mostrada en la figura 1.5, la cual tiene
tres reacciones y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy = 0 y
=0y >Mz =0, porlo que hay que establecer una tercera ecuacion.

P
A1 '
A T = A B
| |
FPigura 1.5

Utilizando el principio de superposicion de causas y efectos ( la respuesta de una
estructura, debida a un numero de cargas aplicadas simuiltaneamente, se obtiene
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mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separado
cada una de ellas) la viga de Ia figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como
se muestra en la figura 1.6, de tal manera que si sumamos el estado 1 con el estado 2
se obtiene la viga inicial.
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Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 de desplazamiento angular

vale cero
A =0

Y de |a figura 1.6 para satisfacer esta condicién de compatibilidad,
A+ oAz = 0

La cual es la tercera ecuacion necesaria para determinar ias tres reacciones de la viga .

1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS

Para definir la relacidn entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema
estructural, es necesario utilizar las leyes constitutivas { propiedades ) de un material
dado y los conceptos de equilibrio y compatibilidad. Hay dos formas basicas para
expresar estas relaciones. La primera relacion fuerza-desplazamiento de la forma:

P =KD

Donde P es la fuerza, D los desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez
tiene unidades de fuerza por longitud y puede definirse como la fuerza necesaria para
mantener el elemento de una unidad de desplazamiento. Esta relacidn es la base para
el método de las rigideces, la segunda relacion se puede expresar:

D=FP

En este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y esta dada en unidades
de longitud por fuerza. Puede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el
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desplazamiento generado por una carga unitaria. Esta relacién es la base para el
método de las fuerzas.

1.3 TIPO DE ESTRUCTURAS

Las estructuras de acuerdo a su comportamiento se pueden clasificar en dos grandes
grupos las estables y las inestables. Estas tltimas son aquellas que no son capaces de
soportar un sistema general de cargas a menos de que éste sea controlado. Las
estructuras estables son aquellas capaces de soportar un sistema general de cargas
cuyos valores estan limitados a que no ocurra una falla por deformacién excesiva y a su
vez se pueden subdividir en isostaticas e hipersestaticas. Las isostaticas son
aquellas gue se pueden resolver con las ecuaciones de equilibrio, es decir el numero de
incégnitas (reacciones y fuerzas internas) es igual al numero de ecuaciones de
equilibrio que se pueden utilizar. Por el contrario si no se pueden resolver con las
ecuaciones de equilibrio se dice que son hiperestaticas. También se puede hacer la
clasificacion de las estructuras en torno a los elementos mecanicos que estaran
presentes en las mismas.

Para determinar los elementos mecanicos que estaran presentes en una estructura
sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar que la estructura esta en
equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fraccion de la también debe estar en
equitibrio. :

1.3.1 ARMADURAS

Si se traza una seccién a-a en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se observara
que para lograr el equilibrio de la porcion de la estructura comprendida entre la seccion
a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N2 a la seccion resultara una
situacion similar, ya que las fuerzas necesarias para lograr e! equilibrio seran normales
a la seccién de las barras, a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axiales.
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Figura 1.7

1.3.2 VIGAS

Si se traza la seccién a-a en la viga mostrada en la figura 1.8 a, para lograr el equilibrio
vertical se requiere una fuerza V que tendra la misma magnitud pero sentido contrario a
la reaccién, a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas producen un par
que sera constrarrestado por un momento M, que genere otro par de igual magnitud
pero de sentido contrario, figura 1.8 b, asi se concluye que la viga estara sujeta a
fuerza cortante y momento flexionante.



b i M
' N
R g B e P
;.J_ P 77’ P _;"’/7./‘ \i, -
a v

@) Figura 1.8 ®)

1.3.3 MARCO PLANOS

Si se analiza la seccidon a-a del marco mostrado en la figura 1.9, a se requiere una
fuerza normal N a al seccién para equilibrar la reaccion vertical, una fuerza cortante V
para equilibrar la reaccién horizontal, estas dos fuerzas ( Rh y V ) forman un par que
serd equilibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud pero sentido
contrario, asi los elementos mecanicos que estaran presentes en un marco seran:
fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante, como se muestra en la figura 1.9.
b.
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1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO

Una reticula es una estructura en la cual la carga se aplica perpendicular al plano que
contiene la estructura, si se analiza la seccion a-a de la reticula mostrada en la figura
1.10.a se observa que los elementos mecanicos necesarios para plantear el diagrama
de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre 1a seccién y el apoyo A
son fuerza cortante Vy, momento flexionante Mz y momento torsionante Mx como se
indica en la figura 1.10 b

@

1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES

Estas estructuras también se conocen como marcos tridimensionales y para su analisis
es necesario referirlas a un sistema coordenado tridimensional. Si se analiza la seccion
a-a del marco mostrado en la figura 1.11.a se observa que para lograr el equilibrio de la
porcién mostrada en la figura 1.11 b se requiere una fuerza axial N, dos fuerzas
cortantes una en la direccion “ y " y la otra en la direcciéon “ z " que denominaremos
como Vy y Vz respectivamente, en un momento torsionante alrededor del eje
longitudinal de la barra Mx' y dos momentos flexionantes unc alrededor del eje " y-" y
otro alrededor del eje “z” My y Mz respectivamente.
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1.4 GRADO DE HIPERESTATICIDAD

Las estructuras hiperestaticas (estaticamente indeterminadas) pueden ser
externamente y/o internamente indeterminadas. Si el numero de reacciones excede el
numero de ecuaciones de equilibrio disponibles, se dice que la estructura es
externamente indeterminada. Si algunas fuerzas internas (elementos mecanicos) no
pueden determinarse por la estatica a pesar de que todas las reacciones sean
conocidas, la estructura se clasifica como internamente indeterminada. Para ilustrar lo
anterior considérese la viga de la figura 1.12 la cual tiene 5 reacciones y solo se tienen
disponibles 3 ecuaciones de equilibrio { >Fx =0, >Fy=0 y 2Fz =0), lo cual da un
numero mayor de reacciones ( incégnitas ) por lo tanto la viga se clasifica como
externamente indeterminada.

T S

r’/-i‘,"z O
]
Figura 1.12

La armadura de la figura 1. 13 tiene 3 reacciones para cualquier condicion de carga y
se dispone de tres ecuaciones de equilibrio (XFx, ¥Fy y >Mz). Como el numero de
reacciones es igual al numero de ecuaciones de equilibrio, la armadura es isostatica
externamente, sin embargo las fuerzas en las barras no se pueden determinar con las
ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta una de las barras diagonales como se
“muestra en la figura 1. 13 b, las fuerzas en las otras barras ya se pueden determinar
con las ecuaciones de equilibrio, por lo que las fuerzas internas en la armadura
exceden a las ecuaciones de equilibrio en una fuerza, lo cual indica que la armadura es.
hiperestatica internamente.

Figura 1.13

El marco de la figura 1.14 tiene seis reacciones y se tienen disponibles tres ecuaciones
de equilibrio (ZFx, XFy vy XMz). El nimero de reacciones es mayor al numero de
ecuaciones de equilibrio, lo cual hace que el marco sea hiperestatico externamente. Las
fuerzas internas (N, V y M) en todas las barras no se pueden determinar con las
ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta la barra horizontal inferior, como se
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muestra en la figura 1.14. b, las fuerzas internas en las otras barras ya se pueden
caicular con las ecuaciones de la estatica, por lo que las fuerzas internas del marco
exceden en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual implica que el marco es
hiperestatico internamente.
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Figura 1.14 a v b

De lo anterior el grado de hiperestaticidad de una estructura se define con el numero de
reacciones y de fuerzas internas que exceden al nimero de ecuaciones de equilibrio
estatico, asi:

GH=GH, + GH "
. GH=N.F.l. - N.E.E. -
- GH=N.R-N.E.E. (1.1).

Donde: o

GH, GH, y GH son el grado de hiperestaticidad total, interno y externo respectivamé_’nte

=

N.F.l. es el numero de fuerzas internas (elementos mecanicos); N.R. es el numero de
reacciones y N.E.E. es el numero de ecuaciones de equilibrio estatico disponibles.

El grado de hiperestaticidad puede ser negativo, igual a cero o mayor que cero, estos
valores representan:

GH 0 estructura hiperestatica
GH =0 estructuras isostaticas
GH 0 estructuras inestabl_e

Para ilustrar las aplicaciones de la expresion (1.1) se determinara el grado de
hiperestaticidad para las estructuras de las figuras 1.15 alas 1.19

10
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GHe = 3-3.= 0 GH=8-3=5
GHi = 0 GHi=3-3=0
GH =0 GH =5

—En A= N x"!“'.‘

Figura 1.17
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Figura 1.18

GHe =6-3 = GHe =6-3=3
GHi =38-3=0 - GHi= 6+ 8= 3
GH =.3 GH. =6
P e
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Figura 1.19:

En las estructuras de la 1.15 a la 1.19 se determiné el grado de hiperestaticidad por
inspeccion, es decir, estableciendo el numero de reacciones, fuerzas internas y el
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numero de ecuaciones de equilibrio estatico que se pueden plantear en una estructura
determinada. Para ciertas estructuras, especialmente para aquellas que tienen un gran
numero de barras, es dificil aplicar este enfogue, por lo que se recomienda utilizar la
ecuacién (1.2) que resuita de hacer un planteamiento formal.

Considérese una estructura cualquiera con NB barras, NN nodos y NR reacciones. Las
incégnitas son elementos mecanicos EM y las reacciones NR en cada barra y apoyos
respectivos, es decir:

| = NEM* NB + NR

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estatico NEE, asi las
ecuaciones que se generan en la estructura son:

E =NEE * NN
Si la estructura es isostatica, el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas
NEM* NB + NR = NEE * NN

Por lo que el grado de hiperestacidad es el numero de incognitas menos el nimero de
ecuaciones

GH =NEM * NB + NR — NEE * NN (1.2)
Donde:
NEM: numero de elementos mecanicos en las barras de la estructura en estudio.

NEM = 1 en armaduras solo hay fuerza normal

NEM =2 en vigas cuando solo exista fuerza cortante y momento flexionante

NEM = 3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza cortante
y momento flexionante.

NEM = 3 en reticulas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, momento torsionante
y momento flexionante.

NEM = 6 en marco en el espacio por estar presente los seis elementos mecanicos
(N,Vy Vz Mx, My, y Mz)

NN: numero de nodos

NR: numero de reacciones

NB: numero de barras

NEE: numero de ecuaciones de equilibrio por nodo

NEE =2 armaduras en el plano

NEE = 3 armaduras en el espacio

NEE = 2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante

NEE = 3 vigas y marcos con fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante.

NEE = 3 reticulas o parrillas

12



NEE =6 marcos en el espacio.

El uso de la ecuacion ( 1.2) se ilustra con la aplicacion de las estructuras de las figuras
1.15a1.19.

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento
mecanico por barra que es la fuerza normal, por lo que NEM, = 1 nueve barras NB = 9,
tres reacciones NR = 3, por nodos se pueden plantear dos ecuaciones de equilibrio
2Fx=0 y>Fy=0 por lotanto NEE = 2y por tltimo tiene seis nodos incluyendo los
apoyos NN = 6, sustituyendo en la ecuacion (1.2).

GH=1"9+3-2"6=0

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecanicos por barra son tres NEM = 3, el
numero de reacciones es 8 NR = 8, el numero de ecuaciones que se pueden plantear
sontres ( 2Fx =0, XFy =0 & Mz = 0 ) NEE = 3 y tiene cuatro nodos NN = 4 que
aplicando la ecuacion (1.2) resulta:

GH=3*3+8-3"4=5
El marco de la figura 1.17 se tiene NEM =3, NB=3, NR=6, NEE=3yNN=4
GH=3*"3+6-3"4=3

Para el marco de la figura 1. 18 se tiene NEM =3, NB=6 NR =6, NEE=3y NN =6,
asi:

GH=3"6+6-3"6=6

Finalmente para el marco de la figura 1. 19se tiene NEM =6, NB=8NR =24y NN =8,
asi:

GH=6"8+24-8"6=24

Que comparando los resultados se observa que son los mismos.

1.5 GRADO DE LIBERTAD ( INDETERMINACION CINEMATICA)

El grado de libertad esta relacionado con los desplazamientos desconocidos en la
estructura; como maximo un nodo puede tener seis desplazamientos desconocidos ( 3
lineales y 3 angulares). El grado de libertad se define como el minimo numero de
desplazamientos necesarios para definir la configuracién deformada de la estructura. Si
se consideran los desplazamientos de los nodos Unicamente, el grado de libertad se
pude definir como el nimero posible de desplazamientos de una estructura y se puede
determinar a partir de la siguiente expresion.

GL = NN * DN — NDR (1.3)



Donde:

GL : grado de libertad

NN . namero de nodos incluyendo los de frontera
DN  : numero de desplazamientos por nodo

NDR : namero de desplazamientos restringidos

La expresion anterior se puede leer como: el grado de libertad es igual al nimero de
nodos incluyendo los de frontera por el nUmero de movimientos posibles en cada nodo
menos los desplazamientos restringidos.

La expresion ( 1.3) también se ilustra aplicandola a las estructuras de las figuras 1. 15 a
1.19.

La armadura de la figura 1.5 tiene 6 nodos NN = 6, dos desplazamientos por nodo DN =
2y tres reacciones NR = 3, asi:

GL=6*2-3=9 4
La viga de la figura 1. 16 tiene cuatro nodos NN = 4, tres desplazamientos por nodo-dos
lineales (horizontales) y vertical) y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR = 8, asi:

GL= 4*3-8=4

Para el marco de la figura 1. 17, NN =4, ND =3y NR =6 ast:
GL=4*3-6=6

Para el marco de la figura 1. 18, NN =6 ND =3y NR =86, asi

GL=6*"3-6=12
Y finalimente para el marco de la figura 1. 19 se tiene NN = 8, ND = 24, asi
GL=8*6-6-24=24

El grado de hiperestacidad esta relacionado con el método de las flexibilidades o de las
fuerzas y nos indica el nimero de incognitas (elementos mecanicos y reacciones) que
exceden las ecuaciones de equilibrio estaticos y con esto el numero de ecuaciones que
hay que plantear adicionalmente a las de equilibrio estatico, para poder analizar la
estructura. Y el grado de libertad esta relacionado con el método de las rigideces y nos
indica el nimero de desplazamientos desconocidos que tenemos en dicha estructura y
asi plantear las ecuaciones necesarias para conocerlos, y a partir de estos determinar
los elementos mecanicos.
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METODO DE LAS RIGIDECES 2

Es un método de analisis general para estructuras que se puedan modelar a base de
elementos barra, como es el caso de vigas, armaduras en el plano, armaduras en el
espacio, marco planos, reticulas y estructuras en el espacio,

Vale la pena mencionar que es el método mas adecuado para su programacion, y
todos los paquetes formales para el analisis estructural en computadora lo utilizan.

En términos generales, el método de las rigideces consiste en establecer a través del
equilibrio y la compatibilidad la relacién que hay entre las cargas y los desplazamientos
que estas generan en la estructura, a partir de dicha relacion se pueden conocer los
desplazamientos en los nodos de la estructura y a partir de estos los elementos
mecanicos en cada una de las barras que forman la estructura.

Como se puede observar para conocer los elementos mecanicos en las barras que
forman la estructura, hay que conocer primero los desplazamientos de los nodos de la
misma, razon por la cual también se le conoce como el método de los desplazamientos.

2.1 SISTEMAS DE REFRENCIA

En general; se tienen dos sistemas de referencia, uno llamado local (x,y,z) para poder
hablar de cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado
sistema global (x, y,2), que sera el que se utilice para hablar en su totalidad de todo el
sistema estructural.

Es importante sefialar que en el sistema local, el eje x debera coincidir con el eje
longitudinal de la barra y dependiendo de esto los otros dos ejes se estableceran
considerando un sistema coordenado derecho.

Y!
Y
H K
A b, . X
e - I G
X Z .
+ I ’_:—" ¥y
Y= 8 .
21 tecal | Wx
- T ~ X
~ globai

Figurza 2.1

Considérese una barra cualquiera a la cual se le indica con el numero uno el extremo
donde inicia y con el nimero dos donde termina como se muestra en la figura 2.2
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barra

[ |
1 2

inicio. termindacion

Figura 2.2

Sin embargo cuando varias barras concurren en un mismo nodo no es conveniente
escribir todos los numeros que indiquen inicio y terminacién de barra, lo que se hace es
indicarlos a través de una flecha, el extremo donde inicia la barra (extremo 1) coincide
con el inicio de la flecha y el extremo donde termina la barra (extremo 2) coincidira con
la terminacién de la flecha, figura 2.3.

f 1 = l — ]
1 -2;
“\nigie. ur‘:.'nin_nctfn -
Figura 2.3

Para la aplicacién del-método se parte de que toda .estructura debe cumplir con las
condiciones de equilibrio y de compatibilidad o continuidad. Para ilustrar dichas
condiciones, considérese un nodo ‘" de una estructura cualquiera al que concurren
varias barras y se aplica un vector de cargas “P,”, como se indica en la figura 2.4

P

N

Figura 2.4

Por equilibrio:

— —

= +1)lb+P+})ld

2a le

Sol
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Por compatibilidad:
1

d =d,,+d,+d +d,
Esta ultima condicion indica que el vector desplazamiento en el extremo de las barras
que concurren a un nodo debe ser igual al vector desplazamiento de dicho nodo.

Por otro lado considérese una barra en el sistema local tridimensional y que puede
estar sujeta a los vectores de cargas P1y P2 en el extremo 1y 2 respectivamente
como se indica en la figura 2.5

H x

P1 P2
/ \._i
B 5.

v

z ’ Figura 2.5

Estos sin importar su magnitud y direccion, generan los vectores de desplazamiento
Py P, respectivamente.
Acoplando los vectores de cargas y desplazamiento en forma matricial, se puede

establecer la relacion entre estos vectores a través de una matriz de coeficientes que
se define como la matriz de rigidez de la barra asi

1

—

_ K, Ky |jd
Ky Ky d

i
!

ta
I~

En forma condensada se puede escribir:

s

Que es la ecuacién fuerza-despiazamiento de un elemento barra en el sistema local.

17



2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DERIGIDECES

La rigidez de un elemento estructural se entiende comunmente como la magnitud de la
fuerza requerida para producir un desplazamiento unitario. Para ser mas especificos, la
palabra desplazamiento en el concepto anterior, deberd especificarse en detalle
mencionando su caracter (lineal o angular) y su localizacién, como cada elemento tiene
dos extremos, la palabra desplazamiento se interpreta como desplazamiento
generalizado en los extremos de un elemento. En el sistema coordenado tridimensional
el vector que representa el desplazamiento en un punto tiene seis componentes, tres
lineales y, tres angulares, como se indica en la figura 2.6.

Y_

g
P1 y]\

Figura 2.10

-
Aa ¥

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza
generalizada que el sistema coordenado tiene seis componentes como se indica en la
figura 2.7.

Mx .
>—13% r
/ Figura 2.7

Representando en forma matricial al desplazamiento y la fuerza generalizados:
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[dx] [d,] 2] [A]
dy| |d, Pl |A
dz | |d, P | A
¢ | |d, M| P,
@, d, M, P,
|_¢5_- _dﬁ N |_Mr. ) _Pﬁ_

Asi la rigidez sera la fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario.

De acuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rigideces como
elementos mecanicos, es decir, rigidez axial, al corte, a |a flexion y a la torsién.

Para facilitar la determinacion de las rigideces se considerara un elemento empotrado
al cual se le induciran desplazamientos (lineales o anguiares) unitarics. Se le llamara
rigidez de un elemento empotrado a las acciones ejercidas sobre este elemento debido
a las restricciones impuestas al inducir el desplazamiento unitario.

Estos desplazamientos se induciran de uno en uno y se supondran positivos respecto a
los ejes de referencia.

La restricciones y los desplazamientos asociados con el sistema de referencia x, y, & z,
para deducir las rigideces del elemento se indican en la figura 2.8 a y 28 b
respectivamente.

& n
H
1.T 2 N 10;
4 EE 1 {\-; EE
A 2Ny
s ol &{jé' B ‘
| L I
{a).
Figura. 2.8

En la figura las flechas con una sola punta denotan traslacién y las flechas con doble
punta indican rotacion. En el extremo 1 las traslaciones son numeradas 1, 2y 3 y las
rotaciones como 4, 5 y 6. Similarmente en el extremo 2 de la barra, el 7, 8 y 9 son
traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. En todos los casos los desplazamientos se
toman en el orden x, y & z respectivamente.
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t a rigideces se determinan a partir de la relaciéon que existe entre los desplazamientos
y las fuerzas generalizadas, esta relacidn de acuerdo a la resistencia de materiales esta
dada por las ecuaciones dela2.1.a ala2.1.f

du N

o2 (21.1a)
ci;? :_24_]:: (2.1.b)
%z% (2.1.¢)
cciix_gt:_g; (2.14)
%:_% (2.1e)
%?% (2.1.)

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidén “x” como se indica en lax
figura 2.9 .

=

Pix X
24 AR

z 4&; X ! .
Figura 2.9
De la figura 2.9 se tiene que:
Nx = P1)(

Sustituyendo la ecuacién (2.2) en la ecuacion (2.1.a)

du_R

lx

dxFEA

Integrando ambos miembros de la ecuacion resuita:
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Aplicando las condiciones de frontera: six=0, de donde

re
-
EA

0= ]

Por equilibrio

En la figura 2.9 las acciones restringidas Py P surgen al aplicar el desplazamiento
en el extremo uno del elemento en la direccidn positiva del eje x. Este desplazamiento
causa una fuerza de compresion en la barra. En el extremo 1 de la barra esta fuerza es
equilibrada por la accion restringida EA/L en la direccion positiva de x y en el extremo 2
de la barra la accion restringida tiene el mismo valor pero en la direccion negativa de x.

2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccion “y” como se indica en la
figura 2.10

Y

T

P1y]\

v=1 Tﬂm
. 1y

z~/ —_ Y

Figura 2.10

4
=

777

Fay

—
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De la figura 2.10 se tiene:

Vy=-P,
Mz=M,,-P,X

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuaciéon 2.1. b

av A,

) = - . = 2.“
dx f_,ﬁ G (2.3)
d*v 1
?b = _(1‘/1]: - Pltr)a (2.4)

Integrando ia ecuacion (2.4)

R
o or M XL o (2.5)
d« 2, E

Aplicando las condiciones de frontera: en x=0, % =0 de donde c, =0; si x =L,

- X b

Dy _ 0,de donde: - )
dx

— PIJ'Lz _ ‘IMI:L
2FI. EI
B.L
M,. = ‘; (2.6)

sustituyendo en la ecuacién ( 2.5) resulta:

dvb . PI}'XZ PI\LX
de  2EI.  2EI
(2.7)

por otro lado sabemos que:

dv 3 dvy N dv

5

& dvdx



Sustituyendo las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuacién anterior

dv _PX* P, LX P
de  2EI.  2E, P 4G

Integrando

V= ——— ~fe +
6EI, 4EI. "% 4G

Aplicando las condiciones de frontera: six =0, V,_,=1,de donde C,=0;six=Lv,. =
0 de donde:

AL RL ORI
0= 3 _ - 1. J
6EI. 4EI. "% 4G

15 L
0=-P, + fe +1
’—‘[125}__ /s AG]

R 12E1 }
= - 1-§- , _;T +1
1251:[ I GAL

+1

Si llamamos factor de cortante a:

121
o fe :
5 Gar
Sustituyendo y despejando P1y se tiene
2F
Ay= 12 (2.8)
(1+4)0
sustituyendo en la ecuacion 2.6
M, = 0L (2.9)
Co(+e) L

Por equilibrio



ZFy=P,+P,=0

Por lo tanto
_12EI,
P +g) I
M, =M, + M, +P,L=0 (2.10)

Sustituyendo valores en la ecuacién anterior

GEI. 12E1.
o M=
(1+¢,) L (+4,)L

Por lo tanto
6F].

=——"F S 2.1
(1+¢,)L° @1

A/I2:

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.10 y 2.11 representan las acciones restringidas, necesarias
para lograr el equilibrio al aplicar el desplazamiento en el eje “y". En el extremo 1, las
acciones restringidas para mantener el equilibrio son una fuerza cortante de 12E!z
(1+¢, ) L°  en el sentido positivo del eje y un momento de 6 Elz/ (1 + ¢,)L* positivo
alrededor del eje “z". En el extremo 2 del elemento las acciones restringidas son las

mismas solo que la fuerza cortante actua negativamente en el eje "y”.

En forma similar se puede determinar las acciones restringidas (rigideces del elemento)
para los desplazamientos

A continuacién. En las figuras 2.11 al 2.22 se representan |las rigideces de un elemento
para los doce posibles desplazamientos en ios extremos del mismo, como se indicd en
la figura 2.8.

En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se dibujan
como vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y las flechas
con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se dibujan en el
sentido positivo y en el caso de que una accion restringida sea negativa un signo
menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez.

1).- Desplazamiento en direccién “x”, extremo 1



Figura 2.11

2).- Desplazamiento en direccién “y”, extremo 1

12EIz.‘
/P (l+¢y)L3 12E1
T (1+¢,)L>
(1+¢Y Lz‘_:[a‘\ .
} Ig 2{1 E ¥ X
Z (1 ".¢’y)L"2
Figura: 2.12
3).- Desplazamiento en direccion “z", extremo 1
Y -
| ) 6 E/ i
_ 6H, o 1+¢) L
(1) L2
V : i/ / —LE > %
’ £
/!’ = /
126/ 4 __12E,
(1 +¢y) L37 / - (1 r¢?}’) L?

Figura 2.13

4).- Giro airededor del eje “x", extremo 1
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“*DB“\W\P E:‘?_F'Gdrn- —

Figura 2.14

5).- Giro alrededor del eje “y", extremo 1

(4+¢ )EI,
(l*@ )L 2
T (2i¢,)EL,
1+¢,)5L
(1917 2 e«
/ IA/-GE-I_E':, '
Z (T+¢;)T¥
-Figura 2.15
6).- Giro airededor del eje “2", extremo 1
v B _ eE,,
T (1‘+¢.’y).1- (1'+¢y)j:[_2

/&(4@2 £l &( (2: ¢z)
z (‘1+¢,) 7 (1+¢y),

Figura 2.16

7).- Desplazamiento en la direccién X, extremo 2
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L

Figura 2.17

8).- Desplazamiento en la direccion Y, extremo 2

Y
121, A 12EI,
(1+¢,)Z° | (1+¢;)L>

P
g/;zﬁi 5 X

) P k
" 2 . . 6ET
K %; e (1+,)27
.

figpr§‘2rI§

9).- Desplazamiento en la direccion Z, extremo 2

N
pod

Figura 2.19

10).- Giro alrededor del eje “x”, extremo 2



Figura 2.20

i, N

11.- Giro alrededor del eje "y”", extremo 2

Y
MN2-4)ET, (4+¢,)ET,
g (et e
7z ,{EE —> X
e i Veer,
SR Z , (1+¢,) L0
| Figura.i2i.21
12}.- Giro alrededor del eje “z", extremo 2
egl, |
(1-¢) L2 h . 6E,
] NCT G2
I s
(20,8, = (4-¢ ) E
(T+@yL B M7 Py T2
’ Z‘_/ (T+@) L

Se establecid que la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por



— —

P=KD
Sustituyendo el valor del vector P y los valores mostrados en las figuras de la 2.1 al la
2.22 que corresponde a la matriz de rigidez y el vector de desplazamientos de una
barra en el espacio tridimensional resulta la ecuacion (2.12).
Si se desea considerar unicamente flexion, tomando en cuenta que la influencia de la
fuerza cortante es pequeda, es decir que ¢i= 0, la ecuacion fuerza-desplazamiento
resulta la ecuacion (2.13).

Particionando el vector de cargas, la matriz de rigideces y el vector desplazamiento y
refiriéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuacion fuerza-desplazamiento en forma

condensada se puede escribir:
|:PI:|_ Ky Ky [Q}
PZ KZl K22 D2

Donde K, son submatrices de 6 x 6.

0T
- -F o
i:i ' 0 0 0 i} 4] "'"ji Q ¢ 0 G 0 E;Ej
12£L, 0 o 0 [30A , 2R 0 o o 6ET2 b ?}
AT (1@ )i7 (o)L rgp? 7
12K, 6El — 2k —6kh o i
0 0 —== 0 0 0 0 — 0 5 b
" N ] (t+é)L RS L U+ gl o (1- 8L dui
= Lt
vy 0 0 0 9{3 0 o ¢ o 0 —i—"— 0 0 dy
Viz -6 (3= )i . Gl {2-¢)th o e [
0. 0 — 0 e 0 o 0 T 0 Taten e
M (1+ )02 (-d)l (L~ @)L ~# H
Mhr YA [CE-STNH -6k o (Z-p)Elz | ¥% .
¢ ——— 0 0 0 0 = 0 0 vl bY
A (l+¢&)f,z AR VA (1-@)= 1+l “5_., ’
= - 2 i |
Nix T"“‘; 0 0 0 ¢ 0 !—F i) 0 0 0 ) ;:
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- i -6 1201 610z .
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P AIA (=12 ()i et 4oL
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL

En la figura 2.23. a se muestra el vector de cargas generalizado en el sistema local, en
las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los angulos que forman el sistema local
con los ejes x, ¥ & Z' respectivamente, estos ultimos corresponden en el sistema
global.

por cosenos directores tenemos; para las cargas

P'x = P,cosa + P,cosa , + P, cosa ,
P’y = P,cosp + P,cosp ,+ P,cosp ,
P'z = P,cosy + P,cosy , + P,cosy,

ahora para los momentos

M'x = M,cosa + M,cosa , + M, cosa ,
M’y = M,cosf + M,cosp , + M, cosp ,
M’z = M,cosy + M,cosy, + M,cosy,



si llamamos

coso, = |,
cosp, = m,
COSsy, =n,

sustituyendo y usando notacién matricial se tiene:

s 7] - T ]
P, 1 L1, 000 Py
Py mmlm2000 Py
P, | |nmn 1,000 P,
M| [000 111, M,
M, 00 0mm m, M,
_M;J . 000nn n, “_M;J
en forma simplificada
P=T P (2,14)
donde:
P'= Vector de cargas en el sistema global
T = Matriz de rotacion
p = Vector de cargas en el sistema local

Por otro lado, un vector de cargas P realiza la misma cantidad de trabajo en cuaiquier
sistema de referencia; por lo tanto:

5d= pd (2.15)

de la ecuacion 2.14 se obtiene

sustituyendo en la ecuacion (2.15)



de donde:
(2.16)

A las ecuaciones (2.14) y (2.16) se le llama “Principio de Contragradiencia”.

Sabemos que la ecuacién fuerza-desplazamiento para aun barra esta dada por

—.1 — l:Kll KI'?} L?I

P, Ky Kn] (4,
desarrollando el producto matricial resulta

_‘l = KII C_jl + K12 d‘l
P, = Ki] Eil + KEZEZ

"~

premultiplicando por T y sustituyendo la ecuacién (2.14)

TP = TK,Td + TK,T'd,
TP, = TK,Td + TK,Td,
pero
TP = P
entonces
P = TK,Td + TK,T4d,
P = TK,I'd + TK,T'd
de donde se concluye que
T K, T'd,= K,

Representa la rotacion de las submatrices de rigideces del sistema local al global, por

lo que:
P, = K!ldl + K12 d2

sl
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Bo= Kd o+ K,
Estas dos ultimas expresiones representan las ecuaciones fuerza desplazamiento de la
barra en el sistema global.

Conocidas las submatrices de rigidez de las barras en el sistema global se puede hacer.
la conexidn o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio y
compatibilidad como se plantearon anteriormente. La aplicacién de estas dos
ecuaciones conduce a la determinacion de la ecuacidon fuerza-desplazamiento en el

sistema global de la estructura a la cual se aplicaron.

2.3 ACOPLAMIENTO DE BARRAS

Considérese, la estructura de la figura 2.24 a la cual se le aplican vectores de carga
nodales.

De la figura 2.24 por equilibrio

1
|

B = 7.a+ﬁ2C+ Plb+ﬁf
o= Byt B o+ B, B+ B,
por compatibilidad
[_il.uz 0 —Elu = —.B
C_jllhz ‘73 3‘1: = d;
d,=0 dy =dy
d,=0 d,= de



por otro lado, la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global:

d, + K,

1'=K!

o]l

a

t
K, d + K,d,

o
[

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiene:

Pl'u = (KI;’)a gﬂ s P.?.uz (K_’E)a dh'

|

(Ki) s dy+ (K, de

15

28

(Kél) 3 57;; + (Kzlz)b gc

Rc = (KIZ)C JH ; e = (K22)r: d.’i

sustituyendo en las ecuaciones (2.17)

By = (Ky), dy +(Ku)e dy+ (K dy+ (K, d+ (Ky), dy

P =(K), dy+(Ky),d+(K), d+(Kn),d.

expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial tenemos:

[PBH(K;:)“ (K)ot (K +(K), (K, }[.ﬂ
he Ky (Ka)pr (Kp)y + (K L4,

en forma simplificada

()

Lh



que es la ecuacion fuerza-desplazamiento en la estructura sistema global.

En donde:
D' = Vector desplazamiento de la estructura
K' = Matriz de rigideces del sistema estructural
P’ = Vector de cargas en los nodos de la estructural

En forma practica, la ecuacidén fuerza-desplazamiento de un sistema estructural se
puede ensamblar observando los extremos de las barras que concurren a un nodo y
las barras que interconectan los diferentes nodos, asi.

Los términos de la diagenal principal de la matriz de rigideces se obtienen sumando las
submatrices cruzadas de las barras que unen dos nodos.

El sentido de la numeracion de los nodos tienen mucha importancia ya que si es
adecuada, se puede reducir el ancho de banda de la matriz de rigideces y por
consecuencia, el tiempo de maquina que resuita muy costoso.

Si, en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formacion de la
matriz tiene un desplazamiento conocido: (igual a cero) es necesario anular la fila y la
columna que corresponda segun lo observado en el acoplamiento anterior ya que

dicho grado de libertad no participa. También es importante que la estructura que se
analiza sea estable, pues si no, la matriz de rigideces no tiene inversa unica.

Ejemplo.- Determinar en forma practica la ecuacion fuerza-desplazamiento de la
estructura que se muestra en la figura (2.25).

C d = .
B o S | =
-

N (=2

a g
A D




=

[«

|

=

!

r
i

K33 u

+K,,+ K,

Kllp,

L
K 2le

KiEd

Kyt K22_,"

Ku,r

12¢

Kzu

Kyt Kyp + Ky |

2 R
N =1

L Ry
5

e




2.5 ARMADURAS EN EL PLANO

Para la aplicacion del método de rigideces se requiere conocer las submatrices de
rigidez de cada barra en el sistema globai., lo cual se logra con la expresion:

K =TK T

y g

Para el caso de armadura en el plano la matriz de rotacion “T" se determina a partir de
la figura 2.26

Figura 2.:2%

Px = P cosu
Py = P cosa

llamando: cosa = 1: sen o =my escribiendo en forma matricial

e

en forma compacta se puede escribir

donde:



Por otro lado, de la matriz de rigideces general de doce por doce para una
armadura resulta:

EA_E4
L L

$7) i

L L

de donde:

EA EA
Ku=T Ka=7
P

EI—L ZE_L

Haciendo la rotacion al sistema global se tiene

NG

de las expresiones anteriores se concluye

Ky = K,

K, = K, ==K,

2.3.1 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27

barra



B len
2, ,-»J 8 1.5A ¢ "2
e b 1
o
4m A a .. / t N ’
] = A: area
' X3 —~ E: cte
L s e e  cte.
b sl A e s ¢ GL= 4
! m - rer e
|- ‘;;
e dm -

La ecuacion fuerza-desplazamiento de ia estructura en el sistema global esta dada por:

P =KD

B (K +(K) (K (K, d,
] (Ka)s (Kt (Kn)a + (Kn), d,

)

donde:
5 [P, | [10cos30° 8.6603
#I P, | |—10sen30°| | -35.0000
5 [P | [Scos20°] [4.6985
“| P | |Ssen20°] | 17101

8.6603 dy |
_. | -5.0000 I
P = _ D= .

46985 d,.

1.7101 d;. |
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Barra| L [ Ai| | | m ] P Im | m
a 3|1 0 1 0 0] 1
b 4115 1 0 1 0 0
c 512 |-08|06|064;-048|0.36
d 51 2 [08]06]0-64) 048 | 0.36
e 4|05 1 0 1 0 0
f. 31 1 0 1 0 0 1

Sustituyendo en:
© EA 12 1m X
11 I _ml m: — a2
. EA[1 1m
2 = = K—:
Ko L|ml m } 2!

» E£4[00 0 0
K Ya =-2 -
(Kia == {01} kA [0 0.333}

10 03750
(K{l)b:E(l'S)A{ }: EA[ > }

4 |00 0 0

| EQ2A)[064 -0.48 " 10256 0192
(K)o =3 [0.048 036~ 51| -0192 0144
g o EQD 064 —048 ) 0256 — 0192
(&) 5 10.048 0361 “*1-0192 0144
(K.Y = (K)),

Solo se determiné K,, ‘ de cada barrayaque K,;’ = K,;'y K,,' = K,

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento se tiene:
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8.660 0631 —0192-0356 0
— 5000 ~0192 0477 0 O
4608 |=5 0375 0 0631 0192
1.710 0 0 0192 0477

(d. B ]
d, B
d.C

_di C .

Resolviendo el sistema aplicando cualquier método de solucién de ecuaciones

simultaneas

d.l\'li
dyy
dy.
d

T EA

31.23478
2.08899
28.39403
- 783899

L™ e J

Una vez conocidos los desplazamientos en los nodos se procede a calcular la fuerza en
cada barra, asi la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada barra esta dada por:

por compatibitidad

d,, =0 d,, = dj
'5_’;1'1, = ‘?3 ‘_jzb = Jc
4, =0 4, = d,
_.l'd =0 g]d = Ec
. =0 d,, = 0
d,, =0 dy, = d,

sustituyendo para cada barra:

Barra (a):
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B, = (K,)), = (0) + (K,), dy

B - £y 0 0 3123478 ] 1 0
7770 -03333) 2.08899 |E4 | -0.69626

5 4 0 0 31234787 1 0
2 0 —03333 2.086 |E4 |069626

Barra (b):
5 0375 0][3123478 1 [-0375072839403 | [1.06528
= + =
| 00 | 2.08899 0 0]-783899 0
_. [-106528
})lb= 0
Barra (c):
5 -0266 0192 [3123478 ~7.59502
7 | 0192 ~0.144 || 2.08899 | | -5.69626
_. 759502
JZ
* | -5.69626
Barra (d):
. 0256 —01927[28.39403 -3.76378
W -0192 —0.144 || ~7.83899 | | —432284
-, 5.76378
P, =
- 432384
Barra (e):



P.=P,=0 (no trabaja)

Barra (f):

o [0 0 T2839403 0
770 -033) 783899 || 261274

b 0
Vo —261274

Comprobacion del equilibrio.

Nodo B:
IBH = Ea + _.l‘c + _’I‘B
8.6603 0 75950 1 [1.0653] [8.6603
~5000| ] 0.6963 || =56963 |71 0.00 |7| -5.000
Nodo C:
]—Jc:: Eb+ ~2-d+}—)2-f
469851 [—1.0653] [5.7638 0 46985
17101 7] 0 |T|a3228|T|—26127 [T 17100

Para la rotacion del sistema global al local sabemos que:

P =TP
premultiplicando por T'
TP=TTP;peroT'T=1|
P=TP |

Para una barra j

P

lr =

[COSCI s€n ﬂ]li i" :|
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Barra (a):
?

0.69633
p, =[01] 0% |-06963 1§
w =L o063 |70 070 R 9
]
g
P,, =0.696310n “
0.6963 ¢
Por lo que la barra (a) trabaja a tensién con 0. 69 ton.
Barra (b):
1.0658 1.0658
1.0658
P, =[01] =1.0658 ton > -«
0 comprensién
P,, = —10658 ton
Barra (c): 9.4938 Y
l 0806]| - 220 |=9.4938 R
P]r—[. ] 56963 =9.4938 ron qh,.ﬁ)
\
P, =-94938 ron
9.4938
Barra (d):
7.2047
—57638 5
P, =[0806] 43728 |~ 72047 ton ~
o
0“
5
P, =72047 ton ol
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Barra (f):
2.6227 ¢

0
Py =[01) ¢ oy [ 26127 ton

P, =~26127 ton

comprension

2.6227 ?

Representando en forma esquematica los resultados para toda la armadura:

10658
{ ‘.\?Q‘..‘_ e \é\
[ o . 1
€63 e L 26127
C6L63 <
N 7.20&?____{.—-"‘ ~.. S 4538
T \2 \I

2.6 ARMADURAS EN EL ESPACIO

Para la determinacion de las submatrices de rigideces para una barra en sistema
global, se sabe.

K,=TKT

La matriz de rotacion “T” se determina a partir de la figura 2.29.
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A 4
Z Z  Figura 2.2°
P = Pcosa
P = Pcosf
P.= Pcosy

Llamandocosa =L cosB=m&cosy=n

Pl
R ={mp
P L7
P=TP
1
T=\m

donde:

De la matriz de rigideces general de 12 x 112 para un elemento armadura se tiene:

2
L L
Yo e
L L

efectuando ia rotacion de las submatrices:
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1 1 1m 1n
EA

: 2
K ,=m ml m~ mn
L

n nl nm n’

N

12
K, = £4 ml m* mn
L 2
nl nmn

1m 1n
Kiz :KL;I = K;I Kéz = Kl'l

EJEMPLO: Determinar la fuerza en cada barra de la estructura mostrada en la figura
(2.30). Considerar EA constante.

48



™ e C (16,50
BREIITUVES Tae
'x,i' i _—h_“__--- [‘,_./
ST T s
[ --%__-_ ot R
Lfi._a_._,._,? ..... __’.-:—;.......i.__,.? X'
A0 L{CLL
J I 1 a1
boe | 56 128l
7z Eicn Skn
:: E B I ~ o F (7,5 2 5 3-‘
: -._"—-:f’” —
e d
L a 9 e c
A '-.{... e - o ~ X‘
N Sun -

“Ul
NN

VAN T
q(_,l:?'

Figura 2.30

La ecuacién fuerza desplazamiento de la estructura.

{P}}“ (K:), +(K2), + (K +(K), (&), | {

P, | (K, (Ki) +(Kn), +(Kn) +(Kn)



Vector de cargas y desplazamiento.

Para la determinacion de las submatrices de rigideces se organizan los datos de las

d
R 1j|
P,

barras en la siguiente tabla, para lo cual el calculo de la longitud de las barras se hace

a partir de la expresion.

Wy m

L=y(r-x) +(1-1) +(2.-2)

y" para el calculo de los cosenos directores:

2

l X2 XI
=cosa ="
L.
m=cosfl= 7
z, Z,
n=cosy =
Barra| L | AE I m n 2 m* n’
a |4637| 1 |0.539 | 0.539|0.647|0.291|0.291|0.419
b |4637| 1 |0.539 |-0.539|0.647|0.291,0.291|0.419
¢ |4637) 1 ]-0.539|-0539[0.647)0.291]0.291|0.419
d [4637| 1 |-0.539| 0.539 {0.64710.291|0.291|0.419
e |8456| 1 |0.887 |-0.296|0.355}0.787|0.08810.126
f |5.000]| 1 1.000 0 0 |1.000| O 0
g |8456| 1 |0.887 | 0296 |0.355]0.787}0.088|0.126

Sustituyendo estos valores en las submatrices se tiene:



0.063 0.063 0.075 0063 -0063 0.075
(Kui), = £4| 0063 0063 0075| (K, ), = £4|-0063 0.063 0075
0.075 0.075 0.090 0075 —0.075 0.090
0,063 -0.063 —0.075 0.063 —0.063 —0.075
(K). = E4|0063 0063 -0075| (K,) = EA}-0063 0063 0075
|-0.075 -0.075 0.090 -0075 0.075 0090
(0093 -0032 0037 | 020000
(K.), = E4|-0031 0010 -0012| (K,), = E4| 0 00
|-0.037 -0012  0015] 000
0093 -0.031 —0037]
(K1), = EA|-0031 0010 0012
-0.037 0012 0015 |
Solo se ha calculado el K,,” de cada barra ya que K,,' = K, vy K,;) =K,/ =
Sustituyendo en la ec. Fuerza-desplazamiento se obtiene:
"0 ] [0419 -00310113 -0200 O 0 e
0 | [-0031 0136 0012 0 0 0 dyE
~5| [0113 0012 0195 0 0 0 6.,
0 | [-0200 0 0 0419 -0031 -0113 |4,
0 0 0 0 -0031 0136 -0012 d,
-3 0 0 0 -0113 -0012 0-195 g4
L7210 L LYz

Resolviendo el sistema por cualquier método de solucidn se obtiene:

v

-<

R R SR

b

d,

[5.49
3.81
—-29.06
—5.49
-381

-29.06

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:




P =K, D +K, D,

le = K;.l D.; + Kéz Dé

por compatibilidad

dlu = dzu = D,';"
dlb = dzb‘ = D,t:l
dlcl = d.‘!c' = DF'
du = d]d. = D;-"
dlel = dzel = D!-“
dul = DI:'I d:_fl = Drl
d, =0 dy,, =D,

&

Sustituyendo en la ecuacidn fuerza-desplazamiento para cada barra.

Barra “a”
-0.063 —0.063 -0.075 || 549631 | 159283 .
P, = EA{-0.063-0.063 —0.075 | 3.81704 T 1.59283
—~0.075-0.075-0.090 || -29.0610| 1.91699
159283
P, = 159283
1.91699
Barra “b”"
—0.063 0.063-0.075 || 549631 | 207378
P, = E4]0063 —0.063 0075 || 381704 7 —-2.07378
—0.075 0.075-0.090 || - 29.0610 248953
207378
P, = |-207378
248955
Barra “c’

52



—-0.063 —0.063 0075 || 549631 | -1.59283

P =EA|-0063 —0063 0075} 381704 7 ~159283
0075  0.075-0.090| -29.0610 191699
— 159283
P, = |—159283
191699
Barra “d”
—0.063 0063 0075 —549631 | -2.07378
P, =EA[ 0063 —0063 -0075| -381704 T 2.073378
0075 —0075 -0.090] -29.0610 — 248955
2.07378
B, = |-207378
~2.48955
Barra “e”
-0093 0031  0.037 || -549631 | 146809
P, =EA|0031 -0010 0012 | -381704 T —0.48095
—-0.037 0012 -0.015]{-29.0610 0359347
146809
P, =| —048095
0.59347
Barra “f"
219852 —2.19852
pl’f = 0 P, = 0
0 0
Barra "g” i
-0.093 0031  0.037 || 549631 | ~1.46809
P = E4|0.031 =0010 -0012 381704 |- = 0.48095
0.037 -0012 —0015 || 29.0610 059347
— 146809
P, =i —048095
-059347

Comprobacién por equilibrio



"BL :I)ZIu+P2b+[)]IJ' +132'g

0 — 159283 -207378| [2.19852| 146809 0

=|—1.59283 |+|2.07378 |+| O +{—048095|=|0

=5 |-191699 | |~-248955 0 - 059347 -5
—5.[ = }32‘(1 + }32.& + JBlf + Eg

0 1.59283 | |2.07378 —2.19852 | |-146809 0

=| 159283 |+|-2.07378 |+| O +] 048095 [=|0

-5 191699 | | —2.48955 0 0.59347 -5

Rotacion del sistema global a local
P=TP
Barra “a”
1.59283
P, = [0.539 0.539 0.647] 1.59283 |=2.9574 ton
2.9574 2.9574
191699 -

‘ — <+—
P, =2.9574t0n comprenaién
Barra “b”

207378
P, = [0.539 -0.539 0.647] -2.07378 |=38510n
_ 0.6248 0.6248
. comprenslidn
P,, =-3851on

y asi para el resto de las barras.

Finaimente:
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2.7 VIGAS CONTINUAS:

2.7.1 Ejemplo.- Determinar los elementos mecanicos de la viga mostrada en la figura
2.35

2.32 considerando la influencia de |a fuerza cortante (término 1+@,).

P=81tcn
w=3ton'm w=2tonfm
ﬁ\,\l}k},«i\i/\[&’hlr : .A.ltv.l.}f].ﬂ.l.-‘lj},_'\
,// A 30x80 ﬁ 300 c 20050 Sy
B D
| | | |
"o Y oao a0
GL=4

Figura 2.32

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura esta dada por:

Py | | Ko+ Ky 0 | Dy
R; = EGw E;M_Fth 0 L%
P, 0 Ky Kno| Do

Vectores de empotramiento (acciones)

wz 3ient © .. wzZtonin
L
4 3 N b N q [N

3 3

&xie ES1) 2
5@;{? D ‘
~N /\L l,\) £k

r L

£4nf\$ S orax19
kg om

Figura 2.33

Sustituyendo en el vector de cargas y utilizando unidades en kilogramos y centimetros,
se obtiene:



- - r r 17 - -
P, -6 )1_1 0 d,,
» M,, 4.X10 b b1
B —1EXI0° |17 | de
P(‘ - = _ 5 D( =
1’1/[2( -153X10° ¢2C
Pl) P - 3 DD d
73] -3X10 7
(M) 115x10° K2

Como el transformador es igual a la matriz identidad T = 1 para este caso de vigas
continuas debido a que el sistema local coincide con el sistema global, entonces:

Kij = Ky

de la matriz general de 12 x 12 se tiene que:

12E1,  6EI, [ 12EI,  6El,
(1+¢,) (1+¢)0 (1+6,) (1+4)L
K, = K,=
6El, (4+¢,)EL, 6EI, (2-¢)EI,
(1+¢) (1+¢,)L | (1+¢4) (1+¢)L
" 12E1, 6E1, ] [ 12F1, 6EI, ]
(1+4)C (1+¢)0 (1+¢)0 (1+¢)C
Kn: K22=
; 6EI, (2-¢)EL 6EI, (4+4)El
(1+¢,)0 (1+4)L | (1+4) (1+¢)L |
Se sabe que
12f,EL,
b = GAL

el factor de forma esta dado por la expresién

Q2
= 1, b?

fi=] dA

y para secciones rectangulares es igual a 1.2

Para determinar el médulo de elasticidad se considera un valor de E = 800 v/ y para
el médulo de elasticidad al corte un valor de G = 0.4E
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Para determinar las submatrices de rigidez de cada barra se sugiere hacer la siguiente
tabla:

Barra L A Iz E G Oy El;
a 400 | 1800 | 5.4x10° [1.13x10°[4.53x10%[6.75x10°[6.11x10’
b 3001800 | 5.4x10° {1.13x10°[4.53x10%]6.75x10|6.11x10’
c 300} 800 [1.07x10°[1.13x10°[4.53x10% | 5.3x10° | 1.21x10

Sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene:

Barra "a"
o 10732 21463791 ~10732 2146370
Ha 12146370 582x10° | T | -2146370 2.77x10°
o o ' . -10732 2146370
Ha T e e 12146370 582x10°
Barra “b”
, 24246 3636905] — 24246 3636905
K =1, ., - s | Koo = 4 c A AN 1A
3636905 7.49x10 —3636905 342x10
X o < 24246  -2146390
b T 2t T 3636095 7.49x10°
Barra “¢”

& 5107 766065 . -5107 766065
e 1 766065 155x10° | 71T | — 766065 74576488

: . , -35107  —766065
K:’lc = Klr’c K"’c = 8
’ 1 =766065 155x10

Sustituyendo en la matriz de rigideces de la estructura se tiene

57



(34978 1490335 —24246 3636905 0 0 ]
1490535 1331X10° -3636915 342.X10° 0 766063
— 24246 -3636905 29353  -2870840 -3107 766063
k= 3636905 342.X10° —2870840 9.04.Y10° —766065 74576448
0 0 —5701  —766065 5107 — 766063
.0 0 766065 74576448 —766065 155X10° |

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando los
grados de libertad restringidos, es decir los correspondientes ad'vg =0y d'vp = 0 €l
sistema resulta:

[4x10° ] [1331X10° -3636915 342.X10° 0

(D:b
—-11000 —3636905 29353  -2870840 766065 D,
—13X10° | |342X10° —2870840 9.04X10° 74576448 || @, |
[15X10° | | 0 766065 74576448 155X10° || Py

solucionando el sistema de ecuaciones anterior:

@, [-00021897
@, | |-1316115
@, | | -0.004304
®,, | |00095435

por lo que los vectores de desplazamiento en cada nodo resultan:

d, 0 d. | [-1316115 T4, 0
D, ] -21897X10° [ @, | |-4314X107 | ®,, | | 95445X107

por compatibilidad:

d, =0 dy, =d,
dl..ﬁ = d;s d.;b = dlc
d;u = d( ch‘ = dD

Para conocer los elementos mecanicos en cada barra se aplica la ecuacion fuerza-
desplazamiento que esta dada por:
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A
P,
Barra “a”

= K] la(o) + Klladb‘

= Kllldl' + K;:dlz
- Kyd + Kud,

P, -10732 2146370 0 - 4700
M, | |-2146370 277E8 | |-21897E-3| |-606547

P, —10732 2146370 0 4700
M,, | 12146370 582X10% | |-2.1897.X107 | | -1274405

en forma similar para las barras b y ¢ se tiene:

Barra “bl’

P 8294 P, —8294
M, | |1674332]| M, | 814012

P, ~2708 1| P, 2078
M, | [-963629|| M, | | 150036

Barra “c”

Comprobacién del equilibrio

Nodo “B”

- 6000
4X10° |

— 6000
4xX10° |

Nodo “C"

Py =P, +P,

a

(4700 8294
1274405 || 1674536

(12994
L4X10°




P(I' =P2‘b+P1‘(‘

“11x10°] T—82947 [-2708
_15x10° | T 814012 |7 - 263629

Nodo HDI)

- 3X10° 2078
—15Xx10° | | 15X10°

se observa que en los nodos B y C no se cumple el equilibrio, correspondiente al grado
de libertad dy (*), esto es debido a que hay apoyo y este debe ser capaz de absorber
toda la carga que le llegue.

Los elementos mecanicos finales, figura 2.34.c, se obtienen sumando a los vectores de
carga (calculados) en cada extremo de las barras figura 2.32.a los vectores iniciales de
empotramiento figura 2.34.b. Estos ultimos se obtienen multiplicando por menos uno.el
vector de cargas inicialmente considerando (acciones) figura 2.33.

ATS ERE ] TS
1TSS 1474E5 1,58
s ~ 7 L ! -
6 oeEs ) N T,,- AaELS 2. ;‘
e | ¢4ags
1 -
s £
&
65 dES 1.SES 1,523
| fad % Pad
7 N ’i‘ TN [
P [T ) 11030 241
(151

Tigura 2.34

Resolver el problema anterior despreciando la influencia de la fuerza cortante en los
desplazamientos.

La ecuacién P=KD es la misma al valuar las submatrices de rigidez para cada elemento
se debe considerar ¢y = 0.

60



Barra “a”

(11456 ~2291250
K”lu = K:’u Klla = - - 8
2 ! | -2291250 6.11X10
Barra “b”"
27156 4073333 § (27156 4073333
Al]bz n oy 108 A!Eb: - 5y 8
4073333 81466X10 _—407333 4.0733x10
27156 — 4073333
K—, =Kf KT) =
e '  -4073333 8.1466.X10°
Barra “¢”
5378 806667 -5378 806667
Knc: 8 K!Zr: g
806667 1.613x10 — 806667 8.0666x10
5378 — 806667
KElc:KIJZC K c= g
— 806667 16133.X10
sustituyendo:
—6X10° | [38612 1782083  -27156 407333 0 0 ]
4xX10° 1782083 1425X10° —4073333 4.073X10° 0 0
-11X10? —27156 —4073333 32534 3266666 —35378 806667
—15X10° 1 |4073333 4.073X10° 3266666 9.7599X10° -806667 8.066X10°
_3IX10° 0 0 —5378 — 806667 5378  —806667
15X10° 0 0 806667 8.0667.X10° -806667 1.61333X103j_

eliminando las restricciones:

5 11456 2291250
-1 Kuu = - -~ 8
x10 —22912350 3.033x10
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[ 4x10° | [1425x10° -4073333 4.0733x10° 0 To,,
~11X10° | |-4073333 32534 3266666 806667 dye
J15X10° | [40733X10° 3266666  9.7599.X10° 806670107 || @,
15X10° ) | 0 806667  80667.X10" 16133.X10° | Pz

Solucionando:

® ~0.00211
dye | |-126632
D, | | -0.00428
® 0.009405

Comparando éstos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar @y se
observa que estos ultimos resultan ligeramente menores.

2.7.2 Ejemplo.- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35

w = 1.5 ton/m

’ A \j/\g/‘q,lf\.i_axlz’”\!/ “-;{'xiil/s l r\i/‘.!h! f\if\l.-"’ C
N a 8 .\ 0 A

P ey N
s arrd
] |

I 80 | 5.0 !

Figura 2.35

La ecuacion fuerza-desplazamiento esta dada por:

Como no hay fuerza horizontal, no se genera fuerza axial. por lo tanto el
desplazamiento horizontal en los nodos V y C son ceros y como no hay desplazamiento
vertical en ninguno de los tres nodos, se puede considera unicamente un grado de
liberta por nodo (giro alrededor del eje z), lo que implica que soélo se considerara
momento flexionante, asi el grado de libertad es; G.L. = 3.
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Para determinar el vector de cargas se tiene que:

wr: o (156
My=M, = 17” :( l)g ) =45Ton—-m

wL, (1))
JMB(,' = AJCB = 17ﬁ = 12

=3123Ton-m

Representandolos en la viga y considerando positive al momento gque
como vector seria normal al plano que lo contiene:

&5 45 313 3.125
1 LN .
Ak (R
T PN L \‘ii—-—s’: K‘
%}if x’f/l?
Figura 2.135
~45 @,
P =|1375 D=|o,
3.125 o,
Se sabe que:
KU = TKHT’
wrL, (15)(6)
M,=M, = . (1316) =45Ton-m

representado

Como en este caso, el sistema local coincide con el sistema global, puesto que el eje de
la barra tiene la direccion de las “x” (en caso contrario si se utilizaria un transformador);
la matriz de rigideces es la misma, asi de la matriz general de rigideces, considerando
solo flexion y despreciando la deformacion por cortante, es decir @y se tiene:

4EL 2E] |
L L




donde:
4 . 2E]

sustituyendo:

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura:

—45] [o667 0333 0] [,
1375 |=[0333 1467 04 |EI| ®,
3125 0 04 08] |@.

resolviendo el sistema se obtiene:

Por compatibilidad:

l

@

la

[~
I

B
h B
¢

O
o®

e

1]

1
tyy,
Aplicando la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra:

Barra “a”
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P, =0667EI(-7.68/EI)+0333 EI{187/ El)=-45 ton

P, =0333E1(-7.68/El)+0667 EI(187/ El)=-13110n

o

Ba rra “bl!

P, =08EI(187/ EI)+04 EI{2.970) = 2.685 fon
P, =04EI(187/EI)+08 EI(2970/ EI)=3125 ton

Comprobacién del equilibrio:

P, =P, :P, =P, +P,; P =P, Sichecan

Para obtener los momentos finales se hace lo siguiente: En las figuras 2.36 ay b se
representan las acciones y los valores obtenidos con las ecuaciones fuerza-

desplazamiento de la barra, respectiva.

45 45 3125 3.125 4.5 1.21 268 3.125
\l (" \\4 f/ /a \I j?T ﬁﬁ'l {:
Py Vi ¥ N et ~s S 5
T £=3 5 7 T a
{a)
(B)

Figura 2.38

Para poder sumar los momentos de las figuras 2.37 a y 2.37 b es necesario que ambos
sean acciones o reacciones por lo que multiplica por menos uno a los momentos de la
figura 2.37 a para sumarlos con los de la figura 2.37 b y asi encontrar los momentos

finales, estos se representan en la figura 2.37.d
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45 45 3.125 3125

N il N 7
Hr A Ny
e . TS
{c) _
5.581 5.81

s

(d)
Figura 2.317
2.8 MARCOS PLANOS
Se sabe que las submatrices de rigidez en el sistema global estan dadas por:
K,=TK,T'

en el caso de marcos planos, la matriz de rotacion o transformador se determina a
partir de la figura 2.38

N
-2
‘2
2/ Mz

Tigura 2.38

Py =P cosa— P, sena
P, = P sena + P, cosa
M,=M,

en forma matricial:
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Py
P,

M.

~

utilizando la notacion cos o

Z

cosa—sena 0| P,

cosa —sena O B,

0

0 1M,

I ysen o =m, el transformador resulta:

1-m0
T=tm 10
0 01 -

De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, \a matriz de rigideces para un
elemento marco despreciando el efecto de ia fuerza cortante en las deformaciones

resulta:
[ EA EA ]
— 0 0 — 0 0
L L
12EI, 6EL, 12E1, EI,
LS LZ LJ L:
O6El, 4E], 6LE[, 2EI,
I L L L
K=
EA EA
--— 0 0 —
7 7 0 0
0 _12E1, 6E, 0 12E1, 6E1
r r r r
0 6L, 2E1, _6FI, ALl
L I L L L
Haciendo la rotacion del sistema local al global se obtiene:
A i
150 0]
1-m-0 12El. GEI b om0
1<”—010010 "L3‘ Lzz gméo
Yo 6EL 4EL | 0
L r L |
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rEAl,+12E]z ,(EA 1251]1 6F1
—1I" r N e 3 m-———-m
L "L :
. EA 12EI E4 , 12EI, ,6El
=] (- o P O
6El, 6El, 4F1,
" 5 L
[ (E4_, 12EI, ,\ (EA 6E]
(et ) (1),
| (E4 12El, EA , 12EI) 6EI,
K, - AE lm| - I + L oo
6El, 6EI,  2EI,
2 m 2 1
. r L |
K;1=Ki2
(E4 , 12, 2(_1;3 1215}2)1 6El, |
7 7 m 7 I m—m
K (g 12512]1 E4 , 12, . 6Ll
2\ T )T T
6EI, 6E], 4EI,
—~m -1
I L L]

2.8.1. Analizar el marco mostrado en la figura 2.39
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0ton | B Cc

1 £ h > i
4m A
- a c
D
T- s S
A ,é,}
t F
10m )

Figura 2.39

El grado de libertad para el marco en cuestién es GL = 7 y su ecuacion fuerza-
desplazamiento esta dada por:

K."!Za + Kllh Kle 0 DB
K'.I’lh K2.2b + K;Ec K'_;lc D('

0 K K. | D,

oF. AU 2
!

2¢ Ic

Para valuar las submatrices de rigidez y con estas la ecuacion fuerza-desplazamiento,
se sugiere organizar la informacién en la siguiente tabla. Las unidades que se manejan
en este problema son toneladas y centimetros.

Barra A E | EA El L I |m
a.c 900 {221.359| 67500 | 1.922x10° [1.4941x10°| 400 | O
b 1800 | 221.359 | 540000 | 3.9844x10°] 1.953x10s | 10001 1| O

—

Sustituyendo en las submatrices:

Barras "a" y “b”

2802 0 - 560314 -2802 0 ~560314
K,=| 0 498.058 0 |K,=| 0 —498058 0
—560314 0 1494x10° 560314 0 74.709
-2802 0 560314 2.802 0 560314
K,=| 0 -498058 0 [K,=| 0 498058 0
-360314 0 74.709 560314 0 1.494x10°
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Barra “b”

39846 0 0 ~39846 0 o |
K,=| 0 1434 717204 |K,=| 0 -1434 -717204
0 717204 4781x10° 0 717204  2391x10° |
~39846 0 0 39846 0 0 |
Ky=| 0 -1434 -717204|K,=| 0 -1434 -717204
| 0 717204 2391x10° L0 717204 2781x10° |

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene:

(=

o o0 Cc o o o O D
Il

40127 0 56031 - 39845 0 0 0 0 0
0 499.49 717.20 0 -143 7172 0 0 0
56031 7172 6276x10° 0 -71720 239x10° 0 0
39845 0 0 40125 0 56031 -280 0 56031
0 ~143 -7172 0 49949 -71720 O — 489.06 0
0 7172 239x10° 56031 -7172 6276x10° -56031 0 74708.5
0 0 0 -28 0  -5603 280 0 ~36031
0 0 0 0 -49806 O 0 498.06 0
0 0 0 56031 0 747085 -56031 0 1.494x10° |

El sistema de ecuacidon resulta de 9 x 9, sin embargo el grado de libertad que-se
terminé al inicio del problema es GL = 7 por lo que hay que éliminar los renglones y
columnas correspondientes a d'xp y d'yp cuyos valores son conocidos, dado que son
igual con cero. La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura considerando sus
condiciones de frontera resulta;

0]

—

DO O O O O O

40127 0 56031 —39845 0 0 0 ]
0 49949 71720 0 —-143 717.20 0
56031 7172 6276x10° 0 -71720 239E5 0
=|—-39845 0 0 40125 0 56031 356031
0 -143 -7172 0 49949 -71720 0
0 7172 239x10° 56031 -717.2 6276x10° 747085
0 0 0 560.31 0 747085 1.4943:105_J

Solucionando el sistema:
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(@] [338 ]
dy | |47X10°
b | |-28X10°
dy {=|334

di | |-47X10°
¢ 1. |-45x10°
¢ | |—12X10°

Por compatibilidad:

du=0  dy=d,
d;b = d1'9 d;b = d'c
d.=d, d,=d;

Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global:

P =K, D+ K, D,
Pl =Ky D + Ky D]
Barra “a”

By = K (0)+ Ky, D

b

P, 2802 0 ~560314 | 3.34
Pol=| o — 498,058 0 [47X1073
M, | |560314 0 747085 | -28X1073

])E‘u = K_'I‘Ia (0)+ K:lﬂgﬂD,;}
Pey | |2802 0 560314 ]334
P, |=| 0 498058 0 47X1073

r2

M, | |560314 0 14942 X10° | -28X1073

En forma similar para las otras dos barras se obtiene:

-7.79
-234
1663.07

2.34
1452.07
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Barra “b

P, 221 P, —-221
P, |=|-234 P, |=]234
M, -13202 M, - 8848
Barra “c”
a2 -221 P, 221
P, |=j-234 P, |=|-234
M, 0 M, 8848
Comprobacion del equilibrio:
Nodo B:
Py =P, +P,
10
0 7.79 221
o |F1234 [+|-234
0 1452 —884.80
Nodo D:
Pc‘ - P2‘h + P2.'.'
0 -221 221
0(=(234 |+|-234
0 884 80 - 884.80

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL

La rotacion del sistema global al local se hace mediante la matriz de rotacion
traspuesta, en igual forma que en armaduras, asi.

P=T'P

Barra a:

72



010]-779 ] [-234
P =-100]-234 |=|7.79
00 11166307] [166307

o1 0ol 779 | l234
P =-10 0] 234 l=|-779
0 0 1]145203] [1452.03

En forma similar para las otras dos barras se tiene:

Barra “b”
221 -221
P, =|-234 P, =234
1452.03 —884.80
Barra “¢”
234 ~234
P.=|221 P, =|-221
884.80

En la figura 2.40. a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes en
los extremos de cada barra y en la figura 2.40. b se muestran las fuerzas axiales.

2.4 - 2.34 2.34
N l /I 77 221 2.24
I ! , i/ g N S <
{\‘_J:? pray \L [ N > £
> —_
7.75 2 21
i O
VTN 1662 V ton
T i?%%f M ton-em — t::?
(a} L 2.4 234
N

(b}
Figura 2.40
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2. Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérese que la
barra “d” esta articulada en sus extremos.

282

3m

Las propiedades

consideradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unidades utilizadas
para este problema son toneladas y centimetros.

El grado de libertad para el marco en cuestion es GL = 6 y su ecuacion fuerza-
desplazamiento es:

PB Kélu + K;Ed + K;Zc' K]l2r: DH
PITL 0 K KetKa D

c 2Nu

Barra| A E I EA El L | m
ayb | 900 |141.421| 67500 |127279| 9545918 [ 300 O 1
c 1250 | 141.421 | 260417 | 176776 | 36828433400 | 1 0
d 2520 6 5927040 | 15120 [35562240| 500 |-08 |06

Las unidades consideradas son toneladas y centimetros. Sustituyendo en las
submatrices.

Barrasayb
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0 [-42 6.395
K,=| 0 424263 0 K.l 0 ~424263 0
-636395 0 127279 636395 0 63639
~4243 0 0 (4243 0 636.395
K,=| 0 —424263 0 . K,| 0 424263 0
~636395 0 63639 636395 0 127279
Barra ¢
(44194 0 0 ~44194 0 0 ]
K,=| 0 6905 1381066 | K,! 0 -6905 1381066
|0 1381066 36828433 0 -1381066 18414217
[-44194 0 0 44194 0 0 ]
Ky=1 0 -6905 —1381066| K,,| 0 6905 —1381066
0 1381066 18414217 0 1381066 36828433

De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para el
elemento diagonal el cual sélo estara sujeto a carga axial resulta:

EA EA

— 00-— 00

0O 00 0 00

0 00 0 00 -
K=" k4 EA

—TOO TOO

0 00 0 0 0

0 00 0 0 0]

Haciendo la rotacion del sistema local al global se tiene:



K =TKT'

gl [ FeE e
1-mO|| 1 lm 0 ; IE‘4
K,=Kyp=[ml0 ||0 00 [|[-m10|= —zilme 0
001 (|0 00 001 0 0 0
i Ed o] Eél Eimo
1-m0]| 1 1m0 L éA
K=Ky ={m10 |[0 00 —mlO=EImezO
001 |10 00 001 00 0
sustituyendo:
Barra D
K =TKT'
19354 -14515 0 -19354 143515 0
K, =K, =|-14515 10886 0| K,=K, =|14515 -10886 0
0 0 0 0 0 0

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene:

Solucionando el sistema se tiene:

57 [465537 —14515 636395 —441.94 0
0] | -14515 442054 1381066 0  -6905 1381066

0| 1636395 1381066 49556333 0  —1881066 18414217

0] |-44194 0 0 446.183 0 636395

0 0 -6905 —1381.066 0 431168 -1381.066

0] | 0 1381066 18414217 636395 ~1381.066 49556333
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dy| [ 019279 ]
dy, | 17.54633X1073

G5 -199028X1974
d.| | 019124
d —1.14398.X1073

G | | -195852X1074

Por compatibilidad.

d,=0 déu = d;g
d;h =0 d;b = dlc
d =d, d_=d.
d,=0 déd = d;,

Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global.

Pl. = J’r\u D; + Ki: D;

sz = Ké] D; + K‘;_g D,

Barra “a”
])lu‘ = KI](J‘(O)-F Kllu‘ dﬁl
Py | [-4243 0 — 63639501928 069
B,ol=| 0 -424263 0 |75463X10°3 |=|—-320
M, | 636395 0 63639 [_-19903X10°4( {11003
qu‘ = sz'(o)_}_ K:zfr. dn'
Py, | [4243 0 636.395 01928 0.69
P, 1= 0 424263 0 | 754631073 |=| —320
M,, | |636395 O 127279 —19903x10°4 | |97.36
Barra “b”
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Pml =K, u’.(o)“}' Kllh‘ dr'.

Py | [-4243 0 _636395] 01912 — 069
P 0 —424263 0 | -1144X1073 |=] 049
M, | 1636395 0 63639 | —19585X1074 | |109.24

P, 4243 0 636395 019124 0.69
P, |=| O 424263 0 ~1144X10°3 |=| - 049
M,,| 1636395 0 127279 | —19585X10°4| [96.78

Barra “c”

chl :Kncl dal +Kl2c‘ dcl

Pl Taais o 0 01928 44194 0 0 01912 069
P, i=| 0 6905 1381066 [75463X10°3 [+| 0 —6905 1381066 ||—L144X10'3 |=-049
M, 0 1381066 36828453 | —19903.X10 4 0 —1381066 18414217 || —19585X10°4] |—9736

Rcl = 1<21cl dBv + K:’_."c. d(,'l

P, | [-44194 0 0 01928 44194 0 0 01912 | [-069
Rz = 0 —-6905 —1381066| 75463FE73 |+ O 6905 —1381066 | —1144FE3 |=[-049
M, 0 1381066 184142 |-19903F 4 0 1381066 3682284 || —19585E 4| |—9%078
Barra “d”

P]d’ '__Kllu'l (0) +K|zal db"

Py | T-193%4 14515 0 01928 -362
P, |=[14315 -1088 0 [73463X1073 |=} 272
M, 0 0 0]-1903x104] | O
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gdl = Kzldl (O) +Kzzdl dnl

P. | No3ss —14515 o] 01928 36
P, |=1-14515 10886 0 |73463X103 |=| 272
M, 0 0 0]-19%903x104| | ©

Comprobacion del equilibrio.

Nodo B.
PH‘ = })Zul + 'Pl(." + P.’dl
5 0.69 0.69 362 5
0l=1320 {+|-049 |[+{-272{=|0
0 9736 —-9736 0 0
Nodo C.
PC‘:})?JJI+‘P2‘:"
0 0.69 —-0.69 ]
0|=|-049|+| 049 |=|0
0 96.78 —-96.78 0
Rotacion del sistema global al local.
P=Tp
Barra “a”
p,=(T"),R,
0 1 0[-069] [-320
P,=|-00 0]-320 |=| 069

00 1,11003] [11003

0 1 0069 320
P,=|-10 0|320 [=|-069
00 1]9736| [10924
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Barra “b”’
0 1 0[-069] [ 049 |

P,=1-10 0] 049 |=| 069
00 1]10924} [109.24

0 1 0069

[ 049]
A, ,=|-10 0[|-049|=|-069
00 1]9678 ] [9678 |
Barra “c”
1 0 O0f 069 (.69
P,=10 1 0[-049 }=1~069
0 0 1]|-9736 97.36
- 0.69
P.=| 049
96.78
Barra “d”

P,=|-06 —08 0} 272 |=
0 0 1] o 0
~08 060 |362 ~ 4528
P,=|-06-080[-272|= 0
0 01/ o0 0

En la figura 2.24 se representan fuerzas cortantes y momentos flexionantes y en la
figura 2.43 fuerzas normales.
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.
6728 ¥ (Dt g57g
b e T H !
RN \\.I,,/
089 K %\“\“\x\ P | oss
A ”m\"dk
.‘J‘C“\. o X ~
yrrd 110.08 Py 108.24
Figurz 2.42
22 0,48
45‘5’“ \L
> =
0.8 0.69

’it% /7ﬁqxx§528

3.20 048

Figura 2.¢3

2.9 RETICULA O EMPARRILLADO.

Una reticula es una estructura a la cual se le aplica la carga en planos
perpendiculares al plano que la contiene. Por lo cual sera una estructura con tres
grados de libertad por nodo, uno lineal y dos angulares como se vio en el capitulo uno.

En igual forma que en armaduras y marcos primero se determinara las
submatrices de rigidez el sistema global, para esto se sabe que:

k qy = TK” T,

y en el caso de reticulas la matriz de rotacion T se determinara a partir de la figura 2.45
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B

barra

Figura 2.4%5

de la figura 2.45 se puede observar que:

Mlx = M
PI‘\' = P

cosa — M, sena

T
it

M. =M, sena + M, cosa

en forma matricial:

por lo tanto:

10 -m
T=(O1 O
mO 1

De la matriz general de 12X12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un

elemento reticula es de ia forma:

82



Gt 0O O e 0O O
L

I2El 6El , -12El  6EIl
r r U L

o 6E1  4FI —6El  2El
I’ L I’ L

Y o0 Yo o
-121 —6El 12El - 6El
[ R
6EI 2El —6El  4El
L L]

Haciendo la rotacion del sistema loca! al global se obtiene:

K

K’

12 =

[GJ,, 4El , —6El [GJ 4}31] ]
—lt—m ——m|— ———|Im
L L L L L

— 6EI 12EI 6EI
3 m 2 2 ]
I? 5 I
GJ  4El 6El GJ , 4El .,
= - =N = w1

L L I }
GJ., 4El , 6EI GJ 2El
— P T em - e Im

L L L’ L L
6El 12EI 6El
-—m — —1
I’ r L
(GJ 2151) 6El GJ , 2EI
| —+—|tm-—1 - ——m + ==
L r L

11




—1"—m —m| =
L L L L
. 2
K = 61?1 - ]_l?l 6EI

L L L
GJ 4E] 6El GJ , 4El .,
— = — | lm - —m +—1

[GJ , 4El , 6El [GJ 4EIJ
im

-2=

L L I

2.9.1 Ejemplo.- Analizar |a reticula mostrada en la figura 2.46

E = \;E kg/ cm?

£, = 250 kg/cm?

Figura 2.46

La ecuacién fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global esta dada por:

Ps Ka»na+ K K D
P. B Kz Ko Koo B D¢

Las unidades utilizadas para determinar el vector de caras seran toneladas para las
cortantes y toneladas-centimetro para los momentos , asi:

Baraas a y ¢ barra B

4.0

4.0
28 Ston 25 \I \]/
d w=2 ten/m

L ﬁg N %@www u%

E
¢ 1e7s | B 266.7 266.7 ©
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.11
M= % =187.5 Ton—cm M = % = 266.7 Ton—cm

=25 Ton V=%'1=4Ton

V=

o | g

El vector de cargas y el de desplazamientos se puede escribir:

FMI?\'B—]

P | [-187.5] (s |

M zp —-6.5 d s
Mz | | -2667 gz |
M e -187.3 & xe ‘
Pyc —6.5 d
Mg | L2667 b2

Para valuar las submatrices de rigidez para cada barra se sugiere organizar la
informacion en la siguiente tabla.

Barra E G I J L E! GJ m

!
ayc |221.36] 88.54 | 540000 | 370980 | 300 | 1.195x10" |3.2846x10"{ 0 |1

b 221.36] 88.54 | 67500 | 114210| 400 | 1.4941x10" [ 1.0112x10"[ 1 ] 0

Para determinar el momento polar de inercia J se utiliza la expresion  J= #b” h donde
pes funcidn de la refacidén h/b, como se indica en la siguiente tabla.

h/b 1 1.5 | 1.75 2 2.5 3 4 6 8 10

B 0.141)0.196 | 0.214 | 0.229 | 0.245| 0.263 | 0.281f 0.3 [0.313.] 0.33

Sustituyendo en las matrices transformadas al sistema global:

Barrasayc

1593733 .3 - 7968 .87 O
K na,c =|— 7968 .87 53.13 0
O O 10948 .56
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796886.67 7968.87 O
Kuna.c=|-796887 - 33.13 O
0 O 10948.56

. R
K 2ac = K a0

o

1593733.3 7968.87
K na.c=| 7968.87 35313 O

0 O 10948.56
Barrab !
25280.38 O O
K = 0 2.80 560.31
O  560.31 149417.33
—~25280.38 O O
Kl = O —2.80 560.31
0 -560.31 74708.67
K 2 =K'
2528038 O O
Ko = 0 —2.80 560.31

0 - -560.31 149417.33

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento:
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XB

[—187.5] [1619013.7 7968.87 0 —25280.38 0 0 ] Z-‘B

6.5 796837 5593 56031 0 -2.80  560.31 b
~266.7 0 560.31 25890589 0 -560.31 74708.67 .

~187.5| |-2528038 0 0 1619013.7 7968.87 0 ¢,“

-6.5 0 -2.80 —560  7968.87 5593 —3560.31 ‘i.

| 266.7) | 0 560 74708.67 0 ~560.31 2589059 | ¢

Solucionando el sistema:

¢8| [0.001976

d s —0.418715
¢z | |—0.001447 |'
¢ | |0001976
d -0.4187151
47 | 100014479 |

Por compatibilidad

dlla:O d.a'_-d.B
dw=d, du=d.
die=0 diw=d-.

Aplicando la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra en el sistema globat:
Pl' = Knl dll + Kl2. dzl

Pll = K21‘ dll + Kzz. d2.

Barra “a

Plla = Kliiu d'!a + KIIZ dlEa

M| [796886.67 7968.87 0 0.00197697 [-1762
P, |=|-7968.87 -53.13 0 ~0418715]=| 65
M'a 0 0 —109488.56 || —0.0014479 158.5

P'Zu = Kl21u dllu + Kllcr d

2a




My | [159373333 796887 0 0.0019769 187.5
7968.87 5313 0 ~0.418715{=| -6.5
M 75 0 0 10948856 || —0.014479| |-1585

FU_
o
I

en forma similar para las otras barras se tiene:

Barra ‘%"
M 0.00 M 0.00
P, |=10.00 . [Pz | = [0.00
Mz, -108.2 M z- -108.2
Barra “¢”
M._r.' -1762 M'.\'E —187.5
P, | =] 650 | ; |Pw |=| -65
Mz, —158.5 M 72 158.5

Comprobacion de equilibrio:
Ps =P + Pl

—187.5 -187.5 0
-65 {=| -65(=(0 . { sicumple
—-266.7 —-158.5 -108.2

P =Py + Px

Para la rotacion del sistema global al local se sabe que:
P=T'P

Barra “a”
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M 00 1 ~1762 158.3

Pa | = 01 0| ; 6.5 =165

Mz -1 00 158.5 1762
M e 001 187.5 ~158.5
P | = 01 0| .| -65 | =|-65
M'z2 -1 00 158.5 187.5

en forma similar para las barras by ¢

Barra “b"
M‘l 0 M.t” 0
P, | = 0 P | = 0
M, -108.2 M 72 -108.2
Barra “¢c’
M ~158.5 o 158.3
P, t=] 65 |: {P, [=] -65
M, | [-1585 M,, 187.5

Los elementos mecanicos finales se obtienen en forma similar a los de los marcos asi
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Figura 2.47

2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO

Rotacién del sistema local al global de una barra en el espacio:

YI

(%, Y, 2])

&

> X

(X1, ¥, 2)

z Figura 2.48

Se sabe:
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2

+ (_1-"3 - _}"l) + (Z': ~ Z';)

X2 =X, va- v Z,-7Z)
CoSg=——— cosff="—"""- COSy =—"""

Por otro lado:

Px =Pxcosa + Pycosa, + Pzcosa,

Py =Pxcos B + Pycos B, + Pzcos S,

Pz =Pxcosy + Pycosy, + Pzcosy,
en igual forma para momentos en forma matricial y llamando

cosa, =1, ;cosf, =m, ;cosy, =n,

Pyl 1L L, 000 oy ]
- mm, m 0 0 0

Py - Py

P non o, 0 00 ;

M| ‘ Mx
, 0 0 0O 11,1, M

M, 0 0 0 mmm, M}

(Mz) 10 0 0 momom |-t

de donde:
1 1,1, 00 0
mm m, 0 00
n onon 000

1,1,

m m, m,

0 n n n,

De la matriz de rotacion Y, m, y n representan los cosenos directores del eje “x" en el
sistema global de referencia. Para determinar los cosenos directores Y, m, y n, del eje

Hy M

y" partimos de seleccionar a dicho eje perpendicular a los ejes x y z' de tal forma que el
producto vectorial de z* con x coincida con el eje y,; asi:
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i j ok
y=zxx=[00 1 =-m +1 + Oy

I man

COMo y No es unitaric entonces:

si llamamos D = ./I° + m® , entonces

__E-
D
y={ L
D
- 0_
por lo que:
m
11:—5; ml:B y n =0

El eje z se determinara por la condicién de ortogonalidad

i j ok
E:ny:il m n
-ml 0




or lo que =z yl=—n—;m =—-m—
p q ¥ i, ) D
n3=—]hﬂ—+ﬂh—;=«‘:lzxmz=D
ﬂ.l'-+ m-
finalmente el transformador resulta:
i 7
LA
D D
m LT 5 00
D D
n 0 D 00 0
T =
00 0 j _m I
D D
0 0 0 m Lo
D D
0 0 0 n 0 D]

En el caso de que el eje “x” coincida con y’ los ejes “z” ‘& “Z" coincidiran como se
muestra en la siguiente figura 4.29.

Y’ Y

>
-

/]'\

Z Figura 2.49% z Figura 2.50

y el transformador resulta:
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00 0 0 0-1
00 0 01 0
00 o0 10 0]

y en el caso de que el eje “x” coincida con z" los ejes "y’ y “y” coincidiran también
como se muestra en la figura 2.50, el transformador resulta:

0 0 -1 0 |
01 0
10 0 0

owe B s B o
[ B e B
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MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas condiciones
de frontera. Supodngase una estructura como se muestra en la siguiente figura:

A 5 ya D
Vod

Figura 3.1

Si se consideran unicamente los grados de libertad de los nodos B y C para el analisis
del marco, entonces la matriz de rigideces de la barra “a” debe modificarse para tomar
en cuenta el grado de libertad del nodo A. La momificacién se realiza considerando las
condiciones de frontera es decir:

M =0 ¢ =0
A a Ng;to U1-:"0
vV, 20 V, =0

La ecuacién fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:

-IVI _Kll Kp Ky Ky Ky Ky | —Ul ]
4 Ky Ky Ky Ky Ky Ky 4
M, = K; Ki Ky Ky Ky Ky [ (6
N, Ky Kp Ki Ko K KgllU,
Vs Kg Ky Ky Ky Ky Ky ||V
_Mz_ _KGI Kp Kg Kgo K Kas_, _¢2 i



sustituyendo las condiciones de frontera en el extremo 1

N, Ky K Ky Ky Ky Ky, U,
f Ky Kan Ky Ky Koo Ky || H
0 Ky K; Ky Ky Ky Ky |4
Nl |Ky K, Ky Ky K K, ||U
v, K, K, K, K, Ko Ky |iF,
(M, [Ks Ko K Ko K K |19 ]
de donde se puede escribir:

N, K, K, K, K f}

Fol=|Ky Ky Ky Ky V;

0 K, K; K; Ky ¢:

de donde:

®=-K," Ky U, + Ky Uy + Ky D)

en forma matricial;

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede determinar el
giro en el extremo 1.

Por otro lado se tiene:

N, Kis Kay Ky Kygl|e,
Vz =|K; Ky Ky Kse Uz
M, Ka Ko K K ¥,
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lo cual se puede escribir:

N, K K,y K
V. | =|Kg|d, + Kgy Ky
M, K Koo Kgs
sustituyendo el valorde @, :
AT: K-l} Uz
Vz = Ks3 -K™5 [K34 Kss K36] Vz +
M, K¢ ¢,
N, Kiu Ky Ky K
Vz K54 Kss Kss - K
MZ K()-l KGS K66 Kﬁg

esto es:

K'.'Z d!

12

donde K*,; es la matriz de rigideces modificada.

~

56

7~

66

2
V,
¢
K4J K»lﬁ U-
KSS KS() Vl
K Koo [0
U,

53 _K_133[K34K35K35 V:

¢

La matriz de rigideces modificada es la que se utilizara para efectuar el acoplamiento
delas barras cuando no se incluya el grado de libertad del nodo “A”, asi:

2

- #

Figura 3.2

GL=6

GlL=7
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3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD

El procedimiento anterior se puede simplificar condensando los grados de libertad de
las fuerzas que son nulas:

M, =0

1

¢, #0

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra “a” que se puede escribir de la siguiente
forma:

N, FKH K K Ku' Kis Ky ] U, ]
¥ Ky Ky Ky Ky Ky Ky (|,
M, | _|Ky Ky Ky Ky Ky Ky [[6)
N, K, K, K, K, K, Kg||VU;
£ Ky, K, K, K, K, Kg ll"
M, | Ko Ke Kg Ko Ko K 7

_Nl 1 K K Ky Kis Ky Ky, _Ul ]
V Ky Ko K Koo Ky Ky M
M, _ Ky K Ky Ky Ky K iléy
Ny Ko Kss Koy Kg Ky Ky U,
V. I.
2 Ko Ko Ko K Kg K 2
M, | ¢ -

_K3| K Ky Ky Kyg K33_ -

en forma simplificada:
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de la segunda ecuacién

P2 = K" Uy" + Ky " U
peroP;” = 0 entonces

Uy = -K'p Ky™ Uy
de la ecuacién 1

Pi" = Kyy" Uym + Kyz" Uy’

sustituyendo U,
Pi" = Kiy Uy - Kz Kzt Uy
Pi"= (K41 - Kiz Kaz) Uy

de donde: _
Kit - Kizm Kl Koy = Ky

para el ejemplo anterior:

v ] |Ke Ke Ku Ky Ko | org g
v Ky Ky Ky Ky Ky |k,
Ny =K, Ky, Ko Ko Ko |-|Ks K75 [Ky Ky Ky Ky Ky
£ K, K, K, K, Kg K
M | Ko Kg Ko Koo K (K ]
Sustituyendo condensaciones de frontera Uy = Oy Vy; = O lo que consiste en

eliminar los renglones y columnas correspondientes, asi:

N, Ky K Ky K U,
Vo {=1Ks Ko Ky |- K, K™ [KHK}S KJé] v,
M, Ke Kgs K K ¢
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Que es el mismo resultado que se obtuvo al modificar la matriz de rigideces de la barra
“a”, de lo anterior se puede decir que la operacion de condensacién consiste en
compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interés para
el analista, al modular un problema dado. Generalmente los grados de libertad
compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento.

3.3 MATRICES DE PERMUTACION
Estas matrices se forman mediante la permutacidon de renglones o columnas en la
matriz idertidad. Sise premultiplican se intercambian renglones y se postmultiplica se

intercambian columnas. .

Para ilustrar lo anterior intercambiar el primer renglon por el tercero, asi como la primer
columna por la tercera de {a siguiente matriz.
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METODO DE SUBESTRUCTURAS. 4

En la aplicacion del método de las rigideces para estructuras de alto grado de
hiperestaticidad cinematica en computadoras de poca memoria central, es
necesario particionar la estructura en un ndmero arbitrario de subestructuras,
tomando en cuenta la capacidad de la maguina.

Se llama particion estructural a ta division de la estructura completa en un numero
dado de subestructuras donde las uniones o fronteras de cada subestructuras se
fjan arbitrariamente, es conveniente tomar particiones estructurales
correspondientes a particiones fisicas reales. Como las propiedades de rigidez
de cada subestructura pueden valuarse a partir de sus condiciones de frontera y
de las propiedades geométricas y elasticas de cada barra que la componen,
entonces cada subestructura puede tratarse en forma independiente aplicando el
método directo de las rigideces para condensar los grados de libertad
correspondientes a los nodos intermedios (los que no estan en las fronteras) a los
grados de libertad en las fronteras (las fronteras son comunes a dos
subestructuras adyacentes), para después hacer el acoplamiento de las
subestructuras condensadas (este proceso se conoce como relajacion de las
fronteras) a través de las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad, el sistema de
ecuaciones resultante permite determinar los desplazamientos en los grados de
libertad.

Cabe aclarar que el sistema estructural puede ser cualquiera por complejo que
este sea, solo aqui se presenta el de la figura 4.1 para que resulte mas ilustrativo.

Como primer paso es dividir la estructura en un nimero conveniente de
subestructuras, a las que se les imponen fronteras fijas ( estas fronteras son
comunes a dos subestructuras adyacentes ). Esta division es arbitraria, se hace
cuidando la capacidad de ta microcomputadora, para este ejemplo se elige la
particidbn que se muestra en la figura 4.1
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Suo It

FS
w
l'o

Figura 4.1

En la subestructura | los nodos M, N y P y en la subestructura Il los nodos G, H e |

se denominan nodos interiores, mientras que en la subestructura lll no hay nodos

interiores. .
Una vez hecha la particién se procede al analisis de cada subestructura en forma
independiente asumiendo las fronteras impuestas { que como ya se menciond son

comunes a dos subestructuras adyacentes), para condensar los grados de libertad

a las fronteras, asi como para determinar los vectores de empotramiento

(reacciones en las fronteras necesarias para que los desplazamientos sean cero ).,
Al condensar los grados de libertad a las fronteras, las subestructuras (fig. 4.1) se’
pueden considerar como elementos equivalentes como se ilustra en la figura 4.2

Sub. |
-] E/?,'/- 2] Vs d
— Rv > T
Zz =
Sub. 1l
Pb 7 777
: &7 o Pb 7, o
ars 7
Sub. Ml
Prrid Vrria
{=) (b
Figura 4.2
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Cuando las fronteras son relajadas fas reacciones y cualesquiera fuerzas
aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio, por lo tanto la relajacidn inducira
desplazamientos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras.

Para hacer e! acoplamiento (relajacion de las fronteras) a los vectores Rb se les
cambia el signo para poder sumarlos con los vectores Pb que son las cargas
aplicadas directamente en las fronteras como se indica en la figura 4.2.b

El acoplamiznto de los elementos equivalentes de la figura 4.2 queda definido por
las mismas reglas que para el ensamble de barras por el método directo.

Por otro lado el orden de las submatrices va a coincidir puesto que los puntos de
unién o fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes.

Al solucionar el sistema de ecuaciones que resulte del acoplamiento, se obtienen
los desplazamientos en las fronteras de las diferentes subestructuras,
naturalmente la solucidon de los desplazamientos en las fronteras implica un
numero pequefio de incdgnitas en comparacion con la solucion de la estructura
completa.

Finalmente se determinan los desplazamientos en los nodos interiores provocados
por las cargas apiicadas directamente sobre dichos nodos mas un
desplazamiento que se le llama de correccion por la influencia de los
desplazamientos de las fronteras.

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS.

Se sabe que la ecuacion fuerza-desplazamiento de un sistema estructural esta
dado por:

P=KD
Si denotamos al vector de los desplazamientos en las fronteras (comunes a dos
subestructuras) por Ub y el vector de desplazamientos en los nodos interiores
(cada uno ocurre en un punto interior de solamente una subestructura) por Uiy a

las correspondientes fuerzas en las fronteras y en los nodos interiores por Pb y Pi
respectivamente, asi la ecuacion fuerza-desplazamiento se puede escribir como:

P, 3 Ky K, 1|0,
P.F th Kn U;
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El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se calcula
por la superposicion de dos vectores tal que:

U=U*+U* 42

donde U? denota el vector de desplazamientos debido a las cargas P, cuando Ub
=0y UB representa la correccion necesaria a los desplazamientos U? teniendo
en cuenta los desplazamientos U, cuando P, = 0, por lo que el vector de
desplazamientos se puede escribir:

U, U U’s
- 4 4.3
U" Ura U'IB
donde:
[ ! }Es el vector de desplazamientos cuando las fronteras estan
U*
fijas; ' porloque U,” =0

U’ SR o
{ "ﬂ }Representa la correccion debida a la relajacion de las fronteras.
U

r

Similarmente correspondiendo a los desplazamientos U? y UP.las cargas pueden
expresarse como:

P =P® 4+ Pf 4.4

0 bien:

donde por definicion:
P"=P y» P’ =0 4.5
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de la segunda ecuacion del sistema 4.1 cuando las fronteras estan fijas (U% =
= 0), setiene

de donde:
U« =K, U4 4.6
de la primer ecuacién del sistema 4.1
Pe, =K, U
sustituyendo la ecuacion 4.6
Py =K, K. P, 4.7

donde P“ representa las reacciones necesarias en las fronteras para mantener
a Uy =0 cuando las cargas en los nodos interiores son aplicadas, es decir la
influencia de las cargas aplicadas en los nodos interiores sobre las fronteras en
cada subestructura ver figura 4.3. a.

Cuando las fronteras de las subestructuras son relajadas, los desplazamientos U #
pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones 4.1. asi, considerando la
segunda ecuacion de este sistema:

pero P/, =0 =0, entonces; P’ =K .U’ + K, U?,
Uﬁl = _K_iu K“u, U}Bb ‘ 48

Se puede observar que la ecuacidn 4.7 representa la correccion de los
desplazamientos en los nodos interiores por la relajacion de las fronteras.

De la ecuacion 4.1
P/, =K,, U’

que sustituyendo la ecuacion 4.8 se obtiene:

P/ =K, U’ — K, KWK, U

factorizando:
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P? =[K,, K,K"K,]U,

si llamamos
Kb =K beKu K,

la ecuacion 4 8 se puede escribir

P’y =K, U,
donde K, es | matriz de rigideces en las fronteras (condensacion de la matriz de
rigideces a los grados de libertad correspondientes a las fronteras de las
subestructuras), U  representa los desplazamientos en las fronteras y  es el
vector de cargas en las fronteras considerando la influencia de las cargas
aplicadas en los nodos interiores.

De la ecuacion 4.4
P’y =P, — P% 4.10°

donde P, es la carga aplicada directamente en las fronteras y P es la influencia
de las cargas aplicadas en los nodos interiores, ver figura 4.3.b.

Para el acoplamiento como ya se indicd las subestructuras se consideran como,

elementos equivalentes ver figura 4.3 y se aplica el método directo de las rigideces”
para establecer la ecuacién fuerza-desplazamiento, asi:

PP, =K »+-U?s

aqui P”. se considera como
P’y =K »— ZP?,

donde K, es ia matriz de rigideces del sistema acoplado y U”, es el vector de
desplazamientos en las fronteras (impuestas inicialmente) de toda estructura.

Para ilustrar este método se presentan ejemplos numéricos aplicados a la
solucién de armadura y marcos.
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4.2 ARMADURAS

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de las
barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3

3en 1

[ J T
7 Im
1% 20 8
Sw
n G> 1 H -
g
17 1 | ° 3m
.10
Eten E‘> F —_
w3
15 16 | 4 3m
3 ten Y ¢ —_—
¢ |0
3im
1 14 rd
13
A B -
Py 74;7‘

Figur'a 4.3

Para realizar la particion de la estructura hay varias opciones, algunas de estas se
ilustran en la figura 4.4

En el primer caso figura 4.4.a, para la subestructura superior resulta una matriz de
8x8 la cual se condensaria a una de 4x4 y, para las dos subestructuras siguientes
resulta una matriz de 8x8, las cuales no se condensan vy filialmente para la
subestructura inferior resulta una matriz de 4x4 la cual también no se condensa
por lo cual al hacer el acoplamiento de los elementos equivalentes (relajacion de
las fronteras) resultara una matriz de 12x12. Para la particién mostrada en la figura
4.4 b. |la estructura intermedia de una matriz de 12x12, la cual al condensar resulta
de 8x8 y al hacer la relajacion de las fronteras se tendria que trabajar con una
matriz de 8x8. Para la particion mostrada en la figura 4.4.c, en la subestructura
superior

inicialmente se maneja una matriz de 12x12 que al condensar resulta de 4x4 y

para la subestructrura inferior inicialmente la matriz es de 8x8, que al condensar
tambien resulta de 4x4.
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3 #
m rrd r ﬁ%" ol

{a} (b} fe)

En este ejemplo se trabajara con la opcidn que muestra la figura 4.4¢c

En la figura 4.4 se muestra la topologia considerable en las subestructuras, se
puede observar que los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas
subestructuras.

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA |

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacion fuerza-desplazamiento
para esta subestructura resulta:

[P ] ‘(K.“)lr +(K.”]ls 0 (Kllz)s (K"l)n 0 0 -D;.-|
P, 0 Ko+ K ) Kiz)y  (K2) 0 0 pt
Pe - (K-z‘)5 (K‘“)Iﬁ (Klu)j +(K.33)|n + (K.“)”""(Kl“)w + (K‘“)v (K‘“)u (K.“)r (K.I:)l‘) D;:
Py (K 2‘)1 (K‘“)b (K'“)n (K‘H)s +(KI31 )n +(K‘21)Il "'(K.”)m + (Kl")s (K l”)zo (K.”)ﬁ D.l'f
P 0 0 (K‘“)i (KIZ‘)m (K.” ; + (Klll)zn +(K"‘)12 (K‘“)lz D,

—PI" 4L 0 0 (K‘“)l‘) (K.“)x (Kl“)l: (K 31)n "’(K'-'l)v; + (K.“)Ilm LDI J

Las submatrices de rigidez en el sistema global para un elemento barra armadura
estan dadas por:

. ‘ 1’ 1m
Kn=Kn= =EA s
L {m m’

Kip=Kn=-Kuy
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Por comodidad y rapidez se recomienda hacer 1a siguiente tabla para organizar ia
informacion:

Barra EA L I M < M Im

5 1 300 0 1 0 1 0
6 1 300 0 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0 1 0 1 0
11 1 400 1 0 1 0 0
12 1 400 1 0 1 0 0
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
20 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48

sustituyendo:

Barras 56,7y 8 Barras 17y 19

. 0 0 » : 128 %61 .
Kin=EA 10 K =EA 10
0 3353 9.6 335

Barras 11y 12 Barras 18y 20

. 25 0 . 128 -9.6
K =EA 107! K =EA 107"
0 333 -9.6 333

sustituyendo en la matriz de rigideces y particionando en la forma

K,, K
K = bb bi
Kib K I
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128

o o O

-12.8
-96

o o O

9.6

405

0
o]
0

-333

8.6
-7.2

o o O ©

0
0

12.8

-96
-128

9.6

o O o O 9O o

]
0
9.6
40.5
96
72
0
-333

o o o

0
0

-12.8

96
506

-25.0

-12 8
-9.6

0
-333

-33.3
-96
-7.2

-12.8
-9.6

-25.0

506

-12.8
2.6

.9.6
72

o o o o

81.0
96
72

-33.3

N O O O O O o

-12.8
9.6
-7.2
9.6
-250
0

o o O

w O O

-3
96
-7.2
56
405
0
0

-250
0
7.8
9.6

o o o O

96
-7.2

-333

96
405

Para obtener la matriz de rigideces condensada para esta subestructura se aplica
la ecuacion:

Km =K” _K’" K._lu th
realizando operaciones: . -
442  0.02 -4.42 -0.018
0 0 —0.003
K, = " 110™
—-4.42 0.018 4.42 0.02
0 -0.0057 0 0

El vector de empotramiento y los desplazamientos en nodos interiores producto de
la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos interiores estan
dadas por:

[Plax i "
P Gy
Py
P ur
P
Py
P
_P.J)'

Lo T e TN e R 04

P%y = (Kb, K.:])f P,
Pey = (K_ln),r P,

[T S OS]
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haciendo operaciones resulta:

[0.463 ]
0.165

-3.63 0.398

pe, -8.25 . ey - -0.150 v 10°

—~4.37 0829

8.25 0.211
0.791
-0.172]

SUBESTRUCTURA I

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacion fuerza-desplazamiento P’
= K’ D" para esta subestructura resulta:

, —(K"')m +(K>33)la "'( ) (K‘ )10 (K‘f')3 (K‘z')lo ] .o
E-E (K.I')m ( )I + (K e )m +(K 2 ) (K lz‘)ls (KE')J g*
A I N A T R S 38!
p-z (K12} ('), Ku)l K)o+ )e+(K2)+ K+ K0, D,:

] ]

En igual forma que para la subestructura 1, para valuar las rigideces de la
subestructura Il se hace la siguiente tabla:

Barra EA L I M L* M- Lm
5 1 300 0 1 0 1 0
5] 1 300 0 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0 1 0 1 0
11 1 400 1 0 1 0 0
12 1 400 1 0 1 0 0
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 1 500 - 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
20 1 500 -0.8 06 0.64 0.36 -0.48
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sustituyendo

Barras 1,23y 4 Barras 13y 15

0
0 3

wr o

K = EA
-96 7.2

} 10"
3

. 12.8 96
Kn= EA]: J 107*

Barras 9y 10 Barras 14y 16

. [25 0} B . {12.8 —9.6} .
Kn =EA 10 K =EA 10
0 0O -96 7.2
sustituyendo en la matriz de rigideces resulta:
37.8 -9.6 -25.0 0 0 0 -12.8 9.6
-9.6 40.5 0 0 0 -33.3 9.6 -7.2
-25.0 0 37.8 9.6 -12.8 -9.8 0 0
0 0 96- 40.5 -9.6 -7.2 0 -33.3
0 0 -12.8 -9.6 50.6 0. -25.0 0
0 -33.3 -9.6 -7.2 0 81.0 0 0
-12.8 9.6 0 0 -25.0 0 50.6 0
| 986 7.2 0 -33.3 0 0 0 81.0

particionando la matriz de rigideces en la siguiente forma:

K, Kbi
Kib Kii

Para condensar a los grados de libertad en las fronteras se aplica la formula:

K

ar = Ky —Ky; K™ be

despues de realizar operaciones se obtiene:
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3240 -353 -=27.10 238
-532 2380 -236 -4.73

KMI: 3 J 2 ) —.} ]0_4
-27.10 -2.38 3240 3555
236 —-473 555 2380

El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nodos interiores estan
dados por:

Pub = K‘b: K_]uPul

_P‘CX —|

5
pe Py 0
aF = , =
P DX O
P | LO
Parh' = K_lu Parﬁ'
realizando operaciones:
—-0.825 1307.25
0.620 0
P = ' v, = _
-1.675 645.85
-1.250 0

RELAJACION DE LAS FRONTERAS.

El acoplamiento de las subestructuras se hace considerandolas como elementos
equivalentes.

La ecuacién fuerza-desplazamiento esta dada por.
P?, =K, D%
donde;

P’y =P, —ZP%,

el vector de cargas aplicado directamente en las fronteras resulta:



I NE
P, 0
Pb = E: =
P 0
P, 0
por lo que:

51 7-3.63] [-0.83 9.46
i 0| [-8.25 0.62| | 7.73
b Tlo| |-437| |-1.68| | 6.05
0 825 [-1.251 |=7.00

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene en este caso particular sumando
las submatrices condensadas para las subestructuras | y 1, asi:

Kb =Ky + Ko

sustituyendo directamente en la ecuacién fuerza-desplazamiento se tiene:

9.48 36.82 -555 -3152 2.36 Dex
7.63 -5.63 .23.80 -2.36 -4.76 104 Dev
6.05 |_|-31.52 -236 36.82 555 Drx
700 || 236 476 555 23.80 Dy

solucionando el sistema:

Dy | [ 31636.12
D, | | 1144558 | 1
D 31125.70 | E4
D -11057.01

correccion de tos desplazamientos en los nodos interiores:

Df :(Ki_rl K, )l D,
D,ﬂ :_(K;I krb )H DB

sustituyendo valores en las dos expresiones anteriores obtenemos:
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[48219.06 |
1149474 | .
48296.60 141452.51
D _ ~11004.82] 1 g 742902 | 1
" 65141.43 EA4 “111489.93 | E4
11490.29 ~7290.47
65128.16
|-11014.18 ] -

por lo que los desplazamientos totales en los nodos interiores se obtienen con la
expresion:

D, =D +Df
sustituyendo:
[ 52849.06 | b Ge
13144.74 Do ]
52276.60 Dy, 12759.76 Dy |
p o] T125482 | Dy, o _|72402 | 1 | Dy
"7 7343143 | E4 iD, |7 " (1148993 | E4 | D),
13600.29 D, ~7290.47 D), |
73038.16 D,
| —12734.18 ", |

Una vez conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, se
procede a determinar las fuerzas en cada una de las barras, para lo cua! se sigue
el mismo procedimiento que cuando se aplica el método directo de las rigideces.
Aqui se ilustra el procedimiento unicamente para dos barras.

Por compatibilidad:

D'y1=0 D'21=D¢
D'13=D%¢ D'23=D¢

Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema globai:

P’
P’

Ky Dy + KD’
K21 Dy + Ky D
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Barra 1

I
Pl |-2472
. "3

L
Pl 1-1339

Rotacién del sistema global al local;

Barra 3

P= T P
Barra 1
0
p=[0 1][ o 77}:—24.72 ton.
P, =0 1] = 24.72 ton
—24.72
Barra 3

p=[ 1]{ 1?ﬂ9]:—13.39 ton.
—13.0

0
P =0 1][ - q9}z13.39t0n.
—12.2

Se deja al lector la determinacion de la fuerza en las otras barras, asi como la
comprobacioén del equilibrio.

4.3 MARCOS

Aplicando el método de las subestructuras, determinar los desplazamientos vy los
elementos mecanicos del marco mostrado en la figura 4.6.
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7 lon

A N B
Vi 7 -
A IaN
swn 5 3 am
N 1€ y 8 [
4
AN /N
3 4 Im
Sien
N, |E N F
rd
s /N
! 2 4m
G H
Yora 777 1

Fm

Figura 4.6

Utilizar secciones de 40x80 para las trabes y 40x40 para las columnas, un f'c de
250 kg/cm? por lo tanto un modulo de elasticidad de 14000

La particién se realiza en los nodos C y D como se muestra en la figura 4.7. Vale
la pena mencionar que la particion de la estructura es arbitraria, en un momento
dado el numero de subestructuras, asi como su tamafio se puede considerar en
funcion del tamafio de las matrices por invertir como se menciond en el problema
anterior.

N,
AN VN
N SuUB. |
-
L 5>\
AN AN
N
7 suB. Il
AN AN
77 bz
Figura 4.7

ANALISIS DE SUBESTRUCTURA |

La matriz de rigideces de la subestructura | en el sistema global esta dada por:
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0 () + (K3 ) () ( B
(K2)7 (), + (k) (83 )

Valuando las submatrices de rigideces para cada barra en igual forma que en el
método directo, sustituyendo y patrocinando en:

- Khh K!u
& Z{K K }
th

se obtiene:
10.3 ] 3.5 =101 0 o] 210 0 315 0 0
o] 11.9 46.3 0 -0.13 46.3 0 -11.8 0 ¥} o}
31.5 46.3 278842 0 -46.3 10794 -31.5 0 3148 2 0 0
-101 0 0 10.3 0 31.5 0 0 0 -021 0 315
0 013 -46.3 0 11.9 46 3 0 0 0 -11.8 0
0 46.3 10794 . 315 -46.3 278842 0 0 0 -31.5 0 3148.2 R
- - - - - - - - - - - - 10
-21.0 0 315 0 ] 0 10.4 0 -138  -101 0 0
¢ -118 0 -0 0 D 0 20.8 46 3 0 -0.13 463
1.5 ¢ 31 48 0 0 0 138 463 32606.5 0 -46 3 10794
4] 0 0 021 0 -3 5 -10.1 o] 0 10.4 o} -13 8
0 0 0 4} 0-11.8 0 0 -0.13 -46.3 0 20.8 46 3
0 o] 0 A5 0 3148 2 o] 46 3 10794 -13.8 -46.3 32606.5

Todos los valores de la matriz de rigideces han redondeado a un decimal por falta”
de espacio.

Condensando a los grados de libertad en la frontera se tiene:

Kfu’ = Khh —Kn—[Krh

1022.59 -1.30 1753 87 -1017 52 1.3 -911 09

-130 520 27 4522 06 -134 14.25 4522 06

Ko = 1753.87 4522.06 2593841 -9111.29 -422.18 934633.9
-1017.52 -1.34 -911 29 1022 59 1.30 1753.87

13 14.25 -422 18 1.30 520.27 -4522 06

-911.09 4522 06 934633.9 1753 87 -4522.06 25938297

El vector de empotramiento para la subestructura |, esta dado por:
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[em- T con B B o I P

0]

El vector de desplazamientos para los nodos interiores:

o
Db!

il

8.63x107°

2.80x10°°
8.38x107?
12.05%107°

2.65x107°

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA i

-12.05x10°°

= Kbr _K;l JDfﬂ

Matriz de rigideces para esta subestructura esta dada por:

Valuando las submatrices, sustituyendo y patrocinando se obtiene:

0.21 0 -31.5 0 0 0 210 0 -31.5 0 0 0
0 11.8 ¢ 0 0 0 0 -118 0 0 0 0
=315 a 6296.4 0 0 0 NS5 0 3148.2 0 0 0
0 0 Y 021 0 -31.5 0 0 0 -0.21 0 -315
0 0 ] 0 11.8 0 0 g 0 0 -11.8 0
0 0 0 -31.5 0 6296 4 0 ¢ 0 ns 0 3148 2
-21.0 o 315 0 0 0 103 0 315 -101 0 0
0 -11.8 ¢ 0 0 0 0 189 46.3 0 -0.13 46 3
-31.5 0 3148.2 0 0 0 315 46.3 27884 2 0 -46 3 1079 4
0 0 0 o021 a 315 -101 0 0 10.3 0 31.5
a 0 0 0 -11.8 0 0 -0.13 -45.3 ¢ 11.9 -46.3
0 0] 0 =315 0 31482 0 463 10794 315 -46.3 27884.2
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La matriz condensada a los grados de libertad resulta:

Ko = Koo — Kin K i Kip

758 .0 0103 -1279 11 -7.58 +0.0103 127912

-0.0103 058 21439 -0.0025 -0 602 214 39
Kon = -1279 11 214 39 359588 9 1277.38 -215.22 -209481.8
-7.58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 -1279 12

0103 -0 602 -215.22 0.0103 0 5% -214.39
127812 21439 -209481 9 -1279.12 214 39 359588.9

El vector de empotramiento para ésta subestructura, esta dado por;

Phﬁ' th,_K_ipa

i 1

- go_
P:;_ an_

foome T e T e B con B o R ]
wh
Ln
4
\O

L~ L R

El vector de desplazamientos en los nodos interiores esta dado por:

Dy =K' Py
[19.21x107
12.10x107"
~-16.11x107°
18.87x107?
—12.10x10™

1547107

a
Dn'f -

RELAJACION DE FRONTERAS

El acoplamiento de las subestructuras se hace como ya se mencioné con los
elementos equivalentes, a través de la ecuacién fuerza-desplazamiento

Phﬂ = Kb Dh
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donde:
Pbﬂ' =Ph-P.‘be€’

el vector de cargas Pb aplicado directamente en la fronteras resulta

PL'.\.' F6
P(.'}' 0
ny
PD]' 0
_M-'JZ N _O.l

sustituyendo para obtener

(6] [-1.723 ] [-3.53] [11.253

0| |o0.142 ~1.43 | |1.288
pp _| 0] _|-26275| | 55419 |-291.44
*Tlo| |-1.676 | |-347 | |5.146

0| |-0.142 | [1.43 ~1.288

0] |-25555] |54537] |-289.82]

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene para esie caso particular
sumando las dos submatrices condensadas

Ko = Ko + Kby

sustituyendo directamente en la ecuacion fuerza desplazamiento se obtiene:

11.253 103017 -131 474.76 -1025.1 1.31 368.03 Dex
1288 -1.31 520.86 4736 45 -1 34 -14.85 4736.45 Dey
-291.44 474.76 4736.45 2953430 366 09 -4737.4 725152 Dez
5146 -1025.1 -1.34 366 09 1030 17 131 47475 Dox
-1.288 1.31 -14 85 -4737 4 1.31 520.86 -4736.45 Doy
-289 82 368.03 4736 45 725152 474.75 -4736.45 2953418 Doz

Solucionando el sistema se obtienen los desplazamientos correspondientes a los
grados de libertad en las fronteras, asi:
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[1.716
0.020
-3.0x107°
1.713

- 0.020

L DZ_ —5.2)(10_4

Los desplazamientos D¢z y Doz corresponden a los desplazamientos angulares
alrededor de “z" en los nodos “D"y “C” respectivamente.

CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS EN LOS NODOS INTERIORES.

Esta correccion para la subestructura | esta dada por

D:f == (K:; K:b) Dy,

!

en esta ecuacion todos los términos corresponden a la subestructura |, por lo
cual se les ha asignado el subindice |. Después de efectuar operaciones, resulta:

1.110
0.015
-9.0x107*
1.110
-0.015
_—9.0x10"4_

en igual forma para ia subestructura |
-1 -
Dlﬁ' == (Au Ahl )H Db[.’

sustituyendo:
1.805

0.020
-7.72x107*
1.805
~0.020
| -8.27x107

g _
D.H -
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DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NODOS INTERIORES

Estos desplazamientos se obtiene sumando los desplazamientos generados
directamente por las cargas P mas los desplazamientos correccion asi:

D, =D’ +D’
para la subestructura |
Di.’ = D:; +Dif
sustituyendo:;
r N T [ -~ T
2 Taaneion 1 [ 100 ] 1
. 015 .015
P | Z12.05x107 .
D,, ,5 ~9.0x107" [ [-8.72x10"
D,=| 7 j=| 2.80xI10 + =
D, € 38x 10" 1.110 1.194
D, etk ~0.015 -0.015
-) ol =3
D, | L 28197 11 gox10] |-8.69x10" |

en forma similar para la subestructura |l

I -4 )
D, =Dy, + Dy

sustituyendo:
D, [1921x107 1 [ 1805 ][ 1997 )
D, | [12.10x10™ 0.020 0.216
b= D |_ ~16.11x107° . -7.72x107° _ -2.38x107"
T Dy | 118.87x107 1.805 1.994
Dy | | -12.10x107 —0.020 —0.022
 Dpz | |15.47x10°° | |-827x107] |-2.37x107"

Las unidades utilizadas en los ejempios fueron toneladas para las cargas y
centimetros como unidad de longitud, por lo que los desplazamientos lineales
resultan en centimetros y los angulares en radianes.

Conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, los elementos
mecanicos se determinan aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra
como se hizo cuando se aplicd el método directo de las rigideces.
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TEORIA DE ELASTICIDAD. 5

5.1 ESFUERZOS.

Considérese un cuerpo solido homogéneo sometido a un sistema de cargas que [0
mantienen en equilibrio. Si el cuerpo se corta por un plano N como se indica en |a
figura 5.1. a

Figura 5.1

El cuerpo se ha dividido en dos partes, parte A y parte B, por el plano de corte N. A
la accién que ejerce una parte sobre la otra en la superficie de corte se les llama
fuerzas de interaccion. Las fuerzas de interaccidén en la parte A equivalen a la
resultante de las cargas que obran en la parte B y viceversa. Si se retira la parte B
el sistema de fuerzas de interaccién aplicadas a la parte A estan en desequilibrio,
sin embargo la parte A esta en equilibrio, es decir las fuerzas de interaccion son
equilibradas por el sistema de fuerzas exteriores P,, P,,... P, que actian sobre esta
parte del cuerpo.

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO.

El esfuerzo medio o promedio es el cociente de dividir a ia fuerza F entre el area
internos ocasionados por F, perc no precisa la forma en que estan distribuidos en la
seccion. El esfuerzo promedio es mas explicito en cuanto a la distribucién en tanto
que el area de la seccion sea mas peguena.

Considérese un cuerpo por el cual se ha hecho pasar un plano de corte N, el cual
esta definido por la normal exterior al mismo. Sea P un punto cualquiera de la
seccidn en estudio, AA un elemento de area que lo contiene y AF sea la resultante
de las fuerzas que obran en el elemento de area. Si se reduce el contorno de AA
alrededor del punto P, entonces el 4rea AA y la resultante de cargas AF en dicha
area disminuiran y tenderan a cero. Al limite

lim g
Ad—=0 AAd
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se le denomina esfuerzo en el punto P de superficie situado en el plano de corte N.

N AF lim AF

\ ? 4

Figura 5.2

Figura 5.3

Este esfuerzo es un vector y es susceptible de descomponerse en dos, uno
perpendicular al plano N y otro contenide en el mismo. Estas componentes reciben
los nombres de esfuerzo normal o y esfuerzo tangencial © en el punto
respectivamente. Asi:

Hm AN . e Hm AV
TAAD0 Ad A0 Ad

en donde AN y AV son las componentes normal y tangencial de la fuerza AF
correspondientes al elemento de area AA, figura 5.3.

Para este trabajo los planos de corte se haran de tal manera que sean
perpendiculares a uno de los ejes coordenados X, Y o Z.

Al esfuerzo normal asociado a un plano cuya normal es N, se denotara como o, y al
esfuerzo tangencial como 1, sin embargo este Ultimo se puede descompener en
dos de acuerdo a los ejes que forman el plano por lo cual se denotard 1, donde el
primer indice indica e! plano al cual pertenece y el segundo md:ce indica la direccion
del mismo. Figura 5.4
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o
N

(a) z (b)

‘
'
g

2 (e

-Figura 5.4

Ey

]

donde: o; es el esfuerzo normal en el plano y 1, esfuerzo tangencial plano vy,
direccion j

5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS.

Separemos de un cuerpo sélido un elemento infinitamente peguefio en forma de
paralelepipedo cuyo volumen es dxdydz, el cual se encuentra en equilibrio, figura

dy |

Z
dx

Figura £.5

126



La accidon que ejercen las partes suprimidas del cuerpo sobre el elemento aislado,
los reemplazamos por fuerzas y los esfuerzos que generan, dichas fuerzas las
descomponemos en tres componentes en cada cara, resultando asi6 X 3 = 18
esfuerzos. Ademas se considera que en el cuerpo existen las llamadas fuerzas
masicas ( fuerzas de cuerpo que son debidas a ia gravedad ), también estas
fuerzas se descomponen en 3 componentes X, Y,y Z figura 5.6

Y
X 2 ¥
‘ G‘-- —— 1’"’ ; ' X
fueszan Ped ; ! /]
Z masicas * : ! G Tx
- por unidad ‘ T Toxs
de volumen 4 L .‘é......._ e
- e
T,
¥

Figux;a 5.6

Aislando dos planos paralelos:

dx

o, =0, +da,

sea ¢ funcidn de (x,y,2") entonces ¢ = ¢ "(x,y.2'), se sabe que la diferencial de ¢
esta dada por:

5ﬂdx‘+ﬁ-+ éﬂcﬁ
x oy Oz

dg =

si la funcion ox es igual a la funcion ¢ y se considera que ox es funcién Unica y

exclusivamente de |a variable “x”, entonces:
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por lo que:

do

JY

_ e d
ox

:a,+ﬁ+d\-

en forma analoga para los otros esfuerzos:

representando estos esfuerzos en el cubo elemental se obtiene la figura 5.7

1]

!
.+.

%’
5

Il
~
4
35
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> X

i< tuerzas
masicas -
por unidad e
de volumen = -

Figura 5.7

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Considérese que las fuerzas de cuerpo actian en el centro de gravedad del
paralelepipedo figura 57 y que se encuentra en equilibrio; entonces deben
verificarse las 6 ecuaciones de equilibrio estatico.

TFx =0 SMx =0
TFy =0 TMy =0
TFz =10 TMz =0

Aplicando la ecuacion de equilibric £ Fx = 0 resulta:

o, g or
~o,dd +la, +—5~dx dd —r.dd +|r + TS_d‘ dd +r dd +j7. .+ ?:-'vd, d.d +xddd =0

x

x 3

desarrollando:

ot
%O;XH d_.-d‘\ d_- + T-“ d\'d’\ d-' + é;;a dAYd,'i‘d: + xdﬂ a,,l (ii - 0

13 3

dividiendo entre dxdydz

En forma similar para las otras dos ecuaciones de equilibrio Fy = 0y ZFz=0
se obtiene respectivamente:
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or,, 0z, Jo.
AN A W
s 5 8.

x 1

+:=0

A estas tres ecuaciones se les llama ecuaciones de Navier o de equilibrio interno.

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES.

Aplicando las udltimas tres ecuaciones de equitibric ( suma de momentos igual a
cero ) se puede conocer la relacion de los esfuerzos en planos perpendiculares. Asi
aplicando £ Mz = 0 de la figura 5.8

o7, d, ot d d, d,
To———d |dd ——|7 +—dd —+r . dd ——-r.dd —=0
I ) -2 ) 2

1] X

reordenando terminos y dividiendo entre dxdydz:

ot
T.———d, -1+ de =0
5\ ’ x
yx"';_gz"dy
Y —
YA at

Figura §.8

aplicando limites cuando dx y dy tiendan a cero, resuita finalmente:

Tyx = Tyy

En forma similar aplicando T My = 0 y I Mx = 0 se obtiene

130



De lo anterior los 18 esfuerzos incdgnitas figura 5.6 se han reducido a seis que son:
O Ty Ty Gy T ¥ O:

Agrupando los esfuerzos de 3 caras unicamente obtenemos lo que se conoce como
tensor de esfuerzos.

a esta agrupacion se le llama tensor de esfuerzos.

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS.

Para conocer los esfuerzos que actuan sobre |las caras oblicuas pertenecientes a la
superficie, se requiere establecer una relacion de los esfuerzos que actuan en las
tres areas elementales paralelas a los planos coordenados, como se muestra en la
figura 5.10
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Figura 5.1¢

por equilibno:
D FX =0
O=r ds—o, dzdy -T . drdy T ey
-2 -2
pero:
—i"dl =ds cos(s,x)
2
drdy =ds cos(s, y)
dedy =ds cos(s,z)
0 = 1,dx - 0,ds cos(s x) - 1,ds cos(s,x) - 1,,dS CO8(S,2)
de donde:

T, = O, COS(S,X) + 1, COS (8.Y) + 1, COS{($,Z)

Aplicando las otras dos ecuaciones de equilibrioc £ Fy = 0y £ Fz = O se obtiene
respectivamente:

=0, cos (s,y) + t,, COS (5,X} + 1, COS(S,Z)

=0, COS {8,Z) + 1, COS (S,X) + 1, COS(S,Y)

en forma matricial:

To g, T, Ty cos (5,x)
T, |5 Ty O, T4 cos(s,¥)
T, T, 7. O €05(s,z)
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a este sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie o ecuaciones de
Couchy.

5.5. VARIACION DEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO.

Considérese un cuerpo sélido sometido a un sistema de cargas que se encuentra en
equilibrio por el cual se trazan dos planos de corte el a-a y el b-b como se muestra
en la figura 5.11

Figura 5.11

El plano de corte se traza perpendicularmente a la direccidon de la resultante r, el
cual se representa en la figura 5.12.

>
jo F eq

\Z %Piano a-a

Figura 5.12

Cualquier elemento o punto situado en el plano de corte estara sometido
Unicamente a esfuerzo axial, mientras que si trazamos un plano de corte inclinado
respecto de la direccion de la resultante, cualquier elemento situado en dicho plano
estara sometido a esfuerzo normal y tangencial como se puede ver en la figura 5.13.

Si se particulariza a un estado plano de esfuerzos, donde Unicamente se tengan oXx,

oy ¥ © Xy como los esfuerzos en un punto, es decir o, =0 para i = x\y,
como se ilustra en la figura 5.14.
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X

Figura 5.14

Los esfuerzes que actuan sobre cualquier plano "N” que contenga al eje Zy que
esta inclinado respecto a los ejes “X" e “Y” se representan en la figura 5.15

Figura 5.15

Si el area de la cara inclinada es una cantidad A; las areas de las otras caras seran
A cos ay Asen a para los planos x e y respectivamente, como se indica en la

figura 5.16
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Acos a ‘\
A sen a

Figura 5.1¢

para aplicar el equilibrio dibujamos el diagrama de cuerpo libre en la figura 5.17

.

T Y

-~
~TA
o, A cos
or N
NN "
™~

N
Ay
a
i~
o
N
. U}, A sena >

X

Figura 5.17
Aplicando ZFn = 0

0 = 6A - o,A cosa cOsu - 7, A SEN . COS o - o, A sena sena 1, + A Cosa sena
gr

de donde:
6 = o, cos’o. + o, sen‘n + 27, Sena cosa
sustituyendo
) | +cos 2a
cos a=—m———
2
s l-cos 2a
sen o = *T—

]
senc cosazisen 2o

[1 +cos2a 1-cos2a sen2a
o=0,— - |to | ———— |-2r,,
| 2 : 2 : 2

Simplificando términos:

+ 5 ! cos2a —r1, sena 51
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Aplicando T Ft = 0
0 = 1A + o, A cos asena + 1, A sen’a - g, A sena - 1,, A COS’a
de donde:
1 = (o,.0,) senacosa + 1,,(Cos’a - sen‘w)
sustituyendo las identidades trigonométricas anteriores:

g, -0, ]
T ——j—'sen2a +7_c02a

Las ecuaciones 5.1 y 5.2 representan el esfuerzo normal y cortante que estan en
funcién de dos esfuerzos en planos perpendiculares en direccion “X” e "Y".

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES.

Con frecuencia el interés se centra en la determinacion del maximo esfuerzo y los
planos donde se presentan tales esfuerzos. En general se determinan los planos
donde se presentan los esfuerzos méaximos y minimos tanto normales como
tangenciales, lo cual se logra igualando con cero las derivadas con respecto al
angulo de inclinacidén de las ecuaciones 5.1 y 5.2 Asi para localizar el plano de un
esfuerzo normal maximo o minimo se derva la ecuacion 5.1 respecto de a y se
iguala con cero.

o, -0,
do, =— ——2(2) sen2a =0
do 2
de donde
2 Tl’\'
1g20 = o
g (0" -o, )2

a partir de esta ecuacion se puede encontrar dos direcciones perpendiculares entre
si, para las cuales el esfuerzo tangencial es nulo. Estas direcciones se llaman
direcciones principales y los esfuerzos normales corresponden a los esfuerzos
principales.

La magnitud de los esfuerzos principales se obtiene sustituyendo los valores de las
funciones sen 2a y cos 2a correspondientes en la ecuacidén 5.1. Si

0

820 = _(cr -a, ):’ 2

X

graficamente:
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Ty
/‘,’ 2a
: >
(UX-OY) /2

Figura 5.18

de donde:
.

10

o, -a )2 +23

sen2g =

(0, -0,)/2
'\_f [(O-x - O—vl‘ )/ 2]2 + T.tz'\

cos2a =

sustituyendo en la ecuacion 5.1 se tiene:

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS.
De manera similar al estudio realizado antes para los esfuerzos normales se

procede con el esfuerzo cortante. Asi para encontrar los planos en fos que actian
los esfuerzos cortantes maximo ¢ minimo se deriva la ecuacion 5.2 con respectoa o
y se iguala con cero. Después de efectuada esta operacion se tiene:

tg2a = W_(.i:gijiz
T

w

donde o define el plano donde el esfuerzo cortante es maximo o minimo.

Haciendo la sustitucién en la ecuacién 5.2 de las funciones cos 2a y sen 2a
determinadas en forma analoga a la de la figura 5.18 resulta:

Esta ecuacion da los esfuerzos cortantes maximo y minimo. Se observa que el
esfuerzo cortante maximo difiere unicamente en signo del esfuerzo cortante minimo.
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El sentido definido de esfuerzo cortante siempre se puede determinar por sustitucion
directa de « en la ecuacién 5.2 (correspondiente al plano de maximo o minimo
esfuerzo cortante).

5.8 DEFORMACIONES

Considérese un cuerpo elastico, homogéneo e isétropo, sujeto de tal forma que no
tiene movimiento de cuerpo rigido. Entonces todo corrimiento de sus puntos sera

onginado por sus deformaciones. Asi el punto “p” después de deformarse el cuerpo
toma la posicién p’, graficamente se tiene,

N

X,u

2w . ]
Figura 5.19%

donde uyv y w son Is proyecciones del desplazamiento pp” sobre los ejes
coordenados.

Si se considera un elemento diferencial del cuerpo con dimensiones dx,dy dz al
deformarse, sus longitudes varian y se deforman los angulos formados por sus
caras, que inicialmente son rectas.

Se define como deformacion lineal unitaria en un punto y en la direccion de P a P’
como:
o lim AD
AL—0 AL

Por facilidad considerese solamente una cara del cuerpo para determinar las
deformaciones (estado plano de deformaciones), figura 5.20.

Si el cuerpo no se deforma, todos los puntos se desplazan, u en la direccién x y v en
la direccion y; pero como el cuerpo se deforma, entonces los puntos se desplazan u
+duyv+ dvrespecto a cada eje.

Cuando la variacion es respecto al eje x, entonces:
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dut :@d\' ¥ dv= édr
A ox

si la variacion es respecto al eje y, entonces:

]

Figura 5.2¢

La deformacién lineal unitaria en direccién X, sera:

[u+?£dr]-u
c = v :@

' dx iy

L.a deformacion lineal unitaria en direccién Y sera:

(i‘
v+ —dv |-
( ﬁ’d))‘_ﬁv
Y dy &

Generalizando a un espacio tridimensional:

La deformacion angular se denota como y,, e indica la distorsion del cuerpo en
planc Z ( formado porejes xe y ).

De la figura 5.20 se tiene: Vo =a+t= g—ﬂ
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para angulos pequefios la tangente del angulo es igual al angulo en radianes, asi:

(v+£dx’)—-v o
o= ——.é\_q.___ —_Ox
d\'-)-%(i\' l+§£
év o
de donde:
51.
o=—
&y
Y
(u+ldy)—u ou
0= % 5})
dv+@aiv 1+é
- 5)1 5‘1
de donde:
6=2"
&
asi se tiene que:
_o o
Ty & O

En general para un cuerpo en el espacio tridimensional se tiene lo siguiente:

o Su

Vo= oot

T8 &

M Sy

T -t

; & &

Resumiendo se tiene:

Su N Su
= V=t
o o S
S o Su
E\‘:— x:_+*
)T & &
o ow oy
€.=— Ve —+—
T & »n &

A estas seis expresiones se les conoce como relaciones de Couchy.
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5.9. ECUACIONES DE CONTINUIDAD.

Estas ecuaciones relacionan las deformaciones lineales con las angulares y se
obtienen de las relaciones de Couchy derivando las deformaciones angulares como

se indica:

57y _ Su S
&y & KK
5y _ &’u . Sw
K& &E &
Sy B 5y . S w
& ot & &

Las derivadas parciales tercera de u, v y w se obtienen derivando de las relaciones
de Couchy las deformaciones lineales de tal manera que se obtenga el término
deseado, asi’

8'e, _ bSu se, &
& &6’ 5 &3S,
e,  Su 5'e,  &w
& &E Sl &
8’ €, & 5e _o'w
& & & 5%

Sustituyendo en las primeras expresiones anteriores se obtienen las primeras 3
ecuaciones de compatibilidad, asi: '

S, s'e. b€,
&& & &
&y. e, e
Seo 52 + 5
5y, &€ N 8w
axdr &’ &’

5.3a

Derivando nuevamente de las relaciones de Couchy las deformaciones angulares
como se indica en seguida:

. &u &y

& vk &
%, _ &% N 5w
ox  oxozr Oxdy
oY .. _ &u . &'w
& ozl Gy
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multiplicador por -1 la primera de estas ecuaciones y sumandola con las otras dos
se obtiene’

oy .. 3. 2{52wq

+ +
& & & &

derivando parcialmente respecto de z toda la ecuacion se obtiene:

§, Oy, Or. Sr.. 28w
—{(——+ + )=
& & & & OXéves

de las relaciones de Couchy se tiene que:

5]!
e,=—=
)
derivando parcialmente respecto de “x” e “y” resulta:
§'e,  Sw
&G vz
sustituyendo se obtiene:
§ Or. Oy. O, 28%€.
S (e He ay_ :

& & & & &by

En forma similar se obtienen las otras 2 ecuaciones;

5 6:1/1:' 5}/ - 5)/_\'1 252 er
— (- + =+ )=

& & &y & oy o0
5 5:/ vz 5 - 5},n‘ 252 El‘
__( 3 )/\'. + A ) = 2

S & & & ak

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b. constituyen las seis ecuaciones de continuidad o
compatibilidad que relacionan las deformaciones angulares con las deformaciones
lineales.

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION.

La solucion de los probiemas fisicos de la teoria de elasticidad referente a las
deformaciones que ocurren en un cuerpo elastico bajo la accién de fuerzas
exteriores aplicadas a él no sera posible mientras que los esfuerzos vy
deformaciones no esten relacionados por un ley fisica (Ley de Hooke)
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Para deformaciones pequerias la forma lineal es la mas sencilla y mas racional por
lo tanto, se puede pensar que los esfuerzos son funcidén de las deformaciones, es
decir:

g, = f(Ex’ ey‘ ey ny‘ sz' 'sz)
oy = f(Ex- ey' Ez‘ ny' yyz' sz)
oF = f(ex' Ey' ez' ny' sz' sz)
Txy = f(ex' Ey' =P ny' 'sz' Yu)
Tyz = f(ex Ey' = ny‘ sz' sz')
T = f(ex Ey' =3 ny‘ sz' Yu)

por lo que se puede escribir:
O, = a11Ex + a126y + a'isez a14ny + aiSsz + 315'sz

Oy = Ay €, Y 8pE, ¥ 8y, T 8y, ¥ 8y, T 8267

Ty = 8g1E, t Bgp€y T g€, F Yy T g5y t gV

en forma matricial:

o, | _ 1 e ]
. a, 4a, a; a, o, dg €
.
Uy Uy Qyy dyy Oy €,
.
|Gy Gy Gy Oy Gy Gy} €
rr\ - -
Gy G4 Gy Ay Qg5 Oy Va
rl’"
’ ds; A5, 4sy Ay, A dyg Yz
T‘,
L [y a

en forma reducida:
{o}=[E]{e} 5.4.a
0 bien.
{e}=[ET' {0} 5.5

Para cuerpos elasticos isdtropos las ecuaciones anteriores adquieren la forma mas
simple, se puede deducir a partir de la ley de Hooke aplicada a las barras elasticas
sometidas a tensién o comprension.
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En la figura 5.21 se muestra la grafica del comportamiento del acero, se observa
claramente dos zonas bien definidas, la elastica (lineal) y la no elastica (no lineal), el
punto A marca el punto de proporcionalidad.

O-.-

e

Esta grafica es diferente para los distintos materiales y depende de la composicion
quimica y estructural de material.

En casi todos los materiales, el alargamiento longitudinal cuando hay solamente
tension, es acompafadc por deformaciones transtersales, siendo estas
deformaciones proporcionales y de sentido contrario al alargamiento, como se
muestra en la figura 5.22.

La deformacidn transversal en funcién de la deformacidon longitudinal se puede
escribir como:

donde n es el coeficiente de proporcionalidad y se conoce como coeficiente de
Poisson. Este coeficiente es constante para cada material, pero diferente para los
distintos materiales.

€12

e,,fzi

f
Fe, 12
Filgura 5.2z

Ademas de las consideraciones hechas anteriormente se admitira la proposicion de
que en un material elastico, homogéneo e isdtropo el esfuerzo normal no genera
distorsién angular y el esfuerzo cortante no genera alargamiento. Sobre esta base
se determinaran las relaciones entre esfuerzo y deformacion.

Considérese un paralelepipedo de aristas iguales a la unidad, sometido a la accion
de fuerzas normales como se muestra en la figura 5.23.
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Figura 5.23

Si se considera que solamente actia el esfuerzo o, es decir 5,z 0y o, = o,=0, la
deformacién lineal unitaria por este esfuerzo es:

Bajo la accion del esfuerzo o, es decir o, # 0 y 5, = 0, la deformacion en la
direccion x sera:

. o,
€, =-~p—

E

Analdgicamente para o, =0y o, = o, = 0. la deformacion en la direccion x sera:
e = )7 .
! E

Por el principio de superposicidén de causas y efectos la deformacion total a lo largo
del eje x cuando actian los tres esfuerzos simultaneamente es:

g.=e +te_ +g,

Io}) o, o

S THETHE

expresion que se puede escribir:

E\:-lEv[cn —y(o} +cr:)]

Wy

En forma similar para lograr la deformacion lineal unitaria a lo largo de los ejes “y" y

g ??

Z" se tiene respectivamente:

145



€ = é [cr_, —-uloc. +0o. )]

E.= [O': -u(o, +0o, )]

E

La proporcionalidad entre los esfuerzos tangenciales y las distorsiones angulares
que se desarrollan en las caras del paralelepipedo estan dadas por:

1
y\} =ET\')'
y.=tz
Az G 3z
_1
}/:\ - G r;t

donde G es el moduio de elasticidad al corte.

Figura 5.24

Arreglando en forma matricial las seis ecuaciones anteriores:

L _E_Epoo
- - |E E E -
EX 1 y O'x
L
A
B EE E Gy
(= (a2
slo_pos 1 000 :
Yo E E FE [
}’1: O 0 0 i00 rl
— G
_}’:.l’_ ] _r:\,_
0 0 000 —
L G

A este arreglo se le conoce como |a ecuacion generalizada de Hooke.

Considerando la relacion entre los modulos de elasticidad axial y al corte que esta
dada por
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la ecuacién generalizada de Hooke se puede escribir:

el (1 -y - 0 0 o 1[e.
‘ P N 0 o,
= { =gy —p 1 0 0 0 o.
vo | E| 0 0 0 20+ 0 0 3
v 00 0 0 2+m O r
vl Loo o o 0o 20:mii |

De acuerdo a la ecuacién 5.5 la ecuacion 5.6 se puede escribir como.
{e} =[E]" {0}

Al considerar la relacion inversa se tiene:

o] [(l-py - 4 0 0 o 1le ]
o, —u =y u 0 0 0 €,
c. | E g l-p 0 0 0 €.
. (+m) (-2 0 0 0 2(1+24) 0 0 Y
r. 0 0 0 0 20+x O v
. 00 0 0 0 20+m] |y

que de acuerdo a la ecuacion 5.4.a en forma compacta se puede escribir:

to}=1E] {e}
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS 6
6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METODO

La formulacion del método de ios elementos finitos data de 1943 aplicado a problemas
de torsidn en vigas, pero no es sino hasta 1960 cuanto tuvo su auge, esto fue posible
sobre todo a los progresos en el campo de la computacion, ya gque como en el método
de las rigideces, el planteamiento del método de los elementos finitos conduce a un
sistema de ecuaciones simultaneas, que en general resultan relativamente grandes por
lo cual para su manejo y solucion se requiere de las computadoras.

El método de los elementos finitos se desarrolld como una extension de las técnicas del
analisis estructural matricia!l.

Se puede pensar que el método de los elementos finitos es una generalizacion del
método de las rigideces por lo que su enfoque es mas amplio y se puede aplicar a casi
todas las areas de ingenieria.

En muchos de los casos de ingenieria se requiere determinar ja distribucidn de
esfuerzos y deformaciones en un continuo elastico. Estos casos pueden variar desde
problemas bidimensionales de esfuerzos de deformacion plana, sélidos en revolucion,
flexion de placas y hasta el analisis mas general de soélidos tridimensionales. En todos
los casos, el nimero de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado por
fronteras imaginarias y los elementos vecinos a él infinito, lo cual hace una estructura
continua. La discretizacion de la estructura se logra siguiendo los siguientes puntos:

1. El sistema o continuo se divide en un nimero finito de elementos a través de
lineas o superficies imaginarias. i

2. Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante nodos en
puntos discretos situados en sus contornos.

3. Se toma un conjunto de funciones que definan de manera Unica el campo de
desplazamientos dentro de cada elemento finito en funcién de los
desplazamientos nodales de dicho elemento.

4. Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nodos tal que equilibre los
esfuerzos y cualquier carga repartida, permitiendo asi una relacién entre fuerzas
y desplazamientos de laforma P=K D

Si se supone que de alguna manera se ha logrado definir la relacién de rigideces entre
las fuerzas y los desplazamientos de los nodos al igual que en el método de las
rigideces, inicialmente para cada elemento, con la compatibilidad y el equilibrio se
puede determinar la ecuacion fuerza-desplazamiento del sistema estructural P = k D.
La solucion de esta ecuacién se puede encontrar en forma similar que para el método
directo de tas rigideces.
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Después de solucionada la ecuacidon fuerza-desplazamiento del sistema estructural
para los desplazamientos nodales, pueden calcularse los esfuerzos internos de cada
elemento.

Aunque este proceso obliga a que exista equilibrio en los puntos nodales, en general no
hay imposicion del equilibrio a lo largo de las fronteras del elemento, lo cual significa,
por ejemplo, que un analisis del elemento finito puede determinar que los esfuerzos en
los puntos Ay B figura 6.1 cada uno en un elemento distinto, sean diferentes.

Esfuerzos en

. log puntos A v B
Puntos A y B en la misma

posicién perc asociados
a diferentes eleméntos

FiQura 6.1.

Por otro lado no siempre es facil asegurar que las funciones de desplazamiento
escogidos satisfagan las condiciones de compatibilidad o© continuidad de
desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente esta condicién puede
no cumplirse en el contorno de los elementos, aunque es evidente que dentro de cada
elemento si se cumplird a causa de la unicidad de los desplazamientos ya gue los
mismos estan representados por funciones continuas.

Por lo anterior es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones en
cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la continuidad de los desplazamientos. Al
reducir el tamario de los elementos finitos, la discrepancia entre los esfuerzos en las
fronteras de elementos adyacentes disminuira y el campo de desplazamientos
convergera en uno que sea continuo.

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

Un campo de desplazamiento es una funcion de las coordenadas que definen la forma
del desplazamiento de un elemento.

Por ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamiento es lineal y esta
dado por:
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Posicidn inicial del punto

/
P TTRE T
'ﬁ\ ; /\\ 5 uz
Uy U Pogicidn final del punto
desplazamiento en cualquier
posicidén x, en la barra
u=ax+b
Figura -6.2°

Para un elemento viga:

desplazamiento de la viga en
cualgquier posicidn x

v = ax’ + bx? + cx + d

Figura 6.3
Para un elemento triangular:
y Posicidn desplazada de un
~ punte
! uzl kY
; 3 .z v \
- ul PRI
| _'_‘_—"/L_’i'tr' :r//
v :1: ’ -“"?7;_‘ J“b\‘; 2
1 /;;7 Tl ]: v
Pesicién inicial b
de un punto &
i 5 X
u=ax + by + ¢
v = dx + dy + £
Figura 6.4
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Para un elemento rectangular:

3 i/’#:*f_ - Posicién desplazada

l
|
\ P v A del punto
"1

u1 | uz'
u,v desplazamiento en cualquier posiciédn

a + bx + cy + dxy
v = e + fx + gy + by

c
13

. Figura 6.5

Las ecuaciones debajo de las figuras describen los posibles desplazamientos del
elemento en términos de algunos parametros desconocidos a,b.c.d.....etc. Las formas
mas comunes en relacion a los campos de desplazamiento son polimonios, para
problemas unidimensionales y bidimensionales se toman del triangulo de Pascal.

dp 1

a0 axy 2

asx®>  asxy  asy’ 3

asx> ax?y  asxy’ agy’ 4

4 3 2 3 4
aipX an Xty  dpeX'y"  apXy"  d14X

Si se utilizan todos los términos que estan arriba de cierto nivel, en el campo de
desplazamientos, se dice que el polinomio esta completo, lo cual es deseable ya que
asi se incrementa la convergencia, aungue algunos elementos estan basados en
polinomios incompletos.

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuestos que pueden o no
ser la forma exacta del desplazamiento del elemento.

El objetivo de los elementos finitos es determinar los coeficientes de los campos de
desplazamiento seleccionados, que minimizan el potencial total de la estructura, o bien
el error que introduce la aproximacion en las ecuaciones diferenciales rectoras del
equilibrio. Mientras mas pequefio sea el elemento finito se tendra mas oportunidad de
minimizar el error por la aproximacion.
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6.3 FUNCIONES DE FORMA

En las figuras 6.1 a la 6.5 se han mostradoe los campos de desplazamiento para cuatro
elementos y también los movimientos posibles de los nodeos es decir los
desplazamientos nodales. Para que estos desplazamientos se clasifiquen como grados
de libertad deben constituir el minimo nimero de elementos de desplazamientos
necesario para describir completamente la deformacién en cualquier punto del
elemento. Para que esto sea cierto el campo de desplazamiento elegido debe escribirse
en funcién de los desplazamientos nodales en vez de los coeficientes polinomiales
a,b,c, etc. A los campos de desplazamiento en funcion de los desplazamientos nodales
se les conoce como funciones de forma.

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA

Considerese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con los grados de libertad
nodales U, y U; y el campo de desplazamientos elegido:

b 2
1_‘,\’

u,

L L [N

c

-

Fiqura 6.6 ;.

De la figura se observa que si x=0 el desplazamiento deber ser u; y si x=L el
desplazamiento debe ser u;

Al aplicar estas dos condiciones, se obtiene:

U; = a(0) + b
U, = all) + b

En forma matricial:
u | 1011a
w, | [L1}]b

denotando el verbo de desplazamientos nodales por “DN”, a la matriz de coeficientes
por “A” y at vector formado por las constantes como “a”, tenemos:

[D. ] = [4][a] 6.2
solucionado para | ]
-4 [o,] o3

asi:
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Expresado en forma matricial el campo de desplazamientos dado en la ecuacion 1

o <[t 1] m

en forma condensada se puede escribir como:
u =[P]{d] 6.4
Sustituyendo la ecuacidon 3 en la 4. se obtiene

u = [P][4]" [Dy] 6.5

si llamamos [N]=[P] [4]" el campo de desplazamientos se puede escribir
u =[N][Dy] 6.6

como el campo de desplazamientos Qquedo expresado en términos de los
desplazamientos nodales, [N] se define como la matriz de las funciones de forma.

Cada elemento de [N] es una funcién de forma que multiplica a un desplazamiento
nodal (grado de libertad). Asi:

u:[xl] B

=

haciendo el producto

S S o u,
= {(I—z) E} Lj

de donde se puede decir que las funciones de forma para el desplazamiento nodal u,
(grado de libertad 1) es:

N =1-2 6.7.1
i

y para el desplazamiento nodal 2 {(grado de libertad 2) es:

N, = 6.7.2

X
L
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[L.a validez de estas funciones de interpolacion se muestra sustituyendo

x=0y x=L, es decir.

Si X

Si X

u= [1 O]

u=[01]

los valores de

Las graficas del campo de desplazamientos y de las funciones de interpolacion se

muestra en |a figura 6.7

Figura €.7

Se observa que las funciones de forma tienen un valor unitario cuando son valuadas en

su nodo correspondiente y un valor de cero en cualquier otro nodo.

Cabe aclarar que la eleccion del campo de desplazamientos no es arbitraria. Se
observa que para describir el campo de desplazamientos nodaies, deben de poder
definirse de manera unica los coeficientes de los polinomios a,b,c, etc. Esto requiere
que haya tantos coeficientes como grados de libertad para el elemento. Si esto es cierto
la matriz A resultara cuadrada y por lo tanto se puede invertir para encontrar

[a] = [A]_l [DN]

Esto se generaliza para cualquier elemento finito que se considere.
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA

Considérese los grados de libertad correspondientes a los despiazamientos nodales

v, 6,. v. y 8, como se muestra en |a figura 6.8

Figura 6.8

.. av
Las condiciones de frontera para este elemento son para x = 04 i g, y v = vy, para
X

dv
X =L, E‘:%y V=V

El campo de desplazamientos para este elemento fue planteado como

v=ax’+bx*+cx+d 6.8
De donde se puede obtener:

dv 3 2

—=03ax"+2bx“+c¢ 6.9

dx

Estas funciones se determinan partiendo que el campo cibico de desplazamientos
satisfacen las condiciones de frontera:

Substituyendo estas condiciones de frontera:

si x=10 v,=d
8,=c
x=L v,=al’>+bl%* +cL + d

8,=3al®? + 2bL + ¢
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En forma matricial:

v, 0 00 1][a
6, 0 01 0||b
w| | L2 L]
6,] |30 2.1 0|4
[DN] = [A ]{a }
Al solucionar:
2 1 2 1
a oL rm
by |3 2 _ 31 116
c L I’ L v,
d 0 1 0 0 8,
10 0 0

Expresando en forma matricial el campo de desplazamientos B

a

vz[:c3 x? x l] b

C
d
[D1=1P] [a]
Sustituyendo el vector [a]
2 t_ 21
rr rr Vi

vebe ]| g v,

En forma condensada
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[D] = [N] [DN]

Desarrollando el producto

2% 3x° x 2x? 2y 3x? X7 x? é,
v et - Y
r r L L pror v,
92
De donde las funciones de forma resultan:
?,3 ~..2
Tl = H): — J‘,, +1
I L-
N, =1YT— 2L+ X
- r L
2x% 3x
N, =- -
’ L
X3 xz
AT —_— - —
oo

Las funciones de forma N;, N2, N3 Y N4 corresponden a los desplazamientos nodales
respectivamente.

A estas funciones de forma también se les conoce como polinomios de interpolacion,
polinomios de Hermite o polinomios de Hermitianos.

En la figura 6.9 se muestran las graficas de las funciones de forma y se observa que

cumplen la propiedad de que sean igual a la unidad cuando se valuan en su nodo
correspondiente y cero en cualquier otro.

157



6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR

Considérese los desplazamientos nodales Uy, Vi, Uy, V2 Y Us, V3 correspondientes a

los grados de libertad “x" y “y” de los nodos 1, 2 y 3 respectivamente, segun se ilustra
en la figura 6.10.

|, .
i , x
i T T
2x3 3x? f
- N, = +1 “ LAY 3 2
: 1 L? L? \\( 2-—‘?—-— 2% . x
— \ L2 L
S| \ s i 921\
+ S~ o~
Nz 2x> Ix?
~ b P 72
\ .
Ny :
/ S - Y
-’/ N = ._.}i.., —i’ \‘-—.—#’/,-“
— > ot L
Figura 6.9
y
7 .
3 {x3,y3)
fl’i
// 2 (xy2)
1 ix1.y1)
7 X

‘Figura 6.10
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Se supondra el campo de desplazamientos dado por:

u=ax+by+c
v=dxt+tey+f

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por:

X=X, Y=Y = u=u, &v=vy
X=Xz, ¥=V2 - u=mu &v=v;
X=X3, ¥=VY3 - U=tz &v=vs

Si se aplican estas condiciones a los campos de desplazamiento:

Uur-ax, +bys+c¢
Vi=dxy + ey +f
Uz=axz tby, +c¢C
V2=dx2+ey2+f
Us-axs+ bys+c
vi-dxz + ey, +f

En forma matricial y ordenando el vector desplazamientos, primero en ia direccién x y
después todos en la direccién y.

(w,] [x, 1, 10007 [a]
U, x, ¥»100O0||b
U | |x; 3, 1000 ¢
vl l000«x y1l|d
vV, O0O0«x, y, 1] ]e
] (OO0 x y I S ]

En forma compacta.

[Dx\"] = [4] [a]

Solucionado:

En forma compacta.

[DN] = [A] [a]

Solucionando;



a | [y, =y Y, — ¥ ¥, — ¥, O 0 0 1w, ]
b X; =X, X, - X, X, — X O o) 0] 1,
c 1 Xa¥; — X3¥a X3 — X 0¥, — Xy O 0 O i,
d|  2DET 0 0 O O Z A Nl R R Vi
e O O O X3 =X, X & Xy X, — X, vy
S i 0 0 O Xopy—X3), X0 =X, ¥ X0 —Xa0 | [ Vs ]

En forma condensada:

donde:

1
DET = ;[()’13'3 —Xx ¥yi)+ (xz)’3 - yzxs)'*' (—"1}’2 - }’lxz)]

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento

= -

a

b
ul |xy1000]1c
H_[oo Ox y 1} d

r

]

En forma condensada:

[D]=[P] [a]

Sustituyendo el vector {a} y considerando como nueva constante cada término de la
matriz A

En forma condensada:
[D] = [P] [A]"[DN]
Donde:

[N]=[P] [A]"
Por lo que desarroliando :
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_“l_
U,
u N N, NyO O O U,
vl |0 0 0 N, Ny, Ny
vy
LYs
Desarrollando
[ = =y, — 1.
| 2DET(a1x+bly+cl) ay =¥, — Y5
b =x,-x,
€ =X, — X0,
[, = (a,x +b,y +¢,) a, =y, — ¥
° 2DET - . - :
by =x —x,
C, = X)) — XV,
N, = ! (a3x+b3y+c3) a, =y, — ¥,
* 2DET ’ oo
b, =x, =X

C; =5V, — X0

Estas son las funciones de forma para el elemento triangular. En la figura 6.11 se
muestra la grafica de estas funciones:

'}'» v x 1hlsl
H 3
: / \
{
;‘ ; —
vit f v2
H
ui !
uz2
> XU
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Figura 6.11

Obsérvese que cada funcién satisface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo
correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos.

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR

Considérese los grados de libertad uy, vo; Uz, VaiUs, V3 ¥ Us, Vs, correspondientes a los
grados de libertad de los nodos 1,2, 3 y 4 respectivamente como se muestra en la figura
6.12

4 (xa.y4) 3 06y

1 {x1,y1) 202y2)

Figura 6.12

El campo de desplazamientos esta dado por:
u=a+bx+cy+dxy
v=e+fx+gy+hxy

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por:

si X = Xy, Y=V entonces U= Uy, V = vy
X = Xz, Y=y entonces u = uyp; V =V
X = Xa; Y=Ys3 entonces u = uz; V=v3
X = Xy, Y=VY3 entonces U= up; V=V,
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Si se aplican estas condiciones al campo de desplazamientos:

u; =a+ bxy + oy +dxiyy
vi= e+ fxy +gys+hxiy,
Uz =@+ bxg + cyz + dxay2
vo= e+ X2 +gyz + hxayz
Uz =a+ bxz +cys + dxays
v3= e+ fxz +gys + hxaya
Us =a+ by + Cyas + dx4y4
va= e+ fxq +gys+ hxays

En forma matricial y ordenando el vector desplazamientos primero los de la direccion x
(desplazamientos uq) y después todos los de la direccion y (desplazamientos vq).

(1, | 1T x, » 0 0 0 0 | [a&]
u, 1 x, »» 0 0 0 O b
U, 1 x, », 0 0 0 O ¢
u, 1 x, y, 0 0 0 0 d
v, - 00 O 1 x, v xy r
v, 0 0 O 1 x, ¥y x,W f
Vs 00 0 1 x5 ¥y x5 g
vl oo 0 1 ox, oy, x| LA

Se observa que al solucionar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4 x 4,
dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerlo
numéricamente, resultando asi:

o a a a a 0 0 0 0 ] (0,
b b by b, b, 0 0 0 0 "
c ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0 Uy
d d d, d, d, 0 0 0 0 u,
Pl lo 0 0 0 4 a a a ||y
f 0 0 0 0 b b b b vy
g 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ c Vs
LAl oo 0 0 d d, d d, | Lv]

Donde a, b;, ¢, y d; son nuevas constantes de [A]”

En forma reducida:
[a] = [A]" [DN]

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento:
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o
b
c
u|l |l xyxp 000 0} |d
L}:{OOOO lxy xy} e
!
&8
_h_

En forma condensada:

[D1=[P] [a]

Sustituyendo el vector [a]

a a a a 0 0 0 0
bbb, B, B, 0 0 0 0
¢, ¢ ¢ ¢ 0 0 0 O
ul lxyxy0000||d d, di d; 0 0 0 0
[1,}_{0000 1xyxy1 0 0 0 0 ag a a, a
0 0 0 0 b b b b
0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢
00 0 0 d d d, d
Desarrollando:
]
U,
U,
W] [N, Ny NN, O 0 0 0 ] |u
M{o 0 0 0 N, N, N, NJ v
Vs
Vs
Vs
Donde
Ny = a1 +bix + ¢y + dixy
N2 = az + bax + cpy + daxy
N2 = a3 +bax + cay + daxy
Ns = as + bax + cgy + daxy
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Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.,13 se

representan los que serian las graficas de estas funciones.

o -'; _L vZ

+—
! v X
N N1 N ‘N2
S y ' ;‘—,-; fa{;\ y /7‘-:‘
! "":;E
e ; DXCLROVE 2
e “1 .,
o /\ x

Figura 6,13
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las funciones
de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito) considerando lo
siguiente:

| os campos de desplazamientos definen la forma supuesta del desplazamiento
del elemento en términos de coeficientes polinominales.

[D] = [P] [a] 6.16

- Los coeficientes del campo polinominal supuesto estén relacionados con los
desplazamientos nodales, a! forzar que el campo de desplazamientos sea igual
al desplazamiento deseado en los nodos.

[DN] = {A] [a] 6.17

- Expresando el desplazamiento en cuaiquier punto del elemento en términos de
los desplazamientos nodales, se tiene:

[D] = [P] [A]"" [DN] 6.18

- Las funciones de forma resultan:
N =[P][A]™ 6.19

y son el inicio deseado para plantear ias matrices de rigidez. Estas funciones de
forma deben poseer la prioridad fundamental de ser iguales a 1 cuando son
evaluadas en las coordenadas de su nodo asociado y grado de libertad, y cero en
todos los demas nodos y grados de libertad.

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO FINITO.

Para determinar la matriz de rigideces hay varios enfoques, entre otros se tiene
el de la energia potencial, los residuos ponderados y el método de Galerkin. El
desarrollo siguiente se hara considerando la energia potencial. )

En este enfoque se plantea que la energia potencial total del sistema esté en un
valor estacionario, en el caso de equilibrio estable, este corresponde al valor minimo
del potencial.
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La energia potencial se puede escribir como:
$ = Ut

donde u es la energia de deformacion interna y u. la energia potencial externa (de
las cargas aplicadas).

Recuerdese que la energia de deformacion interna se puede escribir como:

u= %— Jvol & o dvol 6.20
Pero.
c=Ee
sustituyendo:
u= %jvol e Eeo dvw 6.21

Considerando que la deformacién unitaria se puede conocer a partir de los
desplazamientos y que éstos pueden ponerse en funcién de los desplazamientos
nodaies, a traves de las funciones de forma, la deformacién se puede escribir como:

{e] = [B] [DN] 6.22
donde {DN} son los desplazamientos nodales y [B] se conoce como la matriz de
desplazamientos-deformacidn. Sustituyendo 6.22 en 6.21, para esto:

[e]" =[Dn]" [B) 6.23

por lo que:

u= 1] DV[B]' [E] [B] Dy du 6.24

!
2

por otro lado la energia potencial externa en términos de las cargas que actuan en
direccion de los grados de libertad se puede escribir como:

Ue = -P1 Dn1 .P2 Do + ... + P,y Dyp 6.25

Ue = -Dnl'[P]
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sustituyendo en la energia potencial total:
4= O 1JIB]' [E] [B] dul [Dn] - [DN] '[P]

aplicando el principio estacionario de la energia:

o _
DN .

[{ [B]'[E][B]dva][Dn] - [P] = O
de donde:

[P] = [J[B]'[E}[B]dva] [DN] 6.26
esta expresion es la relacion fuerza-desplazamiento del elemento:

[P] = [K] [Dn] 6.27
del elemento, por lo que la matriz de rigideces resulta:

[K] = [[BI°[E] [B]dw 6.28
siendo [K] la matriz de rigideces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E] del
mismo y de la matriz desplazamientos-deformaciéon [B], esta dltima es funcidn del
campo de desplazamiento seleccionado y la relacién entre la deformacion y el
desplazamiento en cuaiquier punto del elemento. Como ia matriz [E] es simétrica, la
matriz de rigideces también sera simétrica.

6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL.

En la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales.

N 1

> N
> <
— —
ul uz
Figura 6.14

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se plantedé como:
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De |a teoria de elasticidad:

e, = &
) ¢
ON, ON, | |H%
€, = —
Yolan, X | |¥*:
por lo tanto:
7 7 U
e, = oN, oV 6.29
YTlov, ax ||*

de acuerdo a la ecuacion 6.22 se puede escribir:

<y = [B] {ON}

que es la relacion desplazamiento-deformacién deseada, asi:

B[-l 1} 6.30
L L

La expresion para determinar la matriz de rigideces se determiné como:

vl

K=[.,BEBd

De ia tecria de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término y es
precisamente el médulo de elasticidad axial E. Sustituyendo:
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1
L 11
K= E|l-——|d.
Ilof l [ L Li| rol
L
Ef volumen diferencial para un elemento axial puede expresarse como:

d, . d4d dx

wf =

para un elemento barra de seccion constante y médulo de elasticidad axial constante:

K = EA j{LL LJdX

EA EA
L L
EA EA
L L

sustituyendo la ecuacion 6.27 se obtiene la ecuacion fuerza-desplazamiento:

EA EA
N T T )
o | L L 6.31
N, EA EA || %
L L

6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA.

En la figura 6.15 se muestran los grados de libertad considerados.
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A
o

u
- 7
' x

Figura 6.15

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted como:

4
2% 3Xx° X 2x? 2 33X X X ||é
V:( 3 3+1)(2“ +X)(_ 3+ 2)(: ) 1
L L L L L L L~ L V.
_‘92_
"
]
V=[N N, N, NJ| ]
2 v,
92
Por otro lado, de la teoria de elasticidad:
a
€= —
E
por lo tanto:
o - : . o)
poy (o0 x4 D, 6 0 2 6.33
L y S L L’ A

la expresion para evaluar la matriz de rigideces esta dada por:
K = l‘D.’Br E B dluf
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considerando que el elemento viga es de seccién constante, que la matriz constitutiva
E, solo contiene el modulo de elasticidad axial E y que:

J\'o! = J-oL dx JlA‘M

rNl "]

N,

K=['a[," [, Ny BNV
N,

la integral de area es funcidn unicamente de “y" por lo que:

j}” dA =1

NU NV NN, NN NN/
K =El [[N2 NY N2 N, N2 N5 NN dy
N, N N,/ N, N, N N, N/

bl

Desarrollando la integral.

[12El 6EI. 12El 6El]
LS Lz LS LE

6El 4El 6El  2El
rooL 1

12ELl 6EI 12EI 6EI
R .
6El 2El _ 6EI 12El
L D

Si se observa esta matriz, es la misma que la obtenida con el método directo de las
rigideces, considerando flexion y cortante Gnicamente.
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6.5 ESFUERZO Y DEFORMACIONES PLANAS

El método de los elementos finitos obtuvo sus primeros éxitos en su aplicacion a
problemas bidimensionales.

Solamente se estudiara el elemento triangular, que es el mas sencillo, pero el
procedimiento es totalmente general. Este mismo problema se puede analizar utilizando
elementos mas elaborados, que se introducen en idéntica forma.

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, el campo de desplazamientos
viene expresado univocamente en funcion de los desplazamientos u y v en las
direcciones de los ejes cartesianos x e y respectivamente.

Cuando todas las fuerzas se aplican en el plano que contiene ala estructura, digamos
en el plano x-y y los esfuerzos que se producen son o o,y 7 mientras que

O'Z TZ,\' T

< Tzer T,; SON cero, se trata de un problema de esfuerzos planos.

En la figura 6.16 se muestra el estado de esfuerzos en un elemento diferencial.

4G,
Figura 6.16

Por lo tanto las deformaciones presentes seran e .. €. vy, mientras que

€, ¥ ¥ ¥,z SONnNulas.

Las vigas de gran peralte, los contrafuertes para presas y en general todo elemento de
seccion transversal (direccion z) pequefa respecto de sus otras dimensiones son
estructuras para las cuales es aplicable la teoria de los esfuerzos planos.

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si la
deformacién lineal unitaria en la direccién z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo
en la misma direccion es diferenteacero(e, =0 yo, 20 ).
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En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un problema de

deformaciones planas.

. Txy

—

Figura 6.17

En la practica los problemas de deformaciones planas que ocurren en estructuras en
que la dimension en la direccién z es mucho mas grande que las otras dos dimensiones
y también la seccidén perpendicular al eje z es constante.

Para analizar este tipo de estructuras se tima una seccion transversal representativa de
espesor unitario para propositos de analisis.

Como ejemplo de estructuras a las que se les puede aplicar esta teoria se tienen las
presas de gravedad incluyendo su cimentacion, terraplenes, vertedores, etc.

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA

ESFUERZOS PLANOS.

Considérese los grados de libertad mostrados en {a figura 6.18.
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El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted:

i,

u
] _[N N, N0 0 O],
v| |0 O ON/ N, N,

1'1

¥y

De la teoria de la elasticidad para un problema de esfuerzos planocs, todos los
elementos estan sujetos a tres esfuerzos o, o, v 7. como se indica en la figura

6.19.

— T,
—_——
T
o, v
< [
r J
xy

Figura 6.15

Las deformaciones correspondientes:



sustituyendo el campo de desplazamientos:

N, oN, ON
EX= u + U, + —— Uy
ox & T o&x
ON, ON, ON,
€, W T Mt
x  ON, én, aN, N, aN, AN,
yoo= U, + ——=u,+ U, + v, o+ =y, + v
oy oy )% oy oy oy
En forma matriciat:
Uy
e.] [vx o ~Nx o wNx o 1"
U,
e, |=| O NY O N,)¥ O NJYI| °
_ v,
Vs NY NX N,Y N, X NJ¥ NX ?
; ”
LV |
La cual se puede expresar como:
[E] = [B] {p¥}
Donde:
ON Y
NX = L L (a,x+b1y+c|) W & P &
0X oX |2DET 2DET 2DET
) oN, & | , -
N, X = e —O; - (a,x+b2_v+c,) S T N 1]
6X oX |2DET  ~ | 2DET 2DET
oN, 8 [ -
N X = ek 1 (@x+b,y+c,) & N )2
0X oX [2DET 2DET 2DET
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\Tl a}vl c (a\‘+b ‘+C) ; _.\‘3 - X,
1 b= [ : ; _

Y5 e & LapEr T T apEr T 2DET

1" A f b_‘ v -

Noy = BL ° (aw.\‘+b,y+c,) B - X, X,

N v o |2DET " ° - YV 2DET 2DET

3 b. v — 1

A73}1 — a}\; _,(‘_i: (a3lx+b3}’+6'1) 3 _ \.. _11

& oy L2DET Y1 2DET ~ 2DET

o, o,

€, = - p—
« = T HE

c, g,

€, =-—H— —

' H E E
Tay. (1+ﬂ)

En forma matricial:

€, | 1l - O Oy

e, [= =|-u# 1 O o,
E

¥ 0 0 20+u)]|r,

Considerando {a relacion inversa

O-r 1 —H O Er
E
o, |7 ; Al-# 1 0O €,
(1—ﬂ_) (]_ )
Yy 0O 0O H Yy
L 2

y como en forma compacta se puede escribir:

6.36
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o] = [E] [e]

por {o tanto la matriz constitutiva resulta:

Donde:

E, E, O

[E] |E, E, O

O Ej

E

E = E'n 3
n 2 1_#_)

UE

E, = E')

12 2] 1—#2)

g, - £l-a)

sustituyendo en la expresién para valuar la rigidez:

O Ny §

Ny O
O Ny
N,y Nx

O Nyx

Y]
N,y Nyx

K I[B]" [E]{B]<.,,

E‘Il 12 O
Ell Ezz O
O O E,

6.37

Nx O Ny,x O Nyx O
O Ny O N,y O Ny
N, yNxN,YN,xN,y N;x

d,

Para este elemento ningun término & . N ... etc. Contiene las variables x 0 y.
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Como resultado de ello la integracién sobre el area produce sencillamente el area del
elemento y solo se efectua la muitiplicacion de matrices, resultando:

[ E:.taiz'gmbf £ab, -5 E 8 &5 A-BED, 850,054 aE,8-b 58 45,0 b Ea
‘@Ezb;'bt‘r-:na‘ E,,b, '53351 bE a2 E4b, D'.'Cab:'ar‘s-!éﬁ'. bE, a2 Enby bl£ﬂ‘¢‘5’”|£.:1".!i
aE,8,-5,Exby b8 Enb, End-Egbi  aEbBEn 65,040,500 455 bEs,
K- 2 . M 7
QE by Epty Bty m Bt 8EobbEst  Enti-End  ba-afnb, b‘s,.q-az%aai 4057
af o bt & &, -a .0 af 4850 b - & Ea 5314:2'%‘%2 345255"53‘5:053[
QE b bl BEnba By &Eb - BEns BEb -afns aF b BEE  Eti B |
donde:
t = espesor
ar = Y2 - y3 a2 = VYi-Yyr a =Yy -y2
b1=X3-X2 b2=X1-X3 b3=X2-X1
6.38
1
DET = ;(b3a2 - asbz)
% —
Y . ,
3 (3. ye) ‘u
"—>U2
2 (x2,y2)
1 (A y1)

Figura 6.20

La numeracién de los nodos se realizo en sentido antihorario. El area o el determinante

también se puede calcular como:
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| R
1 X, v,
1 X,y

A = DET

I |

A = [(szs _anz) + (szi "x1Y3) + (lez —YZYI)]

1O | —

La ecuacion fuerza-desplazamiento se puede escribir.

I)I Kll Ki2 K13 ‘D]
Pz = K:l Kzz Ky D:
P3 K31 Ksz K33 D3

6.39
Donde:

Ahora puede utilizarse la matriz de rigideces en la misma forma que se utilizé para los
elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los
desplazamientos nodales.

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS.

Una vez conocidos los desplazamientos nodales de cada elemento:

u

[oN] -
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Para encontrar los esfuerzos se sabe que:

Sustituyendo:

lo] = [E] [B] (PN}

Llamando {S] = [E] [B] matriz de esfuerzo, se puede escribir:

[c] = [S] [DN] 6.40

por lo que:

a O a, O a; O

1 [E, E, O
S = O b Ob O b,
2DET|E, E, O ? :

b a by a, b, a,

Eya E,b Eja E.b, E a, E,b
1
S = ——=|E,a Epb E,a, Enb, E,a; Ejb, 6.41

DET
Eynb Eya Ejb, Ejb, Enby Eja

Para cada elemento se tendran tres esfuerzos o .o, y r,, en base a estos se puede
calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento.

Si se analiza la matriz de esfuerzos S se observa que ninguno de los términos es
funcion de x o y. Esto significa que los esfuerzos o_o, y r, son constantes a través

del elemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del
elemento.
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6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANOS.

Analizar la placa rectangular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemento finito
triangular, desprecie el peso del cuerpo.

- 283CKg/em2

L
-
~
5
>

NN \"\_‘\\

i
i

5¢ ‘
Figura €.21

Datos:

Espesor t=2.54 cm
Maodulo de elasticidad E = 2x10° kg/cm?
Relacion de Poisson p = 0.25

Para plantear la ecuacidén fuerza-desplazamiento de la placa, primero hay que
idealizarla. En este caso particular |a idealizacidn se hace considerando los elementos
finitos.

3

/;,/
/",.‘
-~ \
- 3

P

A

.
—

e
e

Figura 6.22

Asi:
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T3 2 13 2.7
|7 /4( 3 4016375 ke
125 a/ 5 e I
25| 8], 46
L a2l 2 >
4713 2,543 i ’
© 4 ) R I
128 Cf_,-"' boF e [

g 7 h !
e ° 5 l,’/x 2,
T ? ? 40 163.75 ko

3% em I 25em

Figura 6£.23

Se observa que todos los vértices de los tridngulos estan numerados de 1 a 3 en
sentido contrario a las manecillas del reloj, estos numeros indican el vértice que llega a
un nodo. Los numeros dentro de los circulos representan la numeracién de los nodos.

Las cargas en los nodos se obtienen por areas tributarias, asi:

"t::
II

bJ

0x2.54x6.25=40163.75 kg

25
2530x2.54x12.50=80227.50 kg

LJ.'I

,;7:1
II

Al igual que el método directo de las rigideces la ecuacion fuerza desplazamiento para

el sistema estructural esta dada por: P’ DN’

[ R K K e, 0 oo
P K;_xr*‘KuI:-( ‘\11' +’\xlsf 'Klllb+K;2r+K13d+Kl]!:+l\|]|f-KJ3g KIZI+“‘—JI22 A:‘Zd+“\1lg
P, 0 N Ky, + K, KL+ Ky, + Ry, Ky, o+ KL
P, 0 0 KL, + K}, K, + K, Aw + N~ K, K
L | | 0 0 0 Ky, K K

El vector de cargas y el de desplazamientos quedan definidos por:

AJZh

.-DI -
N2

1
..DN"_

DL,
oL,
D ,I\ &
D,




_Plv 1 r 0 b _Uz 1
P, 0 v,
P 40163.75 U,
P 0 8
P 0 U,
P | 0 v,
P | |803027.50 U,
P 0 A
P 0 Uy
P 0 Vs
P, 40163.75 U,
P, L0 Vs

para obtener la matriz de rigideces de cada elemento triangular es necesario conocer
los valores de la matriz constitutiva que estan dados por la ecuacién 6.37.

6
Ey=E;,= E,z 2x10 . =2.13x10°
1-u*  1-(0.25)

HE 0325 (2x10%)

=0.53x10°
1-p* 1-(0.25) °

El: = E21

_ E(l-u)  2x10°(1-0.25)

— = q =0.8x10°
2i-47) 21-(025)°]

33

De la ecuacion 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada elemento.

Recuérdese que la matriz de rigideces es independiente de la posicion del sistema
global por lo que los elementos a, e,, ¢y g tienen las mismas propiedades de rigidez asi
mismo, los elementos los elementos b, f, d y h. '

Para calcutar la matriz de rigideces de los elementos d, e, ¢, y g se consideran las
coordenadas las coordenadas del elemento “a”.

NODO X Y
1 0.0 12.6
2 25.0 25.0
3 0.0 25.0
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a,=Y,-1,=0 by=x;-x,=0
a,=1; -} =125 =X —X; =0
d, =} -Y, =125 by=x,-x,=25

sustituyendo en la ecuacion 6.38

2032000 0 0 -1016000 -2032000 1016000

0 5410200 -673100 0 673100 -5410200
P 0 673100 1352550 0 -1352550 673100
« | -1016000 0 0 508000 1018000 -508000

-2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -1688100
L1016000 -5410200 673100 -508000 -1689100 5918200

Los numeros que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden a los
grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar la
matriz de rigideces en:

K]la Ki2a K13a
K.: = KElu Kzzu K23a
KSIa Ksz K33a

o

lo que nos da las submatrices para sustituir en la ecuacion fuerza-desplazamiento para
el sistema estructural.

Para calcular la matriz de rigideces de los elementos b, d, f y h se consideran las
coordenadas del elemento “b”

NODO X Y

1 0 12.5

2 25.0 12.5

3 25.0 ' 25.0
a,=Y,-¥, =125 by=x,-x,=0
a,=Y, -} =125 by=x-x,=0
d,=Y,-1,=0 by=x,—-x, =25

DET = %(bs a,~ay b, )=156.25
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1352550 0 1352550 673100 0 -673100
0 508000 1016000 -508000 -1016000 0
1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000 673100
K,=| 673100 -508000 -1689100 5918200 1016000 -5410200
0 1016000 -2032000 1016000 2032000 0
-673100 0 673100  -508000 -5410200 5410200

particionando se puede escribir:

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuacion fuerza-desplazamiento
se obtiene:

0 6769100 -183%100 -1352550 1015000 4064200 1898100 0 Q 0 [} 0 [ Uz

o -1889100 11836400 673100 508000 1689100 -10820400 0 Q 0 0 o o v
440163 75 -1352550 §73100 3384550 1} a -168910C ~2032000 1015400 9 o 0 0 U,
0 1016000 -£08000 0 5918200 -1688100 Q 673100 -5410200 o o 0 [} '

[} 4064200 1629100 0 -1683300 13538200 -3376200 -2705100 1689100 -4064000 1689100 0 [} Uy

[} 1689100 +10820400 ~1688100 0 -3378200 23672800 1046100 -10116000 -1016000 1689100 -110820400 [} Wy
80327 5 Q 0 ~2032000 673100 2705100 1589100 §768100 -1689100 [1] -1689100 2032000 18000 Uy
3 a 0 1016000 -5410200 1669100 -1011500¢ -1685100 11336400 -1689100 0 6731100 -5410200 Ve

o a 0 o o -4064000 168910¢ 0 -1829100 6769100 -1689100 -1352550 673100 U,

0 Q [} 0 Q 01689100 10820400 -1683100 0 -1689100 11836400 1016000 -508000 Vo
£01163 75 Q [} 2 Q Q 0 -2032000 873100 -1352550 1016000 3384550 -16881100 U
o Q 0 o o 0 1} 1018000 -5410200 673100 -508000 -1688100 5918200 Vo

Solucionando se obtiene:

[2.94858x107? |
~-2.3839x107
6.08817x107°
1.7609 %107
3.043x107 -
1.318x10°°
6.222 %107
ré 4.1946x107°
dyg 3.22126x107
dg 5.216x10~
s 6.376x 107
- S 18.1336%107

=T m
L. L) "~

—
[}

P
wn

-
on

S T T

para determinar las fuerzas que actan en cada elemento se aplica la ecuacién fuerza-
desplazamiento:
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Pl‘ Kll Kl2 KI'B D]Vl.
Py|=|Ky Ky Ky | |DN,
PS' KSI KSZ KSIB D‘N(S

que desarrollando se puede escribir:

Pl = KLDN, + K;DY, + K;,D¥
P, = K, DN, + K,,DN, + K,, DN
P, = K,,DN, + K,DN, + K., DN,

Por compatibilidad:

D, =0 D, =0 D,, = DN, D,, = DNy
D,, = DN, D, =DN), D, =DN, D,, = DN,
D,, =0 D, =0 D,. = DN, D, = DN,
D, =0 D, =0 D,, = DN, D,, = DN,
Dy, = D,,=DN, D, =DN, D, =DN,
D,, = DN, D, = DN D,, = DN, D,, = DN,

aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada elemento:

elemento’a”™:
‘ 0
})](J =
[— 673100
. [1332355
P2u =
i 0
P, =
. 673100

Elementos “b", "¢ y “d"™

~1016000]

0

~1016000]
508000 |

- 508000

] {-23889x10*

2.948 %1072

2.948x107*

Lz.sggwla'3
(1352550 -—1016000} {

2.948x107?
-2.3889x107°

|
|

2422.04

s

39881.14
-1211.02

—-42303.18
21057.97

|



R 3384550
26 71 _ 1689100

, 203200
P—:b:

2 673100
» (1352550

2c i 0

[ 3384550
Pap =

| - 1689100

. [-203200
P-wd:

>4 | 673100

~1689100 ] | 3.43x107> ~2032000 673100 || 2.9486x1077
+ -
5918200 l.3l38x]0—3 1016000 - 5410200 —2.3839)(10_)
0 ] 3.043x1077 | [2032000 0 } 29486 %10
] + - -1
-3410200] | - y5188x107° ) L 0 5410200} | - 23839x107°
0 3.04318x10 72 | [41160.56
508000 | | _ 1318881075 | | 66999
~1689100 | |3.222x107% | [-2032000 673100 3.04318x10‘2
+
5918200 | s217x10™° | 1016000 - 5410200 | 31888x10 °
1016000 ] | 3.222x1072 2032000 0 3.043% 102
+ ) -
- 5410200 | 52178 %1077 0 5410200 |13188x107"
y asi para los otros elementos se obtiene:
P - P . -
Rel T2 67914 Y| [~ 40297.42
Poe | | =1099.71 By ~95.87
P | | 3997191 Pl | 54276.17
P, 339.57 P, | | 433543
. _ 107 o} .
P | —393000.2 7, 191.74
: 760.14 . —339.56
_.P3~”'_ " - P3'\/ - -
HP' . ’ Fp 7 -
e 714.32 Bu | T-40007.23
Py 311.18 P, 78.27
Prg | | 46378.38 P | | 40163.78
P | -35716 Pl 00145
' -41092.71 : - 54
P 09 P 156.54
. - 668.34 ' —-78.26
_P“‘L' - J {_])S'U'IJ B J

comprobacion del equilibrio.

|

|

1666.21
559.19

13929192}

23291

|
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Nodo 2
P2-=P2u' + Psb' +Pse '

0 39881.41 -382.144 N —39300.20
= +
0 -1211.02 450.878 760.14

Nodo 3
P'=P + P,
40163.75] [39971.99 . 191.74
0 "~ 1339.57 -339.56
nodo 5

P'=P, + P, +P,+ B, "+P,"

2 2 ¢ k3%
0 39250.36 41160.56 . 1664.21 -679.14 . - 4029742 N —41093.7
= + +
0 —741.95 669.99 599.19 - 1099.7] -95.87 665.34

Nodo 6
P'=P, + P, +P,"

80327.50 40105.68 40378.38 N —156.54
e +
0 435.43 9357.16 —78.26
PS':P2¢J'+PIg'+Plh'
0 39292 714.32 N 40007.23
= + .
0 232.91 —-311.18 7827

para determinar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conocer la matriz de
esfuerzos [S] que esta dada por la ecuacion 6.41 y sustituirla en la ecuacion 6.40.

Nodo 8

la matriz de esfuerzos para los elementos a, e, ¢y g resulta:

0 -42400 85200 0 —85200 42400
§= 0 —770400 21200 0 —21200 170400
964000 0 0 32000 64000 —32000

y para los elementos b, d, fy h

85200 0 85200 —42400 0 42400
S=[-21200 0 21200 -170400 0 170400
0 —32000 -64000 32000 64000 0
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Asi, sustituyendo para cada elemento en la ecuacion 6.40

[o] = [S] [DN]

Elemento “a”
0
o g 0  -42400 85200 0  -18200 42400 0 2510.20
o, |H 0 -170400 21200 0  -21200 170400 | =]625.110
29486 x10
o, | | —6400 0 0 -32000 —-64000 - 32000 - -23.28
— 23839107
elemento “b”
- . i
0
o, ~852000 0 85200 -42400 0 42400 a 2435.79
: 3.0432x10
o, |=|-21200 , © 21200 -170400 0 170400 == 1420
1.3188x107
o, 0 -32000 —64000 32000 64000 O s —18.38
29486 %10
| -23839 %107 |
en igual forma para los otros elementos:
Eiemento cy d:
o. | [2592.79 o] [2579.98
oy |=]|645.13 oy |=]18.87
Iy, 42.20 T, 5242
Elemento e y f:
o] [2517.92 o, | [2538.42
o, |=|34.64 oy |=| —10.69
T, 21.39 T, 6.04
Elementogy h:
o, 2543.52 o, 2520.14
o, |=]-980 o, i=|—2.46
T —-22.49 T -4.93
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6.6 DEFORMACIONES PLANAS

Para determinar la matriz de rigideces de un elemento triangular para deformaciones
planas se sigue el mismo procedimiento que para un elemento triangular para esfuerzaos
planos, encontrando que las funciones de forma, la matriz desplazamiento-deformacion
[S} son las mismas, unicamente la matriz constitutiva es diferente. En este caso el
esfuerzo normal o, no es nulo, debiendo de anadirse a las otras tres componentes de
esfuerzo. Sin embargo la deformacion <, si es nula, por lo tanto:

pero:

de donde:

O, =yoy + Uo,

Sustituyendo en las deformaciones lineales €, ye,

Exz%—ﬂ%—%(ydz + o)

\=%—#aﬁf —72%—;12(;—}'
ef%—(l—#z)——%—(lw?)
LTI

TOx 2 -O-r 2
ey=—"X(+u)+-1(-
¥ E( H) E( H)

Arreglando en forma matricial las ecuaciones correspondientes a las deformaciones
lineales € ,.€, y la deformacion angular 7, se tiene:

o [am - 0 1]°
s |I7F —(1+ 7Yy (1= ) 0 o
Y, 0 0 201+ )

TZ"
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considerando la relacion inversa.

1 e 0
o, - &,
= E(I_JU) H 1 0 5‘.
(1-)(A-2u) |1-u '
Ty 0 0 1—2u ||T»
L 2(1— ) |

en forma compacta:

ol=l£]  [e]

por lo que ta matriz constitutiva se puede escribir:

E,E, 0
[E]: n B 0
0 0 E;
donde:
E,=E;,= Ed-p)
1+ ) (1-2u)
Eu

EP Ev|=
T (v ) (d-2p)

_E(-p)
2(1+ 1*)

33

por lo que la ecuacién 6.31 sigue siendo valida para valuar la matriz rigideces de un
elemento triangular para deformaciones planas.

Las ecuaciones 6.40 y 6.41 por consiguiente son validas para este tipo de elementos y
la solucién de la ecuacién 6.41 da como resultado los esfuerzos o, y oy por medio de

la expresién:
T, =HUOT, + T,
6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION.

Existen estructuras cuya geometria queda definida mediante un cuerpo de revolucién,
existiendo entonces asimetria. Los problemas matematicos que se presentan son muy
similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se trata en
forma bidimensional. Por simetria el estado de deformaciones y por consiguiente el de
esfuerzos esta definido completamente por las dos componentes de desplazamientos.
En la figura 6.24 se representa una de tales secciones.
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Si r y z representan respectivamente las coordenadas radial y axial de un punto
respectivamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es facil ver que si se
utiliza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las
ecuaciones 6.5 pueden usarse para este problema, por consiguiente las funciones de
forma expresadas por las ecuaciones 6.15 también son validas, Unicamente se hara el
cambio de r por x y y por z.

También se puede utilizar un elemento triangular, en este caso se pueden usar
las mismas funciones de desplazamiento utilizadas para esfuerzos y deformaciones
planas. Sin embargo en este trabajo se planteard como ya se menciond para un
elemento rectangular.

6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN
PROBLEMA AXISMETRICO.

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.25.

—
ud
b T v3
va T o
z,y{\ - ™ 3
z s
L v1+\‘ 2] ‘livz
T "
T 1 T
ui u2
| a
" > MU
FIGURA 6.25

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se plante6 asi:
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W) [N N,N,N; O 0 00
v[7]00 0 0 NN,NN, |V

Vi |

de la tecria de la elasticidad para un sélido axisimétrico el estado de esfuerzos queda
definido por:

FIGURA 6.26

Por lo que las deformaciones a considerar en un solido de revolucion de revolucién
seran e,,€.,€, vy, asi el vector de deformacion queda definido por: g

ou
or

€, v

ez| | o

SHE

€, u

€, r
ou ov
_+_
| 8z &r ]

sustituyendo el campo de desplazamientos:
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€, = Uy + —=uU, + — S u, +
c} or cor ar
oN, oN, aN &N,
E.=—/—V;+ —V,+—/—"V, + =V,
oz cz cz oz
N N, N, N,
€Ep= — U, +—" U, + u; + u,
I r r r
N, AN, BN, 8N, 8N, aN, 3N, &N,
V. = U +—=u, + u; + + Vit —=V, + v+ v,
T oz 0z oz oz Or or or or

en forma matricial;

[u, ]
7 [NMeON, 0N, 0N, 0 7 Z‘

“| |ON_.ON,ON,. ON,. N
= = | NpONyO Ny 0N, 0 .
6‘9 A’l: ‘Nlr IVB: NrZr ‘N'S: ‘NSr IV-!: Af-ir u3
Y v,

L I,
Vi

esta ecuacion se puede expresar en forma compacta como:

[<1=[8] [DN]

donde:
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I\’rlr = a— = bl +d1.’.'
r
7
N, = N, =b,+d,z
i or i
N,
N, = aér’ =b, +d,z
N
N, = aé; =b,+d,z
7
N,. =%=cl+dlr
N, = 8;\’2 =c, +dyr
'\T
N, = 8; =c, +dyr
ON.
N, a:‘ =c,+d,r

Para definir la matriz constitutiva se aplica cada una de las componentes del vector
deformacion en términos de los esfuerzos que la generan, asi:

o, ,%
=E HETHE
%, _,9. 9%

£ YETHE

%% _,%
T R ETHE

t 2(1+,u)

en forma matricial:

€ |1 —u-u 0 a,
€| |- 1l -pu 0 1o
= - -u—u 0 0 E G,
7. 0 0 0 201+py) .
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considerando la relacion inversa:

 H A 0
l—u 1-p
a.| E(l-,u) =1—u 1—u
o, (+ufi-24) | u /B
‘. l—p 1-p
0 0 0 (1-2.‘1)
I 2(1 - p}]

en forma reducida:

donde:

E, =Ey; =Ey

sustituyendo la matriz desplazamiento-deformacion y la matriz constitutiva en la
ecuacion 6.28 se puede evaluar la matriz de rigideces. Recordando que la integral de

volumen ha de extenderse a todo el anillo de material, se tiene:

K* =211 [B' EBr drdz
sustituyendo se obtendria:
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Nlr 0 Nia Nl:

0 N. 0 N,

le 0 N29 Nl: En Elz El3 0 Nlr 0 Nzr 0 Nsr 0 N4r 0

0 AI?: O A‘rh E1| E’n E13 0 0 A’Yi- 0 f\r,. 0 AT3- O\ AF-!-
k=27 | wom S oL T e
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como puede observarse las matrices desplazamiento-deformacion [B] dependen de las
coordenadas r y z por lo que la integral no puede realizarse tan sencillamente como en
el caso de esfuerzos y deformaciones planas. Hay dos alternativas para realizar esta
integral, la primera es una integracién numerica, la segunda una multiplicacion explicita
y una integracion termino a término.

El procedimiento aproximado mas sencillo es valuar la matriz desplazamiento-
deformacién [B] en el centro de gravedad de cada elemento, asi:

K =2m BrA
siendo A el area del elemento.

Esta aproximacion se basa en la demostracion se basa en la demostracion de que si la
integracién numeérica es de orden tal que permita determinar exactamente el volumen
del elemento, entonces la solucion converge hacia la solucién exacta cuando se
aumenta indefinidamente el numerec de elementos.

Se puede seguir un procedimiento de integracion mas elaborado calculando el valor del
integrado en varios puntos del elemento rectangular con 4 puntos (dos en cada
direccion) se obtiene buena aproximacion. Figura 6.27.

: Punios
Lol e
* " integracion
1 2

FIGURA 6.27

En general los puntos de integracion se eligen considerando que el nimero de puntos
de integracion por tres debera ser mayor el grado de libertad (numero de nodos por 2),
menos los grados de libertad restringidos, esto es para que la matriz K sea no singular.
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Aplicando la cuadratura de Gauss la matriz de rigideces se obtiene con:
Ky=2zrY =1y =1W1¥ B EBA

donde n son los puntos de integracion elegidos en cada direccion y W, W, son los
coeficientes de peso de la formula de la cuadratura de Gauss.

Para obtener las coordenadas dé los 'puntoé de intégraci()n, asi como a los coeficientes
de peso de las férmulas de cuadratura de Gauss se utiliza ia tabla 8.1 pag. 228 del libro
“El metodo de los elementos finitos” de O. C. Zienkiewicz,

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRlCO.
En este tipo de elementos el esfuerzo varia con respecto a las coordenadas por lo que
es conveniente valuar dicho esfuerzo en el centroide del elemento y el procedimiento a

seguir es el mismo que en esfuerzos y deformaciones planas, solo habra que incluir los
desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad Uy y V, de la

, ecuacion 6.40. . :
le]=[s} [ov]

una vez valuada la matriz desplazamiento-deformacién [B] en el centroide del elemento
se hace el producto con la matriz constitutiva parta obtener la matriz esfuerzo.

[s]=[£] [5]
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