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TABLA 1 1 1 1 

MATRIZ DE : DE LA ESTRUC TURA ) 1) 

De~a1 Delta 2 Delta 3 Delta 4 Theta 5 Theta 6 Delta 7 Delta 8 Delta 9 Delta 10 Theta 11 Theta 12 
o 12719.58 o o -31913.8 o -12719.5 o -114.832 o Delta 1 

- - - -- - -- - - - - -- - Delta 2 
12719.58 o o 287.082 o -12719.5 o o 287.082 o Delta 3 

- - - -- - - - -- - -- - -- Delta 4 
o 287.082 o 1110.049 o o -287.082 o o Theta 5 

- - - -
~ 

- - - - - - - Theta 6 
-31913.82 o --12719.5 _O o -664.2 _O ,18]7_,77 TeW7~ 

lelta 7 
- - - - - - -664.2 32578.02 o -1: 1992.6 lelta 8 

-12719.5 o o -287.081 o o 71622.66 -66420 -287.08 o lelta 9 
- -- - - -- o ~58 ~ ~~5 -~ &~: o - 287.082 o !.6 _O 

-- -- - - - -- -1992.6 .77 o -267.08 

TABLA2 - - - TABLA3 
!DE >E !DE 

11 101 
o Delta1 Qv1 Delta 1 

' o Delta 2 Qv2 ~; o Delta 3 Qh3 
o Delta 4 Qh4 Delta 4 
o Theta 5 M5 Theta 5 
o Thela 6 M6 Theta 6 

-24 
~~ o Delta 7 

-24 o DeltaS 
o ~~o o ~9 o o 110 
24 Theta 11 o ~11 
-24 Theta 12 o TI 112 

-
(Acise) 



TABLA4 
NUMERACIÓN DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO 2) 

Barra a. a. o, lo. lo.. a 
... 1 orados 

1 a, a7 o o, lfu 90 ... 
2 a. a. 16? 1 o, o. 90 
3 a7 a. o, 1 o, - o 

TABLAS -
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

o, o, &, o. as 
664.2 -664.2 o o o 

- - - - -
o o 184.24 o 423.76 
- - - - -
o o 423.76 o 1299.52 
- - - - -

-1992.6 1992.6 423.76 o 649.76 

- - - - -

TABLAS 
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO 
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2) 

-4.62 o, 
-4.62 6:2 
o fu 
o o. 
o as 
o a. 
4.62 a7 
-4.62 a. 

TABLAS 
PROPIEDADES DE DEFORMACIÓN. EJEMPLO 3 

Estrato Act Sct Acv S.. 
1 360 1.69 733 0.705 
2 480 1.67 879 0.715 

(Acise, Acisef3,1sezc24,1sezc3,1sezc31 ,lsezc32) 

a. 
o 
-
o 
-
o 
-
o 
-

V 

0.295 
0.295 

a7 
-1992.6 

-
423.76 

-
649.76 

-
9269.92 

-

K. 
0.418 
0.418 

., 

a. 
-1992.6 o, 

- o, 
o o, 
- o. 
o as 
- a. 

3985.2 S¡ 

- a._ 

v. 1/m, 
1.8 
1.8 
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TABLA 9 1 ' 1 ' ' 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 3) 

' 
Delta 1 Delta 2 Delta 3 Theta 4 Theta6 

21365.442 -21365.442 o -34184.707 o Delta 1 
-21365.442 42730.884 -21365.442 34184.707 -34184.707 Delta 2 
-34184.707 34184.707 o 72927.375 o Theta 4 

. 
'. 

TABLA 10 
VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 3) 
RELACION DE POISSON = 0.295 

Punto lzijk lxijk lyijk 
1,1,1 0.4868711 0.227869 0.2098534 

1 '1 ,2 0.00174314 0.01330678 0.03461443 

1 '1,3 1.8865E-05 0.00262627 0.00566201 
1 ,2, 1 0.2791369 0.03057748 0.00698428 
1,2,2 0.0402185 . 0.06823199 0.00918785 
1,2,3 0.000992 0.00672907 0.00316839 
2, 1,1 0.00163603 0.0152252 0.02429731 
2,1,2 0.9737421 0.455738 0.4197068 
2,1,3 0.001636 • 0.01522519 0.02429731 
2,2,1 0.03557754 ' 0.04996888 0.00492169 
2,2,2 0.5582739 0.06115496 0.01396855 
2,2,3 0.03557754 0.04996888 0.00492169 

3,1 '1 1.8865E-05 0.00262627 0.00566202 
3,1,2 0.00174314 0.01330677 0.03461443 
3,1,3 0.4868711 0.227869 0.2098534 
3,2,1 0.000992 0.00672907 0.00316839 
3,2,2 0.0402185 0.06823199 0.00918784 
3,2,3 0.2791369 0.03057749 0.00698429 

Aceise) 

3 
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TABLA 11 1 

VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 4) 
RELACION DE POISSON = 0.5 

Punto lzijk lxijk lyijk nu lijk 
1,1,1 0.4868711 0.3181542 0.265932 0.5 0.194828 

1 '1 ,2 0.001743138 0.05265242 0.003130734 0.5 -0.02614844 
1 '1 ,3 1.88649E-05 0.003480822 0.000038445 0.5 -0.00174077 
1 ,2, 1 0.2791369 0.05794332 0.02975186 0.5 0.23528931 
1,2,2 0.0402185 0.09123936 0.004802749 0.5 -0.00780255 
1,2,3 0.000992 0.0114948 0.000126474 0.5 -0.00481864 

2,1 '1 0.001636028 0.04312015 0.002917856 0.5 -0.02138298 
2,1,2 0.9737421 0.6363085 . 0.531864 0.5 0.38965585 
2,1,3 0.001635999 0.04312015 0.002917856 0.5 -0.021383 
2,2,1 0.03557754 0.06498982 0.004221957 0.5 0.00097165 
2,2,2 0.5582739 0.1158866 0.05950371 0.5 0.47057875 
2,2,3 0.03557754 0.06498982 0.004221957 0.5 0.00097165 
3,1 '1 1.88649E-05 0.003480822 0.000038445 0.5 -0.00174077 
3, 1,2 0.001743138 0.05265242 0.003130734 0.5 -0.02614844 
3,1,3 0.4868711 0.3181542 0.265932 0.5 0.194828 
3,2,1 0.000992 0.0114948 0.000126474 0.5 -0.00481864 
3,2,2 0.0402185 0.09123936 0.004802749 0.5 -0.00780255 
3,2,3 0.2791369 0.05794332 0.02975186 0.5 0.23528931 

lllsezc3) 
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TABLA 12 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 1, JS, 

810 e, 8, 8, e,, e,3 
2382.530 1191.265 -831.115 831.115 o o e10 
1191.265 2382.530 -831.115 831.115 o o e,; 
-831.115 -831.115 386.565 -386.565 o o 8, 
831.115 831.115 -386.565 386.565 o o 8, 

o o o o 310.08 -310.08 e, 
o o o o -310.08' 310.08 e,3 

TABLA 13 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7, !S1 

e10 e,s 8, 8, e, e,, 
310.08 -310.08 o o o o e10 
-310.08 310.08 o o o o e,s 

o o 386.565 -386.565 831.115 831.115 8, 
o o -386.565 386.565 -831.115 -831.115 8, 
o o 831.115 -831.115 2382.530 1191.265 e, 
o o 831.115 -831.115 1191.265 2382.530 e,, 

TABLA 14 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA ]S, PARA LOS PRIMEROS CINCO 
GRADOS DE LIBERTAD. SISTEMA GLOBAL 

8, 8, ¡;, 8, 8s 
773.130 -3866.565 o -386.565 o 
-386.565 859.750 -386.565 o -86.619 

o -386.565 773.130 o o 
-386.565 o o 859.750 -86.619 

o -86.619 o -86.619 346.477 

·~· 

., 

8, 
8, 
¡;, 
8, 
8s 

5 



Sand: loo se 
medio m 
dense 

Clay: stiff 
very stiff 
hard 

TAB L.. A 7 
Proposed average nlues of k11 fOf' 1-ft X 1..ft square pistes and k»ng 

1.ftwidostripo,aft• Ka~ Tonagloi (1955) 

Average k11 values Range of kl:1 values 

tons/ft3 lcg/cm> tons/ft' lcg/cm' 

40 1.29 20-60 0.64-1.92 
130 4.17 60-300 1.92-9.62 
500 16.10 300-1000 9.62-32.1 

15 2.41 SO-lOO 1.6-3.21 
ISO 4.82 100-200 3.21-6.42 
300 9.64 300 9.60 

For dry sand multiply by 1.5 and for submerged sand by 0.6. Here 1 ton = 2000 lb. 
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FIGURA 1 
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· Narrow · 

(a) 

¡-- b =-------1 
rTfTTTTlTTl. 
~ 

(b) 

Profile of distortion settlement of a uniform load on the surfaee of a soil 
mass. (a) Homogeneous elastic isotropie material, sucb as a saturat.ed clay; (b) 
bomogeneous ela.stic material whose rigidity increases with confinement, sueh as a 
cohesionlesssandorgravel. (So""'c.,...sJ lt'f,2) 

(h) 

Conta.ct pressure on the base of a rigid foundation on the surface of a soil 
mass. (a) Homogeneous elastíc iSotropic material, such as a saturated clay; (b) 
bomogeneous elastic material whose rigidity increases witb confinement, eucb as a 
cohesionless sand or grave!. ( ~ •w t. Y" $ 1 11 ' 'Z) 
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NUMERACIÓN DE BARRAS 
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FIGURA 14 
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AHE"KO \ 

MÉTODO DE RIGIDECES 
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS 

Agustín Deméneghi Colina* 

El método de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et 
al 1970) : 

a) se empotra la estructura y se determinan los elementos mecánicos 
cuando la estructura está empotrada; 

b) se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos 
mecánicos debidos a desplazamientos lineales y angulares;· 

e) se establecen las condiciones de equilibrio en cada uno de los 
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero; 

d) Se resuelven las ecuaciones de equilibrio y se obtienen los 
desplazamientos de la estructura; 

e) Se obtienen los elementos mecánicos en los nudos de la estructura. 

La ecuación general de equilibrio de la estructura es 

E c3 + .E" + .!t = o 

donde ' 
E = matriz de rigideces de la estructura 
c3 = vector de desplazamientos 
p• = vector de cargas de empotramiento 
Ec = vector de cargas concentradas 

(1) 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la 
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que 
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la 
estructura es igual a la suma de los vectores de carga de todas y 
cada una de las barras de la estructura. 

A continuación obtendremos la matriz de rigidez y el vector de cargas 
de empotramiento de una barra con apoyos continuos, sometida a una 
carga uniformemente repartida w (fig 1). Utilizaremos la siguiente 
convención de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se 
consideran positivos en sentido antihorario, los desplazamientos 
verticales son positivos si van hacia abajo y los desplazamiento 
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig 2a). Los 
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, las fuerzas 
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerzas 
cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fig 
2b) . 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingeniería 
Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 
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Demos un giro e' en el extremo izquierdo de la barra. En la fig 3a SP 
p 

muestran los elementos mecánicos ocasionados por este giro. En la fi~ 
3b se muestran los elementos mecánicos producidos por un giro e' en 

q 

el extremo derecho. Las figs 3c y 3d exhiben los elementos mecánicos 
provocados por un desplazamiento vertical ~' en el nudo izquierdo y 

r 

un desplazamiento vertical ~' en el nudo derecho, respectivamente. 
S 

Las figs 3e y 3f muestran los elementos mecánicos producidos por un 
desplazamiento horizontal ~' en el nudo izquierdo y un desplazamiento 

u 

horizontal ~' en el nudo derecho. Las figs 3g y 3h contienen los 
V 

momentos producidos por un giro de torsión e' en el nudo izquierdo y 
• 

un giro de torsión e' en el nudo derecho. 
b 

Los elementos mecánicos que aparecen en la barra m valen 

M' = wL
2
/12 + (4EI/L) e' + (2EI/L) e'- (6EI/L2

) ~' + (6EI/L2
) ~' 

p p q r s 

(2) 

M' = - wL2/12 + (2EI/L) e' + ( 4EI/L) e'- (6EI/L2
) ~' + (6EI/L2

) ~' 
q p q r S 

(3) 

V' = - WL/2 - (6EI/L 2 ) e' - (6EI/L2
) e'+ (12EI/L3

) ~ 1 <- (12EI/L3
) ~' r p q r S 

(4) 

V' = - WL/2 + (6EI/L2
) e' + ( 6EI/L2

) e'- ( 12EI/L3
) ~ 1 '+ ( 12EijL3

) ~' S p q r S 

(5) 
N' = (AE/L) ~' - (AE/L) ~ 1 (6) u u V 

N' = - (AE/L) ~' + (AE/L) ~' (7) 
V u V 

M' = (GIJL) e' - (GIJLl e' (8) • a b 

M' = - (GI /L) e' + (Git/L) e' (9) b t • b 

En una viga de sección rectangular de dimensiones b por h, el momento 
polar de inercia debido a torsión se puede valuar en forma aproximada 
(Beaufait et al 1970) 

h b3 b b 5 
It "'-3- [1- 0.63 h + 0.052 ( h) ] (10) 

h .. b 

Los elementos mecánicos que transmite la barra al nudo están dados 
por 



P' = !S' 8' + (Pe) ' (11) - .. ID -ID -ID 

donde 

e' 8' >' {.' .3~ r,' • 
~ 9 ... p f r ' y 

2 2 
4EI/L 2EI/L - 6EI/L 6EI/L o o o o e' 

p 
2 2 

2EI/L 4El/L - 6El/L 6EIIL o o o o e' 
q 

3 3 2 
- 6EitL

2 o 8' -6EI/L 12El/L -12EIIL o o o 
r 

K' 2 2 3 3 o 8' = 6El/L 6EI/L - 12EI/L 12EI/L o o o 
-ID S 

o o o o AEIL -AE/L o o 8' 
u 

o o o o -AEIL AEIL o o 8 1 
y 

o o o o o o Gll/L -Gil/L e' 
a 

o o o o o o -Gll/L Gll/L e' 
b 

(12) 

e' ·' "\' p ''• .ll. 

e' 
q: 

8' r .. , 
8' -m = 8 1 

S 
(13) 

8 1 

~~:-· 
"~. ó"'"' ;~-.: 

V 

e' a 
e' b 

WL~/12 
- WL /12 

- WL/2 

- WL/2 

(Pe)' = o (14) 
-m 

o 
o 
o 

!S' 
ID 

= matriz de rigidez de la barra m 
8 1 = vector de desplazamientos de la barra m 
-ID 

(Pe) ' = vector de cargas de empotramiento de la barra m 
-ID 

-'1 



Veamos a continuación la determinación de la matriz de rigidez y dei 
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional, 
formada por marcos planos ortogonales entre sí (fig 4); en cada marco 
pueden existir barras inclinadas. 

En la fig 5 se presenta la transformación de un vector del sistema 
global x-y al sistema local x'-y'. Aplicando las ecuaciones de la fig 
5 a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsión 
con eje de giro vertical): 

e' = e e' = e 
p p q q 

o' = o ces a - o sen a 
r r u 

o' = o ces a - o sen a 
S S V 

o, = o sen a + o ces a 
u r u 

o' = o sen a + o ces a 
V S V 

e' = e" cos a 
a a 

e' = e" ces a 
b b 

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fig 7: 

e' = e ces f3 e" sen f3 p p a 

e' = e ces f3 e" sen f3 q q b 

e" = e sen f3 + e ces f3 a p a 
e" = e sen f3 + e ces f3 b q b 

Sean 

e' p 
e' q 
o 1 

r 
o' = o' -m S (15) 

o' u 
o' 

V 

e' a 
e' b 



ep 
e 

q 
ór 

ó = ó -m S 
(16) 

óu 

óv 

ea 

eb 

Es decir 

ó 1 = T ó 
-m m -m 

(17) 

donde 

e e ó 
p q r 

ó ó ó e e 
S u V a b 

ces {3 o o o o o - sen {3 o e ll\ 
p 

o ces {3 o o o o o - sen {3 e 
q 

o o ces IX o - sen IX o o o ó 
r 

o o o ces IX o -sen IX o o ó 

~ = o o sen IX 
• 

o ces IX o o o ó 
u 

o o o sen IX o ces IX o o ó 
V 

c:¡¡¡¡¡niX{3 o o o o o cgss1Xf3 o e 
a 

o c:¡¡¡¡¡niX{3 o o o o o cgssiX{3 e 
b 

(18) 

Los desplazamientos de los sistemas local y global están relacionados 
mediante las siguientes expresiones 

e' = e ces {3 - e sen {3 (19) 
p p a 

e' = e ces 
q q 

{3 - e 
b 

sen {3 (20) 

ó' = ó ces O( - ó sen O( (21) 
r r u 

ó' = ó ces O( - ó sen O( (22) • • V 

ó' = ó sen O( + ó ces a (23) 
u r u 

ó' = ó sen a + ó ces O( (24) 
V S V 

e' = e ces O( sen {3 + e ces O( ces {3 (25) 
a p a 

e' = e ces O( sen {3 + eb ces a ces {3 (26) 
b q 

.1.3 



En el sistema local x'-z' (fig 6) 

P' = ~, ~' + (Pe) ' 
-m m -m -m 

Pero 

y P' = _T P 
-m m -m 

sustituyendo la ec 29 en la ec 27 

T P =K'~,+ (Pe)' 
-m -m -m -m -m 

Sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30 

T P = K' T ~ + T p• -m -m -m -m -m -m -m 

Premultiplicando por :r:1 

donde 

e e ~ ~ ó ó 
p q r S u V 

ces {3 o o o o o 
o ces {3 o o o o 
o o ces a o sen a o 

-1 o o o ces a o sen a 
T = o o o o -¡¡¡ -sen a e os a 

o o o -sen a o ces a 
-sen {3 o o o o o 

o -sen {3 o o o o 

En el sistema global 
p = K ó + p• 
- .. -m -m - .. 

donde K = :r:l K' T - .. -m -m 

sustituyendo las ecs 12, 18 y 31 en la ec 
K , -.. la cual se muestra en la tabla 1. 

( 27) 

(28) 

(29) 

( 30) 

e e 
a b 

jl58sf3a o e 
p 

o 7::!8sf3a e 
q 

o o ó 
r 

o o ó • 
o o ó 

u 

o o ó 
V 

.788sf3a o e 
a 

o _788sf3a e 
b 

(31) 

(32) 

(33) 

33 , se obtiene la matriz 



Para el vector de cargas de empotramiento: 

p• = T- 1 ( P") ' 
-m - -m 

(34) 

Para una barra sometida a una carga uniforme v en el sistema local 
x'-z', el vector E: vale 

(WL~/12) cos fJ 
- (wL /12) cos 13 
- (WL/2) ces ex 

- (WL/2) ces ex 
Pe = (WL/2) sen ex (35) 
-m 

(WL/2) sen ex 

- (wL~/12) sen fJ 
(wL /12) sen 13 

La ec 33 proporciona la matriz de rigidez de la barra inclinada m, 
para el sistema coordenado general x-y-z Las ecs 34 ó 35 
proporcionan el vector de cargas de empotramiento de la barra 
inclinada m, para el sistema coordenado general ·x-y-z . 

En resumen, primero se utilizan la tabla 1 y las 34 ó 35 para hallar 
la matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las 
barras de la estructura. La matriz de rigideces de la estructura 
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de 
todas y cada una de las barras que forman la estructura; el vector de 
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma 
de los vectores de carga de todas y cada una de las barras de la 
estructura. Sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuación matricial 
de equilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de 
ecuaciones se obtienen los desplazamientos correspondientes al 
sistema global x-y-z (vector g) • Los elementos mecánicos en las 
barras se obtienen de la siguiente forma: primero se determinan los 
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 ó las 
ecs 19 a 26: 

8' = T 8 
-m -m -m 

(ec 17) 

A continuación, los elementos mecánicos en la barra m se determinan 
con la ec 11 ó con las ecs 2 a 9: 

E' = K' 8' + (E") ' 
m -m -m m 

(ec 11) 



Ejemplo 1 
Determinar los elementos mecánicos en los nudos de la estructura d 
la fig 8a. 

Solución 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 
estructura (fig 8b). En este ejemplo . no se toman en cuenta los 
efectos de torsión(~= O). 

Barra e e c3 c3 c3 c3 ex 
p q r S u V 

Grados 
1 es e c3 c3 c3 c3 68.2 

11 1 7 3 9 

2 e e c3 eSa c3 c3 o 
11 12 7 9 10 

3 e6 e c3 c3 c3 c3 111.8 
12 ;¡ a 4 10 

Empleando la tabla 1 se obtienen las matrices de rigidez de las bar~s 
1, 2 y 3, las cuales se muestran en las tabla 2. La matriz de rigidez 
de la estructura completa en el sistema global es la suma de las 
matrices de todas y cada una de las barras. 

Sumando las matrices de las barras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos 

ó c3 c3 c3 
7 a 9 10 

32578.02 - 664.2 12719.58 o 
-664.2 32578.02 o -12719.58 

E= 12719.58 o 71622.66 -66420 

o -12719.58 -66420 71622.66 

-1877.77 1992.6 -287.08 o 
-1992.6 1877.77 o -287.08 

GL· 

24 7 

- 24 8 
_e e = o 9 gc = 

o 10 

24 11 

- 24 12 

A continuación planteamos la ecuación matricial 

E § + ge + gc = O 

e e 
11 12 

-1877.77 -1992.6 

1992.6· 1877.77 

-287.08 o 
o -287.08 

9080.45 3985.2 

3985.2 9080.45 

GL 

o 7 

o 8 

o 9 

o 10 

o 11 

o 12 

(ec 1) 

-7 

eSa 
c3 

9 

c3 
10 

e11 

etz 



Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes 
desplazamientos: 

Además 

e 
o

7 
= 0.00080245 m 

o = - 0.00008378 m 
9 

e
11 

= - o.oo4733oa 

o
8 

= 0.00080245 m 
o

10 
= 0.00008378 m 

e12 = 0.00473308 

Los elementos mecánicos en cada barra se hallan con el empleo de la 
ec 11: 

(ec 11) 

Las matrices de cada barra en el sistema local (E~)se obtienen con la 

ec 12. En la tabla 3 se exhiben estas matrices para las tres barras 
de la estructura. 

El vector de desplazamientos o' se halla con el uso de las ecs 19 a .. 
26, mientras que los elementos mecánicos en cada barra (sistema 
local) se determinan con el empleo de las ecs 2 a 9. La tabla 4 
contiene el cómputo de desplazamientos y elementos mecánicos para las 
barras 1, 2 y 3. 

Ejemplo 2 
Determinar 
la fig 9a. 

los elementos mecánicos en los nudos de la estructura de 
Despreciar el fenómeno de acortamiento de barras. 

Solución 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 
estructura (fig 9b): 

SISTEMA GLOBAL x-y 

Barra e 
p 

1 

2 e 
2 

SISTEMA LOCAL x" -y, 

Barra e' 
p 

1 

2 e' 
3 

e 
q 

e 
2 

e' 
q 

e' 
2 

o 
r 

o' 
r 

o' 
1 

S 

o' 
S 

o, 
1 

e 
a 

e' 
a 

e' 
2 

e' 
b 

e' 
3 



Los desplazamientos están relacionados entre sí, de acuerdo con la~ 
ecs 19 a 26 

Barra 1 
13' = 13 

2 2 

Barra 2 
13' = - 13 

3 3 

Las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento en el 
sistema global, se hallan con los valores de la tabla 1 y las ecs 34 
ó 35: 

., = [ 

= 

., - [ 
Pe = -2 

132 
7970.40 

1992.60 

o 

[

- 24 J 
- 24 

o 

132 
384.38 

o 
o 

[ o 
- 24 

- 24 J 
La matriz de.rigidez global 
las barras, es decir 

o 
1 

[ 1328.40 

!S = 1992.60 

1992.60 

es 

132 
o 

1 

133 

01 

1992.60 

664.20 

o 

01 

o 
664.20 

1992.60 

133 

199~.60 J 
7970.4 

la suma de las matrices de cada una de 

13 133 2 
1992.60 19~2.6"] 01 

8354.78 132 
o 8354.78 13 3 



[

- 48 J Ee = - 24 

- 24 

gc - [ : J 
A continuación planteamos la ecuación matricial 

1S 2 + E" + Ec = o (ec 1) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes 
desplazamientos: 

'\ = o. 09671 m 

e2 = - 0.020194 e3 = - 0.020194 

Para obtener los elementos mecánicos en las barras, trabajamos en el 
sistema local, en el que las matrices K' valen (ec 12): 

-m 

e• 
2 

[ 

7970.40 

.:!Si = .. 1992.60 
o 

li' = [ -1 

e' 2 
li' 1 
e' 3 J 

- [ 
li 1 = [ -2 

e' 3 
li 1 

1 
e• 

2 

e• 
3 

7970.40 

1992.60 

o 

J 
Aplicando la ec 11 

li' 
1 

1992.60 

664.20 

o 

li' 
1 

1992.60 

664.20 

o 

e• 
2 

o 
o 

384.38 J 

e• 
2 

li' 
1 

e• , 
3 

e• 
3 

o' 
1 

e• 
2 



Barra 1 
M' = 7.75 t.m 

2 

Barra 2 
M' = - 7.75 t.m 

3 

V' = O 
1 

V' = O 
1 

M' =- 7.76 t.m 
3 

M' = 
2 

7.76 t.m 

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo; éstos se exhiben en 
la fig 9c. 
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TABLA 1 

NOMBRE: MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA INCLINADA 
FECHA: 23/04/96 
PROGRAMA: HARIGai 

Sean D = 4 EI/L M , 6 El/L2 N ' 12 EI/L3 Q = AE/L 
F ' Glt/L 

SA=senA S2A , sen2 A Sa=sena S2a = sen2 a 
CA=cosA C2A = cos2 A ca , cos a C2a ' cos2 a 

tp tq dr ds du dv ta tb 

D CZB (D/2) C2a - M ca CA H Ca CA liGa SA -MCBSA - D ca sa -(D/2) ca SB tp 
+ F S2a - F SZJ. + F ca sa - FSa ca 

""~ 
(D/2) C28 D C28 -M CaCA H CB CA M CaSA - H ca SA -!D/2J ca ss - D ca SB tq 
- F 528 + F S2a - F ca sa + F CB sa 

- M CA ca - H CA CB NC2A - N C2A -N CASA N CASA H CA SB H CA SB dr 
+ Q S2A - Q S2A +O CASA -O CASA 

H CA Ca M CA CB - NC2A NC2A N CASA - NCA SA -M CASa -·M CA SB ds 
- Q· S2A + Q S2A -QCASA +O CASA 

H SA CB M SACa - NCA SA N CASA N S2A - N S2A -HSASa - H SA sa du 
+ Q.CA SA -O CASA + Q C2A - Q C2A 

- H SA ca -M SACa N CA SA __ -N CASA - N S2A N S2A H SA sa H SA SB dv --
- Q CA SA +O CASA - Q C2A + Q C2A 

- D ca ss -(D/2) CB SB M CA sa -MCASB -MSASa M SA sa D S2a (D/2) S28 ta 
+ F ca SB - F CB SB + F C2B - F C2B 

~(Dí2) casa - D ca ss HCA sa -MCASB -HSASB M SA sa (D/21 S2B D S2a tb 
-FCBSB + F ca sa - F C2a + F C2a 

31 



TABLA 2 
} 

riOHBRE: CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA INCLINADA 
FECHA: 23/04/96 
PROGRAMA: HARIBI43 

1 \ 

Siste~a global 
Matriz de rigidez de la barra 1 

S 11,?' 1 7 
tp tq dr ds du 

3 9 
dv 

1110.049 555.0247 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081 
555.0247 1110.049 -114.832 114.8326 287.0818 -287.081 
-114.832 -114.832 31913.82 -31913.8 12719.58 -12719.5 
114.8326 114.8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58 
?87.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.665 -5202.66 

37.081 -287.081 -12719.5 12719.58 -5202.66 5202.665 
o o o o o o 
o o o o o o 

Siste.a global 
Matriz de rigidez de la barra 2 

11 12 7 8 9 10 

ta 

tp tq dr ds du dv ta 

. ·, 7970.4 
¡ 3985.2 
-1992.6 
1992.6 

o 
o 
o 
o 

3985.2 
7970.4 

-1992.6 
1992.6 

o 
o 
o 
o 

. 3teaa global 

-1992.6 
-1992.6 

664.2 
-664.2 

o 
o 
o 
o 

1992.6 
1992.6 
-664.2 
664.2 

o 
o 
o 
o 

Matriz de rigidez de la barra 3 
6 12 2 8 

tp tq dr ds du 

o 
o 
o 
o 

66420 
-66420 

o 
o 

o 
o 
o 
o 

-66420 
66420 

o 
o 

4 10 
dv ta 

1110.049 555.0247 114.8326 -114.832 287.0818 -287.081 
555.0247 1110.049 114.8326 -114.832 287.0818 -287.081 
114.8326 114.8326 31913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58 
-114.832 -114.832 -31913.8 31913.82 12719.58 -12719.5 
287.0818 287.0818 -12719.5 12719.58 5202.665 -5202.66 
-287.081 -287.081 12719.58 -12719.5 -5202.66 5202.665 

o o o o o o 
o o o o o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

tb 

tb 

tb 

o tp 
o tq 
o dr 
Ods 
o du 
o dv 
o ta 
o tb 

o tp 
o tq 
Odr 
o ds 
o du 
o dv 
o ta 
o tb 

o tp 
o tq 
Odr 
Ods 
o du 
o dv 
o ta 
o tb 

5 
/( li 
1 
7 
3 
9 

11 
12 
7 
8 
9 

10 

6 
12 
2 
8 
4 

10 

\ 1 



TABLA 3 

steaa local 
Hatriz de rigidez de la barra 1 

5 11 1 7 3 9 
tp' tq' dr' ds' du' dv' ta' tb' 

1110.049 555.0247 -309.196 309.1965 o . o o o tp' 5 
555.0247 1110.049 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 o o o O dr' 1 
309.1965 309.1965 -114.632 114.8327 o Q o Q dB' 7 

o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 
o o o o -37001.6 37001.65 o O dv' 9 
o o o o o o o o ta' 
o o o o o o o o tb' 

Sisteaa local 
triz de rigidez de la barra 2 

11 12 7 8 9 10 
tp' tq' dr' ds' du' dv' ta' tb' GL 

7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 o o o o tp' 11 
3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 o o o o tq' 12 

o dr' '· .. 
-1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 o o o 7 
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 o o o o ds' 8 

o o o o· 66420 -66420 o o du' 9 
o o o o· -66420 66420 o o dv' 10 
o o o o o o o O ta' 
o o o O. o o o o tb' .. .l 

Sisteaa local 
Hatriz de rigidez rle la barra 3 

6 12 2 8 4 10 
tp' tq' dr' ds' du' dv' ta' tb' 

·. 
J0.049 555.0247 -309.196 309.1965 o o o o tp' 5 

555.0247 1110.049 -309.196 309.1965 o o o o tq' 11 
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832 o o o o dr' 1 
309.1965 309.1965 -114.832 114.8327 o o o o ds' 7 

o o o o 37001.65 -37001.6 o o du' 3 
o o o o -37001.6 37001.65 o O dv' 9 
o o o o o o o o ta' 
o o o o o o o o tb' 
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TABLA 4 

Jiste~~a local 
Barra 1 

5 11 
tp' tq' 

o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 
o -0.00473 

3t€11a local 
Barra 2 
tp' tq' 

dr' 

dr' 

7 3 9 
ds' du' dv' 

o 0.000375 o 0.000713 
o o. 000375 o o .000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o 0.000713 
o 0.000375 o o .000713 

ds' du' dv' 

-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
.,0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 
h.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 

-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083 

Sisteaa local 
Barra 3 

S 11 7 3 9 

ta' 

ta' 

tp' tq' dr' ds' du' dv' ta' 

' o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 
o 0.004733 o -0.00037 o 0.000713 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

tb' 

tb' 

tb' 

O -2.51077 Hp' 
O -5.13775 Hq' 
o 1. 420296 vr ' 
o -1.42029 Vs' 
o -26.4169 Vu' 
O 26.41699 VV' 
o o Ha' 
O O Mb' 

O 5.137729 Hp' 
O -5.13772 Hq' 
o 24 Vr' 
o 24 Vs' 
o -11.1293 Vu' 
o 11.12933 Vv' 
o o Ha' 
O O Hb' 

O 2.510777 Hp' 
o 5.137754 Hq' 
o -1.42029 Vr' 
o 1. 420296 vs' 
o -26.4169 Vu' 
O 26.41699 Vv' 
o O Ha' 
O O Hb' 

?// 
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ANEX02 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA. SISTEMA GLOBAL 
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES 
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS, NI EFECTOS DE TORSIÓN 

Barras horizontales 

e, e, 8, 8, 
4EI/L · 2EI/L -6EI!L 6EI/L e, 
2EI/L 4EI/L -6EI/L 6EI/L' e, 

-6EI/L' -6EI/L' 12EI/L, -12EI/L, 8, 
6EI/L' 6EI/L' -12EI/L, 12EI/L, 8, 

Elementos mecánicos (barra sobre nudo) 
Mp = wL2 + (4EI/L) eP + (2EI!L) e,- (6EI/L2

) 8, + (6EI/L2
) 8, 

M,= -wL2 + (2EI/L) eP + (4EI/L) e,- (6EI/L2
) 8, + (6EI/L2

) 8, 
V,= -wU2- (6EI/L2

) eP- (6EI/L2
) e,+ (12EI/L ") 8,- (12EI/L ") 8, 

V,= -wU2 + (6EI/L2
) ep + (6EI/L2

) e,- (12EI/L ") 8, + (12EI/L ") 8, 

Barras verticales 

e, e, 8, 1iv 
4EI/L 2EI/L 6EI/L' -6EI/L' e, 
2EI/L 4EI/L 6EI/L' -6EI/L' e, 
6EI!L' 6EI/L' 12EI/L" -12EI/L" 8u 
-6EI/L' -6EI/L' -12EI/L" 12EI/L, ... r;;· ... 

Eleme'ntos mecánicos (barra sobre nudo) 
M0 = wL2 + (4EI/L) eo + (2EI/L) e,+ (6EI/L2

) 8,- (6EI/L2
) 1iv 

M0 = -wl2 + (2EI/L) eo + (4EI/L) e,+ (6EI/L2
) 8, + (6EI/L2

) 1iv 
V,= -wU2 + (6EI/L2

) eo + (6EI/L2
) e,+ (12EI/L ") 8,- (12EI/L ") 1iv 

Vv = -wU2- (6EI/L2
) ep- (6EI/L2

) e,- (12EI/L ") 8, + (12EI/L ") 1iv 

'it 



ANEXO 3 
MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RETÍCULA DE CIMENTACIÓN, a.= O 
SISTEMA GLOBAL 
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS 

DIRECCIÓN x, B = O 
e o e o 8, 8, e. eb 

4EI/L 2EI/L -6EIJ[Z' 6EIJ[Z' o o e o 

2EI/L 4EI/L -6EIIL' 6EI/L' o o e o 

-SE I/[' -6EII[' 12EIIL" -12EI/L" o o 8, 
6EI/L' 6EI/L' -12EI/L" 12EI/L" o o 8, 

o o o o GI1/L -GI1/L e, 
o o o o -GI1/L GI1/L eb 

DIRECCIÓN v, B = 90° 
e o e o 8, 8, e, eb 

GI1/L -Git/L o o o o e o 

-GI1/L GI1/L o o o o en 
o o 12EI/C' -12EI/C' 6EI/[Z' 6EI/L' 8, 
o o -12EI/C' 12EI/C' -6EI/LT -6EI/L' 8, 
o o 6EIIL" -6EI/l: 4EI/L 2EI/L e, 
o o 6EI/L' -6EII[' 2EI/L 4EI/L eb 

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO. BARRA DE CIMENTACIÓN. SISTEMA GLOBAL 

P e -
!..JTI -

[wL2/12- (11/192) L2 r,- (51192) L2 r,] cos~ 
[ -wL2/12 + (5/192) L2 r, + (11/192) L2 r,] cos ~ 
[ -wU2 + (13/32) L r, + (3/32) L r,] cosa. 
[ -wU2 + (3/32) L r, + (13/32) L r, ] cos a. 
[-wL2/12 + (11/192) L2 r,+ (5/192) L2 r,] sen~ 
[ wL2/12- (5/192) L2 r,- (11/192) L2 r,] sen~ 



ANÁLISIS SÍSMICO DE CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Colina* 

Cuando se realiza el análisis sísmico de una cimentación, es usual 
que se cuente con un coeficiente sísmico para la región en cuestión, 
dado por el código del Estado donde se construirá la estructura 
correspondiente. Con este coeficiente sísmico se procede al análisis 
y diseño de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la 
estructura de cimentación. 

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio está formado por sedimentos 
de consistencia blanda, se'presenta un fenómeno de amplificación de 
las ondas sísmicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en 
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 
aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando la 
aceleración puede ser varias veces mayor que la del terreno firme 
efig 1). 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en 
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este 
fenómeno consideremos un sistema de un grado de libertad como ''el 
mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimie!lto 
dado por 

x = a sen n t 
o 

La velocidad de la base vale x = a n cos n. t 
o 

y la aceleración 
.·,-:"" X = - a n2 

sen n t 
o 

La respuesta de la masa está dada po·r· eNewmark y Rosenblueth .19't~l. e~ 

Desplazamiento relativo 

Velocidad relativa 

Aceleración relativa 

y = a Bd sen en t 

. 
y= 

.. 
y = 

a n B 
d 

cos en t - </1) 

. 2 
a n B d sen en t - <fl) 

En las expresiones anteriores 

* Profesor del Departamento de Ge9tecnia. 
Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de 

División de Ingeniería 
Ingeniería. UNAM:''J.:.';: .. '. 
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1 

Bd = --;::::::============ 
/[ 1-

2 e 
~ = ang tan 

1 - ( 

w es la frecuencia circular del sistema 
1 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X + y 
o 

Velocidad X = X + 
o 

y 

Aceleración 
.. 

+ X = X y 
o 

Definamos el factor de amplificación de la aceleración como 
cociente entre la máxima aceleración absoluta de la: masa~· y la máx. 
aceleración de la base: 

f = max x 1 max x 
a o 

En la fig 3 se muestra la variación de f con el cociente T 1 T , 
a 1 

para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T
1 

= 2 n: 1 w
1 

(masa que vibra) y T = 2 n: 1 O (base) 

se observa en la fig 3 que la amplificación de la aceleración depende 
del cociente T

1 
1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 

presenta cuando T 1 T = 1 ; al aumentar el ·amortiguamiento decrec-e 
1 

el factor fa. Para T
1 

1 T -) ., la amplificación de la ace·lera·ciól'l. ~s 

nula. 

Un fenómeno similar 
las veces de la masa 
espesor H como el 
desplazamiento de la 

sucede en el suelo blando, en el que éste hace 
del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de 
indicado en la fig 1, y supongamos que el 
base rigida está dado por 



x (t) = e exp (iOt) = e (cos Ot + i sen Ot) 
o 

i=~ 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 
o . 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el 
campo de los números complejos, lo que conduce a que haya un cambio 
tanto en la amplitud como en la fase del movimiento • Definiendo la 
función de amplificación f • = A (O) como el valor absoluto __ -del . 

cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre 
la máxima aceleración en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969) 

A (O) = 1 1 / cosh2 ex cos2 
(3 + senh2 ex sen2 

(3 ( 1) 

donde 

ex = H o /[ /1 + (r¡ o 1 G) 2 - 1 l 1 [ 1 + (r¡ o 1 G) 2] 1 v 2 e (2) • 
(3 = H o /[ /1 + (r¡ o 1 G)2 + 1 l 1 [ 1 + (TI o 1 G) 2] 1 v 2 e (3) 

• 
donde e = j G 1 p = velocidad de la onda de cortante· en el • 

suelo blando 
r¡ = amortiguamiento del suelo blando 
n = 
H = 
G = 

frecuencia circular natural de la base rigida 
espesor del suelo blando · .,: 
mó_dulo de rigidez al cortante 'dinámico del suelo blaricfo 

p = masa especifica del suelo blando 
. ' . ·- ... . .. ' ' 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amorti­
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente 
proporcional a la frecuencia, de tal modo que r¡ O 1 G = 2 C sea 
una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del 
estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 
estrato se hallan con las siguientes expresiones 

w = frecuencia circular del modo n de vibrar 
n 

w = (2n - 1) rr 1 G 1 p 1 2 H = (2n - 1) rr e 1 2 H (4) n . a 

Para pequeños valores de (r¡·O 1 G), la función de amplificación,.para 
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969) :·:-.e: 

A (w ) = 4 1 (2n - 1)rr (2~) 
n 

(5) 

e = fracción del amortiguamiento critico 

4s 
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En la fig 4 se muestra la variación de la función de amplificación­
con la frecuencia de vibración de la base firme, para un estrato de 
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante e.l 
suelo blando e = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo r = 2 • 

• 
La función de amplificación se obtiene empleando las ecs 1 a 3 
considerando que ~ Q / G = 2 C . 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme 
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al 
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 
frecuencia dominante de las ondas sísmicas que arriban a un sitio 
coincide o está cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 
un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficié.ode: éste 
puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno fir,me. 
En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y 
los valores correspondientes a los "picos" de la función de 
amplificación (fig 4}, empleando las ecs 4 y 5 • En la tabla 1 se 
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico. 

TABLA 1 
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (w } 

n 

n w f T A (w } 
n sn n 

S 
-1 ciclosjs S 

1 11.78 1.875 0.533 3.183 
2 35.34 5.625 0.178 l. 061- " ::: ~: : ' . ·- •' .. --
3 58.90 9.375 0.107 0.637 
4 82.47 13.125 0.076 0,455- ,, --. 
5 106.03 16.875 0.059 0.354 

w = (2n - 1} rr e 1 2 H A (w } = 4 1 (2n 1}rr C2C} n • n 

f = w 1 2rr T = 2rr 1 w 
n sn n 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de 
vibración de las ondas sísmicas que llegan a un sitio; en todo caso, 
es conveniente observar las frecuencias dominantes de los temblores 
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se 
puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos 
comentado en los párrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es válido también en términos de los 
periodos de vibración de ondas y suelo blando. Vemos que- la::imáxima 
respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo de vibración 
de la base firme coincide con el periodo natural del prinie·r modo -.de 
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4}. Es 
decir, la aceleración en la superficie del terreno blando será 3.•q 
veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento 



suelo es de 20 % . Vemos entonces que la aceleración en la superficie 
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T 1 T, donde 

al 

estrato blando y T es el natural de vibración del T es el periodo 
si 

periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 1), los periodos de vibración 
están dados por 

T = 4 H / p 1 G 1 (2n - 1) 
sn 

(6) 

n = 1, 2, ..• 

donde p = masa específica del suelo 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1: 

T =4H/piG 
al 

(7) 

Para la estimación del periodo natural de vibración de un suelo 
estratificado véase zeevaert (1973, 1980). Para la determinación del 
módulo de rigidez dinámico de la arcilla del valle de México, puede 
consultarse a Jaime et al (1987). 

'· El periodo de vibración de la estructura se halla con los 'métodos 
usuales del análisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno qe 
cimentación está ·formado por un suelo blando, es importante 
considerar además el efecto de balanceo. y de traslación horizontal de 
la cimentación. Asi, el periodo de vibración.acoplado de una estruc­
tura vale (Normas de Sismo 1987): 

donde 

.. T = j ~ + T2 + T 2 

1 o x r 
·e 8) '·' 

. ·~ .. '--· ~. 

T = periodo fundamental que tendría la estructura si se 
o 

apoyara sobre una base rígida (este periodo se debe 'a 
la flexibilidad propia de la estructura) 

T = periodo natural que tendría la estructura si fuera 
X 

infinitamente rígida y su base solo pudiera trasla­
darse en la dirección que se analiza 

T = periodo natural que tendría la estructura si fuera 
r 

infinitamente rígida y su base solo pudiera girar 
con respecto a un eje horizontal que pasara por. el 
centroide de la superfiece de desplante de la 
estructura y fuera perpendicualr a la dirección que se 
analiza 

El periodo natural de vibración por rotación de una masa está dado 
por 

.. , .. 
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T = 2 rr jM H2 1 K = 2 rr H /M¡ K (9) 
r r r 

o T = 2 rr /w H2 fgK g = aceleración de la gravedad 
(lO) 

r r 

en el inciso A. 7 del Apéndice, establecen que 
se supondrá que el desplazamiento de la base 

Las Normas de Sismo, 
"para el cálculo de T 

X 

está restringido por un elemento elástico cuya rigidez vale 

tjm: 

T = 2 rr ( W' / g K ) 1/
2 

X O X 

K ' X 

(11) 

en 

donde T está en segundos, W' es el peso neto de la construcción al 
X O 

nivel de su desplante, Íncluyendo el peso de los cimientos y 
descontando el del suelo que es desplazado por la infraes~ructura, en 
toneladas, y "g" es la aceleración de la gravedad, en mjs • ·El valor 
de W' no se tomará menor de 0.7 W 

o o 

"Para el cálculo de T se supondrá que la rotación de la base está 
r 

restringida por un elemento elástico de rigidez K , en t.mjradián: 
r 

T =2rr(JjgK )1/2 

r r 
(12) 

donde T, está en segundos y "J" es el momento neto de inercia del 

peso de la construcción, en ·t.m2
, con respecto al eje de rotaci 

descontando el momento de inercia de la masa del suelo desplazado p~~ 
la infraestructura. Esta diferencia no se tomará menor de 0.7 veces 
el momento de inercia calculado con el peso de la construcción: 

"Tratándose de construcciones que se apoyan sobre zapatas .C.o-~rida:;; 
con dimensión mayor en la dirección que se analiza o sobre losp. ··o 
cascarón que abarque toda el área de cimentación, y que· ·posean 
suficiente rigidez y resistencia para suponer que su base se desplaza 
como cuerpo rigido, los valores de K y K se obtendrán de la tabla 

x r 
1, en que G es el módulo de rigidez medio, en tjm2 

, del estrato en 
que se apoya la construcción, y los radios . equivalentes R y R 1 en 

x r 
metros, se calcularán empleando las expresiones 

R = ( A / rr ) 
112 

X 
(13) 

R = ( 4 I / rr ) 
114 

r 
( 14). 

"en las que A, en m2
, es el área de la superficie neta de 

cimentación, e I, en m4
, es el momento de inercia de dicha superficie 

neta con respecto a su eje centroidal perpendicular a -la direción __ que 
se analiza" (Normas de sismo 1987). ·-· :_··;;:.. 



Una vez que se conocen los períodos de vibración del suelo T81 Y de 

la estructura T , se puede emplear el espectro de respuesta sísmica 
1 

de zeevaert (1980) para la determinación del factor de amplificación 
f (fig 5), definido como el cociente de la máxima aceleración en el 
" centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la 

superficie del terreno blando. Para entrar en el espectro de la fig 5 
necesitamos el amortiguamiento acoplado del sistema, el cual está 
dado por (Zeevaert 1980): 

(1 = /1 - g 1 

donde g1 = go gr (T') 2 
1 

T' = / T2 + T2 
1 o r 

g = 1 - <::2 
o o 

1 (go T2 
r + g r 

T2) 
o 

2 g = 1 - e::: 
r r 

(15) 

(16) 

-, -, ··- l 

Vemos en el espectro que la máxima respuesta se obtiene cuando T 1 
. •· .. L. 

T = 
a1 

1 Por lo visto anteriormente, no se puede evitar la 

amplificación de la aceleración de un suelo blando, pero si es 
factible evitar que coincidan el per.íodo natural de vibración del 
suelo con el período natural de vibración de una estructura. 

- ... 
La aceleración en la superficie del terreno la proporciona, en la 
ciudad de México, el Reglamento de Construcciones en las Normas de 
Sismo. Asi, en el. inciso 3 de éstas se señala que "la ordenada del .,, 
espectro de aceleraciones para diseño sismico "a", expresada como. ,;¡, 
fracción de la:: aceleración de la gravedad, está dada por la siguiente ~ 
expresión: 

a = ( 1 + 3 T 1 T ) e 1 4 , si T es menor que T " 
" " 

.·t. 

La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciemio T = O 
en esta expresión (pues para T = O la estructura vibrá. ig~~~---!JU~ 111-
superficie del terreno) , por lo tanto a = e = e 1 4 en lá 'SUfie.:i:'ficie. 

S 

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del 
Distrito Federal se presentan a continuación (artículo 206 del 
Reglamento): 

Zona 

I 
II 

III 

Coeficiente 

sísmico e 

0.16 
0.32 
o. 40 

Coeficiente e 

(superficie) 

0.04 
0.08 
0.10 

S 
Aceleración 

(superf}cie) 
cmls 

39 
78 
98 

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona III la aceleración de 
diseño de la superficie del terreno es de 98 cmls . 



También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar "e" 
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el pe~- -<Jo 
dominante del terreno T , y que se hallen en las parte sombr 1S 

si 
de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptará e = 0.4 para 
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de las partes 
sombreadas se adoptará 

e = l. 6 T / (4 + T
2 

) 
sl st 

(17) 

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibración 
dominante del suelo T Considerando que el coeficiente sismico en 

si 

la superficie e = e 1 4 y que la aceleración en la superficie, en 
• 

cmjs2
, es igual a e por 98'0, en la fig 6 se presenta la variación de 

S 

esta aceleración en función del periodo T 
si 

EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre 
estrato de suelo blan~o, con las siguientes caracteristicas: 

Masa = 217. 5 t. s /m · · · · 
Peso = 2133 t ·· 
Periodo de la estructura T = o. 3 s 

o 

Amortiguamiento en la estructura (
0 

= 5 % 

Periodo por rotación T = 0.76 s 
r 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación < = ·15 % 
r 

Periodo por traslación T = 0.22 s 
X 

Periodo del terreno de cimentación T = 2.4 s 
si 

Solución 

El periodo acoplado de ·la estructura vale 

T =./T2 +T2 +T2 =0.85s 
1 o x . r 

Obtenemos el cociente T / T = 0.35 
1 si 

:: : -... , ·. : 

un 

.-. 

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento 
acoplado del sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980): 

<1 = / 1 - gl 

donde T' = .j ~ + T2 = 
1 o r 

0.817 S 



= 1 - ( 2 = 0.9975 go o 

g = 1 - ( 2 = 0.9775 
r r 

sustituyendo gl = 0.98 ( = 0.141 
o 

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % • 

Entrando al espectro para diseño sísmico (fig 5, Zeevaert 1980), se 
obtiene un factor de amplificación f = 1.9 . 

G 

considerando una aceleración en la superficie de 98 cmjs2
, la 

aceleración en el centro de gravedad de la estructura está dada por 
(98) (1.9) = 186 cmjs2 

• 
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APUNTES DE DINÁMICA DE SUELOS 
VIBRACIONES DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

VIBRACIONES LIBRES 

Consideremos un sistema de un grado de 
libertad, como el mostrado en la fig 1. Se trata 
de un cuerpo de masa M unido a una base 
firme mediante una barra de cierta rigidez 
lateral. La rigidez K se define como el cociente 
de la fuerza horizontal aplicada en el centro de 
gravedad del cuerpo, dividida entre el 
desplazamiento horizontal que produce dicha 
fuerza, es decir 

K= Pió 

El amortiguamiento C toma en cuenta la 
disipación de energía que se produce durante el 
movimiento (fundamentalmente por fricción 
interna en el sistema) .. Se ha observado que la 
disipación .de energíª . se puede representar 
mediante una fuerza que se opone al 
movimiento, la cuaL es proporcional a la 
velocidad del cuerpo;·esta fuerza vale C tA.. 

Por el principio de D'Aiembert, la fuerza de 
inercia es ~gual al producto M U. pero tiene 
sentido contrario a la aceleración. Esta fuerza 
de inercia se agrega al equilibrio dinámico del 
cuerpo. 

El fenómeno físico que estamos estudiando 
consiste en dar inicialmente un desplazamiento 
horizontal ó., al cuerpo, para después soltarlo y 
dejarlo vibrar libremente. 

La ecuación de movimiento (equilibrio dinámico, 
fig 1 b) da lugar a la siguiente expresión 

MÜ+Cú+Ku=O (1) 

Supongamos inicialmente que no hubiera 
amortiguamiento, C = O en la ec 1 

Agustín Deméneghi Colina· 
Margarita Puebla Cadena• 
Héctor Sanginés García• 

MÜ+Ku=O (2) 

La ec 2 es una ecuación diferencial homogénea 
de segundo orden. Su ecuación característica 
es 

(3) 

La solución de la ecuación característica es 

1.. 1 =~ -KIM =~ K1M i 

'-2=-~ -KIM =-~ KIM i 

Sea co = ~ KIM (4). 

co = frecuencia circular natural del sistema; 

Cuando •. -las .raíces de una ecuación carac­
terística . son complejas, la solución de una 
ecuación diferencial homogénea de segundo 
orden está dada por 

u = e, e81 cos bt + c2 e81 sen bt ·"-. 

Donde a es la parte real y b la parte imaginaria 
del número complejo. Por lo tanto 

u = e, cos mt + c2 sen col (5) 

ú = - e, co sen cot + C2 m cos rot (6) 

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t 
= O, ú = O. Reemplazando en la ec 6, ~ = O. 
Para t = O, u = ó0 • Sustituyendo en la ec 5, ó., = 
e,, Y 

u= Ó0 cos rol (7) 

En la fig 2 se muestra la variación de u en 
función del tiempo t. 

• Profesores del Departamento de Geotecnia. División de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica. 
Facultad de Ingeniería. UNAM 
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Se define el período T como el tiempo en que la 
masa cumple un ciclo de movimiento, es decir, 
cuando la masa pasa por el mismo punto, con 
el mismo sentido del movimiento. En la fig 2 
observamos que ro T = 2x, y 

T = 2rrlro 

T = 2x .J MIK 

(8) 

(9) 

T es el período natural de vibración del sistema 
de un grado de libertad. 

Se define la frecuencia natural del sistema 
como el inverso del período 

f = 1ff = ro12x (10) 

(11) 

La frecuencia mide el número de ciclos de 
movimiento por unidad de tiempo. 

La velocidad de la masa se halla derivando con 
respecto al tiempo la ec 7 

ü = - ro 50 sen rol (12) 

La aceleración se obtiene derivando la ec 12 
con respecto al tiempo 

.. 2 2 
u = - ro o. ces rol = - ro u (13) 

Vemos que la aceleración es igual al 
desplazamiento multiplicado por el cuadrado de 
ro, con signo contrario. 

Ejemplo 
Una masa se mueve en vibración libre, con una 
amplitud de 4 cm y un período de O. 75 s. Hallar 
la máxima velocidad y la máxima aceleración, 
suponiendo un amortiguamiento nulo. 
Solución 
T = 2rrlro ro = 2rrJT = 8.378 s·' 
x =- 8.738(4) = -33.51 cm/s 
x = -280.735 cm ls~ 

Ejemplo 
En un sistema de un grado de libertad se da un 
desplazamiento inicial ó0 = 5.08 cm a una masa 
de 3.63 kg de peso. La constante del resorte es 
K = 0.7143 kg/cm. Calcular la frecuencia del 
sistema en ciclos por segundo, considerando un 
amortiguamiento nulo. 

Solución 
M = 3.6319.81 = 0.37 kg·s21m 
K= 71.43 kg/m 
ro= (K/M)112 = 13.894 s·' 
f = ro/2x = 2.211 ciclos/s = 2.211 Hz 

VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS 

Consideremos ahora que sí hay disipación de 
energía en el sistema (fig 1 ), es decir, existe 
amortiguamiento: C >#o. El movimiento queda 

. representado por la ec 1 

MÜ +CÚ + Ku =O (ec 1) 

La ecuación característica es 

M'-2 +CA1 +K'-0 =0, M'-2 +CA+K=O 

Las raíces de la ec 14 son 

._, =- C/2M + ~ (C/2M)2
- K1M 

'-2 = • C/2M • ~ (C/2M)2
- KIM 

Las ralees -., y -.2 pueden ser reales o 
compleJas dependiendo del. valor . del radicai­

~(CI2M) - K/M, es decir, es función del signo de 
la cantidad (C/2M)2 

- KIM. Distinguimos tres 
casos: 

l. Dos raíces reales diferentes 

Si las raíces son reales: (C/2M)2 
- KIM > O. La 

solución de la ec 1 está dada por 

(15) 

En estas condiciones, el sistema no vibra, sino 
que la masa, después de ser desplazada una 
distancia óo regresa a su posición inicial. Este 
fenómeno ocurre cuando el amortiguamiento C 
es alto. 

11. Una raíz real 

Se presenta cuando (C/2M)2 
- KIM = O. Sólo 

existe una raíz real que vale 

'- = -C/2M 

La solución de la ec 1 es 

SB 



De acuerdo con las condiciones iniciales, para t 
= O, u = o0 , por lo tanto e, = o0 . Para t = O, ú = 
O, y e 2 = - 1. o0. En consecuencia, la solución de 
la ec 1 es 

U= Oo e>J (1 - 1-t) 

u = 00 e-lCI2M)t (1 + (e!2M)t] (16) 

En la fig 3 se muestra la variación de u en 
función del tiempo. 

El amortiguamiento para esta condición se 
denomina amortiguamiento crítico y vale 

(e...,t2M)2
- KIM = O 

ect11 = 2 -fMi< 

111. Dos raíces complejas 

Ahora (et2M)2
- KIM < O, y 

1., = - et2M + ~ KIM- (CI2M)2 

~· .~ 

'-2 =- C/2M- ~ KIM- (e/2M)2·. i 

i = ,¡-::-:;-

(17) 

Cuando las raíces de ·una ecuación 
característica son complejas, la solución de una 
ecuación diferencial homogénea de segundo 
orden está dada por 

u= C1 e"' cos bt + e2 e"' sen bt (18) 

Donde a es la parte real y b la parte imaginaria 
del número complejo. Por lo tanto 

a=-et2M 

b = ~ KIM- (e/2M)2 

Derivando la ec 18 

(19) 

(20) 

ú = e"' (-e, b sen bt + e2 b cos bt) 
+ a e .. (e, cos bt + C2 sen bt) (21) 

Para t =O, u= o0 ; de la ec 18: e, = 00 . 

Para t = O, ú = O. Reemplazando en la ec 21: e 2 
=-ao.tb 

Sustituyendo en la ec 18 

u= o0 e .. (cos bt- (a/b) sen bt] (22) 

Derivando con respecto al tiempo se obtienen la 
velocidad y la aceleración 

(23) 

ü = - [(a2 + b2)/b] o0 e"' (a sen bt + b cos bt) (24) 

Sea 1,; = C/ect11 = C/(2 -./ MK) (25) 

A 1; se denomina fracción del amortiguamiento 
crítico. 

1; ro = 1; -./ KIM = C/2M 

Reemplazando en las ecs 19 y 20 

a=-i;ro 

b = ~ KIM ~ 1 - (C/(2 -./ MK)]2 

b=ro~ 
Reemplazando en la ec 22 

u = 00 e "~[cos 'f ..{'1:'¿2 t 
+ (1; 1 1 - 1; ) sen ro ~ t) 

'"". 
(26) 

(27) 

(28) 

Obtengamos el período en una vibración libre 
amortiguada. Los máximos y mínimos de u se 
presentan cuando su derivada con respecto al 
tiempo vale cero, es decir, cuando la velocidad 
ú es nula. De la ec 23, los valores extremos 
ocurren para bt = 1111, n =O, 1 ,2, .... Para conocer 
si se trata de un máximo o un mínimo, 
utilizamos el criterio de la segunda derivada: 
cuando ésta es negativa se trata de un máximo 
y cuando ésta es positiva se trata de un 
mínimo. En la ec 24 vemos que para bt = 1111, n 
= 0,2,4, ... , ü es negativa, por lo tanto ocurren 
los máximos de u. Para n = 1,3,5, ... , ü es 
positiva, y ocurren los mínimos. Tomando el 
primer ciclo: bt = 21t, en consecuencia el 
período T' de una vibración libre amortiguada 
vale 

T' = 21tib = 2ltl(ro ~) 

T' = 21t ~ MIK 1 .[1:"¿2 

(29) 

(30) 

S9 



Pero T = 21t ~ MIK (ec 9) 

Por lo tanto T' = T 1 J1"7 (31) 

La frecuencia ro' = 21tiT' = ro J1"7 (32) 

Para valores pequeíios de amortiguamiento, 
vemos que el periodo de una vibración 
amortiguada es ligeramente mayor que el de 
una vibración sin amortiguamiento, y que su 
frecuencia circular es ligeramente menor que la 
de una vibración sin amortiguamiento. 

La fig 4 muestra la variación de u en función del 
tiempo. 

Obtengamos otras expresiones pare el cálculo 
de u. El desplazamiento está dado por 

u= e .. (C, cos bt + C2 sen bt) = e81 u' 

u' = e, cos bt + C2 sen bt 

Sea (fig 5) u' = Um sen (bt +el>) 

u =e" Um sen (bt +el>) (33) 

ü = Um em [b cos (bt +el>)+ a sen (bt +el>)] (34) 

Condiciones iniciales: para t = O: u = lio y ü = O 

Sustituyendo en las ecs 33 y 34 

asenct>=-bcosct> 

tanct> = -b/a 

Por lo anterior 

u = (lio 1 sen el>) e81 sen (bt +el>) 

Ü = (lio 1 sen el>) em [b cos (bt +el>) 
+a sen (bt +el>)] 

ü =(o. 1 sen el>) e" [2ab cos (bt +el>) 
+ (a2

- b2
) sen (bt + 4>)] 

También (fig 6) 

senct><=b/~ a2+b2 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

Sustituyendo las ecs 26 y 27 en la ec 39 

=ro 

y senct>=Q 

tan el> = ¡:¡-:-¿r 1 1; 

Ejemplo 

(40) 

A una masa de 8 kg (kg = kg,) se da un 
desplazamiento inicial de 3 cm y se deja vibrar 
libremente. La rigidez de la barra es de 2 kg/cm. 
Considerando un porcentaje de amortigua­
miento crítico ¡; = 5%, calcular el tiempo que 
tarda en alcanzar la posición de desplazamiento 
nulo, asf como la velocidad y la aceleración 
para ese instante. 
Solución 
M= 819.81 = 0.8155 kg.s2/m 
1; = C/(2-J MK) , C = 21;-./ MK = 1.2771 kg.s/m 
Aplicando las ecs 19 y 20 
a= -0.783020, b = 15.64082 
Usando la ec 35 
tan el>= -15.640821(-0.78302) = 19.97499 
4> = 1.5207755 rad 
Aplicando la ec 36, con u = O 
sen (15.64082t + 1.5207755) =O 
t = 0.103627 S 
Usando las ec 37 y 38 · 
ú = -0.4332 mis 
ü = 0.67839 m/s2 

VIBRACIÓN DE UN BLOQUE VERTICAL 

Debido a peso propio, la fuerza en el resorte 
vale (fig 7) 

W= K&.. 

Supongamos ahora que damos un 
desplazamiento vertical 50 y dejamos vibrar 
libremente el sistema (fig 7b). La ecuación de 
movimiento es 

MZ +Ci + Kz + Kli81 -W= O 

MZ+Cz+Kz=o 

Ejemplo 

(41) 

Una masa de 3.63 kg de peso se apoya sobre 
un resorte de constante K = 0.3572 kg/cm. Le 
masa se desplaza hacia abajo 5.08 cm y se 
permite vibrar libremente. Hallar: (a) el tiempo 



requerido por la masa para moverse 2. 54 cm 
hacia arriba, después de haberse soltado, y (b) 
la velocidad y aceleración de la masa para esa 
posición. 

Solución 
(a) M = 0.37 kg·s/m2 

K= 35.72 kg/m 
ro = (KIM)112 = 9.826 s·' 

i!! = li0 cos rol= 5.08 COS 9.826! = 2.54 
9.8261 = ang cos 0.5, t = 0.1066 s 
(b) i = -o. ro sen rol = 43.23 cm/s 
.Z = -li. ro2 cos rol= 245.13 cm/s2 

VIBRACIONES ESTACIONARIAS 

Se denominan vibraciones estacionarias aque­
llos movimientos en que la acción sobre el 
sistema es de tipo armónico. 

a) Vibraciones forzadas 

Consideremos un cuerpo como el de la fig S, 
que se somete a una .fuerza estacionaria dada 
por P = P. sen íll La ecuación de movimiento 
es 

Mü + Cu + Ku =P. sen·nt (42) 

La respuesta de la masa -<:tespués de un lapso 
inicial cuando se disipa un movimiento por 
vibración libre amortiguada-, esté dada por 
(Newmark y Rosenblueth, 1976) 

P. sen (nt- <p) 
u=-

K ~ ( 1 - ~lro2)2 + (21:,í)Jro)2 
(43) 

Ql =tan·' {(21:,í)Jro)/[1 - (!l/ro)2
]} (44) 

ro = frecuencia circular = ..J KIM 

Ejemplo 
Un motor que pesa 160 kg está apoyado en 
cuatro resortes que tienen una rigidez de 133.9 
kg/cm (cada uno). El motor tiene una masa 
desbalanceada que pesa 28.4 g, localizada a 
15 cm de distancia del eje de rotación. 
Sabiendo que el motor está restringido a 
moverse verticalmente, determinar (a) la 

· velocidad en rpm a la cual ocurre la resonancia, 
y (b) la amplitud de la vibración del motor para 
una velocidad de 1200 rpm. 

Solución 
a) ro=,¡ KIM 
Velocidad de resonancia = 547 rpm 
b) ro= 1200 rpm = 125.6 radls 
La magnitud de la fuerza centrífuga es 
Pm = Man =M r ro2 = M(0.15)(125.6)2 = 15.31b 
u= 0.00135 plg 

b) Movimiento estacionario de la base 

Consideremos ahora un sistema de un grado de 
libertad como el mostrado en la fig S, en el que 
la base se somete a un movimiento dado por 

u.=Asennt (45) 

La velocidad y la aceleración de la base son 

• r(A 
u.=Acosm 

-- 2 u.=-An senrn 

(46) 

(47) 

La ecuación de movimiento está dada por 

Mi.i,¡ + Cú + Ku =O. 

Pero, de la fig 8 "Ug = u. + u 

M (Ü¡,+ Ü) + Cú + Ku =O 

MÜ+Cu+Ku=-MÜ• 

MÜ + Cu + Ku =Aíl2 M sen m 

(48) 

(49) 

(sO) 

(51) 

Vemos que la ec 51 es similar a la ec 42. En 
consecuencia, podemos emplear la misma 
solución de esta ecuación, con . 

P. sen m= AdM sen m 

Con este cambio de variable, la respuesta de la 
masa está dada por los siguientes movimientos 
relativos 

u =As. sen (nt- <p) 
ú =A n s. cos (nt- Q>) 
ü =-A n 2 s. sen (ílt- <p) 

En las expresiones anteriores 

1 

(52) 
(53) 
(54) 

(55) 

() 

,, 
' 



(56) 

ro = frecuencia circular del sistema = .,¡ KIM 

Los movimientos absolutos (movimientos gene­
rales) están dados por (fig 8) 

Desplazamiento: 
Velocidad: 
Aceleración: 

u9 =uo+U 
Üg=úo+ú 
Üg=Üo+Ü 

(57) 
(58) 
(59) 

Definamos el factor de amplificación de la 
aceleración como el cociente del valor absoluto 
de la máxima aceleración general entre el valor 
absoluto de la máxima aceleración de la base 

fa = max 1 Üg li maxlü. 1 (60) 

t.= max 1 sen Ot +a. sen (01- cp) 1 (61) 

En la fig 10 se exhibe la variación de fa con el 
cociente T1/T, para amortiguamientos de 2 y 
10% del amortiguamiento critico, siendo T, = 
21t/ro (masa que vibra) y T = 21t/O (base). 

Se observa en la fig 10 que la amplificación de la 
aceleración depende del cociente T,IT y del 
amortiguamiento. La máxima amplificación 
ocurre cuando T 1/T = 1 ; al aumentar el 
amortiguamiento decrece el factor f8 • Para T,IT 
~ oo la amplificación de la aceleración es nula. 

Ejemplo 
Hallar el desplazamiento, la velocidad y la 
aceleración (movimientos relativos) de la masa 
de la fig E-1, para t = 25 s. Movimiento de la 
base u0 = 5 sen 3t (u0 en cm, ten s). 
Solución 
o= 3 s·'. M= 10/981 = 0.010194 k.s2/cm, ro= 

'-1510.010194 = 22.174 s·' 
Sustituyendo valores en la ecs 55 y 56: a. = 
0.01869, <p = 0.01380 
Reemplazando en las ecs 52 a 54 
u= 5(0.01869) sen (3t- 0.0138) = 0.09345 sen 
(3t- 0.0138) 
ü = 0.2804 cos (31- 0.0138) 
ü =- 0.8410 sen (3t-0.0138) 
Para t = 25 s: u = -0.03742 cm, ú = 0.2569 
cm/s, ü = 0.3368 cmls2 

VIBRACIÓN DEBIDA A ROTACIÓN 

Consideremos una masa como la indicada en la 
fig JI, vibrando libremente. La fuerza de inercia 

vale F = MÜ. De la figura u = e H, Ü =e H. Por 
lo tanto F = M 8 H. 

El momento de volteo al nivel de cimentación, 
debido a la inercia de la masa es (Zeevaert, 
1980) 

Or=FH=MSH2 =MH2S 

Supongamos ahora que la cimentación está 
sometida a un momento estacionario dado por 
Or = Oro sen 01. En el diagmma de cuerpo libre 
de la cimentación (fig 1 :t) se muestran los 
momentos que actúa sobre ella. El equilibrio de 
momentos conduce a 

M H2 e + C, e + K,. e = Oro sen 01 (62) 

Para un sistema de un grado de libertad sujeto 
a una fuerza vertical estacionaria, hablamos 
obtenido la siguiente ecuación de equilibrio 
dinámico (ec 42) 

Mü + Cu + Ku =F. sen Ot (42) 

Las ecuaciones 62 y 42 son similares, por lo 
que para hallar la solución de la ec 62 podemos 
emplear la de la ec 42, cambiando M por MH2 y 
P • por Oro· Por lo tanto, la solución de la ec 62 
es 

Oro sen (01 -a) 
e=- (63) 

K,. .J ( 1 - 02/ro2)2 + (2[,0Jro)2 

a= tan·' [(2l;ro0)/(m2 - 0 2
)) (64) 

ro = ~ K,./ MH2 = ~ K,. 1 M 1 H (65) 

l; = C, 1 Cctt = C, 1 (2 .J K,. M H2) 
= e,' < 2H ...f""R;ll > (66) 

Por lo anterior, el período natural de vibración 
por rotación de una masa está dado por 

T, = 21t ~ M H2 1 K,. = 21t H ~ M 1 K,. (67) 

(68) 

siendo W = peso de la masa y g = aceleración 
de la gravedad 
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ANALISIS DINAMICO 

Definición 

Se denomina análisis dinámico al procedimiento que permite calcular la res­

puesta de una estructura, en función del tiempo, ante la acción de una car-

ga que es también variable con el tiempo. La respuesta que con mayor fre-­

cuencia se calcula es el desplazamiento, ya que si se conoce la posición de 

los puntos de la estructura en cada instante, es posible también conocer 

los elementos mecánicos internos en cada instante. 

Se ilustra en seguida la definición anterior para el caso sencillo de una -

estructura de un sólo grado de libertad: 

--.¡ Jt- ~(t)1 

F C t) ~~::::::::=""--n 
Conocida ~a· tunción F(t) 

dciVUTUJtaA. ~ ( t) 

Se observa que la diferencia de un análisis dinámico con un análisis estático 

estriba en que el primero incluye el efecto del tiempo en tanto que el segun­

do, no. Aparte de esto, los dos procedimientos de análisis se rigen por los­

mismos principios; las relaciones entre fuerzas internas y desplazamientos -­

son idénticas. 

Las acciones exteriores variables con el tiempo y que requieren análisis diná­

micos son por ejemplo el sismo, el viento y la carga de los vehículos sobre 

los puentes. Otras acciones tienen una variación muy lenta con el tiempo y -

por ello se caracterizan como cargas estáticas, por ejemplo las cargas vivas-

sobre los edificios. 
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Grado de libertad 

Se denomina grado de libertad al número mínimo de coordenadas que deben cono­

cerse para definir la posición de un sistema en un instante dado. Un marco --

•• 

' ' 
' ' ' ' ' ' 

---.-

' 1 

' ' ' ' 1 

E-1./Audww de W1. ))Aado de 

.ubMtad 

' ' 1 

~ ------- 1 
' 

¡.-,.==-----_ ..., __ ,.,_-~-:::¡- -¡ 
' 
' ' ' ' 

' ...... :¡.-. 
,' A, 

-­' ' /¡..-~-a 

' 

E-1./Audwta-1 de do-1 ))A.ado-1 

de .li..b<Vl.tad 

.w 

k. k,+ka 

'P én.dul..o: 'Rep/l.e-1 en-tacián de 

Wl.a M.IAudwta de W1. ))Aado 

de .ú..b<V~.tad. 

de un solo piso es una estructura de un solo 

grado de libertad, porque basta conocer el -

desplazamiento en la parte superior de las -

columnas para definir la deformada del sis--

tema. En cambio, un marco de dos pisos es--

una estructura de dos grados de libertad, PO! 

que la deformada queda definida cuando cono--

cemos 6, y t:.. , los desplazamientos relati--

vos de cada entrepiso. 

Un marco con un solo piso, pero con el cabe--

zal a dos aguas es una estructura de dos - -

grados de libertad porque la deformada queda 

definida al conocer A. y A., los desplazamien-

tos en el tope de cada columna que no son - -

iguales por la acción de "tijereteo" de la -

cumbrera. 

Por comodidad, el comportamiento de una es--

tructura de un grado de libertad puede asimi 

larse al de un péndulo, constituído por una -

masa sobre un vástago. La masa es 1f donde 

vv es el peso concentrado en el piso y la rigi 

dez del vástago es k, igual a la suma de las 

rigiaeces de las columnas del entrepiso. 

• 
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

Notación 

Consideremos un péndulo oscilando en torno a su posición inicial de equilibrio. 

El sistema es de un solo grado de libertad porque su posición queda definida-

' 

' ' ' ' 

~ ( t) = De.-1p la;pln1A_eJLto 
~ Cll , Vdoudad 

g l\): AcdeAación 

si se conoce en cada instante el desplazamie~ 

to "f. En cada instante la velocidad de la-

masa será la primera derivada de y respecto al 

tiempo, !~ según la notación de Leibnitz o -

9tt) según la notación de Newton; de igual 

modo la aceleración será la segunda derivada-

d'Y •• ( ) de y respecto al tiempo: d<' • ~ t 

En lo sucesivo emplearemos la notación de --

Newton. 

Ecuación General del Equilibrio dinámico 

D'Alembert, a fines del siglo XVIII estableció la ecuación general del equi-­

librio dinámico que nos dice qae una masa en movimiento en un instante cual-­

quiera se encuentra en equilibrio bajo la acción de cuatro fuerzas: 

I t-­
R t-­
K t--

-F 

It~tK: F 

F = fuerza exterior, causante del movimiento 

l = fuerza de inercia, que se opone al movi-

miento 

R = fuerza de amortiguamiento, debida a - -

fricción 

K = fuerza de restitución elástica, por la -

que el cuerpo trata de recuperar su pos_! 

ción original 
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Planteada de esta manera la ecuación del equilibrio dinámico parece ser muy -

sencilla, pero en realidad es complicada porque las cuatro fuerzas involucra-

das son funciones del tiempo y aplicadas a un caso particular conducen a una-

ecuación diferencial en la que debe despejarse la función del desplazamiento: 

~ ( t). 

Aplicada a sistemas de un grado de libertad en que se introducen algunas hipQ 

tesis simplicatorias, la ecuación general de equilibrio dinámico conduce a -­

una ecuación aiferencial matemáticamente soluble. En seguida, se presentan -

algunos casos particulares de análisis dinámico de estos sistemas: 

a) Oscilación libre no amortiguada 

1"'.-U!o.U-+'::• :-:--+ 'jO 
: T 
' 1 
1 1 

: 1 
·1 1 

1 1 
'1 

__..,_ OSC.IL,.,IOIIrl 
~ Lltlllll 

F ül = O 

R ( t) • o 

Se supone en este caso que el sistema oscila 

libremente después de recibir un impulso - -

(fuerza de corta duración) que le produce un 

desplazamiento inicial "~. • y una velocidad­

inicial "~. '. La fuerza exterior y el amor-

tiguamiento son nulos. 

La ecuación del equilibrio dinámico se reduce 

entonces a: 

I + K = o 

Pero por la segunda ley de Newton, 1~ ;uerza de inercia es igual a la masa por 

la aceleración: 1 .... g <•). Si por otro lado se supone que el sistema es - -

elástico lineal la fuerza de restitución elástica puede expresarse como­

K • k' ( ~) donde K es 1 a rigidez que puede obtenerse como 

donde F es una fuerza estática 

~. es el desplazamiento producido por F 
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En consecuencia, la ecuación del equilibrio dinámico queda: 

Dividiendo por m y llamando~= w' 

Ecuación diferencial clásica cuya solución es: 

~. 
!tU:) = Yo e os w ~ + ~ \f."' wt 

Solución que puede tamb1io1 escribirse: 

: A e os ( "'~ - ~ ) 

Donde A : amp 1 i tud .: ( ~,>. + ( ~ r = Máximo desplazamiento del móvil 

~. 

1;: fase = Gn3 l,n "' 
~. 

Cuya representación gráfica es: 

----·.!;--
'· ... - -·- -.,.--~---...... - ----

Ht l ¡..j•------'~:_"::._ ___ .oj~ W(thl\cos(..,t-~) '' 

___ _5 ~r~·IIIC .. ) 

' / 1 ' 

-~--~:1~--~~~-~~\~-~--- wt 
, , , ~. 1 l----"+--=r-.!:..i-.!_-1.!j~-.¡.l!~......:~--.. t 
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Se observa que la posición del móvil real puede definirse en cada instante -­

si se le correlaciona con la de un móvil ficticio en movimiento circular uni-

forme. 

Se llama período ,T, al tiempo que tarda el móvil en dar una oscilación comple­

ta. Sus unidades son ( •• ,.) 

Se llama frecuencia, n, al número áe oscilaciones completas que da el móvil -
1 

en la unidad de tiempo: n = T 

Unidades: ••• ,.,¡,., :: Huh 



w es la frecuencia angular natural; de la gráfica se deduce 

Sus unidades son 

T -l.:!. -CA) 

1 ó 
··~ 
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El período T y la frecuencia w reciben el calificativo de ''propios" porque--

no dependen más que de características propias de la estructura: su rigidez -

K y su masa "'. Estas caracterfsticas son muy importantes porque definen la -

respuesta de una estructura ante una acción dinámica. 

b) Oscilación forzada no amortiguada 

-+ F(~) 

R:O 

Se supone en este caso, que el móvil sin -

amortiguamiento se mueve Dajo la acción de 

una fuerza exterior variable con el tiempo, 

F ( t) 

Introduciendo las mismas hipótesis expresa-

das anteriormente, la ecuación del equilibrio dinámico queda: 

Para resolver esta ecuación es necesario conocer la función F(t) 

Suponiendo que la fuerza exterior es una fuerza cíclica de variación armóni­

ca, de la forma 

F<t) • F su opt 

Donde 

'P = frecuencia angular de 1 a 

fuerza 

f' = Valor máximo que puede ad-

quirir la fuerza 

T, = Periodo de 1 a fuerza 

F(~) 

1• T , .. 
p • -;¡-

• 



• 
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En consecuencia, 

Dividiendo entre 
.. ~ F 
~ < t:\ + w ~ (t) =m st"' ~t 

Ecuación diferencial clásica cuya sol~ción es: 

• (t) .• P.'"''' ( ... -t- o " . -
~ 

1 S,~t~\(l 
"""':. ..... "~ ~ 

@ 

El término(!) representa el efecto de la oscilación propia y(f)el de la fuerza. 

En los casos de interés práctico el efecto de la fuerza es mucho mayor que el 

de la oscilación propia, por lo que en forma aproximada se puede escribir 

como 

pero 

" k "-!.~ =-

F 
k 

"' 

~~. 

j, ... -.. = desplazamiento causado por una fuerza estática-

de valor F 

La función seft ~t puede tener como valor máximo = por lo que, 

Al término 
1 - (:)' 

se le llama factor de amplificación 

dinámica ~ (FA), representa la relación entre el desplazamiento máximo causa­

do por una fuerza dinámica de variación armónica y una fuerza estática: 
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rA~ '::1 •• ~. (Jd) 

'j .:., ... ,; 

F 11 • ----'-1-~ . -(-:r 
Es interesante observar en una gráfica cómo varía el factor de amplificación­

en función de la relación 
'f' 

~f---

V 

"' 
1"~ 1 

Jr-----~---+-+-+---~---_. o 

'la l. 33 

oO 

fi 

?. o.J3 

o 0,5 l. o l. S 2.0 

Se observa que si "''~ el factor de amplificación es .a, y la deformación-

tiende al infinito. A este caso se le llama resonancia. 

El concepto de resonancia tiene una gran trascendencia en Ingeniería Sísmica.­

Cuando el período del suelo coincide con el período predominante de la excita-

ción sísmica al nivel de roca basal, las aceleraciones a nivel de terreno na--

tural se amplificaR considerablemente; por otro lado si el período de un edifi 

cio coincide con el período del suelo en que se asienta, aumenta el riesgo de-

daños. 



e) Oscilación libre amortiguada 

IIIIN&.I•-.,., • o o 
·-:-• -...+ ljo 

f1:···· ....... 
R<tH o 

¡; : o 

Se supone,como en el primer caso, que el -

móvil oscila libremente después de recibir 

un impulso que le produce un desplazamiento 

~. y una velocidad j. iniciales; pero ahora 

se introduce el efecto del amortiguamiento 

La ecuación del equilibrio dinámico queda: 

m j ( t) + R ( t l • k ~ ( •) = o 

.09 

Para resolver esta ecuación es preciso conocer la función R <•l. Con fines de 

ingeniería se estudian diferentes tipos de amortiguamiento, pero en Ingenie­

ría Sísmica interesa particularmente el ll,amado amortiguamiento viscoso en -

el que la fuerza de amortiguamiento en cada instante es proporcional a la ve-

locidad del móvil en ese instante ( Rlk) ~ ~; (tl) ya que estudios experime~ 

tales realizados en modelos físicos y en edificios reales han permitido demo~ 

trar que el amortiguamiento de las construcciones comunes es aproximadamente-

viscoso. 

Por lo que puede escribirse 

m~(t)+ (3~lt) + l<~(t)• o 

Donde@ es un coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y velocidad, cuyas 

unidades son Ton ~ 
~ .. 

Dividiendo entre m ,recordando que 

--~(t) t H S (t) t 

Donde: 

k • 
-: w• 
,~ 

w'~(-t) 

y haciendo ~ = u, se ti ene: 

e o 

(1 
E.:- = Factor cie amortiguamiento. 

2m 



La anterior es una ecuación diferencial clásica cuya solución es: 
·U • * 

~"=l= e A e•• c....,•<-~) 
donde 

e = base de los logaritmos Neperianos 

A • = amp 1 i tud amortiguada = 

..,..• --~ fase amortiguada = "~' h• ~. + t ~. 
(JJ. ~. 

w"= frecuencia angular amortiguada =Vw'- <:' 

Se denomina "porcentaje de amortiguamiento'' a la relación 

J)., = ...f_ "' ' \) = ~ . w "' 

por lo que 
w•=w~ 

Cuando E=w, V=l, se tiene el caso de amortiguamiento crítico y después de -

recibir el impulso el móvil regresa a su posición de equilibrio lentamente, 

sin oscilar: 

Amo/l.lif}uami.en.to CA.üi..co 

.lO 

Los amortiguamientos de las estructuras se expresan en función de V, porcenta­

je del amortiguamiento crítico. En forma experimental, se ha demostrado que­

los edificios comunes tienen porcentajes de amortiguamiento muy pequeños 

(del 2 al 7%) (valor medio: 5%) por lo que w• : w 



Introduciendo esta igualdad en las expresiones anteriores y substituyendo 

se tiene: 
·vwtAr ( •) 

~(t):e cos wt-~ 

donde 

Gráficamente, la función toma esta forma: 

Ht) 

,, 
, ' 

/ ' 
T•~l"'i:T 

w• 
Comparando esta ___ gráfica con la del primer caso, se observa que el amortigua-

~~ 

.ll 

miento tiene por efecto reducir en cada ciclo el tamaño de la amplitud, hasta 

que en unos cuantos ciclos las oscilaciones se vuelven muy pequeñas y el movi 

miento prácticamente se para. El período de la estructura amortiguada es - -

prácticamente igual al de la no ~mortiguada. 

d) .Oscilación forzada amortiguada 

Este es el caso general, en que un móvil 

amortiguado oscila bajo la acción de una 

fuerza exterior, variable con el tiempo. 

Si el sistema es elástico-lineal y el -

amortiguamiento viscoso, la ecuación - -
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del equilibrio dinámico será: 

Mj(l)t~~(t).,.kj(~): F(t) 

Para resolver esta ecuación, se requiere conocer la función F(l) Consideremos 

en seguida algunos subcasos correspondientes a diversas funciones f (t) 

d 1) La fuerza exterior es una función armónica del tiempo 
Sea 

f(t) = F s.n .,t 

donde 

F = valor máximo de 1 a 

fuerza 

(¡> = frecuencia de 1 a -

fuerza 

T, = período de la fuerza 

Bajo esta consideración: 

m~lt) + ~~(t) t kHt) = ¡: ><n'l't 

Dividiendo entre ""• recordando que 

~=<l0:2l)w ~~t.o• 

se tiene 

Ecuación diferencial cuya solución es 

1 ·ct • ( "*) '[ 1 SC"(tt-;) 
lltt)• e A <os wt- ~ +~ if(•·(~)')'•~v·t~)' ~ 

(i) "® 
El término QD representa el efecto de la fuerza y el término CD el de la osci-

lación propia. 

forma aproximada 

donde 

En 1 os casos de interés® es mucho mayor que <D por 1 o que en -

• ~D w 
1 - (~)' 
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Pero F 
= ~u+, y 

k 

Al término v [.o (~r r . ~ l)' (:)! se le denomina ''factor de amplificación 

dinámica amortiguada" y se le representa por ( FA)• por lo que 

• ~ ( t l = ~ "', ( ¡:A) sen ( H - "S) 

Como el máximo valor de la función 5<'1 •• 1, 

~'"'-• : ~"'• (FA) • 

la siguiente gráfica muestra la variación de (FA)" en función de ( !) : 

(FA) • 

5~-----,-----,~r-----r-----~ 

3~----+---.U~~---+----~ 

o L-------~,------L----~-L------~-----P L 
O,S LO LS z,o w 

A&a•"~""" 



impulso. 

Por otra parte, aplicando el principio de ll cantidad de movimiento: 

Fuerza. tiempo = masa. velocidad 
f ( -¡o) d ... = "' ~. 

~. = ..fl!) d~ 
"' Substituyendo en la ecuación anterior, 

';l(t): F(~) Scn(w(t-1)) el¡:­

"'"' 
Pero este desplazamiento es el causado por un solo impulso, por lo que substi-

tuimos ~m por .1~ 

..... ' 
Para obtener el desplazamiento total en el instante t integramos el efecto de 

todos los impulsos que actúan desde t•• hasta t = t 

~<tl =...!... í'rc~J ""C"'t~-•ll d<: "' J. ... • 
Si se introduce el efecto del amortiguamiento, el resultado anterior se modi-

fica como sigue: 

• 
A esta integral se le llama la "Integral de Duhamel" y se le asigna gran im-­

portancia en Ingeniería Sísmica. Se enfatiza que la ecuación anterior es la 

solución de la ecuación general . 

Donde FH) es una función cualquiera 

. 15 



Se observa que el amortiguamiento atenúa considerablemente el efecto de re­

sonancia, ya que para: =1, los desplazamientos máximos dinámicos son aproxj_ 

madamente 5 veces el estático para V= 10x y no oD como para 11 =o 

A mayor amortiguamiento menor amplificación dinámica. 

El efecto es más acentuado en la zona de resonancia, para: 0.1 ( " ..... < l. 3 

El amortiguamiento tiene, en resumen, un efecto favorable en el comporta--

miento dinámico de las estructuras, de ahí el alto interés que existe en -

determinar su valor efectivo en estructuras reales. 

d 2) La fuerza exterior es una función cualquiera 

Para resolver este caso descomponemos la acción de la fuerza en la acción " 

de una serie de impulsos, cada uno de los cuales actúa.durante un intervalo 

de tiempo muy pequeño 

'H) ¡L... __ :::E __ ..._F_c_c_l _'_''~)" Consideremos el desplazamiento 

·~· que en el instante t pro-

duce el impulso F<z) que actúa-

en el instante ~ 

., C•l Si no se considera el amortigua-

miento: \Htl= j,c••wlr +J!, sc.wt ... 
Pero el impulso se aplica con-

::lo =O por lo que: 

Habiéndose substituido t por t·'l ya que éste es el tiempo de acción del - -

.14 
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d 3) La fuerza exterior ~ ~ acción sísmica 

Denominando u, m al desplazamiento del terreno por sismo a la profundidad h, 

V, (i) al desplazamiento del terreno a profundidad o, en la base de una estruc-

~<<l•v.<tl 
--4 

~ 
ü, (t) 

ra de un grado de libertad queda: 

tura,j<~ al desplazamiento relativo-

de la estructura respecto a ·SU base,-

en la masa de la estructura actuará -

durante un sismo la aceleración- -

~<• l + ii, (t) y como no actúa ninguna -

fuerza exterior, la ecuación del - -

equilibrio dinámico es una estructu-

m ( ;,¡ Ul + i.i. (t)) + 11 ~ (t) .. k'.:l <t) ~o 

de donde puede obtenerse: 

"'~ (t) + t'l~(~) + k,t~) :::- mÜ.(t) 

Dividiendo entre m: 

9<tl + ~¡) .... ;(~) + w•, lt):: a. (-1:) 

(Se elimina el signo por ser irrelevante en el segundo miembro de la igualaad­

anterior, ya que el sismo es alternante) comparando esta última expresión con­

la escrita al final del subcaso anterior es evidente que la solución es: 
1 r ~- -vw l t •• ) 

!!C~) =-¡¡;J. u. t a-) e sen (c.o (t- 'l:)J d • 

• 
Es importante destacar que el comportamiento sísmico puede analizarse como il 

actuase una fuerza exterior de valor -.., Ü, (t) pero que en realidad el sismo -

no es un problema de fuerza exterior impuesta a la estructura, sino de defor-

mación impuesta. 
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Interesa el desplazamiento máximo, para el cual se tendrán los elementos mecá-

nicos internos máximos. 

Este vale: 
1 

=w 
• 

Al valor au;oluto máximo de la integral 

d-,; 

se le llama "Espectro de velocidad'' --

y se 1 e representa por S v 

t 5 Ü,(<~")e•wc•-•)sueu<t-t)d-¡: Sv = . . .,., .. 
La integral anterior no puede resolverse directamente porque la función Ü,; ( ao) 

no es integrable. Esta función es el acelerograma registrado en la base de la 

estructura durante el sismo cuyo efecto interesa estudiar. 

ü, lt) 

A ce.I..M.o!fAama /l.eal.. 

ü, (t) ¡j, (~) 
' 

La integra 1 se res u e 1 ve por di feren­

cias finitas, discretizando el acele 

t rograma en impulsos que actúan a un­

; nterva 1 o L1. -z:. 

Se recomienda tomar A e: .., o.1 T, 

siendo T e 1 período de la es truc--

tura por analizar. 
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De esta manera: 

S v: 
t z: -"w (t-<) 

U,(c=)e Hn(w(t-<l]ózo 
o 

Existen programas de computadora que aplican este procedimiento para la obten­

ción de espectros a partir del acelerograma. 

De la expresión obtenida para la oscilación libre no amortiguada: 

!:1 l t) = 11 e os C w-t - >) 

~ ........ ::. A 

Derivando se obtiene la velocidad: 

~(t) :--w AsLn(wt- ~) 

Derivando otra vez se obtiene la aceleración: 

~ (t) =- w' A cos ( w-t- ';) 

~ .... : w• A 
.. 
!1 ....... = w' ::t ....... -::: w ::i ..... 

De estos resultados se infiere que a partir del espectro de velocidad se pueden 

obtener espectros de desplazamiento (sd) y de aceleración mediante las expresi~ 

nes: 

Sd : 

5a. : w Sv 



u, (t) 

v ~ 5 .,. 

·' . 
!.v•v;.za..l.o 

DJpeGt.11.o de acúvzauone~ 
1 é~peGt.11.o de 11~pue~.ta pww wt _,¡_Mzo 

cuyo aceÚ?JWfjA(J]Tla ~e conoce: 1 

T 

.19 

En la práctica de diseño el más 

usual es el espectro de acele--

raciones, gráfica que en función 

del período de una estructura --

permite obtener la aceleración -

máxima ae· la misma durante un s1s 

mo conociao por su acelerograma. 

Del cálculo se obtiene una curva 

irregular, con muchos picos, la 

que se suaviza por procedimien--

t tos matemáticos. 

A la envolvente de los espectros de respuesta de los sismos que probablemente 

ocurrirán en la vida de la estructura se le llama espectro de diseño. 

~ .... 

T 

é-1pec.t11.o de d"--1eño como envo~­
ven.te de ~pec.tll.o-1 de 11.e-1pue-1 
.ta 

~ .... 
-!-

T. 1"~ 

é-1peGt.11.o de d"--1eño en 
7/.fJ'-(J]Tleni:.0-1 mex..Lcano~ 

Los Reglamentos de construcción suelen incluir espectros de diseño para las --

estructuras en la zona de su jurisdicción. 

r 
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ANALJSJS DINAMICO DE SISTEMAS DE GRADOS DE LIBERTAD MULTIPLES. 

Modelización de edificios altos 

Sin mucho error un edificio de·.· pisos puede discretizarse como un sistema de-

"n~ masas, considerando las masas concentradas al nivel de los pisos. Si se -

desprecian los acortamientos o alargamientos de las columnas y los movimientos -

de la cimentación este sistema tendrá 3 grados de libertad por piso: Dos despl~ 

zamientos horizontales paralelos a los ejes principales de la planta y un giro -

en torno a un eje vertical. El sistema tendrá entonces un total de '3n· grados-

de 1 i bertad. 

Puede realizarse una simplificación 

ulterior si se aplican las siguientes 

hipótesis: 

a) El sismo actúa paralelamente a 

uno de los ejes principales de la-

planta y los desplazamientos hori-

zontales son paralelos a ese eje~ 

b) Las fuerzas cortantes sísmicas 

están aplicadas en el centro de­

torsión de cada entrepiso y en -

consecuencia los giros en cada -

planta son nulos. 

De esta manera el sistema se transforma en un sistema de "~··grados de libertad 

como el que se muestra en la figura en donde la rigidez de los elementos que -­

conectan a las masas es la suma de las rigideces de los elementos de entrepiso­

en la dirección de análisis. 
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Se ha obtenido así,el modelo de una estructura, paso que es indispensable dar 

previamente al análisis dinámico de cualquier estructura. El análisis dinámi-

coque se realice será tanto más aproximado al comportamiento real cuanto me--

jor sea el modelo de partida.· 

Propiedades dinámicas de un sistema de •n' grados de libertad 

El problema del análisis dinámico 

de un sistema de n grados de li-

bertad consiste en determinar los 

desplazamientos ~., ~ •... ~; ... Yn 

en cada instante de su oscilación 

bajo la acción de una excitación 

exterior F(!:) variable con el --

tiempo. 

Para resolver este problema consi 

deramos en primer término que to-

"' ... 

.... 
J 

~ 
F'(t) "'• 

"'• 

~J 

.! 

Osc.tl•c.io'n 

das las masas se mantiene fijas y que la única que oscila es la masa M¡con un­

+-- koj 

"'··· -
.... 

... , 

...... 

desplazamiento máximo Yj : 1 

En estas condiciones, cuando el 

aesplazamiento en j es máximo (1) 

sobre esa masa actúa la fuerza k¡¡ 

y en las demás masas aparecen las-

reacciones k,¡ , ka,; •.. k,j, k o¡ ••• k,¡ 

necesarias para que dichas masas -

permanezcan fijas. 
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En genera 1: 

Fuerza que debe aplicarse en m¡ para que tenga un desplazamiento­

unitario, estando las demás masas fijas. 

k,i = Reacción que aparece en Á cuando "'j tiene un desplazamiento unita­

rio y las demás masas están fijas. 

Sobre la masa ~i actúa además la fuerza de inercia que vale: masa • acelera-

ción = l'>lj·u!'j¡ = m¡ w~ 

Estas dos fuerzas están en equilibrio: 
u}""j +--~ --+ kjj 

"'l 

Si ahora soltamos todas las masas para que el sistema tome la configuración--

~ 1 ' ~ 'l • • • 'j.i. , 'jj , ~ ~ • . • ~" sobre la masa 1'>1j aparecerán las fuerzas - - -

(k¡¡. ""'"'i) 'jj (porque ahora el desplazamiento no es 1 sino ~¡) y las fuerzas 

~ ~ 

( kjj- w'"'j )~¡ 

Estas fuerzas se encuentran en -

equilibrio. 

Una ecuación similar se puede es-

cribir para todas las demás masas, 

por lo que se tiene: 

,, 
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= o (ku-W"M,)~,·+ k,'l~t + ... + ~ ... + 

k .. ~. + (k,.. "''"'•) ~. + . + t . ~ = o 

o 
(A) 

t -= 

kl'\1 ~1 + + •• o ~ k.j :tj 

A las ecuaciones (~)se les denomina "Ecua_f_i_l)_nes_g~ales del equilibrio-· 

dinámico de un sistema de 11 grados de 1 ibertad". · Estas ecuaciones se pue-

den escribir en forma matricial así: 

Donde [K)= Matriz simétrica o e 
k., k,, k,¡ k •• 

rigideces = k .. k u k tj k,. 

k¡, le¡ l kjj kj" 

k., k ••.. . k "J k •• -. 

[K) es una matriz Simétrica porque los elementos ubicados simétricamente respecto 

a la diagonal son'·iguales: k,.¡ ~ kj.i por el pri~~i~io de MDller-Breslau. 

l M)= Matriz diagonal o e 

""· o o o 
masas = o ""• . . o o 

o o Mj o 

o o o "'" 

(Una matriz diagonal es aquella en que todos sus elementos son o, excepto los 

alojados en la diagonal). 



Vector o 
Matriz columna de 
desplazamientos 

; 

~. 

~j 

(Un vector o matriz columna es una matriz que cuenta con una sola columna) 
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Examinando la ecuación(Al se observa que para que el producto del primer miem­

bro sea o, es preciso que el vector l ~J sea o, o bien que el determinante de -

(!K)·"''t"J) sea o . La primera alternativa es una solución trivial que se 

desecha ya que corresponde al caso en que l:l, = ':lt = ••• :; ':lj .: .•• = ~" : o ' 

es decir cuando todo el sistema no se ha apartado de la posición de equilibrio. 

Se adopta entonces, la segunda posibilidad: 

Ecuación que expandida se escribe de esta manera: 

(k.,- ...,•..,,) k11 • • • 1< •j k,., 

k., (ku-w'm,) ... k.; k1.• 
. . . :o .... (s) 

A la ecuación te) se le denomina 'Jcuación 4e lo& n'sres característicos de un_ 

sistema de 11 grados de J ihertad". Esta ecuación es de grado r. en w' del ti-
~ 

po de: 

,, 
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e t c., w' t e, (w')
1 

¡. •• , + C¡ (w')J t-.· 

Y tiene por solución ~ raíces: w' • 

C.n (w~)"= O 

' w • Wn '-

Tomando una de estas raíces y llevándola a las ecuaciones (A) 

([K]- w'LMJJ )!l}. =o .... (e) 
A 

Se obtiene la ecuación (e) de la cual puede despejarse el vector ~ ~}. 
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Sin embargo, la ecuación (e) no es una ecuación determinada y existe un núme­

ro infinito de vectores l ':l1~ que la satisfacen. Pero todos estos vectores -­

son proporcionales entre sí. 

Ejemplo de vectores proporcionales: 

2 4 - 1 
_, 

-~ o. S 

~ 8 -z 

' '~ - 3 

-J _, 
l. 5 

Por lo que para hacer determinada a la ecuación (e) se recurre al siguiente arti-

ficio: 

Arbitrariamente se asigna el valor 1 a uno de los desplazamientos, por ejem-­

plo el ae la última masa: 

Haciendo 

Se obtiene: 

Al vector j ~}~se le designa ''vector de desplazamientos normalizados" corres­

pondientes a la frecuencia OJ~ 
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Lo anterior significa que el movimiento de un sistema de n grados de libertad 

puede descomponerse en n movimientos simples, cada uno con su frecuencia UJ. 

y su ley de oscilación { c)j).. . A cada uno de estos movimientos se le lla-

ma modo. 

La ley \ <P;}. muestra la proporción que guardan entre sí los desplazamientos de 

las masas durante todo el movimiento, por lo que los desplazamientos ~j> son -

adimensionales y están a escala arbitraria. 

' 1 

1 
¡-----
1 

1 

1- ---

1 

1---
1 

1 
' L_ 
' 1 

w, 

••• 

( 1 n••• ) 

' 1 f,. 
' 

w. 

Tt: ~ 
c.u, 

( 'l ""•"-• 1 ) 

1 

' ' ' 

1 
\ ~---

' 1 

' 

' 
' \ 

' , 

·, 

' 
1 ' 1 
1 : 
1/ 

1 
~--

1 
1 

w;, 

1---

'1 

q, ).: 
'• 

f,; 

~ .. ;. ,. 

MOtU r1 

w. 
T, ~ !:! 

w. 

(" "···. ) 
Se llama "nodo'' a un punto que no se mueve dentro de cada modo. El n~mero de -

nodos en cada ley corresponde con el número del modo. 

Las amplitudes de las leyes de oscilación cumplen con la propiedad de ortogo-

nalidad, es decir: 

• 
¿ m¡ rpj;, 1¡~ - O 
j ::¡ 

(.44- kj ;.,1< = lt z ••• ") 

•' 
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En donde: 

mj = masa en el punto j 

cf>;_,. = Amplitud del punto j en el ;codo ,< 

t/>j ~ = Amplitud del punto J en el modo k 

que puede escribirse 

1 ~ r [M 1 1 q; 1. = o 

Estas propiedades permiten la solución de sistemas de n grados de libertad-

sometidos a oscilaciones forzadas. 

El primer modo tiene una influencia preponderante en la definición de la res 

puesta total, por eso se designa "modo fundamental" y a su período se le lla 

ma "período fundamental". 

Los rr.odos por encima del primero se denominan "moaos superiores" y su influe_!! 

cía decrece al aumentar el número del modo; por esa razón se recomienda en -

muchos casos calcular únicamente los tres primeros modos. 

En el procedimiento matemático que se ha desarrollado se ha considerado una-

oscilación libre sin amortiguamiento, sin embargo, al igual que para los sis-

temas de un grado de libertad puede considerarse que para el modo A 

T. • "'= T. Donde w: y 1:' son la freéuencia y el período amortiguados del -

modo ..\ . 

El procedimiento explicado es imposible de aplicar manualmente para 11 ::> 3. 

Aún con computadoras su aplicación es laboriosa. Por estas razones se han-

desarrollado métodos numéricos para el cálculo aproximado manual de las fre­

cuencias y leyes características. 
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Reducción de.!!..':! sistema de 'n" grados de 1 ibertad a un sistema con una sola masa. 

Consideremos un sistema de ~ grados de libertad oscilando con los desplazamie!:l_ 

tos ~~ ... , ':ie,. ... ':1¡.., ••. "jl'l_.. correspondientes a las masas ...,, , ..,, ...... , ... "'• y 

a 1 modo Encontraremos la masa equivalente me; de un sistema de un solo--

grado de libertad, que produzca el mismo cortante en la base para el mismo- -

evento sísmico. 

s¡~tema de n ~ado~ de 
U..bvttad o~cdmui.o en 
el modo l 

s¡~tema eqU-i.va(ente de wt ~o.(o 

~ado de .U..bvttad 

En ambas figuras las energías potenciales deben ser iguales: 

Er~ = t.p. 

1 i n\j~j ... :::.1 """t. ... ~C.Á 
J.' 

Por otra parte, las frecuencias de oscilación deben también ser iguales: 

Substituyendo estas frecuencias por las expresiones que proporciona el método -

•• 
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de Rayleigh: 

" 

{fi :z Mj ~j .... w j:. 1 
:. 

• z ff.: z: MJ 'jj,. 
J ::.¡ 

" 
1 ~ ,...,j \jj .. ,., -- ~ . 
:Je, 2 ..,. 'j < 

J ; ... 
J-;::¡ 

Substituyendo en ( 1) 

) : l 

Este resultado permite calcular la respuesta para uno de los modos de un siste-

ma de ~ grados de libertad con los mismos procedimientos explicados antes para 

un solo grado de libertad. 

Análisis sísmico de sistemas de_.!:. grados de libertad. 

Considerando un sistema de~ grados de libertad, sometido a una aceleración-­

sísmica U, (t), llamando :l;(t) al desplazamiento relativo de la masa "'; respec-

to a la base, las ecuaciones-· 

del equilibrio dinámico son: 

t M J l ~¡ 1• ( C] ¡ ~¡ 1 • [K] ~ ~' l : e MJ j 11 Ü, 

Donde 

r M~ = matriz di a- = 
gonal de -­
masas 

I'Yl. o ... o . . . o 
o r'W\1. • • • o . . . o 

o o .... o .... ~ .. 
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k .. k,, k 'J k," 

[K]= Matriz simétrica de rigideces = k, k,, k,j k,. 

k JO kh kJJ 1< J" 

k., k,, k ... J •.• k •• 

= Matrices columna de aceleraciones, Velocidades y 

desplazamientos 

.. 
':l. r i¡ • ~. 

í ~j } ~ 
~j 

h1 
:l, 

l ~. 1 : 
~. 

= 
~. '1¡ 

~- ~. 

ü. 
i.J. 

u. = u. 

v. 

La matriz de amortiguamiento[c] es"una matriz compacta y simétrica de la forma: 

'" '" . . . Ctj (,~ 

c., e,~ Ctj . ''" [e] = . . . 
C;¡o e,. . . (¡¡ . Cj., . . . 
'"' c.., . . c. "'j . . c.." 

Sin embargo esta matriz presenta dos problemas: 

1) No existe un procedimiento que permita determinar físicamente los valores 

de los elementos 

2) Si la matriz no satisface el principio de ortogonalidad respecto a los 

nodos que caracteriza a las matrices de rigidez y ¡le masas t~<l,tMl, se - -

• 
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obtiene un sistema de ecuaciones acopladas y los modos propiamente no existen. 

Aún cuando experimentalmente se ha demostrado que hay alguna interferencia en-

tre los modos, este efecto es despreciable, sobre todo cuando las amplitudes-

son pequeñas y la estructura permanece en el rango elástico, por lo que con --

fines de diseño se puede asignar a cada uno de los modos un porcentaje de amor 

tiguamiento ( \): 2-5 •t.) 

De este modo, para el modo Á la ecuación del movimiento será: 

'1, (t). 2¡), w.1 .. (<) + «J.'•L (<)=- ( ·n: [M] !•1 ü. 

Donde se ha realizado el cambio de variable 

l '1') = Matriz ortonormal de vectores 

1 1) = Matriz columna de las coordenadas generalizadas del modo normal de­

vibración. 

De esta ecuac1on se llega a la siguiente solución: 
• 

_._ ¡ Í ·· -v.-w,<t--z:) 
!:!ú -::: (_¡ '~'j_¡ w; J U, ( "Z') e .e" w; (1:- ") d-z 

• 
(En forma similar al caso de un grado de libertad) 

Donde: 

!:!J.< = desplazamiento en el instante t de la masa J debido al modo Jo. 

(¡. 
~M· "'j .i J Factor de participación del modo en el movimiento = = A 
:E_ .... ¿ 

j J ~j.¡ 
tata 1. 

v .. , UJ.i. = Porcentaje de amortiguamiento y frecuencia del modo .< ,, 

31 
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Análisis dinámico ~IOdal paso~~ 

Este procedimiento de análisis consiste en el cálculo de los desplazamientos­

de cada masa, para cada modo en cada instante. La suma de los desplazamientos 

modales dará el desplazamiento total de cada masa en cada instante. El cálculo 

se realiza aplicando la expresión anterior, donde Ü.(~) representa el acelero 

grama del sismo de interés. La integración se ejecuta mediante una suma de-­

diferencias finitas, como se explicó anteriormente para un sistema de un solo­

grado de libertad. 

Por otra parte el cálculo debe realizarse para varios sismos representativos, 

cada uno con diferente función Ü, Cz) (El Reglamento del D. F. especifica el -

uso de por lo menos cuatro movimientos). 

Lo expuesto indica que si bien el método paso a paso tiene el atractivo de -

ofrecer el conocimiento de todos los desplazamientos de las masas en función 

del tiempo, a partir del conocimiento de la función de la excitación, requie­

re de trabajos excesivamente laboriosos, aún con el auxilio de computadoras­

muy potentes. 

Por esta razón este procedimiento se aplica únicamente con fines de investiga­

ción y sólo en muy limitadas ocasiones con fines de diseño. 

Cabe señalar que en todo lo expuesto hasta ahora se ha considerado que las -

estructuras tienen un comportamiento elástico lineal. El método de análisis 

paso a paso tiene la ventaja ae permitir considerar de una manera directa un 

comportamiento no l~neal. 

• 

•.. 
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Análisis dinámico modal espectral 

Este procedimiento parte del enfoque más práctico de calcular los desplazamie~ 

tos máximos para cada modo. 

A partir de la expresión: 
l 

1 J -v.w.(l-r) .. 
':lj, = c. ~,. w- e v. e -z-l 

' 
,c..,w ... (~-~)cf"'t 

o 

El desplazamiento máximo será: 

':1;; : C< '#¡; Sv ( tl;,w;., <) 
"""'"· w:.. 

Donde 5, = Espectro de velocidad 
t 

) Ü, (~) ~Viw. C<·•\., w;. (1:- ~) d" = 

• ... ... .. 
Si se emp 1 ea, como es más común, e 1 espectro de a ce 1 erac iones: 5, = ~ 

1 '! w 

e~ ~i.i. 
::-- s.c~,T) 

Determinados los desplazamientos máximos para cada modo, queda el problema de­

determinar los máximos totales. Estos no son la suma de los máximos modales,-

porque los últimos no ocurren simultáneamente, es decir: 

Un criterio de combinación de respuestas n~dales que da resultados aproxima-­

dos paraestructuras comunes (con distribución regular de masas y rigideces)es 

el de tomar la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados: 

, 



o bien: 

~J..,,,. = 

:J· 
J ""'/11 = J ' :JJ, 

4:.1 

~·· 
+ . • . +- ' ~ . 

J .. ., ... 
t- • • • + 

l 
~, " ......... 

Este criterio es aplicable a cualquier respuesta de la estructura, por lo que 

en genera 1: 

R~ .. .~~ = R' ........... 

Donde R puede ser desplazamiento total, desplazamiento relativo, fuerza cor-

tante, etc ... 

El procedimiento de análisis dinámico modal espectral es el que normalmente-

se aplica en la práctica de diseño de edificios altos. Existen en el mercado 

numerosos programas de computadora que facilitan su empleo. 
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1 

1.1 INTRODUCCION 

El análisis estructural es un paso intermedio en el proceso a seguir para la construcción 
de cualquier obra civil y tiene como finalidad el determinar el comportamiento de la 
estructura que la soportará, es decir, los efectos producidos por las diferentes acciones 
que obrarán en la construcción. El comportamiento de la estructura se puede expresar 
a través de desplazamientos, reacciones y fuerzas internas (elementos mecánicos). A 
partir de estos últimos se define la resistencia que debe tener la estructura para 
soportar las cargas que obrarán sobre ésta y con los desplazamientos se revisarán las 
condiciones de servicio, para esto los desplazamientos actuantes serán menores o 
iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos de construcción. Si esta 
condición no se cumple deberán cambiarse las dimensiones de la estructura y 
analizarla nuevamente. De lo anterior se observa que el análisis y el diseño de una 
estructura es un proceso iterativo y que el análisis estructura es una herramienta 
necesaria para diseñar una estructura y así poder construirla. 

Por otro lado para poder realizar el análisis de una estructura, se debe. tener bien 
definidas sus condiciones de frontera o condiciones de apoyo, ya que una estructura 
bajo las mismas condiciones de carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene 
comportamiento diferente. ', 

Un apoyo es la representación gráfica del número de reacciones necesarias en el punto 
donde se encuentra dicho apoyo, para establecer el diagrama de cuerpo libre en la 
estructura. Las diferentes condiciones de apoyo se obtienen a partir de la continuidad 
de los elementos o de la forma en que se conectan, por ejemplo un elemento ya sea de 
madera, concreto o acero se apoya en forma directa sobre otro elemento como se 
indica en la figura 1.1 a. 

Se observa que los desplazamientos horizontal y angular pueden ser diferentes de 
cero, sin embargo en la dirección vertical el muro restringe el desplazamiento dando 
origen a una reacción en la dirección vertical el muro restringe el desplazamiento dando 
origen a una reacción vertical Rv. La idealización del apoyo de esta estructura se puede 
representar como se indica en la figura 1.1.b. Este apoyo se conoce como libre o 
directo y es la representación esquemática de una reacción. 

Si la viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2, el desplazamiento 
horizontal se restringe dando origen a una nueva reacción y su idealización se muestra 
en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulación y es la representación 
esquemática de dos reacciones, una vertical y otra horizontal. 
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Si ese mismo elemento se ~conecta a otro de tal manera que el desplazamiento ang~~lar 
sea cero, además de los desplazamientos vertical y horizontal como se indica eñ la 
figura 1.3.a se da origen al apoyo que se conoce como comportamiento, el cual es la 
representación de tres reacciones como se muestra en la figura 1.3.b. 

/l ~. 
----,,..--, 

(a} (1::-) 

Figura 1.3 

Finalmente si se conecta el elemento de la forma que muestra en la figura 1.4. se 
obtiene el apoyo que es la representación esquemática de dos reacciones como se 
indica en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamente. 

2 
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Figura 1.4 

De los cuatro casos anteriores, se puede concluir que si hay desplazamiento en el 
apoyo no hay reacción y si hay desplazamiento. 

1.2. EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y 
DESPLAZAMIENTOS. 

En la sección anterior se definió el objetivo del análisis como la determinación de los 
desplazamientos, reacciones y fuerzas internas bajo cualquier condición de carga. Sin 
importar el método utilizado para lograr este objetivo es necesario cumplir con las 
condiciones de equilibrio, compatibilidad y la relación entre fuerzas y desplazamientos. 

1.2.1 EQUILIBRIO 

La solución correcta de la estructura debe satisfacer las condiciones de equilibrio 
estático, no solo para la estructura completa, sino también para cualquier parte de ella 
tomada como un cuerpo libre. 

En un espacio tridimensional si el vector fuerza resultante es igual a cero, también sus 
componentes deben ser igual a cero, por lo que se pueden plantear las siguientes 
ecuaciones: 

2:Fx =O 2:Fy =o 2:Fz = 1.1.a 

En estas ecuaciones las expresiones 2:Fx, 2:Fy y 2:Fz son las sumas algebraicas de las 
componentes en x, y & z respectivamente de todos los vectores fuerza que actúan en 
el cuerpo libre. Igualmente, si el vector momento resultante es igual a cero, las 
ecuaciones de momento de equilibrio estático son: 

2:Mx=O 2:My =O 2:Mz= 1.1.b 
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Donde IMx , IMy & IMz son las sumas algebraicas de los momentos respecto a 
los ejes x, y & z respectivamente, de todos los pares y fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo libre. 

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio estático tridimensional. Si 
la estructura es plana y las cargas están en el plano que contiene a la estructura y los 
pares tienen sus vectores normales a ese plano, solo son útiles tres de las seis 
ecuaciones de equilibrio. Considerando que las fuerzas están en el plano x-y, 
evidentemente las ecuaciones IFz = O, MX = O y IMy = O se satisfacen 
automáticamente. Las ecuaciones restantes IFx = O, IFy = O y IMz = O 
son las ecuaciones de equilibrio estático que toda estructura en el plano x-y debe 
cumplir. 

Las ecuaciones de equilibrio pueden aplicarse a cualquier estructura como cuerpo libre 
y si se cumplen en ésta, entonces deberán cumplirse también en cualquier punto, 
elemento, nodo o cualquier parte de ella tomada como cuerpo libre como ya se 
mencionó anteriormente. 

1.2.2 COMPATIBILIDAD 

En las estructuras donde el número de las incógnitas es igual al número de ecuaciopes 
de equilibrio estático, se puede determinar el valor de las reacciones y de las fuerzas 
internas que estén _presentes en el sistema estructural para lograr el equilibrio,i~el 
mismo. Sin embargo hay estructuras que tienen más incógnitas que ecuaciones de 
equilibrio estático, por lo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionales 
para poder determloar todas las incógnitas. Estas condiciones se refieren a la· 
continuidad de los desplazamientos a lo largo de toda la estructura, por lo que, también 
reciben el nombre de· condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de 
interés en los nodos de la estructura, por lo que se define la compatibilidad como' el 
desplazamiento de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las 
barras que concurren al nodo. 

Para ilustrar esta condición, considérese la viga mostrada en la figura 1.5, la cual tiene 
tres reacciones y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy = O y 
= O y IMz =o, por lo que hay que establecer una tercera ecuación. 

A 

p 

~1 

Figura 1.5 

/. 

}~r, 
8 

Utilizando el principio de superpos1c1on de causas y efectos ( la respuesta de una 
estructura, debida a un número de cargas aplicadas simultáneamente, se obtiene 
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mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separado 
cada una de ellas) la viga de la figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como 
se muestra en la figura 1.6, de tal manera que si sumamos el estado 1 con el estado 2 
se obtiene la viga inicial. 

p 
1 

A cp At l. B 
'" <"'"~-i-------------~:' ª" 

RA1: ·. 1 RB1 

Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 de desplazamiento angular 
vale cero · · 

<pA =O 

Y de la figura 1.6 para satisfacer esta condición de compatibilidad, 

La cual es la tercera ecuación necesaria para determinar las tres reacciones de la viga . 

1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS 

Para definir la relación entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema 
estructural, es necesario utilizar las leyes constitutivas ( propiedades ) de un material 
dado y los conceptos de equilibrio y compatibilidad. Hay dos formas básicas para 
expresar estas relaciones. La primera relación fuerza-desplazamiento de la forma: 

P= KD 

Donde P es la fuerza, D los desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez 
tiene unidades de fuerza por longitud y puede definirse como la fuerza necesaria para 
mantener el elemento de una unidad de desplazamiento. Esta relación es la base para 
el método de las rigideces, la segunda relación se puede expresar: 

D= FP 

En este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y está dada en unidades 
de longitud por fuerza. Puede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es el 
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• 
desplazamiento generado por una carga unitaria. Esta relación es la base para el 
método de las fuerzas. 

1.3 TIPO DE ESTRUCTURAS 

Las estructuras de acuerdo a su comportamiento se pueden clasificar en dos grandes 
grupos las estables y las inestables. Estas últimas son aquellas que no son capaces de 
soportar un sistema general de cargas a menos de que éste sea controlado. Las 
estructuras estables son aquellas capaces de soportar un sistema general de cargas 
cuyos valores están limitados a que no ocurra una falla por deformación excesiva y a su 
vez se pueden subdividir en isostáticas e hipersestáticas. Las isostáticas son 
aquellas que se pueden resolver con las ecuaciones de equilibrio, es decir el número de 
incógnitas (reacciones y fuerzas internas) es igual al número de ecuaciones de 
equilibrio que se pueden utilizar. Por el contrario si no se pueden resolver con las 
ecuaciones de equilibrio se dice que son hiperestáticas. También se puede hacer la 
clasificación de las estructuras en torno a los elementos mecánicos que estarán 
presentes en las mismas. 

Para determinar los elementos mecan1cos que estarán presentes en una estructura 
sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar que la estructura esta en 
equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fracción de la también debe estar en 
equilibrio. 

1.3.1 ARMADURAS 

Si se traza una sección a-a en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se observará 
que para lograr el equilibrio de la porción de la estructura comprendida entre la sección 
a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N2 a la sección resultará una 
situación similar, ya que las fuerzas necesarias para lograr el equilibrio serán normales 
a la sección de las barras, a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axiales. 

• F<A 

(a} 

Fi~ra 1.7 

1.3.2 VIGAS 

Si se traza la sección a-a en la viga mostrada en la figura 1.8 a, para lograr el equilibrio 
vertical se requiere una fuerza V que tendrá la misma magnitud pero sentido contrario a 
la reacción, a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas producen un par 
que será constrarrestado por un momento M, que genere otro par de igual magnitud 
pero de sentido contrario, figura 1.8 b, así se concluye que la viga estará sujeta a 
fuerza cortante y momento flexionante. 
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(a) Figura l. 8· 
(b) 

1.3.3 MARCO PLANOS 

Si se analiza la sección a-a del marco mostrado en la figura 1.9, a se requiere una 
fuerza normal N a al sección para equilibrar la reacción vertical, una fuerza cortante V 
para equilibrar la reacción horizontal, estas dos fuerzas ( Rh y V ) forman un par que 
será equilibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud pero sentido 
contrario, así los elementos mecánicos que estarán presentes en un marco serán: 
fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante, como se muestra en la figura 1.9. 
b. 

w 
1 . [. . \.. ¡ [ . .[ . N 
•v .¿ M~A, 

1 

. ..- '!L· ' .. V 
a· a' 1 1 é 

l_ l r~ Rh 

Rv· --

(a:t (b) 

Fi~ra 1.9. 
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1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO 

Una retícula es una estructura en la cual la carga se aplica perpendicular al plano que 
contiene la estructura, si se analiza la sección a-a de la retícula mostrada en la figura 
1.10.a se observa que los elementos mecánicos necesarios para plantear el diagrama 
de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la sección y el apoyo A 
son fuerza cortante Vy, momento flexionante Mz y momento torsionante Mx como se 
indica en la figura 1.1 O b 

w 

(P) 

1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES 

Estas estructuras también se conocen como marcos tridimensionales y para su análisis 
es necesario referirlas a un sistema coordenado tridimensional. Si se analiza la sección 
a-a del marco mostrado en la figura 1.11.a se observa que para lograr el equilibrio de la 
porción mostrada en la figura 1.11 b se requiere una fuerza axial N, dos fuerzas 
cortantes una en la dirección " y " y la otra en la dirección " z " que denominaremos 
como Vy y Vz respectivamente, en un momento torsionante alrededor del eje 
longitudinal de la barra Mx y dos momentos flexionantes uno alrededor del eje " y·" y 
otro alrededor del eje "z " My y Mz respectivamente . 

• 
• /1 /j 1 

i 
1 1 l.'\ 1 1 

1 /'"' 1 """" 
. .J.- 1 

.-.-~ . .'/.~ 

Ay 

Figura Lll 
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1.4 GRADO DE HIPERESTATICIDAD 

Las estructuras hiperestáticas (estáticamente indeterminadas) pueden ser 
externamente y/o internamente indeterminadas. Si el número de reacciones excede el 
número de ecuaciones de equilibrio disponibles, se dice que la estructura es 
externamente indeterminada. Si algunas fuerzas internas (elementos mecánicos) no 
pueden determinarse por la estática a pesar de que todas las reacciones sean 
conocidas, la estructura se clasifica como internamente indeterminada. Para ilustrar lo 
anterior considérese la viga de la figura 1.12 la cual tiene 5 reacciones y solo se tienen 
disponibles 3 ecuaciones de equilibrio ( IFx = O, IFy = O y IFz = O ), lo cual da un 
número mayor de reacciones ( incógnitas ) por lo tanto la viga se clasifica como 
externamente indeterminada. 

Figura 1.12 

La armadura de la figura 1. 13 tiene 3 reacciones para cualquier condición de carga y 
se dispone de tres ecuaciones de equilibrio (IFx, IFy y IMz). Como el número de 
reacciones es igual al número de ecuaciones de equilibrio, la armadura es isostática 
externamente, sin embargo las fuerzas en. las barras no se pueden determinar con las / 
ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta una de las barras diagonales como se --.. _j 

. muestra en la figura 1. 13 b, las fuerzas en las otras barras ya se pueden determinar · 
con las ecuaciones de equilibrio, por lo que las fuerzas internas en la armadura 
exceden a las ecuaciones de equilibrio en una fuerza, lo cual indica que la armadura es. 
hiperestática internamente. 

Ji k 
// ~· / / 

(a) 

Figura 1 .. 13 

//\ 
·~ ¡ 

"-.J. 
/ 

(b) 

El marco de la figura 1.14 tiene seis reacciones y se tienen disponibles tres ecuaciones 
de equilibrio (IFx, IFy y IMz). El número de reacciones es mayor al número de 
ecuaciones de equilibrio, lo cual hace que el marco sea hiperestático externamente. Las 
fuerzas internas (N, V y M) en todas las barras no se pueden determinar con las 
ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta la barra horizontal inferior, como se 
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muestra en la figura 1.14. b, las fuerzas internas en las otras barras ya se pueden 
calcular con las ecuaciones de la estática, por lo que las fuerzas internas del marco 
exceden en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual implica que el marco es 
hiperestático internamente. 

ll 
'//,-'/ /~ 

Figura l."l4 a y t, 

De lo anterior el grado de hiperestaticidad de una estructura se define con el número de 
reacciones y de fuerzas internas que exceden al número de ecuaciones de equilibrio 
estático, así: 

.f 

Donde: .·.n 

GH = GH, + GH 
GH = N.F.I.- N.E.E. 
GH = N.R.- N.E.E. (1.1 j 

.. 
GH, GH, y GH son ei grado de hiperestaticidad total, interno y externo respectivamente 

é 

N.F.I. es el número de fuerzas internas (elementos mecánicos); N.R. es el número de 
reacciones y N.E.E. es el número de ecuaciones de equilibrio estático disponibles. 

El grado de hiperestáticidad puede ser negativo, igual a cero o mayor que cero, estos 
valores representan: 

GH O estructura hiperestática 
GH = O estructuras isostáticas 
GH O estructuras inestable 

Para ilustrar las aplicaciones de la expresión ( 1.1) se determinará el grado de 
hiperestáticidad para las estructuras de las figuras 1.15 a las 1.19 
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Figura 1 .. 15 

GHe = 3- 3-= O 

GHi =O 

GH =O 

J 
• •;:..¡ ' 

-.'-;-::-;" 

Fig_ura· 1. 17 

GHe_ = 6-3 = 

GHi =·3-3 =O 

GH =3 

1 ,-' 
I'\ , JJ?'' 

/ / 

l' 'C' 

•• #'/ 

·'1· 
1 

' 

1 
Figura 1. 1:9'· 

--' ~:! (',~ 
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'T' 
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1 

Figura 1.1o 

GH = 8-3 = 5 

GHi = 3_-3 =O 

GH = 5 

GHe = 6-3 = 3 
-, GHÍ ,= 6 --á,= 3 

GH=-6 

GHe = '6 -3' =·: 3 . , .. 
GHi = 12~- 6'= R 

GH = 9 

En las estructuras de la 1.15 a la 1.19 se determinó el grado de hiperestaticidad por 
inspección, es decir, estableciendo el número de reacciones, fuerzas internas y el 
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número de ecuaciones de equilibrio estático que se pueden plantear en una estructura 
determinada. Para ciertas estructuras, especialmente para aquellas que tienen un gran 
número de barras, es difícil aplicar este enfoque, por lo que se recomienda utilizar la 
ecuación (1.2) que resulta de hacer un planteamiento formal. 

Considérese una estructura cualquiera con NB barras, NN nodos y NR reacciones. Las 
incógnitas son elementos mecánicos EM y las reacciones NR en cada barra y apoyos 
respectivos, es decir: 

1 = NEM* NB + NR 

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estático NEE, así las 
ecuaciones que se generan en la estructura son: 

E= NEE * NN 

Si la estructura es isostática, el número de ecuaciones es igual al número de incógnitas 

NEM* NB + NR = NEE * NN 

Por lo que el grado de hiperestacidad es el número de incógnitas menos el número de 
ecuaciones 

GH = NEM * NB + NR- NEE * NN (1.2) 

1 Donde: 

NEM: número de elementos mecánicos en las barras de la estructura en estudio. 

NEM = 1 en armaduras solo hay fuerza normal 
NEM = 2 en vigas cuando solo exista fuerza cortante y momento flexionante 
NEM = 3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza cortante 
y momento flexionante. 
NEM = 3 en retículas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, momento torsionante 
y momento flexionante. 
NEM = 6 en marco en el espacio por estar presente los seis elementos mecánicos 
(N,Vy Vz Mx, My, y Mz) 

NN: número de nodos 
NR: número de reacciones 
NB: número de barras 
NEE: número de ecuaciones de equilibrio por nodo 
NEE = 2 armaduras en el plano 
NEE = 3 armaduras en el espacio 
NEE = 2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante 
NEE = 3 vigas y marcos con fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante. 

NEE = 3 retículas o parrillas 
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NEE = 6 marcos en el espacio. 

El uso de la ecuación ( 1.2) se ilustra con la aplicación de las estructuras de las figuras 
1. 15 a 1.19. 

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento 
mecánico por barra que es la fuerza normal, por lo que NEM, = 1 nueve barras NB = 9, 
tres reacciones NR = 3, por nodos se pueden plantear dos ecuaciones de equilibrio 
L:Fx = O y L:Fy = O por lo tanto NEE = 2 y por último tiene seis nodos incluyendo los 
apoyos NN = 6, sustituyendo en la ecuación (1.2). 

GH = 1 * 9 + 3- 2 * 6 = O 

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecánicos por barra son tres NEM = 3, el 
número de reacciones es 8 NR = 8, el número de ecuaciones que se pueden plantear 
son tres ( L:Fx = O, L:Fy = O & Mz = O ) NEE = 3 y tiene cuatro nodos NN = 4 que 
aplicando la ecuación (1.2) resulta: 

GH = 3 * 3 + 8- 3 *4 = 5 

El marco de la figura 1.17 se tiene NEM = 3, NB =3, NR = 6, NEE = 3 y NN = 4 

GH = 3 * 3 + 6- 3 *4 = 3 

Para el marco de la figura 1. 18 se tiene NEM = 3, NB = 6 NR = 6, NEE = 3 y NN = 6, 
asi: 

GH = 3 * 6 + 6- 3 * 6 = 6 

Finalmente para el marco de la figura 1. 19 se tiene NEM = 6, NB = 8 NR = 24 y NN = 8, 
así: 

GH = 6 * 8 + 24 - 8 * 6 = 24 

Que comparando los resultados se observa que son los mismos. 

1.5 GRADO DE LIBERTAD (INDETERMINACIÓN CINEMATICA) 

El grado de libertad está relacionado con los desplazamientos desconocidos en la 
estructura; como máximo un nodo puede tener seis desplazamientos desconocidos ( 3 
lineales y 3 angulares). El grado de libertad se define como el mínimo número de 
desplazamientos necesarios para definir la configuración deformada de la estructura. Si 
se consideran los desplazamientos de los nodos únicamente, el grado de libertad se 
pude definir como el número posible de desplazamientos de una estructura y se puede 
determinar a partir de la siguiente expresión. 

GL = NN * DN- NDR (1.3) 
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Donde: 

GL grado de libertad 

NN número de nodos incluyendo los de frontera 

DN número de desplazamientos por nodo 

NDR número de desplazamientos restringidos 

La expresión anterior se puede leer como: el grado de libertad es igual al número de 
nodos incluyendo los de frontera por el número de movimientos posibles en cada nodo 
menos los desplazamientos restringidos. 

La expresión ( 1.3) también se ilustra aplicándola a las estructuras de las figuras 1. 15 a 
1.19. 

La armadura de la figura 1.5 tiene 6 nodos NN = 6, dos desplazamientos por nodo DN = 
2 y tres reacciones NR = 3, así: 

GL = 6 * 2-3 = 9 

La viga de la figura 1. 16 tiene cuatro nodos NN = 4, tres desplazamientos por nodo·dos 
lineales (horizontales) y vertical) y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR =a, así: 

GL = 4 * 3- a= 4 

Para el marco de la figura 1. 17, NN = 4, ND = 3 y NR = 6 así: 

GL = 4 * 3-6 = 6 

Para el marco de la figura 1. 1a, NN = 6, ND = 3 y NR = 6, así 

GL= 6*3-6=12 
Y finalmente para el marco de la figura 1. 19 se tiene NN =a, ND = 24, así 
GL =a* 6-6-24 = 24 

El grado de hiperestacidad está relacionado con el método de las flexibilidades o de las 
fuerzas y nos indica el número de incógnitas (elementos mecánicos y reacciones) que 
exceden las ecuaciones de equilibrio estáticos y con esto el número de ecuaciones que 
hay que plantear adicionalmente a las de equilibrio estático, para poder analizar la 
estructura. Y el grado de libertad esta relacionado con el método de las rigideces y nos 
indica el número de desplazamientos desconocidos que tenemos en dicha estructura y 
así plantear las ecuaciones necesarias para conocerlos, y a partir de estos determinar 
los elementos mecánicos. 
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METODO DE LAS RIGIDECES 2 

Es un método de análisis general para estructuras que se puedan modelar a base de 
elementos barra, como es el caso de vigas, armaduras en el plano, armaduras en el 
espacio, marco planos, retículas y estructuras en el espacio, 

Vale la pena mencionar que es el método más adecuado para su programación, y 
todos los paquetes formales para el análisis estructural en computadora lo utilizan. 

En términos generales, el método de las rigideces consiste en establecer a través del 
equilibrio y la compatibilidad la relación que hay entre las cargas y los desplazamientos 
que estas generan en la estructura, a partir de dicha relación se pueden conocer los 
desplazamientos en los nodos de la estructura y a partir de estos los elementos 
mecánicos en cada una de las barras que forman la estructura. 

Como se puede observar para conocer los elementos mecánicos en las barras que 
forman la estructura, hay que conocer primero los desplazamientos de los nodos de la 
misma, razón por la cual también se le conoce como el método de los desplazamientos. 

2.1 SISTEMAS DE REFRENCIA 

En general; se tienen dos sistemas de referencia, uno llamado local (x,y,z) para poder 
hablar de cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado 
sistema global (x, y,z), que será el que se utilice para hablar en su totalidad de todo el 
sistema estructural. 

Es importante señalar que en el sistema local, el eje x deberá coincidir con el eje 
longitudinal de la barra y dependiendo de esto los otros dos ejes se establecerán 
considerando un sistema coordenado derecho. 

Y' 
y 

A. 

1 
X " 

Y ' 1 a 
' -::--:71 

/ 
,/global 

z· t/ -

z"~_l local 

Fial.l:ca 2..1 

X' 

Considérese una barra cualquiera a la cual se le indica con el número uno el extremo 
donde inicia y con el número dos donde termina como se muestra en la figura 2.2 
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barra 

1 
inicio, terminación 

Figura 2.2 

Sin embargo cuando varias barras concurren en un mismo nodo no es conveniente 
escribir todos los números que indiquen inicio y terminación de barra, lo que se hace es 
indicarlos a través de una flecha, el extremo donde inicia la barra (extremo 1) coincide 
con el inicio de la flecha y el extremo donde termina la barra (extremo 2) coincidirá con 
la terminación de la flecha, figura 2.3. 

-2: 
ttr)t!.!fla<:lÓI'\ -

Figura 2. 3": 

Para la aplicación del :método se parte de que toda .estructura debe cumplir con las 
condiciones de equilibrio y de compatibilidad o continuidad. Para ilustrar dichas 
condiciones, considérese un nodo "i" de una estructura cualquiera al que concurren 
varias barras y se aplica un vector de cargas "P,", como se indica en la figura 2.4 

/
· . 
.. 

. 
~ 

~a 
e 

Figura 2.4 

Por equilibrio: 

- __,. - - __,. 
P, = P,a + P,b + P,, + P,d 
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Por compatibilidad: - - - -
d, =d2a+d16 +dk+d1d 

Esta última condición indica que el vector desplazamiento en el extremo de las barras 
que concurren a un nodo debe ser igual al vector desplazamiento de dicho nodo. 

Por otro lado considérese una barra en el sistema local tridimensional y que puede 
estar sujeta a los vectores de cargas P1 y P2 en el extremo 1 y 2 respectivamente 
como se indica en la figura 2.5 

y 

P1 P2 

¿' ~. _¡ 

1 2 
X 

z Figura 2.5 

Estos sin importar su magnitud y dirección, generan los vectores de desplazamiento 
~ ~ 

P, y P, respectivamente. 

Acoplando los vectores de cargas y desplazamiento en forma matricial, se puede 
establecer la relación entre estos vectores a través de una matriz de coeficientes que 
se define como la matriz de rigidez de la barra así 

En forma condensada se puede escribir: 

Que es la ecuación fuerza-desplazamiento de un elemento barra en el sistema local. 
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2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DERIGIDECES 

La rigidez de un elemento estructural se entiende comúnmente como la magnitud de la 
fuerza requerida para producir un desplazamiento unitario. Para ser más especificas, la 
palabra desplazamiento en el concepto anterior, deberá especificarse en detalle 
mencionando su carácter (lineal o angular) y su localización, como cada elemento tiene 
dos extremos, la palabra desplazamiento se interpreta como desplazamiento 
generalizado en los extremos de un elemento. En el sistema coordenado tridimensional 
el vector que representa el desplazamiento en un punto tiene seis componentes, tres 
lineales y, tres angulares, como se indica en la figura 2.6. 

y 

1' 
P1~' 

· ,.,, 1~ ~>·: X. 

z/ 1 x 1 '· TP2'i 

Figúra 2.·.;:i:o 
¡·,, 

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza 
generalizada que el sistema coordenado tiene seis componentes como se indica en la 
figura 2.7. 

Mx. 

V 

Mz 

F±giJra 2 .. 7 · 

Representando en forma matricial al desplazamiento y la fuerza generalizados: 
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dx d¡ px P, 
dy d, P, P, 
dz d, P, P, 

= = 
t/J d, Mx P, 

t/Jy d, ¡\1y P, 

t/1, d, i\1, P, 

Así la rigidez será la fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario. 

De acuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rigideces como 
elementos mecánicos, es decir, rigidez axial, al corte, a la flexión y a la torsión. 

Para facilitar la determinación de las rigideces se considerará un elemento empotrado 
al cual se le inducirán desplazamientos (lineales o angulares) unitarios. Se le llamará 
rigidez de un elemento empotrado a las acciones ejercidas sobre este elemento debido 
a las restricciones impuestas al inducir el desplazamiento unitario. 

Estos desplazamientos se inducirán de uno en uno y se supondrán positivos respecto a 
los ejes de referencia. 

La restricciones y los desplazamientos asociados con el sistema de referencia x, y, & z, 
para deducir las rigideces del elemento se indican en la figura 2.8 a y 2.8. b 
respectivamente. 

r: 4 , .. 

--# J~ 
/ / 

•* 3 

(b) 

(~). 

Figura. 2'.·8 

En la figura las flechas con una sola punta denotan traslación y las flechas con doble 
punta indican rotación. En el extremo 1 las traslaciones son numeradas 1, 2 y 3 y las 
rotaciones como 4, 5 y 6. Similarmente en el extremo 2 de la barra, el 7, 8 y 9 son 
traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. En todos los casos los desplazamientos se 
toman en el orden x, y & z respectivamente. 
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La rigideces se determinan a partir de la relación que existe entre los desplazamientos 
y las fuerzas generalizadas, esta relación de acuerdo a la resistencia de materiales esta 
dada por las ecuaciones de la 2.1.a a la 2.1. f 

du N, 
(2l.l.a) - =-

dx EA 

d
2
v6 =_M, (2.1.b) 

dx2 El. 

dv, ff}.vv 
(2.1.c) -=--

dx AG 

di/J Mx (2.1.d) -=---
dx GJm 

d 2w6 MY 
(2.1.e) --=--

dx2 El,. 

dw, ff=v= 
(2.l.f) -=---

dx AG 

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL 

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 dirección "x" como se indica en la'' 
figura 2.9 

De la figura 2.9 se tiene que: 
N, = P,, 

Sustituyendo la ecuación (2.2) en la ecuación (2.1.a) 

Integrando ambos miembros de la ecuación resulta: 
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U=- P¡x x+C 
EA 

1 

Aplicando las condiciones de frontera: si x=O, de donde 

Por equilibrio 

O=- plxL + 1 
EA 

P. _EA 
lx- L 

L:Fx =O 
P,x+P"'=O 

p _EA 
2x- L 

En la figura 2.9 las acciones restringidas P y P surgen al aplicar el desplazamiento 
en el extremo uno del elemento en la dirección positiva del eje x. Este desplazamiento 
causa una fuerza de compresión en la barra. En el extremo 1 de la barra esta fuerza es 
equilibrada por la acción restringida EA/L en la dirección positiva de x y en el extremo 2 
de la barra la acción restringida tiene el mismo valor pero en la dirección negativa de x. 

2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE 

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 dirección "y" como se indica en la 
figura 2.1 O 

y 

1' 
P1y~ 

,_, i~---7 
/ 1 X· 1 r· z' - 1 Pzy 

Figura 2.10 

X 
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De la figura 2.1 O se tiene: 

Vy =- P,y 
Mz = M, 2 - P,vX 

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuación 2.1. b 

Integrando la ecuación (2.4) 

dv, _ f ~Y 
d;-- fy AG 

d 2v 1 
--

6 =-(M1• -P.1,.x)-
dx - · El_ 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

Aplicando las condiciones de frontera: en x=O, 

dv 

dvb =O 
d--c 

de donde e, = O; si x = Ji; 

-
6 =o, de donde: 

dx 

sustituyendo en la ecuación ( 2.5) resulta: 

por otro lado sabemos que: 

dv6 ~,.X 2 

- = --"'.·-
dx 2Ef_ 

dv dr6 dv, 
-=-+­
dx (b: d--c 

(2.7) 

~YLX 

2E!_ 

(2.6) 
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Sustituyendo las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuación anterior 

dv = fjyX
2 

_ fjyLX 

dx 2EI. 2EI. - . 

Integrando 

P¡ 
f.ry AG 

Aplicando las condiciones de frontera: si x = O, V,= 0 = 1, de donde C2 = O; si x = L v, = L = 
O de donde: 

o=-¡:¡,.[__!}__+ f.ry ..!:.__] + 1 
· 12E/. AG 

O= P¡YLJ [1 + f I2El,] + 1 
I2El_ fi GAL2 

Si llamamos factor de cortante a: 

f 
I2EI. O",. <. --2· 

• J> GAL 

Sustituyendo y despejando P1y se tiene 

sustituyendo en la ecuación 2.6 

Por equilibrio 

P. V= I2EI, ., 
¡. (I+q)y)L' 

(2.8) 

(2.9) 
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2: Fy = P + P =O \y 2y 

Por lo tanto 

p = !2EI, 
2y (1+1/Jy)Lz 

l:M, = M,z + M2z + P2yL =O (2.1 O) 

Sustituyendo valores en la ecuación anterior 

Por lo tanto 

(2.11) 

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.1 O y 2.11 representan las acciones restringidas, necesarias 
para lograr el equilibrio al aplicar el desplazamiento en el eje "y". En el extremo 1, las 
acciones restringidas para mantener el equilibrio son una fuerza cortante de 12Eiz 
(1 +$y ) L3 en el sentido positivo del eje y un momento de 6 Elz/ (1 + $y)L2 positivo 
alrededor del eje "z". En el ex1remo 2 del elemento las acciones restringidas son las 
mismas solo que la fuerza cortante actúa negativamente en el eje "y". 

En forma similar se puede determinar las acciones restringidas (rigideces del elemento) 
para los desplazamientos 

A continuación. En las figuras 2.11 al 2.22 se representan las rigideces de un elemento 
para los doce posibles desplazamientos en los extremos del mismo, como se indicó en 
la figura 2.8. 

En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se dibujan 
como vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y las flechas 
con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se dibujan en el 
sentido positivo y en el caso de que una acción restringida sea negativa un signo 
menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez. 

1 ).- Desplazamiento en dirección "x", extremo 1 
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y 
.. 1 1 

' ' 
--y T·· ------J;~-? ~ --7 X 

2 lo; l EAL /--". ~ ~·1 . 

Figt!rá. 2.11 

2).- Desplazamiento en dirección "y", extremo 1 

y 12Eiz. 
A- ( 1->q>y)L' 

1 _ 12EI 

~ (l+rp )L 3 

6EI . 1------._ l __ · y 

( l•.Y)L*'ta=-----1 . X 

¿ · ¿ EI 
z (1 •r/ly)L'2 

F·igura, 2 . 12 

3).- Desplazamiento en dirección "z", extremo 1 

y 

Figura 2 .. 13 

4).- Giro alrededor del eje "x", extremo 1 
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y 

z 
Figura 2.14 

5).- Giro alrededor del eje "y", extremo 1 

', 6).- Giro alrededor del eje "z", extremo 1 

Figura 2.16 

7).- Desplazamiento en la dirección X, extremo 2 
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y 

i 1 ' _ E~;;r---H~ ~ -7X 

Figura 2.17 

8).- Desplazamiento en la dirección Y, extremo 2 

y 

X 

F ig).lra· 2 . l:B' 

9).- Desplazamiento en la dirección Z, extremo 2 

6E! Y 

z 

Figura 2.19 

10).- Giro alrededor del eje "x", extremo 2 
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GJ m 

L 

Figura 2.20 

11.- Giro alrededor del eje "y", extremo 2 

_ 6Eii. ./ 
(l·lfi~ )L 2 ¡t: : ... . _.,., z 

y 

{2-cfl~)Eiz 

·. (}.-•cfl.)L 

¡/., . 
'6E:I 

. y . 

Figura. i-2i.;21 .. ~ . . 

12).- Giro alrededor del eje "z", extremo 2 

( 2 -<P) El Z' 

( 1 +</ly) L ¡,/ 
Z· 

Figura 2.22 

)X 

Se estableció que la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por 
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P=KD 

Sustituyendo el valor del vector P y los valores mostrados en las figuras de la 2.1 al la 
2.22 que corresponde a la matriz de rigidez y el vector de desplazamientos de una 
barra en el espacio tridimensional resulta la ecuación (2.12). 

Si se desea considerar únicamente flexión, tomando en cuenta que la influencia de la 
fuerza cortante es pequeña, es decir que ~i= O, la ecuación fuerza-desplazamiento 
resulta la ecuación (2.13). 

Particionando el vector de cargas, la matriz de rigideces y el vector desplazamiento y 
refiriéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuación fuerza-desplazamiento en forma 
condensada se puede escribir: 

Donde K,
1 

son submatrices de 6 x 6. 

NI .. 

1 1' :r 

EA 

L 

o 

o 

.O 

o. 

o 

-EA 
l. 

o 

o 

o 

o 
12Ef, 

(l+ML3 

o 

o 

o 

6EJ, 

(l+ML2 

o 
-1'!.1-J, 

(\+¡\.)/.) 

o 

o 

o 

o 

o 

1'2RI, 

(\+,>)/) 

o 
- 6/·J.. 

(1 + (1:)1.2 

o 

o 

-1"!./~·~v 

( t ~ ¡p,)/_J 

o 
-óE/,_ 

(1 t- t,\)L: 

o 

o o 

o o 

6EJ. o ----, 
(/}m 

L 

o 

o 

o 

o 

o 

-(iJm 

/. 

o 

o 

(I+<')L-

o 
(4-.¡,)E/, 

(1 ·f)L 

o 

o 

o 

(1/-], --, 
(h .,¡J.-

o 
j2- f)r:J, 

(1 t- r).:)L 

o 

o 
6FJ, 

(1 T ML2 

() 

o 

o 
(4 c(>,)Tch 

(11 ML 

o 
-6/ih 

(l 

o 

n 

('!.- q,.)J~h 

(l ... if_...)L 

- F:A 
J. 

" 
o 

o 

o 

o 

EA 

/. 

o 

,, 

1) 

o 

o 

o 
-11E/, 

{1 ~-MJ} 

o 

o 

o 

-MJ' 

(1 - j\)1." 

u 
!UJ, 

o 

o 

o 

- 6J:J: ---, 
(\ + <')1.-

o 

o 

-l?.H. 

(lt-9\-)/.3 

o 
6E/, 

11- 9'<)/2 

o 

o 

!2Hly 
----) 

(!1 ML 

o 
óE.J. ---, 

( 1 ~ </J.:)I.-

0 

o 

o 

o 

- G.lm 

/. 

o 

o 

o 

o 

o 

(;}m 

l. 

o 

o 
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o 

o 

-6X/. 

(1- Mi2 

o 
{2-~)n~ 

(1 t- (1- )/, 

o 

o 

o 

o 
(4 -~,)FJ. 

(h 0J/, 

o 

o 
6Eh 

(1 1- ?>·)/.2 

o 

o 

o 

- 6E/z ---, 
{lt-ro)L-

o 

o 

o 

(4~!j.lEl.z 

(1. ~)/. 
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... , 

1'-4 - /"'' i o () o o o -- o () o () o 
L /. ' 

12/J, 6/~J: -121ii. t¡/J¿ o 
/.3 

o () o -¡_2- o 
~ 

o o o --.;;-
l.-

.N .. o o 12El, 
--¡y- o 6H -,-

¡_-
o o o -12/:'1.. 

¡} 
o 

- 6/,'f.. -.,-
¡_-

o ¡/¡. 

Jlh (:.Jm -GJm (/¡y o o o o o o o o o o 
, : 1' 17 /, L (/IJ 

-61-1 .. 4/i/, 6/i/, 2/J. 
,M u .o o 7 o u o o L2- o o ~" 
M•~ 

l. l. 
6H -rU: -ól'h :!J..'/:. l¡~ly 

Af1r o 7 o (l o 7 o o o 
l. l. ~~IJ 

N u· -/·:A 1-:-r {h, o o () o o - o o o o o 
v· l. l. d~~ 2r , -12F.it -61:/: 12F.J1 - 6f:l: 
~~ :~· o ,_J o o o ¡_2~ o 

/.:r 
o o o --,- (ht 

¡_-
11-/,.r -12/:.Jy 61'1. 12/~'h' 61:/. ~l!a 

o o ---;-? o -,- o o u --· o -,- o 
/\./, ¡_- /.3 ¡_- ~h .. 

M u - (JJm (})m ~1,11 o o o o o o o o o o 
l. L 

1 
- 6EJ, 2Elr 6FJ. 41:}¡ 

o o 7 o 
L 

o o o '/} o o 
l. 

1 
6EJ~ 2- l·:h. -6FJ:t. 4/·.'1: 

o 
¡_'2 

o o o o --¡_2 o o o 
l. l. ,1 

ECUACION 2:13 FUERZA-DESPLAZAMIENTO PARA UNA 11ARRA TRIDIME>jSIONAL 
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL 

En la figura 2.23. a se muestra el vector de cargas generalizado en el sistema local, en 
las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los ángulos que forman el sistema local 
con los ejes x', y' & z' respectivamente, estos últimos corresponden en el sistema 
global. 

Y' 

~\k,-x 
,X' 

' /0 

/ .' - ' . 
L<C V - {>} 

por cosenos directores tenemos; para las cargas 

ahora para los momentos 

P'x = P,cosa + Pycosa 1 + P,cosa 2 

P'y = P ,cosl3 + P Ycosl3 1 + P, cosl3 2 

P'z = P,cosy + Pycosy 1 + P,cosy 2 

M'x = M,cosa + Mycosa 1 + M, cosa 2 

M'y = M,cosl3 + Mycos¡3 1 + M, cosl3 2 

M'z = M,cosy + Mycosy 1 + M, cosy 2 
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si llamamos 

cosa,= 1, 
cos~, =m, 
cosy, = n, 

sustituyendo y usando notación matricial se tiene: 

p; 
l l, l' o o o p; 

p; mm 1 m, 000 P;. 
p; n n, n, O O O p; 

= 
Mx o o o l l, l, Mx 

A( o o O m m, m, M; 

M: o o On n, n, 
M; 

en forma simplificada 

P=T P 

donde: 

i' = Vector de cargas en el sistema global 
T = Matriz de rotación 
P = Vector de cargas en el sistema local 

(2, 14) 

Por otro lado, un vector de cargas P realiza la misma cantidad de trabajo en cualquier 
sistema de referencia; por lo tanto: 

¡/d= p'd (2.15) 

de la ecuación 2.14 se obtiene 

sustituyendo en la ecuación (2.15) 
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de donde: 

A las ecuaciones (2.14) y (2.16) se le llama "Principio de Contragradiencia". 

Sabemos que la ecuación fuerza-desplazamiento para aun barra está dada por 

[~'] = [K 11 K,] [~'] 
P2 K 21 K, d, 

desarrollando el producto matricial resulta 

P1 = K 11 d1 + K, d, 

P2 = K21 a, + K,d, 

premultiplicando por T y sustituyendo la ecuación (2.14) 

pero 

entonces 

dedondeseconduyeque 

T P, = T K11 ra; + T K12 ra; 
T P., = T K21 T a; + T K12 T a; 

T P = j5' 

P, = T K11 T'a, + T K, ra; 
P,· = T K21 ra; + T K12 T'a, 

(2.16) 

Representa la rotación de las submatrices de rigideces del sistema local al global, por 
lo que: 
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P,' = K;, a; + K;, a; 
Estas dos últimas expresiones representan las ecuaciones fuerza desplazamiento de la 
barra en el sistema global. 

Conocidas las submatrices de rigidez de las barras en el sistema global se puede hacer. 
la conexión o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio y 
compatibilidad como se plantearon anteriormente. La aplicación de estas dos 
ecuaciones conduce a la determinación de la ecuación fuerza-desplazamiento en el 
sistema global de la estructura a la cual se aplicaron. 

2.3 ACOPLAMIENTO DE BARRAS 

Considérese, la estructura de la figura 2.24 a la cual se le aplican vectores de carga 
nodales. 

A 

De la figura 2.24 por equilibrio 

por compatibilidad 

p~ = 
Pe = 

a;"= o 
a;,= a~ 
a;,= o 

a;"= o 

P'2'a+ J5;c + 

r;, + [j'c 

a;" =a~ 
a;, =a~ 
a;,= a~ 

a;"= a~ 
eL= O _, 

+ 'A~ 
p!~ + p1·f 

PI~ + p::·.r 
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por otro lado, la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global: 

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiene: 

J.\~ =(K;,) , d~ + (K;,), d; 

P,, =(K;,), J;, + (K;,), d~ 

P,, =(K;,), d/1 ; P,, =(K;,), d/1 

P,~ =(K;,)" J; ; f>;" = (K,)d d, 

1-\, =(K;,), d, ; ?;,=(K;,), J; 

sustituyendo en las ecuaciones (2.17) 

f>,, =(K;,)" d~ +(K;,), J;, +(K;,), d~ +(K;,)~ J> (K;,)¡ d11 

~-=(K;,), d~ +(K;,)" el> (K;,), J> (K;,); J; 

expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial tenemos: 

en forma simplificada 
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j'J = j(' 15 

que es la ecuación fuerza-desplazamiento en la estructura sistema global. 

En donde: 

O' = Vector desplazamiento de la estructura 

K' = Matriz de rigideces del sistema estructural 

P' = Vector de cargas en los nodos de la estructural 

En forma práctica, la ecuación fuerza-desplazamiento de un sistema estructural se 
puede ensamblar observando los extremos de las barras que concurren a un nodo y 
las barras que interconectan los diferentes nodos, así. 

Los términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces se obtienen sumando las 
submatrices cruzadas de las barras que unen dos nodos. 

El sentido de la numeración de los nodos tienen mucha importancia ya que si es 
adecuada, se puede reducir el ancho de banda de la matriz de rigideces y por 
consecuencia, el tiempo de máquina que resulta muy costoso. 

Si, en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formación de la 
matriz tiene un desplazamiento conocido: (igual a cero) es ·necesario anular la fila y la 
columna que corresponda según lo observado en el acoplamiento anterior ya que 

dicho grado de libertad no participa. También es importante que la estructura que se 
analiza sea estable, pues si no, la matriz de rigideces no tiene inversa única. 

Ejemplo.- Determinar en forma práctica la ecuación fuerza-desplazamiento de la 
estructura que se muestra en la figura (2.25). 
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PH K;2
11 

+K;¡"+ K;lc K;,, o K;2c dB 

PB K;¡, K;2h + K;¡,; K;2d o d, 

P¡ o K;¡" K;2d + K;2J K;¡¡ dF 

PE K'·nc o K;,! K' 22c + K;2e + K; 11 dE 
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO 

Para la aplicación del método de rigideces se requiere conocer las submatrices de 
rigidez de cada barra en el sistema global., lo cual se logra con la expresión: 

Para el caso de armadura en el plano la matriz de rotación "T" se determina a partir de 
la figura 2.26 

Y' 

y 
,-

X 

Figu~a 2.2.6 

Px" = P cosa 
Py" = P cosa 

llamando: cosa = 1; sen a = m y escribiendo en forma matricial 

en forma compacta se puede escribir 

P = T p 

donde: 
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Por otro lado, de la matriz de rigideces general de doce por doce para una barra 
armadura resulta: 

de donde: 

[

EA EA 1 
K= _LE: ~4 

EA 
K,,=L 

EA K,,=-- L 
EA 

K.,,=--- L 

Haciendo la rotación al sistema global se tiene 

K;, =[~][E:J¡lm] 

K;, =[ + E:J[ ~!J;¡,] 

de las expresiones anteriores se concluye 

K11 = K21 =- K11 

K 12 = K11 

2.5.1 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27 

39 



1 -, 

f!cp,u;;;, 2.27 

A: área 
E: cte. 

x· · G.l= 4 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global está dada por: 

P =K ¡y 

] [ ~;] 
.. 

donde: 

[> [p;7l]= [10cos30° ]=[8.6603 ] 
8 p

1
:
8 

- 1 O sen 30° - 5.0000 

p~ [P~c]= [5cos20°]=[4.6985] 
'- p· 5sen20° 1.7101 

re 

De lo anterior el vector de cargas y el vector desplazamientos 

8.6603 dCB 

p -5.0000 
jj d;. 

= = 
4.6985 d,c 
1.7101 d;c 
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Sustituyendo en: 

Barra L, Ai 1 m 1' lm m' 
a 3 1 o 1 o o 1 
b 4 1.5 1 o 1 o o 
e 5 2 -0.8 0.6 0.64 -0.48 0.36 
d 5 2 0.8 0.6 0-64 0.48 0.36 
e 4 0.5 1 o 1 o o 
f. 3 1 o 1 o o 1 

, EA [i' im ] . 
K11 =--¡: mi m' =K, 

. EA [i' im ] . 
K¡, =--¡: mi m' = Kn 

. EA [o o] [o o J 
(K11 )a =3 O i = EA O 0.333 

. _ E(1.5)A [i O]_ [0.375 O] 
(K¡¡)b- 4 O O - EA O O 

K - E(2A) [0.64 - 0.48]- . [0.256 - 0.192] 
( 11 )c- 5 0.048 0.36 - EA - O.i92 O.i44 

K _E(2A)[0.64 -0.48]-
( ¡¡)d- 5 0.048 0.36 - [

0.256 - O.i92 ] 
EA 

-0.192 O.i44 

Sólo se determinó K11 ' de cada barra ya que K,,' = K,,' y K,,' = K,,'. 

Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento se tiene: 
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8.660 0.631 -0.192-0.356 o d,B 

-5.000 -0.192 0.477 o o d,B 
=EA 

4.698 -0.375 o 0.631 0.192 drC 
1.710 o o 0.192 0.477 d,C 

Resolviendo el sistema aplicando cualquier método de solución de ecuaciones 
simultáneas 

i\11 31.23478 

d;./1 2.08899 
-

d:\'(' EA 28.39403 

e( -7.83899 

Una vez conocidos los desplazamientos en los nodos se procede a calcular la fuerza en 
cada barra, así la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra está dada por: 

por compatibilidad 

J;a = o {j~a = ;¡~ 

J;. = ;¡~ J;, = ;¡; 

J;, = o J~c = ;¡~ 

;¡;d = o ;¡;d = ;¡; 
J;, = o {j~e = o 
;¡;! = o ;¡;! = ;¡; 

sustituyendo para cada barra: 

Barra (a): 
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Barra (b): 

Barra (e): 

Barra (d): 

Barra (e): 

-· [o o ][31.23478 J 1 [ o J 
P.u =EA O -0.3333 2.08899 EA= -0.69626 

-· [o o ][31.23478] 1 [ o J 
P," = EA O -0.3333 2.086 EA = 0.69626 

P.' = [0.375 0][31.23478 ]+ [-0.375 0][28.39403 ]=[1.06528] 
lb o o 2.08899 o o - 7.83899 o 

-. = [-1.06528] 
P.,, o 

P. = [-0266 0.192 ][31.23478] = [-7.59502] 
1
' o 192 - 0.144 2.08899 -5.69626 

-. - [7.59502 ] P, -
_, -5.69626 

-. = [0.256 -0.192][28.39403] = [-5.76378] 
P..~ -0.192 -0.144 -7.83899 -432284 

p = [5.76378] 
,.~ 4.32384 
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(no trabaja) 

Barra (f): 

. [o o ][28.39403 J [ o J 
P,, = o -0.33 -7.83899 = 2.61274 

Comprobación del equilibrio. 

Nodo 8: 

Nodo C: 

[
8.6603] [ o ] [7.5950 ] [1.0653] [8.6603] 
-5.000 = 0.6963 + - 5.6963 + 0.00 = -5.000 

[4.6985]=[-1.0653]+[5·~~~8]+[ ? o ]=[4.6985] 
1.7101 o 4 . .>--8 -_.6127 1.7101 

Para la rotación del sistema global al local sabemos que: 

premultiplicando por T' 

Para una barra i 

P' =TP 

T' P = T' TP ; pero T' T = 1 

p = T' P' 

P,,. [cosa senaJ[p"] 
P.\1 
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Barra (a): 

[
0.0000 ] 

P.,., = [O 1] _ 
0
_
6963 

= 0.6963 ton 

P, = 0.6963 ton 
-" 

Por lo que la barra (a) trabaja a tensión con O. 69 ton. 

Barra (b): 

[
1.0658] P.,,= [o 1] 

0 
=1.0658 ton 

P, = -1.0658 ton 
-" 

Barra (e): 

[
- 7.5950] 

P.,,= [0.8 0.6] 
5
_
6963 

=9.4938 ton 

P,, =- 9.4938 ton 

Barra (d): 

[ [
- 5.7638 J 

P.," = 0.8 0.6] _. ,
1

..,
8 

=- 7.2047 ton 
4.J--

P," = 7.204 7 ton 

t 
0.69633 

1: 
'() 
¡ 
1: 
Gl .. 

0.6963 • 
1.0658 1.0658 

_. ._ 
comprensión 

9.4938 ~ 

' 
9.4938 
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Barra (f): 
2.6227 + 

P,1 =[o 1][ 2 _6~27 ]= 2.6127 ton 
~ 
~ 

P21 =- 2.6127 Ion 
a. 
E 
8 

2.6227 t 
Representando en forma esquemática los resultados para toda la armadura: 

/"' ,•'/ 
--~~ ..... " 

Fi';!ura 2.26 

2.6 ARMADURAS EN· EL ESPACIO 

Para la determinación de las submatrices de rigideces para una barra en sistema 
global, se sabe. 

K,1 = T K T' 

La matriz de rotación "T" se determina a partir de la figura 2.29. 
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P, = Pcosa 

P,: = PcosfJ 

P> Pcosy 

Z' 

y• 

z · . Fi'ilura 2. 29 

Llamando cos a = 1, cos 13 = m & cos y = n 

P' =TP 

donde: 

De la matriz de rigideces general de 12 x 112 para un elemento armadura se tiene: 

[

EA EA] ---

K- L L 

- ~4 ~4 

efectuando la rotación de las submatrices: 
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[
1 l [1

2 

!m In l . · EA , 
K11 = m L m! m- m'n 

n ni nm n-

[

¡
2 

Im In l , EA 2 
K11 =----¡-m! m ~n 

ni nm n 

EJEMPLO: Determinar la fuerza en cada barra de la estructura mostrada en la figura 
(2.30). Considerar EA constante. 
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y 

/.'· (0,5,v) e (\Cr,5.C>} 
1 

8 j..,:.=-------·---------. -
1 '<:t·-----. (> c./· i z• 
. ·-..! 4 --- 1 ,./ l 1 ,...; 
1 E"·· • .e---- .- F : +-
: -/_:-.. ___ :-·-- ,· • ·:: l 1 ~ ~ 
Í /• -------!! ···... : ! L.v !,;::: .=' ______ ,? ____ :::-c.::.;; ... .;.--.:;. X' 

/A ((•,t>,C·) 1>(1(·.U·:• 
rL _1 l 1 

1 2.5 1 5.(• 2.~ 1 

z .. 5 'i(-n :: kn 

E -~ F (7.5.<:.5.3) 

. ' /.. ----\'"------------ \-,__ d 
. 7• a 9 ---- ··.. e 

A);:-- .............. -- .......... -=:~-:;~~-... ;_ . .' .... --.. -
··. 5 tt•l'\ .-.. ---. ' ·-· ' . ~ . 

5ton 

J 
/;-·. z· 

1 (2.5,2.~,3) 
T /' E'·,'-<- : 
3 ., ~ '-._ a ! 

! b ~--... ¡ 

~-:;(-------------~~~--A 
/ / ./ / "7/T'T 

Figura 2.30 

La ecuación fuerza desplazamiento de la estructura. 

X' 
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Vector de cargas y desplazamiento. 

Para la determinación de las submatrices de rigideces se organizan los datos de las 
barras en la siguiente tabla, para lo cual el cálculo de la longitud de las barras se hace 
a partir de la expresión. 

L = ~(x, -x,)' + (r, -1;)' + (z, -z,)' 

"y" para el cálculo de los cosenos directores: 

Barra L AE 
a 4.637 1 
b 4.637 1 
e 4.637 1 
d 4.637 1 
e 8.456 1 
f 5.000 1 
g 8.456 1 

X, _X, 
1 = cosa = ____:__------'-

L 

Y,_Y¡ 
m= cos/3 = ---

L 

z, _z, 
n = cosr = 

L 

1 m n 
0.539 0.539 0.647 
0.539 -0.539 0.647 
-0.539 -0.539 0.647 
-0.539 0.539 0.647 
0.887 -0.296 0.355 
1.000 o o 
0.887 0.296 0.355 

Sustituyendo estos valores en las submatrices se tiene: 

12 

0.291 
0.291 
0.291 
0.291 
0.787 
1.000 
0.787 

m2 n2 

0.291 0.419 
0.291 0.419 
0.291 0.419 
0.291 0.419 
0.088 0.126 

o o 
0.088 0.126 
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[

0.063 0.063 0.075] 
(K;,), =EA 0.063 0.063 0.075 

0.075 0.075 0.090 
[

0.063 -0.063 0.075] 
(K;,).= EA -0.063 0.063 -0.075 

0.075 -0.075 0.090 

[

0.063 - 0.063 - 0.075] 
(K;,).= EA 0.063 0.063 -0.075 

-0.075 -0.075 0.090 

[

0.093 -0.032 0.037] 
(K;,t = EA -0.031 0.010 -0.012 

-0.037 -0.012 0.015 

[

0.093 - 0.031 - 0.03 7] 
(K; 1), = EA - 0.031 O.ül O 0.012 

-0.037 0.012 0.015 

[

0.063 -0.063 - 0.075] 
(K;,t = EA -0.063 0.063 0.075 

-0.075 0.075 0.090 

Sólo se ha calculado el K,,· de cada barra ya que K2,' = K,,· y K,; = K21 ' = K,,·. 
Sustituyendo en la ec. Fuerza-desplazamiento se obtiene: 

o 0.419 - 0.031 0.113 -0.200 o o J:>:E 

o -0.031 0.136 0.012 o o o d;E 

-5 0.113 0.012 0.195 o o o ()~E 
= o -0.200 o o 0.419 -0.031 -0.113 J:>:F 

o o o o -0.031 0.136 -0.012 J;F 
-5 o o o - 0.113 -0.012 0-195 

{)ZF 

Resolviendo el sistema por cualquier método de solución se obtiene: 

d, 5.49 

d; 3.81 

d~ 1 -29.06 
-

d, EA -5.49 

d; - 3.81 

d~ -29.06 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra está dada por: 
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por compatibilidad 

d,,.· = 6 d,,.· = DE' 

d,, =o d,,' = DE' 

d"' =o d,,· = DF' 

d,J· =o d,d = DF 

d,,' =O d,,· = D,-

d,1 = D1, d,.r· = D1 .. 

d,, =o d,,· = n~.· 

Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra. 

Barra "a" 

[

- 0.063-0.063 - 0.075][5.49631 1 [1.59283] 
P¡~, = EA -0.063-0.063 -0.075 3.81704 ;

4 
= 1.59283 

-0.075-0.075-0.090 -29.0610 1.91699 

... 

Barra "b" 

[

- 0.063 0.063- 0.075][5.49631 l [2.07378] 
P¡~ =EA 0.063 ::-0.063 0.075 3.81704 ~A= -2.07:_78 

-0.075 0.075-0.090 -29.061 o 2.489)) 

[

2.07378] 
p2b = - 2.073 78 

2.48955 

Barra "e" 
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Barra "d" 

Barra "e" 

Barra "f' 

Barra "g" 

[

- 0.063 -0.063 0.075][5.49631 l ¡-1.59283] 
P,~ = EA -0.063 -0.063 0.075 3.81704 ~A = -1.59283 

0.075 0.075-0.090 -29.0610 1.91699 

[

-1.59283] 
P;, = - 1.59283 

[

- 0.063 0.063 

P," = EA 0.063 -0.063 

0.075 -0.075 

1.91699 

0.0751[- 5.49631] ¡- 2.073 78] 
-0.075 -3.81704 ~A= 2.073378 

-0.090 -29.061 o -2.48955 

[

2.07378 ] 
P;" = - 2.073 78 

-2.48955 

[

- 0.093 0.031 

P,,. = EA 0.031 - 0.01 O 

-0.037 0.012 

0.037]¡-5.49631]1 [1.46809] 
0.012 - 3.81704 EA = - 0.48095 

-0.015 -29.0610 0.59347 

[

1.46809] 
P;, = -0.48095 

0.59347 

[

2.19852]· -[- 2.198521 
P,1 = O P,1 - O 

o o 

[

- 0.093 0.031 

P,, = EA 0.031 - 0.01 O 

0.037 -0.012 

0.03 7][5.49631]1 ¡- 1.468091 
-0.012 3.81704 - = 0.48095 

EA 
-0.015 29.0610 0.59347 

[

-1.46809] 
p;" = -0.48095 

-0.59347 

Comprobación por equilibrio 
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~· = J>;il + ?;, + ~! + P,, 

[ 
o l ¡- 1.59283] ¡- 2.073781 [2.19852lll.46809] [o l o = - 1.59283 + 2.073 78 + o + - 0.48095 = o 

-5 -1.91699 -2.48955 o -0.59347 -5 

[
o l [1.59283] [2.07378] ¡-2.19852][-1.46809] ro 1 o = 1.59283 + -2.07378 + o + 0.48095 = o 

-5 1.91699 -2.48955 o 0.59347 -5 

Rotación del sistema global a local 

P=TP 

Barra "a" 

[

1.59283] 
~~ = [ 0.539 0.539 0.647 J 1.59283 = 2.9574 ton 

1.91699 
2.9574 2.9574 

----. ----- ,._ 
comprenalón 

Barra "b" 

[

2.07378] 
~~ =[0.539 -0.539 0.647] -2.07378 =3.85ton 

2.48955 
0.6248 0.6248 ----. ----- ,._ 

P,· = -3.85ton _a 

comprensión 

y así para el resto de las barras. 

Finalmente: 
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PLANTA 
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2.7 VIGAS CONTINUAS: 

2.7.1 Ejemplo.- Determinar los elementos mecánicos de la viga mostrada en la figura 
2.35 

2.32 considerando la influencia de la fuerza cortante (término 1 +0y). 

w=3tol"\l'm 

~ ,¡,,jxJ.~I,.I " 

A 30X60 
B 
1 

3CO 

P=8 ton 

w=2ton/m 
• ~ >.1 ;.JAL•l · 

/ 
ZOX4ú~ 

e o 

1 1 300 

GL=4 

Fisu:::-a 2.32 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura está dada por: 

Vectores de empotramiento (acciones) 

3 
' SXH> 

1 "''" J ) .e 
-'XI O 

Figura 2.33 

' 3X.I O J 
h\.0 

l) ~l 
..:; t ,S:X1 o 

Kg•cm 

Sustituyendo en el vector de cargas y utilizando unidades en kilogramos y centímetros, 
se obtiene: 
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P,R -6 X103 

d,.. 

MZH 4X!O' 1/JzR 

¡;+ P¡c -11X103 [ ~; ]~ d¡c 
= -1.sx1 o' 1/Jzc 

p/) 
]'y[ zc 

DD 
P,/) -3X103 dm 

A1zD 1.sx1 o' 1/JZJ) 

Como el transformador es igual a la matriz identidad T = 1 para este caso de vigas 
continuas debido a que el sistema local coincide con el sistema global, entonces: 

K;¡= K;¡' 

de la matriz general de 12 x 12 se tiene que: 

Se sabe que 

12El2 

( 1 + 1/J,. )L' 
6El2 

(1+1/J,)L' 

6El2 (4+1/J,)Elz 

(1+1/J,.)L' (1+1/J,.)L 

6EI2 

(1+1/J,)L' 

6El2 (2 -1/J,.)Elz 

(1+1/J,.)L' (1+1/J,.)L 

12f,El2 

1/J,. = GAL' 

el factor de forma está dado por la expresión 

6El2 

(1+1/J,)L' 

6EJ2 (2-1/J,)Elz 

(1+1/J,)L' (1+1/J¡)L 

12El2 

(1+9\)L3 

6El2 

(1+1/J¡ )L' 
(4 + q\ )Elz 

(1+9\)L 

O' /,.=f ,- ,dA ,.- 1 b­z 

y para secciones rectangulares es igual a 1 .2 

Para determinar el módulo de elasticidad se considera un valor de E = 800 F y para 
el módulo de elasticidad al corte un valor de G = 0.4E 
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Para determinar las submatrices de rigidez de cada barra se sugiere hacer la siguiente 
tabla: 

Barra L A lz E G <h Elz 
a 400 1800 5.4x1 O" 1.13x10" 4.53x10 6.75x1 OL 6.11x10' 
b 300 1800 5.4x1 O" 1.13x1 O" 4.53x1 O' 6.75x1 o< 6.11x10 
e 300 800 1.07x1 O" 1.13x1 O" 4.53x10' 5.3x1 O" 1.21x10 

Sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene: 

Barra "a" 

[
1 0732 21463 79] [-1 0732 21463 70] 

K;la = 2146370 5.82x108 K;,"= -2146370 2.77x108 

[
-10732 2146370] 

K;,"= -2146370 5.82x108 

Barra "b" 

Barra "e" 

[

24246 
K -

\lb - 3636905 
3636905] [- 24246 
7.49x1 08 K;, = -3636905 

3636905] 

3.42x108 

[
24246 - 2146390] 

K;, = -3636095 7.49x1 08 

[
51 07 766065] [-51 07 766065 ] 

K1 ~e = 766065 1.55x1 08 K;,, = - 766065 74576488 

K.,., = 
. [-51 07 - 766065] 
__ , -766065 1.55x1 08 

Sustituyendo en la matriz de rigideces de la estructura se tiene 
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34978 1490535 -24246 3636905 o o 
1490535 1.331X1 09 -3636915 3.42X108 o 766065 

-24246 -3636905 29353 -2870840 -5107 766065 
K= 

3636905 342X108 -2870840 9.04X108 -766065 74576448 

o o -5701 -766065 5107 -766065 

o o 766065 74576448 -766065 1.55X1 O' 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando los 
grados de libertad restringidos, es decir los correspondientes a d'vs =O y d'vo = O el 
sistema resulta: 

4X10' L331X1 o" - 3636915 3.42X1 08 o <P oh 

-11000 -3636905 29353 - 2870840 766065 <P,c 
= 

-1.5X10' 3.42X1 08 -2870840 9.04X1 08 74576448 <Pzc 

1.5X105 o 766065 74576448 1.55X1 08 <Pzv 

solucionando el sistema de ecuaciones anterior: 

<t>,, -0.0021897 

<P,c -1.316115 
= 

<Pzc -0.004304 

<Pzo 0.0095435 

por lo que los vectores de desplazamiento en cada nodo resultan: 

[dl"H] [ o J[d" J [-1.316115 J[d}/J] [ o J 
<Pzn = -2.1897X103 

<1:> 2, - -4.314X10-3 <Pzv - 9.5445X10-3 

por compatibilidad: 

d;u =O 

d;h = dH 

d,u =de 

d;a = d~ 

d;h =de 

d;, = d~ 

Para conocer los elementos mecánicos en cada barra se aplica la ecuación fuerza­
desplazamiento que está dada por: 
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Barra "a" 

~·=K; A+ K;,d; 
r; = K;A +K;,d; 

[
P¡:, ] [-10732 2146370] [ o ] [-4700 ] 
;'v/~ 1 = -2146370 2.77E8 -2.1897E -3 = -606547 

[
r,:, J [-10732 2146370] [ o J [-4700 J 
M~, = 2146370 5.82X108 -2.1897X10-3 = -1274405 

en forma similar para las barras by e se tiene: 

Barra "b" 

[
P¡:, ] [ 8294 ] [~:, ] [- 8294] 
M~, = 1674532 M~, = 814012 

Barra "e" 

[r,:, J [ -2708 J [~:, J [2078 J 
M~, = - 963629 M~, = 150036 

Comprobación del equilibrio 

Nodo "B" 

Nodo "C" 

Pn = P,, + ~~ 

[
- 6000] [4 700 ] [8294 ] 
4X1 o' = -1274405 + 1674536 

[
- 6000] [12994 ] 
4X10' - 4X10' 
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Nodo "D" 

[
-IIXIO'] [- 8294] [- 2708 ] 
-I.SXIO' = 814012 + -263629 

[
- 3XI o' J [2078 J 
- !.S XI 05 - !.S XI 03 

se observa que en los nodos By C no se cumple el equilibrio, correspondiente al grado 
de libertad dy (*), esto es debido a que hay apoyo y este debe ser capaz de absorber 
toda la carga que le llegue. 

Los elementos mecánicos finales, figura 2.34.c, se obtienen sumando a los vectores de 
carga (calculados) en cada extremo de las barras figura 2.32.a los vectores iniciales de 
empotramiento figura 2.34.b. Estos últimos se obtienen multiplicando por menos uno. el 
vector de cargas inicialmente considerando (acciones) figura 2.33. 

HN 

l."\ n.14-;S ,/"!' 

..... J '-'r 
.fl'-;(1 1 

. ., .. , 
"' 

¡. 
¡..J ,, 

1 
11$;-~C> ~~t~ 

<~, 

?ig•~ra 2. 3~ 

Resolver el problema anterior despreciando la influencia de la fuerza cortante en los 
desplazamientos. 

La ecuación P=KD es la misma al valuar las submatrices de rigidez para cada elemento 
se debe considerar h = O. 
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Barra "a" 

Barra "b" 

Barra "e" 

sustituyendo: 

- 6X!03 

4X!O' 

-!!X!03 

= 
- L5XI05 

-3X!03 

L5XI03 

[
11456 2291250] 

K -
11
"- 2291250 6.1 b:IO' [

-11456 2291250] 
K -
""- -779!,-o 'o-- ·Jo' -- _) ~- )).\ 

[
11456 -2291250] 

K,= 
La -2291250 6.JJXJ08 

[

27156 
K -

llh- 4073333 
4073333 ] [-27156 4073333 ] 

8.1466Xl08 K"• = -407333 4.0733xl08 

[
27156 -4073333 ] 

K -2
"- -4073333 8.1466X!O' 

[
5378 806667 ] 

K -
'"- 806667 L613xl08 [

-5378 806667 ] 

K" e = -806667 8.0666x 108 

[
5378 -806667 ] 

K,c = -806667 L6133Xl O' 

38612 1782083 -27156 407333 o o 
1782083 L425Xl 09 -4073333 4.073X!O' o o 
-27156 -4073333 32534 3266666 -5378 806667 

4073333 4.073Xl08 3266666 9.7599X!O' -806667 8.066X!07 

o o -5378 -806667 5378 -806667 

o o 806667 8.0667 X!0 7 -806667 L61333Xl08 

eliminando las restricciones: 

dril 

<!JZ/1 

drc 

<l>zc 

dm 

ct>Z/J 

61 



4XI05 1.425X109 -4073333 4.0733xl 08 o 
-11x1 o' -4073333 32534 3266666 806667 

= 
-1.5XI 05 4.0733XI 08 3266666 9.7599XI08 8.0667 XI O' 

!.S XI o' o 806667 8.0667XI07 1.6133XI08 <Dz, 

Solucionando: 

<DZ/1 -0.00211 

drc -1.26632 
= 

<Dzc -0.00428 

<Dz, 0.009405 

Comparando éstos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar 0v· se 
observa que estos últimos resultan ligeramente menores. 

2.7.2 Ejemplo.- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35 

,6.0 5.0 

?igt.:!"a 2.35 

La ecuación fuerza-desplazamiento está dada por: 

p'=K'D 

Como no hay fuerza horizontal, no se genera fuerza axial. por lo tanto el 
desplazamiento horizontal en los nodos V y C son ceros y como no hay desplazamiento 
vertical en ninguno de los tres nodos, se puede considera únicamente un grado de 
liberta por nodo (giro alrededor del eje z), lo que implica que sólo se considerará 
momento flexionante, así el grado de libertad es: G.L. = 3. 
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Para determinar el vector de cargas se tiene que: 

WL2 
( 1.5)(5)' 

lvlm: = A1c8 = --' = = 3.125Ton- m 
12 12 

Representándolos en la viga y considerando positivo al momento que representado 
como vector sería normal al plano que lo contiene: 

Se sabe que: 

4.5 

-~ 1 
ft]'... ¿.,../ 
;/;~ 

2.36 

p = 1.375 [
-4.51 
3.125 

K=TKT' 
1) u 

W L;, ( 1.5)( 6)' 
M = A1 =--= 4.5Ton-m 

AH BA 12 12 

Como en este caso, el sistema local coincide con el sistema global, puesto que el eje de 
la barra tiene la dirección de las "x" (en caso contrario sí se utilizaría un transformador); 
la matriz de rigideces es la misma, así de la matriz general de rigideces, considerando 
sólo flexión y despreciando la deformación por cortante, es decir 0v se tiene: 

4EI 2EI 
----

L L 
K= K= 

2EI 4EI ----
L L 
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donde: 

sustituyendo: 

( 
. ) 4El 

K 11 a = -
6
- = 0.667 El 

( 
. ) 4El 

K" a =6=0.333 E/ 

( 
. ) 4El K =-=0.80El 
11 b 5 

( 
. ) 2EI K =-=0.40 El 
12 b 5 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura: 

[

- 4.5] [0.667 0.333 
1.375 = 0.333 1.467 

3.125 o 0.4 
O.~]E/¡::] 
0.8 <De 

resolviendo el sistema se obtiene: 

[

<D., l ¡- 7.68] 
<D" = ~.87 
<De __ 97 

Por compatibilidad: 

d,h=<D¡¡ 

dlh =<De 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra: 

Barra "a" 
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P,". = 0.667 El (- 7.681 El)+ 0.333 EI(1.87 1 El)= -4.5 ton 

P, . = 0.333El (- 7.681 E/)+ 0.667 El(1.87 1 El)= -1.31 ton 
-" 

Barra "b" 

P,,' = 0.8EJ (1.87 1 E/)+0.4 E1(2.970) = 2.685 ton 

P,,' =0.4El (1.87 1 E/)+0.8 El(2.970/ E/)=3.!25 ton 

Comprobación del equilibrio: 

Para obtener los momentos finales se hace lo siguiente: En las figuras 2.36 a y b se 
representan las acciones y los valores obtenidos con las ecuaciones fuerza­
desplazamiento de la barra, respectiva. 

4.5 4.5 3.125 4.5 1.31 2.68 3.125 

r \ 

(ó'l) 
( b) 

Figvra 2.36 

Para poder sumar los momentos de las figuras 2.37 a y 2.37 b es necesario que ambos 
sean acciones o reacciones por lo que multiplica por menos uno a los momentos de la 
figura 2.37 a para sumarlos con los de la figura 2.37 b y asi encontrar los momentos 
finales, estos se representan en la figura 2.37.d 
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4.5 4.5 3.125 3.125 

--] 7T f\ 71 
1 

~ \g ) //;)» 
//// 

(e) 

5.81 5.81 

/'--.. 
)////./ 

~ f\ -_g; l:S 
( d) 

?ia¡;ra 2.37 

2.8 MARCOS PLANOS 

Se sabe que las submatrices de rigidez en el sistema global están dadas por: 

K~=T KJ' 

en el caso de marcos planos, la matriz de rotación o transformador se determina a 
partir de la figura 2.38 

en forma matricial: 

y· 

T 

?ig'"ra 2. 3 8 

P;. = P,. cosa- P,. sena 

P,'. = P,. sena+ P,. cosa 

M~=M,. 

X 

X 
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[
P;.l [coser- sena O][P, l 
Pr = cosa-sena O P, 

Mz O O 1 Mz 

utilizando la notación cos a = 1 y sen a = m, el transformador resulta: 

[

1-m O l 
T= m 1 O 

o o 1 

De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un 
elemento marco despreciando el efecto de la fuerza cortante en las deformaciones 
resulta: 

K= 

o 

o 

EA 
L 

EA 

o 

12Elz 
L3 

6El2 

L' 

o EA 
L 

6Elz 

L' 

4Elz 

L 

o o 

12Elz E/2 o- J 6-, 
L L-

o 6Elz 2Elz 

L L 

EA - o o - o o 
L L 

o- 12Elz 6El2 o 12E/2 6EI 

L' L' L' - L' 

o 6Elz 2Elz o 6F:l¡ 4 t:J z 

L' L L' L 

Haciendo la rotación del sistema local al global se obtiene: 

EA o o 

12Elz 6Elz [l m O] 
---- -m 1 O 

L' L' 
6EJ 4EJ O O O __ z __ z 

L' L 
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EA , !2Elz ·(EA !2EI) 6EI -¡-+----m- -----!m--, m 
L L' L L' L-

6Eiz 
---m 

L' 
6Eiz 
--] 

L' 
4EI, 

L 

-(EA_ !2Elz !m) -(EA m'+ !2EI) 6Eiz 
111 K;, L L3 • L L L' 

3 

6Elz 
--m 

L' 
6Elz 
--] 

L' 

EA 2 !2Eiz 2 (EA !2EI,) 6Eiz -1 +--m -- !m--m 
L L3 

· L L3 L' 

(
EA !2Eiz) EA , 12E/2 2 6Eiz 

K;, L - L' !m L m + LJ 1 - L' 1 

6Eiz 
--m 

L' 
6Elz 

---] 
L' 

2.8.1. Analizar el marco mostrado en la figura 2.39 

4Eiz 
L 
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iOton 

4m 

-,-

B 
' b / 

:. 

l 
A 

10m 
Figura 2.39 

e 

1 

! 

iD 
//// 

El grado de libertad para el marco en cuestión es GL = 7 y su ecuación fuerza­
desplazamiento está dada por: 

Para valuar las submatrices de rigidez y con estas la ecuación fuerza-desplazamiento, 
se sugiere organizar la información en la siguiente tabla. Las unidades que se manejan 
en este problema son toneladas y centímetros. 

Barra A E 1 EA El 
a,c 900 221.359 67500 1.922x10° 1.4941x10' 
b 1800 221.359 540000 3.9844x10" 1.953x1 Os 

Sustituyendo en las submatrices: 

Barras "a" y "b" 

[

2.802 o - 560.314] ¡- 2.802 
K;, = O 498.058 O K12 = O 

- 560.3 14 O L494x 105 560.314 

o 
-498.058 

o 

[

- 2.802 o 
K;, = O -498.058 

-560.314 o 

560.3 14]· [2.802 o 
O K, = O 498.058 

74.709 560.314 o 

L 1 
400 o 
1000 1 

- 5~0.314] 
74.709 

560.314 j 
L~94xl0' 

m 
1 
o 
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Barra "b" 

" - [39846 
o o l [ -39846 

o o 

1.434 717.204' K;, = O -1.434 - 717.204 -K11 - O 

o 717.204 4.781x10· o 717.204 2.391x105 

1-398.46 o 

K; 1 = 1 O - 1.434 

L o 1n.2o4 

o l [398.46 o 
- 717.204 K;, = O - 1.434 

2.391x105 
· O 717.204 

o l - 717.204 

2.781x105 

Sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene: 

10 401.27 o 560.31 - 398.45 o o o o o 
d\"11 

o o 499.49 717.20 o - 1.43 717.2 o o o d;¡¡ 
o 560.3 1 717.2 6.276xl 05 o -717.20 2.39xl 05 o o o 

~~~ o -398.45 o o 401.25 o 560.31 -2.80 o 560.31 
d;c o = o - 1.43 -717.2 o 499.49 -717.20 o -489.06 o 
~e o o 717.2 2.39xl 05 560.31 -717.2 6.276xl 05 -560.31 o 74708.5 

o o o o -2.8 o -560.3 2.80 o - 560.31 
d:rn 

o o o o o -498.06 o o 498.06 o d;.[) '.-;_\t 

~lJ •• ,. t 
,¡ • 

o o o o 560.31 o 74708.5 -560.31 o 1.494x 105 ,;'f •• '.'·• ,, 

;..\ 

El sistema de ecuación resulta de 9 x 9, sin embargo el grado de libertad que-.se ·.:t,'! 

terminó al inicio del problema es GL = 7 por lo que hay que eliminar los renglones y 
. ' 

''·71: 

columnas correspondientes a d'xo y d'vo cuyos valores son conocidos, dado que son 
igual con cero. La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura considerando sus 
condiciones de frontera resulta: 

10 401.27 o 560.31 -398.45 o o o d:,n 
o o 499.49 717.20 o -1.43 717.20 o d;B 
o 560.31 717.2 6.276x105 o -717.20 2.39E5 o rp~B 
o = - 398.45 o o 401.25 o 560.31 560.31 d:rc 
o o -1.43 -717.2 o 499.49 -717.20 o d;, 
o o 717.2 2.39x105 560.31 - 717.2 6.276x105 74708.5 r/!~c 
o o o o 560.31 o 74708.5 1.494x1 05 tAn 

Solucionando el sistema: 
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d.rB 3.34 

d;B 4.7 X103 

1/JzJJ - 2.8X103 

d:rc = 3.34 

d;c -4.7X103 

1/J~c - 4.5X1 O' 

rp;/) -!.2X10' 

Por compatibilidad: 

d;u = O d;a = dB 

d;b = d~ d;b = d~ 

d;, = d;, d;, = d~ 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global: 

Barra "a" 

[

Pr 1 j = ¡- 2.802 
P,, o 
M~ 1 560.314 

[ 

P
12 l [2.802 

P,, = o 
M~, 560.314 

o 
-498.058 

o 

o 
498.058 

o 

-560.314][3.34 l ¡-7.79 j 
O 4.7 X10-3 = -2.34 

74708.5 - 2.8X10-3 1663.07 

][

3.34 l [7.79 • O 4.7 X10-3 = 2.34 

!.4942X105 
- 2.8X10-3 1452.07 

560.314 

En forma similar para las otras dos barras se obtiene: 
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Barra "b 

[
p" : [2.21 l P - _¡ '4 

1'1 - -·-' 

M
21 

-152.02 [

P,, l ¡-2.21 l P - 7'4 \2 - _ • .) 

M" -884.8 

Barra "e" 

[

p" l ¡-2.21] P,., = -2.34 

M
21 

O 
[

p" l [2.21 l P,., = -2.34 

lvf Zi 884.8 

Comprobación del equilibrio: 

Nodo B: 

10 

[7.79] [2.21 l ~ :' 2.34 + - 2.34 

o 1452 -884.80 

Nodo D: 

[
o· ¡- 2.21 l [2.21 l o = 2.34 + - 2.34 

o 884.80 - 884.80 

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL 

La rotación del sistema global al local se hace mediante la matriz de rotación 
traspuesta, en igual forma que en armaduras, asi. 

P=T'P. 

Barra a: 

P," = ( T' )a P,~ 
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[
o 1 o ][-7.79 ] ¡-2.34 ] 

P., = -1 o o -2.34 = 7.79 

a O O 1 1663.07 1663.07 

[ 
o 1 o][ 7.79] [2.34 ; 

~ = -10 o 2.34 = -7~9 

.a . O O 1 1452.03 1452.03 

En forma similar para las otras dos barras se tiene: 

Barra "b" 

[

2.21 l 
P,b= -2.34 

1452.03 
[

-2.21 l 
P2, = 2.34 

-884.80 

Barra "e" 

[

2.34] 
P.,,= 2.~1 

En la figura 2.40. a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes en 
los extremos de cada barra y en la figura 2.40. b se muestran las fuerzas axiales. 

2 .. ~,. T 2.34 2.34 ,y- -:;, ees 1~52 "· 
1 1' 2.21 

\ e )-- '~' 
2.2i 

(, k ¡z: -J_. \ 
--< 

1 . '• 
~ 7.7~ 2.21 

( 1 / 

1 ', 

'0' 1(;.62. V te>n 

777?7 
M tQn-trn _1 

/' / 

( a) t 2.34 1 2.34 
1 

{ b;. 
2igura 2. 4 O 
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2.8.2. Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérese que la 
barra "d" esta articulada en sus extremos. 

5!00 8 e e 
1 

' T / 

l ' 

d /j j 3m 

t' 
b 

~ -A ,l///' .··• .. ''' 

~ l 
4m 

Figu:.-a 2. 41 

Las propiedades 

consideradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unidades utilizadas 
para este problema son toneladas y centímetros. 

El grado de libertad para el marco en cuestión es GL = 6 y su ecuación fuerza­
desplazamiento es: 

Barra A E 1 EA El L 1 m 
ayb 900 141.421 67500 127279 9545918 300 o 1 

e 1250 141.421 260417 176776 36828433 400 1 o 
d 2520 6 5927040 15120 35562240 500 -0.8 0.6 

Las unidades consideradas son toneladas y centímetros. Sustituyendo en las 
sub matrices. 

Barras a y b 
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Barra e 

[

4.243 

K11 = O 424.263 

- 636.395 o 

o 

[

- 4.243 

K;, O -424.263 

636.395 o 

o - 63~.395] 

63639 

K 21 = ¡- ~243 - 42~.263 ~ l 
- 636.395 o 63639 

[

4.243 o 
K, O 424.263 

636.395 o 

636.~95] 
127279 

K 11 = O 1381.066 1381.066 
/ [441.94 

o 

o 
6.905 

1381.066 

o l 
3~8284.33 

[

-441.94 o 
K12 0

0 

- 6.905 

-1381.066 

o l 
184142.17 

[

- 441.94 o 
K; 1 = O - 6.905 

o 1381.066 
-1~81.066. K22 [

441

~
4 

6.9~5 
184142.17 o 1381.066 

o l -1381.066 

368284.33 

De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para el 
elemento diagonal el cual sólo estará sujeto a carga axial resulta: 

EA EA - o o-- o o 
L L 
o o o o o o 
o o o o o o 

K= 
EA o o 
L 

EA 

L 
o o 

o o o o o o 
o o o o o o 

Haciendo la rotación del sistema local al global se tiene: 
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K. =TKT' 

sustituyendo: 

BarraD 

K =TKT' 

EA O O 
L 
o o o 
o o o 

-EA O O 
L 

o o o 
o o o 

[

1m O 1 
-miO= 

o o 1 

[

1m O l 
-m 1 O = 
o o 1 

EA 12 EA l O --m 
L L 

EA
1 

EA 20 -m-m 
L L 
o o o 

EA 2 EA 1 O -1-m 
L L 

EA
1 

EA 20 -m-m 
L L 
o o o 

14.515 o~] 
-10.886 

o 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura se tiene: 

5 465.537 -14.515 636.395 -441.94 o 
o -14.515 442.054 1381.066 o -6.905 1381.066 

o 636.395 1381.066 495563.33 o -1881.066 184142.17 
= o -441.94 o o 446.183 o 636.395 

o o -6.905 -1381.066 o 431.168 -1381.066 

o o 1381.066 184142.17 636.395 - 1381.066 495563.33 

Solucionando el sistema se tiene: 

d:\R 
d;H 
1/J~¡¡ 

d:,.c 
d;r 
1/J;c 
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d.rR 0.19279 

d;R 7.54633X10-3 

rPzR - 1.99028X19-4 
= 

d,c 0.19124 

d;c -1.14398X10-3 

rP~c -1.95852XW4 

Por compatibilidad. 

d;, = O d;u = d~ 

d;, = o d;, = d~ 
d;, = d;, d,, = d~ 

d,, = o d;d = d~ 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de la barra en el sistema global. 

Barra "a" 

[

P;., l ¡- 4.243 O 
P¡, = o -424.263 

M~, 636.395 O 

. - 636.39510.1928 l ¡- 0.69] 
o 7.5463X1 o-3 = - 3.20 

63639 - !.9903X!O-4 110.03 

[

p" • [4.243 o 
P¡, = o 424.263 

M~2 636.395 O 

636.395.[ 0.1928 l [ 0.69] 
o 7.5463X1 o-3 = - 120 

127279 -1.9903X1 o-4 97.36 

Barra "b" 
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Barra "e" 

[
r;, l ¡-4.243 o 
P,, = o -424.263 

M~, 636.395 O 

[P~,l [4.243 
P,, = o 
M~, 636.395 

o 
6.905 

1381.066 

o 
424.263 

o 

-636.395][ 0.1912 l ¡-0.69] o -1.144 .. \"10-3 = 0.49 

63639 - L9585 .. n o-4 109.24 

636.395 

o 
127279 

][ 

0.19124 l [ 0.69] 
-1.144X10-3 = -0.49 

-1.9585X10-4 96.78 

o ][0.1912 l [0.69 ]' 1381.066 -1.144A.10-3 = -0.49 

18414217 -1.9585 .. \10-4 -97.36 

[
P.,] ¡-441.94 o o I 0.1928 l [441.94 
Fn = O -6.905 -1381.066 7.5463E3 + O 

M
22 

O 1381.066 184142 -1.9903E 4 o 

o ] [ 0.1912] ¡-069] 
6.905 -1381.066 - J.J44E3 = -0.49 

1381.066 3682284 -1.9585E 4 -96.78 

o 

Barra "d" 

[

Pn ]-¡-1:.354 14515 
P,, - 14.)15 -10.886 

M
21 

O O 

.oi 0.1928 

1 
¡-3.62

1 
o 7.5463A10-3 = 272 

O -1.9903XHf4 O 
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Comprobación del equilibrio. 

Nodo B. 

[
5] [0.69] [0.69 l [3.62] [51 o = 3.2~ + -0.4~ + -2.72 = o 
o 97 . .J6 - 97..J6 o o 

Nodo C. 

[
o] [0.69] ¡-o.69] [o] o = - 0.49 + 0.49 = o 
o 96.78 - 96.78 o 

Rotación del sistema global al local. 

p = T'p 

Barra "an 

o l[= ~-~9]- ¡- 3.20 1 o .J._o - o.69 
Jj 1 1 0.03 11 0.03 

[
o 1 o 1[0.691 [ 3.20 1 

P,, = - 1 o o 3.20 = - 0.69 
o o 1 97.36 109.24 
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Barra "b" 

Barra "e~~ 

Barra "d" 

[

o 1 

~' = -1 o 
o o 

o][- 0.69] [ 0.49] o 0.49 = 0.69 
1 109.24 109.24 

[
o 1 o 1[0.691 [- 0.49] 

P,, = - 1 O O - 0.49 = - 0.69 
o o 1 96.78 96.78 

[
1 o o 1[ 0.69 l [0.69] 

~' = o 1 o -0.49 = - 0.69 
o o 1 -97.36 97.36 

[
-0.69] 

P,_, = 0.49 
96.78 

o][ - 3.62] [4.528] o 2.72 = o 
1 o o 

= [= o.8 _o.6 o ][~~2 1-¡-4.528] p2J 0.6 0.8 o _,72 - o 
o o 1 o o 

En la figura 2.24 se representan fuerzas cortantes y momentos flexionantes y en la 
figura 2.43 fuerzas normales. 
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0.49 

96.78 

o.e;; 

109.24 

Figu1-~ 

3.2 
/('.. 1 0.49 

4.5~8 1 ~ 
~·~--------,4--

05 ~S 

4.528 

3.20 
0.491 

Figura 2 .o 

2.9 RETICULA O EMPARRILLADO. 

Una retícula es una estructura a la cual se le aplica la carga en planos 
perpendiculares al plano que la contiene. Por lo cual será una estructura con tres 
grados de libertad por nodo, uno lineal y dos angulares como se vio en el capítulo uno. 

En igual forma que en armaduras y marcos primero se determinará las 
submatrices de rigidez el sistema global, para esto se sabe que: 

k,, = TK,, T' 

y en el caso de retículas la matriz de rotación T se determinará a partir de la figura 2.45 
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z 

y,y' 

-1' 

z' 

Py 

Mx 

Figura 2.45 

b.:ma 

de la figura 2.45 se puede observar que: 

en forma matricial: 

por lo tanto: 

M·_, =M, cosa - M 2 sena 

p',. = p 
. ' 
M, = M_, sena + M2 cosa 

[

¡ O -m] 
T = O 1 O 

mOl 

X' 

De la matriz general de 12X12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un 
elemento retícula es de la forma: 
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GJ o o GJ o o -
L L 

o 12EI 6EI o -12E1 6EI ---
L' L' L' L' 

o 6EI 4EI o -6E1 2E1 
-

K= 
L' L L' L 

GJ o o GJ o o -- -
L L 

o -121 -6EI o 12EI - 6EI 

L' . L' L' L' 

o 6EI 2EI o -6EI 4EI 
- -

L' L L' L 

Haciendo la rotación del sistema local al global se obtiene: 

GJ 1, + 4EI m' -6El m (GJ _ 4EI) 1m 
L L L' L L 

- 6EI 12EI 
--m 

L2 L' 

(
G.J _ 4EI) 1m 6EI 
L L L' 

6EI I 
L' 

GJ m'+ 4EI 1, 
L L 

_ GJ 1, + 4EI m' 6El m -(GJ + 2EIJ 1m 
L L L2 L L 

_ 6EI m _ 12EI 6EI 
1 

L' L3 L 

-(G.J +2EI) 1m- 6EI 1 _ GJ m'+ 2EJ 1, 
L L L2 L L 

. . , 
K 21 =K 12 
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GJ 1, 4EI m' 6El m (GJ _ 4E!Jlm 
L L ~ L L 

6EI 12EI _ 6EI l 
-m 
L' L' L 

(
GJ _ 4EIJ lm _ 6EI GJ m' +4El 1, 
L L L' L L 

2.9.1 Ejemplo.- Analizar la retícula mostrada en la figura 2.46 

Y' 
/1'-

1 
/ / 

5ton A 
3m 

-L 

D 

1.~ 
e 

1-5/' w=2tonlm 

/ 8 ~ 1> / 4 m 30:<30 

~
(LLL! -

1.5 m 

e;- r- 2 
E = V f~ kq/ cm 

IL 
z: 

Figu!:'a 2.46 

f; = 2 50 k g/ cm 1 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global está dada por: 

Las unidades utilizadas para determinar el vector de caras serán toneladas para las 
cortantes y toneladas-centímetro para los momentos , así: 

Baraas a y e ba:-ra B 

S ton 

1 
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M= PI= 187.5 Ton-cm 
8 

V = ~ = 2.5 Ton 
2 

ld 2 

M=-= 266.7 Ton-cm 
12 

¡r] 
V=-= 4 Ton 

2 

El vector de cargas y el de desplazamientos se puede escribir: 

Mxs 

r",n -187.5 rt;"xs 

M.zs -6.5 d·,B 

M.zs -266.7 </zs 
= =? 

M·xc -187.5 r/J"x, 
P'rc -6.5 d'yc 

M'z, 266.7 r/J"z, 

Para valuar las submatrices de rigidez para cada barra se sugiere organizar la 
información en la siguiente tabla. 

Barra E G 1 J L El GJ 1 m 
ay e 221.36 88.54 540000 370980 300 1.195x1 O 3.2846x1 O' o 1 

b 221.36 88.54 67500 114210 400 1.4941x10 1 1.0112x101 1 o 
.. 

Para determinar el momento polar de merc1a J se ut1l1za la expresión J= j3 b3 h donde 
j3 es función de la relación h/b, como se indica en la siguiente tabla. 

h/b 1 1.5 1.75 2 2.5 3 4 6 
j3 0.141 0.196 0.214 0.229 0.245 0.263 0.281 0.3 

Sustituyendo en las matrices transformadas al sistema global: 

Barras a y e 

[

1593733 .3 

K'¡¡G,C = - 796~ .87 
- 7968 .87 o l 

53 .13 o 
o 10948 .56 

8 10 
0.313. 0.33 
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Barra b 

[

796886.67 ~9)~.)'8 .. 18,.)7 00 l 
K·12a,c = -796

0

8.87 

o 10948.56 

K·11a.c = K· 1
12u.f 

. [1593733.3 

K·,a,c = 796~87 
7968.87 o l 

53.13 o 
o 10948.56 

. [25280.38 
K"' = O 

o 

o o 1 
2.80 560.31 

560.31 149417.33 

. . ¡- 25280.38 o 
K m= O -2.80 

o -560.31 
o l 560.31 

74708.67 

. ., 
K2t=K12 

. [25280.38 o 
K m= O -2.80 

o . -560.31 
o l 560.31 

149417.33 

sustituyendo en la ecuación fuerza-desplazamiento: 
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-187.5 1619013.7 7968.87 o - 25280.38 o 
-6.5 7968.37 55.93 560.31 o -2.80 

-266.7 o 560.31 258905.89 o -560.31 
= 

-187.5 - 25280.38 o o 1619013.7 7968.87 

-6.5 o -2.80 -560 7968.87 55.93 

266.7 o 560 

Solucionando el sistema: 

Por compatibilidad 

74708.67 o -560.31 

1/! ·,8 0.001976 
d'_,8 -0.418715 

¡/J .Z8 -0.001447 1 

= 
tP 0.001976 

" 
d',c -0.4187151 

if)z, 0.0014479 

d'¡a=Ü d'a=d8 

d'!h =d. 8 d'2h = d·,. 

d'lc = Ü d'2c = ic 

1/! '" o 
t(IB 

560.31 
1/! ZB 

74708.67 
1/! " o 

-560.31 
d' \C 

258905.9 
1/!·,.,, 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada barra en el sistema global: 

Barra "a" 

[
A{,,] [796886.67 796~.8~ 
p<i = -7968.87 - 5.J.1.J 

M' 21 O O 

o l [ 0.0019769] ¡-1762] o -0.418715 = 6.5 

-109488.56 -0.0014479 158.5 
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M'x2 

p'y2 

M'n 
[

1593733.33 

= 7968.87 

o 

en forma similar para las otras barras se tiene: 

Barra ~~::" 

[

Af· ... ~]- [0.00 l 
P,., - 0.00 

M Zl -108.2 [

M· .. ,] [0.00 l 
p·,_, = ~.00 ') 
Mzo 108.-

Barra "e" 

[
Mxo] _ ¡-187 ~5 ~ p ,., - -6.) 

M'n 158.5 

Comprobación de equilibrio: 

[ 

-187.5] [ -187.5] ¡o l 
-6.5 = -6.5 = O . si cumple 

-266.7 -158.5 -108.2 

Para la rotación del sistema global al1ocal se sabe que: 

P = T' p· 

Barra "a" 
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~ ~] 
o o [-17~2] [15~.5] 

6.) = 6.) 

158.5 1762 

[

A{x2 l [ O O 1 1 
p '.' = o 1 o 
Mn -1 O O [

187.5-] ¡-15~.51 
-6.) = -6.) 

158.5 187.5 

en forma similar para las barras b y e 

Barra "b" 

[
A1 <~ 1 [ O l [M''] [ O 1 p 1 = o p ,, = o 
~Zl -108.2 M:, -108.2 

Barra "e" 

[ A1<~] = ¡-15_8.5] . [M"]= [ ~8.51 P.-~ 6.) , P,., 6.5 

Mz, -158.5 M" 187.5 

Los elementos mecánicos finales se obtienen en forma similar a los de los marcos así 
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187.5 

~\)._.. n"--/: 
2.5 

l'i87.5 2-v'/;.~-

t 2.5 1 
e 26::.:-::..::6:..:;.7:.______ r-- 2 5 

187~71 226 ·7~T t;;-87.5 

4 4 

·. 158.5 0f~949.5 ·v '-
4~""'' o 4 

;¿158 5 
--~-,m 1se.s(f 

4 4 

~ 
158.5 *'r 1!>49.5 

9 

158.5 

Figura 2.47 

2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO 

Rotación del sistema local al global de una barra en el espacio: 

Y' 
y 

( Xí , Yí , Zi.) 

X' 

z· Figura 2.48 

Se sabe: 
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Por otro lado: 

X:!- X¡ 
cosa= 

L 

Px = Px cosa 

Py. = Px cos f3 
Pz =Px cos y 

+ 

+ 

+ 

Py cosa; + Pz cosa, 

Py cos /31 + Pz cos /32 

Py cos y, + P.: cos y 2 

en igual forma para momentos en forma matricial y llamando 

cosa/ = 1, ; cos[J, = m1 ; cosr, =ni 

P·x 1 1, 1, o o o 
Px 

p'y m m, m, o o o 
Py 

p', 11 11, 11, o o o 
Pz 

= M·, Mx o o o 1 1, 1' 
M, o o o M y 

m mtm2 
Mz o o o Mz 

11 11, 11, 

de donde: 
1 1, 1, o o o 
111 m1 m2 o o o 
11 11, 11:. o o o 

T= 

o o o 1 1, 1, 

o o o m m1 m2 

o o o 11 n1 n2 

De la matriz de rotación Y, m, y n representan los cosenos directores del eje "x" en el 
sistema global de referencia. Para determinar los cosenos directores Y, m, y n, del eje 
"y" partimos de seleccionar a dicho eje perpendicular a los ejes x y z' de tal forma que el 
producto vectorial de z' con x coincida con el eje y; así: 
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)' = Z X 

[

¡ j k] 
x = ~ ~1 ~ =-m, 

como y no es unitario entonces: 

por lo que: 

si llamamos D = .,/1' + m' , entonces 

m 
1 = --

1 D 

y= 

m 

D 

D 

o 

1 
m1 =- y n1 =O 

D 

El eje z se determinará por la condición de ortogonalidad 

~=xXy=~lmn 
[

¡ j k] 
-m 1 O 

- 1 [ 'Z·=--nl-mn , D , 1 
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por lo que 

finalmente el 

1 
z=z vl,=-n-

- - D 

-
.z =1 

11 
m., =:::-m~ 

D 

(2 +m'!. 
= -.:1 2 =m' = D n -J -

-, 12 +m' 

transformador resulta: 

1 
m ni o o o 
D D 

mn o o o m 
D D 

n o D o o o 
T= 

o o o 1 
m In 
D D 
1 mn o o o m 
D D 

o o o n o D 

En el caso de que el eje "x" coincida con y' los ejes "z" '& "z" coincidirán como se 
muestra en la siguiente figura 4.29. 

y· y• 

1 í 
Jx 

y / 7 X ) X' 

z 
1 

z· Figura 2. 49 z· 
Figura 2.50 

y el transformador resulta: 
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o o -1 o o o 
o o o o o 
1 o o o o o 

T= 
o o o o o -1 

o o o o 1 o 
o o o o o 

y en el caso de que el eje "x" coincida con z· los ejes "y" y Y" coincidirán también 
como se muestra en la figura 2.50, el transformador resulta: 

o o -1 o o o 
o o o o o 
1 o o o o o 

T= 
o o o o o -1 

o o o o 1 o 
o o o 1 o o 
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MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3 

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA 

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas condiciones 
de frontera. Supóngase una estructura como se muestra en la siguiente figura: 

B b e 

a e 
i 

A ! J_ D 
() 

77lT 

Figura 3.1 

Si se consideran únicamente los grados de libertad de los nodos B y C para el análisis 
del marco, entonces la matriz de rigideces de la barra "a" debe modificarse para tomar 
en cuenta el grado de libertad del nodo A. La momificación se realiza considerando las · 
condiciones de frontera es decir: 

a N,,_. O 
V, ,_.O 

u =o ,, 
V =O 1 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra está dada por: 

N 1 K, K, K,, K" K,, K,, u, 
v; K,, Kn K" K,, K, K2, v; 
M, Kl, KJ, K,, K,, K" K,, t/J, 

= N, K, K, K,, K., K" K,, u, 
v, K, Ks1 K" K,, K, K,, v, 
M, K,, K,, K,, K,, K" K" t/J, 
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sustituyendo las condiciones de frontera en el extremo 1 

"!\¡ 
" 1 K" K\2 K u K~" K¡, K¡, 

V 1 K11 Kn K23 K" K2s K" 
o K]¡ K,, K], K" K,. KJ, ,_ 

" = 
JV2 K,¡ K.n K.u K, K, K,o 

V, K,¡ K, Ks3 K, K,, K so 

A11 K6\ K" K63 K,, K,, K,, 

de donde se puede escribir: 

de donde: 

.. 

en forma matricial: 

[ J~
1 ] = [K 13 

¡ 1 K,J 

O K 33 

u, 
1/J 1 = K-'"·[K, K,5 K36 ] V, 

u 1 

V 1 

1/!¡ 

u, 
V 
' 

1/J, 

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede determinar el 
giro en el extremo 1. 

Por otro lado se tiene: 

K., K, 

K, K55 

K" K65 
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lo cual se puede escribir: 

sustituyendo el valor de ctl 1 : 

esto es: 

P, K, d, 

donde K*22 es la matriz de rigideces modificada. 

La matriz de rigideces modificada es la que se utilizará para efectuar el acoplamiento 
delas barras cuando no se incluya el grado de libertad del nodo "A", así: 

G.L= 6 G.L=7 

Figura 3.2 
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3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD 

El procedimiento anterior se puede simplificar condensando los grados de libertad de 
las fuerzas que son nulas: 

M =O 1 

cf>,;tO 

a 

La ecuación fuerza-desplazamiento de la barra "a" que se puede escribir de la siguiente 
forma: 

N 1 K" K,, KIJ K,, K" K" u, 
V 1 K" Kn K23 K, K,-_, K26 V 1 

M, K,, K., ,_ K33 KJ.t K" K,6 rp, 
= 

N, K" K.t2 K.u K, K, K" u, 
v, KSI K., ,_ K" K, K,, K" 

v, 
M, K,, K62 K" K6-l K" K,, rp 2 

que se puede arreglar y particionar de la siguiente manera: 

N¡ K¡¡ K¡, K¡, K¡; K¡ó K u U¡ 

V¡ K21 K22 K,, Kz; K,6 K23 V 1 
M¡ K,¡ K42 K" K,; K,6 K43 1/i¡ 

= 
N, K;¡ K-, ,_ K;4 K;; K 56 K 53 u, 
v, 

K61 K62 Kó, K6s K66 K63 
v, 

M, 
KJ¡ K., K34 K35 K36 K33 

rp, 
,_ 

en forma simplificada: 
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de la segunda ecuación 

p2· = K21. u1· + K22 u2· 

pero P2' = o entonces 

u2· = - K122 K21 u1· 

de la ecuación 1 
p1· = K11' u1· + K12 u2· 

sustituyendo U2 

de donde: 

para el ejemplo anterior: 

JVI 
K" K¡~ K¡, K¡, K¡, 

K\] 

V¡ K,¡ Kn K2.t K,. _, K" Kn 

N, = K,¡ K" K" K,, K" K,, K-1
,, [K 31 K 32 K" K 35 K3,] 

v, K,¡ Ks2 K" K,, Ks6 K" 
M, 

K,¡ K" K"' K,, K,, K,J 

Sustituyendo condensaciones de frontera U1 = O y V1 = O lo que consiste en 
eliminar los renglones y columnas correspondientes, así: 
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Que es el mismo resultado que se obtuvo al modificar la matriz de rigideces de la barra 
"a", de lo anterior se puede decir que la operación de condensación consiste en 
compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interés para 
el analista, al modular un problema dado. Generalmente los grados de libertad 
compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento. 

3.3 MATRICES DE PERMUTACION 

Estas matrices se forman mediante la permutación de renglones o columnas en la 
matriz ider.:;clad. Si se premultiplican se intercambian renglones y se postmultiplica se 
intercambian columnas. 

Para ilustrar lo anterior intercambiar el primer renglón por el tercero, así como la primer 
columna por la tercera de la siguiente matriz. 
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METODO DE SUBESTRUCTURAS. 4 

En la aplicación del método de las rigideces para estructuras de alto grado de 
hiperestaticidad cinemática en computadoras de poca memoria central, es 
necesario particionar la estructura en un número arbitrario de subestructuras, 
tomando en cuenta la capacidad de la máquina. 

Se llama partición estructural a la división de la estructura completa en un número 
dado de subestructuras donde las uniones o fronteras de cada subestructuras se 
fijan arbitrariamente, es conveniente tomar particiones estructurales 
correspondientes a particiones físicas reales. Como las propiedades de rigidez 
de cada subestructura pueden valuarse a partir de sus condiciones de frontera y 
de las propiedades geométricas y elásticas de cada barra que la componen, 
entonces cada subestructura puede tratarse en forma independiente aplicando el 
método directo de las rigideces para condensar los grados de libertad 
correspondientes a los nodos intermedios (los que no están en las fronteras) a los 
grados de libertad en las fronteras (las fronteras son comunes a dos 
subestructuras adyacentes), para después hacer el acoplamiento de las 
subestructuras condensadas (este proceso se conoce como relajación de las 
fronteras) a través de las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad, el sistema de 
ecuaciones resultante permite determinar los desplazamientos en los grados de 
libertad. 

Cabe aclarar que el sistema estructural puede ser cualquiera por complejo que 
este sea, solo aquí se presenta el de la figura 4.1 para que resulte mas ilustrativo. 

Como primer paso es dividir la estructura en un número conveniente de 
subestructuras, a las que se les imponen fronteras fijas ( estas fronteras son 
comunes a dos subestructuras adyacentes ). Esta división es arbitraria, se hace 
cuidando la capacidad de la microcomputadora, para este ejemplo se elige la 
partición que se muestra en la figura 4.1 

101 



En la subestructura 1 los nodos M, N y P y en la subestructura 11 los nodos G, H e 1 
se denominan nodos interiores, mientras que en la subestructura 111 no hay nodos 
interiores. 

Una vez hecha la partición se procede al análisis de cada subestructura en forma\ 
independiente asumiendo las fronteras impuestas ( que como ya se mencionó son 
comunes a dos subestructuras adyacentes), para condensar los grados de libertad 
a las fronteras, así como para determinar los vectores de empotramiento 
(reacciones en las fronteras necesarias para que los desplazamientos sean cero ). , 

·,· 

Al condensar los grados de libertad a las fronteras, las subestructuras (fig. 4.1) se'' 
pueden considerar como elementos equivalentes como se ilustra en la figura 4.2 

~ J Sub.l 

Pb l 
~TA' 

. ----7 -=--7 Rb 

Sub. 11 T 
Pb .{!?!:- Pb /777") ---+ Rl> ---+ ---=-7; Ab (,u¿ 

1 
Sub.lll T /777' /777" 

(a) (b) 

Figura 4.2 
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Cuando las fronteras son relajadas las reacciones y cualesquiera fuerzas 
aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio, por lo tanto la relajación inducirá 
desplazamientos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras. 

Para hacer el acoplamiento (relajación de las fronteras) a los vectores Rb se les 
cambia el signo para poder sumarlos con los vectores Pb que son las cargas 
aplicadas directamente en las fronteras como se indica en la figura 4.2.b 

El acoplar.1;~'1to de los elementos equivalentes de la figura 4.2 queda definido por 
las mismas reglas que para el ensamble de barras por el método directo. 

Por otro lado el orden de las submatrices va a coincidir puesto que los puntos de 
unión o fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes. 

Al solucionar el sistema de ecuaciones que resulte del acoplamiento, se obtienen 
los desplazamientos en las fronteras de las diferentes subestructuras, 
naturalmente la solución de los desplazamientos en las fronteras implica un 
número pequeño de incógnitas en comparación con la solución de la estructura 
completa. 

Finalmente se determinan los desplazamientos en los nodos interiores provocados 
por las cargas aplicadas directamente sobre dichos nodos mas un 
desplazamiento que se le llama de corrección por la influencia de los 
desplazamientos de las fronteras. 

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS. 

Se sabe que la ecuación fuerza-desplazamiento de un sistema estructural está 
dado por: 

P = K O 

Si denotamos al vector de los desplazamientos en las fronteras (comunes a dos 
subestructuras) por Ub y el vector de desplazamientos en los nodos interiores 
(cada uno ocurre en un punto interior de solamente una subestructura) por Ui y a 
las correspondientes fuerzas en las fronteras y en los nodos interiores por Pb y Pi 
respectivamente, así la ecuación fuerza-desplazamiento se puede escribir como: 

[P,] =[K,, K,,] [U'] 
P, K,, K, U, 

4.1 
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El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se calcula 
por la superposición de dos vectores tal que: 

U=U" +UP 4.2 

donde u• denota el vector de desplazamientos debido a las cargas P, cuando Ub 
= O y U8 representa la corrección necesaria a los desplazamientos u• teniendo 
en cuenta los desplazamientos Ub cuando P, = Oy por lo que el vector de 
desplazamientos se puede escribir: 

4.3 

donde: 

[ ~::] Es el vector de desplazamientos cuando las fronteras están 

. .. 
fijas; por lo que uh a = o 

[~::]Representa la corrección debida a la relajación de las fronteras. 

Similarmente correspondiendo a los desplazamientos u• y U8 las cargas pueden 
expresarse como: 

p = P" + pP 4.4 

o bien: 

donde por definición: 

P"=P ,pP=O 
1 1 / 1 4.5 
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de la segunda ecuación del sistema 4.1 cuando las fronteras están fijas (U", = 
= O), se tiene 

de donde: 
4.6 

de la primer ecuación del sistema 4.1 

sustituyendo la ecuación 4.6 

" -1 P b = Kb, K "P, 4.7 

donde pa, representa las reacciones necesarias en las fronteras para mantener 
a Ub =O cuando las cargas en los nodos interiores son aplicadas, es decir la 
influencia de las cargas aplicadas en los nodos interiores sobre las fronteras en 
cada subestructura ver figura 4.3. a. 

Cuando las fronteras de las subestructuras son relajadas, los desplazamientosuP 
pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones 4.1. así, considerando la 
segunda ecuación de este sistema: 

pero pP, =0 =O, entonces; pP, =K ,,uP, +K"UP, 

U P - K-1 K uP 
1 -- 11 lh h 4.8 

Se puede observar que la ecuación 4.7 representa la corrección de los 
desplazamientos en los nodos interiores por la relajación de las fronteras. 

De la ecuación 4.1 

que sustituyendo la ecuación 4.8 se obtiene: 

factorizando: 
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si llamamos 
K, =K,,~ K,, K, K,, 

la ecuaciór 4 8 se puede escribir 

donde Kb es 1 matriz de rigideces en las fronteras (condensación de la matriz de 
rigideces a los grados de libertad correspondientes a las fronteras de las 
subestructuras), U representa los desplazamientos en las fronteras y es el 
vector de cargas en las fronteras considerando la influencia de las cargas 
aplicadas en los nodos interiores. 

De la ecuación 4.4 

4.1 o' 
donde Pb es la carga aplicada directamente en las fronteras y P es la influencia 
de las cargas aplicadas en los nodos interiores, ver figura 4.3.b. 

.;¡ 

Para el acoplamiento como ya se indicó las subestructuras se consideran como .. 
elementos equivalentes ver figura 4.3 y se aplica el método directo de las rigideces· 
para establecer la ecuación fuerza-desplazamiento, así: 

aqui pfi, se considera como 

donde Kb es la matriz de rigideces del sistema acoplado y uP, es el vector de 
desplazamientos en las fronteras (impuestas inicialmente) de toda estructura. 

Para ilustrar este método se presentan ejemplos numéricos aplicados a la 
solución de armadura y marcos. 
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4.2 ARMADURAS 

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de las 
barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3 

12 

r J 

6 3m 

H ..., 
6 3m 

F 

4 3m 

D 

3m 
~ 

8 

4m 

Figura 4.3 

Para realizar la partición de la estructura hay varias opciones, algunas de estas se 
ilustran en la figura 4.4 

En el primer caso figura 4.4.a, para la subestructura superior resulta una matriz de 
8x8 la cual se condensaría a una de 4x4 y, para las dos subestructuras siguientes 
resulta una matriz de 8x8, las cuales no se condensan y filialmente para la 
subestructura inferior resulta una matriz de 4x4 la cual también no se condensa 
por lo cual al hacer el acoplamiento de los elementos equivalentes (relajación de 
las fronteras) resultará una matriz de 12x12. Para la partición mostrada en la figura 
4.4.b. la estructura intermedia de una matriz de 12x12, la cual al condensar resulta 
de 8x8 y al hacer la relajación de las fronteras se tendría que trabajar con una 
matriz de 8x8. Para la partición mostrada en la figura 4.4.c, en la subestructura 
superior 

inicialmente se maneja una matriz de 12x12 que al condensar resulta de 4x4 y 
para la subestructrura inferior inicialmente la matriz es de 8x8, que al condensar 
también resulta de 4x4. 
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Figura 4.4 

En este ejemplo se trabajará con la opción que muestra la figura 4.4c 

En la figura 4.4 se muestra la topología considerable en las subestructuras, se 
puede observar que los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas 
subestructuras. 

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA 1 

-
Aplicando el método directo de las rigideces la ecuación fuerza-desplazamiento 
para esta subestructura resulta: 

p'F. (K.,), +(K·,),, o (K·.,), (K'n ), o o D; 
p'F O (K·,),.+ (K·, ). (K . .,).. (K·.,), o o o'!~l 

' 
p'G (K.,)' (K"),. (K·,),+ (K.,),.+ (K·,) 1 +(K"\,+ (K·,), (K'.,), (K . .,), (K·.,)., D~ 
p'H (K "), (K·,.), (K·,), (K·,), +(K',)., +(K'n), +(K.,),., +(K·,), (K ·.,),(K·.,h D~ 
p·, o o (K·,), (K·,.),, (K.n), +(K·,),., +(K·,\, (K'.,)., D; 
P·.1 o o (K·,)., (K "), (K·,)., (K,), +(K·,)., +(K·,\, D~ 

Las submatrices de rigidez en el sistema global para un elemento barra armadura 
están dadas por: 

K 11 = K " = E!-- [¡ 2 

l 
111
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Por comodidad y rapidez se recomienda hacer la siguiente tabla para organizar la 
información: 

Barra EA L 1 M IL M¿ lm 
5 1 300 o 1 o 1 o 
6 1 300 o 1 o 1 o 
7 1 300 o 1 o 1 o 
8 1 300 o 1 o 1 o 
11 1 400 1 o 1 o o 
12 1 400 1 o 1 o o 
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 
20 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 

sustituyendo: 

Barras 5,6,7 y 8 Barras 17 y 19 

, [o o J 4 K" =EA JO-
O 33.3 

' [12.8 9.6] 4 K 11 =EA J0-9.6 33.3 

Barras 11 y 12 Barras 18 y 20 

' [25 o] 4 K,,= EA JO-
O 33.3 

' [12.8 -9.6] 4 K 11 =EA J0--9.6 33.3 

sustituyendo en la matriz de rigideces y particionando en la forma 
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12 8 9.6 o o o o -12.8 -9.6 o o o o 
9.6 40 5 o o o -33 3 -9.6 -7 2 o o o o 
o o 12.8 -9.6 -12.8 96 o o o o o o 
o o -9 6 40.5 96 o o o o o o o 
o o -12 8 96 50 6 o -25.0 o o o -12 8 -9 6 

o -33 3 9.6 -7 2 o 81 o o o o -33 3 -9.6 -7.2 w·• 
-12.9 -9.6 o o -25.0 o 50 6 o -12.8 96 o o 
-9 6 -7.2 o -33 3 o o o 81.0 9.6 -7.2 o -33 3 

o o o o o o -12.8 96 -7.2 -9 6 -25 o o 
o o o o o -33.3 9.6 -7 2 -9.6 40 5 o o 
o o o o -12 8 -9 6 o o -25 o o 37.8 96 

o o o o -9.6 -7.2 o -33.3 o o 9.6 40 5 

Para obtener la matriz de rigideces condensada para esta subestructura se aplica 
la ecuación: 

realizando operaciones: 

4.42 0.02 -4.42 -0.018 

o o o -0.003 
1 o-' Kh, = 

-4.42 0.018 4.42 0.02 

o -0.0057 o o 

El vector de empotramiento y los desplazamientos en nodos interiores producto de 
la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos interiores están 
dadas por: 

p'r;x 5 
p·.,,. o 
p'H< o 

pa ¡¡ = (Kb, K,~~) I P,¡ 
pa,¡ 

P·H,. o 
=(K-I,LP,¡ 

= = 
pa,¡ p·,, o 

j 

p·¡,. o 
p'Jx o 
p'Jr o 

11 o 



haciendo operaciones resulta: 

0.463 

0.165 

-3.63 0.398 

-8.25 -0.150 
X !O' pahl = Da,¡= 

-4.37 0829 

8.25 0.211 

0.791 

-0.172 

SUBESTRUCTURA 11 

Aplicando el método directo de las rigideces la.ecuación fuerza-desplazamiento p· 
= K' o· para esta subestructura resulta: 

(Ku),+(K::1o+(Kn), (K,), (K,), (K,\, 
(K·,), {K.::),+(K'"),+{K'n). (K·,),, (K,), 
(K nh (K,), (K",),.{K :o), +(K',), +(K,), +(K,), (K"~ 
(K,),, (K',), (K"~ (K n), +(K J,, +(K,), +(K,)" +(K,), 

En igual forma que para la subestructura 1 , para valuar las rigideces de la 
subestructura 11 se hace la siguiente tabla: 

Barra EA L 1 M L" M" Lm 
5 1 300 o 1 o 1 o 
6 1 300 o 1 o 1 o 
7 1 300 o 1 o 1 o 
8 1 300 o 1 o 1 o 

11 1 400 1 o 1 o o 
12 1 400 1 o 1 o o 
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48 
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 
20 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48 

1 11 

~:1' 
De 

D'o 



sustituyendo 

Barras 1 ,2,3 y 4 Barras 13 y 15 

, [o o J 4 K 11 =EA ,, , lO-
O ~~-~ 

' [12.8 9.6] 4 K 11 =EA 10-
-9.6 7.2 

Barras 9 y 10 Barras 14 y 16 

[;-. _) 

K 11 =EA O 
, [12.8 -9.6] 10_4 

K11 =EA 
-9.6 7.2 

sustituyendo en la matriz de rigideces resulta: 

37.8 -9.6 -25.0 o o o 
-9.6 40.5 o o o -33.3 

-25.0 o 37.8 9.6 -12.8 -9.6 
o o 9.6· 40.5 -9.6 -7.2 
o o -12.8 -9.6 50.6 o 
o -33.3 -9.6 -7.2 o 81.0 

-12.8 9.6 o o -25.0 o 
9.6 -7.2 o -33.3 o o 

particionando la matriz de rigideces en la siguiente forma: 

[

Khh Kbi] 
Kib Kii 

-12.8 
9.6 
o 
o 

-25.0 
o 

50.6 
o 

9.6 
-7.2 
o 

-33.3 
o 
o 
o 

81.0 

Para condensar a los grados de libertad en las fronteras se aplica la fórmula: 

después de realizar operaciones se obtiene: 
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32.40 -5.53 -27.10 2.38 

-5.32 23.80 -2.36 -4.73 
10-' K,u= -27.10 -2.38 32.40 5.53 

2.36 -4.73 5.55 23.80 

El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nodos interiores están 
dados por: 

realizando operaciones: 

pa hll = 

-0.825 

0.620 

-1.675 

-1.250 

p"cx 5 

P"cr o 
pa J/1 ::::;: = 

P"ox o 
p"Dl o 

pa
111

:;:::: K-1
11 

pa 111 

U,u = 

1307.25 

o 
645.85 

o 

RELAJACION DE LAS FRONTERAS. 

El acoplamiento de las subestructuras se hace considerándolas como elementos 
equivalentes. 

La ecuación fuerza-desplazamiento está dada por: 

donde: 

el vector de cargas aplicado directamente en las fronteras resulta: 
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PEX 5 

PE, o 
P, = = 

P¡.,.. o 
Pr,. o 

por lo que: 

5 -3.63 -0.83 9.46 

B o -8.25 0.62 7.73 
ph = = o -4.37 -1.68 6.05 

o 8.25 -1.25 -7.00 

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene en este caso particular sumando 
las submatrices condensadas para las subestructuras 1 y 11, así: 

sustituyendo directamente en la ecuación fuerza-desplazamiento se tiene: 

9.48 
7.63 
6.05 
-7.00 

= 

solucionando el sistema: 

36.82 
-5.53 

-31.52 
2.36 

D;:r 

D;,, 
D;.T 

D;, 

-5.55 
'23.80 

-2.36 

-31.52 
-2.36 

-4.76 
36.82 
5.55 

31636.12 

11445.58 
= 

31125.70 

-11057.01 

EA 

2.36 
-4.76 
5.55 

23.80 

corrección de los desplazamientos en los nodos interiores: 

Df, =(K~' K1, Y D, 

D~ =-(K,~' k,,t DH 

10-4 

sustituyendo valores en las dos expresiones anteriores obtenemos: 
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48219.06 

11494.74 

48296.60 141452.51 

DP= 
-11004.82 

DP-
7429.02 

,¡ 
65141.43 EA 

¡JI -
11489.93 EA 

11490.29 -7290.47 

65128.16 

-11014.18 

por lo que los desplazamientos totales en los nodos interiores se obtienen con la 
expresión: 

D1 = D," +Df 
sustituyendo: 

52849.06 D~, 

13144.74 D~r 

52276.60 D~, 12759.76 D;, 

-1254.82 D~~~· 
D,¡ = 

73431.43 EA D~l 

7424.02 D;, 
D,u = = 

11489.93 EA D;,.v 
13600.29 D;, -7290.47 D;,,. 
73038.16 

D~, 
-12734.18 

D~, 

Una vez conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, se 
procede a determinar las fuerzas en cada una de las barras, para lo cual se sigue 
el mismo procedimiento que cuando se aplica el método directo de las rigideces. 
Aquí se ilustra el procedimiento únicamente para dos barras. 

Por compatibilidad: 

O' 1.1 =O 
0'1.3=0'c 

O' 2.1 =O' e 
O' 2, 3 =O' E 

Aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global: 

P'1 = K'11 0'1 + K'120'2 
P'2 = K'21 0'1 + K'22 0'2 
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Barra 1 

Barra 3 

Rotación del sistema global al local: 

Barra 1 

Barra 3 

P = rt P 

~ =[0 1] [ 
0 

]=-24.72 ton. 
-24.72 

P, =[o 1] [ 
0 

]= 24.72 ton. - -24.72 

~=[o 1] [ ~, ]=-13.39 ton. 
-1~.~9 

~ =[o 1] [ ~, ]=13.39 ton. 
-1 ~-~9 

Se deja al lector la determinación de la fuerza en las otras barras, asi como la 
comprobación del equilibrio. 

4.3 MARCOS 

Aplicando el método de las subestructuras, determinar los desplazamientos y los 
elementos mecánicos del marco mostrado en la figura 4.6. 
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H 
4m 

/ 777 
7rr. T 

Figura 4.6 

Utilizar secciones de 40x80 para las trabes y 40x40 para las columnas, un fe de 
250 kg/cm2 por lo tanto un módulo de elasticidad de 14000 

La partición se realiza en los nodos C y D como se muestra en la figura 4.7. Vale 
la pena mencionar que la partición de la estructura es arbitraria, en un momento 
dado el número de subestructuras, así como su tamaño se puede considerar en 
función del tamaño de las matrices por invertir como se mencionó en el problema 
anterior. 

SUB. 1 

SUB. 11 

Figura 4~7 

ANALISIS DE SUBESTRUCTURA 1 

La matriz de rigideces de la subestructura 1 en el sistema global está dada por: 
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(K;,), +(K; 1 ), (K;, )8 (K;,), o 

(K;, )8 (K,t +(K;,), o (K;, t 
(K;,); o (K;,), +(K;,),(K;,), (K;, )7 

o (K;, )4 (K;,h (K;,), +(K;,),(K;,t 

Valuando las submatrices de rigideces para cada barra en igual forma que en el 
método directo, sustituyendo y patrocinando en: 

[K K"] K = "" 
' K K u ,, 

se obtiene: 

10.3 o 31.5 -10 1 o o -21 o o 31.5 o o o 
o 11.9 46.3 o -0.13 46.3 o -11.8 o o o o 

31.5 46.3 27884.2 o -46.3 10794 -31.5 o 3148 2 o o o 
-1 o 1 o o 10.3 o 31.5 o o o -.021 o 31.5 

o -0 13 -46.3 o 11.9 -46 3 o o o o -11.8 o 
o 46.3 10794 31.5 -46.3 27884.2 o o o -31.5 o 3148.2 

10' 
-21.0 o -31 5 o o o 10.4 o -13 8 -1 o 1 o o 

o -11 8 o o o o o 20.8 46 3 o -0.13 46 3 
31.5 o 31 48 o o o -13 8 46 3 32606.5 o -46 3 10794 
o o o -0 21 o -31 5 -10.1 o o 10.4 o -13 8 
o o o o 0-11.8 o o -0.13 -46.3 o 20.8 -463 
o o o 31.5 o 3148 2 o 46 3 10794 -13.8 -46.3 32606.5 

., 
... 

·' 

Todos los valores de la matriz de rigideces han redondeado a un decimal por falta-
de espacio. 

Condensando a los grados de libertad en la frontera se tiene: 

1022.59 
-1 30 

1753.87 
-1017.52 

1 3 
-911.09 

-1.30 
520 27 

4522.06 
-1.34 
14.25 

4522 06 

K• K K"'K hf= hh- 11 rh 

1753 87 
4522 06 
2593841 
-911 29 
-422 18 

934633.9 

-1017 52 
-1 34 

-9111.29 
1022 59 

1.30 
1753 87 

1.3 
14.25 

-422.18 
1.30 

520.27 
-4522.06 

El vector de empotramiento para la subestructura 1, está dado por: 

-911 09 
4522 06 
934633.9 
1753.87 
-4522 06 

2593829 7 
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Kfi=K -K-'P" 
}¡f hl 11 1 

5 -1.723 

o 0.142 

o 
Pt 

-262.75 
P,~ = = o -1.676 

o - 0.142 

o - 255.55 

El vector de desplazamientos para los nodos interiores: 

n; = 

8.63x1o-' 

-12.05x10-3 

2.80x 1 o-s 

8.38x1o-' 

12.05x10-5 

2.65x 1 o-' 

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA 11 

Matriz de rigideces para esta subestructura está dada por: 

(K¡¡), o 
o 

(K,¡), 
K= 

(K;,), 
o 

o (K;,), 

(K"), 
o 

(K;,), +(K; 1 ) 9 

(K;¡), 

o 
(K;, )6 
(K~J, 

(K;,), +(K32 ), 

Valuando las submatrices, sustituyendo y patrocinando se obtiene: 

0.21 o -31.5 o o o -21 o o -31.5 o 
o 11.8 o o o o o -11 8 o o 

-31 5 o 6296.4 o o o 31 5 o 3148.2 o 
o o o o 21 o -31.5 o o o -0.21 
o o o o 11.8 o o o o o 
o o o -31.5 o 6296 4 o o o 31.5 

-21.0 o 31.5 o o o 10.3 o 31.5 -10 1 
o -11.8 o o o o o 11 9 46.3 o 

-31.5 o 3148.2 o o o 31 5 46.3 27884 2 o 
o o o 0-0 21 o 31 5 -10 1 o o 10.3 
o o o o -11.8 o o -0.13 -45.3 o 
o o o -31 5 o 3148 2 o 46 3 10794 31 5 

o o 
o o 
o o 
o -31 5 

-11 .8 o 
o 3148 2 

o o 
-0.13 46 3 
-46 3 1079 4 

o 31.5 
11.9 -46.3 
-46.3 27884.2 
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La matriz condensada a los grados de libertad resulta: 

Kbll = Kbb- Kb, K-1 
IÍ K,b 

7 58 -0 0103 -127911 -7.58 +0.0103 
-0.0103 o 59 214.39 -0.0025 -0 602 

Kbu = -127911 214 39 359588 9 1277.38 -215.22 
-7.58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 
o 103 -0 602 -215.22 0.0103 o 59 

1279 12 214 39 -209481 9 -1279.12 214 39 

El vector de empotramiento para ésta subestructura, esta dado por; 

Dfl -K K_, P" 
1 hll - hl - JI 1 

7 -3.53 

o -1.43 

o 
pfl -

554.19 
~~ = o bJ/ -

-3.47 

o 1.43 

o 545.37 

El vector de desplazamientos en los nodos interiores está dado por: 

D" - K-1 P" 
¡fl - 11 ,¡¡ 

RELAJACION DE FRONTERAS 

19.2lx ¡o-' 
12.10x 10-' 

-16.llxl0-5 

] 8.87 X 10-l 

-12.10x!O-' 

15.47x10-5 

1279 12 
214 39 

-209481.9 
-127912 
-214.39 

359588.9 

El acoplamiento de las subestructuras se hace como ya se mencionó con los 
elementos equivalentes, a través de la ecuación fuerza-desplazamiento 

P/ =K, D, 
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donde: 
P/J¡ = P, - Pf, P/J¡ 

el vector de cargas Pb aplicado directamente en la fronteras resulta 

Pn 6 

Pcr o 
Mcz o 

PH = = 
Pnx o 
PDr o 
MDZ o 

sustituyendo para obtener 

6 -1.723 -3.53 11.253 

o 0.142 -1.43 1.288 

pP- o -262.75 554.19 -291.44 
= ' - o -1.676 -3.47 5.146 

o -0.142 1.43 -1.288 

o -255.55 545.37 -289.82 

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene para este caso particular 
sumando las dos submatrices condensadas 

sustituyendo directamente en la ecuación fuerza desplazamiento se obtiene: 

11.253 1030.17 -1 31 474.76 -1025.1 1.31 368.03 D" 
1 288 -1.31 520.86 4736 45 -1 34 -14.85 4736.45 Doy 

-291.44 474.76 4736.45 2953430 366 09 -4737.4 725152 D, 
5.146 -1025.1 -1.34 366 09 1030 17 1 31 474.75 De, 
-1.288 1.31 -14 85 -4737 4 1.31 520.86 -4736.45 Dcv 

-289 82 368.03 4736 45 725152 474.75 -4736.45 2953418 Dcz 

Solucionando el sistema se obtienen los desplazamientos correspondientes a los 
grados de libertad en las fronteras, así: 
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Dcx l. 716 

Dcr 0.020 

D,z - 5.0x ¡o-' 
D, = = 

Do.r 1.713 

Di))" -0.020 

DDZ - 5.2x!o-' 

Los desplazamientos Dcz y Doz corresponden a los desplazamientos angulares 
alrededor de "z" en los nodos "D" y "C" respectivamente. 

CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS EN LOS NODOS INTERIORES. 

Esta corrección para la subestructura 1 esta dada por 

en esta ecuación todos los términos corresponden a la subestructura 1, por lo 
cual se les ha asignado el subíndice l. Después de efectuar operaciones, resulta: · 

Up_ 
,¡-

1.11 o 
0.015 

-9.0x ¡o-' 

1.110 

-0.015 

-9.0x!O-' 

en igual forma para la subestructura 11 

sustituyendo: 

Dfi - (K-' K ) D t!J -- JI hl JI h/1 

Dp_ 
¡/}-

1.805 

0.020 

-7.72xlo-' 

1.805 

-0.020 

-8.27 x ¡o-' 
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DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NODOS INTERIORES 

Estos desplazamientos se obtiene sumando los desplazamientos generados 
directamente por las cargas P más los desplazamientos corrección así: 

D = D" +DP 
' ' ' 

para la subestructura 1 

sustituyendo: 

D"'. 8.63 x 1 o-' 
1.11 o 1.193 

Dr.r -12.05x 10-3 0.015 0.015 

Drz 2.80x 10-5 
-9.0x10-' -8.72x1o-' 

DIII = = + = 
DFX 1.11 o 1.194 

D,..,. 
8.38x 10-' 

-0.015 -0.015 

DFZ 
2.65x10-5 

-9.0x10-' -8.69x10-' 

en forma similar para la subestructura 11 

sustituyendo: 

Dü 19.21x10-2 1.805 1.997 

D,,. 12.10x10-' 0.020 0.216 

D.,z -16.11x 10-5 -7.72 x 10_' -2.38x1o-' 
Dlu = = + = 

Dnx 18.87 x 1 o-' 1.805 1.994 

Dnr -12.10x10-' -0.020 -0.022 

Dnz 15.47x 10-5 -8.27x1o-' -2.37x1o-' 

Las unidades utilizadas en los ejemplos fueron toneladas para las cargas y 
centímetros como unidad de longitud, por lo que los desplazamientos lineales 
resultan en centímetros y los angulares en radianes. 

Conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, los elementos 
mecánicos se determinan aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento de la barra 
como se hizo cuando se aplicó el método directo de las rigideces. 
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TEORIA DE ELASTICIDAD. 5 

5.1 ESFUERZOS. 

Considérese un cuerpo sólido homogéneo sometido a un sistema de cargas que lo 
mantienen en equilibrio. Si el cuerpo se corta por un plano N como se indica en la 
figura 5.1. a 

(•) { b ) 

Figura 5.1 

El cuerpo se ha dividido en dos partes, parte A y parte B. por el plano de corte N. A 
la acción que ejerce una parte sobre la otra en la superficie de corte se les llama 
fuerzas de interacción. Las fuerzas de interacción en la parte A equivalen a la 
resultante de las cargas que obran en la parte B y viceversa. Si se retira la parte B 
el sistema de fuerzas de interacción aplicadas a la parte A están en desequilibrio, 
sin embargo la parte A esta en equilibrio, es decir las fuerzas de interacción son 
equilibradas por el sistema de fuerzas exteriores P,, P2, ... P, que actúan sobre esta 
parte del cuerpo. 

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO. 

El esfuerzo medio o promedio es el cociente de dividir a la fuerza F entre el área 
internos ocasionados por F, pero no precisa la forma en que están distribuidos en la 
sección. El esfuerzo promedio es más explicito en cuanto a la distribución en tanto 
que el área de la sección sea más pequeña. 

Considérese un cuerpo por el cual se ha hecho pasar un plano de corte N, el cual 
está definido por la normal exterior al mismo. Sea P un punto cualquiera de la 
sección en estudio, M un elemento de área que lo contiene y ~F sea la resultante 
de las fuerzas que obran en el elemento de área. Si se reduce el contorno de M 
alrededor del punto P, entonces el área M y la resultante de cargas ~F en dicha 
área disminuirán y tenderán a cero. Al límite 

lim M 
M--tOM 
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se le denomina esfuerzo en el punto P de superficie situado en el plano de corte N. 

N 
·'\' 

1 \ 
~\ 
1 

/ 

Figura 5.2 

!lA 

.": r J _l_J._· m_, _tl_F 
' t:.A->0 l>A 

o\ 7 
~ 

o 
Fi~ura 5.3 

Este esfuerzo es un vector y es susceptible de descomponerse en dos, uno 
perpendicular al plano N y otro contenido en el mismo. Estas componentes reciben 
los nombres de esfuerzo normal o y esfuerzo tangencial -e en el punto 
respectivamente. Así: 

lim !!.N lim C.V 
a= r=---

M--+OM M--+OM 

en donde t.N y c. V son las componentes normal y tangencial de la fuerza t.F 
correspondientes al elemento de área tA, figura 5.3. 

Para este trabajo los planos de corte se harán de tal manera que sean 
perpendiculares a uno de los ejes coordenados X, Y o Z. 

Al esfuerzo normal asociado a un plano cuya normal es N, se denotará como crN y al 
esfuerzo tangencial como -eN; sin embargo este último se puede descomponer en 
dos de acuerdo a los ejes que forman el plano por lo cual se denotará -eN, donde el 
primer índice indica el plano al cual pertenece y el segundo índice indica la dirección 
del mismo. Figura 5.4 
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y 

l 
1 

)-----------~' X 

(a) 

y 

z (e) 

·Figura· 5.4 ., 

donde: cr ¡ es el esfuerzo normal en el plano y ,,, esfuerzo tangencial plano y, 
dirección j 

5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS. 

Separemos de un cuerpo sólido un elemento infinitamente pequeño en forma de 
paralelepípedo cuyo volumen es dxdydz, el cual se encuentra en equilibrio, figura 
5.5 

dy 
. ¡ 
. ¡e__ ________ ,__-

dx 

" " ~. ~ 

dz 
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La acción que ejercen las partes suprimidas del cuerpo sobre el elemento aislado, 
los reemplazamos por fuerzas y los esfuerzos que generan, dichas fuerzas las 
descomponemos en tres componentes en cada cara, resultando así 6 X 3 = 18 
esfuerzos. Además se considera que en el cuerpo existen las llamadas fuerzas 
másicas ( fuerzas de cuerpo que son debidas a la gravedad ), también estas 
fuerzas se descomponen en 3 componentes X, Y, y Z figura 5.6 

y 

J::· 
Z mil:¡ica5 

- por unidad 
de volumen 

Fi!1Ura .S.ó 

Aislando dos planos paralelos: 

dx 

a' X 

sea ~ función de (x,y,z') entonces~ = ~ '(x,y,z·), se sabe que la diferencial de ~ 
está dada por: 

5~ S~ 5~ 
d~ = --d•+-- + -d2 

5x Sy 5z 

si la función crx es igual a la función ~ y se considera que crx es función única y 
exclusivamente de la variable "x", entonces: 

127 



\ por lo que: 

en forma análoga para los otros esfuerzos: 

15a, 
aY = cr_\x +-15-.-- dy 

. 15 a. 
a =a +--· d= ' ~ 15 

"' 
15 r n 

rxy = 'xyt +-·-· dr 
15x 

15r.d r_,_. = T +--'· X 
"' 15 X 

Orn 
r_n = r_lt +-15-·-dy 

)' 

15 r ,. 
ry= = r.~-= +-

15
-·-- dy 

"' 
. 15 r 

r = r + _____.:!_ dz 
::r ;:.t 5: 

15 r ., 
'=-~· = '.::~· +-·--dz 

15, 

representando estos esfuerzos en el cubo elemental se obt1ene la figura 5.7 
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y 

T 
~X 

k:: fuerzas 
Z másicas 

por unidad 
ele volumen 

Figura 5.7 

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO 

Considérese que las fuerzas de cuerpo actúan en el centro de gravedad del 
paralelepípedo figura 5. 7 y que se encuentra en equilibrio; entonces deben 
verificarse las 6 ecuaciones de equilibrio estático. 

~Mx = I Fx = O O 
IMy = I Fy = O O 
IMz = I Fz = O O 

Aplicando la ecuación de equilibrio I Fx = O resulta: 

desarrollando: 

oa or o 
___c<_ddd +__:cx_ddd + r"ddd +xddd =0 8 X .1 : (j l' ) : 8- X .\' : .\ .1 : 

' ' 

dividiendo entre dxdydz 

ÓrJ x\· Or l.t ór =r 
--+-·-+--+x=O 
o, o, S, 

En forma similar para las otras dos ecuaciones de equilibrio 
se obtiene respectivamente: 

IFy = O y IFz = O 
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8rn 8a 1 8r ='-
-· +-· +-· +l'=Ü 
J J J . 

r _1 : 

Jr . Jty::, 5<7. 
__ r_ +--· +-- +==0 
J - -

x o_\ o= 

A estas tres ecuaciones se les llama ecuaciones de Naviero de equilibrio interno. 

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES. 

Aplicando las últimas tres ecuaciones de equilibrio ( suma de momentos igual a 
cero ) se puede conocer la relación de los esfuerzos en planos perpendiculares. Así 
aplicando ¿ Mz = O de la figura 5.8 

reordenando términos y dividiendo entre dxdydz: 

Figura 5.8 

aplicando limites cuando dx y dy tiendan a cero, resulta finalmente: 

En forma similar aplicando ¿ My = O y ¿ Mx = O se obtiene 
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De lo anterior los 18 esfuerzos incógnitas figura 5.6 se han reducido a seis que son: 

Agrupando los esfuerzos de 3 caras únicamente obtenemos lo que se conoce como 
tensor de esfuerzos. 

Figura .5.9 

¡a,) lr_'") ¡ro•) r t = rx¡ rY = crY r:: = r z¡ 

r.t: TY= a-= 

[a]= [{r,} {r.} {rJ] 

-la_, r, :o•] 
a - r l_) a.~ => 

Tx: Ty: CT: 

a esta agrupación se le llama tensor de esfuerzos. 

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS. 

Para conocer los esfuerzos que actúan sobre las caras oblicuas pertenecientes a la 
superficie, se requiere establecer una relación de los esfuerzos que actúan en las 
tres áreas elementales paralelas a los planos coordenados, como se muestra en la 
figura 5.1 O 
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por equilibno: 

pero: 

de donde: 

Figura 5.~0 

¿Fx~o 

O~r ds-a dzdy -T d~dy -T dw/y 
.H -c2 yx2 .:x2 

dzdy 
-

2
- ~ ds cos(s,x) 

d~dy 
-- ~ds cos(s,y) 

2 
dtdv 
--- ~ds cos(s,z) 

2 

O = r.,dx- cr,ds cos(s,x) - ,,,ds cos (s,x) - '"ds cos(s,z) 

'" = cr, cos(s,x) + r,, cos (s,y) + '" cos(s,z) 

Aplicando las otras dos ecuaciones de equilibrio ~ Fy = O y ¿ Fz = O se obtiene . 
respectivamente: 

en forma matricial: 

r,, = cr, cos (s,y) + r,, cos (s,x) + r,, cos(s,z) 

'" = cr, cos (s,z) + 'xz cos (s,x) + r,, cos(s,y) 

[

cos (s,x)l 
cos(s,y) 

cos(s,z) 
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a este sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie o ecuaciones de 
Couchy. 

5.5. VARIACION DEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO. 

Considérese un cuerpo sólido sometido a un sistema de cargas que se encuentra en 
equilibrio por el cual se trazan dos planos de corte el a-a y el b-b como se muestra 
en la figura 5.11 

b 

a 

1 • 
1 1 
1 ' o/ ,, 
1' 

/1 
! l 

1 

a 

' ' ·' 

Figura 5.11 

El plano de corte se traza perpendicularmente a la dirección de la resultante r, el· 
cual se representa en la figura 5.12. 

Plano a-a 
Figura 5.12 

Cualquier elemento o punto situado en el plano de corte estará sometido 
únicamente a esfuerzo axial, mientras que si trazamos· un plano de corte inclinado 
respecto de la dirección de la resultante, cualquier elemento situado en dicho plano 
estará sometido a esfuerzo normal y tangencial como se puede ver en la figura 5.13. 

Si se particulariza a un estado plano de esfuerzos, donde únicamente se tengan crx, 
cry y ~ xy como los esfuerzos en un punto, es decir cr, =O para i = x,y; 
como se ilustra en la figura 5.14. 
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y 
YA 

1 

X 

y 

z o / 

X 
Figura 5.14 

Los esfuerzos que actúan sobre cualquier plano '"N" que contenga al eje Z y que 
está inclinado respecto a los ejes "X" e "Y" se representan en la figura 5.15 

y' X 

y 

Si el área de la cara inclinada es una cantidad A; las áreas de las otras caras serán 
A cos a y A sen a para los planos x e y respectivamente, como se indica en la 
figura 5.16 
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A cos a 

Figura S .10 

para aplicar el equilibrio dibujamos el diagrama de cuerpo libre en la figura 5.17 

T 

Aplicando :1: Fn = O 

N 
y' 

~~~.~~~~----~' x 

-z;yx cvs a ~~ 
·ayA sen a 

Figura 5.17 

O = crA - cr,A cosa cosa - 1,,A sen a cos a - cr,A sena sena ,,, + A cosa sena 

de donde: 

sustituyendo 

cr = cr, cos'a + cr, sen'a + 21,,sena cosa 

, 1 +cos 2a 
cos-a=----

2 
, l-eos 2a sen-a = '--'-'-'---'-'--

2 
1 

sena cosa= -sen 2a 
2 

O'- O' +O' - r --_ (l+cos2a) (l-cos2a) 2 (sen2a) 
x 2 ,1 2 xy2 

Simplificando términos: 

5.1 
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Aplicando I Ft = O 

O= -rA + a, A cos ase na + -r,,A sen2a -a, A sena- -r,, A cos2a 

de donde: 

-r = (a,_ay) senacosa + -r,y(cos2a- sen2a) 

sustituyendo las identidades tngonométricas anteriores: 

a, -a~ · 
r;;:: · · sen2a + r '",.co2a 

2 ·. 

Las ecuaciones 5.1 y 5.2 representan el esfuerzo normal y cortante que están en 
función de dos esfuerzos en planos perpendiculares en dirección "X" e "Y". 

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES. 

Con frecuencia el interés se centra en la determinación del máximo esfuerzo y los 
planos donde se presentan tales esfuerzos. En general se determinan los planos 
donde se presentan los esfuerzos máximos y mínimos tanto normales como 
tangenciales, lo cual se logra igualando con cero las derivadas con respecto al 
ángulo de inclinación de las ecuaciones 5.1 y 5.2 Así para localizar el plano de un 
esfuerzo normal máximo o mínimo se denva la ecuación 5.1 respecto de a y se 
iguala con cero. 

da a~-cr\' 
--' =- · (2) sen2a =O 
da 2 

de donde 

tg2a = 7 · J 
\U, -a-,. /2 

rn· 

a partir de esta ecuación se puede encontrar dos direcciones perpendiculares entre 
si, para las cuales el esfuerzo tangencial es nulo. Estas direcciones se llaman 
direcciones principales y los esfuerzos normales corresponden a los esfuerzos 
principales. 

La magnitud de los esfuerzos principales se obtiene sustituyendo los valores de las 
funciones sen 2a y cos 2a correspondientes en la ecuación 5.1. Si 

rn 
tg2a=-( - )-

a-, -a,. 12 

gráficamente: 
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/12a 

Figura 5.18 

de donde: 

r t:l 
sen2a = --¡o¡==~"=i== 

.j(o-, -O" .)12]' + T ~ 

sustituyendo en la ecuación 5.1 se tiene: 

-o-, +o-_,. + .i(o-, -o-) J' ' 
0"

1
,- -1 +r-

·- 2 y 2 ~~ 

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS. 

De manera similar al estudio realizado antes para los esfuerzos normales se 

_, 

~· 

procede con el esfuerzo cortante. Así para encontrar los planos en los que actúan 
los esfuerzos cortantes máximo o mínimo se deriva la ecuación 5.2 con respecto a a 
y se iguala con cero. Después de efectuada esta operación se tiene: 

(o-, -o-,)12 
tg2a = ---•---

r,\. 

donde a define el plano donde el esfuerzo cortante es máx1mo o mínimo. 

Hac1endo la sustitución en la ecuación 5.2 de las funciones cos 2a y sen 2a 
determinadas en forma análoga a la de la figura 5.18 resulta: 

Esta ecuación da los esfuerzos cortantes máximo y mínimo. Se observa que el 
esfuerzo cortante máximo difiere únicamente en signo del esfuerzo cortante mínimo. 
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El sentido definido de esfuerzo cortante siempre se puede determinar por sustitución 
directa de a en la ecuación 5.2 (correspondiente al plano de máximo o mín1mo 
esfuerzo cortante). 

5.8 DEFORMACIONES 

Considérese un cuerpo elástico, homogéneo e isótropo, sujeto de tal forma que no 
tiene movimiento de cuerpo rígido. Entonces todo corrimiento de sus puntos será 
onginado por sus deformaciones. Así el punto "p" después de deformarse el cuerpo 
toma la posición p', gráficamente se tiene; 

y, V 

Figura S. Ú• 

donde u,v y w son \s proyecciones del desplazamiento pp sobre los ejes 
coordenados. 

Si se considera un elemento diferencial del cuerpo con dimensiones dx,dy,dz al 
deformarse, sus longitudes varían y se deforman los ángulos formados por sus 
caras, que inicialmente son rectas. 

Se define como deformación lineal unitaria en un punto y en la dirección de P a p· 
como: 

~ 

lim t>,.D 

Por facilidad considerese solamente una cara del cuerpo para determinar las 
deformaciones (estado plano de deformaciones), figura 5.20. 

Si el cuerpo no se deforma, todos los puntos se desplazan, u en la dirección x y v en 
la dirección y; pero como el cuerpo se deforma, entonces los puntos se desplazan u 
+ du y v + dv respecto a cada eje. 

Cuando la variación es respecto al eje x, entonces: 
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si la variación es respecto al eje y, entonces: 

y 

c5u 
du=-dv 

a~ . 

Fi!Jura 5.2{> 

La deformación lineal unitaria en dirección X, será: 

La deformación lineal unitaria en dirección Y será: 

Generalizando a un espacio tridimensional: 

c5B 
E=--

c5, 

X 

La deformación angular se denota como y,, e indica la distorsión del cuerpo en 
plano Z (formado por ejes x e y). 

De la figura 5.20 se tiene: 
Jr 

y =a+B= --(J _\'} 2 
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para ángulos pequeños la tangente del ángulo es igual al ángulo en radianes, así: 

de donde: 

y 

de donde: 

así se tiene que: 

5>· 
(v + -d\')-- \' 

a= ""a~x~-
15u 

dr+-dr 
i5x 

5>· 
_s5x 

1 
i5u 

+­
& 

r5u r5u 
(u+ ,_,d_v)-u 

B= '<' = Qv 
i5u &· 

dv+-dv 1+-
. ~· . ~· 

&· r5u 
Yn =-¡::-+e 

. u.\" ~~~ 

En general para un cuerpo en el espacio tridimensional se tiene lo siguiente: 

Resumiendo se tiene: 

15w i5u 
y=-+­

X & ll\' 

r5u 
E=­

x 5.x 

&· 
E~.=-

. ~· 
<l\¡· 

E.=-. & 

&• r5u 
y"5.,+QI' 

r5w i5u 
y-+­
"'& & 

r5w 5>· 
Y -+­

"' Qv & 

A estas seis expresiones se les conoce como relaciones de Couchy. 
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5.9. ECUACIONES DE CONTINUIDAD. 

Estas ecuaciones relacionan las deformaciones lineales con las angulares y se 
obtienen de las relaciones de Couchy derivando las deformaciones angulares como 
se indica: 

5' . . -y n· O"'u OJv 
--· =--+--
Ó:~<~l' a~~·' &' ~· 

5'y,. 5'u 5 3 w 
--·=--+--
6:~0:: a~&' &'& 

5'r,~ 5\· 5 3w 
--=--+--
&& ~·&' ~·'& 

Las derivadas parciales tercera de u, v y w se obtienen derivando de las relaciones 
de Couchy las deformaciones lineales de tal manera que se obtenga el término 
deseado, así· 

5' E 5 3u 
--'=--
&' &&' 

J2 El. 83\, 
--,-· =--
a~· &'o., 

0 2 
E. b' 3w 

--·=--
&' &'& 

5' E. 5 3w 

&'. = ~·'& 

Sustituyendo en las primeras expresiones anteriores se obtienen las primeras ~ 
ecuaciones de compatibilidad, así: 

5 2 y n 5 2 
E 5 2 

E 1 --=--'+--· 
&~· &' &'~· 

5 2y, 5' E, 5 2 E. --· = --· + --· 
&0:: &' &' 
5 2y. 5 3 

E 5 3w 
__ x. = --' + --
&0:: &' &' 

5.3a 

Derivando nuevamente de las relaciones de Couchy las deformaciones angulares 
como se indica en seguida: 

5r.n 5'u 5'v 
--=--+--
& ~·& && 

5y., 5 2v 5 2 w 
-·-=--+--
a~ a~& && 

5yr· r5 2u Ó
2

W 
--· =--+--
& &cy &cy 
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multiplicador por -1 la primera de estas ecuaciones y sumándola con las otras dos 
se obtiene· 

orn or,, 15rc 2o'wn 
---+-+--=---

& a. ~· ay~· 

derivando parcialmente respecto de z toda la ecuación se obt1ene: 

de las relaciones de Couchy se t1ene que: 

o .. 
E=-' o, 

derivando parcialmente respecto de "x" e "y" resulta: 

sustituyendo se obtiene: 

En forma sim1lar se obtienen las otras 2 ecuaciones; 

~(- O,v, + 0,~" +Sr,,)= 2o
2 

E, 

& 5x ~ 15= && 

~(Sr,- Src + orn) = 2o
2 

E 

~· 5x ~· Oz 5x0= 

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b. constituyen las seis ecuaciones de continuidad o 
compatibilidad que relacionan las deformaciones angulares con las deformaciones 
lineales. 

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION. 

La solución de los problemas físicos de la teoría de elasticidad referente a las 
deformaciones que ocurren en un cuerpo elástico bajo la acción de fuerzas 
exteriores aplicadas a él no será posible mientras que los esfuerzos y 
deformaciones no estén relacionados por un ley física (Ley de Hooke) 
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Para deformaciones pequeñas la forma lineal es la más sencilla y más racional por 
lo tanto, se puede pensar que los esfuerzos son función de las deformaciones, es 
decir: 

cr, = f( E,· E y· E,· y,,. y.,. y,.) 
a,= f(E,· E y' E,· y,y' y,,. y,.) 
cr, = f( E,· E y' E,· y,y' y,,. y,.) 
<,y= f(E,· E y· E,· y,,. y,,. y,.) 
<y,= f(E,· E y' E,· y,,. y,,. y,.) 
1:, = f( E,. E y' E,. y,,. Y.,· y,.) 

por lo que se puede escribir: 
crx = a,, Ex+ a,2Ey + a,3Ez a,4Yxy + a,sYyz + a,sYzx 

crx = a2,ex + a22Ey + a23Ez + a24Yxy + 82sYyz + 82sYzx 

en forma matricial: 

a, 
a" 0 tz at3 a,. ai, a" E, 

a,. 
a2t a22 a.23 0 z-t Gzs 0 26 E y 

a_ 
0 3! a32 a33 a,. a, a,, E, 

rn = = 
a,I (/42 a.n a., a, a,. Y:r.~ 

rlY 
a,I 0 52 0 s3 a, a, a" r" 

r.~= a,I 0 6z 0 63 a., a" a66 y=-'{ 
r=-~ 

en forma reducida: 

{cr)=[E]{E} 5.4.a 

o bien. 

{ E } = [ E r' { cr } 5.5 

Para cuerpos elásticos isótropos las ecuaciones anteriores adquieren la forma más 
simple, se puede deducir a partir de la ley de Hooke aplicada a las barras elásticas 
sometidas a tensión o comprensión. 
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En la figura 5.21 se muestra la gráfica del comportamiento del acero. se observa 
claramente dos zonas bien definidas, la elástica (lineal) y la no elástica (no lineal). el 
punto A marca el punto de proporcionalidad. 

"" a· 1 A 

í 

VI 
) 

Esta gráfica es diferente para los distintos materiales y depende de la composición 
química y estructural de material. 

En casi todos los materiales, el alargamiento longitudinal cuando hay solamente 
tensión, es acompañado por deformaciones transtersales, siendo estas 
deformaciones proporcionales y de sentido contrario al alargamiento, como se 
muestra en la figura 5.22. 

La deformación transversal en función de la deformación longitudinal se puede 
escribir como: 

donde 1.1 es el coeficiente de proporcionalidad y se conoce como coefic1ente de 
Poisson. Este coeficiente es constante para cada material, pero diferente para los 
distintos matenales. 

Figura 5.22 

Además de las consideraciones hechas anteriormente se admitirá la proposición de 
que en un material elástico, homogéneo e isótropo el esfuerzo normal no genera 
distorsión angular y el esfuerzo cortante no genera alargamiento. Sobre esta base 
se determinaran las relaciones entre esfuerzo y deformación. 

Considérese un paralelepípedo de aristas iguales a la unidad, sometido a la acción 
de fuerzas normales como se muestra en la figura 5.23. 
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1 a 
~---~ ox... ----

a::~-·~------·--·--··· .... ····----- ...... -·---···· -

aY : 
~. 

Fil!'lra 5.23 

Si se considera que solamente actúa el esfuerzo a,. es decir a,* O y a, = a,=O, la 
deformación lineal unitaria por este esfuerzo es: 

. a 
E=~ 

X E 

Bajo la acción del esfuerzo a,; es decir a, * O y a, = O, la deformación en la 
dirección x será: 

Analógicamente para a, * O y a, = a, = O. la deformación en la dirección x será: 

. .. a. 
E =-ji-· 

• E 

Por el principio de superposición de causas y efectos la deformación total a lo largo 
del eje x cuando actúan los tres esfuerzos simultáneamente es: 

E =E +E +E r .t .t .t 

expresión que se puede escribir: 

En forma similar para lograr la deformación lineal unitaria a lo largo de los ejes "y" y 
"z" se tiene respectivamente: 
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E,~ _!_[a,- il(a, +o-J] - E . 

E_~ _!_[a_ - !1( a, +a, J] - E - . 

La proporcionalidad entre los esfuerzos tangenciales y las distorsiones angulares 
que se desarrollan en las caras del paralelepípedo están dadas por: 

1 
r --r 

\.1 - G ry 

1 r ~-r 
.1= G -•= 

1 
Y:.~=cr=x 

donde G es el módulo de elasticidad al corte. 

Fi~ra 5.24 

Arreglando en forma matricial las seis ecuaciones anteriores: 

E_ 
~ 

_!_ - 11 - 11 o oo 
E E E 

il _!__il o o o 
E E E 

il il _ _!_ o o o 
E E E 

o o 

o o 

o _!_00 
G 

1 o o o 
G 

a_ 

r xy 

A este arreglo se te conoce como la ecuación generalizada de Hooke. 

Considerando la relación entre los módulos de elasticidad axial y al corte que está 
dada por 

G~ E 
2(1 + !1) 
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la ecuación generalizada de Hooke se puede escribir: 

E, 1 -JI -JI o o o cr, 

E, -JI 1 -JI o o o cr, 

E. -JI -JI 1 o o o cr 
= 

Yn E o o o 2(\+JI) o o r \1 

Y_\:: o o o o 2(1 +JI) o r r: 

y ;_t 
o o o o o 2(1 +JI) r o• 

De acuerdo a la ecuación 5.5 la ecuación 5.6 se puede eséribir como. 

{E}=[Er'{cr} 

Al considerar la relación inversa se tiene: 

cr, 1- Ji -¡1 Ji o o o E, 

cr, -JI 1- Jl Ji o o o E y 

cr, E Ji Ji 1-Ji o o o E 
= 

r ~r (1 +JI) (1- 2JI) o o o 2(1 + 2JI) o o Y.ly 

'.\= o o o o 2(1 +JI) o r,, 
r~ o o o o o 2(1 +JI) Y ;x 

que de acuerdo a la ecuación 5.4.a en forma compacta se puede escribir: 

{cr}=[E] {E} 
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS 6 

6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METODO 

La formulación del método de los elementos finitos data de 1943 aplicado a problemas 
de torsión en vigas, pero no es sino hasta 1960 cuanto tuvo su auge, esto fue posible 
sobre todo a los progresos en el campo de la computación, ya que como en el método 
de las rigideces, el planteamiento del método de los elementos finitos conduce a un 
sistema de ecuaciones simultáneas, que en general resultan relativamente grandes por 
lo cual para su manejo y solución se requiere de las computadoras. 

El método de los elementos finitos se desarrolló como una extensión de las técnicas del 
análisis estructural matricial. 

Se puede pensar que el método de los elementos finitos es una generalización del 
método de las rigideces por lo que su enfoque es más amplio y se puede aplicar a casi 
todas las áreas de ingeniería. 

En muchos de los casos de ingen1ena se requiere determinar la distribución de 
esfuerzos y deformaciones en un continuo elástico. Estos casos pueden variar desde 
problemas bidimensionales de esfuerzos de deformación plana, sólidos en revolución, 
flexión de placas y hasta el análisis más general de sólidos tridimensionales. En todos 
los casos, el número de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado por 
fronteras imaginarias y los elementos vecinos a él infinito, lo cual hace una estructura 
continua. La discretización de la estructura se logra siguiendo los siguientes puntos: 

1. El sistema o continuo se divide en un número finito de elementos a través de 
líneas o superficies imaginarias. 

2. Se supone que los elementos están conectados entre sí mediante nodos en 
puntos discretos situados en sus contornos. 

3. Se toma un conjunto de funciones que definan de manera única el campo de 
desplazamientos dentro de cada elemento finito en función de los 
desplazamientos nodales de dicho elemento. 

4. Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nodos tal que equilibre los 
esfuerzos y cualquier carga repartida, permitiendo así una relación entre fuerzas 
y desplazamientos de la forma P = K D 

Si se supone que de alguna manera se ha logrado definir la relación de rigideces entre 
las fuerzas y los desplazamientos de los nodos al igual que en el método de las 
rigideces, inicialmente para cada elemento, con la compatibilidad y el equilibrio se 
puede determinar la ecuación fuerza-desplazamiento del sistema estructural P = k D. 
La solución de esta ecuación se puede encontrar en forma similar que para el método 
directo de las rigideces. 
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Después de solucionada la ecuación fuerza-desplazamiento del sistema estructural 
para los desplazamientos nodales, pueden calcularse los esfuerzos internos de cada 
elemento. 

Aunque este proceso obliga a que exista equilibrio en los puntos nodales, en general no 
hay imposición del equilibrio a lo largo de las fronteras del elemento, lo cual significa, 
por ejemplo, que un análisis del elemento finito puede determinar que los esfuerzos en 
los puntos A y B figura 6.1 cada uno en un elemento distinto, sean diferentes. 

~ ~~~)~"/ 
1 ¡\ KA Y::' '\~'¡¡ 

/ \ ~ \1....--j't \ -~ \---¡ \ ~\ \ 1 
\/ \ \ \ \! 

} B 
A 

Esfuerzos en 

Puntos A y B en la misma 
posición pero asociados 
a diferentes elemé'ntos 

los puntos A y B 

Figura 6.1· 

Por otro lado no siempre es fácil asegurar que las funciones de desplazamiento 
escogidos satisfagan las condiciones de compatibilidad o continuidad de 
desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente esta condición puede 
no cumplirse en el contorno de los elementos, aunque es evidente que dentro de cada 
elemento si se cumplirá a causa de la unicidad de los desplazamientos ya que los 
mismos están representados por funciones continuas. 

Por lo anterior es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones en 
cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la continuidad de los desplazamientos. Al 
reducir el tamaño de los elementos finitos, la discrepancia entre los esfuerzos en las 
fronteras de elementos adyacentes disminuirá y el campo de desplazamientos 
convergerá en uno que sea continuo. 

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS. 

Un campo de desplazamiento es una función de las coordenadas que definen la forma 
del desplazamiento de un elemento. 

Por ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamiento es lineal y esta 
dado por: 
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1 

Posición inicial del punto 

/ 
~----p--~--~"~--------~l~~~~~: ----~ 

~\ ~U2 1 ' 
1' u, U Posición final del punto 

~ desplazamiento en cualquier 
posición x, en la barra 

u=ax+b 

Fi9Ura ~6.2~ 

Para un elemento viga: 

desplazamiento de la viga en 
cualquier posición x 

Para un elemento triangular: 

y 

·¡ 
' 

Figura 6.3 

Po.s1ción 
punto 

:-14 \ 
3 +V3 \~ 

"' ~-·~ ~ -----: +--:- ~""'~~~~,-- &..............-
'v1 1 ¿<:: ~T~~ 2 

Posició 
1 ini~ial / ··~ ... :;_ 1 v2 

de un p~nto uz 
;~ ------------------------7' X 

u = ax + by + e 
v = dx + dy + f 

Figura 6. 4 

desplazada de u:1 

'· ·' '• 
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Para un elemento rectangular: 

u4 u3 
-~-' 

' ' 3--, 

!• ~·.::- --,.,+ ' 1 ,' - t ' v3 

··j' p • ~ lv :·"~-~ 
-1- :~ f---7 ;'! 

v1 1 1 T" ...... ~ .. u : lz 1 

T +v2 -++ 
._, 

' -:-: 
U1 u2 

Posición desplazada 
del punto 

u,v desplazamiento en cualquier posición 

u = a + bx + cy + dxy 
v = e + fx + gy + hxy 

Figura 6.5 

Las ecuaciones debajo de las figuras describen los posibles desplazamientos del 
elemento en términos de algunos parámetros desconocidos a,b,c,d, ... ,etc. Las formas 
más comunes en relación a los campos de desplazamiento son polimonios, para 
problemas unidimensionales y bidimensionales se toman del triángulo de Pascal. 

a o 1 
a,o azy 2 

a3x2 a3xy a5y3 3 
a3x3 ayx2y aax~2 agl 4 

4 3 a,zx l 3 4 a,ox a,,x y a,3xy a,4x 

Si se utilizan todos los términos que están arriba de cierto nivel, en el campo de 
desplazamientos, se dice que el polinomio está completo, lo cual es deseable ya que 
asi se incrementa la convergencia, aunque algunos elementos están basados en 
polinomios incompletos. 

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuestos que pueden o no 
ser la forma exacta del desplazamiento del elemento. 

El objetivo de los elementos finitos es determinar los coeficientes de los campos de 
desplazamiento seleccionados, que minimizan el potencial total de la estructura, o bien 
el error que introduce la aproximación en las ecuaciones diferenciales rectoras del 
equilibrio. Mientras más pequeño sea el elemento finito se tendrá más oportunidad de 
minimizar el error por la aproximación. 
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6.3 FUNCIONES DE FORMA 

En las figuras 6.1 a la 6.5 se han mostrado Jos campos de desplazamiento para cuatro 
elementos y también los movimientos posibles de Jos nodos es decir los 
desplazamientos nodales. Para que estos desplazamientos se clasifiquen como grados 
de libertad deben constituir el mínimo número de elementos de desplazamientos 
necesario para describir completamente la deformación en cualquier punto del 
elemento. Para que esto sea cierto el campo de desplazamiento elegido debe escribirse 
en función de los desplazamientos nodales en vez de los coeficientes polinomiales 
a,b,c, etc. A los campos de desplazamiento en función de los desplazamientos nodales 
se les conoce como funciones de forma. 

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA 

Considérese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con Jos grados de libertad 
nodales u, y U2 y el campo de desplazamientos elegido: 

1 ~-------; 
r B u. uf 

2 

f~q1,1;-a 6.6 

De la figura se observa que si x=O el desplazamiento deber ser u1 

desplazamiento debe ser u2 

Al aplicar estas dos condiciones, se obtiene: 

u, = a(O) + b 
U2 = a(L) + b 

En forma matricial: 

l. .. 
y si x=L el 

denotando el verbo de desplazamientos nodales por "DN", a la matriz de coeficientes 
por "A" y al vector formado por las constantes como "a", tenemos: 

(D,] = [A][a] 6.2 

solucionado para [ a] 

6.3 
así: 
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L L 

[
u, ] 
U, 

o 

Expresado en forma matricial el campo de desplazamientos dado en la ecuación 1 

en forma condensada se puede escribir como: 

u= [P][a] 6.4 

Sustituyendo la ecuación 3 en la 4. se obtiene 

u= [P](A]-1 [D,] 6.5 

si llamamos [N]= [P] [A]-' el campo de desplazamientos se puede escribir 

u= [N] [D,] 6.6 

como el campo de desplazamientos quedo expresado en términos de los 
desplazamientos nodales, [N] se define como la matriz de las funciones de forma. 

Cada elemento de [N] es una función de forma que multiplica a un desplazamiento 
nodal (grado de libertad). Así: 

haciendo el producto 

[ 
· X X] [U'] u = (1- L) L u, 

de donde se puede decir que las funciones de forma para el desplazamiento nodal u, 
(grado de libertad 1) es: 

X N,= 1-­
L 

y para el desplazamiento nodal 2 (grado de libertad 2) es: 

'' - X H,-. L 

6.7.1 

6.7.2 
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La validez de estas funciones de interpolación se muestra sustituyendo los valores de 
x=O y x=L, es decir: 

SI X = 0 

si x = L 

Las gráficas del campo de desplazamientos y de las funciones de interpolación se 
muestra en la figura 6. 7 

1' ~u~·ax+b 

~u1 
V"• 

____ __....~ u2 

! 

! 1 

' X 

/ N1 = 1- X/L 

k::. 

X 

N 

1'" ¡ ~N2 =X/L 
l ,{_....--¡ 

li /--------- 1¡ L-----:-- 1 X 
Figura. '6. 7 

Se observa que las funciones de forma tienen un valor unitario cuando son valuadas en 
su nodo correspondiente y un valor de cero en cualquier otro nodo. 

Cabe aclarar que la elección del campo de desplazamientos no es arbitraria. Se 
observa que para describir el campo de desplazamientos nodales, deben de poder 
definirse de manera única los coeficientes de los polinomios a,b,c, etc. Esto requiere 
que haya tantos coeficientes como grados de libertad para el elemento. Si esto es cierto 
la matriz A resultará cuadrada y por lo tanto se puede invertir para encontrar 

[a] = [A ]-1 [D,v] 

Esto se generaliza para cualquier elemento finito que se considere. 
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA 

Considérese los grados de libertad correspondientes a los desplazamientos nodales 
v,, e,, v, y e, como se muestra en la figura 6.8 

y 

X 

Figura 6 .. 8 

dl' 
Las condiciones de frontera para este elemento son para x = o, -=e, y v = v,; para 

dY 
dv 

x = L, - = e, y v = v2 
dx -

El campo de desplazamientos para este elemento fue planteado como 

De donde se puede obtener: 

V= ax 3 +bX 2 +CX+ d 

dv -=e 3ax 3 + 2bx 2 +e 
dx 

6.8 

6.9 

Estas funciones se determinan partiendo que el campo cúbico de desplazamientos 
satisfacen las condiciones de frontera: 

Substituyendo estas condiciones de frontera: 

si x =O 

e,= e 
v, = d 

x = L v 2 = aL3 + bL2 + eL + d 

8 2 = 3aL2 + 2bL + e 
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En forma matricial: 
\' 1 

o o o 1 a 

111 o o 1 o b 
= 

\'2 L' L' L 1 e 

11, 3L;. 2L 1 o d 

Al solucionar: 

2 2 
----

a L' L' L' L' \' 1 

b 3 2 3 1 111 
= ----

e L' L L' L \'2 

d o 1 o o 11, 
o o o 

[a]= [A ]-1 [DJ 

Expresando en forma matricial el campo de desplazamientos 

Sustituyendo el vector (a] 

En forma condensada 

a 

V = ~~ 3 
X

2 
X 1] b 

e 

d 

[D] = [P] [a] 

2 2 1 

3 2 3 1 
--------

L' L L' L 
o 1 o o 

o o o 
11, 

., 
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[D] = [N] [DN] 

Desarrollando el producto 

[2 3 ' ' 3 2 ' 1 3 ' ' , '] x ~x- x x· _x ~x- x· .·e 
r= ----+l. -- -+x.--. +-.-, --

L' L' - L' L - L' L' - L- L 

De donde las funciones de forma resultan: 

2x 3 3x 2 

N, =---+1 
L3 L' 

3 2 ' • X X 
l\1

, =---+X 
- L' L 

\' 1 

\' 

' 
(}, 

Las funciones de forma N1, N2, N3 Y N4 corresponden a los desplazamientos nodales 
respectivamente. 

A estas funciones de forma también se les conoce como polinomios de interpolación, 
polinomios de Hermite o polinomios de Hermitianos. 

En la figura 6.9 se muestran las gráficas de las funciones de forma y se observa que 
cumplen la propiedad de que sean igual a la unidad cuando se valuan en su nodo 
correspondiente y cero en cualquier otro. 
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6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR 

Considérese los desplazamientos nodales U1, V1, U2, V2 Y U3, V3 correspondientes a 
los grados de libertad "x" y "y" de io"s nodos 1 , 2 y 3 respectivamente, según se ilustra 
en la figura 6.1 O. 

y 

1' 

L 

Figura 6.·. 9 

3 (x3,y3) 

// 
1 (x1.y1) 

,FJ.gura 6. 10 

·x 

2 _(x2,y2) 

X 
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Se supondrá el campo de desplazamientos dado por: 

u= ax +by+ e 
v = dx + ey + f 

Las condiciones de frontera para este caso están dadas por: 

X = X1, Y = Y1 
x = Xz, Y= Yz 
X= X3, y= Y3 

= 

= 
= 

U= U1 & V= V1 
U= Uz & V= Vz 
U= U3 & V= V3 

Si se aplican estas condiciones a los campos de desplazamiento: 

u1 = ax1 + by1 + e 
v1 = dx1 + ey1 + f 
Uz = axz + byz + e 
Vz = dxz + eyz + f 
U3 = ax3 + by3 + e 
V3 = dxz + eyz + f 

En forma matricial y ordenando el vector desplazamientos, primero en la dirección x y 
después todos en la dirección y. 

ll¡ 

u, 

ll; 

t' 1 

,. 
' 

\', 
' 

En forma compacta. 

Solucionado: 

En forma compacta. 

Solucionando: 

= 

x 1 y 1 1 O O O a 

X, y 1 1 0 0 0 b 

x3 y, 1 O O O e 

o o o X¡ Y¡ 1 d 

O O O x1 y, e 

O O O x 3 y 3 1 f 

(DN] = (.4] (a] 

[DN] = (A] (a] 
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a y, - \', y, -v V - y, o o o 111 - ' -' - 1 • 1 

b x, - x2 XI - x, 
' -' 

X.., - XI o o o 112 

e x,y, - x,y, x,yl - X¡ x,y, - X2Y1 o o o ll:. 
= 

d 2DET o o o y~ - J', v, - )'¡ \' - \', \' - -' - _, • 1 1 

e o o o X - x2 X¡ - x3 X, - X¡ \'' J 

f o o o X2Y::; -x3y2 x3yJ- X¡ )', x¡.l'=' -x2yJ \'" . _, -' 

En forma condensada: 

[a] = [A ]-1 
[ D,, ] 

donde: 

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento 

a 

b 

[:]=[~~~~~'~]: 
r 

f 
En forma condensada: 

[O]= [P] [a] 

Sustituyendo el vector {a} y considerando como nueva constante cada término de la 
matriz A'1 

En forma condensada: 

[O]= [P] [A]'1 [DN] 

Donde: 

[N]= [P] [Ar1 

Por lo que desarrollando : 
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U¡ 

u, 

[:~]=[:\ N, N. o o 
l~J 

u, 
' 

o o JV JV2 \' 1 1 

\' 
' 

\'. 
~· 

Desarrollando 

1 
N,= (a,x+b2 y+c,) 

- 2DET - -

b2 = X 1 - X 3 

e, = x 3y 1 - X 1Y3 

Estas son las funciones de forma para el elemento triangular. En la figura 6.11 se 
muestra la gráfica de estas funciones: 

u3 
~ N 
3 

1~- . .l.. v3 
-~~ 

v1 I t-----~ ~v2 
H . l 

y ?1N1 

u1 ~ 

X, U 

u2 
-f----------7x 
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N 

/Í' y N2 
N ? N3 -;:-! ·. -1'· y . / ' ...---=r / 

// / 
' 
. 

1 
,/'' 

1 

// 1 

/ / 2 
1 / 

/ '\ 
X 

', X / 

Figura 6.11 

Obsérvese que cada función satisface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo 
correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos. 

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR 

Considérese los grados de libertad u,, v2; u2, v2;u3, v3; y u4, v4; correspondientes a los 
grados de libertad de los nodos 1 ,2, 3 y 4 respectivamente como se muestra en la figura 
6.12 

y 
4 (x4;y4) 

3 (x3,y3} 

LJ 
1 (x1,y1} 

2 (l<2,y2) 

Fi~ura 6.12 

El campo de desplazamientos está dado por: 

u = a + bx + cy + dxy 
v = e + fx + gy + hxy 

X 

Las condiciones de frontera para este caso están dadas por: 

si x = x,; y= y, entonces 
X= X2; Y= Y2 entonces 
X= X3; Y= Y3 entonces 
x = x4; Y= Y3 entonces 

u= u1; V= V1 
u= u2; v = v2 
u= u3; V= V3 
u= u2; V= V4 
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Si se aplican estas condiciones al campo de desplazamientos: 

u1 =a+ bx1 + cy1 + dX1Y1 
V1 = e + fx1 + 9Y1 + hX1Y1 
Uz = a + bxz + cyz + dxzyz 
Vz = e + fxz + 9Yz + hXzYz 
U3 = a + bx3 + cy3 + dx3y3 
V3 = e + fx3 + 9Y3 + hx3y3 
U4 = a + bx4 + cy4 + dx4y4 
V4 = e + fx4 + 9Y4 + hx4y4 

En forma matricial y ordenando el vector desplazamientos primero los de la dirección x 
(desplazamientos u1) y después todos los de la dirección y (desplazamientos v1). 

u, 1 x, y, o o o o a 

u, 1 x, y, o o o o b 

u, 1 x, y, o o o o e 

u, 1 x, y, o o o o d 
= 

v, o o o x, V ' 1 x,y, r 

\'2 o o o x, y, X2Y2 f 
v, o o o x, y, x3y3 g 

v4 o o o x, y, x,y, h 

Se observa que al solucionar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4 x 4, 
dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerlo 
numéricamente, resultando así: 

a a, a, a, a, o o o o u, 

b b, b, b, b, o o o o u, 

e e, e, e, 
·' 

e, o o o o u, 

d d, d, d, d, o o o o u, 

r o o o o a, a, a, a, v, 

f o o o o b, b, b, b, V2 

g o o o o e, e, e e, V 
3 3 

h o o o o d, d, d, d, v, 

Donde a,, b;, e, y d; son nuevas constantes de [Ar1 

En forma reducida: 
[a]= [Ar1 [DN] 

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento: 
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a 

b 

e 

[U] [1 X l' XI' 0 0 0 0] d 
v=oooo 1xyxy e 

En forma condensada: 

Sustituyendo el vector [a] 

[u]= [ 1 x y xy O O O O] 
v 00001xyxy 

Desarrollando: 

[:]=[:\ }/2 

o 

Donde 

f 
g 

h 

[D] = [P] [a] 

a¡ a, a, a, o o o 
b¡ b, b, b, o o o 
e¡ e, e, e, o o o 
d¡ d, d, d, o o o 
o o o o a¡ a, a, 

·' 
o o o o b¡ b, b, 

o o o o e 1 C::. e 3 

o o o o d¡ d, d, 

U¡ 

ll::. 

l/3 

N3 N, o o o 
~J 

u, 

o o N¡ N, N, V 1 

v, 
V 3 

V 4 

N1 = a1 + b1x + C1Y + d1XY 
Nz = az + bzx + CzY + dzxy 
Nz = a3 + b3X + C3Y + d3xy 
N4 = a4 + b4x + c4y + d4xy 

o ll¡ 
o l/2 

o u, 

o u, 

a, \' 
1 

b, \' 
' ., 

\', '· 'N! e ' 4 

d, V 4 
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Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6., 13 se 
representan los que serían las gráficas de estas funciones. 

N 

'· /!' 

N 

-~ 

y 
1' U3 

, ·x +------------------------7/ 

N1 
y 

. 

N3 

N 
·• /;, 
1 
1 

/" 

N 

/í"·, 

"Figura 6, 13 

N2 
y 

N4 
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA 

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las funciones 
de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito) considerando lo 
siguiente: 

Los campos de desplazamientos definen la forma supuesta del desplazamiento 
del elemento en términos de coeficientes polinominales. 

[D] = [P] [a] 6.16 

Los coeficientes del campo polinominal supuesto están relacionados con los 
desplazamientos nodales, al forzar que el campo de desplaz:amientos sea igual 
al desplazamiento deseado en los nodos. 

[DN] = [A] [a] 6.17 

Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en términos de 
los desplazamientos nodales, se tiene: 

[D] = [P] [Ar1 [DN] 6.18 

Las funciones de forma resultan: 

N= [P] [A]-1 6.19 

y son el inicio deseado para plantear las matrices de rigidez. Estas funciones de 
forma deben poseer la prioridad fundamental de ser iguales a 1 cuando son 
evaluadas en las coordenadas de su nodo asociado y grado de libertad, y cero en 
todos los demás nodos y grados de libertad. 

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO FINITO. 

Para determinar la matriz de rigideces hay varios enfoques, entre otros se tiene 
el de la energía potencial, los residuos ponderados y el método de Galerkin. El 
desarrollo siguiente se hará considerando la energía potencial. 
En este enfoque se plantea que la energía potencial total del sistema esté en un 
valor estacionario, en el caso de equilibrio estable, este corresponde al valor mínimo 
del potencial. 
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La energía potencial se puede escribir como: 

rjJ = U+ Ue 

donde u es la energía de deformación interna y u. la energía potencial externa (de 
las cargas aplicadas). 

Recuerdese que la energía de deformación interna se puede escribir como: 

1 
u = - J vol e' a dvol 

2 
6.20 

Pero: 

a=EE 

sustituyendo: 

1 
u= - J vol E' E E u dvol 

2 
6.21 

Considerando que la deformación unitaria se puede conocer a partir de los 
desplazamientos y que éstos pueden ponerse en función de los desplazamientos 
nodales, a través de las funciones de forma, la deformación se puede escribir como: 

[E 1 = [ B 1 [DN1 6.22 

donde {DN} son los desplazamientos nodales y [81 se conoce como la matriz de 
desplazamientos-deformación. Sustituyendo 6.22 en 6.21, para esto: 

por lo que: 

1 J t t . 
U = - DN [ B] [E 1 [ B 1 DN dvol 

2 

6.23 

6.24 

por otro lado la energía potencial externa en términos de las cargas que actúan en 
dirección de los grados de libertad se puede escribir como: 

U e = -[DN1 1 
[ P 1 
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sustituyendo en la energía potencial total: 

aplicando el principio estacionario de la energía: 

de donde: 

~=O 
8DN . 

esta expresión es la relación fuerza-desplazamiento del elemento: 

[ P] = [K ] [DN] 

del elemento, por lo que la matriz de rigideces resulta: 

[K ] = f [ 8 ] b [E ] [ 8 ] dvol 

6.26 

6.27 

6.28 1 

siendo [K] la matriz de rigideces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E] del 
mismo y de la matriz desplazamientos-deformación [B], esta última es función del 
campo de desplazamiento seleccionado y la relación entre la deformación y el 
desplazamiento en cualquier punto del elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la 
matriz de rigideces también será simétrica. 

6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL 

En la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales. 

N 2 N 
~ ------------ ~ 

H H 
u1 u2 

Figura 6.14 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó como: 
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U=[!- X XJ[u'] L L u, 

[11'] U= [N, N,lu, 

De la teoría de elasticidad: 

E _ = [ 8N1 8N2 ] [u,] 
x aN, ax u, 

por lo tanto: 

E-=[8N1 8N2
] [

11

'] 
x aN, ax u, 

6.29 

de acuerdo a la ecuación 6.22 se puede escribir: 

Ex= [B] {DN} 

que es la relación desplazamiento-deformación deseada, así: 

6.30 

La expresión para determinar la matriz de rigideces se determinó como: 

K = J,,,B' E B d,,, 

De la teoría de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término y es 
precisamente el módulo de elasticidad axial E. Sustituyendo: 
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K= LE_2_2_d [ 
]] 

f .. , ± [ L J '"1 

El volumen diferencial para un elemento axial puede expresarse como: 

d,.,1 " dA dX 

para un elemento barra de sección constante y módulo de elasticidad axial constante: 

[
L - L ] 

K=EAf· dX 
-L L 

[ 

EA _EA 1 
K L L 

EA EA 
---

L L 

sustituyendo la ecuación 6.27 se obtiene la ecuación fuerza-desplazamiento: 

EA 

L 
EA 

L 

EA 
--

L 
EA 

L 

6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA. 

En la figura 6.15 se muestran los grados de libertad considerados. 

6.31 

170 



y 

z 
Figura 6.15 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó como: 

VI 

V= [e 2;3 

_ 3~
2 +l) (~2

3 

_ 2t +X) (- 2;3 + 3~ 2 

)( {' ~' )] ~~ 

Por otro lado, de la teoría de elasticidad: 

por lo tanto: 

B = y [12x __ 6 6:X: __ 4 _ 
L3 L2 L' L 

()' 
E=~ 

E 

\2x 
L' + 

6 6x 
L' !.' 

la expresión para evaluar la matriz de rigideces esta dada por: 

K = f ,.,,B' E B d,,, 

e, 

6.33 
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considerando que el elemento viga es de sección constante, que la matriz constitutiva 
E, solo contiene el módulo de elasticidad axial E y que: 

I = SoL dr JAdA mi 

N·~ 

¡\'2 

K= SoL dr f/' fAJA N, 

l'/, 

la integral de área es función unicamente de "y" por lo que: 

fY' dA= 1 

[N' 
]\!"] N JV2 .NI N. 

N N l 1 ' 1 ' 

K = El I OL N~ N·, N .. , N, N .. , N .. , N,N,dY 
" N. N N. N, N, N. N 3 N, 

' 1 ' ' 

Desarrollando la integraL 

12 El 6EI 12EI 6EI 
----

L' L' L' L' 
6EI 4EI 6EI 2EI --- -

K= 
L' L L' L 
12EI 6EI 12EI 6EI 

--- - ----
L' L' L' L' 

6EI 2EI 6EI 12EI -
L' L L' L' 

Si se observa esta matriz, es la misma que la obtenida con el método directo de las 
rigideces, considerando flexión y cortante únicamente. 
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6.5 ESFUERZO Y DEFORMACIONES PLANAS 

El método de los elementos finitos obtuvo sus primeros éxitos en su aplicación a 
problemas bidimensionales. 

Solamente se estudiará el elemento triangular, que es el más sencillo, pero el 
procedimiento es totalmente general. Este mismo problema se puede analizar utilizando 
elementos más elaborados, que se introducen en idéntica forma. 

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, el campo de desplazamientos 
viene expresado unívocamente en función de los desplazamientos u y v en las 
direcciones de los ejes cartesianos x e y respectivamente. 

Cuando todas las fuerzas se aplican en el plano que contiene ala estructura, digamos 
en el plano x-y y los esfuerzos que se producen son ax. a ... y r x, mientras que 

a z r zx r xz r z;,. r,2 son cero, se trata de un problema de esfuerzos planos. 

En la figura 6.16 se muestra el estado de esfuerzos en un elemento diferencial. 

1 
y 

T = zy 

'-----,-------' -----'7 . X 
T+--

.'Y" 1 . a,. 
F i;¡-úra ;6 . 16 

Por lo tanto las deformaciones presentes serán Ex. E,. y Yx, mientras que 

E 2• Yzx y r,.z son nulas. 

Las vigas de gran peralte, los contrafuertes para presas y en general todo elemento de 
secció,n transversal (dirección z) pequeña respecto de sus otras dimensiones son 
estructuras para las cuales es aplicable la teoría de los esfuerzos planos. 

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si la 
deformación lineal unitaria en la dirección z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo 
en la misma dirección es diferente a cero ( Ez =O y a 2 *O ). 
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En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un problema de 
deformaciones planas. 

Figura 6 .·17 

En la práctica los problemas de deformaciones planas que ocurren en estructuras en 
que la dimensión en la dirección z es mucho más grande que las otras dos dimensiones 
y también la sección perpendicular al eje z es constante. 

Para analizar este tipo de estructuras se tima una sección transversal representativa de 
espesor unitario para propósitos de análisis. 

Como ejemplo de estructuras a las que se les puede aplicar esta teoría se tienen las 
presas de gravedad incluyendo su cimentación, terraplenes, vertedores, etc. 

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA 
ESFUERZOS PLANOS. 

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.18. 

u3 
¡-: 

y1 

e___-'-"' .;_• -----~.>!.<1~·· ; X. U 

Fist:ra 6.1S 
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El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó: 

u, 

De la teoría de la elasticidad para un problema de esfuerzos planos, todos los 
elementos están sujetos a tres esfuerzos u,. u, y r ,,· como se indica en la figura 

6.19. 

Figurá 6.19 

Las deformaciones correspondientes: 

0!1 
Ex= í3x 

ov 
E\.=-

0)' 
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sustituyendo el campo de desplazamientos: 

aN1 aN, aN, 
EX=-u +~-u,+--u. m 1 ax· ax' 

xv = aN1 u + aN, u + aN, u. + aN1 ,. + aN, v, + aN, ,. 
y· ay 1 ay ' 0' ' 0' 1 0' - ay 

En forma matricial: 

U¡ 

\' o N,X o 
N,X O l 1 

NY o N,Y O N 3 Y 
111 

1 

N1X NJ N,X NY NX 
\'2 

3 3 u, 

v3 

La cual se puede expresar como: 

[E] = [B] {DN} 

Donde: 

a N a [ l ( )] a y, -y! N 1X = -~~ ax+b +e 1 = 
ax ax 2DET ¡· 

1y 1 2DET 2DET 

a N o 
[ - 1 (a,x+b.v+c )] _!_l_,_ y, -Y¡ 

1V2 .Y = _2 --· = 
ax a.Y 2DET - ~- ' 2DET 2DET 

aN, a [ 1 ( )] a, y 1 - y, 
N,X = ax- ax 2DET a,x + b,y +e, 2DET = 2DET 
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aN a [ 1 ( )] b, x, - x, 
N,y = oy

1 

él)• 2DET a,x+b,y+c, 2DET = 2DET 

N")v = -- - a")x+b ... v+c, -. aN, a [ 1 ( )] b, 
-· él¡• él)· 2DET - -· - 2DET 

=l-x3 
2DET 

lv;•=-'- ax+b;~+c "'= 
. aN. a [ 1 ( )] b. x, -y, 
3 él¡• él)• 2DET w 

3 3 2DET 2DET 

Para considerar la matriz constitutiva, en la teoría de elasticidad se planteó que: 

En forma matricial: 

ar a\' 
Ex =-- jl-· 

E E 

a 
E_, = -Ji E' 

y,. = 'w 
G 

[

E, 

1 

[ J 1 
E = - -jl 

y:,. E o 

E 

Considerando la relación inversa 

[
ax l ar = 

y,,. 

1 -jl o 
E 1 o '(1-Ji') 

-jl 

(1-Jl) o o 
2 

y como en forma compacta se puede escribir: 

[

E, l 
E,. 

Yxv 

6.36 
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por lo tanto la matriz constitutiva resulta: 

Donde: 

E¡¡ En 
E 

= 
(l-Ji') 

En En 
Ji E 

= 
(!-Ji') 

E,, = 
E(l-Jl) 

6.37 
2(1- 11') 

sustituyendo en la expresión para valuar la rigidez: 

K f[B]' [E][B]d .. , 

N 1x o N¡y 

o N¡ y o 

~J 
N 1x o N,x o N 3x o 

N, o N)y [E 
E¡, o N¡y o N,y O N 3y 

K = for. 
o N,y N¡ X 

En En 
N 1y N 1x N,Y N,x N 3y N 3x 

/dA 

o o 
N 3x o N 2x 

o Nv ]. N 3x 

Para este elemento ningún término N N .... etc. Contiene las variables x o y. 
IX Jy 
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Como resultado de ello la integración sobre el área produce sencillamente el área del 
elemento y solo se efectúa la multiplicación de matrices, resultando: 

1 E..,s:~·E.;nb:2 tJ:E,2b~~b,;lt, 81 ~~A,-b,~b2 .S,E1 ~b2 ~b,S:,t1z o,E.,,~-b~E;;,~ 81 E, 21\·b,~~: 
' \B;é.zb,·b,~a; E11 b~·~a? b1 E:z,~·~·S.:A! b.:E22~·.!!1~~ b,E;,a;,·tJ,~~ b,éZlÍZ;¡ ·a,~dJ~ 

K' \a,E,B,·b,E,b, b,E¡,..,-a,E,b, E,,..:-E,t>i -,E,,b,·b,E,.., .r,E,,a,·b,E,b' .r,E,,b,·b,S,-,; r 

1 
., e , , ., ~ ¡,.,' ;: • , E, e.,., o' E.._" -s." ~: 40ET 

donde: 

,<t,E,,b,·b,E,.., b,Ez,b,•e,._,«, _.,.,,...,·~-,-, -,.-._,a, .., _,a,·.r,-,..,. ..., _._,-, 

¡la., E, a, ·b,S,b, b,E¡,4¡ ·B,E,b, a,E,,..,. b,é,b, b,E;,a, ·a,E,b, E,,.; ·E,b,' s.E,,b, ·b,E,<', 1 

a,E,b;; b,E,4¡ b, Ez,b,a,E,«, ..,E,,b, ·A,¡E:,a, b'f:,b, -a,E:,«, .,E,,b, •b,E,a, E,b,' ·E,.; , 

t = espesor 

a1 = Y2 . Y3 a2 = Y3 · Y1 a3 = Y1 . Y2 
b1 = X3 . X2 b2 = x1 · X3 b3 = X2 . X1 

y. v3 

T 3 (x3,y3) 1 
1""=:-7 

v2 

·Lu2 
2 (x2,y2) 

X 

Figura 6.20 

6.38 

La numeración de los nodos se realizó en sentido antihorario. El área o el determinante 
también se puede calcular como: 

179 



1 [1: A= DET-
2 

X 

' : 1 • 1 

x2 y, 

_.\3 y, 

1 
A= 2 [(x,Y3 -x3Y2 ) + (x,Y1 -x1Y3 ) + (x 1Y, -Y2Y1)] 

La ecuación fuerza-desplazamiento se puede escribir. 

[
p\1 [K¡¡ 
P2 = K 21 

. P3 K 31 

K
13

][D
1

] K 23 D, 

K 33 D3 

6.39 
Donde: 

P¡ = [P1x] P, [P,x] P. = [::::] = P¡y P,y ' 

D¡ = [::] D, = [::] D, = [::] 
Ahora puede utilizarse la matriz de rigideces en la misma forma que se utilizó para los 
elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los 
desplazamientos nodales. 

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS. 

Una vez conocidos los desplazamientos nodales de cada elemento: 

11¡ 

V 1 

[DN] u, 
= 

v, 

u, 

V 3 

180 



Para encontrar los esfuerzos se sabe que: 

Sustituyendo: 

[cr] =[E] [B] [DN] 

Llamando [s] = [E] [B] matriz de esfuerzo, se puede escribir: 

por lo que: 

1 [E 11 S=--
2DET E 21 

[cr] = [s] [DN] 6.40 

6.41 

Para cada elemento se tendrán tres esfuerzos cr ,a, y r ,,. en base a estos se puede 

calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento. 

Si se analiza la matriz de esfuerzos S se observa que ninguno de los términos es 
función de x o y. Esto significa que los esfuerzos cr, cr, y r.,, son constantes a través 

del elemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del 
elemento. 
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6.5.3 EJEMPLO DE APLICACIÓN PARA ESFUERZOS PLANOS. 

Analizar la placa rectangular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemento finito 
triangular, desprecie el peso del cuerpo. 

Datos: 

St· 

Figura ·6.21 

Espesor t = 2.54 cm 
Módulo de elasticidad E = 2x1 06 kg/cm2 

Relación de Poisson 11 = 0.25 

, 2530 ko 1 cm 2 ,· -

-~-

25 

Para plantear la ecuación fuerza-desplazamiento de la placa, primero hay que 
idealizarla. En este caso particular la idealización se hace considerando los elementos 
finitos. 

3 3 2. 

2 

Figura 6.22 

Así: 
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, 2.5 

l_ 

12.:. 

25cm 25 cm 

Figura 6.23 

Se observa que todos los vértices de los triángulos están numerados de 1 a 3 en 
sentido contrario a las manecillas del reloj, estos números indican el vértice que llega a 
un nodo. Los números dentro de los círculos representan la numeración de los nodos. 

Las cargas en los nodos se obtienen por áreas tributarias, asi: 

P¡, =2530x2.54x6.25=40163.75 kg 

Pr,,=2530x2.54xl2.50=80227.50 kg 

Al igual que el método directo de las rigideces la ecuación fuerza desplazamiento para 
el sistema estructural esta dada por: P' DN' 

P', K~za + K~3b +K~;~ K' 
n~ K~I~ + K~k o o o D.~· 2 

P' K~3 ,. K~I' + K~Jf K
1 K 1 

K~21 o o D.~·] 3 
21< + 31/ 

P' 
' 

K~,~+ KIIJ< K11!~ + ;.:113/ K1 K¡ Kl K1 K1 Kl 
22b+ Ilc+ 33d+ 11<+ 11/~ JJg Kt12/ + K~2~: K;u + K~1~~ o D~.~ 

P' 
' 

1) J..:~_. 1 
¡..:1 K1 

Clf + 23¡¡ K~2f + K~z~ + K 33" K:¡~+;:~~~ Km D,~ 6 
1'' 

' o o K~JJ + K113¡¡ Klllg + KIIJn K~IJ + 1-:11 1~: ~ K1\1r J\.12" D.~~ 
P' 
' o o o K~lh K~1~r 1\. ~2h D~.'> 

El vector de cargas y el de desplazamientos quedan definidos por: 
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P' T2 o u, 
P'y2 o I/; 
P' . 

'-' 40163.75 u, 
P'.d o V. 

' 
P'xs o u. 

' 
P'l5 o V 5 

= 
P'x6 803027.50 u, 
P'y6 o V 6 

P'xs o u, 
P'ys o v, 
P'x9 40163.75 u, 
P'.v9 o V 9 

para obtener la matriz de rigideces de cada elemento triangular es necesario conocer 
los valores de la matriz constitutiva que están dados por la ecuación 6.37. 

E 2xl 06 
, 6 

E11 =E21 =--, = ( )' =2.bx!O 
1-,u- 1- 0.25-

,uE 0.25 (2xl O') , 6 E,, =E,,=--= =0.5~x10 
- - 1-,u' 1-(0.25)2 

E.= E(l-,u) = 2xl0
6 

(1-0.251 =0.8xiO' 
3
' 2(1-,u') 2[1-(0.25) 2

] 

De la ecuación 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada elemento. 

Recuérdese que la matriz de rigideces es independiente de la posición del sistema 
global por lo que los elementos a, e, e y g tienen las mismas propiedades de rigidez así 
mismo, los elementos los elementos b, f, d y h. · 

Para calcular la matriz de rigideces de los elementos d, e, e, y g se consideran las 
coordenadas las coordenadas del elemento "a". 

NODO X y 

1 0.0 12.5 
2 25.0 25.0 
3 0.0 25.0 
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a, =r, -}; =0 b, = x. -x, =O , ' 

a, =r, -r, =12.5 
' , b, =x,-x, =0 - , 

d3 =};-Y, =12.5 b - x· - x - 7)-:;- 2 -¡--

DET = ~-(b_ a, -e¡, b, )=156.25 2 _l - -' -

sustituyendo en la ecuación 6.38 

2032000 o o -1016000 -2032000 1016000 

o 5410200 -673100 o 673100 -5410200 

K\= 
o -673100 1352550 o -1352550 673100 

a -1016000 o o 508000 1016000 -508000 

-2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -1689100 

1016000 -5410200 673100 -508000 -1689100 5918200 

Los números que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden a los 
grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar la 
matriz de rigideces en: 

lo que nos da las submatrices para sustituir en la ecuación fuerza-desplazamiento para 
el sistema estructural. 

Para calcular la matriz de rigideces de los elementos b, d, f y h se consideran las 
coordenadas del elemento "b" 

NODO X 
1 o 
2 25.0 
3 25.0 

a, =Y, -Y3 =12.5 

a,=}',-}~ =12.5 

d3 =};-Y, ;=O 

y 

12.5 
12.5 

. 25.0 

b, = x,- x, =o 
b2 =x1 -x3 =0 

b, = x, - x, = 25 
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1352550 o -1352550 673100 o -673100 

o 508000 1016000 -508000 -1016000 o 
-1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000 673100 

K~-b- 673100 -508000 -1689100 5918200 1016000 -5410200 

o -1016000 -2032000 1016000 2032000 o 
-673100 o 673100 -508000 -5410200 5410200 

particionando se puede escribir: 

[K,. K"' K,,1 
K¡ = Kw K,, K23h h 

K,¡, K,,, K,,, 

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuación fuerza-desplazamiento 
se obtiene: 

6769100 -16~9100 _, 3525.50 1016000 -'100<1200 169!100 " " ·1689100 11836400 673100 -508000 1689100 -10820<100 " " 440163 75 ·1352550 673100 3~550 " " -1669100 ·2032000 1015-'00 " " 1016000 -!.08000 " 5918200 ·16!19100 " 673100 -5.410200 " " --4064200 1689100 " -1689100 13538200 -3378200 -2705100 1689100 •oo.ooo 1689100 " " " 1689100 -10820400 ·1689100 " -3378200 23672800 1689100 ·10116000 -1016000 1689100 -110820400 " 80327 5 " " ·2032000 673100 -2705100 1689100 6769100 -1689100 " -1689100 2032000 1018000 

" " " 1016000 -5410200 1689100 -10116000 -1689100 118l6400 -1689100 " 6731100 -~10200 

" " " " " -·064000 1689100 " ·1689100 6769100 -1689100 -13525$0 673100 

" " " " " 01689100 -10821)400 -H169t00 " -1689100 11836.(00 101&000 -508000 
401163 75 " " " " ' " -2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -16891100 

" " " " " " " 1016000 ·5~10200 673100 ·508000 ·1689100 5918200 

Solucionando se obtiene: 
~· 

d\'2 
2.94858 x 1 o-' 

dn 
-2.3839 x 1 o-' 

d , .. 6.08817 x 1 o-' 
. ' 

d)'] 1.7609 x 1 o-' 
d\'5 3.043x 10-' 

drs 1.318x 10-3 

d\'6 6.222 x 1 o-' 
d .. , 4.1946x10-3 

dcg 3.22126x 10-2 

<flR 5.216x10-3 

dr, 6.376x 10-2 

dy, 
8.1336 x 1 o-' 

para determinar las fuerzas que actúan en cada elemento se aplica la ecuación fuerza­
desplazamiento: 
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P¡ K;¡ K ;2 K;3 DN. 
1 

p; K~¡ K;?_ K:. 
.Y 

DN: 

p3 K~~ K:, 
Y- K ~3 DN: 

' 

que desarrollando se puede escribir: 

P1 = K; 1DN; + K;DN; + K;3DN; 

P; = K; 1D1V; +K;2 D1V; +K;3 D1V~ 
P,' = K31 Di',¡; + K;,DN; + K; 3 DN; 

Por compatibilidad: 

n;a =0 D;, =0 D;, = DN; D;, -DI>./ - • 8 

n;ll =DN; 
' 1 n;c =DN: n;c - Dl'i' D,, = DN, 

' 
- 6 

D,., =0 D;, =O D;, =DN; D;, = DN; 

D;, =0 D;" =0 n;d =DN: 
' n;" = DJ·.r; 

D;, =0 n;d = D1V~ n;,, =DN, D;" =DN~ 

DJ, =DNi 
' 1 n;,, =DN: D;" -Di'/ D3" = DN, ' 

- • 6 

aplicando la ecuación fuerza-desplazamiento para cada elemento: 

elemento" a": 

P. -[ o -1016000] [ 2.948x1o-' ]=[ 2422.04] 
'"- -673100 O -2.3889x10-3 -19846.95 

p' =[135255 -1016000] [ 2.948x1o-' ]=[ 39881.14] 
'" o 5o8ooo - 2.3889 x 1 o-' -1211.o2 

r.· =[-1352550 -1016000] [ 2.948x1o-' ]=[-42303.18] 
3

" 673100 -508000 -2.3889x10-3 21057.97 

Elementos "b", "e" y "d": 
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' [ 3384550 p ~ 

2b ~ ~ 1689100 

~ 1689100] [3.43 X JO~Z , ] + [~ 2032000 

5918200 1.3188x10~o 1016000 

673100 ] [2.9486 X 10 ~] , ] ~ [ 39250.36] 

~5410200 ~2.3839x10~o ~741.949 

' [203200 
p3b ~ 673100 ] [ ~O] [ 0 3.043 X 10 - 2032000 

~5410200 ~J.3188x10~3 + O ] [ 

~o ] [ ] 
O 2.9486x10- ~582.14 

5410200 ~2.3839x10~3 ~ 450.87 

' [1352550 
Po ~ 

_e O ] [ ~O] [ ] 0 3.04318 X 10 - 41160.56 

508000 ~1.31888x10~3 ~. 669.99 

' [ 3384550 p ~ 

2b ~ ~ 1689100 
~1689100] [3.222x10~:]+[~2032000 

5918200 5.217 x IO~o 1016000 

673100] [3.04318x 10~~] ~ [139292.9:!] 

~5410200 1.31888x10~o 232.91 

' [~ 203200 
p3d ~ 673100 

10 16000] [3.222 X 10 ~2 
] + [2032000 

~ 5410200 5.2178 X 10~3 0 ] [ 

~O ] [ ] 
0 3.043 X 10 - 1666.21 

5410200 1.3188x10~3 ~ 559.19 

y así para los otros elementos se obtiene: 

P¡'n· - 679.14 
P.,.if 

-40297.42 
P¡~l'r -1099.71 P.,·,¡ -95.87 

p~n· 39971.91 p;if 54276.17 
= = 

P;.H. 339.57 P;,¡ 435.43 

p3'u -393000.2 p;if 191.74 

p3'.\C 
760.14 

p3,\[ 
-339.56 

r..·rg 
71-+.32 1{¡, -40007.23 

P..~\g 311.18 P¡:rh 78.27 

p;·'~t 463 78.38 p;rh 40163.78 
= = 

p;yg -357.16 p2,1h -0.0145 

p],rg 
-41092.71 ~·>:h -156.54 

1 p' -668.34 P__,'_~h -78.26 
L ~q-' 

comprobación del equilibrio. 
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Nodo 2 
P, ' = p, ' + p]b ' + P~ , ' _ _u Jt 

[
o] = [ 39~81.4 ~] + [- 5.82.144] + [- 393oo.2o] 
o - ¡_ 11.0_ 4:>0.878 760.14 

Nodo 3 

nodo 5 

[
o] = [39250.36] + [41160.56] + [1664.21] + [- 679.14 J + [- 40297.42] + [- 41093. 7] 
o -741.95 669.99 599.19 -1099.71 -95.87 665.34 

Nodo 6 

Nodo 8 

Ps ' = p 2d' + ptg ' + P¡, ' 

para determinar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conocer la matriz de 
esfuerzos [S] que está dada por la ecuación 6.41 y sustituirla en la ecuación 6.40. 

la matriz de esfuerzos para los elementos a, e, e y g resulta: 

[ o 
-42400 85200 o -85200 

42400 l 
S= O -770400 21200 o -21200 170400 

964000 o o 32000 64000 -32000 

y para los elementos b, d, f y h 

[ 85200 
o 85200 -42400 o 42~0] 

S= -2~200 o 21200 -170400 o 17o;oo 
-32000 -64000 32000 64000 
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Así, sustituyendo para cada elemento en la ecuación 6.40 

[cr] = [S] [DN] 

Elemento "a" 

o 

["' ][ o 

-42400 85200 o -18200 "'"" l ["'"'"' o 
a,. = O - 170400 21200 o -21200 170400 

2.9486 X JO-' 
= 625.110 

a., -6400 o o -32000 -64000 -32000 - 23.28 
-2.3839 X J0-3 

elemento "b" 

o 
o [" ' l [ _.,,. .. o 85200 -42400 o "'"] -' 

[ """] 3.0432 X JO -
a,. = -21200 o 21200 -170400 o 170:00 J.3J88 X J0-3 

= 14.20 

a\ 1 o -32000 -64000 32000 64000 -18.38 
2.9486x 10-' 

-2.3839 X JO-) 

en igual forma para los otros elementos: 

Elemento e y d: 

[

ax l [2579.98] 
a,. = 18.87 

r., 52.42 

Elemento e y f: 

[
o-x l ¡:517.92] o-,. = J4.64 

r., 21..39 
[

o-x ]- [2538.42] 
o-,. - -10.69 

r" 6.04 

Elemento g y h: 

¡o-x ]- [2543.52] 
o-,. - -9.80 

r_u -22.49 
[
o-xl [2520.14] 
a,. = -2.46 

'" -4.93 
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6.6 DEFORMACIONES PLANAS 

Para determinar la matriz de rigideces de un elemento triangular para deformaciones 
planas se sigue el mismo procedimiento que para un elemento triangular para esfuerzos 
planos, encontrando que las funciones de forma, la matriz desplazamiento-deformación 
[S] son las mismas, únicamente la matriz constitutiva es diferente. En este caso el 
esfuerzo normal crz no es nulo, debiendo de añadirse a las otras tres componentes de 
esfuerzo. Sin embargo la deformación Ez si es nula, por lo tanto: 

pero: 

de donde: 

ar cr... a 2 E =--j.l-' -j.l-
E E E 

T 
Yxr = Z(l + f.l) ; 

(}' (}' 

Ez= O= -j.l_L + _L 
E E 

Sustituyendo en las deformaciones lineales Ex y Er 

O"x 2 ar 2 
E . =-- (1- f.l ) - -(1 + 11 ) 

' E E ,.-

O"x. 1 ar ' 
Ey=--· O+f.l-)+-(1-j.l) 

E E 

Arreglando en forma matricial las ecuaciones correspondientes a las deformaciones 
lineales E,.E, y la deformación angular rxr se tiene: 

Ex ¡0-p')-(-p') 

~':"J 
(}'X 

1 ' ' E y =E -O+v)O-v) (}' 
rr 

YD. o o 
T.v. 
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considerando la relación inversa. 

Ji 
a, 1- Ji 

(]" = E(I-Jl) Ji 
(1- Jl)(l- 2ji) 1- Ji 

Txr 
o o 

en forma compacta: 
[a)=[E] [e] 

por lo que la matriz constitutiva se puede escribir: 

donde: 

E - E(I-Jl) 
33- 2(1 +Ji') 

o 
e, 

o E: 

1-2ji Yn 

2(1-ji) 

por lo que la ecuación 6.31 sigue siendo válida para valuar la matriz rigideces de un 
elemento triangular para deformaciones planas. 

Las ecuaciones 6.40 y 6.41 por consiguiente son válidas para este tipo de elementos y 
la solución de la ecuación 6.41 da como resultado los esfuerzos a x y a y por medio de 

la expresión: 

6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION. 

Existen estructuras cuya geometría queda definida mediante un cuerpo de revolución. 
existiendo entonces asimetría. Los problemas matemáticos que se presentan son muy 
similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se trata en 
forma bidimensional. Por simetría el estado de deformaciones y por consiguiente el de 
esfuerzos esta definido completamente por las dos componentes de desplazamientos. 
En la figura 6.24 se representa una de tales secciones. 

192 



z 
z (v) 

r (u) 

-----+--.-... / . ....- ..... ~--f-7-.... ·_ .... \ r 
i 1'i ,J.-;r· -'-J\ \ , :...._.,y·- ---~ .,._. --U·· /', ~--- -

1 

! 

Si r y z representan respectivamente las coordenadas radial y axial de un punto 
respectivamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es fácil ver que si se 
utiliza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las 
ecuaciones 6.5 pueden usarse para este problema, por consiguiente las funciones de 
forma expresadas por las ecuaciones 6.15 también son válidas, únicamente se hará el 
cambio de r por x y y por z. 

También se puede utilizar un elemento triangular, en este caso se pueden usar 
las mjsmas funciones de desplazamiento utilizadas para esfuerzos y deformaciones 
planas. Sin embargo en este trabajo se planteará como ya se mencionó para un 
elemento rectangular. 

6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN 
PROBLEMA AXISMETRICO. 

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.25. 

u3 

u4 

Tv2 
-r 

' 1 ·¡-----r 
u2 

r,u 

FIGURA 6.25 

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planteó así: 
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u, 
U, 

u, 

{
u}=[N,N,N,N, O O O O] U, 
V o o o o N, N, N, N, ¡,; 

v, 
V 
' 

V 
' 

de la teoría de la elasticidad para un sólido axisimétrico el estado de esfuerzos queda 
definido por: 

z 

FIGURA 6.26 

Por lo que las deformaciones a considerar en un sólido de revolución de revolución 
serán E,, E,, E 0 y r,, así el vector de deformación queda definido por: ~ 

a u 

ar 
E, av 

-

{E}= 
EZ az 

= 
E e !/ 

E, r 

au av 
-+-az ar 

sustituyendo el campo de desplazamientos: 
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aN, aN. aN. 
+---U +--'U-+--

~ 2 ~ ~ ~ 
or or or 

E = _a /\_
1
_, v + _a N_~ v , + _a N_-_3 v _ + _a_N_._ v 

: ..... 1 ,..., - "" _, ...., ..¡ 
oz oz oz oz 

N 1 N, N. N 4 
E 8 = -u

1 
+---u~+ _.J u3 + -u4 

r r r r 

oN, 8N, 8N3 8N4 8N, 8N, 8N3 8N 4 y =--u1 +---U-, +--U. +--+-V¡+--- V, +--V, +--V..¡ 
~ oz az - az ' a z or 8r - 8r ' ar 

en forma matricial: 

E, 

E_ 

N1,0 N2,0 N3, O N4, O 

O N,, O N,, O N3, O N4, 

l\T !\' "'' " N l\1 l\1 N 1: Ir 1 2: J1l 2r 3: 3r -1: -Ir 

esta ecuación se puede expresar en forma compacta como: 

(E ]=(B] ( Dl'i] 
donde: 

u, 

\' l 

u, 

u, 
\', 

-' 
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a N 
!Ir- 1 -b+d­
Ir- ar - 1 ¡.:. 

a N, 
N =-- =b,+d,:z: 

?.r ar - -
81\1, d 

N 3 = -' = b, + 3z ' ar -
a N 

N,,= ar' =b, +d,:z: 

a N 
N 1_ = - 1 = e, + dl - az 

aN, 
N,_ = --- =e, + d,r -- az - -

a N 
N

3
_ = - 3 = e3 +d3r - az 

aN" d N,, = az =e,+ ,r 

Para definir la matriz constitutiva se aplica cada una de las componentes del vector 
deformación en términos de los esfuerzos que la generan, así: 

a, a_ a() 
E_=--p---p-

- E E E 

Ir- 2(1+p) 
Y --- 1 
r-- G - E '' 

en forma matricial: 

E, - f.l - f.l o a, 

E, -p 1 -p o 1 a_ 
= -

E o -p-f.l o o E a o 

Yr- o o o 2(1+p) Ir-
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considerando la relación inversa: 

1~ f.1 o 
1- f.1 1 - f.1 

cr, ~1 f.1 o E, 

cr, E(1-f.l) 1- f.1 1- f.1 E_ 
= 

(1 + f.1X1- 2f.l) 
= 

O' e f.1 f.1 o E o 

1~ 1- f.1 1- f.1 Y~ 

o o o (1-2f.l) 

2(1-f.l) 

en forma reducida: 

por lo tanto la matriz constitutiva resulta: 

E¡¡ E¡, Ell o 
E11 E22 E13 o 

E= 
E31 E32 E33 o 
o o o E., 

donde: 
E(1- f.l) 

E12 = E32 = E13 ( )( ) 1+J1 1-2J1 

sustituY€ndo la matriz desplazamiento-deformación y la matriz constitutiva en la 
ecuación 6.28 se puede evaluar la matriz de rigideces. Recordando que la integral de 
volumen ha de extenderse a todo el anillo de material, se tiene: 

K'= 2f1 Js' EBi-drdz 

sustituyendo se obtendría: 
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JV1, o JI./ JB N¡, 

o N¡, o Jll¡, 

]\T 2r o ]\/28 N 2: E¡¡ E¡~ E\3 o N ¡, o N 
~' 

o JI/ Jr o 1V~, o 
\ o N~, o ]\l2r E~~ En E23 o o JVI: o JV 2= o N,, o ]\í~= 

k' = 2Jr 
N,, o N,. N;, E31 E3~ E,3 o N¡e o N,e o JV3(} o 1V4o o 
o N,, o N3r o o o E,, N¡, A' Ir JV '!.: N 

~' 
]\i38 N, 

·" N,, .1\' 4r 

]\T 4r o N,e N,, 

o N,, o N,, 

como puede observarse las matrices desplazamiento-deformación [B] dependen de las 
coordenadas r y z por lo que la integral no puede realizarse tan sencillamente como en 
el caso de esfuerzos y deformaciones planas. Hay dos alternativas para realizar esta 
integral, la primera es una integración numérica, la segunda una multiplicación explícita 
y una integración término a término. 

El procedimiento aproximado más sencillo es valuar la matriz desplazamiento-
deformación [B] en el centro de gravedad de cada elemento, así: 

K' = 2n BrD. 
siendo D. el área del elemento. 

Esta aproximación se basa en la demostración se basa en la demostración de que si la 
integración numérica es de orden tal que permita determinar exactamente el volumen 
del elemento, entonces la solución converge hacia la solución exacta cuando se 
aumenta indefinidamente el número de elementos. 

Se puede seguir un procedimiento de integración más elaborado calculando el valor del 
integrado en varios puntos del elemento rectangular con 4 puntos (dos en cada 
dirección) se obtiene buena aproximación. Figura 6.27. 

4 

u ••••••••••••• •••••••••••••• ••••• 

2 

FIGURA 6.27 

Punto.:i 
do 

En general los puntos de integración se eligen considerando que el número de puntos 
de integración por tres deberá ser mayor el grado de libertad (número de nodos por 2), 
menos los grados de libertad restringidos, esto es para que la matriz K sea no singular. 
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Aplicando la cuadratura de Gauss la matriz de rigideces se obtiene con: 

K , = 7 · '\'"= 1 '\'" = 1 W W E' E B !'!. 
IJ ... ir ' ¿, L.... j 1 ) 1 1 

donde n son los puntos de integración elegidos en cada dirección y W, W1 son los 
coeficientes de peso de la fórmula de la cuadratura de Gauss. 

Para obtener las coordenadas de los ·puntos de intégración, así como a los coeficientes 
de peso de las fórmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag. 228 del libro 
"El método de l.os elementos finitos" de O. C. Zienkiewicz. 

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO. 

una vez valuada la matriz desplazamiento-deformación [B] en el centro id e del elemento 
se hace el producto con la matriz constitutiva parta obtener la matriz esfuerzo. 

(S]= (E] [B] 
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