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La mecénica del medio continuo es una disciplina bésica para la formacién de ingenieros de cualquier
especialidad (civil, mecédnico, etc.), puesto que ayuda a la comprensién del comportamiento de los
materiales ya sean sélidos, lfquidos o gases, lo que sin duda alguna es 1itil para los trabajos de disefio.

En estos apuntes se presentan los conceptos fundamentales de la asignatura Mecdnica del medio
continuo como apoyo diddctico para su ensefianza a nivel licenciatura, asf como una gufa para el
profesional. Como esta asignatura es bésica para las dreas de estructuras, geotecnia e hidrdulica dentro
del campo de la ingenieria civil, en los apuntes se utiliza un enfoque unificado de conceptos aplicables
a mecénica de sélidos o fluidos.

Considerando que los tdpicos abarcados tienen una gran aplicacién en diferentes campos, y que la
asignatura normalmente se imparte en un semestre, no es posible tratar a fondo cada tema, por tanto,
estos apuntes ayudardn a complementar el trabajo del profesor. Ademds, aunque existe bibliografia
especializada en cada parte del curso, es ttil para el alumno tener informacién recopilada en un solo
libro. Por otra parte, la gran mayoria de la informacién reciente en el campo de la mecénica del medio
continuo aparece en inglés, y no es muy comin en México que los estudiantes a nivel licenciatura
dominen dicho idioma.

Para la comprensién de los temas tratados se requieren conocimientos de célculo vectorial por las
siguientes razones: a) se considera que un enfoque algebraico elemental complica el tratamiento
tridimensional de los problemas; b) por otra parte, em;ilear notacién tensorial estd mds all4d de los
conocimientos normales de estudiantes de licenciatura.

Es necesario indicar que esta obra no presenta ejemplos y que en varios temas se limita a dar la
formulacién matemética de los problemas presentados sin describir el procedimiento de célculo para
su solucién. Ambas situaciones tendran que solventarse recurriendo a otros libros o consultando la serie
de ejercicios de Mecénica del medio continuo editada por la Facultad de Ingenieria.

También, es conveniente destacar que el dominio aceptable de este tema sélo se logrard llevando cursos
posteriores (por ejemplo maestria, etc.), y que el propésito fundamental de este trabajo es que sirva
de apoyo a un curso introductorio en el que se proporcione una visién global de la materia.



El método empleado consiste en presentar primero los conceptos matemadticos relativos a los tensores
esfuerzo y deformacién junto con los principios fundamentales de mecédnica y las nociones sobre
ecuaciones constitutivas de materiales, ya que esto se considera como las bases de mecédnica del medio
continuo. Después, se tratan sus aplicaciones a diferentes materiales (sélidos, liquidos, etc.) en los
temas relativos a elasticidad, viscosidad, plasticidad, viscoelasticidad y en teorfa de falla y ruptura.
Esta secuencia obedece a la necesidad did4ctica de ir de lo mds sencillo a 1o méds complejo.

Asimismo, cabe aclarar que los presentes apuntes son una versién modificada de los correspondientes
a la asignatura Introduccién al comportamiento de los materiales, editados en 1986, que fue sustituida
recientemente por la asignatura de Mecénica del medio continuo.

Dicha modificacién consisti6 en la revisién, correccién de estilo, formato y tipograffa realizada por
el personal de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenierfa conjuntamente con los autores
de la obra.

Colaboraron con los autores el Ing. Antonio Abaunza (quien elaboré el primer tema) y el Ing.
Rigoberto Rivera (quien elabor6 parte del tema 5). De este modo, durante el proceso editorial de la
obra, se agradece a la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenieria su colaboracién y de
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1. Datos experimentales del comportamiento de los materiaies

1.1 Introduccién

La funcién mds elevada del ingeniero consiste en mejorar la sociedad en que convive por la
transformacién de la naturaleza. Para mejorar la naturaleza el ingeniero tiene que conocerla. La ciencia
de la naturaleza es la fisica que nos la explica mediante sus leyes. Para comprender la ffsica y
cuantificar los fenémenos de la naturaleza, el ingeniero utiliza las matemaéticas.

La mecédnica de los materiales es la rama de la fisica que nos describe los fendmenos propios del
comportamiento de los materiales cuando sobre ellos actdan causas que los alteran.

Una de las caracteristicas primarias de las madquinas y estructuras, para cumplir con la funcién para

la que se disefiaron y construyeron, es la de transmitir o soportar cargas, por ejemplo: puentes,
motores, automdviles, grias, tornos, aviones, etc.

Se requiere pues que hayan sido disefiadas y construidas apropiadamente, si alglin elemento no
estuviera disefiado o construido en forma apropiada o si las cargas reales aplicadas excedieran a las
especificadas en el disefio, esta pieza o dispositivo probablemente fallaria al efectuar su trabajo.

1.2 Pruebas de deformacién uniaxial

Para el ingeniero, una manera sencilla de conocer el comportamiento de algunos materiales usuales,
consiste en realizar una "prueba uniaxial”, es decir una prueba o ensaye en el cual la "probeta" del
material se sujeta a una accién dirigida en una sola direccién, en la mayoria de los casos coincidente
con el eje de la probeta.

Hay distintas mdquinas para ejecutar esta clase de pruebas (figuras 1.1 y 1.2) y para llevarlas a cabo,
se carga la probeta lentamente midiéndose con aparatos ad hoc las magnitudes de la carga y las
deformaciones correspondientes.

La ejecucidn de estas pruebas requiere de aparatos perfectamente calibrados y del respeto a las normas
que se especifican para cada prueba en cuanto a la manera de cargar y a la forma y dimensiones de
la probeta.

Resultados

Con los resultados de las pruebas se puede hacer una gréfica de carga-deformacién que nos expone de
manera objetiva como se comporta el material.
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FiGura 1.1

No todos los materiales familiares al ingeniero se comportan de manera parecida, sin embargo, y para
fines meramente explicativos para una gran parte de los materiales metélicos, la deformacién es
proporcional al esfuerzo (o viceversa), por lo menos al principio del fenémeno, esto es, hay una rela-
cién lineal.

Grdficas de esfuerzo-deformacién -4

En las condiciones anteriormente mencionadas, para materiales metdlicos, una gréfica tipica esfuerzo-
deformacion unitaria se presenta en la figura 1.3.

Como es costumbre en ingenierfa, las abcisas representan deformaciones unitarias y las ordenadas
esfuerzos; la grafica se extiende desde cero hasta el punto de ruptura.

Al examinar con cuidado una grifica tipica como la anterior, se observa que la curva tiene varios
puntos y ciertas caracteristicas como se ve en la figura 1.4.
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FiGURA 1.2

El esfuerzo correspondiente al primer punto en que la curva se desvia de la parte lineal inicial se llama
limite de proporcionalidad (LP). Hasta este limite el cambio en el esfuerzo Ao es igual al cambio
correspondiente al de la deformacién Ae multiplicado por una constante:

Ao = Ag X "constante"

Esta constante se 1lama de proporcionalidad, médulo de elasticidad o médulo de Young y se indica por
laletra E.

O sea E = A0
Ag

El mdédulo de elasticidad es la pendiente de la parte inicial rectilinea de la curva esfuerzo-deformacién
unitaria; es una constante caracteristica de muchos materiales y mide su capacidad de resistir la
deformacioén.
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FIGURA 1.4

Los valores de este mdédulo se pueden encontrar en tablas especializadas y algunos ejemplos son:

Acero: E= 21 x 10°kg/cm?
E =30 x 10°Ib/pulg?
E =20.7 x 10" N/m?



Aluminio: E = 7 x 10° kg/cm?
E =10 x 10°1b/pulg?
E =69 x 10! N/m?

Para muchos materiales metdlicos, en la porcién inicial de la curva, las pendientes de las curvas de
esfuerzo-deformacidn unitaria son casi iguales cuando se trata de tensién (alargar) o de compresién
(acortar).

Grdficas de deformacién-tiempo

Otro aspecto interesante en el fenémeno de la deformacién de un material es la relacién de ésta con
el tiempo; es decir, conocer qué pasa con la deformacién a través del tiempo.

Aunque mds adelante se estudiardn estos fenémenos mds ampliamente, por el momento sélo diremos

que, dependiendo de algunas caracteristicas propias del material, éste se deforma de maneras distintas
con el tiempo.

Si el material es eldstico y sigue la ley de deformacién proporcional al esfuerzo y si la carga se
incrementa proporcionalmente al tiempo, entonces, la deformacién serd proporcional al tiempo.
Estamos entendiendo por material eldstico aquel material que sufre una deformacién y que recupera
su forma inicial después de ser removido el esfuerzo que produjo dicha deformacién.

Nétese que a partir del lfmite de proporcionalidad la deformacién deja de ser proporcional y comienza
con una ley no lineal (figura 1.5).
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FiGURA 1.5



Hay materiales en que aun sin incremento de carga (o sea carga constante), la deformacién crece con
el tiempo (figura 1.6).

e |

Carga constante

FiGURA 1.6

1.3 Modelos de relacién esfuerzo-deformacién y deformacién-tiempo

Hemos dicho con anterioridad que todo cuerpo cargado se deforma; también establecimos que los
cuerpos tienen ciertas caracterfsticas internas o de estado de agregacién que originan que al deformarse
se comporten de ciertas maneras tfpicas.

Un problema fundamental en la Ingenierfa, ya esbozado previamente, consiste en determinar la
relacion entre esfuerzos y deformaciones (fuerza y comportamiento). Una manera de estudiarlo

consistirfa en formar materialmente un sistema y medir en forma experimental las causas y los
efectos correspondientes.

A continuacién expondremos algunos casos de comportamiento tipicos y muy significativos para
nuestros propdsitos posteriores; por ello, consideraremos como sistema mecdnico a un cuerpo de
material real, al que, como accién le aplicamos una fuerza.

Si el material es sélido, el efecto se mide en términos de la deformacién total producida por la fuerza.

Si el material es fluido, el efecto correspondiente se medird en una cierta rapidez de flujo (velocidad
de deformacién).

Relacion lineal
En este modelo, el efecto es directamente proporcional a la fuerza, con dos modalidades:

a) Respuesta lineal eldstica, su efecto fisico lo ejemplificaremos con la accién de un resorte helicoidal
(figura 1.7)
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FIGURA 1.7

Este modelo corresponde a un sélido eldstico; k es la constante eldstica del resorte expresada como
fuerza por unidad de deformacién total.

b) Respuesta lineal viscosa, que podemos ejemplificar con un amortiguador hidrdulico lineal (figura

1.8) donde 7 es el coeficiente de viscosidad expresado como fuerza por unidad de rapidez de la
deformacién total.
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FiGURA 1.8

€) Respuesta visco-eldstica (modelo de Maxwell), que se ejemplifica con un resorte y un amortiguador
“en serie” (figura 1.9).
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FIGURA 1.9

d) Respuesta visco-eldstica (modelo de Voigt), que se puede indicar con un resorte y un amortiguador
"en paralelo” (figura 1.10).
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Figura 1.10

e) Respuesta lineal estdndar, que se ejemplifica como se muestra en la figura 1.11.
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FIGURA .11

La diferencia fundamental entre los modelos a), b) y los modelos c), d) y e), estriba en que, en éstos,
los efectos dependen de la historia (proceso) de la carga, o sea que para diferentes funciones de carga

F(9), se producen diferentes funciones de deformacién € (f); mds adelante ilustraremos el fenémeno
anterior con los llamados "efectos de flujo".

El efecto de flujo es la respuesta de deformacién total dependiendo del tiempo, para una carga
constante.



El efecto de relajacién es la respuesta de carga dependiente del tiempo para una deformacién total
constante.

En el modelo de Maxwell, el resorte responde instantdneamente a una aplicacién o supresién repentinas
de la carga, en tanto que el amortiguador responde (fluye) lentamente en el tiempo.

Por otra parte, para una deformacion total constante, la fuerza decrece (se relaja) exponencialmente
caracterizando el factor /K la rapidez de decrecimiento de la deformacién total.

En el modelo de Voigt el sistema fluye exponencialmente respecto a la carga constante caracterizando
el factor %/K la rapidez de crecimiento o de decrecimiento de la deformacidn total,

El modelo lineal estdndar tiene una respuesta eldstica instantdnea seguida por un flujo o relacién
exponencial; es un modelo muy usado.

Gréaficamente, los distintos comportamientos los podemos visualizar como sigue:

a) Si cargamos

Modelo de Maxwell
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Ttem.;a
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FiGURA 1.12
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b) Si deformamos
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Los modelos anteriores formados por resortes y amortiguadores son “lineales”, es decir, las
deformaciones totales son proporcionales a las fuerzas.

En la realidad las cosas no son asi de simples, la modelizacién puede llegar a ser muy complicada,

sin embargo, si se introduce el elemento friccién podemos llegar a representaciones mds apegadas a
casos reales.

Relacién no lineal

a) Respuesta de friccion (modelo de Coulomb), se ejemplifica con un bloque en reposo sobre una
superficie dspera al cual se le aplica una fuerza creciente (figura 1.18).

e
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N

FIGURA 1.18
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Sabemos por la teorfa de la friccién que el cuerpo no se moverd hasta que la fuerza sea lo

suficientemente grande para vencer la resistencia debida a la friccién estdtica. La relacién fuerza
desplazamiento es:

e=0 si FLF

<

e+0 si F>F,

Siendo F, el valor lfmite de F antes de que se produzca el movimiento (figura 1.19).

FIGURA 1.19

Entendemos por deformacién irrecuperable aquella deformacién que permanece después de ser
removido el esfuerzo que la produjo.

Si combinamos este tipo de elementos con resortes y amortiguadores obtendremos respuestas no
lineales.

b) Respuesta parcialmente eldstica 'y parcialmente irrecuperable. La respuesta serd lineal cuando la
fuerza en el resorte alcance el valor F_. y el bloque comenzard a deslizarse sin que aumente la
fuerza. Sila carga se suprime el resorte se contrae, pero el sistema no regresa a su posicion original
y conserva una deformacién permanente (figura 1.20).

¢) Respuesta no lineal en generai. Hay muchas maneras de combinar elementos de friccién,

amortiguadores y resortes, éstas nos dardn respuestas muy diversas como podemos observar en la
(figura 1.21).
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1.4  Definicién de pardmetros (limites, médulos)

En el inciso 1.2 establecimos algunos aspectos referentes a lo que ocurre cuando una probeta la
sometemos a carga uniaxial.

Definimos al Ifmite de proporcionalidad como el esfuerzo correspondiente al primer punto en que la
curva se desvia de la parte inicial lineal.
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Hasta este limite el cambio de esfuerzo Ao es igual al correspondiente cambio de deformacién Ae
multiplicado por una constante, as{:

Ao = AeE
donde
E = cte.

Esta relaciéon es una manifestacién simple de la ley de Hooke y la constante de proporcionalidad se
llama "mddulo de elasticidad” y se representa por E.
Ag

E ="
Ag

E es una constante de cada material y mide su rigidez.

Como en el caso del esfuerzo uniaxial, el esfuerzo cortante generalmente es proporcional a la
deformacién por corte dentro de los limites de la primera parte de la curva, asi:

Ar = Ay G
donde
G = cte.

Esta constante se llama mddulo de elasticidad al corte o simplemente "mddulo de corte” y se
representa por G. Suele también llamarse mddulo de rigidez para esfuerzos cortantes no mayores que
el limite de proporcionalidad al corte:

G = 4r
Ay

Comportamiento ductil y frdgil

Se dice que un material es dictil cuando alcanza una gran deformacién a un nivel de esfuerzo
aproximadamente constante, antes de llegar a la falla.

El cobre y el acero dulce son materiales dictiles. La ductibilidad es importante en los metales sobre
todo por dos razones: hace posible lograr formas comercialmente iitiles y permite que soporten en su
utilizacién choques y vibraciones que en otros materiales, quizd mds fuertes, pero mds frdgiles,
producirian la rotura.

La ductibilidad da lugar a una reduccién en la seccién que experimenta una muestra de material cuando
se somete a tensién (traccién) uniaxial, puede depender de la temperatura, de la rapidez de la
deformacidn, de las dimensiones de }a muestra, de las impurezas y del tipo de deformacién.

Se dice que un material es frdgil cuando experimenta deformaciones pequeiias antes de llegar a la falla.
Ejemplos de materiales frdgiles son el vidrio, el hormigén.

15



Hay materiales muy frdgiles, como el vidrio, que en un ensaye de tensién no presentan reduccién
alguna en el drea de su secci6n transversal, mientras que hay otros, como la melcocha, que son tan
ductiles que en el ensaye de tensién irdn estirdindose hasta que la seccién transversal de la muestra
quede reducida a un hilo.

Se dice que en un material se presenta el fenémeno de fluencia cuando experimenta una deformacién
que es funcién del tiempo que puede o no ser recuperable.

La fluencia, como deformacién en funcién del tiempo, es el comportamiento predominante en los
metales bajo la accién de cargas cuando estas son pequefias y cuando las temperaturas son elevadas,
es decir, cuando los valores de las temperaturas estdn comprendidas en la mitad superior de la escala
que va del cero absoluto hasta el punto de fusién del metal.

La deformacién eldstica predomina a bajas temperaturas y cargas pequeiias; la pldstica a cargas
elevadas; la fluencia tiende a convertirse en un fenémeno de deformacién viscosa a medida que la
temperatura se aproxima a la de fusién del metal.

Se eantiende por deformacién plastica aquella que depende del tiempo y que ademds es irrecuperable.

La maleabilidad es la capacidad de un material dictil para ser lJaminado o golpeado sin que se rompa,
mds formalmente, es la mayor o menor aptitud de un metal para ser conformado por cualquier
procedimiento mecénico.

La fragilidad, ductibilidad y maleabilidad estdin muy ligadas entre si y dependen mucho de la
temperatura.

1.5  Factores que influyen en el comportamiento de los materiales

Una carga que es aplicada en forma sibita se llama carga de impacto. El efecto que producen las
cargas de impacto difiere apreciablemente de las causas por cargas eldsticas porque, cuando se aplica
una carga instantdneamente, tanto la magnitud del esfuerzo producido como la deformacién y la propia
resistencia del material se ven afectados.

La influencia méds importante de las cargas de impacto en las propiedades mecénicas es la reduccién
de la ductilidad en la superficie que recibe el impacto.

Las cargas de impacto, instantdneas o sibitas ocurren en las estructuras de diferentes maneras; por
ejemplo: cargas de movilidad rdpida como las de una locomotora al pasar sobre un puente; cargas de
impacto directo como las producidas por una perforadora neumadtica; cargas de aplicacién instantdnea
como las que ocurren en una explosién y cargas de inercia que suelen acompaiiar a aceleraciones
fuertes y que producen choques mecénicos.
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Si el tiempo de aplicacién de la carga es pequefio comparado con el periodo natural de vibracién de
la estructura o méquina, la carga es de impacto, mientras que si el tiempo de aplicacién de la carga
es largo, esta se considera estdtica.

Para la mayorfa de los casos, si el tiempo de aplicacién de la carga es menor que la mitad del periodo
natural fundamental de vibracién, la carga se considera de impacto.

El tiempo de carga se refiere al que se requiere para incrementar la carga de cero a su valor maximo.

Para cargas de impacto dindmico, la forma de la curva carga-tiempo es importante ya que, el impulso
que es el drea bajo la curva es la cantidad significativa.

1.6 Histéresis y fatiga

La influencia del endurecimiento por alargamiento en frio o endurecimiento por esforzamiento, que
consiste en cargar el material inicialmente mds alld del esfuerzo de fluencia, modifica la relacién
esfuerzo-deformacidén subsecuente.

Es decir, si por ejemplo, una probeta es esforzada mds alld del limite de fluencia, hasta un punto B,
descargada entonces hasta C y vuelta a cargar, la resistencia a la fluencia aumenta de un valor en A
hasta uno en D. Subsecuentes actos de descarga y carga incrementan la resistencia a la fluencia.

Al cargar hasta B, descargar a C y volver a cargar a D, una cierta cantidad de energia de deformacién
es disipada en forma de calor producido por la friccién interna. Esta energia que se desprende queda
representada por el drea ashurada de la figura 1.22.

q
2 ol

Esfuerzo

- ‘ ——f—
o, ., o] G, E & Deformacion
Ficura 1.22

La pérdida de energia de deformacién se conoce como histéresis mecdnica y el diagrama anterior se
conoce como rizo de histéresis (bucle o loop).
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Al descargar hasta C, hay una deformacién eldstica C’ recuperable representada por CG y una
deformacién permanente g, = 0C. O sea, que para cualquier punto sobre el diagrama esfuerzo-

deformacién, la deformacién puede ser considerada como formada por dos partes; una eldstica y una
irrecuperable.

En el caso de los aceros, la deformacién eldstica es despreciable para deformaciones totales por encima
del 5% de elongacién ya que presenta un comportamiento ductil.

Hay algunos efectos posteriores que modifican la relacién esfuerzo-deformacién. Esto es, si en el rango
eldstico una carga es aplicada sibitamente se produce una deformacién instantdnea ¢, (figura 1.23).
:j)Luego, con una carga constante, resulta una deformacién residual durante un tiempo z.

Si después la carga se retira, la deformacién se reduce en una cantidad &, La deformacién residual &,
puede llegar a recuperarse con el tiempo.

La deformacién &, varfa con el logaritmo del tiempo; mds ain, la deformacién &, es igual a un nimero
constante de veces la deformacidn total €,, donde: ¢, = ¢, + ¢; (figura 1.23).

Consideremos que un material tiene una cierta resistencia para una carga dada; si sometemos a este
mismo material a cargas ciclicas menores que su resistencia, puede llegar a fallar después de un cierto
nimero de ciclos de carga y descarga. Al fenémeno consistente en la falla de un material sujeto a
ciclos de carga y descarga se le conoce como fatiga.

T T
sf
&
80
|
t _____ —
g \\
..L \\'--— 8' e

~

FIGURA 1.23

El nimero de repeticiones de la carga de impacto también es de gran importancia en relacién con la
resistencia a la fatiga. Por ejemplo, el esfuerzo de fatiga de una pieza de ferrocarril que debe resistir
muchos ciclos de carga es de gran importancia, mientras que para el proyectil explosivo que est4 sujeto
a un solo impacto, el esfuerzo de fatiga tiene poca importancia.
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2. Estado de esfuerzo

2.1 Introduccién

Las fuerzas externas que actian en un instante en una cierta porcién de cuerpo libre dentro de un
medio continuo se clasifican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie.

Las fuerzas de cuerpo actian sobre elementos de masa o de volumen dentro del cuerpo (por ejemplo,
la accién de la gravedad). Estas son fuerzas de accién a distancia, usualmente se consideran por unidad
de masa o en ocasiones por unidad de volumen.

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actdan sobre un diagrama de cuerpo libre, sobre
su superficie. Usualmente se consideran por unidad de drea de la superficie sobre la cual actdan.

En mecdnica, las fuerzas reales siempre se ejercen de un cuerpo sobre otro cuerpo (posiblemente por
una parte de un cuerpo actuando sobre una parte del otro), independientemente de si ellas son fuerzas
de cuerpo o fuerzas de superficie. Siempre estdn involucrados dos cuerpos, y por la tercera Ley de

Newton, la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es igual en magnitud, y de sentido contrario a la
fuerza ejercida por el segundo cuerpo sobre el primero.

Las llamadas fuerzas de inercia utilizadas para establecer un estado de equilibrio ficticio en dindmica
no son fuerzas reales, puesto que no son ejercidas por cuerpos; la tercera Ley de Newton no se aplica
a estas fuerzas ficticias. Cuando el método de las fuerzas de inercia se utiliza en mecdnica del medio
continuo, las fuerzas de inercia ficticias se incluyen como fuerzas de cuerpo.

2.2 Definicién de esfuerzo

Consideremos un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas de superficie en equilibrio como el indicado
en la figura 2.1. Hagamos un corte en cualquier direccién definiendo una superficie plana. En la figura
2.2 se indica el corte mencionado.

Separemos una porcién del cuerpo y hagamos un diagrama del cuerpo libre de la otra porcién (figura
2.2). La fuerza F es resultante de las fuerzas exteriores que actian en la porcién separada.

Dividamos la fuerza F entre la magnitud del drea cortada; a este cociente se le denomina esfuerzo
medio en el drea A4

' .1)

19



FIGURA 2.1

FIGURA 2.2

El esfuerzo promedio o esfuerzo medio es el cociente de dividir la fuerza F que actia sobre una cierta
drea A entre la misma drea.

Consideremos ahora un drea menor A4 contenida en el drea cortada A, obtengamos la fuerza resultante

AF sobre el 4rea AA (ver figura 2.3). En el caso general, la fuerza AF es diferente ala fuerza F,
tanto en magnitud, direccién y sentido; por lo tanto, en el caso general, la fuerza AF no es
proporcional a la fuerza F .
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FiGURA 2.3

Al cociente de AF entre AA se le denomina esfuerzo medio en el drea AA

S =7 2.2
ml AA ( )

Vemos por lo anterior que el valor del vector esfuerzo ( S ) depende del drea que se tome.

Como se podrd observar, el esfuerzo asi definido resulta un vector, dado que es el cociente de un
vector (fuerza) entre un escalar (magnitud del drea).

El valor del esfuerzo depende del drea que se considere, por lo tanto, resulta conveniente tomar el
limite del esfuerzo medio cuando el drea AA tiende a cero; a este valor le llamaremos esfuerzo en el
punto P

S = itm 8F (2.3)
aA-0 QA

Volviendoal drea A de la figura 2.2 vemos que la fuerza F se puede descomponer en una componente
normal al plano N y una componente paralela al plano T . Se puede definir entonces al esfuerzo
normal medio ¢ como el cociente de N entre A

Qi
1l
|3

y el esfuerzo cortante medio como el cociente de 7 entre A
.

T
A
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tomando limites cuando el drea tiende a cero se obtienen los esfuerzos normal y cortante en el punto P;

7= lim AN (2.4)
aA~0 AA
7= tm 8F (2.5)
aA-0 AA
Dado que:
AF = AN + AT
Ahora
lim AF lim AN + lim é_T_

Por lo tanto

S=o+7 (2.6)

Como por el punto P es posible hacer pasar una infinidad de planos, existen una infinidad de esfuerzos
en el punto P, uno ligado a cada plano. Por lo que se ve la necesidad de especificar el plano en que
se desea calcular el esfuerzo. Un plano queda determinado cuando se conoce un punto de éste y la
direccibn de la normal al plano; por lo tanto, es necesario conocer el vector unitario n perpendicular
a dicho plano. Como ya mencionamos antes, al esfuerzo en un puntg asociado al plano cuya normal
es 7 lo llamamos vector esfuerzo S . '

Conviene obtener entonces el vector esfuerzo en el entorno de un punto, asociado a un plano de
direccién cualesquiera. Consideremos que en el entorno de un punto (despreciando las fuerzas de
cuerpo), conocemos los esfuerzos normal y cortante en trcs planos respectivamente perpendiculares
entre sf (figura 2.4); el subindice del esfuerzo normal indica el eje al cual este esfuerzo es paralelo.
El esfuerzo cortante se designa con dos subindices: el primero indica la direccién de la normal al plano
donde actua el esfuerzo cortante y el segundo indica la direccidn del eje al cual es paralelo el esfuerzo
cortante.

Nos interesa determinar el vector esfucrzo S en el plano ABC de la figura. Consideremos que las
componentes cartesianas del vector esfuerzo § son:

S=(5.5,.5)
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FIGURA 2.4

Considerando que el tetraedro de la figura 2.4 se encuentra en equilibrio:

TF =0
~0, A -1, A - T, A3+ § A= 0
Se puede demostrar que:
A = A, COS a
A, = A, cos 8 |
Ay = A, cos y

Sustituyendo (2) en (1) tenemos

-0, A cosa -1, A, cos B -7, Ajcosy + S A, =0

23
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eliminando términos semejantes y ordenando términos tenemos:
S, =0,C0s a +71,COs 3+ 7, COS 7y
LF =0
- @ A-, - TJ'V Al - Tz\' A3 + S Ad = 0 (3)

Yy s ¥

Sustituyendo (2) en (3) y reduciendo términos semejantes
S, = 7,¢C08 a + 0, cOs B + 7, COS Y

Yy

Andlogamente para

Finalmente obtenemos

— - 1
Ty Ty Ty coS &

S = |7y 0y T, + cos 8 (2.7)
U s G Lcos Y

La matriz que contiene tos esfuerzos normal y cortante se e denomina tensor esfuerzo [T] que al
multiplicarla por la matriz de los cosenos directores del vector normal a la superficie. obtendremos el
vector esfuerzo § .

El tensor esfuerzo representa, fisicamente, los esfuerzos que se dan en tres planos mutuamente
perpendiculares entre si.

2.3 Deterninacién de las componentes del vector esfuerzo

Como ya vimos, las componentes del vector esfuerzo son el vector esfuerzo normal o y el vector
esfuerzo cortante 7.

Para la determinacién del esfuerzo normal basta proyectar el vector esfuerzo sobre el vector unitario. .
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Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual a la proyeccion de sus médulos, a saber:
S+n=|5||n|cos 6
Como 7 es un vector unitario tenemos:
S-n=]|S|cosb

Donde 6 es el dngulo formado por S y n (figura 2.5); por lo tanto, obtenemos la magnitud del
esfuerzo normal

Q
H
“|
x|

(2.8)

0l

/!

"

FIGURA 2.5

La direccion del esfuerzo normal tiene la misma direccion del vector unitario. Por lo tanto, para
obtener la direccion del esfuerzo normal hasta multiplicar su magnitud por el vector unitario:

g=0n . 2.9)

Para el sentido se tiene la siguiente convencion:

> 0 el esfuerzo normal es de tension

=)

Si§ -

Si§ -

S|

< 0 el esfuerzo normal es de compresion

Para la determinacion del esfuerzo cortante basta realizar una resta de vectores. Como:
S=0+7 (2.6)
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por lo tanto

7T=85-0 (2.10)
Obviamente, la magnitud, direccion y sentido estdn dados directamente por el vector que representa

el esfuerzo cortante, Sin embargo, es bueno conocer la magnitud del vector, en forma escalar, la cual
encontramos al obtener el moddulo del vector

17| = V()* (2.11)

o con la ley del tridngulo rectdngulo:

S!=0 + 7 (2.12)
2.4 Tensor esfuerzo
Como ya se vio, el tensor esfuerzo es:
g, Ty_r Tox
[T] = Ty Oy Tey
7. T, O

En un elemento diferencial, cuando las dimensiones A, A, y A, tienden a cero, el tensor esfuerzo es
simétrico respecto a la diagonal principal, por lo tanto tenemos:

Enseguida se demostrard la simetria del tensor esfuerzo. La convencién de signos que usaremos es la
siguiente:

Para los esfuerzos normales que salen del elemento (tensiOn) serdn positivos, en caso contrario
(compresion) serdn negativos. ‘

Para los esfuerzos cortantes, su signo se conforma de dos signos parciales, los cuales siguen la regla
algebraica de los signos de la multiplicacion,

El primer signo parcial es el signo de la cara donde actia el esfuerzo cortante, y el segundo es de
acuerdo con la direccion del eje coordenado paralelo al estucrzo cortante.
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Se dice que una cara es positiva cuando el vector normal va de dentro hacia fuera del elemento y tiene
el mismo sentido del eje, (figura 2.7).

Cara positiva oot
Coronegotiva —\ ‘

N - A\ 1)1

A"'xy/

=)
x

o

Tx L
QAN ¥4

. S - Cara positiva
S Txy . Cora negativa

FIGura 2.7
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El sentido del esfuerzo cortante es positivo cuando tiene el mismo sentido del eje.

Si tomamos momentos respecto al centroide del elemento (figura 2.6) tenemos:

IM, = 0
-‘ryzdxdz%-r’yzdxdz%z+rzydydx%+r’”dydx£2z_=0 @)

. . . ,
Podemos valuar 7/, en funcién de 7,, y 7, en funcién de 7,, debido a que 7, y 7/, sufren un
incremento con respecto a 7,, ¥ 7,

or
/- y2
Ty =Ty, * _ay dy
ar
T,;V = TZV M a;v dZ

Sustituyendo en la ecuacién (4)

T, . ar,
T =TT g dy ey e,
Simplificando:
ar, a7
27yz = 271,\' - 6; dy + a;y dz

Si las diferenciales dy y dz tienden a cero tenemos:

2T 27

vz zy

por lo tanto:
v

Andlogamente se tiene:
tomando M, =0

Xy »r

7.7 en EMy=0

AL o

Por la demostracién anterior podemos afirmar que el tensor esfuerzo ~ es simétrico cuando dx, dz y
dz tienden a cero simultdneamente.

* . , , . . .
Para el trutamiento del tensor isotrépico y distorsionante, ver el apéndice 2.A.
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2.5 Esfuerzos principales

Los esfuerzos principales son aquellos que actian en planos donde los esfuerzos cortantes son nulos,

es decir, se trata de esfuerzos normales puros, y a los planos en donde actian se les llama planos
principales.

En un plano principal el esfuerzo en un punto es igual al esfuerzo normal, debido a que, por
definicién, el esfuerzo cortante es nulo; entonces:

S =0 (2.13)

Sabemos ademds que el vector esfuerzo es igual al tensor esfuerzo por el vector unitario.

S =[T)n . 2.14)

y el vector esfuerzo normal es igual al esfuerzo normal por cl vector unitario.

a=un (2.15)

Entonces

0 =0cCos @ + g cos 3f + 0 cos yk

Sustituyendo (2.13) en (2.14) tenemos que:

o =[TIn (2.16)
Desarrollando la ecuacién (2.16) nos queda:
cos o O, Tyy To Cos «
4 4 -
cos 3 = Tow Oy To cos 3
cos vy T 1. 0o, | cos
g L a2 » P N 9 7

realizando la operacién tenemos:

6COSa =0,C0sa + 7, COs 3+ 7, CO8SYy

ocos@3 =171,C0sa + o,cosf + T,y COS 7y

0 COS 7y = 7,, COS «.+ 7,.COS 3 + 0, COS 7y
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Pasando a un mismo miembro de la ecuacién y factorizando

\‘\*"0\ (o,-0)cos a + 7, cos B +7,cosy =0
‘, ,'U
SR = =0
ot T,y COS a + (g, ~-0) cos 3 + 7, COS v =
% ) _ 2)
7T,, COS o + 7, COS B + (0,~a)cosy =0

(2.17)

Como se puede observar el sistema de ecuaciones (2.17) tiene 3 ecuaciones con 4 incégnitas las cuales

son: cos a, cos 3, cos v Yy o; por lo tanto necesitamos una ecuacién mds; dicha ecuacién es:

cos’ o + cos> B + cos*y = 1

(2.18)

con la ecuacién (2.18) eliminamos la solucién trivial del sistema (2.17). Para que exista una solucién

del sistema diferente de la trivial el determinante debe ser cero, lo que implica:

der = G g, -0 T.. =0

Desarrollando y ordenando tenemos:

(B
&
-2

\
*(0,0,0, + 27,7, 7,, ~ 7y, 0, ~Ty0.~7.,0)=0
Esta ecuacién se puede escribir de la forma:

o+l or - Lo+l =0

Donde:
I, =0 ~ g, *+ 0,
2 2 2
Iy =0, 0,0, 0, +0,0, =7, - T, ~ T,
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Iy =| 7, 0, 7, | = Determinante del tensor esfuerzo (2.20¢)

Los valores de 1), I, e I, reciben el nombre de invariantes del tensor esfuerzo, por la razén de que
siempre tienen el mismo valor independientemente del sistema de referencia que se utilice:

/, - invariante lineal
1, - invariante cuddrico

I; - invariante cubico

La ecuacién (2.19) es una ecuacion de tercer grado en o, la cual nos conduce a encontrar tres valores
reales, los cuales son los esfuerzos principales en el entorno de un punto y se les denomina:

¢, - esfuerzo principal mayor
o, - esfuerzo principal intermedio
o3 - esfuerzo principal menor

Siendo 05 < ¢, < 0

Para encontrar el plano donde actian cada uno de los esfuerzos principales se recurre al sistema de
ecuaciones (2.17) y a la ecuacion (2.18), de donde se obtienen los cosenos directores de cada uno de
los planos de la siguiente forma: el sistema de ecuaciones (2.17) y (2.18) se resuelve para cada valor
de o, o sea se reemplaza o por o, en el sistema (2.17) y se resuelve el sistema junto con la ecuacion
(2.18), encontrdndose los cosenos directores (cos «;, cos@,, cos ;) para ¢,. De manera andloga se
procede para g, y 0;, encontrdndose (cos a,, c0s 8,, €OS ¥1) Y (COS a3, cos B3, COS %y3), respectiva-
mente.

2.6 Estado de esfuerzo plano

Se presenta un estado de esfuerzo plano cuando las fuerzas que actian en un cuerpo son coplanares
(figura 2.8).

Como se trata de un problema en el plano, el tensor esfuerzo queda de la siguiente manera



X yx
7] -
Siendo por lo tanto
g, = 0; fip 210 y 7, =0

Para obtener el estado de esfuerzo en un plano cualesquiera, al cual tomaremos como el plano XY,
se requiere determinar el vector normal unitario dado por:

n = COS & + COS 8;

Y‘i '

Ficura 2.8

Dado que en el plano XY, o« + B = 90° (figura 2.9) y cos 8 = sen (90° - B) = sen «. tenemos
finalmente al vector unitario de la forma

n = cos a, + sen o

Como conocemos el tensor esfuerzo y el plano donde deseamos conocer ¢l estado de esfuerzos,

podemos calcular el vector esfuerzo que se obtiene de multiplicar el tensor esfuerzo por el vector
unitario.

s =[rn
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Desarrollando

g. T.. COS o

vy
S =
Tey O, sen o

Las componentes del vector esfuerzo son: el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante. Para obtener el
esfuerzo normal realizamos el producto escalar entre el vector esfuerzo y el vector unitario

Y
n
(43
~owe.
—
X
FiGUrA 2.9

c=8+n
g = [ (o, cos a + 7, sen ) i

+ (7,, COS a + o, sen a)j] (cos a; + sen )
o =9, cos’a +0o,sen’ a +2 7, COSasen (2.21)

Si o es mayor que cero se tratard de un esfuerzo normal de tension.

Si o es menor que cero se tratard de un esfuerzo normal de compresion.

Para obtener el esfuerzo cortante podrfamos seguir el procedimiento indicado en el inciso 2.3; sin
embargo, este procedimiento resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una propiedad del producto
vectorial para determinar la magnitud del esfuerzo cortante, recordando que (figura 2.10)
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7] = |S | sen 6 =|S| |n| sen b =|S x 7|
Dado que |n| = 1

Por lo tanto

17| = |5 xn| (2.22)

FIGUrA 2.10

Debemos insistir en que el mdédulo del vector esfuerzo cortante es igual al médulo del producto

vectorial entre S y 7. Esto no quiere decir que 7 sea igual al producto vectorial § x 7. Es decir,7
es diferente de § X n.

TS Xn
Desarrollando:
i J k
S xn=|(o cosa-+ T,y sen a) (7, cos a + o, sen a) O
Ccos o sen o 0

2 o)
=k (r,,sen” a - 7, cos* & + 0, COS @ SeN « - g, COS & sen )
|7| =7 =18 xn| = o, sen @ cos a - o, sen & cos
3 2
¥ T, (sen” o~ cos” )
7 = (o, - 0,) COS a s€N a + 7., (sen’ & - cOS’ a) (2.23)
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Para hallar el sentido del esfuerzo cortante nos podemos auxiliar nuevamente del producto vectorial

S X n; dado que S y n son paralelos al plano XY, ¢l producto S X7 es un vector perpendicular a
dicho plano, paralelo a la direccién del eje Z, es decir

S xn =Ck - (2.249)

Si C > 0, el vector S x n tiene el mismo sentido del eje positivo del eje Z (hacia arriba del plano
XY) y por lo tanto el dngulo 8 estd comprendido entre 0° y 180°. En estas condiciones el esfuerzo
cortante 7 queda a la derecha de n, es decir provoca momento positivo con su cortante paralelo
asociado 7/ (figura 2.11)

Y

FIGURA 2.1

Si C < 0el vector § X n tiene sentido contrario al sentido positivo del eje Z (hacia abajo) y por lo
tanto 3 estd comprendida entre 180° y 360° en estas condiciones el esfuerzo cortante 7 queda a la
izquierda de n es decir provoca momento negalivo con su cortante paralelo asociado 7’ (figura 2.12)

i
-1

FIGURA 2.12
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E) valor de C de la ecuacién (2.24) es el valor de 7 de la ecuacion (2.23), por lo que el sentido de 7
esta dado por el signo de C, comentado en los dos pérrafos anteriores, de la siguiente manera: si en
la ecuacion (2.23), 7 da positivo su sentido serd tal que provoque un momento positivo con respecto
a su cortante asociado 7/ (figura 2.13)

FIGURA 2.13

En caso contrario el sentido de 7 ser4 tal que ocasione momento negativo con su cortante asociado 7/

(figura 2.14)
= .

FIGURA 2.14

En algunas publicaciones las ecuaciones (2.21) y (2.23), que son las del esfuerzo normal y cortante,
se encuentran en funcidn del dngulo doble.

Obtengamos estas ecuaciones. Sabemos que:

ol
Cos™ o =

1 + C‘,’,,S“___zﬁ y sena = 1 - cos 2a
2 2
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sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones 2.20 y 2.21] se obtiene

- 27, sen 2«
g =0, [1 + cos 20 ‘q, [l CosS 20] . xy

2 2
g +0 o -0
o= x2 Yo+ 2 ¥ cos 2a + 7, 5en 2« (2.21a)
_r:axwoy

sen 2o - T,y COS 2o (2.23a)

2.7 Esfuerzos principales en el plano

El tensor esfuerzo estd dado por:

Para encontrar los esfuerzos principales en el plano procedemos de manera andloga al estudio que se
hizo en el espacio.

La ecuacién (2.17a) queda para el plano

ag. - Ty‘.‘,
=0
Loy Oy
(2.25)
(0, ~0) (o, - 0) - (7)) (7)) =0
el bt
g, 0, ~0,0-0,0+0 -7, =0
3 4.
o -0 (ax+o-\‘) *O’.EO—V-.T-XV:O
Resolviendo 1a ecuaciéon obtenemos los esfuerzos principales mayor y menor en el plano
o, + 0, o, -0, >
0, = 3 + 5 + T.l‘)’ (2.263)
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* Ty (2.26b)

Para obtener la direccion donde actian los esfuerzos principales puede procederse de la siguiente
manera:

Al derivar la ecuacién (2.21a) del esfuerzo normal con respecto a a, e igualar esta derivada a cero,
obtenemos los valores de o que conducen a valores extremos de o, es decir, determinamos las
direcciones principales de esfuerzo. La ecuacion (2.21a) es:

g, -0, -0, -0
o= ‘2 Y + ’2 -Vc052a+r_‘_ysen2cr
Ahora
g
Z—a = - (o, - 0,) sen 2a + 2 7.y COS 20 = 0
27 2 7.
sen 2o - Y tan 2 = Xy
cos 2a o, = 0, g, ~ 0,
o~ g
donde 2%
27 aei 1%
a= angtan — ¥ f f (2.27)
2 et
g, =0,

La ecuacion proporciona los valores de a correspondientes a las direcciones principales de esfuerzo.
Sin embargo, queda la duda de cudl es la direccién principal mayor y cudl es la direccion principal
menor; para resolver ¢ste problema, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que nos dice:

Si

> 0, o corresponde a la direccién del esfuerzo principal menor

2
Si d_02 < 0, implica que o corresponde a la direccion del esfuerzo principal mayor

Calculemos Ja segunda derivada:

1=

2
j ==-2(, -o)cos 2 a -4 sen2a (2.28)
b, h .
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En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuacién (2.27) y se obtiene . Luego
se emplea la ecuacién (2.28)

. d?o . . .
Si —5 < 0, o corresponde a la direccién principal mayor, es decir a = a;
do
. d*¢ . . o
Si —— > 0, o corresponde a la direccién principal menor, 0 sea o = >

d o?
Una vez conocido o, 0 a,, la otra direccién principal se obtiene sumando 90° al valor de «; o de a5

@ =a, +90° o o, = a, + 90° (2.29)

2.8 Representacién grafica de Mohr

Resulta interesante senalar que el estado de esfuerzo en un plano se puede representar graficamente
en un sistema coordenado en el cual en el eje de las abscisas se grafique el esfuerzo normal y en el
eJe de las ordenadas se represente el esfuerzo cortante. A esta construccion grifica se le denomina
plano de Mohr. Demostraremos a continuacion que el estado de esfuerzo en el entorno de un punto

para cualquier direccion estd representado por una region, limitada por tres circulos, en el plano de
Mohr.

Consideremos un elemento sujeto a un estado de esfuerzo mismo que expresado en funcién de los
esfuerzos principales, el tensor toma la forma:

o0 0 0
[7] = [0 o, O
0 0 oy

Utilizando 1a ecuacion (2.7), el vector esfuerzo en un plano cuyo vector normal es

n = cos a; + Cos B; + cos v,

valdrd:

§ =0, cos a; + 0, 08 §; 03 cos ,
Utilizando 1a ecuacién (2.8) tenemos:

¢ =0, cos” a + 0, cos> B + g3 co8*y (2.30)
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Determinemos la magnitud del vector esfuerzo S

$? = g2 cos” a + 05> cos* B + ;3% cos” v (2.31)
Dadoque o y 7 son perpendiculares se tiene que

$? =0+ 7

Por lo tanto

52 =0+ 77 = 0> cos’ a + 0,° cos’ B + 0, cos® v (2.31a)
Sabemos que
- 2 2 2
cos“a + cos” 3 + cos”y =1 (2.18)

Agrupando las ecuaciones (2.30), (2.31a) y (2.18) tenemos:

0, COS* & + G5c08’ B + 0y ¢C08° y = ¢
0,2 cos® a + 05> cos®> B + g2 cos’ y = o* + 7 (2.32)

cos> a + cos® B + cos?y =1

Considerando a cos o, cos 8y cos y como incégnitas y utilizando la regla de Cramer se puede resolver
el sistema (2.32)

g 0, 0y

) 9 2 2

OT+T" 05 03

2 1 1 1
COoS™ a =

a, g, 0y

2 2 2

o 0, 03

1 1 1

2 i
5 0~ +7° -0 (0, + 03) + 0,03

Cos” o =
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Andlogamente se obtiene cos> 8 y cos® v por lo tanto:
g y P

o o]
0"+ 71° -0 (03 +0)) +050

e o= o

2

,
0" +7° -0 (0, +0,) + 0,0,

2
Cos* y =
: (0, - 03) (o, = 03)

Estas dltimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma

0y * 03 I 2 0y -0y ]° 5
o - 3 + 7= 3 +cos” a (05 - a,)(0; ~ 0)) (2.33)
03 * 0, ) 2 o3 -0, 2
a - 5 +7° = 5 +cos” B (o3 - 05)(0) - 0,) (2.34)
g - [ﬂ%‘.’.&] + 7%= [01 ; % ]-+ cos? v (0, - 03)(0,5 - 03) (2.35)

Las ecuaciones (2.33), (2.34) y (2.35) representan ecuaciones de tres familias de cfrc_:ulos.

La ecuacion (2.33) es la ecuacion de una familia de circulos o con centro en

% ; 7 ]~+ cos? « (05 = a)) (03 — 0})

L :
C _.i__',O] y con radio R =

Podemos observar que los esfuerzos normal ¢ y cortante 7, 10s cuales queremos encontrar, cstan dados
por la ecuacidn (2.33): como ya se dijo, es la ecuacion de una familia de circulos como se muestra en
la figura 2.15. Hallemos los valores extremos de! radio de esta familia.
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Sia=0°

Sia =90°

Familia de circulos o

FIGURA 2.1S
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Andlogamente se tiene que la ecuacion (2.34) representa otra familia de circulos 8 con centro en

o, — o, |2 "
C [OL_;_?_I,O] y con radio R = J [-—3-—5—11 + cos” B (0; - 0;) (0, - 03)

Sig=0°

-0 2
Rm‘ile[__._.‘%2 l] + (0; - 0y) (0, - 04)

Sig=90° = T

min 7]

Asi mismo, la ecuacion (2.35) representa otra familia de circulos 7y con

"+ cos v (g, = 03) (05 = 03)

Siy =90°

Tracemos los circulos 1 y 3 para su radio minimo y el circulo 2 para su radio médximo.
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Los esfuerzos normal y cortante o y 7 estdn dados por cada una de las famihas de circulos 1, 2 y 3,
pero estas tres familias s6lo tienen una regiéon comin que es la zona ashurada de la figura 2.16.

FiIGURA 2.16

De lo tratado en los pdrrafos anteriores, se puede concluir que los esfuerzos normal y cortante quedan
representados en el plano de Mohr dentro de la regién comprendida entre los circulos 1, 2 y 3 la cual
corresponde a la zona ashurada de la figura 2.16.

Veamos ahora la manera de calcular los esfuerzos normal y cortante sobre un plano cuya normal estd
dada por:

n =cos a; + cos B; + cos vy,
El procedimiento consiste en lo siguiente:
a) Tracemos a partir del tensor esfuerzo principal los tres circulos de! plano de Mohr, figura 2.17.
b) A partir del punto A se traza una paralela al eje 7; a continuacién se traza también a partir del

punto A una recta que forme un dngulo o con la paralela al eje r. Esta recta corta al circulo 2 en
el punto A’ y al circulo 3 en el punto A" .

c) A partir del centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A/ y A” .
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d) Por el punto C se traza una paral¢la al eje 7; a continuacion se traza también a partir del punto C
una recta que forme un dngulo v con la paralcla al eje 7. Esta recta corta al circulo 2 en el punto
C’, y al circulo 1 en el punto C” |

e) Por el centro C; se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C’y C” .

f) Las coordenadas del punto de interseccion D (o y 7) de los dos arcos de circunferencia representan
el esfuerzo normal o y el esfuerzo cortante 7 en el plano cuya normal es:

n = CoS a; + COS 3; + COS ¥,

T

FIGURA 2.17

A continuacion demostraremos que el procedimiento descrito es vdlido:

Tracemos por el punto C, que representa al esfuerzo principal o5, una perpendicular al eje o y una
recta que forme con dicha perpendicular un dngulo v; esta recta corta en los circulos 1 y 2 en los

puntos C”/ y C’ respectivamente. Valuemos de la figura 2.17 las coordenadas de C’:

OE = OC + CE
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por lo tanto

OE = OC + CC’ sen v
pero
OC =03 ; CC/ = CA seny
CA = (0, - 0y)
Sustituyendo tenemos
cC’ = (0, - o) sen vy
siendo
OE =gy + (0, - 03) sen’ y
por lo tanto

OE = g, (1 - sen® ) + o, sen” 5

OE = 0, cos* v + o, sen® v (2.36)
también:
EC’ = CC’ cos y
pero
CC’ = (o, - o) sen v
por lo tanto

EC’ = (0, - 0;) sen y cos y

O'l"U

EC’/ = 5 3 sen 2y (2.3
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Demostraremos analiticamente que el punto C’ de la figura 2.17 representa el estado de esfuerzos en
un plano cuyo vector normal forma los dngulos y = v,, B = .;l y a es el dngulo necesario para
satisfacer la condicion

e h 9
Cos” a + cos” B + cos” vy = 1

Sustituyendo en la ecuacion (2.7), (2.8) y (2.22) obtenemos el vector esfuerzo, el esfuerzo normal y
el esfuerzo cortante respectivamente.

S =[r)n 2.7)
o=S-n (2.8) -
r=|S xn| (2.22)
Si B = % entonces cos> a + cos” y = |
cos® @ = 1 - cos® v
por lo tanto
cos> @ = sen” 5y
Cos o = sen

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores tenemos:

g 0 0
sen vy
S—= 0 0’2 0 0 g
0 0 o cos y
S = g, sen vy, + a; COS 7,
o0 = (0, sen y; + 03 COS 7)) * (s€n 7y; + €COS Y,)

,
o =0, sen’y + g, cos® vy
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que es la ecuacion (2.36)

i J k
S xn-= o,seny O oycosy
sen vy 0 cos 7y
= 03 COS 7y sen y; - 0y sen y Cos v;
= (03 COS y sen 7y - g, sen 7y COS v) J
|S x nj = ¢y COS 7y SEN y = ¢, S€n 'y COS -y

Tomando el signo negativo de la raiz tenemos:
7 = (0, - 0y) CO8 7y sen 7y

quc cs la ecuacion (2.37).

Por lo tanto, se demuestra que las coordenadas del punto C’ son el esfuerzo normal y cortante en cl
plano indicado. Es decir, el punto C’ representa el estado de esfuerzos en un plano cuyos dngulos
dircctores son y = v, B = % y « queda obligado por lo valores de v y 8-

Procediendo de manera andloga se demuestra quc el punto A’ rcpresenta el estado de esfucrzo en un
plano cuyos dngulos directores son @ = «, 8 = % y - estd obligado por los valores de « y (3.

Hemos demostrado que el punto C’ pertenece a la familia de circulos v, por lo tanto cualquier
circunferencia que pase por este punto con centro en C;, representard esfuerzos en un plano con coseno
director -.

Andlogamente, cl punto A’ pertenece a la familia de circulos «, por lo tanto, cualquier circunferencia
que pase por este punto con centro en C,, representara esfuerzos en un plano con coseno dircctor o.

El punto de interseccidn de estos dos arcos de circunferencia representa cl estado de esfuerzos cuyos

dngulos directores son a y y; ahora 3 es diferente a X que queda obligado por o y 7.

2
Con lo anterior hemos demostrado que las coordenadas del punto D de Ta figura 2.17 representan: su
abscisa, el esfuerzo normal; y su ordenada, el esfucrzo cortante, en un plano cuyos cosenos direclores

son «, By ‘y.
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2.9 Circulo de Mohr para el estado de esfuerzo plano

El circulo de Mohr en el plano es un caso particular del circulo de Mohr en tres dimensiones, por lo
que se puede obtener a partir de éste; sin embargo repetimos en esta seccién la demostracién completa
para el circulo de Mohr para el estado de csfuerzo plano, debido a su gran utilizacién en problemas
prdcticos de ingenieria.

A cada plano que pasa por el entorno de un punto le corresponden dos componentes de esfuerzo plano,
uno normal y otro cortante; en estas condiciones se puede trazar un sistema coordenado en el que se
grafique en el eje de las abscisas el esfucrzo normal y en el eje de las ordenadas el esfuerzo cortante,
con lo que queda definido 1o que se llama el plano de Mohr. Asi, a cada direccién n asociada al punto

en estudio le corresponde un punto en el plano de Mohr, cuyas coordenadas son el esfuerzo normal
y cortante en el punto y en la direcciéon dada.

Si el tensor esfuerzo es:

e UI T)\
[r] -
T Oy

Demostraremos que las ecuaciones del esfuerzo normal y cortante nos dan las ecuaciones de un circulo;
tenemos que:

ag. .+ 0 ag. -0

o= : Yo 2 5 ' cos 20 + 7, sen 2a 2.21a)

r= 2% sen2a - 7, cos 2 (2.23a)
De la ecuacion (2.21a)

o- 2 ; = ; % cos 2a + 7., sen 2o e (2.38)

elevando al cuadrado las ecuaciones (2.38) y (2.23a):

19

o - 20 (0, + o)) N
2 2
o, — e " - 2 5
= [-"_2%01] cos® 2o + 2 _a;‘-z_gl cos 2a 7, sen 2o + 7, sen’ 2w (2.39)
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+ 77, cos® 2a (2.40)
Sumando (2.39) y (2.40) tenemos

s (2.41)

2 -
[a_"x*"y] R [aJr a,

La ecuacién (2.41) es la ecuacién de una circunferencia con centro en el punto

g +0 . U_‘-'U‘z 2
[ x2 _v’.] y radio ‘[ 3 }] * Tyy

lo cual queriamos demostrar (vedse la figura 2.18)

FIGURA 2.18

Trazo del circulo de Mobhr teniendo como dato el tensor esfuerzo plano.



T
I Xy
e _ =
- o,
57"‘1L X
\.
‘,

FIGURA 2.19

Supongamos ¢, > 0,

1. Se determina el radio del circulo

2. Se determina el centro

3. Se conocen los puntos P y P, (ver figura 2.22) que son los esfuerzos normales y sus cortantes
asociados.

Dado que la ecuacién del circulo de Mohr (2.41) se obtuvo a partir de las ecuaciones (2.21a) y
(2.23a), en las cuales rige la convencién de momentos (inciso 2.6), en el plano de Mohr se utiliza
también esta convencion de signos, 1a cual se describe a continuacion:

Para los esfuerzos normales de tensién son positivos y de compresién, negativos. Los esfuerzos
cortantes se rigen por €l momento que ocasiona el par en el elemento diferencial (figura 2.19), positivo
si el momento provocado es conforme a las manecillas del reloj (figura 2.20); negativo en caso
contrario (figura 2.21), por lo tanto:

P (0\ s T T.w) y Pl (0\' » T, )

Y
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N
-y s
Ficura 2.20
b Txy
Txy‘r
FiGura 2.21

4. Se une el centro del circulo con ambos puntos P y P, obleniéndose el didmetro del circulo.

5. Se traza la circunferencia (figura 2.22).
Del trazo del circulo de Mohr se obtiene lo siguiente:

1. En los puntos donde el circulo corta al eje de las abscisas se tiene que 7 = 0, por lo que en esos
puntos se tienen los esfuerzos principales.

2. El esfuerzo cortante maximo es numéricamente igual al radio del circulo. Los esfuerzos normal y
cortante en un plano de mdximo cortante estdn dados por:

3. Cada punto del circulo representa el estado de esfuerzos en un plano inclinado.
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FiGURA 2.22

Para obtener el plano donde estdn actuando los esfuerzos se puede utilizar el procedimiento del polo
de los esfuerzos que a continuacion se desarrolla.

2.10 Procedimiento del polo de los esfuerzos

El procedimiento del polo de los esfuerzos es un método que sirve para determinar de manera sencilla

los esfuerzos normal y cortante en un plano de inclinacién cualesquiera, cuando se conoce el tensor
esfuerzo en el plano.

Veremos primero la demostracién para un estado de esfuerzo principal plano y, posteriormente,
trataremos el caso general del estado de esfuerzo plano.

Determinacién del polo de los esfuerzos en el plano del circulo de Mohr teniendo como datos los
esfuerzos principales o, y ., del elemento diferencial de la figura (2.23):

I. A partir del esfuerzo o, se traza una recta vertical, debido a que el esfuerzo o, estd actuando en
un plano vertical,

2. A partir del esfuerzo o, se traza una recta horizontal, debido a que el esfuerzo ¢, estd actuando en
un plano horizontal.

3. Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersecan en un punto sobre la circunferencia, a
ese punto se le llama polo de los esfuerzos.

El conocimiento del polo de los esfuerzos sirve para determinar los esfuerzos normal (o) y cortante
() en un plano de inclinacién cualesquiera. Es decir, dada la inclinacién de un plano del elemento
diferencial, con el auxilio del polo sc pueden determinar los esfuerzos normal y cortante que actian
en €ste plano,
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FiGura 2.23

El procedimiento consiste en lo siguiente:

4.. A partir del polo se traza una paralela al plano inclinado, del cual se quieren conocer los esfuerzos
--..que actdan en él.

5. las coordenadas del punto de interseccién de la paralcla con la circunferencia del circulo de Mohr
- proporcionan los esfuerzos normal y cortante buscados (figura 2.23).

Pasaremos ahora a la demostracién del punto S.
Apoydndonos en la figura 2.24 tencmos:

Determinacion de o

en el tridngulo ABC

por lo tanto

4 = (0, - 6.) cos A
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FiGURA 2.24

en el tridngulo ABD

cossz
a

b = a cos A = (0, - g,) cos A cos A

= ay (1 - cos* A) + o, cos” A

o = 0,sen* N\ + g, cos> A (@)
Determinacién de 7:
en el tridngulo BCD
TN i
C BC
T = ¢ COS A
pero en el tridngulo ABC
sen A\ = ¢ e
o, ~ 0 AC

¢ = (0, - 0, sen A
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por lo tanto
T = (0, - 0,) sen A cos A (b)

Donde \ es el dngulo que forma el plano donde estdn actuando los esfuerzos normal y cortante con
el eje de las abscisas (figura 2.25)

VA

FIGURA 2.25

Sabemos por lo visto anteriormente en las ecuaciones (2.21) y (2.23) que:

0 =0,C08 a + g, sen> o + 27, Sen & COS o (2.21)

7 =(d, - 0)sen acosa + 71, (sen’ &« - cos’ a) (2.23)

En el caso que nos ocupa tenemos que:

gy > 0y, g, =0

12
q
i
5
<
ﬂ
[}
o

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores

,
o = 0, COS” @ + 0, sen” «

~3
i

= (0, - 0)) sen o COS «
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Donde « es el dngulo que forma el vector normal al plano donde actian los esfuerzos con respecto al
eje de las abscisas (figura 2.295).

Por lo que se puede concluir que entre el dngulo o y el dngulo A existe 90° de diferencia o sea que
AN+90°=a o0 AN =a-90° ydonde sen A\ = sen (a -90°)

sen A = - COS o

y
cos A = cos (a - 90°)
COS A = sen o

Si sustituimos los valores de cos A y sen A en las ecuaciones de ¢ y 7 (ecuaciones a y b)

. ,
= 0, COS™ o + 0, sen” a

=1
[

<
]

(¢, - 0,) { - cos a sen a)

Con lo cual demostramos que las coordenadas del punto de interseccion entre la linea paralela al plano
y la circunferencia representa los esfuerzos normal y cortante en dicho plano.
2.11 Determinacion de los esfuerzos normal y cortante en el plano utilizando el circulo de Mohr

Se utiliza el procedimiento del polo de los esfuerzos en el plano de Mohr teniendo como dato el te:xisor
esfuerzo (caso general) y se considera que o, > o, (figura 2.26).

1. Setraza el circulo de Mobhr (figura 2.26b).
2. A partir del punto (o,, - 7,,) se traza una paralela al plano donde actia g,.
3. A partir del punto (o, 7,,) se traza una paralela al plano donde actia g,.

4. Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la
circunferencia, encontrando asi el polo de los esfuerzos.

5. A partir del polo se traza una paralela al plano donde se desca cncontrar los esfuerzos normal y
cortante que actuan en él.

6. En el punte donde se intersecan la paralela anterior con la circunferencia del circulo de Mohr, se
encuentran los esfuerzos normal y cortante que se querian conocer.
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oy Polo de los esfuerzos

qy! Tnv)
\ —— F A

(o, 1)

(ax! "Txv)

FIGURA 2.26

Demostracion general del polo de los esfuerzos para el caso plano

Consideremos un elemento sometido a un estado de esfuerzo como el indicado en la figura 2.27; el
polo de los esfuerzos, de acuerdo con el procedimiento indicado en el inciso 2.11, se encuentra en el
punto senalado en la figura 2.28. Consideremos que queremos hallar los esfuerzos en un plano que
forma un dngulo @ con la horizontal (figura 2.27).

Como se sefiald en el inciso 2.11, se traza una paralela a dicho plano y donde esa recta interseca a la
circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A.

Para demostrar que lo anterior es vdlido, rotemos los ejes coordenados un dngulo S como se muestra

en la figura 2.29, en donde S es el dngulo que forma la direccion del esfuerzo principal menor con la
horizontal.

Supongamos ahora que queremos calcular los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A, pero ahora
utilizando el sistema coordenado X’-Y’; para este sistema el polo queda ubicado como se muestra
en la figura 2.30. Para hallar los esfuerzos normal y cortante cn el plano A-A trazamos una paralela
a la linea que forma un dngulo 3 menos 6 en el sistema X’-Y’ (figura 2.29); esta paralela estd

indicada en la figura 2,30 e interseca a la circunferencia en el punto de coordcnadas (o, 7), que son
los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A.
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FIGURA 2.29

T ‘ Sistema x’ - y*

Direccidn de ia horizontol
en el sistema x-v

(ay ’Txy)

8 (o, T)
B 3-8
T2 % o

Figura 2.30
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Tracemos la Ifnea de inclinacidn (3 y de inclinacién 8 menos 6 en la figura 2.28 a partir de o0,; la linea
de inclinacién 8 menos 6 interseca a la circunferencia en el punto que arroja los esfuerzos normal y
cortante en el plano A-A.

Pero precisamente con el procedimiento indicado en el inciso 2.11 se llega al mismo punto de
coordenadas (o, 7), debido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos procedimientos:
con el procedimiento general el dngulo 8 se mide a partir del polo (figura 2.28) y con el procedimiento
utilizado al girar los ejes (sistema X’-Y’) el dngulo 8 se mide a partir del punto de abscisa o,. Dado
que los dngulos son iguales debido a que son dngulos inscritos en el circulo, al subtender la misma
cuerda y en ambos procedimientos, a partir del punto de coordenadas (o, 7,,) se llega al mismo punto
con lo que se demuestra que el procedimiento general del polo para el estado plano es vdlido.

2.12 Aplicaciones
Tension diagonal en vigas de concreto

Es interesante hacer notar que, bajo ciertas condiciones, la aplicacion de esfuerzo cortante en un medio
ocasiona que se presenten esfuerzos de tension en ciertas direcciones. Estc fendmeno es particularmente
importante en una viga de concreto simplemente apoyada, debido a que la resistencia a la tension del
concreto es muy baja para fines prdcticos. Para ilustrar lo anterior consideremos una viga de concreto
reforzado y obtengamos el diagrama de fuerza cortante, (figura 2.31).

Vige Rectongular
Seccion transversal

[ 1F-4

A B . h

LN

4 L/2 l o L/2 4 ' ‘
' ‘ ) _wl QL br2 b/e
Raz@ b | ORI T — Rev T Ty

2 ] .4

Diagr?mo de fuerza crrionn\l |

wLI | |
= ' |

Ficura 2.31
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El tensor esfuerzo en el punto A de la seccidn I, es:

0 v
(7] - ’
0

3Vv
kX

) w

en donde V es la fuerza cortante y A = bh es el drea.
Revisemos los esfuerzos internos en el punto A por medio del circulo de Mohr.

Tracemos el circulo de Mohr, encontremos el polo de los esfuerzos y localicemos el plano donde
ocurre el mdximo esfuerzo de tensién (punto B). Puede observarse que este plano se presenta con una
inclinacion de 45° (figura 2.32).

%V/A

Polo de los asfﬁérz

Figura 2.32

. . : Jv . - : .
De lo anterior, debido a un esfuerzo cortante de magnitud 57 en direccion vertical que actua en el

punto A, se presenta un esfuerzo de tension en un plano inclinado a 45° con respecto a la horizontal

. . Jv L : . .
de igual magnitud: R Este fendmeno puede ocasionar problemas de comportamiento en materiales

de baja resistencia a la tensién, tales como el concreto.

En la prdctica, se acostumbra en las vigas de concreto, utilizar refuerzo transversal a base de estribos
para tomar estos esfuerzos de tension.
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Pruebas de compresion triaxial

Las pruebas de compresion triaxial se utilizan en mecdnica de suelos para determinar la resistencia al
esfuerzo cortante de los suelos.

Debido a que en una masa de suelo se presentan en general esfuerzos de compresién, se utiliza una
convencion de signos diferente a la que venimos usando; por lo tanto en mecdnica de suelos, los
esfuerzos normales de compresion se consideran positivos y los de tension negativos. En el apéndice
2.2 viene detallada la convencién de signos de mecanica de suelos.

Se ha observado experimentalmente que en un suelo granular, como en el caso de una arena, la
resistencia al esfuezo cortante es una funcién lineal del esfuerzo normal actuante sobre el plano de
falla, tal como se muestra en la figura 2.33, es decir, S = p @
donde:

S - resistencia al esfuerzo cortante

o - esfuerzo normal actuante sobre el plano de falla
p - coeficiente de friccion dentro de la masa del suelo

°}

M|

FiGura 2.33

Al dngulo de inclinacion de la recta S = 4 o se denomina dngulo de friccién interna ¢ del suelo:
pu =tan ¢

iComo se determina en la prdctica ¢? Uno de los procedimientos para determinarlo consiste en la
utilizacién de las pruebas de compresion triaxial. Estas pruebas consisten en tomar muestras de suelo
en el que se desea conocer su resistencia al corte y llevarlas al laboratorio, en el cual la muestra de
suelo se introduce en la cdmara triaxial, sometiéndola a esfuerzos normales de confinamiento, donde
o, = 03, manteniéndose estos esfuerzos de confinamiento constantes; a continuacién se aplica un
esfuerzo axial vertical (esfuerzo desviador) hasta llevar a la falla la probeta de suelo, (figura 2.34).



10‘3 1P oy 03+ P

. o, o o
oy ]p L;‘: Ty+ P
FiGura 2.34

Supongamos que en una cierta arena conocemos su ley de resistencia S = ¢ tan ¢, figura 2.35.
Sometamos una probeta de esta arena a una prueba de compresion triaxial; al aplicar el esfuerzo de
confinamiento o, el estado de esfucrzo de la probeta queda representado por el punto A.

Apliquemos el esfuerzo desviador gradualmente:

Para valores pequeiios de P = g,-g, el suelo no falla porque no llega a esos valores.

|

FiGura 2.35

Una vez que la circunferencia sea tangente a la ley de resistencia se presenta la falla por cortante en
la probeta. Con el auxilio del procedimiento del polo de los esfuerzos se puede calcular la inclinacién
del plano de falla (dngulo «), tal como se indica en la figura 2.36.
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Polo de los esfuerzos

FIGURA 2.36

En la prdctica no se conoce a priori la ley de resistencia S = o tan ¢, por lo que se hace necesario
formar tres o mds probetas de suelo y llcvarlas a la falla en la cdmara triaxial, para diferentes
presiones de confinamiento, (figura 2.37). La ley de resistencia se obtiene trazando los tres circulos
de Mohr y llevando una tangente a dichos circulos, donde ¢ es el dngulo de inclinacién de la tangente
con respecto a la horizontal.

FiGURA 2.37
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Empuyje de tierras

Otra de las aplicaciones del conocimiento del estado de esfuerzo es la relativa al empuje de tierras
sobre muros de retencién.

Consideremos un muro de retencién como el indicado en la figura 2.38. El muro soporta un relleno
de arena seca de peso volumétrico v,.

Muro de retencidn

presion
del suelo

FiGURrA 2.38

Veamos el estado de esfuerzo en un elemento de suelo dentro de la masa del mismo, (figura 2.39); si
no existen desplazamientos dentro de la masa del suelo, sobre el elemento actua una presién vertical o, y
una presion horizontal g,, . La presioén o, usualmente se calcula multiplicando vy, por la profundidad Z:

Ju=7alz
v v
’, R
N I S -
’ > ..‘ 'y

- . " L] ‘
o P . . » . o
AN PR
' * ) - ’ . *
[ ] b . O-v ' i ® .
. >, .
» ’ LR . .
FiGura 2.39
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Se ha observado que la presidn horizontal o, es proporcional a ¢, es decir oy; ~ g, por lo que:
Oy = KO ay

En donde K es el coeficiente de proporcionalidad, el cual se denomina coeficiente de presion de tierra
en reposo. Sin embargo, se ha observado que, bajo condiciones normales, los muros de retencién
sufren una cierta cedencia que ocasiona se disminuya la presion horizontai (en la figura 2.38 el muro
se desplazaria hacia la derscha). Aun mds, empiricamente se ha llegado a determinar que este
desplazamiento del muro es suficiente para que el suelo alcance un estado pldstico de equilibrio. La
presion horizontal disminuye hasta un valor minimo que se le conoce como presidn activa, la cual
depende de la resistencia del corte del suelo, como se verd a continuacion.

Como es bien conocido en mecdnica de suelos, una arena en estado seco tiene una ley de resistencia
en la cual la resistencia al corte es linealmente proporcional al esfuerzo normal, (figura 2.40); es dscir
S =otan ¢

|

2N
5
Ao
T oy oy o
FIGURA 2.40

en donde

S - resistencia al corte del suclo
¢ - dangulo de friccidn interna del mismo

Consideremos nuevamente el estado de esfuerzo en el elemento de suelo (figura 2.39); este estado de
esfuerzo se puede representar como se indica en la figura 2.40. Debido a la cedencia del muro la
presion horizontal g, disminuye hasta que el circulo de Mohr toca la linea de resistencia del suelo.

Consideremos que la presion activa o, es proporcional a o,:

a, = K, o,
en donde

K, - coeficiente de presion activa del suelo
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Valuemos K, de la figura 2.41.

En el tridngulo OAC:

v a v
sen ¢ = 2
: cru-f-Kaau
2
1 - K,
sen ¢ = —
1 + K
K =hl—senqb

8 1 +sen ¢

Valuemos ahora la inclinacién del plano de falla. El polo de los esfuerzos se encuentra en el punto P

de la figura 2.41. Ademds, el tridngulo CAP es un tridngulo isésceles puesto que dos de sus lados son
iguales al radio del circulo de Mohr, por lo tanto

la cual es la inclinacién del plano de falla.

El conocimiento de la presion activa o, = K, o, es importante en la prdctica porque es la que se utiliza
para valuar el empuje de tierras sobre un muro de retencién.

|

¢
A
o
¢ aso'-¢
0 P ¢ v, o
e Kagyomd
FIGURA 2.41
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Apéndice 2.A
Tensor isotrdpico y tensor distorsionante

El tensor esfuerzo se puede descomponer en el tensor esfuerzo isotrépico (o volumétrico o esférico)
y en el tensor desviador.

[7} = [To] + [7]

En donde '
m 0
[To] = 0 "
0 o,
g, = ! (0, + 0, + 0.)
m '5 a v
y
0= Txy T
| . -
[T ] - Tn Uv Um T)L.
Txz vz g,-0,

La razén por la cual se descompone el tensor esfuerzo en los tensores isotropico y desviador, obedece
a que con frecuencia las relaciones esfuerzo-deformacion de un material dependen del tensor desviador
que del tensor isotrépico como ¢s por ejemplo el caso del comportamiento pldstico.

Si designamos por P la presion media que actia en un elemento, entonces

P = —_;(0_‘,+ay+oz)
y
-P 0 0
[To] = O -P O
[ ] 0 -P
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Se considera negativo porque usualmente la presion genera esfuerzos de compresion.

En ocasiones a las componentes del tensor esfuerzo desviador se les designa de la siguiente manera:

=0, Oy s.ly = Ty

Sy =0y -Gy S =Ty

S, TO, -0y Sy Ty
por lo tanto
Fe Sy Fa
={T'| =
[s] =11 = |55 5 5y
SIZ S_VZ S:

En las aplicaciones, con frecuencia se requiere conocer los invariantes del tensor desviador, sobre todo

el segundo invariante

Ig =5, + §, v 85, = (0, = 9,) + (d_v - 0,) * (az - d,)

y

"c,+0y+az—3[%(a_‘_+a +a)| =0

E &

%
IS" =93, Sy + Sy sz AR P (s.l'_\' Iyt S_vz )

I
También se puede poner de la siguiente manera restando _;_i alg,

]2 2+.2+.2 25 s +25 5. +2s
S1 k) A A +oas, 5), A Jz .Sy SZ

= 4 v Z
2 2
l.ﬁ’lz 1 2 ) ) ] ] 2
I - - = - 3 (s.‘.‘ M s;) = (sx_v- + 8,0+ s_v;)
por lo tanto
ISE = %(S: * ‘sv: + 5;) - (S.w- * skz- * ij‘w.-)
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2

> - 1 :
o también /¢, se puede encontrar de la siguiente forma, restando 33‘_ a Ig, de la ecuacién (2).

1.2
R o 2 2462 ; :
Igp - —— =5,5,+5,5 +5, 9, _(cA +S5S 45+ 25,5, v 18, Az+231sz)
I 8, 28,85 WA 1
— x Yy y 2 x vz 2 2 2 s
ettt g(sg,r +5, *S, *25x5y*25,,52*2~‘153)

1
3

It

———

1 . & _ Y- I 2)
-3-(31 S, * 8, 5, +5,.5) 5 S8+,

Multiplicando por 2 ambos términos del quebrado:

I’ 25 5. + 258, +25. 5. - 252 + 287 + 252
51 - Yy S8, SN . %

Iy - y 2
3 6
2 2, 2 2 2 2
- [s., - 255, 48 8 =28 s, b85S 487 - 2ss, S,
6
por lo tanto
' 2 2 )
[(s_‘r - s},)“ o o (.s’_v - .\':)“] , " ’
Iy = ~ = (.s‘”“ ol Wb syz-) (4)

- 6

o /¢, también se puede escribir como

. [(a_, 0+ (0, - 0)" + (g, - o)} i

fs2 = 6 [Tx_vz gy, Tyzl] )

El tercer invariante vale el determinante de la matriz del tensor esfuerzo distorsionante.
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3. Estado de deformacion

3.1 Introduccién
Toda obra de Ingenieria Civil se puede analizar desde dos puntos de vista:

a) Mediante el criterio de resistencia, en el cual se busca que los esfuerzos actuantes sean menores que
los esfuerzos resistentes del material. Con este criterio se define el factor de seguridad como el
cociente entre el esfuerzo resistente y el esfuerzo actuante. Se recomienda en general que el factor
de seguridad sea mayor que 2.

b) Y mediante el criterio de deformaciodn, en estc caso se busca que las deformaciones que sufra una
estructura no sean excesivas, ya que si esto ocurriera, la estructura podria verse afectada en su
funcionamiento.

Cuando a un cuerpo real se le somete a la accidn de un sistcma de fuerzas cualesquiera, por ejemplo
como el mostrado en la figura 3.1, puede sufrir un cambio de forma, un cambio de volumen o un
cambio de lugar.

Fi
Fo
Fe \ /
Fl-—-—-» -&—-——Fa

/ \F

. 4
FS

Ficura 3.1

Si la intensidad de las fuerzas aumenta puede ocurrir la ruptura total del cuerpo y por lo tanto el
desequilibrio del sistema de las fuerzas que actdan en él.

Se puede obscrvar que la deformacién ocasionada en un cuerpo por un sistema de fuerzas en equilibrio
depende de las caracteristicas del sistema de fuerzas y del cuerpo mismo.
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Los cuerpos se pueden clasificar en cuanto a su dcformabilidad en:

a) Cuerpo rigido: es aquél que no sufre deformacion alguna antes de ocurrir la falla del cuerpo.

b) Cuerpo deformable: es aquél que acepta deformaciones grandes inclusive antes de ocurrir la falla
del cuerpo. .

El andlisis de cuerpo rigido trata los efectos exteriores de las fuerzas sobre el cuerpo, al mismo tiempo
estudia el cambio de lugar de éste, lo cual es tema de otra materia.

El andlisis de cuerpo deformable trata los efectos internos de las fuerzas al actuar sobre el cuerpo, este
tema es el que vamos a estudiar a continuacion.

3.2 Definiciones
Desalojamiento o desplazamiento

Se define el vector desalojamiento de un punto P como el vector cuyo punto inicial es P y cuyo punto
terminal es P’, siendo P’ el punto después de la ocurrencia de un fenémeno. En otras palabras, el
desalojamiento es el vector que mide el desplazamiento de un punto que pasa de una posicién original
a otra final, ver figura 3.2.

S=pP -7 (3.1)

donde:

S - vector desalojamiento

i

FIGURA 3.2
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Desalojamiento relativo o deformacion

Se llama desalojamiento relativo o deformacién de un’ punto P, con respecto a otro punto P, a la
diferengia entre los vectores desalojamiento S, y S, véase la figura 3.3. Es decir:

AS =5 -5 (3.2)

Cabe hacer notar que con la definicién de vector deformacién se elimina el efecto de traslacion.

Detallando la figura 3.3 en la figura 3.4, podemos observar que el vector deformacién estd formado
por la suma vectorial de dos vectores:

A§; que mide la deformacién en la direccién longitudinal del vector AP |y

AS, que mide la deformacion en la direccién perpendicular a la direccion del vector AP .

Es decir:
AS = AS| + AS, (3.3)

Es necesario insistir que al hablar de deformacion nos referimos a dos puntos, en este caso los puntos

Py P, y ademds que se estudia en la direccion de P a P, representada por el vector AP .

FIGUrRA 3.3
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FIGURA 3.4

Deformacién unitaria

Se llama deformacién unitaria media al cociente entre el vector deformacién AS y el médulo del
vector AP .

Es decir:

B = - AS (3.4)

Como AS = AT, + AS, , si dividimos ahora ambos miembros de la ecuacién entre AP, tenemos que

AS _

AS, AS,
AP AP

3.5
AP el

AP

Como se podrd observar, la ecuacion (3.5) nos da la deformacién unitaria media.

) AS . L
Al cociente _A.._,'; se le llama deformacion unitaria lineal.

] S
Al cociente —__¢

se le llama deformacién unitaria angular.

Por lo tanto, la deformacién unitaria media es igual a la suma de la deformacién unitaria lineal mds
la deformacién unitaria angular. '
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En lo sucesivo se le llamard a la deformacion unitaria lineal como deformacién lineal y a la
deformacién unitaria angular como deformacion angular. Entonces tenemos que

£, =& *+E (3.6)

wn

Se puede observar que para cada valor diferente del mddulo del vector AP se tendrd un valor distinto
de la deformacién unitaria.

3.3 Tensor deformacion

De la figura 3.2 tomemos un elemento diferencial y amplifiquémoslo en la figura 3.5; tomemos un

punto P en el espacio con coordenadas (v, v, w) y otro punto P, con coordenadas (¢ + du, v + dv,
w + dw).

P‘(u +du,§r + dv,w +dw)

| P{u,v,w) g i
| y !
<z : dz
! ‘ dx
A -—
{0,0,0) Y

FiGgura 3.5

Sabemos que los vectores desalojamiento son:

S =P -0=(w-0,v-0w-0)
S, =P -0=(u+du-0,v+dv-0,w+dw-0)
S =@ v,w) y S =(u+du, v+dv,w~dw)
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El vector deformacidn es

AS =S -5§
AS=(u +du - u, v +dv-v, w+dw - w)

AS = (du, dv, dw)

y el vector deformacion unitaria es %lgp_; como se trata de un elemento diferencial tenemos que:

AS _ds _ [du dv dw 3.7
AP dp dp dp dp
Como se puede ver en la figura 3.5, v, v, w son funcién de x, y y z; entonces se tiene que:
u=ux,y,?2)
v=vi(x,y, 2
w=w(,y, 2
Tenemos que la diferencial de las funciones u, v y w son:
(Qu ou du
du = |-—— dx + — dy + — dz
“ La)c " ay : az ]
(dv av ov
dv=|-— dx + — dy + =— d
| 0x il dy : 0z ZI
(dw aw aw
= e ‘Lx S Py (1 — dZ
= I ay ? " a ]
Sustituyendo en la ecuacion (3.7) los valores de du, dv, dz, tenemos
A5 _ (0w dx  dudy o de)
dp dax dp dy dp dz dp |
;
(o dvdy dvde)
ox dp  dy dp 9z dp |
e G el B (3.8)
dx dp dy dp 0z dp|
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La direccién del vector que va de P a P, estd dada por

_@:cos o) ﬂ=cos B; iz_=cos'y
dp dp d,

Ademds es un vector unitario en dicha direccidn.

Por lo tanto

e =cos ai + cos Bj + cos vk

Sustituyendo valores en la ecuacién (3.8) y agrupdndola en una matriz tenemos

ou du Ou
Er oz ) cos o \ FACULTAD INGENIERIA
7 ov av av
E,’—,‘, Tl oy | P (3.9)
_8_»3 @ B | €Os v |
| dx  dy dz }

Como se podrd observar Ia ecuacién (3.9) es una multiplicacién de matrices, en la que la primera
matriz se le denomina tensor deformacion y la segunda es el vector unitario en la direccién de P a P,
como ya se habia mencionado. Se tiene que el tensor deformacion [E] es:

- - G- do06204
ou ou  Ju

x dy oz

v dv v
E] = | = B % (3.10)

ow a_w aw
| dx dy 0z

Si observamos el tensor deformacién nos damos cuenta de que se trata de una matriz jacobiana, que
se define como la derivada de un campo vectorial con respecto a otro. Los cuales son

S=, v,w) y p=(x 2)
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Por lo tanto el vector deformacién lo obtenemos con la expresién siguiente:

z-45 .[g)z @3.11)

3.4 Interpretacién fisica del tensor deformacién
Analicemos cada una de las componentes del tensor deformacién, tenemos:

. ou
Interpretacién de —
P ox

Como se trata de un elemento diferencial (figura 3.6), entonces:

FIGURA 3.0

Sabemos que:

Au es la deformacién de un punto P, con respecto a otro punto P, debido a que es la diferencia del
vector desalojamiento S menos el vector desalojamiento S, es decir:
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Sabemos también que la deformacion unitaria es el cociente entre el vector deformacionAS = Au
entre el médulo del vector AP = Ax.

Lo cual es igual a tener una deformacién unitaria longitudinal en el sentido dcl eje "x" y referido a la
direccién "x" como lo muestra la figura anterior.

Andlogamente podemos analizar las demds componentes del tensor deformacion:

Interpretacion del elemento _g_‘:
y

De la figura 3.7 deducimos que % es la deformacion unitaria longitudinal en el sentido del eje "y"

y referido a la direccion "y".

>
=<
11
&
<
Y 1
i I
<

FiGura 3.7
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Interpretacién del elemento

Ql
N|§

De la figura 3.8 deducimos que —AA-Z-— es la deformacion unitaria longitudinal en el sentido del eje "z"

L. |

y referido a la direccion "z".

4
P 3"
AW
JAYA
P o
I Y
x
FIGURA 3.8

Interpretacion del elemento %’i
y

De la figura 3.9 deducimos que AU es 1a deformacién unitaria angular en el sentido del eje “x" y

referido a la direccién "y". En otrasy palabras, el desalojamiento ocurrc en el sentido "x" (Au) y estd
referido a la direccion "y" (Ay).

Interpretacion del elemento ?
X

De la figura 3.10 deducimos que % es la deformacién unitaria angular en el sentido del eje "y" y

referido a la direccion "x", o sea el desalojamiento ocurre en el sentido "y" y estd referido a la direc-
cion "x".

De esta manera se pueden interpretar todos y cada uno de los términos que aparecen en el tensor
deformacion.
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FiGuRrA 3.9
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v,
R DY —
P
]
X
FIGURA 3.10

Sabemos que la notacion de la deformacidn unitaria longitudinal puedc ser

Au Av . Aw
£ = — &, =—;, E =T ——
T Ax 7 Ay Az

Asimismo, sabemos que la notacién de la deformacion unitaria angular puede ser

Au Av
— = ] S = &
Ay i Ax =



Donde el primer subindice determina la direccién original de los puntos P y P, y el segundo la
direccién de la deformacién de P, a P, . Conservando esta notacién el tensor deformacién queda:

&, &, &,
[E]= €y & &y (3.12)
& & £

Como se puede observar en el tensor, la diagonal principal mide las deformaciones unitarias
longitudinales y los otros elementos del tensor miden las deformaciones unitarias angulares.

Convencién de signos para las deformaciones unitarias longitudinales:

Cuando ocurre un alargamiento la deformacidn lineal es positiva, cuando ocurre un acortamiento
la deformacion es negativa.

Convencidn de signos para las deformaciones unitarias angulares:
El signo se conforma de dos signos parciales y se utiliza la regla de los signos de la division.

El primero corresponde al vector que va del punto P al punto P,, es positivo si va en la direccién
positiva del eje correspondiente, es negativo en caso contrario.

El segundo corresponde al de la deformacién de P, a P, , es positivo si va en la direccién positiva del
eje correspondiente, en caso contrario es negativo.

El signo final de la deformacién angular como ya se dijo resulta del cociente de los dos signos
anteriores.

3.5 Rotacidn en el entorno de un punto
El tensor deformacién se puede descomponer de la siguiente forma:

Haciendo una suma algebraica

£} = [E] « [E)] (3.13)
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donde:

o (e, ) fan, dw)
ax 219y ox 2| oz axj'
A I oo Loy, o
' 2|ox dy dy 2|0z 9y
How , du) 1fdw, o aw
2| ox 92 | 2| ay a2z 02 |
i A
0 L1fou _dv] 1{du _ dw|
2| ay ox 2‘62 ox
1 (ov  ou 1(dv  ow
E, = | i - == 0 il e (A
(£, 2| ox  dy 2108z  dy
1fow _ ou 1fow _ av 0
| 2| ox 0z 2| ay 02 )

Al tensor [E,] le denominaremos en adelante tensor deformacion.

Al tensor [Ez] se le denomina tensor rotacional.

Analicemos a cada uno de los tensores [E,] y [E,] por separado; empecemos por [E,]:

Observamos que la diagonal principal estd compuesta por deformaciones lineales; por lo que hemos
estudiado sabemos que son: ¢, &, €. Las demds componentes son deformaciones angulares.

Interpretemos fisicamente qué significan cada una de ellas.

Como ya se ha demostrado:

A continuacidn trabajaremos con los incrementos.

Suponiendo que el tensor deformacion-es igual a cero, todas sus cantidades son nulas, por tanto:

Au+Av
Ay  Ax



Esto implica que:
Au _  Av

ay  Ax

La expresion anterior se puede representar fisicamente en la figura 3.11. El elemento gira alrededor
del eje z.

FiGurA 3.11

Analizando de manera andloga las demds componentes tenemos que:

-+ =7 =0
Az Ax
Implica que:
du__ Aw
. Az Ax

En la figura 3.12 se representa fisicamente el fendmeno, el elemento estd girando alrededor del
eje l'yﬂ.

Como se podrd observar, cuando el tensor deformacién lineal vale cero, el elemento diferencial tiende

a la rotacién sin deformacién lineal y angular, es decir, cuando s6lo hay rotacién como cuerpo rigido
el tensor deformacion lineal vale cero.
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FIGURA 3.12

Analicemos ahora con el mismo criterio el tensor deformacion rotacional.

Supongamos que el tensor deformacién rotacional es igual a cero e interpretemos fisicamente qué
significa cada una de las componentes del tensor.

Trabajando con incrementos:
Au Ay

it —— =10
Ay Ax
Lo que implica que
du_ av
Ay Ax

La expresion anterior se puede representar fisicamente en la figura 3.13.

Analizando de manera andloga las demds componentes tenemos:

Implica que

Au Aw
Az Ax
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FiGura 3.13

En la figura 3.14 se reprecsenta fisicamente el fenOmeno.

FIGURA 3.14
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Como se podrd observar, cuando el tensor deformacién rotacional vale cero, el elemento diferercial
tiende a deformarse sin rotacion.

Podemos concluir que para que solamente exista deformacién en el elemento, el tensor rotacional
deberd ser igual a cero; con lo cual eliminamos la rotacién del elemento estudiado.

El estudio del elemento como cuerpo rigido, asi como el movimiento del mismo son temas de otras
disciplinas.

En el estudio del elemento como cuerpo deformable, el tensor deformacidn rotacional siempre valdrd
cero.

Asi tenemos que el tensor deformacién queda:

ou 1lou, ov Lfou . ow
ox 210y ox 2] 0z dx
g]- | L[2v . o (v, aw)
21adx 9y ady 2|9z dy
Lfow . ou 1fow , av ow
| 2| x @z 2|y B2 3z |

Sc demostré que:
6u=ﬂ_ du _ ow, dv _ dw

dy Ox’ dz  ox  dc dy
cuando el tensor deformacion rotacional vale cero.
Finalmente el tensor deformacion queda:
ou ou ou
ax dy 0z

oy av av
ax ay 0z

=)
#
|
|
|

ow aow (_3_‘4_)
ox dy oz
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Podemos obtener algunas conclusiones del tensor deformacion.

1. El tensor deformacion es simétrico con respecto a la diagonal principal.

2. Como a }T’ el dngulo que se deforma en el eje "y“ es igual al 4ngulo que se deforma en el
eje nxn

3. Como %_ T’ el dngulo que se deforma en el eje "z" es igual al dngulo que se deforma en el
eje llx”.

4. Como = -3_, el dngulo que se deforma en el eje "z" es igual al 4ngulo que se deforma en el
eje "yn

S. La diagonal principal representa unicamente deformaciones lineales paralelas a los tres ejes
coordenados respectivamente y las demds componentes, deformaciones angulares.

Delinamos ahora:

_—_ v . du
S A ER
- dw . du
< 9x oz
ow av

= P =) S
Yy 3y 3

que representan las deformaciones angulares de los dngulos rectos originales del elemento con respecto
a los ejes xy, xz y yz, respectivamente.

av _ du ow _ du aw _ dv
Como sabemos que s S genet T e B o v = 97
: x dy’ o o9z ) By %
tenemos:

= ZQE = l = %

‘y = @ = l‘y = au

5 dz 2°% 0z

20v 1 av

R L
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Donde 2v,,, 2y, y A 7, miden las deformaciones angulares del elemento con respecto a cada
uno de los ejes x, y y z, respectivamente.

Por lo tanto el tensor deformaciéon queda:

W e L 1|

x dy oz s gle s
av av av 1 1

[£] - x 9y a | | 2 & 3
dw o dw  ow 1 1 .

™ 3y e | | 2 2™ %

3.6 Determinacion de la deformacion lineal y angular

Hemos estudiado que el vector deformacion se puede descomponer en un vector en la direccion lineal
de P a P, y en otro vector perpendicular a dicho vector lineal. Es decir

E =g + &, (3.6)
Ademads se ha visto que el vector deformacion lo obtenemos con la expresién (3.11), que nos dice
¢ = [E]e 3.11)

Donde [E] es el tensor esfuerzo y ¢ cs ¢l vector unitario en la direccion de P a P,. Entonces:

o L]
x 27.(); E‘y,‘:z -
cos o
€ = l'y (3 l { cos B } (3.14)
)R g 27’" o
) 17 ) cos vy |
| 2= 2= |

Para la determinacidon del vector deformacidn lineal basta proyectar el vector deformacidn sobre ¢l
vector unitario.
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Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual a la proyeccion de sus médulos, a saber
€ +e=|g| |e| cos 6
Como e es un vector unitario tenemos:
€ +e=|g| cos 6

Donde 0 es el dngulo formado por € y e (figura 3.15).

e
—

FiGura 3.15

Por lo tanto, obtenemos la magnitud del vector deformacién lineal

g =F «'@ (3.19)

1

La direccién del vector deformacién lineal tiene la misma direccién del vector unitario. Por lo tanto,
para obtener la direccion de la deformacidn lineal basta multiplicar su magnitud por el vector unitario

3]

I

M
k1)

(3.16)

Para saber qué sentido tiene, seguimos la convencion que ya estudiamos, es decir:

Sie -

Sie -

> 0, la deformacién lineal sufre un alargamiento.

& 8l

< 0, la deformacién lineal sufre un acortamiento.

Para la determinacién de la deformacion angular basta realizar una resta de vectores, debido a que:

E=E +§,

92



Por lo tanto
E; =g - E[ 3.17)

Obviamente la magnitud, direccion y sentido estdn dados dircctamente por el vector que representa la
deformacién angular. Sin embargo, es bueno conocer la magnitud del vector en forma escalar, la cual
la encontramos al obtener el modulo del vector,

2
5l =y (&) (3.18)
o con la ley del tridngulo rectdngulo

e =¢€ + & (3.19)

3.7 Deformaciones principales
Las deformaciones principales son aquellas que actuan en la direccion de P a P, solamente, es decir,
cuando las deformaciones angulares son nulas; se trata por lo tanto de deformaciones lineales ex-

clusivamente, y a las direcciones en donde estdn actuando se les llama direcciones principales.

Al no tener el vector deformacion angular, ¢l vector deformacion es igual al vector deformacion lineal,
es decir:

§=F (3.20)

Sustituyendo las ecuaciones (3.14) y (3.16), en la (3.20), tenemos que:

Rt
A 2 xy 2 X .
£ COS o cos o
1 1
{ e€cos B} = 57 & R { cos B ¢
& Cos vy 1 { cos v |
—Y . —Y.. &
2'}/.;. 2'.}[% |
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Realizando operaciones:

1 1
€ COS a =&, COS o +_2.'yxycosB+_2_7ncos'y

gcos B = _é-'yn cos a + &, cos B + %'Yn cos 7y
= ! + ) +
ECOS Yy = 5 Vs COS o 5 cos B + &, COS vy

Ordenando términos y factorizando
(€, - &) cos a + -;-'y.,y cos 8 + %'Y..: cos y =0
5 cos o + (£, - €) cos 3 + %*yﬂ cos y =0 3.21)

1 1
E—yﬂZ CoS o + 5yﬂcosﬁ +(€, -¢€cosy=0

Como se puede observar el sistema de ecuaciones (3.21) tiene 3 ecuaciones con 4 incognitas, las cuales
son: cos a, cos 3, cos vy €. Porlo tanto necesitamos una ecuacion mds, dicha ecuacion es:

cos’ a + cos’ B + cos? y =1 (3.22)

Con la ecuacion (3.22) eliminamos la solucion trivial del sistema (3.21), y para que exista una solucién
del sistema diferente de la trivial el determinante debe ser igual a cero.

Lo que implica:

E - €& l'y l

: ¥ 2

1 _ 1 3.91
3T & TE 3 =0 (3.21a)
1 1 .

7% 3T &7
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Desarrollando y ordenando tenemos:

Esta ecuacidn se puede escribir de la forma

-+ 18 ~Le+1 =0

(3.23)
donde:

] ~ . . _ 1 2 ~ 1 2 _ 1 ‘ 2
P &, €, & Ey ¢, —2—7.0 57}-: E Faz
1 1
€ Y =Y.
K4 Z’Yl'\ 27.(..
Determinante
1 1
I, = | 37 €, 7V = del tensor
deformacion
I'}’ 1 c
2fe e

Los valores de /,, 1, e I, reciben los nombres de invariantes del tensor deformacion por la razén de
que siempre tienen el mismo valor, independientemente del sistema de referencia que se utilice.

95



I, - invariante lineal

1, - invariante cuddrico

L, - invariante cibico
La ecuacién (3.23) es una ecuacién de 3er. grado y nos conduce a encontrar tres valores reales, 10s
cuales son las deformaciones principales, y se les denomina:

&, - deformacién principal mayor

&, - deformacién principal intermedia

& - deformacién principal menor

Para encontrar la direccién en donde actia cada una de las deformaciones, se recurre al sistema de

ecuaciones (3.21) y a la ecuacidn (3.22), de donde se obtienen los cosenos directores de cada una de
las direcciones.

El sistema de ecuaciones (3.21) y (3.22) se resuelve para cada valor de &, o sea se reemplaza a £ por
g, en el sistema y se resuelve en el sistema encontrandose los cosenos directores cos a;, cos 3, y cos
v1, para g;. De manera andloga se procede para &, y &;, encontrandose cos a,, cos 8; Y €OS 7Yj; Y
COS a5, cos 3; y cos vy;, respectivamente.

3.8 Estado de deformacién plana

Se presenta un estado de deformacién plana cuando todas las deformaciones ocurren en direcciones
perpendiculares a uno de los ejes ortogonales; por lo tanto, el tensor deformacién no tendrd
deformacidn lineal ni angular en la direccion de dicho eje. En otras palabras, se presenta un estado de
deformacién plana cuando las deformaciones sélo ocurren en un plano, por ejemplo en el plano xy.

El tensor deformacién {E ] queda de la siguiente manera:

.
E] = | (3.24)
570 y

Veamos la forma de determinar el estado de deformacién en una direccién cualesquiera. El vectore
de direccién estd dado por

e =cos o; + Ccos B
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Ya que en el plano xy, a + 8 =90° y cos B = sen (90° - B) = sen a, figura 3.16.

Tenemos finalmente al vector unitario de la forma

€ =Cos o; + sen g

Como conocemos el tensor deformacion y la direccion donde deseamos conocer el estado de
deformacién, podemos calcular el vector deformacion que se obtiene de multiplicar el tensor
deformacién por el vector unitario.

¢ =[E]e

=\

FIGURA 3.16
Desarrollando:
1
8( E'X\y Cos o
€ =
1
57‘" €, sen &
( 1 1
£= & COS o + 3 Vo sen a] i+ [_2-7_..}, cos o + & sen a |/

Las componentes del vector deformacién son la deformacidn lineal y la deformacién angular.

Para obtener la deformacion lineal realizamos el producto escalar de dos vectores, entre el vector
deformacién y el vector unitario
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= 1 1
g, = excosa+§'yxysena CoS o + _ivncosa+aysena sen o

g =¢ cos’ a + ¢ sen’ a + v, sen « Cos o (3.25)

Si &, es mayor que cero se tratard de una deformacidn lineal de alargamiento.
Si &, es menor que cero se tratard de una deformacion lineal de acortamiento.

Para obtener la deformacién angular podriamos seguir el procedimiento indicado en el inciso

(3.6); sin embargo, este procedimiento resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una

propiedad del producto vectorial para determinar la magnitud de la deformaci6n angular,
recordando que (figura 3.17):

lesl = |e| sen 6 = || |e| sen 6 = |E x e
Dado que |e| =1

Por lo tanto

15| = |z x ¢| (3.26)

FIGURA 3.17

Debemos insistir en que el médulo del vector deformacién angular es igual al médulo del producto
vectorial entre € y e. Esto no quiere decir que &, sea igual al producto vectorial € x e. Es decir, ¢,
es diferente de € Xe.

Ml
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Desarrollando

i Jj k
1 1 ™
E Xe = g, COS a-\vw sen o 77” cos o + &, sen a 0
COS « sen o 0
k 1 1
= £, COS o + 5%e SEN sen o - k cos «o 5Ve Cos o + & sen a
- 1 2 1 2
= k laycosasena+§'ywsen afi'ywcos o - g, Cos a sen a
|&| = &, = (¢, - &) sen & cos o + %yw (sen? @ - cos’ @) (3.27)

Para hallar el sentido de la deformacion angular nos podemos auxiliar nuevamente del producto
vectorial € X ¢, dado que € y e son paralelos al plano xy, el producto € Xe es un vector
perpendicular a dicho plano, paralelo a la direccion del eje z, es decir

Y

€ xe =Ck (3.26a)

Si C > 0, el vector € X ¢ tiene el mismo sentide del eje positivo del eje z (hacia arriba del plano xy)
y por lo tanto el dngulo B estd comprendido entre 0° y 180°. En estas condiciones la deformacién
angular &, queda a la derecha de ¢, es decir provoca un momento positivo (momento en el sentido de
las manecillas del reloj) con su deformacion angular asociada &,, (figura 3.18).

Y

FIGURA 3.18
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Si C < 0, el vector £ X e tiene sentido contrario a) sentido positivo del eje z (hacia abajo) y por lo
tanto estd comprendido entre 180° y 360°, en estas condiciones la deformacién angular &, queda a la
izquierda de e, es decir provoca momento negativo (momento contrario a las manecillas del reloj) con
su deformacién angular asociada (figura 3.19).

B

FiGuraA 3.19

El valor de C de la ecuacién 3.26a es el valor de ¢, de la ecuacién 3.27, por lo que el sentido de &,
estd dado por el signo de C, comentado en los dos parrafos anteriores, de la siguiente manera: si en
la ecuacién (3.27) g, da positivo su sentido serd tal, que provoque un momento positivo con respecto
a su deformaci6n angular asociada ¢, (figura 3.20).

En caso contrario el sentido de &, serd tal, que ocasione momento negativo con su deformacion angular
asociada ¢, (figura 3.21).

€4
FiGura 3.20
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FIGURA 3.21

En ocasiones las ecuaciones (3.25) y (3.27) que son las de la deformacién lineal y angular se
encuentran en funcion del dngulo doble.

Obtengamos estas ecuaciones, sabemos que:

1 +cos 2 a 2 _1-cos?2 «

2
cos® a =
2

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.25) y (3.27) se obtiene

E.+E, E - E, ,
g == 5 >+ = 5 Y cos 2a + % sen 2« (3.25a)
g = = 7 sen 20 - 22 cos 2a (3.27a)

3.9 Deformaciones principales en el plano

Como hemos visto el tensor deformacion estd dado por

101



Para encontrar las deformaciones principales en el plano, procedemos de manera anédloga al estudio
que se hizo en el espacio; la ecuacién (3.21a) queda para el plano

1
&€ Sy
=0
l ' -
3%y &7E

Desarrollando:

(€, - ¢€) (g -8)—[ vr,] [ vxy]
‘2
J’J’

2 =
&€ -€e( +e) reE g - Z = (3.28)
Resolviendo la ecuacién obtenemos que las deformaciones principales en el plano son:
& e 81 - Ey : 'yxy . |
- ¥ sty
PR [ o
g + £, e - £’ Yo |’
N 7 ’ [ 2 ] ’ [T1 -39

Para obtener la direccién donde ocurren las deformaciones principales se puede proceder de la
siguiente manera:

Se deriva la ecuacién (3.25a) de la deformacién lineal con respecto a o y se iguala esta derivada a
cero, con lo que obtenemos los valores de o que conducen a valores extremos de g, es decir,
determinamos las direcciones principales de la deformacién. La ecuacién (3.25a) es:

E + & E -

% v x 8)'

cos 2 a + %yxy sen 2 o

Ahora
de,

— = -(& —-e)sen 2o + vy cos 2o =0
le X ¥ xy
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Sen2a = 'ny = tarl 20! s 'ij
cos 2a g - ¢, € ~ €,
o= i angtan Yoy (3.31)
2 € ~ &

La ecuacién proporciona los valores de o« correspondientes a las direcciones principales de
deformacién; sin embargo, queda la duda de cudl es la direccién principal mayor y cudl es la direccién
principal menor. Para resolver este problema, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que
nos dice

d’e

d—; >0 Tenemos que « es la direccién de la deformacidn principal menor,
o

d’, : o : _—

-7 <0 Implica que « es la direccién de la deformacién principal mayor.
(04

d’e,

o = - 2(g, - &) cos 2a - 2 Y, Sen 2 (3.32)
04

En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuacién (3.31) y se obtiene «; y luego
se emplea la ecuacién (3.32).

. d% N . : . d’
Si d—} <0, a corresponde a la direccién principal mayor. Es decir a = ay; si —5 >0, «
o

a . .
corresponde a la direccién principal menor, 0 sea o = a,. Una vez conocido a, 0 a5, la otra direccién
principal se obtiene sumando 90° al valor de &, o de o,

xp = Oy + 900 (o) Q) = 0y + 900 (3.33)

3.10 Representacién grifica de Mohr

Resulta interesante sefialar que el estado de deformacidn en una direccién se puede representar
graficamente en un sistema coordenado, en el cual en el eje de las abscisas se grafique la deformacién
lineal y en el eje de las ordenadas se represente la deformacién angular. A esta construccién grafica
se le denomina plano de Mohr. Demostraremos a continuacién que el estado de deformacién para
cualquier direccién estd representado por una regién limitada por tres circulos en el plano de Mohr.

Consideremos un elemento sujeto a un estado de deformacién, mismo que expresado en funcién de las
deformaciones principales, el tensor toma la forma:
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e 0 0 ‘y
[E} = 0 32 0
0 0 €,

Utilizando la ecuacién ¢ = [E] €, el vector deformacién en una direccién cuyo vector unitario es

e =cos o + cos B + cos v,

valdra;

€ =g COsa; + & COsf; + & COSY,

Utilizando la ecuacién
, = € cos’ a + & cos? B + g cos’ y
Determinemos la magnitud del vector deformacién &

g = g2 cos’ a + ¢’ cos’ B + gl cos? v
Dado que &, y ¢, son perpendiculares se tiene que:

g = 812 i 802

Por lo tanto
g =¢g? + gl =g’ cosfa + &7 cos’B + g cosly
Sabemos que:

cos’ a + cos? B + cos? y =1
Agrupando las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) tenemos:
g cos’a + g, cos’f + g, cos’y = g
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¢} cos’a + g cos?B + & cosly = g7 + g

cos’a + cos’B + cos’y = |

(3.38)

Considerando a cos® a, cos’ 8, cos’ vy como incégnitas y utilizando la regla de Cramer se puede

resolver el sistema (3.38).

2 1 1 1
cos‘a =

€, €, &

2 2 2

g, g, &,

1 1 1

&+ & - & (&, + &) + & &
cos’la = -

(& - €) (& - &)

Andlogamente se obtiene cos’ 8 y cos? vy, por lo tanto:
g y p

e +¢g’ -¢€ (g, +8&) +¢& &
cos’g = 2 o 1 A& 1 1 €
' (&, = &) (& - &)
y
3 812*'802"81 (€ + &) *+ & &
cos’y = —

(&, - &) (g - &)

Estas ultimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma;

. 72 2
E, + & €, - & i
2 2
l:sl - | 222 + g} = _3_2_ + cos? « (&, - €) (& - &)
L ) \ J
i (g, +& 12 g, - &)
€ - ot Sl X +gl= | ——0 +cos? B (g, - &) (& ~ &)
| 2 2
-l . 7
r - ) 2
g + &) g, - &
2 1
€ = ;__2_3_ ] + gl = = | cos’ v (g - &) (g, — &)
- L L \ J
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Las ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41) representan ecuaciones de tres familias de circulos.

£, + &
La ecuacién (3.39) es la ecuacién de una familia de circulos « con centro en: C [ : 5 A 0]

£,-& )
y con radio R = J [ ?'2 - ] + cos’ a(e, - €) (5, - &) como se muestra en la figura 3.22.

Podemos observar que las deformaciones lineales €, y angulares &,, las cuales queremos encontrar,
estdn dadas por la ecuacién (3.39), que como ya se dijo es la ecuacién de una familia de circulos.
Hallemos los valores extremos del radio de esta familia.

£,-¢& 1?2
81 a = 0° Rmrll‘, = j { 32 2] * (82 - El) (83 - 81)

&,-&,1Y & -¢
Sia=90° Rm‘n=j[ 3 2] = 3 2

amilia de circulos o

Ficura 3.22
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Andlogamente se tiene que la ecuacién (3.40) representa otra familia de circulos 3 con centro en:

E*e &-¢ )2
C[ 32',0] yconradioR:J[ : '] +cos? B(s, - &) (g - &)

2

Sipg=0°

i e 2
Rmr'n, = j ['5‘1‘28l ] * (83 - 82) (81 - 62)

Sig=90°=2
10 3

2

E *+E
Asimismo, la ecuacién (3.41) representa otra familia de circulos « con centro en: C [ Lt 0]

y con radio R = 3

&,—&; 1°
[ ] + cos’ y(g, - &) (g, - &)

Si~ =0°

B —~& *
Rmu’.\' = [ 2 ] * (6. - 63) (51 - 83)

Si y = 90°

&, - &,
min, = 2

Tracemos los circulos 1 y 3 para su radio minimo y el circulo 2 para su radio maximo.
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Las deformaciones lineal y angular €, y &, estdn dadas por cada una de las familias de circulos 1, 2
y 3, pero estas tres familias s6lo tienen una regién comin que es la zona ashurada de la figura 3.23.

T
min, % 2

& ~ &

R = ) 3
mdix, 2

€ —&

R = 1 p
min, 2

F!GU.RA 3.23

Veamos ahora la manera de calcular la deformacidn lineal y angular sobre una direccién cuyo vector
unitario estd dado por:

€ =Ccosa; + cosBj + COSY,
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El procedimiento consiste en lo siguiente:

a) Tracemos a partir del tgs_o,:,ﬂﬂfo.tmcién_ptinni.pal los tres circulos en el plano de Mohr, (figura

3.24).

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje &; a continuacién se traza también a partir del
punto A una recta que forme un dngulo a con la paralela al eje €. Esta recta corta al circulo 2 en

el punto A’ y al circulo 3 en el punto A” .

c) A partir del centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A’ y A” .
p q P y

d) Por el punto C se traza una paralela al eje &; a continuacién se traza también a partir del punto C
una recta que forme un dngulo v con la paralela al eje &. Esta recta corta al circulo 2 en el punto

C’, y al circulo 1 en el punto C” .

e) Por el centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C’ y C” .

f) Las coordenadas del punto de interseccion D (& y &) de los dos arcos de circunferencia nos
representan la deformacion lineal g y la deformacién angular g en la direccién del vector unitario

e = cosa; + Cosf3; + COS7y,.

FIGURA 3.24

109



A continuacién demostraremos que el procedimiento descrito es vdlido:

Tracemos por el punto C, que representa la deformaci6n principal &, una perpendicular al eje €, y una
recta que forme con dicha perpendicular un 4ngulo +; esta recta corta a los circulos 1 y 2 en los puntosC

y C’ respectivamente. Valuemos de la figura 3.24 las coordenadas de C’:

por lo tanto

Pero

Sustituyendo tenemos

Siendo

por lo tanto

También

Pero

por lo tanto

OE = OC + CE

OE = OC + CC’ sen vy

OC = &;; CC’ = CA sen vy

CA = (el - 83)

CC’ = (g, - &) sen v

OE =¢, + (g, - &) sen’ ¥

QE =g, (1 - sen’ v) + ¢, sen’ y

OE =&, cos’ v + g, sen’ y

EC’ = CC’ cosy

CC’ = (g - &) sen v

EC’ = (g, - &) sen 7y cos vy

EC’ = 1283581127
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Demostraremos analiticamente que el punto C’ de la figura 3.24 representa el estado de deformacién

en una direccién cuyo vector unitario forma los dngulos y = v,, 8 = X

- 2
para satisfacer la condicion

cos’ @ + cos? 8 + cos’y =1

y a es el dngulo necesario

Sustituyendo en las ecuaciones (3.11), (3.15) y (3.26), obtenemos el vector deformacién, la

deformacion lineal y la deformacién angular respectivamente.

t=[E]e
E =E -e
g =]e xe
Si
oo
entonces
cos’ o + cos?y =1
cos’a =1 - cos’ v
por lo tanto

cos’ o = sen’ y

COs o« = sen y

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores tenemos:

g 0 0 sen vy
e=|10 & 0 0
0 0 ¢ cos v

3
g =&, seny, + & COSYy,

g, = (g senvy, + & cosy,) (seny, + cosy,)
g =€ sen’y + g, cos’y,

que es la ecuacién a.
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i J k
gseny 0 g,cosy

M|
X

Y|
i

seny 0 cosy

= g, COS7y Seny; — & seny COsY,

(&, cosy seny - & seny coSYy)j

|e xe| =g, cosy seny - & seny cosy

Tomando el signo negativo de la raiz tenemos:

g, = (& - &) cosy senvy

que es la ecuacion b.

Por lo tanto, se demuestra que las coordenadas del punto C’ son la deformacién lineal y angular en
la direccién indicada. Es decir, el punto C’ representa el estado de deformacidn en una direccion

cuyos dngulos directores son v =y, B = % y a queda obligado por los valores de v y 8.

Procediendo de manera andloga se demuestra que el punto A’ representa el estado de deformacion
en una direcciéon cuyos dngulos directores son o = o, 3 = % y vy estd obligado por los valores
de oy S.

Hemos demostrado que el punto C’ pertenece a la familia de circulos -y, por lo tanto, cualquier
circunferencia que pase por este punto con centro en C;, representard deformaciones en una direccion
con angulo director 7.

Andlogamente, el punto A’ pertenece a la familia de circulos a, por lo tanto, cualquier circunferencia

que pase por este punto con centro en C,, representard deformaciones en una direccion con dngulo
director a.

El punto de interseccidn de estos dos arcos de circunferencia representa el estado de deformacion cuyos

dngulos directores son « y . Ahora 8 es diferente a % y queda obligado por « y 7.

Con lo anterior hemos demostrado que las coordenadas del punto D de la figura 3.24 representan:

Su abscisa, la deformacion lineal y su ordenada, la deformacién angular, en una direccion cuyo vector
unitario estd dado por

€ = cosw; + cosf3;, + cosy,
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3.11 Circulo de Mohr para el estado de deformacién plana

El circulo de Mohr en el plano es un caso particular del circulo de Mohr en tres dimensiones, por lo
que se puede obtener a partir de éste; sin embargo, repetimos en esta seccién la demostracién completa
del circulo de Mohr para el estado de deformacién plana debido a su gran utilizacién en problemas
prdcticos de ingenieria.

Como hemos visto anteriormente, en una direccién dada en el entorno de un punto, se presenta una
deformacién lineal y una deformacidén angular. Por lo tanto, si trazamos un sistema coordenado en el
que en el eje de las abscisas se grafique la deformacién lineal y en el de las ordenadas la deformacién
angular, queda asi definido un plano que se denomina plano de Mohr.

En estas condiciones, a cada direccién e asociada al vector deformacién en estudio le corresponde un
punto del plano de Mohr, que mediante sus coordenadas determina las componentes de dicho vector
deformacién en la direccién dada.

Si el tensor deformacién es

€ =7
8.: 60:}‘ ‘ 2 “

[E] ) g £ ) 1
bxy 57‘)_ g,

Demostraremos que las ecuaciones de la deformacién lineal y angular nos dan la ecuacién de un
circulo.

Tenemos que:

e +E& & -E& 1
£ = = X+ 5 X cos 2a + 5o sen 2« (3.25a)
E, ~ &
& = [ v i N ] sen 2o - %‘y“ cos 2« (3.27a)
De la ecvacién (3.25a)
E +& & -& 1
& - — X = 5 ¥ cos 2a + 5 Yy SEN 20 (3.42)



Elevando al cuadrado las ecuaciones (3.42) y (3.27a)

81? — 2 Et (2 + 8}) - [ 8,( ; 8}' ] : = [ 81 ; 8)’ ] ’ CcOS 2 Y
«Z 1155 20 L oo 1o [ ] sen’ 26 (3.43)
2 - cos 2a 57, sen 2o 5V sen 3.

% 2 ) - ?
g’ = [8" 3 % l sen’ 2o - —__—-—-——(8‘2 el sen 2o {%yrylcos 2a + [-;-'y_w] cos’ 2a (3.44)

Sumando (3.43) y (3.44) tenemos

e ¢ 6]’ e -5 17, (1)
S R N

£+ E,

La ecuacion (3.45) es la ecuacion de una circunferencia con centro en el punto

o

, Ol y radie

£ +¢& )’ RN
[ — 4 ] + ‘—,;’)'“] lo cual queriamos demostrar (véase la figura 3.25).

Lo

R

Ly ‘

FIGURA 3.2S
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Trazo del circulo de Mohr teniendo como dato el tensor deformacién plano.

1. Se determina el radio del circulo

£y
g, A
-f——
J
_'. ‘r’ 7‘ 77777
2 Xy
£y
FIGURA 3.26

2. Se determina el centro

c tE
c=|22,0
[

3. Se conocen los puntos A y B de la figura 3.29 que son las deformaciones lineales y las
deformaciones angulares asociadas.

Dado que las ecuaciones (3.45) del circulo de Mohr se obtuvieron a partir de las ecuaciones (3.25a)
y (3.27a), en las cuales rige la convencion de momentos (inciso 3.8), en el plano de Mohr se utiliza
también esta convencion de signos la cual se describe a continuacion:

Para las deformaciones linealcs cuando provocan alargamientos son positivas, y cuando provocan
acortamientos son negativas. Las deformaciones angulares se rigen por el momento que ocasiona el
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par en el elemento diferencial, como se observa en la figura 3.26, positivo, si el momento provocado
es conforme a las manecillas del reloj (figura 3.27), negativo en caso contrario (figura 3.28); por lo

(anto:
| 1
A lax; —"'2_7;})] y B lay’ —2.1}}']

— 57
+
]
E yxv e e
Ficura 3.27
<y
2 " xy
L
2 yxv
FiGURA 3.28

4. Se une el centro del circulo con ambos puntos A y B, obteniendo el didmetro del circulo.
S. Se traza la circunferencia (figura 3.29).

Del trazo del circulo de Mohr se obtiene lo siguiente:

1. En los puntos donde el circulo de Mohr corta al eje de las abscisas se tiene que &, = 0, por lo que
en esos puntos se tienen las deformaciones principales.

2. La deformacién angular mdxima es numéricamente igual al radio del circulo. Las coordenadas de

la deformacién lineal asociada a la deformacion angular mdxima y de la deformacién angular
médxima son:
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3. Cada punto del circulo representa el estado de deformacién en una direccién dada; para obtener
dicha direccion sc utiliza el procedimiento del polo de las deformaciones que a continuacion se
desarrolla.

FiGcura 3.29

3.12 Procedimiento del polo de las deformacienes

El procedimiento del polo de las deformaciones es un mctodo que sirve para determinar de manera
sencilla la deformacién lineal y angular en una direccion cualesquiera cuando se conoce el tensor
deformacion en el plano.

Se verd primero la demostracion para un estado de deformacion principal plana y, posteriormente, se
tratard el caso general del estado de deformacion plana.

Determinacion del polo de las deformaciones en el plano del circulo de Mohr teniendo como datos las
deformaciones principales ¢, y &, del elemento diferencial siguiente (figura 3.30).

1. A partir del esfuerzo ¢, se traza una recta vertical .debido a que la deformacién o, estd actuando en
el plano vertical.

2. A partir del esfuerzo &, se traza una recta horizontal debido a quc la deformacion ¢, estd actuando
en el plano horizontal.

3. Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersecan en un punto sobre la circunferencia; a
ese punto se le lama polo de las deformaciones.
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El conocimiento del polo de los esfuerzos sirve para determinar las deformaciones lineal (&,) y angular
(&) en una direccidn cualesquiera. Es decir, dada una direcciéon en el elemento diferencial, con el
auxilio del polo se pucden determinar las deformaciones lineal y angular que actian en esa direccién.

& < &

£ /(
-2 ,

1 Polo de las
deformaociones

FiGgura 3.30

E! procedimiento consiste en lo siguiente:

4. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la direccién del cual se quieren conocer
las deformaciones.

5. Las coordenadas del punto de interseccion del plano auxiliar con la circunferencia del circulo de
Mohr, proporcionan la deformacion lineal y angular buscadas (figura 3.30).

A continuacion se verd la demostracion del punto S apoydndose en la figura 3.31.

Determinacion de ¢,
g =& +b
En el tridngulo ABC
COSN = —— — =

g -¢& AC

Por lo tanto

ua = (g - &) COSA
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FIGURA 3.31

En el tridngulo ABD
COSA = _[Z
a

b =a cos\ = (¢, - &) COS\ COSA
=g, (1 - cos’\) + & cos’\
&€ =&, sen’\ + g cos’A
Determinacidn de &,

En el tridngulo BCD

€& _ BD
A=t =
Ccos -~ BC
g, = C COSA
Pero en el tridngulo ABC
senh = — & = =
e -& AC

C =(g — &) senA
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Por lo tanto

g, = (g, - &) senA cosA

Donde X es el dngulo que forma el plano auxiliar a la direccién donde estdn actuando la deformacion

lineal y angular con el eje de las abscisas (figura 3.32).

'\

e Direccién en que actdan
a0t
8' y 89 0““\\
pot®
o
a
90
A
£
X
FiGura 3.32

Sabemos por lo visto anteriormente en las ecuaciones (3.25) y (3.27) que:

- 2 2
g = g COSTx + € sen‘a + 7y, sena CoOso
_ 1 2 2
g = (¢ - &) sena cosa + -2-71}‘ (sen‘a - cos“ )

En el caso que nos ocupa tenemos que:

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores

3]
il

L =& cos’a + g sen‘o

3]
It

s = (&, — €) sena cosa
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Donde « es el dngulo que forma el vector unitario en la direccién donde actuia la deformacién lineal
con respecto al eje de las abscisas (figura 3.32). Por lo que se puede concluir que entre el dngulo «
y el dngulo A existe 90° de diferencia o sea que

A+90°=a = A=a-90°
y donde

senA = sen(a - 90°)

senA = - cosa

cosA =cos (o - 90°)

COSA = sena
Si sustituimos los valores de cos A y sen A en las ecuaciones de €, y &

g =&, cos’a + € sen’w

g = (g, - &) (- cosa sena)

Con lo cual demostraremos que las coordenadas del punto de interseccién del plano auxiliar con la
circunferencia representan la deformacion lineal y angular en dicha direccién.
3.13 Determinacién de las deformaciones lineal y angular

Utilizando el procedimiento del polo de las deformaciones en el plano de Mohr teniendo como dato
el tensor deformacién (caso general) y considerando &, > ¢, (figura 3.33).

1. Se traza el circulo de Mohr.

2. A partir del punto |¢_, - %’y n,] se traza una paralela al plano donde estd actuando &,.

3. A partir del punto [ey , %’y 0] se traza una paralela al plano donde estd actuando &,.

4. Las dos rectas trazadas en el plano dc Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la
circunferencia, encontrando asi et polo de las deformaciones.

5. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la direccién donde se desea encontrar
las deformaciones lineal y angular que actdan en ella.

121



"

Palo de los de formaciones

N
ET i i a
2
( & ] a)
(81"1/2'}’“)
4 o lo direccidn -
€y de lo deformaciones

Ficura 3.33

6. En el punto donde cruza el plano auxiliar con la circunferencia del circulo de Mohr se encuentran
las deformaciones lineal y angular que se querian conocer.

Demostracion general del polo de las defornaciones para el caso plano

Consideremos un elemento diferencial sometido a un estado de deformacién como el indicado en la
figura 3.34; el polo de la deformacién, de acuerdo con el procedimiento indicado en el inciso (3.12),
se encuentra en el punto sefalado en la figura 3.35. Consideremos que queremos hallar las
deformaciones en una direccion que forma un dngulo 6 con la horizontal (figura 3.34).

by

FiGUrA 3.34
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Como se sefiald en el inciso (3.12) se traza un plano auxiliar A-A a dicha direccidn, y donde ese plano
interseca a la circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son la deformacion lineal y angular
en la direccion 4.

e

Sistema X.Y

(&ys Va7yxy)

FiGurAa 3.35

Para demostrar que lo anterior es vdlido rotemos los ejes coordenados un dngulo 3 como se muestra
en la figura 3.36, en donde @ es el dngulo que forma la direccidn de la deformacidn principal menor
con la horizontal.

&y

FIGURA 3.36
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‘ Sistemax' -y’
| Direccion de la horizontal

en el sistemax -y
\
( 87- |EY‘,)
B o

*-— —
& a-f g &

(£¢, €p)

Ficura 3.37

Supongamos ahora que queremos calcular la deformacién lineal y angular en la direccién perpendicular
al plano A-A, pero ahora utilizando el sistema coordenado x’-y’. Para este sistema el polo queda
ubicado como se muestra en la figura 3.37. Para hallar la deformacién lineal y angular en la direccién

normal del plano A-A, trazamos una paralela a la linea que forma un dngulo o menos 8 en el sistema
x’ -y’ (figura 3.36); esta paralela est4 indicada en la figura 3.37 e interseca a la circunferencia en el

punto de coordenadas (g,, €,) que son la deformacion lineal y angular en la direccion perpendicular al
plano A-A.

Tracemos la linea de inclinacién 8 y de inclinacién « menos 8 en la figura 3.35 a partir de &,; la linea
de inclinacién o menos B interseca a la circunferencia en el punto que arroja la deformacion lineal y
angular en la direccién 6. Pero precisamente con el procedimiento indicado en el inciso (3.12) se llega
al mismo punto de coordenadas (¢, &) debido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos
procedimientos. Con el procedimiento general, el dngulo o se mide a partir del polo, figura 3.35, y
con el procedimiento utilizado al girar los ejes (sistema x’- y’) el dngulo o se mide a partir del punto
de abscisa &,; dado que los dngulos son iguales, ambas subtienden la misma cuerda debido a que son

dngulos inscritos en el circulo; al subtender la misma cuerda con ambos procedimientos y a partir del

punto de coordenadas |¢, . .%‘y , se llega al punto de coordcnadas (g, &) con lo que se demuestra

que el procedimiento general del polo para el estado plano es vdlido.
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4. Principios generales de la mecdnica

4.1 Introduccién

Los principios generales de la mecdnica represzntan las leyes fundamentales del comportamiento
mecdnico de la naturaleza a partir de los cuales pueden comprenderse diferentes fendmenos naturales,
asf{ como sistemas artificiales creados por el hombre.

Entre estos principios es#n:

a) Conservacion de masa

b) Conservacién de la cantidad de movimiento (segunda ley de Newton)
c) Conservacién de energia

d) Aumento de entropia

Estos principios tienen un gran alcance ya que son de validez general puesto que gobiernan todos los
fendmenos mecdnicos; ahora bien, en ocasiones y para simplificar los andlisis se ignoran algunos de
cllos por considerar que sus efectos son despreciables. Cada uno de los principios se representa
matemdticamente mediante ecuaciones diferenciales. (Posteriormente se describirdn brevemente asi
como la deduccion de la ecuacién que los representa, la cual es vdlida para cualquier tipo de material.

El estudio de estos principios es importante, ya que como se¢ dijo antes, mediante ellos se logra
comprender mejor el comportamiento de sistemas mecdnicos naturales {(como son: la formacién de
estructuras geoldgicas, activacion de fallas, sismos, movimiento de corrientes, etc.), asf como de obras
hechas por el hombre (edificios, cimentaciones, presas, tineles, etc.).

4.2 Principio de conservacién de masa

Este principio enuncia que en el interior de un volusmen de controf no hay ni creacién ni destruccion
de masa.- Se entiende por volumen de control un elemento diferencial referido a un sistema de
referencia fijo en el espacio (el cual es util para seguir el movimiento de fluidos). Por tanto, el

principio expresa que si existen cambios de masa en dicho volumen estos son a consecuencia de un
flujo de ésta a través de la superficie de control.

Con referencia a la figura 4.1 se ve que el incremento de masa en el elemento v en la unidad de
tiempo es

dp

— | dv

Por otra parte, la masa que atraviesa un elemento ds de superficie S, en la unidad de tiempo, si tiene
velocidad v, es {pv - n)ds ; igualando las sumas de todo el volumen y toda la superficie se obtiene
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L 9—8 dv = - f: (pv * n)ds 4.1)

ar >

(el signo menos (-) en la integral de linea se debe a que al entrar flujo, el vector v va en sentido
contrario a la direcci6n de 1a normal n a la superficie).

Considerando el teorema de Gauss (véase el apéndice 4.A) se tiene que la integral de linea es igual a

f (v - n)ds = j div (pv)dv (4.2)

reemplazando (4.2) en (4.1) se obtiene

J [@ + div (pv)] dv =0 (4.3)
ve | Of

ahora como v, puede ser muy grande o muy pequeiio y la ecuacidn anterior se cumple, siempre y
cuando el integrando sea nulo, o sea

90+ diview) = 0 (4.4)
af

que constituye la ecuacion diferencial que representa el principio de conservacion de masa, también
llamada ecuacién de continuidad.

FiGura 4.1

Ahora bien, si se considera la igualdad (A.23.c) del apéndice 4.A con relacion a la divergencia, la
ecuacion (4.4) queda
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9P . grad p v + p div(v) =0 (4.5)
como
- 8o i dp ap -
rad -~ o+ 5+ 2k v = Vx, + .+ Vz
§rad P ™ o ay J 0z / % v *
entonces (4.5) se convierte en
I , %y, 90 9% v, div(v 4.6
Fra ayV)'+az + p div(y) = (4.6)
como
_d£=ap+£‘.).Vx+@.Vy+§£Vz
dt ar ax ay az
es una diferencial total, luego (4.6) queda
dp .
prka d =0 4.7
TP iv(v) (4.7)

que es otra forma de la ecuacién de continuidad.

La ccuacién (4.4) se aplica cuando se emplean sistemas de referencia fijos, en tanto que la (4.7)
cuando se utilizan mdviles (los cuales se emplean en problemas de deformacion de sélidos).

Es interesante hacer notar que tanto en la ecuacion (4.4) como en la (4.7) se ve que
— = ~p div(v)

0 sea, que la yariacion del campo escalar de densidades es proporcional a la divergencia del campo
vectorial de veloalades: Es decir, que la variacién de la densidad en cada punto es proporcional a la
divergencia del camipo de velocidades en ese punto, de forma tal, que si la divergencia en un punto
es negativa, hay aumento en la concentracion de flujo de densidad y si es positiva, o sea hay
divergencia, la densidad disminuye.

4.3pPr'mcipio de conservacion de cantidad de movimientoo

al tlempo de ]a canudad_ der movxmxento de un 31stema mecamco es 1gual a la resultante de las fuerzas
extenores actuanteb Enseguida se hard la deduccién matemdtica de la ecuacion que representa este
principio. o " '
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Considerando que si actda una fuerza T(n) = T(n)ds sobre un elemento diferencial de superficie (ds)
de volumen dv, existe una fuerza de cuerpo fp dv, entonces la resultante de las fuerzas que actiian es

R=Iv pfdv+£7(-r7)ds

(4.8)

Por otra parte a cada elemento diferencial del volumen de control puede asociarse la cantidad de

movimiento (pv dv) y al volumen total
C"l(lV = '[‘. p Vdv

cuya rapidez de variacién serd

a
= [Vr p vdv
o bien intercambiando operadores
J d (pv) dv
ve Ot

ademds la variacién de la cantidad de movimiento debido al liquido que entra y sale serd

f\ pv(v - n)ds

e

igualando la suma de (4.9) y (4.10) con R dada por la (4.8) se tiene

Iv, a((;)rV) dv fsc pv(v - nMs = j"r o Jdv f‘f RS

por el leorema de Gauss (ecuacion (A.27) del apéndice 4.A).

f_‘ T(n)ds = fs T-nds = lv div(T)dv

y considerando que

div(T) = ‘976()(') . BZ(VJ) N a?;(zk)
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(cabe senalar que la divergencia de un campo tensorial es un campo vectorial), por otra parte

¢

f pv(v + n)ds = ] div(pv(v))dv (4.14)
puesto que

div(pv(v)) = grad (pv) - V + pvdiv(V)

(de 1a ecuacién A.23.c del apéndice 4.A) y

. 9v) |, , d0V)
dy az

grad (pv) + v = dev)
ax

L4

£ pv(V * n)ds = lv [a_((%’z v o+ ag;v) v, + a(apz\') v, ]dv + Iv pv div(v)dv (4.15)

reemplazando (4.12) y (4.15) en (4.11)

J apv) |, 3wy |, L V) 3V |, |4 .
Ve or ax ay 7 az ¢

j‘_ ov div(v)dv = j of dv + l div(T)dv
agrupando términos y considerando que

dev) _ aev) _ dpv) , | dv)  , 9(pv)
dr ar ax ay 7 0z

v:

(o sea, es una diferencial total) se obtiene

[ [d(dprv) + v div(y) - pf = diu(T) ]dv =0 (4.16)

en este caso como v, puede tener cualquier valor y el integrando debe ser cero para que se cumpla la
ecuacion (4. 16) entonces

51_(5,_”) « pv divy) - of - diuT) = 0 (4.17)
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que es igual a

p% v "7‘: + pv div(y) - of - div(T) = 0 (4.17")

como la aceleracién g es igual a

entonces 4.17’ se convierte en

pa + v [% + p div(v)] = of + div(T)

puesto que la expresién entre paréntesis es nula por ser la ecuacién de continuidad (4.7), entonces
pa =pf + div(T) (4.18)
que es la ecuacién de la conservacién de la cantidad de movimiento, en. ella se ve que
div(T) = p(a~-f)
0 sea, es otra expresién en la que se relaciona un campo vectorial (el de fuerzg T )y un campo
escalar a través del operador divergencia, el cual relaciona el campo de fuerzas 7 con el campo de

fuerzas mdsicas y de aceleraciones.

Como una consecuencia importante de este principio se tienen las ecuaciones de equilibrio dindmico,
las cuales a continuacién se deducen.

4.4 \Ecuaciones de equilibrio |
{ Estas son las ecuaciones que debe cumplir cualquier elemento diferencial de un cuerpo que se

encuentra en equilibrio dindmico y que son deducidas a partir de la ecuacién de conservacién de
cantidad de movimientg)(4.18), por tanto, considerando que

div(T) = agii) L AT |, 9T

ady 0z
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de donde la ecuacién (4.18) se convierte en

o=, | 9T |, 9T(j) , 3T(k) 4.19
pa = pf [ax 3y 32 ] 4.59)

como

(i) = Uxi ki ijj + Tck
(J) =7,i +0j+ 71k (4.20)

T(k) = 7,0 + 1, + gk

reemplazando las expresiones (4.20) en (4.10) se obtiene

- - aor . aTn- . aTt'
p(l=pf+ _'[+_';.j+_"k

+'ﬂ‘2i+£j+ amk:l 4.21)

como

a =ai~aj+ak

f=Li+fi+fk
igualando los coeficientes de los vectores unitarios /, j y k se tiene

do, 9, or

a = O S
pa, = pf + o 3y oz
or do or
= _Y 2 =2 422
pa, = pf, + Fral 5y i (4.22)

pa. =pf + 5 + X + 2



que son las ecuaciones de equilibrio buscadas; en ellas se ve que existe una relacién estrecha entre

las componentes del tensor esfuerzo con los campos de aceleraciones a y el de fuerzas fﬁ.:‘ES
importante recordar que en ellas implicitamente se cumplen los principios de conservacién de masa,

ecuaciones (4.4) o (4.7), y el de conservacién de cantidad de movimiento, ecuacién (4.18), que son
vélidas para cualquier matenal:

4.5 Principio de conservacién de energia
Seguin éste, 1a energia no se crea ni se destruye sélo se transforma (aqui no se consideraran los efectos

relativistas de intercambio entre materia y energia).

Ahora, si se considera que el trabajo W comunicado a un sistema por fuerzas exteriores y ademas si
se le proporciona energia calorifica O, entonces éste experimentard un incremento en su energia
cinética interna K y en la potencial de deformacién ¢. Puede decirse por tanto que

/&+£=W+Q (4.23)

que indica que la suma de la variacion de las energia cinética y potencial del sistema con respecto al
tiempo es igual a la suma de las variaciones del trabajo y calor comunicados a él,m

como
K=l J pv? dv (4.24)
2 ) vl
y
€ = J _pe dy (4.25)
donde:

€ - densidad de energia interna por unidad de masa

de (4.24) se ve que derivandola con respecto al tiempo tenemos

O s€a

. 2
K = Iw (o va + -%. sz ) dv (4.26)



asimismo, derivando la ecuacién (4.25) con respecto al tiempo

£ = (1(,08) = E + .?..‘.).
& ]m - dv lw(pb‘ & 52) dv (4.27)

ahora, de acuerdo con la ecuacidén (4.8) la resultante de las fuerzas externas R estd dada por

R = [ of dv + f T(n)ds (4.8)

y como W = R - @, entonces derivando con respecto al tiempo
W=R-V (4.28)

reemplazando (4.8) en (4.28)

W = [fo—defsTZF)-ws ]fo-vdv+ Jvdiva—(rT)dv

0 $€a

W= [ [oF 7+ grad ) T « 5 div T() | av (4.29)
Por su parte
0 - f.s g-nds+ [v oh dv = [Vdiv((_])dv + vali dv = Iv (div(q) + ph) dv (4.30)

siendo

q -~ vector de flujo calorifico; q = k grad (6)
h - entalpia; h = u + pv;, h = %’{1
k - coeficiente de conductividad térmica
60 - temperatura

u - energia interna

p - presién

v

- volumen

sustituyendo (4.26), (4.27), (4.29) y (4.30) cn (4.23) se tiene
2 — e
f [pva +v_ip_+ps+a%‘;—pf'$—gmd(\2)-T(n)

-vdiv(T(n)) -div(g) -ph | dv=0
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reordenando

fv {(pe -~ grad(®) - TE) - div 3) - ph) + E 7]%

+v[‘p’3—Ef—div(T(rT)]}dv=0 4.31)

y el término entre paréntesis rectangulares es nulo porque representa el principio de conservacion de
cantidad de movimiento (ecuacién 4.18); por otra parte, en este caso no se considera flujo de masa,

0 sea, no existe variacién de la densidad con el tiempo, por tanto %:3 = 0, entonces la ecuacién (4.31)
queda

[' (p& - grad®) +» T(n) - div () - ph) dv =0 (4.32)

Para que la ecuacion (4.32) se cumpla (como se ha visto anteriormente el integrando debe ser nulo),
se despeja pe

pE =grad(v) » T(n) + div(q) + ph (4.33)
que es la ecuacién que representa el principio de conservacion de energia.

Como

q =k grad(8)

entonces

div(q) = div (k grad@)) =k V? 0 (4.34)
(por la propiedad (A.25.c) del apéndice 4.A), ademds como

L
dt

donde
C, - calor especifico a volumen constante

por lo que otra forma de la ecuacién de energia serd

Ao %ﬁ_’ - grad®) - T(n) + k V20 + ph (4.35)

134



Ahora como (ver ecuacion 4.A.7 del apéndice 4.A)

v, a8V, v 1
ox ay 0z

Vv i1 ;1
ad = 1 Y 4 ¥y y
grad(¥) ox ay ’ az

av, 8V, Vv

+ R .

ax ay az

y de las relaciones (4.20) se tiene que

entonces

d (V) - T av, dv,  0v,
V)« T(n) = ol o, + T, +T
ra | dx 9y oz | (00 T+ 7 )
av, 3vy av, W
" ax dy i (7o = 0y 7))

+ o+ = (T(.+T

9x 9y oz

[ dav, av. av.

Si se considera que existe desacoplamiento entre componentes de esfuerzo y velocidad, de manera que
los productos mixtos entre componentes normales y tangenciales son nulos, por ejemplo:

av-t ' avr
o, oy SAUPIRTNE T =0, etc.
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y tomando en cuenta la simetria, el tensor [T] (1, = 7, , €Ic.) entonces se llega a que

_ 3 9 v, v dv
grad(?;).T(n)=ajr ;; +Uy Vy +q z +Txy|:vx+ )']

dy ¢ 0z B3y  ox
+ 7 -BL + ai +r av” + avz (4.36)
“ | oz ax “ | o0z ady
ahora considerando las relaciones cinematicas
.oV, 2 ¢ v, v, ,
E B i 2 E = + eie . etc,
* ox "‘ b4 ox
se tiene
grad(v) - T(n) = o_¢&_+ o, & + 0, &
c (4.37)

+2 (T.w éxv + Te é.r.: e Ty évz)
expresion que representa una potencia mecénica.

Por su parte la variacion de la entalpia con respecto al tiempo 4 se puede considerar que estd dada por
h=ua +pé (4.38)

si la energia interna v es constante entonces

h=p( +& +&) (4.39)
ya que
Egq =& +& + &
p - presion isotrépica

sustituyendo (4.37) y (4.39) en (4.35) se tiene

oC, ? =kV?220 + (0, + PP)E, + (0, + PPIE,
T (4.40)

+ (o, + pp)e. + 2 (Tn_ éx}, g, &, * b é)z )
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que es una forma mds Util del principio de conscrvacion de energfa, la cual también es vdlida para
cualquier material.

Ahora bien, se pueden obtener casos particulares de la ecuacién (4.40) aplicables a distintos materiales,
ya que si se observan los términos correspondientes a la potencia mecdnica, en ellos pueden reem-
plazarse los términos de esfuerzos de acuerdo con la ley constitutiva del material en cuestion, asi, si
por ejemplo se tratara de un liquido para el que es vdlida la ley de Newton en la que

@, + P) = 28, - 3 w div®)

(c +p) = Zp.éy - -i- w div(v), etc.

T, = 2u&,,, 7. =2pE , etc

(ver capitulo sobre viscosidad), entonces reemplazando esto en la ec. (4.40) se obtiene

oC %ﬂcv?e”‘{ [2(&3+e§+e§)

4 < g 8 ] - T o) }

considerando que
(diviw)* = (&, + & + &) 'y p =1 parael agua
a la expresion entre corchetes { } se le denomina funcién de disipacién ¢; entonces se obtiene que

oC, g_f —kV2 0 +p g (4.41)

asimismo como
-=c, -2 (4.42)

donde

C, - capacidad térmica a presién constante
R, - constante universal de los gases

M - peso molecular de un gas
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entonces

pC,06=pC,0-p

P

derivando con respecto al tiempo

do _ ~db _ dp

C — = — =t 4.43
P TP T s
reemplazando (4.43) en (4.4]) se obtiene
df dp
~— =kV? — 4.44
o, 7/ i dr Sl

vale la pena recordar que las ecuaciones (4.41) y (4.44) solo son vdlidas para fluidos donde rige el
modelo del cuerpo de New:on, en tanto que la ecuacion (4.40) se considera de validez general.

En la ecuacidn (4.40) se observa que existe un acoplamiento entre los estados de esfuerzos y el campo
de temperaturas 0. O sea que se muestra como era légico esperar, que los estados de esfuerzos inducen
cambios de temperatura y viceversa. Ademds también se ve que dicha interaccion depende del tipo de

material, puesto que intervienen las cantidades de deformacién que estdn ligadas a los esfuerzos a
través de las propiedades del material.

4.6 Principio de aumento de entropia

Este principio expresa que "la variacion con el tiempo de la entropia total (S;) de un sistema, nunca
es menor que la suma del flujo de entropia §,, a través de sus fronteras, as{ como del flujo de entropia

proporcionada por la masa que fluye a través de ellas". Para recordar el concepto de entropia se puede
ver el apéndice 4.B.

_La variacién de entropia total se representa por dS,/dr ¢l flujo de entropia debido a la masa que fluye
‘se representa por B, entonces el principio mencionado se simboliza matemdticamente de la siguiente
manera

45 B ds > 0 4.45
_d_l_- —fS(S, s > . (4.45)

como

d .
--=(—1—"[dpndv=l‘ p N dv (4.46)
v ol



siendo 5 la densidad de entropfa (o sea tiene unidades de energia por unidad de temperatura y por
unidad de masa), por otra parte

B = J p bdv (4.47)
donde b es la densidad de entropia que entra o sale por el flujo de masa, asimismo
S, = p(s, n) (4.48)

(siendo s el vector que representa el flujo no material de entropia), reemplazando (4.46), (4.47) y
(4.48) en (4.45) se tiene

] pidv - [ pbdv - § p(G - Mdv = 0 | (4.49)
v, v. s,
aplicando el teorema de Gauss y agrupando términos

[ (o7 = pb - div(S) dv = 0 (4.50)

de aquf se concluye que el integrando debe cumplir la desigualdad siguiente
pil = pb - div (S) = 0 (4.51)
que es una forma de representar matem4ticamente el principio de aumento de entropia.
Ahora, si se llama
pY = p0 = pb - div (5) (4.52)
donde v es la produccidn local de entropfa se tiene que
py = 0 (4.53)

lo cual indica que la produccidn local de entropia siempre es mayor o igual a cero, lo que ilustra el
principio de que siempre aumenta la entropia de un sistema.

Como %, b y S deben ser funciones del espacio, tiempo y temperatura, entonces
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n=¢, (x,y 2zt 0

b = d)'z (x, Y, 2, & 0) (454)
\) =¢’3 (X, Vs & 4 0)
luego las funciones solucion del problema (¢,, ¢,, ¢;) deben cumplir la ecuacion (4.51).
Ahora, si se considera que
S = % + S, (4.55)
y
b=t b, (4.56)
donde % es el flujo de entropia debido al flujo de calor y i el de entropia por el flujo de energia,

sen tanto que S, y b, se deben a otros tipos de causas. Ahora considerando que por el principio de

conservacion de energia (ecuacién 4.33).
c 1 —_— 1 ,. =
h=¢&- = grad(v) - T(n) - — div(q)
P [y
entonces en (4.56) queda

b=b + % -1 gaumy . T - L aiv@
p0 pl

sustituyendo (4.55) y (4.58) en (4.51) se obtiene

pi - pb, - g £+ 01 grad() - T(n) + —; div(g) - div[%] - div(s)) = 0

reordenando

p {1‘; —_‘;]+_;grad(§) « T(n) +_; div( q) - div ["%i]—div(?,)qo b 20

como de la propiedad de la divergencia (ecuacidn (A.23.c) apéndice 4.A)
div| @) <aw|Ll. G| =graa [1 ]G+ L anv@
0 0 0 .0
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entonces

div() - div[%] o [_;] . (4.60)

%l’—‘

sustituyendo (4.60) en (4.59) se obtiene

p[i; - % ] + % rad(v) - T(n) +gradl-é] g -div(S) -p b 20 (4.61)

puesto que, cCOmo se vio anteriormente

£=C,0
q =k grad(@)

grad(v) - T(n) =0, & + o, & + 0 & + 2 (T &y = T & + 7, £,)
lo cual reemplazado en (4.61) se obtiene

p[i)-C,,-g] +%[axéx+ayéy+o:e'::+2(rn.£xy+7&é‘z+‘rﬂéy‘.)]

+ k grad [%. ] - grad @) - div(S) - pb, = 0 (4.62)

que constituye otra forma de la ecuacion del principio de aumento de entropia, en la cual se ve que
los campos de entropia (1, S, y b,) estdn relacionados con los de temperatura (f) y los de esfuerzos
(¢., 0, etc.). De ello se concluye que existe interaccion entre entropia, temperatura y esfuerzos, lo cual
implica que los cambios de esfuerzos y/o de temperaturas necesariamente inducen cambios en la
entropia del sistema, de manera que ésta siempre aumenta.

4.7 Resumen de ecuaciones de principios mecdnicos

A continuacion se presentan las cuatro ecuaciones representativas de los principios generales de la
mecdnica (ecuaciones (4.7), (4.18), (4.40) y (4.62)).

Principio de conservacion de masa:

_‘!&% + p div(v) =0 (4.7)
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L Principio de conservacion de cantidad de movimiento:

pa=pf +div(T) (4.18)

Principio de conservacion de energia:

oC, %‘; =k V20 + (0, + pp) & * (o, pP) &, + (0, * pP) &,

+ 2 (Ty &g * T & + T &, ) (4.40)

Principio de aumento de entropia:

| @

p[-Cv ‘+ Ux8x+oy8y+gzez+2(rt)’81y+ru81:+ryz8yz)

6

+ k grad -;- - grad(@) - div(S,) - pb, 2 0 (4.62)

Estas cuatro ecuacionesj como se ha dicho con anterioridad, son independientes del tipo de material
que constituye a los sistemas y son por tanto de validez general.

Como un comentario en relacién con este trabajo, mencionaremos queyno se empleardn los principios
de conservacidén de energia ni el de aumento de entropia, por lo que se hacen hipétesis simplificatorias
de que los cambios de esfuerzos no inducen cambios de temperatura, ni de entropia en el medio; es
decir, se supone que éstos son despreciables. Esto se hace para simplificar todos los andlisis que siguen
en este curso; sin embargo, en este capitulo se presentan para no olvidar su existencia y recalcar su

importancia como principios fundamentales de la fisica y que al ser tomados en cuenta en los andlisis
se puede modelar mejor en la realidad.

También vale la pena sefialar que un andlisis completo de un problema real implica la solucién simultd-
nea de las ecuaciones que representan los cuatro principios aqui mencionados y ademds las ecuaciones

constitutivas vdlidas para el material que conforma al sistema mecdnico. Es obvio que dicha resolucién
simultdnea es un problema matemdtico complicado.

Ademds, es conveniente destacar que las ecuaciones constitutivas, para que sean aplicables a este caso,
deben contener explicitamente términos correspondientes a los campos de temperatura y entropia, y
no sélo una relacion en la que aparezcan unicamente fos términos de esfuerzo y deformacidn, ya que
como se sabe, comiinmente dichas ecuaciones son del tipo

¢, 7] = o, [E] 4.63)

siendo ¢, y ¢, operadores diferenciales de la forma
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®12 = E 4, (4.64)

Fl
i=0 | Ot

sino que deben ser relaciones tales como
o, (TLEL oy 5)=0 (4.65)

siendo ¢; un operador diferencial muy general.
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Apéndice 4.A

LOperadores diferenciales

Estos operadores son transformaciones matemdticas cuyo dominio puede ser un campo escalar o
vectorial, a su vez su codominio también puede ser un campo escalar o vectorial: Los operadores,
mencionadostsgg _ql_g_llapci_igl_tg,gw!qgciOnal y la divergencia“El gradiente se aplica tanto a campos
escalares como a vectoriales y el campo resultante de la transformacién (codominio) en cualquier caso
es vectoriahEl rotacional se aplica a un campo vectorial y el codominio aunque es un campo vectorial
su resultante €s escalar) Por lo que seLrefiere al tipo de cantidades fisicas que constituyen los campos
escalares se encuentran los campos gravitacionales, de temperaturas, de densidades, etc.; en tanto que
en los campos vectoriales existen los de desplazamientos, velocidades, aceleraciones, fuerzas, etc.’)f\
continuacidn se describirdn brevemente cada uno de los operadores mencionados.

Gradiente de un campo escalar
_ Este operador permite obtener la derivada direccional méxima de un campo escalar{ Es decircgenera
un campo vectorial que representa la derivada direccional mdxima en cualquier punto de la regién

considerada, y nos da el vector que representa la direccion en la cual el campo escalar varia en mayor
proporciény La transformacion matemdtica en este caso se puede simbolizar de la manera siguiente:

¢, () =V (A1)
donde f es un campo escalar, v uno vectorial y ¢, un operador de la siguiente forma

D i ;.08 oy (A.2)

b = ax ay 0z

donde V se llama operador nabla.

El operador gradiente se suele represcntar mds cominmente ceime

.o o of :
rad(Fy = &L i v U Uy A3
grad(f) 57 ! 2y J (A.3)
o también de manera mds completa como
grad(f) =V f (A.4)
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asi que como fes una funcién de las coordenadas espaciales, o sea

=y 2

entonces grad(f) es un campo vectorial cuyas componentes, segtn las direcciones i, j, & serdn campos
escalares por las derivadas parciales de f segln x, y, y z respectivamente.

Como un ejemplo fisico de derivada direccional mdxima se tiene la trayectoria que sigue el agua al

escurtir por una montafia, en la que en cada punto de dicha trayectoria sigue el camino donde la
derivada es médxima.

Gradiente de un campo vectorial

Este operador proporciona una derivada direccional para un campo vectorial, es decir, indica la
direccion donde el cambio de dicho campo es mdximo. En este caso la transformacion es
¢, (4) =V (A.S)

siendo w y v campos vectoriales dados por

u=ULy2i+ Ukyaj+Ulxy2k

(A.6)
v = Vi~ Vya + V.0Ly2k
y el operador ¢, es’
[dU, dU, AU, |
+ 2+ :
ax dy 0z
aU aUu aUu
Grad(@) = { —2 + _2 + _ (A.7)
0x ay 0z
aU. dU. aU.
:, 9Y 04
ax dy dz

Mediante este operador se puede calcular el incremento del campo vectorial v = Au de la siguiente
manera

v = Grad(u) + Ar (siendo A7 = A i + Aj + Ak) (A.8)

* Obsérvese que el sfmbolo { } implica que es un vector y ne una matriz.
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0 sea

aU" + aU‘ + aU“ A( 0 O
ox dy 0z '
. au, . aU, . aU, 10 a4 ol (A.9)
ax ay 9z Y
8U, , U, U, 0 0 a
L ax ay aZ ] h A

oU, | 0U, 3U,|, -
+
ax  ay oz |

<li
1]
+
+

oUu. aU, oU. —
+ L et 3 i | R (A.10)
ox ay az | °

de esta manera v representa el vector que se debe agregar al vector u en el punto P, para obtener el
vector % en el punto P,, al que se llega al agregar el vector Ar al vector de posicion de P, (figura 4.2).

cl

FIGUrRA 4.2

Es conveniente hacer notar que la simbologia para obtener v en la ecuacion (A.8) como un producto
punto, es solo para sefalar como se combinan los componentes de los vectores grad(u) y Ar, pero
el resultado es un vector y no un escalar, como se observa en la ecuacion (A.10).
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Rotacional

| Este operador se aplica a un campo vectorial y se obtiene otro campo vectorial. Esta transformacién
se expresa de la manera siguiente
¢, LE_Z,JL-.:--'? (A.11)
donde u y v son campos vectoriales dados por
u=U (xy2)i+U (xy2j+ U (xyz)k (A.12.a)

v=V @y0i+V, &y +V, xyo0k (A.12.b)

el operador ¢, se representa por rot u el cual se simboliza empleando el operador nabla de la manera
siguiente:

i j  k
- = - 0 d 0
Rot(u) = Vx = | 50 o5 5 (A-13)
u, U, U,
o sea
- au, au, | . aU. aUu . aUu aU,
rot(u) = |—= - 2 |i - |2 -_JS|j+ |- (A.14)
oy az 0x 0z ax ay

puede observarse que el vector rot u corresponde al vector v de la ecuacién (A.12) y se ve la ecuacion
(A.14) que se obtiene mediante derivaciones parciales de las componentes U,, U, y U, del campo
vectorial «.

El vector rot u tiene la propiedad matemadtica tal, que si se proyecta sobre la normal asociada a un
plano dado, es decir, si se ohtienc el producto escalar entrc €l y el vector n, la cantidad resultante es

igual al I{mite al que tiende el cocicntc cntre la integral de linea § u.dr sobre un contorno cerrado dado
por una curva cualquiera (L), y el drea encerrada por dicha curva cuando ésta tiende a cero, o sea

rot(#) - n = Lim [ fu -dr]/AS (A.15)

8,0

expresién que estd referida a la figura 4.3.
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ny rot. (T)

a3 dr v

\JCurva L

FIGURA 4.3

Por tanto, 1a integral de linea puede representar el trabajo realizado por los diferentes vectores u, que
constituyen el campo del mismo nombre, sobre la trayectoria definida por la curva L. Asi que la
integral tendrd unidades de energia, que en si es una magnitud escalar, lo cual es congruente con el

producto escalar entre los vectores rot(#) y n (que se observa en la ecuacion A.15). Esta ecuacién
a su vez sirve de base al teorema de Stokes que se verd posteriormente.

Abora, desde el punto de vista fisico, puede decirse que dada la configuracién (o variacién) que tenga
el campo , el operador rot(#) detectard la tendencia de que se forme el campo vectorial v. Esto se
entiende de la siguiente manera, si por ejemplo el campo u corresponde a uno de desplazamientos,
de acuerdo como se distribuyen éstos se presentard la tendencia a girar o no en mayor 0 menor
proporcién. Esto es, si en un punto el rot(u) es cero quiere decir que no habrd giro en él, pero si no
es nulo entonces si existird y su magnitud y orientacion estardan dados por el vector rot () en ese punto
(recordar que como U,, U, y U, son funciones de x, y, y z; entonces las cantidades que aparecen entre
paréntesis en la ecuacion (A.14) también serdn funciones de x, y, Z). De igual manera un campo de

velocidades segin su variacion puede inducir un campo de vectores torbellino y uno de fuerzas
. producird uno de vectores momento.

Divergencia

Este operador se aplica también a un campo vectorial, pero en este caso se obtiene un campo escalar.
Esta transformacién se expresa en este caso como

b, (U)=m (A.16)
donde u es el campo vectorial y m es el campo escalar que estdn dados por

u=U (y2i+U (xydj+U xy2)k (A.17a)
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m=m(x, ) 2) (A.17b)

ahora el operador ¢, se representa por div(u), el cual también se simboliza empleando el operador

nabla, pero de manera diferente a los operadores gradiente de un campo escalar y el rotacional como
se muestra a continuacion

U, aU, aU,
+ +

div(u) =V -u = __* A.18
e 4 ax ay 0z ( )
se tiene entonces que el campo m es por tanto
17} U iU
m(x, y, z) = x 2 z A.19
R TR i ™ (A-19)

ya que se obtiene derivando las componentes U, , U, y U, del campo u.

A su vez el operador divergencia tiene una propiedad matematica importante, al igual que el rotacional,
la cual se simboliza como

div(w) = lim [f u.nds] /Ay (A.20)

Av—{} )
esta expresion se explica mediante la figura 4.4.

Puede observarse en ella que la integral representa la proyeccidn del vector u, que pasa por cada punto
de la superficie S que encierra el volumen Av, sobre 1a normal en dicho punto. Obsérvese que esta
integral es una sumatoria de productos escalares y representa una cantidad escalar (y no vectorial) por
tanto div(u) es asimismo escalar.

En este caso, desde el punto de vista fisico, puede considerarse que el operador divergencia detecta
otra caracteristica de la variabilidad del campo u. Esta consiste en determinar la tendencia a la
concentracion o desconcentracion del flujo en los diferentes puntos del medio considerado,
representado por el campo u, el cual a su vez condiciona que ciertas propiedades intensivas definidas
para cada punto, que constituyen campos escalares, se incrementen o decrementen.
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av

FIGURA 4.4

Es decir, si por ejemplo el campo u representa flujo de masa (velocidad de particulas), la divergencia
de dicho campo indicar4 si existe aumento o disminucién de la densidad en diferentes puntos; ya sea
que la divergencia resulte negativa o positiva respectivamente (esto se ve con mas detalle en el inciso
4.1 en lo referente al principio de conservacion de masa).

Observacién con relacién a los operadores diferenciales

Es importante recalcar la aplicabilidad del operador nabla

5. a8 . 8
V=_1i+__ — k A.21
x ol T a A.21)

en los operadores gradiente, rotacional y divergencia donde se ve que

grad(f)=V f (A.22.2)

rot(u) =V Xu (A.22.b)
diviu) =V - u (A.22.c)

y por tanto, operacionalmente dicho operador nabla se maneja simbdélicamente como un vector; puesto
que en el gradiente se aplica cada término de derivacién al campo escalar f; en el rotacional se efectia
una operacién semejante al producto vectorial cruz y en el divergencia una parecida al producto
puntual, sobre el campo vectorial #. Asimismo es importante resaltar que el manejo de estos
operadores en los cursos de Mecédnica de medios continuos es relevante, puesto que en ésta se trabaja
con campos escalares y vectoriales tales como los de desplazamientos, velocidades, fuerzas, esfuerzos,
temperaturas, densidades, gravitacionales, etc. '
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Enseguida se presentardn algunas relaciones importantes entre estos operadores.

Igualdades importantes:

a) gradimf) = m grad(f) + grad(m) (A.23.2)
b) rot(mu) = m rot(u) + grad (m) X u (A.23.b)
c) divimu) = m div(u) + grad (m) - u (A.23.0)

(En las expresiones anteriores y las que siguen m y f son campos escalares y u vectorial).

Operadores sobre funciones compuestas:

a) grad(f (r, s,...)) = g{ grad(r) + gj:grad(s) + ... (A.24.a)
3
b) rot (u (r, s,...)) = grad(r) X %_E + grad(s) X g_a + o (A.24.b)
s
c) div(u (r,s,...)) = grad(r) - % + grad(s) - ? + .. (A.24.¢)
r s
Operadores compuestos:
a) rot(grad (f)) =0 (A.25.3)
b) div(ror (u)) =0 (A.25.b)
c) div(grad {f)) =V f
siendo V? el operador laplaciano dado por
2 2 2
ﬂzf = _(1__ + 0 + ,?_ (A.25.c)

ax?  ay?  9z?
d) grad (div@)) - rot {rot () =V  u

siendo

v2y=V2 u_“_i-+ V?ou, T+ v? u, s (A.25.d)
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Teoremas integrales:

1. Teorema de la integral del rotacional (o de Stokes).

Integrando la ecuacién (A.15) en toda la superficie exterior

l rot@u) «n ds = f u -dr (A.26)

L

Este teorema procede de la propiedad del rotacional dada por la ecuacién (A.15) y en el se ve que es
posible reducir una integral de superficie a una integral de linea.

2. Teorema de la integral de la divergencia (o de Gauss).

Integrando la ecuacion (A.20) en todo el volumen de control

[ div(u) dv = f u-hds | (A.27)

s

Este procede de la propiedad de la divergencia dada por la ecuacién (A.20), en él se ve que una
integral de volumen se reduce a una de superficie.
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Apéndice 4.B

Entropia

La entropia es una propiedad extensiva de un sistema cualquiera dado que se requiere de referencia
otro sistema.

Por ejemplo, una probeta de un material (que en sf es un conjunto de particulas) o un mecanismo
cualquiera de conversién de energfa. Esta propiedad mide el grado de desorden de la materia, asi como
la cantidad de calor que no puede transformarse en energia mecdnica (itil al hombre.

Puesto que es un concepto de nivel de abstraccién elevado y debido a que no se puede medir
directamente, conviene tratar de entenderlo a través de algunas de sus implicaciones mds importantes.

a) Se puede estimar cuantitativamente mediante la expresion
r
S = [ N (B.1)
0

siendo S, = 0 la entropia minima que corresponde a una sustancia cristalina pura a 0°K (temperatura
absoluta), T la temperatura del sistema y C, el calor especifico a volumen constante.

b) Una definicion alterna del cambio de entropia es la siguiente:

El incremento de entropia puede estimarse a través de las relaciones siguientes:

C
dS = 2 dT + & av (B.2.3)
T B
(0]
C
ds = ._fp dT - V & dp (B.2.b)
donde

C, - capacidad calorifica a volumen constante
C, - capacidad calorifica a presién constante

a - coeficiente de expansion térmica i

B - coeficiente de compresibilidad volumétrica
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En el primer caso, se ve que a presidn constante la entropfa crece al aumentar tanto la temperatura
como el volumen del sistema, y en el segundo caso, que es a volumen constante, ésta crece si aumenta
la temperatura pero decrece si se incrementa la presion. Ahora bien, como por la segunda ley de la
termodindmica la entropia del universo siempre aumenta, entonces en el dltimo caso mencionado al
aumentar la presién y decrecer la entropia del sistema aumenta la del medio ambiente, ya que al crecer
la presion se genera calor que se irradia hacia él.

c) Ahora bien, de acuerdo con la primera ley de la termodindmica, si se comunica calor a un sistema,
parte se convierte en energfa mecdnica y parte se irradia (o refleja, recordar que el calor también es
una onda electromagnética) también como calor al medio que lo circunda. Esta parte se debe a la
entropia del sistema y puede calcularse de la manera siguiente

’

A Qirrev =TS (B'3)
donde

T - es la temperatura del medio ambiente
S - es la entropia
AQ,,., - calor irreversible (o sea calor que no se puede transformar en energia mecdnica til)

d) Por la segunda ley general antes mencionada, segin la cual la entropia del universo siempre
aumenta, existen las dos tendencias siguientes:

1. De que el campo de temperaturas sea uniforme

2. De que se destruya cualquier tipo de estructuracion posible en la materia (con lo cual se incrementa
el volumen que ocupa), ya que entre mds desordenada se encuentre, su entropia serd mayor; de esta
manera, en una sustancia dada, su entropia crece al pasar del estado sélido al liquido y de éste al
gaseoso. Por este motivo, la tercera ley de la termodindmica dice que la entropia de la materia es
cero a la temperatura absoluta (0° K) sicmpre y cuando sea perfectamente cristalina sin ninguna
imperfeccion estructural (dislocaciones, etc.) y que sea pura, es decir, sin materias extrafas a ella
(impurezas). Por tanto, los s6lidos amorfos (por ejemplo, suelos) tienen ent%pu’a no nula aunque
se encuentren a 0° K. Puede decirse que la entropia estd asociada con la probabilidad de que la
materia se encuentre en un estado ordenado o no. Ahora bien, siempre existe*mayor probabilidad

de que la materia se encuentre desordenada después de un proceso de carga, por tanto, la entropia
estd asociada a esta probabilidad.

Como ejemplos de la entropia en la naturaleza se tiene: a) la existencia de evenlos espontdneos como son:

Ta erosién, los temblores, los rayos, etc., b) la constante expansion del universo (a través de la cual
aumensa su entropia).

Este fendmeno se manifiesta en problemas de ingenieria tales como: a) la ineficiencia de los métodos de
conversién de energia (por ejemplo: la baja eficiencia de los motores); b) la generacién de calor por
friccién; c) el fendmeno de histéresis; d) la pérdida de energia por tu..ulencia en el flujo de If qundos e)
los deterioros estructurales por el uso en: estructuras, mecanismos, aparatos eléctncos etc.
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S. Elasticidad lineal

5.1 Introduccidn

La elasticidad lineal es la parte de la mecdnica de los medios continuos que estudia el comportamiento
de los sélidos cuyas propiedades son independientes del tiempo, también 1o son durante el intervalo
en que las deformaciones producidas en los medios continuos son recuperables al cesar el esfuerzo que
las produce.

El concepto de medio continuo es una idealizacion que se hace para los materiales reales, suponiendo
que €stos estdn formados por una masa continua sin huecos o separaciones en su interior.

5.2 Ley de Hooke

La ley de Hooke expresa una relacion lineal entre esfuerzos y deformaciones. El factor de
proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones recibe el nombre de Mdédulo de elasticidad o Médulo
de Young (E).

Para un material eldstico sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, la curva esfuerzo-deformacién
es una linea recta con pendiente igual al médulo de elasticidad del material (figura 5.1).

E o
£ |_8_T
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L caf
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i a
t : I-'-—'-Inlclul £
! ]
S .
]
' I
b
e = ~-T=—Final
F ——
£
FiIGURA 5.1
Matemadticamente la ley de Hooke se puede escribir como
o =Ece¢ (5.1



donde:

o - esfuerzo normal
& - deformacién unitaria
E - mdédulo de elasticidad del material

El médulo de elasticidad depende de muchos factores, siendo los mds importantes el tipo de material,

temperatura y velocidad de carga. Dado que la deformacidén unitaria es adimensional las unidades del
médulo de elasticidad son unidades de esfuerzo.

Puede afirmarse que la mayoria de los materiales usados por el ingeniero tienen un comportamiento
eldstico lineal para niveles de esfuerzo sumamente bajos. Sin embargo, cuando los niveles de esfuerzo
aplicados son considerables, el comportamiento del material deja de ser eldstico lineal, no pudiéndose
describir su comportamiento a partir de la teorfa de la elasticidad lineal.

Es un hecho experimental que al someter un cuerpo sélido a un estado de esfuerzos uniaxial, éste
experimenta deformaciones longitudinales en la direccion del esfuerzo normal aplicado. Sin embargo,
se observa también que el cuerpo se contrae o se expande, dependiendo de si el esfuerzo normal aplica-
do fue de tensién o de compresién, como puede verse en la figura anterior. La relacién entre la

deformacidn unitaria transversal (¢) y la deformacién unitaria longitudinal (g;) con signo negativo, se
conoce como relacién de Poisson.

y = - ! (5.2)

donde:

v - Relacién de Poisson
g, - Deformacién unitaria transversal
g - Deformacién unitaria longitudinal

El signo negativo que aparece en la expresién (5.2) obedece al hecho de que si el esfuerzo normal
aplicado es de tensién, la deformacién en la direccién de ese esfuerzo serd positiva, mientras que la
deformacion transversal serd negativa si el material se contrae, por lo tanto, la relacién de Poisson serd
positiva. Si el esfuerzo normal aplicado es de compresién, la deformacién en la direecién del esfuerzo
normal es de signo negativo, en tanto que la deformacién transversal es positiva debido a que el
material se expande; por consiguiente, la relacién de Poisson resulta positiva. Lo anterior nos permite
concluir que la relacién de Poisson definida de acuerdo con la expresién (5.2) siempre serd positiva.

En la tabla 5.1 se presentan algunos valores tipicos de la relacién de Poisson para diferentes ma-
teriales, obtenidos en el rango eldstico.
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TABLA 5.1 Valores de la relacion de Poisson

Material Relacién de Poisson
1%

Acero 0.25-0.33

Aluminio 0.34

Vidrio 0.22 - 0.31

Plomo 0.44

Corcho 0.0

Caucho 0.5

Concreto 0.2 *
Arena compacta 0.25 1
Arcilla muy compresible 0.35-0.43

Ley de Hooke generalizada

Considérese un cuerpo sélido sometido a un cstado de esfuerzos triaxial tal como se ilustra en la figura
5.2. Para calcular las deformaciones que se generan cn el cuerpo por efecto de los csfuerzos aplicados
es nccesario aplicar el principio de superposicion, el cual establece que el esfucrzo o la deformacion
resultante en un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas es la suma algebraica de los esfuerzos
producidos por cada una de las fuerzas aplicadas en forma individual. Este principio tiene validez
tinicamente cuando existe una relacion lineal entrc csfuerzos y deformaciones, de otra manera no scria
aplicable.

Tomando en cuenta lo anterior, supongamos inicialmente que el cuerpo estd sometido a un esfuerzo
normal de tensién ¢,, por lo tanto, se trata de un estado de esfuerzos uniaxial, el cual produce
alargamientos en la direccién del esfuerzo aplicado y acortamientos o contracciones en las direcciones
y y 2 (figura 5.2); las deformaciones cn las direcciones x, y y z son, respectivamente:

a
8.( - —‘E—; ' 8)" ==k B.r; 8: = =¥ E,{ (5‘3)
Cuando sé aplica el esfuerzo normal ¢, en forma individual se tiene:
J\‘
B SVE &= gh f=cve O
Finalmente, para o, se obtiene:
o,
E, = -VE,; & =-VE., € = = (5.9
) : ; A



La deformacién resultante en una direccién especifica es la suma algebraica de cada una de las
deformaciones producidas en esa direccién por todos los esfuerzos aplicados en forma individual. Asi,
para la direccion x se tiene

&) N N
8.( T _E" E —E," X
!
€y = = [0, = v (o, * 0,)] (5.6)

Andlogamente, para las direcciones y y z se obtiene:

i

(&,)r é [0, - v (o, + 0)] = ¢, (5.7)

€)= [0 - v (o, + o)) = &, (5.8)

Cada una de 1as literales que aparecen en las expresiones (5.6), (5.7) y (5.8) tienen el significado dado
con anterioridad.
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Las ecuaciones (5.6) a (5.8) se conocen como Ley de Hooke generalizada. También adoptan el nombre
de ecuaciones constitutivas para medios eldsticos lineales homogéneos e isétropos. El concepto de
homogeneidad implica que las propiedades mecdnicas (mddulo de Young E y relacién de Poisson v)
de los medios eldsticos son las mismas en cualquier punto del medio, mientras que la isotropia supone

FiGURA 5.2
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que la microestructura del material estd constituida de elementos orientados aleatoriamente, lo cual
elimina la existencia de direcciones preferenciales en propiedades mecdnicas. En otras palabras, la
isotropia significa que las propiedades mecdnicas de los medios eldsticos son iguales en cualquier
direccion.

Si se quiere expresar los esfuerzos en funcion de las deformaciones se procede como sigue:

Las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se escriben como:

0o, -vo -va =E¢

X Z 1
-vo +to -ve =Eg¢g (5.9)
= - = 1
v o, Vv 0'), + g, f 3/ E:
En forma matricial quedan:
( r
1 ~V -V 0‘ 8(
1 . L . ;
- |-v 1 - a | = & (5.10)
E y Y
-v ~v 1 0. E.

Las ecuaciones (5.10) serdn resueltas para v,, g, y o,, usando el método de Cramer.
Para calcular el valor de o, es necesario evaluar el determinante de la matriz de coeficientes asi como
el determinante de una nueva matriz, la cual se forma intercambiando la primera columna de la matriz

de coeficientes por el vector de términos independientes.

El determinante de la matriz de coeficientes se calcula como:

1 -v -v
D=i -v | -v
A E
-v -v |
D=lls(1—2v’—3v3“)—%(1+v)z(1‘ZV) (5.11)
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El determinante de la nueva matriz es

E -V -V
D, = e, 1 -v
e -v 1
D‘=£‘(1-v2)+v(£y+vaz)—v(-vay-sz) *
=g (1 -v) +ve +vieg +vig + Ve,
D, =¢ (1 -v?) + va),(l +v)+ve (1 +V) (5.12)
El valor de g, se calcula como:
D
g = 21 (5.13)
X D

E[E_, (I -v)+ve (1 +v) +ve (1 +v)]

0':
* 1 +vyaQ+v)( -2

E[E (1 -v)+ve +ve]

) T +v) (-2

E

Ty a g led TV o Ve

= E - + + +

T a5 [e. (1 - 2v) + v (e, + ¢ +¢&)]

I v E

T + 5.14
% (1+v)8" (l+v)(l-2v)Jl Eht

donde:

Jyo=¢& v +eg
es el primer invariante del tensor de deformaciones [E;]. El nombre de invariante obedece al hecho
de que la suma de las deformaciones lineales o, 0, y 0, permanece constante al cambiar el sistema de

referencia, ya que son cantidades que dependen tinicamente del estado de deformaciones en el punto.
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Tomando en cuenta que el médulo de rigidez del material puede ser expresado en funcién del modulo
de elasticidad y de la relacién de Poisson como

___E
G = T (5.15)

donde:
G - médulo de rigidez del medio

E - mddulo de elasticidad del medio
v - relacion de Poisson

y haciendo
A= (1« v)v([i - 2v) (5.16)
donde:
\)\ - constante de Lamé
la ecuacién (5.14) puede escribirse de la forma
g, =2Ge +\J, (5.17)
Procediendo en forma similar para o, y o, se obtiene:
6, =2G¢g +AJ (5.18)
o.=2G¢ +AJ, (5.19)

Si el medio es homogeéneo e isétropo, es decir, sus propiedades son las mismas en cualquier direccion,
las ecuaciones (5.17), (5.18) y (5.19) se pueden escribir como:

0=2Geg +X\J (5.20)
donde:
o - esfuerzo normal cuya direccién coincide con la del vector n

g, - deformacion lineal con direccién establecida por el vector n
- vector normal a un plano cualquiera

x|
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La expresion (5.20) representa la ecuacion constitutiva de los medios eldsticos lineales en los cuales
la relacion entre esfuerzos y deformaciones se establece en funcion de dos constantes elasticas, cl
mddulo de rigidez (G) y la constante de Lamé ().

En el caso de que se tenga un estado general de esfuerzos, referido a un sistema cartesiano, la ecuacion
constitutiva (5.20) puede manejarse de la manera siguiente:

E! tensor esfuerzo en un sistema de referencia cartesiano queda representado por un arreglo matricial
de la forma

0.: ‘ryx T;r

[r‘k} = T'O' 0)' T:,v (5‘21)
. 1. 0 |
L * » “

Recordando que el esfuerzo normal ¢ puede calcularse como

c=S5-n (5.22)

donde:

S - vector esfuerzo actuante en un plano cuya normal es el vector n

Ademds, el vector esfuerzo S estd relacionado con el tensor esfuerzo [7,] en la forma

5= [Tﬂ] n (5.23)
Sustituyendo (5.21) en (5.23) se obtiene:
‘.x Ty( T:r ,
S |7 o 7y | {m | (5.24)
Tu T,\': OZ I ’1




donde:

! =cosa
m*cosB;'ﬁ=I;+m]-.4 ng
n =cosy

Haciendo la multiplicacién de matrices expresada en la ecuacion (5.24) se llega a:
:S'_=(axl+-r.“m + 'run)-i-
S dlromeT nj (5.25)
GO B azn)z
Sustituyendo la ecuacién (5.25) en la (5.22) y efectuando operaciones se obtiene:

_ 2 2 2
c=0l’+o m +o n’+27 Im

(5.26)
+27,0ln+21 mn
Procediendo de la misma forma para la deformacion lineal ¢,
El = 8.( 12 * 8)‘ m2 " 8: ”2 * ‘)‘.r\‘ I m
' (5.27)

* 2. In+2y mn

Sustituyendo las ecuaciones (5.26) y.(5.27) en la (5.20)

2 2 2
o P +ao m +o n’®+27 Im+27 In+27 mn

=2G € PP +em vent+y Im+y_mn)+\(E +¢& +E&)

Si multiplicamos el término X\ (g, + €, + &) por la identidad ? +m* +n* =1, éste no se altera,
quedando la ecuacidn anterior

g P+ g, 4 o W A X dm s g (N +2r, Mn
=2G(8}lz+£},"12 +8zn2+ij).,m+’yvcln+‘y’z”l")

+)\(8X+8)'+8:)([2+m2+n2):A
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Desarrollando el segundo miembro de la ecuacion

A=PN(g +¢e +€)+2Gel+m [N +¢ +&)+2Gg)

+n2[)\(g‘+ey+sz)+2G£z]+lm-yxy(2G)+ln-yﬁ(2G)+mn'yyz(2G)

Para que exista lgualdad entre el primer y segundo miembro de la ecuvacién, necesariamente los
coeficientes de %, m?, n’, Im, In, mn, deben ser iguales. Por lo tanto:

o, =AN(E +E +&)+2GCg
ay=)\(8x+8y+e:)+2Gsy
oz=)\(8,+sy+ez)+2Gez

(5.28)
7o = G,
Te = G,
rﬂ=G'ym

Las ecuaciones (5.28) son las relaciones constitutivas de un material eldstico lineal en un marco de
referencia cartesiano.

Si se quiere expresar las ecuaciones (5.28) en funcién de las componentes volumétrica y distorsional
de los tensores de esfuerzo [7),] y deformacion [£,] se procede como sigue:

En un sistema de referencia principal el tensor de deformaciones [E ;] adopta la forma

[Ex] = |0 & O | (5.29)

mientras que el tensor esfuerzo (7] queda como,
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A, +2G g

0

0

A, +2G g

0

N, +2Geg

(5.30)

El tensor de deformaciones puede ser expresado en sus componéntes volumétrica y distorsional como
[Exl = [E] + [E]] (5.31)
donde:

E, - componente volumétrica del tensor de deformaciones [E,]
E, - componente distorsional del tensor de deformaciones [E,]

A}

Matricialmente el tensor [E,] se expresa por:

100
[E]=ﬂ 010 (5.32)
v 3 .
001 |
en tanto que el tensor [E,] por
‘]l
& ~ 0 0
‘Il
[Eo} = 0 & - 3 0 (5.33)
J
0 0 e, - !
(S 3 3 -
Procediendo en forma similar con el tensor de esfuerzos [7},] se obtiene,
[7,] = [T] + [T)] (5.34)
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donde:

{T)} - componente volumétrica del tensor de deformaciones [7]

[T,) - componente distorsional del tensor de deformaciones [7,] -

En forma matricial, [T,] y [7,] toman la forma

[

[T

Comparando Ja ecuacion (5.32) con la (5.35), se deduce que,

y al comparar la ecuacion (5.33) con la (5.36) se llega a que

T

3

3

KN 26,
0
0

—2 G -
0
0

[T.] = BN + 2G) [E]

0

7.} = 2G[E]

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Estas ultimas expresiones, (5.37) y (5.38), permiten concluir que en materiales homogéneos, isétropos
y sin esfuerzos residuales, las componentes volumétricas y distorsional de los tensores de esfuerzo [7};]
y deformacion {E ) estdn relacionadas de manera directamente proporcional si el material es elastico

lineal.
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5.3 Mdédulo de compresibilidad volumétrica

Considérese un pequeino cubo, como parte integrante de un cuerpo deformable, sometido a un estado
de esfuerzos triaxial tal como se muestra en la figura 5.3.

FIGURA 5.3

Dado que tnicamente actian esfuerzos normales en el cubo, las deformaciones totales que
experimentard el elemento serdn a lo largo de los ejes x, y y z; esto es, AL,, AL, AL, Estas
deformaciones provocan un cambio de volumen, el cual se puede cuantificar como

AV =V, -V,

donde;

AV - cambio de volumen que sufre el elemento
V, - volumen inicial
V; - volumen final

puesto que el volumen final, V = (L, + AL)) (L, + AL)) (L, + AL)) y el volumen inicial, V, = L}’
entonces

AV = (L, +AL) (L, + AL) (L, + AL) - L/ (5.39)
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Operando la ecuacién (5.39)

AV = (L, +L, &) (L, +L &)L, +L,&)-L,

AV =L, (1+eg)(+eg)(+eg)-L

por definicién de deformacién volumétrica unitaria (&,)

_av_ s [0 re)drg) (i +e) -]

E = =

Y, L}

e, =1 +¢) +£y)(l +¢g) -1

g, =g +g+e)+r (g6 +&8 +8.8)* (g & E) (5.40)

Tomando en cuenta que en la Teoria de la elasticidad lineal es usual trabajar con deformaciones
longitudinales (¢) menores de 0.01, entonces podemos despreciar los productos de deformaciones que
aparecen en la expresion (5.40), reduciéndose a

E, =& *E *E (5.41)
Tomando en cuenta la ley de Hooke generalizada, la deformacion volumétrica se puede expresar en
funcién de los esfuerzos y las constantes eldsticas de un material. Sustituyendo las ecuaciones (5.6),
(5.7) y (5.8) enla (5.41), se obtiene

v
]

v o] A v o] Ln - v o)

&

Y

%[{U‘ * g, * or:) -2 V(cr't +o, + g:)]

dividiendo los dos miembros de esta tltima ecuacién entre 3, y llamando a

Ux * U_v L Uz

= aq
. 3 m
el esfuerzo normal medio. se llesa a:
e = 2% (-2 5.42)
S (3.
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_ o
o bien g = _IL<".

donde k=_.E
322

La cantidad K recibe el nombre de médulo de compresibilidad volumétrica.

Interpretacion fisica del modulo de Poisson

Consideremos un elemento diferencial que sufre una cierta dcformacion, pero que su volumen no

cambia, entonces €, = 0. Aplicando la ecuacién (5.41) se obtiene que v = % Por lo tanto, en
materiales que se deforman pero que no cambian de volumen (llamados materiales incompresibles),
la relacion de Poisson vale 0.5.

Apliquemos a un elemento diferencial esfuerzos de compresion isotropicos, es decir o, = g, = 0.
Supongamos que » > 0.5; de la ecuacion (5.42) se observa que se obtendria que ¢, > 0, lo cual no
puede ocurrir porque estaria presentando un aumento de volumen cuando cstamos sometiendo al

elemento a esfuerzos de compresion. Por [o tanto, en general v debe ser menor o igual que 0.5.

Sometamos a un elemento diferencial a un esfuerzo de tensién o, con o, = o, = 0, 1a deformacion &,
. =V . . ) g o 7 8
vale: ¢ = z 0, ; supongamos que v es negativo, esto implica que el cuerpo sufrird un alargamiento

en la direccion x, lo cual en general no ocurre en los materiales usados por el ingeniero civil, por lo
tanto, » no puede ser negativo.

De lo tratado en los pdrrafos anteriores podemos concluir que los limitcs entre los que varfa v en
materiales comunes en ingenieria son:

Q< v<05

§.4 Energia de deformacion eldstica para esfuerzo uniaxial

En mecdunica, la cncrgia sc definc como la capacidad de realizar trabaje, mientras que €sle es el
producto de una fuerza y la distancia recorrida en la direccion de la misma. Las cargas que actian
sobre un material deformable se desplazan ciertas distancias a medida que el material experimenta
deformaciones. Por lo tanto, cuando se aplican cargas a un cuerpo deformable se realiza trabajo sobre
él mismo y éste absorbe energia. La energia que un cuerpo absorbe como resultado de su deformacion
bajo carga, se llama energia de deformacion. Si al suprimir la carga, la energia de deformacion se
recupera totalmente, entonces adopta €l nombre de energia de deformacion eldstica.
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Considérese un elemento infinitesimal sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, tal como se muestra en
la figura 5.4a. Sobre la cara derecha o izquierda del elemento infinitesimal actia una fuerza o, dy dz.

Esta fuerza provoca un alargamiento en el elemento igual a ¢, dx, siendo €, la deformacién lineal en
la direccion x. Si se trata de un material eldstico lineal, el esfuerzo es proporcional a la deformacion,
figura S.4b. Por lo tanto, si el elemento se encuentra inicialmente libre de esfuerzo, la fuerza que actia

finalmente en €l varia linealmente desde cero hasta su valor total. La fuerza media que experimenta

o dydx

el elemento mientras ocurre la deformacién es . Esta fuerza media multiplicada por la

distancia en que actia es el trabajo realizado en el elemento. Por consiguiente, la energia de
deformacidn eldstica se puede calcular como

|

1
2

du

N —

g, dy dz] (€, dx)

1

dU o, & dcdydz = = o & dV (5.43)

i}

donde dV es el volumen del elemento diferencial.

Se define como densidad de energfa de deformacidn (U,) a la energia de deformacion por unidad de
volumen. Es decir,

Ly =20 (5.44)

/\ (b)

FIGURA 5.4
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El drea bajo la parte lineal de la curva uniaxial esfucrzo-deformacion es una medida de la capacidad
del material para almacenar energia eldstica. Esta medida recibe el nombre de médulo de RESILENCIA

&, g}
R=|["ode=50,¢ =" (5.45)

donde R es el médulo de resilencia y g, es ¢l esfuerzo en cl limite de proporcionalidad, como puede
observarse en la figura (5.5)

. |

~ “Material de aitarigidez o baja
deformgobitidod

Materia de bajarigidez o aita
deformobikdad

FIGURA 5.5

En la figura anterior se ilustra el caso de un material de bajo médulo de elasticidad (£) y alto médulo
de resilencia, asi como el de un material de alto médulo de elasticidad (E) y bajo médulo de resilencia.

Se define como mddulo de tenacidad al drea bajo toda la curva esfuerzo-deformacion (figura 5.6).
representa una medida de la energfa de deformacién por unidad de volumen necesaria para llevar a la
falla (por ruptura) un material. El médulo de tenacidad (7) sec puede calcular como

T = j "ode (5.46)
i

donde ¢, es la deformacion a la ruptura del matenal.



A ~ge>
&

FiGura 5.6

5.5 Ecuacion fundamental de la elasticidad

Partiendo de la relacién que existe entre las componentes distorsionantes de los tensores de esfuerzo
y deformacidn, se tiene que

[T, =2 G [E], (5.47)
donde:
G - mddulo de elasticidad al cortante
Desarrollando la ecuacién (5.47) para cada uno de sus componentes

1

(e, —¢g) = 3G (0, - 0, , etc.
o, * 0, + 0, g *& +E
donde: g, = —2 L y g =2 =
1 3 m 3
luego g, -0, =2G (g, -¢,), etc (5.48)
como o, =3Ke, (5.49)

donde:

K - mddulo de compresibilidad volumétrica
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reemplazando (5.49) en (5.48) y despejando o, se tiene

Q
i

2Ge +a, -2G¢,

2G ¢, + 3K - 206) ¢,
llamando a

A= _3.5.%_39 (pardmetro de Lamé)

reemplazando (5.51) en (5.50) se tiene

o =2G¢e +3 XNeg,

. aSx
o] 3 = div § = e
com g, iv y €&, ==
finalmente o =20G X L Ndivs
ox
andlogamente 0,=20G 98_)) + Ndiv S
ay
0. =2G 22 L \divs
¢ 0z

(5.50)

(5.51)

(5.52)

Las ecuaciones (5.52) por tanto representan una relacién entre los esfuerzos normales y el campo de

desplazamiento. Ahora se verd la relacidn para los esfuerzos tangenciales, como

Ty = 2G €y
as, 4§, .
y como 2¢, = _a__ + ¥ (por las relaciones entre desplaza-
Y 3 miento y deformacion).
aS as,
entonces 7.=0 | —— + 2
R ay ox
\
as as
Andlogamente: 7. =G |—— + = (5.53)
“ | 9z ox |
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o
1

a5 AY
=G | + =
g [32 v dy |

que son las relacionadas buscadas.

Ahora, recordando que las ecuaciones de equilibrio estin dadas por

do dr ar_~

= oot pi R

pa, = pf, + = "
pa = pf + |« %, 9 (5.54)

g Y ox dy 9z

f a7, . ar,. do_,

a. = .+ i S
Pe = P | ox ay 0z )

Se va a considerar la forma que toman las expresiones entre paréntesis de las ecuaciones (5.54), para
ello considérese por ejemplo lo que ocurre con la expresion de la primera de ellas, estimando las
derivadas que ahf aparecen y las expresiones (5.52) y (5.53). Entonces:

2 2 2
aa’“+ar’“+ar‘:=2Gas‘+}\id1’vS+G 9%, +6SI
x dy oz ax’ ox dx dy  dy?

2 2 2 2 2

P O Y LR
dz? ox 4z dx? ay? az?
Vs
a
+ i _("_‘S‘_',+_S’.+a_&. +)\2divs
ax | ox ay az X

div S

finalmente

d d
Ou Tyt+aT;1=GVzS+(G+)\)_a_djvS
ax dy dz ' ox
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andlogamente

- 3 .
o w D = GVIS + (G + N— div § 3.55
ox ’ dy ’ az y * (G )ay Y SR

o, , 97, , 9o, =GVIS +(G+NLdivs
ox ay az : az

considerando (5.55) en (5.54) se tiene que las ecuaciones quedan

pax=pft+GVZSJ+(G+)\)%divS
pa, = pf, + GVLS, + (G + \) %divS (5.56)
paz=pf:+GVZSZ+(G+)\)ga-diVS

Z

sumando estas expresiones para obtener una en forma vectorial se obtiene

pa =pf + G V'S + (G + \) grad div § (5.57)
que es la ecuacién fundamental de la elasticidad.
Si en un problema las aceleraciones son depreciables se tiene
G VXS + (G + N grad divS + of =0 (5.58)

ahora como es posible demostrar que

G+a=3K+G v | _2y=-_3C
3 3K + G
de donde
G
G+N= — — 5.59
" (1 -2v) ( )
reemplazando (5.59) en (5.58), obtenemos finalmente
GVS + O graddivS +of =0 (5.60)
(1 -2v)
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La ecuacién (5.60) es la que debe resolverse en los problemas eldsticos, junto con las condiciones de
frontera y carga del caso particular de que se trate. Notese que se tiene como dato el campo vectorial

F vy que se desea obtener el campo vectorial de desplazamiento § que satisface cualquiera de las
ecuaciones anteriores (5.57), (5.58) o (5.60).

5.6 Resolucién de problemas eldsticos. Funcién de Airy

En la préctica resulta muy dificil la integracién de las ecuaciones (5.57), (5.58) o (5.60) y en la
mayoria de los casos resulta imprictico, por lo que cominmente se recurre a tratar de resolver el
problema de manera diferente, es decir se prefiere resolver, en vez de estas ecuaciones, el conjunto
de sus relaciones esfuerzo-deformacién de Hooke, las tres ecuaciones de equilibrio y las condiciones
de frontera del problema de que se trate.

Uno de los métodos mds empleados para ello es el de la funcién de Airy en problemas planos, que se
describe a continuacién:

Puesto que en el caso de esfuerzos planos (bidimensional) se tiene que

g = E(a)‘—vav)
_ 1

€, = s (6, -voa) (5.61)
1

T

y las ecuaciones de equilibrio a
9o, + ir.ﬁ =0
ax ay
(5.62)

do.  dr, 0
_— e =
ay dx
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(se ha considerado que @ y £ son nulos)

Ahora el fundamento del método consiste en suponer que existe una funcién potencial ¢ (que es a lo
que se llama funcién de Airy) la cual se define de tal manera que tenga las propiedades siguientes:

8% 8 ¢ ¢
— , _ = - — = 563
5 2 e Y Ty e S

lo que implica que si se conoce ¢ es posible obener o, o, y 7,, mediante las expresiones (5.63).
Nétese ademds que si se reemplazan las expresiones (5.63) de g,, o, y 7., en las ecuaciones de
equilibrio (5.62), éstas se satisfacen. Esto implica a su vez, que la funcién de Airy cumple con las

ecuaciones de equilibrio.

Por otra parte observando que

2 2
d%,  d%,

. I O R (0
ay’ ax2  9y? |ox ax? |[ady
\ 2
= ,_6_2 as" + & S, _a o
dxdy |[ay dx dxady

que es una ecuacién de compatibilidad de deformaciones, la cual liga deformaciones lineales con
angulares.

(5.64)

Ahora si en (5.64) se reemplazan los valores de ¢, €, y ¢,, dados por la ley de Hooke (ecuaciones
5.61) se tiene
&0, &a, 8o, d’o,
-V 2l M =2 =y :
dy? ay? ax? ox?

relacién que liga esfuerzos normales con tangenciales.

= = 2 (5.65)

A su vez, si en (5.65) se reemplazan los valores de o,, 0, y 7,, dados por las ecuaciones (5.63) y
. E .
considerando que Yei =2 (1 + v) se tiene

ﬁ -y e + e - s + 2 (1 + v d'¢ =
ay* ax?ay? ax*  ax?oy? dx2ay?
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simplificando se tiene
@. + adqb + 2 a“‘b = ()

axt  axt ax?ay?

O sea

4
Fo ., ¥, e _ (5.66)
ax? dxlay?  ay*

que en forma condensada puede escribirse como

V(V2¢) =0 » (5.67)
ya que
vig - B9, 09
ax?  ay?
V2 (V2 ¢) = ' (¢ , dle), & (3¢ . &
ax? [ox?  ay?| a9y’ |ax? 8y’
y

g - L0,y O
ax* ax’gy?  ay*

que es igual a la ecuacién (5.66).

De la ecuacion (5.67) se concluye que la funcién de Airy (¢) debe ser biarménica. Luego entonces,
de la solucién de (5.67) y de las condiciones de frontera de que se trate se obtendrd la funcién ¢ y
mediante la relacién (5.63) se obtendrdn a su vez las funciones

o, =0 (, ¥, a=0Y); y 7,=(x,Y)
con lo que se tendrd determinado el estado de esfuerzos para este caso bidimensional.

Debe aclararse entonces que el problema eldstico se ha convertido en la obtencién de la solucién de
la ecuacion diferencial biarmoénica (5.66) o (5.67) mds las condiciones de frontera. Es claro que este
problema es mds sencillo que el de obtener la solucién de ecuacién fundamental de la elasticidad
(ecuaciones 5.57 o 5.58); pero no obstante su solucién encierra ciertas dificultades puesto que es una
ecuacién mds complicada que la de Laplace (V¢ = 0), por lo que serd necesario indicar qué tipo
de procedimiento se sigue para resolverlo, como se muestra en el inciso siguiente junto con algunos
ejemplos.
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Resolucion de problemas mediante el método de Airy

Normalmente se procede a su solucién mediante tanteos, suponiendo que ¢ es una combinaci6n lineal
de funciones algebraicas o trigonométricas, por ejemplo

S
I
LMz

aisen (i@)

o

N .
¢ =L ai x'
i=0

todo esto ha conducido a la obtencién de algunas soluciones cldsicas para problemas especificos con
condiciones de frontera y sistemas de carga sencillos, por ejemplo para problemas del tipo siguiente:

Problema de

ITITTITTITT
by
| 24

FIGUrA 5.7

Soluciones polinémicas

Cuando se analizan, por ejemplo, placas rectangulares largas y estrechas, las soluciones polinémicas
de la ecuacién biarmoénica son de interés. Utilizando polinomios de diferentes grados y ajustando
convenientemente los coeficientes (en funcion de las condiciones de frontera) se pueden resolver
muchos problemas de importancia prdctica.

Ejemplo 1. Consideremos ahora un polinomio de segundo grado

x"’+bxy+%y2

[T

que evidentemente satisface la ecuacion biarménica, como fdcilmente se comprueba reemplazdndola
en ella, puesto que
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ox* ax’y? ay*
ahora como
_ 0% _ _ 0% _ __ 0% _
D PR A R ¥

siendo las tres componentes de esfuerzo constantes en cualquier punto del cuerpo. Por tanto, la funcién
¢ escogida representa una combinacién de esfuerzos uniformes en todo el medio, de tensién o
compresion, en dos direcciones perpendiculares entre si y una tensién tangencial uniforme, lo que se
muestra en la figura 5.8.

} "R S
. byl oyl -
L e
“"‘“‘"‘"I 5 :
. lr .
T
| | .
e —
FIGURA 5.8

Esto implica que sobre el contorno (frontera) debe existir un estado de esfuerzos como el que se
muestra en la figura anterior. Nétese entonces que en este caso la resolucién del problema fue un tanto
al revés, puesto que, primero se supone la funcién ¢ y después se determina qué condiciones de
frontera satisface, ajustando por tanto los coeficientes a, b y ¢ a los valores existentes en la frontera.
Pe manera andloga se procede para otros problemas, suponiendo primero las funciones ¢ y luego
determinando condiciones de frontera, hasta tener un repertorio amplio para fines précticos, y que se
tenga la sensibilidad o criterio para intuir qué tipo de funciones satisfacen ciertas condiciones de
frontera, de tal manera que para cuando se presente un problema dado se pueda encontrar la solucién
como una superposicion de funciones conocidas. Obviamente esta técnica no es muy ortodoxa, pero
la complejidad en general de los problemas eldsticos ocasiona que no exista una metodologia
completamente general y rutinaria, teniéndose incluso en otros casos mds complicados que recurrir a
técnicas numéricas como las de diferencias finitas, elementos finitos y otras.

180



Ejemplo 2. Se considerard ahora una funcién ¢ consistente en un polinomio de tercer grado

d .3
‘6)’

b c
5 @ Loyt s B pulie
M A

se puede demostrar que este polinomio también satisface la ecuacién biarmodnica, ahora en este caso

2
o =g_‘£=cx+dy
X ayz

_ P _
ay—-a?-ax*rby

0’0

= =—bx—

T 0xdy <

este estado de esfuerzos implica que una placa rectangular, como la de la siguiente figura, se encuentra
sometida a flexién simple si todos los coeficientes excepto ¢ son nulos; en tanto que si s6loa # 0 se
obtiene un estado de flexidon simple creado por esfuerzos normales que actian sobre los costados de
la placa de ecuacién y = £ ¢. Por su parte, si b o ¢ son diferentes de cero, ademds de los esfuerzos
normales existirdn tangenciales actuando sobre los bordes laterales de la placa, por ejemplo, la
siguiente figura ilustra el caso cuando s6lob = 0, una cosa similar ocurre cuando ¢ # 0 dnicamente.

.
p—
-
f————

lesild

i
9

FIGURA 5.9

F]GIURA 5.10
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Ejemplo 3. Problema de Boussinesq. Un medio isétropo bidimensional semi-infinito estd sujeto a una
fuerza vertical F concentrado en un punto O de la superficie (figura 5.11) en este caso », & son coor-
denadas polares en un punto p cualquiera con respecto al punto 0. El eje polar x se supone dirigido
verticalmente hacia abajo.

FiGURA 5.11

En coordenadas polares la funcién de Airy debe satisfacer las condiciones

19, 1 3 _ P __ 8 f1 a¢
i T i A G = A (L)

A
A

\ do 1 97, |

+
[
+
|
—
Q
|
Q
~—
[}
o

ir_"l+l.§&+.2_r‘=0
ar r aé r’

ahora para este caso se supone que ¢ estd dado por
F
¢, =-—=rb@send
I
reemplazando ¢ en las expresiones de los esfuerzos se ve que )

cosb; o0,=0 y 71,=0

SRS
=l

luego el esfuerzo resulta obviamente radial; para § = +I1/2 sobre la frontera AB, o, = 0 en todos los
puntos excepto en 0 donde es infinitamente grande. Ahora, la resultante de todos los esfuerzos sobre
una superficie cilindrica cualquiera con centro en "0" debe ser vertical, colineal y de igual magnitud
que F, para ello se ve que integrando
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nn? g 12
2.[ rcos()rdﬂ=£] cos® 0 d@
0 II 0
112

4F
=~7ﬁ[49+sen«9cos]0 =-F

Determinacion de los desplazamientos. Una vez que se han deducido las componentes de esfuerzos (o,,

o,, T,) las componentes de las deformaciones se obtienen mediante la ley de Hooke, y luego los
desplazamientos # y v se obtienen a partir de las ecuaciones

ou . av

i g ! du | dv _ -
g ay dy ax
debe observarse que las componentcs de la deformaciéon (4 y v) no cambian si les afradimos
respectivamente las funciones lineales 4, y v, dados por u, =a + by y v, =c - bx siendo a, by ¢
constantes cualesquiera. Esto implica que conocicndo ¢ €’ no se determinan completamente los

desplazamientos y que a los causados por deformaciones internas pueden afadirse otros andlogos a los

que experimenta un cuerpo rigido. Las constantes ¢ y ¢ definen una traslacion y la b un pequeiio
dngulo de giro del cuerpo rigido.

Fjemplo 4. Viga en cantiliver. Consideremos una viga en cantiliver (ver figura 5.12), la condicién de
carga puede ser satisfecha por una funcién ¢ como:

a

2t

4 b 4 & o9 .0 d 3
+ - - X il
SRR R S

|~
.

¢=

+
(o]

I

I 7777777777/

FIGURA 5.12

si reemplazamos esta funcion en la ecuacidn biarmdnica, €sta se cumple para ¢ = (2¢ + ) y se tiene
que
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o, =cx’+dxy- (2 +a)y?
o,=ax’+bxy+cy?

b i d
r,,y-—.ich—Zcxy—.i.y2

ahora tomando todos los coeficientes nulos excepto d se tiene

1l
(=]
<

[}

t

o,=dxy; @

esto produce sobre los bordes longitudinales (y = * ¢) una distribucién uniforme de esfuerzos
tangenciales y sobre los extremos sigue una ley parabdlica como se ve en la figura 5.13.

| SR SR S
1

FIGURA 5.13

Ahora se necesita sumar a este estado de esfuerzo una tensién tangencial 7., = b, de donde

[
o
-

u
[
S5
|

[STR-W
<

g =dxy; ¢

2b
c?

para que en el extremo cargado }a suma de fuerzas tangenciales sea igual a P se debe cumplir que
G b : 3 P

¥ dy = b-_y'ldy=P..b== _

[ 7oy [ [ = ¥ ] y 7=
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(cste signo (=) es porque en el extremo x = 0, 7, va hacia abajo).

Sustituyendo los valores de d y b, obtenidos en las expresiones para esfuerzos, se tiene

—PX)’; o =0; 1=—§£[1-.___]
c 4 ¢

considerando que 2. (puesto que se tiene espesor f unitario) es el momento de inercia 7 de 1a seccién

transversal, se tiene

P P
= _9. = 0; = 5 CZ a2
“ET Y Ty =T € 7Y
y ahora tomando en cuenta que
P_
g =M% D )
ax E El %
P
R ®
Y ady /3 El
du _ ov _ Ty P ?
= — —_—— B L = = C - 3
L TR TR 76 < ) ©)

de donde las componentes u y v de los dcsplazamientos se obtienen integrando. Por tanto, de (1) y (2)
se tiene

.o Py _ Pyt
2151 L TR

siendo f; y f; funciones hasta el momento desconocidas, sustituyendo estos valores de « y v en (3) se
tiene

_opxr _d0) | epy? | dA) o p -
2E1 dy 2EI dx 3G
haciendo
F(X) = - _P.:.r: -+ _(I_f‘ﬂ; G(_V) - dfl(,V) . sz _ |Py2
2l 253 dy 2EI  2IG
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Pc?
21G

se tiene:

Fo) + GUy) = K

lo que implica que F(x) = cte = d y G(y) = cte = ¢; de no ser as{ su suma no seria siempre constante K

Pc?
S.e +d= 4
M T7s 5
de donde
—df;(X) = E + d, d‘f;(y) = - pPyz + }7)72 + e
dx 2E1 dy 2E1 2/G
integrando se tiene
f(x):ﬁ_l+dx+h; f(y):—ﬂ]+ﬁ3_+ey+g
2 6E] : 6EI  6/G
reemplazando los valores de f,(x) y f,(x) en las expresiones para # y v se tiene
Pxly _wPy? Py’
— - + + + 5
26l 66 6ic Y T8 2
vV = .’i)x.y_z + fx_g +de + h (6)
2E! 6E!

las constantes d, e, g y h se deducen de las siguientes condiciones: como el punto A es fijo entonces
uyvsonnulosparax =L y y=0, dedonde g =0 vy

__ PL*
6E!
la curva de deflexién paray =0 es
W= 20 PL _yw-x ™
=0 6EI  6EI
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otra condicién es que

av | _ 0
ax y=1.
x=0
de (8) y (7) se obtiene que
_ PL?
2El
y de (4) se ve que
e - PL? _ P’
21 21G

se ve que la flecha mdxima para x =0 de (7)

) PL* | PL} _ PL

s= 6EI  2EI  3El

Para secciones rectangulares

pr PL’
f;nd.x = 2 = ’,E(' 3
3E [ic"] “

(8)

(7)

9

Con esto se tiene resuelto completamente el problema, reemplazando las constantes d, ¢, g y h en (5), (6)
y (7) se pueden calcular los desplazamientos horizontales y verticales (u, v) asi como la flecha (v)y = Oen

funcién de las coordenadas de x y y.

Cdlculo de esfuerzo normal y tangencial maximos. Como los esfuerzos principales maximos cstdn

dados por

siendo
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2
R = J (U; - Gy) . TJ}.Z = P2 x2 yz R P2 (cz _ y2)2
2 IYE 417

P P
A = -2 - 2,2 . 242 4 4
Y 21J"y CORA DA
de donde
O i =--5?(xy axtyt =27yt e yte et )
y como
T . = R

-%J;zyz—2c'2y2+y“+c“

se ve que o, es mdximo para x =L, y =c, donde

o . =—ﬁ(L(‘+;/LTL'2—ZC°+C“C4)
me 21
P
==-_(Lc +Lc
21( )
_ PLc
T . = e
may I

i

w0
[
rsN] 11:
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Ahora para el cdlculo del mdximo valor de 7, se ve que

a7, . f 2 x2 y?

dax 22\/x2y2—2c2y’+y‘+c‘

derivando ahora con respecto a y:

VXY T2y et @) - D @xy - 4oyl 4y
2Jx2y2_2czy2+y4 PR
(x2y? ~2¢2yt syt 4+

T
dx ay

H
(ST

igualando ahora el numerador a cero se tiene

27 y? - 2t yt ¢yt e (2xy) - (yY) (xPy - 4cly + 4yY) =0
4x’y? - 8¢t xy? + d4ctxy® - 2xy? + d4cixy? - 4xy* =0

2x°y? - 4c?xy? + 4(c* - DHxy* =0

20° - 4c¢%x + 4@t - Dxy? =0

despejando a y se tiene

y = 4c’x - 2x° _ 4c¢’ - 2x?
4(c* - Dx 4(c*- 1

(ar)

existe una curva donde se presenta un cortante maximo constante. De aqui que por ejemplo para y = 0,
4c? - 2x = 0, es el numerador de la ecuacion (a), donde se ve que la abscisa x es

x=\/2_c= 1.41c¢

ahora reemplazando y = 0 en la ecuacion de 7, se tiene
_ Pc?
Tmri.t W
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para secciones rectangulares

P
Fo. = o .. =075 =~
™ A13¢? més c
da
P P
= — =05 —
Ty 2C c
0 sea que

Tty = 1.5-ry

Ejemplo numérico. Para una viga de acero cuyo og,..... (Ifmite eldstico) es de 1600 kg/cm?, de longitud
L =1.5 m (150 cm) y espesor t = 1 cm. Calcular P, siendo ¢ = 0.2 m (20 cm).

Como
3P _ 2¢’0,,  2(400)1600
Orie = = — = =
2 ¢ 3L 3 %150
P = 2844 kg
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6. Viscosidad

6.1 Introduceion

Este tema trata de las relaciones que existen entre las presiones y fuerzas que se aplican sobre fluidos
(en particular liquidos como el agua), y los campos de velocidades y de torbellinos que se originan en
ellos, segiin sean las caracteristicas geométricas del sistema por el cual circulen (orificios, vertedores,
tuberias, canales, etc.). Este conocimiento servird por tanto para el diseiio de dichos sistemas.

l.a teoria necesaria para determinar este comportamiento se basa en la mecdnica de los medios
continuos, aparte de que es neccsaria la determinacién experimental de las propiedades fisicas de los
fluidos, asi como el trabajo sobre modelos a escala y prototipos para calibrar la teoria.

Se exponen las propiedades fisicas de los fluidos y factores que influyen en ellas, asi como de su
ecuacion constitutiva y modelos analdgicos itiles. Se presentan ias caracterfsticas del tensor velocidad

de deformacién [E]. Se proporciona también la deduccion de la ecuaciéon de Navier-Stokes, que es
fundamental en mecanica de fluidos, asi como casos particulares que de ella se desprenden, como son:
los flujos incompresibles, laminares, turbulentos, viscosos, etc. Ademds, se presenta el Teorema de
Bernoulli con algunas aplicaciones importantes. Se mencionan asimismo los parametros adimensionales
de Reynolds y de Froude, y su relevancia dentro del estudio de los flujos. Finalmente se dan algunas
ideas sobre flujo bidimensional.

6.2 Propiedades fisicas de los fluidos

Fntre las propiedades mds relevantes, desde el punto de vista mecdnico, se tiencn la densidad y la
viscosidad. Por ser un concepto ampliamente conocido no vale la pcna hacer aqui una discusion sobre
la densidad, por lo tanto nos concretaremos a definir qué es fa viscosidad. Al respecto podemos
mencionar que existen la viscosidad dindmica y la cinemadtica.

Viscosidad dindmica

Esta es la propiedad que se manificsta por la resistencia al desplazamiento relativo entre dos ldminas

de fluido provocado por la accidon de un esfuerzo tangencial, de tal manera que se puede establecer una
relacion entre dicho esfuerzo y la velocidad de deformacion del fluido de la siguiente forma

TEpy (6.1)
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donde;

7 - esfuerzo tangencial [FL-2]*

4 - velocidad de deformacién angular [T']
u - viscosidad dindmica [FLT]

de lo anterior se ve que al aumentar la viscosidad se requerird mayor esfuerzo para producir una
velocidad de deformacién dada, o bien para un esfuerzo dado existird menor velocidad de deformacién,
como ocurre con la velocidad de flujo de un aceite espeso al circular por una tuberia en comparacién
con la del agua, la cual como es menos viscosa fluye més rdpidamente.

Ahora bien, a este tipo de viscosidad se le llama newtoniana y tiene la propiedad de que la curva r

contra 4 es una linea recta, es decir, existe una relacién lineal entre ambas cantidades, como se ve
en la figura 6.1.

d

FIGURA 6.1

Sin embargo, para algunos fluidos reales la relacién no es lineal y se dice que tienen viscosidad no
newtoniana, la cual puede presentar curvas 7 contra 4 como se muestran en la figura 6.2.

Este tipo de comportamiento lo poseen soluciones polimerizadas, pinturas liquidas con materia sélida
en suspension, algunos derivados del petrélco, el concreto no solidificado, etc. En ellos se puede ver

que bédsicamente la viscosidad disminuye al aumentar 4. Este comportamiento se puede explicar

fisicamente si se toma en cuenta que al aumentar y aumenta la separacién entre moléculas, por lo tanto
existen menores fricciones entre ellas.

* Las dimensiones se dan entre corchetes. F.M. L y T representan unidades de fuerza, masa, longitud y
tiempo, respectivamente.
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FIGURA 6.2

Viscosidad cinemdtica

Esta se obtiene a partir de la viscosidad dindmica simplemente al dividir ésta entre la densidad del
fluido, por tanto

(6.2)

A
n
TR

donde:

u - viscosidad dindmica [FL-°T)
p - densidad [ML™*] o [FL™T?]
» - viscosidad cinemadtica [L’T'}

Factores que influyen en la viscosidad

La viscosidad depende del tipo de fluido, de la presidn isotrdpica actuante y de la temperatura. Esto
paia fluidos newtonianos, ya que como se vio antes para no newtonianos influye también la velocidad
de deformacioén &, por ejemplo, para flujo unidimensional (en la direccion x)

av. v, 9V
é = A y _ X
Y dy ox ay

En donde V, es la velocidad en direccién x y V, es la velocidad en direccion y; el segundo término es
nulo ; donde u o v dependerdn dcl gradiente de velocidades en la direccion ortogonal al flujo.
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Ahora bien, para flujos newtonianos la viscosidad aumenta con la presidn isotropica, en tanto que
disminuye al crecer la temperatura*. Estas son caracteristicas que normalmente presentan casi todos
los fluidos reales, por ejemplo, para el agua sc tiene que la viscosidad cinemdtica casi no es afectada
por la presiéon y depende exclusivamente de la temperatura, de acuerdo con la siguiente relacion
experimental

v = ? (6.3)

donde:

v, - viscosidad cinemdtica a 0°C
(igual a 1.5 x 1078 m%/s)

T - temperatura [°C]

a - pardmetro experimental adimensional
(igual a 0.0337)

[ - pardmetro experimental adimensional
(igual a 0.00022)

6.3 Ecuacion constitutiva de los fluidos newtonianos

Desde el punto de vista de la mecdnica de medios continuos, para todos los materiales reales, ya sean
solidos, liquidos y gases, existe un modelo matemdtico que define su comportamiento de una manera
mds completa, independientemente dcl sistema de referencia empleado, de las cargas o presiones que
sobre ellos actidan, que estd representado por una relacion diferencial entre los tensores esfuerzo y
deformacién.

Para el caso de los fluidos newtonianos esta relacion es
[7] = (] [£] (6.4)
siendo
[7] - tensor esfuerzo

[#] - matriz que depende de la viscosidad del fluido
{E] - tensor velocidad de deformacion

* Esto es para lfquidos. para gases la viscosidad aumenta con la temperatura,

194



Para el caso de fluidos no newtonianos la relacion puede ser mds general, por ejemplo

& ¢
T1=Xh =~
L7] =t Ot

m::

a, [E] (6.5)

9
" at

i=1

donde g, y b, son coeficientes; y, n y m constantes dadas.

Modelo analogico

En el caso de fluidos newtonianos el modelo analdgico estd dado por la representacion esquemadtica de
un amortiguador, figura 6.3.

_ M
- e S ? ——— g
¥ ~ T

FiGURA 6.3. CUERPO DE NEWTON

Este es el modelo analdgico del fluido mds simple, sin embargo, existen otros materiales en los que
su comportamiento puede considerarse también como fluido, cuyos modelos analégicos son mds
complejos, como se verd en el capitulo de viscoelasticidad, y que por ejemplo tienen el aspecto del
Modelo de Maxwell o el mostrado en la figura 6.4, que corresponde a fluidos no newtonianos.

e
g )
He |
e (——T] el
T — T
(op

FiGURA 6.4 FLUIDO DE TRES PARAMETROS
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Tensor velocidad de deformacion [E)

Las caracteristicas mds relevantes de este tensor el cual, como su nombre lo indica, tiene propiedades
matematicas andlogas a los de esfuerzo y deformacion vistos anteriormente.

Siendo las rapideces de deformacion las derivadas de la deformacion con respecto al tiempo, entonces,
sus relaciones cinemdticas no son con el campo dc desplazamiento existente en un problema dado, sino

con el de velocidades, que son las que interesan cuando sc trabaja con fluidos. Se tiene, por ejemplo,
para la direccién x

& = R .. O . (6.6.a)
dt dr ax  ax dr ax
donde:
S - desplazamiento
V - velocidad
considerando que el vector velocidad estd dado por
V=Vi«Vj+VEk
Andlogamente, para las direciones y y z se tendra que
A
E = — (6.6.b)
) ay
Vv
& = G (6.6.c)
) 0z
y también se cumple que
av.  aVv
E. =&, =" | =+ 2 (6.6.d)
E ' L ax dy |
av., av
Bo=E, =1 2o h 2 (6.6.¢)
< | 9y dz
av_ a8V
E =& = '/& __‘ a3 _i 6'6'
s dz ax | (6.6.9

que constituyen el conjunto de relaciones cinemdticas entre las componentes del tensor [E] y el campo
de velocidades.
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El tensor [E] queda dado por

(1= &. & ¢ 6.7)

Este tensor, como se dijo antes, tiene las mismas propiedades que el [7] y el [E] de esfuerzos y
deformaciones, respectivamente, y por tanto se cumple que se puede conocer la velocidad de

deformacidn en una direccién n simplemente mediante la siguiente expresion
E=[E) A} (6.8)
(siendo n =, + m; + n,).
Asimismo, el primer invariante estd dado por
I, =3¢ =¢ +& +& =divy 6.9)

De igual manera a la del andlisis del movimiento de cuerpos deformables se encuentra una relacién
similar a 1a de desplazamiento y que es

V,=V,+E~'hTor Vo 7 (6.10)

la cual indica que la velocidad de un punto p puede estimarse a partir de caracteristicas medidas en
un punto O, (ver figura 6.5).

FiGgura 6.5
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En la expresion 6.10 se ve que la velocidad del punto p es la suma de una velocidad de traslacién de
cuerpo rigido V,, una velocidad de rotacion de cuerpo rigido dada por el tensor término y una
velocidad de deformacién dado por el vector &.

En esta expresién aparece un vector importante en problemas de flujo que es el dado por '4 rot Vo,
el cual se suele denominar vector torbelliino.
Campos de velocidades y torbellinos

En un fluido en movimiento se presenta un campo de velocidades y uno de torbellinos, es decir,
existen traslaciones y giros de cada una de sus particulas.

El campo de velocidades se puede ilustrar en un instante dado por lineas llamadas de flujo o de
corriente, en las cuales en cada punto de ellas su tangente lleva la direccién de la velocidad, ademds
éstas no se entrecruzan. Ahora si por un plano no paralelo a estas lineas se traza una curva cualquiera
y por cada punto de ella se traza una linea de corriente, el conjunto definido por ellas se denomina
tubo de corriente, el cual si se delimita mediantc dos secciones transversales no paralelas a €l, origina
un volumen llamado vena fluida.

Anédlogamente, para el campo de torbellinos, el cual estd constituido por un conjunto de vectores
torbellino, se puede definir 1a que se llama linca, tubo y vena vorticosas.

Los volimenes definidos por las venas fluidas y vorticosas se suelen utilizar como voliimenes de
control para el estudio del movimiento de fluidos.
Condiciones relevantes en flujos

Tomando en cuenta que la ecuacién de continuidad esta dada por (véasc el tema 4)

4P\, odivv=0 (6.11)
dr

(vdlida para sistemas de referencia mévil), o bien por

38 . div (ov) =0 6.12)
ar

(vdlida para sistemas fijos), a partir de esta iltima sc pueden obtener los siguientes casos particulares:

a) Para flujo compresible permanente, es decir, que el campo de velocidades es s6lo funcién de
la posicién de las particulas pero no del tiempo, entonces la densidad en cada punto no varia,
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por lo que

dp
ar

y volviendo a (6. 12) se obtiene que
div (ov) = 0 (6.13)

'b) Ahora bien, si se considera que ademds el fluido es incompresible (como se puede suponer para
liquidos) entonces la densidad p permanece constante independientemente de las coordenadas del
punto considerado; por lo que de (6.13) se llega a

div (v) =0 (6.14)

que se conoce como condicién de incompresibilidad.

Gasto

Tomando un tubo de flujo definido entre dos secciones transversales S, y S, como un "volumen de
control” (figura 6.6), en el caso de un flujo permanente se tiene que , como se debe cumplir la
condicién de permanencia 6.13, entonces la integral sobre el volumen de control (V)

[ _ div (pvidv = 0 (6.15)

V. serd nula

FIGURA 6.6

Aplicando el teorema de la integral de la divergencia se tiene que
§ oV nds=0 (6.16)
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considerando que la superficie total S es la suma de las dos secciones transversales S, y S, y la
superficie lateral §;, entonces

[S‘pv *n ds +]’ pv + n,ds + ls pv » n,ds =0 6.17)

el )

El tercer término es nulo puesto que la velocidad en el tubo es siempre perpendicular a la normal a
la superficie lateral, ya que no existe flujo a través de ella. Adem4s, si se considera que el vector 7’
es colineal y de sentido contrario a la normal n, la cual es positiva, puesto que se dirige hacia afuera
del volumen de control. entonces 7’ tiene signo menos.

Luego se llega a que

- I pv nl ds + I pv + n,ds =0
3 s,

e

Ig pv nl ds = J_ pv + n, ds (6.18)

k3

1 ]

lo que indica que la integral de superficie es 1a misma para cualquier seccion, es decir, es constante.

A esta integral se le lama gasto Q de! tubo de corriente

Q=ng-nm (6.19)

la cual es una expresion importante en problemas de flujo.

Ecuacion de Navier-Stokes
Para deducir la ecuacién diferencial fundamental que rige los problemas de mecédnica de fluidos sc

considera que el movimiento de los fluidos viscosos resulta de esfuerzos de tipo distorsional (7), los
cuales se relacionan con las velocidades de deformacién (£) mediante 1a ley de Newton, y que es

en la que se estdn relacionando los tensorcs distorsionante de esfuerzo y de velocidades de
deformacién; a partir de dicha relacion se tiene que las componentes distorsionantes (de ambos
tensores) estdn por tanto relacionadas de la manera siguiente:
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o, -0,=2pu( -¢E)
o, -0,=2pE -¢E)

0, -0,=2p( -¢,)

(6.21)
Ty =2 K&
T, =2 u &,
T, =2 péE,
Siendo g, = % (€, +¢& + &)

Ahora, como el esfuerzo normal medio es igual a la presién hidrostdtica (la cual se considera negativa
por ser de compresién) en el punto considerado, entonces

o, = -p (6.22)

donde p es la presién hidrostdtica, y si ademds se toma en cuenta que la velocidad de deformacién
promedio estd dada por
éll

=%uwa (6.23)

de (6.9) y reemplazando (6.22) y (6.23) en (6.21), y tomando en cuenta que las relaciones cinemadticas
(6.6a) a (6.6f) entre velocidades, (véase el tema 4), se obtiene

aVv ) —
= - 2 _J Ry d’VV
g, pP+ep Fy” 3 # ( )
avVv 2 R
0= pr2ugr 5 h YY)
2 _av_ 2 (div V)
= -p+ I -2 iv
o ? T 3 #
rav, av‘ (6.24)
CU S
_ av. aVv,
T‘:—“ ax az
av, aV,
T = —
¥ # L ay az J

201



ahora, tomando en cuenta que las ecuaciones de equilibrio son

ao,l aT)Z( aT.’,[
ax ay az
Bf‘y . aoy d7

e = 6.25
ox ay 0z ( )

pa. = of, +

pa, = pf, +

y a7, . d7_  do,
ad, = R i —— A
Pl Ty T o

En donde & = (a,, &, &,) corresponde al vector aceleracion; si se toma por ejemplo la suma de los tres
tltimos términos del miembro de la derecha, de la primera ecuacién de equilibrio, y se considera que
los esfuerzos o,, 7,, y 7., estdn dados por las expresiones (6.24), entonces

do, It Ot ap PV, 2 5 . —
____x <+ __yt -+ = =2 ~ I+ 2 r P S d,v v
x  ay 9z A R Al T )
PV, @V, PV, PV
+ = + 1 + I‘l S = >
dxay Byz dz? dxaz
(div V)
ap PV PV v 3 |av. av.  av
R T B - i 6.26
ax ox*  ay? 8z’ ox | ox 9y  az (6.26.a)

2 d e ap > l d . =
-2 0 L wWivvy=-22L «,9%W + 2 u Y wivVv
3uax(1v ) = P ‘+3“ax('v )

de manera andloga se puede obtener que para la 2a. y 3a. ecuaciones de equilibrio sc tiene

dr.  do. 0 : —
T (9% T 02, gy o)y 8 wivy) (6.26.b)
dx ady 9z dy Y37 oy

3 . —
97e (O 0% 3 vy o), 8 v (6.26.¢)
ax ay az az 37 o0z

recmplazando las expresiones (6.26.a) y (6.26.c) en (6.25) se tiene que las ecuaciones de equilibrio
quedan

[}
(]
(3]




pax=p_f;—%§+pvzvx+%y%(div 7)
) 1 0 74
ﬂay=pj;-a—;;+#szy+§u§-§(dva)
| o . =
ﬂa,-,:Pf;_g—g*#Vz“';*S#a—z(dw V)

si estas expresiones se suman agrupandolas en una expresiéon vectorial se obtiene

—

pa =pf - grad(p) + p V3V + — p grad (div V) (6.27)

que es la ecuacién fundamental de la mecénica de fluidos (vdlida para liquidos y gases) conocida con
el nombre de Navier-Stokes.

Se observa que es semejante a la ecuacién fundamental de la elasticidad, ya que se puede Obtener de
ésta si se realizan los siguientes cambios: a) cambiando el médulo G por el coeficiente de viscosidad
dindmica y; b) sustituyendo A\ por - % u ; ¢) reemplazando a su vez el vector desplazamiento S por
el de velocidad v; y d) agregando el término vectorial grad (p).

Ahora bien, los problemas de mecdnica de fluidos se resuelven partiendo de la ecuacién diferencial de
Navier-Stokes (6.27), y tomando en cuenta las condiciones de carga, presiones, etc. y de frontera
(segun la geometria del sistema considerado). Casi siempre la resolucién matemdtica rigurosa de estos
problemas es muy complicada y en algunos casos imposible, por lo cual es necesario hacer algunas

simplificaciones a dicha ecuacién. A continuacién se describirdn algunos casos particulares de ella, en
los cuales se ha hecho necesario introducir algunas hipétesis simplificatorias.

Flyjos incompresibles

Si se hace la hipétesis de que el fluido es incompresible, lo que se puede suponer es razonablemente
vdlido para el agua, entonces se debe cumplir 1a condicién de incompresibilidad 6.14, o sea

(divV)=0
por lo tanto la ecuacién de Navier-Stokes se reduce a
pa =pf - grad (p) +u VIV (6.28)

ahora considerando que el vector aceleracién « es una diferencial total, se tiene
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E=Q=G_G+EEV+§_‘)V‘+§EV,
t ot dax ° ody ¥ 9z °

que es una expresion que depende del sistema de ejes de referencia. Por lo tanto, se buscard una

expresion que no dependa de ellos, para esto se procede de la manera siguiente, tomando por ejemplo
la componente segtin el eje x

a = + + +

*ot ox *  ay az

av. aV av., oV,
x X V X X V

A% av av. av. av, aVv,
= _*+ |2V +_2V +_¢ + | I - =] V.
at ox * ox ¥ ox | 9z ox :
av, Y,
ox ay |
finalmente queda
vV, 1 aVv? .
= _1 + _ +(rotV )y V. - (rot V -k) V. 6.29.a
G g T3y YOV V- )Y (6.29.2)
andlogamente
av, 1 9Vv? .
a =__2+_ —— +@orV-kyV - (rot V-i)V, (6.29.b)
’ ar 2 ady ‘ *
v, 1 9v? : .
=+ c— s VDV - (rot V-)) V (6.29.¢)
or 2 az ! ‘

multiplicando a, por i , «, por j y a. por k y sumando se obtiene

— s L
a = aa‘: + grad ; «rorV xV (6.30)

~

El primer término del miembro de la derecha es la aceleracion con respecto al sistema de referencia
local; el segundo término es la aceleracion convectiva, la cual se debe al cambio de magnitud de la
velocidad independientemente de la trayectoria, y el tercero se denomina aceleracién de Coriolis, ¥ se
debe al cambio de direccion de la velocidad. Esta expresion es independiente del sistema de referencia.

Ahora, si se considera que el campo vectorial de fuerzas f que se presenta en el problema se deriva
de un campo escalar denominado potencial ¢, es decir
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[ = grad ¢ (6.31)

o sea que f es el campo vectorial engendrado por la aplicacién del operador gradiente al campo
potencial, entonces para la obtencién de f basta conocer un campo potencial.

Por ejemplo, uno de estos campos es el gravitacional y en este caso se tiene que las fuerzas de cuerpo
que actian sobre un fluido estdn dadas por

f =-gk (6.32)

siendo g la aceleracién de la gravedad (igual a 9.81 m/s?) y kK es un vector unitario dirigido sobre una
vertical que pasa por el centro de la tierra. Entonces se ve que

f =-ggradz = grad (- g 2)

por tanto

en este caso el campo escalar ¢ es un campo energético, que constituye la expresion matematica del
campo potencial gravitacional,

Ahora, si se reemplazan las expresiones (6.30) y (6.31) en (6.28) se tiene

av v? T o« U 2
o W+gmd__2_-fr(;rv X V| =pgrad ¢ -grad p + pV?*V

reagrupando los términos que contiene el operador gradiente en el miembro de 1a izquierda se llega a

cu V2V (6.34)

P ‘£+rof7 XV + grad E
or
donde

pd
E:%_+ - (6.35)

LRAS

en esta ecuacion, E represcnta la energia mecdnica especifica por unidad de masa. El primer término
del miembro de la derecha representa la encrgia cinélica; el segundo, energia debida a presion; y el
tercero, energia potencial de gravitacion (también llamada energia de posicion).
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Luego entonces, la expresiéon (6.34) también representa una ecuacion diferencial vdlida para flujos
incompresibles, al igual que la ecuacion 6.28.

Flujos laminares

Cuando se consideran flujos en los cuales las aceleraciones y las fuerzas involucradas en ellas son
despreciables en comparacién con los otros términos que aparecen en la ecuacion (6.28), se dice que
son flujos laminares y para ellos dicha ecuacidn se reduce a

wuV?V=yradp (6.36)
la cual es la ecuacién fundamental de los flujos laminares.

Es posible obtener otra expresion valida para este tipo de flujos partiendo de la ecuacion anterior, para
ello si se aplica el operador rotacional a ambos miembros de ella se obtiene

ror (n V2 V) = roi(grad p)

en la cual el miembro de la derecha es nulo, por la propiedad matemdtica de que la aplicacién
consecutiva del operador rotacional al campo resultante del operador gradiente, es nula.

donde

rot (u V?v)y =0

como

ror (u VEV)y=prot (V¥Vv)=0

(6.37)
rot (V*V)=0
puesto que se pueden intercambiar operadores
ror (V2 V)y=V?rnV
donde
Vi@orV)=0 (6.38)

la cual indica que el laplaciano del campo de velocidad (o vorticidad) es nulo. Esta ecuacién es otra
expresion aplicable a flujos laminares, al igual que la (6.36).
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Flyjos no viscosos o turbulentos

En este caso se considera que los términos debidos a aceleraciones y fuerzas de la ecuacién (6.28) son
relativamente mds importantes que los debidos a la viscosidad, por tanto, esta se reduce a

pa = pf - grad p (6.39)

0 sea
a=f- 1 grad p (6.39.2)
p

Ahora bien, si se toma en cuenta la ecuacién (6.34) se encuentra que como el término de viscosidad
es despreciable, entonces

Eél'_:_x»r()/VxV'rgradE =0

donde

:’% vt VXV +grad E = 0 (6.40)

Las ecuaciones (6.39) y (6.40) son aplicables a flujos no viscosos, y se llaman ecuaciones de Euler.

Si se aplica el operador rotacional a los términos de la ecuacién (6.40) se obtiene
% rot V. +rot (rot V. .x V) =0 (6.41)

puesto que el término ror grad E = 0 por la propiedad matemdtica mencionada anteriormente, y si se
recuerda que el vector torbellino es

w=WwroaV

entonces reemplazando en la ecuacién 6.41 se tiene

%’ +rot (wXxXV)=0 (6.42)

de esta expresion se ve que si un flujo es irrotacional (w = 0) entonces necesariamente se cumple que
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LN
ar

esto implica que un movimiento irrotacional permanece en una condicién a menos que aparezca una
fuerza externa que lo altere.

Flujos no viscosos permanentes
Para este tipo de movimiento se cumple que dV/ 9t es nulo, por lo que la ecuacién (6.41) se reduce a
V X ror V = grad E (6.43)

puesto que V X ror V =ror V x V. Esta es la expresion aplicable a este tipo de flujos.

Se procederd a obtener una ecuacion mds sencilla a partir de la (6.43), para ello debe considerarse que

en ella el vector grad E es necesariamente perpendicular al plano definido por los vectores v y rof v,
puesto que es su producto vectorial. Esto a su vez implica que s6lo existe variacion de la energia en
direccién normal a dicho plano, por tanto, este es un plano equienergético. Ahora bien, tomando en
cuenta que los vectores v definen lineas de corriente, asi como los vectores ror V a lineas vorticosas,
se ve que las superficies definidas por familias de lineas de corriente y vorticosas son equienergéticas;
de la misma manera las lineas de corriente y las vorticosas son lineas equienergéticas o sea que E
permanece constante.

Considerando la ecuacién 6.35 se tiene

2
';_ + 2 - ¢ =cte. (sobre una linea de corriente) (6.44)

A=A

que constituye el teorema de Bernoulli.

Es interesante observar que las ecuaciones (6.43) y (6.44) son igualmente aplicables a flujos no
viscosos permanentes, s6lo que esta tltima es mds sencilla puesto que no es diferencial.

Para el caso en que el campo potencial ¢ es el gravitacional, de la ecuacién (6.33) se vio que (¢ = - g2),
lo que reemplazado en la ecuacién (6.44) y dividiéndola por la aceleracién de la gravedad, conduce
a que

V2

> + P 4 z=cte. (y=pg, peso volumétrico) (6.45)
8 Y

la cual tiene una interpretacion gréfica sencilla, puesto que cada término en ella tiene unidades de
longitud, por lo tanto se puede trazar la figura 6.7.
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Linea EzConstante

\7
: Ve
/2.

Es decir

Vi p,

f,

%

FIGURA 6.7
sz P
+Z, = — + 2 +7
1 28 'Y 2

(6.46)

siendo esta una relacion muy importante para muchos casos prdcticos. En esta ecuacion el primer
término representa carga de vclocidad, el segundo carga de presion y el tercero carga de posicidn.
Asimismo, es conveniente recalcar que los indices | y 2 implican que se tomen los datos de dos puntos

diferentes sobre la misma linea de corriente.

Es posible generalizar la ecuacién (6.46) al caso de un tubo de corriente si se toman los valores del
promedio de velocidad, presién y posicidn en cada seccion de él.

Aplicaciones del Teorema de Bernoulli

Para ilustrar la utilidad de la expresion (6.46), a continuacién se presentan algunos casos précticos de

interés.

Ejemplo 1. Liquidos en reposo. Se calculard la presion a una profundidad h en un recipiente, ver la

figura 6.8.

L.

v L
e
h
Pe
[ T 3
FIGURA 6.8
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Para esto se consideran dos puntos, uno en la superficie (punto 1) y otro a una cierta profundidad h
(punto 2). En la superficie la presién debida al agua es nula, existe sélo la presion atmosférica; en
tanto que en el punto 2 existe una presién debida a la ldmina de agua sobre él y también la presion

atmosférica, la cual como existe en ambos puntos (y en cualquier otro) se puede considerar como el
nivel de referencia "cero” para presion hidrostdtica.

Por lo tanto, en el punto 1 se tiene:

a) vy =0; por estar el liquido en reposo
b) py = 0; por ser nivel de referencia "cero"
¢) 2, = 0; por estar el sistema de ejes x-z en la superficie del liquido

En tanto en el punto 2 se tiene:
a) v, = 0; por estar el liquido en reposo
b) p, =7; ya que se va a determinar mediante el teorema de Bernoulli

C) Z = ~h

Empleando el teorema se tiene

0+0+0=0+«"_p
Y

P, = h (647)

lo cual indica que la presién hidrostdtica (manométrica), en un punto cualquiera del liquido, se obtiene
multiplicando su profundidad con respecto a la superficie libre por el pcso volumétrico del liquido.

Ejemplo 2. Descarga en orificios. Ahora se va a calcular la velocidad con la que sale un liquido (de
descarga) en un orificio practicado cn un recipiente, ver figura (6.9).

WA A AP AT T AT A A

Ficura 6.9
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Se considerard que el recipiente es muy grande en sentido perpendicular al plano de la figura, de tal
manera que al salir el lfquido por el orificio la velocidad con la que baja el agua es muy pequefio
(dcspreciable). Para este problema se tomard escala absoluta de presiones. Los puntos 1 y 2 se
muestran en la figura anterior.

Ahora, en el punto 1 se tiene:
a) V, = 0; por la consideracién hecha antes
b) p, = P,.; para escala absoluta de presiones

¢) z; = O0; por estar en la superficie libre

en el punto 2 se tiene

a) V, = ? (es el pardmetro que se va a calcular)
b) p, = P, + vh; en este caso se considerard que vh « P, y que se puede despreciar
“ P = Pam
y
)z =-h

aplicando ahora el teorema se tiene

VZ
0 aim 0 = _2 o Pann - h
¥ 2g v

V, = {2gh (6.48)

expresion que es conocida como formula de Torricelli, la cual se utiliza cominmente para calcular la
velocidad de salida del agua a través de un orificio.

Ejemplo 3. Cdlculo de la presion en una tuberfa. Si se tiene el caso de un tubo conectado a un tanque
elevado (ver figura 6.10) el cdlculo de la presion en ella en su parte inferior (punto 2) se calculard de
la siguiente manera:

Q =4 V-=cte.

(6.49)
AV, =4,V

Aqui se debe tomar en cuenta el principio de la continuidad del gasto, es decir, se tomard en este caso
escala de presiones manométricas (p,,, = 0); en cl punto 1 se tiene:
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a) Vv,

b) p, =

C) &y

h
A
J________,______...:
FiGura 6.10

v2gh' ; aplicando la férmula de Torricelli (6.48)

0;

=0,

de acuerdo con la escala de presiones elegida
por la posicién del sistema x-z

en el punto 2 se tiene:

a v,

b) p,
€) 7,

il

Vi

? .

’

-h

A
741‘ . por la ecuacién (6.49) del principio de continuidad
2

que es la que se va a calcular

aplicando el teorema se tiene

de donde

entonces

T R i’. + h
vy 28 A,
?
V! A
pz—'yzgl l“ ?l- +-yh
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reemplazando el valor de V, dado por la expresion (6.48)

2 2
2gh’~y A, A
= 1 - |2 h=yh |1l - |2 +v h
P= =5 o B 7 Y
3
/ A,
p=y |h |1 - | — + h (6.50)
A,

que es la férmula que nos permite calcular la presiéon buscada; en ella se puede observar que si la
relacion A,/A, es menor que uno, la presién p, serd mayor que la hidrostdtica (yh); si es igual a uno,
entonces serd igual a la hidrostdtica; en tanto que si es mayor que uno serd menor que ella.

Flujos viscosos

En estos casos se considera que la viscosidad ¢ no puede despreciarse, o bien, aun cuando sea pequena
se ha encontrado experimentalmente que al fluir liquidos a través de una tuberia, en una regién cercana
a las paredes del conducto, estos no se desplazan libremente sino que se presentan ciertos esfuerzos
tangenciales debidos a dicha viscosidad. Esta region se llama capa Iimite y en ella el flujo es viscoso;
ver las figuras (6.11.a) a (6.11.c).

Y
L /*,
velocldad velocidad nul — . velocidod

o uniforme en los borde vel. max. uniforme
E radlante de . T2
=~ veiosidad éﬂ

(a) Flujo no viscoso (b) Flujo viscoso (c) Flujo parcialmente viscoso
FiGURA 6.11 .

En estas gréficas se observan distribuciones de velocidades diferentes en una seccién transversal al
tubo, notdndose que cuando existe viscosidad, ésta se manifiesta por la aparicion de un gradiente de
velocidad, de tal manera que induce esfuerzos tangenciales entre las diferentes ldminas del liquido de
acuerdo con la ley de Newton, antes vista, o sea considerando que

T =2 n {',‘“
y
aVv 14
2£(.= g +_a_'_'v
©" 7 F]



Como en las figuras anteriores se muestra un flujo unidimensional, tal que s6lo existe componente V,,
la cual sélo puede variar segin la direccién y; en tanto que V, es nula, de donde

lo que reemplazando en la ley de Newton (exprcsion que estima los esfuerzos tangenciales) se tiene

av
T =N ay" (6.51)

en esta expresion se ve la relacién que existe entre los esfuerzos tangenciales 7 (que aparecen en el
fluido), la viscosidad dindmica g, y el gradiente de velocidades (dV,/dy).

Flujo de Poisseuille

Para el andlisis de un flujo viscoso, tal como el que aparece en la parte (b) de la figura 6.11, se
considera que es un flujo bidimensional entre dos paredes planas horizontales infinitamente grandes;
ver figura 6.12,

Ademds se tiene que

V,=V.=0
y que V, s6lo depende de y, por tanto
Vi=V.
Y
Z Z
= ey e
4G /'W-Vl(y)
““““““ —-----—
. @ | Vx .
- g N Wwméx. y I 0

FiGURA 6.12

Recordando que la ecuacién para flujos laminares es:

uV2V=grad p
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como
ViV =V?V porser V, y V_nulas
y (6.52)
F*v. 9V, dV PV
Vz V - X + x4 L X

Toax?r gy, 9z2 9y?

por ser V. s6lo funcién de y y considerando que

ap . op . _adp , _0p .
dp=2iv L j+ L k=" 6.53
A axl ayj az ax ( )

ya que sélo existen componentes seglin la direccién x, reemplazando (6.52) y (6.53) en (6.36) se tiene

2y
LY L dp (6.54)
.:Iy2 dx

aqui ya se pueden eliminar los simbolos de diferenciacion parcial; integrando ahora con respecto a y
se obtiene

la constante C, se determina considerando que para 'y =0

dv
—~- =0 (como se ve en la figura 6.12)
dy

C =0

Integrando de nuevo-con respecto a y se tiene

! d,
kv -lyd.g

ahora comopara y =0; V =V, . dedonde C,=u V

-t mac

por tanto

yr P oy yv (6.55)



comoparay = + a; V, = 0 (puesto que el flujo se adhiere a las paredes), entonces, reemplazando esta
condicion en (6.55) se tiene

_a’ dp

== 2 1% SV o= 228 6.56)
2 (b( M K X mdx X mac 2“ dX (
ahora sustituyendo (6.56) en (6.55) se obtiene
7 S | ’
y =3 -a d - 6.57)

2u dx

expresion que nos da la ley de variacion de V, en funcidn de y que se estaba buscando, y que se ve
que es parabdlica. Ademds en ella debe observarse que como y < a y puesto que V, siempre serd
mayor o igual a cero, esto obliga a que la variacion de la presién segiin la direccion x (dp/dx) sea
menor que cero, es decir, la presion disminuye en la direccion del flujo; lo cual es l6gico ya que
existen pérdidas de energia por la presion.

A partir de la ecuacidn (6.57) se puede estimar la velocidad media en un flujo viscoso, para ello se
procede de la manera siguiente, integrando a lo largo de y la velocidad V,, se tiene

(6.58)

por lo tanto

Vo= 3 Vi (6.59

es decir, la velocidad promedio es igual a dos tercios de la velocidad mdxima.

Influencia de la viscosidad en la ecuacion de Bernoulli

De acuerdo con la expresién (6.57) y de que casi siempre existe una capa limite en el flujo real de
liquidos, se ve que hay pérdidas de presion por viscosidad, lo cual debe reflejarse en el esquema de
Bernoulli como pérdidas de carga (/,), como se muestra en la figura 6.13. El teorema se expresa como

Vz Vz
_l,+£l+z=_3.+&+zz+hf (660)
8 v 28 v
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r L.inea de cargas
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|77

FIGURA 6.13

En esta expresion el término A, en general es funcion de pérdidas por longitud de tuberia, las
‘mencionadas antes debidas a la viscosidad; pero ademds también es funcion de cambios de seccion o
de direccion de la tuberia, las cuales cominmente se determinan experimentalmente.

6.4 Flujo viscomélrico

Como se mencioné antes (ver figura 6.2) existen tlujos en los cuales el coeficiente de viscos:dad
dindmico u es funcion de la velocidad de deformacidn ( o sea del gradiente de velocidades), es decir,
el fluido tiene viscosidad no newtoniana. Para este tipo de flujos, el gasto que pasa a través de un
conducto no es proporcional al gradiente de presién en la direccion del tubo, como ocurre para el flujo
de Poiseuille ya que en éste, de acuerdo con la expresion (6.57), 1a velocidad media es

v - @ dp
n 3“ dx
y como el gasto es
Q = A Vﬂl

(A - drea de un rectdngulo de espesor unitario en sentido perpendicular a la figura 6.12)

siendo S.A=2at=2u (puestoquef =1)
2¢° dp
= - Tl 6;61
Q e (6.61)

en la cual se ve que Q es proporcional a dp/dx.

En la figura 6.14 se presentan las variaciones del gasto con el gradiente de presién, para un tluido
newtoniano y para uno no newtoniano.
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FiGura 6.14

Como se menciond anteriormente entre los fluidos no newtonianos se tiene: soluciones polimerizadas,
pinturas, fluidos con muchos sélidos en suspension, etc.

Para este tipo de fluidos la ecuacion constitutiva que los representa puede tener la forma siguiente:
(7] = - pld] + p, [E] = my [E] + ps [E] (6.62)

donde p es la presion isotropica.

Esta ecuacion corresponde a un fluido denominado de "segundo orden” con tres pardmetros u,, g, Y

43, que constituyen en si casos particulares de cuerpos viscoeldsticos, los cuales se tratardn en el tema
sobre viscoelasticidad.

Ejemplo 4. Para ilustrar este tipo de flujos consideraremos un problema semejante al de Poiseuille,
para ello se verd el flujo entre dos placas horizontales infinitas. Entonces, puesto que

¥ = V0 V}:O y V.=0

FIGURA 6.15
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considerando que Ty =Sk);, 7o =7,=0
donde k) = dV/dy
y . ax e Uz + 02(k) }’ Uy = U:_ + 0'|(k)

sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio se obtiene

a .
9. . %5 o (6.62.)
ax y
9
9% , 80 _p (6.62.b)
ay y
a .
%% _o (6.62.c)
dz

de (62.b) y (62.c) y puesto que do_/dx es independiente de y y de z y de acuerdo con (62.a) tenemos

dr.. 0o,

dy ax

como el lado izquierdo de esta ecuacion depende sélo de y, entonces d7./dy = - f de lo cual

To=-fy+C

por condiciones de simetria, 7, =0 para y =0 y

L C=0y 7,=-fy

<

puesto que 7, = S (k) (o sea los esfuerzos tangenciales dependen del gradiente de velocidad) y si A (S)
es la funcién inversa de ella.

(Por ejemplo: si S(k) = My entonces A (S) = S/u). Se denominard A(S) la variacién de la funcién de
cortante. De S(k) = - f y obtenemos

k=N(fy)
entonces
dv
R
5 - »
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luego el perfil de velocidades serd

V) = j N (- f3)dy

-2

donde A(S) es una funcién conocida para cada fluido en particular, obtenida experimentalmente.

Sea Q el gasto a través de una seccién, entonces

hi2

Q- [ V. (y)dy
-2

integrando por partes

donde
Vi(y) = k(y)
como
V(+h/2) =0 y  dVidy =\ (- /)
se tiene

2

0= v Ny
para un fluido newtoniano S(k) = uk, y k =s/up = N (S)
Asi que
N5 =~ flu

de donde

vor= | -%d)’b%%] =-'~E

k2

que nos da la variacion de V, en este caso.
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Ahora el gasto Q estd dado por

f_y],ui_] I (6:64)
n 3 o 12

es obvio que si S(k) no es proporcional a k, el perfil de velocidades no serd una pardbola y el gasto
no serd proporcional a la constante f (= d oz/dx).

Nameros adimensionales utiles en flujos

A partir de andlisis dimensionales que se emplean en 1a simulacién de flujos en modelos a escala de
prototipos, se obtienen pardmetros adimensionales con los cuales se puede determinar si tales flujos
son laminares o turbulentos dependiendo de la relacién que existe entre las fuerzas de viscosidad, la
accioén de la gravedad y las fuerzas de inercia.

Dicha relacién entre la viscosidad (debida a ) y la inercia (debida a las aceleraciones a ) hace que un
flujo sea laminar o turbulento. El flujo es laminar si la viscosidad domina en la relacién, mientras que
es turbulento si ocurre lo contrario. Esta relacién es el nimero de Reynolds que es uno de los
pardmetros adimensionales mencionado y estd dado por

R=Y% h (6.65)

en donde

v - velocidad de flujo

L - longitud caracteristica, puede considerarse, por ejemplo, en un canal como la relacién entre
el drea y el perimetro mojado
v - viscosidad cinemdtica del agua

Entonces si R < 500 el flujo es laminar, en tanto que si es mayor de 2500 serd turbulento. Para R
entre 500 y 2500 existen casos intermedios.

La relacién entre las fuerzas de inercia y la aceleracién de la gravedad esta dada por el nimero de
Froude, el cual se puede definir como

F=_" ' (6.66)
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donde

v - velocidad del flujo
g - aceleracién de la gravedad

d - longitud caracteristica, que es igual, por ejemplo, al drea de un canal dividido entre el
ancho de la superficie libre del agua

Se tienen casos caracteristicos, seguin el valor de F que es cuando F = 1, v = @ y se dice que el
régimen es critico; cuando F < 1, v < \/247; el régimen es tranquilo, en el cual la atraccién de la
gravedad influye en may or grado que las fuerzas de inercia; y en el Gltimo caso cuando £ > 1, v > \E{T
y el régimen se llama rdpido.

Flujos bidimensionales

En todo lo anteriormente visto, implicitamente se ha considerado que el flujo de los liquidos se
desarrolla segin una trayectoria fija, ya que se encauza en conductos como tubos o canales; sin
embargo, cuando esta trayectoria no estd perfectamente definida, sino que puede desarrollarse en un
espacio tridimensional o bidimensional, sobre el cual existe un ndmero pricticamente infinito de
posibles trayectorias, entonces es necesario estudiar cudles serdn las trayectorias mds probables entre

ellas, por lo que es necesario realizar un estudio analitico sobre este problema. En este caso nos
limitaremos al problema bidimensional.

Funcion de corriente
Para la solucién del problema anterior es necesario seguir un procedimiento matematico similar al que

se stgue para encontrar 1a distribucién de esfuerzos en un problema eldstico, entonces en este caso se

necesita recurrir a una funcién potencial llamada "funcién de corriente”, ¥, cuya utilidad es andloga
a la de Airy, y en la cual se cumple que

Y v
vV = = 2¥ 6.67
Ty Y YT & ©en

o sea que el campo vectorial de velocidades se deduce si se conoce el campo escalar definido por la
funcién de cornente.

Ademds, en este tipo de problemas se debe cumplir 1a condicién de incompresibilidad, si se considera
el caso del flujo de fluidos incompresibles (por ejemplo agua).

divV =0
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0 sea a‘+a_y=0 (6.68)
X y
ya que V=Vi+Vj

se observa que el campo vectorial obtenido a partir de la funcién de corriente cumple con esta
condicién si se reemplazan las expresiones (6.67) en (6.68).

Ahora, si se considera que

ror'V =

o, _on)
Pl 13 (6.69)

reemplazando las relaciones (6.67) en (6.69) se tiene

— 2 MY —
ror V = - [gx"g R ‘;yf] K=- Wk (6.70)
Como en flujos laminares
Virot V) =0
entonces
VAV y) = 0 6.71)

de donde ¥ debe ser una funcién biarmonica.

Para flujos irrotacionales ror V = 0, de donde

Vi(y) =0 . (6.72)
en este caso Y basta que sea armonica.

Debe observarse que la ecuacion (6.72) es la conocida ecuacién de Laplace. Luego entonces, la
solucién del problema bidimensional laminar e irrotacional se obtiene resolviendo dicha ecuacién de
Laplace junto con las condiciones de frontera y geometria del caso particular que se trate. Esta
solucién nos dard el campo escalar ¥, y a partir de las relaciones (6.67) se obtendrd el campo de
velocidades con lo que se tendrdn las trayectorias buscadas.
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Este tipo de problemas son de utilidad, por ejemplo, para estudiar el flujo de agua a través de presas
de tierra, de tablaestacas, etc.; ver figuras 6.16.ay 6.16.b

FIGURA 6.16

Propiedades de la funcién de corriente

Como en una linea de corriente V' X dv = 0 (figura 6.17), por ser la velocidad v tangente a la linea
de corriente, entonces

Vdx - Vdy = 0 (6.73)

(que es el producto vectorial) reemplazando las relaciones (6.67) en (6.73) se tiene

Woux + Iy =dy =0
ax ay

lo cual implica que y es constante a lo largo de una linea de corriente.

|
s t\Ll’nep de
corriente
FIGURA 6.17
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Gastos entre dos lfneas de corriente
Considerando ahora el gasto entre dos lineas de corriente en lasque ¢y =a y ¢ =b.

El gasto d¢ que cruza un elemento de drea (dy dz) (figura 6.18) de una seccién normal al tubo es
dq = V.dydz = 9Y dydz

integrando

beb
oy (! b
= — | dzdy = =b -
! J — Jodzdy=v ] ) (6.74)

esto significa que el gasto que recorre un tubo de flujo es igual a la diferencia entre los valores de la
funcién ¥ en las fronteras del tubo. Observdndose que entre mds cerca se encuentran las lineas de
corriente, en un tubo cuyo gasto estd dado, la velocidad en esa parte aumentard; puesto que el gasto
es el mismo pero el drea es menor, ya que se considera espesor unitario constante en la direccion
perpendicular al plano bidimensional.

tubo de
corriente

FiGURA 6.18
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7. Viscoelasticidad

7.1 Introduccidn

La viscoelasticidad es el estudio de las relaciones esfuerzo-deformacién-tiempo que existen en el
comportamiento mecdnico de los materiales. Conocer tales relaciones es importante en el disefio de
obras construidas con materiales cuyas propiedades cambian con el tiempo y en las cuales la variacion
de la magnitud de las cargas influye bastante. Este comportamiento difiere radicalmente del que ticnen
materiales que se pueden modelar mediante cuerpos idealmente eldsticos o viscosos, ya que son
materiales que se comportan como distintas combinaciones de ambos casos.

Los estudios desde este punto de vista, por lo tanto, toman en cuenta que en ciertas regiones de una
construccion, el material se ha plastificado sin llegar a agrietarse, por lo que se supone que el medio
sigue siendo continuo en todas partes.

En este caso se estudia un comportamiento complejo de los materiales cuando algunas de sus moléculas
pasan del estado sélido al fluido, fendmeno que ademds es dependiente del tiempo, y en el cual la
distribucién de zonas plastificadas es aleatoria. Ademds, en éste influyen la variacién temporal y
espacial de las cargas. Todo lo anterior explica que la relacion entre las cargas aplicadas a un sistema
constituido por un material viscoeldstico y los desplazamientos que experimenta no sea sencilla.

Por lo tanto, estos andlisis viscoeldsticos son indispensables para estudiar la evolucion de las
deformaciones de obras constituidas por materiales muy alejados del comportamiento eldstico, como
es el caso de los suelos, sobre los cuales se construyen bastantes obras civiles. Asimismo, son (tiles
en materiales eldsricos que se hacen trabajar a esfuerzos superiores al rango eldstico.

Puede considerarse que utilizar modelos viscoeldsticos equivale a suponer que cada molécula de
material es en si misma un sistema, como el caracterizado por el modelo analégico correspondiente
al caso viscoeldstico empleado (ya sea, por ejemplo, el de Maxwell, Kelvin, etc.), el cual se presenta
en todas las moléculas del sistema (probeta o prototipo). Ahora bien, en realidad en estos sistemas no
todas las moléculas pueden representarse por el mismo modelo; sin embargo, ocurre que dicho sistema
en su totalidad se comporta como si la hipotesis mencionada fuera correcta. Esto en si equivale a
distribuir el comportamiento total como si fuera uniforme en todas ellas. Ademds esta suposicion
resulta ser (til y satisfactoriamente aproximada desde el punto de vista fenomenolégico.

Es importante resaltar que, como se ha mencionado anteriormente, los estudios viscoeldsticos permiten
considerar la variacion con el tiempo de los estados de esfuerzos y deformaciones en obras civiles,
aunque sea unicamente dc mancra aproximada; por lo que es fundamental este tipo de andlisis ¢n los
casos en que se considere que dicha variacion puede presentarse (como ocurre en los problemas en los
que aparecen los suelos).

)
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Los materiales viscoeldsticos pueden agruparse en dos grandes conjuntos, los sélidos y los fluidos, los
cuales a su vez pueden tener o no deformacién eldstica instantdnea. A continuacién se presentan cuatro
casos que ejemplifican lo anterior.

1. El cuerpo de Hooke es un sélido con respuesta inmediata.
2. El cuerpo de Kelvin es un sélido sin respuesta inmediata.
3. El cuerpo de Maxwell es un fluido con respuesta inmediata.
4. El cuerpo de Newton es un fluido sin respuesta inmediata.

Cabe mencionar que ademds de los cuatro cuerpos anteriores pueden existir otros, como el de Burgers,
etc., que se mencionardn posteriormente.

Para llevar a cabo los estudios viscoeldsticos es conveniente tener conocimientos acerca de la
transformada de Laplace, integrales de convolucién y otras herramientas matemdticas, las cuales se
presentan en forma breve en los apéndices 7.A, 7.B y 7.C.

A continuacién se describird 1a forma de obtener la respuesta en pruebas de carga unidimensional, en
sus etapas de creep y relajacion (conceptos que se definirdn posteriormente) para diferentes modelos
viscoeldsticos (Kelvin, Maxwell, Burgers, etc.); asi como el procedimiento de solucién de problemas
de valores en la frontera en los que intervienen este tipo de materiales empleando el Principio de

correspondencia. Ademds en un apéndice se presenta brevemente el desarrollo del método directo de
solucién de ellos.

Como el tratamiento para los diferentes cuerpos viscoeldsticos es idéntico, se detallard ahora un
procedimiento general cuyos pasos mds relevantes pueden agruparse de la manera siguiente:

a) Obtencion de ecuaciones constitutivas.

b) Utilizacién de la transformada de Laplace para obtener la respuesta en las etapas de creep y
relajacion.

¢) Empleo de integrales hereditarias (de convolucién) para obtener la respuesta ante cualquier ley de
carga.

d) Extensién del problema viscoeldstico a tres dimensiones, tomando en cuenta el comportamiento en
dilatacién y en distorsion.

e) Aplicacién del Principio de correspondencia para la solucién de problemas de valores en la
frontera.

f) Empleo del método directo de solucién del sistema de ecuaciones de equilibrio, relaciones
cinemdticas y ecuaciones constitutivas.
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7.2 Obtencién de Jas ecuaciones constitutivas

Para lograrlo se parte de dos unidades fundamentales de los modelos analdgicos que son el resorte y
el amortiguador, asi como de la manera en que estdn conectados, ya sea en serie o paralelo.

La ecuacidn constitutiva del resorte (cuerpo de Hooke o eldstico, figura 7.1) es

g=E¢ 0 sea o =(,E (7.1)
- —— NN —
o o
FiGura 7.1

en tanto que para el amortiguador (cuerpo de Newron o viscoso, figura 7.2) es

T=py osea o=gq ¢ (7.2)

- —.‘3 e
o o

FIGURA 7.2

Ahora bien, cuando estan conectados en serie se aplica la relacidén energética
&, =& + &,

que es una suma de velocidades de deformacion.

En tanto que cuando estdn conectadas en paralelo se emplea
Op =0, + 0

que es una suma de esfuerzos, por lo tanto también es energética.

Estos dos tipos de sumas pueden servir para encontrar ecuaciones constitutivas de diferentes
combinaciones de resortes y amortiguadores, como se verd a continuacién para aigunos casos sencillos.
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Cuerpo de Kelvin

El modelo analégico de este cuerpo es un resorte y un amortiguador conectados en paralelo, como se
ve en la figura 7.3.

En este caso se aplica la suma de esfuerzos, entonces

T=0 +a0
donde

g =q,&, de (7.1)
y o, = ¢, &, de (7.2)

o= + qi€ (7.3)

que es la ecuacion constitutiva de este cuerpo.

F

Oy

FIGURA 7.3

Cuerpo de Maxwell
El modelo analdgico es un resorte y un amortiguador en serie, figura 7.4, como se ve a continuacién.

Ahora se aplica la suma de velocidades de dcformacion

Ep=8 + &
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FIGURA 7.4

donde
g =2 de(T.1)
1y
y € = g s de (72)
I

luego

R

R

haciendo un ajuste de constantes se obtiene al multiplicar por ¢,
o+pLo=q,é

que es la ecuacién constitutiva correspondiente,

q
Pll =2
q,

La solucién de esta ecuacion se obtiene integrandola, de donde ésta es

em(1)=i+ﬂar+A

q 0 q 0
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0 sea

E(N=Co+Bot+A4A (7.47)

siendo A, B y C constantes

Cuerpo sdlido de tres constantes

En este caso se combinan un cuerpo de Kelvin y un resorte en serie aplicando la ley de suma de
velocidades de deformaciones. Este cuerpo se muestra en la figura 7.5.

o
(o2
FiGURA 7.5
Entonces
E=¢§ + ¢

los subindices K y R indican Kelvin y resorte, respectivamente
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donde

e
go= 2 - Tog o de3)
ql (]1
y
& = il' de (71)
o
de donde
g=2 B, 2
q[ (11 ([(;
como
- . - - o’
tK =& - tH =& - -{7"
4]
puesto que
£ = 2 de la ecuacion (7.1)
(/()
entonces

£ - —| + = il 0~ e

o o o g 2 G
q, q, 4y (]l'; 4 q,

agrupando términos semejantes, y multiplicando por ¢,/2 se obtiene

o-p’ o=q) €+ q”" &

que es la ecuacion constitutiva.
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Fluido de tres constantes

Ahora se tienen un cuerpo de Kelvin y un amortiguador en serie, figura 7.6.

Se aplica por tanto

E=E, il

donde el subindice A indica amortiguador

o
Ficura 7.6
de la ecuacion (7.3) sc deduce que
5, =2 -2k
tf, q,
y de (7.2)
. g
8,4 = -
M
luego
7
T ,.I.f.' E, ¥ _(_I,_ (7.6)
4 4 ¢
como
Ey =& - &,



y como al integrar la ecuacion (7.2) se obtiene que

e:if"’A

A {]]

entonces

reemplazando esto en la ecuacién (7.6) se tiene

(
& = g ﬁ & - _E I + A + i{
q, ' q, q,
derivando respecto al tiempo
. . :
£ = _.E - ...{(_, & - .g.. + i;
q, T q, q

multiplicando por g,’/¢, y agrupando términos se obtiene
c+pla=q' &E+q & (7.6")

. / / .. . .
siendo p, , g/ y ¢, nuevas constantes resultado de la operacion anterior entonces (7.6’ ) es la ecuacion
constitutiva.

Cuerpo de Burgers

En este caso se tiene un cuerpo de Kelvin y uno de Maxwell en serie, se aplica por tanto la suma de
velocidades de deformacion, figura 7.7.

K
de la ecuacion (7.3) se obtiene que
(
& = L= 'ﬁ Ex
B 4,
y
AL P P
4 U



como

&, =& - ¢,
siendo
g, =Co+Bor+A, de74
luego
é=£—&(£-C0+BaI+A)+£+&fI
q, q, [ 4o
derivando con respecto al tiempo
E=£—&(E—C(}+Bg)+i+f_‘é’
(h []l 7 qu
multiplicando por ¢,/(Bq,) y agregando términos se obtiene
o+p' a+p’ 5=q' &~q, E (7.7)

. . . . . / / /
que es la ecuacion constitutiva obtenida para este material, (p, , P>, ¢i, ¢, son nuevas constantes).

FiGUraA 7.7
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Generalidades sobre las ecuaciones constitutivas
De las expresiones (7.1) a (7.7) se ve. que las ecuaciones constitutivas tienen la siguiente forma general
¢, 0 =0, ¢ (7.8)

donde ¢, y ¢, son operadores del siguiente tipo

. di - di
= E o = E e e
d’l o Pf 6[' )’ ‘éz " (Ir a[|

en los cuales se hace un ajuste de constantes, y por ser expresiones lineales basta dividir por una
constante para obtener el coeficiente p, igual a uno. Por lo tanto dichas ecuaciones tienen la forma
general

.- an(l
g + a + g + ... + =
P! p2 pn a,"
. 5 ame _ /
e &t @b v, == (7.8")

estas ecuaciones constitutivas deben cumplir con 3 postulados fundamentales que son

a) Independientes de la velocidad y aceleracion del sistema de referencia considerado.
b) Independientes de las coordenadas del punto considerado.
¢) Independientes de las condiciones dec carga.

7.3 Solucion mediante la transformada de Laplace

En las expresiones (7.8) y (7.8"), relativas a la forma general de las ecuaciones constitutivas, se
observa que si se conoce la ley de variacion de esfuerzos o(r) se puede obtener la de deformaciones
&(¢), al resolver la ecuacion diferencial ordinaria que resulta; pero también se obtiene de igual manera
o(r) si lo que se conoce es &(r). Ahora bien, entre los procedimientos de solucion de este tipo de
ecuaciones se tiene el de la transformacion de Laplace, a través del cual una ecuacion diferencial
ordinaria se convierte en una ecuacion algebraica mds fdcil de resolver.

Entonces al aplicar la transformada de Laplace al operador

=L 3’—
=0 ar'

237



se obtiene

< (o) =d>=£a,.s"=P(s)

i=t)
(siempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas, ver apéndice 7.B), con lo que se obtiene

un polinomio en s, P(s) de grado n, en el cual las constantes &, son las mismas que las del operador
¢, la expresion (7.8) se transforma en

P(s) o = Q(s) € (7.8")
(siendo Q(s) otro polinomio en s) donde
Pis) = $(o) 5 Q©) = Loy
7=%) y &=LE0)

Ahora bien, si o(r) = g, A(r), donde g, igual a una constante A(r), (funcién paso, ver apéndice 7.A),

- = % . ]
entonces o (y) = — + Yaque FLAM) = = (ver tabla 7.1).

En tanto que si &(f) = &, 4,, & €s una constante.

Analégamente

E() = 2
t S
Entonces, si se considera el caso en que se aplica o(/) = g, A(r) de (7.8” ) se obtiene que

_ a, P(s)
E =
s O(5)

que es un cociente entre polinomios, el cual se puede descomponer en fracciones parciales (segin los
métodos conocidos de dlgebra); luego se tendrd

_ L n’
J) = ! = z
£ .‘E (A‘-—B',)l ixl S1s)

* El simbelo 0(s) indica la transformada de Laplace de a(t) (ver apéndice 7.B).
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y antitransformando cada término, por ejemplo mediante una tabla de transformadas de l.aplace (ver
tabla 7.1), se obtiene

e =T 9 (&) = T F)

i=3 i=)
0 sea como una sumatoria de funciones del tiempo, lo cual nos da la solucién del problema.
Ahora procediendo de manera andloga se puede obtener la ley o(t) si se parte de &(t) = &, A(t).

El caso en que se da o(f) = 0, A(r) corresponde a una prueba de creep (deformacion variable con el
tiempo ante carga constante); en tanto que cuando se da &(r) = €, A(¢) corresponde a una prueba de
relajacion (variacion del esfuerzo ante deformacion constante).

Ahora bien, si se aplica el anterior procedimiento para cada tipo de modelo viscoeldstico (se tiene el
P(s) y Q(s) correspondientes) pcro con a(f) = A(f) (0 sea g, = 1) se obtiene como solucion &(r) = J(¢),
llamdndole a J(¢) funcidon de complianza de dicho modelo.

Andlogamente, si se emplea g(f) = A(r) (0 sea £, = 1) se obtiene una funcién o(t) denominada "funcidn
de relajacion” y que se representa por_ Y(1).

En la tabla 7.2 aparecen las funciones de complianza y relajacion para algunos de los modelos visco-
eldsticos mds empleados.

Posteriormente se verd que conocer dichas funciones es titil para predecir el comportamiento &(r) o a(f)
ante diferentes funciones o(¢) o &(f), respectivamente, que representan leyes de carga o deformacion
mds generales; lo cual se logra mediante las integrales hereditarias al aplicarlas a diferentes modelos
viscoeldsticos lineales.

7.4 Integrales hereditarias

Si se considera el caso de que la carga es constante y estd dada por o(r) = g, A(¢) entonces &(¢) = g, J(?);
puesto que el modelo es viscocldstico lincal, luego si posteriormente se da otro incremento Ag’, a un
tiempo ¢/, entonces se tendrd

N =a,J () ~Aad J-1")

Ahora, si en vez de Ao’ se da una scric dc incrementos infinitcsimales se tiene integrando

E(ry =0,J(1) + L‘)J(r - 1)

/
da” dr’ (7.9)
dr’
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se observa que en la integral la funcién J(r - ¢’) va variando con el tiempo. Esta es por tanto una

integral hereditaria o de convolucion la cual puede expresarse en otra forma; para ello si se integra por
partes se tiene :

dJ(¢ -I:’) dr’ =

_ . Y N R Y
E() =0,J(n [J(r t")o(t )]u Iua(f ) T

=0, J() + [J(t - 1) a(t) -~ J(t - 0) g;]
S— ittt N —— st

J(0) 0, (1)

/ _
[ oty M1 g
0 d,/

] _ !/
e =JO) o) - J a(r’) dje-r) dr’
(1] d[/
como
dje -1’y _ _ dJ @ - t')
die - 1) de’
entonces

dii -1t d’

=0 JO) + [ o0’
&) =0 JO) + | ot") S0

(7.9)

la cual es otra forma de integral hereditaria.

En la expresion (7.9) se tienen dos partes, una debida al esfuerzo inicial y otra debida a los
incrementos posteriores; en tanto que en la (7.9’) se ticne el primer término debido al esfuerzo

actuante en ese momento, y la integral representa la deformacion originada por la historia previa de
esfuerzos.

Andlogamente para el caso de relajacion se tienen las siguientes integrales hereditarias

o(r) =&, Y(r) + J: Y(r - 1%y % dr’ (7.10)
: ]
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a(t) = &(r) Y(0) + j' e(t’) ava -1y 4 (7.10')
0 dir-1')

se concluye entonces que mediante las expresiones (7.9) y (7.9’), si se conocen las funciones o(r) y/o

su derivada, asi como las funciones de complianza y/o su derivada del modelo analdgico correspon-
diente, se puede obtener la ley de variacion de (/).

Asimismo, mediante las expresiones (7.10) y (7.10"), conocida la funcion &(r) y/o su derivada y la
funcion de relajacion y/o su derivada (del cuerpo viscoeldstico escogido), se obtendrd en este caso la
ley o(f).

Con lo anterior se tienen resueltos ambos tipos de problemas ante leyes cualesquiera de o(r) o (7).
Ademds, en estas integrales hereditarias se pone de manifiesto que los matcriales viscoeldsticos ticnen
"memoria”, o sea que su comportamiento depende de la historia de carga.

7.5 Caracteristicas geométricas de funciones de complianza para dif crentes modelos viscoeldsticos

De la tabla 7.2 se ve que las graficas de estas funciones para los modelos viscoeldsticos mds comuncs
tienen el siguiente aspecto, figura 7.8.

Fluido de 3 constontes
\'1 Burgers

ch P (Moxwe!l

’1/ Sdlido de 3 constantes
4

’ » S W » o—

7

f','

Viscoso
\'@lewton)

Kelvin

s Eldstico (Hooke)

-
t

Figura 7.8



De la figura anterior se pueden hacer las siguientes observaciones:

a) Los cuerpos de Hooke, Maxwell, sélido de tres constantes y el de Burgers ticnen respuesta eldstica
instantdnea, y tienen en comun un resorte aislado en serie, como se puede ver en las figuras 7.1,

74,75y 7.7. Ademds, los cuerpos de Maxwell y Burgers son fluidos ya que no tienen compor-
tamiento asintético horizontal.

b) Asimismo los modelos que tienen un amortiguador aislado muestran un comportamiento fluido,
como ocurre con los cuerpos de Newton, Maxwell, fluido de tres constantes y el de Burgers (ver
figuras 7.2, 7.4, 7.6 y 7.7)

c) Los cuerpos sélidos como el de Hooke, Kelvin y sélido de tres parimetros en su ecuacién
constitutiva tienen el coeficiente g, no nulo, ver ecuaciones (7.1), (7.3) y (7.5).

7.6 Comportamiento viscoeldstico tridimensional

Para comprender este comportamiento conviene recordar que los tensores de esfuerzo y deformacion

se pueden descomponer en una componente isotropica y en una distorsionante. Ademds existen

relaciones entre las componentes isotropicas de esfuerzo y de deformacidn, y también entre las
distorsionantes de ambos tensores, que en el caso eldstico se vio que eran

[T), =3KUIIEY ; (T, = 2GU]IE], 7.11
donde:
K - mddulo de compresibilidad volumétrica
G - mddulo de rigidez al cortante

[/]1 - matriz identidad

y recordando que

S00
mrL=losof|; s=%"%"%
: 3
00
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(7l = Tay Sy Ty | 5 S, =0, -5
N SLJ S,=0, -8=-(5,+3S)

(por lo tanto en esta matriz su primer invariante es nulo).

De igual manera se tienen expresiones seme jantes para las componentes del tensor deformacidn, o sea

i e 0 OH
[E]l,= | 0e O] ; ('=£"+i’+8
3
L 00 e |
[ e, &, E. | e, =€ - ¢€
[El,=| €, € &: | e =& - ¢
| Ge & € e, =& " & =7 (e, + €)

Ahora bien, los tensores distorsionantes se pueden descomponer en cinco componentes de cortante o
distorsion como se ve a continuacion

(r},=(0 -s, 0| +{0-S 0} +]7 00
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e, 00 00 0 0 ¢ 0]

[E},=| 0 - 0| +«+|0-¢ 0 |+fg 00

Sc ve entonces que se tienen relaciones entre componentes isotropicas y distorsionantes puras del tipo
de la ecuacion (7.8), O sea

O S=9,0
b3 S,; = ¢, €4
donde;
S =l 06 T 6. T O Ty

('a’ = ().u s €2y a.r_\' ’ 8.\: 0 6):

<

Entonces, si se hacen pruebas dc compresion volumétrica o cortante puro a carga conslante, podran
observarse en graficas de dcformacion vs. tiempo, curvas del tipo mostrado en la figura 7.8 o relativas
a cualquier otro tipo de ecuacion constitutiva. Por tanto, en un material dado se ticne la siguiente
pareja de ecuaciones constitutivas, una para la relacion isotropica y otra para la distorsionante.

P//S = Qr/(,

P,Sd =Q'e, (7.12)

donde:

PH=¢'|'. Q”:q‘,}; Plzd’} y Q!=d’a
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o0 sea, la pareja de ecuaciones constitutivas (7.12) caracteriza el comportamiento tridimensional de un
material dado y en la cual los operadores P”y Q" , asi como P’ y Q' pueden tener cualquiera de

las formas dadas en la tabla 7.2 u otras mas generales.

Nétese que la aplicacién de {os mismos operadores P’ y Q' a cualquiera de los cinco componentes
distorsionantes implica un comportamiento isotrépico. Cuando el material no lo es, entonces se deberd
tener operadores diferentes para cada una de ellas. Aqui se supondrd que existe isotropia en las

propiedades.

7.7 Principio de correspondencia

Si a las ecuaciones (7.12) se les aplica la transformacién de Laplace se obtiene

P'(s)*§=2L (s)e

P’ (3) TS-¢,=.E£ (s) e,

siendo P” (3), £" (3), P’ (s) y &£’ (1) polinomios en s; entonces se pueden hacer

= P (9) - T . L(8) —
8 = el S, =
P”(a)e e 1""(:5)62'1r

las cuales son similares a las relaciones elasticas
0,=3Ke¢, v 7=2Ge

por lo tanto se pueden hacer las siguientes equivalencias

_2'(s)
P'(3)

rx = 27(9)

———— 2G*
P ( 5) y

(7.13)

(7.14)

(7.15)

en donde se pueden establecer constantes eldsticas equivalentes 3K* y 2G* a partir de los polinomios
conocidos. La importancia de esta equivalencia radica en que mediante la sransformada de Laplace,
al pasar al dominio de 4, podemos resolver un problema viscoelastico como si fuera elastico, y esto
es lo que se denomina Principio de correspondencia. Luego, la solucidn eléstica se antitransforma para

obtener la viscoelastica, es decir, conocida la solucién elastica; por ejemplo si
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0(4) =f(x, y, 2

al antitransformar se obtiene o(r) = f; (x, ¥, 2)

ya que o(s), en realidad es independiente de s (ya que no depende, en este caso** de las propie-
dades elasticas E*, o K* y G*) y por lo tanto no se altera la funcioén f (x, ¥, z), y entonces la solucién
de esfuerzos es igual en el caso viscoeldstico al eldstico; pero por otra parte como la solucién elastica
correspondiente a las deformaciones es

e(3) = (x, y, 2, E*, v¥)
o bien

€4) = f (%, 3. 2 K*, G¥) (7.16)

si depende de las propiedades eldsticas, entonces si serd funcién de s, (por las expresiones 7.15).

Entonces antitransformando las expresiones mencionadas (7.15) o bien las que representan a E* y v*;
ya que como se sabe

. 9KG y »= 3K + 2G
3K + G 23K + G

y al reemplazar K'y G por los polinomios (7.15), entonces

B 3p! P Pl - pY
E* = 2P 97 + ' p y y*= 2P’ P7 + @ prl (7.17)

luego al antitransformar cualquiera de las expresiones (7.16) o (7.17) se podra obtener
& =fax.y, 2,10
que nos dara la manera como varia tridimensionalmente el estado de deformaciones con el tiempo

Ejemplo. Tubo viscoeldstico. Se tiene en este caso un tubo constituido de material viscoeléstico sujeto
a una presion interior, como se ve en la figura (7.9).

. 4 es la variable S de la transformada de Laplace, pero se cambi6 la variable para no confundirla con 1a letra
S que representa el esfuerzo isotrépico.

*  pueden existir problemas en los que si influyen en pruebas, por ejemplo, de compresion confinada.
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FiGura 7.9
La solucién eldstica de este problema es
o,=A - B’
oA + B (7.18)

| +»

u= E [A(l - 2u)r «+ B'“‘]

y las condiciones de frontera son:

para r
-

b se tienc =-p
y para 0

0'
se tiene g, =0

a partir de estas condiciones se obtienen las constantes A y B de las ecuaciones (7.18), de donde

4=_pb . g- pa’b’
a’ - b? al = ft

entonces

uz(i+v)pb2 2

= -+ u
E,(a2 - bz) (1 2”){ ‘—r— (719)

247



Por tanto, en este caso se observa que los esfuerzos no dependen de las constantes elasticas, por lo que
no variaran con el tiempo y serdn por tanto semejantes al caso de un material elastico; en tanto que
puede observarse que los desplazamientos al estar en funcién de dichas constantes, si variardn con el
tiempo, ya que si en la expresién para « se reemplazan E y » por las relaciones (7.17) se tendra

= _pb P 3¢ P a’
alerme s ezl I o rva e -7 KA (7.20)

en la cual si se toma, por ejemplo, €l caso de que se considere comportamiento elastico en dilatacién
y de Kelvin en distorsién, se tiene que

P'=1, ¥ =3K P =1 y F'=qy+qs

y si la carga estd dada por p(r) = p s(r); entonces p = p/ s de donde

E(x,s)=_pb_2... il [

a> - b 4

3 re |2 |1 (7.21)
6K+q0+q,s 9 * 4, 5| T

Ahora empleando una tabla de transformadas (por ejemplo la tabla 7.1) se obtiene

|

6K + q,
4,

u* - b* | 6K + g,

2 1
T 1 - exp %!
QT q

la cual es por tanto la expresion que da la evolucién de los desplazamientos en este problema
viscoeldstico.

2
u(r) = L b U [ 1 - exp

(7.22)

Limitaciones del Principio de correspondencia
Por lo anteriormente expuesto, se concluye que es posible emplear {os métodos de solucién elastica

en problemas viscoelasticos a través del principio mencionado; sin embargo, existen situaciones donde
no se puede aplicar, éstas son las siguientes:
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a) Cuando existe modificacién de la geometrfa de la frontera por las cargas aplicadas.

b) En problemas donde por otras causas la geometrfa se deforma (por ejemplo una vela que se derrite)
o se desintegra (por ejemplo, combustible que se quema).

c¢) Cuando no existe solucidn eldstica conocida del problema en cuestién.

En estos casos se debe emplear el método directo de resolucién de problemas viscoeldsticos.

7.8 Método directo

En éste se plantea el problema de resolucién del conjunto formado por las ecuaciones de equilibrio,
relaciones cinemdticas y ecuaciones constitutivas de manera idéntica a como se realiz6 para deducir
las ecuaciones fundamentales de la elasticidad y la de mecdnica de fluidos (Navier - Stokes). Estas
ecuaciones, por tanto, son:

. do, 97, 07,
= + i + +
SR A "y i

or ., Jo a7T.

pa = 2o+ »oe Y Ecuaciones de equilibrio
L A T q

oa y a7, . 6‘ry do_.
sl ., 99
T e T ey T oz

ademds

du, 1 | du, = ou,
E = Ve, = | — v =2
¢ ox ¥ 2 | dy ox
e = Ou, e =1 Ou,  Ou, Relaciones cinemdticas
Y9y T 2| a9z dy |
[
du, 1 | Ouw,  du
E = ___* Ve = — — e
0z 2 | ox 0z
y las ecuaciones (7.12)
P"S = Q"e Ecuaciones constitutivas
P'S;= Q' e,
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El procedimiento de solucién de este conjunto es por tanto

a) En las ecuaciones constitutivas (0 bien sus expresiones equivalentes dadas por las integrales

hereditarias (7.9), (7.9’), (7.10) o (7.10’)) se reemplazan las cantidades de deformacién por las
de desplazamiento de acuerdo con las relaciones cinemdticas correspondientes.

b) Las expresiones de esfuerzos, resultantes del paso anterior, se reemplazan en las ecuaciones de
equilibrio.

c) Se encuentra una expresién vectorial que sintetiza las tres ecuaciones de equilibrio anteriores, la
cual serd semejante a las de elasticidad o mec4nica de fluidos. Esta variard segin el modelo
viscoeldstico escogido para las componentes isotrépicas y para las distorsionantes.

d) Se resuelve por algin método mateméatico de ecuaciones diferenciales parciales y otro equivalente
(métodos numéricos, etc.) la expresién resultante mencionada. Es claro que en general ésta puede
ser mucho mds compleja que la de elasticidad o viscosidad, que corresponden a los modelos
viscoeldsticos mds sencillos (el de Hooke y el de Newton); por lo que su tratamiento completo se
sale del alcance de estas notas. Por lo anterior, s6lo se sugiere utilizar e/ principio de corresponden-

cia a los casos viscoeldsticos donde este sea aplicable. Sin embargo, en el apéndice 7.C se presenta
un desarrollo mds completo de este método directo.

Observaciones importantes. Con relacién a los problemas viscoeldsticos pueden hacerse notar algunos
aspectos relevantes entre si:

a) En estos modelos viscoeldsticos se nota la influencia de la velocidad de carga y en general de toda
la historia de carga en la respuesta (deformaciones que experimentan).

b) Por lo anterior, puede observarse que dichos materiales tienen "memoria”.

¢) También se observa la existencia de un desfasamiento de la respuesta con respecto a la excitacién.

d) Ademds se nota la inercia de los flujos existentes en un instante dado.

e) Finalmente, se puede ver que la eleccién adecuada de uno de estos modelos para simular un
material real puede hacerse de una manera simplista: observando la forma de la funcién &(7) de una
probeta ante carga constante y determinando cudl de las curvas mostradas en la figura 7.8 se ajusta
mejor, se tendrd el modelo analégico buscado. Ahora bien, existen otros procedimientos mds

formales para encontrar la ecuacién constitutiva que represente a los materiales, pero su tratamiento
se sale de los alcances de este curso.
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Apéndice 7.A
Funcion paso

Esta es una funcién que se presenta para el simbolo A(#) y que vale cero parat < Q0 y uno para ¢ 2
0, como se muestra en la figura 7.10, entonces

Oparat <0
Alt)
| parat =1
Ak
p —— . _.h
-oo 0 t + oo
Figura 7.10

Esta funcidn es dtil, por ejemplo, en ¢! estudio de problemas viscoeldsticos.

Funcion delta

Esta funcién resuita ser la derivada de la funcion paso y se representa por 8(¢); se define mediante las
siguientes relaciones

soc -0
1= I S(hdr =1 I-= J S(Ndr = 1
- -8

O; para¢t <-0
6(r) & + o; para - 0 < 1 <+ 0
O; paras >+ 0

Es decir, es una funcion tal, que vaie ~oo en ¢l intervalo de cero negativo a cero positivo y es nula
para cualquier otro valor; ademads su integral vale 1 entre — 0 y + 0 o cualquier otro intervalo elegido,
incluso de -o0 a +oo, tendrd por tanto la grdfica mostrada en la figura 7.11.
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Esta funcién al igual que la funcién paso son muy ttiles en problemas viscoeldsticos y de otro tipo.

3 ’ tiende Qo

-01+0 t

Figura 7.11
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Apéndice 7.B

Transformada de Laplace

Esta transformacién pertenece al conjunto de transformadas integrales y se expresa de la siguiente
manera

LU)) = [: f)e™ dr =J(s) (7.B.1)

en la cual la funcién e™ se llama Kernel o niicleo de la transformacién. En ésta, la funcién f(r) se
convierte en una funcién £(f()) que al integrarse con respecto a f entre cero e infinito, sélo queda

una expresién que depende de la variable s cuando se toman los lfmites de la integral. Es decir,
ZL(f(r) es laimagen de f(#) y se denominard f(s), que se obtiene como resultado de la transformacién
mencionada.

Debe recordarse, ademds, que la operacién de integrar con un modelo equivale a una generalizacin
de una multiplicacién matricial de un vector por una matriz; ya que se realiz6 una integracién numeérica
de la expresién (7.B.1) tenemos

f(s) = Ar T f(r)e™ , (At : incremento de tiempo)

i=}

ahora, si la variable s se discretiza ddndole ciertos valores fijos, entonces

fG5) = A E fa)e™ (=1, 2 ... n)

i=1

que es igual a

arle ™" fa) = £15) (7.B.2)
donde la matriz [e '] representa la transformacién matricial mencionada.

Ahora bien, es necesario indicar ciertas carateristicas de esta transformacién; como se ha indicado
antes, la transformada de f(/) es

F) = [ fine= ar
en tanto que la de su derivada serd

7(s) = I:’ F (e di
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luego, antitransformando se obtiene la solucién X(r), de donde

X)) =L X)) (7.B.3)

la cual se puede obtener de tablas (ver tabla 7.1). £ (X(s)) representa la antitransformada de
Laplace y X(¢) es por tanto la solucién del problema de vibraciones.

Para mayor informacién sobre esta transformada consultar obras especializadas.

A continuacién se presenta una tabla reducida de transformadas de Laplace, pero que es suficiente-
mente (til para los fines de este curso.

TABLA 7.1 TRANSFORMADAS DE LAPLACE

u S £(s)
u 0y} A(r) I/s
" 2 3(r) 1
I 3) P 1/(a + 5)
4) .
(0
S
= to - __1.. (1-e™) 1/s%(a + §)
a?
©) t" ns™' n=01,...
(7)* .I( 2 2 ) 1 ( _ 2 2 )
0(1\/! - b* ] -A@F-b) ———_expil-byst +a
52« g2
(8)** 32
2Jiix exp [_f—] ! exp (~n q/s_)
4t m’ :
-n I-—elf_"_
[ 2

| ——

* J, es la funcién de Bessel
** erf es la funcién error
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integrando por partes

Fy=er ol +s [ fwed

0
por lo tanto
f1(8) = - f0) + 5 () (7.B.4)
luego, si se generaliza, para la derivada enésima se tendrd

n-1 n-2 n-3 a-1

f(s) = = f0) + $f(0) = sf(0) - ... — ... = $f(0) + 5" f(s)

si Se considera que todas las condiciones iniciales son nulas, entonces

f7(s) =5"(FGs)) ... (7.B.5)

esta \ltima expresion representa una propiedad muy iitil, ya que debido a ella una de las aplicaciones
mds importantes de la transformada de Laplace es que las ecuaciones diferenciales ordinarias se
transforman en ecuaciones algebraicas; por ejemplo la ecuacién de vibraciones forzadas

MX + CX + KX = f(1)
al aplicarle la transformacién y considerando condiciones iniciales nulas se obtiene
MS X (s) + Cs X(s) + KX(s) = f(s)

que es una ecuacion algebraica cuya solucién es ya sencilla puesto que
Mst+Cs+K)X(s) =f(s)

LX) = —— L)
Ms?+Cs + K
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TABLA 7.2 FUNCIONES DE COMPLIANZA Y RELAJACION J(1)

=

Cuerpo

Ecuacion constitutiva

e —

Funcién de complianza J(f)

———

Funcién de relajacion Y(¢)

]

v

Hooke g =g, J@) = 1/g, Y@) = q,
(elastico)
Newton c=q & J@t) = tg, Y(r) = q, 6()
(viscoso)
|K61VII'1 o =4,E¢q, & J(t) = i (1 - e-)\r); A\ = qolql Y(t) =4, + 4, 6(t)
9
Maxwell o+p, G =g ¢ J(t) = (p, +-Dg, Yo = 9 -,
Py I
rl
Solidode3 | o +p. a=qg & +q & q, -
constantes P & & J@ = E—lz e M+ i(1 - eM); Y0) = e v g (1-e7?)
@ > P g N % ‘
A = qo/q)
|
Fludode3 ) g +p 6=¢q, & +q, E t b q —- 4 -
constantes 1 l i 10 = q, f e @™ (i) = ?3,5(!)4-__1. q,-ﬁ e
P19, > ) ! % b, b, Py “
A = q1/‘b)
1
Burgers ] G =q ¢ F M) = — — _|(q - «ge™
f g 0 +p0 +po qze+q£ J(t)=f/q1+plql Q2(l_e_“)+ Yu) E—, [q % H
(P ql >q2) ’ (pl >4P2) 412 pl pz
2 2
I (p >p, 4+ %) g -Bg)e®
191 9, 2 4 2 , P2 e M N = q/4,) 9, 9 ]
9, o

1
— (pl + i - 4p, )
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Apéndice 7.C

Desarrollo del método directo

Como se expuso en ese tema, los pasos a seguir en el desarrollo del método directo son:

a) Reemplazar, por ejemplo en la integral hereditaria (7.10"), para cada una de las componentes de
los tensores esfuerzo las relaciones cinemdticas correspondientes a las deformaciones; se tendrd:

du (¢ " ou(r’
o = 249 voy o | 24D v sy
ax . OX
siendo
Y-y = D)
di -1t

(se utiliza en este caso la funcion de relajacion correspondiente al modelo viscoeldstico elegido, asf
como su expresion derivada)

! /
5. (1) - du (1) Y0y + I du (r') Y - tydr
: ay , 9y
" our’
o) = 20 vy o | 2D i <
: 0z o d
u ()  dur) " | Bu’)  Bur)
1) = e + y + X + y! - tdt’
7(0) | o | Yo | I 3 - (¢ - t')dr
u()  ou() Cou’y  duq’)
= X + M + < + z Y/ Y d/
7(2) oz T ¥(0) ) [ 5 == (- t")dr
. du (N du (N ‘ EY (t") duf{r’)
= ¥ - : Y0y + y 4 : Y/ - t3dt!
7.0 | 5z 3y (0) L [ P 5 ] (t - t')dt
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b) Ahora se sustituyen estas expresiones de las componentes del tensor esfuerzo en las ecuaciones de
equilibrio, por ejemplo, se tiene que la suma

do () o7 () . ar (1)
P
ax dy 0z

es igual a

u (1)

ax?

o
vo) - | 2% v s inar
ax?

0

) : )
2 2 t 2 2 .
LN FuG B0 o | 2O L SOy ar
3y’ ox dy ) { dy? dx dy
[ > 2 : 2 2 1
. u () i a°u () Y0y + Fulr) s ) YO (@t - rt))dt
EE ax dz o | 977 dx 9z

por lo tanto

do (¢) . ar y‘(t) . ar (1)

» &,
- YO) liv?u‘(r) L ”»(”}

ax dy az dx dy dx 9z
' Puy(ry  Fu |
+ -t v? di
L V- (Vi 2% *
d*u (1
= YO) |Vu’) + 5"’; divS - a;(z)]

+

!
: o%u (1
[ Y’ (r - f’){vm‘(r’) + :;-’- div S - A } dr’
X
Q0

ax?

analégamente se puede proceder para las sumas semejantes que aparecen en las otras dos ecuaciones
de equilibrio; por lo que éstas quedan como sigue

2 !
’ u':[)) + ‘ Y@t -t') ox(t’)dt!

pa. = pf. + Y(0) [vmtm . é‘ix div S -

dx

é(0)
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pa, = pf, + Y(0)

62
Viuf) + % divs - “’(')]

+ ! Y'(t-1¢') o, (¢)dl’
0

ay?
8,1
o%u (1 !
pa, = pf, + Y(0) [V 7u(r) + 9 divs - uir + Yt -t') o, (¢')dt
02 az2 o :

6.()

¢) Ahora el tercer paso es conjuntar estas tres ecuaciones en una sola expresién vectorial que serd la
siguiente:

pa =pf + Y(0) V25 + grad divS () - V()
+ ] Y'(t - t") {v S’y + grad div S() - V(r)]dr’
V]

Au ~ ufr) — du( e . :

L) i~ u1) J+ 1) k', que es una expresién integro-diferencial de validez
ax? ay? az’
general para medios viscoeldsticos lineales.

donde V() =

Ecuacién que como se ve es mds complicada que las de elasticidad y de mecdnica de fluidos (por el

término integral que en ella aparece que incluye la historia de carga) y de la cual ambas son
particulares.

La resolucién de esta expresién es muy elaborada y no se pretende tratar aquf; sélo se analizardn
algunas de sus caracteristicas, como el hecho de que en ella la incégnita es el campo vectorial de

desplazamientos S (r), del cual se puede obtener el de aceleraciones @ (r), y comc dato se tiene el
campo vectorial de fuerzas f(7).

Una vez que se resuelve dicha ecuacién integrodiferencial se obtienen los valores de S(7), que es igual a

SH=un i+ u Jrumk

se conocen los campos escalares U, (f), U(r) y U.(r), los cuales al reemplazarlos en las expresiones de
esfuerzos del paso (a) se obtienen las componentes del tensor esfuerzo para cada punto y tiempo
deseado. Asimismo, conocidos dichos campos escalares y a partir de las relaciones cinematicas se
obtendrdn las componentes del tensor deformacidén, con lo cual se tiene resuelto completamente el
problema viscoeldstico.
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8. Plasticidad

8.1 Introduccién

Este tema se dedica al estudio del comportamiento de sistemas formados por materiales cuyas
caracteristicas de respuesta cambian segiin el nivel de carga al que se encuentren sometidos. Esto se
debe a que, en ciertas regiones, el material pasa del estado sélido al fluido o sufre agrietamientos y
esto motiva dicho cambio al variar los esfuerzos.

Se tiene por tanto que, la teoria de plasticidad se aplica a problemas para cuya solucién es necesario
resolver una secuencia de problemas eldsticos, debido a la no linealidad de las ecuaciones matemadticas
involucradas en ellos. Por otra parte, en general es dificil llegar a soluciones cerradas, salvo casos muy
especiales de geometria y cargas. INo obstante lo anterior, el estudio de esta teoria es muy importante,
puesto que en la prdctica los problemas de este tipo se presentan frecuentemente.

Ahora bien, como se dijo antes, para obtener soluciones pldsticas se requiere conocer: teoria de
elasticidad, métodos numéricos y programaciéon de computadoras; ya que el proceso de solucién asi
lo requiere.

De esta manera puede obtenerse una comprensién del comportamiento de sistemas estructurales o
continuos, donde la componente pldstica de deformacién es importante en comparacion con la eldstica,
como ocurre en el caso de obras hechas o construidas sobre suelos, o bien, en el disefio limite de
estructuras, en las cuales se busca una inversion 6ptima de recursos econémicos.

En este capitulo se presentan los siguientes conceptos:

a) Una discusion sobre la energia de deformacién y sus componentes eldstica y pldstica.

b) Una presentacién de modelos analdgicos pldsticos.

¢) Leyes esfuerzo-deformacion pldsticas, en forma incremental y total.

d) Métodos de solucion de problemas elasto-pldsticos donde se ve el grupo de ecuaciones que los
gobiernan.

e) Método de solucién para problemas rigido-pldsticos, donde se presenta una discusidon sobre las
familias de lineas de deslizamiento y sus caracteristicas.

f) Una breve descripcion del andlisis y disefio de limites, y el empleo de mecanismos de falla.

Con estos temas se tendrdn, por tanto, los fundamentos suficientes para el estudio de problemas
pldsticos.

8.2 Energia de deformacién

Del estudio experimental acerca del comportamiento de diferentes materiales reales se ha encontrado
que la plastificacién de éstos se dcbe casi exclusivamente a la componente distorsionante’del tensor
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esfuerzo, es decir, que los materiales se plastifican debido a los esfuerzos distorsionantes, que inducen
cambiar de forma y no de volumen; en tanto que los esfuerzos isotrépicos sélo producen deformaciones
eldsticas, ya que inducen cambios de volumen y no de forma. Entonces es importante calcular las
componentes isotrépica y distorsionante de la energia de deformacion total.

Ahora bien, la energfa de deformacién total se determina de la siguiente manera: cuando sobre un
elemento cubico diferencial se le aplica un esfuerzo normal principal g,, en la direccién x, provoca una
deformacidn, luego el trabajo realizado serd (ver figura 8.1).

&z %Ju—- ————— =
,z/’ dax

X dy
FiGura 8.1
W=f.d (8.1)
siendo
F= % o, dy dz (8.2)
El valor de 1

%5 procede de que se considera que el esfuerzo o, varia de 0 a su valor total durante un

cierto intervalo de tiempo dr, asi que se toma su valor medio en dicho intervalo.
A su vez
d =g dx (8.3)

luego, reemplazando (8.2) y (8.3) en (8.1) el trabajo W serd:

Lo, & dv (8.4)

w|=10[dydz.£,dx=§

2

(dV = dx dy dz - elemento diferencial de volumen)
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Por otra parte, si ademds de o, actian los esfuerzos principales o, y o, en las direcciones y y z
respectivamente, el trabajo efectuado por cada uno de ellos serd:

W, = % 0, & dV (8.5)

W, = % 0y &, dV (8.6)

Ahora, si se considera el trabajo total por unidad de volumen, de (8.4), (8.5) y (8.6) se obtiene

W + W + W
w,=_! : 3= h (0,&, + 0,6 + 0,8,) (8.7

dv

reemplazando ¢, &, y &; por las expresiones dadas por la ley de Hooke se obtiene

Wb [ G o -2 0000 0)]
=§%{(01+02+03)2‘2(1*V)(UIUZ+UZUJ+G3GI)]
2
1 " 1 I l
=2_E[11+2(]+y)12]~.2. -E-+E (8.8)

en la que se ha tomado en cuenta que /, € /, son los invariantes del tensor esfuerzo (primero y
segundo). Puede verse entonces que la expresion (8.8) permite obtener la energia de deformacién en
funcidn de las caracteristicas del tensor esfuerzo (sus invariantes) y el de las propiedades del material

(E y G). Ahora se procederd a descomponer la energia de deformacién total W, en sus componentes
isotrépica y distorsional, o sea

W],. = W"r + Wd (89)
siendo W, la isotrépica y W, la distorsionante.

Ahora bien, 1a energfa isotrépica estd dada por

W= 2 0, (6 + 8+ 8) =

m m

tH W
Q
a]

donde:

g, - esfuerzo medio
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de elasticidad se sabe que

om
g = _—
" 3K
donde:
£,, - deformacion unitaria media
luego ‘
2
UM
W =1 __
! 2K l
Asimismo, como en general
_—
n 3
entonces
12
W= L (8.10)
18K

y puesto que de elasticidad, el médulo de compresibilidad K se relaciona con £ y » mediante la
expresion

entonces

1 2 : .
W =__ (1-2v)1 8.11)
' = €E ( ) (
Las expresiones (8.10) y (8.11) sirven por tanto para estimar la energia de deformacién eldstica.
Por su parte la energia distorsional serd
W, =W - W,

por tanto, de las ecuaciones (8.8) y (8.11) se obtiene que

¥
]

o= oz [ 3+ 600+ 0 - (1 - 2]

1
3E

(8.12)
(0« + 31)

L
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considerando que el segundo tensor distorsionante J, estd dado por

1
53 I+
entonces
1+ J
W, = E" Jz=_2.2_ (8.13)

luego (8.13) nos da la energia buscada.

Recordando que los esfuerzos isotrépicos normal y tangencial estdn dados por:

1 -
or! 3

entonces pueden deducirse las siguientes expresiones:

oo =2 KW (8.14)
y

2 =%cw (8.15)

ot 3 d ;!

las cuales resultan ser muy titiles para lo que se tratard a continuacién

8.3 Postulados fundamentales de la plasticidad
Por su relevancia se presentan a continuacién

a) La plastificacién sé6lo se produce por esfuerzos distorsionantes, los isotrépicos no producen ninguna.

b) La plastificacién es un flujo viscoso, el cual existe hasta que se produce agrietamiento.

c) Hipétesis de Beltrami: "Los elementos de un cuerpo sélido poseen-una capacidad limite de
almacenar energia de deformacién®. La plastificacién se produce al alcanzarse este limite, y durante
ésta, la energia mantiene este valor constantemente.

8.4 Modelos analdgicos pldsticos

A continuacion se presentan algunos de estos modelos junto con la relacién esfuerzo-deformacién que
simbolizan.



(a) cuerpo perfectamente eldstico
(b) cuerpo rigido-pldstico perfecto
(¢) cuerpo rigido pldstico con endurecimiento lineal a la deformacién
(d) cuerpo elasto-plastico perfecto
(e) cuerpo elasto-pldstico con endurecimiento lineal a la deformacion.

Modelo analégico Curva esfuerzo-deformacién
o
P
E
1
()
o
W [—™P %

TT77 7777777777777 : —

(b) ¢

g
w
E
77T T S——- i
- f
§ . %o
© €
oy}
W WP
TITITI TITITIII T TTTITTIT - .
-
(d) &
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77
§, YYY Y — E!
4
(e)
FIGURA 8.2

Los modelos que se mostraron en la figura anterior (8.2b en adelante), representan diferentes tipos de
comportamiento idealizado pléstico.

8.5 Leyes esfuerzo-deformacion pldsticas

En esta parte se presentard la relacidn entre los tensores esfuerzo y deformacion para cuerpos en los
que existen deformaciones pldsticas (permanentes), de manera andloga a las relaciones eldsticas dadas
por las leyes de Hooke generalizadas, que se vieron en el capitulo sobre elasticidad. Sin embargo, en
este caso se han propuesto diferentes tipos de relacién entre ellos, como: relaciones incrementadas o
totales entre esfuerzos y deformaciones, y también relaciones entre deformaciones incrementales o
totales (muy empleadas en métodos iterativos). Por tanto, se presentard una breve descripcion de cada
una de ellas.

Cabe hacer mencién aqui que, para comprender plenamente todo lo que sigue, vale la pena revisar
precisamente los criterios de fluencia que aparecen en el tema 9 (sobre teoria de falla y ruptura).

Relaciones incrementales

Estas surgen debido a que en los materiales reales se obtienen curvas esfuerzo-deformacién no lineales,
ver figura 8.3, las cuales se deben a fluidificacion de ciertas porciones de material, dando como
resultado relaciones esfuerzo-deformacidn-tiempo que dependen de la historia y velocidad de carga.
Todo esto conduce a que estos materiales tengan ecuaciones constitutivas semejantes a las viscoeldsticas
(ver tema 7) que son relaciones diferenciales, para cuya solucién incremental (al igual que los
procedimientos de diferencias finitas) se requiere conocer las condiciones iniciales; y de esta manera
se tienen relaciones entre incrementos pequeiios de esfuerzo y deformacidén que son lineales, pero cuya
constante de proporcionalidad es funcién de la historia de carga.
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FIGURA 8.3

Un aspecto que debe destacarse es que en la componente de deformacién una parte es eldstica y otra
es pldstica (es decir, permanente) teniéndose

de = det + d¢” (8.16)

Se han propuesto diferentes relaciones entre esfuerzos y deformaciones para el rango pldstico, una de
ellas es la dada por Levy y Mises que se representa como sigue

i i B S SR )\ (817)

donde S, S,, etc. son los elementos de la componente distorsionante del tensor esfuerzo; de,, de,, etc.
son los incrementos del tensor deformacidn total y ¢\ es una constante de proporcionalidad; por tanto
las relaciones (8.17) se establecen entre los esfuerzos totales actuantes y los incrementos de
deformacién total (en la cual se supone que la parte eldstica es nula), donde la constante de
proporcionalidad variard con el nivel de esfuerzos. Ademds, vale la pena sefalar que dicha relacién
implica que las direcciones principales del incremento de deformacién coinciden con las de esfuerzos
totales (lo cual no implica que coincidan con las del incremento de esfuerzos). Por otra parte, en ella
se nota un desacoplamiento entre las componentes de esfuerzo y de deformacién, es decir, S, sélo
produce deformaciones de,, S, sélo de, y asi sucesivamente.

Prandlt y Reuss generalizaron las relaciones (8.17) para mclmr la parte eldstica y propusieron una
relaciones semejantes para la pldstica que son:

x = Y = & = x = = = » = ([A (818)

0 sca, las relaciones (8.18) solo se aplican a la parte pldstica; en tanto que para la eldstica se emplean
las leyes de Hooke (de la elasticidad).
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También pueden escribirse, de manera andloga, las relaciones entre esfuerzos principales e incrementos
de deformacién pldstica principales como sigue:

de,* de def
Sl S2 s)

= d\ (8.19)

y asimismo que

de)” - de,” de,” - de)” de,” - de” -\ (8.20)
S = 5, 5 -5, 5, -3,

Las ecuaciones (8.19) y (8.20) implican, que los circulos de Mohr de los tensores de esfuerzo total y
de incremento de deformacién pldstica son semejantes (o sea solo afectadas por la constante de

proporcionalidad d\). Asimismo, las relaciones (8.20) establecen las relaciones entre esfuerzos
cortantes mdximos y de incremento de deformacién angular maximos.

Ahora bien, 1as ecuaciones (8.18) pueden escribirse en funcién de los esfuerzos totales de la manera
siguiente

.2 i 1 )
de” = _3.11)\ Lox - 5(0’ + a)-
2= [ I ]
de,” = ) d\ LU)’ - '2'((’: * Q.)d
v _ 2 [ 1 1 ¢+
de,’ 3 d\ Loz - .2.(0_( + oy)d (8.21)
de,,” = d\r,,
de,” = dnr,
de.” = dir,
Ya que por ejemplo
o, +0d *a
S = - - 22 RS ¥ <
¥ UJ om Ut 3
= % o, — =(o, + o) =§ [ox - -;—(C‘y + az)]
) %- {U‘ ) %(oy " 0:)]
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andlogamente

i 2 |
= . - - + s - + 822
Sy 3 [ay 5 (o, + 0,)) ] y S, 3 [oz 3 (ox o‘y)] ( )

luego entonces las ecuaciones (8.21) constituyen las relaciones buscadas, sélo falta por saber cémo se
determina la constante de proporcionalidad ¢\, Para ello se hace uso de alguno de los criterios de

fluencia que existen (ver tema 9) sobre teorias de fluencia y ruptura. En este trabajo se empleard
bdsicamente el criterio de Von Mises, que es el siguiente:

(0, -0y + (0, -0) + (g, -0) + 613::,, + Gr; + 612, = 20,

Entonces utilizando las relaciones (8.18), se obtiene:

de,” - def) + (de,” - de.”)? + (de.” - de.")’

+ 6(de ") 6(de, ") + 6(de.")’

= (dN)? [(0‘ -0) + (o, - 0.) + (o, ~ 0,) (8.23)

+ 613, . 672 + 672, :|

ya que de (8.22)

Sr—Sy=_§. Forx—.%.(a},+a:)-a}_+%(q‘+oz)j|
2 [ 1 1 1 1
= g = — 0, — — F, =0, + - 0, + — 0
31 2 2 7 ¢ 7
21013 3 _
= —_— T =~ - 0 =g - 0
3|2 27 Y

andlogamente

S,-S.=0, -0, y S,-8, =0, -0 (8.24)

Puede demostrarse que la cantidad entre paréntesis cuadrados de la ecuacién (8.23) es proporcional
al cuadrado del esfuerzo tangencial octaédrico (ver demostracién mds adelante en la parte de mérodo

directo, ecuacién 8.90); de la misma manera el lado izquierdo de dicha ecuacién es proporcional al
cuadrado de la deformacién angular octaédrica, o sea:
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(d,yaP)z = é_ [(dexl’ - deyi’)Z . ((18’," - dsz")’ + ((182" - dgxi')z

+ 6(de,F)? + 6(de,”)? + 6(de, Py ] (8.25)
y
(1, = g [(a‘ - o) + (o, - a0 + (o, - 0,)
+ 615, + 61% + 612,] (8.26)

tomando en cuenta (8.25) y (8.26) en (8.23) se llega a que la constante de proporcionalidad queda

a = 41 (8.27)
Toct
como se sabe
Toct = %J,
entonces
_[3 S

(8.28)

siendo J, el segundo invariante de 1a componente distorsional del tensor esfuerzo.

Por razones que se detallarin mds adelante, conviene definir lo que se denominari esfuerzo efectivo
o equivalente ¢,, asi como incremento de deformacién efectivo o equivalente, def, de la manera
siguiente:

3
o, =21, =\3J (8.29)
r_2 2
y
de* = \2 dy’ (8.30)
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Para el caso de una prueba uniaxial de tension en la direccién x se tiene que considerando en (8.25)
y (8.26) todos los términos que son nulos; por ejemplo: g, = 0, g, = 0 etc., entonces g, = g,

y de" = def (8.31)

esto ultimo debido a que

dey” =de” = - ~ def

X

N —

de (8.31) se nota la conveniencia de las definiciones de g, y de, dados por (8.29) y (8.30).

Ahora bien como de (8.27) y considerando (8.29) y (8.30)

I o dvy,” N de, 2 3 de,
2

" 3 o,

_O'e

(8.32)

ademds, tomando en cuenta el criterio de fluencia de Von Mises y por las relaciones (8.26) y (8.29),

se tiene que el esfuerzo equivalente es igual a la funcién de fluencia, luego para el momento en que
se inicia la plastificacion

g, =0 (8.33)

siendo o, el esfuerzo de fluencia en una prueba uniaxial de tension. Finalmente la cantidad de
proporcionalidad queda

dh=2 (8.34)

en (8.34) se observa que dicha constante es funcion del incremento de deformacion equivalente de, y

del pardmetro experimental o, (esfuerzo de fluencia), asi que tomando en cuenta esto las relaciones
(8.21) quedan

def = _° [a( - %— (o, + az)] (8.39)

de,
de’ = :" [a_‘_ - % (o, + 0,)]

d
de.” = s [a: =4 (o, + ay)] = - (de,! + de)\)
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, 3 deg,
de ' = 3 Ty
3 de
de * = o o: T,
P 3 de,
de.u __-2' P L

debe observarse que estas relaciones se aplican con g,, dado por (8.29) a materiales con endurecimien-
to a la deformacidn (casos ¢ y e de la figura 8.2 y con o, dado por (8.33) a materiales perfectamente
plésticos (casos b y d de la figura 8.2).

En las relaciones (8.35) falta conocer la relacion entre o, y de,, 10 cual se hace experimentalmente
como se mencionard posteriormente.

Para incrementar 1a relacién basada debe observarse que el trabajo total realizado tiene una componente
eldstica y una pléstica, o sea

dW' = dW* + dW" (8.36)

donde el trabajo pldstico es
dW, = Sde” + Sde” + Sde” + 1 de P+ 1 % + 1.de” (8.37)

y para esfuerzos principales
dW?” = S de,”" + Sde,” + Sde’” (8.38)

asimismo, el pldstico puede escribirse en funcidn de los esfuerzos e incremento de deformacién
equivalentes, es decir

dw"” = o de, cos o (8.39)

siendo o el dngulo entre los vectores g, y de,; luego, si dichos vectores son paralelos, como se
presupone al considerar que las direcciones de esfuerzos principales y del incremento de deformacién
principales coinciden, se tiene

dW" = g_de, (8.40)
de donde
de, = 4W* (8.41)
a

4
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Ahora bien, es necesario considerar para el caso de materiales con endurecimiento a la deformacién,
la cantidad de trabajo requerido para tal efecto. Existen dos hipétesis para cuantificarlo.

La primera de ellas considera que el nivel de endurecimiento depende sélo de la magnitud del trabajo
pldstico y no de la historia de carga, a lo que se le denomina traba jo pldstico equivalente, observandose

que puede estimarse a partir de algin critcrio de fluencia, asi que como estos son de la siguiente forma
(ver capitulo 9 correspondiente)

F(o ,0,0

x> Uy 7 7,

zz? J}n’ x?

) =K (8.42)

en el cual K varia al endurecerse el material. Por su parte F(o,,, etc.) conserva su misma forma si el
endurecimiento es isotrépico, luego entonces

K = f(W") (8.43)

ya que solo es funcion de la magnitud del trabajo pldstico. Dicho trabajo se obtiene mediante la
integral de la expresion (8.37), de donde:

W’ = j (o de” + g de’ + ..) (8.44)
si el esfuerzo efectivo se toma como la funcion de fluencia
a, = f(W") (8.45)
donde la forma de esta funcion puede obtenerse experimentalmente.

Notese que si se conoce la relacién (8.45), es posible estimar W* a partir de o, y conocido cste se
puede obtener dg,, de la ecuacion 8.41, el que a su vez puede reemplazarse en las relaciones de
Prandtl Reuss (ecuaciones 8.35) para tenerlas lunicamente en funcién de o,, o sea, del nivel de
esfuerzos actuante.

La segunda hipétesis, emplea el incremento de deformacion pldstica equivalente como una medida del
endurecimiento por deformacion, es decir:

EP = I de, (8.46)
ahora la funcion de fluencia se considera como una funcién de €;, asi
F‘ U.u" 0})-‘ “‘) = H(Ep) (8.47)

entonces al igual que el caso anterior si se emplea el esfuerzo cquivalente como la funciér de fluencia
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o, = H(g,) (8.48)

y también en este caso los incrementos de deformacién pldstica se obtienen de las relaciones (8.35) de
Prandtl-Reuss.

Observar que para el caso del criterio de fluencia de Von Mises y suponiendo endurecimiento
isotrépico, las dos hipétesis son equivalentes, de donde por (8.44) y (8.40)

WP = J o dee + ... = ] o de, (8.49)
por lo que la ecuacién (8.45) queda
a, =f(] 0 de,)
y por (8.48)
o, = H(gp)
o sea
H(e,) =f(] o de,) (8.50)

Notese sin embargo que (8.50) no necesariamente se cumple siempre, ya que no es vdlido cuando se
induce anisotropia por plastificacién.

La relacion (8.48) se obtiene experimentalmente si durante una prueba de tension simple (uniaxial) se
traza la siguiente curva (figura 8.4)

el

- _—————————

o, s
_ e €

FIGURA 8.4
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que corresponde a la gréfica esfuerzo-deformacion, en la que € es la suma de deformaciones eldsticas
y pldsticas. Ahora bien, si a las deformaciones se les resta la componente eldstica y si ademds se toma
como origen el esfuerzo de fluencia o, se puede trazar la siguiente gréfica, figura 8.5.

Luego, si en esta curva, para un esfuerzo dado o,, se toma la derivada de la curva o, = H (g,)
correspondiente a dicho esfuerzo, se obtiene la pendiente H’, es decir

g = 4o dHE) (8.51)
de, de,
0'3‘
s
Aji'h
I/ .
Ue =H (Ep)
Tey[---A
1
1
i
. a-eo ! —
Epq €p
FIGURA 8.5

Obsérvese entonces que la curva dada en la figura 8.5 es la funcién H (g,) buscada. Ademds nétese
que de (8.51) se obtiene

de, = — (8.52)

que es 1a relacion buscada entre d¢, y do,, 1a cual se determina experimentalmente al trazar la curva

de la figura (8.5) y encontrar H’ segiin el nivel de esfuerzos. Luego las relaciones de Prandtl-Reuss
quedan

de P = do, |

S.t B H'o (0" - /Z(O'y * 0:))
do,

de ) = e (0, -~ Ao, + 0.)

276



do,
de. = T (o, -

p_ 3 do,
d&,), -~ EHIO.' 7‘)‘
da; = 2 do, T
2H'0,

p_ 2 do,
de, = I .

(8.53)

Obsérvese en estas ecuaciones que se tienen una serie de funciones que s6lo dependen de los esfuerzos

totales y que son

o, — 5lo, + a) |-ay - =(o, + oz)]

d’.x = : ¢’y - - ’
of 0!

= -

o - _l_(o 0,) (8.54)
b = £ 2 ° y 6 = g & i '
: o, ! Y2 e ’

_ 3 Tz = 3 T,\:

d’_,: 5 ?’ ’ ¢,,_ '5 —(;:

ya que o, también sélo es funcién de ellos, ver ecuaciones (8.29) y (8.26), luego se tendrd que de

(8.53)
de '
dey"

de”

©
-

o 3

|
)

e =l Tl T

T

NS
Q

“

do, (8.55)
do,
de,

do,



Estas ecuaciones (8.55) revelan que conociendo el nivel de esfuerzos totales (mediante las funciones

$;), el incremento de esfuerzo efectivo do, y la pendiente H’, para dicho nivel de esfuerzos (obtenido
experimentalmente), pueden obtenerse todas las componentes del incremento de deformacidn pléstica;
con ello se tiene completamente determinada la relacién incremental buscada. Se observa, por tanto,
que en dicha relacién la constante de proporcionalidad varfa con el nivel de esfuerzo y segiin la
componente del incremento de deformacién pldstica que se quiera.

Existen otro tipo de relaciones incrementales basadas en otros criterios de fluencia como el de Tresca
y otros; por limitaciones de espacio en este trabajo no se verdn, pero su tratamiento es andlogo al aquf
visto para el de Von Mises.

Relaciones totales

Las expresiones (8.53) corresponden a relaciones esfuerzo-deformacion incrementales, las cuales para
proporcionar las deformaciones totales necesitan integrarse paso a paso, durante toda la historia de
carga. Ahora bien, cuando todas las componentes del tensor esfuerzo crecen proporcionalmente pueden

utilizarse relaciones esfuerzo-deformacion totales, que resultan de integrar directamente las ecuaciones
(8.35), o sea

& [
p_ Cr
e == o - =(o, +0)
T Ut X 2 ¥ ..]
€p I 1
& =g |5 30" 09}
4 .
e, [
Eyp =L 1o - _(orx + ay) (8.56)
g, L"
e rf= 3 i T
O I
e = 3 Fr T
v 2 g ¥
£ P 3 8}’_
¥ _'j' ? T

asi que la deformacion total pldstica sélo es funcidn del estado actual de esfuerzos y es independiente
de la trayectoria de esfuerzo (historia de carga).

De esta manera, conocido el tensor esfuerzo (es decir todas sus componentes d;, o, etc.) se obtiene
o. de 1a ecuacién (8.29), luego ep se obtiene de la curva experimental (8.5) y a su vez con las
relacioncs (8.59) se evaldan las componentes de deformacion pldstica totales. Estas relaciones (8.59)
fueron propuestas por Hencky.
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Es conveniente destacar que en muchos problemas practicos puade considerarse que la historia de carga
es proporcional y por lo tanto las ecuaciones anteriores se utilizan con cierta frecuencia.

Relaciones de defonnaciones totales con deformaciones pldsticas

En estas relaciones, por tanto, no necesitan conocerse los esfuerzos, puesto que solo involucran
cantidades de deformacién. Estas son muy itiles en procesos intensivos para resolver problemas
plasticos. Para deducir estas se procede considerando que un pequefio incremento de carga produce
uno de deformacién pldstica Ag,”, tal que

g, =¢" +¢g’ + ag” * (8.57)
donde &;° es la componente eldstica, &,” la pldstica antes del incremento de carga y Ag;” la pléstica
debida al incremento. Aqui se supone que &;” ya se calculé previamente y se conoce, de forma que
solo Ae;” debe determinarse. Si ahora se define como deformacién total modificada a

g = g~ & (8.58)
entonces
&y = g;,* + Ag” (8.59)
en notacién matricial se tiene
[E] = [ET + [AEY (8.59")

sustrayendo la componente isotrOpica de estos tensores se obtiene una relacién entre componentes
distorsionantes, o sea

[E'], = [E)a + [AE]” (8.60)

que en notacién indicial queda

e, =e; + Ag,’ (8.60")

* Aquf se estd empleando una notacién indicial cn la que ¢, significa cada una de las componentes del tensor defor-
macién [E]
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tomando en cuenta las leyes de Hooke asi como las relaciones de Prandtl-Reuss se tiene que

e . | 1
e, = el S, = ZGA)\,AEUP (8.61)

de aqui
/ 1
w =11 Y- 8.62
i [ ) 2GA)\] K AT
luego
2 4 12 1 .
3 e; e = 3 [] + m] Aef Ag,P (8.63)

definiendo ahora como deformacién total equivalente modificada a

E, = % (’J e;} (864)
luego de (8.63) se obtiene que
] ’ 2 1
= I P .65
Ea [ + 265)\] J —3- AE'»}. AEU = [ 1 + -ﬁ] AEP (8 )

ya que el incremento equivalente Ag, es

luego de (8.65)

] + i = L 8.66
" 3Gan e, (8.6
lo que reemplazado en (8.62) da
! eﬂ P
L AE..
e Zz, g,
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de donde

As P =L e, (8.67)

expresién que en forma expandida da para la componente en x

/ / /
per =B |y EBTH &
X x e
&, | 3
= 9_5; 2, - & - &
3. L

andlogamente

Ae? = - [ 28; _ 8_: - 8;. ] = - (QE_IP + AE“'P)

e = 2oy (8.68)

Ag P=_" ¢

¥ z

X £

donde ¢, estd dada por (8.64) o alternativamente por

2 [ € -y + @ - &y + (& - &y

Ef
3 (8.69)

Ya
£ B(EL) + 6 + 6(el)? |
(recordar que af, , €, etc. se obtienen de (8.58).
y

281



Las ecuaciones (8.68) son equivalentes a las de Prandtl-Reuss e implicitamente emplean el criterio de
fluencia de Von Mises. Ademds debe notarse que ¢, es una cantidad matemdtica sin significado fisico
directo; pero sin embargo, para el caso uniaxial y tomando en cuenta la ecuacion (8.32)

an=3 2o
2 o,
la que sustituida en (8.66) da
[vg £
1+ : H 8.70
[ 3GaAg, Ag, L
de donde
g, = Ag, + .,_1_ a
e 3G L4
8.71)
= Acl’ + _%El_ti) 0'
3E

observando ahora la curva de la figura (8.6), si Ao, es el incremento de esfuerzos al cual corresponde
Ag, y si g, es el esfuerzo al final del incremento, entonces &,, es igual a la suma del incremento de
deformacion pldstica- mds la eldstica multiplicada por 2/3 (1 +v), de (8.71) se obtiene que

2 (1 +
Ag,, = ¢, - 3 (—E_L) o, (8.72)

FIGURA 8.6
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o, puede eliminarse de las ecuaciones (8.71) o (8.72) como sigue: si el esfuerzo antes del incremento
es g, ,,0se€a, g, =0, ,+ dl,; entonces expandiéndole en serie de Taylor se tiene:

d
o‘] Ag, + ... (8.73)
e | .,

O, = Opjog ¥ [

reemplazando (8.73) en (8.72)

As,,=£ =

el

Ag, (8.74)

(=f

w8

5 —

e+nl, . do,
e'i-t dep

donde se han eliminado los términos incrementales de orden mayor a uno, despejando Aep de (8.74)
se obtiene:

e, - % A
Ag, = (8.75)
1+ % [(1 « v)/E](do,lde,), _,

{-

Puede observarse entonces que Ag, se evalia en funcién de ¢,,, obtenido de la ecuacién (8.69) deo,,,_,

que es el nivel de esfuerzos mencionado; de la pendiente de la curva experimental, figura 8.5 y de las

propiedades eldsticas £ y ». Con Ag, conocido ya se pueden utilizar las relaciones entre deformaciones
total y pldsticas 8.68.

8.6 Resolucién de problemas elasto-pldsticos

En este inciso se verd el procedimiento general que se sigue para resolver problemas elasto-pldsticos,
que es semejante al seguido en los problemas de elasticidad y viscosidad, en los que se plantea un
grupo de ecuaciones entre las cuales se tienen las relaciones esfuerzo-deformacién correspondientes
a cada tipo de material, que es en lo que bdsicamente se diferencian.

Grupo de ecuaciones que gobiernan los problemas elasto-pldsticos

Este grupo consiste al igual que en teoria de elasticidad, viscosidad, etc. en: a) ecuaciones de
equilibrio; b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones; y c) las ecuaciones constitutivas, que
en este caso estin dadas por cualquiera de las relaciones (8.53) relaciones incrementales, (8.56)
relaciones totales 6 (8.68) relaciones entre deformaciones. Los dos primeros grupos de ecuaciones,
como se ha dicho antes en otros capitulos, son independientes del tipo de material; en tanto que el
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tercer grupo es el que caracteriza a los distintos materiales. En los problemas elasto-pldsticos este
sistema de ecuaciones suele resolverse iterativamente empleando el método numérico de aproximacio-
nes sucesivas (que es una extensién del método de Picard), o bien por algin otro procedimiento.

A continuacidn se escribirdn las ecuaciones mencionadas; en tanto que el procedimiento para
resolverlas se describird posteriormente.

Las ecuaciones de equilibrio despreciando las aceleraciones son:

%% O Fa .

ox dy 0z g

31‘0 + aa’ + a_fﬁ - F (8.76)

———

x 9y oz y
Jar a7 do,

< 3

— i D X
ax dy a2 .

]
l
w

A su vez las ecuaciones de compatibilidad son:

2 2
o, | d’e, 5 d’e,,

ay ax dxdy

Fe, %, 5 d’e,,
az?  ady? dydz

0%, . o, _ 5 o’

ax? 9z2 d20x

8.77)
o |_oe. o, %, | _ d’,
X ox ay az dyaz
3 de,  de_  de,_ 62£y
— - s + — + L = ——_
dy dy - az ax | axady
9 e, . 9, de, W o€,
—_ - -+ = =0 =
z dz dx dy |  dxdy

por su parte las relaciones esfuerzo-deformacion dependerdn de la teorfa pldstica empleada, asf que si
consideramos (8.57) en combinacion con las leyes de Hooke, para la componente eldstica se tendrd:
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1

81( = 'E [ax T H (0)» + 0:)] +al + 81P + Aexp
6, =50, ~u (o, +a)]+ o + 5+ agy (8.79)
6= 2 [0, - k(g + @) + ol + 2 + ae

g, = 2_16 7, * & + agf

M
1]
..‘

¥ E » * 8sz * Aeyzp (8'78I)

&

t
-

+ 874(" + Ae:.(”

= En

donde los incrementos pldsticos estdn dados por las relaciones (8.53), que implican las relaciones de
Prandtl-Reuss, o sea

Ae AE
AE Ae
Ae,” = 2_0” o, - 0, - 0); Ae,” =% -?-'-' T, (8.79)
Ag
ag” = - Ae’ - Aef Ag * =% oP T,
donde
/z V@de? - aefy + (A - Ag) +
ASP = 1
3
(Ae - AeP)? + 6 [(Asxy”)'*’ + (Ag.F) + (Ae}zp)z]
y

p @ - )+ (o, - 0) + (0, - o) +
g, = —

(8.797)
V2 + 6 (15 + 7o + T3
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Alternativamente, los incrementos pldsticos pueden ponerse en funcién de las deformaciones totales
(ecuaciones 8.68), o sea

Ae
Ae,"=?"(28i - & - &)
Ae
Aef=—L (2€ ~¢ -¢&)
y 3e,,
etc.

donde

&

ef

B R R R R A
]

+ 6 el + @l + (L]

finalmente Ag, se relaciona con el esfuerzo equivalente o, 0 con &,, a través de la curva experimental
esfuerzo-deformacion (figura 8.6).

Para la resolucién de un problema pldstico, ademds de las ecuaciones mencionadas, se consideran las
condiciones de carga y de frontera. Aqui se ha planteado el problema tridimensionalmente pero en la
préctica, al igual que en elasticidad, muchos problemas se plantean bidimensionalmente para simplificar
la resolucién. A fin de resolver estos problemas se procede iterativamente (como se describird
posteriormente), o bien, se emplea un método directo semejante al empleado en elasticidad, que es el
que se verd a continuacién.

Meétodo directo

Para ilustrarlo se presentard un caso tratado por Hencky, en el que se emplean relaciones esfuerzo-
deformacién pldsticas totales, y se le da forma matemdtica a los postulados fundamentales de la
plastcidad (inciso 8.3) de la manera siguiente:

El postulado (a) implica que los sélidos son incompresibles, lo que matemdticamente se escribe como

g, =div(V) =0 (8.80)
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y que el médulo de Poisson es

v =0.5

El postulado (b) implica que la relacién entre esfuerzos y deformaciones estd dado por la ley de

Newton (capitulo de viscosidad)

(71 =2 u [E]
donde:
p - coeficiente de viscosidad dindmica
El postulado (c) significa que la energia pldstica (ecs. 8.12 y 8.13)
W, = cte.

y como por (8.15)

por lo tanto 7, es constante durante la plastificacién, o sea

Toq = CtE

esta condicién, dada por (8.83), se conoce como criterio de Von Mises.

Ahora bien la ecuacion (8.81) se escribe entonces como:

0, -0,=2ué ; 1,

=2 péE,
0, -0,=2pé& ; 1.=2pé,
0, ~0,=2pé

T, =2 pué,

en estas ecuaciones se ha tenido en cuenta que ¢, = 0, ecuacién (8.80).

Las relaciones (8.84) son por tanto semejantes a las empleadas en la teoria de la viscosidad.

(8.81)

(8.82)

(8.83)

(8.84)

La condicién de Von Mises se expresa mejor considerando que 7,,, = cte debe ser igual al cortante de

fluencia del material, es decir

Tos = T
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Suponiendo ahora que se llega a la plastificacién mediante una prueba de compresién uniaxial, entonces
o,=0,; 0,=0 'y =0
donde:
g, - esfuerzo de compresién de fluencia

de donde

IL=0 e I,=0 (8.86)

3

,___\
W
+
h-"""-l
———
b

2 | 1] + 3 2
=3 [_'__Z =§(13+312)
de donde

97, 2=212+ 6l (8.87)

ahora considerando en (8.57) las condiciones (8.86) se tiene

97,2=20 . (8.88)

por otra parte, si en (8.87) se reemplazan las expresiones generales que dan los invariantes del tensor
esfuerzo, se tiene

\O
<

~
]

2 2 2 2
w =20 +0, +0) +6( S +0°+0r)

-6 ((’.t(a)y + QLIU:: * Uy,vo:z)

2 2 2
2 (a.u + Uyy * _0::)

. (U.uayy * d.ua.:: * 0'”0‘__:) + 6 (Txyz * Tx:2 * Tyzz)

- 6 (QI(U))' + 0'_[‘0':; + apya:z)

— 2 2
=2 (o.(r * a.")’ * 0:"2)

2 2 2
-2 (0,0, * 0.0, *00)+6(,  +7S" +71)
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finalmente

970(‘12 = (axx - Uyy)z M (O'yy - 03)2

(8.89)
* (o, — o) + 6(r) ~ 1.2 +1,7)
considerando (8.88) en (8.89) se tiene
(0, = 0) *+ (0, - 0,)! + (g, - a,)
(8.90)

2 2 2
+6fxy +sz +T)¢)5203

que es el criterio de fluencia de Von Mises y por lo cual se le ha antepuesto los simbolos de menor
o igual.

Luego entonces, los problemas de plasticidad se resuelven mediante el conjunto de siete ecuaciones
formado por las 6 relaciones (8.84) y la ecuacién (8.90), ademds de las ecuaciones de equilibrio
(8.76). Este sistema incluye en forma implicita la condicién de incompresibilidad (div (V) = 0).

Ejemplo de aplicacion. Flujo plastico

Considérese que se tiene una masa pldstica entre dos placas horizontales infinitamente grandes de tal
manera que es vdlido un andlisis bidimensional (figura 8.7). Las placas son rugosas por lo que no
existe deslizamiento relativo entre material y placa en el contacto; pero el material tiende a escurrirse
a mayor velocidad a medida que se encuentra mds separado de las placas. También se generardn
esfuerzos tangenciales que serdn médximos en el contacto y nulos en el centro. Ademds los esfuerzos
normales también serdn maximos cerca de las paredes. Por otra parte las deformaciones en la direccién
z (perpendicular al plano de la figura anterior) se encuentran restringidas, por ello se tiene un problema
bidimensional.

'}

 ERRERR

FiGURA 8.7
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Para este caso las ecuaciones de equilibrio se reducen a

do, . % -0
ax ay
(8.91)
da, L 97y 0
9y ox

(en estas se considera que las aceleraciones « y las fuerzas f son nulas).

Por ser andlisis bidimensional, ¢,= 0 y & = 0, reemplazando estas condiciones en las ecuaciones
(8.84), se obtiene

o, -0,=0 . ¢ =0 =2 z (8.92)

'y la condicién de Von Mises (ecuacion 8.90) se convierte en

% (0, - ) + 67, = 6K’ (8.93)

(siendo 3 K? = ¢7)

luego

(0, - o) = = (6 K* - 6r}) = 4K? - 4r,

Wi

de donde

o -0, =2 yK? - T | (8.95)

(se ha escogido el signo positivo del radical, puesto quz g, es menos negativo que g,, por ser ambos
esfuerzos de compresién).

Ahora derivando la primera de las ecuaciones (8.91) con respecto a y, la segunda con respecto a x y
restando ésta de la primera se obtiene

2 3’ 9’
9 6 -oy="Tn_Ls (8.94)
dxdy ' ax? dy?
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ahora como el esfuerzo tangencial depende sélo de y, o sea

Ty = To{Y)
de donde
ar

2 =0
ax?

y ademds

puesto que (o, ~ g,) también sélo debe ser funcién de y de donde

a’r,, .
ay2 = O e Tn = Cl y + C2 (896)

la ecuacién (8.96) por tanto implica que 7, varia linealmente, ahora como para y = 0, 7, debe ser
también cero, por tanto C, = 0, asi que

7.=Cy (8.97)

Xy

para encontrar C, se toma en cuenta que en el contacto con las paredes la compresién ejercida es
isotrépica (por estar el medio fluidificado), de donde o, = g, = g., lo que implica de acuerdo con la
ecuacién (8.95), que para y = + a (ver figura 8.7) que

.= - K (8.98)

(el signo menos es porque el esfuerzo tangencial tiene el sentido de las manecillas del reloj, contrario
a la convencién de giro positivo) considerando (8.98) en (8.96) se obtiene que

C,=-Kla (8.99)

de donde finalmente remplazando (8.99) en (8.97) se obtiene

Y (8.100)
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reemplazando el valor de 7., dado por (8. IOOi en las ecuaciones de equilibrio (8.91), se obtiene que

do, K do,
* = — ; i, TR 0
x o Y 3
integrando ambas expresiones
o= Xx o = £(x) (8.101)
X 'E i y); Yy oy 2 .

reemplazando los valores de o,, 0, y 7,,, (dados en 8.100 y 8.101) en la ecuacién (8.95) se llega a

TXCRO) W 2K | Y
a

~N

de donde

=] X

SN =2K |, _y +C; y f(=Zx+C (8.102)

e
reemplazando las expresiones 8.102 en las £.101, entonces

_K 2,
O'-Zy*ZK l"y C

.
~

(8.103)

’_(1+C
Y a

S
H

luego las ecuaciones (8.103) y la (8.100) nos dan las funciones requeridas para evaluar o,, 0, y 7,,
segiin las coordenadas (x, y) del punto considerado. En ellas se tiene que C es un esfuerzo isotrépico
que depende de las condiciones de frontera. Las variaciones de o, y de ¢, se muestran en la figura 8.8.
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de Ox

!
|
i
i

FiGURA 8.8

Con esto se tiene conocida la distribucién de esfurzos para este problema. Asimismo, con las
relaciones (8.84) pueden obtenerse las componentes del tensor velocidad de deformacién, que a su vez
al ser integrados, dardn el campo de velocidades en el medio.

Debe hacerse mencién que este problema corresponde a un caso de flujo pldstico generalizado (o sea
todo el medio estd plastificado) y ademds se ha supuesto que el material no experimenta endurecimiento
por deformacién, o sea corresponde a un material rigido perfecto (ver figura 8.2 (b)); sin embargo,
existen problemas elasto pldsticos con endurecimiento a la deformacién (ver figura 8.2(e)) cuya
solucién es méds complicada, pues consiste en la resolucién iterada de una serie de problemas eldsticos,
que serd lo que se verd en el inciso siguiente. Es necesario notar que el ejemplo aquf presentado
corresponde a casos de andlisis I{mite, entre los cuales se tiene también, por ejemplo los andlisis de
capacidad de carga de cimentaciones y de los cuales se hablard posteriormente.

Meétodo iterativo de solucion

Este método también es llamado de las soluciones eldsticas sucesivas, porque equivale a la resolucién
de una serie de problemas eldsticos al irse dando incrementos pequeiios de carga. El procedimiento
consiste en la resolucién del conjunto de ecuaciones (8.76), (8.77), (8.78) y (8.79).

a) Para el primer incremento de carga se considera que en las ecuaciones (8.78) las deformaciones
totales pldsticas

e’ e,”, etc. son cero

X

b) Se suponen valores a los incrementos de deformacién pldstica

AgF, Aey", etc.

x
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g)

h)

)

k)

)

Con éstos se estima Ag, (mediante la primera ecuacién (8.79')).

Con el dato anterior y mediante 1a curva experimental (figura 8.6) se estima o,.

Ahora mediante las ecuaciones (8.79) se obtienen los nuevos valores de

X

Ae”, A’ etc.
Usando estos nuevos incrementos pldsticos se resuelven el conjunto total de ecuaciones, antes
mencionado (8.76, 8.77, 8.78 y 8.79), como si fuera un nuevo problema eldstico. De esta manera

se obtienen nuevos valores de esfuerzos y deformaciones totales.

Con los nuevos esfuerzos y mediante las ecuaciones (8.79) se determinan nuevos valores de

ag’, Agf, eic.
con esto se obtiene de la primera ecuacién (8.79) un nuevo valor de Ae,.
Con Ag, y la curva experimental se evalia de nuevo o,.

Con g, y las ecuaciones (8.79) (de nuevo) se obtienen otros valores de

As“l‘, Asyp

Con esto se repite de nuevo el paso (f), es decir, se resuelve de nuevo (otra iteracién) el problema
eldstico (de los pasos f a i).

Se hacen tantas iteraciones como sea necesario hasta alcanzar una convergencia aceptable
(normalmente no resulta eficiente, desde el punto de vista numérico, iterar mds de S veces).

Se da el siguiente incremento de carga, repitiéndose ahora todos los pasos anteriores, o sea hasta
que se alcance la convergencia para este incremento.

m) Se continiia con los demds incrementos de carga hasta completar toda la historia de carga que se

debe analizar.

Este en sf es el procedimiento bésico, el cual como se ve es muy laborioso, ya que implica, que por
cada incremento y por cada iteracién se resuelva un problema eldstico (del tipo de los estudiados en

teoria de elasticidad); lo cual obviamente consume mucho tiempo de cdlculo, aunque se empleen
computadoras.
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8.7 Resolucién de problemas rigido-pldsticos

Este tipo de problemas se presentan cuando la magnitud de las deformaciones plasticas es mucho
mayor que las eldsticas como ocurre en los trabajos de forjado de mctales, o de obras en suelos, de
tal manera que se pueden emplear las relaciones de Levy-Mises (recordar que en ellas se ignoran las
componentes, ecuacién 8.17).

Para simplificar el estudio en este trabajo se analizardn tinicamente problemas bidimensionales, asi que -
se considerard que:

y (8.104)

8.( = e.t(x'y) ’

€, = £(x,Y)}

€,= € (xy) =0

en tanto que los esfuerzos

sz = T)z = 0 y a.t = ox(x’y);

(8.105)
0, =0,(6,y); 7,=7,Xy) =0 |

Ahora aplicando las relaciones de Levy Mises (para materiales rigido-pldstico), de (8.17) se obtiene

2 1
de. =d\S§, = 3 d\ [ax - E(Gy + o:)]
de, = 2o [o‘. - l(al + 09]
3 2 (8.106)
de, = %\
e = 3 o, - 50, +0)
de,, = d\ 1

de (8.104) como de, = 0, la 3a. de las ecuaciones (8.106) conduce a

o, = %(a,, +0,)

«
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y como el esfuerzo medio es o, = ' (g, + 0,); entonces
0.=a0 ' (8.107)

Ahora bien, el criterio de Von Mises de fluencia para el caso bidimensional, ecuacién (8.93) dividido
entre seis da

PRV ARY < (8.108)

(siendo K el esfuerzo de fluencia en prueba de corte simple)

A su vez las ecs. de equilibrio (8.91) son

Effntir;?izo

ox dy
do or

Yo,y

9y  ox

(8.91)

Obsérvese que las ecuaciones (8.91) y (8.108) representan tres ecuaciones con tres incégnitas o,, o,
y 7,,- Ahora bien, si las condiciones de frontera estdn dadas sélo en funcién de esfuerzos, el problema
quedard completamente determinado y no es necesario utilizar las relaciones esfuerzo-deformacién, por
ello se denomina estdticamente determinado. Por el contrario, si las condiciones de frontera estdn
completa o parcialmente dadas en término de deformacién, s{ serd indispensable recurrir a las
relaciones esfuerzo-deformacién. Nétese que estos problemas implican obviamente que todo el medio

estd plastificado.

Para la resolucién se procede de la manera siguiente, considerando que los esfuerzos principales estdn

dados por
2
PEe e

Q
[
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de (8.107) y (8.108) se obtiene

0, =0, (8.109)
ag,=0, - K
ademds como se sabe
rmt=j:—;(or‘ ~o) =+ K (8.110)

También se sabe que la direccién del esfuerzo principal mayor con respecto a la horizontal (dngulo ¢),
figura 8.9, estd dado por

tan 2 ¢ = 2 (8.111)

en tanto que la direccién de planos donde actian cortantes mdximos al estar separados 45° en relacién
al esfuerzo principal mayor estdn dados por

1
tan 2¢

tan 26 = -

de donde:

tan 26 = > _ % (8.112)

FIGurA 8.9
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Si se definen una serie de lineas cuya tangente coincida con la direccién de los planos de cortante
méximo (que forman el dngulo @ con la horizontal, figura 8.9), a éstas se les llamard "linea L" y con
linea de deslizamiento, o de corte. Como en cada punto de esta lfnea existe otro plano ortogonal al
anterior donde se presenta cortante mdximo, ésto definird una familia de lineas de deslizamiento
llamadas lfneas 8, que por tanto serdn ortogonales a la familia de lfneas «. Estos dos conjuntos de
lineas definen a su vez un sistema ortogonal de coordenadas.

Obsérvese ademds que el esfuerzo normal a los planos de deslizamiento es igual al esfuerzo promedio

(v,), en tanto que el esfuerzo tangencial es igual a la resistencia al corte (esfuerzo de fluencia) K, ya
que ‘

0,,=05=-;—(0, + 0;) =0,
1
T“H!'E (Ul _03)=K

A su vez g,, 0, y 7,, pueden obtenerse en funcién de g,, Ky 6, tomando en cuenta (8.109) y (8.12),
entonces

o =0, - Ksen2§@

X

o =0, +Ksen2# (8.113)

¥

rq,=Kcos20

Ahora reemplazando estos valores de o,, 0, y 7., en las ecuaciones de equilibrio (8.91) se tiene

d
.f,'l-QK cosZBiq+sen20?£ =0
ax ax ay
(8.114)
0
U"'+2K cos29ﬁ—sen20.q.fo. =0
ay ay dx
si se define a
_O'M
T3k

donde:

x - pardmetro adimensional
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se obtiene

a6 a6

— T 20—-—-—-" —— =
P cos == sen206y 0
.‘?f-sen2019.+cos20?.q=0
dy ax y

como los ejes x y y son arbitrarios se puede hacer que coincidan en cada punto con las direcciones o
y 8, entonces § =0y

8.9 , 8 _2
% da ° & 98

luego las ecuaciones anteriores se convierten en

ox a0
do da
(8.1195)
..(?...x._ + ﬁ = 0
B aB

las cuales se llaman ecuaciones de compatibilidad (no confundirlas con las de compatibilidad de
deformaciones). Integrdndolas se obtiene

x -0 =C, (sobreuna linea o)
(8.116)
x + 0 = C, (sobre una linea )

C, y C, son constantes.

Nétese que mediante las ecuaciones (8.116), si se conoce x y 0 en las fronteras, se obtendrdn C; y C,
para cada linea de ambas familias, luego conocidas las constantes en cada punto interior se tendrdn 2
ecuaciones, de donde se puede estimar x y 6 para dichos puntos, luego mediante (8.114) y (8.113) se
obtendrd o,, o, y 7,, (0 sea el estado de esfuerzos completo). Esto implica que se tiene un problema
estdticamente determinado. Ahora bien, si las condiciones de frontera estdn paralelamente dadas en
funcién de desplazamientos o velocidades, el problema requiere que se tomen en cuenta otras
ecuaciones, las cuales se verdn a continuacién.
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Ecuaciones de velocidades

Para deducir éstas obsérvese que las ecuaciones de Levy Mises pueden escribirse

de, - de, _9 ~ 9, 8.117)
de,, Ty
Considerando ademds la condicién de incompresibilidad (de, = 0) entonces
de, +de, =0
Si se deriva con respecto al tiempo
dé¢, + dg, =0 (8.118)
como
o = G o d du BV,
dt dr dx  oOx
Andlogamente
av av av
dé¢ = 2  yasimismo di = —= + 2
Y9y v ay ox

tomando en cuenta las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones anteriores en la ecuacién (8.117)
se obtiene

9V, /dy) - (8V,/dy) g, - o, (8.119)
@V, /dy) + @V, /ex) 27

xy

en la que se estd considerando que el flujo pldstico es un flujo viscoso, ecuaciones (8.84). A su vez
(8.118) queda

|4 1’4
v, + L =0 (8.120)
ax ay

de, de 1 .. . .
W=?}E=§(e,+ez)=5(e,+ey)=o (8.121)

(por la condicién de incompresibilidad)
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la ecuacién (8.121) implica que no hay movimiento en direccién normal a las lfneas de deslizamiento.

Ahora las velocidades segtin estas lineas (obsérvese figura 8.10) son

b |

Ficura 8.10

V.=V cos 8 -V, sen §
(8.122)

V.=V, sen 8 + V, cos 0

Considerando que los ejes X y Y coincidan con a y 8 se tendrd que 8 = 0O y de acuerdo con (8.121)

av
: - iz = 0
Eu { ax

B0

av
3y | .0

Y a su vez las ecuaciones (8.122), derivandolas con respecto a x y y quedan

X

Vv av, a0 _

ax  ox s ax

0

| 4
6‘_Vag#aV

¥ * =

DR
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ahora por la coincidencia de x con « y de y con @ se tiene

Vv 00

— -V, — =

da ? A 0

- (8.123)
B 174 _(?_8_ =0

083 ~ a8

esto implica que V, = f, (@); V; = f; (B) y 0 = /i (a, B); si B se mantiene constante en la primera
ecuacién y en la segunda se obtiene

dv, - V,d 6 =0 (sobre una linea )
(8.124)
dV, + V_d 0 =0 (sobre una linea 3)

estas ecuaciones (8.124) se llaman ecuaciones de compatibilidad para velocidades.

Luego entonces, en un problema donde las condiciones de frontera estdn en funcién de esfuerzos y
velocidades necesitan considerarse tanto estas ecuaciones (8.124) como el sistema de ecuaciones dado
por (8.116). Este es un problema complicado que normalmente se resuelve a base de tanteos. Las
ecuaciones (8.116) se llaman de Hencky y las (8.124) de Geiringer. Es conveniente destacar las
siguientes caracteristicas de ambas ecuaciones y sus diferencias.

a) Las de Hencky relacionan dos incégnitas X y 6 mediante dos ecuaciones.

b) Las de Hencky dan el estado de esfuerzos en una linea de deslizamiento si se conoce éste en un
punto de ella, en tanto que mediante las de Geiringer no basta.

c) Las de Hencky introducen restricciones al campo de lineas de deslizamiento, en tanto que las de
Geiringer no.
Propiedades de las lineas de deslizamiento

Entre estas se tienen:

a) El dngulo que forman las tangentes de dos lineas de deslizamiento en los puntos de cauce con

cualquier lfnea de la otra familia es constante. Esto se conoce como el "primer teorema de
Hencky".

b) Todas las lineas de o (0 lineas 3) cortan a las lineas de otra familia formando el mismo dngulo.
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d)

€)

g)

h)

i)

Si una Ifnea o (o linea @) es recta en el tramo comprendido entre dos lineas de la otra familia,
entonces las otras (Ifneas «) serdn rectas en el mismo tramo.

Si las lineas a y 8 son rectas en una regién, entonces existe un estado uniforme de esfuerzos (o
sea las componentes del tensor esfuerzo son constantes).

Sobre una Ifnea de corte recta, el estado de esfuerzos es constante.

Si el estado de esfuerzos es constante sobre una curva, entonces esta es recta o se encuentra en
un campo uniforme de esfuerzos.

El radio de curvatura de las lineas a (o 3) al intersectar una linea de la otra familia decrece en
relacion directa a la distancia viajada en la direccién positiva de 1a linea 8 (0 «).

Al mover sobre una curva de una de las familias, los centros de curvatura de las lineas de la
familia, forman una envolvente de dicha linea de deslizamiento.

La envolvente de las lineas de una familia es una curva lfmite a través de la cual las de la otra
familia no pueden continuar.

Si el radio de curvatura de una linea o (0 3) cambia bruscamente al cruzar una linea de la otra
familia, todas las otras de su misma familia también cambian bruscamente (o sea existe una
discontinuidad).

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos de aplicacién de las ideas anteriores.

Estado de esfuerzos uniformes. En este caso las dos familias de lineas son dos conjuntos de rectas.
Esto es consecuencia directa de las ecuaciones de Hencky (8.116), ya que si x es constante, entonces
6 también lo es.

En la figura 8.11 se observa que si las lineas o son radiales, las 8 son circunferenciales. Entonces de
la 1* ecuacién de Hencky, si 6 es constante sobre una lfnea «, x también lo es sobre ella, en tanto que
si en la segunda ecuacién 6 varia linealmente a lo largo de la linea 3, entonces x también debe variar
linealmente. De esta manera el esfuerzo promedio es constante en la direccién radial y varia
linealmente con el dngulo medido a partir del eje x.

Lineas o o
Lineas 3

FiGURrA 8.11
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fv — Llneas o
| -=--- Lineas £

NBTHRHITE N ¢

FIGURA 8.12

Identacién de una placa rigida. Considérese la figura 8.12, aquf se supone que no hay presién entre
el medio y la placa y existe una presién uniforme KP sobre el segmento AB, el resto de la frontera estd
libre de esfuerzos. Ademds se considera sélo el inicio de la plastificacin, asf que se ignora el cambio
de geometria de la superficie. Né6tese que la presion KP implica que P es una constante que multiplica
la resistencia a la fluencia X.

Supongamos que la regién de A a G esta plastificada, pero de momento se ignora la longitud de AG,
asf que las condiciones de frontera en este segmento son

o, =71, =0 (en AG)
dela condicién de fluencia (ecuacién 8.108) se obtiene que

o.=+2K
intuitivamente se siente que g, debe ser de compresién por lo tanto se considerard

o, .=~-2K (en AG) (8.125)

como 7,, es cero AG es una direccién principal, luego las lineas de deslizamiento deben formar dngulos
de + 45° con la horizontal, se considerard que las lineas o estdn a 45° y las 8 a 135° (o sea -45°),
ver figura 8.12.

También se supondrd la regién AGF, como se ve en la figura, las lineas de deslizamiento son rectas,
por tanto es una regién donde existe estado uniforme de esfuerzos, recordar la propiedad f del inciso
anterior. Luego en la frontera AG se tiene que las ecuaciones de Hencky

as{ que
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1 g
= - =2 8.126
X=5y 0= (8.126)
(para la linea « en esta region)
Ahora considerando la frontera AB, puesto que no hay friccién en el contacto, entonces

7,=0 'y o, = -KP (8.127)
(que es la presién uniforme)

por lo tanto del criterio de fluencia (ecuacién 8.108)

2

de donde

a_t=oryi2K=K(2—P)... (8.128)
(donde se ha escogido el signo +)

Como 7,, = 0 en AB también es direccién principal y las lineas de deslizamiento también forman
dngulos de + 45° (I1/4), ver figura 8.12. Como antes la region AEB también es de esfuerzos
constantes (estado uniforme). De las condiciones de frontera se tiene que, considerando (8.127) y
(8.128)

(8.129)

y 8= % II (para linea a)

Ahora, puesto que AF y AE son lineas « rectas, del teorema C del inciso anterior (todas las lineas de
deslizamiento entre ellas son rectas, regién FAE) constituye entonces una regién en abanico centrado,
como el ejemplo anterior. Luego entonces los esfuerzos son constantes en cualquier linea radial pero
varian linealmente de AF a AE, o sea

= P sobre AE

x=-%—sobreAF a x=1

&

Resultados similares a los anteriores se presentan en las regiones EBD y BDC (figura 8.12).
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La presién P necesana para que la placa induzca la plastificacién puede ahora determinarse de la
siguiente manera. Como la linea AF es una lina o y la H1JK es una (3, considerando la segunda de las
ecuaciones de Hencky que es

x + 0 = constante ) (8.130)
entonces sobre HI: x = - _;_ y 60-=x/4 (8.131)
sobre JK: x = % (1-P) y 6=34x (8.131")

considerando (8.131) y (8.131/) en (8.130) se tiene

T
4+ =
4

(1 -P) +3/4x

[T
| —

(8.132)
P=2+x

que es la carga necesaria para que el medio se plastifique.
La distribucién de velocidades se obtiene mediante las ecuaciones de Geiringer (8.124)

Para ello se considera que si la placa se mueve con velocidad V,, en la direccién negativa del eje y,
la regién ABE se mueve igualmente junto con la placa como cuerpo rigido con la misma velocidad.
A su vez en la regién AEFG, Va es igual a cero y Vg3 es igual a V0/;/2_ , asf que la regién AEF se

mueve hacia afuera en velocidad Volﬁ , Y la AGF se mueve en la direccién FG con la misma
velocidad.

La solucién anterior fue obtenida por Prandtl. Existe otra solucién alternativa debida a Hill, en la que
considera que la frontera rigido-pldstica es el contorno H 1J K L M N en vez del anterior (G FE D
C). Asimismo pueden obtenerse otras soluciones intermedias entre ambas; de donde se ve que en
plasticidad es posible tener diferentes soluciones y resulta tedricamente imposible distinguir cual es la
solucidn correcta. Desde luego que esta incertidumbre se debe a la teoria rigido-pldstico aquf empleada,

el inico medio de obtener soluciones satisfactorias es mediante la teoria elastopldstica que emplea las
relaciones de Prandtl-Reuss.

Cabe mencionar entonces que las soluciones rigido-pldsticas lo unico que deben satisfacer es que
definan campos de velocidades cinemdticamente admisibles, o sea que cumplan con caracterfsticas de
movimiento de cuerpo rigido.

Vale la pena hacer notar que los problemas de capacidad de carga en suelos, asi como los de
estabilidad de taludes son de este tipo, que corresponden a andlisis limite, cuyas caracteristicas esencia-
les son las de estimar la carga que se necesita para que se desarrolle un mecanismo de falla. As{, en
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el ejemplo anteriormente presentado se obtuvo un valor del pardmetro P (ecuacién 8.130), el cual
implica que la carga mdxima uniformemente distribuida que se puede colocar sobre la placa es de
(2 + IT) veces el valor de la resistencia al corte K.

.- 8.8 Andlisis y diseiio Ilmite

Es conveniente observar que los andlisis limite permiten estimar la carga mdxima que un medio o
estructura puede soportar al desarrollarse en €l un mecanismo de falla. Esto implica que se plastifique
todo el medio, o bien, que si existen posiciones sélidas (eldsticas) éstas no ofrecen ninguna resistencia
al movimiento, moviéndose como inclusiones dentro de la fase fluida del material.

También aquf es itil reflexionar acerca de que las teorfas rigido-plasticas (de andlisis lfmite)
presuponen que todo el medio se ha plastificado, en tanto que la teorfa de elasticidad implica que el
medio en ningiin punto lo ha hecho. Luego entonces, estos dos tipos de andlisis corresponden a
condiciones extremas, y no son capaces de predecir el comportamiento cuando parte del material se
ha plastificado tinicamente, por lo cual deben empliearse las teorias y métodos elastopldsticos. De la
consideracién anterior han surgido los teoremas limites que a continuacién se verdn.

Teoremas sobre los lfmites inferior y superior de la carga iltima
Estos son los dos siguientes:

Teorema 1

a) "Una carga que produce un campo de velocidades cinemdticamente admisible puede ser igual o
mayor que la carga real que puede producir la falla". Esto constituye un limite superior.

Esta carga es la que se calcula con la teoria rigido-pldstica (andlisis lfmite). La conclusién obtenida se
debe a que la carga mencionada presupone plastificacién total en una regidn, sin considerar que el
medio involucrado puede moverse aunque no se haya plastificado completamente, sino que basta que
se haya plastificado una zona que facilita la formacién de un mecanismo de falla, por ejemplo, la
regién vecina a un circulo de falla en un talud. '

Teorema 2
b) "Una carga que produce un campo de esfuerzos estdticamente admisible serd igual o menor que

la carga que se necesita para que se produzca deslizamiento por flujo plastico”. Esto es un limite
. . L4
inferior.
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Esta carga se obtiene de la teorfa de elasticidad considerando la carga mdxima que se puede aplicar
a un medio para que en ningiin punto rebase la resistencia al corte (fluencia). Esta es un Ifmite inferior,
ya que pueden existir zonas plastificadas en el interior de la regién, sin que por ello ocurra un
deslizamiento generalizado de alguna porcién del medio.

De lo anterior se concluye que, los dos Ifmites indican un ancho de banda dentro del cual se encuentra
la verdadera carga P, que se necesita para que se inicie la formacién de un mecanismo de falla (en un
medio continuo o sistema estructural), que seria la carga dltima. Por lo cual, dicha carga dltima que
soporta una obra, es dificil (sino imposible) de obtenerla con precisién, siendo sélo posible acotarla
entre dichos lfmites.

Por tanto, el disefio Ilfiite (o ultimo) de cualquier tipo de obra, debe tomar en cuenta estas
consideraciones, por lo cual se requiere de un andlisis eldstico y de uno rigido-pldstico, para obtener
informacién en este tipo de disefio.

Debe notarse entonces que en este diseio lo tinico que importa es acotar la carga tltima, sin tomar en
cuenta las condiciones de deformacién que experimenta en el rango donde parte de las deformaciones

son eldsticas y parte pldsticas, para esto sf serfa necesario realizar andlisis elastopldsticos como los
mencionados anteriormente (inciso 8.6).

Seleccion de mecanismos de falla

En esta parte se hace notar que para que una estructura falle no basta con que ciertas partes de ella se
plastifiquen, ni es necesario tampoco que se plastifique todo, sino que basta que se defina una zona
plastificada capaz de engendrar un mecanismo de falla, mediante el cual ciertas porciones de ella son
capaces de experimentar movimientos de cuerpo rigido (cinematicaments: admisible).

Es claro que para una estructura dada pueden existir diferentes mecanismos de falla, por lo que es
necesario definirlos y determinar cudl de ellos requiere una menor carga para ser engendrado. Esta
seleccion por tanto debe hacerse trazando diferentes superficies de falla, capaces de generar
movimientos de cuerpo rigido. Por ejemplo, se tiene el método conocido para andlisis de estabilidad
de taludes, en el cual se supone un circulo de falla, mediante el cual una posicién de él es capaz de
moverse como cuerpo rigido. En general, por tanto, bastard con transformar una regién hiperestatica
en isostdtica eliminando para ello restricciones al movimiento analizando ademds las fuerzas que
intervienen en €I, asi como los factores que se oponen a €l (recordar por ejemplo los andlisis de
estabilidad de taludes mencionados antes).
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9. Teorias de falla y ruptura

9.1 Introduccion

Cuando a los materiales se les somete a un esfuerzo creciente de tensiébn o compresién experimentan
deformaciones que en un principio estdn en el rango eldstico, pero posteriormente se salen de €l y
crecen con mayor velocidad que los esfuerzos; ahora, si ellas siguen creciendo, en el material comien-
zan a aparecer grietas hasta que finalmente el material se separa en fracciones discontinuas.

De lo anterior se concluye que el concepto de falla corresponde a la situacién donde las deformaciones
son pldsticas y alcanzan una cierta magnitud que se considera intolerable desde el punto de vista de
la funcionalidad de 1a estructura de la cual forma parte el material.

En tanto que el concepto de ruptura corresponde a cuando el material se separa en partes aisladas y
deja de ser un medio continuo.

Ahora bien, los criterios de falla y ruptura se tijan mediante convenciones de acuerdo con el nivel
mdaximo de esfuerzos que el material debe soportar. Este nivel se determina a fin de que no se registren
deformaciones que rebasen cierto limite, o de que no se propaguen grietas existentes. En general se
tiene que dicho nivel se estima a partir de una cierta funcién de los esfuerzos principales, o sea

fey, 0, ) =0 ©9.1)

Se ve por tanto que para establecerlo es indispensable determinar el estado de esfuerzos existente en
un problema dado.

A continuacién se mencionan algunas ideas acerca de las condiciones existentes en las situaciones
donde se presenta falla o ruptura.

Por lo que se refiere al caso de falla, ésta se origina cuando se vencen las fuerzas intermoleculares y
se movilizan las dislocaciones existentes en el interior de granos, o bien existe deslizamiento en los
limites de granos, o también si existe difusion atdmica. Todas estas situaciones indican cambios
estructurales que debilitardn la resistencia del material. Ahora bien, todas ellas se presentan para la
combinacién de esfuerzos que satisfacen la funcién antes mencionada (ecuacién 9.1).

Por tanto, para estimar la falla se determina el estado de esfuerzos en toda la regién en estudio y se
ve en qué parte de €l se satisface la condicién de falla (ecuacién 9.1). Existen diferentes relaciones del
tipo de dicha ecuacién que representan a distintos criterios de falla que han sido propuestos, los cuales
se describen posteriormente. Estos criterios se han establecido a fin de evitar disefiar en lo posible
obras que sufran deformaciones excesivas y dejen de ser funcionales.
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Ahora bien, las condiciones que prevalecen para que se desarrolle la ruptura son: la existencia de
imperfecciones estructurales tales como dislocaciones, impurezas y pequeiias vacancias; lo que origina
microgrietas y a continuacién su crecimiento, o bien un aumento en el niimero de ellas. Ahora bien,
la posibilidad de extensién de las microgrietas, se puede estimar de acuerdo con la teorfa de Griffith
(u otras), en la cual se determina que existen concentraciones de esfuerzos en los extremos del semieje
mayor de grietas elipticas, que rebasan la resistencia a la tensién de las fuerzas intermoleculares
provocando la separacién del material en mds partes. Asimismo, vale la pena indicar que la
distribucién de las imperfecciones es aleatoria y por tanto, la orientacién y tamafio de las microgrietas

serd igualmente aleatoria, por lo que la aplicacién de los criterios de ruptura deben considerar esta
condicién.

También en este caso se han establecido criterios en los que, a partir de las caracteristicas del tensor
esfuerzo, se elige una relacién en funcién de los esfuerzos principales (o sea igual a la ecuacién 9.1),

mediante la cual se puede estimar si existe riesgo de ruptura del material y la consecuente falla de obra
de la cual forma parte.

"Tanto los criterios de falla como los de ruptura son linicamente aproximados, puesto que se basan en
aplicaciones de la mecdnica del medio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las
discontinuidades intrinsecas, -heterogeneidades y anisotropia existentes en el material para este nivel
de esfuerzos. Sin embargo, dichos criterios son de bastante utilidad puesto que han demostrado dar una
idea aceptable de las condiciones de falla o ruptura, lo cual se ha podido constatar experimentalmente.
Por otra parte, son el tnico recurso del que actualmente se dispone para dicho fin.

Entre los criterios de falla existentes, los cuales posteriormente se describirdn, se tienen: el de
Rankine, el de Saint Venant, el de Tresca o Coulomb, el de Beltrami, el de Von Mises, el de Mohr-
Coulomb (friccién interna), etc.

En tanto que entre los criterios de ruptura se tienen: el de Griffith, el de Barenblatt, etc. Los dos
criterios mencionados aqui se detallardn posteriormente.

9.2 Tipos de materiales fragiles y diictiles

[.os materiales pueden clasificarse como fragil o dictil, de acuerdo con la magnitud de la deformacién
yue sufren antes de romperse, ver figura 9.1. '

Ahora bien, esta clasificacién se hace considerando unicamente la deformacién sin tener en cuenta el
esfuerzo maximo que soporten.
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o |
Frdgil

Ddetll

FIGURA 9.1

Entonces, de acuerdo con lo anterior se puede decir que un material es fragil cuando se rompe sin
sufrir mucha deformacién; en tanto que es dictil cuando se rompe después de experimentar grandes
deformaciones. Entre los materiales frdgiles se tienen por ejemplo: el vidrio, la madera, el concreto,
etc. y entre los duictiles estdn el acero, plomo, suelos arcillosos, etc.

Factores que influyen en la ductilidad o la fragilidad

Para entender cudles son éstos se considerard que las caracterfsticas son contrarias, es decir, que un
material entre menos ductil sea serd més fragil y viceversa. LLuego entonces, por ejemplo, se verd qué
factores influyen en la fragilidad (quedando entonces implicito cdmo actuardn sobre la ductilidad).
Tales factores son: esfuerzos isotrépicos asi como los distorsionantes, velocidad de carga, temperatura,
estructuracion, heterogeneidad, impurezas y vacios, que se pueden considerar como los mds
importantes.

Ahora se discutird cémo influyen cada uno de ellos:

a) A mayor presion isotrépica mayor resistencia.

b) A mayor magnitud de los esfuerzos distorsionantes menor fragilidad y menor resistencia.
c) A mayor velocidad de carga mayor fragilidad y mayor resistencia.

d) A mayor temperatura menor fragilidad y menor resistencia.

e) A mejor estructuraciéon menor fragilidad y mayor resistencia.

f) A mayor heterogeneidad mayor fragilidad y menor resistencia.

g) A mayor cantidad de impurezas mayor fragilidad y menor resistencia.

h) A mayor cantidad de vacios mayor fragilidad y menor resistencia.
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Es obvio que pueden tenerse diferentes combinaciones de dichos factores por lo cual es dificil estimar
a priori cémo influird dicha combinacién en la fragilidad del material.

Vale la pena agregar que los materiales serdn mds frdgiles principalmente cuando presentan
estructuraciones no uniformes, tales como mezclas de materiales fibrosos o con granos sélidos dentro
de matrices cementantes suaves, en las que es mds fécil que tiendan a formar huecos y por tanto se
agrieten con mayor facilidad y se rompan antes de sufrir deformaciones excesivas.

9.3 Mecanismos de falla pldstica

El mds importante de los mecanismos de falla pldstica puede considerarse que es el ocasionado por
esfuerzos distorsionantes, éstos provocan que las dislocaciones que existen en una estructura cristalina
se desplacen segiin planos definidos, pero manteniéndose la continuidad de dicha estructura, como
puede verse en la figura 9.2.

_—"Linea de dislocaclén\i

|
o
1 |
{ }
a Lb c d , g b Lc d
° ° °/'Lmea de % ° °
— .. [ deslizomiento \ ___ ___ __
o -] (-] o o -]
o v c' o b ¢!
(a) (b)
FIGURA 9.2

En la figura anterior se observa que la molécula ¢ estaba enfrente de la b’, y existe una linea de
dislocacién que pasaba por la particula b, luego; después del deslizamiento esta particula queda
enfrente de la b’ y se forma una dislocacién que pasa ahora por la molécula c, es decir, se ha
desplazado esta Ifnea de dislocacién, pero no fisicamente sino por sustitucién de la que pasaba a través
de b por la que pasa por c. Este movimiento revela que no se rompe la continuidad del medio y que
ademds puede continuar sucesivamente, es decir, que por ejemplo la linea de dislocacién pase a la
particula d (ver figura anterior), etc.

9.4 Mecanismos de ruptura

Entre estos pueden considerarse que los mds relevantes corresponden a los casos en los que actian
esfuerzos de tensién en microgrietas no paralelas a la direccién de dicho esfuerzo, lo que ocasiona un
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incremento de esfuerzos en el borde (extremo del eje longitudinal de la grieta) el cual rebasa las
fuerzas de atracci6n intermoleculares, lo que ocasiona que se separen las moléculas, liberdndose
ademds, por este motivo, energia de deformacién que supera a la cantidad de energia superficial
requerida para formar nuevas superficies (caras adicionales a ambos lados de la grieta que se propaga).
Debe aclararse que la ruptura puede consistir en el crecimiento de grietas ya existentes o bien en la
formacién de nuevas grietas.

9.5 Criterios de falla
A continuacién se describirdn brevemente algunos de los criterios de falla (aquéllos en los que la falla
se considera por deformacién excesiva) mds cominmente empleados.

Teoria de Rankine o del mdximo esfuerzo de tension

Como su nombre lo indica ésta senala que la falla se alcanza cuando uno de los esfuerzos principales
alcanza la resistencia mdxima en tensién, por ejemplo, para el caso bidimensional.

Oz |
Jo__
g C
¢ S -
oy
Ooc
FIGURA 9.3
o, =40,
o bien
0,=-0,, (9.2)
donde:

g, - esfuerzo principal de tensién

g, - esfuerzo principal de compresién

0, - resistencia mdxima a 1a tensién

0y, . - resistencia mdxima a la compresion

(98]
—
(98]



Teorta de Saint-Venant o de deformacion axial mdxima

En ésta se supone que la plastificacién ocurre cuando una deformacién principal iguala a la
deformacién mdxima en tensién o compresién, o sea cuando

Eg =0 -p(o,+0)=1% 0,
entonces, para el caso biaxial (cuando oy = 0)(figura 9.4)

/3 el‘= o, - po, = + a,; Para o/ =/o,/
9.3)
Ee =0, - po == 0,, para lo,/=2/0,/

i |
o = aoiﬂal
: o
I
}
I
!
(. iy o, 3
g, = -0'0"'#0'2 :
i \
i
;
Oo 0, = Oo*+Hh0y
0y = ~0yHUo,
FIGURA 9.4

Criterio de Tresca (o de Coulomb) o del esfuerzo cortante mdximo

En ¢ste se considera que la plastificaciéon se presenta cuando se alcanza el cortante mdximo que se
registra en la prueba de tensién simple. Esto implica que ocurre cuando se cumplen las seis
condiciones siguientes:

o, -0, =1 0,

Q
~

I

Q
w
|

=t 0, ; (0,es la resistencia mdxima a tensién)

=ik 0y

2
I
Q
]
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luego, para el caso biaxial se tiene:

o, -0,=0d5 Si o >0 yoa <0
o,-0,=-0y; si 0,<0 yo,>0
0,=0,; Si a,> 09 >0 (9.4)
0, = 0y; si o, >0, >0 '
0,=-0y; si 0 <o0,<00
0,=-0y; Si 0, <90 <0
4
o)
- To
= —-
o
=T+
FIGURA 9.5

Teorta de Beltrami o de la mdxima energia de deformmacién

En ésta se considera que la plastificacién se presenta cuando la energfa total de deformacién iguala a
la que existe en una prueba de tensién o compresién unidimensional, o sea

I 42 9.4.1)

Us= % & = 5z %

N —

y como por otra parte, en general la energia total eldstica estd dada por
U= _;_ (0,8, + 0,6, + 0,&) - (9.4.2)

reemplazando en la anterior expresion las deformaciones €, &, y &; por las expresiones en funcién de
los esfuerzos dados por las leyes de Hooke se tiene

ve_l (olz + 0} +0?2-2u(oo0,+ 0,0, + 0301)) (9.4.3)

_E
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reemplazando U por el valor dado en (9.4.1) se tiene que finalmente
o + 0} + 0! -2u(oo0,+ 0,0, + 0,0) =07, (9.4.4)
que constituye la funcién buscada de acuerdo con este criterio.

Ahora, para el caso bidimensional la anterior expresién se reduce a

2

o + 0, -2ua0,0,=0 (9.4.5)

Este criterio tiene el inconveniente de predecir plastificacién para valores altos de presion hidrostética,

lo cual experimentalmente se ha encontrado que no es correcto, ya que sélo las distorsionantes
normalmente la inducen.

Criterio de Von Mises o de energia de distorsién

En éste se supone que la plastificacién dnicamente se debe a la energia de distorsién, y que se presenta
cuando dicha energfa es igual a la que existe en una prueba de tensién simple. Asf que ocurre cuando

ho o3
Yi= 3G~ 3G ™™
como para la tensién simple se tiene
1
J, = 3 0,

ahora como

Jy= = +1; 3, =17 + 3L, = (0, + 0, + 0,)

-3 0,0, - 3 0,0y - 3 0,0,

= g2 2
I, =0° + g

2
| +0+200,+200+2o00

-3 0,0, - 3 0,0, - 3 0,0,

2 2 T o = =
6, +a° + 0 = 0,0, - 6,0, - 0,0,

b
2

[(aI ~ 0! + (0, - 6, + (0, - o))
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por lo que la condicién de fluencia queda

% 6, - 0 + (@, - ) + (g, - 0] = 0 9.5)
y para el caso biaxial queda
0 - 0,0, + 0 = 0

que es la ecuacién de una elipse con eje focal a 45°; ya que para g, = 0, entonces g, = 0, y también
0, = 0,, (figura 9.6).

ok
%o
~0b,
% &
<
FiGURA 9.6
Se tiene que para el caso de cortante puro
6,=-0,=K; 0,=0

luego

Jz = "é' [(61 - 62)2 + (62 - 03)2 * (63 - 0’1)2] = 0.12 2 KZ

entonces el criterio predice que la plastificacién se presenta cuando



el cual representa el valor de J, en la prueba de tensién simple, o sea

%

=_° (9.6)

V3

de donde el esfuerzo de fluencia en la prueba de cortante simple es 1/y/3 del de tensién simple.

Hencky demostré que este criterio es equivalente a lo siguiente; puesto que

Toar = —:15- 9, = 02)2 +(0, - 03)1 + (05~ 0.1)2 6.7

oct

el cual para tensién simple se reduce a

V2
Toct.0~ Too 9-8)
entonces la fluencia ocurre cuando
Tor! = Ttxl, 0

Teoria de Mohr

En ésta se considera que la fluencia ocurre cuando el cortante existente en un punto alcanza el valor
de la resistencia al corte, la cual depende a su vez del esfuerzo normal actuante, o sea

=
7=C+¢(0) (9.9)
donde
C - cohesién
o, - esfuerzo normal actuante

¢ - una funcién cualquiera; por ejemplo ver figura 9.7.

(se consideran positivas las compresiones)
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FIGURA 9.7

Teorla de friccién interna

En ésta se considera que la funcién ¢ mencionada en la teoria de Mohr es lineal y por tanto la
ecuacién (9.9) se convierte en la siguiente expresién. En 1a figura 9.8 se representa graficamente

la ecuacién '

7=C+o0, 1an ¢

donde

¢ - dngulo de friccién interna

-

FIGURA 9.8
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Luego, a partir de esto se encuentra que el criterio de fluencia queda establecido, siempre y cuando
la pareja de valores g, y 0, queden dentro del 4rea encerrada por lo limites marcados en la figura 9.9.

0, - resistencia maxima a tensién
0o, .~ resistencia maxima a compresion

“
Jo
-Tog Jo
o
"aoﬁ
FIGURA 9.9

Estas son algunas de las teorias de falla (flujo plastico) mds cominmente einpleadas.

Superficie de fluencia. Espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard ye
Puede concluirse que los criterios de fluencia en general implican una funcién del siguiente tipo
Fo,) =K

siendo o, todas las componentes del tensor esfuerzo y K una funcién conocida, por lo que le puede dar
también la siguiente forma

F'(a,

) =4
si se supone isotropia en las propiedades se puede reducir a
Flo, 0, 0,) =K

o sea la fluencia s6lo depende de la magnitud de los esfuerzos principales y de su orientacién. Nétese
que el espacio cuyos ejes son ¢,, 0, y d, se llama espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard.
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Si se considera que sélo las componentes del tensor distorsionante influyen, entonces se tiene que la
expresion queda

£i65,. 5,5, 8) =K

siendo
Jl=S1 +,S2 +SS=0
Jy = % (57 + 82+ 8 =- ($,S, + 5,S; + 5,5,
Jy = % (57 + S + 8= 5,559,

de donde se puede poner

fU,, 1) =0
o sea la funcién de fluencia se reduce a una funcién de dos invariantes del tensor distorsionante.

De lo anterior, el criterio de Von Mises puede expresarse de la manera siguiente
g, = K? 9.10)

sicndo K, el esfuerzo de fluencia en cortante puro. En tanto que el de Tresca puede escribirse como
4J32 - 27J7 - 36K?J,> + 96K*J, - 64K°® =0 (O.11)

Estos dos criterios son por tanto los mds cominmente empleados, siendo mds sencillo el de Von Mises.

Plano =

Este es un plano cuya normal se encuentra en una direccién que forma el mismo dngulo con los tres
ejes principales, y ademds dicho plano pasa por el origen de ellos. Si sobre este plano se proyectan
los 3 ejes mencionados sus proyecciones formardn entre si un dngulo de 120°. Ahora, si sobre dicho
plano se dibujan las superficies de fluencia correspondientes a los criterios de Von Mises y Tresca,
se tiene la siguiente figyra.
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FIGURA 9.10

En esta figura se nota coincidencia de los criterios en el caso de tensién simple, en tanto que para
cortante simple se tiene la mdxima discrepancia entre ellos, del orden de 15%, como se demuestra a
continuacién, ya que

e

Ty
= 3 = _,4_ = ‘/1_33 =1.15
1 1 X
— 0O, ik
2

Cabe sefialar que las superficies de fluencia son prismas con generatriz paralela al eje normal al plano
7, Y que pasa por las curvas de Tresca o Yon Mises mostradas en la figura anterior.

Movilidad de las superficies de fluencia

Experimentalmente se ha encontrado que las superficies de fluencia cambian una vez que se plastifican
los materiales de diferentes maneras, como se muestra a continuacién (figura 9.11)

{0) (b) (c)

FIGURA 9.1}
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En la parte (a) se ve que el drea cubierta por la superficie de fluencia aumenta, como resuitado de un
desplazamiento de ella idéntico en todas direcciones. En la parte (b) la superficie de fluencia se des-
plaza sobre el plano = pero sin aumentar el drea cubierta por ella (o sea una traslacién), en tanto que
en la parte (c) se muestra una traslacién combinada con una deformacién de la superficie de fluencia.
'Este es el caso que mejor representa el comportamiento de los materiales reales, pero es muy
complicado tomarlo en cuenta.

Pardmetro de Lode

Este se utiliza para tomar en cuenta la influencia del esfuerzo principal intermedio y se define como

20,-0, -0

[

()

g, — 04

o bien

o, - %2 (0, + o))
YA (o, - @,)

Ha = =

por tanto, es la relacién entre la diferencia del esfuerzo intermedio con el promedio de los esfuerzos
mdximo y minimo y la semidiferencia entre ellos. Ahora bien, todas las combinaciones posibles de
carga, es decir, entre cortante puro y tensién simple, quedan incluidas en la variacién de dicho
pardametro de 0 a -1, y asimismo de O a 1 para la variacién de cortante simple o compresién simple.

Entonces, si se trazan los resultados experimentales en una gréfica en donde en el eje de abscisas se
colocan los valores de u y en el de ordenadas la relacién adimensional (g, - 03)/g,, se tiene (ver figura

9.12).

(Los sfmbolos X indican resultados de pruebas experimentales)

Criterio de Von Mises
o, ~ U 2 criterio de
1 3 _ .
= 4 12 Von Mises
% 3+ u? w X
- E- - X
1.1- X x
ter * x criterio de
X Teesca
Criterio de Tresca 5 - To
Valores de (4
g, -0
il 1B
Gy
FIGURA 9.12
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En la figura anterior se observa que el criterio de Von Mises se acerca mds a los resultados
experimentales obtenidos por Lode para acero, cobre y niquel.

9.6 Criterios de ruptura

Con relacién a la prediccién de falla fragil, se ve que esta puede hacerse empleando diversos criterios,
entre los cuales, los principales son el de Griffith y el de Basenblatt, entre otros, y que son los tnicos
que aquf se verdn con algtn detalle.

Teorla de Griffith

Considerando que en un medio antes de que aparezca cualquier grieta de energfa de deformacién en
tensién simple (o,) es 0,2/2 E por unidad de volumen. Ahora bien, el trabajo hecho por las fuerzas
que se relajan al aparecer una grieta (por ejemplo eliptica) considerando que éstas se encuentran a
ambos lados de ellas es

W, =-4 [o“ Vs g,dx - v .12)
donde
Gl
v= |G|l - v) & sen 6 (9.13)*
y
X =acos 0

FIGURA 9.13

* Expresion deducida mediante la teorfa de la elasticidad.
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siendo

a - semieje mayor de la elipse

b - semieje menor de la elipse

v - desplazamiento vertical

6 - angulo medido de la horizontal a partir del centro de la elipse

entonces, reemplazando el valor de v dado por (9.13) en (9.12) se obtiene
W, =-MIda (1l -»)E" (9.14)
luego entonces dicho trabajo serd independiente de b.

Ahora como este trabajo debe ser igual al aumento de energia de deformacién AU,, entonces
AU, =-TT a1 - E™

el signo negativo que aparece en esta expresiéon indica que disminuye la energia de deformacién.
Puesto que en la expresién (9.14) se ve que el trabajo realizado W, es independiente de A, entonces
no se alterard cuando b tienda a cero (o sea una grieta). Ahora bien, debido a la tensién actuante en

dicha grieta esta tiende a adoptar una forma casi eliptica cuyo semieje menor, segtin cdlculos eldsticos,
medird

bo =2 a (1 - ) (0/E)

luego, si la grieta se alarga una cantidad 2da (por ser a ambos lados) se formardn nuevas superficies
ademds de una relajacién de componentes de esfuerzos o,. Entonces el trabajo diferencial hecho se
obtiene diferenciando la ecuacién (9.14) con respecto a la variable a

dw, = -1l o (1 - VE™' 2a da

la remocién del signo menos en ella representa que la energia es absorbida por las fuerzas de
relajacién. En esta teoria de Griffith dicha energia se supone que se transforma en un aumento de
energia superficial. Si vy representa esta energia por unidad de drea, entonces la nueva energia
superficial serd 4yda, la cual al igualarla a dW, se tiene

ol - ME "' . 2ada=4yda

por tanto

o, = J;E y[ma-wal (9.15)
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expresién que revela que para cualquier valor de g, menor que el dado por la ecuacién (9.15), los
esfuerzos g, que se liberan en la frontera de la grieta no generan una energia capaz de proporcionar
la que se requiere para formar nuevas superficies y por tanto no se ampliard la grieta.

Resumiendo, la férmula (9.15) indica que se ampliard la grieta cuando los esfuerzos sean mayores que
el valor de o, dado por dicha férmula. Debido a esto, ella en si representa un criterio para falla fragil.

Como puede observarse, en la ecuacién (9.15) influyen las siguientes propiedades del material: E, »
y v, asi como el tamaiio de las grietas existentes &, el cual es una variable aleatoria. Este tamaiio
puede estimarse indirectamente a partir del valor de la resistencia méxima a tensién o,, para lo cual
se parte de la expresion mencionada pero despejando el valor de a; o sea que resulta ser mas facil
determinar directamente g, que a.

Ademds, el valor de & resulta ser de esta manera un valor que representa el tamaiio minimo de las
grietas existentes en el espécimen de prueba, el cual puede variar para cada uno de ellos; por lo tanto,

esto explica el porqué el valor de g, obtenido para diferentes especimenes, tenga un elevado
coeficiente de variacién.

Ahora bien, conocido ¢, puede establecerse una superficie de ruptura, andloga a la de fluencia, que
serd vdlida para diferentes combinaciones de esfuerzo, la cual se discutird en el apéndice 9.A.

Aspectos relevantes del criterio de Griffith

A continuacién se presentan algunas conclusiones de interés en relacién con esta teoria de falla.

1. El campo de esfuerzos obtenido eldsticamente en los extremos de las grietas presenta irregularida-
des en ellos, por lo que se rebasa el limite de aplicabilidad de la teoria eldstica que es vdlido para
deformaciones pequeiias.

2. Las condiciones de frontera en las caras de la grieta se alteran puesto que éstas se deforman al irse
aplicando las cargas, incluso en sus extremos la deformacién angular es de I1/4, al estimar que
la grieta se transforma en una elipse, hecho que rebasa la consideracién de deformaciones
pequeiias. Por otra parte, se necesita tener esfuerzos infinitos (ver apéndice 9.A) en dichos
extremos para tener un esfuerzo diferencial de primer orden, ya que ellos actian sobre un drea
diferencial de segundo orden. De aqui se ve que la singularidad resulta esencial en la interaccién
de la discontinuidad que representa la grieta y el resto del medio.

3. Si una grieta se convierte en una elipse, entonces, en sus extremos ambos lados de ella forman
entre s un dngulo de 180°, lo cual imposibilitar4 la ampliacién de su longitud, lo cual en si revela

una incongruencia, que se debe a que la teoria lineal se ha llevado mds all4 de sus limites de
aplicabilidad.
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4. La energfa superficial representa una irregularidad desde el punto de vista tridimensional, ya que
implica la existencia de fuerzas actuando sobre una superficie de espesor nula, por lo que existe
una incongruencia al mezclar medios continuos de dos y tres dimensiones.

5. Larepresentacién de una grieta angosta como el limite de una serie de elipses es arbitraria, puesto
que podrfa ser el de otro tipo de curvas cerradas.

A pesar de todo lo anterior la teorfa de Griffith proporciona resultados aceptables en materiales
fragiles.

Teoria de Barenblatt

En esta teorfa se tratan de corregir las incongruencias implicitas en la debida a Griffith; para ello
también se parte de consideraciones de mecénica de medios continuos basados en la teor(a lineal de

la elasticidad (de deformaciones pequefias). Para los cdlculos necesarios se parte de la superposicién
de tres problemas eldsticos que son:

a) Se supone que se carga un medio sin grietas (continuo) mediante una fuerza vertical aplicada en el eje
de simetria geométrica de él, y se calcula el estado de esfuerzos (debido a }a simetria no se inducen
cortantes); ahora bien, en el sitio donde estard la griew existe un estado de esfuerzos dado por

(a}_),=To(x); para -~a¢ < x =

b) Abhora, se considera que ya existe la grieta pero los Gnicos esfuerzos que actdan se localizan sobre
sus caras y anulan los esfuerzos existentes en la situacién anterior, es decir

(o), =-Ty(x}; para -a <x<a

ademds, en la lfnea que es la continuacién geométrica de la grieta los esfuerzos verticales estdn dados
por*

(0,), = NS, ™ = Ty(@) + 0(5,%) ; (ver figura 9.14)

en la cual

lé a
N, = (21(-‘1) I Ty (@® - 1) " dr 5 para |x| > a (9.16)

siendo ¢ una variable de integracién sobre el eje x (eje mayor de la griéta)

* La deduccidén se encuentra en L.E. Malvern, Introduction to the Mechanics of a Continuos Medium, 1969.
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FIGURA 9.14

¢) Porotra parte, si se considera que actian fuerzas de cohesién (de origer intermolecular) con una
ley de diswibucion g(x), las cuales inducen una distribucién de esfuerzos localizada en la linea que
es continuacién de la grieta, tenemos

(0,0 =N 87" - Tfa) + 0(5,") 9.17)

siendo

N =- (216.?% JO g @ - 1) dr

como puede verse en la figura 9.14, la distribucién de fuerzas g(x) impide que los extremos de
la grieta tengan el contorno de una elipse (se ve que f (x) = O para el intervalo 0 < x < d).

Los postulados de Barenblatt son:
a) N, = N.en los extremos a fin de que no existan singularidades (esfuerzos infinitos).

b) La forma de g(x) es independiente de las cargas, o sea es una propiedad del material, por tanto
la integral N, no varia y tampoco la forma que presentan los extremos de la grieta.

c) Existe un limite mdximo del valor de la integral, designado por N,,, y que por tanto es una
propiedad del material, de tal manera que después de algunas simplificaciones*

Moo=~ g Jo 0@ " = -

1

— .18
I'IK (9.18)

Ilamando al valor de la integral K médulo de cohesién,

* Idem.
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El criterio de Barenblatt queda entonces dado mediante la expresién siguiente

N, = (9.19)

=

es decir, se evalia la integral dada por (9.16) y la cual es funcién de la distribucién de esfuerzos que
existe en el eje perpendicular al de simetria; por ejemplo, para tensién simple

T(r) = o, (esfuerzo de tensién)

y por tanto

a,(2a)*

N, = i

Jo (@ - " dr (9.20)

luego como K es un limite mdximo, la integral N, no lo puede exceder y de esta manera se obtiene el
o, médximo (obsérvese que en este cdlculo también influye el tamaiio de la grieta (@) que soporta el
matenial en tension).

a) Relacion entre las teorias de Griffith y Barenblatt

Si se igualan las expresiones que sirven para estimar la energia necesaria para que crezca la grieta,
segin ambas teorfas se encuentra que el "mddulo de cohesién" K estd en funcién de la energia de
tensién superficial ¥ mediante la siguiente expresién

Iy E
K= m (9.21)

De esta manera pueden emplearse indistintamente ambos criterios, ya sea que se conozca K o v.
Conviene destacar que los dos proporcionan resultados aceptables en materiales fragiles.

b) Disipacioén de energia en los extiremos de grietas

En materiales dictiles con grietas preexistentes, antes de que éstas se propaguen, cierta cantidad de
energfa se consume en flujos pldsticos. La regién donde esto ocurre tiene aproximadamente la forma
de una llama de vela, como puede verse en la figura 9.15.

Por tanto, no toda la energia que se agrega al material agrietado al cargarlo se convierte en energia
de tensién superficial (por crecimiento de la grieta) sino que parte de ella se consume en flujos
pldsticos, incluso no puede quedar energia disponible para que se abra mds la grieta. Por este motivo,
en los materiales dictiles las teorias de Griffith o Barenblatt no son adecuados. Teorfas adecuadas para
este tipo de materiales no se verdn en este curso.
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Finalmente, conviene sefialar que los criterios de falla fragil son vdlidos para materiales que tienen
mayor tendencia a agrietarse que a fluir, por ejemplo la madera. Ademds que se han deducido
partiendo de teorias de medios continuos.

Ideas adicionales sobre rupturas

Como conclusiones finales sobre el problema de ruptura pueden sefalarse los siguientes:

a)

b)

c)

d)

e)

g)

No existe un criterio para la falla por ruptura después de una fluencia prolongada.

Existen tres enfoques para el estudio de la ruptura que son el microscépico, el macroscopico y el
estadistico.

En el estudio de la propagacién de las grietas existe el concepto de equilibrio de ellas, el cual
implica la determinacién de la carga necesaria para que estas se amplien pero sin que se propaguen
indefinidamente. Dicho estudio se basa en cdlculos eldsticos de esfuerzos en barras con orificios
(teoria de Griffith) o con orificios y resortes (teoria de Barenblatt).

Se debe tomar en cuenta el principio de entropia segiin el cual se tiende a destruir la estructura de
los materiales cuando se cargan y a la generacién no recuperable de calor.

Existen teorias de propagacién de grietas basadas en micromecdnica, donde se estima que la
velocidad de propagacién es aproximadamente igual a la de propagacién de ondas de esfuerzos.

En los extremos de las grietas se llegan a desarrollar esfuerzos semejantes a las fuerzas mdximas
intermoleculares.

Puesto que la energia superficial en las caras de grietas tiende a ser minima, en ellas se acumulan

impurezas que la reducen, por lo cual en los limites de grano el material tiende a ser menos
resistente.
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h) Puesto que existe una distribucion probabilistica de grietas, la mecdnica estadistica sirve para hacer

i)

k)

inferencias sobre resistencia méxima.
No confundir la falla del material en un punto de la obra con la falla en si de ésta.

En el fenémeno de agrietamento existen dos aspectos: uno es el crecimiento de grietas existentes,
y el otro, en el que aparecen nuevas grietas. El primer caso es el que mejor se ha estudiado, ya
que por ejemplo, para él se desarrollaron las teorias de Griffith y la de Barenblatt, etc. Por otra -
parte cuando el material se agrieta mucho hasta formar bloques aislados, en ese caso se aplica la
mecénica de medios discontinuos (mecdnica eldstica).

La falla de una estructura estd condicionada por la del material, asi como por las condiciones de

frontera, las que determinan si es posible la formacién de un mecanismo admisible de falla (campo
de velocidades admisible); en este caso el problema se vuelve de equilibrio isostdtico.
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Apéndice 9.A

Aplicacion de la teoria de Griffith a mecdnica de rocas

En observaciones experimentales sobre especimenes de roca se ha encontrado que existen una infinidad
de fisuras (incluso grietas microscépicas) orientadas al azar, cuya forma aproximadamente es eliptica,
por lo que para este tipo de material es adecuado emplear la teoria de Griffith para predecir su ruptura.

Para aplicar dicha teoria se hacen las siguientes hipétesis

a) No existe interaccién entre fisuras

b) Es vdlido un anilisis bidimensional

c) Los esfuerzos paralelos a la fisura son despreciables (ver figura 9.16), en la que los esfuerzos o,
y o, perpendiculares al plano de dicha figura casi no influyen en la ampliacién de la fisura.

FIGURA 9.16

Mediante andlisis eldsticos (ver referencia 4) se encuentra que los esfuerzos tangenciales sobre el
contorno de la grieta, o,, estdn dados por

o, { m(m + 2) cos’a ~ sen’a} + o { (1 + 2m) sen’ & - m? cos’ a }

-70{2(1+m2)senacosa}

O'bz

9.A.1
m? cos’ o + sen? a ( )

en la que los términos que aparecen en la expresién anterior se aclaran observando la siguiente figura
9.17.
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Siendo

X =acosa; m =
y =bsena
tan 8 =mtan a

a = dngulo de excentricidad

o
«

____.*v.._-.. = ] :

i\ /0

AN Gxy / :

: \\\""m—. O:.y"’,/ ;

L a J

"' i
FIGURA 9.17

Como estadisticamente se ha encontrado que las fisuras tienen una relacién de ejes m muy pequefia
(por ser muy alargadas), esto implica que el dngulo « tiende a cero y por tanto

sena»>a Y cosa->1

de donde la ecuacién 9.A .1 se simplifica y queda

=2(crym—r_rya) 9.A.2)

m? + of

O

se ve que la tensi6én o, depende de «, por lo que su valor mdximo se encuentra cuando

do,
— =
do
de donde se obtiene (ver ref. 3)
o
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Asimismo, puede mostrarse (en la misma referencia) que al eliminar « de ella se cumple que
g, . m=0, + (0} + rxyz)"" (9.A.3)

ahora, puesto que tanto o, como m son dificiles de obtener experimentalmente (ya que o, es la
resistencia limite a la tensién del material en el contorno) entonces se deben poner en funcién de un

pardmetro que sf se pueda medir, como es la resistencia a la tensién simple. Para esto, considerando
que

o,=0, =0, (resistencia a la tensién)
y que 7, = 0, la ecuacién (9.A.3) queda
o, . m =20y
por otra parte, como en general
20, =0, £ (0 + 7.))" (9.A.4)

despejando de ellaa 7,7 se obtiene

rl= 40, (0, - 0) (9-A.5)

y

la cual es una ecuacién parabdlica, como se ve en la figura 9.18.

T4
rwz 4a, (0, - cr,l,)
_______ "
— $ t‘f \_\\
b\ 2e \
Txy {, :qg’ % \‘
/ t \
1 ‘f L ——fp
H o
e
O, 20,
FicUrAa 9.18
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En la figura anterior se observa que la ecuacién (9.A.5) representa una envolvente de circulos de Mohr
de falla, y por lo tanto equivale a una funcién de ruptura (andloga a las de fluencia vistas antes), 1o
mismo puede decirse de la ecuacién (9.A.4) la cual como se ve es del tipo

f(ay, -r‘y) = K ; (siendo K =2 ¢,)
(el valor de o, se obtiene de la teorfa de Griffith o de la de Barenblatt).

Propagacion de las fracturas. En la figura 9.18 se puede observar que

tan 28 = _2 (9.A.6)
20,
y como
mr
o, . m=20,=~ e
[0
entonces
m
a=-—'® - _m tan28
20

como se supone que la fractura se produce cuando b es igual a la resistencia a la tensién, entonces la
grieta se propaga normal al contorno, luego como la pendiente de ella estd dada por

dx
tan y = - —
4 &y
como
dx =-asend o
dy =macosada
tan 1y = tan o
para o pequefio se tiene
tan o = «
y tany =2 =-tan 28
m .
v =-28 (9.A.7)

De lo anterior, si por ejemplo 7 > 0; 8 > 0 (de la ecuacién 9.A.6) y por tanto y < 0; o sea que
cuando existen esfuerzos tangenciales la grieta se propaga pero no colinealmente a la fisura sino con
un dngulo v = - 2 8. En tanto que para r, = 0, entonces B =0y de donde v = 0, propagdndose en
la misma direccién que la grieta; este es el caso en una prueba de tensién simple.
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En general se demuestra que las grietas que tienen una cierta inclinacién con respecto a la, direccién
del esfuerzo principal menor (considerando positivas las compresiones) se propagan en una trayectoria
curva hasta ser perpendiculares a dicha direccién, ver figura 9.19.

Ahora bien, cuando o3 también es de compresién, la grieta se propaga de la misma manera, pero una

vez que se ha orientado como se menciond, entonces ¢, se vuelve de compresién y deja de propagarse
la grieta.

B

FIGURA 9.19

Luego entonces, cuando o, y o3 son ambos de compresién existe una longitud de grieta estable; por
ejemplo Hock y Bieniawski encontraron la siguiente curva, figura 9.20.

e
2.2
2.0-
1.8
1.6-
1.4
12-

10 T -

w T L]
o] 005 010 015 0.20 0’*5

FIGURA 9.20

asi que conocidas 03, ¢, y la longitud inicial L, se obtiene el valor de L, que serd la longitud final
estable empleando la curva de la figura anterior.
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