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La mecánica del medio continuo es una disciplina básica para la formación de ingenieros de cualquier 

especialidad (civil, mecánico, etc.), puesto que ayuda a la comprensión del comportamiento de los 

materiales ya sean sólidos, líquidos o gases, lo que sin duda alguna es útil para los trabajos de diseño. 

En estos apuntes se presentan Jos conceptos fundamentales de la asignatura Mecdnica del medio 

continuo como apoyo didáctico para su enseñanza a nivel licenciatura, así como una guía para el 

profesional. Como esta asignatura es básica para las áreas de estructuras, geotecnia e hidráulica dentro 

del campo de la ingeniería civil, en los apuntes se utiliza un enfoque unificado de conceptos aplicables 

a mecánica de sólidos o fluidos. 

Considerando que los tópicos abarcados tienen una gran aplicación en diferentes campos, y que la 

asignatura normalmente se imparte en un semestre, no es posible tratar a fondo cada tema, por tanto, 

estos apuntes ayudarán a complementar el trabajo del profesor. Además, aunque existe bibliografía 

especializada en cada parte del curso, es útil para el alumno tener información recopilada en un solo 

libro. Por otra parte, la gran mayoría de la información reciente en el campo de la mecánica del medio 

continuo aparece en inglés, y no es muy común en México que los estudiantes a nivel licenciatura 

dominen dicho idioma. 

Para la comprensión de los temas tratados se requieren conocimientos de cálculo vectorial por las 

siguientes razones: a) se considera que un enfoque algebraico elemental complica el tratamiento 

tridimensional de los problemas; b) por otra parte, emplear notación tensorial está más allá de los 

conocimientos normales de estudiantes de licenciatura. 

Es necesario indicar que esta obra no presenta ejemplos y que en varios temas se limita a dar la 

formulación matemática de los problemas
.
presentados sin describir el procedimiento de cálculo para 

su solución. Ambas situaciones tendrán que solventarse recurriendo a otros libros o consultando la serie 

de ejercicios de Mecánica del medio continuo editada por la Facultad de Ingeniería. 

También, es conveniente destacar que el dominio aceptable de este tema sólo se logrará llevando cursos 

posteriores {por ejemplo maestría, etc.), y que el propósito fundamental de este trabajo es que sirva 

de apoyo a un curso introductorio en el que se proporcione una visión global de la materia. 



El método empleado consiste en presentar primero los conceptos matemáticos relativos a los tensores 

esfuerzo y deformación junto con los principios fundamentales de mecánica y las nociones sobre 
ecuaciones constitutivas de materiales, ya que esto se considera como las bases de mecánica del medio 
continuo. Después, se tratan sus aplicaciones a diferentes materiales (sólidos, líquidos, etc.) en los 
temas relativos a elasticidad, viscosidad, plasticidad, viscoelasticidad y en teoría' de falla y ruptura. 
Esta secuencia obedece a la necesidad didáctica de ir de lo más sencillo a lo más complejo. 

Asimismo, cabe aclarar que los presentes apuntes son una versión modificada de los correspondientes 
a la asignatura Introducción al comportamiento de los materiales, editados en 1986, que fue sustituida 
recientemente por la asignatura de Mecánica del medio continuo. 

Dicha modificación consistió en la revisión: corrección de estilo, formato y tipografía realizada por 
el :�rsonal de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingeniería conjuntamente cori' los autores 
de la obra. 

Colaboraron con los autores el Ing. Antonio Abaunza (quien elaboró el primer tema) y el Ing. 
Rigoberto Rivera (quien elaboró parte del tema 5). De este modo, durante el proceso editorial de la 
obra, se agradece a la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingeniería su colaboración y de 
manera especial a la Maestra Maria Cuairán Ruidíaz, jefa de la Unidad; a la pasante Elvia Angélica 
Torres Rojas por el cuidado de la edición, y a la Sra. Araceli Herrera por la captura del material. 

México, D.F., febrero de 2000. 

Agustín Demeneghi Colín 
Roberto Magaí\a del Toro 

Héctor Sanginés Garcfa 
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l. Datos experimentales del comportamiento de los materiales 

1.1 Introducción 

La función más elevada del ingeniero consiste en mejorar la sociedad en que convive por la 
transformación de la naturaleza. Para mejorar la naturaleza el ingeniero tiene que conocerla. La ciencia 
de la naturaleza es la física que nos la explica mediante sus leyes. Para comprender la física y 
cuantificar los fenómenos de la naturaleza, el ingeniero utiliza las matemáticas. 

La mecánica de los materiales es la rama de la física que nos describe los fenómenos propios del 
componamiento de los nuueriales cuando sobre ellos actúan causas que los alteran. 

Una de las características primarias de las máquinas y estructuras, para cumplir con la función para 

la que se diseñaron y construyeron, es la de transmitir o soportar cargas, por ejemplo: puentes, 
motores, automóviles, grúas, tornos, aviones, etc . · 

Se requiere pues que hayan sido diseñadas y construidas apropiadamente·, si algún elemento no 
estuviera diseñado o construido en forma apropiada o si las cargas reales aplicadas excedieran a las 
especificadas en el diseño, esta pieza o dispositivo probablemente fallaría al efectuar su trabajo. 

1.2 Pruebas de defonnación uniaxial 

Para el ingeniero, una manera sencilla de conocer el comportamiento de algunos materiales usuales, 
consiste en realizar una "prueba uniaxial", es decir una prueba o ensaye en el cual la "probeta" del 

material se sujeta a una acción d irigida en una sola dirección, en la mayoría de los casos coincidente 
con el eje de la probeta. 

Hay distintas máquinas para ejecutar esta clase de pruebas (figuras 1 . 1  y 1 .2 )  y para llevarlas a cabo, 
se carga Ja probeta lentamente midiéndose con aparatos ad hoc las magnitudes de la carga y las 
deformaciones correspondientes. 

La ejecución de estas pruebas requiere de aparatos perfectamente calibrados y del respeto a las normas 
que se especifican para cada prueba en cuanto a la manera de cargar y a la forma y dimensiones de 
la probeta. 

ResulUulos 

Con los resultados de las pruebas se puede hacer una gráfica de carga-deformación que nos expone de 
manera objetiva como se comporta el material . 
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FIGURA 1.1 

No todos los materiales familiares al ingeniero se comportan de manera parecida, sin embargo, y para 
fines meramente explicativos para una gran parte de los materiales metálicos, la deformación es 
proporcional al esfuerzo (o viceversa), por lo menos al principio del fenómeno, esto es, hay una rela­
ción lineal. 

Gnificas de esfuei'%D-dej'onnación 

En las condiciones anteriormente mencionadas, para materiales metálicos, una gráfica típica esfuerzo­
deformación unitaria se presenta en la figura 1 .3 .  

Como es costumbre en ingeniería, las abcisas representan deformaciones unitarias y las ordenadas 
esfuerzos� la gráfica se extiende desde cero hasta el punto de ruptura. 

Al examinar con cuidado una gráfica típica como la anterior, se observa que la curva tiene varios 
puntos y ciertas características como se ve en la figura 1 .4. 
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Extenacfmetro 

Morco de Carga 

Base Fija 

Consol idómetro de an i !lo flotante 

FIGURA 1.2 

El esfuerzo correspondiente a1 primer punto en que la curva se desvía de la parte lineal inicial se llama 
lfmite de proporcionalidad (LP). Hasta este límite el cambio en el esfuerzo t:,.q es igual al cambio 
correspondiente al de la deformación Ae multiplicado por una constante: 

Ao- = Ae x "constante" 

Esta constante se llama de proporcionalidad, módulo de elasticidad o módulo de Young y se indica por 
la letra E. 

Osea 

El módulo de elasticidad es la pendiente de la parte inicial rectilínea de la curva esfuerzo-deformación 
unitaria; es una constante característica de muchos materiales y mide su capacidad de resistir la 
deformación. 
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FIGURA 1.4 
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Es 

l 
T 

Los valores de este módulo se pueden encontrar en tablas especializadas y algunos ejemplos son: 

Acero: E = 2.1 x 106 kg/cm2 

E = 3 0  X }()6 ]b/pulg2 

E= 20.7 x 1010 N/m2 
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Aluminio: E = 7 x lOS kg/cm2 
E = 10 x 106 lb/pulg2 
E ""69 x 1010 N/m2 

Para muchos materiales metálicos, en la porción inicial de la curva, las pendientes de las curvas de 
esfuerzo-deformación unitaria son casi iguales cuando se trata de tensión (alargar) o de compresión 
(acortar). 

Grtificas de dtifonnación-tiempo 

Otro aspecto interesante en el fenómeno de la deformación de un material es la relación de ésta con 
el tiempo; es decir, conocer qué pasa con la deformación a través del tiempo. 

Aunque más adelante se estudiarán estos fenómenos más ampliamente, por el momento sólo diremos 
que, dependiendo de algunas características propias del material, éste se deforma de maneras distintas 
con el tiempo. 

Si el material es elástico y sigue la ley de deformación proporcional al esfuerzo y si la carga se 
incrementa proporcionalmente al tiempo, entonces, la deformación será proporcional al tiempo. 
Estamos entendiendo por material elástico aquel material que sufre una deformación y que recupera 
su forma inicial después de ser removido el esfuerzo que produjo dicha deformación. 

Nótese que a partir del límite de proporcionalidad la deformación deja de ser proporcional y comienza 
con una ley no lineal (figura 1.5). 

t(Tiempo) 

fiGURA 1 .5 
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Hay materiales en que aun sin incremento de carga (o sea carga constante), la deformación crece con 
el tiempo (figura 1.6). 

Coroo constante 

t 
fiGURA 1.6 

1.3 Modelos de relación esf'uerzo--defonnación y deformación-tiempo 

Hemos dicho con anterioridad que todo cuerpo cargado se deforma; también establecimos que los 
cuerpos tienen ciertas características internas o de estado de agregación que originan que al deformarse 
se comporten de ciertas maneras típicas. 

Un problema fundamental en la Ingeniería, ya esbozado previamente, consiste en determinar la 
relación entre esfuerzos y deformaciones (fuerza y comportamiento). Una manera de estudiarlo 
consistiría en formar materialmente un sistema y medir en forma experimental las causas y los 
efectos correspondientes. 

A continuación expondremos algunos casos de comportamiento típicos y muy significativos para 
nuestros propósitos posteriores; por ello, consideraremos como sistema mecánico a un cuerpo de 
material real, al que, como acción le aplicamos una fuerza. 

Si el material es sólido, el efecto se mide en términos de la deformación total producida por la fuerza. 

Si el ma�rial es fluido, el efecto correspondiente se medirá en una cierta rapidez de flujo (velocidad 
de deformación). 

RekJción üneal 

En este modelo, el efecto es directamente proporcional a la fuerza, con dos modalidades: 

a) Respuesta lineal elástica, su efecto físico lo ejemplificaremos con la acción de un resorte helicoidal 
(figura l. 7) 
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fiGURA 1.7 

Este modelo corresponde a un sólido elástico; k es la constante elástica del resorte expresada como 
fuerza por unidad de deformación total. 

b) Respuesta lineal viscosa, que podemos ejemplificar con un amortiguador hidráulico lineal (figura 
1.8) donde r¡ es el coeficiente de viscosidad expresado como fuerza por unidad de rapidez de Ja 
deformación total. 

. 
e 

1 ?'} 

y 
F 
.. 

FIGURA ] .8 

e) Respuesta visco-elástica (modelo de Maxwell), que se ejemplifica con un resorte y un amortiguador 
"en serie" (figura 1.9). 
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d) Respuesta visco-elástica (modelo de Voigt), que se puede indicar con un resorte y un amortiguador 
"en paralelo" (figura 1.10). 

K 

FIGURA 1.10 

e) Respuesta lineal estándar, que se ejemplifica ,como se muestra en la figura 1 . 1 1. 

fiGURA 1.11 

La diferencia fundamental entre los modelos a), b) y Jos modelos e), d) y e), estriba en que, en éstos, 
los efectos dependen de la historia (proceso) de la carga, o sea que para diferentes funciones de carga 

F(t), se producen diferentes funciones de deformación e (!); más adelante ilustraremos el fenómeno 
anterior con los llamados "efectos de tlujo". 

El efecto de flujo es la respuesta de deformación total dependiendo del tiempo, para una carga 
constante. 
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El efecto de relajación es la respuesta de carga dependiente del tiempo para una deformación total 
constante. 

En el modelo de Maxwell, el resorte responde instantáneamente a una aplicación o supresión repentinas 
de la carga, en tanto que el amortiguador responde (fluye) lentamente en el tiempo. 

Por otra parte, para una deformación total constante, la fuerza decrece (se relaja) exponencialmente 

caracterizando el factor TJIK la rapidez de decrecimiento de la deformación total. 

En el modelo de Voigt el sistema fluye exponencialmente respecto a la carga constante caracterizando 

el factor 'r}/K la rapidez de crecimiento o de decrecimiento de la deformación total. 

El modelo lineal estándar tiene una respuesta elástica instantánea seguida por un flujo o relación 
exponencial; es un modelo muy usado. 

Gráficamente, los distintos comportamientos los podemos visualizar como sigue: 

a) Si cargamos 

Modelo de Maxwell 

liempo 

------ - �----�¡.-- - ----

Tiempo 

FIGURA 1.12 
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b) Si deformamos 
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FIGURA 1.15 
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fiGURA 1.16 
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Los modelos anteriores formados por resortes y amortiguadores son "lineales", es decir, las 
deformaciones totales son proporcionales a las fuerzas. 

En la realidad las cosas no son así de simples, la modelización puede llegar a ser muy complicada, 
sin embargo, si se introduce el elemento fricción podemos llegar a representaciones más apegadas a 

casos reales. 

Relllción no üneal 

a) Respuesta de fricción (modelo di• Coulomb}, se ejemplifica con un bloque en reposo sobre una 

superficie áspera al cual se le aplica una fuerza creciente (figura 1.18). 

1- e 
-1 

F 
... 

fiGURA 1.18 
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Sabemos por la teoría de la fricción que el cuerpo no se moverá hasta que la fuerza sea lo · 
suficientemente grande para vencer la resistencia debida a la fricción estática. La relación fuerza. 

desplazamiento es: 

e =O st F s F� 
e �O si F > F� 

Siendo Fe el valor límite de F antes de que se produzca el movimiento (figura 1. 1 9). 

F 

Fe --- - - - .,....---------

FIGURA 1.19 

e 

Entendemos por deformación irrecuperable aquella deformación que permanece después de ser 
removido el esfuerzo que la produjo. 

Si combinamos este tipo de elementos con resortes y amortiguadores obtendremos respuestas no 
lineales. 

b) Resput;sta parcialmente elástica y parcialmente irrecuperable. La respuesta será lineal cuando la 
fuerza en el resorte alcance el valor Fe y el bloque comenzará a deslizarse sin que aumente la 
fuerza. Si la carga se suprime el resorte se contrae, pero el sistema no regresa a su posición original 
y conserva una deformación permanente (figura 1 .20). 

e) Respuesta no lineal en general. Hay muchas maneras de combinar elementos de fricción, 
amortiguadores y resortes, éstas nos darán respuestas muy díversas como podemos observar en la 
(figura 1 .2 1). 
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FIGURA 1.20 
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FIGURA 1.21 

1.4 Definición de parámetros (límites, módulos) 

e 

K, 

e 

F 
.... 

En el inciso 1.2 establecimos algunos aspectos referentes a Jo que ocurre cuando una probeta la 
sometemos a carga uniaxial. 

Definimos al Umite de proporcionalidad como el esfuerzo correspondiente al primer punto en que la 
curva se desvía de la parte inicial lineal. 
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Hasta este límite el cambio de esfuerzo �a es igual al correspondiente cambio de deformación �e 
multiplicado por una constante, así: 

.óa "'"�eE 
donde 

E= cte. 

Esta relación es una manifestación simple de la ley de Hooke y la constante de proporcionalidad se 
llama "módulo de elasticidad" y se representa por E . 

. 
E = �a 

�e 
E es una constante de cada material y mide su rigidez. 

Como en el caso del esfuerzo uniaxial, el esfuerzo cortante generalmente es proporcional a la 
deformación por corte dentro de los límites de la primera parte de la curva, así: 

donde 
G =cte. 

Esta constante se llama módulo de elasticidad al cone o simplemente "módulo de corte" y se 
representa por G. Suele también llamarse módulo de rigidez para esfuerzos cortantes no mayores que 

el límite de proporcionalidad al corte: 

G = 

Compo1Ulmiento dúctil y frágil 

Se dice que un material es dúctil cuando alcanza una gran deformación a un nivel de esfuerzo 
aproximadamente constante, antes de llegar a la falla. 

El cobre y el acero dulce son materiales dúctiles. La ductibilidad es importante en Jos metales sobre 
todo por dos razones: hace posible lograr formas comercialmente útiles y permite que soporten en su 
utilización choques y vibraciones que en otros materiales, quizá más fuertes, pero más frágiles, 
producirían la rotura. 

La ductibilidad aa lugar a una reducción en la sección que experimenta una muestra de material cuando 
se somete a tensión (tracción) uniaxial; puede depender de la temperatura, de la rapidez de la 
deformación, de las dimensiones de la muestra, de las impurezas y del tipo de deformación. 

Se dice que un material es frágil cuando experimenta deformaciones pequeñas antes de llegar a la falla. 
Ejemplos de materiales frágiles son el vidrio, el hormigón. 
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Hay materiales muy frágiles, como el vidrio, que en un ensaye de tensión no presentan reducción 
alguna en el área de su sección transversal, mientras que hay otros, como la melcocha, que son tan 
dúctiles que en el ensaye de tensión irán estirándose hasta que la sección transversal de la muestra 
quede reducida a un hilo. 

Se dice que en un material se presenta el fenómeno de fluencia cuando experimenta una deformación 
que es función del tiempo que puede o no ser recuperable. 

La fluencia, como deformació!' en función del tiempo, es el compórtamiento predominante en los 
metales bajo la acción de cargas cuando estas son pequeñas y cuando las temperaturas son elevadas, 
es decir, cuando los valores de las temperaturas están comprendidas en la mitad superior de la escala 
que va del cero absoluto hasta el punto de fusión del metal. 

La deformación elástica predomina a bajas temperaturas y cargas pequeñas; la plástica a cargas 
elevadas; la fluencia tiende a convertirse en un fenómeno de deformación viscosa a medida que la 
temperatura se aproxima a la de fusión del metal. 

Se entiende por deformación plástica aquella que depende del tiempo y que además es irrecuperable. 

La maleabilidad es la capacidad de un material dúctil para ser laminado o golpeado sin que se rompa, 
más formalmente, es la mayor o menor aptitud de un metal para ser conformado por cualquier 
procedimiento mecánico. 

La fragilidad, ductibilidad y maleabilidad están muy ligadas entre sí y dependen mucho de la 
temperatura. 

1.5 Factores que influyen en el comportamiento de los materiales 

Una carga que es aplicada en forma súbita se llama carga de impacto. El efecto que producen las 
cargas de impacto difiere apreciablemente de las causas por cargas elásticas porque, cuando se aplica 
una carga instantáneamente, tanto la magnitud del esfuerzo producido como la deformación y la propia 
resistencia del material se ven afectados. 

La influencia más importante de las cargas de impacto en las propiedades mecánicas es la reducción 
de la ductilidad en la superficie que recibe el impacto. 

Las cargas de impacto, instantáneas o súbitas ocurren en las estructuras de diferentes maneras; por 
ejemplo: cargas de movilidad rápida como las de una locomotora al pasar sobre un puente; cargas de 
impacto directo como las producidas por una perforadora neumática; cargas de aplicación instantánea 
como las que ocurren en una explosión y cargas de inercia que suelen acompañar a aceleraciones 
fuertes y que producen choques mecánicos. 
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Si el tiemp<) de aplicación de la carga es pequeño comparado con el periodo natural de vibración de 
la estructura o máquina, la carga es de impacto, mientras que si el tiempo de aplicación de la carga 
es largo, esta se considera estática. 

Para la mayoría de los casos, si el tiempo de aplicación de la carga es menor que la mitad del periodo 
natural fundamental de vibración, la carga se considera de impacto. 

El tiempo de carga se refiere al que se requiere para incrementar la carga de cero a su valor máximo. 

Para cargas de impacto dinámico, la forma de la curva carga-tiempo es importante ya que, el impulso 
que es el área bajo la curva es la cantidad significativa. 

1.6 Histéresis y fatiga 

La influencia del endurecimiento por alargamiento en frío o endurecimiento por esforzamiento, que 
consiste en cargar el material inicialmente más allá del esfuerzo de fluencia, modifica la relación 
esfuerzo-deformación subsecuente. 

Es decir, si por ejemplo, una probeta es esforzada más aUá del límite de tluencia, hasta un punto B, 
descargada entonces hasta C y vuelta a cargar, la resistencia a la fluencia aumenta de un valor en A 
hasta uno en D. Subsecuentes actos de descarga y carga incrementan la resistencia a la fluencia. 

Al cargar hasta B, descargar a C y volver a cargar a D� una cierta cantidad de energía de deformación 
es disipada en forma de calor producido por la fricción interna. Esta energía que se desprende queda 
representada por el área. ashurada de la figura 1.22. 

e E e Deformación 
1- ' 

fiGURA 1.22 

La pérdida de energía de deformación se conoce como histéresis mecánica y el diagrama anterior se 
conoce como rizo de histéresis (bucle o loop). 
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Al descargar hasta C ,  hay una deformación elástica C1 recuperable representada por CG y una 
deformación permanente eP • OC. O sea, que para cualquier punto sobre el diagrama esfuerzo­
deformación, la deformacióit puede ser considerada como formada por dos partes; una elástica y una 
irrecuperable. 

En el caso de los aceros, la deformación elástica es despreciable para deformaciones totales por encima 
del 5 %  de elongación ya que preSenta un comportamiento dúctil. 

Hay algunos efectos posteriores que modifican la relación esfuerzo-deformación. Esto es, si en el rango 
elástico una carga es aplicada súbitamente se produce una deformación instantánea e1 (figura 1.23 ). �jLuego, con una carga constante, resulta una deformación residual durante un tiempo t. 

Si después la carga se retira, la deformación se reduce en una cantidad e¡. La deformación residual e, 
puede llegar a recuperarse con el tiempo. 

La deformación e, varía con el logaritmo del tiempo; más aún, la deformación er es igual a un número 
constante de veces la deformación total e,, donde: e, = e, + el (figura 1.23 ). 

Consideremos que un material tiene una cierta resistencia para una carga dada; si sometemos a este 
mismo material a cargas cíclicas menores que su resistencia, puede llegar a fallar después de un cierto 
número de ciclos de carga . y descarga. Al fenómeno consistente en Ja falta de un materia] sujeto a 
ciclos de carga y descarga se le conoce como fatiga. 

e, 

FIGURA 1.23 

\ ' 
........ e, 

t 

El número de repeticiones de la carga de impacto también es de gran importancia en relación con la 
resistencia a Ja fatiga. Por ejemplo, el esfuerzo de fatiga de una pieza de ferrocarril que debe resistir 
muchos ciclos de carga es de gran importancia, mientras que para el proyectil explosivo que está sujeto 
a un solo impactot el esfuerzo de fatiga tiene poca importancia. 

1 8  



2.  Estado de esfuerzo 

2.1 Introducción 

Las fuerzas externas que actúan en un instante en una cierta porción de cuerpo libre dentro de un 
medio continuo se clasifican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie. 

Las fuerzas de cuerpo actúan sobre elementos de masa o de volumen dentro del cuerpo (por ejemplo, 
la acción de la gravedad). Estas son fuerzas de acción a distancia, usualmente se consideran por unidad 
de masa o en ocasiones por unidad de volumen. 

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actúan sobre un diagrama de cuerpo libre, sobre 
su superficie. Usualmente se consideran por unidad de área de la superficie sobre la cual actúan. 

En mecánica, las fuerzas reales siempre se ejercen de un cuerpo sobre otro cuerpo (posiblemente por 
una parte de un cuerpo actuando sobre una parte del otro) , independientemente de si ellas son fuerzas 
de cuerpo o fuerzas de superficie. Siempre están involucrados dos cuerpos, y por la tercera Ley de 

Newton, la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es igual en magnitud, y de sentido contrario a la 
fuerza ejercida por el segundo cuerpo sobre el primero. 

Las llamadas fuerzas de inercia utilizadas para establecer un estado de equilibrio ficticio en dinámica 
no son fuerzas reales, puesto que no son ejercidas por cuerpos; la tercera Ley de Newton no se aplica 
a estas fuerzas ficticias. Cuando el método de las fuerzas de inercia se utiliza en mecánica del medio 
continuo, las fuerzas de inercia ficticias se incluyen como fuerzas de cuerpo. 

2.2 Definición de esfuerzo 

Consideremos un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas de superficie en equilibrio como el indicado 
en la figura 2 . 1 .  Hagamos un corte en cualquier dirección definiendo una superficie plana. En la figura 
2.2 se indica el corte mencionado. 

Separemos una porción del cuerpo y hagamos un diagrama del cuerpo libre de la otra porción (figura 

2.2). La fuerza F es resultante de las fuerzas exteriores que actúan en la porción separada. 

Dividamos la fuerza F entre la magnitud del área cortada; a este cociente se le denomina esfuerzo 

medio en el área A 

F s,l = 
A 

\ (2. 1) 
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FIGURA 2 . 1  

FIGURA 2 .2 

El esfuerzo promedio o esfuerzo medio es el cociente de dividir la fuerza F que actúa sobre una cierta 
área A entre la misma área. 

Consideremos ahora un área menor AA contenida en el área cortada A, obtengamos la fuerza resultante 
- - -

A F  sobre el área AA (ver figura 2.3). En el caso general, la fuerza A F  es diferente a la fuerza F , 
tanto en magnitud, dirección y sentido; por lo tanto, en el caso general, la fuerza A F  no es 
proporcional a la fuerza F . 
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FIGURA 2.3 

Al cociente de .A F entre � se le denomina esfuerzo medio en el área � 

(2.2) 

Vemos por lo anterior que el valor del vector esfuerzo ( S )  depende del área que se tome. 

Como se podrá observar, el esfuerzo así definido resulta un vector, dado que es el cociente de un 
vector (fuerza) entre un escalar (magnitud del área). 

El valor del esfuerzo depende del área que se considere, por lo tanto, resulta conveniente tomar el 
límite del esfuerzo medio cuando el área � tiende a cero; a este valor le llamaremos esfuerzo en el 
punto P 

S =  lím � F ., óA...O �A (2.3) 

Volviendo al área A de la figura 2.2 vemos que la fuerza F se puede descomponer en una componente 
normal al plano N y una componente paralela al plano T . Se puede definir entonces al esfuerzo 
normal medio a como el cociente de N entre A 

-
(] :;:; N 

A 

y el esfuerzo cortante medio como el cociente de T entre A 

-
7 = 

2 1  

T 
A 



tomando límites cuando el área tiende a cero se obtienen Jos esfuerzos normal y cortante en el punto P: 

Dado que: 

Ahora 

Por lo tanto 

- tJ. N  q = lím --
AA....O A A  

r = lím a F  
L\ A....O tlA 

AF = A N  T tl T  

lím I::. F 
A A...O f::.A 

= lím a N  + lím I::.T 
A A ...O LlA A A ...O f::.A 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Como por el punto P es posible hacer pasar una infinidad de planos, existen una infinidad de esfuerzos 
en el punto P, uno l igado a cada plano. Por lo que se ve la necesidad de especificar el plano en que 
se desea calcular el esfuerzo. Un plano queda determinado cuando se conoce un punto de éste y la 
dirección de la normal al_ plano; por lo tanto, es necesario conocer el vector unitario ñ perpendicular 
a dicho plano. Como ya mencionamos antes, al esfuerzo en un puntó ·asociado al plano cuya normal 

es ñ lo llamamos vector esfuerzo S . 

Conviene obtener entonces el vector esfuerzo en el entorno de un punto, asociado a un plano de 
dirección cualesquiera. Consideremos que en el entorno de un punto (despreciando las fuerzas de 
cuerpo), con<x;emos los esfuerzos normal y cortante en tres planos respectivamente perpendiculares 
entre sí (figura 2 .4) ;  el subíndice del esfuerzo normal indica el eje al cual este esfuerzo es paralelo. 
El esfuerzo cortante se designa con dos subíndice�: el primero indica la dirección de la normal al plano 
donde actúa el esfuerzo cortante y el segundo indica la dirección del eje al cual es· paralelo el esfuerzo 
cortante. 

Nos interesa determinar el vector esfuerzo S en el plano ABC de la figura. Consideremos que las 
componentes cartesianas del vector esfuerzo S son: 
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y 

FIGURA 2 .4 

Considerando que el tetraedro de la figura 2 .4 se encuentra en equil ibrio: 

E F = o  X 

( 1 )  

Se puede demostrar que: 

(2) 

Sustituyendo (2) en ( 1 )  tenemos 

23 



eliminando términos semejantes y ordenando términos tenemos: 

Sx = (IX COS (X + 1"yx COS {3 + T ¿x COS "f 

}.; F  = O  y 

Sustituyendo (2) en (3) y reduciendo términos semejantes 

Análogamente para 

E F. ,. O 

S;: = Tx;: cos a + -ryz cos {3 + (J;: cos 'Y 

Finalmente obtenemos 

(Jx Tyx TZJ. e os (X 

S :: Txy (Jy í::..v cos {3 

Tx::. T.V� az cos 'Y 

(3) 

(2 .7) 

La matriz que contiene los esfuerzos normal y cortante se le denomina tensor esfuerzo [ T) que al 
multiplicarla por la matriz de los cosenos directores del vector normal a la superficie. obtendremos el 

vector esfuerzo S .  

El tensor esfuerzo representa, físicamente, los esfuerzos que se dan en tres planos mutuamente 
perpendiculares entre sí. 

2.3 Detenninación de las componentes del vector esfuerzo 

Como ya vimos, las componentes del vector esfuerzo son el vector esfuerzo normal a y el vector 
esfuerzo cortante 7 .  

Para la determinación del esfuerzo normal basta proyectar el vecwr esfuerzo sobre el vector unitario. 
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Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual a la proyección de sus módulos, a saber: 

S • ñ = 1 S 1 1 ñ 1 cos () 

Como n es un vector unitario tenemos: 

s · n "' 1 s ¡ cos o 

Donde () es el ángulo formado por S y ñ (figura 2.5) ;  por lo tanto, obtenemos la magnitud del 
esfuerzo normal 

-e1 = S · n (2.8) 

ñ 

FIGURA 2 . 5  

La dirección del esfuerzo normal tiene la  misma dirección del vector unitario. Por lo tanto, para 
obtener la dirección del esfuerzo normal basta multiplicar su n1agnitud por el vector unitario: 

- -
a = a n  

Para el sentido se tiene la siguiente convención: 

Si S • n > O el esfuerzo normal es de tensión 

Si S • n < O el esfuerzo normal es de compresión 

Para la determinación del esfuerzo cortante basta realizar una resta de vectores. Como: 

S = a + r 

25 
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por lo tanto 

(2. 10) 

Obviamente, la magnitud, dirección y sentido están dados directamente por el vector que representa 

el esfuerzo cortante. Sin embargo, es bueno conocer la magnitud del vector, en forma escalar, la cual 
encontramos al obtener el módulo del vector 

o con la ley del triángulo rectángulo: 

s �  

2.4 Tensor esfuerzo 

Como ya se vio, el tensor esfuerzo es: 

.., ., 
cr + r  

(2. 1 1 ) 

(2 . 12) 

En un elemento diferencial, cuando las dimensiones �-' ' Av y �x tienden a cero, el tensor esfuerzo es 

simétrico respecto a la diagonal principal , por lo tanto ten
.
emos: 

r_..,.r = íxy 
r::.,· = r_,·z 
Tyz. = r�_.., 

Enseguida se demostrará la simetría del tensor esfuerzo. La convención de signos que usaremos es la 

siguiente: 

Para Jos esfuerzos normales que salen del elemento (tensión) serán positivos, en caso contrario 

(compresión) serán negativos. 

Para los esfuerzos cortantes, su signo se conforma de dos signos parciales, los cuales siguen la regla 

algebraica de los signos de la multiplicación. 

El primer signo parcial es el signo de la cara donde actúa el esfuerzo cortante, y el segundo es de 

acuerdo con la dirección del eje coordenado paralelo al esfuerzo cortante. 
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_ _ _ , Tz y 1 

/ / 

FIGURA 2 . 6  

� 
� ¡1 � 

d z  

y 

Se dice que una cara es positiva cuando el vector normal va de dentro hacia fuera del elemento y tiene 
el mismo sentido del eje, (figura 2 .  7). 

Cor'a positi 
Cora n e go1i 

( 

va 
110 ' 

.. , 
¡' .  T x:y �n�-(tH 

1 

. ·· . .  
' Txy 
1 _, ·-1 : \ 1 ' • 

y 
/ \(1) 

;" T xy ' / 

i) -� 

--· 

T ) ( ¡} (1) x. y  . 
...... 

ñ 

"'--� - Coro pos i t i vo 
� Cara negativo 

FIGURA 2 .7  
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El sentido del esfuerzo cortante es positivo cuando tiene el mismo sentido del eje. 

Si tomamos momentos respecto al centroide del elemento (figura 2.6) tenemos: 

EM_,. = O  

- "yz dx dz d
2
y - r1 dx dz dy + T dy d.x dz + .,, dy dx dz = O 

yz 2 zy 2 zy 2 
(4) 

Podemos valuar .,'yz en función de Tyz y r'r.y en función de "zy debido a que T1yz y r'zy sufren un 
incremento con respecto a ., >" y r:.y 

ar 
.,, - ; + _!!. dy yz - yz 

ay 

OT 
TI - T + ..........!!. dz zy - zy oz 

Sustituyendo en la ecuación (4) 

Simplificando: 

OT11•  OT. v TY� = - r_v : + ---� dy + r + r + _ .. _. dz - - ay z.y :._v az 

a.,. ar 
2 T = 2 r  - _!!_ dy + __:.! dz yz zy oy az 

Si las diferenciales dy y dz tienden a cero tenemos: 

por lo tanto: 

Análogamente se tiene: 

tomando 

y 

en 

'f.M = 0  z 

EM = 0  y 

Por Ja demostración anterior podemos afirmar que el tensor esfuerzo * es simétrico cuando dx, dz y 

dz tiend�n a cero simultáneamente . 

• 
Para el tnatamiento del tensor isotrópico y distorsionanle, va el ap¿ndice 2.A. 
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2.5 Esfuerzos principales 

Los esfuerzos principales son aqueJios que actúan en planos donde los esfuerzos cortantes son nulos, 
es decir, se trata de esfuerzos normales puros, y a los planos en donde actúan se les llama planos 
principales. 

En un plano principal el esfuerzo en un punto es igual al esfuerzo normal , debido a que, por 
definición, el esfuerzo cortante es nulo; entonces: 

S ;; u 

Sabemos además que e l  vector esfuerzo es igual al tensor esfuerzo por el vector unitario. 

S ;;  [ T] ñ  

y el ve.ctor esfuerzo normal es igual al esfuerzo normal por el vector unitario. 

Entonces 

- -(T = (J IJ 

(j :: a cos exi + u cos {3) + u cos 'Y k 

Sustituyendo (2 . 1 3) en (2. 1 4) tenemos que: 

a = [ T ] ñ  

Desarrollando la ecuación (2 . 16) nos queda: 

cos ex a., 1'yx Tu. cos a 

cos {3 = r.,y a.,. Tz·y cos {3 

' e os 'Y r.,z Tyz (Jl cos 'Y 

realizando la operación tenemos: 

a COS Ci ;; ax COS Ci + Tyx COS {3 + T zx COS "( 

CJ COS 13 = 1'xy COS ex + CJY COS 13 + Tzy COS -y 

(] COS )' = Txz COS CX . .+ T_v;. COS {3 + a¡; COS "( 
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Pasando a un mismo miembro de la ecuación y factorizando 

,_(.) (u_.. - u )  cos a + T_vx COS {j + T�x cos "Y = o 
,,\ ,,1 .-; () 

"'\f\ /'li'\ Tyx COS a + (u.v - 17) cos {j + T�_'l' COS "( = o (2. 17) \.'� 
r.u. cos a + 1')'4 cos {3 + (uz - 17) cos 'Y = o 

Como se puede observar el sistema de ecuaciones (2 . 17) tiene 3 ecuaciones con 4 incógnitas las cuales 
son: cos 0!, cos (3, cos "Y y a; por lo tanto necesitamos una ecuación más; dicha ecuación es: 

'7 "! {3 , 1 cos- a + cos- + cos- 'Y = (2 . 18) 

con la ecuación (2. 18) eli minamos la solución trivial del sistema (2. 1 7) .  Para que exista una solución 

del sistema diferente de la trivial el determi nante debe ser cero, lo que implica: 

a_,. - o Txy Tx� 

der = r.n· a\. - a T�.\' = o 

T_,._ 1y:. o. - a 

Desarrollando y ordenando tenemos: 

"! "! "! 
+ (Ux O.V Oz + 2Tzy Txy 1'x:. - T�z Ox - r;y 0:. - r_;z Uy) = Ü 

Esta ecuación se puede escribir de la forma: 

Donde: 
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(2. 1 7a) 

{2. 19) 

(2 .20a) 
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\ 

= Determinante del tensor esfuerzo (2.20c) 

Los valores de 11 , 12 e /3 reciben el nombre de invariantes del tensor esfuerzo, por la razón de que 
siempre tienen el mismo valor independientemente del sistema de referencia que se utilice: 

/1 - invariante l ineal 

12 - invariante cuádrico 

/3 - invariante cúbico 

La ecuación (2 . 1 9) es una ecuación de tercer grado en u, la cual nos conduce a encontrar tres valores 
reales, Jos cuales son los esfuerzos principales en el entorno de un punto y se les denomina: 

o-1 - esfuerzo principal mayor 

o-2 - esfuerzo principal intermedio 

u3 - esfuerzo principal menor 

Siendo a3 < o-2 . < <1 1 

Para encontrar el plano donde actúan cada uno de los esfuerzos principales se recurre al sistema de 
ecuaciones (2. 1 7) y a la ecuación (2 . 1 8), de donde se obtienen los cosenos directores de cada uno de 
los planos de la siguiente forma: el sistema de ecuaciones (2. 1 7) y (2. 1 8 )  se resuelve para cada valor 
de u, o sea se reemplaza u por <11 en el sistema (2. 1 7) y se resuelve el sistema junto con la ecuación 
(2 . 1 8) ,  encontrándose los cosenos di rectores (cos o- 1 ,  cos {3 1 ,  cos ')' ¡ ) para u 1 •  De manera análoga se 
procede para <12 y u3 , encontrándose (cos a2,  cos {32, cos ')'2) y (cos a3,  cos {33, cos ')'3) , respectiva­
mente. 

2.6 E.4itado d� esfuer-Lo plano 

Se presenta un estado de esfuerzo plano cuando las fuerzas que actúan en un cuerpo son coplanares 
(figura 2.8) .  

Como se trata de un problema en el plano, el tensor esfuerzo queda de la siguiente manera 
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Siendo JXlf lo tanto 

a = o· l ' y 'T = o zx 

Para obtener el estado de esfuerzo en un plano cualesquiera, aJ cual tomaremos como el plano :X Y, 
se requiere determinar el vector normal unitario dado por: 

y 

ñ =· COS (X. + COS R . 1 �-�, 

FIGURA 2 . 8  

X 

Dado que en el plano X Y ,  ex + {3 = 90° (figura 2.9) y cos {3 = sen (90° - {3) = sen ex .  tenemos 
finalmente al vector unitario de la forma 

n = cos ex¡ + sen cxj 

Como conocemos el tensor esfuerzo y el plano donde deseamos conocer el estado de esfuerzos, 

podemos calcular el vector esfuerzo que se obtiene de multiplicar el tensor esfuerzo por el vector 
unitario. 
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Desarrollando 

cos a 

sen a 

Las componentes del vector esfuerzo son: el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante. Para obtener el 
esfuerzo normal realizamos el producto escalar entre el vector esfuerzo y el vector unitario 

y 

ñ 

X 

FJGURA 2 . 9  

-
a = S • n 

CJ = ( ( ax e os a + r ... Y sen a) i 

+ (Tx.v cos a + CJ.v sen a) j ]  (cos a¡ + sen a¡) 

CJ = CJ� cos2 01 + a.v sen 2 01 + 2 Txy cos a sen a 

Si a es mayor que cero se tratará de un esfuerzo normal de tensión. 

Si  a es menor que cero se tratará de un esfuerzo normal de compresión. 

(2. 2 1 )  

Para obtener el esfuen.o <.:orlant� podrfamos seguir el procedi miento indicado en el inciso 2 . 3 ;  sin 
embargo, este procedimiento resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una propiedad del producto 
vectorial para determinar la magnitud del esfuerzo cortante, recordando que ( figura 2. 1 0) 

33 



Dado que 1 ñ 1 "' 

Por lo tanto 

1 r 1 = 1 S 1 sen 8 = 1 S 1 1 ñ 1 sen 8 = 1 S X ñ 1 

1 1 1  = ¡ s x ñ l {2.22) 

FIGURA 2 . 1 0  

Debemos insistir en que el módulo del vector esfuerzo cortante es igual al módulo del producto 

vectorial entre S y ñ .  Esto no quiere decir que 'T sea igual al producto vectorial S x ñ .  Es decir. r 
es diferente de S X n .  

Desarrollando: 

T *- S  x ti 

S X n = [(u, cos 01 + T, , sen 01) (T,, cos 01 1• u, sen 01) � l 
cos � sen � O 

k � � = (r�Y sen - a - r�Y cos- a + ux cos O! sen a - aY cos O! sen �) 

1 r 1 = r :;::; 1 S x ñ 1 = (]x sen O! cos a - (]Y sen O! cos O! 

r = <o:, - a) cos O! sen a + r.,:v (sen 2 O! - cos2 a) 
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Para hallar el sentido del esfuerzo cortante nos podemos auxiliar nuevamente del producto vectorial 

S x ñ ;  dado que S y ñ son paralelos al plano XY, el producto S x ñ es un vector perpendicular a 

dicho plano, paralelo a la dirección del eje Z, es decir 

S x ñ  = Ck (2 .24) 

Si e > O, el vector S X n tiene el mismo sentido del eje positivo del eje z (hacia arriba del plano 

XY) y por lo tanto el ángulo 13 está comprendido entre oo y 1 80° .  En estas condiciones el esfuerzo 

cortante 'T queda a la derecha de ñ ,  es decir provoca momento positivo con su cortante paralelo 

asociado r1 (figura 2. 1 1) 

ñ 

fiGURA 2 . 1 1  

Si C < O el vector S x � tiene sentido contrario al sentido positivo del eje Z (hacia abajo) y por lo 

tanto 13 está comprendida entre 1 80 °  y 360° en estas condiciones el esfuerzo cortante 'T queda a la 

izquierda de n es decir provoca momento negativo con su cortante paralelo asociado r1 (figura 2. 12) 

ñ 

FIGURA 2 . 12 
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El valor de C de la ecuación (2.24) es el valor de r de la ecuación (2.23) • .¡>ar lo que el sentido de r 
está dado por el signo de C, comentado en los dos párrafos anteriores, de la siguiente manera: si en 
la ecuación (2.23), " da positivo su sentido será tal que provoque un momento positivo con respecto 
a su cortante asociado ,1 (figura 2 . 1 3) 

T '  

FIGURA 2 . 1 3  

En caso contrario el sentido de " será tal que ocasione momento negativo con su cortante asociado 1'1 
(figura 2. 1 4) · 

fiGURA 2 . 1 4  

En algunas publicaciones las ecuaciones (2. 2 1 )  y (2.23), que son las del esfuerzo normal y corta·nte, 
se encuentran en función del ángulo doble. 

Obtengamos estas ecuaciones. Sabemos que: 

'} 
cos- a: = 1 + cos 2a: 

2 
y 
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') 
sen - a = - cos 2a: 
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sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones 2 . 20 y 2 .2 1  se obtiene 

(1 = (1 + (1 + --'-�--[ 1 + cos 2u l [ l - cos 2a l 2rxy sen 2a 
X 2 y 2 2 

(}X + (}y (}X - (JV u = + · cos 2a + r sen 2a 
2 2 xy 

2. 7 Esfuerzos principales en el plano 

El tensor esfuerzo está dado por: 

(2. 2 1 a) 

(2.23a) 

Para encontrar los esfuerzos principales en el plano procedemos de manera análoga al estudio que se 
hizo en el espacio. 

La ecuación (2. 1 7a) queda para el plano 

Resolviendo la ecuación obtenemos los esfuerzos principales mayor y menor en e) plano 

u-'. + a_v 
+ 

2 

[ (J_t. -2('..., ·1 2 + .., r_;_.., 
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(2 . 26b) 

Para obtener la dirección donde actúan los esfuerzos principales puede procederse de la siguiente 
manera: 

Al derivar la ecuación (2. 2 l a) del esfuerzo normal con respecto a 01, e igualar esta derivada a cero, 

obtenemos los valores de Ot que conducen a valores extremos de u, es decir, determinamos las 

direcciones principales de esfuerzo. La ecuación (2. 2 1  a) es: 

Ahora 

donde 

da 
da - - (a_.. a) sen 2a + 2 Tx.v cos 2t'X 

sen 201 

cos 2a 

= 2 Txy 
ax. - a_v tan 2a 

l l"! � ín; ' 

1 01 = - angtan 
2 

= 2 Txy 
ax - a.v 

4 "" . t. 
t 

o 

(2 . 27) 

La ecuación proporciona los valores de ot correspondientes a las direcciones principales de esfuerzo. 

Sin embargo, queda la duda de cuál es la dirección principal mayor y cuál es la dirección principal 

menor; para resol ver este problema, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que nos dice: 

s· d2 u > O ,  1 --
d 0/2 a corresponde a la di rección del esfuerzo principal menor 

Si d2 u 
d (X2 < o ,  i mplica que a corresponde a la dirección del esfuerzo principal mayor 

Calculemos Ja segunda derivada: 

(2 . 28) 
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En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuación (2.27) y se obtiene a. Luego 
se emplea la ecuación (2.28) 

Sl. d2u O < , ex corresponde a la dirección principal mayor, es decir a = a 1  d ex2 

Sl. d2 a O > , ex corresponde a la dirección principal menor, o sea ex = a2 d a2 

Una vez conocido a 1  o ex2, la otra dirección principal se obtiene sumando 90° al valor de a 1  o de a2 

o (2.29) 

2.8 Representación gráfica de Mohr 

Resulta interesante señalar que el estado de esfuerzo en un plano se puede representar gráficamente 
en un sistema coordenado en el cual en el eje de las abscisas se grafique el esfuerzo normal y en el 
eje de las ordenadas se represente el esfuerzo cortante. A esta construcción gráfica se le denomina 
plano de Mohr. Demostraremos a continuación que el estado de esfuerzo en el entorno de un punto 
para cualquier dirección está representado por una región, limitada por tres círculos, en el plano de 
Mohr. 

Consideremos un elemento sujeto a un estado de esfuerzo mismo que expresado en función de los 
esfuerzos principales, el tensor toma la forma: 

Utilizando la ecuación (2.7), el vector esfuerzo en un plano cuyo vector normal es 

ñ = cos a1 + cos {3j + cos 'Y1c 

valdrá: 

Utilizando la ecuación (2 . 8) tenemos: 

(2 . 30) 
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Determinemos la magnitud del vector esfuerzo S 

Dado que a y 1- son perpendiculares se tiene que 

Por lo tanto 

Sabemos que 

., ') (.) ') 1 cos- a + cos- IJ + cos- 'Y = 

Agrupando las ecuaciones (2.  30), (2 . 3 1  a) y (2.  1 8) tenemos: 

., ') (.) ., u1 cos- a + u2 cos- IJ + a3 cos- 'Y = u 
., ., .., ., ., ') , ., <1( cos- a + u2- cos- {j + u3- cos- 'Y = a- + r 

., ., (.) ., 1 cos- a + cos- IJ + cos- 'Y = 

(2. 3 1 )  

(2 . 3 l a) 

(2 . 1 8) 

(2. 32) 

Considerando a cos u, cos fJ y cos 'Y como incógnitas y utilizando la regla de Cramer se puede resolver 
e1 sistema (2.32) 

') cos- a = 

= 

u u, (13 
., ., ., ., a - + T- ai a) 

1 
CT¡ a2 <13 

.., ., ., a¡ a; aj 
1 

., ., u- + T - - u  ( a2 + a3) + a2 a3 
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Análogamente se obtiene cos2 {3 y cos2 1' por lo tanto: 

y 

'l .., 
u

- + .,- - o ( o3 + o l ) + "J ol 
( 03 - 02) ( 01 - 02) 

Estas últimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma 

[ [ IT¡ + u., l ]  :! .., 
o - - + ; - =  

2 

Las ecuaciones (2 .33) ,  (2 . 34) y (2 .35) representan ecuaciones de tres familias de círculos. 

La ecuación (2.33) es la ecuación de una familia de círculos a con centro en 

e [ 112 
2

+ (]3 , o j  y con radio R = ( u, ; u, ] ' +  cos
2 ex (u2 - u1 ) (u3 - u1 ) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

Podemos observar que los esfuerzos normal o y cortante r, los cuales queremos encontrar, están dados 
por la ecuación (2 . 33); como ya se dijo, es la ecuación de una familia de círculos como se muestra en 
la figura 2 . 1 5 .  Hallemos los valores extremos del radio de esta fami l ia. 
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Si a = oo 

Si  ct = 90° 

R . = ma.r, 

Famil ia  de círculos a 

FIGURA 2 . 1 5  
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Análogamente se tiene que la ecuación (2.34) representa otra familia de círculos {3 con centro en 

C 3 
2 

1 , O y con radio R [ (] + (] l 
Si {3 = oo 

Si {3 = 90° = 1r 
2 

R...,. • 
[ "' ; u, ] 2 

+ (a3 - a2) (a1 - u2) 

Así mismo, la ecuación (2.35) representa otra familia de círculos 'Y con 

Si 'Y = 0° 

Si  'Y = 90° 

y con radio R = ] ' .  cos' 'Y (a1 - u3 ) (a2 - u1 )  

R,,.¡, • 
[ 02 ; 01 ] 2 + (u1 - a3 ) (a, - o3 ) 

Tracemos los círculos l y 3 para su radio mínimo y el círculo 2 para su radio máximo. 
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Los esfuerzos normal y cortante u y " están dados por cada una de las familias de círculos 1 ,  2 y 3,  
pero estas tres familias sólo tienen una región común que es la  zona ashurada de la figura 2. 1 6. 

T 

fiGURA 2 . 1 6  

De lo tratado en Jos párrafos anteriores, se puede concluir que los esfuerzos normal y cortante quedan 
representados en el plano de Mohr dentro de la región comprendida entre Jos círculos 1 ,  2 y 3 la cual 
corresponde a la zona ashurada de la figura 2. 16 .  

Veamos ahora la manera de calcular los esfuerzos normal y cortante sobre un plano cuya normal está 
dada por: 

n = cos a; + cos {3j + cos "Yk 

El procedimiento consiste en lo siguiente: 

a) Tracemos a partir del tensor esfuerzo principal los tres círculos del plano de Mohr, figura 2 . 17.  

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje r; a continuación se traza también a partir del 
punto A una recta que forme un ángulo a con la paralela al eje r. Esta recta corta al círculo 2 en 
el punto A 1 , y al círculo 3 en el punto A 11 • 

e) A partir del centro C 1 se traza un arco de circunferencia que corte Jos puntos A 1 y A 11 • 
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d) Por el punto e se traza una paralela al eje r; a continuación se traza también a partir del punto e 
una recta que forme un ángulo 'Y con la paralela al eje r. Esta recta corta al círculo 2 en el punto 
e 1 ' y al círculo 1 en el punto e 1/ • 

e) Por el centro C3 se traza un arco de circunferencia que corte los puntos e 1 y C 11 

f) Las coordenadas del punto de intersección D (u y r) de los dos arcos de circunferencia representan 
el esfuerzo normal u y el esfuerzo cortante r en el plano cuya normal es: 

n = cos ex¡ + cos {31 + cos "'�*-

T 

T · - · 

e 
o o-, 

FIGURA 2 . 1 7  

A continuación demostraremos que el procedi miento descrito es válido: 

Tracemos por el punto C, que representa al esfuerzo principal 113, una perpt:udicular al eje u y una 
recta que forme con dicha perpendicular un ángulo -y; esta recta corta en los círculos 1 y 2 en Jos 
puntos C 11 y e 1 respectivamente. Valuemos de la figura 2 . 1 7  las coordenadas de e 1 :  

OE = OC +  CE 
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por lo tanto 

pero 

Sustituyendo tenemos 

siendo 

por Jo tanto 

también: 

pero 

por lo tanto 

OE = OC + CC 1 sen 'Y 

OC ::; o3 ; CC 1 = CA sen "Y 

, , 
OE = o 3 cos- 'Y + O' 1 sen- "Y 

EC ' = ce ' cos 'Y 

EC 1 
O' - o 1 3 sen 2 "Y 

2 
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Demostraremos analíticamente que el punto C 1 de la figura 2 .  17 representa el estado de esfuerzos en 
un plano cuyo vector normal forma los ángulos -y = -y 1 , (3 = ; y a e s  el ángulo necesario para 

satisfacer la condición 

Sustituyendo en la ecuación (2.7), (2.8) y (2.22) obtenemos el vector esfuerzo, el esfuer:1.o normal y 

el esfuerzo cortante respectivamente. 

S =  [T] ñ 

-
a = S • n 

r = ¡ s x n l  

S .l (3 11" .., ") = 2 entonces cos- a + cos- 'Y = 

por lo tanto 

") � 
cos- ex = - cos- 'Y 

.., .., 
cos- a = sen - 'Y 

cos a = sen 'Y 

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores tenemos: 

sen -y 
o 

cos 'Y 

a =  (a1 sen -y1 + a3 cos 'Y.t ) · (sen 'Y; ... cos 'Y.t ) 
., "l a -= a 1 sen - 'Y + a� cos- 'Y 
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que es la  ecuación (2 . 36) 

i j k 

-S X n ::: 

sen 1' o cos )' 

= a3 cos 1' sen 'Yj - a 1 sen 1' cos 'Yj 

= (a3 cos -y sen 1' - a1 sen -y cos )') j 

1 S x ñ 1 =- <TJ cos 'Y sen 'Y - <T1 sen -y cos 1' 

Tomando el signo negativo de la raíz tenemos: 

que es la ecuación (2 . J7) .  

Por lo  tanto, se demuestra que las coordenadas del punto C 1 son el  esfuerzo normal y cortante en e l  

plano indicado. Es decir, e l  punto C 1 representa e l  estado de esfuerzos en un plano cuyos ángulos 

directores son 'Y = )', (3 = ; y n: queda obligado por lo valores de "1 y (3.  

Procediendo de manera análoga se demuestra que e l  punto A 1 representa e l  estado de esfuerzo en un 
plano cuyos ángulos directores son a = a, (3 = ; y "1 está obligado por los valores de a y (3.  

Hemos demostrado que e l  punto C 1 pertenece a la fami l ia  d e  círculos 1' .  por lo tan lo cualquier 
circunferencia que pase por este punto con centro en C3, representará esfuerzos en un plano con coseno 

director 'Y· -

Análogamente, el punto A 1 pertenece a la famil ia de círculos a ,  por Jo tanto, cualquier circunferencia 
que pase por este punto con centro en C 1 ,  representará esfuerzos en un plano con coseno director a.  

El punto d e  i ntersección de estos dos arcos de circunferencia representa e l  estado d e  esfuerzos cuyos 

ángulos directores son a y -y; ahora (3 es diferente a ; , que queda obligado por a y 'Y ·  

Con lo anterior hemos demostrado que las coordenadas del punto D u e  la  figura 2 . 1 7  representan: Sü 
absci sa, el esfuerzo normal ; y su ordenada, el esfuerzo cortante, en un plano cuyos cosenos di rectores 
son ex, (3 y -y. 
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2.9 Círculo de Mohr para el estado de esfuerzo plano 

El círculo de Mohr en el plano es un caso particular del círculo de Mohr en tres dimensiones, por lo 
que se puede obtener a partir de éste; sin embargo repetimos en esta sección la demostración completa 
para el círculo de Mohr para el estado de esfuerzo plano, debido a su gran utilización en problemas 
prácticos de ingeniería. 

A cada plano que pasa por el entorno de un punto le corresponden dos componentes de esfuerzo plano, 
uno normal y otro cortante; en estas condiciones se puede trazar un sistema coordenado en el que se 
grafique en el eje de las abscisas el esfuerzo normal y en el eje de las ordenadas el esfuerzo cortante, 
con lo que queda definido lo que se llama el plano de Mohr. Así, a cada dirección ñ asociada al punto 
en estudio le corresponde un punto en el plano de Mohr, cuyas coordenadas son el esfuerzo normal 
y cortante en el punto y en la dirección dada. 

S i  el tensor esfuerzo es: 

[ a.x TJ."Y ] 
T_vx a_v 

Demostraremos que las ecuaciones del esfuerzo normal y cortante nos dan las ecuaciones de un círculo; 
tenemos que: 

De la ecuación (2.2 1a) 

ar + a a = ----'-·v • 
2 

ax - a 
2 

.v COS 2a + Txy sen 2a 

(Jx - a T = 
2 .v sen 2a - Txy cos 2a 

a_,. + a_v 
(] - = 

2 

elevando al cuadrado las ecuaciones (2 . 38) y (2 . 23a): 

a' _ 2a (\ + a, ) + [ a, ; a, l 2 

[ a, ; a, 1 2 cos' 2a + 2 [ a. ; a, ] cos 2a r,, sen 2a + r;, sen 2 2<> 
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[ a - a ] 2 ?- = x 
2 

Y sen 2 2cx 

2 .., 2 + r cos- a xy 

Sumando (2.39) y (2 .40) tenemos 

a - + r- = · + r  
[ ax + ay ] 2  ., 1 ax - av ] 2 2 

2 2 xy 

La ecuación (2. 4 1 )  es la ecuación de una circunferencia con centro en el punto 

1 (Jx 2+ (Jy ' O l y radio 

lo cual queríamos demostrar (veáse la figura 
2. 1 8) 

T 

( CT ll + O' y 1 Q ) 2 

FIGURA 2 . 18 

Trazo del círculo de Mohr teniendo como dato el tensor esfuerzo plano. 

[ ] r (Jx r.xy ] T - . 

L
Txy (J"!-' 
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· ' ' "l.  · 1 ! . . t i ' ·' ' 

Supongamos ax > a�, 

r 

1 l 
i 1 
i 

FIGURA 2 . 1 9  

l .  Se determina el radio del círculo 

R = [ a .• 

2.  Se determina el centro 
,¡ . .  r • \i 

C =  [ u, 

-· 

2 

+ 

2 

. + u' ] ' 
(1 . 

a\. o ]  
r .• ·y 

2 

3 .  Se conocen tos puntos P y P1 (ver figura 2 . 22) que. son los esfuerzos normales y sus cortantes 
asociados. 

Dado que la ecuación del círculo de Mohr (2. 4 1 )  se obtuvo a partir de las ecuaciones (2.2 la) y 
(2.23a) , en las cuales rige la convención de momentos {inciso 2.6),  en el plano de Mohr se utiliza 
también esta convención de signos, la cual se describe a continuación: 

Para los esfuerzos normales de tensión son positivos y de compresión, negativos. Los esfuerzos 

cortantes se rigen por el momento que ocasiona el par en el elemento diferencial (figura 2 . 19), positivo 

si el momento provocado es conforme a las manecil las del reloj (figura 2 .20); negativo en caso 

contrario (figura 2 .  2 1 ) ,  por lo tanto: 

P ( U.r • - Txv ) Y p 1 ( (fv ' �n· ) 
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FIGURA 2.20 

fiGURA 2 . 2 1  

4 .  Se une el centro del círculo con ambos puntos P y P 1 ,  obteniéndose el diámetro del círculo. 

5. Se traza la circunferencia (figura 2.22). 

Del trazo del círculo de Mohr se obtiene lo siguiente: 

l .  En los puntos donde el cfrculo corta a1 eje de las abscisas se tiene que r = O, por lo que en esos 
puntos se tienen los esfuerzos principales. 

2. El esfuerzo cortante máximo es numéricamente igual al radio del círculo. Los esfuerzos normal y 
cortante en un plano de máximo cortante están dados por: 

(].\· + a.v 
2 ± 

3.  Cada punto del círculo representa el estado de esfuerzos en un plano inclinado. 

52 



T 

FIGURA 2 . 22 

Para obtener el plano donde están actuando los esfuerzos se puede utilizar el procedimiento del polo 
de los esfuerzos que a continuación se desarroll�. 

2.1 O Procedimiento del polo de los esfuerzos 

El procedimiento del polo de los esfuerzos es un método que sirve para determinar de manera sencilla 
Jos esfuerzos normal y cortante en un plano de inclinación cualesquiera, cuando se conoce el tensor 
esfuerzo en el plano. 

Veremos primero la demostración para un estado de esfuerzo principal plano y, posteriormente, 
trataremos el caso general del estado de esfuerzo plano. 

Determinación del polo de los esfuerzos en el plano del círculo de Mohr teniendo como datos los 
esfuerzos principales a1  y a:!, del elemento diferencial de la figura (2.23):  

l .  A partir del esfuerzo a2 se traza una recta vertical , debido a que el esfuerzo a2 está actuando en 
un plano vertical . 

2 .  A partir del esfuerzo a1 se traza una recta horizontal, debido a que el esfuerzo a1 está actuando en 
un plano horizontal. 

3 .  Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intcrsecan en un punto sobre la circunferencia, a 
ese punto se le Jlama polo de los esfuerzos. 

El conocimiento del polo de los esfuerzos sirve para determinar los esfuerzos normal (u) y cortante 
(r) en un plano de inclinación cualesquiera. Es decir, dada la inclinación de un  plano del elemento 
diferencial , con el auxilio del polo se pueden determinar los esfuerzos normal y cortante que actúan 
en es�e plano. 
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- Q)  � 

l 
a) b)  

FIGURA 2 .2 3  

El procedimiento consiste e n  lo siguiente: 

4J , !A partir del polo se traza una paralela al plano inclinado, del cual se quieren conocer los esfuerzos 

� · . .  (tu� actúan en éL 

S. Las coordenadas del punto de intersección de la paralela con la circunferencia del círculo de Mohr 
· proporcionan los esfuerzos normal y cortante buscados ( ftgura 2 . 23) .  

Pasaremos ahora a Ja demostración del punto 5 .  

Apoyándonos en la figura 2 .24 tenemos: 

Determinación de u: 

a = a, + b ; · ·. 

en el triángulo ABC 

cos 'A = 

por lo tanto 

a A B  = 

O"¡ - eJ-. A(�. 
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en el triángulo ABD 

Determinación de T: 

en el triángulo BCD 

pero en el triángulo ABC 

__,. ../(, 
' 

1 
1-- - - - - - -- - - - - ---t b 

FIGURA 2 . 24 

h cos ;>.. = 
a 

h = a cos f.. = (a1 • a2) cos f.. cos f.. 

1 'l \ ., \ = a2 ( - cos- " ) + <T 1  cos- " 

<T = a2 sen2 f.. + a1 cos2 f.. 

sen 

T BD cos ;>.. = = 

A 

e BC 

T = e cos A 

e = = 
a, - (12 

BC 
AC 

e = (a,  - a:.) sen ;>.. 
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por Jo tanto 

(b) 

Donde A es el ángulo que forma el plano donde están actuando los esfuerzos normal y cortante con 
el eje de las abscisas (figura 2.25) 

y 

FIGURA 2 .25 

Sabemos por lo visto anteriormente en las ecuaciones (2 . 2 1 )  y (2. 23) que: 

y 

.., .., a = CJx cos- a + CJY sen - a + 2 'Txv sen ex cos a 

X 

r = (a.x - ay) sen ex cos ex + rxy (sen 2 ex - cos2 ex) 

En el caso que nos ocupa tenemos que: 

y Íxy = Ü 

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores 
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Donde a es el ángulo que forma el vector normal al plano donde actúan los esfuerzos con respecto al 
eje de las abscisas (figura 2 .25). 

Por lo que se puede concluir que entre el ángulo a y el ángulo � existe 90° de diferencia o sea que 
A + 90o = a o A = a - 90° y donde sen A = sen (a -90°) 

y 

sen A = - cos a 

cos A = cos (a - 90°) 

cos A = sen a 

Si sustituimos los valores de cos A. y sen A en las ecuaciones de <J y r (ecuaciones a y b) 

T = (a1 - a:!) ( - cos a sen a) 

Con lo cual demostramos que las coordenadas del punto de intersección entre la línea paralela al plano 

y 1a circunferencia representa los esfuerzos normal y cortante en dicho plano. 

2 . 1 1  Detenninación de los esfuerzos nmmal y cortante en el plano utilizando el círculo de Mohr 

Se utiliza el procedimiento del polo de los esfuerzos en el plano de Mohr teniendo como dato el te::1sor 
esfuerzo (caso general) y se considera que U:" > (]_1. (figura 2 . 26) . 

l .  Se traza el círculo de Mohr (figura 2 . 26b). 

2. A partir del punto (<Jx, - Tx_v) se traza una paralela al plano donde actúa <J_. . •  

3. A partir del punto <U:v• rxy) se traza una paralela al plano donde actúa (]Y. 

4. Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la 

circunferencia, encontrando así el polo de los esfuerzos. 

5 .  A partir del polo se traza una paralela al plano donde se desea encontrar los esfuerzos normal y 
cortante que actúan en él .  

6. En el punto donde se intcrsecan la paralela anterior con la circunferencia del círculo de Mohr, se 
encuentran los esfuerzos normal y cortante que se querían conocer. 
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a ) b )  

FIGURA 2 . 26 

Demostración general del polo de los esfuerzos para el caso plano 

Consideremos un elemento sometido a un estado de esfuerzo como el indicado en la figura 2.27; el 

polo de los esfuerzos, de acuerdo con el procedimiento indicado en el inciso 2 . 1 1 , se encuentra en el 

punto señalado en la figura 2.28. Consideremos que queremos hallar los esfuerzos en un plano que 

forma un ángulo (} con la horizontal (figura 2. 27)., 

Como se señaló en el inciso 2. 1 1 ,  se traza una paraJela a dicho plano y donde esa recta interseca a la 
circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A. 

Para demostrar que lo anterior es válido, rotemos los ejes coordenados un ángulo {3 como se muestra 

en la figura 2.29, en donde {3 es el ángulo que forma la dirección del esfuerzo principal menor con la 
horizontal . 

Supongamos ahora que queremos calcular los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A, pero ahora 

util izando el sistema coordenado X 1 - Y 1 ; para este sistema el polo queda ubicado como se muestra 

en la figura 2 . 30. Para hallar los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A trazamos una paralela 

a la lfnea que forma un ángulo {3 menos () en el sistema X 1 - Y 1 (figura 2.29); esta paralela está 

indicada en la figura 2.30 e interseca a la circunferencia en el punto de coordenadas (a, 'T), que son 
los esfuerzos normal y cortante en el plano A-A. 
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FIGURA 2 . 27 

FIGURA 2 . 2 8  
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FIGURA 2.29 

lv• 1 

Sistema x' - y' 

Di reccidn de lo horizontal 
en el si stema x - v  ----;--- ( O"y . Txy) 

FIGURA 2.30 
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Tracemos la línea de inclinación {3 y de inclinación {3 menos ()en la figura 2.28 a partir de Uú la línea 
de inclinación {3 menos 9 interseca a la circunferencia en el punto que arroja los esfuerzos normal y 
cortante en el plano A-A. 

Pero precisamente con el procedimiento indicado en el inciso 2.11 se llega al mismo punto de 
coordenadas (a, r), debido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos procedimientos: 

con el procedimiento general el ángulo O se mide a partir del polo (figura 2.28) y con el procedimiento 

utilizado aJ girar los ejes (sistema X 1- Y 1 ) el ángulo 8 se mide a partir del punto de abscisa u2• Dado 
que los ángulos son iguales debido a que son ángulos inscritos en el círculo, al subtender la misma 

cuerda y en ambos procedimientos, a partir del punto de coordenadas (ay, r ..ry) se llega al mismo punto 
con lo que se demuestra que el procedimiento general del polo para el estado plano es válido. 

2.12 Aplicaciones 

Tensión diagonal en vigas de concreto 

Es interesante hacer notar que, bajo ciertas condiciones, la aplicación de esfuerzo cortante en un medio 

ocasiona que se presenten esfuerzos de tensión en ciertas direcciones. Este fenómeno es particularmente 
importante en una viga de concreto simplemente apoyada, debido a que la resistencia a la tensión del 
concreto es muy baja para fines prácticos. Para ilustrar lo anterior consideremos una viga de concreto 

reforzado y obtengamos el diagrama de fuerza cortante, (figura 2.31 ). 

VIQO Recton�u lor 
Sección troMversol 

A 
• 

��-+-�-�� 
RA:W2L �- Lj--� R8=�l �.!JI2¡ b/2¡ 

f- -. t>. ___, 
Dio9r�ma de fuerzo crrtcntt V j W.l I 

�-......_....__.,_...;��--.----_...._

: 

FIGURA 2.31 
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El tensor esfuerzo en el punto A de la sección 1, es: 

o 3 V 

(T) 
2 A = 

3 V o 2A 

en donde V es la fuerza cortante y A = bh es el área. 

Revisemos los esfuerzos internos en el punto A por medio del círculo de Mohr. 

Tracemos el círculo de Mohr, encontremos el polo de los esfuerzos y localicemos el plano donde 

ocurre el máximo esfuerzo de tensión (punto B). Puede observarse que este plano se presenta con una 

inclinación de 45° (figura 2.32). 

T 

FIGURA 2.32 

De lo anterior, debido a un esfuerzo cortante de magnitud � � en dirección vertical que actúa en el 

punto A, se presenta un esfuerzo de tensión en un plano inclinado a 45° con respecto a la horizontal 

de igual magnitud: � �- Este fenómeno puede ocasionar problemas de comportamiento en materiales 

de baja resistencia a la tensión. tales como el concreto. 

En la práctica, se acostumbra en las vigas de concreto, utíliütr refuerzo transversal a base de estribos 

para tomar estos esfuerzos de tensión. 
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Proebas de compresión trUs.xiol 

Las pruebas de compresión triaxial se utilizan en mecánica de suelos para determinar la resistencia al 
esfuerzo cortante de Jos suelos. 

Debido a que en una masa de suelo se presentan en general esfuerzos de compresión, se utiliza una 

convención de signos diferente a la que venimos usando; por lo tanto en mecánica de suelos, los 
esfuerzos normales de compresión se consideran positivos y Jos de tensión negativos. En el apéndice 

2.2 viene detallada la convención de signos de mecánica de suelos. 

Se ha observado experimentalmente que en un suelo granular, como en el caso de una arena, la 

resistencia al esfuezo cortante es una función lineal del esfuerzo normal actuante sobre el plano de 

falla, tal como se muestra en la figura 2.33, es decir, S = p. u 

donde: 

S - resistencia al esfuerzo cortante 

a - esfuerzo normal actuante sobre el plano de falla 

JL - coeficiente de fricción dentro de la masa del suelo 

T 

CT 

FIGURA 2.33 

Al ángulo de inclinación de la recta S "' p. fJ se denomina ángulo de fricción interna <P del suelo: 

¿Cómo se determina en la práctica <P? Uno de los procedimientos para determinarlo consiste en la 

utilización de las pruebas de compresión triaxial. Estas pruebas consisten en tomar muestras de suelo 

en el que se desea conocer su resistencia al corte y llevarlas al laboratorio, en el cual la muestra de 

suelo se introduce en la cámara triaxial, sometiéndola a esfuerzos normales de confinamiento, donde 

a2 = fJ3, manteniéndose estos esfuerzos de confinamiento constantes; a continuación se aplica un 
esfuerzo axial vertical (esfuerzo desviador) hasta llevar a la falla la probeta de suelo, (figura 2.34). 
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fiGURA 2.34 

Supongamos que en una cierta arena conocemos su ley de resistencia S = (J tan cf;, figura 2.35. 
Sometamos una probeta de esta arena a una prueba de compresión tríaxíal; al aplicar el esfuerzo de 

confinamiento (]3 el estado de esfuerzo de la probeta queda representado por el punto A. 

Apliquemos el esfuerzo desviador gradualmente: 

Para valores pequeños de P = (]1-(J.� el suelo no falla porque no llega a esos valores. 

p 

fiGURA 2.35 

Una vez que la circunferencia sea tangente a la ley de resistencia se presenta la falla por cortante en 

la probeta. Con el auxilio del procedimiento del polo de los esfuerzos se puede calcular la inclinación 

del plano de falla (ángulo 0'), tal como se indica en la figura 2.36. 
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Polo dt los esfuerz9s 

FIGURA 2.36 

En la práctica no se conoce a priori la ley de resistencia S = u tan t/J, por lo que se hace necesario 

formar tres o más probetas de suelo y llevarlas a la falla en la cámara triaxial, para diferentes 

presiones de confinamiento, (figura 2.37). La ley de resistencia se obtiene trazando los tres círculos 

de Mohr y nevando una tangente a dichos círculos, donde tb es el ángulo de inclinación de la tangente 

con respecto a la horizontal. 

T 

fiGURA 2.37 
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Empuje de tierras 

Otra de las aplicaciones del conocimiento del estado de esfuerzo es la relativa al empuje de tierras 
sobre muros de retención. 

Consideremos un muro de retención como el indicado en la figura 2.38. El muro soporta un relleno 

de aren.a seca de peso volumétrico -y d' 

Muro de retención 

presión 
del suelo 

. ... . 
.. 

. . . "' 

.. . 

.. 
� 

.. 
• 

.. 
... 

• 

,.. . 
• . 

"' 
. • 

FIGURA 2.38 
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. 

• 

.. 

. 
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Veamos el estado de esfuerzo en un elemento de suelo dentro de la masa del mismo, (figura 2.39); si 

no existen desplazamientos dentro de la masa del suelo, sobre el elemento actúa una presión vertica1 a u y 
una presión horizontaJ aH. La presión a11 usualmente se calcula multiplicando 'YJ por la profundidad Z: 

.. . . ¡0: ... .. . . ,.� -� .: . .. 
·. ·

.,.
��o

· 
.

.
. < �;.t 

. 

. . 

., 
. . 

- . . . . .. � 
. . . " .. . ' 

.. 
• 

. . ·1: � .. 
• 

uv ., . 

... 
· .. . . " . 

fiGURA 2.39 
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Se ha observado que la presión horizontal aH es proporcional a CJ11 es decir aH - CJ11 por lo que: 

En donde Ko es el coeficiente de proporcionalidad, el cual se denomina coeficiente de presión de tierra 

en reposo. Sin embargo, se ha observado que, bajo condiciones normales, los muros de retención 
sufren una cierta cedencia que ocasiona se disminuya la presión horizontai (en la figura 2.38 el muro 
se desplazaría hacia la derecha). Aún más, empíricamente se ha llegado a determinar que este 
desplazamiento del muro es suficiente para que el suelo alcance un estado plástico de equilibrio. La 

presión horiwntal disminuye hasta un valor mínimo que se le conoce como presión activa, la cual 
depende de la resistencia del corte del suelo, como se verá a continuación. 

Como es bien conocido en mecánica de suelos, una arena en estado seco tiene una ley de resistencia 
en la cual la resistencia al corte es linealmente proporcional al esfuerzo normal, (figura 2.40); es decir 
S=atan</> 

· 
T 

fiGURA 2.40 

en donde 

S - resistencia al corte del suelo 
</> - ángulo de fricción interna del mismo 

Consideremos nuevamente el estado de esfuerzo en el elemento de suelo (figura 2.39); este estado de 
esfuerzo se puede representar como se indica en la figura 2.40. Debido a la cedencia del muro la 
presión horizontal aH disminuye hasta que el círculo de Mohr toca la línea de resistencia del suelo. 

Consideremos que la presión activa CJ11 es proporcional a uv: 

en donde 

K8 - coeficiente de presión activa del suelo 
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Valuemos Ka de la figura 2.41. 

En el triángulo OAC: 

1 - K8 
sen � = -,.----,--

1 + K 
ll 

K = 1 - sen 4> 
a 

1 + sen � 

Valuemos ahora la inclinación del plano de falla. El polo de los esfuerzos se encuentra en el punto P 
de la figura 2.41. Además, el triángulo CAP es un triángulo isósceles puesto que dos de sus lados son 
iguales al radio del círculo de Mohr, por lo tanto 

2 a + 90 - � = 180 

a = 45 o + el> 
2 

la cual es la inclinación del plano de falla. 

El conocimiento de la presión activa u a = K11 uv es importante en la práctica porque es la que se utiliza 
para valuar el empuje de tierras sobre un muro de retención. 

FIGURA 2.41 
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Apéndice 2.A 

Tensor isotrópico y tensor distorsionante 

El tensor esfuerw se puede descomponer en el tensor esfuerzo isotrópico (o volumétrico o esférico) 

y en el tensor desviador. 

En donde 

[� 
o 

:J 
[To) = (Jm 

o 

(]m ..!. ( (] 
3 .• + (Jy + a) 

y 

La razón por la cual se descompone el tensor esfuerzo en los tensores isotrópico y desviador, obedece 

a que con frecuencia las relaciones esfuerzo-deformación de un material dependen del tensor desviador 

que del tensor isotrópico como es por ejemplo el caso del comportamiento plástico. 

Si designamos por P la presión media que actúa en un elemento, entonces 

p 1 
+ (Jl) = - - (ar + (]y 3 . 

y 

¡-f o 

-�J [To] 
;:;; -P 

o 
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Se considera negativo porque usualmente la presión genera esfuerzos de compresión. 

En ocasiones a las componentes del tensor esfuerzo desvíador se les designa de la siguiente manera: 

J" X '"' (Jx - (Jm ; sxy '"'Txy 
S y ; (Jy - (fm ; SXl. 

""
TXl. 

s, 
= 

Uz - (Jm; syz 
= Tyl. 

por lo tanto 

En las aplicaciones, con frecuencia se requiere conocer los invariantes del tensor desviador, sobre todo 
el segundo invariante 

(1) 

(2) 

1st También se puede poner de la siguiente manera restando a f.(¡2 
2 

., 
.., .., .., lst- S - + sv-

+ 

sz-
+ .., \" Sv + 2sx sz 

+ 2s sz .1 
.L.� .f .Y = 

2 2 
.., 

ls'l 
lst-

l 
(s 

2 ., 
+ s/) 

(sx_v
2 .., 

+ S 
2) -

2 
::: - + s.v- - + J _ _.z

-
2 X yz 

por lo tanto 

(3) 
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2 
/SI o también ls2 se puede encontrar de la siguiente forma, restando j a ls2 de la ecuación (2). 

Multiplicando por 2 ambos términos del quebrado: 

6 

por lo tanto 

o ls2 también se puede escribir como 

El tercer invariante vale el determinante de la matriz del tensor esfuerzo distorsionante. 
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3. Estado de deformación 

3.1 Introducción 

Toda obra de Ingeniería Civil se puede analizar desde dos puntos de vista: 

a) Mediante el criterio de resistencia, en el cual se busca que los esfuerzos actuantes sean menores que 

los esfuerzos resistentes del material. Con este criterio se define el factor de seguridad como el 
cociente entre el esfuerzo resistente y el esfuerzo actuante. Se recomienda en general que el factor 
de seguridad sea mayor que 2. 

b) Y mediante el criterio de deformación, en este caso se busca que las deformaciones que sufra una 

estructura no sean excesivas, ya que si esto ocurriera, la estructura podría verse afectada en su 
funcionamiento. 

Cuando a un cuerpo real se le somete a la acción de un sistema de fuerzas cualesquiera, por ejemplo 
como el mostrado en la figura 3 .l, puede sufrir un cambio de forma, un cambio de volumen o un 
cambio de lugar. 

r 

FIGURA 3.1 

Si la intensidad de las fuerzas aumenta puede ocurrir la ruptura total del cuerpo y por lo tanto el 
desequilibrio del sistema de las fuerzas que actúan en él. 

Se puede observar que la  deformación ocasionada en un cuerpo por un sistema de fuerzas en equilibrio 
depende de las características del sistema de fuerzas y del cuerpo mismo. 
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Los cuerpos se pueden clasificar en cuanto a su deformabilídad en: 

a) Cuerpo rígido: es aquél que no sufre deformación alguna antes de ocurrir la falla del cuerpo. 

b) Cuerpo deformable: es aquél que acepta deformaciones grandes inclusive antes de ocurrir la falla 
��rpo. 

. 

El análisis de cuerpo rígido trata los efectos exteriores de las fuerzas sobre el cuerpo, al mismo tiempo 

estudia el cambio de lugar de éste, lo cual es tema de otra materia. 

El análisis de cuerpo deformable trata los efectos internos de las fuerzas al actuar sobre el cuerpo, este 

tema es el que vamos a estudiar a continuación. 

3.2 Definiciones 

Desalojamiento o desplazllmiento 

Se define el vector desalojamiento de un punto P como el vector cuyo punto inicial es P y cuyo punto 
terminal es P', siendo P' el punto después de la ocurrencia de un fenómeno. En otras palabras, el 
desalojamiento es el vector que mide el desplazamiento de un punto que pasa de una posición original 
a otra final, ver figura 3.2. 

(3.1) 

donde: 

S - vector desalojamiento 

V 

X 

FIGURA 3.2 
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Desalojamiento relativo o defonnación 

Se llama desalojamiento relativo o deformación de un· punto P1 con respecto a otro punto P, a la 
diferen.:;ia entre los vectores desalojamiento 51 y S, véase la figura 3.3. Es decir: . 

(3.2) 

Cabe hacer notar que con la definición de vector deformación se elimina el efecto de traslación. 
Detallando la figura 3.3 en la figura 3.4, podemos observar que el vector deformación está formado 
por la suma vectorial de dos vectores: 

.1S1 que mide la deformación en la dirección longitudinal del vector .1P, y 

.15(1 que mide la deformación en la dirección perpendicular a la dirección del vector t::..P. 

Es decir: 

(3.3) 

Es necesario insistir que al hablar de deformación nos referimos a dos puntos, en este caso los puntos 

P y P1, y además que se estudia en la dirección de P a P1 representada por el vector .1 P. 

P' 

Paralela D.P 

p 
L----===- --�ip1 ¡;p 

FIGURA 3.3 
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FIGURA 3.4 

Deformación unitaria 

Se llama deformación unitaria media al cociente entre el vector deformación llS y el módulo del 
vector llP . 

Es decir: 

(3.4) 

Como ll.S;;; llS1 + !l. S� , si dividimos ahora ambos miembros de la ecuación entre llP, tenemos que 

óS = llS1 
AP llP 

.1.50 
+-

llP 

Como se podrá observar, la ecuación (3.5) nos da la deformación unitaria media. 

AS1 
Al cociente se le llama deformación unitaria lineal. 

llP 

llS 
Al cociente --6 se le J\ama deformación unitaria angular. 

ll P  

(3.5) 

Por lo tanto, la deformación unitaria media es igual a la suma de la deformación unitaria lineal más 

la deformación unitaria angular. 
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En lo suces1vo se le llamará a la deformación unitaria lineal como deformación lineal y a la 
deformación unitaria angular como deformación angular. Entonces tenemos que 

(3.6) 

Se puede observar que para cada valor diferente del módulo del vector � P se tendrá un valor distinto 
de la deformación unitaria. 

3.3 Tensor deformación 

De la figura 3.2 tomemos un elemento diferencial y amplifiquémoslo en la figura 3.5; tomemos un 

punto P en el espacio con coordenadas (u, v, w) y otro punto P1 con coordenadas (u + du, v + dv, 
w + dw). 

FIGURA 3.5 

Sabemos que los vectores desalojamiento son: 

S = P - O = (u - O, v - O, w - O) 

S1 = P1 - O = (u + du - O, v + dv - O, w + dw - O) 

S =  (u, v, w) y 51 =(u + du, v + dv, w + dw ) 
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El vector deformación es 

AS= (u + du - u, v + dv - v, w + dw - w) 

tlS = (du, dv, dw) 

y el vector deformación unitaria es AS 
; como se trata de un elemento diferencial tenemos que: 

AP 

Como se puede ver en la figura 3.5, u, v, w son función de x, y y z; entonces se tiene que: 

u =u (x, y, z) 

V -= V (X, y, Z) 

w ;;:= w (x, y, z) 

Tenemos que la diferencial de las funciones u, v y w son: 

dU : [OU dx + 
au dy T OU dz] 

ax ay az 

dv = ¡av dx + av 
dy + 

av 
dz] 

ax ay az 

dw = - dx + - dy + - dz 
[aw aw aw ] 

ax ay az 

Sustituyendo en l a  ecuación (3. 7) los valores de du, dv, dz, tenemos 

ds = ¡au dx au dy au dz l 
d p ax dp + ay dp + az dp 

+ ¡av dx + av dy + ov dz l j 
ax dp ay dp az dp 

+ ¡aw dx 
+ cJw dy + aw dz l k 

ox dp ay dp (Jz dp 
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... 

Por lo tanto el vector deformación lo obtenemos con la expresión siguiente: 

- ds [ 1-e· :::;-= Ee 
dp 

3.4 Interpretación física del tensor deformación 

Analicemos cada una de las componentes del tensor deformación. tenemos: 

a u 
Interpretación de 

ox 

Como se trata de un elemento diferencial (figura 3.6), entonces: 

X 

Sabemos que: 

llu . au 
Ax ax 

z 

fiGURA 3.6 

y 

(3.11) 

i1u es la deformación de un punto P1 con respecto a otro punto P, debido a que es la diferencia del 
vector desalojamiento S menos el vector desalojamiento S1 • es decir: 
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llP = S = P, - p = �X 
�S= s- s = P'- P- ( P' - P) 1 1 1 

llS = S - S= P' - P = llu 1 1 1 

Sabemos también que la deformación unitaria es el cociente entre el vector deformacíónllS =�u 
entre el módulo del vector � P = llx. 

Lo cual es igual a tener una deformación unitaria longitudinal en el sentido del eje "x" y referido a la 
dirección "x" como lo muestra la figura anterior. 

Análogamente podemos analizar las demás componentes del tensor deformación: 

ov Interpretación del elemento 
ay 

De la figura 3.7 deducimos que .dv es la deformación unitaria longitudinal en el sentido del eje "y" 
�y y referido a la dirección "y". 

z 

fj,y 1 ·1· 

FIGURA 3.7 
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aw 
Interpretación del elemento dZ 

De la figura 3.8 deducimos que .ów es la deformación unitaria longitudinal en el sentido del eje "z" .óz 
y referido a la dirección "z". 

X 

iJu Interpretación del elemento 
ay 

z 

p' -1 

l::.W 

t::.Z 

FIGURA 3.8 

y 

De la figura 3.9 deducimos que t:..u es la deformación unitaria angular en el sentido del eje "x" y 
referido a la dirección "y". En otr�l palabras, el desalojamiento ocurre en el sentido "x" (.óu) y está 

referido a la dirección "y" (.t:..y). 

av Interpretación del elemento ax 

De la figura 3. JO deducimos que 
t:..v es la deformación unitaria angular en el sentido del eje "y'' y 
Ax 

referido a la dirección "x", o sea el desalojamiento ocurre en el sentido "y" y está referido a la direc-

ción "x". 

De esta manera se pueden interpretar todos y cada uno de los términos que aparecen en el tensor 
deformación. 
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z 

z 

p' 1 

FIGURA 3.9 

FIGURA 3.10 

p' 1 

y 

y 

Sabemos que la notación de la deformación unitaria longitudinal puede ser 

!l. u ¡; - • 
. r - tl..x ' 

Asimismo, sabemos que la notación de la deformación unitaria angular puede ser 

!l. u 
Ay 
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Donde el primer subíndice determina la dirección original de los puntos P y P1 y el segundo la 
dirección de la deformación de P1 a P:. Conservando esta notación el tensor deformación queda: 

(3.12) 

Como se puede observar en el tensor, la diagonal principal mide las deformaciones unitarias 
longitudinales y los otros elementos del tensor miden las deformaciones unitarias angulares. 

Convención de signos para las deformaciones unitarias longitudinales: • 

Cuando ocurre un alargamiento la deformación lineal es positiva, cuando ocurre un acortamiento 
la deformacion es negativa. 

Convención de signos para las deformaciones unitarias angulares: 

El signo se conforma de dos signos parciales y se utiliza la regla de los signos de la división. 

El primero corresponde al vector que va del punto P al punto P1, es positivo si va en la dirección 
positiva del eje correspondiente, es negativo en caso contrario. 

El segundo corresponde al de la deformación de P1 a P:, es positivo si va en la dirección positiva del 
eje correspondiente, en caso contrario es negativo. 

El signo final de la deformación angular como ya se dijo resulta del cociente de los dos signos 
anteriores. 

3.5 Rotación en el entorno de un punt.o 

El tensor deformación se puede descomponer de la siguiente forma: 

Haciendo una suma algebraica 

(3.13) 
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donde: 

[E.) = 

(E2] = 

o u 
ax 

� [ av + ""] 
2 ax ay 

� [ aw 
+ 

au ] 
2 ox oz 

o 

1 [ av _ au J 2 ax ay 

1 [ aw _ a u ] 
2 ax oz 

� [ au 
+ 

av ] 
2 ay ax 

av 
ay 

� [ aw + av J 2 ay az 

1 [ au _ av J 2 ay ax 

o 

1 [ aw _ av ] 
2 ay az 

�r a. aw ] 
+ 

2 az ax 

� [ av + aw ] 
2 az ay 

aw 
az 

]_ [ au 
2 az 

_ aw] 
ax 

1 [ av _ aw J 2 az ay 

o 

Al tensor [E,] le denominaremos en adelante tensor deformación. 

Al tensor (E2] se le denomina tensor rotacional. 

Analicemos a cada uno de los tensores [E1] y [E2] por separado; empecemos por [Et]: 

Observarnos que la diagonal principal está compuesta por deformaciones lineales; por lo que hemos 

estudiado sabernos que son: e_,, e>', e.. Las demás componentes son deformaciones angulares. 

1nterpretemos físicamente qué significan cada una de ellas. 

Como ya se ha demostrado: 

au . tlu . 
""-, 

ay fly 

A continuación trabajaremos con Jos incrementos. 

ihv . tlw 
ax Ax 

Suponiendo que e1 tensor deformación· es igua1 a cero, todas sus cantidades son nulas, por tanto: 

Au tlv = 0 
+ _  

tly Ax 
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Esto implica que: 

ó.u .1v 
Ay Ax 

La expresión anterior se puede representar físicamente en la figura 3.1 1 .  El elemento gira alrededor 

del eje z. 

z 

y 

fiGURA 3.11 

Ana.liza.nrlo de manera análoga las demás componentes tenemos que: 

A u 
+ 

Aw 
=0 � ó.x 

J m plica que: 

A u Aw = -
Az Ax 

En la figura 3 . 1 2  se representa físicamente el fenómeno, el elemento está girando alrededor del 

eje "y". 

Como se podrá observar, cuando el tensor deformación lineal vale cero, el elemento diferencial tiende 

a la rotación sin deformación lineal y angular, es decir, cuando sólo hay rotación como cuerpo rígido 

el tensor deformación lineal vale cero. 
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z 
' 

y 

fiGURA 3.12 

Analicemos ahora con el mismo criterio el tensor deformación rotacional. 

Supongamos que el tensor deformación rotacional es igual a cero e interpretemos físicamente qué 

significa cada una de las componentes del tensor. 

Trabajando con incrementos: 

Lo que implica que 

tlu tlv = 0 
tly � 

AV = -
� 

La expresión anterior se puede representar físicamente en la figura 3.13. 

Analizando de manera análoga las demás componentes tenemos: 

Implica que 

Aw = -
Ax 
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z 

y 

fiGURA 3. 1 3  

En la figura 3.14 se representa físicamente el fenómeno. 

z 

y 

FIGURA 3.14 
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. Como se podrá observar, cuando el tensor deformación rotacional vale cero, el elemento diferencial 
tiende a deformarse sin rotación. 

Podemos concluir que para que sulam�nte exista deformación en el elemento, el tensor rotacional 
deberá ser igual a cero; con lo cual eliminamos la rol.a¡ción del elemento estudiado. 

El estudio del elemento como cuerpo rígido, así como el movimiento del mismo son temas de otras 
disciplinas. 

En el estudio del elemento como cuerpo deformable, el tensor deformación rotacional siempre valdrá 
cero. 

Así tenemos que el tensor deformación queda: 

[E] = 

Se demostró que: 

a u 
ax 

! [ av a u ] 
+-

2 ox ay 

1 [ aw ou ] 2 ox + oz 

a u 

()y 

ov = - ; 
()x 

! [ au • av] 
2 ay ax 

av 
ay 

! [ aw • av ] 
2 ay az 

a u 
oz 

= aw av 
a.x , al. 

cuando el tensor deformación rotacional vale cero. 

Finalmente el tensor deformación queda: 

a u a u a u 
ax iJy az 

(E) = 
iJv av av 
ax ay az 

aw aw aw 
ax ay az 
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� [ au 
2 oz 

+ 
aw ] 
ax 

! [ av • aw ] 
2 az ay 

aw 
ay 

aw 
az 



Podemos obtener algunas conclusiones del tensor deformación. 

l. El tensor deformación es simétrico con respecto a la diagonal principal. 

2. Como � = �, el ángulo que se deforma en el eje ... ; •• es igual al ángulo que se deforma en el 

eje "x". 

3. Como � = �i', el ángulo que se deforma en el eje "z" es igual al ángulo que se deforma en el 

eje "x''. 

4. Como � = �;, el árigulo que se deforma en el eje "z" es igual al ángulo que se deforma en el 

eje "y". 

5. La diagonal principal representa únicamente deformaciones lineales paralelas a los tres ejes 
coordenados respectivamente y las demás componentes, deformaciones angulares. 

Definamos ahora: 
av au "YX)' = ax + ay 

aw au "Y = + .r.: ax oz 

aw av 'Yy:. = 
ay 

+ 
az 

que representan las deformaciones angulares de Jos ángulos rectos originales del elemento con respecto 
a los ejes xy, xz y yz, respectivamente. 

Como sabemos que av au . = 
ax ay ' 

tenemos: 
2au "Yxy = ay 

2au 
"Y.r. = Tz 

2av 'Y y.: = oz 

� 

� 

� 

90 

y 

1 

aw = av 
ay az 

a u 
2�'X)· = ay 

1 a u 
2 "Yxz = az 

1 av 
2"Yyz = az 



Donde 1h 'Y.., , 1h 'Y y 1h 'Y miden las deformaciones angulares del elemento con respecto a cada -·J JI:Z y¡: 
uno de los ejes x, y y z, respectivamente . 

.Por lo tanto el tensor deformación queda: 

o u o u o u 
ox ay oz 

[E) � 
ov av av 

az 
= 

ax ay 
1 
2'Y.cy ty 

aw aw aw 1 1 
ax ay az. 2'Y.cz 2 'Yyz 

3.6 Determinación de la defonnación l ineal y angular 

Hemos estudiado que el vector deformación se puede descomponer en un vector en la dirección lineal 

de P a P1 y en otro vector perpendicular a dicho vector lineal. Es decir 

(3.6) 

Además se ha visto que el vector deformación lo obtenemos con la expresión (3.11), que nos di�;e 

t: = [E] e (3. 1 1 )  

Donde [E] es el tensor esfuerzo y e es el vector unitario en la dirección �e P a P1• Entonces: 

1 1 e_. l'Yxy 2'Y.<: 
cos a 

- 1 1 
cos {3 (3. 1 4) e = z'Y.t>· e_... 2'Yy;: 

1 1 
cos 'Y 

l'Yx: 2'Yy:. t;: 

Para la determinación del vector deformación lineal basta proyectar el vector deformación sobre el 

vector unitario. 
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Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual a la proyección de sus módulos, a saber 

e • e ;:: 1 e 1 1 e 1 cos o 

Como e es un vector unitario tenemos: 

e . e ;:: 1 e 1 cos o 

Donde fJ es el ángulo formado por e y e (figura 3.15). 

e 

FIGURA 3.15 

Por Jo tanto, obtenemos la magnitud del vector deformación lineal 

(3.15) 

La dirección del vector deformación lineal tiene la misma dirección del vector unitario. Por lo tanto, 

para obtener la dirección de la deformación lineal basta multiplicar su magnitud por el vector unitario 

Para saber qué sentido tiene, seguimos la convención que ya estudiamos, es decir: 

Si e · e > O, la deformación lineal sufre un alargamiento. 

Si e · e < O, la deformación lineal sufre un acortamiento. 

(3. 16) 

Para la determinación de ta deformación angular basta realizar una resta de vectores, debido a que: 
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Por lo tanto 

(3.17) 

Obviamente la magnitud, dirección y sentido están dados directamente por el vector que representa la 
deformación angular. Sin embargo, es bueno conocer la magnitud del vector en forma escalar, la cual 
la encontramos al obtener el modulo del vector, 

o con la ley del triángulo rectángulo 

3. 7 Deformaciones principales 

leol = w.f 

2 2 e2 = e, + e0 

(3.18) 

(3.19) 

Las deformaciones principales son aquellas que actúan en la d irección de P a P1 solamente, es decir,
. 

cuando las deformaciones angulares son nulas; se trata por Jo tanto de deformaciones l ineales ex­
clusivamente, y a las direcciones en donde están actuando se les llama direcciones principales. 

Al no tener el vector deformación angular, el vector deformación es igual al vector deformación lineal, 
es decir: 

Sustituyendo las ecuaciones (3.14) y (3.16), en la (3.20), tenemos que: 

ecos a 

ecos� ::: 

¿; cos 'Y 

e _, 

1 2'Y .• y 

1 
2"(<). 
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cos {3 f 
cos 'Y 
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Realizando operaciones: 

1 1 e cos a = e cos a + _-v cos {1 + _-v cos -v 
A 2 lxy 2 I.JCZ 1 

e cos {3 = ..!.-y cos a + e cos {3 + �'Y cos -y 
2xy y 2)'Z . 

e cos -y = ..!.-v cos a + ..!.'V cos (3 + e cos -v 
2 '� 2 'YZ z t 

Ordenando términos y factorizando 

1 l (ex - e) cos a + _-v"" cos (3 + -"" cos "" = O 
2 1 •• , 2 l. r: , 

1 1 2'YAZ cos a_ + 2-y}'t cos {3 + (e. - e) cos -y = O 

(3.21) 

Como se puede observar el sistema de ecuaciones (3.21) tiene 3 ecuaciones con 4 incógnitas, las cuales 
son: cosa, cos {3, cos -y y e. Por lo tanto necesitamos una ecuación más, dicha ecuación es: 

cos2 a + cos2 {3 + cos2 -y = 1 {3.22) 

Con la ecuación (3.22) eliminamos la solución trivial del sistema (3. 21), y para que exista una solución 
del sistema diferente de la trivial el determinante debe ser igual a cero. 

Lo que implica: 

1 1 ex - e 2"� .ry z"�y:: 

1 1 o z"xy e, - e 
2 'Y y:: = {3.2la)  

1 1 
2"�-tZ 2"�}2 ez -e 
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Desarrollando y ordenando tenemos: 

- e' + (e, + e, + t,) e' - [ e,, e, + e, e, + e, e, - [�'Y.., r 
- [�'Y� r - [�'Y., r ] e + e, e, e, - e, [�'Y� r - e, [�'Y. r 
- e, [ � r., J' + 2 [ � r,, J [ ár" J [ ár� J · 0 

Esta ecuación se puede escribir de la forma 

donde: 

1 = E 1 X 

/2 ;; c.,. Gv + GI G" + e)' e, - 'V - "V - 'V [1 ]2 [1 ]2 [1 ] 2 . - - 2 '·<>' 2'}': z 'xz 

1 1 e ��'·:-· 2'Y,,: ,{ 

Determinante 

/3 
1 1 del ::; -:=;-'Yxy e y 2'Y)..: = tensor 
¿.. 

deformación 

1 1 
z'Yx� z'Yr: e. 

(3.23) 

Los valores de 1., 12 e /3 reciben los nombres de invariantes del tensor deformación por la razón de 
que siempre tienen el mismo valor, independientemente del sistema de referencia que se utilice. 
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/1 - invariante lineal 

12 - invariante cuádrico 

13 - invariante cúbico 

La ecuación (3.23) es una ecuación de 3er. grado y nos conduce a encontrar tres valores reales, los 
cuales son las deformaciones principales, y se les denomina: 

e1 - deformación �rincipal mayor 

e2 - deformación principal intermedia 

� - deformación principal menor 

Para encontrar la dirección en donde actúa cada una de las deformaciones, se recurre al sistema de 
ecuaciones (3.2 1 )  y a la ecuación (3.22), de donde se obtienen los cose�os directores de cada una de 
las direcciones. 

El sistema de ecuaciones (3.2 1 )  y (3.22) se resuelve para cada valor de e, o sea se reemplaza a e por 
e¡ en el sistema y se resuelve en el sistema encontrándose los cosenos directores cos cx1, cos (31 y cos 
')'¡, para e¡. De manera análoga se procede para e2 y e3, encontrándose cos cx2, cos {32 y cos '}'2; y 
cos cx3, cos {33 y cos -y3, respectivamente. 

• 

3.8 Estado de deformación plana 

Se presenta un estado de deformación plana cuando todas las deformaciones ocurren en direcciones 
perpendiculares a uno de los ejes ortogonales; por lo tanto, el tensor deformación no tendrá 
deformación lineal ni angular en la dirección de dicho eje. En otras palabras, se presenta un estado de 
deformación plana cuando las deformaciones sólo ocurren en un plano, por ejemplo en el plano xy. 

El tensor deformación [E] queda de la siguiente manera: 

1 ex 2'Y.ry 
[E] = 1 

(3.24) 

2'Yxy e Y 

Veamos la forma de determinar el estado de deformación en una dirección cualesquiera. El vectore 
de dirección está dado por 

-e = cos a- + cos R _ ' �J 
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Ya que en el plano xy, a + 13 = 90° y cos 13 = sen (90° - {3) = sen �. figura 3.16. 

Tenemos finalmente al vector unitario de la forma 

-e = cos a; + sen aj 

Como conocemos el tensor deformación y la dirección donde deseamos conocer el estado de 
deformación, podemos calcular el vector deformación que se obtiene de multiplicar el tensor 
deformación por el vector unitario. 

e = [E] e 

y 

X 

FIGURA 3. 16 

Desarrollando: 

1 

{ :} 
e 2'Y.>.y cos .. 

-e = 1 
2"·•Y [;y sen 

Las componentes del vector deformación son la deformación l ineal y la deformación angular. 

Para obtener la deformación lineal realizamos el producto escalar de dos yectores, entre el ve.ctor 
deformación y el vector unitario 
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- -e1 =e • e 

e, = [e, cos 01 + 4'Y.., sen " ] cos " + [ 4'Y.., cos " + e, sen "] sen " 

Si e1 es mayor que cero se tratará de una deformación lineal de alargamiento. 
Si e1 es menor que cero se tratará de una deformación lineal de acortamiento. 

(3.25) 

Para obtener la deformación angular podríamos seguir el procedimiento indicado en el inciso 
(3.6); sin embargo, este procedimiento resulta laborioso, por lo que podemos utilizar una 
propiedad del producto vectorial para determinar la magnitud de la deformación angular, 
recordando que (figura 3.17): 

1 e111 = 1 e 1 sen 6 = 1 e 1 1 e 1 sen 8 = 1 � X e 1 

Dado que lel = 1 

Por lo tanto 

leol = le X el (3.26) 

FIGURA 3.17 

Debemos insistir en que el módulo del vector deformación angular es igual al módulo del producto 

vectorial entre e y e. Esto no quiere decir que e8 sea igual al producto vectorial e X e. Es decir, e6 

es diferente de e X e.  
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Desarrollando 

e x e  

i j k 

e, cos tll\!:__., sen o 1 �-
o 

·-.. = -'Y cos (X + eY sen ex 2 .<)' 

cos ex sen ex o 

= k [ • .• cos "' • {'l'cy sen a] sen a - k cos a [{'Y.., cos a • e, sen a ] 
= k [e, cos a sen a + {'Y, sen 2 a e {'Y, cos2 a - •, cos a sen a] 

l leo! = e8 = (e_. - e)') sen ex cos a + -{Yry (sen2 ex - cos2 ex) (3.27) 

Para hallar el sentido de la deformación angular nos podemos auxiliar nuevamente del prod·Jcto 
vectorial e X e, dado que e y e son paralelos al plano X)', el producto e X e es un vector 

perpendicular a dicho plano, paralelo a la dirección del eje z, es decir 

e x e = ck (3 .. 26a) 

Si e > o, el vector e X e tiene el mismo sentido del eje positivo del eje z (hacia arriba del plano xy) 

y por lo tanto el ángulo (3 está comprendido entre o o y 180°. En estas condiciones la deformación 

angular e8 queda a la derecha de e, es decir provoca un momento positivo (momento en el sentido de 
las maneci.11as del reloj) con su deformación angular asociada e8, (figura 3. 1 8). 

e 

FIGURA 3.18 
99 



Si C < O, el vector e X e tiene sentido contrario al sentido positivo del eje z (hacia abajo) y por lo 
tanto está comprendido entre 180° y 360°, en estas condiciones la deformación angular e6, queda a la 

izquierda de e, es decir provoca momento negativo (momento contrario a las manecillas del reloj) con 
su deformación angular asociada (figura 3.19). 

8 

fiGURA 3.19 

El valor de C de la ecuación 3.26a es el valor de ea de la ecuación 3.27, por lo que el sentido de e6 
está dado por el signo de C, comentado en los dos párrafos anteriores, de la siguiente manera: si en 
la ecuación (3.27) e9 da positivo su sentido será tal, que provoque un momento positivo con respecto 
a su deformación angular asociada eo' (figura 3.20). 

En caso contrario el sentido de e6 será tal, que ocasione momento negativo con su deformación angular 
asociada e/ (figura 3.2 1 ) .  

FIGURA 3.20 
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FIGURA 3.21 

En ocasiones las ecuaciones (3.25) y (3.27) que son las de la deformación lineal y angular se 
encuentran en función del ángulo doble. 

Obtengamos estas ecuaciones, sabemos que: 

cos2 cr. = 1 + cos 2 ex 
2 

y 
1 - cos 2 cr. sen 2 ex = ---::::---

2 

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.25) y (3.27) se obtiene 

8_. + e}' ·e .. - ¿;y 'Y_ry e� :::: + cos 2 a + sen 2ex 
2 2 2 

ex - e 
en = y 

2 
"1.1}' sen 2a - cos 2 ex 2 

3.9 Deformaciones principales en el plano 

Como hemos visto el tensor deformación eslá dado por 

1 8_, 2'Y.ry 
[E] = 

1 
2 'Yry e y 
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Para encontrar las deformaciones principales en el plano, procedemos de manera análoga al estudio 
que se hizo en el espacio; la ecuación (3. 21a) queda para el plano 

Desarrollando: 

1 ex-¡; 2'Yxy 
= o 

1 
2'Yxy eY - e 

(ex - e) (e - �;) - [.!_'Y ] [_!'Y ] = O y 2 .l)' 2X)I 

e2 - e (e + e ) + e e - _!_ "";, ::; O X y .f y 4 1 • ., 

Resolviendo la ecuación obtenemos que las deformaciones principales en el plano son: 

(3.28) 

(3.29) 

(3. 30) 

Para obtener la dirección donde ocurren las deformaciones principales se puede proceder de la 
siguiente manera: 

Se deriva la ecuación (3 .25a} de la deformación 1inea1 con respecto a a y se iguala esta derivada a 
cero, con lo que obtenemos los valores de ex que conducen a valores extremos de e1 es decir, 
determinamos las direcciones principales de la deformación. La ecuación (3.25a) es: 

Ahora 

e + e 
e, = .... 

2 
Y + 8� - ¡;Y cos 2 ex + _!_'Y sen 2 a 2 2 .l)' 
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sen ·2a 
cos 2a 

1 'Yxy a = 
2 

angtan 
e .. - ey 

'Y .. y 
e -e ... )1 

(3.31) 

La ecuación proporciona los valores de a correspondientes a las direcciones principales de 

deformación; sin embargo, queda la duda de cuál es la dirección principal mayor y cuál es la dirección 
principal menor. Para resolver este problema, podemos recurrir al criterio de la segunda derivada que 
nos dice 

d2e l 
da2 

>O Tenemos que a es la dirección de la deformación principal menor. 

d1e 1 
da2 

< 0  Implica que ex es la dirección de la deformación principal mayor. 

= - 2(e_. - e) cos 2ex - 2 'Y.ry sen 2ex (3.32) 

En suma, para obtener las direcciones principales se utiliza la ecuación (3.31) y se obtiene a; y luego 
se emplea la ecuación (3.32). 

d2 2 
Si � < O, ex corresponde a la dirección principal mayor. Es decir a = cr1; si � >O, a da da 
corresponde a la dirección principal menor, o sea a = o:2• Una vez conocido cr1 o cr2, la otra dirección 

principal se obtiene sumando 90° al valor de a 1 o de a2 

o (3.33) 

3.10 Representación gráfica de Mohr 

Resulta interesante señalar que el es�do de deformación en una dirección se puede representar 

gráficamente en un sistema coordenado, en el cual en el eje de las abscisas se grafique la deformación 

lineal y en el eje de las ordenadas se represente la deformación angular. A esta construcción grafica 

se le denomina plano de Mohr. Demostraremos a continuación que el estado de deformacíón para 

cualquier dirección está representado por una región limitada por tres círculos en el plano de Mohr. 

Consideremos un elemento sujeto a un estado de deformación, mismo que expresado en función de las 

deformaciones prindpales, el tensor toma la forma: 
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Utilizando la ecuación e = [E] e, el vector deformación en una dirección cuyo vector unitario es 
e = cos a¡ • cos f3j + cos )'1 

valdrá: 

-
e = e, cosa; + e2 cosfJ1 + e3 cos"Yt 

Utilizando la ecuación 

Determinemos la magnitud del vector deformación e 

tP = c. 2 cos2 a + e 2 cos2 {j + e 2 cos2 "Y 1 2 3 

Dado que e, y e6 son perpendiculares se tiene que: 

Por lo tanto 

Sabemos que: 

e2 = e 2 + e 2 1 o 

Agrupando las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36} tenemos: 
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cos2 a + cos2 {3 + cos2 -y = l (3.38) 

Considerando a cos2 a, cos2 {3, cos2 -y como incógnitas y utilizando la regla de Cramer se puede 
resolver el sistema (3. 38). 

cos2a = 

ei 
cos 2 a :: 

e. 

e 2+ez 1 8 
1 

e. 

e 2 1 
1 

ez el 
e 2 

2 
el 3 

1 1 

e2 el 
e 2 

2 e2 3 

2 
+ Et� - e1 (e2 + e3) + e2 e3 

(e2 - e1) (e3 - e1) 

Análogamente se obtiene cos2 {3 y cos2 -y, por lo tanto: 

y 

= e12 + e/ - e1 (e1 + e2) + e1 e2 
(el - e3) (e2 - el) 

Estas últimas tres ecuaciones se pueden poner de la siguiente forma: 

[e, - [ e, ; e, l ]' 

[e, [ e, ; e, l r 
[e, ['' ; e, l r 

+ e 1 
= (J 

+ e 2 ::;: 
n 

+ e 2 � = 

[ e, 
- e2 r + cos2 a (e2 - e1) (e3 - E1) 
2 

[ e� - el ]' + cos2 {3 (e3 - e2) (e1 - e2) 
2 

[ ¿;2 
- el ]' + cos2 -y (e1 - el) (e2 - eJ) 
2 
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1 

Las ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41) representan ecuaciones de tres famiHas de círculos. 

La ecuación (3.39) es la ecuación de una familia de círculos " con centro en: C [ e, ; e, , O] 
y con radio R = [e,; e, ] ' • cos' "(e, - e,) (e, - e,) como se muestra en la figura 3 .22 . 

Podemos observar que las deformaciones lineales e1 y angulares e, las cuales queremos encontrar, 
están dadas por la ecuación (3.39), que como ya se dijo es la ecuación de una familia de círculos. 
Hallemos los valores extremos del radio de esta familia. 

Si a = oo 

Si a = 90° 

milia de círculos ex 

FIGURA 3.22 
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Análogamente se tiene que la ecuación (3.40) representa otra familia de círculos (3 con centro en: [ e3 +e1 l C 
2 

, O y con radio R = 

Si {J = oo 

Si 13 = 90° = 11' 
2 

� Rmiu, = j l-y- J = 

A si mismo, la ecuación (3 .4 1 ) representa otra fa mi 1 ia de círculos 'Y con centro en: C [ '• ; '' • O ] 
y con radio R = [ '' ;'• ]' + cos2 'Y (<1 - e,) (<2 - e,) 

Si 'Y = oo 

Si 'Y = 90° 

R = e2 - e. 
min, 2 

Tracemos los círculos 1 y 3 para su radio mínimo y el círculo 2 para su radio máximo. 
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Las deformaciones lineal y angular e1 y e9 están dadas por cada una de las fami1ias de círculos 1, 2 
y 3, pero estas tres familias sólo tienen una región común que es la zona ashurada de la figura 3.23. 

FIGURA 3.23 

Veamos ahora la manera de calcular la deformación lineal y angular sobre una dirección cuyo vector 
unitario está dado por: 

e = cosa,. + cos{31 + cos"Yt 
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El procedimiento consiste en lo siguiente: 

a) Tracemos a partir del tensor rleformación principal los tres círculos en el plano de Mohr, (figura � 
3 .24). 

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje e,; a continuación se traza también a partí r del 
punto A una recta que forme un ángulo a con la paralela al eje e,. Esta recta corta al círculo 2 en 
el punto A 1 y al círculo 3 en el punto A 11 • 

e) A partir del centro C1 se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A 1 y A" . 

d) Por el punto C se traza una paralela al eje e,; a continuación se traza también a partir del punto C 
una recta que forme un ángulo 'Y con la paralela al eje e,. Esta recta corta al círculo 2 en el punto 
e 1 ' y al círculo 1 en el punto e lf • 

e) Por el centro C3 se traza un arco de circunferencia que corte Jos puntos e 1 y e "  . 

f) Las coordenadas del punto de intersección D (e1 y e0) de los dos arcos de circunferencia nos 
representan la deformación 1ineal e1 y la deformación angular e0 en la dirección del vector unitario 
e = cosa¡ + cos{j1 + cos"Yk. 

FIGURA 3.24 
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A continuación demostraremos que el procedimiento descrito es válido: 

Tracemos por el punto C, que representa la deformación principal e:h una perpendicular al eje e1 y una 

recta que forme con dicha perpendicular un ángulo,.; esta recta corta a los círculos 1 y 2 en los puntos e 11 
y C 1 respectivamente. Valuemos de la figura 3.24 las coordenadas de C 1: 

por lo tanto 

Pero 

Sustituyendo tenemos 

Siendo 

por lo tanto 

También 

Pero 

por lo tanto 

· · - ·  . 

OE =OC+ CE 

OE = OC + CC 1 sen 'Y 

OC = e3; CC' =CA sen 'Y 

CA = (e1 -e�) 

EC1 = CC' COSJ' 

Ec, __ et - e3 - . sen 2 'Y 
2 
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Demostraremos analíticamente que el punto C 1 de la figura 3.24 representa el estado de deformación 
en una dirección cuyo vector unitario forma los ángulos -y = 'Yh {3 = ; y a es el ángulo necesario 

para satisfacer la condición 

Sustituyendo en las ecuaciones (3.11), (3.15) y (3.26), obtenemos el vector deformación, la 
deformación lineal y la deformación angular respectivamente. 

e =[E] e 

�. = � • e 

e0 = le X ej 
Si 

13 = 7r 
2 

entonces 

cos2 ex + cos2 -y = 1 

cos2 ex = 1 - cos2 -y 
por lo tanto 

· cos2 a = sen2 -y 

cosa = sen 'Y 

Sustituyendo valores en Jas expresiones anteriores tenemos: 

que es la ecuación a. 

1 1 1 

sen 'Y 
o 

cos 'Y 

(3. 1 1) 

(3. 15) 

(3.26) 



i j k 
e X e = E1 sen 1' 0 F.3COS')' 

sen 'Y O cos 1' 

= (e3 cos 1' sen 'Y - t:1 sen 'Y cos -y)j 
le X ej = e3 cos-y sen-y - e1 sen-y cos-y 

Tomando el signo negativo de la raíz tenemos: 

que es la ecuación b. 

Por lo tanto, se demuestra que las coordenadas del punto C' son la deformación lineal y angular en 
la dirección indicada. Es decir, el punto C 1 representa el estado de deformación en una dirección 
cuyos ángulos directores son 'Y = 'Y, {3 = ; y a queda obligado por los valores de -y y {3. 

Procediendo de manera análoga se demuestra que el punto A 1 representa el estado de deformación 
en una dirección cuyos ángulos directores son a = a, {3 = ; y 'Y está obligado por los valores 
de et y P. 

Hemos demostrado que el punto C' pertenece a la familia de círculos -y, por lo tanto, cualquier 
circunferencia que pase por este punto con centro en CJ, representará deformaciones en una dirección 
con ángulo director 'Y· 

Análogamente, el punto A 1 pertenece a la familia de círculos a, por lo tanto, cualquier circunferencia 
que pase por este punto con centro en C1, representará deformaciones en una dirección con ángulo 
director a. 

El punto de intersección de estos dos arcos de circunferencia representa el estado de deformación cuyos 
ángulos directores son a y 'Y· Ahora (3 es diferente a � y queda obligado por a y -y. 

Con lo anterior hemos demostrado que las coordenadas del punto D de la figura 3.24 representan: 

Su abscisa, la deformación lineal y su ordenada, la deformación angular, en una dirección cuyo vector 
unitario está dado por 

-e = COSCi¡ + COS/31 + COS')'t 
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3.11 Círculo de Mohr para el estado de deformación plana 

El círculo de Mohr en el plano es un caso particular del círculo de Mohr en tres dimensiones, por lo 
que se puede obtener a partir de éste; sin embargo, repetimos en esta sección la demostración completa 
del círculo de Mohr para el estado de deformación plana debido a su gran utilización en problemas 
prácticos de ingeniería. 

Como hemos visto anteriormente, en una dirección dada en el entorno de un punto, se presenta una 

deformación lineal y una deformación angular. Por lo tanto, si trazamos un sistema coordenado en el 
que en el eje de las abscisas se grafique la deformación lineal y en el de las ordenadas la deformación 
angular, queda así definido un plano que se denomina plano de Mohr. 

En estas condiciones, a cada dirección e asociada al vector deformación en estudio le corresponde un 

punto del plano de Mohr, que mediante sus coordenadas determina las componentes de dicho vector 
deformación en la dirección dada. 

Si el tensor deformación es 

[E] = [:· ';"] 0.()' )' 
= 

1 e.t z"�x>' 
1 2"(')' e Y 

Demostraremos que las ecuaciones de la deformación lineal y angular nos dan la ecuación de un 
círculo. 

Tenemos que: 

e = p 

e.. - e>' 
cos 2 "' + 

1 2 + 
2 

.... -z'Y.(). sen a 

1 
sen 2a - 2"1.,) cos 2a 

De la ecl\ación (3.2Sa) 

. �. 

é� + e>, é - éy 1 t: - · = "' e os 2 a + -"' sen 2 a i 2 2 2 lxy 

1. ··: ( f ( / .... ¡ 
--. , : 1 \ r �. .. • y: ....- f 

r -,r 

/ (.,_ .. . ./ (,� ,( 

1 13 

(3.25a) 

(3. 27a) 

(3.42) 



Elevando al cuadrado las ecuaciones (3.42)  y (3.27a) 

e,' - 2 e, (� • e,) + [ e, ; e, ] ' = [ <, ; e, l ' cos 2" 

Sumando (3.43) y (3.44) tenemos 

[¡;+E; 1 La ecuación (3.45) es la ecuación de una circunferencia con centro en el punto ·• 2 ,. , O [e.+s.l2 ¡1 ]1 
x 2 Y + 2"'·' lo cual queríamos demostrar (véase la figura 3.25). 

O e y X F1. 

FIGURA 3.25 
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Trazo del círculo de Mohr teniendo como dato el tensor deformación plano. 

l. Se determina el radio del círculo 

1 
FIGURA 3.26 

2. Se determina el centro 

3. Se conocen los puntos A y B de la figura 3.29 que son las deformaciones lineales y las 
deformaciones angulares asociadas. 

Dado que las ecuaciones (3.45) del círculo de Mohr se obtuvieron a partir de las ecuaciones (3.25a) 
y (3.27a), en las cuales rige la convención de momentos (inciso 3.8), en el plano de Mohr se utiliza 
también esta convención de signos la cual se describe a continuación : 

Para las deformaciones lineales cuando provocan alargamientos son pos1t1vas, y cuando provocan 
acortamientos son negativas. Las deformaciones angulares se rigen por eJ momento que ocasiona el 
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par en el elemento diferencial, como se observa en la figura 3.26, positivo, si el momento provocado 
es conforme a las manecillas del reloj (figura 3.27), negativo en caso contrario (figura 3.28); por lo 
tanto: 

1 2">';;y 

..L.r 2 xy 

y B [e , .!.-y ] 
y 2 .l)' 

,:.==�l. v • 2 ' 

.. 

FIGURA 3.27 

FIGURA 3.28 

1 -¡Yxv 
� 

4. Se une el centro del círculo con ambos puntos A y B, obteniendo el diámetro del círculo. 
5. Se traza la circunferencia (figura 3.29). 

Del trazo del círculo de Mohr se obtiene lo siguiente: 

l. En los puntos donde el círculo de Mohr corta al eje de las abscisas se tiene que c0 = O, por lo que 
en esos puntos se tienen las deformaciones principales. 

2. La deformación angular máxima es numéricamente igual al radio del círculo. Las coordenadas de 
la deformación lineal asociada a la deformación angular máxima y de la deformación angu lar 
máxima son: 

± 
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3. Cada punto del círculo representa el estado de deformación en una dirección dada; para obtener 

dicha dirección se utíli7.a el procedimiento del polo de las deformaciones que a continuación se 
desarrolla. 

FIGURA 3 . 29 

3 . 1 2  Procedimient.o del polo de las deformaciones 

El procedimiento del polo de las deformaciones e.s un método que sirve para determinar de manera 
sencilla la deformación lineal y angular en una d i rección cualesquiera cuando se conoce el tensor 
deformación en el plano . 

Se verá primero la demostración para un estado de deformación principal plana y ,  posteriormente, se 

tratará el caso general del estado de deformación plana . 

Determinación del polo de las deformaciones en el plano del círculo de Mohr teniendo como datos las 

deformaciones principales <:1 y �;2 de\ elemento o i ferenciaJ siguiente (figura 3 . 30) . 

l .  A partir del esfuerzo c1 se traza una recta vertical .debido a que la deformación a2 está actuando en 

el plano vertical . 

2. A partir del esfuerzo �;1 se traza una recta horizontal debido a que la deformación �;1 está actuando 
en el plano horizontal. 

3. Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersccan en un punto sobre la circunferencia; a 
ese punto se le llama polo de las oeformaciones. 
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El conocimiento del polo de los esfuerzos sirve para determinar las deformaciones lineal (e,) y angular 
(e0) en una dirección cualesquiera. Es decir. dada una dirección en el elemento diferencial, con el 
auxilio del polo se pueden determinar las deformaciones l ineal y angular que actúan en esa dirección. 

e2 < e, 

1 
e o .: 

,e: 

e2 � e� 
�2 

El procedimiento consiste en lo siguiente: 

-� 
�t .!: O  b �  

.!/� 
o .. 

ti 

--4� 

Polo de Jo• 
de formocione• 

FIGURA 3.30 

�, 

4. A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la dirección del cual se quieren conocer 
las deformaciones. 

5. Las coordenadas del punto de intersección del plano auxiliar con la circunferenc ia del círculo de 
Mohr, proporcionan la deformación l ineal y angular buscadas (figura 3 .30). 

A continuación se verá la demostración del punto 5 apoyándose en la figura 3 .3 1 .  

Determinación de e , :  

En el triángulo ABC 

COSA = 

Por lo tanto 

a AB = 
e1 - e2 AC 
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En el triángulo ABD 

Determinación de e8: 

En el triángulo BCD 

Pero en el triángulo ABC 

FIGURA 3 . 3 1  

COSA :;: b 
a 

b = a  cosA ::: (e1 - e2) cosA cosA 

= t2 ( 1  - cos2A) + e1 cos2A 

eB BD COS A = - = -
e BC 

sen A = __ e_ = _Be_ 
t:1 - e2 AC 
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Por lo tanto 

Donde ).. es el ángulo que forma el plano auxiliar a la dirección donde están actuando la deformación 
lineal y angular con el eje de las abscisas (figura 3 . 32). 

y 

Dirección en que actúan 
e, y e9 

X 

FIGURA 3 .32 

Sabemos por lo visto anteriormente en las ecuaciones (3.25) y (3.27) que: 

e = e cos2 a + e sen 2 a + -v sen a cosa 1 .. y lxy 
y 

En el caso que nos ocupa tenemos que: 

y 

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores 

1 20 
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Donde a es el ángulo que forma el vector unitario en la dirección donde actúa la deformación lineal 

con respecto al eje de las abscisas (figura 3.32). Por lo que se puede concluir que entre el ángulo a y el ángulo ).. existe 90° de diferencia o sea que 

y donde 

sen ).. = - cos a 

y 

cos ).. = cos (a - 90 °)  

cos A. = sen a 

Si sustituimos los valores de cos f... y sen ).. en las ecuaciones de e1 y e0 

Con lo cual demostraremos que las coordenadas del punto de intersección del plano auxiliar con la 

circunferencia representan la deformación lineal y angular en dicha dirección. 

3.13 Detenninación de las deformaciones lineal y an�ular 

Utilizando el procedimiento del polo de las deformaciones en el plano de Mohr teniendo como dato 

el tensor deformación (caso general) y considerando ex > e>' (figura 3.33). 

l .  Se traza el círculo de Mohr. 

2. A partir del punto [e, ,  - �1'..,] se traza una paralela al plano donde está actuando e,. 

3. A partir del punto [ e, , �1', ] se traza una paralela al plano donde está actuando e,. 

4.  Las dos rectas trazadas en el plano de Mohr se intersecan en un punto que queda sobre la 

circunferencia� encontrando así el polo de las deformaciones. 

5.  A partir del polo se traza un plano auxiliar perpendicular a la dirección donde se desea encontrar 
las deformaciones lineal y angular que actúan en ella. 
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_!_ y  2 xy 

L y 
..L o lo dirección . 
de lo deformaciones 

FIGURA 3 .33  

6.  En el punto donde cruza el plano auxiliar con la circunferencia del círculo de Mohr se encuentran 
las deformaciones l ineal y angular que se querían conocer. 

Demostración general del polo de las defonnaciones para el caso plano 

Consideremos un elemento diferencial sometido a un estado de deformación como el indicado en la 
figura 3.34; el polo de la deformación, de acuerdo con el procedimiento indicado en el inciso (3. 12), 
se encuentra en el punto señalado en la figura 3 .35. Consideremos que queremos hallar las 
deformaciones en una dirección que forma un ángulo O con la horizontal (figura 3.34). 

-----�·�---· 

FIGURA 3 . 34 
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Como se señaló en el inciso (3. 12) se traza un plano auxiliar A-A a dicha dirección, y donde ese plano 
interseca a la circunferencia se obtiene un punto cuyas coordenadas son la deformación lineal y angular 
en la dirección (), 

FIGURA 3 .35 

Slata�t�o X -Y 

Para demostrar que lo anterior es válido rotemos los ejes coordenados un ángulo {3 como se muestra 
en la figura 3 .36, en donde {3 es el ángulo que forma la dirección de la deformación principal menor 
con la horizontal . 

fiGURA 3 .36 
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FIGURA 3 . 37 

Sistema x' - y' 
Dirección de la horizontal 
en el sistema x - y 

Supongamos ahora que queremos calcular la deformación l i neal y angular en la dirección perpendicular 
al plano A-A, pero ahora util izando el sistema coordenado x' - y ' . Para este sistema el polo queda 
ubicado como se muestra en la figura 3 .37. Para hallar la deformación l ineal y angular en la dirección 
normal del plano A-A. trazamos una paralela a la línea que forma un ángulo a menos {3 en el sistema 

x' - y '  (figura 3.36); esta paralela está indicada en la figura 3 .37 e interseca a la circunferencia en el 

punto de coordenadas (e� >  en) que son la deformación l i neal y angular en la dirección perpendicular al 
plano A-A. 

Tracemos la línea de inclinación {3 y de incl i nación Oi menos {3 en la figura 3.35 a partir de e2; la línea 
de inclinación a menos {3 interseca a la circunferencia en el punto que arroja la deformación l ineal y 
angular en la dirección O. Pero precisamente con el proced i miento i ndicado en el inciso (3. 1 2) se llega 
al mismo punto de coordenadas (e, , e11) debido a que el arco de circunferencia es el mismo con los dos 
procedi mientos. Con el procedimiento general , el ángulo Oi se mide a partir del polo, figura 3.35 ,  y 

con el procedi miento utilizado al girar los ejes (sistema x ' - y ' ) el ái1gulo a se m ide a partir del punto 

de abscisa e2; dado que los ángulos son iguales, ambas subtienden la misma cuerda debido a que son 
ángulos inscritos en el círculo; al subtender la misma cuerda con ambos procedimientos y a partir del 

punto de coordenadas [ c.,. . � l'x¡· ] , se 11ega al punto de coordenadas (e1 , e0) con lo que se demuestra 

que el procedimiento general del polo para el estado plano es válido. 
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4. Principios generales de la mecánica 

4.1 Introducción 

Los principios generales de la mecánica repres.�ntan las leyes fundamentales del comportamiento 
mecánico de la naturaleza a partir de los cuales pueden comprenderse diferentes fenómenos naturales, 
así como sistemas artificiáles creados por el hombre. 

Entre estos principios están: 

a) Conservación de masa 
b) Conservación de la cantidad de movimiento (segunda ley de Newton) 
e) Conservación de energía 
d) Aumento de entropía 

Estos principios tienen un gran alcance ya que son de validez general puesto que gobiernan todos los 
fenómenos mecánicos; ahora bien, en ocasiones y para simplificar los análisis se ignóran algunos de 
ellos por considerar que sus efectos son despreciables. Cada uno de Jos principios se representa 
matemáticamente mediante ecuaciones diferenciales-J Posteriormente se describirán brevemente así 
como la deducción de la ecuación que los represen.ta, la cual es válida para cualquier tipo de materiaL 

El estudio de estos principios es importante, ya que como se dijo antes, t:nediante ellos se logra 
comprender mejor el comportamient9 de sistemas mecánicos naturales (como son: la formación de 
estructuras geológicas, activación de fallas, sismos, movimiento de corrientes, etc.) ,  así como de obras 
hechas por el hombre (edificios, cimentaciones, presas, túneles, etc.). 

4.2 Principio de conservación de masa 

Este principio· enuncia que en el interior de un volumen de control no hay n i  creación ni destrucción 
de masa:.' Se entiende por volumen de control un elemento diferencial referido a un sistema de 
referencia fijo en el espacio (el cual es útil para seguir el movimiento de fluidos). Por tanto, el . ' 
principio expresa que si existen cambios de masa en dicho volumen estos son a consecuencia de un 
flujo de ésta a través de la superficie de control . 

Con referencia a la figura 4 .1  se ve que el incremento de masa en el elemento dv en la unidad de 
tiempo es 

Por otra parte, la masa que atraviesa un elemento ds de superficie Se en la unidad de tiempo, si tiene 
velocidad v, es (pv • n)ds ; igualando las sumas de todo el volumen y toda la superficie se obtiene 
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J (Jp dv = 
''r ar 

- f (pv • n)ds 
sr 

(4. 1 )  

(el signo menos (-) en la  integral de línea se debe a que al entrar flujo, el vector v va  en sentido 

contrario a la dirección de la normal ñ a la superficie) . 

Considerando el teorema de Gauss (véase el apéndice 4.A) se tiene que la integral de línea es igual a 

fs (pv • n)ds ::: J e div (pv)dv (4.2) 

reemplazando (4.2) en (4 . 1) se obtiene 

J . [ dp + div (pv)] dv = O 
''e ar 

(4.3) 

ahora como ve puede ser muy grande o muy pequc1io y la ecuación anterior se cumple, siempre y 
cuando el integrando sea nulo, o sea 

ap + div(pv) = o ar (4.4) 

que constituye la ecuación diferencial que representa el principio de conservación de masa, también 
llamada ecuación de continuidad. 

FIGURA 4 . 1 

Ahora bien, sí se considera la igualdad (A. 23 .c) del apéndice 4 . A  con relación a la divergencia, la 
ecuación (4.4) queda 
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como 

ap + grtul p • v + p div (V) = O ¡¡¡ 

ad - (Jn . g� p ..., _,... l ... 
ox 

dp . -· J + ay 
dp k 
az y 

entonces (4.5) se convierte en 

como 

iJp Vx ' iJp Vy + ap Vz + p div(v) = O 
ax ay az 

dp = ap 
dr ar 

+ 
(Jp Vx + (Jp Vy + 

ap Vz 
ax ay az 

es una diferencial total , luego (4.6) queda 

� + p div(v) :::: O 

que es otra forma de la ecuación de continuidad. 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

La ecuación (4.4) se aplica cuando se emplean sistemas de referencia fijos, en tanto que la (4. 7) 
cuando se utilizan móviles (los cuales se emplean en problemas de deformación de sólidos). 

Es interesante hacer notar que tanto en la ecuación (4.4) como en la (4.7) se ve que 

dp = - p div(v) dr 

o sea, que la .variación del campo escalar de densidades es proporcional a la divergencia del campo 
vectorial de .. �elocidades-:-'Es-deeir; que la variación de la densidad en cada punto es proporcional a la ....... � .  - __ ...... _______ .. . .  
divergencia del campo de velocidades en ese punto, de forma tal, que si la divergencia en un punto 
es negativa, hay aumento en la concentración de flujo de densidad y si es positiva, o sea hay 
divergencia, la densidad disminuye. 

4.3�Princip�o de conservación de cantidad de movimiento � 

1 Este .pri o_G!.P-i() �lli_yªA�.-ª-1-ª. seg!-!!1Q.�..JeY.._�e N ���0.11 q.ue .. expr�sª "�� -���g�z .<!t.:� �ar��iQ_t:t_ �on,_ �'?.:�P.ecto 
al tiempo de la cantidad de movimiento de un sistema mecánico es igual a_lª_re�u.ltqnl�_q�J�s__fuerzas • • . · - - . ---··- - · ----- -· • _ , , 4  . •  - .. -· •.. . . - .. ., 
-��t�O.?res 

-�
ctu����!) Enseguida se hará la deducción matemática de la ecuación que representa este 

princi pio. · 
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Considerando que si actúa una fuerza T(n. ) = T(n )ds sobre un elemento diferencial de superficie (ds) 
de volumen dv, existe una fuerza de cuerpo fp dv, entonces la resultante de las fuerzas que actúan es 

R = Le p fdv + �e T(n ) ds (4.8) 

Por otra parte a cada elemento diferencial del volumen de control puede asociarse la cantidad de 
movimiento (pv dv) y al volumen total 

C,..ov = J .. 
,. 

p vdv 

cuya rapidez de variación será 

a J p vdv of vr 

o bien intercambiando operadores 

J a (pv) dv 
1'r ar 

además la variación de la cantidad de movimiento debido al líquido que entra y sale será 

§ pv(v • n)ds . ,. 
igualando la suma de (4 .9)  y (4 . 10)  con R dada por la (4.8) se tiene 

J o(pv) dv + f p v(v • n)ds :: J p fdv + f T(n ) ds 
vr at s, v, s, 

por el leorema de Gau�s (ecuación (A.27) del apéndice 4 . A) .  

y considerando que 

te T(n ) ds = {e T .  n ds = L .. div (T) dv 

dív(f) = a'T(T) + 

ax 
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+ 

ay 

(4 .9) 

(4 . 10) 
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(4. 1 2) 
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(cabe señalar que la divergencia de un campo tensorial es un campo vectorial), por otra parte 

f. p v(v • n)ds = f div(p v ( v )  ) dv 
�e vl' 

(4. 14) 

puesto que 

div (pv(v) ) = grad (pv ) • v + pv div(v) 
(de la ecuación A.23.c del apéndice 4 . A) y 

grad (jiV) • V = O(pV) V + O(pV) V + o(pV) V � X � y � Z 

f. pv(v • ñ)dS = f [ o(pV) Vx + o(pv) V + o(pv) V< J dv + f pV div(v)dv (4 . 15) 
se vr ox ay y oz ve 

reemplazando (4.12) y (4. 1 5) en (4. 1 1 ) 

. J ,.,. pv div (v)dv = J ,.,. pf dv + f ,.,.div(T)dv 

agrupando términos y considerando que 

d(pv) = a(pv) 
dr ar 

(o sea, es una diferencial total) se obtiene 

J " [d (pv) + pv div(v) - pf - div(T) J dv = O 
e dt (4. 1 6) 

en este caso como v, puede tener cualquier valor y el integrando debe ser cero para que se cumpla la 
ecuación (4. 16) entonces 

d(pv) 
+ pv div(v) - pf - div(T)  = O dt 
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que es igual a 

p dv + v dp + pv div(v) - pf - div(T) = O dt dt 

como la aceleración a es igual a 

a 

entonces 4 .  171 se convierte en 

dv 
dt 

p{i + V [ � + p div(v) ] • pf + div(T) 

(4. 171) 

puesto que la expresión entre paréntesis es nula por ser la ecuación de continuidad (4. 7) , entonces 

p a  = Pl + div(f) (4. 1 8) 

que es la ecuación de la conservación de la cantidad de movimiento, en ella se ve que 

div(T ) = P (a -J) 

o sea, es otra expresión en la que se relaciona un campo vectorial (el de fuerzas T )  y un campo 
escalar a través del operador divergencia, el cual relaciona el campo de fuerzas T con el campo de 
fuerzas másicas y de aceleraciones. 

Como una consecuencia i mportante de este principio se tienen las ecuaciones de equilibrio dinámico, 
las cuales a continuación se deducen. 

4.4 '\ECuaciones de equilibrio 1 

L Estas son las ecuaciones que debe cumplir cualquier elemento diferencial de un cuerpo que se 
encuentra en equilibrio dinámico y que son deducidas a partir de la ecuación de conservación de 
cantidad de movimien�(4 .18), por tanto, considerando que 

div(T) = a"T(T) + 
ax 
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de donde la ecuación (4. 1 8) se convierte en 

como 

. - �- [aT(f) pa  = p + ax + 
aT(j) + aT(f) ] ay az 

T( i )  = a i + r ;· + r k )( X)/ .(Z 

T(j. ) = T ¡ + (J j' + T k )!< y >� 

T( k )  = T i + T J. + u k 
Z.t :y z 

reemplazando las expresiones (4.20) en (4. 10) se obtiene 

-
= pf [� > 

ar_n· . ar pa  T 
+ ax· 1 + _:5:_ k ax 

a.,)!( . a u ar 
+ - l + _!_ j +  _5. k ax ay ay 

aru a., 3o. ] +· + _3! j + _. k az az oz 
como 

y 

f- = ¡· i + "J' + f k . .  ( Jy ' ;: 

igualando los coeficientes de los vectores unitarios i, j y k se tiene 

p ax 
p ay 

p az 

= pf. ·' a(J 
+ .{ ax 

arxy 
= Pi;, + ax . a., = pf + _5. . ax 

1 3 1  

+ 

+ 

+ 

or,.. + arz.< ay az 
éJCTY ar + ty ay -az. 
ary. 

+ 
a(Jz ay az 

(4. 19) 

(4.20) 

(4. 2 1 )  

(4.22) 



que son las ecuaciones de equilibrio buscadas; en ellas se ve que existe una relación estrecha entre 

las componentes del tensor esfuerro con los campos de aceleraciones a y el de fuerzas JF.ÍES 
importante recordar que en ellas implícitamente se cumplen los principios de conservación de masa, 
ecuaciones (4.4) o (4. 7), y el de conservación de cantidad de movimiento, ecuación (4. 1 8) , que s\>n 
válidas para cualquier materiaL

· 

4.S Principio de conservación de energía 

Según éste, la energía no se crea ni se destruye sólo se transforma (aquí no se considerarán los efectos 
relativistas de intercambio entre materia y energía) . 

Ahora, si se considera que el trabajo W comunicado a un sistema por fuerzas exteriores y además si 
se le proporciona energía calorífica Q, entonces éste experimentará un incremento en su energía 
cinética interna K y en la potencial de deformación e .  Puede decirse por tanto que 

(4.23) 

que indica que la suma de la variación de las energía cinética y potencial del sistema con respeCto al 
tiempo es igual a la suma de las variaciones del trabajo y calor comunicados a él,} 

como 

K = _!_  J pv2 dv 
2 mJ 

y 

e � J ''(" pe dv 

donde: 

e - densidad de energía interna por unidad de masa 

de (4.24) se ve que derivándola con respecto al tiempo tenemos 

o sea 

k = .!_ J d(pv2) dv = _!_ J [p (2v) dv + v2 dp] dv 
2 vol df 2 l'ffl df df 

K = J vo� (p va + v2 dp ) dv 2 dr 
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asimismo, derivando la ecuación (4.25) con respecto al tiempo 

é ;o; J d(pc.) dv ;o; J (p é + e op ) dv 
v.X dt vtX at 

ahora, de acuerdo con la ecuación (4.8) la resultante de las fuerzas externas R está dada por 

R = J v,. pf dv + {.: T(n )ds 

y como W = R · a ,  entonces derivando con respecto al tiempo 

reemplazando (4 . 8) en (4 .28) 

o sea 

W = J v p.f • v dv + { T(n ) • v ús J v Pl · v dv + J v div v T(n. ) dv 

W = J v [ p.f • v + grad (v ) • T(n ) + v div T(n ) ] dv 

Por su parte 

Q = f� (j • ñ ds + J v p h  dv = J v div(q)dv + J v ph dv = J v (div(q) + ph )  dv 

siendo 

q ·· vector de flujo calorífico; q = k grad (O) 
h - entalpía; h :: u + pv � h :: dh 

dt k - coeficiente de conductividad térmica 
e - temperatura 
u � energía interna · 

p - presión 
v - volumen 

sustituyendo (4.26), (4.27), (4.29) y (4.30) en (4.23) se tiene 

f [P v a  + � dp + p e  + e dp - p J · v - grad ( v )  · T(n ) 
v 2 dr dt 

' 

- v div (T( n ) )  - div 0) - p h ] dv � O  
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reordenando t { (pt - grad(v) • T(n ) - div (lj) - ph )  • r • ;' ] � 
• v ( pa  - PI - div ( T(n ) ] } dv • O (4 . 3 1 )  

y el término entre paréntesis rectangulares es nulo porque representa el principio d e  conservación de 
cantidad de movimiento (ecuación 4. 1 8); por otra parte, en este caso no se considera flujo de masa, 

o sea, no existe variación de la densidad con el tiempo, por tanto dp = O ,  entonces la ecuación (4.3 1 )  

�· � 

J ..,.. (pt _ - grad(V) • T(n ) - div (q) - ph )  dv = O (4.32) 

Para que la ecuación (4. 32) se cumpla (como se ha visto anteriormente el integrando debe ser nulo), 
se despeja pe 

pe  = grad (v ) • T(n )  + div((j) + p li 

que es la ecuación que representa el principio de conservación de energía. 

Como 

q = k grad(lf) 

entonces 

div({j) = div (k grad(O) )  = k  V 2 O 

(por la propiedad (A.25 .c) del apéndice 4.A) ,  además como 

donde 

. e do e = -,. dt 

Cv - calor específico a volumen constante 

por lo que otra forma de la ecuación de energía será 

dO - - 2 • P C,. dt 
-= grad(v) • T( n )  + k V O + p h 
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Ahora como (ver ecuación 4.A.7 del apéndice 4 . A) 

av av" av .t + + .( 

--ax ay ¡¡z 

grad(v) = 
iJVY av avy + y + ax ay iJz 

avz a v avz + z + ax ay iJz 

y de las relaciones (4.20) se tiene que 

a. + r:F• + r.o:::. 

T( n )  

entonces 

grad (ii) · T(n ) = 

+ 

+ 

[ 
[ 

;: 

av . X 
iJx 

av y 
ax 

r.ry + 

Tx:: + 

iJv + ,{ 
ay 

+ avy 
ay 

[ �;. ��· 

a )' + T:_v 

'Ty: + a, 

+ a�. 
az 

+ avy 
az 

av. + 
az 

l 
l 
l 

(a + r + r ) X )<:t ZX 

(TI). + (J y + T ) :y 

( r,, + r)-z + q� ) 

Si se considera que existe desacoplamiento entre componentes de esfuerzo y velocidad, de manera que 
los productos mixtos entre componentes normales y tangenciales son nulos, por ejemplo: 

a, [ a;; ] · O , r • 
)l< 
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y tomando en cuenta la simetría, el tensor [ T] (T ">' = T � , etc.)  entonces se llega a que 

grad(V) - av av av [av av ] • T(n ) = U _x_ + (J _Y_ + (J -"- + T _x + _Y 
JC ax y ay z oz .xy oy ox 

+ T [� + �J + r ¡� + �J 
xz az ax yz az ay 

ahora considerando las relaciones cincmáticas 

se tiene 

av 
2 t = _JC_ x¡: az 

expresión que representa una potencia mecánica. 

OVZ + , etc. 
ax 

(4 .36) 

(4.37) 

Por su parte la variación de la entalpía con respecto al tiempo h se puede considerar que está dada por 

si la energía interna u es constante entonces 

ya que 

p - presión isotrópica 

sustituyendo (4. 37) y (4 .39) en (4. 35) se tiene 

a o pC - = k'\7 2 2 0  + (a + pp) t + (u + pp)t " aT ·• ·• y y 
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que es una forma más útil del principio de conservación de energía, la cual también es válida para 
cualquier material. 

Ahora bien, se pueden obtener casos particulares de la ecuación (4.40) aplicables a distintos materiales, 
ya que si se observan los términos correspondientes a la potencia mecánica, en ellos pueden reem­
plé:Wlrse los términos de esfuerzos de acuerdo con la ley constitutiva del material en cuestión, así, si 
por ejemplo se tratara de un líquido para el que es válida la ley de Newton en la que 

(ax + p) = 2p.éx - ; p. div(v) 

(u + p) = 2p.é - 2 p. div(v) , etc. y 
3 

r xy = 2}dxy , r � = 2p.t .... , etc. 

(ver capítulo sobre viscosidad) , entonces reemplazando esto en la ec. (4.40) se obtiene 

pC. �� = kV 2 8 • 1' { [ 2 (t: + t: • t!) 

• 4(t;,. • e;, • t� )  ] - � (div(v)' ) } 
considerando que 

a la expresión entre corchetes { } se le denomina función de disipación <J>; entonces se obtiene que 

pC a o = k V' 2 o + 11 4J \' OT r-

asimismo como 

donde 

R 
e - e  ....::.. = e - P 

,. 
-

P 
-

M P p8 

CP - capacidad térmica a presión constante 
Ro - constante universal de los gases 

M - peso molecular de un gas 
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entonces 

derivando con respecto al tiempo 

p c .. o = P cp 6 - p 

e do = e do _ dp p 
V dt p p dt dt 

reemplazando (4.43) en (4.41) se obtiene 

P e d 0 = kv 2 o + u 4> + dp 
P dt · r dt 

(4.43) 

(4.44) 

vale la  pena recordar que l as ecuaciones (4.41) y (4.44) sólo son válidas para fluidos donde rige el 
modelo del cuerpo de Newton, en tanto que la  ecuación (4.40) se considera de validez general. 

En la ecuación (4.40) se· observa que existe un acoplamiento entre los estados de esfuerzos y el campo 
de temperaturas O. O sea que se muestra como era lógico esperar, que los estados de esfuerzos inducen 
cambios de temperatura y viceversa. Además también se ve que dicha interacción depende del tipo de 
material, puesto que i ntervienen las cantidades de deformación que están l igadas a los esfuerzos a 
través de las propiedades del material. 

4.6 Principio de aumento de entropía 

�ste principio expresa que "la variación con el tiempo de la entropía total (ST) de un sistema, nunca 
es menor que la suma del flujo de entropía S1, a través de sus fronteras, así como del tlujo de entropía 
proporcionada por la masa que fluye a través de ellas" �  Para recordar el concepto de entropía se puede 
ver el apéndice 4.8. 

_La variación de entropía total se representa por dS/dl el flujo de entropfa debido a la masa que fluye 
· se representa por B. entonces el principio mencionado se simboliza matemáticamente de la  siguiente 
manera 

como 

dS1' - B 
- f S ds ';:! O dt Sr j 

dS1 d J J dt - dt w>l p r¡ dv = 
k ··ol p i} dv 
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siendo 11 la densidad de entropía (o sea tiene unidades de energía por unidad de temperatura y por 
unidad de masa), por otra parte 

B = J v p b dv (4.47) 

donde b es la densidad de entropía que entra o sale por el flujo de masa, asimismo 

S1 = p ( s , n) (4.48) 

(siendo s el vector que representa el flujo no material de entropía), reemplazando (4.46), (4.47) y 

(4.48) en (4.45) se tiene 

J p i} dv - J p hdv - f p (s • ñ) dv � O V, V, s, 

aplicando el teorema de Gauss y agrupando términos 

J v, (pi} - pb - div (S)) dv > O 

de aquí se concluye que el integrando debe cumplir la desigualdad siguiente 

pi¡ - pb - div (S) � O 

que es una forma de representar matemáticamente el principio de aumento de entropía. 

Ahora, si se llama 

P'Y = p?J - pb - div (S) 

donde 'Y es la producción local de entropía se tiene que 

P'Y � 0 

(4.49) 

(4.50) 

(4.5 1 )  

(4.52) 

(4.53) 

lo cual indica que la producción local de entropía siempre es mayor o igual a cero, lo que ilustra el 

principio de que siempre aumenta la entropía de �n sistema. 

Como '17, b y  S deben ser funciones del espacio, tiempo y temperatura, entonces 
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TJ = 4>1 (x, y, z, t, 8) 

b = �1 (x, y, z, 1, O) 

S = �3 (x, y, z, t, 8) 

luego las funciones solución del problema (c/>1 ,  �2, </>3) deben cumplir la ecuación (4 .5 1).  

Ahora, si  se considera que 

S =  q 
8 

+ s. 

y 

h = �  ... h¡ 
8 

(4.54) 

(4.55) 

{4.56) 

donde 9.. es el flujo de entropía debido al flujo de calor y � el de entropía por el flujo de energía, o e 
sen tanto que S1 y h1 se deben a otros tipos de causas. Ahora considerando que por el principio de 

conservación de energía (ecuación 4 .33). 

h = t - .!. grad{v) 
p 

- 1 T(n ) - - div(Jj) 
p 

entonces en (4.56) queda 

b = h1 + !:.. - -
1 grad(v ) • T(n ) - -

1 div(q) 
O p8 pO 

sustituyendo (4.55) y (4.58) en (4 . 5 1 )  se obtiene 

b P 1 A - T - 1 d' -Pil - p 1 - - t + - g rau ( v) • ( n ) + - 1 v ( q)  
8 8 6 

reordenando 

- div [ � ] 

(4.57) 

(4.58) 

- div(S. ) � O 

p ¡� - � ] + j grad(\i) • T(ñ) + j div( 7j) - div [ � ] - div ( S1 ) - p b1 ;, O (4.59) 

como de la propiedad de la divergencia (ecuación (A.23.c) apéndice 4.A) 

div [ : ] = div [ j • 7i ] = grad [ � ] · q + � div(ij) 
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entonces 

! div(ij) - div [ � ] : grad [ { ] ·  q (4.60) 

sustituyendo (4.60) en (4.59) se obtiene 

P [ � - � ] + i grad(V) • T(ii) + grad [ { ] ·  7j - div(S1) - p b, ;, O (4.61)  

puesto que, como se vio anteriormente 

t = e,. iJ 
q =k grad(O) 

y 

lo cual reemplazado en (4. 6 1 )  se obtiene 

p [ ;¡ - e" ; ) + i [ a, t, + •, t, • •, t, + 2 ('o· '"' • 1 � e� • r, t,) l 

• k grad [! ] · grad(ii) - div(S,) - ph1 ;, O (4.62) 

que constituye otra forma de la ecuación del principio de aumento de entropía, en la cual se ve que 
los campos de entropía ('tJ, S1 y b1) están relacionados con los de temperatura (0) y los de esfuerzos 
(a.r, uY, etc . ) .  De ello se conc1uye que existe interacción entre entropía, temperatura y esfuerzos, lo cual 
implica que los cambios de esfuerzos y/o de temperaturas necesariamente inducen cambios en la 
entropía del sistema, de manera que ésta siempre aumenta. 

4. 7 ,Resumen de ecuaciones de principios mecánicos 

A continuación se presentan las cuatro ecuaciones representativas de los principios generales de la 
mecánica (ecuaciones (4.7). (4. 1 8), (4.40) y (4.62)). 

Principio de conservación de masa: 

dp + p div(v) = o 
dt 
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1 Principio de conservación de cantidad de movimiento: 

P a = P 1 + div (f) 

Principio de conservación de energía: 

p C o(J = k V 2 () + (ux + pp) tx + (u>. pp) ty + (u. + pp) t. 
,. ar � · • 

+ 2 (T AY éAY + 1' x:. tx:. + T y. i;y: ) 

Principio de aumento de entropía: 

p � - C, � ] + i [ a, t, + a, t, + a, t, + 2 (Tcy t., + T � t� + T J< t,) l 
+ k grad [ ! ) · grad (if) - div(S, ) - pb1 ;,. O 

(4 . 18) 

(4.40) 

(4 .62) 

Estas cuatro ecuacione5 como se ha dicho con anterioridad, son independientes del tipo de material 
que constituye a Jos sistemas y son por tanto de validez generaL 

Como un comentario en relación con este trabajo, mencionaremos qu�o se emplearán los principios 
de conservación de energía ni el de aumento de entropía; por lo que se hacen hipótesis simplificatorias 
de que Jos cambios de esfuerzos no inducen cambios de temperatura, ni de entropía en el medio; es 
decir, se supone que éstos son despreciables. Esto se hace para simplificar todos los análisis que siguen 
en este curso; sin embargo, en este capítulo' se presentan para no olvidar su existencia y recalcar su 
importancia como principios fundamentales de la física .y que al ser tomados en cuenta en los análisis 
se puede modelar mejor en la realidad. 

También vale la pena señalar que un análisis completo de un problema real implica la solución simultá­
nea de las ecuaciones que representan los cuatro principios aquí mencionados y además las ecuaciones 
constitutivas válidas para el material que conforma al sistema mecánico. Es obvio que dicha resolución 
simultánea es un problema matemático complicado. 

Además, es conveniente destacar que las ecuaciones constüutivas, para que sean aplicables a este caso, 
deben contener explícitamente términos correspondientes a los campos de temperatura y entropía, y 
no sólo una relación en la que aparezcan únicamente :los términos de esfuerzo y deformación, ya que 
como se sabe, comúnmente dichas ecuaciones son del tipo 

4>1  [T] = cf>2 [E) (4.63) 

siendo c/>1 y c/>2 operadores diferenciales de la forma 
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(4 .64) 

sino que deben ser relaciones tales como 

c/>3 <(T], [E), (J y S ) = O (4. 65) 

siendo c/>3 un operador diferencial muy general. 
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Apéndice 4.A 

l Operadores diferenciales 

Estos operadores son transformaciones matemáticas cuyo dominio puede ser un campo escalar o 
vectorial, a su vez su codominio también puede ser un campo escalar o vectorial.l Los operadoresy 
mencionado\�_!!_ el gr�ien�, �---�-??.:�io�al y la divergencia\él g�adiente se 

_
a�lica tanto a �ampos 

escalares como a vectonales y el campo- resultante de la transformación (codomtmo) en cualquier caso 
es vectori�l rotacional se aplica a un campo vectorial y el codominio aunque es un campo vectorial 
su resultante es escalarj Por lo que s9!efiere al tipo de cantidades físicas que constituyen los campos 
escalares se encuentran los campos gravitacionales, de temperaturas, de densidades, etc . ;  en tanto que 
en los campos vectoriales existen los de desplazamientos, velocidades, aceleraciones, fuerzas, etcJA 
continuación se describirán brevemente cada uno de los operadores mencionados. 

Gradiente de un campo escalar 

�ste operador permite obtener la derivada di reccional máxima de un campo escalar. Es decir�enera 
un campo vectorial que representa la derivada direccional máxima en cualquier punto de la región 
considerada, y nos da el vector que representa la dirección en la cual el campo escalar varía en mayor 
proporción¡ La transformación matemática en este caso se puede simbolizar de la manera siguiente: 

. ·� .. � .... 

<!> ,  (f) = v 

donde f es un campo escalar, v uno vectorial y <t> 1 un operador de la siguiente forma 

donde V se llama operador nabla. 

a 
el>, = ax 

El operador gradiente se suele representar más comúnmente como 

�rad(f) 

o también de manera más completa como 

�r . 
� }  u y 

gradif) = V .f 
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así que como fes una función de las coordenadas espaciales, o sea 

f = f (x, y, z) 

entonces grad(f) es un campo vectorial cuyas componentes, según las direcciones i ,j, k serán campos 
escalares por las derivadas parciales de f según x, y. y z respectivamente. 

Como un ejemplo físico de derivada direccional máxima se tiene la trayectoria que sigue el agua al 
escurrir por una montaña, en la que en cada punto de dicha trayectoria sigue el camino donde la 
derivada es máxima. 

Gradiente de un campo vectoritd 

.. _Este operador proporciona una derivada direccional para un campo vectorial, es decir, indica la 
dirección donde el cambio de dicho campo es máximo. En este caso la transformación es 

</>2 (u) = v (A.5) 

siendo u y v campos vectoriales dados por 

y el operador cl>i es • 

u = u_.(x,y,z) í + U/x,y,z)j + V;(x,y,z)k 

v = v.(x,y,z) i ... v}.(x,y,z)j + v.<x.y,z)k 

a ut 
ax 

Grad(ü )  = a uy 
ax 

auz 
ax 

a u  a u  
+ --·• + __ x 

ay az 
a uy 

+ -- a uy 
+ __ 

ay oz 
a u. a u. 

+ _. + _. 
ay az 

(A.6) 

(A.7) 

Mediante este operador se puede calcular el incremento del campo vectorial v = ll.u de la siguiente 
manera 

(A.8) 

* Obsérvese que el símbolo { } implica que es un vector y no una matriz. 
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o sea 

a ux a u + _x a u .. + _  
ox ay az 

V =  a uy auy a uy - + - • -
ax ay oz auz au� a uz - + - + -
ax ay az 

_ ¡aux a u  au ] _ v =  _ . _� + _x � ¡  + 
ax ay az .< 

.1 ·' o o 

o dy o (A.9) 

o o �z 

(A.  l O) 

de esta manera v representa el vector que se debe agregar al vector u en el punto P1 para obtener el 

vector u en el punto P2, al que se llega al agregar el vector .1r al vector de posición de P1 (figura 4.2). 

FIGURA 4 . 2  

Es conveniente hacer notar que la  simbología para obtener v en la ecuación (A .8) como un  producto _ 

punto, es sólo para señalar cómo se combinan los componentes de los vectores grad(u) y .1r, pero 
el resultado es un vector y no un escalar , como se observa en la ecuación (A. l O) .  
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Rotacional 

LEste operador se aplica a un campo vectorial y se obtiene otro campo vectorial. Esta transformación 

se expresa de Ja manera siguiente 

(A. l l) 

donde u y v son campos vectoriales dados por 

u = u .. (x,y,z) i + uy (x,y,z)j + ut (x,y,z)k (A. l2 .a) 

(A. l2.b) 

el operador </>3 se representa por rot u el cual se simboliza empleando el operador nabla de la manera 
siguiente: 

o sea 

i j k 

Rot(Ü)  =V X ü = 
i1 a a 
ox ay az 
u .. u y ul 

_ ¡ a  u a u l [ a  u a u ] [ a  u a u ] 
rot ( u )  = _z - _Y i - � - _.. j + _Y - _.. k . oy az ax az ax i1y 

(A. l3) 

(A . 1 4) 

puede observarse que el vector rot ü corresponde al vector v de la ecuación (A. l 2) y se ve la ecuación 
(A. l4) que se obtiene mediante derivaciones parciales de las componentes U.. , Uy y U4 del campo 

vectorial ü . 

El vector rot ü tiene la propiedad matemática tal, que si se proyecta sobre la normal asociada a un 

plano dado, es decir, si se ohtienc el producto escalar entre él y el vector ñ ,  la cantidad resultante es 
igual al límite al que tiende el cociente entre la integral de línea f u. dr sobre un contorno cerrado dado 
por una curva cualquiera (L), y el área encerrada por dicha curva cuando ésta tiende a ct:ro, o sea 

rot (u) • ñ = Lím [ fu · dr ]jt:J.s 
�.-o(l (A . l5) 

expresión que está referida a la figura 4.3 .  
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ñ rot. ( u )  

FIGURA 4.3 

Por tanto, la integral de línea puede representar el trabajo realizado por los diferentes vectores Ü, que 

constituyen el campo del mismo nombre, sobre la trayectoria definida por la curva L. Así que la 
integral tendrá unidades de energía, que en sí es una magnitud escalar, lo cual es congruente con el 

producto escalar entre los vectores rot (u) y n (que se observa en la ecuación A . l 5) .  Esta ecuación 
a su vez sirve de base al teorema de Stokes que se verá posteriormente. 

Ahora, desde el punto de vista físico, puede decirse que dada la configuración (o variación) que tenga 

el campo u, el operador rot (u) detectará la tendencia de que se forme el campo vectorial v .  Esto se 

entiende de la siguiente manera, si por ejemplo el campo u corresponde a uno de desplazamientos, 

de acuerdo como se distribuyen éstos se presentará la tendencia a girar o no en mayor o menor 

proporción. Esto es, si en un punto el rot (u) es cero quiere decir que no habrá giro en él, pero si no 

es nulo entonces si existirá y su magnitud y orientación estarán dados por el vector rot (u) en ese punto 

(recordar que como U( , UY y Uz son funciones de x, y, y z; entonces las cantidades que aparecen entre 
paréntesis en la ecuación (A. 14) también serán funciones de x, y, z). De igual manera un campo de 
velocidades según su variación puede inducir un campo de vectores torbellino y uno de fuerzas 

. producirá uno de vectores momento. 

Divergencia 

Este operador se aplica también a un campo vectorial, pero en este caso se obtiene un campo escalar. 
Esta transformación se expresa en este caso como 

c/>4 (u) = m (A. l 6) 

donde u es el campo vectorial y m es el campo escalar que están dados por 

ü = ux (x,y,z) i + uy (x,y,z)j + u� (x,y.z) k (A. 17a) 
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m = m (x, y, z ) (A. l 7b) 

ahora el operador <P4 se representa por div (Ü) , el cual también se simboliza empleando el operador 

nabla, pero de manera diferente a los operadores gradiente de un campo escalar y el rotacional como 
se muestra a continuación 

div(Ü)  = V ·  ü 

se tiene entonces que el campo m es por tanto 

a uy a u  
+ - + -

z 

ay az 

a u� auy m (x, y, z) = - + -ax ay 
a u, 

+ -az 

ya que se obtiene derivando las componentes U.� , UY y Uz del campo ü .  

(A. 18) 

(A. l9) 

A su vez el operador divergencia tiene una propiedad matemática importante, al igual que el rotacional, 
la cua1 se simboliza como 

(A.20) 

esta expresión se explica mediante la figura 4.4. 

Puede observarse en e11a que la integral representa la proyección del vector u ,  que pasa por cada punto 
de la superficie S que encierra e.l volumen �v. sobre la normal en dicho punto. Obsérvese que esta 
integral es una sumatoria de productos escalares y representa una cantidad escalar (y no vectorial) por 
tanto div (Ü) es asimismo escalar. 

En este caso, desde el punto de vista físico, puede considerarse que el operador divergencia detecta 
otra característica de la variabil idad del campo ü .  Esta consiste en determinar la tendencia a Ja 
concentración o desconcentración del flujo en los diferentes puntos del medio considerado, 
representado por el campo u ,  el cual a su vez condiciona que ciertas propiedades intensivas definidas 
para cada punto, que constituyen campos escalares, se incrementen o decrementen. 
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fiGURA 4.4 

Es decir, si  por ejemplo el campo u representa flujo de masa (velocidad de partículas), la divergencia 
de dicho campo indicará si existe aumento o disminución de la densidad en diferentes puntos; ya sea 
que la divergencia resulte negativa o positiva respectivamente (esto se ve con más detalle en el inciso 
4. 1 en lo referente al principio de conservación de masa). 

Observación con relación a los operadores diferenciales 
Es importante recalcar la aplicabilidad del operador nabla 

V a . a . a k = - 1 "" - J + ­
ox ay az 

en los operadores gradiente, rotacional y divergencia donde se ve que 

grad(f) = V  f 

rot (u) = V  X u 

dív(u) = v · ü 

(A.21)  

(A.22.a) 

(A.22.b) 

(A.22.c) 

y por tanto, operacional mente dicho operador nabla se maneja simbólicamenle como un vector; puesto 

que en el gradiente se aplica cada término de derivación al campo escalar f, en el rotacional se efectúa 

una operación semejante al producto vectorial cruz y en el divergencia una parecida al producto 

puntual, sobre el campo vectorial ü .  Asimismo es importante resaltar que el manejo de estos 

operadores en los cursos de Mecánica de medios continuos es relevante, puesto que en ésta se trabaja 
con campos escalares y vectoriales tales como los de desplazamientos, velocidades, fuerzas, esfuerzos, 

temperaturas, densidades, gravitacionales, etc. 
. ; 
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Enseguida se presentarán algunas relaciones importantes entre estos operadores. 

Igualdades importantes: 

a) grad(mf) = m  grad(f) + grad(m)  

b) rot(mu) ; m rot(ü)  + grad (m) x ü 

e) div(m u) ; m div(ü) + grad (m) 
-

• u 

(En Jas expresiones anteriores y las que siguen m y f son campos escalares y ü vectorial). 

Operadores sobre funciones compuestas: 

a) grad(j (r, S, . . .  ) )  ::: 
iJf grad(r) + iJf grad(s) + 
iJr as 

- a u  au b) rot (u (r, s ,  . . .  ))  = grtul(r) x _ + grad(s) x _ + 
ar as 

. au au e) d1v(u (r, s ,  . . .  ) ) = graJ(r) • - + grad(s) • - + . . .  
ar as 

Operadores compuestos: 

a) rot (grad (f)) ; O 

b) div(rot (u) ) = O 

e) div (grad (j)) = V 2  f 

siendo V2 el operador laplaciano dado por 

d) grad (div(Ü))  - rot (rol (U)) = V2 u 

siendo 

1 5 1  

(A.23.a) 

(A.23.b) 

(A.23.c) 

(A.24.a) 

(A.24.b) 

(A.24.c) 

(A.25.a) 

(A.25.b) 

(A.2S.c) 

(A.25.d) 



Teoremas integrales: 

l .  Teorema de la integral del rotacional (o de Stokes). 

Integrando la ecuación (A. l 5) en toda la superficie exterior 

f rot(ü) · ñ dJ = f u • dr 
5 L 

(A.26) 

Este teorema procede de la propiedad del rotacional dada por la ecuación (A. l5 )  y en él se ve que es 
posible reducir una integral de superficie a una integral de línea. 

2. Teorema de la integral de la divergencia (o de Gauss). 

Integrando la ecuación (A.20) en todo el volumen de control 

J div(u) dv = f u . n ds 
V S 

(A.27) 

Éste procede de la propiedad de la divergencia dada por la ecuación (A.20), en él se ve que una 
integral de volumen se reduce a una de superficie. 

1 52 



Apéndice 4.B 

Entropía 
La entropía es una propiedad extensiva de un sistema cualquiera dado que se requiere de referencia 
otro sistema. 

Por ejemplo, una probeta de un material (que en sí es un conjunto de partículas) o un mecanismo 

cualquiera de conversión de energía. Esta propiedad mide el grado de desorden de la materia, así como 
la cantidad de calor que no puede transformarse en energía mecánica útil al hombre. 

Puesto que es un concepto de nivel de abstracción elevado y debido a que no se puede medir 
directamente, conviene tratar de entenderlo a través de algunas de sus implicaciones más importantes. 

a) Se puede estimar cuantitativamente mediante ]a expresión 

T dT 
s = J e -

o V T 
(B. l )  

siendo S0 = O l a  entropía mínima que corresponde a una sustancia cristalina pura a 0°K (temperatura 
absoluta) , T la temperatura del sistema y Cv el calor específico a volumen constante. 

b) Una definición alterna del cambio de entropía es la siguiente: 

El incremento de entropía puede estimarse a través de las relaciones siguientes: 

o 

donde 

e 
dS = _,. dT + Ot dV 

T {3 

dS = CP dT - V 0t dp 
T 

Cv - capacidad calorífica a volumen constante 
CP - capacidad calorífica a presión constante 

a - coeficiente de expansión térmica 
(3 - coeficiente de compresibilidad volumétrica 
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En el primer caso, se ve que a presión constante la entrop{a crece al aumentar tanto la temperatura 
como el volumen del sistema, y en el segundo caso, que es a volumen constante, ésta crece si aumenta 
la temperatura pero decrece si se incrementa la presión. Ahora bien, como por la segunda ley de la 
termodinámica la entropía del universo siempre aumenta, entonces en el último caso mencionado al 
aumentar la presión y decrecer la entropía del sistema aumenta la del medio ambiente, ya que al crecer 
la presión se genera calor que se irradia hacia él. 

e) Ahora bien, de acuerdo con la primera ley de la termodinámica, si se comunica calor a un sistema, 
parte se convierte en energía mecánica y parte se irradia (o refleja, recordar que el calor también es 
una onda electromagnética) también como calor al medio que lo circunda. Esta parte se debe a la 
entropía del sistema y puede calcularse de la manera siguiente 

donde 

T - es la temperatura del medio ambiente 
S - es la entropía 

(B.3) 

�Qirrev - calor irreversible (o sea calor que no se puede transformar en energía mecánica útil) 

d) Por la segunda ley general antes mencionada, según la cual la . entropía del universo siempre 
aumenta, existen las dos tendencias siguientes: 

l .  De que el campo de temperaturas sea uniforme 
2.  De que se destruya cualquier tipo de estructuración posible en la materia (con lo cual se incrementa 

el volumen que ocupa), ya que entre más desordenada se encuentre, su ertropía será mayor; de esta 
manera, en una sustancia dada, su entropía crece al pasar del estado sólipo al líquido y de éste al 
gaseoso. Por este motivo, la tercera ley de la termodinámica dice que la entropía de la materia es 
cero a la temperatura absoluta (0° K) siempre y cuando sea perfectamente cristalina sin ninguna 
imperfección estructural (dislocaciones, etc .)  y que sea pura, es decir, sin ma_zerias extrañas a ella 
(impurezas) . Por tanto, los sólidos amorfos (por ejemplo, suelos) tienen entropía no nula aunque 
se encuentren a oo K.  Puede decirse ·que la entropía está asociada con la probabilidad de que la 
materia se encuentre en un estado ordenado o no. Ahora bien, siempre existe--mayor probabílidad 
de que la materia se encuentre desordenada después de un proceso de carga, por tanto, la entropía 
está asociada a esta probabilidad. 

Como ejemplos de la entropía en la naturaleza se tiene: a) la existencia de eventos espontáneos como son: 
·¡a erosión, Jos temblores, los rayos, etc. , b) la constante expansión del universo (a través de la cual 
aumenta su entropía) . 

Este fenómeno se manifiesta en problemas de ingeniería tales como: a) la ineficiencia de los métodos ·de 
conversión de energía (por ejemplo: la baja eficiencia de los motores); b) la generación de calor por 
fricción; e) el fenómeno de hístéresis; d) la pérdida de energía por tu.� ulencía en el flujo de líquidos; e) 
los deterioros estructurales por el uso en: estructuras, mecanismos, aparatos eléctricos, etc. 
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S. Elasticidad lineal 

5.1 Introducción 

_J.a elasticidad l ineal es la parte de la mecánica de los medios continuos que estudia el comportamiento 

de los sólidos cuyas propiedades son independientes del tiempo, también lo son durante el intervalo 
en que las deformaciones producidas en los medios continuos son recuperables al cesar el esfuerzo que 
las produce. 

El concepto de medio continuo es una idealización que se hace para los materiales reales, suponiendo 
que éstos están formados por una masa continua sin huecos o separaciones en su interior. 

5.2 Ley de Hooke 

La ley de Hooke expresa una relación l ineal entre esfuerzos y deformaciones. El factor de 
proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones recibe el nombre de Módulo de elasticidad o Módulo 
de Young (E). 

Para un material elástico sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, la curva esfuerzo-deformación 
es una línea recta con pendiente igual al módulo de elasticidad del material (figura 5 . 1 ) .  

� : 1 
l l - Inicial 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 
1 1 
L _ _  --r-- Finol  

F 

FIGURA 5 . 1  

Matemáticamente la ley de Hooke se puede escribir como 

a = E e 
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donde: 

(] - esfuerzo normal 
e - deformación unitaria 

E - módulo de elasticidad del material 

El módulo de elasticidad depende de muchos factores, siendo los más importantes el tipo de material, 

temperatura y velocidad de carga. Dado que la deformación unitaria es adimensional las unidades del 
módulo de elasticidad son unidades de esfuerzo. 

Puede afirmarse que la mayoría de Jos materiales usados por el ingeniero tienen un comportamiento 

elástico lineal para niveles de esfuerzo sumamente bajos. Sin embargo, cuando los n iveles de esfuerzo 
aplicados son considerables, el comportamiento del material deja de ser elástico lineal, no pudiéndose 
describir su comportamiento a partir de la teoría de la elasticidad lineal . 

Es un hecho experimental que al someter un cuerpo sólido a un estado de esfuerzos uniaxial , éste 

experimenta deformaciones longitudinales en la dirección del esfuerzo normal aplicado. Sin embargo, 

se observa también que el cuerpo se contrae o se expande, dependiendo de si el esfuerzo normal aplica­
do fue de tensión o de compresión , como puede verse en la figura anterior. La relación entre la 
deformación unitaria transversal (e,) y la deformación unitaria longitudinal (e1) con signo negativo, se 
conoce como relación de Poisson . 

donde: 

11 = 

P - Relación de Poisson 
e, - Deformación unitaria transversal 

e1 - Deformación unitaria longitudinal 

(5 .2) 

El signo negativo que aparece en la expresión (5 . 2) obedece al hecho de que si el esfuerzo normal 
aplicado es de tensión, la deformación en la dirección de ese esfuerzo será positiva, mientras que la 

deformación transversal Será negativa si el material se contrae, por lo tanto, la relación de Poisson será 
positiva. Si el esfuerzo normal aplicado es de compresión, la deformación en la dirección del esfuerzo 

normal es de signo negativo, en tanto que la deformación transversal es positiva debido a que el 
material se expande; por consiguiente, la relación de Poisson resulta positiva. Lo anterior nos permite 

concluir que la relación de Poisson definida de acuerdo con la expresión (5.2) siempre será positiva. 

En Ja tabla 5. 1 se presentan algunos valores típicos de la relación de Poisson para diferentes ma­

teriales, obtenidos en el rango elástico. 
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TABLA 5 . 1  Valores de la relación de Poisson 

Material Relación de Poisson 

V 

Acero 0.25 - 0.33 

Aluminio 0.34 

Vidrio 0.22 - 0 . 3 1  

Plomo 0.44 

Corcho 0.0 

Caucho 0.5 

Concreto 0.2 

Arena compacta 0.25 

Arcilla muy compresible 0 . 35 - 0.43 

Ley de 1/ooke generalizada 
Considérese un cuerpo sólido sometido a un estado de esfuerzos triaxial tal como se i lustra en la figura 

5.2.  Para calcular las deformaciones que se generan en el cuerpo por efecto de los esfuerzos aplicados 

es necesario aplicar el principio de superposición, el cual establece que el esfuerzo o la deformación 

resultante en un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas es la suma algebraica de los esfuerzos 
producidos por cada una de las fuerzas aplicadas en forma índivictua l .  Este principio tiene validez 

únicamente cuando existe una relación li neal entre esfuerzos y deformaciones, de otra manera no sería 
aplicable. 

Tomando en cuenta lo anterior, supongamos inicialmente que el cuerpo está sometido a un esfuerzo 

normal de tensión O"_, por lo tanto, se trata de un estado de esfuerzos uniaxial, el cual produce 

alargamientos en la dirección del esfuerzo aplicado y acortamientos o contracciones en las direcciones 

y y z (figura 5 .2);  las deformaciones en las direcciones x, y y z son, respectivamente: 

() ·' 

E (5.3) 

Cuando se aplica el esfuerzo normal a_,. en forma indi vidual se tiene: 

e :: - V E._,. e,. = 0"�, e. = \' c .1 ' E ,. (5 .4) 

Finalmente, para a;: se obtiene: 

- v e� ; e.� - v e� ; (5.5) 
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La deformación resultante en una dirección específica es la suma algebraica de cada una de las 

deformaciones producidas en esa dirección por todos los esfuerzos aplicados en forma individual. Así, 

para la dirección x se tiene 

ax a .  a. (e)r = E - v � - v E = ex 

Análogan:'ente, para las direcciones y y z se obtiene: 

(5 .6) 

(5.7) 

(5 . 8) 

Cada una de las literales que aparecen en las expresiones (5 . 6) ,  (5. 7) y (5.8) tienen el significado dado 
con anterioridad. 

, / 

X 

Estado Inicial 

FIGURA 5.2 

Las ecuaciones (5 . 6) a (5.8) se conocen como Ley de Hooke generalizada. También adoptan el nombre 
de ecuaciones constitutivas para medios elásticos lineales homogéneos e isótropos. El concepto de 
homogeneidad implica que las propiedades mecánicas (módulo de Young E y relación de Poisson v) 
de los medios elásticos son las mismas en cualquier punto del med

_
io, mientras que la isotropía supone 
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que la microestructura del material está constituida de elementos orientados aleatoriamente, lo cuaJ 
elimina la existencia de direcciones preferenciales en propiedades mecánicas. En otras palabras, la 
isotropía significa que las propiedades mecánicas de los medios elásticos son iguales en cualquier 
dirección. 

Si se quiere expresar los esfuerzos en función de las deformaciones se procede como sigue: 

Las ecuaciones (5.6) , (5. 7) y (5.8) se escriben como: 

En forma matricial quedan: 

- V - V 

1 - V - V E 
- V - V 1 

(J .. 

(fy 

a. 

; E e 
y 

= 

e .( 

e Y 

ez 

Las ecuaciones (5. 10) serán resueltas para ff.c• aY y a:, usando el método de Cramcr. 

(5 .9) 

(5. 10) 

Para calcular el valor de ax es necesario evaluar el determinante de la matriz de coeficientes así como 
el determinante de una nueva matriz, la cual se forma intercambiando la primera columna de la matriz 
de coeficientes por el vector de términos independientes. 

El determinante de la matriz de coeficientes se calcula como: 

- v - v  

D = - V  - v  E 
- V  - V  

D "' � ( 1 - 2 V ] - 3 V l-) � ( 1 t V )2 ( 1 - 2 V)  
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El determinante de la nueva matriz es 

Dx 

DJI = ex ( 1  - v2) 

= e)l ( 1  - v2) 

D, = e .. ( 1 - v2) 

e .r - v  - V  

= t:Y 1 - v 

e: - v  1 

+ v (e + v e ) - v (- v e - e ) y l y l 
+ v e + v2 e 

y : 

+ v e ... ( 1  + v) 

+ v2 e + 
y 

v e  .. 

+ v e: ( 1  + v) 

El valor de ux se caJcula como: 

donde: 

= 

= 

E [e .. ( 1  - v2) + v eY ( 1  + v) + v e. ( 1  + v)] 
( 1  + v) ( 1  + v) ( 1 - 2v) 

E [e_. (1 - v) + v eY + v e�] 
( 1 + v) ( l - 2 v) 

E --:----:--�-� [ e ( 1  - v + 2v - 2v) + v eY + v e  •. ] 
( 1  + v) ( 1 - 2 v) ·' 

= 
E [e ( 1  - 2v) + v (e + e>. + e, > ]  

( 1  + v) ( 1 - 2 v) .. .. -

E e + v E  1 
( 1 + v) .. ( 1 + v) ( 1 - 2 v) 1 

(5 . 12) 

(5 . 1 3) 

(5. 1 4) 

es el primer invariante del tensor de deformaciones [EtJ] . El nombre de invariante obedece al hecho 
de que la suma de las deformaciones lineales rJ .• aY y az permanece constante al cambiar el sistema de 
referencia, ya que son cantidades que dependen únicamente del estado de deformaciones en el punto. 
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Tomando en cuenta que el módulo de rigidez del material puede ser expresado en función del módulo 
de elasticidad y de la relación de Poisson como 

donde: 

G :::; 

G - módulo de rigidez del medio 
E - módulo de elasticidad del medio 
" - relación de Poisson 

y haciendo 

A = 

E 
2 ( 1  + v) 

v E  
( 1 + v) ( l - 2 v) 

donde: 

A - constante de Lamé 

la ecuación (5 . 14) puede escribirse de la forma 

Procediendo en forma similar para aY y a� se obtiene: 

(5 . 15) 

(5. 16) 

(5. 17) 

(5 . 1 8) 

(5 . 19) 

Si el medio es homogéneo e isótropo, es decir, sus propiedades son las mismas en cualquier direcci6n, 
las ecuaciones (5. 1 7) ,  (5 . 1 8) y (5 . 19) se pueden escribir como: 

donde: 

u - esfuerw normal cuya dirección coincide con la del vector ñ 
t1 - 'deformación lineal con dirección establecida por el vector ñ -
n - vector normal a un plano cualquiera 
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La expresión (5.20) representa la ecuación constitutiva de los medios elásticos l ineales en los cuales 

la relación entre esfuerzos y deformaciones se establece en función de dos constantes elásticas, el 

módulo de rigidez (G) y la  constante de Lamé (>-.) . 

En el caso de que se tenga un estado general de esfuerzos, referido a un sistema cartesiano, la ecuación 
constitutiva (5 .20) puede manejarse de la  manera siguiente: 

El tensor esfuerzo en un sistema de referencia cartesiano queda representado por un arreglo matricial 
de la forma 

a ·' Tyx Tz., 

(T 1 .•k j Tr'), a 
}' 

T�y (5 .21)  

T'<Z T 
.)'' (J. 

Recordando que el esfuerzo normal a puede calcularse como 

a = S • ñ (5. 22) 

donde: 

-
S - vector esfuerw actuante en un plano cuya normal es el vector ñ 

-
Además, el vector esfuerzo S eslá relacionado con el tensor esfuerzo [1jk] en la forma 

(5.23) 

Sustituyendo (5 .2 1 )  en (5 .23) se obtiene: 

u.. T y.< T�< 1 

S = T X)' a>" T�y m (5.24) 

T'<Z Ty:. a. 11 
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donde: 

l = cos a 
m - e os {3;  n = � + 'lnj ·t n¡ 
n - cos -y 

Haciendo la multiplicación de matrices expresada en la ecuación (5.24) se llega a: 

- -
S = (a 1 + í m + T. r n) i .K �X ._ 

-
+ (r � l + r_v: m + uz n) k 

Sustituyendo la ecuación (5 .25) en la (5.22) y efectuando operaciones se obtiene: 

+ 2 r ... l n + 2 r}� m n 

Procediendo de la misma forma para la deformación l ineal e1 

Sustituyendo las ecuaciones (5.26) y - (5 .27) en la (5.20) 

u /2 + u m2 + u n2  + 2 r l m + 2 r 1 n + 2 r"" m n .. y z .ty ,¡¡: J· 

= 2 G (e., /2 + e�  m 2 + e;; n 2 + 'Y.')· 1 m + 'Yr- m n) + A (ex + e Y + e) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

Si multiplicamos el término )... (t:..< + e)' + e=) por la identidad f + m2 + n2 = 1 ,  éste no se altera, 
quedando la ecuación anterior 

"" 2 G (e_, [1- + eY m2 + e� n 2 + 'Y.<)' 1 m + 'Y_v: 1 n + 'Y y.. m n) 

+ A (ex + eY + e) (f2 + m 2 + n 2) = A 
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Desarrollando el segundo miembro de la ecuación 

A = 12 (A (�, + eY + e) + 2 G e .. ] + m 2 [>.. (e .. + eY + ez) + 2 G eY] 
+ n2 [A (e .. + eY + ez) + 2 G ez] + l m l'xy (2 G) + 1 n l'yr. (2 G) + m n 'Yyr. (2 G) 

Para que exista igualdad entre el primer y segundo miembro de· la ecuación, necesariamente los 

coeficientes de /2, m2, n2, lm. In. mn, deben ser iguales. Por lo tanto: 

Ux = A (e .f 

(fy = A (e X 

(Jz = A (e .. 

rf}, = G l'.f>· 
rx: = G 'Y..., 

+ e>' + e) 

+ e 
y 

+ e) 
+ e + e )  }' z 

+ 2 G e X 

+ 2 G e 
y 

+ 2 G e z 
(5 .28) 

Las ecuaciones (5.28) son las relaciones constitutivas de un material elástico lineal en un marco de 

referencia cartesiano. 

Si se quiere expresar las ecuaciones (5.28) en función de las componentes volumétrica y distorsiona} 

de los tensores de esfuerzo []_;'k] y deformación [�d se procede como sigue: 

En un sistema de referencia principal el tensor de deformaciones [Ejk] adopta la forma 

(5 .29) 

mientras que el tensor esfuerzo [7j�;] queda como, 
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o o 

o 'AJ1 + 2 G e2 o (5 .30) 

o o 

El tensor de deformaciones puede ser expresado en sus componentes volumétrica y distorsiona! como 

donde: 

Ev - componente volumétrica del tensor de deformaciones [�.e] 
E0 - componente distorsiona! del te•lsor de deformaciones [�.tl 

Matricialmente el tensor [E..] se expresa por: 

en tanto que el tensor [E.,] por 

[Eo] = 

[ JI 
E,.] = 3 

e - ji 
1 3 

o 

o 

1 o o 

o 1 o 

o o 1 

o 

e -2 
1¡ 
3 

o 

o 

o 

e - 1¡ 
3 3 

Procediendo en forma similar con el tensor de esfuerzos (7jk] se obtiene, 

[7jJ] = [T,.] + [T.,] 
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donde: 

[TJ - componente volumétrica del tensor de deformaciones [1jJ 
[T0] - componente distorsiona} del tensor de deformaciones [7jJ 

En forma matricia1, [Tvl y [T0] toman la forma 

[Tv] "' 

[To] = 

3).. + 2 G J 
3 1 

o 

o 

2 G (e1 J. - -) 
3 

o 

o 

3).. 

o 

+ 2 G J 
3 1 

o 

o 

2 G (e2 - J, -) 3 

o 

Comparando Ja ecuación (5.32) con la (5.35), se deduce que, 

(T,.) = (3A + 2G) (E,.) 

y al comparar la ecuacíón (5.33) con la (5 . 36) se llega a que 

3).. 

o 

o 

+ 2 G J 
3 1 

o 

o 

2 G (e3 -
JI -) 
3 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

Estas últimas expresiones, (5 .37) y (5 .38) , permiten concluir que en materiales homogéneos, isótropos 
y sin esfuerzos residuales, las componentes volumétricas y distorsiona) de los tensores de esfuerzo [J;.t1 
y deformación [Ej.tl están relacionadas de manera directamente proporcional si el material es elástico 
lineal. 
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5.3 Módulo de compresibilidad volumétrica 

Considérese un pequeño cubo, como parte integrante de un cuerpo deformable, sometido a un estado 
de esfuerzos triaxial tal como se muestra en la figura 5.3.  

Lo 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Lo 

1 1 f 
)- -

FIGURA 5 . 3  

X 

Dado que únicamente actúan esfuerzos normales en el cubo, las deformaciones totales que 
experimentará el elemento serán a lo largo de los ejes x, y y z; esto es, AL_., ALy, ALz. Estas 
deformaciones provocan un cambio de volumen, el cual se puede cuantificar como 

donde: 

.1 V - cambio de volumen que sufre el elemento 
Vo - volumen inicial 
lj - volumen final 

puesto que el volumen final , V = (L0 + AL,) (L0 + ALY) (L" + AL) y el volumen inicial, V0 = L/, 
entonces 

(5 . 39) 
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Operando )a ecuación (5.39) 

� V - (L ... L ¡; ) (L + L e ) (L + L e ) - L: o o x  O o y o o z  

por definición de deformación volumétrica unitaria (sv) 

[ (l + e,) ( 1  + eY) ( 1  + e) - 1 ] 
e = � V = ¿ 3  , ____ . 

V V o 3 L o o 

(5 .40) 

Tomando en cuenta que en la Teoría de la elasticidad l ineal es usual trabajar con deformaciones 

longitudinales (e) menores de 0.0 1 ,  entonces podemos despreciar los productos de deformaciones que 
aparecen en la expresión (5.40), reduciéndose a 

(5 .4 1 )  

Tomando en cuenta la ley de  Hooke generalizada, la deformación volumétrica se puede expresar en 
función de los esfuerzos y las constantes elásticas de un material. Sustituyendo las ecuaciones (5.6), 
(5. 7) y (5.8) en la (5 .4 1 ) ,  se obtiene 

1 l 1 e. = - (u - v (u + u. ) ] + - [u - v (u + u.) ] + - [u. - v (u. + uY) ]  V E .X ,{ • E )' . .• . E • A 

dividiendo los dos miembros de esta última ecuación entre 3,  y llamando {¡ 

el esfuerzo normal medio, se l leP� ;¡ :  

e,. "' 3 u  _m ( 1  - 2 v) E (5.42) 
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o bien 

donde K =  

(]m e,. = K 

E 
3 ( 1 - 2 v) 

La cantidad K recibe el nombre de módulo de compresibilidad volumétrica. 

Interpretación física del módulo de Poisson 

Consideremos un elemento diferencial que su fre una cierta deformación, pero que su volumen no 

cambia, entonces ev = O .  Aplicando la ecuación (5 . 4 1 )  se obtiene que v = � - Por lo tanto, en 

materiales que se deforman pero que no cambian de volumen (llamados materiales i ncompresibles), 

le! u ;la�..:iúu J� Poisson vale 0.5 .  

Apliquemos a u n  elemento diferencial esfuerzos de compresión isotrópicos, es decir CJ_. = CJ}, = CJ,. 
Supongamos que v > 0 .5 ; de la ecuación (5.42) se observa que se obtendría que ey > O, lo cual no 

puede ocurrir porque estaría presentando un aumento de volumen cuando estamos sometiendo al 

elemento a esfuerzos de compresión. Por lo tanto, en general JI debe ser menor o igual que 0.5 .  

Sometamos a u n  elemento diferencial a u n  esfuerzo d e  tensión a_.. con CJ_, = CJz = O, l a  deformación e.� 
vale: ex = -;, (].v ; supongamos que JI es negativo, esto i mplica que el cuerpo sufri rá un alargamiento 

en la dirección x, lo cual en general no ocurre en los materiales usados por el ingeniero civ i l ,  por lo 

tanto, v no puede ser negativo. 

De lo tratado en los párrafos anteriores podemos concl u i r  que los límites entre los que varía v en 

materiales comunes en ingeniería son: 

0 < V � 0.5 

5.4 Energía de deformacit1n elástica para esfuerzo uniaxial 

En mecánica, la energía se dctinc como la capacidad de real izar trabajo, mieutras 4u� t!ste es el 
producto de una fuerza y la d istancia recorrida en la dirección de la misma. Las cargas que actúan 

sobre un material deformable se desplazan ciertas di stancias a medida que el material experimenta 

deformaciones. Por l o  tanto, cuando se aplican cargas a un cuerpo deformable se real iza trabajo sobre 

él mismo y éste absorbe energía. La energía que un cuerpo absorbe como resultado de su deformación 

bajo carga, se llama energía de deformación. Si al supri mir la carga, la energía de deformación se 
recupera totalmente, entonces adopta el nombre de energía de deformación elástica. 
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Considérese un elemento infinitesimal sometido a un estado de esfuerros uniaxial, tal como se muestra en 
la figura 5.4a. Sobre la cara derecha o izquierda del elemento infinitesimal actúa una fuerza qx dy dz. 

Esta fuerza provoca un alargamiento en el elemento igual a ex dx, siendo ex la deformación lineal en 

la dirección x. Si se trata de un material elástico lineal, el esfuerzo es proporcional a la deformación, 
figura 5.4b. Por lo tanto, si el elemento se encuentra inicialmente libre de esfuerzo, la fuerza que actúa 

finalmente en él varía linealmente desde cero hasta su valor total. La fuerza media que experimenta 

el elemento mientras ocurre la deformación es a_r dr dx . Esta fuerza media multiplicada por la 

distancia en que actúa es el trabajo realizado en el elemento. Por consiguiente, la energía de 
deformación elástica se puede calcular como 

dU = [ � a, dy dz] (t, dx) 

1 dU = - a. c.. d.x dy dz = 
2 .. .. 1 (] e dV 

2 X X (5 .43) 

donde dV es el volumen del elemento diferencial. 

Se define como densidad de energía de deformación ( U0) a la energía de deformación por unidad de 
volumen. Es decir, 

dU 
dV 

= U, = 
2 

Esta última ecuación representa el área bajo la curva
· 
esfuerzo deformación, figura 5 . 4b. 

z 

1 ' 
,)- - - - ----.,;.-___,¡� ,, 

J'
,, �� �-'-"_d_JC 

__
_
__ 

¡ ? 
X 

( a } 

FIGURA 5 .4 
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El área bajo la parte lineal de la curva uniaxial esfuerzo-deformación es una medida de la capacidad 
del material para almacenar energía elástica. Esta medida recibe el nombre de módulo de RESILENCIA 

e 1 a 2 
R = J P ade = - a e = _P_ 

o 2 P P 2E 
(5 .45) 

donde R es e] módulo de resilencia y aP es e1 esfuerzo en el límite de proporcionalidad, como puede 
observarse en la figura (5 .5) 

,-Material de alta r�ldu o bQja 
deformcbllldod 

R 

FIGURA 5 . 5  

Material de bajo rliidez o alta 
de for mg bi lldod 

En la figura anterior se ilustra el caso de un material de bajo módulo de elasticidad (E) y alto módulo 
de resilencia, así como el de un material de alto módulo de elasticidad (E) y bajo módulo de resilencia. 

Se define como módulo de tenacidad al área bajo toda la curva esfuerzo-deformación (figura 5 .6). 
representa una medida de la energía de deformación por unidad de volumen necesaria para llevar a la 

falla (por ruptura) un material . El módulo de tenacidad Cn se puede calcular como 

(5.46) 

donde er es la deformación a la ruptura del material. 
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FIGURA 5 . 6  

S.S Ecuación fundamental de la  elasticidad 

Partiendo de la relación que existe entre las componentes distorsionanles de los tensores de esfuerzo 
y deformación, se tiene que 

[T]., = 2 G [E]d (5.47) 

donde: 

G - módulo de elasticidad al cortante 

Desarrollando la ecuación (5.47) para cada uno de sus componentes 

donde: y 

luego a .• - a, = 2G (e_( - e,.) , etc. (5.48) 

como (5 .49) 

donde: 

K - módulo de compresibilidad volumétrica 
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reemplazando (5 .49) en (5 .48) y despejando ax se tiene 

llamando a 

a = 2G e + a - 2G e X A IN ltl 

"" 2G e + (3K - 2G) e x m 

3K - 2G A "" 3 {parámetro de Lamé) 

(5 .50) 

(5.51)  

reemplazando (5.51)  en (5 .50) se tiene 

como 

finalmente 

análogamente 

3 e'" = div S y 
aSx e = .{ ox 

= 2 G asx 
+ A div S u.. 

ax 

u = 2 G asy 
+ A div S y ay 

u� = 2 G a�z + A div S 

(5 .52) 

Las ecuaciones (S .52) por tanto representan una relación entre los esfuerzos normales y el campo de 
desplazamiento. Ahora se verá la relación para los esfuerzos tangenciales, como 

y como 

entonces 

Análogamente: 

·r<), = 2 G e.ry 
as 

2 e_ry = 
·' 

T = .ry G 
[ as.. + as} ] 

ay ax 

r = G .0:0: 

[ as.{ 
+ 

as= ] 
az ax 
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que son las relacionadas buscadas. 

Ahora, recordando que Jas ecuaciones de equilibrio están dadas por 

P0x = Ph + 

pa = pf. + y y 

p a: ::; pf. + 

[ ao� OTJIX a,
�

·] - + 
ay 

+ -
ax oz 

[ a,� 

ax 

+ ao, + a.,. l 
ay az 

[ a;x
· + a;; • 

a�= ] 
(5 .54) 

Se va a considerar la forma que toman las expresiones entre paréntesis de Jas ecuaciones (5.54), para 
ello considérese por ejemplo Jo que ocurre con la expresión de la primera de ellas, estimando las 
derivadas que ahí aparecen y las expresiones (5.52) y (5.53). Entonces: 

finalmente 

+ ar x:: = 2G 
a2Sx + "- � div S + G [ a2s

y 
az ax 2 ax ax ay 

+ G [ a2sx 02s l 
az 2 

+ 
ax �z 

a + G ­
ax 1 as

, 
ax 

as,. 
+ -· + 

ay 

div S 

as. ] a -< + A - div S 
OZ X 

+ 07:.' = G V2 S + (G + A) .i_ div S al X OX 
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análogamente 

01'zy + 
OCTYY 

ax ay 

dT xz 01' 
+ � + ax ay 

+ 
ar�y 
az 

auzz 
az 

"" 

= GV 2S + (G + A)_i_ div S y ay 

G V2 S. + ( G + A) !._ div S . oz 

considerando (5.55) en (5.54) se tiene que las ecuaciones quedan 

Pa "' p· �" + G \72 S + (G + A) � div S .e Jx .< OX 

P a  = p{, + G \72 S � (G + A) !_ div S y . y )' ay 

p a, = pf. + G V1 S_ + (G + A) !_ div S 
az 

sumando estas expresiones para obtener una en forma vectorial se obtiene 

pa :: p.J + G V2S + (G + A) grad div S 

que es la ecuación fundamental de la elasticidad. 

Si en un problema las aceleraciones son depreciables se tiene 

· G V2S + (G + A) grad div S + pf "' O 

ahora como es posible demostrar que 

de donde 

G + A = 
3K + G 

3 y 
3G 1 - 2 V = -::------= 

3K + G 

G + A = ---,--G---,-­
( 1 - 2 v) 

reemplazando (5.59) en (5 . 58) , obtenemos final mente 

G V1 s + 

-

G grad div S + pJ = O ( 1  - 2 v) 
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La ecuación (5 .60) es la que debe resolverse en los problemas elásticos, junto con hts condiciones de 

frontera y carga del caso particular de que se trate. Nótese que se tiene como dato el campo vectorial 

J y que se desea obtener el campo vectorial de desplazamiento S que satisface cualquiera de las 

ecuaciones anteriores (5.57), (5.58) o (5 . 60) .  

5.6 Resolución de problemas elásticos. Función de Airy 

En la práctica resulta muy difícil la integración de las ecuaciones (5.57), (5 .58) o (5.60) y en la 

mayoría de los casos resulta impráctico, por lo que comúnmente se recurre a tratar de resolver el 
problema de manera diferente, es decir se prefiere resolver, en vez de estas ecuaciones, el conjunto 

de sus· relaciones esfuerzo-deformación de Hooke, las tres ecuaciones de equilibrio y las condiciones 
de frontera del problema de que se trate. 

Uno de los métodos más empleados para ello es el de la función de Airy en problemas planos, que se 
describe a continuación: 

Puesto que en el caso de esfuerzos planos (bidimensional) se tiene que 

y 

para este caso las relaciones de Hooke se reducen a 

1 v a.) ex = - (a -
E X 
1 V a ) e)' = - (u -
E Y .( (5. 6 1 )  

1 exy = T_ry 2G 

y las ecuaciones de equilibrio a 

a a ar X)' .r + = o 
ax ay 

o a)' 
+ 

OT·r:>' = o ay ax 

(5 .62) 

1 76 



(se ha considerado que a y 1 son nulos) 

Ahora el fundamento del método consiste en suponer que existe una función potencial cb (que es a lo 
que se llama función de Airy) la cual se define de tal manera que tenga las propiedades siguientes: 

a2 <P -- = u  
ox2 y y o2cb - -- = T ax o y xy (5.63) 

lo que implica que si se conoce cp es posible obener u.x, u}' y rxy mediante las expresiones (5.63). 

Nótese además que si se reemplazan las expresiones (5.63) de ax, aY y rxy en las ecuaciones de 
equilibrio (5.62), éstas se satisfacen. Esto implica a su vez, que la función de Airy cumple con las 
ecuaciones de equilibrio. 

Por otra parte observando que 

(J2e i)2c ./( + y = 

ayz iJx2 

:::: 

¡j2 
éJy2 

éJ2 
axay 

�] · az �] ax2 

� as, ] - a'•� 
+ - - 2 --ax axay 

(5. 64) 

que es una ecuación de compatibil idad de deformaciones, la cual liga deformaciones lineales con 
angulares. 

Ahora si en (5.64) se reemplazan los valores de e_,, E�. y e,-' dados por la ley de Hooke (ecuaciones 
5 .61)  se tiene 

(5.65) 

relación que liga esfuerzos normales con tangenciales. 

A su vez, si en (5.65) se reemplazan los valores de o:t, aY y ".cy dados por las ecuaciones (5.63) y 

considerando que E = 2 (1  + v) se tiene 
G 
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simplificando se tiene 

o sea 

(5.66) 

que en forma condensada puede escribirse como 

V (V2 <b) = O (5. 67) 

ya que 

y 

que es igual a la ecuación (5 . 66). 

De la ecuación (5 .67) se concluye que la función de Airy (el>) debe ser biarmónica. Luego entonces, 

de la solución de (5 . 67) y de las condiciones de frontera de que se trate se obtendrá la función <1> y 

mediante la  relación (5.63) se obtendrán a su vez las funciones 

' •  
cr == <1 (x y)  . y y ' ' y r.ry = (X ' y) 

con lo que se tendrá determinado el estado de esfuerzos para este caso bidimensional . 

Debe ac1ararse entonces que el problema elástico se ha convertido en la obtención de la solución de 

la ecuación diferencial biarmónica (5 .66) o (5 .67) más las condiciones de frontera. Es claro que este 

problema es más sencillo que el de obtener la solución de ecuación fundamental de la elasticidad 

(ecuaciones 5 .57 o 5 .58); pero no obstante su solución encierra ciertas dificultades puesto que es una 

ecuación más complicada que la de Laplace (V2<P = 0 ) ,  por lo que será necesario indicar qué tipo 

de procedi miento se sigue para resolverlo, como se muestra en el inciso siguiente junto con algunos 
ejemplos. 
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Resolución de problemas mediJJnte el método de Airy 

Normalmente se procede a su solución mediante tanteos, suponiendo que t/J es una combinación lineal 

de funciones algebraicas o trigonométricas, por ejemplo 

N 
tP :::;; E a i sen ( i8)  

;�o 
o 

N 
tP = E a i  x ; 

i=O 

todo esto ha conducido a la obtención de algunas soluciones clásicas para problemas específicos con 
condiciones de frontera y sistemas de carga sencillos, por ejemplo para problemas del tipo siguiente: 

1 

Soluciones polinómicas 

Problema de 
Bouninuq 

FIGURA 5 .7  

Etc. 

Cuando se analizan, por ejemplo, placas rectangulares largas y estrechas, las soluciones polinómicas 

de la ecuación biarmónica son de interés. Utilizando polinomios de diferentes grados y ajustando 
convenientemente Jos coeficientes (en función de las condiciones de frontera) se pueden resolver 
muchos problemas de importancia práctica. 

Ejemplo 1 .  Consideremos ahora un polinomio de segundo grado 

a e t/J = - x2 + bxy + - y 2 
2 2 

que evidentemente satisface la ecuación biarmónica, como fácilmente se comprueba reemplazándola 

en ella, puesto que 
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¡j4� 
éJx4 = o 

ahora como 

u = éJ'lc/> = C ;  u Y = 
X éJy2 

éJ4rb 
éJx2y2 = o y 

éJ2tb 
éJx 2 = a y 

éJ4� - = 0 
i)y4 

¡p� T "" - --xy axay 
= - b 

siendo las tres componentes de esfuerzo constantes en cualquier punto del cuerpo. Por tanto, la función 
<P escogida representa una combinación de esfuerzos uniformes en todo el medio, de tensión o 
compresión, en dos direcciones perpendiculares entre sí y una tensión tangencial uniforme, lo que se 
muestra en la  figura 5 .8 .  

4--- ----.. 

J 
- � 

¡ 
1 -1 1 1 1 1 1 
,... � e 

- -1-

FIGURA 5 .8  

1 ·- - - - -

f,-ny:-b 

t 
t _. -- 1 1 1 1 1 1 .__ _ _ _ _  l. 

1• e •1 

Esto implica que sobre el contorno (frontera) debe existir un estado de esfuerzos como el que se 
muestra en la figura anterior. Nótese entonces que en este caso la resolución del problema fue un tanto 
al revés, puesto que, primero se supone la función ti> y después se determina qué condiciones de 
frontera satisface, ajustando por tanto los coeficientes a ,  b y  e a los valores existentes en la frontera. 
De manera análoga se procede para otros problemas, suponiendo primero las funciones <P y Juego 
determinando condiciones de frontera, hasta tener un repertorio amplio para fines prácticos, y que se 
tenga la sensibilidad o criterio para intuir qué tipo de funciones satisfacen ciertas condiciones de 
frontera, de tal manera que pára cuando se presente un problema dado se pueda encontrar la solución 
como una superposición de funciones conocidas. Obviamente esta técnica no es muy ortodoxa, pero 
la complej idad en general de los problemas elásticos ocasiona que no exista una metodología 
completamente general y rutinaria, teniéndose incluso en otros casos más complicados que recurrir a 
técnicas numéricas como las de diferencias finitas, elementos finitos y otras. · 
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Ejemplo 2. Se con�iderará ahora una función <P consistente en un polinomio de tercer grado 

se puede demostrar que este polinomio también satisface la ecuación biarmónica, ahora en este caso 

0".1: � 

<Ty = 

T.I:Y = 

()2<P = a  + dy 
ay 2 
()2<P = ax  + by 
as 2 
a2q, 

axay 
- - bx - cy 

este estado de esfuerzos implica que una placa rectangular, como la de la siguiente figura, se encuentra 
sometida a flexión simple si todos los coeficientes excepto d son nulos; en tanto que si sólo a "# O se 
obtiene un estado de flexión simple creado por esfuerzos normales que actúan sobre los costados de 
la placa de ecuación y :; ± c. Por su parte, si b o e son diferentes de cero, además de los esfuerzos 
normales existirán tangenciales actuando sobre los bordes laterales de la placa, por ejemplo, la 
siguiente figura i lustra el caso cuando sólo b ;é O, una cosa similar ocurre cuando e ;é O únicamente. 

1 

e 

e 

fiGURA 5 . 9  

1 

- be 

f e t 
t - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - t - bJ. 

1 e t 
-be 

FIGURA 5 . 1 0  
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Ejemplo 3. Problema de Boussinesq. Un medio isótropo bidimensional semi-infinito está sujeto a una 

fuerza vertical F concentrado en un punto O de la superficie (figura 5. 1 1) en este caso r, 8 son coor­

denadas polares en un punto p cualquiera con respecto al punto O. El eje polar x se supone dirigido 
verticalmente hacia abajo. 

F 

A 

FIGURA 5 . 1 1  

En coordenadas polares la función de Airy debe satisfacer las condiciones 

1 éJ4> u = 
r r Tr 

y las ecuaciones de equilibrio son: 

í \ \ o u, 
ar 

+ 

a {.!. o 4>  J .,,. = -
ar [r a 9 

OT rll 1 - + - (a - u) = O 
r o8 r r 

2 T,4 = 0 
r 

ahora para este caso se supone que 4> está dado por 

F ""' = - - r 8 sen 8 �r IJ 

reemplazando 4l en las expresiones de los esfuerzos se ve que 

2 F u =- - - cos O ;  r r n u = o  9 y T "" 0 rf 

luego el esfuerzo resulta obviamente radial; para 9 = ±II/2 sobre la frontera AB, u, = O en todos los 
puntos excepto en O donde es infinitamente grande. Ahora, la resultante de todos los esfuerzos sobre 
una superficie cilíndrica cualquiera con centro en "O" debe ser vertical , colineal y de igual magnitud 
que F, para ello se ve que integrando 
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1112 _ 4F 1112 
2 Jo r cos (J r d (J = -¡r- J 0 cos2 8 d 8 

4F [ )w2 = - 2n 
8 + sen 8 cos 0 = - F 

Determinación de los desplazamientos. Una vez que se han deducido las componentes de esfuerzos (O'x, 
O'v, rxy) las componentes de las deformaciones se obtienen mediante la ley de Hooke, y luego los 
desplazamientos u y v se obtienen a partir de las ecuaciones 

+ 
av 

debe observarse que las componentes de la deformación (u y v) no cambian si les añadimos 
respectivamente las funciones l ineales u1 y v1 dados por u1 ., a + by y v1 = e  - bx siendo a, h y e 
constantes cualesquiera. Esto implica que conociendo q_/ e_/ no se determinan completamente los 
desplazamientos y que a Jos causados por deformaciones internas pueden añadirse otros análogos a los 
que experimenta un cuerpo rígido. Las constantes a y e definen una traslación y la b un pequeño 
ángulo de giro del cuerpo rígido. 

Fjemplo 4. Viga en cantilíver. Consideremos una viga en cantilíver (ver figura 5 . 12), la condición de 
carga puede ser satisfecha por una función <1> como: 

t· -1 
� . e  - - ------- --

e 

FIGURA 5 . 1 2  

si reemplazamos esta función en la ecuación biarmónica, ésta se cumple para e = (2c + a) y se tiene 
que 
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(Jx = e X2 + d x y - (2c + a) y2 

., = - !?. x2  - 2 e x y - d y2 
.ry 2 2 

ahora tomando todos los coeficientes nulos excepto d se tiene 

u = d x y ·  X ' ., .. -A)' 

esto produce sobre los bordes longitudinales (y = ± e) una distribución uniforme de esfuerzos 

tangenciales y sobre los extremos sigue una ley parabólica como se ve en la figura 5 . 13.  

FIGURA 5 . 1 3  

Ahora se necesita sumar a este estado de esfuerzo una tensión tangencial ., .ry = b ,  de donde 

u = d x y ·  X ' (J = o . y ' ., = - b - d y 2 
A)' 2 

para que la fuerza sobre Jos bordes y = ± e sea nula se necesita que 

= - b - � c 2 = O 2 d = 2b 
c2 

para que en el extremo cargado la  suma de fuerzas tangenciales sea igual a P se debe cumplir que 
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(este signo (-) es porque en el extremo x "" O, rxy va hacia abajo). 

Sustituyendo los valores de d y b, obtenidos en las expresiones para esfuerzos, se tiene 

3 p . o.x = - - - X  y ,  2 e a = O ·  }' ' T = - � p [1 - y2 ] 
.xy 4 e c2 

considerando que 2 c3 (puesto que se tiene espesor t unitario) es el momento de inercia 1 de la sección 

1 . 3 
transversa , se ttene 

= 
PX} . . (J_. 1 '  

y ahora tomando en cuenta que 

e y = 

1',1)' 
= 

a u 
ax 

av 
ay 

a u 
ay 

E 

JI (J. 
E 

av 
+ = 

ax 

pxy 
El 

= 
vP 

.ry 

El 

r,Y = 
G 

( 1 )  

(2) 

p (c z - y2) 2/G (3) 

de donde las componentes u y v de los desplazamientos se obtienen i ntegrando. Por tanto, de ( 1 )  y (2) 
se tiene 

Px2y u = - -- + ¡; (y) . 2EI 1 ' v PY'\) 2 
v = -· �/_ + ¡; (x) 2EJ 1 

siendo ft y .h funciones hasta el momento desconocidas, sustituyendo estos valores de u y v en (3) se 
tiene 

haciendo 

F(x) 

Px2 

2EI 
dJ;(y) + + 
-¡¡y 

vPy2 
2EI 

Px2 
2EI 

+ 
tft;(x) . 
(}X '  

+ 
dflt) 

dx 

G(y) 
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y 

se tiene: 

F(x) + G(y) = K 

lo que implica que F{x) = cte = d y G(y) = cte = e; de no ser así su suma no sería siempre constante K 

de donde 

integrando se tiene 

Pc2 :. e + d = 
2/G 

dJ;(x) Px1 - - + d; ---¡;-- 2EI 
df.(y) 

= 
Py1 

+ -
2/G 

+ e 

Px l  
J;(x) = 6EI + dx + h ;  

I'Pyl PyJ 
.{¡(y) = - -- + - + ey + g 1 6EI 6/G 

reemplazando los valores de f1(x) y f2(x) en las expresiones para u y v se tiene 

"pxy1 Px3 v =  + - + dx + h  2EJ 6E/ 

(4) 

(5) 

(6) 

las constantes d, e, g y h se deducen de las siguientes condiciones: como el punto A es fijo entonces 

u y v son nulos para x = L y y = O , de donde g = O  y 

la curva de deflexión para y = O es 

h = - PL 3 - dL 6EJ 
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otra condición es que 

�] - o 
lai )"'-

de (8) y (7) se obtiene que 

y de (4) se ve que 

e = 

se ve que la flecha máxima para x = O  de (7) 

Para secciones rectangulares 

-·-o 

PL 2 Pc 2 
2E/ 2/G 

PL J 
+ 2EI 

PL 3 
2Ec 3 

(8) 

(7' ) 

(9) 

Con esto se tiene resuelto completamente el problema, reemplazando las constantes d. e, g y h en (5), (6) 

y (7) se pueden calcular los desplazamientos horizontales y verticales (u, v) así como la flecha (v)y = O en 

función de las coordenadas de x y y. 

Cálculo de esfuerzo normal y tangencial _ máximos. Como los esfuerzos principales máximos están 

dados por 

siendo 

= a_, + ay 
a"' 2 :; 

1 8 7  



de donde 

y como 

R = = P2 x2 y 2 p2 1 )2 + ·- \Cl _ y2  
4/2 4/2 

= :;, (.' y' + e• � 2c' y' + y') = � j x' y '  � 2e ' y '  + y' + e' 

PX)I 
2i )\.1 = 

u,,.h 

T . :;;; R nuu 

P j x2y2 - 2c2y2 + y"  + e" 2/  

se ve que unvú es máximo para x = L. y = e, donde 

= - !:.._ ( Le + JL2 c2 - 2c4 + c4 - c4 ) 
2/  

!_ (L e + L e) 2/ 
PLc 

1 

Para secciones rectangulares de espesor uni tario 1 - 1 

-PLc 
� 
3 
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Ahora para el cálculo del máximo valor de r,w se ve que 

ar múx = p 2 X 2 y 2 
ax 2 2 J X 2 y 2 _ 2 e 2 y 2 + y 4 + e 4 

derivando ahora con respecto a y: 

p 
= 2 

1 2 2 4 (xy2) (2xy2 - 4ey2 + 4y3) v x y - 2 e 2 y 2 + y e 4 (2xy) - -:--;::::;;�==:=:::;;=:::;:::==:== 2 Jx 2 y 2 _ 2 e2 y2 + y 4 + c4 

igualando ahora el numerador a cero se tiene 

4x1y3  - 8 c2 xy 3 + 4c4xy 5 - 2x3y3  + 4 c 2xy3 - 4xy 5 = O 

2x3y3 - 4 c2xy3 + 4 (c4 - l)xy5 = O 

2x 3  - 4c 2 x + 4 (c4 - l )xy 2 = O 

despejando a y se tiene 

4 c2x - 2x3 4c2 - 2x2 y 
4 (c4 - 1 )x 4 (c4- 1 )  

x 2  c2 y = + 

2 (c4 - 1 )  (.'4 -

(a) 

existe una curva donde se presenta un cortante máximo constante. De aquí que por ejemplo para y = O, 

4CZ - 2x = O, es el numerador de la ecuación (a), donde se ve que la abscisa x es 

x = fi c = l .4 1 c 

ahora reemplazando y = O en la ecuación de Tnrá< se tiene 

Pc2 
2I 
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para secciones rectangulares 

da 

o sea que 

p TIIIÁt = 0.75 -
e 

p p T = - = 0.5 -Y 2 C  e 

Ejemplo numérico. Para una viga de acero cuyo <1ouencia (límite elástico) es de 1600 kg/cm2, de longitud 
L = 1 .5 m (150 cm) y espesor t = 1 cm. Calcular Pm,b• siendo e = 0.2 m (20 cm). 

Como 

2c2 u . 
p = """ = 

3L 

p = 2844 kg 
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6. Viscosidad 

6. 1 Introducción 

Este tema trata de las relaciones que existen entre las presiones y fuerzas que se aplican sobre fluidos 

(en particular líquidos como el agua), y los campos de velocidades y de torbellinos que se originan en 

ellos, según sean las características geométricas del sistema por el cual circulen (orificios, vertedores, 

tuberías, canales, etc.). Este conocimiento servirá por tanto para el diseño de dichos sistemas. 

La teoría necesaria para determinar este comportamiento se basa en la mecánica de los medios 

continuos, aparte de que es necesaria la determinación experimental de las propiedades físicas de los 

fluidos, así como el trabajo sobre modelos a escala y prototipos para calibrar la teoría. 

Se exponen las propiedades físicas de los fluidos y factores que influyen en ellas, así como de su 
ecuación constitutiva y modelos analógicos útiles. Se presentan las características del tensor velocidad 

de deformación [E]. Se proporciona también la deducción de la ecuación de Navier-Stokes, que es 

fundamental en mecánica de fluidos, así como casos particulares que de ella se desprenden, como son: 

los flujos incompresibles, laminares, turbulentos, viscosos, etc. Además, se presenta el Teorema de 

Bernoulli con algunas aplicaciones importantes. Se mencionan asimismo los parámetros adimensionales 

de Reynolds y de Froude, y su relevancia dentro del estudio de los flujos. Finalmente se dan algunas 

ideas sobre flujo bidimensional. 

6.2 Propiedades físicas de los nuidos 

Entre las propiedades más relevantes, desde el punto de vista mecánico, se tienen la densidad y la 

viscosidad. Por ser un concepto ampliamente conocido no vale la pena hacer aquí una discusión sobre 

la densidad, por lo tanto nos concretaremos a definir qué es la viscosidad. Al respecto podemos 

mencionar que existen la viscosidad dinámica y la cinemática. 

Viscosidad dinámica 

Esta es la propiedad que se manifiesta por la resistencia al desplazamiento relativo entre dos láminas 

de fluido provocado por la acción de un esfuerzo tangencial, de tal manera que se puede establecer una 

relación entre dicho esfuerzo y la velocidad de deformación del fluido de la siguiente forma 

T =J.l"( (6. 1) 
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donde: 

r - esfuerzo tangencial [FL -2] * 
ir - velocidad de deformación angular [J1] 
,.,. - viscosidad dinámica [FL-2rf] 

de lo anterior se ve que al aumentar la viscosidad se requerirá mayor esfuerzo para producir una 
velocidad de deformación dada, o bien para un esfuerzo dado existirá menor velocidad de deformación, 
como ocurre con la velocidad de flujo de un aceite espeso al circular por una tubería en comparación 
con la del agua, la cual como es menos viscosa fluye más rápidamente. 

Ahora bien, a este tipo de �iscosidad se le llama newtoniana y tiene la propiedad de que la curva 1' 

contra ir es una línea recta, es decir, existe una relación lineal entre ambas cantidades, como se ve 
en la figura 6.1. 

T 

t 
FIGURA 6.1 

Sin embargo, para algunos fluidos reales la relación no es lineal y se dice que tienen viscosidad no 
newtoniana, la cual puede presentar curvas r contra .y como se muestran en la figura 6.2. 

Este tipo de comportamiento lo poseen soluciones polimerizadas, pinturas líquidas con materia sólida 
en suspensión, algunos derivados del petróleo, el concreto no solidificado, etc. En e11os se puede ver 
que básicamente la viscosidad disminuye al aumentar )'. Este comportamiento se puede explicar 
físicamente si se toma en cuenta que al aumentar ir aumenta la separación entre moléculas, por lo tanto 
existen menores fricciones entre ellas. 

* Las dimensiones se dan entre �.:on:h�tes. F .M. L y T reprelientan unidades de fuerza, masa. longitud y 
tiempo, respectivamente. 
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FIGURA 6.2 

Viscosidad cinemática 

Esta se obtiene a partir de la viscosidad dinámica simplemente al dividir ésta entre la densidad del 
fluido, por tanto 

donde: 

¡.;. - viscosidad dinámica [FL-2Tl 

p - densidad [ML-3] o [FL -4T2] 

v - viscosidad cinemática [L2T-1] 

Factores que influyen en la viscosidad 

V = 11 
p 

(6.2) 

La viscosidad depende del tipo de tluido, de la presión isotrópica actuante y de la temperatura. Esto 
pafa fluíuus n�wtonianos, ya que como se vió antes para no newtonianos influye también la velocidad 

de deformación e. por ejemplo, para flujo unidimensional (en la  dirección x) 

av .,._Y = av ,{ av .t 

ay ax ay 

En donde v .. es la velocidad en dirección x y �res la velocidad en dirección y; el segundo término es 
nulo � donde ¡.;. o v dependerán del gradiente de velocidades en la dirección ortogonal al flujo. 
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Ahora bien, para flujos newtonianos la viscosidad aumenta con la presión isotrópica, en tanto que 
disminuye al crecer la temperatu_ra*. Estas son características que normalmente presentan casi todos 
los fluidos reales, por ejemplo, para el agua se tiene que la viscosidad cinemática casi no es afectada 
por la presión y depende exclusivamente de la temperatura, de acuerdo con la siguiente relación 
experimental 

donde: 

jJ = --------::-
1 + a T + {3 T2 

JJ0 - viscosidad cinemática a ooc 
(igual a 1 . 5  x 10-() m2/s) 

T- temperatura [ °C] 

a - parámetro experimental adimensional 
(igual a 0.0337) 

{3 - parámetro experimental adimensional 
(igual a 0.00022) 

6.3 Ecuación consticutiva de los fluidos ncwtonianos 

(6.3) 

Desde el punto de vista de la mecánica de medios continuos, para todos los materiales reales, ya sean 
só1idos, líquidos y gases, existe un modelo matemático que define su comportamiento de una manera 
más completa, independientemente del sistema de referencia empleado, de las cargas o presiones que 
sobre ellos actúan, que está representado por una relación diferencial entre Jos tensores esfuerzo y 
deformación. 

Para el caso de los fluidos newtonianos esta relación es 

siendo 

[71 = [¡.t] [E] 

[7] - tensor esfuerzo 

[¡.t] - matriz que depende de la viscosidad del fluido 

[E] - tensor velocidad de deformación 

* Esto es para líquidos. para gases la viscosidad aumt.!nta con la tempt.!ratura. 
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Para el caso de fluidos no newtonianos la relación puede ser más general, por ejemplo 

(6.5) 

donde a¡ y b¡ son coeficientes; y, n y m constantes dadas. 

Modelo analógico 

En el caso de fluidos newtonianos el modelo analógico está dado por l a  representación esquemática de 

un amortiguador, figura 6.3. 

jJ­

��.---�o�------:O�l�----�o�---4-� T T 

FIGURA 6.3. CUERPO DE NEWTON 

Este es el modelo analógico del fluido más simple, sin embargo, existen otros materiales en los que 

su comportamiento puede considerarse también como fluido, cuyos modelos analógicos son más 

complejos, como se verá en el capítulo de viscoelasticidad, y que por ejemplo tienen el aspecto del 
Modelo de Maxwell o el mostrado en la figura 6.4, que corresponde a fluidos no newtonianos. 

��----40 
T 

�-..-o��O,_--t .. �T 

0"1 

FIGURA 6.4 FLUIDO DE TRES PARÁMETROS 
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Tensor velocidad de defonnación [E] 

Las características más relevantes de este tensor el cual, como su nombre lo indica, tiene propiedades 

matemáticas análogas a los de esfuerzo y deformación vistos anteriormente. 

Siendo las rapideces de deformación las derivadas de la deformación con respecto al tiempo, entonces, 

sus relaciones cinemáticas no son con el campo de desplazamiento existente en un problema dado, sino 

con el de velocidades, que son las que interesan cuando se trabaja con fluidos. Se tiene, por ejemplo, 
para la dirección x 

donde: 

S - desplazamiento 

V - velocidad 

e _ d e.t 
= 

!!... a s_. = .!._ d sx 
= 

a vx 
X - Uf dt ax ax dt ax 

considerando que el vector velocidad está dado por 

Análogamente, para las direciones y y z se tendrá que 

y también se cumple que 

av 
e_,.= _.1' 

ay 
av t ::: -� = az 

¡_.. - ¡_.. - 1!2 {,y:: <�:y 

t ::: t ::: 
112 :.r x.: 

(6.6.a) 

(6.6.b) 

(6.6.c) 

(6.6.d) 

(6.6.e) 

(6.6.f) 

que constituyen el conjunto de relaciones cinemáticas entre las componentes del tensor [E] y el campo 

de velocidades. 
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El tensor [E] queda dado por 

t., éxy t.t:. 

[É] = ty.< é)' é y.: (6.7) 

t..,. t,y t. 

Este tensor, como se dijo antes, tiene las mismas propiedades que el (7] y el [E] de esfuerws y , 

deformaciones, respectivamente, y por tanto se cumple que se puede conocer la velocidad de 

defonnación en una dirección ñ simplemente mediante la siguiente expresión 

e "' [El{ ñ } 

Asimismo, el primer invariante está dado por 

1 = 3 t - t + t + t = div v 1 m .f )' .:; 

(6.8) 

(6.9) 

De igual manera a la del análisis del movimiento de cuerpos deformables se encuentra una relación 

similar a Ja de desplazamiento y que es 

- - -
VP = V0 + E + 112 ror \{, x ñ (6.10) 

la cual indica que la velocidad de un punto p puede estimarse a partir de características medidas en 

un punto O, (ver figura 6.5). 

FIGURA 6.5 
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En la expresión�. lO se ve que la velocidad del punto p es la suma de una velocidad de traslación de 

cuerpo rígido Yo , una velocidad de rotación de cuerpo rígido dada por el tensor término y una 

velocidad de deformación dado por el vector i; . 

En esta expresión aparece un vector importante en problemas de flujo que es el dado por 1h rol V0, 
el cual se suele denominar vector torbellino. 

Campos de velocidades y torbellinos 

En un fluido en movimiento se presenta un campo de velocidades y uno de torbellinos, es decir, 
existen traslaciones y giros de cada una de sus partículas. 

El campo de velocidades se puede ilustrar en un instante dado por líneas llamadas de flujo o de 
corriente, en las cuales en cada punto de ellas su tangente lleva la dirección de la velocidad, además 
éstas no se entrecruzan. Ahora si por un plano no paralelo a estas líneas se traza una curva cualquiera 

y por cada punto de ella se traza una línea de corriente, el conjunto definido por ellas se denomina 
tubo de corriente, el cual si se delimita mediante dos secciones transversales no paralelas a él, origina 

,. un volumen llamado vena fluida. 

Análogamente, para el campo de torbellinos, el cual está constituido por un conjunto de vectores 
torbel1ino, se puede definir la que se llama línea, tubo y vena vorticosas. 

I...os volúmenes definidos por las venas fluidas y vorticosas se suelen utilizar c-omo volúmenes de 
control para el estudio del movilníento de fluidos. 

Condicio nes releva11tes en flujo s 

Tomando en cuenta que la ecuación de continuidad está dada por (véase el tema 4) 

dp + p div V =  O 
di 

(válida para sistemas de referencia móvil), o bien por 

op 
or 

+ div (pv) = O 

(6. 1 1) 

(6.12) 

(válida para sistemas fijos), a partir de esta última se pueden obtener los siguientes casos particulares: 

a) Para flujo compresible permanente, es decir, que el campo de velocidades es sólo función de 
la posición de las partículas pero no del tiempo, entonces la densidad en cada punto no varía, 
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por lo que 

y volviendo a (6. 12) se obtiene que 

iJp 
= o 

ar 

div (pv) = O (6.13) 

b) Ahora bien , si se considera que además el fluido es incompresible (como se puede suponer para 
líquidos) entonces la densidad p permanece constante independientemente de las coordenadas del 
punto considerado; por lo que de (6.13) se l lega a 

div (v) = O (6.14) 

que se conoce como condición de incompresibilidad. 

Gasto 

Tomando un tubo de flujo definido entre dos secc iones transver sales S1 y S2 como un "volumen de 
control" (figura 6.6), en el caso de un flujo permanente se tiene que , como se debe cumplir la 
condición de permanencia 6.13, entonces la integral sobre el volumen de control (Vl') 

J v, div (pv)dv = O 

vr será nula 

FIGURA 6.6 

Aplicando e l  teorema de la integral de la d ivergencia se tiene que 

f pV • n ds = O  
S 
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considerando que la superficie total S es la suma de las dos secciones transversales S, y S2 y la 

superficie lateral S3, entonces 

f pv • n, ds + J pv · n2 ds + J pv • n3 ds ;:: O 
� � � 

(6.17) 

El tercer término es nulo puesto que la velocidad en el tubo es siempre perpendicular a la normal a 

la superficie lateral, ya que no existe flujo a través de ella. Además, si se considera que el vector ñ' 
es colineal y de sentido contrario a la normal n, la cual es positiva, puesto que se dirige hacia afuera 

del volumen de control. entonces ñ' tiene signo menos. 

Luego se llega a que 

- J s, pv n ( ds + J s, pv • n2 ds "' O 

(6.18) 

lo que indica que la integral de superficie es la misma para cualquier sección, es decir, es constante. 

A esta integral se le llama gasto Q del tubo de corriente 

Q ;:: J pv • n ds 
S 

la cual es una expresión importante en problemas de flujo. 

Ecuación de Navier-Stokes 

(6.19) 

Para deducir la ecuación diferencial fundamental que rige los problemas de mecánica de fluidos se 
considera que el movimiento de los fluidos viscosos resulta de esfuerzos de tipo distorsiona) (T), los 
cuales se relacionan con las velocidades de deformación ( i) mediante la ley de Newton, y que es 

(6.20) 

en la que se están relacionando los tensores distorsionante de esfuerzo y de velocidades de 

deformación; a partir de dicha relación se tiene que las componentes distorsionantes (de ambos 

tensores) están por tanto relacionadas de la manera siguiente: 
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Siendo 

q - (1  = 2 u(é -é) .r IN r ..t .. 

ay - a,. = 2 J.' (ty - t,) 

(Jz - (J,. = 2 p. (éz - é,) 

r:o:y = 2 J.' t.cy 

T xz = 2 J.' éx: 

T y;. = 2 p. é� 

t = ..!. (t + é + é) "' 3 .. y z 

(6.21) 

Ahora, como el esfuerzo normal medio es igual a la presión hidrostática (la cual se considera negativa 
por ser de compresión) en el punto considerado, entonces 

(6.22) 

donde p es la presión hidrostática, y si además se toma en cuenta que la velocidad de deformación 
promedio está dada por 

. 1 (d' -
) 8 = - lV V no 3 

(6.23) 

de (6. 9) y reemplazando (6.22) y (6.23) en (6.21 ) , y tomando en cuenta que las relaciones cinemáticas 
· (6.6a) a (6.6f) entre velocidades, (véase el tema 4), se obtiene 

av 2 CJ = - p + 2 p. _.( - - J.' (div V) .r ax 3 

av 2 u = - p + 2 p. _Y - - p. (div V) y ay 3 

av 2 a, = - p + 2 J.l. -• - - ¡.�. (div V) oz 3 

[ a v= 
+ 

a v. ] 
ax az 
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ahora, tomando en cuenta que las ecuaciones de equilibrio son 

a o_, + iJ T >'' éJ T z..r 
pa ;;: pf. + - . -- + -

,( X éJx ay Ol. 

()7·r· pa. = pf + _ . •  . . ax 

a a a r. 
+ _Y +� 

iJy éJz 
a r  OO. +� + -· 
ay az 

(6.25) 

En donde a ::: (ax, aY, az) corresponde aJ vector aceleración: si se toma por ejemplo la suma de los tres 

ú1timos términos del miembro de la derecha, de la primera ecuación de equilibrio, y se considera que 
los esfuerzos a,., 1'yx y '�'zx están dados por las expresiones (6.24), entonces 

00' .< 

ax 
OT 

+ yx + 

ay 
OT :.r ::: 
iJz 

+ p. 

(div V) 

2 a . -- - p.. - (di V V) = -

3 ax 
ap + 11 'V 2 V + _!. u .i.. (div V) ax r ' 3 r ax 

de manera análoga se puede obtener que para la 2a. y 3a. ecuaciones de equilibrio se tiene 

a.,_�-

ax 

ar_.� 
ax 

a a)' 
+ . 

ay 

arr 
+ _. 

ay 

ar�,, 
+ - ---

az 

a a. 

-

+ _. = -az. 

ap 
ay 

iJp 
az 

+ p. 'V 1 V + _!_ p.. .i_ (div _,. 3 iJy 
V) 

1 a -
+ p.. V 2 V� + ) p. iJz (div V )  

(6.26.a) 

(6.26.b) 

(6.26.c) 

reemplazando las expresiones (6.26.a) y (6.26.c) en (6.25) se tiene que las ecuaciones de equilibrio 

quedan 
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si estas expresiones se suman agrupándolas en una expresión vectorial se obtiene 

- 2 1 -pa = PJ- grad(p) T p. V V + - p. grad (div V) 
3 

(6.27) 

que es la ecuación fundamental de la mecánica de fluidos (válida para líquidos y gases) conocida con 
el nombre de Navier-Stokes. 

Se observa que es semejante a la ecuación fundamental de la elasticidad, ya que se puede obtener de 

ésta si se realizan los siguientes cambios: a) cambiando el módulo G por el coeficiente de viscosidad 

dinámica p.; b) s.ustituyendo A por - i p. ; e) reemplazando a su vez el vector desplazamiento S por 

el de velocidad v; y d) agregando el término vectorial grad (p). 

Ahora bien, los problemas de mecánica de fluidos se resuelven partiendo de la ecuación diferencial de 

Navier-Stokes (6.27), y tomando en cuenta las condiciones de carga, presiones, etc. y de frontera 
(según la geometría del sistema considerado). Casi siempre la resolución matemática rigurosa de estos 
problemas es muy complicada y en algunos casos imposible, por lo cual es necesario hacer algunas 
simplificaciones a dicha ecuación. A continuación se describirán algunos casos particulares de ella, en 

los cuales se ha hecho necesario introducir algunas hipótesis simpliticatorias. 

Fl.Vos incompresibles 

Si se hace la hipótesis de que el fluido es incompresible, lo que se puede suponer es razonablemente 

válido para el agua, entonces se debe cumplir la condición de incompresibilidad 6.14, o sea 

(div V) "' O  

por lo tanto Ja ecuación de Navier-Stokes se reduce a 

pa ""pf- i:rad (p) + p.  V 2V (6.28) 

ahora considerando que el vector aceleración a es una diferencial total, se tíene 
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que es una expresión que depende del sistema de ejes de referencia. Por lo tanto, se buscará una 
expresión que no dependa de ellos, para esto se procede de la manera siguiente, tomando por ejemplo 
la componente según el eje x 

finalmente queda 

análogamente 

av.. av av av a = - + -x V + _-· +-·' v 
.l dt dX x oy Ol z 

= avx + [ 0� V + oVY V + o V; V l + [ o V_.. _ o V: l Vz 
ot ax X ax y ax : . dZ ax 

- [ aa;' - a
a
;· l v, 

av 1 av2 a = --' + - - + (ror V ·J.) V. - ( mt V • k) V 
.r di 2 ax y 

av \' a = --y df 

av. 
a - , --

' ar 

1 av2 
+ __ 

2 ay 

1 av2 + - --
2 az 

+ (ror V ·k) V (rot V ·i) V. -
.\ 

+ (i"OI V • í) V (rot V • j) V -
y ·' 

multiplicando Ox por l, ay JX>r j y a: por k y Sumando se obtiene 

- av V2 - -a = - + grad - + rot V x V ar · 2 

(6.29.a) 

(6.29.b) 

(6.29.c) 

(6.30) 

El primer término del miembro de la derecha es la aceleración con respecto al sistema de referencia 

local; el segundo término es la aceleración convectiva, la cual se debe al cambio de magnitud de la 

velocidad independientemente de la trayectoria, y el tercero se denomina aceleración de Coríolis, y se 

debe al cambio de dirección de la velocidad. Esta expresión es independiente del sistema de referencia. 

Ahora, si se considera que el campo vectorial de fuerzas J que se presenta en el problema se deriva 

de un campo escalar denominado potencial !/>, es decir 
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(6.31) 

o sea que J es el campo vectorial engendrado por la aplicación del operador gradiente al campo 

potencial, entonces para la obtención de l basta conocer un campo potencial. 

Por ejemplo, uno de estos campos es el gravitacional y en este caso se tiene que las fuerzas de cuerpo 
que actúan sobre un fluido están dadas por 

f = - g f (6.32) 

siendo g la aceleración de la gravedad (igual a 9. 8 1  m/s2) y k es u n  vector unitario dirigido sobre una 
vertical que pasa por el centro de la tierra. Entonces se ve que 

J = - g grad z = grad ( - g z) 

por tanto 

c/>= -gz (6.33) 

en este caso el campo escalar c/> es un campo energético, que constituye la expresión matemática del 

campo potencial gravitacional. 

Ahora, si se reemplazan las expresiones (6.30) y (6.3 1) en (6.28) se tiene 

p 1 ° V + grad V2 + ror V X V l :: p grad e/> - grad p + 1.1. V 2 V 
ar 2 

reagrupando los ténninos que contiene el operador gradiente en el miembro de la izquierda se llega a 

donde 

1 av - - ] 2-p - + rol V X V ... grad E = f-t V V 
at 

E = vz + p 
- cp 

2 p 

(6.34) 

(6.35) 

en esta ecuación, E representa la energía mecánica específica por unidad de masa. El primer término 

del miembro de la derecha representa la energía cinética; el segundo, energía debida a presión; y el 

tercero, energía potencial de gravitación (también llamada energía de posición). 
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Luego entonces, la expresión (6.34) también representa una ecuación diferencial válida para flujos 

incompresibles, al igual que la ecuación 6.28. 

flujos laminares 

Cuando se consideran flujos en los cuales las aceleraciones y las fuerzas involucradas en ellas son 
despreciables en comparación con los otros términos que aparecen en la ecuación (6.28), se dice que 

son flujos laminares y para ellos dicha ecuación se reduce a 

f..L V 2 V= grad p (6.36) 

la cual es la ecuación fundamental de los flujos laminares. 

Es posible obtener otra expresión válida para este tipo de flujos partiendo de la ecuación anterior, ;:>ara 

ello si se aplica el operador rotacional a ambos miembros de ella se obtiene 

ro¡ (¡..t. � 2 ll) = rot(J!,rad p) 

en la cual el miembro de la derecha es nulo, por la propiedad matemática de que la aplicación 
consecutiva del operador rotacional al campo resultante del operador gradiente, es nula. 

donde 

como 

rot (Jl V 2 V) = 0 

ror (¡..t. V 2 V) = Jl rot (V 2 V) = O 

rot (V 2 V) = O 

puesto que se pueden intercambiar operadores 

donde 

rol (V 2 V) = V 2 mr V 

'\72 (rot V) = O 

(6.37) 

(6.38) 

la cual indica que el laplaciano del campo de velocidad {o vorticidad) es nulo. Esta ecuación es otra 

expresión aplicable a flujos laminares, al igual que la (6.36). 
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Fl�Vos no viscosos o turbule11tos 

En este caso se considera que los términos debidos a aceleraciones y fuerzas de la ecuación (6.28) son 
relativamente más importantes que los debidos a la viscosidad, por tanto, esta se reduce a 

o sea 

pa = pf - grad p 

1 a = f- - ¡;rad p 
p 

(6.39) 

(6.39.a) 

Ahora bien, si se toma en cuenta la ecuación (6.34) se encuentra que como el tér.mino de viscosidad 
es despreciable, entonces 

p [ J
J
� + ro¡ V x V + grud E l = 0 

donde 

av 
+ rol V X V + grad E = 0 ar 

(6.40) 

Las ecuaciones (6.39) y (6.40) son aplicables a flujos no viscosos, y se llaman ecuaciones de Euler. 

Si se apJica el operador rotacional a los términos de la ecuación (6.40) se obtiene 

a - -- ror V + mr (rol V x V) = O 
di 

(6.41) 

puesto que el término m! grad E = O por la propiedad matemática mencionada anteriormente, y si se 
recuerda que el vector torbellino es 

w = 112 ror V 

entonces reemplazando en la ecuación 6.41 se tiene 

aw 
+ ro1 ( w x V) = O Tr (6.42) 

de esta expresión se ve que si un flujo es irrotacional (w = 0) entonces necesariamente se cumple que 
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aw = o 
ar 

esto implica que un movimiento irrotacional permanece en una condición a menos que aparezca una 
fuerza externa que lo altere. 

Flujos no -viscosos pennanentes 

Para este tipo de movimiento se cumple que av 1 iJ1 es nulo, por lo que la ecuación (6.41) se reduce a 

(6.43) 

puesto que V X rol V = rol V x V. Esta es la expresión aplicable a este tipo de flujos. 

Se procederá a obtener una ecuación más sencilla a partir de la (6.43), para ello debe considerarse que 

en ella el vector grad E es necesariamente perpendicular al plano definido por los vectores v y rot v, 
puesto que es su producto vectorial. Esto a su vez implica que sólo existe variación de la energía en 
dirección normal a dicho plano, por tanto, este es un plano equienergético. Ahora bien, tomando en 
cuenta que los vectores v definen líneas de corriente, así como los vectores rot V a líneas vorticosas, 
se ve que las superficies definidas por familias de líneas de corriente y vorticosas son equienergéticas� 
de la misma manera las líneas de corriente y las vorticosas son líneas equienergéticas o sea que E 
permanece constante. 

Considerando la ecuación 6. 35 se tiene 

y2 p + - 4> = cte. (sobre una línea de corriente) (6.44) 
p 

que constituye el teorema de Bernoulli. 

Es interesante observar que las ecuaciones (6.43) y (6.44) son igualmente aplicables a flujos no 
viscosos permanentes, sólo que esta última es más sencilla puesto que no es diferencial. 

Para el caso en que el campo potencial 4> es el gravitacional, de la ecuación (6.33) se vio que (el> = - gz), 
lo que reemplazado en la ecuación (6.44) y dividiéndola por la aceleración de la gravedad, conduce 
a que 

y2 + p 
2g "1 '  

+ z :;;; cte. (-y = pg, peso volumétrico) (6.45) 

la cual tiene una interpretación gráfica sencilla, pu�sto que cada término en ella tiene unidades de 
longitud, por lo tanto se puede trazar la figura 6. 7. 
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Es decir 

Linea E= Con•tante 

� � 

y¡-¡...... -:-------.J y V� � 
�L_---------------------�� -

FIGURA 6.7 

v2 PI v; p2 1 + + zl -- +- + l.2 2g 1' 2g 1' 
(6.46) 

siendo esta una relación muy importante para muchos casos prácticos. En esta ecuación el primer 
término representa carga de velocidad, el segundo carga de presión y el tercero carga de posición. 
Asimismo, es conveniente recalcar que los índices 1 y 2 implican que se tomen los datos de dos puntos 
diferentes sobre la misma línea de corriente. 

Es posible generalizar la ecuación (6.46) al caso de un tubo de corriente si se toman los valores del 
promedio de velocidad, presión y posición en cada sección de él. 

Aplicaciones del Teorema de Bernou/U 

Para ilustrar la utilidad de la expresión (6.46}, a continuación se presentan algunos casos prácticos de 
interés. 

Ejemplo l. Líquidos en reposo. Se calculará la presión a una profundidad h en un recipiente, ver la 
figura 6.8. 

FIGURA 6.8 
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Para esto se consideran dos puntos, uno en la superficie (punto l) y otro a una cierta profundidad h 
(punto 2). En la superficie la presión debida al agua es nula, existe sólo la presión atmosférica; en 
tanto que en el punto 2 existe una presión debida a la lámina de agua sobre él y también la presión 
atmosférica, la cual como existe en ambos puntos (y en cualquier otro) se puede considerar como el 
nivel de referencia "cero" para presión hidrostática . 

Por lo tanto, en el punto 1 se tiene: 

a) v1 = O; por estar el líquido en reposo 
b) p1 "" O; por ser nivel de referencia "cero" 

e) z1 = O; por estar el sistema de ejes x-z en la superficie del Hquido 

En tanto en el punto 2 se t iene : 

a) v2 ""O; por estar el líquido en reposo 
b) P2 = ?; 
e) Z2 = -h 

ya que se va a determinar mediante el teorema de Bernoulli 

Empleando el teorema se tiene 

O + O + O ::: O + Pz - h 'Y 
p2 = 'Y h (6.47) 

io cual indica que la presión hidrostática (manométrica), en un punto cualquiera del líquido, se obtiene 
multiplicando su profundidad con respecto a la superficie libre por el peso volumétrico del lfquido. 

Ejemplo 2. Descarga en orificios. Ahora se va a calcular la velocidad con la que sale un líquido (de 
descarga) en un orificio practicado en un recipiente, ver figura (6.9). 

V 

h 

FIGURA 6.9 
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Se considerará que el recipiente es muy grande en sentido perpendicular al plano de la figura, de tal 
manera que al salir el líquido por el orificio la velocidad con la que baja el agua es muy pequeño 
(despreciable). Para este problema se tomará escala absoluta de presiones. Los puntos 1 y 2 se 
muestran en la figura anterior. 

Ahora, en e l  punto 1 se tiene: 

a) V1 = O; por la consideración hecha antes 
b) p1 "' P.tm; para escala absoluta de presiones 
e) z1 "' O; por estar en la superficie libre 

en el punto 2 se tiene 

y 

a) V,. = ? (es el parámetro que se va a calcular) 

b) p2 = P.�m + -yh; en este caso se considerará que -yh � P ltiln y que se puede despreciar 

:. P = Pabn 

aplicando ahora el teorema se tiene 

p 
O+ � 

'Y 
y2 p 

+0=-2 +�-h 
2g 'Y 

V2 = J2gh (6.48) 

expresión que es conocida como fórmula de Torricelli, la cual se utili1-a comúnmente para calcular la 
velocidad de salida del agua a través de un orificio. 

Ejemplo 3. Cálculo de la presión en una tuberfa. Si se tiene el caso de un tubo conectado a un tanque 
elevado (ver figura 6.10} el cálculo de la presión en ella en su parte inferior (punto 2) se calculará de 
la siguiente manera: 

Q =A V =  cte. 
(6.49) 

Aquí se debe tomar en cuenta el principio de la continuidad del gasto, es decir, se tomará en este caso 
escala de presiones manométricas <Purm = O); en el punto 1 se tiene: 
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V --.-

L o 

h' 

�. r 
-+------.! 

h 

t 
_._ __________ 

FIGURA 6.10 

a) V, J2gh' aplícando la fórmula de Torrice1li (6.48) 

b) p1 = O ; de acuerdo con la escala de presiones elegida 

e) z, = O ; por la posición del sistema x-z 

en el punto 2 se tiene: 

a) V, V1 [ �: ] ; por la ecuación (6.49) del principio de continuidad 

= ? . . ' que es la que se va a calcular 

aplicando el teorema se tiene 

de donde 

entonces 
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reemplazando el valor de V1 dado por la expresión (6.48) 

p, = 2K;; 7 [ 1 - [ �:r l + 7 h = 7 h [ 1 - [ �:r l + 7 h 

p, = 7 [ h f - [ �:r l + h] (6.50) 

que es la fórmula que nos permite calcular la presión buscada; en ella se puede observar que si la 

relación A¡IA2 es menor que uno, la presión p2 será mayor que la hidrostática (')'h); si es igual a uno, 
entonces será igual a la hidrostática; en tanto que si es mayor que uno será menor que ella. 

Flujos viscosos 

En estos casos se considera que la viscosidad J.L no puede despreciarse, o bien, aun cuando sea pequeña 
se ha encontrado experimentalmente que al fluir líquidos a través de una tubería, en una región cercana 
a las paredes del conducto, estos no se desplazan libremente sino que se presentan ciertos esfuerzos 
tangenciales debidos a dicha viscosidad. Esta región se llama capa límite y en ella el flujo es viscoso; 
ver las figuras (6.11.a) a (6. l l .c). 

'L: O X 

(a} Flujo no viscoso (b) flu)o viscoso 

FIGURA 6.11 

�} velocidad 
uniforme 

(e) Flujo parcialmente vi$CO&o 

En estas gráficas se observan distribuciones de velocidades diferentes en una secc10n transversal al 
tubo, notándose que cuando existe viscosidad, ésta se manifiesta por la aparición de un gradiente de 
velocidad, de tal manera que induce esfuerzos tangenciales entre las diferentes láminas del líquido de 

acuerdo con la ley de Newton, antes vista, o sea considerando que 

y 

T = 2 J.L t". 

av 
2t ; _·' •Y a )' 
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Como en las figuras anteriores se muestra un flujo unidimensional, tal que sólo existe componente V:. 
la cual sólo puede variar según la dirección y; en tanto que V" es nula, de donde 

av 
2 • - X e". - � · .  uy 

lo que reemplazando en la ley de Newton {expresión que estima los esfuerzos tangenciales) se tiene 

T =J.L 
av .. 
ay 

(6.51) 

en esta expresión se ve la relación que existe entre los esfuerzos tangenciales T (que aparecen en el 

fluido), la viscosidad dinámica¡¡., y eJ gradiente de velocidades (oVJiJy) . 
. 

Hujo de Poisseuille 

Para el análisis de un flujo viscoso, tal como el que aparece en la parte (b) de la figura 6. 1 1 ,  se 
considera que es un flujo bidimensional entre dos parede� planas horizontales infinitamente grandes; 
ver figura 6. 12.  

Además se tiene que 

V =V = 0 .t : 

y que V_. sólo depende de y, por tanto 

V� = V. (y) 

y. 

ta � .... :::,... �, fVx;Vw. (y) 

. 0�------ - ----
� 

..r "-Vxmóx. '1 
-o �/ /./ / _/' ./ ./ .// .// ././ ./ ././ .// 

FIGURA 6.12 

Recordando que la ecuación para flujos laminares es: 

p. V2 v = p,rad p 
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como 

y 

por ser VY y V; nulas 

o2V o2V iJ2V 
+ .. + --·· = __ .. 

iJy2. az2 oy2 

por ser � sólo función de y y considerando que 

gratl p = 
iJp i + 

(Jp j + op k = ap i 
ax ay az iJx 

(6.52) 

(6.53) 

ya que sólo existen componentes según la dirección x, reemplazando (6.52) y (6.53) en (6.36) se tiene 

(6.54) 

aquí ya se pueden eliminar los símbolos de diferenciación parcial; integrando ahora con respecto a y 
se obtiene 

dv,. - dp 
Y + e J.l. - --dy dx 1 

la constante C1 se determina considerando que para y = O 

dV 
-' = O  (como se ve en la figura 6.12) 
dy 

Integrando de nuevo·con respecto a y se tiene 

1 dp 11 v = _ )'2 _ + e 
r ·' 2 dx 2 

ahora como para y = O; V, = V, má• de donde C2 = � V, ,á, 

por tanto 

V _ 1 2 dp V � .( 
- 2 y dx + ¡;. .( má• 
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como para y-± a; Vx ::: O (puesto que el tlujo se adhiere a las paredes), entonces, reemplazando esta 
condición en (6.55) se tiene 

- a2 dp + 11 V 0---- r .rmdt 2 dx 

ahora sustituyendo (6.56) en (6.55) se obtiene 

a2 dp V . = ---A fii(U 2¡.t dx 
(6.56) 

(6.57) 

expresión que nos da la ley de variación de VA en función de y que se estaba buscando, y que se ve 
que es parabólica. Además en ella debe observarse que como y < a y puesto que Vx siempre será 
mayor o igual a cero, esto obliga a que la variación de la presión según la dirección x (dpldx) sea 

menor que cero, es decir, la presión disminuye en la dirección del flujo� lo cual es lógico ya que 
existen pérdidas de energía por la presión. 

A partir de la ecuación (6.57) se puede estimar la velocidad media en un flujo viscoso, para ello se 
procede de la manera siguiente, integrando a lo largo de y la velocidad \(., se tiene 

por lo tanto 

a 

v(/lj - - J v dy = _1_ dp 
a ' 

2¡.¿a dx " 

2 V =_ V . . Off 3 x nuu 

es decir, la velocidad promedio es igual a dos tercios de la velocidad máxima. 

Influencia de la viscosidad en la ecuación de Bernoulli 

(6.58) 

(6.59) 

De acuerdo con la expresión (6.57) y de que casi siempre existe una capa límite en el flujo real de 
líquidos, se ve que hay pérdidas de piesión por viscosidad, lo cual debe reflejarse en el esquema de 
Bernoulli como pérdidas de carga (h1), como se muestra en la figura 6. 1 3. El teorema se expresa como 

(6.60) 
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L fnea de cargas 
2 y, 

2c;¡ hf 
.fL 

y 

z,  Zt  

FIGURA 6. 1 3  

En esta expresión el término h1 en general es función de pérdidas por longitud de tubería, las 

· mencionadas antes debidas a la viscosidad; pero además también es función de cambios de sección o 
de dirección de la tubería, las cuales comúnmente se determinan experimentalmente. 

6.4 Flujo viscométrico 
Como se mencionó antes (ver figura 6.2) existen tlujos en los cuales el coeficiente de viscosidad 

dinámico p. es función de la velocidad de deformación ( o sea del gradiente de velocidades), es decir, 

el fluido tiene viscosidad no newtoniana. Para este tipo de flujos, el gasto que pasa a través de un 

conducto no es proporcional al gradiente de presión en la dirección del tubo, como ocurre para el flujo 
de Poiseuille ya que en éste, de acuerdo con la expresión (6.57) , la velocidad media es 

V ;;: �  dp 
"' 3�-t dx 

y como el gasto es 

(A - área de un rectángulo de espesor unitario en sentido perpendicular a la figura 6. 1 2) 

siendo :. A = 2 u 1 = 2 a (puesto que t = J )  

en la cual se ve que Q es proporcional a dpldx. 

(6.61)  

En la  figura 6. 1 4  se presentan las variaciones del gasto con el  gradiente de presión, para un tluido 
newtoniano y para uno no newtoniano. 
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Q 

o 

1 

1�no newtoniono 
1 1 t . 1 �new on10no 

FIGURA 6. 14 

� dx 

Como se mencionó ant eriormente entre los f luidos no newtonianos se tiene: soluciones polimerizadas , 
p inturas , fluidos con muchos sól idos en suspens ión , etc . 

Para este tipo de fluidos la ecuación const it ut iva que los representa puede tener la for ma siguiente: 

[7] = - p[IJ -t 11- 1 [E) = 11-2 [f.l + l-'-3 [E) (6.62) 

donde p es la presión isotrópica. 

Esta ecuación corresponde a un fluido denominado de "segundo orden " con tres pará metros � • •  ¡.¡.2 y 
fJ-3, que constituyen en sí casos particulares de cuerpos v iscoelásticos ,  los cuales se tratarán en el tema 
sobre viscoelasticidad . 

Ejemplo 4. Para ilustrar es te tipo de flujos consideraremos un problema semejante al de Poiseui lle, 
p ara ello se verá e1 flujo entre dos placas hor izon tales inf in itas . Entonces , puesto que 

con 

h 
V� = O pt!ra y = ± 2 

W'f�'�:�r;:�,��� � 

m1m nnn l!;:nlllll 
FIGURA 6. 1 5  
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considerando que r.Q. = S(k); T_t¡ = T Y4 = o 

donde k(y) = dV,/dy 

y 

sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio se obtiene 

00". OT xy -' + - = 0 
ax ay 

ao� = o 
oz 

(6.62.a) 

(6.62.b) 

(6.62.c) 

de (62.b) y (62.c) y puesto que oa._lox es independiente de y y de z y de acuerdo con (62.a) tenemos 

dr._(\' oa. -· = -· 
dy ax 

como el lado izquierdo de esta ecuación depende sólo de y, entonces d7/dy = - f de lo cual 

rxy = - .fy + e 

por condiciones de simetría, r..f)' = O para y = O y 

. · . e = o y r..f)' = - ¡y 

puesto que Txy = S (k) (o sea los esfuerzos tangenciales dependen del gradiente de velocidad) y si A (S) 
es la función inversa de ella. 

(Por ejemplo: si S(k) "" M ¡.t. entonces A (S) = SI ¡.t.). Se denominará A( S) la variación de la función de 
cortante. De S(k) = - .f y obtenemos 

entonces 

k = A (- fy) 

dV 
-·· = A (- fy) 
dy 
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luego el perfil de velocidades será 

V_.(y) = J Y A (- fy)dy 
-11/2 

donde A(S) es una función conocida para cada fluido en particular, obtenida experimentalmente. 

Sea Q el gasto a través de una sección, entonces 

integrando por partes 

donde 

como 

se tiene 

11/2 
Q = f � (y) dy 

-lo/2 

J lt/2 /ol2 
Q = y V,(y )  - L.n y V1(y)dy 

-lo!2 

yt (y)  = k(y)  

�(± h/2) = o  y dVJdy = A  (- fy) 

/112 Q = f_ 1o:2 y A (- jy )dy 

para un fluido newtoniano S(k) = ¡,4k, y k = s/1-4 = A (S) 
Asf que 

de donde 

A ( - fy) = - Jyl p. 

V,(y) = J y - !Y dy = - f Y J V = - ·� [y22 - hs2] 
- ltl2 P. 1-L 2 - h/2 r 

que nos da la variación de V:. en este caso. 
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Ahora el gasto Q está dado por 

Q = - y - dx - - -f lrt2 [ - fy l - f X 3 J h/2 
= fh3 

- h/2 Jl Jl 3 - h/2 l 2Jj. 
(6.64) 

es obvio que si S(k) no es proporcional a k, el perfil de velocidades no será una parábola y el gasto 
no será proporcional a la constante f ( = d uz/ dx) . 

Números .adimensionales útiles en flujos 

A partir de análisis dimensionales que se emplean en la simulación de flujos en modelos a escala de 
prototipos, se obtienen parámetros adimensionales con los cuales se puede determinar si tal�s flujos 
son laminares o turbulentos dependiendo de la relación que existe entre las fuerzas de viscosidad, la 
acción de la gravedad y las fuerzas de inercia. 

Dicha relación entre la viscosidad (debida a ¡;.) y la inercia (debida a las aceleraciones a )  hace que un 
flujo sea laminar o turbulento. El flujo es laminar sí la viscosidad domina en la relación, mientras que 
es turbulento si ocurre lo contrario. Esta relación es el número de Reynolds que es uno de los 
parámetros adimensionales mencionado y está dado por 

en donde 

v - velocidad de flujo 

R = V L 
p 

(6.65) 

L - longitud característica, puede considerarse, por ejemplo, en un canal como la relación entre 
el área y el perímetro mojado 

v - viscosidad cinemática del agua 

Entonces si R < 500 el flujo es laminar, en tanto que si es mayor de 2500 será turbulento. Para R 
entre 500 y 2500 existen casos intermedios. 

La relación entre las fuerzas de inercia y la aceleración de la gravedad está dada por el número de 
Froude, el cual se puede definir como 

V F "" --
Jgd 
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donde 

v - velocidad del flujo 
g - aceleración de la gravedad 

d - longitud caracte rística , que es igual , por ejemplo , a1 área de un canal dividido entre el 
ancho de la superficie l ibre del agua 

Se tienen casos característicos , segú n  el valor de F que es cuando F = 1, v = J gd y se dice que el 

régimen es crítico ; cuando F < 1, v < J gd ; el  rég imen es tranquilo, en el cual la atracción de la 
gravedad influ ye en mayor g rado que las fuerzas de inercia; y en el  úl timo caso cuando F > 1, v > J gd 
y el  régimen se l lama ráp ido . 

Flujos bidimensionales 

En todo lo anteriormente visto , implícitamente se ha considerado que el  flujo de los líquidos se 
desarrolla segú n u na trayectoria fija, ya que se e ncauza en conductos como tubos o canales ; sin 
embargo , cuando esta trayectoria no está perfec tamente definida , sino que puede desarrollarse en un 
espacio trid imensional o bidimensional,  sobre el cual existe un número prácticamente infinito .de 
posibles trayectorias , entonces es nece sario estudiar cuáles serán las trayectorias más probables entre 
ellas , por lo que es necesario rea l izar un estudio anaHtico sobre este problema . En este caso nos 
limitaremos al problema bidimensional . 

Función de corriente 

Para la solución del problema anterior es necesario seguir un procedimiento matemático similar al que 

se sigue para e ncontrar la distribución de esfuerzos en un problema elástico , ento nces en este caso se 

nec esita recu rrir a una func ió n potencial llamada "fu nc ión de cor rie nte " ,  1/; ,  cuya utilidad es análoga 
a la de A iry ,  y en la cual se cumple que 

ot/1 V = -.. ay 
y v = 

ot/1 y ox (6.67) 

o sea que el c�mpo vec torial de veloc idades se deduce si se conoce el  campo escalar definido por la 
función de cora-iente . 

Además, en este tipo de pro blemas se debe cumplir la cond íció n de incompresibi lidad , s i  se considera 
el caso de1 flujo de fluidos incompres ibles (por ejemplo agua). 

div V ""  O 
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o sea 

ya que 

av av .. + _Y : Q  
ax ay 

V = V T + V J..,. 
·' )' 

(6. 68) 

se observa que el campo vectorial obtenido a partir de la función de corriente cumple con esta 
condición si se reemplazan las expresiones (6.67) en (6.68). 

Ahora, si se considera que 

rot V = f a VY - o Vx 1 f 
nr rlV 

reemplazando Jas relaciones (6.67) en (6.69) se tiene 

Como en flujos laminares 

entonces 

de donde t/t debe ser una función biarmónica. 

Para flujos irrotacionales ror V = O ,  de donde 

en este caso 1/1 basta que sea armónica. 

(6.69) 

(6. 70) 

(6. 71) 

(6. 72) 

Debe observarse que la ecuación (6. 72) es la conocida ecuación de Laplace. Luego entonces, la 
solución del problema bidimensional laminar e irrotacional se obtiene resolviendo dicha ecuación de 
Laplace junto con las condiciones de frontera y geometría del caso particular que se trate. Esta 
solución nos dará el campo escalar lj¡, y a partir de las relaciones (6.67) se obtendrá el campo de 
velocidades con Jo que se tendrán las trayectorias buscadas. 
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Este tipo de problemas son de utilidad, por ejemplo, para estudiar el flujo de agua a través de presas 

de tierra, de tablaestacas, etc. ;  ver figuras 6. 1 6.a y 6. 1 6. b 

\ 

(a) 

FIGURA 6. 1 6  

Propiedades de la función de corriente 

V 

1 1 J 1 1 
\ ' '  / I J  

' '  .... " // ....... - -..,.. - -

(b) 

Como en una línea de corriente V x d v = O (figura 6. 1 7) ,  por ser la velocidad v tangente a la línea 

de corriente, entonces 

(que es el producto vectorial) reemplazando las relaciones (6.67) en (6. 73) se tiene 

al/; dx + a..¡; dv = d·'· == o 
ax ay - 'Y 

lo cual implica que 1/; es constante a lo largo de una línea de corriente. 

�LÍnea de corr i ente 

FIGURA 6.17 
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Gastos entre dos lfneas de corriente 

Considerando ahora el gasto entre dos líneas de corriente en las que t/t = a y 1/; = b .  

El gasto dq que cruza un elemento de área (dy dz) (figura 6. 1 8) de una sección normal al tubo es 

integrando 

dq = V,dydz = ot/t dydz 
ay 

q = [ �� J:. dz dy = � J: = h - a 

q = b - a 

(6.74) 

esto significa que el gasto que recorre un tubo de flujo es igual a la diferencia entre los valores de la 
función 1/; en las fronteras del tubo. Observándose que entre más cerca se encuentran las líneas de 
corriente, en un tubo cuyo gasto está dado, la velocidad en esa parte aumentará; puesto que el gasto 
es el mismo pero el área es menor, ya que se considera espesor unitario constante en la dirección 
perpendicular a1 plano bidimensional . 

direcciÓn x 

FIGURA 6. 1 8  
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7. Viscoelasticidad 

7.1 Introducción 

La viscoelasticidad es el estudio de las relaciones esfuerzo-deformación·tiempo que existen en el 

comportamiento mecánico de los materiales. Conocer tales relaciones es importante en el diseño de 

obras construidas con materiales cuyas propiedades cambian con el tiempo y en las cuales la variación 

de la magnitud de las cargas influye bastante. Este comportamiento difiere radicalmente del que ti<!nen 

materiales que se pueden modelar mediante cuerpos idealmente elásticos o viscosos, ya que son 
materiales que se comportan como distintas combinaciones de ambos casos. 

Los estudios desde este punto de vista, por lo tanto, toman en cuenta que en ciertas regiones de una 

construcción, el material se ha plasti ficado sin llegar a agrietarse, por lo que se supone que el medio 

sigue siendo continuo en todas partes. 

En este caso se estudia un comportamiento complejo de los materiales cuando algunas de sus moléculas 

pasan del estado sólido al fluido, fenómeno que además es dependiente del tiempo, y en el cual la 

distribución de zonas plastificadas es aleatoria. Además, en éste influyen la variación temporal y 

espacial de las cargas. Todo lo anterior explica que la relación entre las cargas aplicadas a un sistema 

constituido por un material víscoeláJtico y los desplazamientos que experi menta no sea sencilla. 

Por lo tanto, estos anál isis vücoelá.wicos son indispensables para estudiar la evolución de las 

deformaciones de obras constituidas por materiales muy alejados del comportamiento elástico, como 
es el caso de los suelos, sobre los cuales se construyen bastantes obras civiles. Asimismo, son útiles 

en materiales elásticos que se hacen trabajar a esfuerzos superiores al rango elástico. 

Puede considerarse que utilizar modelos viscoelástícos equivale a suponer que cada molécula de 

material es en sí misma un sistema, como el caracterizado por el modelo analógico correspondiente 

al caso viscoelástico empleado (ya sea, por ejemplo, el de Maxwell ,  Kelvin, etc.), el cual se presenta 

en todas las moléculas del sistema (probeta o prototipo). Ahora bien, en realidad en estos sistemas no 

todas las moléculas pueden representarse por el mismo modelo� sin embargo, ocurre que dicho sistema 

en su totalidad se comporta como si la hipótesis mencionada fuera correcta. Esto en sí equivale a 

distribuir el comportamiento total como si fuera uniforme en todas ellas. Además esta suposición 

resulta ser útil y satisfactoriamente aproximada desde el punto de vista fenomenológico. 

Es i mportante resaltar que, como se ha mencionado anteriormente, los estudios viscoelásticos permiten 

considerar la variación con el tiempo de los estados de esfuerzos y deformaciones en obras civiles, 

aunque sea únicamente de manera aproximada; por lo que es fundamental este tipo de análisis t:n lus 
casos en que se considere que dicha variación puede presentarse (como ocurre en los problemas en los 

que aparecen los suelos) . 
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Los materiales viscoelá.wicos pueden agruparse en dos grandes conjuntos, los sólidos y los fluidos, los 
cuales a su vez. pueden tener o no deformación elástica instantánea. A continuación se presentan cuatro 
casos que ejemplifican lo anterior. 

l .  El cuerpo de Hooke es un sólido con respuesta inmediata. 
2. El cuerpo de Kelvin es un sólido sin respuesta inmediata. 
3. El cuerpo de Maxwell es un fluido con respuesta inmediata. 
4. El cuerpo de Newton es un fluido sin respuesta inmediata. 

Cabe mencionar que además de los cuatro cuerpos anteriores pueden existir otros, como el de Burgers, 
etc . ,  que se mencionarán posteriormente. 

Para llevar a cabo Jos estudios viscoelásticos es conveniente tener conocimientos acerca de la 
transformada de Laplace, integrales de convolución y otras herramientas matemáticas, las cuales se 
presentan en forma breve en los apéndices 7 .A,  7 . B  y 7 .C .  

A continuación se describirá la  forma de obtener la respuesta en pruebas de carga unidimensional , en 
sus etapas de creep y relajación (conceptos que se definirán posteriormente) para diferentes modelos 

viscoelásticos (Kelvin, Maxwe1 1 ,  Burgers, etc . ) ;  así como el procedimiento de solución de problemas 
de valores en la frontera en los que intervienen este tipo de materiales empleando el Princip;o de 
correspondencia. Además en un apéndice se presenta brevemente el desarrollo del método directo de 
solución de ellos. 

Como el tratamiento para los di ferentes cuerpos viscoelásticos es idéntico, se detallará ahora un 
procedimiento general cuyos pasos más relevantes pueden agruparse de la manera siguiente: 

a) Obtención de ecuaciones constitutivas. 

b) Utilización de la transformada de Laplace para obtener la respuesta en las etapas de creep y 
relajación. 

e) Empleo de integrales hereditarias (de convolución) para obtener la respuesta ante cualquier ley de 
carga. 

d) Extensión del problema viscoelástico a tres dimensiones, tomando en cuenta el comportamiento en 
dilatación y en distorsión. 

e) Aplicación del Principio de corre.\pondmcia para la solución de problemas de valores en la 
frontera. 

f) Empleo del método directo de solución del sistema de ecuac10nes de equilibrio, relaciones 
cinemáticas y ecuaciones const.itutívas. 
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7.2 Obtención de las ecuaciones constitutivas 

Para lograrlo se parte de dos unidades fundamentales de los modelos analógicos que son el resorte y 
el amortiguador, asf como de la manera en que están conectados, ya sea en serie o paralelo. 

La ecuación constitutiva del resorte (cuerpo de Hooke o elástico, figura 7 . 1 ) es 

(J = E e o sea (J = lfu e 

41 • • • 

FIGURA 7 . 1  

en tanto que para el amortiguador (cuerpo de Newron o viscoso, figura 7.2) es 

T = JL i  o sea 

. ] 

a = fJt i; 

• • 

fiGURA 7.2 

Ahora bien , cuando están conectados en serie se aplica la relación energética 

que es una suma de velocidades de deformación. 

En tanto que cuando están conectadas en paralelo se emplea 

que es una suma de esfuerzos, por lo tanto también es energética. 

(7. 1 )  

(7.2) 

Estos dos tipos de sumas pueden servir para encontrar ecuaciones constitutivas de diferentes 
combinaciones de resortes y amoniguadorcs, como se verá a continuación para algunos casos sencíllos. 
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Cuerpo de Kelvin 

El modelo analógico de este cuerpo es un resorte y un amortiguador conectados en paralelo, como se 
ve en la figura 7.3. 

En este caso se aplica la suma de esfuerzos, entonces 

donde 

a1 = q0 e , de (7. 1 )  

y 

(7. 3) 

que es la ecuación constitutiva de este cuerpo. 

fiGURA 7.3 

Cuerpo de Ma.xwell 

El modelo analógico es un resorte y un amortiguador en serie, figura 7.4, como se ve a continuación. 

Ahora se aplica la suma de velocidades de deformación 
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donde 

luego 

FIGURA 7.4 

a e 1 == - , de (7. 1 )  
qll 

Y t2 = _!!__ , de (7.  2)  
ql  

. iJ a e = - +  
llu (/¡ 

haciendo un ajuste de constantes se obtiene al multipl icar por q0 

iJ + p ' 1 a = rJo t  

que es la ecuación constitutiva correspondiente, 

[ 1 
_ 
(jo ] P1 - ­q, 

La solución de esta ecuación se obtiene integrándola, de donde ésta es 
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o sea 

(7.4' ) 

siendo A,  B y C constantes 

[ e = _!_ ] qo 

Cuerpo sólido de tres constantes 

En este caso se combinan un cuerpo de Kclvin y un resorte en serie aplicando la ley de suma de 
velocidades de deformaciones. Este cuerpo se muestra en la figura 7.5 .  

FIGURA 7.5 

Entonces 

los subíndices K y R indican Kelvin y resorte, respectivamente 
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donde 

y 

de donde 

como 

puesto que 

entonces 

é R - -.;.. ; de (7. 1 ) 
(/o 

1 (/o 

GK = G - ¿;H :: G -
q() 

(J eR = -
de la ecuación (7. 1 )  

lJo 

% a - e + 
q¡ 

agrupando términos semejantes, y multiplicando por q¡l2 se obtiene 

[p 11 = ..!!.!_ l ; 1 2qo 
[ 11 - f!o ] · q

o - 2 ' 

que es la ecuación constitutiva. 
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Fluido de tres constantes 

Ahora se tienen un cuerpo de Kelvin y un amortiguador en serie, figura 7 .6. 

Se aplica por tanto 

donde el subíndice A indica amortiguador 

de la ecuación (7.3) se deduce que 

y de (7.2) 

luego 

como 

fiGURA 7 .6 

• (J 
¡;; = -A 1 (/¡ 
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y como al integrar la ecuación (7.2) se obtiene que 

a c. == - t + A  
A 

ql 

entonces 

reemplazando esto en la ecuación (7 . 6) se tiene 

. a qo [ e = q. - q, e 

derivando respecto al tiempo 

a - - 1  q, 

multiplicando por q11/f!o y agrupando términos se obtiene 

(7  .6' ) 

siendo p{ , q{ y q; nuevas constantes resultado de la operación anterior entonces (7 .6' ) es la ecuación 

constitutiva. 

Cuetpo de Burgers 

En este caso se tiene un cuerpo de Kelvin y uno de Maxwell en serie, se aplica por tanto la suma de 
velocidades de deformación , figura 7. 7. 

de la ecuación (7 . 3) se obtiene que 

y 

de 7.4 
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como 

siendo 

luego 

e = C o + B a t + A '" de 7.4' 

é = .!!__ - % (e - C a + 8 a t + A) + 
q, q, 

derivando con respecto al tiempo 

multiplicando por q1/(Bq11) y agregando términos se obtiene 

o + p¡' ú + P/ ü = q¡' t + q/ t (7.7) 

que es la ecuación constitutiva obtenida para este material ,  (p: , p; , q( , q; son nuevas constantes). 

FIGURA 7 . 7  
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Generalidades sobre las ecuaciones constitutivas 

De las expresiones (7. 1 )  a (7 . 7) se ve. que las ecuaciones constitutivas tienen la siguiente forma general 

(7 .8) 

donde c/>1 y c/>2 son operadores del siguiente tipo 

y 

en los cuales se hace un aj uste de constantes, y por ser expresiones lineales basta. dividir por una 

constante para obtener el coeficiente p0 igual a uno. Por lo tanto dichas ecuaciones tienen la  forma 

general 

+ P, ot " 
on 

" = 

o me + q -­

m ar nr 

estas ecuaciones constitutivas deben cumplir con 3 postulados fundamentales que son 

a) Independientes de la velocidad y aceleración del sistema de referencia considerado. 

b) Independientes de las coordenadas del punto considerado. 

e) Independientes de las condiciones de carga. 

7.3 Solución mediante la transformada de Laplace 

( 7. 8' ) 

En las expresiones (7 .8) y ( 7 .8 ' ) ,  relativas a la forma general de las ecuaciones constitutivas, se 

observa que si se conoce la ley de variación de esfuerzos a(t) se puede obtener la de deformaciones 

e(t), al resolver la  ecuación diferencial ordinaria que resulta; pero también se obtiene de igual manera 

u(r) si lo que se conoce es e(!). Ahora bien, entre los procedimientos de solución de este tipo de 

ecuaciones se tiene el de la transformación de Laplace, a través del cual una ecuación diferencial 
ordinaria se convierte en una ecuación algebraica más fácil de resolver. 

Entonces al aplicar la transformada de Laplacc al operador 
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se obtiene 

n 
5f (<P) = <P = E  a; s i = P(s) 

; .. u 

(siempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas, ver apéndice 7.B) , con lo que se obtiene 
un polinomio en s, P(s) de grado n, en el cual las constantes a; son las mismas que las del operador 
<P. la expresión (7 . 8) se transforma en 

P(s) 0: = Q(s) e (7 .8" ) 

(siendo Q(s) otro polinomio en s) donde 

Ahora bien , si a(t) = a0 �(!), donde a0 igual a una constante �(r), (función paso, ver apéndice 7.A), 
- • O'o w 1 entonces a (.\·) = s ; ya que . .1.(�(1)) = s (ver tabla 7. 1 ). 

En tanto que si e(t) = t0 !l., , t0 es una constante. 

Analógamente 

Entonces, si se considera el caso en que se aplica a(/) = au �(f) de ( 7 .  8" ) se obtiene que 

_ a0 P(s) 
e = ------s Q(s) 

que es un cociente entre polinomios, el cual se puede descomponer en fracciones parciales (según los 

métodos conocidos de álgebra); luego se tendrá 

n
' A .  s ;  n ' 

e (s) = l: ' = E j(s )  
; . ¡  (s - BY ;�l 

• El símbolo 0:(.f) indica la transformada di! Laplacl! dé o(t) (vc;r apt!ndice 7 .  B). 
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y antitransformando cada término, por ejemplo mediante una tabla de transformadas de I...aplace (ver 
tabla 7. 1 ) ,  se obtiene 

n' n' 
e (r) = E ,t;- 1 if(s)) = E F(l) 

i = l  i•l  

o sea como una sumatoria de funciones del tiempo, lo cual nos da la solución del problema. 

Ahora procediendo de manera análoga se puede obtener la ley a(t) si se parte de e(t) = e0 �(t). 

El caso en que se da a(t) = a0 ll(t) corresponde a una prueba de creep (deformación variable con el 
tiempo ante carga constante); en tanto que cuando se da e(r) = e0 .1.(t) corresponde a una prueba de 
relajación (variación del esfuerzo ante deformación constante) . 

Ahora bien, si se aplica el anterior procedimiento para cada tipo de modelo víscoelástico (se tiene el 
P(s) y Q(s) correspondientes) pero con a(t) = L\(1) (o sea a0 = 1 )  se obtiene como solución e(r) = J(r), 

l lamándole a J(t) función de complianza de dicho modelo. 

Análogamente, si se emplea e(t) = A(t) (o sea �.:0 = l )  se obtiene una función a(t) denominada "función 
de relajación" y que se representa por. Y(l). 

En la tabla 7.2 aparecen las funciones de complianza y relajación para algunos de los modelos visco­
elásticos más empleados. 

Posteriormente se verá que conocer dichas funciones es útil para predecir el comportamiento e(t) o a(t) 
ante diferentes funciones a(t) o e(f) , respectivamente, que representan leyes de carga o deformación 
más generales; lo cual se logra mediante las integrales hereditarias al aplicarlas a di ferentes modelos 
viscoelásticos l ineales. 

7.4 Integrales hereditarias 

Si se considera el caso de que la carga es constante y está dada por a(t) = a0 A(!) entonces e(t) :. a0 J(t): 
puesto que el modelo es viscoe\ástico lineal , luego si posteriormente se da otro incremento .la' , a un 

tiempo t '  , entonces se tendrá 

e(r) = o-0 J (1) + Aa1 J (r - 1 1 )  

Ahora, si en vez de fiCJ' se da una serie de incrementos infinitesimales se tiene integrando 

e (r) = a0 J (t) + f '  J (t - 1 1 ) da' 
dr' 

o d! ' 

239 

(7.9) 



se observa que en la integral la función J( 1 - 1 1 )  va variando con el tiempo. Ésta es por tanto una 

integral hereditaria o de convolución la cual puede expresarse en otra forma; para ello si se integra por 
partes se tiene 

como 

entonces 

) [ 
1 ' ] ' J ' 1 dJ(t - l ' ) dt ' e(t = u0 J(t) + 1(1 -1 )a(! ) 0 - 0 a (l ) 

dr' 

= a0 J(l) + [1(1 - 1) a (l) - J(t - O) a0] 

1(0) 

- J , a(r ' ) dJ(r - t ' ) dr ' 
0 dr ' 

c. (t) = J(O) a(!) - J ' a(r ' ) d1(f - 1 1 ) dr' 
11 d! l 

d1(r - r ' ) d1 (1 - t ' )  = 
d(l - r' ) dr' 

e(r) = a (/) J(O) + J ' a (t ' ) dJ(r - ! ' ) dr ' 
o d(l - r ' ) 

la cual es otra forma de integral hereditaria. 

( 7 .9' ) 

En la expresión (7. 9) se tienen dos partes, una debida al esfuerzo inicial y otra debida a los 

incrementos posteriores; en tanto que en la ( 7. 9' ) se tiene el primer término debido al esfuerzo 
actuante en ese momento, y la integral representa la deformación originada por la h istoria previa de 
esfuerzos. 

Análogamente para el caso de relajación se tienen las siguientes integrales hereditarias 

a (l) = e0 Y(r) + Y(! - r ' )  - dr ' J
I dc_' 

(l d! ' 
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a(t) = e(t} Y(O) + J ' e (r ' ) d Y(t - l ') di '  
o d(t - 1 1) 

( 7  . 10' ) 

se concJuye entonces que mediante las expresiones (7.  9) y ( 7. 9' ) ,  si se conocen las funciones a(t) y/o 

su derivada, así como las funciones de complianza y/o su derivada del modelo analógico corre!lpon­

dicnte, se puede obtener la ley de variación de e(l). 

Asimismo, mediante Jas expresiones (7. 1 0) y (7 . 1 01 ) .  conocida la función e(t) y/o su derivada y la 

función de relajación y/o su derivada (del cuerpo viscoelástico escogido), se obtendrá en este caso la 

ley a(t). 

Con lo anterior se tienen resueltos ambos tipos de problemas ante leyes cualesquiera de a(t) o e(r). 

Además, en estas integrales heredi tarias se pone de manifiesto que los materiales viscoelásticos tienen 
" memoria" ,  o sea que su comportamiento depende de la historia de carga. 

7.5 Características geoméh·icac; de funciones de complianza para diferenteS modelos vi�oclást icos 

De la tahla 7.2 se ve que las gráficas de estas funciones para Jos modelos viscoelásticos más comunes 

tienen el siguiente aspecto, figura 7.  8. 

FIGURA 7 . 8  
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De la figura anterior se pueden hacer las siguientes observaciones: 

a) Los cuerpos de Hooke, MaxwelJ ,  sólido de tres constantes y el de Burgers tienen respuesta elástica 
instantánea, y tienen en 

_
común un resorte aislado en serie, como se puede ver en las figuras 7. 1 , 

7.4, 7.5 y 7.7. Además, los cuerpos de Maxwell y Burgers son fluidos ya que no tienen compor­
tamiento asintótico horizontal. 

b) Asimismo los modelos que tienen un amortiguador aislado muestran un comportamiento fluido, 

como ocurre con los cuerpos de Newton, Maxwell, fluido de tres constantes y el de Burgers (ver 

figuras 7.2, 7.4, 7. 6 y 7.7) 

e) Los cuerpos sólidos como el de Hooke, Kelvin y sólido de tres parámetros en su ecuación 

constitutiva tienen el coeficiente % no nulo, ver ecuaciones (7. 1 ) ,  (7.3) y (7.5). 

7.6 Comportamiento viscoelástico tridimensional 

Para comprender este comportamiento conviene recordar que los tensores de esfuerzo y deformación 

se pueden descomponer en una componente isotrópica y en una distorsionante. Además existen 

relaciones entre las componentes isotrópicas de esfuerzo y de deformación, y también entre las 
distorsionantes de ambos tensores, que en el caso elástico se vio que eran 

[T]¡ = 3K[/ ] [E ]¡ [T),1 = 2G[/ ][E L  

donde: 

K - módulo de compresibilidad volumétrica 

G - módulo de rigidez al cortante 
[/ ] - matriz identidad 

y recordando que 

S O O 

[T]¡ = O S O 

O O S 
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S .t 7xy r .r.: 

[T]d = 7_.Y sy 7 y: 

r� 7)'4 sz 

S = u X X 

S. = cr_ 

S = u )' .. 

-

-

-

S 
S 

S = - (Sx + Sz) 
(por lo tanto en esta matriz su primer invariante es nulo). 

De igual manera se tienen expresiones semejantes para las componentes del tensor deformación, o sea 

[E ]¡ = 

e X c .. > 

[E ]d = ex-y e-'" 

ex: e)� 

e o 

o e 

o o 

E.�-: 

E.)':. 

e 

o 

o 

e 

e + e_� + e: e = _x ---=---
3 

e_, = e_, - e 

e>. = e_, - e_ = - (e .. + e) 

Ahora bien, los tensores distorsionantes se pueden descomponer en ci nco componentes de cortante o 
distorsión como se ve a continuación 

sx o o o o o o 7xy o 

[T]d = o -s o + o -s o + r.4.)' o o X .. 

o o o o o S_ o o o 

o o r, ... o o o 

+ o o o + o o T.\� 

r_,� o o o T _\":: o 
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y 

ex o o o o o o exy o 

[E ]d = o -e ... o + o -e, o + Exy o o 

o o o o o e; o o u 

o o e_ e;; o o o 

+ o o o + o o e>-z 

e.r: o o O e �  
·'-

o 

Se ve entonces que se tienen relaciones entre componentes i sotrópicas y distorsionantes puras del tipo 

de la ecuación (7. 8) ,  o sea 

donde: 

</>1 S = r/J2 e 
<1>3 Sr1 = rP4 ed 

Entonces, si se hacen pruebas de compresión volumétrica o l.:urtanle puro a carga constante, podran 

observarse en gráficas de deformación vs. tiempo, curvas del tipo mostrado en la figura 7. 8 o relativas 

a cualquier otro tipo de ecuación constitutiva. Por tanto, en un material dado se tiene la siguiente 

pareja de ecuaciones constitutivas, una para la relación isotrópica y otra para la distorsionante. 

donde: 

P" S = Q11 e 

P'S = Q'e  ,¡ ,¡ 

P '  = A. '+'3 
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o sea, la pareja de ecuaciones constitutivas {7 . 12) caracteriza el comportamiento tridimensional de un 
material dado y en la cual los operadores P 11 y Q 11 , así como P 1 y Q 1 pueden tener cualquiera de 
las formas dadas en la tabla 7.2 u otras más generales. 

Nótese que la aplicación de los mismos operadores P' y Q1 a cualquiera de los cinco componentes 
distorsionantes implica un comportamiento isotrópico. Cuando el material no lo es, entonces se deberá 
tener operadores diferentes para cada una de ellas. Aquí se supondrá que existe isotropía en las 
propiedades. 

7. 7 Principio de correspondencia 

Si a las ecuaciones {7 . 12) se les aplica la transformación de Laplace se obtiene 

P" { :.S )* S =  5e { .1 )  e 

P1 < .1 )  sd = ::e < .1 )  e d 

siendo P" ( .1 ) , 9!" ( .1 ) , P' ( .1 )  y :i1 ( .:f )  polinomios en s; entonces se pueden hacer 

;E" ( .1 ) -S = e p!! ( j ) 

las cuales son similares a las relaciones elásticas 

y 

por lo tanto se pueden hacer las siguientes equivalencias 

3K* = !;E" ( .1 ) 
P" ( .1 )  

y 2G* 

(7. 13) 

(7.14) 

(7 . 15) 

en donde se pueden establecer constantes elásticas equivalentes 3K* y 2G* a partir de los polinomios 
conocidos. La importancia de esta equivalencia radica en que mediante la transformada de Laplace, 
al pasar al dominio de .1 ,  podemos resolver un problema viscoelástico como si fuera elástico, y esto 
es lo que se denomina Principio de correspondencia. Luego, la solución elástica se antitransforma para 
obtener la viscoelástica, es decir, conocida la solución elástica� por ejemplo si 
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u( .d ) ;;; f (x, y, z) 

al antitransformar se obtiene u(t) -- ft (x, y, z) 

ya que o( d ), en realidad es independiente de .d (ya que no depende, en este caso** de las propie­
dades elásticas E*, o K* y G*) y por lo tanto no se altera la funciónj (x, y, z) , y entonces la solución 
de esfuerzos es igual en el caso viscoelástico al elástico; pero por otra parte como la solución elástica 
correspondiente a las deformaciones es 

e( & ) = jj (x, y, z, E*, v*) 

o bien 

e(�) = A  (x, y, z, K*, G"') (7 . 16) 

si depende de las propiedades elásticas, entonces sí será función de d , (por las expresiones 7 . 15). 
Entonces antitransformando las expresiones mencionadas (7 . 15) o bien las que representan a E"' y v*� 
ya que como se sabe 

E = 9 K G 
3K + G 

y 
3K + 2G 

p = ��--=-2(3K + G) 
y al reemplazar K y G por los polinomios (7 . 15), entonces 

E* = �-:--:-:
3
::-:
;t
:-

'
-

:t
-:

'
=-=
' 

-:--::-:-:-2P' :l" + ;e' P" 
y v* = 

P' ;¡,r1 _ :E' prt 
2P' ;e" + :t' ptt 

luego al antitransformar cualquiera de las expresiones (7 . 16) o (7 . 17) se podrá obtener 

e(t) = � (x, y,  z, t) 

(7 . 17) 

que nos dará la manera como varía tridimensionalmente el estado de deformaciones con el tiempo 

Ejemplo. Tubo viscoelástico. Se tiene en este caso un tubo constituido de material viscoelástico sujeto 
a una presión interior, como se ve en la figura (7. 9). 

• & es la variable S de la transformada de Laplace, pero se cambió la variable para no cónfundirla con la letra 

S que representa el esfuerzo isotrópico. 

•• pueden existir problemas en los que sí influyen en pruebas, por ejemplo, de compresión confinada. 
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La solución elástica de este problema es 

FIGURA 7.9 

a = A - 8 -l , , 

a ::: A + 8 -l , 

u = 1 ; JI . �(l - 2v)r + B,-1] 
y las condiciones de frontera son: 

para 
y para 

r = b 
r = O  

se tiene 

se tiene 
a, == - p 
a, =- O 

(7. 1 8) 

a partir de estas condiciones se obtienen las constantes A y 8 de las ecuaciones (7. 1 8) ,  de donde 

A = y 

entonces 

p b 2 [ 1 - �:] b 2 [ 1 a ' ] (] = (] = + -r 

a z - h 2  ' 
a 2  - h2 r2 

u = 
(i + v) p h2 ( l  - 2v)  f + al 

E· (a 2 - b 2) r (7. 19) 
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Por tanto, en este caso se observa que los esfuerzos no dependen de las constantes elásticas, por lo que 

no variarán con el tiempo y serán por tanto semejantes al caso de un material elástico; en tanto que 

puede observarse que los desplazamientos al estar en función de dichas constantes, sí variarán con el 

tiempo, ya que si en la expresión para u se reemplazan E y P por las relaciones (7 . 17) se tendrá 

u = · r + _ P- b2 P' [ !  3;/;' ptt l a2] 
a2 - b2 ;!' 2p1 ;!11 + ;!' P11 r (7.20) 

en la cual si se toma, por ejemplo, el caso de que se considere comportamiento elástico en dilatación 

y de Kelvin en distorsión, se tiene que 

P'1 = 1 ; :i11 = 3 K; P' = l y 

y si la carga está dada por p(t) - p .J (t); entonces p = pi.} de donde 

(7 .21) 

Ahora empleando una tabla de transformadas (por ejemplo la tabla 7 . 1) se obtiene 

u(r,t) = 
p b' 

{ 
3r [ 1 - exp [ - 6\:%] ]  1 

uz - bz 6K + % 
(7.22) 

+ az [ 1 - exp ( - q;,t ] ]  } qo r 

la cual es por tanto la expresión que da la evolución de los desplazamientos ·en este problema 
viscoelástico. 

Limitaciones del Principio de correspondencia 

Por lo anteriormente expuesto, se concluye que es posible emplear los métodos de solución elástica 
en problemas viscoelásticos a través del principio mencionado; sin embargo, existen situaciones donde 
no se puede aplicar, éstas son las siguientes: 
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a) Cuando existe modificación de la geometría de la frontera por las cargas aplicadas. 

b) En problemas donde por otras causas la geometría se deforma (por ejemplo una vela que se derrite) 
o se desintegra (por ejemplo, combustible que se quema). 

e) Cuando no existe solución elástica conocida del problema en cuestión. 

En estos casos se debe emplear el método directo de resolución de problemas viscoelásticos. 

7.8 Método directo 

En éste se plantea el problema de resolución del conjunto formado por las ecuaciones de equilibrio, 
relaciones cinemáticas y ecuaciones constitutivas de manera idéntica a como se realizó para deducir 

las ecuaciones fundamentales de la elasticidad y la de mecánica de fluidos (Navier - Stokes) . Estas 
ecuaciones, por tanto, son : 

además 

pa_. = pf. + 

pay = P.� + 

paz ;; P/. + 

a u e - ... 
X - dX 

ouy e = -y 
ay 

a u. e -
L 

z - oz 

y las ecuaciones (7. 1 2) 

0(1·�· + 
ax 

OT.ry 
+ 

ax 

ar.r: + 
ax 

1 e -.ry - 2 

1 e = -
y¡: 2 

1 e -xz - 2 

OTxy 
+ 

ar:.t 
ay az 

0(1Y)' 
+ 

OTZ}' 
ay az 

Ecuaciones de equilibrio 

01')/Z + 
dC1.._ 

ay az 

[ �; 

au, ] 
+ 

ax 

[ �:· 
. 
�:' l Relaciones cinemáticas 

[ �; 

au, ] 
+ -

dZ 

P11 S "" Q " e Ecuaciones constitutivas 

P'  S4 = Q' ed 
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El procedimiento de solución de este conjunto es por tanto 

a) En las ecuaciones constitutivas {o bien sus expresiones equivalentes dadas por las integrales 
hereditarias (7. 9), ( 7. 91 ) , (7. 1 0) o ( 7. 1 O' ) ) se reemplazan las cantidades de deformación por las 
de desplazamiento de acuerdo con las relaciones cinemáticas correspondientes. 

b) Las expresiones de esfuerzos, resultantes del paso anterior, se reemplazan en las ecuaciones de 
equilibrio. 

e) Se encuentra una expresión vectorial que sintetiza las tres ecuaciones de equilibrio anteriores, la 
cual será semejante a las de elasticidad o mecánica de fluidos. Ésta variará según el modelo 
viscoelástico escogido para las componentes isotrópicas y para las distorsionantes. 

d) Se resuelve por algún método matemático de ecuaciones diferenciales parciales y otro equiválente 
(métodos numéricos, etc.)  la expresión resultante mencionada. Es claro que en general ésta puede 
ser mucho más compleja que la de elasticidad o viscosidad, que corresponden a los modelos 
viscoelásticos más sencillos (el de Hooke y el de Newton); por lo que su tratamiento completo se 
sale del alcance de estas notas. Por lo anterior, sólo se sugiere utilizar el principio de corresponden­
cia a los casos viscoelásticos donde este sea aplicable. Sin embargo, en el apéndice 7.C se presenta 
un desarrollo más completo de este método directo. 

Observaciones importantes. Con relación a los problemas viscoelásticos pueden hacerse notar algunos 
aspectos relevantes entre sí: 

a) En estos modelos viscoelásticos se nota la influencia de la velocidad de carga y en general de toda 
la historia de carga en la respuesta (deformaciones que experimentan) . 

b) Por lo anterior, puede observarse que dichos materiales tienen "memoria". 

e) También se observa la existencia de un desfasamiento de la respuesta con respecto a la excitación. 

d) Además se nota la inercia de los flujos existentes en un instante dado. 

e) Finalmente, se puede ver que la elección adecuada de uno de estos modelos para simular un 
material real puede hacerse de una manera simplista: observando la forma de la función e(t) de una 
probeta ante carga constante y determinando cuál de las curvas mostradas en la figura 7.8 se ajusta 
mejor, se tendrá el modelo analógico buscado. Ahora bien , existen otros procedimientos más 
formales para encontrar la ecuación constitutiva que represente a los materiales, pero su tratamiento 
se sale de los alcances de este curso. 
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Función paso 

A p é n d i e e 7.A 

Esta es una función que se presenta para el  símbolo tl(t) y que vale cero para t < O y uno para t :i:!: 
O, como se muestra en la figura 7.  1 O, entonces 

- oo  

{ O  para 1 <O 

�(!) 
1 para t � 1 

l: dt) 

1 �--------------

t + oo  

FIGU�A 7 . 1 0  

Esta función es útil, por ejemplo, en e l  estudio de problemas viscoelásticos. 

Función delta 

Esta función resulta ser la derivada de la función paso y se representa por ó(t); se define mediante las 
siguientes relaciones 

1 = r: Ó (f)dl = 1 f · O 1 = - o  ó (t)dt = 1 

ó (r) + 

O ;  para r < - O 
oo ; para - O < 1 < + O 

O ;  para r > + O 

Es decir, es una funci6n tal , que vale ... oo en el intervalo de cero negativo a cero positivo y es nula 
para cualquier otro valor; además su integral vale 1 entre - O  y + O o cualquier otro intervalo elegido, 
incluso de - oo a + oo , tendrá por tanto la gráfica mostrada en la figura 7.  1 1 . 
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Esta función al igual que la función paso son muy útiles en problemas viscoelásticos y de otro tipo. 

8Ct) + titnde Q ao  

-o +o 

FIGURA 7 . 1 1  
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Tranifonnada de Laplace 

A p é n d i e e 7 .B 

Esta transformación pertenece al conjunto de transformadas integrales y se expresa de la siguiente 
manera 

:f.(f(t)) = I: f(t)e -si dt = ](s) (7.B . l )  

en la cual la función e�' se llama Kernel o núcleo de la transformación. En ésta, la función f(t) se 

convierte en una función :i(j(t)) que a1 integrarse con respecto a t entre cero e infinito, sólo queda 

una expresión que depende de la variable s cuando se toman los límites de la integral. Es decir, 

:f.(f(t)) es la imagen de /(t) y se denominará /(s) , que se obtiene como resultado de la transformación 

mencionada. 

Debe recordarse, además, que la operación de integrar con un modelo equivale a una generalización 
de una multiplicación matricial de un vector por una matriz� ya que se realizó una integración numérica 
de la expresión (7. B .  1 )  tenemos 

n 
f(s ) = A.t r. f(t)e -$'• , (d.t : incremento de tiempo) 

izl 

ahora, si la variable s se discretiza dándole ciertos valores fijos, entonces 

que es igual a 

n 
f(s) = Af E f(l; )e -s, '• (j = l , 2, . .  . n)  

;�¡ 

donde la matriz [e -·•; 1'] representa la transformación matricial mencionada. 

(7.B.2) 

Ahora bien, es necesario indicar ciertas caraterísticas de esta transformación; como se ha indicado 

antes, la transformada de /(f) es 

f (s) = J :  f(f)e -•l dt 

en tanto que la de su derivada será 
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luego, antitransformando se obtiene la solución X(t), de donde 

X(t) = �-• (X (s ) )  (7.B.3) 

la cual se puede obtener de tablas (ver tabla 7. 1 ) .  �-· (X (s ) )  representa la antitransformada de 
Laplace y X(t) es por tanto la solución del problema de vibraciones. 

Para mayor información sobre esta transformada consultar obras especializadas. 

A continuación se presenta una tabla reducida de transformadas de Laplace, pero que es suficiente­
. mente útil para los fines de este curso. 

T AlU.A 7. 1 TRANSt'OR\1AUAS DE LAPLAO: 

f(t) 

(1) .a(t) 

(2) o (/) 
(3) e -ro 

(4) _!_ ( 1  - e -al) 
a 

(5) 
tia - _

l
_ ( 1 - e -"') 

a2 

(6) t "  

(7)"' 
1Ja Jt2 ) • tl(f - b) - b2 

(8)•• 

+ J� es la función de Bessel 
•• erf es la función error 

2Jr11r exp [ -4� 2 ]  
-n [ ! - eif2Jr ] 

f(s) 

l is 

1 

1/(a + s )  

l /s (a + s) 

l /s 2 (a + s )  

n J.\· -n-I • n = o' 1 ' . - -
1 exp ( t -b Js 2 + a 2 ) 

Js2 ... (/ 2 

F exp (-n {.5) 
S S 

1 
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integrando por partes 

por lo tanto 

f' (s ) = - /(0 ) + s J(s) (7.B.4) 

luego, si se generaliza, para la derivada enésima se tendrá 

n· l n-2 n-3 11-l 

f"(s) • - /(0) + sf(O) - sf(O) - - sf(O)  + s "  /(s) 

si se considera que todas las condiciones iniciales son nulas, entonces 

f"(s) = s �(.f(s )) . . .  (7.B.5) 

esta última expresión representa una propiedad muy útil, ya que debido a ella una de las aplicaciones 
más importantes de la transformada de Laplace es que las ecuaciones diferenciales ordinarias se 
transforman en ecuaciones algebraicas; por ejemplo la ecuación de vibraciones forzadas 

MX + ex + KX = /(r )  

al aplicarle l a  transformación y considerando condiciones iniciales nulas se obtiene 

M S2 X (s) + e S X(s) + K X(s) = f(s) 

que es una ecuación algebraica cuya solución es ya sencilla puesto que 

(M s2 + e S + K )  X (s) = l<s) 

X (s) = ---:-'-J_(_s ) 
__ M s 2  + e S + K 
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Cuerpo 

Hooke 
(elástico) 

Newton 

(viscoso) 

Kelvin 

Maxwell 

Sólido de 3 
constantes 

Fluido de 3 
constantes 

Burgers 

TABLA 7.2 FUNciONES DE COMPLIANZA Y RELAJACIÓN J(ñ 

Ecuación constitutiva 

(} = % 

(} = ql t . 

u = % e  q1 e 

u + P1 a = ql e 

u + P1 iJ = % e + q1 t 

(q¡ > p %) 

(} + PI (¡ = ql 8 + q2 E 

(pi ql > qz) 

u + p a + pü = q t + q e 
(p ql > q2) ' 

2 (p¡ > 4p2) 
(pl ql q2 

2 2 > p2 q¡ + q2 ) 

Función de complianza J(t) 

J(t) = 1 1% 

J(t) = tlql 

J(t) = _!_ (1 - e -xr ) ;  
% 

J(t) = (p¡ + -t)lql 

J(t) _ P1 - xr 1 (1 - - e  + -
q¡ % 

(A = %1q) 

A = %1q1 

- exr) ; 

t + PI ql - q2 (1 J(t) - - - e - M) ; 2 

J(t) 

ql q¡ 

(A = %1q2) 

= tlql + Pt qJ 2- q2 (1 - e - >.t) + 
Q¡ 

+ P2 e - xr ; 
q2 

(A = q¡lq2) 

Función de relajación Y(t) 

Y(t) = % 

Y(t) = q1 ó (t)  

Y(t) = % + q1 ó (t)  

Y(t) = ql e - ttp, 
Pt 

= qx e - rlp, + %(I -e -ztp, ) Y(t) 
Pt 

Y(t) =  q2 ó (t) + � [ q1 - q, ] e _,,,, 
Pt PI Pt 

Y(t) = 1 
JPI2 - 4p2 

[ (q - Cl q2)e - rxt 

(qi - {3 q2) e - flt ] 
ex 

= -1- (Pt ± Jp� - 4p2 ) 
{3 2p2 
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A p é n d i  e e 7.C 

Desarrollo del método directo 

Como se expuso en ese tema, los pasos a seguir en el desarrollo del método directo son: 

a) Reemplazar, por ejemplo en Ja integral hereditaria (7. 101 ) , para cada una de las componentes de 

los tensores esfuerzo las relaciones dnemáticas correspondientes a las deformaciones; se tendrá: 

siendo 

1 au (t) f au (1 1 )  a.x<t) = a�v Y(O) + " Y1 (t - t1)dt '  
..... o ox 

Y' (r - r ' )  = dy(r - t ' )  
d(r - r 1) 

(se utiliza en este caso la función de relajación correspondiente al modelo viscoelástico elegido, así 
como su expresión derivada) 

OU/1) f ' 0Uif1 )  e1_,.(f) : a-y Y(O) + Y' (r - r ' )dt' 
u ay 

1 au.(r) J au.(r 1 )  a.(/) = -· - Y(O) + • Y' (t - ! 1 )dl . az oz () 

Txy(t) ::: [ aux(l) + aup) l Y(O) + J ' [ au�(/ 1) + OU/1' ) ] yt (t - t ')dt' 
ay ax () y ax 

Txz(l) = [ aux(l) + aup) l Y(O) + f ' [ au..(t ' )  
+ 

au�(t ' )  l yt (! - t' )dt' 
oz ax o oz ax 
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b) Ahora se sustituyen estas expresiones de las componentes del tensor esfuerzo en las ecuaciones de 

equilibrio, por ejemplo, se tiene que la suma 

' 

es igual a 

por lo tanto 

01" (t) 
+ )!K + 

ay 
• Y(O) [V 'u,(t) • 

• J: Y'(t - t ' )  [ a o2u (t) l 
= Y(O) V 2u (r ' ) + - div S - .r X � � 2  

+ J 1 Y '  ( t  - r 1 ) [v 2u  (r ' ) + .i!_ div S - 02u_.(r) ] dt1 
� � � 2 

o 

analógamente se puede proceder para las sumas semejantes que aparecen en las otras dos ecuaciones 
de equilibrio; por lo que éstas quedan como sigue 

pa ... = p.f. + Y(O) [V 2u.(l) + � div S - éFu<l) l + J ' Y' (t - t 1) cb x (t 1 ) dt '  - ' oX dX o 

<P..(I) 
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pay = pfy + Y(O) [v 2uy(l) + .i_ div S - 02U/I) l + f ' Y' (1 - 11)  <P (t' )dt' � �l 
o 

y 

q,,(t) 

paz = pj;_ + Y(O) [v 2uz<!) + i. div S - 02up) l + Jo' Y' (t - t1) q,z (t' )dt' 
éJz éJz2 

q,p) 

e) Ahora el tercer paso es conjuntar estas tres ecuaciones en una soJa expresión vectorial que será la 
siguiente: 

pa = pf + Y(O) V 2S {t) + grad div S (l) - V(!) 

+ [ Y1(t - t ' )  [V 2S(t 1 ) • grad div S (I) - V(l)] d/ 1 

d 
- éJ2ux(t) ..--

. 
éJ2u (t) ..-- éJ2u.(l) 

onde V(t) = 1 + Y J + • 

ax2 éJy2 éJz 2 
general para medios viscoelásticos l ineales. 

r, que es una expresión integro-diferencial de validez 

Ecuación que como se ve es más complicada que las de elasticidad y de mecánica de fluidos (por el 

término integral que en ella aparece que incluye la historia de carga) y de la cual ambas son 

particulares. 

La resolución de esta expresión es muy elaborada y no se pretende tratar aquí; sólo se analizarán 

algunas de sus características, como el hecho de que en ella la incógnita es el campo vectorial de 

desplazamientos S (t) 1 del cual se puede obtener el de aceleraciones a (t) , y como dato se tiene el 

campo vectorial de fuerzas f(l) . 
Una vez que se resuelve dicha ecuación integrodiferencial se obtienen los valores de S(t), que es igual a 

se conocen los campos escalares Ult), Uy(f) y U;(r), los cuales al reemplazarlos en las expresiones de 

esfuerzos del paso (a) se obtienen las componentes del tensor esfuerzo para cada punto y tiempo 

deseado. Asimismo, conocidos dichos campos escalares y a partir de las relaciones cinemáticas se 
obtendrán las componentes de\ tensor deformación, con lo cual se tiene resuelto completamente el 

problema viscoelástico. 
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8. Plasticidad 

8.1 Introducción 

Este tema se dedica al estudio del comportamiento de sistemas formados por materiales cuyas 
características de respuesta cambian según el nivel de carga al que se encuentren sometidos. Esto se 
debe a que, en ciertas regiones, el material pasa del estado sólido al fluido o sufre agrietamientos y 
esto motiva dicho cambio al variar los esfuerzos. 

Se tiene por tanto que, la teoría de plasticidad se aplica a problemas para cuya solución es necesario 
resolver una secuencia de problemas elásticos, debido a la no linealidad de las ecuaciones matemáticas 
involucradas en ellos. Por otra parte, en general es difícil llegar a soluciones cerradas, salvo casos muy 
especiales de geometría y cargas. No obstante lo anterior, el estudio de esta teoría es muy importante, 
puesto que en la práctica los problemas de este tipo se presentan frecuentemente. 

Aho�a bien, como se dijo antes, para obtener soluciones plásticas se requiere conocer: teoría de 
elasticidad, métodos numéricos y programación de computadoras; ya que el proceso de solución así 
lo requiere. 

De esta manera puede obtenerse una comprensión del comportamiento de sistemas estructurales o 
continuos, donde la componente plástica de deformación es importante en comparación con la elástica, 
como ocurre en el caso de obras hechas o construidas sobre suelos, o bien, en el diseño límite de 
estructuras, en las cuales se busca una inversión óptima de recursos económicos. 
En este capítulo se presentan los siguientes conceptos: 

a) Una discusión sobre la energía de deformación y sus componentes elástica y plástica. 
b) Una presentación de modelos analógicos plásticos. 
e) Leyes esfuerzo-deformación plásticas, en forma incremental y total . 
d) Métodos de solución de problemas etasto-plásticos donde se ve el grupo de ecuaciones que los 

gobiernan. 
e) Método de solución para problemas rígido-plásticos, donde se presenta una discusión sobre las 

familias de lfneas de deslizamiento y sus características. 
f) Una breve descripción del análisis y diseño de límites, y el empleo de mecanismos de fal la. 

Con estos temas se tendrán, por tanto, los fundamentos suficientes para el estudio de problemas 
plásticos. 

8.2 Energía de deformación 

Del estudio experimental acerca del comportamiento de diferentes materiales reales se ha encontrado 
que la plastificación de éstos se debe casi exclusiva.nente a la compo•)ente di storsionante'dtl tensor �-
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esfuerro, es decir, que los materiales se plastifican debido a los esfuerzos distorsionantes, que inducen 
cambiar de forma y no de volumen; en tanto que los esfuerzos isotrópicos sólo producen deformaciones 
elásticas, ya que inducen cambios de volumen y no de forma. Entonces es importante calcular las 
componentes isotrópica y distorsionante de la energía de deformación total. 

Ahora bien, la energía de deformación total se determina de la siguiente manera: cuando sobre un 
elemento cúbico diferencial se le aplica un esfuerzo normal principal a . ,  en la direccic?n x, provoca una 
deformación, luego el trabajo realizado será (ver figura 8. 1 ). 

siendo 

z 

1 
1 
1 
1 
1 r.-L--

., ., "'  

dy 

FIGURA 8 . 1  

w = J . d 

1 F = 2 a1 dy dz 

y 

(8. 1 )  

(8.2) 

El valor de j procede de que se considera que el esfuerzo o-1 varía de O a su valor total durante un 

cierto intervalo de tiempo dt, así que se toma su valor medio en dicho intervalo. 

A su vez 

d = c1 dx 

luego, reemplazando (8.2) y (8.3) en (8. 1 )  el trabajo W será: 

1 d 1 W1 = 1 a1 y dz . e 1  d.x = "2 o1 c1 dV 

(dV = dx dy dz - elemento diferencial de volumen) 
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Por otra parte, si además de a1 actúan los esfuerws principales a2 y a3 en las direcciones y y z 
respectivamente, eJ trabajo efectuado por cada uno de ellos será: 

w2 = 
1 1 a1 e2 dV (8.5) 

y 

�1 "' 1 1 a3 c3 dV (8.6) 

Ahora, si se considera el trabajo total por unidad de volumen, de (8.4) , (8.5) y (8.6) se obtiene 

reemplazando e1 , e2 y e3 por las expresiones dadas por la ley de Hooke se obtiene 

[ 2 l 1 2 1 /1 /2 
= - [ lt + 2 ( 1  + v) /2 ) = - - + -

2E 2 E G 

(8.7) 

(8.8) 

en la que se ha tomado en cuenta que /1 e /2 son Jos invariantes del tensor esfuerzo (primero y 
segundo). Puede verse entonces que la expresión (8.8) permite obtener la energía de deformación en 
función de las características del tensor esfuerw (sus invariantes) y el de las propiedades del material 

(E y G). Ahora se procederá a deseomponer la energía de deformación total WT en sus componentes 

isotrópica y distorsiona! , o sea 

(8.9) 

siendo W; la isotrópica y Wa la distorsionante. 

Ahora bien, la energía isotrópica está dada por 

donde: 

am - esfuerzo medio 
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de elasticidad se sabe que 

donde: 

elfl - deformación unitaria media 

luego 

Asimismo, como en general 

entonces 

(8. J O) 

y puesto que de elasticidad, el módulo de compresibilidad K se relaciona con E y v mediante la 
expresión 

entonces 

E K = --..,..--
3( 1 - 2v) 

l 2 �· = - ( 1  - 2v) /1 
6E 

(8. 1 1 ) 

Las expresiones (8. 1 0) y (8. 1 1 ) sirven por tanto para estimar la energía de deformación elástica. 

Por su parte la energía distorsiona! será 

por tanto, de las ecuaciones (8. 8) y (8. 1 1 )  se obtiene que 

(8. 12) 
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considerando que el segundo tensor distorsionante 12 está dado por 

entonces 

wd = _
l
_

+ ___ v 
E 

luego (8. 13) nos da la energía buscada. 

12 J = -2 2G 

Recordando que los esfuerzos isotrópicos normal y tangencial están dados por: 

I, 
u = -Dr/ 3 

y 

entonces pueden deducirse las siguientes expresiones: 

2 2J2 Toe¡ = -3 

u;,.., = 2 K Wi 

y 

r�., = � G wd 

las cuales resultan ser muy útiles para lo que se tratará a continuación 

8.3 Postulados fundamentales de la plasticidad 

Por su relevancia se presentan a continuación 

(8. 13) 

(8. 14) 

(8. 15) 

a) La plastificación sólo se produce por esfuerzos distorsionantes, los isotrópicos no producen ninguna. 

b) La plastificación es un flujo viscoso, el cual existe hasta que se produce agrietamiento. 

e) Hipótesis de Beltrami: "Los elementos de un cuerpo sólido poseen · una capacidad límite de 

almacenar energía de deformación N .  La plastificación se produce al alcanzarse este límite, y durante 

ésta, la energía mantiene este valor constantemente. 

8.4 Modelos analógicos plásticos 

A continuación se presentan algunos de estos modelos junto con la relación esfuerzo-.deformación que 
simbolizan. 

265 



(a) cuerpo perfectamente elástico 
(b) cuerpo rígido-plástico perfecto 
(e) cuerpo rígido plástico con endurecimiento lineal a la deformación 
(d) cuerpo elasto-plástico perfecto 
(e) cuerpo elasto-plástico con endurecimiento lineal a la deformación . 

Modelo analógico Curva esfuerzo-deformación 

(a) 

Ir ... 

(b) e 

w 
.---� P 

(e) 

cr 

(d) 
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w 

,.__ ... p 

(e) 
e 

FIGURA 8.2 

Los modelos que se mostraron en la figura anterior (8.2b en adelante) , representan diferentes tipos de 

comportamiento idealizado plástico. 

8.5 Leyes esfuerzo-deformación plásticas 

En esta parte se presentará la relación entre los tensores esfuerzo y deformación para cuerpos en los 
que existen deformaciones plásticas (permanentes), de manera análoga a las relaciones elásticas dadas 

por las leyes de Hooke generalizadas, que se vieron en el capítulo sobre elasticidad. Sin embargo, en 

este caso se han propuesto diferentes tipos de relación entre ellos, como: relaciones incrementadas o 

totales entre esfuerzos y deformaciones, y también relaciones entre deformaciones incrementales o 

totales (muy empleadas en métodos iterativos). Por tanto, se presentará una breve descripción de cada 

una de ellas. 

Cabe hacer mención aquí que, para comprender plenamente todo lo que sigue, vale la pena revisar 

precisamente los criterios de fluencia que aparecen en el tema 9 (sobre teoría de fal1a y ruptura) . 

Relaciones incrementales 

Estas surgen debido a que en los materiales reales se obtienen curvas esfuerzo-deformación no lineales, 
ver figura 8 .3 ,  las cuales se deben a fluidificación de ciertas porciones de material, dando como 

resultado relaciones esfuerzo-deformación-tiempo que dependen de la historia y velocidad de carga. 

Todo esto conduce a que estos materiales tengan ecuaciones constitutivas semejantes a las viscoelásticas 
(ver tema 7) que son relaciones diferenciales, para cuya solución incremental (al igual que los 
procedimientos de diferencias finitas) se requiere conocer ]as condiciones iniciales; y de esta manera 

se tienen relaciones entre incrementos pequeños de esfuerzo y deformación que son lineales, pero cuya 

constante de proporcionalidad es función de la historia de carga. 
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e 

FIGURA 8 . 3  

Un aspecto que debe destacarse es que en la componente de deformación una parte es elástica y otra 
es plástica (es decir, permanente) teniéndose 

de = de' + de'' (8. 16) 

Se han propuesto diferentes relaciones entre esfuerzos y deformaciones para el rango plástico, una de 
ellas es la dada por Levy y Mises que se representa como sigue 

dex de.v de� de.<). de� de 
= = = = y.: = á'A S� 

-
sy S_ T<>, r.r. Ty.: 

(8. 17) 

donde Sx• Sy, etc. son Jos elementos de la componente distorsionante del tensor esfuerzo; dex, deY, etc. 
son los incrementos del tensor deformación total y á'A es una constante de proporcionalidad; por tanto 

las relaciones (8. 17) se establecen entre los esfuerzos totales actuantes y los incrementos de 
deformación total (en la cual se supone que la parte elástica es nula), donde la constante de 
proporcionalidad variará con el nivel de esfuerzos. Además, vale la pena señalar que dicha relación 

implica que las direcciones principales del incremento de deformación coinciden con las de esfuerzos 
totales (Jo cual no implica que coincidan con las del incremento de esfuerzos). Por otra parte, en ella 

se nota un desacoplamiento entre las componentes de esfuerzo y de deformación, es decir, S, sólo 
produce deformaciones de.r, SY sólo dey y así sucesivamente. 

PrandJt y Reuss generalizaron las relaciones (8. 1 7) para incluir la parte elástica y propusieron una 
relaciones semejantes para la plástica que son: 

dex p d 1' de_ ,. dexy 
p de.r:. 1' de>, 

1' e y 
= dA = = -- = = -- = 

sx sy S� r.'()' r . ..;; Ty� 
(8 . 1 8) 

o sea, las relaciones (8. 1 8) sólo se aplican a la parte plástica; en tanto que para la elástica se emplean 
las leyes de Hooke (de la elasticidad). 
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También pueden escribirse, de manera análoga, las relaciones entre esfuerzos principales e incrementos 
de deformación plástica principales como sigue: 

y asimismo que 

de " de P de P 
_._ = _2_ = _l_ • áA 

s. s2 S3 
(8. 19) 

(8.20) 

Las ecuaciones (8. 19) y (8.20) implican, que los círculos de Mohr de los tensores de esfuerzo total y 

de incremento de deformación plástica son semejantes (o sea solo afectadas por la constante de 
proporcionalidad áA). Asimismo, las relaciones (8.20) establecen las relaciones entre esfuerzos 
cortantes máximos y de incremento de deformación angular máximos. 

Ahora bien, las ecuaciones (8. 1 8) pueden escribirse en función de los esfuerzos totales de la manera 
siguiente 

Ya que por ejemplo 

de '' = � á'A .( 3 

d 1' - 2 -1\. e - - u" y 3 

de '' = 3. á'A z 3 

dex/ = dAr X)' 

dez/ = á'Ar�>' 

de:./ = dAr._, 

[ax - ; (a, + a)] 
[ay - 4 <a, + a)] 
[az - � (a, + a,) J 

= 3. [ cr - _!_ (cr + C1 ) ] 3 .• 2 y � 
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análogamente 

S -= 

2 [u - � (u + u ) ] y 3 y 2 l A y S :; � [u - .!. (ux + �) J z 3 z 2 .,, (8.22) 

luego entonces las ecuaciones (8.2 1)  constituyen las relaciones buscadas, sólo falta por saber cómo se 
determina la constante de proporcionalidad d'A. Para ello se hace uso de alguno de los criterios de 

fluencia que existen (ver tema 9) sobre teorías de tluencia y ruptura. En este trabajo se empleará 
básicamente el criterio de Von Mises, que es el siguiente: 

Entonces utilizando las relaciones. (8. 1 8) ,  se obtiene: 

ya que de (8.22) 

análogamente 

(de_/ - de/)2 + (de/ - de/)2 + (de/' - de/)2 

+ 6(de_../)2 + 6(de>-:. ")2 + 6(de:.• P)2 

• (dh)' [(u, - u,.)' • (u, - u, )' • (u, - u. )' 

+ 6r� • 6r� • 6<; J 

S - S = u - a y � }" : y S - S = C1 - C1 : .t ; .e 

(8.23) 

(8.24) 

Puede demostrarse que la cantidad entre paréntesis cuadrados de la ecuación (8.23) es proporcional 
al cuadrado del esfuerzo tangencial octaédrico (ver demostración más adelante en la parte de método 
directo, ecuación 8.90); de la misma manera el lado izquierdo de dicha ecuación es proporcional al 
cuadrado de la deformación angular octaédrica, o sea: 
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y 

(d'r.'l' = � [<de: - de,!)' • (de,! - de,')' + (de,' - de:)' 

+ 6 (de P)2 + 6(de P)2 + 6 (de P)2 J .ry y: :X 

(r�)' = ! [<u, - u,)' + (u, - a)' • (a, - a.)' 

+ 6r .ry + 6r y.: + 6Tz.r 2 2 2 J 

(8.25) 

(8.26) 

tomando en cuenta (8.25) y (8.26) en (8.23) se llega a que la constante de proporcionalidad queda 

como se sabe 

entonces 

d-y p 
d'A = _o_ 

T()(., 

siendo J2 el segundo invariante de la componente distorsiona) del tensor esfuerzo. 

(8.27) 

(8.28) 

Por razones que se detallarán más adelante, conviene definir lo que se denominará esfuerzo efectivo 
o equivalente u,, así como incremento de deformación efectivo o equivalente, deP, de la manera 
siguiente: 

y 

a = 2_ r  = {31; 
#' .fi oct  2 

dc.p = .fi d"f/ 

271 

(8.29) 

(8. 30) 



Para el caso de una prueba uniaxial de tensión en la dirección x se tiene que considerando en (8.25) 
y (8.26) todos los términos que son nulos; por ejemplo: (JY = O, uz = O etc . ,  entonces u� = ux 

y 

esto último debido a que 

de�' = de P X 

de P = de " = - .!. de P y : 2 X 

de (8. 3 1 )  se nota la conveniencia de las definiciones de u� y dep dados por (8.29) y (8. 30). 

Ahora bien como de (8.27) y considerando (8.29) y (8. 30) 

d 1' - 'Yo -d'A - - -
T lXI 

de,l{f 

12 
- (J 

3 � 

= 3 de, 
2 (Jr 

(8. 3 1 )  

(8.32) 

además, tomando en cuenta el criterio de fluencia de Von Mises y por las relaciones (8.26) y (8.29), 
se tiene que el esfuerzo equivalente es igual a la función de fluencia, luego para el momento en que 

se inicia la plastificación 

(8.33) 

siendo (J0 el esfuerzo de fluencia en una prueba uniaxial de tensión. Finalmente la cantidad de 
proporcionalidad queda 

(8.34) 

en (8.34) se observa que dicha constante es función del incremento de deformación equivalente dep y 
del parámetro experimental <10 (esfuerzo de fluencia) , así que tomando en cuenta esto las relaciones 
(8.2 1 )  quedan 

(8.35) 

= - (de/ + de/) 
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,. 3 de,. 
de = - - r X)' 2 O' X)' 

� 

de ,. = � de,. 
y.: 2 

Ty;. 
(J� 

debe observarse que estas relaciones se aplican con ur, dado por (8.29) a materiales con endurecimien­
to a la deformación (casos e y e de la figura 8.2 y con u� dado por (8. 33) a materiales perfectamente 
plásticos (casos b y d de la figura 8.2). 

En las relaciones (8.35) falta conocer la relación entre u, y de,., lo cual se hace experimentalmente 

como se mencionará posteriormente. 

Para incrementar la relación basada debe observarse que el trabajo total realizado tiene una componente 
elástica y una plástica, o sea 

(8. 36) 

donde el trabajo plástico es 

dW = S de P + S de 1' + S de , + r de ,. + r " + ., de P p JC JC )' y : z _.,. .cy .e: y.: y:: (8. 37) 

y para esfuerzos principales 

dW, = S de 1' + S A¿; ,. + S dt: " 1 1 � - 2 3 3 (8.38) 

asimismo, el plástico puede escribirse en función de los esfuerzos e incremento de deformación 
equivalentes, es decir 

(8.39) . 

siendo a el ángulo entre los vectores u� y dt:,.; luego, si dichos vectores son paralelos, como se 

presupone al considerar que las direcciones de esfuerzos principales y del incremento de deformación 

principales coinciden, se tiene 

de donde 

dW�' dt:,. = -­

u, 
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Ahora bien, es necesario considerar para el caso de materiales con endurecimiento a la deformación, 

la cantidad de trabajo requerido para tal efecto. Existen dos hipótesis para cuantificarlo. 

La primera de ellas considera que el nivel de endurecimiento depende sólo de la magnitud del trabajo 

plástico y no de la historia de carga, a lo que se le denomina trabajo plástico equivalente, observándose 
que puede estimarse a partir de algún criterio de fluencia, así que como estos son de la siguiente forma 
(ver capítulo 9 correspondiente) 

(8 .42) 

en el cual K varía al endurecerse el material. Por su parte F(o;u, etc.) conserva su misma forma si el 
endurecimiento es isotrópico, luego entonces 

(8.43) 

ya que solo es función de la magnitud del trabajo plástico. Dicho trabajo se obtiene mediante la 
integral de la expresión (8. 37), de donde: 

( o  de 1' + u de 1' + . . .  ) .n .< ),. Y 

si el esfuerzo efectivo se toma como la función de fluencia 

donde la forma de esta función puede obtenerse experimentalmente. 

(8.44) 

(8.45) 

Nótese que si se conoce la relación (8.45), es posible estimar W'' a partir de u,. y conocido este se 

puede obtener de1., de la ecuación 8 . 4 1 ,  el que a su vez puede reemplazarse en las relaciones de 
Prandtl Reuss (ecuaciones 8 .35) para tenerlas únicamente en función de u,., o sea, del nivel de 
esfuerws actuante. 

La segunda hipótesis, emplea el incremento de deformación plástica equivalente como una medida del 
endurecimiento por deformación, es decir:  

eP = J de, (8.46) 

ahora la función de tluencia se considera como una función de ep, así 

(8 .47) 

entonces al igual que el caso anterior si se emplea el esfuerzo equivalente como la función de flue.ncia 
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(8.48} 

y también en este caso los incrementos de deformación plástica se obtienen de las relaciones (8.35) de 
Prandtl-Reuss. 

Observar que para el caso del criterio de fluencia de Von Mises y suponiendo endurecimiento 
isotrópico, las dos hipótesis son equivalentes, de donde por (8.44) y (8.40) 

(8.49) 

por lo que la ecuación (8.45) queda 

y por (8.48) 

o sea 

H(e,) = /( J u,de,) (8.50) 

Nótese sin embargo que (8.50) no necesariamente se cumple siempre, ya que no es válido cuando se 
induce anisotropía por plastificación. 

La relación (8.48) se obtiene experimentalmente si durante una prueba de tensión simple (uniaxial) se 
traza la siguiente curva (figura 8.4) 

CTo - - -

FIGURA 8.4 
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que corresponde a la gráfica esfuerw-deformación, en la que e es la suma de deformaciones elásticas 

y plásticas. Ahora bien, si a la� deformaciones se les resta la componente elástica y si además se toma 
como origen el esfuerzo de fluencía u0, se puede trazar la siguiente gráfica, figura 8.5.  

Luego, si en esta curva, para un esfuerzo dado u�, se toma la derivada de la curva ut = H (e,) 
correspondiente a dicho esfuerzo, se obtiene la pendiente H' , es decir 

(8.51) 

FIGURA 8.5 

Obsérvese entonces que la curva dada en la figura 8.5 es la función H (ep) buscada. Además nótese 
que de (8.5 1 )  se obtiene 

de,. = 
du, 

H' 
(8.52) 

que es la relación buscada entre dep y du,, la cual se determina experimentalmente al trazar la curva 

de la figura (8.5) y encontrar H1 según el nivel de esfuerzos. Luego las relaciones de Prandtl-Reuss 

quedan 

, du, 
de. = -- (u - 1h(uY + u)) 

.r H' .r -u, 
, dut de. == -- (u - 1h(u + u)) Y H' u Y .r -

, 
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(8.53) 

P _ 3 da, 
dexy - 2-¡¡;- .,ty 

. (}, 

P 3 da, 
dey: = - -- ., 

2 1/1 C1 y: 
, 

Obsérvese en estas ecuaciones que se tienen una serie de funciones que sólo dependen de los esfuerzos 
totales y que son 

cP = 
[u, - �(u, • u,)] 

,( 
(}� 

[u, - 1 
+ u,) J -(cr 

cb .. = 2 -• 

(J� 

3 TX), 
cP = - --'Y 2 (} ,. 

(8.54) 

3 Txz 3 T>: cP_c:. = 2 
(J <PyZ = 2 u,. � 

ya que ae también sólo es función de ellos, ver ecuaciones (8.29) y (8.26), luego se tendrá que de 
(8.53) 

de. /' : cPX d(J 
-• H' , 

<P de ,. =  _Y dq }' H ' � 

<P de. P = ---2 du .1)' 1-1' ,. 

cP de. P = � da -� H'  � 

. cP de ,. = � du �: H' ,. 
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Estas ecuaciones (8.55) revelan que conociendo el nivel de esfuerzos totales (mediante las funciones 

<Pii),  el incremento de esfuerzo efectivo da� y la pendiente H' , para dicho nivel de esfuerzos (obtenido 

experimentalmente), pueden obtenerse todas las componentes del incremento de deformación plástica; 
con ello se tiene completamente determinada la relación incremental buscada. Se observa, por tanto, 
que en dicha relación la constante de proporcionalidad varía con el nivel de esfuerzo y según la 
componente del incremento de deformación plástica que se quiera. 

Existen otro tipo de relaciones incrementales basadas en otros criterios de fluencia como el de Tresca 
y otros; por limitaciones de espacio en este trabajo no se verán, pero su tratamiento es análogo a1 aquí 
visto para el de Von Mises. 

Relaciones totales 

Las expresiones (8.53) corresponden a relaciones esfuerzo-deformación incrementales, las cuales para 
proporcionar las deformaciones totales necesitan integrarse paso a paso, durante toda la historia de 
carga. Ahora bien, cuando todas las componentes del tensor esfuerzo crecen proporcionalmente pueden 
utilizarse relaciones esfuerzo-deformación totales, que resultan de integrar directamente las ecuaciones 
(8.35), o sea 

3 el, e P = -.ry 2 �')' 

1' 3 e = ­y.: 2 

u, 

(8.56) 

así que la deformación total plástica sólo es función del estado actual de esfuerzos y es independiente 
de la trayectoria de esfuerzo (historia de carga). 

De esta manera, conocido el tensor esfuerzo (es decir todas sus componentes ax, a)l, etc.) se obtiene 
ue de la ecuación (8.29), luego ep se obtiene de la curva experimental (8.5) y a su vez con las 
relaciones (8.59) se evalúan las componentes de defor:mación plástica totales. Estas relaciones (8.59) 
fueron propuestas por Hencky. 
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Es conveniente destacar que en muchos problemas prácticos puede considerarse que la historia de carga 
es proporcional y por lo tanto las ecuaciones anteriores se utilizan con cierta frecuencia. 

Relaciones de defonnaciones totales con defonnaciones plásticas 

En estas relaciones, por tanto, no necesitan conocerse los esfuerros, puesto que solo involucran 
cantidades de deformación. Estas son muy útiles en procesos intensivos para resolver problemas 

plásticos. Para deducir estas se procede considerando que un pequeño incremento de carga produce 
uno de deformación plástica tie;f, tal que 

(8.57) 

donde e¡/ es la componente elástica, e/ la plástica antes del incremento de carga y tie/ la plástica 
debida al incremento. Aquí se supone que e/ ya se ca1culó previamente y se conoce, de forma que 

solo tie/ debe determinarse. Si ahora se define como deformación total modificada a 

(8.58) 

entonces 

(8.59) 

en notación matricial se tiene 

[E1] = [E]" + [�EjP ( 8.591 ) 

sustrayendo la componente isotrópica de estos tensores se obtiene una relación entre componentes 
distorsionantes, o sea 

que en notación indicia] queda 

' 1 1' e - e  + " ",;, ij - ij ��" 

(8. 60) 

(8 .60' )  

* Aquí se está empleando una notación indicia! en la que clJ significa cada un-a de las componente!ó del tensor defor­

mación [E] 
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tomando en cuenta las leyes de Hooke así como Jas relaciones de Prandtl-Reuss se tiene que 

de aquí 

luego 

[ 1 + 1 J ae . .  P 

. 
2GA� '1 

definiendo ahora como deformación total equivalente modificada a 

luego de (8.63) se obtiene que 

e = rl 

ya que el incremento equivalente Ae, es 

luego de (8.65) 

lo que reemplazado en (8 .62) da 

Ae = , 

e�, 1 + �- - -
2GAA lle, 
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(8.61)  

(8.62) 

(8.63) 

(8.64) 

(8.65) 

(8. 66) 



de donde 

(8.67) 

expresión que en forma expandida da para la componente en x 

[.; - 1 1 1 ] t.r + ty + e, 
3 

[2.; 1 - By - .; ] 
análogamente 

,. - tl.e,, ' tl.e·<:' - -- e.<y 
e,., 

(8.68) 

donde e� está dada por (8 .64) o alternativamente por 

(8.69) 

(recordar que e; , e; , etc. se obtienen de (8.58). 
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Las ecuaciones (8.68) son equivalentes a las de Prandtl-Reuss e implícitamente emplean el criterio de 

fluencia de Von Mises. Además debe notarse que e�, es una cantidad matemática sin significado físico 

directo; pero sin embargo, para el caso uniaxial y tornando en cuenta la ecuación (8.32) 

la que sustituida en (8. 66) da 

de donde 

• .óe + 2(1 + v) 
" 3E 

0� 

(8.70) 

(8.7 1) 

observando ahora Ja curva de la figura (8.6), si !lo-, es el incremento de esfuerzos al cual corresponde .óep y si o-e es el esfuerzo al final de] incremento, entonces e.., es igual a la suma del incremento de 

deformación plástica· más la elástica multiplicada por 2/3 ( 1  +p), de (8.7 1 )  se obtiene que 

2 {1 + v) !le,. = e,¡ - 3 
E 

u, 

FIGURA 8 .6 
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u� puede eliminarse de las ecuaciones (8 .71)  o (8.72) como sigue: si e) esfuerzo antes del incremento 
es u�, 1_, . o sea, u� = ue' i - l  + uAe ; entonces expandiéndole en serie de Taylor se tiene: 

u, = u,, ; - r  + 1 da

� l ee,. 
i - t  

reemplazando (8.73) en (8.72) 

2 (t + v) Ae,. = ee, - 3 
E 

Ae,. + (8. 73) 

(8.74) 

donde se han eliminado los términos incrementales de orden mayor a uno, despejando Aep de (8. 74) 
se obtiene: 

en � ; [ ( l  + v)IE ]u,' i -t 
Ae,. = ---=------------

1 + � [ ( 1  + v)  1 E ] ( du, l  de,.); _ ,  
(8.75) 

Puede observarse entonces que !le,. se evalúa en función de erJ, obtenido de la ecuación (8.69) deu,:' t - t  
que es el  nivel de esfuerzos mencionado; de la pendiente de la curva experimental, figura 8.5 y de las 
propiedades elásticas E y P. Con tlep conocido ya se pueden utilizar las relaciones entre deformaciones 
total y plásticas 8 .68. 

8.6 Resolución de problemas elasto-plásticos 

En este inciso se verá el procedimiento general que se sigue para resolver problemas elasto-plásticos, 
que es semejante al seguido en los problemas de elasticidad y viscosidad, en Jos que se plantea un 
grupo de ecuaciones entre las cuales se tienen las relaciones esfuerzo-deformación correspondientes 
a cada tipo de material, que es en lo que básicamente se diferencian. 

Grupo de ecuaciones que gobiernan los problemas elasto-plásticos 

Este grupo consiste al igual que en teoría de elasticidad, viscosidad, etc. en: a) ecuaciones de 
equilibrio; b) ecuaciones de compatibilidad de deformaciones; y e) las ecuaciones constitutivas, que 
en este caso están dadas por cualquiera de las relaciones (8.53) relaciones incrementales, (8.56) 
relaciones totales ó (8.68) relaciones entre deformaciones. Los dos primeros grupos de ecuaciones, 
como se ha dicho antes en otros capítulos, son independientes del tipo de material ; en tanto que el 
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tercer grupo es el que caracteriza a los distintos materiales. En los problemas elasto-plásticos este 
sistema de ecuaciones suele resolverse iterativamente empleando el método numérico de aproximacio­
nes sucesivas (que es una extensión del método de Picard), o bien por algún otro procedimiento. 

A continuación se escribirán las ecuaciones mencionadas; en tanto que el procedimiento para 
resolverlas se describirá posteriormente. 

Las ecuaciones de equilibrio despreciando las aceleraciones son: 

o u,� + OTxy 
ox ay 
OT.xy ouy 

+ ax Ty 
OT x;: 

+ 
a.,.)';. 

ax ay 

OT.C% 
+ - = - F 

az "' 

OT 
+ __!!_ = - F  

éJz ')' 

+ 
o u. 

-· = - F 
az ¡; 

A su vez las ecuaciones de compatibilidad son: 

a 
X 

a 
ay 

a 
z 

¡j2¡;. 
X 

ay 
éJ2e y 
az2 

éJ2e: 
ax2 

¡j2¡;. 
+ _Y 

éJ2e 
-= 2  _2 

+ 

+ 

ax axay 

a2e a1e ___; = 2 .-2 
ay 2 ayoz 

éJ2e éJ2e. 
-.1 = 2 � 
éJz 2 azox 

[ _ 
ae_� a.. ae., j - + - + -
ox ay az 

[ - a;;· 

a en· 
• a;; ] + _· .  

. az 

[ - oe_ry a e.>• a·-· ] + + -� 
az ox ay 

.(J'l¡;. ... - --
oyéJz 

éJ2e 
: __ Y 

axay 

iPe. 
= axa� 

(8.76) 

(8. 77) 

por su parte las relaciones esfuerzo-deformación dependerán de la teoría plástica empleada, así que si 
consideramos (8. 57) en combinación con las leyes de Hooke, para la componente elástica se tendrá: 
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1 e = - [u - 11 (o + u )] + etT + e P + Ae P x E "" r }' z x x 

1 e = - r 
.ry 2G xy 

1 e = - r 
Y: 2G y.: 

1 e = - r zx 2G � 

p + �  , + e . xy xy 

p + Ae , + ey: y: 

+ e u 
1' + Ae zx 

p 

(8.78) 

(8 .78' ) 

donde los incrementos plásticos están dados por las relaciones (8.53), que implican las relaciones de 
Prandtl-Reuss, o sea 

donde 

y 

.ó.e 
.ó.e " = _�' (20' - O' - o) 

x 2u .r Y -
, 

P Ae" Ae = - (2cr - u, - u .. ) Y 2u Y -
, 

Ae r = - Ae P - Ae 1' z � y 

3 AeP Ae " = - r .... .ty 2 ., (1� 

J<ux - o)2 + (oy - oy + (o: - o:Y + 

6 2 
_p 

2 + (Txy + Tx;; + Ty.-) 
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Alternativamente, los incrementos plásticos pueden ponerse en función de las deformaciones totales 
(ecuaciones 8.68), o sea 

donde 

P lle,. (.2 ·< , , lle = - "� - ey - e: ) x 3e t'1 

�e 1 1 ' .:le P = __ P ( 2 By - €z - t.r ) r 3e rl 
etc. 

e' = e - e " · ey1 = eY - e P  etc .Ji X ,( ' y ' • 

1 ,. e.xy = e.xy - exy , etc. 

finalmente �le, se relaciona con el esfuerzo equivalente ur o con et'f a través de la curva experimental 
esfuerzo-deformación (figura 8.6) .  

Para la resolución de un problema plástico, además de las ecuaciones mencionadas, se consideran las 
condiciones de carga y de frontera. Aquí se ha planteado el problema tridimensionaJmente pero en la 
práctica, al iguaJ que en elasticidad, muchos problemas se plantean bidimensionalmente para simplificar 
la resolución. A fin de resolver estos problemas se procede iterativamente (como se describirá 
posteriormente), o bien, se emplea un método directo semejante al empleado en elasticidad, que es el 
que se verá a continuación. 

Método directo 

Para i lustrarlo se presentará un caso tratado por Hencky, en el que se emplean relaciones esfuerzo­
deformación plásticas totales, y se le da forma matemática a los postulados fundamentales de la 
plasticidad (inciso 8.3) de la manera siguiente: 

El postulado (a) implica que los sólidos son incompresibles, lo que matemáticamente se escribe como 

e,. = div ( V)  = O  (8.80) 
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y que el módulo de Poisson es 

V • 0.5 

El postulado (b) implica que la relación entre esfuerzos y deformaciones está dado por la ley de 
Newton (capítulo de viscosidad) 

l11 = 2 '"' [El 
donde: 

¡.c. - coeficiente de viscosidad dinámica 

El postulado (e) significa que la energía plástica (ecs. 8. 1 2  y 8. 1 3) 

y como por (8. 15)  

wd = cte. 

4 
T 2 = - G W  txl 3 d 

por lo tanto "«r es constante durante la plastificación, o sea 

r(J(", = cte 

esta condición, dada por (8.83), se conoce como criterio de Von Mises. 

Ahora bien la ecuación (8 . 8 1 )  se escribe entonces como: 

a. - a m = 2 ¡.c. É:�. ; T xy = 2 1.4 t.ry 

ay - (J m ::::: 2 1J. t1 ; T x;: = 2 J.' É:x;: 

a, - a m ::: 2 ,.,. t, ; , y:. = 2 1-' t.\7. 

en estas ecuaciones se ha tenido en cuenta que tm = O, ecuación (8.80) . 

Las relaciones (8. 84) son por tanto semejantes a las empleadas en la teoría de la viscosidad. 

(8.81) 

(8.82) 

(8.83) 

(8.84) 

La condición de Von Mises se expresa mejor considerando que r(J(", z cte debe ser igual al cortante de 
fluencia del material , es decir 

(8.85) 
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Suponiendo ahora que se llega a la plastificación mediante una prueba de compresión uniaxial, entonces 

donde: 

(/1 - esfuerzo de compresión de fluencia 

de donde 

como se sabe (del capítulo sobre el estado de esfuerzo) 

de donde 

9 T l = 2 /2 + 6/ .,..., 1 2 

ahora considerando en (8.57) las condiciones (8.86) se tiene 

(8. 86) 

(8.87) 

(8. 88) 

por otra parte, si en (8. 87) se reemplazan las expresiones generales que dan los invariantes del tensor 
esfuerzo, se tiene 

9 2 T oct 
= 2 (q.u + (Jyy 

+ uJ2 + 6 (axy 
2 + (J 2 + (J 2) .e;: r. 

- 6 (o:uqyy + u .... u::. + u>"Yu) 
= 2  (a .... 2 + C1 2 + (J:: 2) )')' 

+ 4 ( O:u<Jyy + U.u(J::. + (J>Y(J ;;:.) + 6 (T 2 + T 2 + T 2) .f}' .e;: r. 

- 6 ( O'.u (]}'}' + O:uO"::. + (Jyy(J) 
= 2 (u.�/ + aY/ + a}) 
- 2 (OrtO'}'}' + (Ju(J::. + <1)'}'(]) + 6 ( T.-r/ + T_f:. 2 + T /) 
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finalmente 

91' 2 = (u - u )2 + (u - u )2 
0<'1 .U YY' yy ;:: 

considerando (8.88) en (8 .89) se tiene 

(u..u - uYY)2 + (uyy - uzzY + (ou - o.u)1 

+ ÓT 2 + 1' 2 + T 2) < 2;. X)' .G: y: - $ 

(8. 89) 

(8.90) 

que es el criterio de fluencia de Von Mises y por lo cual se le ha antepuesto los símbolos de menor 
o igual. 

Luego entonces, los problemas de plasticidad se resuelven mediante .el conjunto de siete ecuaciones 
formado por las 6 relaciones (8 .84) y Ja ecuación (8.90), además de las ecuaciones de equiJibrio 
(8. 76). Este sistema incluye en forma implícita la condición de incompresibilidad (div (V ) = 0). 

Ejemplo de aplicación. Flujo plástico 
Considérese que se tiene una masa plástica entre dos placas horizontales infinitamente grandes de tal 
manera que es válido un análisis bidimensional (figura 8 .7) .  Las placas son rugosas por lo que no 
existe deslizamiento relativo entre material y placa en el contacto; pero el material tiende a escurrirse 
a mayor velocidad a medida que se encuentra más separado de las placas. También se generarán 
esfuerzos ·tangenciales que serán máximos en el contacto y nulos en el centro. Además los esfuerzos 
normales también serán máximos cerca de las paredes. Por otra parte las deformaciones en la dirección 
z (perpendicular al plano de la figura anterior) se encuentran restringidas, por ello se tiene un problema 
bidimensional . 

X 

fiGURA 8.7 
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Para este caso las ecuaciones de equilibrio se reducen a 

oax ihry 
+ - = 0 ax ay 

(8.91) 
da Y ar 

+ � = 0 
ay ox 

(en estas se considera que las aceleraciones a y las fuerzas f son nulas). 

Por ser análisis bidimensional, ez = O y t .. = O, reemplazando estas condiciones en las ecuaciones 

(8.84), se obtiene 

. y la condición de Von Mises (ecuación 8 .90) se convierte en 

luego 

de donde 

� (a .. - CJ_Y + 6r_.y = 6K2 

(siendo 3 K2 = CJ; ) 

(C1_. - a f = � (6 K2 - 6r.�) = 4K2 - 4r.�. y 3 

(8.92) 

(8.93) 

(8.95) 

(se ha escogido el signo positivo del radical, puesto qu•! CJx es menos negativo que uy , por ser ambos 

esfuerzos de compresión). 

Ahora derivando la primera de las ecuaciones (8. 9 1 )  con respecto a y, la segunda con respecto a x y 

restando ésta de la primera se obtiene 

(8.94) 
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ahora como el esfuerzo tangencial depende sólo de y, o sea 

de donde 

y además 

puesto que (ux - u>') también sólo debe ser función de y de donde 

(8.96) 

la ecuación (8.96) por tanto implica que r X>' varía linealmente, ahora como para y = O, r X)' debe ser 
también cero, por tanto c2 = o, así que 

r = e  y .Q' . 1 (8.97) 

para encontrar C1 se toma en cuenta que en el contacto con las paredes la compresión ejercida es 
isotrópica (por estar el medio fluidificado), de donde u ... = u>' = uz, lo que implica de acuerdo con la 
ecuación (8.95), que para y = ± a {ver figura 8. 7) que 

T = - K  .Q' . (8.98) 

(el signo menos es porque el esfuerzo tangencial tiene el sentido de las manecillas del reloj, contrario 
a la convención de giro positivo) considerando (8.98) en (8.96) se obtiene que 

C1 = - Kla 

de donde finalmente remplazando (8.99) en (8.97) se obtiene 

K 
r:ry = - -¡¡ y 
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reemplazando el valor de 1' xy dado por (8. 1 00) en las ecuaciones de equilibrio (8. 91  ) , se obtiene que 

integrando ambas expresiones 

y que 

K 
a11 = -¡¡ x + /¡(y) ; y a, =- ,h(x) (8. 101) 

reemplazando los valores de ax, a, y rxy, (dados en 8 . 100 y 8 . 101) en la ecuación (8.95) se llega a 

de donde 

� x + /,(y) - /,(x) = 2K J 1 _ Y2 
a 2 

t.<Y> = 2K J 1 _ y ' • e : 
a2 . 

K y .h<x> == a x + e 

reemplazando las expresiones 8. 1 02 en las P-. 1 0 1 ,  entonces 

u = 
K Y + 2 K R- y2 + e 

.e a -
a 2 

K u = - x + e  >' a 

(8. 102) 

(8. 103) 

luego las ecuaciones (8. 1 03) y la (8. 1 00) nos dan las funciones requeridas para evaluar u.x, uy y rxy 
según las coordenadas (x, y) del punto considerado. En e1Jas se tiene que e es un esfuerzo isotrópico 
que depende de las condiciones de frontera. Las variaciones de u .e y de u y se muestran en la figura 8.  8. 

292 



L�yes de 
vorlacio'n dt ay 

FIGURA 8.8 

X 
--- -. 

Con esto · se tiene conocida la distribución de esfurzos para este problema. Asimismo, con las 
relaciones (8.84) pueden obtenerse las componentes del tensor velocidad de deformación, que a su vez 
al ser integrados, darán el campo de velocidades en el medio. 

Debe hacerse mención que este problema corresponde a un caso de flujo plástico genera1izado (o sea 
todo el medio está plastificado) y además se ha supuesto que el material no experimenta endurecimiento 
por deformación, o sea corresponde a un material rígido perfecto (ver figura 8.2 (b)); sin embargo, 
existen problemas elasto plásticos con endurecimiento a la deformación (ver figura 8 .2(e)) cuya 
solución es más complicada, pues consiste en la resolución iterada de una serie de problemas elásticos, 
que será lo que se verá en el inciso siguiente. Es necesario notar que el ejemplo· aquí presentado 
corresponde a casos de análisis límite, entre los cuales se tiene también, por ejemplo los análisis de 
capacid� de carga de cimentaciones y de los cuales se hablará posteriormente. 

Método iterativo de solución 

Este método también es llamado de las soluciones elásticas sucesivas, porque equivale a la resolución 
de una serie de problemas elásticos al irse dando incrementos pequeños de carga. El procedimiento 
consiste en la resolución del conjunto de ecuaciones (8. 76), (8. 77), (8. 78) y (8. 79). 

a) Para el primer incremento de carga se considera que en las ecuaciones (8. 78) las deformaciones 
totales plásticas 

p p t e-" , eY , e c. son cero 

b) Se suponen valores a los incrementos de deformación plástica 
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e) Con éstos se estima Aep (mediante la primera ecuación (8.791 )). 

d) Con el dato anterior y mediante la curva experimental (figura 8.6) se estima u,. 

e) Ahora mediante las ecuaciones (8. 79) se obtienen los nuevos valores de 

t:.e_/, Ae/. etc. 

f) Usando estos nuevos incrementos plásticos se resuelven el conjunto total de ecuaciones, antes 
mencionado (8. 76, 8. 77, 8. 78 y 8. 79), como si fuera un nuevo problema elástico. De esta manera 
se obtienen nuevos valores de esfuerzos y deformaciones totales. 

g) Con los nuevos esfuerzos y mediante las ecuaciones (8. 79) se determinan nuevos valores de 

con esto se obtiene de la primera ecuación (8 .79' ) un nuevo valor de Ae,. 

h) Con l::.ep y la curva experimental se evalúa de nuevo u�. 

i) Con CTe y las ecuaciones (8.79) (de nuevo) se obtienen otros valores de 

t:.e 1' !::.e , .r ' Y 

j) Con esto se repite de nuevo el paso (f), es decir, se resuelve de nuevo (otra iteración) el problema 
elástico (de Jos pasos f a  i). 

k) Se hacen tantas iteraciones como sea necesario hasta alcanzar una convergencia aceptable 
(normalmente no resulta eficiente, desde el punto de vista numérico, iterar más de 5 veces). 

1) Se da el siguiente incremento de carga, repitiéndose ahora todos los pasos anteriores, o sea hasta 
que se alcance la convergencia para este incremento. 

m) Se continúa con los demás incrementos de carga hasta completar toda la historia de carga que se 
debe analizar. 

Éste en sí es el procedimiento básico, el cual como se ve es muy laborioso, ya que implica. que por 
cada incremento y por cada iteración se resuelva un problema elástico (del tipo de los estudiados en 
teoría de elasticidad); lo cual obviamente consume mucho tiempo de cálculo, aunque se empleen 
computadoras. 
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8. 7 Resolución de problemas rígido-plásticos 

Este tipo de problemas se presentan cuando la magnitud de las deformaciones plásticas es mucho 

mayor que las elásticas como ocurre en los trabajos de foJjado de metales, o de obras en suelos, de 

tal manera que se pueden emplear las relaciones de Levy-Mises (recordar que en ellas se ignoran las 
componentes, ecuación 8. 17). 

Para simplificar el estudio en este trabajo se analizarán únicamente problemas bidimensionales, así que 

se considerará que: 

y 

en tanto que los esfuerzos 

e .• = e .• (x,y) , 

eY = e>'(x,y) ; 

e.cy = e_ry(x,y) = O  

T.r.. = T yz = O y u.. = a .. (x,y) ; 

O' - a (x y) · .,.. .. , = T ...,(x,y) = O )' - )' ' ' • -.r -.r 

(8. 1 04) 

(8. 105) 

Ahora aplicando las relaciones de Levy Mises (para materiales rígido-plástico), de (8. 17) se obtiene 

de = dX S = 
2 

dX [a - .!.(a + a.)] A -< 3 X 2 y  • 

de, = j J).. [a, - �(a, + a,)] 
de, = j J).. [a, - � (a, + a,)] 
dexy = d'A T xy 

de (8. 1 04) como de� = O, la 3a. de las ecuaciones (8. 106) conduce a 

l q = -(u + u ) 
' 2 .. y 
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y como el esfuerzo medio es u,. = lh (u.� + uy) ; entonces 

(8. 107) 

Ahora bien, el criterio de Von Mises de fluencia para el caso bidimensional, ecuación (8.93) dividido 
entre seis da 

(8. 108) 

(siendo K el esfuerzo de fluencia en prueba de corte simple) 

A su vez las ecs. de equilibrio (8.91)  son 

(8.91 )  
oT_cy - O + - -
ax 

Obsérvese que las ecuaciones (8.91 )  y (8. 108) representan tres ecuaciones con tres incógnitas u.�, uY 
y .,. xy· Ahora bien, si las condiciones de frontera están dadas sólo en función de esfuerzos, el problema 
quedará completamente determinado y no es necesario utilizar las relaciones esfuerzo-deformación, por 
ello se denomina estáticamente determinado. Por el contrario, si las condiciones de frontera están 
completa o parcialmente dadas en término de deformación, sí será indispensable recurrir a las 
relaciones esfuerzo-deformación. Nótese que estos problemas implican obviamente que todo el medio 
está plastificado. 

Para la resolución se procede de la manera siguiente, considerando que los esfuerzos principales están 
dados por 

(1;( + u y l u. ; 
u, r u = + + .,. 1 

1 2 xy 

) u1 = u� = 2 (u. + u )  y 

(IX + uy - [ a,
; 

a') ' 

(1 = + .,. 1 
3 2 ·'>' 
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de (8. 107) y (8. 108) se obtiene 

además como se sabe 

a = a  + K  1 m 

cr2 = a, (8. 109) 

a = a - K  3 "' 

(8. 1 10) 

También se sabe que Ja dirección del esfuerzo principal mayor con respecto a la horizontaJ (ángulo 4l), 
figura 8.9, está dado por 

tan 2 fb =  (8. 1 1 1) 

en tanto que la dirección de planos donde actúan cortantes máximos al estar separados 45° en relación 
al esfuerzo principal mayor están dados por 

tan 2 8 = -
tan 24l 

de donde: 

tan 2 () = (8. 1 12) 

'1 

)( 

FIGURA 8.9 
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Si se definen una serie de Jíneas cuya tangente coincida con Ja dirección de los planos de cortante 
máximo (que forman el ángulo 8 con la horizontal, figura 8.9), a éstas se les llamará "línea L" y con 
línea de deslizamiento, o de corte. Como en cada punto de esta línea existe otro plano ortogonal al 
anterior donde se presenta cortante máximo, ésto definirá una familia de líneas de deslizamiento 
llamadas líneas (3, que por tanto serán ortogonales a la familia de lfneas � - Estos dos conjuntos de 
lfneas definen a su vez un sistema ortogonal de coordenadas. 

Obsérvese además que el esfuerzo normal · a los planos de deslizamiento es igual al esfuerzo promedio 
(u,.), en tanto que el esfuerzo tangencial es igual a la resistencia al corte (esfuerzo de fluencia) K, ya 
que 

a • a(3 = .!. (a + a ) =· a a 2 1 3 111 

A su vez ax, uy y rxy pueden obtenerse en función de u, , K y 8, tomando en cuenta (8. 1 09) y (8 . 12), 
entonces 

ax = a,. - K sen 2 8 

ay "' u,. + K sen 2 () 

T:C)' = K  cos 2 8 

(8. 1 1 3) 

Ahora reemplazando estos valores de u, , u-' y T.ry en las ecuaciones de equilibrio (8. 9 1 )  se tiene 

si se define a 

donde: 

OCT"' 
ox - 2 K 

o u,. 
+ 2 K 

ay 

x - parámetro adimensional 

1 cos 2 (J iJ(J + sen 2 8 (J(J ] = O ax ay 1 cos 2 () (J(J - sen 2 8 a o ¡  = o 
oy ax 

- u,. 
X - -

2K 
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se obtiene 

ox 
- cos 2 8 (J(J 

- sen 2 () ao = o 
ax ax ay 

ax - sen 2 () ae 
+ cos 2 () ae ,.. o 

ay ax ay 

como los ejes x y y son arbitrarios se puede hacer que coincidan en cada punto con las direcciones a 
y {J, entonces 9 = O y 

a a 
- - -
ax oa 

luego las ecuaciones anteriores se convierten en 

ox 
OQ 

ax 
of3 

- � = 0 
OQ 

(8. 1 15) 
éJ(J + - = 0 
of3 

las cuales se llaman ecuaciones de compatibilidad (no confundirlas con las de compatibilidad de 

deformaciones). Integrándolas se obtiene 

el y e2 son constantes. 

X - () = el (sobre una línea Q) 

X + (J == e2 (sobre una Jínea (3) 
(8. 1 16) 

Nótese que mediante las ecuaciones (8. 1 16) ,  si se conoce x y (J en las fronteras, se obtendrán eL y C2 
para cada línea de ambas familias, luego conocidas las constantes en cada punto interior se tendrán 2 
ecuaciones, de donde se puede estimar x y O para dichos puntos, luego mediante (8. 1 14) y (8. 1 1 3) se 
obtendrá ux, uY y T :cy (o sea el estado de esfuerzos completo). Esto implica que se tiene un problema 

estáticamente determinado. Ahora bien, si las condiciones de frontera están paralelamente dadas en 

función de desplazamientos o velocidades, el problema requiere que se tomen en cuenta otras 

ecuaciones, las cuales se verán a continuación. 
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Ecuaciones de velocidades 

Para deducir éstas obsérvese que las ecuaciones de Levy Mises pueden escribirse 

de_. - deY = a" - aY 
dexy r xy 

Considerando además la condición de incompresibilidad (dt: = O) entonces 

Si se deriva con respecto al tiempo 

como 

Análogamente 

a v  di; = _Y y ay 

de + de = O .. y 

dé + dt = o  X y 

y asimismo 

(8. 1 17) 

(8. 1 1 8) 

tomando en cuenta las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones anteriores en la ecuación (8. 1 17) 
se obtiene 

(o Vx l oy)  - (o VJ oy)  = 
(o �, t ay )  + (o Vy léh> 

(8. 1 19) 

en la que se está considerando que el . flujo plástico es un flujo viscoso, ecuaciones (8.84). A su vez 
(8. 1 1 8) queda 

a v  X a v  
+ _

Y = Ü 
ax ay 

puede también observarse que las rapideces normales a las direcciones a y fJ son 

de.. de., 1 ( . . ) 1 ( . . ) 0 
dt 

= d; = 2 el + e2 = 2 e .. + eY = 

(por la condición de incompresibilidad) 
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la ecuación (8. 121)  implica que no hay movimiento en dirección normal a las líneas de deslizamiento. 

Ahora las velocidades según estas líneas (obsérvese figura 8 . 1 0) son 

y 

X 

FIGURA 8 . 1 0  

(8. 122) �\ = vn sen 8 + v¡'l cos 8 

Considerando que los ejes X y Y coincidan con 01 y fj se tendrá que 8 = O y de acuerdo con (8. 121) 

y 

Y a su vez las ecuaciones (8. 122), derivándolas con respecto a x y y quedan 

a v  a v  .t "' 

cix - cix 
V cJ(J = O 

13 cix 
a�v - ao av 

- - V - + -.. = 0 ciy n ciy ay 
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ahora por la coincidencia de x con a y de y con {3 se tiene 

· av .. v as = o 
p oa 

(8. 123) 

esto implica que V .. = ¡; (a); V8 = .12 ({3) y () = jj (a, {3); si (3 se mantiene constante en la primera 

ecuación y en la segunda se obtiene 

dV.. - V¡¡ d 8 === O (sobre una línea a) 
(8. 124) 

dVfJ + V,. d 8 = O (sobre una línea {J) 

estas ecuaciones (8. 1 24) se llaman ecuaciones de compatibilidad para velocidades. 

Luego entonces, en un problema donde las condiciones de frontera están en función de esfuerzos y 

velocidades necesitan considerarse tanto estas ecuaciones (8. 124) como el sistema de ecuaciones dado 

por (8. 1 16); Este es un problema complicado que norma1mente se resuelve a base de tanteos. Las 
ecuaciones (8. 1 1 6) se llaman de Hencky y las (8. 124) de Geiringer. Es conveniente destacar las 
siguientes características de ambas ecuaciones y sus diferencias. 

a) Las de Hencky relacionan dos incógnitas X y 8 mediante dos ecuaciones. 

b) Las de Hencky dan el estado de esfuerzos en una línea de deslizamiento si se conoce éste en un 

punto de eJia, en tanto que mediante las de Geiringer no basta. 

e) Las de Hencky introducen restricciones al campo de lfneas de deslizamiento, en tanto que las de 
Geiringer no. 

Propiedades de /tu Uneas de desliwmiento 

Entre estas se tienen: 

a) El ángulo que forman las tangentes de dos líneas de deslizamiento en los puntos de cauce con 
cualquier l ínea de la otra familia es constante. Esto se conoce como el "primer teorema de 
Hencky".  

b) Todas las líneas de a (o líneas {3) cortan a las líneas de otra familia formando el mismo ángulo. 
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e) Si una línea a (o línea {3) es recta en el tramo comprendido entre dos líneas de la otra familia, 
entonces las otras (J íneas �) serán rectas en el mismo tramo. 

d) Si las líneas a y {3 son rectas en una región, entonces existe un estado uniforme de esfuerzos (o 
sea las componentes del tensor esfuerzo son cQnstantes) . 

e) Sobre una lfnea de corte recta, el estado de esfuerzos es constante. 

t) Si el estado de esfuerzos es constante sobre una curva, entonces esta es recta o se encuentra en 
un campo uniforme de esfuerzos. 

g) El radio de curvatura de las líneas a (o {3) al intersectar una línea de la otra familia decrece en 
relación directa a la distancia viajada en la dirección positiva de la linea {j (o a) . 

h) Al mover sobre una curva de una de las familias, los centros de curvatura de las líneas de la 
familia, forman una envolvente de dicha línea de deslizamiento. 

i) La envolvente de las líneas de una familia es una curva límite a través de la cual las de la otra 
familia no pueden continuar. 

j) Si el radio de curvatura de una línea a (o {3) cambia bruscamente al cruzar una línea de la otra 
familia, todas las otras de su misma familia también cambian bruscamente (o sea existe una 
discontinuidad). 

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos de aplicación de las ideas anteriores. 

Estado de esfuerzos uniformes. En este caso las dos familias de líneas son dos conjuntos de rectas. 
Esto es consecuencia directa de las ecuaciones de Hencky (8. 1 16) , ya que si x es constante, entonces 
O también lo es. 

En la figura 8. 1 1  se observa que si las líneas a son radiales, las {3 son circunferenciales. Entonces de 
la 1 •  ecuación de Hencky, si O es constante sobre una línea a, x también lo es sobre ella, en tanto que 
si en la segunda ecuación O varía linealmente a lo largo de la línea {3, entonces x también debe variar 
linealmente. De esta manera el esfuerzo promedio es constante en la dirección radial y varía 
linealmente con el ángulo medido a partir del eje x. 

FIGURA 8. ] ]  
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- Lineas 01 
---· Uneas (j 

fiGURA 8 . 1 2  

Identación de una placa rígida. Considérese la figura 8 . 12t aquí se supone que no hay presión entre 
el medio y la placa y existe una presión uniforme KP sobre el segmento AB, el resto de la frontera está 
libre de esfuerzos. Además se considera sólo el inicio de la plastificación, así que se ignora el cambio 
de geometría de la superficie. Nótese que la presión KP implica que P es una constante que multip1ica 
la resistencia a la tluencia K. 

Supongamos que la región de A a G está plastificada, pero de momento se ignora la longitud de AG, 
así que las condiciones de frontera en este segmento son 

u>. = r_ty = O (en AG) 

de la condición de tluencia (ecuación 8 . 108) se obtiene que 

u_. = ± 2 K 

intuitivamente se siente que ax debe ser de compresión por lo tanto se considerará 

u = - 2 K (en AG) .f (8. 125) 

corno T;ty es cero AG es una dirección principal, luego las líneas de deslizamiento deben formar ángulos 
de + 45° con la horizontal, se considerará que las líneas 01 están a 45 ° y las {j a 1 35 °  (o sea -45°), 
ver figura 8. 12.  

También se supondrá la región AGF, como se ve en la figura, las líneas de deslizamiento son rectas, 
por tanto es una región donde existe estado uniforme de esfuerzos, recordar la propiedad /del inciso 
anterior. Luego en la frontera AG se tiene que las ecuaciones de Hencky 

así que 

um u_. 1 X = - = - = - -
2K 4K 2 
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1 'lr x = 2 y 8 = _ 4  

{para la Jínea ex en esta región) 

Ahora considerando la frontera AB, puesto que no hay fricción en el contacto, entonces 

1 = O  y u = -KP .ry )' 
(que es la presión uniforme) 

por lo tanto del criterio de fluencia (ecuación 8 .  1 08) 

de donde 

u_f = u y ± 2 K = K (2 - P) . . . 
(donde se ha escogido el signo +) 

(8. 1 26) 

(8. 127) 

(8. 1 28) 

Como T.ry = O en AB también es dirección principal y las líneas de deslizamiento también forman 

ángulos de ± 45 ° (ll/4), ver figura 8. 12 .  Como antes la región AEB también es de esfuerzos 

constantes (estado uniforme). De las condiciones de frontera se tiene que� considerando (8. 127) y 
(8. 128) 

x 
= 

u"' = o_. + oY = 
K 4K 

1 - p 
2 

y () = � n (para línea ex) 
4 

(8. 1 29) 

Ahora, puesto que AF y AE son líneas ex rectas, del teorema C del inciso anterior (todas las líneas de 

deslizamiento entre ellas son rectas, región FAE) constituye entonces una región en abanico centrado, 
como el ejemplo anterior. Luego entonces los esfuerzos son constantes en cualquier línea radial pero 

varían linealmente de AF a AE, o sea 

1 x = - 2 sobre AF a x = - p 
2 sobre AE 

Resultados simi1ares a los anteriores se presentan en las regiones EBD y BDC (figura 8. 12). 
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La presión P necesaria para que la placa induzca la plastificación puede ahora determinarse de la 
siguiente manera. Como la línea AF es una lína a y la HJJK es una {:J, considerando la segunda de las 

ecuaciones de Hencky que es 

x + 8 = constante 

entonces sobre HJ: x = - 1 y 8 = -r/4 
2 

sobre JK: x .. � ( 1-P) y 8 == 3/4 1r 

considerando (8. 131 )  y ( 8. 13 1 1 )  en (8. 130) se tiene 

1 1r 1 -
2 

+ - = - ( l  - P) + 3/4 T 
4 2 

p = 2 + ... 

que es la carga necesaria para que el medio se plastifique. 

, 

La distribución de velocidades se obtiene mediante las ecuaciones de Geiringer (8. 124) 

(8. 1 30) 

(8. 131)  

(8. 1 3 1 1 )  

(8. 132) 

Para ello se considera que si la placa se mueve con velocidad V0, en la dirección negativa del eje y, 
la región ABE se mueve igualmente junto con la placa como cuerpo rígido con la misma velocidad. 

A su vez en la región AEFG, Va es igual a cero y Vfl es igual a V0l{f, así que la región AEF se 

mueve hacia afuera en velocidad V0l{i, y la AGF se mueve en la dirección FG con la misma 
velocidad. 

La solución anterior fue obtenida por Prandtl. Existe otra solución alternativa debida a Hill, en la que 

considera que la frontera rígido-plástica es el contorno H 1 J K L M N e!'l vez del anterior (G F E  D 
C). Asimismo pueden obtenerse otras soluciones intermedias entre ambas; de donde se ve que en 

plasticidad es posible tener diferentes soluciones y resulta teóricamente imposible distinguir cual es la 
solución correcta. Desde luego que esta incertidumbre se debe a la teoría rígido-plástico aquí empleada, 

el único medio de obtener soluciones satisfactorias es mediante la teoría eJastoplástica que emplea las 
relaciones de Prandtl-Reuss. 

Cabe mencionar entonces que las soluciones rígido-plásticas lo único que deben satisfacer es que 

definan campos de velocidades cinemáticamente admisibles, o sea que cumplan con características de 

movimiento de cuerpo rígido. 

Vale la pena hacer notar que los problemas de capacidad de carga en suelos, así como los de 
estabilidad de taludes son de este tipo, que corresponden a análisis límite, cuyas características esencia­
les son las de estimar la carga que se necesita para que se desarrolle un mecanismo de falla. Así, en 
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el ejemplo anteriormente presentado se obtuvo un valor del parámetro P (ecuación 8. 1 30), el cual 
implica que la carga máxima uniformemente distribuida que se puede colocar sobre la placa es de 
(2 + ll) veces el valor de la resistencia al corte K . 

.. 8.8 AwUisis y d1seílo límite 

Es conveniente observar que los análisis límite permiten estimar la carga máxima que un medio o 
estructura puede soportar al desarrollarse en él un mecanismo de falla. Esto implica que se plastifique 
todo el medio, o bien, que si existen posiciones sólidas (elásticas) éstas no ofrecen ninguna resistencia 
al movimiento, moviéndose como inc1usiones dentro de la fase fluida del material . 

También aquí es útil reflexionar acerca de que las teorías rígido-plásticas (de análisis límite) 
presuponen que todo el medio se ha plastificado, en tanto que la teoría de elasticidad im¡>lica que el 
medio en ningún punto lo ha hecho. Luego entonces, estos dos tipos de análisis corresponden a 
condiciones extremas, · y no son capaces de predecir el comportamiento cuando parte del material se 
ha plastificado únicamente, por 1o cual deben emplearse las teorías y métodos elastoplásticos. De la 
consideración anterior han surgido los teoremas límites que a continuación se verán. 

Teoremas sobre los ltmües inferior y superior de la carga última 

Estos son los dos siguientes: 

Teorema 1 

a) "Una carga que produce un campo de velocidades cinemáticamente admisible puede ser igual o 
mayor que la carga real que puede producir la falla". Esto constituye un límite superior. 

Esta carga es la que se calcula con la teorla rígido-plástica (análisis límite). La conclusión obtenida se 
debe a que la carga mencionada presupone plastificación total en una región, sin considerar que el 
. medio involucrado puede moverse aunque no se haya plastificado completamente, sino que basta que 
se haya plastificado una zona que facilita la formación de un mecanismo de fa11a, por ejemplo, la 
región vecina a un círculo de falla en un talud. 

· 

Teoremll 2 

b) "Una carga que produce un campo de esfuerzos estáticamente admisible será igual o menor que 
la carga que se necesita para que se produzca deslizamiento por flujo plástico" .  Esto es un límite 
inferior. � 
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Esta carga se obtiene de la teoría de elasticidad considerando la carga máxima que se puede aplicar 
a un medio para que en ningún punto rebase la resistencia ai corte (fluencia). Ésta es un límite inferior, 
ya que pueden existir zonas plastificadas en el interior de la región, sin que por ello ocurra un 
deslizamiento generalizado de alguna porción del medio. 

De lo anterior se concluye que, los dos límites indican un ancho de banda dentro del cual se encuentra 
la verdadera carga P, que se necesita para que se inicie la formación de un mecanismo de falla (en un 
medio continuo o sistema estructural), que sería la carga última. Por lo cual, dicha carga última que 
soporta una obra, es difícil (sino imposible) de obtenerla con precisión, siendo sólo posible acotarla 
entre dichos límites. 

Por tanto, el diseño límite (o último) de cualquier tipo de obra, debe tomar en cuenta estas 
consideraciones, por lo cual se requiere de un análisis elástico y de uno rígido-plástico, para obtener 
infonnación en este tipo de diseño. 

Debe notarse entonces que en este diseño lo único que importa es acotar Ja carga última, sin tomar en 
cuenta las· condiciones de deformación que experimenta en el rango donde parte de las deformaciones 
son elásticas y parte plásticas, para ·  esto sí sería necesario realizar análisis elastoplásticos como los 
mencionados anteriormente (inciso 8.6). 

Selección de mecanismos de falla 

En esta parte se hace notar que para que una estructura falle no basta con que ciertas partes de ella se 
plastifiquen, ni es necesario tampoco que se plastifique todo, sino que basta que se defina una zona 
plastificada capaz de engendrar un mecanismo de falla, mediante eJ cual ciertas porciones de ella son 
capaces de experimentar movimientos de cuerpo rfgido (cinemáticamenN admisible). 

Es claro que para una estructura dada pueden existir diferentes mecanismos de falla, por lo que es 
necesario definirlos y determinar cuál de ellos requiere una menor carga para ser engendrado. Esta 
selección por tanto debe hacerse trazando diferentes superficies de falla, capaces de generar 
movimientos de cuerpo rígido. Por ejemplo, se tiene el método conocido para análisis de estabilidad 
de taludes, en el cual se supone un círculo de falla, mediante el cual una posición de él es capaz de 
moverse como cuerpo rígido. En general, por tanto, bastará con transformar una región hiperestática 
en isostática eliminando para eiJo restricciones al movimiento analizando además las fuerzas que 
intervienen en él, así como los factores que se oponen a él (recordar por ejemplo los análisis de 
estabilidad de taludes mencionados antes) . 
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9.1 Introducción 

9. Teorías de falla y ruptura 

Cuando a los materiales se Jes somete a un esfuerzo creciente de tensión o compresión experimentan 
deformaciones que en un principio están en el rango elástico, pero posteriormente se salen de él y 
crecen con mayor velocidad que los C$fuerzos; ahora, si ellas siguen creciendo, en el material comien­
zan a aparecer grietas hasta que finalmente el material se separa en fracciones discontinuas. 

De lo anterior se concluye que el coneepto de falla corresponde a la situación donde las deformaciones 
son plásticas y alcanzan una cierta magnitud que se considera intolerable desde el punto de vista de 
la funcionalidad de la estructura de la cual forma parte el material. 

En tanto que el concepto de ruptura corresponde a cuando el material se separa en partes aisladas y 
deja de ser un medio continuo. 

Ahora bien, los criterios de falla y ruptura se fijan mediante convenciones de acuerdo con el nivel 
máximo de esfuerzos que el material debe soportar. Este nivel se determina a fin de que no se registren 
deformaciones que rebasen cierto Jímite, o de que no se propaguen grietas existentes. En general se 
tiene que dicho nivel se estima a partir de una cierta función de Jos esfuerzos principales, o sea 

(9 . 1 ) 

Se ve por tanto que para establecerlo es indispensable determinar el estado de esfuerzos existente en 

· un problema dado. 

A continuación se mencionan algunas ideas acerca de las condiciones existentes en las situaciones 
donde se presenta falla o ruptura. 

Por lo que se refiere al caso de falla, ésta se origina cuando se vencen las fuerzas intermoleculares y 
se movilizan las dislocaciones existentes en el interior de granos, o bien existe deslizamiento en los 
límites de granos, o también si existe difusión atómica. Todas estas situaciones indican cambios 
estructurales que debilitarán la resistencia del material. Ahora bien, todas ellas se presentan para la 
combinación de esfuerzos que satisfacen la función antes mencionada (ecuación 9 . 1 ) .  

Por tanto, para estimar la falla se determina el estado de esfuerzos en toda l a  región en estudio y se 
ve en qué parte de él se satisface · la condición de falla (ecuación 9.  l ) .  Existen diferentes relaciones del 
tipo de dicha ecuación que representan a distintos criterios de falla que han sido propuestos, los cuales 
se describen posteriormente. Estos criterios se han establecido a fin de evitar diseñar en lo posible 
obras que sufran deformaciones excesivas y dejen de ser funcionales. 
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Ahora bien, las condiciones que prevalecen para que se desarrolle la ruptura son: la existencia de 
imperfecciones estructurales tales como dislocaciones, impurezas y pequeñas vacancias; lo que origina 
microgrietas y a continuación su crecimiento, o bien un aumento en el número de ellas. Ahora bien, 
la posibilidad de extensión de las microgrietas, se puede estimar de acuerdo con la teoría de Griffith 
(u otras) , en la cual se determina que existen concentraciones de esfuerzos en los extremos del semieje 
mayor de grietas elípticas, que rebasan la resistencia a la tensión de las fuerzas intermoleculares 
provocando la separación del material en más partes. Asimismo, vale la pena indicar que la 
distribución de las imperfecciones es aleatoria y por tanto, la orientación y tamaño de las microgrietas 
será igualmente aleatoria, por lo que la aplicación de los criterios de ruptura deben considerar eSta 
condición. 

También en este caso se han establecido criterios en los que, a partir de las características del tensor 
esfuerzo, se elige una relación en función de los esfuerzos principales (o sea igual a la ecuación 9. 1),  
mediante la cual se puede estimar si existe nesgo de ruptura del material y la consecuente falla de obra 
de la cual forma parte. 

Tl\nto los criterios de falla como los de ruptura son únicamente aproximados, puesto que se basan en 
aplicaciones de la mecánica del medio continuo, siendo que en este caso son muy determinantes las 
discontinuidades intrínsecas, ·heterogeneidades y anisotropía existentes en el material para este nivel 
de esfuerzos. Sin embargo, dichos criterios son de bastante utilidad puesto que han demostrado dar una 
idea aceptable de las condiciones de falla o ruptura, lo cual se ha podido constatar experimentalmente. 
Por otra parte, son el único recurso del que actualmente se dispone para dicho fin. 

Entre los criterios de falla existentes, los cuales posteriormente se describirán, se tienen: el de 
Rankine, el de Saint Venant, el de Tresca o Coulomb, el de Beltrami, el de Von Mises, el de Mohr­
Coulomb (fricción interna), etc. 

En tanto que entre los criterios de ruptura se tienen : el de Griffith, el de Barenblatt, etc. Los dos 
criterios mencionados aquí se detallarán posteriormente. 

9.2 Tipos de materiales frágiles y dúctiles 

1 ,os materiales pueden clasificarse como frágil o dúctil, de acuerdo con la magnitud de la deformación 
4ue sufren antes de romperse, ver figura 9.  l .  

· 

Ahóra bien, esta clasificación se hace considerando únicamente la deformación sin tener en cuenta el 
esfuerzo máximo que soporten. 
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FIGURA 9. 1 

Entonces, de acuerdo con lo anterior se puede decir que un material es frágil cuando se rompe sin 

sufrir mucha deformación; en tanto que es dúctil cuando se rompe después de experimentar grandes 
deformaciones. Entre los materiales frágiles se tienen por ejemplo: el vidrio, la madera, el concreto, 

etc. y entre los dúctiles están el acero, plomo, suelos arcillosos, etc . 

Factores que influyen en la ductilidad o la fragilidad 

Para entender cuáles son éstos se considerará que las características son contrarias, es decir, que un 
material entre menos dúctil sea será más frágil y viceversa. Luego entonces, por ejemplo, se verá qué 

factores influyen en la fragilidad (quedando entonces implícito cómo actuarán sobre la ductilidad). 

Tales factores son: esfuerzos isotrópicos así como los distorsionantes, velocidad de carga, temperatura, 
estructuración, heterogeneidad, impurezas y vacíos, que se pueden considerar como los más 

importantes. 

Ahora se discutirá Cómo influyen cada uno de ellos: 

a) A mayor presión isotrópica mayor resistencia. 

b) A mayor magnitud de los esfuerzos distorsionantes menor fragilidad y menor resistencia. 

e) A mayor velocidad de carga mayor fragilidad y mayor resistencia. ·  

d) A mayor temperatura menor fragilidad y menor resistencia. 

e) A mejor estructuración menor fragilidad y mayor resistencia. 

f) A mayor heterogeneidad mayor fragi lidad y menor resistencia. 

g) A mayor cantidad de impurezas mayor fragilidad y menor resistencia. 

h) A mayor cantidad de vacíos mayor fragilidad y menor resistencia. 
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Es obvio que pueden tenerse diferentes combinaciones de dichos factores por lo cual es difícil estimar 
a priori cómo influirá dicha ·combinación en la fragilidad del material . 

Vale la pena agregar que los materiales serán más frágiles principalmente cuando presentan 
estructuraciones no uniformes, tales como mezclas de materiales fibrosos o con granos sólidos dentro 
de matrices cementantes suaves, en las que es más fácil que tiendan a formar huecos y por tanto se 
agrieten con mayor facilidad y se rompan antes de sufrir deformaciones excesivas. 

9.3 Mecanismos de falla plástica 

El más importante de los mecanismos de falla plástica puede considerarse que es el ocasionado por 
esfuerzos distorsionantes, éstos provocan que las dislocaciones que existen en una estructura cristalina 
se desplacen según planos definidos, pero manteniéndose la continuidad de dicha estructura, como 
puede verse en la figura 9.2.  

l�L(neo de dlslocac�
1 o h  o o o o "'i  

1 1 
o 

1 1 
a �b e d a b le d o o o oÍdLÍnea de � o � o 

- · - · - · - · - .deslizamie..D!9�. _ .  - · _ 

o 
o' 

o 
b' 

(a) 

o 
e' 

FIGURA 9.2 

o o 
a' b' 

(b) 

o 
e' 

En Iá figura anterior se observa que la molécula e estaba enfrente de la b ' , y existe una Jínea de 
dislocación que pasaba por la partícula b ,  luego; después del deslizamiento esta partícula queda 
enfrente de la b '  y se forma una dislocación que pasa ahora por la molécula e, es decir, se ha 
desplazado esta línea de dislocación, pero no físicamente sino por sustitución de la que pasaba a través 
de b por la que pasa por c. Este movimiento revela que no se rompe la continuidad del medio y que 
además puede continuar sucesivamente, es decir,· que por ejemplo la línea de dislocación pase a la 
partícula d (ver figura anterior) , etc. 

9.4 Mecanismos de ruptura 

Entre estos pueden considerarse que los más relevantes corresponden a los casos en los que actúan 
esfuerzos de tensión en microgrietas no paralelas a la dirección de dicho esfuerzo, lo que ocasiona un 
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incremento de esfuerzos en el borde (extremo del eje longitudinal de la grieta) el cual rebasa las 

fuerzas de atracción intermoleculares, lo que ocasiona que se separen las moléculas, liberándose 

además, por este motivo, energía de deformación que supera a la cantidad de energía superficial 

requerida para formar nuevas superficies (caras adicionales a ambos lados de la grieta que se propaga). 

Debe aclararse que la ruptura puede consistir en el crecimiento de grietas ya existentes o bien en la 

formación de nuevas grietas. 

9.5 Criterios de falla 

A continuación se describirán brevemente algunos de los criterios de falla (aquéllos en los que la falla 

se considera por deformación excesiva) más comúnmente empleados. 

Te01ia de Rankine o del máximo esfuerzo de tensión 

Como su nombre lo indica ésta señala que la falla se alcanza cuando uno de los esfuerzos principales 
alcanza Ja resistencia máxima en tensión, por ejemplo, para el caso bidimensional . 

o bien 

donde: 

(J oc 

a1 - esfuerzo principal de tensión 

a2 - esfuerzo principal de compresión 
<10 - resistencia máxima a la tensión 

Cía. � 
(10 

a oc 

FIGURA 9.3 

u = - a  1 O.c  

a0• e - resistencia máxima a la compresión 
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TeoTÚJ de Saint-Venant o de defonnación axial máxima 

En ésta se supone que la plastiticación ocurre cuando una deformación principal iguala a la 

deformación máxima en tensión o compresión, o sea cuando 

entonces, para el caso biaxial (cuando a3 = O)(figura 9.4) 

-

E e1 = a1 - ¡u12 -= + u0 ; para /u/ ?! /u2 / 
E � = <12 - p.a1 -= ± e10 ; para fui > /u1 1 

U¡ 

FIGURA 9.4 

Criterio de Tresca (o de Coulomb) o del esfuerw cot1ante máximo 

(9.3) 

En éste se considera que la p1astificación se presenta cuando se a1canza el cortante máximo que se 

registra en la prueba de tensión simple. Esto implíca que ocurre cuando se cumplen las seis 

condiciones siguientes: 

CT2 - U3 = ± <10 ; (u0 es la resistencia máxima a tensión) 
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luego, para el caso biaxial se tiene: 

O'¡ - u2 = <To; si O'¡ > o y 0"2 < o 

<T, - a2 = - <To ; si <T, < o y (]2 > o 

<T2 = CJo ; si (12 > a, > o 

CJ¡ = <To ; si a, > (12 > o (9.4) 

a, = 
- <To ; si O"¡ < 0'2 < o 

l12 = - U  o ;  si (]2 < (JI < o 

O"a 

FIGURA 9.5 

Teoria de Beltrami o de la máxima energía de defonnación 

En ésta se considera que Ja plastificación se presenta cuando la energfa total de deformación iguala a 
la que existe en una prueba de tensión o compresión unidimensional, o sea 

U - 1 - 1 2 
- - <To Eo - - 0o 2 2E 

y como por otra parte, en general la energía total elástica está dada por 

(9.4. 1 )  

(9.4.2) 

reemplazando en la anterior expresión las deformaciones e,,  e2 y e3 por las expresiones en función de 
los esfuerzos dados por las leyes de Hooke se tiene 

U 
= 

_1_ (u 2 + ,... 2 + ,... 2 2 u (q ,... + ,... ,... + _... ,... )) 
2E 1 v2 v3 - . l v2 v2 v3 v3vl 
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reemplazando U por el valor dado en (9.4. 1)  se tiene que finalmente 

(9.4.4) 

que constituye la función buscada de acuerdo con este criterio. 

Ahora, para el casa bidimensional la anterior expresión se reduce a 

(9.4.5) 

Este criterio tiene el inconveniente de predecir plastificación para valores altos de presión hidrostática, 
lo cual experimentalmente se ha encontrado que no es correcto, ya que sólo las distorsionantes 
normalmente la inducen. 

Criterio de Von Mises o de energía de dislorsi6n 

En éste se supone que la plastificacíón únicamente se debe a la energía de distorsión, y que se presenta 
cuando dicha energía es igual a la que existe en una prueba de tensión simple. Así que ocurre cuando 

como para la tensión simple se tiene 

1 J - (1 2  
2 - - o 3 

ahora como 
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por lo que la condición de fluencia queda 

(9.5) 

y para el caso biaxial queda 

que es la ecuación de una elipse con eje focal a 45 o ;  ya que para u1 = u2 entonces u2 = u0 y también 
q2 • u0 , (figura 9.6). 

fiGURA 9.6 

Se tiene que para el caso de cortante puro 

luego 

entonces el criterio predice que la plastificación se presenta cuando 
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el cual representa el valor de 12 en la prueba de tensión simple, o sea 

O o K = -

{3 
(9.6) 

de donde el esfuerzo de fluencia en la prueba de cortante simple es 11.[3 del de tensión simple. 

Hencky demostró que este criterio es equivalente a lo siguiente; puesto que 

(9.7) 

el cual para tensión simple se reduce a 

_ {2 
1,.., , 0 - 3 (10 (9. 8) 

entonces la fluencia ocurre cuando 

ro.-, = rOC't , o 

TeorúJ de Mohr 

En ésta se considera que la tluencia ocurre cuando el cortante existente en un punto alcanza el valor 

de la resistencia al corte, la cual depende a su vez del esfuerzo normal actuante, o sea 

donde 

e - cohesión 

o,. - esfuerzo normal actuante 

rJ> - una función cualquiera; por ej emplo ver figura 9. 7. 

(se consideran positivas las compresiones) 
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FIGURA 9.7 

Teqrill de fiícción interna 

En ésta se considera que la función cJ> mencionada en la teoría de Mohr es lineal y por tanto la 
ecuación (9.9) se convierte en la siguiente expresión. En la figura 9.8 se representa gráficamente 
la ecuación 

T = C + a, tan cJ> 

donde 

cJ> - ángulo de fricción interna 

. e 

o 

FIGURA 9.8 
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Luego, a partir de esto se encuentra que el criterio de fluencia queda establecido, siempre y cuando 
la pareja de valores u1 y (J2 queden dentro del área encerrada por lo 1frytites marcados en la figura 9.9. 

(Jo - resistencia máxima a tensión 
u0• e- resistencia máxima a compresión 

fiGURA 9.9 

Estas son algunas de las teorías de falla (flujo plástico) más comúnmente empleadas. 

Superficie de fluenci4. Espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard 

Puede concluirse que los criterios de fluencia en general implican una función del siguiente tipo 

/ 

/ 

siendo uq todas las componentes del tensor esfuerzo y K uria función conocida, por Jo que le puede dar 
también la siguiente forma 

si se supone isotropía en las propiedades se puede reducir a 

o sea la fluencia sólo depende de la magnitud de los esfuerzos principales y de su orientación. Nótese 
que el espacio cuyos ejes son U¡, (J2 y (J3 se llama espacio de esfuerzos de Haigh-Westergaard. 
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Si se considera que sólo las componentes del tensor distorsionante influyen, entonces se tiene que la 
expresión queda 

siendo 

12 = � (S/ + S/ + S/) = - (S1S2 + S, S3 + S2S3) 

J3 = 4 (S13 • S/ + S/) = S1 S2S3 

de donde se puede poner 

o sea la función de fluencia se reduce a una función de dos invariantes del tensor distorsionante. 

De lo anterior, el criterio de Von Mises puede expresarse de la manera siguiente 

(9. 10) 

siendo K, el esfuerzo de fluencia en cortante puro. En tanto que el de Tresca puede escribirse como 

4 J  3 - 271 2 - 36K2 1 2 + 96K4 J - 64K6 "' O 2 3 2 2 (9. 1 1 ) 

Estos dos criterios son por tanto los más comúnmente empleados, siendo más sencillo el de Von Mises. 

PlatW 1r 

Este es un plano cuya normal se encuentra en una dirección que forma el mismo ángulo con los tres 
ejes principales, y además dicho plano pasa por el origen de ellos. Si sobre este plano se proyectan 
los 3 ejes mencionados sus proyecciones formarán entre sí un ángulo de 120°. Ahora, si sobre dicho 
plano se dibujan las superficies de fluencia correspondientes a los criterios de Von Mises y Tresca, 
se tiene la siguiente figvra. 
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FIGURA 9 . 1 0  

En esta figura se nota coincidencia de Jos criterios en el caso de tensión simple, en tanto que para 
cortante simple se tiene la máxima discrepancia entre eJlos, del orden de 1 5% ,  como se demuestra a 

continuación, ya que 

l � a, : f � = H = J133 = 1 . 15 
- O'o 
.fi 2 

Cabe señalar que las superficies de fluencia son prismas con generatriz paralela al eje normal a1 plano 

1r, y que pasa por las curvas de Tresca o Von Mises mostradas en la figura anterior. 

Movüidad de l4s supeificies de jluencia 

Experimentalmente se ha encontrado que las superficies de fluencia cambian una vez que se plastifican 

los materiales de diferentes maneras, como se muestra a continuación (figura 9.1 1 )  

(o) (b)  (e) 
FIGURA 9. ) 1 
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En la parte (a) se ve que el área cubierta por la superficie de fluencia aumenta, como resultado de un 
desplazamiento de ella idéntico en todas direcciones. En la parte (b) la superficie de fluencia se des­
plaza sobre el plano 1r pero sin aumentar el área cubierta por ella (o sea una traslación), en tanto que 
en la parte (e) se muestra una traslación combinada con una deformación de la superficie de fluencia. 

· Este es el caso que mejor representa el comportamiento de los materiales reales, pero es muy 

complicado tomarlo en cuenta. 

Parámetro de Lode 

Este se utiliza para tomar en cuenta la influencia del esfuerro principal intermedio y se define como 

J.l.2 = -

o bien 

por tanto, es la relación entre la diferencia del esfuerzo intermedio con el promedio de los esfuerzos 

máximo y mínimo y la semidiferencía entre ellos. Ahora bien, todas las combinaciones posibles de 
carga, es decir, entre cortante puro y tensión simple, quedan incluidas en la variación de dicho 
parámetro de O a - 1 , y asimismo de O a 1 para la variación de cortante simple o compresión simple. 

Entonces, si se trazan Jos resultados experimentales en una gráfica en donde en el eje de abscisas se 

colocan los valores de u y en el de ordenadas la relación adimensionaJ (u1 - a3)/u0, se tiene (ver figura 

9. 12). 

(Los símbolos X indican resultados de pruebas experimentales) 

Criterio de Von Mises 

Criterio de Tresca 
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En la figura anterior se observa que el criterio de Von Mises se acerca más a los resultados 
experimentales obtenidos por Lode para acero, cobre y níquel. 

9.6 Criterios de ruptura 

Con relación a la predicción de falla frágil, se ve que esta puede hacerse empleando diversos criterios, 
entre los cuales, los principales son el de Griffith y eJ de Basenblatt, entre otros, y que son los únicos 
que aquí se verán con algún detalJe. 

Teorill de GrifjiJh 

Considerando que en un medio antes de que aparezca cualquier grieta de energía de deformación en 
tensión simple (uo) es u02/2 E por unidad de volumen. Ahora bien, el trabajo hecho por las fuerzas 
que se relajan al aparecer una grieta (por ejempló elíptica) considerando que éstas se encuentran a 
ambos lados de ellas es 

donde 

y 

W = - 4 J 4 1fl (] dx • V h o o 

v • [� ] ( 1  - v) a un 6 

x = a  cos 8 

. b 
1 

1 
1 

-;-- - - - -·�-..--
1 
,... o 

FIGURA 9 . 1 3  

* Expresión deducida mediante la teoría de la elasticidad. 
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siendo 

a - semieje mayor de la elipse 
b - semieje menor de la elipse 
v - desplazamiento vertical 
6 - ángulo medido de la horizontal a partir del centro de la elipse 

entonces, reemplazando el valor de v dado por (9. 1 3) en (9. 12) se obtiene 

luego entonces dicho trabajo será independiente de b. 

Ahora como este trabajo debe ser igual al aumento de energía de deformación AUa, entonces 

(9. 14) 

el signo negativo que aparece en esta expresión indica que disminuye la energía de deformación. 

Puesto que en la expresión (9. 14) se ve que el trabajo rea1izado W" es independiente de h, entonces 
no se alterará cuando b tienda a cero (o sea una grieta). Ahora bien, debido a la tensión actuante en 

dicha grieta esta tiende a adoptar una forma casi elíptica cuyo semieje menor, según cálculos elásticos, 
medirá 

luego, si la grieta se alarga una cantidad 2da (por ser a ambos lados) se formarán nuevas superficies 
además de una relajación de componentes de esfuerzos ay. Entonces el trabajo diferencial hecho se 

obtiene diferenciando la ecuación (9. 1 4) con respecto a la variable a 

la remoción del signo menos en ella representa que la energía es absorbida por las fuerzas de 
relajación. En esta teoría de Griffith dicha energía se supone que se transforma en un aumento de 
energía superficial. Si 'Y representa esta energía por unidad de área, entonces la nueva energía 
superficial será 4-yda, la cual al igualarla a dWh se tiene 

por tanto 

(9. 1 5) 
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expresión que revela que para cualquier valor de a0 menor que el dado por la ecuación (9. 15), los 

esfuerzos aY que se liberan en la frontera de la grieta no generan una energía capaz de proporcionar 

la que se requiere para formar nuevas superficies y por tanto no se ampliará la grieta. 

Resumiendo, la fórmula (9. 15) indica que se ampliará la grieta cuando los esfuerzos ·sean mayores que 

el valor de u0 dado por dicha fórmula. Debido a esto, ella en sí representa un criterio para falla frágil. 

Como puede observarse, en la ecuación (9. 15) influyen las siguientes propiedades del material: E, v 
y -y, así como el tamaño de las grietas existentes a, el cual es una variable aleatoria. Este tamaño 

puede estimarse indirectamente a partir del valor de la resistencia máxima a tensión u0, para lo cual 

se parte de la expresión mencionada pero despejando el valor de a; o sea que resulta ser más fácil 

determinar directamente u0 que a. 

Además, el valor de a resulta ser de esta manera un valor que representa el tamaño mínimo de las 

grietas existentes en el espécimen de prueba, el cual puede variar para cada uno de ellos; por lo tanto, 

esto explica el porqué el valor de a0, obtenido para diferentes especímenes, tenga un elevado 
coeficiente de variación. 

Ahora bien, conocido u0 puede establecerse una superficie de ruptura, análoga a la de fluencia, que 

será válida para diferentes combinaciones de esfuerzo, la cual se discutirá en el apéndice 9 . A .  

Aspectos relevantes del criterio de Griffith 

A continuación se presentan algunas conclusiones de interés en relación con esta teoría de falla. 

l .  El campo de esfuerzos obtenido elásticamente en los extremos de las grietas presenta irregularida­
des en ellos, por lo que se rebasa el límite de aplicabilidad de la teoría elástica que es válido para 
deformaciones pequeñas. 

2. Las condiciones de frontera en las caras de la grieta se alteran puesto que éstas se deforman aJ irse 

aplicando las cargas, incluso en sus extremos la deformación angular es de ll/4, al estimar que 

la grieta se transforma en una e1ípse, hecho que rebasa la consideración de deformaciones 

pequeñas. Por otra parte, se necesita tener esfuerzos infinitos (ver apéndice 9 . A) en dichos 

extremos para tener un esfuerzo diferencial de primer orden, ya que ellos actúan sobre un área 

diferencial de segundo orden. De aquí se ve que la singularidad resulta esencial en la interacción 

de la discontinuidad que representa la grieta y el resto del medio. 

3.  Si una grieta se convierte en una elipse, entonces, en sus extremos ambos lados de ella forman 

entre sí un ángulo de 1 80 ° ,  lo cual imposibilitará la ampliación de su longitud, lo cual en sí revela 

una incongruencia, que se debe a que la teoría lineal se ha llevado más allá de sus límites de 
aplicabilidad. 
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4. La energía superficial representa una irregularidad desde el punto de vista tridimensional, ya que 
implica la existencia de fuerzas actuando sobre una superficie de espesor nula, por lo que existe 
una incongruencia al mezclar medios continuos de dos y tres dimensiones. 

5. La representación de una grieta angosta como el límite de una serie de elipses es arbitraria, puesto 
que podría ser el de otro tipo de curvas cerradas. 

A pesar de todo lo anterior la teoría de Griffith proporciona resultados aceptables en materiales 
frágiles. 

Teorfa de Barenbllltt 

En esta teoría se tratan de corregir las incongruencias impJícitas en la debida a Griffith; para ello 
también se parte de consideraciones de mecánica. de medios continuos basados en la teoría lineal de 
la elasticidad (de deformaciones pequeñas) . Para los cálculos necesarios se parte de la superposición 
de tres problemas elásticos que son: 

a) Se supone que se carga un medio sin grietas (continuo) mediante una fuerza vertical aplicada en el eje 
de simetría geométrica de él, y se caJcúla el estado de esfuerzos (debido a la simetría no se inducen 
cortantes); ahora bien, en el sitio donde estará la grieta existe un estado de esfuerzos dado por 

b) Ahora, se cOnsidera que ya existe la grieta pero los únicos esfuerzos que actúan se localizan sobre 
sus caras y anulan los esfuerzos existentes en la situación anterior, es decir 

además, en la línea que es la continuación geométrica de la grieta los esfuerzos verticales están dados 
por"' 

en la cual 

(9. 1 6) 

siendo 1 una variable de integración sobre el eje x (eje mayor de la grieta) 

"' La deducción se encuentra en L. E. Malvem, Jmroáuctio11 to the Mechm1ics of a Continuos Medium, 1969. 
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fiGURA 9 . 14 

e) Por otra parte, si se considera que actúan fuerzas de cohesión (de origen intermolecular) con una 
ley de distribución g(x), las cuales inducen una distribución de esfuerzos localizada en la línea que 
es continuación de la grieta, tenemos 

siendo 

N = - -- g(r) (a 2 - r2r '"" dr (2a)'"' Jo ( 11 o 

(9. 1 7) 

como puede verse en la figura 9. 14, la distribución de fuerzas g(x) impide que los extremos de 
la grieta tengan el contorno de una elipse (se ve que f (x) = O para el intervalo O < x < d). 

Los postulados de Barenblatt son: 

a) N0 = Nc en los extremos a fin de que no existan singularidades (esfuerzos infinitos) . 

b) La forma de g(x) es independiente de las cargas, o sea es una propiedad del material, por tanto 

la integral Nc no varía y tampoco la forma que presentan los extremos de la grieta. 

e) Existe un límite máximo del valor de la integral , designado por NcM• y que por tanto es una 
propiedad del material, de tal manera que después de algunas simplificaciones* 

l lamando al valor de la integral K módulo de cohesión . 

* ldem. 
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El criterio de Barenblatt queda entonces dado mediante la expresión siguiente 

K N = ­
o n 

(9. 19) 

es decir, se evalúa la integral dada por (9. 1 6) y la cual es función de la distribución de esfuerzos que 
existe en el eje perpendicular al de simetría; por ejemplo, para tensión simple 

T0(t) = 0'0 (esfuerzo de tensión) 

y por tanto 

(9.20) 

luego como K es un límite máximo, la integral N0 no lo puede exceder y de esta manera se obtiene el 
u0 máximo (obsérvese que en este cálculo también influye el tamaño de la grieta (a) que soporta el 
material en tensión) .  

a) Relación entre las teorfas de Griffith y Barenblatt 

Si se igualan las expresiones que sirven para estimar la energía necesaria para que crezca la grieta, 
según ambas teorías se encuentra que el "módulo de cohesión" K está en función de la energía de 
tensión superficial -y mediante la siguiente expresión 

� K = j � (9.2 1 )  

De esta manera pueden emplearse indistintamente ambos criterios, ya sea que se conozca K o -y. 
Conviene destacar que los dos proporcionan resultados aceptables en materiales frágiles. 

b) Disipación de energfa en los extremos de grietas 

En materiales dúctiles con grietas preexistentes, antes. de que éstas se propaguen, cierta cantidad de 
energía se consume en flujos plásticos. La región donde esto ocurre tiene aproximadamente la forma 
de una llama de vela·, como puede verse en la figura 9.  1 5 .  

Por tanto, no toda la energía que se agrega al material agrietado al cargarlo se convierte en energía 
de tensión superficial (por crecimiento de la grieta) sino que parte de ella se consume en flujos 
plásticos, incluso no puede quedar energía disponible para que se abra más la grieta. Por este motivo, 
en lo

.
s materiales dúctiles las teorías de Griffith o Barenblatt no son adecuados. Teorías adecuadas para 

este tipo de materiales no se verán en este curso. 
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grieta 
preexistente 

FIGURA 9 . 1 5  

Finalmente, conviene señalar que los criterios de falla frágil son válidos para materiales que tienen 
mayor tendencia a agrietarse que a fluir, por ejemplo la madera. Además que se han deducido 
partiendo de teorías de medios continuos. 

Ideas adicioiUdes sobre ropturas 

Como conclusiones finales sobre el problema de ruptura pueden señalarse los siguientes: 

a) No existe un criterio para la fa11a por ruptura después de una fluencia prolongada. 

b) Existen tres enfoques para el estudio de la ruptura que son el microscópico, el macroscópico y el 
estadístico. 

e) En el estudio de la propagación de las grietas existe el concepto de equilibrio de ellas, el cual 
implica la determinación de la carga necesaria para que estas se amplíen pero sin que se propaguen 
indefinidamente. Dicho estudio se basa en cálculos elásticos de esfuerzos en barras con orificios 
(teoría de Griffith) o con orificios y resortes (teoría de Barenblatt). 

d) Se debe tomar en cuenta el principio de entropía según el cua) se tiende a destruir la estructura de 
los materiales cuando se cargan y a la generación no recuperable de calor. 

e) Existen teorías de propagación de grietas basadas en micromecánica, donde se estima que la 
velocidad de propagación es aproximadamente igual a la de propagación de ondas de esfuerzos. 

f) En los extremos de las grietas se llegan a desarrollar esfuerzos semejantes a las fuerzas máximas 
intermoleculares. 

g) Puesto que la energía superficial en las caras de grietas tiende a ser mínima, en ellas se acumulan 
impurezas que la reducen , por lo cual en los límites de grano el material tiende a ser menos 
resistente. 
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h) Puesto que existe una distribución probabilística de grietas, la mecánica estadística sirve para hacer 
inferencias sobre resistencia máxima. 

i) No confundir la falla del material en un punto de la obra con la falla en sí de ésta. 

j) En el fenómeno de agrietamento existen dos aspectos: uno es el crecimiento de grietas existentes, 

y el otro, en el que aparecen nuevas grietas. El primer caso es el que mejor se ha estudiado, ya 
que por ejemplo, para él se desarrollaron las teorías de Griffith y la de Barenblatt, etc. Por otra · 

parte cuando el material se agrieta mucho hasta formar bloques aislados, en ese caso se apJica la 
mecánica de medios discontinuos (mecánica elástica). 

k) La falla de una estructura está condicionada por la del material, así como por las condiciones de 

frontera, las que determinan si es posible la formación de un mecanismo admisible de falla (campo 
de velocidades admisible); en este caso el problema se vuelve de equilibrio isostático. 
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A p é n d i  e e 9.A 

Aplicación de 14 teorfa de Griffuh a mecánica de rocas 

En observaciones experimentales sobre especímenes de roca se ha encontrado que existen una infinidad 
de fisuras (incluso grietas microscópicas) orientadas al azar, cuya forma aproximadamente es elíptica, 
por lo que para este tipo de material es adecuado emplear la teoría de Griffith para predecir su ruptura. 

Para aplicar dicha teoría se hacen las siguientes hipótesis 

a) No existe interacción entre fisuras 
b) Es válido un análisis bidimensional 
e) Los esfuerzos paralelos a la fisura son despreciables (ver figura 9. 16) ,  en la que los esfuerzos u.x 

y uz perpendiculares al plano de dicha figura casi no influyen en la ampliación de la fisura. 

FIGURA 9. 1 6  

Mediante análisis elásticos (ver referencia 4 )  se encuentra que los esfuerzos tangenciales sobre el 
contorno de la grieta, ub, están dados por 

uY { m(m + 2) cos2 � - sen 2 � } + ux { (1  + 2m) sen 2 � - m 2  cos2 a }  

- r"" { 2 ( 1 + m 2 )  sen � cos a } 
� � --------------------�--�--�------�----------------------

m 2 cos2 a + sen 2 a 
(9. A . l )  

en l a  que los términos que aparecen en l a  expresión anterior se aclaran observando l a  siguiente figura 
9. 17.  
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Siendo 

x = a cos a; m = b 

y = b sen a  a 

tan 8  = m tan a 
a = ángulo de excentricidad 

ux 

FIGURA 9. 1 7  

Como estadísticamente se ha encontrado que las fisuras tienen una relación de ejes m muy pequeña 
(por ser muy alargadas), esto implica que el ángulo ex tiende a cero y por tanto 

sen O! _. a y cos O! _. 1 

de donde la ecuación 9. A . l  se simp1ifica y queda 

se ve que la tensión ub depende de 0!, por lo que su valor máximo se encuentra cuando 

de donde se obtiene (ver ref. 3) 

T ,  
(] = - � 

(X 
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Asimismo, puede mostrarse (en la misma referencia) que al eliminar et de ella se cumple que 

(9.A.3) 

ahora, puesto que tanto a, como m son difíciles de obtener experimentalmente (ya que ub es la 
resistencia límite a la tensión del material en el contorno) entonces se deben poner en función de un 

parámetro que sí se pueda medir, como es la resistencia a la tensión simple. Para esto, considerando 
que 

(resistencia a la tensión) 

y que Txy == O, la ecuación (9.A.3) queda 

por otra parte, como en general 

(9.A.4) 

despejando de ella a .,. xy2 se obtiene 

(9.A.5) 

la cual es una ecuación parabólica, como se ve en la figura 9. 18 .  

T 

FIGURA 9. 1 8  
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En la figura anterior se observa que la ecuación (9.A.5) representa una envolvente de círculos de Mohr 
de falla, y por lo tanto equivale a una función de ruptura (análoga a las de fluencia vistas antes), lo 

mismo puede decirse de la ecuación (9.A.4) la cual como se ve es del tipo 

f(uY, T A')') = K ; (siendo K = 2 a0) 

(el valor de u0 se obtiene de la teoría de Griffith o de la de Barenb1att). 

Propagación de las fracturas. En la figura 9 . 1 8  se puede observar que 

y como 

entonces 

m T 
ex = - _____:2: = - m . tan 2 {3 

2u0 

(9.A.6) 

como se supone que 1a fractura se produce cuando b es igual a la resistencia a la tensión, entonces la 

grieta se propaga normal al contorno, luego como la pendiente de e11a está dada por 

como 

dx = - a sen d cx 

dx 
tan -y = -

dy 

dy - m a cos ex d ex 

tan -y = tan ex 
m 

para ex pequeño se tiene 

y 

tan ex = ex 

a 
tan 'Y = - = - tan 2 /3 

m 

'Y = - 2{3 (9.A.7) 

De lo anterior, si por ejemplo rA"Y > O ;  {3 > O (de la ecuación 9.A.6) y por tanto 'Y < O; o sea que 
cuando existen esfuerzos tangenciales la grieta se propaga pero no colinealmente a la fisura sino con 
un ángulo 'Y = - 2 {J. En tanto que para T.fY = O ,  entonces {3 = O y de donde 'Y = O, propagándose en 
la misma dirección que la grieta; este es el caso en una prueba de tensión simple. 
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En general se demuestra que las grietas que tienen una cierta incJinación con respecto a la. dirección 
del esfuerzo principal menor (considerando positivas las compresiones) se propagan en una trayectoria 
curva hasta ser perpendiculares a dicha dirección,  ver figura 9. 19.  

Ahora bien, cuando u3 también es de compresión, la grieta se propaga de la misma manera, pero una 
vez que se ha orientado como se mencionó, entonces <111 se vuelve de compresión y deja de propagarse 
la grieta. 

/ L  
�� 1 

' cr,<c:Ji 
1 1 

1 
1 
1 1 "' t � 

a¡l ( 
FIGURA 9 . 1 9  

Luego entonces, cuando <11 y u3 son ambos de compresión existe una longitud de grieta estable; por 
ejemplo Hock y Bieniawski encontraron Ja siguiente curva, figura 9.20 . 

.!:!. 
L l  

2..2 

2.0 

1.8 

l. S 

1 .4 

l t  

L .O+----.--r-----r-----,...---• 
o 0.05 0.10 0.1:5 0.20 c:r� 

FIGURA 9.20 

así que conocidas u3, q1 y la Jongitud inicial L; se obtiene el vaJor de L1 que será la longitud final 
estable empleando la curva de Ja figura anterior. 
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