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La pfLuen;te_ obfLa, cuyo c.on;te.n-<.do 6undame_n-t.a.,t u d e.je.fLuC-ÚJ,!J y. no de. ;t.e_oJúa, tiene. como ptr_o p6.6..U0.6 6undame.n;taJ:.u can;.,� u c.ompJ:.e.men;to de_ .f..a c.J:.Me. de. á..tgeb,�¡_a J:.A.:neaJ:. pa.Jza f:.o.6 aJ:.umno.6 que_ cUMan u.ta M na;tu!u¡ e.n J:.a Fa-· cu.Lt.ad de I ng enJ.vrJ.'a 1J un ma..te!U.af auxLtúvr. de. J:.a en;., e.ñanza paJza u pfLo 6 eóM que_ J:.a hnpM;t.e_, pud-<.e.ndo .6 e.Jr. U.6ada, ade.mcú, e.n o;t.Jr.M -i..n-6 · 
g e.bfLa Une.at 6ofLma pM;t.e_ de. J:.a.-6 M-i..g na:twuu 

La o b,�¡_a compfLe.nde_ .6 e-i..-6 c.apLtui.M. Cada uno de 
u.n examen cüo..gn6.6tic.o, u c.uaJ:. c.ontie.ne. pfLegun.ta.-6 
c.e.p;t.o.6 ante.c.ede.n;tu -i..nd-<...6pe.rllJabJ:.u, que. fLe.qu-i..e.fLe. c.onoc.e_,�¡_ u 
que. pueda v.:,;t.ucüo..fL c.onve.n-<.e.nte.me.n;t.e_ u c.apLtul.o c.oMv.:,pond-i.. pfLeóe.rl.:ta. una -i..ntfLoduc.c...Wn, donde .6 e.  da un panofLama ge.ne.fLaf.. .6 
��e6fL-i..c.o du c.ap.[.;tue.o. 

com-i..e.nza can 

u.mno, c.. Mn de 

e. En;., e.gu..i..da .6 e 

6fLe u c.on;te.n-<.do 

Cada c.apUul..o c. o n;t.{.e.ne_ una o mcú .6 e.c.c.-iiJ nv.:, que -i..nc.J:.uye.n :te.o!Úo.. y ej e.fLCA..C...r...o-6. En J:.a pM;t.e_ ;t.etJfL-i..c.a .6 e pfLeó e.ntan, e.n aJ:.gurta..6 .6 ec. 
e_¿, e.nUaJ:.v.:, du éU.gebJr.a Une.a!., c.on u obje.;t.o de. que. u e/.J:t.Ll!Ü 
fLea6-i..fLme. !JU/.J c.o noc.-i..m.{.en;t.o.6 .60 b,�¡_e_ ello�.:,, en o;t.Jr.M, fu pa!¡_;t.e 

· ne/.J, c.onc.ep;t.o-6 

r...te ac.Jr.ec.-i..e.n;te_ y 

CJJ..c.i..onv.:, de J:.o-6 c.onc.e.p.tc:-6. En c.uaf:quA.e_,�¡_ c.a/.Jo, .6e ronc.J:.uye c.o ac.tiv-i..do..dv.:, c.om--p.[ em e.n:tM-i..a-6 • 

ap� 

E-6 -impofL:tart;te. -<:n.6�;t_).J¡_ r.n que_ -6 e pfLMu.pone. qu.e. an;te de. J:.e.efL fu pM;t.e .t.MJr.).c.a de. c.ada c.ap;;(:u..f.o, e.t M;t.ucUdnte. ya c.o no c. e  J:'..o-6 c.onc.cp:t .6 que_ ;t.Jr.a:t.JX, 

Lo<> e.j e.fLcA:c..i.iJ-6 de. c.a.da c.apliuJo, han. �J.i.do cJ:..o../H:nJ.ca ,0-6 en ;t.Jr.e..-6 pMú.6: ej e.fLucA..o�. p!7..o pue-:d.o¿, e.j eJt.c.i.c...i.o-6 ad.i.c...i.iJ l"lfiJe..-6 y examen ele. c.ar-U:uJ.o. lo<> e.j eJLc..i.c.-io-6 p.tw puv.:,:to.6 p!Le.;t.e.nc!en c. o n:t/l..(:bu ... c'rc a u. n.o.. mr.j OtL c.omp!Le. -i..6r:. de ��o-6 c.o nc.e.p;t.o-6 y a J:.a adqu.ú.,.<.c...<.6n de. w1.c. ma.lj"O!r !w.b . .UA..dad e.n e.f. U!>O de Uo¿. Lo�.: efe"!_ c.A..c..i..o-6 acüc.J.[)n.o..J:.e/.J Ueruz..r:., en gen.e.J¡aJ:., un e¡.t¡cufo de rL<' f..i_c.u...f.;ta.cl o.r;M qu.e. -f.o-6 pfLopue.�.:J.to-6 e. .i.nc.J:.U.6o plt.C}., e.n-t.!Xn a..Cgu.rw,s· c.onc.ep.to-6 que· no peJt.;t.en .e en al'. c.uMo, pv'to qu.e. -6 e v.:,:tá a un pr.uo poJro.. ¿u_ U.tJHU.o. C�:doJ., e f CJLc..i..c.io-6 !(c.;tenc!r.n mo:tJ ... va;� al e.�.:J;t.ud-i..o..n;t.e. a p!7.o í(unrUzrUr. ti cuf¡¡u..(/l..{;¡_ un c.onoc.-in1.cento mayc!L cie lo-6 .:te-



ma.ó del.. ál.g e..btr.a Une..a..t. Al Mna.l de c..ada c..ap1;t:ul_o .6 e. p!te..-6 e.nta. un e.xame..n, c..omo 

LLno de. .to�.> elemento�.> que. peJr.mile..n al. al.umno aut.oeval.ua!t.6e �n lo!.> c.onow..iento�.> 

del. c. o!t!te..-6 po ncUent e c..a p1;t:ul_o • 

Unal.men.te �.>e p!topone un examen genetr.a.t, a Mn de �ue el u-t.ucUan.te 

pueda da!t.6 e c..uen;ta .6..i ha adqu..iJt..¿do lM c..o no cA.m..iento-6 y hab..¿udadu u enc....ial.e..-6 

del. ál.g ebtr.a Une..a..t. 

Uta. o btr.a c..o y¡,t..¿e.ne_ un toM de 566 ej eJr.uc....io�.>, c..uyq_-6 Jte..-6 pue..!.>:ta..-6 .6 e. 

. .tnc...tuyen al. 6--Lnal., p!tUe.ncU,'.Yl.do c..on e.Uo que. el. p!toóe..�.>oJt y e-t al.umno cU!.>pongan 

de. un ma:teJr...ial. .6 uó)_uente lJ va!t..iado que c..o n;VU_buya a un utu.¡üo e.Mc..az del. á1.

g e.btr.a Une..a..t. 

S..i b..ie.n c..ada c..ap..[;tuto p!teJ.> e.n;ta, e.n la paJt:te. :te6!t..iclt, �.>6-to al.guno.6 

c..o nc..e.p:to-6, lo!.> e.j eJr.c....ic....io-6 btc..fuyen a :to do�.> lo!.> c..o nc..e.p:to-6 del., p!togJtama de. la 

M-i.g na:tu.tr.a de á.tg e.bJta Une..a..t de la Fac..u.t:ta.d de I ng e.n..ie!Úa.. 

úda obtr.a u:tá ba.Mda e.n el.. Cua.deJr.no de. Vta.ba.jo de. á.tge.btr.a Un.ea.t 

que. e...taboJtamo-6 c..onjLLn:ta.me.n;te. c..on el. VR. GUILLERMO MONSIVAIS � y el. ING . H. 

CARL_QS HERNANVEZ G., ambo!.> p!toóe..�.>oJteJ.> de. la Fac..u.t:ta.d de. Inge.fúe!Úa.. 

U de. ju..6tic....ia Jte.c..onoc..eJr. que. la elabotr.au6n de. ute. ma:teJr...ial. e.du.c..ati 

vo ptLdo Ue.vaM e a c..abo gJta.Ua-6 a la.ó Uc..enc....iada-6 IRMA HINO}OsA FELIX y MARIA 

CUAIRAN RUIVIAZ, qu...ie.ne.-6 no!.> b!t..inda.Jto n :todo �.>u apoyo y !.> up..iMo n o!t..ien.ta!tno.6 y 

cU!t..ig..i!tno-6 en el.. ptwc..uo ect..Uo!t..ia.t. 

Agtr.adec..e.mo-6 :ta.mbJ..é.n a ARA CE L1 MORA ARCE O po!t la de.cUc..a c..J..6n y e..!.>meJr.o 

que tuvo al. me..c.anogtr.a-6.-úvt '>1. manu..6c..Jt..i;to, a-61. c..omo al M!H.o!t !\VAN CASTRO FLORES 

pO!t l.> u c..olabotr.ac..J..6n en l0.6 cü.bujo.6, g!táó)_c..a.6 lJ �.>ign0.6 upe..c....ialu que. la obtr.a 

Jtequ...iJt..i6. 

Co n.6 ue..n:teJ.> de. q11e. e�.>:ta. o btr.a puede :te.ne..Jt óai..ta.6, agtr.adec.e..Jte.mo.6 fu.6 

.6Ltgvr.e.nc....ia.6 y ob.6eJr.vac..ione,6 que. no�.> ha.gan UegaJt p!tofieJ.>oJte..-6 lJ a.tumno.6 pa.tta me

j Of!.a.tt ó u;f11Jl.a.6 e.cUuo neJ.> • 

HECTOR F. GOVINEZ CABRERA lj J. ABEL HERRURA CAMACHO 
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A c.onü.nu.a.u6n J.l e. p!Le--!l e.n;tan af.gunaJ.J phe.gun-ta..-5 -60 ;¡_e_ ante.c.e.de.ntv., {nciúpe.nJ.Jab-C_v., p:v¡a_ e.6.fuciúl!l e.6.:te. c.apLtl.U_o. Tha.:ta de. he.6o-C. ruM y c.ompa;¡_a :tw., he.6u-C..:tadol.l con fu�.¡ l.l0-C.uuone.6 phe.6 e.n.:tadcv., de.6pué.ó de. phe.gun.:ta�.¡. S{ aún -Ue.ne.6 dudcv., de. c.6mo !.le. he.6ue.-C.ve.n, {ltte.n.:ta e.6c.fu;¡_e_c_e_;¡_fu�.¡ -C.e.ye.ndo -C.ol.l .:tS:_ mM que. !.le. l.lug{e_;¡_e_y¡_ e.n fu b{b�gha6-La phopue.6.:ta af. Mnat d e.6.:te. e.xame.n. 

7.- Dada ta e.�Lac{6n �ne.af.: 3x - 4y + z = O, e.6c.�be. e.n l.l{gu{e.n;te. fu -C.rz;t;¡_a que. c.oMv.,ponda a una M-C.uc.{6n de. e.6.:ta e.c. c.{6n -- ( 

A) X = 1 

y=O 

z =o 

B) X= 0 

y='l 

z = 1 

C) X= 1 

y = 1 

z = 1 

X= 3 

y= -4 

z = 1 

'l.- Un mUodo ú:t:-U yxura hUaR..ve_;¡_ .6.-W:te.mM de. e.c.uauane.6 -U.n e.6 que. l.le.an ¿,e_� ci,Ua.¿, u el de. l.lUI.lti:t'.ucú6n. Se. apUcaJr.á. a.t .óM.:te.ma 

'lx + 'ly = 1 O 
X - 'ly = -1 

Pwta e.Ua, !.le. de.6pe.ja una btc.óg� de. una e.c.uac.{6n;' poh e.jemp o x de. w p!L{meJia • ec.u.ac.{ón; !.le. ob-Ue.ne.: x = El.l.:ta. v�bte. !.le. "l.lul.l ::tuye." e.n _f_a o;U¡_a e.ctwc{ón; e.n e.6.:te. e.jernpto .óe. obUe.ne. una e.c.uac.{ón e.n y: _, de. donde. y " _____ _¡ poh to .:tamo, x 

3 



4 

3.- Vado u .6-Ú:t.eJna de. e.c.uauoneó linealeó : 

X. + lJ = -3 

3x. -4y 5, 

uCJúbe. e.n et pM€J'l-fe6� f.>,(gu-Le.n:te. la le.:t.Jc_a que. c.oMeóponda a una .ó0luu6n de. 
u :t. e. .6-<.f.>:t. ema. 

A) x. = O 

lJ = o 

B) x. = 1 

y='!. 

- - - - - - - - - - - - - - - ( 

C) x.=-3 

tJ= O 

V) x.=-1 

lJ = - '!. 

4.- O:t.Jto mUodo U.óual pMa JteóolveJt .6-<..ó:t.ema.ó .óe.nUUO.ó de. e.�uoneó Uneai..u 
u et de. iguatau6n. Se. aplic.aJc..á. pMa JteóolveJt et .6-<..ó:tema 

X. - 4y = 3 

3x. + 
4y = 

Se. dupe.ja una inc.ógnda de_ amba.ó e.c.uac.ionu, pO!t e.je.mpto, x de. la p.!Umvca; .6e. 
1 

obtiene. x = lJ de. la .6egurtda e.c.u.ac.-i.ón .6e obti �ne. x 

"Igualando" ahoJta to.6 valoJtu de. x .6e obtiene. la e.c.uac.-ión eyt y: 

de. donde. y = ______ ; po!t tanto, x = ------

5.- Completa c.oue.c.:tame.n:te. la .óiguie.n:te. p1Wpa.óiu6n: "Si :tengo onc.e. mone.da.ó Jte. 

pa.JttidM e.n vatoJtU de. uno y c.inc.o peóo.ó, c.uya .6wna da un :to':tat de. 39 peóo.6, 

e.n:tonc.u ei. núme.Jto de. mone.da.ó de. $ 1 u y de. $ 5 e6 " 

1 
6.-- Ruponde. c.oJtJte.c;tame.n:te. ��a .6-i.gule.n:te. p!te.gun:ta: Si un bote.¡ navegando a veto-

Udad c.onl.!t.ante. en f,avoJt de. la cnW.e.n:te. Jte.c.orJte. 1 '!. km en 3 ho!ta.ó y navegando 

e.n c.on:t.Jta de. la c.oJt!tie.n:te. Jte.c.orJte. la mdmo di.ó;tanua en 6 hoJw..ó, ¿cuM u la 

vetoudad del bo;te. y cuál la de. la c.oJtlt-ieMe.? 

Reópuu;ta: 



RESPUESTAS 

1.- ¡e J 

2.- x = 5 -y; ec..uaci.6n en y·: 5- 3y = -1, d,e_ donde y= 2, pO!L 

3.- (V) 

4 • 
- x = 3 + 4y, y de .ta M¿gunda 

1 3 +4y = 3- (1 --4y), de donde 

5.- Ve $ 1 u, 4 y de $ 5 u, 7. 

1 
X = -y( 1 - 4y) ; 

1 
y = -- T ; poJt lo :tan.:to, 

6.- U bo-te a 3 k.m/h y .ta c.oJUúente a 1 k.m/h. 

EII/31_ IOGRAFIA 

tanto , X = 3 • 

ci6n en y: 

= 1. 

U :tema c.e.n.:t.Jtat de u:tcu1 pJtegun:tcu u, S-LMemcu de Ec..uau nu, Unea.tu c.on 
do J.; -i.nc.6gndaJ.; que. puedu, u,:tufÜa.fri_o en: 

o en 

- MgebJut 
de Awt eüo Ba.tdoJt 
Edd. Pubüc.auon e--6 CuUUJta.tu,, S. A. 
Pá.g-i.ncu 319. a 344. 

- MgebJra Supruo.'L 

de MUMay Sp.i_eg el 
Ed<L Me. GJtaw-H.t..tt, J.;e.Jt-i.e Sc.haum 
Pág-i.ncu 100 a 109 
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#nliodttcción 

Nu.e.J.,tJw c.uJz.-60 de citg ebJta. Uneal lo empezaJtemo.6 c.o n u.n bJteve utucüo 

de lo.6 sistemas de ecuaciones lineales. En u-te c.apJ..:tuto eJ¡tuCÜaJtemo.6 .ea. Jte.6o

lu.u6n de e.6W.6 .6ú-tema..6 pOJl. e1. método de eLún-<.na.wn de Ga.LW.6 1, qu.e po!t .6u. M.!'!:_ 

UUez de a.pUc.a.wn a. .6ú.tema..6 c.on máJ., de do.6 ec.u.a.uonu IJ máJ., de do.6 -<.nc.6grt-<.

:ta..6, u et má.6 uMtdo. 

El dom-<.n-<.o de u-te -tema. u -<.ndúpert.óa.ble paJta. pode{[. utueüaJt lo.6 .6-t 

gu.-ten-tu -tema..6 det c.Ll.MO de átgebJta. Unea.t, 1J ai. múmo :Uempo en a.tgu.nol> de 

u-to.6 -tema..6 .6 e dua.JtJtot.ea.!tá.n o;(j¡_o.6 mUodo.6 qu.e a.yu.d.a.Juin a. c.ompl.UaJl. u u-tu.cüo 

de lo.6 .6ú-tema..6 de ec.u.a.c.ú ne.J., Unealu. 

Ew-ten cüveMo.6 p!tobl.ema.�> fJ.J.dc.ol>, e.c.onómi.c.ol>, g e.ométtúc.o-6 , e-tc.., 

que pu.e.de.n e.x.p!tUa.Jt.6e. en -t:M.mi.no.�.> de. .6-<..6-tema.�> de e.c.ua.uonu Uneai..u, c.omo po!t 

e�jempfo: 

U equJUb!t-<.o de. .6útema.�> de 6ue.Jtza.�> ( úti.lu e.n pMp.tema.�> de c.oM

.t.w.c.uón)' a.ná.túú de wc.uJ.:tOJ.> eté�C.0-6, a.ná.túú l>.únpf.u de :t.Jtá.ó-<.c.o de 

velú.c.u..lo-6 e.n una. uuda.d o e.nc�on-tJta.Jt el pun-to de. -<.n-te.Me.c.uón en:tlte do.6 Jte.c.ta.l> 

q u. e .6 e c.o!t-ta.n. 

I n-<.c.-taJt emo-6 u-te c.a.pJ..:tuto pta.n.te.a.n.do un J.>ú-tema. de. éc.u.a.c.-<.o nu Un ea.

le-6 a pCUl.tA.Jt de u.n .6enc.illo p!tob.tema. de a.p..f.)_c.auón !f Jtela.uorzándolo po.6-te/tMJt

men-te, c.on J.>LL úl..teJtpJte;tac.i.ón. geamé;t}¡)_c.a; má.6 a.detan-te, -te p!topond!temo.6 una. .6e

�¡_). e de ej eJtu.c.-to.6 de. d-<.6 e.Jt m-te. gJta.do de. cüMc.u.t:ta.d qu.e -te a.yuda.Jtán a. c.ompleme.n

":a!l. tu. C!.>t.urüo Mb!te lo-6 .6ú-tema.6 de. ec.u.a.uone.6 Uneai..u. 

1 En algunos textos a este método se le llama método de Gauss-Jordán o método 
1 

de reducción. 
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ffiJiemaJ 
de 1 

8cuacioneJ PineaÚ:J 

Con el fri-n de. il...tJ.ldJto.Jt el c.onc.e.p-to y a.p.Uc.a.ci6n de. .to.ó �.>-W-te.ma..ó de. 

e.c..u.a.uonu Une.a..tu, c.on.ó.[deJtemOJ.> el .ó.[g!Ue.nte. e.j e.mp.to: 

SupongamO.ó que. una fJifbJÚc.a. c.omplta. X núme.Jr..o de. -tlta.dolte.J.> y Y núme.Jr..o 

de. c.ami.onu, polt .tM que. pa.g6 un -to-ta..t de. 7 7 mil.tonu de. pe.J.>O.ó. S.[ el p!te.cio 

de. lo.ó -titado !tU u de. -tite�.> millo n u de. p u o.ó , el de. .tOJ.> c.a.rru:o n u u de. do'-> m.[ 

-Uonu , y el núme.Jr..O -to-tal de. ob j úo.ó c.omp!ta.dOJ.> fJue. de. cinc.o, due.amO.ó de.-te.Jr..m.[

l1illt c..u.lfn.;to.6 c.ami.onu y c.uánto.6 br.a.&olte.J.> c.omplt6. 

At .[gua..t que. muc.ho.ó pltob.te.ma..ó , el p!Úme.Jr.. pa..ó o pevta. !tU o.tve.Jt.to c.on.ó-W 

-t:e en u c.JÚb.[lt el pito b.te.ma. en lengua. j e. ma.-te.mátic.o • 

S egún .to.6 da.-to.6 de..t p!tob.te.ma., .óa.be.m0.6 que. el núme.Jr..O -to-ta..t de. obje-to�.> 

c.ompJta.do.6 e.6 5 y u .ta. .6 urna. de. X mM Y. Polt .to -tan-to, e.6 c.JÚb�mOJ.> : 

X + Y = 5 
--------- ( 7 J 

Ademtf.ó, c.omo e..t plte.cio pa.ga.do polt .to.ó -tlta.c.-tolte.J.> fJue. de. 3X y e.t pa.ga.do 

polt .to.6 c.a.m.[onu fJue. de. 2Y, podemM Uc.JÚb.[lt: 

3X + 2Y = 11 __________ (2] 

U p!tob.tema. .óe ha. Jte.ducido a. ob-te.ne.Jr.. .to.6 va..tolte..6 de. X y Y que. .6�n� 
gtut. .6.[muUifne.ame.n-te. .ta..ó e. c.ua.cionu ( 7 l y ( 2). Polt .to -tan-to, � .óe.gundo pa..óo 

C.OJ1J,.[-6t;e. en ha.ila.Jt .ta. .6oluci6n de..t .ó.[gul.e.Me. .6.[-6-te.ma. de. e.c.ua.cionu Une.a..tu , el 

qut� c.on.ót:Uuye. el modelo ma.-temtfilc.o de..t p!tob.tema. oJv(g.[na..t. 

X + Y = 5 
-------- (3) 

3X + 2Y = 11 

Como .6e. me.núon6 a.n-teMoltme.nte., el objetivo de. u-te. -tema. u e.t de. 

u:tucü.a.Jt un mUodo ge.ne.Jtal. pa.!ta. Jte�.>o.tve.Jt .6.[-6-te.ma..ó de. e.c.ua.úonu Une.a..tu c.omo 

el .6.[-6-tema. ( 3 J , o aun .6-lll-tema..ó c.on ma.yolt núme.Jto de. va!U.ablu y e;c..u.a.úone.-6. 

9 
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S-i.n embMgo, a1ü:u de. a.pUc.M et método a nuu o e.j emp.to, c.o nv-<.e.ne. 

me.nuo ncvr_ que. e.n ge.neJta.t .ea. pJr..imeJta. pa.J¡;te_ det pJLob.te.ma. qu c.on.6-U-te. e.n -t.Jta.duw 

e.e pMb.te.ma. de..t .te.ngua.je ��ua.t a..t .lenguaje ma.-te.mWc.o no e. u-tudúvw. en u-te. 

c.Wt.6 o, peJto e.n .ta. mecü.da. que a.va.nc.u en -tu c.aJVr.eJta. -tenclJr..M .ta. opoJL-tun-<.da.d de J.A 

duMJLolia.ndo ua. c.a.pa.uda.d. 

PJLOc.e.damo� a.hoM. a Jtuo.tveJt el �-U-tema (3) poJL 

u6n de Ga.M� . 

PMa. eLCm-i.nM �� -tM.m.ino 3X de .ta .6egunda 

.ta pJL-i.meJta ec.ua.u6n mut:Up.t.<-c.ada poJL -3. 

- 3X- 3Y = -15 

y a.t .óuma.JL.ta c.on la .6egunda, -tene.mo.ó: 

-y = -4 

POJL .to .t:a.n-to, e.f nuevo .6-i.-6-tema e.qu.<-va..te.nte. u : 

X + Y = 5 , _____ (4) 

-y = ·-4 

método de. ei..ún.i.na 

debemo-6 �umM.te 

Ve. .e.a J.Je.gunda e.c.uac.-<.ón det J.JM-tema (4) J.Je. ve. -<.nm ..La;ta.me.n-te. que. Y 4, 

y a..t J.JuJ.J-tilu.Uz. e.n fu pJU.rr¡etz.a. e.c.ua.c.-i.ón �e. obtiene.: 

de. donde, 

X + 4 = 5 

X = 

POJL .to -tanto, .ta .6o.tuc.i.6n de .to.ó .6-i.-6-te.m� ( 3) y 4) u X = 1 y Y = 4 

c.omo puede vvúMc.a.Me expUc.lia.men-te. 

Ve e.J.>-ta maneJta., 12-.t pMb.tema c.w;o mode.to ma.-temáti. o e:.ó-tá dado pOJL e.e 

.6.-U-te.ma ( 3) , queda. JLUueUo c.omple.-tame.n-te. • .  

Aqtú c.a.be. ha.c.e.JL LLn c.ome.n..tcuu:.o J.n-te.Jtuan-te.: Una m · ma e.x.pJLu-i.ón ma.-te.-

má.Uc.a r-ue.de. .6e!L el modeto que. Jte.p!l.ue.n-te. a d-<..6tin-t0.6 pJLob.t PoJL e.jemp.to, 

et .6.-U-tema (3) que. hemo� Jte.J.>ueUo r-ue.de. Jte.p!l.ue.n-t.M un c.onj n-to de. do.6 Jte.c.-t.M 

L 1 y L 2, de. e.c.uac.-{.o n.u X + Y = 5 y 3X + 2 Y = 11 JL u pe.c.tiv e.n-te.. Su pun-to 

de. -i.n-te.JLJ.J ec.c.-<.ón P (Xo, Yo), u a.quet c.uyM c.oOJLdenad� .6a.W ac.e.n .6-i.rnu.U.án.eamen.:te 



Xo + Yo "' 5 

3Xo + 2Yo = 1 1  

y ya .6abemo.6 que. lo.6 valOJ!.e-6 de. Xo y Yo .6on 1 y 4 ttupe.ct.i.v4me.nte.. 'Pott lo tan 

to, el punto de. ..inte.lt.6 ec.ú6n u Po ( 1 , 4) • 

tj 

En donde ob.6e.ttvamo.6 que. e.{¡e.ctivame.nte el punto de. bl,te.Me.c.ú6n u 

Po ( 1 ,  4) • 

Puuto que. e.n ute. e.j emplo el pun-to de. bz.teN.> e.c.&6n u Wú.c.o, tenemo.ó 

un .6..i.ótema de. do.ó e.c.uaúonu .Une.alu c.on do-6 ..inc.6gn..itM c..ompalible. de:teJtrrÚ.nado. 

11 

A c..ontc:nua.uón te .óu.ge1UJno.ó tteal..ic.u la.ó -6-igtúen.te.ó wa.ttto ac..Uvi...da

de.ó c.omplementalt..ia.ó e.óc..lt..ib..iendo en lo.ó Jtenglone.ó c.oJtJte.ó po nd-tenle.ó tu..ó Jte.ó pue.ó.ta-5. 

I l S-<. c.on fu.ó ec.uac...ione.ó d e do-6 Jtec..ta.-6 -6-U:u..ada-6 en el plavw XY .óe (ÍoJtma u.n 1.>-<.-6 

tema de ec.u.ac.-tone.ó y úte Jte.óuitMa 

a) Compatible ..inde..:t:eJtm..inado, ¿qu.é po-6-tc...ión gu.aJtdan 1M Jtec;ta6 ent!te 

b) Inc.ompalible., ¿qué po.ó..ic..i6n guattdan la.ó Jtee.tM e.�e. .61..? 
----
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1I l 8 muy J..mpolt;tante. que. vaya6 adqu.V!J..e.ndo .ta. ca.paudad de. e.xpltUaJL con plt� 
w-i6n .to.6 co nee.p:to-6 u:tud,Ladó-6. Podemo.1.1 de.U!t, e.n ge.ne.Jtal, que. e..t pode.!t e.xp!te . 
.6a.Jt eon plte.c.ud6n un c.onee.p:to u .6e.ñal que. .6e ha e.n:te.ncüdo pe.!tfie.c:tame.n.te. y que. 

.6e. ha. a.dqiJ..Á.Jr.Á._do iJo!�.mo..Uda.d e.n e..t ma.ne.jo cle..t :tema u:tucüado. 

En u:te. eap.Uu.to .6e. han e.mp.te.ado CÜvCUr.!.lo-6 c.onc.e.p:t .6. Tlta.:ta de. itu

ponde.!t c.on p!te.U-6-i6n a. .tM .6-igu-ie.n.tu .6-in c.oMut:l.:aJL !ten e.Jte.n f.-iM : 

-¿Qué u una. e.c.uacú6n Une.a..t? 
----------------+---------------

-------·----------------·----------·---------+----------------

------·------· -------------------·--------�--------------

-¿Qué Mn .6-i-6:te.mlU, de. e.c.uauonu e.quJ..va.le.n:tu? 
--4---·-----------

.tacúonado-6 con .6-i-6:te.ma6 de. e.c.uaeionu .i,(.neafe.-6. 

aMJtmauonu p!topu.M;ttU e.n c.a.da btcLóo. 

z = 

y = 

una Mf.uuón pa.Jt:t,(_culaJt de. u:ta e.c.uau6n v.. x = , y =  _____ _ 

EJ.,:ta M.tuu6n c.oJULV.. pende a.t pun.to de c.oOJLde.nc da6 ( 

pe.lt:te.ne.ue.Y'..:te. al pf.ano 1T • 

La Mluu6n ge.nvw..t de. .ta e.c.u.acJ.6n dada eJ., x = 

z = _______ , -·-----

--+-----' 



b) CoM-ideJtemM ahoJta. el .&-U:tema 

X - 2y + Z = 7 

2x + y - z = -1 

x + 3y - 2z = -8 

VupuM de Jtuo.tvelll.o polt el método de �rr.au6n de GauM .6e llega 

a la 1.:>-i.gu-ien:te .6 oluu6n: x " ____ _, !J = ______ , z = ...;-' ----

S-i c.ada ec.uac.-Wn del. .6-i6:tema JtepJtue.nta la ec.uau6n de. un plano e.n 

ei upauo t!úcUme.n�.:>-iona.t, e.n:tonc.u de. ac.ueJtdo c.on la .&oluu6'n obten-ida, la bt 

l.eJt.6 e.c.c.-W n de. lo .6 pea. no .6 u 
• (un punto /una tt e.c..ta / un pláno l 

IV) Como !.le. mo!.l:t!tó al p!U..nc.-ip-io de u:te. c.ap.UUlo, un �.:>-i.6.ten)a de ec.uauonu 
.Unea...tu pue.de. .óeJt e..t modei.o de. un pttob.tema 6-ú.,-ic.o. Una apUc,ac.-i6n .6enc.illa 
e. bt.teJtuan.te. .6 e. pttU e.n.ta e.n el. .6.{gu-ie.n.te e.j eJtc.-ic.-io 2. 

Se due.a anaUzatt el. 6lujo de. :tttán�.:>ilo en c.aUu de. �n Mlo !.len.t.i.do, 
e.n .ta c.-tu dad d e. M éx.-ic o . 

En vatt-io.& lugattU .&e. han c.oloc.ado c.on.tadoJtu, y e.l n¡1metto de c.att�to.& 

pott hotta pttome.d-io apMe.c.e e.n !a .&-igu-ie.n:te. gJtáMc.a que. muu:tJta. fU.c.ha Jte.d de. c.a

llu y e..t .6 e.n.t.i.do de. c.ada una de. eUM c.on la.ó {¡lec.ha.& !tU pect{va.ó. 

! 
Florey erl su libro "Funda 

2 

13 

Este P_jercicio est� basado en el que presenta Francis 
mcntoc: de Jü�'cbra Línea] y Aplicaciones", editado por 
ndl. 'éi ina 87. 

Prentice1Hall Internacio=-



14 

Lcw, -i.n.:te.MJec.c-<.on.u de. .ta-6 caU.eó eó.tá.n. .óefia.tada..6 poJt io.ó pu.n.:to.ó A, B 

e IJ V. u YlÚme.JtO de. caMO.ó que. Uegan. a fu.ó -i.n.:te.Jt.ó ec.c-<.o Y!.� e6 .igual. a.t YlÚmeltO 

de. caMo.ó que. .óaie.n. de. eLta..ó. 

S-i. ta c.all.e. que. va de. V a A e.6.tuvieJr.a e.n lttpa.Jta.Cr[.6n., ¿cu.M.. .6VÚJL 

e.t rn.úU.mo peJ1.111,(&-i.bte de. b!Á.Yl..6Uo de. ve.h1.cuf.0.6, que. &JtCLii..a.Jú_a polt V A, palta 

no ce.MM ta�.> caUu de. V.1.ta lte.d, y .6-i.n. cambiaJt e.t .óe.nti.do de ta Ultcu1..au6n.? 

U mode.to ma.temti:U.co de u.te. pltObte.ma u 

La Jte.6 puu.ta coMec.ta a ta plte.gun.ta de.t pMbtema e.6 
-------

PMa lte.fJoltzaJt to.6 con.ce.p.to.ó -&oblte. to-& �i.ó.tema.ó de. tcua.úonu line.a.tu 

y adqi.ÚJl.)J¡_ ha.bilida.d tn. .6u -&ofuú6n., te. .óuge.Jt-i.mo.ó que. Jteóud\ja.ó a.tgun0.6 e.je.Jtc¿ 

c-i.o.ó que. a con.:U.nuaú6n .óe. p-'te..óe.n.tan. 



E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O S 

1.- Ob-Un la. .óalu.ci.6n geneJ'l.a.f.. y do¿, paJrticu..laJtu de ea.da u de m eeua.-c.-é.onu Linea.lu M.gLU.en:tu : 

a.) 2x - y + 4z = 5 

b) x + 6y + 6z. + 6w = 

e) X + y = 0 , f>..i f>e Jt..U:l:JUnge a. X < 0 

��.- Ob.té.n, cuando ex-W.ta.n, fa.-6 M.tu.c...ione-6 de .to-6 -6-i.gu...ien:te.-6 -Wtema.-6 de e.c.u.a.c...ione.-6 Unealu. (En e.t c.a-óo de -óe/1. c.ompa-t..ib.te-6 ..indeteJt..m..i do-6, obtén .t:'- -60 fuc...i6 n g ene11.a.t ) • 

a) 2x - 3y - z ·- o b) 2X¡ - X2 - 3 
X + S y 1 Sx1 + X2 + 3 = - 1 

-3x - 2y + z =· -1 X¡ 

-X¡ - 4x2+ : 9 

el 2x + 3y- 2z -W = 2 d) 2x - y + 3z -1 
-x + 4y - 5z + w = 7 5x + 2y + : 3 
3x - 5y + z - 2w = -3 3x + 3y + z 3 

-x + 3y + z + w = 1 

e) 2x + y - z + Sw = 1 'l Sx1 - 4x2 + X3 2 t), 

lj + 4z + w = 3 3xi 
- 9x2 + X3 = 2 

3x - 5tj + z + 8w = 5 4xi - 2x2 - 1 X3= -6 
X - 2y + z + 3w = o 

3.- DeteJt..m..inrr_ fXVLCL qué va.toJt.. ( e-0) de. B , e.t -6-ú.Jtema de. ec.ua.c...io e-6: 

X. - 213y = 2 

Sx ·1- 213y = S - 1 
no :t<.ene M.f..uc...i6n. 

15 
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4. ·- Vado e..e .6-Ü.:te.rra de. e.eua.uo n. u 

X¡ + 2x2 + 3x3 = 3 
X¡ + X2 + X3 = 3k. 
X¡ + X2 + la3 = o 

a) Ef. .6-Ló.:te.ma .6e.a l.neompa;Uhe.e. 

b J 5E .6-Ló.:te.ma .6 ea c.ompa:Ub.te. J..nde.;t · ado 

el U .6-Ló.:te.ma .6e.a eompa:Ub.te. de..to:.-u.r�'M-

5. - Ve..tVtmi.na io<l valOJc.e.¿, de. a, b IJ e paJta que. x = - 4, IJ = 7, z = 4 .6ea Miuu6n del ¿,-Ló;te.ma. de. e.eua.uonu 

x - IJ + 2z = a- b 

4x + 6y + 3z = 2b - _L a + 8 e 2 

Zx 7 3 5 + 2 z = 4b - -r a + 4 e 

2¡ - 222 - Z3 = � 

-21 + 322 + 223 = 2 

�22 + 23 = - 1 
donde. 

7.- Ob;t� .ta Miuc.¿6n e.n eada uno de. io.t. .6i..g!L[e.n;tu .6-i..ó;t nu R..tne.atu h.omog�11eo¿¡ : 

a) 2x + IJ O 

3x ;- IJ - 3z = O 
b) 3JC - 91J - 6z o 

-4x.+ 6y + 4z o 
x + 3z = O 

X - 3tj - 2z = o 
-- 2x + lj + ..L z = o 3 

d) 2x - IJ + z = 
el 3x -- 2y = o 

3x + 2y - z - 2w = 

- 5x + 4z + 3w= 

3x + y + z = o 

2.x + 4z = o 

-- 2x -y + w = 
x- 2y + 2z = o 

X- y + 3z = o 

de. e.euae.to-

o 

o 

o 

o 



8.- Ob:U.n el va.loJt de a.. nec.ua/I...Ú) paJr.a. que el M .. gu[e.n;te. �ema. homog{.neo tenga. .óoluc...Wn dú.d.<.n:Ut de ta. bUvW.. Ob:Un, entonc.u, ta. .óoluc..<..6n genvw..t fJ una. paJT.Zé..C'.J.lia.lt. 
M - 5.6 + 2:t = O 

/t - J.¡ + 3t = o 
3Jt - 7 .ó - 5t = o 

9.- Se duea. obte.neJt el pun;to de -<.nteA.óe.c.cl6n, M to hay, L y el plano 7T • 

La 11..e.c;ta. L pa..ór.t p011.. el. pun;to ( 4, - 1, O 1 1J u piVli:Lte.ta. v ec.:to11.. de c..ompo nentu ( 6, -4, -21, 1J el. plano rr pua p011.. to.ó pu.ntoJ.J ( 2 -1 , O 1 , (0, 1 - 21 lj (-1, 3, - 6 1 .  

a.) LM e.c..u.a.c.<.onu de ta. 11..e.Ua. L IJ et p-lano rr l.lon : ( U.<.ge ta. opc...i..6n c.aMec;ta J 

X + 6 
4 - lj i 2 X- 6 z = 4 

A) 4 =-y-4 ; z = -2 

C) 

A) 

C1 

B) 
X + 2y + z = o 

X + 2y + z 

-x-4 J..::_!_ 4-x + 1 
= = z 

= z 3 2 
3 2 

V) 
2x + 3y + z - 1 = o 2x + 3y + z = 1 

La. opc...i..ón c.oMec.:ta. M o 
61 S.<. ta. 11..ec..:ta. IJ el. p.P..a.no M. c.o11..ta.n, el. punto de .<.nt ec.c.-Lón M: W..ge. ta. opc..<.6n eoJUle..c_:ta. 

-22, 13, 6 
B) -14, 6, 2 J 

16, -9, ·-4 V) 7 4, -6, -2 J 

La. o pc.-<-6 n c. o 11..11.. ec.:ta. u [] 

17 
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:tot> : 

PRO VE EVO RES 

A R T 1 e u L o 

A B e V 
-

No . df! .. co mpltU. o /tU. o 2 1 1 

No. de me.didoJtu 4 o 2 2 

No. d�� váf.. vu..f.aó 4 4 o 4 

No. de .. JteguladoJtu. 2 1 2 o 

..... ahllai!IIDimG • 1 ........ 

COSTO TOTAL 5 6 5 4 
( 11'1-iUOYLU de puo¿, J 

Si .to.& p!Wve.e..doJte...b ..tú .. nw f.o¿, mi.bmo.b p!te..uo.b paNL c.a.da cvz.;U.c.u.to, 

¿c.uán:tO.ó· rn.illone...ó de. pí'..lJ0-6 cuuda. c.a.dci uno de. .to.b CVt.Lú..u..i o.b? 

11 • 
- Un u:tudútn:te. gaó.:i..�6 c-le..Jr....ta. c.a.nti.da.d de. CÜne..Jto pcvw c.omp!La.Jt una Ca.Jt

pe.:ta., una. c.aja de_ pfuma.ll y un UbJto. Si .ta c.a.Jtpe.ta y .ta '.llja. hubie.Jta.YL c.o.!:. 

:ta.do 3 y 2 ve..c.u tná.6 bOJW;to.t;,, Jte..bpe.e:Uvame..n:te., y e..t .f.J.b;w et trUl.mo p!te.uo, 

et co.&:to de. e..6:ta. c .. omptta huhú.Jt.a Mdo de. 160 pe.M.b. Mimú. mo, .ói et u:tu -

dia.n:te. hubie..M c.o mp!ta.do 4 c.aJrpe..ta.ó lj 3 c.a j aó de.. plum M , eJ c.O.ó-to hubie.Jta. 

.6-ido 720 pe..bo-6. Ve....te.Ju'IÚYta e..t c.O.é:to :to:ta..t de. la c.omp!ta de. .to-6 :tJtu CVttic.u-

f_o.t;,. 



1.- A c.onün.ua.u6n �e dan, en .la c.olumna. úqt.Lü.Jtda, :Vr..u c.u.a.c.;,¡onu Lút� lu y en la c.o.tumna dVtec.ha. c.ua:tJto �oluuonu. Rei.auona am � c.oll.l.111fi.M uCJU.b.(endo en u 11.engl6n c.oMupondi.en-te a c.ada ec.uau6n, .la UJr.a o l� que c.oJr.Jr.upondcm a una Mruu6n de ua ec.uau6n . 

I) X + 3tj + Z == 5 Al X == ] , lj := , Z==-2 ---

II) 3x-4y+z==2 B) X == 1, tj= 1, z = 5 

III) 5x -y + z = 1 C) X == R1 + 1 ---

2y = k2 + 1 

z := 2k2- 3k 1 + 1, k.1,1z2EIR 

V) X= 2, lj = 1 z = o 

2 . - 06-tút .la Mluu6n en e.ada uno de lo� �-i_gt..U.en-tv., ��-tem de ec.uawnu 
l-i_nealv., no homog(neo�. 

a) 2x + 3y - z - ({) = 7 o b) 3!} + 2z - -2 
-x + 2y + &z + 6w = o 5x 16!} + 70z - o 
5x + 2z 2w = 2 X 3y + 2z -2 
3x lj + 2z 4w = 7 X !} + 2z + -22 

2x - 9y + 4z 26 

c.) 7x lj + 73z - &w &2 d) 3x + 2y & 
3x + 3y + z -6 5x lj + z 20 

X + 5y - 5z + 4w " -50 5x + 2z + w = 14 
5x + y+ 7z - 4w =, 3& 3y + 3z - w = 70 
2x - 2y + 6z - 4w = 44 7x + lj + 4w = 7& 

4x - lj + 3z + 2w = & 

19 
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3. - Vado e.t J.>-i.gtuen:te :ó-Ú>te.ma de ec.uauonu; eLige u v OJL de a de 
modo ta.t que eJ.. :ó..Wte.nu :óect compatible .• 

4. - Vet('}[Jn{_na ¿,_¿ .f.o¿, :ó-i.gLU.en:tu :ó-Ú>tei1U}., homogéneo¿, Uen Mfuuonu 
�Li..n.tiu, a .W. :tJUv,iai_ y, en ea..óo a6-úuna:t-[vo, obtw :óu M.f.u '6n gene.Jta..t. 

r .) . -

a) 7X¡ + 6x2 + 5x3 +- 4x .. = o b) 3x - 4y + 

6X ¡ + Sx2 + 4x3 ·f 3x 4 o Zx + 3y + 
5x¡ + 4xz + 3x3 + zx .. o 4x + Zy + 
4X¡ + 3x.z + Zx3 + x .. o 

e) -Zx + y + w = o 

4x + 3y - 3z + 3w = o 

X - 3tj + Zz + 4w o 

- 3x - lj + z - 8w o 

Vado e.t ¿,_¿¿,tema de. ec.uauo nu 

x +y+ z 

Zx + Zy- z -

Z k.w = O 

3k.w 

3 x - Z y + 8 z - k.w 

o 

o , 

Zz o 

5z o 

1z o 

de.tvLm-i.na ¡xvw. qué vat011. o vaio!l..e.:ó de k. J.>e obtie.ne. que. w 6x. Obtén 
Cu ego fu Mme-i.ó V1 del .. J.>�.:te.ma.. 

6.- Un e-�.:tucLú1nte de.:óea 6oJ¡mM una m-Le!l..oeompu.:ta.do!l..a. c.on ioJ.> -6-lgu-i.e.n;te.¿, 
d-é.J.JpoJ.>-Guvo-6: una -imp!l..e.:óOM, una un.-Ldad de dMc.o, un m-ic.!l..Op!l.. c.e.:óa.do!l.. y 
ww. pan.taUa. LoJ.> c.oJ.>toJ.> ( en dóiMe.-6 l de do-6 6a.b�c.a.n:te!.J on: 



1 

U n ;_ d a. d Fab!li_c.a.nte. 1 Fot!li_c.a.n\te. 2 

1mplle.-!Jolla. $ 400 $ 450 

Vi_¿, c. o $ 500 $ 60b 

M.<-c.Mptwc.uado!l $ 500 $ 40� 

Pa. nt a..t.ta. $ 400 $ 350 

Como pu.e.de. ob-!Je.llvcvuse., .tol> c.oM:.o¿, ;toW.u ( T) de RQ-!> do�.; 6a.bllÁ._ -

c.a.ntu Mn i_gu.a..tu, y a.demá-6 Mn i_gu.a..te.ll a. un telleell �abllÁ._cante.. 

E.t utu.di_a.nte. ob.óe.llva qu.e ,¿,;_ hu.bú.Jta compilado w1a unl,dad de. 

a..t pllÁ._me.ll {¡a.bllÁ._c.a.nte., u.n nUc.llOplloc.uadOil c.i_ rr.i.ómo pllÁ._meP.. 6cttJ!lÁ._c.a.nte. 
panta.Ua. a..t te.llc.e.ll óabllÁ._c.a.nte. e..t c.o-!Jto hu.búJl a ú do e..t múmo\ qu.e. ¿,;_ 

tllu u.ni_dadu w hu.bi_e.M c.ompMdo al te.llc.e.ll 6ab!Uc.ante.. 

Combi_nando c.u.a..tuqu.i_e.lla u.ni_dadu de .to.b tllu 6ab!li.c.anku .ta rrú.c.Jro

c.ompu,tadolla. máó balla.ta. i_nch.J..Á.!ÚfJ.. .ta wti_da.d de. dúc.o y .fa pan:ta..t.ta de.R te.11. 

c.e.ll {¡a.bllÁ._c.ante y e..t c.o-!J to MUúa $ 2 5O me.nOil q u.e. T. 

Una.tme.nte., e..t utw:U..ant e. c.ompM una i_mpf1e.MJra y u.na (¡J.JU:dad de. fu 

c.o de..t pllÁ._me.Jr óa.bllÁ._c.a.nte. y w1 rr¡J_c_!¡opMc.uadof1 y UYla panta..tea 1 de.R te.llc.eJl 

óa.bllÁ._c.a.nte., gMta.ndo $ 17 5O poll eliM. 

¿ Cwft U U CMto de. c.a.da CÜópoú.;t{vo de.f te.llc.e.ll óab!li COY! f:e. ? 
1 

X - 3 y+4 _ z - 7  
---3-- -4- Lz 

X = 

" = 

z 

3 - ' e 

-3 + u 

1' + t '-

21 
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8. - Ob.tl.n. la 4olu.U6n deR.. .s.igu.ien:te .s.Wtema de e.c.u.a.c.Lo u Uneo.i..u ho-mogbteo. 

2x¡ - x2 .,. X3 .,. X4 o 
X¡ + 6x2 - 3x3 - 3x4 "' o 
X¡ X3 - X4 .. o 

- 2x.z - 2x3 - 2x4 -- o 
$x¡ + 5xz .,. 5x3 + 5x4 -· o 

9.- Sea el- .s.W.tema. de c�c.ua.uonu Une.al..u 

2.k.z - 2a = 4y - 2x 
6z + 3a - 2 == y - x 

2z - 2 =o 2y - x , a , lu: IR 

Ve;te.JlJil.ina lo.s valo�tu que. 4-únuU:á.neamen:te. deben tom 
que. el .s.i&tema .sea : 

a} Compat,¿ble. dete!uni..nado 

b} Co mpa.ti.ble. .indete.JlJil.inado 

c.l !nc:.ompa;Uble. 

x-y=J 

X + 21J::: k. 
X- ky ""'-2 

kx + y ""' 9 

a IJ k. pevr.a. 

al Vete!uni..na. el val.oJr.. de. k, k. € 1L, de. maneJr..ct que. bo.s .s.i<StemM 
tengan �'..a. mi.&ma .soluc.i6n. (�u ü c.on.jurU:o de. .e. ;., e.rU:e.!Lo-6) 

bi Obtbt di.c.ha. .soluc..i6n, 

11 • - Obtrfu lo.s valoJr..u de. x , IJ t: IR que. .sa;U_�:¡ ñac.e.n. el .s.i u.ie.nte. .s.i<Ste.ma 
de. e.c.ua.ci.o nu • 

X + 1 2y 1 5 
IJ -· 1 X 1 



X ,� Ky .. 3 

Kx •- 4y = 6 
que. J.;a.;t{¿, 6ac.e. fu de.M .. gu.o.J:.dad x >O. 

13.- At M.naJ.. de. un C'..Wl.).;o de. cáge.bJra. Uneat que.daJr..on 20 .al no;.; que. Jc.e.c!:_ b..<..e.Jc.on c.a..L{.M.c.ac.Mn?Á de. 4, 6, 8 y 10. La .&urna. de. -&.6 c.aU ..<..c.ac...<..onu 6ue. 122. U natne.Jc.o de no.:t.tu, de 6 �ue menaJe. que et de no-ta& de 4 y mayOJt que el de 1 O. U nWrle.Jc.o de no.:tct.5 de 4 fiue cUv.U..<..ble entJte 4 y natne.Jc.o de no -ta.& de 1 O 6ue paJe.. VU:eJc.mi.na c.uá.nto.¡, alumno.¡, Jc.edb.i.e.Jc.on c.a una. de .la-6 t''Ali.. fi_c.aci..o nu • 

14.- Ruuetve. el.ó..<..gui..e.n:te. .6-il>-te.ma de ec.uauonu Une.ai.u, -6 poniendo que. x; y, z, w -6on Jc.e.ai.(JÁ. 

(1 + i.J X + (1 + U) lj + (1 + 3i.) z + ( 1 + 4-<.) w = 1 + 

(3-i.Jx + (4-U]y + (1 + i.Jz + ( 4..<.. )w = 2 

En muc.h.o.-6 oc.a.&Lonu, el model.o de un pJc.oblema u un -6 • :tema de ec.� c.ionu no UneaJ!..u; :ta.e e.& el. C.a6o de. lo.& do.¡, -6i.guú.n;tu e.je.Jc. 'do-ó. PaJra. c.ada. uno de. e.Uo-ó, uc..tu:óe. el. .&L-6-tema de. e.c.uac.i_onu c.o�pon · en:te y Jc.e <5o..Uvda. 

Al aJc.Jra.nc.M, ei c.ompe.;ti_dOJc. 7 :üe.ne .. pJc.oblemaJ.; c.on el. C.M UJra.doJc. de. -6u au-to y -6ólo r:ue.r!e. ducuuwU.a.!l. una c.-Le.Jc..:ta veloc....<..dad c.onJ.;.tan;te. ha.-6-t:a. el r:unto me.d-Lo de. fu c.cvvze'l.a · Ve. a/ú en adelan:te., duMJc.oUa. ;.;u v oc.-Ldad notunaf de. 200 km/h, -tomlu.én c..ontda.n-te.. 

23 
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E-t c .. ompe .. Udo!L 
2 dude u cuuw.nqu.e duaJULoLf.a. u. 7 .tan..te. de. 200 km/h., pe!w -2- h an..tu de -UegM a fu m 

ma.6 c..on fu c .. aja de. vuocc-úladu y d-iAm..inu.ye .6u. vuoudad 
qu.e .. la vuoc....idad dei. C..aJ1.Jto c..on u c.a.JLbu.JLadoJL en ma-f 

s_¿ et c..ompetidoJL Uega u.na halLa dupu.é;., qu.e 
a t.a. m-Ua.d de. ta C..aJULe.Jta y, ade.má.6, Uega 36 m..inu..to.6 du 
pe..t..iclD!L 2 a fu m e.ta.: 

v uoc....idad c.. o n.6 

tiene pJLobte-

60 km!h meno.6 

c..ompetido!L 2 

é;., qu.e u c..om-

VUt ? 

¿ En qu€. tiempo de..6a.NwU6 c.ad.a. c.ompe.:U. Jt ..ea. c.a.MVUt ? 

7 6 • - Cada. u.n.o d<�. ;f;.tuu, ob!Le..JLo.6 nec.e..6..i;ta u.n. c...ie..JL.to :üe.mpo a..-'l.a. e.mbob..ina.JL 
un mo.t.OJt. tipo u .. JU.e HP 3:oo. S..i u .6egu..n.do obJte.M .t!Labaj a dWta.n..te. do-6 hO!La.ó e.mbo b..inando u.n. mo.t.OJt du tipo an.tu me.nc...io na.do y du p ú ei.. pJúme..JL ob!LeJLo c.onti.nu.M.a u.te. .t!Labajo po!L una. halLa., ac.abaJÚan de. e bob-LnM :todo u mo:toJz.. 

Potr. oi./'W fu do, ei. .teJLc. eJL o b!LeJLc nec.. u-Ua. do.6 holta.6 m .6 qu.e u pJt....i..-rneJLo ¡:x.u1.a embob-Ln..a!L u.n mo.to!L du tipo an..teJL..ioJz.. Y taboJz.and ju .. n.to.6 to.6 :tJLu obhe.JLo-6 embob..inM..{.an 1m mo.toh de u.te .t..ipo en u.na hD!La 

¿En c..u.ánt.a,� h.oha-6 embob..ina cada obJL eJLo u.n mo.toh de 'po J.:.e.J1.-i.e 
H P 300 ? 



....---------·,----

1.- Obtm la Mluu6n ge.n.eJr.aR.. y do.6 J.Joluuone.J.J pa.Jr.tic.tJlaJtu del .&-Ílltema 

de. e.c..uauon.u Un.e.ale...ó .&.igr.úmte. 

X1 - 2x2 - Xs + x.. + 3xs = 1 

x + y + az 

x + ay + z a 

ax + y + z 2 
a 

8xs = 5 

a) Ve.teJUn.iV'.a pa.!Lc.t qué va.tonv., de ce, a E IR, eJ' ;.,_{/.¡;tema e;., corr'¡o.:t-Jilic_ 
de.teJUn.inado, c.ompaA:.ib.te útd�te!tm.i;?a¿o e .inc.orr:pa;Ubfe. 

b) Obtén la f.Jofuw'r.. gen.eJw.l pcuw a = 1 

25 
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Sotuu6n: 

3. - Ob��n .ea .6otuu6n deJ!._ .6-tguJ.e.�e. J.J-t.6:te.ma de. ecua. u( nu: 

2x1 + 3x2 X3 + 5x,. o 

3X¡ X2 + 2x3 - 1x., o 

4X¡ + X2 3x3 + 6x., o 

X¡ 2x2 + 4x3 - 1x., o 

Soútu6n: 



4.- Una empJte.óa tiene. bz.e.6 máqr..úna6 que. .60n U6adM pavut 6abfÚc.aJL 4 

p!Wducto;., ciútinto.ó. U núme.Jto de. hMM que. tc.e.quJ..e.Jte. cada máquJ..na 

en la pJWdu.c.u6n de. una u.rU.dad de. c.ada uno de. .toJ.J c.ualtJw p!todudM 

e.6:tá dada po!t: 

PROVUCTO 

MAQUINA 

A B e V 

1 1 2 1 2 

2 2 o 1 1 

3 1 2 3 o 

Ve.:tvunbw.. e.!. núme.Jto de. wúdade.ó que. J.Je. de.be.n pJWduUtc. de. c.ada uno 

de. .toJ.J c.ua:t.Jto p!toduc.:toJ.J e.n un dia de. :t.Jtabajo de. oc.ho hp!tM c.ontinUM,J.J� 

po!t lo me.nM de.be. pJtoduUM e. un pJtOduc.:to de. c.ada tipo. 

Soluc.i.6n: 
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CAPITVLO II 

Hot1t-ices 

l' 

Delterftllnon es 



"W?u:;tehe.ad fúzo no-taft e�o nc.eJ.l que ;.,,¿ b,[_en :to 

da la fi..ú.J,[_c.a c.onouda ha;.,:ta e�onc.eJ.l ( 7900) 

cüa ;., Vt bc..a:tada pM lo;., mUo do;., del cUg e.b11.a 

oJtd,{_n.O.JUa, vz.a po;.,,[_ble que pud,{_vz.an apa�tec.vz. 

algún. cUa nuevo;., c.ampM en. la fi..ú.J,[_c.a pcvr..a lo;., 

c.u.ale.;., el cUge.b'W. no c.o rm1u:ta.;t,[_va ;., vúa la ú.n.,[_ 

c.a Jtep!teJ.l en.:tauón. na:tMa..t. En. aquel m,{_J.,mo arlo 

c..omenzó el c.atni.n.o haUa. la Jtea.Uzauón. de eJ.l:ta 

!�o n j e;tu.Jta" . 

S,{_Jt Edmun.d WhU:takvr.. 



I(U 
(13xa�:nen 

• 

co 

A c.on.:Un.uauón �e. pJte.;.se.ntan. atgun.o�.;, e.je.JtcA..cio�.;, MbJte. a e.c.e.de.n-te.�.;, ne.cua /¡)_o� pMa u.:tudLM u.:te. c.apftulo. TJta;ta de. JtuoR..ve.JU:.o�.;, y c.o pMa .tU}., JtuuR..ta-do�.;, c.on R..o.--6 -6oR..uuonu pJtue_ntadM dupué,}., de. R..o�.;, e.je.Jtcic.A.o�.;,. S-i aún :üe.nu duda�.;, de. c.ómo -6e. Jte.J.Jue.R..ve.n, -LIU:e.nta UUMe.c.e.JU:.M R..e.ye.ndo -f.o�.;, .:temM que �.;,e. -0u g-ie.Jte.n e.n. -fa b-i.büogJtaó-f-a pJ¡_o puu.:ta at 6-i_nat de. u .:te. e.xame.n. 

1.- Sean .to�.;, núme.Jto-6 c.ompR.e.jo�.;, 

z l :.= 1 + 4-i., 

) - - [ Zu } 3 

¡ -- ) 
C. Z4 +6 ---·- - Z¡Z4 22 

a) 

¡_; 51 
b) 

/-1 o 

-2 
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RESPUESTAS 

1.- a) 1 - u 

b) 
. 

7 - 4� 

c.) 11 � 

2.- a) 13 

b) 44 
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de Spúg ü MUJr./z.ay 
Eda. Me.. G!taw-H-ill, MAJ.e Sc.haurn 
Pág�nM 172 a 1&1 y 252 a 259 



En ute. c.a.p.uuto .óe. u.:tucüevtán .to.ó c.onc.e.pto.ó de. matrü y determinante. 

PaJta :ta1. e.6 e.eto, .ó e ha. cU_vúUdo el'.. c.a.p.uuto e.n do.ó .ó e.c.w nM; c.a.da una. de. e.U.a.6 

c.on.;U_e..ne. .óu po.Jt;te. ;te6ft.)_c.a., .óU.ó a.c.:Uv-idadu c.ompleme.n:ávúa..ó y .óU.ó p!toblema..ó p!tO
puuto.ó. Eóto.ó rltümo.ó p'te.te.nde.n c.ubft.br.. todo.ó lO.ó c.onc.e.p.tc.ó de. ute. c.a.pUuto 
del'.. C.Uit.ó o . 

33 

En la. p;Ume.Jta. .óe.c.u<'Sn p!tue.n:taJtemo.ó el'.. c.onc.e.pto de. mq.:tJU.z y en la .óe.gunda, 
el'.. de. de.te!Wl-ina.nte.. 

Una. ma.búz u un aJzJte.glo o :tabla de. d eme.nto.ó en no!tma. Jte.c.:ta.ngula.Jt. La. 
Jta.z6 n pO!t la que. a. utoJ.J cWte.glM J.J e. lu Ua.ma. ma.búc.u u pO!tque. a. p� de. 
dloJ.J J.J e. pueden o!t.)_g-ina.Jt o ducWtolio.Jt ci[v e.Jt.ó oJ.J JtUul:ta.doJ.J. La..ó ma.búc.u a.p� 
Jte.c.-ie.Jton e.n 1850 y J.Ju nombJte. J.Je. de.be. al matemático b1.glé6 �a.me..ó JoJ.Je.ph Sylv� 

te.Jt. POJ.Jte!U.o!tmente. W�:a.m Rowa.n Ha.milion e.n 18 53 y Áltt/w;t Ca.yle.y en 18 58 

h-iueA.on c.onbúbuwnu -impolt:ta.nte..ó; no pa..ó6 mucho tiempo paJta q ue. loJ.J ma.tem� 
;t_[c.oJ.J Jte.c.o no ue.Jta.n que. e..óto.ó cWte.g.to.ó Jte.c.ta.ngula.Jtu .óo n me.dW.ó c.o nve.n-<-entu � 

Ita. a.mp� la..ó nouonu c.omune..ó de. nú.me.Jto.ó. 

Aunque. la -idea. de. ma;t)úz p!te.c.e.de. a. la. de. de.te.Jtm-ina.nte, c.omo lo h-izo no.:ta.Jz. 

Ca.yle.y, h-i.ó;t6/t.)_c.a.me.nte. el'.. OJtde.n nue. al 1tevé6 . Lo.ó de.te.Jtm-iMnte..ó nue.Jton utu� 

do.ó a. me.cU_a.do.ó del .ó-iglo XVIII y el'.. tema de. la..ó ma.tJt-ic.U nu.e ducWtoUa.do 6oJt
mahnente. en 1850; algurta..ó de. la..ó p!top-ie.dadu bá.ó-ic.a..ó de. la..ó ma.búc.e..ó 6ue.Jton ;("a!!!_ 

b-ié.n u:ta.bf.e.c.úlM e.n r1 deJ.JcWtoUo de. R.o.ó de.te.Jtm-ina.nte..ó. 

La ;tc_ctr_,ÚJ.. de .i?.aJ.J mrL:Oúc.u ha. te.n-ido una gJta.n e.voluu6n e.xtenci[é.ndo.ó e má.ó 

aU..á del'.. dom-in-io del'.. átge.bJta. y de. o:átoJ.J c.a.mpo.ó de. la matemática. pU!ta., y han d�_ 

moJ.J:áta.do .óeA una heMa.m-ie.nta muy pode.Jto.óa. e.n la..ó matemátic.cu, apUc.a.da.ó, e.c.on.o

m-W., 6-G-ic.a, e.tc.. 

PoJt ejemplo en el. a.ñ.c de. 1925 el'.. 6-G-ic.o alemán W. Hwenbe.Jtg la..ó -int!todu 

jo en. J.Ju 6oJz...rnulauóY'.. de. R.a me.c.án-ic.a. c.uán.:U.c.a y dude. e.nton.c.e.J.J .óon. -incU_.ópe.n.M

blu en. v.,;ta. Jtama de. la 6-tó-ic.a. 

S-in emba/tgo, e.n e..óte c.uMo .6<'Slo ve.Jtemo.ó .óu apUc.a.U6n e.n el átge.bJta U-

nw. 



. En 6oJtma ge.ncvw1 . .se. txte.de. de.6� una ma.tJUz c..omo un eglo Jte.c..-tangu.taJt 

de. e..te.me.nto.s, donde. c..ada uno de. ú;t.o.t; puede. J.JeJt. un númeJt.o Jt , un númeJt.o c..om-

ple.jo, un poUn.om.,[o, una 6unc...-[6n, un o pe.JtadoJt, úc... 

[; 
-5 

2 

[ C..0-6 )( 
J.J en x 

-J.Je.n x] 
C..0-6 )( 

Pa!ta c..ada ma.t.Jtú pa;¡;Uc_u.f.aJt la c..oloc..au6n de. J.JU-6 e.fe.me.n.o;., (>/.J ÚJ",ú:a, de_ 

;taf 6oJtma que. J.J,[ do-6 ma;t!U_c_10� tienen lo-6 múmo-6 e..te.me.n;t.0-6, p o c.oloc..ad01.1 en 

d.i..6.:Um0.6 lugaJte..-6, .SeJt.án coM{deJt.ada.s como do-6 ma..:t:Ju:c..u d.,[,6-f.J_r M. 

Al conjun;t.o c..ompldo de ue.me.mo-6 que. 6oJtman un.a matft.-Lz J.Je. .fe C.OM{de./z.a 

<:.omo un ún.{co o b j do a e.n;t.e. rnate.má:Uc.o, el- cual puede manipu1 de. de aeu.<:.Jtdo 

e.on ueJt.:t:a...6 Jte.g.ta-6. A.t,qun.a-6 de. é6:t:a...6 J.JeJt.án u;t.ud.{ada.s en u;t c.U!rilc, 

M deá.,[vU!'- .tM opeJt.auonu de. ad.{u6n y rnu.ttipüc.aci.6n ¿,e 

e.nc.ue.nt!ta que. u;t.M nue.va.J.> opeJt.auanu :tA.e.ne.n muc.ha.-6 ptwp{e.da a 

.ta.s de. ad.{uón lJ m�Upüc.aCA:ón M ua.fu e.nt!te. númeJt.o-6 Jte.ol-eA. Ev¡.tJ¡e e.U!.,-r..6 p� 

de.ma-6 me.nc{ona.Jt, la e.x.,[,ó;t.e.nCA:a de. mabúcu anátaga.s a lo-6 vtúme o;., c.e;w 11 UJ10. 
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EJ.J-t:M maVu:ce;., 

o 

o 

o 
. 

o 

6uekon �ntkoducidaJ.J 

o 

o 

o 
. . 

o . 

o 

o 

o 
. . 

o mxn 

pOJl. Caytey IJ J.Jon: 

7 o o 

o 7 o 

o o 

o o o 

Uamada.ó mabr)_z C.eko IJ mavuz �denüdad, !Le;., pe.mvamente. 

o 

o 

o 

nxn 

S�n em bMgo , exMten cttgunaJ.J p!Lop�edadv., de,t cUgebtLa de Ji.aJ.J maVu:ce;., qu.e Mn �6etLentv., a R.lLó de !oJ.J númetLoJ.J !Lect,fv.,. Menci.onMemoJ.J gu.nM de e,t,faJ.J . 

a) La c.onmuta;Uv�dad pMa la m�pücauón J.Je cu.mp.f.e en !oJ.J númetLoJ.J !Lea !e;.,, m�entkM qu.e en !M ma:t�c_v., nu �.Se cu.mp!e; e;., dec.vr_ , e !oJ.J númetLoJ.J JLectteJ.J J.Je cu.mp!e que ab = ba pMa todo núme!Lo !Lectt "a" IJ "b"; J.J�n embMgo, pct!La !aJ.J maVu:ce;., J.Je t.i.ene qu.e, en gene�Lctt, ABfBA. P0!1. ejemplo, J.J 

e.ntonc_v., 

Jn{entfLM qu.e 

[4 BA = � 
,) 

-4 

¡;] -8 

2 -7 

lj 
B= [: �] -7 2 

Como podemo¿ vetL, AB f BA; e i.VI.cl(LMJ, et p!Loduc;to AB e-<:� u.na mofuz de otLden 2 x 2, mi.en.-t;uu qu.e u p!Loducto BA c.-6 cma mat:Jc.á de QJ¡_cfen 3 x 3. 



OtJw ejemplo en el c_¡mf. pod!úamo¿, decA.Jt que J.Je ac.entú la no c.orzmtLtCLtiv� dad paJLa la mui;t-ipüc.auón en tM mabUc.u, u el J.J�guúnte: 
J.Jean 

p. [ 1 
-1 :] y 

Entonc.u, 

PQ • [ 3 o 

-3 -2 

Eflt:a -6-Üu.auón hac.e veA que en lM mabúc_u, u, nec.u ·o �d.Lc.aJL c.on c.� dado el OJLden en que J.Je e6e.c.t:úa la m�püc.au6n de do-6 m ·c.u. Mi, en la exp!Lu�6n 

AB = C 
a A J.J e_ le. Uama p!Le6ac.t:OJL y a B pOJ.Jt:6ac.t:ofL. 
p!Lem�püc.a lJ qtLe R poJ.Jt:muU�püc.a. 

El hec.ho de_ que la muJ.;tipüc.auón de mabUc_u, no !.lea c.onmtLtCLtiva ha J.J�fl MMc.ado una :wpt:UJta gJtande c.on la mat:emá.Uc.a L<.ad.Luonai' lf h t:eMdo una �n6:{ Mdad de apücac.�onr.J.> en muc.hM fLama¿, de la uenuc. 

b) El p!Loduc.t:o de do¿, n.úmeAoJ.J d.L6 VLe.ntu, de c. eA o J.J�emp!L u d.L6 eA ente de ''"eAo, mú.n:tJLM que el p!Loduc:to de do-6 mabúc.u, d�6 eA en-tu de a mabUz c.eAo pue_de J.JVL �gucU. a ÚL mabúz c.eAo. POJL ejemplo 

[7 1][1 1] [ o o ] AB = = 
,. 1 -7 -1 o o 

ObJ.JeAvemoJ.J en u,;te_ ejemplo que ¿,� b�e.n AB u �gual a fu a;t;U_z nula o ma t:!Uz ceM, BA u cU6VLente: 

[7 1][7 7] [2 2] BA = -1 - 1 7 7 = - 2 -2 

37 



38 

Nue..vame.nte. ve..mol.! e.a no conmu;ta;Uv�dad e..n la mul.t.<p · cauón de. lM mCL[}¡__.[ 
Ce.!.!: AB'f BA. 

Ao
f
; 

-3 

-:] r 

3 5 .f,� 4 B = 1 -3 -5 
-3 -4 -1 3 5 

e..ntonc_u 

ABo [ ; -·3 

4 

-3 -:1 e -4 -1 

3 

-3 

3 
-n u 

o 

u 

o 

o 

BA J; _: - :] ¡-: -; -:] [� �1 t-1 3 5 1 -3 -4 o o 

En u:te.. CMo ve.mo-6 nue.vame..nte. que. no obl.!:tante. que. A y B l.!on cü.6vr.e.nte.l.! a 
la mabUz e Vto, J u P'< odu&o u la mabciz cvw y adem.ü AB o BA , cu decAA, ea 
e.-6:te.. c.cv.so 1.!.[ M. VV1�6-{c.a R.a conmu:tcLUv�dad pMa la muJ....U.pUc_ uón. 

e_) La le..y de. .e.a canceiauón e.n la m�pUcauón vaJ..e. Ma lo.ó númvr.o-6 , 
pe_!¡_o no vale. p((!¡_(( iaA mCLtJr...[cce.-6. E.ó de.�, -6� a, 6, e_ -6on núm O.ó y e_ =F O, e..nton 
CC.-6: 

ac_ = be_ 

AC = BC no �pUc_a que. A= B 

d) La e..c.uauón aJ:.geb.'Lcuca x2 = O tie.ne. una ú�c_a n x = O, m�e..nt/¡_(LJ.> 
que. -Ea f'.C.UCLUÓVl ma.tJU.c..i.a,€ x<: = 0, donde. 0 e.!.! la rnCL[}¡__.[z CV10, . e..ne. un núrne_J¡_o no 
6-Ln�o de MJ:.uuone.l.!. 

e.) La e.cuac-i.ón cU:.ge_b!¡_aú.a x2 = -1, no «e.ne.. .60luuón e.n e. conjwtto de. io-6 
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númeJto!.l Jr.ea.leJ.>, mú.� qu.e .ta ec.uauón mo.t!t-{_C-(a_l X2 = - I, ande I eJ.> .ta mcúJr.ú 

.i.devt-Üdad, puede :teneJt M.tu.uón c.on e.tementM Jr.eafel.l. PM e · empfo, 

lj 

nl En e.e. c.onjun;to de tol.l núrreJtOI.l Jr.ea.leJ.> YlO !.le c.ump.fe. f -igualdad 

a2+b2= (a+b)2 

exc.ep;to ú a = O ó b = O á a = b = O · 

S.i.n embMgo, c.oM.i.deJr.a.ndo e.t c.cmjunto de. R.cv., ma-tJUc.eJ.> e. oJr.den Z x Z, :ta . .t 

.i.gua.ldad puede :te.ne.Jr. !.lenüdo pMa ma;t!t-{_c.e..-6 d.i.{;e.Jr.en:te..-6 de. .C.a .aDr.i..z c.eJr.o, pM 

e.j emp.to: [ 1 -1 ] 
A=, 2 -1 , 

entone. eJ.> !.le. c.ump.te. que. A 
2 + B2 = (A+ B) 2• 

que. ]2 [ ]2 [ ] 
-7 1 1 4 o 

- 1  
+ 

4 - 1  = o 4 

y pM o :tJr.o 

y pM .to :tanto 

:] 4 

o 

PodJúamo/� pJr.e.guVLtMnOh ahoJr.a !.l.i. e_x.j_,�.te u.na tr:a.tJr..ü di 0 e Len te. C( úr rno;tJ¡A_ z 

A, que junto c.on .ea m�.z B, !.la-t�6a9a .ta e.xp!te.-6-i.ón rmte.t�.--{o • 
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e -invu-t4Juemo<J qu� v<U'o-tu deben t:oma�t fu1. vaJUabtu , 1, x,, X, y X, PaJta que 
-6 e -6 a-t..w fiaga fu e.xpJtu-{.6 n 

ec.uar.....ión : 

xi + 2X1 .¡. Xz X3 + 4X2 + V + r '= \12 
+ x2x3 + 5 ,, 3 ;:J /\ l 

X1 Xz ,; >..1 � x2 x,. + x�, x. Xz + x2 x., 

Xs X1 + 4X¡ + X., Xs + 4X4 x3 x1 + x,. x3 

Xs X2 + x3 + 4X:1 + X� - zx .. +5 x� x2 + \'_2 + 5 "'4 



fX1 + 4X2 + )(3 = o 

X1 + x4 = o 

4Xl + 4� = o ( 1 ) 

4X2 + x3- zx4 = o 

PaJLa fr_UolveJt.. e-6:te. J.>ú:tema u c.onvenLe.n:te. tJr..anf.> 6otuna!¡_.f e.n una e.c.uauón ma ,tJUcA.iLf_. PMa u:to, de. .ea de.M-rU.uón de. -igualdad de ma;{:!¡__¿c. _ ;., e. t-Le.ne que 

IJ apUc.ando 

4 

o 

ZX1 
+ 4X2 + x3 o 

XI + x., o 

4Xl ·� 4X4 o 

4X2 + x3 - zx4 o 

el. c.onc.ep:to 

4 o 

o o 

o o 4 

4 -2 

de. muU.ipUc.au6n de. rr.a:t:Jtú!.e.& 

x .. 

o 

o 

o 

o 

:te.nemo 

( 2) 

La c.onve.n-Lenc.-La de. uMf[ ma.t!Uc.u e.n .ea M-tuc.-Lón de-t ;.,�:t a de. e.c.uauonu Lúic.a.tu ( 1), u que palLa fr_Uo.fve.f[ fa e.c.u.auón ( 2) ¿.,óR_o n c.u-Uamo¿., ;{:![abajM con -loJ.J c.oe.¿-Lc-i.e.ntu da .ó�.tema. 

La.ó matuc.e¿., qt<e. apa!l.e.c.e.n en la e.c.uac.ión ( 2) no deben c.o 
fa . .ó ma;!J¡J_c.u X !J B de. nuu;tJw p!¡_ob!ema o!¡__{_g-Lnaf, IJ J.Jó.to de.b n c.onf.>-i.de.f[MJ.Je. cO>JJO w1.a hV'JLam-i.e.n.ta 6.-t.t:X pcvw f[Uolv e.f[  nuu;tf[o p![obR.ema bu 
pfo mr<U-DLa c..i'.cuw.me.n.te. que. un m�mo c.o nc.e.p:to 

E.ó:te. e.j� 

do¿, COJLtexto;., cÜ6e.f[CJl!:U. 
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Co n;t[nuemo� 
de. c..oe.6-<-uen�UJ: 

ahOJta c.on nueóbw pltob.tema. Pa�ta u:to u ca..tonemo.& la ma.t:Jr..,¿z 

2 4 1 o o o 1 o o 1 o o 1 o o 1 2 4 o o 4 '\, -2 o 4 1 -2 '\, 
'\, 4 o o 4 4 o o 4 o o o o o o o o o 4 -2 o 4 1 -2 o 4 -2 o o o o 

de. ac.u.e;¡do c.on e�.;:to, podemoJ.J votveJt a pf.arr...:tea�t u.n J.JM.tema de. e.c..u.aCÁ..onu, peJto ahofLa c.on ta ma-Du:z uc.atonada: 

o o x..� o XI + x .. o o 4 1 -2 Xz o 4Xz t Xs - 2X" o 
; o o o o x3 o o o o o o o X�¡ o o o 

de. .R.a de.(J_n).c'.-{6n de. -igucr.tdad de. mabúc.u. 
"· 

.& e .t-iene : 
X¡ + X�¡ :: o 

4X2 + x3 - 2X4 o 

que C.OJrfLM po nde a un J.JM.tema. c.ompa.t-<..bte. -inde;t:erun-f.nado, IJ po R.. o tanto, e.x)J.>.te.n una -f.n(J�.rv:da.d de. ma:tlt-f.c.v., que, ju.n-tn c.o n R..a ma;(}¡)_z B , !.la ·.ó 6a.c.e.n fu e.xpfLe.-

I) Co n.tu;ta c.oMe.c.;tame.n.te. ,f[t !.l..c:g�e.n.te. pfLe.gun;ta: S-f. A IJ B 6o n doJ.J ma-Du:c.u c.twdJLacla.ó c.uatuque;¡_o_, ¿pOJT. qué_ !.le. a6_(_!¡_¡na, en ge.ne�ta.R., qu.e. (A+ B) (A- B) :f A2 - B2? 



4.- Ve.mu.uVr.a que. J.Ji.. A u una ma;t!¡J_z c.u.acf!tada, ta ma;tJúz 
;tJU.c.a. 

S.- Ve.mu.uVr.a que. J.Ji.. A y B Mn do¿¡ ma;t!¡J_c.u c.u.acf!tada¿¡ J.Ji..m 
n e.c. u a!Ua y .6 u. Muen-te. patta q u.e. A B ;., ea J.Ji..mé;t!Uc.a u q u. e. A B J.J c.onmtáa;Uvo. 

6.- Ve.mu.ubta que. patta btu ma:úúc.u c.u.acf!tadaf.J A, B 1J C .6 e. ene.· que. (ABC)T 
= C

T
BT

A
T

. 

7. - S e.a A una mCL-ttUz c.u.acf!tada de. oJtde.n m J.Ji..mé;t!Uc.a. 
Ve.mu.u-Vta que. J.Ji.. P e_¿¡ de. oJtde.n m x n, e.n-tonc.u ta mcd:Jti..z S = P

T 
AP, u :tam b-ié.n una ma;t!¡J_z J.Ji..mé;t!Uc.a. 

8. - LM J.Ji..gu.i..e.n-tu ma;t!¡J_c_u .6 on RJ'..amada¿¡ "ma:úúc.u de. J.Jpi..n de. au.ti.." �za d(L,� e.n ta mec.áni..c.a c.u.án:ti..ca. 

Gx= ay) , 
02 = 

[ o 
7 ] [ o -{.] [ 1 o] 7 o ' .{ o ' o -7 

VV!i..6i._ca que. e.;:,;tcu., n1af.!Uc.�s an.t..<'c.onm�tan utAc. .6� tomada¿¡ n pa.Jtu, y que. .6 on he.Jtmdi..ana;., u un-i..ta!Ucv.,. 
(Nota: Se. d-ice. qLtC. el'. pJtoduc.to AB r.-6 ant.i..c.onmu:tati..vo ;.,-( 

9.- Vada.ó .f.a¿¡ ma;tJ¡.i._c_ e.s 

Co

U 

7 -..r: 

'] 

D" [-;_, 
7 -,{. 

�] 

3 
� 

3i.. 
-j_ - 2 j_ 
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1 O.- Ve.muu:trca que. toda. maV!.).z c.uadtt..ada A c_uyo-6 e.f_e.me..rU: .6 Mn númVr.o-6 c.ompfej 01.1, -6 e puede. cluc.omponeJr. e.n fa 1.1wna de. una ma.;t.JU.z h�a a B = + 1 A+ A*) y o:tAa ant-iheJr.m-i:Uana C = + 1 A- A*). 

77 .- S-i 

H" 

a) Comptwe..ba qr1e.. 

b) Compkue..ba que_ 

� COó e .óen 

-!.len e Q0-6 

ff3 = [ C.OI.l 3e 

-.6 en 38 

:] 
.tJen 2e] 
c.o.tJ 2 e 

C.0-6 

3e] 38 

e_) Su..g--c:Vr.e ww 6 ÓJr.muJ' a pMa. Hn , -\1- n t: IN y de.muutJra ;., vaf-ide.z. 

72.- Una. ma.t•rJz c..u.adtadrr. A óe U.a.ma nilpotente .6-i An , Paka afgún natu l!.a.t n _:: 2, donJe (O] c..-6 fa ma;tlúz nu.fa. 

Se. cüc.e. que_ Pa. ma.:t'T{z A e;., n-ifpote.nte.. de. -Lncüc_e_ p, u u me.nol!. natu-'<<Ú par.a e.i cu<Lt AP " (O] • DcteJunina e.i .fmiice de la maf:JU nilpoctmcte ó.i¡¡ tU'!! te 

BJ; 2 :¡ 
l- 2 -7 -3 

r, -7 i] p ,, 1 3 7 lj 
1 - 7 o 
!.. 



A= [-� -7 --: l 
B = [ � � -; l 

3 5 '  o o 6 '  

obté.n {a mcd.Jtú P, ;ta{ que PA = B, ü M Mbe. que A y B .óOn. m 
tv.\. 

15.- Si 

A-1= [ ; 2 �] 
1 4 9 ' 

1 6 • - Dada fu mabUz 

A=[: �] 2 1 ' 

obt��n., J.Ji e.xJ..;.,te.n., -6u ,in.ve.Ma po!L {a úqu,te_J¡_da, -6i é-6ta c.on..:t--éen.e LÍYuc.ame.nte c.e 

!L0-6 en. {a ;(:e_J¡_c_e_J¡_a c.o{umn.a, y -6u in.veMa po!L {a de.ke_c.ha. 

17. - Obtén. {a ma;(:J¡_,¿z X que -óaü-6 (Jac.e. la e.c.uauón. matMc.J.a{ 
-1 ABX=C -XBA 

A= [-� -2 -�] B = [; � ;J C = [ � 4 �] 
-1 o 1 1 2 4 2 12 7 ' 

donde, 
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1 8.- VadM la.-6 ma;tJt�cv., 

[o 7] [7 o] [-7 1 ] 
A =  B= C= 

2 -4 , 3 - 1  , 1 -1 
, 

B ( XA - B) = CT + 2 X A 

obté.n. ta ma:Uúz X ta-f.. qu� 

2 o.·- Vuvmú .. M ú fcu 

1 
3-

A 1 -r 

1 
-g--

21.- VUVUÚM J.>� ÚU 

1 
r� 

e= 
1 

r� 

-AXB ·1- 2 AC ZC 

ma;t;Uc.v., A 1J B Mn. 011.togon.atv., 

o 1 1 
-2-

-

13 

-2 1 B 1 
-3 -3-

-
.f3 

1 2 1 
-6- 3 13 

mat!UcM e IJ V J.> o n u .. n..Ltrvü.;u 

{ 2+�) 
1 

( 3+..{.) ---
rrs 

V= 

(-3+�) 
/75 

( 2-..{.) 

1 
.(!;-

-2 -
¡¡;-

1 
.,16--

1 
- ..{.  
12 

2 
/'[- ..{ .. ') 

- 1  
l'l 

o 

l2 

- 1 
-,.; .. ( ' 2 

-2 
-=.{· 
l/2 



22.- Tomando en c.ue.n.ta. que. AT , A tj A* -i_nc{j_c_an, !le.J.Jpe.c.tiv ente, .ta bta� 

pue.J.Jt.a., la eonjugada tj .ta eonjugada-btaMpuut.a. de. .ta ma-tlúz A u�be. e.n 

eada pM�n:teJ.J.ió de. .ta eofumna izqu�e.JLda la le.bta de. la de la eolumna 
de.lle.eha que. eoMe.óponda a fu !le.J.Jpue.J.Jta eflMeet.a.. 

SMn A, B 1J C mcá!úee.J.J euad!lacla.ó de. Mdm n, y 12 w1 v.,eatM. 

1"-

2.,-

3.-

'r ,., 

(f.?.AB+C)i= -

(CA + B)T = 

( (A+ B)C*] T = 

23.- Sea la mcá!úz 

- - - - - - -

- -

- -

- -

-

-

-

- -

- -- -

-·3+-L] -9 

A) I<BTAT + C 

B) (CA+ B) * 

C) I<BTA + CT 

V) (A+ BC) * 

E) (AC+B)* 

F) I<BAT + C 

G) C(A*+B*) 

H) C(A+B)T 

Exp!leJ.Ja .fa mct-Wz A c.omo .fa f.>uma de. una mavt�z ;.,-i_mé;t!U_ea (B) má.6 obta an.U 

f.>-i..mé_-Wea ( C ) má;., o.:tJLa etntiheflmd)..a.na (V) . 

24.- Sea la mcd.JUz [a;_¿ 
A = b 

c. d 

-3: 2-t] 
4-L 

a) ¿O_u.é. vaiolle.J.J pu.e.de.n .toma!l a,b,e,dcO: pMa que. A u.a. anti e.!lm�na? 

b) Sea a un núme;w c.omple.jo a= S+ y-t. 

¿Qué c.Mac.:teJt..Mtiea debe .tene.JL a palla que aA ;.,ea una m�z Vttihe.JLm�na? 

¿Qué. eMac.:te!1MtA..ea de_be tene.JL a palla que_ aA f.. ea una ma�z e.JLmWana? 
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2 5.- Et ej eJtuuo J...{.gu.A.enX:e e.6 un ej emp.to que mueJ...:tJr..a .ta ap · cac.-{_6n de ma.:tJr..,{.c.eJ.. 

o ne.pne.6 enta.uone.6 ma.:tJr..,{.c...(a,Ce-6. 

V1=30 

[� � � � 
� ] [ �: ] ::::: [ 3 � ] O 6 70 73 V2 



Eó nJte.c.ue.n.te. de).)CJúb-i.Jt a.igunM c.a.Jtac.tvú.ó:Uc.M que. cf..ú.¡;U gue.n a una ma.t!úz 

po!t me.d-<.o de. a.igu.noé V!Úme.Jtoé que. ée. Moc.,i.an a éó-ta.. La Jte.gfa ue. Moc.,i.a a c.ada 

mG'}]úz un V!Úme.Jto c.onc.Jte.:to, de.Mne. una 6unu6n de. va.ioJtu num · c.oé de. fM ma.t!ú 

c.e.ó. Voé de. fM nun.uonu c.on va.iOJtu numW.c.oé mM -<.mpo!t-ta.n.t e.n.t!te. fM que. 

ée. de.Mne.n pana fM ma.t!úc.u c.uad!tadM Mn fa función traza y a función deter 

mi nante; U-ta.ó nunuonu Mn. Jte.gfM que. cwouavr. a c.ada ma.t!úz uad!tada A, un. 
cJ:.e.Jtto V!Úme.Jto z. 

Loé c.o nc.e.p.toé de. :tJtaza lJ de.:te.Jtm-<.vr.an.te. é e pue.de.n p!tU e 

Jtaó; una de. e.ffaó u fa de. p!te..óe.n.ta.Jtfoé c.omo fiunuon.eó. 

de va!t-<.M mane. 

fi:M --. a; 

La 6un.c...i.6n. :tJtaza, o é-<-mpfe.me.n.te. fa 

tra. za de. una ma:tJtü c.uad!tada. é e de 

Mne. c.omo "fa éuma de. loé ete.me.n.

.Wé de. éu d-iagonal p!t-<.n.upaf". 

z 

Sean: M et c.on.jun.to de. fM ma:tJt-<.c.u c.u� 

dJtadM de. c.ua.iqu..i..e.Jt oJt e.n. c.on. ete.me.n.toé 
c.ompfe.joé7 a; et c.onju o de. loé VI.ÚYne.Jt0-6 

c.ompfe.joé lj n un.a Jte.gf o c.Jtite.Jt-<.o que. 

Moua a cada ma.t!úz c. d!tada un, y é§_ 
fa un. n.úme.Jto c.omp.Újo. En. o:t:JtM pafabJtaJ.¡, 

e.ó-W.moé u-ta.bfe.ue.n.do na fiun.u6n. donde. 

el.. dom-<.11-<.o u et c.on.ju o de. EM ma:tJt-<.

c.u c.uadJtadM M lJ e.E c. dom,t.n.-<.o o c.o n.:t:Jt� 

dom-<.n.-<.o u e.E conjunto de. f..oé n.úme.Jtoé 

c.omp.fe.joé e. 

:tJt:M --. 
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PoJt e.j emp.to, ;.,J.. 

A= [ : -

� �] 
7 2 - 7 

e.ntonc.u, -fa t.lz.aza de. .ta matftJ..z A e;., J..gua.t a tJtu: 

tJt (A)= 4+ O+ (-7) = 3 

de.X:M -- a: 

OtJta 6unu6n que. a�.>o ·a a c.ada matftJ..z 

c.uadJtada un c.J..e.Jtto Yl' eftO, el.> -fa nun

u6n dete.JtmJ..nante. o J..mp.teme.nte. dete.!:_ 

mi nante. 

No�.> dúe.ndJtemo�.> 

6unc.J..6n. 

u:ta 

M núme.Jto que. u obtiene. aR. apUc.aJt R.a 6unu6n dúeJtmJ.. nte. a una matftJ..z 

A, ;., e .te flama :tamblén. dúe.Jtm.ütante. y ;., e JtepJte!.> e.nta poJt det ( ) o 1 A 1 • • 

U dete.Jtm<.narJ.:e. de. una matftJ..z .6 e puede. Jte.pJte.!.> en:taJt :tamb · é.n medJ..ante una 

tabla o CV!!l eg.to Jtec..t:angu.R.cvr de. n.úme.Jto!.> . 

Po�¡ e.j empto, �i. aJtJ¡eg.to 

2 -1 3 

o 

3 8 -2 

[� -� �] 3 g -2 

POJt eid_a �¡azért e;., [)tr_e.cuente hab.fo}L de.€ orden de tLY! de;t ,mJ..nar..te.; a:,.[ en 

d ej emp.to nV'..t<'tu.'cn el dete/r..mJ..nan;te. C.6 de. ottde.vt tft. eJ.,. 



La n.o-tau6n. de. ia;., Un.e.a;., Jte.dM ve.JL:Uc.a.tu pMa -ide.rt:t.A:M M ".1. de..t� 
n.an;te. tíue. w.,ada pO!t iol.l p!Ume.Jtol.l que. tJt.a.taJton. e..t tema, ta.tu c.o o Jac.ob-i, Cau 

c.hy y Cay.te.y. 

E6 c.on.ve.n.-ie.n.te. te.n.e.Jt p!tu e.n.te. que. una matJt-iz u un. MJr..e.g.t Jte.c.ta.n.guia.Jt 

de. vtúme.Jtol.l, m-ie.n.t!tM que. e..t de;teJl.m(_n.an.;te. e;., un. n.úme.Jto. 

Ewte.n. va.Jt-iOI.l mé:todol.l pMa o IJ.te.n.e.Jt e..t de.te.Jtm-in.an.te. de. u ma;tJU..z; e.n.t!te. 

ei.tM te.n.emM "duaJr..JtoUo poJt c. o tíac.toJtu ", "c.on.de.Mau6n.", o de. fu matJt-iz 

tJt-ian.guiM", "Jte.g.ta de. SMJr..U-6" (u te. úLtúno apUc.ab.te. J.J6io atJt-ic.u de. l.l e 

gun.clo y te.Jtc.e.Jt oJtde.n.) , e..tc.. 

Lol.l de..te.Jtm-in.an.tu de. l.l e.gu.n.do y te.Jtc.e.Jt oJtde.n. y aigun.M de. M p!top-ie.dadu 

l.l e. ;oue.de.n. p!r..U e.n.ta.Jt tamb-i�n. me.d-ian.te. un. e.n.tíoque. g e.omé:t!t-ic.o. 
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2 B CoM-ide.Jtemol.l e..t pa.Jtai ogJta.mo que. mu� 

tJta fu fr{_g uJta .  

o 2 

Su áJte.a u:tá. dada po!t .ta ex.pJtu-i6n. 

Mea = ba;., e x a.ttuJta , y de. .ta fr{_guJta 

te.n.emol.l que. u de. 6 u ·dad u de. áJte.a. 

Ob.6 e.Jtvemo.6 que. �.>-i uc.Jt-ib-imo.6 .to.& '-> e.gme.n.to.& �g-idM OA = { 3, O l y W = ( 1, Z l 

c.omo Jte.n.gion.u de. un. de..te.Jtm-in.an.te. de. .6 e.gun.do oJtde.n. 

( 1 

e.nton.c.u, e..t vaioJt ab.&oiuto de..t de..te.Jtm-in.an.te., que. u 6, u -igu ai áJte.a de..t p� 

JtaJ:�e.iogJr.amo. 

En. ge.n.e.Jtai, n.o -<-mpo!ttan.do fu po�.>-iu6n. de. un. pa.Jtaie.iogJtamo e.n. e..t piano, �.>u 

MM u:tá. dada pO!t u vaioJt abMfuto de..t de..te.Jtm-in.an.te. 

donde.. a1, a2, b1 y b2 Mn. io.6 e..teme.n.:to-6 de. .to.6 ve.c.toJr..U a =  (a¡,azl Y o= (b¡,bzl 

qu�� u:tá.n. c.o n.te.n.-ido�.> e.n. do.6 fudo.6 c.o n.c.uJr..Jte.n.:tu de.t pa!taie.iog 
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Ae.gunM p!topú.dad� de. !oJ.J de;teJUn.,[nan..t� pueden .,[Yl-t p!tUa.Me. ge.omé.:tJu:.c.a

me.n..te. de. !a J.J.,{gtden..te mane.Jta: 

1 ) S.,[ -6 e. mu,U.,[p.['..,[c.rJ. un ne.ng!6n o una c.o!umna de.! d 
n.úme.Jto b_=f o 

b_al ka, , 

1 

a, 
az 

1 

ka
, 

az a1 b_a 
6 6 

kbl 
6 

b¡ bz kb¡ kbz bz bl kb 

e.n..tonc.� po!t p!to p.,[e.dad� de. de;teJUnbtan..t� .te.ne.mo-6: 

ha1 ka, 

1 

" 

a1 a, 
1 1 ka, 

az a1 b_a a1 az 

hbz = kb1 
k 

bl bz kbl b2 bl kb bl b2 

� de.w, e! de;teJUnútan..te. o!t.,[g.,[nM queda mu,U.,[pUc.ado po!t u núme.Jto k. 

Ge.omé.:tJu:.c.ame.n..te J.J.,(gn.,[Mc.a que. M mu,U.,[pUc.M uno de. !oJ.J fudo-6 po!t una 

c.on-6.tan..te k, u á.Jte.a o!t.,[g.,[nM queda mu,U.,[pUc.ada po!t !a c. n-6.tan..te. b_, 

po!t 2: 
6 

2 
y J.Ju á.Jte.a � de. 12 un.,[dad�. 

2 6 

2) S.{ M de;te.Jtm.,[nan..te ( 2) -6 e !e c.amb.,[a de. J.J.,(gno a u neng!6n o a una c.o-

.C.wnna: 
-(( 1 -a2 a1 a2 -a¡ a2 a1 

6 6 6 
bl b2 -b 1 -b2 -b 1 b2 bl -bz 

entone.� po!t p!to p.,[ edad� de de;te.Jtm.,[nan..t� 

-al -a2 a1 a2 -a¡ a2 a1 -a2 a1 a2 

bl b2 -bl -b2 - b l b2 bl - b 2 bl b2 

� de.w, e..e. de;teJUn.,[nan..te. o!t.,[g.,[n.M J.J6!o c.amb.,[a de. J.J.,{gno . 



Ge.omUJu:c.ame.n:te., M c.amb,(aA de. .6-igno a un ne.ngl6n 

,u;tá twtando IJ 1 o tlt.a.óladaVLdo M panaluognamo. 

P011.. e.j e.mplo, .ói e.vt u de.te.!t.miVLan:te. ( 1 ) .6 e. c.amb.i._an de. .ói no !o-6 ue.men:to-6 

du p!¡/lrne.�t. ne.ng,e.6n 

2 

--3 o 

2 

_¡__------1' ObMJtve.u que. pa!t.Muognamo 

.6 e. t!t.MR-ad6 c.o n 11.. pe.c.to al de. la 

6.i._gMa 7. 
- 3 

Ah011..a, .ó.i._ en u de.te!t.m.i._VLa.n:te ( 7) .6 e. c.ambian de. úgno R-o-6 ue.men:to-6 de. la 

ptUme!t.a c.olumna: 
-3 

-1 

ef nuevo panaR-elognamo e-6 

Ob.óé.Jr.ve;.,e. que, .VL e.óte c.a.óo, u 

pMMUognamo .6 e. g .6 y M. tlt.O/�lad6 

c.o n !t.e-6 pe.c.to M de. la 6.i._guna 7 • 

Te. .óuge!t..i._mo-6 que. a c.on;t,Cnuau6n haga-6 la-6 .ó.i._gu.i._en:te.-6 a v-idade.-6 c.omp-Ce.-

mf!.n:talt.-i.M. 

I) El p�uognamo de. la 6.i._gMa 4 no e-6 má.;., que. u de. R- 6-fgu/w 1 g,{Jtado 

IJ tlt.a.óladado . ¿Cuán:to e-6 el ángulo de. g.i._no? 

Re-6 puuta 
------

II) Ot!t.a-6 p!t.o p.i._e.dade.-6 .i._mpo!t.tan:tu de. R.-M de.te.�t.m.i._nan:te.-6 .60 � : 

a) de.t(A) = de.t(AT). 
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At apUeaJU.e uta ptw p-i_ edad al. dexeJr.nU_n.an;te ( 1 ) , tene.m .6 : 

3 

o z 

V-<-buja u pevta.letogttamo cuouado a ute dete_t¡.nU_n.ar.te. 

¿Qué. Jtei.au6n geomU!t-<-ea tiene ute pCVtal.uogJta.mo eon de 'fu 6-i_g u.Jta. 1 ? 

Rupuuta. -·-------------------+-·------

b) S-<- .6 e mu.,U.{y:pt;_ea una -bila de un deteJun.Lnan:te po!t wt n.úmruw k=!=- O lJ u 
JtU uliado .6 e J.. urna a ot!ta -bila pevtal.ei.a, u val.oJt del. deteJtm-<- an:te.. no eamb-<-a. 

MJ.., po!t ej e.mplo, .6.{ mu..ttipUeamo-6 la pJt-<-me!ta columna du d eJtm,[nan:te ( 1) pO!t 
do.6 y u !tU u.ltado .to .6 u.mamo.6 a la .6 egunda eo.tu.mna tene.mo.6 : 

3 6 

4 

¿Qué. Jtei.au6rt g eom U!t-<-ea tiene ute pevtal.ei.ogJtamo eon de la 6-[g u.Jta 1 ? 

Rupuuta. -----------------------------------�--------------



X 

TI I) Et ddeAm-in.aJU:e -tamb-ié.n .6 e puede emp.te.M. pa.Jta c.a.tc.u.ta.Jt vou[menu, c. amo 

' 

' 

1 
' 

/ ...... ------ ----

T 
4 

l 

;U¡_ado, ¿med-ian-te qué d eJun-in.aJU:e u 

po�.:>-ib.te ob-ten� �.:>u va en? 

lj 

Rupuu-ta: 

E.t va .turnen u de un-idad u de va fumen. 
----

E J E R e I e 1 O S P R O P U E S T O S 

(Continuación) 

26.- VdeAm.i..na_ u númvw de -inv�-ionu y, de I.:>VL po�.:>-ib.te, .ta c..t e de c.ada un.a 

de J:..cv., úgL4 e.n-tu f::leAmLáauone.�.:>. 

a) (5, 3, 6, 1, 4, 2) 

b) (1,2,3,4) 

c.) (7,6, 5,4, 3, 2, 1) 

d) (7, 3, 5, . . . , 2n- 1, 2, 4, 6, . . .  , 2n) 
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27.- La definici6n de determinante, a la que se refiere est ejercicio, es la 

que presentan los profesores E. Solar y L. Speziale en su ibro "Algebra Li

neal", páginas 428- 430. 

Sea A = [ aij] u.na. mat.Júz de OJLde.n 5 x 5. 

AL c..alc..u.ta.Jt de,t(A) de.. ac..u.eJr.do c..oYl. fu defr[rU.u6Yl. de.. de;teJl..m,L nte., J.>e.. ::U..e.Yle. q¡Le.. 

a) Et de;t (A) eJ.> la J.>u.ma de 2 5 pno du.c..;toJ.>. 

&�o [] veJl..dadeJw D 
b) Lo J.> p11..o du.c..;toJ.> e¡ u. e.. c..o y¡;t¿eYl.e..Yl. a loJ.> elemento J.> a1 1 y az z p!7..ec.e..d,LdoJ.> de.. l.l,[g-

vw YJOl.>..i..:tÁ..VO l.lOY!.: 

&aüo ID 
Yl.e.ga::U..vo, l.l e debe c.u.mplli qu.e: m = 

all o 
an azz 

A = 

a:n a32 

a41 a42 

V eJl..dad eJl..O 

Jte..c.e..d,Ldo de.. f.l,{_g Yl.O 

y n = 

al3 a14 

o o 
o o 

a43 o 

2 9. - Calc..u.ta, a p::ur.;UJt de la de..fr[rU.u6 Y!. de de;teJtmbtaYI.te.., d ( B) f.l,{_ 

o o o 
o o 1 

B = 

o 
1 • . . 

nxn 



30.- Obtén. do.6 ma.:t:JUc.u, B= (bij] y C= [Cij], ambcu., de_ oft e_n. 3x 3 tal..e.-6 
qu,e_ e_n. .6u..6 do.6 p!thne.Jto-6 Jte.n.g.ton.u .6e. c.ump.ta. qu.e_ bij = C.ij = a.ij, y qu.e_ ;., e_ c.u.mpla. 
.tamb,U .. n. qu.e_ de..t(A) = de..t(B) + de..t ( C ) don.de_ 

A J; -; :] t-7 5 o 

3 il • - S ea.n ,tcu., ma.:t:JUc. u : 

[i o 

;] [: !] A = 3 B = o 
2 o 

Ca.tc.u..ta.: 
a.) de..t(A) de..t(B) b) de..t(A Bl 

3 2 • - S ea.n. fu-6 ma.:t:JUc. e..6 

lj 

a.) Cal..c.u..ta. AB, BA, ATB, ABT, ATBT, BTA'I' 

b) Cal..c.u..ta. de..t(AB), de..t(BA ) , de..t(ATB), de..t(ABT), de..t(ATB) y de..t(BTAT) 
u.:UUza.n.do p!top-Le_da.du de_ .to-6 r!e..te.Jtm-Lna.n..te-6. 

3.3.- U;.,a.n.do la. Jte.gla. de SaJUw.6, c.al..c.u.la. to.6 de..t�n.a.ntu de_ t .6-C:.gtúentu ma. 
t-uc.u: 

a.) A = [ a.+b-L 
-b 

c.) 

2a. ] do n.de_ a., b E lR 
a.-b-L ' 

7 l + don.de a., b E lR 
.to g ba. , 

; ] don.de_ 
7 , 

7 13 ' z=z---2--<-
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34.- Calc.uta. u de;te;l..m[na.vr.te de c.a.da. una de · R..cu .ó .ig tU. evr.t e-6 m c.e-6: 

2 --1 3 3 2 -1 3 2 

A= 
2 2 --1 5 -2 o 3 4 3 

-3 -5 -8 B= -3 -2 o 

-1 -1 2 -2  2 4 1 o 

1 -1 2 o 

a.) Po !t. u mU:odo de c.onden6a.c..i6n pivota!. 

b) Po !t. e.-t mU:odo de .ta. ma.:t!U..z Vúa.ngu.ta.!L. 

35.- E.t volumen de Uit :te.:t!La.e.d!Lo c.uyo�:; v�/l..:t-tc.e-6 Mn P1 (x¡,lj¡,Z¡), P2 (x2,1j2,z2l, 

P' 3 ( x 3 , y 3 , z 3 ) 1J P 4 ( X4 , 1J 4 , z 4 ) e-ó:tá dado potL e..t valotL a.bM.tu:t de. V ,  donde. 

Zz 
V 

U.u.L<..za. e-ó:ta. 66tLmuta. pa.tLa. c.a..tc.uta.tL u volumen de. un :te.:t!L e.d!Lo c.uyo�:; véAti 

c.e-6 Mn: (-4, 6, 3), (8, -3, 5), (4, O, -1) IJ (5, 3, 9). 

36.- La. e.c.ua.c..i6n de. ww U!Lc.un6 e.tLe.nc..ia. que. pa.M pO!L Vte-6 puvr.t J.; P 1 ( x 1, 1J 1 ) , 

P2 (xz, ljz l lj P3 (x3, lj3) pue.de. e-óc.tL.ibhriJe. e.n .ta. 6otLma.: 

xz 
+ r¿

2 X lj 

2 2 
xl + lj 1 X¡ ljl 

o 
2 2 

Xz + ljz X2 ljz 

2 2 
X3 + lj 3 X3 lj3 

a.) Comp!Lue.ba. que., .ta.�:; c.oo!Lde.na.da.�:; de c.a.da. uno de. .to�:; puvr.t J.; P1,P2 1J P3 �:;a.ti!:; 

6 a.c. e.n e-6 :ta. e.c.u.a. w n. 

b) Ob:téVL .ta. e.c.u.a.u6n de. .ta. c.-ú1c.u.VL6 e.tLe.nc..ia. que. pa.�:;a. po!L .t 1:; pun:tM (O, O l , 
(3,6), (7,0). 



3 7. - Ca.R.c.ula el. de-tVtnú.nanJ:e. de. .ta ;.,J..guie.VL.-te. mcU/úz: 

38.- Sea 

H = 

[: 

-4 
-4 1 1 

A= -4 1 

-4 

b 

n 

o 
1 

-4 

Vado que de-t(H) 1, c.ai..c..u.ta el. de-teJunJ..nan:te de. c.ada una de .ta.6 

:ÓÚC.e6: 

[ 3a 3b Jo
] Be ra:J 

b 

a) A= ; o 2;3 b) 4b 

1 -3 -3 

39.- Ob:tén e..t va.R.oJt de. b, b E lR, pMa que. 

1 

1 b 

1 b 

b. 

=- 27 

4o:] c..) C= 

-3 

40.- Ca.tc..u.ta el. de-tVtmJ..nanJ:e de .ta ;.,J..g!UenJ:e mcU/úz de. oJtde.n n x n 

B = 

2 2 2 2 

2 .3 3 3 

2 3 4 4 

. . . 

2 

3 
4 

2 3 4 5 • • • n 

--

61 

fl-i.gu--c:e.Mu ma-

- 7 b-1 

";] 3 o 



6') ,_ 

4 7 • - S ea .ta ma;tJr.ú: 

p = [; o =J 
VueAm-Lna R-o-6 va.loJtell de. a y b paJta que. 

.tJL(P) = du(P) 

4'2.- Ob.tén .ta adju.n;ta de. cada una de. R-M -6-Lgu-Le.n.-te/.l ma-t!úc. 

4 3.- Ob.tén .ta -LnvefU:Ja de. c.ada una de. lM -6-Lgu-Le.túell ma-t!úc. 
de. .ta adjun-ta. 

empR-eando u método 

[ •enx CM X] 
F = [: o 

;] G = [� o 

-��] a) E= b) o e_) o 
C.0-6 )( -/.)en )( 

-4 '2 -7 3-L 

donde. _¿ = r-r 

44.- S-L 

y B = A - ),.7 3 

donde. I 3 e/.l ta ma:tuz -Lden;ttdad de. omle.n 3 y A un ellc..a.laJt, a.lc.ul.a .todo-6 R-o-6 va 

!OJte.-6 de. A que ha_c_,en que .üt m�z B .6 ea -6-LngutaJt. 

45.- PMa u -6-L.6.te.rna de. ec.uauonu üne.aR-u 

x1 - '2x2 + X3 '2 

-'2x1 + 3x2 - X3 -7 

'2x1 - 4x2 + X3 O 

ob.té.n u vaR-oJt de. x.2 empR-e.ando R-a Jte.gR.a de. CJtame.Jt. 



].,- 06-t.út et Jte-óuft.a.do de lM ¿¡¡9 ui.en-tu opeJUtuonu : 

-1 o 

o - 1 

[; 
2 

] [;]= [2 o 4 o] 4 o 4 

o 3 3 -1 

2.- Un.a rra.Vúz c.uadJtada. A óe. Uama id1empotente ú .. A2 = A. ·úolJ11,{,.na M .. 
.tct6 ll{gui.e.n.:tu ma;(j¡_.¿c..u ll on -tde.mpo:ten-tu. 

[ 25 -20] 2 - 2 -4 
al M = b) N = -7 3 4 30 --24 

-2 -3 

3.- Vadaó ia6 mcU:JU..c.u : 

3 -1 5 2 3 o -1 1 2 o 1 1 1 
A -1 4 o B 2 6 1 -3 4 = 1 1 

--------------- � ---- ----·-
-2 o -7 o 5 -7 -2 1 o o 1 1 1 

o o -4 1 o o ' ' 

o b.t:m 1 pO!L pcur:t:iuo nu 1 e.t p11.oduc..:to AB !tU pe-tando la pa4U.u6 n -tmüc.ada. pMa 
B. 

4 • - S ea .ta rna.:tJU.z 

1 1 

A = [-���--L���-] c..on A2 2 [ O 7 x ¡ 

A21 ¡ A2.2 3x3 
1 

1 : -3 4 
1 1 

y llea B = o : o 
--- .J ___ -------1 1 

1] : 1 2 
1 1 
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S{ con la pcvr;Uu6n {ncü.c.ada .6e ;t_,[ene que la mul.:UpU u6n pO!t pa.Jt
Uu6n AB = C JtUuLta .6eJt 

1' 
11 

C11 : c12 
1 

e = ------� ----------
1 

: -3 2 
j 
1 

5.- Sean: A una ma.Wz ¿,.(_mUJt.<..c.a de. oJtde.n n; I .f.o. ma.;t.Júz {de.n:Udad dei. 

mi.ómo oJtde.n. Ve.mue..6� que. 

6.- S{ A u u.na. mabúz {dempo:te.n;te. ( ve.Jt ej e.Jtuw 2, pág{ 63 l, o b:tén la ma 

:tJú z X t.a..t q u. e. 

X= 1 {A"-A2) + 1 {A3 +Al T T 

7.- Pa.Jta la ma.;t.Júz 

G = o 

o o 

a) Ca.tc.u.la G2 tJ G3 

b J I ndu.c.e. u. na. expJteJ.>,w n paJta Gn , V- n s IN tJ demu.u a '-'u. va.t.(_de.z. 

g.- al Vemu.u:t.Jta qu.e. el pJtodu.c.:to de. do-!, mrU7r;.c.u OJt:togo 

o Jt:to g o na.t. 

:ta.Jt.(_a • 

b J Vemu.u:t.Jta qu.e. fu ,útve.Ma de. u.na mabúz u.� e6 una. mabúz u.vU_-

9.- Vemu.u:t.Jta qu.e. ¿,_¿ AB BA, e.n:tonc.u: 



10.- .S-i 

A-- [51 4
2 ] 

.tat que. 

donde.: 

, ob.tw Wta ma:Oúz P no .ó-tngutaJL 

1 -e= T A, p.[: :] 
12.- Ob.tén una ma.Vúz X que. .óa.:U.ó6aga la e.c.uau6n rna;t'Júc-la.i 

donde.: 

V= 

A 
= 

[ -9-

-4 

5 

o 

-1 

V + 

2 5 
3 -1 

AX e 3 CT + BT X 

e [ -! o 

2 
B = 

! ] 

-1 -3 o 

o 
2 

-3 

-1 -6 -15 
13.,- Obtén la matJúz X, J.J-i. e.w.te., tal que. 

ex = B + zvx 
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donde. 4 
B --3 

-7 

o 
3 

71 

3 

o 

z 

IJ V 
-7 

4 

z 

:...¡ 

o 

1'4.- Obtén fa ma.:tJúz X que. ¿¡a:tJ..óf¡ac.e fa ú.gt..úe.nte. e.c.uau6n ma.:tJúual. 

XA2 -· bt(X) V = XBC + bt(V) X + det(A) E 

donde. , 

A'" [-1 41 B " [ 5 21 e" [ 1 � V" f4 � f r5/9 O 1 
-2 - d . -1 -sJ. -1 J. lo 3j. l o - 1/� 

15.- s;.. A el> una ma:tJU.z no ¿¡;__nguiaJt y k e6 una c.oMtan:t cüf,eJte.nte. de 
c.eJto, demuelJ.tJtct que:: 

17.- Vemiti'.ld.Jta. que. el detet/JlÚ.nan.te de una rna;t.fúz o!dogonai .ó ;..gua! a ± 1. 

1 8.- Vemuu-tJw qu�·- el. dete.Jtm�n:te de una. ma;t.túz ;..dempote e u c.eJw o uno. 

(V e!t c.j e/tuc..w 2, página 63) • 

79.- Vadct.ó ia6 .óíctvi..eJtt('....b aMJtmauoneó, e..óc.JU.be en el paJt e..óÁ.Á c..oMe..ópon-
dl..e.nte. una V .o.-i .1 ,, •. 1(/.Nnau6n e..ó ve.Jtdade.Jta 1J una F .ói nal.óa: 

J.mo.gbwJ',./J' ptL' .. o. - - - -- - - - - - - - - - - - -



b) 5-L A e..ó una mwúz de oJtden n y Cl. e..ó un uc..al 

en:to n.c..u : 

c.) S,[ A e..ó 

e.n:to nc.u : 

d) S,[ A e..ó 

det(o. Al = o. 
n det(A) - _.. - -

una mwúz Cl.lll.áM..da c.on númeJto.é 

det(A*) = deJ.:( Al - - - - - - -

una ma;tfúz c.u.ad!ta.da., no .Mng u1aJt, 

det(A) = det(A-1) - - - "':"' - - -

- -

e.} S,[ do¿, nil.a.-6 pa.Jta.te.iM de una ma;t.Júz c.u.ad!tada A 
pitO po!tuona.i..u en:tlte ¿,,{, en:tonc.u det (Al =/= O -

ZO.- Vemuubta que: 

a) det( Al = deJ.:(AJ 

- - .. 

- ·-

-

-

b) S-i A u an:t,[hvarU;tta.na, en:to nc..u det (Al u un úmeJLo Jte.ai.. o 

,[mag,[nauo puM. 

21 • - S e.an A = [ a . .  J y B = [ b . .  J maJJúc.e.ó .:tJr..,langutaJt 1> upe.Jt,[oJr.e.ó de 
. l.J l.J 

oJtden 2. ¿Qué c.oncU_c.;_6n deben ¿¡a:üi,6ac.e.Jt ¿¡u¿, etemen:tM paM que 

det(A + B) = det(A) + det(B)'? Ve.Jt,[6-fc.a .ta Jte..óptLU:ta c.on un jemp.to. 

2 2.- Ob�én u valoJt máruo de.t deteJtJn,[_nan:te de. �eJtc.eJt aJr.den que e.ó�é c..onl>-

�u,ldo ¿,6-to po!t eteme.nWll iguale.ó a O y -2. 

Z3.- Vemue.óbtct que u deteJtminan�e de �oda ma;tfúz anti¿,-fm 

impa.Jt e.6 nuto. 

4 

4 

A = 

4 
nxn 

c.a de oJtden 
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:2 5 • - Empleando úrúc.amen.:te ¡Ytop-<.edad� de .toJ., de;teJun-i.nan.:t� , d �v.1bta qu.e 

(2m 
_ 2-m) 2 

(2
m + z-m¡ 2 

2 

(2n 
_ 2-n) 2 

(2
n 

+ 
z-n¡ 2 

2 o ' m, 'pt.l 

(2p _ 2-p) 2 
(2P + 2-p) 2 2 

26.- Ca.tc.u..ta e.t ddeJttn-i.nan.:te de .ta .6-i.gu.l.e.n.:te mabt-<.z de ofLden n x n 

27.- a) Vemu.�bta. q1-Le 

• 1 

o 1 

o • 1 

o 

b) ¿ Cu.án.:to va.t12. pMa n = 2? 

28.- Todo pol-<.nom-<.o.de gJLado n 

n-1 p(x) = anxn + an-1X + • • • + ax + ao 

O pMa ;todo n > 2 

.6e pue.de exp!L�M m!UUan.:te .ta JLepJL�en;tau6n JLedangulM de u.n de;te.JmJ,[n.a.Y!}:e 
de o!Lden n + 1 : 



p(x)= 

X 

\ . 

X 

donde. .todo!.l -f.0-6 e.teme.nto.t> de. .ea ciiagona.l p!Únupa.t va.te.n x c.o e.xc�e.pwn 

de)� Ueme.n.to da p!UÍnelL Jte.ng-f.6n tj de. .fa jYVÚnelLa C.O-f.umna¡ .todo-6 0.6 c.i.eme.n.to¿ 

de. ta cüagona.l -i.nme.cii.a,ta. -i.nfielL-i.oJL a la cüagona.t p�L-i.nupa.t vate.n uno y .todo¿, 

-f.M., demáf., ueme.n;to¿, qu,e. no apaJle.c.e.n vate.n c. elLo. 

a) Re.pJLU e.n;ta et polinomio 

q(x) = Jc'+ -5x3 + 3x2 + 9x 

b) Se.a fu ma.ttúz Q(x) la e.xp!LeJ.J-i.6n !Lec.ta.ngufu!L obtenida e.n u .i.n-

c.i..J.,o an;{:e.JL-i.OfL; ¿ paJLa qué. va-f.O!Lv., de. x, fu ma.t!L-i.z Q( x) v., J.>-i.ng aJL ? 

c.) ¿ Cu61..v., Mn -f.a¿, tr..cúc.u du polinomio q ( x) ? 

.6 e. puede ob.te.ne.JL a pcvr,t.éA de. fu e.xpJLu-i.6n 
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(»-]Jf -(»-Z)! 
1 

1! 

U:Uüzando fa exp.!tUiÓVL ante.ltiOJt y u mé;todo de c.oVtd Mac.i6Vt ha.6ta Jteduc.i.lt 

a dete.ltmiMVL:te-6 d(� 0.1tde» dM , obté.VL toJ.> té..ltmi»o-6 a 3 y as 

30.- Sea w ec.u.acL6VL 

LM !LCÚc.U c.ompte.jM de ta ec.u.acA.6VL a»te.ltioJt tie»e» t paM:e. Jteai »e.gativa, 

J.>i y J.>6to J.>i J.>e u¡,ti.J.>6ac.m tM J.>igu.iefttu c.o»dic.io»u= 

a1 >O, 
a o 

a1 a3 O 

ao az O >O 

O a1 a3 

VeteJtmiM pafw. qué. vaioJz.u de k ta e.c.u.auó» 

( 3 - k)x
3 + Zx2 + (5 -Zk)x+ Z =O 

tie.»e to dM J.>M Jtcúc.u c.omptejM c.o» pa.ltte. Jteat »egativa. 

31 . - La J.> uc.uió» nu.mWc.a de FiboMc.c.-L u u»a J.> uc.uió» tal que c.omie.Vtza c.o» toJ.> 

11Ú.meJtoJ.> 1, Z y todo VtúmeJto J.>igu.iente u ta J.> u.ma de toJ.> do.6 ante.JtiOJte-6. EJ.>to u 

1 ,2,3,5,8,1 3, ... 

U Vt- MimO téJuniVLO de. Uta .6Uc.U..ú5VL U.:tá da.do )'JO.It 



1 

-1 

o -1 

o o 

o 

o o o o 

o o 

o o 

o o 

-1 vt X vt 

32.- a) Vemueó.:ttta. que .ta ma:t!U.z adj uvtta de uvta ma:UU.z hJ.mUlu:c.a eó .ta.mb-tévt hJ.m�. 

;t�c.a. 

b) Vemueóbta que .6-t A IJ B .60 vt ma:t!U.c.eó c.uadJtadM de oJtde.vt , e.vttovtc.eó 

adj (AB) = adj (B) adj (A) 

3.3.- Sea A uvta mabt-<-z vto ÚY'l.flulM de oJtdevt n. Vemueóbta que 

a) A • ad j (A) = 1 A 1 1 n , donde. In eó .ta ma.:tJr..-<-z -tde. dad de. oJtden. n 

b) ladj (A) 1 = 1 A ln-1 

N'ota: 1 adj (Al \, J:epresenta al determinante de la adjunta de A 

34.- Vemuu.:ttta. ('ue. -6.< A u ima mabt-<-z no .6-tvtgu.tM. de_ OJtde.n n, e.vttonc.u 

\ "-'-' e./t e.r.v<..a. · 

, (n-1)2 
;adj (adj (A) l\ = 1 A \ 
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��arnen 

1.- Vada.-6 la;., ;.,-i._guú.JtteJ., aM.Jr.mauon.eJ.,, eJ.,cJUbe. e.n el pa.Jté.n;, eJ.,_{_)., c.oMeJ.,pon.d-te.n:te., 

un.a V ;.,_¿ la a6-Uunau6n eJ., veJtdadeJta. fJ pn.a F ;.,_¿ eJ., 6al.;.,a. 

Sean A u B dM ma:tJúc..eJ., c.u.adtc.ada.-6 del m_{_}.,mo anden, A B; ;.,-tempne .6e c.u.mple 

que: 

a) ABA B2 = A2B3 - - - - - - -· - - - - - - - - - - ( ) 

b) ABA2AA4B2A =ABA7B2A - - - - - - - - - - - - - ( ) 

c.) (A BIT= ATBT - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( ) 

d) S-i._ B =A- AT B eJ.¡ aVl.ti..6-tm U!U_c.a - - - - - - - - ( ) 
' 

e.) ( BA) =B A - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( ) 

2. - Vada.-6 la.-6 m!Wuc.eJ., 

tj Mb-te.n.do que. A- B = V-1 , o bté.n la ma.t!U..z X tal que.: 

AXV- C = BXV 

Soluu6n: 



3.- Vada la ma;t.M. z A= [aij], donde. 

,..1 2 3 4-

A = 
o -1 2 4 
3 1 o 4 

._4 -2 1 4 -

3. 1) U me.nOil de.! e.le.me.n,to a34 UJ.tá dado p0!1.: 

3. 2) 

A) -4 B) 28 

La fLUJ pue-6-t':a c.oMe.c.-ta e-6 - -

U c.o()ac.-t:Oil de.! e.le.me.n,to a3., 

A) -31 B) -28 

La fLe.J.> puUJta c.oMec.ta e-6 - -

C) 31 

- - - - - - -

utá dado po!L: 

C) -4 

- - - - - - -

V) 1 

- - -

V) 31 

- - - -

1 

1 

b 
1 

1 

3. 3) Empleando e-t mé:todo de. c.onde.Mau6n y dUJaMo,tlando obfLe. la c.ua!Lta 
c.olumna, u de.t (A) e-6 : 

A) -124 B) 120 C) -120 V) O 

4.- Vada fu mOvtJ¡__¿z adjunta de. fu mOvtJ¡__¿z A y una c.olumna de. fu 1 OvtJ¡__¿z t!LaMpu� 
ta de. A: 

adj {A) • [-: �; -i J 
obtén: 

a) det(A) 

b) A 
1 
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2q + 4ft + 2.6 + 2a:t 4 X + 2y + z + aw = 2 

2q + f7.. + 2.6 + :t o 2x + lj + 2z + w = o 
A 

2q - f7.. 3.6 3S:t = - 1 B: 2x 3z 3SW = -1 + - y + -

-q - f7.. + 2.6 - :t = - 3  -x y + 2z w = - 3 

donde. a y S J.J o n c. o M:tan:te.J.J . 

Sab�endo qu.e. ef de:te!1.mf_naJil:te de .ta m�z de c.oeMuen:t de.J .. ¿�:tema A va.te 

-2 2, c.a.tc.u..ta u va.-C.of7.. de. w de..t J.J�:tema B emp.te..a.ndo .ta Jte.g.ta de. C!tame.Jt. 



E�•tr�1eturos 

illgebroieo · 



"L�L<� nnte.má:t.A.ca;., no utud-ú111 .to;., obje;to;., ;.,{no 

lw� lLelauo nu e_ntlLe_ Ji.o;., o b j uo-6 j pM tanto, 

.te.,� v., �nd�t)efLe_n;te_ tte_emp.taziV1 u.rw-6 obje_to¿ 

pO!l. o;{J¡_o¿, cD n ,tfU_ que. no camb-Le_n .tM t¡e_jl_a

uonu". 

H. PoútcaJrL 
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tfxanze,n 
1 

f!iJia!fnÓ41ico 

. A c.oYL-U�uauón J.>e. y.J!z.ue.ntcm a.tgunM p!Le.guntM J.>ob!Le. ante.c.e.de.ntu, paiLa ut!::_ 
d-<_wc u te. c.ap.Uuto. T !Lata de. c.ontutcUL.f_cv., tJ compMa tM !Le.-6 pue.J.>�M c. o n .f.M p!L� 
-6 e.n;t:a.da-6 de.-6 puM de. .f.a-6 p!Le.gurWL6. S,i. .ti..e.neó dudM, ,i.¡t;te.nta e.-6 ure.c.e.tz..tu .f.e.ye..n 
do f.o 0 te.ma-6 que. -6 e. J.>ug,i.e.!Le.n e.n R. a b,i.b.UogJLa ¿,[.a p!Lo pu ef.>ta. a.t Mna.f de u te examen. 

1.- EJ.>c.JUbe u conjunto que. �e.J.>u.fta de. e&e.c.tu.a!L c.ada una de. .f.M J.>-!:.guúntu ope.!L� 

c..lonu J.>,{_ e.f. conjunto de lo-6 ,�¡e.a.fe-6 IR u e..t conjunto wu.ve.Mo. 

a) ( 7l u�) 1 - m =  

b) (INn�)U(7l-lR') 

1 

2.- Compte.ta c.MJU? .. c.tamc.n.te. c.a.da wta de. .tM J.>,i.gi.Ue.ILte.-6 p!LopoJ.>,i.uon� . 

e) La le.y c.a.nc.c.ia.Uva paiLa Ca ad.<uón de. núme.JLo6 na.tuJLa.f.e.f.J lN e..f.Jtab.te.c.e. que.: 
.lJ- a, L1, c. dN 

1 b) E.t c.onjwz.tc.· de. fo-6 nú.me.Jwf.J e.l't-te'Io6 71 c.u.mp.[e. .[M -6-igt.Ue.nte.J.> pllo¡:úe.dadu bá 

J.>,i.c.a-6 ¡xv-ca .fa ad-<_uén: 

c.) La .fe.y Moc...ia.üva pcvta ta. a.d�c�6n de.. ruifn��o.,\ -'tctCA.ona.tc;., d-<_�e que.: 
.lJ- x, y, z e� ---------------------------r--

d) Ee. e...C.e.me.nto -<..cié.1tt..ic.o ¡:MC' fa muLupücClc..ió11 de rtúrr,e..�o-6 c.cmp e.jof.J e..6: 

3.- E.suc-<...be e.n cada pa'!é.ntesü un SI c.cw1tdv /a {.w�c{éa ,�e.J.>pec...Uva A e.a de...C. tipo 

me.nc-<..onado o wt NO '-',¿ no e6 de e.se üpo, dc.nJc.. tí :IR- IF,. 1 
HJYECTIVA SLI'F.i'YECTiv7� 1BIYECTIVA 

a, 6(x) 5 X+ 2 C. S 

b) _c¡(..tl 2t e.ó 
c.) g ( x) xz - e..� 
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RESPUESTAS 

1 • - a) cp = { 

b) il 

} 

2.- a) a+ b = a+ e �> b = e 

b) CeNtadUJLa, a6oua;t[vidad, eonrnt.Lta;t[vidad, ewtenu de uemento idén 

tieo' ewtenua de inveJt!.lo.6' eaneuauón. 

el x+ (y+ z) = (x+ y) +z 

d) 1 = 1 + Oi 

3.- a) (SI) 

b) (SI) 

e) (NO) 
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#nl�toducción 

-

E! objruvo de. e;.,.te. .te.JLc.e.JL cap.{;tuf_o u u.tu.cLi.M u conc.ep o de u.t!Lu.c..tu. 

Jea a!g e.b !LcU c.a . 

En noJUna ge.ne.JLa.C <>e. de.M.-ne. u.na u.tJLu.c..tu.JLa a!ge.bJLcU.c.a como 

U qu.e. '�.tán de.M.-rúdM u.na o m<Ú ope.JLauoVI.U. LM u.t!Lu.c..tu.JLM 

u.tu.cLi.cvte.moJ.> e.n. v.,.te. c.apUU..Co J.> on : g!Lu.po, arú.t.to y c.ampo o 

p!o, u conjunto de. lo<> núme.JLoJ.> e.l't.te.JLOJ.> con. !M ope.JLac.ionv., de. 

pLécau6 n u u.n arúUo . 

u.n c.onju.n.to e.n 

g ebJLa-i.c.cu, q u. e. 

po. PO!L ej e.m

cü.uón y m� 

LaJ.> v.,.tJLu.c..tu.JLaJ.> a.tge.bJLcU.c.aJ.> du empeñan u.n pape.! mu.y impo cu�...t,� en mu.c.ha6 

!LamM de_ !a uenUr.t como pO!L e.fe.mp.to: La .te.o!Ú.a de !a JLe.!a..t-i.vi ad, 6-Wic.a YL!::!:_ 

de.M, me.c.árúca c.u.án.t-Lca, �;ta.fog!La6-{.a, etc.. Sin embMgo, e.n u.t'� c.u.Mo J.>ó!o 

u�tu.cLi.Me.mOJ.> !M n.o uonu bli6ú.M de.! .te.ma. 

EJ.> .ta pode.JLOM he.Ma.;n{.en.ta ma.temá.t-Lc.a. nu.e. c.JLe.ada a ptinup 0).) de! J.>ig!o 

XI X, y e.n.t!Le a.fgu.vtOJ.> de. !o<> ma.te.má.t-Lc.oJ.> méió impo!L.tan.te.J.> a q u-Len. de.b emOJ.> J.> u. 

c.JL(�auón, pode.moJ.> Wa/L a Evevu'..J.>.te Ga.fo-i.J.> , b�an.te matemático 

e.11 u.n du.uo e.n 7 & 30 a -ta edad ele. 2 7 año<>. Ga.fo-i.J.> 6u.e. u ptinu 

!a .teoJÚa de. g!Lu.poJ.>. O.t!LoJ.> céJ..e.bJLu ma.temWc.oJ.> qu.e .tambié11 h-L · e.JLon con-tJr--ébu. 

uone.J.> en u.ta !Lama ele. !M ma.te.má.t-Lca.J.> 6u.e.JLon Au.gu.J.>Un Lo� Ca c.hy, S-LJL Whwr. 

Ca u .te y y Ni U!.> H e.ntik. Abe.!. 

A c.on.t-i.VI.u.auóVI. daJte.moJ.> u.n pa1101Lama ge.ne.JLa.f de la d�_;.,.tJL-i.bu. 'ó11 de u.te. c.ap� 

.tufo c.on u objruvo d'� ubica/L a.e .te.c..toJL. 

En pfL-i.mr¿J¡ .téAm-i.n.o' ).) e p!Leó e.n.ta/Lá u c.o rtcep.to de o r e.JLaué 11 -i.VI.aJrvéo. q u.e u 

eJ.> enua.f e.n u aná:.eMú de !a.J.> u.tJLu.c..tMa.J.> a.fg ebfla-i.caJ.>. Po<>.te.ti •f[.men:te., M. ana 

UzMán a.fgu.nOJ.> c.onju.ntoJ.> lj !a.!.> Ope.Muoau bin� qu.e. <>e. han eMruclo e.n u.fo¿ 

y, de acu.e.JLdo con !a.!.> pJtopJeda.du que. d--éc.haJ.> ope![.auonc.J.> poMan, M. de.t.eJcmú�DJuf 

a qu.é tipo de. e/.J.t!Lu.c..tuJra a.tge.bJLaic.a pw:enec.en, 

F btafue.n.te, en !a ú..t:U..ma pa!L.te. de.t c.api.:tu..fo .6 e e.J.>.tu.cLi.aAém o<> co ncep.toJ.> de 

<>ingu..fa/L impo!L.tavtua: -i..J.>omoJL6-i.J.>moJ.> y homomoJL6-i.J.>mo¿ en.ttte 9'WPOJ.> f cmilio-6. 
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In:tJr.oduwemo.ó ef. c..onc..e..pto de. operación binaria me.d.<.a.nte.. 

tuac..�ón �potét1c.a. 

E!ta et p�mVt cUa de. c...taó u e..n un g!tupo de. mate.mátic..M. Loé. a.tumno.6, d� 

pué;., de. un.a bJte.ve.. p.tá.t-i.c..a, M.t,écú:taJton a.e. p!to{¡uoJt que. tu �n · c..aJta .e.a fioJtma e..n 

que .to�.> c..aUMc..cuúa. La.ó c.oncLLuone..-6 quedaJton utab.teudaó de a .6�gtúente m� 

al VUJtante e..e. c..u.lc.6o �.>e hanán t!tu e..x.ámenu pMua.te�.>. 

b l Se c..a.tc..u.taJtá ,e.e_ p!tome�o P de. la.ó t!tu c..aUMc..auonu pMc.-i.a.te�.>. 

c.) At te..fLini._n.aJt ef. c.uMo .6e haJtá un e.xame..n Mna.t et c.ua.t opoJtuonaJtá 

ot!ta c..aUM c..ac .. i.ón E
F 

81 

d) La c..aUMc.au6n Mna.t Cp de. .e.a mat�a ;.,e. obte..nd!tá de a .6uma de.e. doble. 

det p!tome..dú P má.6 et examen {¡�na.t Ep , y �V�Me..ndo Jte..6 uUado e.nt!te.. 

3, u deU!t 
Cp = 

:ZP + Ep 
3 

el Toda;., .f.aó c.aUMc..auonu pMua.tu a;.,..[ c.omo P y Ep qu daJtán c.omp!te..nM

da6 en un.a u c.a.ta de. O a 1 O O • 

{¡) En .ta;., c..aUMc.auonu P, Ep y Cp ;.,e o�án .ta;., u{¡Jt de_&ma.e.u. 

Con et objeto de que uta�.> c.on�uonu que.de.n uMM p todo�.> .to;., afum 

no.6, y e.vdaJt Jte.c..tamac..i.onu po.6t�oJtU, ef. p!tofiUoJt e.xpU-6o ef. .6�g�U.ente. e.j e..m

p.to. 

Atwnno : Manuet Sánc..he.z H Vtnánde.z 

le.�. examen pMc..i.af. 75 

2o. examen pa!tc..i.a.t 30 

3e.�. examen pMc..i.a.t 68 

Po!t .to tanto, p 57 

Ep= 7'2 

IJ .e.a c.aU{¡ú.auOif'l Mna.t Cp 

Cp = . 
2(57)+72 

3 

u: 
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Anille. e-mM aho!ta c.ómo .taJ.J c.o ncüc.-to nu utab.te.udaJ.J e.n. u te ej e.mp.to -tnvo.tu.. 

c.Jtan, en toda �.>u. ex.-te.n�.>-tón., e.t c.onc.epto de ope!tauón. 

Según .ta de.M ,vU.uón. de. openauón b.{_n.aJt-ta, V.da u u..n.a e.g.ta que aJ.Joua a 

c.ada pa.lt de. e.te.me.n.to-6 de. un. c.on.ju..nto S, un te.Jtc.e.Jt e.te.me.nto vúvoc.o Uamado JteJ.Ju...t 

tado de. .ta ope.Jtauón. AhoJta b-ten, en nu..ut.lto ejemplo ant 'oJt .:t:en.emo-6 una Jteg.ta 

que. aJ.Joc.-ia a c.ada paJt de. v�toJteJ.J P y Ep un. te.Jtc.e.Jt va.tOJt, q e. de. ac.u..e.Jtdo c.on. .ta 

c.on.d-tuón. "d" u -tgu.a..t a 2P + Ep 
3 

Ademá..ó u:ta. Jteg.ta de a.�.>oc.-WUón u.tá de.Mn-tda. en e.t c.onju..n.to 1: 

S = { X 1 X E: 71., Ü < X < 100} 

pu..u to que tan.:to P c.omo Ep f.Jó.to pueden tomaJt va.toJteJ.J de.n.t.lto de. S (ven c.on.d-tuo 

nu e. IJ 6) . 

Po.lt .to tanto, en u te. e.j emp.to u tán p!teJ.J entu todo!.> .to e.temen.:ta�.> que. d� 

6-tnen. a u..n.a openauón b-tn�ta. 

s;_ denota.mo-6 c.on e.t f.>.{.mbo.to e a ,{'_aJ.¡ opeJtauonu que !.> de.ban. e.6e.c.tu..M c.on. 

P y Ep pa.!ta obte.n.e.Jt .ta c.ili6-tc.auón. n.{_na.t Cp ten.d.ltemo!.> que. 

Cp = P e EF 

donde .ta expJte.�.>.{_ón. P 8 Ep f.J-tgn-t6-tc.a 

p 8 Ep = _2P + Ep 
3 

( 1) 

( 2} 

La. ec.u..ac.-wn ( 1) no!.> btcüc.a que a .ta pa.�teja de. núme.Jto'-> P IJ EF �.>e .te Mow 

e.t númeJw CF de ac.u..e.Jtdo c.on .ta Jteg.ta 8. ú dew, e Jtep.lte-6 n.ta a .ta openawn 

b-tnaJt-ta. 

En. gene.Jta.t, e..t !tel.> u.ttado de una ope.Jtauón b-tna.lt-ta dep n.de de.t oJtden en que 

1.> e tomen. .to,�¡ e.temento,�¡. E,�¡to ,�¡e ha c. e patente en. e.e c.CUJ o de n.u..e�.>t.lto ej emp.to, ya 

q u..e en té.fW1,{_no,�¡ genVta.te.�.> 

P 8 Ep � Ep 8 P 

1 En toda la presente obra, representaremos a los números na urales, enteros, 

racionales, reales y complejos con los siguientes signos, re pectivamente: 

lN, 71., �.IR y a:. 



o bJ..e.n 
2P + E F 
---3- =1= 

2E + P F 
3 

POJt ejemplo !.lJ.. P = 57 y Ep 

2(57)+72 
3 

72 .te.n.emM que. 

=1= 
2 ( 72) + 57 

3 

An.a.ü.c.e.mo!.l ahona !.lJ.. la openac.J..ón. e u c.eJLJtada 2 en. el c.o Junto S. 

Pana que. la opcv'tac.J..ón. !.le.a c.e.JU!.ada debe c.ump!J..Me. que.: 

( P e Ep) E: S 

Ül O� patabJta!.l, pMa que. e .6M C.e.JU!.ada, debe. c.ump!J..M que la c.a..eJ..üJ..c.� 

c.J..ón. M/f!LU. Cp u .té c.ompJte.n.cüda en.t:Jte O y 1 O O y que. J.>e.a un. n.ú.me. o e.vl-te.Jto, pMa 

c.ual.uq u. . .i.eJ'ta P, EF E:S. 

Debido a ,C.a c.on.cU.c..i.ón. { 6) , la c.a.ü.üJ..c.ac.J..ón. Cp !.lJ..empne !.l á wt n.ú.me.Jto e.n.te. 

Jto. P011. lo .tan.to .6 ólo nu.ta .{n.vu.t.i.gM !.lJ.. Cp u.tá c.ompJte.n.d.i.da en.t:Jte O y 1 00. 

Su . .6 .t.i..tuyen.do en. la e.xpn e;.,J..ó n. 

P e Ep = 
2P + Ep 

3 

100 e 100 = 
2(100)+100 

-- 700E:S 

Lo c.ua,f. J..n.dJ..c.a que aun. ¡:una ,C.o!.l va,f.onu máx..úno!.l de P y EF el nuu,t.tado u 

menan o .{.gual. a 100. 

PJtoc.edJ..e.ndo de -igual 6o.tuna p1Jta ,C.o.6 va,f.onu m.{.núno!.l que. p ede.n. .tomM 

P y EF .tenemo.6: 

o e o 2(0)+0 = OE:S 3 

PM .tan.to, aun. pana lo.6 vMOJLU m.{.n<.mo.6 de P y EF el JLU 

J..g U.M a c. 0'1.0 • 

do u mayon o 

T aman. do e.n. c.uenta el Jtaz o n.amJ..e.n.to an..te_Jt.i.OJt y la c.o n.d.i.c.J..ó ( 6) , pode.mo!.l 

c.ortc.M.Jt que Cp !.lJ..empJte. .6e.Jtá w1. n.úmvw en,te.Jto x .ta,t que. O� x � 100, de. lo c.ua,f. 

C.OYl�O!.l que ,C.a ope.Jtac.J..ón. e u C.eJLJtada e.n. el c.on.jun.to S. 

2 lügunos autores consideran la propiedad de cerradura implíci en la defini 
ciéln de operación binaria; es decir, consideran que para que u a operación sea 

binaria, debe s uponerse de antemano la cerradura. 

8:3 
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Ve. a.c.ueJtdo c.on fu de.fi,[n<_u6n de. opeJta.c.J.ón �-úta.Jtia. , ú:ta pie., a. .6u vez, 

c.on la. de.Mniwn de. 6unu6n. En et e.je.mpto que. .6e. ha. p!Lue. do, pode.m0.6 d� 

c.l.Jr.. que. e e..6 una 6unc.i6n C.W:fO dominio e..6 S X S !1 et c.odominio e..6 S. Shnb6üc.a. 

m(:>.nte. uc.!Libimo-6, e : S x S --:)o-- S, pudiendo e.x.pJLUM también ( 2) de. la .6iguie.!!-_ 
t(:>. maneJta: 

8 ( p E ) = 
2P + Ep 

' F 3 

Ex.Mte.n a.tgurta�) opeJta.uonu bin.o.!L).M muy hnpoJtta.ntu d 

má.tic.M. 
o de. ta..6 mate.-

POJL e.je.mpto, e.n u c.onjunto V= { (a., b, c. ) 1 a, b, c. s IR} H. de. fi,{nen u produ� 
to escalar y u producto vectorial JLUpe.c,Uvame.nte. c.omo 

El p!Loduc.to uccala.Jt • , y u p!Wdu.c.to ve.c.totU.at x, .6on de. op� 

c<-onu bina.JÚM¡ e..6 de.U!L, .6ort d0.6 6Wtc...(.onu. En u p!Úme.JL c. o,e--t dominio u 

V x V y u c.odomin<_o '� IR¡ e.YL u .6 e.gWtdo, u dominio e..6 tambi n. V x V, pelLo u 

c.odominio u V. 

Co mple;ta. c.oMe.c;tame.nte. lM .6ig uientu afii!Lma.uo n.u • 

La. opeJLa.c.ión. b-i.n.a.!Úa. "pJLoduc.to uc.atM" cumple c.on. iM Mp-Leda.de-6 de 

·--------------y n.o c.wnple c.on. lM de.
---+ 

La. opeJLa.uón. b-üta.!Úa "pJLoduc.to ve.c:_totU.a.i" c.umple c.on. t p!Lop-i.eda.de-6 de 

t:f no cumple c.on iM de 

La. ex.pJLU-i.ó n. x. + t:f + z - 8 = O JLep!Le-6 enta., g e o mét!Úeamente, un. piano. E.6ta. 

n�ma. ec.ua.uó n. la. pode.m0.6 u CJúb-i.JL en. la. 6 oJLma. Z-= cp ( x., t:f) = 8 x. - y, pud-i.en.do 

oda. pMe.ja. oJLde.n.� 
z. Ve a.c.ueJLdo a. 

f�nton.c.u c.on.-6-i.deJLM a cp c.omo un.a. opeJLa.uón. b-i.n.a.!Úa, ya. que a. 

da. de. n.úmeJLo-6 JLe.a.le-6 (x.,y) '.le le. M-i.gn.a. un.o y .66-to un va.iOJL 

'�ta. opeJLa.c.ión. b-i.n.M.i.a cp , .6 e tie.n.e. que cp ( 4, 4) = 4 cp 4 = 

---+---
(-7) cp g = cp(-7' 8) = 

LM pJLOp-i.e.da.de.6 que .6a.ti.6 tÍa.c.e. la. m<:.óma. opeJLa.uón. b-i.n. cp .60n. ----

En. u e-ópa.uo .6-i.gu-i.e.nte.., uta.bte..c.e.. una. JLegia. de. M o ua. 'ón MbJLe.. u con. 



jun.to de númeJwJ.J que tú. eüjo.-6, tal que no c.ol1.6.ti;tuya w1a opeJLa ón bJ_naJU.a. 

Pa.Jta c.omptcta.Jt tcv., ac_t;_v_{dade.J.J que c.ort.tJUbuyaVL a ta mejot¡_ omptLe.11.6J_ón y 

aná.t/.J.JJ_J.J ele e.J.JtoJ.J conc.e.ptoJ.J, t!Lata de ILe.J.Jo-f.veJt -f.OJ.J J.J_{guJ_e.n;téJ., eje uc_,.(_o;.,. 

E J E R e 1 e I O S P P O P U E S T O S 

1.- Sean toJ.J c.onjunto.6 A= {a,B} y B= {7,2,3} 

a) Obtén u c.onjun.to A x A, e;., dec_J_J¡_, u p1Loduc.to c.aJLte.J.Jú.no e e A c.on.6;_go rrM 

mo. 

b) E.6tabte.c.e. una 1LV.:au6n 6 de A X A en B tai que. n: A X A- B Mfi une( ;íuncJ.tín. 

e_) EJ.Jtabtec.e. ww ILV.:auón g de. AxA en A :tai que. g:AxA-A 6ect una ;)unuón. 

d) ¿Son 6 y g opeJlauone.J.J bj_J1a/[jM? ¿PoiL qué? 

a * b = 3(a+b) JJ-a,bE:lN 

85 

a) ¿EJ.J * una opeJtac..(Ón b;_nc.ur.i_a? }lJ..6.t.LMc.a tu Jre.J.Jpue.J.Jta, \JCki1;;_ccnclo J.J_{ M!Ú.J.J 

6ac.e. ta de.MMuón de. ope.Muón bJ_J1a!¡_J_a, 

b) Caic.uta u ILU u.U:ado de.: 1 * ( 1 * ( Z * ( 3 * 4) ) ) . 

c.) v·ue.lwU.na .61_ a*· (b *c.) = (a* b) *c.; 1f a,b,c. e IN 
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3.- Sea el. c.on.ju.rúo T = { t 1 t = 311, J.J- n. s lN} y la opeJLauón b-LncuU.a ® de¿-Ln-Lda 

poJt: x ®y = Zx+Zy+6 J.J-x,ysT 

a) Catc.u.ta, c.u.o.ndo e!.J:i.:én de¿-Ln-Ldcu.,, .t'M opeJLauone!.J: 9 

b) Vemu.e!.J:i.:Jta qu.e la opr..JLauón ® e!.J c.e.Mada en T. 

c.) ¿EJ.J c.onmu.:i.:a;Uva la opeJLauón Q'!) en T? 

d) ¿E-6 Moua.Uva fu ope.Jtauón ® en T? 

6, 1®6, 3®3. 

4.- En el c.oYl.ju.Yt:i.:o IR J.Je de¿-Lne la opvwuón b-LncuU.ct ® de a J.J-i..gu.ú.rúe mane.Jta: 

b a @ b = a  

a) ¿EJ.J c.onmu.:J.:a.,üva la ope.Jtauón @ ? 

b) ¿EJ.J Moua;tf._va la ope.Jtauón ® ? 

J.J-a,bsiR 

5.- Sea11 loJ.J ;.,,().,temo.;., (A,*) y (B, t,) donde A =IR- {- 1}, 

Jtauonrv., * y 6 �.>e cle¿-Lnen de la J.J-i..gu.ú.nte mcmeJLa: 

a * b = a 6 b = a + b + ab 

a) Ve:f.:eJ¡m/n.a J.J,C * e!.J c.e.Macla m A y J.J-i.. 6 e!.J c.eJIJLada en. 

=IR - { 1 } 1j lM o p� 

b) En c.M o qu.e n.o ex-LJ.Jta c.eJI/r.adu.JLa, da u.n. ejemplo doYtde M. mu.e.J.J:i.:Jte fa 110 

ewtmc./a. 

c.) Obté.n d:: JteJ.) u.ttado de ( - Z l * (- Z l . 

6. - Vadcu., lcu., o pe.Jtauo ne.J.J b-<..n.cu-J.M o y 6 de ¿-Ln-LdaJ.J e11 IR JO!L lcu., J.J-i..gu_..;Cerúe.J.J !Le 

glM, 
2b- a, 

J.i-a,bsiR 
({ !::. b 2a- b, 



Cuctn.do en. un. c.onjun;to S '->C han def/Judo una o vaJÚM opeAa ·on.C'-' b.i.na!ÚM 
*, /';, . . . , !.le ac.o.6:tW11btta deno:ta;¡)'_o c.omo (.S, *, 6,. . ) y .6e d.<. e que. fM ope.-

ttac_.¿onC'-' *, 6, ... , de;te.ttm.<.n.an. e.n. S una estructura algebraica y que. 

(S, *, t:,, . . . •  ) C.6 w1 sistema algebraico. 

A c. o n;t.i_nuau6 n. :te p!LC'-' e.n;tamM un. e.j emp.to en e..t que. :ttta:tatt o.6 de. ilU.6:tfLatt 

e.f '�o n.c_ e.p:to de C'-':tfLuc_:tuM a.tg ebtta.<.c.a. 

Sea e..t c.on.jun;to M de ma:ttt.Lc.C'-' c.ua.dttadM de. ottden 2 de .fa tí ttma 

Ac))B= A+I+B 

do n.d e A y B M n. do.6 ma:ttt.<_c.C'-' wa.fuqu.i.e.tta 

údctd. 

E11:t1Le }JL.6 e-slJtuc.-1'11/LM a.tgeb!ta.A_c.M que. puc.de. tíottmatt e..t J.J..U 

má.6 ).mpoJtL'1!�Ch Mn fu de. grupo lJ grupo abel·iano. An.aUzatte.mo.!l 

.6U.6 pj¡_op.<_cdadc,s ú <P de.:te.ttmú.a. en M alguna de C'-':ta..s C'-':tfLuc_:tu!t 

a) En p�¡).mc!t :téJUnúw, ptto ba..'Lemo.6 que. .ta opeAau6n. <P e.-6 e_ 

jLLMO M. 

PcuuT e.::,.to, detí-{.n.amo.6 do .6 ma:ttt.{_ c. C.6 n.o patt:t).c.ufattC'-' de..t c.on.j 

/''1 o [:' :J. ["' Az = 
0 :J A1,A2EM 

lj opeJte.mo.6 c.o Yl e..t.e.M de. ac.ue.Jtdo a e)): 

t' :l [: :J.[:' :J ["'+ ;+a, 
A¡ q) Az = 

O b 1 + 

en e..t 

n;to: 

+b,] 

c.on. 
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Podenw;., ob�.Je!Lvevt que el lLeh.uLta.do eh una mo.;tJ¡,¿z que p enec:e a,t c_on.junto 

M ya que eh una mW/(,z cüa.gona.l c.on elemento;., eltte!Lo!.l. E!.lte !Lehu.l:ta.do ;., e puede 

,e_xp!Le;., CVt c.orno: 

b) I nvehtiguerno;., a.hMa. -6-i. 

OpVl.emo-6 con '� lado úque!Ldo 

1 + A2 + A3 + ZI 

Ope!LemM a.hotLCL c_o n. el .ta.do de!Lecho 

Uva.. 

e) CompiLo bemo-6 e.n eh te. -i.nc.-i.M la ewtenUa. del elemeltt -i.dé.Vttic.o, eh de 
Ch'l .fa. exM.tenc..La. de una ma:bt.ü ú.Vt-i.c.a. 

u== rau o 

J Lo bu 

ta..e que 

Aq¡U == uq¡A == A, lJ-At.M 

Pevta. ehto, co MJ.d e!Lemo-6 a la ma.t!LJ..z 

que !Lep!Leh evt.:ta. a c.u..a.lqu-i.e!L mat!LJ. z de M. 



L + 
7 + au O J A<PU= 
O b+1+bu , 

to c.uat, c.omo pue.de;., c.o pllobOJL, e;., 

,(_guat a U <P A. 

Ve. ac.ueJt.do c.on w de.Mrúuón de. ,{_dé.ntic.o, -t>e. de.be. c.u..mp.túL ·u..e. 

MU = U<PA = A, e;., de.c.JA: 

r +7+au O J O b + 1 + bu => au =bu= 

Ve. donde., 

U= r-7 OJ 
o -1 

que. pVLte.ne.c.e. a M; poll tanto, e · :te. u enw_nto 
-Ldé.ntic.o. 

d) Ew:te.nUa de. ueme.nto-t> -Lnve.Mo-t>. 

, , , 
.::3 A E M , :tat que. ; A <P A = A <P A = U 

Su..po ngamo-t> qu.e.: 

A<PA= 
., r + 7 + ai o "] o b+7+bi. 

to c.u..at, c.omo pu..e.d 

fa+ 1 + ai O J L o b + 1 + bi 
[-7 01 de. donde.: 

o -d 
-2 -a 

-2- b 
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[:.. ( Z + a) O ] 
- o -(2+6) Ve e.óta exp.lte/.J _{_6n podemoJ.� ob e.JLva.ll que A, ex�.te 

, y e/.> ú�ca pa.lla cada ma�z de M y que A pe.JL.tenece a M. 

B <P B, = rs 01 + [7 o] 
+ L7 � = [-1 o] u 

� -3J o 1 o d o -1 

HemM demM.tJtado que el J.��tema (M, <P) wmp.te .tM p.!top 'edade.ó de 

- e eJLJtadu.!ta 

- AM uativ_¿dad 

- Ewtene_{_a de uemento _{_dé_y¡,t_{_co 

Ex�tmua de uementoJ.� _{_nveMoJ.l 

po.!t .to que (M, <P ) eJ.� un gJtupo. 

PoJt otJto .tado, J.�e cump-Ce .ta p.!top_{_edad coYl.mutativa, e/.> deciJL: 

ya que: 

M cump� e .ta ca Y'.mutc!.Uv_{_dad ad_¿uo na.tmen:te_ a .tM 4 p.!to p_{_edade.ó ante-

J¡__{_oJte;.,, podemoJ.� cond� que (M, <P) e/.> un.g.!tupo coYl.mutativo (o g.!tupo ab�ano) 

Te J.�uge.JU.mof.. qu e a continuccc..--éón �¡ea.t_¿ce.ó .€.M activ_¿da e.6 c.omp.temen;t.a.JUM 

J.�_{_glúeVI.-te.ó: 



( H, q,) 

-r¡ J.' De.!.>peja. a fu mabciz X de .fa. ec.urJ..uón 

Ao Q X,<P U <P Ai = (A1 tt• A0� q, U,q; 

Re.!.>pue.!.>ta� X 
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9 J¡Lt pe a b ilia.rw 

II) Una ubw�c.:twca. má'.ó Mmp.fe que Jla de CJ!Ucpo u fu d semigrupo. Se. d.a 
e<l:te nomb!ce a.f J.J-i.ó:tema. (S, * ) que cu.mpie c.on do¿ cond,r�uone.!.>: La opvr_ac-i.ón. * 

e<l c.eJcJwda y eJ.> QJ.,ou'.ativa. en S 

Con.J.J:t!cu.ye. un J.J-i.ó:tema (S, *) qu.0". J.> ea u.n J.Jemig!cu.po, pe-"D no u.11 g!cupo. 

S = 

gt:.u.po eJ.>: 

III) Vo-6 tipM de J.Jcrn-i_g.'7.upo Mn el. semigrupo conmutativ y e.l semigrupo 
con unidad. E-é:tc..tí.l';túno :toJrtb-t&: e;, Hamado monoide3. 

En w1 J.JemigMpo c.onmu:ta/.ivo (S, *) !.>e c.u.mp.fe. el. J.Jigu.j_en;t :teo!cema: 

PaJea c.u.a..feJ.Jqu.j_eJw elemento,¿ a,b ES, J.>_{_ 0e c.onv.Lene que a. = Ct*a.* • • •  *a, 

en;tonc.u (ct * b)n = an * bn, donde n E IN. n veces 

:? 
e_, tr .-y ,j -�.ry::¡ -:�ut_or�S Jlan·:an r�onciclc• & l.�n SC:m.i r;r·Ll}X) ¡-·on unic�,]C�_ ¡ :¡l_··Tn�:-.J:.� llaman 

monolcir.: a cuaJ <luicr ,r::; istema (S, *} , J.ru·�cp(�ndif�:r¡ tC1rl(.:n t�<::: L·lc J .t:";: p;r�_ric·��;-.cl(';:_: 
gue satisfaga la operac�or Linaria * . 
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" 

IV) a) Lo.6 .6,l.6t.ema..6 ( JN, +) IJ ( JN, ·) Mn .6em,ignupo.6 c.o mldati..vo.6. EVI.-ton 

':e.-6, pana c.ual.e..óquüJta a, b s JN, .6 e tiene que, (a+ b) n = a.n + bn IJ 

[a • b) n = an • bn, .6-<..endo n s lN. 

(3·2)3= --

(3+2)3= --, 

---, 

---, 

de donde ( 3 • 2 J 3 

de donde ( 3 + 2 ) 3 

b) ¿Qué. pCVLte det enunua.do del teonema .6 e tiene. que. t Vle.f1. p!1.e..6 e.VI.-te pana 
c¡ue (a.+ b)n = an+ bn? 

Corno .6J..gu,.éeVi.-t(� a.mv,id.ad, pana nea.Mtunan lo.6 c.oVtc.epto.6 que h.a.6 a.pnend,ido, 

.te. ,invda.mo.6 a tnCLáUL de f1.e..6olve.n lo.6 .6,igu-<.ente..6 e.je.nuuo.6. 

E J E R e I e 1 O S P R O P U E S T O S 

(Continua ión) 

7. - S ea u c. o Vl junto A = { a. l a = T , x s � } 

De.teJ1JI1,[na .6,l u .6,l.6tema. (A,+) e..6 un gnupo a.be.üa.no. (La op a.c. .. Lón + e..6 la a.d,i 

12..-ló n de. lo.ó na.c.io na.fe.-6 l . 

8.- Con.6,lde.!1.a. u c.onjunto A det e.je.11.uc.io uno, pág,ina 85. 

Una neta.u6n 9, que .6 e. pide e.Vl u útc.úo c.) de. d,ic.h.o e.j e.nc.i o puede .6 e..11. la .6!:_ 
9 u-<. ente.: 

Ve.te.!1.miVta. .6-<. (A, g ) el.> UVl g!tupo. 



9.- En u c.onjun:to L= {yiy=J:.og x, x> O, x E IR} .6e de{úte fu o •eAac-<.ón b-LnCUl.{.a 
de. fu J.J-i.gue.n:te. manvu1: 

:V.x1,X2 EIR, X¡> , x2>0 

S-i. fa opeAauón O e-6 c.erJtada, aMc.{.a:üva IJ c.onmuta.t<:va, de.mu :tJta que. (L, O ) 

ell un g!tu.po ab e.Uarw • 

1 O. - EJ:. J.J{..6:te.ma (A, * ) , donde A = IR- { - 1 } lJ * elltá deMn{.da po 

a * b = a + b + ab , Jf a, bE A 

e.-6 un g!tupo. 

a) ¿CuáR. e.-6 u Ue.mef'l.;tO .{dén:t.ic.o de.f. gJt.u.¡:;o? 
b) ¿CwU e-6 u -i.YlveMo de g - ----z¡- ? 

c.) ¿CuéU. e.-6 u .{ YlVC.h-60 de -2? 

17.- Sea u .6úte.ma (B, *)donde. B= {a,b,c.,u} y * e-:dá deMvu ct de. ac.ue-'Ldo 
c.o n fu J.J.L.g u..{.ente. .tabfu. 

a) DUV1m-i.na ú pMa J:. opeAauón * 
* a b c. u e.xú:te: 

-
CL b c. LL a 1 • - e ('./l.!wd W!a 

b a u c. b 2.- Eiemen:to -idén:ü o 

c. u a b e 
3.- Lo-6 {.yt V eA-6 0 '� 

u a b c. u 
4.- M oc.).a.üv-idad 

b) ¿f¿, (B' * ) un g !tupo . 

72.- Demuc6tf1.a que. ex c.lemen.to f!CU.f)¡(' de un g!!upo e_¿, ÚJUC.C. (E-f. lC.V'...tO neu:t!to e.-6 

c•tMt {;oflJ1'Cl de. R.icmw!! a�� efcnrcP..fc .{dé.n.:t.{co) . 

13.- Se.a (G, *) Wl Wwpo. Vemue.6t!La que. fu e.c.uauón X *  a =b, ande. X e-6 fu 
úic.ógn{.tit IJ a lJ b J.Jon cle.me.n:toJ.J de. G, tiene M-f.uuón ún-Lc.a. 

74.- Vernue.-6-t�a que -6-i.. a u b J.Ja¡¡ do-6 e-femeJ1to-6 du g!tupo (G, *), e t-tonc.u 

(a*b), =L;* a'. 

( x, -6-i g n.i M c.a -<Y! vCJ�/� o de x ) . 

75.- Sea (G, *) WJ gtw¡�-o. Demuc/!J.ft¡a que J...f :xuw .todo at:G, a * =u, doVLde. u 

c..i> d: .úlfV<.t.ú.o de (e, * ) , CJdo nc. ell ( G, * ) e�� abc.Liww. (Sug eJten · L: LL-Ü.Ü.za 
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16.-Se.auJ.J-Ute.ma (B,*,(:J), donde. B={4m l m s�}, yw opeJtauonu * y e  

után def/.J:twaJ.J poJt: 

a *b=b+a 

aGb= 4-

Ca M-i.de,rw.ndo que ( B, *) u un gJr.upo abel.-i.ano, de:tM.m-tna .6-i. B, '", e) u un an-i.
Uo. 

17.- Sea u J.J-Utemct (a',+ l c.uya utJtuUL.uta u de. gJtupá ab 

una opeJLa0[6n * ta-t que: 

ct * b = K a b, lJ- a, b s � ( donde. K u e.nteJLo), 

a) de.mue.J.J-t.Jta que. e! J.J-Uterna (�. +, *) tiene utJtucA:u!ta de. a - o c.onmutalivo. 

b) S-i. K =  1 ¿Qué '�tltuc.twra tiene. u J.J-Ute.ma (�, +, *)? 

c.) S-i. K = O, de;tvun-i.na poJt qué u J.J-Utema ( 71, +, *) no eJ.J n dom-i.n-i.o enteJLo. 

18.- Sea M el. c.onjtLnto de. fuJ.J matJt-i.c.e.J.J e.J.Jc.a!Me.J.J de oJtden do , e..ó de.c.-i.Jt, 

M"/[: J 1 a c  m 

'VeteJtm,[na -6-i. (M,+, • ) eJ.J un dom-i.n-i.o enteJLo. (ConJ.J-i.deJLa a y •• c.omo .ta ad-i.c.-i.6n 

y mu.tlipUc.ac)_6n oJtd-i.naJt-i.M de. matJt-i.c.e.J.J) . 

19.- EC -6-Utema (A,,+, • ) eJ.J un arU.lio, donde. A={(a,b) l a, E ll:U, 

(a+ c., b + d) (a, b) + k, d) 

(a, b) • (c., d) (a c., bd) , :V. a, b, c., d E lR 

a) Vetvtm-i.na qué Lipa de. arUlio eJ.J. 

b) Ve;teAm-i.na -6-i. e.J.I wt dom-i.n-i.o e.nteJLo. 

ZO.- Ve:te/tm-i.na -6-i. f'! c.onjunto B = {0, 1, 2} c.on .ta-6 opeJLac.-i.o u de. "ad-i.u6n" y 

"mu.tt-ipUc.au6n11 clef/n-i.da-6 c.omo -6e mue.J.JtJta a c.ownuau6n e..ó un c.arnpo. 

+ o 1 z • o 1 2 
::= 

o o 1 z o o o o 

1 1 z o 1 o 1 z 

z z o 1 z o z 1 



Se.a.n do� gJtupM (T, 0), (S, 0), donde T= {x[ x t:: IR}, S= (x, 2x, 3x) [ x E IR} 
y -tM opeJta.ci.on� b-<.na:M.M 0 y 0 �e deMne.n poJt: 

x(F)y,=x+y, ..lJ-x,yt::IR. 

(x,2x.,3x)�� (0r,2y,3y) == (x + y,2 (x + y) , 3(x+y)), ..lJ-x,yt::IR. 

Ve.Mnamo� -C.a fÍW1.ci6n b-<.yec;Uva. 

fÍ(T, 0 J-- (S, 0 l tu que 

fÍ(x) == (x, 2x, 3x) , ..lJ- X E: T 

Mi pOJt ej ernp-C.o, iÍ ( 1) == ( 1, 2, 3) 

b(-4) == (-4, -8, - 12). 

Cal.c.u.-C.emo� pOJt un ta.do 

1G) (-4) == - 3 ( 1) 

y pO!t otJto wdo ' c.a.-C.c.utemo� iÍ ( 1 ) 0 iÍ ( -4) , � deci.Jt, 

¡)(7) 06(-4) == (1,2,3) (!)(-4, -8, -12) = (-3, -6, -9) 

Ob�e.Jtvam0-6 que to� Jt�u..Uado� man;t_{_e.nen -C.a. Jte.fuu6n b-<.ye 

pue�.>to que a.pUc.ando L::t 6unU6n. 6 u Jt�u.-C.ta.do de fu expJt�-<-6n 

Jt�u.t:tado de fu expJt�.ú5n (2), o �ea 6(-3} = (-3, -6, -9}. 

__ (2) 

·va �:tabteuda., 

( 1} obtenemo� el 

fÍ(-3J =. fÍ( 1 CB -41 == áf 7l 0fÍ(-4J == !-3, - 6 , -9l, 

y e.n geneJta-C, �e puede pJtoba.Jt que: 

fÍ(x (E) y) = 6(x) 0 fÍ(y), ..lJ- x, y E T ( 3) 

PJtobémo�-C.o: 

á(x (V y) = 6(x + y) = (x+y, 2(x+y), 3(x+y)) -+---(4) 

6(x) 0á(y) == (x, 2x, 3x) (!)(y, 2y, 3y} == (x+y, 2(x+y , 3(x+y)) _(5) 

Como -C.M expJt�-<.on� ( 4) y ( 5) Mn -<.gua-C.�, entone.� ( 3) ci.e!U:a.. 
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S-i. ahoJta dv.. eáJr.a.mo.& obteneA u Jte.& utta.do de opVta.Jt c.on máó de do.& uemen 

to.& de S, poJt ejemplo: 

(-3, -6, - 9 ) 0 (5, 10, 15) 0 (2, 4, 6) 0 (1' 2, 3) (6) 

e.n vWu.d de. que. �'.a. &unu6n u b-i.ye.cUva. u Jte.&utta.do .&e. po 'a. obte.neJt e.n 0o� 

ma. e.qu-i.va..te.nte. a. p� de.: 

-3 0 50 2 0 ( 7) 

pue.&to que.: 

tí( -3) = (-3, -6, -9) 
tí(5) (5, 10, 75) 

i(2) (2, 4, 6) 
tí(Jl (1,2,3) 

Entonc.u, (- 3 0 5 l 0 ( 2 0 1) = 2 0 3 = 5; IJ,  c.omo 6 5) = ( 5, 1 O, 15) , 

pode.mo.& Me.gUJta.Jt que. u JtV..uUa.do de. la. e.xpJte..&-i.6n (6) u (5 10, 75), o .&e.a., 

(-3, -6, -9) 0 (5, 10, 75) 0 (2, 4, 6) 0 (1, 2, 3) 

Como pue.du ob.&eJtva.Jt, 0 u la. a.cUuón OtLcUna.Jt-i.a. de. n 

lo qr1e. Jte..&uU6 má-6 .&e.nc.-i.Uo obte.ne..Jt u Jte..& utta.do de. (6) e.mp 

( 7). 

( 5' 10' 15 J 

eJto.& Jte.a..tu , po Jt 

fa. e.xpJte..&-i.ón 

La.& &unuonu. b-i.ye.c.Uva..& que. c.umple.n la. e.c.ua.uón ( 3) .&e. Ua.ma.n isomorfi� 

mos y c.omo pud-<-.6te. ob.&Vtva.Jt, una. de. .6U.6 a.püc.a.uonM 0undome. Wu u la. de. PE_ 

deJt ma.ne.ja.Jt -i.nd-<-.6tlnta.me.nte. do.& e..&tJtuc.tuJtM a.fge.bha-i.c.M .&-i.e. o e.qu-i.va..te.ntu lM 

JtU uJ..ta.d0-6 . 

En Jte..&ume.n, R.M c.oncUuonu que. .&e. de.be.n c.ump.tlJt pa.Jta a. ex-i.-6te.nc.-i.a. de. un 

isomorfismo entre grupos, .&on la.& .6-i.guie.nte..&: 

Va.d0.6 do-6 gJtupo.& (A, �' ) y (B, 6.), e.U-6ta una. 0 unuón :A-+ B, ta..t que: 

a.) n .6 e.a. b-i.ye.c.Uva., y 

b) 6(a. * b) = 6(a.) 6. 6 (b ) , JJ- a.,b sA 

En oc.a..ó-i.one..& fu tíunc.-i.ón e.&ta.ble.uda. e.nbr.e. do.& e..&:tJ1uc;t a.& no e.6 b-i.ye.c.tiva. 
S-i. ta.f &unc.-i.ón u vcuúo.& a. uno y c..u.mp-fe. c.on 

fi(a.*b) = fi(a.)6.fi(b), JJ-a.,bsA y tí(a.),6(b)cB 

.6 e. cUc.e. e.n:to nc.u que. .ta. 6unc.-i.ón 6 e.& un homomorfi srno. 

____ (8) 

El -i..óomOJt6-i.-6mo y u homomOJtfi-i.-6mo .6on do-6 tipo-6 de mor·f smos. 



Un moJtn�mo 0.�, e.n ge.ne.Jtai., un a nunuón cjJ que. -6a.-tW nac. ta e.c.uauón 
�(a* 6) = � ( a] 1:1 �(6) 

donde. * y 1:1 Mn opvta&.onu 6.-tna.JUM denút-idM Jtupe.c-Uvame. e. e.n u domLn.-to y (�odomLn.-to de ta 6unc�6n. 

Ve. ac.ue.Jtdo c.on u:to, iM -6.-(g�entu e.xpJtu.-tonu ej e.mpto-6 de. moJt6.-t-6mo6: 

4(x + y) 4x + 4y 

i (6 .¡. g] 

tog (x • y] tog x + tog y 

Se. u.ta6te.c.e.n d-Lne.Jte.n;tu .Upo-6 de. mOJtn�mo-6 de.p e.ndúndo .-( -f.a nunuón e.-6 úyec-Uva, -6upJtaye.c-Uva o 6.-tyec-Uva. 

a] Cuando ta nunuón u varios a uno, u mOJt6.-t-6mo <Se. U homomorfismo. 

e.mo,o que.: 

6] Cuando ta nun c.-Lón e.-6 uno a uno Unye.c-Uva] u mOJtn�mo fismo. 

c.) Cuando fu 6un1'2.-tón u sobre (<Sup!taye.c-Uva] e.t mOJtn.-t-6mo fismo. 

d] Cuando ta 6unc'>L6n u uno a unp y sobre ( 6-tye.c.Uva) u isomorfismo. 

mo-6 que. un endomorfismo u un monomoJtn�mo de. un g!tupo morfi smo u un .-t-6omoJtnúmo de. un g!tupo M6Jte -6{ m�mo. 

-6 e. Uama monomor 

e. Uama epimor-

OJtnúmo <Se. Uama 

mo; un a uto 

CtM.-t6.-(c.auonu -6��mi_ta..Jtu -6 e. u.ta6te.c.e.n pa..Jta moJtn�mo-6 e. e. an-i.Uo-6, c.am po-6, u pac.-Lo-6 ve.c..toJ¡.-i_a_ú� y o.t/to-6 -6.-t-6-te.mM Mge.6Jta-i.c.o-6. 

Te. -i.nvdamo-6 a que. /t('/.> LLe.ivM io-6 -6-i.guie.n;tu e.je.Jt&.&.0-6 !tU uonado-6 c.on u.toJ.¡ c.o nc.e.p.to-6 . 
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E J E R C 1 C 1 O S P R O P U E S T S 

(Continuación) 

21.-- Sean ( lL, * ) lj ( ?L, !:,) dOJ.J g.t¡_up0-6, donde iM opeMuon * lj /:, v.>-tán den:!:_ 
vU.dcUJ pM a*b a+ b + 1 

41- a,b E 7L 
at:, b a+b 

Ve:tvunúta J.J� ta nunuón b�yew_va n: 7L- 7L, deM :da po.t¡_ 

tí(a) = a+ 1, .J.f aElL, eJ.J u.n. �omMn�mo en;(j¡_e i0-6 g.t¡_upoJ.J ( 71., *) y ( 7L,t:,). 

:!2.- Sean iM ghupoJ.J (A, • ) y (B, • ) , donde 

A=tt-{0} lJ B=lR-{0} 

6(z) = 1 z 1, 41-z E A, 

demue.J.JbLa que IÍ n.o eJ.J b�yec.Uva. 

b) Ve;te�na '->� tí eJ.J un. homomM6�mo ey¡;(j¡_e to;., g.t¡_upo;., A, • ) lJ (B, • ) 

No.ta: 1 z 1 J.J�gvU.Mc.a módulo de z tJ iM ope_.t¡_auon.e.J.J • en. A tJ B ;.,on. iM mut 
tipüc.auone.J.J o.t¡_�n�M. 

i:3.- Vemue.J.J.tM que. ;.,� IÍ u un �omo.t¡_6�mo en;(j¡_e io;., g.t¡_upoJ.J ( , *) 1J (G', /:,), lJ u 

eJ.J et �dén.Uc.o de G, en..ton.c.u IÍ (u) eJ.J u �déntic.o de G' • 

¿'4.- Sean(�,+, •) IJ ( lR, + ,  ®l do;., �o-6; iM ope.Muo 

uón. tJ ta muttipüc.auón M�n.�M IJ ® u.tá deMvU.da c.om 

a @ b = 3 a b ,l.J-a, b E lR 

+ IJ • .6on. ta � 

Ve.t�n.a J.J,[ ta tíunuón. 6(x) = 3x, 41-xE� eJ.J un �omMn mo en;tJ¡_e. lo.6 avU. 

Uo.6 ( � , +, • ) lJ ( lR, + , ® ) . 

:25.- Sean. (A, *• t:,) 1J (B,O ,Q) do.6 anilto.6 1J .6ea ta nun.u n. n:A - B un 

homomo.t¡_n�mo ey¡;tJ¡_e �c.ho;., avU.Uo.6. 

Ve.mue.J.J,t!¡_a que J.J� (A, *, t:,) u un. avu...tto c.on.mu;t�vo, en..t nc.u u avU.Uo 

( B ,0 , O) .tamb�én. u c.o nmu.t�vo. 



1.- Se.a u c.onjun:to de punto� du pR..ano xy y R..M opeJ¡.auon <jJ y 6 de6-(rúc:ia!.J 

��omo �;_gue: 

o ,t R el punto med;_o de la �¡_e_e-ta QR. 

reo u punto �ob�¡_e la p�¡_oR..ongauón 

La d;_;.,.tanua de cuc.ha p�¡_oR__ongauón 

-ó e. e.n c.ueYJ..t!¡_a cle.-C. .fado du pun..to Q. 

a) ¿S o 11 <P y 8 o pe�¡_ac.-(_o nu bbtCUUM? ¿PM qué? 

b) v�teJm¡_¿na �,¿ �e c.umpR..e que Pcp(Q ¡p R) = (Pff¡QJ cpR 

c.) ¿Se c.wnp.Ee. fa MS:t4[bu;Uv;_dad de_ 8 i.>Ob!¡_e ffJ po�¡_ .ta ú 

d) ¿Se_ c.wnpfe Ea dw.trv[b�v;_dad de 8 Mb!¡_e cp pM la d 

2. - Vemuu��a qcLe en un g!Lupo ( G, * ) , 

a) Cctda uemen:to a E G tiene. ;.,ó.to un -tnve.Mo . 
., 

b) s;_ a, e_;., e.-f ;_11veM o de a E G, entone. e.;., (a,) = a 

3.- El ;.,�.tema a.EgebMúc.o (G, *) u un g!Lupo abruano, 

dctdo pO!L 
G= {1,2,20, 1, 2, io, u} 

A 

dortde 2 ;_11c:U.c.a u ;_11'J<e_/¡_i.>O de 2 y u u ;_déntic.o de G 

a) Vado que ( G, * ) u un g twpo ab �ano , btd-tc.a 

MUpo nd-ten.te ;.,;_ lM p!Lo p;_edadu ;.,;_gu-tentu ;., e c.umplen en ( G, 

no ¿e c.umplen. 

[] Letj c.anc.eEativa 

Q lj 

u e_�¡_da ? 

ec.ha? 

c.onjun:to G u.tá 

.auó n. b-tn.{(_)¡.-(_a * 

en '� c.uaMo c.o 

J , o una F ;.,_¿ 

[] 1 * 1 

[] 
[] 

A 

La ec.uauon 2 * x = 20, x E G, adm;_ 
.te má;., de una i.>OR.. UÓI1 

[] �e· 11fYIIL-trct[v ülad 
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A) 

F) 

B) 2 

G) 2 

1 *X* 2 * 20  *X = 2 * 1 *X, X E G 

C) 2 O V) 10 
"' " 

H) 20 I) 1 O 

[] 
4.- Sea u c.onju.n.:to B = {b 1 b = X rr, X E 71} lj la opeMUC'Yl. 

E) O 

J) u 

a O b = a+ b + /T, JJ- a, b E B. VdeJLnU.n.a ;.,-<_ el ;.,_{_).,.tema ( B, O ) e.h cm g!Wpo. 

5.- Sea el c.onju.n.:to F = {ó(x) 1 ó(x) " mx + b, m 1 O, m,b e }. VueJun..i.rto.. �.:;-<_ 

(F,o) e�.:; u.n. g!tu.po, �.:;-<_endo fu ope/r..o..cAfin. bbiiLJt-<-a fa c.ompo�.:; .. ü•_A.ó t de /ÍLtncri_oJ?eJ.:;, e_�.:; 

dec.ú 
(log=ó(g(x)), lJ-{,gc.F 

6.- CoM-<-de.M eX c.onju.n.:to: A= {ao, a1, a2} lJ !a ope!tauón b 'n.a!(laffi de.-6-<-V!..i.da 
poJt: 

!.:;_{_ _¿ + j < 3 

ú J..+j ?_>3 

donde aj lJ ai Mn uemen.:tM c.u.a!e�.:;qu.-<-eJLa de A. Vemu.e�.:;:Ura q e ( A,ffi) M u.r1 g.hu 

po abeüano. 

7.- Covt/.:;-<-deJLo.. el. JtUo j mohtJLado en fa 6-<-gUJW c.uya 

úvt-<-c.a manec...iUa -tMda una hoJta en dMplazMJ.>e de u.n 

númeJLo a! J.>-<-g ulen;te¡ C�..J.>{, ú la manec...iUa e�.:;-tá en 

la pM-<-uón 1, de�.:; pu.é-6 de -t!tu rwJtM e�.:;.tMá en fa 

poJ.>-<-uón c.eJLo, pu.d-<-endo JtepJte�.:; en.:tM e�.:;.to c.omo 

1@3 = O ¡ ;.,-<_ V.>-tá en 3, de�.:; pu.é-6 de doJ.J ho!(M J.Je :te.n 

d!tá 3@2 = 1' de.. 

Covt/.:;-<-deJLando a 0 c.omo la opeJLacJ..ón que ú·rdJ.ce cf de�·:' a::rurvten.:to de la ma 

nec...iUa, demu.MtJta que U c.onju.nto C.U.ljM Uemen .. {M J.JOV:. fn¿ LLC.:t�r, pot.-<_c .. <.cvtC'.J.l lj 

fa ope!tauón @ ,;oJu¡:avt w1 g!(upo abcLúmc·. 



8.- 17úeJLmúw. qu{ eJ.d:Jr.uctUJta a..f.geb!ta).c.a noJunan et c.onjunto 
V= { ( x, y) / x =1= O, x, y E IR} y la opeJLauón # defi.,Lrúda c.omo 

(a, b) # ( c., d) = ( aé, b c. + d) , . J.J- (a, b) , (c., d) E V 

9.- H -6-W.tema (S, �) ) e-6 un gJtupo, donde 

S={x/-7<x<1, XEIR} 

X (!) lj = 

x+y 
7 + Xlj ' J.J-x,ljES 

a) Ca..f.c.uta et bweMo de. - + 
b) Conf.>,i.deJLando que en et f.>ú.tema (S, 0 J ef.>.tá deá,Lrúda t ec.uauón 

7 7 7 3 -y- 0 a = -r 0 --;-- 0 4 , donde. a e-6 R..a ,Lnc.óg üa, ob.tén et 
vatoJt de. a que. f.>� üac.e. a fu ec.uauón. 

7 O.- Sea 1 fc.M e 
M= 

L- f.> enEI 

f.> en e] 
j e E IR 

c.M e 

Demuef.>.tJta que (M, • ) , donde. • e-6 R..a mul.t,Lpüc.auón w.,ua..f. d ma;t;Uc.ef.>, e-6 un gJtupo abet,Lano. 

7 7.- Sea M et c.onj unto de. .todM lM ma.tJt,Lc.ef.> c.uadJtadM de. oJtde.n n wyo dúe.Jz.Yn,{. naH-te. e-6 uno; e-6 de.uJt, 

M'= {A j de.-t(A) = 7, A de. OJtde.n n x n} 
17e.teJz.Yn,{.na f.>,(. (M, • J e-6 un gJtupo f.>,i.e.ndo la opeJLauón • la m üpüc.auón oJtd,i. ncuúa de. ma.tJt,Lc.ef.>. 

72.- Sea et f.>ú.te.ma (B, • l donde. B e-6 u c.on.junto de. lM JtcÚC.e-6 omp.e.e.jM de. la e.c.c.,tae-i.ón z5 
= 7, el.l dec.-éJt, B = {z / z5 = 7, z E ft }, y R..a opeJLauón • e;., R..a muLU 

p.u.c.auón. de. to.6 númeJLo.& c.ompte.jo-6. Vúe.Jtm,i.n.a ;.,,¿ ( B, • J el.l un g upo. 
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13.- Sea S eJ'. c..onjunto 6oJz.mado pOJL .todoJ.J .toJ.J J.Jubc..onju.Vl.toJ.J e. U= {1, 2, 3}. 
E.t J.J_{}.¡.tema (S, + J, donde .ta opeJLauón b-<..naJúa + e.J.J.tá e.{¡-<..vt-<..da pO!L 

E + F = (E n F 1) U (F n E 1 ) , JJ- E, E S 

e.J.J u.n gJtu.po abe..t-<..ano. 

a) ¿ Cu.á.t e.J.J e..t -<..dé.n:Uc..o de (S, + ) ? 

b) Ob.té.n eJ'. -<..nve.M o ele B = {1 , 2} 

c..) Ve.--teJz.m-<..na J.J-<.. (S, +, · ) e.J.J un o:.YUlio donde .ta ope.Jta ón " J.J e de6-<..vte c..omo 

E • F = E n F, lf. E ,F E S 

1 4.- Vr?.mu.e.J.J.t!ta qu.e .ta -<..vt.teMec..uón de doJ.J �.;u.bgJtu.po�.; e.J.J .to:mb'é_n un �.;u.bgJtu.po y 
qu.e �.;u. u.vt-<..ón ,, m genvw.t, no e.J.J un �.;u.bgJtu.po. 

1 5.- a) Ve..tvmu.na c..uá.te.J.J de .to�.; J.J-<..guiente.J.J �.;_{_).;t_emM J.;on J.; gJtupM. ( Ve.Jt de{¡-<..n:!:-_ 

c..-<-6 n de 1.; e.m-i.gJtu.po e.n .ta pig-<..na 91 ) • 

1 J ( lN' * J' donde a * b 2 (a+ b), J.f-a,bE lN 

2 J ( lN' * J' donde a*b 2+ct+b, J.f- a,b E lN 

3) 71' * J ' donde a*b a+b+ab, J.f- a,b E 7L 
4) 71, * J ' donde a*b 3 + a, J.f- a,b E 7L 
5 J 71' * J , donde a *b a, J.f- a,b E 7L 

76.- Ve,tcJwU.nct �.;-<._ el �.;úterna ( � ,  6 ) e.J.J un mono-<..de donde 6 

C( 6 b = a + b - ab , J.f- a,b E � 

7 7.- En e.i' c.onjunt
'
o 7! x 7! = { (a, b) 1 a, b E 7L} e.J.Jtá de.Mvt-<..da .ta opvr.auón b-<..naJúa 6 

de ./'a �.;.Zgtu�CJ1.te manvw: 

(a,b) 6 (c.. ,d) = (a+c.+ 1 , b+d-1), J.f- ( a,b), ( ,d) E ?Lx 7L 

EC �.;.{.�.; te.mcc ( 71 x 7!, 6 ) e.J.J un. a!rupo. 

a) Cb:té.n r_l. Jte.J.Ju.Uado de_ (O, 6 ) 6 { 3, - 1 )  



b J Obt�n. la J.Joluuón. de la ec.uauón. 
(-1, 1)1'1(x, y)1'1(2, -2) = (-2, O) 

de{y[l'ú.da en. u gJtupo ( � x ?L, 1'1). 
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18.- En u ca n.jun.to S = { x 1 x E: 7L , x > - 3} J.> e deM-n.en ,{'_¡u¡ e peAaua nM b-i.n.a-

Jt.-la.-6 D y 1'1. Can.J.>-i.de'Aan.do que en S, fu opeJtauón. 1'1 M ce'JLJtada, a.�.>oc-taUva y � 
bU.bu.:t.J..va J.>O bJte O, deteJun-i.n.a J.>-i. (S, D, 1'1) 6oJuna algu.n.a Mbijuc..twra algebJta-i.ca 

co n.J.>-i.deJtan.do que D J.> e de..{¡-tne pOJt 

aQb=a+b+2, .lJ-a,b<::S 

79 .. - Sw u conjunto de. !M 6un.uon.M F = { 6 ( x) 1 6 (0)=6(1)}. 1 etv Wl{.na J.>-i. 
(F, 0, 0) M un a:�o Mtan.do !M opeJtauon. M deMn-LdM r- O!t: 

60 g=6+g, M dew, ( 6 0 g) (x) = 6(x )  + g(x) 

6 0 g=6•g, M dew, ( 6 0 g) (x) = 6 (x )  • g (x) 
.lJ- 6, g E F 

20.- a) VemuMtJta que el. conjunto A= {O, 1, 2, 3 } c.on. lM ope�tac.-'on.M de. "ad-tuón." 
y "mu.!Upüc.auón." deMn-tciM poJt 

+ o l 2 

o o ¡r 2 
1 1 ¿: 3 

2 2 3 o - 1--
3 3 o 1 

2 � 

3 
o 

1 

2 

• o 

o o 

1 o 

2 o 

3 o 

1 2 
o o 

o 2 

2 o 

3 2 

3 

o 

3 

b) VeteJtm-tn.a J.>-i. (A, +, • ) M un. �o c.on.muta;Uvo c.on. u.n.-tc ad. 

e) ¿Uen.e u avu.LCo (A,+, • J ci-tv�OtLM p!top.i.o� de. c.e..tw? 

d) ¿ E� (A, +, • J un dom-Ln..w e.n.te.Jto ? 

21.- U J.>�tema {A, +) M un g!tu.po abeL<-ano. Vc.-teJuniYIL1 J.>-i. (A, , !\) M un do 

m-i.ni.o en.te.Jto, donde 
A = { 2 n 1 n E: 7L} 1 1J allb = 2 ab, V- a, bEI 
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2 2.- Ve.mue!.lbw que. u c..onjwt-to H = {x 1 x = --í15-, b =1= O, a, b t: } ('..á un c..a.mpo con 

tM opVtac.)_one!.l * y 1'1 de.EJnj_dcu de ia .6)_guien.:te manVta: 

X*tJ=x+y 

xl'1y = +xy ::Y.. x,yt: H 

23.- Et .6-Wt:e.ma (S, 0, 0) e!.l un campo, donde 

S= {x+y ffi X,ljt:�} 

y tcu o peJtac.lo n e!.l 0 y 0 .6 e de Mn e.n po Jt 

(a + b ff) 0 (e + d ff) 

(a+ b ff) 0 (e+ d 12) 

(a+ e) + (b + d) ff 

ac.. + bd IT 

a) Obt:én u c.Vto y ia unj_dad du campo. 

b l En u campo (S, 0 , 0 ) .6 e e!.lt:abie.c..e. u e.c..uau6 n 

( 1 + 3ff) 0 [(x +y ffl 0 (4- fll] = [(3 + 3/2) 0 (x+ yffl] 0 (5+3ff) 

Obt:én ia .6oiuu6n de d)_c_ha e.c..ua�[6n. 

24.- a) En u c.ampo (IR,+, • ) donde. + y • .6on ia adj_u6n y uU.�pUc.au6n o11.d)_n� 
J¡_)_cu, .6e. e!.lt:abie.c..e. u .6-lguien.:te. .6i..6-te.ma de e.c..uauone!.l 

2x +2y=1 

X + 2tj = 2 

Obt:én ia .6oluu6n de.l .6-l.6t:emo.. de. e.c..uauone!.l. 

b) El .6úte.ma (B, +, • ) du e.je.l!..uuo 20, pági.na 94, un c.ampo. 

Obtén la .60luu6n del. .tJ-L.6-te.ma de. e.c..uauone.-6 del. i.nwo ant:Vti.OJt e.n u c.ampo 

(B,+,•). 

25.- Sea 6=G-+ G' un homomoJt�mo entl!..e lo.6 gJtUpo.6 {G, * ) y (G', 6). 

Ve.mue!.lbut que. !J)_ a, e!.l u j_nve.Mo de.t ue.me.n:to a d gJtUpo ( G, *) , e.n-

:tonc.e!.l á(a, ) e!.l u i.nveJt-60 du ue.me.nto á(a) du gJtUpo (G' , 1'1). 



:26.- Ve.mue/.)Vr.a que J.;,-i_ ta 6unuón 6=G-+ He/.) un �omOJt6�mo en�e toJ.;, gJtupoJ.;, (G, *) 1J (H, 6), en:tonc.e/.) ta 6uncLón bweMa 6-1 :H-+ G :tamb-L n e..ó un �omOJt6� mo. 

+ 
+ 

27.- a) Vemuu:t.Jw qw� ( lR ,  • ) u un g!tupo, do nde lR = {x / x O, x s lR} IJ ta. op� JwUó n • u fu rnu..t:t<_�püc.a.uón oJtd-in.a;-J.a.. 

b) Vemuu:tJta. que� ta. 6unc.-ión 6: lR+ -JR de6-Ln.-Lda. pOJt 6(x) = �09 X, J.f X E: JR+ ,e/.) b-<.yec.tiva. 

c.) Ve:te..Jtm-Lna J.;,-i_ fu 6uncLón a.n:te!t-LOJt e/.) un �omOJt6�mo en:t e toJ.;, gJtupoJ.;, IR+' • J lj ( m' + J ' donde fu OpeJta.uón + u fu a.d-Luón OJtafÚW.Jz�. 

2 8.- a.) Cornpte:ta. u c.ua.d!to rno,t,:tJtado 
rxuw que u -ó�.terna. ({e,a.,b,c.},*) J.;,ea. un g!tupo. * e a 

e 

a. a. e 
b 

c. c. b 
b) Et J.;,-ú.J.terna (B, • ) , donde 

B�/[7 J [-7 J [o J [O--J/== -
{M¡, M2, M3, M4} o 7 ' o -7 ' 7 o ' -

7 
o 

b c. 

b 

e a 

_ __.__ 

y ta. o pe!Lauó n • u fu mU-í:/üpUc.aUó n OJtd/éna.Jt-La. de ma.:tJt-Lc.e/.), u un gJtupo 
De:teJLmúw ,t,-i_ ta 6 w1uón 6: A -+ B deMn-Lda. pO!t 

6 

u un -ú.JornoJLf5-ú.Jrno e.n.t.Jz.e -foJ.;, g!LupoJ.;, (A,*) lJ (B, • )� donde (A,*) � e.t g!Lupo du -<-nCAl>o #an.te/r-ioJt. 
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2 9. - Lol.l l.l�-tc.::mM ( � +, • ) y (A, • ) l.lO 11 mo Vto-ide;., o UJrl-Lgnupo é c.o Vl wu.dad, do Vtde. 
�+e;., el. c.onjuVt-to de .tol.l eVl-tetLol.l pol.l-WvOI.l, A= {O, 1} lJ .tc:t opeM.UÓVl • e;., .ta 

muU-<-püc.a.c.-<.6 Vl OtLd-inM-<.a. 

¡o, 
n (n) = 

1 ' 

+ 
e;., un homomotLfJ�mo eVt-t!Le .tol.l mono-Lde;., ( � , • ) lJ (A, • ) . (VetL de(J-<.rt-<.uóVl de. moVto-L 

de eVt .ta página 9 1 ) • 

30.- SeaVt e.t c.onju..nt.o S= {a,b,c.,d} lJ .ta opetLauón * de(J-<.Vl-<.oa eVt S c.omo -Lnd-Lc.a 

.ta l.l-Lg u.-leVL-t: e -tab.ta. 

* a b 
: 

a a b 

b b (t -
c. c. el 

d d c. 

c. d 

c. d 

d c. 

(t b 

b a 

a) La opetLauóYL * e;., c.etLtLada, Mou�va lJ c.o� 

mt.Lt�va. 

Ve-tet111U.M l.l-l (S, * ) e;., UVl gnupo ctb eUaVto. 

b) S-L .ta {JuVtuÓVl b-iye.c.tivc fJ:{S, * ) - (S,*) 

l.l e de(J-<.ne. pOtL fJ ( x) = x, , .lJ- x E S, de.-teJrmna 

ú fJ e;., UVl -LI.l o mOfL fJ-LI.l m o 

No-ta: x, .6-lgVl-l(J-<.c.a -lVtveMc de. x. 

31.- Sea S eJ. c.oVtjuVL-to de .tM tw.i.c.e;., de.t poüVtonu.o p (-t:) = -t - 7. 

n) Ve.muel.l-tfla que (S, • ) e;., un gtwpo doVtde. .ta opetLctuó bútafl-la • e;., .ta mu..t 

tipüc.au6Vl ond-L� de. .f.0-6 núme.tLoJ., c.omp.tejoh. 

b) Ve-tetLm-lM um (Ju.nuón fJ que e;.,-tabJ:.ezc.a un -LI.lorr101L� V->mo en-t!Le el. gtwpo 

(S, • ) lJ el. gnupo de..t ej e.tLuuo 7 de la pág-Lm 1 00. 

32.- SectVl LOI.l gtLUpo!.> ( G, * ) lJ ( G' , 6) , doVtde G = 

uoVtel.l * lJ 6 e;.,-táVt de(J-<.V�.>éda!.> de .ta l.l-lgu.-leVL-t:e ma 

{o' 1 '2}' 

Vte.Jra: 

* o 1 2 !'::. 1 o o 1 2 1 1 

1 1 2 o 2 2 

2 2 o 1 

G � {1 ,2} lj .tM open9: 

2 

2 

1 



Vetvun-i.na. ¿,_¿ )j¡¿, f>-i.gu-i.e.ntu nun.wn.u Mn. un. homom0!1.t)M o e.ntJr.e. lo�.> gJtupo¿, ( G, * ) y ( G' , ��) 

G G' G G' 

33.- La t)un.u6n. t):a) + a) de.ó-{n.-i.da p0!1. t)(a) = -a, JJ- a E a) u un. · omOfl.t}-i.f>mo e.nVr.e. lo¿, g!tupo¿, (a), * )  lj (Q}, t:,.). S-i. a) e¿, u c.on.junto de ,f.O)., n.úme.Jto-6 auon.a,fe,¿, lj la Op!?_ Jtac.-i.6 n. t:,. u.tá d e6-[.n.úia polt 

at:,.b = a+b+9, 

3<1,- Sea (A,+,(!)) un. an.-i.Uo, donde A {ke.x 1 k EIR, XE: (-oo ,oo)} y� ope.Jta-c.-i.o n.u +, 0 u .tán. de .. Mn.-i.ciM poJt: 

y 
2e · E A 

Ve.A:eJr.nU.na. -6-i. la t�un.u6n. b-i.ye.c.M..va 6=(A, +, 01- (A, +, ) deó-{n.-i.da po!t d t)(g) = ---zrxg, V- 9 e::A, u un -i.f>omMn-i.f>mo. 

35.- Sean. el c.on.jun;to de. lo-6 poUn.om-i.o-6 P = {ax2 + bx + c. ¡ a,b,c.E:IR} y el c.on.-
jurm, de m m<Wu'cu M ·1 G J 1 d, e, 6EIR ¡ 

Lo-6 -6-i.f>.te.mM (P, +, *) y (M,+, Li) Mn. an..{fto-6, e.�.>.tan.do lM ope.�tauone-6 * y 6 de6-i.n.-i.dM de. la -6-i.gu.tente. man.e.Jta: 

JJ- P1 (x), P2 (x) E P 

Laf.J ope.Jtac.).on.u b-i.naJz.-i.a.-6 de .. ad-i.c.-i.6n de.M.n...tclM er. P lJ M ..útd.i. an A'a ad.i.c..<6n oJtd¿n.a.Jt-i.a de poUnom-i.o;., y de. tM-t/úc.u, Jt.Upec..t.tv111r:e..n..te .• 
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a) S..L 6: P -� M y g: P-+- M e-6.tán de.{:¡.{rU..daó poJt: 

6(ax2 + bx. +c.) = [a2 O J b2 c. 2 
g ( ax 2 + b X. + c.) r a o] 

L b 

c. 
• 

I) ¿Qué tipo de 6unuone-6 .6on 6 y g (..Lnyec.UvM, .6upJtatj c.UvM y/o 
b..Lyec.tivM ) ? 

II l ¿Son tÍ y g moJt6..L-6mo.6 eV!-ÓLe lo-6 aMlloJ.J ( P, +, *) y M, +, D.) ? 

III) En c.aJ.Jo a6..LJtmativo, ¿qué t..Lpo de moJt6..L-6mo e-6? 

b) S..L h: M -+- P y j: M-+ P e-6tán. de{:¡.{rU..daJ.J poJt: 

h ( ra
b 

c.OJ) 
L 

= 4ax2 + 3bx + Zc., 

j ( [: :]) " ex' - ax + b , 



7.- Ve_te.J¡Jn{_M -6_¿ u c.onjun:t:o F = {x. + ff / x. E 7L} y la opeJLaupn bú.�a * 
dt�My¡_¿d.a pOJL 

e-6 un g !Lupa . 
J.f a, b E F 
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1 

2.- Se.a e..t gtz.upo abe.túmo ( !t, + l donde. !t e.J.J e..t c.ortj UYI.tf de. .tM númvr.o.ó c.om 

p.te.j oJ.J 1J + e.J.J .ta acU_uón OJtc{)_ncvúa. S-i. J.J e. de.Mne. una opdtauón * e.n !t c.omo 

X * 1j = U, 1J- X, 1j E: (t 1j U e.J.J U -i.dérz;Uc.o de. ( (t, + ) , de.,te.Jtrn.[fa J.J-i. ( (t , +, * ) e.J.J 

UYL a�O. 

1 
So.tuuón: 

3.- Se.a.n (A, * ) IJ (B, 6) doJ.J g�upoJ.J, donde. 

a * b = a + b- 1, J.J-a,bs,A 

Al a + b B) 2a C) a+b-1 V) 
- � 

E) 1 

F) b G) a. H) a -1 

1 
D E.t �e.J.JuLta.do c.oMe.c..to e.J.J 



b) Et eJ'..eme.M.o -<.nveJLóo de. x deJ'.. gJw.po (B, 6) e;.,: (Eüge. 4 opuón c.oJUte.cta) 

A) B) C) 1 V) - 3t -x 
9X 3x 

1 

E) J._ F) -9 G) 9 H) r1 X 

Et!te!.>ut:t.ado c.oMe.c.to e!.> D 

1 

4.- Se.a (S,@, 0l un andto, donde. S= {(a,b) 1 a,bE�} y 

(a,b) ® (c.,d) 

(a,b) 0 (c.,d) 

(a + c., b + d) , 

(ac.,bd) 
.lf(a,b), (c.,d) ES 

1 
tf .6 e.a (E, +, • ) ot!to aMUo, donde. E= {a+ b 1""21 a, b E � } , y tqv., ope.Jtauone;., 

+ tf • Mn ta ad-<-uón IJ muf;U_püc.auón oJtd-<-naJt_{_M pa!ta ioJ.J númvtoJ.J Jtauonate;.,, 

Jte�pe.ct-<-vame.nte.. 

Ve.te.!UrÚ..na .&-<. fu 6un&ón b-<.ye.ct-<-va 6 :S ...... E de.Mn-<-da po!t 
1 

6 (a, b) = b + a fl • .V. (a, b) e:S e.J.J un _{J.¡omoJt6_{J.¡mo e.nt!te. toJ.J andioJ.J (S, @ , 0) 

y(E,+,•). 
1 

Sotuuón: 
\ 
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Espacios 

rvectorloles 



"¿C6mo .óe_ pue_de_n MunaJL CIJ.óa.ó que_ n.o .óon n.úmeAo.ó? 

La e_xpUc.au6n. eoM-ú.Jte_ e_n. que_ e_n. c'fl_ge_b!La mode_J¡_ 

na el .6-[g n.o + n.o .6-i.g n-i Mc.a que__ M. !Le_ctÜzcL una 

Muna e_n. n-[n.gún. .óe.n.tido !Le_at. S-[gn._[6.-ic.a me/UimC.!:!:_ 

te qu.e_ .6 e_ e_.ó;tá !LeaLüan.do alguna o pe_!¡_ac__{_6n. que 

de_ alguna man.e_J¡_a J:e. hac_e_ al mate__máúc.o !Le_c.O!Ldcw 

f.rtó JLe.gJ:a.ó de_ .ta ad-[cA_6n. El pa!Le_udo e_.ó de_ 

�.<,que__ma, no de. c.on.te.Mdo". 

W. SaWIJeA. 



�xanzen 

A c.on:Unu.ctU6n �e P'tUen.:ta.n a.lgu.no-6 ejeJr.c{.c..{_o.¿¡ .tJobJte a. JtÚJ.ó JtXVr.a. U-tiJ..dúvr. u-te c.a.p.-Uue_o. In-ten-ta JtuolvVtlo.ó y c.omp dD.tJ c.on lo.6 phue.n-t.a.do-6 dupu.ÚI de u-te examen. s.¿ .tienu du. .6 olu.c.l.ó n de .f..o.¿¡ e. j Vt.c.i.c.i.o-6 , c.o M u..et:a. la b.<.&Uo gJta. 6.& pJto pu.u ,t,� examen. 

7. ·- Vado.6 lo.ó ve(�.toJtu de IR 5 

V¡ 

ec.eden,tu nec.ud 
ca :tu.ó Jt u uLta.-

de la 

a..e. Mna..t de. u -

(-7, O, -3, 7, -4), v2 (1, O, 3, -7, 4), v3 (4, --7, 3, o, 7) 

v, = (7, o, 3, -1, 4), v5 = (-4, 1, -3, O, -7) 

Z.- Sea: u poUnom.<.o p(x) = x" + 3x - 6 

¿Qué va...C..ohu deben .toma.Jt a., b, c., d ·y e y:u.Jta. qu.e. el poUno .<.o 

q(x) = a.x'' + bx3 + c.x2 + dx + e 

6 ea. .i.g u.a.l a..f. po Uno m.<.o p ( x) ? 

3.- Ca.lc.uia .ta. ph.i.me.Jta. y .ta .6 egu.nda. de.Jt.i.vada. de. fu-6 .ó.i.gu..<.e.n..tu 6 nc..<.o nu : 

a) 6rix) 

3e'+X + 3x_ C.Of., X 

.tn x ----
X . X > 0. 
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4.- V "JÚn-.tc.a. que. fu.ó matlr..ú: .. e.ó A y B .óon e.q túvate.ntu . 

[ 
z 

'J B, � 
o 

- -�] A -· 1 ·-7. 

-1 ... 6 o 

RESPUESTAS 

1 • ·- v2 = \)" 

2 .... a = 1' b = o, c. = o, d = 3, e. '= -6 

1 
3.-- a) 1Í1 (X) 72x2 - 6x + 

" 
61 ( x) Z4x - ·6 

b) 
1 

12e.4x + 
62(x) 3 C.O.ó X - 3x .óe.n x 

" 
48e.'+X -62 ( x) 6.6e.n x - 3 X C.O.ó X 

c.) 
1 in X 

1Í 3 (X) 
x2 -xz-

" 2 in x - 3 
1Í 3 (X) 

x3 
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Et éÜ.gi!b'w .tú1ea.( e_,� fa fJCV!te. de. J:cv., ma;te.má:Uc.cv., que. v.,.tucüa -fo-6 espacios VE!ctoriales y conc.e.p.to-6 fLe..fac(onado,� con U-fo-6. PoJt .to .tan.to, e..t .te.ma 6undame.!!:. .td_ de. c.ua-C.qu,.{_eJ¡_ CUJt6c· de. á.fgc.bJta L(ne.a.C v., p!te.c.W ame.n.te. e..t de. v.,pauo ve.c.toJU.ai.. 
A -fo,� e.6 pauoJ.J vec.to!Uatv., .tamb-ién -6 e. .tv., Uama v., pauo-6 ve.cto�v., une.a f.e6 o -6-i.mp.te.me.n.te. v.,paU.c•J.J .C.<.ne.alv.,. 

1 Un espacio vectorial v., un c.onjun.to de. e..te.me.n.to-6 que. -6 � 6ac.e.n ue.Jt.tcv., p!top-i.e.dadv., 1 lJ a C.o,� e..te.me.n.to-6 dü v.,pauo ve.cto!Ua.t J.Je. .tv., Ua¡na vectores. 
Ge.ne.Jta.tme.n.te., .f..o-6 a.,Wm�W-6 que_ -in-i.U.an e..t v.,.tucüo de..t ál..ge.f:JJta une.a-f ya han .te.n<.do c.on:tac.to c.on e.e c.onc.e.p.to de. ve.c.toJt y e.J.J.tán 6ami..ü:.aJtúadof con una J.Je.Jt-i.e. de pko¡>i.edadu in-teAu=tu que tienen uto• obje-to•. Prvto, gef<Vutemente, •óto han v-i.-ó.to c.Mo-6 paJt.t-i.c.utaJtv., de. ve.c.tOJtv.,. 

Uno de. .f..o-6 obje.tivo-6 de. v.,.te. c.apUu.e.o v., moJ.J.t!tM a.t v.,.tu�e_ que. e.xA..;.,.te. una gJtan c.an.t-i.dad de. ve.c.tOJtv., CÜJ.J.t-i.n.to-6 a .toJ.J que. hab-<-.tua.tme.n.te. conoce. M{, pO!t e.j e.mp.to, a.t .teJl.Jni.nM v.,.te. c.apUuto débvr.á habe.Jt aJpJte.ncüdo que. .ta {¡un,�ón 6 ( x) = l.l e.n x v., un vec.tM; que. .ta ma;(:J¡_,{z [ 37 42 J 1 
y 4a J.J o.tuu6n de. 

I.J on .tamb-ién ve.c.toJtv.,, etc.. 

E.t v.,.tucüan.te. de.b e.Jtá l.l ab e.Jt exp.t-i.c.M pO!t qué. cada uno de. .toJ.J o 6 j e.to-6 me.nuo nadoJ.J J.Jon ve.c.toJtv., . La e.xpu c.auón J.J-i.e.mpJte. v., muy J.Jen&Ua lJ eJ.J.tá bcv.,ada en e..t h e cho de. que. a c.ua.tq!Ue.Jt conjunto, poJt Mb-i..t!ta.JUo que. pMe.zc.a, pe.Jto J.J-i. J.J� 6ac.e. Ue!t.tM p!to p-i.e.dade.J.J, J.J e. .te Uama v., pauo ve.c.to!t-i.a.t lJ a J.J U-6 Ue.me.n.toJ.J ve.c.to JtV.,. 

Por el momento, no mencionaremos cuáles son esas propiedades; plro, el lector 
interesado puede consultar cualquier libro de álgebra lineal. Ahr debe enco.!2. 

trar dichas propiedades. 

+ 
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T odo-6 R..o-6 u, ¡oa&.o-6 vecA:oJU.aJ:..u, :ti.. ene.n. ¡ono ¡:ú.c.dadu, c.otunu, que e,.s c.Nwe1uen 

-te u-tucUM en. gen.ef1.at y -6-<..n. hac.vi ne.&e.ke.n.ua a f'Ungún c.M upeuat, to c.uat 

¡oodtúa ob-6 c.unec.ef1. u oc.ut-t.M to máó u, e.n.uat del c.onc.ep;to. Una de R..M ve.n.taj M 

de u-ta ab;.,tf1.ac.uón. u que R..M c.ondu;.,-<..onu que ;., e de!¡__{_ven ,-6 eAán vilida;., pMa 

-todo;., R..M U¡oa&.M ve.U:oJU.aJ:..u,. 

Cuando en matemático� ;.,e utud-<..an. to;., c.on.c.ep-to;., en &onma ab;.,tf1.acA:a, en un 

p!¡__{_n.u¡o-<..o R..a;., C.O).,M pueden. pMec.ef1. máJ.J C.Ompüc.ada;.,, pe.ko una vez que -6e ha c.om 

pne.n.d-<..do u pnoc.u o de ab-6-tkac.c.-<..ón. -todo to de.máó nu uUa máp -6en.�o. 



1 
Un espacio vectorial u un conjwU:o V que •a-t.U6ae< dUtmútadM atiom<U c.on IZ.Upecto a .ta adición de vectores y a .ta multiplicación de un vector por un escalar. Antu de C.OY!-Ünua�t :te -6uge�t,úno-6 .tt:>.M u:to-6 auomM en c.ua.tqU,(eJz. �:bita de á.f_gebJz.a unea.t. 

ma: 

Veamo-6 ah011.a un ejemp.to . Sea V e.t c.onjwU:.o deM-rU.do en .ta -6-i.gt.Uen:te 6o� 

(1) 
u decút, V u e.t c.onjun:to de :todo-6 .to-6 númeJz.o-6 que -6e ob;t.¿eneJ a.t mtd;t.¿pLi_c.M e.t núme�to -Úz.Jz.aciona.t ff p011. .to-6 núme�to-6 Jz.aciona.tu. '1 

CoM-<..de�temo-6 ademá-6 .f.a opeJz.ación de acüuón Mua.t en:tJte e.temen.:to-6 de V, uta u , 

b1ff + b2VF2 = (bl + b2) ffE V 

IJ .ta. ope�tac.-<..6n Mua.t de muLt.-<..pt,¿c.awn en:tJtr e.teme.n.:to-6 de V lJ Jemen:to-6 de.t c.am po de .to-6 núme�to-6 Jz.auona.tu a}; u:to u, 

ex ( b ff) = (ex b) vT E V, donde ex E � 

A .to-6 e.temen:to-6 de 11) .f..o-6 Uamamo-6 . u c.ai.Mu . 

De:te!tmi.nemo-6 ah011.a -6-<.. V e-6 un u pacio vecA:o!t-<..a.t Mb:te. c..C clmpo de. -to-6 Ita c.-<..onuu . Pa�ta u:to, -<..nvut.-<..gue.mo-6 -6-<.. -6e -6a:tú 6ac.e.n :todo-6 .Co-6 o¡omQ-6 que de 6-<..ne11 a .to-6 u paci.o-6 ve.cto!t-<..a-tu. 

AnaUe<mo• p'cime.o ·� •e •a-t.U6acen �M p>w,Uedadu • el'aU+adaó con Ra acüCA:ón. 

En pJz..-<..me11. .f.ugaJz., -6 e c.ump.fe. .f.a c.eJz.Jz.aduJz.a ya que. ( b 1 + b2) v'2 E !A 

Debe.mo-6 -<..nvu;t_¿gaJz. -6-<.. -6 e c.ump.te que 
1 

(u + ¡:,-¡ + w = u + (v + w) paJra c.ua.tuquúM e.temen..tL 

+ 

U, V y w de V. 



122 

y, poh otiLo tado, 

u = b 1 l1Z ' V = b 2 lrr ' w = b 3 vT 

u+ rv + wJ 

[b1 + [b2 +b3l ] ff 

[[b1 + b2) + b3 ] ff 

[ 2) 

{ 3) 

donde. -fa (ú';thna �gua-fdad M'. de.be. a que. b 1, b 2 y b 3 .6011 11úm o .t. Muo11a-i:e..t. y 

poh .to :tan.to, 

Compa!Lando [2) y [3) :te. 11e.mo.6 que. .t. e.  Qump.te. 

u+ rv + wJ = (u+ vl + w 

-v- +o = o+ V = v, Jf V E V 

u de.ciA, de.be.mM bU.6QCUr. uYt vedo![ qu.e. .t.umado QOI1 v dé. como ![e.J.Ju-f;tado v. Obv-<..a 

me.nte., e.f ve. do![ bU-6 cado e.h u ve.do!L ce!Lo, pe_!¡ o :te.11emM q e. cv., e.gu.JLMI10.6 que. M 

un e..t eme.n.to de V, .to cua-l: u 6áw ve.�McM. En e.6e.do, .6 · hcwe.mo.t. b = O e.n. .ta 

e.xptLU�ÓI1 ( 1) ob:te.11e.mM u ve.ctO/L ceJto. PO/L fa :tan.to, .6.-l xú:t.:e. u ve.do!L ce.!LO 

e.11 e.-€ co 11 j u.n.to V. 



Invu:t{.gaemoJ.> ahoJt.a. J.>-i. a c.ad.a ve.c.;tOJt v de. ll .te. c.o!ULu�nde. an ve.etoh.. 
1-V) W que 1-V) + V • V+ 1-V) • O, 'f V E V. E• deci.k, deb o• bU6oM un veo 

;toh.. qae. J.>umado c.on v dé c.omo h..Uut:tádo e..t ve.ctoh.. c.e.h..o. 
Sea vE ll, u de.Uh.., v u de. .f..a 6o�z.ma v" bff 
s� haoemo• I-VI • 1-bl ff, v""'o• que tiene ta PMpüdar '<quvu.da. 

v + t-vJ b ff + (-b) 12 

(b+ (-b)) ff 

{6- 6) ff 

o 

t-vJ + v 

AdemáJ, c.omo 1-b 1 ,q e& un elemmto de V, mto no u h""'a. �emo•v.a do que 
Jf \iév, WA:te. -vEV qae. tiene. .ta PIWp-ied.ad h..e.qae.h..-id.a. 
- Conma:ta:t{.v-Ld.ad de. .f..a acüuón. 

I nvu:t{.guemoJ.> J.>-i. .o e c.umpte. que. u + v " v + u 
Sean u, vE ll, u de.Uh.., u y v J.>on de. .f..a 60Jtma u" b 1 ff !J v-" b 2 ff En:tonc.u, poh.. un .f..ado, 

y poh.. o:th..o .f..ado, 

u+v"'6¡ff + 62ff" tb¡ +62J 12 

V+ U b2ff + 6¡ ff = (6¿ + 6¡) ff 

1 

+-(4) 

( 5) dond,, R.a úU.ima �gWLtdad M debe a que b, y b, Mn númv.o• <ac<onj"'u y pok to 
:tan:to 61 + 62 = 62 + 61 

Com¡:xvw.ndo, pu..u, ( 4) y ( 5) ve.moJ.> que. J.>-[ .6 e c.ump.te .f..a c.onmJa:t-iv.<:dad . AhOJta ana.t.¿c.emo-6 .f..M ph..op-ie.dadu h..e..f..auonadM c.on ta rntú'.-Upic.auón de. 
un ve.c:toh.. poh.. un u c.a.f..M. 
- Se. o6J.>eJLva que .f..a ope.Jt.a.c.-ión u C.eJLJt.a.da ya que. (cx6] v7 r ll. - ln»e-�-ügue.mo-6 .6-i. !.le c.ump.te. que. 

cx(u +vi \1 :-:- :-:--,, 
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VeuvuzoUa.ndo et ta.do úqLUe.Jtdo -ten.e..mo;.,: 

a(u + vl a(bp12- + b:JT J 

a [ (b1 +bzl ff] 

(a(b1 + bzl ff] 

( ab1+ab2)f7L 

Ve..-6aJVwUa.n.do a.hoJr..a u tado deJte..c.ho: · 

au+av = a  (b¡ff) + a(b2ff) 

= (a b1) 12 + (a bz) ff 

( 6) 

= (cxb¡+abz)ff (7) 

Como ( 6) y ( 7) Mn. -<..guate..-6, J.> e. c.umpte. ta p!Wp-<..e..dad (u+ v) = a u+ a V. 

Ve-te.JtmúLenw;., ;.,-<_ ;., e. c.ump-te. que: 

(a+Bli.Z=au+Bu, J.J-uEV y J.J-a,SE� 

Sea u o biT . EVI):on.c.e..-6, de..-6aJVwUa.ndo e..t ta.do úq 

(o" + B) u (a + B) ( b ff ) = a ( b ff) + B ( b 

(ub) ff + (Sb) ff 

Aho!La, c.on. et ta.do de�¡echo: 

( 8) 

cxu+Su =a(bvTZ) + B(b!T) = (ab)ff + (Bbl !T ___ (9) 

c.ompa!La.ndo ( 3) y ( 9) , vemo.ó que .6 e c.wnpte ta p!W p-<..edad (a B) 11 = a u + Bu 

- La ;.,-<..gu-<..evt;l'e.. p!W pú.dad que deb emo-6 vw ¿-<..c.aJL .t>-<.. .6 e c.ump.t'e e..-6 

Ci (Bu) = ( Ct B) ·u:' J.J- u E V, a, B E � 

Sea, ·u= bff 

EVI):on.c.e.,6, po!L un. tado, 

o: ( B u) = a Ú3 ( b .¡T ) J = a ( B b 12) (aBb)ff ( 7 o) 
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y po!t ovw, 

(aB) u= (aS) (bff) = (aBb) ff ( 77 ) 

POJt .:tanto, .:t.amb-<.�n ;., e cumple u.:t.a p!to p-iedad. 

- F-<na.tmen.:t.e -<.nvu.:t:.-<.gu.emo-6 ;.,_¿ .6e c.umple qu.e Ju = u, donde 7 u u uemen.:t.o t..I.YÚdad 

de lo.6 númeJto.6 Jtauonatu. 

Sea u= b ff 

En.:t.onc.u, 7u 7 ( b rr ) 

(lb) /2 

bff 

-
u. 

En v-<.Jt.:t.u.d de qu.e .:t.amb-<.�n .6e ;.,a.t<:.-6 t1ac.e u.:t.a p!topüdad, c.orc.ttumo;., qu.e u 

c.onjwuo V u u.n upauo vec..:t.o!t-<.al .60b!te u c.ampo de lo.6 Jtauohatu y, pO!t lo 

.:t.an.:t.o , lo.6 uemen.:t.0-6 de V .6 o n U.amado-6 V ec..:t.o !tU . 

El c.onju.n.:t.o de l0.6 'lect-Cu IR u u.n c.ampo y, en.:t.o nc. e.-6 ,  a ,{U6 uemen.:t.0-6 .6e 

le?.. Uama e.;.,c.a,C.a.JtU o númeJlo.6. (Tamb-<.�n lo.6 llimam0.6 uc.ata!teJ.J Jteatu o núme!to.6 

.Jtect-ee;., pa!ta futingu.-<.!tl0.6 de o Vt0.6 u c.ala-'le.-6 u. o.:t.Jto<> númeJto.6) . 

Pe.Jto , c.omo el c.o nj u.n.:t.C' de l0.6 !t ealeJ.l IR .:tamb-ién u u.n e;., y.Jauo vec..:t.o!t-<.at .60 

bite l0.6 m-<-.6 mo-6 Jtealu IR, en.:t.o nc.u en e;., ;te c.a1> o .:t.amb-<.�n Uamamop vec..:t.o!t a c.u.at 

qu.,ée!t núme!to !teal. 

Te .6u.geMmo.6 qu.e c.on.:t.u tu c.o.'lftec..:t.wnevLte .C.M .6-igu.-<-en.:t.e;., p!tegu.n.:t.M c.omo 

u.na activ-idad dúr-Lg-<.da a qu.e Jtean_{_!¡me;.,. el c.onc.ep.:t.o de upauo Vfdo!t-<.at. 

I) H c.onju.n.:t.o de lo.6 c.omplejo-6 a:, ¿u u.n u pauo vec..:t.oJ¡..,{..al .60b!te u c.am 

po de l0.6 múmo.6 c.omplejM [? ¿POJt qu.�? �---__; _______ _ 

II) E.t c.onju.n.:t.c de .f..o-6 c.omplejo-6 [ , ¿e;., u.n upauo vec..:t.o(Ual .60b!te el 

campo de lo.6 Jteal�� IR? ¿POJt qu.é.? 
--------�---------

III) Et c.onju.n.:t.o de lo.6 teafr;., IR, ¿e;., u.n c?..r.Jauo vec..:t.oJtJ..a..t .6obJte el campo 

de to;., c.ompfej 0.6 [ ? ----- ¿POJt qu.é? -------------�----------
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IV) E.t c.onjwtto de. .toJ.J Jtauonate.J.J (J, ¿e.J.J un e.J.Jpauo vectoJU.a.t MbJte. u c.am 

po de. f.OJ.J Jte.a.te.J.J IR ? ¿ PoJt qué? ----------�-----------------

V) E.t c.onjun.,to de .toJ.J Jte.ate.J.J IR, ¿e.J.J un e.J.Jpauo vecto'f.)_a.t .óobJte. u c.ampo 
de. .toJ.J Jtauona.te.J.J �? ¿PoJt qué? -----------.1...--------------

Te. -tnvJ.;ta.moJ.J ahoJta a que. Jte.J.JuuvM .toJ.J �.>-tgu.-<-e.n.,te.J.J e.j fJt-UUo-6, Jte.ó e.Jte.n.,t:e.J.J 
a wJ.J c.onc.e.p:toJ.J de. e.J.Jpauo y J.Jube.J.Jpac..Á.O ve.c.:toJU.a.t. 

E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O S 

1.- Sea V" { lx, yl 1 x, y E IR} et eonjuncto en et euaf. u deten !M opvw.ci.onu 

de. ad-tu6n y mu..ttipüc.auón polt un e.J.Jc.a.taJt de. .ta �.>-tgu.-<-e.n.,te. mane�ta: 

k. v = k.(x., y) = (k. x., O), .lJ- vE: V, k. E: IR 

4 v,;v,. v 

1 

Ve.:t�M c.wit e.J.J w p!top-tedad que. at no .óctt.Uóac.e.Me -tmp-tde. que. V �.>e.a un 

e.J.J pauo ve.cto�¡_,¿a.e_ J.J obJte IR. 

2,- Ve.:te.lr.mi..na .6-t u c.onju.n.,to H= {h 1 h> O, hE: IR} e.n u que. fe. deó-tne.n f.a.ó op� 
uone.J.J de. "ad-<-U.6n" y "mu.L:Upüc.auón pO!t un e.J.Jc.a.talt" de. .ta �.>-tgu.-<-e.n.,te. mane.Jta: 

x.+y= x.y, 

a x. = x.a , 

e.J.J un e.J.J pauo vec.:toJU.a.t J.Jo bite IR. 

.lJ- x.,y E: H 

+ 



3. - VUVUOOut •� e.t e o n junto A " 1 � :1 1 a, b, e e lR / u un u pa.Uo vectoJUa.e 
J.JobJte. lR, u.tando .tcv., opvw.uonu de. acü.u6n y mu.tupüc.au6n �OJt un uc.a..&vr. de. 6-(rU.dM c.omo 

:J + 

[:: ::] 
ex V = ex fa b] rex a b 1 

lb c. b ex c. , 

4.- Ve..te/l.m{_na J.J-i... el c.onjun.to A= { ( 7, y) /y E lR} u un J.Jubupa�o de.t upauo ve.ctotu:..af_ lR2 MbJte. R.oJ.J Jte.af_u. 

5.- Ve..te/l.m{_na J.J-i... e.R. c.onj un.to B = { ( x, y) / x 2 - y2 du upauo ve.ctotu:..af_ lR2 MbJte. R.oJ.J Jte.af_u. 

6.- Co>41�dvw. e.t conjunto 

E ·1 [: :1 1 a+ b" 1, 

O, x,y E lR} u un J.Jube:.ópauo 

1 
VUVUOOut ü e.t conjunto E u un •ubupac.<o de.t upac_<o vect1JUa.e de la& ma .ttu:..c. e .. J.J c.uaciAadM de. oJtde.n doJ.J J.J obJte. e.R. c.ampo de. R.oJ.J núme.JtoJ.J !te.af_f. 

7.- ¿ EJ.J u c.onjun.to G = { (O, O, a, - 3a) / a E lR}, un J.Jubupauo du upauo ve.c..to tu:..at lR 4 J.J obJte. u c.ampo de. R.oJ.J Jte.af_u ? 

8 . - S e. a Ü C. O n j un.to � 3 = { ( X, 1J, Z ) / X, y, Z E � } • 

Ind-i...c.a pOJt qué. �3 no u un J.Jubupauo de. IR3 MbJte. e.R. campo de. R.oJ.J Jte.a-f.u IR. 
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9. ""' VetvwU:na J.J,{ u c.onj wU:o W = {ax 6 + b x 5 + c.x 4 1 a, b, c. E lR e;., un J.Jube;., pauo 
del. upau.o ve.do!Ual. de. .C.oJ.J poünom(oJ.J de. gJtado me.noJt o ,{. ual. a J.J w J.JobJte. 
el. c.ampo de. foJ.J Jte.a.R.e;., • 

1 O. - S e.an u y v ve.doJte;., d('_i e;., pauo lRn · • 

Ve.mue;.,.tJz.a que. u c.onjwúo W = {a u+ B v / a, B E lR} e;., u J.Jube.J.Jpauo de. lRn 



�oml�"nace01-t Pene�" 
f!lJejtendencia Pineal y fBa.¡ e 

Con�.:J-i.deJtemo-6 el upa.C-{.o vec;to!UJLf_ W = { (x, O, -x) 1 x E Il} 
po de R.o -6 Jt ea.tu • 

-6obJte ü c.am-

Vo-6 v�.toJtu del up¡c<.o W -6on v1 = (-3, O, 3) IJ v2 = (14, O, -14). 

Una. combinación 1 ineal de to-6 v�.toJtu v1 IJ v2 u;tá dada ¡oJt la e.xpJtu-i.ón 

a¡(-3, O, 3) + a2(14, O, -14) 

S-i. a1 = 2 IJ a2 = -1, :te.nemo-6 que 2(-3, O, 3) + (-1) (14, O, -14) 

(-20, o, 20). 

Se d-i.c.e en:tonc.u que ü v�.toJt (-20, O, 20) u una. c.omb-i.ncr.c.-i.ón Uneat de to-6 V ec..toJtu V¡ lj v2 

S-i. c.u.atqu-i.Vt vec..toJt w del up¡c<.o W -6e puede expJtUaJt c.omd una c.omb-i.nac.-i.ón t-<.neat de to-6 ve.c.:tOJtu v1 = l-3, o, 3) tJ v2 = 114, o, -14), en:tonc.u -6e d-<.c.,� que ü c.onjun:to A =  {V¡, v2} = {(-3, o, 3), (14, o, -14)} genera el Upac.-i.o W o que A u un conjunto generador del up¡c.-i.o W. 

a1 (-3, O, 3) .¡. a2l14, O, -14) = (x, O, -x), 't x dR 
- (1) 
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donde (x, O, -x) u el. vec.>totr. 9en�o de W. 

a¡ 3 o, v- X EIR 

P otr. .:ta rw.�o , A u c. o n j u YL-to 9 en. etr.ad otr. d e W • 

AdemáJ.1, 1:'.omo y:uedu o bf>etr.vatr., utof> vatotr.u de. a1 y 2 rw f>on úrúc.o-6. 

Ottr.o-6 vat'.otr.r./.l ele a¡ y az que. MWóac.en fu e.c.uauón ( 1) Mn: 

o X 
T4 lfx EIR, 

3 , 

S-<-n embatr.go, ute. he.c.ho no attetr.a. que. A .6ea wt c.onju 9 e.netr.adotr. de W. 

Ve.tvun-<-ne.mo-6 ahotr.a f>.{_ c.uüqu-<-etr. vec.totr. de W -6 e puede. o bteneJL me.d-<-ante wu1 

.c.ornb-<-n.ac.-<-6n RA.neal del. vectotr. v3 = (6, O, -6). En ottr.M p .abf1M, ¿u el. con·

junto B = {v3} = { ( 6, O, -6)} un conjunto genetr.adotr. del. Up uo W? 

La tr.Upur.;,.:ta u a6.{_t¡_mativa ya que cualqu-<-etr. ve.ctof1 de -6 e puede. obte.n.eJL 

rnecl.úLnte. u.na c�omb-<-n.auón lineal del. vectotr. v3 .(ca a continuauón: 

;;_¿ a(6, O, -6) (x, O, -x), 
X 

a = -6 , 

Tan-to el. conjun-to A corno el. conjun-to B 9e.netr.ar1 at upa 

una d-<-óetr.enw en fu 6otr.ma que lo genvw.n: 

E IR 

\�, petr.o ewte 

Patr.a eJ'. conjun-to A loJ.\ uca.f.Mu a1 y a2 no Mn rn-<-en..tJr.M que P�. 

tr.a el. conjun-to B el. valotr. de. a ;;.{_ u úruc.o. E;;.:t.a e_-6 una d-<-6 em� c.u�va 

óundarnentat e.ntf1e. arnbo-6 conjuYL-to-6 que. f1.e.6otr.zatr.emo.6 un po co rn .6 adelante. 

Coru-<-dMemo;; ahotr.a el. conjunto 

e = {u¡ , u:2} = { ¡ 3, 1 , - 3 J , (- 3, 1, 3 J } 



¿ E-�J po-!libte o bteneJt c.u.atqtúeJt vec.;totr_ de W c.omo una. c.omb{na.c.Afi n une.a.t de 
R.o-�J vec.totr_M del c.onjunto e? 

La ec.u.awn -�Jigtúe..nte.. mue..-!ltM que.. c.u.atqtúeJt ve..c.totr_ de.. W, M de..w, c.u.at

qu.ieJt ve..c.;totr_ de.. fu 6otr_ma (x, 0, -x) -!le.. pue..de e..xyYtMM c.omo una. c.ombbzac.Afin U

n¡'.al de.. to-�J v e..c.to tr_ M  de..t eonjunto e. 

+ ( 3' 1' -3) + (- +) (- 3' 1' 3) (x, O, - x) , v- X E IR 

Sin e..mbMgo, e..t c.onjunto e no M un c.onjunto ge.neJtadotr_ deyt e..-!lpaw W. 

La tr_az6n M fu -�J-i..gue..rtte..: Se.. c.onvie..ne que patr_a que un c.dnjunto de vec.to

tr_ �� -�J ea g e..neJr..ado tr_ de un M pauo v ec.to t¡_.{_a,t debe Jt e_u.Mtr_ do -!l c.Mac.f(:VÚ/.l Uc.M • u na. 

de.. e..UM M que.. c.u.atqueJt ve..c.;totr_ de..t e..-!lpauo -!le pueda o bte.neJt mf!.diante.. una. c.om

binac.i6n une.a.t de.. to-!J ve..c.;totr_e.,b de..,t c.onjun:to 1j fu otM M que.. .elf-!l ve..c.;totr_U de..t 

c.onjunto pe..tr_te..nezc.an at Mpaw.2 

En nuM:tJto e.je..mpto, el c.onjun:to C no u gene..tr_adotr_ po!tque. 4U6 vec.toJtu no 

peJt.tene..c.en a.t upac.io W. 

S.{_;tu.auone..-!J -!l�JtM a fu de..t c.onjun:to e -!le pitue.nta.n c.on to-�J c.onjun:to-!J 

V = { ( Z, O, O) , (O, O, -Z) } 1J E = { ( 1 , O, O) , ( O, 1 , O) , ( O, O k 1 ) } • eu.at-

qtúe..tz. ve..c.toJt de..t Mpauo W = { (x, O, -x) 1 x E IR} -!le. puede. e.x)'Jfte4M c.omo una 

c.omb.<.na.u6n Une.a.t de.. to-�J ve..c.toJtM de..t c.onju.n:to V 1f de. to-!l ve..c.totl,u de..t c.onju!!:_ 
;to E: 

+ (Z, O, O) + + (O, O, -Z) (x, O, -x) 

x(7, O, O) + 0(0, 1, O) + (-x) (O, O, 1) = (x, O, -x) 

Sin e..mbMgo, V y E no Mn c.onjun:to-!l geneJtadMu de..t upauo ve..c.;tot¡_.{_a,f_ W 

potr_qu¡� -!lu-!l vec.;totr_u no pe.Jttenec.e..n a W. 

2 con�:ul tar la definición de conjunto generador presentada por los profesores 

Eduaré.o Solar González y Leda Speziale de Guzmán en su libro de "Ah.gebra Li

neal", página 569, editado por la Facultad de Ingeniería, UNAM. 
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Lo� c.oi11.junto� A y B de nu..eJ.dJw ejemplo Mn geneJUldolu del e;.,pac.A..o W y, 
c.omo ya .to cUj hno� an,telt-{_[Jfr.men,te, �e cü6 eJtenc.-<.a.n en que p�a el c.o njun,to A loJ.J 

uc.alaltu 110 Mn úrU.c.o� 1f (.XV1..a. el c.onjunto B J.JL 

La 110 tLrU.c.A..dad y .ta urU.Uda.d de .taJ.J eJ.>c.alaltu Jr.. U pe�vamen;te pMa .toJ.J 

c.onjunto� A y B J.Je debe a que A u linealmente dependient� y Bu linealmente. 

independiente. 

Vado que B u Unea.hnen,te -<.nde.pencüen,te y geneJUl a.t upa.uo W, �e cüc.e 

que. B u una. base del upa.c.-<.o ve.c.J:.otr..{.a.t W. 

Hab.tatr.emo� ahotr.a de u-te úLtúno c.onc.ep-to. 

Patr.a hac.eJt má.6 6ác.il .6u u-tu..cüo, c.amb-<.emoJ.J de ej emp4o y c.o núde.�temoJ.J el 
upa.uo vec;to.t¡__¿a.t IR 2 .6 ob.tr.e IR: 

IR 2 { ( X' y) 1 X' y dR } 

Cu..a.tqu...{.eJt vec.-t.oJr.. de IR 2 .to podemoJ.J ob-teneJt mecüan,te una c.omb-<.nac..-ú)n U
nea.t de .toJ.J vec.:to.tr.u de una. ba.óe del upa.c.A..o IR 2• 

La base natural o base canónica3 del upa.uo IR 2 u el c.onjunto 

E =  {(7, O), (O, 7)} 

E.6 muy 6ác.il expttuatr. c.u..a.tqu...{.eJt vec.-t.otr. iJ de IR 2 c.omj una c.omb-<.nau6n U
ne.al.. de .toJ.J vec.:toJr..u de e..J.Jta. ba.6e deb-<.do a que el v ec tor Je coordenadas de v 
en fu ba.6e c.an6rU.c.a u p!tec.Mamen,te el vec.:toJr.. v. 

AJ.Jf_, potr. ej emp.ta, J.J-<. v = ( 6, -3 J , ento nc..u (v) E 
(6, -3) = 6(7, O) + (-3) ( O, 7) 

(6, -3), ya que 

3 El concepto de base canónica lo aplicaremos solamente a los espacios IRn 

Así, se conviene que si !Rn 
= {(xl, X2, X3, • • •  , xn) 1 xi1 E: IR} entonces suba 

se canónica es el conjunto { ( 1, O, O, • • •  , O), ( O, 1, O, • • •  , O), • • •  , (O, O, O, • :-. , 1) } 



MoWI>fdo a eada veecWk de IR ' Un Mlgm"-'Vtn <Wug-i.do o �<Uok genml-DUeo, el ejempto antVU:.OJr.. -f.o podemo¿¡ Jr..epJr..uen-tcvt "pa¿¡o a PMo" en « p.funo c.CVU:u-iano 
XY c.omo -óe mu.u.t�w. en .fu-6 .6-i.gt..Uentu 6-i_gu.!r..M 

y 
y 

----�----------���x 1 1' o J 

1 o' 1 J 

611, O) l 16, O) ----�------._�--�- x 

-310, 1) = lO, -3) 

EigUila. 1 

Á y 

---------
v = 16, -3) 

Eigwra 3 

Se ac.o-6-tu.mbJr..a Jr..epJr..e-óen-t.cvt a R..M vec.-toJr..u de .ea·ba-óe c.an6n-<.l 17, O) y 1 O, 1) pOJr.. f..a¿¡ R..e.tlw.-6 i IJ j . 1 EJ.J.ta. Jr..ep!l u en:tac.-<.6 n u mu.y c.omi M bite -todo en ee CJiC.c.u.C.o vec.-to!Ual_ y en R..a geome;t!úa vec.-toJu.:a.R..). 

Con u-ta Jr..e.p!Lu en.ta.c.-<.6n podemoJ.J uc.Jt-i.bü v = 6i - 3j, en ve¡z: de V =  611, O)- 3(0, 1) (6, -3). 

+ 
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1 
La. uec.wn. de .e.a. bMe c.a.n.61U.c.a c.omo bMe de IR 2 9en.�en.te .6-<.mpUMc.a 

mue. ha lo;., c.á.tc.u.io.6 y, ademcú, n.o;., • peJunde tMbajaJt de una mf;tn.Vta que po cltúa.mo.6 

UamaJt "rza;tuJr.l'Lt" ya que c.o n. u.:ta biU e .6..lempJte hemo.6 tMbajario aunque .6 ea de uvta 

man.Vta ..lmplli..l.:ta al. u:tud..laJt .e.a. 9 eome;ttú.a wc.Ud..lana, que e.p .e.a. 9 eomw.{.a que 

;.,e ..lden.t..l6..[c.a. de una man.eJLa natura 1 c.on. u utud..lo du upa�o búd..lmeM..lon.al. 
1 (y poJt .6upuuto, .:tamb..lén. det upac...lo b..ld..lmeM..lon.al.). 

PoJt ej empto, w c.ompo n.m.tu de c.ual.qu..le.Jt v ec.toJt v de \ IR 2 ;., e pueden c.o M..l 

de.JtaJL c.omo .t.a;.� pJtoyec.c...lon.u du vec.toJt v MbJte to;., vecJ:aJtu 1de -fa bMe c.an.6n...lc.a. 

y 

v = (a, b) 

�� -------- --=-x 

� 
F-igU!ta 4 

v = ai + bj 

+-V = Comp vec..t . y + Comp vec..t. v 
l J 

OtM c.a.Jtac..t�tic.a. de fu biU e c.ww IU.c.a. de IR 2 que c. o n;t!¡_..lbuye a fJac.� 

fi- tMbajo an.a�c.o u que .6U6 vec.;tnJtU Mn. oJt.togon.al.u y uQ_nm .ion.g..ltud o mó 

cUto ..lgua-f a -fa un...ldad.4 

S..ln. embaJtgo, hay oc.af.>..lon.u en .ta.;., que u ú.W y muy pJtá9.uc.o ;(j¡_abajaJt c.on 

una ba;., e de IR 2 que n.o .6 ea -fa c.a.n.ó n...lc.a.. 

1+ En el capítulo VI generalizaremos y haremos abstracción de �os co n c e p t os de 
ortogonali dad y módulo de vectores. Mientras tanto, estos cot ceptos nos indic� 
rán lo que ya sabemos hasta el momen to : ángulo de 90° que fo man dos segmentos 

dirigidps y l ongi tud o tamaño de ellos respectivamente. 



8-ta. hftua.u6n. M. pltue.n.;ta, pOJt e.jemp.to, c.uan.do ¿,e_ e.6e.� una rotación dE� ejes5 y u pltoc.uo ana)l_ft{_c_o pMa c.amb-W..Jt de. ba¿,e_ ¿,e_ pue.de. fea.UzM me.&an.ú� la matriz de transición o ;tamb,i.é.n l-emnada matriz de cambio de base. 

POJt e.j empw, c. o M-i.de.Jtemo¿, que_ una pcvtUc.u.ta ¿,e_ dv., pfuza e.n u pfuno XY d� CJiA.b-Le.n.do la bwye.c.tolt-la Jte.pJtue.n-tada pOJt fu ec.uau6n 

X 2 + Xlj + ll2 - 3 = 0 • 

y 

Ei.glllla 5 

y 

/ 

(2) 

La duc.Jt-LpU6 n. du moy-Lm-Len.to .6 e .6-lmpU 
Mc.a muc.ho .6-l en. vez de :tJta�ajM c.on lo.6 ejv., 
X y Y, v., dec.-llt, c.o n un .6-L.6fema de Jte6e.Jtenc..ia 
de:te.Jtm-Lnado polt fu bMe c.an1n-lc.a, :tJtabajamo.6 
c.o n un h-L.6-tema de Jte6 e.Jten.u1 c.uya ba¿, e u ;té 
c.o n-tenúia en lo-ó ej u de fu eUp¿, e c.omo muv.,
-tJta fu 6-i.gUJta 6. 

La bMe A = (e1, e2} d�eJun-lna el nuevo 
¿,-{_¿,;tema de Jte6e.Jtenc..ia X' Y' • En u;te .6-L.6;tema 
.6e é>-lmpUMc.a no;tabtemen.te l� ec.uawn de fu 
eUp.6e y .6e puede btazM 6áU¡emen;te. ¿Cuá.t 
v., fu e.c.uac..Wn de fu eUp¿,e 'f el nuevo .6M;t!!:_ 
ma de Jteóe.Jtenc..ia?; ¿C1Uf.tu .60n io.6 vec;toJtu 
e1 y e2 ? 

5 si el lector quiere recordar lo relacionado con rotación y tratlación de ejes le sugerimos consultar "Geometría Analítica" de Kindle, edit. Me Graw-Hil l, serie Schaum, págs. 66-68, cap. 8, o cualquier otro libro de geome ría analítica en el capítulo de transformación de coordenadas (Rotación y tras}ación de ejes). 
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La. bMe� A ¿¡e obtiene a. paJ!.;Ü!t de fu ba..6e c.a.n.ónica. B = {i, j} po!t fu Jto� 
c,Wn de un á.vr.gu.to .e. Ve c.u.!Lóo.6 'a.YZ-te!UoJtu .6a.bemo.6 que et fngu.to 8 que deben g::f_ 
Jta.Jt i.o.6 eju pMa. et.úrú.na.Jt e.t .téJun.{YtO XY de toda. ec.ua.uón &e fu óotuna. 

Ax2 
+ Bxy + Cy2 

+ Vx + Ey + F O 

.6e obtiene de fu exp!tu-Wn 

:tg 2e 

Pa.Jta. mte.J.>bto ej emp.f.o, de ( 2) .6 e tiene que 

:tg 2e de donde 2e 

E.6 de.c.bt, fu Jtota.uón e, en nue..ó:tfto ejemplo, u 

Ob.tengamM fu ma.br..ú de 
:tfta.Yl.6 -ic.h5 n de fu bM e B = { i , j } 
a. fu ba..6e A = re-1, e2J 

j 

Ei.gwr4 7 

y 

Ve fu.6 MgU!ta..6 7 y 8 .tenemo.6 
que 

e 

/ 

/ 
/ 

/ 

45° 



Como e 45°, -te.ne.mo-6: 

í C.0-68 

l<S e.ne 

B 1 r 1 
MA = lz l- 7 :] 

E.t ve.c.;totr.. [x, y) de.t -6-0.5-te.ma XY que. c.otr..Jte.<Sponde. at ve.c.-to (x.', y') de.t J.J-<.-6-te.ma X' Y' e.-6-áf dado potr.. 

la 

[:] l f'' J 1 e A • y' 72 

.SM;ü:tuye.ndo lo-6 valotr..e.-6 X = 
e.c.ua.c.-W n ( 2) -6 e o bUen e. 

2 2 
x' + 3y' 6 

¡][''] ['' + y' 

1 y' = k -x.' + y' 

1 (X. 1 + y') 1 
(-X. 1 + y') Ir y y 

12 
en 

--- (3) 

Ve (3) <Se ob-6e.tr..va que. la long-Ltud del. Mrn-i.e.je mayotr.. e.-6 16 y ��a de.t me.notr.. 12 <Según <Se. mur?/.>:úta en fu 6-{.guM 9. 

y 
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Lo J.> v ec.to!t e!.l e¡ lJ e2 e!.l :ta.Jui y¡ de-teJz.mirw..doJ.> po!t toJ.> gi!tpJ.> 

tivameMe. 

Como 

lj 

e¡ 

A 
A!B 

1 

¡;¡-

7 

12 

A 
e¡ ¡\j 

B 

- 1 

[M�] e�-tto nc. e!.l 

[: - : ] [ ; ] 1 
1'2 

y 

A 
M = 

B 

[:] 

A 
e2 A·! 

B j 

1 

[: 
-: l 12 

�(7,1) 

1 - (-7 7) 
12 , 

de i y j, !te!.lpe� 

que Mn loJ.> vecto'Lel:, que co!t!te!.lponden a i lJ j en el Yiuevo J.>r .tema de Jte¡)e�tenc.ia. 

A1á..6 apLéc.acio ne!.l impo 'ltaMe!.l de fu m�z de ;tt¡.aMi� n J.> e p!te!.l en-tan en 

-l.M transfonnaciones lineales, Vt el Cá..tc.uto Vec.to!tiat 1J en ot!toJ.> .temM de ma;t� 

rrátic.aJ.> IJ ¡) -f6 ic.a . 

Ante!.l de Jte!.lolve.Jt ej eJtuuoJ.> JtelauonadoJ.> c.on .toJ.> c.onc.ep.tM que c.oMe!.lpo!!:_ 
den a. e!.lta J.>ec.wn, ;te J.>uge.ltÁ.moJ.> c.oMe!.lte!.l tM J.>iguJ..erde!.l pJteguMM c.of¡_Jtec_tamen 

te. 

Si tiene!.l ducúu CLt c. o Me!.l-f.aJt RM p!teguMM, ;te ac.o M ev amoJ.> que no J.>igM 

adel..c(Me. luv.,;ta que e!.l.:toJ.> c.onc.c.p.:toh e!.l.:té.n bien eMendidoJ.>. Rec.ue�tda. que lM C.O!!:_ 
c.eptoJ.> e�.J.:tucLla.doJ.> en e!.lte c.apUJli.o IV c.oMt.-Uu.uen R.a pM.:te e!.lenc.iat del á..tgebM 

.túte.CLt. 

cUeMe? 

I] ¿Qué_ e!.l una c.omb.¿nau6n lineaR_? ______ ..:...., _______ _ 

II) 



d_.(_C.IltC.? 
------------------ ----------------------------�---------------

·----------·------------·----------------�·--------------

IV) ¿Q_u.é u w1 c.onju.VIXo gemJr..a.dofl.. de u.n v..pa.Uc! vec.ú tU..o.l? 

V) ¿QLté v.. u.na. bau. de u.n v..pa.c__.{_o vec;toJU.ai.? 

------
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VIl ¿Qu.é -6_.(_gn_.(_Mc.a e.t c.onc.ep.:to de base ordenada de un v..pa.Uc! vec.:to!UP.J:J 

·-------------------------·--------------�·-------------

VII l ¿Qué v.. la dimensión de u.n v..pauo vec;toJU.ai.? 
-�--·----------

VIII l ¿Q_u.é_ v.. e.t vec.:tofl.. de c.oOfl..denada.ó de. u.n vec.:tofl.. c.on :r-v..pec.:to a una 

bcu,e cfl..denada.? 
----------------------------------------�·------------

-·--------------------------------------�·--------------

IX) ¿Qué v.. ta ma.:tfl..ú de :tfl..a.MJ..c.-i.6n de u.na bMe a o:tfl..a. 

-------- ---·--------------------·---·-·--------__, _________ __ 

E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O S 

(Continuación) 

11.- Ve:te.Jun-Lna el va.f'.Ofl.. de k ¡aMa que.. el vec.:tofl...u = ( 1, k, 5) ie IR3 !.lea 

u.na combJ..nawn Uneal de.. to1.1 vec:A:oJtV.. v = ( 1, - .3
, 

2) 1J w = ( 2 - 1, 1) 
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12.- Expltella el vecA:oJt de IRz V = (3, -1 ) ' como un.a e mb-C,vz.auó Yl uneaf de 

foJ.J vec.:áJtte-6 

a) V¡ (4, o), Vz ( - 6, 2)' v3 ( g' 3) 

b) W¡ ( 2, o)' Wz (o' --8)' w3 ( 1 ' -1) 

e) U¡ ( 1 ' O)' Uz (2, 1 ) , U3 (o' -1) 

1 3.- · a.) .S-é v 1 = ( 1 - k, k + 1 ) y v z = ( k + 1 , 1 - k l , duettm-éna. fM va.fo-

tte-6 de k pcuw. fo¿, cua.fe-6 \)1 y v2 MYl üneafmente -éndepend-l nt�� coYl!.J-édeJta.vtdo 

qu.e J.Jon vec.:áJtte-6 def eópa.<�o IR2 • 

b) Ve;tettm-én.a ef va..f:.ott de h pa.tta. que ü covtjuvt-to d vec:totte-6 de 

IR3, {(h, 7, O), (7, h, 1), (O, 1, h)} J.Jea. üneafmente dep td.<_ente. 

14.- Evt UYl e:l.lpa.uo vec:to� V J.JObtte ef campo IR, ef COYlj nto E {u, v, w} M 

üneafmente ,(vtdepend-lente .. 

VetettmA�n.a ¿,_¿ foJ.J ¿,-Cgu-len;te-6 conjun:toJ.J Mvt üvtea.fment depevtd-lentell o ü.

nealmente -Cndepend-lenteJ.J 

a) A =· {u + v, 2v + w, u + w} 

b) B fu, u + v, -r:z + v + w) 

1 5.- VdettmA:n.a J.J-é el conJunto de vec:totteJ.J A { 2, - 1 , 3) , (O, 4, 1) , ( 4-, 2, 7)} 

genetta. ef e.J.Jpa.uo IR 3 

al Va un conjunto A que c.ontenga. 4 vec.:áJttM de IR 3 

cio IR' 

que 9 eneJt e e)' eJ.J pa.-



b 1 Va un e o n junto B que eo nte;,gn 4 v e.ectn k u de IR ' y que no gen ve e e./' u 
pac..{o IR 3 

A {(7, -3, 2), (2, 4, 1), (3, 7, 3), (1, 7, 7)} 

b) ExpJr.eJ.Ja. cada. uno de. J'..o-6 vec;toJr.eJ.J de fu bM e J'...Cnw de J'..o-6 vec.;toJr.eJ.J de fu ba..óe eleg--ida. en eR.. --inc.--i.óo an.:teJr.--io 
c.omb--inauó n 

lB.- n) Sea e./' ,eano rr de ecuacAJin 3x - y+ 2z " O, V e./' conjunto 
de ctn do • fil• punto • eo nte>Udo< en e./' p.la>w rr kepku entadtM p k -tvcQM 1 a, b, e 1 

X +2= y+ 2 
eJ.J:Uí c.o nten--ida en 1?---t p.Eano 1T. 

2 - z 

Sea W ee_ c.onjun;to de todo.ó J'..o-6 punto-6 c.on.:ten--ido-6 en ·c.ha Jr.ec..ta. 
E.ó dew, w = { ( x, y, z J 1 x + 2 = y + 2 = 2 - z} 

DemueJ.J;tl¡_a que W e-6 un .óabeJ.Jpac..i.o de (!. 

6) ¿Se c.ovz-6--idi?Aa aJ'.. c.onjun.;t.o 6orJnado poJr. .ec'-6 vec..tOJr.eJ.J v 1 y 2 def_ --inc.--i.óo 
an.:tv�.--{�Jr. c.omo uvz c.ovzjunto geneJLado�¡_ de W ? ¿POJr. qué? 

141 
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79.- Et conjunto a:= {a + b� / a, b e IR, �= R} u un .pa.cA.o ve.c;toJUai }.,obJre_ e.t ccunpo de toJ.J comp-CejoJ.J a: y -tamb�én J.Job�¡_e e.t c.ampo d to,� �¡_ea_tu IR. 

a) Sob�¡_e_ e.t c.ampo a: 

b) Sob!1.e e.t c.ampo m 

20.- Et conjunto f2 ={(a + b�, c. +  d�) / a,b,c.,d ciR, � r-T} eó un eópa.cA.:o vec.-to�at J.Job�¡ e a: lJ -tamb�én J.Job!1.e IR. 

a) SobJLe el campo a: 

b) SobJLe u campo m 

27.-- Ve.muu:úw. que el. c.onjun-to de vec;to�¡_u de tX2, {(-4-h, 1·-U), (2-3�, 7)}, CÁ -U.nvthnertfe depe.nrU ente c.uando IX2 
CÁ UneaJme11Jc. úutepe.n�e.n.te. c.uando f·2 

u:tá de.M�do J.Jab�¡_e c.ampo c.omplejo tJ 
u:tá deM�do J.Job�¡_e. el. c.ampo �¡_e.al, 

22.- Vemue.J.Jbw que. e.t c.onjun.to {(0, ��. O), (1, O, 0), (7, , �)} eó una baóe. def. eópa.c.-io vecJ . .o�af f3 Mb�¡_e el. c.ampo f. 

23.- Comp.fe . .ta c.o:u�.ec . .tcune.nte. .faJ.J J.J�gu.ú.n.tu exp�¡_uúnu, u ·b�e.ndo en .fa.J.J U-neM wJ.J pata_b!LrJ.J.J C.OMeJ.J po nr.üe.n.tu • 

Sea e.t C.OHjunto B = {v·l, v2, v3, v.,} 
M�do J.Job�¡e un c.ampo K, entonc.eJ.J: 

a) La eCll.auó n. 

o vec..to�.e. V de. 



6) Todo conjun:to con nú.6 de cucLttw vecA:.oJz.e/.) de V e/.) 1---inea.J:mente 
----

d) S� fu;, oookdenaWu det v<Wk W E V .,;, '"' baM B �o, a,,o,,o,,o, , 
e.Júo ne e/.) , 

w = 

--------- ·------------------

24.- Sea S " {ax' • 2ax' • 3bx • b 1 a, b E IR J un MpaUo v'" o'<-iat Mbke et 
c.ampo de f.o-6 númvw-6 Jz.e.a)i_e/.). rJb.tén una bOA e y fu cLúnen-6-W n de c�c.ho u pacA.o 
v ec.to JuJLt . 

2 5. - S e .tienen -Duz_;, v ec..toJz.e/.) v 1 = 1, 

a) Demuubw_ que {v¡, v2, V3} U una bMe de! UpacA..o vek..tof1m de f.o-6 
poUfwm�o-6 { a.t2 + b-t + c. / a, b, c. t:: IR } !.Jo 6Jz.e IR . 

b) Ob.té.n f.a-6 c.ooJz.de.nada-6 de! vec..tOJz. w = U2 - 5.t + 6 c.on ) e/.)pe.c..to a cü-
c.ha ba.-6 e. 

2 6 • - S ea el?. e/.) pa uo v ec.;to f1� 
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a} EJ.> c.Jr..,{h e una. bM e de M. 

b} ¿CwU M fu cWnen.ó-úSn de M? 

c.} EM.!Ube el. Vef!_:toJt -V =  [
0
6 -

0
3 ] 

vecA:OJtM de fu bMe dada en el. -i.nwo a} . 

27.- 'DúeJun-i.na. el. va-f!.OJt de A pa.Jta que el. conjun:to 

:JL + A 
o] [ 4 - A 

4 , -4 

J.>ea Uneabn en.te depeneüen.te, J.>-i.endo A un J.>ubc.onjun:to de r.in Mpac.W vec.:to!T.-i.a.f_ J.> o bite el. c.arnpo de .toJ.> Jte.a.tM. 

28.- Sea 
S-i 

.60n doJ.> bMM de V, ob;tén fu rna;{:!¡__¿z de ;{:Jtay¡¿¡-i_c__¿6n de .ta bMe A a .ta bMe B. 

:�9.- Sea 
bMM. S-i 
t��Ue B2 = 

V _un e&pa.Uo V"-C-to4ifLt Mbk' IR y B, • IV,, V,, 1 V,) una �' ó<M ( V } B 1 = ( 2, -1, 3} , dúeJun-i.na. .f.M COOJtdena.da.).) de,{j vec.:toJt V en .f.a {iü!, w2, w3} donde, 



30.- En. e..t u.,pa.uo ve.c;tot¡j_aj_ de .to;., poürr.om)_M P {a. + b;t + c;t j cz,b,c ciR} 
-�e. :J.':j_e.rr.e.rr. .to;., ;.,;_guA .. e.Ytteó dato;.,. 

Ca lit u.,;to;., dato;.,, o btérr.: 

= ¡- 3, 1 , o 1 , cu:2 1 8 = ( - 1 , o, o 1 CJ 2 
u.2 lJ U.3 .60Yt .to;., ve.c..:to!teó de. u. ba/.>e. B1• 

a.) E.t v e_c;tofc de. c.oo!tde.rr.a.dM de..t ve.d:o!t v = 6 
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b) 
-

E.t ve.c..:toJt de. c.oo!tde.Yta.da.;., de..t mj_f.¡mo ve.c;t:o!t v m w b e. 132 uúi-i::.n¡1 

do �j¡ e.c.ua. c.i..6 rr. 

c.) E.t ve.c.toh de. c.oo!tde.rr.a.da..6 de..t ve.c.to!t p e.rr. w bMe. 81 ;.,;_ M. Mbe. r¡cte. 

(p)¡3 = (- 3, 1 , - 71 • 
2 
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tf{)omoJt/t':J1no{) enl�te 

tfleclo�tialeá. �# Ícacionet. 

n �::IN, ya .6e.a.n expttv.,adof.> en tío a de Jr.engUn o c.o-

.tumn.a, 

{t) , , x,, . . .  , � E!Rl 

EJ.> p!tobab.te que fu apRA..c.ctc.A..óvt mM ú;til �r.v.,u.Ue del .:teo!tema. que v.,.:tab.te

c.e que lo'-> espacios vectoriales de la misma dimensión son isomorfos. EJ.> dec.A..!t, 

·;todo'-> lo'-> v.,pac.ioh vec.;to!tiaf.v., de_ -i'a mihma cümevtJ.,iÓvt Mvt, gebJr.aic.amevt:t.e ha.-

bfuvtdo, ;_gua.tel>. Ve M.:ta mciVleJr.a, aC C-':>:t.tidia!t w1 v.,pac.io v c.;toJJ'Á..ai c.ualquieJr.a 

V, de cümevtJ.,i6vt n, emp.tea.AemM el j¿omo!t{)ihmo pa.!ta ;t.Jr.abaj c.on. vec.;toJr.eJ.> del 

v.,pauo IR n IJ el tr.Mu.t.:tado .to apU.c.a.Jr.emM al v.,pa.uo 

PaJr.a. ilu-6;tJr.a.!t .to an.teJr.j.oh, c.ovtJ.,ide�r.emoh el v.,pac.io e.c.;totU..a..t de .toh po-

un.om.wh de fu {Johma. 

P = {ax3 + bx2 + c.x + d 1 a,b,c.,d E: IR} . 

.to .:taYLtc1, podemoh e..h.:tab.tec.e!t una nun.c.ióvt biyec.t_iva en..:ttr.e 

v., pac.io IR 4 • 

La tíuvtc.i6vt tí P -+ IR 4 de¿in.ida po!i. 

(a, b, c., d) 

v., pa c.A..o P y el . 

____ ( 1) 



e!.l wt �omoJt6�mo e.n:tJt.e lo.ó e.!.lpa.cJ..o.ó P y IR'+ ya qu.e. paJta. c_u.a.-(íe.!.lquie.Jta ve.c.-

;toJte.-S P1 Y Pz de. P Y w=:IR .óe. c.u.mp.te. qu.e.. 

UM maYle..Jta de. dáe..Jtm-<-YlM el tipo de. de.pmde.Ylúa UYI.e..a.i del c.oYI.ju.n.:to S 

e!.l a peut:U!t de. la e.c.u.ac.-<-6 Yl de. depe.Yld e.Ylúa UYI.e.al: 

E.óta. maYle.Jta pu.e.de. Jte.!.lu..ita.Jt .tabolt-<..o.óa. 
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c.a.Yldo e...t �omoJtjí�mo. 

Ve. ac.u.e..Jtdo C.OYl la 6u.YlU6Yl 6 , 

ViZ-C.Wlt de...i c.oYlju.YI.to S U.Yl ve.etoJt de. 

de.MVl-<-da polt ( 1), podJo.ó a.óOUalt a c.ada 

IR'+ • Ve e.!.lta. mane.Jta .t�emo.ó qu.e: 

(1, 3, -6, -6) 

(4, 4, O, O) 

6l2x3 + 2x2 - x - 1) = (2, 2, -1, -1) 

6lx3 - 5x2 + 12x + 12) = (1, -5, 12, 12), 

11, e.YI.to nc.e.!.l, po de.mo.6 e.xpJte!.lM e% c.o nj UYtto �omOJt6o a S de .&l. .6-<..gu.-<-e.n.:te. mane.

.Ita.: 

6151 { 11 , 3, -6, -6), 14, 4, o, 0), 12, 2, -1, -1), 11, -51 12, 12)} 

+ 
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Como .to-6 c.o nj u.n.:to-6 S y p {S l -60 n -CLtg eb!!.i:U.c.ame.nte. lw..b.tando- ).gua.te.-6, 

ambo¿ te.vtdtufn e..t m)_f.¡mo tipo de. de.pe.nde.nc).a Une.CLt. 

Patta de.tvrm).vtaJt ¿). e..t c.o nj u.n.:to 6 {S l e.-6 Une.CLtme.vtt de.pe.ncUe.vtte. o ).nde. 

pencUe.vtte., emp.te.atte.moJ., e..t c.o nc.e.pto de. Jz.a.vtgo de. ww.. ma.tM.z. 

S). .tal.) ve.c.to!te.-6 de. 6 {S l .to-6 c.o vt-6Á.de.Jtam0-6 c.omo .to¿ Jte.vtg.to vte.-6 de. u.vta ma 

tJU:.z M y VI c.a.to vtamo-6 cüc.ha ma.W.z, .te.ne.mo-6: 

1 3 -6 -6 3 -6 -6 3 -6 -6 3 -6 -6 

M = 
4 4 o o o - 8 Z4 Z4 'V o 1 -3 -3 o -3 -3 

'V 
'V 

z z -1 - 1 o --4 11 11 o -4 11 11 o o -1 -1 

1 -5 1 z 1Z o --8 18 18 o -8 18 1 8 o o -6 -6 

3 -6 -6 

o --3 -3 
'V 

o o 1 

o o o o 

E.t tLa.vtgo de. u.vta. ma.W.z ,i.VLCÜ.c.a. c.u.ávtta-6 Jte.VLg .tovte.-6 "vte.CLtme.n.te. ).nde.pe.vtdú.!2_ 

.te.-6 poJ., e. e. cüc.ha ma.W.z. PoJt c.o vt-6Á.g u.,le.vtte., .ta ma.W.z M tiene. tJte.-6 Jte.ng xo Vle.-6 

Uvte.CLtme.vtte. ,i.nde.pe.ncUe.vtte.-6; e.-6 de.UJt, e..t c.onju.vtto {)oJtma.d poJt .to-6 c.ua:tJr.o Jte.n-

g.tovte.-6 de. ,e_a ma.tM.z M e.-6 Une.CLtme.vtte. de.pe.ncUe.vtte.. P o, .to-6 Jte.ng.tone.-6 de. M 

-6ovt p!te.wa.me.nte. .ta-6 ve.c.toJte.-6 de. {){S ). PoJt .to tanto, c.onju.vtto {)(S) e;., 

UVLe.CLtme.nte. de.pe.ncUe.vtte,, .to qu.e. -impUc.a, a -6u. vez, qu.e. 

S e.-6 Unea.fu e.vtte. de.pe.ncUe.vtte.. 

Obte.VLga.mM a.lw!ta. e..t upa.uo ve.c.toJ¡_,{_a._f. W qu.e. ge eAa. e..t c.onju.vtto S . 

Como e..t upa.c_,{_o ge.ne.Jta.do po!t S 

6 {S) , o btend!te.mo-6 pft,(_me.Jto e..t e.-6 pa.uo g e.ne.Jta.do poJt u .te ' 

.to a.pw_aJte.mo-6 CLt e.-6 pa.c_,{_o de. poUnom,lo¿ tomando en c.u.e 

pa.c_,{_o 9 e.ne.Jtado po Jt 

· o 1J eX Jte.-6 uUado 

( 1 ) • 



Et e�.>pauo que ge.neJta. 

f..oJ.J Jte.ng.to neJ.> de fu ma..:tlúz M • 

.:tlúz M. 

n [S) el.>, pJteCÁ .. Mmen;t:e, e.t e!.>pauo 9 neJta.do poll 

Ob.tenga.moJ.J, pue!.>, e.t e�.> pa.uo llen9.t n de .ta ma. 

S-[ c.ontinu.a.mo-6 ha.uendo .tMnJ.J &ollmauo neJ.> e.temen.ta.teJ.> a. fu m Wz e�.>c.a.to 

nada de M .te.nemoJ.J: 

3 -6 - 6  3 o o o o o 

M"' o 1 -3 -3 o o o o o o 
E 'U 'U 

o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o 

donde E el.> fu mcúJLÜ el.> c.a..to nada. en 6ollma canó n-[c.a de M. 

a(1, O, O, O)+ b(O, 1, O, O)+ c.(O, O, 1, 1) 

L (M r ) = { (a, b., c., c.) 1 a, b, c. E:IR } 

(a., b, c., c.) 

que. e1.> .ta.mb-[é.n e.t e�.>pauo ve.c..toUa..t 9eneMdo pM e.t c.ovtjun.to tí ( ) • 

ApUc.a.vtdo e.t �omoft¡í�mo .te.vtemoJ.J e.vt.tovtc.el.> qu.e. e.t e�.>pauo e.c..to!¡__[a.t W 

9 e.vte)Lado poll e.t c.o vtj u.vt.to S el.> 

W = {ax3 + bx2 + c.x +c. 1 a.,b,c. ElR} 

La d-[menJ.J-[ón de. lU el.> d-[m W = 3 tJ u.na de. hu.J.J bahe!.> ell 

B {x3, x2, x +7J 

S..i_ hu.b..i_éf,emoh :tJLabajado d.J.Jtec..:tcunevt.te. c.ovt .toh ve.c.tMe.-6 da c.onju.n.to S, 

J.J_{_vt ha.c.eJt u.M de.t -[Mmolltí�mo, J!.a obtevtuón de.t e.J.Jpac...i_o W 1-tub..i_eJta. lle.J.Ju.Ltctdo 

má.-6 fubot¡..i_o!.la. 
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LM eJ.>po..uo-6 IRn peJunile.n ta.mb..[é.n :tJtaJ:M .ea M.f.u.u6f de. u.n lJ..[,6tema de. 

e.c.u.auoneJ.> Unea.f.eJ.> c.omo LLYI. p!Lob.f.ema de. de.pende.ncA.a Unea.f.. úto c.aYI.-6tilWJe. 

o:tlta de. .t'.a-6 apUc.auaneJ.> de. .t'.a-6 ei>po..uo-6 IRn . 

Sea u.n f.l..[,6tema de. e.c.u.auoneJ.> Unea.f.eJ.> 

(Z) 

PodernM c.oYI.-6..[defLM a c.ada fLe.ng.f.6n de. .f.a matfL..[z de. c.oe.ó..[ue.ntu c.oma wt 

ve.c.tofL de. IRn .lJ a c.acla c.o.f.wnna de. fu matfL..[z c.omo u.n ve.c.tafL de. IRm . 

S..[ de.nato..mo-6 a .t'.a-6 c.o.f.wnYI.a-6 po!L 

a¡j b¡ 
azj bz 

c. .  tj a b 
j 

�j 
bm 

e.�tonc.eJ.>, ei. J.>..[,6tema de. e.c.u.auoneJ.> fa pQdemo-6 e.xp!LeJ.>afL c.omo 

azn 

X¡ + Xz + • • • + Xn 

amn bm 

( 3) 



.to c.u{d quieJte. de.W. que. e..t .6-Utema de. e.c.uauo ne.-6 te.ndtuí M.tuuón .6i y .66.to .6i 

e..t vec.tott o e..6 una c.ombinauón Unea.t de. .to-6 vec.t.OJte.-6 c1, cz, 1 • •  , c0 ¡ o 

e.n o:ttta-6 pa.tabtta-6 , e.t .6-Ute.ma de. e.c.uauone.-6 Ue.ne. Mfuu6n .6i y J.Jq.to J.Ji e..t vec. 

tott o = [ b 1 , b 2., • • •  , bm J T peJttenec.e a.t e..6 pauo g eneJtado pott to.6 v ec.totte.-6 

('_j • 

Ob.6é.Jtve.J.Je que .ta ec.uauón (3) no e..6 má.6 que otfta maneJta de e.J.Je..ftib,[f( 

(2); u de.W., me.dia.nte. .to-6 upau0.6 IR0 he.mo-6 e.x.ptte.J.Jado e..t pttob.te.ma de .ta 

Mfuc�ón de un .6-Ute.ma de ec.uac.,[o ne.-6 Unea.te.-6 c.omo un pttob.te.ma de. depe.nde.nc.,[a 

Une.ctl_, 

Patta ttea6,[f(maJL .to-6 c..onc..e.pto-6 t.Jtatado-6 e.n e.J.Jta .6ec.u6n, te. f ugeJt,[mo-6 que 

c.o nte.J.du .ta-6 ptte.gunta-6 y c.omp.tete.-6 .ta-6 a6,[f(mac.,[o nu J.Jiguie.nte.-6 • 

I) Si e.t ttango de una matft,[z A de. ottden m x n e..6 R(A) = m, e.ntonc.e.-6 
dic.ha matJU..z Ue.ne M tteng.tonu Unea.tme.nte. indepe.�die.ntu. 

TI) Can-tuta SI o NO a .ta-6 Jiguien-tu pttegun:l:a.ó: 

PMa una matft,[z A de. ottde.n m x n, 

a) ¿La dime.nú6n de .6u e;,pauo tteng.tón e..6 igua.t a .ta dimei(LI.lión de. .6u e..6 
pac.ú c.ofumna? S.;;:...:.\ __ _ 

b) ¿E.t e..6pauo tteng.tón y e..t upauo c.o.tumna Mn igua.tu? No 

IV) Sea un .6-Utema de. e.c.uac.,[onu Unea.tu AX. = o . 

¿Qué. tte..taUón debe. habeJt ent.Jte. .ta dimen.6i6n de..t e.J.Jpac.,[o ttwg.tón de. .ta m� 

W.z A y .ta dime.n.6ión de.t e.J.Jpauo tteng.tón de .ta matft,[z ampUatla. (A, o) pMa 

qu�� e.t .6-Ute.ma de. e.c.uauonu tenga Mfuuón? --------.,-------

V) E.t c.onjunto .6o.tuu6n de un .6-Ute.ma de e.c.uauone.-6 AX. = F, 7J 1 O ¿u 

un e..6 pac.,[o v e.c.toft,[a.t? ------------- ¿ Pott qué? 
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E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O S 

(Continua ión) 

31.·- Ob.tén el. e6pa.c.io vec.:totU.a.R.. V que. ge.neJta el. c..on.jun:to 

cüme.VLó.Wn. de. cU.c..ho e6pa.c.io. 

32.- Un. J.Jubc..onjun:to de. vec..t.OJte6 del. e;.�pa.c.io vec...totU.a.R.. 

y d e.te.Jr..nU_n.a fu 

Se qu.i..eJte. de.teJuniY!M. J.Ji el. c..on.jun:to G e6 Un.e.al.me _e clepen.cUeYLte o _¿!::�-_ 

de.pen.d..i_en:te. Patta eU.o, .be !tec..uMÁ.JtcÍ a �u e6pa.c.io ..i_.óomo!t6 mn c..o!t!te.J.Jpon.-

cU.�en:te.. 

I) Ve. a.c..u.M.do c..on fJJJ.J da.toJ.J, el. e&pa.c.io IRn ..i_.óomOJt6o M pac.io V e!.l : 

(ELige. fu opc.i6n c..o!t!te.c...ta) 

Al IR" IR 

[�] eJ.J fu o pc...<.6 n c..o!t!te.c...ta 

II) Una. fiunc.i6n. que. u:ta.b.te.c..e. u.n. ..i_.óomOJtá..i_.ómo e.n:t!te. e..t pac.,i.o V lJ .6u. c..o-

Jr.!L.Upondú .. nA:e. IRn u: (EUge fu opc...<.6n c..o!t!te.c...ta) 

1) t; (� �])" (a+b, a+c..) 2) 6 ( � (a, b, c..) 



3) r(� �]) =(a, b, c., o) 4) n (� �]) = k, b a) 

Al Sólo e.!.l c.oMe.c.ta. 

B) Sólo z e.-6 c.oMe.c.ta. 

C) Sólo 3 e.-6 c.oMe.c.ta. 

V) Sólo 4 M c.otr.Jte.c.ta. 

E) Sólo 1 y 3 J.l O Vl C.O M e.c.ta.J.l 

F) Sólo z y 4 M Vl C. O f¡J¡_ e.c.ta.J.l 

G) Sólo 2 y 3 M Vl c.oMe.c.ta.J.l 

H) Sólo 3 y 4 J.l o Vl c. o M e.c.ta.J.l 

I l Sólo Z , 3 y 4 J.l o Vl C.Ofr.!c e.c.ta.J.l 

J) TodM M Vl c.o M e.c.ta.J.l 

[] e.!.l fu O p CÁ..Ó Vl C.O M e.c.ta. , 

III) Ve. lo avtX.e/ÚofL, uVt c.oVtjuv1--to ..thoma-:0o a1. c.oVtjuvtX.o G eJ.l: (E.t.Lge. fu op-

�w Vl c.otr.Jtec;ta. l 

A) ntGJ { ( 1' 1 ' - 1 ) ' ( z, 1, -3), ( 3' 7, 1 ) } 

B) n (GJ { ( - 1' 1 ' 1)' ( -3' 1' 2) ' ( 3' 7, 1 ) } 

C) nlGJ { ( z' O)' ( 3' -- 1 ) ' ( 1 o' 4)} 

V) n(G) { ( 1' 1, -1, O), ( z' 1 ' - :' ' O)' ( 3' 7' 1' o) } 

�J e.!.l fu op�Vl c.oMec;ta. 
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pertcüen:te, f.l e !Le.c.u!1Jr_j}¡_á al c.o Vtc.epto de !LaVtgo de. uM ma;(j¡_j_z. P a eUo, MC!U..

b-<Jr_emof.l p!Wne.!LO a lo'-> ve.c.:tO!Lell def C.OVtjuvtX.o n (G) 

ma:Wz M. VJ.c.ha ma;t!U_z e.!.l : ( EUg e fu o puó Vl c.otr.Jte.c.ta.) 

A) [7 -3 

3 7 

Bl [z � 
3 -1 

10 4 

de uM 



154 

C) 

1 

7 

-1] 
-3 

1 

O eh fu opc...í6n c.oMe..c..:ta. 

V) 1 

1 

7 

-1 

-3 

1 

V) Vehpuú de.. ehc.aioi'UVl. fu ma:t!úz M, .6e.. ob.:Ue..ne.. que.. .6u ngo eh .,[gual. a: 
(EUge.. fu opU6n c.oMe..c.ta.) 

A) 3 B) C) Z V) 4 E) 5 

D eh -C.a o pu6 n c.oMe..c.Xa.. 

VI) Ve.. donde.. .6e.. c.onc.fuye.. que.. a c.on.funto n (G) eh Une..al. e..nte.. -----

----- y, po!t lo tanto, e.,C. c.onjunto G eh Un e..nte.. ----

33.- Comp!tue..ba a Jtehu.ita.do ob:te..n.,[do e..n a útU-6o VI) da e.je.Jtuuo an;te.Jt.,[o!t 

utiüzando la e.c.u.au6n de.. de..pe..nde.nc.M Une..al.. ( E.6 de.U!t, de.:teJr.m.,[na a .:Upo de.. 

de.pe..nde..nc..,[a Ltne..al. da c.onjunto G a pa!t.:U!t de. la e.c.uau6 

a1v1 + azv2 + • • •  + an vn = O). 

34.- Ob:tén a ehpauo ve.c.:to!Ual W ge.ne.,Jtado po!t a c.onju 

uo 3Z. 

e..je.Jtu-

I) PaJta e.,Uo ob:tén -a pa!t.:U!t da .,[nU-6o V) de. d.,[c.ho uc__.,[o- fu fonna ca 
nónica escalonada de.. fu nu:tJtü M. V.,[c.ha ma:tJúz eh: (EUge.. la opu6n c.� 

JUte..c..:ta) 



Al o 

1 

o 

B) 

[] u fu opuón c.oMec.ta.. 

z 

1 

o 

C) 

1 

o 

II) L(M l u , po!t lo ;ta.n;to : ( EUg e fu o pu n c. a M ec.ta.) 
l' 

Al {(a- Zc., b +c., o, o, o) 1 a,b,c. siR} 

Bl {(a, b, b - Za) 1 a, b siR} 

C) { (a, Za + b, O) 1 a,b siR} 

V) {(a, b, c.) \ a, b, c. E: IR} 

[] u fu o pu6 n c.oJtJtec.ta.. 

1) M e;.,pacA.o gene�tado po!t el c.oVLjun.to 6(G). 

z) Al u pacA-o geVLe..Mdo po!t el c.oVLjun.to G. 

A) Sólo e6 c.oMec.ta.. 

B) Sólo z e6 c.oMec.m. 

C) S6to 3 e6 c.oMec.ta. . 

V) Sólo 4 e6 c.oJ:Utec.m. 

El Sólo lj z M VL c.oMec.W. 
1 

Fl Sólo lj 3 M VL c.oMec.W • 

G) Sólo lj 4 M VL c.oMec.W. 

H) S6to z lj 3 M VL c.oMec.W. 

1) Sólo z lj 4 M VL c.oMec.W, 

J) S6to 1 , z lj 3 M VL c.o M ec.W • 

K) Sólo 1 , z lj 4 .60 VL c.o M ec.W • 

L) Sólo z, 3 lj 4 J.. o VL c. o M ec.ta/.. • 

Ml Toda-6 J..OVL c.oMec.W. 

[] U fu opWVL c.oMec.ta.. 

3) M e;.,p::túo IR 3 

4) M e;.,paúo IR 2 
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IV) Po!t Lo ta.n.:to, u upa.w ve.c;towtl W ge.n.e.Jtado po!t u c.onjwúo G u: 
( w9 e. ..Ctl o pw n. c.o M e.c.ta. ¡ 

A) a, 
b 

E IR 

C) 
5b1 1 J a,b dR 

D u La opwn. c.oMe.c.ta.. 

B) ro oc.� 1 � J a, 'J, dR 

V) a, b E IR 

35.- a) Obté.n u upa.w ve.c;toJr..,[al ge.ne.Jtado po!t La-6 c.oLumru:u, de. La ma:t!Uz 

2 
2 

- 1 

o 
-1 

o 

-3 
-9 
-6 

b) Ve. ac.ue.Jtdo c.on u Jr.Uui.t.a.do obte.rU.do e.n. e.L inwo a e.JtioJt, -6e. c.on.&u
ye. que. e.L !tango de. La. mat!tiz, R(A), e..6 igual a-----+-·-----

c.) Po!t Lo tanto, de. Lo-6 !tU ul.t.a.do-6 o bte.nido-6 an.te.Jtio e.n.te_ .6 e. c.o nc)'_w¡e. 
que. La. dime.n-6i6n. del upauo Jte.ngL6n de. La. maW.z A <J.'l ig a 

------

36.- al Obt�n una bMe. y La. dime.n.6i6n de.L upa.uo ve.c.to!tiaL V .60blt.e. e-C. c.am 

oo de Lo-6 Jte.alu .6-L 

rab -c.
2
al 1 V -= � J a, b, c. dR 



37.-

b) Vemu.Mbta qu.e. el. c.o11ju.n:to 

c.) ¿E6 el. c.o11ju.n:to G u.n.a. ba..óe. de. V? ¿PofL qu.é? 

p 
a.fLa. la..ó ma.búee6 .6.igc.úe.n;te6: 

M • ( : ��. 
-Z -z 

p
. � N = 

1 o 

-4 6 -1 

z 

-:] o 
1 

b) ¿CwUM de.i0.6 Mpauo.6 fLe.VLgio11M, ob.te.Vl..ido-6 e.11 el..i11 · o  an.te.!L.iofL, 
.6011 úomofLtío.6? 

38.- a) Ob.tw u.n.a. ba..óe. y la dJ.me.J1.6.i611 del. Mpauo ve.c..to!L.iai P .6ob!Le. IR .6.i 

P = { ax 2 + b x + c. 1 a, b , c. dR } 

b l V em ue6 bta q u. e. el. c.o 11 j u.n.to 

110 ge.neJUt al Mpauo ve.c..to!L.iai P. 
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c.l Vemu.M.t!La qu.e. W = {ax2 + bx - (Za + 6b) 1 a,b t::IR} e6 u.11 .6u.be6pauo 

ve.c.to!L.ia.t de. P. 
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e.) Vemuubz.a que_ c.t..t.a!qt.úvr.. ve.c.toJr. de. W, u de.CÁ.Jt, c.u qu-lvr.. ve.c.t.M de. 

La óoJr.ma ax2 
+ bx - (2a + 6b) e!.l po�-lbte. e.xpJr.e!.lafLto c.omo na c.ombi,nac_¡6n t-e: 

ne.at de. iM ve.c.toJr.e!.l dd c.onjunto H. 

ól ¿E� H un c.onjunto ge.nvr..adOJr. de. W ? ¿POJr. qué? 

g) ¿E� H una bMe. de. W ? ¿PoJr. qué? 

39.- a) Obtén d u pauo ve.c.totu:a.l P MbJr.e. d c.ampo IR que. ge.nvr..a d c.on 

jtLMO 

{-2x2 + 6, x2 - 3, 4x2 - 72} 

b) Vvr..-lMc.a que. d upauo ve.c.:totr..-úU M MbJr.e. d c.am o IR que. ge.nvr..a 

d c.onjunto 

c.) Un upac.-lo ve.c.totu:a.l �omOfróo a to� upauo� ant OJr.ell P y M e!.l 

V = { ( 3 a, - a ) 1 a E IR } • 

Obtén una bM e. B de. u te. upauo. 

d) Va una 6unu6n f : P -+ V tiU_ que. f utable.zc.a n �omOJr.ó�mo e.n

J:J¡_c. d upauo P y d upac.-i.o V. Va tamb-lén una óunu6n g : M -+ V tat 

que. g utabfe.zc.a un �omOJr.ó�mo e_nl:J¡_e. d upauo M 1J d pauo V. 

e. J Obtén una bcu e del. u pauo P y ww. bM e. de.f e!.l p M, a )XVLÜfL 

de. .La bMe. dd upac.-i.o V obte_n-i.da e.n el. -Lnwo c.). PaJLa empte.a tM 

óunc.-i.one_� f 1J g Jr.e!.lpe-c.üvame_n;te_, 



40.- al Vemu�Vr.a que. el c.on.jun-to .Mwu6n. del .6-Ut.ema de. ec.uac.i n.e-6 Un.e.a

l� hcmogén.eo Ax = (j" e.6 un. �¡xt.uo vec.t.o.IU..al. (A �t.e �pac.io v ,c_t.o!U.tJ.i J..e 

le {.C_cLma �paw .Mluc.)nn.l. 

b l Vemu�Vr.a que el c.o n.j un-to .60Wc.i6 n. del .6-Ut.ema. de ec.ua o n.� Un.e.a-

le.-6 vto lwmogén.eo Ai = 1J Yl.O e.6 uvt �pac.io vec.t.o./U..al. 

41.-

·¡; iJLDVl, 

PaJta el .6.igu..ien.t.e. .6-Ut.ema de ec.uaúo n.� Un.e.al�, o bt.évt .6u � paúo M!u 

u da una ba.6e y !a d.imen..6.i6Vl de d.ic.ho �¡xt.Uü. 

2x - 3tj + 6z o 

X + tj o 

-X + 4y - 6z o 

3x + 8lf -
6z o 
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42.-- Vet.eJtm.iYJ.a el valO!t de.. fz. pa.n.a que. el e..ópaúo .Mluwn. d .6.igll.ien.t.e .6� 

tem11 de e.c.u.aúon.e.-6 .6ea de d.imen..6.i6n. ble-6. 

4" �). -

détd lineal. 

x + 3lf - 4z + w = O 

1 1 
- x - Z 

fz.u + 4z - 6 fz.w = O 

- Zx - R!f + 8z - Zw = O 

10x + 5 fz.u- 40z + 10W = O 

Zx - lf + Zz 8 

3x - lf + 3z 12 

4x + 4lf + 4z 16 

2ax1 - bx2 + X3 -5 

-ax1 + ax2 - X3 2 

3xl - ax2 + 3bx3 15 
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Vel c.on.ju.n.-to MfucAfin. de. v.de. J.JJ..ótema, e.xpnuado c.om vatúe.dad Un.e.at, 

'->e �.>abe lo �.>.ig tU. ente.: 

e o n. u :t:o .6 data-6 , 

a) Ve;(:etun.in.a io'-> vaiMU de. a y b 

b J Obtén. u.n. a poyo v0, de. la van.ie.dad Un.eai 6 

c.) Obtén. el c.onju.n.-to Mfuc..i6n. del J.JJ..ótema 

45.- Ve. u.n. �.>J..ótema de. e.c.u.auon.u Un.e.atu Ax = E, c.on. X.= [�1 x2 x3] T, �.>e 

J.Jabe. qu.e. fu d.imen..ó.i6n. del upauo Miu.u6n. de. �.>u. homogé.n.ea Moc..iado u c.e.no 1J 
1 qu.e. x 1 = 4, X2 = 1, X3 = 6 �.>atJ..ó tíac.en. c.ada u.n.a de. iM e u.ac[on.e.-6 del �.>-ú.,te. 

ma n.o homogéneo. Con. U:t0.6 dato!.>, e.xpnua el c.on.ju.n.-to Mi c..i6n. del J.JJ..ótema 

VLO homogé.n.ea c.omo u.n.a vrue.dad Une.at. 

46.- Sea <I> el upauo vectofl.iai de. todM iM fiu.n.uon.u e.atu de. van.iabie.. 

neaJ_ M bne.. el c.ampo IR • 

Vetvun.in.a �.>.i el J.Ju.bc.on.ju.n.-to de. 1>, 

F = {tí(x) 1 tí(x) = 6(2a - x), X E (-oo, oo), a dR} 

47.- Sea F el upac..io vecto� de. fiu.n.uonu 

F = {tí(x) o < X < 1 , X E IR } 

de..fi.in..ido Mbtr.e.. el c.ampo IR. 

----------·-------------------------

6 consulta estos conceptos en "Algebra lineal" de E. Sola y L. Speziale, pá

ginas 612-614. 
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Ve..teJtm..i.na. c.u.ile!.> de. lo).) ).)..[gu...i.e.tdeJ.> ).)u.bc.o n.j u.Jilto).) de. F ).)O Y!. u.b eA pa.c...to).) 

de. f 

a) F¡ {¡í ( xl n (xl > 0, l.J- X siR} 

b) f2 { 6 ( xl JÍ(X) == 6(1 - x), V. X siR} 

c.) h == {JÍ (x) 26(oJ == n(7J} 

d) F .. { &(x) 6(1l == &(oJ + n 

4 8.- Ve.teJtm..i.na. .ó..i. el. c.o n.j u.n.to de. JÍu.n.c...i.o n.� 

{lag 6x, lag 18x2 
, lag x, lag 3x} 

e;., Un.eabne.n.te. de.pe.n.d..te.n.te. o ..i.n.de.pe.n.d..te.n.te. e.n. el. ..tn.teJtvalo x r:: (O, oo ) 

49.- Sea el. e;.,pa.c.-W ve.c.to!UaJ!_ de. &u.n.c...i.one..ó de. la 6oJtma 

A== { c. 1 e.x + c.2e.-x \ C.¡ ,C.2 siR} 

de.;)..[YL..i.da.ó e.n. el. Ú!XeJtvalo -oo < x < + oo • 

al Vemu.eJ.>tlta qu.e. el. c.on.ju.n.to 

• B == { 3e.x, ex} 

v.> u. na ba.ó e. de. A • 

bl Obtén. el. ve.c.tott de. c.ooJtde.n.ad.al> de. á(.xl 6e.x + 7e e.n. la ba.óe. B. 

50.- Patta el. c.o nju.n.to de. &u.n.c...i.on.e..ó {3x, xe.x, x} , 

al Caic.ul� .óu. wronskiano. 

b l Ve..te.tur1..i.na. ;.;..[ el c.o n.ju.n.to e;., .t.Ln.e.abne.tde. d:e.pe.n.d..te.td o .{n.de.pe.n.d..te.n.te.. 
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1.- Sea. V w1. up:¡c-i.o ve..c.toJU.a.-e. .6obJte. u.n c.ampo. K. Vemu. :t:Jta qu.e. paJta. . .todo 

uc.a.ta.Jt a EK y O EV, a O = O 

2.- Sea. V w1 up:¡uo ve.c..toJU.a.-e. .60bJte. u.n c.a.mpo K. Vemu. :t:Jta qu.e. pMa. O EK 

tj pMa. .todo V E V , o V = o 

3.- Sea. V u.n upa.Uo ve.c..totr.ÁM.. .60b.tr.e. u.n c.a.mpo K. Vemu. :t:Jta qu.e. paJta. c.c..ta.t-

qu.úA uc.a..tcvr. S EK tJ v EV , (-B)v = B(-v) = -Bv . 

4.- S ea. V u.n upa.uo ve.c.;toJU.a.-e. Mbh..e. u.n c.a.mpo K. Vemu. :t:Jta qu.e. .6i... a E K , 

vE V , v 1 O y a v = O e.n.tonc.u a = O 

5.- S e.a. ei. c.o nj u.n;to V = { *} • Ve.:teJI.Yni...na. .6..Í... V u u.n Up c.i...o ve.c.:totr.ÁM.. M-

bite. el. c.a.mpo K .6i... .ta. a.di...c.i...6n e.n V y fu mul..:U..pUc.a.c.i...6n p Jt w1 uc.a..ta.Jt .6 e. 

de.Mne.n c.omo 

lJ-aEK 

6.- Ve.:tvr..mi...na. .6i... el. c.onju.rr;to de. l0.6 núme.Jr..0.6 c.ompte.jo.6 u u. upa.c.i...o ve.c.:to!Ua..t, 

b) .6obJte. el. c.ampo c.ompte.jo 

.6..Í... .f.a. a.di...c.i...6n e.n a: .6 e. de.Mne. e.n ta. 6oJtma. tLf¡u.a.t 1J ta. mul.il ÜC1l�c.i...6n pO!t u.n u 

c..alaJt .6 e. de.Mne. c.omo 

az a 1 
a z 

z a = 

Nota: az e,6 et c.onju.ga.do de. ca . 



7.- Sea. el c.on.jtLn-to F = {¡)(x) \ 6(x) = mx + b, m, b dR} tj .6ea. campo 

(K, +, ·l do n.de. 

y la..6 opeJta.úon.e.-6 + y de.¡)ivU-da..6 en. K .60n. fu acüú6n. tJ la u..t:üpUc.a-

c..ú5 n. lL.6 uale..6 de. la.6 ma.t!úc. e..6 • 

VáeJtmin.a J.Ji f'.l- c.on.jtLn-to F e..6 lLYl. e..6paúo l.)ec;to.túa.t .60bJte. 

J.Ji .ilt acüú6n. en F e.6 la acüc..ú5n. tL.6ual de la.6 ¡)tLn.úon.e.-6 1J fu m 

pO!t 2..ó c.ata.Jt .6 e de.M11e. c.omo 

� J • (mx + bl amx + n b 

campo K , 

"pUc.aú6n. 
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8.- Sea. el c.on.jtLn.:to A = {0, 1} • Ve.mtLe..6Vta qtLe. el c.on.jtLn-to 

pac.,Lo vecA.oltial J.JObJte e1: campo de. lo.6 Jte.ale.-6, in.cüc.an.do la(.6) 

n.o e.6 tLn. e..6-

pú_dad( e..6) de 

fu de¡)-t.Mú6n. qtLe no J.Je c.umple.(n.), :tomando e.n. c.tLe.n.t.a qtLe. la acü · n. e.n. A y 

la muLUpUc.aú6n. pott uc.ata.Jt J.Je. de.Mn.e.n., Jte..6pe.áivame.nte., c.omo J.Je. .(.n.cüc.a a 

c.on.Un.Mú6n.: 

+ o 

o o 

1 1 

1 

1 

o 

y, paJt.a :todo a dR , c:tX = l 0
' 

1 ' 

o 

9.- El J.J-i.J.Jte.ma algebltaic.o (B, +, • ) del e.jeJtuúo 20 del cap' o 111, pá:g:f. 

ru:t 9 4 , e.6 lLYl. c.am po • 

Ve.mtLe..6tlta qtLe el c.on.jtLn-to 83 = { (x, y, z) \ x, y, z s8} e..6 lLYl. e..6paúo 

Ví'2.c.toltial J.JabJte. el campo 8 , e..6tan.do la.6 opeJtaúon.e..6 de adi ión en. 83 y 

multiplicación por escalar de.¡)ivU-da..6 de. la J.JigtLien.te man.e.JtCt= 

a. 8 ( X l lj' z) = ( c:tX' Ctlj' c:tZ) ' l,J- Ct € 8 ' l,J- ( X' tj' z) € 8 3 
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1 O.- S ea d c.o nj u.n.:to 

A= {p(xJ 1 p(x) e.6 u.n poLtnom�o y p(O) = 1, p'(O) O} 

a) Vemu.e.6tJta. qu.e A no e.6 u.n upauo vec;to� .6obJte e,t c.ampo IR. 

b l ExpJt e.6a a A c.omo u.na vaJÚeda.d üneat, VJ.cüc.ando wit u .6u. apoyo. 

11.- PaJta fu-6 .6�g�en.tu a6�auonu, uc.JUbe en d paJtén.t -W c.oMuponcüe� 
te u.na V o u.na F .6egún qu.e fu a6-(Jc.mau6n .6ea veJtda.deJta o 6aLM. 

al Una de fu-6 p!top�edadu de fu deMMu6n de upauo vec;to� u 

(a + S) v = av + Sv . La opeJtau6n de acüu6n dd fudo úq eJtdo de uta ec.u.a 
U6 n e.6 fu m-Wma q u. e ta dd fu do deJtec.ho __________ _ 

b) Todo upauo vec;to� e.6 u.na v�eda.d üneat __ _ 

c.} Toda. vaJÚeda.d üneat u u.n upauo vec;to�a.l __ _ 

12.- VeteJtm�na c.u.ál.u de toJ.> !.l�g�en.te..l.l c.onju.n.:to.6 .6on Mbu auo!.l de IR 2 

a) A= {(0, y] ydR} 

b J B = { (x, y] y = O, x d R} 

c.J e= {(x, yJ y = /IT x, x, y dR} 

dl V= {(x, y) y = 6, X dR} 

13.- VeteJtm�na c.Ll.iftu de t0.6 .6�tUen.tu c.onju.n.toJ.> Mn J.>u.bu a!JÚJ.6 dd upauo 
P = {ax2 + bx + c.  1 a,b,c. dR} MbJte u c.ampo de to.6 tLeatu 

a] A {ax2 + 3 1 a ciR} 

b) B = {ax2 + bx + c. 1 a + b + c. = o, a,b,c. EIR} 

c.J e = { (xz + x + 3)a 1 a dR} 

dl V = {k.x2 k. E: IR } 



14.- Sea.11 .to�.> �.>.igtU.e.YL-te-6 c.o11ju.n;to1.> de ma..tJtic.e-6 c.ua.d!u:tdM de oJtde 11 c.o11 el.e 

mento'-> Jt ea.i e-6 : 

A = {M 1 det (M) = O} 13 = {M 1 :tJt (M) = O} 

Ve;t:eJtm.ina 1.>.-l A y B 1.>011 �.>u.be-ópa.Uo'-> del. 

c.e-6 <�ua.d!r.adal.> de oJtde11 11 1.>0 bJte el. c.ampo IR • 

75.- Sea. W el. c.oV!.ju.nto qu.e c.on�.>.ta. de t.odM 

3 qu.e c.onmu..ta.l1 C.OI1 ,ea. maruz 

3 

-3 

3 

-� 
-J 

e .f..a.6 maW-

da�.> de oJtde11 

Vemu.e-ó:t!ta qu.e. W e-6 u..11 �.>u.be-ópac..io del. e-ópac..io vec;to!U.o.J_ d .ta ma..tJtic.e-6 

de oJtde11 3 1.>0 bJte el. c.ampo de .tol.l Jtea.ie-6 . 

76.-- Vete�tm.ina c.u.ól.te-6 de .to�.> �.>.igtU.en,te-6 c.o11ju.ntoJ.J 1.>011 �.>u.be-ópac..i J.J du e-ópauo 

P = {ax2 + bx + c. 1 a;b,c. t:IR} 1.>0bJte el. c.ampo IR 

a) A {x2+x+alaE:IR} 

b) B {ax2 + bx +c. 1 a 1 O, b 1 O, c. 1 O, a,b,c. dR} 

c.) e {p(x) ax2 + bx +c. \ a,b,c. dR, p(.i) p(-.i) } 
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17 .. - sea. F eX r.J.>pac..io vec.totu:.al. de .ta�.> áu..11UOI1e-ó Jtea.ie-6 de v b.te Jtea.i J.J o 

bJt12. IR • 

Vete!tm.iM J.¡},_ e.t �.>.igtU.en;t:e c.o11ju.n,to e-6 u.V!. �.>u.be-ópac..-lo de • (Se c.o111.l.ideM 

qu.e .tM opeMUOI1� de acü.c.Wn de áu..I1UOI1e-ó tJ mu..tUpUc.au611 p Jt fU,c.afult 1.>011 

fu6 u.'-> u.a.t(U, ) • 

1 6(xl \&tx)E:F l 
1 + x + x2 
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18.- La e.c.ua.u6n 6"(x) - 6(x) = O u una. ecuación diferen 

VemuutJta que. el. c.onjun.to de. .:todM fu.ó üunwnu · 6ac.e.n cü.c.ha. 
e.c.ua.u6n u un .6ubupa.w del. upa.w ve.c..:toJU.a..e. de. fu.ó 
po de. .to .6 Jt e.a..t u • 

79.- Ve;tvun,tna c.wUu de. .to-6 J.>,[gu,te.n.tu c.onjun.to-6 .6on .6ubu del. upa.w 
ve.c..:toJt,[aj_ de. fu.ó 6unuonu Jte.a..tu de. vaJt,[ab.te. Jte.aj_, 

a) A = {6(x) 1 6 ( i) = O} 

b) B = {6(x) 1 �: 6(x) dx = O} 

c.) e = {6(xJ 1 ( 6 ( x) dx = 1} 

d) V= {6(x) 1 
d 6 (x) O} crx 

e.) E = {á(x) 1 d2 
6(x) + � 6(x) + 6(x) O} 

dx2 

20.- Se.a e.t c.onjun.to de. 6unuonu 

00 

F = {6(x) 1 6(x) = ¿ � xn u c.onve.Jtge.n.te. e.n el.,¿ e.Jtva.to (-1, 7)} 
n=O 

Ve;tvun,tna .6,¿ F u un .6ubupa.uo del. upa.uo de. .taJ.J 6 nuonu �te.a1_u de. 

V aJt,(_a b .e_ e. Jt e.a..t , 

21.- Ve;tvun,tna c.uá.tu de. .toJ.J J.>,(.gu,te.n.tu c.onjun.toJ.J J.Jon .6ubu ac.iJJ-6 de. IR 2 IJ, 

e.n c.Mo a6.br.maüvo, da .ta cüme.n.J.J,[6n de. cü.c.ho .6ubupaw 

a) A = { ( x, 1J) 1 X < 1 2 1 IJ 

b) B = { ( x, IJ) x2 + IJ2 � 4 , 

c.) C={(x, y) xz+yz=O, 

x, IJ E IR 

x, 1J EIR} 

x,yt:IR} 



22.- Se.a.n A ei c.onjunto de. w ma.tJU.c.M llÁJYIU!úc.aJ.> de. oJtde.n c. 
c.o nj un:to de. .ta..ó ma.tJU.c.M a.n.:UJ.,J.mU/úc.aJ.> también de. oJtde.n c.wúJw. 

a.) Ve.muM.tJta. que. A y B Mn llubMpa.c.ioll 

ma.tJU.c.M de. oJtde.n c.ua..tJto MbJte. el. c.a.mpo Jteai. 

d2. 
23.- a.) Ve.muM.t.lta. que. ei c.onjun:to W = {ó(x) \ dxz ólxl = O} 

c.io deL e;.,pa.c.io ve.c.to!U.al. de. .ta..ó 6unc.ionM JteaiM MbJte. IR. 

24.- Se.a.n W y V doll Mpa.c.iM ve.c.:t.o!U.al.M Mb.lte. un c.a.mpo K .  

a.) Ve.muM.t.ltct que. fu u n i ón de. W y V no M un M pa.uo 

b l Ve.muM.t.lta. que. fu i nte!rsecci ón de. W y V ll1. 
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de. .ta..ó 

o!U.a:.R... 

V e.c.:t.o JU..al. • 

Nota: Se definen la unión y la intersección de los espacios vec oriales W y V 

de la siguiente manera: 

WU V fx xsW 6 xsV} 

W n V {x \ x sW y x s V} 

2 ��.- Ve.muM.t.!ta. que. lli ei c.o nj unto {v 1, V 2., • • •  , vn} M u e.alme.n..te. de.pe.n

<iLe.n.te_ y lli {V¡,, Vz, • • .  , vn-1 } M Une.a.lme.n.te. inde.pe.ndi e., ��.tonc.M vn 

M unct c.ombúJ.a.cJ6n .f_.{_ne.a.l de. V¡, vz, • • •  , vn_1 
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26.- En un e!.lpa.uo ve.c.toJr..,(a.t v. Mbtte. et c.ampo de. tOJ.> Jt e!.l, et c.onjun;to 

A = (a, o, e) e!.l Une.alme.n;te. -i.nde.pe.ncüe.n;te.. u, v, w det m..Umo 

e!.lpa.cio ve.c.toJr).a.t e!.l:tán Jtelauon.a.do-6 c.on to.6 ve.c;toJte!.l de.t c. njwrt:to A, de. 

ac..uel!..do c..o n .ta..& e.c..ua.uo ne!.l 

u = - a + Bo + 3e 

v = 2a- F + se 

w = - a+ sF + e 

Ve;teJLmb�a. R..o-6 va.R..olte!.l que. debe. tomaJL B pa!La que. {u v, w} .6e.a. Une.at 
m e.n;te. -Utde.p e.ncü. e.n;te.. 

27.- Ob.U.n. ur�a. btU.e IJ de;te�Lm.<.na. ta cUme.n.6i6n det e1¡pauo v c..:toJr..,(a.t B3 det 

e. j e.ltUuo 9 ( pig -i.n.a. 1 6 3 ) • 

28.- a.) Ve.mue!.l:tJr.a. que et c..onjunto H = {(2, 2, 1), (7, 1, 2)} e!.l Unea.fuen;te. 

depe.ncüe.n;te en et e!.lpacio vec.tolt-i.at B3 det ej e.Jtucio 9 ( p g-i.n.a. 163) . 

bl ¿Pu�_de et c.onjun;to N= {(2, 7, 2), (7, 2, 1), (7 2, O), (2, 1, 1)} 

.6 el!.. una. bM e. det e!.l pauo B 3 ? ¿ PoJt qué? 

c..) Vemue!.l:tJta que. et c..onjunto G { (2, O, O), (O, 1, 1), (O, O, 11, 

( 1 , Z, 1 ) } g ene.Jta et e!.l pauo B 3 

29.- Re!.luetve et eje.Jtcicio 14 de ta pág-i.na 140, c.on-6-i.de.Jta. a.hoJta. que et c.o ."!:. 

junto E = {u, v, W} e!.l Unea.fuen;te -i.nde.pe.ncüen;te. e.n et e!.l acJ...o ve.c.toJr..,(a.t 83 

.6obJte. et c..ampo B • (E.ó:te. e!.lpauo 83 e!.l et det e.je.Jtu · 9, pág-i.n.a. 763). 

Compa.Jta to.6 Jte!.lu.R....ta.do.ó de. e!.l:te. e.j e.Jtuuo c.o n .e.a-6 det 14 de. .a. pág-i.n.a. 14 O. 
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30.- Una c.U!l.va. de e.cuo..c.ifin y= ülxl .6e puede e.6<�!Úbbt c.omo un c. njun.to de 

pun;to�, de la. .6..[gtúen;te ma.neJta.: 

{(x,yl \ Y ülxl} 

a.) PaJta. .tu .6..[gtúente.6 c1..Utva..6, e.xpf[.e;.,a. c.a.da. una de e1.la..6 c. mo tm c.cmju_!! 

to de pun..to.6. 

lj 

y 
/ 

lj 
/ 

X 

Y = X - 3 

X 

X 

(Al ( B) ( l 

bl Ve..te.f[.múw:. c.witeJ.J de. R..o.6 c.onjun..t:M de.R.. j_y¡c...[.6o a.n..te!ÚoJt oYIJ.l;t{;tuye.n un 

.6ubMpa.c;.o de. IR 2 

c.) Pcur.a. R..o.6 .6ube;.,pa.uo.6 de.R.. j_y¡c...[.6o a.n;te/Úo!L, obté.n una b e. Id' de..te.f[.m;.n.a 

.6 u dhn e.YIJ.lj_ó n. 

31.-- Se.avt R..o.6 e.6pac.j_o.6 A y B gene.MdoJ.> po!L R..oJ.> c.ovtjuntoJ.> de. v c.to!Le-6 

{ ( 1 , - 1 , O) , ( 2, 1 , 3) , (- 1 , - 2,- 3) } y { ( 1 , 2, 1 ) , ( 2, 3, 3 ) , ( 3, 5, 6) } , !Lef.J pec.tiv0:_ 

me.n..te.. 
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32.- a) Obtén u.na bcu, e. 1J d e.tvun-<.na fu dún eM-<.6 n del- eópa.C-ÚJ ve.c;to/U.a.t V .60 

bJte. IR , donde., 

V m 1 a, b, c. E:IR 

b) Ve.tvun-<.na .toJ.J v a.toJt u de X dR pa!ta qu.e. u c.onj o 

B [J [;J [;] 
el Expne4a eL aeef:nn a � [ � eomo una eomb.Cnaciln fhteal de lM vee 

toJteó de..t c.onju.vtto B J.J-<. x = -2 

V • 

d) Va a x u.n va.toft c.on u c.u.a.t u c.onju.vtto B 

el ObUn eL aedo< de. eoandenadM de v • [_ :] en 

e..t -<.n�o ant�oft. 

bcu, e. du u pa.uo 

bcu, e o bt e.n-<-da e.n 

33.- Vemu.utfta que. c.UCLtqu.-<-e.Jt c.onjuvtto de. vec.tofteó que. c.ont-<- ne. a.t vec.toft c.e.Jto 

e6 Une.ahne.nte. de.pe.ncüe.nte.. 

34.-- Sea B una baJ.Je. de. un upauo ve.c.to!U.a.t V de. cüme.M · ón n. Vemuutfta 

que. pa!ta c.ua.tqu.-<.e.Jt ve.c.toft vE V , el. vec.toft de. c.ooJtde.nadaJ.J e. v e.n fu bcu,e. 

B e6 úvúc.o. 



35.- Se.an u = (x1,x2l 

X1Y1 + X2Y2 = O , 
2 2 2 2 

X 1 + X2 Y 1 + lj 2 

al Vemue.-6.tlta. que. B = {Ü:, v} e.-6 una bM e. de. IR 2 • 

b l Ob.:té.n .tM ea oJtde.nadall del. v e.e.:to!t (a, b l e.n .e.a. 

36. - al Vemue.-6.:t!ta que. u ea njun.:to A = {a + b x + ex 2 + dx 3 

a, b,e, ddR} e.-6 rm hube.-6pa.uo del. e.-6pa.uo ve.e.:totúa..t de. .f..oh po 

{a + bx + ex 2 + dx 3 1 a, b, e, d E IR } h o bite. u campo IR . 

b l O b.:té.rt una bM e. lj de-te.Jtrrú_rta .ta. cüm e.n.h-<-6 n de. A • 

37 .. - Se.a u e.-6pac�o ve.e.:totúa..t P {ax2 + bx + e  a,b,e E: IR} 
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e.-6 que. 

da B. 

o, 

al Vemue.-6bta que. u ea nj un.:to W { p ( x l E P 1 p' ( 3) = O} e.-6 un hub U pa-

c__[o de. P M b!t e. .f..o h Jt e.a.f.. e.-6 . 

b l Ob.:té.n una bah e. de. W y dúeJUn-<-rta hlt cüm e.nú6 n. 

3 B.- Lob v e.e.:toJtel> ( - 5, - 3, Z, 4), (- Z, - 1 , 1 , Jl y (- 1 , - 1 O, Z l pe.Jt.:te.n.� 

e(�n a.f.. e.,6 paW M.f..uwn de. cüme.Yl.b.[6n dob de. un b�.:tema de. e.eua . ne.h we.a.f..U 

homogé.ne.o. Con M.:tob da.:toh, ob.:té.n u b�.:tema de. e.euauonM ha ogé.n.e.o. 

39.- Se.a u eonjun.:to de. ve.e.:to!tM de. IR3, A {v1, v2 , v3} don 

v2 = (0, 3, Jl, \)3 = (3, 3, -77) 

..!... 

Un hube.;�pauo de. IR 3 e.,6 V = rx E: IR 3 1 X . V¡ 

d.oYLde. .f..a ope.JtauóYL • e.-6 u p!to due.:to e.-6ea.f..a!t de. ve.e.:t.O!te.-6. 

-
X 

al Ob.:té.n uYLa ba.óe. y dúe.Jtm-<-YLa .e.a. dhne.YLÚÓYI. de. V • 

b l Ob.:té.n e_C Cl>pctN.o ve_e.:to!Ual W que_ ge.YLe.ILCl ef. 

v2 

A. 

(7, o, -4), 

O} 
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40.- U c.onjun:to 

bne. el. campo K , 

F del_ e.je.nuc.).o 7, pág-úw. 163, eJ.> u..n pac-<.o ve.c.txl!U..at M-

tambJ.é.rt ú:te. de.á,(.rr.J.do e.n e.t m.iómo e.j e.Jt • uo. 

a ) V e.:te.JtmJ.na .6 J. el_ c. o n j un:to E = { 1 - x, 4 } eJ.> una ba-6 e del. eJ.> pa uo F 

.6obne. e1. c.ampo K • 

b) Ex.pJteJ.>a el. ve.c.:toJt V = - 3x + 12 c.omo una c.ombJ. uón üneat de. to-6 

ve.c.:toJteJ.> 3, x + 8, x - 1 

41.- a) Ob:té:n una ba-6 e y fu dJ.me.Yl.6J.ón de.t e�.>pauo vec.:to · 

donde. 

b) Ve.mu.e�.>:tJta que. e1. c.onjun:to 

G = [-6 j] r6 JJ 
o 6 ' � -6 

c.) ¿E-6 G una ba.6e. de. V? ¿Poit qué? 

d) De.mue�.>:tJta que. e1. c.onjun:to 

e;., un .6 u..b e6 pa uo d.e V • 

e) Ob:l:én una bMe. lJ fu dJ.me.Yl.6J.ón de. W . 

V .60bJte. IR, 

1Í) DernueJ.>:tJta que. c.u..atqu..J.e.Jt ve.c.:toJt de. lU el> poú.bte. e.xp!te�.>altto c.omo uYLct 

c.ombJ.naUón R...<.neat de. to-6 ve.c.:toJteJ.> de.t c.onjun:to G de.t J.n · o b). 



hi Vemue.,t,.t!ta que walquú.Jt vecA:oJt dei v.,pauo W v., po!.l b.te ex.pJte.,t,a.Jt.to 

c.omo una c.ombJ..vtauó vt üvteal de .tof.l vec;toJte.,t, del c.o vtj u.vtto H, do Y!. e 

pauo. 
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42.- ai Et f.lJ..f.ltema algebJtaJ..c.o (B, +, ••l dei ejeJtuuo 20, c[g.J..na 94 v., un 

c.o'.mpo. Vemue.,t,tlta que ei c.onju.vtto M v., un v.,pauo vec.to!tJ..al obll.e B , donde 

y .tM ope.Jtauorte.J.> de adJ..cJ.6n en M y muLü.püc.auóvt de una m 

fM M VL Wf.l oJtc{,LnaftJ..M , 

·.z po Jt uvt v., c.a 

c.l VemueJ..tJta que ei r.J.>pauo M y u v.,pauo B3 dei ejeJtuuo 9, pág� 

na 163, f.lOYL J..f.lomoJtnof.l . 

43.- al Un c.onjunto de vec;toJte.,t, del v.,pac.J..o M dei ejeJt ·uo anteltJ..oJt v., 
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Vemuv..t.Jta. que. el. conjunto G ge.nvut el. J.Jubv..pa.uo de. M 

W = k . J 1 a,b EB 

b) VemueldJut que. A = p � rz � e;., una b J.Je. del. J.Jubv..pa-

� � ' � � 
vLo W • 

c.) Ob:tén e.l. ve.c.:toJt de. c.ooJtde.na.da.-6 de. v en .ea bMe. A del. J.nwo a.n:te. 

Jui..[J fL , do nd e. 

44.- a.) Ob:tén el. .6ube6pa.uo ve.c;toJU..c¡j__ de. (t2 MbJte. IR qu ge.neJut el. c.on-

ji'.LYIXo 

b 1 Ob:tén u.na. bMe. 1J de.:te.Jun-Lna. .ea CÜJne.Y1..6-Lón del. J.Jubv..pa o ob:te.n.J.do e.n el. 

J.n.U-6 o an:te.JtJ.o fL. 

c.) ¿Con c.uil v..pa.c.J.o IRn V.. J.-6omoJt6o el. J.Jubv..pa.uo ob, e.n.J.do e.n el. J.n-

v.!__óo a.)? 

4 5.- a.) Vemuv..:tM que. el. c.onj un:to 

G = {(3 +6.¿, Z, Z -ZJ., 1Z), (O, 1, 1- J., O), (Z +4-L, Z, Z U, 8), 
(1+U.,O, 0,4)} 

W ={(a +Za-L, b,b -b-L, 4a) 1 a,b siR} 

b) Una ba.J.J e. de. W v.. 

B = { ( 1 +V .. , O, O, 4) , (O, - 1, -1 +J., O) } 



Obtén. el. v e..cto!L de.. c.o otLde..nad.ctb de.. v e..n. La ba.J.> e.. B J.Ji.. 

V =  (-4 - 8i.., 3, 3- 3i.., -16} 

dl Obtén. La ma.Wz de.. t!La.mi..u6n. de.. fu ba.J.> e.. B a fu ba.J.>e.. e ú 

e = u 1 +u, 1, 1 - ;__, 41 , 1 o, 2, 2 - u, o l } 

4 6 • - S e.an. ia.J.>. ma.tuc. e;., 

A = \ � 
L-1 

2 

-3 

5 

al Si.. V e;., eL ,e;., y.uuo v e..cto.tvlal g e..n.Vta.do po!L iof.> JLe..n.g n,e;., de.. A l.f 

W el. e;.,paw ve..cto� ge..n.e..JLado po!L iof.> JLe..ngion.e..J., de.. B , ob én. el. e;.,pac,W 

i..nte..M e..c.w n V n w . 

b l Obtén u.na ·bah e.. y de..te..JLmi..na fu di..m e..mi..6 n del. e;., pa.c..-w V n w . 

47.- Sean A fa1, a.2,, á.3} y B {1J1, bz, b3} ba.J.>e.J., del. e;.,pnu• ,;ec.f:c 

Jr.JI; • .f IR 3 • 
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O bté.n La ma.tJuz de.. ttLami..U6 n de..· La ba.J.> e.. A a fu ba.J.> e.. •: e.a. ma ¡./1 1 z de.. 

:t/l..am.i__wn de.. La ba.óe.. B a La ba.J.>e.. A, J.,..[ iob ve..c.toJLe..J., de.. '-' Ja.c,v6 A y •• 

J.Jatib tíac.e..n ia..6 J.Ji..gtúe..n.te;., e..c.u.a..c...[o n.e..J.,: 

48.- Sea F e..f e;..pauo ve..c.;to.tvlal de.. -W.-6 flu.nc.i..one;., tLe..a)ieP de ,•ccüabn( l •t r !1 

tinu.a'-' e..n el. i..ntvcvaio ( -oo, oo ) • Y ¿ea G C F el. c.o nj u.nto 

G = {tí(x) \ tí(O) = tí(l) = tí(2)} 
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49.- Vue.Jtmú�a J.Ji u c.onjuvr-to J.Jigumte. e.J.J Uneohnmte. de.p n.cümte. o inde.pe.n

cüe.vtte. 

{ f.J e.rt X, f.J e.n ( X + ] ) , C. O f.J X} 

50.- Ve.mue.J.J:iM que. J.Ji U c.onjui'Lto de. nurtUorte.f.J {6¡, nz, n, . . . , nn} e6 U

ne.a.fue.vtte. de.pe.ncüe.vtte. e.n un �e.Jtval.o (a, b), mtonc.e.f.J et Jr.onólua.n.o W(x) = O, 

v- xda, b). 

E (o, 1] 

6 ( x) g (x) 

0, XE(O, 1] o , E[-7, 0) 

b) Obté.n u wwn.J.J!Ua.no del- c.onjui'Lto de. fiunuone-6 {6(x), g(x)} e.n e.i in-

teJLvato ( - 1 , 1 ) 

c.) Laf.J fiunuone.J.J fi(x) 1J g(x), ¿Mn Uneaimmte. e.pe.ncümte.J.J o inde.-

p e.ncüe.nte.J.J ? 

bl (X) 
tn x, J.Ji x > O 

6z(x) 

Ve.Xe.Jtmiv1.a. J.Ji u c. o nj ui'Lto { 61 , 6 2} e.J.J Une.a.fumte. e.pe.ncüe.vtte. o inde.

pe.ncüe.vtte.. 



7.- VúeJr.múw .. c.uá.tu de. R.M .6-[gtúe.n;tu c.onju.n;to.6 Mn .6u.bupacJ.p.6 deR. upacJ.o 

v ec;toJU.a.l_ IR 3 .6 o btte. e.t c.ampo de. R.o.6 ttea.te..ó • 

a) A { (x, lj, 7) x, y dR} 

b) B { ( x, o, z) xz zz , x, z dR} 

c.) e = { (x, lj, z l i!J= z - x, x,y,zdR} 

S o fucJ.6 n: 
r 
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r------------------------·------------------------- ---¡----------------
2.- E.6c.!U.be. una V o u.n.a F en e.t pCV!.éiU:C/.>-06 c.ottttuponcUq.nb_ a cada. y.JJr.Op� 
.6iwn .6e.gún é.6m .6ea veJr.da.deJW. o 6aR.M ttupe.c_:Uvame.nte., de o.c.u.eJrdo c.(ln e.t 
.6igu.ien;te. enu.n�do: 

Sea V u.n e..6 pac.io vec..:to!U.a.e. .60 btte Wl c.ampo K tj .6 ea � {V¡, v2, V 3, V'+} 
u.n.a ba.�.>e de V. 
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Cu.alquú.Jt vec..to!t v E: V .6 e puede. e.xp!tUaJt c.omo una c.omb-tna.uó n U 

ne.a.t de. lo.6 ve.c..to!teh de. A. 1 
v 1 .6 e puede. e.xp!tu M c.omo u.na. c.omb-tna.uó n Une.a¡t de. v z, v 3 y v 4 

Et c.onjun.to B = {v¡,Vz,v3,v4,Ds} u ge.ne.Jta.do!t de. V, donde. 
vst::V. 

Cu.a.lqu-te.Jt c.o nj u.n.to de. unc.o v ec..to!tu de. V u �nea.lme.n-te. de.pe.!!:_ 

d-<-e.n.:te.. 

3.- CoYL.6-tde.Jta. u upa.uo ve.c..to� W = { (-x, o, x) 1 x E: R} • A c.ontinu.a.

w n .6 e. da.n v aJt-<-o .6 c. o n j �n.to .6 de. v e.c..to 1t u • M M c.a. c. o n u. na. \ e.n. u c. u.a. d!to c. o -

MUpon.d-<-e.YL-te. a. lo.6 c.OYLJU.n.to.6 qu.e. .6on. ge.n.e.Jta.doJtu del. upa.ci:.o W . 

D { ( 1, -1)} 

D { ( 3, o, -3), (-76, o, 16), (O, O, O)} 

D { ( 3, o, -3), (76, o, -76)} 

D {(-3, 1, 3), (3, 7, -3)} 

D { ( 2, o, o), (o, o, -2)} 

D { ( 1, O), (o, -1) } 

D { ( 1, o, o), (o, 1 , O), (O, O, 1)} 

D {(-4, o, 4 ) } 

D { ( 1 , 1 , -1)} 

D { (O, o, O), ( 1 , o, -7)} 



4.- Sea. A = { ( 7, o, 3 J, v , ( 1, -1, o)} una. ba1> e onde.na.da. Je..e. upa.uo 

v ec.;to JUt:L.t IR 3 

S-i !.le. �.>abe. que. e.t ve.c.ton de. c.oonde.na.da.ó de. u. = (4, 2, 71 1e.n. fu ba1>e. A 

u (u) A = ( 2, 1, 2) , o b:té.n. e.t V ec.toJt V • 

so.tu.u6n.: 

5.- Sea. e.t .óJ.!.l:te.ma. de. e.c.u.ac.ion.u Un.ea..tu homog é.n.e.o: 

rll] 

X¡ a21 
a3 1 

+ Xz 

que. .6 e puede. Jte.pne;., e.n.:t.aJt c.omo: 

a) Comp.te.:ta c.oJtJte.c.:tarn e.n.:te. fu .ó).gu-ie.n.:te. expnu-Ló n.: 

1 

_,.¡___,_ ( 1) 

E.t .óJ.!.l:tema ( 7) tie.n.e Miu.Uó n. tín.-ic.a x 1 = xz = x 3 O, .óf , y .óÓ.to 1.>-i, 

.to.ó vec.toJte.ó C.¡ , C.z, c. 3 J.> o n. ün.ea.tmen.:te. 

ob:té.n. una. ba. 
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Solu.ciiín: 

6 • 
- S ea. et co n j wrto 

� J. � �] � lJ, � 2� G 
4 ' 

a) Ob;tén et upauo v ed:o JU.al .60 bfl.. e IR que ge.nefl..a 

b) Incüc.a et upauo IRn 
coy¡ et c.u.al u -ú.Jomafl..{:;o et 

en et -l.nwo an;truofl. 

SofuU6n: 

c.o y¡ j u.n;to G. 

eLl¡xtC.� o b;te.vU_do 



CAPITVLO V 

Tronsror'IDoeiones 

LitJ�teoles 



Vavi.d Hi.lb� (�eó�éndoJ.Je a un antiguo 

alumno): 

" • • •  dej6 mi.-6 c_uJU,oJ.J y J.Je h{zo poe;ta. 

Evi.deVL-temeVL-te no poJ.J eJ.a J.J u6i_c__,¿e_VL-te i.mag:f_ 

nau6n palla dedi.ca.Me a lM ma;temáticaJ.J". 
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A c.on.Urwa.u6n. .6 e. p!te.-6 e.y¡;tcm cti9un.o.6 e.j eJtuCA..0-6 que. aiude.n. a c.on.c.e.pto-6 

qu�� .6 e. c.on..6ideJtaYl an.te.c.e.de.n.ie.-6 paM e..6tu.dicVt e..6te. c.apLtu.io. T de. Jte..6oiveJt 

ioJ.I y c.ompa!W. tu.-6 Jte..6u.Uad0.6 c.oYl ia-6 pJte.he.n.tado-6 CLt Mn.ct! de. e.-6 e. e.xame.n. dia9-

n.6��tic.o. Si üe.n.eJ.) duda-6, ie.e. io-6 te.ma-6 que. he. .6u9ie1te.n. ibUo9Mn-Úl 

pJte..6e.YL--ta.da a c.oy¡;t,én.u.au6n. de. io-6 Jte..6u.Uado.6. 

al 6 : IR -+ IR • tÍ ( x) = x. 2 , :V. x s IR 

b l 9 : IR -+ IR , 9 ( x.) 2x - 1 , :V. x dR 

6 = ?L-+71, 6 (m l = Zm , :V. m s 7l 

3. - s e.a ta e.c.w:tu6n. v e.c.tofticti 

[Zx.- y, - x - 3y + z, 3x + Zy- z) = (O, O, O) 

al fóC}Ú.be.ia c.omo uM e.c.uac..W'VL ma.t!U.c.ial Ax = E , 

c.6 g YJ.i;ta.6 e.-6 X = [X y z ]T 

b) Obté.n. to-6 vctioJte.-6 de. x., y, z que. .6ati-6nac.e.VL Ax = O 
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4. ·- VaciLL6 fu].¡ maWc.e;., 

e = 

r_ : o -�] 
L o o -1 

a) Obté.n w maWz X ta.t que_ X = AB - 2C 

5 . - S e_a a po uno YM.o 

P( x) = 2x4 + 3x 3 - 12x2 - 7x + 6 

a) Comp!we_ba que_ x = 1 12 e;., wm M...{z de e;., te_ pouno i._o. 

b) ObtéYt W-6 de_mál, /W...{c.e;., de_ p (X) • 

RESPUESTAS 

2.- No e;., bi._ye_c.ti._va pohque_ 6 e;., i._nye_c;t.:,lva pelLO no .wp ye_c.ti._va. 

3.- a) 

t
2 - 1 _j m m 1 -3 

3 2 

b) 1 2 f¿ ' ).j- f¿ E IR 
)( '=7Q' u=-ri<., z = 



4. -· a.) 

c-1 = \� � �� 
lo o - ;j 

5.,- b) - 3 , 2, -1 
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ffnl�toduccidn 

En eh :te c..ap.{;t:u.!o ehtucüo.Aemo.6 la.6 transformaciones 1 i nea 1 e y a.igu.no.6 

c.onc�ep:to.6 bd.6-éc.o.6 ttefuúoYUtdo.6 c.on e11.a.6 . 
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Con.6-édetwJLemo.6 a. la.6 :tfta.n,6 tíotuna.úoneh c.omo c..a.60.6 pa.tttic.u. eh de tíu.núo-

neh en donde el. dom-é� y el. c.odom-éMO Mn ehpa.úo.6 vec.:to!Uo..ieh E& deútt, 

u.na. :tfta.Yl.6 tíoJtma.úÓn eh u.na. JtegtcL qu.e a.Múa. c.on c.a.da. vec.:to!L de u. eh¡oa.úo vec.:to 

JU..ai V u.no tJ .6óio u.n vec.:to!L de o:Uw ehpaúo vec.:to� W. 

En eh :te c.u.Mo no.6 JtehWng�emo.6 a. u.n tipo eh peúa.i de 

U.a.ma.da.-6 .tJta.Yl.6 tíotuna.úo neh Unea.ieh y, a.u.nqu.e .60 n u.n c.a..6o mu.y 

ga.f'l u.n papel. .6u.ma.mm:te mpo!L:ta.n:te en mu.c.h.M Jta.ma..6 de la. úen 

nen fu ven:ta.ja. de qu.e Mn má.6 .6en� de ;tJLa.ba.ja.tt qu.e fu.6 :tfL 

no Unea.ieh. 

En ma.:temátic.a.-6 ex.� :te u.YUt gJLa.n c..antida.d de p!Lo biema..6 qu. 

pJLeha.tL meMa.n:te :t!La.Yl.6 tíotuna.c.�neh UneaiM. Ta.mb-é�n en tíL6-éc.a. 

no.6 qu.e pu.eden dM �bVL-6 e c.o n eh :te tipo de :t!La.Yl.6 tíotuna.úo nM, 

U.o.6 tíenómeno.6 eVL donde M vciüdo el. -U.a.ma.do punúp-éo de .6u.p 

· c..u.ia.tt , j u. e

Ademci.6, tie-

a.qu.� 

Ve ma.netta. .6emeja.n:te a. c.u.a.iq�e!L tíu.núón, tcL.6 :t!La.Yl.6tíotuna. 'oneh Unea.ieh 

;¡�e_nen a.M�do.6 c.onc.ep:to.6 :ta.ieh c.omo dominio, codominio, núcleo y recorrido. 

La. p�etta. .6ec.ú6n de eh:te c..ap.{;t:u.!o eh:ta.M de&c.a.da. a. eh:to.6 

En -ta. .6e.gu.nda. ¿,e_c_úón ¿,e_ ehtu&a.tr.án a.igu.na..6 de ia-6 op úonM qu.e pu.e-

den deMMMe en:t!Le .€1L6 :tfLa.Yl.6tÍOtuna.wn"Á 
iu.ga.tt al álgebra 

de las transformaciones. 

:tema. de valores y vectores característicos y .6u. Jtefuúón c.o la.6 formas cuadrá 

ti cas. Lo.6 c.onc.ep:to.6 de va.lo!Leh y vec.:to!LM c..aMc.:t�tic.0.6 .6011 de gMn a.pU� 

úón en :todo.6 to.6 c.a.mpo.6 de fu -énge.MeJÚa. 
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En. fu l.legun.da. y teJLc.eJW. I.Jec.wn. !.>eJLá de p!UJnontiúLt ayu a el UI.Jo de m� 

c.ei.J. Se moi.Jtna� que una forma de describir la acción de un transformación 

lineal defin�da entre espacios vectoriales de dimensión fini a es precisamente 

mediante una matriz. La !Lep!Lel.len.tauón. de una t!Lan.�.J-óo!Lmauó -U.n.eai meritan-te 

una ma:tJúz ei.J e.n. muc.ha.6 oc.Mion.ei.J mái.J c.on.ven.ien.te que c.uaiq ·eJL otiLa !Lep!Lel.len.

tauón.. 



flia'I'Mfo�tntación !J!ine r/, 

Jlíúcleo 11 [lflecolt�tido 

Una. transformación T eó, pon de..fi_y¡j_c.Afin, una. tíunu6n que. ocAn.. a eada 

eleme.nt..o de. un eópaUo ve.e:totúa.l. V uno y J.J6lo un ve.e:ton de. o:tJto eópaw ve.e:to-

!W:U.. W J' lo que. .6 e. e..xpneóa eomo T : V + W. 
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Cuando la :t!taYtJ.J tíoJtmaU6n T aJ.JocAn.. al ve..e:ton v eócJU 

be, eomo 

T(vl "w 

- -

qtte.. pu,e..de.. e..xpneóa.M e. .:tamb,Lé.n riLue..ndo que. la :t!taYtJ.J tíoJtmau6n de. v eó w 6 que. 

T valuada. en v eó ,[gual a w 6 que. la ,Lmagr_n de. v bajo el> w 

S,[ una :tJtaYtJ.JtíoJtmau6n T : V  + W, donde. V y W eó:tán d fi_y¡j_doJ.J Mbne.. el 

eampo K, Ue..ne. a.de.mci6 laJ.J doJ.J pJtop,Le..dadeó J.J,[gu,{e..Yl:teó: 

nul + r(vl 

T(a u) = a T (u) 

.!J-u,vs V y lfasK, e.n:tonc�eó J.Je..le..llama transformación 

Ve..la.J.J e..eu.a.uoneó (1) y (2) :te..ne.moJ.J que. una :tMYtJ.JtíO!lJna '6n .Une.al eó un 

1 Las propiedades (1) y (2} es posible reemplazarlas 

T(a u +v) = a  T(u) + T(v) ( 3 ) 
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homomoJt6-Umo e.ntJte. eópa.wf.l ve.c_toJr.Á.J:Lte6. Ve. uta maneJta., 

rúda e.n .ta. y.xig.Lna 146, eó una btaVLJ.J 6oJtmaU6n Une.aJ'.. 

PJteóen:ta.Jr.emof.l .tof.l c_onc_e.ptof.l de. t/r.aVLJ.JüoJUnau6n Une.aJ'., omivU.o, c_odominLo, 

núc.ie.o y ne.c_otrJr.J.do a bta.vú del f.ligu.Le.me. e.j e.mp.to. 

Sea V e� f.liguie.me. Mpauo ve.c..toJr.Á.J:Lt de. poünomiM 

V = {ax2 + bx + e_ 1 a = b; a, e_ E IR} 

y apüque.mo�.> eJ. o peJta.doJt deft,[vada fx M bne. .toJ.J ele.me.moJ.J de. V. 

En plt,[metL -téJrmino, obJ.J eJtvamof.l que. a.t deft,[vaJt c_u.afqu.LeJt elemento de. V 

J.Jú.mp!te. ob-te.ndJLe.moJ.J un poünom,[o de. gJtado me.nOJt o igu.a.t a u 

d,lc_ho opeJta.doJt e6 una Jte.g.t.a de. c_oJr.Jte6ponde.nUa. que. MoUa a 

V un y f.l6.to un elemento de. W , �.>ie.ndo W el Mpaw vec_to 

el c_onjunto de. todof.l .tof.l poünom,[of.l de. gJtado me.noJt o igual 

W = {ex + 6 1 e, 6 E IR } 

En c_oVLJ.Je.c.ue.nUa., el opVta.doJt deft,[vada e6 

V y c_odomivU.o W , .to que. J.Je e.xp!te6a fx V -+ W, o bien, 

T :V -+ W. 

Po Jt R..o tamo , 

c_ada. ele.me.mo de. 

6 ot1.mado pO!t 

de. domirúo 
d 

dx ' 

Notamof.l ;también que. a.t deft,[vaJt .todof.l R..o-6 ele.me.ntoJ.J de. V no c_u.blt,[moJ.J to 

do e� e6pac..M W, pue6 a.t deft,[vaJt c_u.afqu.LeJt vec_ton de V ob e.ncl!te.mo-6 un vec_ton 

de .ta. ü o Jtma 

Zax + a 

que. e6 J.J6R..o un c_Mo pa!ttic_u..ta.!t de. iM ele.me.n.to-6 de. W. Pon o :tamo, el Jte.c_o-

Jr.Jt,[do de..ta. .tJtan.J.J{¡oJtmaU6n2, T(V), e6 el c_onjunto de. poünom·M 

T ( V) { Zax + a 1 a E:IR } 

que. e6 un f.lube6pauo ve.c_totr...<.a.R.. de. W. 

2 
El recorrido de una transformación es el conjunto de vect res del codominio 

que son imagen de al menos un vector del dominio. 



PMa de.-temnJ.na.Jt .óJ. 
d
� : V -+ W eJ.> una .tJlanó 6oJunau6n Un 

c.omptw bM que. .ó e. c.ump.te. La .óJ.gu)_e.n.t.e. ptwpJ.e.dad 

d - -
dx (a V¡ + Vz) 

P Ma eLLo , .ó ean: V¡ 

, 
Vz 

d - d 
adxV¡ +(ixV2 

a E:IR • 

:Jpe.Aando c.on el- Lado úquJ.Vtdo de. ( 4): 

fx (a V¡ + Vz) = fx [(aa¡ + az) x:2 + (aa¡ + a2) x: + (ac.1 + 2 l] 

( 4 ) 

= 2(aa¡ + az)x + (aa ¡ + az) ( 5 ) 

OpVtando c.o n el- fu do dVte.c.ho de. ( 4) 

d
a dx v1 

d -
dx Vz 

d- d-
a dX V¡ + dX vz = 2(aa1 + az)x + (aa1 + a2) ( 6 ) 

d Ve. (5) y (6) c.onc.fuJ.mo.ó que. fu blanó6oJunau6n dx V -+W el> Une.a.t. 

Vrúe.JunJ.ne.mo.ó ahotta ü núc..te.o de. fu .tJlanó 6oJunau6n, M-i c.o o La.ó dJ.me.nóJ.o 
neA det domJ.nJ.o, fLe.c.o!UÚdo y núc.Le.o. 

Ef núc.te.o eJ.>tá ()oJunado pO!t todo.ó aqudto.ó üe.me.n.t.o.ó det d mbl.J.o c.uya J.m� 
ge.r� eJ.> ü ve.c.tofL c.Vto del. c.odomJ.Mo, el> dec.J.t¡, et núc.Leo eJ.> ü onjun.t.o de. .to.ó 

v ec.t.ofleJ.> ( ax 2 + ax: + c. ) c. V :ta.teJ.> que. 

rf 
dX (ax2 + ax + c.) Ox: + O 

Obv i.a..me.n.t.e, pa;w. Que. La druvada .ó ea c.Vto, .to.ó v ec.t.oneJ.> d V deben .ó eJt 

de. La 6oJuna 

v = Ox2 + Ox: + c. = c. 
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qu.e u �úmptte u.n �u.bupa.uo vedotUa.l.. del dom-i.I'Uo. 

Med-i.a.n.:t.e .ta.-6 t:.éc.nú.M ut:.u.d-i.a.d.a..ó en el c.a.p.[tu,f_o IV �e puede c.ompttoba.n tí� 

cA1.men.:te !{U.e, pa.na. el ejemplo qu.e ut:.a.mo� pnuen-ta.ndo, l dúnenüonv., del nú-

ueo lj del dom-i.I'Uo Mn u.no 1j do� !te.J.>pec.t:.-i.va.men;te, lj, p dcdettm-i.na.Jt fu dúnen-

�.Wn del ttec.o!tJt-i.do' podemo¿¡ ha.c.en �o de fu �-tgu.-<.ent:.e Jt uón qu.e V., váüda 

)XULa. c.u.a.tqu.-<.en .tJw.Mtíottma.uón ünea.t deMn-<-da .6obne e.u.a.-f. u.-i.Vt upa.uo vec.t:.o

tUa.l.. V de dúneM-i.ón MrU;ta: 

S-i.mbóüc.ament:.e: dún V = dún N(T) + dún T(V) 

Su..6tit:.u.yendo lM va.-f.ottv., dún V y dún N(T) obt:.e emM que 

dún T(V)  = 1 

En el ejemplo qu.e ac.a.bamo� de dua.JtJtotfu!t, hemo� v t:.o qu.e el operador 

derivación u u.na. t:.!ta.Mfiottmauón ünea.t. 

A�-<: c.omo c& , ewt:.en o� .tJw.M tíottma.uo nv., -i.mpo 

gtta.n a.püc.ac..-Wn eJ1 fu m�ma. ma.t:.emá:tic.a, 

uenUa.. Un.M de e.J.>M t:.!taMtíotuna.uonu .6on Uneatu 1J o 

I ) U na. t:.Jtan¿¡ tí ottma.c..-0 n T: F + IR , donde F u el 

.ta.-6 &u.nuonu -<.nt:.egtta.blu en u.n -<.nt:.rvz.va.to [a., b] u aqu 

n-i.Jt pott 

T(fi(x) l 
b J 
a 

tí ( x) dx , v- t5 ( x ) E: F • 

qu.e tienen u.na. 

á.Jt� de .ea 

no lo .6on. 

pa.uo vec.t:.otUal.. de 

qu.e .6 e pu.ede de tí{ 



Eb ta. .:Dta.n6 6o Juna.cA.ó n .ta. c. o no c. M de6 de tu.6 c.u.JtM .á de c.á:e.Jo cU 6 eJtenCÁJll. e 

.in,tegJtal.. AhoJta. c.on .tu.ó c.onocAinú.n:t.o.ó de á..e.gebJta. lineal. pued� de-te!tm.ina.Jt .ó.i 

e6-ta. .:tlta.n66oJuna.cA.ón e6 Uneili. o no .to e6. E6ec..tu.a.ndo .ta..ó op�c..io ne6 que. de.Z0: 

mbta.n .ó.i una. .:tJta. n6 6 oJuna.c,ú) n e6 Uneili. .á e c. o nc..tuy e que 

T(6 (x)) 
(sí es 1 no es) 

II) Una. c..ta..áe de .:Dta.M6oJuna.c.ione6 Uama.cl.iu transformadas integra 1 es M'H 

de 6undamen,ta..t .impoJt;ta.nc.ia. en .tM ma..temW.c.M a.pUc.a.dM. A e6f c..ta..ó e peft.tene 

c.e .ta. transformada de Laplace fu c.ua..t !.le deMne de .ta. �.>.iguJ.en.t ma.neJta.: 

T ( 6 ( X) ) = f : e-sx 6 ( X) dx , 

do,f!.de s e6 un pcUuime.:tlto. 

En eMe o<Uo, iR bu1nA6a-U6n T Uene pak damVW. a-t loonju.U:O de .tn

CÚM .tM 6unc..Wn u ·Jteal.e6 6(x) y poJt c.odom.in.io a..t c.onjun.to de l.tM 6unc.ione6 

Jte<t.tu F ( s ) • Empleando .tM expJte6-lone6 ( 7) y ( 2) pcur.a. de-teJtrn4na.Jt .ó-l fu .:Dta.� 

óo'<mada de Lapfuoe u una bw.nA 6otum.U6n lineal, oancluAma. qu1 
Ha.y que ha.c.eJt nota.Jt que pa.Jta. ha.b:e.a.Jt e6tJúc.ta.men..te de Unep.üda.d, en e.t 

C.CV.\0 de .ta. br..a.M6oJtma.da. de La.p.ta.c.e, !.>e debe ha.c.eA una. ueA.ta. C.OM.ideJta.c.ión3 ' 

aunque mucho�.> a.uWJti0� ha.c.en .ta. pJtueba. d-lJtec..ta.men..te �.>in menc.iona.f al.guna. ob.ó eJt

vac.-L6n4 
. 

3 Consultar "Ecuaciones diferenciales y en diferencias" de P. GLcía Y C. de 
la Lanza, páginas 131 y 132, editado por la UNAM, o también confultar "Ecuaci� 
nes diferenciales" de Kreider, Kuller y Ostberg, edit. Fondo Efucativo Inter� 
mericano, página �49. 

4 
ver por ejemplo, "Ecuaciones diferenciales aplicadas" de Murr�y Spiegel, edit. 

Prentice-Hall Internacional, página 264 y "Ecuaciones diferenci les con aplica
ciones" de Derrick y Grossman, edit . Fondo Educativo Interamer·cano, páginas 
256 y 257. 
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transformada de Fou 

rier. 

s,¿ c.oiU,[dvr..amo-6 a. F c.omo ?f. c.onjun;to 

c.omo el c.onjun;to de .eM 6unuonu c.omp.te.ja-6, podemo.ó deM · r.ma. :úuLM6otuna.
c_,[ó n T: F -+ W de fu ¿¡,[gu,[e.vU:e. ma.neJta.: 

T(n(x)) = f_: n(x) e-jwx dx , 

E 6 e.e:tua.ndo W o pe.M.Uo Yleó qu�� de;teJun,[na.n ¿¡,¿ una. M 6otunauó n e6 unea..t 

¿¡e c.onduye que. fu :úuLM 6oJz.ma.da de Fou.túe!l. -�----..¡.. una. .tJtaM fiotuna.uón 
(sÍ es / no es 

unea..t. 

E J E R e 1 e I O S PROPUE TOS 

1.- S ea.n .ffi-6 ¿¡,[g u,[e.vU:u :úuLM 6 otuna.c�o nu 

a.) T: IR2 -+ IR 2 de6,[Mda potr_ T(x,y) ( x, 1 lj 1 ) 

b) T: IR 2 
-+ IR 2 de.6,[yt,[da po!L T(x,y) ( 1, 4) 

el T: IR 3 -+ IR 3 de.6,[Mda poJt T(x,y,z) = (o' 3y, y + z) 

d) T: IR 2 -+ IR 3 de6,[yt,[da poJt T(x,y) = (y,x2,x) 

el T: IR 3 -+ IR 2 de6,[yt,[da pOJt T(x,y,z) (X - lj, 1 ) 

nl T: IR 3 -+' IR 3 de6-(.yt,[da. poJt T(x, y, z) (x + 2y -x, z + 1) 

g) T: IR 3 -+ IR 3 de6,[Mda pott T(x,y,z) (x + y z, X + 2y, 3x - 2y) 

Ve;teJtm,[na. euáie6 de eiW .óo n :óta.M {;otuna.c.W neó unea. e.,Q. 



2.- Vemuubta que .ea nefrtewn d�Z; c.ada pun;to ( x, y) Mbne u eje Y , c.omo 

mueó.tlta. fu fy{.gu.Jta, e6 una .tfta.Yló 6o!tma&ó n t-ineat. 

y 

P'(x',y') P(x,y) 
.., ___ ----

3.- Sea T: U-+ V una btanó6o!tma&ón Uneat. VemuutJr.a que u onjun;to 

W = {T(u) 1 T(u) = 2u, uE:V} 

u un }.)u.b u pauo de V. 

4.- V-ibuja el. !ugan geomUJúc.o en que mapea. a fu nec.;ta. IJ = x 

cAJSn Un.eat S: IR2 -+ IR2, de.6J_Yl-ida po!t S(x,lj) = (x + lj, x) 

5.- Sea u un upauo vec.to!Uai.. Mbne u .ca.mpo neat IJ · IR u 

Jt-iat de !o}.) nea!u M bne et c.cunpo Jteai. Sean F: U -+ IR IJ G: 

tJr.aYló 6o!tmauo nu Un ea! u. VeteJun-ina ).)_{ .ea. .tfta.Yló 6o�tmauó n H: 

da pon: 

H Cul = G ( F (u)), v- u E: U 

pacc.i.o v ec.to -

do}.) 

-+ IR de6-{.Yl-i-

6.- Sean V y W upauM vec.td!t-iaiu MbJte un m�mo campo K , y }.)ea 

T: V -+ W una tltanó6o�tmac.-ión ü.nea!. Vemuu.t!ta. que }.).{ {wl, w2, • • •  , wn} u 

un óubc.onjunto de w Unea!mev�e .{ndepend-iente, entonc.u {v1, 2, • • •  , vn} 

u un c.onjun;to Uneafuente .{ndepend.{ente de V , donde T(vi) = wi , 

_¿ = 1, 2, . . . , n. 
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a) T: IR 2 -+ IR 3 tal. qu.e T ( 1, 1 ) = ( 1, -1, 3) y T (O, 2) = (O, -2, 4) 

b) S: IR2 -+ IR2 W qu.e S(-1, O)= (-2, -7), S(1, -1} = (3, O} 

y S(1, 2) = (O, 3) 

Obtén pa.Jta c.a.da i�wo fu Jtegfu de Migna.w� de fu 

i�o � l, ¿u fu Jtegfu de Migna.wn. de S ún.ic.a.? 

8 . - S ea T: IR 3 -+ IR 3 u. na. tltavr.6 n of!ma.u6 n. Un. ea! do n.de ( 1 , -2 , 1 ) 

y T(3, - 4 , -7) (2, -2, 2) 

a) Obté� T(7, O, -3) 

(o, 2, 2) 

b) A pMUJt de fo-6 dato.ó, ¿u p0.6ibfe o bten.eJt fu Jteg de Mig na.w n. de 

T? Ju..óliMc.a. tu. Jtupu.uta.. 

9.- Sea T: V-+ W u.na. tJtaVL6fiotuna.u6n. Un.ea.f. Si B = { 1,· Vz, • • •  , vn} U 

u. na. bM e del u pa.uo V , demu.utJta qu.e en.to n.c..u _el c..o n. · u.r¡;t:o 

G = {T(vd, T (v2l, . .. , T(vnl} gen.eJta. et e.ópa.uo T(V). 

10.- Refa.cJ--!!rta. fa. c..o-W.mn.a. de fu úqu.ieJtda c..on. fu de fu 

afgu.�o.ó de fo-6 pa.Jtén.tui-6 fu fetlta qu.e c..oJtJte.ópon.da. 

Pa.Jta. fu tMVL6 fioturJa.u6 n. Un. ea.! T: IR 3 -+ IR 2 tal. qu.e 

T(x,y,z) = (x,y + z) 

(bl { (O,k.,-k} 1 

{( k, O, O) 

A) Ef Jtec..oMido de T u ef 
( (\ l { ( k1, k2l c..o�ju.n.to 

k 

k1' 

( { (o, k} 1 k dR} B) Ef n.úc..feo de T e.6 ef 

IR} 

z dR} � 

c.o � j u.n.to ( (. ) { ( k1, k2,k3) 1 k 1, k.2, k3 dR } 

C) Ef. do minio de T e.6 ef { (k, k} 1 k siR} 
c..o n. j u.n.to 

{ (k 1 , kz , - kz l 1 k1, k2 dR} 
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11.-- Comp.tda. c.oMe�c.:ta.me.nte. fu-6 J.>-i..gu-i..ente6 expJte6-i..one6. 

1) Sea V u.n e6pa.c.-i..o vec.:toJU.a..t .6obJte u.n c.a.mpo K. 

A.t OpeJta.dO!!. une.a..t T: V + V ta..t qu.e T(v) = V' l,J- V E V J.> e . .te Ua.ma. 
"o peAadOJt -i..den:túla.d". 

Jtec.oJUúdo de T e6 

E.t niicl.eo de T e6 y e.t --------------------r-----
------------------------------------

11) Sean V y W e6pa.c.-i..0.6 ve.c.:toJU.a..tu .60bJte "u.n c.a.mpo K. 

A fu :llta.nll6otuna.c..Wn Une.al. T: V + W ta..t qu.e T(v) = 7fw, v-v E V J.> e. .te 

.t.ta.ma. ":llta.M6otuna.c.-i..ón nu..ta.". U núcl.eo de. T e6 

y et Jtec.oJUúdo de r e6 --------------------

12.- Pa.Jta c.a.da wut de. W J.>-i..gu.-i..e.nte6 :áta.M 6otuna.c.-i..o ne6 une.a..te6 , de;te�rm-i..na. J.> u. nú 
deo y Jte.c.oJUúdo, M-C c.omo una. ba.J.> e y .ta. dúne.nJ.>-i..6n de a.mboJ.>. 

a.) T: IR 3 + IR 3 ta..t qu.e T(x,y,z) = (Zx - y + z, 3x + z, 

b) T: IR3 + p2 ta..t qu.e T(a.,b,c.) a.x2 + (a. - b) X + b 

dondec, 

p2 = {a.x2 + bx + c. 1 a., b, e EIR } 

13.- Pa.Jta. .ta. -tlta.M6oJunac.-i..6n une.a..t T: M+ V donde 

M = 
�

d 

bJ 1 
Le. 

11 a., b, c., d EIR 

de6�Cda pOJt: 

a + 

c. - :], � [: :] 

1 X,lj,ZE R 

E M  

+ y) 
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a) Váe.lr.m_{_na el c.odombúo, el fT..ec.otUÚdo y el núcleo e .tct Vr.an.66ofT..mauón.. 

b) Comp!'w.eba que el núcleo de .ea. Vr.an.66ofT..mauón. e6 u. J.Ju.bv.,pauo vec.:to.JL.i..aJ.. 

del dombúo. 

14.- 'Demu.e.J.JlJr.a. que J.J_{_ T: V+ W e6 una .tJta.n.66ofT..mau6n. · e.a.R.., en..ton.c.e6 

15.- Sea T: V + W una .tfT..a.n.6nofT..mae_.i.6n. -U.n.e.a.R... Vemu.e6 que T e6 _{_Ylljec;t;_va 

¿,_{_ fj J.Jólo J.¡_{_ el n.úcteo de r c.o n;Uen.e ún.ic.amen..te a..e. ve Jt c.eM. 

1 6.- S ea T: V + W una .t!ta.n.6 6ofT..mau6 n. Un.ea.e. .tal.. que J.J u. núcleo c.o n;Uen.e. ú.n.ic.a-

me.n..te. a.e. v(:'_cc.toJt c.eJr.o. Vemu.e.J.Jbr.a que. T e6 J.Ju.pJtaye.&va J.J_{_ y J.Jólo ú 

d;..m V = cU.m W. 

1 7.- V áeJr.Jn_{_na c.u.á..e.e.J.J ele. R..M J.J_{_gu.-Le.n..tu .tMn.6 6ofT..mauo n. J.JO n. in.ye.&vaJ.J y 1 o 

J.J u..pMye.&vaJ.J • 

a) T: IR 2 + IR 2 de.Mn.icla paJt T(x,y) (x - z fj, Zx + y) 

b) T: IR 2 + 
IR 3 cle.Mn.icla poJt T(x,y) (X - 3 fj' X + fj' 4y) 

c.) T: IR 3 + IR 3 de.Mn.icla poJt 

T(x,y,z) = (x + y - Zz, Zx + IJ + z, 3 + rJ + 4z) 
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nv., e.n))r.e eópauoJ..J vec;totr..J.a.iv.,. Af.. menuonaJL ta paf..abJLa 6unu6n, empezamoJ..J a IL� 

c..o!LCÚVL aigunaJ..J {de_a;.� J..Job!Le ute c..onc..epto; c..omo po!L ejemplo, tM o eJLawnu 6un

dame.JU:al.eó de ad{u6n y c..ompol..l{wn de. 6unc..ioneó. En oo btanl..l6o ac..ionu Une.a 

tu ;ta.mb{én J..J e deMnen o peJLauo nu c..uyo manejo c..o nJ..Jti.tuye. e.f.. álg tr.a. de. w 

-t!ta.n<�6oJLmauonu Une.atu. Inic..ia.Jtemol..l nueó:tlto u:tud{o 

a�wn, muttiptic..ac_,i_6n pOIL un Mc..af..M y c..ompoJ..J{u6n. 

Z BAX ·- Z ex = V 

A e [; -;] IJ V = [-7 -7 
y X eó ta ma:tltú {nc..6g�. El..l:ta ma:tltú ia podemoJ..J obteneJL c..on oJ..J p!Loc..ed{

mú.n:tM el..ltudiadoJ.> en. e.f.. c..apUulo 11; l..l{n embaJLgo, ta obte.nd!LemM empi.eando 

o p eJLaUo nel..l c..o n :tltanJ..J 6 oJLmauo nu Une.at el..l • 

Sean !M :tltanl..lnoJLmauonM Une.aiel..l T : IR 2 -)o IR, S : IR -+ IR 2 y 

P IR 2 -+ IR 2 de.Mn{daJ.> po!L ful..l J..J{gu{entel..l ILegiM de c..oiLILel..lponden 

Se pue.de v�Mc.M que !M ma:tJt)_c..ef.l A, B y e de6-f.n{dal..l ant · oJLmente Mn 

iM ma_:tJt)_c_v., Moc.{adcv., a !M -t!ta.nl..lnoJLmauonel..l T, S y P c.on !Lel..lpe.c.t a f..aJ..J ba-

l..l el..l c..a.n6 n{c..M . 



PM .ta tan:to, .ta ec.ua.u6n ma;tJz).c.-úL.t an.:tetúoJt .ta pod o¿, UevM a ¿,u equ!: 

va.ten.:te en bu:tn¿, 6aJtmauo nM Un mM , q ueda.ndo 

Z(S o T) (x1,x2) - ZP(X¡,Xz) ( -7' - ) 

PMa >UegM a e¿,;ta¿, eqt.U.va.tenc.).a¿, debemo¿, nec.OJtdM que fu mul.tipUc.au6n 
de .tM ma:t!t-ic.M Moc.J.a.ch¿,5 a do¿, ;tl¡a.n¿,6oJtmauonM Unea.t eqt.U.va.te a .ta c.omp� 
¿,ic.ió"n de e6a.¿, bu:tn¿,6oJtmauonM, qu.e .ta adiwn de .tM m ·c.M eqt.U.va.te a fu 

adic.i6n de fu¿, bu:tn¿,6oJtmac.ionM y que fu mul.tipUc.au6n 
ma:t:Jt_{_z cu..oc.iada. a una bLan¿,6oJtmae-Wé eqt.U.va.te a fu m 

.tM pon Ma :tJtan¿,6oJtmau6n. 

Vrua.JtJtoUando fu úLüma exp!tr..!.>i6n: 

(-7, -7) 

ApUc.a.ndo T a ( X1, Xz): 

( -7' -1 ) 

Z(Zx1 - 2x2, X¡ - Xz) - Z(X¡ - Xz, X1 + Xz) 

de dqnde, (-7, -1) 

----------- ------ ·-----

e un Mc.a.ta.Jt pon fu 

pUc.a. wn de un M ea-

( - 7 , -7), 

5 cuando hablemos de la matriz asociada a una transfor ación lineal sin especi 

ficar a qué bases está referida, se sobreentenderá que son las bases canónicas. 

6 usaremos indistintamente las expresiones "multiplicación de una matriz por 

un escalar" o "multiplicación de un escala r por una ma riz ,,, . 



E�ta úLtúna. .igua..tda.d vec.:toJu:ct.t, fu podema.6 UevaJt a..t J.J,(guú..ri.-te. J.J-ú.Jtema. 

de ec.ua.CÁ..O n.u Un.ea.tu 

de. do n.de.. X2 
1 
4 y X.¡ 

-4x.2 -1 

1 :r 

x.=[I/41 
1 /4J 

Te J.Juge!WnM que c.ompJr.UebeJ.J ute JteJ.Jui.:ta.do JteJ.Jo-f.vJ..en.do fu ec.uacJfin ma.tJtJ.. 

w'.t p-C.a.nte.a.da., u:t.iUzando e-C. método utucüa.do en e-C. c.apUuf..o I . A-f. hac.e!t-C.o 

te po dJtá.6 da.Jt c.ue.n;ta. que u mlÚI J.JJ..mp-f.e que. e-C. duaJtJtoilado aquL Sln embaJtgo, 

-f.o hemoi.J he.c.ho de uta 6oJtma. paJta. ,{_-f.U!.J:tJuvr. fui.J o pe.Jta.c.J..o nu e.rWz. -t!tctnJ.J 6oJtma.c.J..Q_ 

n.eA Un.e.a..tu. 

Ademá.6 de fuJ.J o pe�ta.c.J..o n.u de a.dJ..c.J..6 n, muf..tipUc.a.cJfi n. pO!t n VI c.a..taJt y c.o!!!_ 

poJ.JJ..U6n., o-tita. ope.Jta.U6n J..mpoJt;ta.nte de. fui.J t!ta.nJ.J6oJtma.c.J..on.u Un -tv1 u fu J..n.-

v Vtl.d • .6 n. de. una tita. M 6 o1tma.U6 n. Unea.t. 

La transformación inversa, denotada r-1 , de una t!ta.nJ.J6o ma�C6n -C.J..ne.a.-C. 

T V -+ W u fu :tJtanJ.J 6oJtma.u6 n -C.J..ne.a..t ú.nJ..c.a. r� 1 : W -+ V ta..t 

-
w 

(r-1 o r¡ (vJ = V 

Pa.Jta. que ex-ú.Jta fu -t!ta.n.J.J6oJtmac.J..6n btv eJtM de una t!ta.n.J.J6o aucín. -C.J..nea.t 

T V -+ W, éJ.,.ta debe I.Je.Jt bJ..ye.c .. :tJ .. va, que. u equJ..va..tente. a: 

a. ) dJ..rn V = dJ..rn IJJ 
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.Sea. el lJ-Utema de e.c.u.auonu Uneal.u 

o ____ ( 1) 

La Jteptu>...6 enta.u.ó n ma:tfúc{cU'_, en fu tíoJtma Ax = b, de u te J.J-Utema de ec.u.a 

cúmu u: 

� : : J [:] [_:] 
La ma:tJúz A puede. de{¡;.vUA u.na tlta.YLJ.J tíoJtmauón Un 

Jtegfu de c.oMUpondenc{a.: 

VdeJtn¡.{_nemoJ.J J.J.{_ A tiene .{_nve.Ma: 

3 - 1 o 

J 
o o 

-1 o 1 'V o o 

o o o o 

Polt lo tanto, ex-i..-6te r1 tjeó 

A-' " } [: -1 

;] -1 

-1 '2 

T IR 3 + IR 3 de 

� /'2 - 1 /'2 o 

o -1/'2 1/'2 

1/'2 1/'2 

s..¿ A ltepltU enta. fu tlta.YLJ.J tíoJunac..{_ón Uneal. T : IR 3 + IR 3 

- 1 

A JtepJte-

J.J enta ma:tfúc� ente fu tltanJ.J tÍ oJtmauó n Uneal. T- 1 : IR 3 IR 3 deMMda polt 



En. ge.n.eJLa.t, J.Ji. A U fu Jte.p!l.ue.n.:ta.c..Wn. ma.;tJu:.&.a.t de. u.na Mno!tma.C..Wn. 

Unea.t T, A- 1, J.Ji. e.xi.J.Jte., u .ea ne.pnu e.n:t:a.u6 n ma.;tJu:.Mal. de. .ea t!ta.M 6o!tma.u6 n. 

i.nve.Ma. de. T. Si. A- 1 n.o e.x.,ú.,te., T n.o tie.ne. tlta.nó 6o!tma.u6n. 

Vo.tvi.e.n.do a..t J.Ji.J.Jtema. de. e_c.u.a.uo nu lni.Ua..tu pfunte.a.do, -6 M.tu.u6 n. u 

úni.c_a. pa!tqu.e. r 1 e.xi.J.Jte.¡ er.-t.onc_u, ha.y u.n. ve.do!t úni.c.o de. IR 3 c.u.ya. i.ma.g en. 

u e..t vec.ton ( 1, O, -1) ba.jo .ea t!ta.MóoJtma.C..Wn T. 

Si. e..t J.Ji.J.J.te.ma. de. e.c.u.a.uo n.u ( 1 J lw..bi.e.Jta. J.Ji.do 

i.nc.ompa.:üb.te., ¿qu.é. i.mpüc_a.uon.u lw..bi.e.Jta. te.Yii.do pa.Jta. .ea t!ta.Móo a.cA..6n. T de.

Mnúia. e.n. e..t ejemplo? Vude. el punto de. vi.J.J.ta. de. .tM t!ta.Mno!tma. · nu Un.e.a.

.tu, ¿qtLé. ne.pnue.n:ta e..t c.onju.nto de. J.Jofuuonu de. u.n J.Ji.J.Jte.ma. de. 

ne.a.-[U homogé.ne.o? TJta..ta. de c.ontu.ta.Jt a. U.ta.J.J p!tegunta.J.J y C.Onó 

E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O S 

(Con ti nuaci �n) 

a.) T : IR 2 -+ IR 3, de.Mni.da pon T(x,y) = (x - y, 3x + y, y) ne_6e.Jti.da. a. 

.tM bM u c.a.n6 n{.c.a.J.J . 

b) S : IR 3 -+ IR 3, de.Mni.da. pa!t S(x,y,z) = (2x, y, x + z) JteneJr.i.da. a. .tM 

bM eh { (1 , O, 1 ) , ( O, 1 , 1 ) , ( 2 , 1 , 1 ) } del do mi.n.i.o y { ( 2, 1 , 1 ) , ( O, 1 , 1 ) , ( 1 , O, 1 ) } 

de..t ne.c.orJÚdo. 
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79.- Lal ma;tn .. ü allouada. a u.M bt.a.n.6&otr.maU6n Une.a.t T I 3 -+ IR4, Jte.neJÚda 

a fu-6 bctó e.;.l c.anó rU.c.a-6, e.-6 : 

M = 

4 o 

-1 o 

2 -2 

o - 1 

Ob.té.vt i.a. Jtegfu de. c.o!t!te..-6ponde.nc.l.a de. cüc.ha.. bt.a.lt6 6oJtma n. y ·de..te!l.nU.na .ta.-6 

cüme.n-6-i .. o ne.á d(� Jte.c.oJt!t.,[do y dd n.úcl.en • 

y J.! ea fu .tltartánoJtmauón RA.nea.t S : IR 2 _;. IR 2 .tM que. S e¡) = b1 y 
S (e2 J = b2. Ob.té.n .ta.1l ma.t!úc.e..-6 alloUada.il a S 

lj 

21.- Vadall .t'M .t!talt6 noJtmauo rte..-6 Une.a.la 

R IR 3 -+ IR 3 de.MrU.da. po!t R(x,y,z) = ( 2x + y, z - y] ' 

S IR 3 -+ IR 3 de.MrU.da. po!t S[x,y,zl (x, 2y, X - y) 

T : IR 3 -+ IR 3 de.MrU.da. po!t T{x,y,zl = [ O, x + y + z, x - 2y - 2zl, 

a] Ob.:té.n { R + 3S ) ( 1 , - 1 , - 1 l 

b l Ve;te.tr.m-i.na fu Jtegfu de. all-i.gnawn de. fu .t!talt66o auón R - 2S + 3T 



22.- Sea M(TI 

nea..t T IR3-+ IR.3 Jt e 6 vúda. a fui, ba.6 e6 c.an6 rúc.a.6 y M� (S l 

3 

= -1 

3 

-1 

-1 

fu ma:t:Júz a.6ocA.a.da. a fu .:tJr..a.M 6o!tmaC.Wn Unea..t S : IR 3 -+ IR 3 Jte6 ·da. a .tal> 

bM e6 A := { ( 2, 1, O l , (1, 1, 7) , (- 1, 3, O l} de.t dom-i.rúo y 

B = {(1,1,01, (0,1,0), (0,7,7)} de.t c.odom-i.rúo. Ob:té.n M� (T + 2Sj 

�;J 

23.- Sean V y W dof.J upa.wl vec.:to�e!.> MbJte u.n campo K, y lea fl! (V, Wj 

e.t c.onju.n.to de .:tJr..a.M6oJtmac.-i.onf!!-¡ .U.nea..tu de V en W. 

a) Vemu.u.:tJr..a. qu.e (fl?(V, W), +) e6 u.ngJtu.po ab�no, 

fu ad,iC.W n. oJtcünM-i.a de .:tJr..a.M 6oJtmaw nu Unea..tu . 

bj Vemu.u.t!ta qu.e fl? (V, W) e6 u.n upauo vec.:totúo...t Mb!te 

f.J-i.endo fu acüu6n y mu..tüpUc.au6n po!t uc.a.tM fui, oJtcü� 

ne,.ó .ti..n ea.t e6 • 

F A -+ B 

G : B -+ A 

H e -+ B 

S : B -+ e 

T A -+e 

T 

+ deno.ta. 
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Ve la..ó .6J..gtúen.tu opeJtawnu, de;teJtmJ..na. c.u.álu .6e fueden ef¡ec:tu..att y, en 

c.a..óo a.f¡J.Juno.;ti_vo, de;teJtmJ..na. et domJ..n.J..o y el. c.odomJ..n.J..o de lli bta.I'L6f¡oJtma.uon.u 

que tteJ.> ul;ta.n de ef¡ ec:tu.a.tt cUc.ha..6 o peJta.uo ne.6 : 

a.) G o F c.) H o F e) T o F 

bl G o H d) S o F nl H o T o G 

25.- S ea.n. .ta.-6 bta.I'L6 no ttma.w n. u Un.ea.-tu 

T IR 3 + IR 3 def¡J..n.J..da. pott T(x.,y,z) (x. - y, 2x. + z, X. + IJ + z) 

S IR 3 + IR 2 def¡J..n.J..da. pott S(x.,y,zl = ( z - x., X. -Ir z - y) 

R IR 2 + IR 3 def¡J..n.J..da. pott R(x.,yl (x. + y, y, - �y) 

a.) Ve;tettmJ..na. c.u.álu de .ta.-6 .6J..gtúen.te..6 opeJtauonu J pueden ef¡ec.:tu.att y, 

en c.a..óo a.f¡J..ttma.tivo, ob:tén. .e.a. tteg.ta. de MJ..gn.a.c.J..6n de .ta.-6 J'a.I'L6nottma.uon.u que 

ttuu.U:a.n. de ef¡ec.:tu.a.tt cUc.ha..6 opeJta.uon.u: 

S o R, R o S, T o S, S o T 

R o S o T 

26.- Sea.n. u, V y W upa.uo.6 vec.:to!U.a.iu Mbtte un. c.a.mpo K, y .6ea.n. T U+ V, 

S : U + V y R : V + W bta.I'L6 f¡ottma.c.J..on.u Un.ea.-tu. Vemu(U>bta. que 

a.) R o (T + S) = R o T + R o S 

b ) a ( R o T) = ( aR) o T = R o (a T) , a E K 



T{x , y,z) = {x +y+ 3z, 5x + 2y + 6z, -2x - y- 3z) 

cmnpte c.on T3{x,y,zJ = {0,0,0) 

donde, T3 = T o T o T 

28.- Sea T una :t'Lan;.,f¡oJuna.u6n Unea.t que c.on;.,-Ute en una. Jtota. n ele 90° det 

pta.no c.a.Jttell-i.a.no a.t!tededo!t det o!t-i.g en en � en.;ti_do c.o � at g-i.Jt de fu� ma.ne

c.ilta-6 det Jtetoj; y J.Jea S una tJta.n;.,f¡oJuna.c.i.6n Uneat que c.on;.,�t en M-i.gna.Jt 

a. c.a.da. punto det pfuno �u J.J-i.mébúc.o !tellpec.to at eje X. Catc.ufu: 

a.) {T+S)(l,JJ 

b] {T + S] (x,y] 

c.] [ T- {3T o S] + I - 4{S o Tl] (x,y] 

donde I ell fu :t'La.n;., f¡oJuna.u6n -i.den.;ti_dad en IR 2• 

29.- :Sean u, V y W ellpa.uo� vec.to�ell y � ean T: U-+ V y S ·  V-+ W 
fJta.V11>6oJunauo nell Unc>..a.tell. Vemuu:t'La. que J.J-i. fu :t'La.n;., f¡oJuna.U6n Un S o T 
ell -i.nyec.tiva. (uno a. uno] ento nc.ell T ell tamb-i.én -i.nyec.tiva.. 

30.- Sean toJ.J o pe!ta.clo!tell Unea.tell T Pz -+ Pz y S Pz -+ Pz d nde 

Pz = {a.x2 + bx + c.  1 a.,b,c. ElR} • S-i. 

e 
2 

-:] MA (T] 2 -1/2 B 
-2 o 

e¿, fu ma.:t'Lú MoUa.da. a. T Jtef¡e!t-i.da a. tM bMell A = {2x2, x - 1, 3} du do

m-i.n-i.o y B = {1, 2x, x2} du c.odom-i.n-i.o y 
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a) Obt.én M� (S) 

MA (S o T) 
B 

4 

-1/Z 

o 

31.- Vemu.eJ.dJta, de. do}.) ma.ne.JUL6 dú.,;Un;t.o.,/.), qu.e. fu .bta.n-6 6oJUn uó"n T IR 2 -+ IR 2 

de.n�nida. pon T(x,y) = (x + Zy, x + 3y) Ue.ne. �nve_n/.)a., 

32.- Se.a. T : V -+ W u.na. t.Mn6 6oJUna.cú5n UnecU'_, donde. .tM upa.uo}.) ve.c;to�u 

u.:tán deMY/.ido}.) Mbne. u.n c.a.mpo K. Ve.mu.u.tJta. qu.e. /.)� T · e.ne. bz.ve_n/.)a. r-1, en 

t.o nc. u r- 1 e-6 Une.at. 

33.- Obt.én la �nve_n/.)a, }.)� e.x�t.e., de. c.a.da. u.na. de. .tM }.)�g 'e.Jilt.e..ó t.Mn66onmauo

nu Unea.tu: 

a. ) T ·.[R 2 .� IR 2 ., 0 T ( ) � -�.:a.-c qu.e. X' y (x + Zy, x + 3 ) 

b ) T IR 2 -+ IR 3 .,.� 0 T ( ) ( ) --Lu-c qu.e. x,y = x, y, x + y 

c.) T IR 3 -+ IR 3 :ta..t qu.e. T ( x, y, z) (x, x + y, x + y+ z) 



34.-- Sea T F + F, donde F {ax2 + b 1 a, b E IR} , una .tJta &o!tmauán U-
n e.al tal que 

[2 -4] i (r1J = 

B O 1 

u bu ma;t;úz cu,oc)_ada JteneJúda a lM bMu A = {2x2, 3} del do ·rU�o y B = 

{ x 2, x 2 + 3} del ccodom-i.!Uo. Obtén fu matJt-<.z M� ( T) y fu Jteg de. M-i.gnau6n 

de T. 

35.- PaJta qu.e una tftanJ.>6oJtmau6n Uneat tenga -<.nve.JtM u cond-i. "án necuaft-i.a 

y J.JuMuertte que fu tftanJ.> &oJtmauán J.Jea b-i.yectiva. 

a) Va un eje.mp.to de una bzanJ.>6oJtmau6n T : IRm + IRn que J.Jea -<.nyectiva 

pe.!to que no tenga -<.nve.JtJ.Ja. 

b) Va u.n ejemplo de urta bw.nJ.>6oJtmau6n lineal T IRm + n que '->ea '->u-

pr¡[(_ye.ctiva pe}to que no tenga -<.nve.Ma. 

fn ( o J 
n&J = L o 

tiene. -<.nv e.JtJ.Ja y en c.a.M a&-i.Jtmativo, obtenta. 

lJ-f;EP 
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1/aloie:J 11 "cloie 
rea!tacle!ti"áltco{) 

Vo.ó de. !o.ó c.o nc.e.p;to.ó de. mayo!t hripo!ttanCÁfl y apUc.auó de.n:t!to de. !M .:tJr.a.Yl.ó 

no!tmauone.h Une.a!e..ó .óOYl !o.ó de. valor y vector característi o. 

A .óu vez, una de. !a-6 apUc..auone..ó má.ó in;te.Jte..óan;te..ó de. !oJ.J va!o!te..ó lf ve.c.;to

-'te.l> c.aJtac.:te.JÚlltic..oJ.J e..6 !a que. J.Je. Jte.Qie.Jte. a RM formas cuadr ticas. 

A una e.c.uau6n de. ta tíoJtma 

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f o ( 1) 

donde. a, b, e, d, e, f Mn núme.JtoJ.J Jte.aie..ó, J.Je. !e. Uama e.c u6n c.u.ac!Jtátic..a de. 

wJ.J vaJr..lab-C..e..ó x IJ y 

A w J.Juma de. !oJ.J :tfte..ó pftime.JtM ;té.Jt.mútoJ.J de. !a e.c..ua0{_on ( 1), e..6 de.c..i!t, a !a 

e.xp!te..ói6n axz + bxy + cy2 J.Je.!e.Uama forma cuadrática e.!al.l va!tiab!e..ó x, y. 

U p!tohfl_e.ma c..oYl.óif.Jte. en eLúninaJt u ;té.Jt.mbw xy de. a e.c..u.au6n ( 1) me.di.a.vt 

;te_ un cambio de. va!tiab!e. de. W. mane.Jta que. fa e.c..uauón ( 1) J.Je. Jteduzc.a a uvta e.c..u.a 

c..ffin de. w tíoJtma 

o ( 2' 

Obviamente. w e.c..u.au,6n ( 2) M má.ó tíác.il- de. ide.nü(J.ú que. Rct ecJJ..ac.ión ( 1) 

debido a. que. w c..6nic..a. que. !te.p!tMe.nta. (2) ;t..<.e.vte. c..e.n.:tJw en (!}¡_ise.vt U J.Jtw cjM 

M Vl pa.Jta.fuoJ.J a. !o-6 e.j M c.o(!}¡_de.nadoJ.J. 

Una tíoJrma c..u.arlJuitic..a de. .f..M va!tiabir..h x, y ;,iemp!LC. puede e.�.>cJU.lJifrJJe. en 

{;O!tma mat!tic.ia! c..on W'!il mal;úz .6-imé..:tJt,ic.a: 

ax2 + bxy + cy2 
== [ x 
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ObMJtvemo� qu.e el. :téltm[no xy de .ta e.c.ua.c,Wn de .ta 6oJtma c. dJl.JWc.a apaJt� 

·c.e. deb-i.do a .R.oó el.emen.to-6 qu.e no eó.tá.n en la. d-i.agona.t p!Únupal d .ta ma.tfúz A. 
En c.amb-i.o, -6-i. A nwVl.a d-i.agonal. el. :téJr.m-i.no xy no apaJtec.vúa. 

POJr. .R.o tanto, p:v¡.a. :tenVt u.na ec.u.ac,W n .6-i.n el. :téJr.m-i.no u.n 

c.amb-i.o de va.JU.abte qtLe di agona 1 ice a .ta ma:tJúz A . PaJta eó:to, n .6 apoyMemo-6 
en u.na. de .ta-6 p!to p-i.eda.deó de .ta-6 ma.tlúc.eó .6}.mU/úc.aó qu.e eótabtec. qu.e .6 e pu.ede 

ob:teneJt u.na ma.tfúz P qu.e d-i.agonat-i.za a .ta ma.:óúz A med-i.an:te p!r.odu.c.:to 

p- 1 AP v.1tando P 6oJtmada c.o n R.0-6 vec.:toJtet� c.aJtac.:tetúl:,lic.o-6 · .6 7 de A. 
La ma:tJúz P -6 e puede tÍOJtmaJr. c.on vec.:toJr.eó c�aJr.ac.:tetúl:,lic.o-6 no 

baJr.go, e6 pJte{J Vt-i.bte. u..óaJr. v ec.:toJteó r.mi.:t.aJúo-6 

:to g o na! y, pOJt .R.o :ta.n:to pT == p- 1 • 

Et ¡oJr.Odt<Lc.:to p-1 AP e6 u.na ma.tfúz cüa.gona.t V c. on R.o-6 v 

üc. o.ó )q y A2 • 

El nuevo .6-i..ó:tema de c.ooJr.de.nada-6 x 1 , y 1 
ec.ua.c�6n de :téJr.mln o xy eó.tá. da.do po!t .ta e.x.pJteó-i.6n 

·.0-6, .6-i. n em

�z P e6 oJt 

c.M ec.e en -6 u. 

[X J _ •r _ T [ X] y' = x' = r· x = P _Y ' Le. x. == P x' 

Hagamo-6 u.n ejemp.R.o. Sea f.o.. c.6n-i.c.a de_ ec.u.ac,Wn 

3 
-

3
� [

y
x] 

J 
+ [ -2/2 [x 

-1 

O b-i.e.YL o 

-----------·-----------
7 -

RecuérdesE� que un vector u. es unitario si liLI 

o 
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donde /\ "' [3 J - 1 3 

Como x =, P x' 

lj B 

_____ 
(3) 

u dew, x'T vx-' + B Px' + z = o 

do.�e V{:' :J 
!Uo.6 de A • 

Obte.ngamo-6 .f..M va.f..oJte-6 lJ vec.J:oJte-6 c.aJr..ac;teJÚJ.:,;Uc_o-6 de A • 

3 - ,\ - 1 
dcú (A ·· Al) = = (3- ,\)2 - 1 

- 1 3 - ,\ 

PoJt .to tanto, .f..o-6 va.f..oJte-6 c.aJtac.t.eJÚ!.lilc.o-6 .60 n ,\ 1 = 4 lJ 

L.o-6 vectoJte-6 v1 = (1, - 1 ) 1J Vz 

V¡ 1 

12 
( 1 ' - 1 ) 

po!t .to qu.e. .ta ma:ttúz P u 

Vz 

lj --= 

Su..6l-i;tuyen.do en ( 4) .tenemM 

[x' 
4 O x' 
� J[-y'] ! 2 y� 

+ [-z/2 

1 

12 
( 1 ' 1 ) 

1 
12 e: J [:J 

1 

1 

(4) 

+ z o 



H auendo o peJta.c.-W n.e.6 .óe. o btie.n.e. 

2 2 
4x' + Zy' - 8x' + 4y' + Z O 

que. .6 e. pue.de. V.l cJU.bbr.. c.o m o 

(y l 
+ 7) 2 

(x' - 7) 2 + ...:..:!--,--'-Z 

R..a. c.u.a.t e.6 una. eLLpM. c.o n. c.e.rww e.n. ( 7, - 7) en e.R.. ;.,)A .terna. x ·y' c.omo muutJta. 

R..a. ;.,-<.g túe.n..te. Mg uJta. • .  

y' 

0.4 

o 

- _ _:_I 

- Z . 4 

CJ o F' [:] 
Ob.te.rúe.n.do p- 1 y .6u.6ti.tuyendo en x ' 

x' 

y' .. 

x' 

T-
p X : 

7 
(x - y) -

12 
7 (x +y) -

12 

213 

u decJA, e.R.. '�je. x' 

_7_ (7, - 7) y y' 

utá R..oc.a.tlza.do (ha.ue.ndo y' = Ol a. R..o R.. go de.R.. ve.c..toJt 
1 a. R..o R..a.Jtgo de.R.. ve.c..toJt - ( 7, 7 ) ha.uendo x' = O • Su 

12 12 



214 

y 

F.úr.a.i.me.n:te., ¿¡¡_ queJtv..mo.& e.xpJtMaJt .ta. c.ónú.a de. una t)o a c.omo indic.a R.a 

e.c.ua.Uó'n ( 2), :tJr.a.ó.ta.da.mo.& e.t oftige.n de.t .&i.&.te.ma x 'y' at un:to ( 1, -1) de. 

dic.lw ..!.i-6 .te.ma. 8 . 

En v.-t .&U.de.ma x 'y' obtuvimo.& (x' - 1 l 2 + (y' + 1 l 
2 

PoJt lo :ta.n.to, ha.ue.ndo la.6 .&U.ó.:U.tuuonM x' = x" + 

ob.üe.n'� 

2 
2 y" -1(" + . --z-

-

�y" - 1) + _i_ 
·-'=----;;

2
....-- = 1, M de.U!t, 

á 

2 2 

2 2 
2x" 

+ y" - 2 

que. M una. e.c.ua.uón. de. R.a t)oJtma ax" + Sy'' + Y o 

1 • 

y' 
= y" - 1 .&e. 

o 

8 si el lector quiere recordar lo re:ferente a traslación e e:i es le sugerimos 
consultar "Geometría Analítica" de J·. Kindle, edit. Me Gr w-Hill, serie Schanm, 
pi:iginas 66 y 67 o "Geomet�ría Analítica" de Lehmann, edit. UTEHA, páginas 135-
137. 



•y' y" 
1 
1 
1 
1 

La gJtá6l.c.a mu.e�br.a. c.6mo .ta c.6 nlc.a 2x "2 + y" 2 - 2 = O tien c.e.nbto en el 

oJúg e'-Yl. y l!Uó 12-j u M n pa.Jta..teloll a .toll ej u e.ooJtdenadM. 

1) M ha.c.eJt .f..a. JtO:to..C.Á.Ón de .toll eju x, y a .tal! eju x', y' 
, .6e moll-

Vr.6 qu.e el eje x' u:tá. .toc.a..U.zado a .to .taltgo del vec.ton !__ { 7,- JI) tJ qu.e 

1 12 
el e.fe y' 

u:tá. a !o .taltgo del vec.ton 12 { 7, 1). En-tonc.u u. ba..be del .6i-6-

:tema. x ' , y ' u 

B = 

1 
¡;¡ 

(1, -11, .}¡ (1, 11 1 . 

A.t expttuM .to.6 vec.:toJtu de la bMe c.an6nlc.a del .6i-6:tema d JtefleJtencút 

x, y c.omo u.na c.omb-é..nacA..6n lineal de lo.6 ve.c.:toJtU de la bMe B , be. obtiene 

qu.e la matriz de transición de la bMe c.a.n.6nlc.a A del lli-6:tema. x, y en la 
bM e B del .6i-6:tema. X 1 , y 1 U 
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E.t c.amb-W o .:tJuutó fioJunac.i6n de c.ooJtdenada.ó de.t �.;,,U,:t a x, y a.t �.;,,U, .:tema 
x 1, y 1 .to podemM c_oY!J.,-ideJta.Jt c.omo u.na .:tfta.nó{¡oJunau6n Un T : IR 2 + IR 2 • 

¿ C6mo debe deM-11-LM e -C.a. .:tr..a.rn, {¡oJtmau6n T paJta que .ta m úz de :tMYL6.iu6n MA 
B 

�.;,ea .ea. maWz Moc..iada a d.i.c.lw.. .:tMnó{¡oJtmac-<.6n, Jte{¡e!t-Lda a .tM bMu A de.t do-
m-i.r..J.o y B de.t c.odom.in-Lo? 

Rupuv.)ta.: ___ ·----------------r----------

Con :tu JtUpuuta. c.oMec..:t.a. vVU:.6-[c.a ahoJta que .ta ma �z de .:t.Jtanó.iu6n M: 
que ob.:tD.t•ú:te. an:teft-LoJtmen:te. u .ta ma . .:t.!Úz Moc..iada a d-Lc.ha .:t.JtaJ1J.:,fioJtmac.i6n Unea.t 

tce6 e/f.J_da a .tM bM u A = { ( 1, O) , (O, 1 ) } lJ B = { !_ ( , -1 ) , ;, ( 1, 1 ) } 
12 v2 

La :tftanó fioJtmac.i6n .Unea.t de :tu JtUpuu.:t.a. c.oMe.c..:t.a. a eft-Ú!ft .tiene .ta c.a.Jtac.

.:t�.:t:.ic.a de que M: (T) u una. 
';;;i:riz nula/matriz ident ·dad/cualquier matriz 

donde M: (T) u fu ma.:tJúz Moc..iadcl a T Jte.fietúda a una. bMe. c.ua.tqu.ieJta E 
(en u .:te c_aJ.:¡O, bM e de IR 2) • V e/f.J_M-c.a .to an:tetúoft pft.im o c.on .ta. bM e A y 

.tue.go c.on fu bMe B ; u dec..ift, ve!U.Mc.a que 

II) Iden.tiMc.a .tM .6-igu..ien:tell c.6J1-Lc_aJ.:¡ 1J uc.Jt-Lbe .6 e.cua.U6n en un �.;,,U, :tema 

de Jtefi eJtenc..-úl c.a.Jt:tu.iano en e.t c.ua.t u:tén c.en.:t.Jtada.ó en 

�.;,ea paJta.te.to a a.tgún eje c.ooJtde.na.do. 

al 4xy = 1 

bl 10x2 + 24xy + 17y2 26 

c.) 39x2 + 96xy + 11y2 - 210x - 220y + 200 = O 

H emo.ó v,U,:to que .to�.;, c.o nc.ep:to.ó de. va.toJt 1J vec.:toft 

oft.ig en 1J �.;,u eje {¡o c.a.t 

dado pa.!ta. .6-imp.U..&-ic.a.Jt .ta ec.uau6n de una. c.6..U.c.a apo ylind nM, a .ó u vez, en o.:tfto.ó 

c.onc.ep:to�.;,. S-in embMgo, no u éll:t.a. .ea. ú:..U.c.a apUc.au6n de .tM va.toJtu 1J vec.:to

JtU c.Mac.:tr'VÚ.ó.:t.ic.O.ó. E.ó:toJ.;, �.;,e apR...<:c.an en :toda.ó .ta.6 Jtam de fu .inge..U.vúa. lJ en 

un ampUo campo de fu {¡-U.ic.a 1J en o.:tftM uenc..iall. 



E J E R e 1 e 1 O S � R O P U E S T O S 

(Continuación� 

37.- Sea. T un opvr.a.dOJt Une.al. MbJte. un upauo ve.cA:oJrA.aJ_ V • Vemuv.,;U¡_a 

que.: 

b) N(T) y T(V) .óan .óubuy:uw.ó -Lnva.JU..an-tu e.n9 T • 

3 8.- Pa!ta et a pvr.a.daJt Une.al. T : IR 3 -+ IR 3 de.Mru:do pOJt 

T(x , y, z) = (x, 2y, x - 2y) 

a) M { ( O, O, k.) 1 k. dR } 

b) N {(k., -21<-, O) 1 k. dR } 

c. ) P = { ( O , k., - k.) 1 k. dR } 

39.- Ve.!t-LMc.a e1. t.e.aJtvna de. Cayle.y-1-famJ.Lton y:uJta fu matJU.z 

40.- Se.a T : V -+ V u.na trca¡v.,fÍoJtmac-Lón. Uneae. S-i. J'.a l!eptLue.y¡;t(¡.uón. mat.Jt_{_-

Ual de. T !Le.(\VL-érla. a. una bv .. ól!. B de. V v., 

M: (T) =[� 
1' 

··1 

o 

1 

o 

9 ?'derr.ás de la expresión ,.invE<.riantc EN T" , se suele decir también "invariante 
BAJO T" , "invariante POP. '<"' o "T--invariante" 
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P( A) 

a) Oetei'LinJ..na. -t'.o-6 vatotr.e-6 de a y b de ta-t maneJta que 

A 3 + A2 - A + 1 
1 

u..a el poUrwmJ.o c.aMc.teJÚ6tic.o de T . 

b) Ve;ú{ú2.a que T MÜ-6 (Jac.e el. teatr.ema de Caytey-Ha 

41.- Sean A y B ma;(:t¡_J..c.e..-6 c.uad!tadCUJ de otr.den n . Vemu 

ne b1.vetr.M e.nto nc.M A- 1 B y BA- 1 tie.ne.n to-6 mJ..l.lmo-6 vatotr. c.Mac.teJÚ6tic.ol.l. 

42.- Sea. fu maWz 

[-7 M(T) = � 
2 

3 

o 

Ve.tvunJ..na. to-6 va-t'.otr.e-6 c.Ma.c.teJÚ6tic.M de T y -t'.a-6 ve tr.e-6 c.Mac.teJÚ6ti-

c.o-6 M o CA'..a.do-6 a eita-6. 

43.- Vernue.l.lbul que .6J.. A M una. ma;(:t¡_)'_z otr.togonat, e.ntonc.e.-6 -t'.0-6 va-t'.otr.e-6 c.Ma.c.-

;(:�jtic_o-6 de A l.lon J..gtta-t'.e-6 a ± 1 . 

44.- Sea A un vatotr. c.af1ac.:teJÚJ.ltic.o de una. btan-6{Jotr.mauón Un�'.CLi T • SJ.. fu 
- 1 - 1 

btan..ó{Jo!UnC.c.Á.ÓYL r t--iene_ .{nvCMa, T ' demue.l.lbta que A e.-6 un vatotr. c.a-

tr.ac.tett-w:Uc.o dl'. T- 1 • ¿Cwit e.-6 fu tr.ei.ac.J..ón enttr.e. .f.0-6 ved tr.M c.Mac.teJÚ6tic.o-6 
- l 

de T y T ? 

2.X 2. X d 4 5.- Vcu:h.ó J'a¿ {pnc.J..o nM -6 en x, e , x - 1 , 3 de;tetr.m na c.witM e e.f.W.6 

Mn vec.totr.e.-6 c.oJrac.teJÚJ.ltic.o-6 de zo-6 l.lJ..guJ..ent.M opeJtadotr.M neate.-6 y a qué. va

totr. c.ctf1.adew.uc.o tr.eat MMn cwoCA'..a.do-6. 

a) T( ¿) 



46.- VrJlJUC;Sl/u:_ c[tlC w1 (',spac--ic cfJ.fwc.:é:r:.Jú,::,uco de. u.n opeAado!L 

tu; .subc�spac�c -énvoJtAJ-u/.;tc en T 

4í'.- Cútén tDdoJ.J toJ.J c'ato'Lc�s cattac.tel¡J,::,.Uco!>, una baJ.Je. tJ fu d ¡e;u,_[óy¡ de c_ada 

e,Sjl((UC c.a.tr.actefiMt-<.·.co rfc Cn :t/utr6 �o"cr:;acJón uneo)'. T : IR 3 -+ R 3 def¡búda pa!L: 

T ( X, lj, z) = ( '2 X + :r, 1j - Z, '2 !j + 4 Z ) 

48.- Se.a V w1 eJ.Jpauo vee:totr.iaC deMrúdc Muhe u.n eampo K lJ J.Jean T y S 

o p 12/u:c do f1 ef.J Un etLf ('_;5 M b fL e a e;., pa u o ll , ;ta.)!_ ef.J q u e T o S o T V em u ef.J -

:tJut que. J.J.[ v ef.J u.n veeto!L c.a.Aa.etetú-6tic.o de S aJ.Joe-La.do a! a!OJL cMaetetú-6 

tic.o A entcmceJ.J T(v) , donde. T(v) 1 ·a , eJ.J un ve.ctaJL ctVtiJ:,tico de 

S aJ.Joc.AJtdo a! va!o!L A 

49 .. - Obté.n en McUaneJ.J fof.J va!OJLeJ.J de e, e > O 

do!l unet.i.l T : IR 2 -+ IR 2 deMnido pa!L 

T(x, y) ( x cof.J e - y -5 en e, x -5 en e + y c.o-5 e) 

;U,�ne como va!ofL ccMact�tieo a 1. Y eon u menofL va!ofL de e obterúdo, ea! 

cu��a !o-5 vec.toJtv., cMact�tieo-5 cwoe-La.do-5 a! vafofL /.. = 1 • 

A= {('2, 7, 1), (7, O, 1), (O, O, 7)} eJ.J 

'2 

-4 

3 

l/(>_;'U6--i.c.a que M!(T) = P-1/·l�(T)P, donde P eJ.J fu rna:t!L--iz de 

be(.� e g = { ( 2 , 3 , 1 ) , ( O, '2, 1 ) , ( O , 1 , 1 ) } a fu baJ.J e A. 

57.- VemueJ.JtfLct r¡ue !.Ji !af.J mrtt�Ucef.J A lJ B !.Jan ,simil.aJLU o 

cC�I -5cu, :t_.rcaza-6 -5011 J.gunl..vs. 
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abté.n La ma:t;úz MB(T) 
B 

qA(T) 11 ' 
T\ [� 

53.- Pana c�ada w1a de. toh higiUe.nte.h 

1) T : IR 3 -+ IR 3 de.t)búda pan 

II) T IR 3 -+ IR 3 de.MvU.da pan 

-2 
3 -:] 
o 

o 

ape.Jtadone.h Uneate.h: 

T(x,y,z) (x + 2 + 4z, 3y, x+7y-2z) 

T(x,y,z) ( 4x + IJ - 2z, -x + 2 + 2z, x + lf + z) 

III) T IR 3 -+ IR 3 de.MvU.da pan T( x, lJ, z) (x + 2y, -y+ z, 2x - y) 

b) Vel:c>Jtm�na hi.. T eh diagonalizab-le1ú. En e_ o at)inma.ü.va, abté.n una 

maWz diagcna-f cl!.:>ou.ada a T y urul ba.!le. a fu c.uat eh é ne.t)enida. 

------------------------------------------------------

10 
� 

La ex�_,yc,;i6n ',)�-lerador o transformacion diagonaliz le" si gnifi ca que el ope-

rador o trc<nsfo1:maciÓn lineal se puede representar por una matriz diagonal. 



54.- At cUagonaL{za.Jt fu mat!úz Mouada. at opeJLadoJt Un.eat T : 2. -+ P2 , don

de. P:1 = {ax2 + bx + c.  1 a,b,c. dR} , .6e. liega a que. una ma:tJúz cüaqonat Mo-

uada. a r eJ.¡ 

y una ma:tJúz cliagonalizadora e..6 

Ob:té.n fu ne.gl.a de. M-i.gn.aU6n. de. T . 

o 

o 

o 

o 

2 

55. - So btc< et u pacin v edn!Wl.t M • Ía bl 1 a b o dR ¡ M d<óhle et 

Le. -J 
, 

, \ 
o peJLCldoJt Un.eat T :: M -+ M de. fu .6-i.g!l-i.e.n.:te. man.eJLa 

221 

a) Ob:té.n l.o.6 vatone.J.> y ve.c.:toJte..-6 c.Mac.:teJÚ.6Uc.o.6 MoUado at opeJLadon T. 

b) Ob:té.n., .6-i. eJ.> po.6-i.bie., una ma:tJúz cüago n.at a.6oUada a T y .6u ma:tJúz 

d-<.agon.a.tüadona. 
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a.} T : Mn + IR , de.Mnida. p0!1. T(Al = det(Al , lJ- At::M:n , donde. Mn 
u � e.6 pa.ua ve.c.:to!Üa.t de. f..a.J.¡ ma.W.c.e6 c.ua.d!utdM de. Of!.den n can e.teme.n:ta-6 !Lea. 

.tu. 

b} S : P2 + P2 , de.M.rzida pa!L S(t)(x.}} 26(0} - '(x.} , lJ- t)(x.}t::P2 
donde. P2 = {ctx.2 + bx. + e \ a., b, e dR} 

e} T : M + IR , de.M.nida paJ!. T(A} 
n 

:tJr. (A} , 

di S P, + M, , deó<-nida po� S(ólxll " ��OI 
2.-· Sean (x., y} .ta.6 c.ampane.n:te.6 de. u.n ve.c;totL v de.t p na e.t cu.a..t .6e. hace. g{ 

tLa.h u.n á.ng u..ta 8 c.o m a mu.e.6 :tJr.a. .ta. M.gu.M. 

y 

( x', y'·} 

La tLata.<Ylán qu.e. e.t)e.c.túa. e.t vec.:f.:otL e.6 u.na. :tJr.a.n6t)atLma. 

al Ob.té.n .ta. tLe.g.ta. ele a.6igna.uón de. .ta :tJr.a.nót)atLma.uó T 

T IR2 +IR2 • 
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3.- Un númeJto c.ompte.jo z = a  ·1- b-i .6e. puede. c.onl.l-ideJtCUL c.omo u. paJI. oJtde.nado de. 

núme:Jto.6 Jteal!UJ (a, b) y, pott lo :tanto, Jte.p!LeJ.>e.n:ta.Jt en u.n plano c.aJz:tM-iano lla

mado Plano Co mplejo o V-iagJtama de. Attgand. Ade.má..6, a c.ada pu.n:to e. te. pu.e.de. M-iB._ 
naJt u.n ve.c.to!L de. po.6-iwn c.omo t¡1U.e!.>br.a. la 6-igu.Jta. 

1m 

/ (a,b) 

a) Re.p!LeJ.>e.nta. en et plano c.omple.jo .eo.6 núme.M.6 z1 

b) Ve.!t-iMc.a qu.e. al. mu..t:U..pUc.a!L pott -i lo.6 núme.M.6 z1 

a.wte!ÚOJL, é6to.6 e.fl e.c.túan u.na. JLO:tawn de. 90° e.n .6e..rtUdo c.o 

.Ua..6 del.. Jteto j. 

c.) Pode.m0.6 1mtonc.M c.on.6-ideJr,a.Jt a -i c.omo un apeM.do!L -i 

¿CSmo be. de.Mnhúa. .ea lte.g.ta de. M-igna.úón det opeM.daJL -i ? 

d) ¿E.6 un opeM.do!t Uneo..l? 

4.- Cual.qu"[elt :tJr..an.6 ¡So!tmaúón Uneo..l T IR 2 + IR 2 :Ue.ne. la fiaJtma 

donde. a , b , e , d dR . 

T(x, y) (ax + by, ex + dy) 

det -inwo 

a .ta.6 mane.u 

a) ¿Palta qué val.otteJ.> de. a,b,e y d .ea br.a.Mnoltmaúón T mapea. una. lte.c.-

.:ta e.n un pu.n:to ? 

b) ¿ Pa.Jta. qtté va.tolteJ.> de. a, b, e y d la br.a.n.6 fio!tma.úó n T mapea. a .ea 

lt l?..c.:ta y = X + 1 en fu lt e.c..:ta X = 3 ? 

e_} ¿Puede. ,ea_ br.a.M no ltma.úón T mapea.Jt una Jte.c.:ta en una. c..ón..[c.a c..u.aJ..qu-ieM.? 

]u..6:UMc..a .:tu lleópueJ.>:ta. 
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5.- VUV1m.úw .. el fuga.Jt ge.omé;Uúc.o en. que c.ad.a. una. de fu.6 ¡.6-i.gtúeJU:u .tlz.a.n..660f!.ma.

c..ú•nu Une.a..lu ma.pea.n a. una. WC.Uit6e.Jten.Ua. de. tw..cüo 4 don. c..en;tJto en. u oJU.gen.. 

a.) T: IR2 -+ IR2 deMn.ida. pott T(x,y) (O,x) 

b) S IR 2 -+ IR 2 deMn.ida. po!t S(x,y) (2y,x) 

.. ) . -

T(x2 - 1) 

T(4) 4 

donde P
2 {a.x2 + be + c.. 1 a.,b, c.. E: IR} 

b) T M -+ r-. 3 til..-f_ que 

donde. M [: :] 1 -, b, c. E:IR 

7 . - s ea. T una. .tlz.a.n..6 6 o Jz.ma.u6 n. 

T (� 
T (C 
T ([: 

J)· 
J)" 
J)" 

T : IR 2 X IR 2 -+ IR 2 

. ionde el dornúúo u u producto cartesiano de. IR2 

( 1 , - ¡' 4) 

(o' - r , 1 ) 

(7, ot 3l 

c.o n. �R 2 • 

+ 
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(u • v-ra a E IR 2 , 

bJ T(u, vJ ¡u- • allJ a, b E IR 2 , a 1 O b 1 O 

Ve:teJUn-i..rza., p::uw. c.a.da -i..nc..,U, o, .6-i.. T v., Une.cU. o vw lo v., • (La o peJtauó n • 

V., e.t P'W du.c.-to V., c.a.taJt ) • 

8.- Sean U y V do.6 v.,pa.c.{o.6 vec..w!U.aY_v., �.>obJte. u.n c.ampo K 

u.rza. :Dta.n.6 {¡oJtma.uón Une.a.!. Vemu.v.,bta. qu.e .6-t A v., un .6u.bv.,pa. 

U , en-W nc. e.6 e.t c.o n j u.n-to 

{w 1 w = T!uJ , u EA} 

T IR 3 + IR" S IR 3 + IR" 

T : U + V 

v ec;to.'t-ú:t.t de 

a.) Ai a.pUc.a.Jt ia. bta.n.6{¡of!.ma.u6n T a c.a.da u.no de J:o.6 vec. o!te;.l del crnjwúo 

E = { ( 1, 1, 1), ( 1, 1, O), ( 1, O, O)} .6 e obtienen, !LeApectiva.mente, o.6 ved:o;¡ e.-6 drf 

c.onju.nto {(Z,O,Z,7), (Z,O,O,O), (1,1,0,0)} 

¿EJ.í po.6-i..bte obtene!L c.on e6W.6 da-to.6 ia. )(.egla. de ia. :Uta óaftma.uón T ? 

En c.a..6o a.{¡vuna.;t;_vo obtenlct. En c.tU.o negativo cU. poJt qu.é no v., o;.,Lble obtene.rcia.. 

b) At a.pUc.a.Jt ia. bta.n.6{¡o!tma.Uón S a c.ada uno de lo.6 vec.: Jteó deX c.onjtLi'IXI· 

G =r {(7,-Z, 1), (6,Z,-Z) (Z, 3,-Z)} .6e obtienen, !te6pec.tivamente, fa¿ \JCc.:toJteA de)! 

c.o nj u.n:t:o { ( 3,- 3, .3, 3) , (- 4,-4, Z Z,-6), (- 5, 1, 8,-6) } . 

¿f;_\ po.6-i..ble obtene!L c.on v.,;t0.6 da-to.6 ia. he.gia. de fu J:Jta. {¡Oilma.c,i.ón :: ? 

En c.a..6o a()-Uma;t;_vo obtenla.. En c.a.M nega.J:A'.vo cU por.. qué. no v., ¡ cJ.J-i..ble. obte.11C.�fu. 

1 O. - En e.J: c J eJtuc.J.o 3 pág-i..na. Z Z 3 .6 e mo.6;tJ¡.ó que, a¿,{_�¡ V'Jr ndo tm ve.c.-toJt de. po¿-(

uón. en ei d.L·: . tLam1t de AJtga.nd a c.a.da n.úmMo c.omp.€<' ; · r/ :J'U,(';t /p.€ . c.M L[cJw nú.

meJto c.ompfejo ¡:JOJt { e.qu..i.va...e.J.a. a JtotaJL ef vec.f.OtL 9" �1: ¿c¡o_.t,.i.do 1VI.:f:JflC' �O. ':{.O. 
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a) ¿S1� obtiene. ai.guna.. Jto:ta.c--i.ó'n a1. mu.Uiplica.Jt u.n 1e.Jto c..omple.jo pOJr .. e· ? , 
¿al. mul:ttplie..aJt poJt i3 ? En c..a.óo a.fyi.JUrla:ti..vo, ¿de. c..u.ánto eó l . .a. M:t..a.wn en ambo� 

c..aJ.>o.ó? (i 12.6 la unidad imagina.Jtia: i = r-T ) 

b) ¿Se. puede. c..on.óide.Jta.Jt a .<.2 y i3 c..omo ope.JtadoJteó Une.a.leó de. IR 2 
en. IR 2 ? En c..a.óo afrú¡.ma:ti..vo, ¿ c..u.á.l eó la Jte.gla de. a.óig M6n de. d<.c..ho.ó ope.Jta� 

Jt(!}.¡? 

11.- Un c..a.óo pa.Jt:ti..c..ula!r. de. .tJta.n.ó6oJtmauoneó .óon f..M {¡un oneb Jte.a.leó de. vaJtJ..able. 
Jte.a.L 

a.) Ve.:teJUnina.. c..u.á.leó de. la.ó .ói.gu.ie.n:te& {¡unuo neó c..o eó po nde.n a. una. .t.lta.n.ó-

6oJtma.c,.Wn Une.al.. 

I ) {¡ IR + IR de.{¡inida. pO!! {¡ (X) X + 

II) g IR + IR de.{¡inida. po.!t g ( x) 6x 

III) h : IR + IR de.{¡inida. po.!t h(x) = x2 

b) Palz.a. la-6 bta.n.ó {¡oJtmac0J nu lineal. e& obten.tda..ó e.n el l.nwo ante.JtioJt c..al 
c..ul.a. .R.a. d.ime.J'Il..6.ú5n del núcleo y del Jr.e.c..oJt.Udo. 

12.- Se. de.{¡-(.ne. e.n el e&pa.uo ve.c..toJr.ia.l de. {¡unuoneó Jr.e.a.l d'� va.Jtia.ble. Jr.ea.l una. 

:t!r..a.n.ó {¡oJtma.c..ú.)n de. la .ói.gu,i.e.nte. ma.ne.Jr.a.: 

T ( {¡ ( X) ) = {¡ ' ( x) - a{¡ ( X) a dR 

a.) Ve.mue&:t!r..a. que. T eó una. :t:Jr..a.n.ó {¡oJtma.wn lineal.. 

b) Ve.te.Jtmina.. el. núc...R.e.o de. T tj .óu d.ime.n.ói6n. 

73.- Se.an la�.> eópa.uo.ó ve.c...to.!tia.leó a: y 0:2 = {(z1,z2J 

P a.Jta. fu bta.n.ó {¡o Jtma.c...ú5 n T a: + a: 2 de. {¡inida. po Jt : 

T(z) Cz, izl, 

a.) Obtén T(2 - 3i) 



b J Ve;tvun,{_rra. J.>,{_ T e;., 1..-in.eal- pVUt c..uan.do: 

1} a: IJ 0:2 v.,.tá.n. deMMdo.b M bite et campo lt 

11} a: IJ 0:2 v.,.tá.n deMMdo.b M bite et c.a.mpo IR 
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c.l En. et c.a.-60 que T J.>e.a Un.e.a.t, ob.tbt .bu n.úcteo 1J .bu ec.oi!Jt-[do, M.f. c.o-

mo una. bcv., e IJ .ta. d� e.n.6i6 n. de am boJ.> • 

14.- Sean. F el v.,pa.uo vec..to!Wlt de hu üun.úon.eó c.oilin.u.a.J.> 1J el. opvr.a.doJt 

T : F + F deMIUdo poJt: 

( T(6 ( xl ) = 1 e-zx 6{.tl dt 

o 

a) Vemu u:tlta que T eó Urteal.. 

b ) V e.tvrmbz.a et n.ú.cteo de T 

15.- Una. .t.!taYI.-6 6oJtmaú6n. lin.e.a.t u un. homomoJtnMmo en.t.!te upa. · o.b vec..to!Wlteó. 

s,¿ la .t.!taYI.-6 6oJtma ú6n. lineal.. e.6 b,{_yec.Uva, en.ton.c.u .tamb-ién. .6 e . c.e. que u UYI. MQ_ 

mOl!.tÍMrno. Ve.tvun . .Ln.a pa.Jta c.ada uno de .to.ó J.>.i..g[.L,{_en.tv., ,{_n.UJ.>o-6 .6 • T u un. MomoJt 

6úrno, eó dec.,{_Jt, 6,¿ T eó b-iyec.Uva. 

a) T : IRz + IR 2 defi,{_n.,{_da poJt. T(x,IJ) (x + IJ, 2x) 

b) T : IRz + IR 3 defi,{_Mda. poJt T(x,IJ) = (x, o, tj) 

16.- Sean. .ta-6 v.,paUo-6 vec..toJt,{_a.tu Mz '= [: J 1 a, b , c., 

Pz = {ax2 + b x + c. 1 a,b,c. t:IR} 1J la .tJtan.6noJtmaú6n. Uneal.. 

yt,{_da po!t 

T(Ía

c. 

b

d 
) = 

� 
(a- b + c.)x2 + (b - c. +  d)x + (c. - d 

1 7' • - sea T : V + w una. .t.!taYI.-6 6 oJtmau6 n. Uneal 

dR 1, 

a) ·oemue;.,;¡':Jta. que J.>i.. dhn V < dún W , en.tonc.u T no uede .6eJt .bup!tatje.� 

:tLva. 
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b) Vmwu:t:Jr.a que. .6-t cUm V > dJm W , e.n;tonc.e.-6 T no pue.de. .6e!1. .[nye.mva.. 

18.- 8e.a.1-t!o.6 e..6pauo.6 ve.c.:toJL.f..o.j_e.-6 P2 = {a.x2 + bx + c.  1 ,b,c.dR} y 

M = 1 [: :] 1 a, b, e dR 1 ambo• MbJce et campo de R.<H Jcwl.et. • Obt&! fuá ma 

:tJúc.e.-6 a.�.>oc.i.ada.J.J a. .ta..6 :t!r.an.6fi0!1ma.uone..6 Unea.tu 

a) T : P
2 + P2 de.filnida. po� T(fi(x)) 

JU.da. a. .tM ba.6 e..6 {2x + 1, 3, x2} del domlnio y {2, x, 2} del �ec.o�do. 

T (fa
c. 

6
0
l) __ b) T M+ P2 defilnida. po� l; � (a.+b)x2 + (2a.+c.)x + (a-b+c.), 

�efietU.da a fu.& ba.J.Je.-6 1 p � [2 � [_ 0 Oj del dnmi ·a y L9 cl. 1 �� 2 qJ 
{x2 + 1, -x + Z, 2} del �e.c.o�do. 

Ob;tén ;tamblén, e.n a.mba.J.J :tfr.an& fio�a.uone.-6, fu cUm 1ó'n del. �ec.o�do a. 

pM� de .ta..6 rna.:tJúc.e.-6 ob;te.nida..6. 

79.- .Sea. el e;.�pauo vec.:toJL.f..o.j_ P2 
= {a.x,2 + bx + c. 1 a.,b,c. t:IR} 1J �.>ea. 

T : P 2 + P 2 una. br.a.n.6 f¡o �a.cJ.6 n ¿(ne.a..t m.t que. 

- 1 
o 
o 

e..6 .6U rna.:tJúz MO Uada. �en eJ1.1da. a fu ba..6 e. {X 2, X, 1 } • 

a ) Ca..tc.ul.a. T ( x 2 + 2 ) 

b) Ve-t:eJunlna. .ta. �egfu de a..61gna.cJ.ón de. T 

20.- Se.a. V un e..ópauo vec.:to!U.fl....t de d1rneY'..&16n do�.> y �.>ea. {v¡,v2} una. ba.�.>e de 

V. 



c.itt C.i.ú'.a. : 

Z 1. ·· Sea. M et Mpaúo vec.to!U.cLt 

noJUnaú6n Une.a..t T : M -+ M deMrúda. poJt: 

Ob:tén: 

a) La maW.z cuoúa.da. a fu :tJta.n.6noJtmaú6n JteneJU..da. a .ta bcue 

f • e J. e J. e J. e J 
b) o� y 8 pa.Jta. q�Le fu -imagen de [a 7J M?Il 

-1 8 
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c.) La dbnertJ.,-ifin det Jtec.atUúdo mecüa.n:te et Jta.nga de fu m · z cuoúa.da a 

fu :t.Jta.Yrll n oJtmaú6 11. 

Z Z .- Sea. T: IR2 -+ IR2 una :tJta.YL6noJtmaú6n ü.ne.a..t 1J -6e.a.n A= {(2,0), (O,Z)} 

1J B = { ( O, 3 ) , ( 3, O) } dM ba-6 U de IR 2 
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S-i. J.>e .. J.>a.be que 

1J que y.xvr.a. un vec..tof1.. v E: IR 2 , (v)B = (2,1) , obtén 

2 3 • - S ea. la. .tJran.6 no Jana.c.J.ó YL Une.a..t T : a: 2 -+ a: 2 , do nde 

T(v) ] 
A 

«:2 = {(z1,z2J 1 z1,Z2 E:a:} , deMnú{a.. po!L T(z1,z2l = {ú - z2, z2l 

a.) S-i. 11:2 u:tá.. de.Mn-i.do J.>o b!Le et c.ampo de wJ.> c.om R..ejo.6, obté.n la. ma..t!úz 

MoUa.da. a. T fLeneJúda. a. fu bMe {(1,0}, ( 0,1 )} de lt2 

b) S-i. 11:2 u:tá.. den1Mdo J.>Ob!Le et c.ampo de R..o.ó f1.. u, obtén fu ma..t!úz 

Moc{a .. da. a. T !LeneJúda. a. fu bMe {(1,0}, (2-L,Ol, (0,1), (O, 2- 31)} de 11:2 

"24.- La. ma..t!úz MoUa.da. a. una. .tJr.a.YLJ.>no!Lma.c.J.ón Unea.R.. T : IR 2 -+ IR 3 f1..enef1..1da. a. 

!M b M  U A = { { 1 , - 1 ) , { O, 2 ) } 1J B = { {1 , O, - 1 ) , { O, 1 , 2 ) ( 1 , 2 , O ) } U 

M:(T) = n n 
l_q - u 

a.) Obté..n fu f1..egfu de M1gna.cú5n de T 

b) Obté..n una. bM e C de IR 3 pa.!La. que 

2 5. - S ea.n B 1 = { X + 1 , 3} 1j B 2 = {X 2 + 1 , X, 1} b M  de !o J.> U pa.uoJ.> 

P1 = {ax + b 1 a,b dR} 1J P2 = {a.x2 + bx + c.  1 a,b,c. d } , f1..Upec.tiva.mente. 

S-i. fu ma.tf1..-i.z MoUa.da. a. R..a. .tJran.6nof1..ma.uón T : P1 -+ P2 enruda. a. fu.ó bMU 

B1 tJ B2 U 



b) Cal.c.ul.a. T( X + 1 ) + T ( 3 ) 

S ( a.x2 + bx + c.) = ( Zcc - a.) x + ( 2a. - c.) , c.a.lc.ul.a. (S 0 T) (a.x + b) 

d) Ca.tc.uta. (T o S) (a.x2 + bx + c.) 

Z 6.- Sean .to.6 e.6 pa.w.6 vec.:toJr.i.a.le.ó P 2 = { a.x2 + bx + c. 1 a., b, EIR} 1J 
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V � 1 � J 1 <,Y EIR 1 ambM de6-i-n.i.do• .ab�e e! c.ampo de • �eill.e-6 y •e.a.n 

ia..6 .:úta.n.6nonma.uone.ó Unea.ie.ó T : P2 -+ V 1J S : P2 -+ V de búdM de ia. .6J...

g u./elrte ma.n eJta. : 

GJ(O) 
T(p(x)) = 

L 
O 

OJ __ [p' (O 0¡ 
S(p(x)) 

p ( 1 � ' 

a. J Ob:tén ( T + S ) ( 3 x 2 - Zx + 1 ) 

o 

b) Ve:tenmbta. ia. Jtegia. de a..6,{gna.c.J...6n de .ta. :tJta.n.6 nonma.c.J...6 U P2 -+ V 

:tcLt q u. e ZT = S - U - T • 

:tal qu.e S(x,y) = (Zx - y, 1J + x) 

T : IR 2 
-+ IR 2 :tal qu.e T(x,y)·= (3x + Zy, x) 

:ta.i qu.e [ (T o H) + s](x y) (Zx - 3y, 1J - x ) . 

Z8.- a.] Una :tJta.n.66oJtma.cJ6n T .6e llama. transformación nilp tente .6J... 

yn (vJ = o (v) pa.Jta. algún n dN , donde O e.6 .ta. :tJta.n.6 &oJtm c.J...6 n. nu..ta. . 



V e!útí'..[c.a que. fu tJr.a.M óoJUnauón T IR 2 + IR 2 de..0/.rúJi:l pM. 

T(x,y) (O, x..) e.& ru:l.po:te.nte. pa.Jta n = 2 

b) Una :tJtaM6otrmauón T .6e. Ltama transformación ;¿eq1otente .6/ 

r2 (vJ rrvJ . 

Vett..i.tí'..[c.a que. fu ;tJw.M 6otunac...i.ón T IR 2 + IR 2 de.tí'..[n).da i"OIL 

T(x,y) = (x,O) e..6 ..i.dempo:te.nte.. 

c.) Vvr.ití'..[c.a que. r.>a.Jta fu :tJtaM6otrmauón T(x,y,z) (z,x,y) M. c.umple. que. 

T3 (v) = r (v] v- v sIR 3 , donde. I u fu :tJtaM6onmac...i.ó -<..de.n:Udad. 

Nota: Tn(vj (T o T o .... oT] (v] 
......... y__...... 

n veces 

" P1 = {ax + b 1 a,b siR}, y .6e.an lM :tJtaM6otunac...i.onu l-i.ne.alu S M+ P1 

y T : M + P 1 de.tí'..[n-i.da-6 pon 

S (G J) = la dix + b Y r([: J) = lb - a)x + a 

SJ.. .6e. c.onoc.e. que. (T o H + S o Hl (ax + b] 

de. c.oMuporrde.nua de H : P1 + M 

V ,= ¡ [x yl l x1 y, z,w s R 
z wj de.6buda.6 c.omo 

X + !} l 
x + y + z + [,tj 

S V + V , donde. 



Ob:t.é.n, de I.JeJL poMb.te, .tM '!teg.tcu, de M-i.gna.u6n de: 

a) 

b) 

c.) 

-1 
T 

(S o T)-1 

31.- Sea. .ta. btan.!.J 6oJtma.u6n Unea..t T : P -+ P , donde 

P = {ax2 + bx + c. J a, b, c. ER} , 

T(fi) = 6' + n 

32.- Sea. T : IR 2 + IR 3 una. btan.ó1oJUnau6n Unea..t deL..[nJ.da. c.omo u u 
1 

T(x,y) = (y, 2x, 2x) 

a) Vvúfi.<..c.a que .ta. bta.n.ófioJUnau6n Unea..t S : IR 3 -+ IR 2 defiú¡)_da. pon 

S(x,y,z) = (iY- z, x) e6 transformación inversa por la izquie�da de T (E.ó 

deWL, S = T� 1 ) • 1zq. 

b J Vvúfi..[c.a. que. .ta. bta.n.ó 6oJUnau6n S del .<..nwo an:t.ruon no e6 transfor-

maci6n inversa por la derecha de T • 

c.) 

H(x,y,z) 

T . 

d) 

CompJtUeba que .ta. bta.n.ó 6oJUnau6n Unea.i H : IR 3 + IR 2 1 defi..[nJ.da. pon 

( {y, x) e6 :t.a.mb.<..é.n una. bta.n.!.JfioJUnau6n úz.veJLM pOJt fu úqu..teJLda de 

1 

T ? ¿ E.ó po<S.<..bte ob:t.eneJL una :t.Jtan.!.J fioJUnau6n .<..nve.Ma pOJt fu �eJtec.ha de 

En c.a�o afi.<..JUna.:t..<..vo, ob:t.en.ta.. 
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33.- Sea. ef e!.lpauo vec;tiJ!U..af_ A :: {(x,O,y) 1 x,ysiR} obJte el. c.ampo de .io.ó 

Jtea..ie-6 y .óea fu bt.a.M{¡otunauón ün�.a.i T : IR 2 + A de{¡J.. 'da. po!t 

T!x,y) = (y,O, y- x) 

a) Comp!tUeba que fu br.an.ó{¡o.Junauón ünea.i S A 

S(x,O,y) ( x - y, x) 

IR 2 de{¡J..rU.da pO!L 

eJ.J fu btaM{¡oJunauón inve!t.óa pO!L fu úquieJtda y bt.a.M{¡o!tm rA.6n .<.nve!t.óa pOJt .ia de 
Jtec.ha de T . 

b) ¿Se puede a{¡iJunM que S e!.l .ia btan.ó {¡o.Junauón 'nve!t.óa de T ? 

c.) SabemM que (en el. c.Mo de. eJ.J pauO.ó de cüme.n.óió 6).n..<.ta) .icu bt.a.M{¡o.Jun� 

uo ne!.l Unea.ieJ.J pueden .6 eJt Jtep!te!.l en:ta.da..ó po!t mabr.ic.eJ.J. ¿ e qu.é. OJtden eJ.J .ia ma

br.iz que Jtep!teJ.Jen:ta. a .ia bt.a.M{¡o.Junac.ión T ? ¿Ve qué. OJtd n u .ia mabr.iz que Jte

p!LUen.ta a fu btan.ó{¡oJtmac..<.ón S ? 

34.- E.i c.onjun;to de :toda.ó .ia.ó br.aM{¡oJunauone!.l UneaieJ.J el. e!.lpauo v"-,Zi.i e!.lf.J0:_ 

uo W 6oJLman un e!.lpac.io vec..to!U..af_ deno:tado !l? (V,W) 11 . 

---------·--------- ------------------------

11 
Un caso particular es cuando V = W, teniéndose ento ces el conjunto 

.fe( V, V) • Este conjunto constituye un ALGEBRA LINEAL. For alrnente definirnos : 

Un conjunto V es un ALGEBRA sobre un campo K 
torial sobre K y, además para todo v1,V2Ell y kEK 

v3 8 !v1 0 vzl 

v18!v2 8 v3J 

Cv3 8 v¡) 0 (v3 8 vzl 

(vl 8 vzl 8 v3 

si V es un espacio vec 
se cumple que 

donde e y G) son la adición y multiplicación de vector S. 

Si el espacio vectorial es el conjunto .!e (V, V), en onces al ALGEBRA se 
le llama ALGEBRA LINEAL. 

Si el lector quiere profundizar sobre estos concept 
tar, entre otros libros, los siguientes: "Tapies in alge 
torial Blaisdell Publishing Co., Mass. U.S.A., capítulo 6 
bra", A. Kostrikin, editorial Mir de Hoscú, capítulo 9, s 
de:cna ., , F. Ayres, editorial Me. Graw-Hill, serie Schaum, 

s le s ugerimos consul
ra". N. Herstein, edi

"I:ntroducción al álg� 
cción 4; "Algebra mo
apítulo 16. 
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Un c.a.!.la patz.,.ü.c..ulM e6 el upauo Q'( IR 2, IR 3). En e6.te e6 pacl..o �e deMnen 

la!.> tJigui.ent.M btan.tJ 6oJtmac.ione6 -Unecttu: 

R IR 2 -+ IR 3 de0inida poJt R(x,y) :: (y - x, y, x) 

S IR 2 -+ IR 3 de6.,[nida po!t S(x,yl :: (x + y, Zx, x + y) 

T : IR 2 -+ IR 3 de6.,[rúda po!t T (x, y) :: ( 3x, Zy, y - x) 

Ve;teJtmina ¿,.,[ el- c..onjunt.o {R, S, T} e6 lliea.fuent.e depen ·en..te o indepen

dien:te. 

3 5.- En u e6 pauo v ec..;to!tictt Ql ( ffi 3 , ffi 3 ) J.> e tienen W btan6 oJtma.cio � T y 

S .t:atu que 

T(1,0,0) (1,1,0), T(0,1,0) = (-1,0,3), T( 0,0,1) = (0,0, 

S (1, O, O} (O, -1., - 1 )  , S (O, 1 , O 1 = (O, O, 3) , S (O, O, JI = (1 , 1 O) 

b} Ob.tén fu ma.:tJúz Mociada a fu br.an6 noJtmauón T + S e{¡ ruda a fu ba-

.6 e c.anó nic..a de IR 3 • 

c..} ExyYteM .e.a :tJta.ntJ 0oJtmaCÁ.6n R : IR 3 -+ IR 3 c..omo una c..o binauón Une.al. 

de ,ta.J.> btantJ{¡oJtmac.lonu T y S donde R u:tá de6.,[rúda po!t 

R(x,y,z) = (3x - 3y- 6z, 9x- 6z, 6x- 9y + 3z} 

b) ExpJt e6a .e.a :tJta.ntJ {¡oJtmaCÁ.6n S : IR 2 -+ IR 2 c..omo una c.. mbinauón .unea.e. 

de iOJ.> vectores de . ..ea. bMe ob.terúda en el inwo ant.e!tioJt, don e S u:tá deM

rU.da po!t S(x,y) = (3x - y, Zy) 

37.- a) Ob.tén una bMe y de;teJtmina .e.a dimentJión del upacio 

Q1 ( IR 2, IR 1 ) 
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b l Exptt.eóa fu btanó 6oturJac.ú5n S : IR 2 -+ IR 1 c.omo 11.a c.omb-i.nauán lineal.. 

de. R..o.b v ec.:toJteó de. fu bM e ob.:te.n-i.da e.n et -i.nc.-i.ó o an.:te.Jt-i.DJt donde. S u.:tá. de. M

rúda. po!t S(x,if] = 6x • 

c.) Ve.Mne. una .:tJtanó 6oturJac.-i.6 n G : IR 2 -+ IR 1 .tal. q e {S, G} .ó ea Une.a..t-

me.n..:te. -i.nde.pe.vu:üe.n..:te., donde. S eó fu btanó6oturJac.-i.6n del_-<. wo b]. 

d] Ve.Mne. una .:tJtan.ófioturJauán H : IR 2 -+ IR 1 ta.1. q e {S, H} .óe.a Une.a..t-

me.n.:te. de.pe.ncüe.n.:te., donde. S eó .ta .:tJtaYl.ó óoJUnauán del. -i.n o b l . 

3 8 • - S e.a .ta .:tJtan.ó 6o JUnac.-<.6 n V ne.a..t H : 2 ( IR 2 , IR 2 ) -+ 

po!t 1-f(T(x,lfll = 3T(x,y], .\f-T{x,y)dl'(IR2, IR2) 

IR 2) de.Mn-i.da 

B = {T¡(x,y) = (x,O), Tz(x,y] = (O,,x], T3(x,y] = (y,O), T .. (x,if) = (O,g)} 

39.- Sean lo.ó e.ópauo.ó ve.c..:to!t-i.a.tu P2 = {ax2 + bx + c. 1 

P 1 = { ax + b 1 a, b siR } 0' e..t c.o nj un.:to de. .:tJtaYl.ó óoJUnauo n 

de. P2 e.n P1 de.Mn-i.da.ó po!t 

T1(ax2 + bx + c.) 2ax + b 

(2a - b)x + c. 

(a - c.)x + b 

T" ( ax 2 + bx + c.) (b + c.)x 

a, b, c. dR} 

A = {T1, T2, T3, T .. } 

a) Ve.:te.JUn-i.na .6-i. el. c.onjun.:to A eó Une.a.tme.n.:te. -i.nd pe.ncüe.n.:te. o de.pe.ncüe.n-

te.. 

b) La . .:tJtanófioJUnac.-i.6n S : P2 -+ P1 de.Mn-i.da pO!t S(ax2 + bx + c.) 

kx + c. - 2b, ¿pe.Jtte.ne.c.e. a.t e6pauo ge.ne.Jtado po!t w Yl.ó óoJUnauonu de. A? 
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40.- .Sea el ,Mpac....W ve.c.:to!U.a..-t P2 = {ax2 + bx + c. 1 a,b,c. dR} y -6e.a. fu :tJr..a.n-6-

noJrmclc..Wn. .Un,eaf T : P2 + P2 de.M.nid.a. pOJt 

T 

a) { ax + b 1 a, b dR } 

b) {ax2 - ax + b 1 a,b siR} 

c.) {a 1 ac dR } 

41 • - Et o peJr..a.don lineal. T : IR 2 + IR 2 -6 e_ de.M-ne. pon 

T(x,yl = (x + y, -3x + 2yl 

Vemu.M:t.Jta qu.e. R.o.ó ú.nic.o-6 .óu.b e.-6 paúo-6 inva.Jr.)_an:te..-6 de. IR 2 n T -60 n 

{O} 
y IR 2 

[x

z 
Yo� 42. -· Sea el e..-6pa�:o ve_c;toJt..ú;,..f_ M = 1J 

noJzmaú6n .Une.at T : M + M de.[¡inida. pon 

a) A = [: JI X dR 

b) B C rx : y) 

c.) e \ [: :] X dR 

1 x, y, z dR 
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2 

o 
-1 

u p (A) = -A 3 + 2A 2 - 3A + 6 • A pa.tr;U/L, úrúc.amente, d c.omb-i.na.donu Uneatu 

de .ta.ó ma;ór,[c.u M2, M, I, ob;tén M3 y M-1 

44.- Vemuubta que una ma.;tfúz A u no .6-i.ngulaJt .6-i. y .ó '.to J.J-i., c.vw no u un 

va-taJe CJJ./ta�t�tic.a de A • 

4 5.- S ea A una ma.:óúz c.uadttada.. Vemuu:t!La que A y A T tienen et m-i.J.Jmo PQ_ 
Unam-i.o c.MadeJÚó Uc.o • 

46.- Ve;tvun-<.na. iM va.tOJtu y ve.c.:toJtu c.Mad�tic.o.ó d fu :t!Lan.ó 6oJtmau6n R.!:_ 

nea.t T : M + M , donde. 

M y T u.tá deMrúda po 

T 
y + 2zl 

2zj 

47.- Sea A fu ma.:óúz MoUada., Jte.6vU_da. a .fM bMU n6rúc.M, de un opeJr..adoJt 

Unea.t T, A un va.tOJt c.aJtadeJÚótic.o de T y v .óu ve OJt eaJtad�Uc.o Mo

Uado. 

PMa .. ea. :t!La�6oJtmau6n Unea.t T
k

, k.siN , 
a .ta.ó bMu c.an6rúc.M u Ak , demuu:t!La que Ak u un va.tOJt c.aJtac.;te!Ú}.¡tic.o de 
Tk y v u J.Ju. vec.;tOJt c.aJtac.;te!Ú}.¡;t_[c.o MoUado. 

48.- ApUc.a. fu demo.ó:t!LaU6n det ejeJr..uuo an;teJt-i.oJt paJea ob;teneJr.. R.oJ.J va.tOJtu c.a

Jtadv-r.Mü .. c.oJ.J a.óOUado.ó a..f_ opeJr..adoJt Unea.t y'+ .6-i. J.Je J.Ja e que e)'_ opeJr..adOJt u-
nea.t T : IR 2 + IR 2 J.J e deMne.. pO!t 

T(x,y) ( 2x - 3y, y) 
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49.- Este ej E�rcicio y el siguien te mues1:ran algunas de las mu has aplicaciones 

de los valores característicos. 

Se. qu./_Me. obte.neJt el volumen que. e.nueNta .ea .óupeJtMue. 

7x2 + 6y2 + 5z2 - 4xy - 4yz - 18 = O . 

a.lx2 
+ a.2y2 + Ct3Z2 + zslxy + zs2xz + 2f33YZ + o = o y, po!t :ttlnto, e..ó c..onv� 

I'Ue.nte. pa.ócUrl_a a una ¡)o !Una .ó e.nutla me.cüa.nte. una Jtatau6n de. La te.oJÚ.a 

de la.ó ¡)oJUna.ó c..uad!tátic..a-6 nO.ó d.ic..e. que. ha.y que. obte.neJt p!Wne!t .R.a rna.:tJúz A c..u 

yo .ó el em e.n;to .ó M n 

Ve. ac..ueJtdo c..on uta, 

�¡ 
A = s1 

S2 

fu ma.:tJúz 

A • [ 
A 

81 eJ 
a.2 f33 

f33 a.3 

de. nu u:t.Jto ejemplo 

J 
b) El .ó�gu./_e.nte. pa.óo u c..atc..u.R.a!t lo.ó valores caracterí ticos de .R.a ma.:tJúz 

A • E.ó�e d.ic..lw.ó valoJte..ó te.Mendo p!tue.nte. que. -.A1 2 .A2 < 3 

A.l = ---- .A3 =-----

c.) La e.c.ua.u6n de. fu .óupeJtMue. en el .ó�tema x' ,y' ,z u.tá dada po!t 

2 2 2 
A.1x' + A21j1 + A3Z1 + o = 0 

Po!t lo .:tanto, e.n nuutJto e.j empto .ó e tJtata de. .R.a u6n: 

----------·----------·------------------+-------------

di Y utilizando tu.ó c.onc.e.p:to.ó de. c..álc..uto ve.c.to�, 

me.d.iante. .R.a e.xp!te..ó�6n 

V 8 J y= 

13 
y o r z o 

voi.umen .óe obtiene. 

dy dz 
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ob-te.rU.é.ndof.l e. 6-i-nahne.n.te que: volumen = 

_______ ,_ 

50.- a) U cA.Ac.cU:to el.é.c.búc.o que muutM .ea 6-<-gww. 

6.V..-i_c.o de ,� egundo oJtden 

deto ma.temá:Uc.o en varia 

bles de estado: 

_¿ ( ) 

1 F 

E-t c.ompoJt-tam.[en-to de fu Jtupuu-ta de..f. cAAc.LÚtfJ fl e puede e&.6-i_M.c.M de ac.ue.Jtdo c.on .f.of.l valores característicos de la mabu2 

[-3 -71 
2 � 

De. e.fl .ta mctVLt?J1.a : 

S-i_ fof.l vafOJLU c.aJiac..tv-Lú.,;ü.c.o-6 J..,on keaf.el, e. -i_g 
CA-ú'A.c.ccme11...te. amor...t.<.g rw da o 

S .. { -fo-6 va,.foJu'-6 CiJ.J¡,[,tc..teJLJ:..ó Uc_o¿ .,son J¡_e.ace-6 u dJ.J.J · 'vcá: .. �, R.a. keJ.Jpue.-6-t.a u �.>ob;¡ervnok:t:J..guada o 

:Juada . • 

ügw:uia o 
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b) La 6-[gWr.a muubta un .6-W.tema me.cárzic.o de .6 egundo o!¡_d t que .6 e puede mE_ 

tado: 

[J . [: J [:J + CJ 6 

Ve. ac.uvuio c.on fu ci.a..ó-<-6-[c.aUón del. -<-nwo an.teJúM1 e.teJz.nU.na el. .tipo de J¡_e�.Jpuuta det .6-W.tema mec.círzic.o de fu 6-i.gWr.a. 

51 . - S e:a A .ea ma;t;JU.z M o c.-<-ada a un o peJr.adM Lineal. T V + 
c.Mac..teJr.J/.:,tic.o .6 e puede uc.ub-<.,J¡_ de .ea .6-<-gu-<-en.te mane:J¡_a: 

d�t(A - AI) = (-A)n + e An-l + e n-1 n-2 n-2 A + ... +el A+ eo 

El poünom-<-o 

donde n e.ó u M den de .ta ma.-t.Júz c.uad!tada. A !! lo .6 e i 1 /_ O 1 1 , 2, • • •  , n - 1 , Mn la.ó c.oe6-[c.ú.n;tu det poünom-<-o. Vemuübza que 

1.- ttt(A) n-1 A 1 + A 2 + • • • ·+- ).n = (- 1 ) 

2.-· du(A) A1A2 ... An = (-1 ¡n e0 

52.- a) Sea fu ma;t;JU.z 

Catc.ui.a .:tJr. (A) du(P,) 

b) Ob.tén d poünom-<-a c.Mac.;teJr.M;t[c.o de A 
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c.) U.tiliza.ndo fu demoJ.dMci6n del. e.jeJr.ueio 51, omp.tw.e.ba. que. 

bz.(A) = (-1 ¡n-l C y que. dd(A) = (-1 ¡n Co 
n-1 

d) Ob:tén lo-6 va.loJtu ea.Mc;teJr.b.,:Uc.o-6 de. A y eompJtue.ba., u.tiliza.ndo fu 

demo.óbz.a.uón del. e.jeJr.ueJ..o 51, que. A1 + A
2 

= .ttz.(A) y que A1 A
2 

= dd(A) 

e) Pa.M fu ma.::tlúz 

B = [-: 6 

2 

o 

apUea. fu demo.óbz.a.uón del. e.jeJr.uc.i.o 51. 

S3.- Sean et upauo w.c.J.:o!Uct.t 0:2 = { ( z 1, z2) 1 z 1, z2 a:} y la :t.lta.n-6 üoJtmauón 
f�ne.al T : 0:2 + 0:2 de.6�n�da poJt 

a) .óo bJte. et eampo Jte.af 

b) MbJte. et eampo c..omple.jo 

54 • - a 1 S"" T ' IR ' + IR ' un o pvw.dnJt Lú!MX de M� poJt 

T(x,y)' = (3x, 3x + 5y) 

CoV!!.l�deJr.ando a. f.o.ó ve.doJtM de. IR 2 

pfun.o, ob:tén lo.ó eonjun:to.ó de. ve.doJtM de. IR 2 

�¡_adoJt T .óe. pJtMeJr.ve. fu dbr.e.eei6n. 

eomo .6 egm .6 dbúg�do.ó e.n u 

Wu qu al apUea.Jtf.u u ope.-

b) Sea S IR2 + IR2 un opeJr.adoJt Une.al 

S (x, y) = (213x - 2y, 2x + 213y) • 

Ve.muubz.a. que IW ew:te.n vedOJte6 de. IR 2 w� que. al apUea!tf.e!.l u 
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c.) Vemuu:Dta que. u opVta.doJt S du -lnwo an-te.Jt-loJt p oduc.e., al apUc.aJt.6,� a v e.c.::toJtu de. IR 2 , utta. Jto-ta.cJ..ón de. 30°. 

T(x,y) = (2x + y, 2x + 3y) 

Ob.té.n w.6 valoJtu y ve.c.::toJtu ca.Jr.a..c..tvútd:-lc.o.6, u de. - , ob.té.n .to.6 va.lo Jte-6 A y w.6 ve.c.::toJtu c.oJr.Jtuponcüe.n.tu v Wu que 

T (v) = A ·v = A v 

dortde. A u .ta ma;t.Júz MacJ..ada a T Jte.fie.Jt-lda a .ta-6 bMu 

6) Con.ó-ldeJta.ndo a .to.6 ve.c.::toJtu de. IR 2 c.omo .6e.gme.n.to.6 · 'g-ldo.6 en e-.t pfuno, dúVUn-lna c.uál.u de. .t0.6 .6-lúe. ve.c.::toJtu que. muu:Dta .ta M uJta J.Jon v.e.c.::toJtu c.aJr.a.c..tVÚ6:tLc.o.6 de. .t0.6 ob.te.n-ldo.6 e.n u -lnwo an.te.Jt-loJt -lncüc.an a c.uál. valOJt c.a Jtac..teJ1...U;t.¿c.o u.tán Mouado.6. 

Vt¡ = (-4,2) 

VG=(-3,-6) 

v1 = (4,2) 
..... X 

c.) ¿Qué /z.Uu-Ua.do ge.omé.t!t.Lc.o .6e. ob:tLe.ne. a.t ap..U.eM .ta :btar fiotzmacJ..ón T a .to.6 v e.c.::toJtu c.a.Jtac.:teJ1...U:tLc.o.6? 

d) A .to.6 ve.c..toJtu v que. .6a.:tL6 fiac.e.n fu e.c.uacJ..ón A v = A -f..oJ.J podemo.6 Uamcvz. -ta.mb-lé.n v ecto r es característicos d ere c hos ya que. :tambi..é.n e. · úYl. t•ec.::toJr.M U qu• •atió6acen fa ecnacWn ¡¡"A • A ¡¡T y que (n• podemM U M vectores ca_ racterísticos izquierdos. (Lo.6 va.tOJtu c.a.Jtac..tVú6:t.Lc.oJ.J .6 on .to.6 m mol.> :tanto pa-
- -

-'I' -T Jta A v = A v c.omo pa.Jta u A = A u y J.J e. pi..de. demoJ.J.t!taJt.to en ej e.Jtc.-LcJ..o 56). 
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Obtén toJ.J ve.ctotz.r...6 c.cvw.c.t.r.J1Mtic.M úqu.útz.dM 
c.atz.ac.t.e./Úó.Uc.oJ.J obt.el'Údo�.> e..n e.t ..[nc.ú o a) • 

e) Ve.t.VUn..[n.a c.uáJ..r...6 de. toJ.J J.J-Le.t.e. v e.c.t.otz.e.J.J que. mue..J.J 

M b) Mn ve.c.t.otz.e.J.J c.atz.ac.te.JtMUc.oJ.J izquierdos de. ioJ.J obt. 

fu fi..[gutz.a de.t ..[n� 

e.n e.t ..[nc.úo an 

t.eJr.i .. otz. e. .ind..[c.a a c.uá.t vaiotz. c.atz.ac.t.e.JtMUc.o e..J.Jt.á.n aJ.Jo c..ia J.J. 

6) ¿Qué. tz.e..J.JU-Ua.do ge.omé.t.tz..ic.o J.Je. obtiene. at apüc.atz. ta t.!ta.nJ.Jfiotz.mac..i6n T 
a iM ve..c.t.otz.e.J.J c.atz.ac.t.e./Úó-tLc.oJ.J úqu.).e..tz.doJ.J? (En e..J.J t.e c.Mo ta apüc.ac..i6n .6 e. ex-

p!¡_e..J.Ja tztTJ T = -ztT A = .\ l:t·T) • 

tz.ac.:te.!Úótic.oJ.J de..tz.e.c.hM M o c.ia.doJ.J at vatotz. .\ 1 c.o n toJ.J tz.e..J.J c.atz.ac.t.e./Úótic.0-6 
.izqu.ietz.doJ.J aJ.J oc..iadoJ.J at va.totz. .\z • Ve.t.VUn-ina t.amb..[é.n fu tz.e.iac..i6n geomé..t.Jr..ic.a 

que. guatz..dan e.nt.Jte J.J.f.. ioJ.J vef!..t.otz. e..J.J c.atz.ac.t.e.!Úótic.oJ.J úqu.ietz. at vaiotz. 
Az • 

56.- En e.t ej etz.uc..io an;teJl.i..otz. de.ú..[n.i..moJ.J iM c.o nc.e.pt.oJ.J vec.t.otz.e.J.J c.atz.ac.t.e.!Úóti-
c.oJ.J detz.e..c.hoJ.J e úqu.i!Vl.dOJ.I. Ve.mue..J.Jt.Jra. que. iM vaiotz.e.J.J c..te.!Úótic.oJ.J detz.ec.h.0-6 e 

úqu.ietz.dM M n iM mM mM, e..J.J dec...[tz., de.mue..J.Jt.tz.a que toJ.J v .\ que. J.Jati-6 fia-

c.e_n fu e_c.uau6n A v = .\ v .6on .WJ.J mMmM que J.Jati-6fiac.en ta ec.uac...[6n 

u'l� A = .\ uT , donde. A e..J.J fu mat.Jt..[z aJ.Joc...[ada. at o petz.ado .üneat. 

d
2 

57.- Se.a e.t opetz.adotz. ÜYle.ai dx2 : F + F donde. F e..J.J e..J.J pac..io ve.c.t.otz...[at de. 

iM nunuone..J.J tz.e..aie..J.J de. vaJc.i..ab.te tz.eai. Patz.a e..J.Jt.e. ope..tz.ado t-ine..at v eJú{j..[c.a que.: 

+ IX'x -IX'x a) Todo vaiotz. .\dR e..J.J un vaiotz. c.atz.ac.t.eJÚótic.o c. n c.1 e + C.z e. 

c.omo vec.t.otz.e.J.J c.atz.ac.t.e./Úó;(:...[c.oJ.J Moc.Á.a.doJ.J, donde. c.1 IJ c.2 Mn c.onJ.Jt.an..te..J.J tz.e.aie..J.J. 

b) .\ = O e..J.J un vaiotz. c.atz.ac.t.e�Uc.o c.on c.1 + c.2x c.omo ve.c.t.otz.e.J.J c.atz.ac.-
t.e.JtMUc.o-6 aJ.Joc...{adoJ.J, donde. c.1 1J c.z J.Jon c.onJ.J:ta.nt.e..J.J tz. e..J.J. 

c.) Todo vaiotz. .\EIR 
c.1 J.J en A x + c.2 c.oJ.J r-x· x c.omo ve.c.t.otz.e.J.J c.Ma cte.!Úó tic.o Moc.Á.ado-6, donde C.¡ 

1J C.z J.Jon c.onJ.J:ta.nt.e..J.J tz.eate.ó. 

Nota: IR+ representa a los reales positivos y IR reales negativos. 



58.- Vemue.tdM. que. -6-i. .e.a. mabU.z A u .�.J.ún-U.aJt a .e.a. mabU.z B 
u .�.J.ún-U.aJt a .e.a. mabU.z e , e.n.to nc..u .e.a. ma.bU.z A 

59.- Vemuu-Dta. que. .�.J-i. .ta.-6 ma;tJz.l.c..u A y B M n -6-i.m-U.a!l.u, e. 
c..u A k y Bk :tamb-ién élon -6-i.m.il.o.Jtu, donde. k u un númvw 

B 
e . 

ma.t:JU. 

Nota: En lugar del término "similar" algunos autores emplean el término. "seme-janbe". 

60.- Vemuu:t.Jta que. -6-i. A lj B Mn ma-DU.c..u .6-i.m-U.a!tu, e.n.tonc.. c..aJtac.tvúi.J:t.i.c..o u el.. m-i.I.Jmo. 

67.- S e.an .f.a¿, matJUc..u 

A G a B e J. e e ;J. V 

VU.eJun-i.na .6-i . .f.a. mabU.z A u .6-i.m-U.a!t a .f.a mabU.z B l:f .6-i. 
u .6-i.m-U.aJr.. a .e.a. mabU.z V • 

62.- a) B = [; 5 
-2 

2 
ne.a.f. T IR 3 -r IR 3 Jte.6 e.Jt-i.d.a. a una ba.:& e. E d-i.I.J:t.i.nta. de. .e.a. c..an6 

V emu u :tJta que. paJta .e.a. .tita M 6 o Jtmac..i..6 n 
.tu que. rrvJ - v . 

.6 u poünom-i.o 

e J 
ma.;tJúz e 

b) S-i P = ü o 
o 

- 7 
; 
0

_

-

1 u .e.a. mabU.z de. :bLaM-i.c-<.6 n de. .f.a ba.:& e. c..an6-

n-<.c..a a .e.a. ba.:&e. E , dU.eJun-i.na el. conjun-to de. ve.c..toJtu de. IR 3 que. .6a.t-w6ac.e.n .e.a. 
c.ond-i.c...l.6n T[v) - v • 

6 3 • - S e.a T : M -r M un o peMdO!t Une.a.t do YJ.de. 

M = 1 � J 1 a,b,colR /· S-i H Mbque [: -3 
bU.z a.:& o c.-Lada. a T Jte6 e.!t-i.da. a .f.a. bM e 

2 
-7 
-3 

e.I.J .e.a ma-

245 
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J 1' 
emp.teando R..o.ó c.o nc.epto.& de .6-imil.a.Jr.).dad lJ mabúz de 

64.- PaJta c.ada uno de R..o;.; .6-tgu-ten:tu o peJt.adoJtu Uneaf. 

a) T IR2 + IR2 tal �ue T(x,y) = (2x +y, 3x) 

b) T: IR3 + IR3 M que T{x,y,z) = (lJ- z, x 

ob�én una mat!úz c{,{agonat V Moc.-tada a T lJ una m� 

da -¡ VruMc.a, paJta c.a -tncúo, que V = P A P donde A 

T Jte6ruda a la;.; ba.óU c.an6n-tc.M. 

65.- Sea et opeJtadoJt ¿[ne.al_ T : IR 3 + IR 3 deMn-tdo po 

T(x,y,zl = (x - 2z, O, -2x + 4zl, 

VdeJtm-tna ;.;,¿ el o peJtadoJt T u c{,{ago naUzabte. 

;tén una m�z cUa.gonat V Moc.-tada a T lJ dde!t.m-tna u 

Jr.e6 ruda ta ma.Vúz c{,{ago naL 

P2 {ax2 
+ bx +c. 1 a,b,c. dR} 

T(6) = 6' + 6(0), lJ- 6 EP2 

de M-tg nau6 n de T 

"c{,{agonaUzadoJta" P . 

la mat!úz Moc.-tada a 

c.Mo a6-t!t.mativo, ob

ba.ó e a la c.uat M �é 

d�eJtmina ;.;,¿ T u cUa.gonaUzabte. En c.Mo a6-t!t.mativo, ob�én una m�z cUa.go

na.e. Moc.-tada a T lJ una bMe a la c.uat u�é Jte6ruda. 

67.- La ma.t!Uz A = �· 
� 

o 

-1 

3 
4 

mac.J.6n Une.a1. T : 11:3 + 0:3 Jte6ruda a una uvr.:ta. b�Ue, ande et upa.c.io 11:3 u 

:t:Lí defi,[n-tda .60 bJte et c.ampo «: • 
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VeteJun-tna .6-t ..ea bta.MnoJuna.c.J.ón Une.ai. T .6e. pu.e.de. Jte. "r.Me.nta.Jt paJt u.na. 

ma;ln,(_z d<.a.go na.t. En c.Mo a6J.Junmvo, o b.tén d.ic.ha. ma;{n,(_z y una. M e. a. ..ea c.u.a.-t e..6 

.té Jte.n e.Jt{da.. 

68.- Se.a.n A y B ma;l"/Úc.e.-6 qu.e. Jte.p!tMe.n:ta.n al. m-t.6mo ope.Jta.doJt .Une.ai., e..6 de.U!t 

B = P-1 A P • Ve.mu.M.t.Jta. que. .6{ v e..6 u.n ve.c..toJt C1VIa.de.tú-6Uc.o e. B c.oJtJte..ópon

d.ie.vz..te. al. val.oJt c.a.Jta.de/Ú6Uc.o A . , e.vz..to nc.M w = P v e..6 u.n e.c..toJt c.a.Jtade/Ú6 
� 

Uc.o de. A c.oJtJtMpo nd.ie.vz..te. al. m-t.6mo val.oJt '-i de. A • 

69 • ·· Vo.6 ma;{"JÚc.M A y B .6e. d.ic.e.n simultáneamente diagonal zables .6{ �.te. 

una ma;tn,(_z no .6{ng u1aJt Q , 

bM ma.tJt-tc.e.-6 d<.a.gonale.-6. 

- 1 - 'l del rn-t.6mo oJtde.n, :tal qu.e. Q AQ IJ Q · BQ Mn a.m-

V e.mu. Mbta. q u. e .6{ A 1J B M n ma;tn,{_c. e..6 .6-<.tnu..t.táne.a.m e.n.te. . g o nalúa.b.t e..6 , 

e.n.to nc.M AB = BA . 

70.- Sean -f.o¿, ope.Jtado!te.-6 Une.ai.M 

T1(x,lj,z) (x + 2z, 2y, y + 3z) 

T2(x,y,z) = (2x + 2y + 2z, 2y, 2y + 4z) 

a.) Ve.mu.Mbta. qu.e. W ma;l"/Úc.e.-6 Moc.-tada.-6 a T1 1J Tz Jte.n 'da.-6 a.mbM a. 

w bMM c.an6n-tc.M .6on .6hnu..t;táne.a.me.vz..te. d<.a.gona.Uzab.tM. (Ve.Jt e. e.Jtuuo a.n.te.-

Jt-toJt.l. 

b) CompJtu.e.ba .ta de.mo.ó.tltac.J.ó n de.!. e.j e.JtuUú 6 9, e..6 de.U!t, omp!tu.e.ba qu.e. 

M(T1J M(T2l = M(Tz) M(T¡) • 

c.) En .téJz.m{n0.6 de. .f..o.6 ope.Jta.do!te.-6 Une.ai.M, .6e. d.i.c.e. qu.e. T1 1J Tz Mn .6{ 

mu.Láfne.ame.n.te. d<.a.gonaüzab!.e.-6 .6{ y M.iame.n.te. .6{ T1 o Tz = T2 o 1 • CompJtu.e.ba, 

pMa. .tM ope.Jta.doJtM .Une.ai.M de. M.te. e.je.JtuUú, qu.e. T1 o T2 = T2 o T1 • 
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1 

1.- Sea. T : IR 3 + IR 3 .ta. bta."n6 60Jrmau6n de.6-f-nJ..da pott 

T(xl = Comp ve.ct_ x , 
a 

donde. a= (1, o, -1) 

a) Ve.muubta. que. T u Unea.t. 

b) Ve;te.Jtm,(_na et n.ú.ci.e.o de. fu bta.n660Jr.maU6n, una bate. del. núcle.o 1J .ta cU.

me.YIAMn del. tte.c.oJUÚdo. 

So.tu.u6n: 



H : IR 2 + IR 2 :ta..t que. H ( x, !f J = ( x - y, x + y) 

P IR3 + IR2 :ta..t qu.e. P(x,y,z) = (-x, 2z) 

S : IR 2 + IR 3 :ta..t qu.e. S (X, y) = (y, X + y, X) 

- l T o H + T o H = 2P o S + 3H 

Soluc.Wn: 

3 • - PaJta. fu bta.n6 óoJtmaU.6 Yl ¿{_ytea.f.. S M + P 2 , donde. 

1 

1 

M � 1 � J 1 �.b,c cffi 1 y P, {ax' + bx + e 1 �.b,c dR} 

S ( Íab �)= U J (a + c.)x2 + (b + c.)x + (a - c.), 

249 
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Sofu!Uón: 

4.- S.ea. et opVta.doJt Unea.t T : P2 -+ P2 , donde 

P2 = {ax2 + bx + e 1 a, b, e t: IR} 1J T u:tá. do..M-vU.(Jo po!t 

T(ax2 + bx + e) = (2a + b)x2 + (2b- e)x + 4e 

a) Ob�é.n .f.M va.f.oJtU IJ veewJtu eMadeJT.Müc.M d(? T . 

b) Ob�én, /.)_[ �� po/.)-i..b.te., una m�z cüagana.f. a/.)oe-i.a.da a T 1J una bMe a 

.ta eua..t u:tá. Jto__ne.!t-i..da.. 



1 

ITI 
1 

1 
1 
1 

i 

�tperodores Llnet&les 
1 
1 

e•a i 
1 

E'spoelos eon Prohueto 

Inte1t-no 



"La ma-temá.tic.a no e6 un CWYl.pO w.W.do y at 

.6uMc_.-[e.n-te de conoCA1n.{ot:to.6. E�-te .60bJr.e . :o 

do paJLa ayudaJt a.t lwmbJte. a comptr..e.nclcA y do m ·

nM rJ:. mundo 6f-.6ico y -tamb..té:n, Vl a.tg1ma mj..t 
da, R.a.6 mu.ndo¿, econ6m.Lco iJ .60e--W. La ma-t �� 

tic.ct eJ...tá. cti .6 e.Jtv..tc�o de dúeJr.mir!a.do.6 b..[nu y 

ptwp6-6--0to.6. S..t no 6u(',óe. a;.,J., no hab!tJ.a .tug 

pMa ei.f a. (�1 .f.o�� pJto 9 .'za.mcU. el e CJt6 e.ñcuna • S · 

l.a.6 mat(!JIKÍ-Uca..6 .6on obje..to de gMn demanda 

.óf'. f0.í conc�ede .:ta.n.ta. _¡'_mpoJr.-tanc..ta, .ea. Jtaz6n 

qu (' .6o 11 un .ú!��.:t./twnrJ1�to de. gJtan ayu.da". 

MORRIS K/. Hf' . 



A c.on;Unua.uón .6e pJtueYLta.n alguno;., eje.Jtuc..Á .. o.6 MbJte ante ederr,-tu nec.ua

!r_).o;., pa.Jta. u:tucü.aJt e..& te c.apLtu.e.o. I nte.n:ta JtU o.tv e!Ll0-6 y c..omp -tcu, JtU u.Uado.6 

c.on lo.6 que .6e pltuentan dupué.-6 de ute examen • S.i :ti.enu du -� a�c..e.Jtc.a de la 

MlucJ.6n de l0-6 ejeJtúc..io.6, c..o�Uu.Ua fu b.ibUogJta61a p!Wpuu:ta 6-{:nat de ute 

examen. 

1.- Obtm ef_ m6du.to de .t0-6 .6-i.gc.úentu vec;toJtu 

a) v = (1, 6) 

b! w = (-3, 2, m 1 

2.- Vado;., lo;., .6-Lgu.ientu vec;toJtU, dete.Jtm.ina c.uál.u de eU0-6 1.>0 OJt:togona.tu 

entJt e .6 J. : 

u= (1, -3, 21, V =  (--1, 3, 5), w = (9, 8, -3) 

3.- Obtén un vec . .:toJt un.Lta!u:o en fu cü.Jtec.c.f6n del vec.:toJt 

a = (3, -6, 6) 

4. - Ca..tcoufu el va..toJt de fu .6-tgu..{en.te .integW de6.-[n-Lda. 

5.- Calcoufu el fLUu.Uado de fu -6-Lgu-tente expJtu.i6n 
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7.-

A 

al PaJta que .ta. m�t.:óu:.z 

A 

4 

o 

-3 

7 

8--i. 

a 

b 

a= b= ____ . 

6= 
-----

b) Pa.Jta que. la ma.:óU.z 

B 

3 

o 

2 

c. 

-5 

d 

e 

c.= 

4 -2 

3 

6 o 

o -2 

1--i. 

o 

tj 

- 3  + 3-i. 

6 

o 

10 

d= 

z 

J 13 

w+3-i. 

-6 e.a tln.a maWz arU:-i.heJunW.ana -6 e. tr.e.qu-i.eJLe. que. 

x= 
----- tj= ----

c.) V e.tvunl_na -6Á.. .f._a ma-t!U. z 

e 
1 

/5 

z= 
-----

4 

_, e.= ___ _ 



RESPUESTAS 

7 '- a) ¡-v-¡ /3"/ 

b) lwl = 5 

--
2.- ouo ga nal. c.a n 

-
u. eó V 

-- -
V eó auogona.t c.on w 

3.- ( *, -j,j-) 

4.- o 

5.- [ -z] 
6.- 8 

7.- a) a = -3 - 3i , b = -4i , c. = 8 + i , d = 6 

b) x = -1- i, y= -73 

e_) S-i eó OJr..to g o nat 
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#nl�toduccidn 

U c.onc.ep.to de vec..to!t qu.e .&e ha. eóW.cüa..do ha..&ta. anteó \ de .irU.chvt el. 

c.wt.óo de álgebJta lineal ha .& .ido el de una c.an:Udad qu.e tiene m�rz-Uu.d y d.i!tec.

u6n. Eó:ta. noU6n de vec..toJt .&e eóW.d.i6 en el. c.uJt.6o de á-f.ge.bJta y geome.;tJvút ana 
w':.{c.a , p<Vttic.uta!unente en .to;., eópa.uo.ó IR 2 1J IR 3 ; en u4.& eóp::tc..io.&, .t-;;.6 
ve.c�.to!teó 1.>-iempJte tienen u.na .inte.Jtp!teta.wn geomU!úc.a. En eó e 4uJt.6o .&e u:tud.i6 

.ta.mb.i�n qu.e au.nqu.e en .to�.; eópa.uo.ó IRn (c.on n > 3) no ew:te -iMeJtpJteta.u6n 
geomU!úc.a, .ó e pueden gene�taUzaJt d.i/tec.ta.mente .tM ope.Jtauonu 1e ad.iU6n de 
vec;toJtu 1J mu..ttipUc.au6n pO!t u.n eóc.a.talt .independ.ien:temeY'vte del.lva.toJt de n, IJ 
qu.e. pO!t .to :ta.n.to .f..O.ó el.emen.to.ó de IRn :tamb-ién .&on vec..toJteó. 1 

1 
En el. c.ap&.lo IV de uta. M-ignaW!ta .óe u-tudM .e.a u�u.c.W!ta a.tge-

b�ta-Lc.a d� upac.-L_o vec.:t.IJ� qu.e u tm c.�nc.ep.to mM gene.Jta.t qu.e .10.6 eópac..W.ó IRn. 

Se uwdM :ta.mb-<.én qtte uta. eót!tu.c.Wita A..YLUU.Ije c.omo C.a.óO.ó pa!tti1u..talteó a W.ó � 

pac..w.ó IR n 1 ll:n 1 y a .to-6 c.onju.n.to.ó de poUnom.i0.6, ma:tlúc.eó � üu.nc..Wnu. 
· PO!t uta. Jtaz6 n, a .f..O.ó poünom.io.ó, ma:tlúc.eó IJ óu.nuo nu .6 e .teó ufuna :tamb-ién ve� 
.toJtt'U aLtnqu.e c.aJtezc.an de J.nte.Jtp!teta.c..i6n geomé.-óu:.c.a en .to Jte6eJLenjte a magrz-Uu.d 1J 
d.iJt 12.c.w n. 

Cuando l.le u:tu.d{6 .e.a eótlr..u.c.W!ta de upa.c..W vec;to!t-La.t Y!f .6e deMrU.e�ton 
f..o-6 c.onc.ep.to-6 de magn-Ultd IJ á.ngu..to entJr..e. vec..to!teó. Uno de .to-6 o�jetivo.ó de u

te c�apUu.to .ó eJtá. p!tec..i.óamente geneJtaUzM .ta.ó noc..W neó de magnilLl d 1J á.ngu..to en

tlr..e vec..toJtU de u.n e_¿, pac..io vec..toM.a.t c.u.a.tqu.úJta. V.ic.ho upac..W {a c.on.6-ideJtaJte
mo.6 :ta.n aJLb� c.omo .6e deóee., c.on :ta..e. de qu.e u:t� deMn-Ldo .6qbJte el. c.ampo 
de .fo-6 núme.Jto-6 Jteaf..U o .fo-6 c.ompJ.:.ejO.ó. 

Como R..o.ó awma.ó qu.e. deMne.n a .f.o.& eópac..W.ó vec..to!t-La.tu no dan el.em� 
.to-6 .6Lt 6.-{.uentu pa!ta geneJtaUzaJr . .ta.ó deMn-Luonu de .tong_¿wd lJ dngu..to , vamo.ó a 
Jtec.u!U!..Úl. a.t c.onc.ep:to de producto interno, qu.e no.ó pe.Jtm.iti!tá. de6brr{Jr.J..o.& de u.na 
manetr:.a mu.!J c.onve.n-Len:te. U p!ta duc..to bt:te.Jtno u u.na ge.ne.JtaUzauóln del p!trorluc..to 

eóc.ataJL c1JJLUU ( p!todu.c.:t.o pu.n.t.o); .&.in embaJtgo, en .to.ó upac..W.ó ve.c.:to�u ab.ó

:tJr.ac.to-6, .ta [n;t.Vc.¡J/r.etau6n det p!todu.c..to .inte!tiW futa. mu.c.ho de nu�tlr..a nou6n 
g e.om Utu:..c.a del p!to du.c..to uc.a.ta.Jt u..óu.a.t. 
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A un e6 pac.J.o v ec.to!U.a.t donde .6 e ha. de6-[YIÁ..do u. pnodu.c.to -tn:tenno .te Ua. 
ma.nemo-6 espacio con producto interno; de ú:te y o:tJto-6 c. nc.epto-6 :tna.:ta.nema-6 en .ta. 

p-'Wnena. J.J ec.u6n de u :te. c.a.p-Uuta. 

En .ta. J.Jegu.nda. J.Jec.u6n pnuen:tMemoJ.J una. de .tM a.pUc.a.uanu ;_mpoJúan

:tu de fu ortogonalidad entre vectores: el. :teanema. de Ju.Jyec.u6n. 

En fu :tenc.vw. J.Jec.U6n ha.b.tanema-6 de .toJ.J apena. anu hermitianos. Una. 

de .tcv.s na. z o nu pan .ta. c.u.a..t utoJ.J apena.donu han .:únpan:ta. 

pueden �g ana.Uzan mec:U:a.rz;te un c.amb-ta de bMe a.pnop;_a_ 

pUMc.an c.o nJ.J -tdena.b.t em eme todoh R.oh c.á.tc.u..toh y a.pn 

p-teda.du • 

,u u que J.J-tempne he 

c.u.a..t penmile h;_m

mció f¡á.U.tmerz;te J.Ju.J.J pitE_ 

En u:te pu.n:to debemah ne.c.andan que, e1. que un apena.don Unea..t he pue

da cLútgana.Uzan, h-tgYIÁ..Mc.a. que eu.ó:te una. bM e nupec.to a. fu c.u.a..t fu ma.:tnú Ma 

dada a..t o pena.don e6 una m!UJúz cüaga na.L 

En g enena..t, puede nuu..t;tWt bM:ta.n:te c.ampUc.ad de:tenm-tnan ;.,;_ un o pen� 

dan aJtb-U!t�o .6 e pu.ed 11c c:U:a.gona.Uz:an, peno ;.,;_ noJ.J nu ng;_ma�.> a. operadores he� 

mitianos y operadores unitarios err.:tonc.u u -óác.il dema;., M que h-tempne he pue

den �ta.gona.UzaJt. 

LM apena.donell henmuta.noJ.J tienen a.demció fu · pon:ta.n:te pnap-tedad de 

que toda;., J.Ju.J.J va..tanu c.aJta.c.;teJÚ).¡tic.ah han n úmenah nea..t a.u.nq u.e e1. upa.w vec.-

to� M:t� de.MYIÁ..do MbJte .toh c.omp.te.jo;.,. E;.,:ta pnop-te d ha. hido ex:teMa.merz;te 

u;Ul.úada. en una. de fuh Jr.a.mM de R.a. fi!h-tc.a. modenna. mció Muna.n:te, fu mecáYIÁ..c.a. 

c.u.ánü.c.a.. E.óto J.Je deb�c a. que .to.ó va..tone-6 de c.u.a..tqu.;_en a._g�Umd MÁ..tc.a. mecú1J.te 

Mn ;.,úmpne númenoh neo,l.u y pon .ta :tanto pueden nepnu 

c.Ma.c.:ten!htic.oh de. opvwdanu hvur1�nM. LoJ.J apenado u henm�rw;., a.pMec.en 

:ta.mb..t�n, de. una. ma.nena. na.:tu.M.t, en pnab.temM que -tnvofu n ;.,;_rr¡e;t;úa y '->u u:tu

cUa u ;_mpon:ta.rz;te. en .to que. he c.onoc.e. en ma.:temá:Uc.M c.omo fu :te.o!Úa de S:tu.nm-

Uau.
'
ville. 

l 

En .ta. :tenc.eJUl J.Jec.u6n cu.:tu.cüaJtemo�.> :ta.mb-t�n a. tM operadores ortogona

l es y unitarios. Lo;., opena.dall.eó ontogona..tu apane.c.en V�0-6 pnab.temM de. n:f 

�.>-tc.a. e -tng eYIÁ..eJÚJL c.amo , pan e.j emplo, en .ta. cUnám..tc.a. de. aJ.J c.u.enpo-6 JÚg-tdM, .f___¿

qadol a pnobf..emM de. no:ta.U6n y .tltMia.u6n. 

' 



8o/taci'or.i con f!IJ�toduc 2 

dnle�tno 

Como .6e mmwn6 eJ1 .ta. ®'ltaduc.wn de u.te c.a.p.{;(:u.to, .to¿ que de-

l[nen al e.6 pa.c-úJ vec.toJU..aJ?.. na dan etemento.6 paJta. deM-r0t .i0.6 c.a n ep.tD.6 de ".ton-

g-01.':ud" y "ciió:tanc.i.a." en:tJte vec.toJr.e-6. E.6 de.cÁA, ei upa.c-úJ vec.to · c.a.Jr.ec.e de 

métrica. 

La. mé;t;úc.a. de un upa.c-úJ vec.toJU..aJ?.. V u una. opeMwn b-i. 

MaCAa a. c.a.da. paJteja. (x, y) de eteme.J1.ta.6 de V un númeJr.o Jr.ea..t, 

PaJi:a. ;ta do X, y, z E V 

1.- d rx., -y¡ > o 

z.- d ex-, yl = o 

3.- d rx., -y¡ d t!/", xl 

4.- dtx,zl .::_ dtx,yl + d(y,zJ 

d que 

A un e.ópa.uo V p!tav-i..ó.ta de una. mm[c.a. .6e te .6ueie .fmmMI espacio métri 

co, a. !.>11..6 etemento.6 puntos lj a. d(x,y) .ta. distancia en.:tlc.e io.6 prnta.6 x,y . 

En un upa.uo vec..ta� 

de .ta .6-i.gu-i.eJ'I..:te ma.nvr.a.: 

.6e puede de6-[r0t .ta. mé;t;úc.a. pOJr. ejempw, 

___ (7) 
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e6 un.a. mébúea. del ei>paua ve.c.:toJv.m IRn ya. qu.e. .6a.:U6 a.c.e. la.6 a.uama..6 a.Yl-tvuNt 

me.Yl-te. e.n.u.nUa.da.6. 

Can eJ.>:ta mébúea., eJ.> :tama.6 do:tan.do a. la.6 e6 pa.uo.6 IRn de. heM.a.m-Le.ntcú � 

Jra po deJr.. de.MruA io.6 c.o n.c.ep:to.6 de. lo n.g-L:t:u.d y d-L.6:tan.Ua.. 

A.6-f, poJt e.jempto, la. .tan.gUud de. un. ve.c.:ton x E IR eJ.>:ta!tá deteJun-tn.a.da. 

pan la. exp!te6-l6n. 

d(x,oJ (2) 

A la. a p eJr..ac.-t6n. b-é..na.JU.a d que deMn.e. la. mébúea e. u.n. ei>pa.uo .6e te .6ue

te fta.ma.Jt :tamb-<-é.n. función distancia o .6-é..mptemen.:t:e dista cía. 

O:tJr.o c.o n.c.e.pto me.cUaY!-te. e.t c.ua.t .6 e. pue.de.n. eJ.>:tabte.c. W.6 c.o n.c.e.pto.6 de. .tan.-

gdud 1J d-L.6:tan.CA:a. en. un ei>pa.c.J..o ve_c.:to� e6 

La. n.oJtma. ele u.n. ei>pa.uo ve.c.:to� V .6-é..mboUza. 11·11 , e6 u.n.a. 6u.n.-
u6n. que a.MUa. a. c.a.da. elemento x de. V un. n.úme.Jto n , :tat qu.e.: 

1.- 11 x 11 > o 

2.- 11 X 11 O , .6-l 1J .6ólo .6-l, x = O 

3.- 11 a ill = loL 1 11 x 11 , 

4.- llx + lfll 2 11 x 11 + 11 lf 11 

do n.de. a e6 u.n. e6 ta.Jt 

A u.n. ei>pa.c.-<-o ve.cJ.':oJt-ta.t p!t.ovúto de. una. n.oJtma. .6e. .t .6u.eie. Uama.Jt espacio 
normado. 

En wt ei>pa.uo ve.c.tan-<-a.t IRn .6e. pue.de. de.MruA la. n.oJtma. de. la. .6-<-gu.-<-e..Yl-te. 

ma. n. e.Jtet : 

Sea. x = (x¡,X2,····x) 
n 



IR n + IR , de.Mrúcla poJt 

rxz + v2 
1 "-2 +, • • + xz 

n 

u ULna no !Una de.t e;., pauo ve.c:toJtJ.a-t IR n ya que. Mffi 6a.c.e. lo-6 a do.t. pa.Jta. la. noJuna.. 

( 3 J 

Con fu noJuna. eé.ta.mo-6 do.ta.ndo a.J!. eépa.c...i.o IR n de. he.Jt!¡_a.m-( de.MYUA. -l'.o-6 c.onc.e.p.toJ.J de. long-Uud y d..i.I.J.ta.nc....i.a.. 
pa.Jta. pode.Jt 

M��, po ft e. j em plo , fu long -i..-tud de. un v e.c:to Jt x dR n 

fu e.:tpft�,..i.ón 

1/ x 11 

11 X - tJ 11 � - - tj.)2 
j i� 1 1 X l. 

l. 

Compa.Jta.ndo (1) y (5) podemoJ.J ve.Jt que. 

d 1 x, y) = 11 x - y 11 

(4) 

1 5) 

-- ( 6) 

S..i.empJte. !.>e. pue.de. de.ó)_n..i.Jt la. dM.ta.nc....i.a. o mé.:t!Uc.a. de. un ve.e.-toft..i.a-t e.n 6unuón de. fu noJuna. de. .ta..e ma.nrAa. que. todo espacio normado es u espacio métrico. 

En ge.ne.Jtal.., J.Je. pue.de. deó)_/'LÚ1. una. méóúc.a. (dM.ta.nc.J.a) o una. nora e.n un e6 
pauo V e.c.;toJL,é..al. Mb-0tf1.aft..i.o, -te.rúén.doJ.J e e.J17.:t.Q nc.e;., un eil pa.c...i.o mé..tJt-i.c.o r W1. e6 pa.uo noJuna.do J¡v_\pe.wva.me.n,te.. 

s,¿n embaJtgo, c.ua.ndo la. 6un.uón d..i.J.J;t.anc...i.a M de.Mnc. en e.t e.J.Jpa 
pJteuuune.n,te. me.d..i.a.n;te. J.a. e.xpJ¡e;.,..[ón ( 1 J, e.ntonc.e;., o.l. eépac._¿.o mé..tft{c.o 
.etama <�om(Ímne.nte. espacio euclidiano IRn . 

:o IR n 1J 
IR n J.J e. le. 
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Ve -Lgua..t manvra, .6-L fu expJt.u.Wn (3) u .ta noJt.ma q e. -6e de¡)_[ne en IRn , 

entonc.u a.J.� upac.-Lo nMmado IR n , ta.mb-Lén -6e .te ac.0-6 bna .tfumaJr.. upacJ..a e.u-
&J..cüano IR n 

• 

Pnoba�b.teme.nte fu Mzón pOJr.. .fu c.ua.t a R.0-6 upauo-6 

&J..d-Lano-6 c.u.ando u;tán cla:tado-6 de una 6unc..ú5n d-L-6ta.nc.-La 

pon (7) lJ (3) u panque entonc.u M. -tJrabaja, aunque -6ea 

c.on .ta geomw..Ja eucf--Ld-Lana, u dec'.ÁA, c.on .ta geome.:f:Júa 

de mM:emá;t(c.M de fu en6 eiianza dernen:ta.t tJ mecü.a -6upeJr..-Lo 

Se c.a n-6-Ld e.Jr..a poJt. e;.,ta. Jr..azón que .ta-6 expnu-Lonu ( 1 

;tJkc.a oJr..d-LnaJr..-La o mébúc.a U-6ual de w-6 ·Upaua-6 IR 
n 

. 

La métJu:c.a en un e;., paua IRn -6e puede de¡)_[n-L!r.. po 

tíe.Jr..eiU:e a (1) lJ (3) IJ, e.ntonc.u, al. upaua IRn no -6e 

no upauo mébúc.a o upac.-Lo noJt.mado. 

IR 
n -6 e R.e.iJ llama eu

/o una no�ma detí-Ln-Lda-6 

e. una mane.Jta. -LmpUcA;t.a., 

:tud-Lada en R.0-6 c.UMo-6 

lJ ( 3) no-6 .dan fu mé-

.ta ta.n-to de manvra cU 

e .tfuma euc..t-Ld-Lano, -6-L 

O;tJr..o c.o nc.ep;to, ademá-6 de w-6 de mébúc.a lJ noJr..ma, m cUaiU:e d c.ual .6 e pue-

den de¡)_[n-L!r.. .to-6 c.onc.ep;to-6 de .tong-L;tud lJ dt.:-6:tanc.-La en un pauo vec.;toJr..-LaR. u d 

de producto interno. 

Sea V un upauo vec.;toJr..-LaR. de¡)_[n-Ldo MbJt.e d 

EIU:onc�e.-6, a .ta opvrauón b� ( ·1· J : V x V + 

:to -Ln:te�r..no /.)-L M.tw 6ac.e .to-6 .o-LgueiU:u awmM: 

Sean x, y, z E: V , w::a: 

.6 e .te ll..a.ma pno duc.-

1.- (x· Yl (y 1 x) donde (tj 1 x) 1!.,6 el. c.omp .ejo conjugado de (y 1 x) 

z . - rx- IJ + zJ rx ifJ + (x zJ 

1 Ciertamente en los niveles de enseBanza b&sica y media 

geometr ía de nuest:ro mundo físicc, es decir, en IR 2 y 
l.lo generalizar los conceptos a cualquier espacio mn 

se estudia la 
pero es senci

n > 3. 



3.- ro. x 1 uJ 

C•tecxr:o-6 que Id nomb:1.e de "pJr..OducA:o -Lnturr.o" no e-6 Id mM ¡ adec.uado ya que, 

Ua¡:¡r:Jr .<"ru:vu1c.. a una o ¡.-;vw.uó n c.uyo Jr.eóu..U:ado J.Ja.le óuvw. del. c.i nj unto en el. 

c.ua.t J.Je de.Mnc. cüc./¡a. opvw.uón, no eJ.J ac.e/t:t.ado. 
1 

S-i_¡¡ e.mba.JL(JC', c_0/110 .f..a tnaljoJr;_a de lo-6 aLLto�¿e.-6 que. e.xpon.en 

deJwt;ú_¡�an, C.Oi' . .-l:-Lnu.oAerro-6 IWJ.Jo-f.JW-6 tamb-i.é.n. aJ.J{ ·.e-l'..amándoJ!.o. 

�te tema 

A wt c/s pa.c.-io v ec.to!Ual p!r.o v--�.J.do de w1 rJr..O �uc.to -i.nte.Jr.no -6 � le llama es pa
') 

cio con producto interno.-

Sean x = (X¡,Xz, . • •  ,x) 
n lj lj = (!J¡,!fz, • • •  ,íj ) . n 

� +-. d IRn . v eLAJJ 1 u e 

f: nto nc. e.-6 e.a o¡ 1f'JLa.c.-i.ó n b-i.na!U.a. ( • 1 • ) IR n x IR 
n 

+ IR , deS-<-11-i.da po!r. 

rx- uJ 
-rr X ¡t El Xz • • •  X� 

u e�.n p!r.o ducfo -i. n:t C.Juw I.'J1 
el. I.Weducf.{¡ -i.r�tc·Ju1a. 3 

-
I.J¡ 
lJz 

(7) 

lj n 

Co11 c/::,:t.c )Yl.c•dttc.to jnJ.eJr.no, �::,tam0-6 do.ta.nd.o al eópauo IR n de he.Jr.Jr.am-i.en-

..UM )'XV!.CL pr·dcll. de ¡Í-i.Yt.-i.ll. R.o-6 c.onc.c.pto-6 de eong_(.XU.d lj d-i-6-f.a.nua. 

"' l\.l9unos autores llaman a un espacio vectorial con producto interno, 
ew..:Ii:<i.uno • .:'i.n vmba:.c;o, el primer nombre es más general. 

espacio 

3 C'bsérve,;c .;u2 (7) PS p:t:ecisa:r.ente el producto escaJar ordinaril en 
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266 

A6-f, pOJr. ej empfo, fu fon.g&d de. un. ve.c.,toJL X: dR n e6:to.Jui deteJtm-tn.ada. 

¡oOJL fa e.xp!Le6-tón. 

Longitud de X = 
-

1 
- 1/2 

(x x) ( 8) 

Ve. ( 3) y ( 8 J .ten.errro.6 que. .6 e pueden. JLeiauon.M l0.6 n.c.ep.to.6 de. p!Loduc..to 

. .tn..teJLn.o y de. n.o !Una: 

ex- 1 xJ 
112 

• ( [X¡ ' ' • · · X
n] 

X¡ 
x2 

X 
n 

1/2 

) (x� + 
2 2 1/2 -

x2 + • •  + X ) 11 X 11 
n 

E.6 de.w, R..a. n.oJtma .6 e puede. ��xp!Lel.la!L en. 6un.w n. de. un. piLo duc.:to -tn..teJLn.o: 

1 12 
11 x 11 !x 1 xJ · 

Ve. la. exp!LU-tón. ( 6) podem0.6 velé que. fu d-t.ó.ta.n.r-ta. tr.e d0.6 ve.c.,toJLe6 .6 e. 

puede. exp!LUM .tamb-té.n. m áun.uón. ele. un. pMduc.,to bt.teJr.n.o j 
1/2 

d !x, 0'J = 11 x - Ti 11 = ! !x - Til 1 !x- Til J , ___ (9) 

Ve la. e.xp!LU-tón. l9 J poclemo.6 c�on.c.fu-t!L que. fu mé..ttr.-t otr.d-tn.a!L-ta. de. lo.6 up� 

uo.6 IRn .6e puede u.tabfec.e.tr. me.cú..a.n..te. ( 7), e6 de.Utr., m d-ta.n..te. el pMduc..to e6-

c.a.lM OJLd-tn.aJr...,[o • 

POIL .eo .ta.n..to, eua.ndo en. IR n el ptr.oduc.,to -tn..teJLn.o ue. .6 e de.Mn.e. e6 p!Leu-

.óa.men..te el p!Loduc..to uc.atcvr: oJLcünaJr...i.o o pMduc..to punto, on.c.u a IRn .6e le 

Uama c..omú.nme.n..te. upauo euilid-ta.n.o. 
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S-i e1 rvr..o du.c;to útteJLrw de.Mn-i.do en IR n 110 e;., e1 e;., c.a.-f.M.. oJr..cü.n.a.M.o, en-

;to nc.v.. u e;., pa.c.-i.o IR n rw -6 e te Uama. u pa.uo wilicü.a.no, -6-i.no u pa.w c.on p!r..Q_ 

ducxo -i.nte11.rw . 

Rv..umú.ndo todo to a.meJLl.oJr.. dDr.e.mo-6 que: e1 rwmbJr..e de v..�a.uo eu.ilicü.a.no 

lo Jr..e-6 eJr..va.mo-6 a.l. e;., pa.w IR n cuando en M te M_ deMne e1 pM d�c.;to l.meJr..no me

cüame e..e pJr..oducto u� oJr..cü.na.Jr..-i.o, te.�uéndoM). en;to nc.u deMnf.da. a. J.>u. vez ta 

mUJr..).c.a. oJr..dúuv·via de IRn il.a.rn.a.da. t.a.mb-<.é.n métrica euclídea. 

En genef..o..t, a ;todo v..pa.uo que no poM.e uv.a. mé:t.::tU.c.a. eu.w�ea. J.>e te a.c.0-6-

tu.mbJr..a. t.w.mM espacio no euclidiano Jr..eubú.ndo poJ.>tc.Jr..).oJr..meme u.m nombJr..e mM u

pec.l.Mc.o depe.�vUe.ndo de1 tema. o Jr..a.ma. de .ea ma.;terrá.:üc.a. que J.> e u{á u-tucü.a.ndo. 

Mi.., po,'t eje.rr1plo, a. la-6 ell pa. uo-6 c.on pJr..oduc;to ).n;teJLno J.>e 4u Uama. :tam

bién espacios pre-hilbert o espacios prehilbertianos. 

Como hemM vl.-6to, lol.l c.o n .c.ep;to -6 de R..o ngl.;tud y �;ta.nc.,{a. e�e vedoJr..e-6 

J.>e puede.n de.Mn.l.Jr.. me.cü.a.me una. 6unwn �;ta.nU.a., una. noJr..ma. o uJ pMduc.;to imeJr.. 

no. No-60-Dta-6 Jr..ec.wz.:útre.mol.l a.t pJr..oduc.;to imeJr..no ya que, c.omp�va.meme c.on lo� 
v..prtc_..{OI.J noJr..ma.do-6 u v..pa.uo-6 m é:t.::tU.c.0-6 , la-6 upa.c..i.o-6 c.on pJr..oduc;td imeJLno Mn 

mM Jr..l.c.ol.l en u-tJr..u.c;twr.a. g eomU!r..l.c.a. y a.tc.a.nc.e a.na..U;tl.c.o, pa.Jr..;t).endo de1 hec.ho ml.!.J 

rno que :t.odo v..pa.uo vedo� c.on pfl.oduc.;to imeJL�to ( upa.uo p!r..e-hl.ibe.Jr..;t} u un 

v..pctc.i.o noJr..rn.a.do IJ, poJr.. to ;ta.n;to, también un upa.c...i.o mé:t.::tU.c.o. 

LM i.:>).gul.emv.. a.ctivida.de6 c.omp.teme� c.ort6l.-6 .ten en Jr..ep.t..i.zaJr.. una. pe

quev;a inw_;.,;t-(ga.uón J.>obJr..e ueJL.;to-6 c.onc.ep;to-6 que �.�i bien no 6oJr..ma.n pa.Jr..;te det p!r..Q_ 

gMma. de la Migna.-tufla., u:ta.mo-6 a. un pMo de J.> u 1?..6tucü.o . 

EJ.>c.!r..l.be en e1 Jtengl6n c.oMuponcU.eme lo que 6a.i;ta. pMa. qua cU.c.hM a.6..i.Jr..m� 

c.-<.o n1?..6 v..:t.é.n c.omple;taJ., y c.oMec.ta..6 . 

La. cU6 eJr..enua. en-tlte un espacio un ita ri o y un upa.uo eu.ilic(..i.a.no u ---

Un espacio de Hilbert u 



YW e6 

Todo e6pauo con pJWduc.to -Ln:teJtno de_ dJ.me.rJ.:,-lón e;., ¡m e;., 
--1--------

pauo de. HUbeJL-t. 

Un espacio de Banach e6 ----·-------+------------

L.a d-LiJe!te.nc.-La e.n;tJu¿ u.n eJ.Jpauo de. Ba.nac.h lJ u.n eJ.Jpac.:o nof1.maclo eJ.> ----

La d-LneJte.nc.-la e.n..:t:Jte. ¡m eJ.Jpauo de. H-UbeJL-t lJ u.n e.ópap.,{.o de. Sanac.h el> 

Fútcume.n:te., o.:tJr..a ac.:t[v-Ldad qu.e. .te ;.,u.geA-lmM f1.e.a,U_c.� yxvr.a -'r.e.6otLzarc .tM 
conc.e.p:t:M aW..d-Ldo;., en e;.,.ta. J.>e.c.c...Wn <1..6 qu.e f1.eJ.Ju.eivM .f.o;., ;.,·.[Ju.-len:tc.;., eje!Lc[c/[o,s. 

E J E R C 1 C 1 O S P R O P U E S T O S 

1.- A c.on.t.útu.auón ;., e deMne.n a.f.gu.nM &u nuoneJ.J de IR 2 x IR 2 ·+ IR . Ve..teA-
m-Lna c.wfte6 de e.l.taJ.¡ J.>on. u..n pf1.0du.c.to -Ln.teJtn.o eJ'l. IR 2 ; 

Ci. qu.é p!Wp-Le.da.deJ.J n.o c.ump.f.e.n. parca .6eJr. u.n. pf1.odltC.W -Ln:teJL 
p:-_o. 

V· x = (X 1, x2l ' ij = ( 0'1, 1)2) dP 

a) (x y) X1X2 + lf1lf2 

b) tx y) 4 

e) ex- y) 2x1lf1 + 3x21_/2 



di ex- Y"l = X¡!fl 

2.- Sea V un eópa.uo vec:to!Úal.óobJte et c.ampo (J; y .óea fu nu c.wrt 

( • 1 • 1 : V x V + a: un pJtod.uc:to -i.n:teJtno en V • VemuM:tJta. que. 

I) (u a v) = a(u v) , V.. u, vE: V , 

II) (v o¡ 

III) (v vl 1 

a.) Velt-i.Mc.a. que. Cx 1 x) = o < > X= (o, o, O) 

b) Ob;tén el. c.onjun;to S de. ve.c.tone_;., de. IR 3 , .tcU_ que. 

4.- Sean 

rx- 1 v¡ ¡ = o 

X =  (X¡, X2, ... , X) 
n 

¿ PaJUt qué va..toJtU de. a i , -<- = 1, 

r-x ul 

e6 w1 p!to duc:to bu:eArta e.n IR n ? 

donde. v1 = (O, O, 1) 

lj (tj¡, lJ2, . . .  , lj) n 

Z, • • •  , n , R.a 6urtc.J.ó rt 

n 

L: a. x. y. 
l l l 

i=l 

26 9 
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5.- VemueJ.Jtlta que. paJta. ;todo e-ópac-i.a tc.e.al. [! c.on ptc.odu. o -in:te.tc.no, .6e. c.i.unpie. 

que. 

donde. 

4 ex 1 e¡¡ = rx- + e¡ 1 x + e¡¡ - rx - u 1 x - uJ 

rx uJ = x A c¡ T 

A =[7 - � 
-1 d 

IR 2 x.,y 

Vemuutlta qu.e. uta ope.tc.au6n no eJ.J u.n ptc.odu.c.;to -Ln.t no, -i.nd-i.c.ando fu(.ó) 

ptc.op-i.e.clad( eJ.J J qu.e. no .6e. c.wnp.te.(n). 

o . 
l 

. � 
Nota: Cons1dera, a operar, que X, lj son matr1ces ren lon y que el resultado 

'X A /j T es un escalar y no una matriz de or den 1 x 1. 

7.- Sea 0:2 u.n eJ.Jpauo ve.c.;tofc.{a.t de.6-i..n-Ldo .60btc.e. d cam o c.ompie.jo. En 0:2 

.6 e. de.M.ne. e..e. ptw du.c.;to -i.n.te.tc.no 

rw- 1 zJ 

a) S-i. x.1 (2 - -l., 3-i.) y x2 = (4, 2 - -Ll 

donde. lj = ( 1, -l.) 

e) V eM.ói.fc_a !a ptUJ p.ü:dad de po•.<..Uv�dad paJut e.l. ptUJ r .(n.tvuw dado • 

8.- En e..e. e..ópa.Uü ve.c.:tofc.{a.t P2 de. poUnom-i.O.ó de. gtc.ado < 2 -!>e de.Mne. .ea. 

üunwn 

(6 1 g) 
2 
¿ 

k=l 



Ve.:teJun,{_na. pott qué u:ta. 6wtch5n no eó un pttodu.c;to ,{_n;teJtno � 
c.o 11.:Ur..ae.j empto de. c..a.da. ptto p,¿e.da.d que. no .6 e. vruMque.. 

1 
9.- En e1. eópa.do vec;to� F de. 6undonu c..on;t,{_nua..ó en 

fu 6 unch5n 
(o, t) 

-- In¡z ( 6 1 9) 6 (x) 9 (x) .6e.nx dx lJ- ó,g t.F 
o 

a.) Ob;tén ( 6 1 ó ) .6,¿ ó ( x) = .6 e.n x 

b) Vemuu;ttta. que. ta. óunu6n da.da. u un pttocluc..:to -tn;teJtno. 

Pz 1J da. un 

10.- Se.a. V un upa.uo ve.c..;tottia.t e.n e1. e:.ua.t .6e. de.Mne.n to.6 pttofud0.6 in;te.ttno.6 

cu- 1 vl 1 tJ Cü: 1 vl 2. v- u-, v- E v 
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VemLLeó;tlta. que. a (u 1 v) 1 + (u 1 v) 2. ' donde a > o ' eó un pitO �c..:to in;te.ttno e.n. 

V . 

11. -· Ve.:teJun,{_na., .6,¿ e.w;te.n, qué pttoy:U.e.da.du no c.wnpte.n c..a.da. una. ¡ de. ta..6 .6-i.guie.n 

;tu 6unuonu pa.tta. no .6eJt pttodu.c..;to.6 ,{_n;te.ttno.6, e.n e1. eópa.uo de. pbUn.om,{_o.ó Pn 
de. gtta.do me.nott o igua.t que. n • Va. un c..o�ttta.ej empto e.n ea. da. pttopJ..e.da.d no c..wn

pU(ia.. 

JJ- 6,gt.Pn 

n 
a.) (ó 1 9) = ¿ ó'(k) g'(k) 

k=O 

b) (ó 1 9) f
l 

t 
ó(;t) g(;t) d;t e. 

o 

c.) (ó 1 9) =(f.' 6W dt) (f g l tl dt) 

n [!ó o g) (kl] dl ( ó 1 9l ¿ ; 6 o g 
k=O 

6 

1 

c..ompo.ótci.ó rt 9 
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1 2.- Caic.ufu .ta. YWJuna. del. ve.c;toJt V = r 1 ' o' - 1 ) pMa. .to.& úgu.J..e.nte..& p!todLLC.

:to.& .-inteJtrw!.l 

3 
a.) ex- y) = ¿ xi IJi i=l 

b) rx y) 3x 1 !fl + Xztj2 - Xztj3 - X3tj2. + 4X31J 

3 
e_) rx y) ¿ 4x. lJ. 

i=l l l 

1 3.- VemuM.:tJta que. e.n todo e..&pa.c.-i.o c.on p!toduc.;to .-inteJt !.le. c.ump.te. que.: 

2. 2. 2. 
Il 1/x + Yll 11 x 11 + 11 Y 11 + rx 1 yJ ry 1 xJ 

2 2. 2. 2 
II) llx + Yll + llx - Yll 211 X 11 + 211 y 11 

vJ 
2. 
¿ 

i=l 
X. tj. 

l l 

donde. 1J. u el. c.onju.ga.do de. lJ. 
l l 

a.) S.-i V = (4 + 2.-t, 5 - 6.-i) 

b) S.-i u = (3 - 2.-t, - 2.-t) lj 
-

lJ- U = (X 1 , Xz) , 

' c.ai c.u..ta. fu no !Una. e. 

-

V " ( -2 - 2.-t, .-t) ' 

-

V 

ob;té.n el. ángulo e.n.:tJr. e. 
- -

u lj v, y v ru Mc.a. 1ntr.a. 

- -

u. lj V fu de.úgua..tda.d de. Ca c.hy- Sc.fwXVtZ. 

1 5.- Sean v y w ve.c;toJtu de. LLn u pa uo Jte.ai c.on p!t duc;to .-inteJtno. Vemuu-

vw que. 

(v + w v- w) o 11 v 11 w 11 



1 b. ·- En un u pauo c_o n ptz.o dw�:to inteJtno V <'>e. de.ó.-[ne. .ta. tÍ un n 

11 - 11 
-· 1 - 1/2 

x = �(x x) , v-X.t:.v k. dR 
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Uü.!úando .ta de.6.-[n..{u6n de. noJuna de. .ta página. 2 62, de-t. úut paJta qu� 

va!oJte.ó de. k .ta tíunu6n da.da ell una. no tuna. 

1 i'.- Vemw�:tJ¡.a .ta. .te.y de..t pa.Jta..tel.ogJta.mo : 

2 2 2 2 
ilu + vil + llu - vil 2 1 11 u 1 1  + 11 v 11 l 

donde. V 12/.S un upauo c_on p.Jtodud:.o in-teJtno c_uatquie.Jta. y u, v t:. V • Ade.má.l> e.x

pLi.c_a. e..t pO!tqué. ckt no;nbJte. de_ u:t.a. p!topie.dad, Jte.f..a.uoná.ndo.ta c. n e.t Ml>o ge.omé.
;()úc.o. 

1 8. - En IR 2 ó e_ de.Mn.e. el p!W duc..to �eJtno 

lx 1 r¡¡ 

a) Obtén e..t c.onjun:to S de. ve.c.:to!tell de. IR 2 :tf!..te_,:, que. .6u noJtma óe.a 

· i9ua1. a .fa uru"dad. 

b ) ¿; [.6 S un .6 ub cus pa eJ.. o de. IR 2 :• 

c.) Si c.ada v e.c.toJt de. IR 2 Jte.p!t�S e.n:t.a. un punto 
gaJe g e.om¿tJU:.c.o que. !te.pnu e.nta. S • 

det pla�, 
1 

dibuja el .tu-

79.·- S'-'..a V un upaw !te.al. c.on p!tadudo inteJtno. Ve.muut.Jta. que. x,yt:.V .óan 
-· 

UneaJ.ment(� depe.nd).e.ntu, .6i y .66-f.o �:>i, . ".1. á.ngu.to tÍOJunado po!t x lJ y ell 

0 0 TI • 

20.- De"te/uú.na e.t val.M o .to-6 va.WJte.,:, del. uc_a..iafl. S pa.!ta qu� .ta. 
_
noJtma de..t 

V(�c.:t.o:r. v = (3, f,) va.tga. .to m.{ómo c.on e1. p!tOduc.to uc.afM o)(Jn.a!t-<-O que. c.on e.f 

p!r.oducfo ivt.i::e/�.nc' 

lx 1 ul 

dond c. X = (X 1, X2 ) , 



�íúcactorte;j de la 

@�tloflonaúllad 

Mu.c.ha.J.. de.. fu.6 apü..c.ac.J.o nu de..t teorema de ortogonal i zaci ón .6 e.. ob.üe..ne..n a 

).':Jtavé6 de.. oj_':Jto -te..OJterna -tta.mado de.. apJr.oxhnac-Wn o de.. pJr.oy c.c.l.ón, e..t c.u.ü .óe.. mu.� 

).':Jta. a c.on.ünuac-Wn c.on algu.na..ó de.. .óu..ó apLú�.auonu. Te.. .óu.ge!Umo.ó qu.e.. pa.Jr.tiu-

pu Jr.e..a.Llzando .f...o.ó e..je..Jr.c�iuo.ó qu.e.. .óe.. -te.. .óu.gie..Jr.e..n du.Jr.an-te.. v.1-te.. dua.Jr.Jr.olli. 

Uno de.. .f...o.ó 

O b-te..ne..Jr. e..i pLLMo 

cUc.ho p.f...arw. 

pMb.f...emM má.ó in-tetr.uan-tu de.. .ta ge..om 

P de..t p.tano rr má.ó c.e..Jr.c.a.no ü pu.n-to 

z 

' 
:t a na..e...t.:ti.c.a e...ó eJ_ de.. 

Q qu.e e...ó:tá 6u.e..Jr.a de.. 

�-----------------��� y 

Saberno.ó qu.e.. e..t pu.nto P r/.> ;[:al. qw�. eX .ó e..gme..Y�<to 

pfano rr • 

Cuando e..t pfurw pa!.>a poJr. r_,f o1ü.r¡en, el p!Loble..ma o_r elvi.Nr pu.e..de JLe!.Jo-f.ve..Me 

Mc.Al.men-te, u..óa.nc!o c.onc.e..p-tol.l del ái_geb,'Lít .fiJ?.ed. PCVIfl e. tu u;tU'_A_::c.mo-!:> eX teor-e 

ma de aproximación, e..t c.u.a.-t d-i.c.e qu.e_: 



"Sea S w: J.Jub upauo de_ CÜJnen.ó-L6n á{n.U.a de. un upac.J..o n p!toduc;to -Ln-

.tvuw V y Mil x u.n eteme.n:to de. V • E.t etemen:to s de. S á.6 pttóXA1no a 

x que. c:.:Jc.i.lquüA o.:tJw eteme.n:to de. S , e6 de.U!t, 

!lx-sil< llx-t!l 

utó[ da.do po!t 

íx 1 e-. re-. 
� .l. 

En nuu.:tJw ptt.obiema oJLJ_g-Lnal S u ,._¡_ piano 1T , V u R 3 , x et 
punto Q_ y s el punto P • Et p!toduc.:to )_n;te.Jtno ete.g-Ldo u el. p!taduc:to uca.

}:_M otuiúza.Jz-W pa!ta qu.e. no-6 p!topo!tuone. CÜ,5l:a.nUa-6 e.uc.,UMa_na¿,. 

Af>,[, po!t e.jemp-C.o, Uf>ando r.l. .te.oJtema de. apJtoXA1nawn ob;te.n oó et pun:to 

del. p.f..ano x - y+ Zz = O má:-6 c�e.Jtca.no at punto Q_(O, Z, -6). 

P�úne.Jtame.n.te., el f>ubupac.lo S Jte.p!telle.n.tado pO!t el. plano 

S { (X, y, z) 1 X - Y + 2 z = 0, X, tj, zdR } 

6 S {(y- Zz, y, z) 1 y,zciR} 

Una. bMe. de. S U el. c.onjun:to fv1, v2} = {(1, 1, 0), (-2 O, 7)} 

w1 = v1 

-2 (-2, O, 1) - z (1, 1, O) = (-1, �� 1J 

------·---·--- -----

4 
Con el término "ort:ogonalizar" queremos d��cir que se obtiene un base cuyos 

vec·tores son orto go nales entre s'L. 
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Aho!W., la ba.óe. oJttogoY!11l {(1, 1, O), (-1, 1, 1)} .6e. no!UriaUza5 pa-'Ul. ob 

te.ne.Jt fu bcu., e. oJtto n.o!Urial. pe.c{)_da :' 

p ( !.... 3 

1 �- (1, 
1 

1 ' o ) ' ./3 ( - 1 ' 1 ' 1 ) 

SabeJ710.6 qu.e. x = (O, 2, - 6 ) ; 

-4 
/3 

Un.a)' .. m e.n.te. el.. ve.c..to!t s Utlí dado po!t 

ex- 2 
/2 

2 
2 

4 ( 1 , 1, O) - 3 (- , 7, 1) 

s =  {1, 1 ,  O)+ (t, -1. -�) 
7 
3

' 
3' 

Po!t ��o tanto, el.. pu.n.to del.. p.tan.o mcí:-6 c..eJr.c.an.o al pu. 

4 - - ) 3 

Q u: 

Se. p1Le..de. c..omp!tobaJt qu.e. el.. pu.n.to P pe.Jtte.nec..e.. al p mo TI lJ el.. '-> e.gme.nto 

7 7 14 
PQ = ( - 3 , 3 , - -T ) u pe.Jtpe.ndic..u.fuJt al pfun.o TI • 

1) VVU.fi.,(.c..a qu.e. el '->egme.n.to PQ u ¡oe.Jtpe.n.Mc.u4 al pfcuw TI 

5 
con el término "normalizar" queremos decir que se obtienen vectores uni-ca.r...:..c:::, 

es decir, vectores cuya. norma es igual a uno. 



1I) ¿Poft qué no �.>e. pu.e.de. a.p.Uc.aJt M:te. método ciúte.ctame.n:te.1c.ua.ndo e.t p.ta
no vw c.on:Ue.ne. al. otúge.n? 

E�.>:te. método pue.de. U.6aft.6e. pa!ta p.tano.6 que. no c.on:Ue.ne.n al. o,ozkge.n u:t.ili.zan
do e1 piano paftate.to que. pMa po!t e.t otúge.n, pe.Jto ya no !te..óu..Ua .tfn .6 e.nc,U.to c.o 
mo e1 c.Mo e.x.puu:to. 1 

1 
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A&oft:tu..nadame.n:te., fu an:te;úoft no e..6 .ta me.joft apUc.auón de.t ¡tP..oftema de. ap!t� 
xhna c.ifi n. 1 

1 

S-i. �.>uponemo�.> que. et upauo V M et upauo de. &unuonM �e.al.M, S M 
et �.>ubMpauo de. poUnom-Lo�.> de. gJr.ado me.noft o -Lgual. a n y x urW. &unuón dada, 
e.n:tonc.e.-6 e.t p!tobtema de. ap�tox.-i.maJL a ta &unchJn x po!t un poUnomto e.n un -i.n:te:!:_ 
val.o (a, b) M:ta.ft.á. JtMuei.:to po!t (!_i_ :teoJtema de. apJtox.-i.mauón. Con�.>{de.�tando c.omo 
p!toduc .. :to -i.n:teJtno a 1 

1 
b 

(f 1 g) Jl f(x.) g(x.) dx , � f,gES 

e.n:to nc� M e.t po Uno m-Lo p má.-6 c. e..Jtc.a no a fu 6 wtuó n x- to .6 e.Jtá. e.n 1 e.t .6 e.n:Udo e.n 
que te� noJtma 

11 x- P 11 

POJL e.jempto, c.oY1..6ldetr..emo�.> a fu &wtuón 6(:t.) = �.>e .. n n :t del. ,r...�.>pauo de. 

tM (¡u.nc..-Lone.-6 .._on:Un.u..M e.n el .. -Ln:tf>Jr.vato ( -7, 1). Ob:te.ngam0.6 e.t ppf.J..rwr.ú.o de. 

gJtado me.noft o -Lgu..at a um;t "má.6 pnóx.i .. mo" a. e..6:ta &u.nCÁÓn .6e.gún e.R p!tpdu..c.:to -i.n:te.Jt

no an;(e.Jt-LoJUne..n:te. mvr.cA..o11a .. do. 

Fe pouf'OIIJ-i..o bu.M..a.do p(..t) r.J..;{".Jf. c{arlo pote. 

2 

D(:t) [ (f 
i=l 
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donde {c/J¡, </l2} e;., una. bMe ot!):onotunal du eJ.>pauo de R.. -ó poUnomLo-6 de g!tado menoJt O -i.gu.aR.. a uno. ú;ta bM e eJ.>,tá nOJtmada pO!t R..o-6 -6-i.g �ente;., poünom-i.o-6 .tta
mado-6 polinomios de Legendre 

Se tiene en.t.onc.eJ.J que 

(f 1 cp¡) 

de donde, 

p(t) 

-,- -6 en Tit d.;t = - - c.o-6 
7 [ 1 

12 IZTI 

3 
= - t 

TI 

TIJ 
1 

j -1 

o 

-
TI 

Po!t R..o tanto, e1. poUnom-i.o de gJtado menOJt o J..guaR.. a uno máJ.J c.e!tc.ano a 
M.n Tit en ee. -i.nte�tvaJ:.o ( -1, 1) e;., p (t) = i t • La M UJta -6-i.gu-i.ente mueJ.>:tJra TI ,{'_¡;u., gJtá6lc.M de f ( t) = -� e.n Tit y p ( t) = .� t 

-1 

------ -1 

TI 

3 
1T 

e = 11 f(;t) - p(t) 112 



e.ntonc.u, .:te.nernM qu.e. 

111) ¿Cómo .6e. .úz;teJtptte.:ta.Jú.a. ge.omébúc.a.me.nte. el eJt!tOJr. e ? 
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1VI Saóündo qu< / Tz- , [f t , } 4{ (t' - } 1 1 u + baH ontorwk 

mal de . .to.6 po.U.nom-i.o.6 de. gJt.a.do me.nott o -igual a. do.6 pa.tta. e..f. pttoduc;f!p -<..nte.ttno ante. 
Wltmi?.n.:te. de.Mn-ido, ob;té.n. el.. po.U.n.onú .. o de. gtta.do me. n.ott o -<..gu.a..t a. dol.6 mtU ptt6XÁ.mo 
a. f (t) = .6e.n n.:t e.n el .. -<..n.:te.ttvalo ( - 1 , 1) 

0-ttr.a. apRkae-L6n. -<..mporvt.a.vt-:te. del ;te.otterna. de. a.pttox-<..ma.U6n. u el método de 
ajuste por mínimos cuadrados, el c..u..at c.on..6-i.ó.te. e.n ob.te..ne.tt .ta. c.u.ttva. qu.e.. me..jott .6 e. 
a.juld.e. a. u.n. c.on.jLtn.:to de. pu .. n.:to.6 d-<...ópe.tt.60.6 e.n. el p.ta.n.o. La..6 do.6 M9flta..6 .6-igu.-<..e..n.
.:tP...ó mui!,!J-flw.n .f.o a.n.:te.tt-<..oJr.. 

a. j wde.. pott .ta. e.c..u..a.c..{.6 n. 

y = ax + b 

• 

a.jrL-6-te. pott .e.a. le..c.u.a.uán. 
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En la p!Wne.Jta ú-f-gUJta., la Jr.ec..ta. ucog-td a u M que m-tnhnúa fu .óuma de 
d-t.óta.nc.-ta.ó a. lo.ó punto.ó. Lo m-t.ómo .ó ucede en la .óegunda -Lgu!ra con la cUJr.va mo.ó bw.da. 

E.óte mé.;todo lo u;tucLúvuió y apuc..a.JLiÚ¡ en cUJr..óo.ó po teJL.[OJr.u. S-tn err:baJLgo, 
puede deó aMo� e en noJr.ma muy .ó-tmple. U.óando deme.nto.ó dd á.tgebJr.a uneal. 

A conA.':-i.l'l.U.auón .óe. pJr.u enta.n e.je.JtcA..cA...o.ó coMupond-t nte6 a uta .óecuón. Te. .óuge.Jt-tmO.ó que lo.ó Jr.e.óudva.ó pa..Jr.a Jr.e.a6-tJr.maJL tu.ó cono · · ento!.J. 

E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E T O S 

(Con ti nuaci ón[ 
21.- Sea V un upauo e.uc.Ud-tano de.ú-f_n-tdo .óObhe. d cam o K ,  !J f>e.a v un 
ve.ctoJr. cualqu-te.Jta de. V . Demuubw. que e.l conjunto W 6o.tunado pOJr. ve.c.-tOJr.e-6 -
oJr.togol'l.al.u a v u un .óubupa..uo ve.c.to� de. V 

Z2.- En u upa..uo de. R..ct.ó mabúce.q .ó-tmébr-tc;u, de. OJr.dm d .ó !.Je de.Mne el. J.J-tguJ.� te pJr.oduúo -tnte.Jtno 

Obté.n do¿ mabúcu de. dJ.cho eópauo que. <>e.an o.l[,togo¡ .tu -6-i.rnuJ_táne.ame.nte. a lo.ó ve.ctoJr.u 

1·-7 2J ["(¡ aj lJ L 2 -d 2 o , o -1 -4 3 ·- .. 
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23.- 1Jemue.óbr.a. que. todo c.onjwu:o de. ve.c;toJtu olttogonate.-6 que. n c.on.:U.e.ne. at ve.c. 

:t.olL c.�w e.ó .UneaJJne.nte. -inde.pemü .. e.nte. 

'2.4.-

( o' 1) 

En el.. e.ópauo F de. .ta..6 6unc.-ione.ó tLe.aie.ó c.on:Unua.6 Vl e1 -LnteJtvcu' .. o 

.6 e. de.6-Lne. el.. p!toduc.to -i.nte.Jtrw 

(6 1 g) J
l1 

6(x) g(x) dx , 
o 

cio nde. 

no 

S e.a el.. c.o nj unto no Mn.Uo S = { 6 o, 61, 6 2, • • • , 6 n, 

1 , Qzn-1 (x) = .6e.n 2'1TrtX lj n2n{X) = C .. 0.6 2mtx , lJ- m:I� V ue/.>Vl{[ que S 

e.ó un conjunto olttogona.t lJ obté.n fu noJtma de. 60, 62n-1 cr flzn 

25 .. - Vemuutlta el teorema de Parseval, el.. c.uat d-Lc.e. que.: Se.a V un upac.-io 

e.uc..l..-td.i.a.no de. cümr.J'l-6-i.ón Q{rú:ta. S-i {�¡, �2, • • • , 4i"n} e.-6 w ba.6 e. oJttonoJt-

mat de. V , entone u V- x, {jt:.V .6e. tiene. que. 

n 

y) ¿ 
i= 1 

!x 1 �.J(y 1 c�>.J � .� 

26 .. -. Obt&L el.. .6ubeonjunto S de. IR 3 6oJuna..d.o polt l0.6 vec.;to/te_\ oidogonale.-6 a 

(7,, O, -7) eon el p1t0d11.c;to uca1a.Jt 01td-i.Yl11JU..o lj .6-imul..:táne.amCYlte. c.on ex p!tOduc..to 

.[n;te.Jt no 

donde 

2 7" - En el.. e6 pac.-io IR 3 .6 e. de.fri..ne. el.. pJr.o duc;to -inte.Jtno 

donde. x = (x11 X2, X3), lj= (lj¡, lj2, lj3) 
GJU.lm-Sc.hm-idt, ob.té.n un.a ba.6e. olttogonal de. 

{(:!, 2, 1), (O, 2, ·- 1), (-4, O, -10)}. 

Apüeando el ptccc. M· cie. 

IR 3 a p� de. fa .k6<:� 
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28.- En d upa.CÁ.O vec;totúai. P2 
gtúe.n:te pttodu.c:to ..in:tetc.no 

1 {a.t2 + b.t + c. 1 a, b, cdR} ll e defri-ne. d ll{ 

1 

(6 1 g) = J[ 6(.t) g(.t) dt , 
o 

Ob.té.n una. ba.6 e. ott.to n.oJUnal de P 2 a. pa.Jr.;t(j¡_ de fu ba;-6 e { 1 , .t, .t2} 

?.9.- En. d upa.c.J..o (2 de.6-[rU.do Mbtte. d c.a.mpo complejo, .6e de6-[n.e d pttodu.c.
:to hz.:tetc.no 

donde X = (xl, X2J, Y = (lfl, 1f2J, X,yd:2 lf 

lfi 

a.) ¿Son. iof.. vec.:tottu [ 1, -i.) lf (O, --<.) 
:tetc.n.o de6-[rU.do? 

lfi -i.r�jCÜ.c.a. d c.on.juga.do de 

ott:togo,u c.on. d pttodu.c.:to -0:_ 

1 

b) Ob:tén. una. ba..6e ott:tonottmal de 0:2 a. paJr.;tUr.. de fu ba..6e {[7, O), (7, -<.)} 

3 o. - S ea.n. B 1 = { ( 1 , o, - 1 ) , V' u) lf B 2 = { ( 1 , o, - 1 ) , V' w} dol! ba..6 e.6 de 
IR 3 • Ve:tetc.m-i.na. iol! vec.:toli..u v, u y w pa.tta. que B1 ¡6ea. una. bCUJe oft.togo

n.al c.o n. d pttodu.c.:to uc.ala.tt ottcü.n.a.tt-i.o y B 2 ll ea. una. ba..6 e ott:togo n.al c.o n. d ptt� 

duc.:to -i.n.:t PAno 

ex- y-¡ 



@¡tc�tado/te(} 

[l?ffnéAico>J y dte�emilian'O>i 

h-ild:en. vaJWM tipoo <&p<cialu de op<'lUldoJt<& Unea.tu dejnúfoo en upa.-

U.O!.> c.on. p!todu..c.to -i.YlX.eJr..n.o. PaJta. atgu..n.o-6 de uo� opvr.a.doJtu, .to� vatoJtu c.aJta.c.

J:.eJr..J_¿,;t),c.o.ó tienen. paJttic.uJ'.aJu:dadu hnpott:t.a.n.-tu ac.ompa.ñar:laó de mu..�hM ap.Uc.ac.J..o

n.u ptufc.tic.M; MJ.., e.wten opeJr..adoJtu c.u..yo.6 vatoJtu c.aJtac.teJz..úd-<jc.o.6 .6on. JtetLf..u, 

obr.o.6 e.n. qu..e. Mn. J..mag-i.n.MJ..o.6 1J obr.o.6 opvr.a.doJtu en qu..e et m6du..to de lo.6 va.toJtu 
u -ig u..al a la u..n.J..dad. 

En. uta !.> ec.wn. ha.blaJtemo.6 pJún.c.J..pa.lmente del. tipo de opeJr..a'rioJtu Un.etLtu 

en lo-ó c.u..atu f.> M vatoJtu c.aJta.c.teJÚ6tic.oJ.:. J.:.on. JtetLf..u. ComenzaJtemf� poJt JtUpon

deJr.. a la pltegu..nta: ¿qu..f. c.ondi.c.J..onu debe c.wnp.tbr.. ute tipo de oqeJr..adoJtu al 
apüc.álti.J el. u el. p!toduc.to -i.YlX.eJr..rw? 

S ea T : V + V u..n. o peJr..adOJt l..[netLf.., donde V U u..n. U pa.c.J..o 1 c.o n. p!to duc.to 

-i.YlX.etcno, y !.> ean. V¡ y v2 do!.:. vec.:toJtu c.aJtac.te/Ú6tic.o.6 Moc.-i.ado4 at vatoJt c.a

Jtac.t!Vl .. ú t-i.c.o A de T ; 

(7) 

A. e,� Jteal, en:tonc.u I = A IJ, polt tan:to 

Ll21 
PoJt c.o n.úgu..J..ente., de ( 1 ) IJ ( 2) J:.enem0.6 q u..e 

SJ.. geneJr..atJ..zamM uta ex.p!tu-i.6n tal que �e cumpla pa.Jta :todo v1, v2e::V no 

-únpoJr;ta.ndo J.>-i. .60n. o .no vec.toJtu c.aJtac.teJÚ6tic.o� de. T , en:tonc.u C.on pedi.Jt qu..e 

�e c.u.mpla 

283 
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A un opeJta.doJt Uneal. que c.wnpta .ta. ex.pJte.t>-i.6n [ 3) .6 t .te llama operador het· 

m it i a no y u un o pe!tadoJt de .6wna -ÚJ¡poJt;ta.nc.-i.a en .ta. 6.<:.6-i.c.� e bzg en-i.vúa. 

Ve ac.ueJtdo c.on .ta. deMmc.Mn de opeJta.doJt heJmLU:.ia� c.onv-i.ene Jte.t>a.Utvt que: 

7) Como .ta. ex.p!te.t>-i.6n [3) e.t>:tá. gene!taUzada. a c.ua.tLqtúeJta. vec.toJte.t> dd u 

pa.c.-i.o, entonc.e.t> .6e c.umpf.e que paJta. c.uaiqtúeJt opeJtadoJt h:¡..Ltia.no .6U.6 va.ioJte.t> c.a

Jta.deft.i.6;(;,(_c_o.6 .60n Jteaie.t>; .6-i.n embaJtgo, un opeJtadoJt puede ¡ .teneJt .6U.6 vaiOJte.t> c.a

tw.aeft.i.6;(;,(_c_o.6 Jteaie.t> y no .6 eJt heJtm..Ltia.no, u de.ci.Jr., no c.Jmpf.-i.Jt c.on .ta. ex.p1te.t>-i.6n 

[ 31. 

21 No debe c.on6unCÜ!tóe d c.onc.ep.to de opetw.doJt h�no c.on d de ma

.t!t-i.z heJtm..(;t.,{a_na. , Un opeJtadoJt heJtm..(;t.,{a_no u un opetw.doJt 4-<-nea.e. que .6tl..Ü.66a.c.e .ta. 

ec.ua.c.Mn [ 31; en c.amb-i.o, una ma.Wz heJtm..{;t.,¿a_na. u a.que..e..tq que u -i.gu.a.t a .6u C.O_!!: 

juga.da.-tJuHt6puuta.. S-i.n embaJtgo, a.mbo.6 c.onc.epto.6 u:tá.n 1e.ta.c.-i.ona.do.6, c.omo po

dttá. o b-6 eJtva.M e má..6 ade.ta.n.te. 

31 S-i. T u hvrm..Ltia.no c.on un p!tOdu.c.to -i.n.teJtno, Eede dejM de .6e!tio c.on 

otJw p�toduc.to bz.teJtno, pe!to bMta. que .6 ea. heJtm..(;t.,{a_no_ Jte.t> ec.to a algún p!toduc.to 

-i.n.teJtno paJr.a que .6 e llame c. o m o M y .tenga .ta..6 pitO p-i.eda.d de todo o peJtadoJt heJt-

m..{;t.,{a_no • 

Conv-i.ene c.omenta.Jt a.qc.ú que !0.6 c.onc.epto.6 de va.iO!t�IJ vec.toJte.t> c.atw.ae!t.i.6-

tic.o.6 .6on -i.ndepend.i.en.tu dd c.onc.epto de p�todu.c.to bz.teJt • PoJt lo ta.n.to, lo.6 v� 

ioJte.t> c.aJtac.:te!t.i.6tic.o.6 de. un opeJtadoJt aJtb.(;t}ta.Jt-i.o .6on J.Júm e .to.6 m-i..ómo.6 -i.ndepen

d.i.en.temen.te dd p�toduc.to -i.n.teJtno deg-i.do. 

S-i. T e1> un o peJta.doJt heJtm..Ltia.no de6-[n-i.do .6o bJte el c.a.mpo de lo.6 númeJto.6 

Jteaie.t>, .6e .te llama .ta.mb-i.w operador simétrico. En c.on.6 tc.uenUa., lo.6 opetw.doJte.t> 

.6-i.mU!úc.o.6 Mn un c.Mo pall.tic.u..ta.Jt de io.6 opeJtadoJte.t> heJtmfüa. no-6, y c.uando un op� 

tw.dOJt u .6-i.mUJU.c.o .6 e ac.0.6.twnbtw. dec.-i.Jt -i.nd.i..6tin.ta.men.te qfe u .6-i.mUJU.c.o o u heJt 

m..Ltia.no. 

Tamb-i.€.n en u.te c.Mo, no debe c.on6unCÜ!tóe un o·petw.1oJt .6-i.mUJU.c.o c.on una m� 

Wz .6-i.mU!úc.a y, nuevamen-te, un opetw.doJt .6-i.mUJU.c.o Jte.t>pf-.to a un pJtodu.c.to bz.t� 

no puede. no .6 eJt.to Jte.ó pec.to a o tJr.o • 



POJt ejemp.R . .o, c.on6-i.dvr.emo� et upa.c.i..o vec..toJU¡¡,f_ IR2 c.on 

.R..aJt OJtCÜ.tw.Ju . .o . Ve;teJUn-i.nemOI.> �_¿ T : IR 2 + IR 2 deMn-i.do p.o!t 

u u.n opeJW.doJt M.mé.;t/úc.o. 

-
Sean v = ( v1, v2) y w = (w1, w2) dM vec..toJtu de IR 

�e T a c.ada. uno de uta� vec.tonu .6e tiene que 

n-v¡ 

En:tonc.u, et .tado úqlU.Vtdo de. .ta ec.uawn (3) u: 

y et .tado dvr.ec.ho de .ta ec.uawn ( 3 J u: 

, ___ (4) 

At apU� 

po!t )ro que �e c.wnp.R.e que (T(vj 1 w) = (v 1 T(w) J, e.t opeJW.dOJt 

T e.� un Of5eJW.doJt M.mé:tJU..c.o nupec..to a.t pMduc..to uc.a.R.M oJtcU En u.:te c.a 

M, e.omo IR2 u un upa.c.i..o MbJte .to� Jtealu, �e puede dec.-i.Jt -i.n · :ti.n.:tamen.:te 

que T e..ó un o peJW.doJt �-i.mé:tJU..c.o o hVLm-i.tiano. 

Ob.6vr.vemo� que .ta mabúz Moc.-i.ada d T Jte6e!t-i.da. a .ta bMe n6n-i.c.a de 

IR2 M 

MITI � J 
que e.6 una mabúz �-i.mé:tJU..c.a. 

En geneJLl.l, p.Ma c.ua.R.Mqu-i.eJW. do� bMu o!t.tono!tma.R.M A y B, .ta 1rna:t:Júz Mo 

c.-Lada a T Jte6e!t-i.da a cU.c.ha.6 bMu y deno:tada. M�(T) , u una n.iz .&-i.mUJU..-

c.a. PMa un opvr.adoJt hetunJ.;t.,iano de6-{.n-tdo .óObJte e.t c.ampo c.omp.tejo fu mabúz 
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Moc.iada. a. do.6 btUM oJr..tonoJuna.tM c.u.atMql.U.etta. del Mpa. · e.6 una. ma..:l:Júz heJr..m-itia.na.. 

G(x, y) = (17x - 4y, -2x + 10y) 

el c.u.at, c.omo .6e puede veJr..-i6,{c.a.Jr.., no M un opetta.doJr.. h 

uc.a.ta.Jr.. oJr..di.na.Júo. 

____ _(51 

c.o n el pJr..O dueto 

____ (6) 

VdeJuM.nemo.6 .6-i lo� opetta.doJr..v.l T y G de6,in,ido.6 oJr.. .ea..& expJr..M-ionM ( 4 J y (51 .60 n hQ'Jc.nu:t.ia.no.6 c. o n M .te p!l.o duc..to -in.teJr..no. 

Pa.Jr..a. T .tenemo.6 que, poJr.. un R..a.do, 

poJr.. o:bw lado, 

pOJr.. lo .ta.n.to, T no M U/ll. opetta.doJr.. �1-imUJúc.o (h�no) Jr..Mpec..to a.t pJr..oduc..to 

-in.teJr..no de6,in).do poJr.. la expJtM.Wn ( 61 • 

Pa.Jr..a. el opetta.dOJr.. G .tenemo.6 que, poJr.. un lado, 



polt obr..o .lado, 

po!t .f.o ta..n.:to, G 1!.1. eA u.n o peJc.a.dolt llimU!úc'.O Lhellm-Ui.a.no 1 !teA pe. a..e. pJtoduc;to 

-in:teJtrw de,.6bu:do po!t !a e.xplteA-ión (6}. 

Como T tJ G Mn opeJc.a.doJi..M llimU/úco..oll lte.ópe.cto a. a..tgú.n du.1r;.;to -in:te.Jt-
11.0 m:tonc.u ll e. leA pu.e.de. cU..a.gona.l-izaJt. Ve.a.rrroll ee. c.Mo de. G • 

La ma.:t.Jtú M o Ua.da. a. G lte.ó pe.c;to a. ltt bM e. c.a.nó nic.a. de. 
E= {(1,0), (0,1}}, u: 

M� [G! r7 -� 
h2 JJ 

Au.n.qu.e. G M u.n. o pe.Jta.dolt l:>.únU/úc.o, .ta. ma.búz M ( G l n.o 

qu.e. .R.L.t bcwe. c.a.nónic.a. 11.0 eA u.na.. ba6e. oJt.to11.0Jtma.i. c.on. ee. pJtOdu.c;to 
en (6). 

Una. bcwe. o!donOJt.ma..t {w1,w2} de. G, c.on. el.. pJtodu.c;to -<.n:t 
en ( 61, fu po demoll o b-te.n.e.Jt a. pa.Jz.:UJt de. fu bM e. c.a.nónic.a. {v¡, vd = 

u.lla.n.CÚJI el. pltOC.e.óO de. G!ta.m-Sc.hm-<.dt: 

a = v1 = ( 1, Ol 

2 2 (0,1)- 5 (1,01 = ( ·- 5 1) 

-é..m�'-t.JU.c.a. po� 
vtn.o de.6-<.nido 

o de.Mn-<-do 
(1,01, (0,1)} 

Como 11 a 11 = 15 tJ 11 E- 11 = -9- e.n.-to n.c.u 1l e. tiene. q e. 

15 , 
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La ma.:óu.z MoCAA.da a G Jte.ó eJúda a fu ba.-&e. B { 1,w: J u: 

81 18 
¡=- 5 

r/(G) 
.) 

B 18 54 
- !i- 5 

A.t .6eJt e.t ope.JtadoA G hvr.rrú.:t..-i.a.no JtUpe.cto a algún pMducto -in:te.Jtno e.YU:o!]-_ 
c. u e.6 dúl.go na.Uzab.te.. Aclemá.6, .6Uh va.toJtu CMadeJÚ.6;U .6 ,� eJuin Jtea.tu y .toJ.> 

ve.cA:.oJte.-6 c.a.M.UeJÚ.6Üc.M a.&oCAA.doJ.J a va.toJtu c.aJtac.:teJÚ.6 c.oJ.> d.,i,[);Unt:oJ.> .6 eJuin 
oM:.o g o na.t e.6 . 

PaiLa e.t c.á.tc.ul.o de. R..oJ.> va.toJte..ó y ve.ctoJtu c.aJtad 
cUagona.t podemo.6 u.6M Cll.aR..qu-ie.Jta de. !M ma:tft-ic.u 

M� (GJ :; 
[17 -J -2 10 

6 

-4 

1 [-81 -1� 
-18 5J 

1 ME(G) - A 1 1 
E 

17-J. 

-2 
>.2 

- 271. + 162 = O 

V¡ 

10-1. 

PaiLa ea.da va.toJt c.aJtadeJÚ.6Uc.o, un ve.ctoJt c.aJtad 
(-4, 1l y v2 = (1, 2), Jte..6pe.c.Uvamen:te.. 

;tf.c�o M o Ua.do u 

Ob.6éJwue. que. (V¡ 1 v2) 1 o c.on et pMduc.:to e.61l OJtd-ina.Jt-io lj 

(v 1 1 v 2l = o c.o n e.e. pM duc..to -in:te.Jtno de.ó.[n-<.do en ( 6 J ; ;to u, v 1 y v 2 

oJt.togona.tu c.on u:te. úUA:mo pJtOduuo -in:te.Jtna. Etda. u pJ!.op-ie.da.d de. .to.6 
J.>on 

o pe.-



tr.o..doJte& heJr..rrú;tLano.ó: ve.e:toJte& COJtac;telr.M:tA..c.a.ó a.óo Ua.da.ó a vaf..o e..ó eaJr..ac;telr.MU-
c.o.ó eüótin:tn.ó .óon. olttogon.al.u. 

V= [: :] 
donde. V e..ó .ta. ma.:tfúz a.ó oc.A..adtt a G Jte.6<>.Júd.a a. fu ba.ó e A = { 4, 1), ( 1, 2)} o 

a c.l.liLtqu...ie.Jt ba.ó e. q u.e. c.o n.tenga ve.c.-á!Jte& mú.l.�p-f..o.ó de. é-6-to.ó • 

Ve. ac.u.e.Jtdo con e..t .teoJtema de. cü.agoYif1..t,(_zac.J.6n: 

1 
= - 7:[ 

[ 2 - i] r7 - 4] [4 7] [78 ol 
-1 -� l 2 7� 1 2 o (J 

PIVUI el caM de fu m<Wúz M! IG) , 6u ma-t!Uz dú<gonaliza 1 ka P, IW • e  

ob-tiene. CÜ!te.c.-ta.me.n:te. de. -f..o.ó ve.e;toJte& c.atr.o..c;tV!MUc.o.ó, .6.-[n.o qu.e. t2 , rLt .ó e.Jt .ta 

ma-tlt-iz de. .:tlta.n..óú.-<.6 n. de. .e.a ba.ó e. A noltmrd.üa.d.a { � ( -4, 1 ) , �( 1, f ) } , a fu ba 

.ó e. B , .ó e. obtiene. c.omo 

1 
� 1-4,11 � ( )s , a) • )s (- 9� , �) 

1 9 ( 1, 2) 

=> p2 

2 
+ --

15 

2 
15 

1 -
15 

( 2 /5) --- --9/5 , 9 

1 -
15 

2 
15 
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pO!L !o que 

-1 B 1 D = Pz MB(G)P2 =-

15 

[-2 l 181 -18l 
1 J t L- 78 5J 

1 
15 :] 

J [50 OJ = [18 J D =E 
o 225 o 9 

Ob;., é!tvu e que P2 u mM cUMc,ü_ de obteneA que P • S-in emba.Jtgo, c.o

mo B u una bcu, e oJt.to no !Una!, e.n;to nc. u P 2 u una ma.t:Jú unl;taJua (en u te 
- 1 

c.Mo oJt.togonal.), pO!L to que el.. c.átc.uto de fu ma.t:Júz P2 u iná.ó .6en� ya 
-1 'T 

que p 2 = p2 

1. Un opeJtadOJL Un.ea.t puede .6eJt heJunWano pa.Jta. un pJtodueto .inteJtno 1J pu� 

de no .6 eJt he/r.m-t:üano paJr.a. obto;., p!toduc.to;., .inteAno.6. 2. Dado un opeAadoJL heJtmLtiano (M.métJt.,[c.o), (1}., eg 
c.J.ada .6Vtá heJtm-Uúlna (.6-<.mUJUc.a), ;.,;_ fu ba.J.Je o fu;., b(l}.,U 

da u o M n oJtto no !Una! (u) JLU pec.to a! p!l.O dueto .inteJtno 

o;., que l.lu ma.t:Júz (1}.,!?_ 
ta que utá Jten ru

a.do. 

3. BMta. que un o pVtadoJL Unea.l .6 ea heJtm.{;t;_.{_a_no JLU p c'.Xo a a!gún p!Lo dueto 

ú;teJtno, pa.tc..a_ que .6 ea cüago naUzabte, .6U.6 vatoJLu c.aJLac.t '. :Uc.o.6 .6 ean númeAol.l 
Jtea.iu y, ;.,;_ é-6to.6 Mn cl...i/.;t,into;.,, .6U.6 vec.toJLu c.a.Jtac.tvú.ó · c.o.6 Mn oJt.togonatu. 

4. Dado.6 un opeAa.dOJr heJunWano (;.,.{mébc.,¿c_o) y una 

JLe.6eJtJ_da. a una b(l}.,e o!LtonoJuna!, e.n;tonc.u fu ma.t:Júz cüago 
;tJU_z u� (o!Ltog ona!) . 

Te exhotr.to.mo.6 a que Jteaüc.u {(1)., l.l1gu1entu 

tu. apJLe.ncüzaj e. de to tJta:tado wta. aquL 

· zadoJLa u una ma-

que c.omptemen.ta.Jtán 
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Il PaJW. el. o pvz.adOJt T defy{.n.ido en u.ta !) ec.c.W n pOJt .eq. exp!tU-W n ( 4 J , ve 

Jt,{_fJ..c.a. que: 
1 

nal.u: 

a. ) S U!) va.to Jt u c.Mac.:t eJÚ6 :ti.. c. o .6 M n Jt ea.t u IJ V., :tiJ .6 M n 
+--------

------------------------------------------------�----------

-1 E 
d) V= P ME(T)P, donde V U una. ma;t;úz d,[a.gona.t Mec.Á.a.da a. T 1J 

u fu m(Ú}Úz a..óoc.Á.a.da a. T Jteóe.Jt,[da a. fu bMe c.a.n6n,[c.a, E de IR 2 

II) Supo nga.mo .6 que pa!ta e1. o pvz.adoJt T deó-(.n,[do en ( 4 J 1 e u.ta.b.tec.e e1. 
p!toduc.:tn ,[nteJtno 

a) LM va.f.o!tei.J c.a.Jta.c.:tvr..J:ó:ti..c.o.ó de T .óon -----�-------
IJ .6u..6 Jtei.Jpec.:ti..vaf.> vec.:tfJJtei.J c.Mac.:te!Úó:ti..c.M MoUa.da.ó .óon ----------

b l A pa!t:ti..Jt de fu bM e { (1, 1l , (1 , 2 J } , o b:té.n una bM 4 o!t:to noJtma.t B 

U.6ando e1. p!toc.uo de GJta.m-Sc.hm,[d:t. U Jtuut.tado u B = ----------



Como lo-ó val.oJtu c.cVtac..t�.:tlc.o-6 Mn ci{/.:¡Un.to-6, e.Y'...:t.onc.u lo-ó vec..to

!LU CJVr.ac..t�Uc.o-6 Moc.lado-6 Mn .U:ne.almen-te lnde.pendle.n.tu y, poJt lo .tanto 

S e..�.> un ope.tLadoJL dlagona.Uzable.. PelLo, ¿u S he.tLmillano, y llo u, paiLa 

qué p!Loduc..to ln.te.tLno? Se obMAva que. no lo u Jte.ópe.c..to al p!Lod c..to Uc.alaJL oJt 

dlvuvr.-W. Ve.te.tLmlna d c.onjun-to de p!Loduc..:t.o-6 ln.te!1.nM paiLa el c. l S u he.tL

mLU.a.no. 
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En fu pá.glna 2 8 8 ob.tuvbno-6 la ma.t!Llz A� ( G) que 

opeJr.adoJL he.tLmltiano G de.{¡lvU.do poJt la ex.p!LU-Wn ( 5). La ma 

uz Moc.i.ada al 

.:tó he.tLmltiana ( .ólmé.;.t}U_c.a) pO!Lqu.e. fu bM e B a fu c.ual 

'z A� (G) fLe.óuJ:.-

. da M o trj» rw !r_-

mcr.t. En la pá.g-i.na 289 ,¿,e_ obtuvo la mabu.'.z 

que. u o.tJr.a. ma..:t:Júz Moc.lada al ml.ómo opeJtadoJt G E.ó:t.a. mn.thlz JLe.óuLt6 d.wgonaf 

poJr..que. a fu bM e a la c.ual u.tá !Len ehlda e..�.>.:tá. 6oJrmada pM ve.c..to e,� c.aMc..:terJ.!.d.A.-

c.o-6 de G . E.ó.te. Jtuul.t.a.d..o e.-6 .6-i.e.mp!Le. váLi..do paiLa .f.o.ó ope.Jtadol! .ó fteP.m-<..ü..a.rw6 y 

u.:t.á M.:t.a.ble.Udo en el .6-i.gu-i.en.te .teoJr.e.ma c.orwc-i.do como el. teore. a especi:ra l. 

Teorema espectral. Sea T : V -+ V un. ope.Jr.ado!L he;¡m..Lt-W.nc dende V M 

un M pac.-i.o !Leal o c.omple.jo c.o n pho du.c..to -i.n..:te.tLn.o de d-i.mem/.6 rL Mr .i..:t,T n, ó w1 

opeMdoJt anUhe.tLm..Lü.a.no donde. V e.-6 un Mpac.l.o c.omple.jo c.on rvwdu.cto -i.rL-teJ!r..o de 

d-Únen-6-Wn 6-i.ru:..:ta n • En-:tonc.u e.w.:te. una bMe. oJL.:t..onO!ImaJ.. P. r.e.C. Mpacj.c l' 

c.o nóbu.Ll.da c.o n lo-ó ve.c..to!LM C.a.Jtac..te/Ú..6Uc.o.ó de. T y .C.a. ma.túz ·\!� ( T) e.t una 

ma.ttúz di.agonal 6oJtmada. pO!L lo1.� valoJtell c.aJLac • .terJ...ó.Uc.oJ.:. de. T 

No hay unanbnid.a.d, en.tfr.e. lo.ó que uwbe.n .60bf1e M-te .. te,rr:a, palw C.VUI1CAL1}¡ 

d teoJLema Mp e.w.at. Inc.lu..óo, a.f.gurw-6 .ee. dan hM.tct o.t'ro rcombt¡c: tc.c:tterro '"'e 

lo-ó ej M p«n.c...<.palu. 

El .:téJr.m.<.no o e.x.p.tLMi6n ".teo11.ema e.ópe.c..:t!tat'' o "de.óc.ompo-6 · c . .i6r:. e..,!>rec.tJuJ..-f.'' 

- c.omo te. Uaman alguno-6 - p!Lov.<.e.ne. en g!Lan me.r..ida de. la-6 apf..,(.c.ac./ !'C.6 a .fa óJ_.t.,(.

c.a., en donde al conjun-to d{>_ lo-ó valMe.ll c.aJr.ac..toú.;.,fjcM ,\e. te. de.:)-lne cemo rzl 

es p'ectro de u.n o peJtadO!L lineal. 

Ex.l.ó.ten o.:t:Jr.o-6 Upo-6 Jmpo!t.t.an..:te;., de opeAadoJtM .f..i.nea.Cc..-6 (\�.(¡ 'nicio-6 e.n 1?1\fYJ..

c.-i.o-.� c.on p!toduc..to in.te.tLno. Uno de. ei.J...o-6 {>..ó el. operador unitaric. 



2'9 4 

Ve.nb1lu6n.- SeJT. V un e.-ópac�o de. c:Ume.lt6ión M1 · · MbJte a: con un p� 

du.c;to in.feJLno rJ M.fi T: V-+ V un opVW..do!t Uneal.. En.:t.o c..e.-6 .óe. dice. qu.e T 

e;., un ope.JLadon u.n..{;ta/Uo, !te.-ópe.c.:to a.t p!todu.cto inte.JLno de.-6 'nido, .6i pa!ta .:todo 

u·, vsV .6 e. c_¡;mple. qtte. 

, ___ (7] 

.Si eJ. e;., pauo V e.-ótá de.{;in).do .60 bJte lo.ó JteaiM R e.-6 má.ó común de.cJ.Jt 

qu.e. T e.-6 ttn operador ortogonal cuando .óe M.ilinace la c_u.ac.,(ón ( 7]. 

Lo.6 opvw..done.-6 o!t-togoYULte.-6 1J u.rU.ta.Jtio.ó tie.ne.n p!tOp · e.dade.-6 mu.lj inte.JLe.-óante.-6 

e impoJttan.:tM. A.tgu.na..6 de eXi.M .60 n i.a..6 .ólguie.rt-te.-6: 

al Sl T e.-6 un opvw..doJt un.Ltr.vu.o (o/t.togonal), 

Vi.O Juna.6 , e,� el e.W., 

1 1 T (v-) 1 1 = 1 1 v 1 1 , li- vt.V 

b l Lo.ó va.tOJr..e.-6 caJtac.telli.:tico.ó de. u.n ope!tadotr. 

m6 du..Z.a u.no • 

e) La. ma.Wz Moc.,(a.da a un ope.tra.do!t u.rti.:ta!tlo (a 

ba..� e. oft .. ..:tcnwtr.ma.i .Ue.ne., en.:tJte o:tJta-6, 1M .óigu.ie.nte.-6 p!to 

- La .óu.ma de. .tol.l p!tcdu.c.:tM de i.o.ó ei-eme.Y!to.ó de. 

a ca i.u.mn.a.l po!t .fa.ó co n.j u.g a.d0.6 de. l.o.ó cc!t!te.-6 po ncU.e.nte.-6 

o :tN.r M.ta paJta.i. eJ.a r.J.> ig u.a.i. a e elLO o 

· Jtlo ( cJt.:tago n.ai.) ;t[e.ne.n 

-6J.la ( Jte.ngió n 
de. cu.a.i.q u.i e.Jt 

- La J..u.ma de. 1.0.6 cu.adtr.ado.6 de. i.o.6 m6du.to.ó de. lo¡.6 e.le.me.ntol.l de. cu.a.i.quie.tr 

-6-[.ta e.-6 .[gu.a.i. a u.no o 

Sl T : V + V e.-6 u.n opvw..da!t u.rtitalU.o, de.-6-[�do .60bJte. (t e.ntonce.-6 

V tle.n.e ttrta bMe. oJt;tcJVJnJtm(IJ t)otr.mada con ve.c..:toJte.-6 c.Mfc..teJÚf.>tlco.ó de. T 

Lo an,te.Jtio!t no e.-6 .6lno .f..a \)eMi6n deX .te.oJr.e.ma pe.c;tJr.al pa!ta opvw..do!te.-6 

u.nita./r..lo.6, IJ como u.n coJtola!tio J.l e U ene. qu.e. ta.6 o pelLa Jte.-6 u.nLát!ti0.6 .6 e. pu.e.de.v: 

Jte.p!te.-6 e.v1.ta!t mediante maWc..M d-tago n.ale.6. 
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.S� e1 upac./.o V e�:tá. de.flbudo MbJte. .tal JtecLteó tj T u Jt;togona..t, e.nto!!:_ 

c. u ;., U!.l vec;tOJtu c.Mac.tvr...0�:ti.co�.l pueden l Vt c.omp.te.jol lJ po!t .to nto no tÍOJtman 

en gene.Jtal una. ba!.Je_ de. V • En c_oMe.cu.enc>A_.a, .tal opVtadOJtu o gona..tu en ge.-

ne.Jtat JW le. pu.e.de.n clútgona..tüafl. S-i.n e.mbcvtgo, e.xJ.tde. una. Jte.p!teó nJ:a.Uón de. u

tal opeAadoJtU que. u "CM�" clútgor�, como pu.e.de. vVtle. en e..t -i..gu.-<.e.nte. te.oJte.-

ma. 

Te.oJte.ma.- Sea V un upac./.o ve.c;to�a.t lobJte. .tal Jte.alu d d.hne.nú6n Mn!::._ 

;ta mayo!t que. cuw 1J e.n e..t cu.a.t CJÁ:tá. de.ü�do un p!todu.c;to �nte.Jtno 

Sea T : tJ -+ V u.n ope.Jz.a.c!�Jt ofLtogona..t. EnA.on.c.e.-6 ew.te una bcu,e. de� V t.at 

que. ta mctbúz Id , que. Jte.p!te.J.> e.n-ta a T Jteó pe.cto a uta. bM e., c_o ta. de. b.to

qu.M 

B¡ o . o 

o B2 . . . o 
. . . . 

. . . . 

o o Br 

donde. c.ada tmc de Fo1:. bi:oc¡uc� 1\ e;, una. rr:a-tM.z de. 1 x 1 o u. mabúz de. 

2 X 2 d ('_ fa/:. )., �g LLÚ'.vt:f (!), :f-J..._)'G)., : 

(7) [7 ] 
b) [ -7] 

[oóR 

"'"j 
�1 
�-- 1 

-6 en': -· c.o/:, ¡;:¡ 

['MO w''J 
d) 

- ,_\ (')1� CCó� 

¡J '-·. \-{Vt. 
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E J E R e 1 e 1 O S P R O P U E S T O � 

(Cont'nuación) 

31.- Ve.Xe!1m-úta )_{_ eX opVutdOJL f.,{.n.e.U S : IR 2 -+ IR 2 de. ú1A-do pM 

S(x.,y) = (Zrr, Zx.) e/.> UJ'l opeJtctdon. !?etun-GtLan(l (0Ú1"St�.-Zcc-), 

a) Con eX p!todud.e ,{.n;teJtno 

3 Z.- Ve;teJtmin.a J.>i eX o pe/tctdo!L .UJte.aL T : IR 2 -+ IR 2 de.fl,[n.ido pO!L 

T( x., y) = (-y, x.) e/.> un opeJtctdol! cw:t-i.iteJtm-L-tian.o ( ctr..ti.úm t.-{.c.o), 

a) Co 11 el p!Lo duc.:t.o -i.n.teJttw 

3 3.- S ea. T : lt 2 -+ C un. o pe!tctdo :r. fú ciJ.Ji. e{ e {¡.úU.dc ¡�o 

T(a + b,{.,. c. +  cUl (--(Íl + d) +(a - e).{:, -b + a-i.) 

34.- Se.t< V eX e.&pac{.e uec.tD:r. .. i.ctf de .tcu {Jur:c..{.on.<>� c.od ... úuu:v-S ev: el J¡lteJtvaf..a 

O < x. < u ¿,e_,1 T : V �- V wr cpc/wdc!t f.ü;ea..f de.1; n.{.do po:r.. 

x¡;(x), !f{llx)cV. 



tettno 
1 

l6 1 9) i 6lxlglxl dx. 
o 

3!5.- Sea. el. e6f.XlW vec;totU.al- de. poü.rw1ni0.6 P = {ax + b 1 a., t::IR} t.obtte el. 

c.a.mpo IR , y .6 ea. T : P + P un o petta.dott Une.al de.6.út.ido pott 

T{a.x + b) = (2a. - 2b)x + (5b- 2a.), .\f(a.x + b)t::P 

(6 1 g) = 6l0lg(O) + 6'(0)g'(O), -v- 6,gt::P 
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�16.- Vemuebt!ta. que. .to.ó vec;l1Jtte6 c.a.tta.de/Ú6:Ü.C.O.ó c.o!t!te6pond1 :t:e6 a. va..tottu c.a.

Mc;te;úA:U.c.O.ó cU.ó:U.nto.ó de. u.n opetta.dott heJt171);Ua.rw .óOn otr..:togo .e6. 

37.- Se.a.n S y T ope..tta.dottu heJtmilia.rw.ó. Vemuuttta. que. 

.ta.mb-ié.n e6 heJtmilia.no. 

3 8.- Sea. e.t o petta.dott Une.a.t T : IR 2 + IR 2 de6.út.ido pott 

T(x,yl = {-2x + 5y, 5x + 4y) 

Co 11.6 -Ldetta.ndo el. ptto du.c.:t:o -Ln:t:e..ttrw c.o mo e.t ptto du.c.:t:o u 

a.) Compttu. e..ba. que. T u un opetta.dott .6-LmUJúc.a 

opetta.dott (S + T) 

tt a ttd1na.tt-Lo e.n IR 2 , 

b l V e..UMc.a. que. .ta. Jteptte6 e.n;ta.u6n ma;t!úc.-La..t de. T tt pe..c..to a. .ta. ba..ó e 

{ ( 1 ,, O), lO, 7) } u una. ma.br.iz .6-LmU!úc.a.. 

c.) Ve..UMc.a. que. .ta. !Le..ptteben,ta.c.l§n ma;t!úc.-La..t de. 

1 1 
-- {7 7) - (1 -7) 
{'l ' ' ¡z ' 

p e.c.to a. .ta. ba..ó e 

d l V ett-LMc.a. que. .ta. tteptte6 e..n.ta.c.l6 n ma..ttt-Lc.-La..t de. T tt pedo a. .ta. ba..ó e. 

{ { 2 , - 1 ) , { 2 , 4 ) } na u una ma;t!úz .6Á..m é;ttúc.a.. 
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e.) ¿QJ.té co.Jtac;teJÚÁÜCJL debe. :te.n.eJt una bMe. de. IR 2 paJta que. la ma.:tlúz 

M o Ua.da de..t o p eJtado Jt .6J.m é;tJc)..c.o Jte.ó p e.c;to a cU.c.ha bM e. .6 ea una. maWz .óJ.m é;tJc)..c.a? 

39.- En e..t e.ópac.J.o ve.c;to!U..ovf_ 1!:2 .óObJte. 1!: .óe. de.6..[n.e e..t opeJtadoJt Une.o.l. 

T : 1!:2 + lt2 poJt la .6.igtúe.n.:te Jte.gla de c.oMe.ópon.de.n.Ua.: 

T(x,yl : (2x + (2 + .i) y, (2- .il xl , � x,yEI!: 

al Ve.mue.ó:t.lta que e..t ope.MdoJt T e6 heJtm.[tian.o pw¡.a e..t pJto duc;to e.óc.ala..!t 

o JtcU.naJt.io e.n. t 2 

bl Velt.i6..[c.a que. {(1,01, (O,.i)} e6 una. bMe. oJt:ton.pJtma1. paM e..t pJt.Oduc;to 

e6 c.ala.Jt oJtdl.n.aJt.io e.n. 1t 2 

c.) Ob:tén. la ma.:tlúz a.óoúada al. opeJtadoJt T Jt. e.ópee¡to a la bMe de..t .in.d.l>o 

an.:teJt.ioJt y c.ompJtueha que dl.c.ha ma;t.!U.z e6 heJtm.{.tiana.. 

dl En. la y.:ág.ina 283 d e.mo.ó :t.ltamO.ó que. io.ó val.oJte-6 c.tz-ac;teJÚÁÜC.O .ó de. un op� 

.�tadoJt heJt.m.U:)..an.o .60 n. · Jte.al.e.ó • Comp!ULeha e.ó:ta pito p.iedad pevta e..t o peJtadoJt heJtm.itia 

n.o de. e6:te ej e.Jtc)_cj_o. 

4 o.- al Vemue.ó:t.lta que. io.ó val.oJte.ó c.aMc.:teJÚ.J:JÜC.O.ó de ur o peJtadoJt an.Uhe.Jt.m.{.tia

n.o .60 n. J.mag .inaJt.io .6 plL.ItO .6 .• 

b l Vemue.ó:tM que e..t ope.MdoJt -Une.al. T : IR 3 + IR 3 de.Mn..ido poJt 

T(x,y,zl : (4y + z, -4x - 2z, -x + 2yl 

e6 un o pvr.a.doJt an.:t.iheJtm.{.tian.o paJta e..t p�to duc;to e6 c.ala.Jt oJtdl.naJt.io en. IR 3 • 

c.) Ob:tén. io.ó va1.oJte6 c.aMc.:teJÚÁÜC.O.ó de. T y obl e.Jtva que d.ic.ho.ó val.oJte..ó 

.óOYl J.mag.ina.W.ó, de. ac.ueJtdo c.on fa que e..ó:ta.biec.e. d .inc.tlo a). 

41 • - Ca Yl.ó.ide.Jta d e6 pauo v ec;to !U..ovf_ IR 2 c. o n. d pJto duc;to e6 c.al.aJt oJtdl.na.Jt.io . 

PaJta e..t ope.MdoJt we.al. T : IR 2 + IR 2 de.6..[n.ido pO.!t 

T(x,yl: (2x + '2tj, '2x - y), 
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a.) VeJúó.lc.a. que .6e c..ump.te .ta. hip6tu.ló del. :teoJteina. u p  ;t_:JI.a..t, u dec»t, 

T e.6 hvurú;túuw . 

b 1 Obtén .e.a. Jte..p!tu en.:ta.wn ma:tlu:cl.a.t cU.a.go na..t del. ope.Jta. Jt y fu ba..6 e. c..w;a 
eJÚ6:te.nc..ia. ga.Jtan.U .. za el. :teoJtema.. 

4��.- Sea. el. opeJta.doJt -Un.eal. S : IR3 -+ IR3 deMrúdo po!t 

S(x,y,z) = ( --1- (x + zl,, 
12 

y, !_.(-x + z) ) 
12 

Ve:teJli1ÚY!.a. ú... S u un ope!ta.doJt urU..:tcvúo (oJL:togona..tJ c..on e.t p!todu.c..:to u c..a. 

lo:Jt Oltd..útaJr...i.o , 

431.- VeinuU:tlr.a. que M.. A e<í un va.loJt e .. aJta.c..:teJÚJ.,:Uc..o de un o eJta.doJt urz..i.;tafúo, 

en:tonc.u A :Ue.ne m6du.lo uno, u dec»t,, 1 A 1 = 1 • 

44.- Sea e.t opeJr.a.doJt Unea.l T : IR 3 -+ IR 3 de..Mrúdo po!t: 

T(x,y,z) X 

13 
..JJf_ � + _y_ 1 _z ) 
¡¡; ' 13 16 tn 

a.) Vemuu:Ota. que T e11 

of!.CÜna/r.J..o. 

b) Obtbr !a m<Wúz MO<ciada al opvw.do� T �•6vU.do. o L b01>' ok.tarw�-
mal {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 

e) CompJtu.f'..ba., paJta. la. ma:tlu:z ob:terúda. en e.t J..nc...lóo an:tvkoJt, la..6 p!topie

da.du err.u.nc.J..a.da..6 en e.t inc...lóo el, págiYifl 294. 

4�i.- Sean S y 

.6.(g uien:te6 Jt egla..l.l 
T o pvr.a.dOJt¡?.-6 Uneal.u 

de. C'..OMUponde.nc..ia.: 

e ¡¡ 
S (X' y 1 = 

I
X + 2 y' 

de IR 2 en IR 2 de6tnido.6 po!t la..6 

- /3 X 2 ·h) 
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T[x,yl • ( i llx • 4yl, } (4x - lyl ) 

a) Vemu..u tJLa qu..e.. .to .6 o p eJUtdo JLU S lJ T .ó o n o Jtto o rz.tLtu c.o n el- ptto du. c.;to 

u CILiaJl oJtcLinaJÚO • 

b l Vemu..ut!La qu..e.. el- opeM.dof!. S no u cüagoY!1LUz .e.e.. lJ qu..e.. el- opeM.dof!. 

T !:J.i M cüo .. gona.Uzabie.. . 

e� l En ia pág.úta. 2 9 5 e..nu..nciam0.6 un ;teof!.eJ)'l(l. f!.e..f.a;Uvo a. io!:J o peM.dOf!.e.6 oJtto-

gonaieL>. Ob;té.n ia f!.e..pf!.e.óe.n:ta.c.-l.6n ma;t!U.c.{.a.t de.. S lJ T , veJU.6,[cando que.. tiene.. 

ia ¡)oJUna qu.e. btcüca el- :l:e..of!.e..ma, lJ ob;té.n .también ia ba.ó e tja e..w:te..núa gMar� 

za el. miMo ;te..of!.ema. 



1.- En el. etJpa.c..-W IR 2 '->e deM-ne fu .6J..guien.-t.e fp.nwn 

no? 
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b) SJ.. a = 4, ¿pMa. qu� va..toJtetJ de b fu 6unc.J..6n e6 un oduc;to J..rt-te.Jtno? 

donde 

Ve-teJuriJ..na. lo'-> va..toJtetJ a1, a2, a3, -todo.6 Jtea.-f.etJ, pa.Jta. -f.o¡.6 c.ua..tetJ fu 6un

c.J..6 n e.6 un p.!to duc.-to J..rt-te.Jtno • 

3.- Sea V un upa.uo con p.JtOduc.-to J..rt-tvr.no .6obJte a:. Vemuu que: 

a.) (x yJ o # (x -�- y 1 -x + yJ = (x 1 xJ + (y 1 yJ 

4.-- Suponga.mo.6 que en el_ upa.c.J..o vec.-to.JtJ..a..t c.omple.fo V .6e. e.6 b-tece que ta. 

6w�U6n ( • 1 •) V x V + a: e.6 un "pJtoduc.-to J..n:te.Jtno" .6J..: 
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r 1 (x ¡ yl = (y 1 xl 

II) (ai + y \  z) = a(x 1 z) +(y 1 z) 

I II) (x 1 x) > O, f.l}._ x 1 O, lJ- x, yr.V , a t. O: 

Vemu.ei>tlw. que u:te c_or..ju.n:to de plWpi._edadei> cortdu.ce a corLtJtadi._ce-Wnei>, u

:to el>, el> ÚLCOM�:tc_n:te. 

5.- Vernu.elltfla que f.l)_ 
neabn ente de.pendi._en:tu. 

(u vl 11 u 11 11 v 11 
- -

en:to YlC e.-6 U. lj V M Yl U 

6.- Sean x, lj vec:tO!le.-6 de u.n ellpauo con ptLodu.c:to i._y¡;t 

\ 1 x + lJ 11 = 11 x 11 + 11 Y 11 f.l.í._ lJ Mlo ú y = AX , 

7.- En el upaw 

a) (w zl 

b) (üT zl 

el Ci\1 zl 

a;n 

n 
¿ 

i=1 

n 
¿ 

k=1 

n 
¿ 

i=1 

M- deMnen la-6 

W- z. :L :L 

-6 i._g u.i._ en:te.-6 

[k)n wkzk donde zk e.-6 

wizi 

¡)u.nuo n 

U C.OYl 

' donde 

u.gado de 

[ E6:ta 6u.nu6n e.-6 tfamada "pJLoclu.c:to e_.óca11vt complejo'). 

n 
dl [w 1 zl = ¿ 1 wi 1 1 zi 1 

i=1 

W,Z E [n 

zk 

8.- En eX upacúo vec:i.':o� M de maWceA cu.acl!Lada-6 e oflden n con demen-
to.& !Leal. V..•, .ó e den;._nen la.ó J.JJ._gu.i._m:tell 6u.nuo ne_.ó, donde A, R E M : 

al 

b) 

e) 
lei> que. 

ti (A,B l 

g[A,B) 

lt[A,Bl 

& .. = 
:LJ 

(A B) 

(A B) 

= (A 1 B) 
1 ' !f.í._, j 

cle:t(ABl 

T :tJL(B A) 

tJL(Af5T), ricndr -€oh cfem<Ln Ú!/:, ' de F MYL :ta-= 1' • .  . _ ,l.J 

fj F e� rle_ o�dv1 n 



VV:eJrm-(na ��_¿ c.a.da una. de. la..6 6unuone6 ante!U.otteó de.Mne.n u.n p!r.odu.c;to -<-n-

te.Jr.rw e.n M j e.n c.a..6o ne.ga;t:,L_vo, úid�c.a qtté pJr.op).e.dadeó no c.wnp e.n. 

9. ·- En e.t u pac� P de. poUnom-<-oJ.J de. gJta.do me.nott o -<-gua! a n '->e. de.{¡.bte. e.t 

.ó-i.gu..ú.nte. p!r.oduc..t"o -<-nte.Jr.no: 

n 

(6 1 g) = [ fl(k) g(k) ' J.J- 6 (x) ,g (x) sP 
k=O 
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a) S-( n = 2, ¡)(x) = 2x2 + 3 lJ g(x) = x2- x + 2, c.ai.c.u.ta (¡) 1 g) 

b) Ve.mue-6:/.Jr.a que., e.n e.c.üvame.nte., '->e. :t.Jr.a:to.. de. un p!r.odu.c..to blte.Jr.no. 

1 O.·- En e.t upac� ve.c..to� F de. 6unuone6 c.ont-<-nu.a..6 Jr.e.aleó e.n e.t -inteJLvalo 

O � x � '-> e. de. 6 /.n e. e.! '-> /.gu.-Le.n;te. p!r.o duc;to -inteJLno 

ló 1 g) "[' e.-x ólxl g{x) dx ,  J.J- ¡), g sF 

a) Ca.t<�uia !6 1 g) lJ (g 1 g) J.>-i ¡)(x) = 2x lJ g(x) = -3 

b) Obté.n u.na {¡unu6n g(x) ck F ,  no poUnom-Lat, M ue. (¡) 1 g) O, 

donde. tÍ ( x) 

11. ·- S<>..an 

-x = e. 

,Q 
1 
1 

:IY2 - 1J1 1 
1 

p ·----- _j 

1 X2 - X¡ 1 
------·-

. X 

d ( P, Q) = ( P 1 QJ 

punto¿, de.! plano xy • 

e i a ent!r.e lo J.> punto.ó P y Q po!r. una. 

de fu ó-i¡;u.éte manvw.' 

1 x2 - x 1 1 + 1 lJ 2 - lJ 1 1 

fluncJ.6n d 

d(P, Ql 

1 X2 - X¡ 1 + 1 IJ2 - IJl 1 
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(x y) = x1rJ1 - xzY1 - x1rJz + 'lxzrJz , 

do Ytd e x_ = ( x_ 1 , x z l , y = ( y 1 , y z l O btbl. el. c..o Yl j u 

6om��Yl uYL áYLgulo de 180° c..oYL e1. ve�to� v = (1, 0). 

14 • · C o nú.d eM e.t "pao duef:o M cM.<vc Md.i.� eompte �o" w el 

de.c.ÁJL, 

1 5.-

2 

ex 1 ·:y¡ = z xirji 
i==1 

u = ( - 7 + 4-<., 3 - ;_ 

--

-
V ( 2 - -i.., 2) • 

(1.) Cdcu.f.:T d'. ártguJ'o CfWLi: toh vec.;á;JteJ.> u y v . 

b) 
íf v M YL Ofljto g o n.a.-e e;., • 

P = {at2 + lt + c. 1 �,b,c.siR} el e.l>fl<'j ve.c.ta!Wt.t Mb�e. IP c.uyo 
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(p 1 q) • J(' p(t) q(t) dt' 

Obtbt un vee:tiJtt 63 qu.e .ua. M . .togonal. a R.o.!> vec..:totteA 6 (t) = t2 - t IJ 
6:d.:t:l = t - 1 • 

715.- Sea W el upac.i..o vecto/t..i.at de po.Unorrú.o.t> de. gttado meno o igu.a.l a :t!teA 

c.o n el� pM du.c.:to inteJtno 

1 

(p 1 q) = J p(x) q(x) dx , 
-1 

Obtbt u.na ba.t>e. o!t.tonottrriP.l. de. W a paJt;UJt de .ta. ba.t>e. {1, x, x2, x.3}, uti. 
!.i.z.t:tndo el pttoc.eAo de. Gttam-Se.hmidt. 

17'. - a 1 O b:tbt u.na. bM e ott.to Jwttma.l, c.o n6ide.ttando el pt¡.o du.c..:to c.a.latt ottd.i.nattio, 
paJr.a eR.. .t>iguie.nte. �u.be.t>pacio de. IR 3 , W =' { (x., lj, z) 1 x - 1J + z = O} 

b) ¿w { ( _7_ , -1- , Ol, (- -1- , -1- , Ol} u.na. ba.t>e. ott.tonottma.l de. 
12 12 12 12 

W ? .�Pott qu.€? 

18.- Sea M el e&pa.ci.o ve.c.:t:o!ti..a!. de. ma;Wc.e.t> c.u.adttada..b de. ott en do.& .&obtte. IR 
en el q u. e .!> e de6ine e.R.. ptto du.c.,to inteJtno 

�1- A,BE:M 

Obtbt u.na ba.t> e ott.to no tunal de. M a p1vr.:t.Ut de. .ta. ba.t> e. 

a e: :J 
19.- Sea { 1, x2 } u.n c.onju.n.:to ge.ne.ttadott del e&paci.o de. polirwmio.& V en e.R.. 
c_,t.uU� �> e de.6-{.ne. e! pitO du.c..:to in:teJtno 

(6 1 g) = {TI 6(x) g(��) .t>e.n x dx , 
.Jo 

Obtbt u.na. ba.t>e. ott.togorwtR.. de. V a pattti.tt de.R.. c.onju.n.:to da. • 
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!v. 1 -e:.¡ = 
l. J 

.&l. i = j 

b ) C.O I�L el. pM du.c;to in:teJtYIO 

rx 1 iíl " ((x,, y,) 1 (x,, y,l) " [x, yJ [: 
IJ rd pitO dueto e6 c.a1aJr. oJttÜYlfVl-,Ú) • 

o 

8 

____ (a) 

___ (S) 

al V�'/ÚMca. qu.e. .ea. ba..óe. ca.nónica de. IR 2 e6 oJttog fz.al c.on R.o.& .:tlte6 pM-

du.c.:to.& in:t.Mno.& me.nuorra.do.& peJto .&6.to e6 OJr.:tonoJtmaR. c.on pJtodu.c.:to eAc.a1aJr. OJt-

� .  

b} V eJL1._6,[ca. qu.e. !..a ba..ó e. de. IR 2 , l ( /3 , O ) , O, � ) f e6 oJt:to-

gona.R. c.on .i.o.6 .:tlte6 p!Wduc.:to.& in:teJtrw.& peJtb .&6.i.o e6 oJt:to Jtma.i. c.on el. pMdu.c.:to i!!_ 

:teJtno de.Mnido e.n (al • 

e) V ruó® que ia bo.u de IR' , l ( i , - i 1, i , i 1 ¡ '-" o!WJ-

gorra.R. c.on !o.& .:tlte6 pJtodu.c.:to.& ,tn:teJtno.& me.nuorra.do.& pe.M .& .ea e6 oJttonoJtma.i. c.on el. 

p!rndu.c.:to bt:teJtno de.6,[n.i..do e.n (S). 

22.- Ve.6,[ne. el. pM du.c.t.o út:teJtno e.n el. e6paUo ve.c.:to · IR 2 :tal. qu.e. el. c.onju.!!_ 

:to {(1 , O l , ( 1 , 1) } .6 e.a. u.rra. ba..ó e. oJt:to noJtma.i. de. dic.ho pac.io. 



�t-w. 

- 1 . 
V = ITO (3, -7) 

a.) Vemuutlt.a. que. el conjunto {v, w} eó una. bMe. de. I 2� 

b l Obtbt .e.a..& YIO!UnM d�� 
-
V 1j W 

c.) ¿ E6 {v, W} una. ba�& e. OJt:to YUJJtmai. de. 

w=-1-(1 21 15 , 

cUrza.JU..o? JU6:ti.6J_ca. :tu. Jteópue&t:a.. 

24.- En el upa.w P = {a.x2: + bx + c. 1 a.,b,c.dR} .&e. de.M .. ne. . .&i.gt.úe.nte. pM-
dJ.Lc.to -in:te.Jtno : 

lplxl 1 qlxll � 1' p{ x) q{x) dx , v- p(x) ,q(x) e:P 

a.) Ve.teJr.m-ina. el ángcdo que. 6olrma.n en:bte. .&1. .io.& ve.c.:t.oJteó 

1180 2 6(xl = 1, g(x) = --6 (6x - 6x + 7) tJ h(x) = 

- ( 1 
x -21 

b) Ca.tc.cda la. nolrma. de. cada. uno de. .f..o.& ve.c.:toJtu del -in · o a.nte.Jt-ioJt. 

c.) ¿Con.&:ti.:tu.ye.n .io.& bz.e.& ve.c.:t.oJteó de.t -inc.-i.&o a.) una. b'f.& e. oJt:tonolrma.t 
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de'.l u pa.c.-io P ? ¿ PoJt qué? 

25.- Vei:e!UnÚT4 et p!WduWJ .in.teJmo "" et eJ>¡nc-io vecJ:o!WLt ll ' con et C'1JlLi et 

conjunto {(0, 2, 2), (2, O, 2), (2, 2, O)} u una. bMe oJt:to�Jzma.t de cü.c.ho u

(.XlcA.O. 

26.- Ve.te/l.Yn.{.na. el. pJtodu.c.to ..tn:te.Jzno en el �Ulpa.uo vec.to�L-ia.t de poN.nom-io.& 
P = {a.x + b 1 a.,be:IR} c.on el. c.ua.t el c.onju.nto {-x - 1, -x} e.& una. bcue oJt:to

nOJP'"U de cU.c.ho upa.uo. 

27.- En et u¡nc-io vecJ:o!WLt de RM tn<Lttúcu M • � J x, yEIR 1 he 

d��M-ne el .&i.gt.úente p!!.odu.c.to -inte.Jtno: 
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a.) CaXc.uia el áy¡gu1.o que. 6oJtma.l1 W ma.tJúc.e.6 [ � 

c.o11 el pttodul� inteJtno d.e.6itúdo. 

b l ¿ Co YL6 :t<;tuy e.n W ma..:ótic. e.6 del. irte-U o a.nteltio tr.. u ba.6 e. otr...to no Jtmcú'. de. 

M c.o11 el tywduc.to inteJLIW de.6..[nidol' ¿Potr.. qué? 

2 8.- S e.a. .tct 6u11ci6 11 \ \ • \ \ : M -+ IR , do 11de. M e.6 el �.A pa.c.io v e.c.toJi.ial_ del. 

ej eJLW'...io a.iiJ..teltio!t, de.Mnida. potr.. 

11 [: :J 11 • 1 X 1 + 1 Y 1 

do 11de. \ x \ y \ y \ indic.a.l1 va1.otr..e.6 a.bM.w.to.ó. 

a.) Ve.mue.6.t!ta., u.tA.Uza.ndo la. de.6..[nici611 ge.neJtal. d notr..ma. de. la. página 262, 

que. .ta 6unci611 e.6 una noJtma.. 

b1 Con e.<�.át noJtmd, veM6J..co. .1M p!Wpi.eddde.6 - ¡¡¡ 11 • 11 ¡¡¡ - V 11 

Y 1 11 V 11 - 11 ¡¡¡ 11 1 < 11 V - ¡¡¡ 11 oo n .1M m ·cM del- .incMO d 1 de.t 

e.j eJtc.ic.io a.nteJtiotr... 

29.- U oonjun.tn B • ({3, -31, {J, JI} e.6 WUl bMe d e.<�¡xtc.io vec.toJWLt IR' 

11 Co 11 e1 ptr..o cú.tc.to e.6 c.al.ct!t o tr..cU.na.tr..io • 

11) Co 11 e1 ptr..o dueto inteJtno .6iguie.n.te.: 

5 2 

((xl, yd \ (xz, Yzl) = T8 (x1X2 + Y1Y2l + 9 (x1Y2 + XzY1l 

b 1 ve.tvunúUl ü ltL bM e B M """ bah e oJt.tn jJml<l.i de IR ' 



c.) Sean to�.> v e.c.-to!te/.l de. IR 2 , 
V :: (4, -20) tj w = (o' -72} • Ve.tú6-f.-

ca q u. e., c.o n e.t p!to du.c.-to in-t. e.!tYLO de.MnJ..do en II l de.t inwo a)' �e. Ue.ne. que. 

(v ¡ wJ a161 + az6z ' donde_ (al, a2l = (vJB tj (f3¡' Szl = (wJB 

d) ¿Se. ve.tú6J..c.a :también. c.on et p!tOdu.do e/.lcatM o!tdi que. 

v • w =, a161 + az62 ? ¿Po!t qLLé.? 

. 
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3 O • - La 6J..g u.Jta m u. e/.l :tJw.. da .ó v e.c.-to Jt e/.l v 1 1J v 2 q u. e. una bM e. oJt:to-

lj 

u. 

v1 ' ' ' 

X 

noJtmat de. IR 2 pitO du c.-to e/.¡ c.a-

taJt oJtdJ..na!tJ..o . 

má.6, det ve.c. 

-to!t U .óO bite. to� V 

a} Con e/.l.to� dato�, obté.n.!M c.oOJtde.

nadM det ve.c.-to!t u. en ta bMe. 

-
b) Si tM c.oo!tde.rtadM de. u.n ve.c.-to!t W en ta bM e. B = -

u · W (Para re-1j -· ] , e/.l d e.c.J..Jt ( W) B = ( 2 , - 1 ) , c.a...tc.u.ta U pitO du.c.-to e/.l c.ataft 

cordar lo referente a componentes escalares consulta "Geometr a Analítica" de 

E. Nolasco, R. Salís, A. Vict.oria, editado por la UNAM, página 35 y 36). 

31.-- Sean et c. o n j u.n:to A v- m:a' tj U pitO du. W 

donde 

Nota: En est e  ejercicio j representa la unidad imaginaria, es decir, 

j = r-T y g(;t) es el conjugado de g (;t). 

a ) V e.m u eJ.J Vt.a q u. e. .ea .ó v ec.-to Jt e/.l d e.t c. o n j u.n:to A .ó o n o Jtto t o nat e/.l en.t't e .!:, L 

b) Obté.n ta noJtma de to'-> ve.c.-to!te/.l de.t c.onjun:to A • 

l 
e) E.óe.!Ube. f..a 0unu6n .óe.rt ;t c.omo c.ombinau6n Une.al. df fo.ó vec.toJte/.l 

det c.o 11 j u nt.o A • 

1 
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32.- Sea eJ.. e-ópa.c...i.a ve�.A:nJU..a1. de .to.6 paUnamJ.o.ó de 9Jta.da menatt a -tgual.. a n 

c.. a n el. ptta d.LA.c..t.a út:t:.eJtna 

¡ n 1 9 1 = ¡; n ¡ x 1 9 t x. 1 dx. 

Una 
Legendre, 

ba . .óe aJd.aganal.. de e-ót.e e-ópa.c..J.o e-ó:ti c..on.ó.t,U:t.úda. pott .ta.ó polinomios de 

{Po, P 1, P 2 , . .. , P n} donde P 0 = 1 tJ P k ( x.} = 

dk [ ( x 2 - 1 ¡ ] \ 
2 k! dx.

k 

k= 7,2, . . . ,.n 

a.) b.1.CJU.be .t0.6 poUnam.(o.6 de Legend!te pa.Jta. k 1, , 3 

b) V�'lnue-óttta. que (Po 1 Pk} = O, l.J- kdN 

e�) Obté.n .ta nattma de P0, P1 tJ P2 , lJ a pa!L:Ult de eUa.6 geneJta. una M'.!:_ 

muta y.xuw. .ta. nattma de P k . 

33.- Sea V un e.ópac..-i.o c..o n ptto duc;to .(nteJtno, de d.(m en.6 deü.(n.(do Mbtte 

e1. c..ampo K , fv-1, 
-

vn} un c..onjun.:to de v t.atte-6 de V Se .t.ta-tj.óea V2' • • • '  

ma matriz de Gram de .to.6 v ec..t.o tt e-6 
-

ata V 1, v2, . • •  , vn 

y a .ólL detettm.(nante .óe .te .t.tama detenninante de Gram o grammiano, denotado 

E.ó C!1A-b e una V o u.na 

Me-óponcüe.nte e-6 vettda.deJta. o 

La. mattt.(z de GJta.m e-6 ww. mat.JU.z ).).(mé;t.ft_{_c.a. 

S.( {v1, V2, . . .  , vn} e-6 un c..onjun.:tD Ofttogonal.. del e.ópa.Uo V , e.n.t.an-

c..e-6 .óu ¡na;ttt.(z de G!ta.m M Ma.goYJ.Ltt y .. �u gMmm_{.cu poJ.>J....U.vo. 



R..M. 

S-i. g(v1, v2, ••• , vn):: 4, e.n:tonc.u g(Zv¡, Zv2,•••, 1\Tnl = 4 • Z
n 

Si. {v¡, v2, ••• , vn} e& u.n c.onju.nto oJt:t.onOJtmal de. V , e.n:tonc..u el 

gJta.mmi.a.no e6 -i..gu.al. a. la. u.rúda.d. 

34 • - Con el pitO du.ct.o -i..n:t.e.Jtno t2.n IR 2 de.á-f..n-i..do po 1t 
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oM:ogonalúa. fu bMe. A= {(1, O), (Z, 1)} fJ ve.Má-f..c..a. qu.e. R..o.ó Jr..ammi.a.no.ó de fu 

btU,e. oJt.togonaUza.da. fJ de. la. bah e. A .óon -[gu.alu. 

3 5. - S ea B = fe 1 , e2, ... , �} u.na. bci6 e olt.to noi!Jna..t de un 

ptc.odu.c..to -i..n:t.e.Jtno, 1J .óeJlYL (a¡, a2, ••• , an) 1J ( 81, 82, • • ·, Bn) 

c..ooJtde.na.da..ó de. v IJ w, !tU pec;Uvamen:te., en fu bM e B. 

(v 1 w) = a¡8¡ + a282 + •.• + an8n 

Jteal c..on 

R..o.ó vec...tolte6 de 

:tJw.. qu.e. 

36.- Sean P0(t), P¡(t), ••• , Pn(t) R..o.ó poi.-i..nom-i..o.ó de. Lege.ndn�6 noltma.i.-i..za.do.ó, 

e6 d<eiJL, 11 P,(t} 11 • 11 P¡{t} 11 • ••• • 11 Pn(t} 11 • 1 · ¡ 
Sea B = {P0(t), P¡(t), ••• , Pn(t)} una bMe. del upa.w de R..O.ó poi.-i..no

mi.o.ó de. gJta.do menolt o -i..gu.al a. n c.on pMdu.ct.o -i..n:t.e.Jtno 

(6 1 g) = !1 6(t) g(t) d:t .  
-1 

Vemu.u:tM qu.e. .6-i.. el ve.c;Colt de. c..ooJtdena.da..ó en fu ba..ó e B de. u.n poUn.om-i..o 

q (�t) de. gJta.do me.nolt o -i..gu.al a. n e6 (a o, a¡, a2 ••• anl , ertonc..u 

i O, 1, Z, ••• , n 

6 En el ejercicio 32, página 310 se definieron los polinomios d Legendre. 
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37.- Ve;teJtmin.a. c..wíte& de !01.> .6-i..gtúente& opvzadotr..e& Un .e& de IR 2 en IR 2 

.6on .6imé:tJuLc..o.6 c..on e.t yYwduc..:to e&c..CLf.a.tr.. otr..din.a.tr..io. 

T1(x , y) = (3x, 4y) 

T2(x , y) =(2x - y, x + 2yl 

T3(x , y) = (-y, 4y - x) 

38.- al Oemue.6bta que� e.t opvzadotr.. Uneai T : IR 2 + I 2 defiinido potr.. 

T(x, y) = ( 2x, xl e6 !J.YL opvzadotr.. .6-i.rn&:Júc..o c..on e.t ptr..od c..:to in:t.etr..no .6-i.gtúe.n:te: 

nic..a. 

b) Obtw fa ma:tJU:z M1 Moc..iada a.t opetr..adotr.. T tr..e[¡ruda a fa bMe c..artó 

c..) Obtw fa ma.-tn.iz M2 Moc..iada a.t opvzadotr.. T tLe[¡Mida a fa bMe 

A= {'(1, J), (7, O)} • 

e) Ve .tM ma.:tldc..e& M 1, M 2 y M 3 o b-tenida-6 en .to.6 inc..i.6o.6 an:t.Miotte&, 

¿c..wíte6 .60 n .6-i.mé:tJu:CJUI? 1 

61 ¿Qué c..atr..ac..tewUc..a, m tr..eiac...úJn a.t p�toduc..J in:t.etr..no, tienen .ta.6 b a-

.6U a .tM c..u.al'.e-6 e&.tán tr..e[¡ruda-6 .ta.6 mabti.c..e-6 M1, M2
-
l iJ M3 , patr..a que etdM 

mabt{c..e6 .6ea.n O YLO .6e(tn .6im&:Júc..lt.6? 

39.- En d e.6paUo vec..:to!U..a..t de poUnomio..6 P = {ax + b l a,bdR} .6e defiinen 

d opvzadotr.. Uneai r : p + p y fu [¡unc...úJn ( . l ·1 : JD X p + IR de fa .6-i.-

gtúe.n:t.e manetr..a: 

T(ax + bl = bx + b 

1 1 ( 3 
(a1x + b1 l a:�X + b2 l = r¡a¡(a2 - b2l + 9 b1 4· b2 -

a) Vemue&.tlta. que d opeJW.dotr.. T e.6 un opvzado t>im&:Júc..o c..on d p1wduc..to 

intMYLO defiinido. 
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b 1 Sean 1M bcuu B1 = {x., 1} t:f B2 = {3x, Zx. + Z} el. upa.c.Lo vec.:to-

tr..i.o.i. p • 

81 
Obtén � ma.tnice.6 a.6ocia.dah M(T)

81 
ma.búz que u:tá Mocia.da. a. ta bMe que �� oJt:tonotr..ma.l con el. 

d'o e.6 una. ma.tniz .6i.JnUIU..ca.. 

eMf/.ca.ndo que la. 

duc.:to ,[n.:tetr..no da-

40.- En el. u pa.c.Lo IR2 .6e de f/.ne el. �l,[gu.ie.nte. ptr..oduc.:to 

En el. m,[-6mo e.6 pa.c.Lo .6 e. def/.ne :tamb,[én el. o peJta.dotr.. Un 

T(x., y) = (-y, t:f - x) 

a.l Comptr..ueba. que .ea. ma:óúz Moc.h.tda. a. T tr..ene/Úda. a. b M e ca.n6 rU.ca. e.6 

.¿¡J.mlj:/Úca.. 

t b J Ve a.cuetr..do. ea n el. ,[nU.6o a.n.:tetr..,[oJt, ¿.6 e puede a.n,[Jun que T e.6 un 

ope!r.a.dolt .6i.JnU!t.ko con el. ptwduc:to ,[n.:tetr..no def/.rU.do? ¿PoJt q €? 

e) Comptweba. que la. ma.tniz a.6oUa.da a. T Jten eJÚCÚl a. bM e 

{( 1' 11' ( 1' o 1} e.6 .6i.JnUI'U..c.a.. 

di Ve a.cuetr..do con el. ,[nwo a.n:teJUoJt, ¿.6 e puede a.n,[Jun T e.6 un 

ope!ta.doJt .6i.Jné:tJr.J_co con d ptwduc.:to ,[Yltetr..no def/.rU.do? 

e) U.t(L[za. fu def/.YÚl�-i.ón de opetr..a.do!t .6i.Jnétnico pcvta. dreJun,[na.l(. .6,[ 

,s..[m é;t.Júco con el. pM dt;.c.:to ,[n.:te!l-no def/.n,[do • 

41.- En el. upa.c..io IR 2 .6'� def/.ne d 6-i.gu,[en.:te pJtOduc.-to ,¿1etlno 

( (x1, t:f1) 1 (x2, Y2l) = Sx1x2 - 4xlt:f2 - 4x2t:fl + 4Ylt:f2 

a.) Vemuu:t!la. que d opeJta.doJt T : IR 2 
+ IR 2 def/.rU.do pOJt 

T(x, tj) = (Ztj, } X + Ztj) 

u un o petr..a.doJt .6i.Jn étnico c.o 11. el. ptw duc.:to ,[ntetr..no def/.rU.do • 

T e6 
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• 

c.) Si la. ma.»úz M13 ( T) o bte.rú.da. en et -Lnwo ant 
B 

tteaLiza - e.n f...a. ba..ó e. B-, W m o cLLMc.ac.-Lo neA c.o nv e.Me.nteA 

a Mn de. que. �: (T) .61. óe.a una matJúz .6-Lmé;tJU..c.a. 

Jt no eA .6-Lmé;tJU..c.a, 

te.ne.tt una bM e. B' 

d) ¿Q_tLé. c.attac.te.Jt1..6Uc.a Ue.ne. la. bM e. B' del. -Lnw ante.ttiott patta que. la. 

mattiz Moc.iada. a T tte.6 e.Uda. a eAa bMe. .6e.a .6-Lmé;tJU..c.a? 

4 2 • - S e. de.r;.we.n e.n et u pa.uo IR 2 un o pe.ttadott U.ne.a.l 

no de. la. .6-Lgu-Le.nte. mane.M: 

Tlx, y) lO, 4x + y) 

y un ptto duc.to -Lnte.tt 

al VrvúMc.a que. .6e. c.ump.te. la. hip6teA-L.6 del. te.otte.ma eApe.c.tJr..a.t, eA de.w, 

T eA un ope.ttadott .6-i.mé.:tlúc.o lhe.ttm-LUano) . 

b) Ve.mueA.óta que. B = {lO, 1), (1, -4)} eA una b e. c.uya ewte.nc.-La ga

ttanUza et te.otte.ma; eA dew, B e.h una bMe otttonottmal.. de IR 2 c.on6tttuida. 

c.on vec;totte..6 c.attac.te.tt1..6:Uc.o.6 de T • 

B 

c.) Compttueba, de. ac.ue.ttdo c.on et te.otte.ma eApe.c.t!r..al.. que M13 lTl eA una ma 

ruz d.i.a.gonal.. f;ottmada. pott .to.6 val..otteA c.attac.te.tt1..6:Uc.o.6 d ope.ttadott T 

4 3.- a) Vete.ttm-Lna. c.wíe.eA de !0.6 .6-Lg!L-Le.nteA o pe.ttadotteA U.ne.a.leA .6 o n ant-<..6-Lmé.

ruc.M C.OYI. el. pttOduc.to eAC.a.ta!t ottd-Lnattio 

T1l x, y) l-3y, 3x + 3y) 

Talx, y, z} = (y, 2z - x, -2y} 
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b J PM a. .R..o-6 o peJta.doJte<'l a.n.:tt.6.únU!úc..o.6 o b:tenúio-6 en el.. • .ció o a.n:t.eJúoJt, ve ' 

Jr.-ifJ._ca. que .6U.6 va..tOJt.u c.a.Jta.c.:teJÚ6.tic.o.6 Mn .úna.g-ina.Jt_[o-6 pu.Jt0.6. 

44.·- En el.. upa.uo 11:2 .6obJte a: .6e d'�Mne el opeJtadoJt Un 

de .ta. .ó.{g u-<-en:te ma.neJta. : 

T(a. + b.i, e_ + cU.J =· (d - u, -b + a._[) 

a. J Vemuu:tJz.a. que el.. o peJta.doJt T u heJtm.<;Ua.no c..o n el.. ó duc..:to u cai..M 

oJtCÜna.Jt_[o defJ._n-ido en a: 

b) veJt-ifJ.-ca. que., a..t .6!-'A T heJl.m(.-U.a.no, .6U.6 va..toJtU 

Jteai.U • 

4 5.- a. J PM a. el o peJta.doJt r del ej eJtc..i.c..i.o a.n:t.eJt-[oJt .6 e .tien que, de a.c.ueJtdo 

al. :teoJtema. upec..:tJz.a..t, e.x.M:te una. ba..6e otr..:tonoJtmal. B del.. upa. 

dx c�on vec..:to Jtu c..Mac..:teJt-ú.tic.o-6 de T • Ob:tw cüc..ha. ba.-6 e B 

b ) Ca m pJtueba. que M: { T) u una. ma.:tlt_[z cüa.g o na.f.. n oJtma. 

c..aJtac.:teJt-ú;Uc..o-6 o b:ten-ido.ó en el.. -indóo b) det ej eJtudo 44. 

c.) Ob:tw una. ma:t.Uz df..a.gona.Uza.doJta P c..on.6:t.Jtu_[da. c..on lo.ó vec..:toJtu de 

.f;x bit�.� e B , 1J veJt-ifJ._ca. que u una. ma:tlr.i..2: urU..:t:.aJUa. 

A = { ( 1 + -<-, O l , {a, 1 + -<-J } 

e) S-i MA{T) u .ta. mct:tlúz ob:te.Mda� en et �o an:te!T.{o Jt, veJt-ifJ._ca. que 

M8{T) = P*MA(T) �, donde P* u la :tltan.6�>uu;(:a.-c..onj ugada. de fu ma:tlúz P ob:te 
B A 

r -

núia. e.n et -<-nwo c.) • 

4 6. -- S ea. el.. o peJtadoJt Uneai. T : a: 2 -+ q; 2 de6�do pO!r 

T(a + b-i, c. + cüJ = ( (2a- dl + (2b + c..J-i, (b + Zc..) + Zd- a)_¿), 
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al Ob.t��n f.a. Jt.e..pJt.eAe..n.tawn ma.:t!úeúll del opettadoJt. T Jt.e..6ettida a f.a. bMe. 

{(7 + i, 0), (O, 1 + i)} . 

b l Ve a.c.u.ettdo a f.a. ma:ttúz ob.te.rú.da en el inwo an.t Jt., podemo-6 a&<Jtmalt 

qu.e. T eA u.n opettado!t. he.Jtm..(;t{.a.no c.on el p.�t.odu.c..to eAc.af.a.Jt. o cU.na!t.io de..fr{.nido en 

!C • ¿Po !t. qu.é? 

c.) Si T eA he.Jrmi;tiano, en.tonc.eA el .te.oJt.ema eApe..c. gaJt.an.tiza f.a. � 

.te.nc.ia de.. UJ1.(l'.. bMe.. oJt..tonoJt.mai de. t2 c.on.6.t!t.u.ida c.on ve..c..to eA c.aJt.ac..te.Jr..1J:,.tic.o.6 

de_ T • Ob.tl?.n eA.tar ba.6e... 

d) Si B eA f.a. bct.6e.. ob.te.rú.da e..n el inw o an.te.Jt.ioJt., veJtifr{.c.a. qu.e.. M! (T) 

eA u.na maWz cUagonai noJt.mada po!t. -fo-6 vaioJt.eA c.a.Jt.ctc..te.JÚ6 ·c.o-6 del opettadoJt. T 

4 7.- S ea fli� el c.o nju.n.to de. .to da.6 f.a.-6 fiu.nc.io neA c.omp,fe..ja-6 de. va!t.iable.. Jt.eai en 

el. ,tn.teJtvaio [ -a, a ] .ta.t qu.e.. 

a 

¡
a 

ll (x) tí2 (x) dx = [ rl (x) 62 [x) ] 
l-a 

-a 

eA de.U!t., 

o 

�" {6 IR� t. 1 xo [-a, a), 1: 6 ,txl 6,{xl dx" [ 6,txl 6,{xl] _: • O} 

VdeJunúut ú d opeJW.do� P ' � � � de6lnido ro{ P{61 " .é -/x 6 , 

.l.J- 6 E: � eJ., u.n o pettadoJt. he.Jrm..(;t{.a.Y!.O c.o n el p!t.O du.c..to in.teJtr 

(6 \ g) = fa 
"ltxl g(x) dx 

-a 

4 8.- Sea. F el c.o nju.n.to de. .to dM f.a.-6 6u.nc.io neA Jt.eai c.o n.Unu.M · en el in.teJtva 

to [a, b] .ta.t qu.e.., paJt.a u.na fiu.nwn fiija p(x)E:F , 

p(b) f(b) = p(a) f(a) = 0, .l.J- f(x)E:F 

Ve...teJtmirta .6,¿ el operador de Sturm - L iouvill e : F + F de..6inido po!t. 

Tlfl = (pf' )' + qf , donde. p y q Mrt �u.nuoneA 6 jM de. F , eA u.n opeJta-
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(f 1 g) 
(a

b 
} 

a 
f ( x ) g ( x ) dx 

No.t.a: f' e6 la dvúvada pJWr1eJta. de f c.on JtV-!pec.;to a x , d , ; ., f' - df evvc, - dx 

Sugerencia para obtener la solución: La c:ondición {T(f) � � g) = (f 1 T(g)) 

exprésala como (T{f) 1 g) - ( f 1 T(g)) = O y luego integra pot partes. 

4'1.- Sea et e.ópacio vec.;to!Ual� W = { (O, O, x, y, O l 1 x, ye:IR} y .6 ea la :tltanó-

tÍOJonac .. t6n Un.eal T : W + IR 5 deMrU.da po!t 

1 7 
T(O, O, x, y, O) =(-1-y 

12 , - x, - x, 

13 13 

1 -y, 
12 

Ve;teJun..{_na .¿,..(_ T V-! una :tltanó6oJtmaci6n owgoY!Il.-t con 

oJtcLúr.aJ/'..-ÚJ de IR 5 • 

50.- 1/e un. ope.Jtado!t oJr;togon.ai. T: IR3 -+ IR3 con. et p!todu.c.;to e<lc.a1alt oJtd-ina

Júo .t> e Mb e que T ( 13 , 16 , /2) = ( 7 , - 7 , 3) • Co nó..{_deJta.ndo a .6 v edoJte.ó de 

IR 3 como .6 egmento.6 d-L!úg..{_do.ó en. et upacio .tlúd-Lme.nó,Wn.al., ob én. un. vec.:toJt u 
de IR:¡ , c.o n..terU.do en et pllwo xy , ta.i.. que T (u) = ( 3, O, 3 J • 

51 • - al En. et ej e.Jtciw 3 del. c.ap.Uu..to V , pá.g..(_na 2 2 3, .6 e p..{_�.6 demo.6:tJralt que 

la'. :tltanó 6oJtmau6 n que Jte.óu..Ua. de apUc.a!t ,.¿ u un o pe�tado!t Ufea.t. 

Vemuu:tlta que dicho ope.Jtadolt e.ó o)(;(:ogonat. con et p!to .c.:to uc.a.talt OJt 

cLúw.!U.o . 

b l Vemuu:tJta que et opeJta.doJt Uneal.. ..{_2 : IR 2 + IR 2 de ,.¿ru:.do en et ej � 

c .. Lw 7 O de fa. pág..(_na 226 e6 :ta.mb..{_é_n un opeJta.doJt oJt.togon.al. con. el pttodudo uc.a 

1 

c.) CompJtueba que la.ó ma;tJz...(_cu Moc.1.a.da.ó a lo.ó o peJta.doJtJ ,.¿ 

6eMda.ó a la ba.óe c.an6rU.c.a de IR 2 .óOn amba.ó ma.tlúcu olt.togonq..tu. 

y _.¿2 , Jte-

dl CompJtueba que et p1t0duc.to de w ma.tlúcu det ..(_nwo an..te.JúoJt e6 tam

b--t:én una ma.tlúz o Jt.to g o Ylll.-t . 
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52.- Sean P1 y P3 .toJ.> upa.uo-6 ve..c;totúa..te..6 de. poUnom ·a¿, de. gJtado me..noJt o 

-i.g u.a.t a. u. no y :tJt e..6 , Jt e..6 p e..c.ti v am e..n;t e • 

1 1 
T(a.x + b) = 3 bx3 + 2 a.x2 - bx + b 

(ó(x) 1 g(x)) = 6'(7) g'(1) + 6(0) g(O), 

lJ- (a.x + b )E 1 

53.- En e...t upa.uo ve..c;totúa.t V2 de. .ta.¿, ma.:út-i.c.e..6 d-i.a.go e..6 de. oJtde..n do-6 M-

bJte.. IR J.> e de..Mne.. e..t -6-i.gu.-i.e..nte. p!to dllc.to -i.nte.Mw 

Sea T una :tJta.YI.}.,6oJtma.c.Jfin .t-i.ne..a.t T : V2 + v .. , nde.. v.. e..6 e...t upa.uo 

ve..c.totúa.t de. fu}., m�c.e..6 uc.a.ta.Jtu de. oJtde.n c.u.a.tJto de.M 'da. po!t 

a.) 1J e..m u. u :Uta. q u. e 

b) S-i. V = [: 
no Jtma. de V ' e..6 de..c.-Ut, 

c.) S-i. w = [ -; -
ángu..to e..nlJte V t:f w , 

= _1_ 
/2 

T e..6 

_: J 
11 
-
V 

:] 

o o 

o o 

o o o dl 

una :Uta. Y!.}., 6 o Jtma. c.Jfi n o Jtto g o 

vVUMM que !a butn6 fio+ci6n 

11 = 11 nv-1 11 • 

ve.Jt-i.Mc.a. que. .ta. tJtaYI.}.,óoiJtma.uón 

e..6 de..c.-Ut, 

T p!t e..6 e.Jt va. .ta. 

T p!t e..6 e.Jt V a. U 

c.M e _ ___.!....l v_J wJ (T[v) \ T(w)) 

11 Tlvl 11 \ 1 nwl 1 1 1 
-

donde.. v e..6 e...t v e.c.-

11 v 11 11 w 11 

f 



54 .. - Sea T IR 3 ...,. IR 3 u.n o pvz..a.doJt Une.a)l_ de.fy(_r¡,[do pa!t 

T (x,y,z) 1 
12 

(x +y), 1 (x - y), -z) 
12 

a ) V emu V., :Uta. q u e T V., Urt e p eJz..a. do Jt o Jtto g o rza.1 c. o yt a p!to duc.to V., c.oJ!.¡;u¡_ oJt 

cü_¡uv-J...c. 

e ) e t, t. é.r. ta. Jt ep!t u e.n:ta. uó n ma...:t:!U_ c.J.M de T , v e.JU M c.1 nd q u e ti e.n e fa. 
t)c-vr,a �'le. /.Jtd-<-CJJ.. eJ. .teOiLema. de. fa. pág-Lna. 29 5. 

S(l) 

v- A, BdA 

r r;U:01. }fl_ r.t[jti.M v__y¡;t_j)_c'_)__ón ma..:t_;u�c.J.M de S vVU:fy(_CJJ..rt o que .:üe.ne. fu 
! r; )':J'/)_ 0') Y_ ¿ju,�j_o ()/_ ;t_ ()_!) )¡_ r¿mo_ rjr¿ J!JJ. págúi.O.. 2 9 S e .Ú'IJ.Üc.a. .ta. ba;, e .ta. c.u.a..l V., ;tá_ Jte. 
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�6.- U /J'r(J:t>..ffl.r:.J:t r{ur_ vf CJLti.uLúnu:r. a.phCJ.J?r}IJ_ a. ll e.f__a.cifJYI.f}A c.o*ep.:t.!J-6 de. .ta. ma..t� 
rrr}j__.�j_¡; r_¡; re (A'J f,}'__ IJJ'tO./., r}_r_ .to f;i_¿_,¡�I'__O. TaY (J);, f_jJ_ (¡.üwJ..úmd de)'_ {!!t e.n.:te. e.j (1}1 uc.-<.o. 
VJI.;;r.J: rJJ_,�v_¡rr,·;, vJ:. i:ffiJrirw¿ rliJ_)_ óJ'qCI..i;IUJ. f_,¡:YLIJflf un (JlloiJ-f.ema. el:.emr. _ de. w mec.árU.-
r__r; 'j }_¡; fJ_(,!UJ ;v_r}vJJrCJ_¡r;rJ¿ (/JJTO h_v_.rJ;tlrJa)? iiJJnf,i_é_n a.frjUYWIJ r'.Ortc.ep.to-6 ¡de. Yll1.().1JfJro C.M-60 

'.)!_,'_ 'l J� })J.t;'_,_;j; r}.r; J., • 



3 ��o 

La. pa!tt1.c.u1a. de fu -6...[gu.M.. 1 u .ta. péndofu de u.n pén 

fu m-<Ama., en fu po�-i.cJ.6n mM:t!ta.dct, a.c.ñla.n � tíu.eJtzM f1 

en fu tí4! uJta. 2 , de ma.g nitu.du 2 O y 3 O newto YL6 , 

�..únpte 1J, .60 bJte 

f 2 , .útdica.da..6 

e. 

Ob.tén .f_a. �urna. de fu.6 e.omponen.te.ó f1 y F2 .MbJte t .6 eju x y y rJ 

.Mb!te et lj en 

F ,[g u.Jta. 1 F_{g 2 

a) S-<- fu noJtma. (ma.gndu.d o m6du.to l de f1 u 11 f1 11 = 20 lJ fu de 

fz e.6 11 fz 11 = 30 , en.tone.ell e.on i0.6 da.to.6 de fu tí gu.M.. 2 .6e ca.ic.ul'a.n f.a..6 

c_omponeY'.Xell uc.a.fu/te.ll de f.o.6 vec_to!te.ll f1 lJ "fz MbJte io.6 vec;toJte.ll U j 

o, e.n o:t!ta..6 pa.i.a.b!ta..6, .6e c_a.f.c_u.f_a.n W c_ooJtdena.da..6 de f U fz e.n .f..a. b111>e 

B ={i,j} . 

Ve. fu tí-{.gu.Jta. .6 e tiene., puell, que.: 

---------- i + ----------+ j 

i + j 
----------- --------� 

r 1 u r7 
02l¡l = _ __.. ______ _ 



PoJt w tan-to, fu ¿,urna de. fu¿, c.omponentu de. F¡ y r2 MbJte. eJ. eje X 
e6: LFx = .. ; y ¿, obJte. eJ. eje y u: ¿FY 

b) Con¿,-i_deJtando a A ,� Cet , �} c.omo fu bMe. de. un ¿, 

Olr..;togorut ( t, n) , te.nemo¿, entonc.u, de. ac.ueJtdo c.on la 6-<9 

-tuz tJtan¿,.ú�n de. fu bMe. l3 = {i, j} a fu bMe. A = (et , 

M 

c.) Ve fu 6-i_gu.Jta. 3 ¿,e puede uta.b.tec.eJt u.na Jtegfa 

del ¿,_¿¿,;tema. 

( t, n). 

cA.6n u: 

tema c.u.Jtvilineo 

a 2, que. fu ma

n} U 

T[x, y) = ---+-------

F -Lgu/ta 3 

e{) De e�tu mane'La, tct .imagen -.6e(:l1trt T - de ta.-6 c.ompo +ntu de r 1 lj 

Fz en ea ba.6e. S = { i ' j} .6on ffi.6 c.ompo 1:en.te�� de r1 lj fz en .[a. bM e 

; -----

po 'L f.o tanto, f. F t = --- ·---- y r.Fn ,= ______ ..._ 

321 
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� l V e.Jt,[ ü-[c.a. que. fu !t. e.p!t. e-6 e.nta.ci.6n ma;t!úUal. de. T 

cli<�a. el. te.oJteJna. de. fu página 29 5. 

g) Comp!t.ue.ba. que. el. ope.Mdo!t. T p!t.e-be.Jtva. .fM no!t.mM (.ta..ó ma.grú:tude-6) de. 

.ta..6 �ue.JtzM F1 y F2 (Esta característica que es muy im ortante en la fÍsica-

INVARIANTE es una cant'dad matemática o fÍsi 
matemática se llama "invariante" 

ca que no depende del sis1�ema de coordenadas, es decir, qu no se altera al apl� 

cársele determinadas transformaciones) • 



3 23 

�xawten de riafittu o 

1.- Sea. S"" {ax2 + bx + c.  1 a,b,c.dR} u.n. upa.c...W vec.to!t-i.a.t defy[rúdo .óObJte el 
Mmpo de to� Jtea.iu, en el que �e defyln.e ta �-igt.úen:te ope!ta · n. b-in.M-ia 

(p 1 q) = p(1)q(1) + p(O)q(O) + p(2)q(2), v- p, qt.S 

Nota: p(1) es el valor del polinomio p(x) evaluado n x = 1 

Sofuwn.: 

:�.- Relauon.a fu;., ;.,-tgt.úent:eó c.otumna-6 UcJÚbú..Yldo en. el pa!t u-i-6 de fu deAe

(cha fu -f.e;tJ¡_a. que c.otr./teóponda. ¡:u.ir.a c.ompfet.M coMec.tamen:t.e fu xp!tU-i6n de la -i!:_ 

qt.úeAd.a.. 
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l 

S ea. V un eó p:¡c.J..o c.o n ptto duc.:to ..tnJ: 

x, yt.V IJ at.a: : 

AJ (x 1 yJ = 

B) a(x 1 y) = 

C) a(x 1 y) = 

V) .ó/_ xiO, e.n.:t.o nc. u 

E) X, lj .60 n o fLto go na..t u .6-t 

4.- En e)'_ u pacJo v e.c.-toJU..al'_ V de.. lM 

bJ"Le.. el: c.ampo 11: .ó e. de�;.ne.. ei .óJrJuAeJde. 

(A 1 E)= �V!(A*B) , 

Vtno .óobJte. el c.ampo a: . En;to nc.u, 

( J (ax 1 y) 
( J (x 1 y) > o 

( J (x 1 xJ "' o 

( J (ax 1 ay) 
� J (x 1 xJ > o 

( J 
-

(x 'fj) = o 

( ) (yi-X'J 
( ) 

-
ay) (x 

( ) (y 1 xJ 

. 

gona..tu, e.n;to ne eó c_ua.i_qu-<-Vt múLüpR..o 
-

ve.c.:toJt w .  

ma:tJUeeó c.uaciJta M de. O!Lde..n 'Z X 3 

p!W du. c_-to -tn.t VtYl b 

!f A,Bt.V 

Nota: ¡,* es la conjuqada-tran�;pue sta de A 

.ó-t 

eó -

.ó o-



Con el. pj¡_o dudo -i.nteAno an:teJúoJun e.nte. de. M n-i. do , c.aJ.c.ufu: 

A = [" -; • 
o 

2 �J a) La noJuna de. 
3-i. 

b) U ángulo e.rWr..e. f.o-6 vectores 

[-" o 3 J [; 6-i. 
e = IJ B = 

7 3-i. 2 - o 

Soluwn: 

5.- PaJt.a c.ada una de. lM -6-i.guJ.e.nte/!> a{;-i.Junauo nu, u c.!l..-{_b e e.n 

JUte.-ópond-<..e.nte. una V -6-i. la a0-i.Junawn u veJLdadeJLa y una 

�1 J 

paAé.ntu-i.-6 c.o

et 6a.€..6a. 

I J Una c.ond-<..u6n ne.c.uaJL-i.a y J.Juá-i.cJ.e.n:te. y.JaJta t¡uc un or- adof1 . .  Une.aJ:. �.Jea 

hvunWano u que. J.Ju tte.tytuen:tac.-<..6n ma-tlúUa.i:, f1 e{¡ ruda a una b Ul e. Mtogonal, 

-6 ea una ma-tlúz heJLmWana 

II) Sea T un opeJLadoJr oJdogonaL S-i. T(Ü-) y T(�l) ,. orunan" un ángu-

lo de 60° en:tonc.u u y v también "¡)Mman'' en)?U'. ui.M u ,  ángulo de 

60° - -- - - - - - - - - - - - - - -·- - --- � - - -- - - - --

325 



326 

I I I ) S-i. T : V -+ V u u.n. o peJtadott hvunilian.o c.o n. u.n. ptto duc.to ..ú!.-teJtn.o , y 
1 f.a ma..:t!u:z a.Mc.-i.a.da. a. T tte.6elt-i.da. a. u.n.a. bcv..e. B de. V u «.na. ma.:ór..ú hvunill..a.-

n.a., e.n.to n.c.u f.>e. -i.mpwa. qu.e. B u ofr..-ton.ottmal. c.on. ue. p�r.odu.�.to ,{_y¡;teJtn.o 

IV) Sea. T : V -+ V u.n. opeJta.dott .Un.eal. S-i. T u o¡z;tog on.al. c.on. u.n. ptto

du.c.to -i.n.teJtn.o, en.ton.c.u .6e ga.tta.n.:U..za. qu.e. T f.>e. pu.e.de. cüa.gan.a..Uza.tt, u de.U!t, 

qu.e. T f.> e. pu.e.de. tte.p!r.Ue.n.:taJr. c.on. u.n.a. ma..:t:Júz cüa.g on.al __ t _ _ _ _ _ _ ( 

V) S f'..a. T : V -+ V u.n. o peJtadott Un.e.a.t. S-i. T u he.ttmilian.o c.o n. u.n. � 

duc.to -i.n.teJtn.o, en;to n.c.u .6 e. ga.tta.n.túa. qu.e. T -6 e. pu.e.de. cüa.gq n.a.Uza.tt, u de.c.-i.tt, 
1 

qu.e. T f.>e. pu.e.de. tte.pttue.n;taJr. c.on. u.n.a. ma.:óúz cüa.gon.al ___ , ______ _ 

VI) Sea. T : V -+ V u.n. opeJta.dott Un.e.al.. S-i. R.o-6 \Ja.ipttu c.a.tta.c.:te.JÚ-6tic.0-6 

del. opeJta.doJt T f.>On. .todo-6 tte.al.U, en.ton.c.U f.>e. ga.Jr.á.n...üza. �u.e T U he.ttmill..a.n.o 

VII) LM vai.otte.-6 c.a.tta.de.JÚ-6tic.M de. u.n ope/utdoJt a.n-Uhvunilian.o f.>on. -6-i.e.m-
1 

putto-6 ( 
-- - ----- --------- - -------

1 

VIII) Sea. T V -+ V u.n. opeJtadott Un.e.al.. S-i. T t6 ott.togon.a.t, en.tonc.e.-6 
1 

f.> e. ga.tta.ntüa. qu.e. f.>M valottu c.a.tta.c.t.e.JÚ-6Uc.o-6 Mn .todo-6 tt�e.-6 _____ ( 

IX) S-i. T : V -+ V e.-6 u.n. opeJtadott u.n.Lt.a.!U.o c.on u.rt pttoduc.to -i.n.teJtn.o, en.-

;ton.c.e.-6 n.e.c.e.f.>M-i.a.me.nte. u he.ttmilian.o c.on. e.t m-i.f.>mo p!t.oduc.;tcj -i.n.teJtn.o _ _ _ ( 

1 • 

X) S-i T: V -+  V u u.n. opeJtadott heJtmilian.o, e.n.t�J' nc.u .6e. ga.tta.n.:U..za. f.a 
e.u.J.de.nc.-i.a. de. u.n.a. bcv.. e. ottto n.ottmal. de. V 6ottma.da. pott ve.c.,jto ttu c.a.tta.c.:te.JÚ-6Uc.o.6 

det o peJta.dott T ____________________ i- _ _ _ _ _ _ _ ( 
1 

6.- S ea.n. .to.6 o peJtado !tU Un.e.al.e.-6 T IR 2 -+ IR 2 y S IR 2 -+ IR 2 d ;-<.n.-<.da.ó 

de. f.a .6 -i.g u-<. e.nt e. ma. n. eJta. : 

T(x, y) (2x, X +  lj), S ( x, y) (0, :Zx - :Zy) 
1 



3 27 

a.) Vú.eJWU.na. �¡ c.on lo� opeJta.doJteó Uneai.u T 1J S �e velti.Mc.a fu lúp§_ 

teh� del. teoJtema. e&pec..tJta.l, u dew, dú.eJtm-ina. �¡ T IJ S Mn heJtm-itia.no� 

c.on el. pttodu.&IJ -inteJtno �-ig!Úmte: 

b) En el �o que el opeJUtdoJt �ea. heJ!.rn.,{;t.[a.no, obtén fu Jt p!te&enta.e-Wn ma.

:t:Jr..i._e.,¿aj_ cüa.gona.i del opeJUtdoJt 1J fu bMe oJttonoJtma.i c.uya. e.xÁ.llte c.-ia. ga.Jta.ntiza. el 

teoJtema. eópec.:tJr..a.i. 

Solución: 
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7.- Sea. M et upa.c.to vec;toJr.J.al_ .&obJte et campo de .to.6 Jt ep..i..u, donde 

[a

o b

oJ 1 M = a,bEIR 

a) Ve.mu.u.:tJr.a. qu.e et opeJtadoJt Unea..t T : M + M de6Ji..rúdo poJt TtAJ = A , 

v- AEM , eó u.n opeJtadoJt oJt:togonat. 

b 1 A paJttiJt de fu ba.6 e [-4 o] [-11 o] 
o 3 ' o 2 

oJt:tonOJrmat de M , e.mptea.ndo et pMc.uo de GJtam-Sc.hrru:d.t. 

Sofuwn: 

, o b.t€.n u. na ba.6 e 



Eóte examen u:tá. dúúgA.�do al. ai.wnrr.o que JtecU.n teJunbta. n p!UJneJt c.wu,o de 
tUgebJta Unea.t de.nbw de fa.<�. caJrJt elliUJ de ..[ngerú.vWl., y c.on6 de do.6 paJt:tu. 
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La paJt:te I c.ontiene c.oneep:to-6 ue.nc..ú:ttell que el. alwnno debe uponde!t c.on fiau

-Udad y fu pa!t:te II, ej eJtue-i.o-6 que btcllLijen c.o nc.ep:to.& Jtep!t erz:tativo.6 del álg� 

,bJta. Uneai.. LM Jr.Uul:ta.d0-6 de .ta.& eje1r..uw.6 de fu paJtte II de ute examen .6e 

p!tU en;tan du pu� de lo.& enu.nc...[ado-6, a Mn de que lo.6 c.ompCVL c.on lo.6 que tu 
obtengM. 

PARTE 1 

1. ·- I de.ntifi_,[c.a c.wítu de lct.6 .6..[gu..[ent�..6 ec.uawne.-6 .6on Un e.6 1J e¿ c.Jt.{be una 

X en el. pM�nt(>.J.>.{-6 c.oMe.-6 po ruüente. ( l.a-6 ..[nc.6g nLta.6 .6 e Jtep!t entan polt lM le-

tJta.6 x,y,z). 

X = 8, 

x + xy+y =·O, 

1 y = z (x - z), 

Zx2 
- 3 = o, 

1 1 1 
2 X 

+ "LrY + J Z = 8, 

xl/2 + yl/2 " z, 

nx + (.6en 'i' )y O, 

3ex + 4y = 

y - z = 6 

Z.·- ¿Q_u� u fu MluU6n de un J.J.{-6tema de ec.u.awnu Unea.t ? 

3 • 
- ¿ Cuá.t u fu cLi.6 e!tenUa en:tlr.e ana ma.:tJúz 1J un deteJtm..[na e? 

4.- E.6 c.Jt..[be una V o una F en el. pa.ll.�ntu..[-6 que c.oMe.ópo de a c.ada. afi..[Jtma

u6n .6e.gún .6ea veJtda.deJta o ¡)a.Ua, !te.ópe.mvamente. 

a) La ..[nveJtJ.Ja de una ma;tJúz, .6..[ e;wte, e.6 úrú.c.a 

b) Una matJúz de oJtden m x n, m i n, puede teneJt ..[nv 
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c.) Si A u una ma.:óúz de oJtde.n 3 x 4, y B de 3/ x 3, e.nto ncu el. 

pitO dudo AB u una ma.:óúz de oJtde.n 4 x 3 
________ , _____ _ 

dl 

e) 

1 

La mu.t:UpU.caU6 n de ma.:óúcu u co nmu.:ta.:ti.va 1 ---t------

5.- ¿Q_uf. pMpiedadu ad-<.wna.tu debe cu.mpU.Jt un anillo Po/ta. .&e.Jt un campo? 

6.- ¿ Q_uf. u un 1.6omoJt6-i-6mo e.n:tJte gJtu.po-6? 

7. - ¿ Q_u� u un u paw v edo!U..a.t? 

8.- E6CJt-<.be una V o una F en el. paJtf.ntu-<..6 que co!t!tql>ponde a cada una de 
lM .6-ig uú.n:tu a 6-<.Jtmac-<.o nu .6 eg ú.n .6 ea.n v e.Jtdade.JtM o 6ltU4.6 , !te& pecüvam en:te. 

X¡ :: 2x2 + 3x3 - x .. ' e.ntoncu el. conjun-to {X¡' X2' x-3 .. x,.} e1l Unealmen:te 
independ-<.en:te· ( 

--------------------- � --------

b) Toda ba.&e de un upac-<.o vedoJt..úl.t u un conju.n:t¡o Unea1men:te indepen-
dien-te , ( 1 

---- -------------------- T -- ------

e) Si un conjun-to B ge.ne.Jta a un upaw vec:to� W , e.ntoncu necua 
Jt-<.amen:te B u una ba.& e de W ------------+--------

dl Todo upauo vec.toJUa.f. u una va!t-<.eda.d Unea..t . r---------

el Si el. WJton.&lu:.a.no de un conjun-to de 6unc-<.onu ejó nuto, e.ntoncu cUcho 
conju.n:to u Unea..tmen:te depe.ncUen:te 

_________ _¡_ _ _ _ _ _ _ _ _ 

( 



9. ·- ¿ Q.u.é e6 u.na. -t'ta.n.ó SoJtmau6 n, y c.uándo e6 Une.a.l? 

------------------------ --------------·------------�-------------

1 O.- ¿Q.u.é e6 el. n.úcte.o de. u.na. btan.ót)oJtmac...t.ón Une.a.l? 

------------------------- --------------------------�----------------------------------- --------·--·--------4-·---------
11.- ¿Q.u.é .6on .tal.> va.toJr..M 1J ve.c.:toJr..e6 c.aJtacXVÚJ.,Üc.o.6 de u.n opell�doJt .U.ne.a.l? 

-----·--------- ·------------··----------4-·-----------

12.- Indi.c.a, v.,c.Jt..t.b..t.endo u.na. X en el. paJtén..tv.,..t..b c.oJtJte6poncUe.U:e, c.uá..te6 de. 

.tal.> .6-lgLÚe.n..tv., pJtop-Le.da.de6 de.be.n c.ump.UAI.>e. ¡xur.a. qu.e. u.na. t)u.nUón 

( • 1 • ) : V x V + a: .6 ea. u.n pJto du.c.:to -Ln..teJr.no 

Sean x,y,ze::V lj adt 

lx y) ITi 1 xJ ( 
lx xJ o ( 
(x x) < o ( 
lx +y 1 zl = 1x 1 Tilz ( 
(ax 1 y) = a(x 1 y) ( 

) 
) 

) 
) 
) 

lx 1 Til = ITi 1 xJ 
lx + Ti 1 zJ = lx 1 zJ 

ex- 1 ay) 

ex- 1 ay) 

(cxx 1 ay) 

= (ax 1 Til 
= a(x 1 y) 

= a2 (x 1 y) 

+ 

(ax 1 ay) = ex- 1 Yl ( ) lx 1 xJ > o, .6-l x1o 

13.- ¿Q.u.é e6 u.n c.onju.n:to oJt:toJ!l.OIT.ma.f.. de. ve.doJte.ó? 

(y 1 zJ 

14 .. - Rel..auona. .ta�.> .6-lgtúe.n..tv., c.o.tumna�.> v.,c.Jt-lbú_ndo e.n .tM pa.Jté.:;t:e�.>..t.l.> de. .ta. de.

Jtee.ha. .ta. .tebta. qu.e. c.oJtJt e6 po nda. pa.Jta c.o mp.te;taA c.oJtJt e.c.,tam e.n..te. .to .6 eM.nuada .6 de. 

fu c.o.twnna. úqLÚe.Jtda.. 

No-ta: Na :toda.ó .to.ó pa.Jtén..tv.,..t..b llevan .te.-Dta.. 

Sea. T: V+ V u.n ope.Jta.doJt Une.a.t. S-L u,v,we::V e.n:tonc.e� 

331 
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A) T V.:. u.n o pvw.doJt u.nilaJúo ú 

B ) T v.:. u.n o pvr.adoJt an;t,Lhe!Un� 

C) T v.:. u.n opeAadoJt he!Un-L:Uano 

(T(vl wJ - v 1 T(w)) 

(T(vJ w) (w 1 r(iJJJ 

(u 1 vl = - ¡r¡ ) 1 rC vJ J 

(T(uJ T(vJ J (u 1 vl 

(T(vJ T(wJJ 

(T(uJ 1 uJ 
-6-i.. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

(T (vJ 1 T(w) )= - (T(v) 1 T(w)) 

15.- ¿Q_u.é v.1 et á.tgebJta f..ine.a.t? 

PARTE J[J 

Zx_¡ + 3xz + 3x3 + 3x'+ 3 

2X¡ 3xz 3x3 6 

6x2 - 6x3 + 2x '+ 6 

X¡ - Xz + Bx3 = -5 

a) Ve . .t¡>_/unlm ci vaf.oJr de G yxur.a qu.e. e.e -6�.:tema d e.c.u.ac.J..onC/!J no .tenga 

,.'JOÚLC..-L6rt. 

b) De.tcJun-iM el vctf-Nr o /o�.:, \1MO Hl> de S pa/w. qw e.t �.>�.:tema de ec.Ltauo 

nc,s trns<t �Jof.u_cA.6n í1n-¿c_rt c.on X¡ = O. 

Al3 + CX = XJ) + E 



donde, 

A = [_¡ J B [o 

3 . - Ve;teJtmi..na. !;/.. el. �.>�:tema. ( Z3 , * l u un g!tupo, donde 

7L3 = { (m 1, m 2, m 3) 1 m 1, m2, m :1 E7L } y u ope!ta.c.i..ón * u:tá de i..ni..da. po!t 

(a.,b,c.) * (x,y,z) =(a + x - 2, b +y+ 2, c.+ z + 2) 

En c.a..6o de �.>e!r. (7L3 , * )  un g!tupo, ob;t�n el. i..nveMo de (:2, - 2 , -2) • 

4 .. - Ve;teJtmi..na. c.wítu de .ia�.> �.>i..gu.i..en:tu c.onjuntM �.>an �.> ub u pa.  '01.> del. upa.c.i..o 

v l?..c.;(:on--ifLt IR 2 

al {(x,yl x + y O,. x, ydR} 

b) { ( x , y) x +y 1, x, ydR} 

(�) {(x,y) 1 lJ- x2 =O, x,ydR} 
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5.- Ve;teJUni..na. �.>/.. u po�.>i..b.ie_ exp!tUa.Jt el. vec.:toJt (-3, 3, -5) c.omo una. c.ombi..na.

c./..6n Unea..i de .iM vec.:toJtU del. conjunto 

a.) A {(O, 1, 3), (1, O, 2)} 

b) B = {(1, 4, -2), (72, 3, 9)} 

6.- Sean .ia�.> upa.ci..M vec.;tot¡_,{¡;,j_u V y W gene�ta.do.6, !tUp�Uva.men:te, po!t .io.6 

c�o n j u.nto.6 de v ec.:tO!t u 

{(1, -1, O), (2, 1, 3), (-1, -2, -3)} y 

1 
{(1, 2, 1), (2, k 3), (3, 5, 4)} • 
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a.) Obtén u upa.w in.:teJt.óe.c.ú6n v n w 

b) Obtén una. bMe.rJ .ta. cüme.nói6n del. upa.w v n 

7.- Se.a.n .tol.l upaúol.l ve.c.:toJU.a1..u IR 2 y P = {a.x + b 1 a., bdR} Mb!te. u c.a.mpo 

de. .tOI.J Jt e.a..t e.6 • 

IR2 -+P, T1 (a.,b) a.bx + (b - a.) 

IR2 -+P, Tz(a.,b) (3a. - 2b)x 

8.- S e.a. :'.1 u e.6 pa.úo de. .ta.I.J ma.:tJúc.e.6 c.u.a.d!ta� de. o!td n dol.l y l.l e.a. .ta. .t'W.nl.l-
1onma.uón Un()M T : IR 3 -+ M de..Mtúd.a. po!t 

X - ZJ ' 
T(x,y,z) 

9 • - S e.a.n T : IR 2 -+ IR 2 

.tv.. que., ra.Jta. .CM bM e6 A 

ne.. que. 

pA ( <'' , .-¡ -� J 
B 

lj 
donde. A 

y S : IR 2 -+ IR 2 

{ (7, O), (7, 7)} 

dol.l ;tJ¡_a.Yll.l{;o a.uonell Une..a..tu ;ta.-

tl(T o S) 
l\ 

IJ B = { ( - , O ) , ( 2 , 1 ) } l.l e. ti e. 

dónde. M:(S) inrü.c.a f!.a ma/Al.z ai.Jocjruia o . .  S he.{;etuda. a r ba..6e.6 A del. domJ.

rú.o de. S y B del c.odmrA�nJ.o de. S . 

o.) Cbtén te maUU:.z aMu.a.da ct T )(e.{;er..J.d.a. a '-r< b 6e. 13 rlei. domJ.vU.o LJ 

A del. c.odomJ._¡;..{_(l dc. T • 
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1 O.- Sea T : IR" -+ IR" un. opvr.adoJt Un.ea.t de.{i.IÚdo poJz. 

T{x,y,z,w) {y+ z, z, O, x +y+ z) 

a) Ob.té.n. lo-6 valoJte6 y v e.ctoJte6 c.aMc.te.!e.M:Uc.o-6 del o p adoJt T . 

b) ¿Se. puede. Jte.pJte6e.nJ:aJt d opvr.adoJt T poJt un.a ma.:tlúz 1ciiagon.al? En. c.a 

.60 a6i.J1ma:Uvo , obtén. d.ic.ha. maA':Júz ciiagon.a.t. 

11.- Lo-ó va.toJte6 c.a.Jtac..te!tMtlc.0-6 de. un. opvr.adoJt Un.ea.t T: IR2 -+ IR2 Mn. -1 

y 5. .S-i un. ve.c.toJt c.a.Jtac.te!tM.t.J..c.o Moc.-lado al va.f.oJt -1 e6 (6, O), y un. ve.c.-

toJt c.a.Jtac.te!tM:Uc.o M oc.J..a.do a. 5 u ( 1, -1), obté.n. la. Jte.g.ta. de a..6-lgn.au6n. 

del opeJta.doJt T • 

1 ��.- En. et upa.c.-lo vec.toJt-<.a.e. de. lo-6 poUn.om-<.0.6 P = {a.x + b 

el. c.a.mpo de. lM Jtea.tu .6 e. de.á-[n.e. .e.a. o peJutwn. b-<.n.aJt-ia. * de. 

Jull! 

6 * 9 = 16 1 g) = } 6{0)g(O) +} 6' {O)g' (0), 

don.de. L '  = A L n dx n , 

a, bdR} l.lob!r.e. 

.6-lg u.-le.n.te. ma.n.e.-

VetetwU.n.a .6-l la. o pvr.a&:6n. bin.aJt-ia. * e6 un. pJtoduc.to in.t .n.o. 

73.- U c.on.jun.to B = {(2, O, O), (O, 2, O), [O, 1, 1)} 

c.-Ca ve.c.toJt-ia.t IR 3 

u + baJ>' deL Mpa-

1 

a.) Ca.tc.u..ta. d án.gu.lo que. 6oJtma.n. e.n.:t:Jte. /.61 lo-ó ve.c.to!r.e..ó d�. c.o n.jun.to B 

c.o n. et pJto du.c.to in.teJtn.o 

b) Ca..tc.u..ta. la. n.oJtma. de. c.a.da un.o de. lo-6 ve.ctoJtu del c.o1jttn.to B c.on. ef. 

plWduc.to -ln.teJtn.o de.á-[IÚdo e.n. el in.wo a.n.truoJt. 

c.) Ve. a.c.ueJtdo c.on. lo-6 !r.Uu.lta.do.á obte.IÚd0-6, ¿ v.. el.. c.on.J1un.to B un.a. ba,;� e. 

o.1r;ton.oJtma.f. de. IR 3 c.on. d pJtodu.c.to -in.teJtr>..o de.úJ.IÚdo e.n. d -in · o a.) ? 
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14.- En el e6 pa.uo e.ucJ..úU.ano IR 2 .6 e. de.Mne. el .6-i.gtú e. o pvr.a.doJc. lineal 

T(x,q) = (3x + lf, x + lf} 

a) Ob-tén fu Jc.e.pJc.e!.>e.Mac..Wn ma:t!úu.a.t de. T Jc.e.6el!.)_ a fu ba.óe. 

B = {(3, 7), (7, 7)} 

b) Ve. ac.ue.Jc.do c.o n fu ma.Wz ob-te.rúda. e.n el ..i.nwo Me.Jc...i.oJc., ¿M. puede. 

a6).JV11a.Jc. que. el o pe.Jc.adoJc. T e6 he.Jc.m.{.;t..{.ano? ¿PaJe. qué? 

c.) ¿ Eó T un o pvr.adoJc. he.Jc.m..i.:ti.a.no? 

Nota: Recuerda que, en E!ste tema, el término "espacio eu lidiano" alude a un 
espacio IR n con el producto escalar ordinario. 

15.- En el e6pac)_o ve.dol!.-i.a.t 11:2 .óobJc.e. 0: .óe. de.Mne. el opvr.a.doJc. Unea.l 

T : IC 2 -+ IC 2 de. fu .6-l.g túe.n-te. manvr.a. : 

T(a + b..i., c. + di} (-b + a..i., d - uJ 

Vúe.Jc.m..i.na. .ó..i. T e6 un o pe.Jc.adoJt un-Ua.túo c.o n el piLo d c.;to e6 c.a.fuJt. OJc.dina.Jc...i.o 

c.omple.jo lf, e.n c.Mo a6..i.Jc.maUvo, ob-tén fu ma:t!úz diagona.-t q e. Jc.e.pJc.e6e.n:ta. a T 

60Jrmada. paJe. lo.ó valOJc.e6 c.cVtade!Ú6Uc�0.6. 

J�fSPUfST AS 

1.- a) S = -4 

b) S 6 

[: 
o 

�] 2.- X o 
o 
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E.t -tnve!Ula de (2, -2, -2) e6 (2, -2, -2) 

4.- a) S-i e6 J.) u.b e6 paua 

b) Na e6 J.lu.b e6 paua 

c.) Na e6 J.lu.bellpaw 

r 
.J.- a) !Jo e6 paé.-tb.te 

b) S-i e6 paé.-tb.te 

6.- a) V () lV = { ( x, x, 2x) 1 xdR} 

b) Un.a bM e e6 { ( 1' 1 ' 2)} 

dhn (V () W) = 1 

7.- T 1 no e6 linea! 

8.- M(T) = {(x, O, x) 1 xdR} 

!1 

J - {- X 
1 X' yd."f\ 

9.- a) 



�138 

b) T(x,y) = (x - y, y) 

{( O, O, O, k.) 1 k. l O, k.dR } 

b) T no �.>e.. puede.. Jte..pJteAe..MM. pOJt un.a. maAJúz cü.ago 

11.- T(x,y) = (-x - 6y, 5y) 

1 Z • 
- S,[ eA tm pJto duc;to -Lnte11.rw • 

13.- a) Lo,� ve..c;toJtu de. B 6cJtman e.ntJte.. �.>,[ un ángulo d� 90° 

b) La noll.[na de c.o..da ww de. -f..o¿, v ec;toJtu de. B eA gual. a uno • 

14.- a) M(T) 
[; ;] 

b) No¡ poJtque .fa ba.!.>e. a la cual eJ.dá. Jte.6eJúila no eA MtonoJtmai.. 

c.) S-f.; T u he.r..m.i;t.J.a.no. 

1 5. - T eA u.n-ttaJt-Lo • 

[-<. o] 

o -_�.· 
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C A P 1 T U L O 1 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

a) X = k¡ 

z = kz 

tj = 2k¡ + 4kz - 5, 

Vo-6 -6 ofuc.-i.o n.eó pa!r..;Uc.u.f..a.Jr.u -60 y¡: 

X = o X = 

lj = -5 y = 

z = o , z = 

b) lj = k¡ 

z = /¿z 

w = k3 

X = 1 - 6/G¡ - 6/Gz 

X = X = -5 

y = o rJ = 1 

z = o z = o 

w = o w = o 

e_) X = 1<_ 

lj = -f¿ 

X = 0 X = -2 

y = o y = 2 

- 6/<_3, V.. /G¡, /Gz, k3 E 

339 
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2- a) X = 1 - 5k 
lj = k 
z · - 2 -13k lJ- k E IR 

b) X¡ = o, X2 = - :�, X3 = 

c.) X - 2, lj = o, z = -1, w = 

d) No üe.ne. J.Jafuc..Wn 

e.) X -· 3 5' lj = o, z = 4, w = 

& J 
1 1 1 

X¡ = 
3 x2 

= ' x3 = 
2 ' 6 

3·- Pa.Jta qu.e. no .tenga MR.uc.-i.ón, B = O 

4·- a) I VLCOmpa_t_)_bf.e. .6-i. k = 1 

b) No e.x-06.te. valofL o:.lguno de. R. E IR 
.6 ea. c.ompaüble. br.de..te.tLm-i.nado 

c.) Compatible. de..teJz.m-i.nado lJ- /2 E IR • 

5·· a = 16, b = 13, (' = o 

6-· z 1 = 3 + 4-i., Z2 = 1 + 2-i_, 

7-- a) X = y = z = o 

b) X = o 

lj = ·- !k 3 

z = b. lJ- k E IR 

c.) X = y = z = o 

d) X = -k 

lj = -k 
z - h 
w = .. 3 R. V- k E IR 

g. fL = - li k :z 

7 
J.:, = -

-2 k 

.t = R. 

4 

-13 

que. haga que. .6-Ú:>..tema 

k 1 1 



341 

9- a) V 

b) e 

1 0- eompttuoJte.ó: 2 m.Ul.on.e.ó 

M v:U.doJt e.ó : 0.5 m.Ul.on.e.ó 

V cíe. V ula.-6 : 0.25 m-0t'.to n. e.ó 

ReguladoJte.ó: mil.1.6n. 

11- 280 pe.ó0-6 

EJERCICIOS AV1C10NALES 

1- I) A IJ V 
II) e y V 

III) A 

2- a) X :: z :: o, lj :: 3, w :: -1 

b) X = o 

lj = -1 o ·- 7k 

z = - 1 6  ·- 8k 

w :: k V· k E IR 

c.) 1 o 
5 

+ k.z X = - 3 k1 

-12 
4 

kz lj :: + 3 kl -

z = k1 

w = 12.2 V- k1, k2 E: IR 

d) X = 4, lj = z = w = - 2  

3- PaJta que el -6-Wtema te.n.gct Mfu.c.J..án., a = 5 



342 

4- a) X¡ k¡ 

X2 k2 

X3 = -3k¡ - 2k2 

X4 2k¡ + k2 v- k¡' k2 E IR 

b) X = IJ = Z = o 

c.) 

z = -1 4k 

v-kE IR 

5-

v-w E IR 

x =l, y= 4, 2:=7, w = 6 

6- -Únplt e6 Ofta. 

cUóc.o 

mJ..c.Jto p.ILoc.eóadoJt 

pan.:ta.tta 

7- ( 2, -1, 3 ) 

8- X ¡ o 

x2 o 

X3 -k. 

X4 k 

$ 500 
-· $ 450 

$ 550 

$ 300 

v-kE IR 



9- a) PaJta que. el �.>.(,6.tema de e.c.uac.ionu �.>ea. c.ompa.Ub.te. de..teJtm nado, 

10-

11-

72-

1 3.-

74-

1 5-

b) PMa que. .6 ea c.ompa.Ub.t'� inde..teJtmbta.do, 1<. = 2 

c.) PaJta que. '->ea. inc.ompatif:J.te., f¿ = 2 

a) 1<. 4 

b) X = 2, tj = 1 

Se tienen do�.> �.>o.tuc.io nu; 

U YUl M A:11.uó n: X = 1 ' lj 2 

La otM.. J.>Ofuc..{_ón: X = -� 
"'' lj 4 

(( > - 2' K 1 2 

Se. tienen do'-> ,!Jo.tuuonu: 

UJI!a �.>ofuc.ión: 

Núm eJto de aiunmo.6 C.Ml 10 4 

/JúmeJto de aiumno.6 c.on 8 1 

N(¡meJW de a.l'.wnnM c.on 6 7 

NúmeJW de. afwnna'-> c.on 4 g 

La o:tJr.a M(uc..Zón: 

NúmeJto de a..itmmM eon 10 2 

NúmeJto de a.C.L(Jrl rW .6 con 8 5 

NúmeJto d e. ae.L(Jrl no .6 can 6 5 

Núm eJto de alL{ff]YLO'-> con 4 g 

3 Z, X = -2, lJ 2' 
z = w = 

d = 400 fm¡ 

.te_¡ = 3 lwtra.6 :t.ez 2 hotu:t'->, 

lj a 1 2 

1 
7. 

24 m.Zn 

y a = 2 

343 
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1 6 - P Jt-i..rn e/L o bJt f'Jto : 2' hoJta..6 

Se.gu.ndo y .te/Lc.eJt obJte/LoJ.,: 

EXAMEN VE CAPITULO 

1- So.tu.c.-<6 n. ge.n.e.Jta..t: 

X 5 = g + Xt¡ 

X2 = X 3 = Xt¡ = 0, Xs g 

X 1 = 9, X2 X3 = Xs = 0, -8 

Z- a) Pcvw. a = - z , e.t J.,_(}.¡ ;tema u -i..n.c.ompatib.te. 

PaJta todo a E: IP., · a  1 1, 

b) X = 1 - Q¡ - f¿2 

tj /:z.¡ 

z = 1<.2 

3- X¡ X2 X3 X�; = o 

4- P 11. o clu.. e t.o A 3 u. n.-<&ul e..ó 

P f[ o dLtc.to B u.rudad 

P f[O du.c.-tJ e uvJ..d.ctd 

PJtodu.c;t:o V u n.Jfiad. 

a 1 -2, el .6-{).¡tem eJ.> compat-<.b.te. de.teJt 

rr:-i.IW..do 



C A P 1 T U L O 11 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

1.- X = 1 , y = z, z = o 

2' - 11 4 6 11 8 5 

11 z -6 4 15 o 

AB o -1 o o 6 o 

7 z -10 5 4 z 

17 10 18 Z1 z 
..... 

3.- z - 3  o o 

o o o 

MN = 
z 4 o o 

o o o o 

o o o o 

4 6 o o 

9.-- e V.. hvc.m . .t.tia.na. 

V V.. a.n;t.i.hvc.milla.na. 

11. _ c.) Hn = 1[ c.o.6 n8 
-.6en. n8 

.6en. nel 
n E IN 

eo.6 neJ , 

1 z.-

13.-

14.-

Te .6u.geJL..Ún0.6 dem0.6bt.a.Jr .6u. vCLUdez poJt -<.n.du.c.u6n. ma..temá c.a. 

E.6 �po ten..te de .in.dü.e 3 

o o 

� 
o 

� E¡ 3 o Ez 

o o 1 o 
... 

[: � p = z 

-4 -5 

34 5 
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15.- 3 5 1 
- 2 2 

A .... 3 4 ... 1 

3 1 
- 2 2 

o 1 

J 
4 

16.- A�l 
lZq 3 

4 

No eXÁ.-óte �nveJt.óa pon fu 

x"+[: -4 

-� 17.-

-3 o 

18.- X 1 [ -6 (jl 
·-¡; -10 -

�. 

deJtec.ha 

Sobre el terna de "ecuaciones matriciales" te sugerirnos con-

sultar "Algebra Lineal" de E. Solar y L. Spezia�e, p á gina s 357-360 

79.- [-4 al 

-1 u 

20.- A no e.ó ontogona . ..e 

B .ó.-l e.ó Oft.to go naJ .. 

'Z 1.- e .ó.-l e.ó u.IU;t.a.túa 

V VLO e.ó u.�taJúa 
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22.- 1.- (C) 

2.- (B) 

3.- (H) 

pol[4 -J 1 �: -6l 1 � o -3 + 5J 23.- A B + e + 4 -6 
+ -;¡- z 

-36 + 5).. o 

24.- a] a = fU_ ' v- kE IR 

b -)._ 

c.. = 3 + 2).. 

d -4 

2 �;.- I 1 14, h 22, 1 3 - 36' v2 -228 

26.- a] ¡o i pcVL 

bl O; p1VL 

c..) 21; )..mpa!L 

ci) 
n(n - ¡) 

2 

27.- a ] V eJLcia dvw 

b l a11 az 2 a 3 3 a'+'+ as�; 

a 1 1 azz a 3 s a .. 3 ((S,, 

a 11 a22 (( 3 4 a'+ s as:¡ 

c..) V eJL dad elLO 

dl m = 3 11 = 5 ' 

n.- det (Al 

(La definición de det.erminante que estamos considera ndo es la que dan 

los profesores Eduardo Solar y Leda Speziale en su libro de A gebra Lineal, p� 

<gina 430) 

29.- det(B) 

30.- B =[: 
-1 

-1 

2 

o 

e 

- 1 

2 

5 
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31.- a) -22, b) -2:2 

3 2.- b) Cada u. no de. !oJ.J deteNn-i..na.IU:u va..ee. 64 

33.- a) l:a + b) 2 

b) o 

c.) -· 1 

34.� de;t(A) = 3; de;t( B) = 736 

35.- V o .twn e.n = g 8 u. n-i. dad u de.. vo.f.wne..n 

36.- b) )(2 + 
y2 - 7x - 4y = o 

3 7.- det(A) o 

3 8.- a) de-t(A) = 1 
b) de.-t(B) = -3 
c.) clet(C) = -1 

39.- b = ·- 2 

40.- det(B) 

41.- l.J-a.ciR, b= -2 

42.- a) o o � � 
o 

o 

b) adj(B) = e 

43.- a) E-1 = E [ 2 e -J b) F-1 1 - 7 1 - z 
6 -2 



c.) G- 1 
= - ZO [77-t 

3-t 

44.- 3, - 3, o 

4 5.- X2 = 1 

1.-

z.-

3.-

4 .. -

6.-

[ 4] 

a) M2 
= M 

b) N2 
= N 

3Z [ AB = 5 

- 11 

A2 1 = [ 1 

X = A 

7.- a) G' o � 
b) Gn o � 

-4 

-7-<-

-1 

M 

N 

- 36 

4 

7 

- z J 

z 

o 

n 

1 

o 

o 

-1 

o 

EJERCICIOS ADICIONALES 

u -tdempote.n-te. 

u -Ldempote.n-te. 

-Z7 9 -� Z1 -14 16 

4 - 4 o 

3 

G' o � z j 

n 
(n + 1] 

2 
n 

349 

3 � 1 

o 
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10.- Una maWz P u 

OtJta maWz P V.1 

11.- X , [�� �J 
1 z.-

r-10� 
X = �l 1;� 

13.- X , [�J 
14.-

79.-

Zl.-

X J o 

(F) 

(V) 

(V) 

(F) 

(F) 

e 
.. s;_ A = 0 "'J y 

a z z 

all bll 
a� = - o;;_-

A.--
�o 371 Un. e.j eJ11plo u: 

� � 
y 



22.- 16 

24.- 3n-l ( 3 + �l), donde Yl e;., et oJtd<>JL de fu ma.:tJúz 

26.- ( -1 ) n-1 

z·r 1 . -

2 8.-

2 9.-

30.-

1 .. -

2.-

3.-

b) (a¡ 

b) o, 

c.) o, 

1 
({3 

= 6 

1 "- < -2 

(F) 

(V) 
(F) 
(V) 

(V) 

X
. e 

3. 1) 
3. 2 )  

3. 3) 

e 

A 

e 

-

-1' 
- 1 ' 

' 

S-t n e;., paJt, de;tcJtmbta.rU:e = - 1 
S-t n e;., -trnpCUt, dr.-teJtm-tna.rU:e = 1 

ct2 ) ( b2 - b 1) 

3 

3, 3 

1 as - 1 2 o 

EXAMEN VE CAPITULO 

J 

351 
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4.- al de-tlAl = -1 

A { : 
'7 ,_ 

bl 
-2 o 

5.- w = -2 

C A P 1 T U L O 111 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

1 .- al A x A= {(a,al, (a,Bl, (B,al, (B,Bl} 

bl 
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c.) 

A X A 

dl S1; ti lj g .60 n. o p1VW.UO n.e-6 b,(.naJr}pJ.¡ 

2.- a.) s-<-

b) 633 

c.) No 

3.- a.) 9 ® 6 = 36 

1 t T => 1 ® 6 n.o .6(� puede eáedua.tt 

3 ® 3 = 18 

c.) S1 

d) No 

4.- a.) No 

b) No 

5.- a.) * M c.eNta.da. en A 

!::, no ellc.eJt!Ulda. e�n. B 

c.) (-2)*(-2) = o 
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6.-

7.-

8.-

1 o.-

11.-

S.{. 

S.{. e-6 gnu.po 

S.{. e�.> gnu.po 

a.) o 

b) 8 

e) - 2 

a.) 1 • S.{. 

z. S.{.; 

3. S.{.; 

a.beUan.o 

el. .idtn.D:c.o o n.eu.b"w e,6 

el. .in.veMo de a. e,6 c. 

el. .in.veMo de b e,6 b 

el. .in. v eM o de c. e-6 a. 

el. .in.v eM o  de u. e-6 u. 

4. No e-6 Moc..ia.:Uva 

b) No e-6 gnu.po 

1 6 . - S.{. CJ.i arUlJ.Io 

u. 

17.- b) An..UJ'.o c.onmu.ta .. tivo c.on. u.n..idad 1J ;también. dorrú. 

18.- S.{. 

1 9 • 
- a) An..UJ'.o c.o n.ma>f.J:t:Uvo c.o n. u.n..idad 

b) Si 

20.- S.{. 

21.- S.{. 

en.;teno 



2 ��.- b) s_¿ eJ.¡ fwmomoJtfJ.llmo 

24.- No 

EJERCICIOS ADICIONALES 

L- a) s_¿ 

b) s_¿ 

c.) s_¿ 

d) s_¿ 

�� Le.y c.anc.eta.Uva G 
A reftene,c.e a 3.- a) U. etemen.to U. G 

0 1 
A 

0 ecuac16n 2 • � " 20, * 1 = 1 La X EG, a.d-

m�te. má-6 de. una -6 tuu6 n 

0 Co 11mu..taUvúlad 

b) 0 

5.- s_¿ 

7.- Se. ¡xr.ede cmu,tJr.t.UJt .fa ,!l,égtú.vde. tab.ta. que_ mue/!lt'r.a que. (,0,1,2,3}, 0) 
1:>,6 cm g,'1upo cr.bcLúuw 

0 o 1 2 3 

o o 1 2 3 

1 1 2 3 o 

2 2 3 o 1 

3 :J (1 1 z 

355 
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8.- (V, #) � un gJrUpo 

9.- a) 1 
I 

b) 79 
a = 

TI 

11.- S.-l e6 glUlpo 

12.- S.-l � g!tu.po 

13.- a) EJ.I el. c.on_{u..nto vaúo, { } ¡?5 

b) gl = { 1, 2} = B 

c.) S,[ � anAJ'l.o 

1 5.- a) 1 . No 

2. "' �A-

3. _<).{_ 

4. t!o 

5. <:: , _ A_ 

b) I,'.Lng u. no u, g!tupo 

16.- S.f e.h '"lonoide. (o �� emJ.gtwpo ce n UJ1A·.dad) 

, -¡ 1 ' • - cr_) (4,4) 

h) (x,y) = (-5,3; 

79.' 



2 O.- b) El.> anM..fo c.o nmu.}:a;U_vo, pelta no e;., aru:l..to c.o n u.nJ.da.d 

e_) s-t 

d) No 

21 .. - S,[ 

23 .. - a.) H. c.eJto del. c.ampo eJ.¡: o + o ¡z-

La u.I'U.clttd del. c.ampo e;.,: + ¡z-

b) La !.>Otu.c)_6 n e6 4 + o Ir 

24.- a) X = 
-1, y 

3 
z 

b) X = z, y o 

27.- e�) S-L 

Z8.- a) 

* e a b c. 

e e a b c. 
-H'---+--

a a e c. b 

b b c. e a 

c. c. b a e 

b) s-t e6 úomo-'t¡Íl/.,mO 

29.- S-i:; tÍ e;., U. Y! homomoJt{¡ümo 

30.- a) S-i: e;., gJtu.po abet-úr.no 

b) S,[ e;., úomolt¡Íúmo 

3 il.- b) 

357 



3 5i3 

32.- 6 no 

9 .!:J. 

V., 

V., 

' r • IWtnOYI!Oftt¡-U>mC 

homomoJt6Lsmo 

33.- a �' b = a + b - 9, Yf a,b Ea) 

34.- Si eó Ls omoJt6-D�mo 

35.- a) I) tS 1".0 e.ó Á.J'l.tjec;Uva, ru:. '->urYtatje.c..U.va 

g V., b,[yec.:Uva 

II) 6 no u mOJt6Mmo 

9 J.>i V., mOJt6Mmo 

TTI) 9 v., un LsomoJt6Lsmo 

b) No 

EXAMEN VE CAPITULO 

1 • - Si v., 9!tUpo 

:Z. - Si e.b arUfto 

4.- No e,;.� LsomOJt¡)Lsmo 



C A P I T U L O IV 

EJIERCICIOS PROPUESTOS 

1 • - La pito pieda.d que. no .6 e e.ump.te e.6 

2.- :S-i: 

3.- No 

4.- No 

S.- No 

6.- No 

l.- S-i: 

8.- PoJtqu.e no M. eu.mp.te fu eeNtaduM de fu mu.l;UpUeau6 n po e.6 eafu!t 

9.- S-i: 

11 • - k = -8 

12.- al V = ( 3,- 1 J o v1 ·1· (- { ) v2 + o v-3 

b J V = ( 3, -1 J = wl + O Wz + W;¡ 

el V = ( 3,-1 J = U.l + tLz + 2 u3 

13.- a) k 1 o 

b J h o, h = 

± 

f
f 

J 4.- a) A u Une1tbnente lndepencUente 

359 



360 

1 5 • 
- A no g e.n.eJta. IR 3 

16.- a.) Un c.onju.n:to e..ó A = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (7,7,7)} 

b) Un c.onju.nJ:o e..ó B {(1,0,0), (-8,0,0), (0,1,0), (0,6,0)} 

17.- a.) Ba.6e = {(7,-3,2), (2,4,7), (7,7,7)} 

b) 3 5 11 (1,0,0) = z ( 7,-3,2 ) + 2" (2,4,7) + ( - z) (7,7,7) 

1 1 3 
(0,1,0) = - ?. (7,-3,2)- 2 (2 , 4, 1 ) + 2 (1,1,1 j 

(0,0,1) = - (7,-3,2)- 2 (2,4,7) + 5 (7,7,7) 

18.- a.) PaJta. .ta. demo.&.:tlta.c.Wn ped.úia. te �u.ge1Wno.6 expJtUaJt e1. c.onju.nJ:o V de 
.ta. �J.gtúe.n.te ma.neJta.: 

V =  {(x,y,z) 1 3x - y+ 2z = O , x,y,zdR} 
6 

V= {(x,3x + 2z,z) 1 x,z E:!R} 

-6-i..e.ndo V u.n upa.uo vec.toJU.ILt l.lObJte IR 

b ) u na. bcu e u : { ( 1 , 3 , O ) , ( o, 2 , 1 ) } y ciún V = 2 

W = { ( X , X, - X) 1 X t.!R } 

d) Una. bcue. de w M: {( 1 ,1,-1)} y cü.m w = 

6) E-t c.onju.n;to (v1,v2 1 v1,v2 E:V, v1,v2 i W} no M u.n c.onju.nto ge.neJta.-

doh. de w p01r..qu.e, p�r..ec.-i.J.,a.me.nte, v 1 y v2 no pe.Jtte.nec.p¡ a w 



19.- a) Una. ba..ó e. '� { 1 +lJ lj d.ún G: = 
b) Una. ba..ó e. e� {1 ,.¿} lj d.ún G: = 2 

20.- a) U na. ba..ó e e� {(1,0), (o ,.iJ} lj dún G:2 = 2 
b) u na. b a..ó e. le.ó {(1,0), (-i,O), (0,1), (0,-i)} 

23.- a) a1 " a2 = a3 = Cta. = o 

b) de.p encü.e.n;te. 

c.) btde.p encü.,m;te. 

d) W = Ct1V1 + et2V2 + Ct3V3 + l:la.V•+ 

e.) dep e.ncü.mte. 

25.- b) (3,-t,2) 
26.- a) 

b) 

c.) 

u na. ba..ó e. el> 

� -J L o ' o 

cUmM=2 
� -J= 3 [: 

27.-- /.. -1 

28.-- /v[A = 

B 7 
6 

J 

-� + o� J 

361 
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- ( 1 ?. ) '2.9.- (v)82 = - 3' 1, J 

30.- a.) cv-1 = 
81 ¡o,o,-:n 

b) !vl = Bz (-3,0,3) 

c.) (p) = 81 (1,1,1) 

31.- V "1 [: J laEIRI cü.mV=1 

3 2.- I) []] 

II) [IJ 

III) lA) 

IV) 0 

V) 0 

VI) ó(G) u Uneaimen.:t.e depe.ncUe.n;te y, po 1t .f.o :ta.n:tc , e1. c.o n jun-to 
G u ünea.tme.n:te depe.ncü.en.:t.e. 

34.- I) 0 

II) !]] 

III) [K) 

IV) @] 

35.- a.) L(Ac) IR 3 

b) :tJtu 



36.- ct) 1íl" ... '1 ba.ó c.: 

c.) 

3l.- a) 

dJ.m V 3 

e .J no e.�.> ww. bM e de V po!tqu.e M Unea.fuen.te depe.;l' r:!J.mt!!. 

LaJ.J n1a. t'!--Lc.e"ó M y N :U en en e.l m� m o eó paUo Jte.ng 'n 

3 8 • - a ) U na baó e.: { x 2 , x, 1} y d--Lm P = 3 

{1) Sl.; potrqu.e .todoJ.J lM vec.-toJte.-6 de H pe.Jt-tene.c.e.n al paUo ve.c..:to� 

W; ademáJ.,, c.u.alqu.l!!.!t ve.c"-to!(. de. W .6<� pu.e.de exp!te.6aJt c.omo u.na c.omb.{.nauón U-

nccct de. C.o;., vect:o!teó de. H 

g) No; p(l!r.qu.e. H u E.i.Jtea.fue.n-te de.pe.nd.{.e.n.te. 

3 9.- a) P = { ax 2 - 3a 1 a E:IR } 

b) d.i.Pi P 1, d.{.m M = 1 => .6011. �omO!tfio;., 

c.) U na bcu e eó : { ( 3, ·- 1 ) } 

d) f P ----+ V, f (a.x2 - 3a) = ( 3a, -a) 

g M- V, 

e) 13aM c!.c: P { x2 - 3} 

i:Jo.ó c. de ;\ 1 

( 3a, -a) 

363 
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Un.a. ba;.,e_ 2.1.�: {(-6" 6, 5)} y cüm S 

42.- k.= 6 

S = { ( - z' o' z ) + ( 4' o' o ) 1 z E IR } 

44.- a.) a = 3, b 6 

b) Un apoyo el> V = (-1, 0, 1) 
ü 

45.- 7 L = {(0,0,0) + (4, 1, 6)} 

46.-

47.- a.) F1 no el> '->Ltbe;.,pa.c.io de. F 

4&.- [J., V.ne..af.m ente de.pmdJ.i?J"..tc. 

49.- ul ( t) (x) lB = ( 2 J 7) 

50.- ct) :;;( x.) ·-- o 



EJERCICIOS AVICIONALES 

6.- a) No 

b) No 

í.- E! conjunto F '->� e.ó w1 e.ópaua ve.d:.oJL.(.at J.Job!tc.. u c.a.mp' K 

8.- l. e ú.vúc.o que. no .ó c. c.un;pú:. eL: 

(o + S)v = a v + S v pa!tct v = 

10.- b) A= {x2q(x) + 1 q(x) e/� w1 poU.nom-<'.o de. c.uatqui_cur ['/<ado} 

f.t ct)JOijO el> V 
C' 

11.- a) (F) 

b) (V) 

c.) (F) 

12.- el) A .6.:t Cl> .ótLb e./� pac,{,o 

b) !3 ,.)A:. C.ó '-> ctb e,� pete. le 

,., ' �-1 e .6-f e.ó .6 ctb el> pw'_i_.o 

ci) 1) no e'-> MLb e,!J po.uo 

·r 3 - ct) f.. v_o C..6 .6 tlb eó pac.-Lo 

b) 5 J..J (:,6 6 u..b e..ó po.c..-<.c 

c.) e J.¡..{. <:>� �.;ubb.s¡•·o.u�c 

ci) V .61 C-6 2 u. b e¿) rc.c""� e 

365 
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1 4 • - E.t eo n j un;l�o A no u -6 ub e-6 pac.J.o 

U c. o Yl. junto B -6 -f u J.> ub u pa.c-W 

16.- a) A no e:.6 J.>ube;.� pauo 

b) B no e;., J.>ubv.spauo 

el e J.>.{. e;., 1>ubv.1pauo 

17.- S.{. e-6 un J.>u.bupac.J...o vedo!Úat de F 

e) e no e:.6 -6 ub e;.� pauo 

21.- a) A no eJ.> J.>ube.-ópauo 

b) B no eJ.> .&ube.-ópauo 

22.- b) (iún A= 10, clún B = 6 

23.- b) cLún W 2 

26.-
1 . 

f3 1 "2 

2 7.- Una ba:.6 e u { ( 1, O, O), (O, 1, O), (O, O, 1) } 



28.- b) Noj poJtque_ el c..on.jun:tfl N no pu.e.de. .6 eJt Unmme.n.te. i 'l.de.pe.ncü.e.J'l.-te. ya 

que. dJ.m B3 3 

Z 9.- a) A e..6 u:nealme.rU:e. de.pe.ncü.e.Y!Xe. 

b) B e..6 u:ne.a.bnente. in.de.pe.ncü.e.Y!Xe. 

13 = {(x,,y) IJ = x - 3} 

e= {(x,y) y= - x} 

b l Sólo e e..6 U.H .6ubCY5pac.i..o de. m 2 

c.¡ u vra. ba.!J 1:>. de. e e..6, B = { ( 1 , -1 J } y cU.m e 

31 .. - a.) A n !3 ,= {(a,b,a+b) 1 a,b dR} 

b J d.i..m (A n B J = z y wz.a ba.6 e. de A n B e..6 : { ( 1 , o , 1 J , ( o , 1 , 1 ) } 

3 Z .. - a) Una 1Ja.6 e. e..6 [¡] [!]. [¡] 
b) x/1, xi-Z 

y d.únV= 3 

e 1 v o [JJ o 3 [_U + 1-11 [-¡] + O L ¡] 

ci) X = 0 

e.) (7,-5,-Z) 

367 
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3 5. - b) LM c.oMd er.adM del v e<c.to n {a • b ) e.n Ra bM '· �ndenada B M 11' 

ex 1 
a y1 (ax2 - bx¡) 

X¡ Xl(X.21Jl --=---xl iJ2 J ' 

36.- b) U n.a baJ.>e. del. eJ.J pac.J..o A eJ.J: 

IJ, po!t .f..o �taYIXo , cUm A = 3 

37.- b) Un.abcue eJ.J: {1, 3x.2-78x.} y cümW= 2 

38.- X. - lJ + z o 

X. - 3y - w o 

39.- a) Una balle de ll eJ.J el. c.onjw'L-to B = { ( 12,-1 ,3) 

PoJt .e..o .:ta.YIXo, cUm V = 7 

b ) W = { ( a, 3 b, b- 4a ) J a, b E:IR } 

c.) No; ball.:ta. obi.>M.vaJt que cUm V 1 cUm W 

4 O.- a) Et c.o njuYIXo E �.>,[ eJ.J u.na ba�.> e de F 

·-

b) Escalares que ha.c.en poM.b.f..r¿ ex.p!tV>aJt a v c.omo ul"..o corrl.t(naufn L.-:-

ne.al de .f..01.> vec.:t.:oJteJ.J 3, x.+8, x.-7 I.>On 

f6 O] [-7 � [2 ol 
Lo 6J, o -u. o -d 

ya que en-tonc.eA: 

·¡¡ = - 3 X. + 7 2 = [
6 01 ( .3 J + [ 7 � 
o 6J o - J r2 

OJ 

(x.+8) + (x-1) 
o ··2 



V= -lx + 11 = [: J L3 ( 3) + 
12 o 

41.- a} IC _:J.� JI cümV=2 

OJ (x+8) + fa 
-3J � 

J lx-11 

L J 1 L6 1J 1 r 7J b) = - 12- (a-6b) + IT (a+6b) . 
O -a O 6 O -6 

e;tc.. 

c.) Sf., poJr..qu.e. G u Une.a.R.me.n:te. -i..nde.pe.nd.,[en:te. lJ ge.nrz.a. e.t upauo V 

e.) e 
6l � 

_J ; cüm w = 1 

1 = - J_ {6 

12 o -a J 1 L +ITa 
O _J 

g) No; pOJr..qu.e. .to.6 ve.aoJr..U de. G no peJLte.ne.c.e.n al upauo W 

h) o] = - !_ a r- 8 
- a 

8 L O 
a] 

7 Lo + -a o 8 o 
-<..) No, poJr..qu.e. lo.6 ve.c.:toJr..e.-6 de. H no peJLte.ne.c.en a W 

j) 

[-7 � [68 al 
o 1J ' o - 68J ; 

obr..o u rz � [ 6 ot [-14 � 
l_o -� ' o 6J ' o 1 � e;tc.. 

4Z.- b) Una bMe. de M u 1 p 01 ro q JO al 
Lo qJ , G oj , lJ d 
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poJt .to :t.a.n;to , d.im M = 3 

c.ampo. 

Jta.: 

c.) M y B3 .60n- de .la m-Urna. cüme.n�.>.Wn y u.tán deMfido-6 MbJte el. m-i.ómo 

Una t(unc..Wn b-iyed:-iva f : M -+ 83 u.tá defi-.[n-ida df la -6-igu.-iente mane-

y, uta üunc�-Zón M.till-Qac.e .tM c.ond-iuonu de -i.óomoJt6-i.ómo 
iÚaieó: 

vec;to-

43.- a) G J � (a+b) � :] + a� J + O� :] + o � J 
T amb-ié.n .6 e puede eó c.Jt-ZbVr., e.ntJte otlt..aJ.¡, de la -6-ig�ente maneJta: 

c.) (v)A = (?.,Z} 

44.·- a) {{a+b-i, b+a-Z) / a,bdR} 

b) { (1 , .,() , (-i, 1 )} 
V.{mel�-6-i6n f.gua.R_ Gl Z 



4:5.-

46.-

4 7.-

c.) Con IR 2 

b) (vJ B 
= 

(-4,-3) 

c.) 

d) 

Con IRz 

[ 
B 1 

M = e 
� {- - � 

a) v n w = { ( 7/G, o, 

b l {(7,0,7)} 

A [J M = - 2 
B 

0 

o 
o 

-1 

J' cUm 

-u o , 

1�) 1 � dR} 

v n w 
= 

o 1 o - 2 
MB = 

o o -1 
A 1 -1 -:r o 

48.- Como G ,u., u..n .6u..bv..pa.c.J.o de. F , entonc.V.. G e6 .tamb 'é.n u..na vaJL,(,edad 

J:.,[neal 

49.- Uní?J{i.me11...te. de.pe.ncüe.nfr. 

5i 1 • -

al 

S ( x) g(x) 

-1 

� _ ___J_,�I---·- X 

1 1 ,. X 

-1 
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b ) WJto Yl!.J !Uarw = W ( x) = O 

c.) L-tVl.eai.men;te -tndepe.nd.lentu 

5?..- E.6 Une .. almente -tnde.penrii..e.n;te 

EXAMEN VE CAPITULO 

1.- ct) A no eó .6 u.b u pa.U.o 

b) B no eó .6 u.b u y:.u U.o 

c.) e .6 _{_ e.ó .6 u.b eJ.¡ p1.c.-to 

2'.- V 

F 

V 

V 

V 

3.- Son ge.neJta.doJtu loJ.J c.onju.ntoJ.J 

{(3,0,-3), (-16,0,16), (0,0,0)}, {(3,0,-3), (16,0,- 6)}, 

{(-4,0, 4)} y {(0,0,0), (1,0,-1)} 

4.- v = (0,4,1) 

5. - a) -tndepencüentu 

b) Una baJ.J�� u :  {(-Z,-7,7)} 

6.- a) 

La d.i..m e.Yl!.J-t6 n de...t: u pauo Mlu.u6 n u uno 

4 
a 

Z4 l 1 a., b dR 
- y a + - y j 



C A P 1 T U L O V 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

1.- al tJo 

bl No 

c.) S J. 

di No 

el No 

ni No 

g) S J. 

z.- La llegta de_ a;.,-tgn.a.u6n. v.1 T( x, y) 

mau6 n. Un.eiLf_ 

4.-
,Y 

lj = X 

/ S 

/ 
_____.,_ 

---JL_ ·----�X 

5.- H el> Une.aJ.: 

7.- a) T(x,ul (x., -y, x. + Zy] 

b) S(x.,ul =, (2x - y, x +y) 

8.- a) T(1, O, ·-3)" (2, -6,, -2) 

lj 

b) No, pO!l.qu.e. (;1, -2, 1), (3, -4, -1) lJ (1, O, -3) 
d e.p en.cU en.t�5 

373 
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1 O • - A ) El tu�c�o/t.JÚdo de T e6 el. c.o n j u.n:to 

B) U n.úcl.ea de T e;., u c.onju.M:o 

CO, k, - b.) 1 RdU 

C) U domi!U.o de. T e6 u c. o n j u.n.:to 

{(k¡. Rz, /¿3) 1 k1, kz, k3dR} 

11.- I) U mícJ..ea de T e6 N(T) CO} !J u Jr.ec.o!t.JÚ o 

II) U ncí.(�iea de T e/ N(T) V U u Jr.ec.o!t.JÚdo de 

12.- a) N(T) 1- .¡. k, + k, k 1 1 kdR l 
Una bcwe del núcJ..ea e6 {(-7, 1, 3)} lJ iÜm N(T) = 1 

T(IR3) = {(x, lj, lJ- x) x,ydR 

de T 

T e6 

Una bcwe. del fU?..COM..i..do C6 {(7, 0, -1), (0, 1, 7)} y Jún T(IR3) 
b ) N ( T) = { ( O, O, c.) J c.dR } 

Una bcw e. del. núc.tea C6 { (O, O, 1 J } lJ dún N ( T) = 1 

T(IR3) {ax2 + bx +(a - b) 1 arbdR} 

Una. ba.b e. del. Jr. cc.otr.Jr.ido C6 { x2 + 1, x - 1} !) d.im T (IR 3) = 2 

1.3.- a) Codorrúnio = 1J 

Núeien .� (T) ·l [: J 1 e, cldR 

e6 I(V) = V 

T(V) {0�} 



c.) 

Rec.ofUÚdo = T(MJ 

[-7 ' 1 

17.- a) EJ.> -tnyec.:tlva lj J.>upJta.yec.:Uva 

dún N(T) = 2 

b) EJ.> -tnyee.:U.va peJW no M .6up�tayec.:Uva 

c.) No M -tnyec.;t[va n-<- .6u.p!Layec.:U.va 

18 .. - a.) M � . -:] 
� 

o 

� b) 1 

o 

19.- T(x,y,z) = (x + 4y, y- x, 2x - 2y + z, y- z) 

dún T( IR 3) = 3, 

20.- M!!sJ e 
27.- a) (4, -5, 6) 

b) (y, 4x - y + 

dún N(T) o 

J, MB(S) 
E [: 

3 z, x - 5y - 5z) 

-6 

o 

��
- J 

-:] -1 
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24.- a.) 

b) 

c.) 

d) 

e) 

6) 

25.- a.) 

b) 

28.- T 

S 

a.) 

b) 

c.) 

G ° F A+A 

G o H e + A 

H ° F, no �e puede e�ectua� 

S o F A+ e 

T o Fl, no .6 ,e_ puede e6 ec� 

H o T o G : B + B 

(so �n (x,yJ = (-x - 3y, X - 2y) 

(RoS)(x,y,z) = (-y+ 2z, X - y + 

T o S, no ;., e puede e6 e.ctuM 

(S o T) (x,y,z) = ( 2y + z, O) 

(Ro S o T)(x,y,z) = (2y + z, o, O) 

e6.tá de6J_rU.da. pM T(x,y) (-y,x) 

e�.tá de6J_rúda. po� S(x,y) (x, -y) 

(T+S)(1, 1 ) = (o, O) 

(T + S) (x,y) (x - y, X - y) 

(x, 2x + y) 

z, -2x + 2t - 2z) 

30.- al M�ISI • [� -3 

1/2 
o 

b) (S o T) (a.x2 + bx + c.) = -a.x2 + (Za. - b)x + (36 � �1 



33.-

35.-

a) - 1 ( 3x - Zy, IJ - x) T (x, y) = 

b) Na exúte T- 1 

c.) 
- 1 T (x,y,z) = (X, lj - X, 

T(ax2 + b) (a + b)x2 + b 

a) T(x,y) = (x, X + y,, y) 

b) T(x,y,z) = ( 3x - y + z, 

z -

x) 

y) 

36.- T-¡ 

(� J) (b - a)x + a 

38.- a) M �� eó invaniant� 

b) N n.o eó ,i_n val!)_a n.t �� 

c.) p -�� eó ,i_nval!)_an;te_ 

40.- a = -1, b= Z 

4'2.- A¡ -1' rv- } , A¡ 
{ ( h, o, 

4, {- 1 { ( 
z 

Az vAz' 3 f.:, 

?, CvA3} 
{ ( 

1 
�- 3 .. , = -z- h., 

O) 

h., 

h, 

4 5.- a.) Pcuw. T(fl (x)) d 
(¡(x) cTY 

1 k 1 o, 

kj h. 1 

O) 1 f¿ 1 

377 
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e_2X ¿,J.. u V e.c.:tofl C.aJI.JJ.c.:te.flJ.¿,;Uc.o de. 

c.o z 

x2 - 1 no u 

3x ¿,J.. u 

Uc.o 

v e.c.:to fl c.a.fla.c.Xe.flJ.¿, Uc.o 

V e.c.:tM ca.Jr..a.c.;te.flJ.¿, t. (c.o 

ln 3 

b) PaML T( ó (x)) - J
x 

6 (:t) d:t 

¿, e.n x no u v e.c.:to fl c.Ma.c.:te.flJ.¿, Uc.o 

e.2X ¿,J.. u v e.c.Xofl c.a.fla. c.,te.flJ.¿, tic. o 
Uc.o 

1 
2 

x2 
- 1 YlO r.l> v e.c.:to fl c.a.fla. c.X e.fl1..¿, tic. o 

3x ¿,J.. u V e.C.Ú!fl c.Ma.c.Xe.flJ..¿, tic.o 
Uc.o 

1 
tn 3 

47.- A¡ = Az = Z, 

E(A¡) = f(Az) = {(IG, O, O) 1 !G dR} 

1 1 
{ ( - 2 !G, ·· z R, k_) 1 12 sIR} 

{(··7, -1, 2)} y cLi.m f(A3) 

49.- 8 O, TI, ZTI, 3TI, 4TI, • • •  

EJ.> de.w, e n TI , n siN U {0} 

de. 

de. 

de. 

de. 

de. 

de. 

1<2 1 o' 

T ' Moc.<.a.do u V UOfl ca.Jr..a.c.X e.fl1..¿, ;U 

T 

T ' M O ua.df a.f va.fOfl c.a.fla.cXeJÚ..ó-

T 

T Moc..-lad u va.fM c.a.Mc.Xe!Ú.ó-

T 

T , a..6oc..-lad al va.lofl cafla.c.Xe.flJ.¿,-



379 

B 52.- M (T) 
B 

[�z z 

z 
-6 

1�� 
_;J 

53.-- a) 

b) 

-9 

I) )q -3' A2 z, A3 3 

II) Al = 1' A2 = A3 = 3 

III) S6to :Uene un vatoJr. caJr.ae;teJÚ).);Uc.o A = 3f5 

I) Como 

[3 V(T) = � 

A¡ 1 A2 

o 

z 

o 

1 A3 , en-to nc. e6 T eó dútgotuzable 

3
00� : 

J 
' {(-7, o, 71, (4, o, 11. {19, 3, 8)) 

II) T .óÁ_ e6 cUagorta.üzabte 

V(TJ � � 
III) Como T 

o 
3 
o 

IR 3 
-+ IR 3 

{(1, -1, 7}, 

tj 

( z' o' j7 ) ' ( -7' 1' o)} 

enton u no .óe puede rü_a-

54.- T(ax2 + bx + c.) -ax2 - Zbx + (5a - 4b + Zc.) 

k� llz 1 i O, h2 i O, -kJ 
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1.-

2.-

3.-

[1 
b) V "' � 

o 

2 

o 

o 

o 

EJERCICIOS ADICIONALES 

a) No e6 LLnea.l 

b) S.<. e6 Unea.l 

c.) S..[ e6 Unea.l 

d} S.<. e6 Unea.l 

a} T(x,y} -· (X C.0-6 e - y .6e.n e, x .6e.n e + y c.o-6 e J 

b) T e6 Unea.l 

b} J..(1 + J.. } = -1 + J.. j J..(3- U) 

1m 
+ .L 

---Re 

c.) J.. (a, b ) "' ( - b, a) , l.J- (a, b ) dR 2 

d) S.<. 

2 + 3-i.. 

m 

3 - 2J 



4.- a) a = b = e = d = O 

b) a = -3, b = 3, e = 0,, d = 1 

c.) No 

5.- a) 

b) 

6 .. - a) T�ax2 + bx + c.) = 

b) T ( [: J) � 
7 .. - al No ell Une.al 

b) Si. ell .Une.al 

S 
-----

(b - a) x2 + c. 

(a, a - b, 2a + b) 

381 
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9.- a) T(x,y, z) = (x + y, x - y, 2z, z) 

b) No e6 po-6-tb.te obten.eJt fu Jte.gfu de fu tftan.-6 6oJUn9uón S poJtque ü c.o� 

.fu.nto G eó Une.a..bnente. depend-tente 

10.- a) /.!u.ttipüc.aA pO!t -[2 equ..-tva.te a una Jto-ta.Uón. del 780° en .óentido an- _ 

:üho twJt-to 

hOJtaJt-to 

b) 

Mul.tipüc.a.Jt pO!t -[3 equ-tva.te a una Jto-ta.uón. de. 270° en .óenü.do an.;t{ 

S,[ .6 e pueden. c.o n,�;.deJt.M c.omo o peJr..a.doJtu 

i�� m2 
-+ IR 2 de6búda pOJt _¿2(x,y) 

·'1 
,(.· : IR2 

-+ IR 2 deMn.{da pO!r. _¿3(x,y) ( lj' - ) 

1 7 • - a) !, (x) no e..ó Uv�.e.a.t 

h ( x) no e6 Une..aJ'. 

b) NÍA) = {O} 

d-tm N(g) = O, 

12.- b) N(r) {tÍ (x) 1 6 ( x) 

73.- a) ( 2 + 3..[, 3 + U) 

b) I) T no e..ó Lí..ne.a.J:. 

c.) N(r) = {0} ; T(IJ:) 

Una bC!...óe del Jte.c.c!UU..do 

d{Jn g(IR) 

ax 
c. e 

II) T 

{lz,üJ 1 

e..ó { (1' 

a, c.dR} 

.6-l e6 Une.a..t 

zd: } 

;¡' ( --<-, - 7)} 

Pch J'o .ta.n..to' évÜn T( a:) = 2 lj dDn N(T) = 

74.- L� ) N(T) -· { ri (x) 1 tí(x) = O} = {O} 

d-trn N(T) 

o 



75i.- a.) S..t eó bj_ye.cA:iva., eó de.cht, T eó un..WomoJtá..Wmo 

b l T eJ.> A.'.nye.c.-Uva. pe.Jto no eJ.> .óupJta.ye.mva., poJt -to ;ta 
úomoJr.áúmo 

16.- La. tfLa.Yl.ótÍOfuna.ci6n Unea)�. T no eJ.> inye.ruva. poJtque. 

PoJt e.j empi.o: 

La. .tJw.Yl-6 6 o lUna. ció n Une.ai. T .6..t e..6 .óupJr.a.y e.ruva. poJr.q u e. 

�gua.i. a.i. eodom,{_n{o 

¡g .-

do.6 

[ 1 

3 � - z z o 

a.) � � -� 

b] 

[_: -1 

z 
-5 
11 

-r 

o 
z 

-3 

383 

T no e..6 un 

[: :] 
Jr.e.eoflfL.,{_do e..6 

Como el Jr.a.ngo de. fa ma.:t!U.z eó do.ó, e.n:tonee!.> fu cüm�,{_ón de.i. Jte.eofLJ¡_,{_-

d.o eó do.ó 

19.- a.) T(x2 + Z) = Zx -

b) T(a.x2 + bx + e) = -bx2 
+ Za.x + (a. - e) 
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zo.- a.) rcv-2 - vd 
- -

= V¡ - v2 

b) [: J 

ü 
-1 o 

�] z 7.- a.) M: (T) o o 
= o o o -7 

b) ex = -z, S = 3 

c.) iÜJn T(M) = z 
ZZ.- [nvQA "(o. 2J ) 
Z3.- a.) e -J . o -z -7 -z 

7 o o 3 
b) 2 z o o 1 o o o o 7 

'24.- a.) T(x,y) = -2 , -2-., Zx + y 
( X -·_jf_ X - lj ) 

b J UM ba..& e e e.& { (1, 7, 7 J , (o, 7, o J , (- 7 , -7 , z J } 

o�tJr.a. e.& { ( 7, 1, 1 ) , (O, 1, 1 ) , (-1, - 1, Z) } 

Z5.- a.) T(3) = Zx2 + 1 

b) T(x + 7) + T(3l = 3x2 + 3x + Z 

c.) (S o T) (a.x + b) = a.x + b 

d) (T o Sl (a.x2 + bx + c.) = a.x2 + (6c. - 3a.) x + c. 



�'6.- a) (T +S) (3x2 - 2x + 1) [¡ Ol 
o :z-:_j 

= [b -
o 

3c. 
6a _

o .,J bj U(ax2 + bx + c.) 
L � 

V.- H(x.,yj l:-2x., 3x. - y) 

�19.- H(ax + b) -- [a.· +0{- b 

30.- a) [: :] 

[z: if
- j b) 

y w - z 
G� 

z -

:] c.) 
z X -

3il.- T-1(ax.2 + bx. + c.)= ax2 + (b- 2a)x + (2a - b + c.) 

que. :tamb.U.Yl .6e. puede. ei>CJU.bDr. c.omo 

T-1 ( 6) = tí - 6' + 6" , lJ- 6 E P 

:12.- a) S u -tn.veJLM úqui.vr.da de. T pMque. (S o T)(x,u) = (x,y) 

b) S no u -tnveJr..6a dvr.e.c.ha de. r pOJr.que. (ToS) (x,y z) f (x,y,z) 

d) No 

33.- b) S.f., 

�) Amba-6 -<'Jo n de. oJr.de.Yt 2 x '2 

385 
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3 4.- [¿, u:neal.m e..n-te. -tndepe.ncüe..n-te. 

35.- a) (T + S) (x,y,z) = (x - y+ z, z, -x + 6y + z) 

b) [' � 
-1 

-1 

o 

6 

e) R = 3T + (-6)S 

i] 
7 

7 

36.- a) {Tdx,y) = (x,O), T2(x,y) = (O,x), T3(x,y) = (y,r), L,(x,y) 

b J S(x,y) = 3(x,Ol + O(O,xl + (-7)(y,O) + Z(O,y) 

37.- a) Una baJ.Je. u {T¡( x, y) = x, T2(x,yl =y} 

cLún !/! (IR 2, IR 1) = Z 

bl S(x,y) = 6T1(x,yJ + OT 2 (X, y) 

c.) G( x, !f) -4y 

dl H(x,yl = -Zx 

ü 
o o 

ü 38.- a) MB (Hl = 
3 o 

B o 3 
o o 

b J H2(T(x,y)) = (H o Hl (T(x,yj) 9T(x,r¡) 

39.- al EJ.J Uneal_m ente. .Lnd e.p e.ncü e..n-te. 

b) La tnanJ.Jóokmae-t6n S ¿,.{_ peAte.ne.c.e. a.t upauo g Vtado po!t 

{T 1' T2, T 3' T..} poJrque. OT1 + Tz + (-Z) T 3 + T., = S . 

40.- al S.{. u -tnvcuz....ú:tnú� 

b) N e u .i.nv cuu.a n;tr¿ 

(o' y)} 
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e�) Si. e!.l .. {Jtva..tu:an.te 

42'.- a) Si. e!.l ,{Jtva..tu:an.te 

b) Si. u -ln v a..tu:an.te 

(�) No u -ln v a..tu:an.te 

[ 
-4 -u 43.- M3 = 2M2 - 3M + 61 = 3 o 

3 5 

u 
-3 

-u Ar 1 1 (M2 - 2M + 31) 1 o - 6 6 
3 

46 .. - )q Az = 1 ,, ), 3 = 2 

lk J k dR 1 {v>-1} k. f o, 
o 

4k. ZJ 
1 k. f o, {v>-3} k. dR 

L. 
O 

48.- A¡ 16, Az 

A= [: 
-2 

-� 49.- a) 6 
-2 5 

b) A 1 = 3, Az = 6, A3 = 9 

2 2 2 
Q) 3x' + 6y' + 9z' .. 18 = o 

d) Volumen = Z4n u.n..i.clad e!.l de. voR.umen 

50.- al SobJte.amo!Ltigua.da 
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b) SubamMUguada 

52.- a) bdAl = 6, det(A) 11 

b) p(),) = A.2 - 6A. + 11 

d) A.¡ = 3 + 12 -i, Az =3- /2_¿ 

e) bt(B) = o, de.;t(B) = -60 

53"- No e.xJ..óten; u de.w(, .ea :llr.a.n6 t}ollmae-Wn Unea.t no uLe. vai.oJz.e.6 caJW.de.
W�ÜC.o.ó y, poJt lo tanto., tampoe.o ve.e.toJz.U c.aJr.a.d�Ue.o.& r· 

b) 

Lo.& v e.e.toJz.u e.a.Me.t�Uc.o.& ct6oe.-iado.& a lo.& 
Jz.e-<1 pe.e.Uvame.nte., 

{(-ilz, kl 1 k 1 o, 1 k e:O 

U-�e k., k. l 1 k. 1 o, k. e: a:} 

54.- a) {(- i k., k.). 1 k. 1 O, k e: IR} 

{( O, k) 1 k. 1 O, k. dR } 

e.) Ayu .. da pMa .ea M.fue-Wn de. ute. -inwo: 

.&on, 

Ob.& é1l.vu e que. la matlt,(z MorUa.da a la br.an6 6aJz.ma¡wn Uneal. s .& e 

puede. ue.Jz.,(bJ.Jr de. .fu .6-igu-i1ente. mane.Jta: 
l 

M(S) e 
ten-iendo pJz.U e..n.te. qu.e IJ = e.o-6 3 O 0 y que. f = .6 en 3 O o 

(Ee . .tee.toJt pod.Jtá. daMe. e.ue.n.t..a que., ade.má.-6 de. obte.fe.Jt una MtaeúSn de. 

l 



30° al. a.p¿ic.aJL ei. opeJLa.doJt S , .&e. obtiene. u.n a.wne.n:to de. c.ua.vjo vec.u la. .ton

gJ .. tud del. vec.-toJt) 

55.- a) ).1 = 1, 

ni Se pJtv.>eJLva. la CÜJte.c.eÁ.6n de. lo.& ve.c.:toJtU 

g 1 Son oJt:to go naiu en:bt12. .&1 

61 • - A no u f.l-éJrtili!t a. B 

62.- b) {(-k, O, k) 1 k f O, k dR} 

389 
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a + c. 

J a -b- e. 

64.- a) V = [; J. p = [: J 
bl V " [� o 

_;J. [: 
o 

-
7] 4 p = 

o 15 

65.- S-i. e.ó cü.a.go na.Uzab.te 

V" u 
o 

�] o 

o 

Una. bcue a .ta c.ua.t u:tá. Jte6VU.do.. V e.ó 

{(2, o, 7), (0, 1, O), ( 1, o, -2) } 

66.- No u cü.a.g o naUzab.t e 

6 7.- S-i. ¿¡e puede 'tepJtu enta.Jt polt una. ma.:ttúz cü.a.go na..t. 11ic.ha ma.:ttúz u 

o 

{ ( 1, -2, - 3), (- 3 + 4-i, 1 
-

3-<., 5) , (- 3 - 4-i, 1 + 3t, 5) } 

obterU.da. c.on vec.toJtu c.aJtac.t�Uc.o¿¡ -<.ndepencüentu de. 

1 
2 1 

-1 
1 

1 
1 

r 
:t.a..t q u. e. 



� o 01 [� o fJ -1 2 Q_-1MIT2lQ_ = (� M(T¡)Q_ = o tj 2 

o 3 o 

G 6 ¡� b) M(T1)M(T2) 4 O = MIT2)M(T¡) 

8 12 

c.) (T1 o T2)(x,y,z) (2x + 6y + 10z, 4y, By+ 12z) (T2 o T¡)(x,y,z) 

EXAMEN VE CAPITULO 

Una ba.6e de N(T) e-6 {[7, O, 1), (O, 1, O)} 

2. - T ( x, y) 

3.- b) 

391 



392 

4.- a) A1 = A2 2 

{vA 1 } = {vA 2 } = { kx 2 1 k. 1 O, k.dR } 

{vA3} { i kx2 + hx - 2k 1 k 1 O, k.dR} 

6 {vA 3 } = { kx 2 + 2 kx - 4 k. 1 k 1 O, k.dR } 

b) Na e.ó P.0-6-ib-te. ob-te.neJL una ma-Vúz rüagona..t MocA.. da a T 

1.- a) 

b) 

C A P 1 T U l O VI 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

No e.ó pJtodu.c.;to .[rt-teJtno poJtque. no c.ump.te. c.on :t!tu c.oncücione.& 

No u p!toduc.;to �crt-teJLno po!tc¡ue. no c.ump.te. c.on do.6 6ncüuone.ó 

c.) S.{: e.ó pito duc.;to lrt-teJtno 

d) No 12..6 pJtoduc.;to -i..YI-teJtno po!tque. no c.ump.te. c.on una toncüc.ió'n 

el Si. 12-ó p!toduc.;to -i..YI-teJtno 

3.- b) S= {(x,q,O) 1 x,qdR} 

6.- No c.ump.l�e. (X' 1 x) > O , V. xdR 2 



7.- a) -4 + 20,(. 

bl x = ((8 - 4k.z.) + 4k.¡i, k.1 + k.z-0 , 

6 x ., ( 8 + 4ik., k.l , k.t:[ 

8.- No c.ump.te. que.: u 6 1 O ;> ( 6 1 6l > O 

q.- al ( 6 1 6:1 = � 

1 J.- al No c.ump.te. una. concüc.i..6n 

72.-

14.-

b 1 Ningu.na. concU.e.Wn deja de. c.umptbt ( e.6 ptwducto ..i.nt,no l 
c. 1 No c.um¡pl e do .6 co ndl.c.<..o nu 

di No c.ump.te. :tlte.6 c.ond).uon€..6 

al 12 

bl .¡=¡ 

c.) 18 

al 11 v 11 9 

-4 
b l e = ang C.0.6 --

31f1 

i16.- o < k.< 1 

2 2. 
;18,- a) S= {l[x1, x2) 1 x1 + Zx1x2 + Zx2 « 1, x1,xz.dR} 

b 1 No lo e.6 

c. 1 E.6 a na e.Up-6 e. 
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20.- S = O lj S = -·2 

22.- [ _; -: J lj [ -: :] 
24.- 11 Óo 11 = 1 ' 11 Ó2n-1 11 11 Ó2n 11 

26.- S= { (x, x, x) 1 xdR} 

21.- {(2, 2, 1 } ,  (O, 2, -1), (2, -4, -2)} 

2 8.- { 1' /72 ( ;t - { ) ' 1180 ( :t2 - ;t + i ) } 

29.- a) No 

b) 
1 

In ( 
1 • 

-- (1, O), v2 z--<-, 
12 

--
30.- V = ( 1 ,, -2' 1 ) ' u. = ( - 2, -2' -2)' 

EYL:to nc.1U> : B1 { ( 1 , o, -1 ) ' ( 1 , -2' 

B2 = { ( 1' o, - 1 ) ,  ( 1, � 2' 

31.- a) No {').¡ heJun-{;Uano (J.Jhné_.:óúc.o) 

b) S.t M he.tLm-iUano ( J.JhnUJúc.o) 

34.- S-<: M heJun;;ti..ano 

-

w = 

1 ) ' 

1 ) , 

/í[ 
--z 

(9, 6, 1 j 

(- 2' -2' ) } 

(9, 6, 1 ) } 

/ 
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38.- e.) Ve. be. h eJl una. bM e. otdo rwJr.mal. c.o n u ptw duc;to ,[n;teJlno tte.ó pec..;to al. c.u.a.t 
el o pe)tadott e.ó Ú.JJJ�;tJ¡J_c.o; o b,[e.n, una. bctó e. otttogonal. c.u.lja-6 ve.c.{:otte.ó .te.nga.n .ta. 
m.{;., ma no fUria. 

39.- e) 

4 i · - b ) La !Le.pf! (')., eYvtitc..{fi Yl. d,[ago nal. de_ T e.ó : [ 3 
O J O -Z 

LJ fu bah e pc.cü.da e.ó ( 2, 1 l , ( 1 , - Z l 1 
15 15 

4 2 . - Si. e.ó un,[ tatr.,[{) ( Mt.to g o l1.lLt ) • 

44.- b) 

2 
13 16 

1 
13 

1 
16 

1 
12 

o 

45.- c.) La ma.tJúz ahodada a S e.ó 

C.0-6 

! [-
1T 

.6 en -3 

LJ fu bah e. e.ó B = {( 1 , O ) , ( O , 1 ) } 

MB(T) [1 o] 
B 0 - 1 
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EJERCICIOS ADICIONALES 

1 .- a) a 4 

b) b > 76 

7.- a) No u ptwdu.ao -Ln;tvr.no 

b ) S-i: u piLO due-to in;tvr.no 

d) No u pJtoduc.to in;tvr.no 

8.- a) No u ptwdu.ao .,[n;tvr.no. No lle. c.u.mp-te.n tltcll c.on uonu 

b ) Si. u plto due-to ,¿n;tvr.no 

c.) Si. u pJtodu.ao .Wvr.no 

9.- a) (6 g) 60 

10.- a) (6 1 g) = 1Ze.
-1 

- 6; 

1 1  • - No u un piLO duc.to .,[n;tvr.no 

1 12.- e = á.ng c.o.ó --

2110 

1 3.- {(x, O) 1 x < 0} 

1 4.- a) 90" 

b) No .óon oJttogonaiu 



J 5.- Un ve.Gto!t eó Ó3(t:J = 10t:2- g_f + 1 

1 rr i Jf (x2 1 ijf (x3 - i X ) 1 ' 
16.- - ' t x, - J J' 

/'[ 2 2 2 2 

17'.- a) 1 (�-' 1 o) , (- � ' � ' JI ) / -
/'[ 

b) No 

- 1 1 2 - 1 1 18.- - o --- - o o 
-� 

-
12 /6 16 13 

o o 1 1 -- o o -
/'[ 16 ' 13 -

19.- 1 1' x2 
·- Tf

2 - 4 
2 

20.- al { ( 2, o)' (o' 2)} 1 o J' 
1 

lf { ( 2 ' (O' 2 J} 

b) { ( 1' o J' (o' 1 J } lf { ( 1' 1 J ' ( 1 ' 2 J} 

2 2.- ((X¡, y¡) 1 (x2, 0'2)) X¡X2 - X1lf2 - X20'1 + 2Y1Y2 

2 3.- b) 11 v 11 = 11 w 11 ,. 1 

c_J No, 
---

.óO n o Jt.:to 9 o n.a..{ eó po!tqu.e. V lf (,() no 

24.- a) Lo}., vedo!teó ó(x), g(x) lf h(x) óotunan ent:Jte. }.,f_ u.n ángul.o de 90° 

25.- ((x1,lf¡,z¡) 

397 
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que tamb.ü_n .6 e puede expJtUaJt c.omo: 

({J 1 g) = (a¡x + b¡ 1 a2x + b2J = 6' (0)g'(O)- ó' (O)g(O)- ó (O)g' (O) + 2ó (O)g(O) 

27.- a) Folt..man un ángcdo de 90° 

6) Sl pOJtque .ta.-6 ma.búc.u Mn oJttogonalu y, ademcú .6u..6 noJUna.6 vaten 

ww. 

29.- a) La ba�.:,e B u otá.o go nal c.o n lo.6 do.6 pJto duc.to.6 �eJtno.6 

bj La ba�.:,e B no u oJttonoJUnct! c.on et pJtoduc.to 

.61 to u c.on et ot.Jto p!toducto bL:teJtno 

dj 

30.- a.-) 

b) 

31.- b) 

32.- a) 

c.) 

No, poJtque 

- 1 
(u)B = ( Z' 

lL • w = o 

11 cpn (t.) 11 

P1 (x) = X 

B 

1 J 

P2(x) = } ( 3x2 

P3 (x) 
1 

(20x3 - 8 

1 1 P'o " =12 

" P¡ 11 = ff 
11 P., 11 = ff' 

110 u o Jtto no!Uncri_ c.o n et pJto duc.to 

¡z;-wo 

- 1 J 

- 73x) 

oJtciúuvU.o, peJto 



33.,- F 

V 

V 

F 

V 

V 

34.- La ba!.l e o Jeto go Yl.CLf._ u {( 1 , O) , ( 1, 1) } 

.37.- T 1 u .óV'néJJúc.o 

38.- b) M1 [� �] 

[� 

n) La c.af!.ac.:teJL-Utic.a qu.e tienen f..a!.l ba.ó u A y B 

M2 lf M3 M..a.n .ói..Jné.;t}¡J_c.a.ó e.-6 qu.e. .óOn oJttonoJtmaiU 

B1 
319.- b) M 

B1 

u oJt:to fWJtmai 

399 
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40.- b) Aunque. fu ma.bcü u .t:J111UJúca, no lle. puede a.n· te. que T u úmwt¿ 

C.O potc.que f�L ba.J.Je. c.a.n61'U.c.a. no U otc_;togorzat c.on U pMduc. -in:tetc.no de.f¡-{n-ido 

d) S.t; potc.que fu ba.J.Je. { ( 1, 1), ( 1, O)} a.t c.on e.-t ptc.oduc;to -i!!:_ 

tetc.no de.óJ.JU.:do 

41.- b) 

c.) 

d) 

42.- c.) 

4.3.- T¡ 

Tz 

T3 

44.- b) 

45.- a.) 

e{) 

MB(T) = [ O 
B - z 

Pote. .to tanto, rw u una. ma.:OU.z ú.111é;Uúca 

A pa.tc_.t{)t de B ll e o bUen e. una. b a.J.J e oJt;to nMma.t 

B' = {(0, 1 
- 2 ) ' ( 1 ' 1 ) } 

L.u.ego: MB' (T) B' 

E6 oJt;to no tc.ma..t 

MB{T) • [ 1 
B 0 ;] 

no u a.�-im é.;f:JU_c_o 

�.¡.{_ u a.�-<-mé.X.JU.c.o 

�.¡.{_ u a.�-i_mé;búc.o 

[ _: -; J 

LoJ.I va.totc.u c.a.tc.a.c;te/ÚÁ Uc.o �.¡ M n A¡ = 1 ' ;,.2 = 

Umt ba.J.Je. u B 1 1 1 
= - (1, -<_),- (-1, -<_) 

/'[ /'[ ¡ 
MA.I'T) = [: -�] A' 

-1 

B' 



46.- a) [ z ;_] 

47.-

48.-

49 . -· 

50.·-

-J.. z 

b) PoJtque.. ta ba.óe.. e-6 o!ttogol'l1J)'_ y ta maWz 

c.) 

d) 

p 

T 

T 

1 
I'I 

(1, ;_), 1 ( ;_, 1 ) 
12." 

MB(T) 
B [: :J 

e-6 un o pe.Jtado!t heJtmJ.ilan.o 

e-6 un opeJwdoJt heJtmJ.;túln.o 

e-6 w-ta. tJtan6 6oJtmac.J..6n oJr;togorr.a.t 

-

U n V e.c.:to fL e-6 u = ( z/3, 16, o) 

U otJto v e.c;toh que. .ói-,;ti,6 6ac.e.. W1 c.o nd.{_c.J..o ne-6 que. e-6-ta.. te.c.e. e.t e..nunc.J.n.do 
- Z !?- 5 r e-6 u = ( -d - v 6 O) 3 , 3 , 

51.- c.) 

52.- T e-6 u.n.a ;tJtan6 6oJtmacJ.ón oJttogo na-f 

53 .. - b l 1 1 v 1 1 = 1 1 T Cvl 1 1 = 5 

54 .. - b ) T 6-t .ó e. pue..de. d-i.ago na.UzCU1 

c.) o 
-1 

o 

o] 
o 
1 

401 
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55.-

56.-

b) 

c.) 

a) 

b) 

S }.).{_ }.) e. pu.e.de. d-tago Ylf.t.,Ü_za.lL 

o o 

u n La Jt e.pJt v.. e.n;tauó n. ma.Wc-ú:Lt e..6 1 o 
o 1 

1,_ . o 

-1 

-rl 

r2 

CF1 l B 

Hx 

MB 
A 

1 J 1" 1 
o ' o 

1 o/3; + 10j 

Oí - 30j 

= ( 10/3, 1 o)' 

1 o/3 , Hy 

[ Hn 30' 

30° - c_o}.) 

o o 

1 
:J.[: :J.[: tJ 

(f2) B 
(o' -30) 

- 2 0 

c_o}.) 30' ] 
30° 

,6 e.n. 

e_) T(x, y)= ( }x - 1 y, 1 x + } y donde., e. e.6:t:e. c.a}.)O, a c.ada 

x, y -6e. le. Moua u.n.a c.ompon.eJ'l4e. de. una 6ueJLza 

el) T(L.F X ' L.Fy) ( 1513 ' 5) 

Ht = 15/3- , I.Fn = 5 

C.Oó 3 00° Hn 300' ] 
6) 

c_o}.) 300° L -}.) e.n 300° 

y, la bM e. a. ta c_ua)'_ c1>:tá !Le.¿cJU.da e..6 { ( 1, O), (O, 1)} 

g) TCfl) = (0, 20) 

1 1 nr1 l 1 1 ·�· 2 o ! 1 r1 1 1 
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11 TCF2l 11 =, 30 = 11 F2 11 

EXAMEN VE CAPITULO 

J.- Si e.!.l U.Yl p!W dueto J_nteJtYLO 
' 

z.- e l (ax 1 y) 

¡x_- 1 yl > o 

¡x_- 1 xl o 

(cxx 1 ay) 

( V ) ¡x_- 1 xJ > o 

( E ] (x 1 yJ o 

A (y 1 xl 

r B (x 1 ay] 

(y 1 xJ 

4.- a) 11 A 1 1 = 5 

b) LoJ.J veeA:.of1.e.!.l A y B 6oJr.man un ángui.o de 90° (J.J;_h embMgo, i.M ve� 

:tof1.eJ.J A y B no .óon o!dogcmai.e.!.l). 
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5.- 1) ( F l 

11) ( V ) 

111) ( F ) 

IV) ( F l 

VI ( V ) 

VTI ( F l 

VIII ( V ) 

V1ITI ( F 1 

TXI ( F 1 

XI [ V 1 

6.- a.l T IJ S M n he..ll.lnW.a.no.& • 

bl PaJta. d opeJta.doJt T : 

0] {(o, 31, (4, 41} 
2 , 

PaJta. d o pell.a.dolt S : 

0] {(4, 41, (o, 31} -2 , 

7.- b) 1 �e: :�, �t: _;] 
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