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mas del dlgebra Lineal. AL §inal de cada capiltulo se presenta un examen, como
uno de Los elementod que permiten al alumne autoevaluarse en Los conocimientos
del cornespondiente capitulo.

Finalmente se propone un examen general, a fin de que el estudiante
pueda darse cuenta &4 ha adquirnido Los conocimientos y habilidades esenciales
del dlgebra Lineal.

|
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gebra Lineal.

S4 bien cada capltulo presenta, en La parte tednica, s6Lo algunos

conceptos, Los ejernciclos incluyen a todos Los concepios del programa de La
asignatura de dlgebra Lineal de La Faculitad de Ingenieria.
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Examen 9 t'ayn cilrco

A continuacidn se Presentan algunas preguntas sobre antecedentes
ndispensables parg, estudian este capltulo.  Thata de nesolvertas y compana
tus resultados con Las dolucdones presentaday despuls de fas preguntas., Si
win tienes dudas de cimo e nesuelven, Lintenta esclarnecerlas Leyendo Los te
mas que se sugienen en La biblivgradia Propuesta al final del este examen.

.- Dada L& ecuacién Lineal: 3y - Y+ z =0, escnibe en el paréntes.s
sdgudente La Letha que comresponda a una s0lucidn de esta ecuacibn --{ )

A) x =1 B) x =0 C) x= D) x=3
y:ﬂ Y = Y = y.—-4
z=0 z=1] Za= z=1

Z.= Un m&todo atik para nesoluen ddstemas de ecuaciones Lineales que sean sen
clllas es el de sustitucidn. Se aplicard al sistema

10
X -2y = -1

x + 2y

n

P elio, se despeja una theégnita de una ecuacibn; pon efemplo x de La primera
- ecuacLon; se obtienme: x = - Esta variabre se "sustituye” en pq otha
ecuacddn; en este ejemplo se obtiene uha ecuacdibn en y: de donde

y:\ ; por Lo Zanto, x =

o >




3.- Dado el sistema de eccuaciones Lineales: \

n
!
W

X+ y
3x - 4y

n
()]
-

escnibe en el parbntesis sdguiente La Letra que corresponda
este sistema. - - = = = = = - - - - - - - - - _ - -~ - =

a una solucibn de

Al x
Y

n
(=)

B x =1 C) x=-3 ’D)x=-1
Yy =2 y=0 | =-2

n
(=)

4.- 0trno método usual para resolvern sistemas sencillos de ecuaciones Lineales
es el de Lgualacién. Se aplicard para nesclver el sistema

n
W

x - 4y |
|
|
|

Se despeja una incdgnita de ambas ecuaciones, por ejemplo, # de La primena; se

n
-

3x + 4y

obtiene x = y de La segunda ecuacidn se obtiene x =

"Tgualando" ahora Los valores de x se obtiene La ecuacdin en y:
de donde y = ; poh tanto, x = |

5.- Completa correctamente La sigulente proposicién: "Si tengo once monedas he
partidas en valores de uno y cinco pesosd, cuya suma da un fofal de 39 pescs,
entonces el nfmero de monedas de $ 1 es y de $ 5 es | -

6.- Responde correctamente La sigudente pregunta: SL un boteﬂ navegando a velfo-
cddad constante en favorn de £a corriente necorre 12 km en 3 horas y navegando
en contu de La corndente neccrre La misma distancia en 6 horas, jcudl es La

velocdidad del bote y cudl Lc de La corrdiente?

Respuesta: |
|
|




RESPUESTAS |

\
.- (c) |
\

2.- x=5-y; ecuacibn en y: 5-3y=-1, de donde y =2, pon!;“o tanto, x =3.

\
3.- (D) \

4.- ... x=3+4y, y de La segunda ... x=-?]—(7 -4y) ; fLa ecu#tc,één en y:

3+4y = 7’-— (1 -4y), de donde y=- 77,— ; pon Lo Zanto, X = 1.
5.-De $1 es 4 yde$ 5es 7. |

6.- EL bote a 3 km/h y La corniente a 1 km/h. |

\
EIBLTIOGRAFIA \

|
EL tema centrhal de estas preguntas es Sistemas de Ecuaciones Lineales con

dos incbgnitas que puedes esiudiarlo en: “
|

- Algebra \

de Aurelio Baldor “

Edit. Publicaciones Culturales, S.A. ‘

\
Péginas 319 a 344.

- Algebra Supernior \
de Mwwray Spiegel |
Edit. Me Graw-HilL, sernie Schaum \
Péginas 100 a 109 |



Inlroduceicn

- ‘ .
Nuestno cunso de algebra Lineal Lo empezaremos con un breve esiudio

de Los sistemas de ecuaciones lineales. En este capltulo exs“md,&uemob La neso-
Lucibn de estos sistemas pon el método de eliminacibn de Gauss', que pon su sen

cllez de apllcacibn a sistemas con mds de dos ecuaciones y mds de dos Lnebgni-
1

tas, es ef mds wsado. “

\
|
EL dominio de este tema es Lndispensable para poden estudiar Los 54
p \
gulentes Zemas del cunso de algebra Lineal, y al mismo Liempo en algunos de

estos temas se desarnollardn otros métodos que ayudvdn a corxmpf.e/taft el estudio

de Los sistemas de ecuaciones Lineales. ‘

. ) 2 ] ‘w .
Existen divernsos problemas §isicos, econbmicos, geamétricos, ete.,

que pueden expresarse en L&minos de sistemas de ecuaclones d,énealu, como por
efemplo: ‘

EC equitibrio de sistemas de fuenzas (Gtiles en problemas de cons-
truceibn), anflisis de circuitos elbetrnicos, andlisis Aimpl’.u!\ de thfifico de

vehicwlos en una cludad o encontrar el punto de Lnterseccibn entre dos rectas
|

que se cortan. ‘

Inicianemos este capitulo planteande un sistema de ecuaciones Linea-

Les a pantin de un sencillo problema de aplicacibn y ne/ﬁac,éom?ndoﬂo o4 Lerlon-

mente, con su interpretacidn geométnica; mds adelante, te propondremos una be-
|

nie de efercicios de diferente grado de dificultad que e ayudardn a complemen-
<arn tu estudio sobre Los sistemas de ecuaciones Lineales.

|
En algunos textos a este método se le llama método de Gauss-Jordan o método

. |
de reduccidn. ‘



Srslemas

de
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Sccaciones Lineales

Con el §in de {ustrharn el concepto y aplicacibn de Los sistemas de
ecuaciones Lineales, consideremos el siguiente efemplo:

Supongamos que una fdbrica compra X nlmero de m&onu y Y ndmero
de camiones, por Los que pagf un total de 11 millones de pesas. SiL el precio
de Los tractones es de tres millones de pesos, el de Los camdones es de dos mé
Llones, y el ntmerv total de objetos comprados fue de cinco, i‘:de/seamm deterund -
narn cudntos camioned y cuantos thactonres comphib. ‘

AL fgual que muchos problemas, el primer paso para hesolverlo consis
te en escnibin el probLema en Lenguaje matemdtico.

Seglin Los datos del problema, sabemos que el ndmero total de objetcs
comprados es 5 y es La suma de X mds Y. Por Lo tanto, escaibimos:

X+Y=5 (1)

Ademds, como el precio pagado pon Los tractonres fue de 3X y el pagado
por Los camiones fue de 2Y, podemos escribir:

X+ 2 =11 (2)

EL probLema se ha neducido a obtener Los valores de X y Y que satisfa
gan simultdneamente Las ecuaciones (1) y (2). Por Lo tanto, eL segundo paso
consiste en hallarn La sofucibn del siguiente sistema de ecuaciones Lineales, el
que constituye el modelo matemitico del problLema original. |

X+ Y =5 (3) ‘
" |

|
1

3X + 29

Como se menciond anterionmente, el objetivo de este Zema es el de
estudian un método general para resolfver sistemas de ecuaciones Lineales como
el sistema (3), o aun sdistemas con mayor nimero de variables y dwauonu.



.

Sin embargo, antes de aplicar el método a nuestro efemplo, conviene
mencionan que en general La primera pante del problLema que consiste en traducir
el probLema del Lenguaje usual al Lenguaje matemdtico no se estudiand en este

cunso, pero en La medida que avances en tu carrera tendnfs La oportunidad de in
desarnollando esa capacidad.

Procedamos ahora a hesolvern el sdistema (3) por qe método de elLimina
cibn de Gauss. |

Para eliminan el t&unino 3X de La segunda ecuau%n, debemos sumarle
La primera ecuacdién multiplicada por -3. ‘

3

La primerna ecuacibn multipficada porn -3 es: ‘
—3X~ 3y = ~15 ‘

y al sumarla con £La segunda, tenemos: ]

Porn Lo Zanto, el nuevo s{stema equivalente es: ‘

-Y = -4

X+VY =25 (4)

n

—y -4

De La segunda ecuaciin del sistema (4) se ve Lnmediatamente que VY = 4,
Yy al sustituin en La primera ecuacdbn se obtiene:

X+4=5 |
de donde, X =1

|

Por Lo Zanto, La sofucibn de Los sistemas (3) y (4) es X=1 y V=4

como puede verdificanse expllicitamente.
De esta manera, el probLema cuyo modefo matemftico estd dado por el
sistema (3), queda resuelto completamente..

Aqul cabe hacer un comentario interesante: Una mdéma expresddn mate-
matica puede sen el modelo que represente a distintos probLemas. Porn ejemplo,
el sistema (3) que hemos resuelto puede representar un conjgnto de dos rectas
Ly y Lo, de ecuaciones X + Y = 5 y 3X + 2Y = 11 respectivamente. Su punto
de intenseceidn P(Xo, Yo), es aquel cuyas coorndenadas AamFacen simultdneamente



Las ecuaclones de ambas rectas, es decin:

\
Xo + Yo = 5 ‘

3o + 20 = 11 - \‘

\

\
y ya sabemos que Los valores de Xo y Yo son 1 y 4 nespectivamente. Porn Lo Zan
to, el punto de interseccdlbn es Po(1, 4). \

x
\
Las gnéficas de estas nectas son: ‘

) \
En donde observamos que efectivamente el punto de interseccibn es
Pol(1, 4).

Puesto que en este efemplo el punto de internseceibn \‘u inico, tenemos
un sistema de dos ecuaciones Lineales con dos incdgnitas compatible detewminado.
i

A contimacdin te sugernimos realices Las siguientes l(;wu‘/w activida-

des complementarias escribiendo en Los renglones correspondientes tus hespuestas.
|
‘\
I) S< con Las ecuacdiones de dos nectas situadas en el plano XY se fouma un A4
tema de ecuacdones y Este nesultarna \
|
a) Compatible indeterminado, iqué posicidn guardan @a/s neetas entnre

i

\
|
b) Incompatible, lqué posicibn guardan £as rectas entre 44L7

AL




\
\
\

IT) Es muy importante que vayas adquiriendo La capacidad de expresar con pre
clsdibn Los conceptos estudiados. Podemos decin, en general, que el poder expre
san con precisibn un concepto es Aseial que se ha entendido \Pmﬁec,tamente Yy que
se ha adquirido formalidad en el manejo del tema e/stud,éado.\‘

En este capltulo se han empleado diversos aonceptzLA. Trhata de hes-
ponder con precisibn a Los siguientes Ain consultar neﬁuen#&w&:

-i0ué es una ecuacibn Lineal? ‘

|
y
\

-i0ué es La solucibn de un sdistema de ecuaciones l\énealu?
\

-;Qué son sdistemas de ecuacliones equivalentes? |

|
-i0ué es Lo que determina que dos sistemas sean eq&xiua,@en,tu?

T
\
L
|
|
\
\

I111) A través de Los sigudientes incisos se presentan ;o/wblema% geométrnicos ne-
Lacionados con Aistemas de ecuaciones Lineales.  Completa co\mec,tamemte Las
agirmaciones propuestas er cada Lncdso. \

|

a) La ecuacddn Lineak x - 2y + z = & representa un Fﬂccno T en el es-
pacLo trldimensioncel. \

una solucin particular de esta ecuacién es X = \ o

»

» ’

zi= . Bsta solucibn cornesponde al punto de caonden%da/s (

)  perteneciente al plano w . |

|

La sclucibn genenal de La ecucciér dada es x = |

- |




b) Consideremos ahonra el sistema

X =2y+ z =17
2x + y - z = -1
x + 3y -2z =-§

Despuds de resolverlo pon el método de eliminacibn

de Gauss se LLega
a La sdguiente solucibn: x = , U=

’?_/’_//

) 27

S{ cada ecuacibn del sistema nepresenta La ecuacdd
el espacio tildimensional, entonces de acuerdo con £a s0fucd
terseceldn de Los planos es

de un plano en
obtenida, fa 4in

__%_JL_

(un punto [/ una recta / un planol)

V) Como se mostrhé al principio de este capiltulo, un s48%
Lineales puede sern el modelo de un problema {§isico. Una apli
e intenesante se presenta en el siguiente ejerncicio?.

a de ecuaciones
aclon sencilla

S S

B

Se desea analizan el flujo de thdnsito en calles de un s0lo sentido,
en La cdudad de México.

En varnios Lugares se han colocado contadores, y el nlimero de canros
por hora promedic aparece en La sigulente grégica que muestra dicha red de ca-
Lles y el sentido de cada una de ellas con Las f{Lechas hespectivas.

b 400 |
L 200
N . X1 ~ 1300
300 A B “
\
, y \
Xy &K X2 \
|
P X3 B ZOL
200 vp C “
700
y 500 ‘

Este ejercicio estd basadc en el que presenta Francis Florey en su libro 'Funda

mentos de Algebra Lineal y Aplicaciones', editade por Prentice-Hall Internacio-
nal. pagina 87.

B : }

13



14

Las interseccdiones de Las calles estdn éeﬁaﬂada,d\ por Lok puntos A, B

C yD. EL mimero de carnos que LLegan a Las Ln,te/mecc,éond‘,é es Lgual al wimero
de carnos que salen de ellas. \
\
|
Si La calle que va de D a A estuviera en reparacibn, jeudl seria
el minimo permisible de trdnsito de vehfculos, que cireulania por DA, para

no cevran Las calles de esta ned, y sén cambiax el sentido de La cireulacibn?

|

|

|
EL modelo matemético de este problema es \

|
|
\
La nespuesta cornecta a La pregunta del problema es

|
Para neforzar Los conceptos sobre Los sistemas de ecuaciones Lineales

y adquirin habilidad en su s0lucibn, te sugerimos que /Lebue,&,ka,a algunos ejerncs
cios que a continuacibn se presentan.

|
|

|

t



EJERCICIOS PROPUESTOS

.- Obténwfa s0lucibn generas Y dos particubares de cada una de Las ecua-
clones Lineales slgulentes :

al 2x -y +4z =5
b] x + 6y + 6z + 6w =

) x+y=0, & se nestringe a  x < 0

"

.- 0btén, cuando existan, Las soluciones de Los siguientes sLstemas de

ccuacdones Lineales. (En ef caso de sen compatibles Andeterminados, obtén
La s0fucibn genenat).

al 2x -3y -z = ¢ b] 2x; - x2 — x5 = 1
x + 5y =] 5%1 + xp + x5 = — 1
=3X -2y +z= 1 X1 = 2%~ 3x3= 1

~X1 = 4X2+ X3 = 9

¢) X+ 3y -2z —y=2 d 2x -y + 3z= 7
=X + 4y -5z +w =7 5x + 2y + 42 = 3
3x =5y +z -2w=_3 3x + 3y + z & 3

-—X+3{/+Z+W" 1

el W+ y-z+ 5w=1 8! 5x1 —~ 4xy + 2xy = 2
y+ 4z + w = 3 3xp = 9x2 + 5x5 = 2
3x -5y + z+ gw =75 4x1 = 2x; ~ 14x3= -6

X -2y + z+ 3w=0

3.- Determina pang qué valon(es) de g » e sistema de ecuaciones:
Z
-1

x - 2By
Bx + 2Ry

ne tiene solucibn.




4.- Dado et s48tema de  ecuaciones :

X1 + 2x3 + 3x3 = 3
X1+X2+X3=3ik’.
X1 * X2 + kxy =0

determina 54 existe algin vaLon de k para que:
a) EC sistema seq Ancompatible
b) EL sistema sea compatible indeterminado

c) EL sistema sea compatible deteaminado

5.- Determina Los valones de a, byec para que x=-4, y=1,  z-4
sea solucibn del sistema de ecuaciones

X—-—y+2z=qg-p

4x+6y+3z=zb~—23—a+8c

2x +22=4b-~]3a+ic
4 4

6.- 0Obtén Los ndmenos complejos zy, z, y z5 Zales que

21-222“23:'(:
-Zl+322+223=2

»(:Zz + 2zZ3 = -] ’ donde L

F

7.- 0bZén La s0fucibn en cada uno de Los siguientes sistemas de ecuacio-
nes Lineales homogéneos :

a) 2x +y =0 b) 3% -9y -6z = ¢
3x+y—-3z2=0 —4x .+ by + 4z = ¢
X + 3z =0 X=3y-12z=090
-2x + +.Lz=
y 3 0
e) 3x -2y =0 d 2x -y + z =0
3x+y+2z=9 3+ 2y —z- =0
2x +4z= = 5x tdz + w =0
X=2y +2z = ( -2x -y + w=0
X =y +3z = (




§.- Obtén el valor de o hecesario para que el siguiente sistema homogé-
neo Lenga solucifn distinta de La iviar, 0b%én, entonces, | La sofucién
general y una particuban.

A - 58 + 2¢ =
- 85 + 3% =9
3&-74~5t=0

9.- Se desea obtenen el punto de ntenseccibn, si te hay, entre La recta
L y el ptano .

la recta L pasa pon of punto (4, -1, 0) y es parakela al vecton de
componentes (6, -4, -2), y op plano m pasa pon Los buntos (2, -1, o),
(0, ] - 2, y (-’} 3) ‘6)-

a) Llas ecuaciones de £g recta Ly el plano 1w sop ( Elige La
opedlbn cornecta )

~x~4lé—=4-y; z =2 —’i-;i=-y—4; z==2
A) B)
X+2y+z=9 X+2y+2z=
-x-4 -1 4-x + 1
x3 =_lT=Z : _l%__=z
C) D)
Ix + 3y + 2 =1 = ¢ X + 3y + 7z =1

La opcién cornecta es ,

b)  S< fa necta Yy el plano se cortan, el punto de {ntens eceddn es :
( Elige La opedén cornecta )

A) (-22, 13, ¢ ) B) (-14, 6, 2|

c) (16, -9, -4 ) D) (14, -6, -7

La opeibn cornectq 24 l ’
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10.- Una compaiifa recibif de cuatro proveedores, Los 84g

Xos :

uientes presupued

PROVEEDORES

ARTICULO

A B C D
R S AR

No. de compresores | 0 2 1 1
No. de medidohes 4 0 2 2
No. de vdlvulas 4 4 0 4
No. de reguladores | 2 1 2 0
CoSTO TOTAL 5 6 5 4

{ m{lones de pesos )

SL Ros proveedores tlenen Los mismos precios para

soufintos millones de pesos cuesita cada uno de Los arnticud

11.-  lUn estudiante gasi6 cienta cantidad de dinero para

cada anticulo,

047

comprar una -

peta, una caja de plumas y un Libro. S4 La carpeta y La ¢aja hubieran cos

tado 3 y 2 veces mds baratos, respectivamente, y elf Libno
el costo de esta compra hubiena sido de 160 pesos. Asimis

el mismo precdo,
mo, 54 el estu —

diante hubiera comprado 4 carpetas y 3 cajas de plumas, ef costo hubiera

s4do 720 pesos. Determina el costo total de La compra de

Los trhes anticu-




(g/'e/wicioa Adictonales

1.- A continuacibn se dan, en fa columna izquienda, tres ecuaciones Linea
Les y en La columna derecha cuatno so0fuciones. Relaciona ambas columnas es-
cibiendo en ef renglbn correspondiente a cada ecuacibn, La Letrha o Letrnas

que correspondan a una solucibn de esa ecuacibn,

I x+3y+z=5 Al x=1,y=2, z=-2

IT) 3x —dy+z =2 Bl x=1, y==+1, z=5
ITTI) §x -y +z =1 Cl x=ky +1
2y=f?.z + ]

Z=2k2"3k1"'1, hlykZEIR

D) x=2, y=1, z=0

2.- 0btén La solucibn en cada uno de Los siguientes sistemas de ecuaciones
Lineales no homogéneos .

al 2x + 3y~ z- w=10 b) - 3y+ 2z - Hy= -7
X+ 2y + 8z + bw = 0 5x = 16y + 10z - 320 = ¢
5x + 2z - w= 2 X = 3y + 2z - Ly= -2
3 - oy + 2z - qw= 1 X = y+ 2z+ 9w = -27

2x = 9y + 4z - 3w = 26

el Tx -y + 13z - Sw = §2 d) 3x + 2y = &
3x + 3y + 2z = -6 5 - y+ 2z = 120
X + 5y - 5z + 4w = -50 5x + 7z + w= |14
5.+ y+ 7z - 4w = 3§ 3y + 3z - w =410
Ix - 2y + 6z - 4w = 44 Ix + y + dw = |18

h
oo

dx -y + 3z + w
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3.-  Dade el siguiente sistema de ecuaciones, elige el vafer de o de
modo Zal que el sistema sea compatible.

2x) — x, + X3 + x4 = ]
X1 + 2Xy ~ X3 + 4x4= 2

Xy + 7x2 ~4X3 +‘11XL,= Qo

4. - Vetermina 84 Los siguientes sistemas homogéneos tienen soluciones
distintas a La trhivial Y, en caso aginmativo, obtén su solucién general .

al Txy + éx; + 5x3 + 4xy = 0 bl 3x 4y + 2z = ¢
6x1 + 5x, + 4x3 + 3x, = ( Ix + 3y + 5z = (
5%y + 4xa + 3x3 + 2x, = 0 4x + 2y + 7z =| 0
4xy + 3xz + x5 + x, = 0

el -2x+ y t w= 0

4x + 3y =3z + 3w =0

X =3y + 2z + 4w = 0

=X~y +z —8w=90

5.- Dado el sistema de ecuaciones
X+y+2z - 2kw = 0
Ix +2y-z - 3kw = 0
3x ~2y+8z- kw = 0,

deteumina para qué valon o valores de b se obtiene que w = |6x. Obtén
fuege La s0lucibn del sistema.

6.~ Un estudiante desea formar una microcomputadora con Los Slgulentes
dispositivos:  una Ampresorm, una unidad de disco, un microprocesadon Y
una pantalla. Los costos | en délarnes ) de dos gabricantes son:




7.

L

I

Undidad Fabricante 1 Fabluicanxte 2
Impresohra $ 400 $ 45%
Disco $ 500 $ 60%
Microprocesadon $ 500 $ 40%)
Pantalla $ 400 $ 35%
[
|
|

Como puede cbservarse, Los costos totales (T) de £os dos fabri -
cantes son Lguales, y ademiis son Lguales a un Tercen fabricante.

EL estudiante observa que 84 hublena comprado una u,yu.kdad de disco
al primer fabricante, un microprocesadon al mismo primer fabricante y una
pantalla ol terncern fabricante el costo hubiera side el musmo\ que 84 estas
thes undidades Las hubiera comprado al tercen fabricante.

Combinando cualesquiera unidades de Lot tres fabricanies La micno-
computadora mds barata incluiris La unidad de disco y La pantalla del ter
cen fabricante y el costo serfa $ 250 menon que T. ‘

|

\
Finalmente, el estudiante comphld una Limpresora y una Qm’dad de dis
co del primer fabricante y un microprocesadon y una pantalla ‘\de,E tercen
\

fabricante, gastando $ 1750  pon ellLos. \

|

\
i Cufl es el costo de cada dispositivo del tencen 5aba\x,wnte ?
|

|

|

5 ¥ . - |
Determina el punto de internseccdiin de Las recias: \

= : o+ w= -3+ 28 |

N
!
~
+
~

21
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§.-  0btén La solucibn des sLguiente sistema de ecuacipnes Lineales ho-

mogéneo.
2xy - x, + X3 + X4 =
Xy + bxy ~ 3x3 - 3x, =
X, - X3 - X,

- 2xp - Ix3 - 2x,
5x1 + 5x; + 5x; + 5xy

f

i
©S © o o o

9.~ Sea el sisitema de eccuaciones Lineales

2kz - 20, =4y - 2x
6z + 30 -2 =y - x
2z -2 =2y - x, a,kelR

Determina £os valores que simultdneamente deben tomar
que el sistema sea :

al Compatible determinads
b)  Compatible .indeterminado
el Incompatible

10. - Dados Los slguientes sistemas de ecuaciones

X -y =] X - ky =-2
x+2y=k kx + y = 9

a Yy k para

al Determina el valor de k, ke Z, de manera que ambos 8istemas
Lengan La misma s0lucibn. (Zes el confunto de Las entenos)

bl Obtén dicha solucién.

11.-  Obtén Los valones de. X, Y €R que satisfacen el sig
de ecuaciones. ‘

n
wyr

x+ | 2y |
y - | x|

n
-

ulente sistema




12.- Determing pare qué valores de g Liene s0lucibn dniea el sistema
X+ Ky = 3
Kx + 4y = ¢

que satisdace Lq desigualdad x >0,

13.- AL §inal de un Qnrso de algebra Lineap quedaron 20 alumnos que reck
bienon calificaciones de 4, 6, 8§y 10. |a duma de Las calificaciones fue
122.  E¢ ndmeno de notas de 6 fue menon que el de notas de 4 Y mayorn que

el de 10. E ndmero de notas de 4 fue divisible entre 4 y el nlmero de no

tas de 10 fue par. Determing cudntos alumnos necibienon cadqa una de Lay

calificaciones.

14.- Resuelue op SLgulente sistema de teuaciones Lineales, Supondiendo que
X, 4, z, w son heales,

]
-
+

(T+4)x + (1+20)y + (1+3()z + (1 +44)w 54

n
~N
|
A,

T

(3-4Jx + (4-2ily + (1+4)z + | 44 )w

En muchas ocasiones, el modelo de up problema es un sistema de ecua
clones no Lineakes; tqp es el caso de Los dos ddgulentes ejencicios. Pang
cada uno de ellos, escnibe ek sLatema de ecuaciones corMespondiente y ne

15.- Dos compeltidornes automovilisticos se preparan para una catreng.

AL arrancan, of compelidorn 1 tiene problemas con el aan buradon de
U auto y 8680 puede desarriollan una oienty veloeddad constante) haszy el
punto medio de La canneny.- De ahi en adelante, desarnoliq du veloaidad
normal de 200 tm/h, tamhién condtante.,

23
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EC competidon 2 desde of arhanque desarnolla ung
tante de 200 km/h, pero —;~ h antes de LLegar a £a meta Liene proble-
mad con La cajfa de velocidades y disminuye su velocidad a 60 km/h  menos
que La velocddad def carro 1 oon el carburadon en mal astado.

L veloeddad cong

S el competidon 1 LLega una hona despus que el competidon 2
a La mitad de La carrneng Y,

ademds, LLega 36 minato/s despuss que el com-
pelidon 2 a La meta:

i Cudl es La distancia que cubril La camrena ?

¢ En qué tiempo desarrollé cada competidor La carneng ?

16.-  Cada uno de tres obrenos necesita un ciento tiempo Je

ara embobinar
un moton tipo serie

HP 200. Si el segunde obreno Dubajara durante dos
horas embobinando un moton del tipo antes mencionads y desp
obrero continuara este thabajo por una hora, acabarfan de e
el moton.

ués ef primen
mbob.inan todo

Por. 0iro Lado, el tercen obrene necesita dos horas m

mero para embobinar un moton dep Lpo anternion. YV Laborand
thes ¢

15 que el pri-

0 juntos Los
breros embobinarian un meZon de este tipo en una hona

dEn cudntas horas embobing cada obrero un motor de #4

(o sende
HP 300 ?
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Crxamen de %aﬁ//a/o

1.- 0btén La so0lucibn general y dos soluciones particulares del sistema
de ecuaciones Lineales siguiente

n
-

X.1—2X2" X3 + Xy + 3xs

n
Ut

-3x; + b6x2 + 3x3 — 4x, = 8xs

Solucidn:

2.- Dado el sistema de ecuaciones Lineales

x+y+az=7
X+ay + z = a

ax + y + z = a*

a) Deternmdna parna qué valeres de a, a € IR, ef sdistema es coenpatible
determinado, compaitible indeteaminado e Lincormpatiblel.

b) 0btén La s0lucidn general para a = 1
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Solucidn:

3.- 0btén La sofucibn del siguiente sistema de ecuaedd

2x, + 3x»
3y - x2
4xy + x,

X1 = 2%,

X3
2x3
3x3
4x3

+ 5x,
- Txy
+ 6Xy
~ Txy

S © o o

Solucibn:




|
\
I

\
4.- Una empresa tiene tres miquinas que son usadas palrw. fabricar 4

productos distintos. EL nmero de horas que requiere cada mdquina

en La produceibn de una unidad de cada uno de Los cuakno productos
esté dada pon: \

|

|

PRODUCTO |

MAQUINA |
Al s c]| o |

\

1 I I I I \‘

\

2 2 Lo | 1 | 7 |

|

3 1 2 | 3 | o |

Determina el ndmero de unidades que se deben producin de cada uno
de Los cuatno productos en un dia de trabajo de ocho h

T&ab continuas 54
por Lo menos debe producirse un producto de cada tipo.

\
I

!
Solucidn:

|

27



CAPITULO 11

Matrices
Y
d

Deitemminantes




"Whitehead hizo notar entonces que s4 bien to
da La §isdeca conoeida hasta entonces (1900) po
dia sen tratada por Los métedos del dlgebra
orndinarndia, era posible que pudieran aparecer
algin dia nuevos campos en La filsica para Ko/s‘
cuales el Algebra no commutativa serfa La and
ca nephesentacdién natural. En aquel misme aio
comenzd el camino hacla La realizacibn de esta
conjetuna”.

Sin Edmund Whittaker. |



Examen @t’ayno’d lico

A continuacién se presentan algunos efencicios sobre a

"L08 para estudian este capitulo.

dos con Las s0luciones prese
dudas de cémo se hesuelven,
gLernen en La bibLiogragfia pn

I.- Sean Los ndmeros comple §

21:7"'4/(:,

Antenta esclarecertas Leyendo £os

opuesia al final de este examen.

(o2

Zy =~64, Z3=4, Ziy = 3

ecedentes necesa
Thata de nesolveros Y con
ntadas despuds de Los efencicdios.

oara tus resul ta-
S4 atin tienes
Lemas que se su

Los nesultados de fas sdgulentes operaciones son:

al (zy+2z,)(z5)" =

b) 7 - (22

c)

2.~ Caleuka el vator de fos dLguientes determinantes :

31
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RESPUESTAS

T.- a) 1 - 2¢

b) 7 - 4

c) 114
2.- a) 13

b) 44
BIBLTOGRAFIA

Los conceptos akudidos en estos efercdedos Los puedes e

- Algebra y Trigonometria con
Geometrnia Analitica
de Earl W. Swohkowshi
Edit. Grupo Editonial Iberoaménica
Pdginas 439 a 444

¢ en

- Algebra Superion
de Spiegel Murnay
Edit., Mc. Ghaw-Hill, serie Schauwn
Pdginas 172 a 181 y 252 a 259

studian en:
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Inlroduceicn

En este capltilo se estudiarndn Los conceptos de matrlﬁz y determinante.
Para tal efecto, se ha dividido el capitulo en dos secelones; cada una de ellas
contiene su parte tedrnica, sus actividades compﬂmenmm‘ Yy sus phoblemas pho-
puestos. Estos dltimos pretenden cubiin todos Los concept?é de este capltulo
del cunso. |

En La primera secciin presentaremos el concepto de matriz y en £a segunda,
el de determinante. |

|

Una matrniz es un arneglo o tabla de elementos en 5o)mLa rectangulan. La
razén por La que a estos wuireglos se Les Llama matrnices es iponque a partin de
ellos se pueden origdnar ¢ desarrollar diversos hesulitados ‘ Las matrnices apa
necleron en 1850 y su nombre se debe al matemdtico Linglés jame/s Joseph Sylves
ten. Posteriormente William Rowan Hamilton en 1853 y At | Cayley en 1858
hicieron contribuciones impontantes; no pasd mucho tiempo para que Los matemd
ticos neconocfernan que estos arnreglos rectangulanres son medios convenlientes pa

\
na amplian Las noclones comunes de nimenos. |

Aunque La Ldea de matrndiz precede a La de de/tejtmxlnan,telr, como Lo hizo notan
Cayley, histénicamente el orden fue al revés. Los determinantes gueron estudia
dos a mediados del siglo XVIII y el tema de £as matrices fue desarroflado fon-
malmente en 1850; algunas de Las propiedades bdsicas de !La/q matrhices fueron tam
bién establecidas en el desarroflo de Los determinantes.

1

La teenin de fas matiices ha tenido una ghan evolucibn extendiéndose mds
alld del dominio del dlgebra y de o0Xros campos de La matemdtica puwa, y han de
mositrado ser una herramienta muy poderosa en Las matemdticas aplicadas, econo-
mia, {isLca, efe.

Por efemplo en el afic de 1925 el gis4ico alemdn W. Heisenberg Las introdu
jo en su fonmulacidr. de La mecdnica cudntica y desde entonces son ALndispensa-
bles en esta rama de Ra fisica.

Sin embargo, en este curso 56Lo0 veremos su aplicacién en el dlgebra £i-
neaf .
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\
Matiices |

\
En gforma general se puede definin una matrdiz como un megka nectangulan

de elementos, donde cada uno de €stos puede ser un wimero real, un nimero com-
plejo, un polinomio, una guncidn, un operador, ete. “
|
\
Por efemplo, una matriz cuyos elementod som nimeros reales es:
|
1 -5 4 \
\
|

y una mathlz cuyos elementos son funciones eb: |

cob X ~Aen X \

sden x cos X

Para cada matniz parnticuwlan La colocacibn de sus elfementos es dnlca, de
tal fonma que s4 dos matrices tienen Los mismos elementos, pero colocados
distintos Luganes, serdn consideradas como dos matrnices distintas.

AL conjunto completo de elementos que forman una matriz |se Le considera
como un nico objeto o ente matemdtico, el cual puede manipularse de
con clentas neglas. Algunas de éstas serndn estudiadas en este cunsc.

en

acuerdo

AL definin Las operaclones de adiclbn y multiplicacibn qmtna matrnices 5¢
encuentrha que estas nuevas operaciones fienen muchas mopx;e,dacqe/s semefantes a
Las de adicion y multiplicacibn usuales entrhe niimerncs heales. \ Entre cllas po
demos mencLonarn, La existencia de matrices andlogas a Lok ndmejr,ofs ceno y unc.

}
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(/F . 0 0 o0 .
0 0. .0 0o 1 o,
0 0. .0 0 0 1
0 o0 . -Omen """
5 0 0 o .

Llamadas matniz ceno y matriz Ldentidad, nespectivamente.

Sin embargo, existen algunas propiedades del degebna
don diferentes a Lay de Los nimeros reales. Mencionarnemos
al La conmutatividad para Lo multiplicacidn so cumple
Les, mientras que en Las matnic

se cumple que ab = bg bara Zodo ndmero neal "a" y "b"; s4in

matrices se tiene que, en general, AB+#BA. Pox ejemplo, 44
1 -2 3 2 1
A= Y .
- -1 2
entonces
1 -7 3 z 1 9 7
AB = 4 0 =
2 0 1 “1 3 4
mientras que
4 -4 7 l
BA=| 4 -5 12 ’
3

Come podemos ver, AB # BA; o neluso, ef producto AR

2x2, mientrhas que el producto BA e wna matniz de onden 3 x

nXxXn

de Las matrices que
algunas de ellay.

en Los ndmenos rea

€8 nu se cumple; o4 decin, en Los wndmenos reales

embargo, para Les

es

S

una matriz de onden



0tho efemplo en el cual podriamos decin que se acentda
dad para La multiplicacién en Las matrices, es el siguiente:

sean
F T 0 31 0
p= y Qs
-1 2 0 I -1
Entonces
[ I )
PQ =
=3 1 -2, pero La multiplicacibn QP no

Esta situacién hace vex que en Las matrices es necesar

La no conmuzatéqg

4e puede efectuar.

(o indicar con cul

dado el onden en que de efectda La multiplicacién de dos matrices. AsL, en La

expresién

AB=C

a A se Le Lama prefacton Y a B postfacton.
premultiplica y que R postmultiplica.

También se acost

umbra decin que A

EL hecho de que fa multiplicacibn de matrices no sea conmutativa ha sig
nificado una ruptura grande con La matemdtica i.cadicional Yy ha tenido una AngL

nidad de aplicacicnes en muchas ramas de La ciencic.

b} EL producto de dos ndmeros diferentes de ceno sdiempre es diferente de

cero, mientras que el producto de dos matrices diferentes de

puede ser {gual a La matriz cero.  Por efemplo

Cbservemos en este efemplo que 44 bien AR es Lgual a La
Mz cero, BA es ddfenente:

La matriz ceno

mathiiz nubla o ma

37
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Nuevamente vemos

La no conmutatividad on La multip
AB+BA. ’

ces:

Coné{da&emOA, AAn

Cicacidn de Las matri

embargo, of sdgulente caso:

2 -3 s -1 3 5

M A= -1 4 B=|1 -3 _5

1 -3 -4 -1 3 3

’ -

entonces

2 -3 511 3 o 0 0 ¢
AB=1-1 4 =3 =5 <o o ,
N I B 0 0 o
y -1 3 3 2 -3 -3 0 0 o
BA=11 -3 5] |7 4 501 =10 o o
-1 3 5“ 1 -3 -4 0 0 o

En este caso vemoy nievamente que no obstante que A y
La matriz cero, su producto

es La matrniz cong Y ademds AB =
esfe caso 87 se Veriglca La

B son diferentes 4

BA, o4 decin,

en

ces:

c) La ey de g cances
PerC no vale para Py matrices.

neenthas que 84 A

d) Lla ecuacidn algebraica x?
que La ecuacién matnioiqe Yz
finito de so0luciones.

e)

La ecuacidn algebraica x2 - -1

,B,C son mathices

conmutatividad para pq Multiplicacidn.

acion en La multiplicacidn vape i

oara Los nameros
Es decin, s4 a,b,c son nimen

od ¢ c#0, enten

ac = pe Amplica a = p

»

AC=BC po Amplica que A= B

=0 tiene una anica S0Lucid

ih X =0, mientras
=0, donde 0 es fq mainiz ceno, 1

Lene un ndmenro ne

» 10 Lene s0lucidn on el confunto de £os
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nimeros neakes, mientras que La ecuacidn matrnicial X?=-1, Llonde I es La matniz
Adentidad, puede tener solucibn con elementos reales. Per efemplo,

§) En el conjunto de Los nimenocs reales no se cumple Lo Lgualdad

a?+b%= (a+b)?

excepto 84 a=0 6 b=0 6 a=b=20

Sin embarngo, considerando el conjunto de Las matrnices de cnden 2x 2, Zak
Lgualdad puede Zenern sentido para matrnices difernentes de La matniz cero, por

ejemplo:
AL

1T -1 1 I

A:: 2 _1 ,

entonces se cumple que A®>+B%= (A+B)2. En efecteo, pues po
que

2 2

Yy porn otrho

(A+B)*= + | =

y por Lo tanto

A% + B> = (A+B)?

Podniamos preguntarncs ahore sL exdiste una matrniz dife
A, que junto con La matrdz B, satispage £a expreslén antendlo

(8

noun Lado tenemos

ente a £a matrdiz
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Para contestan esta pregunta, consideremos fgq matniz

X] Xz
X = ] donde X1, ’(2, X3, Xq eIR

X3 Xy

e {nvestiguemos qué valores deben tomar pas variables X, X2, X3 y X, para que

4e satisfaga fq expresion

X2+82={X+8)2

Sustituyendo bay matnices X y B oy dicha expresién Lenemes

2 2
X1 X, 1 1 X1 X,
+ = +
X3 X, 4 -1 LXs X,

egectuando operaciones e <ntercambsiando ambos miembrogs de £a eouacisn :

5w o2x, *Xe Xs 44Xy + X, 4 5 X1 Xe + X + %o X, + X,

X3X4+4X1 +X1.X3 + 4X,
2
Xx +X2X3 + 5

X3 Xl + X, X3

Pe La dedinicidn de Lgualdad de matrices Leviepos:

2 . : . R
Xl + le + XZ /\3 + 4,/\2 + ,¥3 + f,' S /‘-\l + ’(2/‘\/3 + b

X1X2+}\14XZXA. "'Xl, X;Xz +X2Xl‘

X3 Xy + 4X; + Xy X3 + 4X, = X3 Xy + Xy X

i

X_:: XMoo Xy + 5

XaXo + Xo + 4% + X = gx, 45

Y

Xs Xo + X5 + 4%y + X0 L 2%, 4 5

X1 Xo + Xz Xy

X3 X3 +Xf +5



simpligdcando Leegamos at sdguiente sistema de ecuaciones Lineales

Xy + 44Xy + X3 = ¢

X1 + X, = (0

94X, + 4X, =0 —_— (1)
4Xs + X3-2X, = ¢

Para nesolver este sistema es convendente thansformarnlo en una ecuacidn ma.

Uicial. Para esto, de fa definicibn de {gualdad de mathices

rle + 44X + X, [l 0 7
Xy + Xy 0
4X1 + 4X|. 0
(3 - 2X 0

-4)(2 + X3 2Xy | i J

y aplicando ef concepto de multiplicacibn de matrices tememos

[ ¢« 1 [ x, [ o

10 0 g X, 0 (
4 0 0 4 X 0

0 4 1 7 X 0

L J L™ 0]

de Tlene que

Lla conveniencia de usan matnices en La solucidn del sistema de ecuacio-

nes Lineales (1), es que para resolver La ecuacidn (2) s6fo neces{tamos tha-

bajan con Los coeficientes del s.istema.

las matriices que apaiecen en La ecuacién (2) no deben eon
Las matrnices X y B de nuestro problema original, Y 8680 debe
come una herramienta A4l para nesolven nuestno problema inicd
plo muesitra claramente que un mismo concepto matemdtico puede
dos contextos difencites. '

pundinse con
n considerarse
al. Este efem
aparecen en

41
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Continuemos ahona cop nuestne problema. Pang e8%o lescalonemos £q matriz

de coedicientes:

041~2J 047~2J 047-2J

de acuerdo ocon esto, podemos volven g plantear un 8.istomq de ecuaciones, peno

ahora con fa matiiz escalonada:

de La definicién de Lgualdad de matrices se tiene :
X1 + Xn. =90

4X2 + X3 - ZXL,

0

que corresponde a un 8istema compatible Andeterminado, Y po
una infindidad de matrices que, junto con La matriz B, sa

AAEn:

X* + B2 = (X +B)?

(1 0 o 47 " %, ] [ o 1] [ X, + x, 1 o
0 4 1 -2 X2 0 4X2 +X3"2Xz. 0
0 0 0 o 1 |, ' 0 0
0 0 o0 X 0 0 0

: J L™ Lo : J L7

Lo tanto, existen
tisfacen La exphe-

Come actividades complementarias te dugerimos Las sdigulentest

I) Contesta Cotectamente Lg Siguiente bregunta: Si Ay B
cuadradas cualesquiera, ;pon qué se afima, en general, que
(A + BJ(A - B) #42 _ g2 5

don dos matnices




4.~ Demuestra que 84 A es una matriz
ica.

5.- Demuestra que 44 A Y B son dos matrices cuadradas SLmétnq

cuadrada, £a matniz A- AT es antisimé

eas, La condieibn

necesarnia y suficiente pana que AB sea simbtrica o que AB se¢a conmutativo.

6.- Demuestra que para trhes matrnices
(ABC)T = ¢TRTAT,

cuadnadas A, B y C se

7.~ Sea A una matniz cuadrada de onden m simétrica.
Demuestra que 44 P o4 de onden mxn, entonces La mathiz

bién una matniz sAmEtrica.

§.~ Las siguientes matrices sdon Leamadas "matrices de spin de
das en La mecdnica cudntica.

0 1 0

Ox =

Verigica que estas matrices anticonmutan estne 4% tomadas
Son hewnitianas y unitanias.

Liene que

S = PTAP, es tam

Pauli™ utiliza

an pares, y que

(Nota: Se dice que of preducte AB es anticonmutative si AB=-BA]).

9.~ Dadas Las matiices

| I-¢ 2 £ I-¢ 2
C=]T1+( 3 £ D=1-1-4 34 £
Z =2 0

~2 £ 0

deternmina cudl es hermitiana Y cudl antihermitiana.

45
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IT.- 8¢

cos 6 sen 6
~4en 8 cos 9

a) Comprueba que

cos 28 sen 26

-sen 26 cos 296

b) Comprueba que

cos 30 sen 36

~4en 36 cos 38

¢) Sugierne una §érmuka para " ¥nelN v demuestra AU

12.~ Una matriz cuadnads A se Lama nilpotente s¢ AP - [o
al o> 2, donde [(3] ¢s La matniz nubq.

Se dice que fa mathiz A es nil

poente de indice P, 84 p
nal para el cuaf AP = [O].

Deteamina op dndice de fa matniz

e
1 T 3
B=}15 2 4
-2 -1 -3

13.- 0bzén dos matii

cu(%mmMu&AElyEg

Tales que E]EQA:
5 -1 4] -1 0 3
F=} 3 7 0 y B=1 ¢ 7
-1 0 3

U8 s0n ndmeros complejos,

‘ana Bz?T(A+A*) Y otra

validez.
1, para algdn natu

es el menor naty-
nilpotente sdguien

B donde



14. - Dadas Las matrices

2 -1 -4 10 -1
A={-1 1 3 B=lo 1 2
3 1 5, o o0 6|,

obtén La matrniz P, tal que PA=B, 44 se sabe que A y B son matrdces equivalen-
Les.

15.- S&

obtén A empleando trhansgformaciones elementales.

16.- Dada La matrdiz

=
n

&

S

obtén, s4 existen, su Lnvernsa por La Lzquierda, s4 Esta contlene|dnicamente ce
rnos en La tencerna columna, y su Lnversa por La derecha.

17.- 0btén La matriz X que satisface La ecuacdén matriclal

ABX =C ' = XxBA

6 -2 <3 17 3 14| 2
donde, A=|-1 1 0 B=§ 1 3 3 C=10 1| ¢
-1 0 1 1 2 4 2 12 7
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18.- Dadas Las matrices

obtén La matrniz X que satisface La ecuacibn matricial

B(XA-B) = CT + 2XA

19.- Dadas Las matrnices

obtén La matriz X tal que

-AXB + 2 AC = 2C

20.- Determina 44 Las matiices A y B son ortogonales

) ; ;
1 0 1 1
7 /3
N -7 1 R
A== —=3 3 =
Y I - 1
3 3 3 N
L. - _/?_

21.- Deterundina A4 Las matrices C y D son undilahics

" . 1 ]
—_— (2+4) —— (3+4)
Y15 v 15

C= D=
1 i 1 . .

—— {-3+4) (2-4)
J 15 v 15 ,

- wd

s H~

=

‘ﬁ\f

3




22.- Tomando en cuenta que AT , X y A*  indican, hespectivamente, La trans

puesta, La conjugada y La conjugada-transpuesta de La matrniz A

, escndbe en

cada paréntesis de La columna Lzquierda La Letna de Ra expresdidn de La columna

denecha que corresponda a £a respuesta cornrecta.

Sean A, B y C matrnices cuadradas de orden n, y k un escaler.

Lo (RAB+C) e - - - - - () A) kBTAT 4 C

2- (T + BT = - oo .- (o SN
C) kBTA+CT

5.- C1A+BIC*] - - |- () D) (K+BC)*
E) (AC+B)*
F) kBAT + C
G) ClA*+B¥)
H) ClA+B)"

23.- Sea La matrniz

1 -3+4

44 =

Expresa La matriz A como La suma de una matriz simEtrica |
simétrica (C) mds otrna antihermitiona(D).

24.- Sea £La matriz

ard =i 3424
A= b -L 4
J d 44

a) ;0ué valores pueden fomarn a,b,c,deC para que A sea antd

b) Sea o un nimeno complefo o= B+ vL.

B) mds otha anti

hemitiona?

i0ué caracteristica debe tener o patra que oA sea una matrdlz antihermitiana?

JQué caracternistica debe tener o para que oA sea una matriz

nermitiana?

49
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25.- B2 ejerncicio sigulente es un ejemplo que muestra La ap(/fcauo’n de matrices
0 hepresentaciones matrniciales.

Para el cireuwito eléctrico de La figura

———ww W\»

U1 30 =

—"l'l

su modelo matemdtico en gorma matricial es:

10 =5 0 I, 30 ‘
-5 13 6 Ll .| o |
0 b 70 Ia V2

Si se sabe que Iy + I, + I3 = 0, obtén Los valores de‘Il,Iz,Ia y Vs,



51

Yelermenardes

Es 4recuente descrnibin algunas caracteristicas que distinguen a una matriz
por medio de algunos nimeros que se asoclan a ésta. La regla hue asocia a cada
matidiz un ndmero concreto, define una funcidn de valores numénkcoa de Las matrni
ces. Dos de Las funciones con valores numéricos mds meo/z/tanﬂtb entre Las que
se definen para Las matrices cuadradas son La funcidn traza y La funcion deter
minante; estas funciones son reglas que asocian a cada matrniz cuadnada A, un
clLento mimerno z. |

Los concepios de traza y determinante se pueden pneaentak de varias mane
has; una de ellas es La de presentarlos como funclongs.

Sean: M el conjunto de|Las matrnices cua
dradas de cualquien orden con elementos
complejos, C el conjun{o de Los ndmernos
complefos y 4§ una neg£¢ o Llterlo  que
asocla a cada matriz cWada un, y 46
Lo un ndmero compﬁejo.\En othas palabras,
estamos estableciendo &na funcion donde
el domindo es el conjunto de Las matri-
ces cuadradas M y el cadominic o contra
dominio es el conjunto‘de Los nidmeros

complejos C. ‘

La funcibn traza, o simplemente La
traza de una matriz cuadrada se de
g§4ne como "La suma de Los elemen-
Zos de su diagonal prineipal".
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Por ejemplo, 54

4 -3 6
A=l 8§ 0 2
17 -1

entonces, La thaza de La matrniz A es igual a thes:

) tn (A) = 440+ (-1) = 3

Otha guncibn que aso

cibn determminante o
minante.

Nos detendrnemos a es

funcidn.

AL ndmero que se obtlene al aplicar La {funcidn defermin
A, se Le LLama también determinante y se representa por det |

cla a lcada matndiz

cuadrada un clerto nimero, es La fun-

sAimplemente deter

tudiarn mds esta

ante a una mathAz
A) o |A]. -

EL determinante de una matrdiz se puede hepresentarn también mediante una

tabla o arneglo rectanguwlar de wnimeros.

Pon ejemplo, el arreglo

AR
10 1
3 & -2

nepresenta el determinante de La matriz:

zZ -1 3
10 1
3 & -2

Pon esta razén es fnecuente hablan ded orden de un determinarte; asd en

el ejemplo anterion el determinante es de onden trhes.




La notacin de Las Lineas rectas verticales para Lidentifd
nante fue usada porn Los primeros que trataron el tema, tales co
chy y Cayley.

Es conveniente fener presente que una matriz es un arnregl
de ndmeros, mienthas que el determinante es un nimeiro.
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dar ek determd
mo Jacobd, Cau

g rectanguwlan

Existen varios métodos para obtener el determinante de unga matrniz; entre

ellos Zenemos "desarrnollo por cogactores”, "condensacibn", "méto

tiongulan, "regla de Sanrus" (este @timo aplicable 4680 para
gundo y tercen onden), ete.

do de La matniz
matrices de se

Los determinantes de segundo y Zercer orden y algunas de sus propiedades

se oueden presentarn también mediante un enfoque geométrico.

) B Consideremos el parale
- tha Lo figura.
E Su drea estd dada pon
5 LA AMea = base x altura,
o] 1 2 3
| Lenemos que es de 6 wy
Figura 1

Observemos que 54 escribimos Los segmentos dirnigidos 0K =
como nrenglones de un deterwninante de segundo onrden

entonces, el vakon absoluto del determinante, que ed 6, es Lgud
raleloghamo.

3

1 f--1

En general, no imporntando La posicibn de un paraleloghamo
drnea estd dada por el valor absoluto del determinante

T

by

a2

bz

(2

donde ay, az, by y by son Los elementos de Lo vectores a = (a)
que estdn contenidos en dos Lados concwuvrentes del paralelogram

Loghamo que mues
Lo expresdion
y de La figura

widades de dnrea.

(3,0) y DB = (1:2)

)
¢ al drea del pa

en el plano, su

)

,a2) y b =(by,b2)

C.
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Algunas propdledades de Los determinantes pueden Lnt
mente de La sigulente manera:

erpretanse geomérica-

1) S& se multiplica un renglén o una columna del determinante (2) por un

nimesro kR+# 0
hal haz ady ao kal ar a1 hah
I 6 6
b, b, kb, kb, by by by  kby
entonces por propdledades de determinantes Lenemos:
kay kao ai az kay  a, a, ka
b, b, kb, kb, kby b, b, kb

es decin, el deteruninante ordiginal queda multiplicado por

Geométnicamente significa que al multiplicar uno de
constante k, el drea ohiginal queda multiplicada por La c

Pon efemplo, 54 en el deteruminante (1) se multiplic
6 0
T2
entonces, el nuevo paraleloghamo eb:

4;

2 F

por 2:

y su drea

1

) 2 . > Flgura 2

2 a, az
=" h

P by b

el nimeno k.

Los Lados por una
onstante k.

0 el primen renglén

es de 12 undidades.

2) S{ al deteruninante (2) se Le cambia de s4igno a un rengfén o a una co-

Lumna:
-1 -d2 a ar -a) Ao a, -2
6 9 1]
b, b, b, -b, by by by b2,
entonces per propdedades de deteruninantes
- -A2 a) Ao -y ar a -y a) A
bl bz —bl —bz -b1 b2 bl -bz bl bz

es decin, el determinante originak s6L0 cambia de signo.




Geométricamente, al cambiar de s4gno a un rengldn o a una columna, se
e8td rotando y/o thasladando al paraleloghamo.

Por efemplo, 44 en el determinante (1) se cambian de signo Los elementos
del primen renglén

ek nuevo paralelogramo es
J

siendo su drea de 6 unidades.

Obsérvese que el paraleloghamo
se tusladd con respecto al de La
fLigurna 1.

ol TS ————

\

Figura 3

Ahora, 44 en el determinante (1) se cambian de signo Los|elementos de La
primera columnac:

-3 0

-1 2

el nuevo paralelogramo es
) |

2 B %
sdende su drea de & undidades.

i

[

| 1
! ‘ Obsérvese que, en este caso, el
1

|

>~ Figura 4 paraleloghamo se girnd y se trhasladd
-3 -1

con respecto ak de |[La fLguna 1.

Te sugerimos que a continuacibn hagas Las sigudientes actlvidades comple-
mentarins.

1) EL paralelLoghamo de La figura 4 no es mds que el de £d figura 1 garado
y thasladado. iCudnto es el dngulo de girno?

Respuesta

11) O0%nas p&op{edqdeb Amportantes de Los detferminantes Aou:
a) det(A) = det(A),
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AL aplicarle esta propdedad al determinante (1), tenemgs:
3 1

0 2

Dibuja el paralelogramo asociado a este determinante.

Qué nelacidn geométrnica tiene este parakelogramo con e de La figwwn 17

Respuesta

b) Si se multiplica una §ila de un determinante por un | ndmero kR#0 y el

nesultado se suma a otrha ila paralela, el valor del determinante no cambia.
ASL, por ejemplo, 4 multiplicamos La primera columna del determinante (1) pon

dos y el heswltado Lo sumamos a La segunda columna Lenemos:

3 6

T 4

Dibuja el paralelograme asccdiado a este determinante.

JQué nelacién geombtrica tiene este paraleloghamo con @ de La figura 17

-

Respuesta




I1T) EL determinante también se puede emplear para caleuwlar \voldmenes, como
recondards de tus cunsos anteriones. Por ejemplo, para el p eleplpedo mos

trado, ;mediante qué dqtminan,ta es
posible obtenen su uol’_u.ren?

e 2 A

(e T
| 4 ‘

)
P . L |
- y ‘

et

/ . Respuesta:

~F 8 ' |
X \
|
L volumen es de o unidades de volumen. ‘

EJERCICTIOS PROPUESTOS‘

(Continuacion)

26.- Determina el ndmerc de Lnversdones y, de sen posible, La ci_kvse de cada una
de Las sigulentes permutaciones. ‘

a) (5,3,6,1,4,2) ‘ |
b) (1,2, 3,4) |
e) (7,6,5,4,3,2,1)

d) (1,3,5, ..., 2n-1,2,4,6, ..., 2n)
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27.- La definicidn de determinante, a la que se refiere este

ejercicio, es la

que presentan los profesores E. Solar y L. Speziale en su libro "Algebra Li-

neal", paginas 428 - 430.

Sea A = [aij] una matiiz de onden 5 x 5.

AL calewlan det(A) de acuerdo con La definicibn de determinante, se tiene que

a) EL det(A) es La suma de 25 productos.

falso verdadeno

b) Los productos que contienen a Los elementos ayy Y dp, |precedidos de A4ig-

no posLtlvo son:

c) EL producto ayidzad3sdyudssdee ©4 un sumando del det(A).

galsc verdadenro

d) Para que el producto a,,a,,dspds Gy del det(A) esté precedido de s4igno

negativo, se debe cumplin que: m = yns=

28.- Usando La definicibn, caleula el determinante de fa A#gux;en/te matniz A AL

an 0 a3 Ay
a az2 0 0
Al= asl a32 0 0
Qi Ay ays 0

. el

29.- Caleuba, a partin de La definicibn de determinante, det(B) 44

- =

o 0 - - - 0 1
0 0 - - - 1 1

DR Y
°

L. nxn




30.- Obtén dos matrnices, B=[bis] y C= [Cij], ambas de on
que en sus dos primeros renglones se cumpla que bij=cij=aij,

también que det(A) = det(B) + det(C) donde
4 =1 0
A=1 3 2 1
-1 5 0
31.- Sean Las matrnices:
1 0 7 5 1
A= 0 3 4 B = 2 0 3
1 2 1 6 0 §
Calewla:
a) det(A) det(B) b) det(AB)

32.- Sean Las matrices

a) Caleula AB, BA, ATB, ABT, ATBT, BTAT

b) Caleula det(AB), det(BA), det(ATB), det(ABT), det(A™BT
utilizando propdledades de Los determinantes.

33.- Usando La negla de Sarruws, caleula Los determinantes de Lo

den 3x 3 tales
y que se cumpla

) y det(BAT)

15 sLgudentes ma

thices:

™ a+bi 2a

al A= donde a,be R
L -b a-bd |,
™ Log . b I

b) B= ° donde a,be R
n 1 Kogba »
[z 1 1

c) =) z2 z 1 donde z=~%—-—- —‘/-23——

59



60

34.- Calewla e determinante de cada una de fas sigulentes matrices:

A:

=
=1

a) Pon el método de condensacién pivotal.
b) Por el método de La matriz trlangular.

I
2

-5

2 -1
2 -1
1
2

-1

3
5
-8
Y

=

" e e s TS

2
3
0
1
0

35.- EL volumen de un tetraedro cuyos vértices son Py(xi,y1,z1), P2lxz2,y2,22),
estd dado por el valon absofutd de V, donde

Ps(xs,ys,z3)

Y PA(XH,UH,ZQ)

Vo=

1
5

X1
X2
X3

Xy

Y1
Yo
Y3
Yu

Z1
Z2
Z3

Zy

I
1
1
1

Utiliza esta §6amula para coleuwlar el volumen de un tetraedro cuyos verti
ces son: (-4,6,3), (&,-3,5), (4,0,-1) y (5,3, 9).

36.- Lla ecuacidn de una
Yy Pslxs,ys)

Pz(xz,yz)

a) Comprueba que Las coordenadas de cada uno de Los punt

facen esta ecuacifn.

b) Obtén La ecuacibn de La circungerencia que pasa por £

(3,6), (7,0).

cineungerencia que pasa porn thes puntos Pilxy,y.),

puede escribirse en La forma:

X +
2
X, +
2
X, *+

2
X3 *

yZ

2

Y1

2

Y2

2

Y3

X1

X2

X3

Y
Y2
Y3

1

A Pl,Pz y Pg é&t&é

04 puntos (0,0),




37.- Calewla el determinante de La siguiente matriz:

‘ 1
-4 1 1 1
1

1

38.- Sea 1
a b

H = 3 0:3:%

1 1 |1

61

Dado que det(H) = 1, cakeuba ef detewminante de cada una de £as lsiguientes ma-

trices:
3a 3b 3¢ | a b c

a) A=l 1 o0 2/3 ‘ b) B=[4a+3 4b 4c+2 e) C-=
111 | -3 -3 -3

39.- Obtén ef valor de b,‘ be R, para que

] 1
h 2 - -27
l I
1

1
1
b
b 1

40.- Caleula el determinante de La siguiente matrniz de ornden nxn

A R A B
12 2 2 72 ees 2
1z 3 3 3 e. 3
B= 11 2 3 4 4 «ou 4
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41.- Sea La matriz

a 1 -1

Determina Los valores de a y b para que

(P) = det(P)

42.- Obtén La adjunta de cada una de Las sdigulentes matrices:

0 7 6 -4 -3 +3
a) A=) 0 4 12 b) B=| 1 0 |1
0o 1 3 4 4 |3

43.- 0btén La inversa de cada una de Las sigulentes mathices empleando el método

de fa adjuntd.
senx  Cob X o0 4 0 =4
a) B b) F=}13 0 1 al G=|-3 0 11
donde £ =vV=T
44,- SL
1 0 2
A=l 0 -1 =2 y B=A-2AI,
72 =7 0

donde T3 es La matiiz Adentidad de onden 3 y X un escalar, caleula todos Los va
Lornes de A que hacen que La matriz B sea sdingular.

45.- Pana el sistema de ecuaclones Lineales

X1 — 2Xp + x3 = 2
’2X.1 + 3x, - X3 = -1
2xy = 4x, + x5 = 0

obzén el valor de x, empleando La regla de Cramer.




1.~ (Obtén el nesultado de Las siguientes operaciones :
7 -1 07
7l . 12 4 5
Czo40) |, , . 3 1 1|17 |=
0 3 3] 0 -1 0 1
2.-

25 ~20
a) M= b)
30 -24
3.-  Dadas Ras matrnices:
3 -1 5 yA
A = -1 4 0 1 B
-2 0 -1 0

B.
]
Al 1 Ane
4.- Sea La matriz A=]______ oo
]
Az :’ A2z
| -
[ L -3 4
1
Yy sea B = 0; 0 1
..__..:_-‘ ........
ol 1 2
L ! o

Una matriz cuadrada A se LLama idempotente 54
Las siguientes matrnices son Ldempotentes.

7 -1
M=l 3
I
ER S
2 1 6
5 -7 -1
0 0 -4
b

\ 63

-4
4
-3
R
2\ 0
-3 \ 4
e
0 \ 0|
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SL con La particibn indicada se tiene que La multiplicdcibn por par-

ticién AB=C nresulta sen
]
]
(BT Ci2
I
C = f--r—— i i ——— , obtén La submatrniz  A,,
!
1 1 -3 2
i
5.- Sean:A una matriz simétrnica de onden n; 1 La matriz

mismo orden. Demuestra que

—2A% + 3AZ &+ T

Lambién es simEtrnica

6.~
iz X tal que

Ldentidad def

S{4 A es una matriz Ldempotente (ver efercicio 2, pdgina 63), obtén La ma

= b _ g2 RN
7.- Para La matrniz
1 1 1
=10 1 1
0 0 1
a) Calewla G* y G*
b) Induce una expresibn para G, ¥ nelN y demuestra su validez.
§.- a) Demuestra que el producto de dos matrnices ontogonales es una matriz
ontogonal.
b) Demuestrna que La Lnversa de una matriz undtaria es| una mathiz und-
Xorda.
9.-  Demuestra que 54 AB = BA, entonces:

(AB)™ = A"B® , ¥ nelN

L}




10.- S&
1 7
A= , obtén una matriz P no singulan
5 4
tal que
6 0
P AP =
0 -1

11.- Obtén La moatriz X que satisface La siguiente ecuacidn

A(PX - XATe) =P7
donde :

’

12.- 0btén una matriz X que satisfaga La ecuacibn matricial

D+ AX=3¢T+ BTX

donde : -9
D= | -4 , C - [—2 0 z]
L 5
0 2 2 -1 -3 0 W
a1 5 ot g0 73
3 -1 2 -1 -6 =15
s ' - - =

13.- 0btén La matrniz X, s4 existe, tel que

CX =B + 2TX

65
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donde
4 0 3 -1
B = |-3 =l 3 o ¥ U= g
-1 1, 11 2 4

14.- 0btén La matriz X que satisface La sdiguiente ecuacibn | matricial
XA? - tn(X) D = XBC + tn(D) X + det(A) E

-1 -5], » 1, 0 3], 1o -1/3

15.- S84 A es wia mataiz no sdingulan y k  es una constante diferente de
ceno, demuestha que: |

(b A)”! - —,’i- Al |

16.- Demuestrna que para una mairniz cuadrada A no Ax;ngu,&m‘

det (A1) = (det (4))7 |

17.- Demuestrna que el deferminante de una matriz ortogonal ¢s Lgual a % 1.

18§.- Demuestrna que el determinante de una matriz Ld@npoten/qe es cero o uho.

(Ver ejeqcicdo 2, pdaina 63).

19.- TDadas Las slauientes afinmacdones, escribe en el paréntesis conrespon-
diente una V &4 Lq ofimacibn es verdadera y una F 84 e4 falsa:

a)  Ef detemminante de una matniz hermitiana es un n&f)?:(vw

AMAGANGHAL PUAC, = = = = = = = = = = = = - = = - R )



20.-

21.- Sean A = [aij} y B = [bij:l mathiices trhiangulare

b)

c)

d)

e)

Demuestra que:

a)

b)
Amaginanio puro.

onden 2.

det(A + B) = det(A) + det(B)? Verifica La nespuesta con un ¢

dthos

23.-

24.-

Obtén el valor mdximo def deteruminante de tencer ohrden
tituido &6Lo pon elementos Lguales a (0 y -2.

Demuestra que el deteuninante de toda matrniz antilsimétn
{mpar es nulo.

Calewla el determinante de La matriz

S¢ A es una matriz de orden n y o es un escalan
entonced: det{a A) = o det(A) - - - - - - - - -

Si A es una matrniz cusdrada con nlmeros complefos
entonces:  det(A*) = det(A) = - ~ = = = = = = - 4

67

4

Si A es una matrniz cuadrada, no sdingulan, entoncesd:

det(A) = det(A™T) = = = w o o o o o o

S{ dos §ilas paralelas de una matriz cuadrada A 4
proporcionales entre &4, entonces det(A) = 0 - -

det( A) = det(A

Sé A es antihenmitiana, entonces det(A) es un nlmero real o

;0ué condicién deben satisfacen sus elementos para

nxn

4 superiornes de

que
femplo.

que esté cons-

vica de orden
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25.- EmpLeando dnicamente propiedades de Los determinantes, demuestra que

(2" - 272 (e ™2 g
(2% - 7272 (2% + 272 2 =0, mnpe2
(QP -~ Z‘P)Z (ZP + Q‘P)Z 2

26.- Calewla el detenminante de La siguiente matriz de orden |mx n
- -
1 1 I e o o]
1 o 1LY ’
T 1 0 « - 1

27.- a) Demuestra que

a1+b1 a + by ¢ o o a1+bn

az+61 a2+b2 ¢ s a2+bn

1}

0 para todo n>2

an+ b1 ay+ by o e o an*by

b) iCudnto vale para n= 27

28.- Todo polinomio.de grade n

p(x) = anx® + an_ x4 o o o+ ax+ a,

de puede expresar mediante La nepresentacifn nectangular de|un determinante
de onden n + 1 :



Gn  =Gp-1  Op-2 «.. (—I)n'kak cee {-1)"a0

plx)=

donde todos Los elementos de La diagonal principal valen x con excepeibn

ded elemento del primer rnenglén y de La primera columna; todos Los elementos
de La diagonal Lnmediata inferiorn a La diagonal principal valen uno y Zodos
Los demds elementos que no aparecen valen cero.

a) Representa el polinomio
qlx) = x* <5x% + 3x% + 9x

en La forma anterdior.

b) Sea La matrniz Q(x) La expresién hectangular obtenida|en el in-
ciso anterdlon; ¢ para qué valores de x, La matriz Q(x) es Aéng%@a/z ?

c) ¢ Culles son Las rhalces del polinomio qlx) ? \

29.- EL t&umino n -8simo, apn, del desawrollo \
X

} 3
X =+ + apxt toasx’ 4. .. \

se puede obtenern a partin de La expresibn
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Utilizando La.expresidn anterior y el método de condensacién hasta reducin

a determinantes de onrden dos, obtén Los téaminos as y as

30.- Sea La ecuacidn
3 2 ~
AoX” + A 1X“ + X +az =0

donde Los ay son coegicientes reales con ag+0

Las nalces complejas de fLa ecuacibn anterion tlenen La parte real negativa,

54 Yy 8080 84 se satisfacen Las sigulentes condiciones:

ax as a; as 0

a1 >0, >0, ap az 0} >0

ao az
0 a; as

Deterumina para qué valores de k La ecuacidn
(3-R)x>+2x*+ (5-2R)x+2=0

tlene todas sus naflces complejas con parte real negativa.

31.- La sucesldn numénica de Fibonaced es una sucesiin tal
ndmenos 1,2 y Zodo nimerno sdgulente es La suma de Los dos
1,2,3,5,6,13,...

EL n-&simo téumino de esta sucesdidn estd dado por el

que comienza con Los
anternlohes. Esto es

determinante
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|

.

-

—

o

e

L]
o o o
o o o

0 0 0 0 «+« <« <=1 1| nxn

Verifica que codncida el determinante con el sexto té&mino de La sucesibn.

32.- a) Demuestra que Z,‘c‘z matriz adjunta de una matriz simétnica|es también s4mé,
tica.
b) Demuestra que 44 A y B s0n matriices cuadradas de orden n, entonces

- adj (AB) = ads (B) ads(A)

33.- Sea A una matriz ho singulon de onrden n. Demuestra que

a) A-adf (A) = [A| 1, , donde 1, e La matniz Ldentidad de onden n
b fadj (A) | = | A"
Nota: | adj (A) |, representa al determinante de la adjunta de A

34.- Damuestrha que 44 A es una matrniz no singular de orden n, entonces

Co ’ (n-1)?2
ladf (adf (A)) | = |A]

Sugerencia:

Utiliza Ras demostraciones ded ejercicio anterioh.




vaxamen de %aﬁa’/u/o

1.- Dadas fLas sigudientes aginmacioned,esciibe en el parénitesis cornrespondiente,
una V &4 La afinmacibn es verdadera y una F 4 es falsa.

Sean A y B dos matrnices cuadradas del mismo orden, A # B; siempre se cumple
que:
a) ABAB? =A%B® - - - - - - - - - - - oo - - -4 { )

b) ABAAA“B?A =ABA"B?A - - - - - - - - - - - - - | ( )
o) (AB)T=ATBT - - - - - - - oo ( )
d) S<B=A-AT, B es antisimbtrica - - - - - - - - - ()

) (BA)=B A - =~ = = = = = ~ = = = = = = = = - - ( )

2.- Dadas Las matrices

y sabdendo que A~B=D" , obtén La matriz X tal que:

AXD - C = BXD

Solucibn:
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5.- Dada £La matniz A= [aij], donde

12 3 4
Ao lo -1 24
31 0 4
4 -2 1 4

3.1) EL menon del elemento aszy estd dado pox:
A) -4 B) 28 C) 31 D)1

La nespuesta correcta e - - - = = = = = = = = =

3.2) B¢ cogacton del elemento as, esid dado pohr:
A) -31 B) -28 C) -4 D) 31

La respuesta correcta es - - - - - - - - - - - - -

3.3) Empleando el método de condensacibn y desarrollando
columna, el det(A) es:

A) ~124 B) 120 ¢) -120 D) 0

sobre La cuanta

La nespuesia cornrecta eb - = — = = = = = = = - - -

4.- Dada La matriz adfunta de La matrniz A y una columna de La n
Xa de A:

adj (A) = |-4 7 -2 AT = |2
2 -4 1 3
obtén:
a) det(A)
b) A

atrhiz thanspues

Solucibn:
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5.- Compara Los sigulentes sistemas de ecuactones Lineales:

2q + 4n + I + 20t = 4 x + 2y
g+ n+ b+ £t =0 2x + Yy
AS gq o o+ 35 - 3B = -1 B: gy -y
-q - n+ 28 - L =-3 -x -y

donde o y R 4on constantes.

Z

Sabiendo que el determinante de La matriz de coeficients
-22, caleula el valor de w del sistema B empleando La regla

+ z + aw =
+ 2z + w =
+ 3z - 3fw =
+ 2z - w =

5 del sistema
de Crnamek.

A vale

Solucién:




CAPITULO y

Estructuras

Algebraica




"Las matemdiicas no estudian Los obfetcos s4no
Las nefaclones entre Los objetos; por tanto,
Les es Lndifenente neemplazar unos objfetos
por 0irnos, con fal que no cambien fas trefa-

clones'.

H. Poincaré.
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Examen @t’(lyna'alico

A continuacidn se presentan algunas preguntas sobre antecedentes, para estu
diar este capltulo. Trata de contestarlos Y compara tus respuestias con Las an
sentadas después de Las preguntos. S4 tienes dudas, <intenta esclarecerlas Zegeg
de Lo Zemas que e sugderen en La bibliogradia propuesta al {inal de este examen.

.- Escrdibe el conjunto que resulta de efectuan cada una de Las sfguientes opera
clones s4 el conjunte de Los neales IR es el confunte unlverso.

a) (ZzUQ)" - 1R =

b) (INNQJU(Z-R') =

2.~ Completa conrectamente cada una de Las sdlguieintes proposicionds.

a] Lla Ley cancelativa para La adiclén de ndmencs naturales N lestablece que:
¥a,b,celN

b) EL conjuntc de £os ndmercs enterncs 7 cumple £as sdigulentes propledades bd
slcas para £a addlcdén:

¢)  La Ley asochiativa para La adicién de ndmercs racloenales d,c%a que:

¥ x,y,z €Q

d) EC elementce Ldéntice para La multiplicacidn de ndmercs complejes es:

3.- Escidlbe en cada paréntesdis un ST cuande La guncdbn respectiva dea del LLpo
mencionade 0 un NO 44 ne es de ese fdpe, donde ¢ :R— .
INYECTIVA SUPRAYECTIVA BIYECTIVA
a; 4(x) = 5x+2 es ( ) { ) { )

bl glz) = 2° '_ ) ( ) ( )

1
S
IS
o

a) glix) = x*-1 b { ) ( ) ( )



RESPUESTAS

.- a) ¢={ }
b) Z

2.- a) a+b = a+c = b=c

b) Cerradura, asociatividad, commutatividad, existencia de elemento Ldén
tico, existencia de Lnversos, cancelacién.

e) x+(y+z) = (x+y)+z

d) 1 = 1+04

3.- a) (SI)  (SI) (ST)
b) (ST} (NO)  (NO)
c) (NO)  (NO)  (NO)

BIBLTOGRAFTA

Los conceptos aludidos en estas preguntas Los puedes Tbtudian en:

- Algebra 1
de Eduando Solar Gonzdlez y Leda Speziafe de Guzmd
Editade pon La Facultad de Ingeniernim, UNAM
Pdginas 19, 34, 48 y 92

- Algebra Superior
de Cdndenas-LLuis-Raggd-Tomds
Edit. Thillas
Paginas 24 y 25
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EL objetivo de este tercen capltulo es estudiarn el concepto de estructu

ha algebraica.

En forma general se define una estructura algebraica como
el que estdn definidas una o mds operaciones.
estudiarnemos en este capltulo son:

Las estructuras

grupo, anillo y campo 0 cue
plo, el conjunto de Los wnimeros enternos con Las operacdlones de ¢
plicacion es un anillo.

Las estructurnas algebraicas desempeian un papel muy Lmpord
rnamas de La ciencla como por ejemplo: La feorla de La hefativid
cLear, mecdnica cudntica, cnistaloghagia, ete.
estudianemos Las noclones bdsicas del tema.

Sin embargo, en

Esta podenosa herramienta matemética 4ue creada a principd

XIX, y entre algunos de Los matemdticos mds importantes a quienes debemos

crheacddn, podemos citan a Evarniste Galois, baillante matemdtico
en un duelo en 1830 a La edad de 21 anos.
La teonla de ghupos.

Galols fue el princdly

clones en esta hama de Las matemdticas fueron Augustin Louls Cau
Cauley y Niels Hewrik Abel.

A continuacién daremos un panorama general de La distribuc,
twlo con el objetivo de ubdlcar al Lecton.

En primern téumino, se presentard el concepio de operacién
esencial en el andlisis de Las estructuras algebraicas. Posterd
Lizandn algunos conjuntos y Las operaciones binarics que se han
y, de acuerdo con Las propiedades que dichas operacicnes posean,
a qué tipo de estructura algebradca pertenecen.

Finalmente, en Lo dtima parte del capltulo se estudiardn
sdngulan Lmportancdia: L50monbLsmos y homomorgismos entrne Grupos

un conjunto en

Wgebraicas que
1o .
wdiedlon y multd

Per efem-

ante en muchas
ad, fisica nu
este cwwso 5040

os ded sdglo

sU
francéds muento
al promoton de

0thos célebres matemdticos que tambdLén hiciercn contribu

chy, Sin Anthur

<on de este capd

binaria que eb
chamente, ¢ and
lefinido en ellos
se. determdrand

des cenceptos de
 allLos .




ﬁ/ae@acio’n PBrnarca

Introducinemos el concepto de operacion binaria mediante
tuacién hipotética.

Erna el primen dia de clases en un ghupo de matemdticas.

pués de una breve pldtica, solicitaron al profesor que Les Lndd

que Los calificaria.
nenra:

Las condiciones quedaron establecidas de
a) Dur nte el cunso se hardn thes exdmenes parciales.

b) Se calewlard el promedio P de Las tres caldfdlcaclones
c)
otrha caligleacdbn EF

La calificacibn final Cp de La materia se obtendrd de
del promedio P mas el examen final Egp ,
3, es decin

d)

_ZP + Ep

Cp = —opb

e)
das en una escala de 0 a 100.

§) En Las calificacliones P, Er y Cp se omitindn Las cdgra

Con el objeto de que estas condiciones queden claras pard

nos, y evitan reclamaclones posteriones, el phrofeson expuso el
plo.

Alumno: Manuel Sdnchez Herndndez
Terx. examen parcial = 75
20. examen parcial = 30
3en. examen parcial = 68
Por Lo Ztanto, P = 57
Ep= 72

y La califlcacion ginal Cg es:

2(57) +72

CF" 3

= 62

AL terminan el cuwso se hard un examen ginal el cuak p

y dividiendo e

Todas Las caligicaclones parciakes asi como P y Ep que

81

La sigulente 54

Los alumnos, des
cara La gorma en

La siguiente ma
parciales .
noporelonand

Wa suma del doble
L nesultado entre

d ndan comprenddi-

5 decimales.

todos Los alum
sigulente ejem-
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Analicemos ahora cémo Las condiciones establecidas en leste efemplo {nvolu

cran, en toda su extensitn, el concepto de operacién binarid.

Segin La deginicidn de operacién binaria, Esta es una hegla que asocia a

cada par de elementos de un confunto S, un tercer elemento unfvoco LLamado hesul

tado de La operacibn. Ahora bien, en nuestro ejemplo anterdion tememos una regla

que asocda a cada par de valores Py Ep un tercer valor, que de acuerdo con La

condicibn "d" es Lgual a ZP+ Er

Ademds esta regla de asociacibn estd definida en el conjuwto1:

S={x|xeZz, 0<x<100}

puesto que tanto P como Ep A6Lo pueden Zomar valores dentro de S (vern condicdio

nes e y 4).

Por Ko Zanto, en este ejemplo estdn presentes todos Los elementos que de

finen a una operacién binaria.

Si denotamos con el simbolo © a Las operaclones que 4¢
P y Er para obftener La calificacidn final Cy tendremos que

Cp = PO Ep

deban efectuar con

(1)

donde La expresdidn P 6 Ep sdgndfica

poEp - LPPER

(2)

la ecuacidn (1) nos indica que a La pareja de ndmeros

Py E, se Le asocda

el nimeno Cp de acuerdo con £a negla 6. Es decir, 6 nepresenta a La operacibn

binvuia,
La ecuacién (2) define a La operaciin 6 mediante una ¢
usual .

xpresion algebralca

En general, el resultado de una operacidn binaria depende del ornden en que

s¢ tomen Los elementos. Esto se hace patente en el caso de
que en ténminos genernales

POEp - Ep 0P

1

nuestho efemplo, ya

' En toda la presente obra, representaremos a los niimeros naturales, enterocs,

racionales, reales y complejos con los siguientes signos, respectivamente:

N, Z, 0, Ry C.




2P + E 2E+ P
3 F i}
0 blen —— 7 7

Por ejemplo 84 P=57 y Er = 72 Xenemos que

2{57)+72 2(72) + 57
— == —

Analicemos ahora s4 La operacidn © es covada® en ek conjunto S.

Para que La operaciin sea cerrada debe cumplirnse que:

(P 6 Ep) €S ¥ P, EpeS

En otras palabhras, para que 6 sea cerrada, debe cumplinse que £a caldlgica

clbn final Cg esté comprendida entre 0 y 100 y que sea un nidmero entero, para

cunlesquiera P, Eg eS.

Debido a fa condicion (§), La calificacion Cr Adlempre serd un ndmero ente

ro. Porn Lo tanto s6Lo resta Lnvestigan sL Cp estd comprendida

Sustituyendo en La expresdidn

PO Ep = _ng;éﬁ_
Los valores mdximos que pueden tomar Py Ep ZLendremos:

2(100) + 100

100 6 100 = 3

= 100€eS

Lo cual Andica que aun para Los valores mdx.dmos de Py Ep
menor o Lgual a 100.

entre 0 y 100.

el nesultado es

Procediendo de Lgual fouma para Los valores minimos que pueden tomar

Py Ep ZLenemos:

2(0) +0

060-= 3

= 0¢eS

Por tanto, aun para Los valores mindmos de Py Ep el rnesultado es mayor o

Lgual a cehro.

Tomando en cuenta el nazonamiento anterdion y La condicidn
concluin que Cp siempre send un nidmero entero x tak que 0<x<
concluimos que La operacidn 6 es cerrada en el conjunto S.

. . . e
2 2lgunos autores consideran la propiedad de cerradura implicit
cién de operacidn binaria; es decir, consideran que para que uw
biraria, debe suponerse de antemano la cerradura.

(§), podemos
100, de Lo cual

a en la defini
a operacidn sea

83
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De acuerdo con La definicibn de operaci6hn binaria, &sta
con La definicibn de funcibn. En el efemplo que se ha present
cin que B es una funcibn cuyo dominio es S x S y el codominio
mente escnibdmos, 6: SXS-——=S, pudiendo expresar también

Ze manera:
6(P, Ep) = ﬂ)‘;_EF__
Existen akgunas operaciones binarnias muy Lmportantes dey

mdticas.

Por ejemplo, en el conjunto V= {(a,b,c) |a,b,c e R} se

to escalar y el producto vectorial respectivamente como
(ay,b1,c1) * (az,b2,c2) = ayaz +b1bs + cic,

(a'ljblycl) X (az,bz,cz) = (bl(‘.z-bzcl, ApC1-A1C2, abz

EL producto escalarn +, y el producto vectorial x, son d

clones binarnias; es decin, son dos funciones.

cumple, a su vez,
ado, podemos de
es S. Sdmbélica

(2) de £a siguien

wtho de Las mate-

deg4inen el produc

-azb)

05 Lipos de opera

En el primen caso,el dominio es

VxV y e codominio es R; en el segundo, el dominio es también VxV, pero el

codomindio es V.

CompLeta correctamente Las sdlgulentes agirunaciones.

La operacién binarnia "producto escalar’ cumple con Las propledades de

y no cumple con Las de

La operacion binaria "producto vectorlal" cumple con Las
y no cumple con Las

propiedades de
de

La expresion x+y+z-58=0 hepresenta, geométricamente,
misma ecuactdn La podemos escrnibin en La forma 2= ¢(x,y) = § -
entonces consdiderarn a ¢ como una operaclin binardla, ya que a
da de nidmeros reales (x,y) se Le asigna uno y A6Lo un valor d
esta operacibn binaria ¢, se tiene que ¢(4,4)=4¢4=
(-1) ¢ & = ¢(-1, 8) =

g Z.

un plano. Esta
x -y, pudiendo

toda pareja ondena

De acuerdo a

14

Las propiedades que satisgace La misma operacidn binauia ¢ son

En el espacio sdigulente, establece una regla de asoclacd

Gn sobre el con




junto de ndmeros que td edifas, tal que no constituya una operacd

Para completarn Las actividades que contriibuyan a La mejon ¢

andlisis de estos conceptos, trata de nesolven Los siguientes eferedicios.

EJERCICIOS PPOPUESTOS

1.- Sean Los conjuntos A={«,B} y B=1{1,2,3}
a) Obtén el conjunto Ax A, es decin, el producto carteslano ¢
mao.

b) Establece una refacién § de AXA en B tal que 4:AXA—RB 5
c) Establece una nelacién g de AXA en A tal que g:AxXA—A 3

d) ¢Son § y g operaciones binarias? ;Por qué?

2.~ Consdideremos La sdgulente operacidn:
a*b = 3{a+b) ¥ a,beN

a) (Es * una operaciln binaria? Justigicea tu hespuesita, verd
face La definicibn de operacidn binaria.

b) Calewla el resultadc de: 1* (1* (2% (3%4))).

¢) Detemina 4 a*({b*c) = (axbl*c; ¥ a,b,ce N

on binardia.

omprensiin y

ea una funcdén.

ea una huncidn.

85

e A conslgo mis

ideando 54 satis
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3.- Sea el conjunto T={z|2=3n, ¥nelN} y La operacién binaria @ deginida
po: x ® y = 2x+2y+6 ¥x,yeT

a) Caleula, cuando estén definidas, Las operaciones: 9 @Peé, 1®6, 3@ 3.
b) Demuestra que La operacién (@ es cerrada en T.
c) (B4 conmutativa La operaciin @ en T?
d) jEs asociativa La operacién @ en T?

4.- En el conjunto R se define La operacién binaria () de La siguiente manerd:

a®b=ab, ¥ a,b e R

a) (Es conmutativa La operacidn (X) 7
b) (Es asociativa La operaciin () ?

5.- Sean Los sistemas (A, *) y (B, ) donde A=R-{-1}, B=R-{11} y Las ope
rnaciones * y b se definen de La sdigulente manena:

a*b = aAb = a+b+ab

a) Deterumdina 84 * es cerrada en A y 44 A es cerrada en B.
b) En caso que no exista cerradura, da un efemplo donde|se muestre La no
exLstencda.

c) Obtén el nesultado de (-2) * (-2).

6.- Dadas Las openaciones binaidas [y & definidas en IR por Las sdgulentes he

apb = 2b-«a,
¥a,belR

alb b= "Z2a-b,

]

¢ Aermina AL La cperacidn i oes distributiva sobre [7].




Citheecluias gﬂéyeé@aic

Cuande en un conjunto S se han definido una o varias opera
*, 4, . ., 4e acostumbra denotarnlo como (S, *, A,. . .) y se d&
rhacfones *, A, . ., determinan en S una estructura algebraica
(S, *, A,. . .) es un sistema algebraico.

A continuacibn te presentamos un efemplo en el que trhatarel
el concepte de esthuctura algebraica.

Sea el conjunto M de matrnices cuadradas de onden 2 de La §

a 0
|a,bez
0 b

y La siguiente operacibn binaria ¢ que relaciona Los elementos d

A®BE = A+1+8B

donde A ¢ B son dos matrnices cualesquiera del confjunto M e T es
tldad.

Entre Las estructunas algebraicas que puede forman el 5484
mds Amportarites son La de grupo y grupo abeliano. Analizaremos
sus propiedades 84 ¢ determdna en M alguna de estas estructurnd

a) En padmen téhmino, probaremos que La operacdidn & es cer

junito M.

149"

Yy que

oAama

fa matrniz Lden

ema (M,®) Las
con base en
15 .

nada en el con

Parna este, degdinamos dos matrices no particulares del confunto:

ay 0 ar 0
A= Az = Ar,Az e M
0 bl ’ 0 b2 »

y coperevics con ellas de acuendo a d:

a, 0 . 0 o, 0 a,+ 1+a
A1®A2: I + -
0 bl | 0 1 0 bz 0 b1+1+b2

<

clones binarias
ce que £as ope-

mos de LLustran

e este conjunto:

87
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Podenos observar que el resultado es una matrniz que peA
M ya que es una matniz diagonal con elementos enteros. Este
2Xpresar como:
(A; @ Ay) e M, ¥ ALA eM

b) Tnvestiguemos ahora s4

Alq) (A2®A3) = (A1 @Az) @ Ag’ 'V‘Al,Az,A

*

es decin, 44 @ es asoclativa en M.
Opereros con el Lade Lzquiendo
AyO(Ay BAs) = Aj0(Ay + 1 + A3) = Ay + T+ (A + 1 + A3) = A
Opernemos ahora con el Lado derecho

(/‘\1 @A2)¢A3 =(A1 + 1 +A2)®A3 =(A1 + 1 +A2) +I+A3 =A1

Como Las dos (dltimas expresdiones son Lguales, se cumpl
tlva.

¢) Comprobemos en este Lnciso La existencia del element
ol Ra existencia de una matiiz dnica

U=|[x: 0] au,bue Z
: u

b

tal que
AdlU = UDA = A, ¥ AeM

Para esto, consideremos & La matrniz

L

que hrepresenta a cualquier matrniz de M.

Lenece al conjunto
nesultado se puede

3€M

1+A2+A3+ZI

+ Ay + Ay + 21

e que ¢ es asocda

0 {déntico, es de



a+ 1+ ay 0
AdU= Lo cuak, como puedes comprobar, es
0 b+ 1+ buf,

Lgual a UQA.

De acuendo con La definicidn de Ldéntico, e debe cumplin que
Aol = UPA = A, es decdin:

a+l+ay 0 a 0
0 b+1+by] |0 b == @u=bustl

-1 0
U= que pentenece a My pon tanto, ex%'/ste el ementce
0 -1 Ldéntico. .

De donde,

d) Exdistencia de efementos Lnversos.
De acuendo con su deginicibn, esita propdedad se cumple 441

¥AeM JAEM, tal que; AGA = Ao A=U

Supongamos que:

5 fai 0
A= ;  entonces
[0 by
4 [@t1+a 0 7
AdA= Lo cuakl, como puedes comprobar, es
| 0 b+ 1+bj
. ]
Lgual a A QA
De acuerdo con La definicidn de elementos invetsos AA B A WA - U
a+l+ay 0 -1 0 ai = -2-a
= de donde:
0 b+ 1+bi 0o - by = =2-b
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y por Lo tanto,
A1=
y es dnica para cada matriz de M y que Al pertenece a M.

AsZ, por efemplo, A4:

5 0 5 -7 0
B= AU ANVerso eb B =
0 - 0 1

y se cumple que:

St L DA

-(Z2+a) 0
0 —(2+0b) De esta expresidn podemos observar que A existe

Hemos demostrado que ef s.istema (M, &) cumple Las propledades de

- Ceraduna

- Asoclatividad

- Exdistencia de elemento Ldéntico
- Existencia de elementos Lnversos

por Lo que (M, &) es un grupo.

Porn otro Lado, se cumple £La propdedad conmutativa, es

A © A, = A, @ Al, 'V'A1,Az eM

ya que:

AL @Ay = AL + T+ Ay = Ay + 1 +A; = A, @

AL cumplinse La commutatividad addicionakmente a Las 4
niones, podemos concluir que (M, @) es un grupo conmutativo

Te sugernimos que a contlnuacidn nealices Las actividad,
slgudentes:

decin:

Ay

propledades ante-
(0 grupo abelianc)

es complementardas




1) Pespeja a La matriz X de La ecuacldn
Ao © KO U & AV = (A @ Ayl @ U0 A,
donde Ag,A;,XeM y U es el elemento Ldéntico daf
(M, ¢
Respuesta X =
1T) Una estructura mds sdimple que fa de grnupo es La de

este nembre al sistema (S, *)

ed cerrada y oes asocdiativa en S

Construye un sistema (S, *)  que sea un semighupc
Para ello, establece ifu confunto S
S =
La operacidn * definida en S que hace que (S,
grupo es:
111) Dos Aipos de semigrupo son el semigrupo conmutativ

. ~ PO . . ., .3
con unidad. Eafe dltimo famb.ién es Plamado monoide~.

En un semigrupo commutativo (S, *) se cumple el siguient

Pare cualesquiera elementos &,b eS, 54 se conviene que al

entonces (a * b)® = a* b", donde neIN.

Domuestrna este Leornema.

vemeastrnaolln:

2
o oRoans Lo

monoide a cualquiery sistema (S, =),

que satisfaga la cperacidr. binaria s

que cumple con dos condiciones:

sutores Jlaman moncide a ve semigrupo con unidadf

’

o

0

e

1rdependientonente de lqao
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grupc abeliano

Se da

*

semigrupo.

Lla operacidn

pers No W GRUPO .

) sea un semi-

y el semigrupo

Lfeonema :

S AkAk, L H&

)

n veces
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7.- Sea el conjunto A= {a|a=%—, xeQ}

AN
IV) a) Los sistemas (N, +) y (N, «) son semighupos copmutativos. Enton
ces, para cualesquiera a,be N, se tiene que, (a+b)™ = a® +p" y
(a+b)™ = a®+b", siendo ne N.
Dos casos parnticulares son, s4 a=2, b=3, n=3:
(3.2)3%= X 33423 2 — de donde (3+2)% = 3%.283
R I — 334 2% 52— de donde (3+2)3 = 3%+¢2°%

b) JQué parte del enunciado del teorema se tiene que Ze
que (a+b)™ = a™+b"7

Respuesta:

Como sdgulente actlividad, para reaginman Los conceptos
Le Lnvitamos a trhatan de nesolvern Los sigulentes eferciclos.

EJERCICTIOS PROPUEST

(Continuacg

Determina 44 el sistema (A, +) es un grupo abeliano,
clén de Los nacionales).

§.- Comsiderna el confjunto A del ejercicio uno, pdgina 85.

nen presente para

que has aprendido,

0S

on)

—.

(La operacién + es La adi

Una nelacibn g, que e pide en el inciso c) de dicho ejercdeto puede ser La 54

gulente:




9.- En el conjunto L={y|ly=Log x, x>0, x € R} se dedine La operacién binaria

de fLa sigulente manera:

Log x1 0 Log x2 =Leg (x1x2), ¥ x1,x2 e R, x;>40,

S& La operacion O es cerrada, asociativa y commutativa, demuedtra que (L, O

es un ghupo abeliano.

10.- EL siszema (A, * ), dende A= R-{-1} y * estd def<inida pon
a*b = a+b+ab, ¥ a,beA
es un grupo.

al ;Cudl es el elemento Ldéntico ded grupc?
b) iCudl es el invernso de — —18;—?

c) iCudl es el {nverso de =27

Xx2>0

IT.- Sea el s4sxema (B, *# ) donde B={a,b,c,ul y * estd definida de acuerdc

con La Sigulente tabla.

a) Deternmdna 84 para Lq cperaciln *

*lla | bl el u ex{ste:
bfc|ulfa 1.- Cerraduna

bllal u b 2.- Elemento Ldéntiqo

cllulal bl o 3.- Les dinvernsos

: 4.- Asocdatividad

u a b a u

b) ¢Fs (B, *) un ghupo?

)

12.- Demucstrna que el elLemente neuitre de un grupo es dndec. (ELamento neutrho e

otra fonma de LRaman al elementc {déntico).

13.- Sea (G, *) un grupo. Demuestra que fa ecuacién x * a =b, donde x et £a

(nedgndta y a y b scn elementos de G, tilene sclucidn dnlica.

14.- Demuestra que A4 a y b son dos elementes del ghupe (G, *), e
9
(axb) =k xd.

(x1 sdgnigica inverse de x).

15.- Sea (G, * ) un grupgc. TDemuestra que 44 vara tode aeG, ax*
es of Ldértice de (G, »), entonces (G, *) es abelianc. (Sugeren

La propdedad ded ejercdicic antendcr).

olo:

1tonces

a=u, donde u

wtiliza
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16.- Sea el sistema (B, *,0), donde B={4m|meZ}, y Las
estdn de}in%daé poh:

a*b=~>b+a

a®b=—azb— ¥ a, beB

Considerando que (B, *) es un grupo abeliano, determina &4
LLo.

17.- Sea ol sistema (Z, +) cuya estructwur es de grupo abeld
una operaciéin * tal que:

a*b =Kab, ¥a,be Z (donde K es cual]
a) demuestra que el sistema (Z, +, *) Ziene estructura de an

b} S& K=1 ;Qué estructuwra tiene el sistema (Z, +, *)?
c) S4 K = 0, detemina por qué el sistema (Z, +, #) no es u

operaciones * y O

B, *, 0) es un ani-

ano. S4 se defin

quien enteno),

Lo conmutativo.

n dominio entero.

16.- Sea M el conjunto de Las matrices escalares de orden dos, es decin,

o O
M= |aeR
0 o

‘Deterumina 54 (M, +, o) es un dominio entero. (Consdidera a +
y multiplicacibn ondinarias de matrices).

19.- EL sistema (A, +, o) es un anillo, donde A= {(a,b) |a,b
(a, b) + (c,d) = (ea+c, b+d)
(a, b) o (c,d) = (ac, bd), ¥ a,b,e,de R

a) Determdina qué tipo de andillo es.
b) Determina 44 es un dominio enterc.

20.- Determina s4 el confjunto B={0,1, 2} con Las operacion

"multiplicacddn" deginidas como se muestra a continuaciln

SN NS

+ || 0
010
1 1
2|2

N (= o

o jo |olle
- lo

—_— N DN

1
1
2
0

e

y * como La adicibn

e R},

es de "adicidn" vy

es un campo.
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Sean dos grupos (T, @), (S, ® ), donde T={x|xe R}, S={

y Las operaciones binarias @ y (® se degfinen pon:
x@®y=x+y, ¥x,yeR
(x, 2%, 3x) ® (y, 2y, 3y) = (x+y, 2 (x+y), 3(x+y)), ¥
Definamos La funcibn biyectiva
(T, ®) >~ (S, ®) ztal que
§lx) = (x, 2x, 3x), ¥ xeT
AsL por efemplo, (1) = (1,2, 3)
4(-4) = (-4, -5, -12).

Calewlemos por un Lado

1®(-4) = -3 (1)

y por otro Lado, caleulemos §(1) ® §(-4), es decin,
401) @ 4(-4) = (1,2,3) (& (-4, -8, -12) = (-3, -6, -9)

Observamos que Los resultados mantienen La relacidn biyec

puesto que aplicando La funcibn § al resultado de La expresibn
nesultado de La expresidn (2), o sea £(-3) = (-3, -6, -9).

x, ye R

(2)

Lo antenion Lo podemos. escriibin por tanto de La sigulentfe manehra:

§(-3) = (1 ® -4) = 4(1) @4(-4) = (-3, -6, -9

y en general, se puede probar que:

flx ®y) = §(x) © §ly), ¥x,yeT

| (3)

Prebémoslo:

flx @yl = flx+y) = (x+y, 2{x+y), 3(x+y))

§ix) @4ly) = (x, 2x, 3x) @y, 2y, 3y) = (x+y, 2(x+yﬁ, 3(x+yl) __

Como Las expresiones (4) y (5) son iguales, entonces (3)

(4]

05 clenta.

)

(x, 2x, 3x) | xe R}

tiva establecida,
(1) obtenemos el

(5)
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S{ ahwha desedramos obtener el resultado de operar co
tos de S, por efemplo:

(-3,-6,-9) ® (5,10, 15) ®(2,4,6] ®(1,2,3)

en vintud de que La quncidn es blyectiva el resultado se po
ma equivalente a partin de:

n mds de dos elemen

(6)

drnla obtenen en for

S ACRIEORECH! (7)
puesto que:
§(-3) = (-3, -6, -9)
§(5) = (5,10, 15)
§(2) = (2, 4, 6)
§01) = (1,2, 3)
Entonces, (-3 ® 5 ®(2 ® 1) =2 @ 3=5;y,como §(5)=1(5,10,15),

podemos aseguran que el resultado de La expresibn (6) es (5

(-3, -6,-9) ® (5,10, 15) ® (2,4,6) ® (1,2, 3)

Como puedes observar, ) es La adicién ondinania de ndmeros rneales,
Lo que nesulté mds sencillo obtener el resultado de (6) empd]

(7).

Las gunciones biyectivas que cumplen La ecuacién (3) 4
mos y como pudiste observar, una de sus aplicaciones gundame

10, 15), o 4ea,

(5, 10, 15

pon
eando La expresidn

e Llaman isomorfis
ntales es La de po

den manefan indistintamente dos estructuras algebraicas siendo equivalentes Los

nesultados .

En nesumen, Las condiciones que se deben cumplin para
isomorfismo entre grupos, son Las sdgulentes:

Dados dos ghrupos (A, ) y (B,A), exista una funcidn
a)

b)

§ sea biyectiva, y

gla » b) = g(a) & §(b), ¥ a,beA

Pa existencia de un

f:A-> B, tal que:

En ocasdiones La funcibn establecida entrne dos estructukas no es biyectiva.

Si tal funcidn es varios a uno y cumple con

flaxb] = §la)dglb), MabeA y §la),{(b)

se dice entonces que La funcién § es un homomorfismo.

EL {somongismo y el homomorgismo son dos tlpos de mor

€ (&)

fismos.




Un morgismo es, en general, ung funcion ¢ que satisgace
$laxb) =¢(a) A p(b)

donde * y A son operaciones binarias definidas hespectivamente
codominio de fa funcion.

2 La ecuacidn

en el dominio y

De acuends con esto, Las sdguientes expresiones se pueden considerar como

ejemplos de MORELEMO & ¢

Hx + y) = gx + 4y
Flbra -y d,
Log(x e y) = Log x + Log y

Se establecen ddferentes Lipos de monfismos dependiendo 4 fq funcién es

Anyectiva, Auprayectiva o biyectiva,

Esta clasificacitn estd dada en La sdgulente definicisn.

Sean A y B dos confuntos en Los cuales estdn definidas Las Operaciones bi

nardlas * y A respectivamente, S 6:A —s B os wun morgismo, d

Liemos que :

a) Cuando Lq funcién es varios a Uno, el mongismo se Lelama homomorfismo.

b) Cuando La funcidn es Uno a uno ({nyectiva) ep Mo Lamo
fismo.

4e Leama monomor

¢) Cuando La fwicion es sobre (suprayectiva) e morgismo se LLama epimor-

fismo.

d) Cuando La funcién es Unoe a uno y sobre (biyectiva) ee p
isomorfismo.

0rhLsmo se LLama

Existen ademds 0tras - clasigicaciones de morgismos entre grupos.  AsL Lene

mod que un endomorfismo o wy monomorgiamo de un grupo sobre A4
morfismo es un <somongismo de un ghupo scbre 8L mismo.

mLsmo; un auto

Clasigicaciones sdmilares se establecen para morfismos entre aniilos, cam

PO%, edpacios vectorniales Y 0ncs sLstemas algebraicos.

Te dinuitamos a que resuelvas Los siguiontes efencicios nel,
estos conceptos.

acionados con

97
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JERCICIOS

(Continuac

21.- Sean (Z, *) y (Z,b) dos grupos, donde Las operacione
nidas pon axb = a+b+1
¥a,beZ
alb = a+b

Deterunina 84 La funcidn biyectiva §:4— 4L, degl
gla) = a+1, ¥aelZ, es un Lsomongismo entre Los grupos |
22.- Sean Los gnupos (A, o) y (B, ), donde

A=C-{0} y B=R-{0}

PROPUESTQPQOS

ion)

3 % y A estdn defd

wida por
Z, %) y (Z,1).

a) S{ se defdine La funcién §:A—=B de La sdigulente manera:

flz) = |z

demuestra que § no es biyectiva.

¥zeA,

’

b) Deterwmina AL § es un homomorfismo entre Los grupos

Nota: |z | sdgnigica médulo de z y Las operaciones e en
Uplicaciones ondinarnias.

A, o) y (B, )
Ay B son Las mul

23.- Demuestra que A4 § eb un Lsomorfismo entre Los ghupos (G, *) y (G',A), yu

es el Ldéntico de G, entonces §(u) es el Ldéntico de G'.

24.- Sean (Q, +, o)

a (@ b=3ab ¥a,be R
Deterunina 44 La funcin §(x) = 3x,

Leos (Q,+,¢) y (R, +,® ).

25.- Sean (A, *,0)
homomorgismo entre dichos anillos.

Demuestra que 84 (A, *, A) es un anillo conmutativo, ent

(8,0,0O) ztambién es conmutativo.

y (8,03 ,0 ) des anillos y sea La funck

y (R, +, ®) dos anillos; Las operaciones + y © son La add
cion y La multiplicaciin ondinarias y ) estd definida coma:

¥xeQ es un Lsomorngdsmo entrne Los and

6n §:A— B un

onces el andllo




é}"eecicioa Adrctonales

1.- Sea el conjunto de puntos del plano xy y Las operaciones ¢ y & degfinidas
2omo ALgue: |

Q¢ R = e punto medic de La hecta QR. “

el punte sobre La prolongacién de Ko{ necta PQ

POQ

La distancie de dicha prolongacién es Lgual a La duiav«u'a de PaqQuy
se encuentrna del Lade del puntce Q.

a) iSon ¢ y 6 cperaciones binawrias? jPor qué? ‘
b) Determina s4 se cumple que PO(QoR) = (P9 Q) ¢ R |
c) ¢Se cunple La distributividad de © sobre ¢ poxr La Lzguierda?

d) :Se cumple La distributividad de 6 sobre ¢ por La derecha?

2.- Demuestra que en un grupe (G, * ), \

a) Cada elemente ae G tilene 46L0 un Anverso. |

5
b) S4 @ es el inverso de aeG, entonces (a¥) =a \

|
\
\
3.- EL sdstema algebralco (G, *) es un grupo abeldiano, donde %@ conjunto G estd
dado pon \

G=1{1,2,20, 1, 2, 70, u} |

donde 2 indica el inverse de ? y u el Ldéntico de G con La opJ}zau’dn binaria *

a) Dado que (G, *) es un grupo abeliano, indica con una Vlen el cuadro co
nespondiente s4 Las propledades siguientes se cumplen en (G, %), o una F 4L
no se cumplen. \

\
\
Ley cancelativa EL elemento pvd‘tene,ce a G

N .
La ecuacién 2 *x\= 20, xeG, adni
Ze mds de una Aoﬂqe/éc?n

2
*
—>
t
—

Copmetatlvddad

99
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b) Consdidenando La ecuacidn
T*xx2*20%xx = 2*%1%x, xeG

el inverso de x es (eldge La opelbn cornrecta) :

A) 1 B) 2 ¢) 20 D] 10 E) 0
F) 1 G) 7 H) 20 1) 10 J) u

La nespuesta cornnecta eb

4.- Sea el conjunto B={b|b=x V3, xe Z} y La operacién
aQb=a+b+vV3, ¥ a,beB. Determina a4 el sistema (B,O) |es un ghupe.

5.- Sea el conjunto F = {§(x) | §(x) =mx + b, m# 0, mbelR}. Deteunina s4
(F,o) es un grupo, sLendo La operacidin blnaria La composicddn de funciones, eb
decin

fog=glglxl), ¥ {,geF

6.- Consddera el confunto: A= {a,, ai, az} y La operacin bifnaxria @ definida
ponr:
ai@aj =ai+j vye /L'+j'<.7>
ai @aj = Aji4+y-3 AL ,(,+j 23
donde a3 y ai 4on elementos cualesquierna de A. Demuestra que (A,ED) es un gru
po abeliano.

7.- Comsddena el relof mostrado en La figura cuya

anica manecilla tarda una hora en desplazonse de un

ndmero al sigulente; asdl, 44 La manecilla estd en

La posicin 1, después de trnes honas estard en La 5
posicidn cero, pudiendo representar esto como

1@3=0; 84 estd en 3, después de dos henas se ten
dnd 32 =1, ete.

Considerande a (d) como La operacidn que <ndica el desplazamiento de Lo ma
necllla, demuestra que el confjuntc cuyos elemeniohd Acn fab quat o podleiones y

La operacién @) fomman un grupo abelianc.




§.- Detenmina qué’ estrctura algebraica forman el conjunto
V="1(x, y) | x# 0, x,y e R} y La operacibn # definida como

(a,6) # (c,d) = (ac, be +d),. & (a,b), (c,d)leV

9.- EL sistema (S, (® ) es un grupo, donde

S={x|-1<x<1, xeR}

y La operacibn ® estd definida por

+
X @ g5 ¥uyes

a) Calewla el inverso de — 77—

b) Considerando que en et sistema (S, ®) estd definida La

1

ecuacLon

77— ® a- -— © —%— ® 7?— » donde a es La incégnita, obtén et

valor de a que setisface a fa ecuacdiin.

cos 6 sen 6
10.- Sea M= |6e R
~-5en o cos 6

Demuestra que (M, » ), donde o s £a multiplicacin wsual de
grupo abelianc.

matrices, e un

1T.- Sea M el conjunto de todas Las matrices cuadnadas de orden cuyo determd

nante es uno; es decir,

M= {A]det(A) =1, A de orden nxn}

101

Determina 84 (M, o) es un grupo sdendo La operacién e La multlplicacion ordi

nwila de matrices.

12.- Sea el sistema (B, o) donde B es el conjunto de Las naices complejas de La

ecuacién z° =1, es decin, B= {z | 2°=1, ze €}, y La operacibn

plicacion de Los nimeros complejos. Determina s4 (B,®) es un gn

e 05 La muLti'

upo .
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13.- Sea S el conjunto formado pon todos Los subconjuntos ﬂie U= {1, 2, 3},
EL sdistema (S, +), donde La operacibn binaria + estd definida pon
E+F=(ENF')U(FNE'"), %LE,%’ES
es un grupo abeliano.
a) sCudl es el Ldéntico de (S, +)°?
b) Obtén el Lnverso de B={1,2}

|
c) Determina 84 (S, +, +) es un anillo donde La ope/uxu«én « se define como
E-F=ENF, ¥EFeS ‘

|

Nota: E' significa el complemento del conjunto E.

14.- Demuestra que La interseccién de dos subghupos es tamb\één un subgrupo y

\

15.- a) Deternmina cudles de Los sdgulentes sistemas son Aem{g/tupoxs. (Ver degind

‘que Au unidn, en general, no es un subgrupc.

cidn de semigrupo en La pdgina 91). \

1) {N,*), donde a*b = 2{a+b), ¥ a,beN |
2) (N, *), donde a*b =2+a+b, ¥abe NN \
3) (2, *), donde axb = a+b+ab, ¥a,be Z |
4) (Z,x), donde axb = 3+aq, Yabe Z |
5) { 2, %), donde axb = a, VYa,be 4

b) Determina A4 alguno de Lvs sistemas del Anciso an}i?}u’o& es un gaupo.

16.- Determina s4 el sdistema (Q,40 ) es un monodde donde A Q/Sl(tcf definida por La

regla aldb = a+b-ab, ¥ a,be( \

(Ver deginicién de monodide en La pdgina 91). |

|
|

17.- En el conjunto Zx 7 = {{a,b)|a,be Z} estd definida Zd\ operaciin binaria A
de La sdlguiente manehrda: |
(a,b) A le,d) = (a+c+1, b+d=-1), V—(a,b),(%,d] e Ix 4
|
|
|
|
|
l

EC sdistema (7 x 7,0) es un arupo.

a) Cbxén el resultado de (0, 6) A (3, -1)
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b) 0btén La s0lucidn de La ecuacidn
(1,100 (x, y) A (2,-2) = (-2, 0)

deginida en el ghupo (Z x Z, 1).

18.- En el conjunto S = {x | xeZ, x >-3} se definen Las dperaciones bina-
rlas EJy A, Consdderando que en S, La operacidn A es cerrada, asociativa y dis
tubutiva sobre [, determina 84 (S, 3, A) forma alguna estructura algebraica
considerando que [Jde define pon |

a[(Qb=a+b+2, ¥a,beS |

19.- Sea el conjunto de Las funciones F={§(x) | (0} = §(1)}. Deterwmina 44
(F, ®, ® ) es un anillo estando Las operaciones definidas ponr:

§ ® g=f+g, es decin, (§ ® g)lx)=glx)+glx] \
¥ §,g¢cF
§ © g=feg, es decin, [(§ @ g)ix)=4(x)eglx) |

|
|

|
20.- a) Demuestra que el conjunto A=1{0,1,2,3} con Las ope}zac*one,s de "adicidn"
y "multiplicacidn’ dedinidas pon \‘

+ 0 1

|
Z 13 ello| 71 ]2]3
0 ryzrs o [o]o]ollo
| N A 1 lofo] 2] 3
2 |2 ]3]0 o202
sllslofr]e s o] 2]
|
|
es un anlllo. |

b) Determina 44 (A, +, o) es un anlllo conmutative con um’c{ad.
c) iTdene ef andllo (A, +, o) divisones propios de cero? “

d) 3Es (A, +, ) un dominio enteno? |

|

21.- EL sistema (A, +) es un grnupo abeliano. Determina 54 (A, #, A) es un do

mindio entero, donde \
A={2n| net} y abb-= %— ab, V-n,bﬁw
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22.- Demuesira que el conjunto H={x | x = —5
Las operaciones * y A definidas de La sigulente manera:
X* Yy = X+ y

xAg=—%—xy ¥ x,yeH

23.- EL sintema (S, ®, ®) es un campo, donde
S={x+y V7T | x,yeQ}

y Las operaciones & y (@ se deginen por
(a+b VZI)®lc+d VT)
(a+b VZ)@®lc+d /T)

la+c) + (b+d) VT
ac +bd V7

i

it

a) 0btén el cero y La unidad del campo.
b) En el campo (S, ®, ®) se establece La ecuacibn

(1+3VT) @ [(x+yvVT) ®© (4-VT)] = [(3+3/7)

Obtén La solucidn de dicha ecuacidn.

24.- a) En e campo (R, +, o) donde + y e son La adicidn y
nias, se establece el sigulente sistema de ecuacliones

2x + 2y =1
x + 2y =2

Obtén La solucddn del sistema de ecuaclones.

75— b70, a,bel} es un campo con

®© (x+y/7)] ®(5+3/7)

multiplicacion ordina

b) EL sistema (B, +, o) del ejercicio 20, pdgina 94, es un campo,

0btén La solucibén del sistema de ecuacdones del Lnciso| anterion en el campo

(B, +, o).

25.- Sea {:G =+ G' un homomorgismo entre Los ghrupos (G, x) y (G', A) .

Demuestra que 54 @ es el Lnvernso del elemento a del grupo (G, *), en-

fonces §(a' ) es el invernso del elemento {§la) del grupo

(G' , 4).




26.- Demuestra que 54 La funcién §:G » H o4 un Lsomorfismo entre Log grupos
(G, *) y (H, & ), entonces La funcion Lnvessa {H s G Zambién es un L50monfis

no.
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27.- a) Demuestra que | IR+, °) es un grupo, donde R = {x| x>0, xe R} y £a ope

aciin o es La multiplicacibn ordinaria,

b] Demuestra que £a funcién 4: R* -+ R definida porn §(x) = Log
biyectiva,

.
X, ¥ x e R" ¢4

¢) Determina 54 La funcidn anterion es un L8Omonfismo enthe Los grupos
((R*, o)y (IR, + I, donde fa operacidn + o5 fg adicibn ordinania,

Z8.- a) Completa el cuadno mostrado

Pera que el 5.5 tema ({e,a,b,c}, %) sea un grupo. *leldadl]l b e
e b
afla| e
b e | a
cflec| b

b) EL sistema (B, ), donde

1 dq [F1 0 o 1 0 -1
B = = {M1, My, My, My}
o 1, Lo-1f, 1 of, |-1 o

y La operacién e es fa multiplicacitn ondinaria de matrices, es un grupo .

Determina 44 La funcién §:A—> B definida pon

@58 un LSemongismo entre Lo grupos (A, %) y (B, o) donde (A, x) ¢

-

Anedso anterdion.

25 el grupo del
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29.- Los sistemas (I, o) y (A, *) s0n monoides o semighupos con unidad, donde
7 es el conjunto de Los enterocs positivos, A={0,1} y La operacibn e es La
multlplicacién ondinania.
Determina 84 La funcién § deginida por
0, #4 n es par

§(n) = ¥nel
1, 44 n es Lmpar

es un homomorgismo entre Los monoldes (Z+,-) y (A, o). (Ver definicibn de monod
de en La pdgina 91).

30.- Sean el conjunto S={a,b,c,d} y La operaciin * definida en S como indica
La sigulente ftabla.

*lla|lblec]d] al La operacién * es cerndda, asociativa y con
afla| b|c|d muwtativa.

bllb|al|dl]ec Determina 4 (S, * ) es lun grupo abellanoc.
cfleldialhb b) Si La funcidn bx;ge,o,au# §: (S, ) — (S, *)
dlld] c] bl a

se define pon (x) =x" | ¥ xeS, determina

AL 4 s un LBOMongLsmo,

Nota: x' significa Lnverso de x.

31.- Sea S el conjunto de Las halces del polinomio p(t) =1 -1.

a) Demuestra que (S, ®) es un grupo donde La operacibn binarnia o es La mul
tiplicacidn ondinarnia de Los ndmeros complefosd.

b) Determina una funcibn § que establezca un Ls0monfismo entre el Grupo
(S, ®) y el grupo del efercicic 7 de Ra pdgina 100.

32.- Sean Los ghupos (G, x) y (G', &), donde G=1{0,1,2}, Gl = {1,2} y Las opera
clones * y A estdn defdnidas de La siguiente manera:

* 110 112 AT [ 2
ojoil112 1 117
1 11210 2 |2 1
2 N2y 01




Determina 84 gas s4guientes

funciones son un homomorgsm
pos (G, *) y (G', &)

G'

33.- Lla funcidn §:Q > Q definida por §lal = -a, ¥ aeQ es un ¥y

grwupos (Q, %) y (Q, A). SCQ es et conjunto de £os ndmenos 1
racdon A estd ded.inida por

alb=a+bh+9, ¥a,be,

determina La negla de deginicién de fq operaciin binaria *

34.- Sea (A, +, ® ) un wnillo, donde A = {keX [ keR, xe (-« E
clones +, (&) estdn definidas pon:
kie* + k,e*

ki Q.x @ K2 ex
Determina 54 £a funcidn biyectiva

(ki +ky)e*

k]kzex -\Lklex,

604, +, @) — (4, +,(8

§(g) =7d}_rg, ¥ geA, esun L80mong.ismo.

35.- Sean el conjunts de Los polinomios P = {qx? + bx + ¢ | a,b

d 0
junto de Las matrnices M= /[ ] | d,e,4elR ,
e g

Los sistemas (P, +, ) y (M, +, &) son anillos,

estando Las ¢
deginidas de fa sdguiente manenra:

P1 (X) * Pz(X) = a1a2x2+b1bzx +Ci¢,, ¥ P1(X), Pz(X)
d]_dz 0

Ml A M2 = ‘V‘Ml,Mz eM
21e; 6162],

Las operaciones binarias de

adicibn definidas ey p Y M india
ordinarnia de polinomios

Yy de matrices, respectivamente.

0 entre Los gru-

G'

»OMORFLEMO entre Lo
tacionales y La ope.

©)} y Las opera-

Koe¥e A

) definida pon

,CeR}Y y ef con-

peraciones x y A

eP

an La adicibn

107
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a) S& §:P=M y g:P—+ M estin degindidas pohr:

§lax® + bx + ¢)

glax® + bx + c)

1) ;Qué tipo de gunciones son

biyectivas)?

11) éSon § y g

I11) En caso agi/mativo, iqué tipo de morfgismo es?

Mo {LEMOA

n
IO‘ Sl]
N N
o o
(A

n
s Q'
ID (=)

b) S& h:M-> P y §:M— P estdn definidas pon:

|
f(

determina &4 h y § son isomongismos entre Los anillos (M, +,

=

0

c

-

-

0

C

=

) = 4dax® + 3bx + 2c,

) =cx?-ax+b,

entrne Los andillos (P, +, *) y |

4y g (dnyectivas, suprayectivas y/o

M, +,A)?

A) y (P, +, %)




Crxamen dy %aﬁ//m/o

1.- Detewmina s4 op conjunto F = x+vVZT |xez)

deginida pon

a¥b=a+b-y7 |
es Un grupo.

¥a,befF

y La operaci

On binaria *

Solucién:

109
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2.- Sea el grupo abeliano (C, +) donde C es el conjunte de Los ndmeros com
plejos y + es La adicldn ondinaria. SL se degine una operacién * en T como
x*y=u, ¥x,yel yues el Ldéntico de (C,+), determina 84 (T, +, x) e
un anlllo.

Soluciin:

3.- Sean (A, * ) y (B, A) dos grupos, donde
a*xb=a+0b-1, ¥-a,be‘A

y La funcibn §:A ~ B definida por §la) = 3%, ¥acA, que es un Lsomondismo.

a) EL nesultado de ara*b*a *b' es: (ELige La opcdidn dorrecta)

A) a +0 B) 2a C) a+b-1 D) -1 E) 1
F) b G) a H) a-1

EL nesultado correcto e




b) EL elemento Lnvernso de x del grnupo (B, &) es: (ELige opeldn cornecta)
A) -x B) % C) — D) -3

E)% F) -9 G) 9 H) 3

EL neswltado correcto eb

4.- Sea (S, ®, ®) un anillo, donde S={la,b) |a,be} y
(a,b) @ (c,d)
(a,b) ® (c,d)

y sea (E, +, o) otrno suillo, donde E={a+bv7 |a,beQ}, y Lasr operaciones
+ y o son La adicidn y multiplicacion ordinarnias para Lob nameﬂob raclonales,
nespectivamente.

(a+c, b+d),

¥a,b), (c,d) €S
(ac,bd)

Determina 44 La funcibén biyectiva §:S == E deginida por
§la,b) = b+avZ, ¥(a,bleS es un Lsomonfismo entne Los anillos (S, @, @)
y (E, +, ).

Solucidn:
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CAPITULO v




";Como se pueden sumar cosas que no son ndmernos?
Lla explicacidn consiste en que en dlgebra moder
na el s4gno + no sdgndfica que se realdlza una
suma en ningdn Aentido real. Sdignifica meramen
te que e estd realizando alguna cperacidn que
de alguna manera Le hace al matemdtico recordar
Cas neglas de La adicidn. EL parecddo es de

esquema, no de contenddo".

W. Sawyer.




Cxarner @t’ayfwﬁﬁw

A continuncisn se pPresentan algunos eferncicios sobne antecedentes necesa
nlos para estudian este capltulo. Intentg nesolverlos y compara tuy resul ta-
dos con Los Presentados despubs de este examen, 8¢ Lienes dudas acencq de fa
solucidn de Los efencicios, consults fq bibliogragia propuesta al ginal de o4-
Le examen,

Dados Los vectones de IRS

\_)1 = (_7’ 0’ —3' ’, ’4},
Ve = (1, 0, 3, -1, 4), Vs = (-4, 1, -3, 0, -1)
iCudles de ellos son <guales entrne si7

Sea el polinomio p(x) = x* + 3x - 6

Va = (7; 0, <5 -1, 4)) -\73 = (4’ B

dQué valones deben tomarn  a,b,c,d Y e para que ep polinomio

q(x) = ax* + bx? + ox2 4 dx + e
sea Lgual al polinomio pix) 2
Caloula La primena y La segunda derivada de Las siguientes 4

al  falx) = 4x3 - 342 4

bl fa(x) = 3e"% 4 3y aosx

n

e) 43 (x) £n x s X > 0.

unciones :
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4.- Verndifdica que Las matnices A y B son equivalentes.

p=
n

4

w = =

RESPUESTAS
1 Vy = Uy
2 a =1,

3. a) 4 (x)

6'1'(><)

b)  §2(x)

§o (%)

c) 6;(XJ

£ (%)

n

n

n

"

Z 5 1
-1 -9 B=10
-1 -6 0

12x% - 6x + 1

24x -6

12e*% + 3 cos x - 3x sen x

480 - 6 sen x - 3x cob x
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Fnls edceddn

EL dlgebra Lineal o La parte de fay matemdticas que estudia Los espacios
vectoriales y conceptos relacionados cop elles.  Pon go tanto,| e£ tema 5undameﬁ
el de cualquien cunse de dlgebra Linear es precisamente el de espacio vecto-
al,

A Los espacios vectoniales también e Les Leama espacios vectoriales Linea
Les ¢ simplemente espacdes Lineales .

Un espacio vectorial € un conjunto de elementos que satds facen cientas
propdedades y a Los elementos dep edpacio vectorial se Loy Leama vectores.

Ceneralmente, 206 atumnos que {nician el estudio def dlgebra Lineat ya han
tenido contacto con ef concepto de vecton Y estdn familiarizados oon una serie
de propiedades {nitenesantes que tienen estos ob jetos.  Peno, generalmente, 5600
han visto casos particubanes de vectones .

Uno de Los objetivos de este capltufo es modthan al estudiante que existe
Uha gran cantidad de vectones alstintos a Log que habltualmente conoce.

ASL, pon ejemplo, al terminan este capltubo deberd habes aprendido que La
funcibn §(x) = senx es un vecton; que £a matniz 1 g
Y La s0lucidn de

3 4

La ecuacidn diferencial

Aon también vectones, ete.

EL estudiante debend saben explicar Por qué cada uno de £os objetos men-
Clonados son vectores. |q explicacidn Adempre es muy senciffq Y estd basada en
el hecho de que « cualquien conjunto, por arbitrario que parezca, pero 4 satis

face cientas propledades, se Lo £Pama edpacio vectorial Y a sus elementos vecto
nes .

Por el momento, no mencionaremos cuiles Son esas propiedades; pero, el lector
interesado puede consultar cualquier libro de dlgebra lineal. AhI debe encon
trar dichas Propiedades.



|
|

Todos Los espacios vectoriades tienen prcpiedades comunes que es convendien
te estudiar en general y sin hacer neferencia a ningdn casd especial, Lo cuak
podrla obscurecer u ocultan Lo mds esencial del concepto. ‘UHCL de Las ventajas

de esta abstracedidn es que Las conclusdiones que se derlven ‘ée)win validas para
todos Los espacios vectorniales. |

Cuando en matemdticas se estudian Los conceptos en 5o‘nma abstracta, en un
prinelpio Las cosas pueden parecer mis complicadas, pero una vez que se ha com
prendido el proceso de abstraccién todo Lo demds hesulta mds sencillo.



(gaaﬁawioa Vecloales

Un espacio vectorial € un confunto V que satisface determinados axiomas
Con redpecte a La adicion de vectores y a g4 multiplicacion de yn vector por
un escalar. Autes do continuan te sugenimos Leas estos axiomas on Cwlquien

Lbro de dlgebra Lineal.

Veamos ahona un efemplo.  Seq Y op confunto definido en fa S{gudiente gor

ma:

V=A{bV7 |beq} (1

)

eS8 decin, V es of conjunto de todos Los ndmencs que se obtienen at MUl i plican

Considenemos ademds fq operacidn de adicién usual entrhe efementos de v,

esto es,

y La operacibn wsuap de multiplicacitn entne eLementos de U Y ellementos dep cam

po de Lo nidmenos nacionales G esto es,

2 (6VT ) =(ab) VT ey, donde qe g

A Los elementos de 0 £os Mamamob-uccwane/s.

clonales.  Pang esto, Lnvestiguemos s S¢ satisfacen todos Les g

omas que de

Determinemos ahona si U oy Un espaclo vectorial scbae o Ci(np(l de Los na

flnen a Los espaclos vectoriakes.

Analicemos primeno 54 8¢ SatLsfacen Las propledades nelacionadas oon La

addicién.
- En primen fugan, se cumple La cerrnaduna ya que.  [(by + b,)/7 ¢
- Adoclatividad de pq adicién.

Debemos Lhvestigan 84 se cumple que

(W+ V) +w=0+ (U + w) para cualesquiena el ement

045

u

»

v

yw de V,
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Come w, v y W scn elementos de V, entonces tienen. £a §

u = bl‘/_:r

R}

v = bzv’T, W = b7
dende by, by, by Aon ndmeros racionales.

Entonces, por wn Lade tenemes:

(W+v) +w = (b,vZ % b7 )+ bsvZ

(bl‘*bz} /7_ + b3\/2_

n

[(bl +bs) +b3] V7

orma

(2)

y, por otre Lado,

u+ (U-F(I‘) = bl‘/Tﬂ‘ (bz/T* b3$/_2_)

"

blVT + (bsp +b3) vz

"

[b1 + (b, +b3):] V7

]

[(bl +b2) +b3:] 7

(3)

donde La Ltima {gualdad se debe a que by,b, y by son nimeros raclonales y

por Lo tanto,
(by +bz) + by=b,+(by+bs)

Comparando (2) y (3) Zenemos que se cumple
w+ (v +w = (u+v) +w

- Existencla del vecton cehro.

Debemos investigan ahora 44 existe 0eV tal que

es decin, debemos buscar un vecton que sumado con v dé como
mente, ef vecton buscado es el vectorn cero, pero fenemos qu
un elLemento de V, Lo cual es facil vernifican. En epecto, 4
expresion (1) obtenemos el vecton cero. Por Lo Zanto, 8L e

en e confunto V.

- Existencia de elementos Lnverbos.

resultado v. Obuia
e abegurarnos que eb

L hacemos b =0 en La

xL6te el vecton cero



Investiguemos ahong 44 a cada veeton T de V
—v) tal que (-7) + VU4t (-7) =T

Sea VeV, o4 decin, Ves de fq gorma U= b7

Le Coresponde un vectn

» ¥uelv. gy decin, debemos buscar un vee
Lor que sumado cop V de como ey wltado ef vecton ceno.,

S4 hacemos (-y) - (=b) VT, vemos Que Liene La propieday nequerida,
En efecto, V) = VT () 7
= (b+ (b)) vT
= (b-b) v7T
=0
= (-v] +v

Ademds como (-b) VT o5 un elemento de v, entonces hemos demostrado que

¥ vel, existe -Uev que Liene ka propiedad rhequerida.

- Conmutatividad de La adicion.

Thvestiguemos s¢ 4o cumple que W+V = G4y

Sean u, VeV, o4 decin, Wy v son de La fonma U=b,v7 Y U=bo/7T

Entonces, por un Lado,

Y porn 0tno Lado,

(5)

donde La @etima Agualdad se debe ¢ que by y b, son
Zanto bl + b2 =b, + bl

nimeros racionales y pon g

Comparando, pues, (4) y (5] vemos que 8L se cumple g4 conmutatividad.,

Ahona analicemos Lay pPropiedades relacionades con La mMultiplicacidn do

un vector porn up escalar.,
- Se obsenva que La operacién ey cevada ya que
- Thwestiguemos 84 se cumppe que

O’.(a + U) = o 4 A~ VA

(ab) v7 ey,
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Sean wu=b,v7 y v=byV7T con by,byeQ
Desarvollando el Lado Lzquierdo tenemos:
alu+v) = alb1vVZ + bov/7T)
= u[(b1 +by) /7_]
= [olby +b2)vT )

= (aby+aby) V7

Desarnrollando ahora el Lado derecho:-

au+tov = al(byvVZ | +albvV7 )

n

(aby) vVZ + (aby) V7

n

n

(aby +aby) V7

Como (6) y (7) son Lguakles, se cumple La propiedad ofu + V)

Determinemos 84 se cumple que:

(a+R)w =au +Bu, H¥ueV y ¥a,Bel

Sea w=bv/7 . Entonces, desarrnollando el Lado izqudlendo

(0+Blu

(ab) VZ + (Bb)VZ

(a+B) (6VZ ) =alb/7)+B(bV7 )

(6)

(8)

Ahona, con el Lado denecho:

au+Bu =albvZ ) + B(6YZT) = (ab)V/Z + (Bb)

-

comparando (&) y (9), vemos que se cumple La propledad (a+B) U =auw +Bu

- La sdgudente propledad que debemos vernificarn s4 se cumpl
alfu) = (aBlu, ¥uelV, a,B e Q
Sea, wu=b/7T

Entonces, porn un Lado,
alBu) =a[B(6vT )] =alpbv7) = (aBblVT

Q

eb

(9)

(10)
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y pch otro,
(wB) u = (aB) (VT ) =(aBb) VT ‘ (17)

Pon tantc, también se cumple esta propdedad.

|
- Finalmente Lnvestiguemos 44 se cumple que Tu=u, donde 1 es el elemento wiidad
de Los nimencs raclonales.

Sea u=bv7Z

Entonces, Tu = 1(bvV7 )
= (16) VT \
= bv7
= u

En vintud de que también se satisface esta propiedad, concludimos que el
conjunto V es un espaclo vectornial sobre el campo de Los nacionales y, porn Lo
tanto, Los elementos de V son LLamados vectones. ‘

EL conjunto de Los reales R es wr campo y, entonces, a sus elementos se
Les LLama escalares o ndmencs. (También Los LLamamos escalares reales o ndmeros
Jeales para distinguinlos de ctrnos escalares u othos ndmeros) .

Pero, como ef confunte de Los heales IR también es un esdpacio vectorial 40
bre Los mismos neales R, entonces en este casc Zambién LLamamos vecton a cuak

quier ndmero real.
Te sugenimes que contestes cornrectamente Las sdigulentes preguntas como
una actividad dirigdda a que reagirmes. el cencepto de espaclo vectorndial.

I) EL confjuto de Los complejos €, jes un espacio vectorial sobre el cam
po de £os mismos complejos €2 iPor qué? |

11) EL conjunte de Los complejos €, jes un espacio vectorial sobre el

camoo de Los neales R? iPor qué?

-

111) EL conjunto de Los neales IR, ;24 un cspacio vectoriaf sobre el campo

de Los complejos C 7 ;Por qué?
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IV) EL confunto de Los haclonales @, ies un espacio uéc&tou’aﬁ sobre el cam
po de Los reales R 7? ;Porn qué? |

V) EL conjunto de Los reales R, jes un espacdlo vacio’r(,a!, sobre el campo
de Los rnaclorales Q ? ;Por qué?

Te Lnuitamos ahora a que resuelvas Los sigulentes ejbw/éc,éo/s, referentes
a Los conceptos de espacio y subespacio vectoriak. ‘

|
|
|
EJERCICIOS PROPUESTOS
|
|
|

I.- Sea V=1{i(x,y) |x,y e R} el conjunto en el cual se deﬁ&nen Las operaciones
de adicién y multiplicacién por un escalar de La sLgulente ‘manm:

(x1,01) + (x2,y2) = (x1+x2,y1+yz), 3&71,32 eV

n

Vi + Vv,

kv

kix,y) =(kx,0), ¥veV, kReR
Determeéna cudd es La propdedad que al no Aa,(‘/(/sﬁace/vse\ Ampdide que V sea un
espaclo vectorlal sobre RR. ‘

2.- Detenmina 84 el conjunto H={h|h>0, he R} en el que Te defdinen Las opera
clones de "adicion" y "multiplicacidn por un escalan" de La sdiguiente manera:

x+y = xy, ¥x,ycH |
cxx=x0‘, ¥xeH, acelR ‘

es un espacio vectorial sobre TR.



a b
3.- Determina 54 of conjunto A=”j ’ | a,b,c ¢ ]R{ es un e
b ¢

scbre R, estando Las Operaciones de adicidn Yy multiplicacién

finidas como

a; b, az by ay +as

b, (45 b2 C2 b1+bz+2

4.- Determina s4 ef conjunto A= {(1, y) | ye R}

vectordial R? sobre Los heales.

5.- Determina s4 ok confunto B = {(x, y) | x*- y?
del espacio vectonial R? sobre fog reales.

a b
6.~ Considera el conjunto E =l( J |a+b-= 7,
b 0

Deteriming 54 ot conjunto E es un subes
Anices cuadradas de onden dos sobre of cam

7.- (Es e conjunto G = {00,0,a,-3a) | ae R},
nial R* sobre of campo de £os reales?

§.- Sea el conjunto Q° = U, y,2) | x, 9,2z ¢ Q)

Indica por qué Q% no es un subespacio de IR?

by +by+7

Cy *+Co 5

Y ¥aelR
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dpacio vectorniag

PO un escalan de

W ;)_1,0_2 €A

es un Au.be/spacfo del espacio

a,b e R

sobre el campo de

|
i
|
|
=0, x,ye R} es un subespacio
|
\
\

pacco del espacio vectonial de fay ma
oo de Los nimeros /zea,(i%s.

un subespacio del espacio vecto

Los neales IR,
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7.~ Determina 84 ek conjunto W= {ax® + bx® + ax | a,b,ce R
del espacio vectornial de Los polinomios de grado menon o A
el campo de £os neales.

10.- Sean u y U vectones del espacic R™ .

Demuestra que el conjunto W= {og+ BV|a, Be R} es un

} es un subespacio
gual a sedis sobre

1 Subespacio de R"



%oméz’naa:’o‘{n <. tneat,

@eﬁ«ma’encia _cgw'wa/ g7 PBase

Considernemos el espacio vectorniae W - {{x, 0, -x) | xeR} sobre el cam-
po de Los neales.

Dos vectornes del e/.spau",o Wisonv, = (-3, 0, 3) y v = (14, 0, -14).
Una combinacién lineal de £os veclones vy y U, estd dada por La expresién
a1 (-3, 0, 3) + azll4, 0, -14)
donde ay y o, son escalanes neales.

SCar =2 ¢ a, = -1, tenemos que (-3, 0, 3) + (-1)(14, |0, -14)
(-20, 0, 20).

Se dice entonces que ef veoton (-20, 0, 20) es uma combinacibn Lineal de
Los vectones vy y v,

SL cualquien vecton w del espacio W se puede expresar como una combina-
cLbn Lineal de Los vectores vi = (-3, 0, 3) yvy, = (14, 0, -14), entonces se
dice que el conjunto A = {vi, v,} = {(-3, 0, 3), (14, 0, -14)) genera el espa-
cio W o que A es un conjunto generador del espacio W.

En otrhas palabras:
EL conjunto A es genenadon de W 84 exdsten o, Yy oy takes que

a1 (-3, 0, 3) + ay(14, 0, -14) - (x, 0, -x), ¥ xeR (1)
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donde (x, 0, -x) es el vector genérico de W.
La ecuacidn (1) se satisface para Los valores

a1=——§— y o0z =0, ¥xelR

Porn tanto, A es conjunto generadorn de W.

Ademds, como puedes observar, estos valores de oy Y 2 no son dnicos.

Otrnos valores de a1 y o2 que satisgacen La ecuacidn (1) son:

ay =0 y a2=%, ¥xelR,
y m=14-§ y a2 =3, ¥xelR

Sin embargo, este hecho no altera que A sea un conjunto generador de W.

Detenminemos ahora A4 cualquien vecton de W se puede o

btenen mediante una

.combinacibn Lineal del vecton vy = (6, 0, -6). En othas palabras, ;es el con-

junto B = {U3} = {(6, 0, -6)} un conjunto generadon deld espacio W?

La nespuesta es apinmativa ya que cualquiern vecton de

se puede obtenen

mediante una combinacién Lineal del vectorn vs , como se L{ndica a continuacién:

54 alé, 0, -6) = (x, 0, -x), entonces u=%, ¥ x e IR

Tanto el conjunto A como el conjunto B generan al espad
una digerencda en La foama que Lo generan:

Pana el conjunto A Los escafares oy, Y ap no son dnled
ra el conjunto B el valorn de o 84 es dnlco. Esta es unma dife

fundamental enire ambos conjuntos que reforzaremos un pocc md

Considenemos ahona el conjunto

C = {a:}, _lIZ} = {(3, 7, _3)y (_3’ 7’ 3)}

(o W, pero extiste

4, mienthas que pa
nencda cuaditativa
5 adelante.




;Es posible obtenen cualquier vecton de W como una combinacidn Lineal de

Los vectores del confunto C? ‘\‘

La ecuacibn siguiente muestra que cualquier vector de W, es decin, cual-

quien veetorn de La forma (x, 0

neal de Los vectones del conjunto C.

13,1, =30+ - 53, 1, 3) = (x, 0, -x), ¥xeR

Sin embange, el conjunto C no es un conjunto generadon del espacio W.
|

La rnazén es La sdguiente: i

Se conviene que pard que un conjunto de vecto-

nes sea generadon de un espacio vectorial debe neunin dos caracteristicas

biracidn Lineal de Los vectores del conjunto y La otra es que agzs vectores del
conjunto pertenezcan al espacio. ?

En nuestno egfemplo, el conjunto C no es generador porque dusd vectores no
pertenecen al espacio W.

\
Sdituaciones similares a La del confunto C se presentan con Los conjuntos
= {(2

, 0, 00, (0, 0, -2} y E={(1,0, 0, (0, 1,0, (0,0 1)}. Cuat-
quien vecton del espacio W = {(x, 0, -x) | x eR} se puede exme/ia/t como una
combinacibn Lineal de Los vectornes del conjunto D y de Los vacton,e/s del conjun
to E:

X

— 12,0, 0) + _g_ (0, 0, -2) = (x, 0, -xJ

x(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) + (-x)(0, 0, 1) = (x, 0, -x)

Sin embargo, D y E no son conjuntes generadores del espaclo “\vecAb)uku’_ W
porque Aus vectores o pertenecen a W

|
Consultar la definicidn de conjunto generador presentada por lOS\profesores
Eduaréo Solar Gonzdlez y Leda Speziale de Guzmdn en su libro de "Algebra Li-
neal", pagi

pigina 569, editado por la Facultad de Ingenieria, UNAM E

-x) 4e puede expresar como una combinacibn Li-

. Una
|
de ellas es que cualquien vector del espacio se pueda obtenen m‘p_djxxnxe una com-

131
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Los conjuntos A y B de nuestro efemplo son generadon
como ya Lo dijimos anteriormente, se diferencian en que pa
escalanes no son dnicos y para el confuntc B 4L,

es del espacio W y,
a el conjunto A Los

Lla no unicidad y £a unicidad de Los escalares nespectivamente para £os
confjuntos A y B se¢ debe a que A es linealmente dependiente Yy B es linealmente

independiente.

Dado que B es Linealmente independiente y genera al
que B es una base del espacdio vectorial W.

Hablanremos ahora de este Wtimo concepto.
Para hacer mds fdceil su estudio, cambiemos de efempl

espacio vectornial R? sobre R:

IR? = {(x,y) | x,yelR}

Cualquien vecton de R? Lo podemos obtenen mediante
neal de Los vectones de una base del espacio IRZ.

La base natural o base candnica® def espacio IR? es
E=1{(1, 0), (0, 1)}

Es muy fdceil expresarn cualquier vector v de IR? como

neal de Los vectores de esta base debido a que el vector d

en La base candnica es precisamente el vecton v,

AsL, pon ejemplo, 44 v = (6, -3), entonces (U)E -
(6, -3) = 6(1, 0) + (-3)(0, 1)

3

Asi, se conviene que si R™ = {(x1, x2, x3, ..., x) \ X
se candnica es el conjunto {(1, 0, 0,..., 0), (0, 1, 0,...,

espacic W, se dice

0 Y consideremos el

una combLnaciin Li-

el conjunto

una combinacidn Li-

e coordenadas de v

(6, -3), ya que

- . . . n
El concepto de base candnica lo aplicaremos solamente a los espaclos IRD |

£ IR} entonces su ba

0), v sy (0’ O)Or N

1))



Asociando a cada vector de IR? un segmento dindigido o
el efemplo anterion Lo podemos represen "paso a paso" en

XY como se muesitng en Las siguientes slgunas

Figuna 1

Se acostumbra nepresentas a Los vectores de £a’b
(0, 1) porn Las Lethas iy j . (Es%a nepresentacién es muy comd
en el cdleulo veetoriaf Y en La geometrnig vectorial)

Con esta nepnesentacién podemos escribin v
V=81, 00 - 300, 1) = (e, -3).

ecton geométrico,
el plano carntesiano

ase candnid L
n sobre todo

= 61 - 33, en ve

133
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\
\

\
\
la elecaidn de La base candnica como base de IR? geneqralmente simplifica

mucho Los cdleuwlos y, ademds, nos permite trabajar de una manera que podriamos
Laman "natunal" ya que con esta base silempre hemos Mabaja‘plo aunque 4sea de una
manera Amplicita al estudian La geometrin euclidiana, que e,‘p La geometria que
se Ldentifdica de una manera natural con el estudio del Mpak,éo tuldimensLonal

(y por supuesto, tambibn del espacio bidimensional). “
\

\
Pon ejemplo, £as componentes de cualquier vector v de“IR2 se pueden consL
deran como Las proyecciones del vecton v sobhe Los vectornes \‘de La base candnica

\
\
ai + bj “
|
\
Comp uecti ?'+ Comp uecij v
\
\
\
\
\

<|
n

<|
0

\
O0tha caracteristica de La base candnica de R? que contribuye a facilitan

. - ’ ‘
el trabajo analitico es que sus vectornes son ontogonales y tienen Longitud o mg
dulo <{gual a fa unidad.® |

Sin embargo, hay ocasicnes en Las que es QXL y muy pfz,ciq‘uco thabafarn con
una base de R? que no sea La candnica. ‘

\
1 En el capitulo VI generalizaremos y haremos abstraccidn de los conceptos de
ortogonalidad y médulo de vectores. Mientras tanto, estos conceptos nos indica
ran lo que ya sabemos hasta el momento: angulo de 90° que fo#man dos segmentos
dirigidos y longitud o tamano de ellos respectivamente.
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cuando se efectda una rotacién

de ejes? Yy el preceso analitico para cambian de base se¢ puede nealizan median-

te La matriz de transicign 0 tamb.ién Leamada matriz de cambio

Porn ejemplc,

X2+ xy +y? - 3= ¢ |

La ecuacidn anterion nepresenta La elipse que muestra fLa

fV

/\j

fFigua 6

consLderemos que una particula se desplaza en el plano XY des

cilblendo La travectonia ephesentada por Lo ecuacidn

de base.

(2)

tdgura 5.

La deseripeisn dek moyun&en,to se 84mplL
fLca mucho 54 en vez de tabajan con Los efes
XyY, es decin, con un AMIQma de neferencia
deteruminado porn fa base candruca Zrabafamos

con un s{8tema de nreferencia

cuya base esté

contendda en Los efes de La elipse como mues-

tha La figura 6.

La base A = {e;, €,} detemina el nuevo

s48tema de nedenencia X'Y' .
be sdmplifica notabLemente La

elipse y se puede trhazar gdcilmente.

es La ecuacdidn de La elipse e
ma de Regerencia?; joudles 4

€1 Yy e, ?

Si el lector quiere recordar

lo relacionado con rotacidn y tra

le sugerimos consultar "Geometria Analitica" de Kindle, edit. Mc

rie Schaum, pags.

66-68, cap. 8,
en el capitulo de transforma01on

o cualquier otro libro de geome
de coordenadas (Rotacién y tras

En este sistema

ecuacldn de La
éCude

noel nuevo sdiste
on £Los vectores

lacidn de ejes
Graw-Hill, se-
ria analitica

acién de ejes).
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La base A se obtiene a partin de fa base candnica Bi {i, 3} por La nota

ngufo 6 que deben g4
le La forma

cibn de un dngulo 0. De cwnsos anteriores sabemos que el

nan Los ejes para ‘eiminan el téumine XY de toda ecuacidn ¢

Ax2 + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0

se obtiene de La expresibn

R
1 28 = r—F

Parna nuestrno efemplo, de (2) se tiene que

thG=A?C=717=%; de donde 26 = 90° % 6 = 45°
Es decin, La notacidn 0, en nuestrho efemplo, es de 45°

A
Obtengamos La matriz de

thansicibn de La base B = {i, j}

a fa base A = {e,, e,} /
N

i=yier+v2 6 6\\f
i > X
///
i=61e + 68, e '\\\\
Figuna 7
B Yi 61 AV
sLendo MA = S
ks . Q 5 N
//k\\
/// \\\
De Las figuras 7 y § tenemos 6
S}
que > X
i= cosd e, - send e

j = send e; + cosb e,
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Por Lo tanto, La matriz de trhansicién es:
B co46 send
M =
A -sens coso
Como 6 = 45°, tenemos:
. 1 1
ME = _J: r
A v 1

EL vecton (x, y) del sistema XY que cornresponde af veoton (x', y') det
sistema X'Y' estd dado pon

X g [ x' ; 11 X'a 7 X'+ y' ]
= M = — I D —

Ly Aled 7L 780 RN U

0 7 , ;
Sustituyendo Los valores X = — (x'" + y') = —(-x" + ¢y') en

Y T Y Yy y -

La ecuacifn (2) se obtiene

, 2 2 ;
3y' =6 | 3
XT + 3y e —— (3)

que es £a ecuacibn de La elipse en of sL8tema de neferencia X'yi.

\
De (3) se observa que La Longitud del semieje mayor es V6 y La def menox
VZ segin se muestra en La §<gura 9.

Figura 9
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Los vectores e, y e, estandn determinados pon Los gin

Tlvamente.
—él - M 1 {/ _e-Z = MB J
-1
como K = | 4 ¢ oIl R
s = : b =
amo B A entonc B /2_ 1 ,
Y
T = e S S| -,
V7 ] 1 0 v | g V7~
Ez = ——’:: I N 0 = —-—]——: il = L (“1, ])
V7 ] 1 1 v | V7

que son Los vectores que corresponden en el nuevo 5

Mds aplicaciones {mportantes de La matriz de thansicd
£as transformaciones Tineales, en el Cdlcuwlo Vectorninl y en
miticas y filslea.

Antes de nesolvern ejerclcdos nelacionados con Los con
den a esta seccidn, te sugerdimos contestes Las sdgulentes p
te.

S tienes dudas al contestarn fas preguntas, te aconse
adefante hasta que estcs conceptos estén blen entendidos.
ceptos estudiados en este capliuwle TV constituyen La parte
Lineal.

o

Oué es una combinacidn ineal?

<

I)

04 de i y j, respec

Kstema de nefernencia.

0n se presentan en
otnos temas de mate

ceptos que correspon
reguntas correctamen

jamos que no s4Lgas
Recuenda que £os con
esencial del dlgebra

11)
diente?

JQué sdignifica que un confjunto de vectores es

C(nealmente Lndepen-
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IT1) ;Qué signifdica que un conjunto de vectores es Linealmente depen-

alente?

V) ;0ué es un conjunto generadon de un espaclo vectorial?

V)  ¢Qué es una base de un espacio vectornial?

VI) ¢Qué signifdica el concepto de base ordenada de un| espacio vectorial?

VIT) ;Qué es La dimension de un espaclo vectornial?

VITI) ;Qué es el vectorn de coordenadas de un vector con nespecto a una
baste crdenada?

IX) :Qué es La matriz de thansicibn de una base a otra?

Ahora, nesuelve Los siguientes eferncicios:

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacidn)

11.- Detenmina el valon de k para que el vecton W = (1, k, 5) de R? sea
una combinacibn Lineal de Los vectores v = (1, -3, 2) y w= (2, -1, 1)
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12.- Expresa el vector de IR? ,+ v = (3, -1), como una combinacidn Lineal de

Los vectones
CL) Ul = (4, 0), —V—z = (-6, 2), 33 = (8, 3)
b) wi = (2, 0), wy = (0, -8), wy = (1, -1)
C) E1 = “, 0), Ez = (Z, ,) b Eg = (0, *”

13.- a) S& vy = (1 -k, k+1) y vy=1(k+1,1-k), detemina Los valo-
nes de k para £os cuales vy y v, son Linealmente independientes considerando

que son vectones del espacio IR?

b) Determina el valor de h para que el conjunto de vectores de
IR, {(h, 1, @), (1, h, 1), (0, 1, h)} sea Zinealmente dependiente.

14.- En un espacio vectornial V sobre el campo R, el conjunto E = {u, v, w} es

Linealmente .(ndependiente.

Determina 84 Lobs sigulentes conjuntos son Linealmente dependientes o Li-

nealmente Aindependientes
a) A={u+v, 2v+w u+ w

b) B ={u, u+v, u+v+wk

15.- Determina 54 el conjunto de vectores A = {2, -1, 3),
genera el espacio 1IR3

16.- Consdidena el espacio vectorial R® sobre el campo IR.

(0, 4, 1),

(4, 2, 7)}

a) Da un conjunto A que contenga 4 vectones de IR® y que genere el espa-

cio RY
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Y que no genere op es

A=A{01, -3, 2), (2, 4, 1), (3, 1, 3, (1, 1, 1))

al Elige una base dp R?®

b)  Expresa cada ung

Como  combAnacidn
‘on.

16.- a) Seq el plano
de todos £p4 puntos cont

=0, y seq
T nrephesentados a

T de ecuacifn 3x -y + 22

V' el conjunto
enddos en ep pLano

L ternas (a, b, c)

Demuestra que vy €5 un espaciy vectonial sobnre oy eales,
b) 0btén upg base y pq dimensién de y

¢) La rectq L de ecuacdén

el contenida on el plano 7.

Sea w

el conjunto de todos Los buntos co
Es decin, w = {

ntenidos en dicha necta.
X, Y, z) {x+2:g+2=

e) Muestra que cualquien veoton de

W se puede expresan o
naciin Lineal deo dos vectones

que Lengan L sLgulente o

omo una comb. -

arhacternistica:

V1 y Va

Ul,il_z EV, UI;JZ ¢w

6] iSe consideng al conjunto fo

rmado pon pe
anterion como up cenfunto

4 vectores v, y
generadon de 2

Vo del Lneiso
éPor qué?




142

19.- EL conjunto € = {a + bj | a,b eR, < = VT } o4 un
bre el campe de Los complefos € y también sobre el campo d

0btén una base y La dimensién des espacio €
a) Sobre ef campo €

b) Sobre ep campo IR

eépacio vectorial so-
2 Los neales IR,

20.-  EL confunto €2 = {(a + bi, ¢+ di) | a,b,e,delR, £ =|V-T } es un espacio

vectorial dobre € y también sobre IR.
0btén una base y La dimensién def espacio (2
a) Sobnre el campe €

b) Sobte ef campo R

21.- Demuestra que el conjunto de vectones de €% {(-4-74,
es Linentmente dependiente cuando €2 optd definido sobre

1-24), (2-34, 1)},
el campo complejo y

es Lineafmente independiente cuando C* e84 definido sobre ef campo real.

22.- Demuestra que el confunto {(0, £, 0), (1, 0, 0}, (1,
del espacio vectonial € sobne el campo C.

I, 41} es una base

23.- Completa cotnectamente Las dgulentes expresiones, escribiendo en Las Li-

neas £as palabras conrespondientes.

Sea e conjunto B = {v,, Va2, Vi, U4} una base del espacio vectonial V dg

§inide sobre un campo K, entonces:

a) Lla ecuacién

(1161*(X2U3+CL’3_\73+(1‘,U|,=0




de satisface 84, y 8600 84,

nealmente

b) Todo Confunto con mis deo cuatho vectonres de y es L4
¢ EL conjunto {va, vy, U} e Lineatmente
d)  Si fays coordenadas deg vector w e U op pq base B son
entonces
W =
e) EL conjunto {va, V., 0} » donde 0 o5 op vecton cenp ¢
mente

24.- Sea S = {ax? + 2ax® + 3bx + b [ a,b R} espacio veeq
campo de o8 nimenss reales,

0btén una base y La dimensidn do a
vectornial,

25.-  Se tienen tres vectornes vy = g, Vy = £ - I, vy = (£-
a)  Demuestra que {vi, vy, Uy} o4 una base del espacio vel
polinomios {at? + pz 4 ¢ | a,b,eelR} sobke IR,
b)  0btén ey coordenadas def veeton W= 2¢% - 5¢ 4 6 con A
cha base.
26, -

Sea el espacio vectonlap

Al T e

definido sobre op campo de Los neales.

()il,()’,z,OL;;,Qq P

fe UV, os Linear -

tornial sobre op
Licho espaciy

1)2

ctornéal de Loy

Ledpecto a di-
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a)  Escnibe ung base de M,

b)  iCudl o4 La dimensidn de M?

6 -3
¢)  Escnibe op veeton v = [ ] como una ¢

ombinacién Lineal de fos
0 0

vectones de La base dada en op nedso a).

27.- Determing el valor de

A para que eof congunto
4+ A 0 1 0 4 - A 0
A =
A ol L3+ 4] | -, x-3 ]|

sea Linealmente dependiente, iendo

A un subconjunto de 4
s0bre op campa de £os reales .

N espacio vectorninl

28.- Sea UV upn edpacio vectorial sobre el campo de Los #eq

AL AL 0 1L

son dos bases de v,

=)

0btén La matriz de thansicidn de £a base A ¢ La base B,

29.- Sea V un epacio veetorial sobne IR

U Bl = {Ul) UZ)
bases. i (V)g = (g, -1, 3,

U3} una de sug
determina Las coordenadas deg

vecton U en g
base B, = {El, 02;2, 53} dOVLdQ,
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v, + v,

=
i

W25U1'U2+63
W3=ZU1+‘U_2+3U3 ‘

30.- En el espacio vectorial de Los polinomios P = {a + bt + c/t% | a,b,c eIR}
se tienen RLos sdguientes datos.

Ademds se sabe que (51)32 = (-3, 1, 0], lwlg = (1,0, 0)‘ y
(Ea)Bz = (1, 0, -1), donde wy, wo y us son Los vectores de LLVTI base B;.

a) EL vector de coorndenadas del vectorn v = 6 - 3t% en La dajse B.

b) EL vecton de coondenadas del mismo vector v en La bcuie B, wtilAzan
do £a ecuacibn

Una base de P es By = {w,, w,, ws} = {t-2, 3%, t-t*} .

Con estos dafos, obtén:

— B,
(Vig, = Mz’ (Vg |

B,

c) EL vecton de coordenadas del vecton p en £a base 81‘ 54 e sabe gue
(73.)‘32 e ('3, 1, —1). “
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%omo@/é’dwwg enthe Y clios

edﬁac-t'oa veclotales. gﬂ%

Los espacios RT, nelN, ya sean expresados en §o

Lumna,
X1
X2

R™ = {(xy, X2, +vu, an | x1, x2, ..., anIR} = { | X2, , X, eR}
\ *n

lenen gran apllcaciin en el estudic mismo de Los -espacdos vectoriales.

Es probable que La apficaciéin m&s atil nesulte del teorema que estable-
ce que Los espacios vectoriales de la misma dimensidn son isomorfos. E3 decin,
“todos Lok espacios vectoriales de La misma dimensién son, allgebraicamente ha-
blando, Lguatfes. De esta manera, al estudiar un espacio vectorial cualquiera
V, de dimensién n, emplLearemos el Lsomonrfismo para trabajan con vectornes del
espacio IRT y ol nesultado Lo aplicarnemos al espacio V.,

Para (lusthan Lo anterion, consideremos el espacio Jectorninl de Los po-

Linomios de La forma
P={ax® + bx* + cx + d | a,b,c,deR} .

Este espaclo es de dimensidin cuatho scbre el dampo de Los reales y, pok
Lo tanto, podemos establecer una funcddn blyectiva entre el espacic Py ek,

espacio  IRY .
Lla guncidn § : P~ IR* definida por

flax® + bx* + ex + d) = (a, b, ¢, d)



s un isomonfismo entre Los espacios Py R* ya que pat
tones 1 Y p2 de Py aelR  se cumple que

6(51) + 6(Eﬁ)

§lp1 + p2)

6(0&51) dﬁ(l—f)_l)

Determinemos 54 el subconjunto de P,

g = {x®+ 3x* - 6x - b, 4x? o+ 4x2, IxP o+ X - x - 1, x3 - 5x

es Lineafmente dependiente 0 independiente.
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cuallesquiena vee-

2 4 12x + 12},

Una manera de determinat ol tipo de dependencia tineal del conjunto S

es a pantin de La ccuacibn de dependencia Lineal:

oy pr *t 02 P2t O3 P3 + oy pu = 0

Esta manena puede resultar taboriosa. La alternativa
cando el LAOMOREALEMO .

se presenta apli-

De acuendo con £a funcibn 4§, deginida por (1), podemos asocian & eada
vecton del conjunto S un vecton de IRY . De esta manerd tenemos que:

f(x* + 3x2 - 6x - 6) = (1, 3, -6, -6)

§lax® + 4x?)

\
S
£

~
S

-
S

glax® + 22 - x - 1)

W
~
-
~N
-
i
—_—
~
'
-—
R

fx? - 5x2 + 12x+ 12) = (1, =5, 12, 17),

y, entonces, podemos expresar el conjunto isomondo a S de fa sigulente mane-

has

§1s) = {(1, 3, -6, -6), (4, 4,0, 0y, (2, 2, -1, -1), (1, -5,

12, 12)}
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como Los conjuntos S Y §(S)  son -algebraicamente hablando- Lguales,
ambos tendndn el mismo tipo de dependencia Lineak.

Para determinan s4 e conjunto §1S)  es Linealmente dependiente o <inde
pendiente, emplearemod el concepto de rango de una mathiz.

Si fos vectones de §(S) Los consideramos como Los| nenglones de una ma
tuiz My escalonamos dicha matriz, tenemos:

1 —6-@-\13-6-713-6-6-113-@-6-1
N | Y L 20 aa| Jo 1 -3 3|0 T 38
s 2 -1 -1l o -4 1 o -4 mompjo o -1l
o s 12 12| lo -& s as| o & 18 18 o0 -6 ¢
L JL 1L J L i
13 -6 -6
oo -3 -3
0o o0 1 1
0o 0 0 0
-

por Lo tanto, el rhango de fa matrniz M es Lgual a tres.

EL hango de una matriz indica cudntos nengloned Linealmente independien
tes posee dicha matrhiz. Pon consiguiente, fa matrniz M | tiene tres nenglones
Lineadmente independientes; ¢b decin, el conjunto gonmado por Los cuatro ren-
glones de lta matiiz M es Linealmente dependiente. Pero, Lob nenglones de M
son precisamente Los vectones de §(S). Pon Lo tanto, ol conjunto  4(S)  eb
Lineakmente dependiente, Lo que Amplica, a Au vez, que ek conjunto de poLAnemios
S es Lineatmente dependiente.

Obtengamos ahora el espacio vectordial W que generda el conjunto S .
Como el espacio generado porn S eh Lsomongo al pspaclo generado por

§(S), obtendremos primero el espacio generado por este ietimo y el nesultado
Lo aplicaremos al espacio de polinomios tomando en cuenta La expresidn (11,
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EL espacio que genera §(S) es, precisamente, el espacio generado pon
Los nenglones de fa matniz M. Obtengamos, pues, el espacio rnenglin de La ma
iz M.

S4 continuamos haclendo transformaciones elementales a La matriz escalo
nada cde M tLenemos:

P ) 'r 1 N
13 -6 -6 |1 3 0o of|1 o 0o o0
IO A S B] I 2 AN N N B J] I
o 0 1 1fo o 1 afjo o 1 7
0 0 0 0|0 0 0 oo 0 0 0

donde E es fLa mathiz escalonada en forma candnica de M.

Pon Lo tanto, Los vectores del espacio renglin de M serndpn de La fornma
a(1, 0, 0, 0) + b(o, 1, 0, 0) + c(0, 0, 1, 1) = (a, b, ¢, )
es decdn,

LiM.) = {(a, b, ¢, ¢} | a,b,c elR}
que es tambiln el espacio vectorial generado por el conjunto §(S).

Aplicando el isomonfismo tenmemos entonces que el espacio vectorial W

generado por el confjunto S e
W= {ax® + bx* + cx + ¢ | a,b,c eR}

La dimensién de ® es diom W =3 y una de sub bases eb

B = {x3 x%, x +1).

Sd hub.iésemos thabajado dirnectamente con Los vectones del| conjunto S,
s4n hacen uso del Lsomonfisme, La obtencidn del espaclo W hubdera rnesulitade
mds Labonioba.
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|
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Los espacios IRT peamiten también tratar La Aoﬂuc/édll de un sistema de
ecuaciones Lineales como un probLema de dependencia Lineak ‘Buto constituye

Sea un sistema de ecuacdiones Lineales ‘

otna de Las apbicaciones de Los espacios RT .

@y1Xy * A1aXa + o * AypXp = by ‘

+ =
Ap1X1 + AaaX2 * .uw * AypXy = ba

(2)

Podemos considernar a cada nenglén de La matiiz de coe‘ Lelentes como un

vectorn de IR® y a cada colwmna de £a matriz como un vecton‘ de IR™ .

S4 denotamos a Las columnas poh

r r~
alﬂ bﬂ
I . |
;=4 Y a [ , |
amj bm ‘
- L |

entonces, el sistema de ecuaciones Lo pgdemos expresar como \

7 - ~ " =
Ay ay2 dain b, |
Az1 Az2 Aon b, |
X1 ok et Xy -
a am? tmn bm ‘
(™ L e B G |
|
es decdn, |
|
X1Cy + XgC2 *+ + x.c. =Db | (3)



|

Lo curl quiere decirn que el sistema de ecuaclones tendrd solucldn AL Y A6L0 AL

. — = | =
el vectorn b es una combinacién Lineal de Los vectores Cy, Cz2, deey, C_; 0O

n
en othas palabras, el sistema de ecuaciones tiene sclucibn 84 y Aé’to 44 el vee
ton b = [bl, ba, ..., bm]T pertenece al espacio generado por fio/s vectonres

Cj'. “

Obsérvese que La ecuacdién (3) no es mds que otrha manera de/wsc,u'bu
(2); es decin, mediante Los espacios IR® hemos expresado el problema de La
s0lucién de un sistema de ecuaciones Lineales como un problema de| dependencia
Lineck. “

Para neagirman Los concepios tratados en esta seccibn, te sugerimos que

contestes Las preguntas y completes Las agiwmaciones sigudientes. \‘

|

I) Si& el hango de una mathiz A de orden m x n es RA) = n{, entonces
dicha matriz tiene 1Y) nenglones Linealmente Lndapen%d,éentu.
|

I11) Contesta ST ¢ NO a Las sdgudlentes preguntas: }
\
|

|
\
a) ila dimensibn de su espacio nenglén es igual a fa dimensibn de su e

Para una matrniz A de orndem m x n,

pacio columna? ) /
b) GEL espacio nenglbn y el espacio columna son Lguales? No
|

|
ITI) Dos espaclos vectorniales de dimensidn gimnita son Momonﬁozs/ AL Y 5000 8L
|

|

IV) Sea un sistema de ecuaciones Lineales Ax = b \‘

{

JQué nelacibn debe haber entre fa dimensifn del espacio /L%ﬂgl’_én de fa ma

iz Ay La dimensidn del espacio nenglin de La matniz amplia (A, b) para
que el sistema de ecuaclones fenga solucdin? |

|

[

V) EL conjunto solucién de un sistema de ecuaciones AX = b_,f b#0, ses
un espaclo vectorial? ;Por qué? ‘

151
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EJERCICIOS PROPUEST’OS

(ContinuaLién)

|

31.- Obtén el espacio vectorial V que genera el conjunto r y determina fa

dimensibn de dicho espacio.

R A

32.- Un subconjunto de vectores del espacio vectornind
a b
0 c
sobre el campo de Los reales es el sigulente:
1 2 1 3 7
0 -1], 0 =31, |0 1

Se quiere determinarn b4 el conjunto G es Lénmbweiie dependiente o in
dependiente. Para ello, se rnecuind a su espacio aamoné‘ IR®  connespon-

diente.

I

A =

|

a, b, c ¢ IR

|

G =

/

1) De acuerdo con Los datos, el espacio IR™ iAomofL{o espacio V  eh:

(ELige La opaibn correcta) ‘
4)

Al R* B] IR? ¢ R?

11) Una funcién que establece un Lsomorgismo entre el espacio V y su co-

nrespondiente RD es: (ELige La opeidn correcta)

1 f,(E’,‘ g]>==(a+b. arc) 7)

es La opeldn conrecta 4,‘



9 ([ 3)ween g g

Al Sélo
B) Sélo
C) Sélo

1 es conrecta
2
3
D) S6Lo 4 es cornrecta
)
2
2
3

es correcta
es comnnecta

E) Séto Yy 3 son connectas
F) Sdéto Yy 4 son cornrectas
G) Sdéto Yy 3 son correctas
H) Sélo y 4 son conrectad
1) Séto 2, 3 y 4 son conrectas
J) Todas son cornrectas

es La opeidn conrecta,

1171)

V)

De Lo anterdon, un conjunio £somotfo al conjunto G eb:

clbn coneeta)

A) 4(G) = {(1, 1, -1), (2, 1, -3), (3, 7, 1)}
B) 4(G) = {(-1, 1, 1), (-3, 1, 2), (3, 7, 1)}
c) 4(6) = {2, 0), (3, -1), (10, 4)}

D) 4(G) = {(1, 1, -1, 0), (2, 1, -3, 0), (3, 7, 1, 0)}

es La opedldn cornrecta.

Para determinan 44 el confjunto §(G)

pendiente, se recwviind al concepto de rango de una matrniz.
binemos primero a Los vectones dek conjunto §(G) como Los /Lengﬂoyw/s de una
matiiz M. Dicha matniz es: (ERige La opcidn cornrecta)

= 9'
L5
[}

&
T
Q

(ELige La op-

es Linealmente dependiente o Linde-

Pa)za ello, escrd-

153
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C) 1 = D) [ 1 -1 0
2 1 -3 2 1 -3 0
3 7 1 3 7 1 0

es La opeldn correcta.

V) Después de escalonarn fa matrniz M, se obtiene que su Aango es Lgual a:
(ELige £a opcién cornrecta)

A) 3 B) 1 c) 2 D) 4 E) 5

es La opeldn conrecta.

VI) De donde se concluye que el confjunto 4(G) es Linealmente
Y, por Lo tanto, el confjunto G es Lin ente

————————

33.- Comprueba el nesultado obtenido en el .inciso VI) del ejercicio anterior
wtiizando La ecuacién de dependencin Lineal. (Es decin, determina el tipo de
dependencia Lineal del conjunto G a partin de La ecuacld

vy + oup * ... ay v, = 0).

34.- 0btén el espacio vectorial W genernado por el confunto G del eferci-
co 37,

I) Para ello obtén -a parntin del Anciso V) de dicho efencicio- La forma ca
nonica escalonada de £a matriz M. Dicha matrniz es: |(ELige La opcibn co
necta)



1T)

QNI'Q

o
oS © -
S - NN
S = O

es La opedldn cornrecta.

EL espacio nenglén L(Mr) es, pon Lo tanto:

A)
B)
C)
D)

I111)

{la -2c, b+e, 0, 0, 0) | a,b,c elR}

{{a, b,

b - 2) | a,belR}

{(a, 2a +b, 0) | a,belR}

{la, b,

c) | a,b,celR}

es La cpcldn correcta.

EL espacio nenglén L(M_) es Lsomonfo a:

1)

z)

A
B)
C)
D)
E)
F)
G)
H)
1)
J)
K)
L)
M)

AL espacio generado por el conjunto

11516

(ELige La opcidn cornrecta)

(ELige La opcidn conrecta)

§(G).

AL espacio generado porn el confunto G.

S6Lo
Sdto
S6Lo
Sdlo
Sélo
Sé Lo
S6Lo
SéLo
S6Lo
S6Lo
SéLo
S6ho
Todas

es La

cornrecta,
covtecta.
conrnecta.

IS

son comrectas.

2

3 son cornnrectns.

4 son cornrnectns.

3 son cornnecitns.

4 son cornnectas,

Yy 3 son correctas.
Yy 4 son correctas.

~

-

N = == NN == == - NN -

NN NS SSER

s y 4 son cornrectas.
bon cornrnectas.

opelbn correcta.

3)
4)

AL | espacio R3? .

AL espacio TR?
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1V) Por Lo Zanto, el espacio vectordial W generado por el conjunto G es:
(ELige La opcibn cornecta)
a 2a + b a b
A) a,b eIR B) a,b,ec eR
0 0 0 c
a b a b
C) a,b IR D) a,b IR
0 b 0 b - Za
es a opeibn cornnecta.
35.- a) Obtén el espacio vectorial generado por Las columnas de La matriz
2 0 -3
A= |3 J -1 -9 5
2 -1 0 -6 1

b) De acuerdo con el resultado obtenido en el Lnciso anterion, se conclu-

ye que el nango de La matniz, R(A), es Lgual a

c) Porn Lo tanto, de Los resultados obtenidos anterlommente se concluye

que La dimensibn del espaclo renglén de £a matriz

36.- a) 0btén una base y La dimensidn del espacio vectorial
o de Lok reales 54

-

a,b,c elR

A es Lgual a

V sobxre el cam




b) Demuestra que el conjunto

I A PR |

geners al espacdo vectorial V

G =

c) (Es el conjunto G una base de V? ;Porn qué?

37.- Para Las matrnices sdgulentes:

1 1 - )
T 1 2 N=| ] 0 ! P-4
6 -1 § .

!
SN
-

t
o

-

a) Determina cudles tienen el mismo espacio henglin.

b) iCufles de Los espacios nenglones, obtenidos en el Lnu’%o anterion,

son Lsomorgos?

3§.- a) O0btén una base y La dimensibn del espacio vectorial P |sobre IR 44

P={ax? + bx + ¢ | a,b,c eR}
b) Demuestrna que el conjunto
H= {18x* - 6x, x> - x + 4, x* - 2, 9x* - 3x}

no genera al espaclo vectonial P,

|
|
|
|

|

|

w o
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c) Demuestra que W = {ax® + bx - (2a + 6b) | a,b eIR} exs“un subespacio

veetornial de P.

d) 0btén una base y La dimensidn de W.
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e)
La §orma

neaf de Los vectores del conjunto H.

Demuestra que cualquier vectorn de W, es decin, cuplquien vecton de

ax? + bx = (2a + 6b) es posible expresarlo como una

§) (Es H un conjunto generador de W ?  ;jPorn qué?
gl (Es H una base de W ? ;Por qué?
39.- a) 0btén el espacio vectorial P sobre el campo IR |qu
junte
{-2x% + 6, x* - 3, 4x% - 12}
b) Vernifica que el espacio vectorinl M sobre el campo
el conjunto

es Lsomornfo al espacic P del Ainciso anterlon.

c)

Obtén una

d)

the ol espacio Py el espaclo V. Da también una funcidn |g

1 0 [ 0
-3 |, 7 -2/3)

Un espacio vectordal Lsomornbo a Lok espacios antemion

V=1{(3a, -a) | aeR}.

base B de este espaclo.

combLnacibn 2

e genera el con

IR  que genena

es P oy M es

Da una funcién f : P>V il que f estabLezea un Lsomorgismo en-

MV tak

que g establezea un Lsomonfismo entrne el espacio My el spacio V.

e)

Obtén una base del espacic P y una base del espacio

de fa base del espacio V obtenida en el inciso c). Para @llo

funcLones

f y g nespectivamente.

M, a parntin
, emplea Las



40.- a) Denuestrna que el conjunto solucibn del sistema de ecuacid

Les homogénec Ax = 0 es un espacio veetorial. (A este
fe Lloma espacio s0fucibn) .

b) Demuestrd que el conjunto solucidn del sistema

Les no homogéneo AX = b no es un eApacko vectoriak.

41.- Pana & siguiente sdstema de ecuacionebd Lineales,
oifn, y da una base Y 2z dimensibn de dicho espacio.

9y - 3y + 6z = 0
x+ Y =0
_x + 4y - 6z = 0
3x + By - 6z = 0

47.- Deteunina ef valon de k para que el espacko solucibn del

tema de ecuacloned ses de dimensidn tres.

x+3y—4z+w=_0

1 1 B
—x—7hg+4z-zkw—0
_2x - ky + 8z - w = 0
10x+5hg-402+10w=0

43.- Expresa fa solucién del sigulente sistema de ecuaciones

dad lineal.

ox -y + 2z = 8
3x - y + 3z =17
4x + dy + 4z = 16

14.- Sea el sdstema de ecuaciloned Linealehs

7axy - bx, + X3 7 -5
-ax; t axz2 ~ X3 = 7
3x, - adX2 + 3bxs = 15

espaclo v

159

nes Linea-
votornial se

de ecuacdones £inea-

obitén au espacio 508U

siguiente A44

homo una varie-
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Del conjunto sofucidn de este sistema, expresado coma
se sabe Lo sdgudlente:

L = {(Xp_, X2, 0) '*'Uo \ Xo elR}
Con estos datos,

a) Deterumina Los valores de a y b
b) Obtén un apoyo Vo, de La variedad Lineal ©

c) Obtén el conjunte sclucidn del sistema

45.- De un sistema de ecuaciones Lineales Ax = b, con x

sabe que fa dimensidn del espacio solucidn de su homogéneo

que x; = 4, Xo = 1, X3 =-;— satispacen cada una de fLas e

vasdedad Lineal,

T
s [361 X2 Xa] s b€
asocdado es cero y
wuaclones del siste

ma no homogéneo. Con estus datos, expresa el confjunto sollcidn del Asi8tema

no homogéneo como una variedad Lineal.

46.- Sea & el espacio vectorial de todas Las funciones #m@u de variable

neal sobre el campo IR,

Deterunina A4 el subconjunto de @,

F={4lx) | §(x) = §(2a - x), x &(-o, =), aelR}

es un subespacio.

47.- Sea F el espacio vectorial de funclones
F={4(x) | 0<x<1, xe R}

deginido sobre el campo IR.

© Consulta estos conceptos en "Algebra lineal" de E. Solar
ginas 612-614,

v L. Speziale, pa-
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Dotemina cudles de Los siguientes subconjuntos de F 4on subespacios

de F
a) Fi= {4(x) | 6x) > 0, ¥ xeR}
b) Fp = {§(x) | 6lx) = §(1 - x), ¥xelR}
¢) Fs = {40x) | 26(0) = §(1)}
d) Fu = L4lx) | gL1) = g(0) + 1}

4§.- Detenmina 4 el conjunto de funclones
{Log 6x, Log 18x* , Log x, Log 3x}

s Linealmente dependiente o independiente en el intervalo x g0, «)

49.- Sea el espacio veetonial de funciones de £a gorma
A= {C1QX + QzQ,-X \ ci1,C2 eIR}

definidas en el intervalo o < X <t @

a) Demuestra que ek conjunto

B = (3%, &7}

es una base de A.

b) Obtén el vector de coondenadas de fix) = 6 + 7¢F en La base B.

50.- Para el conjunto de funciones {3x, xe*, x} ,

a) Caleuka su wronskiano.

b) Detewmina s4 el conjunto eb Lineatmente dependiente o independiente.
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(é}'mciciaa ddeccon

les

1.- Sea VU un espacio vectorial sobre un campo. K. Demuestra que para.ztodo
esecalan oeK y 0eV, a0 =10

2.- Sea UV un espacio vectorial sobre un campo K. Demuestra que para 0 €K
y para todo veV, 0v =70

3.- Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Demuestra que para cual-
quien escalan BeK y VeV, (-BJv = B(-v) = -Bu .

4.- Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Demuestra que 54 o €K ,
vel' , V#0 y av =10, entonces o=70

5.- Sea el conjunto V = {*} . Determina &4 V es un e/sp‘c,éo vectornial 50-

bre el campo
deginen como

6.-
a) sobre el campo feakl
b) sobre el campo complejo

K a4 La adicibn en V y La multiplicacldn por un escalan se

B ¥oe K

Determina 44 el conjunto de Los nimernos complejos es un espaclo vectornial,

54 ko adicibn en € se degine en La forma usual y La multiplicacibn por un es

clar se define como

Nota: az s el conjugado de oz .




163

7.- Sea el conjunto F = {glx) | lx) = mx + b, m,beR} y sea el campo
(K, *+, *) donde

y Las operaciones + y + definidas en K son La adicibn y La multiplica-
oibn wsuales de fab matrnices .

Detormina 54 el conjunto F es un espacio vectoniak sobre e campo K,
si Lo adicibn en F es fa adicibn wsual de fas funcioned Y 20 multiplicacibn
por escakarn se degine como

o 0
o (mx + b) =amx + ab
0 o

§.- Sea el conjunto A= {0, 1} . Denuestra que ol conjunto A no es un es-
pacio vectorial sobre et campo de £os neales, indicando tals) propiedad(es) de
2a definiedidn que no be cumpleln), tomando en cuenta que £a adidibn en A Y
La multiplicacibn por escalan se deginen, nespectivamente, como|se indica a
continuacidn:

0 0 11, Y, para todo aelR, oax

n

9.- EL sistema akgebraico (B, +, o) del efercicio 20 del capituto 111, pdgi
na 94, eb un campo.

Demuestra que ek conjunto g* = {(x, y, 2) | % 4,2 cB} | es un espacio
vectorial sobre el campo B, eastando Lab operaciones de adidién en B® ¢
multiplicacion por escalar deginidas de £a siguiente manerd:

(x1,41,21) @ (xp,Y2,22) = (X1*X2, Y17Y25 21+23), V'(Xl,ih,zl),,(xz,yz,zz)eB3

a@® (x, ¥, 2) = lax, oY, az), W¥aeB, ¥ (% y,z) €B®
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10.- Sea el conjunto
A= {plx) | plx} es un polénomio y p(0) = 1, p'(0) 1
a) Demuestra que A no es un espacio vectorlal sobre
b) Expresa a A como una varledad Lineal, Lndicando q

11.-
teuna V o una F segin que La agiumacidn sea verdadera o

Para Las sigulentes afirumaclones, esciibe en el paréntd

a)
(@ + B) v La operacién de adicidn del Lado Lzqux
cidn es La misma que La del Lado derecho

Una de £as propLedades de La definicidn de espacio

av + Bu .

b) Todo espacio vectorial es una variedad Lineal _ _ _

c) Toda variedad Lineal es un espaclo vectorial _ _

12.- Determina cudles de Los sdgulentes conjuntos son subes
a) A={(0, y) | yeR}
b) B={(x, yl | y=0, xeR}
) C=1{lx, y) | y="Y"x, x,yecR}
d D=1{(x, yl | y=26, xeR}
13.- Detewnina cudles de Los sdgulentes confuntos son subesy

P={ax® + bx + ¢ | a,b,c IR} 4obre el campo de Los neales

a) A={ax? + 3 | aelR}

b) B=f{ax? +bx +c |a+b+c=0, ab,celR}
) C={(x*+x+ 3)a | aeclR}

d D= {kx® | kelR}

0}
el campo IR.

wdl es su apoyo.

548 connespondien
galsa.

vectornial e
lendo de esta ecua

e e ——— — -

vaclos del espaclo




14.- Sean Los siguientes conjuntos de matrices cuadradas de onden n con ele

mentos neales:
A= {M | det (M) = 0} B={M| tn (M) = 0}

Determina 50 A y B son subespacios def espacio vectorial
ces cuadradas de orden wn sobre el campo IR.

15.- Sea W el conjunto que consia de todas Las matrices cuadra
3 que connutan con La matriz

6 3 -1
P= |-6 -3 1
6 3 -

de £as mathd-

das de onden

Demuestra que W es un subespacio del espacio vectonial dg La matrices

de onden 3 sobne el campo de Lok neales .

16.~ Determina cudles de Los siguientes conjuntos son subespacips del espacio

p - f{ax? + bx + ¢ | a;b,c eIR} sobre el campo IR

a) A={x2+x+a|aelR}
b)B={ax2+bx+c|a7‘0,b#O,c#O,a,b,ceIR}
e) C = {plx) = ax® + bx + ¢ | a,b,c eR, pld) = pl-4] = 0}
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17.- Sea F el espaciv vectornial de Lab funciones neales de vaiable neal 50

b)u?, R.

Detomina 44 el sigulente conjunto es un subespacio de F
que Las operacionzd de adicibn de funcionesd Y multiplicackin por

Las wsuales) .

’___ﬁ___(x) | gix) e F

1+ x + x?

. (Se considerna
escala Aon
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18.- La ecuacibén §"(x) - §(x) = 0 es wua ecuacion diferencial.

Demuestra que el conjunto de todas £as funciones que satisfacen dicha

ecuaciln es un subespacio del espacio vectorial de Las funcipnes sobre el cam-

po de Los reales.

19.- Detewnina cudles de Los siguientes conjuntos son subespacios del espacio

vectornial de Las funciones reales de variable neal.

a) A= it | 4(F) -0
1
b) B = {§(x) | S §(x) du = 0}
0
1
c) €= {§(x) | S §(x) dx = 1}
0
d .
d D= {4x) | £ §lx) = 0)
. d? d .
el E = {§(x) | o7 §0x) + ¢ glx) + §lx) = 0}

20.- Sea el conjunto de funciones

F={4(x) | §(x) = £ ay x™ es convergente en &L intervalo (-1, 1)}

n=0

Determina 54 F es un subespacio del espacio de Las funciones heales de

variable neal.

21.- Determina cufles de Los siguientes conjuntos son subespacios de

en caso afimativo, da La dimensibn de dicho subespacio

a) A={lxy) | x<l|2] y y<l2l, xyeR]

b) B={(x, y) | x> +y* <4, X,y eIR}

e) C={(x,y) | x*+y*=0, x,y cR}

IR2

Y,



AR

conjunto de Las matrnices antisimétricas también de orden cuatw

a) Demuestra que Ay B s0K subespacios del espacio veetonial de Las

matrnices de onden cuatrno sobre el campo real.

b) Determina La dimensién de Los espacios AyB.

2
73.- a) Denuestra que el conjunto W = {4(x) | agx—z— §(x) = 0} eb un subespa-

oio del espacio vectoniak de fas funciones nealeh sobre TR,

b) Determina £a dimensién del espacio W .

94.- Sean Wy V dosd espaciosd veetoniales sobre un campo K .

a) Demuestra que fa unién de Wy V no es un espacio veetordiak.
b) Demuestra que £a interseccion de Wy V 8L eb un espdcdo vectoriak.

Nota: Se definen la unién y la interseccidén de los espacios vectoriales

de la siguiente manera:

Wuv={x]|xew 6 xeVl

wnN v

1]
=1

XeW y xeV}

25— Domuestra que 44 el conjunto {Uy, Vo, vvey Vgl & Linealmente depen-
diente y 54 Vi, Va, «ees (VR B Linealmente independiente, entonced

s una combinacifn Lineal de Vi, V2, ee+s Vpo1

Sean A el conjunto de fas matrices simétnicas de onden Juatro Y B ek
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26.-

A={a, b, ¢} es Linealmente independiente. Los vectores

espacio vectorial estdn nelacionados con Los vectores del conjunto A,

acuendo con Las ecuacionesd

w=-a+pb+ 3c
V=2a-Db+ Be
W=-a+8gb+c

Determina Los valones que debe tomarn B para que {u
mente Andependiente.

27.- 0btén una base y determina La dimensidn del espacio v
ejernclcio 9 (pdgina 163).

2§.- a) Demuestra que el confjunto H = {(2, 2, 1), (1,1,
dependiente en el espacio vectorial B®

b)
sen una base del espacio

N={{2, 71, 2), (1, 2,1), (1
iPon qué?

;Puede el conjunto
B? 7

Demuestra que el conjunto G = {(2, 0, 0), (0, 1,
83

c)
(1, 2, 1)} genera el espacio

29.-
junto E = {u, v, w} es Linealmente independiente en el eb
sobre el campo B . (Este espacio B?
Compara Los nesultados de este efercicio con Los del 14 de

En un espacio vectorniak V sobnre el campo de Los neales, el conjunto

u, v, w del mismo
de

v, w} sea Lineak

potonial B?

del

7))} es Linealmente

del ejercicio 9 (pdgina 163).

, 2, 0), (2,1, 1)}

1, (o0, 0, 1),

Resuelve el ejercicic 14 de La pdgina 140, considerando ahora que el con

pacio vectonial B3

es el del ejercicip 9, pdgina 163).

la pdgina 140.
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30.- Una cuwwa de ecuacidn y = gix] se puede escnibirn como un conjunto de

puntos de fLa sigulente manerd:

{(X:g) l y = ‘(X)}

a)
to de puntos.

Para Las siguientes curvas, expresa oada una de efLas como un conjun

(A) (B)

b) Determing cudles de Los conjuntos del Anciho anterioh

subespacio de IR?

¢) Para Los subespaciod del inciso anterioh, obtén una baj

su ddmensidn.

A y B generados por Los conjuntos de v

31.- Sean Los espacdos
{(1,2,1), (2,3,3), (3,5,6)

{(1,'1,0), (2,1,3],. (—1;_21_3)} g

mente.

a) Determina el espacto intewsecedidn A N B .

b) Obtén una base Yy La dimensién del espacio A M B

constituyen un

se y deterwmina

ectored
} , nespectiva
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32.- a) O0btén una base y detewnina La dimensiin del espacio vectorial V 4o

bre IR , donde,

b | a,b,celR

b) Determina £os valores de x eIR  para que el conjunto

— =
X o~
—~ X
—~———

sea Linealmente Lndependiente.

como una combLnaciln

<
n
(]

c)  Expresa el vecton

tornes del conjunto B 8L x = -2

Lineak de Los vec

d) Daa x un valor con el cual el confjunto B e una base del espacio

~N

e) Obtén el vector de coondenadas de v =| 5 en £a base obtenida en

el Linedlso anterndion.

33.- Demuestra que cualquiern conjunto de vectores que contl
es Linealmente dependiente.

34.- Sea B una base de un espaclo vectornial V de dimens
que para cualquier vectorn v el , el vectorn de coordenadas

B es ndco.

one al vecton ceno

(dn n. Demuestra
de U en fa base
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35.- Seanm W= (x1,x2) Y VY (y1,y2) dos vectores de IR? [takes que

X141 * XYz = 0, xi"Xi:Ui*Ui:I
a) Demuestra que B = {&,v} es una base de IR% .
b) Obtén Las coondenadas del vector (a,b) en fa base ondenada B.
36.- a) Demuestrt que el conjunto A = {a + bx * ex2 +dx® | b+ c+d=0,
a, b,c, delR} e un subespacio del espacito veatonial de Los pofinomiod
{a + bx + ex? + dd® | a,b,c,d eIR} sobre el campo IR.
b) Obtén una base Yy detormina £a dimensibn de A .

37.- Sea el espacio vectonial P = {ax® + bx + ¢ | a,b,c eR}

a) Demuestra que el conjunto W = {plx) eP | p'(3) = 0} |es un subespa-
oio de P sobre Lob neales.

b) Obtén una base de W y determina su dimensLon.
36.- Los vectones (-5, -3, L, 4, (-2, -1, 1, 1)y (-1, -1/ 0, 2) pertene

con al espacio sclucibn de démensibn dos de un sistema de ecuagiones Lineales
homogéneo. Con es108 datos, obtén el sistema de ecuaciones homogéneo.

39.- Sea el conjunto de vectones de IR?, A = {v,, V2, va} donde v, = (1, 0, -4),
v, = (0, 3, 1), vs = (3,3 -11) .

Un subespacio de R® es v =1{xelR? ]Y—jl=—>€-vz=I-Ua=0}

donde La operacidn < @b el producto escalar de vectones.
a) 0Obtén una base y determina La dimensidn de V .
b) Obtén el espacio vectornial W que generd ol conjunto A.

¢)  sScn fguales Lob espacios V oy W 7 Fundamenta tu nespuesta.




40.- EL confunto F del ejercicio 7, pdgina 163, es un e

pacio vectorial s0-

bre el campo K , también éste definido en el mismo ejercicio.

a) Detewmina s4 el conjunto E = {1 - x, 4} es una
sobre el campo K .

b) Expresa el vectorn Vv = -3x + 12 como una combind

vectones 3, x + 8§, x - 1

base del espacic F

cldn Lineal de Los

41.- a) O0btén una base y La dimensidn del espacio vectorniaf V sobre IR,

donde

a,b IR

b) Demuestra que el conjunto

genera el espaclo 'V .
c) (B8 G una base de V? ;Pon qué?

d) Demuestra que el conjunto

aaIR(

25 un subespacio de UV .
e) Obtén una base y La dimensidn de W .

§) Demuestra que cualquier vector de W es posible

expresarlo como una

combinacibn Lineal de Los vectones del conjunto G del Lngiso b).




g) Se comsidera a G un conjunto generadorn dek eAspacio

h) Demuestra que cualquien veeton del espacdo
como una combinacidn Lineal de Los vectones del conjunto H, dond

AR 1 E

&) sSe considera a H un conjunto generador del espactd

j) Da un conjunto generadon dek e pacio

pacio.

(B, +, *) det ejerncicio 20,

49.- a) EL sistema algebraico
M es un espaclo vectoriak

compo. Demuestrna que el conjunio

y Las operaciones de adicibn en M
2an son Las ondinarias.

b) Obtén una base de M y determina su dimensidn .

¢] Demuestra que el espacto My el espacio B del

na 163, son Lbomonfos.

43.- a) Un conjunte de vectones del espacio M del ejercd
0 1 1 2 1 0 2 2
G =
1 1 7 o, |0 of, |2 2

173

w? ;Por qué?

W s posible expresarto

e

w? ¢Pon qué?

W que no sea base de dicho e

odgina 94 es un
sobre B , donde

y multiplicacibn de una matriz por un esca

ejencicio 9, pdgi

clo anteriorn es
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Demuestna que el conjunto G genera el subespacio de M

@ . b
w = a,b eB
\@ b

b) Demuestra que A =

~N
~N
.
~N
~N

co W,

es una base del subespa-

c) 0btén el vector de coordenadas de v en £a base A |del inciso ante

rion, donde

<|
n

44.- a) Obtén el subespacio vectorial de €% sobre IR que genera el con-

jilw

G={(1,4), (3-4, -1+34), (=34, -3), (-1+4, 1-4)}

b) 0btén una base y determina La dimensién del subespacio obtenido en el

Aneiso anterndon.

c) iCon cudl espacio IRT es Lsomonfo el subespacic obfenido en el in-

ciso a)?

45.- a) Demuestra que el conjunto

G={(3+64, 2, 2-24, 12), (0,1, 1-4,0), (2+44, 2
(1+2¢, 0, 0, 4))

genera el subespacio de C* sobre IR
W= {(a +2a4, b,b-bi, 4a) | a,b elR}
b) Una base de W es

B={(1+24,0,0,4), (0, -1,-1+4, 0)}

)

224, 8),




Obzén el vecton de coondenadas de v en fa base B 4L
U= (-4 - 8, 3, 3- 34, -16)

c) sCon cudl e,épaé/éo RD s £somongo el subespacio W7

d) Obtén La matriz de tramsicién de fa base B a fa base| C a4

C- (1424, 1,1 -4, 41, 10,2,2-24, 0))

46.- Sean Las, matrices

1 2 -1
A = 2 -3 2 B =
-1 5 -3

2

al Si Vv et o5 paclo vectorniad generado por Los nenglones de Ay

W el espacio vectoniok generado por Los nenglones de B, obtén el espacio

intenseceibn VN W

b) Obtén una base Y deteming Lo dimensibn del eb pacio

47.- Sean A = {El, 52, 53} Yy B = {51, Ez, Ba} bases del
ik R? .

Obzén La matriz de thansicién de-La base A a fa base

vy w .

espacio veeto-

B y fa matriz de

tuansicibn de La base B a fa base A, 8L Lod vectones de Las bases Ay B

satibfacen Las sigulentesd ecuacAoned:

- Zz - E3 s —0—
El + Ea = - ZEZ
53 + -5_1 =0

48.- Sea F oL 28 paCA0 vectoniad de Lab funciones nealeh de
tinuas en el intewalo (-2, =) . v sea G C F el conjuntc

¢ = {§(x) | 4L0) = §L7) = 412)}

vatiable neal con
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Determina 84 G es una variedad Lineal.

49.- Detemina s4 el conjunto sdguiente es Linealmente dependiente o Lndepen-
diente

{sen x, sen (x + 1), cos x}

50.- Demuestra que 84 el conjunto de gunciones {§i, f2, 3, ..., §,} o8 &i-
nealmente dependiente en un {ntervalo (a, b), entonces ef wronskiano W(x) = 0,
¥ xela,b).

51.- Sean Las funciones

x2, xel[-1, 0] x®, xe(0, 1]
g(x) = glx) =
0, xelo, 1] 0, xel[-1, 0]

a) Gragica Las funciones §(x) y glx)

b) 0btén el wronskiano del conjunto de funciones {§(x), g(x)} en el in-
tervalo (-1, 1)

c) Llas funciones §(x) y glx), ison Linealmente dependientes o Lnde-
pendientes?

52.- Sean fas funciones §1 Yy 42 definidas pon:

f1(x) = f2(x) = 2x*|, ¥ xelR
n x, 84 x>0

Determina s4 e conjunto {1 , 62} es Linealmente dependiente o inde-
pendiente.
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Crxamen de Q?W

|
|

|

|

|
1.- Determina cudles de Los siguientes confuntos son Aubupau’/r»s del espacio

vectornial 1IR3 scbre el campo de Los reales.

a) A={(x, y 1) | x,y =R}

b) B ={(x, 0, z) | x* = 2%, x,zelR}

el C={lx,y, 2) | y=2-x xy,zeclR}

Solucibn:

|
\
[
|

2.- Escndibe una V o una F en el panéniesds conneApondiinta a cada propo

sicibn segdn ésta sea verdadera o galsa nespectivamente, de%acue&do con el

|

sigudente enunclado:

|

Sea UV un espacio vectonial scbre wi campe Ky sea ﬁ = {Uy,v,y,Vs, Uyl

una base de V.

|

|
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() Cualquier vecton Vel se puede expresar como upa combinacién £i
neal de Los vectores de A.

() vi se puede expresar como una combinacidn Lineal de V,,vs y U,

() EL confunto B = {U,,U,,V3,0U4,Us} e4 generador de V, donde
—Js‘EV.

() Cualquier subconjunto de A es Linealmente independiente.,

() Cualquier conjunto de cinco vectores de V es Linealmente depen
diente.

3.- Considera el espacio vectorial W = {(-x, 0, x) | x € IR} . A continua-
eibn se dan varndios confuntos de vectores. Marca con una X en ef cuadro co-
nmespondiente a Los conjuntos que son generadonres del espacdo W .

{r, -1}
{(3, o, -3), (-16, 0, 16), (0, 0, 0)}
{(3, 0, -3), (16, 0, -16)}

(-3 1, 3), (3,1, -3)}

{(z, o, 0), (0, 0, -2)}

(7, o), (0, -1)}

{(1, o, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
{(-4, 0, 4)}

Gld; 75 FThk

{to, 0, 0), (1, 0, -1)}

OO0O0Oooooodd




|

|

v, (1, -1, 00} una base ondenada %e@ espacilo
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4.- Sea A= {(1, 0, 3),
vectorial IRE
S4 se sabe que el vecton de coondenadas de uw = (4, 2, 7] |en La base A
es (u)y = (2, 1, 2), obtén el vectorn Vv .
Solucibn:
l
\
l
5.- Sea el sistema de ecuaclones Lineales homogéneo:
ara a2 Ays 0 |
Xy |az1] * X2 @22 * X3 |d23) = 0 +_(7)
a3 32 a33 0 |

que se puede hepresentar como:

Xlgl + Xzzz + X3€3 =0

a)  Completa conrectamente La sdgulente expresidn:

X2 X3

EL sistema (1) Liene s0lucidn dnieca x,

|

0, AT‘C, Yy 8600 54,

Los vectores cCi1, Ca, C3 Ason Linealmente
b) S aa=[ 0 dq*, =[P 1 %, T

se y La dimensidn del espacio solucién del sistema de ecuaclo

n

|

[z 1 0]11 , obtén una ba

es.

i
|
|
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Solucidn:

6.- Sea el conjunto

A A

a) 0btén el espacio vectorial sobre IR que genera % conjunto G.

G:

b) Indica el espacio IR® con el cuak es isomonrfo d‘e/.spacw obtenido

en el Lnedlso anterlon. ‘
|

|
Sofucibn: ‘



CAPITULO V

Transgormaciones

Lineales




David Hilbert (rneginiéndose a un antiguo
alumno) :

"oo. dej6 mis cunsos y se hizo poeta.
Evdidentemente no posela suficiente Lmagd
naclén para dedicarnse a Las matemdticas'.




7.~ Determina 44 La sdigulente funcidn @b biyectiva

3.- Sea fa ecuaclin vectornial

Examen YDia gn caltce

A continuacién se presentan atgunos eferncicins que aluden |a conceptod
que se consdideran antecedentes para estudiar oste capitko. Trata de nesolver
Los Yy compara Tub nesultados con Los presentados al §inal de esfe exament diag-
ndatico. SA tlened dudas, Lee Los temab que se sugienen en fa bibLiognagia
presentada a continuacion de Los nesultados .

1.- Determina 84 Las sdgulented funciones son inyectivas y/o suprayectivas .

]

a) 4 R > R, flx) = x*, ¥ x elR

b) g: R ~ IR, glx) = &x - 1, ¥xelR

gr 22, glm =2, ¥mel

(g% -y, - x- 3y oz o (0, 0,0)

a) Escrlbela como unk ecuacifn matricial px = b, donde La matniz de An-
clgnitas eb x=[x v z]T

<|

b) Obtén Los valtores de x, Y, Z que satisfacen AX = b =

183
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4.- Dadas Las matrices

3 1% %
A=]l-21, B=[1o-1], c=1-3 1 o0
0 0 0 -1

a) Obztén La matrniz X tak que X = AB - 2C

b) Determina 54 exisien B!y C!', yen caso aginmativo obtenlas.

5.- Sea el polinomio

P(x) = 2x* + 3x® - 12x% - Tx + 6

a) Comprueba que x = 1/2 eb unk nalz de este polinomdo.

b) Obtén Las demds nalces de Plx).

RESPUESTAS

1.- a) NO es Lnyectiva ni suprayectiva

b) Es dnyectiva Y suprayectiva
9.- No es biyectiva porque § b Lnyectiva pero no Aup/

3.- a) yA -1 0 X

R, g=%h, -k, ¥kelR

1y ectAva .




4.~ a) 1 0 1
x = |4 -2 A
0 0 2

b) No existe B!

1T 0 -2
cct =13 1 -6
0o 0 -1

5.- b) -3, 2, -1
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s y algunos

0b particulares de funcio-
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1 espacio veeto
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nticularn, jue-
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s fonmacilones
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oxisten fendme-
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En La segunda y tercera seccdibn serd de primordiad ayuda el uso de matnd
ces. Se mosthand que una forma de describir la accion de una transformacidn
Tineal definida entre espacios vectoriales de dimension finita es precisamente
mediante una matriz. La fepresentacidn de una transformacién Lineal mediante
una matriz es en muchas ocasdiones mds conveniente que cualquier otha hepresen-
tacion.
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—wr

\
é’/fmna/o/amactb'n Yineal,

Miiclec Y Recovsido

Una transformacion T es, por definicibn, una funcidn que q‘usocm a cada
elemento de un edpacio vectornial V uno y 5680 un vecton de of/w‘\ espacio vecto-

nigl W, Lo que se expresa como T :V - W, |

\
En ocasdiones V = W y entonces a La trhansformacidn Le LLamaremos operador.

Cuando La thansformacibn T asocia al vecton v el uecﬁon w, se escnd
be como |
|
T(V) = @ VeV, wew ]
\
que puede expresarse también diciendo que La thansformacibn del v es w 6 que
T valuada en v es dgual a w 6 que La imagen de v bajo / es W .

SL una transformacidn T :V -+ W, donde V y W estdn d‘%w;dozs sobne el

campo K, tlene ademds Las dos propiedades sigulentes: \
\

T(@ +9) = T(@) + T(V) | (1)
|
|
\

Tlau) = aTlu) (2)

|
¥Tuel y ¥YaeK, entonces se Le Lama transformacién lineal'.

\

\

De Zas ecuaciones (1) y (2) tenemos que una Wmﬁomac/‘%’c’fn Lineal ebs un

{ Las propiedades (1) y (2) es posible reemplazarlas por una gola:

Tlaw +v) = a T(u) + T(v) l (3
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homomonfismo entre espacios vectorinles. De esta manera, La
nida en La pdgina 146, es una thansformacidn Lineal.

Presentaremos Los conceptos de thansformacion Lineal,
nicleo y recortido a thavés del siguiente ejemplo.

Sea Vel sigudente espacio vectorial de polinomios

V=+Aax® +bx+c | a=b; acelR}

y apliquemos el operadorn derlvada H% sobre Los elementos de

En primer térumino, observamos que al derdlvar cualquier
sdlempre obZendremos un polinomio de grado mench o Lgual a un
dicho operadon es una regla de correspondencda que asocia a
V un y 8680 un elemento de W , sdendo
el conjunto de todos Los polinomios de grado menor o Lgual a
W={ex+ 4| e felR}.

W el espacio vecto

En consecuencia, el operador derdfvada es una thansform
V y codominio W , Lo que se expresa % : V> W, o bdlen,
T:V W,

Notamos también que al derivan todos Los elementos de
do el espacio W, pues al derdivarn cualkquier vector de V  ob

de La fornma

d
I

(ax? + ax +°¢) = 2ax + a

que es s6Lo un caso particulan de Los elLementos de W. Por
rmddo de La transformacibn?, T(V), es el conjunto de poLinom

T(V) = {2ax + a | a eR}

que es un subespacic vectorial de W,

El recorridc de una transformacidn es el conjunto de vectg
que son imagen de al menos un vector del dominio.

funcion 4 defi-

domindo, codominio,

elemento de V

0. Por Lo tanto,
cada elemento de
niak gormado por

uno,

aciin de dominio

d

BA T-‘—'a,

V. no cubrimos %o

tendrnemos un vector

o ftanto, el neco-
Lob

res del codominio




Para determinar A4 % : V> W es una transformacibn Lineal necesitamos

comprobar que se cumple La sigulente propiedad
a% (@ vy + va) = Cta%vl +£sz
¥lvy,vael aelR

Para ello, sean: vy = a;x* + a; x + ¢,

Vp = AsX® + ap X + Co

Jperando con el Lado izquierdo de (4):

£l Ty + T

2{aay + az)x + (aa; + ap)
Operando con el Lado dernecho de (4)

d — d —
o vy = Zaa x%aa Vo = 2a, X + a
Hzl 1 ) B 822 2 2

a 3‘1—31 + H(}i-(-az = 2{oay + az)x + (aa; + az)
De (5) y (6) concluimos que La Transformaciin E{dI: V> w

Deterumdnemos ahonjx el nicleo de La transformacidn, asl con
nes del dominio, recorido y ndcleo.

EL ndcleo estd formado porn todos aquellos elementos del dd

£ [loas + @2)x? + (oay + ap)x + fac + 2]

es Lineal.

o Las dimensio

mindo cuya Ama

gen es el vecton cero del codominio, es decin, el ndcleo es el conjunto de £os

veatones (ax? + ax + c) eV tales que

%(ax2+ax+c)=0x+0

Obv.iamente, para que £a derlvada sea cero, Los vectornes di
de £a forma

V deben sen

(4)

(5)

(6 )

191
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Entonces el ndcleo de La thansformacidn es el confunto

N<a%>= {c | ceR} \

que es sdLempre un subespacio vectorial del dominio. \

Mediante Las técnicas estudiadas en el capitulo IV |se puede comprobar 44
cilmente que, para el ejemplo que estamos presentando, Las dimensiones del nd-
cleo y del dominio son uno y dos nrespectivamente, y, parnda determinarn La dimen-
s4i0n del necorndido, podemos hacen uso de fLa siguiente refacidn que es vdlida
para cualquier thansgormacién Lineal definida Aobre cualquiern espacio vecto-
niok V de dimensdidn finita:

dimensidn del dominio = dimensidn del wnicleo + dimensiin |del recorrdido.
SimbdLicamente:  dim V = dom N(T) + dom T(V)
Swstituyendo Los valores dim V y dim N(T) obtenemos que
don T(V) = 1

En el ejemplo que acabamos de desarnollar, hemos qusta que ef operador
derivacion es una trans formacibn Lineal., ‘

AsL como Hc{? , existen othas trhansformaciones MpOWM% que tlenen una

gran aplicacibn en La misma matemdtica, en La {§isica y en otrhas dreas de La
clencia. Unas de esas trhansformaciones son Lineales y o no Lo son,

1) Una trhansformacidn T: F - IR, donde F es el espacio vectorial de
Las punciones integrables en un Lntervalo [a, b] es aqu que se puede defd
W ponr ‘

b
T(4(x)) = f §lx) dx , ¥ §(x) eF |
a
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Esta thansfornmacion £a conoces desde tus cunsos de cdleulo diferencial e
integhal. Aherna con tus conocimientos de algebra Lineal puedes deterninar 44
esta trans formacidn es Lineal o no Lo es. Efectuando Las operaciones que detern
minan AL una thansformacibn es Lineal se concluye que

b \
T(§(x)) = f §(x) dx una mmﬁomac{mz Cineal,

a (s es / no es)

I1) Una clase de transformaciones LLamadas transformadas P’ntegra]es s0n
de gfundamental importancia en Las matemdticas aplicadas. A esfa clase pertene
ce La transformada de Laplace £a cual se define de La sigulente manera:

(o]

T(§(x)) J e SX {(x) dx ,
O

donde s es un pardmerro.

En este caso, L& thansformacién T Liene porn dominio al |confjunto de Zo-
das Las funciones reales §(x) y por codomindio al confunto de Las funciones
neakes Fls). Empleando Las expresdiones (1) y (2) para determinarn s4 La trhans
gommada de Laplace es una transformacién Lineal, concluimos que

Hay que hacen notar que para habRar estrictamente de Linealidad, en el
caso de La trans formada de -Laplace, se debe hacer una cierta consideracidn’ |
aunque muchos autores hacen La prueba directamente s4in mencionan alguna obsenr-

vaciin? .

’ Consultar "Ecuaciones diferenciales y en diferencias" de P. G?rcia y C. de
la Lanza, paginas 131 y 132, editado por la UNAM, o también consultar ”Ecuacig
nes diferenciales" de Kreider, Kuller y Ostberg, edit. Fondo Educativo Intera

mericano, pagina 749.

Ver por ejemplo, "Ecuaciones diferenciales aplicadas" de Murray Spiegel, edit.
Prentice-Hall Internacional, padgina 264 y "Ecuaciones diferenciales con aplica-
ciones" de Derrick y Grossman, edit. Fondo Educativo Interamechano, paginas
256 y 257.
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ITI) Otra thans formada integhal muy importante es La transformada de Fou

rier.

SL consdderamos a F  como ¢l conjunto de Las funciones reales y a W

como el conjunto de Las gfunclones complejas, podemos defimin una transgorma-

cion T: F + W de La sigulente manera:

[o2]

T(4(x)) f §(x) e Iv% gy

¥ 4(x) eF

Efectuando Las operaciones que determinan a4 una trhansfornmactin es Lineal

se concluye que La trhans jormada de Fourdlen

Lineal.,

EJERCICIOS

una thans formactdn

(si es / no es

PROPUESTOS

1.- Sean Las sigulentes transgormacionesd

a)
b)
c)
d)
el
§)
g)

T:
T
T
T:
T
T
T

IR2

: IR2
: RS

IR2

: RS
: IR3
: IR®

¥

¥

¥

IRZ
IR?
R3
IR®
IR 2

'R

IR?

deginida por
definida por
definida pon
deginida por
deginida por
depindda por

deginida por

T(x,y)
T(x,y) =

T(X,I_//,Z) o

T(x,y) =
T(x,y,z)
T(x,y,z)

T(x,y,z)

(y,x?,x)

(0, 3y, y + z)

(x - y,|1)

(x + 2y, -x, z + 1)

(x +y | z, x + 2y, 3x - 2y)

Deteumina cudles de ellas son transformaciones Lineales. .



2.- Domuestra que fa neglexién de cada punto (x,y) 4sobre el eje YV , como
muestra La figuna, es una thans formacion Lineal.
Y
P'(x',y") P(x,y)
*-—-———aq——— -9
—p— X
3.- Sea T: U~V una thansformacion Lineal. Demuestra que el conjunto

W= {T(@ | T(@ = 25, T eV}

es un subespacio de V.

4.- Dibuja el Lugar geombtrico en que mapea a La rectn y = x A4
cibn Lineal S: R? » IR?, deginida por  Slx,y) = (x + y, x)

o thans forma-

5.- Sea U un espacio vectorial sobre el campo neal y - IR el aspacio vecto-

riak de Los neales sobre el campo real. Sean F: U+ IR y G:
thans formaclones Lineales.

da ponr:

Hlu) = G(F(u)), ¥uel

es una transgormaciin Lineal.

v K

Demuestra que 54 {wy, ws,

6.- Sean y W espacios vectirniales sobre un miLsmo campo
T: V >W una transformaciin Lineal.

un subconjunto de W Linealmente independiente, entonces {v,, V.

es un conjunto Lineakmente independiente de V , donde T(v;) =
1, 2, ...,

L 2 n.

IR > IR dos

Determina 84 La transformacién H: U > IR defind-

, Y sea

TN

cee, vt

es

2

195
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7.- Sean fLas trhansformaciones Lineales

a) T: R? > R® tal que TI(1,1)

b) S: IR? + IR?
y S(1, 2) = (0, 3)

tal que  S(-1, 0)

Obtén para cada inciso La regla de asdgnacibn de La Lrans formacidn,

Aneiso b), ies La regla de asignacibn de S dnica?

§.- Sea T: IR® » IR?
y T(3, -4, -1) = (2, -2, 2)

a) Obtén T(1, 0, -3)

b) A parntin de Los datos, ;es posibLe obtenern La regh

T?  Justifdica ftu respuesita.

9.- Sea T: V » W0 wa transformacibn Lineal, SL B = {
V , demuestra que entonces el con
, Tluy)} genena el espacio T(V).

una base del espacio
G = {T(Ul), T(G}), s oo

10.- Relaciona La colwnna de La Lzquierda con La de £a d
algunos de Los parnéntesis La Letha que cormresponda.

una thansforumacidin Lineal donde T

Vi, V2,

funto

T(0, 2) = (0, -2, 4)

, -1) = (3, 0)

En el

(1, -2, 1) = (0, 2, 2)

la. de asignacidn de

v, }

n es

c0o 0y

ernecha, escribiendo en

Para La transformmacibn Lineal T: R?® + R? tal que
T(x)yiz) = (X,U + z)
(b) {l0,k,-k) | keR}
() {(R,0,0) | RelR}
A) EL necornddo de T es el -
| conjicn(éo s (o) {(ki,k2) | ki,k2 eIR}
B) EL nicleo de T es el () {(o,k) | kelR}
ORI (C) {(Ry,ka,k3) | kyi,ko, ks eIR}
C) EL dominio de T es el
conjunto ( ) {(k,k) | keR}
( ) {(kl;kZ’-kZ) | kl,hz EIR}




11.- Completa conrectamente Las siguientes expresiones.

1) Sea UV un espacio vectornial sobre un campo K.

197

AL operadon Lineal T: V »V tal que T(v) = v, ¥ vel| se Le Lama
"operadon Ldentidad". EL nicleo de T es y el
reeciddo de T e

I11) Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo K.
A La transformacibn Lineal T: VW tal que T(v) =0, ¥vel se Le

Lama "thans formaciin nmula"., EL nidcleo de T e

Yy el recorndido de T es

12.- Para cada wua de Las siguientes transformaciones Lineales, d
cleo y necorrnido, asf como wna base y La dimensibn de ambos.

etermina su ni

a) T: R® » IR®  tal que Tix,y,2z) = (2x - y + 2z, 3x + z, X + y)
b) T: R® = P, tal que T(a,b,c] = ax® + (a - b)x + b
donde,

P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR}

13.- Para La thansforumacion Lineal T: M +~ D donde

a b X oy
M = a,b,c,d IR y D= x,4Y,z €lR
c d 0 z
deginida ponr:
a b a+b a+c « b
T - ¥ e M
¢ d 0 c-b c d
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a) Deternmina el codominio, el neconnido y el nicleo de La transformacidn.

b) Comprueba que el wicleo de fa transformacidn es un subespacio vectorinl
del dominio.

c) Obtén una base y La dimensidn del wnicleo.

14.- Demuestrna que 44 T: V > W es una trhansformacién Lineal, entonces

T(0,) = T,

15.- Sea T: V W una trhansformacion Lineal. Demues
84 y 5600 84 el nicleo de T contiene dnicamente al ve

que T e85 Lnyectiva
n cens,

16.- Sea T: V > W una transformaciin Lineal tal que sul nicleo contiene dnica-
mente al vector cero. Demuestra que T es suprayectival 54 Yy 46L0 84
dim V = dim W.

17.- Deterumina cudles de Las siguientes thansgormacion
suphayectivas .

son Anyectivas y/o

a) T: R2 > IR?  definida por T(x,y)

(x - 2y, |2x + y)

b) T: IR? ~ R® definida por T(x,y)

(x - 3y, |x + y, 4y)

e) T: R® » IR® deginida pon

T(x,4,2) = (x +y - 2z, 2x +y + 2z, 3x + y + 42z)



eﬂf{yeta%a de %amd/bemac
Lenealtes

Dijdmos en La Lintroduceidn que Las thansformaciones Lineale
nes entrhe espacdos vectorniales.
cordan algunas Ldeas sobre este concepto; como por ejemplo, Las op
damentales de adicidn y composdicibn de funciones.
Les también se definen operaciones cuyo manejo constituye el dlgel
thans formaciones Lineales. Iniciarnemos nuestro estudio con Las o
adicion, multiplicacibn por un escalarn y composicion.

5
AL mencionarn La palabra funcibn,

199

Loned

son funcilo-
empezamod a nre
eraclones gun-

En Las thansgormaciones Linea
ona de £as
peraciones de

Considernemos el problema de nesolven La siguiente ecuacién v*»a,méc,(aﬁ

2BAX - 2CX =D

~donde:
a=[-1]

y X es La matrniz Lncdgnita.
mientos estudiados en el capiltulo 11, sin embargo, La obtendremos
operaciones con thansgormaciones Lineales.

Esta matrniz £a podemos obtener con

S: R ~»
definidas por Las sigudientes neglas de cornresponden

Sean Las thansformaciones Lineakes T : IR? -~ 1R,
P: IR? ~ IR?

T{x1,x2) = x1 - x2 S(x1) = (2x1,x1) y Plxi,x2) = (x1 -

’

Se puede verifican que Las matrnices A,B y C definidas anter
Las matrnices asocdadas a Las thansformaciones T, S y P con respect
ses candnicas.

Los procedi-
empl eando

R? y

cAa

X2, X1 * X2)

Conmente son
a Las ba-
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Por Lo tanto, La ecuacién matrnicial anterion La podemos LLevar a su equil

valente en thans formaciones Lineales, quedando

2(S o T)(xy,x2) - 2P(xy,x2) = (-1, -

Para Llegar a estas equivalencias debemos necordar |que La multlplicacdin
de Las matrices asociadas® a dos transformaciones Lineales equivale a £a compo
siedlbn de. esas transformaciones, que La adicdibn de Las matrices equivale a La
adiciOn de Las transformaciones y que La multiplicaciéin de un escalar por La
matniz asociada a una trans formacibn® equivale a La multiplicacibn de un esca-

Lan por esa trhansformaciin.
Desawunollando La htima expresidn:
28(T(x1,x2)) = 2P(x1,x2) = (-1, -1)
Aplicando T a (x;,x2):

ZS(X_l - Xz) - ZP(Xl,Xz) = (—1, "1)

Aplicando S a fLa diferencia xy - X2 y P a (xh,xz) ZLenemos:

2(2xy - 2xp, X1 - X2) = 2(x1 - X2, X1 * X2) =

de dO_VLdQ, Z(Xl - Xa, —2)(2) = (‘], '])

5 . .
Cuando hablemos de la matriz asociada a una transform
ficar a qué bases estd referida, se sobreentenderd que

© Usaremos indistintamente las expresiones "multiplicac
un escalar" o "multiplicacidén de un escalar por una mat

(-1, -1),

acidn lineal sin especi
son las bases candnicas.

ién de una matriz por

riz




Esta Wtima {gualdad vectorial, La podemos LLevar al sigudente ALstema

de ecuaclones Lineales

i
1
_—

2X1 —2)(2 =

i
[}
-

-4Xz

de donde x2=~74— g %y = -

ENP

Entonces La matrniz buscada es:

- 1/4
1/4

Te sugerdimos que compruebes este resultado resolviendo La
cial planteada, utilizando el método estudiado en el capitulo 11
te podnds dan cuenta que es mds simple que el desarroflado aqud
Lo hemos hecho de esta forma para Llustrar Ras operaciones entrné
nes Lineales.

Ademds de Las operaciones de adicién, multiplicacidn por

ecuacidn matni

. AL hacerlo
Sin embargo,
trans gormacio

n escalan y com

posicidn, otra operacidn Amportante de Las trhansformaciones Lineales es La An-

vernsdiin de una trhansformaciin Linealk.

La transformacion inversa, denotada T~! , de una transformacion Lineal

T:V->W es La thansformacibn Lineal dnica T~ : W~V tal

(ToT ! (w =w ¥wew

(TP oT)(v) = v ¥vel

Para que exisita La thansgorumacidn Lnvernsa de una thans fomun
T:V~>W &ta debe sen biyectiva, que es equivalente a:

a) dimV = dim W

b) N(T) = {0}

ue

aclin Lineal

201
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Para el estudio de este concepto considernemos el siguiente efemplo.

Sea el sistema de ecuaciones Lineales

n

3X) = X, * X; 1

X1 - X2 t X3 0 (1)

X1 + Xo + X3 = -1

La representacidn matricial, en £a fowma Ax = b, de este sistema de ecua
clones es:

3 -1 1 X1 1
1 -1 1 X2| = 0
1 1 1 X3 -1

la matriz A puede definin una transfommacién Lineal T : IR? > IR?® de
negla de correspondencia:

Tlxi,x2,%3) = (3x1 - X2 + X3, X1 = X2 *+ X3, X1 + X2 |+ X3)

Deteruminemos 54 A tlene Anvernsa:

3 -1 1 E 10 0 10 0tz 172 0
] ]

11 1 ta 1 ol o~ Jo 1 otlo -1z 172
! 1

1 11 f o 0 1 0 0 111172 1 1/2

Por Lo tanto, existe A™!' y es
ATl =
S{ A nepresenta La thamsformacidn Lineal T : R+ RY, A ' nepre-

senta matrniciadmente La transformacién Lineal T-' : R® > IR?® definida por

T-'y1,Y2,Ys) = % (yr - Y2, Y2 *+ Y3, ~y1 + 2y2 + yps)




En general, s4 A es La nepresentacidn matrhicial de una fransformacidn
Lineal T, A™Y, 84 existe, es La representacidn matrnicial de La \transformacibn
inversa de T. S4 A™' no existe, T no tiene transfornmacién Anversa.

Volulendo al sistema de ecuaciones iniciales planteado, su sofucidn es
anica porque A~ exdste; entonces, hay un vectorn dnico de IR 3‘ cuya Lmagen
es el veetor (1,0,-1) bajo La thansformacion T, ‘

Si el sistema de ecuaclones (1) hublera s4ido compatible Mde,te/zmx;nado 0
Ancompatible, iqué implicaciones hublera tenido para fa mmﬁomrnaa/édn T de-
findida en el ejemplo? Desde el punto de vista de Las transformaclones Linea-
Les, iqué nepresenta el conjunto de soluciones de un sistema de E:au’one/s LL-
neales homogénec? Trata de contestarn a estas pregunitas y consulta tus respues
tas con tu profeson o un asesor de La materia,

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacion)

18.- Obtén Las matrices asocladas a Las sigulentes thans ﬁolunac,c'(ﬂne/s Lineales

a) T: R? > R?, deginida por Tlx,y) = (x - y, 3x + vy, g)‘ negerida a
Las bases candnicas. ‘

b) S : IR?® =~ IR?, definida por S(x,y,z) = (2x, y, x + z) |referida a Las
bases {(1,0,1), (0,1,1), (2,1,1)} del dominio y {(2,1,1), (0,1,1), (1,0,1)}
del neccrnido.
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19.-

a fas bases candnicas, eb:

dimensiones del necomido y del nicles.

20.-

La matniz asocliada a una trhansfonmacidn Lineal T

: IR? > IR*, neferida

Obtén La negla de comrespondencia de dicha transfommacibn y determina £as

Sean B = {by, by} y E = {ey, e;} dos bases de

by

Zl + Zzz

b,

-ey *+ 2y

]

IR?, nelacionadas pon:

y sea La tramsformacién Lineal S : IRZ » R? tal que S(ei) = by ¢

S(e,) = by, Obtén Las matnices asociadas a S

21.-

E . B

Dadas Las trhansformaciones Lineales

R : IR+ IR?® deginida pon Rix,y,z)

(2x + y,

S: IR3> R*® definida pon Slix,y,z)

, z - y) -

(xr Zy} X| - y)

T: R®>IR® definida por Tlx,y,z) = (0, x + y|+ z, x - 2y - 2z),

a) Obtén (R + 38)(1, -1, -1)

b) Determina La regla de asignacibn de La transform

acién R - 28 + 3T




g .z} 0 ‘
22.- Sea M(T) = |-1 0 1 La matrniz asociada a La Dzaonnmac/idn Li-
0 1 1 3 3 9
neal T : IR® > R?® referida a £as bases candnicas y Mé (S) = \_{ -1 4
1 ~1 -4

La matrniz asocdiada a La trans formacibn Lineal S

bases

23.- Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, y‘éea (v, w
el confjunto de transformaciones Lineales de V en W,

: R® > R? /Leﬁquda. a Las
A= {(2,1,0), (1,1,1), (-1,3,0)} del dominio y
B = {11,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} del codoménio. Obtén Mpy (T + 28]

a) Demuestra que (£ (V, W), +) es un ghupo abeliano, dond% + denota
La adicibn ordinardia de thansformaciones Lineales.

b) Demuestra que £ (V, W) es un espacio vectorial sobre e,K‘ campo K,
siendo La adicdbn y multiplicacidn porn escalar Las ordinardias con szs formacio

nes Lineales.

24.- las transformaciones Lineales

se muestnan en el sdgulente diagrama:

|
|
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De Las siguientes operaciones, determina cudles se f
caso agiumativo, determina el domindo y el codomindio de L4
que resultan de efectuan dichas operacionesd:

a) GOF ¢) HOF e) TOoF

b) GOH d) SofF §) HoTog

25.- Sean kas trhansformaciones Lineales

T : IR? > IR?® defanida por Tlx,y,z) = (x -y, 2x

S : IR3 » IR?2 degindda pon  Slx,y,z] = (z - x, x 4

R : IR2 > IR? definida por Rix,y) = (x +y, y, -2

ueden efectuar y, en
15 thans formaclones

+z, X+ Yy + z)

a) Determina cudles de Las sigulentes operaciones se pueden efectuar y,
en caso agimativo, obtén La regla de asdignacidn de Las transgformaciones que

rnesultan de efectuar dichas operaclones:

SoR, RoS, ToS, SofT

b) Obtén La regla de asignaciin de La transformaciin

RoSoT

26.- Sean U, V y W espaclos vectoriales sobre un campo

K, y sean T : U >V,

S$:U~>V y R :V~>W ztransformaciones Lineales. Demuesina que

a) Ro(T+8) =RoT+Ro0S

b) @« (Ro T) = (aR) oT = Ro(aT), aceK




27.-  Vernifica que fa transfornmacidn Lineal T : R® > R® defindda pon

Tlx,y,2z) = (x + y + 3z, 5x + 2y + 6z, -2x - y - 3z)
cumple con T3(x,y,z) = (0,0,0)

donde, T*=TOoToT

28.- Sea T una trhansformacidn Lineal que consiste en una hotacdbn de 90° del

plano cartesiano alrededon del ordigen en sentido contrario al girg
cillas del nelof; y sea S una thansformacibn Lineal que consisie
a cada punto def plano su sim&trnico respecto al eje X. Calouda:
a) (T + 8S)(1,1)
b) (T + S)(x,y)

¢) [T-(3T08)+1-4(S0oT)](xy)

donde 1 es La thansfornmacibn Ldentidad en TR2,

29.- Sean U, V y W espacios vectoriakes y sean T : U-~>V y 8§

de kas mane-
en asLgnan

sV -w

thans formaciones Lineales. Demuestra que 34 La trhansformacibn Lingal S 0 T

es Anyectiva (uno a uno) entonces T es también Lnyectiva.

30.- Sean Los operadornes Lineales T : P, =P, y S : P, » P, donde

P, = {fax® + bx + ¢ | a,b,ceR} . S«
0 2 -3
A
MB (T) = 2 -1/2 0
-2 0 0

es La matrniz asocdada a T hreferida a Las bases A = {2x*, x - 1,
minio y B = {1, 2x, x®} del codominio y

3} del do-
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es La matniz asoclada a

a) Obtén Mg (s)

b) Determina La hegla de asignacldn de

&ifo=

32,- Sea T :

estdn definidos sobre un campo K.

fonces T-r es Lineal.

33.-
nes Lineales:

a) T: IR?2 ~ IR?
b) T : R?2 > IR®
¢) T: R > RS

V> W una thansformacidn Lineal, donde Los

0 4 -3
Mé SoT)=|2 -1/2 0
_2 0 0

S oT nreferida a Las bases A y B

SorT

Demuestra, de dos maneras distintas, que La trhansformacién T : IR? - IR2
deginida porn T(x,y) = (x + 2y, x + 3y)

lene Lnversa.

espaclos vectoriales
Demuestna que s4 T tlene inversa T, en

Obtén La invernsa, s4 exdiste, de cada una de fLas sdigulentes trhansgormacio-

tal que  Tlx,y) = (x + 2y, x + 3y)
takl que T(x,y) = (x, y, x + y)
tal que T(x,y,z) = (x, x +y, x|+ y + z)




34.- Sea T :F~>F, donde F ={ax®* + b | a,belR} , una trans formacién £i-

neal tal que

My (T

es su matriz asociada referida a Las bases A = {2x*, 3} del dominioc y B =

{x2, x* + 3} del codominio. Obtén La matrniz ME (T) y La negla de asignacidén

de T.

35.- Para que una thansformacidin Lineal fenga Linversa es condicfdn necesaria

y sugiciente que fa thansformactin sea biyectiva.

a) Da un efemplo de una thansgformacidn T : IR™ > IR" que
pero que no fenga Lnversa.

b) Da un ejemplo de una transgonmacién Lineal T : IR™ - IR
prayectiva pero que no tenga Lnversa,

36.- Determina s4 La thans formacidn Lineal T : P > D, donde
a 0
0 b
600) 0

T(4) = V4 eP
0 4(1)

a,belR| def

P={ax +b | a,beR} y D=

lene Lnversa y en caso agiumativo, obtenla,

sea Lnyectiva

N que sea su-

(nida pon

209



210

i

Valores Y Yeclores

Caraclerislicos

Dos de Los conceptos de mayor importancia y aplicacidn dentro de Las thans
gormaciones Lineales son Los de valor y vector caracteristico.

A su vez, una de Las aplicaciones mds Ainteresantes de|Los valores y vecto-
es caracteristicos es La que se heflene a Las formas cuadraticas.

A una ecuacibn de La forma

ax? + bxy + cy?2 + dx + ey + f =0 (1)

donde a, b, ¢, d, e, f 4on nimeros heales, se Le LLama ecuacidn cuadrndtica de
Las varninbles x y y .

A La suma de Los thes primencs téuminos de La ecuacddn (1), es decirn, a La
expresifn ax* + bxy + cy?  se Le Leama forma cuadratica d‘e 2as variables x, Y.

EL problema consiste en efiminan el Lérwmino xy de fa ecuacién (1) median
te un camblo de varniable de ftal manera que fa ecuacddn (1) |se neduzea a una ecua

alin de La gorma

Oan?_ + Byunz + vy o= 0 (11

Obviamente £a ecuacidn (2) es mds fdcil de Ldentifican que La ecuacidn (1)
debido a que fa cinica que nepresenta (2) tlene centre en @l ordgen  sus cjes
son paralelos a Lok ejes coordenados.

Una fomma cuadrdtica de fLas vardables x, y Adempre|puede escrilbinse en

forma matrleial con una matriz sAimétnica:

Qv
S| o
>

ax2+bxy+cyz=[x y] =x  AX

s}
<
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Observemos que el témino xy de La ecuacifn de La forma cuadritica apare

ce debido a Los elLementos que no estdn en La diagonal princdpal d
En cambio, 44 A {fuera diagonal el t&umino Xy no apareceria.

Porn Lo tanto, para fener una ecuacddn sin el téumino xy d
cambio de variable que diagonalice a La matniz A . Para esto, n
en una de Las propiedades de Las matrices simétnicas que establec

0 La mathiz A.

ebemosd hacer un
04 apoyaremos
e que se puede

obtenen una matrniz P que diagonaliza a La matniz A meddiante ef producto

P-1 AP estando P formada con Los vectones caracteristicos unitarnios’ de A.
La matniz P se puede formar con vectores caracteristicos no unitarios, &in em-
bargo, es pregerible usarn vectores wuitarnios ya que entonces La matrhiz P es or

togonal y, por Lo tanto PT = P71,

EL producto P~! AP es una matrniz diagonal D con Los val
ticos M y Az .

EL nuevo sistema de coorndenadas x' , y' en el cual La cbi
ecuaclibn de téumino xy estd dado por La expresidn

X' X

ones caractents

nica carece en du

=x' =P x=p" ie. X=PX
y' vy,
Hagamos un efemplo. Sea £a conica de ecuacdibn
3x2 - Ixy + 3y2 - /I x + 6/Ty+ 2 =0
Esta ecuacibn se puede escribin de La siguiente manera
3 -1 X X
[x y] + [—2/?7 6/7] +2=0
U 3 y y

Recuérdese que un vector W es unitario si lul = 1
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3 -1 -
donde A = y B = l—iZ/Z— 6/2_]
-1 3
Como X =P X' , entonces sustitugendo se tiene
TP PX +BPX +2 =0 (3)
s decin, X' TDX +BPx' #2=0 (4)
A 0
donde D = y P estd formada por vectores caracteristicos unita-
0 A2
nos de A .
Obtengamos Los valores y vectornes caracteristicos de | A .
3- 2 -1
det (A - A1) = = (3-2)2-1
-1 3 -2
Pon Lo tanto, Los valores caracternisiicos son Xy = 4 y Aoy = 2
Los vectones vy = (1, -1) y vy, = (1, 1), son veetores caracteristicos
asocdiados a Ay Yy Ay respectivamente. Haclendo unitarnids vy Yy v, ZLenemos:
Ul UZ 1
- =_7_(7,_;) y — - — (1, 1)
|V1| vZ |U2| V7
pon Lo que La matriz P eb
1 1
po L
V7 -1 1
Sustituyendo en (4) tenemos
4 o] x' 1 1 1 X'
[x' )"] + [—2/2— 6/7] — +2=0
0 21l y' v =) 1 y'




Haciendo operaciones se obtiene

2
4x!

que se puede escribin como

+ Zy'z

- &'+ 4y' +2=0

La cual es una elipse con centho en
La sigulente fLlgura..

Para negernin La elipse al sistema Xy recwnnimosd a fLa ecua
x' X
= pT1
y' y
Obteniendo P! y sustituyendo en x ' = P X :
prlopt. L b X' s (x - y)
7z |1 .
yl = — (x +y)
V2
es decin, el efe X' estd Localizado (haclendo y' = 0) a Lo La
(1, -1) 'y y' a ko kango dek vector —— (1, 1) haciendo

V7

(x' - 1)z + L+ 12 Z n:_y

(1, -1) en el sistema x'y'

y'i

I
!
|
S P o

-2.4

como muestra

J]

V7

ngo del vector

x'"=0. Su
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grifica es, pon tanto:

‘quedando Ldentificada y graficada La conica de este ejfemplq

Finalmente, 84 quenremos expresar La conica de una gorma como Lndica La
ecuacibn (2), trasladamos el onigen del sistema X'y' al punto (1, -1) de

dicho sistema® .

En el sistema x'y' obtuvimos (x' - 1)2 + (y* ; ne . 1.

Pon Lo tanto, haciendo £as sustituciones x' = x" +
obtiene

7 =1, es decin,

que es una ecuacidn de La forma ax"’ + 8_y"2 +y =90

8

1, y' =y" -1 se

Si el lector quiere recordar lo referente a traslacidn de ejes le sugerimos
consultar "Geometria Analitica" de J. Kindle, edit. Mc Graw-Hill, serie Schaum,

pdginas 66 y 67 o "Geometria Analitica" de Lehmann, edit.
137.

UTEHA, paginas 135-




La grndfica muestha cémo La cbénica 2x 2y y"2 -2=0 Z%ien
ornigen y sus efes son paralelos a Los efes coordenados.

Te sugenimos que realices Las siguientes actividades.

1) AL hacer La notacibn de Los ejes x, y a Los ejes x',
1

06 que el efe x' estd Locallizado a Lo Larngo del vector i (
el efe y' estd a Lo Larngo del vectonr 71?— (1,1). Entonces una
tema x', y' es
1 1
B={— (1, -1), — (1, 1)
v o

e centho en el

y', 4e mos-
1,-1) Yy que

base del s4s-

AL expresan Los vectornes de La base candnica del sistema de referencia

X, Y como una combinacibn Lineal de Los vectornes de La base B ,
que la matriz de transicion de £La base candnica A del sistema
base B del sistema X', y' es

M2=

4¢ obtiene
X,y endta
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EL cambio o transformacién de coordenadas del 548t
X ! s yl
iComo debe defininse La transformacién T para que La m

sea La matrniz asoclada a dicha thansformacibn, heferida a

minio y B def codominio?

Respuesta:

Lo podemos consdiderarn como una thansformacién Lin

|
|
|

a X,y al sdistema
T:IR?2 > 1R?%2 .
(z de transicibn M
Los bases A del do-

Con tu nespuesta correcta verigica ahora que La maih

que obtuvdiste anterlonmente es La matrniz asociada a dicha
A= 001,00, (0,1} y B = L

—_— (

nefernida a Las bases

La thans formacién £ineal de tu respuesia correcta a
tenistica de que Mg (T) es una

iz de thansicibn M)

rhans formacion Lineal
1

r_1 y = ’:’ }

TR NI

ntenion tilene La carac-

'

matriz nula/matriz ident
donde Mif (T) s fa matriz asociada a T referida a una
(en este caso, base de IRZ).
Luego con La base B ; es decin, verdiglea que

M T) = M (T) -

Verdifiea Lo anterion prime

idad/cualquier matriz
base cualquiera E
no con £a base A y

1T1) ITdentifdca Las sigulentes conicas y escribe
de neferencia cartesdano en el cuakl estén centradas en
sea parulelo a algin eje coordenado.

a)l 4xy =1
b) 10x% + 24xy + 17y* = 26
c) 39x® + 96xy + 11y? - 210x - 220y + 200 = 0

Hemos visto que Los conceptos de valor y vector cg
dado para simplifican La ecuacibn de una cénica apoydndo

conceptos. Sin embango, no es bsta La (Gnica aplicacién

1

ecuaclon en un s48tema
onigen y su eje gocal

acternistico nos han ayu

en 0thos
de Los valonres y vecto-

nod, a su vez,

nes canacteristicos. Estos se aplican en todas Las aamﬁu de La ingenieria y en

un amplio campo de La isdica y en othas clencdas.




EJERCICIOS P ROPUESTOS

(Continuacion

37.- Sea T un operador Lineal sobre un espacio vectorniak U .

ques:

a) {0} y V son subespacios invariantes en T .

b) N(T) y T(V) son subespacios invariantes en® T .
38.- Para el operadon Lineal T : IR3 + IR3  definido por

T(x , y, z) = (x, 2y, x - 2y)

Demues tha

determina cudles de Los siguientes subespacios de TR3 son invarniantes en T

a) M ={(0, 0, k) | kelR}

b) N

{(k, -2k, 0] | keIR}

e) P=i{(0, fk, -R) | RelR}

n

39.- Veniflea el teornema de Cayley-Hamilfon para La matrdz

40.- Sea T : V >V una transfornmacion Lineal. Si&L La nepresentucién matrd-

clal de T rnefendda a una base B de VUV e

Aderds de la expresidn "invariante EN T", se suele decir tambié
BAJO T", "invariante PCR " o "T-invariante"

Sn

"invariante
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a)

P(A) = = A3 + A2 - X+ 1 sea el polinomio .ca/zacte/zj/saco de

b) Vernifica que T satisgace el teorema de Cayley-Hami

41.- Sean A y B matrndices cuadradas de onden n .

. -1 -1, .
ne Lnversa entonces A By BA tlenen Los mismos valor

o

1

Sea La matriz

o 2 0
M(T) =] 0 3 1
0 0 4

Lo nepresentaciin matriicial de La thans formacién Lineal T :

Petermina £os valores de a y b de tal manera que

n.

Demuestra que 64 A Zie

caracteristicos.

IR3 > R3 ,

Deterndina Los valornes caracteristicos de T y Los veckores caracteristsi-

cos asoclados a ellos.

43.-

tenisticos de A son Lguales a * 1 .

44. - A

Zhans formaciin

Sea un valon caracteristico de una thansformaciin
-1
T T

T

tlene Lnvernsa, s

ractenistico de
=

de T y T ¢

2
X

2X

45.- Dedws las funclones sen x, @

’

son vectores caracteristicos de Los sdgulentes operadones L4

Lon canactenistico neal estdn asocdados.

Demuestrna que 4 A es una matrnlz ortogonal, entoncesd

-1
demuestra que A
Jlude es La nelacibn entrne Los vectores caracteristicos

Los valores carac-

Lineal T . SL La
es un valor ca-

-1, 3% determina cudles de ellas

neales y a qué va-




46.- Demuesina gite un edpacde caracteristico de un operador &4

wh Aubespacde Lnvardarite en T

Cot

-1

/.

6r todos Los uvaklones caractenisticos, una base y La d

espacic caracteristice de La transiormacddn Lineal T : IR3 » ]

T(x,y,2) = (2x + 4, y - z, 2y + 4z)

48 .~ vV
operadones €Lneales sobre el espacio

K
tales que T o S = 4

Sea un espacio vectordal defiinide sobre un campo

%

b4

tha que 5L v es un vector caracteristico de S asoclade al
tico A entonces T(v) , donde T(uv) # 0, es un vector cara
S asoclado al valor X .
49.- 0Obtén en nadianes Los valores de 0, 6 > 0, para Los cu
don Liveal T : IR?2 > IR2 deginido por

Tlx, y) = (x cos 8 - y sen 6, x sen 6 + y cos 6)

tiene como valor canacternistico a 1. Y con el menon valorn de

culba Los vectornes caracteristicos asociados al vakor X =1 .

50.- La matniz asoclada a La transformacidn Lineal T ,
A={(2, 1, 1), (1,0, 1), (0, 0, 1)} es
3 2 1
Ty = | -4 -4 -2
A
2 3 2

Verifica que ME(T) - P_IM;(T)P . donde P
1, (0, 1), (0, 1, 1)} a La base

base B = {{2, 3, . 2, A

511~
ces sus fraczas son Lguakes.

es La matrniz de

Demuestrna que 4L Las mataices A y B son similanes o 4

(neal T , es

‘mensibn de cada
R 3

y sean T y S
oT,

alon caractenis

Demues-

ctenistico de

ales el opera~

0

neferida a La base

ansLeldn de La

emefantes enton-

obtenido, cal
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52.- S4 la mat)

3 1 0
:f:m - |-3 -2 -1
3 3 2

2 0 0
-2 1 2
0 0 -2

obtén La matrniz .'\{};(T)

53.-  Para cada wno de Lo

1) T : IR® » IR® defdnida po T(x,y,2z) = (x + 2y

11) T : IR® » IR® defdnida por

T(X’U,Z) - (4)(. + Uy - ZZ, -x + 2

111) T : RP > R® definida por Tlx,y,z) = (X * 2

a) Obtén sub valonres caracteristicos.

b) Defermcna 44 T eb diagonalizaple!?,

matniz diagonal asocdada a Ty und base a La cual es

10 L
La expresicon

rader O +ransformacidén lineal se puede representar por

5 Adguientes operadones Lineales:

“operador O transformacién diagonalizal

iz asociada al cperadon Lineal T neferida a La base A es

+ 4z, 3y, x +7y -1z)

y + 2z, X+ y + z)

y, ~Yy *+ 2, Ix - g)

En caso afinmativo, obZén una

té negerida.

le" significa que el ope-
una matriz diagonal.




54.- AL ddagonalizan La mathiz asoclada al operador Lineal T : 1
de P, = {ax? #+ bx + ¢ | a,b,celR} , 4e Llega a que una matriz
clada a T es

Z 0 0

0 0 0

0 0 -1
y una matriz diagonalizadora es

0 0 1

0 1 2

1 2 1

Obtén La negla de asignacibn de T .

a b
55.- Sobre ef espacio vectoriak M = | a,b,c elR
c -a

operador Lineal T : M+ M de La siguiente manera

a b 3b - a 2b

—-‘
L

c -a Zc a - 3b

a) Obtén Los valores y vectores caracteristicos asociadoa

221

P, > P, , don-
diagonal aso-

se defdine el

al operadorn T.

b) Obtén, 54 es posible, una matriz diagonal asociada a
diagonalizadora.

T y su matrniz
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é}é/wicz’oa SAdicionales

1.- Deteumina s4 Las sigulentes trhansformaciones son Lineales

al T : M, »~ IR, definida por T(A) = det(A) , ¥|AeM, , dende M,
es el espacio vectorial de Las matrices cuadradas de orden| n con elementos rea
Les.
b) S : P, » P, definida porn S(f(x)) = 24(0) - §'tx) , ¥ §(x)eP,
donde P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c €IR}
e) T : Mn -~ IR, deginida pon T(A) = tn(A) , ¥ AeMn
(0) 0
d S : P, » My, deginida por S(§(x)) = , ¥ 4x])eP,
0 §(1)

2.- Sean (x, y) XLas componentes de un vecton v del plano el cual se hace gi
nan un dngulo 6  como muestha La fLgura.

M

(x',4")

<|

La notacibn que efectia el vector es una trhansformaci{én T : IRZ > IR2 ,

a) O0btén La regla de asignacidn de La ftransformacién T .

b) Determina s4 dicha trhansformaciin es Lineal.
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3.- Un ndmero complejo z = a + bd se puede considerar como un par ordenado de
nimeros neales (a, b) y, por Lo tanto, representar en un p!,ano‘ cantesdano LLa-
madc PLano Complejo o Diaghama de Argand. Ademds, a cada punto fe Le puede asig
nar un vector de posicibn como muestra fa gigura. |

} Im \

(a,b) |

a) Representa en el plano complejo Los ndmeros zy =1 + L y zp = 3 - 24
|
b) Vernifica que al multiplicarn por AL ALos ndmerws z, d z, del Anciso
anterion, €szos efectian una rotacibn de 90° en sentido coW@ a Las manecd
2eas del nelos. |

¢) Podemos entonces considerar a 4 como un operadon L|: IR?Z > IR?
iComo se degininia La negla de asignacibn del operadorn AL ?

d)  GEs un operador Lineal? |

4.- Cunbquier transformacibn Lineal T : IR? ~ IR* tiene La forma
T(x, y) = (ax + by, cx + dy) |

donde a,b,c,d eIR.

a) ;Para qué valones de a,b,c y d La transformacibn | T mapea una rec-
Io. en un punto?

b) jPana qué valores de a,b,c y d La transformacién| T mapea a La
neeta y = x + 1 en fa recta x = 37

c¢) ¢Puede La thansgformacién T mapear una recita en una |cdnica cualquiera?
Justifica tu nedpuesta.
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5.~

Determina el Lugan geométnico en que cada una de Las |sigulentes thansforma-

ciones Lineales mapean a una circunferencia de radio 4 don centrho en el ornigen.

Les.

donde P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c IR}

a) T : IR?2 = IR? definida por Tix,y} = (0,x)

b) S : IR? > IR? definida pon S(x,y) = (2y,x)

Deterunina La negla de asdgnacibn de Las sigulentes thansformaciones Linea-

a) T : P, » P, tal que T(2x? + 5x) = 3x?

T(x%? - 1) &

]
!

>
!

—

T(4)

1]
N

1 7]
b) T:M » I3° talque T = (1, -1, 4)
__2 1
0 1)
T = (0, -1, 1)
1 1
Kl
T = (1, 0, 3)
1 1
a b
donde M = ‘ a,b,c elR
b e
Sea T una trhansiformacién

7.-

donde el domindc es ef producto cartesiano de IR? con [R? .

T:IR?®x IR? » IR?
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La regla de La Zrnansfommacidn T se degfine de Las siguienties maneras :
a) Tlu, v] = (4 + v)a ¥ w,v elR? aeclR? , a#o0
b) Tlw, v) = (u - a)b ¥ u,velR? a,beR?, a#0,b#0

Determina, para cada Linciso, AL T es Lineal o no Lo es. |

es el producto escalanr).

K

es un subespacd

Sean U y V dos espacios vectoriales scbre un campo
Demuestha que 44 A

§.-
una thans formacion Lineal.
U, entonces ef conjunto

weA}

w|w=Tw,

es un subespacio de U .

9.- Se tienen dos transformaciones Lineales

T:IR®~> R" y S :IR3 > IR*

a) AL aplicarn La thansgfomacibn T a cada uno de Los vecd
E={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} 4e obtienen, respectivamente, f
COVljU.Vl/tU {(2;0)2’1)) (2,0,0,0), (,)1’0)0)} .
iEs posibLe obtenen con estos datos La rnegla de La tray

En caso aginmativo obtenla. En caso negativo di por qué no es |

b) AL aplican La transformacibn S a cada uno de Lo vec.
G = {(1,-2,1), (6,2,-2)(2,3,-2)} se obtienen, hespectivamente,

conjunto {(3,-3,3,3), (-4,-4,22,-6), (-5,1,8,-6)} .

;B8 posibLe obtener con estos datos La regla de fa thray
En caso negative di pok qué no e |

En caso afinmativo obtenta.

10.-
eibn en el dir.rama de Argand a cada ndmerc comple i,
mero complefo por L equivalia a hotan el vecion ¢°

y T:
0 vectorn(al de

En el ejencicio 3 pdgina 223 se mosiné que, asdiarande un v
e mul Al

ar sertdldo

La cperacion o

u - v

tones del conjunto
‘04 vectones del

W gormaciin T 7
osthle obtenerda.

fores def conjunte
Los vectores ded

< 7

15 homace.lon

csibfe chtenesla.

ector de nosd-
ean ddohe nd-

wmtineasic.
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a) ¢Se obitiene alguna rotacibn al multiplican un erno complejo por Li° 7,
sal multiplicar pon £ ? En caso aginmativo, ;de cudnto es La notaci6n. en ambos
casos? (£ es La unidad imaginarnia: £ = /=T )

b) iSe puede considerar a L% y A* como operadones Lineales de IR?
en IR? ? En caso afinmativo, joudl es La negla de asignacibn de dichos operado
hes?

1T.- Un caso particularn de transformaciones son 2as funcdones neales de variable
neal.

a) Determina cudles de Las sigulentes funciones comresponden a una thans-
gormacion Lineal.

I) 4 : IR =+ IR definida por §(x) = x + 1
I11) g : IR + IR defindida porn glx) = 6x
I11) h : R + IR deginida por h(x) = x?

b) Para Las trhansgonmaciones Lineales obtenidas en|el inciso anteriorn cal
cuba La dimensidn del nicleo y del recornido.

12.- Se degine en el espacio vectorial de funciones reales de variable rneal una
thans formaciin de La sigulente manenra:

T(4(x)) = §"(x) - ag(x) aelR
a) Demuestra que T es una thansformacion Lineal.

b) Determina el ndclesv de T y su dimensibn.

13.- Sean Los espacios vectoriales C y €% = {(zy,z2) | z1,z2 €C} .

Para £a thansformacidn T : € > €% definida pon:
T(z)i= (jz,: k&, ¥ zeC

a) Obtén T(2 - 34)




b) Detewnina s4 T es Lineal para cuando:
I) C y C€® estdn definidos sobre el campo €
11) € y C* estdn definidos sobre el campo TR
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c) En el caso que T sea Lineal, obtén su wicleo y su recorido, asi co-

mo una base y La dimensibn de ambos.

14.- Sean F el espaclo vectorial de Zas funciones continuas |y el operador

T:F > F definido ponr:
X
T(§(x)) = j e 2% f(£) dt ¥ §(x)eF
0

a) Demuestra que T es Lineal

b) Detemina el nicleo de T

15.- Una transformacidn Lineal es un homomorfismo entre espacios vectoriales.

SL ka transformacibn Lineal es biyectiva, entonces también se dice que es un {80
mongismo. Determina para cada uno de Los sigulentes incisos s£ T es un Ls0mor

gismo, es decirn, 54 T -es blyectiva.

a) T : IR?2 > IR? definida por. Tix,y) = (x + vy, 2x)

(x, 0, y)

a
l a,b,c,delR
c d

Py = {ax® + bx + ¢ | a,b,c eR} y La trnansformacién Lineal T : My
nida ponr

b) T : IR? » IR? deginida porn T(x,y)

o~

16.- Sean Los espaciod vectorinles My =

s

ra b ‘
TL ={la-b+e)x2+(b-c+dlx+ (c-d+a)
e

d

Determina 54 T  es LAnyectiva y/d suprayectiva.

17.- Sea T : UV - W una trhansformacion Lineal

degd

a) Demuestra que 84 dim v < dim W , entonces T no puede ser suprayec

va.
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b) Demuestra que 84 dim V > dim W , entonces T

16.- Sean Los espacios vectoriales P, = {ax? + bx + c |

a b

a,b,c elR ambos sobre el campo de Los

c 0

tices asocladas a Las trhansformaciones Lineales

a) T : P, =+ P, definida por T(§(x)) = §(0) - §'
nida a Las bases {2x + 1, 3, x2} del dominio y {2, x, x
(@ b

b) T : M > P, deginida pon T = (a+b)x?
c 0

b

L L

{x2+ 1, -x + 2, 2} del recornrnido.

neferdida a Las bases

no puede sern Linyectiva.
a,b,c elR} vy

neakes. Obtén Las ma

(x), ¥ §(x)eP, refe-
2} del hecorndido.

+ (2a+c)x + (a-b+c),

del dominio y

Obtén también, en ambas trhans formaclones, La dim
partin de Las matrnices obtendidas.

19.- Sea el espacio vectorial P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c
T: P, = P, una trhanspommacidn Lineal tal que

05 su matriz asoclada neferida a La base {x%,x,1} .
a) Calewla T(x2 + 2)
b) Detewmina La regla de asignacidn de T

20.- Sea V un espacio vectorial de dimensidn dos y sea
V.

Lin del necorrido a

elR} y sea

{v,,va} una base de
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S T:V =+ UV es una thansformacion Lineal tal que
T(vy + vp) = 3u; + 9u,
T(3vy + 2v,) = Tv, + 23v, ,
caleula:
a) T(vz - vy)
b) La matriz asoclada a T referida a La base {v,,v,}
X Y
:

gormacién Lineal T : M > M defindida por:

21.- Sea M ef espacio vectorial

x,Y,z,w elR ( y sea La thans

Obztén:

a) Lla matriz asociada a La trhans formaciin referida a La base

1 0] [o 1 o o] [o o]
Eil=
o of o o) [1 of [0 1]
’—oc 1 VA 0
b) o y B para que fa imagen de. sea
-1 B 0 -1

c) La dimensibn del necorrndido mediante el rango de La matriz asociada a
La thans fonmacidn.

22.- Sea T : IR? = IR? una transformacién Lineal y sean Al= {(2,0), (0,2)}
y B =1{(0,3), (3,0)} dos bases de IR?



Si se sabe que
!

1 1
WE(T) =

y que para un vector v elR?, (U)B = (2,1) , obtén [T(U) ] N

23.- Sea La m@gomamn Lineal T : €2 -+ €% , donde
€2 = {(z1,22) | 21,22 €C} , definida por Tlz,,z,) = (4z

a) Si €2 estd deginido sobre el campo de Los com
asocdada a T referida a La base {(1,0), (0,7)} de C?
\

| - Z2, Z2)

olejos, obtén La matriz

b) S{ €2 estd definido sobre el campo de Los neales, obtén La matrniz

asociada a T neferida a £a base {(1,0), (24,0), (0,1),

'24.- la matrniz asoclada a una thansformacidn Lineal T :

Las bases A = {(J‘,-I), (0,2)} y B8 ={(1,0,-1), (0,1,2)

1 0
MQ(T) = |1 1
Qf i

a) Obtén La negla de asignacidn de T

b) Obién wna base C de IR® para que

1 0
| WA (T) = o 0
| c 0 1

(0, 2 - 34)} de (2

IR2 + IR} referida a
, (1,2,0)} es

25.- Sean By = {x+ 1, 3} y By = {x*+ 1, x, 1} bases de Los espaclos
Py ={ax + b | a,belR} y P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c eR} , nespectivamente.

SA La matrniz a/soa,r’ada a La thansfornmacién T : Py + P,

By y B, o5
B1 1 2
i = 3 0
ABZ(T) ’ b :

heferida a Las bases
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a) Calewla T{?)

b) Calewla T(x + 1} + T(3)

e) Si S : P, » Py estd definida como
Slax? + bx + ¢) = (2¢ - alx + (2a - ¢) , calewla (S| T)(ax + b)

d) Calewla (T o S)(ax? + bx + c)

26.- Sean £os espacios vectornfales P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,d eR} y

X 0

S
n

' x,y eIR | ambos definidos sobre el campo de Los reales y sean

0 vy
Las thansformaciones Lineakes T : P, = D y S : P, > D definidas de La s4-
gulente manera:

=

p(0) 0 p'(0) 0
T(p(x)) = S(p(x)) = ¥ plx)eP,
0 pl(1) ], 0 p(3)_,

a) Obtén (T + S)(3x% - 2x + 1)

b) Deteunina La regla de asignacibn de La transformacibp U : P, + D
tal que 2T =S -U-T.

27.- Sean Las trhansfoamaciones Lineales

S: R%Z + R? tal que  S(x,y) = (2x - y, y + x]

T: IR?2 » R2  tak que T(x,y) = (3x + 2y, x)
[(TOH) +S]: R? - IR?2 tal que —(TOH) +S](x,y) = (2x - 3y, Yy -x).
Obtén La negla de La transformacién Lineal H : IR? -+ IR?

28.- a) Una trhansformacidn T se Leama transformacion nilpotente a4
T (v) = 0(v) para akgin nelN , donde 0 es La trhansformacibn mula.
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Verifica que La trhansformacién T : IR%2 + IR2
T(x,y) = (0,x) es nilpotente para n = 2 .

b) Una transformmacién T Ae LLama transformacion
T2(v) = T(v) .

Verigica que La transfornmacidén T : IR?2 » IR?

degindida poh

idennotente 44

definida por

T(x,y) = (x,0) es Ldempotente.
c) Verndifica que para La transformaciin T(x,y,z) = (z,x,y) se cumple que
T3(v) = I{v) ¥ velR®, donde 1 es La transformacidn identidad.
Nota: TR(v) = (ToTo ....oT){v)
\-—’V‘\—/

n veces

!—a 0

L

29.- 'Sean Los espacios vectoriales M = a,

"
-

Py = {ax + b | a,b elR},
Y TE M"‘P]

a
S
0

SL se conoce que

definidas por

0 ) a
= (a+blx+b y T
b 0

de conrespondencia de H : Py + M

30.- Dadas Las Trnansformaciones Lineales T : UV > V

% ]

V = ‘ X,Y,Z,w R , deginidas como
v w
. —
] x X+ y

T =
zZ w X+ Yyt z X+ y+z+w

y sean Las transformaciones

(ToH + S o H)(ax + b) = bx *+ (4

b IR ‘

Lineales S : M » P,

(b - a)x + a

+ b), obtén La negla

y SV >+ UV, donde




a) S
b) T
c) (SoT)?
31.- Sea La transformacién Lineal T : P -+ P, donde
P={ax* + bx + ¢ | a,b,c eR} ,
definida por
T(§) = 4" + 6 V¥ §eP
Obtén, de sen posible, La thansformacién inversa T °
32.- Sea T : IR?2 » IR® una transformacién Lineal definida como

(L)L ]

Obtén, de ser posible, Las neglas de asignacién de:

-1

T(x,y) = ly, 2x, 2x)

S(x,y,2z) = (%y -z, x)
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a) Verifiea que La transformacion Lineal S : IR® + IR? |definida por

decin, S=T.1 ).
1 Z

G

q.

es transformacion inversa por la izquienda de T

(Es

b) Verifica que La transformacibn S del inciso anterion ‘no es transfor-
macidn inversa por la derecha de T .

c) Compuueba que La thansformacibn Lineal H : IR® - IRZ‘ deginida por

d) GEs posible obtener una thansformacién Lnversa por La

En caso afimativo, obitenta.

Hix,u,z) = | %—y, x) es También una thansformaciin Lnversa por Qa Lzquienda de

ernecha de T 7



33.- Sea el espacio vectordal A = {(x,0,y) | x,ycIR}

sobre el campo de Los

neales y sea La thansformacibn Lineal T : IR? + A deginida por

T(x,y) = (é/.-o’ y - X)

a) Comprueba que La transformacibn Lineal S : A -+

S(x,0,y) = (x - y, x)

es La transformacién inversa por La Lzquierda y trhansform
recha de T .
b) ;Se puede afiumar que S es La transformacidn
c)
clones Lineales pueden sern representadas por matrnices.

iz que hepresenta a La thansformacidon T 7
presenta a La transformacion S ?

34.- EL conjunto de ftodas Las thansformaclones Lineales
cio W fowman un espacio vectorial denotado £ (V,w)'

11

V = , teniéndose enton

Un caso particular es cuando

Z(V,V). Este conjunto constituye un ALGEBRA LINEAL.
Un conjunto U es un ALGEBRA sobre un campo K si
torial sobre K vy, ademids para todo V;,v.ell y heK se

(Ux @Uz) @ U3 - (Ul @ U3) @ (Uz @ U3)
U3 @ (V:l @ U2) - (Ua @ Ul) @ (Us @ Uz)
vi®©((v, © vs) = (vi © vy) © v,

(v, @ vzl = (Rv)) @ vz = V) @ (kva)
donde ® y () son la adicién y multiplicacién de vectore

Si el espacio vectorial es el conjunto Z(V,V),
le llama ALGEBRA LINEAL.

Si el lector quiere profundizar sobre estos conceptq
tar, entre otros libros, los siguientes:
torial Blaisdell Publishing Co., Mass. U.S.A., capitulo 6

bra", A. Kostrikin, editorial Mir de Moscii, capitulo 9, seccidn 4;
rapitulo 16.

derna", F. Ayres, editorial Mc. Graw-Hill, serie Schaum,

ent

"Topics in algebra". N. Herstein,

IR? deginida por

1clbn Lnverda por La de

(nvernsa de T ?
Sabemos que (en el caso de espacios de dimensidn finita) Las thans forma

;De qué onden es La ma-
iDe qué ornden es La mathiz que he-

lo? espacio V ‘AL espa

ces el conjunto

Formalmente definimos:

V es un espacio vec
cumple que

S.

onces al ALGEBRA se

s le sugerimos consul-
edi-
dlge
mo-

"Introduccidén al
"Algebra
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Un casa particulon es el espacio L(IR?, IR®). En este edpacio se definen

Las sdigulentes thansformacdiones Lineales:

R : R?2 » IR® definida por R(x,y) = (y - x, y, x)
S : IR? » R definida por Six,y) = (x + y, 2x, x + y)

T: IR? » IR® definida pon Tlx,y)

(3x, 2y, y - x)

Determina 84 el conjunto {R, S, T} es Linealmente dependiente o Lndepen-

diente.

35.- En el espacio vectorial F(R3, R3) se tienen Las trhans
S iales que

T(1,0,0) = (1,1,0), T(0,1,0) = (-1,0,3), T(0,0,1) = (0,0,

gformaciones T y

—

s(1,0,0) = (0,-1,-1), S(0,1,0) = (0,0,3], S(0,0,1) = (1,1,0)

a) Obtén La regla de La thansgommacibn T + S

b) Obztén La matriz asociada a La thansgormacién T + S
se candnica de IR® .

c) Expresa La trnansformacién R : IR® > IR® como una co
de Zas transformaciones T y S donde R estd deginida por

Rix,y,z) = (3x - 3y - 6z, 9x - bz, 6x - 9y + 3z)

36.- a) Obtén una base del espacio vectornial £ (IR?, IR?)

b) Expresa La transformacidn S : IR? > IR? como una co
de Los vectores de £a base obtenida en el inciso anterion, dong
wida por S{x,y) = (3x -y, 2y)

37.- a) 0Obztén una base y determina La dimensitn del espacio
Z(IR?, IRY)

neferida a La ba-

mbLinacion Lineal

mbinacidn Lineal
e S estd degi-

ectornial
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b) Expresa La trhansformacién S : IR2 + IR} como

de Los vectones de La base obtenida en el inciso anterion

nida por S(x,y) = éx .

c) Degine una transformacibn G : IR? -~ IR!?
mente independiente, donde S es La trhansformacibn del AL

d) Define una transformacién H : R? -~ IR!
mente dependiente, donde S es La thansformacidn del in

38.-

por H(T(x,y)) = 3Tix,y) , ¥ Tix,yleZ{R?, R?)

a) Obtén La matriz asociada a La thansformacion H

B = {Tilx,y) = (x,0), Talx,y) = (0,x), Tslx,y) = (y,0),

b) Obtén el nesultado de H*(T(x,y)), donde H?

|

39.- Sean Los espacios vectoriales P, = {ax® + bx + ¢
Py = {ax + b | a,belR} y el conjunto de trhansformacion

de P, en P, definidas por
Tilax* + bx + ¢) = 2ax + b
S Talax? +# bx + ¢) = (2a - b)lx + ¢
Talax? + bx + ¢) = [a - cJx + b
Telax? + bx + ¢) = (b + ¢)x
a) Determina 84 el confjunto A es Linealmente ind
Ze.
b) La transformacién S : P, ~ Py definida por S

= 3¢x + ¢ - 2b, jpertenece al espaclo generado porn Las £

Sea La thansformacibn Lineal H : Z(IR?, IR?) » £ (IR?, R?)

una combinacidn Lineal
, donde S estd def4-

tal que {S, G} sea Lineal-

nedso  b).

tal que {S, H} sea Lineal-

50 b)) .

dedinida

regferida a La base

Tylx,y) = (0,9)}

Hot

a,b,c elR} ,

# A = {Tl, Tz, T3, Tq}

ependiente o dependien-

(ax? + bx + ¢)

nans jormaclones de A?




40.- Sea el espacio vectorial P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR}
gormacibn Lineal T : P, > P, defdnida por
T(4) = x§" - §(1), ¥ 4P,
Determina cudles de Los sigulentes subespacios de P, son
T s
a) {ax + b | a,b elR}
b) {ax® - ax + b | a,b IR}
¢) {a| aelR}
41.- EL operadon Lineal T : IRZ » IR? se define pon
Tix,y) = (x +y, -3x + 2y)
Demuestra que Los inicos subespacios invariantes de IR2
{0} y IR?
X
42.- Sea el espaclo vectorinl M = X,Y,z €IR
z

i

gonmacibn Lineal T : M > M definida por

Deterndna cudles de Los sdgudlentes subespacios de M son

—0 X
a) A= x €IR
LO 0
_ . i
b) B = ’x,yeIR
__—(x+y) 0
K 0] .
e) C = IerR
| x 0
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y sea La thans-

Lnvarniantes en

en T son

y sea La thans-

Anvardiantes en T
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43.- EL polinomio caracteristico de La matrniz

es p(A) = -A% + 222 - 3\ + 6 . A pantin, dnicamente, df combinaciones Lineales
de Las matrnices M2, M, I, obtén M3 y M ' ‘

44.- Demuestha que una matrniz A es no singularn 54 y AL’I.O 84, CerO No es un
valon caracteristico de A . ‘

45.- Sea A uwma matniz cuadrada. Demuestra que A y ‘ AT tienen el mismo po
Linomio caracteristico.

46.- Determina Los valores y vectored caracteristicos de La transfonmacion Li
nea T : M->M, donde

o
SRR

47.- Sea A La matrhiz asociada, referida a fLas bases ?idmica/s, de un operador

y T estd depinida po/T.

x,Y,z IR

Lineal T, A un valon caracternistico de T y v 4u vedtor caracteristico aso-
clado. ‘

Para La trhansformacidn Lineal Tk, eIN , cuya m(ﬂ/t/z,éz asocdlada neferida
a Las bases canbnicas es A% , demuestra que 2 es un ‘va/?.(m carnacteristice de

™ y v es su vector caracteristico asoeiado. ‘

48.- Aplica La demostracidn del ejercicio anteriorn para !ob/tenejt Los valores ca-
nactenisticos asociados al operadon Lineal T* B4 se Aab‘e que el operador Li-
neal T : IR?2 > IR?2 e define por ‘

Tlx,y) = (2x - 3y, y) ‘



49.-

de los valores caracteristicos.

Este ejercicio y el siguiente muestran algunas de las mu

Se quienre obtenen el volumen que encierur La superficie
7x% + 6y? + 52% - 4xy - 4yz - 186 = 0 .
a) Se trhata de una superficie cuddratica de La forma
&1X2 + dzyz + aazz + Zslxy + 2B,xz + ZB3UZ + 8§ =9
niente pasala a una goama sencilla mediante una hotacién de @

de Las formas cuadndticas nos dice que hay que obtener primenrd
yos elementos son

05} 31 82
A=18 02 Bs
B2 Bs O3
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chas aplicaciones

Y, por Lo tanto, es conve

jes. La teornia

La matrniz A cu

De acuerdo con esto, La matniz A de nuestrno ejemplo es:

b)

EL siguiente paso es calcular Los valores caracteristicos de £a matriz

A . Esovuibe dichos valores teniendo presente que -Ay < Az < As
A= , A2 = , A3 =
c) La ecuacidn de La supengicie en el sistema x',y',z! estd dada por
2 2 2
ax' o+ Xy’ o+ A3z + 6= 0
Pern Lo fanto, en nuestro ejemplo se trata de La ecugqcdidn:
d) YV utibizando tus conceptos de cdleulo vectorial, el volumen se obtiene

mediante £a expresibn

18 - 6y?

y =3

9

N

N

z
J/18 - 6y® - 9
3
Y4

dy dz
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obteniéndose fLnalmente que:

voLumen

50.- a) E cinowito eléetrico que muestrq La figura e

Orresponde a un s.istema

§484co de segundo onden

y tiene el siguiente mo

W] —

delo matemitico en vari a

5.,

bles de estado: 7
uc -3 -1 VC 1
d
o ’ = ‘ + L(4
4, 2 0 “ 0

EL comporntamiento de La nesdpuesta del cireulto
acuerdo con Los valores caracteristicos de £a mathiz

De esta manena:

SL Lok valones caractenisiticos

cliicamente amorti auada.

Si 208 valores caracitenisticos

sobreamortiguada.

S< Los vakores CaRACLONIALL A

guada.

= 84 Lot vakones canac terisiicos son imagina wAL0s £
Liguada.
Veidemming ol Upe de. respuesta dol sisto

—

Aon complefos fa »

4e puede clasificar de

son reales e Lguales, La respuesta es

Aon heales i distintes, fa nos puesta e

Lesruesta es subamorti

nerpuesia es no apien

cCilen de fa / G,




b) La figura muestrna un sL8tema mecdnico de segundo ond

delar mediante La sdlgulente S ky = B =1

§§ kz = m= 1 §§
ecuacidn en variables de es § §
S § N
Zado : § o k2 N
N m vw——~§
B N
NS

X 0 1 X FO

e L
v -7 -1 v _’

De acuerdo con La clasificacidn def Anedso anternion,

po de respuesta ded sistema mecdnico de La figura.
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en que Se puede mo

determina el -

51.- Sea A La matriz asociada a un operadon Lineal T : U - |

caracteristico se puede escribin de fa sLgulente manena:

det(A - A1) = (-\)"+ ¢ AP' . amz, Ci A + C,

n-—-1 n-2

donde n es el onden de fa matrniz cuadrada Ay Los C;
n- 1, son Los coeficientes del polinomio. Demuestna que

P AN = ay # dg e ag = (1) g
Z.” det(A) = Alxz e e An = (‘7)n Co
donde Xy,As, ... , A, don Los valones caracternisiticos .

52.- a) Sea fa matrniz

Calewla  tn(A) vy det(A)

b) 0btén el polinomic caracteristico de A

L 4

o0,

EL polinomio
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¢) Utilizando La demostracifn del ejercicio 51, comprueba que

t(A) = (-1)77 C oy que det(A) = (-1)7 Co

n

d) 0btén Los valornes caracteristicos de A y comprueba, utilizando La
demostrhacion del Q_{ULC'/(:C/(:O 57, que )\1 + )\2 = DL(A) y que >\1 >\2 = dQ/t(A)

e) Para La matniz

3 6 0
B=1-1 2 1
0 0 -5

aplica La demostracidn del ejerncicio 51.

53.- Sean el espacio vectorial €2 = {(zy, z;) | z,,z, €
Lineal T : €2 » €2 deginida pon

Tlzy, z2) = (-2z2, z1)
0btén Los valonres y vectores caracternisiicos de T
a) sobre el campo real
b) sobre el campo complejo
54.- a) Sea T : IR? » IR? wun operadon Lineal definido

Tlx,y) = (3x, 3x + 5y)

C} y La transformacibn

54 €% estd definido

por

Considerando a Los vectones de IR? como segmantos dirnigidos en el

plano, obtén Los conjuntos de vectores de IR? tales que

nadon T se preserve La direcceidn.
b) Sea S : IR? » IR? un operadon Lineal definido

Six,y) = (2V/3x - 2y, 2x + Z/3 y) .

al aplicartfes el ope-

por

Demuestna que no existen vectones de IR? tales que al aplicarles el




operador S se preserve La dineceién.

243

¢ Demuesitra que el operadon S dep nelso anterion ptoduce, al aplicar-

42 a veetores de IR2 |, yug hotacién de 30°,

55.- a) Sea T : R?2 s g2 La trhans formacién 2inear daﬁém'cﬁa por

Tlx,y) = (2x + Y, 2x + 3y)

0btén Los vaLores Y vectones caracteristicos, e deq’n, obtén Los valo

es Xy Los vectones Correspondientes v tapes que

Tv) =AU =2y

donde A es La matniz asocdlada a T refernida a fay bases candnicas.

b) Considerando a Los vectores de [R2 como segmentos dinigidos en op

plano, determina cudpes de £0s siete vectones que muestra La figura son vectones
caracteristicos de Los obtenidys en el ineiso anterion indicands a eudl valor ca

rhacternistico estdn asoclados .

Ue - (‘3,‘6)

e) $Qué resultado geométrico se obtiene af aplicar La tans formacidn T

a Los vectones cracternisticos?

d) A Los vectones Ty que satisfacen La ecuacién Ay - AV

Llaman también vectores caracteristicos derechos ya que tambin e
U que datisfacen La ecuacisn = A=ut Y que Los podemos Lpan

M AV =AU como para ut A =y T Y se pide demostrarsy en el

L0os podemos
(8 Len vectores

1 vectores ca
racteristicos izquierdos. (Los vakones caracteristicos son Los masmos tanto pa-

efencicio 56).
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Obztén Los vectores caracteristicos Lzquierndos asoclados a Los valores
caracteristicos obtenidos en el Linciso a) . ‘
e) Determina cudles de Los sdete vectores que mu.e/sif/za La gdigura del Lned
40 b) son vectores caracteristicos izquierdos de Lo obinOA en el Anciso an
tenion e indica a cudl valorn caracteristico esidn aAocéadcTA.

§)  iQué resultado geométrico se obtiene al ap&cm‘ﬁa thansgormacion T
a Los vectornes caracteristicos Lzquierdos? (En este caso ‘Za aplicacidn se ex~
presa (5T = T A = A wY) ‘

g) Determina La nelacién geométnica que guardan entre 8L Los vectones ca-
nactenisticos derechos asoclados al valor Xy con Los vectornes caracteristicos
Lzquiendos asociados al valor Ay . Determina también La rnelacién geométrica
que guardan entre A4 Los vectores caracteristicos Lzquierndos asoilados al valor
X1 con Los vectornes caractenisticos derechos asociados alf valor o .

56.- En el eferncicio anternior defimimos Los concepfos de|vectores caracterdsti-
cos derechos e Lzquierdos. Demuestra que Los valores carqceterisiicos derechos e
Lzquiendos son Los mismos, es decin, demuestra que Los valores X que satisfa-
cen La ecuacibn A v = A v  son Los mismos que satisfacen La ecuacidn

WA =2u” , donde A es La matrniz asocdlada al openadO/J Lineal.

2
57.- Sea el operador Lineal i F>F donde F es ul espaclo vectorial de
Las funciones neales de variable real. Para este opmador{ Lineal verdifica que:
a) Todo valor AeIR+ es un valorn caracteristico an c;e/xx + cze_'/xx
como vectornes caracteristicos asocdados, dende ¢y y cz‘ son constantes neales.

b) X =0 es un valor caracternistico con ¢y + czx‘ como vectores carac-
ternlsticos asoelados, donde ¢y y co son constantes heales.

¢) Todo vator AeIR™  es un valor caracternisitico an
ey den V=A x + cp cod V=X x como vectores ca/mc/te/u’ALCQOzJ asociados, donde ¢,
Yy co 4son constantes heales. ‘

+ - .
Nota: IR representa a los reales positivos y IR a loL‘ reales negativos.



5§.-
&8 s.mlan a La matrniz C )

i

59.- Demuestra que 44 Las matices
ces AF y BX

Nota: En lugar del término "similar" algunos autores emplean el
jante".
60.- Demuestra que &4 A Yy B son matrhices simllares, entonced

caractenistico es el mismo.

61.

Sean Las matrnices

Determina 84 La matrniz A s simllarn a La matrniz

Demuestra que &4 La matniz A es similan a fLa matniz
entonces La matniz A es simifan a
¥

A y B sen simlanes, ent
Zambién son similanes, donde k e un nimero na,

0 0 1
C = D =
11, 0 o1,

B y

B y 44 La matrniz

La matniz

La mathiz B
C .

onces Las matrdi
tural .

término. "seme-

su polinomio

L]

C

es similar a La matrniz D .
4 5 -3
62.- a) B = |-1 -2 2 es La matrniz asociada a La Thaps formacion €L
2 2 0
neal T : IR® » IR® referida a una base E distinta de La candniea.
Demuestra que para La unsformacibn T existen vectornes U 0 ta-
Les que T(v) = -~ U .
1 0 0
b) S&< P= |y 0 1 es La matrniz de thansicidn de fa base cang-
1 -1 1
nica a La base € , deternmina el conjunto de vectornes de IR3 que |satisfacen La
condicién T(v) = - U .
63.- Sea T : MM un operador Lineal donde
B b 3 2 0
M = a,b,c IR . S{ e sabe que |-1 -1 1 es La ma-
b d 3 3 “2—]

iz asocdada a T hreferida a £a base
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obtén La negla de asignacién de T

{ i A R

emgleando Los conceptos de similaridad y matriz de ﬂumf»ie/één.

’

64.- Para cada uno de Los siguientes operadones !L{nea,?,%,a

|

a) T : IR? > IR? tak que TIx,y) = (2x + y, 3x) ‘

b) T : R?® > IR® tal que Tlix,y,2z) = (y - z, x + 4z, x + 4y),
obtén una matriz diagonal D asoclada a T y una matniz "dlagonalizadora" P .
Venifica, para cada inciso, que D = P ' AP donde A @b La matrniz asociada a

T rneferida a Las bases candnicas.

65.- Sea el operadon Lineal T : R® + R® definido pokl
T(x,9,2) = (x - 2z, 0, -2x + 42), ¥ (%,y4,2z]eR’

Determina 54 el operadon T es diagonalizable. En caso agirumativo, ob-
tén una matniz diagonal D asocdada a T y determina uha base a La cual eszté
referdda La matriz diagonal. ‘

6.~ Para el operadon Lineal T : P, +~ P, , donde

P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c eIR} ‘

deginida por ‘

T(4) = §" + §(0), ¥ §eP2 ‘

deternina s4 T es diagonalizable. En caso afiumativo, \obtén una matriz diago-
nal asocdada a T y una base a La cual esté rneferida.

o=

=

—
!

67.- Lla mathiz A =

NN -

1
0 % es La matrniz Lou’ada a una thansfon-
1 |

macidn Lineal T : € > C® neferida a una cienta base, %onde el espacio C° es
td deginido sobre el campo C . ‘



Deterundina 84 La thansformacibn Lineal T se puede re
matriz diagonal. En caso agiumativo, obtén dicha matniz y una
16 nefenida.

68.- Sean A y B matrnices que representan al mismo operadonr
B =P lAP . Demuestra que 44 V es un vector caracteristico

247

presentarn por una
base a La cual es

Lineal, es decin
de B correspon-

diente al vakon caracterdstico A, , entonces W =P v es un vector caractenis

tlco de A correspondiente al mismo valor Ay de A .

69.- Dos matrnices A y B se dicen simultdneamente diagonal
una matrniz no singulan Q , del mismo onden, al que 0 A0 y
bas matrices diagonales.

izables 44 existe
0 'BQ son am-

Demuestra que 84 A y B son matrnices sdmultaneamente diagonalizables,

entonces AB = BA .

70.- Sean Ros operadores Lineales

Tilx,y,2z) = (x + 2z, 2y, y + 3z)

To(x,y,2z) (Z2x + 2y + 2z, 2y, 2y + 42z)

a) Demuestra que Las matrices asociadas a Ty, y Tz hreferidas ambas a
Las bases canbnicas son simultdneamente diagonalizables. (Ver efercicio ante-

nion) .

b) Comprueba La demostracidn del efercicio 69, es decin,
M(Ty) M(T2) = M(T2) M(Ty)

qomprueba que

c) En téuminos de Los operadonres Lineales, se dice que Ty y T, 4don 84

multdneamente diagonalizables s4i y scolamente s4 T, o T = T, ©

T, . Comprueba,

para Los operadares Lineales de este efercicio, que T, o T, = Too T, .
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Crxamen de %aﬁt el

I

|

1.- Sea T : IR®~+ R?® La transgormacibn definida pon \
T(x) = Comp veet_ X, ¥ X = (xl’, X2, X3)elR?®
donde a = (1, 0, -1) ‘

a) Demuestra que T es Lineal.

b) Determina el nidcleo de La trhansformacién, una base del ndcleo y La di-
menaibn del necorndido.

Solucidn:
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2.- Dadas Las Zransformaciones £ineales |

H: IR? > IR? zal que Hix,y) = (x - ¢, x + y) |
P: R®->R? tal que P(x,y,z) = {-x, 2z) |
S: IR?2 > IR® tal que Slix,y) = ly, x + ¢y, x) |
Obtén La negla de La thansformacién T , &4:

ToH+ToH'=2Po0S + 3H4

Solucidn:

3.- Para fa transformacién Lineat S i M > P, , donde

1
a b |
’ a,b,c eR y P, = {ax® + bx + ¢ | a,#,c eR}
b c

|
definida pon

\

a b \

S = (a+ c)x? + (b+ec)x+ (a-c), ‘\
b I
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a) Demuestra que La thansformacidn S eb Anyectiva y suprayectiva.

b) Determina La negla de cornespondencia de La m%mﬂonmac,é&n inversa.,

Solucion:

4.- Sea el operadon Lineal T : P, -~ P, , donde
|

P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c e R} y T estd definido pon

Tlax? + bx + ¢) = (2a + b)x? + (2b - c)x + 4c

a) 0btén Los valores y vectores caracterlsiicos de T .

b) 0Obtén, 44 es posible, una matrniz diagonal asccfada a T y una base a
La cual estd neferndida.




CAPITULO VI

. \ ‘
Operadores Lineales
\
en »
Espacios con Producto

\
Interno
\
\
\
\
\
\
\
\
\



"la matem@tica no es un cuerpo alslado y a
Augplelente de conocimientos. Existe sobre

do para ayudar al hembre a comprender y domd-
narn el munde §Ls4co y también, en alguna meddi
da, Los mundes econdmico y social. La matemd
Tl eatd al senvicdie de determdnados fines y
oropoALtos.  SA4 no fuese asd, no habria Lug

para ella en Los proghamas de ensefanza. S{
Las matemdiicas son objeto de gran demanda J
se Les concede tanta Amportancia, La razén TA

que Acn wn Instrumente de grnanm ayuda'.

MORRIS KLTNL.
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|
Examere D t'a(yno'a { i‘ba
|

A continuacién se presentan algunos eferciclos sobre an,tecjedente/s necesa-

nios para estudian este capltulo. Intenta resolverlos y compa/@ tus resultados
con Los que se presentan despuls de este examen . SL tienes dudas acerca de La

s0lucibn de Los eferncicios, consulta La bibliogragia propuesta §inal de este
examen.

1.-

Obtén el médubo de Los Adguientes vectonres ‘

(1, 6) |

a) v = ‘
b) @= (-3, 2, /TT ) |
2.- Dados Los s.diguientes vectones, determina cudles de ellos Aorl ortogonales
entre s4: ‘
Z= (1,3, 2, V= (-1, 3, 5, W= (9,8 -3) |
3.- 0btén un vector unitarnio en La dirnecceibn del vecton ‘
a = (3, -6, 6) |
4.- Calewla el valor de La sigulente Antegral definida \
1 |
f(1:3—3tz+—2-)d,t |
° |
5.- Calcewla el rnesulindo de La sigudlente expresidn

4 0 6 16 |

[1 -3 0]1-3 2 -2 \

8 1 16 13 ‘
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6.~ Caleula La traza de La sigudlente matrniz

4 3 4 -2
1 0 1 3
A= lo 2 & o
-3 1 0 -2
7.- a) Para que La mitniz
7 c -3+ 3
A = §-4L -
a
b 10
sea una matrniz hemditiana se requiere que
a= , b= , @= , d=
6=
b) Para que La matrhiz
-4 -4 z
B = X 0 13
-8+44 Y w+3.4

sea una matrhiz antlhemitiana se hequiere que

x= , = : w=

N
~

c) Determina 34 La matniz

q 1 2
C:__
N

es wna mathdiz onieqonak




RESPUESTAS

1.- a) |v|

1}
)
<3

b) |w]

n
(S}

<l

2.- u es ontogonal con

es ontogonal con w

</

4.- 0

5-[-2]

6.- &

7.- a) a=-3-3{, b=-4i, c=8+4, d=6, e
b) x=-1-4, y=-13,. z=8+4i, w=290

c) SZ es ontogonal
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Inlieduccidn

|
|
1
EL concepto de vecton que se ha estudiado hasta antes de iniciarn el

cwiso de &lgebra Lineal ha s4ido el de una cantidad que Zlene ma.%;m’,tud y dinec-
cllin. Esta nocdibn de vectorn se estudil en el cunso de dlgebra y geometnia ana
Litica , particularmente en Los espacios IR? y IR® ; en eA{A{A espacios, Lo0s
vectores sdiempre Llenen una Lntmmex‘ac/ézin geométrnica. En ese drmo se estudid
también que aunque en £0s espacios % (con n > 3) no existe Anterpretacidn
geoméinica, se pueden generalizan directamente Las operaciones de adicibn de
vectores y multiplicacibn por un escalarn independientemente dd\va&on de n, y
que por Lo tanto Los elementos de IR™ tambibn son vectonres. \

|

En el capiltulo IV de esta asdignatura se estudid La e,éz%(tucﬁum alge-

braica de espacio vectorial que es un concepto mis general que Los espaclos R"
Se estudi§ famb.ién que esta estructura incluye como casoh paﬁﬂdw@a}t% a Los es
pacios IR" , €%, y a Los conjuntos de polinomios, matrices Y funciones.
-Pon esta nazbn, a Los polinomios, matriced y funciones se Les Llama también vee
tones aunque carezean de interpretacin geométrnica en Lo nreferente a magnitud y
dineecidn.,

\

Cuando se estudil €a estructura de espacio vectorial no se definieron

Los conceptos de magnitud y dngulo entre vectores. Uno de Lo o#je,tévm de es-
te capltulo send precisamente generalizar Las nocdones de magnitud y dngulo en-

mos tan anbitranio como se desee, con tal de que esté definido 4

ine vectones de un espaclo vectorial cualquierna. DLcho espacio Lo considerare-
bre ef campo

de Los nimeros reales o Los complefos. \

Como Los axiomas que definen a Los espacios vectoriales mo dan elemen
tos suficientes para generalizar Las deginiciones de Longitud y tﬁnguﬂo vamos a
recuvin al concepto de producte interno, que nos permditird defiminlos de una
manerc. muy conveniente. EL producto interno es una generalizacidpn del prno-ducto
escalan wsual (producto punto); sim embargo, en Los espacios vecitoriales abs-
thactes, La intenpretacibn del producto Linterno dista mucho de nu.b,éi‘/w, nocién
geomitrica dek producto escalar usual. ‘
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A un espacio vectorial donde se ha definido un producto Linterno Le 2La
maremos espacio con producto interno; de éste y otnos conceptos trataremos en La
rrimena seceldn de este capltulo.

En La segunda seccidn presentaremos una de Las aplicaciones Lmponrtan-
tes de £a ortogonalidad entre vectores: el teorema de proyeceidn.

En La tercera seccibn hablaremos de Los operadores hermitianos. Una
de Las nazones por £a cual estos operadones son impontantes es que Siempre se
pueden diagonalizarn mediante un cambio de base apropiado, Lo cual permite s4m-
plificar considerablemente todos Los cAbeuklos y apreciarn mds fdcilmente sus pro
pLedades .

En este punto debemos recordar que, el que un |operador Lineal se pue-
da diagonalizar, significa que existe una base nespects ja La cual La matniz aso
clada al operadorn es una matrniz diagonal.

En general, puede resulian basiante complicadq determinarn 44 un opera
don arnbitrharnio se puede dirgonalizar, pero s4 nos resirningdmos a operadores her
mitianos y operadores unitarios entonces es fdcil demodirar que sdiempre se pue-
den diagonalizanr.

Los operadornes hermitianos tlenen ademds La importante phopiedad de
que fodos sus valornes caracteristicos son nimeros reales aunque el espacio vec-
toriol esité definido sobre Los complejos. Esta propledad ha sido extensamente
wtilizada en una de Las ramas de La §isica moderna mds fascinante, La mecdnica
cudntica. Esto se debe a que Los valores de cualquier magnitud gisdca medible
son Adlemphe ndmeros recles y por Lo tanto pueden representarse mediante valores
carnacteristicos de operadones hewmitianos. Los operadones hermditlanos aparecen
también, de una manera natural, en problemas que Lnvoluchan sdmetrnia y su estu-
dio es Lmpontante en Lo que se conoce en matemdticas como La teoria de Stunm-
Liouville.

En La tercena secceibn estudiaremos ftambién a Los operadores ortogona-
Tes y unitarios. Los operadones ontogonales aparecen en varics problemas de £
sica e ingenienia como, pon efemplo, en fa dindmica de Los cuerpos rigidos, Li-
gadot a problemas de roiacibn y traslacibn. T



& vifactos con waa’uclﬂ
Inlernc ‘

Como se menciond en La intrhoduccibn de este capiltulo, Los axiomas que de-
finen al espacio vectornial no dan elementos para degfinin Los conﬁepmé de "Lon-
gltud" y "distancda" entre vectores. Es decin, el espacio vecto
métrica.

carece de

La métnica de un espacio vectorial V es una operacidn binarnia d que
asocda a cada pareja (x,y) de elementos de V un nimero real, r‘a,e que:

Para todo x,y,z €V

1.- d(x,y) >

\%
=)

2.- dlx,y) = 0, 8Ly s6losi, x =1

i

3.- dlx,y) = d(y,x)

40- d(;,?) ‘

| A

d(x,y) + dly,z)
A un espacio V proviste de una métnica se Le suele Lﬁamm‘ espacm métri
co, a dus elementos puntos y a d(x,y) Ra distancia entre Los p%mfob

En un espacio vectorial IR® , se puede definin La me‘/mécaT por ejemplo,
de La siguiente manera: |

Sean X = (X1,X2,.00,%,) Y Y = (Y1,42, 00, 4,) vectores de IRT .
\
Entonces La operacién binavia d : R™ x R® » IR , deﬁinjéda pon

|
xdy = d(x,y) ?ﬂxx - )® o (xe - oge)® 4k (x -y )? “__(”
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es una méinica del espacio vectorial IR" ya que satisface Los axiomas anterion
mente enunciados.

Con esta méinica, estamos dotando a Los espacios IR de herramientas pa
ha podern definin Los conceptos de Longitud y distancia.

AsZ, pon efemplo, La Longitud de un vectorn x eR" estand determinada
por La expresidn

d(x,0) = '/xf R A xrz1 (2)

A La operacidn binania d que define La métrniea de un espacio se Le sue-
Le Leamarn Zambién funcidén distancia o si{mpLemente distancia.

0o concepto mediante el cual se pueden establecer Los conceptos de Lon-
gitud y distancia en un espacio vectorial es el de norma.

La noama de un espacio vectornial V , AdmbolLizada , @5 una fun-
cibn que asocia a cada elemento x de V un nidmero /L@Tl ol que:

Para todo X,y eV

TR TEAT

2.- |l x|l =0, &0ys6losi, x=10

3.- |lax|| = |e] || X ||, donde o es un escalar
4o eyl < [Tl + [yl

A un espacio vectorial provisto de una norma se Le suele ZLamar espacio
normade.

En un espacio vectorial IR" se puede definin £a norma de La siguiente
manena :

= . ] n
Sea X = (x1,X2,...,x_) un vectorn cuskquiera de| IR™ .
n




Entonces La funcién [1]] : R™ > IR ,  definida pox
x| = | z 2
X b= [ 2 x5 = Y2 v xZ ¢ 512
i=1 1 ' ‘ "

€4 una noma del espacio vectorniaf IR"
dos para La nowma.

Con La norma estamos dotando ap espacio IR
dedinin Los conceplos de Longitud y distancia.

(3)

de herramientas para poden

— n
Asl, pon efemplo, La Longitud de un vector xeR™ ... deginida pon
La expresién
por = V2 2 2
[| x || X} * Xt x2 L (4)
la distancia entrne Pos vectores x y y se deginind pon La exphesdidn
. 2
1% -9 ] - ifl (x; - 4, (5)
Comparando (1) y (5) podemos ver que
d,y) = [| X -7 | — (o)
es decin, podemos deginin La métrica (fa distancia) en funcidn de fa norma.
Sdempre se puede dedinin La distancia o métrica de un espacda vectornial

en funcibn de La norma de tal manera que todo espacio normado es un

trico.

En general, se puede definin una métrioa (distancia) o una no

paclo vectorial arbitrario,
normmado resdpectivamente.

tendilrdese entonces un espacto métrnico

Sdn embargo, cuando La funcién distancia se define en el espa

precisamente mediante La expresitn | 1),

- S QNG n
Leama cominmmente espacio euclidiano IR .

entonces al espacdio métnico

espacio mé-

uma. en un Q/i
0 un espacic

263

ya que saZisface Los axifomas establecd



264

De {gual manera, 54 La expresibn (3) es La norma que se define en IRT
entonces al espacio nommado IR" , zambién se Le acostumbra Llamar espacio eu-
clidiano IR™ .

Probablemente La razdén por La cual a Los espacios | IR se Les Llama eu-
clidianos cuando esidn dotados de una funcidn distancia Y/o una norma definidas
por (1) y (3) es porque entonces se trabaja, aunque sea de una manera {mplicita,
con La geometrnia euclidiana, es deeirn, con La geometria estudiada en £0s cwrsos
de matemdticas de £a ensefanza elemenital y media AupeLio '

Se considerna porn esta hazén que Las exphesiones (1}‘ Yy (3) nos dan La mé-
tuiea ondinarnia o métrica usual de Los -espacios R" . ‘

La métrica en un espacio IR" se puede definin por Lo tanto de manera di
ferente a (1) y (3) y, entonces, al espacic IR" no se Le Llama euclidiano, 44
no espacto métrnico o espaclo normado. ‘

0tno concepto, ademds de Los de métrica y nornma, mediante el cual se pue-
den definin Los conceptos de Longitud y distancia en un espacio vectordal es el

de producto interno.

EL producto interno defdinido en un espacio vectordial V se define de La
sdlgulente manera:

Sea V un espacio vectornial deginido sobre el camy?o C

Entonces, a La operacién binaria (+|+) : V x V - se Le Lfama produc-
Lo interwno sL satisface Los sdigulentes axiomas: ‘

Sean x,y,zel , ael ‘

1.- (x| g =1y | x) donde (g | Xx) esel camp*’,e.jo confugado de (y | x)

2.- (x|y+z)=1I(x]y + x|z

. ) L. .

Ciertamente en los niveles de ensehnanza basica y media }:aglca se estudia la
geometria de nuestro mundo fisice, es decir, en IR?2 y IR , pero es senci-
1lo generalizar los conceptos a cualquier espacio [RT con n > 3.

. ol S



Creemes que el nombre de "producto interne” no es el mds|adecuado ya que,
Llamar intenne a una operacdér cuyo resulitado sale fuera del cdnjun/to en el
cuak se define dicha cperacidn, no es aceatado. |

Sén embarge, come £a mayordla de Los auteres que exponen gste tema asi Lo
denominan, coplinuaremos nodothos Tambdién asd LLamdndclo. \

A un espaedo veetorial phovisto de un producto Lnterno A% Le LLama espa-
! . 2
cio con procucto interno.

En un espacic R™ se puede definin el produicto interno He La séguiente
i |4 ) (
maner : ‘

Sean X = (x1,Xz,..+,x )y Y= (4r,y2,...,y ) vectores de R" .
. |

Entonces a cperacibn binania (+|+) : R™ x R™ = IR, | definida por

| (7)

x| g =%x"7- E“ X2 . X,J

es un producto intewio en  IRT ya que satisface Los axiomas establecidos para
) : 3
el wneducto Anteano. |

IS

Con este preducto <nternno, estamos detando al espacic IDn‘ de herramdien-
tas para peden dedinin Los conceptos de Longitud y distancia. |

5
<

Algunos autores Llaman a un espacio vectorial con producto int%rno, espacio
euc!idianc. fin embargo, el primer nombre es mas general.

2 - . . . . . n
Chservesc wue (7) es precisamente el producte escalar ordlnar1$ en IR

|
. (-
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AsL, pon ejemplo, La Longitud de un vector xelR™| estard determinada

por La expresidn

Longitud de X = (x | R (YT-;)I/Z ) [X1 Xo s ’fn] . (8)

i
De (3) y (8) tenemos que se pueden helaclonar Los ?,anceptoé de producto
Anterno y de nonma:

Es decin, La noame se puede exphresar en funcidn de}un producto Lnterno:

_ I ¥ £ \
[ x [] = (x| %)

De La expresdiin (6) .pode‘mws ver que La distancia entre dos vectores se
puede expresar también en funcidn de un producto interno:

- - - o 1/2
di,y) = || x-9g ||l = ((x-79) | (x-7y)) 19

De La expresidn (9) podemos concluir que La métrnica ordinaria de Los espa
cios IR® se puede establecer mediante (7), es decin, mediante el producto es-
calarn orndinardo. |

Por Lo tanto, cuando en IR" el producto interno que se defdine es preci-
samente el producto escalar ordinario o producto punto, entonces a R™ se Le
LLama cominmente edpacic euckidianc. ‘
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Si el producto interno definido en IR no es el escatan ordinanio, en-
tonces a8 espacio IR™ no se Le Llama espacio euclidiano, sino| espacio con pro
ducto interno. \

Resumdiendo Zodo Lo anternior diremos que: el nombre de %Fau’o euclidiano
Lo nesenvamos al espacio IR" cuando en ste se dedine el producto interno me-
diante el producto escalar ondinarnio, teniéndose entonces defimida a su vez La
métriica ondinania de R™ Llamada fambién métrica euclidea. |
|
En genesal, a todo espacio que no posee una métrica euc,&éqiea se Le acos-
tumbra &amar espacio no euclidiano recibiendo posterionmente un nombre mds es-
pecifico dependiendo del tema o nama de La matemdtica que se estd estudiando.
|
Asl, por efemplo, a Los espaclos con producto {nterno se #QA Leama Aam-
hién espacios pre-hilbert o espacios prehilbertianos. |
|
Come hemos vistc, Los conceptos de Longitud y distancia entre vectones
se pueden definin mediante una funcibn distancia, una norma o uA producte inten
no. Nosothos recwurilhemos al producto Linterno ya que, wmpmumme con Los
espacios nonmados y espacles métnicos, Los espactos con producto interno son
mds nicos en estructuna geométricea y aleance analitico, partiendo def hecho mis
mo que todo espaclo vectorial con producto Lnterno (espacio pre-hikbert) es un

espacio normade i, porn Lo tanto, también un espacio m&trnico. “
\
Las sigudlentes actividades complementarias consisten en realizar una pe-
queria Lnvestigaciin sobre clentos conceptos que s4 bien no forman parte del pho

grama de La asignatura, estamos a un paso de su estuddo. |

Escnibe en el renglén cornrespondiente Lo que falta para que( dichas agiruma

clones estén complelas y cornrecitas. ‘

\
La digerencia entre un espacio unitario y un espacio euclidiano es

Un espacio de Hilbert es \
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La diferencia entre un espacio de Hikbert y un espacio con producto intern

no eb

Todo espaclo con producto Anterno de dimensdin

es un es

pacio de Hitbert.

Un espacio de Banach es

La diferencdia entre un espaclo de Banach y un espac

(0 normado es

La diferencia entre un espacio de Hilbert y un espacio de Banach es

Finalmente, otra activdidad que te sugerimos realices para reforzar Los

conceplos aludidos en esta seccldn es que hesuelvas Los 4.

EJERCICIOS PROPLUE

1.- A continuacibén se definen algunas funciones de 1IR?
mina cudles de eldas son un producto interno em IR? ;¢
et gul propdledades no cumplen para senr un producto Lntern

1Beo.

¥ x = (x1, xa) , ¢ = (41, 42) eIRP

a) (x| ¥) = xax2 + thy,

ty (x| v

[}
SN

2X.1g1 + 3Xal>

STQ

e
=~
3
ft

IR?
casc
y da

(gudentes ejercicics.

+~ IR . Deter-
negative, indd-

wn contraefem-



d (x| y) = xan

e) (x| y) = 2x1y1 - xay2 - x2y1 + 3x242

2.- Sea V un espacio vectorial sobre el campo € y sea La funcidn

) : VUxV->0C un producto interno en V . Demuestra que

I) (u]av) =alw]v), ¥ u,vel, Yo eC
1) (V|70 -0, eV
111) (,UIU)=0<-=>U=?, vel

3.- En IR?® se degine el producto interno
(X | ¥) = xayr - X142 + 2X2Y2 - Y1Xp + 4X3Y;
'V-—JZ: (XI) X2, X3) » —U—= (gl, Y2, 1_7’3) EIRa

a) Verdifica que (X | x) = 0 <«=> x= (0, 0, 0)

b) 0btén el confunto S de vectones de IR® |, tal que

(x | vi) = 0 ¥xeS, donde v, = (0, 0, 1)

4.- Sean X = (X1, X2,..., x ), Y= (Y1, Ya,een, y ) veeto

iPara qué valornes de a; , £=1,2, ..., n, La funcidn

es un producto interno en IR™ ?

nes de

RrR"
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5.- Depuestra que para todo espacio real V con plwduci,tn interno, se cumple
70 |

419 = K+y |X+9) - (x-7|X-9)  ¥%7ev

6.- En el espacio vectonial IR? se define La opmacé(ﬂn binaria:
(x |9 =xAg" I,ELRZ
donde

1 -1 ‘
\

Demuestra que esta operacdién no es un producto Linterno, indicando f£a(s)
propledad(es) que no se cumple(n).
O . - - . -

Considera, al operar, que X, Y son matrices rengldn y que el resultado
T es un escalar y no una matriz de orden [ X 1,

7.- Sea (% un espacio vectorial deginido sobre el camjfo complejo. En (2
se degane el producto interno ‘

— —— 2 o ——— ——
w | z) = I kzwkzk Yws= (w, wa), z = (21, z2)eC?
k=1

a) S{ Xy = (2-4, 3 y Xo=1(4,2-4), obtén (x; | X2
b) Obtén Los vectornes x e€? tales que (x | y) = 8, donde y = (1, &)
c) Verdfiea La propledad de positividad para el producto Linterno dado.

§.- En el espacio vectorial P, de polinomios de grado < 2 , se degine La
funcion
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Determina pon qué esta funcidn no es un producto interno en P, y da un
contrhaefemplo de cada propLedad que no se verigique.

9.- En el espacio vectorial F de gunciones continuas en (0, %1) se define
La funcidn '

m/2
(4§ | g) = J 6(x) glx) senx dx ¥ 4,9 eF
0

a) Obtén (4 | §) #4 4(x) = senx

b) De uestra que La funciin dada es un procucto Lnterno.

10.- Sea V un espacio vectorial en el cual se definen Los productos Linternos

(W vl gy (u]V), ¥u,vel .

Deomuestra que ofu | vy + (u | vl2 , donde o > 0, es un producto interno en
v .

11.- Detewnina, 84 existen, qué propiedades no cumplen cada una|de Las siguien
tes funcioned para no ser producios internos, en el espacio de polinomios P,
de grado menor o Lgual que n . Da un contraejemplo en cada propiedad no cum-
plida.

¥ §,9€Pn
a) (61 g) =1 §"(k g'(k)
k=0
1
b) (§ | g) = j et §(£) glt) dt

0

2

1
j §12) dt j glt) de
0

0

e) (6] g)

. n
dl (¢ | g) z (6§ °g)lk ; §94g =4 composiciion g .
Iz I___é g ):I 8 C _ G
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12.- Caleula La nonma del veeton v = (1, 0, -1) para
Tos Ainternos

J,/-Z: (xl; X2, x3) » y= (91, 92, Ua) €
1 3
al (x| y) = izl X; Y
b) (x | y) = 3x1y1 + xX2Yz - X2Y3 = X3Yz *+ 4X3Y3
_ 3
e (x |yl = z 4xitji

i~ 1

13.- Demuestrna que en fodo espacic con producto Lnternd

N . 2 _ 2 [
I+ yll =l x [l +[lyll + G|yl +
1) [P+ gl + [lx=-yll =2[l x || +2]|y|

"14.- Pana el espacio vectorial €2 se define el produc
— — 2 — _—— —_—
(w | v) = izl X, 4, Yu= (x1, x2) , v

donde yi es el conjugade de y.

Los sdigulentes produc-

R3

se cumple que:

ly | x)

2

to Aintenno

i (yl) gZ)E ﬂ:z

obtén el dngulo entre

a) S& v=(4+ 24, 5-64), caleula La noama de v
b) Si w=(3-2( -2 y v= (-2-24 4),
Uy v, yverifiea para u y v La desigualdad de Cauchy-Schuarz.

15.- Sean v y w vectones de un espacio real con producto Lnterno. Demues-

the que

(V+w | v-w =0 54y 8600 AL v |

- 1@ ||
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16.- En un espacio con producto interno V  se define La 6unclﬁn

/2

_ . 1 b
[| x || = k(x| X} E ¥xev, k IR

Utilizando La definicién de norma de La pdgina 262, detz/lmina para qué

valones de k La guncidn dada es una norma.

-t

/.

1

Demuesitna La Ley del paralefoghamo:
o 2 o 2 . 2 o 2
[fu+ vl # [la-vll =2 (lwll +[[Vv]])

donde UV e un espacio con producto interno cualquiera i u,v|
plica el porqué del nombre de esta propledad, rnelaciondndola c

leo.

16.- En IR? se define el producto internc
(x | y) = xayr + xat2 + X2yy + 2X24s ¥x = (x1, x2)
a) 0btén el conjunto S de vectores de IR? tales que

"Lgual a La undidad.

b) +Es S un subespacic de IR? 7

R?
g geométhico que representa S .

¢) 84 cada vectorn de rnepresenta un punto del pla

19.- Sea U un espacio real con producto Ainteano. TDemuesdtra
Linealmente dependientes, 54 y A6Lo 84, -el dnguko gfommado por

0 o m.

B

valga Lo mismo con el producto escalan ord

Deteamina el vales ¢ Los valones del escalar
(3, ¢}

producito (nternc

20.- para qu

veelforn v o=

(

X |yl o= xayn + 3(xay2 + xaya) + 10x2y2

donde X = (x1, x2) , 4= (11, y3) eR?

ul

eV . Ademds ex-
on el caso geomé-

, 4 = (Y1, y2)eR?

AU noxuma. Sea

no, dibuja el Lu-

eV son

kel

que

<
<

X y

La nowma del

(nario que con el
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in/’l/l.caCt.Oﬂled de
(ﬁ/e/oyanaz/ia’aa’

Muchas de Las aplicaciones del teorema de ortogonal
thavés de otrno teorema LRamado de aproximacidn o de proyel
tha a contlnuaciin con algunas de sws aplicaciones. Te 4
pes realizando Los ejercdiclos que se te sugleren durante

Uno de Los problemas mds interesantes de La geometr
obtenen el punto P def plano T mds cercano al punto
ddeho plano.

la

jzacion se obtienen a
ceddn, el cual se mued
ugerimos que particd-
este desarollo .

fa analitica es el de
0 que estd fuera de

Sabemos que el purto P es Zal que el segmento

plane .

Cuando el plono pasa por el origen, el problema oni
Panr efZo wiilizemos el teore

fdoikmente, wsande conceptos del dlgebra Linealk.

ma de aproximacidn, el cual dice que:

Pq

es perpendicilar al

elon puede resolvense
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"Sea S un subespacio de dimensibn finita de un espacio con producto Ln-
terno Vo oy sea X un elemento de V . EL elemento S de S mds prdximo a
X que caalquier otro efemento de S, es decin, |

[ x=-s|l<]lx-t]], ¥teS, t#s |

esdd dado pon ‘
|

e \
‘ |
donde {e;} es una base ontonowmal de S". ‘
En nuestro problLema orniginal S es el plano mw, UV es iRs , X ek
punto Q y s el punto P . EL producto interno elegido es e&‘p}wduc,to esca-

Larn orndinardo para que nos proporcione disiancdias euclidianas. ‘

AsL, por efemplo, wsando el teorema de aproximacidn obtenerJnoA el punto
def plano x - y + 2z = 0 mds cercano al punto Q(0, 2, -6). ‘

Primeramente, el subespacio S nepresentado porn el plano %:

S ={xy2 | x-y+2z=0, xyzR)} |
6 S={ly- 2z, y, z) | y,zeR}
Una base de S es el conjunto {vy, vo} = {(1, (-2, 0, 1

\
Esta base se o/ctogona,uzaj‘ wsando el proceso de Gram- Schmuﬂt

|
W1 = Vi ‘

‘
- = (Vz | Wl) S 4
— - ! = 2 , 1 - — T, ’, = '7: » )
W2 = Vo e ) wy = (- ) 7 0) = ( 4 1)

Cor. el término "ortogonalizar" queremos decir que se obtiene un*a base cuyos
vectcres son ortogonales entre si. ‘

| —

4
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Ahona, La base ontogomal {(1, 1, 0), (-1, 1, 1)}
tenen La base ontononmal pedida:’

(-1, 1, 1) = {e), €}

Sabemos que X = (0, 2, -6); por tanto, (X | e;)

(;.I E&) =

3~

Finalmente ef vectorn s estd dado pon

(X | @& + (X | &@)e = = (1, 1, 0) - § (-

1
3 )’

0|

= | 4-_4 |4 LI g
_[1;’;0)+(3: 3; 3) (3,

Porn Lo fanto, el punto del plano mds cercano al pu

[ENENY

Se puede comprobar que el punto P pertenece al p

P_Q=("%,%,-I—;’—) es perpendicular al plano T .

I)

5 B P . . .
Con el termino "normalizar” queremos decir que se obti

es decir, vectores cuya norma es igual a uno.

Verifica que el segmento PQ es perpendicular al plano

se nowmaliza® para ob

nto

S

Lano m y el segmento

™

enen vectores unita:r.col,
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I1T) iPor qué no se puede aplican este método directamente
no no contiene al ornigen?

cuando el pla-

Este método puede usarse para planos que no contienen al onigen wtilizan-
do el plano paralelo que pasa por el origen, pero ya no hesulta tan sencillo co
mo el caso expuesio. |

|

Aforntunadamente, fLa anterior no es La mejon aplicacidén del Lteonema de apro
ximacidn. ‘

|

S4 suponemos que el espacio UV es el espacio de funciones J*Lea,@e/s, S es
el subespacio de polinomios de grado menor o Lgual a n Yy X una funcidn dada,
entonces el probLema de aproximar a La funcibn X por un polinomic en un inter
valo (a,b) estard resuelto por el teorema de aproximacidn. Consfderando como
producto Lintenno a ‘

b x
(f | g) = j fix) gl{x) dx , ¥ f,geS ’

a |

entonces el polinomio p mds cercano a La funcibn x Lo serd en el sentido en
que Lo norma 1

[l x-p [ |
es minima, LLamada aproximacion media cuadndilica. ‘

Por ejemplo, consideremos a La funcidn §(2) = sen w 1 del |espacio de
Las funciones continuas en el Lntervalo (-1, 1). Obtengamos el ppl’/;nom(.a de
grado mench 0 Lgual a unc "mds prdximo” a esta funcidn segin el ,mpdue/to inten~
no anteriommente meacicnado. |

EL polinomio buscado pl(t) estd dado pon }

|
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donde {¢;, ¢} es una base ortorormal del espacio de £

menor o Lgual a uno. Esta base estd jormada por Los siguientes polinomios LLa-
mados polinomios de Legendre

{91, ¢2}=§ﬁ1~, g/tf

Se Liene entonces que

08 polinomios de grado

1 1
- i = |- L '
(f | ¢1) = [1 75 den it di [ T o4 n{l 0

-1

1 1
(fl¢z)=£1 /;iéenmfdt= /-2—7\[”—72 Aenmt-%co/snt] -—/FZ-

de donde,

1 /g /? 3

Porn Lo tanto, el polinomio de grado menon o Lgual a
sen it en el Antervalo (<1, 1) es plz) = %t
tas gndficas de () = sennt y pie) - 2

uno mds cercano a
la §igura siguiente muestrna

A&"\zﬂf.) = sen Tt

Jlw =
T
I

o

Y

|

1 ple) =
|

|

1

S& defdndmos el ernon e en fa aproximacidn como

e = || fl&) - ple) ||?




entonces, ZLenemos que

1

_ 3 - 6
e = [1 (Aenn/t——ﬂ-/t)z d,t:T

I111) ;Como se interpretania geométricamente el erron e ?
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- |
1V) Sabiendo que 7=— jjgit f (2% - 3 es una base ontonor

mal de Los polinomios de grado menor o Lfgual a dos para el producto interno ante

rlommente deginido, obién el polinomio de grado menor o Lgual a dos mds prdximo

a f(t) = sen 1t en el intervalo (-1, 1)

O0tna aplicacion importante del Zeorema de aproximacidn es el
ajuste por minimos cuadrados, ef cual consiste en obtenern La curva
ajuste a un conjunte de puntos dispersos en el plano. Las dos §4gu
tes muestran Lo anternionr.

método de
que mejon se
whas sLgulen-

'y A
[ ]
®
- (] oq
[ ]
° (]
A0 g
ajuste por La ecuactén afuste porn La lecuaciin

f = ax + b y = ax? +

b
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En La primera figura, La recta escogdda es tal que
distancias a Los puntos. Lo mismo sucede en La segunda
ada.

Este m&todo Lo estudiands y aplicarnds en cunsos o
puede desarrollarse en jorma muy simple usando olLementos

A continuacién se presentan efercieios connesponds

terndiones.
del dlgebra Lineat.

minimiza La suma de

fLgura con La curva mo4

Sin embango,

entes a esta seccidn.

Te dugerimos que £os hesuelvas bara reaginman tus conocimientos .

EJERCICIOS PROPUES

(Continuacién

Z21.- Sea V un espacio euclidiano deginido sobre el cam
vectorn cuakquiera de V . Demuestra que el conjunto W
ortogonales a v, es un subespacio vectorial de .

22.- En el espacio de Luas matrhices simétricas de onden da

e producto interno

-&1 bl aa bZ
= QA ap + Zblbz +
by ¢ b, ¢,

sean orfogonales simulidneamente

0btén dos matrices de dicho espaclo que
a Los vectones

)

po K, y sea Vv un

fermado pon vectones

4 se define el siguien

3Q1 Ca




23.- Demuestra que Ztodo conjunto de vectores ontogonales que n
forn cerw es Linealmente independiente.

24.-
(0, 1)

En el espacio F de Las funciones reales continuas en el

se degine el producto interno

i
(6] q) = f §ix] glx) dx , ¥ 4, geF
0

Sea el confunto no finito S = {fo, f1, 62, «ve , by +oo)

fo = 1, fan-1(x) = sen Zwnx y f,,(x) = cos 2max , ¥ nelN . De
es un confunto ortogonal y obtén La noama de f4, fan-, ¥ fbon
25,- Denuestra el teorema de Parseval, el cual dice que: Sea
euclidiano de dimensidn finita. S< {6y, dp, «ov , P} €8 wi
mal de V , entonces ¥ x,yeV se tlene que

— — n [e— — e —

E1§ = 1 K|35 oy

i=1
26.-. 0btén el subconjunto S de IR3 fomwmado por Los vectore
(1, 0, -1) con el producto escalarn ordinario y simultdneamenie
Anterno
(x | y) = 5xayy - XYz - szayl + 44Xy + 3X3Y3

donde X = (x1, X2, x3), 4= (1, Y2, Ys)
27.- En el espacio IR? &e degine el producto interno

(x | y) = Iy + X2Y2 = X2lYfs = X3y + 4X3y3
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0 contiene al vec

Litervalo

donde

s

muestha que S

U
1 base ontonor-

un espacio

A

ostogonales a
con el producto

donde X = (x1, X2, x3), Y = (y1, Y2, y3) . Apllcando el precesc de
Gram-Schmidt, obtén una base ontogonal de IR?® a partir de fa base

{(z2, 2, 1), (o, 2, -1), (-4, 0, -10)} .



{at? + bt + ¢ | a,b,c

28.- En el espacio vectornial P,
gulente producto interno

\
i

1
519 = [ 1) glar ae, ¥ 4,
0

0bZén una base ontonormal de P, a partin de La ba

deginido sobre el campo comptejo:

29.- En el espacdio (2
to interno

(x l y) = 219y - X1z - X2Y1 * Xa2Y2

dOyldQ _)Z"- l:xlp XZ): y = (l.'/lx 92), ;syfim?' An

Y.

b §

y

<

iSon Lot vectornes (1, 4) (0, -4) ontogona

a) Y

ternno definido?

b) Obtén una base ontonormal de C? a parntin de 4

30.- Sean B, = {(1, 0, -1), v, u} y B, = {(1, 0, -1),
IR® . Determina Los vectoties V, u y W para que B,

nal con el producto escalan ordinarnio y B, 4sea una base
ducto Anterno

(x | ¥l = xay1 - xaY2 - xath + Zx2Y2 *+ 3x3y

dOYldQ, X = (Xl, X2, Xa), _’-J_= (Ul: Y2, 9/3)

Ae

elR} 4se define el 44

P2

{1, £, 2}

, 4¢ define el produc-

dica el conjugado de

Les con el producto 4in

a base {(1; 0); (1: ’(:)}

V, W} dos bases de
sea una base ontogo-
ontogonak con el pho
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Cheradores
\
Semélricos Yy Hevmlianos

|
Exdisten varnios tipos especiales de operadores Lineales defdnidos en espa-

cics con producto Anterno. Para algunos de es0s operadores, Los valores carac-

\
tenisticos tienen panticulanidacdes importantes acompaiadas de muchas aplicacdio-

nes prdeticas; asi, existen operadores cuyos valores C,a/LCLC/te)bEATA%‘COA Aon heales,

0trnos en que son Lmaginarios y oirnos operadornes en que el médulo de Los valores
es Lgual a La unidad. |

En esta seccidn hablaremos principalmente del tipo de opma‘}imeé Lineales

en Los cuales sus valores caracteristicos son reales. Comenzaremosd por hespon-

\
der a fa pregunta: ;qué condiciones debe cumplin este tipo de operadores al

aplicdnsetes el producto interno? “
\
Sea T : V-~V un operador Lineal, donde V e un espacio con producto

Wy | \
interno, y sean v, Yy v, dos vectores caracteristicos asociados al valor ca-

nactonisiico X de T “
\
(T() | Va) = (A Wy | V2l = A (va | Ua) |

\
Por otrno Lado, (vy | T(v2)) = (vi | Ava) = X (Vi | va). S& Aup}mem% que
A es real, entonces A = X Yy, por tanto \

(1)

(Vi | T(V2)) = & (vy | Va) ‘ | (2)

Pon consiguiente, de (1) y (2) Zenemos que ) |
(T(G) | B2) = (W, | T(W,)) |
S{ generalizamos esia expresibn Zal que se cumpla para todo “Ul,UZEV no

Amportando 84 son ¢ no vectornes caractenisticos de T , entonces ‘éon' pedin que
se cumpla ‘

o o |
(T(1) | Va) = Uy | T(V2)), % Vi, VoeeV | (3)
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aseguramos que Los valores caracteristicos de T son reales.

A un operadorn Lineal que cumpla £a expresidn (3) se Le LLama operador her
mitiano y es un operador de suma importancia en La {§isica e .Lngenieria.

De acuerdo con La definicibn de operadorn hermitiang conviene nesaltar que:

1) Como £a expresifn (3) estd generalizada a cualesquiera vectones del es
pacio, entonces se cumple que para cualquier operador henmitiano sus valores ca-
hactenisticos son neales; s4in embargo, un operador puede |tener sus valores ca-
ractenisticos neales y no sen hermitiano, es decir, no cumplin con La expresibn
(3).

2) No debe confundinse el concepto de operadorn henmitiano con el de ma-
iz henmitiona. Un operadorn hermitiano es un operadon Lineal que satisface La
ecuacibn (3); en cambio, una matriz henmitiana es aquella que es {gual a su con
fugada-transpuesta. Sin embargo, ambos conceptos estdn relacionados, como po-
dnd observarse mds adelante.

3) S& T es hemmitiano con un producto interno, puede dejar de serlo con
otno producto {nterno, pero basita que sea hermitiano. nespecto a algdn producto
interno para que se LLame como tal y tenga Las propdledades de todo operador hen-
m{tlano .

Convie e comentar aqui que Loas conceptos de ualofw,ﬁ Yy vectones caracternis-
ticos son independientes del concepto de producto interng. Pon Lo tanto, Los va
Lores caracternisticos de un operadon arbitrario son siempre Los midmos Lndepen-
dientemente def producto Lnterno elegido.

SL T es un operadorn hermitiano definido sobre el campo de Los ndmeros
neales, se Le LLama también operador simétrico. En consecuencia, Los operadores
simétrnicos son un caso particularn de Los operadores he)uanoA, y cuando un ope
nadon es simétnico se acosdtumbra decin L{ndistintamente que es sim&tnico o es hen
m{tlano .

También en este caso, no debe confundirnse un operadorn simétnico con una ma
iz simétrnica y, nuevamente, un operador simétrnico respecto a un producto inter
no puede no serko nespecto a otro.
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Porn ejemplo, consideremos el espacio vectorial IR? con el producto esca-
Lan ondinario. Deteminemos 84 T : IR? + IR? deginido por

T(Xl, X2) = (Xl + ZXz, 2x, + 3X2), 'V‘Xl,XzelR . (4)
es un operadorn simétrnico.

Sean v = (vy, v2] ¥y w= (w, wy)] dos vectores de RR? . AL aplican
e T a cada wwo de estos vectonres se Liene que

T(v) = Tlvy, va) = (vy + 2vz, 2vu; + 3vy)

Tw) = T(wy, wy) = (wy + 2wy, 2w, + 3w,)

Entonces, el Lado Lzquierdo de La ecuacidn (3) es:
(T(\T) l W) = ((U)"'Z\Iz, 2U1+3U2] ’ ((Ul,Wz)) = vy + 2\)2W1 + 2U1W2 + 3valty
y el Lado denecho de La ecuacidn (3) es:
(V| Tw)) = ((vi,va) | (wr+2wy, 2wi+3wa2)) = viwy + 2vawy + 2uawy| + 3vaw:
por Lo que se cumple que (T(v) | w) = (v | T(w)), y pon Lo Zanto el operador
T e8 un operador simétnico respecto al producto escalan ordinario. En este ca
50, como IR? es un espacio sobre Los neales, se puede decin Lindistintamente
que T es un operador simétrnico o hemitiano.

Observemos que £a matrniz asocdiada d T referida a £a base candnica de
IR? e

1 2
M(T) =
2 3

que es wna matriz simétrica.

En generl, para cualedquiera dos bases ortonormales A y B, La matriz aso
ciade a T neferida a dichas bases y denotada MY(T) , es una matriz simbtrni-
ca. Para un operadorn hewnitiano definido sobre el campo complejo, La matrniz
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(T(v) | w) = 5(vit2vy)wy + 2(v,+ 2ualwy + 2(2v143vy)w, + 1
= 9U1W1 + 36V1W2 + ]6U2W1 + 55U2W2

por otrw Lado,

(v | T)) = 5v; (wy+2w,) + 2y (Zwi+3w,) + 2v, (wy+2w,) + 17

pon Lo fanto, T no es un operador s{métrico (hermitiano)
intenno definido pon La expresidn (6],

(

asocdiada a dos bases orntonormales cuakesquiera del espacio ed una matrniz hems-

LUana.
Sea ek operadon G : IR? + IR? definido por

Glx, y) = (17x - 4y, -2x + 10y)

(5)

el cual, como se puede verifdicar, no es un operador heﬂm’ﬂanw con el producto

escalan ondnarnio.

Consideremos el siguiente producto interno en IR? :

v | wl = ((vy,va) | (wy,ws)) = Viwr + 2w, + 2vawy + 17vow, (6)

—_—

Determinemos 84 Lo operadones T Yy G definidos pon Las expresiones (4)

y (5] son hermitianos con este producto interno.

Para T Zenemos que, por un Lado,

9 viw; + 76V1W2 + 36U2W1 + 55U2W2

Parna el operador G Zenemes que, por un Lado,

G(v) | w)

5(17U1-4U2)W1 + 2(]7U1—4U2)W2 + 2(‘ZU1+10U2)W1

81v1w1 + ]62V2W2

7(2U1+3U2)W2

Va (2wy+3w, )

respecto al producto

+ 17(°ZU1+70U2)W2
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por otro Lado, |

5uy (17wy-4w,) + 2vy (-2wy+10wy) + 2va (17wy-4w,) + 17u%(—2w1+10w2)

81U1W1 + 162v,w, ‘

por Lo Zanto, G &L es un operadon simétnico (hermitiano) nespecto al producto
intenno definido pon La expresibn (6). |

Como T y G son operadores simétrnicos nespecto a algln p/+.0du.c/to Antern-
no entonces se Les puede diagonatizan. Veamos el caso de G . |

la matrniz asociada a G respecto a La base canbnica de IR?
E={(1,00, (0,1)}, es: |

(v | Glw))

La cual no es una matrhiz simétrnica. |

Aungue G es un operadon simétrnico, La matriz M(G) no es ‘ Amétrica por

que fa base canfnica no es una base ortonormal con el producto {nterno deginido
en (6]. |

|
Una base ontonormal {w,,w.} de G, con el producto interno deginido

en (6), La podemos obtener a partin de La base canbnica {v,,va} = | (1,0), (0,1)}
usande ef proceso de Gram-Schmidt:

vy = (1,0) |

E= ‘
(v2 | vi) _
Feb-—— W= (0,0 -2 0,02, |
(vi | w) \
|
Como || T || =V y ||5‘||=-/-9§—, entonces se tiene que
|

5 -1 (L L2 5 |
{WI)WZ}-)</§,0>’ <9/§w 9>‘
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La matrniz asociada a G referida a La base B = {w,,w,} es:

81 18
5 5

Mﬁ(m -
_ 18 54
B3 3

La cual AL es una matniz simétrnica.

AL sern el operadon G hewnitiano respecto a algin| producto interno enton
ces es diagonalizable. Ademds, sus valores caracteristicos sendn neales y Los
vectores caracteristicos asocindos a valores caracteristicos distintos serdn
ontogonales.

Para el cdlculo de Los valornes y vectores caracteristicos y de La matniz
diagonal podemos wsarn cualquiera de Las matrices

17 -4 &1 -18

E - . -
M6 = 6 M2 (6) -
<2 10 -18 54

o=

ya que Los resultados sendn Los mismos.

17-X -4

|ME(G) - AT | = | MZ(6) - AT -= = A2 - 270 + 162 = 0

= 10-2

Pon Lo Zanto, Los valores caracternisticos som XAy = 18§ , Xz = 9

Para cada valon caracteristico, un vector caracteristico asociado es
vy = (-4, 1) y vy = (1, 2), nespectivamente.

Obsérvese que (v, | v2) # 0 con el producto es L ondinanio y
(Vy | Vv2) = 0 con el producto interno definido en (6); esto es, vy y v, son
ontogonales con este dltimo producto interna. Esta es propiedad de Los ope-



nadonres hermdtlanos:
cos distintos son orntogonales.

Por consiguiente, una mainiz diagonal asociada a G eb:
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veclores caracterisiicos asoclados a valornes caracternisti-

18 0
D=
0 9
donde D es La matrniz asoclada a G referida a La base A = {-4,1), (1,2)} o
a cuafquien base que contenga vectores miltiplos de Estos.
De acuerdo con el teorema de diagonalizacibn:
2 -1 17 -41|-4 1 18 0
13 1
- 1~ = - =
D="Pr ME(G)P1 3
-1 -4 |1 -2 10 1 2 0 9

Para el caso de La matriz ME(G) , du matrniz diagonalizad,
obtiene dinectamente de Los vectornes caracternisticos, sino que

no 4se

ona P,
;?_ , al sen ka

matriz de transicibn de Lo base A normalizada { 4 (-4,1), #(1,2) }, a fa ba

se B, &e obiiene como
Ligtpesde [ ol g pud el 5
9 V5 /5 V5 9/5 9
Ditapidesfastz o) ol {2 5
/5 VS Ve 95 9
[ 2 ]
VS V5
= Py =
1 z
/5 /5
— p—
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por Lo que ‘

] -2 1 §1  -18 1
-1 B . 1
D= P, MB(G)P, = ——
B g /5 3-
1 2 -18 54 2
\
\
450 0 18| 0
| N
D= o¢ )
0 225 0! 9

Obsérvese que P, es mds dificil de obtener que Py . Sdn embargo, co-
mo B es una base ontonormal, entonces P, es una maﬂui untaria (en este

caso ontogonak), pon Lo que ef cdlewlo de La matniz P,' |es inds sencillo ya
que P;l = Pf |

De Los efemplos anterniornes podemos concluir que: \
' \

1. Un operadon Lineal puede sern hewmdlitiano para un \p'wduc,to Antenno y pue

de no ser hemitiano para otrnos productos Lnternos. |
\
\

2. Dado un operador hermitiano (s4imétrico), aseguramos que du matrdlz aso

ciada serd hermitiana (simtnica), s fa base o £as bases % a que estd referi-
da es o son ortonormal (es) nespecto al producto Anterno upado.
\

\
3. Basita que un operador Lineal sea hewnitiano respeeto a algin producto
interno, para que sea diagonalizable, sus valores caracteri{sticos sean nimeros
rneales y, sL Estos son distintos, sus vectores ca/Lac»teJLfMJT{coA son ontogonales.

\
4. Dados un operadonr hermitiano (s4imétnico) y una n*aﬂu',z asoclada a &L

refenida a una base ontonormal, entonces La matrniz diagonalizadora es una ma-

iz unitania (ortogonal) . “
\

Te exhontamos a que realices Las siguientes actividades que compfementardn
tu aprendizaje de Lo thatado hasta aquf. “
\

\ S
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ndfica que:

I) Para el operadon T definido en esta seccibn por L£a expresin (4), ve

a) Sus valores caracteristicos son neales y éstos son |
l
|

b) Sus vectones caracteristicos asociados a valornes distintos son ontogo
nales : |

I
|

c) Una matrniz ddagonalizadora P formada por veetores “ca/zac/te/z,ééucoA

~
n

i
\
d D=7P 1ME(T}P , donde D es una matniz diagonal aApulada a T y

ME(T) s fLa matriz asocdiada a T referida a La base candnica E de IR? .

p 1 E -
P ME(T)P =

|

11) Supongamos que para el operador T definido en (4) #e establece el
producto Lnterno
\

(x I E) = ((x1,x2) l (41,Y2)) = Zxay1 - x1Y2 - XaY: * X2Y2
Respecto a este producto Lnterno,

a) Los valones caracteristicos de T son

y sus hespectivos vectornes caracteristicos asociados son

b) A parntin de La base {(1,1), (1,2)} , obtén una base ontononmal B
wsando el proceso de Gram-Schmidt. EL rnesuliado es B =

|
‘
\
‘




Como Los valores caracteristicos son distintos, ento
res caracteristicos asoclados son €inealmente independientes y,
S es un operadon diagomf,{zaéte.
que producto £nterno?
dlnario .
mitlano.

Pero, jes S
Se observa que no Lo es respecto al prod
Deterumina el conjunio de productos Linternos para el c

EL nesultado es |

nces Los vecto-

por Lo tanto

hermitiano, y 84 Lo es, para
ueto escalan oh
uakl S es hern-

\

En La pdgina 288 obtuvimos La matriz ME(G) que ¢4 una me
operadon hermitiano G definido ponr La expresidn (5). La matn
16 hernditiana (simétrnica) porque La base B a La cual estd nef

mak.. En La pdgina 289 se obtuvo La matriz
18 0
D =
0 9

que. es otha matrdiz asoclada al mismo operadch G . Esta maitniz
porque a La base a La cual esid hefernida estd formada pon vecto
cos de G .

esid establecido en el sdgulente teornema conocddo coeme ef teoren

Sea T :
un espacio heal o complejo con producto Lnterno de dimensidv #4
operador antihermitiano donde
dimensibn finita n . Entonces existe una base ortonchmal

Teorema espectral. V »V un operadon hermitianc

es un espacio cemplefo con pARC

R

wtiiz asoclada al
(z MRI;(G) nesul-

ondlda es ornlonch-

rneswlté dlagonal.

)fe,s caractenisti-
Este nesultado es siempre vdlido para Los operadcends

liemd Laros Y
a espectral.
L"

donde eh

Lta n, 6 un

ducto Anternywo de

el espacic V

construlda con Los vectores caracteristicos de T y La matniz W;( T) es uma

matriiz déiagonal formada por Los valores caracteristicos de T ‘

No hay unanimidad, entrne Los que escriben sobre este tema,
el Zeorema espectrhal.
Los efes principales.

EL témumino o expresdbn "feorema espectrhal’ o descompos
-como Le LLaman alguncs- provdene en ghan medida de fas aplicack
ca, en donde al confjunte de Los valones caracterisiicos se fe de
espectro de un operador Lineal.

Existen o0tnos tipos Lmporntantes de operaderes Linesles cdef
clos con producto Anterno.

Incluso, algunos Le dan hasta ctho rombre:

Une de ellos es el cperador unitariocl

paka cruncdan

!

tecrema e

L;c,( n esyrecinal”
ores a fa hLaL-

{dne come el

(nddos en espa-

293
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Definicidn., -
ducto interno v sea T ¢
es un cperaden unditardo,

U >V un operadon Lineal.

w,vel  se cumple que
(T(w) | T(0)) = (@ | )

Si el espacio V esld definido sobre Los neales

que T es un operador ortogonal cuando e satisbace La

Los operadoned ontogonales Y unitanios tlenen prop

o impertantes. Algunab de ellas son Las sigulented:

a
normas, es decdn,

IR RIERIERLE ¥ veV

Sea U un espacio de dimensidn fAinita
Entonces se dice que T

respecto al producto Lnterno def

scbre € con un PO

‘nido, 84 para todo

(7)

s e e a—

R es mds comin decin

ecuacién (7).

cedades muy Anteresantesd

) S4 T esun cperadon unitarnio (ontogonal), entonces T preserva £as

b) Los valones canactenisticos de un operadon wiitanio (cntogonak) tlenen

médulo unc.

c)
base ontononmal tiene, entre otras, Las sdguientes prop

¢ Los preductos de Lob elementos de
nrespondientes

La suma d

o colwrna) por Lob conjugados de Los co

ctra f4ika paralela eb iguak a cero.

La swna de Los cuadrados de £Los médulos de Lo

4ila es igual a unc.

i T: V=V esun operadon unitoio ,

¢ ticne una base onfovonmal formada con vector

Lo anternior no es sdno fa versidn del fechema eb

wndtarnios, Yy como un conolarnio se tiene que Lcs operd

repnesenton mediante matrices diagonales.

deginido scbre €,
es caracteristicos de T

La matrniz asocdada a un operadon unitario (ontogonal) neferida a una

Ledades:

rualquien gika (nenglén
olementos de cualquien

5 olementos de cualquienr

entonced

pectuld para operadores

Hones unitarkohs se pueder
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Si el espacio V  estd defindido sobre Los neales y T es ontogonal, enton

ces sus vectores carnacteristicos pueden sen complefos y por Lo
en general una base de V . En consecuencia, Los operadones o

rewd nwo se pueden diagonalizar. Sin embargo, existe una representacidn de es-

tos operadoqes que es "casd"  diagonal, como puede verse en el 4

ma.

nto no forman

gonales en ge-

Lgulente teonre-

Teonema.- Sea V un espacio vectornial sobre Los neales de dimensidn §ini

ta mayorn que ceno y en el cual estd definido un producto Lnterno.
Sea T : V=V un opverador ontogonal. Entonces existe una base

de V zal

que la matniz M, que hepresenta a T hnespecto a esta base, consta de blo-

quesb
Bl 0 e e o 0
By ° * 0
0 0 .- -8,
b -

donde cada wac de Pos hiogues By s una mataiz de 1 x 1 0 und matriz de

1
2 x 2 de Los sdgulonfes 14)ch:

al l:] :|
b [-]:|

—
Co4R send
C
sens -C0b8
L —
CoAB A QKR
d]
-Aenk CeAS
e -

A 4in de referzan Lo estudiado en esta seceddn y efercitarnt

te en Los con-

ceplos relaclovades con Los presentados aqul, Ze sugerndimos nesuelvas Los s4-

4.

Ggtidentes ejenclelos.
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ElJERCICILOS PROPUESTOS
(Contfinuacion)
31.-  Deternmina 84 el operaden Lineal S IR2 » R? defindde por

S(x,y) = (Zu, 7x) es un operadon hermitiano (simiteice),

a) Con el producte interre
((vi,ve) \ (wy,wz)) = vawy + Vil + vy + Zual
b) Con el producto escalan ordinardo.

IR? - IR? de

37.- Determina 54 el operadon Lineal T :

T(xylﬁ') - ('LJ:X)

a) Con el producto Ainterno

((Ul,Uz) l (01,w2)) vilty * 3 vz + valty) +

b) Con el producto escafan ordinariio.

¢* un operadon Cineal defindde poX

(~(b + di + {a - ¢4,

33,- Sea T : C?

T(a + bi, ¢ + di) b+ ad)

Determina A4 T @5 wh aperaden antihermiiano

= v byd)ld, + bad) + ey + dad)lez ?
1

(v l w) {ay

Vo= (ay + bad, oy il oy s (a, + b2d, ¢

donde

v otorial de fas junodoned cC

Sea Vel espacde ve

T v
¥ oLix) el

v un cpeaaden Cineal deid

I, ¢ sea

~

1= x4,

da4),

2

findide pon

s un operadon antihermitianc (antisimétnicol,

ol o

n el preducte Lnterno
¥ v,wel?
+ daA)

nitinuas en el Lntenvalo

nido pot



Determina 44 el operadon T es un operadon hermitiano co
Zerwno

1

(| g - j §lx)glx) dx
0
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n el producto Lin

35— Sea el espacio vectorial de polinomios P = {ax + b | a,belR} sobre el

campo IR , Yy sea T :P->P un operadorn Lineal deginido por

Tlax + b) = (2a - 2b)x + (50 - 2a), lax + b)eP

Dotemina 84 el operadorn T @b hermitiano con el prwducto interno

(41 g) = glorglo) + §'(0)g"(0), ¥ §,9¢P

56.- Demuestrna que Los vectoned carnacteristicos connespondientes a valores ca-
nacternisticos distintos de un operadon hewnitiano son ontogonales.

37.- Sean S y T operadornes hemitianos. Demuestra que of
también es hewmitiano.

38.- Sea el operadon Lineal T : IR? + IR? definido pon

T(x,y) = (-2x + by, 5x + 4y)

operador (S + T)

Considenando el producto &nterno como el producto escafat ondinanio en RR?,

a) Comprueba que T s un operadon simétrnico

b) Verifica que £a nepresentacibn matnicial de T nrespecto a fa base

((1,01, (0,1)} es una matiiz sAmétrnica.

o) Vernifica que La representacibn matnicial de T respecto a La base

2oan, L,-n os tambifn una matniz simétricd.
V7 Vi

d) Vernifica que La representacion matiicial de T nrespecto a fa base

{(2,-1), (2,4} no es una mathilz simétrica.
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e) i0ub caracteristica debe Zener una base de IR? para que La mathiz
wociada del operaden simétrico respecto a dicha base sea uhda matriz simétnica?

39.- En el espacio vectornial 02 sobne € se define el operador Lineak

T . €% > (% pon La siguiente negla de connespondencias

T(x,y) = (Zx + (Z + Ly, (2 - 4)x), ¥ x,yel

a) Demuestra que el operadon T @b hermitiano para el producto escalan

ondinario en CF

b) Verifica que €(1,0), (0,£{)} eb una base ontonormal para el producto

escalan orndinardo en c?

Obtén La matriz asociada ak operadon T respecto a 2a base del inciso

y compaueba que dicha matniz es hermitiana.

c)
anterion

d) tn La pdgina 983 demostramos que Los valeres caracteristicos de un ope
nador hermitiano son neales. Comprueba esta propiedad para el eperadorn hermitia

wo de este efercicho.

40.- a) Demuestra que Los valones canactenisticos de uiﬁ operadon antihenmitia-

no Aon AMaginarios puros .

b) Demuestra que el operadon tineal T i IR® > IR®  definido por

T(x,y,z) = (4y * 2, 4x - 2z, -x + 1y)

05 un eperaden antihemitiano para L producto esedarn grdinanio en IR? .

Obtén Los valones caracteristicos de T y ob/ﬁenva que dichos valores

c)
siablece el inciso a).

son Amaginaries, de acuends con Lo que @

41.- Considera el espacio veetornial IR? con el producto escalar ondinario.

Pana el operadon Lineal T : IR2 -~ IR? defdnido ipo/z

Tix,y) = (2x + 2y, 2x - y) ,



a) Vernifica que se cumple La hipbtesis del teorema e,éplrfuul, es decin,
T es hewnditiano.
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b) 0btén La representacibn matricial diagonal del operador y La base cuya

existencda garantiza el Teorema.

42.- Sea el operadon Lineal S : IR® » IR® definido pon

3(x,y,z) = <,/_';'— (x +2z), y, /—_;_-— (-x #+ z))

Detewnina 84 S e un operadon unitanio (ontogonal) con| el producto esca
Lo orndinardo.

43.- Demuestra que &4 A es un valor caracteristico de un operadorn unitario,
entonces A tiene médulo uno, es decén, | A | =1,

TAZMS

.
V7

a) Demuesitra que T es un operador ortogonal con el pnjdudo escalan
ordinario.

44.- Sea el operadon Lineal T : IR® > IR?® deginido ponr:

x_ _ 2y s 4

T( s ’ Z) = i + y - 3 ’ — — » 4
oY ( 3 /6 VT V3 Vé 3 /6

b) Obtén La matrniz asociada al operadon T negerdida a base ontononr-
mal {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

¢) Comprueba, para La matrniz obtenida en el inciso anterlon, Las propie-
dades enunciadas en el inciso c), pdgina 294,

45.- Sean S y T operadones Lineales de IR? en IR2 deﬁ%m’dﬂ por Las
sdgulentes neglas de comrespondencda:

S(x,y) =<f;—x+/—§(') ‘@X*%Q)
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Tix,y) = ('g (3x + 4y), ¢ (4x - 3g)>

a) Demuesta que £os operadones S Y T son ontod

escalan ordinario.

onales con el producto

b) Demuestra que ek operadorn S no es diagonalizable y que el operadon

T 81 eb dimgonalizable.

¢) En La pdgina 295 enunciamos un Leorema nelativo
gonales. Obtén La nepresentacion matnicial de S 4y T,
La fonma que 4indica ol teonema, y obtén fambién La base ¢

za el mismo teorema.

a Ros operadones onto-
vernigicando que tiene
wuya existencia garanti




(g}'e/wicioa ddicconal.

1.- En el espacio IR? se define La siguiente funcibn

(X | ¥) = xay1 - axays - 4x2y1 + bxays

para todo X = (x1,x2), Y = (y1,42) de IR?* y a,belR

a) S& b =20, jpara qué valores de a La funcidn es un

no?
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gd

producto inter-

b) Si a =4, para qué valores de b La funcibn es un producto Anterno?

2.- En IR® se define La funcibn

(x I —U_) = ar1Xa1Yr * az2X2Yz t AszX3Ysz - A2Xa2Y3 - Az2X3Y2

donde X = (x-lyx2yx3)’ g - (yl’thy3)’ ‘)ngEIRa

Deteunina Los valornes a,, az, asz, +Lodos reales, para Lo
clin es un producto Ainterno.

4 cuakes La fun-

3.1 Sea V un espaclo con producto Anterno sobre €. Demuestra que:
7 — — —— -— P— — — — — —
[a) (Xlyl=0 & (x+y|x+y)=1]x+ly]y
b) (Y[-y_)=0<-$(a1Y+azg|a1E+azg)i(;|§)

donde x,yeV ¢ ay,as €C

4.~ Supongamos que en el espacio vectorial complefo V se establece que La

funcibn (-

) Vx UV >C es un "producto interno' s4:
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I) (x| y) = (y| x) |
1) (ax +y | 2) =alx | 2) + [y | 2)
|

1T1) (X | %) >0, 4 X #0, ¥%,7eV, oel

_ \
Vemuestrna que este conjunto de propLedades conduce a jconthadicedones, es-

X0 es, es Anconsistente. |
|
5.- Demuestra que 54 | (w | v) | = ||« |] || v ] ento“nae/s w oy v son L

nealmente dependientes.

6.- Sean x, y vectores de un espacio con producto L'Mie}q‘no. Demuestra que
x+g |l =11 x|+ 119l 8{y s68o a4 E=A§,a{onde A >0 .
|

| o
7.- En el espacio €% se definen Las siguientes funciongs, donde w,z eC” :
\

. o n
al (w]z)= ¢ W, zg \
i:1 ‘
\
— — n — —
b) (w ] z) = = (k)" W,y donde z, @b el c.on{ugado de zy
k=1
\
n \
i=1 \
|

(Esta funcibn es LLamada "producto escalarn comp!iejo""} . ‘

[ =
<

d) (@72 -

|
L |

Determina cudles funciones son producto Lnterno. |
|

8.- En el espacio vectoris M de matrnices cuadradas %e onden n con elemen-
tos neales, se definen Las sigulentes funciones, donde A,BeM :

a) £(A,B) = (A | B) = det(AB) |
\
|

b) glA,B) = (A | B) = n(RTA) |

c) h(A,B) = (A | B) = ,m(AFBT), dende Loa clemevtos g{ij de F scn ta-

Les que 5ij =1, ¥,f y F es decrnden n.



Determina 44 cada una de Las funciones anteriores definen

terno en M ;  en caso negativo, Lndica qué propiedades no cumpk

g, -
sdgulente producto Lnternc:

En el espacio P de polinomios de grado menor o Lgual a

(6§ | gl = £ 4(k) glk) ,

¥ §(x),g(x)eP
k=0
al Si n=12, §lx)=2x>+3 y glx) =x%-x+2,
b) Demuestra que, efectivamente, se thata de un producto
10.- En el espacio vectordial F de funciones contlinuas reales
0 < x <1 sedefine el siguiente producito Lnterno

1
(5] g) / X fx) glx) de, ¥ 4.gcF
0
|

a) Calewta (4| g) y (g | g) 44 4lx) =2x y
b) 0Obtén una guncidn glx) de F , no polinomial, tal q
donde §(x) = ¢ *
11.- Sean Plxa, y1) ¢y Qlx2, y2) puntos del plano xy . Def

un producto Ln-

len.

n 4e degine el

calewla (4 | g

Lnterno.

en el intervalo

gl(x) = -3

ue

(§ | g) =0

303

)

’

Ainamos fa distan

y Q por una

+|y2'91|

LY cia entrne Los puntos P
e Q puncidn d de La sdigulente manera:
!
H Y2 - |
!
Pe———- .
PN 4P, 0) = | % - x|
X
Deterumina s4 La funcidn
diP, Q) = (P | Q = |x2-x1 |+ |vyz2-uvy |

es un preducito Lnterno.
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19.- Sea el espacdo vectonial M = [
Los neakles. -

a) Demuestha que La funcibn

ay bl Aoy b2
l = ayaz * 2b,b2 |+
C1 d] C2 dz

es un producto Lnterno.

b) Caleuka el angulo entre Las matriced

R

13.- En el espacko R2 se define el producto interno

(x | ¥) = xagy - xay 7 XalYe + %242

Y= (xy, x2), Y= Y1, Ya)

donde
wlo de 180° con ef vecton v = (1,

forman un dng

0).

14.- Considera el "onoducto escalalt ondinario comple;

decin,

Ao |
[

2
Tox.Y, ¥ X,y eC?

donde 4. es L conjugade de Y

1
Coan Lo veciures de c? ,

@) Cabcula el dngulo entre Pos vectores U Y

b) Determing A4 Los vectores U 4V AOR on

(g#?2 + BT+ C | a,b,celR} ek espacit

15,- Sea V=

ernoducto Anferno ostd definido como

30,02 * d1d2

¥ %,y €IR?

v togonales.

vectoniak sebre

0btén el conjunto de vectores de IR?

‘0" en el espacio €%,

IR

X y
] | x,4,2z,welR tbobne el campe de
w

que

eh

cuyo
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1
(b | q) = / plt) qlzt) dt, ¥ p,qeP
0

Obtén un vector {3 que sea ortogonal a Los vectonres 6*(1&) =2-t y
g202) = £ -1,

16.- Sea W el espacio vectorial de polinomios de ghado menmL 0 Lgual a tres
con el pwducto interno ‘

1
(p | q) = / p(x) qlx) dx , ¥ p,qeW ‘
-1

Lizando el proceso de Gram-Schmidt. ‘

17.- a) O0bztén una base orntononmal, considerando ef producto chwvt ordinarnio,
pora el siguiente subespacio de IR® , W= {(x,y,2) | x - y +‘z = 0}

—1—, 0), (°-1—, —-1——, 0)} una baAe‘on/tonolzmaj. de

1§.- Sea M el espacio vectorial de matrnices cuadradas de on%en dos sobre IR
en el que se define el producto interno ‘

(A | B) = t(B"A), ¥ A,BeM

0btén una base ontonommal de M a partin de La base
10 11 1
o 14, Lo of, L ’

19.- Sea {1, x> } un conjunto generador del espacio de po!ﬂuwmiozs V en et
cual se define el producto Lnterno \

T
(4§ | g) =[ §(x) glx) sen x dx , ¥ §,geV ‘
0

0btén una base ontogonal de V a parntin del confunto daLio.

|
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|
20.- Obtén dos bases {U], Uz} Y {El, Ez} de IR? ILLC%A que

0 si 1#3j \

o lotdr, #-% §
(v | es) =

a) con el producto escalarn orndinarnio (
b) con ek producto interno |
(X | ¥) = Zxayy - xaY2 - X241 + X2Y2
donde X = (x1, x2), ¢ = (41, y2) {
21.- Sean Los siguientes productos internod en el espacig IR?

3x1x2 + 34142 | (o)

x: vy ' 0‘ b (B)
0 g Y2 —

y el producito escalar orndinario. I

((xl.v yl) I (Xz, UZ))

(x [ g)

(x | u) = (Ixa, ) | (x2, y21)

a) Venifica que La base canbnica de IR? es ontogonal con Los trhes pwo-
ductos internos mencionados pero s6Lo es ontononmal con q& producto escalar on-

dinarnio. \
|

b) Venifica que La base de TRZ {(7’_3—,0), qo,F;-)f es onto-

gonal con Los tres productos internos pero s6Lo es ontongrmal con el producto in

|
\

c) Vernifiea que La base de IRZ,g(%,-%—),%%—,-}) es onto-
gonal con Los tres productos internos mencionados pero s§fo es orntononmal con el

producto interno definido en (B). |
22.- Define el producto interno en el espacio uec,tom'xx,q/ IR2 zal que el confun
to {1, 0), (1, 1)} sea una base ontononmal de dicho espacio.

terno definido en (o).

4 S
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23.- Sean Los vectores del espacio R2, V= —— (3, -1) y &= —— (1, 2)

a) Demuestra que el conjunto {v, w} es una base de IJ!" .

b) 0Obtén Las nommas de v y w considerando el producto escalar ondina
nio.

e) ;B {v, w} una base ontonormal de IR? con el producto escalar on-
dinanio? Jusitifdca tu respuesia.

24.- En el espacio P = {ax? + bx + ¢ | a,b,ccIR} 4e define el siguiente pro-
ducto interno:

1
(pix] | qlx)] f plx) qlx) de, ¥ plx),qlx)eP
0

a) Detewmina el dngulo que fornman entre 8L Los vectores

§ = 1, gtx) =B (o2 - ex e 1)y R0 =TT k- g )

b) Calcula La norma de cada uno de Los vectones del Lincfso anterion.

c) iConstituyen Los Thnes vectores del Lnciso a) una b(Le ontonormal
del espacio P ? ;Porn qué? !

25.- Determina el producto interno en el espacio vectorial IR® con el cual el
conjunto {(0, 2, 2), (2, 0, 2), (2, 2, 0)} es una base orntonormal de dicho es-
pacdo.

26.- Determina el producto Linterno en el espacio vectorial de| po’inomios
P={ax + b | a,belR} con el cual el conjunto {-x - 1, -x} es una base onto-

nonml de dicho espacio.
X 0
x,yelR se
0 g
define el sigulente producto Linterno:

a 0" by 0 45
(A l B) = l = albl - a1b2 T b1a2 + ZZ azbz
0 as 0 b2

27.- En el espacio vectordal de Las matrices M =
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1
a) Calewla et dngulo que fonman Las matnices [3 Z] Y [-(1) %]

con el pwducto interno definido.

b) ;Constituyen fas matnices del in
M con el producto intenno definido? ;Pon qué?
25.- Sea fa funcébn || ° || : M+ TR, donde M es el
e ferciedo anternion, deginida por

X 0
H[ ]\\=|X\+\y\ |
0 y ‘

donde | x| v 1Y | indican valtonel absolutos .
nonma de £a pdgina 262,

a) Demuestra, wtitizando 2a deginicibn genel de

que £a funcidn es una norma.

b) Con esta norma, verd fica Las propdedades HP—EH = w-v
y |\\_\7|\—\\&7H| < | v-wll conlalsmaml(éce/sddmwo a) del
i

ejorcielo anterion.

(1, 1)} es waa base d

20 - E conjunto B = {13, ~31, e}T espacio veotoniak R?

a) Deteumina 44 fa base B es una base ontogonal de IR2
1) Con & pro ducto escalarn 0RdLnarAo -
11) Con e£ producto nteno siguientes:

(%1, Y1) l (x2, Uz)) = 7% (x1x2 * Ulyz) *!%’ (x142 * x241)

|
b) Determina 44 fa base B es una base ontonormal de IR2

1) Con ef producito escalan ondinando . |
|
1) Con of producto Lnterno deginido en T1) dek 4ncéso a).
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c) Sean fLos vectores de R? , v = (4, -20) y w = (0,‘—12). Vernd g4~
ca que, con el producto Ainterne definido en 11) del Lnciso a),‘Ae tiene que
(V| w) = o018y + azB2 , donde (o, 02) = (—U-)B y (B1, B2) = \(W)B .

|
d) iSe verifica tambibn con el producto escalar ordinario que

Ve w= 1By * azBy 7 jPorn qué? ‘

30.- La figura muestra dos vectores vy Y v, que constituyen una base onto-
normal de IR? con a{. producto esca-
VY Lan ondinario. la figura muestra, ade
mds, Las componentes ‘e,éca,&meb del vec
L N =
Va4 ) Vi Zor u sobre Los vedtones Vi Y Vv,
\ |

PN |
a) Con estos datos, ‘ob/tén Las coonde-

Q
| S

nadas def vector u ‘en La base

B = {v, V2+
|

b) Si Las coondenadas de un vector w en La base B = {vy, va} son 2
y -1, es decin (w)y = (2, -1), caleula ef producto escalar ‘?I - W (Para re-
cordar lo referente a componentes escalares consulta ”Geometrﬁa Analitica" de
E. Nolasco, R. Solis, A. Victoria, editado por la UNAM, pdginas 35 y 36).
|
31.- Sean el conjunto A = {9, () | ¢ () = eI™F | ¥ neZ)} y el producto
Lnterno ‘

T, B
(4§ | g =/ §(2) gl(t) dt , donde T, = =
0

Nota: En este ejercicio § representa la unidad imaginaria,\es decir,
f=v-1T y gl%) es el conjugado de g(Z%).

a) Demuestra que Los vectornes del conjunto A son omto%cnaﬂu enthe s4.

b) 0Obzén La nonma de Los vectones del conjunto A . |

c) Escndbe La funcibn sen £ cemo combinacién Lineal dF Los vectones

del conjunio A . |
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menor o Lgual a n

32.- Sea el espacio vectoriak de Los polinomios de grado
con el producto Linterno |

|

1
(§ | gl = / §{x) glx) dx |
—] ‘

Una base orntogonal de este espacdio estd coma',txuida‘pon Ka}? polinomios de
1

Legendre, {Po, P1, Pz,..., Py} donde Py = 1 y P (x]) = a— [_'(x2 - 1) ]k,
dx

N
=

k =1,2,...,n |

|
a) Escnibe Res polinomios de Legendre para k = 1,?2,3
b) Demuestra que (Po | P} = 0, ¥ kelN

c) Obtén La nonma de Py, Py y P2, Yy a partin de ellas genera una {§6n
mula para La norma de Py .

33.- Sea U un espacio con producto interno, de dimensdén n , definido sobre
el campc K, y sea {Vi, vaz,..., v} un conjunto de ve(c/tonu de V . Se la-
ma matriz de Gram de £os vectores vy, Vz,..., v, a fa matriz

R R T (A A A I
(Vo | vi)  (va | va) (v | Un) }

I |

I R

| (vn | vi) (v, [ vl oo vy | vl |

y a su deternminante se Le LLama determinante de Gram o grammiano, denotado

Escnibe una V o una F en Los sdiguientes paréniesdis s4 La agirmacibn co
nnespondiente ed verdadera o falsa, respectivamente. ’

Q(UI; V2,c00, Un) .

( ) La matrndiz de Gram es una matrniz simétrica. ’

( ) Si {vi, Va,..., vy} es un conjunto crtogonal|del espacio V , enton-
ces su matniiz de Gram es diagonal y su grammiand posditive.

|
|

R ‘ - -
|



( ) S{ vy =0, entonces La matniz de Gram de Vi, Vz,..., U, @eb s4ngu-
Lan.
() Si glvi, Va,een, V) = 4, entonces gl2vy, 2a,..., 2v,) = 4 « 2°
( ) S& {vy, va,..., v} 28 un conjunto ontonommal de V , entonces el
ghammiano es Lgual a La unidad.
( ) S& vy = 2vy , entonces glvy, va,..., v,) es nuko.
34.- Con el producto interno en IR? definido pon
((x1, x2) | (g1, ¥2)) = xayh - xay2 - X241 + 3%242 ,

ontogonaliza La base A = {(1, 0), (2, 1)} y verifica que Los
base ontogonalizada y de £La base A son fguales.

35.- Sea B = {e1, ez,..., e,} una bdse ontonormal de un espa
producto interno, y sean (oy, dz,..., on) y (B1, B2,.e., Byl
coordenadas de v y w, nrespectivamente, en La base B. Demu

(U I w) = a1B; + azBy *+...* Clan

36.- Sean Pyl(t), Py(2), ..., Phlt) Los poLinomios de Legendr
es decin,

Sea B = {Po(t), P1l2), ..., P (%)} wua base del espacio
mivs de ghado menor o Lgual a n con producto Lnterno

1
(619 - / §12) glt) dt .
-1

Demuestra que &4 el vector de coordenadas

q(t) de grado menorn o igual a n es (og, 01, G2 ... Qy) , @

o,
1

1
[ anraar,
-1

6En el ejercicio 32, padgina 310 se definieron los polinomios de

[| Polt) [| = || Pul2) || = oo = || P(2) || =1 .

ghammianos de La

clo reakl con
Los vectores de
estna que

6 .
e nonmalizados,

de Los polino-

en fa base B de un poLinomio

ntonces

Legendre.

311



312 \

, \
37.- Determina cudles de Los siguientes operadores Lineales de IR? en IR2

son simétrnicos con el producto escalar ordinarndo. |
Ty(x, y) = (3x, 4y) \
Tolx , y) =(2x - y, x + 2y) \

Tslx , y) = (-y, 4y - x) |
3§.- a) Demuestra que el operadon Lineal T : IR? - IR‘2 deginido pon
T(x, y) = (2x, x) es un operadon simétrnico con el p/wdx‘fcto Anterno sigulente:
\
((x1, y1) l (X2, Y21) = xaxz - X142 - X241 + ZUI#
b) 0btén La matniz M, asociada al operadorn T |referida a La base cand
niea.

c) Obtén La matniz M, asociada al operadon T |referida a La base
A= (1, 1), (1, 00} . }

d) O0btén La matniz M asociada al operador T ( regenida a La base
\

(2. %) (o-%)

|
e) De Las matnices My, M y M3 obtenidas en Los incisos anteriones,

icudles son simétnicas? ‘\

§)  iQué caracteristica, en relacibn al p/wduc/tb Antenno, tienen Las ba-
ses a Las cuales estdn referidas Las matrices My, My 'y Ms , para que estas

mathices sean 0 no sean simétrnicas? \

\
39.- En el espacio vectonial de polinomios P = {ax +“ b | a,belR} 4e definen
el operadon Lineal T : P> P y La funcibn (- | +) § Px P> R de fa s4-

guiente manera: |
Tlax + b) = bx + b

B =

\
by | agx + ba) = Laylas - by) + Loy (b, - a
(ayx 1 axX 2/ = g t1ld2 2 g b1 T‘T 2 2

a) Demuestrna que el operadon T es un opejnado/# simétrnico con el producto

interno deginido. |
\
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b) Sean Las bases By = {x, 1} y B, = {3x, 2x + 2} Jﬁd espacio vecto-

ik P .

B, B2
Obtén Las matrnices asociadas M(T)B1 y M(T)]32 ,

endificando que La

matiiz que estd asociada a La base que es ortonormal con el producto Linterno da-

do es una matniz simétnica.

40.- En el espacio IR? se define el siguiente producto interno:

(Ix1, Y1) | (x2, y2)) = x1x2 - xay2 - X2y + 24192

En el mismo espacio se define también el operador Lineal

T(X, y) = (’U, y - X)

a) Comprueba que La matrniz asocinda a T neferida a La base candnica es

simétniea.

b) De acuerdo con el inciso anterion, ise puede afirman que T es un

operadon Aimétrnico con el producto interno definido? ;Por qué?

c) Comprueba que La matrniz asociada a T hreferida a £a base

{(1, 1), (1,00} es simé&trica.

d) De acuerdo con el inciso anterion, ise puede afirman que T es un

operadon simétrnico con el producto interno definido? ;Porn qué?

e)] Utiliza La definicibn de operador simétnico para determinar 84 T es

simetrnico con el producto Linterno definido.

41.- En el espacio IR? se define el siguiente producto Linterno

({x1, y1) | (x2, Y2)) = 5xixz - 4x1y2 - 4x241 + 41y2

a) Demuestna que el operadon T : IR? + IR? deginido jpor

Tlx, gl = (29, %x + 2y)

25 un operador simétrnico con el producto interno deginido.
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b) Detenmina 84

1

o

to, <31, (g,

es una matniz simétnica.

c)
nealiza -en La base B-, fab modigLcacioned convenientes

a §in de que Mi', (T) 34 sea una matrniz simétrica.

d)  ;Qué canactenistica tiene La base B'

47.- Se definen en el espacio IR2 ur operadon Eineak

no de La sigulente manerd:

T(x, y) = (0, 4x + Y]

((x1, 1) | (x2, y21) =

a) Verifica que se cumple La hipbtesis det %
T et un operador simétrico (hemitdiano) .

b) Demuestra que B = {(o, 1), (1,
nantiza el teorema; e decin,
con vectones canactentsticos de T .

c) Comprueba,

eonema

B es una base ontonomnmal

de acuerdo con el ZLeorema espectral

2a matrniz asociada a T neferida a La base

Si La matniz Mi(T) obtenida en el Anciso anterdon no es simétnica,

para tener uni base B'

del inciso antenion para que La
matniz asociada a T neferida a esa base sed simétrnica?

Ty un producto <ntert

17x1x2 + 4x1y2 *+ 4x241r * Y142

espectral, eb decin,

-4)} es una base cuya existencia ga-

de IR? construida

que ME(T) es una ma

»

iz diagonal formada por Los valones caractenisticod det operadorn T .

43.- a) Detemina cudles de Los siguientes operadones
thicos con el producto escalarn ondinario

T, : RZ2 »IR?,  Tilx, gyl = (-3y, 3x + 3y
T, : RZ > R?, Talx y) = (-3y, 3x)
Ty IR® » IR®, Talx, y, 2} = (g, 22-%, -2y)

Lineales son antisimé-
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b) Para Los operadores antisiméirnicos obtenidos en el {nciso anterior, ves
nifdiea que sus valores caracteristicos son {maginarniosd puros.

44.- En el espacio C2? sobre € se define el operador Lineak T : €% + (2
de La siguiente manera:

Tla + bi, ¢ + di) = (d - e, -b + ai)

a) Demuestra que el operadon T es hemitiano con el producto escalan
ondinarnio definido en C

b) verifica que, al ser T hewmitiano, sus valores caracteristicos son
rneales.

45.- a) Para el operadon T del efercicio anterion se téenl, que, de acuerdo
al teorema espectral, existe una base ontonormal B del espacio €% construi-
da con vectores caracteristicos de T . 0btén dicha base B |

b) Comprueba que ME(T) es una mainiz diagonal 60)LmadAT porn Los valores
caractenisticos obtenidos en el inciso b) del ejerncicio 44. |

c) 0btén una matriz diagonalizadora P construida con Los vectores de
L2 base B , y verifica que es una mathiz unitarda.

d) Obtén La matrniz asociada al operadorn T referida a|fa base

A={(1+4 0), (0, 1+4)}

ME(T) e P*Mi(T)P, donde P* es La transpuesta-conjugada de La matriz P obte
nida en el Ainciso c) .

e) S& Mi(T) es La matniz obtenida en el Anciso a_n,tw?zn, verndigica que
46.- Sea el operadon Lineal T : €% » (2 deginido pox
Tla + b4, ¢ + di) = ((2a - d) + (2b + c)4, (b + 2¢) + [2d - a)d),

donde €% estd definido sobre el campo € .
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a) Obtén la nepresentaciin matricial det operadorn
{1 +4 0, (0, T+ A} =

b)
que T es un operadon hermitiano con el producto escakan
C . ;Pon qué?

e) SL T e hermitiano ,

teneia de una base ontonoamal de €2

de T . Obtén esta, base.

d) Si B

o5 fa base obtenida en ol inciso anterion,

T| neferida a fa base

De acuerdo a fa matniz obtenida en el inciso anterion, podemos agiamart

ondinanio definido en

entonces et Leorema espectnal garantiza 7.3 773
construida con vectores canacteristicod

verniflea que Mﬁ(T)

s una matniz diagonak fonmada por Los valones canactenisticos det operadon T .

47.- Sea F et conjunto de todas Ras funcioneb complejas
ot intewalo [-a, a] b que

a _ b a
f © ) fal) e [Bl0) fald) ] =0
-a -a

es decdn,

~a __
g-14: R-0|xe [-22) j T x) falx) dx
-a

Detomina si el operadon P F » F deginido port

- )
[ $2(x) §20%) ]
-a

de varniable neal en

0}

PIE) = 4 gx 6 0

continuas’ en el interva

¥ fe F esun operadon hermitiano con el producto Anterno
a _
(61 g)= f fix) glx) dx
-a
45.- Sea F ek conjunto de todas fas funciones realed

w [as b] tal que, pard una funcibn gija p(x)eF ,

p(b) f(b) = p(a) f(a) = 0, ¥ f(x)eF

Determina 44 £ operador de Sturm - Liouville T

T(F) = (pf')" +qf , donde p Y O son

funcloned fijas de E'§

. F + F deginido por

es un opera-




dor hermitiano con el producto Lnterno

b
(f | g = f f(x) g(x) dx
a

Nota: f' es La deivada puimera de f con rnespecto a X , e

Sugerencia para obtener la solucidén: ILa condicidn (T(f)

(T(£) | @) - (£ | T(g))

exprésala como = 0 vy luego integra po:

49.- Sea el espacio vectorial W = {(0, 0, x, y, 0) | x,ycR}
formacion Lineal T : W + IR® definida pon

(0, 0, x, g, 0) = [ Ly, Low, L Ly, I

vZ V3 V3 vZ V3

Determina 84 T e una thansformacibn ortogonal con el p
ondinario de 1R .
con el producto
Considerando a

De un operadon ontogonal T : IR® - IR®
-1, 3).

50.-
rnio se sabe que T(V3 , V6 , VI) = (1,

IR® como segmentos dinigidos en el espacio thidimensional, obt
de IR® , contenido en e plano xy , 2al que T(u) = (3, 0,
51.- a) En el eferncicio 3 del capltulo V , pdgina 223, se pi

La thansfonmacién que resulta de aplicarn L e4 un operadon L4

Demuestra que dicho operadon es ontegonal con el pro
dinarnio.

b) Demuestra que el operadon Lineal 4% : IR? + IR? def
clelo 10 de La pdgina 226 es también un operador ortogonal con
Lan ondinario.

Comprueba que Las matrnices asociadas a Los operadores
IR2 son ambas matrices ortogond

c)
fenidas a La base canfnica de

d) Comprueba que el producto de Las matrnices del Lnciso
bAén una matrhiz ontogonal.

__x>

: o df
5 decin, f ol
| 9) = (£ | (g
r partes.

Yy sea La thans-

noducto escalar

escalan ondina-
Los vectornes de
én un vector u
3).

UG demostrharn que
neal .

ducto escalar or

jinido en el efern
el producto esca

iy 2, nre-
Lles .

anterdion es tam-
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52.- Sean P, y P; Los espaclos vectoriales de polinomios de grado menor o

Lgual a uno y thes, hespectivamente.

Una Zransformacién Lineal T : Py = P3

Tlax + b) =%bx3 + g ax

1

Z-bx+b,

se define po

¥ (ax + b)eP,

Determina s4 La transformacidn T es ortogonal con el producto Lnterno

(4(x) | glx]) = §'(1) g'(1) + 4(0) glo),

53.-
bre

0

a

En el espacfo vectorial 7D,
IR se define el sigulente producito Lnterno

ay
(A ] B) =
0

Sea T una thansformacidn Lineal T : D, » Dy ,

D

by

b2

de Las matrnices diago

] = tn(AB)

¥ 6’96 1

es de orden dos s0-

nde D, es el espacio

vectorinl de Las matrices escalares de orden cuatrho defindida por

a) Demuestra que T es una thansfoamacibn ortogo

] :

1
V7

sz
0
0

0

0

0

4 0
b) Si v = ] verniglea que La thansformaciin T preserva La
o -3,
nwornma de v, es decin, || Vv || = || Tv) || .
-6 o0
c) SL o w= verifica que La fthansformacién T preserva el
o s,
dngulo entre vy w , es decin,
cos © = - _(V l E)_ s (T(_V) l T(w))_ , donde v es el vece-
v i w0 1T [ Ty [



tor del Ancisc anternion.

54.- Sea T : IR® - IR® un operador Lineal definido pen
1 1
Tix,y,z) = ( — (x + y), — (x - y], -z)
V2 V7
al Demuestna que T es un cperadon ortogonal con e pro
dinaric .
t) Deterwmina 44 ' T se puede diagonalizan.
c) Cbién La nepresentacifn matriciok de T , verdgicond

fenma que

R
55)-

{ire ek cperoden Lineak

o

Dorueltro que

+

Determivag. LA

P
-

CLEen Lo repn

lormg e Jydieo of tepnerns de Lo pdgina 295 e dindica fa base a

Lopdo.

Arrg. hexrhek endn.

2
AR

1AL L phottemod o,

Y IL gpn ecknhenod

o) Aninde

Ly 2enmivns de ¥o

Er o/ etpecie vectoniol

inddica el techema de La pdgdina 295,

M de kas matrnices cuadnadas de

S =1 de 4o sdigulente mavera
StA) = AT, ¥ Acl

S e un operadon crntogenad con el pro
(4 B) = 2n(BTA), ¥ A, Bel

<

o/ cpenodon S se puede diagonalizar.

S

N

eLontociln mathiclod de

>

nAbv. mainieiok. .

Lo, Jmperiorie que of eliudiante aprenda o nelacionoh eond
Tal es fo finalidad del pre

Provtoonorcs or. 2onninns del hgebna Yineat un problema elemend

Yo Airdina.

vane. nershdon ombién afqunos concepitos

merdnicg, ol problema en ol sigudente.

verd fLicand

ducto escalan on

v que tiene La

onden dos se de-

ducto Lnterno

0 que tiene fa
La cunl esid ne

eptos de La mate
sente eferncledlo.
ol de £a mecdnd -

de nuesthe curnso
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la particula de La figua 1 es La péndola de un péndul
fa misma, en ka posiciln mostrade, actdan Las fuerzas F,

en La figwa 2, de magnitudes 20 y 30 pewtons, respectivamé

Obtén La suma de £as componentes Fi

sobre e Y €q

Figura 1

En ténminos del dlgebra Lineal, un planteamiento ¢

Si fa nomma (magnitud o néduto) de Fioes ||

al
|| 7 Il =30, entonces con Los datos de La $4

Lo simple y, sebre
Y T:_z B indicadas
nte.

y F, sobre £os ejes x 4 Y Y

s el sdigulente.

F, || = 20 y Lade
gua 7 se calolan Las

F, e
componentes escakared de Los vectones Fi Y F, sobne|fos vectored iy j
0, en otnas palabras, se caleulan Las coordenadas de Fy y Fa en fabase
B = {i, i} .

De ka figwwa se tiene, pues, que:

T_:l - 1 + J ’

T:-?. - 1 + \] »

- —
T, en|la base B son, respecs

ndenadas de Ty

i

de donde Los veciones de coo

GRS (1)), -

tivamente:




sobre el eje X

stema curvllineo

Porn Lo Zanto, La suma de Las componentes de F, y F,
ed: IF, = ; Y sobre el eje y es: ):Fy 3

b) Considerando a A = {e, , e;} como La base de un 54
ortogonal (t, n) , ZLenemos entonces, de acuerdo con La gLgun

iz trhansicibn de La base B = {i, j} a La base A = {e, , €

la 2, que La ma-
e

c) De fa §igqura 3 se puede establecer una regla de transgformacin Lineal
del sdistema  (x,|y) al sistema
H (t, n). Esta negla de transforma-
- - cAdln es:
i <
\ n - \ 300
- g X T(x, y) =
€
Figura 3
d)  De esta manera, La imagen -seqin T - de fas componentes de F, y
F. en la base B = {i, j} son fas comporentes de F, y F, en La base
A= {eg, e} ; esdecin, [(IF, IF,) = T(EF,, IF ) = 5
por Lo tanto, TF_ = y TF, =
e)  Demuestra que T, defindide en ef .incise c¢) , es| un operador orto-

qonal con el predue to esealar orndonanio.

321
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§) Verifica que £a nepresentacibn matnicial de T ilene La forma que Ln
dica el teonema de La pdgina 295.

g) Comprueba que ek operador T preserva f£as normas (Las magnitudes) de
Las fuenzak F. Yy F, (Esta caracteristica que es muy imgortante en la fisica-
matematica se llama "invariante" . INVARIANTE es una cantidad matemitica o fisi
ca que no depende del sistema de cocrdenadas, es decir, que no se altera al apli

carsele determinadas transformaciones) .
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Examen de %aﬁz?m/o

1.- Sea S = {ax® + bx + ¢ | a,b,celR} un espacio vectorial |definido sobre el
campo de £Los reales, en el que se define La siguiente operacidn binaria

(| q) = p(1)q(1) + p(0)q(0) + p(2)q(2), ¥ p,qeS
Deterumina s4 La 5pejuzu'6n binaria (p | q) es un producto inteano.

Nota: p(1) es el valor del polinomio p(x) evaluado gn x =1

Solucibn:

7.- Refaciona Las siguientes columnas escribiendo en el paréntesds de La dene-
cha La Letra que corresponda para completar cornrectamente La expresibn de La 4z
quienda.
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A)

B)

C)

D)

E)

x,yeV ¢ oel :

(x | y) =

alx | y) =

alx | y) =

44 X # 0, entonces

X, Y son ortogonales 54

C . Entonces, 54
|

(ax || y)

(x I\J) >0
(x || x) =0
(ax || ay)
(x | x) >0
(x |yl =0
(7 | x)

(x | ay)
(v | x)

Sea V un espacio con producto Lnterno sobre ef campo

3.-

calar de v, av,

Demuesina que 44 v y w son ontogonales, entonces
también es orntogonal al vectorn w .

cualquien miltipto es

|
|
.
|
\

Soluciin:

(

4.
bre

(A | B) = tn(A*B) ,

Nota: A*

es la conjugacda-transpuesta de

¥ A, BelV

A

\
- En el espacio vectordal UV de Las matrnices cuadnai‘ia/s de onden 2 x 3 »0-

e ef campo € se define el siguiente producto interno
|

|

?

|
|
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Con el producto dinterno anterionmente definido, caleula:

-0 3
a) La norma de A =

b) EL dngulo entre Los vectores

Solucibn:

5.- Pana cada una de Las sdgulentes afinmaciones, escriibe en el parnéntesis co-
nnespondiente una Vo 84 La afivmaciln es verdadera y una F 4L et falsa.

1) Una condlcdibn necesardin y supdedente para yue un operador Lineal Aea
hemmitiano es que su hepresentacidn matricial, reherdida a una base ontogonal,
sea una matriz hewmitiona )

I11) Sea T un operadon cntogonal. Si T(w) y T(v) "fowman” un dngu-
Lo de 60° , entonces u y v también "fomman" entre e¢ffos wn dngulo de
50° ( )
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ITI) S¢ T : V>V es un operador hermitiano con un producto interno, y
La maitrniz asocdada a T referdida a una base B de V es una matrniz hermitia-
na, entonces se Amplica que B es orntonormal con ese produpto {nterno _ | )

V) Sea T : V>V un operadon &ineal. SL T es optogonal con un pro-
ducto {interno, entonces se garantiza que T se puede diagonalizar, es decin,
que T Ae puede representan con una matiz diagonal | ( )

V] Sea T :V >V unoperadon Lineal. Si T es hermitiano con un pro
ducto interno, entonces se garantiza que T se puede diagonalizarn, es decin,
que T se puede representar con una matrniz diagonal | ( )

rd

VI) Sea T : V=V un operadorn Lineal. Si Los valores caracteristicos

VIT) Los valores caracteristicos de un operador a
pre AmagLnarios puros

VITI) Sea T : V -+ V un operador Lineal. SL T
se garuantiza que sus valones caracteristicos son todos neales

IX) S T :V=>V s un operadon unitarnlo con un producto Ainterno, en-
tonces necesaniamente es hermitiano con el mismo productq interno | )

X) S& T : V>V es un operadon hermitiano, entonces se garantiza La

6.- Sean Los operadones Lineales T : IRZ > IR? y S | IR? » IR? d ‘inidos
de La sigulente manera:

T(x, y) = (2x, x +y), Six, y) = (0, 2x - 2y)
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a) Detewnina 84 con Los operadores Lineales T y S se|vernigiea La hipé
tesdis del teorema espectral, es decin, determina 84 T y S son hemdtianos
con el producto Ainterno siguiente:

((Xl, Y1) I (x2, Uz)) - 7% X1X2 * %— (yr1y2 - x2y2 - Xa241)

b) En el caso que el operador sea hewnitiano, obtén La nepresentacidn ma-
tricial diagonal del operador y La base ortonormal cuya existencia garantiza el
Zeonema especthal.

Solucisn:
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a 0
| a,belR
0 b

A,BeM .

y sea el producto intermo (A | B) = tr(ABT) |

/

a) Demuestra que el operador Lineal T : M > M de@cmdo por T(A) =
¥ AeM , es un operadorn ortogonal.

-4 0 -11 0 ‘
, o0btén una base
0o 3|, 0 2

empleando el proceso de Gnam—Schméd,t.‘
|

b) A partin de La base

ontonormal de M,

Solucidn: ) '
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Este examen estd dinigido al alumno que necién termina un primer curso de
dgebra Lineal dentro de Las carreras de ingenieria, y consta de dos partes.
La parte 1 contiene conceptos esenciales que el alumno debe responder con faci-
Lidad y La parte 11, efercicios que 4incluyen conceptod repredentativos def dfge

bra Lineal. Los resultados de Los efercicios de ka parte 11

de este examen se

presentan después de Los enunciados, a §in de que Los compares con £os que Zu

obtengas.

PARTE 1

1.- Tdentifica cudles de Las sigulentes ecuaciones son Lin
X en el paréntesds correspondiente. (Las Lncdgnitas se repr
thas X, ¥y, Z).

() x =38, () 2x*-3=0, ( )
( ) x+xy+y-=20, ( )%x+21.y+.;_z=g, ( )
() y=dx-2, () xXMayrea, ()

2.- ;Qué es La solucibn de un sistema de ecuaciones Lineales?

es y escrndlbe wua
entan por Las Le-

™ + (Aen%)y= 0,
3 + 4y = 1

Yy -z=6

i

3.- iCudl es La diferencia entre una maitniz y un de,te/unénanjfe?

4.- Escnibe wa V o una F en el panéntesis que coma;oomde a cada agiruna-

cibn segin sea verdadera o falsa, hespectivamente.

a) La invernsa de una matniz, 84 existe, es dnica

b) Una matrniz de orden m x n, m # n, puede Lener Lnves

50 ( )
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|
c) S{ A es una matrniz de onden 3 x 4, y B de 3|x 3, entonces eb

producto AB es una matrniz de ornden 4 x 3

d) Lla multiplicacibn de matrices es conmutativa | ( )

e) S4 una matriz es singular, entonces su detenminante es nulo | )

5.- ;Qué propiedades adicionales debe cumplin un anillo sen un campo?

6.~ ;QuE es un Lsomorfismo entrhe grupos? ‘

7.- Qué es un espacio vectorial?

|
K
|
|

Escaibe una Vo una F en el parnéntesis que corredponde a cada una de
Las siguientes afirmaciones segin sean verdaderas o falsas, respectivamente.

o
[}

a) Sean X, X2, X3, Xy vectores de un espacio ve
X1 = 2x2 + 3X3 - Xy , entonces ef conjunto {x), X2, X3, xn.} es Linealmente

dnd@péndiente 7| oo bme e e e e e e ( )
b) Toda base de un espacio vectorinl es un cong Linealmente Lindepen-
déiente ( )

c) S& un conjunte B genera a un espaclo vec,tom.qj, W, entonces necesa
niamente B es una base de W L ___ ( )

d) Todo espacio vectorial es una variedad Lineal {J ( )

e) Si el wronskiano de un conjunto de funciones nulo, entonces dicho
conjunto es Lineakmente dependiente | ( )



9.- ;Qué es una thansformacién, y cudndo es Lineal?

10.- (Qué es el nicleo de una trhansformaciin Lineal?

11.

cQué son Los valores y vectores caracterisiicos de un operador Lineal?

12.- TIndica, escnibiendo una X en el paréntesis correspondien
Las siguientes propiedades deben cumplirse para que una funcibn
(¢ | ) : VxV->C seaun producto Lnterno

Sean x,y,zeV y aeC

(x | y) = (y | x)

(ox | y¥) = alx | y)
(ax | oy) = (X | )

(ox | ay) = a?(x | y)

() () (x]y =I(y]|x

() (x]x =0 () x+ylz)=1[(x]z+
() (x|x<o () (X] o) = (ax | 9
() G+yl2=Klyz () X]|oag =alx|y

( ) () 7

() ()

(x|x)>0, AL X?’O

13.-  ;Qué es un conjunto orntonormal. de vectones?

1te, cudles de

(y | z)

14.- Relaciona Las siguientes columnas escribiendo en Los parértesis de fa de-

necha La Letra que cornesponda para complelon correctamente Los
La columna Lzquienda. ‘

Nota: No todos Los paréntesds LLevan Letra.

Sea T : V>V un operadon Lineal. S&i w,v,wel entonces

enunclados de

31
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33|12

() (T) | w

A) T es un operadon unitario 84 .. () (T(V) | w) = (w] | T(v))
() (@] V) == (THw | T(V)

Bl T es un operadon antihemitia () (T(u) | T(v)) =‘“ (w | v)

T S - — =
() @@ @) ] T@E)

C) T es un operadon hemitiano ( ) {T(w) | v) = (‘H(U) | w)

Y S A e bt e OO I RIS — — e
() (T() | Tw))= |- (T(v) | T(w))

|

15.- ;Qué es el dlgebra Lineal?

PARTE 1II |

1.- Sea el sistema de ecuaciones Lineales ne homogéneo /

7xy + 3x, + 3x3 + 3xy = 3

2X1 - 3X2 - 3X3 = 6
6x, - 6x3 + 2xy = 6

\

Xy - Xz * Exs = -5 |

|
Detewnina of valor de £ para que el sdistema de ecuaciones no tenga

para QLLT el sistema de ecuacdo

a)

sclucdbn.,

b) Detewnint ol valeor o Fes valores de B
nes tenga scfucibn nlea con xy = 0. |

2.- Obtén, 54 existe, La matniz X que satisface La ecyacidn matnicdal

Lo

AB + (X = XD + E



B 2 2
E=|1 0 0
S

3.- Detemina 54 el sistema (20 , *) es un grupo, donde

333

23 = {(ml, mo, WI3) | ml,mp_,ngZ} y La Ope;’l.aC/(:(iVl *  eAtd de,éz('.l’b(.da. por

(a,b,c) * (x,y,z) = (a+x -2, b+y+ 2, c+2z+2)

En caso de sen (23 , *) un ghupo, obtén el Lnvernso de

(2, -2, -2) .
\

4.- Determina cudles de Los sigulentes conjuntos son subespacdos del espaclo

vectorial IR?

a) {(xy) | x+y =0, x,yelR}

b) {lx,y) | x+y 1, x,yelR}

]

e) {Ixy) | y-x*=0, xyelR}

5.- Deterumdna s4 es posible expresan ef vector (-3, 3,
cibn Lineal de Los vectornes del conjunto

a) A= {(0, 1, 3), (1, 0, 2]}

]

b) B = {(1, 4, -2), (12, 3, 9)}

-5)

como una combina-

b6.- Sean Los espacios vectoriales V y W generados, nuperuvamwte, por Los

conjuntos de vectores

|

1, -1, 0, (2, 1, 3), (-1, -2, -3} y i, 2, 1), {2, 1?, 3), (3, 5 4)}.
|

|
|
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a) Obtén el espacio interseccidn UV OV @
b) Obztén una base y La dimensibn del espacio V N U

7.- Sean Los espacios vectoniales IR%Z y P = {ax + b | a,
de Los neales.

Determina cudles de Las sigulentes thansformacionesd 4

abx + (b - a)

T, : IRZ » P 5 Tl(a,b)

T, : IR2 + P, To(a,b) (32 - 2b)x

belR} sobre el campo

on Lineales:

8.- Sea i el espacio de Las matrices cuadradas de ornden dos y sea La thans-

4ormacin Lineal T : IR? + M deginida pon

Y X - 2 -2
Tix,y,z) = A donde A =
Y y , 0

obzén el neconide y el nidceleo de La transformacidn

- o
—J

9.- Sean T : IR? +IR? y S : IR? > IR? dos transformaciones Lineales ia-

1,0, (1, Y g B = {(-]

-1 0
AT 0 §) =
" 11,

Les que, rarc les bases A

ne que

o
"
————
.
— <
| |
<

, 0), (2, 1)} se tie

donde MB°(S) Anddea La mairnlz asocinda a S nreferdida a Was bases A del domi-

<
<

e de S y B del codominic de

a) Cbtén Le matniz asocioda a T neferdda a La base B del domindo y

A del codomdinio de T

P re

b) Defermina fa negla de cenrespondencin de i trartlomwacién T .




10.- Sea T : IR* + IR* un operadon Lineal definido por
T(x,y,z,w) = (y + 2z, z, 0, x +y + 2)

a) Obtén Los valores y vectores caracteristicos del oper

b) iSe puede nepresentor el operador T por una matrdlz
50 aginmativo, obtén dicha mairniz diagonal.

11.- Los valores caracteristicos de un operador Lineal T : IR
Y 5. SL un vectorn caracterlsiico asociado al valor -1 es (6,
ton canactenistico asociado a 5 es (1, -1), obtén La regla
del operadon T .

adon T .

2> IR? son -1
0), Y un vec-
de asignacién

12.- En el espacio vectorial de Los polinomios P = {ax + b | |a,belR} sobne

el campo de Los reales se def.ine La operacibn binarnia * de
R

§*a= 1613 =74000g00) + L §(01g"(0),  ¥,geP

'

donde ¢' = L¢, g =L

sdigulente mane-

Deternnina 44 La operacidn binarnin * es un producto interno.

335

diagonal? En ca

13.- EL conjunto B = {(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 1, 1)} es una base del espa-

cio vectorial 1IR3

a) Caleula el dngulo que fornman entre 5L Los vectores del conjunto B

con el producto Lnterno

((Xl, Y1, Z1) | (x2, Y2, Zz))‘ = ’;‘ (xax2 + y1yo + 5zy2,) - % (yrza + z1y42)

b) Caleula La nowma de cada uno de Los vectornes del conjunto B con el

producto interno definido en el inciso anterior.

c) De acuendo con Los resultados obtenidos, jes el conflunto B una base
ontonormal de IR con el producto interro degfinide en el inciso a) ?




|
336 |

\
|
14.- En el espacio euclidiano IR? se define el M’,gw('_uﬁ/te operadon Lineal

\
Tix,y) = (3x +y, x + y) |

|

a) O0btén La nepresentacidn matrnicial de T neferida a La base
B={(3 1), (1, 1)}

|
b) De acuendo con La matrniz obtenida en el Linciso akm,te/u'on, ise puede
agiman que ef operadon T es hewnditiano? ;Por qué?
|
e) (B T un operadorn hermitiano? \

Nota: Recuerda que, en este tema, el término "espacio eu¢lidiano" alude a un

espacio IR" con el producto escalar ordinario. |

\

15.- En el espacio vectorninl €2 sobre C se define el operador Lineak
T : €% > (% de fa siguiente manera: |

Tla + bi, ¢ + di) = (-b + al, d - i) \
\

Deternina 84 T es un operadon unitwrio con el producto escalar ordinario
complejo y, en caso afiumativo, obtén La matrniz diagonal que representa a T
formada por Los valores caracteristicos. |

RESPUESTAS “
\

.- a) B = -4 “
\

b 8= 6 |



4.-

(Sal
.
1

(2% , *) &L es un grupo.

EL Lnverso de

(2, -2, -2) es (2, -2, -2)

a) SiL es subespacio

b) No es subespacio

c) No es subespacio

a) No es posible

b) Si es posible

a) v Nw={

(x, x, 2x) | xelR}

b) Una base es {(1, 1, 2)}

dim (VN w) =1

T, no es Lineal

T, AL es Lineal

NITY = {(x, 0,

T(IR?) = b [

x) | xelR}

Y
] l X,QEIR
X -7 X

raf— =

O0trna manera de expresar ef necorrdido eb

2x iy
T(IR?) = | xeIR
-x =X

337



238
b) T(X,y) = (X - Y, y)

10.- a) Ay =Xy = Xg = Ay =0
Los vectornes caracternisticos asociados son:
{(0, 0, 0, k) | k # 0, kelR}
b) T no se puede representarn por una matriz dzéagoyfa,e.
|
11.- Tlx,y) = (-x -6y, 5y)

12.- Si es un producto Lnterno.

13.- a) Los vectones de B ferwman entrne 84 un dngulo de 90°
b) La norma de cada unv de Los vectornes de B es Adgual a uno.

c) Si; B es una base orntonormal.

3 1 |
14.- a) M(T) = ‘
1 1 |

b) No; ponrque £a base a La cuak estd referida no u" ontonormal.

|
|
|

c) Si; T es hexmitiano.

15.- T es unitarndo.

La matrniz diagonal que represenio a T ¢4




1-

b)

c)

=
[}

N
n

<
n

= & N
n

Dos

S N < =
n

Resprueslas

CAPITULO 1

EJERCICIOS PROPUESTOS

k1
ks
2[21 + 4;?.2 - 5, ¥ hl,kz e R

roluciones particufares son:

0 x =1

= y =1

0, z =1

ky

ka

ks

1 - 6ky - 6k, - 6k, ¥ ky,ka,k3 e R

soluciones particulares son:

I x = -5
0 y = 1
0 =0
0, w-=
k
-k k¢ R
particilanes :
x = -2
0, y = 2

339



340

2- a) x =1-5k

y =k |

= 2-13k , ¥Yhe R ‘

b) x, = 0, X2 = '2, X3 = 1 “
c) x =2, y = 0, z=-1, w=¢4 ‘
d) No tiene so0lucidn |
e) x =35 y-=0, z = 4, w= -13 ‘
1 1 ‘

§) X1 =3, X2 =7, X3=;— “

3- Para que no tenga solucidn, B = 0

4- a) Incompatible 54 kR =1

b) No existe valorn alguno de k € R que haga que zil’, A48 ema
sea compatible Lndeterminado

c) Compatible determinado ¥ ke IR, kR #1 “

b) x =10

<
n
1
W~
~

z="h ¥YrkelR ‘

c) x=y=2=20

d) x = -k
y = -k
z= bk |
w = -3k Y-ke R
\
8—/L=~—773»h 1
o7 |
8= -5k

L= h ¥kelR



10-

117+

3-

a) D
b) C
Compresored: 2 milLones
Medidores: 0.5 miklones
Vdlvulas: 0.25 miklones
Reguladones: 1 miLLin
280 pesos
EJERCICIOS ADICIONALES
1) Ay?D
11) Cy?D
1171) A
a) x=2=0, y=3ws=-I
b) x =0
y = -10 - 7k
z = -16 - 8k
w =k ¥kelR

Q)X=10'—§f21+k2

y='12+—§—h1'h2

Z = hl
w = hz
d) x = 4,

'V‘ hl,hz e IR

Para que el sistema tenga sofucdin,

o}
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4- a) X1 = h1
X2 = kg
x3 = -3k1 - 2k;
Xy = 2!21 + IZZ '\thk’.z e R
b) x=y=2=20
I
e}l x = z k
47
y=r--= k
z = -14k
w =k ¥rhelR
5 k- o
La s0fucibn general es:
1
X = —6—W
2
y=3zw
z = %w ¥Ywe R
Una so0lucidn particular es:
x=1, y=4, z=1, w=6
6-  Ampresora = § 500
disco = $ 450
microprocesadon = § 550
pantalla = $ 300
7- (2, -1, 3)
Ag_ x.l = 0
Xo = 0
X3 = -k
Xy = k ¥YkhelR




10-

11-

12-

13.F

14-

15-

Para que el sdistema de ecuacioned sea compatible determinado,

a)
J
R#¥2 y ¥aelR |
b) Para que sea compatible indetenminado, k=12 y o =2
c) Para que sea incompatible, k=12 y a2 ;
a) k=4 ‘\
J
b) x=12, y-=1 ;
Se tienen dos solucionesdi
Una s0Lucidn: x =1, y =2 “
La otrna solucidn: x = -3, y =4
K>-2, K¢ 2 |
Se tienen dos scluciones: J
Una so0fucLdn: f
Nimeno de alumnes con 10 : 4
Nimeno de alumnos con  § 1
Nimero de alunmnos con 6 @ 7 |
Nimenc de akwnnos con 4 : 8 ‘
La otha s0lucidn: ‘
Namere de alumnos con 10 : 2
Ndmerc de alumnes conm 8 ¢ 5
Nameno de alumnos con 6 @ 5
Namero de afumnos con 4 : §
x = -2, y=%, z =12, w=-—j,,—
d = 400 km |

teq, = 3 honas ; feq

2 honas, 24 min ‘

n

343
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16-

IS

Primer obrero: 7 henas

Segundo y tercen obrenos:

EXAMEN DE CAPITULO

Sokuciin general:

Xy = =23 + Ixy; + X3 - 4%y

Xs = § + xy
Una so0lucidn particular:
X1 = _23, X2

= x3 = x4 = 0,

0tra s0lucddn porticular:

i

al Para a = -2,

Para a =
Para todo

aell, ai#l,

‘]-b_l"‘hz
y = ky

zZ = hz {?_1,&.2 e IR

X1 = X2 % X3 = Xy < 0

Productc A @ 3 unddades
Producte B : 1 unddad

wldad

[t
—

Preducto C©

Producte 0 : 1 unddad

4 horas

stg

X2 = X3 T Xg = 0, Xy

el sistema es Lncompatible l

1, el sistema es compatible L’nde,te/unfnado

a # -2, ek /.s.astemd es compaiible deter

minaco
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CAPITULO II |

EJERCICIOS PROPUESTOS

4.- 11 4 6 11 8 5
11 2 -6 15 0
AB = 0 ) 0 0
7 2  -10 5 2
17 1 10 18 21 2
_ ;
3.- 2 =5 0 0
1 0 0 0
w- |24 0o
0 0 0 0
0 0 0 0
L

9.- C es hemitiana |
D es antihenmitiana |

B n _ cos nb sen nb
.- e] H = {;Aen nb cos né] » nel

Te sugenimos demostrar su validez por Lnduceldn matemdtica

12.- Es nilpotente de Indice 3

13.- 1 0 0] 0 1
E, = |3 1 0 £, = |o 1 0
0 0 1 1 0 0
14.- ] 1 0
p= |1 7 0
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B 5 71
15.- 3 * 5 7
A=]-3 4 -1
3 1
1 . .
| Z Z
1
0 7 0
16.- A;;q =
3
1 -7 0

7 -4 -7
7
17.- X=7| 0 1 0
_3 0 1
Y 0
18.- X =&
-10 -1

Sobre el tema de "ecuaciones matriciales" |te sugerimos con-

sultar "Algebra Lineal" de E. Solar y L. Speziale, paginas 357-360

20.- A no es ontogonak
B 51 es ontogonal

21.- C AL es untadia
D no es unltadia



77.- 1.- (C)
2.- (B)
3.- (H)

235.- A-B+C+D=7
4
24.- a) a = ki, ¥ke
b= -4
c =3+ 124
d=-4
25.- Il = 14, Iz s 22,

26.- a) 10; par
by 0; par
c) 21; Ampan

nin - 1)

d) 7

27.- a) Vendadero

4+ -6 0 -64
t g +
-6 -36 e 0
IR
13 = '36, Vz = -778

b) ai11 az22 aszz Auy Ass

ayy A2 A3s Ay3 sy

ayy A2 A3y Aus As3

c) Veadadero

d) m =3,

n=>5

28&.- det (A) = - A1y A21 A32 Au3 + Ay A22 A31 Au3

(La definicidén de determinante que estamos considerand

los profesores Fduardo Solar y Led

gina 430)

29.- det(B) =1

S = o

a Speziale en su libro de

o es la que dan

Algebra Lineal, pa
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31.- a) -22, b) -22

32.- b) Cada uno de Los deteruninantes vale 64

33.- a) (a+ b)?

b) 0
c) -1
34.- det(A) = 3; det(B) = 136

35.- Vefumen = 8§ unidades de velumen

36.- b) x2+y*-Tx-4y=0

37.- det(A) =0

]
—_

38.- a) det(A)

b) det(B) = -3
c) dex(C) = -1
39.- b = -2

40.- det(B) =1

41.- ¥ acelR, b = -2

42.- a) Jo 0 0
0 0 0
0 0 0

b) adj(B) = B

43,- a) E'=E

b) F'=- 3 |-7 .



¢)

114
6= |-20
L
3, -3, 0
Xo = 1
(4]
a) M2 =M
b) N%? =N
Y.
AB = 5
-11

Particion de A: A = |-1 4

A21=[1
X=A

a) G? =
b) G" =

s o =1

-4 0
=74 -1
Sl 0

EJERCICIOS ADICIONALES

M es Ldempotente

N es Ldempotente

-36 -27 9 -4
4 21 -14 16
7 4 - 4 0
3 - V5 2
1]
10 1
____________ L
-2 y -1 0
-2]
7 3] 1 3
1 21 ; G% =10 1
0 1 0 0
n % (n + 1)
1 n
0 1

w o

—
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10.- Una matrniz P es

0tha mathiz P ek

-£ 1
.- X =
L
~203]
1
12.- X = 577 | 140
)
-
13.- X =
| -2
E 1
14.- X =
0 0
19.-  (F)
(V)
(V)
(F)
(F)
_all
21.- Si A =
0

La condicién os

Un ejemplo es:

2 -1
5 1
4 3
10 -3
a2
Y
A22
Ay, ) by,
@z, by,
6 1
A =




29.-

24.-

24.-

29.-

30.-

16
377 (34 ), donde n es el orden de fa matniz
(-1)071 S{ n es pan, determinante = -1

S{ n es dmparn, determinante = 1

b) (a, - az) (b - by)

b) o0, -1, 3
c) o0, -1, 3, 3

EXAMEN DE CAPITULO

(F)
(V)
(F)
(V)
(V)

W W
N —
> N

351
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4.,- a) det(A) = -
1
b) A=1] 0
-7
5.- w= -2
1.- a)

b)

N W

—_—

CAPITULO

AxA={la,a), (aB), (Ba), (B,B)}

IT1

EJERCICIOS PROPUESTOS




e)

d)

a)

b)

e)

a)

c)

d)

a)

b)

a)

e)

S%; 4§y g son operaciones binarias
Sz
633

No

9 P 6 = 36

1 ¢ T =1 @ 6 no se puede efectuar
3 (P 3= 158

SL

No

No

No

* o5 covuada en A
A no es cerrada en B

(-2)*(-2) = 0

353
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7.- SL es grupo abeldianc

§.- SL es grupo 1

10.- a) 0 J
b) & |
c) -2 J

11.- a) 1. S& ,‘
2. Si; el Adéntico o neutrho es u

3. Si; el Lnvenso de a es ¢
el Anvernso de

1

b
a
u

SN

b
el invernso de ¢

el Lnvenso de u
4. No es asocdativa J

b) No es grupo J
16.- SI es anillo J

17.- b) Anillo conmutativo con unidad y también dominio entero
|

|

18.- Sk J

¢) Porque existen divisores propios de cero

19.- a) Anillo conmutativo con unidad }

b)

&

20.- ST 1

21,- £ ‘



(52
.

[2%)

b)

No

a)

c)

d)

a)

\
Se puede construwin fa sigulente tabla que muestia que ({0,1,2,3}, @ )

SL es homomorgLsmo

EJERCICIOS ADICIONALES J‘

%]
&~

~

E/:l Ley cancelativa ’:V_-I EL elemento pW@n@ce a G
1

’*?:’ Laecuaoédn'f*)q:w, x G, ad-

mite mds de una s0fucibn
\

|

Conmutatividad |

|

|

un gaupo abelinne ‘

~N
w

)

@ o1 ]2]s3 |
: |
7

NI = O

DW=
e
N | —

3

L

BI515
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11.-

12.-

&=

(V, #] es un grupo
a) ;—
b) a = ’—g
SL es ghupo
SL es grupo
a) E8 el confunto vacio, {} =g
b) B'= {1,2} =8
c) Si es anillo
a) 1. Nc¢
2, Si
3. S1
4. Mo
5. S&
t) Ninguno es ghrupo
ST ek monodde (o semigrupo con unddad)

forma estnuctuna efgebradica alguna (Mo es

campo, no ek andllo)



20.

218

23,

27.-

28.-

3.~

b)

)

d)

n
IS

a)

b)

)

b)

c)

a)

b)

SL;

a)

b)

b)

Es andllo conmutativo, pero no es anillo con undidad
Sk

No

EL cerno del campo es: 0 + 0 V7
La unidad del campo es: 1 + V7

La s0fucibn es 4 + 0 V2

X-=-I) U=%

* e a b d
e e a b Id
a a e d b
b b c e a
e c b a e

SiL es Lsomertismo

4§ es un homomorfisme

SL es ghupo abeldiano

SL es AsomohgLsmo

Una funcién § que establece un Lsomonfisme enire of

357
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32.- 4 no es homomorfisme
G AL es homomorfismo

33.- a*b=a+b-9, ¥ a,beQ
34.- SL es Lsomongismo

35.- a) 1) 4 ro es inyectiva, ni suprdyectiva
g et biyectiva f

I11) § no es morgismo
L es mohfismo

@
o>
&

I11) g es un Lsomorgismo
b) Ne
EXAMEN DE CAPITULO

1.- SL es ghupo

2.- SL es andllo

N
.
I

a) EL nesultado comrecto es
b) EL nesultado correcto es |

4.- No es Lsemcnfismo



11.-

CAPITULO IV

EJERCICIOS PROPUESTOS

La propiedad que no se cumple es

No

No

No

No

St

Porque no se cumple La cervuadura de La multiplicacién por escalar
\

a)

b)

c)

a)

b)

a)

<

<l

<l

= (3,-1) = 0 vy + <- % >72 + 0 vy
= (3,-1) =w, + 0w, + Wy

= (3,-1) = uy *+ Uy + 2 Uy

# 0

=0, h==%vT

es Linealmente independiente

|

359
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b) B es Linealmente independiente
15.- A no genen RE

16.- a) Un conjunto es A

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)}

b) Un conjunto es B = {(1,0,0), (-§,0,0), (0,1,0), (0,6,0)}

17.- a) Base = {(1,-3,2), (2,4,1), (1,1,1)}

b) (1,0,0) = 5 (1,-3,2) + 5 (2,4,1) + (- 1Ly (1,1,1)

(0,1,0)

- 5 1,-3,2) - £ (2,4,1) + 3 (1,1,1)

(0,0,1) = - (1,-3,2) - 2 (2,4,1) + 5 (1,1,1)

18.- a) Para La demosthacibn pedida te sugerimos expresarn el confjunto V de
La sigulente manera:

<
i

= {(x,4,2) | 3x - y + 2z = 0, x,y,zelR}

<
n

{(x,3x + 2z,2z) | x,z e R}

siendo U un espacio vectornial sobre IR

b) Una base es: {(1,3,0), (0,2,1)} y dimV =2
c) Para demostrarlo Ze sugerimos expresan. W de La sigulente manera:
W= {(x,x,-x) | xeIR}

d) Una base de W es: {(1,1,-1)} y dimw =1

§)  EL conjunto (v,,vy | vyi,vs eV, vi,v, £ W} no es un conjunto genera-

don de W porque, precisamente, v, Y v, no pertenecen a W



a)

b)

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

Una

b)

al

b)

c)

Una base es {1 +4} y dim €

Una base es {1,4} y dim ¢

Una base es {(1,0), (0,41} y dim €?

Una base es {(1,0), (4,00, (0,1), (0,£4)} y dim

Ctl=a2=a3=a“=o

dependiente

Andependiente

w = Ctlvl + 0L2—\72 + Q3V3 + OyVu

dependiente

base es {x*#2x%, 3x+1} y dim S =2

(3,-1,2}

Una base es

~N
]
pe—y
S
o

o —
=

[N
[«NEX
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30.- a) [u)Bl = (0,0,-3) ’
\
b) (\7)BZ (-3,0,3)
c) (-;5)81 = (1,1,1)
2 ] ‘
31.- V= | aeR | dimV =1 3
-a a
32.- 1)
17)
111)
1V) ‘
V) |
VI) ... §(G) es Linealmente dependiente y, por Lo tanto, el conjunto

G es Linealmente dependiente.

34.- 1)
11) (8]
111)
) (7]

35.- a) L(A]) = IR3
b) zres \

c) thes



36.-

B

W; ademds, cualquiern vector de W se puede expresar como una

CL)

b)

a}

d)

)

lina base: ] -2 0 0 0

S
LY
-
—
S
-
(=

dim V=3

S

-—

G one es una base de V  porque es Linealmente dependiente

Las mateices M y N tienen el mismo espacic henglin
|

Los tres espacics son Lsomorfos entre 4
Una base: {x2, x, 1} y dim P =3

Una base: {x?-2, x-6} y dim W= 2

S&; porque todos Los vectones de H pertenecen al espacio vectoriad

neal de Cos vectones de H

39.-

g)

a)

b)

c)

d)

e)

Ne; porgue H  es Linealmente dependiente

P={ax? - 3a | aelR}
diri P=1, dimM=1 = son iscmonfos
Una base es: {(3,-1)}

f:P—v, flax? - 3a) = (3a, -a)

a 0
g: M=V, g = (3a, -a)

Base de P : {x? - 3}

pbase de Mo

‘ combAnacldn L4-
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41.

42.

43.

44.

47.

48.

EL espacic sclucidn es:
6 6
S-= <—§-K' ?K’ K>l K IR

Una base os: {(-6, 6, 5)} y dim S =1

EL confunto solucddn expresado como variedad Lineal
S ={(-2,0,z) + (4,0,0) | zeR}

a) a=3 b=6

b} Un apoyo es Uo = (-1,0,1)

e) S = {(x-1, x2, 1) | x; €IR}

1

L=1{(0,0,0) + (4, 1, Z)}

n
oy

es un subespacio vectoniol

a) F, no es subespacio de F

b) F, 44 es subespacic de F

c) Fi3 44 es subespacic de F

d) Fy no es subespacic de F

Es Linealmente dependienic ‘
bl (§lxd), = (2,7

a) w(x) =0

b) Es Lineslmente deperdiente

At



Ut
.

EJERCICIOS ADICIONALES

SL es espocio vectorndial

a ) N

J

J

|

|

J

i

1

1

|

J
EL conjunte F 5L es un espacic vectonial scbre ol c:ampl* K
Lo dndco que no se cumple ob:

l
|
(a+Blv=av+BvV, para v =1 J‘
f

b) A= {x*qlx) + 1 | qlx) es un polinomic de cualeuien grade}

EL apoyc es v T 1

!
4
a) (F) f
|
by (V) ‘
3
el (F) (

«) A 51 es subespacde ’

>
[®>]
IS

&~

es subespacic |
. . |
c) C &4 es subespacdc ‘

|
, p |
d) D no es subespacic ;
al A ro es subespacio
LY B 24 es subespacdc

c) C 44 es subespacdc ‘
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14.-

it/os

19.-

20.-

lafAn

5N

26.-

EL conjunto A no es subespacio
E¢ conjunte B A4 es subespacio

al A no es subespacio
b)] B no es subespacio
c) C 84 es subespacio

SL es un subespacio vectorial de F

a) A 8L es subespacio
b) B 41 es subespacio
c) C no es subespacio
d) D 4L es subespacio
2) E 54 es subespacio
Si es un subespacio vectornial
a) A no es subespacio
b) B no es subespacio

e) C 4% es subespacio

b) dim A =10, dimB =6
b) dimw =2

’-
B#

Una base es {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
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28.- b) No; porque el conjunto N no puede sern Linealmente Lpdependimmte ya

que dim B = 3

29.- a) A es Linealmente dependiente

b) R es Linealmente Lindependiente

30.- a) A={(xy) | y=x?}
1
B={lx,y) | y=x- 3}
C={lxy) | y=-x}

b) Séko C es un subespacio de IR?
c¢) Una base de C es, B = {(1,-1)} y dimC =1
31.- a) AN B={{a,b,a+b) | a,b eR}

b) dim (AN B) = 2 yuna base de A N B es: {(1,0,11), (0,1,1)}

ENUREIREE

32.- a) Una base es

b) x #1, x # -7

e
=
it
'l
e AN
[ S —
]
W
|
II\DNN|
+
i
—
f )
1

7 1 1 -
ofha manena es: v =| 50 =4 1] +0}-21| + (1) 1
-7 -2 1
d) x =0
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35.- b) Las coordenadas del veetor (a,b) en La base %Mdenada B scn:
\

a Y, (axz - bxy) axs - bxy |

o =

X G - ade) T T Gy - s
36.- b) Una base del espacio A es: i

{1, x-x%, x?-x%} ‘
Y, por Lo tanto, dim A = 3 ‘
37.- b) Una base es: {1, 3x%-18x} y dimW = 2

38.- x -yt z

n
S O

x -3y -w

39.- a) Una base de V es el conjunto B = {(12,-1,3)}
Porn Lo tante, dim V = 1 |

|
b) W= {(a, 3b, b-d4a) | a,b eIR} |

|
¢) No; basta observarn que dim V # dim W :

\
40.- a) EL conjunto E AL es una base de F 3

«
b) Escalares que hacen posible expresan a v come una cowbinacién Li-
neal de Los vectores 3, x+§&, x-1 son

ya que entonces:

Vs -3x + 12 = (3) + (x+8) +|| (x-1)



0tha manera es La sigulente:

41.-

b)

c)

e

p—

g

g)

h

—

<)

otho eb

42.- b)

S%, porque G ebs Linealmente independiente y genera el espacio V

e

No; porque Los

No, porque Lo

Q —
[ D |
.

70
; dimW =1
0 -1 |

il
61 i
T’z (a-6b) |: ] + % (a+6b) [4 ]
' 0 6 0 -6

;

I -6 1 1 6
57 a t w5 a
12 0 6 12 0
J

vectores de G no pertenecen al eppacio W

vectones de H no pertenecen a W
\
\
\

68

J
0 -68_]

4
~

Una base de M

6 0 -14 0
o 6|, o 14
e -

es

369
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\

|

|

; ‘\

c) M y B son de La misma dimensién y estdn daﬁﬁru'doa s0bre el misme

campo. Una funcién biyectiva f : M » B® estd definida de La siguiente mane-
\

na:
, a b “
f = (a,b,c),
\ b c |

|
y, esta funcibn satisface Las condiciones de Lsomonfismo entre espacics vecto-
akes:

por Lo tanto, dim M = 3

|
a) bl Ay bz ay bx \ Az b2
f - = f EPf
b, C b C2 b, (] ba C2
|
a b- @ a b \
f |k =k f
b ¢ b ¢ 1
|
20 cual demuestra que Los espacios vectorniales M y B® Hon Lsomonfos
1
a b 0 1 12 10 2 2
43.- a) = (a+b) +a + 0 “ + 0
b b 1 1 2 2 0 0 2 )

) (W), = (2,2) |

44.- a) {la+bi, b+ai) | a,b eR} |

b) {11,4), (4,1} |
Dimensdin Lgual a 2



¢) Con IR?
1 0
d) Mg =
11
7 7

46.- al VN w={(7k, 0, k) | ReR}

b) {(7,0,71)} ; dim VN w

10 -1
i7.- W =l-2 0 0 Me =
B 0 -1 0 A

48.- Como G 5 un subespacio de

Lineal

49.- Linealmente dependiente

51.-

a)

L 4(x)

Ny

Fo

entonces G es tamb

1
7 0
0 -1
1

g 0

L g(x)

j,{én una varniedad

371
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b) Wnonskiano = Wix) = €

c) Linealmente independientes

52.- Es Linealmente Lndependiente

EXAMEN DE CAPITULO

1.- a) A no es subespacio

b) B no es subespacio ‘v

c) C 51 es subespacio

V)
F)
V)
V)
V)

|
3.- Son generadores Los conjuntos :

{(3,0,-3), (-16,0,16), (0,0,0)}, {(3,0,-3), (16,0,—ﬁ6)},
{(-4,0,4)} y {(0,0,0), (1,0,-7)}

4.- v =1(0,4,1)

5.- a) Andependientes
b) Una base es: {(-2,-1,1]}

La dimensibn del espacio sclucddr es uno

6.~ a) 4 24 ] a‘,b cIR

b —'-7-a+—7b

b) Con IR?
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CAPITULO V

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- a) No
b) No
c) Si
d]  No
e) No
§)  No
gl S&

2.- Lla negla de asignacién es T(x,y) = (-x,y) que connesponde a una transfor
macidin Lineal

4.- |

5.- H es &ineal

7.- a) Tilx,y) = (x, -y, x + 2y)
b) Slx,g) = (2x - y, x + v)

§.- a) T(1, 0, -3) = (2, -6, -2)

b) No, porque (1, -2, 1), (3, -4, -1) y (1, 0, -3) son Cinealmente
dependientes
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10.- A) EL necorrddo de T es el conjunto
{(ky, k2) | ki, koelR}
B) EL micLeo de T es el confunto
{10, k, -k) | kelk}
C) EL dominilo de T e el conjunto
{(kRy, k2, k3) | ky,ks,kselR}

17.- 1) EL nieleo de T es N(T)

1) EC ndekeo de T o NI(T)

n

12.- a) N(T) = (—%h, Tk, k) | ker

Una base del ndcleo es {(-1, 1, 3)} y dim N(T) = 1

T(IR®) = {(x, ¢, y - x) | x,yelR

Una base del neconnido es {(1, 0, -1), (0, 1, 1)} y din T(IR3) = 2

b) N(T) = {(0, 0, c) | celR}

Una base del ndcteo es {(0, 0, 1)} y dim N(T) =1

TIIR?}) = {ax® + bx + (a - b) | a

Una base del necornido es {x* + 1, x - 1} y dim T(IR?

12.- a) Codominio = 1

Nicleo = N(T)

]

—_—
I II
] 0o
o (]
L J

{0} y dnecomcfo de T es T(V) =V
|

V y el recorrido }:da T es T(V) = {0,}

\
|
\
|
|
|




17.4-

18.-

195~

200 -

21.-

22.-

c)

a)

b)

c)

a)

b)

e

]
-
1
—
=
—

n

Recorrnido

S —
S o
— LY

e

-

Es dnyectiva y suprayectiva

Es Anyectiva pero no es suphayectiva

No es inyectiva ni suprayectiva

1 =
M= |3 1
0 1

0 0 1

0 1 0

2 0 2

T(x,y,z) = (x + 4y, y - x, 2x - 2y

déim T(IR3) = 3, dim N(T) = 0

1 0 -1
ME(S) - A«ﬁi(S) -
S 0 i, = 4
a) (4, -5, 6)
b) Iy, 4x - y + 3z, x - 5y - 5z]

11 § -2
MQ(T +28) = |-10 -6 12
3 .- &

A :

M LT T2 M, (S

+Z,y‘2)

375
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24.- a) GOF :A~>A
b) GoH:C~+>A
c) HOF, no se puede efectuar
d SoF:A->C
e) TOoF, no se puede efectuar |
§) HoToG:B~+B |
25.- a) (SoR)(x,y) = (-x - 3y, x - 2y) ;
(Ro S)x,y,z) = (-y + 2z, x - y + z, -Ix + Zq
ToS, no te puede efectuar %
(So T)ix,y,z) = (2y + z, 0)
b) (Ro $oT)ix,y,z) = (2y + z, 0, 0)
28.- T estd deginida pon T(x,y) = (-y,x) 1
1
S estd definida porn Six,y) = (x,-y) |
a) (T +S)(1, 1) = (0, 0)
bl (T + S)x,y) = (x -y, x -y
c) (x, Zx + y)
-8 =5 3
30.- a) MYS) = |0 1/ 0
2 0 0

b) (S o T)(ax? + bx + ¢) = -ax? + (2a - b)x + (3D L )



35.-

34.-

35.-

36.-

38.-

40.-

42.-

a) T Yix,y) = (3x - 2y, y - x)

b) No existe T '

e) T lx,4,2) = (x, y- x, z - y)

1/2 7
@nw=

T(ax? + b) =

i
)

+
[oxd
=
N

+
o~

al Tix,y) = (x, x +y, y)

b) Tix,4,2z) = (3x - y + z, x)

T ! = (b-a)x +a

a) M 8L es Lnvardlante

b) N ne es Lnvariante

c) P si es Lnvarnlante

o= -1, fu, } = {(k, 0,
A
= v 1 = o
Ao 4, {\))\2, {( 3
Xy = 3, vy, 7 =

© 3=l Lk &, 0| k#0, keR)

{ .
2) Paxa Tif(x)) = 5 4lx]

son X ne es vecton caractenisiico ¢

0) | k40, ReR}

Zg, b, k) | k40, ReR)

377
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E(\y) = E(xz) = {(k, 0, 0) | keR}

Es decin, ©

{(-1, -1, 2]}y vy dim E(X3) =1

=nm ,

nelN

caractenistico

caracteristico

caracternistico

X
S §1t) de
caractenistico

caracterisitico

canactenisiico

caractenis tico

=3

de

de

de

de

de

de

de

T , asocedado

T
T, asoclad
T
T, asociad
T
T, asocdiad

y dim E(Ay) = dém E(Az) = 1 |

b, - gk b | keR)

e2¥ 5L es vecton
co 2
x2 -1 no es vecton
3* 44 es vecton
leo Ln 3
b) Parna Tl(4(x)) =
sen x Ko es vecton
e 2% 54 es vector
Xleo %
x2 -1 no es vector
3* sL es vector
. 1
Lo Zn 3
47.- Al = Az = 2, A3
Una base es {(1, 0, 0)}
1
E(Xs) = {(” ?
Una base es
49.- o6 = (¢, w, 2w, 3m, 4m, ...

v {0}

Los vectorncs caractenisidicos asoelados a A

{U)) = {{ky, k) 1 ky # 0, ko

70,

al valon caracteristi

0 al valon caractenis-

0 al valon caractenis-

0 al valor caractenis-

\
1 para el menon valor de 6 4son
!

‘il,L’.g EIP\} 1
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5 2 YA
52.- Mg(T) = |12 7 1/2
-9 -6 -4
53.- a) I) X = -3, Ao = 2, A3 = 3
I7) Xy = 1, A2 = X3 = 3
111) S6Lo tiene un valoh caractenistico A = 3/5
b) I) Como Xy # X2 # A3, entonces T e diagoqa[izabﬂe
-3 0 0
DI(T) = 0 2 0 ; {(-1, 0, 1), (4, 0,11), (19, 3, &)}
0 0 3
I1T1) T 4 es diagonalizable
1 ) 0
D(T) = 0 3 0 ; {1, -1, 1), (2, 0, 1), (-1, 1, 0)}
0 0 3
I11) Como T : IR® > IR® y 2Ay,A3 el , entonces no 4e puede dia-
qonafLzoh |
54.- Tlax? + bx + ¢) = -ax® - 2bx + (5a - 4b + 2¢) ?
55,- a) Los valores caracteristicos son: ‘

Los cornespendient

B k
1\)./\1_1" = ; )
W, 1=} = ,

es vectones canacteristicos asociados son:

|

!?.1#0,!227{0

0
’ k #0, kelR

k2
Ry

!21,[22 eIR

’
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-1 0 0 1 0 1
b) D = 0 2 0 P = 0 1
0 0 B 1 0
EJERCICIOS ADICIONALES
1.- a) No es Lineal
b) Si es Lineal
c) SZ es Lineal
d) Si es Lineal
2.- a) Tix,y) = (x cos 6 - y sen 6, x sen 6 + y cos 6)
b) T es Lineal
3.- b)) L1 +4) =-1+4; 4l3-2{) =2+ 3¢
4 Im
-1+ L
1+ 4
— Re ——

(d

d

) ila,b) = (-b,a), ¥ (a,blelR?

) St




4,- a) a=b=¢c=d=90
b) a=-3,b=3¢c¢=0,d-=1
c) No
5.- a)
Ay T Ay
/’_—.’——\~~
x%2 + y? =16 /"\\ 4
< i >
\J '4
b) .
X2,y
x2 + y? =16 64 6
/ N
e i it 1K / -
\ SN
6.- a) Tlax® + bx +¢c) = (b-a) x2 + ¢
a b
b) T = (a, a - b, 2a + b)
b c
7.- a) No es Lineal
b) S{ es Lineal

381
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9.- a) Tlx,y,z) = (x +y, x -y, 2z, z)
|
b) No es posible obtenern La negla de fa transformaceién S porque el con
junto G es Linealmente dependiente
|
10.- a) HMwltiplicar por A% equivale a una rotaciln de 180° en sentido an-
tlhohario ‘

Multiplican pon 4£° equivale a una rotacién d(),‘~ 270° en sentido anti
horario 1

b) Si se pueden considerarn como operadores Lineales

% i IR?2 > R?  deginida por  A%(x,y) = («x,-l/)
£ ¢ IR% » IR?  deginida por £3(x,y) = ly, -;()
11.- a) 4(x) no es Lineal |
qglx) 4L es Lineal
hix) no es Lineal
b) Nlg) = {0}
din Nlg) = 0, dim g(IR) = 1
T
2.- b) NIT) = {4(x) | §1x) = ce®™ , a,celR} f dim N(T) = 1
13.- a) (2 + 3¢, 3+ 24)
b) I) T no es Lineal IT) T &4 es Lineal

\
¢ N(T) = {0} 5 TIT) = {(z,4z) | zeC } “

Una hase def necorrnido es {(1, &), (-4, -1)}

n
S

Pen fo tante, dim T(C) = 2 gy  dim N(T)

14.- L) N(T) = {§(x) | 4(x) = 0} = {0}
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|
15.- a) S& es biyectiva, es decirn, T es un Lsomorgismo A
J
|

b) T es dnyectiva pero no es suprayectiva, por Lo tawtf T no eb un
LLomon LB mo ‘

16.- Lla trhansformacidn Lineal T no es Lnyectiva porque

\

ay bl Ay bz a, bl as bz
T =T no Amplica que =

c) dy C2 da c1 | dy C2 do

Pon efemplo: ?

20 1 1 20 I r
T =T pero 7

-1 0 1 1/ -1 0 1 1

- / J

La transformacidn Lineal T a4 es suprayectiva porque et hecorndldo es
Lgual al codomindo

l

1 3
-7 7 0 |
16.- a) 0 0 -2
0 0 0

Como el nango de La matriz es dos, entonces La dimensién del necomrido es

aos i
4 2 0 |
by | -2 -5 2 |
11
-1 7T 3 ‘
Como el hango de La matniz es dos, entonces La dx}ne:;yu.v&én del nrecornri-

do es doa ‘

19.- a) T(x*+2)=2x -1 |
|

b) Tlax?® + bx + ¢) = -bx? + 2ax + (a - ¢) |
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20.- a) T(Uz 5 Ul) = Ul - UZ
1 7]
b)
5 {J
0 -1 0 1
g, |0 0 0 0
21.- a) ME(T) N 0 0 0 0
L! 0 -1 0

23.- a)
0 1

0 -2 -1 -2

1 3

by |z 9 0 7
0 0 1 0

LO 0 0 1

24.- a) Tix,y) = < ‘ ;—y - ; 4, 2x+y >

b) Una base C es {(1,1,1), (0,1,0), (-1,-1,2)} ;
otha es {(1,1,1), (0,1,1), (-1,-1,2)}

25.- a) T(3) = 2x* + 1

b) Tlx + 1) + T(3) = 3x® + 3x + 2

e) (SoT)lax + b) = ax + b

d) (ToS)lax? + bx + ¢) = ax? + (6c - 3a)x + ¢
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-1 0 [
26.- a) (T + 8S)(3x% - 2x+ 1) =
0 24
b - 3¢ 0
b) Ulax? + bx + ¢) =
0 ba - ¢ \
|
27.- Hlx,y) = (-2x, 3x - y) |
o
a "’—z'b 0
29.- H(ax + b) = 1
0 7-b
W z
0.- a) |
y X
-
. . .
b)
z -y w - z
W z - w |
c) ‘
y -z X -y |

i.- T Yax? + bx + ¢c) = ax? + (b - 2a)x + (2a - b + ¢) ‘
que también se puede escrdlbirn como
T = 4- 4 + 6", ¥feP

32.- a) S es inversa Lzquierda de T porque (S o T)(x,i) = (x,y)
\

|
b) S wno es Lnversa derecha de T porque (T o S)(x,y,z) # (x,y,z)

d) No
33.- b) SE, S=T

c) Ambas son de onden 2 x I \
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34.- Es Lineakmente Lndependiente
35.- a) (T +S8S)ix,y,2) = (x -~y + 2z, z, ~x + 6y + z)

by [ 1 -1 1

c) R = 3T + (-6)S ~

36.- a) {Tilxy) = (x,0), Tolx,y) = (0,x), Tslx,y) = (4,0), Tulx,y) = (0,y)}

b) Six,y) = 3(x,0) + 0(0,x) + (-1){y,0) + 2(0,y)

37.- a) Una base et {T1lx,y) = x, Ta2lx,y) = y}

din L (IR?2, IRY) = 2 3

b) S(x,y)

n

6Ty (x,y) + 0T, (x,y)

it

c) Glx,y)

\
\
|
_4y l
|
dl Hix,y) = -2x ‘a

|

B -
38.- a) MB(H) =

OSSO W
SO WO
SWNWOSO
NS OO

b) H2(T(x,y)) = (H o HI(T(x,y)) = 9T(x,y) \
\
39.- a) Es Linealmente independiente \

b) La transformacién S A4 pertenece al espacio gz+wdo por

{Ty, T2, T3, Tu}  porque 0T, + To + (<2)T3 + Ty = S . }
1

40.- a) Si es Llnvardante

|
|
|
|
|
b) Ne¢ es {nvardante

\
!
\



46.-

48.-

49.-

5G.-

c)

a)

b)

M3

SE es Lnvariante
ST es Lnvarndiante
SL es Lnvariante
No es dinvariante
3 -4 5
=M% - 3M + 61 = | 3 0 -3
3 5
-3 2
1=%(M2-2M+3I)=% 7 0 -2
1 3 2
= dp = 1, A3 = 2
0 :
} = ' k#0, elIR
M o0
BT
} o= I k#0, kel
As 0 k
s
= 16, Ap =1
7 -2 0
A=|-2 6 )
0 -2 5
)\1—3, Az-é, )\3=9
2 2 2
3x' + 6y' + 97’ 18 =0

d) Volumen = 24m unddades de volumen

a)

Sobreamortiguada

387
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b) Subamorntiguada

52.- a) tn(A)

6, det(A) = 11

b) p(x)

A2 - 6) + 11 l
d) A =3+VT 4 Ay=3-474 |

e) tn(B) = 0, det(B) = -60 |
‘\
53.- No existen; es decin, La Zransformacién Lineal no tiene valonres caracte-
nisticos y, por Lo tanto, tampoco vectores ca)zact?)uﬁétécobl‘

|
b) Los valores caracterilsticos son L y -4 \
1
P . | . .
Los vectones caracteristicos asociados a Los valores £ y -4 4on,
respectivamente, <

|
{(ik, k) | R # 0, keC) “

|
{{~ik, k) | K #0, keC) |

56 a) (-2k kL |E#0, keR) |

{(0, k) | R #0, kelR} \
\

c) Ayuda para La so0lucifn de este Linciso: “

\
Obsénvese que La matrniz asocdada a La trhansformacion Lineal S se
|

puede escrnibin de La siguiente manera:

r /3
1 o||wvr - 4 0 -
M(S) = = 'z
o 1| 2 23 0 4

\
teniendo presente que £23 = cos 30° y que %= sen 30° |
\

(EL Lectorn podrd danse cuenta que, ademds de obtenen una rotacibn de
\

NIN
NN =



30°

al aplican el operador S , se obtiene un aumento de cuatrno veces La Lon-

gitud del vectonr)

55+

61.-

62.-

a)

b)

c)

d)

e)

§)

g)

b)

—
]

= {(-k, R) | R#0, kelR}

}

{(k, 20) | k#0, keR}

sz
vy asoclado a A,
ve asocdado a Az
vy asociado a X\

Se preserva La direceidn de Los vectores

Los vectornes caracteristicos Lzquierndos son:

}

{ {(-2k, k) | R # 0, kRelR}

u)\1

(v, } = {(k, R) | R# 0, kelR}

UM
v, asocdado a A,

v, asoclado a Ay

vs asoclado a Az

Se preserva La direccdidn de Los vectones
Son ontogonales entre 84

no es similarn a B

84 es simlan a D

{(-k, 0, k) | k#0, kelR}

389
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a b a + 2b a+c
63.- T =
b c a+c a-b-c
-1 0 KT |
64.- a) D= P =
0 3, -3 1
. - \
0 0 0 -4 0 8
b) D = 0 4 0 P = 1 1 -17
0 0 -4 1, 1 1 15
i
65.- Si es diagonalizable ‘
!
|
0 0 0 ‘
D=10 0 0 |
0 0 5 |
\
Una base a La cual estd referida D es }
|
{(2, o0, 1}, (0, 1, 0}, (1, 0, -2)}
66.- No es diagonalizable ‘
67.- SL se puede representar por una mathiz diagonal. ﬂz}éaha matriz e
|
1 0 0 ‘
0 L 0

|

[ 0 0 -4 l

|

\

Y una base a La cual esid referida es |
(1, -2, -3), (-3 + 4i, 1 - 34, 5), (-3-44, 1+ 34, 5}

|

1

70.- a)

obtendda con vectonres caracteristicos Lndependientes de 'ITl o T, , Zal que

Efectivamente, existe una matrliz

Q =

0

!

0
I

H
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0 0 0
o 'MTo= o 2 0|y QMiTao=|o 2
0o 0 3 0o o0 4
2 6 10
b) M(T)M(T,) = | 0 4 0| = M(T2)M(Ty)
0 & 12

c) (T o Ta)lx,y,z) = (2x + 6y + 10z, 4y, 8y + 122z) = (T, © T1)(x,y,2)

EXAMEN DE CAPITULO

1.- b) N(T) = {“21, ’22, kl) l k.]_,l?.zEIR]‘

Una base de N(T) es {(1, 0, 1), (0, 1, 0)}

dimensién del necomido = dim T(IR®) =1

2‘7'(’(,%):(’?7(""5—9, z 5
3.- b) }
%a+%c —%a+b+'—;-c
J
|
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4.-

Sio=

4.-

OB

a) Ay = Ay =2, Asg = 4
Wt = 0, = (e | k40, keRR)
{U)\a} = { % kx> + kx - 2k | R # 0, kelR}
{Uka} = {kx® + Zkx - 4k | £ # 0, kelR} ‘
b) No es posible vbtener una matrniz diagonal aAociq%Lda a T
|
CAPITULO VI |
EJERCICIOS PROPUESTOS
a) No es producto interno porque no cumple con «fIL?A:\‘ condiclones
b) No es producto interno porque no cumple con dos condiciones
c) Si es producto Lnterno “
d) No es producto interno porque no cumple con una &ond&u’du
e) S es producto interno
b) S = {lx,4,0) | x,ycIR}
¥a; >0

No cumple (X | x) >0, ¥ xelR?



~1
.

.

11,

12.

14.

a) -4+ 204

b) X = ((§ - 4ky) + 4kyd, Ry + kyl) , Ry, koelR
6 X = (8+4ik, k), ket

No cumple que: 84 440 = (§| 4 >0

al (616 =%

a) No cumple una condicibn
b) Ninguna condicibn deja de cumplirn (es producto {internc)

c) No cumple dos condiciones

d) No cumple tres condiclones

a) V2

b) V7

c) V&

al |lv [[=9

b) 6 = ang cos 3/}47 |

2 2
al S = {{x1, x2) | x3 + 2%, + 2x, = 1, x1,%¢lR}

b) No Lo es

c) Es una elipse 1

393
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20.

22.

24.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

34.

35,

[ go 11 =1, ||62n-1||=||62n||=/—27

S = {(x, x, x) | xelR}
{(z, 2, 1), (0, 2, -1), (2, -4, -2)}
0, 17 (2 - 1), JTED (22 - £+ 1))

a) No

By =

\
~
—
—
-
S
-
1
-
—
.
—
-
i
~N
-
-
[
-
—
O
-
(<)}
-
.
—

a) No es hermitiano (s4imétnico) }
b) S{ es hermitiano (simétnico)

a) No es antihermitiano (anﬂ’/sm@z,éco)
b) SL es arut{.lle;mxi,t(xcrw (antisimétrico)
No es antihermitiano

SL es herundtlaro

SL es heumitiano (simétrnico)




|
|
|
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36.- e) Debe sen una base ortonormal con el producto interno |rnespecto al cual

|
el operadon es s{métrnico; o bien, una base ortogonal cuyos vectores tengan La
r

misma nosma.

2
39.- ¢
-1 - 2L

41.- b) La nepresentacidn diagenal de T

y £a base pedida es

~

-1+ 2L
0

1
V5

47.-  S{ es unditanio (ortogonal).

44.- b) L
V3
1
7

1
| /3

45.- ¢) la matrniz asochiada a S es

B
M, (S)

y La base es B

Lla matriz asociada a T es

B
W)

4 La base es B

n

0 1]
/6 /7

2

R 0
/6
a1
V5 7]

- T il
cos Kl sen 37

m m
sen 3 cob 3

{(r, o), (o, 1)}

{(z, 1), (1, -2)}

(2) 7); ——(1}

1
V5

|
\
|
|
\
|
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EJERCICIOS ADICIONALES

b)] b > 16
2.- ay >0, ax >0, as>0; az>a, |
7.- a) Ne es producto {nterno w
b) Si es producto interno 1
c) SI es producto Linterno

d) Ne es preducto interno

.- a) No es producto interno. No se cumplen rhes condkcéoneA

b) Si es preducto .interno

c¢) ST es preducte .nterno

i

9.- a) (§ ] g) =60

-1

10.- a) (4] g) =12

-6 g lagl=901-¢"
b) Una funcibn es gl(x) = e**(1 ~ 2x)

171.- Ne es un producto Linterno

1
12.- 8 = dng ces -
2

13.- {(x, 0) | x < 0}
14.- a) 90°

b) No sen ertogonales



15~

16.

18.

19.

20.

23.

24.

25.

Un vecton es §3lt) = 1042 - st + 1

1 3 T
’r?’ [3x, 3% e -

b) No
~ T 7
I 0 -—
v V6
1
0 — 0
L /Z—d’L

a) {f(z, 0}, (0, 2)} ¢

b) {(1, 0), (0, 1} y

((x1, 1) | (x2, Y2)) = Xax2 = X1Y2 - Xay1 *+ 241y,

b) [l v |l=1[lwl]|]=1

1 517 .3 3
3 7iz I ‘?*’l

2' - -1 [~ 1 7'1
e 0 0 - S
V6 /3] /3

1
. 10 0 L
/—6—--’l- -’ /3_-4

|

c) No, porque v y w no son orntogonales |

a) Los vectores 4(x), gl(x) y hix) fowman entre 84 un idngu,?_o de 90°
|

b) [l 61l =1lgll=11hll=1

c) Sk

(Ix1,Y1,21) | (x2,42,22))

B 7%'(XLX2 + 1Yp * Z1Z2) - 7%'(X1U2 + X122

\
+ Xoly t X222y * Y122 F fzzl)

397
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\
|
26.- (6 | g) = (ayx + by I ax + by) = ar1ax - ayby - azby + 2bib,

que también se puede expresar como: ‘
(4 | g) = (aax + by | azx + bz) = §'(0)g'(0) - §'(0)g(0) -%6(0)9’(0) + 24(0)g(0)

27.- a) Fomwman un dngulo de 90°

\
‘\
|

b) Si porque Las matrnices son ortfogonales y, ade;ndé} sus normas valen
uno . l

26.- a) La base B es orntogonal con Los dos productos L+utmno¢
\

b) La base B no es ortonoamal con ef producto e/sczfzzm orndinarnio, pero
44 Lo es con el otno producto interno 1

!
d) No, porque B no es ortononmal con el producto é,écalajt ondinarnio

30.- a) fulg = (%, 1)

|
|
|
|

b) U-w=0
7

31.- b) || oyl2) || = /Q \
32.- a) Pilx) = x k
1 2 |
Pa(x) = 7 (3x* - 1] |
Pa(x) = % (20x* - 13x) \
|
el || Py || =vZ |
[
e -2 |
\
IRy |




33.- (F)

(V)

(V)

( F)

(V)

(v

34.- la base ortogonal es {(1, 0), (1, 1)}

37.- T,

T2

T3

36.- b)

c)

d)

e)

)

es simétnico

no es simétnico

es simétrico
Ml::: 8?
[0
we [ 4]

Son simétricas M, y M,

399

§) La caracternisiica que Zienen Las bases A y B pa)’m que Las matrices

M2 g M3

39.- b)

La base

sean simétrnlcas es que son ortonormales

B,y 0 1
M =
B1 0 1

B, es ortonormal
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40.- b) Aunque La matniz es simétrnica, no se puede aﬁman que T es simétnl
co porque La base canbnica no es ortogonal con el p/wducu? Lnterno definido
|
d) S&; porque La base {(1, 1), (1, 0)} es ortonormal con el producto in
terno definido ‘

e) EL operador T es simétrico

1
41.- ) ME(T) - [0 - “z‘]
-2 7

Porn Lo tanto, no es una matrniz simétrica

c) A pantin de B se obtiene una base ortononmal }B’

d) Es orntonomnmal
1 0
42.- ) Mgm =
0 0

43,

|
—‘
~

no es antisiméinico
T, A1 es antisimétrnico
Ts A4 es antisiméinico

44.- b) Los valones caracteristicos son Ay = 1, Ay = -1

1
— (71, 4, (-1, <)

1
V7 V7

0 -£
A
d) MA(T) = [ ] ‘
L 0 ‘

45.- a) Una base es B =




2 £
46.- a)
-4 2

b) Pornque La base es ontogonal y La matriz es he)unx’i;&#na

1 1
) —qum-fuww

Vi V7

| 0
&@m=[ ]
0 3

47.- P es un operadonr hermditiano

48.- T es un operadon hermitiano
49.- T es una transformacidin ortogonal

50.- Un vector es u = (2V/3, V&, 0)

EL otho vecton que satisface Las condiclones que establece el enunciado

MEM%&%&M

0 -1 = §
51.- c) ML) = ;0 M(42) =
1 0 0

Ambas matnices son orfogonales
52.- T es una transformacldn orntogonal
5.- b) [l v |l=1lTW [ =5

54.- b) T 44 se puede ddagonalizar.

c) -1 0
0 - 0
0 ]

S = O

0

-1

]

|
[
\
|
|
|

|
[

401
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55.- b)) S 44 se puede diagonalizar

c) La rnepresentacidn matrnicial eb

QOO =
SO = O
SO O
S

y fa base a La cual estd referida es

[ R A M

56.- a) Fy = 10/31 + 10]

TT-Q_ - 01 . 30J

(Tf'l)B = (10V3, 10), (E)B = (0, -30)

oF, = 103, IF, = 20
B sen 30° cos 30°
b) M; =
! -cos 30° sen 30°
c) Tix, y) = | %x S Lgy, -‘/—2—3—x +—72—y ) donde, en este casdo, a cada

x, y #4e Lo asocda una componente de una fuerza
= s
d) T(IF., ZFY) = (15/3 , 5)

LF, = 1573, IF =5

n
"~ cos 300° sen 300°
£
t ~sen 300° cos 300°
y, La base a fa cual estd nefernida es {(1, 0), (0, 1)}

g) TIFy) = (0, 20)

|| T(Fy) 1] =20 = |1 Fa




T(F,) = (15/3, -15)

[l T(F2) || = 30 =[] F2 ||

EXAMEN DE CAPITULO

1.- Si et un producto interno

2.- (C)  (ox ]|y
() x|yl >0
() (x]x)=0
() lox | ay)
(D) (X |% >0
(E) (x ]y =0
(A)  (y X
(B ) (x| oy
() 1y | X

4.- a) || A]|] =5

b) Los vectores A y B forman un dngulo de 90° (AA',VJ(L embargo, Los vec
[

tones A y B no son orntogonales).

|

|
|
|
|

403
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II) (v)

I11) ( F )

w)y (F)

vy (V)

vr) (F)

Viz) (v )

VITI) ( F )

IX) (F)

X) (v)

6.- a) T y S son hewmitianos.

b) Para el operadorn T :

| 0
{(0, 3), (4, 4)}
0 2],

Para el operador S :

0 0
{(4, 4), (0, 3)}
0o -z,

Uy —
1
S N
w S
[ 1
-
| —
1
S w

|
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