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ANALISIS VECTORIAL
Problemas resueltos

Para los siguientes vectores, a=24{-2j+k, b=i*§j-4k y

c=124-4§-3k. Calcular:

a) Las longitudes de a, b, ¢
b) a.b

c) axc

d) La proyeccién de b sobre ¢
e) El1 dngulo entre a y b
£)[a b 2]

g) ax(bxc)

h) El vollmen del paralelepipedo de aristas a+€: a-c
y b

Solucidn:

a) |a|=/2)2+(-212+ (17

u

J4+4+1 = 3

|B]=v11)2+(8)2+(-4)2 = J/1+64+16 = 9

lel=vVI{T2) +(-4)7 +(-3)> = V144+16+9 = 13
b) a.b = (2i-25+h).(£{+85-4k) = 2-16-4 = -1§
. 23 ,{:_ j k
c) axb= |2 -2 1|= L(6+4)-j(-6-12)+k(-5+24)=10L+185+16k
|12 ~4 '3.
d) sabiendo que b.c = |b||e| cos8®, entonces la proyec-

cién dé b sobre ¢ esta dada por

|B] cos® = b.c (ver figura)

Il

=
wd
nﬁq .

i
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b.c = ({+8§-4k).{124-45-3kR) = 12-32+12

- Luego

|6] cos6 = -8/13

a.b
ﬁﬁjgr ; entonces

[}

e) dado que cosb

0 o cast (8: v pall e 2
. el (IE'HEIJ TETN9Y = ¢r = 3~ 0 = 183%p!

= 2 - bk

£f)|a b é]: e ‘ 1 17
= =2{-2-16)-(- -
172 -4 -3 J-(-2)(-3+45)
+1(-4-96) = -99

g) ax{bxc)
Desarrollemos primero
Gy ¥ ek
XC = 8_4 ='{:('24"6-'~ L . -

12 -4 -3 b-fl-3+4814k(-4-96) - -404
-454 -100k
Luego
SBus - @ b '
axioxel = 2 -2 1 = 40200445 il )

-40 -45 -100 hthy ! 200+40)+K(-90 §)

Por tanto ax(bxe) = 245i+16045-170k

144-6§-1k

8l
+

(el
n

h)
| -104+2§+4k

a1
|

Nl
U}
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el volGmen del paralelepipedo seré

= 4 -~ 14 -6 -2
(a+c}.[}a-a]x5] = -1? 2 3 =14(-8-32)-(-6){40-4)-2(-8§-2)
§ - _\g&i \ -

T I:(E~E)x5:[ - 180

Calcular la matriz del tensor ax

Solucibn:

IO E I
axd = |ax Ay az| =-ja, -kay

en forma similar, se obtiene que:
axj = axk - az4 y - axk =aydi - axf

por lo tanto la matriz pedida es

0 az “ay
2G7 0 ay
ay -ax 0

Se sabe que n~1 es una funcién arménica. a) ¢Hay otros

valores de n para los cuales &" sea armbénica?

Solucidn:

a) Para que una funcibn sea arménica debe satisfacer -
la ecuacidén*de Laplace, en este caso
2,1

Vz(hn)=‘%zf* + % = = nl{n-1)a""2+ %? a7t o=

e 5 s sl

hm-1+2 = 0 — n = -1



.1.4

ol 5

Por lo tanto, no existe otro valor distinto de -1 para

el cual 2" sea armbnica.

Si n es la distancia medida desde un punto fijo 0 y &
una superficie cerrada que limita un volGmen V, compro

bar que

Solucibn:
j P %:lid»n[ nlgrad n.ﬁ)da=[ 2178 %) ds =f op.7 ds -
A s s s

f+g—z h)..(xx;+yj+2fz) = 3

IQJ

L déugﬁdéidiu55-= (%ZL+

@

Y

Sustituyendo este valor en la ecuacibn anterior, se

tiene
Jn?—’idé=f3du=3v kve.d. @
on
4 ‘o g
Hallar el minimo de la funcibén arménica { = 2X? -y2-72

dentro de una esfera de radio ! y centro en el origen,

indicando cuanto vale y donde se encuentra. Solucibn:

En la superficie de la esfera Xz + -t WEE= 1) 14 ‘fans
cibén armbénica es igual a § =3x°-1. Como -1 <X<1 , el
mfnimo de 3X es 0. Por lo tanto el minimo de § es
fmin = -1 y se encuentra en todos los puntos del circulo

y2+'7%* = m



1.6

Comprobar que la [ {2xi + y§j +2xk)ds calculada sobre la
3

‘@sfera de radio ! y centro en el origen vale 4 7 |

Solucibn:

*
e

J (2xZ + yi + 2xk).nds
3

div(2xi + yj + 2xk)dv
p' ] d 9 i
= A(EE(ZX)+55(9)+ 52(2X))dv
=I (2+1+0)dv

v

- 3V = 3(3 TR2) - 4n(Ip

n

! (2x£ + y7 + 2xk).nds 4n LGl Ca
4

Problemas propuestos

Determinar el &ngulo entre las normales o la superficie

Xy = 2? en los puntos (1, 4, -2) y (-3, -3, 3).
Expresar el rotacional en Coordenadas Cilindricas.

Determinar el vector unitario n normal a la superficie

1 = X* + y? en el punto (1, -2, 5)

Comprobar que si « es un vector variable que mantiene
una direccién constante, 20t u es perpendicular a di-

cha direccién.

Demostrar que ndtl:ﬁ(n)ij =0

El operador ux es .un tensor. Calcular su divergencia




Si f=xy+yzy 8=2X*-y* -7%. calcular la integral
[Trsde - o3 ras

origen y radio unitario

sobre una esfera con centro en el

1.2.8 Dada las esferas con centroen el origen y radio

Rig =87, FRy = 40 | Calcular el cociente

1

[ xtyestidss| xty+szias
a7 )

1.2.9 Calcular la masa adicional de un cilindro de radio Ry

ancho unitario gue se mueve en direccién normal a su

-

. . R2
&je con velocidad u (tomese % = = ccsd).

S

1.2.10 Comprokbar qgue el flujo caracterizado por la velocidad

i

g = Xe+e Y25 v "X ‘= SX (274 .7)

es incompresible. Si el fluido tiene viscecsidad

L= 0.6 X106 kg{/m? y si en el punto de coordenadas
X=200m, v=50m , Z=-100m se tiene gue
a 5= -.21 ko4/m?, calcular lecs demas esZusrzos normales

.y cortantes &n ese punto.

iy

. LS

f

lcular el Lapieaciano de 1/4? (sugerencia aplicar

]
M)

1

formula del Laplaciano de un producto)
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VARIABLE COMPLEJA

Problemas resueltos

Expresar en la forma a+bi al siguiente nfimero complejo

(SEabc) (1 34008 e Spor 4
2+ 31 = T

Solucién:
Primero calculemos el numerador del primer término:

(-2 + 5241 £ 3¢) = -2+ (-6L45L) -15 =~BEMI0H A

Luego, multiplicando y dividiendo por el conjugado del

denominador el primer término se transforma en:

17-4 | 2-34 _ -34+514-24-3 _ 37 49
P 3 T aBia. BN Pl - SR

Finalmente, operando ambos t&rminos se llega a:

ZAE T T SR N WL L
13 13 73 73 7 7 i

|

A

w

Por lo tanto

Demostrar que (2,4) y (2,-4{) son raices de la siguien-

te ecuaciébn

72 - (4,0)Z+ (5,0) = (0,0)

Solucién:

Para que.sean raices de la ecuacidn cuadrética, deben
satisfacerla:

Sustituyendo (2,4)

(2+2)(2+4)-(4+04)(2+4)+ (5+04)=1(0,0)

4+2i+2i-1-8-44+5 = 44-9-44+9= (0,0) Loo-dsd.



Sustituyendo (2,-4)
(2-4)1(2-4) - (4
4-24-24+1-8+4.4+5,

+

04) (2 - £)+ (5+0&) = (0,0)
(0,0) ar '

Demostrar que [7 + {9 = .259

Solucibn:

: 1
Sea Z=1+ 4, de donde se obtiene & = 2/2y 6=g- ,de la
f6rmula de Moivre

s ik (cos n8 + 4 sen nsé)

Luego

219 = /7)10 (Cos 100 % + 4 sen 100 Tzr-)

2! = 250 (cos 25T + 4 sen 25T)
pero co4 nt = -1, si n es impar y 4en am = 0 si n es

" par entonces

29 = (1+4]00 = _250 L.c.d.d

Calcular las tres raices clibicas-de la unidad y grafi-

"

carlas

Solucidn :
Se sabe

s \
zh‘ +4i sen

1 'y
,L/”(coéii_fr‘l 9_’*__31_’”_)

en nuestro caso
Z = 1+04, de donde & = 1 y 8 = 0
luego

2 R

2khw y-
5 7.

1 1 .
s - 1l (cos —5—+ £ sen

. o



para obtene

krde 0 - 2.
k=0 Zo
k=1 7,
R = 2 2,
La grdfica

r las tres raices, hay que dar valores a

X ("1 §y0:¢) ; 2o

2% ‘ 2w

=.1 x (cos =3 tL sen 5
=1 x (cos 133»“4: éenisl

se muestra en la figura

=1

) 5 7y =-% 4-%11
) 5 22 --1 -8,
’ 2 2 T
siguiente

Encontrar la ecuacién de la circunferencia de radio 4

con centro

Solucidn:

en (-2,.)

La ecuacidén de la circunferencia en el plano compleijo

' es:

12 Bl
donde - “Z1%-=

= 4

X+ iy 'y To = -7+

L

Sustituyendo en la ecuacidén anterior y operando se ob-

tiene

o+ S 2

ly =711 = 1% o

e.



fé_l_s Demostrar que en el campo complejo i%'coaz =- Aen l

2.

1.7

solucibn:

d

4 ocosl- fp (5t - ] (LefE i
p ; Lz -24
= %" {Z‘LZ e 'f:z) = 4:2 {e Z{',Q }
gz—cmszh sden 2 T s 8

Hallar la transformacién conforme que mapea un circulo
unitario £n un trif&ngulo equildtero, de modo que 1los
puntos 4, -1, -4 del circulo se transformen en los vér

tices del triéQ?ulo ’

Solucibén:

La transformacibén para pasar del plano Z al plano W es:

Nz L
Y4 L

w =

de donde se obtiene que

Con la nueva transformacién se pasa el plano W al plano

Z, esto es:

w = £ S Za=n=" 1
w= -1 _— 7L =
WE=ZRS s —=5 7= 1

10
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2.9

Ahora, de la transformaci6n de Schwarz-Christoffel se

tiene:
z 1.7 - d =1
6=[(Z+1]3_(Z+0)3 (2= 117 "dz | m=-1)
o
[4 -2y -7, -2/
6=I(Z+1)z (2 - 1) dz 6
0 . £
2 .
= - dz =
6 Io 77 -1797 L.e.d.e.
Dado Z = Zo + ae"i"t donde a £ £ X b demostrar que
el e "t i
Zne ), 2 - zo I
Soluciébn:

De la condicién dada para I se obtiené:
1 - 2o = /LQLt
dz = inett dt

Sustituyendo en la ecuacién dada, se obtiene:

b3

pbeligr patite PLLigpEE LoD b 10
Znd -7, It4 AR = 7
. a © a. a
5
e a
11 42 b-a L.c.d.d
Ind a2~za A %) 4
Calcular la integrél de _Z%T sobre una circunferen-

g = .

cia con centro ‘en el origen y radio 3.

-

r1



Solucibn:

Usando fracciones parciales

A

1 y .
7oy ag T r los polos son 0 y -2, estan deritro de la re

giéﬁ dada y su integral es distinta de 0, entonces
2 dz. = dge dz
12+ 71 B 2+l

Usando el teorema integral de Couchy se obtiene

fg_z_= J dz 2ni

=¥ _ ¥ 6{°’f0) =nill) = 204

J‘Z%Z— - Zn (Blg) o ame (1) - 2me

Por lo tanto

JZ ?EZZ = 2%id - Zwi =0 L.c.d.c

Problemas propuestos

.8
Dado Z = T&%ﬁf%%_, escribir a Z en forma polar

Calcular las raices cuadradas de Z = -3 + 4.

17772
Calcular las raices de 17 =‘:(-1)A1

Encontrar la imagen de la banda 1 <R (z)<? empleando

la transformacién W = 22
Calcular el valor de I para el cual senZ=2

Por medio de la f6rmula de Arctang Z comprobar que

| i



205210

2.2.11

Arctang 1 = T/4

3 5
Calcular la integral de 52(2* fzz)z sobre una circun

ferencia con centro en el origen y radio 2.

Encontrar un minimo en |z® - 22 - 4] en 1la regibn circular

con centro en el origen y radio 2. ¢Cudnto vale?

-

Hallar la transformacién bilineal que lleva a ios pun-
tos Z=4, o, r4 en §=0, 24, 1 respectivamente. ¢En

qué se transforma el punto Z=1+47?

Comprobar que en el campo complejo son v&lidas las si-

guientes f6rmulas

/4 /T +cob
a) COA 2‘ S 17 "7—
b) Cos 22 = Cos2%7 - Sen?Z

o) Mazi = Zinls = Enlly/23)

d) deSenZ =Co/§Z,

v :
Calcular la J 32( {_7;;21 siendo C el rectdngulo de
c

vértices (0,1}, (3,1), (3, -1}, (0, -1)

13
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DESARROLLOS EN SERIES

Problemas resueltos

Desarrollar 6(Z)=.SenZ en una serie de Taylor alrede-

S aor g 7 e

Solucién:

Procedamos a calcular cada té&rmino del desarrollo en

serie de Taylor:

§2) = Sen, §7(2) =Cos 2, §72) -- Sen2, £ (2) =~cos' 1
gv(Z):=SenZ,....

§(T74) = VT/2, & (T/4) = VTI2, §O0T74) = - VT[2, §"(H/4)
=-vT/z, §*VI(T)4) =T/, .. ..

Aplicando el teorema de Taylor se obtiene

USRS 5 (7 - T4~ Ty T Bl gy AT TP ;
6 i 3
6(z)=’r_g.'{'1+(z-%)- (22'21)2-(2'3’,_'/4)3{..;..} L.c.d.e. w

& 1

Desarrollar §(Z) = 17+ 2;{2-+3) en serie de Laurent,

éara |Z|>3.

Solucidn:
Usando fracciones parciales se obtiene que

22-1'_,--3 §

Ahora desarrollemos en serie los dos iltimos términos

~de la expresidn’anterior

14
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.1.4

F33. 3 53 2 4 s

T+7 T R A A o » ASPERTT )
-8 _ 8 '=_s“_3 Ty & 227

T+3 " T[T +372T Z G st Lt 08 RETEL

Finalmente, la suma de los tres t&rminos nos da el de-

sarrollo en serie de Laurent:

6(2) -'1. —%"" -Z*z‘--z—g-"'Tr— ...... L.c.d.e.

Usando el teorema de los residuos, obtener,f Jens g dz, .

e Z4
siendo ¢ una circunferencia centrada en el origen y ra

dSilen 128

Solucidn:

3 S .
Senh 17 = %T + ér i

§l2) = §5%QJL = ;r + ?%f + ;% Foovnas

dado que ei polo vale o

LT T o b OV L A LR Y (S .
) -0 77 B e

(-

[
o~
-

por lo tanto Reaﬂ(Z)o = % . Ahora, aplicando el teore-

ma de los residuos, se obtiene:

¥

[ S—Q%’é—z—dz=z'm;{-;—} 5
C
Senh Z T4
Ic = dz = L.c.d.o.

Usando la forma integral de la funcidn Gamma, demos-

trar que TI(Z + 1) = IT(2).

5




i 11

Solucibn:

De la definicibn de la funcibén Gamma,

o - 1 : i M . = v
Tz +1) = J £t et 4t - ;ﬁ?m1~tz et at
° 0

integrando por partes se tiene

m - o

- M M
riz + 1) = (e l-eFy here [T o el 1) e By

(o]

r(z +1) =0+ 12 J 211 o dz
0
TdZ & dde=:dTHZ) b o Lt

Sabiendo que T(71.25) = 0.9064, calcular T{0.75).

Solucién:

Se sabe
e N
F(Z)F(I - Z) = SQ”.TTZ
luego
Pl.25)0(.75) = —T—
SQ}’I(Z)
r({.75) = Z

rl.25)Senlg]
por otro lado

r{z +.1) = 2r(z)

de aqui
F(.ZS + 1] = .2511(.25) ‘
r(.g5) - L{.125) _ .9064

e 4.

R



r{.25) = 3.6256

Con este valor ya conocido, se puede determinar el va-

lor de T{.75)

F(.75) = 1 —
(3.6256)Sen 7

por lo tanto

P(.75) = 1.2254 L.e.d.c.
¥4 b4

Demostrar que f Sen E%K dx = J Cos 5%5 dx = 0 si
-2 -2

ke 1,2,8% ¢

Solucibn:

2 L :
KX . KnX - 2l 1
“Cos(-Kw) = 0 L.e.d.d.
£COA Sli. dx = T Sen KnX =l Sen Kn - 1
z X " B T |, Km " Ku
-£

Sen(-Kw) = 0 L.c.d.d

Desarrollar en serie de Fourier a la siguiente funcién
0 -5<X<0
F(X) =

3 0<X<5b

17

o maalig



Solucibn:

Se procede a graficar la fuﬁcién,

s = mmj—

F——————Perioéo-————ﬂ

de donde se puede ver que el periodo =10. Por otro la-

1

do, periodo =2£, entonces £=5. Escogiendo como interva

lo de integracién de -5 a 5, entonces los coeficientes

se obtienen de la siguiente manera:

5 ' 0
an = f_SF.{X) Cos 7% dx = ¢ [_5 (0) Cos 5= dx +

5 5 '‘nn K
5
‘=0, sin#0 ‘
8 ,
5 5 5
sin=20, an = ao = % [ Cos 9%5 dx = % I dx=-% x} = 3,
; o o) o
1 5 nTX - [ nTX
bn = 'g f F[X)SQH —S—" dx = '5‘[ (O)Sen "‘5— d +
-5 -5

T8

gt : ,
; f (3)Sen 5%5 dx = % [ Sen E%i dx = g (- 5_ Cos ﬂgiy_f




e Cos nmw +.é_
nmw

g % nm

3
nnw

bn

(1 - Cos nm)
Se sabe que la serie de Fourier pedida es de la forma

FIX) = 52+ 5 ldn Cos 20X 43X

< bn SQHT

por lo tanto

_ 3 @ 3(].- Cos nm) nmx
F(X) = R nmn Sen 5

desarrollando, se tiene

1

F(X) = % + (Sen %% S Sen P T Sen

=)0

Problemas propuestos

Desarrollar §(Z) = Cos Z en serie de Taylor alrededor

L
deZ—?

Sea §(Z) = 2n(1 + 7), cuando se considera la rama que
toma el valor cero cuando 2= 0. Desarrollar §(Z) en se

rie de Taylor alrededor de Z=0.

Desarrollar §(Z) ¢ % en serie de Taylor alrededor de

f

2 =0

[}

Desarrollar §(2) ' Tfﬂé;gT en serie de Laurent, vé&lida
. ¥ L I * -

para, ~a) IZ]{ 3t ) b) |z] >3



3.2.6

Desarrollar 6(2) = IZI‘ ”%2 = 2ren serie de Laurent,

valida para, a) |z| <1 b)*. [ #2

Desarrollar {(Z) = llZ + 2;?2‘ 7T en serie de Laurent,

para 1<|2] <2

3.2.10

3.2.1%

Desarrollar §(Z)

W

2%72*:7%%7#:77-en serie de Laurent,

para 0< |Z| <2

Usando el teorema de los residuos, calcular

zt :
21114'. L 22(229‘+ 77+7] dZ alrededor del cfrculo C con

centro en el origen y radio 3.

Demostrar queI i d2 = ©i si C es el cuadrado
o

con vércites en + 2+ 24

eZ d2
Calcular [c Trib al rededor del circulo C centrado

en el origen y radio 5.

Hallar el valor numérico de las siguientes integrales

aplicando la funcibn gamma

p t
a) y3 e zy-dy
‘0 -
p O 3/ -3(1
b) | u'?e du
‘o
p OO " 2
c) yz e &y dy

Yo

20




3.2.12 Demostrar que F(-f) =v/n

Bv2+13 Qesarrollar'en serie de Fourier la funcién que se defi

ne enseguida

o
0 ‘Z<‘X< -1
1 -1<X < 0

FiX) =4
-1 0<X <1
0 1<X < 2

3.2.14 Desarrollar en serie de Fourier las siguientes funcio-

nes

§ 0<X<?
a) FiX)=

-§ % e 4

-X -4ixio
b) F(X)=

X 0<X<4

X 0<X<3
c) FIX)= '

0 -3<¢<X<0

21
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" CALCULO FUNCIONAL

ﬁioblemas Hestel'tes

; 1 . s
Comprobar que las funciones f#1 {x) = X/z Yy f2lx) = )(/2 son

ortogonales en el intervalo [(-1,1).

-
Solucidn:

Dos funciones #; (x}) y §2 {x) son ortogonales en el in-

tervalo f(a,b) si

A
[ ] s el =0

a

aplicando. la definicién anterior a nuestro caso se e

ne,

)l 1 1
)} 5 Y
2yl 'y, . 34, X Ll sl *
J X X dx-[ XdX—T -Z- ?-'0

~1 -1 -1

por lo tanto f{1(x) y §2(x) son ortogonales en (-1, 7).

Resolver la siguiente ecuacién integral de Volterra de

a "
2— especie

* 1
[ £2ylE)dE + y(X) = gy

o

" Solucibn:

Sea . oo = %r

X 1 il 2.

ar = <[ E2ighde - <[ dg - X

« 40 s 0

rX X /

as = -[ €21-g1dg - | £ldE gt
0 o}
% 4 Xr6

oy = '[ 52(%)d£=-[ %'” 'ng'x7
(o] s ASEY

22



4.1.4

Por lo tanto

.’: - 1 4 x? i
g()(l—j(-—z--x+zx _H. Flakaly avura , L.c.d.e.

Resolver la convolucién X* Sen Xx

Soluciébn:

X x 1 X
X* SenX = f lX-—E)SenE dg = X {Sen& d&-f € Seng dg
) .

‘0 0
X X px '
=X (-Cosg) -{E(-COAE)L+I CosEdE }
o o
X
=-XCHsX + X + XC48X - 0 - SenE’
_ )
X*SenX = X - SenX ) T

Hallar la transformada de Fourier de 1a Siguiente fun-

cién
Tt <a
F(t) =
0 2] > a
_ Solucién:

co o a .
L{F(2)} j Fle) oi*tye . j (1)et%t s
-~ 00 r -a
eixt
LX

XA ~ _Lxa
a o XX o tX
LX

~a

L{F(£)} =2 Sez"“, 84 x £ 0

L.c.d.e.

L F(2) 2a » 84 x =0
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4.1.6

si &§>0:

Demostrar gue Lfl}::%

édlucién:

De la definici6én de transformada de Laplace se tiene
' Y AT

_‘6 0 é

—

LOE]# f o e I 2 3% .
(o]

e o

L.e.d.d.

»

Demostrar que L {Sen at}- 254}E7-si >0

Soluciébn:

=]

. ) & APt s
L{Sena £} =J‘ e "("tSen at dt = pL::J e J"'tSen at dt
0 0

integrando por partes se tiene

, Y .
Brsonat = Lim (-2 (-4 Senat - a Cos at) } .

p+ A2 + a2
3 Lim{ a B e_ép{é Senap + acos ap}}
p—)-oo b2 + a2 . A2 + a2
L{Senat} = 331?55 , si 6>0 L.c.d.d.

Hallar la transformada de Laplace de las siguientes

*

funciones:

a) Flt] = 3%+ 4

b) Flt) = 22e®

Solucién:

a) (8] = L{32) + LL4) = 3L{¢} + 4L{1} = 310+ at)
§ls) = i—%;ii L.c.d.é.

22




.8

2= ¥k

b) Usando la siguiente f6rmula

Pl at -
'(——ﬂ—r -(——l—-n- n=1, 2,..7..
Se tiene que, nf 2 4138 a=1 , de donde
: 1
el s i
fla) = : L.c.d.e
6-] . . e .

Resolver la siguiente ecuacién de Abel

AT PR
5 JT-u ” ’

Solucién:

Usando el producto integral o convolucién de dos funcio

nes la ecuacién se puede expresar como

'
Y(ul* £77 =1 + £ + £2

aplicando la tranformada de Laplace
- -1, '
L{yz 72} = L{1 + 2 + £?}
23
LIYY LTe™ ) = LUTY + LLe} + LIx?)

(%) _1 - 1 2
s

1 1 1 1
Cog * o * 55t

Antitransformando

v - -t /z Y2 + 2% }
—TV;T T (7 P”zl T (7]

-usando las propiedades de la funcibén Gamma se tiene

il 1l 3
v=Lligtioels §47%

25



- s

2 .
y = -%“—- (3 4+ 6%+ 822) LR

Usando transformada de Laplace resuelva la siguiente -

ecuacidn diferencial ordinaria con coeficientes cons- |

"tantes

yr - 3yt + 2y =4ezt, V(b) = -3, y*(0).- =5

Solucibn:

Ly }-30{y%+ 201y} a 4L 2%}

Haciendo uso de las tablas de transformadas, se tiene
{s2y - SY(0) - ¥'{0)) - 3{Sy- V(0)} + 2y = o2y

Sustituyendo las condiciones de frontera, se tiene

{STy+3S-5)-3{Sy+3¥ely = o1

4
202 5 o i,
(S 38 +2)y +35-14 =7
- et e oM e oS
Y- ISE= 387 2ITS = 7] RT3+ 7y

- 358%2+720S-124
e R R

usando fracciones parciales se obtiene

oyt 4 4
e oo e S N 1

antitransformado

| 4 y
Ly} L5 * 507 * [3oore)

Ve TUgI) ¢ 4 Ligty) ¢ 4L ps)

't+‘4e

2 X 24

=-7 ¢ + 4%e rog.ad.0i
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4.1.10 Usando transformada de Laplace resuelva la siguiente’

ecuacibn diferencial ordinaria con coeficientes varia-

bles

1

YT+ 2y'+ Y = 0 ylo+) = 1, y(w) = 0, V' (0+) = ¢
Soluciébn:

Tomando transformada de Laplace a cada término
d a2 o .Y d
i (S2y - SY(0+) - Y (0+)) + 2{Sy - y(0+)}- E§y==o

-gg (82~ Sy - &% 2 (S - K] - E%q= 0

-S%y' - 28y +1+28y-2-y4' =0

factorizando

-(S2+ 1)y’ +1 =0

; a
S TSI

. d
dy-s2+
integrando

y=-tan " (S) + A

. m
Como y ~+o cuando S +=, entonces A= 7

Luego
y = —tan—l(S)-+;
y = tan-lf%)

antitransformando, se tiene

Sen

v= t




4.1.11

veremos si satisface la condicibén VY{w} = 0

.'- o -
y(”=3e:tr1t ___%g 0

Por lo tanto |

y = Se;t es la solucién correcta

-

Usando transformada de Laplace resuelva el siguiente

sistema de ‘ ecuaciones - diferenciales ordinarias

X' -2X +3Y =0

Y'Y+ X =0

Considerando las siguientes condiciones iniciales
X(o0) = § Vy(0) = 3

Solucibn:
Tomando "transformada de Laplacé o cada término del
sistema’ de. ecuaciones se tiene

Sx - 8 -12X + 3y

=0
Sy -3-y+ 2x =0
6.
(1) (S-2)x + 3y = &
(2) 2x + [S-1)y = 3

Resolviendo los ecs(7) y (2] simulténeamente se obtiene

u
+

LA, | -7

2888




8.1.12

antitransformando se obtiene

» b
X

=1 e l
L7 tx} = 507% 4 3048

L.e.d.e.

b =3
"h

sl : & 4
Li{y}=5at—2e't

Usando transformada de Laplace, resuelva la siguiente

ecuacién diferencial parcial

’

ou 32y

57 = wxz » UlX,0) =3Sen 27X, Ul0,2) =0, Uul1,z

= 0,0<X<1, >0
considere las constantes C; y C, de la solucidén de 1la

ecuacidén transformada, iguales a cero

Solucidn:
Tomando transformada de Laplace a cada término de la

ecuaciébn diferencial, se tiene
. 2
Su- ulx, 0 - 4%

g;%- Su= U(X,0)

aplicando las condiciones iniciales se tiene
d?u

H'x—z- ~ASSETES F3Sen (ZTLX)

esta ecuacidn es una ecuacidén diferencial ordinaria

y cuya solucidn es

u = C ggx"'Cz @X-'FE%FSQH_QTTX

pero, considerando C(C: = C2 = 0, se tiene

u = grger Sen ImX

i)




u?(x.,'t) = 3

Aﬁtitransformando, se obtiene

Al :
e 4m tSenan L.c.d.e.

Problemas propuestos

2

Comprobar que las funciones §; = x y f2 = x° son ortogo-

.

nales en el (-1,1)

Considere las siguientes funciones

f1{x}) = x , §2(x) = 3X%-1 falx) = 5X3- 3X

determine si constituyen un sistema ortogonal en el in

tervalo (-1,1)
Demostrar que fi1({x) =1, f§2(x) = VT Cos Zmnx y
§3{x) = /7 Sen Znmx donde n = 1, 2,..... , son una base

ortogonal en el intervalo (0,1)

Determinar los factores por los que hay que multipli-
car a las siguientes funciones Moo XA OXA para que
el sistema sea normal en el intervalo (-1,1): Escriba

el sistema ortonormal que asi se obtiene.

Resolver la siguiente ecuacién integral

X % T
J %y(E)dE e g{x) = X2
i .
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\'
4.28

4.2.10

a2 10

Resolver la siqguiente ecuaci6bn integral

> k4
y(z) =+ 2[ Cos(Z-u)¥{uldu
o

Hallar la transformada de Fourier de la siguiente fun-
cibén .

1 - £2 ] <1
Flt) = :

0 | 2] > 1

Hallar la transformada de Laplace de las funciones si-

guientes
aYiiElg) < B2 %+ vl b
By el 1pd%"0

= Sen{Znnt/T)

c) Flz)

Resolver la siguiente ecuacién integral

)

Resolver la siguiente ecuacién integral .
z :
J W%—%—%-du=t(i+t)

Usando transformada de Laplace resuelva las siguientes

ecuaciones diferenciales ordinarias

3!



a) V"it) + ay(£) = 9¢, v{0) =0, v'{0) = 7

b) y"(t] --4Y' (2] + 5Y(z) = 125¢%, V(0) = y'(0) = ¢
c) Y" o+ zv?'-.v 0, vi(o) =0, v'(o) =1

a) 2Y" + {1 - 28)Y' - 2y = 0, V(6) =1, y'(0) = &
SYVEYTTET (s FYY iy = 05 W(O) s 5, WIS

4.2.12 Usando transformada de Laplace resuelya los siguientes

sistemas de ecuaciopes diferenciales ordinarias
iy 4 22" = 2

y'r{o) =

n
S

a) si Y(0) = 3, -2, 2(0)

f 4
-

yr -7 =g’

[ 7' - 7' - 7Y + 27 = Sen t

b) £ s81 V[(0) = YV{0)™>"Th)
1 y* + 22" 3+ ¥V = @

n
Q.

4.2.13 Resolver las siguicntes ecuacionas diferenciales par-
ciales
Y L L ) R i N
a) 5‘5 - z _372— » Ll(o,'t) B 0, L!(-‘)’L) s 0)
w(X,0) = 10 Sen 4uX
o d%y 4 2%y y "
b) rra i QEY?" ylo,¢) = 0, v(2,2) = 0, Y(X,0)

= 20 S8Sen ZnX - 10 Sen 54X
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ECUACICNES DIFERENCIALES LINEALES
Problemas resueltos

Integrar la ecuacién y" - xy' - y = x?parax = 0, y = 0,
y' = 0, transformandola en una ecuacién de Volterra de
segunda especie. Expresar la integral como un desarro-
llo en serie de potencias.

Solucidn:

2

g' - xy' - ¢y = x

R T L T

de dondé

plel = x, qlx) =1 v #lx) = x%

haciendo y" = Z{x]) se obtiene la ecuacién de Volterra,

. .
esto es Z(x) = f [ﬁ(x) + (x - E)q(x{] 2(g)dg + nlx)
o

X :
2{x) = [ (2x - £)2{E)dE + x* (ecuacidn da Volterra de
)
2a. especie)

integrando
y" = 2lx) = %
donde

X
aolx) = a(x], aylx) = —f K(x,Elao(E)dE, a2{x])
‘ 0

X
=..I Kix,Elar (E)dE, ete
(]

luego

Gglx) = x*




X I
ay{x) = -J(Zx#—E)EZdE=“[?X %; & %;J fiT %% x*

o}

5 (%, - Y gp _ 9 o S ey
-70!2{’(5-'77 L{Zx )& dE-W[Zx—5-~—6—:L-7—2-x
de donde
y"_._.x2_757_xu+ 7‘77’(6- .....
: 3 s 7
L DA xR LT
Y = 3 77 +7—2‘ .....
y 6 8
y = %7 = %7 + f%g * s & it b=, aa . €Y
Dada la ecuacibn x*y" + xy' + (x* - 9}y = 0 transfor-

ks 2.

marla en autoadjunta

Solucibn:
Para convertir la ecuacibén anterior en autoadjunta se
et - B ) B(x)
ta multipl rl % H = X dx
necesita multiplicarla po {x) T exp JKTYT

En este caso

x?2 y B{x) = x , sustituyendo se tiene

Alx) = x?
Hix) = %7 exp f %% dx = %; exp J %} = %? g Lnx
Hix) = %

Finalmente la ecuacibn autoadjunta‘es-

x y" + y' o+ (x - %)y = 0 9 ‘ L% cnlds ol



5% 1 ;

,g5-1-3-

4

Dada la ecuacién y" + (x - 1)%y = 0, decir:

a) Si tiene caracteristicas oscilantes en el intervalo
kQ, 1}

b) Si una caracteristica posee un cero en % = 2, cuan-

tos m&s puede tener en (2, 6)

Solucibn:

a) En (0, 1) no tiene caracteristicas oscilantes por-
que (x - 1)3<0

b) En (2, 6) se tiene 1Z(x - 1)32125

por otro lado la distancia minima entre ceros' seréd

oy &6 < ¥ 6 0.261 £ 6 % 3.1416

luego
e ‘ Ea
.m" 1-40 » Tm-— 14.23

puede tener entre 1'y 14 ceros més.

Calcular el valor aproximado de la funcidn de Bessel

del indice 2 {J,(x])} en x = 2 (usar los 3 primeros tér
minos) .
Solucidn:
1 2 1 4
Jr (1'{lx}nr ! - (VX) +—(fx} & ]
WD LI‘{:H?T TIT(n+Z] ~ Z7T(n+3] = """
luego

: (7 ()"
Ja(t)z(zl2)F [‘T?I‘“TT - T rr—m“ﬂ‘]

©l
(&3]




k..

.
Jz'(Z)gH][I.—(%T - Tt TI"JFSTJ
12(2}{2_} -t .f_l.FJ P

J2(2) =0.354 L.c.d.e.

Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen-

funciones de y" -2Xy' + Ay = 0, con las condiciones

de que éstas son polinomios del tipo
Grd s CARE eI, o CR A

Solucién:

si gy o= 1 + CiX + CoX2 +..... + cn X"
y' = C; + 2CX + 3C3X2 e . oo
y" = ZCZ it 6C3X * w2 C;.X2+ .......

Sustituyendo en la ecuacibén original se tiene:

9 Ca® R Flh = 2)Chet 603X L X =~ 4)Cs # 1201824, ,

O sea

W -zRICh+ (ke 1) (R 22)Cke s = 0

de donde

Clov 2 = (!a?f;},(LZ)Ch' ’ om0, 1,,2,5.

.n-1

tomando en ‘cuenta que Co =1 y Cy =0 , los eigenvalores

para A = 2n (n es entero) son:

K =0 C: = =11 = -n
1 -n : _
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Ke2 o= 2 50 (on) - n(tE

- = 1 A
K=3 CS"ZTT(O)-O |
S e SR AU AP TRATE

6 ' 90

Finalmente las eigenfunciones son.

y = 15 nX? + ”(”6'2} X"'+"(”"2éé""“ X8+, ... L.c.d.e.

5.1.6 Calcular el eigenvalor de la ecuacibfn siguiente
‘27

6(X) = menxf sentélg)de
0

gue tiene un nGcleo de fGoursat.

Solucidn:

¢ (X) = Ab Sen’X

con
2% ' 27
b = I Seng¢(&)dE = I Sent (Ab Sen E)dE
0 0
27 1 s 27
b = )b f Sen?tdE = 7 Abl:g—SanF; Coag]
o} o}
b= T Abl2m-0-0+0) - b
luego -
o 1]
)\'- -’ﬁ- ‘L.c.d.e.
9 52 Problemas propuestos

5.2.1 &) integrar la ecuacién y'" - 2Xy' - y= X para X=10 ,
y=20, g'=H0 » transformandola en una ecuacibn de

Volterra de 2a. especie

LE3 ]
e )



Sig2s. 15

b) Expresar la integral en un desarrollo en serie de

potencias

Transformar la ecuacibn X y" + (1 -X)y' +y=0 en autoad

junta

Dada la ecuacibn y" + 7%?7 = 0, decir:

a) Si tiene caracteristicas oscilantes en el intervalo
(o, 1)
b) Si una caracteristica tiene un cero en X = 3, cuan-

tos puede tener en (3,11) como m&ximo y como minimo

Calcular el valor aproximado de la funcién de Bessel

de Indice 3 J;(X) en a7 (use solo los 3 primeros

términos)

Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen-
funciones de ¢" - Xy' + Ay = 0, con las condiciones ce
gue estas son polinomios del tipo y=1+C1X+ CoX*+...

Tt CnX”

Calcular el eigenvalor de la ecuacibn siguiente
2T

$(X) = zxcrox;xj CosEd (£)dE
0.
Comprobar que = (- X?+9X%2 - 18X+ 6) es una eigen-

funcién de la ecuacibn de Laguerre, dada por la si-

guiente expresibn

2¢



Xy" + (1 -X}ly'+3y =0

Comprobar que el polinomio de Hermite de grado 4 esta

dado por la siguiente expresién

Hy = 16X* - 48X% + 12

Clasificar las siguientes ecuacicnes diferenciales par
ciales de segundo orden en: hiperb6licas, parab&licas

o elipticas.

a) ngig = %;% = 0

b) %;% & 8 %;% = 0

c) g;f + 2%;%§ + g;g =L@
o B4 .

e) %;% + %%§Q,+ Eé = 0

FACULTAD DE INGENIERIA UNAM.

i AR

*906442
G1.- 906442

FACULTAD oF nsErgER:
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wdls 2

GEOMETRIA DIF'ERENCIAL

Problemas Resueltos

Encontrar la ecuaci6n de latangente a la curva

X = £i + £27 + £ . en el punto £ = 1

‘Solucibn:

Por definici6én la linea tangente esta dada por
y = X[Z)+KX' (£),- o<h<o | (6.1
luego, en este caso
y = X{(1) +KX' (1) (5.2)
X{1) = £+7T+K
X'(1) = . 234-32
Sustituyendo en (5:2). se, tiene

yo= (1 + Kli+ (1 + 2K)T +(1 + 3K)K, -w<K<eo L.c.d.e.

Encontrar la ecuacién del plano osculador a la hélice,

dado por X =Cos£{ + SentJ + %K, en el punto £ = %
Solueién:

Por definicibn el plano osculador esta dado por la ex-

presién:
[y = S K1 =0, (5.3)
para este caso, se tiene

(y - X{3NIX" {5k ) X" {vf) = 0 (5.4)

40



1.

pero

B Y2l e
e 2

R - %k
2

X" (1) ., _3
2

Sustituyendo en (5.4) se obtiene

tg-3-§E)rE+EH-h -0

Recordando ias propiedades del triple producto escalar

se obtiene

L.c.d.e.

T
91*5'3'-‘;

Hallar la curvatura a lo largo de la curva
X = (3£-23%)4+3£2T+ (3t +2%)K [ 5454

Solucidn:

La curvatura esta dada porla siguiente expresi6n

r . n
|Kj- Xx"xs (5.6)

Sustituyendo en la ecuaci6bn anterior, se tiene

|K]| = HTU3-322)i+64T+(3+322 ) KT -62) £+6T+62K]]|
| (3-3¢£2)7+62T+(3+322)K|?

Pl 18| (£2-1)0-240+(1+22)K]
27| (1-22)2v2 2T+ (1+22)K| 2

finalmente, se obtiene

. ! .
K = g-imf L.C.d.e.

4l




6.1.4 Hallar la torsibn a lo largo de la curva
X = (3£-£%)£+3227+(3+2°)K
Solucibn:

La torsidn se obtiene empleando la siguiente f&rmula

'xl x”x"'

T = Ix=x"T (5.7)

La expresi6bn (5.7) tambien se puede expresar como

(erxn) XM

T = (X %X 2 {5.8)

Sustituyendo en la ec, anterior y haciendo uso del pro-
blera (5.1.3) se tiene

T o= 18[]iz-l}L-ZfJ+(1+t2)K"Lfr-L+K]
(18P |(£2-1)4-22T+(1+£2)K|?

T o 61-2%+1-0+1+22)
18| (£2-1)2-22T+(1+22)K]|2

T - 6 x 2
18] (£2-1)-223(1+£2) R 2

(D hor VA ' v

T =
18%2 (2%2+1)2
— 1
T o ccccgriags L.c.d.e.

2 o

6.1.5 Encontrar la ecuacibén del plano normal a la curva

X = 2{+2%J+ £%K , en el purito f£=1



Solucidn:

La ecuaci6n del plano normal esta dada por la siguien-

te expresibn
(y-X)-X' = 0 " (5.9)
Sustituyendo en la ec (5.9) se tiene

(y - X{1))-X"({1) =0

pero:
A

KT Lh B i il T

"n

”~

X 21} L+ 23 + 32

|

Sustituyendo estos valores en la ecr anterior se tiene

A A A

[y-1E+3+K))} - (£+27+3K) = 0
6 YrityaTysK) - (L+T+K) - (£+2743K) = 0
(91'7)2‘4U2‘7)3:4U3'1}2 -(2+23+32} = 0
desarrollando el produc£o pusto se obtiene

yi-1+2(y,-1}+3lys-1] = 0

yr-142y,-2+3y5-3 = 0

finalmente la ecuacidn del'plano normal es

Ji1tYotYs = 6 L.Q‘.d.e.

.1.6 Encoatrar la envolvente de la familia de paré&bolas re-

presentadas por la siguiente expresibn

-rcl® + y> - 0% = ¢ (5.10)




S

Solucibén:

Se procede a derivar la ec (5.10) con respecto al para-~

metro C,

PO PR CP RS T8

20X % 1GCmEe (G
de donde:
PR
il

Sustituyendo el valor de C en la ec (5.10) se obtiene
la ecuacibn de la envolvente, resultando ser el eje de

las X{y = 0).

Encontrar la envolvente de la familia de circulos de
radio unitario, cuyos centros se encuentran sobre el

eje X; representados por la siguiente ecuacién:
(X silfter e =2 (5,11)

Solucidn:
Se procede a derivar la ec (5.11) con respecto a C,;

obteniendose

2X - 2C = 0

de donde
C = X
Sustituyendo el valor de C .en la ec (5,11) se obtiene

e =g



Lo cual indica que la envolvente son las rectas

Obtener la envolvente de la familia de esferas repre-

sentadas por la siguientes ecuacidn
X2+ ¢y + (2 -0C2-12=0 (5.12)
Solucibn:

Derivando la ec (5.12) con respecto al pardmetro C se

obtiene

-2(2 - C) =0

de donde

Sustituyendo el valor de C en la ec {5.712) se obtiene

la envolvente
* vt - 1= L.c.d.e.

que es la ecuacibn de un cilindro circular recto con

~ radio unitario y cuyo eje es el eje Z.

Problemas Propuestos
Encontrar la ecuacidn de la tangente a la curva

Mo Tl o £t L0l of 1 a6 23K

en el punto < = 1.

45




6.

-

N

o2

.2

.2.4

.5

.
(e)}

Demostrar gue uUna curva es una lfnea recta si todas

sus tangentes son paralelas

Para la hélice X = Cest, y = Sent, Z = £, hallar la

ecuacién del plano osculador en el punto (1,0,0)

Hzllar la curvatura a lo largo de la curva

X = alCos ) + alSent)] + b £ K, a>0, bt

Hallar la curvatura a lo largo de la curva

A

X = (¢t - Sent) + (1 - Cos £1J + 2K

Hallar la torsibén a lo largo de la curva

N

X = (¢ - Senth + (1 - Cos 2)T + £K

Encontrar la ecuacibén del plano normal a la curva

"~

R [§ + Bl = £27 +'[T = 229K

en el punto £ = 1

Para la hélice X = Cost, y = Sent, I = %, encontrar

la ecuacibn del plano normal en el punto (1,0,0)

Encontrar la envolvente de la familia de circulos da-

dos por la siguiente ecuacién (X - 2C)* + ¢y? - C* = 0
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6.2.10 Encontrar 1la envolvente de 1la familia  de elipses dadas

por la siguiente ecuacidn

T s
c 72

6.2.11 Encontrar la envolvente de la familia de esferas con
radio unitario y centro en el plano.Xj y representa-

das por la siguiente ecuacibn

[X - Ci)2 + [y - C2)% + 22 -1 =0

q7




SOLUCION DE I.OS PROBLEMAS PROPUESTOS

CAPITULO 1

1.2.% 0 = 157°36'30"

_ ' gta - Bl alu alia, -
1.2.2 /‘LO«t(X., Iy U-) = (_577 = —g—a’é}ex (____X; = axu)c;; +
LAl il Lo
T TR
. 2. 49 3
Lrndad = L
"2 7T T O7IT VT
Lad 36 div(Ux) = - rotlU

X{y+52)dg /[x(g+ 52)dg = 4
161
1.2.9 Macu:a,=.25_ oTR?

1230 ox = 0.51Kgg/m?>, oy=~ 0.21Kg§/m?, oxy=0.09Kgf/in®
oyz = 0.12 Kgf/m?, ozx =0.03Kgf/m?

2" =ik
1.2.11 V335 = i
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CAPITULO 2

2.2.1 Z e ;_,- {Cos %'n+ £ Sen 37-1r)

2, 28 Low T 3 =2 iv~ o3 Liee m Fialié
1 V3 . 1 V3 .
2.2.3 Zo"z‘* T»{. 5 y = -1 3 2, = 7 —23}:»(.
2.2.4 2= - 4{u-1) y V2=~ 16(u-4) son las ecuaciones de

las pardbolas que limitan la imagen de la banda en

el plano w

2.2.5 2, =-4bnl3.734) , 2, =-48n(.274)

E5 el et -
2ol §Q‘-—(Z""’:T3 dz = - 30
2.2.8 8 =0
. 2+1241 AL g
2.2.9 6% METEIEIE Sy (L) Cmmy

322+ 72+ 1 : <
2.2.11 i. T dy = 38n4
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CAPITULO 3

3

0

) 2 :
C)J y e Y dy = VTT/16

50

Slmerntil) = - (2 ~ By s (ZSE Zp (Z;;£P | T
2.3 - gigr= e s I By
229 5(2)=1-Z+%—?—-§-+§—?——§—?—+ .....
2.4 a) ((2) = S SRR SR | R u R

bl £12) =5 + F5 + 25+ ik e
25w gz o SRAF @SR aTyS. DAREYR

by giz) - LI
2 M 77 T ;Q'- %% ' %% . %f - % s 1 % o %;.-
2, ) mge Ui e g lhy . B Mg
248 'Z‘TITfi ZZngi ZCZ!Z+ 7] tY— L ;’ e Cos ¢
2.10 i E%;_"?FZT - 8L
2.11 a}jwy’e-zgdy=3/8 ;

b) f U'2e Wi = VT30 ,
(V] e



1

.2 w ’y 3
3.2.13  {(X) = ;r— (Sen-z ¢ + Senm i+ 4 Sen 7T+ ¥
s;h ;-nt+ % Sen 3wt +)
galb ;:o 1 -Cosnmw ntx
3.2.14 a.] 6(X) = T n:i ("-"—'-'—n—--—-—]sei’! —2—
b, 6“() T __g__ Z (’ - Coan )COA Yimx
12 p=1 nz 4
3% s(cC )
8 04 NT - nwx
e) §(X) = 7 * med = Cos —3=
6 Cos nm nirx
o Sen Sa=
CAPITULO 4
4l 12522 SL
4.2.4 ¢1="'/'2§:x ’ ¢2=_/§—x2 » ¢3=gx3
2 3 4
4.2.5  gixi-e-F e oo Kool )

1t

4.2.6  Y(t) =t + 2+ 2(t-1)e"

b ) il Oob R Sen X)

a b
t3

4,2.8 a) 6(3] = 32—3 + 37
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b) 6(3] ’-'-3_—“

el f(s) = BT gL

4.2.9 y(z)

| —

4.2.10 V(£ %3-5/3 (3£ + 2)

4.2.11 a) VYiz) 3@ + 2 8Sen?t

'b) V(&) = 252 + 40+ 22 + 2¢2%(28ent - 11 Cos t)
el Y(R) = 2
d)  vit) = e2®

-t

el VYI(t) = 5¢e

42, 1ot 3 1

4.2.12 a)l Y(t) = 2 + 7e -Z—Sent+ 7 Cos

AL —;-a"t + 5 Sent- ) Cost
1 -t 4 .t 1 7 W
b) V(»t) -§P_ *‘Z'S-Q 'B'COAI-';SQHI’“ ?te
Ziz] ;—‘e"t— %eat + -;- te %
10.2.13 ) U(X, £) = 10 3" Sop anx

b) u(x, z)

20 Sen 27X Cos 6mt - 10 Sen 5uX Cos 15wt
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CAPITULO 5

5.2.1 a) Z(X) =Ix(3x4é:)2(é:)d£ + X

(o}

bl g = £x2+ Toxs s Thxra L.,

n
S

5.2.2  X¢Xy" + (1-Xle¥y + Xy

5.2.3 a) No

b) 0 Como minimo y 2 como mdximo

ne

5.2.4 Js(1) = 0.01956

po e o mlZ o) m(2 =00 (4] g

5122415 Y = 7T o = [ By SO S - o e

"

5.2.6 A =1/2w

5.2.9 a) hipernbélica
-b) eliptica
¢} parabdlica
d} . parabé6lico

e) hipenrbblica

%5




CAPITULO 6

6.2.1 " ¢ w 2 RYE S (1 2K TR0 14 3000

6.2.4  |K| = a/la? + b?)

| el Y 5 Y 2 ¥
6.2.5 K| = (1 + 4 sen®(£/2))72 /) (1 + 4 sen?(2t/2))
6.2.6 T o=t [l1+ 4 -sen*{t/2))}

6.2.7 Vi - 2¥2 + 3ya - 0
6.2.38 y +7 =0
6.2.2 y? =-%;
6.2.10 xP + gl -

6.2.11 Los planos ¢ =1y Z = -1
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