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Resumen

Los robots o manipuladores paralelos son cadenas cinemadticas
cerradas conectadas entre si por una base fija, y una base movil
o efector final [2, 3], en este trabajo los manipuladores paralelos
pueden ser descritos por una cadena cinemdtica equivalente al
manipulador; conocida como cadena virtual. Una Cadena virtual
se define como un elemento que existe en la cinemdtica del
manipulador pero no en la dindmica de este[4]; mediante la
cadena virtual es posible agregar restricciones cinemdticas al
manipulador paralelo[5]. Para llevar a cabo la experimentacion
se realizé el modelado cinematico diferencial del manipulador
3RRR_(RRR)v y Delta 4, al igual que la cinemadtica diferencial de
la cadena virtual (RRR)v, Se implemento en un modelo fisico de
los manipuladores paralelos y de sus cadenas virtuales,
sustituyendo los resultados del andlisis de la cadena virtual en
variables de estado del manipulador paralelo, probando que es
posible controlar al manipulador paralelo a través de su cadena
virtual.
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1 Introduccion

“No tengo talentos
especiales, pero si soy
profundamente curioso”

Albert Einstein



1.1 Contexto

1.1.1 Historia de la Robdtica

A través de los afnos, la humanidad ha buscado la manera
de crear artefactos que sustituyan e imiten el
comportamiento en distintos ambientes.

Los primeros antecedentes datan del primer siglo, existen
evidencias de mecanismos, que a través de dispositivos
hidraulicos, poleas y palancas
permitian abrir 'y cerrar Pee
puertas; conocidos como los
mecanismos animados de
Herdn de Alejandria g4
(Hlustracion 1). '

Entre los siglos VIII y XV los &
arabes heredaron y \;
difundieron conocimientos
griegos que aplicaron en
artefactos automaticos para dispensar agua o bafarse,
empleados por la realeza, en su mayoria estos artefactos
eran disefiados con fines ludicos; entre algunos ejemplos
destacados se encuentran el gallo de Estrasburgo en 1352;
gue al alimentarlo movia las alas y el pico; la cabeza parlante
de Roger Bacon.

Ilustracion 1-1 Meanismo de Heron



Ilustracion 1-2 Galo de Estrasburgo

En un principio la robdtica se
evoco a imitar el
comportamiento de los seres
~vivos; lo que permitié la
comprension del universo que

rodea al hombre.

Mas tarde Leonardo Da Vinci[6] desarrollo algunos
artefactos mecanicos automaticos (llustracion 3); se evoco
principalmente a comprender la composicion y razones del
movimiento de los seres vivos e imitarlo, pero también
resolver problemas de la vida
cotidiana, como la limpieza de
las cocinas, asi como la
automatizacion de varias
labores; a través de
mecanismos conformados
principalmente por poleas y
engranes.

Ilustracion 1-3 Ledn de Da Vinci

Durante el periodo comprendido entre los siglos XVII al XVIII
se crearon ingenios mecanicos que comenzaban a poseer
caracteristicas similares a las de los robots automatas de la
actualidad, como ejemplo; se crearon mufiecos capaces de
pintar, escribir, tocar el piano entre otras actividades. Estos
ingenios poseen mecanismos a base de levas y engranes.

A finales del siglo XVIII y principios del siglo XIX se
9
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comenzaron a desarrollar invenciones mecanicas usadas en

la industria textil principalmente, dentro de las invenciones
mas importantes se encuentran el telar de Jacqgard [7].
Dando lugar al desarrollo tecnolégico de la automatizacion
industrial, permitiendo asi el desarrollo de computadoras y
robots industriales como hoy se conocen.

El término Robot no fue introducido sino hasta el afio de
1920, por el autor checo Karel Capek en su obra Rossum’s
Universal Robots (R.U.R.), derivado de la palabra Robota
gue significa ejecutor en Eslavo, refiriéndose mecanismo
autdbnomo antropomorfico construido por Rossum. [2, 6, 9]

Actualmente el término robot se emplea para referirse a
distintos sistemas, por un lado un robot es cualquier
mecanismo antropomorfico creado por el hombre que
desemperie la actividad de algin ser humano[6], y por otro
lado, definicion del Instituto de Robdtica de América[6], “Un
robot es un manipulador multifuncional re-programable,
disefado para mover material, partes, herramientas, o
dispositivos especiales, a través de movimientos variables
programados para desempefar alguna variedad de tareas’;
de manera tal que se da lugar a dos grandes ramas de la
robotica, lo que amplifica su campo de estudio, para
aumentar su movilidad, destreza y autonomia.

A partir de la Revolucion Industrial, se comenzo a desarrollar

10



la produccion en masa, lo que provoco la necesidad de crear
mecanismos capaces de superar la velocidad de produccion
aumentando los estandares de =
calidad; procurando la
estandarizacion de los productos.

A principios de los 1950’s, George
Devol [7] desarrollé un manipulador
mecanico programable, mas tarde
refinado en conjunto con
Enegelberger hacia un robot
Industrial. Una  caracteristica
importante de un robot Industrial es la incorporacién de un
control por medio de una computadora (o0 microprocesador),
con realimentacibn sensorial para alcanzar una
funcionalidad programabile.

En 1960 El Laboratorio de Inteligencia Artificial de Stanford
y el Laboratorio Lincoln del MIT comenzaron el desarrollo de
robots manipuladores con sensores tactiles y vision artificial

[6].

En 1980 hubo una gran demanda de la industria robotica,
debido a la demanda de una industrial mas flexible vy
econdmica, para el ambito automovilistico y espacial, lo que
permitidé generar conocimientos importantes en el campo;
permitiendo a la robdtica tomar posiciones en casi todas las
areas productivas y tipos de industria; realizando tareas
repetitivas y peligrosas para el ser humano; adaptandose a
las demanda de produccion.

11
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Mas tarde se generaron dos grandes clasificaciones de la

robotica, robots auxiliares e industriales. Las clasificaciones
de la robodtica son variadas; estas van desde su estructura
mecanica; hasta sus aplicaciones, una clasificacion basada
en las aplicaciones pueden distinguirse dos grandes areas,
a partir de composicion mecanica, dividiéndose en dos: los
robots moviles, y los robots manipuladores [10].

Dentro de la clasificacion de los robots manipuladores se
distinguen; manipuladores seriales, moviles, paralelos e
hibridos [3].

En las décadas recientes, los robots moviles han sido
usados principalmente para operaciones repetitivas y/o en
ambientes peligrosos para el ser humano que incluyen
manipulacion de materiales radioactivos, exploraciones
espaciales o submarinas, pintado en spray, etc.

1.2 Clasificacion

La variedad existente de robots es amplia, como
consecuencia se dificulta crear una clasificacion. Se
presenta una clasificacion basada en la caracteristica
principal de un robot; su estructura mecanica, a partir de aqui
se generan dos areas tomando en cuenta la forma en que
se sostiene su base; robots moéviles y robots manipuladores.

12



1.2.1 Base Movil-Robot Moévil

La principal caracteristica de un robot movil es que posee
una base movil que permite al robot desplazarse libremente
en su entorno. Esta clase de robots es principalmente usada
en robots de servicio, donde se requiere de desplazamientos
autonomos. Se pueden clasificar en dos subclases [10]:

De llantas, normalmente consisten en un cuerpo rigido
(baso o0 chassis) y un
sistema de llantas que
permite desplazamiento
sobre el suelo, otros cuerpos
_ pueden ser sujetos a la base,
para la realizacién de otras
tareas.

De piernas, se encuentran
- conformados de mudltiples

cuerpos rigidos,

interconectados por distintos
Ilustracion 1-5 CURIOSITY NASA . .

tipos de juntas;

principalmente rotacionales; dando la forma de la parte
inferior del cuerpo, con extremidades inferiores (pies) que
periodicamente estan en contacto con el suelo para realizar
un desplazamiento[10].

Ilustracion 1-6 Artropodo

13



1.2.2 Base Fija-Robot Manipulador

El proposito esencial de esta clase de robots es
principalmente el manipular objetos, normalmente se
emplean de manera industrial; de esta clasificacion se
desprenden dos subclases; robots seriales y robots
paralelos; basados en el tipo de cadena cinematica que
poseen.

La estructura fundamental de cualquier robot manipulador,
es una cadena cinematica abierta, constituida por
articulaciones y eslabones [10]: “Una cadena cinematica
abierta se refiere a una secuencia de eslabones que
conectan dos extremos de una cadena, por el contrario una
cadena cinematica cerrada es aquella que forma un lazo
cerrado”.

Robots Seriales

La principal tarea de un robot serial es posicionar al efector
final en la posicion deseada.

El tipo y secuencia de los Grados de Libertad (GDL) de un
robot serial, comenzando con la
articulacion de la base, permite la
clasificacion de los manipuladores en:
Cartesianos, cilindricos, esféricos,
SCARA, y antropomorficos.

Robots o manipuladores Cartesianos.

Se encuentra conformado por tres

juntas prismaticas con los ejes de
14

Ilustracion 1-7 Cartesiano



forma ortogonal entre si. (llustracion 1-7)

Robots o manipuladores Cilindricos. A diferencia de los
cartesianos, el cilindrico, su primer junta es rotacional, las
veo coordenadas son dadas de manera cilindrica,
-~ en este caso los GDL pertenecen a un

<" espacio cartesiano. (llustracion 1-8)
z

a

Esféricos. Su cadena esta compuesta por
una junta rotacional seguida de una junta
prismatica, y finalmente una junta rotacional,
dando asi un espacio de trabajo esférico,
cada GDL pertenece a una variable del
espacio Cartesiano.

Ilustracion 1-8 Cilindrico

SCARA. Esta geometria esta

conformada al disponer de dos juntas [ v \
rotacionales y una prismatica de manera \1/‘ ‘*
gue todos los ejes de movimiento son
paralelos entre si. EIl nombre proviene de
sus siglas en Inglés  Selective > —
Compliance Assembly Robot Arm
(Montaje Selectivo Compatible de un
Brazo Robdético) (llustracion 1-9)

"

=

Ilustracion 1-9 SCARA

15
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Antropomorficos. Se  encuentra

e conformado  por  tres  juntas
.1/ rotacionales, el eje de giro de la
‘ primer junta se encuentra de manera
'\‘/‘7/‘/‘» . ortogonal a los ejes de las siguientes
5 //SJ —=" juntas; es una de las configuraciones
\ con mayor destreza debido al tipo de
" juntas. Los GDL y las variables
articulares del espacio cartesiano
varian dentro del espacio de trabajo. (llustracion 1-11)

Ilustracion 1-10 Antropomodrfivo

Robot Paralelo

Es un manipulador que posee una o0 varias cadenas
cinematicas conectadas de un extremo a una base fijay a
una base movil. Su mayor ventaja recae en la rigidez
e estructural, permitiéndole adquirir

2 altas velocidades en comparacion

con manipuladores seriales; como

desventaja es que posee un espacio

s 4 de trabajo pequeiio [2, 6, 9]. Existen
dos clasificaciones principales, los

llustracién 1-12 Paralelo 2GDL robots planares y los robots
espaciales, que se refiere

principalmente al tipo de espacio de trabajo que cada uno
tiene. A continuacidén se mencionan brevemente algunos de
los robots paralelos espaciales mas importantes.

16



Plataforma Stewart-Gough. El robot paralelo mas
celebrado historicamente es la plataforma
de Stewart, que fue diseiada en 1947 por
V.E. Gough. Stewart y Gough llegaron a
una configuracion similar trabajando
separadamente, ambos basados en
hexapodos que usualmente poseian tres
barras verticales, llegando a una
configuracion con seis barras; creando un
mecanismo con seis GDL completamente
paralelo [6].

[lustracion 1-13 Plataforma Stewart-
Gough

Robot Dellta.

Es un mecanismo paralelo con
tres brazos unidos a la base por
medio de juntas universales. Una
parte principal del disefio es el
uso de paralelogramos en los
brazos, que mantiene la
orientacion del efector final.

Ilustracién 1-15 Mary Land

Mounting Pads Motor Cover
PR of
Fueron = 2= 0 e

inventados en la década de los
80’s por Reymond Clavel en
EPFL, Suiza. Afos mas tarde
alrededor  del mundo  se
desarrollaron variantes del robot
Delta. Adept cre6 un mecanismo
parecido al tipo Delta, llamado

llustracion 1-14 Adept Quattro

17
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Quattro, que posee un grado de redundancia y consiste en

cuatro extremidades de paralelogramo; creando un
mecanismo paralelo completo [11] : “Un robot paralelo
completo, es aquel que los GDL es estrictamente el mismo
gue la cantidad de cadenas cinematica sé€ que posee el
manipulador”.

En afnos recientes el desarrollo de los robots paralelos ha
incrementado, a partir del disefio creado por Adept, se han
creado otros robots; como ejemplos se encuentran ARABA
y el robot H4.

Robots por cables. Debido al
espacio de trabajo limitado que
poseen los manipuladores
paralelos y las regiones de
limitacion, se sustituyeron los
actuadores lineales por
actuadores por cables eléctricos,
su cinematica se realiza de
manera  similar, con la
singularidad de poseer un espacio de trabajo mucho
mayor[10].

Ilustracion 1-16 Araba I1

18



Ilustracion 1-17 Robot por cables

1.3Aspectos del
Problema

El procedimiento seguido para el modelado de la cinematica
directa de los manipuladores seriales varia de acuerdo al
manipulador; en los manipuladores paralelos es complicada
la simplificacion y obtencion de resultados incluso en los
manipuladores paralelos mas sencillos, como se ve en el
libro de Lung Wen Tsai [3]. Los distintos métodos empleados
para la simplificacion de calculos de la cinematica del
manipulador en realidad no logran disminuir de manera
considerable la complejidad [3].

Durante las ultimas décadas se comenzo6 una investigacion
con respecto al problema expuesto anteriormente. Algunas
de las investigaciones mas prolificas al respecto conllevan
el uso de Cadenas Cinematicas Virtuales.

19



1.40tras
Investigaciones

Durante las ultimas décadas se comenzo una investigacion
con respecto al problema expuesto anteriormente. Algunas
de las investigaciones mas prolificas al respecto conllevan
el uso de Cadenas cinematicas Virtuales.

En otras investigaciones se ha buscado mejorar la
capacidad de un manipulador paralelo planar 3RRR para
seguir una trayectoria, usando herramientas de control de
manera experimental, pero no con cadenas virtuales [12,
13].

Para resolver el problema que representa resolver la
cinematica de un manipulador paralelo, se han realizado
algunas investigaciones mencionadas en el punto anterior,
en las que se propone emplear cadenas cinematicas
virtuales para simplificar dicho problema; en la mayoria de
las investigaciones no se lleva a la practica, dejandolo todo
en suposiciones; salvo en la investigacion realizada por
Simas [1], en la que realizaron un prototipo de un
manipulador serial controlado por una cadena virtual de
ASSUR, pero no se ha documentado un procedimiento
similar empleado en un manipulador paralelo.

Simas (2009) [1] realiz6 una investigacion en el ambito de
las cadenas virtuales, en el cual usa cadenas virtuales
adicionadas al modelado cinematico directo de un

20
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manipulador serial, para simplificar la complejidad de los

calculos y poder imponer una trayectoria al manipulador
serial; en este caso se emplea la definicion de las cadenas
de ASSUR [13]:

Una cadena cinematica virtual de ASSUR, es una cadena
virtual que cumple con las siguientes propiedades:

1. Es serial

2. Sus articulaciones se dividen en dos grupos: A-2
articulaciones internas conectando dos eslabones
virtuales internos con dos eslabones externos (de la
cadena original)

3. Cuando dos eslabones externos de la cadena virtual de
Assur se encuentran conectados a una cadena
cinematica con movilidad M, la movilidad de la cadena
modificada (la cadena original mas la cadena virtual)
sigue siendo M.

La aplicacion de este tipo de cadena es esencialmente la de
obtener informacion sobre el movimiento de una cadena
cinematica, o la de imponer restricciones a la cadena
cinematica original.

En otras investigaciones se ha buscado mejorar la
capacidad de un manipulador paralelo planar 3RRR para
seguir una trayectoria, usando herramientas de control de
manera experimental, pero no con cadenas virtuales [12,
13].

Para resolver la cinematica de un manipulador paralelo, se
han realizado algunas investigaciones mencionadas en el
punto anterior, en las que se propone emplear cadenas
cinematicas virtuales para simplificar dicho problema; en la
mayoria de las investigaciones no se lleva a la practica,
dejandolo todo en suposiciones; salvo en la investigacion
realizada por H.Simas [1], en la cual se realiza un prototipo
de un manipulador serial controlado por una cadena virtual

21



de ASSUR.

Una investigacion similar a la de Simas [1], trasladada al
ambito de los manipuladores paralelos no ha sido
documentada al momento.

Iustracién 1-18 [1]
El principal objetivo de éste trabajo es el de documentar los
resultados del seguimiento de una trayectoria de un robot
paralelo espacial, a través de la implementacion de una
cadena virtual serial, para probar la teoria que se ha
generado en relacion con cadenas virtuales.

1.5Antecedentes

La investigacion que puede ser considerada anterior a la
presente es una realizada por Patricio Martinez Zamudio [4],
en la que se emplea una cadena virtual para retroalimentar
a un robot manipulador paralelo plano 3SRRR_(RRR)v;

Para llevar a cabo la experimentacion se realizd el
modelado cinematico diferencial del manipulador 3RRR_
(RRR)v , el cual se implementé en un modelo fisico del

22
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manipulador paralelo, sustituyendo los resultados del

analisis de la cadena virtual en variables de estado del
manipulador paralelo, probando que es posible controlar al
manipulador paralelo a través de su cadena virtual. Siendo
ésta una de las mayores implicaciones de la metodologia
descrita en el trabajo presente.

Se probd que es posible retroalimentar a un robot paralelo
3RRR a partir de su cadena virtual (RRR)y, para el
seguimiento de trayectorias. Una de las mayores
implicaciones de la metodologia mencionada se refiere
principalmente a la implementacion de una cadena virtual al
modelado cineméatico de un manipulador paralelo
3RRR_(RRR)v. De acuerdo con la investigacion de Patricio
Martinez Zamudio, [4], La experimentacion del modelo
3RRR-(RRR)v, funciona similarmente al modelo en la
investigacion , construido en el espacio fisico , permitiendo
empatar la simulacion con un prototipo.

1.6 Propuesta

1.6.1 Objetivo

Modelar, simular e implementar un robot paralelo en el
espacio, aplicando las teorias de cinematica diferencial para
su retroalimentacion con cadenas virtuales; poniendo asi, en
practica los conocimientos teéricos que se han generado
durante la carrera, ademas de buscar dar un avance en ésta
area del conocimiento.

23



1.6.2 Objetivos Especificos

Implementar en un prototipo a una cadena cinematica virtual
(RRR)y a un robot paralelo plano 3RRR, simulando el
comportamiento del sistema.

Obtener la cinematica diferencial de una cadena virtual.

Obtener la cinematica diferencial de un robot paralelo Delta
4 espacial. Implementar una cadena cinematica virtual, a un
robot paralelo Delta 4 en el espacio, simulando el
comportamiento del sistema, en uno de los casos
particulares.

1.6.3 Hipotesis

Es posible aplicar una cadena virtual en un robot paralelo
espacial como medio de retroalimentacion de la cinematica
para el seguimiento de una trayectoria.

1.6.4 Meta

Probar la teoria de cadenas virtuales en un robot paralelo,
en por lo menos un caso particular de la trayectoria seguida
por el manipulador.

24



2 Teorias Base

25

“La roboética no se trata de
reemplazar a los humanos,
sino de aprender sobre
nosotros mismos”

Henrik Scharfe



2.1 Cinematica

La cinematica del robot estudia el movimiento del mismo con
respecto a un sistema de referencia, describiendo
analiticamente el movimiento espacial como funcion de
tiempo, y en particular por las relaciones entre la posicion y
orientacion del efector final del robot con los valores que
toman sus variables articulares [6].

Los manipuladores estan compuestos por una serie de
cuerpos moviles (eslabones), unidos por articulaciones. A
continuacion se muestra una tabla de la clasificacion de las
articulaciones

G s B

RapartEpad Fimabpar(Ppad

S S

R o

Ilustracion 2-19 Tipos de Juntas[6]

Uno de los métodos mas empleado para la descripcion de
las relaciones entra cada eslabon de los robots
manipuladores seriales es el Algoritmo Denavit-Hartenberg
[6]. A continuacion se describe el algoritmo paso a paso:
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Ilustracion 2-2 Pardmetros para un Eslabén [6]

D-H 1. Numerar los eslabones comenzando con 1 (primer
eslabon movil de la cadena) y acabando con n (dltimo
eslabon movil). Se numerara como eslabén 0 a la base fija
del robot.

D-H 2. Numerar los eslabones comenzando por 1 (la
correspondiente al primer grado de libertad) y acabando en
n.

D-H 3. Localizar el eje de cada articulacién. Si esta es
rotativa, el eje sera su propio eje de giro. Si es prismatica,
sera el eje a lo largo del cual se produce el desplazamiento.

D-H 4.Para i de 0 a n-1 situar el eje z1 sobre el eje de la
articulacion i+1.

D-H 5. Situar el origen del sistema de la base [14] en
cualquier punto del eje zo. LOS ejes Xoy Yo Se situaran de
modo que formen un sistema dextrogiro con Zzo.

D-H 6. Para i de 1 a n-1, situar el sistema [15] (soldado al
eslabodn i) en la interseccion del eje z1 con la linea normal
comun a zi1 Yy zi. Si ambos ejes se cortasen se situaria [15]
en el punto de corte. Si Fuesen paralelos [15] se situaria en
la articulacion i+1.

D-H 7. Situar xien la linea normal comun a zi.1 Y zi,
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D-H 8. Situar yi de modo que forme un sistema dextrégiro

con X; Y Zi.

D-H 9. Situar el sistema {Sn} en el extremo del robot de modo
gue zn coincida con la direccion de zn-1 Y Xn Sea normal a zn-
1Y Zn.

D-H 10. Obtener 8i como el angulo que hay que girar en
torno a zi.1 para que Xi1 Y Xiqueden paralelos.

D-H 11. Obtener di como la distancia, medida a lo largo de
zi-1 que habria de desplazar {Si1} para que xi y Xi-1 quedasen
alineados.

D-H 12. Obtener ai como la distancia medida a lo largo de X
(que ahora coincidira con xi-1) que habria que desplazar al
nuevo {Si.1} para que su origen coincidiese con {Si}.

D-H 13. Obtener ai como el angulo que habria que girar en
torno a xi (que ahora coincidiria con Xi.1), para que el nuevo
{Si-1} coincida totalmente con {Si}

D-H 14. Obtener las matrices de transformacion "A..

D-H 15. Obtener la matriz de transformacion que relaciona
al sistema de la base con el extremo del robot T= %Ay, 18, .
n-lAn

D-H 16. La matriz T define la orientacion (sub matriz de
rotacion) y posicion (sub matriz de traslacion) del extremo
referido a la base en funcion de la n coordenadas articulares.

0i Es el angulo que forman los ejes Xi-1 y Xi medido en un
plano perpendicular al eje Zi-1, utilizando la regla de la mano
derecha. Se trata de un parametro variable en articulaciones
giratorias.

di Es la distancia a lo largo del eje Zi-1 desde el origen del
sistema de coordenadas (i-1)- esimo hasta la intersecciéon
del eje Zi-1 con el eje Xi. Se trata de un parametro variable
en articulaciones prismaticas.

ai Es a la distancia a lo largo del eje Xi que va desde la
28



interseccion del eje Zi-1 con el eje Xi hasta el origen del
sistema i-esimo, en el caso de articulaciones giratorias. En
el caso de articulaciones prismaticas, se calcula como la
distancia mas corta entre los ejes Zi-1 vy Zi.

ai Es el angulo de separacion del eje Zi-1 y el eje Zi, medido
en un plano perpendicular al eje Xi, utilizando la regla de la
mano derecha.

Para robots paralelos se utilizan normalmente matrices de
transformacion homogéneas.

2.2 Teoria de
matrices de
transformacion
homogénea

2.2.1 Sistemas de referencia

Los sistemas de referencia son normalmente definidos
mediante ejes perpendiculares entre si con un origen
definido. Estos se denominan como sistemas cartesianos.

En la llustracion a continuacion (llustracion 2-3) se
representa un vector en coordenadas cartesianas en 2 (a)
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y 3 (b) dimensiones [6].

YA

N
%
o : .

a) b)

Ilustracion 2-3 Sistemas de Referencia[6]

2.2.2 Matrices de Rotacion

Las matrices de rotacion permiten el uso del algebra
matricial, por lo que son el método mas extendido para la
descripcion de orientaciones [6].

Supodngase que en el plano se tienen dos sistemas de
referencia OXY y OUV, ambos con un mismo origen O,
siendo OXY el sistema de referencia fijo (inercial) y el
sistema OUV el mévil solidario al objeto.

Los vectores unitario de los ejes coordenados del sistema
OXY son ix, jy, ¥ los del sistema OUV son iy, jv.

Un vector del plano se puede representar en ambos
sistemas como:

T i .
ny = [px» py] = Dx-lx T Py-Jy
2.1

By = [pu: pv]T = Pu-ly + Pv-Ju
2.2
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X
Ilustracion 2-4 Sistemas de Referencia inercial y local [6]
Se puede llegar a la siguiente equivalencia:
=R
Py Pv
2.3
Lely IxJ
R = l’_x u _x]_v]
ylu  Jylv
2.4

Domde R, es conocida como matriz de rotacion, y defina
la orientacion del sistema OUV con respecto al sistema
OXY, permite transformar las coordenadas de un vector
de un sistema a las del otro. Para comprobar que se trata
de una matriz ortonormal R*=RT.

Si se considera la posicion relativa del sistema OUV
girado un angulo a sobre el OXY, la matriz R sera de la
forma:

cosa —sena

R = [
Sena cosa

2.5

Siendo el razonamiento sobre un espacio tridimensional
similar al descrito.
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2.3Cinematica
directa

La cinematica directa de un manipulador consiste en
determinar la posicion y orientacion del extremo final del
robot, con respecto a un sistema de coordenadas que se
toma como referencia (sistema inercial), conocidos los
valores de las articulaciones actuadas y los parametros
geomeétricos de los elementos del robot [11]. Para el caso de
la cinematica directa de los robots paralelos la solucién no
es Unica, cada manipulador posee un método distinto de
solucion, debido a que se llega a una ecuacion polinomial
con mas de una solucién [10].

2.3.1 Manipuladores seriales

Consideremos una cadena abierta constituida por
n+1 eslabones, conectados por n articulaciones, donde el
Eslabén 0 es considerado tierra; asumimos que cada
articulacion provee a la estructura mecanica con cierto GDL
(Grado de Libertad).
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[lustracion 2-5 Sistemas Locales de un manipulador serial [2]

Si  cada articulacion conecta a dos eslabones
consecutivamente, se busca wuna descripcion del
manipulador completo de manera recursiva.

Se comienza por localizar sistemas de referencia en cada
articulacion, empleando el Algoritmo de Denavit Harteberg
(DH), de modo que es posible obtener la descripcion general.

A partir de dicha descripcion, se sustituyen los valores de los
angulos conocidos, es posible obtener la posicion del efector
final [10].

2.3.2 Manipuladores Paralelos

Dado que soOlo son conocidas las posiciones de las
articulaciones actuadas, se busca en las matrices de
transformacion homogéneas del manipulador, las relaciones
en las que un angulo sea descrito a partir de los otros.
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2.4Cinematica
Inversa

El problema cinemético inverso depende fuertemente de la
configuracion, no pudiendo generar un método general para
cada manipulador. Por lo cual no es posible generar un
método por el cual se caracterice de forma general la
obtencion de las ecuaciones finales.

Cuando se resuelve el problema cinematico inverso es
mucho mas adecuado encontrar una solucidon de forma
cerrada. Esto implica encontrar una relacion matematica de

la forma: q, = fi(x,y,z,a,B.v)

Este tipo de solucion presenta, entre otras, las siguientes
ventajas:

e En muchas aplicaciones el problema cinematico
inverso debe ser resuelto en tiempo real, por lo que una
solucion de tipo iterativo no garantiza una solucion en
el momento adecuado.

e Al contrario de la cinematica directa, el método inverso
no siempre tiene una solucion Unica.

Existen ciertos métodos para resolver el problema de la
cinematica inversa de un manipulador.

2.4.1 Geometrico

34



El procedimiento en si se basa en encontrar suficiente
numero de relaciones geométricas en las que intervendran
las coordenadas del extremo del robot, sus coordenadas
articulares y las dimensiones fisicas de sus elementos [3].

2.4.2 Algebraico

En principio es posible tratar de obtener el modelo
cinematico inverso de un robot a partir del conocimiento de
su modelo directo, es decir, suponiendo conocidas las
relaciones que expresan el valor de la posicion en funcion
de sus coordenadas articulares, obtener por manipulacion
de aquellas las relaciones inversas [6].

2.4.3 Sustitucion Polinomial

Parte del hecho de que las ecuaciones trascendentales son
normalmente dificiles de resolver, debido a la aparicion de
senf y cos6. Por lo cual se hacen sustituciones en términos
de una sola variable [3]:

u = an2
2.6
9_1—u2
cos 14 u?
2.7
9= 2u
Sen 14 u?
2.8

Usando las ecuaciones anteriores para realizar un cambio
de variables, permitiendo realizar uns sustitucion.
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2.5 Cinematica
Diferencial

Es la relacion entre las velocidades del movimiento de las
articulaciones y las del extremo, a través de la matriz
Jacobiana.

La propagacion de velocidades, se refiere a la descripcion
de la velocidad angular y lineal de cada eslabon de un
manipulador, basado en distintos sistemas de referencia
dentro del mismo.

2.5.1 Cinematica Diferencial

Propagacion de velocidades

De acuerdo con el método descrito por J.J. Craig [2], como
se sabe un manipulador es una cadena de cuerpos, cada
uno capaz de movimiento relativo con respecto a los cuerpos
vecinos; por lo tanto es posible numerar en orden
comenzando desde la base, hasta el extremo del efector
final.

La velocidad angular i+1 es la misma que la velocidad i mas
un nuevo componente causado por el giro en la junta i+1.
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Esto puede ser descrito en términos del sistema {i} por la

ecuacion la ecuacion 1

%,

Ilustracion 2-6 Sistemas de un eslabon [2]

i i i : i+1r
Wit = Wi+ 11RO 7T

2.8
Donde
. . O
9i+1i+1zi+1 = 1 .O
0i+1
2.9

La velocidad linear del sistema {i+1} que represente la
componente rotacional afiadiendo el movimiento del sistema

{i} es la siguiente considerando 'P;,; constante es la
descrita en la ecuacion 3.

i _ i i
Vigr = Vit w; X Py
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2.10

Las ecuaciones 4 y 5 se consideran las ecuaciones
generales para realizar la propagacion de velocidades.

i+1 _ i+1pi ). i+l
Wiy1 = Rw;+0;417" Zjyq

2.11

i+1 _ itlpri i i
Vigr = R(Cvi+'w; x 'Pyq)

2.12

Si simplemente se consideran las relaciones para la junta
prismatica i+1, las ecuaciones serian las siguientes:

i+1 _ it+1pi
wit1 = ; R w;

2.13
v = R(i 4t x PPy ) +dig 1 2
2.14

Aplicando las ecuaciones anteriores de eslabén en eslabén,
podemos obtener Ywy y Ny del Gltimo punto de la cadena.

2.6Sintesis
Estructural

La sintesis estructural, o de tipo, es un método mediante el

cual se buscan generar todas las estructuras que tienen

cierto funcionamiento cinematico [7].

A partir del esquema que se genera es posible ver de
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manera sencilla las distintas configuraciones que se pueden

generar a partir del uso de las distintas clases de juntas.

Para este trabajo se realizd una investigacion de los
manipuladores ya existentes, parecidos al que se desea
desarrollar, a continuacion se muestran las sintesis de tipo de
cada uno de dichos manipuladores.

Prism Robot Y Star

Delta

Existen tres variaciones de
esta clase de Robots

3RPAR RUU
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esta clase de Robots

Existen dos variaciones de

Existen dos variaciones de
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esta clase de Robots
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Ilustracion 2-20

2./ Cadenas
Virtuales

Una Cadena virtual se define como un elemento que existe
en la cinemética del manipulador pero no en la dinamica de
este. Debido a que la masa de los eslabones de la cadena
virtual es considerada cero, los efectos inerciales en el
modelo dinamico son nulos, existiendo matematicamente en
el modelo cinematico, pero no en el dinamico[16]. Esto se
puede interpretar, pero no existe fisicamente [4]; mediante
la cadena virtual es posible imponer movimientos a la
cadena original del manipulador paralelo[5]. Los patrones de
movimiento son descritos a traves de la propagacion de
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velocidades del manipulador, virtual u original.

Existen distintos patrones de movimiento para cada
manipulador paralelo. Es posible describir el patron de
movimiento de un manipulador paralelo mediante el uso de
una cadena cinematica abierta o una cadena paralela.

Existen diferentes tipos de cadenas virtuales, uno muy
conocido son las cadenas de ASSUR, es una cadena virtual
gue cumple con las siguientes propiedades:

Es serial

Sus articulaciones se dividen en dos grupos: A-2
articulaciones internas conectando dos eslabones virtuales
internos con dos eslabones externos (de la cadena original)

Tiene puntos donde sus tornillos normalizados son
independientes

Cuando dos eslabones externos de la cadena virtual de
ASSUR se encuentran conectados a una cadena cinematica
con movilidad M, la movilidad de la cadena modificada (la
cadena original mas la cadena virtual) sigue siendo M.

La aplicacion de este tipo de cadena es esencialmente la de
obtener informacion sobre el movimiento de una cadena
cinematica, o la de imponer movimientos a la cadena
cinematica original [17].
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2.8Control

2.8.1 Retroalimentacion

Un sistema dinamico es un sistema cuyo comportamiento
cambia con el tiempo, en respuesta a estimulacion externa
o fuerzas externas. El término retroalimentacion se refiere a
la situacién en la que uno o mas sistemas dinamicos se
encuentran conectados entre si y su dinamica se encuentra
intimamente relacionados. Su razonamiento ligero es
complicado, ya que el primer sistema afecta al segundo y la
respuesta del segundo afecta al primero, creando un ciclo
[18].

2.8.2 Control

El término control, en el &mbito ingenieril, se define como
un sistema que emplea algoritmos y retroalimentacion [18].

2.8.3 Sistemas Multi-variables

De acuerdo con Albertos en su libro Multivariable Control
Systems and Engineering Approach, la definicion de
sistemas multi-variables es: “Si p-variables independientes
son seleccionadas para ser controladas, por lo tanto al
menos el mismo namero de variables independientes debe
ser manipulador (m>=p). Siendo independiente significa que
no producen efectos similares en las variables controladas
[19]” .
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2.8.4 Variables de estado

La teoria moderna de control estda basada en el
conocimiento del comportamiento interno de los sistemas,
reflejado en las variables que influyen en su dinamica,
dichas variables constituyen el concepto de estado del
sistema. Presentando varias ventajas, ya que es aplicable a
sistemas multivariables, a sistemas con relaciones no
lineales entre las variables del sistema, es aplicable a
sistemas cuyos parametros verian en el tiempo.

Se conoce como estado del sistema a la minima cantidad de
informacion necesaria en un instante para que, conociendo
la entrada a partir de ese instante se pueda determinar
cualquier variable del sistema en cualquier instante posterior.

X(t) =ST(t).U

Donde X representa a las variables de salida, U las variables
de entrada y ST las ecuaciones a partir de las cuales es
posible determinar las variables de estado [20].

Este tipo de analisis es aplicable a sistemas con relaciones
entre sus variables no lineales, permitiendo asi establecer
relaciones entre las variables del sistema.

Un estado de sistema es posible ser definido como la
cantidad minima de informacion necesaria en un cierto
instante, donde conociendo los valores de las entradas en
dicho instante sea posible determinar el valor de las salidas
en el instante posterior.
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3 Teoria de
Manipuladores
con cadenas
virtuales

“La ciencia de hoy es la
ciencia del manana”

Edward Teller



Como se mencionod anteriormente, en el capitulo 2, no existe
una sola definicion para las cadenas virtuales, para definirlas
se han empleado distintos métodos entre ellos la sintesis de
tipo, en algunos trabajos es posible presentar un modelo de
la cinematica en variables de estado para manipuladores
paralelos en el plano [4, 16].

En este capitulo se muestran herramientas matematicas
necesarias para obtener la representacion de posicion y
orientacion de un manipulador paralelo y su cadena virtual.

3.1Postura del
manipulador
paralelo en el
espacio

La llustracion 3-1 muestra el robot paralelo delta 4 en estudio,
con n cadenas cinematicas independientes, cada una de
ellas accionada por un actuador; cada una de las cadenas
se encuentra conectada a la base fija, tierra, y al efector final
al mismo tiempo; por lo tanto hay n puntos de anclaje a la
base fija y n puntos de unién al efector final o plataforma
movil.

46



Eslabon
EFn

Ilustracion 3-1 Manipulador Delta 4

La postura del manipulador plano en el espacio puede ser
descrita por:

{=[xy26,] 3.1

En donde se describe la posicion del punto final P = (x, y, z)
con respecto al sistema inercial {x,y,z} y 6, es la orientacion

del efector final [2].
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La matriz de rotacion de la postura es una matriz ortogonal

gue puede ir del sistema inercial al sistema local.

R(0).RT(0) =1
3.2

Donde R(6), puede ser representada por las siguientes:
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3.1.1 Representacion de la
Posicion de un Punto entre el
Sistema Inercial y el Sistema
Local

48



]
Se define el vector OC relativo al sistema inercial como °C,

el vector PC relativo al sistema local como °P. El vector °C
puede ser representado como [2] :
°C=R(6) + °C
3.6
Pc=R@O)T + (°c - °P)
3.7

3.1.2 Representacion de la
Velocidad de un Punto entre el
Sistema Inercial y el Sistema
Local

La velocidad de un punto es un vector libre; por lo cual es
posible posicionarlo en cualquier lugar del espacio, sin que
se experimenten pérdidas o cambios en el sentido, si la
magnitud y la direccion se mantienen [2].

Si la velocidad del punto C definido con respecto al sistema
inercial se puede expresar como el vector °C, y la velocidad
del punto C con respecto al sistema local se puede expresar
por el vector ©C, se puede expresar de la siguiente manera
°C = R(O)PC
3.8
PC=R@O)TOC
3.9
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3.2Propagacion
de velocidades
Invertida

En el presente el presente trabajo se emplea un método
distinto al que se encuentra en la literatura[z). EI método
consiste en tomar como punto de partida el efector final de
la cadena, haciendo las transformaciones necesarias para
llegar al sistema de origen. Dicho método fue empleado en
otras investigaciones, aportando resultados satisfactorios[4,
16]

u‘h(‘uf‘c,m i+

L

articulacidn |

=6

@

Ilustracién 3-2 Diagrama de eslabones [6]

Las matrices de transformaciéon y sus nomenclaturas
empleadas en éste meétodo con las siguientes:
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3.10

5_1R = (::—1R)T
3.11

Para este tipo de sistemas se emplean las matrices
transpuestas, de igual forma que las inversas; ya que al ser
sistemas ortogonales éstas son equivalentes.

_ Cos[0;,_4] Sin[6; 4] O
i "'R = |—Sin[6,_;] Cos[f;, ;] 0
0 0 1

3.12

De manera analoga al método anterior, la velocidad angular
I-1 es la misma que la velocidad i mas un nuevo componente
causado por el giro en la junta i-1, y asi sucesivamente.

Para el calculo de las velocidades lineares y angulares
iniciales, simplemente de describen como incognitas.

La ecuacion 13 describe el procedimiento para el calculo de
las velocidades angulares:

i—1 _ i-1pi ). -1,
wi—1=; Rw+6;_17"Z;4

3.13

Donde
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éi—1i_12i—1 = -1 0
0i—1
3.14

En el caso de la ecuacion 13, es necesario considerar solo
los giros presentes en el punto que se analiza.

Para conocer la velocidad linear del sistema {i-1}u que
representa la componente rotacional que afade el
movimiento del sistema {i}, es necesario emplear la ecuacion
14:

i—1 _ic1ipi i i
Viocg=; R('wi+'w;x'P_q)

3.15

De esta manera si se aplican las ecuaciones para propagar
las velocidades del efector final a la base, facilita la
obtencion de la cinematica diferencial directa en inversa de
un manipulador.

3.2.1 Ejemplo

Respecto al uso del método descrito anteriormente, se
analiza un manipulador serial plano (x,y) de 2GDL, como
en el esquema siguiente.
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Ilustracion 3-3 Diagrama de Cadena [16]

Las velocidades angulares y lineares en el punto P son las
siguientes respectivamente:

- T
Wpp = (0,0, ep)
3.16

. . T
Vep = (X, Y, 0)
3.17
La matriz de rotacion, siendo el giro en P siguiendo la regla

de la mano derecha, negativo; se emplea la matriz inversa
del giro negativo.

R1;3P = i:_1R(‘9101)
3.18
Le velocidad angular del sistema 1,3
. . T
01,31,3 == (0,0, Hp)
3.19

Y el desplazamiento del sistemal, 3 al sistema P
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Pp1’3 = (O,O,O)T

3.20
Las velocidades angular y lineal del sistema P en 1,3
. T
(1)1’31’3 — (0,0, Hp)
3.21
Cos(le)Xp + Sin(le)Yp
Vigp = —Sin(le)Xp + Cos(le)Yp
0
3.22
Del sistema 1,3 al sistema 1,2
La matriz de rotacion es la siguiente
Ri213 = g_lR(_gl,s)T
3.23
La velocidad angular
. . T
@1,21,2 = (0;0, 91,3)
3.24
El desplazamiento del sistema 1,2 al sistema 1,3
T
Pi312 = (31,3»0;0)
3.25
Resultantes
. . T
(1)1’21’2 = (0,0, Qp -+ 01’3)
3.26
Via12 = Ri213- (Vi3p + (w1313 X P131,2))
3.27

Del sistema 1,2 al sistema 1,1
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La matriz de rotacion

Ri112 = RZ(—91,2)T

3.28
La velocidad angular
. . T
@1,11,1 = (0»0: 6’1,2)
3.29
El desplazamiento del sistema 1,1 al sistema 1,2
T
Pi112 = (31,2»0:0)
3.30
Resultantes
. . . T
0)1,11’1 = (0,0, Hp + 91’2 + 91’3)
3.31

Vit =
CoS(Bp1 — O12 — B13) X + Sin(B1 — 015 — 615)Y, — 6,(Sin(By2)er, + Sin(B + 615)er5) — Sin ((61,2) ) €126
—Sin(8p; — 01, — 013)X, + Cos(Bp; — 012 — 013)Y, + 6,(Cos(By)es, + Cos(By, + 613) €15) + Cos(6;,) 1,6,
0

3.32
Del sistema 1,1all
La matriz de rotacion, velocidad angular y vector de
posicidn respectivamente
T
Ri011 = RZ(_91,1)
3.33
. . T
01,010 = (0»0; 91,1)
3.34
T
Pi110 = (31,1»0;0)
3.35

Las resultantes con las siguientes
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. . . . T
(U1’01’0 - (0,0, Hp + 91’1 + 91’2 + 91’3)

3.36

Vi,01,0X .
= C05(9p1 - 61,1 - 01,2 — 91,3) Xp
+ Sln(9p1 - 01’1 - 91’2 - 91’3)Yp - Qp(Sin(Ql'l)el'l
+ Sin(@l’l + 01’2)81’.2 + Sin(@l,l + 91’2 + 013)?1’3)
— Sin(‘91,1 + 91,2)91,291,3 — Sin(91,1)91,1(91,2 +0;3)
3.37

Vi,01,0Y

= —Sin(le —.91,1 - 012 — 91,3)Xp
+ Cos(le —017—01,— 91,3)Yp + 6, (COS(91,1)31,1
+ COS(QLl + 91’2)31’2 + COS(H]_,]_ + 01,2 + 91,3)61,3)

+ COS(91’1 + 91’2)31’261’3 + COS(91’1)81'1(91,2 + 91’3)
3.38

3.3Cadenas
virtuales

Como se menciono en el capitulo 2, la definicion de Cadena
virtual es la siguiente:

Una Cadena virtual se define como un elemento que existe
en la cinematica del manipulador pero no en la dinamica de
este. Debido a que la masa de los eslabones de la cadena
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virtual es considerada cero, los efectos inerciales en el
modelo dindmico son nulos, existiendo matematicamente en
el modelo cinematico, pero no en el dinamico [4, 16].

3.3.1 Cadenas virtuales en el
espacio

La seleccion de una cadena virtual puede depender de
varios factores, como los grados de libertad del manipulador
“real” o el movimiento que se desea imponer.

Existen tres posibilidades para implementar una cadena
virtual:

e Los GDL (grados de libertad) del manipulador real son
menores a los de la cadena virtual.

e Los GDL de ambos manipuladores son iguales.

e Los GDL del manipulador real son menores que los del
manipulador virtual.

Para el objetivo de ésta investigacion, sOlo se desea
controlar al manipulador paralelo, que se analizé en la
seccion anterior, debido a la complejidad del manipulador
real, se seleccion6 como cadena virtual, una con GDL
menores a los disponibles en el manipulador real;
restringiendo el movimiento a solo en el plano XZ.

El proceso de disefo a partir de la trayectoria seleccionada,
comienza con plantear las cadenas capaces de realizar el
movimiento deseado, en la siguiente tabla se muestran los
manipuladores planteados.

La cadena virtual seleccionada es la que esta marcada con
la letra (a) en la ilustracion 3.4; fue seleccionada debido a
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gue cumple con lo deseado para la cadena virtual, que

posea menor numero de GDL que el manipulador real;
ademas de gue es el manipulador mas sencillo que permite
seguir una trayectoria en un plano XZ.

Ilustracion 3-4 Cadenas de 3GDL [16]

P K LI -G J'I': .
- ."\-.,_\_\_\_ /
a) (RRR), a) (PRR) a) (PPH), a) (PRP),
a) (PRR), a) (RPF), a) (RRP), a) (PPP).

En el siguiente capitulo (4) se muestra detalladamente la
obtencion de las ecuaciones cinematicas de la cadena
virtual seleccionada (llustracion 5-5)

z
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3.4Coordenadas
de configuracion

[16]Cualquier manipulador ya sea serial o paralelo
convencional tiene lo que se conoce como coordenadas de

configuracion a las coordenadas q =[qq,...,qn] ; Y Se
constituye de los siguientes elementos:

e Coordenadas de postura, respecto al sistema inercial:

¢ = [xy.2,6,]

e Y las coordenadas de configuracion correspondientes
al tipo de manipulador a analizar

o Manipulador Serial: g5 = [gs1, --) Gsn]
o Manipulador Virtual: g, = [qy1, -+ » Gun]

o Manipulador Paralelo; en éste caso se
encuentran dadas no solo por las juntas activas,
sino incluye también a las pasivas: q4 =

[qi,j' ey CIn,m]

Permitiendo definir las coordenadas de manera general de
la siguiente manera:

q=1[0q]"
3.39

Donde K = s, v, d; dependiendo del manipulador a estudiar.
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Siguiendo las mismas normas de obtienen las velocidades
generalizadas como sigue:
q = [f Gl "
3.40

3.4.1 Cinematica Externa

La cinematica de un manipulador asociada al sistema
inercial, es conocida como cinematica externa. Teniendo las
coordenadas generalizadas, q , donde las restricciones
cinematicas se pueden describir de la forma:

Ar(@)g =0
3.41

Es posible obtener la matriz asociada a la cinematica externa
y parametrizada por las coordenadas generalizadas; de la
forma

AT(CI) = R(n.m)x(rm+n.m)
3.42
La cinematica interna de un manipulador es aquella que esta

asociada al sistema de referencia {xp,yp,zp}, y es
independiente a la orientacion del manipulador, 6.

Por lo cual para encontrar la cinematica interna del
manipulador, es necesario igualar 8 =0 ; la expresion
guedaria de la siguiente forma:

ATp (Q)q.p =0
3.43
Donde A7, (q) € R™™*Um*n™ es |a matriz asociada a las

restricciones de la cinematica interna, que se encuentra
parametrizada por las coordenadas generalizadas.
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3.5Representacion
en el espacio de
estados

Como se menciono en el capitulo 2, el estado de un sistema
es la minima cantidad de informacién necesaria en un
instante, que conociendo la entrada en ese instante, es
posible determinar el estado del sistema en cualquier
instante posterior.

Una forma de encontrar una representacion de la cinematica
en variables de estado es mediante la realizaciéon de un
mapeo de las velocidades de entrada r,, donde n(t) =

(71, -, m2] [18, 20].
Siendo el espacio nulo N(ATp), puede ser utilizado para
encontrar un conjunto de vectores suaves de rn,, donde
om1(q), s Oy, (Q).
Estableciendo }.(q) = [0111(q), ..., 0y, (@)] €S UnNa matriz

con los vectores de velocidades, parametrizada por las

coordenadas angulares 6;;, expresamos el espacio de

estados de las restricciones cinematicas como
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Gp = Z(Hi,j) [n]
3.44

Donde n es la matriz que representa la velocidad lineal y
angular, de la plataforma movil. Introduciendo Ila
configuracion de la matriz de rotacion como una extension
de la matriz de rotacién de postura, como:

°R,(6,) 0 0
R, = 0 I, 0
0 0 I

3.45

Lo anterior se puede expresar de la forma generalizada:

o-()-(528

.= . -[n]
z Qk(gl,])

91,]

3.46

Pre multiplicando por la matriz de rotacion R, en ambos
lados la expresion queda de la siguiente manera:

¢
Gg=R,.d,=R,. “\_g Z . [n]
q1p q Hi,j q qu(el,])

3.47

Siendo la ecuacion anterior la representacion en variables
de estado completo del modelo cinematico de la
configuracion del manipulador.
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‘ R(9). ) ¢
q = 5Sr(q).u= (5”) = Z ]
bJ Z CIR(HL,])

Donde S;(q) € R'm*G+nN) vy (t) = [n] € R™™*1 . Desde
St(q) € null[A7(q)]

Entonces

3.48

S7(q).A7(@) =0
3.49
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4 Modelado e
Implementaci
on de 3RRR
(RRR)v



En la siguiente tabla se muestran algunos manipuladores
espaciales de 3 Grado de Libertad (GDL) a 4 en el espacio

Oy =

¢ A
/] =
o g
/]
1]
/4=
N g
/ W HW] -
—{pH i
3 GDL 3 GDL 4GDL 4GDL

Ilustracién 4-1 Sintesis de Tipo de manipuladores espaciales

En la ilustracion 2 se muestra una tabla con las configuraciones de
1 Grado de Libertad (GDL) a 4 de manipuladores seriales.

GDL Configuracion

GDL | Configuracion

1 Cj”’J””
Ve "

Sernial

7

d)

2 /!
f h)

Serial

k]

q)

Serial

GDL

Configuracion | Configuracion

%)

Senal

Sernal

Ilustracion 4-2 Sintesis de Tipo de manipuladores seriales
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4.1 Definicion de
Casos
Particulares

Como se mencion6 anteriormente los robots paralelos se
pueden subdividir en dos grupos, paralelos planos y
paralelos espaciales; esto debido al espacio de trabajo que
poseen.

Dentro de las investigaciones realizadas se implemet6 de un
manipulador plano 3RRR-(RRRy), basandose en el trabajo
respecto el tema analizado por el Dr. Patricio Martinez
Zamudio.

En el presente capitulo se analiza a un robot paralelo plano
3RRR-(RRRy) a partir de sus ecuaciones de estado; asi
como su implementacion. Asi mismo se analiza un
manipulador paralelo espacial y su cadena virtual, con el fin
de seleccionar los casos particulares para ser estudiados.

El analisis se enfoca a los siguientes manipuladores:

e Implementacion de un Robot Paralelo Plano con su
cadena virtual BRRR-(RRR)y,

e Manipulador Paralelo espacial Delta 4, 4RUSR, similar
al cuarto manipulador en la ilustracion 1 del presente
capitulo.
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e Cadena virtual, RRR de 3GDL

Se decidio estudiar las configuraciones descritas arriba para

comprender el comportamiento y validar la teoria descrita en

el capitulo anterior, asi como probar la hipotesis de este

trabajo, validando que es posible controlar a un manipulador

paralelo en el espacio en funcion de una cadena virtual.

4.
General

2 Descripcion

4.2.1 Paralelo 3RRR

a.

El manipulador paralelo plano 3RRR, posee un
movimiento {x,y,68}, donde 6 es una rotacion de la
plataforma movil sobre el eje y.

. Se encuentra compuesto por una plataforma movil y

una plataforma fija.

. Posee tres cadenas cinematicas con la configuracion

RRR.

. Cada cadena del manipulador posee una junta

actuada.

El movimiento de cada eslabdn del manipulador 3RRR
es dependiente de la junta actuada correspondiente.
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Para esto se realiz6 una sintesis de tipo morfologica, de

cada una de las posibles configuraciones del manipulador
a usar, permitiendo observar de manera sencilla las
mismas; eligiendo la configuracion de la ilustracion
siguiente:

e

1

Ilustracion 4-3 Robot Paralelo 3RRR [16]

4.3Cadena Virtual

La seleccion de una cadena virtual puede depender de
varios factores, como los grados de libertad del manipulador
“real” o el movimiento que se desea imponer.
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Existen tres posibilidades para implementar una cadena

virtual:

a. Los GDL (grados de libertad) del manipulador real son
menores a los de la cadena virtual.

b. Los GDL de ambos manipuladores son iguales.

c. Los GDL del manipulador real son mayores que los
del manipulador virtual.

Para el objetivo de ésta investigacion, sOlo se desea
controlar al manipulador paralelo, que se analizé en la
seccion anterior, debido a la complejidad del manipulador
real, se seleccioné6 como cadena virtual, una con GDL
menores a los disponibles en el manipulador real.

Los movimientos posibles que puede presentar la cadena
virtual seleccionada; y por lo tanto el manipulador Delta 4,
son: sobre el eje X, sobre el eje Z, un desplazamiento y un
giro en Y; por lo tanto es posible generar trayectorias en
cada uno de los movimientos o en todos a la vez. Por lo
tanto, en primera instancia es necesario comprender el
movimiento en cada uno de ellos, para poder hacer una
trayectoria en todos los grados de libertad de la cadena
virtual.

4.3.1 Sistemas de Referencia de la
Cadena Virtual

Como se puede ver en la ilustracion 4-4, se definen los
sistemas coordenados que permitan describir el
comportamiento del efector final con respecto al sistema
inercial, asi como el comportamiento de los elementos
internos que presenten un movimiento relatico entre ellos.
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Ilustracion 4-4

4.3.2 Modelado Cinematico de la
Cadena Virtual

Cinematica de Posicion

El principal proposito de realizar la cinematica de posicion es
conocer las componentes de cada eslabon del manipulador,
para poder implementar la simulacion; por lo cual
simplemente se realizo la cinematica inversa de posicion,
gue se encuentra descrita a continuacion.

Las matrices de transformacion que se emplearon para el
proceso son:

0OA = Txyz(0,0,0)
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4.1
AB = 0x(3) - 02(6,) - Tx(ey)
4.2
BC = Qz(6,) - Tx(e,)
4.3
CD = Qz(03) - Tx(e3)
4.4

La matriz que describe la posicion del efector final es la que
sigue:
elCos(01) + e2Cos(01 + 62) + e3Cos(01 + 62 + 63)
_ 0
W=\ e1Sin(01) + e2Sin(81 + 62) + e3Sin(91 + 62 + 63)

1
4.5

Cinematica Diferencial

El objetivo de este analisis es generar la matriz de estados
del manipulador virtual, para esto es necesario primero
obtener la descripcion diferencial del manipulador.

Para esto comenzamos el analisis desde el efector final en
el espacio de las velocidades.

: T
Wpp = (0,6p,0)
4.6

Vpp = (xmr ym» Z.m)T
4.7

En este caso Op es la suma de los angulos, representando
el giro de la plataforma movil del manipulador paralelo.

Siguiendo las ecuaciones de la teoria unificadora,
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obtenemos el velocidad de 2 a partir de p

Wyy = (0, G'p - 93, O)T

4.8
Cos(t3)x, + Sin(t3)(—e30p + z,,)
sz - Ym _
—Sin(t3)x,, + Cos(t3)(—e30p + z,,)
4.9

Y las ecuaciones del sistema 1 a partir de las obtenidas en
2

. . . T
w11 = (0,6p + 6, + 65,0)
4.10

V11
< —6p(e2Sin(t2) + e3Sin(t2 + t3)) + Cos(t2 + t3)x,, + Sin(t2 + t3)zp,, — e2Sin(t2)6s )
= ym

—(e2Cos(t2) + e3Cos(t2 + t3))0p — Sin(t2 + t3)x,, + Cos(t2 + t3)z, — e2Cos(t2)6;
4.11

Hasta llegar a las ecuaciones que describen la base del
manipulador, con las variables y constantes del manipulador
completo.

. . . . T
wgo = (0,0p + 0, + 6, + 65,0)
4.12

Para la velocidad lineal VOO se encuentra representada en
tres ecuaciones, cada una correspondiente a un renglon de
la matriz VOO.
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Voo (x)

= —Op(elSin(tl) + e2Sin(tl + t2) + e3Sin(tl + t2 + t3))

+ Cos(tl + t2 + t3]x,, + Sin(tl + t2 + t3])z,, — e1Sin(t1)6,

— (e1Sin(t1) + e2Sin(tl + t2))65

4.13

Voo(¥) = 5’m
4.14

Voo(2)
= —(elCos(t1) + e2Cos(tl + t2) + e3Cos(t1 + t2 + t3))6p
— Sin(t1 + t2 + t3)x,,, + Cos(tl + t2 + t3)z,, — e1Cos(t1)6,
— (e1Cos(t1) + e2Cos(tl + £2))05
4.15

4.1Implementacio
N Robot Paralelo
3RRR (RRR)y

La implementacion de este sistema se baso en las
ecuaciones obtenidas por un analisis cinematico diferencial
del sistema, similar al descrito en el capitulo anterior [4, 16].

Después del analisis de velocidad se tiene que la matriz de
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D D o

Gy
r cos(6p) —sin(6p) 0
sin(8p) cos(6p) 0
0 0 1
cos(t3) csc(t2) —csc(t2) sin(t3) —s13(csc(t2) sin(t3)
= s11 T os11 s11
—cos(t2 +t3)  cos(t3) sin(t2 +t3)  sin(t3) ] sin(t2 +t3)  sin(t3)
csc(t2) < siz2 sll ) csc(t2) ( $12 11 ) s13 Csc(tz)( s12 s11 )
cos(t2 + t3) csc(t2) —csc(t2) sin(t2 + t3) i (Csc(tZ) sin(£2 + t3) sl3>
s12 512 512
4.16
Donde

S11, S12 y S13 son las dimensiones de los eslabones de la
cadena virtual, y t1, t2, t3 los giros correspondientes.

La matriz del manipualdor 3RRR en variables de estado

( cos(d,) -sin(&, ) 0
) sin(é.) cos(8, ) 0
0 0 1
cos(8,, +8,, -8, ,)csc(8, ) _csc(a_.__]sin(a,_. +8,.,=6,) - csc(e,,)sin(g,, + 8,8, ,
= 8, 8., 8,;
cscl, .}( cos(6,., -4, e) COS(H,, +6,, -6, ,,J — )| sm[.:i' -8, }+sm(.5' +8,, ,,} —y ]| sm(a J+ sin(g,, +4,, ]
: e, 8., 8, ) €5
' cos(d , - & jesc(d ) _csc{s ,18in(g , -4,,.) nsr:[e Jsin(éa, e,
g, e, g,
donde
8,=6,+6,+6,.-6,
6,=6,+6,
8.=6,+6.+6,

Posteriormente se realiza un analisis en el que se dejan
expresadas las ecuaciones del manipulador paralelo plano
3RRR con las variables de la cadena virtual; por lo que las
variables de entrada son soélo las variables de las
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articulaciones del manipulador virtual, por lo que el
manipulador paralelo plano responde a los cambios en la

cadena virtual.

- wid | v
o " e e N —
wil | et
b f\/ »{vy — |1 o2 e[ ]
o thetave | 2
o N Pt e e N —
WYImax virual Chaln Subsystem

Ilustracion 4-6

Dicha ecuacion queda expresada de la siguiente manera:

{ cos{f.) sin(d. ) 0 3
() | sin(6) cos(6.) 0 -
| . 1] o 1 |
[ ;" cosid,, + ,, -0, )cscld,, ) cself,, )sinld,, +8,, - 0,.) 1. Csold;)sinid,; + 6,508, v
* =] 8,2 8, B, v !
'8, 7 Y . ) Y ¢ . |
6, -CSE{Q:Ji cos(@.-6..) cos(d.+d0,-8.) | esela,,) sin{d . -8 ) . sin(d, , +0,, -8 .) | csc[ﬁ'j]i sin(d,,) . sin{d, , + B'SJ]E” oo )
L 5 | L 8, Bz J €., 8, J B a,, |
8.,/ . cosld, , - 4, .)cse(d, . ) cscld,, )sin(d, , -6, .) cscld, ;)sin(d, . )e, ;
l\ €. L B )’I

Para la implementacion se realizO primeramente una
simulacion con una estructura como la siguiente.
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Ilustracion 4-7

Donde el blogue de Kinematic_model target 3RRR_v1, es
el blogue de programacion donde se especifica la matriz de
variables de estado, resolviendo las salidas de la misma de
forma integracion numeérica.

Una vez ya obtenidas las matrices de variables de estado de
los manipuladores, se realizan simulaciones buscando
comprobar los calculos hechos, y si los resultados son
coherentes, y que cada manipulador responde de la manera
esperada.

Las simulaciones también sirven para tener una forma de
comparacion de los resultados de manera ideal y los
resultados de la implementacion.
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4.2 Descripcion de
los elementos de
la simulacion

4.2.1 Software

Para la realizacion de la simulacion se eligio usar la
paqueteria de MathWorks Mathlab y Simulink, ya que los
calculos a desarrollar son amplios y permite realizar
operaciones de calculo diferencial, control entre otras en
“tiempo real”. Ademas de que Simulink proporciona un
entorno grafico que facilita la interpretacion de los
resultados.

Este software también permite comunicacion con
microporcesadores, permitiendo hacer la implementacion
del modelo funcional de manera sencilla. Para esta
aplicacion especificamente se decidi0 usar una tarjeta
Arduino UNO, debido a la facilidad de adquisicion y la
sencillez de programacion, y para la comunicacion de
manera serial entre Simulink y Arduino se llevé a cabo
mediante la libreria desarrollada por MathWorks.

4.2.2 Estructura de la Simulacion
Modelar de manera virtual el manipulador Delta 4, asi como
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el manipulador de la cadena virtual, para posteriormente

realizar la retroalimentacion de la cadena virtual al
manipulador real.

En la ilustracion 7 se muestra el diagrama de bloques
general de la programacion en bloques, del lado izquierdo
entran las velocidades del efector final, asi como los
parametros del manipulador como las longitudes de los
eslabones y las posiciones iniciales del mismo, y del lado
derecho la resultante de la matriz de variables de estado,
velocidades del efector final y de cada articulacion, para ser
procesados por integracion numeérica y obtener las
posiciones.

En el Apéndice 2, se encuentran en detalle la programacion
de las matrices en Matlab, asi como los diagramas de
bloques de las simulaciones.

4.3Robot
3RRR (RRR)v

4.3.1 Simulacion

Para la realizacion de la simulacion, primero es necesario
programar el médulo de la cadena virtual, ya que ésta es la
responsable de implementar el movimiento al manipulador.

La trayectoria seleccionada para este manipulador es una
lemniscata creada con funciones senoidales, paramétricas,
guedando de la siguiente manera:
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B 0.5 cos (_?”) — 0.5 sin (_?”)

Uxmax =
3

0.5 cos (_?”) + 0.5 sin (_?”)
Uymax = 3

Wmax = 0

Con las dimensiones siguientes:

Virtual | Real

Eslabén 1[cm] | 9.6 9.6

Eslabon 2 115 115

Eslabén 3[cm] | 12.5 125

Ilustracion 4-8

El diagrama de bloques para la simulacion fue el siguiente:

42.81
H * Arduino1
+ | Servo Write (#9)
Constant
poetp Real-Time Pacer Subgdot2 39.87] _
CoMa Speedup = 1 __:[,_‘ Servo Write
30 -
Arduino 10 Setup Real-Time Pacer Ca— Arduino1
onstan Servo Write (#10)
-51.63) Servo Write1
Subtract1
180 B Arduino1
+ v Serva Write (#11)
Constant1
Servo Write2
v s P w3 37.19
VX w2 » w2 tavl
wti »wrl
/\/ v thetav >t e > 79.87]
wxd i thetavz » 2 o0
“ thotays M| ts3
Subsystem

wvmax wirtual Chain
yvmaxp

vyl

Ilustracion 4-9

En la simulacion se pueden ver dos manipuladores

sobrepuestos, la trayectoria a seguir se encuentra marcada

con puntos negros. En la figura 10, se puede apreciar mas
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caramente la trayectoria, ésta graficada a partir de los puntos
de posicion de los efectores finales.

Secuencia de postura

40

¥ [em]
B
¥ [em]

Ilustracion 4-10

4.3.2 Modelo Funcional

Ilustracion 4-11

Como se puede apreciar en la ilustracion 11 la trayectoria
gue sigue el manipulador es similar a la que se realizé en la
simulacion, habiendo errores debidos a la precision de los
motores y a la dinamica del manipulador.
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Ilustracion 4-12 Trayectoria de la Simulacién
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5 Modelado e
Implementaci
Oon de Delta 4

“No he fracasado, he
encontrado 10000 maneras

que no funcionan”

Thomas Alva Edison



5.1Descripcion
general

a. El manipulador espacial Delta 4, posee un movimiento
{x,y,z,0}, donde 8 es una rotacion de la plataforma
movil sobre el eje z.

b. Se encuentra compuesto por una plataforma movil y
una plataforma fija.

c. Posee cuatro cadenas cinematicas con la configuracion
RUSR.

d. Cada cadena del manipulador posee una junta
actuada.

e. El movimiento de cada eslabon del manipulador Delta
4 es dependiente de la junta actuada correspondiente.

Para esto se realizd una sintesis de tipo morfoldgica, de
cada una de las posibles configuraciones del manipulador
a usar, permitiendo observar de manera sencilla las
mismas; eligiendo la configuracion de la ilustracion 1

]

=

Ilustracion 5-1
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5.2SIstemas de

Referencila

De acuerdo con la metodologia descrita con anterioridad
para el posicionamiento variables de estado de la cadena

virtual en el plano X,Z

0 de los sistemas coordenados, que permiten describir el
desplazamiento de la plataforma con respecto a un sistema
inercial fijo, se obtuvo un diagrama como el siguiente:

Para poder hacer el analisis
cinematico, es necesario realizar
una descripcion con matrices de
transformacion homogénea del
manipulador completo; en el caso
de los manipuladores paralelos, si
las cadenas cinematicas que se
encuentran dentro del mismo, se
describe una cadena general.
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Zp
A Xn3
A ™ X,
i v
-, )
Ya3
y
Zna

M
Yn2 4
Zn2
En
Znt
v Xn1

X

[lustracién 5-2 Cadena n del manipulador Delta 4
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5.3Modelado
Cinematico del
manipulador

Para el modelado cinematico del manipulador Delta 4, se
enmplearon los pasos siguientes. Con n={1,2,3,4}.

0C, = Qz(¢p + uy)

5.1
€Dy = Q2( + ). Tx(e1)
5.2
DE, = Qz(¢h + tn)- Q¥(~0n). Tx(e2)
5.3
EF,
= Q2($ + 1n)- QY (=0n1). Q¥ (—012). 07 (5 = 603) . Tx(e3)
5.4
FG,

TC

= QZ(¢ + .un)- Qy(_gnl)- Q)’(—an). Qz (E

— 013) - Q2(036)- Q¥ (—Brs). Tx(G)
5.5

Donde:
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0,5 =1+ (0,1 + 6,,5) 5.6
Oy = 0,7 =0 5.7
Ons = Onz — 5.8
¢ =0 5.9
iy = 0,2, 1,25 5.10
on=¢ + u, 5.11

Con esto queda descrito de manera vectorial el manipulador
con respecto a las posiciones de cada una de las
articulaciones de cada cadena.
G — el + PxCos(¢n) + PySin(¢n)
PyCos(¢pn) — PxSin(¢n)
Pz
—1
e2Cos(6nl) + e3Cos(Onl + On2)Sin(6n3)
e3Cos(6n3)

e2Sin(Onl) + e3Sin(Onl + 6n2)Sin(6n3)
2

5.12

Se parte del sistema Gn (punto central del efector final) al
sistema Fn; con n{1,2,3,4}.

Siendo las velocidades angulares y lineares del efector final,
las siguientes respectivamente.

.. ..T
Wgngn = (4,6,9) 5.13
Vgngn = (xm; ym: 2m)T 5.14

La rotacion del manipulador esta dada por:

Ringn = ([Rely + (8 + m)ly + (B + m1]) 5.15
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|
Los giros hechos en el sistema Fn son:

anfn - (0»0: V)T
5.16

La distancia de Fn a Gn son

Pgnfn = (G, 0:0)T

5.17
Las velocidades quedan como sigue (considerando u,, = 0)

Wenfn = (O,O,O)T

5.18
Xm
Vinen = J_Im
Zm
5.19
Del sistema Fn al sistema En.
Renfn = [RZ(_tn6)- RY(_tnS)- RX(_tn7))]T
5.20
. . . . T
Ocnen = (9n7: Ons,) 9n6)
521
Prpen = (33» OrO)T
5.22
Tenemos
. . . T
Wenen = (9n7» Ons, 9n6)
5.23
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VenenX
= Sin(tns)(zm — €3 9115) + COS(tnS)(COS(tn6)5€m
- Sin(tn6)(ym + 636n6)
5.24

VenenY

= (Cos(t,7)Sin(t,g) + Cos(t,e)Sin()Sin(t,7) (%)

+ C0S(tns)Sin(tns) (—Zm + €30ns) + (Cos(tne)Cos(tn7)
— Sin(ty5)Sin(tee)Sin(tn7)) m + €36n6)

5.25

VenenZ
= —(Cos(tpe)Cos(tn7)Sin(tys) — Sin(tne)Sin(ty;))(xm)
+ CoS(t5)COS(tn7) (Zm — €36n5) + (COS(tn7)Sin(tys)Sin(tpe)
+ C0S(tn6)SIn(t7)) Fm + €36n6)

5.26

Para los célculos de En a Dn, y Dn a Cn; debido a la longitud
de los términos, s6lo se muestran las ecuaciones de las
velocidades angulares, asi como las ecuaciones
conceptuales de las velocidades lineares y algunas
restricciones; las ecuaciones completas se encuentran en el
Apéndice .

Del sistema En al Dn

i T
Rdnen - [RY(tnz)- Rz (tn3 - E) . RX(_tn4)]
5.27
. . . . T
Odndn = (0n4: On2) 9n3)
5.28
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Pendn = (ez, 0,0)T
5.29

T

tha = thy; = 0,0p4 = 07 = 0,86 = ty3 — 57 One = On3, 9.30

tns =1+ (tnl + th)' 0715 = 9711 + an 5.31
Wdndn = (_Cos(tn3)(én1 + énz) - Sin(th)Sin(tnB)énSr _énz +

. . . . . T
Sin(tn3)(9n1 + 9n2) — Cos(ty3)Sin(t,2)0p3, 0,3 — COS(tnz)QnB) 5.32

Del sistema Dn al Cn

Rendan = RyT(tnl) 5.33

. . T

Ocnen = (0,6,1,0) 5.34

Panen = (en; O;O)T 5.35

Wenen =

/ —ZSm(tnl)Sln( "2)2 Ons — COS(tn1) (COS(tns) (Ony + Onz) + Sin(tyz)Sin(tns)bns) \

[ (1 + Sm(tn3))(9n1 + an) + Cos(tn3)Sm(tn2)9n3

\—Cos(tm)Sin(tnl)(Gnl +0n2) + <2Cos(tn1)Sin (%2) + Sin(tnl)Sin(tnz)Sin(tn3)> 0, )
5.36

Las ecuaciones finales obtenidas son las que describen las
ecuaciones de velocidades lineares y angulares.

A continuacion las velocidades lineares:
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a

ax
= —Sin(t,1) (—Sin(ty3)e16n1 + €162 — Sin(tyz)e10n

— Cos(tn3)Sin(ty2)e16n3

+ Sin(ty2) (—Cos(tyy + tn2)Sin(tys) (xm)

— Sin(ty + ty2) (Zm — €30, — 6’39n2)

+ COS(tn1 + tn2)CoS(tr3) (¥, — €36,3))

+ COS(ty2) (Sin(tn1 + t2)SIN(3) () — €261 — €202

— COS(tn1 + tn2) (Zm — 3001 — €302) + COS(tn3)Sin(tns

+ tn2) (¥, = €3613)))

+ Cos(tp1) (Cos(tnz)Sin(t,3) (—Cos(tyy + tn2)Sin(t,3) (Xm)

— Sin(tn1 + tn2) (Zm — €301 — 939n2)

+ CoS(tn1 + tz) COS(tn3) (¥, — €36n3))

— Sin(£,2)SIN(ty3) (Sin(En1 + tr2)SIN(En3) (Xm) = €26n1 — €202
— Cos(tn + tn2) (Zm — €30, — 839n2)

— COS(tn3)Sin(tn1 + tn2) (¥, = €3613)) — COS(tn3) (—COS(tn3) i
+ €303 + Sin(ty3)(y,, — e30,3)))

5.37

= —e10p3 — COS(tnz)e19_n3

+ Cos(tp2)Cos(tn3)(—Cos(tyy + tyz)Sin(ty3)xmy,

- Sin(tnl + tnz)(zm - 33_9n1 - eagnz)

— Cos(ty; + tnz)cos_(tnB)(Ym - 839n3))

— Cos(tp3)Sin(t,2) (Sin(tyq + tr)Sin(ty3)xy, — ez_gnl - ez_HnZ
- Cos(tnl + tnz)(zm — ezl — e3_9n2)

- C_OS(tnB)_Sin(tnl + tnz)(:):’m - eSQnS))

+ Sin(ty3) (Cos(tnz)xXm + €203 + Sin(ty3) (Ym — esgn§)8)
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Az

= Cos[tp1](=Sin[t,3]e;60,1 + €105, — Sin[tn3]319_n2

— Cos[ty3]Sin[t,,]e10,3 + Sin[tnz](_co_s[tnl + th]Sin[tnB]xm

= Sin[ty; + tro](Zm — €300 — €3652) + Cos[tn,

+ tnz]cos'[tnB](ym - 839n_3))

+ Cos[ty2](Sin[ty; + t,2]Sin[t,3]xy, — €20,1 — €20,

— Cos[tyy + tnz](zm —e3lp — 939n2) — Cos[tp3]Sin[ty,

+ tnz](ym —é3 9n3)))

+ Sin[ty1](Cos[tn21Sin[t] (—Cos[tuy + t]Sin[ts]im

- Sin[tnl + tnz](ém - e39n1 - 83? an)

+ Cos[ty, + th]Cos[tng](j/,,} - egensj))

+ Sin[t,,]Sin[t,3](Sin[ty; + tp21Sin[tyz]xy, — €2651 — €265,
— Cos|tyy + tnz](Z:m —e30p1 — 339112) - Cos[tnB]Sin[_tnl

+ tnz](ym —e36p3)) — Cos[tnB](_COS[trw]xm — € On3

+ Sin[tnS](ym — €3 9713)))
5.39
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5.4Manipulador
Paralelo Delta4-
(RRR)v.
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5.4.1 Configuracion en Variables de
Estado

La matriz en variables de estado, se calcula igualando las
ecuaciones obtenidas de velocidad linear; y resolviendo el

sistema de ecuaciones para las velocidades angulares 6,4,
On2 Y Ons.

Derivando los resultados obtenidos de énl con respecto a
Xm, Ym Y Zm, Que son las variables que controlan al efector
final del manipulador; obteniendo tres ecuaciones ecnnll,
ecnnl2y ecnnl3 respectivamente.

Para 6,,, igualmente se deriva con respecto a x,,, Vi Y Zm,
para obtener las ecuaciones ecnn2l, ecnn22 y ecnn23
respectivamente.

Como en los casos anteriores éng se deriva con respecto a
Xm: Ym Y Zm, Para obtener las ecuaciones ecn31, ecn32 y
ecnn33 respectivamente. Con las ecuaciones obtenidas,
entonces se puede obtener una matriz de cinematica
diferencial de una cadena, como sigue:

cos(6p) —sen(0p) 0
6,1 sen(6p) cos(6p) 0 \
0 _ 0 0 1
n2 | = |

ecnn2l ecnn22 ecnn23
ecnn3l ecnn32 ecnn33

X
| Z

: ecnnll ecnnl2 ecnnl3 W

Ons \ / p

5.40
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De manera similar a la obtencidon de la matriz de cinematica

diferencial de una cadena, es posible obtener una matriz que

describa

la cinematica diferencial

de un manipulador

paralelo, en este caso seria del siguiente modo:

/91,1\ cos(0p) —sen(6p) 0 \
6, , (sen(@p) cos(Ap) 0
9'1 5 0 0 1
L ecnnll ecnnl?2 ecnnl3
021 ecnn2l ecnn2?2 ecnn23
0, , ecnn3l ecnn3?2 ecnn33
b ec(n+1)11 ec(n+1)12 ec(n+1)13 X
23 = ec(n+1)21 ( Z >
9_3'1 ec(n+1)31 Wy,
03, ec(n+2)11
65 3 ec(n+2)21
0,4 ec(n+ 2)31
\94,2) K : /
0,3 ec(n+ 3)33
541

Y para el calculo de los estados del manipulador virtual

A partir de las ecuaciones correspondientes a X,z y el giro en
y, igualadas en cero, se resuelve el sistema de ecuaciones

para él, 92 y 93.
Obteniendo

Csc(£2)(Cos(t3)x, + Sin(t3)(—e30p + z,))
1 el

5.42
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0,

—_ —

1 .
= Csc(t2)(—e30p(e2Sin(t3]) + elSin(t2 + t3))

+ (e2Cos(t3) + el1Cos(t2 + t3))x,, + (e2Sin(t3) + e1Sin(t2

+ t3))z,;,)
5.43

1 .
~ — (=0p(e2 + e3Csc(t2)Sin(t2 + t3]))

+ Csc(t2](Cos(t2 + t3]x,, + Sin(t2 + t3)z,,))
5.44

Como es posible apreciar son significativamente mas cortas
que las obtenidas para el manipulador “real”. Para obtener
la matriz de Variables de Estado, se deriva parcialmente a

cada én obtenida, con respecto a x,,,, Z, Y e'p. Obteniendo
la siguiente matriz

Stv

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Cos [t3] Csc [tZ] Csc [tZ] Sin [t3] e3Csc [tZ] Sin [t3]

— el el el
(e2Cos [t3] + elCos [tZ + t3])Csc[t2] Csc[tZ] (eZSin [t3] + elSin [tZ + t3]) e3Csc[t2] (eZSin [t3] + elSin [t2 + t3])

ele2 ele2 ele2
Cos [t2 + t3] Csc[tZ] Csc[tZ] Sin [t2 + t3] e2 + e3Csc [tZ] Sin[tZ + t3]

e2 e2 e2

5.45
Donde t1, t2 y t3 equivalen a 81, 62 y 83 respectivamente.

En este caso la matriz de velocidades 7;,, para la matriz de
variables de estado de la cadena virtual seria la siguiente:
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=[x, 2, 6, 6, 6, 6;] 5.46

La matriz de variables de estado de la cadena virtual tiene
como salidas las velocidades en x,,z,, ép , los angulos 61,

02 , 83 y las posiciones del efector final; y éstos son los
valores de entrada para la matriz de variables de estado del
manipulador Delta4.

5.5SIimulacion

La simulacion para éste manipulador consta de dos partes
principales, la primera la simulaciéon de la cadena virtual para
obtener los valores de retroalimentacion de la trayectoria y
posicion del efector final, y la segunda es la que se refiere al
manipulador real, que recibe los valores anteriores al punto
actual de posicion y velocidades del efector final, obtenidas
de la fase previa, de la cadena virtual, para el calculo del
parametro siguiente.

Como se menciono en el capitulo anterior; los movimientos
posibles que puede presentar la cadena virtual
seleccionada; y por lo tanto el manipulador Delta 4, son:
sobre el eje X, sobre el eje Z y un giro en Y; por lo tanto es
posible generar trayectorias en cada uno de los movimientos
0 en todos a la vez. Por lo tanto, en primera instancia es
necesario comprender el movimiento en cada uno de ellos,
para poder hacer una trayectoria en todos los grados de
libertad de la cadena virtual.
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P vt _max

Nxmax] | vy_max
R \—y Vi max P
vi_max t P vZ_mmax
2
vymax] P Wy rriax 3
— wp P W_rnax
wp
Wy-max Vz max vIp
Xp pxP
vZmaxt yp
—» W max il
vZ_max yP
VIRTUAL CHAIN
wmax b zP

" e Delta 4

Ilustracion 5-4

Por lo cual la trayectoria seleccionada es sobre el eje Z, para
comprobar los movimientos y comportamientos de los
manipuladores en un solo movimiento.

Para generar la trayectoria, se plantea como velocidades
maximas en cada movimiento del efector final como sigue:

. rU T
Xmax =0 E ;
. rU T
Yimax =0 ; )
. rU T
Lmax = 2 ; ;

5.46

. _ u . . ., . . .
Wmax = 0 H ;En lailustracion siguiente se pueden apreciar,

los puntos iniciales de la trayectoria, basados en esos
puntos iniciales se realizan los célculos de los estados, con
una velocidad constante sobre el eje Z, la postura final del
manipulador virtual se veria de la siguiente forma:
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Secuencia de postura

Y0
Z:130.1

Siendo la trayectoria en el plano XZ la siguiente (llustracion
5-6):

XY Plot
250

200

150 |

Y Axis

100

0
-100 -50 a 50 100
X Axis

Ilustracion 5-6

A partir de estos resultados, se simulé el manipulador Delta
4, coincidiendo los puntos iniciales para poder proceder con
la simulacion.

El tiempo maximo de la simulacién sin provocar que las
cadenas del manipulador desensamblen o generen ruido es
de 28[s], a partir de eso por los angulos adquiridos por las
articulaciones actuadas, en la simulacion siendo ideal, dejan
de segquir la trayectoria.
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2z [em]

300

200

100

-100

-200

-300

300

Secuencia de postura

y [em] 300 -300

Y Axis

100 -

-100

Ilustracion 5-7

Secuencia de postura

100

[ ] Posicién XZ
XY Plot
250 -
200 |
|
150 |
100 f
sof
o . . ]
100 -50 0 50
X Axis

Ilustracion 5-8
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5.6Modelo
Funcior)al

Ilustracion 5-9

Como se puede observar en la ilustracion anterior, del lado
izquierdo el manipulador Delta 4 se encuentra en la posicion
inicial; y del lado derecho se puede ver al manipulador en la
posicion final con la trayectoria seguida, similar al
moviemiento mostrado en las llustaciones 5-9 y 5-10.

Es posible apreciar que el manipulador no sigue una
trayectoria rectilinea perfecta, esto debido a varios factores.

En la primera seccion (AB) de la trayectoria, el manipulador
busca colocarse en la posicion inicial que la simulacion le
pide. En la siguiente seccion (BD), se puede apreciar una
vibracion en la trayectoria, especialmente cerca del punto C,
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cuasi vertical. La vibracion se debe a un fenOmeno que es
posible apreciarse en la simulacion, si ésta se lleva mas alla
del tiempo en el que la trayectoria requerida permanece
dentro del espacio de trabajo de ambos manipuladores.

En la llustracion 5-12 se puede ver a detalle el fenOmeno
ocurrido, debido a que los giros en la cinematica son
considerados ceros, la plataforma no puede acoplarse a los
angulos Bn3 de cada cadena. Por lo que las cadenas en la
simulacion se desacoplan del efector final, y en la
implementacion se genera la vibracion que se aprecia en la
llustracion 5-11 del lado derecho.

Secuencia de postura

200 -

150

100 -

50 -

Z [cmy]

_ED =

=100 -

-150 -

200

y [em] 200 x [cm]

Ilustracion 5-10
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6 Conclusiony
trabajo a
futuro

“Lo importante es no dejar
er )3

Albert Einstein



6.1 Conclusiones

Al realizar la implementacion del manipulador paralelo
3RRR_(RRR)v se comprueba que el modelado de un
manipulador paralelo en el plano es posible ser
retroalimentado; no sélo en simulacion, sino también es
factible ser implementado; por su cadena Vvirtual.
Permitiendo asi simplificar el calculo cinematico del mismo,
y llegando también a un modelo que permite percibir los
cambios articulares, no soélo en las articulaciones actuadas,
sino en todo el manipulador, en el espacio de las
velocidades.

Durante la fase de experimentacion se probo que es posible
retroalimentar un robot paralelo Delta 4 a partir de su cadena
virtual, para el seguimiento de trayectorias.

Una de las mayores implicaciones de la metodologia
mencionada se refiere principalmente a la implementacion
de una cadena virtual al modelado cinematico de un
manipulador paralelo Delta 4 (RRR)v. De acuerdo con la
investigacion de Patricio Martinez Zamudio [21].
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6.2 Trabajo a
Futuro

En cuanto al manipulador 3RRR_(RRR)y, el siguiente paso
es construir un banco de pruebas, en el que sea posible
experimentar en el ambito de las cadenas virtuales, vy
experimentar con la cadena virtual en el espacio fisico.

Como se menciond a lo largo del trabajo, se selecciond una
trayectoria sobre el eje Z, para probar la hipotesis propuesta,
de forma tal que la trayectoria seguida por el manipulador
serial fuera la misma seguida por el manipulador paralelo
delta, el siguiente paso de la investigacion en este sentido
es pasar de un movimiento rectilineo a uno planar, y poder
aprovechar la configuracion del manipulador.

Otra vertiente de la investigacion, es el implementar como
manipulador virtual uno que posea igual numero de grados
de libertad que el manipulador real, y/o un manipulador que
posea mayor numero de grados de libertad, para probar que
es posible implementar movimientos distintos en un
manipulador a los que se modelan por su cinematica.
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8.1Cinematica de
Posicion Delta 4

Cadena 1

OA1=Qz[¢1].TX[r];

AB1=0Qz[¢1].Qy[-611].Tx[a];
BC1=Qz[¢$1].Qy[-811].Qy[-621].Qz[11/2-631].TX[b];
851=180°+(611+0621);

041=0°;

071=041,

061=631-11/2;
CP1=Qz[$1].Qy[611].Qy[621].Qz[11/2631].Qz[661].Qy[651]. TX[h];
A1=0Al.n

B1=AB1.n

C1=BC1.n//FullSimplify

P1=CP1.n//FullSimplify

Qlz=Qz[¢$1]//Inverse /[FullSimplify
OP1=A1+B1+C1+P1//FullSimplify

{Cos[¢1] (-h+r+a Cos[011]+b Cos[611+621] Sin[631])-b Cos[831] Sin[¢1],b
Cos[631] Cos[¢1]+(-h+r+a Cos[611]+b Cos[611+621] Sin[631]) Sin[¢1],a
Sin[611]+b Sin[611+621] Sin[631],4}

OPmM=Txyz[Px,Py,Pz];

OPv1=QIz.OPm;

OPv1//MatrixForm

(Cos[¢1] Sin[¢1l] O Px Cos[¢1]+Py Sin[¢1]

-Sin[¢1] Cos[¢l] 0 Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1]

O 0 1 Pz

O 0 o0 1
Li11=(OPv1-(QIz.0A1)-(Qlz.CP1)).n//ExpandAll//MatrixForm:;
Li11//FullSimplify//MatrixForm

(h-r+Px Cos[¢1]+Py Sin[¢1]
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.
Py Cos[¢$1]-Px Sin[¢1]

Pz

-1)
Ld11=((Qlz.AB1)+(QIz.BC1)).n//ExpandAll//FullSimplify
(a Cos[611]+b Cos[611+621] Sin[631]

b Cos[631]

a Sin[611]+b Sin[611+621] Sin[631]

2)

Cinematica Inversa

c831=Cy1/b

Ld21=Ld11[[1,1]]"2+Ld11[[1,2]]*2+Ld11[[1,3]]"2//Simplify(*=
Cx172+Cy172+Cz1"2%)

Cyl/b

a’2+b”2+2 a b Cos[621] Sin[631]
s631=Sqrt[1-c631/2]

Sqrt[1-Cy172/b"2]

T31=ArcTan[c831,s631]
ArcTan[Cyl/b,Sqrt[1-Cy172/b"2]]
c021=(Cx172+Cy112+Cz1/2-a"2-b"2)/(2a b Sin[631])
((-an2-b*2+Cx142+Cy112+Cz172) Csc[031])/(2 a b)
s021=Sqrt[1-c62172]
Sart[1-((-a"2-b"2+Cx172+Cy1/2+Cz172)"2 Csc[0831]"2)/(4 a2 b"2)]
T21=ArcTan[c821,s621]

ArcTan[((-a"2-b"2+Cx12+Cy172+Cz172) Csc[631])/(2 a b),Sqrt[1-((-a"2-
bA2+Cx172+Cy142+Cz112)"2 Csc[031]"2)/(4 a*2 b 2)]]

all=Ld11[[1,3])//TrigExpand//Simplify
a21=Ld11[[1,1])//TrigExpand//Simplify
b Cos[811] Sin[621] Sin[631]+Sin[611] (a+b Cos[621] Sin[631])
-b Sin[611] Sin[621] Sin[631]+Cos[611] (a+b Cos[621] Sin[631])

S1C1=Solve[{Li11[[1,1]]==a21,Li11[[1,3]]==a11},{Cos[0611],Sin[B11]}]//Flatten
[[FullSimplify(*=Cx1*)

{Cos[0611]->(2 (h Pz Sin[B11]+h Cos[611] (r-Px Cos[¢1]-Py Sin[¢1])+a (-r+Px
Cos[¢1]+Py Sin[¢1])+b Sin[631] (Pz Sin[621]+Cos[021] (-r+Px Cos[¢1]+Py
Sin[o1])))/(2 a"2+b"2+2 h"2-4 a h Cos[011]-b*2 Cos[2 631]+4 b (a Cos[621]-h
Cos[611+621]) Sin[031]),Sin[611]->(2 (-h Pz Cos[611]+Pz (a+b Cos[621]
Sin[631])+(h Sin[611]+b Sin[621] Sin[631]) (r-Px Cos[¢1]-Py Sin[¢1])))/(2
a’2+b”2+2 h"2-4 a h Cos[611]-b*2 Cos[2 631]+4 b (a Cos[621]-h Cos[611+621])
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|
Sin[631])}

c11=Cos[0811]/.S1C1[[1])//FullSimplify

(2 (h Pz Sin[811]+h Cos[6811] (r-Px Cos[¢1]-Py Sin[¢1])+a (-r+Px Cos[¢1l]+Py
Sin[¢1])+b Sin[631] (Pz Sin[621]+Cos[621] (-r+Px Cos[¢1]+Py Sin[$1]))))/(2
an2+b”"2+2 h"2-4 a h Cos[011]-b”2 Cos[2 831]+4 b (a Cos[621]-h Cos[811+621])
Sin[631])

$11=Sin[011]/.S1CA[[2]}//FullSimplify

(2 (-h Pz Cos[611]+Pz (a+b Cos[621] Sin[631])+(h Sin[811]+b Sin[621] Sin[631])
(r-Px Cos[¢1]-Py Sin[¢$1])))/(2 a”2+b"2+2 h"2-4 a h Cos[0811]-b*2 Cos[2 631]+4
b (a Cos[621]-h Cos[811+621]) Sin[631])

T11=ArcTan[cll,s11]

ArcTan[(e3 Pz Sin[821] Sin[631]-(e2+e3 Cos[0621] Sin[631]) (e1-g-Px Cos[¢1]-Py
Sin[$1]))/(e272+e3 Sin[831] (2 e2 Cos[621]+e3 Sin[831])),(Csc[631] (e3 Pz
Cos[0621]+e2 Pz Csc[631]+e3 Sin[021] (e1-g-Px Cos[¢1]-Py Sin[$1])))/(e3"2+e2
Csc[031] (2 €3 Cos[621]+e2 Csc[631]))]

Cx1=Li11[[1,1]];

Cyl1=Lil1[[1,2]];

Cz1=Li11[[1,3]];

T31//FullSimplify

ArcTan[(Py Cos[$1]-Px Sin[¢1])/b,Sqrt[1-(Py Cos[¢1]-Px Sin[$p1])*2/b"2]]
T21/.8631->T31 //FullSimplify

ArcTan[(-a"2-b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2+(-e1+g+Px Cos[¢1l]+Py
Sin[1)"2)/(2 a b Sort[l-(Py Cos[¢p1]-Px  Sin[$p1])*2/b2]),N(1-(-a2-
b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])"2+(-el+g+Px Cos[p1l]+Py Sin[p1])"2)"2/(4
a2 b"2 (1-(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2/b"2)))]

T11/.621->T21/.631->T31

ArcTan[(-(el-g-Px Cos[¢1]-Py Sin[¢1]) (e2+(1/(2 a b))e3 (-a"2-b"2+Pz"2+(Py
Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2+(-e1+g+Px Cos[¢1]+Py Sin[$p1])*2))+e3 Pz Sqrt[1-(Py
Cos[¢p1]-Px Sin[¢p1])*2/b*2] (1-(-a*2-b 2+Pz"2+(Py Cos[¢p1]-Px Sin[dp1]) 2+(-
el+g+Px Cos[¢1]+Py Sin[¢1])"2)"2/(4 a2 b2 (1-(Py Cos[¢1]-Px
Sin[$¢1])"2/b"2))))/(e2"2+e3 Sqrt[1-(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])*2/b"2] (e3 Sqrt[1-(Py
Cos[¢p1]-Px Sin[¢1])"2/b"2]+(e2 (-an2-b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2+(-
el+g+Px Cos[¢p1]+Py Sin[¢1])"2))/(a b Sqart[1-(Py Cos[¢$1]-Px
Sin[¢1])"2/b"2]))),((e2 Pz)/Sqrt[1-(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2/b"2]+(e3 Pz (-a"2-
b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])"2+(-e1+g+Px Cos[$p1]+Py Sin[¢p1])"2))/(2 a b
Sqrt[1-(Py Cos[¢p1]-Px Sin[$p1])*2/b"2])+e3 (el-g-Px Cos[$p1]-Py Sin[dp1]) V(1-(-
an2-b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢1])"2+(-e1+g+Px Cos[¢1]+Py
Sin[¢1)"2)"2/(4 a2 b2 (1-(Py Cos[¢p1l]-Px Sin[¢1])"2/b"2)))/(Sqart[1-(Py
Cos[$1]-Px Sin[¢1])"2/b"2] (e3"2+(e2 (e2/Sqrt[1-(Py Cos[¢1]-Px
Sin[¢1])"2/b"2]+(e3 (-a"2-b"2+Pz"2+(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])"2+(-el+g+Px
Cos[$p1]+Py Sin[¢1])"2))/(a b Sqgrt[1-(Py Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])"2/b~2]))/(Sqrt[1-(Py
Cos[¢1]-Px Sin[¢p1])"2/b"2]))]
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8.2 Cinematica
diferencial Delta
A

B B8 B B B @
wg1g1=E A, &, P B;(*velocdades angulares de la plataforma movil*)Vg1g1=IE Xme Yy 2,8

Rf1g1 = Transpose[Rz[y + (B + 1q)1];
Rflgl // MatrixForm;

*(B+ es el angulo en el que se encuentra la cadena dentro de la plataforma movil, es esta caso por
1

ser la primer cadena es B=0, n,=0; v es el angulo de orientacion de laplaconsiderando que no hay

il ] ] &
rotacion dentro de la misma*) O1§1 =20,0,v B; Pglfl ={G,0,0}; B=0; H =0, vy=0; v =0; A=

0;
B B
$¢=0;¢ =0;
G
w151 = Ri1g1We1g1* ©Of1f1 Virf1 = Retg1 (Vg1g1 * (Wg1g1 B Pgif )

Vi1 // MatrixForm

{0, 0, 0}

(*del sistema F1 al sistema E1¥) Re1f1 = Transpose[Rz[-t16].Ry[-t15].Rx[-t17]];
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Re1f1 // MatrixForm;

B B B B
Oc101=0 17,0 15,0 167 Pr1oq =1{e3, 0,0k

&
Wetel = Re1f1:¥r1f1 + Oete1 Vele1 =Re1f1 (Vi1 + (We1e1 @ Pr1er )

Ve1e1 // MatrixForm // FullSimplify

0 15 + (Cos[t16] Cos[t17] - Sin[t15] Sin[t16] Sin[t17]) Ry m +eg 0 162

Sin[t15] Z,-€3 0 15 + Cos[t15] Cos[t16] X m- Sin[t16] Yim +eg 0 16 (-Cos[t16] Cos[t17]

Sin[t15] + Sin[t16] Sinfty51) x,+ Cos[t15] Cos[ty7] @ z, - e3 0 158+ (Cos[tq5] Sin[t15] Sin[t16] +

Cos[t16] Sin[t17]) By m +eg 0 162

(*del sistema E1 al D1¥) Ryqqq = Transpose[Ry[t{,].Rz[t{3 - n/ 2].Rx[-t1411;

Rg1e1 // MatrixForm;

@ BB @
Od1d1 =80 148 12,8 13 Pe1qq ={e 0,0k

t14=117; t1g= 0; ty7= 0;

L

t1g= -t13;

3 3 & &
tyg=-M+(tyg+t15);0 14=0, 8 17=0, 8 15=-6 13
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B B 2
8 15=0 1;+0 ;5 “Yd1d1™ Rd1e1®ete1* ©q1d1

Vd1d1 = Ra1e1 (Vete1 * (Wete1 B Pe1d1 i vy, ; 1/ MatrixForm // Fullsimplify

B-Cos[ty3] @0 11 +8 1,8 +Sin[t,5]Sin[ty3]6 13,6 15 +Sin[t;3]1B6 11 +6 158+ Cos[ty3]Sinft;,]
t 2
0 14,0 14 -CoS[t:,] 0 - B+ Cos[ty 4]+ 2 Cos[2tro] SING TXE Bx _ +Sin[ty4] B-Sin[ty4] 2
139 13 1216 130 - 11 131 Sin@ U@ Bx 131 B-Sin[ty 4

. 2
. . . 11 .
+ (Sln[t12] e2 + Sln[tll] e3) 0 11 +0 12 + COS[t13] eZ 0 13 + Sin( Sln[2 t13] e- ym + E3

m

m m*
2 2
(Sin[ty5] e5 +Sin[t{4] e3) B0 11+6 ,00- Sin[t13] e, +[@Cos[ty4] Cos[tla] + Sin[tla] e3ld 0 13

2 2
11 + Cos[tll] Cos[t13] + Sin[tla] Y + Cos[t13] -Sin[tll] z

t 2
222 Sin@ Sin[2 t13] X

(*del sistema D1 al C1 *) R4 41 = Transpose[Ry[t;11];

Re1d1 // MatrixForm;

@ ]

©.1¢1=10,0 14,08 Pyq.q ={eq, 0,0}
-Cos[ty4]z - (Cos[tq,] e, - Cos[t;q] e3) @O 14 +8 1,@+Sin[t;4]BSin[ty3]x , +Cos[t;3] B- Y. +es
5] 13

G
Weie1 =Re1d1-®d1d1t Ocaca // FullSimplify

Vete1 = Re1d1 (Vaid * (®g1d1 @ Pasca Wi v // MatrixForm

tyy 2
-2Sin[ty4 ] Sin@ ® 13+Cos[tyq 1@ Cos[ty3]10@6 14 +06 15 @+Sin[t,]Sin[ty316 1382

(1+Sin[t13])6 11+9 12+Cos[t13] Sin[tlz]e 13/ -Cos[t13]Sin[t11]6 11+6 1o B+E2 Cos[tll]
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tyy 2
Sin@ +Sin[t11]Sin[t12]Sin[t13 |[E)] 13

-Sin[t11] -Sin[t13] eq 0 11-€1 0 12°- Sin[t13] eq 0 12°- Cos[t13] Sin[tlz] eq 0 13+ Sin[tlz] -Cos[t11
+195] Sin[t13] X - Sinltyq +t5] 8 2, - e3 B0 11 +6 1,08+ Cosltyq +1tq5] Cos[t13] Y €3

9 13 + COS[tlzl Sln[tll + tlz] Sln[tls] X m - e2 e 11 - ez 9 12 - COS[tll + t12] Zm - E3 9 11 +
B 1,00 Cos[t13] Sin[tyq +1t95] Y €3 0 130EE + Cos[tq4] BCos[ty,] Sin[t13] @-Cos[tyq +tq5]

Sin[t13] X - Sinltyq +t4510 2, - e3 B0 11 +0 1,8+ Cos[tyq +tq5] Cos[tla] Yo~ e3 0 1388 -

m
Sln[tlz] S|n[t13] Sln[tll + t12] S|n[t13] X m - eZ 9 11 - eZ 9 12 - COS[tll + t12] Zm - 83 9 11 +

9 12 - COS[t13] Sln[tll + tlz] ym - e3 e 13 - COS[t13] COS[t13] X m - eZ 9 13 + Sln[t13] ym -
e3 0 130EE eq 0 13- Cos[tlz] eq 0 13* Cos[tlz] Cos[t13] -Cos[t11 + tlz] Sin[tla] X m- Sin[t11 + t12]
Z,-€3 70 11+ 0 1o00 + Cos[t11 + t12] Cos[t13] Y €3 0 1308 - Cos[tla] Sin[tlz] Sin[t11 + t12]

Sln[tls] X m” ez 5] 11° eZ 0 12~ COS[tll + t12] Zm - 63 20 11 +0 12 - COS[t13] S|n[t11 + tlz]

Y~ €3 0 1308 + Sin[t13] Cos[t13] X m-€ 0 137+ Sin[t13] Y €3 0 1300 Cos[tll] —Sin[t13]

eq 0 11-€1 0 12° Sin[t13] eq 0 12°- Cos[t13] Sin[t12] eq 0 13+ Sin[tlz] -Cos[t11 + tlz] Sin[t13] X m
- Sln[tll + tlz] Zm - 63 G 11 + 6 12 + COS[tll + t12] COS[t13] ym - 93 9 13 + COS[tlz]

Sin[’t11 + t12] Sin[t13] X m-€ 0 11-¢ 0 12 - Cos[t11 + t12] Z,-€3 @0 11+ 0 1700 - Cos[tla]

m
7|

Sin[t11 + t12] Y~ €3 0 130EE + Sin[t11] Cos[tlz] Sin[t13] -Cos[t11 + t12] Sin[t13] X - Sin[t11 +

m
t12] Z,-€3 ] 11+ 0 100 + Cos[t11 + t12] Cos[tla] Yo, " €3 0 1388 - Sin[tlz] Sin[t13] Sin[’t11 +
t12] Sin[t13] X m-€ 0 11-€2 0 12 - Cos[t11 + t12] Z, - €3 @0 11+ 0 1208 - Cos[tls] Sin[t11 + t12]
Y €3 8 1300 - Cos[ty3] BCos[ty3] x ,,-€7 6 13 +Sin[ty3] Ym €3 8 130ER

ecAW = w11 - {Wiyy Wfay' We,, Y ecAx =V 41 [1] ecAy= Veiel 21 ecAz= Veiel [31

115



ecAA=w qq [1] ecAd=w ;4 [2] ecAp=w ;4 [3]

ecAB1 =ecAw [1] ecAB2 =ecAw [2] ecAB3 =ecAw [3]

-Sin[t11] -Sin[t13] eq 0 11-€1 0 12°- Sin[t13] eq 0 12°- Cos[t13] Sin[tlz] eq 0 13+ Sin[tlz] -Cos[t11
+t5] Sinfty3]x |\ -Sintyq +t15] B 2, -e3B6 11 +6 5B+ Cos[tyq +1tq,] Cos|tq] Y83
© 138+ Cos[ty,]

Sln[tll + tlz] S|n[t13] X m” e2 0 11° e2 0 12~ COS[tll + tlz] Zm - 63 E[S) 11 +0 12 - COS[t13]
Sln[tll + t12] ym - e3 0 13 + COS[tll] COS[tlz] Sln[t13] —COS[tll + tlz] Sln[t13] X m” Sln[tll +
t12] Z,-€3 ][] 11+ 0 100 +

B q5-Cos[tyq +t1518 z, - e3 B0 11+6 ,00- Cos[tla] Sin[tyq + 145l Y €3 5] 1388 -

Cos[t13] Cos[t13] X m-€ 0 13+ Sin[t13] Y €3 0 130EE eq 0 13- Cos[tlz] eq 0 13+ Cos[tlz]

m

Cos[t13]

7| 7|

-Cos[t11 + tlz] Sin[t13] X - Sin[‘c11 + t12] Z,-€3 @0 11+ 0 1,00 + Cos[t11 + tlz] Cos[t13] Y~

m
e3 5] 1383 - Cos[t13] Sin[tlz]

Sln[tll + tlz] S|n[t13] X m- ez e 11° ez 9 12~ COS[tll + tlz] Zm - 63 B 11 + G 12 - COS[t13]
Sin[t11 + t12] Y €3 0 1383+ Sin[t13] Cos[t13] X m-€ 0 13+ Sin[t13] Y~ €3 0 1308

Cos[tll] -Sin[t13] eq 0 11°©1 0 12° Sin[t13] eq 0 12° Cos[t13] Sin[tlz] eq 0 13+ Sin[tlz] -Cos[t11

+195]Sinfty3]x ) -Sin[tyq +t15] B 2 -e3 @0 11 +6 1,0+ Cos[tyq +1tq,] Cos[ty3] B Y €3

® 13+ Cos[tq,]
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Sin[t11 + t12] Sin[t13] X m-€ 0 11-¢2 0 12 - Cos[t11 + t12] Z,-€3 @0 11+ 0 1708 - Cos[t13]

Sin[ty4 +t45] Y €3 © 13BER + Sin[ty 1] BCos[t,,] Sin[ty3] B-Cos[ty1 +t5] Sin[t 3] x | -Sinfty4 +

t12] Zm-e39 11+e 12+

Cos[t11 + tlz] Cos[t13] Y~ €3 0 13 - Sin[tlZ] Sin[t13] Sin[t11 + t12] Sin[t13] X m-€ 5] 11-©2

0 15-Cosltyq +tq51@ 2z, - e3 B0 11+6 1,00 Cos[t13] Sin[tyq +tq5] Y €3 5] 1328 -

tH 2
Cos[ty3] BCos[ty3] x ,-€5 6 13+Sin[ty3]E ym—e36 13838 - 2 Sin[ty4 ] Sind 0 13 +Cos[ty4

18- Cos[t3 @O 11 +6 1, B+Sin[ty,]Sin[t;3]10 130

2 (1+ Sin[t13]) @0 19 +0 1,0+ Cos[t13] Sin[t;,16 13

t5 2
-Cos[t13]Sin[t11]9 11 +9 1o @+@2 Cos[ty4 ]Sind +Sin[t11]Sin[t12]Sin[t13 =6 132

t5 2
'Wfax -2 Sin[t11] Sin@ 0 13+ Cos[tll] -Cos[t13] @0 11+ 5] 100+ Sin[tlz] Sin[t13] 0 132 2

'Wfay +(1+ Sin[t13]) @0 11+6 1,0+ Cos[t13] Sin[t;,16 13 ~ Wi, - Cos[t13 1Sin[t;1 188 11+6 15

typ 2

Bl B B
C1 = SolveB{ecAx == 0, ecAy == 0, ecAz==0}, @0 14,0 1,, 6 30E // Flatten

3] 11 -> ---COS[t13] Sln[tlzl ez - COS[tll + t12] COS[t13] e3 + COS[tlz] COS[t13] S|n[t11 +

t1,] e3l + +

-Cos[tlglsln[tlz]ez -COStll + 93 +C05[t12]C05[t13]S|n[t11 +t12]e3 +
B- B, > 8 132
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]
cls1=8 44 /.C1 [1] // Simplify

oty 2 i3tz 2, 1
@4 Sinkl EICosk + Singl e (-2-2 Cos[tq4] + Cos[tq - 2t13] - 2 Cos[2 t;3] + Cos[ty4

+2t3]) X - 2222

tyy 2
2BSind Sin2ty3]y | +Sinltyq 1Sinlt;31z 08 -2

2 2

2@ e 3 *m" 2e BCos[tyq +1tq,]Sin[ty3]x - Cos[tyq +tq5] Costy3]y m?t Sinftyq +tyolz B-2

e)e;3 B(Cos[ty1 +t15] - Sin[t13]) Xm * Cos[t13] Y ot Sin[tq1 +tq5] Sin[t13] z B0+

eq B-e, (—4—6Cos[t11]+4Cos[t12]+4Cos[t11 +tq,5]-2Cos([tq 4 +2t;5]+3Cos([ty 1 -2t 3]+2Cos[t 5 -2t 3]-
2

2Cos[t11 +yo —2t13]+Cos[t11 +2t15 —2t1:,’]—4(ios[2'c13]+3Cos[’c11 +2t13]+2Cos[t12 +2t13]—

2Cos[t11 +yo +2t13]+Cos[t11 +2(t12 +t13)]+4Sin[t11 -t13]-4Sin[t11 +t13]) Xm t4 Cos[t13] ((-2+2

Cos[tlz] + Sin[tll] (2 Sin[tlZ] - Sin[2 t12])) Sin[t13] +

Cos[tll] (2+(3-2 Cos[tlz] + Cos[2 t12]) Sin[t13])) Y +2(-3 Cos[t11 - t13] +2 Cos[t11 +t9- t13] -

Cos[tyq +2tq5 -t13]+3Cos[t1 +t;3]-2Cos[ty +t1, +t13]+Cos[ty4 +2t1, +t13]-4Sin[t11]) z,, B+

2e3 (2+6Cos[t11]-2Cos[t12]-2Cos[t11 +t12]+Cos[t11 -2t13]+Cos[t12 -2t13]-Cos[t11 +ty5 -2t13]—

2Cos[2t13]+Cos[t11 +2t13]+Cos[t12 +2t13]-Cos[t11 +ty5 +2t13]-25in[t11 -t13]+25in[t11 +t13]) X +

1 11 t12

4 212 Coslal (t11 + t12) Sin@ Sinfl Sin[2 t13] Y o + Sin[tll] Sin[t13] (1+ Sin[t13]) z,,2REE
22 2

2
t12

d
B4 eq (Sin[ty,] e, +Sin[t4] e3) B-2 Sin@ @ Sin[t;3] e; +e, +Sin[t;3] egPAcls2=0 4, /.C1 [2] //
2
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Simplify

t ? 2 1
-PIA8 Sin@ Sin[t13] e (-2-2 Cos[tll] + Cos[t11 -2 t13] -2 Cos[2 t13] + Cos[t11 +2 t13]) Xm -

22

tyy 2
2 BSInk Sin[2t43]y mt Sinftyq ]Sin[ty3]z | BEI+2

2 2
8 e 3 *m +e Cos[t11 + t12] Sin[t13] X m- Cos[t11 + t12] Cos[t13] Y + Sin[t11 + t12] z ,B+ey

e3 (COS[tll + t12] - Sln[t13]) Xm + COS[t13] Yy m + Sln[tll + tlz] S|n[t13] z m +

eq Pe, -(-4-6Cos[t11]+4Cos[t12]+4Cos[t11 +t12]-2Cos[t11 +2t12]+3Cos[t11 -2t13]+2Cos[t12 -2t13]-2

Cos[t11 +tq5 -2t13]+Cos[t11 +2t15 -2t13]-4Cos[2t13]+3Cos[t11 +2t13]+2Cos[t12 +2t13]-2

Cos[t11 +tq5 +2t13]+Cos[t11 +2(t12 +t13)])x -2(-2+3Cos[t11]+2Cos[t12]-2Cos[t11 +t12]+ Cos[t11 +2

m
t1ol) Sin[2t45]y m* 4 (3Sin[ty4]-2Sin[tyq +t15] +Sin[ty4 + 2t15]) Sin[ty3]z @+

2e3 (2+2Cos[t11]-2Cos[t12]-2Cos[t11 +t12]+Cos[t11 -2t13]+Cos[t12 -2t13]-Cos[t11 +ty5 -2t13]—

2Cos[2t13]+Cos[t11 +2t13]+Cos[t12 +2t13]-Cos[t11 +ty5 +2t13]-25in[t11 -t13]+25in[t11 +t13]) X +

@
B8 e4 (Sin[ty,] e, +Sin[t;4] e3) B-2SinfBlc1s3=6 43/.C1 [3] //Simplify

typ 2
Cos[t13] X m* Sin[t13] Y -2 Sin@ Sin[t13] eq+tey+ Sin[t13] e3

Bl
ecaall =DHEclsl, x. @ // FullSimplify

Bl
ecaal2 = DHclsl1, ymE // FullSimplify

Bl
ecaal3 =DEclsl, z [ // Simplify
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tyy 2 tyy 2 ty; 2 2
@-4 ACosk + Cos[2 t13] Sin@ Sin@ 1+ Sin[t13]) e +2 (Cos[t11 + t12] ey - e3)

(Sin[t13] ey + e3) +222

t 2
2 12
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1 t t
11 12
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Sin[tq3])B e3BRI B 222

8 Cosl¥ (t11 + t12) Sin@ Sinl Sin[2 t13] Y +4 Sin[tll] Sin[tla] z,\EER

2

12
Sin[t13] eq + e, +Sin[t; 3] e3BER 2

tyy 2ty 2
11 12
(2 el (S|n[t12] e2 + Sln[tll] E3) (e2 + Sln[t13] ((—1 + COS[tlZ]) el + 63))) @-8 Sink Sinl (1 +

2
Sln[tls]) SIn[Z t13] e 1 +4 COS[t13] e2 (—COS[tll + t12] ez + e?,) +

22 eq @-(4 Cos[tll] Cos[t13] +(-2+3 Cos[tll] +2 Cos[tlz] -2 Cos[t11 + t12] + Cos[t11 +2 tlz]) Sin[2
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1 t11 t12
8 Cosll  (tqq +1tq5)BSind Sinil Sin[2 t13] e3ll @ 222
(4 eq (Sin[tq,] e5 +Sin[ty1] e3) (e5 + Sin[ty3] (-1 + Cos[ty,]) e1 +e3))) Sin[ty4] (1 +Sin[t;3]) eq +

Sin[t11 + t12] ey

Bl
eq (Sinltq,] e, +Sin[t;,] e3) ecaa2l = DAc1s2, x,B@ // FullSimplify

]
ecaa22 = DEc1s2, ymE // FullSimplify

]
ecaa23 = DHcls2, z.@ // Simplify
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tyy 2 tyy 2 tyy 2 2
-PIF-16 ACosA + Cos[2 t13] Sin@ Sin@ Sin[t13] e +8 (Cos[t11 + t12] e)- e3)

(Sin[t13] ey + e3) +222

t 2

2 2 2
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tiole

]

eq (Sin[tlz] e, +Sin[ty4] e3) ecaa3l =DHEcls3, x.@

|
ecaa32 = DEc1s3, ymm

]

ecaa33 = DEcls3, zmm

Cos[t13] -2 Sin@@ 12 Sln[t13] el + ez + Sln[t13] e3

t2

Sin[t 3] -2 Sind 22 @ Sin[t,3] e + e + Sinfty3] e
2

20

val={1,0,0,0}; va2={0,1,0,0}; va3={0,0, 1,0}; vas = {ecaall, ecaal2, ecaal3, 0}; va5 = {ecaa2l,
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ecaa2?2, ecaa23, 0}; vab = {ecaa31, ecaa32, ecaa33, 0};

ST1 ={val, va2, va3, va4, va5, va6}; ST1 // MatrixForm // Simplify
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9 Apéendice I
MathLab



9.1.1 Cinematica Diferencial de La
cadena Virtual

% Variables de velocidad de entrada

tPv =
tvl =
tv2 =
tv3 =

c o c o

o)

% Dimensiones de la plataforma

global evl ev2 ev3;

evl = u(8);
ev2 = u(9);
ev3 = u(10);
tvP=pi/4;

% C-lculo de las velocidades generaliza

Sg=[cos (tPv),-sin (tPv),0;
sin(tPv),cos(tPv),0; 0,0,1;

%% Con la de Rotacion y eii perfecto para senoidal perfecto linea
recta sistema desplazado

(((cos (tv2+tv3-tvP)) *csc(tv2))/ev2), -(csc(tv2)*sin(tv2+tv3-
tvP)) /ev2, -1-(csc(tv2)*sin(tv2+tv3)*ev3)/ev2;

csc(tv2)* ((-cos (tv3-tvP))/evl - (cos(tv2+tv3-tvP)) /ev2),
csc (tv2)* ((sin(tv3-tvP))/evl +(sin(tv2+tv3-tvP)) /ev2),
csc (tv2) * ((sin(tv3))/evl +(sin(tv2+tv3))/ev2)*ev3 ;

(cos (tv3-tvP) *csc (tv2))/evl, -(csc(tv2)*sin(tv3-tvP))/evl, -
(csc(tv2) *sin (tv3) *ev3) /evl;

17

X= Sg*U;
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sys = [X];

9.1.2 Cinematica diferencial
3RRR_(RRR)v

% Variables de velocidad de entrada

wv3 = u(l);
wv2 = u(2);
wvl = u(3);

o)

% Variables de retroalimentaciUn angular

tP = u

(4);
tl3 = u(b);
tl2 = u(6);
tll = u(7);
£t23 = u(8);
t22 = u(9);
t21 = u(l0);

t33 = u(ll);
t32 = u(l2);
t31 = u(l3);

tvl = u(33);
tv2 ;
tv3 = u(35);

I
o
w
fny
:

xp = u(l4);
Yyp ;

Il
o
-
o
g

% Dimensiones de la plataforma
global ell el2 el3 e2l e22 e23 e31 e32 e33 evl ev2 ev3;
ell = u(le);

el2
el3 = u(l8);

1]
c
o
~J
:

e2l = u(l9);
e22 = u(20);
e23 = u(2l);

e3l = u(22);
e32 = u(23);
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e33 ;

I
o
[N
[N
Ny

evl = u(25);
ev2 = u(26);
ev3 = u(27);

% Coordenadas del robot y del objetivo
global xt yt kr k OWR tP1;

xt = u(28);
vt = u(29);

kr = u(30);
k OWR = u(31);

tPl = u(32);

U = [wv3; wv2; wvl];

tP 1=pi/6;
tP_2=5*pi/6;
tP 3=3%pi/2;
tP_v=pi/4;

tP=pi/6;
% C-:lculo de las velocidades generalizadas

Sa=[

-sin (tP+tP_v) *ev3, -sin (tP+tP_v-tv3) *ev2-
sin (tP+tP _v) *ev3, -sin (tP+tP_v-tv2-tv3) *evl-sin (tP+tP_v-
tv3) *ev2-sin (tP+tP_v) *ev3;

cos (tP+tP_v) *ev3, cos (tP+tP_v-
tv3) *ev2+cos (LtP+tP_v) *ev3, cos (tP+tP_v-tv2-
tv3) *evl+cos (tP+tP_v-tv3) *ev2+cos (tP+tP_v) *ev3;

-1, -1,

(el2+csc(tl2) * (sin(tP_1-tP v-t12-tl3) *ev3+sin(tl2+t13) *el3)) /el2,
(csc(tl2)*(sin(tP_1-tP v+tv3-tl2-tl3) *ev2+sin(tP 1-tP v-tl2-
t13) *ev3+sin (tl2) *el2+sin (t12+t13)*el3)) /el2,
1/el2* (csc(tl2) * (sin(tP_1-tP v+tv2+tv3-tl1l2-tl1l3) *evl+sin (tP 1-tP v+tv3-
t12-t13) *ev2+sin (tP_1-tP_v-tl1l2-
t13) *ev3+sin(tl2) *el2+sin(tl12+tl13) *el3));

- (csc(tl2)* (ev3* (sin(tP_1-tP v-tl2-tl3)*ell+sin(tP_1-tP v-

t13)*el2)+(sin(tl2+tl13)*ell+sin(tl3) *el2)*el3))/ (ell*el2),
-(csc(tl2) * (ev3* (sin(tP_1-tP v-tl2-tl3)*ell+sin(tP 1-tP v-
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1
tl3) *el2)+ev2* (sin(tP_1-tP v+tv3-tl2-tl3)*ell+sin(tP_1-tP v+tv3-
tl13)*el2)+ (sin(tl2+tl13) *ell+sin(tl3)*el2) *el3))/(ell*el2),

- (csc(tl2)* (ev3* (sin(tP_1-tP v-tl2-tl13)*ell+sin(tP_1-tP v-

tl3) *el2)+ev2* (sin(tP_1-tP v+tv3-tl2-tl3)*ell+sin(tP_1-tP v+tv3-

tl3) *el2)+evl* (sin(tP_1-tP v+tv2+tv3-tl2-tl3)*ell+sin(tP_1-
tP_v+tv2+tv3-

tl13)*el2)+ (sin(tl2+tl13)*ell+sin(tl3)*el2) *el3))/ (ell*el2);

(csc(tl2)*sin(tP_1-tP_v-tl3)*ev3+sin(tl3)*el3)/ell,
(csc(tl2)* (sin(tP_1-tP v+tv3-tl3) *ev2+sin(tP_1-tP v-
t13) *ev3+sin (t13) *el3)) /ell,
(csc(tl2)* (sin(tP_1-tP v+tv2+tv3-tl3) *evl+sin(tP_1-tP v+tv3-
t13) *ev2+sin (tP_1-tP_v-tl13) *ev3+sin(tl3)*el3)) /ell;

(e22+csc (t22) * (sin(tP_2-tP v-t22-t23) *ev3+sin (t22+t23) *e23)) /e22,
(csc(t22)* (sin(tP_2-tP v+tv3-t22-t23) *ev2+sin (tP_2-tP v-t22-
t23) *ev3+sin (t22) *e22+sin (t22+t23) *e23)) /e22,
1/e22* (csc(t22) * (sin(tP_2-tP v+tv2+tv3-t22-t23) *evl+sin (tP 2-tP v+tv3-
t22-t23) *ev2+sin (tP_2-tP_v-t22-
t23) *ev3+sin (£t22) *e22+sin (t22+t23) *e23)) ;

-(csc(t22)* (ev3* (sin(tP_2-tP v-t22-t23) *e2l+sin (tP_2-tP_v-

t23) *e22)+ (sin(t22+t23) *e2l+sin (t23) *e22) *e23) )/ (e21*e22),

- (csc(t22)* (ev3* (sin(tP_2-tP v-t22-t23)*e2l+sin(tP_2-tP v-

t23) *e22) +ev2* (sin (tP_2-tP v+tv3-t22-t23)*e2l+sin(tP_2-tP v+tv3-
t23) *e22)+ (sin(t22+t23) *e21l+sin (t23) *e22) *e23) )/ (e21*e22),
-(csc(t22) * (ev3* (sin(tP_2-tP v-t22-t23) *e2l+sin (tP_2-tP _v-

t23) *e22) +ev2* (sin (tP_2-tP v+tv3-t22-t23)*e2l+sin(tP_2-tP v+tv3-
t23) *e22)+evl* (sin(tP_2-tP v+tv2+tv3-t22-t23)*e2l+sin(tP_2-
tP_v+tv2+tv3-

t23) *e22)+ (sin (t22+t23) *e21l+sin (t23) *e22) *e23) )/ (e21*e22);

(csc(t22) *sin (tP_2-tP_v-t23) *ev3+sin (t23) *e23) /e21,
(csc(t22) * (sin (tP_2-tP v+tv3-t23) *ev2+sin (tP_2-tP v-
t23) *ev3+sin (t23) *e23)) /e21,

(csc(t22)* (sin(tP_2-tP v+tv2+tv3-t23) *evl+sin (tP_2-tP v+tv3-
t23) *ev2+sin (tP_2-tP v-t23) *ev3+sin(t23) *e23)) /e2l;

(e32+csc (t32) * (sin (tP_3-tP v-t32-t33) *ev3+sin (£32+t33) *e33)) /e32,
(csc(t32) *(sin(tP_3-tP v+tv3-t32-t33) *ev2+sin (tP_3-tP v-t32-
t£33) *ev3+sin (t32) *e32+sin (£32+t33) *e33)) /e32,
1/e32*% (csc(t32) * (sin(tP_3-tP_v+tv2+tv3-t32-t33) *evl+sin (tP 3-tP v+tv3-
t32-t33) *ev2+sin (tP_3-tP_v-t32-
t33) *ev3+sin (t32) *e32+sin (£32+t33) *e33)) ;

- (csc(t32)* (ev3* (sin(tP_3-tP v-t32-t33)*e31l+sin(tP_3-tP v-

t33) *e32) + (sin (t32+t33) *e31+sin (t33) *e32) *e33) ) / (e31*e32),

- (csc(t32)* (ev3* (sin(tP_3-tP v-t32-t33)*e31l+sin(tP_3-tP v-

t33) *e32) +ev2* (sin (tP_3-tP v+tv3-t32-t33) *e31l+sin(tP_3-tP_ v+tv3-
t33) *e32) + (sin (t32+t33) *e31+sin (t33) *e32) *e33) ) / (e31*%e32),

131



1
- (csc(t32)* (ev3* (sin(tP_3-tP v-t32-t33)*e31l+sin(tP_3-tP v-

t33) *e32) +ev2* (sin (tP_3-tP v+tv3-t32-t33) *e31l+sin(tP_3-tP_ v+tv3-

t33) *e32) +evl* (sin (tP_3-tP v+tv2+tv3-t32-t33) *e31l+sin(tP_3-
tP_v+tv2+tv3-

t33) *e32)+ (sin (t32+t33) *e31l+sin (t33) *e32) *e33) )/ (e31*e32);

(csc(t32) *sin (tP_3-tP_v-t33) *ev3+sin(t33) *e33) /e31,
(csc(t32)* (sin(tP_3-tP v+tv3-t33) *ev2+sin (tP_3-tP v-
£33) *ev3+sin (£33) *e33)) /e31,

(csc(t32)* (sin(tP_3-tP_v+tv2+tv3-t33) *evl+sin (tP_3-tP v+tv3-
t33) *ev2+sin (tP_3-tP v-t33) *ev3+sin (t33) *e33)) /e31;

0.2Delta 4

9.2.1 Cinematica Diferencial de la
Cadena Virtual

% Programa creado por Asiely Scarlet Boche,

$ alumna de la Facultad de Ingenierla, de la Universidad Nacional
AutUnoma de MExico,

% para el proyecto de tesis "Cinem-tica Diferencial de un robot
paralelo con una cadena Virtual"

$ Rutina para el c-lculo de la cinem-tica de una plataforma mUvil

o\

o\

Las entradas est 'n definidas de la siguiente manera:

o

% u(l) = vx max Velocidad lineal m-xima en el eje "Xp"

% u(2) = vy max Velocidad lineal m-xima en el eje "Yp"

% u(3) = vz max Velocidad lineal m-xima en el eje "Zp"

% u(4) = w max Velocidad angular m-xima de la plataforma mOvil

T u(b) = tP ingulo de orientaciln de la plataforma con respecto
al sistema {X,Y}

5 u(e) = tl ingulo de orientacilOn de la primera articulaciOn
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t2
t3
elv
= e2v
e3v

ingulo de orientaciUn de la segunda articulaciOn
ingulo de orientaciUn de la tercer articulaciUn
Longitud del eslabUn 1 de la cadena virtual
Longitud del eslabUn 2 de la cadena virtual
Longitud del eslabUn 3 de la cadena virtual

n definidas de la siguiente manera:

$ o(l) = vxP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "X"
% o0(2) = vyP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Y"
% 0o(3) = vzP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Z"
% o(4) = wP velocidad angular de la plataforma mUvil

% o(5) = wl velocidad angular de la primer articulaciOn

% 0(6) = w2 velocidad angular de la segunda articiulaciOn

5 o(7) = w3 velocidad angular de la tercer articulaciOn

% Variables de velocidad de entrada
vmax = u(l);
vymax = u(2);
vzmax = u(3);
wmax = u(4);
U = [vxmax;vymax; vzmax; wmax];

[}

% Variables de retroalimentaciUn angular

tP =
tl
t2
£3 =

Il
.o~

I
cccc
» 3o o
=SS

~e

)

% Dimensiones de la plataforma

global elv e2v e3v;

elv =

e2v
e3v

‘lculo de las velocidades generaliza

Sa=1

-sin(tP),0,cos (tP),0;
0,1,0,0;
cos (tP),0,sin(tP),0;
0,0,0,1;

o\
o\

Con la de Rotacion y eii perfecto para lineal

(-csc(t2)*sin(t3))/elv ,0, (cos(t3)*csc(t2))/elv, -
(csc(t2)*sin (t3) *e3v) /elv;
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1
csc(t2)* ((sin(t2+t3)/e2v)+sin(t3)/elv),0,csc(t2) * ( (-
cos (t2+t3) /e2v) -
cos (t3) /elv),csc(t2) *e3v* ((sin(t2+t3) /e2v)+sin(t3) /elv);
(—csc (t2) *sin (t2+t3)) /e2v, 0, (cos (t2+t3) *csc (t2)) /e2v, -1-
(csc(t2)*sin (t2+t3) *e3v) /e2v;

X= Sg*U;

sys = [X];

9.2.2 Cinematica diferencial Delta 4

% Programa creado por Asiely Scarlet Boche,
$ alumna de la Facultad de Ingenierla, de la Universidad Nacional
AutOnoma de MExico,

% para el proyecto de tesis "Cinem-tica Diferencial de un robot
paralelo con una cadena Virtual"

o°

% Rutina para el c-lculo de la cinem-tica de una plataforma mUvil de
un manipulador paralelo delta 4

% Las entradas est 'n definidas de la siguiente manera:

% u(l) = vx max Velocidad lineal m-xima en el eje "X"

% u(2) = vz _max Velocidad lineal m-xima en el eje "Z"

% u(3) = w_max Velocidad angular m-xima de la plataforma mUvil

5 u(4) = tll ingulo de orientaciUn de la primera articulaciOn de
la

% primera cadena

% u(b) = tl2 ingulo de orientaciOn de la segunda articulaciOn de
la

% primera cadena

$ u(6) = tl3 ingulo de orientaciln de la tercer articulaciOnde
la

% primera cadena

s u(7) = t21 ingulo de orientaciOn de la primera articulaciOn de
la

% segunda cadena

% u(8) = t22 ingulo de orientaciUn de la segunda articulaciOn de
la

% segunda cadena

$ u(9) = t23 ingulo de orientaciUn de la tercer articulaciOn de
la

% segunda cadena

% u(l0) = t31 ingulo de orientaciln de la primera articulaciOn
de la

% tercer cadena

$ u(ll) = t32 ingulo de orientaciUn de la segunda articulaciOn
de la

% tercer cadena

% u(l2) = t33 ingulo de orientaciOn de la tercer articulaciOn de
la

% tercer cadena

5 u(l3) = t41 ingulo de orientacilOn de la primera articulaciOn
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de la

% cuarta cadena

S u(ld) = t42 ingulo de orientaciUn de la segunda articulaciOn
de la

% cuarta cadena

% u(ld) = t43 ingulo de orientacilOn de la tercer articulaciOn de
la

% cuarta cadena

% u(le) = xp posiciOn del efector final sobre el eje X

5 u(l7) = yp posiciOn del efector final sobre el eje Y

% u(l8) = zp posiciOn del efector final sobre el eje Z

S u(l9) = el Longitud del eslabUn 1

S u(20) = e2 Longitud del eslabUn 2

$ u(2l) = e3 Longitud del eslabOn 3

5 u(22) =g Longitud del eslabUn de la plataforma mUvil

% u(24) = vymax Velocidad lineal m-xima en el eje "Y"

% Las salidas est'n definidas de la siguiente manera:

5 o(l) = vxP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "X"
% o(2) = vyP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Y"
% o(3) = vzP velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "z"
% o(4) = wP velocidad angular de la plataforma mUvil
% o(5) = wll velocidad angular de la primer articulaciOn
5 o(6) = wl2 velocidad angular de la segunda articiulaciOn
$ o(7) = wl3 velocidad angular de la tercer articulaciOn
% o(8) = w2l velocidad angular de la primer articulaciOn
% 0(9) = w22 velocidad angular de la segunda articiulaciOn
% 0o(1l0)= w23 velocidad angular de la tercer articulaciOn
% o(ll)= w31l velocidad angular de la primer articulaciOn
$ o(l2)= w32 velocidad angular de la segunda articiulaciOn
% o(1l3)= w33 velocidad angular de la tercer articulaciOn
$ o(l4)= w4l velocidad angular de la primer articulaciOn
% o(l5)= w42 velocidad angular de la segunda articiulaciOn
% o(lo)= w43 velocidad angular de la tercer articulaciOn
%C-lculo de las velocidades
stp=0;
Sq =[

-sin(tp),0,cos(tp),0;

0,1,0,0;

cos(tp),0,sin(tp),0;

0,0,0,1;
% cos (tp),0,-sin(tp),0;
% 0,1,0,0;
% sin(tp),0,cos (tp),0;
% 0,0,0,1;

o©

-cos (tp) ,0,sin(tp),0;
0,1,0,0;
-sin(tp),0,cos(tp),0;
0,0,0,1;

o o°

o\

%$Primera cadena 1
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o°

0,0, (8*(cos(tll/2)72)*sin(tl3)*(sin(tl2/2)"2)*(sin(2*t13))* (el”2)+4*co
s(tl3)*e2* (cos (tll+tl2)*e2-e3)+sin(2*tl3) *el™* ( (-

2+3*cos (tll)+2*cos (tl2)-2*cos (tll+tl2)+cos (tll+2*tl2)) *e2-2* (-

l+cos (tll)+cos(tl2) -

cos (tll+tl2))*e3))/ (4*el* (sin(tl2) *e2+sin(tll) *e3)* (e2+sin(tl3)* ( (-
l+cos (tl2)) *el+e3))),0;

% 0,0,-

(8* (sin ((tll/2))"2)*(sin(tl2/2)72)* (1+sin(tl3))*sin(2*tl13)* (el”2)+4*co
s(tl3)*e2* (-cos (tll+tl2) *e2+e3)+el* (- (4*cos(tll) *cos (tl3)+ (-

2+3*cos (tll)+2*cos (tl2) -

2*cos (tl1l+tl2)+cos (t11+2*t12)) *sin(2*t13)) *e2+8*cos ((t1ll+tl2)/2)*sin(t
11/2)*sin(tl12/2) *sin (2*t13) *e3) )/ (4*el* (sin(tl2) *e2+sin(tll) *e3) * (e2+s
in(tl3)*((-1+cos (tl2)) *el+e3))),0;

% 0,0,sin(tl3)/(-2*(sin(tl2/2)"2)*sin(tl3) *el+e2+sin(tl3)*e3),0;

S = ((l6e*((sin(tl2/2))"2)* (-

14+sin(tl3))* (((sin(tll/2))"2)+((cos(tll/2))"2)* (cos(2*tl13)+sin(2*tl13))
) * (el”2)-8*(cos (tll+tl2) *e2-e3)* ((cos(tl3)-sin(tl3)) *e2-e3)+2%el* ( (-
2+cos (tll)+2*cos (tl2)-2*cos (t1l1l+tl2)+3*cos (tll+2*tl12)+4*cos (tll-
2*t12)*cos (tl3)-(cos (tll) -

2* (1+4cos (tl2)+cos (t1ll1l+tl2))+3*cos (t1l1l+2*t12)) *cos (2*tl13) -

4*cos (tll1+2*tl1l2)*sin(tl3)-(cos (tll)-2* (-

l+cos (tl2)+cos (tl11l+tl2))+3*cos (t11+2*t12)) *sin(2*tl1l3)) *e2+2* (1-

cos (tl2)+cos (tl1ll+tl2)4+cos (t11+2*t12)* (-3+2*sin(tl13))+2*sin(tl2/2)* (-
sin((t12/2))+sin(t114+3*t12/2))* (cos (2*t13)+sin(2*t13))) *e3))/ (8*sqgrt (2
) *el* (sin(tl2) *e2-sin(tll+2*t1l2) *e3) * (e24+sin(tl3) * ( (-

l+cos (tl2)) *el+e3)))),0,0,0;

% —(sin(tll+2*tl12)*sin(tl3) *el+sin(tll+tl2)*e2)/(el* (sin(tl2) *e2-
sin(tll4+2*tl12)*e3)), -

(8* (sin (tl12/2)72) *(sin (t13))* ((sin(tl24+t11/2)"2)+ (cos(tl2+t11/2)"2)* (c
0s(2*t13)-sin(2*tl3)))* (el™2)+4* (cos (tll+tl2) *e2-e3)* ((cos (tl3) -
sin(tl3)) *e2-e3)+el* ((-2+2*cos (tl2)-2*cos (t1ll+tl2)+3*cos (tll+2*tl2) -
2*cos (2*t13)+(2* (cos (t1l2)+cos (t11+2*tl12)) -

3*cos (tl11l+2*tl2)) *(cos(2*tl3)-sin(2*tl3))+2*sin (2*tl3)+cos (tll) *(1-
cos (2*t13)+sin (2*t13))) *e2+4* (1-

cos (tll4+2*t12) *sin(tl3)+sin(tl2/2) *sin(tll1+3*t12/2)* (1l+cos (2*tl13) -
sin(2*tl13) )+ ((sin(tl2/2))"2)*(1-
cos(2*tl13)+sin(2*t13))) *e3))/ (4*sgrt (2) *el* (sin(tl2) *e2-
sin(tll+2*tl12) *e3) * (e2+sin(tl13) * ( (-

l4+cos (t1l2)) *el+e3))), (8* (sin(tl2/2)"2)*sin (tl13)* ((sin(tl24+t11/2)"2)+ (c
0s (tl24t11/2)"2)* (cos(2*tl3)+sin(2*t13)))*(el”2)-4* (cos (tll+tl2) *e2-
e3)* ((cos(tl3)-sin(tl3)) *e2-e3)+el* ((2*cos (tl2) -

2*cos (tll+tl2)+3*cos (tll+2*t1l2)-cos (tll) * (-

l+cos (2*tl13)+sin(2*tl13) )+ (2* (cos (t1l2)+cos (tll+tl2)) -

3*cos (t11+2*t12)) * (cos (2*t13)+sin(2*t13)) -

2* (1+cos (2*t13)+sin(2*tl1l3))) *e2+4* (cos (t11+2*t1l2) *sin(tl1l3) -
(sin(tl2/2)"2)* (-

l4+cos (2*t13)+sin(2*tl13))+sin(tl2/2) *sin ((3*tl1l2/2)+tll)* (1+cos (2*tl3)+s
in(2*tl13)))*e3))/ (4*sqrt (2) *el* (sin (tl2) *e2-

sin(tll4+2*tl12) *e3) * (e2+sin(tl3)* ((-1+cos (tl2)) *el+e3))),0;

% 0,0,-(cos(tl13)-sin(tl3))/ ((sgrt(2))* (e2+sin (tl3)* ((-

l+cos (tl2)) *el+e3))), O;

% % %sin giro fl
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1
(cos (tll) * (1+sin(tl3)) *el+sin(tll+tl2)*e2)/ (el* (sin(tl2)*e2+sin(tll+2*
tl2)*e3)),-((-

16* ((cos(tll/2)"2)+cos (2*tl3) *(sin(tll/2)"2))*(sin(tl2/2)"2)*sin (tl3)*
(e172)+8* (cos (tl1ll+tl2) *e2-

e3)* (sin(tl3) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (tl3)"2)* (sin(tl1l2/2)"2)+(3*cos (tll) -
2*cos (tll+tl2)+cos (£11+42*tl12)) *(sin(tl3)"2)) *e2+2* (cos(tll) *sin(tl3)+2
*sin (tl2/2)* ((cos (tl3)"2)*sin(tll+(tl2/2))+sin(tl2/2)*(sin(tl3)"2))) *e
3))/(8%*el* (sin(tl2)*e2+sin(tll) *e3) * (e2+sin (tl3)* ( (-

l+cos (tl2)) *el+e3)))), - (-

8* (sin ((tl1ll/2))"2)*(sin(tl2/2)"2)* (1+sin(tl3))*sin(2*t1l3) * (el”2)+4*cos
(tl3) *e2* (-cos (tll+tl2) *e2+e3)+tel* (- (4*cos (tll) *cos (tl3)+ (-

2+3*cos (tll)+2*cos (tl2) -

2*cos (tll+tl2)+cos (tll+2*tl1l2)) *sin(2*tl3)) *e2+8*cos ((tl1ll+tl2)/2)*sin(t
11/2)*sin(tl2/2) *sin (2*tl13) *e3) )/ (4*el* (sin(tl2) *e2+sin(tll) *e3) * (e2+s
in(tl3)* ((-1l+cos(tl2)) *el+e3))),0;

% t2

((-

16* ((cos (tll/2)"2)+cos (2*t1l3) *(sin(t1l1l/2)"2)) *(sin(tl1l2/2)"2)*sin (t1l3) *
(e172)+8* (cos (tl1ll+tl2) *e2-

e3) *(sin(tl3)*e2+e3)+4*el* ((4* (cos (tl3)"2)*(sin(tl2/2)"2)+(3*cos (tll) -
2*cos (tl1l+tl2)+cos (tl11l+2*t12)) *(sin(tl3)"2)) *e2+2* (cos(tll)*sin(tl3)+2
*sin(tl2/2)* ((cos (tl3)"2)*sin (t1ll+(t1l2/2))+sin(tl2/2)*(sin(tl3)"2))) *e
3))/(8%*el* (sin(tl2) *e2+sin(tll) *e3) * (e2+sin (t1l3) * ( (-

l+cos (tl2)) *el+e3)))), -

(8* (cos (tll/2)72)*sin(tl3) *(sin(tl2/2)"2)*(sin(2*tl1l3))* (el”2)+4*cos (tl
3)*e2* (cos (t1l1l+tl2) *e2-e3)+sin(2*tl1l3) *el* ((-2+3*cos (tll)+2*cos (tl2) -
2*cos (tll+tl2)+cos (tll+2*tl12)) *e2-2* (-1+cos(tll)+cos(tl2)-

cos (t1l1+tl2))*e3))/ (4*el* (sin(tl2) *e2+sin(tll) *e3) * (e2+sin (tl1l3) * ( (-
l4+cos (tl2)) *el+e3))), (cos(tll) *cos (tl3)*el+cos(tll+tl2) *e2)/ (el* (cos (t
12) *e2+cos (tll) *e3)),0;

$ t3

0, (cos (t13))/(2*(sin(t1l2/2)"2) *sin(t1l3) *el+e2+sin(t1l3) *e3),+4.45*cos (-
pi/6) * ((sin(tl3))/(2* (sin(tl1l2/2)"2)*sin(t13)*el+e2+sin (t13) *e3)),0;

$Segunda Cadena
$ tl
(cos (t21) * (1+sin(t23)) *el+sin (t21+t22) *e2)/ (el* (sin (t22) *e2+sin (t21+2*
t22)*e3)), - ((-
16* ((cos (t21/2)72)+cos (2*t23) * (sin(t21/2)"2)) * (sin(t22/2)"2) *sin (t23)*
(e1™2)+8* (cos (t21+t22) *e2-
e3) * (sin(t23) *e2+e3)+4*el* ((4* (cos (t23)"2)* (sin(t22/2)"2)+ (3*cos (t21) -
2*cos (t21+t22) +cos (£21+2*t22) ) * (sin(t23)"2)) *e2+2* (cos (t21) *sin (t23)+2
*sin (t22/2)* ((cos (t23)72) *sin (t21+(t22/2))+sin(t22/2) * (sin(t23)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-
l+cos (t22)) *el+e3)))), (-
8* (sin ((t21/2))"2)* (sin(t22/2)"2)* (1+sin(t23))*sin (2*t23) * (el”2)+4*cos
(t23) *e2* (-cos (t21+t22) *e2+e3)+el* (- (4*cos (t21) *cos (t23) + (-
2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -
2*cos (t21+t22)+cos (£t21+2*t22) ) *sin (2*t23)) *e2+8*cos ((t21+t22) /2) *sin (t
21/2)*sin (t22/2) *sin (2*t23)*e3) )/ (4*el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+s
in(t23)* ((-1l+cos (t22)) *el+e3))),0;

% t2

((=
16* ((cos (t21/2)72)+cos (2*t23) * (sin(t21/2)"2)) * (sin(t22/2)"2)*sin(t23)*
(e1™2)+8* (cos (t21+t22) *e2-
e3) * (sin(t23) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (t23)"2)* (sin(t22/2)"2)+(3*cos (t21) -
2*cos (t21+t22) +cos (£21+2*t22) ) * (sin(t23)"2)) *e2+2* (cos (t21) *sin (t23)+2
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1
*sin (t22/2)* ((cos (t23) "2) *sin (t21+ (t22/2))+sin(t22/2)* (sin(t23)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-
l+cos (t22)) *el+e3)))), -
(8* (cos (t21/2)72) *sin (t23) * (sin (t22/2)"2)* (sin(2*t23)) * (el”2)+4*cos (t2
3)*e2* (cos (t21+t22) *e2-e3)+sin (2*t23) *el* ((-2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -
2*cos (t21+t22)+cos (t21+2*t22)) *e2-2* (-1+cos (t21) +tcos (t22) -
cos (t21+t22))*e3))/ (4*el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-
l+cos (t22)) *el+e3)) ), (cos(t21) *cos (t23) *el+cos (t21+t22) *e2) / (el* (cos (t
22) *e2+cos (t21) *e3)),0;

% t3

, (cos (t23))/(2*(sin(t22/2)"2) *sin(t23) *el+e2+sin(t23) *e3),+4.45*cos (-
1/6) * (sin(t23))/ (2* (sin(t22/2)72)*sin (t23) *el+e2+sin (t23) *e3),0;

oo o0 fg O

S —((8*(sin(t22/2)"2)* (-

14+sin(t23))* ((sin(t21/2)"2)+ (cos (t21/2)"2)* (cos (2*t23) -
sin(2*t23))) *(el”2)-4* (cos (t21+t22) *e2-

e3)* ((cos (t23)+sin(t23)) *e24+e3)+el* ((2-2*cos (t22)+2*cos (t21+t22) -
cos (t21+2*t22)+2*cos (t23) +cos (t21) * (-3-

4*cos (t23)+3*cos (2*t23)+4*sin (t23)-3*sin (2*t23) )+ (-

2% (cos (t22)+cos (t21+t22))+cos (£21+2*t22)) * (cos (2*t23)-sin(2*t23)) -
2*sin (2*t23)) *e2+2* (-1+cos (t22) -cos (t21+t22) +cos (t21) * (3-

2*sin (t23))+4*cos (t21/2) *sin(t22/2) *sin (1/2* (t21+t22)) * (cos (2*t23) -
sin (2*t23)))*e3))/ (4*sqgrt (2) *el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23)
*((-l+cos (t22))*el+el3)))),0,-((8* (sin(t22/2)"2)* (-

14+sin(t23))* ((sin(t21/2)"2)+ (cos (t21/2)"2)* (cos (2*t23) -

sin(2*t23))) *(el"2)-4* (cos (t21+t22) *e2-e3) * ((cos (t23) -

sin (t23)) *e2+e3)+el* ((2*cos (t22) -

2*cos (t21+t22)+cos (t21+2*t22)+cos (t21) * (3+4*cos (t23)-3*cos (t23) -

4*sin (t23)-3*sin (2*t23))+ (2* (cos (t22) +cos (t21+t22)) -

cos (t21+t22)) * (cos (2*t23)+sin(2*t23)) -

2* (1+cos (2*t23)+sin (2*t23)) ) *e24+2*e3+2* (-

cos (t22)+cos (t21+t22)+cos (t21) * (3+2*sin(t23)) -

2*3in (t22/2) * (sin (t21+(t22/2))+sin(t22/2)) * (cos (2*t23)+sin (2*t23))) *e3
))/ (4*sqgrt (2) *el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (£t23)* ( (-

l+cos (t22))*el+e3)))),-((sin(t21)* (-

14+sin (t23)) *el+sin (t21+t22) *e2)/ (el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3))) ;

% (2* (s1in (t22/2)"2)* (cos (t23) -cos (3*t23) -

4% (cos (£t23)"2) *sin (t23)+4*cos (t21) * (sin(t23)"2) * (cos (£t23) +sin(t23))) * (
el”2)-4*(cos (t21+t22) *el-e3) * ((cos (t23)+sin(t23)) *e2+e3) +tel* ((2-

2*cos (t22)+2*cos (t21+t22) —cos (t21+2*t22)+2*cos (2*t23)+3*cos (t21) * (-
l+cos (2*t23)-sin(2*t23) )+ (-

2* (cos (t22)+cos (t21+t22) ) +cos (t21+42*t22)) * (cos (2*t23)-sin(2*t23)) -
2*sin (2*t23) ) *e2-2* (1-cos (t22)+cos (t21+t22)+cos (t21) * (-

14+42*sin (t23))+4*cos (t21/2) *sin (t22/2) *sin (1/2* (£t21+t22)) * (-

cos (2*t23)+sin (2*t23))) *e3) )/ (d*sqgrt (2) *el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (
e2+sin (t23)* ((-14+cos (t22)) *el+e3))),0,-((-4* (sin(t22/2)"2) * (cos (t23) -
cos (3*t23)+sin(t23)+4*cos (t21) * (cos (t23) -

sin (t23)) *(sin(t23)"2)+sin(3*t23)) *(el”2)+8* (cos (t21+t22) *e2-

e3)* ((cos(t23)-sin(t23)) *e2-e3)+2*el* ((-2*cos (t22)+2*cos (t21+t22) -

cos (t21+2*t22)+3*cos (t21) * (-1+cos (2*t23)+sin(2*t23) )+ (-

2* (cos (t22)+cos (£21+t22) ) +cos (t21+2*t22)) * (cos (2*t23) +sin(2*t23))+2* (1
+cos (2*t23)+sin(2*t23)) ) *e2+2* (-1+cos (t22) —cos (t21+t22)+cos (t21) * (1-
2*sin (t23))+4*cos (t21/2) *sin(t22/2) *sin (1/2* (t214+t22)) * (cos (2*t23)+sin
(2*t23)))*e3)) / (8*sqrt (2) *el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ((

l+cos (t22)) *el+e3))) ), (sin(t21)*sin (t23) *el+sin (t21+t22) *e2) /el* (sin(t
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1

22)*e2+sin (t21*e3)) ;

% (-cos (t23) +sin (t23
))
))

/ ((sqrt(2))* (e2+cos (t23) * ( (-

l+cos (t22)) *el+e3) (cos (t23)+sin(t23))/ (sqrt(2)* (e2+cos (t23) * ( (-

)
l+cos (t22)) *el+e3) 0;

4
4

o\

tl

completo

(cos (t31) * (1+sin(t33)) *el+sin (£31+t32) *e2)/ (el* (sin (t32) *e2+sin (t31+2*
t32)*e3)), - ((-

16* ((cos (t31/2)"2)+cos (2*t33) *(sin (t31/2)"2)) * (sin(t32/2)"2) *sin (t33) *
(e172)+8* (cos (t31+t32) *e2-

e3) * (sin(t33) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (t33)"2)* (sin(t32/2)"2)+ (3*cos (t31) -
2*cos (t31+t32)+cos (£31+2*t32) ) * (sin(t33)"2)) *e2+2* (cos (t31) *sin (t33)+2
*sin (t32/2)* ((cos (t33)"2) *sin (t31+(t32/2))+sin(t32/2)* (sin(t33)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t32) *e2+sin(t31) *e3) * (e2+sin (t33) * ( (-

l+cos (t32)) *el+e3)))), (-

8* (sin ((t31/2))"2)* (sin(t32/2)"2)* (1+sin(t33)) *sin (2*t33) * (el”2)+4*cos
(£33) *e2* (-cos (t21+t22) *e2+e3) +tel* (- (4*cos (t21) *cos (t23) + (-

2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -

2*cos (t214+t22)+cos (t214+2*t22)) *sin(2*t23)) *e2+8*cos ( (t21+t22)/2) *sin (t
21/2)*sin(t22/2)*sin (2*t23) *e3) )/ (4*el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+s
in(t23)* ((-1l4+cos (t22)) *el+e3))),0;

% t2

5((-

16* ((cos (t21/2)"2)+cos (2*t23) * (sin (t21/2)"2)) * (sin (t22/2)"2) *sin (t23) *
(e1™2)+8* (cos (t21+t22) *e2-

e3) * (sin(t23) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (t23)"2)* (sin(t22/2)"2)+ (3*cos (t21) -
2*cos (t21+t22)+cos (£214+42*t22) ) *(sin(t23)"2)) *e24+2* (cos (t21) *sin (t23)+2
*sin (t22/2)* ((cos (t23)"2) *sin (t21+ (t22/2))+sin(t22/2)* (sin(t23)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-

l+cos (t22)) *el+e3))) ), -

(8* (cos (t21/2)72) *sin (t23) * (sin (t22/2)"2)* (sin(2*t23)) * (el”2)+4*cos (t2
3)*e2* (cos (t21+t22) *e2-e3)+sin (2*t23) *el* ((-2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -
2*cos (t21+t22)+cos (t21+2*t22)) *e2-2* (-1l+cos (t21) +cos (t22) -

cos (t21+t22))*e3))/ (4*el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-
l4+cos (t22)) *el+e3))), (cos(t21l) *cos (t23) *el+cos (t21+t22) *e2) / (el* (cos (t
22)*e2+cos (t21) *e3)),0;

% t3

%0, (cos (t23))/(2* (sin(t22/2)"2) *sin (t23) *el+e2+sin (t23) *e3),+4.45*cos (
-pi/6) * (sin (t23))/ (2* (sin(t22/2)"2) *sin (t23) *el+e2+sin (t23) *e3),0;

°

o\

o

%para trayectoria en z

Or Or (_

8* (sin ((t31/2))"2)* (sin(t32/2)"2)* (1+sin(t33)) *sin(2*t33) * (el”2)+4*cos
(t33) *e2* (-cos (t31+t32) *e2+e3) +el* (- (4*cos (t31) *cos (t33) + (-

2+3*cos (t31)+2*cos (t32) -

2*cos (£31+t32) +cos (£31+2*t32) ) *sin(2*t33)) *e2+8*cos ((£31+t32)/2) *sin(t
31/2)*sin(t32/2)*sin (2*t33) *e3))/ (4*el* (sin(t32) *e2+sin (t31) *e3) * (e2+s
in(t33)* ((-1l+cos (t32)) *el+e3))),0;

0,0, (cos(t31)*cos (t33) *el+cos (t31+t32) *e2)/ (el* (cos (t32) *e2+cos (t31) *e
3)),0;

0,0,+4.45*cos (-

pi/6) * (sin(t33))/ (2* (sin(t32/2)"2) *sin (t33) *el+e2+sin (t33)*e3),0;

S —((-8*(sin(t32/2)72)* (-
1+sin (t33)) * ((sin(t31/2)"2)+(cos (t31/2)"2) * (cos (2*t33)+sin(2*t33))) * (e
172)+4* (cos (£31+t32) *e2-e3) * ((cos (t33)-sin(t33)) *e2-e3) +el™* ( (-
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1
2*cos (t32)+2*cos (t31+t32) —cos (t31+2*t32) +

2* (cos (t32)+cos (t31+t32)) +cos (t31+2*t32))
+cos (2*t33)+sin(2*t33) ) +cos (t31) * (-3-
4*cos (t33)+3*cos (2*t33)+4*sin (t33)+3*sin(2*t33))) *e24+2* (-1+cos (t32) -
cos (t31+t32)4+cos (t31) * (3-

2*sin (t33))+4*cos (t31/2) *sin(t32/2) *sin (1/2* (£t31+t32)) * (cos (2*t33)+sin
(2*t33)))*e3)) / (4*sqrt (2) *el* (sin (t32) *e2+sin (t31) *e3) * (e2+sin (t33) * ((
-l+cos (t32)) *el+e3)))),0,-((8* (sin(t32/2)"2)* (-

1+sin(t33))* ((sin(t31/2)"2)+ (cos (t31/2)"2)* (cos (2*t33) -
sin(2*t33))) *(el”2)-4* (cos (t31+t32) *e2-

e3)* ((cos (t33)+sin(t33)) *e2+e3)+el* ((2-2*cos (t32)+2*cos (£t31+t32) -

cos (t31+2*t32)+2*cos (2*t33)+cos (t31) * (-

3+4*cos (t33)+3*cos (2*t33)+4*sin (t33)-3*sin (2*t33) )+ (

(_
*(cos (2*t33) +sin (2*t33))+2* (1

2* (cos (t32)+cos (£t31+t32))+cos (t31+2*t32)) * (cos (2*t33) —-sin(2*t33)) -
2*sin (2*t33)) *e2+2* (-1+cos (£t32) —cos (t31+t32) +tcos (t31) * (3-

2*sin (t33))+4*cos (t31/2) *sin(t32/2) *sin (1/2* (£t31+t32)) * (cos (2*t33) -
sin(2*t33)))*e3))/ (4*sqgrt (2) *el* (sin (t32) *e2+sin (t31) *e3) * (e3+sin (t33)

*((=1+cos (t32)) *el+e3)))),—(sin(t31)* (-

1+sin(t33)) *el+sin (t31+t32) *e3)/ (el* (sin (t32) *e2+sin (t31) *e3));

% (-2* (sin(t32/2)72) * (cos (£t33) -cos (3*t33)+4*cos (t31) * (cos (t33) -

sin (t33)) * (sin(t33)"2)+sin(3*t33)) *(el”2)+4* (cos (Lt31+t32) *e2-

e3)* ((cos (t33)-sin(t33)) *e24+el3)+el* ((-2-2*cos (t32)+2*cos (t31+t32) -

cos (t31+2*t32)+3*cos (t31) * (-1+cos (2*t33)+sin(2*t33) )+ (-2* (cos (t32) -
cos (t31+t32))+cos (t31+2*t32)) *(cos (2*t33) -

sin (2*t33))+2* (14+cos (2*t33)+sin (2*t33))) *e2+2* (-1+cos (t32) -

cos (t31+t32)4+cos (t31) * (1-

2*sin (t33))+4*cos (t31/2)*sin(t32/2) *sin (1/2* (£t31+t32)) * (cos (2*t33) +sin
(2*t33))) *e3)) / (d*sqgrt (2) *el* (sin (t32) *e2+sin (t31) *e3) * (e2+sin (£t33) * ((
-1l+cos (t32)) *el+e3))),0, (2* (sin(t32/2)"2) * (cos (t33) —cos (3*t33) -

4* (cos (t33)72) *sin (t33)+4*cos (t31) * (sin (t33)"2) * (cos (t33)+sin (t33))) * (
el”2)-4*(cos (t31+t32) *e2-e3) * ((cos (t33)+sin(t33)) *e2+e3) +tel* ((2-

2*cos (t32)+2*cos (t31+t32) —cos (t31+2*t32)+2*cos (2*t33)+3*cos (t31) * (-
14+cos (2*t33)-sin(2*t33) )+ (-

2% (cos (t32)+cos (t31+t32))+cos (t31+2*t32)) * (cos (2*t33)-sin(2*t33)) -
2*3in (2*t33)) *e2-2* (1-cos (t32) +cos (£t31+t32) +cos (t31) * (-

142*sin (£33))+4*cos (t31/2) *sin(t32/2) *sin (1/2* (£31+t32)) * (-

cos (2*t33)+sin(2*t33))) *e3) )/ (d*sgrt (2) *el* (sin (t32) *e2+sin (t31) *e3) * (
e2+sin (t33) * ( (-
l4+cos (t32)) *el+e3))), (sin(t31) *sin (t33) *el+sin (t31+t32) *e2) /el* (sin(t3
2)*e2+sin(t31*e3));
% —(cos(t33)+sin(t33))/ ((sqrt(2))* (e2+cos (t33)* ((-
l+cos (t32)) *el+e2))),0, (-

cos (t33)+sin(t33))/ ((sgrt(2)) * (e2+cos (t33)* ((-1+cos (t32)) *el+e2))),0;

%Cuarta Cadena
%$0,0,0,0; 0,0,0,0; 0,0,0,0;

oe

completa
tl

oe
I o°

o\

(cos (t21) * (1+sin(t23)) *el+sin (t21+t22) *e2)/ (el* (sin (t22) *e2+sin (t21+2*
t22)*e3)), - ((-

16* ((cos (t21/2)72)+cos (2*t23) * (sin(t21/2)"2))* (sin(t22/2)"2) *sin (t23)*
(el”2)+8* (cos (t21+t22) *e2~-

e3) * (sin(t23) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (t23)"2)* (sin(t22/2)"2)+(3*cos (t21) -
2*cos (t21+t22)+cos (£t21+2*t22) ) * (sin(t23)"2)) *e2+2* (cos (t21) *sin (t23)+
*sin (t22/2)* ((cos (t23)72) *sin (t21+(t22/2))+sin (t22/2)* (sin (t23)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t22) *e2+sin(t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-

l+cos (t22)) *el+e3)))), (-
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1
8* (sin ((t21/2))"2)* (sin(t22/2)72)* (1+sin(t23)) *sin (2*t23) * (el”2)+4*cos
(t23) *e2* (-cos (£t21+t22) *e2+e3)+el* (- (4*cos (t21l) *cos (t23) + (-

2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -

2*cos (t214+t22)+cos (t2142*t22)) *sin(2*t23)) *e2+8*cos ( (t21+t22)/2) *sin (t
21/2)*sin(t22/2)*sin (2*t23) *e3))/ (4*el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+s
in(t23)* ((-1l+cos (t22)) *el+e3))),0;

16* ((cos (t21/2)"2)+cos (2*t23) * (sin (t21/2)"2)) * (sin(t22/2)"2) *sin (t23)*
(e1”2)+8* (cos (t21+t22) *e2-

e3) * (sin(t23) *e24+e3)+4*el* ((4* (cos (t23)"2)* (sin(t22/2)"2)+(3*cos (t21) -
2*cos (t21+t22)+cos (£214+42*t22) ) * (sin(t23)"2)) *e2+2* (cos (t21) *sin (t23)+2
*sin (t22/2) * ((cos (t23)"2) *sin (£t21+(t22/2))+sin(t22/2) * (sin (t23)"2))) *e
3))/(8*el* (sin (t22) *e2+sin(t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-

l+cos (t22)) *el+e3))) ), -

(8* (cos (t21/2)72) *sin (t23) * (sin (t22/2)"2)* (sin(2*t23)) * (el”2)+4*cos (t2
3)*e2* (cos (t21+t22) *e2-e3)+sin(2*t23) *el* ((-2+3*cos (t21)+2*cos (t22) -
2*cos (t21+t22)+cos (t21+2*t22)) *e2-2* (=1l+cos (t21) +cos (t22) -

cos (t21+t22))*e3))/ (4*el* (sin(t22) *e2+sin (t21) *e3) * (e2+sin (t23) * ( (-
l4+cos (t22)) *el+e3))), (cos(t21l) *cos (t23) *el+cos (t21+t22) *e2) / (el* (cos (t
22) *e2+cos (t21) *e3)),0;

o

% % t3

o

0, (cos (t23))/(2* (sin(t22/2)"2) *sin (t23) *el+e2+sin (t23) *e3),+4.45*cos (-
pi/6)*(sin (t23))/(2* (sin(t22/2)"2)*sin (t23) *el+e2+sin (t23) *e3),0;

%para trayectoria en z

OIOI (_

8* (sin ((t41/2))"2)*(sin(td42/2)"2)* (1+sin(t43)) *sin(2*t43) * (el”2)+4*cos
(td3) *e2* (-cos (t41+td2) *e2+e3)+el* (- (4*cos (t4l) *cos (t43)+ (-

2+3*cos (t4l)+2*cos (t42) -

2*cos (t41+t42)+cos (t41+2*t42) ) *sin(2*t43)) *e2+8*cos ((t41+t42)/2) *sin(t
41/2)*sin(td42/2)*sin(2*t43)*e3))/ (4*el* (sin (t42) *e2+sin(tdl) *e3) * (e2+s
in(t43)* ((-1l+cos(t42))*el+e3))),0;

0,0, (cos(td4l)*cos (td3) *el+cos (tdl1+t4d2)*e2)/ (el* (cos (td2)*e2+cos (tdl) *e
3)),0;

0,0,+4.45*cos (-

pi/6) * (sin(t43))/ (2* (sin(t42/2)"2) *sin (t43) *el+e2+sin (t43)*e3),0;

X = Sg*U;
sys = [X];
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