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MIEMBROS SUJETOS A FLEXION Y CARGA AXIAL

1. INTRODUCCION

En los copilulos anteriores 18 analizé la accién de las cargos axiales, fuerzas cor
tontes, momentos flexionantes y momentos torsionon"ea actuanda en forma indepen
diente. Se estoblecieron los expresiones que permiten calcular les asfuerzos prody
cidos por estos acciones al actuar en elementos estructurales tales como columnas,
vigas, murcs, etc, pora materiales con comporfoﬁionra eléstica lineaf. Las expre

siones empleadas se indicon a continuacién:

sk ial fo 2 -
verzo axia A
vaQ
Esfuerzo cortonte Ve T .

f..&__

Esfuerzo normal debido a flexién

Tole

Esfuerzo cortonte debido o torsién

En este copitula se le dard especial atencidn o la accién de la carga axial y
el momento flexionante cuando estos se presenton simultdneamente en una sec-
cién de un elemento estructural cualquiera. La carga axial podré ser de ten-
sion o compresién y el momento flexionante podr§ actuar alrededor de uno o
de ambos planos de simetrio de la seccidn. Asimismo se presentan los conceptos
de nicleo central y de interaccién y. como una aplicacién de los conceptos an

tes expuestos se ilustra la forma de revisar y dimensionar muros de retencidn.
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2. FLEXQTENSION Y FLEXOCOMPRESION

Para ilustrar el efecto de la accién combinada de la cargo axlal y del momento
flexionante considérese la viga en voladizo mostrada en la fig I-a on la que

actua una fuerza Inclinada F.

.['..11”'
4
i
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Esta corga se puede descomponer en una fuerza transvenal Q, y una fuerza axial

de tensién P.

Para determinar las esfuerzas producidas en la viga por estas fuerzas es neceso-

rio distinguir entre dos posibilidades: 1) La viga puede ser de longitud corta

en relacién con su altura, por lo que resulta relativamente rigida a la flexién.

En este caso las defomacianes por flexidn serdn pequedas y solo producirdn un

‘eombio insignificante en la lnea de accidn de la fuerza axial, P. Pora estos

casos los esfuerzos debidos a P y o Q se calculan independientemente y luega
se superponen. 2) la viga puede ser relativamente delgada y flexible, en cuyo
caso las deformaciones por flexién pueden ser suficientemente grandes para produ
cir un cambio en la linea de accién de lo carga axicl P. Esta fuerza producicd
entonces momentos flexionantes adicionales en la viga que hacen que la superpo-
slcién de los efectos de la carga axial y del momento flaxionante, calculados en

forma independiente, no sea vélida.

En este capitulo solo se estudiardn barrus que sean relativamente rigidas y cum-
plon con las condiciones descritas en 1). Los elementos estructurales cuyo com
portamiento cumple con los condiciones descritas en 2). Se estudiardn en el co-

pitulo efectos de esbeltez. '

Los efectos resuliontes en una seccidn recta de la viga de la fig 1-a, sitvada a
una distancia X del extremo libre se obtiene superponiendo los esfuerzos axioles
debidos a P y los de flexién debidos @ Q, cuya distribucién de esfuerzos es mues
tra en forma separada en la fig 1-b y 1-c respactivamente, Los esfuerzos finales,
indicados en la flg 1-d se hallan con la siguiente ecuacién:

M

N N L 1
| Y (1)
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donde P es la carga oxicl y M el momenta flexionante en lo seccién considera

da. Poro la vigo contiléver mostrada se tiene que M = Q ( =2c ).

Obsérvess que pora la vige de la fig 1-a, lo cargo oxial es de tensién, por
lo tonte, y de acuerdo con la convencién de signos escogida, los esfuerzos
que originan serdn positivos fig 1~b, por otra parte el momento feixionante

producido por carga Q también serd positivo por lo que originard esfuerzos da

compresidn, negativos, en la parte superior de la seccion y de tensién, positi

vos, en la parte inferior de la misma, fig 1-c.

Lo distribucién final de esfuerzos dependerd de los valores algebraicos reioﬂ-‘.

vos de los términos de la ecuacidn. La distribucidn puede ser tal que toda o

seccién esté en tension como e muestra en la fig 1-d; o puede ser dicho dis--’

tribucidn triongular, fig 1-e; o blen la seccién puede estar una porte en ten= . -

$idn y otra en compresidn, fig 1-f. En todos los casos de flexi6n y cargo -
axial combinodas es claro que el eje neutro de lo seccién recta (os declr fa
linea de esfucrzo cero) ya no pasa por el centroide, y oln pueds quedar fuera

de la seccién.
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EJEMPLO 1 Combinacién de esfuerzos

En este ejemplo so enfatiza el método de superposicidn de efectos el cual es
vélido cuando el materiol esfd, en el rongo eldstico, la viga que sa presenta
esta sujeta a la accidn de un sistema de fuerzos formado 'P&. una carga axial,
de tensién, en la direccién del eje longitudinal de la viga, y una carga trons
versal a dicho eje. Estos cargas originan esfuerzos normales; siendo la distribu-
cidn de esfuerzos debidos a corga axial uniforme a lo largo de la vigo, los
asfuerzos nomales méximos is presentan en la secaiSn donde ocurra el momen
to flexionante méxima. En el ejemplo se presenta la distribucién de esfuerzos
normales en lo secclfn trunsversal debides @ cado una de las corgos, asi’ como

la accibn  conjunta de las mismas.
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EJEMPLO 1 Célculo de esfuerzos combinados en una seccidn, de una vige - EJEMPLO 1 (Continuacién)
simplemente apoyada, sometida a carga axiol y momenta flexionants. . : ’ ‘
DATOS: “00. s, - : Momento de inercio de la seccién ¥ransversal
I ’ : secclon h3 3
l' : e xR L 510 L 67 cmd
) 3000 &g 3000 kg. . - . — - _— 12 12
sy EoR . I 3 i Médulo de seccién
-— . A 10 om. -
40 om. 10 am, I 6.7
_— ' : l S 0 S= — = S0 = 8334 omd
160 sm. . N C
- b3 :ul. v
’ Célculo de esfuerzos
a) Encontror los eduerzos méximos de tensién y compresién, debidos a o ac Esfuerzo nomol debido a la corgo axial
¢idn simulténec de fo flexidén y carga oxiol ) p 2000
R . . . f,= K =5 x1m0 = .0 kg/cm?  (Tensién)
b) Diogromo de esfuerzos combinados . .
. : : ' Esfuerzo normal méximo debido o flexién
SOLWJCION: . . :
v : M 11732.0 2
Diogramas de fuerza normal y momento flexionante ) fp= * 5 83.34 =104.8 ig/cm
400 kg 400 sg . o
..( - Y Combinocion de esfuerzos
3000{vy. | 3000 g. soooJ 's.
EIARIY 1067rg 2933 by, 108.7 g, : . .
’ : . : -y e Esfuerza méximo de tensién:
MEMITEI | ‘
3000 rg, 30008, F. N. . , ' = P M - = 2
: ) ' . ; o fméx'_ s M 60.0 + 104.8 = 164.8 kg/cm
v ' ;I.u 732 hg~em. M., 3 , ! : .
: Aﬂmmm:zb.: - , % Esfuerzo méximo de compresibn
P M
B — - = 40.0 - 8= - . 2
fme’xc yy — 0-104.8 44.8 kg/cm




EJEMPLO 1 (Continvacién)

a) Esfuerzo normal debido a

cargo axlal.

€00 xg /.-‘

16400 ,l.IO-z

b) Esfuerzo nomal debido a
la flexién. .

€) Combinacién .do esfuerzos

\“.‘l? Ig/c-’

~

~10477 ugfem?
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3. CONCEPTO DE INTERACCION L 5 et B

St se considera el problema general de sncontrar 1o resistencia de un elemento
de un materiol cualquiera sujeto a lo occibn combinada da una carga axial y
un momento flexiononte, se encontrard que dicha resistencia dependerd de! va-
lor relativo de estas dos acciones y del comportumiento del material bojo fos

esfuerzos originados.

Lo accién conjunta de la corga axial y el momenta flexionante, que se presen
ton en lo fig 20, es equivalente o la accibn de una fuerza P, de lo misma

mognitud tal que sl producto Pa sea igual ol momente M, fig 2-b.
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Para una excentrididad constante, ey y para un material eldstico, fig 3-a, el

valor del momento ser§ proporcional al de la carga y la historia de carga de

un slemento cualquiera est§ representada, en un plono limitado por ejes coor-

denados P - M, por la linea O - A desde una corga y momento léuales ace
ro en O hosta un punto A para el cual la combinacién de la carga axial P,
y el momento flexionante M,, hacen que se alcance la capacidad Gltima del

material, fig 3-b.

La resistencia del elemento en cuestién sa puede alconzar por una infinidad de

combinaciones de carga axial y momento flexionante cuyas valores dependerd
de la excentricidad que 1e tenga: Desde uno corgo axial méxima P, y un mo-
mento flexionante nulo y por lo tanto una excentricldad Igual a cero, hasto
una carga axiol nula y un momento flexionante méximo M, que corresponde a

una excentricidad infinita, fig 3.

"
b,

.

3.1 Diograma de Interuccién

IR %

Diograma de Interoccidn de un elemento estructural cualquiera sjeto a fleaifn

y carga axial es el lugar geométrico de los combinaciones de coarga axiel y

momento flexionante que permite alcanzar un estodo de esfuerzos determinado,

que por {o general es su resistencia Gltima.

Dado que la carga axlal puede ser de tensidn o de compresién los diagramas
de interaccién deberdn de representar el comportamiento del elemento bojo

ambas acciones.

3.2 Trozo de diagramas de interaccidn 4 B

Para ilustrar la forma de colcular y trozar un diagroma de interaccién de wn
elemento estructural sujeto a flexocompresidn, considéresa una seccidn rectan—
gular de un material elastoplSstico y con comportamiento similar en tensién y
compresion. Primero se determinard el diograme de interaccién para un estado
tal que la fibro mds esforzado de la seccién alcance el esfuerzo de fluencia
(comportamiento eldstico lineal) y posteriormente el diagromo de interaccién

cuando la seccién se encuentra totalmente plastificada.

3.2.1 Diagramo de interaccién pora el inicio de lo fluencio !

.

'
En lo fig 4 se muestra la parte del comportamienta elSstico del moteriol, asi’
como la seccién rectangular de ancho b y peralte h lo cuol estd sujeto a la
accién de und carga axial Py de tensién y un momento flexionante positivo

M;, tales que la fibra més esforznda alconza el esfuerza de fluencia.

-
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fig 4
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Si la carga axial actuard wla lo fuerza P que originaria la fluencia seria

l’7 =AfGsi el momenta fuese la nica accién, el momento que inicia la fluen

cia serfo My = LI f,. Si se divide ombos miembros da la ecuacién (2) en~
[ »

tre £, w0 tendria

4 ) -
: -
Py - M -
vy . l‘ ' 1 o, (3)
f A :
H Y - fy . .

Sustituyendo en (3) los valores equivalentes s llego a la expresién

Py M \
> Y —— = (4)
. r M ‘ T,
. ’ ’m‘ — - .‘ e

El esfuerzo miximo que se presenta en la seccién se pueds calculor con la expre .

13
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Esta ecuacién estoblece la relacién entre Py 'y Ml que hace que se alcance el
esfuerzo de fluencio en lo fibra mds esforzada de lo seccion. Coma se puede
observar la ecuacién represento @ una recta y el trozo de la misma constituye
la parte del diagrama de interaccién de un elemento wijeto a flexo~tensién,

fig 5. : _ y

Si la carga axiol fuese de compresién la expresién (4 ) te tronsformario o:

Py My
- — = =1 (5)
Py My i
i
1o
» 9
» ’
/eyl 1.0
) vwl"l.l
tisnetansicn
EY
.0 ﬁu/)l, - (l—d
—r——s T '._uﬂﬁ’
) flesocomprostidas . ,0l
{«
[74
_ o
119.9 diagreme de interacalon do vae seccida
de un meteriat eidshrae lineel

'3.2.2 Diograma de interaccién poro la resistencia Gltima
. .

En la fig 6 se presenta el comportomionte alastopldstico del moteriol; también se

presenta o seccibn de oncho b y peralte h y la occibn de una carga axial de

14
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tensidn P, y de un momento flexionante positive M, tales que la seccién se
encuentra fotalmente plostificado. .

L4
L)
T tensibn J-
W el — B! L —
Rk =
' : e I M2l =
LT el
A R (O I = I A
' Wi =
' : o J =
P | Vi s ii; !
comprasion - .l _— JK '
fig. 6 elewmente sujefte o 'l.lo’..l"l,'lh so pldstiee -

Los volores de la carga Py y del momenta My que action en la seccién se pus '
den determinar fécilmente dada la simetric de la seccién asi '2 = 2ybfy, yo.
que la fuerza que se produce al actvar el esfuerzo fy sobre el érea sombreada
ob serd igual y de sentido contrario o la originado en la parte Inferio.r de la
seccion. Por otra parte los momentos originados por las fuerzas de las droas

b_zl son iguales y de sontido contrarlo por lo que el momento M2>u-.r6 igual
Gnicamente ol momento que producen las fuerzas de las Greas ab = (; -y b
las cucles serén C = T = ab fy y el brozo de este momento Igua! ah-a,por T
IocpeMz-aHy(h-o) .

4 2 )
stendo = 2y} bF n= ———
P2 yi by 1 2 o1,
h
y =7 —n
’ 2
h h
Mz '(T - n) b'y(h-(r - n))'bfr (;- _"2)
b h? 2
) " p fy—by” fy .

Cuando em wns seccién rechomgalier et inicomonte s Waide, Kig 7, el
momenta iltimo de un metwial o cawgeieminis claluylftioe o il &

Mool

]

o
nr T

/2 w

as2

AT

|

flg. 7 eloemente rectongulear swjate o ftonidn . sSeemida teminentyg

plestifisade
k]
por lo que =3

3 M %
yM=2 My —bn ¥,

‘wstituyendo el valor de y,

o2 p.2
277 M y a2 2 T2 M T TR

, 3 2

Dividienda entre MP Y M’ = % fy y teniendo en cwsnto que
’Py=bhfyso;i'c\o . .

M2 Py’ Py

= ] e 2 § -
2 2
_g_m/ b2 h? g2 Py
pou.'loquo

\ 2
2 M P,
“TM—Y‘*(T) -
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Como se puede observar o scuacién es de segundo orden y w trazo representa :
of diagroma de Interacclén correspondiente, fig 8. H
- i
s "
10 flarotension .
. 5 > M/My o
10 fexocompresidn
g, 6 dlsypwams 6o Mtereccién de ane seccida ncu‘.nhr
48 wn motoriat elente-plastice ’
. e T
S —
. oo
G e aan —dh
A .

EJEMPLO 2 -Diogmmo de Interaccibn

18
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En este ejemplo se trote de encontrar los diagromas de interaccién, tonto en -

ol rongo eléstico como en el pléstico, para una seccidn triangular de acero

con comportamiento elasta~plstico y un esfuerzo de fluencia da fy = 4000 kg/cmz,

a tensién y o compresién,

Pora encontrar el diograma cofrespondiente al rango eldstico se considero la po

sicién del eje neutra en un punto cualquiera, como el situado o una distancia

¢ del vértice. Siendo lineol la variacidn de esfuerzos, ol actuar la distribucidn

triangulor sobre el Grea total de la seccién, se generan das volimenes, uno re

presenta lo fuerza de comprosién y el atro la de tensidn, (Fy y F2 respectiva

mente paro este ejempla) la diferencia entre sllas es lo fuerza equilibrante

(corgo oxiol).

Para determinar el momento actuonte es necewrio encontrar la posicidn de es~

tas fuerzas, con respecto al eje centroidal: Jo fuerza equilibrante debido o

que pasa por ol centroide no produciré momento. Lo forma de calcular los vo-




[Gmenes generados asl como lo posicién de los centroides de los mismos, paro

la determinacién de Fy, F2, y M respectivamente, se presenta en el onexo 1.
Hociendo varior la posicién del eje neutro se obtendrén diferentes combinaciones
de momenta y carga axial que conducen o lc condicién de esfuerzos buscada,
que en este coso es el inicio de la fluencia ya sea en tensién o en compresién.
Como puntos caracteristices del diegroma se pueden sefialar ol punto 1 correspon
diente a una carga axial de tensién y por tanto se calculard como tal, el pun-
to 2 para una carga axiol de compresién, el punto 3, cuondo la carga oxial es
nula y solo existe momento flexionante (flexién pura) y el punto 4 correspondien
te a la combinacién de corga axial y momento que permite olcanzor el méximo
momento flexionante aplicoble y que no coincide con el caso en que la carga

axial es nula.

Debe observarse que no obstante que la seccién es triangulor la variacién de

los combinaciones de carga axial y momento es lineal,

£l diograma de interaccién en el rango pléstico, se obtiene de forma similar. La
distribucion de esfuerzos que en este coswo es uniforme genera volUumenes de es-

fuerzo, cuya valuacién y determinacién de los centroides correspondientes es my
cho mds sencilla que para el rango eléstico, ya que los volimenes son dos pris-

mas, uno triangular y otro trapecial mds féciles de calcular.

En formo similor al dicgroma da interaccién elSstico la fuerzo axiol seré la equi
fibrante de las fuerzas generados por los volGmenes de esfuerzo y ol momento dl
timo aplicable puede calculorsg tomando momentos de los fuerzas respecto a un

eje que pose por el centraide.

£l diograma de interaccién comespondients mostrado en la misma figuro presenta
una variacién no lineal, obiérvese que tanto la carga axial de tensién como ia

de compresibn coincide con las comespondientes del rango eléstico y que el mo-

19
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mento méximo que se pueds aplicar no corresponde al caso on el que no exis-

te carga axiol.
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C o e e S iy a .o

material elastopléstico

DATOS:
seeeidan
s Q.0 om
Theq00a.
SE PIDE

el rongo eldstico

te plastificado
»  SOLUCION

@) Rango_eléstico

Punto 1)

2%

EJEMPLO 2 Obtencién del diagrama de Interaccidn pora una seccidn de un

fy

194000 Ng/cm?

[)

]

| !

H 1
0002 !

J.
1| oooz e
]
'

1794000 hg/ em?®
1y .

@) Encontrar el diagroma de Interaccibn, cuando el materfal se encuentra en

b) Determinar ol diagrama de Interaccién correspondiente ol material totaimen

— Con carga axiol de tensién y momento Flexionante igual o cero

Pa=f, A=4000x (6x42) = 480001

Punto 2)

~— Con carga oxial de compresién y momento flexlonante igual a cero

- . - - 3
Pre =fpc A = 4000 x {6 x 4/2) = 48000 kg

-

B R v —

iy

1L

EJEMPLO 2 (Continuacién)

Punto 3
~— Con momento flaxionante de fluencia y carga axial igual a cero (flexidn
pura)
g Lo 3 h
M, fy C fy(bxh/%) / (/3

4 x 62 -
-Mx x X3=24mkg-cm.
I x 2

— Para cualquier posicién del oje neutra (con carga oxiol y momento -

flexionante) t

-~ <

(b;e) 4
ejeneutry
swpvesto
f
Fp =X ¢ £ --'Lﬂ:)_(zba»xo)
6 [ 2 [
<. (Xo + b)
G, = 2 Gy=(h-c)-(h~¢) b PE)
Dy=G, +e 02'621' ‘
F=F -F, ; M=F Dy +Fy D,
(Fora la deduccién de estas expresi ver ol 1)

22
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EJEMPLO 2 (Continuacién)

Punto 4

Supéngase el eje neutro o h/2 = 3.00 em

1,°1774000 kg/em?2

\y

EJEMPLO 2 (Continuacisn)

02-62‘0-2.‘0-‘-0=‘.0Cﬂl

= Fs 4000 Kg.
€:15.0cm . A .
_ 07250 om .
[ 1R 1{.]
(h-0)430 - ' B{-T.io om.
2720000 ig.
g ."z_';,-‘ooo xe/cmt B
X ' . b 4, :
- - 2 =R L 40 x 3.0 = 2,0 cm
b h h 6.0
(4000 (2.0) _
F‘ = —T—-— (3.0) = 4000 kg \
4000) (2.0 ' '
Fz' ¢ b ((2) (4) + 2.0) =200k —

F=F -Fa= — 4000.0 +20000.0 = 16000 (tensién)
3.0

Gy ®* —— = 1.5cm

(2.0 + 4.0)
2 (2.0 + 2.0 (4.0) )

GZ = (3.0) - (3.0) 2.10 cm

D) =Gy +e=1.50+1.0=2.5cm

M=F Dy +FyDy = 4000 x 2,50 + 20000 x 1.10 = 32000.00 kg-cm

Punto 5 . . Ji‘/

Supdngasa el eje neutro a 4.00 cm de lo base

4

12000 kg/cm?

1 eedoen N o ?\-&"Z . Fis 8880 kg
[TX.Y) 02 2% « P.8sa ’ nr,o -
[(n-e)[d.d :’ St _"“2'.:"_ ';G‘" - _!;-_0.550 cm.

an 24 8533 &g

S R — -
X 2.0
= aLf . Xo =< b= == (4.0) = 1.333 em
b h h 6.0
F
1400 f‘_2.o,uzooo“200“‘1/“,2
2.0 4.0 4.0
2000) (1.33
F = 2 (2.0) ~ 888.0kg = - "

Fp= LOLLQ . (2.0 0y + 1.33) -

24885.33 kg
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EJEMPLO 2 (Continuacién)

F=F - F, = -888.00 + 24885.33 = + 23997,33 (Tensién)

2.0
G, = —— = 1.0 cm
i 2
4.0 (1.33 + 4,0) .
G, = 40-7 (1.33 + 2 (4.0) ) 2.86 cm

D‘=Gl*¢ =1.0+ 20 = 3.0 cm

D2 = G2 - e ‘- 2.858 - 2.0 -AO.Bé cm

v

M=F Dy +FyDy = 888.00 x 3.0 + 24885.33 x 0.86 = 24015.61 kegecm

-

i
.

g ™ m ™ R ‘ :’mﬁ,mdw;,_«; . ‘m‘

EJEMPLO 2 (Continuacién)

b) Rango pléstico

Punto 1

— Con carga axial de tensién y momento flexionante. igual a cero |

Pop = fyr A = 4000 x (6 x 4/2) = 48000 kg

" Punto 2

— Con cargo axial de compresién y momento flexionante igual o cero

. Sy % 3\ Y

Pyc = Fyc A= 4000 x (6 x 4/2) = 48000 kg

Punto 3 I .

= Con el momento Flexionante da plastificacidn y corga axial igual a soro.~

(con el eje neutro supuests a Vi (%)

fy 4000 bg/ emd
S

bl Fis 240004,
S 40{'&.«4 _J Oy 171

E:-_j c;.d.wz‘q - _ - ft;z-trl

3124000 kq.

e-’nJ 4242
a1024
Nt

- 7358
{ c); 1

- 177 4000 kg/em?

{*) Esta distancia a portir de} vertice superior es la que hace que ol érea toral
de la seccidn quede dividido en dos portas iguales que conduces al equili-
brio de las fuerzas de tensidn y compresidn originados .

——— T



A2 = (2.827 + 4,0) (1.758) % = 6.00 cm

"EJEMPLO 2 (Continuacién) . S

A, = (2.827) (4.242) _;. = 6,00 cm? ‘

2

Fy =, Ap = 4000 x 6.0 = 24000 kg

Fa = f, Ay = 4000 x 6.0 = 24000 kg

F=F -F, = 24000.0 - 24000.0 = 0.0

G, = _;. (4.242) = 1.414 cm

1.758 (2 x 4.0 + 2.827)
2" 3 (4.0 + 2.827)

= 0.929 cm

D) = 1,414 - 0.242 = 1,172 cm
Dy = 0.929 + 0.242 = 1.717 cm
M = 24000.0 x 1,172 + 24000, X 1,171 = 56232.0 kg~cm

7

[ X

¢ -
l
‘ EJEMPLO 2 (Continuacién)
N !
= Para cualquier posicién del eje neutro (con carga axial y momento flexio- ‘i
nante) 1‘
i
. ,, ] Fyeagly
. ) 4_,{% — = bl 0,
..... L %_._,__A*.e_._ o'
(§-0) % #
Fz s Aty G
ty
Xo x ¢
Fl = ( 2 ) f’ = fy Al }
i
L, (Xo +b) (h-c)
F2 ( 2 ) b4 - fy A2
-c) (b + Xo)
—. 6, o) :
— 3 ~— 3(b4+ X)) —— -
Dl TGt e D2 = 62 + e
. F’Fl'Fz M‘F]DI+F202 ‘
¢ : 1
l NOTA: ‘
! Estas expresiones pueden ser deducidas en la misma forma que se hizo poro
L]

las expresiones en el rongo eléstico, pero por ser muy uswales, se encuentron

en cualquier tabla de &reas y centroides.

4




EJEMPLO 2 (Continuacién)

Punto 4

Supdngase el eje neutro a h/3 = 2.0 cm de lo base (ejs neutro supuesto = eje

centroidal)

iy+ 4000 .'/CI'
-—

A

vje centreidel

|

F, 3213280 &g.

hs 80

qv] M

O 1.333
0,210 €6

o

10 — '0;}1.335 \ F
ey —— _——— —_ ._._Q—é
(n'te)-hls- 2.0 ‘z |.ose\
[} eje neutre
-—ps 40, . m.uﬂ.‘lu’_uﬁe
4. ‘ 4,
Xo o 20 ke A ) - 2,666 em
b 6.0 6,0

1
Ap = (2666 % 4.0) o = 5.232 cm?

22 - 6,686 cm?

Ay = (4.0 + 2.666)

Fy = 4000.0 x 5.332 = 21328.0 kg
Fg = 4000.0 x 6.666 = 25.664.0 kg

% a Fl - F2 = 21328.0 + 26664.0 = 5334.0 kg (Tensién)

rz-';ssu‘ 8. -

H

s

2

ez

R .

EJEMPLO 2 (Continvacién)

1
G] =? (4.0) =1.333 em

2.00 (2 x 4.0 + 2.666)

- 1.
GZ 3 (4.00 + 2.66) = 1,066 cm

Dy = G] = 1.333 cm

D2=Gz=|.066 cm

M=21328.0 x 1.333 + 26664.0 x 1.066 = 26854,04 kg ~ cm

Punto 5

Supdngase el eje neutro a 4.0 cm de lo bose

_tr* 4000 kg/cm?

_ _}8%,r0ces

| e;2.383 N

-_ 2
fvs 9000 sg./¢ca

Xo 2.0 . . 2 .
== L Xe =2 0 = 1.
4.0 6.0 s0 %40 333 cm
. 1 2
Ap=(1.333x2.00) - = 133 cm
(4.00 + 1.333) 4.00 2
A = 10.666 cm

2" 2

e Vo

L__'.L
Wl T

k)

2 3332 a9
o' 2668

y D,t 0333
-’2‘34 kg

.y WeW

s g

-—_

-
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EJEMPLO 2 (Continuacién)

Fy = 4000. x 1.333 = 5332.0 kg

Fp = 4000.0 x 10.66 = 42664.0 kg - S

F = Fl - F2 = 5332.0 — 42664.0 = 37332.0 kg (Tensién)

G, = -;7 (2.00) = 0.668 cm

4, 2 x 4.00 + 1,33
Gz'-m(. * 3) = 2.333 cm
J (4.0 + 1,333) ’

D, = 0.666 + 2.0 = 2,666 cm '

D2 = 2,333 ~ 2,0 = 0.333 cm

M = 5332.0 x 2.666 + 42664,0 x 0.333 = 28422.224 kg-cm

Punto 6

_ Supdngase el eje neutro a 1.0 cm de la base i
1y=4000 kg /cm?

l /3 40 : ‘
e I E PNEEYTT T

} W 5e Nl 2 R PR o e 000 ‘

¢ 5L " P20 B B, W, 2t LM
L o-qielo I | ot:o.ua — .
Py 146845y,
“TheedT Yy 90001y /cm?
o\

- . . - VI NY Y

et

-
Xo 5.0 . .i:gx_s'o— 3.333
4.0 6.0 o Xe = 6.0 e
5.0 x 3.333
Al ™ —-———; = §.332 cm2 . :
.-
A, - B:333 + 400 (1LO) | 3 cas cm?

2
Fy = 4000 x 8.332 = 33328.0 kg
(Fy = 4000 x 3.666 = 14664.0 kg

F=F - F2 = 33328.0 + 14864.0 = ~ 18664.0 (Compresidn)

1
@ G = 3 (5.0) = 1,666 ecm
(1.0) (2 x 4.0 + 1.333)
G, = = 0.515 cm

3 (4.0 + 3.333)
Dy = 1.666 - 1.0 = 0.66 cm
D, = 0.515 + 1.0 = 1.515 cm

M = 33328.0 x 0.66 + 14664.0 x 1.515 = 44212 44 kg~cm
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DIAGRAMAS DE INTERACCION BOE°
30000 _UMA_ SECCION TRIANSULAR
'
sijstico
40 020 N ~
- fledo tension
- "‘Q‘-..—./--‘_- - 5 r__-—-— .
1 plastico
30 000
R R
1
2570C ! “
]
1 -
l »
)
00y \
I
- oy
e mado q
}
3
O i 3 )M
o | 50 60N0  kq-cm.
:
+
]
© 020 :
)
L]
’
,
P Y T B e e B e -_J6
Q 200 _Lluecetdn !
T -33050
-40 627 —
b= 4. Ocm.
acero con un fy* 4C00 Ilq./t:m2
(e tension y @ compresidn)
-1+ livie] -
. P, .

‘.

4 rmhann e o —

. -‘.uk.-"-‘b-‘-"'-‘v"

D e e

(%]

Py 7 R

4. FLEXION BIAXIAL CON CARGAS AXIALES,

Un caso especial de interfs préctico ocurre cuando en un alemento estructural

actia una fuerza poralela a su eje longitudinal pero fuera de los ejes principa~

les de la seccién, fig 9-a.

1

e e = md -
.

ETTITIII 7777777

—
'
e

»

|
|
|
L
— '—
|
1
1

X

h 4
’

(e

blenial con cargen

T TRy

-

- y yi
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La accidn de la fuerza excéntrica es equivalente a la de una fuerza axial P que

pasa por el centroide de la seccién y a un momento flexionante Pe, fig 9-b.

Cuando la fuerza P no estd aplicoda sobre uno de los ejes principoles de la sec

cidn tronsversal, habrg flexién simultdnea con respecto a ambos ejes principales.
Representando las coordenadas del punto de aplicocion de P por oy °-z - o
fig 9-b, se ve que los momentos flexionantes respecto a los ejes y y z son
numéricamente iguales a My = Pe, y M, =Pey, .

Si el moterial del elemento tiene un comportamiento eléstico y los deflaxiones o
originadas por la flexidn no son significativas los esfuerzos nomales, f, origina-

dos por la corga oxial y lo flexién alrededor de los dos ejes de simetria podrén

calcularse con la expresidn

e L oo ML, M, ' (6)
A - ty - :

Iz

donde 'y e I, son los momentos de Inercia respacto a los ejes z' Yy z  respec

tivamente. !

Lo corga axial P serd positiva si es de tensién y negativa cuondo es de compre- j
1i6n; los momentos My y Mz 1on positivos cuondo originen tensiones en las zonas

R

donde z y y, respectivomente, sean positivos, y negativos en caso contrario, g

fig 10. . 1

‘ | E

.

T T = P
[
Dada a que el eje neutro representa el lugar geométrico donde los esfuerzos nos

males son nulos, la posicién del mismo podr§ encontrane igualando a cero o

ecuacién 6.

My

», S i
- ) ) '/—A.—.j_r._"l

2, . X =0
A=y Sk ¢ —7
Como podrd observarse esto ecuacidn representa una recta que no pasa por el f
origen y que podrd cortor o no la seccion transversal, lo que dependerd de la
forma de ésta y de la posicion y mognitud de la corgo axiol P. Las coordena- .
das en el arigen del eje neutro, o 3ea, los puntos en que el ejs neutro inter~
cepta a las ejes coordenadas y y z se hallan hociendo z y y , respectivamente
fguales o cero en la ecuacién (7 ) y despejonda la: coordenado no anulada. Né
tese que el eje neutro pasa por el cuadrante opuesto al que sa encuentra apli-
cada la éarga Y que si lo excentricidad ¢ se reduce, el eje neutro te alejord

‘del centroide, y i @ aumenta dicho eje se acercard ol mismo, fig 11.

|
fig. B fuerza exisl encestrica que prodevce flexida \

Cea revpecte o embes gjes priacipates i
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' EJEMPLO 3 Céhleculo de esfuerzos combinados (axial y de flexidn) producidos
R por lo aplicacién de una carga excéntrica
' ' r.
z
2.0 e
15.0cwm. :
“ N 20cm, <
Pr 20 ten

EJEMPLO 3 CARGA APLICADA EXCENTRICAMENTE

En este ajemplo se tiene el coda de una conexidn, wieta a la accién de una

P .- N P SN —

. - Se pide encontrar el méximo esfuerzo nommal en la seccién A A*

fuerza de tensidn P, aplicada en uno de s extremos, la cuol es excéntrica

con respecto a uno de sus ejes produciendo la accién combinada de una carga
axial y un momento flexionante. Los esfuerzos mdximos de tensién y compresidn

SOLUCION:

que se presentan en la soccidn A A' de la pieza, se pueden colcular wperpo-

.. % S

niendo la accién de la cargo axial y del momento Flexionante, ya que &l ma- i Diagrama da cyerpo libre

terfal de que esté formada la pieza tiene un comportomiento elbstico, la cargu NePe
'
axiol que octGa en la sacclén produce esfuerzos de tensién, en tanto que el

momento flexionante produce efuerzos de tensidn en la mayor parte del alma

WS SRR .. | e
[}
v
v

y de comprerién en el patin de la seccién. La fuerza no produce mamenta al

tededor dal eje =z,

s W
v
i

Se ilustra la forma de calcular e centrolde de lo seccién, asf como ef momen ) '
to de Inercia centroidal, el célculo de lo excentricidad de la fuerza actuante,

asf como la determinocidn de los esfuerzos que se presentan en las fibras mds

edorzadas a tensién y comprasién.

i
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: EJEMPLO" 3 (Continuacién)

Determinacién del centroide y del momento de inercia centroidal de la seccién

-

Sec.| Areo z Az d d2 A::I2

] 30 | 9.50| 285.0{ 4.25 | 18.062] 541.875| 562.5

2 30 1.00 30.0| 4.25 ] 18.062| 541.875 10.0

60 315 1083.75 572.50
Te25 " ags™
2
- n.7s -850
[ 4
1%.0 i @ . l]-——-‘—‘
-—
T3 . ,
- = 5.25cm . '
[ L ’

32 :

20 13.0 -

20 ] .

Momento de lnercla centroldal

[URIVINENDUUEREESSSSS S

- 2
6= lcg * M

= 572.50 + 1083.75 = 1656.25 cm?
Excentricidod total

. " 6.5+ 11,75 = 18,25 cm

habdlian 1t o R

EJEMPLO 3 (Continuacién)

Célculo de esfuerzos

>l
I+

aplicondo la ecuacién f=

-l;

donde:

P = 20000 kg

A =80 t:m2

o= 18.25 cm

M= P x o, = 20000 x 18.25 = 345000 kg-cm

< =11.75 cm

czl- 5.25 ¢m

Esfuerzo mdximo de tensidn

20000 . 365000
L] 1656.25

‘1.’ (1.75) = 2922.76 kg/cm?

Esfuerzo mdximo de compresidn

20000 3465000 2
f2--—3-5—— * Va6 55 (5.25) = - 823.45 kg/cm

il
il
0333 ug7emd ; ”“

. I ',':“ " il

2509.43 srcm?

- n' ‘ ' / '“.l‘

|
2922.1

kg/c

h.-f,

156.98 bg/cm?

[

-

023.69 xg /c-:

e o P
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Se trata de encontror los esfuerzos producidos por uha corga excéntrica, en los

extremos de una teccidn rectangular, oii como lo localizacién del eje neutro.

L M :
§ Az Y 2 y -

tear los eduerzos se oplicé la ecuacién
donde los momentos Mz y My son los producidos par la carga P, actuando con
una excentricidad o v o respactivamente, los efectos que producen estos
momentos aunado ol que produce la cargo axial se superponen obteniéndose lo

disgtribucion mostrada en el inciso c) del pratiema. .

Si- ¢l momento Mz = Pe, actuora wlo, se producicia una flexién tol que pora
los valores positivos de y la seccidn estoria wieta 6 un esfusrzo de compresibn,

yo un evuerzo de tensién donde Yy %ea negativo,

EJEMPLO 4 FLEXION BIAXIAL PRODUCIDA POR UNA CARGA EXCENTRICA

Dodo que el material del elemento tiene wn comportamiento eléstico, pora encon

SR i3 DT,

£ ‘E«va’im‘ )

En forma similor si Gnicomente existiera el momento My =Pe,, la flexidn prody

ciric compresiones en la zona donde los valores de z sean pasitivos y tensiones

donde sean negativos. ) - -

. Tomondo en cuenta el razonomiento anterior se determinaron los signos de los

términos que toman en cuenta fa flexidn.

Para encontrar la posicidn, del eje nevtro sa determina el lugar geamétrico de

. Mz M
fos efuerzos nulos, es decir f’{'- —y -~ —L 2 = 0. Esta ecuacidén

lz ty
representa una recta con dos incognitas y y z de la forma ay + bz + ¢ = 0;
hociendo altemativamente y y z iguales a cero sa detemmina las intersecciones

con ol eje y y con ol eje z respectivamente, con las cuoles se puede trazar fa

_lineo de esfuarzos nulos (eje neutro).

Dodo qus lo cargo estd aplicada en el cuadronte negative (z y y negativos) el
ofe neutro estard localizado en el cuadrante positiva, los signos de la ecuacidn
se pueden obtener de una inspeccidn del comportamiento fisico de lo ieccidn,

observando de que lodo se producen tentsiones o compresiones.

e e s g

i
o

42
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EJEMPLO 4  Flexién biaxlal producida por una carga excéntrica a) Célculo de esfuerzos &
' 1 1000 x 3.0 1000 x 2.0)
= e a0, (1000 x 3.0, 4 . (1000 x 2-9) 10.0) = 7.91 kg/em? (tensién)
| 12 x 20 2880 ‘
_ (b= 1000, (1000 x 3.0) (g g o (190 x 2:0) 115 g) = 12.91 kg/em? (rensién)
-4 12 x 20 v 2880 8000 . I
: - ; 1 .
s fo m 1000 . (1000 x3.0) (o (1000 x 2:0) 15 g) = 4,59 kg/cm? (compresid
' 12 x 20 2880 8000
. 1000 x 2.0 '
: e m 1000 (1000 x 3.0 4 (1000 x 2:0) /15 0) = 0.42 kg/em? (compresié:
) 12x 20 2880 8000 .
P = 1000 kg . TP 00
e = 2.0 cm. - - . . .
z ‘ R N . b) Posicién del eje neutro
oy = 3.0 cm : _ G ’ : :
‘ o . p
- . . ) Usando la ecuocién f = Y + ‘;ML vy + _TL z=0 ‘
a) Calcular el esfuerzo normal en los puntos A, B, C vy D ’ - ) z 4 ‘
b) Determinar la posicién del eje neutro - ’ Co . 1000 (1000 x 3.0) (1000 x 2.0) S ‘ 1
) ' = - - —————e 2 2O . ) |
¢) Dibujor el estado de esfuerzos , 12x20 2880 8000
ecuacién de una recta de forma " gy ¥ bz ¥+ ¢ = 0
SOLUCION: Efoerzo nomal  f = B & ML My, , ) -
: AT Ty : dondet ‘
donde Mz = P My = . ' ] : 000 x 2.0
[ { oy) 3 y P {(ez) . = 1000 x 3.0 --1.04 b = 1 - 0.25
2880 . 8000
. . c = 1000 - 4.16 .k déew S . ‘
inercia 12 x 20 |
~ kaas . . . . P .
’ 3 m o b ‘
Iz= bxh. 2(”‘”:,-28&)(:1"4 .
12 12 Las intersecciones con los ajes coordenados se obtienen Cx
hxbd 1 v ' . \ ’ v .
ty = ) 120208y ‘ ; - *,
12 12

.- @ . - B
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Siy= 0

-
n
]

ySiz=0 ; y=

.o 116 16,64

.. .2 . cm

A 418 2 40 em
(-1.04)

11‘
N

Por lo que el sje neutro queda localizado como lo muestra la sigulente figura:

168 em. Wz 10 ‘;‘y-- 1.59
‘
T, d y=6 j z=8.32
l.. .
e - A . :
. T 139~ b ! _I.oog-
‘F\\ N .
lJO«lOQ_y-O.lDl' = 3 )
vy

¢) Egodo de euerzos

R

|
1
vy

sfuerzo de tensién

1294 ng femd

2 L]

S~

sle acutre

N\

essfuerios du compreside

T T TR R TR N ]

5. NUCLEO CENTRAL DE UNA SECCION TRANSVERSAL

R Cuando la excentricidod de la corga oxiol oplicada P sea pequafio, el sje new

’ tro quedard fuera de fo seccibn tronsversal. Esto significa que los esfuerzos nar

: ! . males tendrdn el mismo signo en toda lo seccién. Una condicidn de esta natura
' leza es a menudo importonte cuando una corga de campresién octia sobre un

R materiol que es muy débil a la tensidn, tal como el concreto; en este caso pus

. _.... de ser necesario asegurarse de que lo cargo no produce tensién en ningin punto

de fo 18ccién transversal. Hobrd una paquefia regidn alrededor del centroide tal

que uno carga de compresidn, P, que octie dentro da ella producicd compresidn

v sobre toda lo seccién transversal. Tal regién se [lama nicleo central de la sec~

cién.

N .. FARES .
Y

- vl

h ) ) R B DT & U

- Am

1M __ A~

— B4




» ’ an ; . ;
T l ‘ una carga de compresién, P, quede dentro de este rombo, el eje neutro no

| e

cortard a la seccién transversal y toda ella estard en compresién. & i

1
*,
Fig 12 Noicleo central de una seccién rectangular

El nicleo central de una seccién rectongular se halla del siguiente modo: - . v .o o r ' -

Si la carga est§ o lo largo de lo parte positiva de! eje y, fig 12, el efe n.eg
tro coincidiré con el borde sperior de la seccién cuando fa carga esté en ol - S ‘ S ‘
punto p, a una distancia g} del centroide. La distancia o) n'determinq conla ' o

[

ecuacién ( 7 ) en lo que ; e

.‘.v. : 3 i .
My=0 Mz=-Pxe y.---a-,l-:)h—z-y A=th

0
= 8y =
1 é

h

por lo que ¢y = —; como e indico en la figura. De igual manera, el aje

neutro coincide con el borde izquierda de la seccién cuando la carga P actia

sobre la parte poitiva del eje z en el punto g , a una distancio b/6 del cen- ’ . . i ) .
troide. A medida que lao carga 38 mueve a lo largo de una recta entre los pun I ' | o .

tos py q , ol eje neutro giraré alrededor del punto m en el vértice de lo sec I
cién triangular. Por consiguiente, lo recto pq es uno de los lados del nicleo.

Los otros tres lados pueden localizarse por simetria y se ve que el nicleo cen-

tral es un rombo con diogoncles &/3 y /3. En tanto el punto de aplicacién de
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EJEMPLO 5 NUCLEO CENTRAL

Con exte ejemplo 18 desea ilustror una forma de encontrar el nicleo central de

una seccién transvenal en forma de "T*. Para determinorlo se supondrd la accidn

da uno carga excéntrica de compresin octuando primera sobre wno de los ejes

y luz3o swobra el otro, de forma que wolo se presonte flexidn en una direccidn en.

_ eado ¢os0. : ’ I ’

$i los corgas actéon sobre el eje de los y, los excentricidades e, que hacen que
los esdfuerzos de tensibn sean nulos en el extremo mds alejado del centroide, s
puzden eacontror haciendo Igual a cero lo ecuacia que da el valor de los esfuer

' M Al
S e $ o = -
2os: F : y en donde M P.Y

En forma similor si wlo existe excentricidad en la direccién del oje z, se pueden
encontror los valores de ¢, e hacen que los esfuerzos de tensidn sean igual o
cero en los extremos de la secclén, igualondo a cero la ecuacién que da el valor .

de los esfuerzos cuando existe cargo oxial y flexidn alrededor del e y,

-

m-ﬂ-—-#_- 2

MR R 1

Conocidos los valores de Oyle Oy20 @1 Y 8,9 el nicleo central se puede de-

terminar uniendo estos cuatro puntos situados sobre los ejes céordenodos.

Cualquier carga de compresién que caiga dentro del nicleo central producind

efectos de compresién en toda la seccién y si la carga oclda en un punto fuera

de &1, la seccién tendrd lanto esfuerzos de tensién como de compresion
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EJEMPLO 5§ Chlculo del nicleo central de una seccion T 1 EJEMPLO 5 (Continuacién)
—— < |
. - 30 cm, - N : teatroide de la sec ! |
e 3 . : ) !
. o . ) . centreide dele = e
DATOS . p ee 'I’. AN \\\V\\\\\ ,‘I—*I \‘
. - 0cm B J \ \ ‘_\\X\ secl ‘
, ' ) . i e \.7, -7 1€ 0cm.
. e }
: . . C ——---\;’-_'/;:__.-._.4_ >z
B— — 5 - ; —_— . . \; ///
40cm ] - ) . . . J ,/2,'?
cantroide de la, /,"/; 90cm.
troide y 14500 16.10 et é%
controide y = ———— = 16,10 cm 17
: 900 e
-—
0cm, vy
a) Encontrar.el lugar geométrico que ocupa el nicleo central de la seccidn Momento de inercia centroidal I,
dada. \
I, = 138868.84 + 57199.99 = 196388.83 cm®
, r b A e
SOWCION: i Momento de inercia centroidal o
e | ©x103 0xs503 b o ol
-Céleulo del centroide y de los momentos de inercia B ol Iy = X - = 107500 em?
R 12 12 e
5 ’ - o rh
- bxh . y : ’
Sec.| Area y A d d2 Ad2 | 1g=TTT \ e : e o
4 . p : _ Cdlculo de las excentricidades ey
1 500 5 2500 1.1 123.4 61716.0 4166.66
2 400 30 12000 13.9 192.9 77172.8 5§3333.33 -
Sie, a0 La excentricidod @ producird esfuerzos nulos e los extremos |
€| 90 14500 | 138868.8 | 574999.99 Y
i ' de la seccidn para los sigufentes valores: !
I
"' P Mz
) fy’O“"x—-E-y...(l)
i .
L
o Mz = P x o’
SEONEN T WY I B
h
‘ - —h e ———
ok . _ . . e e sie N




nulos cuando

196388.83

e B

o & :
3¢ ) 3 : ’ . .
ny
ALT T TS ‘ 7 H
EJEMPLO 5 (Continuacién) T | EJEMPLO 5 (Continuacisn)
—— 9 . . ‘ . .
v - . Para el extremo de la seccién sitvado a una distancia z=25cm
sustituyendo M en (1) . ] "
‘ oy 1 107500
f= -{- --P—:——.L’-o s o0 . ’ ' ! OZ]-—A z --.m E'G =—4.77cm
z s \ . . .
despejondo . Yy para z =-25.0 cm
LI
o = — X (2) - o | 107500_‘77
Rl - % %0 FZay T 47 em ;
) arrem. L s
: o, . < . #Tem
E! extremo de la seccidn sitvoda @ una distancia Y = 33.9 cm, tendrs un es- : . * , | Ex
fuerzo nulo cyando: - ’ : ’ A i © em.
—_—— ] % ________ -~ 2
. 196338.83 A ] , ‘ .
% = — W— =-6.43 cm B ' ; i sdclee cnnn ':35 -
| , | :
. i !
El extremo de lo seccign sitvada o una distancia y = 16,10 cm, tendrd esfuerzos ¢ i

- 13.5em

*r2 900 . (1s.10)

Célculo de los excentricidados o

Los esfuerzos en los fibras més alejodas dal eje Y serin nules cuando se cumpla

lo siguiente Igualdad:
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6. MUROS DE RETENCION .

Los muros de retencién son estructuros cominmente prismdticos construidos con
maomposteria, de piedras naturales o ortificiales unidas con mortero a con con-
creto, cuyo funcidén principol es lo de montener uno diferencia de elevacién
del terrenc de un lodo o otro del mismo. Pueden wtilizane pora retener mate-
riales sSlidos, como granos en el caswo de 3ilos S tierro en ol caso de muros de
retencién de taludes, en los que se desea una inclinacidn mayor que el talud
natural del terreno. También son usadas en estructuras hidrulicos para formar
bordos o porte de los vasos paro olmacenamiento de ogua. Cuando s estabili-
dad depende de s propio peswo se llomo muro de gravedad. "

{wg,
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\ AR ) AN T A, e ¢ .

/ccra mnterior 8 —~

terrene o cmu

~

1epata
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aemencioture vsvel oa muros

6.1  Elementos que intcrvienen en la construccién de los muros de retencign.

Los elementas que intervienen en lo construccidn de muros de retencidn son tres:

.e! terreno de cimentacién, el relleno o carga que actia contra el mura y la

momposteria o concreto que forma el muro propiamente dicho.

Terreno de cimentacidn. las principales propiedades del temreno de cimentacidn

son: su resistencio al esfuerzo cortante, su compresibilidad y su permeabilidod.-
La propiedad de la resistencia al esfuerzo cortante es la propiedad que detemi-
no la capacided de carga del terreno, Con respecto o lo compresibilidad se supo
ne aqui que no existen posibilidades de asentamientos peligrosos. La pemezbili-

dad del terreno es determinonte para el cdlculo de lo supresién en lo base del

mufo.
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Material de rellena. La funcién primordial de las muros de retencién et contener '

el rellcno que se halla tras ellos, El empuje que ejerce el relleno sobre uno es-

tructura depende de su peso volumadtrico.

Mamposteria. El material por usarse debe estar sano, ser poco alterable y profe-

rentemente de alto peso volumétrico.




6.2 Fuerzos que Intervienon en ol célculo de un muro de retencidn,

Los fuerzas que actdan contra un muro de retencién, de seccién tronsversal, pue
den calcularse paro un segmenta de muro de un metro de longitud, en lo direc~

——T

cién normal ol plano del papel.

N S NP N _
—

Cuondo se onaliza un muro con contrafuentes por lo general los célculos se re~
fiecen al segments de muyro comprendido entre dos planos normales trazados en -

el centro de los mencionados elementos, p
SN

Los fuerzas que daben tomarse en cuento en el célculo de un muro, que por sim

plicidod se supone trapecial (ver fig 14) son: e Cioyg
r *
-,
! k3 L4
ta (ors
%
of
o -
[7Y> SRS
ovi X - PRI
ar,
rai s vow v el CR
f1g. |4 fusries que sstien on va mure

a) El pew propio del muro. Esto fuerza actia en el centro de gravedad de la
seccidn y puede colculone ficilmente dividienda dicha seccin en &reas de

forma simple y seré:
= RIWIBNGD

w» A xtox P
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' drea total de la seccidn tronsversal

©  dande o8 A e

1.0
Vma

: e

longitud unitaria (1.0 m)
LS

peso volumétrico de la momposteria o concrete

e Pura o fig 4 W, = W + W,

P Y . S 28

b) Lo presidn contro lo caro interior del muro con su correspondiente intensi-

dad y distribucién (Er en la fig 14 es ol empuje resultante de tal presidn).

e} Lo presidn hidrostética. Si se permite la acumulacién de agua en la cora

intarior del muro se formardn sobre el presiones hidrostdticos; esta debe evi-

, tarse instalondo un sistema de drenaje odecuado que elimine el exceso de

R agua (Eh, en lo fig 14, es su resultante).

T L g m i
d) la presidn de la tierra contra el frente del muro. El desplonte de un muro
de retencién debe colocarse en un nivel que goruntice la adecvada capaci-

dad de carga del terreno. Si la tierro colocads en el frente del muro ejer-
W

ce una resistencia, la fuerzo resultante se determinoré paro tomarlo en cuen

"ta en los célculos (E; en la fig 14, es su resultante). Esta fuerza miele omi~
e
tirse en los cdlculos aumentondo con esto el cosficiente de seguridad.

.

i

@) La componente normal de las presiones en la cimentacidn. La presidn en la

cimentacién se considera linealmente distribuida o fo largo de lo base, linea

» AR, dando lugar o su diograma trapecial, (£F, on lo fig 14 es ww resulton
1 i ' . te).

T - e Ry
' f Lon”chomponmto horizontol de las presiones en la cimentacidn, (la resltante
‘ k ‘ : de éstos efactos horfzontales se representa como £FH en lo Fig 14).

— it




9) Los supresiones. Cuondo el drenaje bajo el muro no es correcto, el ogua
puede fluir por debajo de él y originor supresiones contro los materiales
constituyentes del muro. A . o

A ]

Conviene hacer notar que existen algunos factores, cuya accién puede incremen

tar notablemente la magnitud de los empujes, tales como, los heladas, la expan

3i6n de los materiales de relleno, sismos, vibraciones y procesos de compacte~

cién.

i
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6.3 Célculo de estabilidad en muros dé retencién. Ce

En la estabilidad de muras de retencién influyen muchos factores que aqul, dada
lo finalidad de este trabojo no son considerados, como son las caracteristicas del !

terreno de cimentacién y del relleno, . G

Desde sl punto de vista del terreno de cimentacidn, el buen funcionamiento de
una obro se logra cumndo se tiene una capacidad de.curga mayor que la presién

impuesta al nive! de desplante y cuondo las deformaciones en ol terreno causadas

por dicha presidn producen asentamientos despreciables.
ol

Considerando al muro como monolitico, los condicionas de estabilidad que deben

cumplirse s0n:
. .o P ] .
~

1)  Que sea imposible la rotacién o volteo alrededor daf punto A (fig 15). Se
entiende por foctor de logufi&.'l'ﬂ contra volteamiento, el nimero por el cual
debe multiplicarse la fuerza resultante octuando en la cora interior del muro !

*  para producir volteamiento, este nimero debe estar comprendido entre 1.5 y

2.0.

"‘-“,J‘ JDJ

~i ol ok
: RIS

sl sl Fondere s
] . . ‘
“e Lobotant reloe L Em——— e o s oah o a s S el d

. ,‘ ' R S |

tig. 18 atnena's robos ) ot ovtren 1
o e e " e ptnew, Ak nedr . A
De la fig 15 se tiene: o g VI

E. s, - M resistents - W (a)

volteo M octuante E

2) No debe producirse deslizamiento entre la base del muro y el terrena, el
factor de seguridad contra deslizamiento es e} nimero por el cual hoy que
multiplicar el empuje horizontal, para que no se presente deslizamiento a fo
largo de la cara de contacto entre el terreno y la base del mura. El némero

calculado no debe ser menor que 1.5.

Lo resistencia a fuerza razante entre [a base del muro y un material no cohesivo
puede calcularse como el producto de la presion nomal por el coeficiente de fric
cién M, que puede considerarse segin los siguientes valores, paro mompaste

rio 0 concreto en contacto con estos materiales:

e Lo ety
. Roca sona 0.80 )
o N S N YRR
Material compacto 0.55 .
sired x slgmit &
Concreto 0.45
~ k.
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Se tiene entonces que:
A ZF .
. Fe 5. gaslizamiento * -
‘FH . -
' Lo o
L S — —
-éFv = la suma de las fuerzas verticales
# 3 FH = o syma de las fuerzas harizontales
' 3) (a ressitonde los presiones sobre e} terreno en la base del' muro deben estar
“wbre al tercio central del muro para que solo 1e presenten esfuerzos de com
presion. Estas pretiones o esfuerzos se calculon con la teorfo de la flexidn.
4) En ningin punto del muro deben excederse los esfuerzos pemisibles de los
materiales utilizados. Esta debe verificarse en un planc cuclquiera parolele
o la base del muro o en una hileda cualquiers, yo sea el muro de concreto
o de mompostaria.
A
En la tabla tiguiente se muestron algunos esfuerzos permisibles tipicos
[ Tabla de eifuerzos permisibles tipicos, l:g/cm2
tratecial Cortonte Compresidn Tensida
tamnpoteria de Jo.
! con mortero de cal 1.0 & 4.5 0.35
tAzmposteric de Jo,
con mortero de ’
cementa 2.0 9.0 0.75
Conzreto.simple 0.3V f 0.45 f., 0.4Vt
k
B % . SREE——T

!

A ah. o .

EJEMPLO & MUROS DE RETENCION
En este ejemplo se presenta. lo revisién de un muro do retencién de ogua.

La dnica fuerza que actGa contra &l es la debida ol empuje hidrostético dado
por la expresién Ey tt- H2/2, aponiéndose a dicho accién lo fuerzo que se
ocigina por la friccién entre suela-muro { /“ 2F,,) y ¢! pewo propio del muro.
Estos fuerzas provocan momentos actuantes que tienden a voltear ol muro alre
dedor dsl punto A, y momentas resitentes que e oponen o eflo, fuerzos ac-
tuantes también trotan de hocer que ol muro deslice sobre la base del muro
(linca AB), accién que se contrarresto con la fuerza originada par la friccidn
swelo-muro. Es necesorio pora la estabilidad del muro que no ocuma ni voiteo
al deslizomients y tener lo cerdezo de que se tiene un margen de proteccidn
ol cvol se fe denomina foctor de seguridad. Para el caso de volteo, el factor
de seguridad resulta ser la relacién momento resistente entre momento actuante
y para el caso de deslizamientq, ol cociente de la fuerza de friccién entre la

fuerzo horizontal acluante, este factor de seguridad debe ser mayor o al me-

w i s T ™
T i
’
.
’
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nos igual o un valor previamente establecido. » EJEMPLO 6 An6lisis de un muro de contencién

De lo suma olgebroica del momento resistente y el momenta actuante, se tiene

ol momento neta, que actio sobre la base del muro alrededor de su eje cen- ; DATOS:

————— troidal {AB /2), este momento es equivalente a una fuerza (componeate ver ) Logm

tical de la resultante) por una excentricidad (distancia del centroide de la bg’ coeficiente de friccién |

se, al punto de aplicacién de la resultante sobre la base); si esta excentrici~ suelo-muro /4 = 0.60

- dad se localiza dentro del tercio medio, Unicamente se presentarén esfuerzos

- H:3.40m Nota:
ds compresién en la base. :

considérese que no  hay

i.n magnitud de la resultante, se obtiene al aplicar el principio del porslelo- ‘ ‘ fw ————] b Y ofecto de supresidn.
gramo para wmar ws fuerzas componentes (EFH y =F,), siendo el éngulo . : foca sang /
que formo lo resultants con la horizontal, el éngulo cuya tangente es ol vo- : ] ‘ . X
for = Fv ' T Se_pide: .
B ) o) Encontrar los factores de seguridad contra volteo y contra deslizamiento

: I
=Fy _ ' ‘
. !
Finalmente para encontrar los esfuerzos en la base del muro se hace uso de la |

]
|
{

] fci itud | tant i | f
tearia de lo flexién aplicando lo expresion f = - —E- + TM' Y, comprovéndo : % B) La posicién y magnitud de la resultante, asi como ol éngulo que forma
. con la horizontal
te que swolamente 18 presenton eifuerzos de compresién y que la magnitud de es’ )
tos efuerzos son menores que la copacidad del teeno en que esté vdaplan.lfm_- R o - ¢) El diograma de esfuerzos normoles buio' la base del muro U
do el muro. ‘ .
EY N =
e beied ' '

SOLUCION:
) ng M e Y

Posicién y magnitud de los fuerzas actuantes

&"-'."if. w2 T—i j’

3

o

8
Ve ok v tiueen Db sy ob

I gv . 3 T £
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LEJEMPLO & (Contlnuocibn)

Coracterfsticos geométricas de fo bose

- 5.00 x 1.00 = 5.00 m? . veod ot wlee

- ———

-_235@..: 25 m ey i ek

™ bh3 = “‘0 x 5.93 . 10.41 m4 S e
12 12 - : : :

-—'- = 10.41 = 4,16

c 2.50

a) 1. Factor de seguridad contra volteo

' Chlculo de fuerzas verticales (ZF ) y momento resistente (MR)
i

Seccién Wl = Fvl brozo b: | Fvi x di
! (1.00 x G’-OO x 1.0} (2.4) = 14.40 4.50 64.80
2 (4.0 x‘ 6.00 x 1.0) (0.5) {2.4) = 28,89 2.66 76,60
=F, = 43.32 Mr =141.40

)

Suma de fuerzos horfzontales ( 2.F )

. - ‘ 2 - l 2 -»
FH-eh 5 b\. H < 0.0) (5.40) 14.58 ton

Momento actuante o de volteamiente

EJEMPLO 6  (continuacié)

My =€) (3 W = 0458 (39 = 2.24 1en

b)

rd
FoSe gy, = = ML | 55 s ,
- m'( "y = .
: Ma 26.24 -~
@) 2. Factor de seguridad contra deslizamiento ol -
Fuerza oponente al movimiento - By W
'
AMEE = 0.60 x 43.68 = 26.208 ton g -
‘ —
X F .
*FS - AED -“m=1.n> 15

‘" dex.
. F" 14.58

o~

\,

‘.,,) Posicién de la rewltonte, de las fuerros verticales y horizontales

Momento neto = MR — M, = 141.40 - 26.24 = 115.16 ton-m.

A
Xar M NN506 2.66 m(a lo ixquierda de A)

Fv 43.32

o

distoncia al centrolde de la bose

~

o 0 =~ XAR = 250 - 246 = -0.16 m (ver figuro)

N P

-

Par lo que cae dentro del tercic medio de lu seccién transveral y wlo hobrs

esfuarzos de compresién en la buse
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EJEMPLO 6 (Continuacién)

b) 2.

'

Magnitud de la rewltante

b).

Q- \j F2+ R - \1(43.32)2 + (14.59)2

- Vz'oa‘;.w -

. ,“r g ) . - -
R=  45.708 ton el S

3. Angulo de la resultante con la horizontal

EFy o ang tang 43.32
z-FH 14.58

9 = oang tang ang tang " 2.971
0= N : ke b=

Los fuerzas y sus puntos de aplicacién se musstran en la liguionfo figuras

——a WPy, WA
] r\ ;
o ) )
it - - : o N : xM Ct oM
H/3 51 80m. o :
ar, 3
|
I'-V:O.’Sn N
- 9s0.16m L
XamZegm N
8/321.68m B/3=1.668m 8/3v1.86m
[ 8/2 22.50m. .o _ 8/2°2. %0 . e
8:5.00m, '

et 8 o sl b olbem obwvi ol gmo mup o 1ot

0 i oon MURKY IR i GORT

i

LT B

ot A2

[P

EJEMPLO & (Continuacién)

¢)

Diagroma de los esfuerzos bajo la base Fa 00,2 - 000« 02 -

Aplicando la férmula de la flexién § = - L + M y e
A " s s
: " L
en donde: : by i a _c_' - - '
M= F xe = 43.32x0.16 = 6.93 ton-m
v e . ..> . - -L - ?
G 2
sustituyendo valores (
) P
43.32 6.93 |
' - - '—’4‘.5)‘ : TIT = - B.66 : 1.66 1 oh <o) \
Fo= = 7.00 ton/m? fg= = 1032 toy/m2 — - ‘
o ' S ...
ol diagrama de esfuerzos queda finalmente como sigue: !

" <10.32 toa/m?




EJEMPLO 7 MUROS DE RETENCION

En este sjemplo s presenton un muro de retencién de agua, pero a diferencia

de

bre él, estas fuerzas son:

o) Lo wpresién bajo la base del muro y :
b) Lo producida por materiales azolvodos : -

A

El onélisis se hace en la mismo forma que en el ejemplo &, pero consideranda
que estor fuerzas odicionales contribuyen al momento de volteo, la fuerza que
produca el momento reiistente, e el peswo propio del muro, el cual se descom-

pone en los pesos do dos volimenes mds sencillos, féciles de calculor.,
. o
El conocer la poslcién y mognitud de las fuerzas actuontes y resistentes condu

co a la obtencién de fos foctores de seguridad que muestron la estabilidad dol
muco contra volteo y deilizamiento, se comprueba que la aplicacién de {o re-

sultonte est6 sobre of tercio medio de la bote para provocar Unicamente axfuer

—_—

antarior, existen otrus fuerzas odemds del empuje hidrostético actuando w0 -

" R AR R _,‘
\
‘\q

zos de compresién en la bois, esfuerzos que resulton ser menores que la capa

cidad del terrenc.

En of célculo de los esfuarzos en diferentes secciones del muro, se comprueba
que los valores alcanzados dabidos al empuje hidrostdtico y‘ el peso propio del
muwro, a partic del nivel que se onalize, mon menores que el esfuerzo penmisi-

ble pora el material (Ff. =90 kg/cmz) siendo todos ellos esfuerzos de compre
sidn. .

PR Y N B ASIE
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EJEMPLO 7 Céhlculo de. la estabilidad de un muro de retencibn ) EJEMPLO 7 (Continuacién)
2 .
£, = 200 kg/cm H
{
DATOS: 300m : i SOLUCION:
— — fo= 0.45 f = 90 kg/em? o _—
__e= 2,2 'or\/ms B Célculo de la magnitud y posicién de las fuerzas actuantes —]
Dm. .
r w.= 1,0 ton/m3
. Reso propio W = W, ¢ W2 = (3.0 x 25.0 x 2.4) + (16.00 x 20.0/2) (2.4)
HAim. = 0.60 PP
e A e = 0.65° {0.5). = 180.00 + 384,00 = 554,00 ton.
P:Jota: El muro exté wieta a ; Fuerzas verticales
1 una supresién de 50.4 ton y a { :
SqQom. o i . Momentos con respecto a A
L un empuje del material azolva . - - . Cargo ton. brazo m. A
- Momento /+ ton-m
do ademds del empuje hidros~
W, = 180.00 . - 3150.
tético. La capacidad del terre ! 17.50 m 3150.00
o6IIma_633m . 8.33m.. ) -
—l19.00m,__ . no es de 40 ton/m _ ] ‘~ Wy = 384.00 10.66 m - 4093.44
t S = -50.40 12,67 m 4§ 638.56
Se pide : @) Encontrar la posicidén y magnitud de la resultante y éngulo que % 1
: = 513.40 ton ‘ ~ 6604.88 ton-m ‘
forma con la horizontal. . —
. 6504.88 .. ‘ : l
b) Encontrar los factores de seguridad contra volteo y deslizamiento, : VA = m‘ = 12,86 m (a la fzquierda de A) '
i -
c) Encontrar el edfuerio en la base. ' ;
d) Encontrar los esfuerzos en ol muro a cada 5 metros a partir de I . *
la base hosta los 20.0 m de olturo. i v b W
’ ) €
; / Cer G VK 4
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-EJEMPLO 7 (Continuacién) \ © ey
'+ Fuerzas horizontales o
Momento _con respecto o A
Cargo  ton. braza m.
- " Momento  ‘+* ton-m
Empuie hidroudtica = F= |, HZ/2
F = 1.00 x 20.0%/2 = 200.0 6.67 } 334.00
Emguje de szolves - 1.67 7.52
EA = 4.50 :
= 204.50 1 341.52 ton-m .
1341.52 6.5 wobre A)
W em——
. *HA 204.50 38 m o fobee
wiph '
a) 1, Posicién de la rewitonte de las fuerzos verticales y horizontoles B
~8 ¥
Momento neto = M, = - 6604.88 + 1341.52 = -5263.36 ton-m

A

. Mn 5263.36
X ° T TTEaS
AB 2
3 - o1 lo.u <3

= 10,24 m (o la izfiuierda de A)

Ab = 12,66 .°. io resuitonte cos en
: el tercio medio

y lo distoncia ol centroide de lo base es

19.00
2

. .’.;, - Xp = -10.24 = 0.74 m (o la Izquierds de AB/2)

b) 2. Foctor de seguridad contra deslizomiento en la base

-

EJEMPLO 7 (Continuacién)

@) 2. Moagnitud de la resultante

aoon bl om aee

R = \‘ Fnz + F2 - “(204.50)2 + (513.602 = 552.82 ten

R = 552.82 ton e A P
0.} » 00
a) 3. Angulo de lo ressltonte con {a horizontal .-
13.
@ = ong tang LA ang tang L ang tang 2.5N1
FH - b 204.50 }os ’
megurt Q. A .
9 = 8817 T o
Yo 8- - ' ""“;
b) V. Foctor de seguridad contra volteamiento -

MR 3150.00 + 4293.44 v
F. S. = N
vt " "MA " “em.se v iamsz o % > 20

A =gy

' 0.60 x 513.60 )
E.S. : . S s -
“ F = 204.5 >
- 'H
e B I §

LY RS

R 3

e —————
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EJEMPLO_7 (Continuoclén) ’ EJEMPLO 7 (Continuacién)
— LA A
S s I )
¢) Esfuerzos en lo base s .‘ d) Céleulo de la eshabilidad on las seccionos o 5,10, 15y20m sobre la
e . . ' , ) base - . ' ]
Se aplica la fémula de-la Flexién f = - L + M y : o - " ‘ g ‘
A T _ IR 2o v . ' e
donde: P = Fv = 513,40 ton o ™ 58 A . i [
” ' ’ . : . . e, .
A= 19.00x1.0= 19.00 m2 - : 4 ;
o . SR _ S T- rrrrr Secclones que se anolizan,
M= Pxe ioe= (TV_ - ¥2) - (XAR T ¥)= 074 m ; '; ! 1 Yo f ‘ €on s correspondientes em
. ‘ : ! il
o B i A e * hidrostét;
M= s1a.60x (B3 o ) 0.0 reem - Pules hideostiicos, sobrs ol
: 513.60. . . oo ’ Y : muro
bh3 . ) T ) i ) . 4 ) . PRI C
f o2 L0 x(9.003 | 571.58 m# o c ' !
' 12 12 . . o . . i 30 LI v
. L ."' o .
vk f
Y 95 m som (
. (o
w - 2.3
om D tiow
Sustituyendo valores . . Som
’ H
513.60 J380.06 &
¢ 9.0 % S5 50 = - 27,03+ &3 S N | R
: 2 2 3
f ™ = _2.72 to/m fg = — 33.34 ton/m 2.0m
—rfym —_—e? ten/m” l
La distribucién de eduerzos en la bose 1 menor que la capacidad del terre~
no que e de 40 ton/m?, Yy 38 muestra en la sigulents figura; -
‘ o " .
A . b N . st \ o
” : . Lo o = b = S ¢
' f‘:|”m|n| T : , ! :
il ,!.. 1~y ! . 2 _ .
,f " it <20.72ton/m . } ) X )
h‘/ . m . B S ’ - ei—— eor— - :




i LR
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EJEMPLO 7 (Continuocidn) ‘
b |
! EJEMPLO 7 (Continuacién)
Tabla de célculo de los efuerzos en las secciones del muro @ 5.0 m. s 1
|
Los resultados de este andlisis se muestran en las siguientes figuras. ‘
P ~ e I
- - do |
sec v ¢ “, fu y Ny, Mo x sl o __.__f____‘:-.':.m.‘ :".u'uu sctvan |
trend] {m) | {ten.-m] _{ton) | (m) | (ton.m) Mgt My |Ma/Fy - :
!‘Afc $30:2004 ‘ o
1.2} %130:20,2)2.4 10.20 | 3672 00{112.50 s | s62.30]-3100.50| 863 |11d ¥
1 360.0 : !
daver3001504 . ¢ y
5.4 €804100/2)24 gyq].193672 30.00] 3.33| 166.87 |-1370.08] 8.00 [a30 ! 5
- r2280 . v, TS nitee” Y98 4
- ’
) =a¥e +(3 001004 l { . a
s.8 40:90/21249 79]-4%284[12.50 {1.67| 2087 |-438.9714.37 [1.07 ! F.S. qrtizomigare” 1307
. 960 ! |
€), Y200.0%0n. |
agle r(304350 {
7-8 w24} 150 . et ' 5
3 - " 4y t
l 'I" s ) Rt 353282 t0a
5 T 1
A $:50.4 na
: [
continuaclida _ e3a 2 67w )
" B.TEM, e 1024 m -
PR B LA LRV 1‘ v opm, [ . conciusidn asa, 10.66m. .
L4 A (=) (ron £ md w*Fy . - -
fi=.3483 ’
tasultantes y sefuerzon ea [}
2.081130{24a] 408 80 |28 23 | 7 30 [h10 8% 3717 | 72239° | estable . P . 5.0m —_—
f2:-.1013 seccienss ot myro | 'ZLOO ton. ] . .‘ .
] o e ene e e ; f
3 +-2638 - - 2
296{11.0;-207)14.00 [ 110.91 | 8.50{* 3.5 231 268[77°38 | sntable ' 0
- : 1fae-13 08 '
fy2:. 2629
4 99 70 L.i3anjio2.72| 20.88] 3.5 1258 6.6 | 82°35' avtadie
tga-13
s.ola2ad 12,00 90° | antedle
20000 Yon
f ,
.
o — " R TIITTTT -
| il ] I T mEmee——
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ANEXO o e

CALCULO DEL VOLUMEN DE ESFUERZOS (FUERZA NORMAL) Y CENTROIDE
(POSICION DF LA FUERZA) PARA UNA DISTRIBUCION DE ESFUERZOS ELAS-
TICA LINEAL Y UNA POSICION DEL EJE NEUTRO CUALQUIERA.

A.1  Descripcidn del problema

Al octuar wobre lo seccién triangular fo voriacién lineal de esfuerzos se generon

dos volimenes, representonda uno la fuerza de compresidn y el otro la de ten~

f
3ién como se muestro en lo figura A-1, i

. Py tempresidn

'I_ tonsida

'f;'
Flg. (A-1) Volimenes geanerados por varlocién lineal de sfusizos

e e

Yoy

e KRR Tl it A

A.2 Volumen sperior

Primera sa analizaré el volumen superior, fig A-2, en el cual se tiene qua .

C o
o

f‘ = f(c) sl s "fy. (sa obtiene por trifngulos semejantes)

eyt (g)
ye-2gpec H
e
_ s "':':';:::::" (*) Recta de interseccida
l_‘ del plano vertical de 3i-
. s .
X metria con el plano que
) / limita la caro exterior del
'z(‘Ony . I Y pe ot ope
- c : ’ . volumen.
Fig (A-2) Volumen superior de esfusrzos '-;

Sesscoge uno region en el plano xy como te muestra en lo fig (A-2) y pora fa-
cilitar el proceso, ya que el volumen total presenta simetria con respecta a un
plono vertical (plono yz), 38 anolizard wla la mitad del «volumen total. Si se

observa la fig (A-2) se nota que Jos limites estan dados por las rectos EP_;, asi’

como por al plano genemdo por la ecuacién de la recta PPy, por lo que se

proceds a determinar dichat ecuacionas,

et

4

C = constante (supuesto) T RV
. . Xo = fe) (se- obtiene por medio de tridngulos semejontes)
'l = fy st 52 < fy L ¥

R SV TN

i
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A.2.1 Obtencién de lo recta PZFJ

Lo ecuacién general de wna recta est§ dado por la ecuacién

y. = mx+b

donde m = pendiente y b = ordenada al origen.
R 2c T - o
R AR

A.2.2 Obtencién del plano generado por lo recta PoPy

-
Pyio, ) ;T ’l(l.,c).
e 1,y
N .
[ s
Pe (0,0)

Otra forma de ecuacién pard una recta @3 (y -~ y1) = m (z - z1) + b por lo

© que al stituir valores so tiene

¥

C(y-c) -',—',‘— (z-%)

c cf
(y-¢) n ot .
v(y-c)-rf-'z-c
- S ° - -—'!- L
Yy 7'—' z o« o z y <

P

por lo tonto la regién que se integrard esté kimitada por

A.2.3

°_<."<. !23' 0 _<7<_ -%xi‘c,o $z {yfT'}

{medio volumen superior) usando lo integral triple

»/2 '_zéu’c ’a!i
LA dxdydz =
2 b Jo °

-




-

5 .
i 5 o . 3
Esta integral tiene la forma Icu" de ! y la fuerza rotal que origina el volumen superior esta dada por
!'-'i‘:_e.l +¢c y du't.zl—f dx ) L ) v . Fi ={fixec)s 6 T T Ty
como se observa en la integrol anterior falla el término constante ~ zx: .

pava tener completa la diferenciol. , » L e e , A.2.4 Obtencidn del centroide del vol T' {media ‘volumen superior) J
; . ‘ . g ) i
. ™ por medio de integral Iriple. ~
Completando la diferencial o Integrondo se tiena: ) \
- ydv p
noe; El centrolde esta dado por la axpresién y- v (2) ;

] .
e - “’sz_“lz"')[zu"x“. 173 I Lo T L ’ El término J.J.J"' ' se abtione de la siguiente forma:

: LT v : £ -
5 (2 o ’ Re/2 3cxve  dyfve [ 2eree y1, £
sz = -0, /4czn.)wu[(-zu-.m./z)+ c]-c” ) - ydudy oz » y 2 L dxdy=
, _ \ : o ) 0 o YJb .
TTTTTT TP peXmese T e
F/2 -(',/4:21( n/s)[-c3] = U, neli2 ' ' 2.% 2
y(irt,1/e Jaxgy - U e ) andy
S i l . 5 e oc, (o] 0 ten ai. . . 0 0
. - . s »
. . BN 2 oewm
ote V'IF'IZI(" xecV 12 (1-0) - ~ e Zlg:c Xe /2 s ;MOG
ti/¢c ,2 dxdy = /e ¥ *e o =
e @i . i vo . 0 o] 3 lo ‘_
' L3 .
o e . . R T - N " Re/2 ‘ .
{1/¢) [-gc_x + c]3 | dx = (4,/3¢) (-2e¢X/me s ¢ )3 LI
. e 3
L ‘ Jo . vo




7™
completando fa diferencial ¢ Integrando v s A ol oy
? :
-f ZascPdn s - s [-zil-u- -Lrt'
S NE Y 0(1-.' * g-;&[,. 4‘.0 '
% (c%) . f %o 2 itk
6c 49 24 } '.“t "y
oo ’ y dv = l’-l!_‘.z :
24 '(3)
_— -
Al sustituir los valores de (3)y (1) e (2)
o KR ¥ 4 b o
e 3 e
y W EE L e N
V' '."ZC 24 Xeo 'lc 2 ’
oe y - % ‘ (4)

Como se menciond anteriormente, este controlde es de la mitad de} volumen, por

Jo que el centroide del volumen total se obtendrs tomanda momentos con respec-

to o la base del mixmo, fig A-3.

RPN

bl T

Ho oo men:

cogie on wln g

Fig A-3 Centroide del volumen superior de efuerzos

)

de la fig (A-3)

Py + (R )« F
(5§ + By 16
N! T
X 28 () . Ag
: 2
PR -5. )
(s)
[ ) vl RN
®s ol centroide total del volumen superior da esfusrzos
A.3 Volumen inferior |
~—Mon Inferiar
Después de analizar el volumen superior, s analizars shora ol volumen inferior
F2, que al igual que el anterior, paro facilitar la integracion en la obtencisn
del_volymen y centroide, se tomors solo la mitad,
»

Y




La distribucién de esfuerzos mostrada en la fig (A-1) indico que el volumen in- . de donde se despeja x
ferior, Fyr €1 una cuna triangular con base en forma de paralelogramo y coras : -

(y- -] [xer2 - bs2 = thee)x-xr2)
_ tropacioles, como se muestra en la fig (A-4)

par

[[y ~th-e)] [ nev2 - v/2] /(—h-c)]o Xe/2 = x

R

xx y(%e/2 )W (h-c)-bys2(h-c) ~(h-c)(x) /{h-c)(2) &

(hec)d/7(n-c)l2) 4 x4/2

R ol
Y
R —

Fig (A4) Vol;aman inferior de Qums ) : o T . ' . X® Y% /2{h-c) - bys2 (n-¢) - Xe/2 4 b/2 4 3./2

o x:[yl.-by]lz(h~c) + b/72

m . Escogiendo la regién en ol plano Yz (region y) se procede a encontrar las [jmi~ ‘

—

A.3.2 Obtencién de la recta PP

3
!
: d - 3
tes de integracién. i
y
A.3.1 Obtencidn de la ecvaclén de lo recto PePs 4 + - — T
. i —1 A Py (ON-¢c) T
. R — ¥= mz4d ' '
y .
-
1a/2 r N
] ecuacidn general de wha recto |
Py %/2, be) ) ‘ -y — z ya’L“’x ¢(h-¢)
#(0,0] t

4 (o,vz)

FRLSE N

Rk -y e -9 (g-u :‘ '
o) Y-y .(T:-_xﬁ (x-n e ) . despejando g :
Psiv/2,0) ’ ‘
p
M 4(0,0)

[ 72 ]

y-{h-c) « -{h-c),
f2

-(h-¢) = {h-¢) -{0) - e
) . y-(h-¢c) m(x./z)

- . ——




[r-th-e1]ty =-(n-c)z

1,

222 2 Tfy-(h-c¢)
(h- c)[ ]

.

yh, ¢+t (bD_¢)
th-c] Th-0)

(h-¢c)

"'Z' yf

)

o .z f [I -{y/(h~ C))]

La regién que 18 Integrors exnd dada"por los sigulentei Ifmites:

Ry 0 2y % (hee) , 01 <

[+ -1

N

® 2[!/2(h-c)](yl. -by) ¢ br2

- 12 ['-(y)(h-c))] '

n

A.3.3 Céleulo de {modio volumen inferlor) usando Integral doble.

%’H"’“ . J‘M’ L'z"'"(n-e)

[}

( 1/2(hcMyxe -0y ) 40/2] dyar o

"

—r o
by

TSN RS GRS N et POV

12

(h-c)

[zThJ?T("’ by) owz] I'Z(“'/("-c)) o .

(h-c)

[ITL‘-T:T"""”“”’Z][' - fzy/(n-c)] dy =

th-¢)
/T(‘RLET'- (yxe -by) ¢ f2b/p -[y'z:((h—c)ztz))](n. -by) -
o

dy =
n-C
. : |
e (h-c) (n-c) ' (he)
dy - - =
m'%;,—(n.-by)ay 0J y J J._Ly(,.. -by) dy j-—(’;_’a dy
Y (1]
{h-c) (h-0)
. - b 2)' + b 2 I
znc("zL ‘5“0 %"I = b= [ ’L'f ’3‘-]
th-¢)
bt yz’ .
E‘E-c 0
2
—2_ f(h-c)(ne-b) & fab(n.c) . ¢
4(% c)[ ] '?T 72—

2{h- c

[(h-c)’(x.-m] -3 12 :)2




13_m~c)(-.-n 4 _'Zéh-c)- Lyh-c)n.-b) -

f5b(h-c) =
5

12 (hele-t) - (h-c)(na-b)
3

@(n-c) bolalh-cl atahocib e ! f200-Cdb i fa(nc)e
[ 6 12

{"?;' fz(he-c)(blgzo_) e _;_ s(h-c) bt xes2 ' . (6~ a)
y lo fuerzs total :

by - 'ZM'CHZ’[’E’“?]

: r(h-c)Z(be:.
. Fye JT? )

FR t".fz[hs-cHZbol-)

(8)

fob(hec) = ¢ b(h-c) 4 ¢ h-clxo-b) =.
s SFLED) .2‘—{z.~_A

S o M

A.3.4 Obtencién del centroide del volumen F2

—_

{medio volumen inf erior)

v

El centroide esta dado por la expresisn

14

on la cual el témino ,”J’“ resvite igual o

0

. ) [i-{z-m(h-b)‘ ?dedz =

(h-(:)y2 , 12-byAN-c) (h-c) ) _
IR =TS s J, Gaten st

3
[o]
(l"-c)2 (h-c) (h-c) (h-¢)
3
$25° (xe -b)dy 4 byts gy . 2y -b)dy - ty2p
J’\oz(h_c) J;) 2 2 o Z(h-c)z(“ ) dy o .2% —

2 2
f(h-¢)x, - + bjh-c) _!2 h‘c)z
2—LLDJG 1] < kg_

{xe -b)-%g(,.-cl x 'z(h-c)?x.-bXé-é ) 12(h-c)zb(£ -4

- - 1ath-0% s N-0d
24 - 24

2 2
12(h-chne 4 12(n-0)%
12 " 23

2
oo Jjjydv a kM (xeebd)
24

(7)

(h-¢) L1-yAN-9) (h-c) f2-Ly/(h-c) .
. j J Y[Z-{;’Td(yx.-by) ;%dedz =f
o

il




] B ; . Hhh

£
’ g,
15 . o oo 16
El centroide se obtiens al sustityir (6-0) y 7 en (2) s e - o
F ' '
_ o (3217+ (f2y =G, K, »
2 . 4 ' - - [P
f2(n-¢) (% sb) ) , L o IR
< . 24 s (h-c) (xeeb) ) . - ¥ L e ) ' '
1 2 (xe $2p) _ o 2(f2)y . G5 Fy
f2 (hs-:)(,./z +b) o L . ' 2

o V=0

oo § 2 (h-c) (xo4p) - o .8)' . - . : '
;_, T Thra ! o

Para referir la fuerza al ¢je neutro 54 hace

Al igual que en el volumen superior, el malum se ha efecruado para [a mitad del

volumen Inferior, por lo que ol centroide se determinard tomando mome
to 3 Ja base,

!

nfos' rospog_.v n
€omo se aprecia en la fig A-5.

Loy

| N ‘ 62 (h-cy-.6; i(10)

Por lo que sstituyendo el valor de G'2 se tiene

o ] st o ) (o

Fig A-5 Centroide del volumen inferior




A.4 Obtencién de Dl y

0

2

FERR PN

€l eje neutro puede localizorse abajo del eje centroidal o sobre &1 por lo que:

W 4 p-d <o <0

D' = Gl - ".I

17

TME % 2

|

PSR

NOTA: Al suponer la posicién del eje neutro con respecto al eje centroidal se §
tiene la distoncia e; con esta distancia y la posicién de los centroides de cada
uno de los volimenes de esfuerzos es posible deteminar la posicién de las fuer

zas con respecto al ejo centroidsl. Generalizando se puede decir que —

v ezlel v By = Gy3e

(12)




