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1 curso de “Mecdnica de Materiales II1" se refiere fundamentalmente a la -

estabilidad de los elementos estructurales esbeltos. £1 capitulo IV descri-
be los métodos para el trazo y el uso de los diagramas de interaccion de --
elementos estructurales a flexocompresion, que se aplican principalmente en
la revisidn y el disefio de columnas cortas de concreto reforzado, lo cual -
es un complement0o necesario del tema relativo a la estabilidad de piezas a
flexocompresion con efectos de esbeltez, cuya teoria se presenta en el capi

tulo V. ST ging25

-
En todos los cesos que se ha tenido oportunidad, se ha procurado el desarro
110 de cada tema, con aplicacidn de los conocimientos basicos de la IMisica
y de la liatemd:ica, para de esta manera lograr la deduccidon de las formulas
con el debido rigor y mostrar a los estudiantes la necesidad de contar con
esos conocimientos, para el entendimiento cabal de las materias técnicas --
que son el sustento de la carrera.

En aquellos ciasos en que el proceso matematico para llegar a alguna formula
de aplicacion, estd fuera del nivel correspondiente a la licenciatura, se -
presentan los mismos en apéndice adicional al texto, como por ejemplo el --
planteamientc y resolucidn de la ecuacidon diferencial fundamental que expre
sa el pandeo de placas planas con carga en su plano. En repetidas ocasiones
se hace uso ¢de la literatura técnica apropiada, lo cual se indica haciendo
referencia a diversos autores.

Al final de cada capitulo se presentan diversos ejemplos ilustrativos que -
pretenden orientar al alumno en la aplicacidon de la teoria.
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CAPITULO 1.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A COMPRESION AXIAL.




CAPITULO I.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A COMPRESION AXIAL.

I.1 Introduccidén al Problema de Estabilidad, Equilibrio Estable, Ines-

table 2 Indiferente. Conceptos de Carga Critica.

Cuando una columra corta de cualquier material, se somete a Ta accidn de u-
na carga axial creciente que parte de un valor nulo, se observa que esta -
carga se puede incrementar hasta que el esfuerzo de compresidn que se produ
ce 1lega al valor correspondiente a la resistencia Gltima del material, que
en el caso del concreto es el valor de fé y fy en el caso del acero.

Sin embargo, esti situacién no se presenta en todos los casos, ya que la lon
gitud de la colunna es un factor decisivo en el comportamiento de elementos
sujetos a compresidn axial, aln suponiendo que la columna fuese perfectamen
te recta y la carga perfectamente axial.

Cuando a una columna larga se le aplica una carga axial creciente, se obser
va que, cuando la carga llega a un valor determinado, se produce una flexidn
stibita, y si se continda incrementando Ta carga se produce de inmediato el-
colapso de la pieza. Bajo estas circunstancias el esfuerzo correspondiente-
a la carga que produce la falla, resulta menor que el de la resistencia Ul-
tima del material, esto significa que el colapso del elemento no se debid a
1a rotura del material, sino a que la columna ha perdido su estado inicial-
de equilibrio. Este comportamiento es el que caracteriza a este tipo de pie
zas.

A la carga para 18 que se inicia la falla se le 1lama "carga critica" y a -

la falla en s, falla por "pandeo" de la columna.

E1 problema de pandeo es entonces un problema de estabilidad y no de resis-
tencia.

Una columna estelta de eje recto bajo la accién de una carga axial P, perma
necerd tedricanente recta y s61o se comprimird sin flexionarse. Mientras P-
se conserve meror que cierto valor 1lamado carga critica, denominado como -
Pcr’ al aplicar a la columna una fuerza horizontal, ésta se flexionard, pero
volverd a su condicidn recta después de cesar esa fuerza.En este caso sedice
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gue la columna estd en "equilibrio estable" (fig. 1-1a).

Al tomar P gradualmente el valor Pcr’ si se aplica una fuerza horizontal a -
Ta columna, se producird en ella una flecha que ya no desaparece al dejar de

actuar esa fuerza horizontal; se dice entonces, que la columna estd en "equi
1ibrio indifererte" (fig. 1-1b).

Si el valor de F se incrementa gradualmente hasta un valor mayor que el de -
Pcr y se aplica una fuerza horizontal a la columna, ocurrird en ese proceso-
el colapso de la misma. Se dice en este caso que la columna estd en una con-

dicién “inestable" o de "desequilibrio" (fig. 1-1c). Este fendmeno de inesta
bilidad se llama pandeo.

En las figuras 1-1d a 1-1f se presenta una analogia que puede ayudar a visua
1izar los conceptos anteriores.

t l¢§ l
A

(a) {p)

(d) (e) (1)

Fig. \—1. ESTADOS DE EQUILIBRIO:(a)y (d) EQUILIBRIO ESTABLE (b)y{e) EQUILIBRIO INDIFERENTE,

(c)y (f) ESTADO INESTABLE O DESEQUILIBRIO.
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La determinacién de la carga critica para columnas fué realizada por prime-
ra vez por Leonnerd Euler (1707-1783) y a €1 se deben los primeros estudios

teGricos sobre el comportamiento de columnas largas.

E1 disefio de columnas es en general mas complicado que el de las barras su-
jetas a flexidr o torsidn. Si una columna es larga en relacidn con su sec -
cion transversal se dice que es esbelta y puede fallar por pandeo, esto es,
por flexidn y cesviacion lateral, en vez de fallar por compresidn directa.-
E1 pandeo puede ser eldstico o ineldstico, dependiendo de la esbeltez de la
columna.

A fin de investigar el comportamiento de columnas, consideremos primero una
columna esbelta, de claro L, sometida a una fuerza vertical P, aplicada ex-
céntricamente para la cual el miembro se mantiene enequilibrio externo e in
terno (fig.1-2). La columna estd simplemente apoyada en sus extremos y la-
excentricidad q. se mide desde el centroide de la seccidn transversal a la-
1inea de accidén de la fuerza P . Suponiendo que el plano XY es un plano-
de simetria de Ta columna, se observa que ésta se flexionard en el mismo --
plano.

P

Fig. [-2. COLUMNA CON FUERZA EXCENTRICA

ET momento flexionante en la columna a la distancia Y del extremo inferior-

es:
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donde x es la deflexidn o flecha lateral de la columna en cada punto del --
eje de ordenada Y. Como consecuencia de la presencia del término x en la -
ecuacion (1.1), se concluye que, para analizar la columna, se requiere la -

determinacion de este término, para lo cual debemos resolver la ecuacidn di
ferencial de la curva elastica.

La ecuacion diferencial para la curva eldstica (o de flexion) de la columna

es, de acuerdo con la teoria de la flexién:

L1 I M
I e R T ( B
sustituyendo 2n (1.2) el valor de M dado en (1.1):
o= - ,F’L('Lf_j- x)
0 sea
Wy P B
R R I S )
introducienco la notacion:
s P
ke = R siendo k constante,
se puede escribir la ecuacidn (1.3) en la forma:
x" + k'x = - I*g - - - - - - - - - - - - - (1.8

Fsta ecuacidn es diferencial lineal con coeficientes constantes, no homogé-
nea, y su solucidn consta de dos partes:a) la solucidn de la ecuacidn homo-
génea correspondiente obtenida sustituyendo por cero su segundo miembro, y
b) la solucidn particular que corresponda al verdadero valor del segundo --

miembro.
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a) Solucidn de ’a ecuacién homogénrea.

La ecuacion homogénea

X"+ KPx =0 e e e e e oo oo oo (1.5)
puede renresentarse mediante operadores por la expresién:

(aD?+bD+cD°) x = 0 - - - - - - - - oo oo (1.6)

Ny

en 1a que a = 1, b=0, y ¢ = k
que:

(D?+k?) x =0 === - - o - - - - - - (1.7)

La ecuacidn algesraica caracteristica de (1.7) es:

D?+k” = 0

de donde D? = - k?

cuyas rafces sor D1 = 0 + ki
D2=O-k1.

Obsérvese que l¢s rafces de la ecuacion caracteristica son nimeros complejos
de Ta forma *iui, en donde X v u son nlmeros reales. En consecuencia (ref. -
1.1) Ta solucidn general de la ecuacidn diferencial (1.5), es decir, Ta solu
cién complementaria de (1.4) es:

Xo = ey [Cisen uy + Cocos nwy] -~ = = = = = = - - (1.8)

teniendo en cueita que » = 0 y 1 = k en la ecuacidn (1.8), resulta:

0
Xo = € Y[Cisen ky + Cpcos ky]

0 sea : X, = Cisen ky + C, cos ky - - - (1.9)
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b) Determinacidn de la solucién particular.
La ecuacién (1.4) puede escribirse
(D%+k?) x = - K¢ o= - - - o - - oo - - (1.10)
Obtengamos la ecuacién diferencial lineal homogénea cuya solucién general -

es la generalizacién del segundo miembro de (1.10), o sea - k?’q = Si; su ge
neralizacidn es:

5180y para 5 = - k’q

luego entonces proviene de la ecuacion:

(D-0) x =0 e e e e e oo oo (1.11)
aplicando el cperador (D-0) a los dos miembros de (1.10) se tiene:
(D-0)(D*+k*) » =0 = = = - - - - - - - - - - (1.12)

la ecuacidn algebraica caracteristica correspondiente a (1.12) es:

(D-0)(D*+k*) = 0

cuyas rafces son B = 0, a; = 0 + ki, az = 0 - ki; por 1o tanto, su solucion
general es:

x_ = Si1eY +Cisen ky + C,cos ky - - - - - (1.13)

restando a cada miembro de (1.13) la solucion complementaria X, dada por la
ecuacion (1.9)
Oy

X = X_ = 5;0
c 1

pero como
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— O_y
S e
Xp

Ay

puesto que e = 1

la ecuacidn (1.1%) es vdlida como solucibn varticular de (1.4) para cierto -
valor de S; que c¢btendremos verificando (1.4) con:

X = xp =5,
0 sea 0+ k3S;= - kq
por lo tanto Si=~q = - - - - (1.16)

al comparar las 2cuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos la solucién particular:

=0 e (1.17)

La solucidn general de la ecuaci6n diferencial (1.4), de acuerdo con la i --
gualdad (1.14) es, en consencuencia, sumando miembro a miembro las ecuaciones
(1.17) y (1.9)

Xg = Cisen ky + C.cos ky - g

como xg representa laabscisa de cualquier punto de la curva eldstica de la -
columna, esta iqualdad es la ecuacidn analitica de dicha curva, por lo que -
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la podemos escribir simplemente:
x = Cisen ky + Cocos ky - g - - = - = (1.18)

donde C. y C. son constantes arbitrarias de integracién que 2 evallan a -

partir de las condiciones de frontera. Tales condiciones son:

aplicando la orimera condicidn en Ta ecuacién (1.18) se tiene:
0=0+ C;: - 1]
. Cz =g

aplicando la segunda condicidén en la ecuacidn (1.18) y sustituyendo C, por-
su valor, se “iene:

0 = Cyisen kL -~ g cos kL - g

entonces

C, = (1 - cos kL)
1 sen kL

pero

1- cosa _ _ ésen’o/2

02 (53

sena 2 sen 7 C0S 7
- cosa o

1 - cos = tan =
sena 2

.0 =g tanA%%

Sustituyendo C1 y C. en (1.18) por sus valores, la ecuacién de la curva --
eldstica es:

x =g{tan %%Asew ky + cos ky - 1) - - -~ = (1.19)
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Conociendo Ta excantricidad q, y 1a carga P, se puede calcular mediante la
ecuacion (1.19) 1a flecha de Ta columna en cualquier punto.

La flecha maxima, que ocurre en el punto medio de la columna, se obtiene ha -
ciendo y = L/2 en la ecuacidn (1.19), lo que da:

§ = q (tan %%»ser<%1 + ¢0S %; - 1)

por identidades ce funciones trigonométricas tenemos que:

sen’o

ana sena + cosq =
t en cos oS o

+ cosa

sen’a + cos’a

tana sena + cosa =

cosa
tano sena + cosa = 1
a CoSsu
tana sena + Ccosa = seco
por 1o tanto:
_ KL
§=q (sec 5 - 1) e ¢ Sy A0)

Como caso especial puede observarse por esta ecuacidn que si P = 0 (1o cual

significa que k = 0 y sec kL/2=1), la flecha &, es cero.

Pcr

q3 > q2 > q!

Fig. 1.—3. DIAGRAMA DEFORMACION TOTAL - CARGA,PARA LA COLUMNA DE LA FIGURA |-2.
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Si ahora seleccionamos un valor particular q;, de la excentricidad q, y ha-
cemos crecer progresivamente la carga P desde cero, se puede trazar,a par -
tir de la ecuacign (1.20),una grafica deformacién total-carga (P,§). Tal -
grafica se muestra en la figura 1.3, y se ve que la flecha & aumenta a medi
da que lo hace la carga P, aunque la relacion no es lineal. Si se elige un-
nuevo valor g; mayor que q;, entonces el valor de 1a flecha &, crece mas rd
pidamente a medida que P aumenta.

Teorema.- La recta horizontal R, de ecuacién P = n°EI/L?, es asTntota de to
das las curvas (P,8) de ecuacidn (1.20).

En efecto, se tiene que

sec-%% >+ o

cuando

KL
2

2
por lo tanto, de la ecuacidn (1.20), resulta que

§ »+ cuando

KL,
2

VT

En el Timite:

=X
> T3 » 0sed

kL

I
=

de donde se ob=:iene:
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pero como k* = P/EI {en que k es constante), se tiene:

por To tanto, sec klL./2 -~ + « cuando P -~ w? EI/L?; entonces, por la ecua-
cidn (1.20)

§ -~ + «,cuando
T2 El

P - =
LZ

en consecuencia, la recta P = m?EI/L°? es asintota de toda curva de ecuacién
(1.20), con To cual el teorema estd demostrado.

Ahora bien, si la carga P es axial (q = 0), la flecha § obtenida de la ecua
cidn (1.20) es cero para todos los valores de kL/2 menores que m/2, porque-
en todos estos cesos el segundo término es finito. Por lo tanto, la flecha-
permanece nula cuando kL/2 es menor que n/2, o sea,cuando P es menor que --
m?EI/L?. Pero cuando P = w?EI/L? la flecha & resulta indefinida por la ecua
cién (1.20), es decir, & » + « cuando P - m2EI/L?, y entonces & puede tener
cualquier valor arbitrario. Esta condicién estd representada en la figura -
1.3 por la recta horizontal R.

Con To anterior jueda demostrado que para la columna simplemente apoyada en
sus extremos, sujeta a carga axial,el valor de la carga critica es m?EI/L?:

5 G (1.21)
L2

PCY‘

La teoria anterior es valida si la flecha § conserva valores pequefios para-
no exceder el 1imite de proporcionalidad. Como Ta relacidén de Py § es no-
lineal, no puede aplicarse el principio de superposicidn y,como ademds, la -
carga P produce flexiones adicionales a las producidas por el momento Pg, -
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Tos momentos flexionantes finales no pueden calcularse independientemente de
las flechas.

Si la fuerza axial que actda sobre la columna de la figura 1.2 es extremada-
mente pequefiz en relacion con la carga critica (P < 0.02 Pcr) entonces la -
cantidad kL/Z serd To suficientemente pequefia que permita representar la fun

cidn secante por Tos dos primeros términos de su desarrollo en serie:

kLo kL2
sec 5 = L+ =g+

sustituyendo esta expresion en la ecuacidn (1.20) se tiene:

_ k’L%g
8 =73
,%:PJL_Q
- EI

Este resultadn concuerda con la flecha en el punto medio de una viga simple-
mente apoyaca en la que actian pares Pg, de sentidos contrarios, en ambos ex
tremos. Por To tanto, se puede concluir que siempre que P sea muy pequefia en
relacién cor Pcr’ como en el caso de un puntal corto, se puede despreciar la
interaccién entre la flecha y el momento flexionante y se podrdn emplear las

formulas usuales de las flechas de vigas.
Momento flexionante méximo.

E1 momento flexionante mdximo en la columna Tibremente apoyada en sus extre-
mos, con cargé excéntrica, de la figura 1.2, ocurre en el punto medio y estd
dado por la ecuacion

M . =P (ag+3d)

si sustituimos en esta ecuacién el valor de & dado por la ecuacién (1.20) te
nemos:

- ;-_k_l"_ _______
Mg =P asecs --------om - (1.22)

Una grafica de la relacidn Mméx/Pq con P, se da en Ta figura 1.4 en Ta ---
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que se ve que para valores muy pequefos de P, el momento flexionante mdximo
es Pq, que es el momento flexionante en Ta columna cuando se desprecia ele
fecto de las flechas; de agui que Mméx/Pq = 1. A medida que P aumenta, el -
momento flexionarte crece en forma no lineal y tiende a infinito cuando P--

tiende a Pcr'

Fig. |-4. GRAFICADE LARELACION Mmax./Pq CONRESPECTO A P,PARA LA COLUMNA OE LA Fig.1-2.

ET esfuerzo mdximo de compresién en la columna, que se produce sobre el la-
do c6ncavo en la seccidon al centro del claro, es:
M

- P e
fc mix A TS

X

sustituyendo Mmﬁx por su valor dado en la ecuacidn (1.22)
P . Fq KoL

f = _ﬁ+ 3 sec 7 \123)

donde A es el d~ea y S el médulo de seccién de la coiumna.

En la teorfa anterior se ha supuesto que la flexidn de la columna se produ-
ce en un plano de simetrfa (el plano XY de la figura 1.2). S la columna - ~
tiene dos planos de simetria y la excentricidad a, no estd en la direccidn-
de uno de los ejes principales de la seccidn transversal, es necesario des-
componer el par de flexidn Pg, en dos pares componentes gue actden cada uno
en un plano de simetrfa de la columna. La flecha en cada planc se calcula -

separadamente ¢plicando la teoria vista.
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1.2 Carga Critica en Columnas El&sticas Sujetas a Carga Axial.

Efec-o de condiciones de Apoyo. lLongitud Efectiva de Pandeo.

Lorgitudes Efectivas en Columnas de Estructuras Reales.

La carga critica de una columna puede calcularse de manera directa conside-
rando el compo-tamiento de una "columna ideal", la cual se supone perfecta-
mente recta y comprimida por una carga aplicada en el centroide de la sec -
cién transversal.

Se acepta gque una columna inicia su pandeo cuando la carga axial P, es igual
a Pcr" Durante este proceso, si los esfuerzos actuantes en la columna no ex-

ceden el 1imite de proporcionalidad al 1legar P al valor de P se produce

cr’
el 1lamado pandeo eldstico. En las columnas con este comportamiento, la car
ga critica Pcr es de hecho 1a carga GTtima y deberd tomarse en el disefio un

factor de seguridad para fijar la carga admisible.

Si los esfuerzos actuantes en la columna son valores mayores al limite de -
proporcionalidad cuando la carga P es menor que Pcr’ se dice que el pandeo
es ineldstico. En 1o que sigue nos ocuparemos del pandeo eldstico de colum
nas, mediante &1 cdlculo de la carga critica Pcr’ a la cual para una colum -
na eldstica ideal suele 1lamarse "carga de Euler". Posteriormente tratare -
mos el caso de pandeo ineldstico.

Consideremos primero una columna ideal de longitud L, empotrada en su ex -
tremo inferior y libre en el superior, bajo la accidn de una carga axial P,
y en equilibric externo e interno. Incrementamos la carga P progresivamente
sin impacto, hiésta que se produce el pandeo (fig. 1.5). Se supone que su -
material es lirealmente eldstico.

En Ta columna ce la figura 1.5b, el momento flexionante a una distancia Y -
de su base es:

M=-P (8-x) == m s e o (1.24)

Partiendo de la ecuacidn diferencial de la curva eldstica, tenemos:
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X" = - _M_
El

T P(é - X)

A

X" = %% 5 —-gf X , 0sea

1 P F’

AEIXTEL Y ot m e e e e e (1.25)

P

T -
-J“'mm/mm

(a)

L/5
-— X

Fig. .- 5 COLUMNA |IDEAL EMPOTRADA EN LA BASE Y LIBREEN EL EXTREMO SUPERIOR

Debido a que e axtremo superior de la columna tiene libertad
en cualquier direccidn, es evidente que el pandeo de la barra
plano de rigidez flexional minima EI; es decir: la flexidn se
respecto al eje principal correspondiente al menor momento de
nemos que el plano en que se produce el pandeo es el XY y que

no de simetria de Ta columna.

para desviarse
ocurrird en el
producird con-
inercia. Supo-

éste es un pla

Empleando 1a notacidn k’ = P/EI (k = constante), la ecuacién (1.25) se puede

escribir en la foma:

La solucidn general de esta ecuacién se obtiene en forma similar a la solu -

cién de Ta ecuacidén (1.4); y es:
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x = Cisen ky + Cocos ky + 5 - o o oo (1.27)

Para obtener las constantes C, y C, se utilizan las condiciones de frontera
para el extremo empotrado de la columna:

Para y = 0: <=0, paray=0:x' =0

Por la primera condicidn, en (1.27)

0=0+C, +0¢ S C o= -8

la derivada de x, que obtenemos en (1.27) es:

x' = k Cicos ky - k Cosen ky

Si consideramos en esta ecuacidn la segunda condicidn:

0=kCy .. C; =0

ahora,la ecuacion de la curva eldstica se obtiene sustituyendo en la ecua--
cion (1.27) 1¢s valores de C, y Cy:

>
!

= - § cos ky + &

§(1- cos ky) - - - - s e e o e o (1.28)

>
1]

En esta ecuacién la flecha & queda todavia indeterminada.
A fin de obtener mayor informacidn acerca de la flecha y para deducir la--

carga critica de Euler, emplearemos la siguiente condicidn en el extremo su

perior de la columna, en que si

entonces, a partir de la ecuacidn (1.28) se obtiene:
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¢ =¢ (1 - coas k_)
de donde:
¢cos kb =0 - L. (1.29)
Esta ecuacion oresenta dos posibilidades:
Primera: Si % = 0, no hay flecha en la barra, y por tanto ningin pandeo --
(fig. 1.5a). En tal caso el producto kL puede tedricamente tener cualguier-
valor; por cons‘guiente, la carga P también podrd tener cualquier valor. Es

te resultado estd representado por el eje P del diagrama deformacidn total-
carga de la figura 1.6.

Fig. |6 GRAFICAS DEFORMACION TOTAL -~ CARGA PARA COLUMNAS

Segunda: Este posibilidad es que cos kL = 0. en cuyo caso & = 0, puesto que
la flecha es d ferente de cerc la columna se ha pandeado, luego la carga que
opera en ella =s critice. La condicién cos kL = 0 requiere que

kL = 5

donde n = 1.,3,5,

por tanto, el valor mfnimo de la carga critica se obtiene cuando n = 1, es--

to es, cuanda:
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Elevando al cuiadrado ambos miembros de esta iqualdad y despejando K2

,:TZ

K2= — T
4%

recordando que K?= P/EI, en que k es constante:

m?El
412

p =

para este valo~ de P, se tiene que ¢ # 0, es decir, se produce el pandeo
de la columna, luego, es el valor de la carga critica:

m°El
' (aL)2

Para determinar la forma de la curva eldstica observaremos que k = w/2L y, -

por lo tanto, €1 oroducto ky de la ecuacidn (1.28) varia desde cero hasta --
/2. La forma ce 1la elastica es, en consecuencia, la indicada en la figura

1.5b. Sin embargo, por esta solucidn la magnitud de la flecha § permanece --
indeterminada cuando P = P..., 1o que sucede en el momento que se inicia el -
pandeo de la cclumna. Esta situacidon estd representada por la recta R de la
figura 1.6.

E1 motivo por el cual la flecha § queda indeterminada en el proceso analfitico
anterior es porque la ecuacién diferencial de la eldstica que se ha planteado

de 1a columna X"= -M/EI es aproximada, ya que se obtuvo suponiendo_g§_=0 en -

la expresion de la curvatura de la curva eldstica.

De Ta ecuacidn (1.30) se desprende que la carga critica es directamente pro--
porcional a la rigidez flexional EI, e inversamente proporcional al cuadrado
de su longitud. También puede observarse que la carga critica es independien-
te de la resistancia a la compresion del material. Por tanto, la carga criti-
ca de una columna esbelta de acero no aumentara empleando un acero con mayor
esfuerzo de flu=ncia. La carga critica puede incrementarse, sin embargo, ha-
ciendo mayor el momento de inercia I de su seccidon transversal. Este resulta-
do puede lograrse distribuyendo el material tan lejos como sea posible del --
centroide de cicha seccidén. Por 1o tanto, los miembros tubulares son mas eco-
nébmicos para su empleo como columnas que 10s elementos macizos con la misma -
area transversa . Reduciendo el grueso de la pared de tales secciones y ----
aumentando su dimensidn transversal se dard mayor estabilidad a - - -
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la columna por tener mayor I Sin embargo, hay un limite inferior para el -
espesor de la nared, por debajo del cual la propia pared 1lega a ser inesta
ble. Entonces, antes de que ocurra el pandeo de la columna en conjunto, ha-
brd un pandeo de la nared en forma de corrugaciones o abolladuras. Este ti -
po de efecto recibe el nombre de pandeo local cuyo estudio se tratard en el
capitulo II de este libro.

Modos superiores de pandeo.

Recordando la expresidn kL = n n/2, resulta k = nm/2L, entonces vemos que -
tomando valores mids altos del indice n, se obtiene un nimero infinito de -
cargas criticas. Por To tanto, la expresidn general de la carga critica de-

la columna de la figura 1-5a, que se obtiene a partir de la ecuacidn (1.30)
es:

Pl

cr 412

La ecuacién cdrrespondiente para la curva eldstica es (1.28); al hacer en -
ella k = nw/2L, obtenemos la ecuaci6én general de todas las curvas eldsticas
posibles de 1a columna, esto es:

x = & {1- cos E% y)

Fsta ecuacidn “rdica que a medida que n aumenta, dicha curva tiene cada vez

mds ondas. Cuando n = 1, la curva tiene una semionda (fig. 1-5b). Para el -

caso en gque n = 3, obtenemos:
O+°E] . 37
= T , x =& (1 ~ cos 5 Y)
cr 4L;> 2L
y para n = b
P = E;EZ.:E_J: s X = (1 _ COS 5_7 y)
cr e oL

Las curvas elidsticas de estos dos casos se muestran en las figuras 1-5c y -
1-5d, respect-vamente. Aunque representan modos de pandeo tebricamente posi
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bles Ta columna se pandeard segin el primer modo (fig. 1-5b) cuando 1a carga
P alcance el valor de Pcr dado por la ecuacién (1.30). En consecuencia, una

colurna se debe disefiar para recibir una carga de servicio menor que la carqga
critica, de acuerdo con cierto factor de seguridad.

Columna con e»tramos articulados.

La carga critica de pandeo para columnas con extremos simplemente apoyados,
bajo la accidr de una carga axial P, para la cual la columna estd en equili
brio externo € interno (fig. 1-7), se puede obtener de Ta solucidn del caso
de Ta columna empotrada en su base y libre en su extremo superior (cantili-

ver).

B T
L/2
L5 1
L/2
—_— —_’._——..X
Fig. 1-7 COLUMNA CON EXTREMOS ARTICULADOS

Por simetria sucede que, la curva eldstica de Ta columa de la figura 1-7,-
en el primer modo de pandeo tendrd una tangente vertical en el punto medio.
De esta manera, cada mitad de la columna estd en la misma condicidn o esta-
do que la barra de la figura 1-5b, y la carga critica se obtiene a partir -

de la ecuacidn (1.30) sustituyendo L por L/2:

p = " EL , 0 sea
cr 4(L/2)?
P - m2Er (1.31)

cr
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Este mismo resultado se dedujo anteriormente, al estudiar el caso de “colum
nas libremente aroyadas en sus extremos con cargas excéntricas" (vease lae-
cuacion 1.21).

E1 caso de la co'umna con extremos articulados es el que se presenta con ma
yor frecuencia en las estructuras, por lo que la carga critica de la ecua -
cidn (1.31) representa el "caso fundamental de pandeo" de una barra prismd-
tica.

Columna con giros restringidos en los extremos.

Consideremos una columna ideal, de claro L, cuyos extremos estdn impedidos-
de girar (empotramientos para efecto de rotacién) pero con posibilidad de-
desplazamiento vertical, en la que opera una carga axial P, para la cual la
columna se consérva en equilibrio externo e interno. Se procede a incremen-
tar progresivamente, sin impacto, la carga P, hasta que se presenta el pan-
deo.

si 1a columna no puede girar en ambos extremos (fig. 1-8), hay momentos --

reactivos que s2 desarrollan en dichos extremos durante el pandeo.

ESTE APOYO PUEDE
DESPLAZARSE EN

DIRECCION VERTICAL

Fig. 1.— 8. COLUMNA CON GIROS RESTRINGIDOS ENLOS EXTREMOS
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La curva eldstica para el primer modo de pandeo es una cosenoide con puntos
de inflexion a l& distancia L/4 de los extremos (puntos A y B de la figura -
1-8); entonces la parte media de la columna, de longitud L/2, se comporta -
igual que una zolumna con extremos articulados. Por lo tanto, la carga cri-

tica se obtien2 sustituyendo L por L/2 en la ecuacién (1.31).

P - n? El
cr (L/2)?
2 f]
po= Mo EL L (1.32)
" (0.50)°

Grandes flechas en columnas.

En la deduccidn de Ta ecuacidn para la curva eldstica de la columna cantile
ver (ecuacidn i.28) Ta flecha mdxima ° permanece indefinida, 1o que ocurre-
cuando P = Pcr’ condicidn representada por la recta horizontal R de Ta fiqu
ra 1-6. La teorfa se 1imit6é a pequefias flechas de acuerdo con la realidad,-
To cual permite que se utilice la expresidn aproximada de la ecuacidn dife-
rencial de la curva eldstica (ecuacidn 1.25). Si Ta ecuacidn de la eldstica
de cada columné se obtiene resolviendo la ecuacidn diferencial completa, en
tonces se demuestra que = tiene un valor determinado, y Ta grdfica deforma-
cién total-carga en la figura 1-6 sigue la trayectoria de la curva A para el

caso de una columna eldstica ideal

En experimentos con columnas eldsticas, la grdfica (P,-) suele ser semejante
a la curva B de Ta figura 1-6. Debido a inexactitudes en la carga y en la -
construccion de la columna, aparecerdn deflexiones o flechas laterales con-
cargas menores gJe Pcr' Estas flechas se incrementardn a medida que Tla carga
se aproxime a P:r‘ Cuanto mas exactamente esté construida y cargada lacoium
na, la curva B se aproximard a Ta qrdfica tedrica ideal formada por una rec
ta vertical sobre el eje de las ordenadas desde el origen hasta Pcr’ y una-
recta horizontal K.

Si Jos esfuerzos en la columna exceden el 1imite de proporcionalidad bajo la

accidn de carcas menores que PC (coTumna de comportamiento pldstico), la -

"
grdfica (P,%) serd semejante a la curva C, cuyo punto mdximo corresponde a-

la carga critica de pandeo ineldstico de 1a columna. Tal carga es menor que
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la carga de Euler.

Columna empotrada en la base y articulada en su extremo superior.

Una columna esbelta de Tongitud L, bajo 1a accién de una carga axial P, pa-
ra 1a cual la columna estd en equilibrio externo e interno, esta empotrada-
en su extremo inferior y libremente apoyada en su extremo superior (fig.1-9).
Determinemos el valor de la carga critica y la forma del modo de pandeo co-
rrespondiente.

Fig..—9.COLUMNA EMPOTRADA EN LA BASE Y ARTICULADA EN SU EXTREMO SUPERIOR

Cuando 1a carga ? &lcanza el valor critico, Pcr’ se inicia el pandeo y se o
rigina una fuerza de reacci6n horizontal R, en el extremo superior de Ta co
tumna. En el extremo empotrado se inducen una fuerza horizontal y un momen-
to. Por equilibrio estdtico, vemos que tal fuerza es de la misma magnitud -
que R, pero de sentido contrario; y que el momento M es igual a RL.

E1 momento flexionante en un punto cualquiera (X,Y) de 1a columna es:
M=Px-R(L-v)

La ecuacidn difarencial de Ta curva eldstica es:

x" = - M/EI
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por 1o que
recordando que <* = P/EI (en que k es constante):
x" + k’x = é% L - y)

multiplicando y dividiendo por k? el segundo miembro de esta ecuaciodn:

2
X” + k2x = _.k__R_“ (L - y)
T
El

por 1o tanto
e S (1.33)

La igualdad (1.33) es una ecuacion diferencial Tineal con coeficientes cons
tantes, cuya solucidn se obtiene de Ta misma manera que la obtenida para la
ecuacidn (1.4). Por lo tanto, la solucidén de la ecuacién (1.33) es (ver --
ecuacion 1.18):

% = Cysen ky + C,cos ky +~§ (L-y)  =ceeeneo (1.34)

Para determinar las constantes C; y C, y T1a reaccion R, se tienen las si---

guientes condicinnes de frontera:

1l
o

eny=0,x=0 3 eny=0,x"=0;eny =1, X
de la ecuacidn (..34), alderivar X con respecto a Y obtenemos:

x' = k Cicos ky - k Cysen ky - R/P - = = = - - - (1.35)

Considerando en {1.34) y (1.35) las condiciones de frontera, se obtiene:
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Cz + RL/P

1]
O

C:k - R/P

i
(@)
i
1
[}
]
H
1
1
1
I
1
—
[
w
[e)]
"y

Cisen kL + Cycos kL =0 |
(1.36) es un sistema de 3 ecuaciones lineales homogéneas con 3 incdgnitas:-
Ci, C2, R; cuya primera soluci6n es la trivial, en que C; = C2 = R = 0. En-
este caso, par la ecuacidn (1.34), Ta deformacidn "x" resulta nula y se tie
ne Ta forma de equilibrio recta; es decir, no se produce pandeo, 1o cual ca
rece de interés.

E1 sistema de ecuaciones (1.36) se puede escribir en la forma:

(0)C1 + (1)C, + (L/P) R

]
(e

t
[aw]

(k)Cy + (0)C2 - (1/P) R

(sen kL)C, + (cos kL)C, + (0) R=20

y tiene una solucién diferente de la trivial si el determinante de los coe-
ficientes es igual a cero:

0 1 L/P
k 0 -1/P =0
senkL coskL O

desarrollando ¢1 determinante:

—

P sen kL + %& cos kL = 0

dividiendo entre cos kL y multiplicando por P ambos miembros de esta igual-
dad se obtiene:



- tan kL

+ kL =0

por lo tanto

kL = tan

En esta ecuacidn, el valor minimo no nulo de kL que la satisface es k1= -

kL.
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4.493 (véase grdfica de la figura 1-10):

fonkL &
10904122 b——~ Hm oo ] I | E /
i | |
7725252 F———H————————1 e ——— { |
L} II
1 | l
' |
4493410 | ——H ——— | }
/ [ Il |
) ! l |
, | | |
A I ! |
— ,a1 __dﬂ
0 |
© " !
3 @ o I
O] « 3 o~ © t
N x O TN N ~
> 2| E N E =
=5 < ™ N[ o] T
" :j _" ) n (_j x
2 / = = = = D
-
Fig. =10, SOLUCION DE LA ECUACION kL=tan kL
entonces
(kL)%= 20.19
20.19
k? = ).19 , pero k* = P/EI, en que k es constante, por lo tanto

L2

- kL
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20.19 EI

p = -
L2

como para este valir de P se inicia el pandeo, corresponde a la carga criti-
ca, luego

teniendo en cuenté que 20.19 = 2.046 n°, queda

. 2.056 rzmﬁl

P
cr L2
0 Sea
P, = = (1.38)
(0.7L)°

Para obtener la ecuacidn de la curva eldstica, obtendremos C, y C, en fun -
cion de R de Tas ecuaciones (1.36)

R - R
Cl:k—P’ (JZ‘:-‘T)L—

y sustituyendo 2r la ecuacién (1.34) C, v C, por sus valores

Xz’PBE senk_y—%L-COS ky+,§(L-y), 0 sea
_ R Y
x = pp [sen ky - kL cos ky + kL (1 -9)] - - - - - (1.39)

En esta ecuacitn, los valores de P v k se han determinado en el parrafo an-
terior. E1 término entre corchetes de la ecuacidn (1.39) representa el modo
de deformacién ce la columna pandeada, pero Ta amplitud de la flecha o de--

flexidon permanece indefinida porque R estd indeterminada.
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Longitud efectiva de una columna.

La ecuacion de la carga critica (1.31) corresponde a una columna con extre-
mos articuladcs; sin embargo, esta formula puede aplicarse a cualquier otro

tipo de columras, sustituyendo el término L por el 1lamado "longitud efecti

va’ o "equivalente".

Comparando 1a carga critica para una columna en cantilever (ecuacién 1.30)-
con la correspondiente a una columna con extremos articulados (ecuacién 1.31)
se ve que la firmula para esta dltima también se puede emplear para la colum
na en cantilevar, sustituyendo L por una longitud efectiva igual a 2L; es de
cir, del dobie de la Tongitud de Ta columna en cantilever.

En consecuencia, la ecuacidn (1.31) se puede generalizar para la carga criti
ca escribiéncola en Ta forma:

p = EI - - - - - - - - - - - - - (1.40)

2
(k)2
en donde KL es Ta "longitud efectiva" de la columna y el coeficiente K es -

el "factor de "ongitud efectiva".

De esta manera K vale 2 para una columna en cantilever, 0.5 para una colum-
na con giros restringidos en los extremos (ecuacién 1.32), 0.7 para una co-
Tumna con un extremo empotrado y el otro articulado (ecuacidn 1.38) y 1.0 -
para columnas con ambos extremos articulados (ecuacion 1.31). En general la
ecuacion (1.40) podrd utilizarse para columnas con cualquier condicién de a-

poyo en los extremos, Siempre que se conozca el factor de Tongitud efectiva.

Tratemos el casd> de columnas articuladas en su base, que forman parte de un
marco no contraventeado como el mostrado en Ta figura 1.1la, en el que se -
considera que 1a trabe es de rigidez infinita en comparacidn con la de las-

columnas.

Ante desplazamientos horizontales del marco, en su plano, se observa que la-
trabe impide el giro, pero no el desplazamiento,del extremo superior de Tlas-

columnas,las cuales se comportan como un cantilever invertido y como conse -
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cuencia, Ta Tongitud efectiva delas columnas es igual al doble de su longi
tud real (fig. 1-11b). Esta situacién debe tomarse en cuenta en las colum -
nas de todo edificio que no esté restringido contra desplazamientos latera-
Tes.

S NANNNNNNNNNNNSNNN

(a)

2L |
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|
|
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n

(p)

Fig.1-il. MODO DE PANDEO DE COLUMNAS EN UN
MARCO CON DESPLAZAMIENTO LATERAL

E1 andlisis antericr justifica definir 1a longitud efectiva de pandeo de u-
na columna, como la distancia entre los dos puntos de inflexidn que se for-
man en la curva eldstica, por efecto del sistema de cargas, sistema de ape-
yos, y desplazamientos horizontales relativos de Tos extremos.

En 1a figura 1-12 se resumen los valores del factor de longitud efectiva pa
ra columnas con ¢iferentes condiciones de apoyo .
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Fig.1-12. VALORES DEL FACTOR DE LONGITUD EFECTIVA .

Longitud efectiva en columnas de estructuras reales.

Los valores d=1 factor de Tongitud efectiva K, obtenidos en el articulo an-
terior, corvesponden a columnas con condiciones de aroyo ideales. Sin embar
go, en columnas de estructuras reales es muy poco frecuente identificar es-
tas condiciones de apoyo, encontrdndose por 1o general entre los dos casos-
extremos de articulacion y empotramiento. En las figuras 1-13a y 1-13b se -
muestran las longitudes efectivas para condiciones intermedias de apoyc en-

columnas que forman parte de marcos sin y con desplazamientos horizontales.
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PUNTO DE
PUNTOS DE
L INFLEXION( KL L

INFLEXION

v

|
|

—] . — _.J—-—--
T f % i KL
P rp i
0.5 = K=1.0 ; :
|
1.0= K< +o00 —1_
{a) (b)
Fig. 1- I3. LONGITUD EFECTIVA EN COLUMNAS DE ESTRUCTURAS REALES:

{a, SIN DESPLAZAMIENTO (b)CON DESPLAZAMIENTO.

Obsérvese en la figura 1-13a que las columnas en los marcos arriostrados -
tienen valores de K que varian entre 0.5 y 1.0. En cambio, en las columnas-
de marcos no arricstrados (fig. 1-13b), el valor de K siempre es mayor que-
1.0. Debido a que el comportamiento de los marcos arriostrados y no arrios-
trados son tan diferentes (fig. 1-14), normalmente se dan valores de K para
Jos marcos dentro de estas dos categorias; de manera que, antes de analizar-
una columna, se debe decidir a gue tipo de marco pertenece.

{(a) (b}

Figi. 4. MODOS DE PANDEO PARA MARCOS ARRIOSTRADOS
Y NO ARRIOSTRADOS: (o) ARRIOSTRADO, (b} NO
ARRIOSTRADO.
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En la prdctica, para la mayoria de los edificios, el desplazamiento lateral
de Tos marcos puede restringirse mediante muros de cortante o un adecuado -
sistema de contraventeo diagonal, pero para edificios construidos con marcos
y muros ligeros de tableros desmontables, muros desligados de la estructu -
ra 0 marcos n> contraventeados, el desplazamiento lateral es apreciable.

E1 valor de K para columnas de marcos arriostrados y no arriostrados depen-
de de Ta rest-~icci6n rotacional en las juntas, expresada, para cada una de-
las juntas, por elpardmetro ¢, dado por:

n(1 /L)
Vo= - c.<c . (1.41)

z(Ib/Lb)

en donde Z(IC/LC) es l1a suma de las rigideces relativas de las columnas que
concurren en una junta y Z(Ib/Lb) es la suma correspondiente a las trabes u
otros elementos (no columnas) concurrentes en la misma junta. IC y LC sonel
momento de inercia y la longitud libre de cada una de Tas columnas que concu
rren a la junta y los términos Ib y Lb son el momento de inercia y la longi
tud libre de cada trabe o elemento (no columna) que concurren a la junta. -
Los términos IC, LC, Ib y Lb, deberdn calcularse en el plano en gque se con-
sidere el pandeo de la columna.

Conocidos los valores de ¥y en cada junta de la columna que se esté estudian
do, se puede calcular el valor de K mediante Tos nomogramas de Jackson y -
Moreland (fig. 1-15). Estos nomogramas permiten la determinacién grdfica de
K para una columna de seccidn transversal constante en un marco arriostra-
do o0 no arriostrado. Los subindices A y B se refieren a las juntas en los -
extremos superior e inferior de la columna.
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1.3 Formula de Euler. Limitaciones de la Férmula de Euler. Generali-

Esfuerzos en cclumnas.

E1 esfuerzc nedio de compresidn en una columna cargada axialmente se calcu-
la dividiendo la carga axial entre el drea de la seccidn transversal. E1 --
esfuerzo obtenido de esta manera para el caso en que la carga axial sea --

igual a la cérga critica se 1lama esfuerzo critico fcr’ por lo tanto:

£ o= ~EE£@¢
cr A

aplicando la ecuacidn (1.40)
foo T EL

cr [ KL)A

i

si designamos con r? I/A el radio de giro de la seccidn transversal de

la columna, tendremos:

N
cr (KL)Z/-*?

TTZE e e e = e e e e e e e = = - (1.4L

£ o= T E__

cr (KL/r)?

A KL/r le 1lamamos "relacion de esbeltez" de la columna. Se puede cis.  ar
que el esfuerzo critico es inversamente proporcional al cuadrado de 1. e-

lacidn de esbeltez.

Cuando las conciciones de apoyo de los extremos de una columna son Tas mis-
mas en todas direcciones, el cdlculo del esfuerzo critico debe hacerse con-
siderando el radio de giro minimo de la seccidn. Diremos en este caso que -

el pandeo ocurre alrededor del eje de menor momento de inercia, esto signi-
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fica que la columna al pandearse se flexionard alrededor de ese eje.

Cuando las condicicnes de apoyo son diferentes en direcciones distintas, -
deberd investigarse el pandeo en las dos direcciones perpendiculares entre
si y se utilizaréd para el céalculo del esfuerzo critico el mayor de ambos -
valores de la relacidn de esheltez.

La ecuacidn (1.42) 1lamada "formula de Euler", es vdlida siempre que el --
esfuerzo critico, fcr’ sea menor o igual que el 1imite de proporcionalidad
del material, esto es cuando el pandeo de la columna es eldstico,cuando f..
es mayor que dicn¢ Timite el pandeo es ineldstico.

Por esto resulta conveniente trazar una grafica que relacione el esfuerzo
de compresion, cor. 1a relacion de esbeltez de la columna (fig.1-16).

CURVA DE EULER

f=pP/A ) \

\

A-—--y—
L\
LIMITE DE RESISTENCIA

f mdx. [—

I
tlp -———- - — =

| i

( ! LIMITE DE ESTABILIDAD

i |
|

: ! C

CORTAS !MEDIANAS!  LARGAS -
7T E KL/r
fip
Fig. t-15 DIAGRAMA DE ESFUERZOS DE COMPRESION, EN

FUNCION DE LA RELACION DE ESBELTEZ.

En la figura 1-16, la curva ABC, Tlamada curva de Euler, es la representa-
cién grafica de la ecuacion (1.42). Esta curva es vadlida fisicamente sélo
en el tramo BC, donde fcr es menor que el 1imite de proporcionalidad, f]p
E1 valor minimo de KL/r para el cual es aplicable Ta formula de tuler (el
correspondiente al punto B), se obtiene haciendo fcr: f]p en la ecuacidn

(1.42) y despejando KL/r, es decir:

KL__ [fn2E e e e e e e el e o -2 - (1.83)
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De este valor en adelante, el pandeo de 1a columna es de comportamiento elas
tico y decimos que se trata de una columna "Jarga" cuando su relaci6n de es
beltez es igual o mayor que el valor Timite.

Cuando la relacidn de esbeltez de una columna es muy baja (columnas "cortas")
la falla por carga axial ocurre por aplastamiento o fluencia del material.-
En estas circunstancias se puede fijar un esfuerzo miximo de compresién P/A
como 1imite ce la resistencia del material.Tal 1imite estd representado en
la figura 1-16 por la recta horizontal DEF trazada por el punto de esfuerzo
maximo, fméx; y representa un "1imite de resistencia” para la columna. En -
este caso no es aplicable la férmula de Euler, puesto que el esfuerzo llega

al Timite de proporcionalidad, f] , antes de que se inicie el pandeo.

p
Entre los rangos de columnas cortas y largas hay un intervalo de relaciones
de esbeltez intermedias demasiado peguefias para que rija la estabilidad e -
lastica y demasiado grandes para que s6lo gobiernen las consideracicnes de-
resistencia. Tales columnas de "mediana Tongitud" se pandean ineldsticamen-
te, y estdn representadas por la recta EB.

De esta manera se obtiene la 17Tnea quebrada DEBC, que puede emplearse como-
base para proyectar columnas de cualquier longitud. En forma alternativa--
se puede utilizar una curva continua que una los puntos Dy B y la curva de
Euler de B a C.

En una columna con relaci6n de esbeltez conocida, el esfuerzo P/A obtenido-
de un diagrama similar al mostrado en la figura 1-16 debe considerarse co-
mo el esfuerzo mdximo que hard fallar la columna, ya sea por falla directa-
del material o por pandeo, dependiendo de la relacidn de esbeltez. Por lo -
tanto, el esfuarzo de trabajo admisible para la compresién debe tomarse co-
mo el esfuerzo méximo obtenido,dividido entre un factor de seguridad cuyo -
valor depende de Ta relacién de esbeltez de Ta columna.

GENERALIZACICN DE LA FORMULA DE EULER PARA EL RANGO INELASTICO.

En este articu o consideraremos el comportamiento de columnas sujetas a la-
accibn de un esfuerzo critico que ocurre en el rango ineldstico del mate --
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rial emnleado, ¢ bien, de columnas construidas con un material no eldstico,
cuya curva esfuerzo-deformacién (f,c) no muestra un 1imite de proporcionali
dad definido (fiqura 1-17).

Para estudiar el rroblema de pandeo en el rango ineldastico Engesser propuso
en 1889 que el estuerzo critico para este caso podria calcularse con la for
mula de Euler (ecuacidn 1.42) sustituyendo en ella el médulo de elastici-

dad E o médulo de Young, por el modulo tangente E, definido como la pendien

t
te de la tangente a la curva esfuerzo-deformacién en el punto A de la figu-

ra 1.17. Asi:

w¢ E

=t .- (1.44)
(k)2
fd
df
) E" d‘
fer.
e

Fig. 117 CURVA ESFUERZO ~DEFORMACION DE UN MATERIAL (SIN
LIMITE DE PROPORCIONALIDAD DEFINIDO).

Conocida la curva esfuerzo-deformacién (f,e) de un material en la cual el-

esfuerzo es funcién de la deformacidn:

f=F(c) e e e s s e e (1.45)

se puede obtener de ella el valor del médulo de elasticidad tangente, para
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cualquier esfuerzo, como

si se supone cue ese esfuerzo, calculado con la ecuacién (1.45), es el
esfuerzo critico para una columna determinada, se puede conocer el valor

de KL/r, correspondiente al fcr considerado, despejandoio de la ecuacidn
(1.44):

En la que fcr Y Et se han determinado con las ecuaciones (1.45) y (1.46)
respectivamente.

Para trazar un diagrama de esfuerzos criticos de compresidn en funcidn de
la relacion de esbeltez de una columna, el procedimiento consiste en supo-
ner un valor de deformacidn unitaria e, y calcular con la ecuacidn (1.45)
el esfuerzo critico que deberd graficarse en el eje de las ordenadas. E1 -

valor de E, se determina con la ecuacidn (1.46) y, finalmente, se calcula

t
KL/r y se grafica en el eje de las abscisas.

Con objeto de comprender el método, se aplica éste en el ejemplo siguiente.

Ejemplo:

Dada la grédfica esfuerzo-deformacién unitaria (f,e) de un material de compor-
tamiento ineldstico, trazar un diagrama esfuerzo critico-relacidn de esbel--
tez (fcr’ KL/r) que permita disefiar columnas esbeltas de ese material. E1 --
esfuerzo que produce el aplastamiento del material es de 300 Kg/cm? .

f ( Kg/cm?) Y
t

300F - — —

3x107
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E1 valor de f como funcién de ¢ estd dado por:
12 —
f=¢ N3x10" Kg/em* - - - (a)

por lo tanto, aplicando la ecuacidén (1.46):

. af
Et de
d Py
Et = a—g‘ (E ﬁx 107 )
E = 1 —1/2 —
t = ? € 3 x 10
-1p ———
E, =0.5¢ 3 x 107 Kg/cm?
E, - 2738.6 ... (b)
Ne

el valor de KL/r, por la ecuacidn (1.47), es:

Para trazar el diagrama (fcr’ KL/r) escogeremos arbitrariamente una serie -
de valores de & dentro del rango 0 < e < 0.003, y sustituyendo en (a),(b) y
(c) obtendremos respectivamente los valores de fcr’ Et y KL/r, que anotare-
mos en la siguiente tabla:

PUNTO £ (a) fcr (b) Et (c) KL/r
(arbitrario) (Kg/cm?) (Kg/em?) | {adim.)
1 0.0001 54.8 273860 222.1
2 0.0C02 77.5 193648 157.0
3 0.0C05 122.5 122474 99.3
4 0.0010 173.2 86602 70.2
5 0.0020 244.9 61237 49.7
6 0.0030 300.0 50000 40.6
Por 1o tanto. la grdfica esfuerzo critico-relacién de esbeltez es:
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GRAFICA ESFUERZO CRITICO — RELACION DE ESBELTEZ

1.4 Dimensionamiento y Revision de Columnas de Acero y de Madera Suje-

tas a Carga Axial.

Proyecto de columnas de acero con carga axial.

Los métodos descritos en los articulos anteriores se han basado en conside-
raciones teGricas; en la prdctica deben incluirse factores de seguridad que
Timiten los esfuerzos admisibles.Dichos factores varian en funcidn de Ta -
relacion de esbeltez KL/r de las columnas. Para fijar el valor de los facto
res de sequridad se han realizado ensayes con columnas, los cuales han con-

ducido al uso de férmulas empiricas, que trataremos adelante.

Para columnas de acero, el "Column Research Council” (CRC) (Consejo de In -
vestigacién de Cclumnas), ha propuesto el valor del esfuerzo critico fcr’ -
dado por la ecuacidon (1.42), como el esfuerzo mdximo que puede ser aplicado

a una columna. Por lo tanto, se tiene que

[N}

. T o
fméx = (KU (1.48)

Esta ecuacién s6lo es aplicable en tanto el esfuerzo real en la columna per
manezca inferior al 1imite de proporcionalidad, 1o cual se traduce a que sé
Jo es aplicable cuando 1a relacién de esbeltez KL/r es mayor que cierto va-
lor dado por lé ecuacion (1.43). En el caso del acero estructural el Timite
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de proporcionalidad se identifica con el esfuerzo de fluencia fy.

La generalidad de perfiles de acero estructural presentan esfuerzos residua

les f,., por 1o cral, el esfuerzo real de compresidn fc en una columna es:

donde fc no debe exceder el 1imite de proporcionalidad fy, y fr no debe ser
mayor que fy/2; entonces, sustituyendo estos valores en 1a igualdad ante -
rior, se tiene:

f =1 + - . de donde

2 (KL/r)?

de donde podemos despejar KL/r:.

- } 2m?E
f
N

designando este valor de KiL/r por Cc, tenemos:

2
CC = 2’; E ————————————— (1'49)
~ y

Fsta ecuacidn define el valor 1imite de la relacidn de esbeltez a partir del

==
'slr—

cual es aplicable la férmula de Euler. E1 término CC de la ecuacidn (1.49)-
es el 1lamado "coeficiente de columna" y depende Unicamente de las caracte-
risticas del material.
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De To anterior resulta que:

4

si KL/r 2 CC el pandeo es en el rango eldstico y

si KL/r < C_ el pandeo ocurre en el rango ineldstico.

El esfuerzo mdximo de compresidn que se puede aplicar a una columna dentro
del rango eldstico, se puede obtener dividiendo ambos miembros de la ecua -
cion (1.48) entre fy:

max _ T E
f f (KL/r)?
y(kL/r)

multiplicanco y dividiendo entre 2 el segundo término de esta igualdac obte

nemos :

Fngx _ 2n’E { 1 }
i i KL/r)?
y ¥ 2(KL/r)

teniendo en cuenta la ecuacién (1.49), se 1lega a :

fméx ¢
- C L L a i aoeo - (1.50)
fy 2(KL/r)?

la ecuacidn {1.51) s&lo es aplicable para KL/r = CC.
Para Ta zona de pandeo ineld&stico, esto es, cuando KL/r < CC, el "Column --
Research Counc-1" (CRC) propone, para la obtencién de fméx’ una curva para-
b61ica dada por 1a siguiente ecuacidn:




51

Ta ecuacidn (1.53) es aplicable cuando KL/r < Cc'

Con las e;uaciones (1.50) y (1.52) se puede trazar la grdfica de la figura-
1-18, en la que Ta relacidn fméx/fy es funcién de KL/r,

fmdx Fo \ CURVA DE EULER

R}
ty ty \////

\
fmax = f yel.
,0*_-___\\_________%'_'"&/1* 0
~ \ CURVA CRC (ec.!.52)
X

ECUACION.
(1.5%)
0.6
S~
0.8 e m = N ——— — =
CURVA DE EULER (o0 c.1.50)
0.261 —— = - —— — — ]
! ECUACION (1.54)
| “E
l .
° Ce KL /r

Flg. I-18. GRAFICAS DE{(fmax/fy)y(Fa/f+? TN FUNCION DE KL/r.

Observamos en esta figura que para KL/r = O, sor la ecuacidn {1.52), resul-
ta fméx = fy, y jue Ta recta horizontal fméx/fy = 1.0 es tangente a la cur-
va de Ta ecuac-6n (1.52), ademds, esta curva se confunde con la curva de --
Euler (ec. 1.50) en el punto en que KL/r = CC.

Para fines de disefio tiene que introducirse en las ecuaciones (1.51) y ---

(1.53) un factor de segquridad apropiado, con el cual se pasa del esfuerzo-

Taximo, fméx’ al esfuerzo admisible Fa.
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f_rné_é_
a F.S

. .

F1 "American Institute of Steel Construction" (AISC), ha propuesto 1os si -
guientes factores de sequridad (.F.S.) para ser aplicados en Ja formula -
(1.51) y en Ta (1.53) del C.R.C.:

Fs, = %% S1.92  para KL/r z C_
. 3

FS, - E) + ﬁfﬂf_) _ LKL/.BKL para KL/Y’ < CC
3 8CC 8CC

Llevando a la ecuacidn (1.51) el factor de seguridad FS, y a la ecuacidn -
(1.53) el factor FS,, se obtienen las férmulas empiricas de esfuerzos ad-

misibles, o tea:

ci f
SR L S para KL/r z C, -~ -~ (1.54)
a 2 (K_/r) FS,
1 f
F o= [ 1 - Lfk[ﬁ-z}-Y para KL/r < C_ - - - (1.55)
a 2c! FS,

las ecuaciones (1.54) y (1.55) se representan graficamente como Fa/fy en fun

cién de KiL/r, en Ta figura 1-18.

Valores del factor de longitud efectiva K paro
condiciones ideales de apoyo

4;% X i é )
{ ) I
La configuracion de- / I/ " / :
formaca de la calum - / [ / / i
na se muestra con 1 \ / " t
linea puntecdao. \ \ ! /
\ ! /
ik 7
Valor tuorico de K 0.5 0.7 .0 1.0 2.0 2.0
Volor recomendado
.- 0.65 0.80 1.2 1.0 2.1 2.0
pora diseno K

Rotacior y traslacion restringidas

Cond ciines de los e L. S
¢ d g Rotocion libre,traslacion restringida
apoyos . .
B2  Rotacion resiringida,{rasiocion libre
5 Rotacidr y traslacidn libres
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Dimensionamiento y Revisidn de Columnas de Madera Sujetas a Carga Axial

E1 estudio de columnas de madera que a continuacidn se expone , parte de la
férmula de Euler, y estd basado fundamentalmente en las Normas Técnicas Com
plementarias para el Disefio y Construccidn de Estructuras de Madera del Re-

glamento de Ccnstrucciones para el Distrito Federal (Ref. 1.2).

Consideremos uné zolumna de seccidn rectangular maciza, sujeta a una carga-

axial paralela a las fibras (fig. 1-19). Suponemos que por las condiciones de
apoyo, la longitud efectiva de dicha columna es KL

b.) SECCION TRANSVERSAL

v e o m—————— )

0.) ELEVACION

Fig. 1.19- COLUMNA DE MADERA

Con fines de disefio, las dimensiones de la seccion transversal de la colum-
na deberdn reducirse lcm de cada lado, asi, las dimensiones netas son:

n

en direccion de” eje X: b b -1 (en cm.)

n

en direccidn de’ eje Z: d d -1 (en cm.)

n

Para obtener el esfuerzo admisible de disefo en compresi6n paralela a las -

fibras (fcd), partimos del esfuerzo critico de Euler (ecuacién 1.42) o sea:
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Suponiendo que el pandeo de Ta columna ocurre en el plano XY (flexién debi-
da al pandeo alrededor del eje Z), el radio de giro respecto al eje Z serd:

I

N

donde IZ es 21 momento de  inercia respecto al eje Z y An es el drea ne-
ta de la seccidn transversal.

LCHICRE
z 12
Ay = (d)(b,)

2
12(KL/an

Introduciendo un factor de seguridad, el esfuerzo admisible - - -

fcd sera:
fCY‘
fed = FS

usando FS = 2.75 :

entonces,en la ecuacidn (1.57) tenemos:
s 20T
= ik , 0 sea:
(2.75)(12)(KL/bn)2

fcd
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fcd = e L e e m m e e e e e - (1.58)

(KL/bn)“
E1 esfuerzce fcd’ dado por la ecuacién (1.58), no debe exceder el valor del-
esfuerzo acdmisible de compresifén dado para columnas cortas, denominado como
fcp’ 0 sea:

fcd s fcp

Esto significa que la ecuacién (1.58), que representa la curva de Euler en-
la grdfica de la figura 1-20, sélo puede ser aplicada hasta un cierto 1imi-

te de relaci¢n de esbeltez que se presenta cuando fcd es iqual a f Asi,~

cp’

para conocer ese valor T1imite haremos fcd = fc en la ecuacidén (1.58), y -

p
despejaremos la relacidn de esbeltez:

__0.3E
(Kb )?

KL_ f0.3E
bn fcp

Este valor de {KL/bn)“ es el 1imite de aplicacién de la féyrmula de Euler,

se designa comd el "coeficiente de columna" CC; por lo tanto:

¢ = JO3E . (1.59)

I

Para relaciones de esbeltez menores que Cc,e1 esfuerzo admisible por compre
sion fcd’ es ijual al esfuerzo admisible para columnas cortas fcp‘ Esta con

dicién se reprasenta con la recta horizontal fcd=f en Ta figura 1-20.

cp
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fcd \\ ESFUERZO ADMISIBLE

fcp

CURVA DE EULER
(ECUACION 1.58 )

|
l
|
l
!

|
COLUMNAS | COLUMNAS
CORTAS | LARGAS
L

(KL/bn)

Fig.1-20 GRAFICA DEL ESFUERZO ADMISIBLE EN FUNCION
DE KL /bn.

En Ta deduccion de la ecuacién (1.58) supusimos que el pandeo ocurre en el-
plano XY; sin embargo, cuando las condiciones de apoyo son diferentes en ca
da plano, deberd investigarse el pandeo en Tas dos direcciones de andlisis
mediante el cidlculo de la relacion de esbeltez para cada direccidn y se uti
lizard para e c2lculo del esfuerzo admisible fcd’ el mayor de ambos valo -
res de la relacidn de esbeltez. Asi:

en el plano X¥,la relacidn de esbeltez es: (KL/bn) y
en el planc ZY,la relacidn de esbeltez es: (KL/dn)

Resumiendo; el esfuerzo de compresidn uniforme actuante f, en toda seccidn
transversal recta, de la columna es:

p
f=s-<f
An cd
donde
fcd = fcp cuando el mayor de (KL/bn) 0 (KL/dn) < CC
f .= Q.38 cuando el mayor de (KL/b ) o (KL/d ) 2 C
cd (KL/b)2 n n’ = "¢
mayor
en que:
0.3 E
C - =
C fcp
f = esfuerzo admisible de compresidn para columnas cortas (Tabla T.1)

cp
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fcd = esfuerzo admisible de compresién para columnas largas.
modulo de elasticidad de la madera.
factor de longitud efectiva.

Para valores de K,el Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal-
recomienda (fig. 1-21):
Restringido al giro,con

posibilidad de desplaza-
miento vertical.

DESPLAZAMIENTOS

[ T[T

K=0.65 K=0.80 K=1.0 K=120

Fig. 1-21 VAI.ORES DE K PARA COLUMNAS DE MADERA DE ACUERDO
CON EL RCDF

Tabla T-1

ESFUERZOS ADMISIBI.ES DE COMPRESION PARA
COLLUMNAS CORTAS (RCDF)

Tipo de Madera fcp (Kg/cm?)
SELECTA 70
PRIMERA 50
SEGUNDA 25
TERCERA 17

En la prdctica, el Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal re
comienda el uso de una excentricidad minima accidental iqual a 0.10 de la -
seccidn transversel de la columna en las dos direcciones de andalisis. Esto-
produce un efecto de flexidn y obliga a disefar la columna por flexocompre-

sién, tema que se tratard detalladamente en el capitulo V de este Tibro.
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EJEMPLOS DE APLICACION

1.1.- Determinar la carga critica que produciria el pandeo de una colum
na de acero A-36, de seccidn tubular mostrada en la figura. La -
colunna es de 8,00m de altura y estd articulada en sus dos extre-
mos. Considere que el acero A-36 tiene un esfuerzo de fluencia -
de Fy = 2530 Kg/cm? y un médulo de elasticidad de E = 2.039 x 10°
kg/cm?. Ademds, calcular la carga axial que puede admitir la co-
Tumna en condiciones de servicio.

R

D=30.5¢m
d=293 ¢cm

t=0.6 cm

1‘_8.00 m

/A SECCION TRANSVERSAL
ELEVACION DE LA COLUMNA

Solucidn:

propiedades de Ta seccidn transversal:

A =<ELQ5~1_931“ = ”[(30'50)2‘— (29:3)7] . 56.4 cm?

n D“S_i_g_i_ ) n[(3o.5)“621 (29.3)°] - 4301 en®

I R [T
r *V[; »\/;;.4 10.57 cm.

Cdlculo de Ta relacidn de esbeltez:

I =

K=1.0 por estar articulada en ambos extremos.
L = 800 cm.
Koo (.0)800) . 455
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Coeficiente de columna:

Je e
.
|

Como KL/r es mendr que Ccﬁ el pandeo ocurrird en el rango ineldstico; por

To tanto, por la ecuacion (1.53), el esfuerz~ adxino que soporta la colum

na, vale:
f . = _] -~ (-}SL,/‘Y_),: J F
max i " y
c
: 2
flmé‘x = 1 - —(7*5'J‘)~,J 2530 = 2074 Kg/cm’
L 2(126.1)"

luego, la carga axial que produce Ta falla de la columna, se obtiene mul -

tiplicando el esfuerzo maximo f . , por el drea de Ta seccidn transversal,

ma x
asi:
Pcr = A fméx
Pcr = (56.4)(2C74) = 116974 Kg
F = 116.974 Ton.
cr

La carga axial cue admite Ta columna bajo caondiciones de servicic, se ob-
tiene dividiendc el esfuerzo maximo, fméx’ entre el factor de seguridad -
correspondiente a la falla por pandeo ineldstico (ecuacién 1.55), y multi
plicando por el &rza de la seccidn transversal; de esta forma, el esfuer-

z0 admisible es. de acuerdo con la ecuacidn (1.55):
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donde
. 3

FSZ = % + fiiﬁl__ﬂl - _(.|_<L._/3__r_)_ (para Kl_/r < CC)

8CC 8CC
_5 3(75.7) (75.7)° _

FS2 =3 *4(i26.1) ~ stiz6.1)s - 188

ast
N 2

- [ 1 _‘_fZ§;Zl__ i} 2530 _ 1112 kg/em?
2:126.1)7 1.865

por lo tanto, la carga axial admisible bajo condiciones de servicio, vale:

P =A Fa

mo]
it

(56.4)1112) = 62717 kg

-
i

62.717 Ton.
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1.2.- Se tiene una armadura de acero como se muestra en la figura. E1 -
miemb-o AB sujeto a compresidn, estd colocado de tal manera que -
puede pandear como una columna con extremos articulados en el --
plano XY, y como una columna con giros restringidos en ambos ex -
tremos en el plano XZ.

a) Si el espesor b del miembro es de 1.27 cm., ¢ Cudl deberd ser su peralte,
h, para que tenga la misma posibilidad de pandearse en las dos direcciones -
perpendiculares?

b) Si se considera el médulo de elasticidad, E = 2.039x10° Kg/cm?, éCudl se-

rd la fuerza F que puede ser aplicada en el punto B?

UL £,

y
24 . 4cm. ¢
\ — .
s V4 [ ]
JA B [
Le - - X -
_I bz1.2Tcm.
¢ ) SECCION TRANSVERSAL
}"‘”——' DE LA BARRA AB.
a) ELEVACION
kb!LZTcm.
—— x
Z b) PLANTA
Soluciobn:

a) Para que la barra AB tenga la misma posibilidad de pandearse en las dos

direcciones, se debe cumplir que Ta carga critica para cada uno de los pla -
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nos sea la misma:

en el plano XY, el giro por pandeo serd alrededor del eje Z, por lo tanto:

w2 EIZ (2)
p = — 5= a e e m m e 2 e a == a
L,
en donde KZ = 1.0
~ th
L =1

Andlogamente, en el plano XZ, el giro por pandeo serd alrededor del eje Y, -
por lo tanto:

TT2

EI
P =— (c)

cr > -~ - ----- - s s
KL
(KL)?

en la que: K 0.65 (Valor recomendado para disefio, que es mayor que el ted

Yy
rico igual a 0.5)
b3h

1 =

y 12

1levando esto: valores a la ecuacidén (c):

m? Eb'h
T 12(0.650.)2

m? E b’h
5.07L2

PCY‘

Comparando las ecuaciones (b) y (d), se obtiene:



63

Simplificando

bh_ b’h

12~ 5.07

de donde

h? = 2.3€7 b*
0 sea

h =1.539 b

pero b = 1.27 cm
por 1o tanto,el peralte, h, serd:
h = (1.539)(1.27) = 1.95 cm

b) Para conocer cual es la fuerza F que se puede aplicar en el punto B, tene

mos que resolver la armadura:

30
)
%1 Re
) X/
AN // 1
< K
4.4
N 2
Fla WA
——
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Por equilibrio de momentos flexionantes:

M = 0
Ry = B cosE oo (o)
My = 0

Re = é%¥% =1.223F - - - - - - - - oo o - (f)

La carga axia a la que estard sujeta el miembro AB es igual a RA; por lo -
tanto, el esfuerzo en la barra es :

=

0 sea

£ o Q.75F

de donde

F:.(g:ﬂ% ------------ (g)

by

En la expresiton (g), f representa el esfuerzo admisible de compresién axial,
cuyo valor depende de la relacidon de esbeltez de la barra AB, que se obtie-
ne como sigue:

En el plano XY vale (KL/r)_ en donde K = 1.0, L = 40 cm y

z
S
Z A
donde
_ bh?
I, =3
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[ = _(,]‘*'*27.___..];:‘ 9_‘ )_.)__ ;,

. ié = 0.78 cm*

de modo que

0.78

", “NT.27x1.95 © 0-561 o

por lo tantc

sustituyendo:
_[70.33 |
ry _Vl.:27x1.95 = C.365 am

(’ KL) 0.6

o

x 30 _
g T 71.3

© 0.

w

Obsérvese que ((L/r)z = (KL/r)y, debido a que en el inciso a, el peralte h -
se obtuvo de tal manera que la barra tuviera la misma posibilidad de pandear

se en las dos direcciones perpendiculares.

_JZTE

Cc F
Yy

_ [27%(2.039x10°) _ ...
Cc‘\/“‘_’—z‘?:s"o’* = 126.1
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%% < CC .. pandeo ineldstico

Como el pandeo ocurrird en el rango ineldstico, el esfuerzo admisible se ob-
tiene a partir de la ecuacidon (1.55):

! f Z F
- {1 ) ;!Lls,t_/_n>__] Ty

ZCé 4 FS,

donde
. et ey 3

FS, = ) + 3(KL/r) _ {KL/r)

3C 8C?

C C

- 3

rs, = 54 301.3) | (L3 _ | ge

3 8(126.1) 5{126.1)°

en consecuencia

-a B\ 2
Fo= |1 - _(1.3) 1 2530~ 1145 Kg/cm?
2(126.1)* ] 1.856

por lo tanto, la fuerza F que se puede aplicar en el punto B vale, por la e-
cuacién (g):

F= 5?79

0 sea:

o= 1145xé:§éx1.95 = 3780 Kg
F =3.78 Ton
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1.3.- Una pieza de equipo mecdnico, que pesa 2500 Kg, debe estar sopor
tada 2n el extremo superior de un tubo de acero, de didmetro no-
minal igual a 5" (cédula 40). La base del tubo estd empotrada en
un dado de concreto, y su extremo superior estd libre. Si se re-
quiere un factor de sequridad contra pandeo de 2.5, iCudl serd -
la altura maxima de la columna capaz de soportar dicha pieza? Su
ponga que E

2.039 x 10° Kg/cm?. Calcular adicionalmente el es
fuerzo admisible por compresidn axial.

% 7

Pz 2500 Kg

I

Solucién

Propiedades de la seccifn (tomadas del manual AHMSA) (ref, 1.9)

Momento de inercia I =631 cm”
Area A = 27.8 cm?
Radio de giro r = 4.8 cm

51 la carga de servicio P es igual a P_./FS, entonces

g
1

(FS) P

av
H

(2.5)(2500) = 6250 Kg

despejamos L:
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donde K =2.1por tratarse de una columna en cantilever, por lo tanto

w2 ! 6
Lo L ‘/n (2.039x10°)(631) _ ¢ 75 o = 6.78
2.1 6250

la altura mdxima serd de 6.78 m.

Averigliemos aftora, el esfuerzo admisible de compresion axial. La relacién de
esbeltez vale:

KL _ 2.1x678 _
v T 48 7 297.0

comparando cor Cr:

C = 2mE
C I
y
_ alem2(2.€39x10%) _
€. = 1“ 2530 = 126.1
KL » C. . pandeo eldstico
r C

E1 esfuerzo admisible se obtiene mediante la ecuacién (1.54):

¢z 1 F
F{ ]_x
a 2(KL/r)2 | FS,

donde
FS, = 1,92
-
P, - [ (126.1) \ 2530 _ 119 kg/en
2(297)¢ ] 1.92

el esfuerzo actuante vale

_P
fa R

- 2500 _ 2 - 2
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1.4.- Deterninar la capacidad de carga de una columna de acero A-36, de

8.00 n.

de altura, que en el plano XY estd empotrada en la base y

articilada en el extremo superior, y en el plano ZY estd articula

da en arbos extremos.

La seccidn de

la columna estda formada por

2 caniles CPS-7" de peso jgual a 14.58 Kg/m cada una, unidas en--

tre si 2or elementos que forman una celosia.
£ = 2.039 x 10°

I?
¥ -1
E
o
g
i . -ﬁh e X

f

PLANO XY (FLEXION POR PANDEO
ALREDEDOR DEL EJ:Z Z)

Ka/cm vy F
1/ v by

8.00m.

—A g! _— -7

1P
PLANO ZY (FLEXION POR PANDEO
ALREDEDOR DEL EJE X)

Considerar que ----

= 2530 Kg/cm .

z

(]
l d-

1:?__.._

616
z

2CcPs 7" (14.58 kg/m.)

%

N

=]

|
T

17.8

-

2

LA CELOSIA NO MODIFICA
EL AREA NI EL MOMENTO
DE INERCIA DE LA
SECCION.

Zo Zo

SECCION TRANSVERSAL

Nota: Las caracterfsticas de un perfil CPS-7" (14.58 Kg/m.) de acuerdo con el

manual AHMSA sor:

Ze A. = 18.39 cm’
+ @@= I, =878.2 o’
' ro = 6.91 cm
X *7"“y'"_—x° L - 40.79 o'
JP.“_.Ezn rZA = 1.50 c¢m
zZ.
Zo

Solucion:

a) Propiedades de la seccién de la columna.

A = 2A, = (2)/18.39) = 36.78 cm’

I, = 2Ixc = (2)(878.2) = 1756.4 on”

I, = (Izo + Acd?) 2 = [40.79 + (18.39)(6) ]2 =
r, = Yix/h = ¥1756.4/36.78 = 6.91 cn.

r. = 41z/h = ¥1405.7/36.78 = 6.18 cm.

1405.7 cm”®
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b) Relacidn de esbeltez en el plano XY:

KZ = 0.8 (Valor recomendado para disefio, mayor que el valor tedrico
iguai a 0.7)

ﬁg;%%%gl) 103.6 (adimensional)

c) Relacidn de esbeltez en el plano ZY:

KX = 1.0

C%L)’ (1. g 53001 = 115.8 (adimensional)

d) Por ser (KL,'r)X > (KL/r)Z el plano de pandeo serd el ZY, es decir, la --
flexi6n por pandeo ocurrird alrededor del eje x, y para calcular el esfuerzo
admisible tomaremos el mayor de los valores de relaci6n de esbeltez, o sea:

(KL/r‘)x = 115.8

e) Coeficiente de columna.

_4f2m2E
Cc F
272 (2.039) (10%) _
Ce = 2530 = 126.1

f) Como(KL/r), = 115.8 es menor que C. = 126.1, el pandeo ocurrird en el ran
go ineldstico; por lo tanto,

25, 3(Kyr) _ (KL/r)?
FS, = 2 L - A
38, 8.’

= 1.914

Fs, = 5 4 3(11£.8) _(115.8)°
3 8(126.1)  8(126.1)°
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Y
o | F

Fo= |1 - A Y (ecuacién 1.55)
L 2C © 1 FS,

Fa =1 - ;_L_L}L.B__} J 2530 764  Kg/cm?
L 2(126.1) 1.914

g) La capacidad ce carga de Ta columna, en condiciones de servicio, serd:

o
1}

(764)(36.78) = 28 100 Kg

-
1t

- 28.1 Ton.
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1.5.- Determinar Ta carga axial admisible, en condiciones de servicio,-
para una columna de madera de primera que en el plano XY, mostra-
do 2n la figura, estd empotrada en la base y articulada en su ex-
tremo superior, y en el plano ZY estd articulada en ambos extre -
mos. La seccién de la columna es de 15 x 25 c¢cm y su altura es de-

5.00m. Considerar que E = 70000 Kg/cm?
y

!
- 4

Qua— —o

z
I
E 3 ! x
8 9 x—~u~%—~——x -
i X '_,J 2 iZ L
oy — - — — ﬂ%——- s |
P P

a)PLANO XY (FLEXION POR PANDEO b) PLANO ZY (FLEXION POR PANDEO ¢)SECCION TRANSVERSAL
ALREDEDOR DEL EJE Z) ALREDEDOR DEL EJE X )

Solucién:

Por ser madera de primera consideraremos, de acuerdo con la Tabla T-1,

= 2
fcp 50 Kg/cm

Las dimensiones netas, reducidas por efectos de intemperismo, son:

14 cm
24 cm

15-1
25-1

en la direccién del eje X: bn

en la direccién del eje Z: dn

Con la ecuacién (1.59), CC vale:

0.3E
fcp

C = l/0.3x7oo@
o 50

C =
C

20.49 (adimensional)
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La relacidn de esbeltez en el plano XY se calcula con (KL/bn)z,

en donde KZ 0.8, vy en el plano ZY se calcula con (KL/dn)

XS

er donde KX 1.C, por To tanto:

(kL) - (0.80)(50) _ g
n

KLy = (10)50C) - 598
n

Comparando (KL/br)zy (KL/dn)x

deo ocurrird en ¢1 plano XY, es decir, la flexi6n por pandeo ocurrird alrede

se observa que, por ser mayor (KL/bn)Z, el pan-

dor del eje z; pcr lo tanto, para calcular el esfuerzo admisible fcd tomare-

mos el mayor de eémbos valores, o sea (KL/bn)Z = 28.6

Ademds:

(-EL)Z = 28,6 > Cr = 20,49 .. el pandeo ocurrird en el rango eldastico
0 :

por lo tanto, apl-cando la ecuacién (1.58)

_ 0.3E
fed * b2
n
fpd = M.(J_O.QQD.).- = 25.7 Kg/cm?'

(28.6)"

La carga axial admisible serd:

o
1

An fcd

(14)(24)(25.7) = 8635 Kg

-
1]

-
]

8.635 Ton,
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1.6 Calcular "a carga axial mdxima admisible de la columna de acero A--
36, local-zada sobre el eje B entre los niveles 2 y 3 del marco no-
restringido contra desplazamientos laterales (marco no contraventea
do) mostrado en la siguiente figura. Considere que en el plano per-
pendicular al marco, la columna no tiene problemas de pandeo.

Acero A - 36
Fy=2530 Kg/cm?

E = 2x10° Kg/cm?

S77777 //%7———__”(

sC|

o
o

MARCO NO CONTRAVENTEADO EN PLANO xy
{FLEXION DEBIDA A PANDEO ALREDEDOR DEL EJEz )

y y
T 0=
50 48 4 S o z 45 437 4 —1-- z
J_d=0= 0=
Lo Lo
fe} 28 |10 10 28 |10
430 1 -i-LL
TRABES Ti y T2 TRABES T3y T4
x X
Taito Tio -~
40 38 z —_— ’ 4
45 43 1z s—t— z
1.0 =
_L_.:}:LO -
4 . X

loii 28 ”LO o/l 28 (lio
i 30 i I 30 |

COLUMNAS Ci1 y C2 COLUMNAS C3y C4
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75

a) Momentos de inercia de las secciones:

Trabes 7

Trabes 7

columnas 2, y C»

Columnas C, y C.

b) Rigidecea

Ty de A

Ts

de

de

de

de

de

de

(o8]

d

rel

i e e e L

)

It / ) 3 3 .
I = AK.3.Q,>_'\§_5_'Q_ - _(‘2.§>_L&_8._)., = 5 4 4 5 2 cm +
z 12 12

3 3
I . ig%;§45L,_4i§§%%i§l— = 42 296 cm”

= 31 965 cm”

= 70.49

= 65.07

= 90.75

= 83.77

= 140.99

= 106.55

= 106.55

106.55
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c) Restriccidn rotacional en Jas juntas (ecuacién 1.41):
e e
z(Ib L)
en el nudo 2:
. _ 140.99 + 106.55

ve = gp s ¥ es.7 - 1R

en el nudo 3:

_ 106.55 + 106.55 _

Vs T 3549 ¥ 6507 © Lo

d) Determinac 6n del factor de longitud efectiva K:

Por ser un marco no contraventeado usaremos el nomograma de la figura 1-15b.
Con v, = 1.42 y )3 = 1.57 se obtiene:

K = 1.45

e) Propiedades de la columna Cj:
A = (30)(40) - (28)(38) = 136 cm?
I, = 31965 cn®  (ver inciso a),

T e
4z . 431965 _
"y "\/“A” - ‘{ 136 15,33 cm

f) Relacidn de esbeltez
25 X390 < 28,38

NOTA: En este caso el valor de (KL/r)z es mayor gue (KL/r)X debido a que en-

el plano ZY 1a columna Cs no tiene problemas de pandeo.
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g) Coeficiente de columna (ecuacién 1.49)

2
_ . 2r°E
Cc - V F
Yy
¢ oo 42T (2x10Y) |y g
C 2530 )

Por ser (KL/r)Z = 28,38 menor que CC, el pandeo ocurrird en el rango ineldas_
tico; por lo tan=o, el esfuerzo admisible por compresién se calculara median
te la ecuacién (...55).

h)Obtencién del esfuerzo admisible para KL/r < CC

fs 25, 3(KL/r) _ (KL/r)?
\ 3
3 8C, 8Cc?
3
e .5, 3(28.38) _ _(28.38)° _ | 4
3 8(124.9) g(124.9)°
para KL/r < CC
F =|1 - (KL/r i} Ei
L 2(2 FS
C
Fo=l1- —lf@ﬁéﬁlf-] 2530 - 1408 kg/cm?
a7 2(124.2)% 1 1.75

i) Carga axial mixima admisible:

-
1]

(1408)(136) = 191488 Kg

)
n

191.48 Ton.
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CAPITULG II.- ESTABILIDAD DE PLACAS

I1.1 Estabilidad de Placas Planas con Carga en su Plano. 2

A0
IS U

RCLo .
II.1.1 Introduccion.

En 1a investigacion de la condicidn de inestabilidad de columnas en el capi
tulo anterior se ha considerado a la columna como un todo, como un miembro-
prismatico que tiene rigidez flexionante y torsionante, sin considerar la -
posibilidad de algln cambio en la forma de la seccibn transversal y su efec
to sobre la capacidad de carga de la columna. Sin embargo, es casi una re-
gla que Tos miemdros en compresidn de las estructuras metdlicas estdn forma-
dos por placas. Es por lo tanto concebible que aln antes de aque se inicie-
el pandeo general de una columna o de una viga, las placas de las cuales es
ta compuesta, alcancen un estado de equilibrio inestable y se pandeen local
mente, ocurriend> una falla prematura de la pieza caracterizada por una dis
torsién de su se:zcidn transversal. Por lo tanto se deberd tomar en cuenta-
la inestabilidad de placas en el disefio de columnas y de vigas.La teoriaque
se presenta a continuacidén sirve para el doble propésito de describir las
leyes fundamentales que gobiernan el comportamiento de placas comprimidas -
sujetas a varios tipos de restricciones a las que, por To general, estdn su
jetas las placas que forman una columna y la zona comprimida de una viga, Yy
a proveer las bases para determinar, de una manera confiable, el espesor re
querido de las placas en problemas practicos.

Este capitulo tratard el caso de placas rectangulares bajo esfuerzos de com
presion uniformes, estudidndose el comportamiento en los rangos elastico e

inelastico.

I1.1.2 La Ecuacidn Diferencial Fundamental del Problema de Placas y su Solu

cion.

Se considera una placa plana que estd cargada en los bordes b, paralelos al
eje Y, por la carga uniformemente distribuida toX donde t es el espesor -
de la placa (fig. 2.1.-a). Se supone gue estos bordes estdn simplemente --
apoyados de tal forma que la placa puede girar libremente en esos apoyos.-
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£l empotrar los bordes cargados tiene poco efecto en la carga critica en pla
cas largas como es el caso de columnas, sin embargo la influencia del tipo -
de apoyo en los berdes paralelos a la direccidn de la carga sT es decisiva.-

Los bordes paralelos al eje X (bordes a) pueden estar apoyados en varias for
mas.

CASQ I: Ta placa estd eldsticamente restringida en ambos bordes a. Este ca-
so incluye como 1imites los bordes simplemente apoyados y los empotrados.

CASO I1: Un borce a estd eldsticamente restringido; el otro estd libre. Es-
te caso, asimisno, incluye las dos condiciones 1imite en las cuales el borde
apoyado es libre de girar o estd empotrado.

ta fic. (2.1.-b) muestra cortes longitudinales tipicos de la placa nandeada,

(o]

y ta fig. (2.1.-2) cortes transversales para cada caso de anoyos.

b EQA Etorde'o ' by
i i ' i
§ y e ] ' . z
Berde-h -~ ¥oE ¢ ! o
Borgi__hﬁ‘_#_‘ el (caso II @
—= T\ ,
- ' Borde - b  ———— ; i\
Y TNty 2 ,\
“ - - - F—— _— ——— - — ——
{a) —— Eje x {caso-I) ; —T { \
\
[

w,l
il
il

Tl |

ha a ' CASO-I  CASO-IL
e (e
X [ | (CORTE A-A)

L o —f\ j X

‘\\“M% | S~ Pandeo en varias ondas

(b) o |
- i : ___é
P .
i \\L‘:’\\\‘1 T Pandeo en una semiondc
2z l ( CORTE B~ B )

FIG.2.1. PLACA DE axb CARGADA EN LOS BORDES b

En placas apoyadas en ambos bordes (Caso I), el pandeo ocurre en una o mds -
semiondas dependiendo de Ta relacidn a/b. En el caso II, donde un borde a de
la placa estd libre, se pandeard en una semionda cuando esté libre para gi--
rar en el borde apoyado pero en una o mas semiondas si estd restringido elds

ticamente o empotrado.

Este capitulo se tasa en la ecuacion diferencial fundamental para la defle--
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xion w (en el sentido z) de una placa delgada sometida a cargas en su plano
medio. Esta ecuacién es vdlida para deformaciones w pequefias, comparadas --
con el espesor t ce la placa. La ecuacidn es:

EI__ (Sku.) q(u 8"‘&
2

Lt 2y 9k 5% 52w 32w )

t—) +t (o, =+ o, ——+21

= 0 (2.1)
IX%3y % gyt 3x? Y oay? Xy 3X3y

o, Y oy son los esfuerzos en la direccidn X y Y respectivamente y Tyy €S
el esfuerzo cortatte en los bordes; I = t3/12 es el momento de inercia de la
seccion transversal de la placa de ancho unitario v espesor t; u mddulo de -
Poiss6n, se considera u = 0.3 para el caso del acero. En la referencia 2.5
de este capitulo se presenta la derivacidon de la ecuacién diferencial funda-

mental de placas, que se incluye como Apéndice A de este texto.

Si se considera s>lamente una carga de compresion distribuida uniformemente
en los bordes b, como se indica en la fig. (2.1), el efuerzo o, se hace cons
tante y oy Txy desaparecen. La ecuacidn diferencial para el desplazamien

y
to w toma la forma siguiente:

L PILY L 2
1-u4% ox" ax‘av? oyt 2

En la forma en que aparece la ec. (2.2) es vdlida sé6lo en el rango eldstico
y tiene que ser madificada para cuando excede oy el 1imite de proporcionalidad.
Bleich (ref.2.1)ha propuesto la siguiente aproximacién para tratar el proble

ma ineldstico.

4 L AL
B S B AL N AT to, 3w (2.3)
2 ax* ax% 3y 2 3y 3X

N

Donde 1 = Et/E, siendo Et el médulo tangente. La expresién (2.3) ha demos--

trado buena conco~dancia con resultados de laboratorio.

Esta ecuacidon es una ecuacién diferencial homogénea y desempefia el mismo pa-

pel en la teoria de estabilidad de placas que la ecuacién diferencial homogé
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nea EI(d y/dx*) + Py = 0 en la teoria de la flexién. Andlogamente a lo que
sucede en la teo~ia de columnas, las solucicnes de . en la ec. (2.3) exis--
ten solamente pa-a ciertos valores R (valores caracteristicos) del pardme-
tro Ty Tales soluciones describen la configuracion deformada de la placa
en equilibric inestable correspondiente a Tos valores caracteristicos o .--
Si el onarametro °y es diferente de los valores caracteristicos, la ec. I
(2.3) se satisface sGlo por la solucidn . = Q.

E1 valor caracteyvistico de J, que se obtiene al resolver la ecuacidn (2.3)
estd dado por 1a expresion:

TE

= TR

(=) K (2.4)
12(1-4%) b

Dende K oes un coeficiente adimensional que depende de la relacidn de asnec-

to a/b de la p aca, de la restriccidn al 9iro en los bordes descargados, -

~ o1

v del valor de . In la referencia 2.1 de este capitulo se hace el desarr~
1o ode 1a scluco6n (2.4) pera la ecuacién diferencial fundamental (2.3} au
conduce al valor 5. dado er (2.4}, que se nresenta como Apéndice B al fti--

nal del texto.

Para el casc ae una nlace aislada simplemente apoyada en sus bordes longitu
dinales. la forra en la que i coeficiente <, que se denomina factor de nla
ca. varia con la reiacion a/b de la placa se muestra en la fig. 2.2. Las -

curvas, para dist ntdos ndmero de semiondas n, que aparecen en esta fiaura -
nos muestran graficamente la dependencia del factor de nlaca K con la rela-

cidn a/h.

Fn la tabla 2.1 se dan los valores de K relativo a placas aisladas, Para dife-
rentes condiciones de apoyo en los bordes paralelos a la carga y para diversos
valores de a/b. Los valores de K correspondientes al caso 1 se obtienen de la
fio. 2.2, los valcres de K para los casos 2,3 Y 4 se obtienen de grdficas seme

jantes a la de la fig. 2.2.
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[. : : } a/b
d 1.0 2.0 30 . 40
L_a/b:1414 ‘
’+__ a/b = 2.450
| bl
I a/b =3464
-

FIt. 22 VARIACION DEL FACTOR DE PLACA K CON
LA RELACION DE ASPECTO a/b

TABLA .t VALORES DE K PARA PANDEO DE PLACAS COMPRIMIDAS
TIPO DE APOYC EN LOS BORDES PARALELOS
CASO| A LA CARGA ( LLOS CARGADOS ESTAN SIEMPRE RELACION a /b y VALORES DE K
LIBREMENTE APCYACOS)
i a/b 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8
| LOS DOS BORDES 1.1~ 1o~ _ __'/ - K 270 132 8.4] 6.25 514 453 4.20
BREMENTE APOYALOS b a/b 09 1.0 N 1.2 1.3 .4 | 41
) i K 404 | a.00 | 404 | a3 423 | aar 4.49
"
~ ¥ -
LOS DOS BORDES - a/b 04 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1.0
o ~
4 EMPOTRADOS b K 944 | 7. 69 7.05 1 700 | 729 783 7.09
L it | a/b 1.0 i |2 1.3 1.4 1.5 1.6
UNBORDE EMPOTRADC, ! =1 k .70 1.56 1.47 1.41 .36 1.34 1.33
3 EL OTRO UIBRE J_ = ~jl a/b 7 1.8 1.9 20 2.2 2.4
T b -t K 1.33 .34 1.36 1.30 1.45 147
a/b Q5 1.0 V2 14 1.6 1.8 2.0
o 3¢ | X 4 40 | 44 114 0952 | 0835 ! 0.755] 0.698
UNBORDE LIBREMENTE On—- 1 -
4 APOYADO , ELOTRO L1 T - -4 a/b 25 3.0 4.0 5.0 |PARA PLACASMAS LARGAS
-BRE n b k 0.610 | 0564 0516 | 0506 | k =0.456 + { b/a)?2
— =

VALORES MINIMOS DE K

1.-LOS DOS BORDES APOYADOS LIBREMENTE, k= 400
2.- LOS DOS BORDES EMPOTRADOS, kK = 697
3.- UN BORDE EMPOTRADO, EL OTRO LIBRE kK = 1277
4.- UN BORDE APOYADO LIBREMENTE,ELOTRO LIBRE k = C425
5.- UN BORDE APOYADO LIBREMENTE,EL OTRO EMPOTRADO k = 5.42
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El coeficiente K de piacas que forman parte de secciones a compresidn,se pue
de determinar ror medio de la siquiente ecuacidn:

K=p+2/ (2.5)

Donde p y q son coeficientes adimensionales que dependen del coeficiente de

restriccion ¢. E1 coeficiente de restriccidn z es funcidn de las dimensio--
nes de la placa que se pandea y de las que restringen el pandeo. Tebricamen
te ¢ puede asum'r valores de 0 a ». Cuando z = 0, la placa estd emootrada -
en los bordes a. y cuando ¢+ «, (convencionalmente z = =), estd libre para -
girar con respecto a estos bordes, es decir, el coeficiente de restriccién -
es inversamente proporcional a la rigidez al giro que se tenga en los bordes

a.

En la tabla (2.2) se presentan las férmulas con las que se puede calcular el

coeficiente de restriccién ¢ para diferentes secciones formadas con placas.

Una vez que se dstermina ©, se utilizan las grdficas de las figs. (2.3) 6 --
(2.4) para obtenar los coeficientes p y q. Haciendo la sustitucidn de estes
.en la ec. 2.8 se obtiene el factor de placa K. La fig. (2.3) se utiliza ---
cuando Ta placa pertenece al caso I y la fig. (2.4) cuando la nlaca pertene-
ce al caso Il. Como una simplificacién del procedimiento anterior se puede
obtener directamente de la tabla 2.2 el valor aproximado de /K, pues en --
la tercera columna de esta tabla se incluyen expresiones aproximadas para --

calcular VK como funcién de z.

Los nomogramas de la fig. 2.5 son soluciones grdficas de la mayor parte de -
los casos incluicos en la tabla 2.2, con ia cual se tiene un tercer método -
para obtener el factor de placa K.

Una vez obtenido el factor de plaqa K,se sustituye en la ec. (2.4) y se ob--
tiene el esfuerzo critico de pandeo local O

Es conveniente aclarar que para el caso I cuando para calcular el factor de -
placa K, se tienei restricciones desiguales en los bordes descargados de la
placa se puede emplear el siguiente criterio: primero usando el coeficiente
de restriccidn z1 de un lado, se obtiene un coeficiente Kicon la ec. (2.5) -



TABLA 2.2 FORMULAS

gl
x,lb

PARA DETERMINAR EL COEFICIENTE DE RESTRICCIONK Y

EL FACTOR K DE PLACAS QUE FORMAN PARTE DE SECCIONES
A COM>RESION
Tipo de seccion Coeficiente de -
transversa . restriccion § fK
ALMAS DE SECCIONES 3
EN CAJON | §=1 0.38
I ERRNIN
e I-= - 2
‘ t& d 2+
. ¢ 107 +3
t t }
L + , tc
‘ T valido para — < |
. A fo
ALMAS DE SECCIONES T | | 13 016+0.0056 (d/c)?
5743 2 .2
d p _ t C
— ,,V,,_+_ | 9.4‘1? ? 2
1 24+ ———
[t ) 0L +3
2c | i - t2¢ -
L—_-r;r-s T valido para 9.4 W2dZ — I
PATINES DE SECCIONES I 134
t=2— '
' t3c 12 d2
4o |-0.106 & = >
‘ t t2 ¢ | 065+ —5—
2c = - . 3f+4
a4 o y ; Tp valido para 9.4 lfzcaz?_ |
ALMAS DE SZCCIONES T 3 I
w _ 1
2¢ Cs W3
- oo 1
T' "l — 12 g2 065+ —=
| tc c 30 +4
d‘ ~ 1 p 12 CZ
valido para Q06 —o-7 = |
l ted
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TABLA 2.2 (CONTINUACION)

Tipo de seccion Coeficiente de
transversal restriccién 7 43
ALMAS DE CANA '
NALES (=2 ?2one+ooose(a/cr
T 9.4~ bp 2
N T t d 10 +3
tp tp - 2
J N P vdlido para 94"Zc g
p
PATINES DE CANALES 3
% —
d - 2
f“]"—'“—‘f 01062, % 2
T ? c ’
c -—h 1 2 2 3’?‘+4
RS t valido para 9.4 Lo
p p T2d2
ALMAS DE SECCIONES U 2. |
’D~ —
¢ 13 d 2 2
S .._—-.4— C t Cc
i '%1 . I OJOGQ 21| 065+ 2
1 ¢ 3C+4
{ vdlido para 941_-22|
ANGULOS b/b=1:0652
b Y /6=%:071
1 ) b' 30
gy b/b=-:0754
SECCIONES EN CRUZ
51 _p 0.652
-
_f_bq_b

% LA FORMULA NC ES APLICABLE SI LOS BORDES INFERIORES DE LAS ALMAS
ESTAN UNIDOS ENTRE S| POR DIAGONALES O PLACAS INTERRUMPIDAS.
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P [p=2[50, 500 o T 1
2401} I ; é & Ambos boirdes Ide la| place | 480
‘\ | “ ' Restiringidios elldsticgmente
e S S (N O . 4 4.40
\\‘\“~~~ :
200 4 TR S = = 4.00
P { Para (> COI. p=2J00
_ - : —— 3.60
i \ MPoro valories del; >!. 16
| 60 X . o }Colcdtese p ygide las férpulas. 3 20
; psl2 + 0.04i7
N ) : 1 0.73k%
N e 7 2.80
. ‘ }k | i Q. Gl +o O—-r;
(.20 - T T mmsalcoy 2.40
N \4/\_ e b .o 2.00
080 e — e ] 1.60
I Gookast]
: i ! | 200 g=1
o ﬁ,_vﬁ{ | R i | Para |G-00 } | 20
; ‘ i i | : !
0.40 Lo — 0.80
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 L6 &
FI¢. 2.3 . VALORES DE p vy g EN FUNCION DEL
COEFICIENTE DE RESTRICCION & (CASO T)
p
S , 0.130
0.129 | [ 1
~_ 4 ‘ Un torde {de la|placia resltringiido
60 o8 a’ elasticamgntegl otrg librg 0120
. L 0.110
\ \ o |
0.50— | 0.100
‘ i 1 p=0|.42
\& i P Para|§-00|: p=0].425 0.090
i \ .
'\ 0.080
049 e ) ®ara] valofes 4> 6] :
! ' I 4 as fgrmul |
* ;’,_,___,,\ L N ,,COlc"‘;'ese PYY Ooglllis OU nulps f—-{0.0TO
L \\‘ | = 04254555 |
5 : | 02 . |
c.3>o]L ’l : q - 5081 | lo.oeo
‘ | - Y | 1 0Casfe |
: N : 0.050
i i ! |
C.20— B . 4‘ - b 0.040
| : , T — | ;
‘ L i - —=0.030
| 3 Para §-00.9:0 0.020
0.1 OL | ! l I i . __:
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

FIG.2 .4 VALORES DE pyq EN FUNCION DEL COEFICIENTE
DE RESTRICCION Z (cAasoO I1)
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CLAVE
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NOMOGRAMAS PARA DETERMINAR EL FACTOR DE PLACA K
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y después utilizando el valor ¢, del otro lado se obtienen un coeficiente -
K, El valor medio, « = (K, + K,)/2 representa una 'muy buena aprcximacion
del valor exacto de K. Cuando, para este caso, 0. s mayor que el Tinite -
de proporcionalidad, es recomendable calcular el valor de Occorrestagaienie
a K v después o1 valor Ce correspondiente a K: y nromediar 1os dos valcres
de e

Ensequida se hard la aplicacidn de la ec. (2.5) a tres casos particulares
del caso I.

a) Placa apoyada simplemente en los bordes descargados a.

"

De la fig. (2.3) sara g =, p=20yaq=1.0

oean
T

De la ec. (2.5) K=p+2/0 =2+ 2/T = 4

b) Placa con los bordes a empotrados.

De la fig. (2.3) paraz =06, p=2.5y q=25.0

Y

De la ec. (2.5) K=p+2/q = 2.5+25 = €.97
c) Placa con un borde a empotradc y el otro simpiemente apoyado.

De acuerdo al criferio que se describe arriba y a Tos resultados de a) y b)

k= Kotk o L2897 . g 4

~y

E1 resultado exacto es K = 5.42, que se tiene en el grupo de valores mini--
mos de K, adicionel a la tabla 2.1. Por lo tanto el valor calculado es bas

tante aproximads &l real.
Enseguida se analizardn dos casos particulares dal cacso II.

a) Placa apoyada simplemente en un borde a y libre en el otro.
De la fig. (2.4) para g ==, p = 0.425y q = 0.
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De Ta ec. (2.3) K =p + 2/q9 = 0.425 + 2/0 = 0.425,
b) Placa empotrada en un borde a y libre en el otro.

De 1a fig. (2.4) paraz =0, p = 0.570 y q = 0.125.
De Ta ec. (2.5) K =p + 2/9 = 0.570 + 2/0.125 = 1.277.

Para entender me or el comportamiento de piezas comprimidas formadas por va--
rias placas, es conveniente escribir la ec. (2.4) en la forma siguiente:

) [

En donde al factor K/(b/t)2 se 1e denomina mbdulo de rigidez de placa. En la
ecuacidn anterior se puede observar que el esfuerzo critico varia en razén di
recta con el modulo de rigidez de placa, debe notarse que la cantidad encerra
da en el primer paréntesis es constante para un material dado. En cuanto al

médulo de rigidez de placa se advierte que b/t depende de la geometria de ca-
da una de las placas, pero K es funcibén de Tlas restricciones que las demds --
producen en sus bordes, de manera que la simple inspeccidon de la seccidn ---
transversal de uné 3seccidn dada no siempre permite determinar cual placa tie

ne el factor de rigidez minimo.

En una columna formada por varias placas, aquella que tendrd tendencia a pan-

1

dearse primero serd la que tenga un médulo de rigidez de placa menor, por 1o
que deberd revisarse que el esfuerzo critico de dicha placa sea mayor que el
que se presenta para la seccidn completa. De esta forma se evitaran fallas -

por pandeo Tocal.

Este fendmeno de Ta interaccidén de los elementos planos que constituye una --
pieza comprimida puede ilustrarse estudiando el comportamiento de una columna
de seccidn en cajén, formada por cuatrc placas y sometida a esfuerzos unifor-
mes de compresidn que hacen gue se pandee localmente.

En el caso 1 de la figura (2.6), siendo todas las placas iguales, el pandeo -
se presenta simultdneamente en todas ellas ya que todas tienen la misma rigi-
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¢ez y ninguna se opone al pandeo de las demds, actuando como si estuvieran -
aLoyacas en 1os bordes lorgitudinales.

thoel caso 2, quz se flustra en la figura (2.6), el grueso t; de las placas -
horizontales es mayor gue 21 de las laterales, t,. Siendo las placas latera
Tes menos rigidas, el pandeo se iniciard en éstas.

1 caso 3 de la ficura (2.6) es el de una seccidn rectangular, siendo el --
grueso t de lasslacas horizontales mayor que el grueso t, de las placas la-

L
‘
1
b 4+ CASO |
L=t
—
. p
T Y
' t
b T C ASO 2
t, >t
1.
b, 4
. . it" —
Ia—
%
b2, |ti>t A cCAsSO 3
J_ by > by L
b,

4= C ASO 4
bz ti= b
bz2> b,
- L]

a) DIMENSIONES GEOMETRICAS b) DEFORMACION

F16.2.6 INTERACCION DE LAS PLACAS DE UNA COLUMNA DE SECCION CAJON
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terales, pero el ancho de las placas horizontales es mayor que el ancho de --
Tas placas verticales. Este es el caso de una seccifn cuya simple inspeccidn
no permite determinar que placa se pandeard primero. Serd necesario calcular
el médulo de rigidez de placa de ambas para saberlo. Las placas verticales se

pandearan primero que las horizontales, si K, < K, » en que K; -
(b2/tz)*  (by/ty)

K2 son Tos factores de placa que corresponden alas placas horizontales y ver-

ticales, respect vamente. En caso contrario se pandeardn primero las placas

horizontales.

El caso 4 de la fig. (2.6), es de una seccidn rectangular formada con placas

de igual espesor, donde el ancho de las placas laterales es mayor que el de --

las placas horizontales: b, > by, por To que K2 < Ki , por lo tan-
(ba/t2)®  (bi/t1)?

to el pandeo se iaiciard en las placas laterales.

Zn una columné cuya seccidr estd formada por placas, la interaccidn entre las
placas se presenta cuando al iniciarse el pandeo en una de ellas, las placas -
en las que se apora dicha placa tratardan de impedir el giro de sus bordes, lo
que ocasiona la aparicidn de momentos flexionantes a 1o largo de sus bordes,-
produciendo en ellas una condicién intermedia entre el apoyo libre v el empo-
trado, ai mismo tiempo que tratan de hacer girar a lcs elementcs mas rigidos.
Como resultado de esia interaccion el modulo de rigidez de las placas menos ri
gidas crece y el ce las mds rigidas cecrece, alcanzando Ta seccidn un estado

de equilibrio inestable cuando ambos médulos se igualan y las placas se pan--

dean simultdneamente.

E1 fendmeno que se acaba de describir se presenta sélo cuando 1os espesores -
de las placas gue zomponen la seccidén son del mismo orden de magnitud; siunas
son mucho mds rigidas que otras se pandean dnicamente Tas mas esbeltas, que -
tienen un comportamiento cercano al de las placas empotradas en los bordes, -
ya que su carga critica se alcanza antes que la de los elementos mas rigidos,
sin que lleguen a ‘igualarse los modulos de rigidez.

E1 comportamiento ce otras secciones tales como viguetas, canales, zetas, ---
etc., es semejante al de la: secciones en cajon.
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11.1.3 Determinacion del Esfuerzo Critico en el Rango Ineldstico de Pandeo.

En el rango elastico de pandeo, cuando T = 1, el esfuerzo critico O puede
calcularse directamente de la ec. (2.4). Sin embargo, en el rango inelasti

Co, T < 1, que depende de 5_, es una cantidad desconocida al principo del -

o
calculo, y seria necesario un método iterativo para determinar Oc- Esto se
puede evitar escribiendo la ec. (2.4) en Ta forma:
g. 2 .
_ﬁ: = TRt ¥ K (2.7)
vax 12(1-2%) b

Determinando qc/ﬁ? de esta ecuacion, los valores correspondieites de 0. pue
den encontrarse e una tabla precalculada que relacione los veiores de Op =
como funcion de oc//? Para calcular dicha tabla es necesario disponer de -
una ecuacion que relacione ambas cantidades. Esta relacion se obtiene a -
partir de dos ecuaciones; una es la ecuacidén modificada de Euler para pan--
deo de columnas e¢n el rango inelastico,

w°E

= t
OC = _(L/Y,)Z (28)

en Ta que L es la Tongitud efectiva de la pieza y la otra es Tla ecuacion -
aproximada para pandeo de columnas en el rango ineldstico propuesta por ---
Bleich {Ref. 2.11,

c. =0, - 19 0y - 01p) (L/Y')2 (2.9)

despejando (L/r) de cada una de las ecuaciones, e igualando los resultados

se 1lega a
o, - c. )0

. %Oy e (2.10)
y 1p 1p

donde O]p es el asfuerzo correspondiente al limite de pronorcionalidad y pa

ra el caso de columnas se considera que
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sustituyendo en la ec. (2.10) a Olp por Oy/Z, sacando raiz cuadrada a ambos

mienbros, obteniendo el inverso y multiplicando ambos miembros por Oos S€ ==
1leqa a que

%c ‘e %y
VT 2%75y - ocff o

(2.12)

c

elevando al cuadrado ambos miembros, simplificando y despejando a 0. S€ tie

ne que
O <
(=) 5
ol w VT e .y (2. 13)
C g 2 5 5
4 e

Para el caso del Acero A-36 (Oy = 2530 Kg/cm®), la ec. (2.13) se convierte -

en

2530 ()"
o, = L (2.14)
1600225 + (—=)
v T

En la tabla (2.3) se presenta el conjunto usual de valores de o correspon--

dientes a los valcres de sc//?, obtenidos a partir de la ec. (2.14)

TABLLA 2.3 ESFUERZO CRITICO DE PANDEQ INELASTICO EN FUNCION DE
Oc¢ /v T ACERO A-36.

Ub/vﬂp e Oc /v/:;l Ce Oh/vﬁ? Cc 02:/\/,:);1 Oc
1265 1265 2200 1900 4 500 2340 14000 2505
1300 1300 _;4:00 1970 5000 2370 16000 2510
1400 1390 2600 2050 6000 2410 20000 2520
1500 1470 2800 2100 7000 2460 30000 2525
1600 1550 3000 2150 8000 2470 40000 2525
1800 1690 3500 2230 10000 2490 £0000 2525

2000 1810 4000 2290 12000 2800 co 2530
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Si el pandeo se inicia en el rango eldstico (t=1), la ec. (2.4) deberd pro-
porcionar un valor de J. menor o igual que oy/Z, en caso contrario, es de--
cir, si 0. s mayor que el 50 por ciento del esfuerzo de fluencia, la ec. --
(2.4), oroporciona un esfuerzo critico eldstico hipotético, que es equiva--
lente a oc/w?' y deberd corregirse por inelasticidad apticando la ec.(2.11)
o ta tabla (2.3).
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EJEMPLO 2.1

Se desea investigar el esfuerzo critico de pandeo de una placa larga para -
dos condiciones de apoyo en sus bordes longitudinales, a) simplemente apoya
da y b) empotrada. La seccidn de la placa es de 40x0.95 cm y es de acero --
A-36

a) Apoyos simples.

Para esta cond'cién de apoyo, de 1a tabla (2.1) se obtiene: K = 4.0

De la ec. 2.4, suponiendo 1 =1

2 ) 6 2 o]
_ (3.14)x 2.039 x 10°(0.95,% |

o 4.0 = 4,154 Kg/em? > L
¢ 12 (1 - 0.32) 40 2

Por lo tanto debe corregirse por inelasticidad; de la ec. (2.6)

g
€ = 4,154 Kg/cm?

3

De la tabla (2.3), interpolando linealmente, se obtiene que
0. = 2,305 Kg/cm?®
b) Apoyos empotrados

De la tabla (2.L)}, K = 6,97

2

2. o [ g
(3.14) X 2.039 x 10 (0‘95) x 6.97 = 7,238 Kg/cm?_ > _,Y_
2

0 =

¢ 12 (1 - 0.32) 10

Corrigiendo por irelasticidad, se interpola linealmente de la tabla(2.3)

Q
It

2,462.38 Kyg/cm?
= 2,462 Kg/cn?

Q
0]
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CJEMPLO 2.2

Determinar la carga critica de pandeo local de una columna, sujeta a carga
axial de compresidon, con seccidn en cajon, como se muestra en la figura. El
pandeo .de conjunto estd restringido por contraventeos adecuados.

1 4 =260cm. 1
NS ___H~
. 4:58.73 )
' el 8§
te = 1.27cm :
¢ ] ° 2 ACERO - A36
1 boo

De la tabla (2.2)

C = t® 0.:8
3~ 2 2
t. Ll - g_]
t2 d‘Z_
C
2 2

Cuando el pardmetro %7—- ——%7—- es mayor que 1.0, falla primero la placa
corta, si es iguel a ¢ 1.0 ambas empiezan a pandearse simultdnea-
mente.

1.273 0.38 -
g = = 0.672

1.27°3 1 - o..27*  38.732

. 272 58.732

De Ja fig. (2.3)para ¢=0.672, p=2.05y q = 1.9

De 1a ec. (2.5)

K =-2.05+ 2/ 1.9 = 4.81



De

O:

c

o *
C

Se

O’:
C

P
c

P
Cc

p
C

La
de

da

99

la ec. (2.4,, suponiendo 1t = 1.
(3.14)2 x ©.039 x 10° . 2 °
(3. 14) — (—=1—) ' 4.81 = 4140.80 Kg/en? > ——
12 { 1-0.3%) 58.73

a

4141 Xg/cm? > g

corrige por inelasticidad, interpolando linealmente de la tabla (2.3) -

2,304 Kg/cm?

2 x (62+38)x1.27x2,304

585,216 Kg

he

535 Ton

carga criticu de la columna por pandeo general dependerd de la relaciodn
esbeltez. £i Ta columna es muy corta dominard PC = 585 Ton, pero a medi-
que es mas lérga la carga critica puede reducirse por pandeo de conjunto.
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II.2 Disefio Basado en Esfuerzos Admisibles

I1.2.1 Relacién Ancho/Espesor de Placas que Forman una Columna a Compresidn
Axial.

En columnas es necesario que se evite que los elementos planos que la com--
ponen, fallen bajo una carga menor a la carga critica de pandeo del conjun-
to, 1o que se logra haciendo que el esfuerzo critico de pandeo de cada pla-
ca sea mayor o igual que el esfuerzo de pandeo de Ta columna en conjunto.

Por lo tanto para pandeo eldstico se debe tener:

2 oy 2
SR TR (2.15)

(1/r)2 12(1-u2) b

en que 1 es la Tongitud efectiva de la columna.

E1 primer miembro de 1a ec. (2.15) es el esfuerzo critico de pandeo de las
columnas, y el segundo es de las placas, ambos son vdlidos en el rango elas

tico. Simplificando la ec. (2.15) se tiene que:

1 < K, (t)2

(1/r)° 12(1-07) b

despejando b/t, se obtiene

b . / _amt
N12 (1-09)

haciendo u 0.3, resulta:

~i—

% < 0.303 /K (2.16)
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PARA PANDEO INELASTICO:

- 1 O 2 -
[1 _Q/r) ng ¢ I Ev/r (t2

__) K
Soece) 12(1-1%) b (2.17)

E1 primer m1$mbro de Ta ec. (2.17) es el esfuerco critico de pandeo de colum
nas cuando-;< Cc (rango ineldstico, véase 1.4) y e} segundo el de placas, -
incluyendo 21 factor /7 para corregir por inelasticidad.

Sustituyendo C.2por 272 E/oy

2
tomando O‘1p“= O'V/Z y o = [_1 - (]/r) ] Oy
. 2 c 5

c

y efectuando operaciones se 1lega a la siguiente relacion:

%_ . 1920 /TTy X (2.18)

Yor 2 _ 171532
/ZCC {(1/r) Moy

Para acero A-36 (E = 2.039x10%® Kg/cm?, oy = 2530 Kg/cm? y CC = 126.1) se
obtiere en la ec. (2.18):

V3TBOZ = 1772 (2.19)

cH o
A

I1.2.2 Relacion Ancho/espesor de Placas que Forman Parte de Barras Sometidas
a Flexion.

De acuerdo con las especificaciones del AISC, el esfuerzo permisible op en
las fibras extremas del patin de compresidn cuando es sdlido, de seccion --
transversal aproximadamente rectangular y su area no es menor que el patin

de tensidn, de piezas flexionadas que tengan un eje de simetria en el plano
de su alma, es el mayor de los dados por las ecuaciones siguientes, pero no

mayor que 0.60 oy.
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0.6(0.69 E C,)
I.- a = - b
) p Td/A, (2.20)

IT.- Cuando 1/r < Cc’ caso de pandeo ineldstico.

2
o. 06 [1- ~L/2L)——] o, (2.21)
p 2 CC Cb
Cuando 1/r =z CC, caso de pandeo elastico.
0.6 % E Cb
g, = —— (2.22
Py | )
s’ ®
I
- =+
d >
I B o )
FIG. 2.7 GEOMETRIA DE UNA SECCION "1"
Donde:
1 = Distancia entre secciones transversales del patin en compresién ---

arriostradas contra el giro o contra desplazamientos laterales.

r = Radio de giro con respecto al eje de simetria en el plano del alma-
(eje y, de la fig. 2.7), de una secci6n formada por el patin de com
presion y 1/6 del area del alma.

d = Peralte de la viga.
Ap = Area del patin de compresién (Ap = 2bt).
1.75+1.05 (My/M2) + 0.3 (Mi/M,)”, pero no mayor que 2.3, donde M; -
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es el menor y Mo es el mayor de T1os momentos flexionantes en los -
extremos de la Tongitud sin arriostrar, tomados alrededor del eje
de meyor resistencia, donde M;/M,, la relacidon de los momentos ex-
tremcs, es positiva cuando My y Mz tienen el mismo signo, fig. 2.8a
(flexidn en curvatura doble) y negativa cuando tienen signos con--
trarios, fig. 2.8b (flexi6n en curvatura simple). Cuando el momen-
to flexionante dentro de la longitud no arriostrada sea mayor que
los d2 ambos extremos Cb se deberd tomar como la unidad, fig. ----

2.8c.
Mi M "
N 7N\ !
N
\ \ s
\ \
Mi/Me—(+) /I MI/M2—(-) \1 " M3=~M2 ™M~ Cp =i
3
A | i
A’ ,
l /
\\ /
oA L T
M2 M2 M2
o) FLEXION EN b) FLEXION EN c) MOMENTO FLEXIONANTE EN
CURVAT URA DOBLE CURVATURA SIMPLE EL INTERIOR MAYOR QUE EN

LOS EXTREMOS.

FIG. 2.8 ESQUEMA DE MOMENTOS FLEXIONANTES M1, M2y M3.

Se procederd de nanera andloga a como se hizo en el caso de columnas carga--
das axialmente; por consiguiente las ecuaciones basicas son:

Cuando rige I; ec. (2.20)

0.69 E C )
b E T ok (2.23)
b

1d/Ap - 12(1-n?)

IN

Cuando rige II:

a) Si el pandeo 2s ineldstico, ec. (2.21)

L. Omt L mEVE by (2.28)
2.¢.2 ¢, y 12(1-p2) b
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b) Si el pandeo =s eldstico, ec. (2.22)

2 2 F
”ﬂ‘ECb mT oo

’ & K (2.25)
(1/ry 12(1-12) b

WA

Er Tas tres ecuaciones anteriores se impone la condicién de que el esfuerzo -
critico de panden local sea mayor o iqual que el esfuerzo critico de nandeo
de conjunto.

Los miembros de la izquierda de la ecs.(2.23), (2.24) y (2.25) son las expre
siones generales del esfuerzo permisible dado en las ecs. (2.20), (2.21) y -
(2.22) respectivamente. Las ecs. (2.20), (2.21) y (2.22) incluyen un factor
de reduccion de 0.6 el cual se ha eliminado de las expresiones generales, --
asimismo en la ec. (2.23) no se introduce el factor vt en el segundo miembro
para ser congruentes con la obtencidn de la ec. (2.20) en la que tampoco se
hace ninguna correccion por pandeo ineldstico.

Cuando rige I, de Tla ec. (2.23) obtenemos:

&)’ (0.69 £ C) 12 (1-u?)
_1) 2
b (1d,/Ap) 72 E K
2 . 'l 2
(P_) < d i K

(0.691 12 (1-u?) Cy Ap
haciendo u = 0.3 y Ap=2bt nos da que

%} < 1.3 1d K (2.26)

%

Cuando rige II, para 1/r < CC; caso de nandeo ineldstico, y siguiendo un pro
cedimiento igual al de columnas cargadas axialmente se 1lega a lo siguiente:

Para Acero A-36
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b 38. /r

b 8.2 //r K (2.27)
t “/318026b - (1/r)?

Cuando rige II, para 1/r 2 CC; caso de pandeo elastico.

b | 1

=< 0.303 - /K (2.28)
t rCt

[1.2.3 Especificaciones de Disefo.

Actualmente se emplean dos criterios diferentes para evitar el pandeo local en
elementos comprimidos axialmente o sujetos a flexién. En el primero, que se -
utiliza en general en Eurcpa (Normas DIN), se impide que se inicie ese fendme-
no dimensionarido las secciones transversales de manera que las placas indivi--
duales que las componenofrezcan al pandeo una resistencia igual o mayor que la
que el miembro ccmpleto presenta al pandeo de conjunto. Este criterio es el -
que se ha utilizedo para deducir las ecuacicnes de los articulos II.2.1y ---
I1.2.2.

En el segundo criterio, empleado en los Estados Unidos (Normas AISC), la condi
cion bdsica que rige el disefio de Tas placas es que se pueda alcanzar el eSs---
fuerzo de fiuencia cel miterial sin que se pandeen localmente, independiente--
mente del esfuarz) critice del miembro considerado en conjunto, ademas supone
comportamiento elistico (t=1) hasta que Oer T Oy esto es,

¢ E (t)2 K
12 (1-u?) b Y

despejando b/t,

\/ 12 E K
12 (141%) o

haciendo 1 = 0.3 y E = 2.039x10° ésta igualdad se reduce a:

HIA

b
k y

RRELTANN B (2.29)

cH o
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En la tabla (2.4) aparecen las relaciones b/t obtenidas al aplicar la ec. -——;.
(2.29) a placas :comprimidas con condiciones idealizadas de apoyos, y los 1imi-
tes especificados por el AISC y por el Reglamento de Construcciones para el --
Distrito Federal (RCDF) para elementos plancs reales mis o menos equivalentes

a los idealizados. Cuando se trata de placas que estdn apoyadas en sus bordes
longitudinales se les denomina placas atiesadas y cuando estdn libres en uno -
de ellos se les denomina placas no atiesadas.

TABLA - 2.4 RELACIONES b/t NECESARIAS PARA EVITAR EL PANDEO LOCAL DE PLAC AS
EN MIEMBROS COMPRIMIDOS, NORMAS AISC. Y R.C.D.F.

VALORES TEORICOS (v T} ESPECIFICACIONES ({E S P.) ESP/V.T

0,
RELACION(b/t) MAXIMA o

TIPO DE APO- b/t
YO ENLOS BOR-| K (MAX) TIPO DE ELEMENTO COMPRIMIDO A.1.S.C. R.C.D. F.
' A
DES LONGITU-[MINY ISC|RCOF|
DINALES Fc 2.29 GENERAL| A-36 |GENERAU A-3 6

PATINES DE SECCIONES EN CAJON REC -

TANGULARES O CUADRADOS, DE G RUESO '995\%"_;

UNIFORME . ( %)

4.00 27"\‘/'45 TODOS LOS ELEMENTOS ATIESADOS COM—~
PRIMIDOS UNIFORMEMENTE NOINCLUIDOS |212i40,| 42.2 [2100/0) 418 |78 77

ENLA CATEGORIA _ANTERIOR y

39.7 zooo\/;‘, 39.8 |73 | 74

|

N \\[\\

[l
542 315?/7,

N j[\
AN

6.97 3583\/16;

m
3_ 1277|1535 ALMAS DE TES noe% 21.2 69
PUNTALES FORMADOS POR UN SOLO
ANGULO 0 POR DOS ANGULOS CON SE- 53%’3\ 2.7 54‘{/’? t2.7 17272

PARADORES

[ ST i
0425 |884//ry

EN CONTACO, PATINES COMFRIMIDOS DE 5.8 aooﬂ 15.9 190 |90

VIGAS, ATIESADORES, ETC

PUNTALES FORMADOS POR DOS ANGULOS
6/

* NOTA: Para las almas de secciones en cajén rectangulares o cuadradas de grueso
uniforme a compresién uniforme, se puede tomar el mismo valor de la re-
lacidn b/t que especifica el AISCo el RCDF para los patines de estas sec
ciones.
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Al calcular las relaciones ancho a espesor de placas no atiesadas, el ancho -
de las placas se medird desde el borde libre a la primera 1inea de remaches o
tornillos, o al primer corddn de soldadura; el ancho de las alas de angulos,
de los patines de canales y zetas y de las almas de las tes se tomard igual -
a la dimensidon nominal completa, y el ancho de patines de vigas y tes, igual
a la mitad del ancho nominai. En el caso de las placas atiesadas, el ancho
de las placas se medird entre las dos lineas mas cercanas de remaches, torni-
110s o soldaduras, o entre los arranques de los patines.

Como se puede apreciar en la tabla (2.4) las especificaciones del AISC y el -
(RCDF) que limitan la relacidon ancho/espesor de placas de columnas a compre--
sidn axial y de placas comprimidas de secciones a flexidon son muy semejantes.

Tanto el AISC como el RCDF admiten que la relacidn ancho/espesor de un elemen
to estructural cemprimido puede ser mayor que el limite que marca la especifi
cacidn reglamentaria correspondiente, siempre que se justifique con un anali-
sis, que el pandeo de esa placa no ocurrird antes que el pandeo general de la
seccidn. En este caso deberd aplicarse el criterio de 1os articulos I1I1.2.1 y
[1.2.2.

En general Ta relacidn ancho/espesor de placas comprimidas resulta menor apli
cando las especificaciones AISC o RCDF que por la aplicacidn del criterio de
Tos articulos II.2.1 y 11.2.2 derivado de la teoria de estabilidad de placas,
1o cual significa que este criterio conduce a un disefio mds econdmico de pla-
cas, que el que resulta de las especificaciones.
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EJEMPLC 2.3

De acuerdo con el criterio AISC ~zlcular la relacidn b/t mdxima permisible-

para el alma de un perfil "I", que trabaja como columna a compresion axial.
Supongase Acero A-36.

De acuerdo a la ec. (2.29)

Considerando K = 4; correspondiente al valor minimo de placas simplemente -
apoyadas en sus dos bordes Jonaitudinales, cubriéndose todos los casos de -

almas de secciones "1". esto es

Las especificaciones AISC establecen en la seccién 1.9.2.2 que la relacidn-
maxima es de

b_ 2121 _ 2121 _ 4,
t /o“)', /2530

Por 1o que la relacidon maxima establecida en las especificaciones AISC es el
76% de la que se obtiene con el criterio tedrico de las mismas.
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EJEMPLD 2.4

Revisar el valor de la relacion b/t de las placas mis delgadas, que forman
la seccion cajon que se muestra 2n 1i figura de una columna cargada axial
mente, para dds alternativas de relaciones de esbeltez, 1/r = 50 y 1/r=138,
mediante los criterios:

Especificaciones AISC

a)
b) Especificaciones R.C.D.F.
c)

Teorfia de estabilidad deplacas.

Considerese fcero A - 36

5 £ B y— 40 —
- 7_)£5173__ 26.7
<t
— — +\
|
_40cem 4
a) b i29§' = 199 L5 ; donde 26.7 < 39.7 si cumple
t o7 /250
b) b 2000 2000 = 39.8 ; donde 26.7 < 39.8 si cumple
t vQ v2530

¢)C. = /7 E?B;' = V2x3.14%x2.039x10°/2530 = 126.1

Para la alternativa de 1/r = 50, donde 50< 126.1, se presenta pandeo ine-
14stico y se aplica la ec. (2.19), esto es:

< 38.2 /17y K (1)

b . 38.2/1/r
t

. ¥31B02-(1/)F
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De la tabla (2.2)

3 O.

=t R (2)

too1. Ef E;A

t: g

Donde
t =1.5
tc= 2.5
¢ = 40
d = 40

Sustituyendo valores en (?)

£ 3 s e
g = LS ). 38 = (.128
2 5° 1 - l_ti ﬂg_z_
2.52 402

De 1a fig. (2.3) para ¢ = 0.128, p = 2.15 y q = 3.50

De la ec. (2.5)
K=p+2/9 = 2.15+2 /3.5 = 5.89

Sustituyendo valores en (1)

b é-—~§§L§Z§Q~—' /5.89 = 50.1; Donde 26.7 < 50.1 si cumple

t  /31802-(50)2

Para la alterpativa de 1/r = 138, donde 138 > 126.1, se presenta pandeo e--
lastico y se aplica la e.c (2.16) esto es:

b 0-303-} /K = 0.303x138x/5.89 = 101.5; donde 26.7 < 101.5 si cumple.

t

De 1o anterior se concluye que las especificaciones del AISC y las del --
RCDF  proporcicnan relaciones ancho/espesor mds conservadaras, ademds se -

puede observar que las relaciones b/t que proporcionan las especificaciones
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AISC y RCDF son indeperdisntes de la relacion de esbeltez, mientras que con
la "teoria ce estabilidad de placas" la relacidn b/t admisible aumenta con

la relacién de esheltez.
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EJEMPLO 2.5

Se tiene una viga de acero A-36, de 10 m. de claro, libremente anoyada en sus
extremos, sometida 3 una cierta condicién de carga y cuya seccién transversal
se indica en la figura, revisar si la relacién ancho/espesor del patin en com
presién cumple con: -

a) AISC.
b) RCDF.

c) Teoria de estabilidad de placas.

S
A
. ]
1 | 5 25
tz=lcm © b -
7 P—c 8' (_f—)reql 0 25
s
1
cCC— — ___4_
| |
| 2c=50cm

a) b ZEQ = “%gg:; = 15.8
t /5; /2530

como 25 > 15.8 no cumple la especificacidn del AISC; el patin deberia ser de
25/15.8 = 1.58 cm. de espesor.

b)g < 8_99 = _E_B.QO_. = 15.9
t

. G
/gy 2530

Como 25 > 15.9 no cumple la especificacion del RCDF vy el natin deberia ser de

25/15.9 = 1.57 cm de espesor.

c) La formula por aplicar depende del valor que rija del esfuerzo permisible
(ecs. 2.20, 2.21 v 2.22), por estar la viga simrlemente apoyada, se infiere -
que el momento flexionante, en la parte intermedia de Ta viga es mayor que en

los extremos, por 1o cual debe ser Cb=1‘

I.- Entonces en 1a ec. (2.20) se tiene:
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o 0.6 (0.63E Fb?

o Td/A
para E= 2.039x12° Kg/ecm?® y Cb= 1, queda

_ 844,146
In” 71000 x B0/ 25x1

7y 351.73 kg/cn®

como
251.73< 0.6 T, 1518 Kg/cm?

se acepta 7 251.73 Kg/cm?

[1.- Para decidir ahora si se aplica la ec. (2.21) o la ec. (2.2Z2) investique-
mos el tipo de pandeo de la zona comprimida de la seccidn, para esto debemos -
comparar su reiacion de esbeltez 1/r con el coeficiente CC :

—

C.=J 27E/c, = 126.1
Obtencidn de la -~elacidn ce esbeltez 1/r:

H+;MNQRJLT“_*L

|

==

Y

BN

| i;
pospr

cm

(1/6 DEL ALMA)

_ 1x50° 9.66x1° _ 4
Iy— v 17 10,417.5 cm

A = 50x1 + 9.66x1 = 59.7 cm?

ry® VT/E =  v10,417.5/59.7 = 13.2

(]/ry) = 1000/13.2 = 75.7 < Cc’ luego el pandeo de la zona comprimida de la
seccidn es ineldstico,
por tanto se aplica la ec. (2.21)
2 2
o = [} - illlj—m—} 0.6 o = [:1- 78.70° T 0.6x25%
c2 ¢, Y 2x126.1%x 1
1244 Kg/cm® (2)

Q
]

[Ty
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como
1244 < 0.6 ¢
y
se acepta o = 1244 Kg/cm?

De (1) y (2) se debe tomar el mayor, por lo que rige la ec. (2.21) para es--
fuerzos permisibles, aplicdndose por lo tanto la ec. (2.27) para la relacién
ancho/espesor, esto es

38.2 . T/r
4y . 2
/31,802C, - [1/r)

q}

=
1}

/

b/t < 26.2 /K (3)

Obtencidn del coeficiente de placa K, de la tabla (2.2),

3
t'c .0.106 R 42 17 x 25 1-0.106 x - x 80
t?. C2 12 252

De la fig. (2.4) pava ¢ = 12.3, »

0.426 y a = 0.005

De la ec. 2.5

K=p+2/9 = 0.426+ 2 /0.005 0.57 (4)

Nota: Si el valor de K se calcula directamente de la tabla 2.2 resulta -----
K = 0.49, la diferencia se debe a que las férmulas de Ta tabla son ---

aproximadas, 2sto es,

/K = 0.65 + —%&— = 0.65 + 2

3z + 4 3 x 12.3+ 4
R = 0.699
K = 0.49

sustituyendo el va or K dado en (4) en (3):
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b/t < 26.2 x 057 = 19.8

como b/t =25 >19.8, no cumple

por 1o antericr el espesor del patin debe ser tal que

b 19.8 0 sea —— = 19.8, Tuego
t tp
_ 25
b T8
tp = 1.26 ¢m

Por 1o tanto puede concluirse que para cumplir con el Reglamento AISC o el
RCDF el patin ueberd ser de 1.58 & 1.57 cm. de espesor, mientras que de -
acuerdo con la teoria de estabilidad de placas s6lo necesitara ser de 1.26
cm. de grueso. E1 RCDF admite que la relacion b/t de placas comprimidas de
acero, pueda sér mayor que la especificada, siempre que se justifique me--
diante un andlisis de estabilidad, por lo cual se puede admitir en este caso
que el espesor de patin sea de 1.26 cm.
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[1.3 Resistencia Posterior al Pandeo de Flacas Rectangulares Uniformemente -
Comprimidas.

11.3.1 Generalidades. Ecuaciones Uiferenciales. Ancho [fectivo.

L1 estudio d« 1 comportanientc de las columnas idealmente rectas, cargadas --
a<ialmente. 1uestra que no poseen ninguna reserva apreciable de resistencia
por encima de la carga critica. Un fendmenc semejante se presenta en el pan

deo Tateral ce vigas.

pandec ce una placa nlana apoyada en Tos bordes constituye un fendmeno --
fundamentalmenze distinto del de columnas y vigas, debido a aue las condicio
nes de apoyo de los bordes dan Tugar a Ta aparicidn de un elemento adicional
de resistercta, que entra en Juego al iniciarse el nandeo, ocasionando una
redistribucion de esfuerzos v la aparicion de fuerzas de membrana estabiliza
doras que caracitar a la placa para recuperar su estabilidad en una confiou-
racion defer~ada Tateralmente. Si las solicitaciones contindan creciendo, -
ilega un momento en el que las regiones en que tos esfuerzos son de intensi-

dad mdxira fluven pldsticamente, alcanzando la nlaca su resistencia dltima.

ESFUERZD DE COMPRESION OWESFUERZD MECIS ULTIMO
MEDIO, 0 =P /bt Jc ESFUERZO CRITICO DE PANDEO
7 b/1 MUY PEQUENA e o
8" c" ' n " "
g 1 ) c B C
TR T Ty
du‘_;,*__~ J _ . . ¢ _ — _ U \J e —n
\ RESISTENCIA POSTERIOR AL PANDEOQ 8 8
O —+— A ' o - - - - - — —
p A'

‘ b/t PEQUENA

RELACION b/1
// GRANDE %P

g

l_i:'
O = SN

N\ [RESISTENCIA POSTERIOR
UI {1779, | aL panpEO

""e_‘ [ J, - L_ )
. ;
CURVA A
g, TEOQRICA . CURVA
/ REAL
—{IIm e £
o % B Ey %éld / N
0 3 0
Ey £ad v
DEFORMACION LONGITUDBINAL UNITARIA MEDIA, € DEFLEXION LATERAL ,w

{a) (b)
FIG.29. COMPORTAMIENTO DE PLACAS COMPRIMIDAS
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E1 comportamiento de placas en los diferentes intervalos, se ilustra en la
fig. 2.9, donde se muestran las graficas esfuerzo normal medio (c = P/bt)
contra la deformacidon Tongitudinal unitaria media e (fig. 2.9-a), y las --
graficas de esfuerzo normal medio contra la deflexién lateral w (fig. ----
2.9-b) de placas rectangulares planas y con distintas relaciones ancho/es-

pesor, sometidas a fuerzas de compresion P de intensidad creciente, apli--
cadas en una direccion.

Las grdficas OAEC muestran el comportamiento tipico de una placa con rela-
cidn b/t elevade. En ellas pueden observarse varias regiones diferentes:
Al principio las deformaciones ¢ crecen linealmente con el esfuerzo o, que
es constante en todo el ancho de la pieza, y no hay deflexiones laterales.
Esta etapa termina cuando ¢ alcanza un cierto valer critico, o (punto A),
a partir del cual la placa empieza a deformarse lateralmente, es decir, se
pandea. La placa en ésta condicién puede alin soportar cargas adicionales
importantes debido a que las deformaciones laterales estdn restringidas -
por la resisterncia a Ta flexidn entre los bordes verticales.

Cuando la carga es mayor que la de pandeo los esfuerzos dejan de estar uni
formemente repartidos (zona AB); crecen mds rdpidamente en los bordes que
en el centro, hasta que 1legan en ellos al valor de fluencia (puntos 8,8'6B"
de las curvas), ylés regiones plastificadas se extienden rdpidamente hasta
que se alcanza la resistencia mdxima de la placa (puntos C); el esfuerzo -
medio correspondiente es oy Si las relaciones b/t son altas, el incremen
to de esfuerzo arriba del critico de pandeo puede ser muy importante.

En la fig. 2.9-b se muestra que la placa se conserva plana hasta que se al
canza el esfuerzo critico, y a partir de entonces se deforma lateralmente
siguiendo cualguiara de las ramas ABC; al 1legar al punto C las deflexio
nes siguen creciendo sin incremento de carga. En la realidad las placas -
tienen, desde un principio, pequefias deformaciones laterales que hacen que
su curva o-w sea «el tipo de la dibujada con 1inea interrumpida.

En placas con releciones ancho/grueso menores, el esfuerzo critico estd --
cerca de Oy y el flujo plastico se inicia casi inmediatamente después de
que empieza el pardeo; la resistencia Gl1tima es poco mayor que la carga --
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critica {curvas CA'B'C').

S1 Ta relacicn b/t estd por debajo de un cierto valor especifico, el esfuer-
zo medio puece 1legar al punto en que comienza la fluencia sin que se inicie
el pandeo, y las deformacicnes crecen V
Ta Tinea 0B"(" de la fio. 2.9-a

bajo esfuerzo constante de acuerdo con

La diferencie entre Ta carga para la que se inicia el pandeo y la resisten--
cia nltima aumerta al dezrecer el esfuerzo critico Te» ¥ ose hace considera-
ble cuandc &ste es menor que el Timite de proporcionalidad, en cambio tiende

a cero cuande se acerca al de fluencia (fig.2.9)

Después de qu2 se inicia el pandeo de una placa delgada originalmente plana

las deformaciones latera’es aumentan con bastante rapidez al crecer las car-
gas, y pronto 1legan a ser del mismo orden de magnitud que el grueso de la -
placa, de manera que para comprender el comportamiento posterior al pandeo -
deber estudiarsa placas deformadas en las que las deflexiones sean compara--
bles con el grusso, pero siguen siendo pequefas en relacidn con las dimensio

nes restantes.

La suposicion d2 que los esfuerzos normales y tangenciales que actlan en el

plano de Ta plaza no cambian de intensidad cuando ésta se deforma, que sirve
como base para la obtencidn de la ecuacidon de equilibrio de la placa ligera-
mente deformada, cuando los desplazamientos laterales son pequeros COn res--
pecto al grueso, deja de ser aceptable al crecer las deflexiones, ya que los
esfuerzos de mernbrana, despreciables originalmente, se hacen mds y mas im--
portantes al aumentar Tlas cargas y crecer las distorsiones fuera del plano -

original, ejerc endo dichos esfuerzos un efecto estabilizador.

lLa teoria de plecas planas con deflexiones grandes estd gobernada por las -

siguientes ecuaciones diferenciales narciales (Ref. 2.1)



4 2 LN g 2
Phpp BT BE L[ Eu b ] (2.30)
ax* Ix? 3y2 y* - 3xdy ax? 3y?
4 4
3_&) + 2 __3 W + _8_“3)_ = E ( BZF 32(1) _ 232F 820) +32 F 32w ) (231)
ax* axZyy? ay* D oy* ax? 3 3y axdy  ax?  3y?
Qy L7
donde (ver Fig. 210) : 1;5
Qx < > X
F = Es una funcion de esfuerzos.
w = Es la deformacidon de Ta placa perpendicular éé:
a su plano, en el punto (x,y). S
~ i ) L —f FUNCION DE
t = Es el espesor de la placa. Y’// Q‘W}%+§%!dy:snmnzosr

= Es el mdédulo de elasticidad.

FIG. 2.10 ELEMENTOS QUE INTERVIENEN

X,y = Son las coordenadas de un punto cualguiera, EN UNA PLACA
con respecto a 1os ejes cartesianos x,y, en el
plano de la placa.

u = Es el mddulo de Poisson.
D = Et¥/12 (1-u?).

La solucidon de estas 2cuacicnes es muy complicada, a causa principalmente de
su caracter no lineal, por 1o gue hasta ahora se cuenta con resultados tedri-
cos solo para algunos casos sencillos de poco interés practico lo que hace --
que el problema de la determinacion de la resistencia posterior al pandeo ---
tenga que ser investijado principalmente por métodos experimentales.

En la figura (2.11) s2 muestra la forma en que se distribuyen los esfuerzos
en una placa plana re:tangular, simplemente apoyada y sometida a cargas de -
compresion en una soli direccion; al iniciarse el pandeo los esfuerzos de --
compresion o dejan d2 estar uniformente distribuidos a lo largo de los bor-
des cargados, teniend> intensidades maximas en los bordes longitudinales, y
disminuyendo hacia el centro. Ademas como las condiciones de apoyo obligan a
los bordes no cargados a permanecer rectos y fijos, sin acercarse uno al -
otro, aparecen en la superficie media esfuerzos transversales oy, que son de
importancia capital. 2n la region central son de tension, de manera que --
tienden a rigidizar a la placa contra deflexiones lateraies adicionales, 10
que hace que pueda soportar cargas de compresion considerablemente mayores
que la critica. Por consiguiente, cuando el esfuerzo 1legaa - - - - - -
9. =72 E/12 (1-p%) (t/b) K en la mayor parte de las placas aparecen ligeras
ondas de pandeo que crecen gradualmente con el esfuerzo, pero sin que se -
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presente la falla; siguen soportando cargas cada vez mayores y Su resisten-
Cla es, en ocasiones, varias veces mds grande que 1a aque causO las primeras

ondas.

- T

| {

| |

Fi6. 2.1 ESFUERZOS EN UNA PLACA COMPRIMIDA DESPUES
DE LA [NICIACION DEL PANDEO.

La naturatera f'sice del fendmeno se entiende faciimente al censiderar, nor

eismnic, 21 2arn compririco de la seccidn de paredes delgadas de la fiag. -

N

: PRPRN
S 3

(2.12 gquz se naad2a en ondés pronunciadas, anroximadamente cuadradas, cuan-
do el esfuerzo e ccmpresién 1lega a su valor critico. Si se afsla, por --

simplicidad una sarionda, y se sustituye a la placa por un medelo formado -

FIG.2/[2. PLACA DELGADA
COMPRIMIDA

por una reticula crtogonal de barras, se obtiene la estructura de la fig. -
(2.13-a), en la gqre las guias rigidas colocadas en los bordes verticales re
presentan la accién de lTas almas que mantienen rectos Tos bordes del patin.
Al alcanzarse la carga de pandeo de Tlas barras comprimidas, la reticula em-
pieza a deformarse, si cada barra actuase aislada de las restantes, todas -
fallarian bajo el mismo esfuerzo, y el colapso se presentaria inmediatamen-

te después de la iniciacién del pandeo, sin embargo, una placa es un elemen
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to estructural de dos dimensiones y las barras horizontales de la reticula
permiten representar, aproximadamente, su forma de trabajo en sentido per--
pendicular a la dirsccidn de Ta compresién. Al iniciarse la deformacidn la
teral de las barras verticales comprimidas aparecen esfuerzos de tensién vy
flexion en las horizontales, que se oponen a cualaquier aumento de las de---
flexiones y hacen qgue Ta capacidad de carga de los puntales crezca mas ---
arriba de Ta gue tendrian si trabajasen aisladas unas de otras.

La influencia ce 1as barras horizontales es mayor en los elementos vertica-
235 més proximes a los bordes atiesados que en los que estdn alejados de --
e 105, y con J4na consecuencia, al aumentar la carga por encima de la que --
oricira la iniciécidon del nandeo, Ta faja central de Ta placa se deforma la
teralmente con nés rapidez que las fajas cercanas a ios bordes y los esfuer
zus de compresidr ocue al principio estapan distribuidos uniformemente en to

do el arncho b, 3cortan ctra distribucién gque varfa al crecer la carga (fig.

2. 134

Lo
b i

;_“ L
o

l C'max.
T
| i lﬂ'cr
4
—

{v)
FI16.2.13. RESISTENCIA POSTERIOR AL PANDEO DE

UNA PLACA DELGADA COMPRiIMIDA
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La resistencia méxima se alcanza cuando el esfuerzo Cax (en
los bordes atiesados) 1lega a un valor para el cual la placa
completa se¢ deforma rapidamente con poco o ningln aumento -

de carga.

Pars determiter la resistencia maxima de una placa deben co-
nocerse lus esfuerzos que hay en ella cuando se llega a la -
condicictn de colapso. En problemas prdcticos de disefio re--
sultaria incorodo trabajar cor los esfuerzos reales no uni--
formes {(f7g. 2.13-b), pero ésta dificultad se elimina utili-
zando el concerpto de ancho efectivo de diseno introducido --

por T. Von <ivwan en 1937.

- - - . 4
0

La fuerza wotel de compresidn, -~geal al area baio
que representa 1cs esfuerzos nc uniformes, multiplicada por

el grueso * (fig. 2.14-a), s

[}

obtiene también despreciando -
el efecto do 1a porcidén media, ern la gue los esfuerzos scn -
de poca intensidad, y considerande cada una de las dos fajas
laterales ccmo una placa larga, libremente apoyada, sujeta a
un esfuerzo de compresion uniforme igual al esfuerzo real en

el borde, ¢ Cuyo ancho be/z se escoge de manera que la -

hax’
suma de las dreas de los dos recténculcs de base b /2 y altu-

ra o sea igual al é&rea bajo la curva que corresponde a --

mé x
los esfuerzos reales. Se supone, por consiquiente, que se -
suprime la ovo~cidn central de la placa y que el elemento pla
no de ancho r2a  "b" se sustituye por dos de ancho be/2 cuya
suma, be’ se Jdenomina ancho efectivo (fig. 2.14-b). El1 an--
cho efectivo disminuya2 al aumentar el esfuerzo en los bordes,
CoEx” En la “ig. (2.14-b) se ha dibujado la seccidn neta co
rrespondiente a ¢o_._ .
po ma X;

En esta figura se puede observar que para un esfuerzo en los
bordes ¢

(be/2 ),

< Oméx se tendrd un semiancho efectivo ---~----

max; 2
> |

be,;2)2.



123

|
! |
; |
| )
{ {1 .
[ (bg/2), | | (bg/2)e
— i
i
‘ < | S \ Avg
(b ‘rs AN " ZL
{b_/2) i (bg /2N
J_-",_!___ ! .l ;,.__L___.l
lo b -

©eceey ZOMA CUE SE DESPRECIA
SN CORRESPONDIENTE A 0 max,)

NCHC EFECTIVO DE UNA
7oaldh COMPRIMIDA

FIC 214,

Una vez que s& ha ceterminade b 1a resistencia de la placa se calcula de

la manera ucsual, pero uti ido el anche efectivo en vez del real.

—
i~
fu
o

{2.4) para valuar Tndx? haciendo = = 1,y = 0.3 y -

utilizando el valor minimo del factor de placa K=4.0 que corresponde a pla

Fmpleando 1& ecuacion

cas comprimidas libremente apoyadas y suponiendo comportamiento eldstico
hasta el 1irite de fluencia, Von Kdrmdn obtuvc una expresidn para determi
nar el ancho efectivo en el instante en que se alcanza 1a resistencia di-

tima, como sicue:

como Onax = v Y b:De resilta que
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. b =191 /Efa;— (2.32)

txperiencias realizadas para comprobar la validez de la ecuacién (2.32) -
han demostrado que su forma general es correcta, pero que la constante --
1.9 debe sustituirse por un coeficiente variable que depende del parame--
tro vf75;' (t/b). EY AISI (American Tron And Steel Institute) en la edi-
cién de las Norimas de 1968 dispone la siquiente férmula:

- T t
b = 1.9t V7o o [1-0.415 ¢ VETo < ] (2.33)

Donde Jnax €S el esfuerzo maximo de compresién que se presenta en los bor

i

des y es numéricamente igual al cociente de la fuerza total dividida en--

tre ¢l area efectiva b t, o .. =P _
e max Max
raxima de una olaca delgada se sustituye en la ec. (2.33) a Onsx POT O

/bet. Para determinar la capacidad

» - . . y
y se obtiene ei ancho efectivo be; conociendo el ancho efectivo be y el -
nsfuerzo mdximo que estd actuando (Gméx = g ), la obtencién de la capaci-

y

dad de ia placa es directa, P = bet oy. Para obtener la capacidad ad-

X
misible de una placa se uti]iggn los anchos efectivos correspondientes a
1as salicitacion2s de colapso, Omix ~ Gy’ pues si se emplean los de car--
gas de trabajc s2 sobrestima su resistencia, ya gque ese ancho es mayor --
que el que estaria trabajando innediatamente antes de la falla. Por ---
otro tado, si se conoce de antemano la carga que estd actuando en la pla-
ca, la ec. {2.33 obliga a proceder por aproximaciones sucesivas puesto -
que o< Y be dependen mutuamente uno del otro.

Cuando se calculen las deformaciones de una estructura, 10 que interesa -
conocer, por lo ceneral, son las deformaciones producidas por las cargas
de trabajo, por 1o que habrd que emplear las propiedades geométricas de--

terminadas con los anchos efectivos correspondientes a ellas.

Si se impone en 1a ec. (2.33) la condicién de que el ancho efectivo be -
sea igual al real b, y se despeja b/t, se determina la relacion ancho/---
grueso maxima para la que las placas comprimidas, 1ibremente apoyadas en -
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los bordes tongitudinales sean completamente efectivas. En efecto:

dividiendo arbos miembros de la ec. (2.33) entre b

b
£ Y orme— . t
X 1.9 X VEIG ST [1-0.415 X VEG o ]

imponiendo la condicidn de que be = b y simplificando,

1=1.9 Y (VEo ) - o.7885 (& JEGoL )
b max b
haciendo S =-% Y E/omax y reordenando términos se tiene que

0.7885 S* -1.95+1 =0

resolviendn para S se tiene que

g = & 1.3+ /{1.9)7 - 4x0.7885 x 1 _ +1.9 * 0.6753
2 x 0.7885 1.577

considerandc el signo negativo

. 1.9 - 0.6733 _ |
g = e = 0.7766
L UET T = 0.7766
. b ¥ i) Oméx .
de donde
_b_ = -—-—L-—-— v E/O - estO es
t 0.7765 max ?
Y-ne8r JEoL . o sea
- -
T =1.29 VE/o o
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si se consider: el signo positivo

S = 1,9 + 0,€753
1.577
S= 1.633
entonces
A
1.633 5 ’E/Onéx
b - ___1‘_ P e
71633 "Y' nax
b VTG
t ’ “max
— 2 ’ 3 2 -
para £ = 2.039x10° Kg/cm* y Odx Oy
6
cueda 2_ - 5612 / 2-039x10 /o,
b . 873.90
t ]
Y

si o, = 2530 Kgfem?

se tendria = 17.30

Iadiva

10 que s6lo ocurriria si la placa es demasiado gruesa, por lo
cual no se presenta problema de pandeo local y por tanto carece

de interés.

E1 valor de 1&¢ relacidn % = 1.29 /E/oméx se obtuvo para ~--

la condicién de que el ancho efectivo es igual al - - -
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ancho total, por lo que representa un valor 1imite, por tanto

b
(F) = 1.29 VE/o_ - (2.34)

1im max.

[1.3.2 Disefio basado en la resistencia posterior al pandeo.

La determinacidn de la resistencia posterior al pandeo se hace necesaria --
cuando 1a relacidr ancho/espesor de una placa, excede Tos 1imites que se es
tablecieron en los articulos II1.2.1, I1.2.2 y I1.2.3.

La resistencia posterior al pandeo tiene importancia cuando se trata de ele
mentos atiesados, razén por la cual se plantean en este articulo las ecua--
ciones tedricas que se aplican a dichos elementos. La resistencia poste---
rior al pandeo tiene mucho menos importancia en elementos planos no atiesa-
dos, por 1o que no se planteardn las ecuaciones tedricas para este caso sé-
lo se dardn las especificaciones al respecto.

La resistencia posterior al pandeo de placas comprimidas apoyadas en los --
bordes longitudinales (atiesadas), se basa en la ecuacign{ 2.34) - - - -
Sustituyendo Eiy'”méx’ en dicha ecuacidén, por 2.039x10° y oy respectiva-
mente, se llega a las siguientes expresiones:

Las placas atiesadas son totalmente efectivas (be = b) hasta que (ec. 2.34).

1842

b -

(f)h'm = 76’)/—— (2.35)
Para relaciones ancho/gruesc mayores que (b/t)1fm el ancho efectivo de pla-
cas atiesadas es (ec. 2.33)

/E; (b/t) /5;

Entonces la carga mdxima o Gltima que resiste la placa es Pméx = bet Oy,.—-

Para determinar la carga de servicio en la placa deberd multiplicarse a ---

Pméx por 0.6, esto es, Pa = bet 0.6 gy'
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I1.3.3 Especificaciones de Disefo.
[1.3.3.1 Especificaciones del AISC

Las especificaciones del AISC contienen normas para determinar la resisten-

cia posterior al pundeo de los elementos planos.

Como el comportamiento de 1as placas apoyadas en los dos bordes longitudina-
les (atiesadas) difiere sustancialmente de las que estdn libres en uno de -
ellos (no atiesadas) las especificaciones AISC proporcionan métodos diferen
tes para el cdlculc de resistencia en uno y otro caso.

a).- Elementos atiesados.

E1 AISC establece que cuando la relacidn ancho/espesor de un elemento plano
atiesado sujeto a carga axiai de compresidn excede el 1imite aplicable (ta
bla 2.4) el cdlculo debe efectuarse utilizando un ancho efectivo reducido -
be' Las ecuaciones que se establecen son las siguientes:

Para las placas gue fcrman parte de secciones en cajén, cuadradas o rectan-
gulares, de gruesc uniforme,

b = b (237)

e

2121 t - — 422 7 -
/T)T(; (b/t)f“—o.soy

Para todos los demds elementos uniformemente comprimidos,

2
o . 220t o 371,

< b (2.38)
€ ﬁ.aoy (5/t)/0.50,

E1 esfuerzo de compresidn admisible que se utiliza es el esfuerzo permisi--

ble para pandeo de conjunto, pero afectando éste por el factor de forma ---

Q

ar

Q. - Area efectiva (2.39)
Area total
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Para todo tipo de secciones transversales el adrea efectiva es igual al area
total menos (b—be) t.

Cuando para la seccién en conjunto 1/r<C'C, en que "1" es la longitud efec-
tiva del elemento, el esfuerzo admisible en toda la seccidn es:

(1/r)?
\SQa [ ZC—'?] y
0y = (2.40)
' 5,30 /r) _ (/r)
3 BC c' 3
o Cc
donde
Cc _ (2.41)
QS = 1 para elementos atiesados
Cuando 1/r = C
S
a 2(1/r)" 3
2 r
o, = LZ__TT_,_E,.Z (2.42)
23(1/r}

Multiplicando &1 esfuerzo permisible (ec. 2.40 6 2.42) por el drea total se
obtiene Ta capacidad permisible del elemento.

b).- Elementos no atiesados.

Cuando se trata de elementos no atiesados, la resistencia posterior al pan-
deo es de poca importancia por lo que se procede de manera diferente al ca-

so de elementos atiesados. En elementos no atiesados cuya relacidn b/t sea
mayor que los ~imites especificados por el AISC (tabla 2.4), se utilizan --
las ecs. (2.40) &6 (2.42), segin el caso, pero considerando Qa como la u-
nidad, esto es, se considera el area total dela placa. E1 coeficiente Qs,que;nra
este caso es diferente de la unidad, es un coeficiente de reduccién en cuyo -
cdlculo se tomé en cuenta el hecho de que la relacién b/t excede los 1imi--
tes de la tabla 2.4.
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Las expresiones que recomienda el AISC para el cdlculo de esfuerzos permi-
sibles se basan e1 el criterio de la iniciacién de la inestabilidad, y la
resisten;ia poste~ior al pandeo se tiene en cuenta Gnicamente como un mar-
gen de seguridad contra el colapso en placas de relacién b/t muy alta.

Las expresiones con las que se obtiene QS son las siguientes:

Para dngulos aisledos:

Cuando 637//Ey b/t < 1300//Ey,

Qs = 1.34 - 0.000533 (b/t) VE& (2.43)

Cuando b/t z 1300/vE3,

Q = 1,092,000/[wy{b/t}2] (2.44)

-
)

Para dngulos o placas, que sobresalen de columnas y otros miembros en com-

presion, y patines comprimidos de trabes:

Cuando 796//5& < b/t < 1475/v€&,

Qs = 1.415

0.00052 (b/t}/5, (2.45)
Cuando b/t 2 1475/V6&,

G = 1,409,000/[oy(b/t}ﬁ (2.46)
Para almas de TES :

Cuando 1064//8& < b/t < 1475//6&,

Qg = 1.908 - 0.000852 (b/t)/a, (2.47)

Cuando b/t z 1475//6&,
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Q. = 1,409,000/[oy(b/t)2] (2.48)

S

11.3.3.2 Especificaciones del RCDF

Las especificiéciones del R.C.D.F. al igual que las del AISC, proporcionan
métodos diferentes para el cdlculo de resistencia de elementos atiesados
y de los no atiesados, siendo el criterio muy parecido al del AISC.

a).- Elementos atiesados.

Cuando la relacidn b/t excede el 1imite aplicable de 1a tabla 2.4 se uti-
1iza un ancho reducido be’ que se obtiene con las ecuaciones siguientes:

En secciones cuadradas o rectangulares huecas de espesor uniforme,

2720 = [y 540 |

' Y-
voy (b/t)va

s b (2.49)

Ern cualquier otro elemento plano atiesado comprimido uniformemente,

480 ]

_ . < b (2.50)
A ey

E1 esfuerzo de compresidn admisible que se utiliza estd dado por las si--

guientes ecuaciones:

Cuando para 1a seccibén en conjunto 1/r< Cé, el esfuerzo admisible en to-
da la seccidn es

o 8% L amty o, (2.51)
a 3/1 2 C' 2
'
donde
QS = 1 para elementos atiesados.
Q = Area efectiva/ Area total
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g Es un coeficiente que vale 1.15 para 1/r = 0 y decrece linealmente has-
ta 1.0 cuando 1/r = CC y conserva este valor para relaciones de esbel--
tez mas elevadas (ver Fiqg.215).

Cuando 1/r 2 Cé ¢
- 115
G = - TTZ_E___—_ 1.0 —--——i
@ o3/12 (1/r)  (2.52) } + - 1/

FIG. 2.15 VARIACION DEL COEFICIENTE £

Para obtener la capacidad permisible del elemento se multiplica el esfuer
zo permisible (ac. 2.51 6 2.52) por el area total.

b).- Elementos no atiesados

E1 criterio para elementos no atiesados es el mismo que se describe en -
11.3.3.1-b, pero se deberan utilizar las ecs. 2.51 6 2.52, segin sea el -
caso, para caicular los esfuerzos admisibles. Las expresiones para calcu
lar QS son las siguientes:

Para angulos aislados:

;i 640//5; < b/t <1300//c§,

QS = 1.34 - 0.00052 (b/t)/ay (2.53)
si b/t > 130(&//@,
0y = 1090000/ [o, (b/t)"] (2.54)

Para dngulos o placas que sobresalen de columnas u otros miembros compri-

midos y para patines comprimidos de trabes:

si 800//3; < b/t < 1470//3;,
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Q = 1.41 - 0.00052 (b/t) /6; (2.55)
si b/t > 1470/@,
Qg = 1400000/ [o, (b/t)"] (2.56)

Para el cdlculo de 1a resistencia posterjor al pandeo de placas comprimidas
con carga en su plano en general es recomendable apoyarse en las especifica-

ciones descritas, ya sean del AISC o del RCDF en nuestro medio se sugiere --
atender estas Gltimas.

I1.4 Distincidn entre Secciones Compactas y no Compactas.

Reciben el nombre de secciones compactas aquellas que tienen caracteristicas
geométricas tales, que eviten que se presente un pandeo local, antes de que
se 1legue al momento flexionante o carga axial para la que se disefia la sec-
cion.
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EJEMPLO 2.6

Calcular la capacidad de carga axial permisible de la columna cuya seccidon -
transversal esta indicada en la figura utilizando los siguientes criterios:

a) Por esfuerzo admisible de la columna en conjunto

)

b) Teoria de estabilidad de placas

c) Especificaciones AISC

d) Especificaciones RCDF

Considérese gue "a columna es de acerc A-36 y que tiene una relacion de es-

beltez 1/r = 150. en que "1" es Ta longitud efectiva.

|| | 3
0.5¢m r__ { 8
S
T = -
: 50cm :
T e

a) C = VZwZE/oy = 126.8, 1/r = 150 > 126.1, luego el pandeo de Ta - -
columna es elasticzo, por 1o que el esfuerzo admisible, de acuerdo con 1o -
expuesto en el casitulo I, (I.4), es:

Q
i

C - o,
[ =5—] o
a - 2(]/,}“\}2 23/12

5 = (126.3)* 2530
o. = 467.9 Kg/cm?

F1 area de la seccidOn transversal es
A= 50 x 0.5 x 4 = 100 cm?

Por 1o tanto la cerga axial admisible

467.9 x 100

Pa = 46,790 Kg
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Pa = 46.79 Ton

b) La relacién ancho/espesor real de cada placa de la columna es

(b/t) real = oi% = 100

Debido a que el pandeo de Ta columna en conjunto es eldstico se aplica la ec.-
(2.16);

b/t < 0.303 (1/r) X
Para una seccidn cuacrada hueca de espesor uniforme K =4, sustituyendo valores
b/t < 0.303 x 150 x v4 = 90.9

como (b/t)rea1 = 1060 > 90.9 se presenta primero el pandeo local, para evitarlo
se puede optar por ircrementar el espesor de la placa en el valor correspon---
diente o aceptar que se presente el inicio de pandeo local y revisar la resis-

tencia posterior al pandeo. Se analizard la segunda opcion.

Una placa es totalmente efectiva (be = b) cuando (ec. 2.35)

(90 - 1842

tlim '[Oy

(9> - 1882 . 55062 ; (9) = 100 > 36.62
tle V2530 trea]

por lo tanto de la e:. (2.36) se determina el ancho efectivo.

2713 x 0.5 [1- 593 - 23.8

€ /2530 100 /2530

por 1o que la capacidad Gltima de la seccidn para que no se presente la falla
de pandeo local, considerando su resistencia posterior al pandeo es Pe=bet noy
(n=nimero de placas, pues todas tienen las mismas dimensiones)

Pe = 23.8 x 0.5 x 4 x &530 = 120,428 Kg.
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P =120.4 Ton

e

La capacidad admisible de Ta seccidn es de
P=10.6 x120.4 = 72.2 Ton > 46.7 Ton.

por 1o que la seccion s7 es aceptable, dado que tiene una resistencia al pan
deo local mayor que 1a del conjunto de la columna, de acuerdo con la teoria
de estabilidad de placas.

c) E1 AISC establece que para elementos atiesados de secciones en cajén la -

relacion ancho/espesor mdxima para que no se inicie el pandeo local es (ta--
bla 2.4)

@) - 133? - BH . 59
tITléX /Oy w2530
~como (b/t) = 100 > 39.7, se aplica Ta ec. (2.37) vara determinar un an--

real
cho efectivo.

2121 x 0.5 422

b = - [‘. - —‘m] = 24.3 cm.
€ 0.6 x 2530 100v/0.6x2530
De la ec. (2.39)
_ 24.3 x 0.5 x4 _
Q= Soxos5x4d - 0986

pa)
It

1 por ser elemento atiesado

de Ta ec. (2.41)

. 6
c' = 2 X 3__.’]:545_X 2.039 x 10 = 180.9

N1 x 0.466 x 2530

@]

como 1/r < 180.9 ce la ec. (2.40)
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2
150
1x0.486 [1 - 5055 ar | 2530
o, = 2x180.9-] - 423.3 Kq/cnm?
‘ 5, 3150 150°
3 8x180.9 8x180.93

luego la carga axial permisible es:

O
]

50 x 0.5 x 4 x 423.3 = 42,330 Kg.

P. = 42.3 Ton < 46.7 Ton.

por 1o tanto se presenta primero el pandeo local que el pandeo de conjunto, --

por 1o que la seccidn no es aceptable, de acuerdo al AISC.

d) E1 RCDF establece que para placas de secciones en caj6én, la relacidon ancho/
espesor, maxima, para que no se presente pandeo local (tabla 2.4) es:

b. 2000 2000 . 59 g
t be V530
b _ 57
(EJ = 100 > 39.8
real

Cuando esto sucede, el RCDF propone que se utilice un ancho efectivo be, que -
para el caso de seccifn en cajon es ec. (2.49)

b, = 2720 t [1 o 540:_:] < b
@ (b/t) fcy
b = Zzzﬁggggldi [ 1 - 540 ] = 24.1cm < 50 cm.
€ V2530 ' 100 /2530
b =24.1 cm
e

obteniendo el factcr Qa’

24.1 x 0.5 x 4

= = 0.482.
a 50 x 0.5 x 4
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QS =1, por trata~se de elementos atiesados
c: =\F_n e /_x314 X 2.039 x 10° _ a1 5 . e
Qs Qa oy ¥ 1 x 0.482 x 2530
———
CC :\/,.2_TT E iz 126.1
g
y

¢ = 1 debido que 1/r > CC

Coro 1/r < Cé @] esfuerzo admisible es (ec. 2.51)

. 2
g = l_'.z. X 1 X 0.4:82 [1 - _____]ég__

a - 1 x 2530 x 1 = 419.4 Kg/cm?
23 2 x 181.7%

luege la carga axial permisible es:

O
1]

50x0.5x4x419.4 = 41,940 Kg.

o
H

41.9 Ton < 4€.7 Ton

por lo tanto, no se acepta la seccidn de acuerdo al RCDF debido a aue se pre

senta primero el pandeo local.

En resumen,la secci6n propuesta de la columna si es aceptable, ya que de ---
acuerdo con la teoria de estabilidad de placas, la carga axial admisible es

mayor que la correspondiente al pandeo general de la pieza, adn cuando las -
cargas admisibles resultantes de las especificaciones del AISC y del RCDF,

sean menores. E1 RCDF sefiala que la relacidén ancho/espesor de una placa -
que forma parte de la seccidn transversal de un elemento estructural a com--
presidn, puede ser meyor que la especificada, si se justifica, con un andli-
sis de estabilidad que no se presentara pandeo local antes del pandeo de con

jgnto
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APENDICE A

En este apéndice se¢ hace la derivacién de las ecuaciones generales del com -
portamiento de placas. La derivacidn se desarrolla haciendo una comparacidn-
con la teorfa correspondiente a las vigas, de este modo se tiene una analogia -
con lo visto en cursos anteriores de Mecdnica de Materiales.

A.- ECLACIONES GENERALES DE PLACAS

A.1 Ecuacidr de Comportamiento de Placas Rectangulares Caraadas Perpen-
dicularnente a su Plano (Método de Navier).

Los pasos a seguir son muy similares a los que se utilizan cuando se conside

ra una viga cargada perpendicularmente, esto es, para una viga se tiene aque
(fig. 2.1%)

e Lidm

Uy

Q+dq

FIG. .16 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE DE UN
ELEMENTO dx DE UNA VIGA

ik

1]
[an)

dQ = - qdx

5

™~
=
fl
()
—
o
[
w
e
-
[¢»]
(@]
—
W
=
Q.
o
+
D
2
=3
o
w
Q.
D
w
D
)
o
=
Q.
o
O
3
o
D
>
e
e
-3
o
O
D
Q.
-
D
=
o
o
[}
-
-
=
3
-
ct
D
S

Diferenciando la ec. (A.2) con respectc a X

dzm _ dQ e e e e - (A.3)

dx?  dx
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Sustituyendo 1a ec, (A.1) en la ec. (A.3)
——=-9  eeee e e (A.4)

Por otro lado tenemos que

_ W
M= - EI por (A.5)

La expresidén{A.5) es la ecuacidén de la eldstica para una viaa (w=deflexion)

Obteniendo la segunda derivada de Ta ec. (A.5) con respecto a x se tiene que,

— = - EL=* L (A.6)
dx? dx*

Sustituyendo la ec, (A.6) en Ta ec. (A.4)

A
u =_9._ —————————— (A'7)
dx* EI

Para establecer el comportamiento de una placa con carga perpendicular a su-
plano se sigue el rismo tipo de razonamiento. Los pasos a seauir son:

1) Sumatoria de fuerzas verticales, nos da una relacibn entre fuerza cortan-
te y carga anlicada.

2) Momentos alrededor de ejes apropiados, nos dan una relacidn entre momen -
tos flexionantes, momentos torsionantes y fuerzas cortantes.

3) Se hace una supnsicidn que relaciona los momentos flexionantes y momentos
torsionantes con la curvatura y torsidén de Ta superficie.

4) Se eliminan momentos y fuerzas cortantes combinando las diversas ecuacio-
nes, por lo tanto, se obtiene una ecuacién que relaciona la deflexidn con

Ta carga aplicada.
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{j t - |

- o 4, | w22,
e | |

/ <
v 5 b op M, (o) T
Y oay M,+77y-dy§ sy (b)
! ?M‘f‘ 27 %Y Mxy= Myx
v b

FIG.2.17 ELEMENTDS dx v dy DE UNA PLACA CARGADA PERPENDICULARMENTE . a) SE INDICAN
LAS FUERZAS CCRTANTES b). SE INDICAN LOS MOMENTOS FLEXIONANTES Y TORSIONANTES

€n la figura{? . 7-a)se muestran las fuerzas cortantes v la direccidén de los-

2]

a
momentos Tlexigrnantess y torsicnantes. en £1g{2.17~b)se muestran solamente
Tos momentos flexicrantes y tersionantes, haciendo notar que tanto cortantes

como momeritos son por unidad de Tongitud.

F, = 0

30 x \ 50

(-2 - dx) dy + (=% + dy) dx + qgdxdy =0 - - - - - - (A.8)
3 X 3y

Dividiendo la ec. (A.8) entre dxdy ,

La ecuacion (A.9) es similar a Ta ec. (A.1)

M, = 0 (alrededor del eje x)
My M~d)d=0 -~~~ (A.10)
(Qy dx) dy - {55 dy) dx + (= x) dy .
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Dividiendo Ta ec. (A.10) entre dxdy,

Similarmente, hac" endo ZMy = 0 (alrededor del eje Y),

M AMyy

ox ~ ay Qe =0 I (A.12)

Las ecs. (A.11) y [A.12) son similares a la ec. (A.2)

Si asumimos ahora que Mx’ My y MXy estan relacionados a la deflexién "w" en-

una forma similar a como lo expresa la ec. (A.5), se Tlega asi a las siguien
tes ecuaciones:

2 ~n2,
Mo=op (W By (A.13)
X ax? byl
2 2
Mo=-p (w4 g2y oo (A.14)
Y dy*? Ix?
\ '1*2<L)
Moo=D(1-u 2% .- (A.15)
Xy SX)y

t = espesor de la placa.

La "D" es fdcilmente relacionada con el "EI" de la ec. (A.5), esto es,

_Eb R i JER
El = 35— si b = unitario, EI =~y (A.17)

La ec. (A.17) es perecida a Ta ec. (A-15),salvo que en el caso de placas si -
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influye el mddulo de Poisson, y este se toma en cuenta dividiendo la ec. --
(A£.17) entre {1 - p*), dandonos como resultado la ec, (A.16).

Diferenciando las ecs. (A.13), (A.14) y (A.15) con respecto a x y y se tie-

ne que

oN 3, 3

‘__12(& = . D (@,E + L 9 %) __________ (A.18)
3% ox’ axay*

3M\ \ 3I\

SY e lp By 2y L (A.19)
3y 3y 3y 5Ix*

3} N3

AEQ =0 (1 - u}_ﬁiﬂ e e - . - - -~ (A.20)
GX EXRY

M N3

G D e (8.21)
1y SX3y°

Sustituyendo las ecs. (A.18) v (A.21) en la ec. (A.12) se obtiene

~ 3 3 ~3
Q. =-D (& Yoy A_iiﬂ_) - D (1 -u) 2
" ax? Gx9y? 3xdy?
3 ~3
0 =-D0 (L Buy (A.22)
X ax¥  axoy?

3 ~ 3,
Q =-p (@4 8By o (A.23)
ax23y

La ec. (A.24) es similar a la ec. (A.7), representa el comnortamiento de -~
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-y
-
i
<

placas planas cargadas perpendicularmente a su plano.
A.2 Efecto de Fuerzas en el Plano sobre la Ecuacidn (A.24)

Supongase que existen fuerzas resultantes SX,Sy y SX actuando por unidad de
Tongitud en los bordes de un elemento de dx'dy’ (fig. 2.19), adicionalmente a

la carga de superifice qdxdy y a los momentos y fuerzas cortantes. Es de es-
perarse que la ecuac on (A.24) se altere como consecuencia de las fuerzas S

Sy y Sx

¥y
N
S
A xy D X
Sx ‘1 >
S
Sk +"-—“" dx
Syyt 95XY 4
xy+ " X
B
aSxy
S + —1d
oy )
s
v s+ 2L ay

FI16.2.18 ELEMENTO dx x dy DE UNA PLACA CARGADA
EN SU PLANO

La ecuacién (A.24) se derivé a partir del eauilibrio de fuerzas verticales -

(Ec. A.9), donde se relaciond la carga hacia abajo adxdy con la resultante -

de cortantes hacia arriba que actdan en los bordes de la placa; por lo tan -

to para este caso debemos encontrar la contribucion vertical de las fuerzas
Sy S ..

SX’ qy ¥ Xy

Consideremos la ccntribucidn de Sx (fig. 2.19). La componente vertical de la

fuerza S, sobre AE es:

F _ =S_dy 9uw/dx (hacia arriba ) - - - - - -~ - (A.25)
XZ1 X



y la componente vertical de la f

) 5 oW

F = Sydy = + = (S _dy —)d
X

XZ2 mooax % Qy

Sumando (A.25) y (A.26) nos da una resultante hacia abajo de

A2 3S ,

- . 3 Ju
FrgFug s :[s, =24 X
It TS IX 35X

Sxfy
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uerza en CD es:

X -, e e e e e e -

(hacia abajo)

Jdxdy - ---omm -

(Contribucién de SX)

™~~~

(Sx+ )'l)d’

FIG. 219 FUERZA Sx ACTUANDO EN SU ELEMENTO DE FORMADO

Similarmente 13 contribucién hacia abajo de S _ es

a2 ~S
Fp =[S, =2 LY 3 g sxay
Y dv? 3y 9y

y de la fuer:za Sxy es

y

- e e e = e g wm =



~2 as ‘ 2 3S
nyzz[sxy oW oy XY ,aﬁ; + Sxy _aﬁli‘ + XY a(*_\'] dxdy - - - . (A929.)
: IXoy X oX axay ay ax

En Ta ec. (A.29) Tos dos primeros términos provienen de las fuerzas en AR y-
) y los dos {ltinos de Tas fuerzas en AC y BD.

Sumando ias contr buciones hacia abajo de las fuerzas Sxf Sy y S (ecs. A.27
A.28 y A.29) se tien2 que

F=F _+F _+F_ _=[¢ e 57 3w ng SSxv 8t
27 e Tyt Py o i;;‘; t Sy oty ot e e )
a3 Xoy ay ax ay X
as BSX -
(Y + =) Sy dedy oL oo o oL L (A.30)
3y aX oy

De Ta ec. (A.30) se pueden eliminar los dos dltimos términos debido a gue si
hacemos sumatoria de fuerzas en x (fig.2.18) se tiene que

ZFX = (SSX/SX + any/ay) =0 e e e - L (A.31)

similarmente la sunatoria de fuerzas en y nos da que
sz = (AS /oy + :sxy/ax) =0 e e e e e - o (A.32)

Por 1o tanto l& contribucidn neta hacia abajo de las fuerzas en el plano es

2, 2 ‘
Foe s, “ezs s S0gm oo oo (A.33)
X Xy axay s Gy’

Ahora bien mientras que las fuerzas cortantes en l1os bordes de la placa ---
(ec. A.9) tenian gque sopertar una carga hacia abajo de intensidad a por uni-
dad de drea y de 10 cual resultd Ta ec. (A.24), ahora dichas fuerzas cor

tantes en Tos bordes tienen que soportar una carga hacia abajo de,
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por unidad de &rea,

Por To tanto la ecuacidn que gobierna el comportamiento de una placa con car
ga perpendicultar a su plano y carga en su plano es,

Hu iy 3'4 ~N2 ~2 2
R a<u” A N S, +2S, ° wA4-Sy-§£ﬂ (A.35)
ax* Ix*3y* dy* D ax? Y axay dy*?

Para el caso par:icular donde q vy S.= CTE. y Sxy =Sy =0se tiene
LN b o4 2,

Su oy Bu e S Lgy Sy a e e (A.36)
5x* axZay®  ay® D ax?
Otro caso particular donde Sx = CTE y SXy =35, =9 =0 se tiene

4 4 i 2
3w, 0 w_7+h§i£ =1 Sy STwo .. (A.37)
ax* 3x%3y* oyt D ax2

La ec. (A.37) es Ta expresidn que se aplica a una placa plana cargada axial-
mente en el sentido X.
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APENDICE B

Solucidn de Ta ecuacion diferencial (2.2).

Se presenta la solucion de la ecuacion diferencial (2.2), la cual se repite-
aqui como ec. B.l.

Al L, ;’L&’ ] 2 )
_,EQI.M(‘ 2 + 9 : Lﬁr),) + tj Q.,fi =0 (B.l)
1-p% ax* IXAhy ayt

2o SR

La solucidn se desarrolla para placas con los bordes b simplemente apovados-
y diferentes condiciones de apoyo en los bordes a (fig. 2.1). La suposicidn-
de que Jos bordes b estdn simplemente apoyados se hace, por un lado, porque-
simplifica notablemente la solucidn y por otro norque en los casos practicos
de cclumnas y vigas el empotrar o restringir estos bordes tiene un efecto --
despreciable en la carga critica de pandeo Tocal. En cambio la influencia --
dei tipo de apoyo er Tos bordes a, paralelos a la direccidn de 'a carga, es-
decisiva.

La solucidn por lo tanto, deberd ser una expresidén de w(x,v) que satisfaca -
tanto la ecuacidn de equilibrio (B.1) como las condiciones de frontera que -
tenga la placa. La solucion que se presenta es a base de series trigonométri
cas sencillas de senos (método de Levy). Para aplicar este método es condi -
cionante de Tos bordes de frontera,que dos bordes onuestos estén simplemente
apoyados (i.e en x = 0y x = a). La deflexidn w(x,y) se puede expresar como:

nmx

Yo (y) sen == (B.2)

(X,‘/) = a

n

TSI

1

Esta expresidn satisface las condiciones de borde supuestas en la direccidn-
X, dado que en x =00 y x = a.

w=0 y —= =0 (B.3)

Sustituyendo la ec. (BE.2) en la ec. (B.1), haciendo D = Et®/12(1-u?%) y reenm-

plazando a g, por o, el esfuerzo longitudinal critico desconocido, se -----
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o I’u'*" _ 2..2 2 2
0 ST — N " N7 nrx
L 4D ] i (n(y) - 2T Yo (y) + Y'Y (y) l—tu Ty (y}sen—--— = 0

n=1 a a? " n Ca’ a
(65.4)
Ll i l‘T
Para un valor esrecifico de n v anulando sen E-a-5—1a ec.(B.%2) se convierte
en:
b4 2.2 2.2
n'm NneT ; n=rT
DIt —— ¥ (y) -2/i——y! + oy -t Y =0
. (¥ S0 (y) + YMy)| - to, - ) (8.5)

La ec.(B.5") es una ecuacion d+ferencial ordinaria de cuarto orden. Intro

duciendo la notacidn

2 = - C (_i.,)z (B.5)

y arreglando términos,la ec. (3.5 ) queda como

y

2 .
My) -2/ )y < <) (1= VY (y) < 0 (8.7)

La solucidn de esta ecuacion diferencial proporciona el pardmetro v mismo-
que sustituidoen la ec. (B.6) nos proporciona la férmula para el esfuer-

zo critico, estc es

_ niry2 Dt ,
v, = Féb T v 2 (B.3)

La solucién general de la ec. (B.7 ) es de la forma.

Yn(y): C,cosh Kyy + Czsenh K1Y + Cycos K,y + Cusen Kyy (B g)

Donde K, y K, se¢ definen como

L’ " I — | — ————
K, = %g o A +1 0y K o= %; HAA! (3.10)
AsT 1a solucidn general de la ecuacidn (£.1), representada por la ec. (B.2)

toma finalmente la Torma.
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. nTx ‘
w(x,y) = sen == (C cosh K,y + C,senh K|y + C,cos K,y + C,sen y) (B.11)

Las constantes C, 31 C, se determinan introduciendo en la ec. (3.11) las --
condiciones de frontera de los hordes a. A continuacién se considera un -

caso especial de estas condiciones de frontera,

Caso I, placas simdlemente apoyadas en los bordes b, eldsticamente restrin
gidas en los bordes a.

E1 origen de las coordenadas x,v, se asume en el punto medio del borde iz-
quierdo de la placa como se indica en la fig.(2.1). Si se asumen iquales
restricciones elasticas en 1os dos bordes a, la deflexion w(x,y) correspon
diente al valor mas pequefio de 0. €s una funcion simétrica de ¥, y los tér
minos Cosenh Kyy,y Cysen K,y en la ec. (B.11) desaparecen. Lla ec. (B.11)
queda como:

w(x,y) = sen Eix (Zicosh Kiy + Cscos Kuy) (B.12)

- [
Para determinar las constantes C; y C; se utilizan las condiciones de fron

tera en 1os bordes rFescargados, principalmente,

[w0x,y)] y = sby2 " ° 8.13)

La primera condiciin expresa el hecho de que los bordes y = + b/?2 permane-
cen rectos cuando 1a placa se pandea. La Ssegunda ecuacidon es una condi---
cion de continuidal que indica que el angulo de rotacidn en el horde de la
placa que se pandea es igual al angulo de rotacién de la placa restringen-

te adyacente que s2 asume rigidamente conectada (fig.2.20).



151

-MyCﬁ;—-
..My ;
N
] T
iPlclt;cl que restringe
b | el giro
—— A o and
2 »
! b
l-—{»—- 'f_x -
yJ; :
b w
z 4 Placa que restringe
el giro
)
>, b
_My

-Myc-ﬁ?’

FIGUR A -—2.20

Para poder introducir la solucién (B.12) en la condicidén de frontera (B.14}-
es necesario expresar ¢ y & en términos de la deflexién w(x,y). E1 momento -
flexionante My por unidad de Tonaitud que ocurre a lo largo del borde cuando
las placas se distorsionan se asume proporcional al dngulo ¢. Esta restric -
ci6n eldstica puede expresarse como:

My = -7 ¢ (B.15)

Donde i es un factor de proporcionalidad que depende de Tas dimensiones de -
la estructura restringente, supuesta constante a lo largo del borde. E1 mo -
mento My por otro lado, es, de acuerdo a la ec. (A.14) e introduciendo en e-
11a el factor v«

2 2
Moo= - D[94+ 7 229 : (B.16)
y ay? x% y = + o
debido a que 9%./3x® = 0 en cualquier punto a lo largo de los bordes a, la -

ec. (B.16) se reduce a

Moo= - D[]

(B.17)
Y sy? Ty o= x

Sustituyendo la ec. (B.17) en la ec. (B.15),nos da que:
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s - D rafw
v=Z=1, .. %, (B.18)

Ademas se sabe que

¢ =« [ y=:2 (B.19)

ay I

Sustituyendo las ecs. (B.18) y (B.19) en la ec. (B.14) nos da que

ow
[

ay

32w
— b

I+
o

D/, tiene dimensiones de longitud, y conviene escribir esta ecuacién como:

- 2.,
&é + E Z; a (i)] y = + —b = O (8.21)
dy 2 3yt 7 T2
Donde:
2D (5.22)
b ¢

¢ es el ndmero adimensional, que se asume constante a lo largo de los bordes
a. Es funcién de las dimensiones de la placa que se pandea y de las que res-
tringen el pandeo y se le llamard coeficiente de restriccién. Su determina -
cifn se discute més adelante. Se puede observar que tefricamente ¢ puede asu
mir valores de 0 ¢ «, Cuando ¢ = 0, la placa estd empotrada en los bordes a,
y cuando ¢ =«, estd libre para girar con respecto a estos bordes.

Sustituyendo la sclucidn (B.12) en las condiciones de frontera (B.13) y (B.-
21) nos resultan cos ecuaciones:

Clcosh1K1%-+ Cscos Kzg =0 (B.23)
CoKisenhi K2 - CiKpsen Ke2)+ 2(CiKicosh Ki2 - CiKacos Ko2) = 0 (B.24)
(C1Kisenh, 15 = L 25en 25)T 7l 1CO0S 15 3Ka2C 27 .

Las ecs. (®.23) y (B.24) son ecuaciones lineales homogéneas y s6lo resultan-
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valores diferentes de cero para C, y Ci,cuando el determinante A de éste sis
tema de ecuaciones es igual a cero. Por lo tanto, A es el criterio de pandeo
que nos 1leva a la condicidon de estabilidad, esto es,

2 2
Kltanh Kl% + Kztan Kzg +C§(K1 + K, ) =0 (8.25)

Introduciendo 1a relacién de aspecto a = a/b en las ecs. (B.8) y (B.10), es-
tas ecs. toman la siguiente forma:

1 ,am? Dt
o == (HI) XL y2 (B.26)
C b(l Q t
Gy =TV TTFT y k=TT ST (B.27)

Sustituyendo (B.27) en la ec. (B.25) nos da que la condicién de estabilidad-
se transforma en:

Vor1 tanh(v'z U+l -r-gf) + /-1 tan (%/\7-“1 D—gf)ﬂ;ﬂ v ﬂ[ =0 (B.28)

La ecuaci6én (B.2&) define la relaci6n entre el pardmetro v y la relacién --
n'T/a. Si se calcula v de esta ecuacién para el valor dado de nv/T/a, la ob -
tencion de o por madio de la ec. (B.26) es relativamente sencilla. Sin em -
bargo, se encuentra gque la forma trascendental en la que v depende de o/n/T-
es inconveniente para aplicaciones prdcticas; por 1o que es necesario encon-
trar expresiones mas sencillas.

Si se considera el caso de una placa simplemente apoyada en los bordes des -
cargados, para la que el coeficiente de restriccidon ¢ es igual a = y se sus-
tituye este valor en la ec. (B.28), se obtiene la condicidn de estabilidad -
nara este caso (:éngase en cuenta que la funcidn tanh toma valores solo en -
tre +1 y -1),

tan \2 \TT ny_)

La rafz mds pequafia que satisface esta ecuacibn es
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2 M1 =3 (8.30)
de donde
2 2
vio= [(2) + 1] (B.31)
T

Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene que

v 12 ((9)T e (o (8.32)
T nvT

Esta ecuacidn representa una relacién mds sencilla entre v? v %/n¥T, para el
caso de placas simplemente apoyadas en los bordes b, que la de la ec. (B.28)
Es posible expresar esta relacién para todos jos valores posibles de restric
cibn eldstica por medio de una expresidn algebrdica similar a 1a ec. (B.32).

Con un error de menos de 1%, los valores de v° pueden calcularse de:

Dorde p v q son factores que dependen del coeficiente de restriccibn ¢. En -
las figs. (2.3) y (2.4) se muestran las graficas de p y g vs. r.

Sustituyendo la ec. (B.33) en la ec. (B.26) e introduciendo [ = Et’/12(1-u?),

se obtiene 1a siguiente ecuacidn para ¢ _:

c
2 2 — 2 -~ 2
o, = B (G e g (5] (8.34)
12(1-u%) b o T
Introduciendo la rotacidn
L= 2
LA R (B.35)
a WT

La ecuacidn para G toma la forma convencional
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(B.36)

Qa
1

T et
o
=

Donde K es el coeficiente adimensional, 11amado coeficiente de placa, que de-
pende de la relac*6n de aspecto o de la placa, de las condiciones de apoyo -
en los bordes descargados y del valor de T.

E1 valor minimo de g, se obtiene de la condicidn éoc/éa = 0, que puede sus -
tituirse por &K/6ie = 0, puesto que K es el dnico término en la expresién de-
0. que varia con u,obteniéndose el minimo de la ec. (B.35), igualando a cero
y simplificando términos, se encuentra el valor de o para el que 0. alcanza-
un mimino, esto es,

o = nm (B.37)

Sustituyendo el valor de o dado por la ec. (B.37) en la ec. (B.35) se llega-
a que

K::p+2/q— (8'38)

Donde se observa que el coeficiente de placa minimo se vuelve independiente-
de 1. Esto es importante porgue permite el uso de tablas y graficas precalcu
ladas para el cceficiente K que son aplicables para pandeo en los rangos e -
1dstico e ineldstico.

E1 desarrollo de la solucién del caso II, semejante al del caso I, no se pre
senta en este texto. F1 estudiante puede recurrir a la ref. 2.1, donde apa-

rece el desarrollo de dicha solucion.
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CAPITULO TIT.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A FLEXION.




CAPITULO I7I.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A FLEXION
[1I.1 Pandeo Lateral Elastico en Vigas. Momento Critico.

Cuando se uvtil zan vigas esbeltas, es muy probable que la falla se presente -
por inestabtilidad antes del decarrollo de la resistencia a flexidn. La falla
por inestabilidad toma la forme de pandeo lateral acompafiade de torsidn, co--
mo se muestra en la figura (3.1). Este tipo de falla puede ocurrir en vigas --
que no tieren apoyc lateral, si la rigidez a la flexidn en el plano de flexidn
es muy grarde comparada con su rigidez lateral.

En efecto, en vigas con una Tongitud considerable y poco espesor, el esfuerzo
que corresporde a la falla, es menor que el necesario para agotar la resisten-
cia del material, esto nos indica que en este caso, como en el de columnas es-

beltas, Ta fal a se ha producido por inestabilidad de la pieza.
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FIGURA. 3.1~ FALLA POR INESTAB!ILIDAD LATERAL EN VIGAS.
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Al ocurrir la flexiin lateral, el centro de gravedad de la seccidn transversal
sufre un desplazamientd con valeres de x; y Yy, en la direccion de los ejes
cartesianos X y Y respectivamente y, ademds, se produce una rotacion 3 alrede-
dor del eje Z, por efecto de ia torsidon de la seccidn de la viga.

E1 momento correspondiente a la falla por pandeo lateral recibe el nombre de -
momento critico (en forma similar a lo que ocurre cuando se 1lega a la carga -
critica en piezes cargadas axialmente), y cuando se obtiene, se presentan simul
taneamente dos configuraciones de equilibrio. La primera de ellas es una flexién
s6lo alrededor del eoje Y, es decir, en el plano XZ (figura 3.3) en donde el mo--
mento externo Mx y 21 momento resistente en la seccidn Z,, se indican como vecto
res paralelos al ej2 X.

Si designamos con = el dngulo de rotacidn horizontal de la seccidn transversal
Z,, las componentes del momento resistente son MX cos o, en el plano de Ta --

seccién transversal flexionada (fig. 3.3), 0 sea alrededor del eje A; y Mx sens
en el plano normal al anterior, o sea alrededor del eje C. La primera compo--
nente MX cos © genera flexion de la seccidn alrededor del eje A; la segunda com-

ponente MX sen ¢ induce torsion de la seccidn alrededor del eje C.

Los ejes A, B, C son las posiciones de los ejes originales X, Y, Z, respectivamen-

te, de la seccion Z, deformada.

B Zy _ﬁ
- -2
i
[ Y
M,
M, sen © =M dx_
/
o / ¢
L
X Mxi:OSO Jh‘x
_V—J
= Mx
A
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Si nos limitamos a la determinacion del valor de 1os momentos extremos Mx’ en

el instante en que la viga se empieza a flexionar fuera del plano de estos mo-
mentos, X1, Y., £y0 se pueden considerar con un valor suficientemente pequefio,

por 1o cual podemcs considerar:

cos 6= 1

sen 8= tan £=dx
dz

de manera que las componentes del momento resistente en la posicién flexionada
son

M cosB=M
X X

M sen 6 =M dx
X X
dz

como se indica en Ta figura (3.3).

La segunda configuraci6n de equilibrio se presenta en la proyeccion del plano
XY y representa la =orsidn de la viga producida por el pandeo lateral. En for-
ma similar a la primera configuracidn, las componentes en las direcciones de -
los ejes principales en la posicidon deformada son MX cos B sobre el eje Ay -
Mx sen R sobre el eje B (fig.3.4). En estas expresiones, B es la rotacidn ver-
tical de la seccidn transversal alrededor del eje Z, para valores pequeinos pue-

de considerarse:

Y
®
g=1 il
cos b= My sen/3
sen B = 8 =My B
X —~ X
entonces: <M y
2
. \
= \ |
M, cosg = M, - os? [
+
) DA 2 )
y M, sen 8 = MX B »
Wl

FIGURA 34- CORTE TRANSVERSAL
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Para los casos que estamos considerando, las ecuaciones diferenciales de las

curvas elasticas de la viga en los planos YZ y XZ son, respectivamente:

dy _ M
dz? ET.
X .
y "4 . .
d2)( Mx‘i%
dz? EI
y

de las ecuaciones anteriores obtenemos las resistencias a la flexidon de la vi-
ga en cada uno ce d chos planos, las cuales valen:

= _f 2
M LIx d<y

X ARSI B R (3.1)
dz®

M B =-ET e S (3.2)
dz°

Por otra parte, la resistencia a la torsidn,de la seccibn transversal de una -
viga, estd dada por la siguiente ecuacion:

7.6l dE g dTB
dz LG dz?

esta ecuacidn se deduce en forma completa en el Apéndice C de este texto.

Como quedd establecido antes, la componente del momento externo que genera
torsidn en la seccidn Z, es MX dx , por lo cual

dz
T =M, odx
4z
por tanto M dx  GJ dg _ EC, dg
dz dz dz?
0 sea GJ dp EC d°B CMoodx L )
Fr i P2 P S R

Las igualdades (3.1) (3.2) son las ecuaciones diferenciales de la elastica que
relacionan las curvaturas con los momentos, con respecto a los ejes que les co-

rresponden.
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La igualdad (3.3) relaciona 1a deformacidn por torsién con el momento que la
produce, en donde el primer término del primer miembro representa el momento
torsionante necesaris para hacer girar a la seccidon alrededor de su eje longi-
tudinal venciendo ia rigidez torsional GJ de la pieza. En el apéndice C se ---
muestra el desarrollo para su obtencion.

E1 segundo término aparece debido al hecho de que, excepto en ciertos casos -
especiales (p.ej. piezas de seccidn recta circular), al producirse 1a torsidn,
las secciones rectas planas antes de la deformacidn no continlan siéndolo después
de ella, sino que se¢ alabean y, en 1os casos en que este alabeo no pueda produ-
cirse libremente, s¢ raquiere la aplicacion de un momento de torsidon, que si --
bien en ciertas secciones es pequefio comparado con el requerido para vencer la
rigidez torsional de la pieza, en otros casos (viguetas I, p. ej.) tiene una --
gran importancia. C,, es una constante 1lamada de alabeo que depende de 1a forma
de la seccidn recta de la pieza y define la importancia relativa de este efecto
del alabeo.

La ecuacidn (3.1) es independiente y puede resolverse de manera directa para el
desplazamiento y,,p2ro las ecuaciones (3.2) y (3.3) son simultaneas, es decir, -
que los desplazamieatos le B no pueden existir independientemente uno del otro,
por 1o que forman el sistema:

_ 2
M, 8= —EIy gzx _________________ (3.2)

61 & - e, a8 - M dx
Z dz3 ‘ dz

derivando cada mienbro de la ecuacidn (3.3) con respecto a Z:

d*B d*B d?x  _
6 G M0 e ( 3.4)

de la ecuacidn {3.2):

ax e

X o= 2
dz EIy



163

sustituyendo en la ecuacidon (3.4), d%x por el valor anterior:
dz?
M2
d?3 d'p x"
Ol - B e e o 0
Y
0 sea:
) Mz R
e X =0 - e s s e e (3.5)
O T il

que es una ecuaciin diferencial homogénea de cuarto grado con coeficientes
constantes, en donde Ges el dngulo de torsion de una seccidn cualquiera de -

la viga con respecto a la variable Z, que representa la posicidn de la seccion.
Esta ecuacidn nos incica el estado que guarda la viga en el instante en que -
por efecto del momanto flexionante Mx’ se produce el pandeo lateral de la vi-

ga (desplazamiento leteral y torsidn en cada seccidn al mismo tiempo).
Al resolver la ecuacion diferencial (3.5), se puede determinar el valor del

momento flexionante My, para el quef#0, o sea para el cual se produce el pan-

deo lateral de la viga, &l cual designamos como momento critico y su valor es:

. /‘/ ECW m4
MCY' = —L' EI_Y GJ (]." "jm*) --------- (36)

La solucion de la ecuacidn diferencial (3.5) se encuentra desarrollada en for-

ma completa en el Apéndice D, de este texto.



164

La expresidn anterior tiene una serie de limitaciones y es por esta razon,-

que se afecta con ciertos coeficientes que Ta hacen mds general.

Primeramente corsideraremos la Timitacion de que s6lo es aplicable en el --
rango de comportamiento eldastico del material, esto es, para esfuerzos meno
res que el correspordiente al Timite de proporcionalidad. Se puede, como en
el caso de columnas con carga axial, subsanar esta limitacion si se sustitu
ye el modulo de elasticidad E y el méduio de rigidez al cortante G, por sus
correspondientes moédulos tangentes ET y GT'

Otras limitaciones que deben tenerse en cuenta son las que se refieren a la
variacion del momento flexionante a lo largo de la viga, ya que la expresidn
deducida (3.6) corresponde a un momento flexionante constante y las que se
refieren a la forma de aplicacién de la carga sobre la viga (s6lo momentos-
en Tos extremos en la formula deducida).

La ecuacidn gerneral del momento critico tomando en cuenta las 1imitaciones-

anteriores y para cuando la constante de alabeo Cw se puede despreciar es:

=4 A U - (3.7
or ST AL G (3.7)

siendo C, una constante.

E] momento critico se podrd siempre expresar en funcidn de la carga critica
que To produce, es decir:

M =C2P L

cr cr

de donde:
Mcr

Per T TL

en la cual C. es constante, entonces sustituyende en 1a exprasidn anterior
el valer de “c" dado en la igualdad (3.7), se tiene:
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. Cs Py
Pcr -—végq/EIy GJd
C, L
haciendo:
C, .
C,

que es la ecuacidn jue nos da el valor de la CARGA CRITICA que produce el -
pandeo lateral de 11 pieza. Se pueden utilizar Tos siguientes valores de K,
obtenidos para diferertes condicionas de apoyo y carga (ref. 3.1).

P lp
K= 1693

w
7 )QL{M K- 28.3
VPN K=12.85

E1 valor del mdédulc de rigidez al cortante G. puede considerarse como -

G =A% E. ET1 valor cel momento polar de inercia J,puede ser sustituido por -
la constante de torsidn Jp ¥ en el caso de que los esfuerzos excedan el 11-
‘mite de proporcionglidad del material, los valores E y G deben multiplicar-

se por las relaciones E/E y G./E, respectivamente.
T T

I11.2 Dimensionamiento y Revisidn de Vigas cde Aceros» Concreto y Ha--

dera, Sujetas a Flexidn.

En vigas de concreto reforzado 6 de madera. el pandeo Tateral no ocurre muy
fdcilmente ya que normalmente se utilizan secciones de forma rectangular --
con una rigidez torsional considerable. E1 problema adquiere importancia si



166

la seccibn recta de las piezas sometidas a flexidén es abierta {secciones en

forma de vigueta [ o canal), ya que Ta rigidez torsional de ellas es relati-
vamente pequena.

ITI.2.1.- Pendeo Lateral en Vigas de Acero.
Para el caso de viguetas de acero estructural, se han desarrollado algunas -

expresiones que indican los esfuerzos maximos que pueden aceptarse conside--
rando la posibilidad de pandeo lateral, basadas en la ecuacion:

EC,, T i
= AL 3! -
Mcr— L EIyr'([+ GjET- )

A continuacidn se oresentan las expresiones que recomiendan las especificacio-
nes para el diseiioc de miembros de acero estructural del American Institute of
Steel Construction (AISC).

Para evitar el efecto del pandeo lateral en vigas, el esfuerzo permisible -
maximo a flexidn ce la viga debe ser el mayor de los siguientes dos valores,
pero sin exceder cde 0.6 Fy

1).- 0.6(0.69 =)

F o= b_ _ .-

b Ld/bt
11).-

(35.86) (10)6Cb
T y
6

F - (11.95) (10) Cb ________ (3.10)

b

(L/rg)?

en que ry es el vadio de giro de una porcidn de la seccidn transversal de la

viga compuesta por el patin comprimido mds un sexto del area total del alma.
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4

T

=4
"1V R
b; s1—£— < (!
/ ry c (pandeo ineldstico)
Fo{L/rg)?
Fo=|5 - ] Fooooo oo (3.11)
> (107.5)(10)°C, J

Fi, es el esfuerzc maximo permisible a flexion.

Cb es un factor cue toma en cuenta la variacion del momento flexionante
a lo Targo del claro de la viga y fue definido en el capitulo II.
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I11.2.2 Pandeo Lateral en Vigas de Concreto Reforzado.

E1 pandeo lateral muy raras veces rige en el disefio de elementos de con-
creto reforzado, ya que normalmente los esfuerzos que se producen en la -
zona del concr2to sujeta a compresidn, son muy pequefios y ademds, la ma--
yor parte de 128 muros y vigas se apoyan en los sistemas de piso, 10S cua-
les impiden las deformaciones laterales en las zonas de compresidn.

Existen sin embirgo, casos especificos en donde los elementos de concreto

no estan restringuidos lateralmente y presentan espesores muy pequefios, mo-
tivos por los cuales se puede presentar el pandeo lateral. Un caso en el -
que se presenta este problema, es el de muros de cortante en edificios al--
tos. Estos muros se comportan esencialmente como elementos a flexidn y tie-
nen por lo cereral, restricciones contra pandeo lateral en cada uno de 10s

niveles, siendo su longitud de pandeo relativamente pequeha, pero puede ser
que la relacicn peralte a espesor sea muy grande, y debido a esto, Ta capa-
cidad a flexién del muro no alcance a desarrollarse completamente, precisa-
mente por problemas de pandeo lateral. Si ademds de la flexidén, actia sobre
los muros la carga vertical, el problema de pandeo lateral se vuelve aln --

mas critico.

Las pruebas de laboratorio han demostrado que Tas vigas de concreto refor-

zado sin contraventeos laterales, con una relacidon peralte-espesor razona-

ble, no fallan prematuramente por pandeo lateral, sino que la falla se pro-
duce por flexi6n, siempre y cuando las vigas se carguen sin excentricidad -
Tateral, ya que ésta carga produce torsidn.
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Por To general, se debe buscar que el tipo de falla que se presente en
trabes de concreto reforzado sea dictil, de manera que es necesario evi-
tar el pandeo lateral antes de que la viga alcance el momento de fluen--
cia y ademds pirocurar que se procuzca toda la ductilidad de la pieza. En
otras palabras, se trata de buscar que la falla se presente cuando el --
concreto alcanc. su deformacién de aplastamiento sin que se presenten --
problemas de panceo lateral mientras ocurre la fluencia del acero. Con -
este fin, los diferentes reglamentos se limitan a especificar restriccio-
nes en las dimensiones de Tos elementos, de tal manera que si se cumplen
éstas, no es necesario revisar el pandeo lateral.

£1 ACI-318-77, especifica 1o siguiente:

Para evitar el pandeo lateral en vigas de concreto, se requiere de algin
tipo de apoyo lateral, a intervalos que no excedan’ veces el ancho menor
(b) del patin o cara de compresién, aln si el miembro se sostiene por si
solo.

E1 Reglamento de Construcciones para el D. F. 1976, considera valores mas
conservadores, y seilala que deben analizarse los efectos de pandeo lateral
cuando la separacidn entre apoyos laterales sea mayor de 40 veces al ancho

de la viga o 21 encho del patin a compresion.

Adicional a la ccnsideracidon anterior, se debe tomar en cuenta que cuando
la relacion L/b resulte mayor que 20, no podran suponerse valores del fac-
tor de ductilidac (Q) mayores que 2, a menoS que se tomen precauciones que
garanticen que lé viga en cuestdér no fallara antes de que en el resto de -
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Ta estructura se desarrolle la ductilidad supuesta en el disefio.

L
1508 o =50 SEGUN ACI-318-77

240 SEGUN RCODF-T6

c’Ir‘

— p—

i e

t
!
|
,&K},

-

FIGURA 3.5 — CONTRAVENTEO LATERAL MAXIMO
EN VIGAS DE CONCRETO REFORZADO.

En To que respecta al pandeo lateral en la direccion vertical, éste se pre
seilta sobre tod> cerca de las cargas concentradas y en las zonas de apoyo

de los elementos de concreto y se puede revisar utilizando el criterio de
disefrio para columnas tomando en cuenta los efectos de esbeltez. Si la re-
lacidn peralte-espesor del miembro es menor que 25, se puede considerar --

que el pandeo lateral no ocurrird antes que la falla por flexion.
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FIGURA.3.6 - PANDEO LATERAL VERTICAL
SEGUN EL A.C.1.—318-77

I11.2.3- Pandeo Lateral en Vigas de Madera

Describiremos la forma de resolver el problema de pandeo lateral, en vi--

gas de madera, a través del siguiente ejemplo 3.1 .
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EJEMPLO 3.1.-

Una viga de made~a selecta estd cargada como se muestra en la figura 3.7 .
Si el mddulo de elasticidad de 1a madera se considera de 90,000 Kg/cm? y el
esfuerzo permisihle a flexidon es de 80 Kg/cm?, determinar la carga mixima,
P, gue podria cc2ptar la viga para que no se presente falla por pandeo late-
ral si se toma contra tal efecto un factor de seguridad de 2. Determinar tam

bién el valor de 1a carga maxima que se aceptaria por flexidn.

y

e — w7 ' X
7~
‘ |
— }.50 m . %

40c¢cm.
f——
7 - VIGA DE MADERA ‘ '

— - -
*x
B
“
~)

—

ALY

35¢m

TL

F13. 3.

Solucién.-
La carga critica que produciria el pandeo lateral se calcula con

K 4/ETGJ
Pcr_'szy R

en donde K vale, por ser un voladizo:

4,013
L = 450 cm
E = 90,000 Kg/cn?

1, -3'-5—1£—4—)3—= 186.7 cm®

G = —g— E = —g— x 90,000 = 33,750 Kg/cm?
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(4)_(38) . 746.67 cmo

4.013 490,000 x 186.7 x 33,750 x 746.67

_ _bdn
RT3 3
sustituyendo:
cr

(350)2 = 407.8 Kg

Como el factor de seguridad contra pandeo debe ser de 2, la carga maxime

serd:

P = 204 Kg

Revisaremos
flexionante
80 Kg/cm?

407 .3

ahora si con la aplicacién de esta carga, P= 204 Kg, el esfuerzo
actuante, fb’ excede o no el valor admisible por flexidén de --

E1 momento flexionante mdximo se presenta en el empotramiento, y vale:

=
]

PL

=
1}

(204)(450)= 91,800 Kg cm

de la férmula de la escuadria:

£ = Mx

b IX

donde

[ = 4(35)

X 12
= _h .

(= =

f o= 91,800

b 14,291.

b

f = 112.4 Kg/cm® > F

= 14,291.7 cm*

—5— 17.5 ¢cm

(17.5) 112.4 Kg/cm?

7

2
b 80 Kg/cm
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Como fb excede el valor admisible por flexidn, se observa que la carga maxi
ma admisible que puede ser aplicada no estd determinada por el pandeo late-
ral, sino por la capacidad a flexion de la viga, de manera que si el esfuer-

zo actuante lo iqualamos al admisible por flexidn, podremos despejar el va-
Tor de P.

Asi:

M.

£ C = 80 Kg/em?
X

despejando M

M = . = S

80x142%1.7 - 65,333 Ka om
X 17.5

Como el memento maximo vale Mx = PL, despejamos P:

M N
P = LX = 62%(% 13 = 145 Kg

Ay
U

145 Kg

Como puede observarse, la carga mdxima admisible, P, es de 145 Xg y no de -

204 Kg; por lo tanto, el pandeo lateral no rige en el disefio de (e seccion,
siendo la flexién el efecto que rige en el disefio.
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EJEMPLO 3.2.- Investigar si la viga de acero A-36 que se muestra en la figu-
ra 3.8 , tiene suficiente capacidad para que no se presente falla por pandeo
lateral. Supdngase que la viga estd restringida contra pandeo lateral en los

apoyos y en el extremo del voladizo. Considerar para el acgero A-36 Yos si--
guientes valores:

Fy = 2530 Kg/cem? y £ = 2.039 x 10° Kg/cm?

W= 4.5Ton/m.

P —_ : C—— X
/. ) /i 7 4 ) _E [
. } <
e L,52.00 m Ly=4.50m. — o
! jFlB i] Re
® ® ®© = == &
@]

FIG. 3.8.- PANDEO LATERAL EN VIGAS DE ACERO

a) Determinacibn de los diagramas de Momento y Cortante.
Reaccibén en los apoyos:
M = 0:
C

RBLz -P(Li+ L) - =0

w (LZ)Z 1
RB = P(L1+ Lz )+‘

L 2 Lo
R = | 7(244.50) + L5 (4500% ) 1 25 236 Ton
I AR ? 7,50 '
ZMB =0
w(lz)?

50
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[w(LZ):' 1
Re = 7 - Py

= L YL el - 1 -
RC = 5 7x2i} 759 " 7.014 Ton

Ecuaciones de Momento v Cortante:
En el tramo AB :

Para 0 < x < 2.00 m

Sustituyendo en (a) el valor de P:

Mx = - T7x (para 0 < x <2.00m) - = = = = = = = = = = 4« & & o < - - - (b)
y 'STX
Vo=-P=-7(para 0 <x <2.00m) - - - = - = = = == - - - - -« - - - (c)
Tramo BC:

Para 2.00 < x <« 6.50 m

[ (X-Ll)z
Moo= = Px o+ Ry (x-Ly ) - e e e e e e e e e oo (d)
Lievando a la ecuacidn (4} Tos valores de P, RB’ Ly y w:
25\2
Moo= - Tx+ 20,236 (x-2) - —i'gﬁ“;) (para 2.00 < x < 6.50 m) - - - (e)

Para obtener el valor del Cortante, sacaremos la derivada del Momento res-
pecto a x de Ta ecuacion (d):

oo X - _ _ N T Y
VX = ax P +RB w(x-L1) (f)

1levando a (f) los valores de P,RB, wy Ly :

v, = - 7+20.236 - 4.5 (x-2.0) para 2.00 <x <6.50 m - - ~ = - = = - - - - (9)
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Tabulando las ecuaciones (b), (c}, (e) y (g) obtenemos:

SECCION |MOMENTO FLEXIONANTE CORTANTE
X ECUACION Mx ECUACION Vx
{m) {(Ton-m) (Ton.)
0.0 b 0.00 c -7.000
2.00 b -14.00 c —7.000
2.00 e -14.00 9 +13.236
4.94 e + 5.47 9 0. 000
6. 50 e 0.00 9 -7.014
® @ c
|
o.
O.l o o g
‘f’l N 4 o
b4 ;! ;.<‘ b
: 13.236 \
| | |
(+) [
(a)
(-) )
7.0 : 7.014
| | | ‘
‘5.47 ]
(+
(b) o } ) o
(-}
| | |
|
L‘ 2.00 | 4.50 ]
[ hn i

FIG.3.9.- (a) DIAGRAMA DE CORTANTES EN Ton. {b) DIAGRAMA DE MOMENTOS EN Ton-m

b) Revisidn del tramc A-B.
Esfuerzo admisible (ecuacidn 3.9)

0.6(0.69E)C,
Foo= -

b Ld/bt
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en donde

L = 200 cm
d =50 cm
b =20 cm
t=1.0cm
ademas

Cb = 1.75 + 1.05 (My/M, ) + 0.3 (My/M, )?<2.3

debido a que en 1os extremos del tramo AB los momentos flexionantes son del
mismo signo (curvatura simple), tenemos :

o0,
M. 14
por tanto,
Cb = 1.75

sustituyendo valores en Ta ecuacion (3.9):

F - 06x0.69x2.039x10°x 1.75 .
bl ¢ 00x50/20x1

= 9 4 2
Fop = 2955 Kg/cm

Relacidn de esbeltez L/rT :

( ]
| ©
Io ’ "
aoll .
~
¢ o]
| L :
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_ Lo (20)®  8(1.0)® b
Iy 15 17 = 667.3 cm
A=1.0x20+8x1.0=28cm?
SRV i
T \ A 78
rT = 4.9 cm
L _ 200 _
- g9 7 408
[35.26 x 10°C,
Cx - V F )
¢ y
' _ [ 35.86 x 10°x 1.75 _
Ce A 2530 = 157.5

como L/rT < Cé el pandeo ocurre en el rango ineldstico y el esfuerzo admisi-
ble se calcula con la ecuacién (3.11):

B )2
brr | 3 107.6 x 10°C, y
[ 2 2530 (40.8)2 ) 2
FbII |3 7 107.6 x 10°x 1.75:} 2530 = 1630 Kg/em® > 0.6 F,

E1 esfuerzo admisible es el mayor de los valores obtenidos de las ecuaciones
(3.9)y (3.11); por tanto, rige Fb = 2955 Kg/cm3 pero como excede de 0.6 Fy,
el valor del esfuerzo admisible séré 0.6 Fy, 0 sea: Fb = 0.6 Fy = 0.6 x 2530

Fb = 1518 Kg/cm?

Esfuerzo actuante:

fo= 2 .C

el maximo valor de MZ en el tramo AB vale:
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M. =14 Ton.m

o

IZ es el valor del momento de inercia de la seccidn completa respecto al -
eje z, asi:

_20(50)° 19(48)3_ .
Iz 12 S - 33229 cm
o
c = —g——— = ?39 25 cm
14 x 10°
fy = 33559 X 25 = 1053 Kg/cm? <F, = 1518 Kg/cm?

por tanto se acepta la seccidn en ¢l tramo AB.

¢) Revisidn del tramo B-C .

£n este caso:

. = 450 cm
d = 50 cm
b =20 cm
t=1.0cm

Para el cdalculo de Cb se observa que en el diagrama de momentos de la fiqu-
ra 3.9.b, lTos momentos en Tos extremos del tramo BC producen curvatura doble,

por 1o que:
M,

- _0 .
M—Z— =+ i 0
por tanto:

Cb =1.75

sustituyendo en la ecuacidn (3.9 ) :
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_0.6x0.69x2.039x10°x1.75_ - i o,
bI = 450 x 50/20x 1 = 1213 Kg/cnm <(O.6Fy = 1518 Kq/cm® )

F

Para determinar la relacién de esbeltez L/rT, el valor de ry es el mismo
que el correspondiente a la seccién del tramo AB, asf:

L . -
== —2g = 9.8

Por otro lado:

.. 35.86 x 10°x 1.75 _
Ce =y 2530 157.5

L ¢ (pandeo ineldstico)
ry c

de manera que:

i 2
F = [_2__ - F.y (L/rT) F
byp | 3 107.6x10°C, | ¥
™ 2
oo & - 220 (91.8) ] 2530 = 1400 Kg/cm?< (0.6 F = 1518 Kg/cm?)
II L 107.6x108x 1.75 Y
comparando FbI v FbTT rige el mayor, o sea:

Fy = 1400 Kg/em? < 1518 Kg/cm?

E1 esfuerzo actuante maximo, f_. que se presenta en el tramo BC es el mismo
que el calculado para el trame AB debido a gue el valor del momento flexio-
nante maximo que actlia en el tramo BC es igqual ai del tramo AB, por tanto:

f_ = 1053 kg/cm®< F, = 1400 Kg/cm?

b b

Se puede concluir que la viga no tendrd problemas de pandeo lateral.
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APENDICE C
OBTENCION DE LA RESISTENCIA A LA TORSION.

E1 angulo de airo por torsién, por unidad de lTongitud de seccidn transversal
no circular, sélida o tubular, esta dado por:

T
- v ‘ . _
8 = o , de donde: Tv = gJda

Observando que 6 es la torsién por unidad de longitud, mientras que B es el -

angulo de torsidn en cualquier seccibn. transversal, tenemos que:

d8 = 6 dz, de donde 6 = %E‘ por lo tanto:
- ds
T,=60 g e ee oo (C.1)

Tv es el momento torsionante necesario para hacer girar a la seccién alrede-

dor de su eje longitudinal.

Cuando se produce la torsién, la seccibn transversal de la pieza después de-
la deformacidn ya no permanece plana, sino cue sufre un desplazamiento 1lama
do de alabeo. Si no existe restriccién a dicho alabeo, éste se presenta en -
forma uniforme er toda su longitud y por lo tanto, la distribucién de esfuer
zos serd también uniforme a 1o largo de toda la pieza.

Para el caso especifico de una vigueta I sometida a torsién, el alabeo uni -
forme se muestra en la figura (C.1a) Sin embargo, los miembros estructurales-
por 1o regular estdn soportados de tal manera que se evita el alabeo unifor-
me, entonces, si la vigueta estd rigidamente apoyada en su extremo, al no --
existir alabeo en el apoyo. la torsidén se ve acompainada de un alabeo no uni-
forme (fig.C.1b ), e1 cual origina esfuerzos cortantes adicionales y por lo-
tanto un incremento en la rigidez torsional. En este caso, la flexién direc-
tamente opuesta de los patines de la vigueta I produce el cortante V que --

constituye un par opuesto al de torsidén T aplicado externamente (fig. C.lc).

La resistencia a la torsidn por alabeo se valla de la siguiente manera:
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K

\\\
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—
e
//
a)

ﬂ,

b)

ANy
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sabiendo que V = = y M=- e, S

donde:

o
1]

desplazamiento de un patin

—
]

£ momento de inercia de un patin alrededor del eje y.

Tenemos entonces:

3
V= - Elg d’v
- dz?
pero u = 3d/2 (fig. C.1c)
donde:
8 = anguln de torsidn
d = distancia entre Jineas centrales de los patines.

Por l¢ tanto:

3

(o

w!@

Vo= - Elf

[hSE e
a

Z

E1 momento resistente es TW = V-d y vale:

243

'rw--EI1-‘j-9—@
2 dz°

pero Iy = ZIf
entonces:

2 3
ro=ogr 48 (C.2)
W y 4 dz?

La resistencia a la torsidn estd dada por:
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T=T,+T,  cmm-em oo (C.3)

Sustituyendo en la ecuacidn Tos valores de Tv y Tw dados en las ecuaciones -
(c.1) y (c.2)

2 3
T=6 %8 g 4985
dz Y4 dz?

Como puede verse, la resistencia a la torsidn por alabeo no uniforme depende
de la forma de la seccidn transversal, por lo tanto la constante de alabeo -
para la vigueta analizada es:

d2
c =Y
o

—

Finalmente,la ecuacién nos gueda:

4’3
3

- gy 98 .
T =G EC,,

dz dz

La cual es la ecuacidn de la resistencia a la torsidn para una vigueta I.
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APENDICE C .

SOLUCION DE LA ECUACIOM DIFERENCIAL QUE PRODUCE PANDEO LATERAL EN VIGAS.

La ecuacion resulta:

L 2 M
F [ [
EC,, d SN d j - X
dz dz E

dividiends los términos de la ecuacidén entre ECW, obtenemos:

2
: M
__'fj_ - @l‘l._ (128 - X B = O
4 -
z EC,, dz? EIyEC,
haciendo :
2
Lo G y - M
7ECW EIEC,
1a ecuacidn nos queda
b L
i%— a-g% - Y& =0 = es-=mm == (D.2)

que es una ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes, -

. S . _.rz
la cual tiene una solucion del tipo R = e ".

obteniendo las derivadas respectivas:

~
S - e‘ Z,

-7
.d_B.. = r‘El -
dz

2

- (“7

d_g - Y“ze
2
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dz

[N
9—%— = rte’?
dz

y sustituyendo valores en la ecuacidn (D.2)

r‘e™ - 2ar’e’® - vt = o0
dividiendo entre erZ:
Pt o 2w oY = 0 e e e e e e oo - (D.3)

A esta ecuacidén se le denomina ecuaciOn caracteristica o auxiliar de la --
ecuacion diferencial (D.2), y se puede escribir de la forma:

(r)? = 2ar?- ¥ = 0 - (08)

- cos 2 .
la cual es una ecuacion cuadratica en r , y sus raices valen:

S
2 2 o *)/4a’ + 4Y
r = 7
- A\
2
A
2 N

ro, = otla + Y
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> .
r3,h = a -Va 4
Las raices r, , son reales de la forma:r., _ = + n
: I, -
—— _T \
r = / o +be Y
ek
r,= - ba +Va + Y
Las raices 73,4 Son complejas de la forma: Py, = £m(
// ”,7____::?\
r, =V ao-ya + Y
—_
i /———2 A U ’/ f‘i_—\j
rt‘. ="&/O," O. .+ *‘« :\/_a +xa + 'Y

i 'nZ

Si "rp" es una raiz de la ecuacién caracteristica (D.3), entonces 3 = e
es una solucidn de 1a ecuacidn diferencial (D.2), la cual depende de la na

turaleza de la raices "rp".

Para raices reales y diferentes, la solucion general es de Ta forma:

z r -
po= A el A et L Ane}nz

Para raices complejas diferentes, las cuales se presentan en pares conjuga

dos ro T Xt W Ta solucidn general es de la forma:
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- A.Z
B = B,eg1” cos u,z + B, "2 sen E A
+ 8 &% s ugz + B enZ |

ey CS g N sen unz

Para raices repetidas, si r=r; se repite "s" veces, la solucidn general es
de la forma:

La solucidn de la ecuacién diferencial (D.2) es una combinacidn de las so-

Tuciones para raices complejas y para raices reales diferentes, es decir:

g = A1 sen mz + AQ cos mz + A3enZ + A“e'nZ - - -~ =~ (D.5).

en donde:

De las condiciones iniciales del problema, sabemos que en los extremos de
la viga, ésta no puede girar alrededor del eje Z, pero s1 1o puede hacer -

alrededor de los ejes X y Y, por lo tanto:
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3 = —= =7 para Z =0y Z=1

derivando la solucion general (ec. D.5) dos veces, obtenemos:

d
a%— =m Aces mz -m A sen mz +n AaenZ -nAe ne
d’p 2 2 2 n
—> =-m Asenmz -m Acosmz+n Ape Z o+t Al'e_nZ -
dz i

. . L d’g
Sustituyendc las condiciones iniciales 8 = 0 y — = 0 para
ecuaciones (D.5) y (D.6), respectivamente: dz
O+A+ A +h =0  --o- e (D.
A 2 z 2 _ n
0 -mA+nA+na"A =0  --- oo -- - (0.

multiplicando (D.7) por n’ y restandola a (D.8), nos queda:

2 2
nA, +maA,

"
o

de donde .ﬂ\:2 0

Sustituyendo este vaior en (D.7)

Sustituyendo A2 y A, enla ecuacidén de la solucion general

nz -nz
Alsen mz - Ahe + Aue

w
I}

A sen mz - A“(enz - e-nz)

w
1]

- - - (D.6)

Z =0, en las

(ec. D.5):



nz =nz _ .
perc e “ - e " = Z senh nz

por lo tanto:

R = Aysen mz - 28,zenh nz

derivando Ja ecuacidn anterior dos veces.

E{ =m A cos mz - 2 n A,cosh
L

= =.m?hA.sen mz - 2 n?A.senh

191

nz

nz

Sustituyendo las condiciones de frontera

ecuaciones (D.%: v (D.10)obtenemos:

de (D‘})

Aisan mL - 2 Ausenh nL = (I

y de (D.10)

- m?A;sen mL - 2 n?A,senh nL

Resolviendo el sistema de dos

ecuaciones (D.11) y (D.12) .

Aisen mbl - 2 Aysenh nL =0

Aim?senml + 2 A,n’senh nL =

Su determinante vale:

sen mL - 2 senh nL
m’sen mL 2 n?senh nlL

ecuaciones

O

se

con

dos

- (D.12)

incognitas, formado por las-
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Resolviendolo:
(sen wl) (2 n”senh nL) + (m?sen mL)(2 senh nL) = 0
Factorizando y simplificando:
senmb (n*+ m?) =0 - -« - - =« o2 0 o o - (D.13)
y dado que n y m son diferentes de cero, entcnces :
senml =0 4 e e e e e e e - e e - (D.14)
Sustituyendo este valor en la ecuacién (D.11)
- 2 Ayserh nL =0
Ay = 0
finalmente, la ecuacidn (D.9) nos queda al sustituir A, en ella:
B =Aisenmz - = - e e s e — - o - (D.18)

E1 valor mas pequefic de m,que satisface a la ecuacidn (D.14) es:

=3
]
=

por lo tanto;

8 = Alsen«%é ————————————— (D.16)

que es una solucidn de la ecuacion diferencial (D.1).
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Si hacemos :

Y

m:._T[ ::\/_a-y}/.&;—-q.—\‘
L

y sustituyendo 1os valores de o y v :

2
W oM
0=y Y E e
2ECw EIy ECw
M2 \
m? ___*-+ v (lm] 2+ X
L? 2 EC EI EC
2 A\
ﬁ + __G_J_. = / ( G_‘:]__“)z v _v.‘_Ml(._.__,
L2 2 EC Vo EC,, el EC,

Elevando al cuadrado ambos miembros:

MZ
2 2
e T e s
L 2 ECW 2 ECW EIy ECw
4 2 2 2
L 2L ECw 2 ECw 2 ECW

Reduciendo términons:

_Tll: + ’HZGJ = .- MX._-,-,_

4 2 - :
L+ LEC,  ED EC

W

despejando MX
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finalmente:

) \/ EC ot \
M = - EI. GJ (1 + )
o ¥ GIL?

0 Sed:

o Gt
E1, B0 (14 ——iep) - - - - (0.17)

GJIL*?

Esta expresidon nos da el valor del MOMENTQ CRITICO;es decir, el momento pa-
ra el cual se inicia el pandeo lateral torsionante de la pieza en el rango-

alastico, pero no nos da informacidn con relacion al comportamiento poste -
rior de la pieza.

Otra forma de ootener el valor del momento critico, es determinando el va--
Tor de la constante A; que aparece en la ecuacidén (D.16), tomando valores -
al centro del claro de 1a viga, es decir:

3 = Al sen I]f; ------------ (D16>

L
Para z = 5 s g bL/Z

sustituyendo estos valores en (D.16) .

= Ik
BL/2 = Aysen 5

: = T
bL/Z = A;sen 5



—
O
(O3

i
—

como sen

N A

entonces:

de manera que l& ecuacion (D.16) nos queda:

'8 = BL/Z sen —T;;‘ ——————————— (D.IS)

en donde BL/Z es 21 dngulo de torsidn al centro del claro.

20 L ~
Obteniendo 9_£:y q—ilde la ecuacidn (D.13) se tiene:
dz? dz*
2 2 -
d_‘?i = _ _E:. E, 2 sen _T‘L_"__
dz? L® -/
gi.@ = IT_L* B sen —_TTZ
dzt Lt b L

Sustituyendo estos valores en (U.1):

2
Y

™o, o T2 o2 TZ X Tz

ECw L“ LL/Z sen | + GJ L2 BL/Z sen ] A BL/Z sen ] 0
B Y
factorizando:
7[4 TTZ M; w4 P
A + AN, 2 =0 - - 4 - - - \ G
(L“ EC, * E GJ - ) BL/Z sen ; 0 (0.19)
Y

Esta ecuacidn se satisface si BL/Z vale cero, lo que significa que tanto
B como u son cero para todos los puntos, es decir, que no hay deformacidn
lateral de la viga, siendo en caso trivial que carece de interés, o bien

Si:

" M2
TEc + T oGl - X o=
L+ W I

N

despejando MX :
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2 2

Moo= %EI GJ+—EI EC,,
X L N
EC ©? \
= T W
MX i \/ 2 )
L GIL
0 Sea:
\
EC,,
M= 1\/ G (14 L T (D.2¢)
&L GJL?

que es la misma ecuacion obtenida con anterioridad, (ecuacidn D.17), pa-
ra valuar el MOMENTO CRITICO.
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CAPITULO IV.- DIAGRAMAS DE INTERACCION.
IV.1.- CONCEPTOS DE INTERACCION.

E1 objeto fundamental de este capitulo es poder determinar la resistencia-
de un elemento de concreto reforzado o de acero, sujeto a la accidn combi-
nada de carga axial de compresidn y momento flexionante {(flexocompresidn).
Consideraremos en este capitulo sélamente elementos cortos, en los que los
efectos de esbeltez pueden despreciarse.

Para abordar el problema, se puede afirmar que la carga axial de compre---
sion P, v el momento flexionante, M, guardan una estrecha relacidén que se

podria definir como la excentricidad, e, de la carga.

En la figura 4-la se muestra la seccion transversal de un elemento bajo la
accion de P y M, v en la figura 4-1b, se muestra un sistema equivalente en
el que la excentricidad vale e = M/P.

p
f - yM
____..,AV_’%I/_. ==
\ I
N
{(a) (b)
Fig. 4- 1.~ ELEMENTO SUJETO A FLEXOCOMPRESION

Cuando en una estructura, P y M varian en la misma proporcidén en una sec--
cion transversal! dada, la excentricidad, e, permanece constante. Bajo es-
tas condiciones, para una excentricidad constante, e, si hacemos variar P

en forma progresiva, uniforme y sin impacto, partiendo desde P=0, el valor
de M varfia en prooorcidon directa a la variacion de P, o sea:

M=Pe  emem— oo oo (4.1)



198

Esta igualdad representa la ecuacidén de una recta en la que M es funcibn -
" n

de P,y "e" 2s la pendiente de esa recta. En la figura 4-2 se muestra la --

grafica de 1a ecuacidn (4.1) para una excentricidad e, y para una excentri
cidad e, mayor que e,.

€3 > €2 > &

Mg2
LINEA R

M1 {Pri» Mgy )
A 'PR
Pro

Fig 4-2.-- PRINCIPIOS DEL DIAGRAMA DE INTERACCION

En esta fiqura se observa que el 1imite de cada recta lo representa la re-
sistencia del material, es decir, cuando se presenta la falla del material,

y los términos P y M se expresan como PR y M_ respectivamente.

R
Ardlogamente, podriamos escoger una serie indefinida de excentricidades, -
para las cuales obtendremos diferentes combinaciones de PR Y MR’ desde una
excentricidad e = 0 en Ta que 1a resistencia estd dada s6élamente por la --
carga axial PRo’ hasta una excentricidad tan grande que se requiere un va-
lor muy pequeho de P para llegar a la resistencia por flexibén expresada --
por MRo en el eje de las ordenadas. La unidon de Tos puntos (PRl’ MRL)’ --
(PRz’ MRz) define a Ta linea R de la fiqura 4-2 como la resistencia del -
material, para un ndmero infinito de combinaciones de P y M, a la que 1la-
maremos '"diagrama de interaccién'.

Por 1o tanto, se concluye que un elemento puede alcanzar su resistencia ba
jo innumerables combinaciones de carga axial y momento flexionante. Estas
combinaciones varian desde una carga axial mdxima de tensién o compresion,

y un momento nulo, hasta un momento en combinacidn con una carga axial nu-
la.
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Podriamos definir entonces al "diagrama de interaccidn" como el lugar geo-
métrico de las combinaciones de carga axjal y momento flexionante con las
que un elemento puede alcanzar un estado de esfuerzos determinado, que ge-
neralmente es su resistencia Ultima.

DIAGRAMA DE INTERACCION EN EL INTERVALO ELASTICO.

Consideremos un material de comportamiento elasto-plastico como el mostra-

do en la figura 4-3, en la que se observa que tiene el mismo comportamien-
to a compresifn y a tension.

COMPRESION

fyl __

~-

M = -

€y

—_———————a

e —— = - e am o

-ty TENSION

Fig. 4-3. DIAGRANA ESFUERZO — DEFORMACION DE UN MATERIAL ELASTO —PLASTICO

Para determinar el diagrama de interaccion de la seccidn rectangular de la
fig. (4.4a) en el intervalo eldstico, vamos a establecer la condicidn de -
que el esfuerzo mdximo producido no exceda el 1imite de proporcionalidad -
que en este caso es el esfuerzo de fluencia fy, fig. (4.4d)

LN

[
! "#”' fecp=P/A fem.=M/S feptfem="Ty
T
¢ M=Pe
P _ e
SR < N
EJE NEUTRO
d_
. = f ~ft
< b 5 ftm=M/S cp m
a). SECCION b). ESFUERZOS POR c¢) ESFUERZOS POR d) SUMA DE ESFUERZOS
COMPRESION FLEXION

Fig 4.4- SECCION RECTANGULAR SUJETA A COMPRESION AXIAL Y FLEXION.
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Para una seccién rectangular sujeta a compresion axial y flexidon en un s6-
To plano, el estuerzo maximo se obtiéne a partir de la formula de Ta escua
dria, 0 sea:

donde Ay S son el drea y el mbdulo de seccidn, de Ta seccidon transversal,
en el plano de flexidn.

Si s6lamente actuara la carga axial P (fig. 4.5), el esfuerzo mdximo se ob
tiene haciendo M=0 en la ecuacidn (4.2), es decir:

p fy =
. = _ y = Py/A
fmax A
L WPl Py
1L
SN
0). SECCION b) ESFUERZOS
Fig . 4.5.- SECCION RECTANGULAR SUJETA A COMPRESION AXIAL.
perc Como fméx = fy, despejando P tenemos P = fyA. A este valor de P le -

1Tamaremos Py por ser el valor de la carga axial que produce el esfuerzo -
de fluencia, de este modo:

Si sGlamente actuara el momento flexionante M (fig. 4.6), el esfuerzo maxi
mo se obtiene de la ecuacidn (4.2) haciendo P = O:

f¥=My/S
f . = M __‘r_- |
max S
M
| &+ My <}_ R
|
3
o fy = My/S
. b | y y/
1 =
0.) SECCION b) ESFUERZOS

Fig 4.6- SECCION RECTANGULAR SUJETA A FLEXION.
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Andlogamente, i Tméx = fy, M= fyS. A este valor de M le T1lamaremos My -

por ser el momerto que produce un esfuerzo maximo igual al de fluencia:

Si dividimos ambos miembros de la ecuacidn (4.2) entre fy = fméx’ tenemos:

1levando a esta expresidn las igualdades (4.3) v (4.4), y orcdenando los --
términos, obtenemos:

La igualdad (4.%) es la ecuacidn de una recta que representa, en la figura
4.7b, el diagrama de interaccibn para esfuerzos maximos de compresién en -
la fibra de la c<eccidn mds alejada del eje neutro.

E1 diagrama de interaccidn para efectos de tensidon axial y flexidn, se ob-
tiene en forma andloga invirtiendo el signo de P a- P desde la ecuacidn -
(4.2), 1o que conduce a una ecuacion similar a la (4.5), que resulta:

La ecuacion (4.6) representa, en el plano cartesiano de ejes (M,P) en la fi
gura 4-7a, el dizgrama de interaccidn para esfuerzos maximos de tensidn que
no excedan fy’ en la fibra de Ta seccién mids alejada del eje neutro.

P  P/Py
+ Py \ COMPRESION +1.0 \ ECUACION ( 4.5)
N
N M 1.0 MMy

o )
/My

///<<:\§§yAQION (4.6)
-P TENSION -i.0

(o) (b)

O

Fig.4.7- DIAGRAMA DE INTERACCION EN EL RANGO ELASTICO.
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[V.2.~ FLEXCTENSION Y FLEXOCOMPRESION EN EL INTERVALO INELASTICO. DIAGRA-
MA DE INTERACCION.

Consideremos una seccidon rectangular de un material elasto-plastico de com
portamiento mostrado en la figura 4-3, sujeto a P=0 y a M # 0, de tal modo

que la seccidn estd totalmente plastificada, como se muestra en la figura
4.8,

b
——t
o
.T,. _ } '
‘ ’ M h/2
N
h q
J. h/2
- | Ty,
(a) SECCION (b) ESFUERZOS

Fig. 4.8 - SECCION RECTANGULAR PLASTIFICADA,SUJETA SOLO A FLEXION.

Por equilibrio de fuerzas horizontales, se tiene:

y por equilibrio de momentos respecto al eje principal de la seccidn:

=
il
(g
Moo

_ . h
=T3

Tlevando a esta ecuacién el valor de C o T:

este valor de M es el que sin actuar P, origina la plastificacién de la --
seccifn, por 1o que lo llamaremos Mp:
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La relacién que existe entre este valor (Mp) y el momento My para el cual
se inicia la fluencia del material en la fibra mds alejada del eje neutro,
se obtiene dividiendo Ta ecuacidn (4.7) miembro a miembro entre la ecua--
cién (4.4):

M bh<f
P ___ Y
M 4 f §
y y
Mo _ bn?
M S
y 4

pero, el valor del modulo de seccidn, S, para una seccidn rectangular es:

por lo tanto

"o . 6bn?
Mo 4 b2
de donde
.
= X I e T 4.8
" 2y (4-8)

La ecuacidn (4.8) significa que el momento flexionante que produce la ---
plastificacion total de la seccidn vale una vez y media el momento para -
el cual se inicia la fluencia de la seccion.

Consideremos ahora la seccion rectangular de la figura 4-8a sujetaa flexo
compresion de odo tal que la seccién se encuentra completamente plasti
ficada (fig. 4.9).
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P
-%%—~*~-—T
! | M:=Pe
' yas h/2
b —~—-~~—~—L PJY
h/2
o ‘
b , fy
— +—+
{(a) SECCION TRANSVERSAL {b) ESFUERZOS

Fig.4.9 - SECCION RECTANGULAR PLASTIFICADA,SUJETA A FLEXOCOMPRESION

De la figura 4-9b por equilibrio de fuerzas horizontales:

p=2C-T
en donde
= + 2m)bf
C (a m) y
T = abf
y

por lo tanto

P=(a+ 2m) bfy - abf

y
P = 2bmf
y
de donde
3 P
y

En 1a figura 4-9b, por equilibrio de momentos:

M=¢C (h-a) = T (h-a)
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M = abfy (h-a) e - e - e oo oo (4.10)
tomandc en cuenta que:
L =N

y sustituyendo en (4.10):

(h a (R
M —( 5 nﬁ bfy [n —(2 - m)]

_{h . h
M—(—g-m)bfy(-z +m)
M = bfy ((h/2)% - m?]

bf h?
M= —L— - pf m?
4 y

multiplicando y dividiendo por 6 el primer término del segundo miembro te

nemos:

M= Eéﬁgx;i - bfy m?

M= Eg—z—fy bf,, m?
pero S = Egi— por lo tanto

M= S, - bfne

por la ecuacién (4.4)

sustituyendo en esta ecuacion el valor de m por 21 dado en 1a ecuacidn ---

(4.9) tenemos
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bf P2
I
AU
3 p2
M- '2" MJ _4 bf -~ - - -7 -~~~ - - -- (4 11)
Y

dividamos ahora cada miembro de la ecuacién (4.11) entre Mp, recordando -
que por Ta ecuacion (4.7) Mp=bh2fy/4 y por la ecuacion (4.8) M, = 3My/2:

M . _4 p?
M b2f 2h?
| 4 y

M | p2

- f2A2
2 My y

teniendo en cuenta la ecuacidn (4.3), en gue Pv = fy A, y ordenando obte-
nemos: )

:E“*g~ + (5;)L =1  ---eme e e - (4.12)
2 'y :

La igualdad {4.12) es la ecuacidn del diagrama de interaccién de la sec--
cién supuesta; tiene la forma x/x, *+ (y/¥o)? = 1, que representa una pard
bola en el plano cartesiano (x,y), cuyo eje de simetria es el eje x, y su
vértice (xo,0); (fig. 4.10). Vemos que si y = 0, X=Xo3; si x=0, y=ty,

v

+Yo

- Yo

Fig. 4.10
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Por lo tanto, la ecuacidn (4.12) representa una pardbola en el plano car-
tesiano de ejes (M,P), cuyo eje de simetria es M y su vértice (3/2 My, 0
siP=0,M=3/2 My ysiM=0, P =+P ; (fig. 4.11).

Y
P
+ Py
COMPRESION
0 - M
(3/2) My
- Py TENSION
Fig. 4.11 - DIAGRAMA DE {NTERACCION DE UNA SECCION RECTANGULAR TOTALMENTE PLASTIFICADA.

La parte del diagrama en el primer cuadrante de la figura 4.11 correspon-
de a puntos de flexoccmpresidén, los puntos del cuarto cuadrante son de --
flexotension.

Si el diagrama de interaccidn cuya ecuacidn es (4.12), se traza en el pla
no cartesiano de ejes (M/My, P/Py), resulta una pardbola con eje de sime-
tria M/My y vértice (3/2, 0). Cuando P = 0, se tiene M/My = 3/2; cuando

M = 0, se obtiene P/Py =+ 1. Como vemos, los puntos de este diagrama --
carecen de dimensidn, 1o cual conduce a mayor facilidad en su aplicacidn -
(fig. 4.12).

P/Pyl
+ COMPRESION
0 - M/ My
3/2
| TENSION

Fig. 4. 12~ DIAGRAMA DE INTERACCION ADIMENSIONAL, DE UNA SECCION RECTANGULAR
TOTALMENTE PLASTIFICADA.
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IV.3.- FLEXOCOMPRESION EN ELEMENTOS CORTOS DE CONCRETO REFORZADO.

En este artfculo se presentan Tos procedimientos para determinar la resis
tencia de elementos cortos de concreto reforzado sujetos a flexocompre---
sidn, en jos que no tenemos problemas de esbeltez. Para tal efecto nos -
apoyaremos en las hipdtesis que marca el Reglamento de Construcciones pa-
ra el Distrito Federal (Ref. 4.1) que a continuacidon se ennumeran.

HIPOTESIS PARA LA OBTENCION DE RESISTENCIAS DE DISENO.-

a. La distribucién de deformaciones unitarias longitudinales en la sec--
cibn transversal de un elemento es plana.

b. Existe adherencia entre el concreto y el acero de tal manera que la -
deformacidn unitaria del acero es igual a la del concreto adyacente.

c. ET1 concretc no resiste esfuerzos de tension.

d. La deformacidn unitaria del concreto en compresidn cuando se alcanza
la resistencia de la seccidn es 0.003.

e. La distribucidon de esfuerzos de compresidn en el concreto cuando se -
alcanza la resistencia es uniforme (f”c) en una zona cuya profundidad
es 0.8 veces la del eje neutro, definido éste de acuerdo con las hi--
pbtesis anteriores. E1 esfuerzo uniforme f”C se tomara como:

n - o . < 2
f . 0.85 f*c Si f*c < 250 Kg/cm
£*
F~al] = { - C . * 2
f'e = (1.05 - 17e5) f& 51 f& > 250 Kg/cm

* = !
en que fc 0.8 fc

f. E1 diagrama esfuerzo-deformacion unitaria del acero de refuerzo ordi-
nario, sea 0 no torcido en frio, puede idealizarse como se indica en
la figura 4 i3 en la que E_ es el médulo de elasticidad del ace
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ro. BRAR

£ AN feete

> €

FIG. 4.i3.- DIAGRAMA ESFUERZO - DEFORMACION UNITARIA DEL ACERO DE
REFUERZO ORDINARIQ.

Para determinar la resistencia de disefio (PR, MR), el mismo Reglamento es
pecifica que la resistencia directa obtenida con estas hipdtesis, deberd

reducirse aplicando un "factor de reduccidn de resistencia", FR' Los ele
mentos mecanicos Gltimos (Pu, Mu) que resultan de multiplicar los elemen-
tos mecdnicos obtenidos de un andlisis estructural por su correspondiente
factor de carga, no deben exceder los valores de las resistencias de dise

no, o sea, Pu < P Y Mu < M

R R*
En f]exocompresién,FR se tomard igual a 0.85 cuando el elemento falle en
tension, y si la faila es en compresidn, FR se tomarda igual a 0.75.

Se dice que la falla es en tensidn cuando el acero sujeto a tension fluye
antes de que el concreto alcance su deformacion (til (Ecu = 0.003), y la
falla es en compresidn cuando el concreto sujeto a compresién alcanza su
deformacidn dtil antes de aue el acero en tensidn alcance la deformacion de
fluencia. Cuanco la deformacidn Gtil del concreto se presenta simultanea
mente con la deformacién de fluencia del acero, se dice que Ta falla ocu-
rre en una condicidn balanceada.

La figura 4.14 muestra un diagrama de interaccidn tipico para una seccidn
rectangular de concreto reforzado con acerc simétrico, y sujeta a carga -

axial y flexién en un s6lo plano.
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\ R
PRC e oool| |
coo

FALLA EN COMPRESION.

Prp A- 4 FALLA BALACE ADA
I %
| FALLA EN TENSION
0 ’ 1 > Mp=Ppe
RO w
P ’///// Mro© M mox
RY

FIG. 4 .4—- DIAGRAMA DE INTERACCION TIPICO.

Cualquier punto sobre la curva del diagrama, representa una combinacion de
valores de carga axial y momento flexionante, con los cuales la seccidn al-

canza su resistencia.

Obsérvese que, si la seccidn estuviera sujeta Unicamente a carga axial de -
compresion y momento flexionante nulo, la carga maxima que podria aplicarse,
es decir, su resistencia, corresponde al punto PRC; de la misma manera, su
resistencia a carga axial de tensidn, queda representada por PRT'

En el diagrama, pRC resulta mayor que PRT’ debido a que el concreto no apor
ta capacidad de tension.

Si la seccidn estuviera sujeta s6lo a momento flexionante, el valor que és-
ta podria resistir, seria el representado por MRO; sin embargo, el mdximo
momento flexionante que la seccidn es capaz de resistir, corresponde a una

carga axial no nula.

E1 punto A, definido por MRb y PRb’ es de singular importancia, ya que re--
presenta la condicidn de falla balanceada de la seccién. Cualguier combina
ci6n de P y M, que defina un punto en el diagrama por arriba del punto A, -
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procucird falla en compresidn y, en caso contrario.falla en tensién.

En la generalidad de los casos, el momento flexionante mdximo gue una sec--
cion de concreto reforzado, sujeta a flexocompresion, resiste, es el corres
pondiente a la falla balanceada, esto es, en general M . = M_. .
max Rb
Cuando se incrementa la carga externa con una excentricidad constante, el -
momento flexionante aumenta en proporcidn directa al incrmento de la caraga
ya que M = Pe, y la historia de carga queda representada por la recta OB, -
cuya pendiente resulta ser el cociente:

P/M = 1/e.

IV.4.- DETERMINACION DE DIAGRAMAS DE INTERACCION DE SECCIONES DE CONCRETO -
REFORZADCO, SUJZTAS A FLEXION Y CARGA AXIAL.

Para conocer la resistencia de una seccién cualquiera, bajo la accion combi
nada de carga axial P y momento flexionante M, uno de los métodos mas prdc-
ticos es el uso de su diagrama de interaccién en condiciones de resistencia,
cuyo principal enpleo es cuande la seccibén se ve sujeta a diferentes condi-
ciones de carga, o sea, diferentes combinaciones de P y M.

La determinacién del diagrama de interaccidn consiste en determinar una se-
rie de puntos en un sistema de ejes cartesianos (M,P), cada uno de los cua-
les corresponde a una condicién de resistencia de la seccidn y se obtiene -
con base en las hipdtesis sefaladas al principio de este capitulo y con el

siguiente procedimiento general:

1) Se supone le rrofundidad del eje neutro que, junto con la deformacidén --
Gtil del concretfc (ECU = 0.003), fija 1a distribucidn de deformaciones uni-
tarias, que deber ser medidas siempre paralelas al eje neutro; asi,la defor
macién unitaria ce cada varilia longitudinal se determina mediante tridngu-

los semejantes, ¢ interpolacidn Tineal (hipdtesis a).

2) Obtenidas Tas deformaciones en cada varilla, el esfuerzo gue se genera -

en cada una de ellas vale fs = e ES sin que éste exceda el valor de fluen-
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cia, es decir',fS < fy (hipétesis f). La fuerza qua se desarrolla en cada -
variila se obtiene multiplicando el esfuerzo generado por el drea de acero-

correspondierte, o sea, FS = fs AS.

3) La fuerza de compresidn que el concreto es capaz de resistir, de acuerdo
con la hincdtesis e, vale CC = abfé, en donde a = 0.8C, b es el ancho de la-
seccion cuando ésta es rectangular y ¢ es la profundidad supuesta del eje -

neutro. Esta expresidn, en forma grafica, se explicaen la figura 4.15

4) La carga axial resistente, PR’ de la seccidn, se obtiene como la suma de
todas las fuerzas internas en el acero y en el concreto, afectada por el --
factor de reduccidn de resistencia, Fp,correspondiente . Analogamente, el momen-
to flexionante resistente, MR’ de la seccidn, se obtiene multiplicando por

FR, la suma de momentos producidos nor cada fuerza respecto de un eje de la
seccion,

Este procedimiento general se expresa en forma grdfica en Ta figura 4.15

- R EJE CENTROIDAL o
! DE LA SECCION. 2
: ) t'c
by - Fsy = 51 Asi
“WZ;Ebbfé ol 7
____j?;=fsz§ig_f
= Ys2 =0
n
N
Fss =fsy Ass e
~ — . s
Ass | b i- EJE R = [cc+F5|+ Fsa- Fsa] Fr
——— NEUTRO _
MR= [chc+ Foi Yait Fsa YsatFsy ¥ ss] Fr
a ) SECCION b )} DEFORMACIONES ¢) FUERZAS INTERNAS
TRANSVERSAL UNITARIAS.
FIG. 4.15 SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO SUJETA A

FLEXOCOMPRESION EN UN SOLO PLANO.
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Un diagrama de interaccidn, que tiene la forma de la fig. 4.14, se puede de
finir en forma aproximada calculando los siguientes puntos:

a).- E1 punto PRF, que corresponde a la carga axial de compresién pura, pa-
ra el cual se sudone un estado de deformaciones unitarias de compresidon uni
forme, esto es:

A €cu z0. 003 "
51 }
! )[ T [ —“h_ﬂ—
e g B
S Pre €si
. yd
e
e pl— —_—— > «—Fs2
T As €s2 Prc
<L c
1 » Ay — —— N € Fsa
) 1 S
b |
— g
a) SECCION b) DIAGRAMA DE c) DIAGRAMA DE
TRANSVERSAL DEFORMACIONES . FUERZAS

FiG. 4.16 .- OBTENCION DOEL PUNTO Prec.

Pac = (Co * Fg  + Fo + F ) (Fp)
en que

C. = bhf?

Fsl ) ASlfy

FS2 = Aszfy

FS3 = Asafy

F_=0.75 (Falla por compresion)

R

Tuego
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Po~ = !

RC (bhfc)(FR) + (Aslfy + Aszfy + Asafy) (FR)
P\= n

Re = (BNFE) (Fp) + (Ag + Ag + A ) F (Fp)
si hacemos

bh = Ag

Sl Sz ‘>3 )
queda
PRC = (AgfC + Asfy) FR

b).- E1 punto MRO’ que corresponde a un momento flexionante con carga axial
nuls, P=0. &ste se obtiene considerando las condiciones de la figura 4.17:

A si €.20.003 'R
— cy [
| ' o
/v p— T B o o Fsz2
“TAs2 s 5
AN Fss
|

._ 1 b \_‘"Ass

a ) SECCION b} DEFORMACIONES UNITARIAS. c) FUERZAS [INTERNAS.

FIG. 4.17- SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO SUJETA SOLO A FLEXION.

Para obtener el punto (P=0,M) se debe determinar el esfuerzo en cada lecho
de acero en funcidn de la profundidad del eje neutro, c. Por ejemplo, para
el lecho de A“a’ la deformacidn €y, S€ puede calcular, por tridngulos seme-

jantes,de la figura 4.17b:

s, _ 0.003

d-c C
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- 0.003 (d-c)
S3 C

pero, como

0.003 £ (d-c)
S3 s Yy

—
1]

A

—

esi

fg, =@, (¢)
andlogamente:
fg =0 (c)
fg, = ¢, (¢

Fs3 = A53 ¢3 (¢)

la fuerza de compresidn gque toma el concreto es:

CC = abfé

0 sea
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C = 0.8 cbf!
c C

Por suma de fuerzas horizontales de la figura 4.17 c:

$1 1 S2 2 S3 '3

0.8 cbfc + A
de donde se despeja el valor de c.
Una vez conocido ¢, se pueden calcular los esfuerzos y la fuerza en el ace-

ro, asi como Ta fuerza en el concreto’ y el valor del momento resistente --

M0 serd, de acuerdo con la figura 4.17 c:

- y w (h=-0.8¢c
MRO [Fsl o 7 F52 Ys2 * F53 Y53 + 0.8 bec (u_?ﬁ*_)] Fr
c).- Obtencién del puric A de la figura 4.14: Este nunto corresponde a -

la falla balanceada, para lo cual se supone un estado de deformaciones uni-
tarias definidas por la deformacidn Gtil del concreto, Coye 0 la fibra ex-
trema de compresion y por la deformacidn de fluencia del acero, gy, en el -
acero a tension. En Ta fiqgura 4.18 b se ilustra este estado de deformacio-

nes.

{a) (b) (c)

FG. 4.18 .- SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO EN CONDICION
FALLA BALANCEADA.

OE
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d) Definicidn de un punto arbitrario entre los puntos PRC y A.-Este se define
suponiendo un valor de la profundidad del eje neutro, c, mayor aue el obtenido
en la condicion de falla balanceada, Cb. A este punto corresponde falla de -
compresion.

e) Definicidn de un punto arbitrario entre los puntos MRO vy A.-Este se defi-
ne suponiendo un valor de la profundidad del eje neutro, ¢, menor que el ob-
tenido en la condicidn de falla balanceada, Cy» ¥ mayor que el obtenido para
el punto MRO' A este punto corresponde falla de tensién.

f) Finalmente, el punto PRT’ que corresponde a la carga axial de tensidn pu-
ra.

Por= (A f + A f +A_f ) (Fp)

RT S1 'y S2 'y Sz y

En este caso FR = (0.85

Para ser mas objetivo el procedimiento, se planteard el siguiente ejemplo:

EJEMPLC 4.1.- Determinacidn del diagrama de interaccidn para una columna cor
ta de concreto reforzado de seccidn rectangular, sujeta a flexocompresidn --

simple.
Datos: PLANO DE FLEXION
T Tfeeee] W] A =448 :2028¢me
| o]
(@] Y]
0 - o - —4Ag, z2#8 :10.14cm?
= (@]
N
. """‘-*'_—_ Agy =4#8:2028 cm?
s | 2
42 235 | t'c = 200 kg/cm.
ty = 4000 llg/cm.z
Solucidn:

Obtencién de Tos pardmetros de resistencia

* t
fx 0.8 '
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fé = 0.8 (200)= 160 kg/cm? < 250 ka/cm?
L= 0.85 f2
f2 = 0.85 (160) = 136 kg/cm’

Nota: Como consecuencia de Ta variacion realamentaria del factor de reduccion
FR’ al pasar de la zona de compresion a la de tension. conviene trazar
el diagrama para los elementos mecanicos divididos entre FR’ 0 sea(M/FRBP/FR)
como se ruestrs adelante:

a) Jdbtencidn del punto PRC (Punto 1).
Ecu=0.003 t'c
o ——t -t

—i',,. ,;}Ay_'_ - = - T _ < Fsi

| [ +-€ s
O! » e — R N — Pr > Q—ESZ e*’EE*—
m} As: ‘?j (/v—e 52 -

4_ ve° 9JA$* " K. I < Fss

__J__i,s‘_i_‘ 101 \_Ess
o) SECCION b) DEFORMACIONES URITARIAS. c) FUERZAS INTERNAS.

Por ser una seccior sujeta sdlo a carga axial de compresidn. su resistencia
estd dada por la contribucidn del concreto y del acero, mediante la siguien-

te expresion:

Poe= (A ' + A_f

RC g c Sy ) F

R

En la que Ag es el area total de concreto, sin descontar el area ocupada por

las varillas; asi, despejando Pre.

PRC: (35X50X136 + 50.7X 4000) (FR)

P .= (440,800) (F

RC ) Kg

R

PR
—= = 440.80 Ton.
Fr

b) Obtencidn del nunto MRO (punto 2), en el cual la carga axial es nula - -
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Si Observamos la fiqg. 4.14 sabemos que este punto cae en la zona de falla

en tensién, 1o gue nos hace pensar que el acero A53 esta

fluyendo. Supon-

gamos que, para el trazo del diagrama de deformaciones unitarias, el acero -

ASz también fluye; ner lo tanto,tenemos:

8

1

a)

€cu =0.003 fe
e 0 0 o [Ayiz20.28cm?2 c ;" - _0.03‘:3%{ F_l/l . |
Mr Y1 =20
i ® lAs,: 0.14cm— —; [€s2 - -*E-B—Q-é= —>Fs2— — 1 Y82:0
Y.; =20
1o o 0o @ ""“m-ac'm?C::i €3y r_éﬁl_ -
' 3 0002
322 —{Qa 20002 |
SECCION b ) DIAGRAMA DE DEFOR- c) DIAGRAMA DE FUERZAS.
TRANSVERSAL MACIONES UNITARIAS

Deformaciones unitarias (por tridngulos semejantes):

€ =

S1

(c-5) (0.003)

c

_ (25-¢) (0.003)

S2

c

(45-c) (0.003)

653

C

Esfuerzos en el acero:

¢ —te-5) (0.003) Es
c

S1

Como E = 2x10%Kg/ cm?

f .

_ (c-5) (0.003) (2x10°%)

St

o
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f .= 6000 - - 30000

A

Como supusimos que eo, > &, ¥ €¢, 7 oo el acero A_,

52 y S3

= = f = 4000 Kg/cm”
f52 fga fy 0 g/c

Fuerzas en el acero:

o= f A = {6000 - 30000y 50 28
St S 5 C

F= 121680 - 2040

F = f A = L00O x 10.14 = 40560 kg
Sz S2 Sa

Fo.= fg Ay = 4000 x 20.28 = 81120 kg

Fuerza en el concreto:
C = abf"
C c

pero a= 0.8c
por tanto

CC= O.8cbfC
1levando a ests igualdad 1os valores de by fé

CC = 0.8c (35) (136) = (3808)c kg

Y

A
S3

fluye, por tanto:

Como sabemos que la carga axial es nula podemos escribir que la suma de fuer-

zas horizontales vale:

C+F -F—F ::O
C Si S2 S3

3808 ¢ + 121680 - _QQ%EQQ__“. - 40560 - 81120 = 0
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Simplificando y ordenando:

3008 ¢ - 293400 . 4

de donde:

3808 ¢® - AN8400 = 0

despeijando c:

_ A [ 608400 " _
= \J e = 12.64 cm
< .f:' 1 ~ ~ .
verifiquemos ahora que g, < €y B, g YoEg > ey

(12.64-5) (0.003)

0.002

6." R = 0.00181 <,
_ (25-12.64) (0.003) _ )
s, PR 0.00293 >, = 0.002
(45-12.64) (0.003) . 0.00763 >e, = 0.00¢

€5, 17.64

Como si se cumplen las suposiciones hechas, el valor de c=12.64 cm es correc-
to. Llevando a las igualdades correspondientes el valor de c, obtenemos:
30000

- n - 2YyYvyYy _ 2
fsl" 6000 15 64 3626.6 kg/cm (<fy

- 1216 £08400 - _
F, = 121680 - —~1i7 73547 kg

a = (0.8) (12.64)

10.11 cm

CC = 3808 (12.64) = 48133 kg

Calculo de PR/FR

PR = (CC+:FSl - Fszm FSS)F
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Pr

R

= 48133 + 73547 - 40560 - 81120 = 0.0 kg

se comprueba que P
Calculo de M

R 0.

RO °

S S2°7 Sy S3” S3 R
donde
= { = = = -
ySl 20 cm, vy ) 0,y ; 20 cm y Ye h/2 - a/2
y, = —5— - 1% < 19.05 cn

despejando MRO/FR:

M

T;EL"= 73547 x 20 + 40560 x 0 + 81120 x 20 + 48133 x 19.95 = 40.54 x 105 kg-cm.
R

M

F39»= 40.54 ton - m
R

Rb)'

La falla balanceada implica suponer aue T1a deformacion de fluencia del acero,

c) Obtercidn del punto de falla balanceada (punto 3): (MRb P

ey = 0.00?, se presenta simultdneamente con l1a deformacion Gti1 del concreto,

= (3.003
€y )

T Te o - -
o
o~

o

0 - Tt e
o
o

| £ Fs3

4 - - -@ —.--OJ-ID —— S3 oot — — - —

L% y:0002

(a) (b) (c)
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Por tridngulos semejantes:

_ {45) (0.003) _
b 07005 =27 cm

o
3

asl‘ 55 : 0.0024 >5y

e _ (27-25) (0.003)
S2 57

= (0.000222

asaz Ey = 0,002

Esfuerzos en el acero:

f = 4000 kg/cm?
Sa

fs = 0.000222 x 2 x 10° = 444 kg/cm?

2

f = 4000 kg/cm?
S3

Fuerzas en el acero:

Fs-= 4000 x 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton

1

FS'= 444 x 10.14 = 4502 kg = 4.50 Ton

81.12 Ton

il

F. = 4000 x 20.28 = 81120 kg

D3

Fuerza en el concreto:

a=0.8x27 =21.6 cm

CC= 21.6 x 35 x 136 = 102816 kg = 102.82 Ton
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Calculo de PR :

despejando PR/lR:

;§—= 81.12 + 4.50 - 81.12 + 102.82 = 107.32 Ton
Calculo de MR :

MR ) FR (Fsl Vs ¥ F52y52+ Fs Is ¥ CC yc)

en que:

y = ho.a- 0. L

despejando MR/FR :

M
?B—= 81.12 x 0.20 + 4.50 x 0 + 81.12 x 0.20 + 102.82 x 0.142 = 47.05 Ton-m
R

por 1o tanto, para el punto 3:

FB“'Z 107.32 ton
R
Ma
——=47.05 Ton - m
Fr

d) Obtencidn de un punto arbitrario entrz los puntos 1 y 3 (punto 4).
Para obtener este punto, que cae en la zona de falla en compresién, supon-
dremos un valor de ¢, mayor que el valor correspondiente al de la falla ba-

lanceada: c¢= 40 cm > 27 cm
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c=40cm.>> 27cm.

€
cu=0.003
T [ ] o] o S J—
€g)
o
~N
1 (@]
- ol = r
o €s2 G >
: S a1 "R
JL. > —- —_—.—“—.—ljm ——_ée -

o35

Por tridngulos semejantes:

S1

£
S2

S3

- K '
. (40 Jzoﬁ0~003) - 0.002625 > “y

: (40-2530(0-003)= 0.001125

= §45—40A0(O.003)_ 0.000375

Esfuerzos en &l acero:

f
S1

.f‘

S2

f

S3

= 4000 Kg/cm?

= 0.00112% x 2 x 10°= 2250 Kg/cm?

=0.000375 x 2 x 10° = 750 Kg/cm?

Fuerzas en el acero:

F
S1

F52

F

S3.

i
It
i

4000 x 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton

it
[t}

22.82 Ton

i

2250 x 10.14 = 22815 kg

it

750 x 20.28 = 15210 kg = 15.21 Ton

Fuerza en el concreto:

a:

0.8 x 40 = 32 cm
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Cc = abfé = 32 x 35 x 136 = 172320 ka = 152.32 Ton.
Calculo de F

R .

—=F +F_ ~F +C = 81.12 4+ 22.82 - 15.21 + 152.32 = 241.05 Ton

R
. h a0 32 _
e T 277277 2~ o
Mg
—— = F 4
FR S1 7 s sy 7 52+ F53 Y s3+ Ccyc
M

i)

~E5— = 81.12 x 0.20 + 22.82 x 0 + 15.21 x 0.20 + 152.32 x 0.09 = 3?2.97 Ton-m
R

e) Obtencién de un punto arhitrario entre los puntos 2 y 3 (punto 5).
Para esto supondremos un valor de la profundidad del eie neutro comprendido
entre 10s correspondientes a dichos puntns 2 v 3; es decir, 12.64 < ¢ < 27.

Se elige ¢=20 ¢m

h=50
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_(20-5) (0.003) _ i 3 2
5, 50 0.00225 > ¢ . f = 4000 kg/cn

1

25-20) (0.002 .
. ( %o( )= 0.00075 .- f,,= 0.00075 x 2 x 10° = 1500 kg/cm’

(45-20) (0.003)

€s,” 56 = 0.0037:>ey - fsa = 4000 kg/cm?
F51= 4000 x 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton
F52= 1500 x 10.14 = 15210 kg = 15.21 Ton
F53= 4000 x 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton

Cr = 16 x 35 x 136 = 76160 kg = 76.16 Ton

-

81.12 - 15.21 - 81.12 + 76.16 = 60.95 Ton

5 81.12 x 0.20 + 15.21 x 0 + 81.12 x 0.20 + 76.16 x 0.17 = 45.40 Ton-m

f) Obtencion del punto de tensidn pura (punto 6).
En este caso, la capacidad a tensidn s6lo la proporciona el acero ya que, -
por la hipdtesis ¢, el concreto no resiste esfuerzos- de tension, entonces:

PR = FR (Asfy)

P

So= ot
R 5y

PP

?4 = 10 x 5.07 x 4000 = 202800 kg = 202.8 Ton
R

Los puntos obtenidos se muestran en la siguiente figura:
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P
R (Ton. |
Fr (Jf" ‘ punTo |Mr/ FRIPR/ Ry
500 (Ton -m)| ( Ton.)
| 0.0 | 440.80
400 2 40.54| 0.0
3 47.05(107.32
300+ 4 32.97/241.05
5 45.40| 60.95
200 4 6 0.0 |-202.8
165 |
| 00
M
0 ] — FR { Ton—m)
R
- 100 +
-200 7T —
—
(&)
- 3004
~400
I~ FI16. 4|9 .— DIAGRAMA DE INTERACCION

EJEMPLO 4.2.- Aplicacion del diagrama de interaccion.
Determinar la carga y el momento resistente de la seccidén del ejemplo an--

terior, si ésta se aplica con una excentricidad de 25 cm.

-7
AR
1. i
F ' [Te o < °
n
o
l e 10 VARILLAS DEL #8
e o |o .
+- ]

—r

W

)
—
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ara fijar en el diagrama de interaccién la recta que define Ta excentrici-
dad de aplicacidn de la carga, se parte de la igualdad (4.1),

M=P e, de donde e = M/P. Para trazar la recta que corresponds a e=25 cm Su-
pondremos P= 00 ton y M valdrd: M= 100 x 0.25 = 25 ton-m. {ver figura 4.19)

Je esta manera se cuenta con el punto (M=25, P=100) del histograma de carga

de variacién,el cual es una recta que pasa por el origen pues M=0, si P=0.

La interseccidn de esa recta con el diagrama de interaccidn, define un valor
de PR/FR = 165 Ten en l1a zona de falla en compresidn, que implica un fac-
tor de reducc-6n de resistencia igual a 0.75, por lo tanto:

= 165 F

PR l'DSIR

PR = 165 x (.75 = 123.75 Ton

MR = PRe

MR = 123.75 x 0.25 = 30.94 Ton-m

DETERMINACION DEL DIAGRAMA DE INTERACCION PARA UNA COLUMNA CORTA DE SECCION
CUALQUIERA.

Para determinar el diagrama de interaccif6n de una coiumna corta de seccidn
cualquiera, el procedimiento es el mismo que el ya visto para una seccibn -
rectangular. La diferencia bdsica consiste en la determinacidn del area de
concreto sujeta a compresidn y la ubicacidén de su centroide, punto en el --
cual se considera concentrada la fuerza de compresién del concreto, CC

A continuacidn se describe el procedimiento para trazar el diagrama de in--
teraccion de una columna de concreto reforzado de seccién circular. En la -
figura 4,20, e muestra Ta seccidn transversal, el diagrama de deformaciones

y el diagrama de fuerzas.
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PLANO DE P
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(a) (b) {c)

Fig.420 7 SECCION CIRCULAR DE CONCRETO REFORZADO SUJETA A FLEXOCOMPRESION

Para determinar un punto cualquiera (M,P) del diagrama de interaccidn de es-
ta seccidn, debe primero elegirse la profundidad "c" del eje neutro, enton--
ces la profundidad "a" del blogque equivalente de esfuerzos uniformes, f¢, --
del concreto es inmediata: a=0.8c. De esta manera se tiene que la zona de la
seccidn en la cual se genera, en cada punto, el esfuerzo interno del concre-
to, fg, es un segmento circular, asi,la reaccién interna del concreto es ---
{fig. 4.20):

Ce = Acfe

y el momento de esta fuerza con respecto al eje central de la seccidn es:

= Cc¥e

por tanto, debemos calcular el area del segmento circular A. y la ordenada

yc de su centro de gravedad.

Para obtener estos valores situemos la seccion circular en el plano cartesia

no (X,Y) con centro en el origen, para 1o cual se presentan dos casos:



Caso I.- a < R ( fig. 4.21 )

o I
| J t = R - @
I < zang cos t/R
b
xz-Raeng NXZO

FIG. 421 — CASO EN QUE o s= R

1 valor de AC es el doble del area del segmento en el primer cuadrante de
la figura 4.21, la cual podemos calcular con una integral doble:

AC = iﬂ\ ds
S

Identificamos lé regidn "S" con una regién del tipo Rx’ esto es:
- >
Sszl'O’ Rsena, Rcosa, 4/ R%- x? ]

entonces, por el Teorema Fundamental de la Integral Doble:

AC = 2 dx dy
Rcosa

Rsena ‘[‘ VR2- x*2

0

Calculemos la primera integral del proceso de integracidn reiterada:

RZ__ x2 R’Z_ x2



232

FV§3~ x?

dy = ¥R? - x% - Reosa

J Rcosa
entonces:
Rsena —
A = ZJP ( YR?- x%- Rcosa ) dx
- 0
Rsena Rsena
/-\C = 2 VI—:'.?--—;? dx - 2 R cosalx
© 0
Rseno,
A, =12 [RZ- xZdx - 2 R%sena  cosa
’ 0

Para calcular esta integral hagamos el siguiente cambio de variable:

x=Rseng ~=~=ceeoncnunecnonc-nan~-n- ( 4.13)

entonces:

dx = Rcos g d ¢

YR2- x2= R cos o

Obtengamos 1los extremos de integracidn de la nueva variable ¢; en la ecua-
cibn (4.13):

Six=0,¢=20
Si x = R senc ,en la ecuacién (4.13)resulta:
R sena = Rsenpg
sena = seng
.o = ¢

luegqo:
b R sena a

YRZ- x* dx = R%cos?¢ d¢
0

| 0
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fRsenu X
VRZ - x¥fdx = BT {1+ 1 cos2p ) dg
J oo Y 0

O

(] -

R seno 02 # 22 o

VRZ_ x% dx = %"—I dg + 75— cos 24 d¢

0 “ 4o - 0

PR sena i a , o

— nZ )
J RZo X2 dy = —ie t ﬁ} * %7 i cos 2 ¢ (2dg)
U

|
C.J o) de
¥R sena
. ]3 2 RZ
YRZ- x* dx = ——50, 7~ sen 2a
0
Por tanto:

2

Fa

- R R? 2 ‘
A =2 (—?wx +F sen 2a) ~ 2 R%sena cosa

AC = R%p + R?%sena cosa - 2 R? sena cosa
AC = R%2a - R? seno cosa
A =:(-Q~‘2 o (QJZ sen o cosa
c 2/ 2 -
D?
AL =g (x-senacosa) - - - - - = - (4.14)

Observamos en la figura 4.21 que
t r
COSA= g === === === - --- - (4.15)

por lo cual
o = ang cos gi
La ordenada del centroide G del segmento circular es por una aplicacidon de la

integral doble:



- [ yds
R el (4.16)

en este caso identificamos la regidn "S" con una regidn RX que cubre todo el
segrento circular, esto es:

5 = RX[— R senx, R sena, R cosa,yR?- x? ]

Por el Teorema Fundamental de la Intearal Doble:

Rsenq VR? - x2
yds dx ydy
- R seno R cosa

Obfenﬁmos la primera integral del proceso reiterado:
v R2- 3 - RZI- XP
y2

R cosa { _ R cosu

* yR%- x*?
_ R%*- x?* R%cos’uq
Y&y = Ty T T

R cosa
entonces
tR sena
r _ R? x?  R?cos?ay dx
yds = ("E"' T2 T 2 )
v S -2 seng
+R sena n +R sena +R sena
_ R* dx x?  dx R%2cos?a dx
yds = [ o= = T2
. J -R sena -R sena - R sena
" T 4R sena +R senn . +R sena
20 3 R*coS
v 1 -R sena -Rsena -R senqg

4o . R% (2R senc) Risen®a  -RPsen®a,  RZcos’a (2R senu )
QYT T - 5 ) ?
3 3 3 3. X
f]1 yds = R¥senq - R zen xR gen = - RPcos’osena
\ 3
s
R¥sen’n

R¥sen -

- R¥(1-sen’a ) sena

3
&
H

3



. R3sen? :
J:f yds = R¥senqy - ——§--9 - R3seno + R¥sen’qy
<

ffs)rds 3 Risen’y 3 ( 5 )? sen’u
3 3
J:ﬁs,yds = I%—~— S e e e a oo (4.17)
como
JUZ ds = A
3 C
por la ecuacidn (4.14)
[2
Jj; ds = 3~ (% -send cosd ) - - - - - - e - - - oo e oo oo e (4.18)

resulta en la ecuacidn (4.16), sustituir las integrales dobles por sus valo-
res dados en las igualdades [4.17) y (4.18):

sen’y

( a-sena cosa )

<1

]
hh:nﬁc

N | w

por 1o tanto:

N
°¢h__a I T T T I (4.19)
o - Sehnp COoSy

7 =D
yC“ 3(
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Caso 2.- a >R (fig. 4.22):

* X t = a-R

ang cos t/R

FIG. 4. .22.- CASO EN QUE a== R

En este caso, el drea de concreto sujeta a compresion, es el drea total de
la seccidn circular menos el drea del segmento en la parte inferior de la
seccifn, dada por la ecuacidn (4.14). Por 1o tanto:

D2 D2

Ac = i i (- senacosa) - = = = = = = = = - = - - - - (4.20)

que corresponde en la figura 4.22 con el segmento circular sombreado. La -
ordenada del centroide G de este segmento es igual al momento estdtico del

misro, Mc’ con respecto al origen, entre su area AC, esto es:

Por el Teorema de Varignon, si designamos con Mo al momento primero de todo
el c¢irculo cor. respecto al origen y con MS al momento primero, con respecto

al origen, del sector en la parte inferior de la seccidn, se tiene:

M =M + M
0 C

pero

M =9
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luego

MC = - MS -------------------------- (4.22)

Por el caso 1 (ecuacidn 4.17)sabemcs que:

M S L SEN? o= = = - - - e e o - oo oo oo oo ( 4.23)
<12 S C - - - {4.23)

con signo negativo porque dicho sector estd en la parte inferior del eje X.
Entonces, sustituyendo en la ecuacidn (4.22) a MS por su valor dado en - -
(4.23) se obtiene:

D® __ 3
Mo =gp—sen” a= = = - - - - oo m e e e (4.24)

LTevando a la igualdad (4.21) los valores de MC y Ac dados en las ecuacio-
nes (4.24) y (4.20), respectivamente, resulta:

B 15 sen’a
Ye¢ T 7907 DZ (% - sen & cos &)
4 4

Por lo tanto:

_ D sen’y
c 3 (7 -a + sen o cos a )

y

Habiendo obtenido el &rea reactiva del concreto de 1a seccidn, Ac’ y la orde-
nada de su centro de gravedad, &C, calculamos la fuerza interna que genera el
concreto con:

CC=ACfC

y su momento con respecto al eje central de la seccidn con:

Para obtener las fuerzas internas con que reacciona e} drea de acero en cada
nivel, determinarmos primero cada una de las correspondientes deformaciones -
unitarias mediante los triadngulos semejantes del diagrama de la figura 4.20 b,
por ejemplo:

0.003 _ _ “s)

C c-r

¢ - 0.003 (c-r)
51 c
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en igual forma obtenemos ¢_ ,e_  ,e_  y ¢
S2” S3° Sy S5

Aplicamos ahora la ley de Hooke para obtener el esfuerzo interno del acero
en cada nivel, esto es;

fsl = & s,
fsz = & €s,
f53 = kg s,
fsu = Es 651.
fss = kg 55

Sin embargo, debe tomarse en cuenta que, por la hipotesis f (fig. 4.13), --
cuando Ta deformacién unitaria en el acero excede ey = 0.002, el esfuerzo
maximo que se genera en &ste es el de fluencia, 0 sea',fs = Es e, nunca debe
exceder de fy, 0 sea:

E1 producto de cada uno de Tos esfuerzos calculados por el drea de acero co-
rrespondiente nos da la fuerza interna del acero en cada nivel:

Fo, = o, A,
FSZ B fsz ASz
FSa B fSa ASa
Fo. = oo A,
Fo, = s, A,

Entonces podemos calcular el valor de la fuerza axial resistente PR, pues -
por el equilibrio interno de fuerzas en la seccidon de Ta figura 4.20 tenemos:

P, = (C+F
C )

. #F ¥ Fo - Fo - FF

1 3 Sy ss’ R
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donde FR es el factor reglamentario de reduccién de resistencia.

Nitese que FSL Y Fsstienen signo negativo por estar abajo del eje neutro -
+

(fig. 4.2Cc) zona en la que se generan esfuerzos de tensién.

A continuacién calculamos el momento flexionante resistente, MR’ pues tam-
bién, por el equilibrio de la seccién debe serigual a Ta suma de los momen-
tos de las fuerzas internas. Si para calcular 1os momentos se elige el eje
central de la seccibn se tiene:

M, = kLc Yo f F

R S y51+ FSzy Sz+ F

+ +
53y53 quy Sy F55 y Ss)FR
En este caso, el momento resistente, MR’ debe también afectarse por el fac-

tor de reduccién de resistencia FR‘

De esta forma queda determinado el punto (MR, PR) de]ﬁdiagrama de interaccidn
de una seccidn circular de concreto reforzado sujeta a flexocompresi6n. Con
un conjunto de puntos suficientemente préximos, obtenidos en igual forma, -
se puede trazar el diagrama de interaccién. Como en el caso de las secciones
rectangulares convendrd obtener los puntos que corresponden a : compresion
pura PRC’ tensién pura PRT’ falla balanceada (MRb’ PRb) en el que generalmen
te MRb es el valor maximo en el diagrama, el punto para el cual P,=0 ---
(Mon,0) .

R
RO?

En forma similar a la descrita para las secciones rectangulares y circulares,
se podrd trazar el diagrama de interaccidn de otras secciones de concreto -
reforzado sujetos a flexocompresion.

DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE ELEMENTOS CORTOS DE CONCRETO REFORZADO SUJETOS
A FLEXOCOMPRESION. USO DE LOS DIAGRAMAS DE INTERACCION.

Para obtener la resistencia de una seccidén de concreto reforzado sujeta a -
flexocompresidén, el uso del diagrama de interaccidén de esa seccidon es muy
Gtil; sin embargo, ese diagrama sdlo seria aplicable a esa seccidn en parti-
cular vy cualquier variaciéon en dimensicnes o refuerzo obligarian a trazar --
otro diagrama de interaccidn. Para aliviar estos inconvenientes, el Instituto
de Ingenieria de la lIniversidad Nacioral Autdnoma de México, ha elaborado unas -
graficas para disefiar cclumnas cortas de concreto reforzado para las fami--
1ias de secciones mids usuales, tales como las rectangulares y las - - -
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circulares {ref. 4.2). En dichas grdficas se manejan valores variables de
dimensiones, refuerzo, excentricidad de la carga, resistencia del concreto
y esfuerzo de fluencia del acero.

En l1a figura 4.23 se muestra un diagrama tipico para seccidn rectangular -
con acero de refuerzo uniformemente distribufdo en lascuatro caras opuestas y
sujeta a flexocompresion simple. En ella, los términos R y K son pardmetros
adimensionales que estan en funcion del momento flexionante Gltimo, Mu, y de
la carga axial Gltima, Pu, respectivamente. Para casos como el descrito en
la figura 4.23 (flexocompresién simple) R y K se valdan con las siguien-
tes expresiones:

M
B UL oo
RS —F bRz 1 (4.26 )
R C
K= F bhpuf" ———————————— S (4.27)
R c
donde:

1

FR factor de reduccidn de resistencia

b

dimensidn perpendicular al plano de la flexidn

h

"

dimensién paralela al plano de la flexidn

En 1a misma figura, e es la excentricidad de la carga respecto al eje --
central de la seccién y se mide siempre paralela a la dimensidn h; q es un

parametro adimensional que esta en funcibn del drea de acero:
.f.‘

R i (4.28)
C

donde p es el porcentaje de acero de refuerzo respecto al drea de la seccidn
transversal de la columna:

p = T—-— ————————————————————————— (4.29)

siendo AS el drea de acero de refuerzo.
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En el diserio por flexocompresidon mediante estas grdficas, se debe seguir
el procedimiento de disefio por resistencia Gltima o de disefio plastico;
de manera que, para obtener los elementos mecanicos Gltimos Mu’ Pu que
intervienen en el uso de Tas graficas, los elementos mecdnicos obteni--
dos del andlisis bajec cargas de servicio deben multiplicarse por los fac
tores de carga correspondientes (ref. 4.3). Conocidos Mu y Pu, la deter-
minacién del drea de acero de refuerzo, AS, se hace calculando los para-
metros R, Ko e/h y mediante 1a grdfica se obtiene g, valor a partir
cel cual se puede despejar AS de la expresidn (4.29). En el caso de revi-
si6n de una seccidn de concreto reforzado, que se presenta cuando Se co-
nocen las dimensiones de la seccidn, el drea de acero de refuerzo y la -
resistencia a compresibn del concreto, se pretende determinar el momento
flexionante resistente, MR,y la carga axial resistente, PR, para'una re-
lacidn e=MR/PR conocida. E1 proceso consiste en calcular q y e/h . La --
interseccidn de estas dos curvas define los valores de R y K sobre los -
ejes de las abscisas y de Tas ordenadas, respectivamente; entoncessse --
despejan de las ecuaciones (4.26) y (4.27) los valores de Mu y Pu que en
este caso son los elementos mecdnicos Gl1timos que Ta seccibn es capaz de
resistir y a 10s cuales les Tlamaremos MR y PR’ respectivamente.

EJEMPLO 4.3.- Determinar, mediante el uso de diagramas de interaccidn, -
la carga axial resistente y el momento flexionante resistente de la sec-
cidn rectangular de concreto reforzado del ejemplo 4.2 y comparar los -
resultados obtenidos por ambos métodos.

X ﬁ!‘?.
! I DATOS:
I

'sll__j .« ole o 25 AREA DE ACERO = 10 VARILLAS #F8

20 |

50 ]L”‘*‘”+“'*“"__l t'c * 200 Kg/cm?

20

sd—{o efee ty = 4000 Kg/cm:
| .

_L__;Ll__ (AREA DE ACERO DE UNA VARILLA %k 8:5.07 cm”. )

F16. 4.24 SECCION RECTANGULAR
DE CONCRETO REFORZADO.
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Parametios de resistencia

£ = 0.8f! = 0.8:200 = 160 kg/cn’

(o

*
como fc< 250 kg/cmz

*
- = [N 3 = ke 2
fc 0.851’C 0.85 x 160 = 136 &g/cm

Por tratarse de un caso de revision,calculemos los pardmetros q y e/h:

As = 10x5.07 = 50.7 cm?

pecrcentaje de acero de refuerzo, p:
A
~ bh

donde b = 35 ¢m y h=50cm

P=

_50.7

p;: 35—):-5-6— = 0.0!_897
parametro q:
f
q=p—p—
C
_ 4020
q = 0.02897 x —y5=— = 0.852

relacién e/h:

e . 25
h 50

relacidn d/h:

= 0.5

Para poder determinar que grafica usar de la referencia 4.2 se requiere la
relacion d/h, en Ta que d es la distancia entre las varillas a tension y la
fibra a compresion mads alejada del eje principal, asi :

d _ 45
R

De 1a figura 2 de la referencia 4.2 se obtiene en la interseccidon de las -
lineas e/h y g calculadas,los siguientes valores de Ky R : ---
K=0.76

R =10.38
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Obsérvese en la misma figura que el punto definido por K= 0.76 y -

R = 0.38 cae en la zona de falla por compresidon, por lo que F, = 0.75

R
Despejando de las ecuaciones (4.26) (4.27) se obtienen Mu y Pu res-
pectivamente, a lcs cuales, por tratarse de un caso de revisidn llamare-
mos MR y Poy asT:

RS
Mo = RFRbhsz

MR = 0.33x0.75x35x(50)*x136 = 33.915 x10° kg-cm = 33.915 Ton-m
Po = KFgbhf!

PR = 0.76x0.75x35x50x136= 135.660x10° kg = 135.660 Ton

Ademds, se debe verificar que la relacidn MR/PR sea igual a la excentri-
cidad que se dié como dato:

Me 33015 _
TP, T T135.660 0.25m = 25cm

Comparando 1os valores de MR y PR obtenidos en el ejemplo 4.2 se puede -
observar que ambos métodos dan valores muy aproximados.
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DISERO POR FLEXUCOMPRESION BIAXIAL T

En el caso de flexocompresion biaxial, el diagrama de interaccidn resulta -
ser una superficie ce falla en tres dimensiones, la cual se puede reducir a
un problema de dos cimensiones haciendo cortes verticales a la superficie -
original (fig. 4.25). Cada corte corresponde a una relacién fija entre los
momentos adimensionales en las dos direcciones (Rx/Ry).

E1 Instituto de Ingenieria de Ta UNAM ha elaborado graficas para valores de
Rx/Ry= 0.5y de Rx/Ry = 1.0 (ref. 4.2), ademds, si se toma en cuenta que

el caso de flexocompresifén en una direccion corresponde a Rx/Ry = 0, se tie-
nen tres cortes verticales a la superficie de falla, con 1o que se puede cu-
brir, cori. una aproximacidn aceptable, todos los casos posibles mediante in-

terpolacion lineal (fig.4.26).

y
FIGURA 4.25 ~ SUPERFICIE DE FALLA EN TRES DIMENSIONES
Si hacemos:
Pu
K =gy
FR bhf
M
R = __uX
X FR bZhf"
C
R = "y

y - Fp bREFT_
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Obtenemos la figura 4.26:

Fig. 4.26 -SUPERFICIE DE FALLA EN TRES
DIMENSIONES (ADIMENSIONAL).

Consideremos para una seccibn rectangular cualquiera, la siguiente nomen-

| y ! ex P
clatura: 3 ’-m——«———ni u b = DIMENSION PARALELA
1 — Jﬁ AL EVE X .
| oo ¢ o o
| \ ey h= DIMENSION PARALELA
; . ‘ ¢ AL EJE Y.
h X *— 11 7 3 X
[ | .
Jr . . o 0 ! [ 2N
1y |
‘ d i
| m——
5

F1G.4.27.- SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADC SUJETA A FLEXOCOMPFRESION BIAXIAL

De la figura 4.27 se obtiene 1o siguiente:

=P e
ux u X
Muy = Pu ey
Ademis
MUX ( )
R = B - T T T T ¢!
X FRbth c
M
R = oo . T T m e e e e e - - - e - - - - - - (4.31)

= - A
y FR bhzf c
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Como se debe cumplir que RX/Ry s 1.0, entonces, R estd asociado al menor
de ambecs momentos adimensionales, siendo el plano de este momento perpendi-
cular al eje Y . E1 diagrama de interaccion para flexocompresion biaxial se
seleccicna en 13 referencia 4.4 con la relacion d/b, donde b es la dimension
de la columna en Ta direccion de e,y d esel peralte efectivo en la direc
cion de b (ver figura 4.27);usualmente, en la practica, b es el lado menor -

de la seccion, sin embargo, puede ocurrir que b no coincida con el lado menor,

basta que con la posicion supuesta de los ejes X y Y se cumpla To siguiente:

ex/b
= <1.0
e,/

Esto so demuestra si dividimos la ecuacion (4.30) entre (4.31)

R M. _ F, bh*f"
X - ux R € ¢ 1.0
y Muy FR b2hf c
pero wux = Pu €,
1y = Pu ey

P e F, bh%f"
u x R C

= - < 1.0

y P ey Fo D*hf c

Rx ey h

=Lz —— 1.0

R <

y %y

R e /b

- X < Lo N A% 3
Y Yy

En la figura 4.28 se muestra un diagrama de interaccidn tipico para flexo-
compresidn biaxial del Instituto de Ingenieria de la UNAM.
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3.0
o~ " —~F
N f -
NG
R
B \\‘
K -\-\-
RN
201 O
\\A‘\A 0OC kg /cm?
LN - Ry/Ry=0.5
\\ \
——
NN A
'\\" M /3‘/5. .4 /‘\::_T/
\‘”\ . L L
N R i Gt
LA T
\‘\' Tl 00
Lo NX oI o

Sl
I

TENSION <——F—— COMPRES]ON

. S

B SO S

£} eje x debe considerarse tal que
ey/b < ey/h

PSS R S

b e

-2,0f T 7

Ag = Area ftotal de refuerza o*

"o = o 2 e * Rt 2

fo = 0.85 18, si 10<280 kg/em?2 ; 2= (105- J1&, si f2>280 kg/cm
. ‘ i 1400

Fg = Fector de reduccion de resistencia

Py = Carga axial ditima

Muy = Momento fiexionante Gltimo en direccion y = Py - ey

Myx = Momento flexicnante Ultimo en direccion x = Py ey

F1G.4.28 — DIAGRAMA DE INTERACCION PARA FLEXCCOMPRESION BIAXIAL,
DEL INSTITUTO DE INGENIERIA DE LA UNAM
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EJEMPLQ 4.4.- Calcular mediante diagramas deinteraccibn para secciones suje-

tas a flexocompresidn biaxial, la carga

(1tima que puede resistir la siguien

te seccion rectangular de concreto reforzado.

¥ ‘___ex Pu
‘1[_6 : e ¢io e ey
[ ) [ ]
h=50|38 — X
[ ] [ ]
J_G »—— + [ 0+
6,18 ui
e
ft: = 0.8 x 250 = 200 < 280 Kg/cm?
f'. = 0.85 x 200 = 170 Kg/cm?

de acuerdo con la figura

b = 30 cm
d = 24 cm
h = 50 cm
d _ 24 _
p-30 - 98
ademis
RS fy 12 x5.07 % 4000 L 4 g
9= By fT 7 30 x50 x 170 :
e
x o 12
p - 30 - 040
e
Yo 32 . )
2 = 0.64
aplicando la ecuacidn (4.32)
Ry &/ 0.40

- = = = 0.625 < 1.0
R 0.64
y ey/h

Datos:

12 varillas de § = 1" (#8)
distribuidas en las cuatro caras

e =12 cm

e = 32

y cm

fe = 250 Kg/cm?
fy = 4000 Kg/cm?

(si se cumple)
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Se emplean las graficas para acero uniforme con f < 4200 Kg/cm? para d/b=0.8.
Como Rx/Ry = 0.625 se obtiene K para Rx/Ry = 0.5 y para RX/Ry = 1.0 y poste--

riormente se interpcla.
n

i !EAL A POR COMPRESION K

)
=095 . y q=0.95
—_ '0.64
ey/h=0.64

K=0.32
K=20.25 - =

\ o
FALLA POR COMPRESION.

a) Rx/Ry=0.5 (FIG.44 DE LA REF 4.2) b)Rx /Ry=LO(FIG.52 DE LA REF 4.2)

Interpolando para Rx/Ry = 0.625:
K= 0.2 + x

0.32 - 0.25 - X
1.00 - 0.5 100 - 0.625
X = (0.32 - 0.25) (1.00 -0.625) 0.32
h 1.00 - 0.5
_0.07 x 0.37% ' y . wme Rx /Ry
X = 0% .0.5 I .
x = 0.052
K =0.25 + 0.052
K = 0.302

Por 1o tanto, la carga Gltima que puede resistir la seccidn es:

Pu = KFR bhf c
Pu = 0.302 x 0.75 x 30 x 50 x 170 = 57 758 Kg
P = 57.76 Ton



251

En forma alternativa, los casos de flexocompresidn biaxial pueden resol-
verse con las grdficas para flexocompresién uniaxial y con algin método
aproximado para tomar en cuenta el efecto en dos direcciones.

METODO DE LA FORMULA DE BRESLER

Un primer método proviene de la férmula de Bresler dada por la expresion:

_ 1 Ll
KR == — T - - - (4.34)
Kry KRy KRo

donde:

Pp = carga normal resistente, aplicada con las excentricidades ey ey

PRO = carga axial resistente para e, = = 0, Pre= FR(bhf"c + Asfy>

3
y

PR;=carga normal resistente, aplicada con una excentricidad e, en un plano
* de simetria.

Py = caraa rormal recistente, aplicada con una excentricidad gyen el otro
‘ plano ce simetria.
p
‘R
Kp = e e e = = m === e === == — == - (4.35)
R Fp bhf®.
p
RX
ST o == = = = = om o= = = = = = == = - - - - 4.36
“Rx “Fg Bhf" (4.36)
p
_ Ry ;
Kpy Fpbhf™ ~ "t (4.37)
| = 1+q
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Las expresiones (4.33)o (4.3%) son aplicables cuando

P {
_.P_B__ z 0.1 0 _]/.L > 0.1
Ro 0

Las expresiones [4.33) o (4.31) dcjan de ser aplicables y se da como alterna-
tiva la expresion

Mux M'uy
gt o £ 0.1 C L L L L L e e ol e e e e e . 4.38
Mor MRy ( )
en qu
Muk y Muy son Tos momentos Gltimos de disefio segin Tos ejes X e Y; Mpy ¥

MRy son los momentos resistentes segin los mismos ejes.

EJEMFLO 4.5.-

Determinar la carga resistente PR’ de la seccion del ejemplo 4.4

v
L“?X p 12 varillas ¥ 8
R
1 e, = 12 cm
T s ) oo o0 ey e = 32 ¢m
] - 2
R . f c =250 Kg/cm
50| 38 . fy = 4000 Kg/cm?
_I 6 [ I I J
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Resistencias de disefio

“+

f*c = (0.8 x 250 = 200< 780 Kg/cm?
f”c = 0.85 x 200 = 170 Kg/cm?
b = 30 cm
h = 50 cm
AS= 12 x 5.07 = 60.84 cm?
- os T 60.88 x 4000 _ , o
1 = B e 30x50x170 .
KRO =1+ qg=1+0.95=1.95
Calcule do KR)( 1 yh 12 i
| (e eles ?
o | e Py
50 —e- X
o .
1 lbees
| 24
.30

Como usaremos graficas de flexocomprexion uniaxial tenemos para nomenclatura:
ta dimension paralela al plano de flexion debe ser el peralte, en cada caso

b = 50 cm
h = 30 cm
d = 30-6=24 cm
e = 12 cm
d _ 24 _
=35 = 0.8
e _ 12 _
n-z0 - 04

Utilizaremos la figura 12 de la referencia 4.2



K}
N\\\Ql;pgs e/h=0.4
K= 07l F—— — -
// s R
FIGURA 12 DE LA REF. 4.2
Para q = 0.95 y e/h = 0.4 se obtiene
KRX = 0.71

Cilculo de K

RY
Y]
] PFty —1———
b = 30 cm
IR 32 h = 50 cm
50 4q ] . | — d = 44 cm
. . e = 32 cm
l_ [ 3 N A
130
d _ 44 _
K-t0 " 0.88
e _ 32 _
F-E0C 0.64

Como d/h = 0.88, obtendremos el valor de KRY para d/h = 0.85 y d/h = 0.9
(figuras 11 y 10 de la referencia 4.2, respectivamente), y por interpola-

cion se obtendra el valor de KRY para d/h = 0.88.
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Para d/h = 0.85, g = 0.95y e/h = 0.64 se obtiene K=0.55:
ki 12095 =064

///// d/h=085

FALLA POR COMPRESION
R

K=05% -~

FIGURA I DE LAREF. 4.2

Para d/h = 0.9, q = 0.95 y e/h = 0.64, se obtiene K= 0.60 :
K 4_qa=0.35 e/h=0.64

d/h =0.90
FALLA POR COMPRESION

- R
/FIGURA 10 DE LA REF 4.2

Interpolando para d/h = 0.88:

K=0.56 -

0.6

d/h

0.85 088 0.90

KRY = 0.55 + ¥
por triangulos semejantes

.55 X
.85 ~ 0.88-0.85

despejando x

_ (0.60-0.55)(0.88-0.85)
(0.90-0.85)

x= 0.03

por tanto

KRY = 0.55 + 0.03 = 0.58
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Aplicando la ecuacion (4.34)

g = 1
1, 1 1
Kex Kpy Ko
Ky = 1 - 0.382
1, 1 1
071 " 058 T.95

Como KR = (0.382, despejamos PR de la ecuacion (4.35)

P, = K

R F

, bhf"_

R F

donde FR = 0.75 (falla en compresion)

~
"

0.382 x 0.75 x 30 x 50 x 170 = 73057 Kg

R
1

73.06 ton

Verificaremos si se cumple la condicion de que KR/KRO sea mayor que 0.1

KR 0.332

KRo = TRy 0.196 > 0.1 s1 se cumple

Por 1o tanto, el valor de la carga resistente es PR = 73.06 Ton
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CAPITULO V.- ESTAEILIDAD DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES ESBELTOS SUJETOS A
FLEXOCOMPRESION.

V.1.-CONCEPTOS DE EFECTO DE ESBELTEZ Y COMPORTAMIENTO

V.1.1.- Introduccidn

Un elemento esbelto sujeto a flexocompresion tiene la caracteristica de presen
tar menor resistencia que un elemento corto del mismo material y seccidn trans
versal. Esto se debe fundamentalmente a que, bajo la accion de carga axial y -
mcmentc flexionante, aparecen deformaciones del elemento,cualquiera que sea su
longitud; sin embargo, este efecto es importante sdlo en los elementos esbel--
tos ya que en un elemento corto las deformaciones son tan pequefias que pueden-
ser despreciadas. Para comprender este comportamiento, consideremos una colum-
na de Tongitud L, en equilibrio interno y externo, simplemente apoyada en sus-
extremos y bajo una carga excéntrica, ubicada en un sistema de ejes cartesia--
nos ( x,y ) como s2 muestra en la figura 5.1.a.

e ]

Y

I

q
R
(a) {b) (e) (d)

FiG. %.. COLUMNA ESBELTA SUJETA A FLEXOCOMPRESION

Cuando 1a carga P, es sumamente pequefia 0 se trata de una columna corta, el --
diagrama de momertos flexionantes de primer orden es como el mostrado en la fi
gura 5.1.b; definimos aqui como momentos de primer orden los que se evaltan -
sin considerar las deformaciones de la columna. Ahora bien,en el caso de una -
columna larga bajo la accidn de P, se presentan deformaciones que aumentan la
distancia de la linea de accidn de la carga al eje de la columna, 1o que e--
quivale a que se incremente la excentricidad de la carga un valor "x" en cual-

quier punto de ordenada "y" como se muestra en la figura 5.1.c. Por 1o tanto,-
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el momento flexionante en cualquier seccién de la columna es M = Pq + Px, sien

do Px un momento de segundo orden que podemos definir como un momento adicional
debido a Ta deformacion de la columna.

Existen dos aspectos importantes que influyen notablemente en la reduccion de -
Ta resistencia por esbeltez de una columna sujeta a flexocompresion, estos son:
el efecto de los momentos flexionantes en los dos extremos de la columna y la -
forma de Ja curvatura del eje de la columna, asi como el desplazamiento lateral

relativo entre los dos extremos de la columna, efectos de los cuales haremos --
una breve descripcidgn.

a) Efecto de los momentos flexionantes en los extremos de la columna y forma de
Ta curvatura.

E1 efecto de Tos momentos flexionantes en los dos extremos de la columna tiene
influencia en la magnitud de las deformaciones y, en consecuencia, en 10S mo--
mentos de segundo orden. Consideremos por ejemplo, el caso de la columna que -
vimos en la figura 5.1., en la cual Tos momentos en los extremos son iguales y
de signo contrario. Podemos observar que el momento de primer orden es constan
te a lo largo del eje de la columna (fig. 5.1.b.) y la columna se deforma en -
curvatura simple (fig. 5.1.c.). E1 momento maximo de segundo orden, P&, que se
presenta a la media altura de la columna se suma al momento de primer orden pa
ra obtener el momento total. En estas columnas siempre hay reduccion de resis-
tencia por efectos de esbeltez ya que como se puede apreciar, el momento total
obtenido es la suma de los momentos maximos de primero y segundo orden.

Consideremos ahora una columna como la mostrada en la figura 5.2.a, bajo la ac
cion de la carga axial P y de momentos flexionantes del mismo signo en sus ex-
tremos; el diagrama de momentos de primer orden es como el de la figura 5.2.b.
La columna deformada es de curvatura doble como la mostrada en la figura 5.2.c
y el diagrama de momentos totales, obtenido como la suma de momentos de primer
orden de la figura 5.2.b y los momentos de segundo orden, se ilustra en la fi-
gura 5.2.¢. En este caso es muy importante observar que los momentos maximos-
de primero y segundo 2drden no se presentan en la misma seccion, por lo que el
momento maximo total noserd lasuma de los momentos mdximos de primero y segundo
orden; por lo tanto, si observamos los diagramas de momento flexionante total-
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en la figura 5.1.d y 5.2.d, podemos concluir que el efecto de esbeltez es mas -
critico en Tos casos en que la columna tiene momentos flexionantes de signo con
traric en sus extremos y le producen a ésta curvatura simple,

TY
“p

'A\\Ml M

L

gy - L o X z

\TJM Mo Mo

-]

s

{a) {b) (¢) (d)

FIG. 5.2. COLUMNA ESBELTA CON MOMENTOS DEL MISMO SIGNO EN LOS EXTREMOS

b) Desplazamiento lateral relativo entre los extremos de la columna.

Este efecto se presenta normalmente en columnas que forman partede marcosno con
traventeados, es decir, en aquellos quenotienen elementos que impidan el despla
zamiento en su plano. En la figura 5.3.a, se muestra un marco de este tipo. La
columna de eje A tiene un diagrama de momentos de primer orden como se indica-
en la figura 5.3.b y considerando las deformaciones de la figura 5.3.c¢, se pre
sentan en la columna Tos momentos de segundo orden indicados en la figura - -
5.3.d. Como podemos observar en Tla figura 5.3.b, los momentos flexionantes en-
los extremos de la columna le producen a ésta una deformacidn con curvatura do
ble, pero por efecto del desplazamiento lateral de los extremos, 1os momentos-
maximos de primero y segundo orden se presentan en la misma seccion a diferen-
cia del caso tratado en la figura 5.2, por lo que podemos asegurar que el efec
to de esbeltez de una columna es mas critico cuando existen desplazamientos -
laterales relativos entre sus extremos que cuando éstos Gltimos estan restringi
dos contra tal desplazamiento.
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P P | P
F ’ Mi F__j__‘ M Pa,
+ +

l

- PUNTOS DE -
et b d |

M 2 ; { : |NFLEX|0N pq | M 2
AR
laj |

(a) (b) Pt (c) (d)

9%

FIG. 5.3. MOMEMTOS DE SEGUNOO ORDEN EN UNA COLUMNA POR EFECTO DE DESPLAZAMIENTO
LATERAL RELATIVO DE SUS EXTREMOS

V.1.2.- Férmula de interaccion de columnas esbeltas sujetas a flexocompresion.

Con el objeto de investigar el comportamiento de este tipo de elementos, consi
deremos una columna esbelta en equilibrio interno y externo, de material elds-
tico lineal, bajo la accion de una carga excentrica P, de excentricidad gq en -
un plano definido por los ejes x, y ( figura 5.4 ).

Y
P q
L
2
L
L
2
-—{—ox

FIG. 5.4, COLUMNA CON CARGA EXCENTRICA
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Por efecto de la carga excéntrica P, se genera en la columna un estado de flexo
compresion, para el cual el esfuerzo maximo de compresidn, como quedd estableci-
do por la ecuacidon ( 1.23 ) en el capitulo I, tiene el siquiente valor:

Fmax = 2 4+ P4 sec Kb .. (5.1)

A 5 2

en donde A es el drea de la seccidn transversal de la columna; S, es el mdédulo-
de seccion de la seccidon transversal de la columna con respecto al eje de fle- -
xion ( en este caso el eje Z ) y que se puede determinar como S = I/C, siendo -
"T" el momento de inercia de la seccidon transversal de la columna con respecto -
al eje de flexion ( eje Z ) y "c", la distancia de la fibra mds alejada en com--
presion al eje centroidal de flexion ( eje Z ).

En Ta expresién ( 5.1 ), recordaremos por el capitulo I que:

D Y O (5.2 )
I
y
L = K] mmmmmm o e ( 5.3)
donde "1" es la longitud real entre apoyos; K, el factor de longitud efectiva -

de pandeo definido en el capitulo I, y L la longitud efectiva de Ta columna.

Sustituvendo en la igualdad ( 5.1 ) a la constante k por su valor dado en la --
ecuacion ( 5.2 ) se obtiene:

f méx = P + Pq~ SaC L \/—:—E— ---------- ( 5.4 )
A S 2 El

por « se¢ tiene:

Froax = 2o+ P gec T |
A N 2w \J El

0 Sea



Fmax = P v PO goc 7 A/ PL?
A S 2 m2El
L
mix = —— + P4 oo T A/ L ( 5.5)
A S 2 m2EI/L*

el término n* EI/L? que aparece en el radical de la ecuacidn ( 5.5 ) es el va--

lor de la carga axial critica de la columna como quedd establecido en el capitu
1o I, esto es:

P

2
cr = I El

R (5.6 )

si reemplazamos en ( 5.5 ) dicho término por Pcr’ nos queda que:

f

T

2

P PO
A )

max =

En la tabla 5.1. y en la grdfica de la figura 5.5 se puede observar que para -
valores de P mencres que la mitad de Pcr’ esto es, para P < 0.5 Prr, se tiene:

sec —-- 4\/—b . e (5.8)
2 Per -5
cr
|
P m P
F e 2 V— Per b= :
cr cr
0.0 1 .00 .00
0. I .14 - R
o .2 | 3y 1.2%
0.3 |.53 1.43
0.4 | .83 1.67
0.5 2 .23 2.00
0.6 2 .88 2.50
0.7 3.94 333
0.8 6 .06 5.00
0.9 12 .42 10.00
1.0 00 0
TABLA 5.1 VARIACION DE CADA MIEMBRO DE LA ECUACION (5.8)

EN FUNCION DE P/ Pecr
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0.0 Qi 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
VALORES DE P/ Pcr

F1G. 5.5 VARIACICN DE CADA MIEMBRO DE LA ECUACION (5.8) EN FUNCION DE P/Pcr

Puesto que exigiremos que ia carga actuante P, no sobrepase la mitad de Pcr -
( en el capitulo I astablecimos para columnas esbeltas de acero que P< {12/23}
Pcr) podemos admit.r la aproximacidn que se expresa en ia igualdad (5.8) y ha--

cer la sustitucion en la ecuacion (5.7), con 1o cual tenemos:

f max A < P

Como vemos en esta igualdad ( 5.9 ), el esfuerzo maximo de compresion en ia co-
Tumna, debidc al estado de flexocompresidon que genera la carga excéntrica, P, -
es igual al esfuerzo de compresidon pura P/A debido a la carga axial P, mas el -
esfuerzo de compresion Pq/S debido a ia flexidn originada por el momento Pq que
se produce por la excentricidad de la carga P, afectado del factor 1/(1—P/Pcr)—
que siempre es mayor que 1.0, ya que P< Pcr’ que incrementa el esfuerzo de fle-
xion Pg/S en la medida que corresponde al efecto de sequndo orden. Debe recor--
darse gque el efecto de la carga excéntrica P, de excentricidad q, es equivalen-
te a 1a suma de los efectos de una carga axial de valor P, mas un momento fle--

xionante de valor Pq.

Al esfuerzo actuante de compresion pura lo designamos con fas Y al esfuerzo ac-
tuante de compresidn debido al momento flexionante de primer orden con fb’ esto

es:
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SN SO
A
D oo ( 5.10 )
Pg_ . fy
S -

haciendo en Ta ecuacidn (5.9) las sustituciones correspondientes por los valo--
res indicados en las igualdades ( 5.10 ) queda:

= 1
foax = fa v % (1ﬁ§7§‘“‘) “““““ (5.11)
cr

Dividamos ahora los dos miembros de la igualdad ( 5.11 ) entre f max

Como hemos considerado que el area de la seccion transversal es constante, las-
cargas axiales Py Pcr son directamente proporcionales al esfuerzo actuante de-
compresion pura y al esfuerzo critico de Euler, fa y fcr’ respectivamente, por-

1o que:
P f

= e (5.13)
PCY‘ fCY‘

Sustituyendo en la ecuacion ( 5.12 ) la relacion P/Pcr por su valor dado en la
ecuacidn ( 5.13 ), resulta:
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E1 esfuerzo méximo de compresion pura en la columna, es el esfuerzo Gltimo de -
compresion uniforre que la pieza puede resistir; del mismo modo, el esfuerzo ma
ximo de compresién debidc a flexidn en la columna, es el esfuerzo Gltimo que la
pieza resiste bajo este efecto. Al primero lo representamos con fuc y al segun-
do con fub; entonces, reemplazando en la igualdad (5.14) los denominadores que
representan 1os esfuerzos maximos, fméx’ por fuc N fub tenemos:

flo1 )
o]
Fa \ e

fuc fub

Esta igualdad expresa que en las condiciones de resircencia Gltima de una colum
na esbelta de material elastico lineal, sujeta a un estado de flexocompresion,-
1a suma de las relaciones de esfuerzo de compresion uniforme actuante, entre el
esfuerzo Gltimo de compresion uniforme, mas el esfuerzo de compresion debido a-
flexidn actuante, tanto de primero como de segundo orden, entre el esfuerzo G1-

timo d= compresiin por flexicn, debe ser igual a uno.

A la igualdad {(5.15) la designamos como "FOrmula de Interaccion" para elementos
estructurales eldsticos esbeltos sujetos a flexocompresion, en condiciones 1imi
tes de esfuerzo.

En condiciones de servicio, los esfuerzos Gltimos fuc y fub deberan sustituirse
por los esfuerzos admisibles de compresion pura, Fa, y de compresion por fle- -
xion, Fb. E1 esfuerzo critico de Euler, fcr’ debera reducirse con el factor de
seguridad correspondiente a piezas estructurales esbeltas de comportamiento e--
lastico, sometidas a carga axial de compresion; el valor reducido de f_. se re
presenta con F'e, y se conoce como "Esfuerzo de Euler”, esto es:
f
F cr

e T TFe  mmmmmemeemsmmmmsosoosooe- (5.16 )
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que es la "Fdrmula de Interaccidn" para columnas esbeltas de material elastico
lineal a flexocompresidn en un plano.

Esta "Formula" expresa que la suma de las relaciones de esfuerzos: de compre- -
si6n actuante pura, entre el esfuerzo de compresidon uniforme permisible, mas -

compresion por flexidn actuante, de primero y segundo orden, entre flexién admi
sible, debe ser igual a la unidad.

E1 factor de seguridad FS que se requiere para definir el "esfuerzo de Euler"

en 1a igualdad (5.16), asi como Tos esfuerzos admisibles a compresidn pura Fa -

y a compresion por flexidn Fb, se determina seglin la naturaleza de cada mate-

rial elastico,como se vera después al plantear las férmulas de interaccidn espe-
& . -

cificas para columnas esbeltas de acero y de madera a flexocompresion en un pla

no, los cuales estableceremos partiendo de la "Formula General™ (5.17).

¥.1.3.- “6rmula de Interaccidon de columnas esbeltas sujetas a flexocompresion -
yiaxial.

Para el caso de columnas esbeltas elasticas, sujetas a un estado de flexocompre
sion doble, es decir, con respecto a los dos ejes principales de la seccion --
transversal, un proceso similar al que se ha seguido para llegar a la formula -
(5.17) conduce a la siguiente igualdad:

1 1 3
Ll v o
a bx l'fa/Fex bz 1'fa/Fez

—_— ¢ + = 1.0 ~-mmmemm (5.18)
Fa Fbx sz

Esta igualdad es conocida como "Férmula de Interaccidén de columnas a flexocom-

presion biaxial" para condiciores-de servicio.

Esta formula expresa que en una columna esbelta de material elastico lineal, en
equilibrio externo @ interno, sujeta a un estado de flexocompresidon con respec-
to a los dos ejes X, Z de la seccidn transversal, la suma de las relaciones de-
esfuerzos de compresidn pura actuante, entre compresion uniforme permisible; --
mds compresidon por flexidn actuante de primero y segundo orden, entre compre- -
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sion permisible por flexidn con respecto al eje X de la seccidn transversal de
Ta columna; mas la misma relacidn conceptual de esfuerzos, con respecto al eje-
Z de Ta misma seccidon transversal, debe ser igual a la unidad.

La flexocompresidon biaxial en una columna, se puede considerar como resultado -

de la aplicacion de una fuerza vertical P, excéntrica con respecto a ambos ejes
X, Z de la seccion transversal.

Pongamos por ejemplo el caso de una columna de seccibn rectangular, cuyo eje -
longitudinal hacemos coincidir con el eje Y, y los ejes principales de la sec--
cidn transversal con los ejes X y Z ( ver figura 5.6 ).

y z
. Y T_ ¢,
T e T fr—p
! __e_j[__ €y T
" i |
, | . [ ex
r—— .
/? ! S SN T S N
, j P
| !
i ! X |__,___I
[ ! !
| i / i
| ! '
S S V] T—]
./ |
A e e
, & -tz L.
P p
(a) PLANO DE FLEXION XY (b) PLANO DE FLEXION ZY (c) SECCION TRANSVERSAL
(FLEXION ALREDEDOR DEL (FLEXION ALREDEDOR DEL
EJE Z EJE X )

FI1G. 5,6 — COLUMNA ESBELTA EN UN ESTADO DE FLEXOCOMPRESION EN DOS
PLANOS

En la figura 5.6.a se muestra la eldstica de la columna en el plano de flexidn
XY, que se genera por efecto de Ta excentricidad de la carga P, paralela al eje
X, a 1a que se designa como e,; en este caso el eje de flexidon es el Z. En la-
figura 5.6.b se observa la eldstica de la columna en el plano de flexidn YZ, -
entonces el eje de flexion es el X. Dicha flexidn se origina como resultado de
la excentricidad de la carga P, paralela al eje Z que denotamos con e, . En la-
figura 5.6.c sa ilustra la seccidn transversal de la columna y la posicidon de-

la carga P.
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Las condiciones de apoyo de 1a columna en el plano XY pueden ser diferentes a-
las del plano YZ, ademas el momento de inercia de la seccidn transversal con -
respecto al eje Z puede ser distinto al correspondiente al eje X. Por tales mo
tivos, en las columnas en flexocompresion doble habrda que calcular en general,
separadamente, 1os términos foxs Fox Y Flay de Tos términos frzo F
para sustituir en la formula de interaccién biaxial.

bz yF ez’

V.2.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE ACERO SUJETAS A FLEXOCOMPRE-
SION.

En el caso de columnas de acero sometidas a flexocompresidon biaxial, las normas
de diversos reglamentos se basan en la revision de esfuerzos mediante la formu-
Ta general de interaccion (5.18) de tal manera que la suma de las relaciones de
esfuerzos de compresion axial entre compresion axial admisible; mas compresion-
por flexion de primero y segundo orden, entre compresion permisible por flexidn
respecto # cada unc de Tos ejes princinales de la seccion transversal no exceda
la unidad, de modo que:

fa . Tbx ( 1 )+ bz ( _1__,_>§ Y p— (5.19)
Fa Fox -/ Flex Foz R YA
En esta expresion, los términos
1 B
l-fa/F ox
y S e (5.20)
1
L-fo/F ey »

son factores de amplificacidén que toman en cuenta el efecto de segundo orden -
como fue descrito en la seccion V.1.2., y sdlo son vdlidos para todos los casos
de columnas en cuyos extremos se tienen momentos flexionantes del mismo valor-
y signo contrario que le producen curvatura simple y no existe carga transver-
sal entre los apoyos. $in embargo, este factor es demasiado conservador para -
aquellos casos en que los momentos en los extremos son de diferente valor y pro
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ducen curvatura coble en las columnas. Esto se corrige aplicando a los factores
de ampiificacidn un coeficiente de reduccion, me y sz respectivamente, que --
estan en funcién de la variacion de los momentos flexionantes a 1o largo de la
columna, de los cesnlazamientos relativos transversales entre 10s extremos y de
la presencia de cargas laterales entre apoyos en cada plano de flexion.

V.2.1.~ Dimensioramiento conforme a las normas de AISC.

Las normas del AISC (ref. 5.1.) especifican que una columna sujeta a flexocom-
presion biaxial en la que el esfuerzo actuante a compresion pura sea mayor gue
el 15% del esfuerzo axial admisible ( fa > 0.15 Fa), se debe disenar de tal ma
nera que cumpla con la siguiente formula de interaccion:

f C f C f
e .- oY (5.21)
a a \r / a \
1- o |-l-\ [ 1- “'~F‘r— Fb
Toand P v ; 02
ex ez

en la que debe siempre observarse que:

1-bx < Fbx J

t < F

bz bz

La forma de obterier cada uno de 1c¢s parametros que intervienen en la formula -
(5.21) se detallard en la seccidn V.2.1.a. Por otro lado, en algunos casos es-
posible que, dependiendo de Ta relacidn de esbeltez en el plano de flexion, -
los esfuerzos combinados calculados en uno o en ambos extremos de la columna -
puedan exceder los correspondientes esfuerzos que se producen en cualguier sec
cion intermedia donde existe desplazamiento lateral originado por los momentos

en los extremos (efecto de segundo orden ).

Por 1o tanto, adicionalmente a la revisidon con la formula (5.21) se deberd di-

sefiar para satisfacer la siguiente limitacion, en los extremos de la columna:
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.f?
F

hz
bz

En la ecuacidon (5.22) se han omitido los factores de amplificacibn ~ - - - - -
me/(l—fa/F'eX) y sz/(l—fa/F'ez) ya que en los extremos de la columna no exis-
te incremento de excentricidad de la carga por efectos de segundo orden y el -
esfuerzo admisible de compresidn axial, Fa, se ha sustituido por 0.6F debido a
que en algunos casos, es posible que rija en el disefio la fluencia de% acero so
bre Ta estabilidad de la columna. Este caso se presenta generalmente en columnas
flexionédas 2n curvatura doble cuando 1a relacién del menor al mayor de los mo--
mentos en 1us exiremos excede de 0.5,

En Tas fdrmulas (5.21) y (5.22), el término ?b con subindices ¥ vZ se define co
mo ei asfierzo actuante de flexidn,calculado en la seccion transversal, respec-

to o3 sus ries orincisales X 7.

tn ausenc a de carga transversal ertre los puntos de apoyo, el disefo debera -

hacerse revisando la: formulas (5.21) y (5.22) en las que f,_ se determina con-

b
ei mayor ce los momentos que actuan en uno de los apoyos ( ver tabla T.5.1.).

Cuando existe carga transversal entre los apoyos, el disefio deberd hacerse pa-
ra satisfacer las formulas (5.21) y (5.22) con las siguientes observaciones:
a) en la revision de la formula (5.21), el esfuerzo fb debera calcularse con -
el mayor de los momantos que se presente entre los apoyos, con esta condicion-
se evita la posibilidad de falla por pandeo, y b) en la revisidn de la formula
(5.22) el esfuerzo ‘b deberad calcularse con el mayor de Tos momentos que estan

actuando 2n uno de 1os dos extremos apoyadas ([ ver tabla T.5.1.).

Cuando el esfuerzo actuante de compresion axial, fa’ no excede del 15% del es-
fuerzo axiel admisible (fa < 0.15 Fa), 1la influencia del factor de amplifica--
cién Cm/(l-fa/F'e) es generalmente tan pequefia gue puede ser despreciada; asfi,

la formula de interaccion (5.21) se puede reducir a:
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V.z2.l.a. Determiracion de las variables que intervienen en las férmulas
(5.21), (5.22) y (5.23).
1.~ Esfuerzo actuante de compresion pura, fa’ en kg/cm?. FAL e
- P
fa =&
en donde P es la carga axial actuante en condiciones de servicio, y A el -

area de la seccidn transversal.

2.- Esfuerzos actuantes por flexion fbx’ sz, en kg/cm?.

en que Mx’ Mz, Sx y SZ son los momentos flexionantes y modulos de seccion-
de la seccidn transversal respecto a sus ejes principales X y 7 respectiva
mente. Para calcuiar los esfuerzos fog ¥ fy, €s necesario tomar en conside
racién la ausencia o presencia de carga transversal entre los apoyos como -

se explicd en 1a seccidn V.2.1 y en la tabla T.5.1.

3.- Esfuerzo admisible por compresion axial, Fa’ en kg/cm?.
Este es el esfuerzo de compresion axial que debe ser admitido como si sola
mente existiera dicho esfuerzo. Para su calculo se deben consultar las re-
coriendaciones del AISC que se estudiaron en la seccidn I.4 del capitulo I.

4.- Esfuerzos permisibles por flexién, Fug» Fpge @n kg/cm?.

29
Los esfuerzos Fbx y sz son los esfuerzos de compresion permisible cuando
la flexidon ocurre alrededor de los ejes X y Z respectivamente. Estos es- -
fuerzos deber: ser calculados como si solamente existiera dicho efecto. Pa-
ra conocer a detalle los valores permisibles se sugiere consultar el apén
dice E.

¥ . a : . ' ' 2
5.~ Esfuerzo de Euler reducido: Fex’ Fez’ en kg/cm<.

& TP
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donde fcr es el esfuerzo critico de pandeo que vale, conforme a la ecuacidn
(1.42) del capitulo I, fop = 7 E/(KL/r)? y el factor de sequridad recomen-
dado por el AISC es FS = 23/12; nor lo tanto:

Fproo. 2 E
: 23(KL/ )2

Asi, cuando Ta flexidn ocurre alrededor de los ejes X y Z:

Frooo lant
ex 23(KL/rx)2
Fl - J.2 71‘2 }:
ez 23(|<L/rz)2

en cue £ es el moculo de elasticidad del acerc en Kg/cm*, K es ei coeficien
te de longitud efectiva de panuec como se definido en el capitulo I; L es la
Tongitud real no arriostrada en el plano de flexidn considerado y reYr, -
son el radio de giro de Ta seccion transversal respecto a los ejes X y Z.
Cuando un elemento estructural esté sometido a flexocompresion bajo cargas
debidas a viento o sismo, actuando solos o en combinacion con las cargas -

muertas y vivas de servicio permanentes, los esfuerzos permisibles Fa’ Fbx’
sz v 0.65, asi como los efuerzos de Euler Féx y Féz podran incrementarse -

en un 33% siempre que la seccion requerida bajo estas condiciones no sea -

menor que la requerida para la combinacidon de cargas muertas, vivas e impac
to { en caso de que éste exista ) calculadas sin el incremento del 33% en -

los esfuerzos admisibles.

Coeficiente de reduccion me, C _ { adimensional ).

mz
E1 coeficiente Cm para cada plano de flexion depende de las siaquientes con
diciones: del efecto de los momentos en los extremos de la columna asi co-
mo de la forma de la curvatura del eje de la columna ( simple o doble ) -
originada por éstos, del desplazamiento lateral relativo entre los dos ex-
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tremos de la columna y de la ausencia o presencia de cargas transversales -
entre los puntos de apoyo en el plano de fiexidn considerado.

6a.)Para elementos en flexocompresién que formen parte de marcos restringidos -
contra desplazamientos “aterales en su plano de tal manera que no exista la
posibilidad de desplazamiento lateral relativo entre sus extremos y sin es-
tar sujetos a cargas transversales entre sus apoyos en el plano de flexiodn
( fig. 5.7):

M

juind -— Z —— B <
Cm 0.6 - 0.4 T pero no menos de 0.4

donde Mi/M, es la relacidn del menor al mayor de Tos momentos en 1os extre-
mos del elemente en el plano de flexidon bajo consideracidn. La relacion --
M /M, es de signo posiztive cuande et miembre se deforma en curvatura doble,

y negativo cianco 21 miembro sz deforma en curvatura simple. { fig. 5.7.a.-

y 3.7.b.)

M, < MZ
“‘MI /MZ"' >0.0

{a)

FiG. 5.7 — CONVENCION DE SIGNOS DE MI/MZ
PARA CALCULAR Cm=0.6-0.4{ Ml/MZ) =0.4
EN COLUMNAS SiN DESPLAZAMIENTO LATERAL
RELATIVO ENTRE SUS EXTREMOS.
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6b.) Para elementos en flexocompresion en marcos no restringidos contra des--
plazamientos laterales en su plano ( fig. 5.8 ): Cm = 0.85

F1G 5.8 COLJUMNA CON DESPLAZAMIENTO LATERAL
RELATIVO ENTRE SUS EXTREMOS,

6¢c.) Para elementos en flexocompresién en marcos restringidos contra desplaza
wizntos laterales en su planc 4o f37 sanera gue no exista la posibilidad
de desplazamianto latzral relativo entre sus extremos y sujetos a cargas
transversales entre s.s apcyos, 1os siguientes valores aproximados de Cm
;

neden utiliza-se ( fig. 5.9

Para elemantos en Tos cuales ¢! momento

maximo so presenta en uno o en los dos

de 1os extremos «--m--omocmmmrm e Cm = 0.85
Para elementos en los cuales el momento
maximo se presenta en cualguier seccion
localizada entre los extremos -~=---=--- Cm =1.0

En forma alternativa el vaior de Cm en el plano en consideracion, puede deter

minarse mediante la ecuacic¢n siguiente:

f
; a
C = + Y —r
“m L ¥ F e
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M3
;i
STTOM, Mo > M3 Mz > My > M
Cm=085 Cm=1.0
ta) (b) (c)

F1IG. 5.9~ COLUMNA SIN DESPLAZAMIENTO LATERAL RELATIVO ENTRE
SUS EXTREMOS Y CON CARGA TRANSVERSAL.

en dorde ¥ es un valor gue depende del tipo de carga transversal y del tipo de
apoyoc en los extremos de la columna. En la tabla T.5.2 se muestran diferentes

valore: de ¥ cuwando los apoycs son articulaciones o empotramientcs perfectos.

En el caso en que el momento maximo se presenta en uno o en los dos extremos -
de la columna, el valor de Cm resulta ligeramente menor que la unidad { en es-
te caso se recomienda Cm = 0.85 ). Sin embargo, cuando el memento maximo ocu--
rre en alguna seccion cercana al centro del claro, el valor de ¥ se determina
con 1a c<iguiente expresion:

.ont S ED

S = e e— o

ML

L

donde §. es 1a méxima deflexidn cebida s la carga transversal y M. es el maxi
mo momento flexicnante ocasionado por 1z targa transversai y que se presenta -

entre Jos apoyos de la columna.



TABLA T5 )| - RESUMENCE DISENC POR FLEXOCUOMPRESION DE ELEMENTOS DE ACERC, CONFORME A NORMAS DEL AISC

Lle

CONDICION DE 01 AGRAMA OF CONDICIONES FORMULAS
CARGA CASO ] DE cm. fr  |QUESEDEBEN
AX'AL IV‘IVIViEHI‘JJ ;.LEXION 'AT'SFACER

gl . ' """ P — —
, " (8.21)
]
0.6—0.4(—.‘—')30.4 -si Y
2 (5.22)
" (5.21)
06~04 (M ) Nos| =2 Y
M2 S
(522)
‘ M (5.21)
fa >005Fa | =< %9* M2 > M 0.85 - Y
M (3)“" M2 ' (5.22)
) v
My > M, - (5.22)
0.850 [l+v fa /F'e]
My > M M3
2 3 =2 (521)
wo T M2
| —s— (5.22)
Ms>M2OM | 100 l:H—Wfo/F'e] v
3
(4) 5 (5.21)
fa £0.15 Fa | CUALQUIER CASO (1 Ja( 4) — — — Moo | (5.23)
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TABLA T.5.2

CASO \“)
__>Emom:aA<__ 0.0

———)Eﬁmm.a% «— -0 4

—> fpoeanconcanal ¢ ~0 4
L .

A A —0 .2
/2
| . -t—L'___ﬁk
B — ¢ | —o0.3
% L —fe— | —0.2

Cuando se tiene un elemento bajo flexocompresion en un sélo plano, en las
formulas (5.21), (5.22) y (5.23) se puede omitir uno de los dos términos co- -
rrespondientes a las efectos de flexidn respecto al eje X o Z segin sea el ca
so, de modo que en el plano de flexidn cuando fa > 0.15 Fa’ se debe disefar pa
ra satisracer las siguientes formulas (5.24) y (5.25):

Fa i . E $10cmmemeee (5.24), en lugar de la formula (5.21)
d a
(\1 B _FT__> Fh
e

en que fb < Fb
Y

fa fb

* ¢ 1.0 mmmmmmmeee- (5.25), en lugar de la férmula (5.22)

0.6F F
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En el caso de que f $0.15 Fl:

|

1.0 —=-mmmmmeme - (5.26), en lugar de Ta formula (5.23)

En las formulas (5.24), (5.25) y (5.26), las variables fa, fb’ Fa ’Fb’ Fé y -
Cm pueden determinarse en el plano de flexidn conforme a la seccidn V.2.1.a,-

incisos 1 a 6.
V.2.2.- Ejemplos

Ejemplo 5.1.- Se tiene una columna de acero A-36 de 4.50 m de altura, que en -

21 plene ZY estd empotrada en la base y libre en el extremo superior, y en el -

plaro { estd empotrada en Ta base y articulada en su extremo superior. Revisar
$® Ta vcccion I propuesta es adecuada para soportar en condiciones de servicio
ung carca de 33 tor. apliceda a 0.45 a dei  =je X. Considerar pdra ei acero -~-

A-35 que Fy = 2530 kg/zm* y E = 2.039 x 10° kg/cm.

N Y
4 4
5 P P P=33 ton
| - ®
| / T
g | ) < = "I
N \ P=z33 1on ?% *1, ] T |
E| | ez045m i x_ 1 .l _xao o
omtnme o | 1]} | o com— [ 3|
3 TUT +
| X i Lj_
i ” il —] o¥
P z i X z =
i, r = __-_-~ﬁhL.“—--—> ! 0 | (COTAS EN CM)
Z/’ } ;
PLANO ZY PLANO XY SECCIONT?ANSVERSAL

» (CORTE I-1)
Solucion: —_—

Elementcs mecanicos. -

P = 33 ton.
MX = Pex = 33 (0.45) = 14.85 ton-m (constante )
M, = PeZ = 33 (Q) = 0.0 ton-m

Por ‘ser flexocompresion en el plano ZY se aplican las formulas (5.24), (5.25)-
0 (5.26) segln corresponda al caso.
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Propiedades geométricas de la seccidn.

A = 30x1.0x2 + 3&x1.0 = 98 cm?

30 (40)°  (30-1) (38)°

1 = = 27393 cm*
12 12
;o= L0(30)* ., . 38(1)° _ 4503 cm®
Z 12 12
[ 1 /
ry A X 127393 16.7 cm
A 98
I, \/71503
r. o= = A" = 6.8 cm
z \ A 98
S - X 1393 3 o
X r 20
X
I "
5, = _zE__ - “_:{23 = 300 cm?
4

En el nismo orden de la seccidn V.Z.l.a.:

1.- f
a
foo P _ 33000 _ 337 kg
a a 98 cm?
2.- fbx’ sz
M
U 14.85 x 10°_ 1084 k - S 2
foy ol 370 = _C%[<O‘6Fy 0.6x2530 = 1518 kg/cm
f,, = 0.0
3.- Fa:

Relacion de esbeltez:en el plano ZY,por estar en cantilever K; 2.1
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y en el plano XY, KZ = 0.8 ( ver tabla en la seccidn 1.4 )

K, L _ 2.1x450

RS T 56.6
K_L 0.8x450

z = - 52.9
rZ 6.8

por ‘o tanto, para pandeo por carga axial rige KXL/rx = 56.6 y es menor que
CC = A or? E/Fy cuyo valor para el acero A-36 es CC = 126.1, 1o que indica -
que su comportamiento se encuentra en el rango inelastico y el esfuerzo Fa -

se determina con la ecuacion (1.55) en la que el factor de seguridad es:

FS, .5 . 3(Ki/r) - ikL/r)"
-3 I CI
FS,. 5, 3(56.8)  (56.6)° _. .,
TRt ghET) T eTse T 8
[ k2] F
UL IR E—— Y
a N .
L. ’ (,C z _J ‘Sz
f (56.6)° 1 2530 _ 1547 kg/em?
Fa [ - 06 ye | 1o 47 kg/

Como sélo hay flexidn alrededor del eje X no es necesario calcular sz. Para -

una seccn I, el esfuerzo Fbx se determina conforme al apéndice E o0 al capi-

tulo IIlde este libro ( seccidn II11.2.1); asi,el esfuerzo permisible maximo a

6 (3.11) segin sea el caso,pero sin que exceda 0.6 F .

flexidn debe ser el mayor de los valores dados por las ecuaciones (3.9), (3.10)

J

Por la ecuacidon (3.9):

0.6(0.69)E Iy
b~ Ld/bt
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en donde d es el peralte total de la seccion, b y t son el ancho y el espesor
del patin en compresion y

C, = 1.75 + 1.05 (Mi/My) + 0.3 (Mi/M;)2 = 2.3
Moo 14.85 = - 1 ( curvatura simple )

M2 14.85

Cb = 1.75+1.05 (-1) + 0.3 (-1)%2 = 1.0 < 2.3
por tanto

= . 0.6(0.69) {2.039x10°)(1.0)
b 450(40)/(30)(1.0)

= 1407 kg/cm? < 0.6 Fy = 1518 kg/cm®

Relacion de esheltez L/ry:

3 3
’z IT - L 01§30) + 8 31§1) = 2250 cm®

- ::1::”;1?9

38/6:6.3
\ ﬁz—(-38’6 ' A = 30x1+6.3x1 = 36.3 cn’
#ii#£i§4 ) 'JIT ‘5250
Y oA - - 7.87 cm
- A 1363
L 450 _
T 7er TR

Coeficiente de columna Cé

e :1¢( 35.86) (10°)C,
C F
y

[ 5 6
c =¢ 35.86)(10°) (1) . 119 0%
¢ 2530

L . C'C .. pandeo inelastico
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mediante la ecuacidn ( 3.11 ):

r—

n 2
-2 Fy(L/rT) i} -
b | 3 . y
8 (107.6) (10°) C,
_ 9 2
Fy o= | =~ - 230 (57.2) i} 2530 = 1492 kg/cm? < 0.6 F_ =1518 kg/cm?
L ( 107.6 ) (10°) (1) Y

de la ecuacion (3.9) y (3.11) rige el mayor de los valores obtenidos para Fis-
por 1o tanto, el esfuerzo maximo permisible por flexidn respecto al eje X es: -

=14 ’ 2
Fbx =1492 kg/cm © < 0.6 Fy
5.- F'
ex
F' = A2t B
ex 23 (KL~
X
oo 12 7% 02,039 x 107 L 54 fem?
Fox 23 (56.6) = 3277 kg/cm
6.- L
mx

En el planc ZY ro hay restricciones contra desplazamientos laterales; por-
lo tanto:

Revision de esfuerzos:

a_ .37 . op27 s 0.15

F 1247

revision de la formula (5.21):
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397, _085x1084 o
= . < .
1247 1- 337 1492
3277

revision de la formula ( 5.22 ):

fa + fbx + sz
06F, F P ¢ L0
y bx bz
337 1084

518 ¢ Taer Y 0=0.9 <1.0

por lTo tanto la seccion I propuesta es adecuada.

Ejemplo 5.2.~ Revisar si la seccidn cajon de acero A-36 de la columna mostrada
en la figura, es adecuada para soportar las cargas que estan actuando en ella.

z
- i\ P.e, ____»____.p @p ¢z ! = .
- | T [ l .P_T_

O
£ \ l # %: | €x P = 50 ton.
o i : 01 ~| X ) *r ) X e, ° 16 cm.
e l l v : ez - 20 cm.
‘ lv - Fy = 2530 kg /cm?
. vJ,LW N S “51_—»)( 9 z E = 2,039xl06kq/cm2
' 15, 17 ;15
PLANO ZY PLANO XY a0
Solucion:

Elementos mecanicos en el extremo superior:

P = 50 000 kg

M, = Peg

50 000 x 16 = 8 x 10" kg cm

=
1"

Pe

50 000 x 20
z z

10 x 10° kg cm

Elementos mecanicos en el extremo inferior:
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P = 50 000 kgq
M =8 x 10° kg cm
X
M, = 0.0 kg cm ( por ser articulacion )

Diagrama de momentos:

10 x 10°

8x10°

a) M, (Xg cm; PLANO ZY b) M, (Kg cm.) PLANO XY
Propiedades geomatricas de la seccidn.

Bo= 23 x 40 - 17 x 57 = 171 on
) 3 71 3
[ - 20(40) 17037)° . 34508 cme
X 1?2 12
3 3
2 40(20)0 o 37(17)° 1518 eme
z 12 12
1 34908
—_— X = =
r, = —— N 7 14.3 cm
. _;E;:“ - 411018 4
r, = A A1 7 Becm
g = Ly = 38908 . 4745 s
« C, 20 '
i L 11518
SZ - ~ = 10 = 1152 Cm3

1.- Obtencion de fa
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fo P L5000 g kg
A 171 cm?

2.- Calculo de f, vy f

bx bz

La seccidn critica ( ver diagramas de momentos ) es en el extremo superior, por
tanto:

M
_o% _ 8 x 10°
fox T3 7 TIvar = 458 kg/em?
M
_ oz _ 1oxics
sz = ‘S——' = —ﬁ'?z— = 868 kg/sz

3.- Esfuerzo admisible Fa
En el plano ZY: Kx = 2.1

KXL 2.1x500

P T 734
X
En el plano XY: K? =..0
K, L 1.0x500
= = 61.0

r, 8.2

4

para determinar Fa rige la relacidn de esbeltez en el plano ZY por ser la de -
mayor valor;comparando con CC cuyo valor para el acero A-36 es CC = 126.1 con-

cluimos que su comportamiento es en el rango inelastico, ya que KXL/rX < CC.

Por 1o tanto, conforme a la seccion 1.4 del capitulo I:

_ 5L 3(KUP) | (KL/r)?
e T3 e, 8C, 3




287

5 3(73.4) (73.4)° _
FS, = 737 *3(126.1) " 8(ls.a) T 1-86
v, ] F
P | 1. Koz by
a 2 - s,
C
(73.4)2 2530
Fooo= 1- L2 9% - 1130 kg/em?
2 [ 2(126.1)° | 1.8 v

4.- Esfuerzos admisibles por flexion Fbx y FDZ:

Conforme al apéndice FE , para una seccién cajon:

Foy =F, =0.6F

X bz N
- - Y = 2
Foy * Fp, = 0.6 x 2530 = 1518 kg/cm
5.- Esfuerzo de Euler Féx’ Fézl
S v T2
!
ex 23(KXL/ Y‘x)z
12 72 x2.039x10°
F' = = 1949 k sz
ex 23(73.4)° 9/
e . 12T E
ez - )2
23 (K,L/r,)
P 6
F' - 12TT XZ.O39X1O = 2822 kg/Cm2
ez 23(61.0)2
6.- me’ sz:

En el plano ZY por no existir elementos que impidan el desplazamiento relativo
entre los extremos:

me = 0.85
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En el plano XY, no hay desplazamiento lateral relativo entre los extremos y el

diagrama de momentos produce defo
( ver caso 2 de la tabla T.5.1 ):

rmacion en curvatura simple; por lo tanto, --

/ _ M
Ly = 046 - 0.4 (Mz ) > 0.4
en que
Ml = O = 0
M2 10x10s
sz = 0.6
Revision de esfuerzos fé/Fa
fa 292 .
F— = 1135 = 0-25%8 > 0.15 .. revisaremos con las formulas (5.21) y (5.22):
a
por la formula (5.21):
:a + C?x. 1bx + C?z sz < 1.0
’ (}_ _?ét__) Fox (1— FéL_—) Foz
ex ez
0.258 + 0.&09§2458 4+ 0.6 XZSSS _
1w 25 -
(‘ 1949) 1518 (1 2822 ) 1518
0.258 + 0.302 + 0.383 = 0.943 < 1.0
por la formula (5.22):
fa fbx sz - 1.0
0.6F. T F YF : -
Ty bx bz
292 + 458 + 868
1518 1518 1518
0.192 + 0.302 + 0.572 = 1.066 > 1.0
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como no se cumple la formula (5.22) podemos concluir que rige Ta falla por flu
encia en los apoyos y por lo tanto habrd que proponer una seccidn transversal -
de mayores dimensiones. Sin embargn, como el exceso de la suma de relaciones de

esfuerzo,con respecto a la unidad =s sb6lo de 6.6%, puede admitirse la seccion -
propuesta.

V.3.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE MADERA SUJETAS A FLEXOCOMPRESION.
V.3.1.- Introduccion.

En el estudio de coiumnas de madera de seccidn transversal maciza cuadrada o --
rectangular bajo flexocompresion paralela a las fibras, el Reglamento de Cons--
trucciones para el Distrito Federal (ver. ref. 5.2.) parte de la ecuacion - - -
(5.17)y aplica sus recomendaciones al disefior por flexocompresion en un sdlo pla
no de simetria de columnas rectangulares.

La flexocompresién biaxial no esta suficientemente estudiada por el RCDF por To
que se racomienda evitar el efecto simultaneo de flexidn en los planos de sime
tria. Para esto, el mismo reglamento sugiere arriostrar a la columna o usar dia
fragmas que impidan su deformacion en uno de los planos, (ver. ref. 5.2 ).

V.3.2.~- Formula de interaccion.

Partamos de la formula de interacc on (5.17) para el disefio de una columna en -
flexocompresidn en un plano, bajo "a accién de carga vertical excéntrica y car-
ga horizontal como se muestra en la figura (5.10).

Y;%JL_E z % e i

T T I
Y I
. bIF_.’ \ —*'—"‘—"'X
L — | ) |
. L
e Py —3 X CORTE 1-1

FIG. 5.10 — FUERZAS ACTUANTES EN UNA COLUMNA DE MADERA.

En la formula (5.17) se debe satisfacer que:
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a b [/ 1
F ot (Tf?‘7fr—? $ 1.0 mmmmmmmm e (5.27)
. alt e

en donde los términos fa y Fa fueron definidos en el capitulo I en el tema rela
tivo a columnas de madera bajo carga axial. Recordemos que

en donde A es el drea neta de la seccidn transversal que vale A, = b.d , sien
do bn y dn las dimensiones netas de la seccidn que se obtienen reduciendo 1 cm
a cada lado de Ta seccion nominal.

Asi, de la figura 5.10:

b -1 (cm)
0 (cm)

0 d-1 (cm)

Fa es el esfuerzo permisible en compresion paralela a las fibras, que se defi-
nido en el tema relativo a columnas de madera bajo compresidn axial del capitulo
IenelquefF, =f_,.

E1 término:

1
f TTE JET
b (l-fa/F e)

es el producto del esfuerzo actuante de flexidn, fb,por el factor de amplifica
cion 1/(1-fa/F'e]. En el caso de las columnas de madera de seccidn rectangular
dicho producto se expresa como MT/S, 0 sea:

M
1 T
f e = —  mmsccaccccccccccamoca— (5.28)
b ( l-fa/F o ) S

siendo
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donde

=
1]

momento flexionante maximo debido a cargas transversales al eje longitudinal
de la columna.

w
1]

factor de amplificacion debido a efectos de segundo orden.

Me = momento flexionante debido a la excentricidad de la carga.

sustituyendo Me er la ecuacién (5.29), por su valor dado en la ecuacidon (5.30):

en el caso mostrado en la figura (5.10), la flexidn ocurre alrededor del eje Z
por lo que S vale, aplicando las dimensiones netas:

S = __I._
C
b d?
I=____nn
12
co S
2

por lo tanto

b_d ?
s =T
12(d_/2)
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sustituyende S en el segundo término del segundo miembro de la ecuacidn (5.32)
por el valor dado en la ecuacidn (5.33):

L]

M M 63Pe
= + Vi
nn

como bn dn = An nos queda

A
n n

en la ecuacidn (5.34), dn es la dimension neta de la seccidon transversal en di-

reccion de la excentricidad e, por lo que la designaremos como d_, por lo que:

Sustituyendo en la igualdad (5.28) al cociente de MT/S por el valor dado - - =
en Ta ecuacion (5.35) nos queda:

_ M P 68e )
= <t g (5.36)

()
b 1"fa/F e n e

Por otro lado, el término Fy de la férmula de interaccion (5.27), correspon- -
diente al esfuerzo admisible por flexidn, en el caso de columnas de madera se

expresa como:
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ademas

Tlevando a la formula (5.27) los valores de los términos dados en las igualdades
(5.36), (5.37) y (5.38) obtenemos:

+
—
IA
—
(@]
\
1
!
1
}
I
—~
w
w
w0
~—

fcd

A la expresion (5.39) se le conoce como "formula de interaccidn para columnas de
madera de seccion maciza,cuadrada o rectangular, sujeta a flexocompresidn parale
la a las fibras en un sdlo pTano".

V.3.3.- Identificacidn de los términos que intervienen en la fdérmula de interac
cion.

En Ta formula (5.39) se tiene:

fa = esfuerzo actiznte de compresidn axial fa = P/An

fcd = esfuerzo de compresidon axial permisible, paralela a las fibras,obtenido -
como si s610 actuara dicho esfuerzo, conforme a la seccion [.4 del capitu

1o I.
M = momento flexionante mdximo debido a cargas transversales al eje longitudinal
de la columna.
S = Mddulo de seccidn de la seccidn transversal en el plano de flexidn.
bndn2
S = g

en que bn y dn son las dimensiones de la seccidn transversal perpendicular -
y paralela, respectivamente, a. plano de flexidn.
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fuerza normal de compresidn paralela a las fibras.

drea neta de la seccidn transversal de la columna An = bn. dn

excentricidad de la fuerza normal, medida desde el eje centroidal de la -
columna hasta la Tinea de accidn de la carga. E1 RCDF ( ref. 5.2) reco- -
mienda que esta excentricidad no se tome menor que el 10% de la dimensién
de la seccifn transversal paralela al plano de flexion considerado; es --

decir, emin = 0.1 bo €in " 0.1d

Si My e sonnulos, 1a columna ha de disefiarse por flexocompresion simple
considerando la excentricidad minima en cada plano de simetria de la sec-
cion transversal.

dimensidn de la seccidn transversal en direccidon de la excentricidad e.

factor ce amplificacion que toma en cuenta los efectos de esbeltez al in-
crementar el momento Pe causado por la carga vertical. En la referencia -
5.3, se obtiene un valor 8 = 1.25 para una columna esbelta doblemente ar-
ticulada que se deforma con curvatura simple; para columnas con otras con
diciones de apoyo en los extremos, el criterio puede aplicarse si se usa
1a longitud efectiva de pandeo de 1a columna que en el capitulo I se de-
finié como KL. Asfi:

KL

g = 1.0 cuando 5 < CC
n
8 = 1.25 cuando —o=— > C
n c

donde CC = ~/O.3E/fCp

coeficiente de longitud efectiva de pandeo que depende de -

<~
i

las condiciones de apoyo de los extremos de la columna y cu
yos valores se definieron en el capitulo I, (ver fig, 1.21)

f
n

Tongitud entre apoyos que evitan el pandeo.
relacion maxima de esbeltez.

KL/bn:
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E = modulo de elasticidad de la madera.

fcp

esfuerzo permisible en compresion axial paralela a las fi-
bras. Su valor se definid en la tabla T.1 del capitulo I.

fbd Cf = esfuerzo admisible en flexidn sin carga axial.

Cf = factor de tamafio asociado a la resistencia de elementos a -
flexion. En 1a referencia 5.3 se han hecho estudios experi-
mentales que demuestran que la resistencia relativa en fle-
xion decrece al aumentar el peralte. Esta disminucion es im
portante a partir de peraltes del orden de 30 cm. EV RCDF -
recomienda:

dn2 + 922

cuando dn > 30 cm, Cf = 0.81 “3;3‘:‘33@ ; dn en cm.

cuando d1 < 30 cm, C i.0

f

dn = dimensidén de la seccidn transversal paralela al plano de -
flexion.

Obtencidn de fbd:
cuando C_ < 10
S_.

foo = f

bd bp

cuando 10 < C_ < Ck

en las expresiones anteriores
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d L
T N (d)
n
3 E
oY A S (e)
k 45 Fop

fbp= esfuerzo permisible en flexidn en elementos sin posibi

lidades de que se presente pandeo lateral.
( ver tabla T.5.3.).

Los factores C, ¥ C toman en cuenta el efecto de pandeo la
teral del elemento ( ref. 5.3). En la expresién para valuar
Cs, bn y dn son las dimensiones de la seccion transversal -
perpendicular y paralela, respectivamente, al plano de fle-
xion; L es la longitud entre apoyos que evitan el pandeo la
teral.

TABLA T.5.3 ESFUERZOS PERMISIBLES EN FLEXION
EN ELEMENTOS SIN PANDEQ LATERAL CONFORME A LA
NORMA DGN C 18-1946

CLASE DE MADERA tbp( kg/cm?)
SELECTA 80
PRIMERA 60
SEGUNDA 30
TERCERA 20

Varjacion de fbd en funcion de CS.—

Analizando los valores 1imites de las férmulas (a), (b) y (c) para obtener el
valor de fbd tenemos:

a) cuando CS = 10:

Por la formula (a):
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Por la formula (b):

] /C N
f = f 1~ ':_;( ’:.“S_
bd bp [ 3 y ("k ) ]

para obtener el valor de Ck considararemos un valor minimo de E = 30 000 Kg/cm?

para madera de primera ern la que f, = 60 Kg/cm?; asi, con la formula (e):

p

3 E
C = /__4 _
k *~ > fbp

C = [- @_@;],Q_)___ = 17 . 32

K N 5o

por tanto, por lz férmula (b) cuando CS =10y € = 17.32:
_ 1 [ 10\
bd = fbp [_ e (\'17'.3 ) }

fbd = 0.963 fbp

f

Estos valores se han graficado en la figura 5.1C' y se observa que cuando CS=1
existe una discontinuidad y un pequefio saito en la grafica, pues por un lado -
se obtiene por la “drmula (a) que el valor de fbd es igual a fbp Yy, para ese --

mismo valor de C_ pero por la formula (b), el valor de fbd es igual a 0.963 fbp.

b) Cuando CS = Ck

Si CS = Ck’ por la formula (b):

fod = Top [ 1%(‘%) uj[

reduciendo y ordenando:

fo=

bd f

wlro

bp

Por la formula (c):
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_ 0.4
b T 3TE
5 bp
reduciendo:
_ 2
foa = 3 Fup

Se observa que el valor de fbd obtenido por las formulas (b) y (c) cuando CS=Ck

es fbd = Zfbp/B y que Ta discontinuidad de la curva del esfuerzo admisible por

flexion pura en ese punto sdlo es angular ( ver fig. 5.10!)

] Cs*10 Cs=Ck

F18. 5-10'~VARIACION DE fyqEN FUNCION DE C,
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V.3.4.- Ejemplos.

Ejemplo 5.3.- Disenar la columna de madera de primera, mostrada en la figura, -
considerando que la flexocompresion es paralela a las fibras. En el plano XY la
columna estd en cantilever y en el plano ZY la base estd empotrada y el extremo

superior articulaco. Y Y

J P
y ok It

! ; P= 4900 kg
. i : F= 300 kg
E N
5 LD _ LB E 240000 kg/cm?
)

| ! 2 <2 <3

g B
| X I z
— mrnm . > T —>
ISOMETRICO PLANO XY PLANO ZY

Solucion:
Flementos mecanicos en la seccidn critica.

La seccidn critica serda la base de la columna por estar en el plano XY en can-

tilever y bajo una carga transversal.

P = 4900 kg

M = 300 x 300 = 90 000 kg cm
Se propone una seccidon de D = 35 cmy B = 15 cm
D.3H o3

B 15

Dimensiones netas y propiedades:

bn =15 -1 =14 cm
d =35 -1=34cm
n
AL =14 x 34 = 476 cm?
Obtencion de f :
a
foo= P 28900 . 4p 3 kg/cme

a A 476
n
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Calculo de fcd:
conforme al capitulo I
en el plano XY:

K=2.0 ( ver figura 1.21)

L = 300 cm

la dimension paralela al plano de flexidn por pandeo es
d =34 cm

n

KL _ 2 x 300 _

d; - 34 - 17.6

en el plano ZY:
K= 0.8 ( ver figura 1.21)

L = 300 cm
1a dimension paralela al plano de flexidon por pandeo es
bn = 14 cm

KL _ 0.8 x 300 _
e Taaa N VN

1a mayor relacion de esbeltez se presenta en el plano XY y vale KL/dn = 17.6.
Comparando con el coeficiente de columna C. ( ecuacidn 1.59 )

/ 0.3 E
C = e b
C fcp

donde frp para madera de primera es fcp = 50 kg/cm? ( consultar la tabla T.1).

¢ - %/0.3 x 40 000 | ¢ ¢

50

KL 17.6 > C_ = 15.5 % el pandeo es elastico, por 1o que, por la ecuacion -
N .
(1.58):
f . 03¢
cd IKL/dn E
; 0.3 x 40 000 _ 3¢ 7 yo/cme

cd - (17.6)2
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Calculo del mddulo de seccidn en el plano de flexidn, S:

bn dnz
S= —%
2
S - __E%%iil_ - 2697 cm?

Calculo de Ta excentricidad, e:

Como la carga vertical es axial, se tomara la excentricidad minima paralela al
plano de flexion, asi

e = (.1 dn = 0.1 x 34 = 3.4 cm

Obtencidn del términc de:

d =d =34 cm
e T

Obtencidn de R:

Como la relacion maxima de esbeltez es mayor que CC y el pandeo es en el rango
elastico:

B =1.25
Determinacidn de €

a

ya que dn > 30 cm

d? + 922
Ce = 0.81 Fp———
n + 568
(34)° + 922
c. = (0.81 0.976
f ( ) (34)% + 568

Calculo de fbd:
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[a U
¢, = 1 4‘V“BET“‘ "
_ 34 x_300 s o
C, = 1.4 =X o0 AT
14 e
[3 &
c, = A= . =
K A For

en que fbp = 60 kg/cm? ( ver tabla T.5.3 )

como 10 < Cs < C

” 1 110,14 *_ . o
fbd = 60 [ 1- 5 \ 50 ) ]= 58.7 kg/cm?

Revision de Tla resistencia mediante la formula de interaccidn (5.39):

Mo, . 6 e
f, O
Fot f T L0
cd bd * “f
90 000 , 4900 6 x 1.25 x 3.4
10.3 , — 2697 * 7476 3 i}
38.7 58.7 x 0.976

0.266 + 0.717 = 0.983 < 1.0

Se puede concluir por lo tanto, que la seccion propuesta de 35 x 15 cm es ade-
cuada.

V.4.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE CONCRETO REFORZADO SUJETAS A
FLEXOCOMPRESION.

V.4.1.- Comportamiento de columnas esbeltas y efecto en el diagrama de inter-

accion.
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En el capitulo IV estudiamos el comportamiento de columnas cortas de concreto
reforzado sometidas a flexocompresion, en las que las deformaciones del eje --
lTongitudinal de la columna por efecto de los momentos flexionantes aplicados en

los extremos, son despreciables y, por 1o tanto, no intervienen en la evalua- -
cion de la resistercia.

En la figura 5.11.a se muestra una columna de este tipo y en la figura 5.11l.c,
con linea continua, sJ correspondiente diagrama de interaccién. Si se hace va-
riar la carga de compresion partiendo de un valor nulo, y manteniendo constan-
te su excentricidad, ol momento flexionante varia en proporcidn directa a la -
variacion de P ya que se mantiene lineal la relacién M = Pe, hasta alcanzar la
resistencia del material en la interseccidn de la recta OA con el diagrama de in
teraccion.

Ahora bien,sienura columna esbelta como la mostrada en la figura 5.11.b, se in
crementa gradualmente la carca con una excentricidad inicial e, la combinacion
de P y M queda representada por la curva 0B hasta alcanzar su resistencia en la
interseccion de la curva 0B con el diagrama de interaccidn. Esa variacién no -
lineal se debe a que al incrementar el valor de 1a carga P se produce una de-
formacion, &, de' 2je longitudinal de la columna, la que a su vez aumenta la -
distancia de la 'inea de accién de P al eje de Ta columna. La diferencia de -
abscisas entrela curva 0B y la recta OA para un valor determinado de P, represen
ta el ircremento de momento flexionante PS. Puede observarse que, ror efectos-
de esbeltez, el momento flexionante amplificado producido por la deformacion -
adicional, &, reduce la capacidad de carga vertical P, en relacion a una colum
na corta; sin embargo,la falla se presenta por aplastamiento del material des-

pués de que se ha deformado la columna.

Cuando una columna es sumamente esbelta, es posible que su falla sea por ines-
tabilidad sin que se alcance la rctura del material. La falla en este caso ocu
rre por pandeo sitito y la variacidon de P y M queda representada por la curva-
0C de la figura 5.11.c.E1 punto C no ha alcanzado al diagrama de interaccion -

ya que antes de que sz produzca el aplastamiento del material, la columna se ha -

pandeado.
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COLUMNA CORTA
/ﬁ’ALLA DEL MATERIAL)

COLUMNA ESBELTA

Z; //// Lo (FALLA POR INESTABILIDAD)
, . 7
. ) 7,
- [ 2
P P

2 M

(a) (b) ° (c)

F1G.5.11.- DIFERENCIA EN EL COMPORTAMIENTO A FLEXOCOMPRESION ENTRE COLUMNAS CORTAS Y
ESBELTAS HASTA LA FALLA.

V.4.2.- M8todos de dimensicnamiento.

Para el dimensionamiento de estos elementos, el criterio mds riguroso consiste
en determinar lzs deflexiones adicicnales y los momentos de segundo orden que,
sumados a los del andlisis de primer orden, dan lcs momentos de disefio. £l and
lisis de segundo crden se puede hacer por aproximaciones sucesivas, debido a -
que los momentos adicionales producen deflexiones adicicnales a 1as provocadas
por los momentos de primer orden. Estas deflexiones adicionales incrementan nue
vamente los momentos, 1os que a su vez vuelven a generar un incremento en la -
deflexién, y asi sucesivamente hasta que Tos incremertos entre dos etapas conse

cutivas sean muy pequerios en comparacion con los momentos totales.

Este procedimiento por su naturaleza es sumamente laborioso y sdlo se recomien
da en estructuras que tengan reducciones importantes de su resistencia por e--
fectos de esbeltez.

En estructuras comunes suele recurrirse a métodos de dimensionamiento simplifi
cados quedan resultados con suficiente aproximacidon respecto al método exacto.
Existen dos métodos simplificados mas comunes que son:

a) Método de amplificacion de momentos.

Este método consiste en obtener los valores Gltimos de P y M de un andlisis de
primer orden y disefar la seccidén de la columna para que resista el mismo valor
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de Pu y un momento U1timo amplificado SOMU , en donde 60 es el factor de ampli-
ficacion mayor que Ja unidad. En la figura 5.12 se muestra el diagrama de inter
accion correspondiente a este concepto. La columna esbelta asi disefiada tendria
la resistencia definida por el punto 2 del diagrama de interaccidon mostrado con
linea continua. Si la columna fuera corta, se disefiaria para resistir los valo-
res Gltimos de P y M obtenidos del andlisis de primer orden y su resistencia es

taria representada por el punto 1 localizado sobre el diagrama de interaccion -
puntuado. '

Este método simplif-cado de amplificacion de momentos es el que prescriben los
reglamentos RCDF { ref. 5.7 ) y el ACI ( ref. 5.8 ).

Pu ‘ CJLUMNA CORTA

_COLUMNA ESBELTA

S

Mu

FiG. 512, EFECTO DE ESBELTEZ POR EL METODO DE
AMPLIFICACION DE MOMENTOS.

b) "étzodo del momenzo complementario.

Este método consiste en obtener los valores de P y M de un andlisis de primer

orden. Conocidos P v M se determina el valor de la excentricidad e, = M/P. Pa-
ra considerar el efecto de esbeltez, a la excentricidad e, se le suma una ex=-
centricidad adicional e, cuyo valor depende de:las condiciones de apoyo en 1os
extremos de la columna, de la relacion de esbeltez, de la relacion de momentos
flexionantes de primer orden en los extremos de la columna y de la forma de la
curvatura de la colurna en el plano de flexion considerado. La excentricidad -
adicional e, es independiente del valor de P, por To que el momento flexionan-
te de disefio varia en proporcidon directa a la variacion de P. Este concepto -
de amplificacion por efectos de esbeltez se muestra en la figura 5.13 en la --
que los puntos 1 y 2 representan la resistencia requerida por ura columna cor-
ta y esbelta respectivamente. La recta 02 muestra la variacion de M en funcion
de P.
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La columna esbeita se disefia con los elementos mecanicos G1timos PLY - - - -

M =P (e

u u p te, )

En este método del momento complementario se basan los reglamentos de la Comi--

sion Federal de Electricidad ( ref. 5.9 ) y del Comité Europeo del Concreto --

( ref. 5.10 ).
Py | COLUMNA CORTA

COLUMNA ESBELTA

[
|
!
)
1
'
1
+
7 4
t
1
4

°l oo, | Pue,
—4

Pu(@,+8p) |
_4—___,_—__‘_

F16.5.13,- EFECTO DE ESBELTEZ PCR EL METODO
DEL MOMENTO COMPLEMENTARIO.

V.4.2.a.~ Dimensionamiento conforme a las normas del ACI.

E1 reglamento de construcciones del ACI para tomar en cuenta los efectos de es
beltez en el disefic por flexocompresion, recomienda el andlisis exacto de se--
gundo orden del marco o de Ta estructura que se trate, como fue descrito en la
seccion V.4.2. Por otro lado, en lugar de este andlisis de segundo orden, reco
mienda el uso de un método simplificado basado en el método de amplificacion -
de momentos, que es el que describiremos a continuacion.

Este método parte de considerar un incremento de los momentos flexionantes en-

las columnas, de tal manera que un elemento sujeto a flexocompresion debe dise
fiarse para que resista una carga axial Gltima Pu’ obtenida mediante un andlisis
de primer orden del marco o estructura, y un momento Gltimo amplificado - --

MO = 60 Mu’ en donde 60 es unfactor de amplificacion mayor que la unidad. Este

factor 60 parte de la consideracion de amplificacion de los esfuerzos de fle--

xi6n expresada en la igualdad (5.9) y que vale 60 = 1/(1-P/Pcr). Este valor fue
deducido para el caso de una columna deformada en curvatura simple y sin des-

plazamiento lateral entre 10s apoyos.
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Sin embargo, el reglamento del ACI considera que el factor de incremento 60 tie
ne diferentes valores cuando se trata de columnas que forman parte de marcos

que pueden estar sujetos o no a desplazamientos laterales entre sus extremos de
pendiendo del tipo de carga y de la presencia o ausencia de elementos que con--

traventeen a la estructura contra desplazamientos en su plano.

De esta mwanera, el reglamento ACI especifica que el momento (ltimo amplificado

para diserio vale

en donde y e el factor de amplificacion de momento para marcos contraventeados
contra desplazamientos lateraies o para marcos no contraventeados sujetos a --
cargas gue no produzcan desplazamiento lateral en su plano, tales como las car
gas gravitacionales simétricas actuando en un marco simétrico en geometria y -

rigideces; #_ es el factor de amplificacion de momento producido por cargas que

S
generen cesplazamientos en un marco no contraventeado; M, es el valor del ma-

My
yor momerto Gltimo en los extremos de la columna cuando éste se determina en -
marcos contraventeados o en marcos no contraventeados que no sufren desplaza--
miento por efecto de Ta carga; M, es el valor del mayor de los momentos dlti-
mos en 1os extremos de la columna en marcos no contraventeados y s6lo cuando -

se obtienen desplazamientos laterales en su plano.

En tedos los casos M:b y M25 se obtienen de un analisis comin de marco elastico
o andlis‘s de primer orden. £n el caso de marcos no contraventeados, sujetos -
simultaneamente a cargas que no producen desplazamientos laterales en su plano
y a cargas que si producen tales desplazamientos, la obtencidon de los momentos

M2b y M, . podrd hacerse mediante andlisis separados de la estructura.

Para evaluar 6b Y és se dan las siquientes expresiones basadas en el valor --
1/(1-P/Pcr) que se obtuvo en la igualdad (5.8):

a) Para marcos no contraventeados contra desplazamiento lateral :
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b) Para marcos contraventeados contra desplazamiento lateral:

8, se determina con Ta misma igualdad (5.41)
Y
B = 1i0 mmmm (5.43)

Debe observarse que Ta formula (5.41) considera la estabilidad individual de -
una columna que forma parte de un entrepiso, en tanto que, la férmula (5.42),-
toma en cuenta la estabilidad de toda la planta de columnas en un entrepiso me

diante el valaer promedio de SS basado en i empleo de ZPu/iPC an que iPu i lPC—

as columras en un entrepiso. Fara calcu

son las suimas de Pu v de PC pare todas |
Tar 7P de un entrepiso, se deberd hacer el andlisis de primer orden de todos -
lcs marcos de la estructura y obtener con ello el valor de Pu de cada columna -
en todos los entrepisos, de este modo se puede determinar iPu para cada entre--
piso. Para calcular ZPC se debera obtener el valor de PC de cada columna que --

forme parte del entrepiso.

A continuacion veremos el significado y la forma de evaluar cada uno de los tér
minos de las férmulas (5.41) y (5.42).

Factor ce reduccidn de resistencia ¢.

La resistencia de disefio proporcionada por un elemento sujeto a flexccompresion
debe determinarse como la resistencia nominal calculada de acuerdo con las hi-
pdtesis que sefiala el ACI multiplicada por un factor de reduccidn de resisten-

cia o.

En elementos ccn refuerzo transversal en
espiral que confine el nicleo de concreto -------- o= 0.75
En otros elementos reforzados ------=-=--—==ccw_—- ¢= 0.70
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Carga critica de Euler Po-~

po= — .t
¢ ( Kg )2

en donde K es el factor de longitud efectiva de pandeo que deberd calcularse me
diante el nomograma de la figura 1.15.a del capitulo I para determinar 6b y con
el nomograma de la figura 1.15.b. pzra calcular 68.

%u es la longitud no apcyada de una columna y que debe considerarse como la dis
tancia Tibre entre Tosas de entrepicos, vigas u otros elementos que proporcio--
nen un apoyo lateral.

E1 producto EI es la rigidez a Ta fiexion de elementos de comportamiento lTineal
con médulo de elasticidad constante. Como el comportamiento de elementos de con
creto reforzado no @s lineal, el AC] recomienda los siguientes valores aproxima
dos para o1 calculo ce EIL:

EI1/5)+¢E_ 1
F1 = ( ¢ 9 S _SC e ( 5.45)

o0 conservadoramente

E I‘/2.5
El :<_ST_3_.__~- ___________________________ (5.46)
1+ By

J®

En estas ecuaciones EC es el modulo de elasticidad del concreto que se puede

valuar como

F O.Ul«/fcy°

en donde v es el peso volumétrico d21 concreto en Kg/m®.Para valores comunes
— 3 - ha T

de v = 2250 Kg/m® , E_ * 15 0004/ f. .

E es el mbdulo de elasticidad del acero que se puede considerar como - - - -

e = 2.039 x 10° Kg/cm.
S
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Ig es el momento de inercia de la seccion transversal total del concreto con res
pecto al eje de flexidn, sin tomar en consideracion el acero de refuerzo. I o €s

el momento de inercia del refuerzo respecto al eje de flexidn de la seccidn trans
versal del elemento.

By €5 un término que toma en cuenta que la rigidez del elemento se ve reducida -
bajo la accion de cargas permanentes de larga duracion que producen flujo plasti
co del concreto y fluencia prematura del acero. By se calcula como la relacion -
entre los valores absolutos del momento maximo debido a la carga muerta MCM y el
momento maximo debido a la carga total, MCT‘ E1 valor de 84 Siempre es positivo;

asi Bd = M., /M

CMCT

La ecuacidn (5.46) puede utilizarse con mayor facilidad que la férmula (5.45) ya
que en ésta Gltima se requiere del conocimiento previo del acero de refuerzo; -
por otro lado, para cantidades de drea de acero de refuerzo As’ en relacion al -
area de concreto de la seccidn transversal total Ag, no muy altos - - - - - - --
( 0.01 Ag < A < 0.02 Ag ) se puede utilizar con bastante aproximacién la for-

mula ( 5.46); en carbio, si 0.02 Ag < As < 0.08 Ag se recomienda el uso de la for
45).

mula

Obsérvese que el mismo ACI especifica que no se use una cantidad de acero menor

que 0.01 Ag ni mayor que 0.08 Ag’ E1 primer requisito, 1lamado de refuerzo mini

mo ( As > 0.01 Aq), tiene por objeto reducir los efectos de flujo plastico y con

traccion del concreto bajo esfuerzos de compresion de larga duracion, ya que se

ha demostrado que estos efectos tienden a transmitir la carga del concreto al re
fuerzo y, en consecuencia, a incrementar el esfuerzo en el acero de refuerzo. El
requisito de que AS < 0.08 Ag, 1lamado también de refuerzo maximo, se considera
como un maximo practico para el refuerzo en términos de economia y facilidad de

colocacion del concreto, especialmente cuando es posible que existan traslapes -
de varillas.

Obtencion del coeficiente Co-
Cm es un coeficiente que, como en el caso de columnas de acero vistas en la sec

cion V.2.1., toma en cuenta el efecto de la forma de la curvatura del eje lon--
gitudinal de 1a columna y el efecto del desplazamiento lateral relativo entre -
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los apoyos. E1 reglamento del ACI especifica los siguientes criterios para su -
evaluacion:

a) Para elementos que forman parte de marcos contraventeados que no tienen po

sibilidad de desplazamiento lateral relativo y sin cargas transversales entre -
los apoyos:

b) Para elementos con posibilidad de desplazamiento lateral relativo o con -
cargas transversales entre sus apoyos:

En 1a ecuacidn (5.47} Mlb/M:b es la relacidn del menor al mayor de Tos mementos
Gitimos en los ex*remos de la columna. Esta relacién es de signc nositive si e
elemento estd flexionado en curvatur-a simple y negativo si esta fliexicnado con
curvatura doble. Mlb y Mzb se obtienen de un andlisis de primer crden del marco
0 estructura bajo cargas que no producen despiazamiento lateral. Si el resulta-
do del analisis demuestra que los momentos M1b v M2b son nulos, la relacion ---

Mlb/Mzb debe tomarse igual a 1.0.

Excentricidad minima. -

Cuando el resultado del andlisis de primer orden de un marcc contraventeado con
tra desplazamientos laterales od un marcono contraventeado pero bajo cargas que
no produzcan desplazamiento lateral en su plano, muestra que no existen momen--
tos en arbos extremos de la columna, o que la excentricidad calculada como - -
e = MZb/Pu es menor que e . = (1.5 + 0.03 h ) en centimetros, M2b en la ecua--
cion (5.40) debe calcularse como Pu. e in alrededor de cada eje de la seccidn
transversal por separado, esto significa que la excentricidad minima no debe --
aplicarse alrededor de 1os dos ejes en forma simultanea. En la expresion de --

e ., el término h es la dimensidn de la seccidn transversal paralela al plano

min
de flexidn considerado.

Andlogamente, si el resultado del andlisis de un marco no contraventeado sujeto
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a desplazamientos laterales en su plano, muestra que el momento M2s es nulo o -

menor que Pu. e <n el valor de M2S en la ecuacidon (5.40) debera tomarse como --
=P — -

M2S Fu. e sns €N que ean = ( 1.5+ 0.03 h ) en centimetros, alrededor de ca-

da eje principal por separado.

Consideracion de Tos efectos de esbeltez.-

La amplificacidn de momentos por efectos de esbletez puede ser despreciada cuan
do el valor de la relacidon de esbeltez de la columna Klu/r cumpla con Tas Timi-

taciones siguientes:

a) En marcus contraventeados contra desplazamientos laterales:

KL M
u _ b
—— 34 - 12 M~b (5.49)
b) En marcos no contraventeados
Kﬁu
— 8 22 mmm e (5.50)

En las igualdades (5.49) y (5.50), el término r es el radio de giro de la sec-
cidn transversal que, para secciones rectangulares, se puede calcular como 0.30
veces la dimensidn de Ta seccidn transversal en la direccidon bajo consideracion
y como 0.25 veces el didmetro en secciones circulares. Para otras formas geomé-
tricas de la seccinn transversal, r se puede calcular a partir de la seccidn to
tal del concreto con Ta expresion r =1/T7K

Cuando la relacidon de esbeltez Kﬁu/r de cualquier columna sea mayor que 100, de
bera buscarse el momento amplificado mediante un analisis de segundo orden.

AMPLIFICACION CE MOMENTOS EN ELEMENTOS ESBELTOS DE CONCRETO REFORZADO SUJETOS -
A FLEXOCOMPRESION BIAXIAL.

E1 reglamento de construcciones del ACI especifica que cuando un elemento esta
sujeto a flexocompresidon biaxial, 1a amplificacidn de momentos deberd hacerse -
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alrededor de cada eje principal de la seccidn transversal. Los factores de am--
plificacidn éb y 63 se deberan calcular considerando Tas condiciones especificas

de cada plano de flexibn; asi, para cada plano deberd obtenerse un valor por se
parado de K,Qu, r Lm, El y PC.

E1 disefio de Ta seccidn deberd hacerse para que ésta sea capaz de resistir la -
combinacion de la carga axial Gltime Pu’ y de dos momentos Gltimos amplificados

por efectos de esbeltez alrededor de los dos ejes principales de la seccidn --
transversal.

V.4.2.b.- Amplificacion de momentos por el método del Momento complementario.

E1 manual de Cisefo de Obras Civiles de la CFE (ref. 5.9) aplica este método ba
sado en 1295 estudics de Broms y Viest ( ref. 5.11, 5.12 y 5.13) para tener en -

cuenta los efectos de esheltez en ¢! disefio de columnas de concreto reforzado.

Mediante este método, una columna deberd diseriarse para resistir la accidn si--
multanea de ura ca~ga Qltima P, obtenida de un andlisis de primer orden y un mo

mento Gitimo amplificade M

4 . ue vale
u max due

en que Mul es el mayor de los momentos Gltimos actuando en uno de los extremos
de la columna y AMU es el incremento de momento Gltimo, cuyo valor depende de -
Tas restricciones en los extremos de la columna y de Tla relacion entre Ta lon--
gitud efectiva de pandeo, h', y la dimension de la seccion transversal en direc
cion de la excentricidad.

E1 valor del incremento de momento se puede calcular con la siguiente expresion:

en que Pu es la carga axial Gltima y

p=1.2-0.025 (»—e- + 5 E——) < 1.0 ----(5.53)



314

donde e; y e, son las excentricidades de la carga en los extremos de la colum
na, siendo e; la menor de ellas en valor absoluto. La relacién e; /e, se toma -
con signo positivo cuando el eje longitudinal de la columna se deforma en curva
tura simple y con signo negativo cuando es en curvatura doble. Si la columna es
ta sujeta a flexocompresidn y a carga transversal aplicada entre sus apoyos en-
el plano de flexidn, la relacidn e,/e, se tomara igual a la unidad.

La Tongitud efectiva de pandeo h' es igual a:

h' = Kn

en que K es el factor de longitud efectiva de pandeo y h es la longitud libre -
de la columna entre sus apoyos, trabes o sistema de piso que restrinja los ex--
tremos. E1 factor K puede ser determinado en funcion de la rigidez relativa de
las columnas y de las trabes conforme se estudio en los nomogramas de Jackson y-
Moreland en el capitulo I.

t es la dimensidn de la seccidn transversal en direccion de la excentricidad -
cuando se trata de columnas rectangulares; en secciones no rectangulares se pue
de usar r4 12 en lugar de t, siendo r el radio de giro de la seccidn en la di--
reccion de la flexidn.

La expresion (5.52) es valida para valores de h'/t mayores que 11.

En el caso de que

h'/t < 11

se pueden usar las siguientes expresiones simplificadas:

a) para columnas de seccion rectangular

b) para columnas de seccidon circular:

AMU = (0.11r 12 + 2 cm) Pu ------------- (5.55)
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Ejemplo 5.4.- Obtener, por las normas del ACI, los momentos Gltimos amplifica-

dos por efectos de esbeltez de la cclumna ubicada en Ta interseccidn de los --

ejes B y 3 correspondiente a la plarta baja de la estrucutra mostrada en 13 fi

gura. Se dan como datos los valores de la rigidez relativa, I/L, tanto de las-

columnas como de las trabes del marco del eje 3, asi como los valores de la car
ga Gltima, Pu’ de ceda columna de le planta baja y los momentos Gltimos obteni-
dos del analisis de primer orden bajo diferentes condiciones de carga ( carga -
muerta, carga viva y sismo) de la columna citada.

: ‘
20 il 40 40
)

Puz20ten

| ‘
- 40 62 i\ 82 40
OFS ?--—-{}:----4 0

< i !
— 20 =0 40 |40 20
() = S S S {g R

FLANTA DE COLUMNAS EN PLANTA EAJA

( VALORES DE Pu.EN ton.)

MARCO DEL EJE 3 (NOC CONTRAVENTEADO)
{VALGRES DE §/L ENcm>)

i~

ELEMENTOS MECANICOS ULTIMOS EN LA v
COLLMNA DE FLANTA BAJA UBICADA EN 3 _ﬁ: t'o= 200 Kq/em*
LA INTERSECCGION DE LCS EJES BY3 P )
EXTREMO EXTRE MO AT 1Y by = 4000 Kg/em?
CONDICION SUPERIOR INFERIOR L
vE ' o
CARG A Pu Mu. Pu vu | y | PESO VOLUMETRICO DEL
{tan) |(ton )] (ton.) {{ton.m) ! . .5 3
{40 CONCRETO = 2250 Kg/cm
CARGA MUERTA | €3.0 40 | 630 | 20 24
CARGA VivVa 19.0 .2 19.0 J.€
SISMO 0.0 180 0.0 22.0 SECC!ION TRANSVERSAL
TOTAL 32 ¢ |232 (820 |246 OE LA COLUMNA
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Solucion. -

Analisis en la direccidn del eje y ( Plano del marco YZ ):

Por tratarse de un marco no contraventeado, revisaremos si la relacién KQu/r -
cumple con la Timitacion dada por la expresion (5.50):
Obtencion de K:

Para determinar el valor de K recordaremos por la ecuacion (1.41) del capitulo
I de este texto que:
w = 5_(___1 c /_L C‘ ) —_—

z(Ib/LbT_

asi, en el extramo superior de la columna:

1389+1041
2647+2647

= 0.40

y en el «tremo inferior

en 2ste caso se considera que Z(Ib/Lb) + « debido a que la base de la columna -
esti empotrada y por 1n tanto, la rigidez de piso es mucho mayor que la rigidez
de 1a columna. Con vy = 0.46 y 4 = 0, en la fig. 1.15.b. del capitulo I se ob-
tiene:

K=1.09

radio de giro:

r = 0.30x55=16.5 cm

relacidon de esbeltez:

u_ 1.09

[

—§—9~ - 26.4 > 22 ( conforme a la igualdad 5.50 ).

r 1

(@)}

Por 1o tanto,es necesario considerar el incremento de momento por efecto de --
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esbeltez.
Obtencion del momento (1timo amplificado:
por la formula (5.40):

M = 6 b M2 b + (S S V‘Z S

en la que, segin fue definido y haciendo referencia a la tabla de elementos me
canicos dlzimos:

Mzb = 2.0+ 0.6 = 2.6 ton-m ( carga muerta + carga viva )
considerando la excentricidad minima:

e . = 1.5+ 0.03h = 1.5 + 0.03 x 55 = 3.15 cm

min

r\.

by 2.6 0T e 3 e .
o 97 LLaksm Jead THE R el M‘b = 2.6 ton m
u

qu = 2.0 ton m { debidc a carca lateral de sismo )

¢ . = 1.5+ 0,03h = 3.15 cm

min
M 220

2 2.0 ,

> = g = 0.268 m= 26.8 cn>e .

p 87 min

u
M25 = 22.0 ton-m

Obtencion de 5

Para fines de aplicacidn de la formula (5.40), calcularemos 5b

con la formula {5.41) para marcos no contraventeados:

Factor de reduccion de resistencia ¢

Supondremcs que el nlcleo de concreto de la seccion de la columna no esta con-
finado cor. refuerzo transversal en espiral, por lo tanto:

¢ = 0.70
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Coeficiente Cm:

por la expresidr (5.48) para elementos con posibilidad de desplazamiento lateral
relativo entre sus apoyos:

C = 1.0

m

Carga critica de Euler PC:

Por la ecuacidn (5,44);

en donde K, para el cadlculo de &> se debera obtener mediante el nomograma de la
fig. 1.15.a del capitulo I; asi, con los valores obtenidos de ¢y = 0.46 y y =0.0
en los extremos superior e inferior respectivamente, se tiene K = 0.585; 2, €S -
igual a 400 cm, y para calcular EI usaremos la formula simplificada (5.46) para

la cual:

™M
il

_ = 15 000 Vi

15 0004200 = 212132 Kg/cm

™M
i

en la direccion del eje y (plano YZ):

{ 3 )
1= A0.055F . 554583 o
g 12
y
\';[ ,
w0
Bd = MCT = S - 0.081

los valores de Mem Y MCT fueron tomados de la tabla de elementos mecanicos GTti

mos, correspondientes al extremo inferior de la columna.

Sustituyendo los valores de Ec’ Ig yB 4 en la formula (5.46):

EI /2.5
Fl] = —29
1+;3d
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212132 x 554533/2.5

El = T 5 081 = 4.383 x 10'° Kg  om?

Sustituyendo en la ecuacion {5.44):

_m? x 4.353 x 10t _ .
Pc - (0.585 x 400)2 = 7846.15 x 10® kg = 7846.15 ton

Sustituyendo Cm, oYy FC en la formula (5.41) por sus valores obtenidos, tene-
mos : -

(S = 1‘ —
b - 27 = 1.015

0.7x7846.15

Obtencion de GS:

por Ta formula (5.42!, para marcos 3¢ contraventeados:

en la que EPU se cbtiene sumando los valores de Pu de cada columna de ia planta
baja, asi:

EPU = Z20x4 + 40x10 + 82x6 = 972 tfon
Como en el caso anterior consideraremos que ¢ = 0.70.
Obtencion de ZP. de Tas columnas de planta baja en direccion del eje Y:
Como pretendemoscbte*winar%, el valor de PC de cada columna se calculara con-
siderando el factor de longitud efectiva, K, obtenido mediante el nomograma de

la fig. 1.15.b para marcos no contraventeados.

Columnas de los ejes B y C:

en el extremo superior Y = égi? : %23; = 0.46
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en el extremo inferior y = = = 0.0
K= 1.09
Columnas de Tos ejes A y D:
en el extremo superior y = 13826271041 = (0.92
en el extremo inferior y = 1241 = 0.0 o
K= 1.15
Obtencion de Pc = nZEI/(Kgu)2 de cada columna:

Por tener la misma seccion transversal de las columnas en todos los ejes y es-

tar construidas con el mismo concreto, se mantienen constantes los valores de

EC, Ig v, suporiiendo que Bd puede conservar el mismo valor ya obtenido, cada

columna tendra un valor del producto EI = 4.353 x 10'° Kg cm’

Columnas de los ejes B y C:

2% 4.353 x 100 _ . ) |
Pe = TT1709x400) 2260.04 x 10° Kg = 2260.04 ton

Cclumnas de los ejes A y D:

7 2 10
p = L x4358x10 54304 x 10° Kg = 2030.4 ton

¢ ( 1.15 x 400 )?

IP_ = ( 2260.04x2 ) + (2030.4x2) = 8580.9 ton

Sustituyendo ZPH, by EPC en la formula (5.42) por sus valores:

~ 1
s T L9z
0.70x8580.9

1.193 > 1.0

Finalmente, sustituyendo 8p2 MZb, 5 Y MZS en la formula (5.40) por sus va-
lores obtenidos, tenemos que el momento Gltimo amplificado para disefio es:
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= § . 5 M,
MC “bM‘b + Osﬂ“s

M

i

c (1.015x2.6) + ( ..193x22) = 2£.885 ton m,

y los valores de lcs elementos mecénicos Gltimos para determinar el area de re
fuerzo de la columna seran:

Pu = 82.0 ton y Mu = 78.885 ton m.
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V.5.- MUROS SOMETIDCS A COMPRESION Y A FLEXOCOMPRESION

V.5.1.- Generalidades

Los muros son Tcs elementos estructurales mis empleados en las construcciones -

hechas por el hombre. Las solicitaciones a que se ven sometidos con mayor fre-
cuencia son:

Cargas verticales.
Cargas horizontales (fuerza cortante): en su plano ¢ perpendicularmente a su -
slano y

Flexiones: en su plano o perpendicularmerte a su plano.

Las cargas verticales son producidas, er censral, por cargas gravitacionales
fransmitidas a: nmuro a través de sistemas ¢ is2 ¢ teche, ademas de las debi--

T

d3s a 5L PESO Proapio.

La transmision excéntrica de 1as cargas verticales puede producir flexidn y cor
tante en el plunc del muru 0 en un pianc ciferente. Sin embargo, la principal -
fuente de flexiones y cortantes, tanto en el plano del muro, como en plancs nor
males a éste es la aplicacion de cargas Taterales debidas a empuje de tierras o
Tiguidos, empuje de viento, o efectos sismicos.

La mayor eficiencia de Tos muros como elementos estructurales sometidos a car-

gas laterales se logra para solicitaciones en su plano; en muchas construc- - -
ciones se emplean combinaciones de muros orientados en dos direcciones ortogo-

nales para lograr que siempre haya muros capaces de tomar las cargas laterales

de la manera mas eficiente, puesto que Tos muros son mucho mas rigidos en su -

plano que en direccion perpendicular a éste y las fuerzas son absorbidas por-

Tos elementos mas rigidos de cada direccion.

En el caso de muros de retencidn c bardas aisladas la flexidon producida por car
gas laterales debe ser absorbida por el muro flexionado alrededor de su eje de
menor momento de inercia, lo que en ocasiones obliga a reforzarlo como se indi
ca mas adelante.
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Dependiendo del tipo y de la intensidad de las cargas a que estaran sometidos, po
dra seleccionarse el material para fabricar los muros, los refuerzos que deben

usarse y la forma en que deben apoyirse para que sean capaces de resistir dichas
cargas.

Los materiales mas cominmente empleados son:
a) Piedras natur~ales, junteadas con mortero.

b) Piedras artificiales, como b>loques de cemento-arena huecos o macizos, -

tabicon, adobe, tabiques macizos o huecos, etc., junteados con mortero.
c) Concreto simple o reforzado, colado en sitio o prefabricado.

Los morteros empleadcs para juntear las piedras artificiales o naturales pueden
ser de cal-arena-cgua, de cal-cemento-arena-agua o de cemento-arena-agua varian
do tanto tas proporciones comc los 2spesores de las juntas, 1o que produce mu--
ros de muy distintas caracteristicas para 1os cuales es complicada la determina
cion de su resistencia. Las Normas Técnicas Complementarias del Reglamento de -
Construcciones para el Distrito Fedaral, relativas al Disefio y Construccion de
Estrucutras de Mamposteria (ref. 5.14), dan recomendaciones para el control de
calidad de Tos distintos materiales que pueden usarse y para la determinacion -
de la resistencia. E1 mortero a bas2 de cal-arena-agua no es recomendable en --
elementos que tengan funcion estructural debido a su baja resistencia y poca du
rabilidad.

Los muros fabricados a base de piedras naturales o artificiales, sin refuerzo,
conocidos mas cominmente como muros de mamposteria, fallan de manera sdbita -
(o fragil) cuando las cargas exceden a su resistencia, sin dar en general pre-
vio aviso de la proximidad de la falla y produciéndose en muchas ocasiones el -
colapso total de la estructura. Estz tipo de falla es indeseable, y para evitar
la se adicionan a los muros distintos tipos de refuerzo , que sirven como ele-
mentos de confinamiento y reducen 1a posibilidad de fallas fragiles y colapsos

totales.

Lo elementos de refierzo mas comunes son: castillos, columnas o contrafuertes,
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calas o vigas y diagonales de contraventeo, con diversas dimen<iones y espacia-
mientos (fig. 5.14). En las mismas Normas Complementarias antes mencionadas se
hacen recomendaciones al respecto.
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FIG. 5.14.- ELEMENTOS DE REFUERZO DE MURGS DE MAMPOSTERIA.
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La forma de apoyo de los muros dependerd de las condiciones del terreno en que
vayan a desplantarse y de la estruc:uracién general que se tenga.

En suelos rocoscs o muy firmes pueden desplantarse directamente o sobre un lige
ro ensanchamiento de la base; sin enbargo, si hay flexiones importantes en direc
cion normal al muro serd necesaria una ampliacién importante de la base o el uso

de zapatas corridas bajo el muro para garantizar la seguridad contra volteo.

En suelas menos firmes se requiere en general ensanchamientos en la base o zapa

tas corridas bajo el muro para transmitir las cargas adecuadamente.

Si el suelo es muy blando, como el de algunas zonas de la Ciudad de México, y -
las cargas son elevadas, puede ser necesario el uso de pilas o pilotes para so-
portar adacuadamente al muro.

E1 soporta latera! de 1os muros puede hacerse con muros perpendiculares o con -
refuerzo a base de columnas, castil os o contrafuertes.

V.5.2.- Resistencia de muros de mamposteria.-

De acuerdo con Tas Mormas Técnicas Complementarias del Reglamento de Construc--
ciones para el Distrito Federal para el Disefio y Construccion de Estructuras de
Mamposteria, (ref. 5.14), la resistencia a cargas verticales y laterales puede
determinarse por un método simplificado o por un método detallado.

En ensayes de labotario de muros de mamposteria sometidos a una combinacidn de
compresion y carga "ateral alternante en su plano (flexo-compresion) se ha vis
toque la resistencia y rigidez del nuro se dterioran rapidamente, dando valores
muy inferiores a los correspondientes a carga aplicada monotonicamente, sin al
ternacion,( fig. 5.15 ). La mamposteria sin refuerzo es poco eficiente para re-
sistir cargas de flexocompresidn; es recomendable reforzarla con elementos de
concreto armado para mejorar su comportamiento ante esta solicitacidn, princi-
palmente aumentando su capacidad de deformarse lateralmente (ductilidad).
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Para poder emplear el método simplificado hay que cumplir una serie de requi-
sitos relativos a la calidad de los tabiques o blogues y de los morteros con -
que se deben juntear, asi como otros relativos a la geometria de los muros, res
triccidn de deformaciones, excentricidad de las cargas y refuerzos de confina-
miento o interior, como sigue:

a) Los materiales satisfacen los requisitos de las normas oficiales.

b) Las deformaciones de los extremos superior e inferior del muro en la
direccion normal a su plano estdn restringidos por el sistema de piso
0 por otro elemento.

c) No hay excentricidades importantes (mayores que t/6) en la carga axial
aplicada.

d) La relacién altura a espesor del muro no excede de 20.

e) Los muros estan reforzados para cumplir con los requisitos que se esta-
blecen para muros confinacos o muros reforzados interiormente en las --
mismas normas del RCDF.

V.5.2.a.- Resistencia a cargas verticales

Si se cumplen 10s requisitos antes mencionados, la resistencia a carga vertical

de un muro estd dada por la expresion siguiente:

y = o L | W
PR FRFEfmAT (5.56)

donde:

AT es el area transversal bruta del muro: longitud por espesor.

f% es la resistencia nominal en compresion de la mamposteria, que se determina
ra con base en &1 inciso 2.4.1. de las Normas ( para tabiques de barro reco

cide puede suponerse fX = 15 Kg/cm?).

F, es un factor de reduccion de resistencia, que se tomara como 0.6 y que tra-
ta de tomar en cuenta la dispersion en los resultados obtenidos al aplicar
le formula.

es un factor reductivo por excentricidad y esbeltez, que se tomara como 0.7
para muros intariores que soporten claros que no difieran en mas de 50 por
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ciento y como 0.6 para muros extremos o con claros asimétricos Y para casos
en que la relacién de cargas vivas a cargas muertas de disefic excede de uno.
Para muros que esten ligados a muros transversales con una separacion no ma

yor de 3m los valoras de FE se tomaran como 0.8 y 0.7, respectivamente, ---
( fig. 5.16 ).
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De acuerdo con la expresidn (5.56) la minima capacidad de carga de un muro de -
tabique rojo de 12 c¢m de espesor, confinado, es de :

PR = 0.6x0.6x15x12x100 = 6480 Kg/m = 6.5 Ton/m

La carga resistente asi calculada se comparard con la carga vertical total ac--
tuante obtenida considerando los factores de carga especificados por el Regla-
mento de Construcciones para el Distrito Federal, en su Titulo IV, ( ref. 5.15).

V.5.2.b.- Resistencia a cargas laterales

La resistencia a cargas laterales de un muro deberd revisarse para el efecto -
de la fuerza cortante, del momento flexionante en su plano y eventualmente tam-
bién de momentos flexionantes debidos a empujes normales en su plano.

Para fines de disefio por cargas laterales se distinguen 10s siguientes tipos de
muros, de acuerdo con su estructuracion:

a) Muros-diafragma o muros de rigidez.- Estos son los que se encuentran to--
talmente rodeados por las vigas y columnas de un marco estructural y su funcion
es rigidizarlo para el efecto de fuerzas laterales. Las columnas y vigas, en -
una zona igual a una cuarta parte de su longitud libre medida a partir de cada
esquina, deberan ser capaces de resistir, cada una, una fuerza cortante igual -
a la cuarta parte de la que actlia sobre el tablero. Esto se debe a que la rigi-
dez del tablero se incrementara en forma notable por la presencia del muro, lo
que modifica radicalmente la forma en que trabaja el marco, pues ya no puede -
deformarse en flexidén debido a que el muro se To impide.

b) Muros confinados. Estos son los que estan reforzados con castillos y da-
Tas que cumplen con los requisitos indicados en la ref. 5.14.

c) Muros reforzados interiormente. Estos son muros reforzados con mallas o
barras corrugadas de acero, horizontales y verticales, colocadas enloshuecos -
de las piezas, en ductos o en las juntas. Para que un muro pueda considerarse
como reforzado deberdn cumplirse los requisitos minimos indicados por las Nor-
mas Técnicas Complementarias para el Disefio de Estructuras de Mamposteria, --
( ref. 5.14 ).
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d) Muros no reforzados. Se consideran como muros no reforzados aquellos que
no tengan el refuerzo necesario para ser incluidos en alguna de las tres cate-
gorias anteriores.

La determinacidn de la fuerza cortante que puede resistir la mamposteria en su
plano se basa en el esfuerzo cortante medio de disefio, v*, el cual se tomara de
la tabla T.5.4.

TABLA T.5.4.- ESFUERZC CORTANTE NOMINAL PARA ALGUNOS TIPOS DE MAMPOSTERIA, SOBRE

AREA BRUTA.
Pieza Tipo de Mortero (3) v¥, (1)
' ' ' en Kg/cm?

Tabique de barro recocido I 3.5
IIy II1 3

Tabicon de concreto i I

(f; > 80 Kg/cm?) II y III

Tabique hueco de barro (2) I
11y III

Bloque de concreto tipo pesado 1 3.5
II y III 2.5

(1) Las piezas huecas deberan cumplir con los requisitos fijados en 2.1 de -
las Normas. Cuando el valor de la tabla sea mayor que 0.8/?;'se tomard este a1
timo valor como v*,

(2) Tabique de barro con perforaciones verticales pero con relacion de areas
neta a bruta no menor de 0.45.

(3) Los tipos de mortero I, II y III tienen resistencias de compresién de -
125, 75 y 40 Kg/cm? respectivamente,(ver ref. 5.14)

Para materiales no cubiertos en la tabla mencionada, la resistencia a cargas -
laterales se fijara con base en resultados de ensayes a satisfaccion del De--
partamento del Distrito Federal.
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De acuerdo con el método simplificado del Reglamento del D.F., la fuerza cortan
te resistente de disefio se calculard con la expresién:

En que AT es el area transversal bruta del muro, FR se tomara como 0.6 y v* es
el esfuerzo cortante nominal de la mamposteria. Para muros confinados de acuer-
do con b) se tomard el valor de v* de 1a tabla T.5.4. Para muros con refuerzo -
interior que cumpla con los requisitos de c¢) se tomard v* igual a 1.5 veces el
valor consignado en la tabla.

Aplicando la formula (5.57) a un muro de tabique rojo recocido de 12 cm de espe
sor, confinado, se encuentra que ia minima resistencia al corte en el plano del
muro es:

Vo = 0.6 (0.7x3x12x100 ) = 1512 Kg/m = 1.5 Ton/m
Estea resistencia se debe comparar con la carga lateral actuante obtenida de acuer
do con la ref. 5.15. Cuando no se cumplan los requisitos para aplicar el método

simplificado, 0 se desee obtener valores de la resistencia de muros tanto verti

cales como Taterales con mayor precision se deberad usar el método detallado pro

puesto en la ref. 5.14.

Los efectos de la flexion en el plano del muro, se toman usualmente con refuer-
zos de concreto armado colocados en los extremos y en puntos intermedios ( co--
Tumnas ¢ castillos y dalas ), considerando que la mamposteria trabaja unicamen-
te a esfuerzos cortantes producidos por las cargas laterales, como si fuera el

alma de una viga y obsorbiendo los efectos de la flexidon con las columnas, --

(fig. 5.17.a). También se suelen idealizar en ocasiones como una armadura ver-

tical en que las columnas de confinamiento en los extremos del muro funcionan-

como cuerdas, las dalas funcionan como montantes y el muro funciona como una -

diagonal de compresién equivalente, (fig. 5.17.b).

En ambos casos se tiene una interaccidn entre la mamposteria y los elementos de
confinamiento, dalas y castillos, que hay que tomar en cuenta para reforzar es-
tos d1timos adecuadamente, sobre todo en las esaguinas del muro, donde se presen
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tan fuerzas de compresién sobre el ruro, que producen cortantes elevadas en las
dalas y castillos, adenis de fuerzas axiales en ellos, ( fig. 5.17 detalle 1 ).
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La fuerza axial en las columnas por efecto del momento de volteo puede calcular
se aproximadamente dividiendo el par entre la distancia a centros de columnas
extremas. A estas “uerzas se adicionardn las que les correspondan alas columnas
por efecto de cargas verticales, que dependeran de la forma en que se haya cons
truido l1a estructura. Si las columnas, dalas y sistemas de piso se colaron pri-
meramente y los muros se adicionaron al final, la mayor parte de la carga verti
cal sera absorbida por las columnas. Si se levantaron primero los muros y las -
columnas, dalas y sistema de piso se colaron empleando el muro como parie de -
la cimbra, empezard éste a absorber carga vertical de inmediato, tomandc la co-
lumna una menor parte de la carga total. £n el primer caso se considera que 1os
muros son dnicamente "de rigidez"; en el segundo, los muros son "de carga ¥ ri-
gidez".

Si tos muros sor esbeltos, 2sto es, si la relaciéon de su altura total cntre e]

ancho es mayor ce dos ¢ tres, es probable que las fuerzas axiales procucidas -

N

por el momentc ce velteo sean mavores que las debidas a carga vertical en Suyo

casuv, una columra trabajari a compresidn y ia otra a tension.

Hay aigunos cascs en que los murcs de mamposteria deben resistir flexocompre--
sion non1al a su piano; aqui se busca, mediante incrementos en el espesor del-
muro, o riediante la adicidon de refuerzos a base de columnas o contrafuertes, -
absorber Tos efectos de la Flexidn.

Por ejemplo, en el caso de muros de retencidn de mamposteria, en el que la car
ga lateral es perpendicular al plano del muro, se fija el espesor de éste en -
la base, de tal forma que la resu tante de cargas verticales y horizontales -
quede dentro del nicleo central, esto es, que la excentricidad de la componen-
te vertical no sea mayor de 1/6 del espesor de la base, para que no haya esfuer
zos de tensidn en ninglin punto delmuro, { fig. 5.18).Pueden uysarse alternativa
mente refuerzos en forma de columna o contrafuerte para absorber el esfuerzo -

de la flexion.

En el caso de una barda de mamposteria aislada, sujeta a efectos de viento o -
sismo que le preducen también flexion en direccion perpendicular a su plano, -
la resistencia se logra, como se indico antes, empleando columnas o contrafuer
tes, debiendo revisar con especial cuidado el disefio de la cimentacidon para -

evitar que el muro se voltee, { fig. 5.19 ).
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V.5.3.- Resistencia de muros de concreto reforzado.

Se deben aplicar las recomendaciones de las Normas Técnicas Complementarias del
Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal para el Disefio y Construc
cion de Estructuras de Concreto, ( ref. 5.7 ), que siguen:

V.5.3.a.- Muros sujetos a cargas verticales axiales 0 excéntricas.

Estos muros deben d‘mensionarse por flexocompresidon como si fueran columnas te-

niendo en cuenta iissiguientes disposiciones complementarias:

En tableros cuycs bordes verticales posean suficiente restriccidn, la longitud
efectiva de pandec H' se calzulard como sigue:

1" = H, si B/L < 0.35
1 = (1.3-0.85 H/L) H, 51 0.35 < H/L < 0.8
He =Lz, si H/L 2 0.8

donde H es Ta altura del muro y L la longitud horizontal del tablero. Aqui se -
entiende sor tablero una porcion de muro limitada por elementos estructurales -
verticales, o todc el muro si no hay dichos elementos o sdlo los hay en los bor
des del muro. Se considera suficienze restriccion lateral la presencia de ele-
mentos estructuraies ligados al tablero en sus bordes verticales, siempre que -
su dimension perpendicular al plano del muro no sea menor que 2.5 veces el espe
sor del mismo.

En muros de uno o varios tableros cuyos bordes no tienden suficiente restric--
cion, H' se tomard igual a H si H/L es menor o igual que 0.35, e igual a - --
H

0.215 ( TF 4.3) H < 2H si H/L es mayor que 0.35. Aqui L es Tla longitud hori-

zontal del muro.

Toda seccidn sujeta a flexocompresidn se dimensionard para la combinacidn mas-
desfavorable de carga axial y momento, incluyendo los efectos de esbeltez. EI
dimensionamento puede hacerse a partir de las hipGtesis generales del articulo
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2.1.1 de las Normas o bien con diagramas de interaccidn construidos de acuerdo -
con ellas. E1 factor de resistencia, FR’ se aplicard a la resistencia a carga -
axial y a la resistencia a flexion.

Si las cargas son concentradas, se tomard como ancho efectivo una Tongitud igual
a la de contacto mas cuatro veces el espesor del muro, pero no mayor que la dis
tancia centro a centro entre cargas.

V.5.3.b.~ Muros sujetos a fuerzas horizontales en su plano.-

En muros con relacidn L/t no mayor de 90, cuyos bordes posean suficiente res- -
triccion lateral, no sujetos a cargas verticales de consideracion y cuya prin-
cipal furcion sea resistir fuerzas horizontales en su plano, los efectos de la

lexidon y de la fuerza cortante se tomardn en cuenta con las disposiciones que
se citan mas adelante. Aqui L es la longitud horizontal del muro,

Para va:cres de _/t mayores de 9C, asi comc en muros con bordes que carezcan --
de suficiente restriccidn, debera reducirse la capacidad del muro para resistir
fuerza herizontal tomando en cuenta la posibilidad de pandeo. En muros donde a-
demds actlan cargas verticales de consideracidn, 1a relacidin L/t debera limitar
se a 40 y se aplicard lo dispuesto antariormente para cargas verticales, - --

7

{ ver V.5.3.a.).
V.5.3.c.- Resistaencia a flexidn de muros.

La resistencia de muros a flexidon en su plano puede calcularse con la formula-

Ma = Fr Aty

sor del muro y d su peralte efectivo en la direccion de la flexidn. E1 brazo z

z si la cuantia As/td es mencr o igual a 0.008. Aqui t es el espe

se obtendra con el criterio siguiente:

2 = 0.8, o %— > 1.0
z = (0.4+0.4 1) L, s 0.5< 1< 1.0
2= 1.2 H, si-% $0.5

donde H es la altura total del muro y L su longitud.
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V.5.3.d.- Fuerza cortante en muros.-

La fuerza cortante, VrR’ que toma el concreto en muros sujetos a fuerzas hori-

zontales en su plano se determirara con el criterio siguiente:

51 en la seccidn considerada la relacidn M,/¥ L es menor o igual que 1.0, se -
u C

aplicara "a expresidn:

V = ‘Q[' F f* B T
CR 0.85 "R V'C tL (5.58)
Sq Mu/VuL es mayor ¢ iqgual que 1.5 se aplicaran las expresiones (2.16) o (2.17)
de las Normas, en 13s que b se sustituira per el espesor del mure, t; el peralte
efectivo, d, se determinard con base cn el ancho de distribucion del refuerzo -
definido  mas adelante, y la cuantia serd

donde A es el area de acero de tensidon por flexidn, calculada seglin se indicd

antes.

Para valores de MU/VUL comprendidos entre 1.0 y 1.5 puede interpolarse lineal-
mente,

Cuande Ta fuerza cortante de disefic, Vu, es mayor que VCR’ se requiere refuer-
zo por cortante. [icho refuerzo constard de dos capas de barras horizontales y
verticales, cada una prdxima a cada carz el muro, a menos que el espesor de -
éste no exceda ce 20 cm, en cuyo caso puede culocarse una séla capa a medio es
pesor. Las barras verticales deben estar anclacas de modo que en la seccion de

desplante del murc sean capaces de desarrollar su esfuerzc de fluencia.

La cuantia de refuerzo horizontal, 3 s N0 Sera menor gue
Yy R

e 5.59

n = Fp fy dt ( )

ni que la necesaria pcr cambios volumétricos de acuerdo con las Normas. El es
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paciamiento del refuerzo horizontal, Sp» Mo serda mayor que el especificado en -
Tas Normas, ni que L/5.

Limitacion para Vu: En ningln caso se admitira que Vu sea mayor que ZFR Lt/fé .

La cuantiade refuerzo vertical, DV, no sera menor que

P, 2 €.0025+0.5 (2.5 - % ) (py - 0.0025) -------- (5.60)
ni que la necesaria por cambios volumétricos segin las Normas; sin embargo, no
necesita ser mayor cue Py E1 espaciamiento del refuerzo vertical, S,» No sera

mayor que el prescrito en las Normas.

En las férmulas ( 5.59) y (5.60):

- - Av h
v st

5 h L
G = _j,.!...-
Ty st

V
A“h area de refuerzo horizontal comprendida en una distancia S
v

Avv area de refuerzo vertical comprendida en una distancia S,
H altura total del muro
L Tongitud horizontal del muro

Refuerzc mirnimo: En muros se suministrard refuerzo vertical y horizontal que -
en cada direccion cumpla con los requisitos de las Normas para refuerzo por -
cambios volumétrices.

V.5.3.e.- Disposiciones sobre el refuerzo
En muros con relacion H/L no mayor que 1.2, el refuerzo para flexidon que se --

calcula en Tla seccidn de momento maximo segin se indicd, se prolongara recto y

sin reduccion en toda la altura del muro, distribuido uniformemente en un an--
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’ cho igual a 0.2L - 0.1H, medido desde el borde a tensidn del muro, pero no ma-
yor que 0.4H. '

Si la relacion H/L es mayor que 1.2, el refuerzo por flexidn en la porcion del
muro situada arriba del nivel 1.2 L se puede hacer variar de acuerdo con el dia
grama de momentos, respetando las disposiciones del inciso 3.1 de las Normas. -
Abajo del nivel mencionade se aplicara lo especificado en el parrafo anterior.

E1 refuerzo por fuerza cortante horizontal que actia en el plano del muro debe
ra cumplir con los reguisitos fijados en V.5.3.d.

E1 refuerzo cuyo trabajo a compresion sea necesario para lograr la resistencia
requerida debe restringirse contra el pandeo con estribos o grapas que cumplan
con las disposiciones del articulo 4.2.2. de las Normas.

V.5.3.f.- Aberturas.-

Se proporcionara refuerzo en la periferia de toda abertura en cantidad suficien
te para resistir las tensiones que puedon presentarse. Como minimo deberdn co--
locarse dos barras del No. 4, o su eguivalente, a 1o largo de cada lado de la -
abertura. Estas barras se prolongaran una distancia igual a su longitud de de--
sarrollo, Ld’ desde las esquinas de la abertura.

La presencia de aberturas debe tomarse en cuenta en todo cdlculo de rigideces y
resistencias.
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APENDICE E

ESFUERZOS PERMISIBLES POR FLEXIOM EN ELEMENTOS DE ACERO, CONFORME A LAS NORMAS
DEL AISC.

En este apéndice se sefialan Jos "ineamientos del AISC (ref. 5.1) para determinar
el esfuerzo permisisle por flexion en elementos de acero. Todos 10s parrafos que
a continuacidn veremos son una traduccidon de las citadas normas y las formulas -
que en ellos aparecen han sido trasladadas al sistema centimetros-kilogramos-se-
gundos (CKS}. Por otro lado, la numeracion de los parrafos y de las expresiones,
corresponde a la sefialada por el mismo reglamento.

1.5.1.4. Flexioén.

1.5.1.4.1.- La tensidn y compres én en fibras extremas de perfiles "compactos" -
taminados en caliente o compuestos “zompactos" {excepto vigas hibridas y elemen-
tos de acero A-514) simétricos alrededor de, y cargados en el plano de sus ejes

de menor momento de inercia y que cumpien con los requerimientos de esta seccion:

Fp= 0.66 Fy

Para que sea incluido en esta seccidn un perfil deberd satisfacer los siguientes
requerimientcs:

1.~ Los patines deberdn estar conectados en forma continua al alma o almas.

-

2.~ La relacion ancho-espesor de los elementos proyectados no atiesados del pa-

tin en compresion, segun se define en la seccidon 1.9.1.1, no deberad exceder
545/ ﬂFy .

3.~ La relacidn ancho-espesor de los elementos atiesados del patin en compresion,
segin se define en la seccion 1.9.2.1, no debera exceder 1593/ 'VFy .

4.- La relacidn peralte-espesor del alma o almas no debera exceder el valor da-

do por la formula (1.5.4a) o (1.5-4b), seglin sea el caso:

< 0.16 (1.5-4a)

: f
d _ 5365 a - /
LN ( 1-3.74 > cuando fa/Fy

S "y
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B T /
i = cuando fa’Fy > 0.16 (1.5-4b)

La Tongitud no apoyada lateralmente del patin en compresion de elementos cu-

ya seccion transversal no sea circular o cajén, no deberd exceder el valor:

637 b .
02 Py ni 1'406,000
\i (d/Ac) F

ta longitud no soportada lateralmente del patin en compresion de una seccion
cajon rectangular cuya altura no es mayor de 6 veces el ancho Y Cuyo espesor
del patin no es mayor de 2 veces el espesor del alma no deberd exceder el --
valor:

, 7 :
11950 + 1200 > 7038
2 1 y

\ Ka

salvc que no tenga que ser inferior a 84370 (b/Fy).

La relacion diametro-espesor de las secciones circulares huecas no deberd --
exceder Tos 232000/Fy

Excepto para vigas hibridas y elementos de acero A-514, las trabes y vigas -
(incluyendo elementos disefiados con base en accidon compuesta) que cumplen -
con les requerimientos de los subparrafos del 1 al 7 anteriores, y que son -
continuas sobre apoyos o que son unidas rigidamente a las columnas mediante
remaches, pernos de alta resistencia ¢ soldadura, pueden ser dimensionadas -
para 9/10 de Tos momentos negativos preducidos por la carga gravitacional --
Tos cuales son maximos en los puntos de apoyo, a condicion de que, para tales
elementos, el momento positivo maximo sea incrementado en 1/1C de los momen
tos negativos promedio. Esta reduccion no deberd aplicarse a momentos produ-
cidos por carga sobre cantilevers. Si el momento negativo esta soportado por
una columna rigidamente conectada a la trabe o viga, la reduccion del 1/10 -
podrd usarse dimensionandc la cclumna para la combinacion de carga axial y -
momento flexionante, siempre y cuando el esfuerzo fa, debido a cualquier car

ga axial concurrente sohre el elemento, no exceda 0.15 Fa’
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1.5.1.4.2.- Elementos  (excepto vigas hibridas y elementos de acero A-514) que
satisfacen los requerimientos de la seccidn 1.5.1.4.1. excepto que bf/th exce-

da 545/-V Fy pero que sea inferior a 796/ 4 Fy pueden disefiarse con base en un
esfuerzo permisible de flexion:

b
- 1 £
Fp = Fy [0'79 R ST ( 2t )NFY ] (1.5-5a)

1.5.1.4.3.- La tension y compresion en fibras extremas de elementos de forma Iy
H doblemente simétricos que satisfacecn los requerimientos de la seccion 1.5.1.4.

1. subparrafos 1 y 2, flexionados alrededor de sus ejes de menor inercia (exceg
to elementos de acero A-514); variilas sdlidas redondas y cuadradas; secciones

s0lidas rectangulares flexionadas alrededor de sus ejes de menor inercia:

F

b= 0.75 Fy

Ciementos de forma [ y H doblemente s:métricas flexiconados alredeuor de sus ejes
de menor inercia (excepto vigas y elementos nibridos de acero A-514) que satisfa
cen los requer‘mientos de la seccidn 1.5.1.4.1, subparrafc 1, excepto en los ca
SOS en gue bf/Fit,‘F excede 545/ Qf?;' pero es inferior a 756/ 4[?;~, los cuales --
pueden disefarse con base en un 2sfuerzo permisible de flexién:

Fp = Fy | 1075 - 1577 Kth )\/Fy_i (1.5-5b)

Los elementos de secciones tubulares rectangulares que cumplen con los regueri-
mientos de la seccion 1.5.1.4.1, subparrafos 1, 3 vy 4 y flexionados alrededor -
de sus ejes de menor inercia pueden ser disefiados tomando como base un esfuerzo
permisible de flexion:

F,.=0.66 F

b y
1.5.1.4.4.- La tension y compresidon en las fibras extremas de elementos de sec-
cion tipo cajén cuyo patin en ccmpresion o relacion ancho-espesor del alma no -
satisface los requerimientos de la seccidn 1.5.1.4.1, pero que cumple con los
requerimientos de la seccion 1.¢:

Fb = 0.60 Fy
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E1 pandeo lateral torsional no necesita ser investigado para vigas formadas por -
una seccion cajon cuyz altura sea inferior a 6 veces su ancho. Los requerimien--
tos de apoyo lateral para secciones cajon con relaciones mayores de altura-ancho
deberan determinarse mediante un andlisis especial.

1.5.1.4.5.- En fibras extremas de elementos flexionados no contemplados en las -
secciones 1.5.1.4.1, 1.5.1.4.2, 1.5.1.4.3 6 1.5.1.4.4.:

1.- Tensiodn:

Fp = 0.60 F

2.- Compresion:

a.- Para elementos que cumpien con los reguerimientos de la seccion 1.9.1.2, -
gue tengan un eje de simetria en,y cargado 2n el plano de su alma, y com--
presion en fibras extremas de secciones c2anal 7lexionadas alrededer de su
eje de mayor inercia:

E1 mayor de los valores calculados por las formulas (1.5-6a) 0 (1.5-%b) ¥
(1.5-7) segln el caso (ver nota 1) ( a menos gue se justifique un valor -
1as alto con base en un analisis mas precisc, (ver nota 2), pero no Supe-

rior a O.60FV (ver nota 3).

706 ¢ ' 6
/7.17x10" C, ;35.86x1o C,

Cuance ' T < —_Y‘_Q— < \/ F
«V y T y

r ) F (Q/VT)Z _1 -

F pud J - ‘y { (1 .5—68)
3 / i
b [_ 107.6x10° ¢ | Y
35.86x16EME;
Cuando il
re = F
T y
11.95x10°C,

Fo- i (1.5-6b)

b (2/ry)?
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0, cuando el patin en compresion es sdlido y con seccion transversal aproximada-

mente rectangular y su area no es menor que la correspondiente al patin en ten--
sion:

843700 C,
F = e T
b Ld/A (1.5-7)

En las formulas anteriores:

2 = distancia entre secciones transversales restringidas contra torsidn o des-
plazamiento lateral del patin en compresidn, en centimetros.
Para cantilevers restringidos contra torsidon (nicamente en el apoyo, 2 pue
de considerarse conservadoramente como la longitud real.

r. = radio de girc de una seccion que comprende el patin comprimido mas 1/3 del

area de! alma bajo compresidn, tomado alrededor de un eje en el plano del
alma, en centimetros.

I>
i

. L . .o )
¢ = area del patin en compresion,.en cm®.

(]
1

b 1.75 + 1.05 (M /M) + 0.3 (M /M, )2, pero no mas de 2.3 (ver nota 4),en don
de M; es el momento flexionante mas pequefio y M; el momento flexionante mas
grande en los extremos de la longitud arriostrada respecto al eje de fle--
xion. Mi/M>, la relacion de los momentos extremos, es positiva cuando My y-
M2 tienen el mismo signo (flexidn de curvatura dohle)y negativa al tener --
signos opuestos (flexidn de curvatura simple). Cuando el momento flexionan-
te en cualquier punto comprendido en un tramo no arriostrado es mayor que -
el momento en ambos extremos de este tramo, el valor de Cb debera tomarse -
como la unidad. Al calcular FbX y Fby para usarse en la formula (1.6-1la), -
Cb puede obtenerse mediante la formula dada arriba para marcos sujetos a --
traslacion lateral, debiéndose tomar como la unidad para marcos restringidos
contra traslacion lateral. Para vigas en cantilever, Cb puede tomarse conser

vadoramente como la unidad.

Para vigas hibridas de alma llena, FV para las formulas (1.5-6a) y (1.5-6b)
es el esfuerzo de fluencia del patin en compresidon. La formula (1.5-7) no -

debera usarse para vigas hibridas.
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Notas:

1.- S61o la férmula (1.5-7) es aplicable a las secciones canal.

2.- Consiltese la seccion de comentarios 1.5.1.4.5, para procedimientos alter
nos.

3.- ConsUltese la seccion 1.10 para mayores limitaciones en esfuerzo de patines
de vigas de alma llena.

4.- Cb puede considerarse conservadoramente como la unidad.

b.- Para elementos que cumplen con los reguerimientos de la seccidn 1.9.1.2,
pero que no estdn incluidos en el subparrafo 2a de esta seccion:

Fb = 0.60 Fy

won la condicion de gue las secciones flexionadas alrededor de su eje de
mayor inercia estén restringidas iateralmente en la zona de esfuerzo de -
compresion a intervalos no superiores a 637bf/fV Fy .



348

REFERENCIAS.

5.1.

(93]
~J

Manual of Steel Construction, 8a. edicidn, publicado por American Institu
te of Steel Construction, Irc., Chicago, I1linois, 1980.

"Disefio y Construccidon de Estructuras de Madera", Normas Técnicas Comple-
mentarias cde Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal, publi
cacion 404 del Instituto de Ingenieria de la UNAM, 1977.

Gurfinkel G, "Wood Engineering". Southern Forest Products Association, --
Nueva Orleans, Luisiana, 1973.

Norma oficial de calidad para tablas y tablones de ocote, DGN, C18-1946.

Gonzalez Cuevas 0., Robles, F.V.F., Casillas G. de L., Diaz de C., R.
“Aspectos tur amentales del concreto reforzado", primera edicion, Edito-

rial LIMUSAH, 5.A., México, D.F., 1974.

(oY)

Park, R., y Paulay, T., "Estructuras de concre®o reforzado", primera edi
cion. Ed. LLIMUSA, S.A., Maxico, D.F., 1983.

"Disefio y Construccion de Estructuras de Concreto", Normas Técnicas Com-
plementarias del Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal,-
publicacion 401 del Instituto de Ingenieria de la UNAM, México, D.F., -
1977.

Comité ACI 318, "Building Code Reguirements for Reinforced Concrete", -
publicado por el "American Concrete Institute" (ACI 318-71), Detroit, 1971.

Robles, F., "Manual de Disefio de Obras Civiles", Seccidn H: Concreto Re-
forzado, Comisidn Federal de Electricidad, México, D.F., 1970.

5.10.-"Propuesta de Recomendaciones Internacionales CEB-FIP para el Calculo y

la Ejecucidn de Obras de Hormigon", 1970.



(@]

349

.11.-B.B. Broms e [.M. Viest, "Ultimate Strength Analysis of Long Restrained
Reinforced Concrete Columns', University of I17linois, Informe No. 119.-
mzyo 1967.

.12.-B.B. Broms e .M. Viest, "Ultimate Strength Analysis of Long Hinged --
Reinforced Concrete Columns", Proc. American Society of Civil Engineers,

Structurat Division, ST [, Vol. 84, Publicacion 1510, enero 1958.

.13.-B.B. Broms e 1.M. Viest, "Ultimate Strength Analy<is of Long Restrained
Reinforced Concrete Columns”, Proc. American Society of Civil Encineers.
Structural Division., STZ, Vol. 84, Publicacion 1635, mayo 1956 .

.14.-"Disefio y Construccidn de Estructuras de Mamposteria", Normas Técnicas
Complementarias del Reglamentou de Construcciones para el Distrito Feaera’,
Publitacion 403 del Instituto de Ingenieria de la UNAM, 1977.

-

'

.15.-Requisitos de Seguridzd y Servicio para las Estructuras, Tituio IV del
glamento de Construcciones para el Distrito Federal, pubiicacidon No. «id
del Instituto de Ingenieria de la UNAM, 1977.



