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d 11M • ·ca de Materiales III" se refiere fundamenta1mente a Ja -E1 curso e ecdnl 
estabilidad de los elementos estructurales esbeltos. El capftulo IV descri-
be los m~todos para el trazo y el usa de los diagramas de interacci6n de -­
ele~entos estrJcturales a flexocompresi6n, que se aplican principalmente en 
la revisi6n y el diseAo de columnas cortas de concreto reforzado, lo cual -
es un complement;o necesario del tema relative a la estabilidad de piezas a 
flexocompresion con efectos de esbeltez, cuya teoria se presenta en el capf 
tulo V. 

En todos los c<:sos que se ha tenido oportunidad, se ha procurado el desarr.Q. 
llo de cada ter1a, con aplicaci6n de los conocimientos b~sicos de la rfsica 
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planteamientc y resoluci6n de la ecuaci6n diferencial fundamental que expr~ 
sa el pandeo de placas planas con carga en su plano. En repetidas ocasiones 
se hace uso de la literatura tecnica apropiada, lo cual se indica hacienda 
referencia a diversos autores. 

Al final de cada cap1tulo se presentan diversos ejemplos ilustrativos que -
pretenden orientar al alumna en la aplicaci6n de la teor1a. 

"(i ·t 



Agradezco a los ingenieros Ricardo Perez Ruiz y Rolando Salinas Vara, su 

colaboraci6n en la revision de los originales obtenidos de la exposici6n 
de la materia, que imparti6 el autor en los Oltimos semestres, asf como 

tambi~n a los ingenieros Alejandro V~zquez Vera y Sergio Escamilla Agui­

lar sus observaciones y sugerencias, Al Ing. Enrique Del Valle Calderon 

por haber aceptado revisar los originales y por su participaci6n en la -

formulaci6n del tema de muros con efectos de esbeltez que forma parte -­
del capitulo V, Agradezco tambien al Ing. Ricardo de la Barrera Santa -

Cruz su intervenci6n para coordinar la presente edici6n. 

Esta publicaci6n abarca los cinco capftulos que integran el programa CO!!!_ 

pleto de la materia. Espero que sea de utilidad para profesores y estu­

diantes de la misma, a los que pido sus sugerencias encaminadas a lograr 

el perfeccionamiento del texto, las que atender~ con especial inter~s. 

MANUEL DIAZ CANALES 

M~xico, D. F., Mayo cte 1987, 



I N D C E 

CAPITULO I.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A COMPRESION AXIAL. Pags. 

I.l.- Introducci6n al problema de Estabilidad. 
Equilitrio Estable, Inestable e Indiferente 
Conceptos de carga critica. 

I.2.- Carga critica en columnas el~sticas sujetas a carga axial. 
Efecto de condiciones de apoyo. 
Longitud efectiva de pandeo. 
Longitudes efectivas en columnas de estructuras reales. 

!.3 Limitaciones de la formula de Euler. 
Generalizacion para el ranqo inel5stico. 

I.4 Dimens·ionamiento y revision de columnas de acero y 

madera sujetas a carga axial. 

Ejemp 1 c,s. 

Referercias. 

CAPITULO II.- E~:,TA13ILIDAD DE PLACAS 

II.l Estabilidad de placas planas con carga en su plano. 
II.1.1 Introduccion 
II.1.2 La Ecuacion Diferencial Fundamental del problema de 

placas y su solucion. 

II.2 

II.1.3 Determinacion del esfuerzo critico en el ramgo ine­
l~stico de ~andeo. 
Ejemplos 2.1 y 2.2. 

Disefio basado en Esfuerzos Admisibles. 

II.2.1 Relacion anchojespesor de placas que forman una co-
lumna a compresion axial. 

II.2.2 Relacion ancho/espesor de ~lacas que forman parte -
de barras sometidas a flexion. 

11.2.3 Especificaciones de diseno. 
Ejemplos 2.3, 2.4 y 2.5 

9 

22 

42 

43 

58 

78 

30 

80 

9Ll, 
97 

100 

101 
105 
103 



II.3 Resisten:ia Posterinr al Pandeo de Placas Rectanaulares 
UnifcrrTlene~.te comprirnidas. 

II.3.l ]t:~nel'clidJcies. t:cuac:iones 8iferenciales. Ancho­
~fectivo. 

I I. 3 . :: D i ~. t: r1 o ~~ a.:. ado en l c r' e s -; s ten c i a r: o s t e r i or a 1 p a~ 
jf'(). 

II .. 3.3 E~.pecificaciones de .'iseno. 

r:.3.3.l E:;pecificaciones del J\ISC 
II.3.3.2 [specific~~iones del RCDF 

II.4 Distin:i6n entre :;eccio!•es r~ompactas y no compactas. 
E j (?m o 'i ) 2 . 6 

~.pend ice ~~ 

F:eferer.ci as 

U\PITL!LO III.·- E5.TA3ILIDJl.D DE ELU~ENTOS SUJETOS A FLEXION. 

III.l.- Pandeo L .. :tteral Elastico en vigas.t,1omento Crltico. 

IJ:I.2.- Dimens"ionamiento y l~evi s ion de vi gas de acero, concreto 
rradera, ';ujetas a f1 exi 6n 
III.2.: ... Pandeo lateral en viqas de acero 
I I I. 2. ;: ... Pandeo latera 1 en vi gas de concreto reforzado. 
I I I. 2. :: ... Pandeo lateral en vi gas de madera. 

y 

Pa gs. 

116 

127 

123 
131 

133 
134 

139 

143 

156 

157 

166 
163 
171 

Apendice C.- Ottr:ncion de la Resistencia a la Torsion 132 

Apendice c.- Sc,luci6n de la Ecuacion Diferencial que produce Pandeo 
Lctt·:ral en Vigas. 136 

CAPITULO IV.- DIAGRAMAS DE INTERACCIDN 

IV.l.- Conceptos de Interacci6n 
Diagrama de Interacci6n en el intervalo el§stico. 

IV.2.- Flexotensi6n y flexoco~1presi6n en el intervalo inel§stico. 
Diagrama de Interacci6n. 

IV.3.- Flexocornrresi6n en elementos cortos de concreto reforzado. 
Hip6tesis para la obtenci6n de resistencias de dise~o. 

IV.4.- Deterrni1aci6n de Diagramas de Interacci6n de secciones de 
concretJ reforzado, sujetos a flexion y carga axial. 

197 

199 

202 

203 

211 



Ejemplo 4.1. 217 

Ejemplo 4.2. 228 

Determinacion del Diagrama de Interaccion para una columna 
corta de ~;ecci6n cualquiera. 229 

Dimension.imiento y Revision de elementos cortes de concreto 
reforzado sujetos a flexocompresi6n. Uso de los Diagramas -
de Intera·:ci on. 239 

Ejemplo 4.3. 242 

Diseno po~ flexocompresi6n biaxial. 245 

Ejemplo 4.4. 249 

Metoda de la. formula de Bresler. 251 

Ejemplo 4.5. 252 

Referencias. 257 

CAPITULO V.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES ESBELTOS SUJETOS 
A FLEXOCOMPRESION. 

V.1.- Conceptos de efecto de esbeltez y comportamiento. 

V.l.1.- Introduccion. 

V.1.2.- Formula de Interaccion de columnas esbeltas 
sujetas a flexocompresion. 

V.l.3 .. - Formula de Interaccion de columnas esbeltas 
sujetas a flexocompresion biaxial. 

V.2.- Dirrensionamiento y revision de columnas de acero suje­
tas a flexocompresi6n. 

V.2.1.- Dimensionamiento conforme a las Normas del --

258 

261 

267 

AISC. 270 

V.?.2.- Ejemplos. 279 

V.3.- Dirnensionamiento y revision de columnas de madera su­
jetas a flexocompresion. 



Pags. 

V.3.l.- Introducci6n. 289 

V.3.2.- F6rmula de Interacci6n. 289 

V.3.3.- Identificaci6n de los terminos que intervienen 
en la f6rm~la de interacci6n. 293 

V.3.4.- Ejemplos. 299 

V.4.- Dimen~•ionamiento y revision de columnas de concreto 
refor;:ado sujetas a flexocompresi6n. 

V.4.1.- Comportamiento de columnas esbeltas y efecto en el 
diagrama de interacci6n. 302 

V.4.2.- Metodos de dimensionamiento. 304 

V.4.2.a.- Dimensionamiento conforme a las 
Normas del ACI. 306 

V.4.2.b.- Amplificaci6n de mementos por el metodo 
del momenta complementario. 313 

V.5.- Muros sometidos a compresi6n y a flexocompresi6n. 

V.5.1.- Generalidades. 322 

V.5.2.- Resistencia de muros de manposteria. 325 

V.5.~.~ Resistencia de muros de concreto reforzado. 337 

Apendice E. 342 

Referenci a~•. 348 



CJ\PITULO 1.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A COMPRESION AXIAL. 



9 

CAPITULO I.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A COMPRESION AXIAL. 

I.l Introd~~:ci6n al Problema de Estabilidad, Equilibria Estable, Ines­

tab 1-=~~I ndiferente. Conceptos de Carqa Cri'ti ca. 

Cuando una colunra :orta de cualquier material, se somete a la acci6n de u­

na carga axial c·r·eciente que parte de un valor nulo, se observa que esta -

carga se puede incrementar hasta que el esfuerzo de compresi6n que se prod~ 

ce llega al va·lor correspondiente a la resistencia ultima del material, que 

en el caso del concreto es el valor de f 1 y f en el caso del acero. c y 

Sin embargo, est1 situaci6n nose presenta en todos los caso~ya que la lon 

gitud de la col~nna es un factor decisive en el comportamiento de elementos 

sujetos a compresiCin axial, aun suponiendo que la columna fuese perfectame~ 

te recta y 1 a ca1rga perfectamente axi a 1. 

Cuando a una columna larga se le aplica una carga axial creciente, se obse~ 

va que, cuando l a carga ll ega a un va 1 or determi nado, se produce una fl exi 6n 

subita, y si se continua incrementando la carga se produce de inmediato el­

colapso de la pieza. Baja estas circunstancias el esfuerzo correspondiente­

a la carga que produce la falla, resulta menor que el de la resistencia ul­

tima del materi.:tl, esto significa que el colapso del elemento no se debi6 a 

la rotura del material, sino a que la columna ha perdido su estado inicial­

de equilibria. Este comportamiento es el que caracter'iza a este tipo de pi~ 

zas. 

Ala carga para la que se inicia la falla se le llama "carga crltica" y a -

la falla en sl·, fc1lla por "pandeo" de la columna. 

El problema de pandeo es entonces un problema de estabilidad y no de resis­

tencia. 

Una co-lumna est:elta de eje recto bajo la acci6n de una carga axial P, penr~ 

necera te6rican1ente recta y s6lo se comprimira sin flexionarse. t~ientras P­

se conserve menor que cierto valor llamado carga critica, denominado como­

Per' al aplicar ala columna una fuerza horizontal,esta se flexionara,.pero 

volvera a su condici6n recta despues de cesar esa fuerza. En este caso se dice 
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que la columna esta en "equilibria estable" (fig. 1-1a). 

Al tomar P gradualmente el valor Pet', si se aplica una fuerza horizontal a -

la columna, se J:1roducira en ella una flecha que ya no desaparece al dejar de 

actuar esa fuerza horizontal; se dice entonces, que la columna esta en "equ_j_ 

librio indifererte'1 (fig. 1-1b). 

Si el valor de F se incrementa gradualmente hasta un valor mayor que el de -

P y se aplica una fuerza horizontal a la columna, ocurrira en ese proceso-cr 
el colapso de Ia misma. Se dice en este caso que la columna esta en una con-

dici6n 1'inestable" ode "desequilibrio" (fig. 1-1c). Este fen6meno de inesta 

bilidad se llarna pandeo. 

En las figuras 1-1d a 1-1f se presenta una analogfa que puede ayudar a visua 

lizar los conceptos anteriores. 

P c::.: P(:r P= Pc r 

p 
(a) (b) (c) 

(d) ( t) ( f ) 

FiCJ. 1-1. ESTADOS DE EQUILIBRIO: (a) y (d) EQUILIBRIO ESTABLE,(b)y(e) EQUILIBRIO IN!::>IFERENTE, 

(c)y (f) ESTADO INESTABLE 0 DESEQUILIBRIO. 
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La determinacion de la carga crftica para columnas fu~ realizada por prime­

ra vez por LeJn1ard Euler (1707-1783) y a ~l se deben los primeros estudios 

te6ricos sobre el comportamiento de columnas largas. 

El disef1o de columnas es en general mas complicado que el de las barras su­

jetas a flexi6r () torsi6n. Si una columna es larqa en relaci6n con su sec -

ci6n transversal se dice que es esbelta y puede fallar por oandeo, esto es, 

por flexi6n y Ge:;viaci6n lateral, en vez de fallar por compresi6n directa.­

El pandeo puedr ;er el6stico o inel~stico, dependiendo de la esbeltez de la 

columna. 

A fin de investi~ar el comportamiento de columnas, consideremos primero una 

columna esbelt11, de clara L, sometida a una fuerza vertical P, aplicada ex­

centricamente para la cual el miembro se mantieneenequilibrio externo e in 

terno (fiq.1-2 ). La columna estJ simplemente apoyada en sus extremos y la­

excentricidad 11, se mide desde el centroide de la secci6n transversal a la­

lfnea de acci6n de la fuerza P . Suponiendo que el plano XV es un plano-

de simetrfa de la columna, se observa que ~sta se flexionar§ en el mismo -­

plano. 

f 
p I 
i~ 

_-J~n 
----1 [ 

p 

L 

X -
Fig. 1.-2. COLUMNA CON FUERZA EXCENTRICA 

El momenta flexionante en la columna a la rlistancia Y del extrema inferior-

es: 

M p ( q + X ) ( 1. 1) 
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donde x es Ia deflexi6n o flecha lateral de la columna en cada punta del -­

eje de ordenada Y. Como consecuencia de la presencia del t~rmino x en la -

ecuaci6n 0.1), se concluye que, para analizar la columna, se requiere la­

determinaci6n de ~~ste termino, para lo cual debemos resolver la ecuaci6n di 
ferencial de l a curva elastica. 

La ecuaci6n diferencial para la curva elastica (ode flexi6n) de la columna 

es, de acuerdo con la teorfa de la flexi6n: 

x" M 
IT - - - - - - - - - - - - - - (1.2) 

sustituyendo en (:.2) el valor de M dado en (1.1): 

x" l1ct.'· >:J r, 
t., 

o sea 

x" + F 
E[ q ( 1. 3) 

introducienco la notaci6n: 

k7 ir, sie11do k constante, 

se puede escribir la ecuaci6n (1.3) en la forma: 

( 1. 4) 

Esta ecuaci6n es diferencial lineal con coeficientes constantes, no homoge­

nea, y su soluci6n consta de dos partes: a) la soluci6n de la ecuaci6n homo­

genea correspclndiente obtenida sustituyendo por cero su segundo miembro, y 

b) la soluci6n particular que corresponda al verdadero valor del se(]undo 

mi embro. 
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a) Soluci6n de ~a ecuaci6n homog~nea. 

La ecuaci 6n homo~1enea 

- -- - - - -- - - - -- (1.5) 

puede representar·se mediante operadores por la expresi6n: 

0 

en la que a= 1, b=O, y c 

que: 

- - - - - - - - - - - - - (1.6) 

k2
; por lo tanto, sustituyendo en (1.6) tenemos-

--- - -- -- - -- - - (1.7) 

La ecuaci6n algeJraica caracterfstica de (1.7) es: 

de donde 

cuyas rafces sor 0 + ki 

0 ki 

Obs~rvese que l~s rafces de la ecuaci6n caracterfstica son nameros complejos 

de la forma \+f3i, en donde /, y 'J son nameros reales. En consecuencia (ref. -
1.1) la soluci6n general de la ecuaci6n diferencial (1.5), es decir, la solu 
ci6n complementttria de (1.4) es: 

( 1. 8) 

teniendo en cue1ta que ~ = 0 y u ken la ecuacion (1.8), resulta: 

o sea ( 1. 9) 
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b) Determinacion de la soluci6n particular. 

La ecuaci 6n ( l. 4) puede escri bi rse 

(1.10) 

Obtenqamos la ecuaci6n diferencial lineal homogenea cuya soluci6n general -

es la generahzaci6n del segundo miembro de (1.10), o sea- k2 q = S1; su g~ 

nera'lizaci6n •t!S: 

luego entonce~; proviene de la ecuaci6n: 

( 0-0) X = 0 (1.11) 

aplicando el c1perador (D-0) a los dos miembros de (1.10) se tiene: 

-- --- -- - - -- - - (1.12) 

la ecuaci6n algebraica caracterfstica correspondiente a (1.12) es: 

cuyas rafces son B· = 0, a1 = 0 + ki, cx2 

general es: 

~ oy C k C k x = ~1e + 1sen y + 2cos y g 

0- ki; por lo tanto, su soluci6n 

(1.13) 

restando a cada niembro de (1.13) la soluci6n complementaria xc dada por la 

ecuaci 6n ( 1. 9) 

pero como 
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X = X + X g c p ( 1. 14) 

se tiene que 

X X X p g c 
.c 

o sea 

oy 
X = S1e p 

O" 
puesto que e _~~ - 1 

xp = s1 - - - - -- -- - --- - (1.15) 

la ecuaci6n (1. 1~) es v~lida como soluci6n particular de (1.4) para cierto­
va 1 or de S1 que <>bt,~ndremos verifi cando ( 1. 4) con: 

por lo tanto - -- - - (1.16) 

al comparar las ~cuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos la soluci6n particular: 

(1.17) 

La soluci6n ge1eral de la ecuaci6n diferencial (1.4), de acuerdo con la i -­

gualdad (1.14) es, en consencuencia, sumando miembro a miembro las ecuaciones 

(1.17) y (1.9) 

como x
9 

representa laabscisa de cualquier punto de la curva elastica de la­

columna, esta itJualdad es la ecuaci6n analftica de dicha curva, por lo que-
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la podernos ~~scr·ibir simplemente: 

----- (1.18) 

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias de integraci6n que ~e evalaan a 

partir de las condiciones de frontera. Tales condiciones son: 

X 0 en y ) , x = 0 en y L 

aplicando 1 a Jrimera condici6n en 

0 0 + C,: - ·~ 

.. c2 = q 

aplicando la ~;egunda condici6n en 

su valor, se ';i ene: 

0 = C1sen kL ... q cos kL - q 

entonces 

__ n(l - co~ kU-C ~-----
1 ·- sen kL 

pero 

L cosa = _jsen 2 cx./2 
a IX 

sena 2 sen ~ cos 7 

1 - cosa 
sena 

ex. 
= tan 2 

kL cl = q tan 2 

la 

la 

ecuaci6n (1.18) se tiene: 

ecuaci6n (1.18) y sustituyendo C2 por-

Sustituyendo C1 y Cz en (1.18) por sus valores, la ecuaci6n de la curva 

elastica es: 

kL x =q(tan -T se1 ky +cos ky- 1) (1.19) 
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Conociendo la exc~ntricidad q, y la carga P, se puede calcular mediante la 

ecuaci6n (1.19) la flecha de la columna en cualquier punto. 

La flecha maxima, que ocurre en el punto medio de la columna, se obtiene ha­

cienda y = L/2 en la ecuaci6n (1.19), lo que da: 

kl kL kl 6 = q (tan -2 s er -2- + cos 2 - 1) 

por identidades ce funciones trigonom~tricas tenemos que: 

tana sena + cosa = sen
2

a + cosa 
cos ex 

tana sena + cosa 

tana sena + cosa = 

tana sena + coso 

por lo tanto: 

k 
8 = q (sec 2~ ·· 1) 

sen 2a + cos 2 a 
cos a 

1 
cos a 

seco: 

( 1. 20) 

Como caso especial puede observarse por esta ecuaci6n que si P = 0 (lo cual 

significa que k = 0 y sec kl/2=1), la flecha 6, es cero. 

p 

Per 

q 3 ~ q2 > q I 

+--------~ 6 0 

FiiJ. 1.-3. DIAGRAtM DEFORMACION TOUL- CARGA,PARA LA COLUMNA DE LA FIGURA 1.-2. 
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Si ahora seleccionamos un valor particular q1, de la excentricidad q, y ha­

cemos crecer progresivamente la carga P desde cero, se puede trazar,a par­

tir de la ecut:tci6n ( 1.20L una grafica deformaci6n total-carga (P,o). Tal 

grafica se mue!stra en la figura 1.3, y seve que la flecha cS aumenta a medj_ 

da que lo hacE! la carga P, aunque la relaci6n noes lineal. Si se elige un­

nuevo valor q:; mayor que q1, entonces el valor de la flecha o, crece mas ra 

pidamente a medida que P aumenta. 

Teorema.- La recta horizontal R, de ecuaci6n P = IT
2 EI/L 2

, es asintota de to 

das las curvas (P,o) de ecuaci6n (1.20). 

En efecto, se tiene que 

kl sec - -+- + "0 

2 

cuando 

kl IT 
2 + "Z 

por lo tanto, de la ecuaci6n (1.20), resulta que 

cuando 

En e l li'mite: 

kL IT 

2 = 2 , o sed 

kl = IT 

de donde se ob·:iene: 
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perc como k2 = P/EI (en que k es constante), se tiene: 

p 

EI 

2 
TI 

por lo tanto, sec kl/2 + + oo cuando P + n2 EI/L 2; entonces,por la ecua­
ci6n (1.20) 

0 + + oo,cuando 

en consecuencia, la recta P = n2 EI/L 2 es asfntota de toda curva de ecuaci6n 
(1.20), con lo cual el teorema est§ demostrado. 

Ahara bien, si la carga P es axial (q = 0), la flecha o obtenida de la ecua 

ci6n (1.20) es cera para todos los valores de kl/2 menores que n/2, porque­

en todos estes c2.sos el segundo t~rmino es finite. Por lo tanto, la flecha­

permanece nula cuando kl/2 es menor que TT/2, o sea,cuando P es menor que -­

n2EI/L2. Perc cuando P = n2EI/L 2 la flecha o resulta indefinida por la ecu~ 

ci6n (1.20), es decir, 0 _,. + w cuando P + n2 EI/L 2
, y entonces o puede tener 

cualquier valor .1rbitrario. Esta condici6n est§ representada en la figura -

1.3 por la recta horizontal R. 

Con lo anter·ior lUeda demostrado que para la columna simplemente apoyada en 

sus extremes., ';ujeta a cal'ga axial,el valor de la carga crftica es n2 EI/L 2
: 

(1.21) 

La teorfa anterior es v~Tida si la flecha 6 conserva valores peque~os para­

no exceder el l;mite de proporcionalidad. Como la relaci6n de P y 6 es no­

lineal, no pued,,~ aplicarse el principia de superposici6n y,como ademas, la­
carga P produce flexiones adicionales a las producidas por el momenta Pq, -
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los momentos flexionantes finales no pueden calcularse independientemente de 
las flechas. 

Si la fuerza axial que actOa sobre la columna de la figura 1.2 es extremada­

mente pequeRa en relaci6n con la carga crftica (P < 0.02 P ) entonces la cr 
cantidad kl/2 ser§ lo suficientemente pequeAa que permita representar la fun 

ci6n secante por los dos primeros t~rminos de su desarrollo en serie: 

kl k2 L2 

sec 2 = 1 + - 8- + · · · 

sustituyendo esta expresi6n en la ecuaci6n (1.20) se tiene: 

__ k2 L ::_g_ 
6 - 8 

_ Pql 2 

6 - 8EI 

Este resultad,) concuerda con la flecha en el punta medio de una viga simple­
mente apoyaca en la que actuan pares Pq, de sentidos contraries, en ambos ex 

tremos. Par lo tanto, se puede concluir que siempre que P sea muy pequeAa en 

re l aci 6n cor I) cr, como en e l caso de un punta l corto, se puede despreci ar l a 
;nteracci6n entre la flecha y el momenta flexionante y se podran emplear las 

formulas usuales de las flechas de vigas. 

Momenta flexiCinante maximo. 

El momenta flE,xionante maximo en la columna libremente apoyada en sus extre­

mos, con carg2 exc~ntrica, de la figura 1.2, ocurre en el punta media y esta 

dado por la ecuaci6n 

M ~ = P (q + o) max 

si sustituimos en esta ecuaci6n el valor de o dado par la ecuaci6n (1.20) te 

nemos: 

M ~ = p q max 
kL sec--2 (1.22) 

Una grafica de la relaci6n M ~ /Pq con P, se da en la figura 1.4 en la max 
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que seve que para valores muy peque~os de P, el momenta flexionante m§ximo 

es Pq, que es el momenta flexionante en la columna cuando se desprecia el ~ 

fecto de las flechas; de aquf queM - /Pq = 1. A medida que P aumenta, el -max 
momenta flexiona.rte crece en forma no lineal y tiende a infinite cuando P--

tiende a Per 

M max. 
p q 

Per 

FiQ. 1.-4. GRAFICADE~ RELACION M m ox. I P q CON RESPECTO A P, PARA LA COLUMNA DE LA FiQ .1-2. 

El esfuerzo m~~imo de compresi6n en la columna, que se produce sabre el la­

de c6ncavo en la secci6n al centro del clara, es: 

sustituyendo M .. por su valor dado en la ecuaci6n (1.22) 
mit X 

Po + ·-,<'-'­
) 

kl sec 2 (1.23) 

donde A es el ~~ea y S el m6dulo de secci6n de la columna. 

En la teoria anterior se ha supuesto que la flexi6n de la columna se produ­

ce en un pl<tno ::le simetda (el plano XY de la figura 1.2). Si la columna 

tiene ctos planos de sime!rfa y 1a excentricidad q, no est~ en la direcci6n­

de uno de los ejes principales de la secci6n transversal, es necesario des­

componer el par de flexi6n Pq, en dos pares componentes que actden cada uno 

en un plano de simetrfa de la columna. La flecha en cada plano se calcula -

separadamente <:p·l icando la teoria vista. 
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1.2 ~_?_i'].d Crltica en Columnas Elasticas Sujetas a Carga Axial. 

!~~~::ode condiciones de Apoyo. Longitud Efectiva de Pandeo. 

Jg_r:~_SL.itudes Efectivas en Columnas de Estructuras Reales. 

La carga cdti,:a de una columna puede calcularse de manera directa conside­

rando el com~~o·'tamiento de una ''columna ideal", la cual se supone perfecta­

mente recta y (omprimida por una carga aplicada en el centroide de la sec -

ci6n transversoil. 

Se acepta que una columna inicia su pandeo cuando la carga axial P, es igual 

a Per· Durante este proceso, si los esfuerzos actuantes en la columna no ex­

ceden el limite de proporcionalidad al llegar Pal valor de Per' se produce 

el llamado pandeo elastica. En las columnas con este comportamiento, la ca_r: 

ga critica Peres de hecho la carga ultima y debera tomarse en el diseno un 

factor de seguridad para fijar la carga admisible. 

Silos esfuerzos actuantes en la columna son valores mayores al limite de­

proporcionalid<td cuando la carga Pes menor que Per' se dice que el pandeo 

es inelastico. En lo que sigue nos ocuparemos del pandeo elastica de colum 

nas, mediante E!l calculo de la carga crftica Per' ala cual para una colum­

na elastica idE!al suele llamarse "carga de Euler". Posteriormente tratare -

mos el caso de pandeo inelastico. 

Consideremos primero una columna ideal de longitud L, empotrada en su ex­

tremo inferior y libre en el superior, bajo la acci6n de una carga axial P, 

y en equi 1 i bri c' externo e i nterno. Incrementamos 1 a carga P progresi vamente 

sin impacto, h<:sta que se produce el pandeo (fig. 1.5). Se supone que su 

material es lirealmente elastica. 

En la columna ce la figura 1.5b, el momenta flexionante a una distancia Y -

de su base es: 

M =- P (5 - x) ( 1. 24) 

Partiendo de la ecuaci6n diferencial de la curva elastica, tenemos: 
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x" M = - ET 

x" = _fj_L__~ _ __d 
EI 

x" 
p 

5 
p 

= TI - 11 X , o sea 

x" + 
p p 

6 TI X = IT ( 1. 25) 

y 
p 

+4 t4 ~ 

J- ! I 
I 

-j- ~ 
I 
I 

1 
y :-1/:., -.1!-=--. X 

( Q) (b) [c) (d) 

Fig.l.-5. COLUMNA IDEALEMPOTRADA ENLABASEY LIBREENELEXTREMO SUPERIOR 

Debido a que e • extrema superior de la columna tiene libertad para desviarse 

en cualquier direcci6n, es evidente que el pandeo de la barra ocurrir~ en el 

plano de rigidez flexional minima EI; es decir: la flexion se producir§ con­

respecto al !'.2<~ principal correspondiente al menor momento de inercia. Supo­

nemos que el olano en que se produce el pandeo es el XY y que ~ste es un pl~ 

no de simetria de la columna. 

Empleando la notaci6n k? 

escribir en la foma: 

' ' k
'). 

P/EI (k constante), la ecuaci6n (1.25) se puede 

- - - - - - - - - - - - - (1.26) 

La so1uci6n ':jemral de esta ecuaci6n se obtiene en forma similar ala solu­

cion de la ecuad6n (1.4); yes: 
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- - - - - (1.27) 

Para obtener· las constantes C1 y C2 se utilizan las condiciones de frontera 

para el extrerno empotrado de la columna: 

Para y = 0: < = 0, para y 0 x' 0 

Por la primEr·l condici6n, en (1.27) 

la derivada d1~ x, que obtenemos en (1.27) es: 

Si consideramos en esta ecuaci6n la segunda condici6n: 

ahara, la ecuaci6n de la curva elastica se obtiene sustituyendo en la ecua-­

ci6n (1.27) lc,s valores de C1 y C2: 

X = - 6 COS k) + 6 

X = 6(1- COS ky) - - - - - - - - - - - - - (1.28) 

En esta ecuaci6n la flecha c5 queda todavia indeterminada. 

A fin de obtener mayor informacion acerca de la flecha y para deducir la-­

carga critica de Euler, emplearemos la siguiente condici6n en el extrema su 

perior de la columna, en que si 

y = L' X == ,) 

entonces, a partir de la ecuaci6n (1.28) se obtiene: 
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6 f (1 - cos k_) 

de donde: 

6 cos kL 0 - - - - - - - - - - - - - (1.29) 

Esta ecuaci6n Jresenta dos posibilidades: 

Primer a: Si s = 0, no hay fl echa en 1 a ba rra, y por tanto ni nqun pandeo 

(fig. l.Sa). En tal caso el producto kL puede te6ricamente tener cualquier­

valor; por cons'guiente, la carga P tambi~n podr§ tener cualquier valor. E~ 
te resultado est§ representado por e l eje P del di agrama deformaci 6n tota 1-
carga de la fi£llra 1.6. 

p 

A 

Per 

c 
L_ ____________________ __.[ 

F i g 1.- 6. 1; R ~~ F I C A S D E F 0 R MAC I 0 N T 0 T A L - CAR G A P A R A C 0 L U M N A S 

Segunda: Esta posibilidad es que cos kl = 0, t:n cuyo case.~ ;t' 0, puesto que 
l a fl echa es d ferente de cero l a co 1 urnna se ha oandeado, 1 11ego l a ca rga que 
opera en el"la ~~s cr-1t1ca. La condici6n cos kl = 0 requiere que 

donde n 1 , 3, 5 ., . . . 

por tanto, e1 valor mini1no de la carga crltica se obtiene cuando n -- l, es-­

to es, cuand·): 
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Elevando al cu3drado ambos miembros de esta igualdad y despejando K2 

4L2. 

recordando q~e K2 = P/EI, en que k es constante: 

p = _2!~_ 
4L2 

para este valo·' de P, se tiene que 6 *- 0, es decir, se produce el pandeo 
de la columna, luego, es el valor de la carga critica: 

p 
cr - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( 1.30) 

Para determinat· la forma de la curva elastica observaremos que k = n/2L y,­

por lo tanto, E:·l Jroducto ky de la ecuaci6n (1.28) varia desde cera hasta -­
n/2. La forma ce la el~stica es, en consecuencia, la indicada en la figura 

1.5b. Sin embargo, por esta soluci6n la magnitud de la flecha o permanece -­

indeterminada cuando P = Per• lo que sucede en el momenta que se inicia el -

pandeo de la :clumna. Esta situaci6n est~ representada por la recta R de la 
figura 1.6. 

El motive par el cual la flecha 6 queda indeterminada en el proceso analitico 

anterior es porque la ecuaci6n diferencial de la el~stica que se ha planteado 

de la columna >:"= .:.M/EI es aproximada, ya que se obtuvo suponiendo g~ =0 en _ 

la expresi6n de la curvatura de la curva el~stica. 

De la ecuaci6n (1.30) se desprende que la carga critica es directamente pro-­

porcional a la rigidez flexional EI, e inversamente proporcional al cuadrado 

de su longitud. Tambi~n puede observarse que la carga critica es independien­

te de la resist~ncia a la compresi6n del material. Por tanto, la carga criti­

ca de una colum1a esbelta de acero no aumentar~ empleando un acero con mayor 

esfuerzo de flu~ncia. La carga critica puede incrementarse, sin embargo, ha­

cienda mayor el momenta de inercia I de su secci6n transversal. Este resulta­

do puede lograr:;e distribuyendo el material tan lejos como sea posible del -­

centroide de dic:ha secci6n. Por lo tanto, los miembros tubulares son m~s eco­

n6micos para su empleo como columnas que los elementos macizos con la misma­

~rea transversa·. Reduciendo el grueso de la pared de tales secciones y 

aumentando su d1mens i 6n transversal - se dar~ mayor estabil i dad a -
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la columna por tenet· mayor I. Sin embargo, hay un li'mite inferior para el 

espesor de la oa~ed, por debajo del cual la propia pared llega a ser inesta 

ble. Entonces, a1tes de que ocurra el pandeo de la columna en conjunto, ha­

bra un pandeo de la Jared en fonna de corrugaciones o abolladuras. Este ti -

po deefecto recibt:~ el nombre de pandeo local cuyo estudio se tratara en el 

capftulo II de este libro. 

Modos superiores de pandeo. 

Recordando la expresi6n kL = n n/2, resulta k = nn/2L, entonces vemos que -

tomando valores mas altos del fndice n, se obtiene un numero infinito de 

cargas crfticas. Por lo tanto, la expresi6n general de la carga crftica de­

la columna de la figura 1-Sa, que se obtiene a partir de la ecuaci6n (1.30) 
es: 

p n2
1T

2 EI 
- -----cr 4L 2 

La ecuaci6n c6rn:~soondiente para la curva elastica es (1.28); al hacer en­

ella k == nn/2L., obtenemos la ecuaci6n general de todas las curvas elasticas 

posibles de la columna, esto es: 

rm ) x = 6 (1- cos 7~L Y 
L. 

Esta ecuaci6n ·njica que a medida que n aumenta, dicha curva tiene cada vez 

mas ondas. Cuanclo n == 1, la curva tiene una semionda (fig. 1-5b). Para el -

caso en que n = 3, obtenemos: 

X = 

y para n = 5: 

X = 

( 3:;- ) 6 1 - cos 2I y 

51 ) (1 - cos - y 
2L 

Las curvas el6sticas de estos dos casos se muestran en las figuras 1-5c y -

1-Sd, respect"varnente. P\Unque representan modos de pandeo te6ricamente posi 
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bles la colurJ1r1a se pandeara segun el primer modo (fig. 1-5b) cuando la carga 

P alcance el 1ralor de P dado por la ecuaci6n (1.30). En consecuencia, una cr 
colurrna se del)e disenar para recibir una carga de servicio menor que la carga 

crftica, de a(:uerdo con cierto factor de seguridad. 

Columna con e>tr::mos articulados. 

La carga crftica de pandeo para columnas con extremos simplemente apoyados, 

bajo la acci5r· de una carga axial P, Jara la cual la columna esta en equ~li 

brio externo E interno (fig. 1-7), se puede obtener de la soluci6n del caso 

de la columna empotrada en su base y libre en su extremo superior (cantili­
ver). 

L 

-x 

Fi<;~l-7 COLUMNA CON EXTREMOS ARTICULADOS 

Por simetrfa sucede que, la curva elastica de la columna de la figura 1-7,­

en el primer· modo de pandeo tendra una tangente vertical en el punto medio. 

De esta manE~ra, cada rnitad de la columna esta en la misma condici6n o esta­

do que l a barr.:r 

de la ecuaci6n 

P cr 
TI2 EI -------

4(L/2) 7 

p 
n2 EI ----

cr L7 

de la 

(1. 30) 

figura 1-5b, y la carga critica se obtiene a partir­

sustituyendo L por L/2: 

, o sea 

(1.31) 
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Este mismo resultado se dedujo anteriormente, al estudiar el caso de ''colum 

nas 1 i bremente a.royadas en sus extremes con cargas excentri cas" ( vease 1 a e­
cuaci6n 1.21). 

El caso de la co 1 umna con extremes articulados es el que se presenta con ma 
yor frecuencia en las estructuras, por lo que la carga crftica de la ecua­

ci6n (1.31) representa el "caso fundamental de pandeo" de una barra prisma­

tica. 

Columna con giros restringidos en los extremes. 

Consideremos una columna ideal, de claro L, cuyos extremes estan impedidos­
de girar (empotramientos para efecto de rotaci6n) pero con posibilidad de­

desplazamiento vertical~ en la que opera una carga axial P, para la cual la 

columna se consE:rva. en equilibria externo e interne. Se precede a incremen­
tar progresivamt:!nte, sin impacto, la carga P, hasta que se presenta el pan­

dec. 

si la columna no puede girar en ambos extremes (fig. 1-8)~ hay mementos 
reactivos que s~ desarrollan en dichos extremes durante el pandeo. 

ESTE APOYO PUEDE 
DESPLAZARSE EN 
DIRECCION VERTICAL 

/+~-.. ... M 

/! ,--· 
1--· 

0 

L 

-+--t~x 

F iq. 1.- 8. COLUMNA CON GIROS RESTRI NGIDOS EN LOS EXTREMOS 
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La curva elastica para el primer modo de pandeo es una cosenoide con puntas 

de inflexi6n a la distancia L/4 de los extremos (puntas A y 8 de la figura -

1-8); entonce; la parte media de la columna, de longitud L/2, se comporta­

igual que una· :alumna con extremos articulados. Por lo tanto, la carga crf­

tica se obtien~ sustituyendo L por L/2 en la ecuaci6n (1.31). 

p TI2 El -----
cr (L/2) 2 

p TI2 El -------
cr (a. sL r - - - - - - - - - - - - - (1.32) 

Grandes fl echa~; en col umnas. 

En la deducci6n de la ecuaci6n para la curva elastica de la columna cantile 

ver (ecuaci6n i .28) la flecha maxima permanece indefinida, lo aue ocurre­

cuando P = Per' condici6n representada por la recta horizontal R de la fig~ 

ra 1-6. La teoria se limit6 a pequenas flechas de acuerdo con la real idad.­

lo cual permitE:· que se utilice la expresi6n aproximada de la ecuaci6n dife­

r en c i a l de l a c u rv a e l as t i c a ( e c u a c i 6 n 1. 2 5 ) . S i l a e c u a c i 6 n de l a e l as t i c a 

de cada columna se obtiene resolviendo la ecuaci6n diferencial completa, en 

tonces se demuE:stra que: tiene un valor determinado, y la grafica deforma­

ci6n total-car~a en la figura 1-6 sigue la trayectoria de la curva A para el 

caso de una colu~na elastica ideal . 

En experimentos con columnas elasticas, la grafica (P,·) suele ser semejante 

a la curva 13 dE• la figura 1-6. Debido a inexactitudes en la carga yen la -

construcci6n de la columna, apareceran deflexiones o flechas laterales con­

cargas menores qJe Per· Estas flechas se incrementaran a rnedida que la carga 

se aproxirne a Per· Cuanto rnas exactarnente est~ construida y cargada la co1u~ 

na, l a curva f~ ;e aproximara a l a grafi ca te6ri ca ideal formada por una res; 

ta vertical sobre el eje de las ordenadas desde el origen hasta P , y una-cr 
recta horizontal R. 

Si los esfuerzo; en la columna exceden el l fmite de proporcionalidad bajo la 

acci6n de carga; menores que P (columna de comportamiento plastico), la cr 
grafica (P,') s1:ra sernejante ala curva C, cuyo punto maximo corresponde a-

la carga critica de. panJPo inelastico de la columna. Tal carga es rnenor que 
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la carga de Euler. 

Columna empotrada en la base y articulada en su extrema superior. 

Una columna esbelta de longitud L, bajo la acci6n de una carga axial P, pa­

ra la cual la colLmna est~ en equilibria externo e interno, est~ empotrada­

en su extrema inf1:~rior y libremente apoyada en su extrema superior (fig.l-9). 
Determinemos el v.:llor de la carga cri'tica y la forma del modo de pandeo co­
rrespondiente. 

R --
L 

y 

__ x 

'-t)f M = RL 

Fio.I.-9.COLUMNP EMPOTRAOA EN LA BASEY ARTICULAOA EN SU EXTREMO SUPERIOR 

Cuando la carga ? alcanza el valor crftico, Per' se inicia el pandeo y seQ 

rigina una fuerza de reacci6n horizontal R, en el extrema superior de la CQ 

lumna. En el extrema empotrado se inducen una fuerza horizontal y un momen­

ta. Por equilibria est~tico, vemos que tal fuerza es de la misma magnitud­

que R, pero de sentido contrario; y que el momenta M es igual a RL. 

El momenta flexionante en un punto cualquiera (X,Y) de la columna es: 

M = Px - R (L -.:1) 

La ecuaci6n dif·:rencial de la curva elastica es: 

x" = - M/EI 
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por lo que 

x" - -
p ~ 

TI X + lT ( L - y) 

recordando que c2 = P/EI (en que k es constante): 

R 
= II J - y) 

multiplicando y dividiendo por k 2 el segundo miembro de esta ecuaci6n: 

(L - y) 

por lo tanto 

- - - - - - - - - - - - - (1.33) 

La igualdad (1.33) es una ecuaci6n diferencial lineal con coeficientes cons 

tantes, cuya soluci6n se obtiene de la misma manera que la obtenida para la 

ecuaci6n (1.4). Por lo tanto, la soluci6n de la ecuaci6n (1.33) es (ver 

ecuaci6n 1.18): 

- - - - - - - (1.34) 

Para detenninar· las constantes C1 y C2 y la reacci6n R, se tienen las si--­

guientes condicil)nes de frontera: 

en y = 0, x = 0 en y = 0, x' = 0 en y = L, x 0. 

de l a ecuaci 6n (: .. 34), a l deri va r x con respecto a Y obtenemos: 

--- (1.35) 

Considerando en (1.34) y (1.35) las condiciones de frontera, se obtiene: 
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Cz + RL/P = 0 

- - - - - - - - - - (1.36) 

C1sen kl + Czcos kl = 0 

(1.36) es un sistema de 3 ecuaciones lineales homogeneas con 3 inc6gnitas:­

Cl, Cz, R; cuya primera soluci6n es la trivial, en que C1 = Cz = R = 0. En­

este caso, por 1.1 ecuaci6n (1.34), la deformaci6n 11
X

11 resulta nula y se ti~ 

ne la forma de e•luilibrio recta; es decir, no se produce pandeo, lo cual ca 

rece de interes. 

El sistema de ecuaciones (1.36) se puede escribir en la forma: 

(O)C1 + (1)C2 + (L/P) R = 0 

(k)C 1 + (O)Cz - (1/P) R = 0 

(sen kl)C 1 + (C(IS kl)Cz + (0) R = 0 

y tiene una soluci6n diferente de la trivial si el deterrninante de los coe­

ficientes es ig 1Jal a cero: 

I 0 
1 L/P 

k 0 -1/P = 0 

I 

senkl coskl 0 I 

desarrollando 1:1 deterrninante: 

1 kl + kl. CDS kl = 0 - p sen 1;-

dividiendo ent'·e cos kl y multiplicando por P ambos miembros de esta igual­

dad se obtiene: 
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- tan kl + kl = 0 

por 1 o tanto 

kl = tan kL - - - - - - - - - - - - - ( 1. 37) 

En esta ecuaci·5n, el valor mfnimo no nulo de kl que la satisface es kl= 
4.493 (v~ase g~~fica de la figura 1-10): 

ton kL 

10.904122 

7.725252 

4.493410 

0 
..... 

ID ,.., 
N ..,. ~ ID 

~ t1l 10 N ~ 0 N 
~ 10 ' N ..... N 

N ~ ..,. t1l ..... 0 " ..,. 
~ "'"" 

10, t1l ...J' 

" 
II d .... 

...J ...J .... .... 
II 

...J .... 

FiQ.I-·10. SOLUCION DE LA ECUACION kL= tan kL 

entonces 

k2 
- 20.1~ , pet·o k2 = P/EI, en que k es constante, por lo tanto 

L2 

kL 



p = 20.19 EI 
L2 
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como para este valJr de P se inicia el pandeo, corresponde a la carga criti­
ca, l uego 

20.19 EI p 
cr 

- ~----

teniendo en cuente que 20.19 

p 
cr 

o sea 

2.046 queda 

TI) E I 
p = ----
cr (0.7L)2 

- - - - - - - - - - - - - {1.38) 

Para obtener la e:uaci6n de la curva elastica, obtendremos C1 y C2 en fun -
ci6n de R de las ecuaciones (1.36) 

RL 
c~ - - P 

y sustituyendo er la ecuaci6n (1.34) C1 y C2 por sus valores 

R 
X = Pk 

RL R 
sen ky - P cos ky + P { L - y) , o sea 

x = :k [sen ky - kl cos ky + kl {1 - t)J - - ( 1. 39) 

En esta ecuaci6n, los valores de P y k se han determinado en el parrafo an­

terior. El t~r~ino entre corchetes de la ecuaci6n {1.39) representa el modo 

de deformaci6n de la columna pandeada, pero la amplitud de la flecha ode-­

fl exi 6n permanec:e ; ndefi ni da porque R esta i ndetermi nada. 
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Longitud efec1iva de una columna. 

La ecuaci6n dE: la carga critica (1.31) corresponde a una columna con extre­

mes articuladcs; sin embargo, esta formula puede aplicarse a cualquier otro 

tipo de colurnras, sustituyendo el terrnino L por el llamado "longitud efecti 
va" o "equiva1enl:e". 

Comparando la carga critica para una columna en cantilever (ecuaci6n 1.30)­

con la correspondiente a una columna con extremos articulados (ecuaci6n 1.31) 

se ve que la f5rmula para ~sta Gltima tambi§n se puede emplear para la colum 

na en cantilev~r, sustituyendo L por una longitud efectiva igual a 2L; es de 

cir, del doble de la longitud de la columna en cantilever. 

En consecuenci.1, la ecuaci6n (1.31) se puede generalizarpara la carga criti 

ca escribiencola en la forma: 

p 
cr - - - - - - - - - - - - - (1.40) 

en donde KL es la "longitud efectiva" de la columna y el coeficiente K es -

el "factor ce . ongitud efectiva". 

De esta manera Kvale 2 para una columna en cantilever, 0.5 oara una colum­

na con giros rE:stringidos en los extremos (ecuaci6n 1.32), 0.7 para una co­

lumna con un extrema empotrado y el otro articulado (ecuaci6n 1.38) y 1.0-

para columnas con ambos extremos articulados (ecuaci6n 1.31). En general la 

ecuaci6n (1.40) podra utilizarse para columnas concualquier condici6n dea­

poyo en los extremos, siempre que se conozca el factor de lonqitud efectiva. 

Tratemos el casJ de columnas articuladas en su base, que forman parte de un 

marco no contra~enteado como el mostrado en la figura l.lla, en el que se­

considera que la trabe es de rigidez infinita en comparaci6n con la de las­

coluf:lnas. 

Ante desplazarni,,ntos horizontales del marco, en su plano, se observa que la­

trabe impide el giro, pero no el desplazamiento,del extrema superior de las­

columnas,las cuales se comportan corno un cantilever invertido y como conse-
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cuencia, la longitud efectiva delas columnas es igual al doble de su long..:!_ 

tud real (fig. 1-11b). Esta situaci6n debe tomarse en cuenta en las colum­

nas de todo edificio que no est~ restringido contra desolazamientos latera­
les. 

L 

2L 

\ 
\ 
\ 
\ 
I 
I 
I 

( 0) 

( b) 

\ 
\ 
\ 
\ 
I 
I 

l~iQ. 1-11. MODO DE PANDEO DE CO LU M NAS EN UN 
MARCO CON DESPLAZAMI ENTO LATERAL 

El an~lisis anterior justifica definir la longitud efectiva de pandeo de u­

na columna, como la distancia entre los dos puntas de inflexi6n que se for­

man en la cw~va el~[stica, por efecto del sistema de cargas, sistema de apo­
yos, y desplazamientos horizontales relatives de los extremes. 

En la figura 1-12 se resumen los valores del factor de longitud efectiva p~ 
ra columnasconcif~erentes condiciones de apoyo. 
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L 
p 

KL 

L 
L 

K = 2.0 K=0.5 

( ·] ) ( b ) 

p 

K=0.7 

( c ) 

CON 
DESPLAZAMJENTOS 

L KL 

(d) 

K=2.0 

( e J 

Fig.l-12. VALORES DEL FACTOR DE LONGJTUD EFECTJVA. 

Longitud efect·iva en columnas de estructuras reales. 

KL 

L 

Los valores del factor de longitud efectiva K, obtenidos en el artfculo an­

terior, corresponden a columnas con condiciones de apoyo ideales. Sin embar 

go, en columnas de estructuras reales es muy poco frecuente identificar es­

tas condiciones de apoyo, encontr&ndose par lo general entre los dos casas­

extremes de articulaci6n y empotramiento. En las figuras l-13a y l-13b se -

muestran las ·la'lgitudes efectivas para condiciones intermedias de apoyo en­

columnas que forman parte de marcos sin y con desolazamientos horizontales. 
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-~ 1F 

PUNTO DE 

PUNTOS DE ( INFLEXION 

L KL 
INFLEXION 

L 
\ 

-~--~ t KL 
I 

I 

0.5 c. K·~I.O 
I 
I 

I.O<K<+oo ·-+ 
( []} (b) 

Fig. I- 13. LOIIiGITUD EFECTIVA EN COLUMNAS DE ESTRUCTURAS REALES: 

(a; SIU DESPLAZAMIENTO (b) CON DESPLAZAMIENTO. 

Obs~rvese en la figura l-13a que las columnas en los marcos arriostrados 

tienen valores de K que varian entre 0.5 y 1.0. En cambio, en las columnas­

de marcos no arricstrados (fig. 1-13b)~ el valor de K siempre es mayor que-
1.0. Debido a que el comportamiento de los marcos arriostrados y no arrios­

trados son tan difer~entes (fig. 1-14), normalmente se dan valores de K para 

los marcos dentro de estas dos categorfas; de manera qua antes de analizar­

una columna,se debe decidir a que tipo de marco pertenece. 

( 0 ) ( b ) 

Flo I. 4. MODOS DE PANDEO PARA MARCOS ARRIOSTRADOS 

Y NO ARRIOSTRADOS: (a) ARRIOSTRADO, (b) NO 

ARRIOSTRADO. 
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En la pr~ctica, para la mayorfa de los edificios, el desplazamiento lateral 

de los marcos puede restringirse mediante muros de cortante o un adecuado -

sistema de contt·aventeo diagonal, perc para edificios construidos con marcos 

y muros ligeros de tableros desmontables, muros desligados de la estructu­
ra o marcos nJ contraventeados, el desplazamiento lateral es apreciable. 

El valor de K para columnas de marcos arriostrados y no arriostrados depen­

de de la rest~icci6n rotacional en las juntas, expresada, para cada una de­
las juntas, por el parametro l/J, dado par: 

:c(I/Lc) 

;~ (I b/L b) 
(1.41) 

en donde L:(I /L ) es la suma de las rigideces relativas de las columnas que c c 
concurren en una junta y L:(Ib/Lb) es la suma correspondiente a las trabes u 

otros elementc>s (no columnas) concurrentes en la misma junta. Icy Lc sonel 
memento de inErcia y la longitud libre de cada una de las columnas que cone~ 

rren a la junta y los terminos Ib y Lb son el momenta de inercia y la longi 
tud libre de cada trabe o elemento (no columna) que concurren a la junta. -

Los terminos Ic' Lc, Ib y Lb, deberan calcularse en el plano en que se con­
sidere el pandeo de la columna. 

Conocidos los valores de ~ en cada junta de la columna que se este estudia~ 
do, se puede calcular el valor de K mediante los nomogramas de Jackson y -

Moreland (fiq. 1-15). Estos nomogramas permiten la determinacion grafica de 

K para una colJmna de secci6n transversal constante en un marco arriostra­

do o no arriostrado. Los subindices A y B se refieren a las juntas en los -
extremes superior e inferior de la columna. 
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a). MARCOS ARRIOSTRAOOS b).MARCOS NO ARRIOSTRADOS 
(SIN DESPLAZAMIENTOS LATERALES) (CON DESPLAZAMIENTOS LATERALES) 

Fig. 1-15 NOMOGRAMAS DE JACKSON Y MORELAND PARA DETERMINAR K. 
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1.3 -~i!:mul'a de Euler. Limitaciones de la Formula de Euler. Generali­

-~__:~_i6n_j)ara el Rango Inelastico. 

Esfuerzos en columnas. 

El esfuerzc nedio de compres1on en una columna cargada axialmente se calcu­

la dividiendo la carga axial entre el area de la secci6n transversal. El 

esfuerzo obtE•nido de esta manera para el caso en que la carga axial sea 

igual a la c2rga critica se llama esfuerzo critico f , por lo tanto: cr 

aplicando ld ecuaci6n (1.40) 

f cr 

si designamos con r 2 = I/A el radio de giro de la secci6n transversal de 

la columna, tendremos: 

n 2 E = -----·-
( 1. 4c 

( KL/ r) 2 

A KL/r le llam<tmos "relaci6n de esbeltez" de la columna. Se puede cLs 

que el esfuerzo crltico es inversamente proporcional al cuadrado de l_ 

laci6n de esbeltez. 

Cuando las concic·iones de apoyo de los extremos de una columna son las mis­

mas en todas direcciones, el calculo del esfuerzo critico debe hacerse con­

siderando el radio de giro minimo de la secci6n. Diremos en este caso que -

el pandeo ocurre alrededor del eje de menor momenta de inercia, esto signi-
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fica que la columna al pandearse se flexionar§ alrededor de ese eje. 

Cuando las condicicnes de apoyo son diferentes en direcciones distintas, -

deber§ investigarSE! el pandeo en las dos direcciones perpendiculares entre 

si y se utilizarci para el calculo del esfuerzo crltico el mayor de ambos -

valores de la relac:i6n de esbeltez. 

La ecuaci6n (1.4;') llamada "formula de Euler", es valida siempre que el -­

esfuerzo critico, fer' sea menor o igual que el limite de proporcionalidad 

del material, es~o es cuando el pandeo de la columna es el§stico,cuando fer 
es mayor que dicnc limite el pandeo es inelastico. 

Par esto resulta conveniente trazar una grafica que relacione el esfuerzo 

de compresi6n, cor, la relaci6n de esbeltez de la columna (fig.1-16). 

f: P/A 
CURVA DE EULER 

\/ 
D E \ -- ---\----

-~--- \ I ............. 

F 
f mdx. 

I ",. 
-----~---- B 

LIMITE DE RESISTENCIA 

I I 
I I LIMITE DE ESTABILIDAD 
i I 
I I 
I I 

O COIHAS lMEDIANAS: LARGAS -
~ 

I< L /r 

Fig. 1--115 DIAGRAMA DE ESFUERZOS DE COMPRESION, EN 
FUNCION DE LA RELACLON DE ESBELTEZ. 

En la figura 1-16, la curva ABC, llamada curva de Euler, es la representa­

ci6n grafica de la ecuaci6n (1.42). Esta curva es val ida fisicamente solo 

en el tramo BC, donde fer es menor que el limite de proporcionalidad, f1p. 

El valor minim8 de KL/r para el cual es aplicable la formula de Euler (el 

correspondiente al punta B), se obtiene hacienda f f1 en la ecuaci6n cr p 
(1.42) y despej<tndo KL/r, es decir: 

KL 
r 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - (1.43) 
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De este valor en adelant~ el pandeo de la columnc es de comportamiento ela~ 

tico y decimt)S que se trata de una columna 11 larga 11 cuando su relaci6n de es 
beltez es ig11al o mayor que el valor limite. 

Cuando la re·laci6n de esbeltez de una columna es muy baja (columnas 11 cortas11 ) 

la falla por carga axial ocurre por aplastamiento o fluencia del material.­
En estas circunstancias se puede fijar un esfuerzo maximo de compresi6n P/A 

como lfmite ce la resistencia del material.Tal lfmite esta representado en 
la figura 1-16 por la recta horizontal DEF trazada por el punta de esfuerzo 
maximo, fa~ ; y representa un 11 llmite de resistencia 11 para la columna. En-m x 
este caso no es aplicable la f6rmula de Euler, puesto que el esfuerzo llega 
al lfmite de proporcionalidad, flp' antes de que se inicie el pandeo. 

Entre los rangos de columnas cortas y largas hay un intervale de relaciones 

de esbe1tez i'ltermedias demasiado pequefias para que rija la estabilidad e­
lastica y dE!mdsiado grandes para que s6lo gobiernen las consideracicnes de­
resistencia. Tales columnas de 11 mediana longitud 11 se pandean inelasticamen­

te, y est an representadas por 1 a recta EB. 

De esta manera se obtiene la linea quebrada DEBC, que puede emplearse como­

base para proyectar columnas de cualquier longitud. En forma alternativa-­

se puede uti l·izar una curva continua que una los puntas D y B y la curva de 
Euler deB a C. 

En una columna con relaci6n de esbeltez conocida, el esfuerzo P/A obtenido­

de un diagrarna s~'milar al mostrado en la figura 1-16 debe considerarse co­
mo el esfuerzo m~iximo que hara fallar la columna,ya sea por falla directa­

del material o por pandeo, dependiendo de la relaci6n de esbeltez. Por lo -

tanto, el esfuerzo de trabajo admisible para la compresi6n debe tomarse co­
mo el esfuerzo m§ximo obtenido,dividido entre un factor de seguridad cuyo -

valor depende de la relaci6n de esbeltez de la columna. 

GENERALIZACION DE LA FORMULA DE EULER PARA EL RANGO INELASTICO. 

En este artfcu·o consideraremos el comportamiento de columnas sujetas a la­

acci6n de un e~;fuerzo crftico que ocurre en el rango inelastico del mate --
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rial empleado, o bien, de columnas construidas con un material no el§stico, 

cuya curva esfuet'ZJ-cleformaci6n (f ,c) no muestra un llmite de proporcional_i 

dad definido (figura 1-17). 

Para estudiar el rroblema de pandeo en el rango inel§stico Engesser proouso 

en 1889 que el esfuerzo critico para este caso podri'a calcularse con la f6I:_ 

mula de Euler (ecuacion 1.42) sustituyendo en ella el modulo de elctstici­

dad E o modulo de Young, par el modulo tangente Et definido como la pendie~ 
te de la tangente a la curva esfuerzo-deformaci6n en el punta A de la figu­

ra 1.17. Asi: 

( 1. 44) 

f 

df 
' . Et = dc 

fer. 

€ 

Fig. 1.17 CURVA ESFUERZO- DEFORMACION DE UN MATE RIAL (SIN 

LIMITE DE PROPORCION~LIDAD DEFINIDO). 

Conocida la curva esfuerzo-deformaci6n (f,c) de un material en la cual el­

esfuerzo es funci 6n de l a de formaci 6n: 

f = F (c) ( 1. 45) 

se puede obtener de ella el valor del modulo de elasticidad tangente, para 



46 

cualquier esfuerzo, como 

( 1. 46) 

si se supone cue ese esfuerzo, calculado con la ecuaci6n (1.45), es el 

esfuerzo cr1tico para una columna determinada, se puede conocer el valor 

de KL/r, correspondiente al f considerado, despej§ndolo de la ecuaci6n cr 
(1. 44) : 

KL ~ 
r =J-~~--

cr 
- - - - - - - - - - - - - - - - (1.47) 

En la que fer JEt se han determinado con las ecuaciones (1.45) y (1.46) 

respecti vament'~. 

Para trazar un diagrama de esfuerzos crfticos de compresi6n en funci6n de 

la relaci6n de esbeltez de una columna, el procedimiento consiste en supo­

ner un valor dE~ deformaci6n unitaria E, y calcular con la ecuaci6n (1.45) 
el esfuerzo cr1tico que deber§ graficarse en el eje de las ordenadas. El -

valor de Et se determina con la ecuaci6n (1.46) y, finalmente, se calcula 

KL/r y se grafica en el eje de las abscisas. 

Con objeto de comprender el m~todo, se aplica ~ste en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo: 

Dada la gr~fica esfuerzo-deformaci6n unitaria (f,E) de un material de compor­

tamiento inel~stico, trazar un diagrama esfuerzo cr1tico-relaci6n de esbel-­
tez (f , KL/r) que permita disenar columnas esbeltas de ese material. El --cr 
esfuerzo que prJduce el aplastamiento del material es de 300 Kg/cm2 

• 

f ( Ko /c m.2 ) 
f : € 1/Z '3 X 10 7 

300 

0.003 
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El valor de f con~ funci6n de E est~ dado par: 
ljz -

f = E V3 x 107 Kg/cm 2 (a) 

por lo tanto, aplicando la ecuaci6n (1.46): 

Et 
- df 
- ds 

Et 
d ( E 1ft ~3;·lQ7 =crs 

1 -1/2 
Et = 2 E 'VJX--10 7c 

Et = 0. 5 2/2 ~-;;1()7 Kg/cm 2 

E = 2738.6 
t - - - - - - - - - - - - - (b) 
~ 

el valor de KL/r, por la ecuaci6n (1.47), es: 

Kl:: =fJ2 

Et 
r f - - - - - - - - - - - (c) 

cr 

Para trazar el dia9rama (fer' KL/r) escogeremos arbitrariamente una serie -
de valores deE dentro del range 0 < E < 0.003, y sustituyendo en (a),(b) y 

(c) obtendremos respectivamente los valores de f , Et y KL/r, que anotare-cr 
mos en la siguiE~nte tab'la: 

(a) fer (b) Et (c) KL/r 

o) (Kg/ cm 2
) (Kg/cm 2

) (adim.) 

1 0.0001 54.8 273860 222.1 

2 O.OC02 77.5 193648 157.0 

3 0. DC 05 122.5 122474 I 99.3 

U
O.Ofl10 

0.0020 
o. 01)30 

173.2 

244.9 

300.0 

86602 70.2 

61237 49.7 

50000 40.6 

Por lo tanto. Ia gr§fica esfuerzo crftico-relaci6n de esbeltez es: 
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fer (kg/cm2 ) 

300.0 ~--

244.9 

173.2 

122.5 

77.5 
54.8 

5 
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I 
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N 

KL/r 

GRAFICA ESFUERZO CRITICO- RELACION DE ESBELTEZ 

I.4 _l)j!!!_E~nsionamiento y Revision de Columnas de Acero y de Madera Suje-

1:_~~- a Carga Axial. 

Proyecto de cc1l umnas de acero con ca rga ax i a 1. 

Los metodos d~scritos en los articulos anteriores se han basado en conside­

racianes te6ricas; en la pr~ctica deben incluirse factores de seguridad que 

limiten los esfuerzos admisibles.Dichos factores varian en funci6n de la 
relaci6n de esbeHez KL/r de las columnas. Para fijar el valor de los factQ_ 

res de seguridad se han realizado ensayes con columnas, los cuales han con­

ducido al uso de formulas empiricas, que trataremos adelante. 

Para columnas :le acero, el "Column Research Council" (CRC) (Consejo de In­

vestigaci6n de Columnas), ha propuesto el valor del esfuerzo critico fer' -

dado por la ecJaci6n (1.42), como el esfuerzo m~ximo que puede ser aplicado 

a una columna. Por lo tanto,se tiene que 

( 1.48) 
(KL/r) 2 

Esta ecuaci6n ~;6lo es aplicable en tanto el esfuerzo real en la columna pe_!: 
manezca inferior al limite de proporcionalidad, lo cual se traduce a que s_§_ 

lo es aplicablE! cuando la relaci6n de esbeltez KL/r es mayor que cierto va­

lor dado por 1~. ecuaci6n (1.43). En el caso del acero estructural el limite 
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de proporcionalidad se identifica con el esfuerzo de fluencia f . 
y 

La generalidad de perfiles de acero estructural presentan esfuerzos residua 

les fr, por lo cLal, el esfuerzo real de compresi6n fc en una columna es: 

fc = f ~ + f max r 

ctonde fc no debe 

mayor que f/2; 
rior, se tiene: 

f 
f" = f ~ + _;t_ 

J max 2-

exceder el lfmite de proporcionalidad f , y f no debe ser y r 
t~ntonces, sustituyendo estos valores en la igualdad ante -

de donde 

llevando a la ecuaci6n (1.48) este valor de f ~ , se tiene: max 

~Y. = ir
2 E 

£~ (KL/r) 2 

de donde podemo!:. despejar KL/r~ 

It ·t~:E 
designando este valor de KL/r por cc, tenemos: 

( 1. 49) 

Esta ecuaci6n define el valor lfmite de la re1aci6n de esbeltez a partir del 

cual es aplicdble la f6rmula de Euler. El termino Cc de la ecuaci6n (1.49)­

es el llamado "coE~ficiente de columna'' y depende unicamente de las caracte­

risticas del material. 
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De lo anterior resulta que: 

si KL/r ~ Cc el pandeo es en el rango elastica y 

si KL/r < C~ el pandeo ocurre en el rango inelastico. 

El esfuerzo rraximo de compresi6n que se puede aplicar a una columna dentro 

del rango elastica, se puede obtener dividiendo ambos miembros de la ecua -
ci6n (1.48) entre f : y 

= -·----·--

multiplicanco y dividiendo entre 2 el segundo t~rmino de esta igualda~ obte 
nemos: 

teniendo en cLenta la ecuaci6n (1.49), se llega a 

f ~ c;> 
max = __ _£_ ___ 

( 1. 50) 
f 2 ( KL/t) 2 

y 

por lo tanto: 

fmax = [ 2(~~~~ J fy (1.51) 

la ecuaci6n (1.51) s6lo es aplicable para KL/r ~ Cc. 

Para la zona dE~ pandeo inelastico, asto es, cuando KL/r < C , el 11 Column -­c 
Research Counc·l 11 (CRC) propene, para la obtenci6n de fmax' una curva para-
b6lica dada por- la siguiente ecuaci6n: 

2C :: 
c 

( 1. 52) 
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o sea 

f ~ = I 1 
ma.K L 

la ecuaci6n (1.53) es aplicable cuando KL/r < C . c 

( 1. 53) 

Con las ecuacione~ (1.50) y (1.52) se puede trazar la gr§fica de la figura-

1-18, en la que l.:t relacion fma/fy es funci6n de KL/r. 

f mdx Fa --.-
f y fy 

1.0 

0.6 

0.5 

0.2 61 

0 

\ CURVA DE EULER v 
\ fmax "fy, fmax/fy •1.0 -- ··- -- -\- - - -- - - - - - - -

........... \ 
CURVA CRC (tc.l52) 

CURVA DE EULER ( e~ c .1.50) 

Cc I<L /r 

FIQ.I.-18.GRAFICAS DE(fma'x/fy)y(Fa/tvl C:N FUNCION DE I<L/r. 

Observamos en E·s~a figura que para KL/r =- 0, ;Jor la ecuaci6n (1.52), resul­

ta fmax = fy' y ~ue la recta horizontal fmax/fy = 1.0 es tanqente a la cur­
vade la ecuac·6n (1.52), ademas, esta curva se confunde con la curva de-­

Euler (ec. 1.5l)) en el punto en que KL/r =C. c 

Para fines de diseAo tiene que introducirse en las ecuaciones (1.51) y --­

(1.53) un factor de seguridad apropiado, con el cual se pasa del esfuerzo­

rr.aximo, f ~, al esfuerzo admisible Fa. max 
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El "American Institute of Steel Construction" (AISC), ha propuesto los si -

guientes fdc:tores de seguridad (.F.S.) para ser aplicados en la formula­

(1.51) yen la (1.53) del C.R.C.: 

- 23 
- T2 1. 92 para KL/r 2 C c 

8C 
3 

c 

para KL/r < 

Llevando a 1~1 ecuaci6n (1.51) el factor de seguridad FS 1 y a la ecuacion -

(1.53) el factor FS 2 , se obtienen las formulas empiricas de esfuerzos ad-

misibles, o ~ea: 

[ C' J f 
F = 2(K~:~~ 

J 
a FS1 

para KL/r 2 Cc ( 1. 54) 

F = [ I 
- \.f'L/_rl'] :s. 

a 2C' FS, c . 
para KL/r < Cc ( 1. 55) 

Las ecuacione:; (1.54) y (1.55) se representan graficamente como F/fy en fun 

cion de KL/r, en la figura 1-18. 
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v 
~ 
~ 

-..J--~-

ideates de a p oy o 

~ l ~ i ~ I£~;:_~ p;;~ "r' I 
I I I I 

I I 
I I I 
I I 

I 1 I I I 

I I l 
I I 

I 
I I 

I I 
I 

I I I I 

1./ 
I 

17)t »l ~ 
(I 

~ t rr 
0. 7 1.0 1.0 2.0 2.0 

0 80 1.2 1.0 2. I 2.0 

Rotocior y troslacion reslringidos 

Rota cion librP., troslocion restring ida 

Rotoc.io·., re strin gid a, tras Ia cion li bre 

Rotaci-:\r y troslocion l11'lres 
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Dimensionam'iento y Revision de Columnas de Hadera Sujetas a Carga Axial 

El estudio de colLmnas de madera que a continuaci6n se expone , parte de la 

formula de Euler, y esta basado fundamentalmente en las Nomas Tecnicas Com 

plementarias para el Dise~o y Construcci6n de Estructuras de Madera del Re­

glarnento de Ccnstrucciones para el Distrito Federal (Ref. 1.2). 

Consideremos un~ :alumna de secci6n rectangular maciza, sujeta a una carga­

axial paralela a las fibras (fig. 1-19). Suponemos que por las condiciones de 
apoyo, la longitud efectiva de dicha columna es KL 

L 

b.) SECCION TRANSVERSAL 

-----x 

a.) ELEVACION 

Fig. 1.19- COLUMNA DE MADER A 

Con fines de diseAo, las dimensiones de la secci6n transversal de la colum­

na deberan reducirse lcm de cada lado, asf, las dimensiones netas son: 

en direcci6n de· eje X: 

en direcci6n de·, eje Z: 

b = b 
n 

d = d 
n 

1 (en em. ) 

l(encm.) 

Para obtener el esfuerzo admisible de diseAo en compresi6n paralela a las -

fibras (fed), p~rtimos del esfuerzo crftico de Euler (ecuaci6n 1.42) o sea: 

f cr 
= -~_l_ __ _ 

(KL/r.); 
(1. 56) 
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Suponiendo que el pandeo de la columna ocurre en el plano XY (flexion debi­

da al pandeo alrededor del eje Z), el radio de giro respecto al eje Z ser~: 

rz =« 
don de Iz es ·= 1 memento de 

ta de 1a secci6n transversal. 

Iz 
(dn)(bn)! 

- ----u----

An = (dn)(bn) 

~ (dn)(b,)' 
r = -------
z 2 (d )(b ) 

n n 

r = {ib
1
n;' z 

2 (b )2 
r n = 12 z 

11 evando este "esultado a 1 a 

= ------
12( KL/b 1

2 

n 

inercia res pee to a 1 eje Z y An es el 

ecuaci6n (1.56): 

(1.57) 

Introduciendo un factor de seguridad, el esfuerzo admisib1e 

fed sera: 

f cr 
fed = FS 

usando FS = 2.75 : 
entonces,en la ecuaci6n (1.57) tenemos: 

~~ ;> E 
fed=-­

(2.75)(:2)(KL/bn)2 
, o sea: 

area ne-



f == cd 
0.3E --·-----

(KL/b r' 
n 
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( 1. 58) 

El esfuerzo f l' dado por la ecuaci6n (1.58), no debe exceder el valor del­e( 
esfuerzo admis·ible de compresi6n dado para columnas cortas, denominado como 

fcp' o sea: 

Esto significa que la ecuaci6n (1.58), que representa la curva de Euler en­

la gr~fica de Ia figura 1-20, s6lo puede ser aplicada hasta un cierto lfmi­

te de relacitn de esbeltez que se presenta cuando fed es igual a fcp· Asf,­
para conocer e:;e valor lfmite haremos f d = f en la ecuaci6n (1.58), y -c cp 
despejaremos loi relaci6n de esbeltez: 

Este valor de (KL/bn),, es el 11mite de aplicaci6n de la f6rmula de Euler, 

se designa com1) el 11 Coeficiente de columna 11 Cc; por lo tanto: 

(1. 59) 

Para relacione5 de esbeltez menores que C, el esfuerzo admisible por compre c -
si6n fed' es i~ual al esfuerzo admisible para columnas cortas fcp· Esta con 

dici6n se repr~senta con la recta horizontal fcd==fcp en la figura 1-20. 
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\ ' ESFUERZO ADMISIBLE 

I-

_____ \_,\- _.!_c~ = fcp ___ j~A~A-r,QLUMNAS CORTAS 

fed 

fcp 

COLUMNAS 

CORTAS I LARGAS 

Cc=·~ 
v fCP 

CUR VA DE EULER 

( ECUACION 1.58) 

(KL/bn) 

Flg.l-20 GRAFICA DEL ESFUERZO ADMISIBLE EN FUNClON 

DE KL / bn. 

En la deducc:i1)n de la ecuaci6n (1.58) supusimos que el pandeo ocurre en el­

plano XY; sin embargo, cuando las condiciones de apoyo son diferentes en c~ 

da plano, dellera investigarse el pandeo en las dos direcciones de analisis 
mediante el Ciilculo de la relaci6n de esbeltez para cada direcci6n y se uti 

lizara para e· calculo del esfuerzo admisible fed' el mayor de ambos valo­
res de la relc::ci6n de esbeltez. As1: 

en el plano X),la relaci6n de esbeltez es: 
en el plane ZY,la relaci6n de esbeltez es: 

y 

Resumiendo; el esfuerzo de compresi6n uniforme actuante f, en toda secci6n 
transversal recta, de la columna es: 

don de 

cuando el mayor de (KL/bn) o (KL/dn) < Cc 

f 0. 3E 
cd = (KL/b)~a)~r 

en que: 

fcp = esfuerzo admisible de compresi6n para columnas cortas (Tabla T.l) 
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fed = esfuerzo admisible de compresi6n para columnas largas. 
E = m6dulo de elasticidad de la madera. 

K = factor de longitud efectiva. 

Para valores de l(,el Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal­
recomienda (fig. 1-21): 
Restringido al giro con 
pqsibi11dad_de dt?splaza­
mlento vert1cal. 

K=0.65 K = 0.80 K = 1.0 

DESPLAZAMIENTOS 

K = 1.20 K = 2.0 

Fig. 1-21 VA,_Qfi~ES DE K PARA COLUMNAS DE MADERA DE ACUERDO 
CON H R C D F. 

Tabla T-1 

iE$FUERZOS ADMIST!LES DE COMPRESION PA~ 

COLUMNAS CORTAS ( i~CD.EJ 
----------------~ 

Tipo de Madera fcp (Kg/cm 2
) 

SELECTA 70 

PRIMERA 50 

SEGUNDA 25 

TERCERA 17 L __________ _ 

En la practica, e·l R1:?glamento de Construcciones para el Distrito Federal r~ 

comienda el uso de una excentricidad minima accidental igual a 0.10 de la­

secci6n transvers2l de la columna en las dos direcciones de analisis. Esto­
produce un efecto de flexi6n y obliga a dise~ar la columna por flexocompre­
si6n, tema que se tratara detalladamente en el capitulo V de este libro. 
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EJEMPLOS DE APLICACION 

1.1.- Detenninar la carga critica que produciria el pandeo de una colu~ 

na de acero A-36, de secci6n tubular mostrada en la figura. La -

colunna es de 8.00m de altura y est& articulada en sus dos extre­
mes. Considere que el acero A-36 tiene un esfuerzo de fluencia -

de F - 2530 Kg/cm 2 y un m6dulo de elasticidad de E = 2.039 x 10 6 

.v 
kg/cm 2

• Ademas, calcular la carga axial que puede admitir la co-
lumnJ en condiciones de servicio. 

·-·~· 

OI ·-·y;-· 
SECCION TRANSVERSAL 

E LEVACION DE LA COLUMNA 

Soluci6n: 

Propiedades de la secci6n transversal: 

A = n[~ 2 ~_j~_ = n[(30.50)~- (29.3)
2
] = 56 . 4 cm2 

I = ~-=----9.~- = illl.Q_.S)" 4 (29,3)"] = 6301 em" 
64 6 

r =/I =~:~i = 10.57 em. 

C&lculo dell relaci6n de esbeltez: 

K = 1.0 p1)r estar articulada en ambos extremes. 

L = 800 em. 

KL _ ( 1. 0 )( 800) r- --lo.s~·- = 75.7 

0=30.5 em 

d= 29.3 em 

t= 0.6 em 
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Coeficiente de cDlumna: 

126.1 

C8mo KL/r es menJr que Cc' el pandeo ocurrir~ en el ranqo inel~stico; por 

lo tanto, por la ecuaci6n (1.53), el esfuerzr- .1~ximo que soporta la colum 
na, valE~: 

f ~ max 

f ~ max 

(K~Jr·r· J ~-~------ F 
2C Y 

c 

JJ_~LL,] 253o 
2(126.1)· 

luego, la carga axial que produce la falla de la columna, se obtiene mul -

tiplicando el esfuerzo m§ximo f ~ , por el §rea de la secci6n transversal~ max 
asf: 

Per A f ~ max 

p = (56.4)(2C74) = 116974 Kg cr 

F' cr = 116.974 lon. 

La carga axial cue admite la columna bajo condiciones de servicio, se ob­

tiene dividiendc el esfuerzo m~ximo, f . , entre el factor de segur1dad -max 
correspondiente a la falla por pandeo inel§stico (ecuaci6n 1.55), y multi 

plicando por el ~rea de la secci6n transversal; de esta forma, el esfuer-

zo admisible es. de acuerdo con la ecuaci6n (1.55): 

[I 1~~:Lr.J 2 l F 
F = - __l_ 
a 21'2 J FS2 L c 
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donde 

FSz (para KL/r < Cc) 

Fs 5 + :1(75. 7) (75. 7) 3 
- 1 865 

2 = 3 }f(T26.IT - 8 ( 126-.1)3- - · 

asi: 

2530 1112 kg/cm 2 

1.865 

por lo tanto, la carga axial admisible bajo condiciones de servicio. vale: 

P = A F a 

p = (56.4) )112) = 62717 kg 

P = 62.717 Ton. 
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1.2.- Se tiene una armadura de acero como se mues-t::ra en la fiqura. El -

miemb·'o AB sujeto a compresi6n, esta colocado de tal manera que­

puede pandear como una columna con extremos articulados en el 

plano XY, y como una columna con giros restringidos en ambos ex­

tremo·; en el plano XZ. 

a) Si el espesor b del miembro es de 1.27 em., ~ Cual debera ser su peralte, 

h, para que teng~ la misma posibilidad de pandearse en las dos direcciones -

perpendiculares? 

b) Si se considera el modulo de elasticidad, E = 2.039xl0 6 Kg/cm 2
, ~Cual se­

ra la fuerza F que puede ser aplicada en el punto B? 

/" /~ 
'~. l<i A 

::~ >: ,.r: ,_,· 

~·/ ~ "c. - T 'J,• 

~ "'o ";) 

' 
., 

I 4[§ C'~ I 
I 

~z "" 3 

1

24.4cm. 

" I Jh 
J 

A /a 
.. X 

1 b=l.27cm. 

H 
~----- 40 em. 

c) SECCION TRANSVERSAL 

--1 DE LA BARRA A 8. 

0 ) ELEVACION 

iF r·l.27cm. ~ -x 

• z b) PLANT A 

Soluci6n: 

a) Para que la barra A.B tenga la misma posibilidad de pandearse en las dos 

direcciones, se debe cumplir que la carqa crftica para cada uno de los pla -
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nos sea la misna: 

en el plano XY, el giro par pandeo ser§ alrededor del eje Z, par lo tanto: 

p 
cr (KL)~ ._ 

en donde Kz = 1.0 

- bh 3 

Iz - I2 

sustituyendo estos valores en la ecuaci6n (a) 

p 
cr 

(a) 

(b) 

An§logamente, en el plano XZ, el giro por pandeo ser§ alrededor del eje Y, -
par lo tanto: 

p 
cr 

TT
2 EI 

= ___ J_ 

(KL)~ 
(c) 

en la que: K 0.65 (Valor recomendado para diseRo, que es mayor que el te6 y 
rico igual a 0.5) 

I = _b3 h 
y 12 

llevando esto~ valores a la ecuaci6n (c): 

TT
2 E b'h p ;:;; __ 

cr 12(0.65L.) 2 

p 
cr 

Comparando la:; ecuaciones (b) y (d), se obtiene: 

(d) 
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TI
2 E b h3 TI~ E b3 h 

- --------

Simplifieando 

de donde 

o sea 

h 1.539 b 

pero b 1. 27 em 

por lo tanto,el reralte, h, sera: 

h = (1.539)Q.27) = 1.95 em 

b) Para eonoeer cu~l es la fuerza F que se puede apliear en el punto B, tene 

mos que resolver la armadura: 

fiA _ __., 

I 4 ~ 
3 

/ 

B 

~F 
~-+-~---1 
t-----~-~ ----. ~; 

/ 

24.4 

/ 
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Por equilibrio de momentos flexionantes: 

IM = 0 
c 

R = 18 ·1_£ 0. 75 F 
A 24.4 

IM - 0 A -

_ 40F 
Rc- 32 . 7 - 1.223 F 

- - - - - - - - - - - - - (e) 

- - - - - - - - - - - - - (f) 

La carga axia· a la que estara sujeta el miembro AB es igual a RA~ por lo 

tanto, el esfllerzo en la barra es : 

o sea 

f = _9. ~5F 

de donde 

_ f· A 
F - 0. 75 - - - - - - - - - - - - (g) 

En la expresi<in (g), f representa el esfuerzo admisible de compresi6n axial, 

cuyo valor dt~pende de la relaci6n de esbeltez de la barra AB, que se obtie­

ne como s i gue. 

En el plano X'' vale (KL/r)z en donde K = 1.0, L = 40 em y 

rz =fi 
donde 



de modo que 

,----
r = ... 1~1 °27· 

7 §1-ci-5- o. 5 61 crT' 
Z l . X • _,, 

por lo tantc 

I KL) 1-, r z 

_ 1 X 40 - o.s1,·r 

En el plano XZ: 

donde 

sustituyendo: 

71.3 

C.365 em 

( KL) = 0. 65 __ ~:W = 71. 3 , r Y 0. 365 

65 

8bservese 

se obtuvo 

se en las 

que (<L/r) = (KL/r) , debido a que en el inciso a, el peralte h-z y 
de tal manera que la barra tuviera la misma posibilidad de pandeai_ 

dos direcciones perpendiculares. 

C =~2n 2 E 
c F y 
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pa1deo inel~stico 

Como el pandeo ocurrir~ en el rango inel~stico, el esfuerzo admisible se ob­

tiene a partir de la ecuaci6n (1.55): 

Fa =: [ 1 - ~L~_v: r) <_l ~ 
2C:~ J FS2 

don de 

FSz = ~ + __ l{..Zl_~li - (71. 3) 3 

3 8(1~:6.1) 0(:26.1) 3 

en consecuenci a 

1.856 

Fa= [1 - __ _(J.l:_3)zl 2530 = 1145 Kg/cmz 
2 (1 ?6. 1) 2 J 1. 856 

Por lo tanto, la fuerza F que se puede aplicar en el punto B vale, por la e­

cuaci6n (g): 

o sea: 

F = 3.78 Ton 
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1.3.- Una pieza de equipo mec§nico, que pesa 2500 Kg, debe estar sopor 

tada ~n el extrema superior de un tuba de acero, de di§metro no­

minal igual a 511 (c~dula 40). La base del tuba est§ empotrada en 

un dado de concreto, y su extrema superior est§ libre. Si sere­

quiere un factor de seguridad contra pandeo de 2.5, lCu§l ser& -

la altura m§xima de la columna capaz de soportar dicha pieza? S~ 

ponga que E = 2.039 x 10 6 Kg/cm 2
• Cal cul ar adicionalmente el es 

fuerzo admisible por compresi6n axial. 

P = 250o Ko 

L=? 

Soluci6n 

Propiedades de la secci6n (tomadas del manual AHMSA) (ref. 1.9) 

Momenta de inercia I = 631 cm 4 

/\rea A = 27.8 cm 2 

Radio de giro r = 4.8 em 

si la carga de ~;ervicio Pes igual a P /FS, entonces cr 

:) ( FS) P 
cr 

P = (2.~1)(2501)) = 6250 Kg 
cr 

de la ecuaci6n (1.40): 

p 
cr ( KL) 2 

despejamos L: 
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donde K =2.1 p1)r tratarse de una columna en cantilever, por lo tanto 

L = __!_ "' {n 2 1: 2 . I) 3 9 x 1 0 6 ) ( 6 31 ) = 6 7 8 em = 6 . 7 8 m 
2.1 v- 6250 

la altura maxima sera de 6.78 m. 

AverigUemos a~·ora, el esfuerzo admisible de compresion axial. La relaci6n de 

esbeltez vale: 

KL 2.1x678 
4 8 -· 297.0 . --

r 

comparando cor Cc: 

c =~~ c y 

C = "~39x106) = 126 1 
c 1~530 . 

KL ~ C 
r"' c 

pandeo e lasti co 

El esfuerzo admisible se obtiene mediante la ecuaci6n (1.54): 

donde 

FS1 = 1.92 

F = [ (126. U 2 
-]2530 = 119 Kg/cmz 

a 2(297) 2 _ 1.92 

el esfuerzo actuante vale 

fa 
- p 
-~ 

fa 
- 2500 - 90 Kg/cm 2 < Fa=119 Kg/cm 2 
- 27.8 -
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1.4.- Dete01inar la capacidad de carga de una columna de acero A-36, de 

8.0C' 11. de altura, que en el plano XY esta empotrada en la base y 

articJlada en el extrema superior, y en el olano ZY esta articul~ 

da c·n arr.bos extremos. La secci6n de la col unma esta formada por 

2 ce:nJ.les CPS-7" de peso igual a 14.58 Kg/m cada una, unidas en-­

tre si Jor elementos que forman una celosfa. Considerar que 

E = 2.039 x 10' Kq/m y Fy = 2530 Kg/em . 

--------- )( 

E 
0 
0 
Cl) 

y 

t 
~p 

X--

2CPS7" (14.58k /m.) 

LA CELOSIA NO MODIFICA 
EL AREA Nl EL' MOMENTO 

DE INERCIA DE LA 
SECCION. 

PU~NO XY (FLEXION POR PANDEO 

ALREDEDOR DEL EJ:: Z) 

PLANO ZY (FLEXION POR PANDEO 

ALREDEDOR DEL EJE X) 

SECCION TRANSVERSAL 

f\.ota: Las caracterfsticas de un perfil CPS-7" (14.58 Kg/m.) de acuerdo con el 

manual AHMSA sor: 

Zo Ac 18.39 

-=:::;J I X. 878.2 

Cl) Y' 6.91 
JE-=-· --·-Xo X 

,.._: • I 40.79 -
z~ 

r 1. 50 z ,. 

Zo 

Soluci6n: 

a) Propiedades de la secci6n de la columna. 

I~ 

IX = 

2A a = ( 2) : 18. 3 9) = 3 6. 7 8 em 

21Xo = (2)(878.2) = 1756.4 cm 4 

? em· 

cm 4 

em 

ern'' 

em 

I = z 
(Izc. + Aad') 2 = [40.79 + (18.39)(6) ]2 

r = X 
r = z 

fiX/A= fi756.4/36.i8 6.91 em. 

{G;A--= fi405.7!3-6.78 6.18 em. 

1405.7 em 
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b) Relaci6n de esbeltez en el plano XY: 

K = 0.8 (Valor recomendado para diseno, mayor que el valor te6rico z 

("Krl) = (O.~~i\~OQ_) = 103.6 (adimensional) 
z 

c) Relaci6n de esbeltez en el plano ZY: 

= (l.O)(BOO)- 115.8 (adimensional) 6.9:-. --

d) Por ser (KL/r)x > (KL/r)
2 

el plano de pandeo sera el ZY, es decir, la -­
flexion por pandeo ocurrira alrededor del eje x, y para calcular el esfuerzo 
admisible tomat·emos el mayor de los valores de relaci6n de esbeltez, o sea: 

(KL/r)x = 115.H 

e) Coeficiente de columna. 

f) Como(KL/r)x = 115.8 es menor que Cc = 126.1,· el pandeo ocurrira en el ran 
go inelastico; por lo tanto, 

FS
2 

= i + 3(KL~.!:l _ (KL/r) 3 

3 8C 8C 3 

( c 

FS2 = i + 3(11~~L-
3 8(12E.1) 

(115.8) 3 
':: 

8{126.1) 3 
1. 914 
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y 

(ecuaci6n 1.55) 

2530 764 Kg/cm 2 

1. 914 

g) La capacidad ce carga de la columna, en condiciones de servicio, serJ: 

P = F A a 

P (764)(36.78) = 28 100 Kg 

P- 28.1 Ton. 



72 

1.5.- Det,~rminar la carga axial admisible, en condiciones de servicio,­

pari una columna de madera de primera que en el plano XY, mostra­

do ~n la figura, esta empotrada en la base y articulada en su ex­

tremo superior, y en el plano ZY esta articulada en ambos extre -

mos. La secci6n de la columna es de 15 x 25 em y su altura es de-
5.0Jm. Considerar que E = 70000 Kg/em~ 

E 
0 
0 
tO 

y 

t 

p~ 

X ---
E 
0 
C! 
on 

+-

y 

z 

X 

z 
-----

o)PLANO XY(FLEXI()N POR ~NDEO 

ALREDEDOR DEL EJE Z ) 

b) PLANO ZY (FLEXION POR PANDEO c) SECCION TRANSVERSAL 

ALREDEDOR DEL EJE X ) 

Soluci6n: 

Por ser madera d1~ primera consideraremos, de acuerdo con la Tabla T-1. 

f = 50 Kg/cm 2 

cp 

Las dimensiones netas, reducidas por efectos de intemperismo, son: 

en la direcciC,n del eje X: 

en la direcci6n del eje Z: 
b = 15-1 = 14 em 

n 
d = 25-1 = 24 em n 

Con la ecuaciein (1.59), Cc vale: 

C =~0.3E 
c f cp 

C = 0.3x70000 = 20 . 49 c 50 ( adimens ion a 1 ) 
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La relaci6n de esbeltez en el plano XY se calcula con (KL/b ) , 
n z 

en donde K 0.8, yen el plano ZY se calcula con (KL/d ) , 
z n x 

en donde K = l.C, por lo tanto: 
X 

(11) -- (0.:30)(5CO)- 28 6 b z -- --r4-- - · 
n 

Comparando (KL/br)zy (KL/dn)xse observa que, por ser mayor (KL/bn)z' el pan­

cleo ocurrira en E:l plano XY, es decir, la flexion por pandeo ocurrira alred~ 

dor de'l eje z; per lo tanto, para calcular el esfuerzo admisible fed tomare­

mos el mayor de ~rnbos valores, o sea (KL/bn)z = 28.6 

Aclernas: 

KL 
(--) := 28 6 > C = 20.49 :. el pandeo ocurrira en el rango elastica 

bn z • c 

por lo tanto, apl·cando la ecuaci6n (1.58) 

f_d _ _ 0. 3E 

c (KL/b r' 
n 

25.7 Kg/cm 2 

La carga axial admisible sera: 

P = A f d n c 

P = (14)(24)(25.7) = 8635 Kg 

p = 8.635 Ton. 
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1.6 Calcular ·a carga axial maxima admisible de la columna de acero A--

36, local·zada sobre el eje 8 entre los niveles 2 y 3 del marco no­

restringido contra desplazamientos laterales (marco no contraventea 

do) mostrddo en la siguiente figura. Considere que en el plano per­
pendiculat· al marco, la columna no tiene problemas de pandeo. 

50 

45 

y 

Acero A - 36 

F =2530 Kg/cm 2 
y . 

E = 2xl0 6 Kg/cm 2 T4 • (.) 

T3 

Tz 

T1 T1 T1 

u -
(.) 

--x 

M.~RC:O NO CONTRAVENTEADO EN PLANO x y 

(FLEXION DEBIDA A PANDEO ALREDEDOR DEL EJE z ) 

y 

I 
I 

50 48 z - -4-- f- z 

I --
y I '' IDij 28 41.0 

"l 

~ 30 ~ 
TRA.BES T1 y T2 

X 

I -

43 z - ~-+· f--

. ..:lc:::I.O 
i --· 
lx 

I.O~l 28 -HI.O :1 
~ 30 ~ 

z 

y 

I 
1.0= 

45 43 z- ·-+·- 1--z 

I 
1.0= 

T 
y ., 

1.0~ 28 ~1.0 

t- 30 ~ 

TRABES T3 y T4 

X 

1--Z 

1.0 = .. 1:: ~:t==~ 
Tx 

1.0~ 28 

~ 30 

COLIJMNAS C1 y C2 COLUMNAS C3 y C4 
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Soluci6n: 

a) fv:on:E~ntDs de iner·cia de las secciones: 

Trabes -- y T I - (30)(50)? ( 28 )( 48) 3 

= 54 452 cm 4 - ---12 ____ - ~-12-z 

Trabe~; "' T, T - ll9llli \ 3 (28)(43) 3 

42 296 cm 4 y - :J__ -1 

1~ 12 z 
col umn a c; 

~ 

y C:; v] 

Col unma :; C: y C. I = _( 3o) t1o_L ( 28) ( 38) 3 

31 965 4 = em z 12 12 

b) RicJidi:'C!S relativas: 

T3 de /\ B .. 42296 
70.49 1'1 a = 65() L 

T3 de r• c. I 42296 65.07 C• (; I -650 

T2 de A B. I 54452 c:. I 90.75 = 
~ 

T2 de 
-, C. I 54452 = 83.77 D ,:[ 

I - 6so 

c2 de 1 2. I - 42296 140.99 il I -300 = 

c3 de 2 3. I 31965 106.55 d T - -300-

c4 de 3 4 I 31965 106.55 1 -~ = L 

106.55 
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c) Restricci6n rotacional en las juntas (ecuaci6n 1.41): 

en el nudo 2: 

= 140_Jl._2 __ ~-~~_2§_ = 1 42 
lJJz 90 a .75 + o3.77 · 

en e l nuda 3: 

1113 = 106~_?-~_l_Q6.55 = 1 57 
y 70.49 + 65.07 . 

d) Determinac·6n del factor de longitud efectiva K: 

Por ser un marco no contraventeado usaremos el nomograma de la figura 1-15b. 

Con lJJz = 1.42 y ~3 = 1.57 se obtiene: 

K = 1. 45 

e) Propiedades de la columna C3: 

A = ( 30 )( 40) (28)(38) = 136 cm 2 

I == 31965 ern"· (ver incise a). z 

r =~i = 1"31~~~ = 15,33 em z 136 

f) R.elaci6n de esbeltez 

NOTA: En este ·:a so e l va 1 or de ( KL/r) 
2 

es mayor que ( KL/r) x debi do a que en­

el plano ZY la columna C3 no tiene problemas de pandeo. 
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g) Coeficiente dt:~ columna (ecuaci6n 1.49) 

Por ser (KL/r)z '' 28.38 menor que Cc, el pandeo ocurrir§ en el rango inel§s 

t·ico; por lo tan·:o, el esfuerzo admisible por compresi6n se calculara median 

te 1 a ecuaci 6n (: .. 55). 

h)Obtenci6n del esfuerzo admisible para KL/r < Cc 

F .) 
= ~ + 3(KL£!"l _ 

3 8Cc 

F'' .) 
= ~ + 3 ( 28_:_38_L _ 

3 8(124.9~ 

para KL/r < C c 

(KL/r) 3 

8C 3 

c 

(28. 38) 3 

8(124.9) 3 

Fa = [ 1 _ ( KL I r) ~ J ~ 
2C 2 FS c 

= 1. 75 

Fa = [1 - (28. 3::u_=. J 2530 = 1408 Kg/cm2 
2(124. 3) 2 1.75 

i) Carga axial maxima admisible: 

P = F ·A a 

P =(1408)(136) - 191488 Kg 

P = 191. 48 Ton . 
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CAPITULO II.- ESTABILIDAD DE PLACAS 

II.1 Estabilidad de Placas Planas con Carga en su Plano. 

CC(.i.), , ._. 
11.1.1 Introducci6n. 

En la invest·igaci6n de la condici6n de inestabilidad de columnas en el cap.f 

tulo anterior se ha considerado ala columna como un todo, como un miembro­

prism§tico que tiene rigidez flexionante y torsionante, sin considerar la -
posibilidad de algan cambio en la forma de la secci6n transversal y su efec 

to sobre la capa:idad de carga de la columna. Sin embargo, es casi una re­

gla que los ~iemJros en compresi6n de las estructuras met~licas est~n forma­
des por placas. Es por lo tanto concebible que aan antes de que se inicie­

el pandeo general de una columna ode una viga, las placas de las cuales e~ 

ta compuesta, al:ancen un estado de equilibrio inestable y se oandeen local_ 
mente, ocurriendJ una falla prematura de la pieza caracterizada por una di~ 
torsion de su se:ci6n transversal. Por lo tanto se deber~ tomar en cuenta­
la inestabilidad de placas en el diseno de columnas y de vigas.Lateori"aque 

se presenta a cJntinuaci6n sirve para el doble prop6sito de describir las 
leyes fundamentales que gobiernan el comportamiento de placas comprimidas -

sujetas a var-ios tipos de restricciones a las que, por lo general, estan s~ 

jetas las placas que forman una columna y la zona comprimida de una viqa, y 

a proveer las bases para determinar, de una manera confiable, el espesor re 
querido de las placas en problemas pr§cticos. 

Este capftulo tn.ta.r~ el caso de placas rectangulares bajo esfuerzos de CO!!l. 

presion uniformes, estudi~ndose el comportamiento en los ranqos el~stico e 

inelastico. 

II.1.2 La Ecuaci5n Diferencial Fundamental del Problema de Placas y su Solu 

ci6n. 

Se considera una placa plana que est~ cargada en los bordes Q, oaralelos al 

eje y, por la carga uniformemente distribuida tox donde t es el espesor­
de la placa (fig. 2.1.-a). Se supone que estos bordes estan simplemente -­
apoyados de tal for·ma que la placa puede girar libremente en esos apoyos.-
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El empotrar los bordes cargados tiene poco efecto en la carga crftica en pla 

cas largas co111o es el caso de columnas, sin embargo la influencia del tipo­

de apoyo en los bordes paralelos a la direcci6n de la carga sf es decisiva.­

Los bordes paralelos al eje X (bordes a) pueden estar apoyados en varias for 
mas. 

CASO I: la placit esta elasticamente restringida en ambos bordes ~- Este ca­

so incluye crnno lfmites los bordes simplemente apoyados y los empotrados. 

CASO II: Un borce ~ esta elasticamente restrinqido; el otro esta libre. Es­
te caso, asfmisrro, incluye las dos condiciones lfmite en las cuales el borde 
apoyado es libre de girar o esta empotrado. 

La fi~. (2.1.-b) ~uestra cortes longitudinales tfoicos de la placa pandeada, 
y la fig. (2.1.-::) cortes transversales oara cada caso de aooyos. 

( 0) 

( b) 
X 

~-----------=~--·--. 
Pandeo en una semionda 

z l CORTE 8- B ) 

FIG. 2.1. PLACA DE ax t1 CARGADA EN LOS BORDES b 

En placas apoyada; en ambos bordes (Caso I), el pandeo ocurre en una o mas­

semiondas dependit~ndo de la relaci6n a/b. En el caso II, donde un borde a de 

la p1aca esta libl'e, se pandeara en una semionda cuando este libre para gi-­

rar en el borde ar1oyado pero en una o mas semiondas si esta restringido elas 

ticamente o empott·ado. 

Este capitulo se tasa en la ecuaci6n diferencial fundamental para la defle--
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xi6n w (en el senti co z) de una placa del gada sometida a ca rqas en su plano 
medio. Est a ecua:i6n es valirla para deformaciones UJ pequefias, comparadas --
con el espesor t c1 e la placa. La ecuaci6n es: 

= 0 ( 2 .1) 

ax y ay son lo; esfuerzos en la direcci6n X y Y respectivamente y 'xy es 
el esfuerzo corta1te en los bordes; I = t 3 /12 es el momento de inercia de la 
secci6n transvers1l de la placa de ancho unitario y espesor t; u m6dulo de -

Poisson, se consijera w = 0.3 para el caso del acero. En la referencia 2.5 
de este cap1tulo ;e presenta la derivaci6n de la ecuaci6n diferencial funda­
mental de placas, que se incluye como Ap~ndice A de este texto. 

Si se considera S)lamente una carga de compresi6n distribuida uniformemente 
en los bordes b,. ,:omo se indica en la fig. (2.1), el efuerzo a se hace cons 

X 
tante y a y T desaoarecen. y xy . La ecuaci6n diferencial para el desplazamie~ 

tow toma la form1 siguiente: 

EI (2.2) 
1- J 2 

En la forma en qu1~ aparece la ec. (2.2) es valida s6lo en el ranoo elastico 
y tiene que ser m1)diticada para cuando excede axel limite de proporcionalidad. 

Bleich (ref.2.l)h.i propuesto la siguiente aproximaci6n para tratar el proble 

ma inelastico. 

(T ( 2. 3) 

Donde ' = Et/E, siendo Et el m6dulo tangente. La expresi6n (2.3) ha demos-­

trado buena conco~dancia con resultados de laboratorio. 

Esta ecuaci6n es una ecuaci6n diferencial homogenea y desempef'ia el mismo pa­

pel en la teorfa de estabilidad de placas que la ecuaci6n diferencial homog~ 

I 
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nea ti(d=y;dx 2 ~ t- Py = 0 en la teorfa de la flexion. Analogamente a lo que 

sucede en la teo"fa de colur;:nas, los soluciones de en la ec. (2.3) exis-­

ten solamente ~a·a ciertos valores c (valores caracterfsticos) del parame-

t'"o 'x Tales soluciones describen la configuracion deformada de la placa 

en equilibric ini'Stable correspondiente a los valores caracterfsticos o~.-­

Si el Jarametro · es diferente de los valores caracterfsticos, la ec. =---x 
(2.3) se satisface solo por la solucion = 0. 

El valor caracter·fstico de ~ que se obtiene al resolver la ecuacion (2.3) 
X 

esta dado por la expresion: 

1~1: ( t' 2 K (?..4) ----- ---··.-- , -- .1 c l2 ( l- j ·') b 

Jcnde K es un caeficirnte ildimensional que deoende de la relaci6n ~e asoec­

to 3/b ,je ·!a o aca,, de la restriccion al •=Jiro en los bordes descarqados,-

J del valor je ~n la referencia 2.1 de este caoftulo se hace el desarrr 

~ i ~ ere : ::i ·~ciL,co1 (2.4) p<:.ra la ecuacion (:Jiferenciai hndamem:al :·2.3\ .-:~-

dado er (2.4), ~ue se nresenta como Ao~ndice B al fi--

na l del texto. 

Pat·a el r:aso ae una c;laca aislada sinmle111ente aooyada en sus bordes longitu 

dinales, 1a fcr•a E'tl a '1ue Ei cc:ef~cjent:' <.,que se denomina factor de rJla 

ca, var1a con li: l'e-lacion alb de la placa <:.e muestra en la fig. 2.2. :..as­

cut'vas, para di::t·ntJs numero de semiondas n, que ar)arecen en esta fiaura­

nos muestran grjficamente la rleoendencia del factor de olaca K con la rela­

ciCin a/b. 

En la tabla 2.1 sedan los valores de K relativo a placas aisladas, para dife­

rentes condiciones de apoyo en los bordes paralelos a la carga y para diversos 

valores de a/b. Los valores de K correspondientes al caso 1 se obtienen de la 

fiq. 2.2, los valcres de K para los casas 2,3 y 4 se obtienen de gr~ficas seme 

jan tes a 1 a de 1 a f i ~~. 2. 2. 
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I I \ 
I 

-· 
\ I\ 

\ 

' ' 
5.0~· 

\ I I ·, 
\ ~ ~ ' ' 

.... 
\ ,n •I I \ n z ', ..... 4 .• ,n IS.... 

4.0r-· 
b::: 

~- / I ....... ....... v r;;;:: ..__; 
i7t I 

I!~ it 
a/Ill~ 

I I 

I 
-- I 

I 

F== p: 
c: 

1.0 2.0 d 

~- a /b = 1. 41 4 - I J 
~---~~0 
~-------· a /b = 34 64 

3.0 

' 
"' 

:"' .r" 4 
' ~- 08 .... , 

~ 

I 

I 
I 
I 

I 
4.0 

J 
F[(,. 2.2 VARIACION DEL FACTOR DE PLACA 1< COtw 

LA RELACION DE ASPECTO a/b 

,__. / 

a/ b 

TABLA ::.1 VALORES DE I< PARA PANDEO DE PLACAS COMPRIMIDAS 

T I PO DE A POYC EN LOS BORDES PARALELOS 
A LA CAF\GA I LOS CARGAOO!. ES TAN S I EM PRE R ELACION a I b y VALORES DE 

LIBilEMENT[ t.PCYACOS) 

...... j• - alb 0.2 0.3 0.4 0 5 0.6 

LOS DOS BORDES 1.1- I ..... -" k 27 0 13 2 8 41 6.25 5.14 - _.. - -
BREMENTE APO Y AI>OS +----- b 

~ 
a/ b 0.9 1.0 1.1 I. 2 I .3 

~· 4 04 4.00 4.04 4.13 4.23 

I --_It-. I ..... 
LOS DOS BORDES 

alb 04 0.5 0.6 0.7 0.11 

EMPOTRADOS r- b ..j k 9.44 7 69 7.05 7. 00 72 9 

I I' I 
a /b 1.0 1.1 I 2 I 3 14 

UN BORDE EM POTRIIDO, "" - k I 70 I 56 1.47 1.41 1.36 -EL OTRO ~..1 BRI: 

~ --~ a/b 1.7 1.8 1.9 20 2.2 
b 

K 1.33 1.34 I. 36 I 30 1.45 

a/b 05 1.0 I 2 1.4 1.6 

k 4.40 I 44 I 14 0.952 0.83!l 
UN BORDE L1 BREMEr- TE 

I( 

0.7 0 8 
4 53 4 20 

1.4 I 41 

4.47 4.49 

0.9 1.0 

7.8 3 7 09 

1.5 I. 6 

134 I 33 

2.4 

1.47 

I 8 2.0 

0.75 5 0.698 
Oc:: - - ti I 

APOYADO, ELOTROLI -- --+ a/b 2/> 30 4.0 5.0 PARA PLACAS MAS LARGAS 

- BR E l-- b k 0.610 0.564 0.516 

VALORES MINIMOS DE K 

1.- LOS DOS BORDES APOYADOS LIBREMENTE, 

2.-LOSDOSBORDES EMPOTRADOS, 

3.- UN BORDE EMPOTRADO, El OTRO LIBRE 

0.506 

4.- UN BORDE APOYADO LIBREME.NTE,ELOTRO LIBRE 

k = 0. 4 56 + { b I a) 2 

5.- UN BORDE APOYADO LIBREMENTE,ELOTROEMPOTRAOO k 

4.0 0 

6.9 7 

I. 277 

C425 

5. 42 
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El coeficiente K de p1acas que forman parte de secciones a compresi6n,se pug 
de determinar ~or media de la siguiente ecuaci6n: 

K=p+2/cj ( 2. 5) 

Donde p Y q son coeficientes adimensionales que dependen del coeficiente de 

restricci6n r,. El coeficiente de restricci6n s es funci6n de las dimensio-­

nes de la placa que se pandea y de las que restringen el pandeo. Te6ricamen 

te s puede asum·r valores de 0 a oo. Cuando s = 0, la placa est~ emootrada­

E~n los bordes ~' Y CUando s-+oo, (convencionalmente s = oo), est~ libre para­

girar con respec:to a estos bordes, es decir, el coeficiente de restricci6n­
es inversamente proporcional a la rigidez al giro que se tenga en los bordes 
a. 

En la tabla (2.2) ~;e presentan las f6rmulas con las que se puede calcular el 

coeficiente de restricci6n s para diferentes secciones formadas con placas. 

Una vez que se determina (, se utilizan las gr~ficas de las figs. (2.3) 6 -­

(2.4) para obten~r los coeficientes o y q. Hacienda la sustituci6n de estos 

. en la ec. 2.5 se obtiene el factor de placa K. La fig. (2.3) se utiliza --­
cuando la placa Jertenece al caso I y la fig. (2.4) cuando la placa pertene­

ce al caso Il. Como una simplificaci6n del procedimiento anterior se puede 

obtener directamf~nte de la tabla 2.2 el valor aproximado de /K, oues en 

la. tercera columna de esta tabla se incluyen expresiones aproximadas para 
ca.lcular 1K comCI f, _ _mci6n des· 

Los nomogramas de la fig. 2.5 son soluciones gr~ficas de la mayor parte de -
los casas incluicos en la tabla 2.2, con la cual se tiene un tercer m§todo -
para obtener el factor de placa K. 

Una vez obtenido el factor de plac_a K,se sustituye en la ec. (2.4) y se ob-­
tiene el esfuerzo critico de pandeo local cr . c 

Es conveniente aclarar que para el caso I cuando para calcular el factor de­
placa K, se tiene1 restricciones desiguales en los bordes descargados de la 

placa se puede eml)lear el siguiente criteria: primero usando el coeficiente 

de restricci6n 1:1 de un lado, se obtiene un coeficiente I<J. co11 la ec. (2.5) -



TABLA 2.2 FORMUL.~S PARA DETERMINAR EL COEFICIENTE DE RESTRICCION 1__ Y 

E.L FA•:TOR K DE PLACAS QUE FORMAN PARTE DE SECCIONES 

A COM :>RE SION 

T i po de sec 

transversa. 

ALMAS DE SEC 

EN CAJON C 

t---~---
r-- -

ltc 

d t 
. ~ Ia--

tc ... - ·-
f-.·--------

' . c 1 on 

ClONES 

-! 

~ ~ 

A L M A S DE SEC C :lONE s I 

d --+ 
I 

---i-1 l'-k-2c , _ _____ -f 
~- - tp 

~--------

PATINES DE SEC ClONES I 

---i,p 
I 

"1' I 

ALMAS DE s::c ClONES T 

' , I .., 
I -

Coeficiente de -~K~ 
restriccion s 

t3 s 0.38 
! =-

tc3 t2 c2 i 
I 

1--- I 

2+ 2 tl d2 i 
I 
I 

1os +3 I 

I 
I ' 

tc i 
-<I I val1do para I 

ted I 

t 2 { = _!_3 0.16+0.0056 (d/c) 
_/ t 3 t2 c 2 p 

1- 9.4 -cy ~ 
2 

2+ 
jP 

10.\., +3 

valido para 9.4 
t2c2 

tp2d2 <I 

t3 d p I \=2-
t3c t~ d2 

1-0.106- -
I 2 t2 c2 0.65+ ---

t2c2 
3_'S+4 

val i do para 9.4 -:2":2 > I 
tp d 

.. --

t3 
t= I -

tt t2 2 '-' 

c 
1-0.106 - - 2 

t2 d2 0.65+ 
c 3S+4 
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TABLA 2.2 ( CONTINUACION) 

Tipo de :;,ec 
transversal 

ALMAS DE C 

d -r- .- ~ . -

. , 
CIOn 

.AN ALES 

~-~. rt-­
J ~p 

----1 

~ 
1--·-----· 

PATINES DE CA .NALES 

d 

TR'j--1 = 
cl 
L tp 

--+ 
~ 

ALMAS DESEC 

ANG ULOS 

fL 
~-- bl~-1 

SECCIONES E\1 

~l-. _l__if 
~-~ --~ 

+b~b~ 

ClONES U 

-

-
-t 

CRUZ 

Coef iciente de 
restriccion '( 

C =2 ~016+0.0056(d/c)
2 

t~ t2 c2 
1-94- -

. t~ d 2 

valido para 
t~2 

9.422 =I 
tp d 

3 I ~=~ t~ d2 
1-0.1062 -

c2 t 
+2 2 

v61ido para 9.4 . c I -::> 
~2-

tp 

p t 2 c I 
·t3d t2 c2 c 

l-0.106t2 ~ 
c 

t2d2 
valido para 94-c->1 

. t2c2-

·--- - ----·--

--vK' 

2 
Z+ 10(,;+3 

I 
I 
' I 

2 

I 
0.65+ 

31+4 

I 
I 

0.65+ 
2 

3~+4 

b(b=l: 0652 

~/b= ~ :0.711 

~/b =-k- : 0.754 

0. 6 52 

*LA FORMULA NC ES APLICABLE 51 LOS BORDES INFERIORES DE LAS ALMAS 

ESTAN UNIDOS ENTRE Sl POR DIAGONALES 0 PLACAS INTERRUMPIDAS. 



F·Jc:. ;! . 3. VALORES DE p y ~ EN FUNCION DEL 

CO EFIC IE NT E DE RESTRJCCJON C ( CASO I) 

p ~ --r ·---~-·T---r -r--r- I I r 

_ ~ \un t,orae de la'plac~ restringiao 
1 e lastl;cam n te,E I otrq I ibn 

' : I I I ' 
I . I ' J 

---+--u-~-' • I I ; . . I I 

J I • • I 

--+-+ . --t--r--+---r-· I 

0.130 

0.120 

0.110 

0.100 

--i-. . 
-- +--'-·-· +---~ - J i I i p I Para ~-OJ : poO .425 ~ 

I I 

i I ' I I 
I 

I 

I ?:Hal•alo 
---t 

I 
! 

I - es a~~)l6 ! ! 
I !ca1d1ese p y de 1riJ_5 f'lrrnuiJS 

~ . - -- -- ~ 

; \. 

0.40 ~--f~ -+-----~L----
1 • ~~ 
r- ---· ~----. -t t- +, + I I , , 

. I ! I 
c.3o1. - -----l. ·---~--+--"--t-~-+ r- i . •C;j. 

~-+--········-~---;~--~-~ 
: ~ I j : 

. I I I 
C .2 Or--r----- r· ---.---+ --r---+-

I I . 

0.090 

0.080 

0.070 

loo6o 

1

J.o50 

0.040 

~-t-+-----t·· ---~--l ! 0.030 

0.020 Ll i : 
0.1 0 -..L-~-~------'--...L..__L.___L _ _L__...J..__L___j_ _ _l__....l........_L_ __ ......, 
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y despu~s utilizando el valor ~ 2 del otro lado se obtienen un coeficiente-

K
2

• El valor n't:dio, i<"' (1<
1 

+ K
2
)/2 reC11-esenta una :~:uy buena aprc/\ir;-·.::;,ci6n 

del va1or exacto de K. Cuando, para este caso, a es mayor que el l~~itc-c 
de proporciondl iclad,. es recomendable calcular el valor de accO!'resrJ ~:·:en 

a ~ y despu~s el valor cc corresoondiente a K~ y oromediar los ~os valores 
de a . 

c 
Ensegu·iria se hara la aplicaci6n de la ec. (2.5) a tres casos p<::rticulares 

del caso I. 

a) Placa apoyada simplemente en los bordes descargados a. 

De la fig. (2 .. 3) Jara :;: = 0 ' p = 2.0 y a = 1.0 

De 1 a ec . ( 2. ~i) K = p + 2/0 = 2 + 2/T = 4 

b) Placa con los bordes ~ empotrados. 

De la fiq. (2.3) uara ~ = G, p = 2.5 y q = 5.0 

De 1 a ec. ( 2. :;, ) K = p + 2/Cj = 2. 5 + 2/j = 6. 97 

c) Placa con un borde~ empotrado y el otro simpiemente apoyado. 

De acuerdo al criteria que se describe arriba y a los resultados de a) y b) 

K -- _hf_!_z_ - !:~2 6. 97 = 5. 485 

El resultado exacio es K = 5.42, que se tiene en el gruro de valores mfni-­

mos de K, adicion2l a la tabla 2.1. Par lo tanto el valor calculado es bas 

tante aproximad~ 21 real. 

Enseguida se analizar§n dos casas particulares del caso II. 

a) Placa apoyada simplemente en un borde! y libre en el otro. 

De la fig. (?..4) para c; = oo, p = 0.425 y q = 0. 

. • I f.,. ..• 
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De la ec. (2.3) K-= p + 2/q = 0.425 + 2/0 .o 0.425. 

b) Placa empotraja en un borde! y libre en el otro. 

De la fig. (2.4) paras= 0, p = 0.570 y q = 0.125. 

De la ec. (2.!i) K = p + 2/q = 0.570 + 210.125 = 1.277. 

Para entender me~or el comportamiento de piezas comprimidas formadas por va-­
rias placas, es conveniente escribir la ec. (2.4) en la forma siguiente: 

[ 
H

2 E /i.~· l ~- K J 
12(1-p 2 ) _I - (b/t) 2

· 

( 2. 6) 

En donde al factor K/(b/t)
2 

se le denomina m6dulo de rigidez de placa. En la 

ecuaci6n anterior se puede observar que el esfuerzo crftico varfa en raz6n di 
recta con el modulo de rigidez de placa, debe notarse que la cantidad encerr! 

da en el primer parentesis es constante para un material dado. En cuanto al 

m6dulo de rigidez de placa se advierte que b/t depende de la geometrfa de ca­

da una de las Dlacas, pero K es funci6n de las restricciones que las demas -­
producen en sus bc,rd,=s, de nanera que la simple inspecci6n de la secci6n 
transversal de un2 secci6n dada no siempre permite determinar cual placa tie 
ne el factor de rigidez mfnimo. 

En una columna formada por varias placas, aquella que tendra tendencia a oan­

dearse primero sera la que tenga un modulo de rigidez de placa menor, por lo 

que debera revisarse que el esfuerzo crftico de dicha placa sea mayor que el 

que se presenta para la secci6n completa. De esta forma se evitaran fallas -

por pandeo local. 

Este fen6meno de lit interacci6n de los elementos planos que constituye una -­

pieza comprimida Pllede ilustrarse estudiando el comportamiento de una co.lumna 

de secci6n en caj6r1, formada por cuatro placas y sometida a esfuerzos unifor­

mes de compres i 6n (IUe hacen que se pan dee 1 oca 1 mente. 

En el caso 1 de la figura (2.6), siendo todas las placas iguales, el pandeo­

se presenta simult~neamente en todas ellas ya que todas tienen la misma rigi-
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cez y ninguna se opone al pandeo de las dem~s, actuando como si estuvieran -
a1oyacas en ·lo'; bor·dE:s lcr:gitudinales. 

iJ, el caso 2, 'l'--'~ se ilustn. en la figura (2.6), el grueso t 1 de las placas -

hor~zcntales es nayor que el de las laterales, t 2 • Siendo las placas latera 

les rnenos ric;idas, el pandeo se iniciar~ en estas. 

~l caso 3 de la ficura (2.6) es el de una secci6n rectangular, siendo el -­

grueso t. de l3s Jlacas horizontales mayor que el grueso t 2 de las placas la-

b 

I -r 
b 

.... 
I 

I b ---- ·-·+ i 

t.. 

t I : tJ~ 
b ' ' 

~--·-·-+­·t,, 

1-
t.>'J J 

t.,= t. 
bz> b 
}:. 

c A S 0 

C A S 0 

DO C A S 0 

0 I 
I 

C A S 0 

a) DIMENSIONES GEOMETRICAS b) DEFORMACION 

FIG. :::.6 INTERACCIOI\ Dl:: LAS PLACAS DE UNA COLUMNA DE SECCION CAJON 

2 

3 

4 
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terales, pero el ancho de las placas horizontales es mayor que el ancho de -­

las placas verti:ales. Este es el caso de una secci6n cuya simple inspecci6n 

no permite detenninar que placa se pandear~ primero. 

el modulo de rigidez de placa de ambas para saberlo. 

p.andear~n primero que las horizontales, si K2 

(bdtz)
2 

Ser~ necesario calcular 

Las placas vertfcales se 

< 
K, , en que K1 -

-----..::'-

( b 1 I t1 ) 
2 

Kz son los facto1·es de placa que corresponden a las placas horizontales y ver­

ticales, respect·vamente. En caso contrario se pandear~n primero las placas 
horizontales. 

El caso 4 de la fig. (2.6), es de una secci6n rectangular formada con placas 
de igual espesor, donde el ancho de las placas laterales es mayor que el de --
las placas horizontales: b2 > b1 , por lo que Kz < Kt , por lo tan-

(bz/tz)2 (b1/tr) 2 

to el pandeo se i1iciar~ en las placas laterales . 

. ~n una columna cu.(a secct6r: est~ formada por placas, la interacci6n entre las 
placas se presentit cuando al iniciarse el pandeo en una de ell as, las placas -

en las que se apo.:ra dicha placa tratar~n de impedir' el giro de sus bordes, lo 
que ocasiona la aparici6n de mementos flexionantes a lo largo de sus bordes,­

produciendo en ellas una condici6n intermedia entre ol apoyo libre y el empo­

trado, a1 mismo tlem~o que tratan de hacer girar a los elementos m§s rfgidos. 

Como resultado de esa interacci6n el m6dulo de rigidez de las placas menos ri 
gidas crece y el ce las m§s rigidas decrece, alcanzando la secci6n un estado 

de equil ibrio inestable cuando ambos m6dulos se igualan y las placas se pan-­

dean simult§neamente. 

El fen6meno que se acaba de describir se presenta s6lo cuando los espesores -

de las placas que :omponen la secci6n son del mismo arden de magnitud; si unas 

son mucho m~s r1gijas que otras se pandean unicamente las mas esbeltas, que 

tienen un comportarniento cercano al de las placas empotradas en los bordes, -

ya que su carga critica se alcanza antes que la de los elementos m§s rfgidos, 

sin que lleguen a ·igualarse los m6dulos de rigidez. 

El comportamiento cle otras secciones tales como viguetas, canales, zetas, --­

etc., es semejante al de la~ secciones en cajon. 
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11.1.3 Determinaci6n del Esfuerzo Crftico en el Rango Inel~stico de Pandeo. 

En el rango eliistico de pandeo, cuando T = 1 , el esfuerzo critico o c ouede 
cal c u l a rs e di rectarn1:nte de l a ec. ( 2. 4). Sin embargo, en el rango inelasti 

-

CO, T < l , que dt= pende de ) c , es una cantidad desconocida al principo del -
c~lculo, y seria necesario un rn~todo iterative para determinar oc. Esto se 
puede evitar esct'·ibiendo la ec. (2.4) en la forma: 

= _ __T2_"=l __ - ( -~ /' 
12(1-, 2

: b 
K ( 2. 7) 

Determinando Jc/'~ de esta ecuaci6n, los valores correspondie1tes de oc pu~ 

de!n encontrarse de una tabla orecalculada que relacione los vc.lores de oc -
como funci6n de :'/IT ~ara calcular dicha tabla es necesario disponer de -

una ecuaci6n que relacione ambas cantidades. Esta relaci6n se obtiene a -

partir de dos ecLJaciones; una es la ecuaci6n modificada de Euler para pan-­

deo de columnas 1:!n el rango inel~stico, 

oc = (2.8) 

en la que L es lit 1ongitud efectiva de la oieza y la otra es la ecuaci6n -

aproximada para pandeo de columnas en el rango inelastico oroouesta por --­

Bleich (Ref. 2.1 1, 

0 
y 

c 
_ __}j:J_ 'o - o

1 
) ( L/ r) 

2 

' y 'p 
11

2 E 
(2.9) 

despejando (L/r) de cada una de las ecuaciones, e igualando los resultados 

se llega a 

(2.10) 

donde o1P es el ·:sfuerzo correspondiente al limite de pro!)orcionalidad y p~ 

ra el caso de columnas se considera que 
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I} 

0 = 
l p 

_ _y_ 
2 (2.11) 

sust-ituyendo en Ia ec. (2.10) a Gl por o /2, sacando rafz cuadrada a ambos p y 
m·ie·nbros, obteni1~ndo el inverso y multiplicando ambos miembros por oc, se --

n er]a a que 

oc ::• oy c 
(2.12) ... -----·--· 

li- 2110_;----=--· 0 c) oc 

ele~ando al cuadrado ambos miembros, simplificando y despejando a oc, se tie 

ne que 

0 c 

0 ? 

(_.£·) 
__ 1'2._ _____ -:;y ---

ov 2 ;c 2 
. ..L..- + ( ) 

4 Fr 

(2.13) 

Para el caso del ,\cera A-36 (o 
y 

2530 Kq/cm 2
), la ec. (2.13) se convierte-

en 
"' r '--"c ~~ 

2530 (--·-) ,.­
v-

CT -

1600225 + ( -~-) -
r-

v 1 

( 2.14) 

En la tabla (2.3) se presenta el conjunto usual de valores de :c correspon-­

dientes a los valcres de "/11, obtenidos a partir de la ec. (2.14) 

TABLA 2.3 ~S~UEnZO C RITICO DE PANDEO INELASTICO EN FUN CION DE 

O'c ;J'F' ACERO A-36. 

CTc ;/? ac 
1265 1265 

t----· 
1:500 1300 

1400 1390 

1500 1470 

1600 1550 

1800 1690 

2000 1810 

I 

;/? 
~00 

·00 24l 

2E 

2 

3C 

35 

40 

00 

EKlO 

100 

00 

00 

O"c CTc ;J? CTc O"c !P 
1900 4500 2340 14000 

1970 5000 2370 16000 

2050 6000 2410 20000 

2100 7000 2460 30000 

2150 8000 2470 40000 

2230 10000 2490 50000 

2290 12000 2500 00 

oc 
2505 

2510 

2520 

2525 

2525 

2525 

2530 
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Si el pandea se inicia en el ranga elastica (T=l), la ec. (2.4) debera ora­

pat·cianar un valat· de 0 menar a igual que 0 /2, en casa cantraria, es de--c y 
cit·, si oc es mayor que el 50 par cientadel esfuerza de fluencia, la ec. --

(2 .. 4), oraparcian,[t un esfuerza crftica elastica hipatetica, que es equiva-­

lente a o//T y debera carregirse par inelasticidad aplicanda la ec.(2.11) 

a l, a tab l a ( 2. 3) . 
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EJEMPLO 2.1 

Se desea investigar el esfuerzo crftico de pandeo de una placa larga para -

dos condicione:; de apoyo en sus bordes longitudinales, a) simplemente apoy~ 
day b) empotr.:~.da. La secci6n de la placa es de 40x0.95 em y es de acero -­
A-36 

a) Apoyos simples. 

Para esta cond·'ci6n de apoyo, de la tabla (2.1) se obtiene: K = 4.0 

De la ec. 2.4, suponiendo T = 1 

Por "lo tanto' dE:·be corregirse por inelasticidad; de la ec. (2.6) 

a 
~ = 4,154 Kg/cm 2 

/[ 

De la tabla (2.3), interoolando linealmente, se obtiene que 

oc = 2,305 Kg/cm 2 

b) Apoyos empotrados 

De la tabla (2.L), K = 6.97 

0 

7,238 Kg/cm 2 > _y 
2 

Corrigiendo por inelasticidad, se interpola linealmente de la tabla(2.3) 

O"c = 2,462.38 K!J/cm 2 

a = 2,462 Kg/cn 2 
c . 
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r::JEMPLO 2.2 

Determ1nar la carga critica de pandeo local de una columna, sujeta a carga 

axial de co~presi6n, con secci6n en caj6n, como se muestra en la figura. El 

pandeo de conjunto est§ restringido por contraventeos adecuados. 

De la tabla (2.2) 

t 3 0. ::s 
1:; = --- ------

tc3,-1- t2 ~~] 
L t 2 d2 -

c 

t2 
Cuando el parametro -~ 

corta, si es igu<:l a 

mente. 

ACERO- A36 

es mayor que 1.0, falla primero la placa 

1.0 ambas empiezan a pandearse simultanea-

1.:273 
t:;== ---

0.38 
---- = 0.672 

1.27 3 
1 - _:dt 

:. 272 

DE~ la fig. (2.3)para t:;= 0.672, p = 2.05 y q;;: 1.9 

DE~ 1 a ec . ( 2 . 5) 

K =· 2. 0 5 + 2 /1-:-':f = 4. 81 
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De la ec. U.4., suponiendo T = 1. 

0 
= _(_}.14) 2 ~~-~: .039 X 10 6 

c 12 ( 1-0.3 2
) 

1.27 2 0y --'-----) x 4. 81 = 4140.80 Kg/cm 2 > --->::-:-----
58.7 3 2 

0 
0 = 4141 Kg/ ern~~ > -L c 2 

Se corrige par inelasticidad, interpolando linealmente de la tabla (2.3) 

0c= 2,304 Kg/crn 2 

P = 2 x (62+38)xl.27x2,304 c 

P = 585,216 Kg 
c 

P - 585 Ton 
c 

La carga critic;:t de la columna por oandeo general dependera de la relaci6n 

de esbeltez. Si la columna es muy corta dorninara P = 585 Ton, pero a medi­
c 

da que es mas lErga la carga crftica puede reducirse por pandeo de conjunto. 
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11.2 DiseAo Basado en Esfuerzos Admisibles 

11.2.1 Relaci6n Ancho/Espesor de Placas que Forman una Columna a Compresi6n 
Axi a 1 . 

En columnas es necesario que se evite que los elementos planes que la com-­
ponen, fallen bajo una carga menor a la carga crftica de pandeo del conjun­

to, lo que se logra hacienda que el esfuerzo crftico de pandeo de cada pla­

ca sea mayor o igual que el esfuerzo de pandeo de la columna en conjunto. 

Por lo tanto para pandeo elastica se debe tener: 

n 2 E 
i 

,,;: E c!) 2 K ---- --- --- --·· --

(l/r)
2 

12(l-p 2
) b 

(2.15) 

en que es la longitud efectiva de la columna. 

El primer miembro de la ec. (2.15) es el esfuerzo crftico de pandeo de las 

columnas, y el segJndo es de las placas, ambos son validos en el range elas 

tico. Simplificando la ec. (2.15) se tiene que: 

t ;; 
(--) 
b 

despejando b/t, se obtiene 

b 

t 

hacienda w = 0.3, resulta: 

b 
t 

l 
:;;; 0 303 -. r (2.16) 
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PARA PANDEO INf:LASTICO: 

[
-1 (1/rfJ Tr 2 E/f - ----o ::; -

')C2 y- ( 2) ·- '- 12 1-u c 
(2.17) 

E1 primer m1embro de la ec. (2.17) es el esfuerLo cdtico de pandeo de colum 

nas cuando -~~< Cc (rango inelastico, vease I.4) y el segundo el de f.Jlacas, -

incluyendo ~1 fr~ctor ;;pr~ra t:'Or~"egir por inelasticidad. 

Sustituyendo C !por 2rr 2 E/0 c y 

Y T por 
~r1_. - ere )c;c 

(cy - crlp) o1p 

( l I r )
2 J 

0 
2 c 2 y 

c 

y efectuando opf.!raciones se llega a la siguiente relaci6n: 

b 1920 /l7;:· 
< -------· 

t. 
/K 

~ ----·--
.'/2C 2

- (l;'r) 2 .ro-c ' ' y 

( 2 .18) 

Para acero A-36 (E = 2.039x10 6 Kg/cm 2
, oy 2530 Kg/cm 2 y Cc = 126.1) se 

obtiene en la ec. (2.18): 

b 
t < 

38.2{17r 

VJlso2 -·TrTr)2 (2.19) 

II.2.2 Relaci6n Ancho/espesor de Placas que Forman Parte de Barras Sometidas 

a Flex i 6n. 

De acuerdo con lc1S especificaciones del AISC, el esfuerzo permisible crp en 

las fibras extrernas del pat1n de compresi6n cuando es solido, de secci6n -­

transversal apro)imadamente rectangular y su ~rea no es menor que el patfn 

de tension, de piezas flexionadas que tengan un eje de simetria en el plano 

de su alma, es e1 mayor de los dados por las ecuaciones siguientes, perc no 

mayor que 0. 60 cry. 
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I.- = 
0.6(0.69 E Cb) 

(2.20) 0 p ld/Ap 

II.- Cuando l /r < C , caso de pandeo inelastico. c 
2 

0.6 [1 - ( 1 I r) J 0y (2.21) 0p = 2 c 2 c c b 

Cuando 1/r 2:• Cc:, caso de pandeo elastico. 

0. 6 TI
2 E cb 

0p = -·--- (2.22) 
(l/Y')2 

y 

l 2 b I 

C 

I, ===.-t.;:::::::=::J: - j_ t .-T 

d .. 

FIG. ~~.7 GEOMETRIA DE UNA SECCION 
11
1

11 

Donde: 

= Distancia entre secciones transversales del patfn en compresi6n 
arriostradas contra el giro o contra desplazamientos laterales. 

r = Radio de giro con respecto al eje de simetrfa en el plano del alma-
(eje y, de la fig. 2. 7), de una secci6n formada por el patfn de com 
presion y 1/6 del area del alma. 

d = Peralte de la viga. 

Ap = Area del patfn de compresi6n (Ap = 2bt). 

Cb = 1.75+1.mi (l~dM2) + 0.3 (M 1 /~h)
2 , pero no mayor que 2.3, donde M1 -
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es el menor y ~ es el mayor de los mementos flexionantes en los -

extrE:·mos de la longitud sin arriostrar, tornados alrededor del eje 

de m2yor resistencia, donde M1 /M 2 , la relaci6n de los mementos ex­

tremes, es positiva cuando M1 y M2 tienen el mismo signo,fig. 2.8a 

(nexi6n en curvatura doble) y negativa cuando tienen signos con-­

trarios,fig. 2.8b (flexi6n en curvatura simple). Cuando el momen­

ta flexionante dentro de la longitud no arriostrada sea mayor que 

los d~ ambos extremes Cb se deber~ tamar como la unidad, fig. 

2.8c. 

/ 
I 
\ 

Ml 
~ 

\ 
MI/Mz.......a..(-) \ 

I 
I 
I 

II 
~ 

Mz 

M1 

Mll 

M 2 

a) FLEXION EN 
CURVATURA DOttLE 

b) FLEXION EN 
CURVATURA SIMPLE 

c) MOMENTO FLEXIONANTE EN 
EL INTERIOR MAYOR QUE EN 
LOS EXTREMOS . 

FIG. :2.8 ESQUEM.' DE MeMENTOS FLEXIONANTES Mr,M2 'I Mll. 

Se proceder~ de rhlnera an~loga a como se hizo en el case de columnas carga-­

das axialmente; por consiguiente las ecuaciones b~sicas son: 

Cuando rige I; ec. (2.20) 

0.69 E cb 
----- < K 

ld/Ap 

Cuando ri ge II: 

a) Si el pandeo ~s inel~stico, ec. (2.21) 

TT2 E /[ (!l 
12(1-jJ 2

) b 
K 

(2.23) 

(2.24) 
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b) Si el pandeo ·=s elastico, ec. (2.22) 

n
2 E cb 

---·-
7!

2 E 
K (2.25) 

(1 /r f 

E1 las tres ecua1:iones anteriores se impone la condici6n de que el esfuerzo -

crltico de pande1) local sea mayor o igual que el esfuerzo critico de oandeo 

d1: conjunto. 

L·)S miernbros de Ia izquierda de la ecs.(2.23), (2.24) y (2.25) son las expr~ 

siones generales del esfuerzo permisible dado en las ecs. (2.20), (2.21) y­

(.2.22) respectiv.1mente. Las ecs. (2.20), (2.21) y (2.22) incluyen un factor 

de reducci6n de 1).6 el cual se ha eliminado de las expresiones generales, -­

a~; irni srno en l a ec. ( 2. 23) no se introduce e l factor IT en e 1 segundo mi embro 

para ser congruentes con la obtenci6n de la ec. (2.20) en la que tampoco se 

hace ninguna correcci6n por pandeo inelastico. 

Cuando ri ge I, de l a ec. ( 2. 23) obtenemos: 

·'" 2 ( _::.) 
(0.69 E Cb) 12 (1-w 2

) 

----· 
b (ld/Ap) n 2 E K 

b 2 
(--) 
t 

hacienda w = 0.3 y Ap=2bt nos da que 

1.3 ld K 
cb 

(2.26) 

Cuando rige II, para l/r < Cc; caso de pandeo inelastico, y siguiendo un prQ 

cedimiento igual al de columnas cargadas axialmente se llega a lo siguiente: 

Para Acero A-36 
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t 
lK (2 .27) 

b 
~ 

Cuando rige II, para l/r > Cc; caso de pandeo elJstico. 

b 

t 
~ (). 303 (2.28) 

11.2.3 Especificaciones de Dise~o. 

Actualmente se e1nplean dos criterios diferentes para evitar el pandeo local en 

elementos comprimidos axialmente o sujetos a flexion. En el primero, que se -
util iza en gener.ll en Europa (Normas DIN), se impide que se inicie ese fenome­

no dimensionar1do las secciones transversales de manera que las placas indivi-­
dual es que 1 as componen ofrezcan al pandeo una res i stenci a i gua 1 o rnayor que l a 

que el miembro C<>mpleto presenta al pandeo de conjunto. Este criteria es el -
que se ha utilizado para deducir las ecuaciones de los artfculos 11.2.1 y 

II.2.2 .. 

En el segundo cr{terio, empleado en los Estados Unidos (Normas AISC), la condi 

cion b§sica que rige el dise~o de las placas es que se pueda alcanzar el es--­
fuerzo de f~uenci~ eel mJterial sin que se pandeen localmente, independiente-­

mente del esfuerzJ c1·ftico del miembro considerado en conjunto, adem~s supone 

comportamiento 1'.-:!l.istico (r=l) hasta que ocr= 

despejando b/t, 

b 
:~ 

t 

rr 2 E f: 

12 (1""\l 2
) ay 

a , esto es, 
y 

hacienda w = 0.3 y E = 2.039x10 6 ~sta igualdad se reduce a: 

b :s 1357 t [F.' 
y 

(2.29) 
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En la tabla (2.4) aparecen las relaciones b/t obtenidas al aplicar la ec. ---­

(2.29) a placas :omprimidas con condiciones idealizadas de apoyos, y los limi­

tes especificado; por el AISC y por el Reglamento de Construcciones para el -­

Distrito Federal (RCDF) para elementos planos reales mas o menos equivalentes 

a los idealizado:;. Cuando se trata de placas que estan apoyadas en sus bordes 

longitudinales St? les denomina placas atiesadas y cuando estan libres en uno -
de ellos se les denomina placas no atiesadas. 

TAB LA -- 2. 4. RELAC lONE S b /t NECESARI AS PARA EVITAR EL PANDEO LOCAL DE PL AC AS 

ENMIEMBIROS COMPRIMIDOS NORMAS AI.SC. Y R.C.D.F. 
) ---· 

V.I\LO RES TEORICOS (II T) ESPECIFICACIONES ( E s p ) ESP./V.T. 

RELACION( b/1) MAXIMA 
0/o 

TIPO DE APO- b I'' 
YO EN LOS BOR- K (MAl:) TIPO DE ELEMENTO COMPRIMIDO A I .S C . R. C. D. F. 

AISC RCDF 
DES LC'NGITU- MIN) 
DINALES c 2 29 

!GENERAL A-:36 GENERAL A -3 6 
f--

PATINES DE SEC ClONES EN C A J 0 N RE C-
1995~ 2oooj6; lANGULARES 0 CUADRADOS, DE G R UESO 39.7 39.8 73 74 

27141.&:' 
UNIFORME 1*1 

~ 4.00 T 0 D 0 5 L 0 5 E L EM E NT 0 S A T I E 5 A DOS C 0 M -v y 
PRIMIDOS UNIFORMEMENTE NO INCLUIDOS 212yra:; 42.2 21~ 41.8 78 77 
EN LA CATEGORIA ANTERIOR 

r 1"'1 

5.4 2 315if"'y 

f-· --

~ 6. 97 35ay~ ,, 

t-
,.., 

ALMAS 1.277 153if>-y DE T E S 106~ 21.2 69 

I'UNTALE S FORMA DOS POR UN SOLO 

6:3~ ~4o,fo; J~NGULO 0 POR DOS ANGULOS CON SE- 12.7 I 2 7 72 72 

PARADOR E S ....., 
0425 884j'ky 

ANGULOS PUNTA L ES FORMADOS POR DOS 

79~ sao;;; EN CONTACO~ PATINES COMPRIMIOOS DE 15.8 15.9 90 90 

VIGAS, ATIESADORES, ETC 

* NOTA: Para las almas de secciones en cajon rectangulares o cuadradas de grueso 

uniforme a compresi6n uniforme, se puede tomar el mismo valor de la re­
laci6n b/t que especifica el AISCo el RCDF para los patines de estas sec 

ciones. 
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Al calcular las relaciones ancho a espesor de placas no atiesadas, el ancho -

de las placas se medir~ desde el borde libre a la primera linea de remaches o 

tornillos, o al primer cord6n de soldadura; el ancho de las alas de ~ngulos, 

de los patines de canales y zetas y de las almas de las tes se tomar~ igual -

a la dimensi6n nominal completa, y el ancho de patines de vigas y tes, igual 

a la mitad del ancho nomina~. En el caso de las placas atiesadas, el ancho 

de las placas se medir~ entre las dos 11neas m~s cercanas de remaches, torni­

llos o soldadura;, o entre los arranques de los patines. 

Como se puede apt·eciar en la tabla (2.4) las especificaciones del AISC y el'­

(RCDF) que limitan la relaci6n ancho/espesor de placas de columnas a compre-­
si6n axial y de ~~lacas comprimidas de secciones a flexi6n son muy semejantes. 

Tanto el AISC con'O ~:1 RCDF admiten que la relaci6n ancho/espesor de un eleme.Q_ 
to estructura1 ccmprimido puede ser mayor que el llmite que marca la especif_j_ 

caci6n reglamentaria correspondiente, siempre que se justifique con un an~li­

sis, que el pandeo de esa placa no ocurrir~ antes que el pandeo general de la 

secci6n. En este caso deber~ aplicarse el criteria de los articulos 11.2.1 y 

11.2.2. 

En general la rel.lci6n ancho/espesor de placas comprimidas resulta menor apl_j_ 

cando las especificaciones AISC o RCDF que por la aplicaci6n del criteria de 
los articulos 11.:~.1 y 11.2.2 derivado de la teoria de estabilidad de placas, 

lo cual significa que este criteria conduce a un diseno mas econ6mico de pla­

cas, que el que n~sult'l de las especificaciones. 
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EJEMPLO 2.3 

De acuerdo con el criteria AISC r::lcular la relaci6n b/t maxima permisible­

para el alma de un perfil 11 1'', que trabaja como columna a compresi6n axial. 

Sup~ngase Acero A-36. 

De acuerdo a ··1 a ec. (;?. 29) 

b 

t 
1357 

ry 
J -;-

)' 

Considerando :< = 4; correspondiente al valor minima de placas simolemente 

apoyadas en sus dos bordes lonaitudinales, cubri~ndose todos los casas de­

almas cle seccionE'S 11 1". es:o es 

b 

t 
13~i7 IT~ 

J :25 30 

Las especificaciones AISC establecen en la secci6n 1.9.2.2 que la relaci6n­

maxima es de 

Q - .£111 = 1_1_?_1 = 42 
t ~ /2530 

Per lo que la relaci6n maxima establecida en las especificaciones AISC es el 

78% de la que se obtiene con el criteria te6rico de las mismas. 
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E~JEMPLO 2.4 

Revisar ·::1 valor de la relaci6n b/t de las rlacas mas delgadas, que forman 

la secci6n caj6n que se muestra ~n lJ figura de una columna cargada axial 

mente, para dJS aHernativas de relaciones de esbeltez, l/r ==50 y l/r==l38, 

mediante los criterios: 

a) [sf_,ec if i c.lci ones AI SC 

b) [specif'cilciones R.C.D.F. 

c) ~eorfa Je estabilidad deplacas. 

Considerese rcero A - 36 

a) b 

t 

b) b 

t 

________ L_ 
------;;:;-r-­

NI 

·r 
N' ______ L_ __ 

Lr-------,-----=L 

.1995 1995 --
,.------

/2530 l/0 
j 

;?ooo 2000 -
~,----} 0 y /2530 

== 

-- t 
! 

E 
u' 

0: 
<t' 

- -+-

39.7 don de 

39.8 don de 

26.7 < 

26.7 < 

c) cc ;-1;:-zr: ro- == /2x3.14 2 x2.039x10 6 /2530 y 

39.7 si cumple 

39.8 si cumpl e 

126.1 

Para la alternc•.tiva de l/r =50, donde 50< 126.1, se presenta pan·jeo ine­

lastico y se a1:•lica la ec. (2.19), esto es: 

b ;;; 38 . 2 ll7t: /K 
t r3I8o2-(l/r)T 

( 1) 



De la tabla (2.2) 

t 3 0. 3B c. = -- --~--·-

t:l 
c 

Don de 

t = 1.5 

t = 2 .. 5 c 
c: = 40 

cl = 40 

1-
t2 c:> 
--

e d2 
,~ 

'" 

Sustituyendo valores en (?) 

c: = L-~~ _______ g_::_~i?___ = c. 128 

2.5
3 

1 - 1.5 2 40 2 

? . ~: 2 402 
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De la fig. (2.3) para 1:, = 0.128, p = 2.15 y q = 3.50 

De 1 a ec. ( 2. 5) 

K=p+2/q = 2.15+2/3:5=5.89 

Sustituyendo valores en (1) 

( 2) 

!~ :s: 38. z;;Q ~sg o - 1/:::J. ~:; = 5 . 1; 
t f31802-(50) 2 

Donde 26.7 < 50.1 si cumple 

Para la alternativa de l/r = 138, donde 138 > 126.1, se presenta pandeo e-­

l~stico y se aplica la e.c (2.16~ esto es: 

1~;;; 0.3031 /i< == 0.303xl38x~ = 101.5; donde 26.7 < 101.5 si cumple. 
t r 

De lo anterior se concluye que las especificaciones del AISC y las del 

RCDF proporcionan relaciones ancho/espesor m~s conserv?~nras, ~~em~s SR­

puede observar que las relaciones b/t que proporcionan las especificaciones 
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.~JSC y HCDF s'm ·independi,~ntes de la :~elaci6n de esbeltez, mientras que con 

la "teor1a oe estabilidad de placas" la relaci6n b/t admisible aumenta con 

la relaci<5n d1: esbeltez. 



112 

EJEMPLO 2.5 

Se tiene una viga dE· acero A-36, de 10m. de claro, libremente aooyada en sus 

extremos, sometid~ a una cierta condici6n de carga y cuya secci6n transversal 

se indica en la figura, revisar si la relaci6n ancho/espesor del patin en com 
presi6n cumole co1: 

a) AISC. 

b) RCDF. 

c) Teorfa de est1bilidad de placas. 

b a) - s 796 

t 

E 
u 

C:, ___ _ 

I 
-.~~~=50 c~ 

796 
12530-

15.8 

-~r 
~I (..E...) ~= zs 
~ t rea I I 

~I 

-+ 

como 25 > 15.8 no cumple la especificaci6n del AISC; el patin deberia ser de 
25/15.8 = 1.58 em de espesor. 

b) Q ~ 800 = 
t loy-

800 

/2530 
= 15.9 

Como 25 > 15.9 no cumple la especificaci6n del RCDF y el natin deberfa ser de 
25/15.9 = 1.57 em de espesor. 

c) La f6rmula por aplicar depende del valor que rija del esfuerzo permisible 

(ecs. 2.20, 2.21 y 2.22), por estar la viga simolemente aroyada, se infiere -

que el momenta fl1~xionante, en la parte intermedia de la viga es mayor o,ue en 

los extremos, por lo cual debe ser Cb=1. 

I.- Entonces en ld ec. {2.20) se tiene: 



0.6 (0.6::!E Cb) 
0 p = --ld/ A,;---·--
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para E= 2 .039x1J 6 Kg/cm 2 y Cb= 1, queda 

844,~46 
:J = ----···----·---

p 1000 X 60/~Sxl 

- 35, ..., ~, I. ' 2 
J - .1.1 ,.) ~<1 ; Cf1 p ,1 

como 

:~51. 73< 0.6 =y " 1518 Kg/cm 2 

se acepta : ~51.73 Kg/c~ 
p 

(1) 

II.- Para decidir ahora si se aplica la ec. (2.21) o la ec. (2.22/ investigue­

mos el tipo de pandeo de la zona comprimida de la secci6n, para esto debemos -

comparar su re~aci6n de esbeltez l/r con el coeficiente Cc 

C = ["2-~ 2 [/c~- " 126.1 
c y. 

Obtenci;Sn cie ·Ia ~elaci6n ce esbeltez l/r: 

I= ___1!503 + 9.66>:13 = 10,417.5 cm4 
Y 12 -·u-· 

A= 50x1 + 9.66xl = 59.7 cm 2 

r = FT-n;-= y 
/10,417.5/59.7 = 13.2 

(1/r) = 1000/13.? = 75.7 < C , luego el pandeo de la zona comprimida de la 
y c 

secci6n es inelastico, 

par tanto se aplica la ec. (2.21) 

op = [1 - (1/ r) 2 ] 0.6 oy = 
2 c~ cb 

op = 1244 Kg/cm 2 

<75 · 7)
2 J 0.6x2530 

2x126.flx 1 

(2) 



como 

1244 < 0.6 a 
y 

se acepta op = 1244 Kg/cm 2 
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De (1) y (2) se debe tornar el mayor, por lo que rige la ec. (2.21) oara es-­

fuerzos permisibles, ap'licandose por lo tanto la ec. (2.27) para la relaci6n 

ancho;'espesor, esto E~s 

/K = 26.2 /R ( 3) 

Obtenci6n del coeficiente de placa K, de la tabla (2.2), 

2t 2 d 1 2 13 x 60 1 ._P ___ X 12.3 s = ------·-pd-;- X = 
t 3 c 1 3 X 25 1 2 60 2 

1··0.106 _j~ -- 1-0.106 X- X-
t ~: c2 12 25 2 

De la fig. (2.4) para ~ = 12.3, p = 0.426 y o = 0.005 

De la ec. 2.5 

K = p + 2 /q = O.L26 + 2 /0.005 = 0.57 (4) 

Nota: Si el valor dt~ K se calcula directamente de la tabla 2.2 resulta 
K = 0.49, la diferencia se debe a que las formulas de la tabla son--­

aproximadas, esto es, 

IK = 0.65 + 2 --·-.. - 0.65 + 2 

3z;; + 4 3 X 12.3 + 4 

IK == 0.699 

K = 0.49 

sustituyendo el va·or K dado en (4) en (3): 
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b/t 2 26.2 X :o'0.5/ = 19,8 

como b/t = 25 >19.8, no cumple 

par lo antericr el espesor del patfn debe ser tal que 

¥ = 19.8 o sea ~- = 19.8, luego 
p 

t p = 25 
19.8"" 

t = 1. 26 ern p 

Por lo tanto puede concluirse que para cumplir con el Reglamento AISC o el 
RCDF el patin debera ser de 1.58 61.57 ern. de espesor, mientras que de -
acuerdo con la teoria de estabilidad de placas s6lo necesitara ser de 1.26 

em. de grueso. El RCDF admite que la relaci6n b/t de placas comprimidas de 

acero, pueda SE:·r mayor que la especificada, siempre que se justifique me-­

diante un ancilisis de estabilidad, por lo cual se puede admitir en este case 

que el espesor de patin sea de 1.26 em. 
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II.3 'i\esiste1rcia Posterior al Pandeo de FHcas Rectangulares Uniformemente­
Comprirnidas. 

ll.3.l GEner-,1 idades. Ecuaciones Diferenciales. Ancho !:fectivo. 

l:: es~udio cL -1 c:ompor~tar1 'ento de las columnas irlealmente rectas, carqadas -­

cL<iaL't'nte. I UI'Stra ewe r:o poc.een ninguna reserva apreciable de resistencia 

per enc iiliil dE I a carga c rl'+ i ca. Un f en6n1eno seriiej ante se presenta en e l nan 

dE'CJ l dter·a l c.e v ·i gas. 

~~ pandec ce u11a placa r~lana apoyada en los bordes constituye un fenomeno -­

funda!nental~lrn·:e distinto del de columnas y viqas, debido a ewe las condicio 

1es :Je a~o_yo d1' los bordes dan lugar a la aparici6n de un elemento adicional 

de re~;ister.c-a, que entra en juego al iniciarse el oandeo, ocasionando una 

redistribuci~n de esfuerzos y la aparici6n de fuerzas de membrana estabiliza 

doras que cara1:itan ala rlaca para recuoerar su estabilidad en una confiou­

rdcion deforcada laterahente. Si las solicitaciones continuan creciendo,­

llega un momr-n·:o en el f]Ue lac: regiones en que los esfuerzos son de intensi­

dad 11dXirra f'lu.:ten plasticamente, alcanzando la nlaca SU resistencia ultiMa. 

ESFUERZO DE COMF'RESION 
ME DID,()= Pib t 

Cfu,ESFUERZJ MECIG ULTIMJ 

UcESFJERZO CRITICO DEPANDEO 

(fy~=~/- ~-M~Y PEQU~A~-~ / 
-- l ;(_ 

O'u --- , s?f'- - ·r;;SIS;~C~ P~STERIO; A~ PANOEO 

rf c' -- -A' -~~b ,,-, - l c::!s 
PE12UENA B(f 

9 
I I 

_8=----8~' c 
:"""' ~ --- f.- - -..f i --

\ \ I b 

_
1
_ rrit--~-,. I RESISTENC lA POSTERIOR 

o- lJ.JJ:T:l.Jj v y I AL PANDEO 
.... · __ -__ _ ____L - --

A \_ rtrrro:J 

...__ m:rrrr:J (f 
£ y fed 

+------------
0 

E y £ed 

DEFORMACION LONGITuDINAL JNITARIA MEDIA,£ 
(a) 

FIG.2.9. COMPORTAMIENTO DE P L A CAS 

c" 

c' 

I CURV:: 

TEORICA 

0 

cr 

c' 

/ 
J_ --

·~ I REAL 

DE FLEX I 0 N LATE. R A L , UJ 

(b) 
COMPRIMIDAS 

c 

w 
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El comportamiento de placas en los diferentes intervalos, se ilustra en la 

fig. 2.9, donde se~ muestran las graficas esfuerzo normal media (o = P/bt) 

contra la deformaci6n longitudinal unitaria medias (fig. 2.9-a), y las-­

graficas de esfuerzo normal media contra la deflexi6n lateral w (fig. ----

2.9-b) de placa:; rectangulares planas y con distintas relaciones ancho/es­

pesor, sometida~; a fuerzas de compresi6n P de intensidad creciente, apli-­

cadas en una direcci6n. 

Las graficas Q0II rnuestran el cornportamiento ti'pico de una placa con rela­

ci6n b/t elevad2. En ellas pueden observarse varias regiones diferentes: 

Al principia las deformaciones E crecen linealmente con el esfuerzo o, que 

es constante en todo el ancho de la pieza, y no hay deflexiones laterales. 

Esta E!tapa terrnina cuando o alcanza un cierto valor cri'tico, oc (ounto A), 

a partir del cual la olaca empieza a deformarse lateralmente, es decir, se 

pandea. La plac3 en ~sta condici6n puede aan soportar cargas adicionales 

importantes debijo a que las deformaciones laterales estan restringidas­

por la resistencia a Ia flexion entre los bordes verticales. 

Cuando ·1 a carga ,es mayor que 1 a de pandeo 1 as esfuerzos dejan de estar uni 

formemente repartidos (zona AB); crecen mas rapidamente en los bordes que 

en el centro, ha~ta que llegan en ellos al valor de fluencia (puntas B,B1 6B" 

de las curvas), y 1 cs regiones pl astificadas se extienden rapidamente hasta 

que se alcanza la n~sistencia maxima de la placa (puntas C); el esfuerzo­

media correspondiente es ou. Silas relaciones b/t son altas, el increme.!!_ 

to de esfuerzo arriba del cri'tico de pandeo puede ser muy importante. 

En la fig. 2.9-b se muestra que la placa se conserva plana hasta que se al 

canza el esfuerzo cri'tico, y a partir de entonces se deforma lateralmente 

siguiendo cualqui·~ra de las ramas ABC; al llegar al punta C las deflexio 

nes siguen creciendo sin incremento de carga. En la realidad las placas­

tienen, desde un principia, pequefias deformaciones laterales que hacen. que 

su curva o-w sea del tipo de la dibujada con lfnea interrumpida. 

En placas con reltciones ancho/grueso menores, el esfuerzo crftico est~-­

cerca de o , y el flujo plastico se inicia casi inmediatamente despu~s de 
y 

que empieza el pardeo; la resistencia Qltima es poco mayor que la carga --
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crltica (cur'.a; CA'B'C'). 

Si la relaci(n b/t esta por debajo de un cierto valor especlfico, el esfuer­

zo medio puece llegar al punto en que comienza la fluencia sin que se inicie 

e~ pandeo, .Y l:ts deformaciones crecen bajo esfuerzo constante de acuerdo con 

la ll'nea OB''C" de la fio. 2.9-a . 

La diferenci,:· ::·ntre la orga para la que se inicia el pandeo y la resisten-­

cia 1!ltirna al~r,r.:rta al de:recer el esfuerzo critico · , 11 se hace considera­c. J 

ble cuando ·2stt: e~; menor que el limite de proporcionalidad, en cambio tiende 

a cero cuandc se acerca dl de fluencia (fig.2.9) . 

Despu~s de qu~ se 1n1c1a el pandeo de una placa delgada originalmente plana 

las deforrnaciones latera·:es aumentan con bastante rapidez al crecer las car­

gas, y pronto lle9an a SEer del mismo orden de n1agnitud que el grueso de la­

placa, de 1liHI,:ra que para comprender el comportamiento posterior al pandeo­

deber estud;,arse placas deformadas en las oue lils deflexiones sean compara-­

bles con el gr~eso, pero siguen siendo peque~as en relaci6n con las dimensio 

nes restantes. 

La suposici6n d~ que los esfuerzos normales y tangenciales que actOan en el 

plano de la pla:a no cambian de intensidad cuando esta se deforma, que sirve 

como base p2ra Ia obtenci6n de la ecuaci6n de equilibria de la placa l igera­

mente deformada, cuando los desplazamientos laterales son peque~os con res-­

pecto al gr~eso, deja de ser aceptable al crecer las deflexiones, ya que los 

esfuerzos de mer1brana, despreciables originalmente, se hacen mas y mas im-­

portantes al aur1entar las cargas y crecer las distorsiones fuera del plano­

original, ejercendo dichos esfuerzos un efecto estabilizador. 

La teoria de pl~cas planas con deflexiones grandes esta gobernada por las -

siguientes ecuaciones diferenciales ;>arc~alC's (Ref. ~.1) 
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34 F 32F CJ4F [ CJ2w CJ2w Cl 2w J --+ 2 --~- + -·--- E 
CJX4 ax 2 ay 2 Cl/1 ClxCJy 3x2 ay2 

CJ4w d4
W _a 4uL._ = t 22 F d2

W 23 2F 22w 32 F -+2----+ --- --+--
(JX4 ax2(Jyz ayl. D ay2 (Jxz 

donde (ver Fig. 210) 

F = Es una funci6n de esfuerzos. 

w = Es la deformaci6n de la placa perpendicular 
a su plano, en el punto (x,y). 

t 

E 

= Es el espesor de la placa. 

ClX Cly Clx3y ax 2 

Q' Q +~ dy 
y ~ y 

( 2 .30) 

CJ
2w -) (2.31) 
3y2 

= Es el modulo de elasticidad. 
FIG. 2.10 ELEMENTOS QUE INTERVIENEN 

x,y = Son 1 as coordena.:las de un pun to cua 1 qui era, EN UNA PLACA 

~ 

D 

con respecto a lDs ejes cartesianos x,y, en el 
plano de la placa. 

= Es el modulo dE~ Poisson. 

= Et 3 /12 (1-~ 2 ). 

La soluci6n de esta~~ =cuaciones es muy complicada, a causa principalmente de 

su car~cter no lineal, por lo que hasta ahora se cuenta con resultados teori­

cos s6lo para algunos casos sencillos de poco inter~s pr~ctico lo que hace -­

que el problema de la determinacion de la resistencia posterior al pandeo 
tenga que ser investi]ado principalmente por metodos experimentales. 

En la figura (2.11) s~ muestra la forma en que se distribuyen los esfuerzos 

en una placa plana re:tangular, simplemente apoyada y sometida a cargas de -

compresion en una sol 1 direccion; al iniciarse el pandeo los esfuerzos de -­

compresi6n a dejan d·~ estar uniformente distribuidos a lo largo de los bor-x 
des cargados, teniend) intensidades maximas en los bordes longitudinales, y 

disminuyendo hacia el centro. Adem~s como las condiciones de apoyo obligan a 
los bordes no cargado; a permanecer rectos y fijos, sin acercarse uno al 

otro, aparecen en la ;uperficie media esfuerzos transversales ay, que son de 

importancia capital, ·~n la region central son de tension, de manera que 

tienden a rigidizar a la placa contra deflexiones laterales adicionales, lo 

que hace que pueda so;)ortar cargas de compresion considerablemente mayores 

que la critica. Por consiguiente, cuando el esfuerzo llega a - - - -

ac =1r 2 E/12 (1-~ 2 ) (t/b) Ken la mayor parte de las placas aparecen ligeras 
ondas de pandeo que c:~ecen gradualmente con el esfuerzo, pero sin que se 



120 

presente la fall~; siguen soportando cargas cada vez mayores y su resisten­
cia es, en ocasiones, varias veces mas grande que la que caus6 las primeras 

ondas. 
b 

--t 
i (J med. 

-+-'-...LJ-...L...L...L....l.-.L.....L...i,....._.,+ 

cry 

(I 

FIG 2 .II .ESFUERZOS EN UNA PLACA COMPRIMIDA,DESPUES 
DE LA I NICIACION DEL PANDEO. 

La n~tut'alez:t r·~,icc: del fEn,~rneno se entienrle facilrnente al considerar, nor 

::::~.=ls, ?1 Jcl~ ·n cc~rnoririco (1e !a serc~c,r de <Jaredes del<Jadas de la fin.. -

',2.:=) qu::o sE~ r1a 1d~a en ondc:s pronunciadas, aoroximadarnente cuadradas, cuan­

do ei esfuer·zo rle ccmDresicn lleqa a su valor crltico. Si se afsla, PM-­

simolicHad una s~rrionda, y se sustituye ala olaca por un n1odelo formado-

Fl G .2 .12.. PLACA DELGADA 
COMPRIMIDA 

por una reticula crtogonal de barras, se obtiene la estructura de la fig. -

(2.13-a), en la ~Le ·las gufas rfgidas colocadas en los bordes verticales re 

presentan la accifn de las almas que mantienen rectos los bordes del patfn. 

Al alcanzarse la carga de pandeo de las barras comprimidas, la retfcula em­

pieza a deformarse, si cada barra actuase aislada de las restantes, todas -

fallarfan bajo el mismo esfuerzo, y el colapso se presentarfa inmediatamen­

te despu~s de la iniciaci6n del pandeo, sin embargo, una placa es un elemen 
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to estructural d1:! dos dimE:nsiones y las barras horizontales de la reti'cula 

permiten representar, aproximadamente, su forma de trabajo en sentido per-­

pendicu-lar a la direcci6n de la compresi6n. Al iniciarse la deformaci6n la 

teral dE: las banas verticales comprimidas aparecen esfuerzos de tension y 

flexi6n en las hc1rizontales, que se oponen a cualquier aumento de las de--­

fi exi onE:s y hac en :1ue l a capaci dad de carga de los punta l es crezca rnas --­

arriba de la que te~drfan si trabajasen aisladas unas de otras. 

La influencia de las barras horizontales es mayor en los elementos vertica­

lcs mJ; pr6ximos a los bordes atiesados que en los que est§n alejados de 

e.l0s, y con Jna consecuencia, al aumentar la carga por encima de la que 

or ic:ir'd la inicii:c;6n del Jandeo, la faja central de la placa se deforma la 

t~r·alrnente con n~s rapidez que las fajas cercanas a los bordes y los esfuer 

zos de compresi5r oue al orincipio est~oan distribuidos uniformemente en to 

do el archo ":'!, JCO!:~an otra Glstrib;..<ci6n c;ue vada al crecer la carga (fig. 
2. -~l.t;', 

( b) 

FIG .2.13. RESISTENCIA POSTERIOR A L PANDEO DE 
UNA PLACA DELGADA COMPR! MIDA 

·--r 
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L_a resistencia maxima se alcanza cuando el esfuerzo 

los bordes: ati·2Sados) llega a un valor para el cual 

c ( e n 
rnax 

la placa 

completa se deforma rapidarnente con poco o ningGn aumento -

de carga. 

P a r a d e t e r· n: i 1 c r l a r ·2 s i s t e n c i a 111 a x i 111 a d e u n a p l a c a d e b e n c o -

no c e r s e l u ·~ ~~ s. f u e r z o ; q u e h a y en e l l a c u a n do s e l l ega a l a -

conaici6n de colapso. En problemas practicos de diseAo re-­

s u l t a r 1 a i n co 1r o do t r .1 b a j a r co n l o s e s f u e r z o s rea l e s n o u n i - -

formes (fq. :~.13-b), ~ero esta dificultad se elimina utili­

zando el co'lce~to dt' ancho efectivo de diseno introducido --

P o r T . V o n < .~ r· tr a n e n 1 9 3 2 . 

La -~-· .J e '= ~i t. l ·: 2 -1 de c c m pre ~; 1 6 ;, , - J '· 3 : J I .:§ rea b a j o 1 a c u r v a -

que r ·2 pres~~ ·1 ::a l o s e::: f u e r z o s no ,, n 1 f o t rn e s , .n L; 1 t i p 1 ~ ·Cad a pot 

e l g r :J e so ·• :: f i g . 2 . 1 1' - a ) , s e o b t ; ~c: n e t a rn b i e n d e s p r e c 1 a n d o 

·21 efi~cto cL~ la porci6n mE•dia. et: la c1ue los esfuer-zos sen­

de poca int1·nsidad, y considerandu cada una de las dos fajas 

latel'i1.1es ccrr,o una placa larga, libtemente apoyada, sujeta a 

u n e s f u e r z o d e : o m p r e s ·j 6 n u n i f o r n1 e i 9 u a l a l e s f u e r z o r e a l e n 

el borde, 8 • , cuyo ancho be/2 se escoqe de manera que la -
rr a x 

surna de 1 as areas de los dos rectangul os de base: b /2 y al tu­
(0' 

ra a ~ sea i~ual al area max 
bajo la curva que corresponde a --

los esfuerzos reales. Se supone. oor consiguiente, que se-

suprime la oo~ci6n central de la placa y que el elemento pl~ 

no dE· ancho r~a- "b" se sustituye por dos de ancho be/2 cuya 

s u m a , b e , ~:; e d e n o m i n a a n c h o e f e c t i v o ( f i g . 2 . 1 <J. - b ) . E l a n - -

cho efectivo disminuye al aumentar el esfuerzo en los bordes, 

G • • max 
(2.14-b) se ha dibujado la secci6n neta co 

rrespondiente a 

En esta figura s.e puede observar que para un esfuerzo en los 

bordes a • < o • se tendra un semiancho efectivo --------
rnaxr maxz 

(be/2) 1 > (be,l2)z. 
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zrmA CUE SE DESPRECIA 
':;~:':s:ssJ (COf:RESPONDIENTE A (j m~a 1 ) 

Fl(' 2 14 .. _to._N :HO EFECT!VO DE UNA 
i.ACA CCMPRIMIDA 

(j max) 
~ 

Una vez que s.1:~ h:i ceteninadc' b~ la r'esistencia de la placa se calcula de 
•:: 

la manera u:,~.-;=1, pero utilizar,;Jo el ancho efectivo en vez del real. 

E:mpleando l.c, 1::cuaci6n :).4) para valuar 0max' hacienda T"' 1, w ::: 0.3 y­

util izando el valor minima del factor de placa K=4.0 que corresponde a pl.§_ 

cas comprim·id.:ts l ibremente apoyadas y suponiendo comportamiento elastica 

hasta el liniLe de fluencia, Von l(arman obtuvo una expresi6n para determ2_ 

nar e·l ancho lo!fectivo en el instante en que se alcanza la resistencia ul­
tima, como si~ue: 

0 ~ 
max 

= 

como 0 max 

K 
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b = 1. 9 t /[I o-
e . Y (2.32) 

Experiencias realizadas para comprobar la validez de la ecuaci6n (2.32) -

han demostrado que su forma general es correcta, pero que la constante --

1.9 debe sustituirse por un coeficiente variable que depende del par~me-­

tro /E/oy (: t/b). El AISI (Arr1erican Iron And Steel Institute) en .la edi­
ci6n de las Nonnas de 1968 dispone la siguiente f6rmula: 

b e 1.9 t /[jo-~- [1- 0.415 _bt /E/o ~ ] 
max max (2.33) 

Donde :; ~ es el esfuerzo m~ximo de compresi6n que se presenta en los bo_r max 
des y es num§ricamente igual al cociente de la fuerza total dividida en--

tre el ~rea efectiva b t, o ~ = P ~ /b t. Para determ1nar la capacidad e max max e 
~.axima :!e una ::>laca delgada se sustituye en la ec. (2.33) a o ~ par o max y 
y se obtiene e1 ancho efectivo b ; conociendo el ancho efectivo b y el -e e 
•:sfuerzo maximo que esta actuando (c ~ = o ) , la obtenci6n de la capaci-max y 
dad de la placa es directa, P ~ = b t o . Para obtener la capacidad ad-max e y 
misible de una placa se utilizan los anchos efectivos correspondientes a 

:as s0licitacion~s de colapso, o ~ = o, pues si se emplean los de car--max y 
gas de trabajo s~~ sobrestima su re3istencia, ya que ese ancho es mayor --

que el que estarfa trabajando inn~diatamente antes de la falla. Por --­

otro lado, si se conoce de antemano la carga que est~ actuando en la pla­

ca, la ec. (2.33.· obliga a proceder por aproximaciones sucesivas puesto-

que o ~ y be de\1enden mutuamente uno del otro. max J· 

Cuando se calcul2n las deformaciones de una estructura, lo que interesa -

conocer, por lo seneral, son las deformaciones producidas por las cargas 

de trabajo, por lo que habra que emplear las propiedades geom~tricas de-­

terminadas con los anchos efectivos correspondientes a ellas. 

Si se impone en la ec. (2.33) la condici6n de que el ancho efectivo be-­

sea igual al real ~' y se despeja b/t, se determina la relaci6n ancho/--­

grueso maxima pal'·'l 1 a que las pl acas comprimidas, l ibremente apoyadas en -
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los bordes longitudinales sean completamente efectivas. En efecto: 

dividiendo arrbos miembros de la ec. (2.33) entre b 

b 

t 1.9 
b 

lTla-~-
max [1 • 0.415 t / E/o ~ 

b max J 

imponiendo la condici6n de que be= by simplificando, 

t 1 = 1.9 --
b 

) - 0. 7885 I E/o ~ max 

+ 
hacienda S " = b 1 E/o---- y reordenando terminos se tiene que ~· max 

0.7885 s:: 1.95 + 1 = 0 

resolviendo para S se tiene que 

s - __ +_1:__:_~ .. ± /[[JP - 4x0. 7885 x 1 = 
;~ X 0. 7885 

considerandc el signa negative 

de donde 

b - 1 1"77::-
- - ----·- v E/oma~x , esto es t 0. 776·5 

b - .,--::=-.,----
1 - 1. 2877 / E/omax o sea 

% = 1. 29 i E/omax 

+ 1.9 ± 0.6753 
1.577 



si se considen. el signa positive 

s = 1.9 + 0.053 --·--
1.577 

S= 1. 633 

entonces 
1. 633 = .!_ /E/Ci:-~--

b nax 

b - 1 
T - T-:-633 

b 
-:;c- = 0.612 ,_ 

queda !2_:: 
t 

/E;;;-:-
max 

b - 873. 90 
T- ---~~--

se tendri'a b -t l7. 30 
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lo que solo ocurrir'ia si la placa es demasiado gruesa, por lo 

c u a 1 no s e pre~; en t a pro b l em a de pan de o l o cal y p or t a n to c a r e c e 

de interes. 

El valor de lc relaci6n b - 1 29 /E/cr -t - . max se obtuvo para 

la condici6n de que el ancho efectivo es igual al - - -
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ancho total, por· lo que representa un valor limite, por tanto 

= 1. 29 FE/cr ~ max. 

11.3.2 Dise~o basado en la resistencia posterior al pandeo. 

(2.34) 

La determinaci6n de la resistencia posterior al pandeo se hace necPsaria 

cuando la relaci5r ancho/espesor de una placa, excede los lfmites que se es 
tablecieron en lo5 articulos 11.2.1, 11.2.2 y 11.2.3. 

La resistencia po~terior al pandeo tiene importancia cuando se trata de ele 
mentes atiesados, raz6n por la cual se plantean en este articulo las ecua-­
ciones te6ricas qLie se aplican a dichos elementos. La resistencia poste--­
ri<>r al pandeo tiene mucho menos importancia en elementos planos no atiesa­
dos, por lo que no se plantearan las ecuaciones te6ricas para este caso so­
lo se daran las especificaciones al respecto. 

La resistencia po!;terior a·l pandeo de placas comprimidas apoyadas en los -­
bordes longitudinitles (atiesadas), se basa en la ecuaci6n ( 2. 34) - - - -
Sustituyendo E y 1; ~ , en dicha ecuaci6n, por 2.039x10 6 y ay respectiva-. -- max 
mente, se llega a las siguientes expresiones: 

Las placas atiesadas son totalmente efectivas (be =b) hasta que (ec. 2.34). 

= (2.35) 

Para relaciones ancho/grueso mayores que (b/t)lim el ancho efectivo de ola­

cas atiesadas es (ec. 2.33) 

2713 t 

lay 
[1 - 593 --'---] 

(b/t) lay 

Entonces la carqa m([xima 0 ultima que resiste la 

Para determinar la carga de servicio en la placa 
p ~ 
max par 0.6, esto E~S , Pa = b t 0.6 ay. e 

(2.36) 

placa es Pmax = bet a .--y 
debera multiplicarse a---
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11.3.3 Especificac1ones de DiseAo. 

11.3.3.1 Especific.Kiones del AISC 

Las especificacionr:~s del AISC contienen normas para determinar la resisten­

cia post1~rior al p.:tndeo de los elementos planos. 

Como e l comportami r:•nto del as p l acas apoyadas en los dos bordes l ongitudi na­

les (atiesadas) difiere sustancialmente de las que est&n libres en uno de -

ellos (no atiesadas) las especificaciones AISC proporcionan m~todos diferen 
tes para el c§lculc de resistencia en uno y otro caso. 

a).- Elementos atiesados. 

El AISC establece que cuando la relaci6n ancho/espesor de un elemento plano 

atiesado sujeto a car~1a axial de compresi6n excede el limite aplicable (t~ 

bla 2.4) el c&lculo debe efectuarse utilizando un ancho efectivo reducido­

b . Las ecuaciones que se establecen son las siguientes: 
e 

Para las placas que fcrman parte de secciones en caj6n, cuadradas o rectan­

gula:res, de grueso uniforme, 

2121 t [1 422 b be = --- - ·--·-] < 

lOr-;- (bIt) /o . 6 u y , . rHy 

( 2. 37) 

Para todos lOS dem& ~; elementos uniformemente comprimi dos, 

be 
2121 t [1 371 J ~ b -- --- -

[0.60 (b/t)/0.6oy y 

(2.38) 

El esfuerzo de compresi6n admisible que se utiliza es el esfuerzo permisi-­

ble para pandeo de conjunto, pero afectando ~ste por el factor de forma ---

Qa. 

Q = a 
Area efectiva 

Area total 
(2.39) 
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Para todo tipo de secciones transversales el ~rea efectiva es igual al ~rea 

total menos [ 1b-be) t. 

Cuando para 1 a secci 6n E:n conj unto 1 /r<C 1 
, en que 11 1 11 es 1 a 1 ongi tud efec-c 

tiva del e1emer~to, e1 esfuerzo admisible en toda 1a secci6n es: 

0 0 [· _{_1 /r)~:] 
's"a .. - 2C7 °y 

(2.40) 

donde: 

(2.41) 

Qs = 1 para E:l1~mentos atiesados 

Cuando 1/r ~~ " '-' c 

c ,_ 0 
[ c ., _;,~ 

0 = -------- J a 2(1/r):: F<' .) 

= 12 TT2 [ 
0a -----· 

23(1/r)
2 

(2.42) 

Multip1icando el esfuerzo permisible (ec. 2.40 6 2.42) par el ~rea total se 

obtiene la capacidad permisible del elemento. 

b).- Elementos no atiesados. 

Cuando se trat<t d,:: elementos no atiesados, la resistencia posterior al pan-

dec es de poca importancia par lo que se precede de manera diferente al ca-

se de elemento~; atiesados. En elementos no atiesados cuya relaci6n b/t sea 

mayor que los · fmites especificados par el AISC (tabla 2.4), se utilizan --

las ecs. (2.LO) 6 (2.42), segun el caso, pero considerando Qa como la u­

nidad, esto es, se considera el ~rea total de la placa. El coefic4ente Q , que J:ara s 
este caso es difE!rente de la unidad, es un coeficiente de reducci6n en cuyo-

calculo se tomct en cuenta el heche de que la relaci6n b/t excede los limi-­

tes de la tabla 2.4. 
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Las expresiones qJe recomienda el AISC para el calculo de esfuerzos permi­

sibles se basan e1 el criteria de la iniciaci6n de la inestabilidad, y la 

resistencia poste"ior al pandeo se tiene en cuenta Qnicamente como un mar­

gen de seguridad contra el colapso en placas de relaci6n b/t muy alta. 

Las expresiones con las que se obtiene Qs son las siguientes: 

Cuando 637/l0y < t:/t < 1300//0y' 

os == 1.34 - o.ooos33 (b/t) roY 

Cuando b/t ;; 1300/ /(i ' 
y 

(2.43) 

(2.44) 

Para angulos o pl_~~:as, que sobresalen de columnas y otros miembros en com­

pres ion, y pati~1e~. comprimi dos de trabes: 

Cuando 796//0 < 1:,/t < 1475//0 , y y 

Q
5 

== 1.415 - o.oooE2 (b/t)loy 

Cuando b/t ;; H 75/ ¥~1 • 

? 

Q
5 

= 1,409,000/[oy(b/t)] 

Para almas de TES 

Cuando 1064//0Y ( b/t: < 1475//0 ' y 

Q
5 

= 1.908 - 0.000832 (b/t)/OY 

Cuando b/t ;; 1475/lay, 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 
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(2.48) 

1!.3.3.2 Eso1:~ci ficaciones del RCDF 
' --

Las especifici.ciones del R.C.D.F. al igual que las del AISC,proporcionan 

metoclos diferentes para el calculo de resistencia de elementos atiesados 

y de los no atiesados, siendo el criteria muy parecido al del AISC. 

a).- Elemento~; atiesados. 

Cuando la relaci6n b/t excede el l'imite aplicable de la tabla 2.4 se uti­

liza un ancho reducido be, que se obtiene con las ecuaciones siguientes: 

En SE~cciones cuadradas o rectangul ares huecas de espesor uni forme, 

2720 1; 
----·- [1 - _..:_54:_::_0_] 

(b/t)/0 y 

b 

En cualqu·1er otro elem1~nto plano atiesado comprimido uniformemente, 

2720 t 
;o-· 

y 

480 J 
(b/t)v'CJ 

y 

b 

(2.49) 

(2.50) 

El esfuerzo d1~ compresi6n admisible que se utiliza est~ dado por las si-­
guientes ecuadones: 

Cuando para 1.1 secci6n en conjunto l/r< C~, el esfuerzo admisible en to­
da la secci6n es 

don de 

(l/r)
2

] 

2 C' 2 
c 

= 1 pari elementos atiesados. 
= Are! efectiva/ Area total 

(2.51) 
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¢ Es un coeficiente que vale 1.15 para l/r = 0 y decrece linealmente has­
ta 1.0 cuando l/r = C y con~erva este valor para relaciones de esbel-­

c 
tez m~s elevajas (ver Fig.215). 

Cuando l/r ;~ c I 
c 

0 
IT~ E 

---·----·--
23/12 {l/r)

2 (2.52) 

-b 1.15 

1.0 ;=:=-----
., !/r 

Ce 

FIG. Z.l~ VARIACION DEL COEFICIENTE 0 

Para obtener la capacidad permisible del elemento se multiplica el esfuer 

zo perrnisible (·~c. 2.51 6 2.52) por el ~rea total. 

b).- Elementos no atiesados 

El cr~terio pat·a elementos no at1esados es el mismo que se describe en -

II.3.3.1-b, pero se deberan utilizar las ecs. 2.51 6 2.52, segun sea el -

caso, para calcular los esfuerzos admisible:;. Las expresiones para calcu 

'lar Qs son las !;iguientes: 

Para .~ngulos ai::;lados: 

;·j 640/ra:; < b/t < 1300/~, 

Qs = 1.34 - 0.00052 (b/t)/OY (2.53) 

(2.54) 

Para ~ngulos o rlacas que sobresalen de columnas u otros miembros compri­

midos y para patines comprimidos de trabes: 
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Q
5 

= 1.41- 0.000~)2 (b/t) loy (2.55) 

s i b/t > 1470/ /(~:' 

2 
Qs = 1400000 I [oy ( b/t) ] (2.56) 

Para el c~lculo de la resistencia posterior al pandeo de olacas comorimidas 

con carga en su plano en general es recomendable aooyarse en las especifica­

ciones descrita~ya sean del AISC o del RCD~ en nuestro media se sugiere -­
atender estas Gltimas. 

11.4 Distinci6n entre Secciones Compactas y no Compactas. 

Reciben el nombre de secciones compactas aquellas que tienen caracterfsticas 
geometricas tales, que eviten que se presente un pandeo local, antes de que 

se llegue al momenta flexionante o carga axial para la que se diseAa la sec­

cion. 
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EJEMPLO 2.6 

Calcular la capa:idad de carga axial permisible de la columna cuya secci6n -

transversal est~ indicada en la figura utilizando los siguientes criterios: 

a) Por esfuerzo .idrrisible de la columna en conjunto 

b) Teoria de estoJ.bilidad de placas 

c) Especificaciones AISC 

d) Especificaciones RCDF 

Consid~rese que ·a columna es de acero A-36 y que tiene una relaci6n de es­

beltez l/r = 150. en que "1" es la longitud efectiva. 
E 
u 

I() 

--~-· --, n=-·-l 
o1[~_ 

~=:-~-::, 
· 50 em : 

-4- - --------i---

a) C,..= /z'IT 2 E/ci-- = 126.8, l/r = 150 > 126.1, luego el pandeo de la 
\... y 

columna es elasti:o, por lo que el esfuerzo admisible, de acuerdo con lo -

expuesto en e·l caJitulo I, (I.4), es: 

[ 
c 2 . 0 

oa = 
2 ~ 1/r )-21 

__ _)'___ 
23/12 

_(126.~:J'_ 2530 
0 = 23/12 a 2(150) 2 

oa = 467.9 Kg/cm2 

El area de la secci6n transversal es 

A= 50 x 0.5 x 4 = 10D cm 2 

Por lo tanto la c2rga axial admisible 

Pa = 467.9 x 100 

Pa = 46,790 Kg 
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b) La relaci6n ancho/espesor real de cada placa de la columna es 

(b/t) real 50 
- = 100 0.5 

Debido a que el pandeo de la columna en conjunto es el~stico se aplica la ec.­

(2.16); 

b/t ~. 0.303 (1/r) /K 

Para una secci6n cuacrada hueca de espesor uniforme K=4, sustituyendo valores 

bjt ~ 0.303 X 150 X /lf = 90.9 

como (b/t) e 1 = 100 > 90.9 se presenta primero el pandeo local, para evitarlo r .a 
se puede optar par ircrementar el espesor de la placa en el valor correspon---

diente o aceptar que se presente el inicio de pandeo local y revisar la resis­

tencia posterior al pandeo. Se analizara la segunda opci6n. 

Una placa es totalmente efectiva (be = b) cuando (ec. 2.35) 

( ~) = 
1842 

tr 1m /(:;y 

(~) 1842 %.62 ( ~) = 100 > 36.62 = -· 

tr ;gm t real 1m 

par lo tanto de la e~:. (2.36) se determina el ancho efectivo. 

b = e 
2713 X 0.5 [ 1 _ __52l__ J 

IZ"53IT 100 12530 
= 23.8 

par lo que la capacijad Gltima de la secci6n para que no se presente la falla 

de pandeo local, consiclerando su resistencia posterior al pandeo es Pe=bet noy 

(n=nGmero de placas, pues todas tienen las mismas dimensiones) 

P = 23.8 X 0.5 X 4 X 2530 = 120,428 Kg. 
e 



P = 120.4 Ton 
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La capacidad admisible de la secci6n es de 

P 0.6 x 120.4 = 72.2 Ton > 46.7 Ton. 

por lo que la secci6n sf es aceptable, dado que tiene una resistencia al pa_Q_ 

deo local mayor qLe la del conjunto de la columna, de acuerdo con la teorfa 

de estabilidad de placas. 

c) El A:sc establece que para elementos atiesados de secciones en caj6n la -

relaci6n ancho/esresor m§xima oara que no se inicie el pandeo local es (ta-­

bla 2.4) 

1995 1995 39.7 

·como (b/t)real -- J.OO > 39.7, se aplica la ec. (2.37) oara determinar un an-­

cho efectivo. 

2121 X 0.5 

;o.6x253o 

De l a ec: . ( 2. 3 9) 

[ 1 - 422 ----] 
10o/0.6x2530 

Q - 1 por ser elemento atiesado s -

de la ec:. (2.41) 

C' = c 
/2X3.14ix :~.039 x 10 6 

= 180 . 9 
~~0.4E6 X 2530 

como 1/r < 180.9 ce 'Ia ec. (2.40) 

= 24.3 em. 
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1x0.486 [ 1 - 150 J 2530 2x180.92 
= 423.3 Kg/cm 2 

~ + 3x1~~~- 1503 

3 8x180.9 - -8x180.93 

luego la carga axial permisible es: 

Pa = 50 X 0.5 X 4 X 423.3 = 42,330 Kg. 

Pa = 42.3 Ton < 46.7 Ton. 

por lo tanto se presenta primero el pandeo local que el pandeo de conjunto, -­

par lo que la secci6n no es aceptable, de acuerdo al AISC. 

d) El RCDF establece que para placas de secciones en caj6n, la relaci6n ancho/ 
espesor, maxima, para qu·e no se presente pandeo local (tabla 2.4) es: 

b 2000 .2000 39.8 -- = -· 
t lay ;zs·m 

(E.) = 100 > 39.8 t r·eal 

Cuando esto sucede, el RCDF propane que se utilice un ancho efectivo be' que­

para el caso de secci6n en caj6n es ec. (2.49) 

b :: 2720 t [ 1 -
e /0 

y 

540 J < 
(b/t) /C;y : 

2720 X 0.5 
/2530 

[ 1 - 540 J 
100 /2530 

b :: 24.1 em 
e 

obteniendo el factcr Qa• 

24.1 X 0.5 X 4 
Qa == = 0.482. 

50 X 0. 5 X 4 

b 

= 24.1 em < 50 em. 
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Qs = 1, par trata~se de elementos atiesados 

I? X 3.14 2 
X 2.039 X 10 6 

~ = 181. 7 
·- \ 1 X 0.482 X 2530 

.. 126.1 

¢ - 1 debido que 1/r > 

Cor10 1/r < C' c: 1: ~ l ,::; sf u e r z o a dm i s i b l e e s ( e c . 2 . 51 ) 

> 150 

1:2 
X 1 X O.l.82 [1 - 150 2 

---=--=-=--1 X 2530 X 1 = 419.4 Kg/cm 2 

2.3 2xl81.7 2 

l u e g o l a c a r~g a a x ·i a l p e rm i s i b l e e s : 

Pa = 50x0.5x4x419.4 = 41,940 Kg. 

Pa = 41.9 Ton< 46.7 Ton 

par lo tanto, no se acepta la secci6n de acuerdo al RCDF debido a aue se pr~ 
senta primero el pandeo local. 

En resumen,la ~ecci6n propuesta de la columna s1 es aceptable, ya que de--­

acuerdo con la teoria de estabilidad de placas, la carga axial admisible es 

mayor que la correspondiente al pandeo general de la pieza, aan cuando las -

cargas admisibles resultantes de las especificaciones del AISC y del RCDF, 
sean menores. El RCDF seAala que la relaci6n ancho/espesor de una olaca 

que forma parte de la secci6n transversal de un elemento estructural a com-­

presion, puede ser mayor que la especificada, si se justifica, con un an~li­

sis de estabilidad que no se presentar~ pandeo local antes del oandeo de con 

jgnto 
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APENDICE A 

En este apendice SE: hace la derivaci6n de las ecuaciones generales del com ~ 

portamiento de placas. La derivaci6n se desarrolla hacienda una comparaci6n~ 

con lateodacor-re·:pondientr~alas vigas, de este modosetiene una analogia­

con lo v·isto en cui·sos antedores de ~iecanica de t·1ateriales. 

A.- ECLACIONES GENERALES DE PLACAS 

A.1 Ecuaci6r ,Je Comportamiento de Placas Rectangulares Cargadas Perpen­

diculamente a su Plano (Metodo de Navier). 

Los pasos a seguir son muy similares a los que se utilizan cuando se conside 
ra una viqa carqadd perpendiculannente, esto es, para una viga se tiene que 
( fi g . 2 .1t}) 

L:F v = 0 

dQ = - qdx 

dQ - - q Ox-

L:M = 0: 

dM = Q Ox 

[
-·----1 ___ _) 

FIG. ;~.16 DI.AGRAMA DE Cl.ERPO LIBRE DE UN 
ELEMENTO dx DE UNA VIGA 

(A .1) 

(df~spreciando terminos de segundo 6rden,procediendo al limite). 

(A.2) 

Diferenciando la ec. (A.2) con respectc a x 

(A.3) 
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Sustituyendo la ec. (A.l) en la ec. (A.3) 

- q (AA) 

Par otro lado tenemos que 

- - - - - - - ·· - ·· (A. 5) 

La expresi6n{A.5) es la ecuaci6n de Ia el&stica para una viga (w=deflexi6n) 

Obteniendo la segu1da derivada de la ec. (A.S) con respecto a x se tiene que, 

(A. 6) 

Sustituyendo la ec. (A.6) 1=n la ec. (A.4) 

- - - - - - - - - - (A.7) 

Para establecer el comportamiento de una placa con carga perpendicular a su­

plano se sigue el nismo tipo de razonamiento. Los pasos a seguir son: 

1) Sumatoria de fUI~rzas verticales, nos da una relaci6n entre fuerza cortan­

te y carga a~licada. 
2) ~1omentos alrededor de ejes apropiados, nos dan una relaci6n entre momen­

tos flexionante!;, ~omentos torsionantes y fuerzas cortantes. 

3) Se hace una suposici6n que relaciona los mementos flexionantes y mementos 

torsionantes con la curvatura y torsion de la superficie. 
4) Se eliminan momE~ntos y fuerzas cortantes combinando las diversas ecuacio­

nes, por lo tanto, se obtiene una ecuaci6n que relaciona la deflexi6n con 

la carga apl icada. 
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,._ __ M_a...::.r_+ --;.¥ d 1 

l G i "111 I 
(b) 

hhy= Myx 

En la figurr:(?.:7-ct)se mue~tran las fuerzas cortantes \t la direcci6n de !os-
. - .c· '? 1" '\ t- , t momentos fle:x:;o'"Jlt.~s:; tors,ona'ltes, en :a '9"--· ;-n;se muec;Jan so1amen e 

; os morr:er:tos fl f!.>< i or antes y torsi on antes, haci en do nota r que tanto cortantes 

como momer:tos SCin pc,r uni dad de 1 ongi tud. 

aQx 
(- ·-· 

ax 
dy) dx + q dx ely = 0 

Dividiendo la ec:. (P,.8) entre dxrly , 

La ecuaci6n (A.9) es similar a la ec. (A.1) 

(alrededor del eje x) 

::J~1 (~M xy 
(Q_y dx) dy - ha?" . dy) dx + ax • dx) dy = o 

(A.8) 

(A. 9) 

( A.lO) 
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Dividiendo la ec. (~ .. 10) entre dxdy, 

- - - - - - - - -- (A.ll) 

Sirnilannente, hacendo L:My = 0 (alrededor del eje Y), 

(A.12) 

Las ecs. (A.ll) y (A.12) son similares a la ec. (A.2) 

Si asumi mos ahC))"a quf: M , M y M es tan rel aci onados a 1 a defl exi 6n "w" en-x y xy 
una forma similar a como lo expresa la ec. (A.5), se llega asi' a las siguien 

tes ecuaciones: 

M = -D (_a2w + 
x a/ 

(A.l3) 

(A.l4) 

M = D (1 -
xy 

(A.15) 
cXJY 

En donde "D" para t:s te cac:: o es 

E t 3 
D =---- (A.l6) 

12(1 - u2
) 

t = espesor de la placa. 

La "D" es facilmente relacionada con el 11 EI" de la ec. (A.5), esto es, 

EI = si 
E h3 

t1 = uni tario, EI = -1"2 (A. I?) 

La ec. (A.17) es pc:.recida a la ec. (A-'lS),salvo que en el caso de placas si -
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influye el m6dulo de Poisson, y este se toma en cuenta dividiendo la ec. ~~ 

(A.17) entre (1- ~ 2 ), d~ndonos como resulta~o la ec, (A,16). 

Diferenciando lds ecs. (A.l3), (A.14) y (A.15) con respecto a~ y y_ se tie-­

ne que 

()~~ 
D 

()\; () 3 u.: 
= ~ (---- + 1-; --) (A.l8) 

ax 3><3 axay 2 

8~\ d3 a 3,, 
~- "'- - .. D ( _,___:~ +- :..' ---~) (A.19) 
3y 3y 3 3y3x 2 

(A.20) 

3t~ 
__ _:'1-Y.__ = [I (1 - c.) (.A.21) 

:;y 

Sustituyendo las ecs. (A.l8) y (A.21) en 1 a ec. (.£1 .. 12) se obtiene 

"\3 
---~) 

~. 3 

Q,= -D r a 1.0 + )1 D (1 - ~) 
a W ,- - ---

i\ ax 3 C.l xa_y 2 axay 2 

(A.22) 

s ·imil a rmente 

(A.23) 

Sustituyendo las ecs. (A.22) y (A.23) en la ec. (A.9) se tiene 

l\J + 2 ~-- + ~~ = .9. 
ax~ ax 2 ay 2 ay~ o 

(A.24) 

La ec. (A.24) es similar ala ec. (A.?), representa el comr:JOrtamiento de-·· 
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placas planas cargadas perpendicularmente a su plano. 

A.2 Efecto de Fuerzas en el Plano sabre la Ecuaci6n (A.24) 

Supongas.e 

longitucl 

que exis.ten fuerzas resultantes S ,S 
X y 

en los bordes de un elemento de d .d , 
X j 

y Sxy actuando por unidad de 
(fig. 2.13\adicionalmente a 

la carga de superifice qdxdy y a los mementos y fuerzas cortantes. Es de es-

perarse que la ecuac"6n (A.24) se altere como consecuencia de las fuerzas S~ 

~Sx 
x+ ;rx- dx 

f-----

Sxy+ ~ dx 
~X 

FIG. 2.18 ELEMENTO dx x dy DE UNA PLACA CARGADA 
EN SU PLANO 

La ecuaci6n (A.24) se deriv6 a partir del pouilibrio de fuerzas verticales 

(Ec. A.9), donde se relacion6 la carga hacia abajo ~dxdy con la resultante­

de cortantes hacia arriba que actOan en los bordes de la olaca; por lo tan -

to para este caso debemos encontrar la contriL~ci6n vertical de las fuerzas 

sx' sy y sxy· 

Consideremos la ccntribuci6n deS (fig. 2.19). La componente vertical de la 
X 

fuerza Sx sabre AE es: 

F = s dy d•LI/h 
XZ1 X 

(hacia arriba ) (A.25) 

, ,, 
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y la componen;:e vertical de la fuerza en CD es: 

= s dy ~~~ + X .. 
!X 

c (S dy ?Jcu) dx 
X 3Y (hacia abajo) 

Sumando (A.25) y (A.26) nos da una resultante hacia abajo de 

~ 2 

f- F [ d :JJ F =- + = S --- + 
xz xz1 xz2 x ax2 

~s 
X a . 

~] dxdy - - -

ax (Contribuci6n de Sx) 

~ 
(Sa+ )u)dr 

FIG. 2.19 FIJERZA Sx ACTUANDO EN SU ELEMENTO DEFORMADO 

Similarmente 1:1 contribuci6n hacia abajo de SY es 

3\u F = [ S 
yz y ay2 

2Sy acu J ox6y 
ay ay 

Y de la fuerza S es xy 

(J\,26) 

(A.27) 

(A.28) 
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-~~" 1 1 d xdy 
ax 

(A,29.) 

En la ec. (A.29) 'los dos primeros terminos provienen de las fuerzas en AB y~ 

CD y 1 os dos C Hir10s de las fuerzas en AC y BD. 

Sumando las contr·buciones hacia abajo de las fuerzas S . S y S (ecs. A.27 
x· y xy 

A.28 y A.29) se t·ene que 

'2' - ? 2 3S ?JS 
ri ( ~~~ F =F +F +F =[~ J JJ + 2 sxy 

o-w s :J] 
( X XY) ---·- --~- + + + -- + Z XZ jlZ XJ'Z X x2 3x3y y - ;; 0x ~y ;:;x ::'y 

(1 s d s 
v xy cw 

( _ . J + -- -) --] dx dy - - - - - - - - - (A.30) 
:Jy ;)x 'Oy 

De la ec. (A.30) se pueden elir:inar los dos ultimos terminos debido a que si 

hacemos sumato~ia de fuerzas en x (fig.2.18) se tiene que 

(Jl .. 3J) 

similarmente la sunatoria de fuerzas en y nos da que 

(A.32) 

Por lo tanto l a co1tribuci6n net a hacia abajo de las fuerzas en el plano es 

j 2w 32:,• ~ 2 

F [S 2 s + sY (! (JIJ d ' (Jl .. 33) .·-- + ----~ ----.: x oy - - - - - - - -z X '"\ 2 'I..Y 
ClX ~ly :ly? ,,x 

Ahora bien mientra:; que las fuerzas cortantes en los bordes de la placa 

(ec .. A.9) tenian que sopr.:rtar una carga hacia abajo de intensidad n por uni­

dad de area y de lc1 cual result6 la ec. (A.24), ahora dichas fuerzas cor 

tantes en los bord1:~s tienen que soportar una carga hacia abajo de .. 

"\ 2" "\ 2 (LI 
(q+c:; ..':!.. .. .:C'.'.-12$ . .':'..--+S 

~X "X 2 xy - y 
o 3x3y 

(l\,34) 
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por unidad de area. 

Por lo tanto la E!CJaci6n que gobierna el comportar:~iento de una placa con car 
ga perpendicular a su plano y carga en su plano es, 

a "u.: a 4 (J.l 
-+2 ----
ClX4 ax 2 3y2 

1 d~ 2 w ~ 2 w 22w) 
:= - ( q + s --~ + 2 s ·-'' -- + s 

D x ax 2 xy 8 x a y Y ;; 
(A.35) 

Para el caso par~icular donde q y Sx= CTE. y Sxy = 5y = 0 se tiene 

+ 2 (A.36) 

Otro case parti ell ar donde S 
X 

= CTE y sxy = s.v = C] = 0 se tiene 

a 4 u.1 a 4 w a\j 1 
sx 

a2 w (A.37) + 2 --·-- + ---- ·- - - - - - - - - - -
8x 4 ax 2 ai' ay'• D 3x 2 

La ec. (A.37) es la expresi6n que se aplica a una placa plana carqada axial­
mente en el sentido x. 
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APENDICE B 

Soluci6n de la ecuaci6n diferencial (2.2). 

Se presenta la soluci6n de la ecuaci6n diferencial (2.2), la cual se repite­

aqui como ec. B.:. 

-~1_(4!~ d4 (_I '4 () 2ll\ + 2 t =~J) + + 0 (B. 1) -----~·--·- ~J" -~- = 
1-j.J2 ~x4 ax 2 :;_y ' '• X ax 2 c'Y 

La soluci6n se desarrolla para placas con los bordes ~ simplemente apoyados­

Y diferentes condiciones de apoyo en los bordes ~(fig. 2.1). La suoosici6n­

de que los bordes ~ est~n simplemente apoyados se hace, nor un lado, oorque­

sirnplifica notablemente la soluci6n y por otro oorque en los casas rracticos 

de columnas y vi~as el emrotrar o restringir estos bordes tiene un efecto 
despreciable en la carga critica de oandeo local. En cambia la influencia -­

del tipo de apoyo er los bordes ~. paralelos a la direcci6n de la carqa, es­

decisiva. 

La soluci6n por lo tanto, debera ser una expres1on de w(x,y) aue satisfaqa­

tanto la ecuaci6n de equilibria (C.1) como las condiciones de frontera que­

tenga la placa. La ~:oluci6n que se presenta es a base de series trigonometrj_ 

cas sencillas de senos (rnetodo de Levy). Para aplicar este metoda es condi­

cionante de los borcles dE~ frontera, que dos bordes O!Juestos esten simplemente 

apoyados (i.e en x == 0 y x = a). La deflexi6n tJ(x,y) se puede expresar como: 

n=l 
Yn (y) sen . (X ,y) 

nnx 
a (B.:_:) 

Esta expresi6n sati~;face las condiciones de borde supuestas en la direcci6n­

~' dado que en x = f) y x = a. 

1,) = 0 y -- 0 (B. 3) 

Sustituyendo la ec. (E..2) en la ec. (8.1), hacienda D = Et 3 /l2(1-Jl 2
) y reem­

plazando a ox por o
1
:' el esfuerzo longitudinal crftico desconocido, se 
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tiene, 

5: {o [ 
n=1 L a 

,- n 2 _2 
( (y) - 2vT -- Y" (y) + 
n a2 n 

1v J _ n 2n
2 ~ mrx _ Y (y) -tu --Y (v) sen---- - 0 

n c a2 n v a 

( 5. 4 ) 
ll 'TX Para un valor ESJec1~'-ico deny anulandosen -la ec.( B." se convierte a 

en: 

y (y) 
n 

0 ( 8.5 ) 

La ec.(B.5') !:?'. ~na E~cuaci6n o"'ferencial ordinaria de cuarto orden. Intro 

duciendo la nota:i6n 

v2 = tac (-~)2 
D T n T 

y arreglando ~-t;rrninos., "1a E-c. ( 8.5) queda como 

( 1 -

( B. 6 ) 

0 ( B. 7 ) 

La soluci6n de esta ecuaci6n diferencial proporciona el parametro v misTT'o­

que sustituido en la ec. I B.6) rtos proporciona la formula para el esfuer­

zo critico, estc es 

DT 
t 

La soluci6n genera·l de la ec. (D.7) es de la forma. 

Don de Kl y K2 SE: d1~finen como 

nJT 4 niT f. ;;:~1 K2 4/[ -lv 1 K1 = - v'C y = -a a 

( B·. 3 ) 

( B. 9 ) 

(8.10) 

Asi la soluci6n gener·al de la ecuaci6n (t..1), representada por la ec. (8 .. 2) 

toma finalmente h forPW. 
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w(x,y) 

Las constantes c, 1 C4 se determinan introrlucie'1do en la ec. (D.11) las-­

condiciones de fro1tera de los ~ordes ~· A continuaci6n se consirler2 un­
caso especial oe estas conc1 iciones de +rontera. 

Caso I, placas simJlemente apoyadas en los bordes b, elasticamente restrin 
gidas en los borde; a. 

El origen de las C<)or·denadas ~,y, se asume en el punto rnedio del borde iz­

quierdo de la rdan como se indica en la fig.(2.1). Si se asumen iquales 

restricciones el§sticas en los dos bordes ~' la defiexi6n w(x,y) correspo~ 

diente al valor ma; requeRo de oc es una funci6n sim~trica de y, y los t~r 

minos C2senh K1Y~Y C4sen K2y en la ec. (8.1!) desaparecen. La ec. (8.11) 
queda como: 

w(x,y) sen (8.12) 

Para determinar las constantes C1 y C3 se util izan las condiciones rle fron 

tera en los bordes r'pscargados, principalmente, 

[u(x,y)] y (' ( 8 .13) 
±h/2 

(8.1·1) 

La primera condiciSn expresa el hecho de que los bordes y = ± b/? permane­

cen rectos cuando la placa se pandea. La segunda ecuaci6n es una conrli--­

ci6n de continuidaj que indica que el §ngulo de rotaci6n en el borde de la 

placa que se pande1 es igual al angulo de r·otaci6n de ln placa restringen­

te adyacente que s~ asume rigidamente conectada (fig. 2.20). 
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Ploco que restrinoe 
e I oiro 

L__t-Lt-___J___~fzzzzzza 

-My 

-My 

FIGURA -2.20 

Para poder introducir la soluci6n (B.12) en la condici6n de frontera (B.14)­
es nec:esario expresar <P y <Pen tenninos de la deflexi6n w(x.y). El momenta­
flexionante r~Y por unidad de lonoitud que ocurre a lo largo del borde cuando 

las placas se distorsionan se asume proporcional al angul'J ciJ. Esta restric­

cion el~stica puede expresarse como: 

fvli 
y 

(B.15) 

Donde z: es un factor de proporcionalidad que depende de las dimensiones de­

la estructura restringente, supuesta constante a lo largo del borde. El mo -

rnento MY por otro "lado, es, de acuerdo a la ec. (A.14) e introduciendo en e­
lla el factor /c 

+ ~ - 2 
(B.16) 

debido a que a 2 ~/ax 2 = 0 en cualquier punta a lo largo de los bordes ~· la -
ec. (B.16) se reduce a 

M =- D[a2w] b (B.17) 
Y ay2 Y = ± I 

Sustituyendo la ec. (B.17) en la ec. (B.15),nos da que: 
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(8.18) 

¢ :: ± [·d(!l] = 
8y y 

(8.19) 

Sustituyendo las ecs. (8.18) y (8.19) en la ec. (8.14) nos da que 

[8t~ ± g 8
2
w] __ b 

8y ~ 8y2 y ± 7 
(8.20) 

D/2 tiene dimensic1nes de longitud, y conviene escribir esta ecuaci6n como: 

[ :Jc~ -1 
b 

[, 3
2 w] b -

0 y + = 8y 2 8y" 
... 

2 
(8.21) 

Donde: 

2 [) 
s -- - -- (8.22) 

b t: 

s es el namero adimensional, que se asume constante a lo largo de los bordes 
a. Es funci6n de las dimensiones de la placa que se pandea y de las que res­

tringen el pandeo y se le llamar~ coeficiente de restricci6n. Su determina -

ci6n se discute m~s adelante. Se puede observar que te6ricamente r, puede asu 
mir valores de 0 f. oo. Cuando ~ = 0, la placa est~ empotrada en los bordes a, 
y cuando z;; = oo, est~ 1 i bre para gi rar con respecto a estos bordes. 

Sustituyendo la sc,luci6n (8.12) en las condiciones de frontera (8.13) y (8.-

21) nos resultan cos ecuaciones: 

Las. ecs. (8.23) y (8.24) son ecuaciones lineales homogeneas y s6lo resultan-
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valores diferentes cle cero para cl y c3,cuando el determinante!:::, de este sis 
tema de ecuaciones es igual a cero. Por lo tanto, !:::. es el crfterio de pandeo 
que nos lleva ala condici6n de estabilidad, esto es, 

(B.25) 

Introduciendo la relaci6n de aspecto a= a/ben las ecs. (B.8) y (B.10), es­
tas ecs. toman la siguiente forma: 

(B.26) 

b nn b nn 
Krz = 2c;: rT ~I y K 2 = 2a ~ h - 1) (B. 27) 

Sustituyendo (B.27) en la ec. (B.25) nos da que la condici6n de estabilidad­
se trans forma en: 

(B.28) 

La ecuaci6n (B.2E:) define la relaci6n entre el par5~etro v y la relaci6n 
n~tT/a. Si se calc:ula \'de esta ecuaci6n para el valor dado de nh/a, la ob­
tenci6n de oc po~· medio de la ec. (B.26) es relativamente sencilla. Sin em­
bargo, se encuentra que 1 a forma trascendental en 1 a que v depende de a/nrT­
es inconveniente para aplicaciones practicas; por lo que es necesario encon­
trar expresiones mas sencillas. 

Si se considera E!l caso de una placa simplemente apoyada en los bordes des -
cargados, para lit que el coeficiente de restricci6n ~ es igual a oo y se sus­

tituye este valot· en la ec. (B.28), se obtiene la condici6n de estabilidad­
para este caso (:~ngase en cuenta que la funci6n tanh toma valores solo en -
tre +1 y -1), 

= 00 

La rafz mas pequena que satisface esta ecuaci6n es 



de donde 

\)2 = [(-~)2 
nrf 

+ 1] 
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2 

Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene que 

2 
(-

a ) ::' + (--et-) 4 \) = 1 +2' 
nrT n~'T 

(8.30) 

(6.31) 

(8.32) 

Esta ecuaci6n t"E'f)r·esenta una relaci6n mas sencilla entre v 2 y :x/nn, para el 

caso de placas simple~mente apoyadas en los bordes 12_, que lade la ec. (8.28) 
Es posible expresar esta relaci6n para todos los valores posibles de restric 

cion elastica par media de una expresi6n algebraica similar a la ec. (8.32). 

Co~ un error de rnenos de U, los valores de 2 pueden calcu1arse de: 

(5.33) 

Donde p y q so~ factores que dependen del coeficiente de restricci6n ~. En -

las figs. (2.3) .1 (2.4) se muestran ·las graficas de p y q vs. ~· 

Sustituyendo la ec:. (8.33) en la ec. (8.26) e introduciendo [' = Et 3 /12(1-lJ 2
), 

se obtiene la siguiente ecuaci6n para ac: 

(8.34) 

Introduciend6 la rotaci6n 

nh 2 a 2 

K -- (--) + p + c ( --·) (8.35) 
a :'1h. 

La ecuaci6n para Cic torna la forma convencional 
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(B.36) 

Donde K es el coeficiente adimensional, llamado coeficiente de placa, que de­

pende de la relac"6n de aspecto a de la placa, de las condiciones de apoyo -

en los bordes descargaclos y del valor de 1. 

El va 1 or minimo dE! 0 se obti ene de 1 a condi cion oCJ I 8a = 0, que puede sus -c c 
tituirse por oK/oct = o. puesto que K es el Qnico t~rmino en la expresion de-

CJc que varia con ct,obteniendose el minimo de la ec. (B.35), igualando a cero 

y simplificando t1!rminos, se encuentra el valor de a para el que 0 alcanza-c 
un mimi no, es to e~;, 

a := n~1/q (B. 37) 

Sustituyendo el valor de a dado por la ec. (B.37) en la ec. (B.35) se llega­

a que 

K:=p+2/<f (B.38) 

Donde se observa 11ue el coeficiente de placa minimo se vuelve independiente­

de 1. Esto es imp1)rtante porque permite el uso de tablas y graficas precalc~ 

ladas para el coeficiente K que son aplicables para pandeo en los ranges e­

lastico e inelastico. 

El desarrollo de Ia so~luci6n del caso II, semejante al del caso I, nose pr~ 

senta en este texto. El estudiante puede recurrir a la ref. 2.1, donde apa­

rece el desarroll1) de dicha soluci6n. 



156 

REFERENCIAS. 

2.1 F. Bleich, Buckl·ing Strength of Metal Structures, McGraw-Hill Book Co., 

Inc., Nueva Ycrk (1952). 

2.2 De Buen, 0., Estructuras de Acero; Comportamiento y Dise~o, Limusa, 

Mexico (1980). 

2.3 S.P.Timoshenkc y J.r~. Gere, Theory of Elastic Stability, 2a. Ed., Me­

Graw-Hill Book Co., Inc., Nueva York {1961). 

2.4 R. Szilard, Theory and Analysis of Plates Classical and Numerical 

Methods, Prentice-Hall, Inc., New Jersey (1974) 

2.5 L.F. Jaeger, Uernentary Theory of Elastic Plates, Pergamon Press Ltd., 

London ( 1964) . 

2.6 E.P. Popov,Introduction to Mechanics of Solids, Prentice-Hall, Inc. New 

Jersey (1968) 

2.7 W.E. Boyce y R.C. DiPrima, Elementary Differential Equations, 3a. Ed., 

John Wiley and Sons, Nueva York ( 1977). 

2.8 Specification for ~he Design, Fabrication and Erection of Structural -

Steel for Bui !dings, Ed. 1973, Institute Americana de la Construcci6n­

en Acero (AIS:), Nueva York (1973). 

2.9 Commentary on the Specification for the Design, Fabrication and Erec -

tion of Structural Steel for Buildings, Ed., 1973. Institute Americana 

de la Construcci6n en Acero (AISC), Nueva York (1973). 

2.10 Reglamento de las Construcciones para el Distrito FederBl (RCDF} M~xi­

co (1976). 



CAPITULO II~.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS SUJETOS A FLEXION. 
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CAPITULO I I.- ESTABILIDAO DE ELEMENTOS SUJETOS A FLEXION 

III.l Pandeo Litteral Elastico en Vigas. f1omento Crltico. 

Cuando se ~til zan vigas esbeltas, es muy probable que la fall a se presente -

por inestab'ilidad antes del de~arrollo de la resistencia a flexi6:,. La falla 

por inestabnidad toma la forme:. de pandeo lateral acompanado de torsion, co-­

mo se muestra 1~n la figura (3.1). Este tipo de falla puede ocurrir en vigas -­

que no tier,en i!poyo late(al, si la rigidez a la flexion en el plano de flexion 

es muy grandP comparada con su rigidez lateral. 

En efecto, E~n 'tigas con una longitud considerable y poco espesor, el esfuerzu 

que correspond1: ala falla, es rnenor que el necesario para agotar la resisten­

cia del rnat.Nidl, esto nos indica que en este caso, como en el de columnas es­

beltas, la fal a se ha producido por inestabilidad de la pieza. 

I 
I 

I 

) 

L 

u) E:LEVACION 

c) P L A N T A 

2 
~--~ 
d z'l. Ely 

~ 
\Mx 

) ... 
z 

/ 

2 
d y _ Mx 
d'ZZ- Elx 

z 

b) 

T R 

y 

X 

t-4' 

y 
s E c c I 0 N 

AN s VERSAL 

FIGURA. ~1.1:- FALLA POR INESTABILIDAD LATERAL EN VIGAS. 



v\o& esbelta de c1aro L, cuyos e,treroos estan 

La figura (3.2) nos rouestN una " antra desplazam\entos ~atera1eS Y g.ro 
1\ breroente apoY ,,oos Y res V' ng' doS c . f1 . 6n puN pof 1 os mementos 1'1, 

a~rededor del eje 1. La v\ga est\\ somet'da a e•' 

en cada uno de \CS e,treroos· 
~ 

c 
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Al ocurrir la flexi1:1n lateral, el centro de gravedad de la seccion transversal 

sufre un dE~splazami1:~nt:J con valores de x1 y y 1 en la direccion de los ejes 

cartesianos X y Y r'espectivaJente J-, ademas, se produce una rotacion ~ alrede­

dor del ejr? Z, por ~:~fecto de la torsion de 1a seccion de la viga. 

El momenta corresr)ondiente ala falla por pandeo lateral recibe el nombre de­

momenta critico lE?n forma similar a lo que ocurre cuando se llega a la carga -

critica en piezc:S Cilrgadas axialmente), y cuando se obtiene, se presentan simu_l 

taneamente dos cor:figuraciones de equilibria. La primera de ellas es una flexion 

solo alrededor del ~~je Y, es decir, en el plano XZ (figura 3.3) en donde elmo-­

menta externo Mx y ~l momenta resistente en la seccion Z1 , se indican como vecto 

res paralelos al d~ X. 

Si designamos con 0 el ang~lo de rotacion horizontal de la seccion transversal 

Z1 , las componentes dEl rnomento resistente son M cos 0, 
X 

en el plano de la --

seccion transversal flexionac'a (fig. 3.'3), o sea alrededor del eje A; y Mx sens 

en el rlano norTial al anterior, a sea alrededor del eje C. La primera compo-­

nente Mx cos d genera flexi6n de la seccion alrededor del eje A; la segunda com­

ponente Mx sen E induce torsion de la secci6n alrededor del eje C. 

Los ejes A, B, C son las pos,ciones de los ejes originales X, Y, Z, respectivamen­

te, de la secci6n Z1 deformada. 

-r---- ---- ~_l___ 

~.T_'t----___ _ 
I )(:X(Z) 

I 
X ~ 

-------+----------~z 

PLANTA 
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Si nos limitamos a 1a determinacion del valor de los mementos extremes M, en 
X 

el instante en que Ia viga se empieza a flexionar fuera del plano de estes me-

mentos, x1, Y1• ~ye se pueden considerar con un valor suficientemente pequeno, 

por lo cual podemcs considerar: 

cos 8= 1 

sen e~ tan e= dx 
dZ 

de manera que las Cl)mponentes del momenta resistente en la posicion flexionada 

son : 

M cos 8 ~ M 
X X 

M 
X 

sen e = M dx 
X-­

dz 

como se indica en lei figura (3.3). 

La segunda configt.,rac16n de equilibria se presenta en la proyecci6n del plano 

XY y representa la :orsi6n de la viga producida por el pandeo lateral. En for­

ma similar a la prirnera configuraci6n, las componentes en las direcciones de -

los ejes principale:; en 'la posicion deformada son M cos S sabre el eje A y -
X 

M sen S sabre el eje B (fig.3.4). En estas expresiones, S es la rotaci6n ver­x 
tical de la secci6n transversal alrededor del eje Z, para valores pequenos pue-

de considerarse: 

cos ~~ ~ 1 

sen S ; S 

entonces: 

M cos S ; M 
X X 

y 

FIGURA 34.- CORTE TRANSVERSAL 
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Para los casas qJe estamos considerando, las ecuaciones diferenciales de las 
curvas eHsticas de la viga en los planos YZ y XZ son, respectivamente: 

92
Y == 

M 
X -

dz 2 EI 
X 

y 

d2 x M ;3 
X ----

d£Z EI y 

de las ecuaciones anteriores obtenemos las resistencias a la flexion de la vi­

ga en cada uno ~e d chos planos, las cuales valen: 

M 
X 

-EI d2y 
X 

f\ 6 = - E Iy d 2 
X 

dz;; 

- - - -- - - - - - - - - - - (3.1) 

- - - - - - - - - - - - - - - (3.2) 

Por otra parte, la resistencia a la torsion, de la seccion transversal de una­
viga, est~ dada par la siguiente ecuacion: 

T 

esta ecuacion se deduce en forma co~pleta en el rp~ndice C de este texto. 

Como quedo establecido antes, l a componente del momenta externo que genera 

torsion en la seccion z, es M dx , por lo cua l 
X dz -

T = M dx 
X dZ 

por tanto M dx G,J ciS ECw d3 6 
X crz-- .•. -crz- - crzr-

o sea GJ d(3 EC d3 6 Mx dx 0- (3.~) d-z-- w dz 3 - crz· 

Las igualdades (3.l) (3.2) son las ecuaciones diferenciales de la elastica que 

relacionan las curJaturas con los mementos, con respecto a los ejes que les co­

rresponden. 
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La igualdad (3.3) relaciona la deformacion por torsion con el momenta que la 

produce, en donde el prinrer t~rmino del primer miembro representa el momenta 

torsionante necesariJ para hacer girar ala seccion alrededor de su eje longi­

tudinal venciendo la rigidez torsional GJ de la pieza. En el ap~ndice C se --­

muestra el desarrollo para su obtencion. 

El segundo t~nnino aparece debido al hecho de que, excepto en ciertos casas -

especiales (p.ej. piezas de seccion recta circular), al producirse la torsion, 

las secciones rect:J.s p·lanas antes de la deformaci6n no continuan si~ndolo despu~s 

de ella, sino que se alabean y, en los casas en que este alabeo no pueda produ­

cirse libremente, se requiere la aplicaci6n de un momenta de torsion, que si 

bien en ciertas secciones es pequefio comparado con el requerido para veneer la 

rigidez torsional dE~ 13. pieza, en otros casas (viguetas I, p. ej.) tiene una 

gran importancia. C~ 1 es una constante llamada de alabeo que depende de la forma 

de la secci6n recta de la pieza y define la importancia relativa de este efecto 

del alabeo. 

La ecuaci6n (3.1) e·; independiente y puede resolverse de manera directa para el 

desplazamiento YpP·~ro las ecuaciones (3.2) y (3.3) son simultaneas, es decir,­

que los desplazamie1tos X
1

y B no pueden existir independientemente uno del otro, 

por lo que forman el sistema: 

M B= - EI d2 x 
X y crzz- 3.2) 

GJ ~dzS - EC d3 S - M dx 0 wdz3 xdz= - - ( 3.3) 

derivando cada miembro de la ecuacion (3.3) con respecto a Z: 

de la ecuaci6n (3. ;~): 

dzx - MxB 
dz 2 ___ Ely 

(I - - - - - - ( 3.4) 
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sustituyendo en la ecuaci6n (3.4), d2 x por el valor anterior: 

o sea: 

EC w 

cf' l; 
- GJ 

dZ" 

M 2. r~ 
x'' 

E I 
1/ _, 

CfZ2 

0 

0 - - - - - - - - - - - (3.5) 

que es una ecuaciSn diferencial homog§nea de cuarto grado con coeficientes 

constantes, en donje 6es el ~ngulo de torsi6n de una secci6n cualquiera de-

la viga con respecto a la variable Z, que representa la posici6n de la secci6o. 

Esta ec~aci6n nos incica el estado que guarda la viga en el instante en que -

por efecto del momenta flexionante Mx, se produce el pandeo lateral de la vi­

ga (desplazamiento lateral y torsi6n en cada secci6n al mismo tiempo). 

Al resolver la ecuaci6n diferencial (3.5), se puede determinar el valor del 

momenta flexionante Hx, para el queB=tO, o sea para el cual se produce el pan­

deo lateral de la viga, al cual designamos como momenta crftico y su valor es: 

- - - - - - - - -(3.6) 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial (3.5) se encuentra desarrollada en for­

ma completa en el Ap§ndice 0, de este texto. 
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La expresi6n anterior tiene una se~rie de limitaciones yes por esta raz6n~­

que se afecta con ciertos coeficientes que la hacen m~s general. 

Primeramente consideral~emos la lirnitaci6n de que s6lo es aplicable en el -­

rango de comportarniento el~stico del material, esto es, para esfuerzos meno 

res que el corres~ondiente al lfmite de proporcionalidad. Se puede, como en 

el case de colunnas con carga axial, subsanar esta limitaci6n si se sustitu 

ye el m6dulo de elasticidad E y el m6dulo de rigidez al cortante G, por sus 

correspondientes m6dulos tangentes E1 y G1 . 

Otras limitaciones que deben tenerse en cuenta son las que se refieren a la 

variaci6n del mor11ento flexionante a lo largo de la viga, ya que la expresi6n 

deducida (3.G) cc1rresponde a un momenta flexionante constante y las que se 

refieren a la fo1·ma de aplicaci6n de la carga sabre la viga (solo mementos­

en los extrernos ~~n la formula deducida). 

La ecuaci6n general del momenta critico toffiando en cuenta las limitaciones­

anteriores y pari cuando la constante de alabeo Cw se puede despreciar es: 

c rr;--·-
M = _1_ "'V E I\/ GJ cr L y 

( 3. 7) 

siendo C1 una constante. 

El momenta crit·ico se podra siempre expresar en funci6n de la carga critica 

que lo produce, es decir: 

M - C P L 1cr - 2 cr 

de donde: 

M _ cr 
Pcr-c;-C 

en la cual C2 es constante, entonces sustituyendo en la expresi6n anterior 

e1 valor de r~ dado en la igualdad (3.7), se tiene: 
C'" 



c rc;---
p :: ~ l_ "" E I II GJ 
cr C2 L 2 y 

hacienda: 

p 
cr 

16 ~) 

(3.8) 

que es la ecuaci6n ~ue nos da el valor de la CARGA CRITICA que produce el -

pandeo lateral de lJ pieza. Se pueden utilizar los siguientes valores de K, 

obtenidos para diferertes condiciones de apoyo y carga (ref. 3.1). 

__ r K=4.013 
r K 16. 93 

w 

K 2 8. 3 
K=l2.85 

El valor del m6dulc de rigidez al cortante G. puede considerarse como 

G =~E. El valor eel momenta polar de inercia J,puede ser sustituido por­

la constante de torsi6n JR y en el caso de que los esfuerzos excedan el li-

,mite de proporcionelidad del material, los valores E y G deben multiplicar­

se porlas relacionEs E1/E y G1/E, respectivamente. 

111.2 Dimensionamiento y Revision de Vigas de Acero' Concreto y r1a-­

dera, 5ujetas a Flexi6n. 

En vigas de concreto reforzado 6 de madera. el pandeo lateral no ocurre muy 

facilmente ya que normalmente se ut:ilizan secciones de forma rectangular 

con una rigidez tot'sional considerc1ble. El problema adquiere importancia si 
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la secci6n recta de las piezas sometidas a flexi6n es abierta (secciones en 

forma de vigueta [ o canal), ya que la rigidez torsional de ellas es relati­

vamente pequefia. 

111.2.1.- P2ndeo Lateral en Vigas de Acero. 

Para el case de vic1uetas de acero estructural, se han desarrollado algunas -

expt'esiones que indican los esfuerzos maximos que pueden aceptarse conside-­

rancio la posibi1iditd de pandeo lateral, basadas en la ecuaci6n: 

A continuaci6n SE! Jresentan las expresiones que recomiendan las especificacio­

nes para el diseiio de miembros de acero estructural del American Institute of 

Steel Construction (11ISC). 

Para evitar el efecto del pandeo 

maximo a flexi6n ce la viga debe 

per·o sin exceder cle 0. 6 F 

lateral en vigas, el esfuerzo permisible­

ser el mayor de los siguientes dos valores, 

y 

I) . - 0. G ( 0. Ci9 ~) C b 
F = ----~-- - - - - - -· - - - - - ( 3. 9) 
b Ld/bt 

I I).-

a).- Si _ _b_ > 
rT 135.86) (10) 6 C1 C'= ) 

c F y 
(pandeo elastica) 

( 11. g 5) ( 10) 6 cb 

(L/rT)2 

------- -(3.10) 

y 

-H----x 

b 

en que rT es el radio de giro de una porc1on de la secci6n transversal de la 

viga compuesta por el patin comprimido mas un sexto del area total del alma. 



b)', . L Sl-- < 
rT 

C' c 
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(pandeo inelastico) 

-- -- - -(3.11) 

Fb es el esfuerzc mJximo permisible a flexi6n. 

Cb es un factor cue toma en cuenta la variaci6n del memento flexionante 

a lo largo del claro de la viga y fue definido en el capftulo II. 
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111.2.2 Pandeo Lateral en Vigas de Concreto Reforzado. 

El pandeo lateral rnuy raras veces rige en el diseno de elementos de con­

creto reforzado, ya que normalmente los esfuerzos que se producen en la -
zona del concreto sujeta a compresi6n, son muy pequefios y ademas, lama-­
yor parte de lJs muros y vigas se apoyan en los sistemas de piso, los cua­

les impiden las deformaciones laterales en las zonas de compresi6n. 

Existen sin emb2rgo, casas especfficos en donde los elementos de concreto 
no estan restringuidos lateralmE~nte y presentan espesores muy pequenos, mo­

tives por los cuales se puede presentar el pandeo lateral. Un caso en el -

que se presenta este problema, es el de muros de cortante en edificios al-­
tos. Estos rnuro~; se c:omportan esencialmente como elementos a flexion y tie­

nen por lo ~ereral, restricciones contra pandeo lateral en cada uno de los 

niveles, siendo su longitud de pandeo relativamente pequena, pero puede ser 
que la relaci6n pera1te a espesor sea muy grande, y debido a esto, la capa­

cidad a flexi6n del rnuro no alcance a desarrollarse completamente, precisa­

mente por probl·~mas de pandeo 1 atera 1. S i ademas de 1 a fl exi 6n, actua sabre 

los muros la ca~ga vertical, el problema de pandeo lateral se vuelve aun -­

mas crft i co. 

Las pruebas de laboratorio han demostrado que las vigas de concreto refor­

zado sin contraventeos laterales, con una relaci6n peralte-espesor razona­
ble, no fallan prematuramente por pandeo lateral, sino que la falla se pro­

duce por flexi6n, siempre y cuando las vigas se carguen sin excentricidad -

lateral, ya que Asta carga produce torsi6n. 
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Par lo general, se debe buscar que el tipo de falla que se presente en 

trabes de concreto reforzado sea dGctil, de manera que es necesario evi­

tar el pandeo l!teral antes de que la viga alcance el momenta de fluen-­

cia y ademas Pi'Ocurar que se proc.u.zca toda la ductilidad de la pieza. En 

otras palabras, se trata de buscar que la falla se presente cuando el 

concreto alcanc~ su deformaci6n de aplastamiento sin que se presenten 
problemas de panceo lateral mientras ocurre la fluencia del acero. Con -

este fin, los diferentes reglamentos se limitan a especificar restriccio­

nes en las dimensiones de los elementos, de tal manera que si se cumplen 
~stas, no es necesario revisar el pandeo lateral. 

El ACI-318-77, e~:pecifica lo siguiente: 

Para evitar el pandeo lateral en vigas de concreto, se requiere de algGn 

tipo de apoyo lateral, a intervalos que no excectan50 veces el ancho menor 

(b) del patin o cara de compresi6n, aGn si el miembro se sostiene por sf 

solo. 

El Reglamento de Construcciones para el D. F. 1976, considera valores mas 

conservadores, y se~ala que deben analizarse los efectos de pandeo lateral 

cuando la separ!ci6n entre apoyos laterales sea mayor de 40 veces al ancho 

de la viga o el ancho del oatin a compresi6n. 

Adicional a la ccnsideraci6n anterior, se debe tomar en cuenta que cuando 

la relaci6n L/b tesulte mayor que 20, no podran suponerse valores del fac­

tor de ductilidac (Q) mayores que 2, a menos que se tomen precauciones que 

garanticen que la viga en cuest6r no fallara antes de que en el resto de-
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la estructura se desarrolle la ductilidad supuesta en el dise~o. 

L b =50 SEGUN ACI-318 -77 

L 
-:40 SEGUN RCOF -76 

b 

FIGURA 3.5 .- CON1rRAVENTEO LATE:RAL MAXIMO. 
EN VIGII,S r£ CONCRI~TO REFORZAOO. 

En lo que respe:ta al pandeo lateral en la direcci6n vertical, este se pr~ 

senta sobre todJ cerca de las cargas concentradas yen las zonas de apoyo 

de los elementos de concreto y se puede revisar utilizando el criteria de 

diseAo para columnas tomando en cuenta los efectos de esbeltez. Si la re-

laci6n peralte-espesor del miembro es menor que 25, se puede considerar 

que el pandeo lateral no ocurrir& antes que la falla por flexion. 

h 

b 
~~ 25 



171 

FIGURA. 3.6 .- PANDEO LATERAL VERTICAL 

S E GUN E L A. C. I . - 3 18- 7 7 

111.2.3- Pandeo Lateral en Vigas de Madera 

Oescribiremos Ia forrna de resolver el problema de pandeo lateral, en vi-­

gas de madera, a trav§s del siguiente ejernplo 3.1 



172 

EJEMPLO 3.1.-

Una viga de made··a sel:ecta esta cargada como se muestra en la figura 3. 7 . 

Si el modulo dE l?last"icidad de la madera se considera de 90,000 Kg/cm 2 y el 

esfuerzo permisible a flexion es de 80 Kg/cm 2
, determinar la carga maxima, 

P, que podr1a ac~ptar la viga para que no se presente falla por pandeo late­

ral si se tona cJntra tal efecto un factor de seguridad de 2. Determinar tam 

bien el valor de la. carga maxima que se aceptar1a por flexion. 

'Y 

) 

m ~ ,_,.x J""' T 
i I 

r=~- E 
-· ---z 0 -x 

/ I() 

r<l 

4. 50 m. +- J_ --r--··---

4.0cm. 
~ 

i:: I 3 ~\ '.- VIGA DE MADERA 

Soluci6n.-
La carga criticit que producir1a el pandeo lateral se calcula con 

en donde Kvale, por ser un voladizo: 

K = 4.013 
L = 450 em 
E = 90,000 Kg/C] 2 

3 
G =BE 90,000 = 33,750 Kg/cm 2 
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-- b3 h - (4)' (35) -JR -- - 3-- --:~---- 746.67 cm 4 

sustituyendo: 

4.013 fi~OOO X 186.7 x 33,750 X 746.67 = 407 . 8 Kg 
( 450 )2 

Como el factor d~ seguridad contra panrleo debe ser de 2, la carga m&xima 
sera: 

p 
p _ cr = ---2--

Revisaremos ahora si con la aplicacion de esta carga, P= 204 Kg, el esfuerzo 

flexionante actuante,. fb' excede o no el valor admisible por flexion de --

80 Kg/em~ 

El memento flexionante m~ximo se presenta en el empotramiento, y vale: 

M = PL 
X 

M = ( 204) ( 450) -: 91 ,BOO Kg em 
X 

de la formula de la escuadrfa: 

fb 
Mx c = 
IX 

don de 

I = 4( 35 )3 

= 14,291.7 em'+ 
X 12 

c = h - 35 - 17.5 em 2-- -2- -· 

91,800 
14,291.7 

(17.~ = 112.4 Kg/cm 2 
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Como fb excede el valor admisible par flexi6n~ se observa que la carga m~xi 

rna adrnisible que puede ser aplicada no esta determinada par el pandeo late­

ral~ sino por la capacidad a flexi6n de la viga~ de manera que si el esfuer­

zo actuante lo igualamos al admisible par flexi6n~ podremos despejar el va­
·lor de P. 

P .. s i: 

!'1 
X C = 80 i<:q/ cm 2 

-I X 

des pej an do !M,, 
)\. 

M 
X 

Como 

80 I 
---=r::-· 

'-' 

X 

80x142~91. 7 
17~-)·---

el momento 

M 65, TB 

65~333 KCI em 

maximo vale 

p = X •.. = 145 Kg --L- -·· -·45()--

P = ·145 Kg 

M 
X 

PL~ despejamos P: 

Como puede ooservarse~ la carga m~xima admisible~ P, es de 1~5 Kg y no de -
204 Kg; par lo tanto, el pandeo lateral no rige en el dise~o de 1? secci6n, 
siendo la flexi6n el efecto que rige en el diseno. 
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EJEMPLO 3.:2.- Investigar si la viga de ac€ro A-36 que se muestra en la figu­

ra 3.8 , tiene suficiente capacidad para que no se presente falla por pandeo 

lateral. Sup6ngase que la viga est§ restringida contra pandeo lateral en los 

apoyos y en el extrema del voladizo. Considerar para el atero A-36 1os si-­
guientes valores: 

F = 2530 Kg/cm 2 y E = 2.039 x 10 6 Kg/cm 2 
y 

y 

• 
I 

P:: 7Ton. 

l ~ / -! t·-·-x / /) ~ / 

z ,,· - ~·:2.0~~- ~ l~ 
~e Rc 

® ® © 

y 

' 

~ 20 -i 
F I G . 3 . 8 . - P AN DE 0 L ATE R A L EN V I G A S DE A C E R 0 

a) Determinaci6n de los diagramas de Momenta y Cortante. 

Reacci6n en los apoyos: 
L:M = 0: 

c w(L 2) 2 

2 = 0 

RB = [ 7(2+4.50) + 
4

·
5 ~ 4 · 50 ) 2 J 4 .~0 = 20.236 Ton 

0 

CID 
v 

0 

0 
I() 
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PL 1J ------,,---1 
-L2 

7x2 J --:-1--=:-::- = 7. 014 Ton 4.50 

Ecuaciones de Memento y Cortante: 
En el tramo AB 

Para 0 < x <' 2. 00 m 

~1 = ·-Px 
X - - - - - - - - - - - - - - - - - -(a) 

Sustituyendo en (a) el valor de P: 

M - 7x (para 0 < x < 2.00 m) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -(b) 
X 

\1 
X 

dt~x 

dx 

Vx =- P = -7 (para 0 <x < 2.00m) - - - - - - - - -- - - - - - -· - - - (c) 

Tramo BC: 

para 2.00 < x < 6.50 m 

r~ = .. Px + F. ( x-L 1 ) -
X B 

Llevando a la ecuaci6n (d) 

M =- 7x + 20.236 (x-2) 
X 

- - - - - - - - - - - - (d) 

los valores de P, R8 , L1 y w: 

4.5(x-2)2 ( 2 00 < - - 2 . para . X < 6. 50 m) - - - (e) 

Para obtener el valor del Cortante, sacaremos la derivada del Momenta res­

pecto ax de la ecuaci6n (d): 

v = -
X 

dM 
X 

dx 

llevando a (f) los valores de P,R8 , w y L1 

- - - - - - - - - - - - - - (f) 

V =- 7+20.236- 4.5 (x-2.0) para 2.00 <x <6.50 m- - - - - - - - - - - (g) 
X 
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Tabulando las ecuaciones (b), (c), (e) y (g) obtenemos: 

SECCION ~IOMENTO FLEXIONANTE CORTANTE 

X 
ECUACION 

Mx Vx 
EC UAC LON 

{ m) (Ton- m) (Ton.) 

0.0 b 0. 00 c -7.000 
2. 00 b -14. 00 c -7.00() 

2. 0 0 e -14.0 0 <J +13.236 

4.94 e + 5. 4 7 <J 0. 000 

6 50 e o. 00 g - 7. 014 

9P v' 9( 
0 ~~ 

Nl ~I 0 

{ 0 ) 

~ i 13 . 23 6 ~ i ~I 
I ~I. 
I ~~~j 

i'.ol I-) J .~ 
I I I . 7.014 

. I 
I I I 5.47 

o ~~-./j+l~lo 
1-l 

I I I 

-14.0 I 

{_b) 

--~·~o __ 1~L_ ________ ~4~-~5~o----~~~-----

FIG. 3.9.- (a) DltiGR.~MA DE CORTANTES EN Ton. {b) DIAGRAMA DE MOMENTOS EN Ton-m 

b) Revision del tramo A-B. 
Esfuerzo admisible (ecuaci6n 3.9) 

= 
0.6(0.69E)Cb 

Ld/bt 
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en don de 

L = ;~oo em 

d = ~)() em 

b = ;~o em 

t = 1.0 em 

adem~:i.s 

C b = l. 7 5 + 1. 0 5 ( M dM 2 ) + 0. 3 ( M 1 /M 2 ) 
2 ~ 2 • 3 

debido a quE~ en los extremes del tramo AB los mementos flexionantes son del 

mismo signo (eurvatura simple), tenemos : 

0 -~- 0 

por timto, 

sustituyendo valores en la eeuaei6n (3.9): 

06x0. 69 x2. 039 xlO 6 x_l. 75 __ 
~~ 00)(50/20xl 

29 55 K~J/ cm 2 

Relaei6n de esbeltez L/r1 

1.0 

y 

~ 
I 

2 0 

CD 

II 



'1 0 (r'()\3 
I - . . t.. ) ' y - - 12 --- •!-

A= 1.0 x 20 + 8 x 1.0 = 28 cm 2 

_ I I - .r66i~ 
rT -· ~+-- = ~--2E-l 

rT = 4.9 em 

L = 200 _ 40 _8 rT 4.9 --

~-::--------6 -
r3!).86 x 10 ct 

c ~ = ~ ----r=----~ 
y 
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como L/rT < C~ el pandeo ocurre en el rango inelastico y el esfuerzo admisi­
ble se calcula con la ecuaci6n (3.11): 

F =[-2- .. :2530 (40 ·8)
2 J 2530 = 1630 Kg/cm 2 > 0.6 F bii 3 107.6 x 1osx 1.75 y 

El esfuerzo aclmisible es el mayor de los valores obtenidos de las ecuaciones 

(3.9)y (3.11); par tanto, rige Fb = 2955 Kg/em~ pero como excede de 0.6 FY, 
el valor del esfuerzo admisible s~ra 0.6 F , o sea: Fb = 0.6 F = 0.6 x 2530 y y 

Fb = 1518 Kg/cm 2 

Esfuerzo actuante: 
M z 

fb = -I- . C 
z 

el maximo valor de M en el tramo AB vale: z 
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11.., = 14 Ton . m 
~ 

rz es el valor del momenta de inereia de la seeei6n eompleta respeeto al -
1eje z, asi: 

2o( 5o r __ 12 __ _ 

c=-~-= 

f b 
= 

14 X ]Q·~ 

33229 

33229 em 4 

25 em 

X 25 1053 Kg/em 2 < Fb = 1518 Kg/em 2 

por tanto se aeepta la seeei6n en el tramo AB. 

c) Revisi6n del tramo B-C . 

En est1e easo: 

c.. = 450 em 

d = 50 em 

b = 20 em 

t = 1.0 em 

Para el e5lculo de Cb se observa que en el diagrama de mementos de la figu­

ra 3.9.b, los momE,ntos en los extremes del tramo BC produeen eurvatura doble, 

por lo que: 

M1 
--M = + 
: ·2 

por tanto: 

sustituyendo en la ecuaci6n (3.9 ) 
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F =0.6x0.69x2.03~h10 6 x1..:1.15= 2 ( 2 bl 450 x 5 o;c~Ox 1 13J.3 l<g/w < 0.6FY = 1S18 l(g/cm 

Para determinar la relaci6n de esbeltez L/rT, el valor de rT es el mismo 
que el correspondh!nte ala secci6n del tramo AB, asi: 

- = L 450 = -4T 91.8 

Por otro lado: 

--·-------
cl =-~~ 35.86 X 1CJ 6

X 1.75 _ 157 . 5 
c ' 2530 

L < C1 (pandeo inelastico) 
rT c 

de manera que: 

-[+ - 2 ~~.19 1. 8 ) 2 J 2530 = 1400 Kg/cm 2 < (0.6 FY = 1518 Kg/cm 2
) 

107 .6x10 6 x 1. 75 

comparando Fbi Y FbJI rige el mayor, o sea: 

F b = 1400 Kg/cm 2 < 1518 Kg/cm 2 

El esfuerzo actuante maximo, fb' que se presenta en el tramo BC es el mismo 

que el calculado parct ei tramo AB debido a que el valor del momenta flexio­
nante m5ximo que actGa en el tramo BC es igual al del tramo AB. por tanto: 

fb = 1053 kg/cm 2 < Fb = 1400 Kg/cm 2 

Se puede c~cluir que la viga no tendr~ problemas de pandeo lateral. 
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APENDICE C 

OBTENCION DE LA RESISTENCIA A LA TORSION. 

El ~ngulo de oiro por torsi6n, por unidad de longitud de secci6n transversal 
no cir:ular, s6lida o tubular, esta dado por: 

T v 
8 = GJ , dE· don de: GJ8 

Observando que H es la torsion oor unidad de longitud,mientras que B es el -
~ngulo de torsi6n en cualquier secci6n transversal, tenemos que: 

dB= 8 dz, de donde _ ds 
8 - di por 1 o tanto: 

- - - - - - - - - - - - - (C.l) 

T es el momenta torsionante necesario para hacer girar a la secci6n alrede­v 
dor de su eje longitudinal. 

Cuando se produce la torsi6n, la secci6n transversal de la pieza despu~s de­

la deformaci6n ya no permanece plana, sino oue sufre un desplazamiento llam~ 

do de alabeo. Si no existe restricci6n a dicho alabeo, ~ste se presenta en -

forma uniforme en toda su longitud y par lo tanto, la distribuci6n de esfuer 

zos ser5 tambi~n uniforme a lo largo de toda la pieza. 

Para el caso especifico de una vigueta I sometida a torsi6n, el alabeo uni -

forme se muestra en la figura (C.la). Sin embargo, los mier.1bros estructurales·· 

par lo regular est~n soportados de tal manera que se evita el alabeo unifor­
me, entonces, si la vigueta est§ rigidamente apoyada en su extrer.1o, al no -­
existil~ alabeo en e·J apoyo, la torsi6n seve acompaiiada de un alabeo no uni­

forme (fig. C.lb ), 1=1 cual origina esfuerzos cortantes adicionales y par lo­

tanto un incremento en la rigidez torsional. En este caso, la flexi6n direc­

tamente opuesta de los patines de la vigueta I oroduce el cortante V que 

constituye un par opuesto al de torsi6n T aplicado externamente (fiq. C.lc). 

La res·istencia a la torsion par alabeo se valua de la siguiente manera: 
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Tw 

--------------. ---:=---------~ ______ .> __ 

Tw 

----------
a ) 

b ) 

y 

Tw 

·- -
c ) 

F G u R A C . I 
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sabiendo que V y M - -
dz 

donde: 

u = desplazamiento de un patin 

If =momenta de inercia de un patin alrededor del eje y. 

Tenemos entonces: 

v - -

pero u -· 3d/ 2 (fig. C.lc) 

donde: 

3 = §ngulo de torsi6n 

d = distancia entre lineas centrales de los patines. 

Por lo tanto: 

v - - EI ~ ~-2. 
f 2 dz 3 

El momento resistente es Tw V·d y vale: 

T w 

entonce~s: 

EI _9_2 d3B 

Y 4 dz 3 

La resistencia a la torsi6n est~ dada par: 

(c. 2) 
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T = T + T v w ( c .3) 

! '/ 
(-

Sustituyendo en la ecuaci6n los valores de Tv y Tw dados en las ecuaciones -

(C.l) y (C.2) 

(C.4) 

Como puede verse, 'Ia resistencia a la torsion por alabeo no uniforme depende 

de la forma de la secci6n transversal, por lo tanto la constante de alabeo -
para la vigueta analizada es: 

d 2 I 
cw = _y_ 

4 

Finalmente,la ecuaci6n nos queda: 

T = GJ ~§_ - E C ~~J~ 
dz w dz 3 

La cual es la ecuaci6n de la resistencia ala torsion para una vigueta I. 
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APENDI CE L. 

SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE PRODUCE PANDEO LATERAL E~ VIGAS. 

La ecuaci6n resulta: 
0 

d
4
f d2 B w ,':( 

~ 

EC GJ X 0 -·-- .. - - = 

"'' dz 
,, 

dz 2 EI 
y 

- - - - - - - - (D.l) 

d·ividiendc ·i.os terminos de la ecuaci6n entre EC, obtenemos: 
w 

,, 2 ~~2 B d e !3J d 3 I' 
X = 0 --- - --- -

4 
EC dz 2 EiyECw d·· L. 

'l.J 

hacienda 

GJ a = 2ECw 
y y = 

la ecuaci6n nos queda 

., 
,j ·s YS 0 - - - - - - - - - - - - (0.2) ----- -,, 

L 

d;: 

que es una ecuaci6n diferencial homog~nea con coeficientes constantes, -

la cual tif'ne Jna soluci6n del tipo B = erz 

obteniendo las derivadas respectivas: 

3 

dB 
dz 

Y''' e' L. 

., rz r·-e 
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d
3
S = 3 rz r e 

dz 3 

d~+E 
= r~+erz 

dz 
I+ 

y sustituyendo valores en la ecuaci6n (0.2) 

2 2 rz ar e 

dividiendo entre erz: 

I+ 
r -~ 2 - ·y '-ar = 

rz Y e = 0 

0 - - - - - - - - - - - - (0.3) 

A esta ecuaci6n se le denomina ecuaci6n caracterfstica o auxiliar de la -­

ecuaci6n diferencial (D.2)., y se puede escribir de la forma: 

2ar 2 
- Y = 0 - - - - - - - - - - - - - (0.4) 

la cual es una ecuaci6n cuadr~tica en r
2

, y sus raices valen: 

2 
r 

2 
r 

l ' 2 

= 

,-;; 
2 a ± V 4 a'· + 4 Y 

a 

= 
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Las raices r1 , 2 son reales de la forma:r, ~ :!_ n 
• 'L 

;-----·---~ 

I . 2 \ 
1
' 

r 
2
= - v a + V a + Y 

Las ra ·ices son complejas de la forma: r 3 4 = ±f1k 
' 

,---- ,---~-:=:0 

r 3 = V li - VI a 2 + Y . 

r'+ 
~---~======0 

= V- a + {a2 + y 

Si "r 11 " es una ra1z de la ecuaci6n caracterTstica (0.3), entonces S = ernz 

es una soluci6n de 13 ecuaci6n diferencial (0.2), la cual depende de lana 

turaleza de la raices "r 11 ". 

Para raices reales y diferentes, la soluci6n general es de la forma: 

s = + + . . . . . . . . + A ernz 
n 

Para raices complejas diferentes, las cuales se presentan en pares conjug! 

dos r
11 

= ), ± )J,(., la soluci6n generales de la forma: 
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s -- sen ~ 1 z + ....... + 

+ ccs llnZ + sen llnZ 

Para raices repe~tidas, si r=r 1 se repite ''s 11 veces, la solucion general es 
de la forma: 

s = + + + ........ + 

+ 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial (0.2) es una combinaci6n de las so-

luciones para raices complejas y para raices reales diferentes, es decir: 

en donde: 

m 
.r - ===\\ 

= v -o. + R + Y y 

- - - - - - (D . 5) . 

\ \ 
+ y 

De las condiciones iniciales del problema, sabemos que en los extremes de 

la viga, ~sta no puede girar alrededor del eje Z, pero si lo puede hacer -

alrededor de los ,eje~s X y Y, por lo tanto: 
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3 = -- 8 para Z = 0 y Z L 

derivando let soluci6n general (ec. 0.5) dos veces, obtenemos: 

+ nz A -nz 4e ---- (IJ.6) 

d2 B Sust-ituyendc las condiciones iniciales i3 = 0 y - 2 = 0 para Z = 0, en las 

ecuaciones (0.5) y (0.6), respectivamente: dz 

- - - - - - - - - - - (0.7) 

0 - - - - - - - - - - (0.8) 

multiplicando (0.7) por n
2 

y rest~ndola a (0.8), nos queda: 

2 2 
n A:, + m A2 = 0 

de donde /t = 0 
l 

Sustituyendo este valor en (0.7) 

= - A 4 

Sust:ituyendo 1\ y A en la ecuaci6n de la soluci6n general (ec. 0.5): 
2 3 

A J1 enz A -nz B 
1
sen mz - ,

4 
+ 4 e 

B = A sen mz - A (e
112 

l 4 

e-nz) 
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pero e '- -nz 

e - ;~ s 1?nh nz 

por lo tanto: 
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(D. 9 ) 

der·vand•J la ecuac16n anter·ior dos veces. se tiene: 

d2 
d.L m D..cos rrz - 2 n A4 cosh nz 

Sustituyendo las condiciones de frontera 

ecuaciones (D.~) y (D.lO)obtenemos: 

de (0.9): 

y de (D. 10) 

= 0 

d l ~; 
0 y - 0 rJrJ Z 

dz" 

(0.11) 

(0.12) 

i_, er: las 

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones condos inc6gnitas,formado par las­

ecuaciones(D.11) y (D.l2): 

Su detet'mi nante vale:: 

- 2 senh nl 

2 n2 senh nl 
= 0 
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Reso 1 vi e'ndo 1 o: 

(sen rnl.) (2 n<'senh nl) + (m 2 sen ml) (2 senh nl) = 0 

Factor1zando y simplificando: 

-------- ----- (0.13) 

y dado que n y m son diferentes de cero, entonces 

sen mL = 0 (D. 14) 

Sustit~,.;y~?ndo este valor en la ecuaci6n (0.11) 

finalmente, la ecuaci6n (0.9) nos queda al sustituir A4 en ella: 

B = Jl.1sen mz (D.lS) 

El valor ~as peque~o de m,que satisface a la ecuaci6n (0.14) es: 

·n 
m =I 

por lo tanto: 

A Tf.Z B = 1 sen ---. L. 
( 0. 1 6) 

que es una soluci6n de la ecuacidn diferencial (0.1). 
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Si hacernos : 

y sustituyendo los valores de a y y 

GJ 
a==---· y y = '----------

2ECw 

TT
2 GJ -=----+ 

L 2 ''? EC .... w 

TT
2 GJ -+---= 

L2 2 EC w 

Elevando al cuadrado ambos miembros: 

TT 2 GJ 2 
(-- + ---) = 

L 2 2 ECw 

GJ 2 
{-------) = 

GJ 2 
(---) + 

2 ECW 2 EC w 

Reduciendo terminos: 

TT4 1T 2GJ 1"1 2 -- + ------ - _______ _!, _____ _ 

L4 L2 EC E" EC w ·y w 

despejando Mx : 



c--~~2-[: I-ECw GJ 
~1x = / ~ 1- ---·---· _y_ __ -- + ---

\ L 2 , L 2 EC 
w 

finalmente: 

M = -­
x L r ,_I_y __ (:_-'IJ ( 1 E c 'T 2 + _______ v!__ ) 

c; J L 2 

o sea: 

~i 
cr 
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\ 

(D. 1 7) 

Esta expresi611 nos da el valor del MOMENTO CRITICO;es decir, el momento pa­

ra el cual ~;E· inicia el pandeo lateral torsionante de la pieza en el rango­

elastico, pen1 no nos da informacion con relaci6n al comportamiento poste -

rior de la p-iE·za. 

Otra forma de o,JtE·ner el valor del clOniento cri'tico, es deterrninando elva-­

lor de la con:.tdt:te A1 que aparece en la ecuaci6n (0.16), tornando valores­

al centro del claro de la viga, es decir: 

r·' A1 sen -~=­
L 

Para z 

sustituyendo 

(ll/2 ·- A1sen 

e'L/2 -- A1 sen 

(D . 1 G) 

estos val ores en (0.16) 

cl 
"2[ 

IT 

2 
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lT 
1 como sen 2' 

entonces: 

1\;2 = Al ,. 

de manera que la ecuaci6n (0.16) nos queda: 

sen - - (0.18) 

en donde BL/2 es el §ngulo de torsi6n al centro del claro. 

d2 f: d 4 2 Obteniendo -,,- y ---de la ecuaci6n (0.13) se tiene: 
dz' dz 4 

';12 

L2 e1 / 2 sen 

TfZ 

L 

Sustituyendo estos valores en (U.1): 

4 

Ec 1T :< 
w -4 I~L/2 

L 

factorizando: 

TZ sen 

t~2 
X 

---'1 s 
E I ' L/2 

y 

iTZ sen 
L 

0 

crz 
SL/2 sen 

L 

- - (D.19) 

= 0 

Esta ecuaci6n se satisface si SL/ 2 vale cero, lo que significa que tanto 

S como u son cero para todos los puntos, es decir, que no hay deformaci6n 

lateral de la viga, siendo en caso trivial que carece de inter~s, o bien 

s i : 

4 
2!._ EC + 
L 4 w 

0 

despejando f'\ 



M2 
2 4 

= ~EI GJ + 2I_ EI EC 
X L2 J' L4 y w 

EC TI
2 

Mx ~fi ~ (1+ w --
L y GJL 2 

0 SE!a: 

M = ]!_fir 
Cl~ y 

L 

EC -rr 2 

GJ (1+ _w __ 
GJL 

2 
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- - - - - - (0.20) 

que es la misma ecuaci6n obtenida con anterioridad, (ecuaci6n 0.17), pa­
ra valuar el Mm1ENTO CRITICO. 
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CAPITULO IV.- DIAGRAI~AS DE INTERACCION. 

IV.l.- CONCEPTOS DE INTERACCION. 

El objeto fundamental de este capi'tulo es poder determinar la resistencia­

de un elemento de concreto reforzado o de acero, sujeto a la acci6n combi­

nada de carga axial de compresi6n y momento flexionante (flexocompresi6n). 
Consideraremos en este capitulo s6lamente elementos cortos, en los que los 

efectos de esbeltez pueden despreciarse. 

Para abordar el problema, se puede afirmar que la carga axial de compre--­
si6n P, y el memento flexionante, M, guardan una estrecha relaci6n que se 

podria dE~finir cm1o la excentricidad, e, de la carga. 

En la figura 4-la se muestra la secci6n transversal de un elemento bajo la 

acci6n de P y M, y en la figura 4-lb, se muestra un sistema equivalente en 
el que la excentricidad vale e = M/P. 

p 

(a ) (b) 

F i Q. 4 - I.- E L E M E NT 0 S U JET 0 A FLEX 0 C 0 M PRES I 0 N 

Cuando en una estructura, P y M varian en la misma proporci6n en una sec-­

ci6n transversal dada, la excentricidad, e, permanece constante. Bajo es­

tas condiciones, Jara una excentricidad constante, e, si hacemos variar P 
en forma prog1oesiva, uniforme y sin impacto, partiendo desde P=O, el valor 

de M varia en pl'OJorci6n directa a la variaci6n de P, o sea: 

M = Pe - - ----- - - - -- - (4.1) 



198 

Esta igualdad representa la ecuaci6n de una recta en la queM es funci6n -

de P, Y ''E" es la. pendiente de esa recta. En la figura 4-2 se muestra la -­

gr~fica de la ecuaci6n (4.1) para una excentricidad e, y para una excentri 
cidad e: mayor que e 1

• 

' ' ' 8 ', (PR3• MR3) 

" "' 

Ll NEA R 

Fig 4-2.-- PI~INCIPIOS DEL DIAGRAMA DE INTERACCION 

En esta figura se observa que el lfmite de cada recta lo representa la re­
sistencia del material, es decir, cuando se presenta la falla del material, 

y los terminos P y M se expresan como PRy MR respectivamente. 

An~logamente, podriamos escoger una serie indefinida de excentricidades, -

para las cuales obtendremos diferentes combinaciones de PR y MR, desde una 

excentricidad e = 0 en la que la resistencia est~ dada s6lamente por la -­
carga axial PRo, hasta una excentricidad tan grande que se requiere un va­
lor muy pequeHo de P para llegar a la resistencia por flexi6n expresada 

par ~Ro en el eje de las ordenadas. La uni6n de los puntas (PR
1

' MR
1
), 

(PR
2

, MR
2

) define a la lineaR de la figura 4-2 como la resistencia del -
material, para un namero infinite de combinaciones de P y M, a la que lla­
maremos "diagrama de interacci6n". 

Por lo tanto, se concluye que un elemento puede alcanzar su resistencia b~ 
jo innumerables combinaciones de carga axial y memento flexionante. Estas 

combinaciones varian desde una carga axial m~xima de tensi6n o compresi6n, 
y un momenta nulo, hasta un momenta en combinaci6n con una carga axial nu­
lct. 
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.Podri'amos definir entonces al 11 diagrama de interacci6n 11 como el lugar geo­

metrico de las corrbinaciones de carga axial y momenta flexionante con las 

que un elemento puede alcanzar un estado de esfuerzos determinado, que ge­
neralmente es su resistencia dltima. 

DIAGRAMA DE INTERP,CC ION EN EL INTERVALO ELASTICO. 

ConsiderE!mos un mcHerial de comportamiento elasto-plastico como el mostra­

do en la figura 4-3, en la que se observa que tiene el mismo comportamien­
to a compresi6n y a tension. 

f I COMPRESION 

··~--~ 

- (u -(y 
·--~--·------~--~~--~--------~--------€ 

Eu 

TENSION 

Fi9. 4-3. DIAGRANIA ESFUERZO- DEFORMACION DE UN MATERIAL ELASTO-PLASTICO 

Para determi nar e·l di agrama de i nteracci 6n de 1 a secci 6n rectangular de 1 a 
fig. (4.4a) en el intervale el~stico, vamos a establecer la condici6n de -

que el esfuerzo mciximo producido no exceda el li'mite de proporcionalidad­

que en este caso es el esfuerzo de fluencia fy, fig. (4.4d) 

p 

--
1 

! 

+---=b=-----~--
a). SECCION 

f c p = P/A f em.= M/S fcp+fcm=fy 

p 

----- + 

ftm = M/S fcp-ftm 

b). ESFUERZOS POR c) ESFUERZOS POR d) SUMA DE ESFUERZOS 
COMPRESION FLEXION 

f"iCil. 4. 4.- SECCION RECTANGULAR SUJETA A COMPRESION AXIAL Y FLEXION. 
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Para una secci6n rectangular sujeta a compresi6n axial y flexi6n en un s6-

1o plijno, el esf~erzo m~ximo se obti~ne a partir de la f6rmula de Ta escua 

dria, o sea: 

- - - - - - - - - - - - - - (4.2) 

donde A y S son el area y el m6dulo de secci6n, de la secci6n transversal, 

en el plano de flexi6n. 

Si s61amente actuara la carga axial P (fig. 4.5~ el esfuerzo maximo se ob 

tiene haciendo M=O en la ecuaci6n (4.2), es decir: 

fmax = 
p 
A 

h 

p 
--f-· ........___ __ f-

o). SECCION 

f y = Py /A 

b) ESFUERZOS 

FiQ. 4. 5.- SECCION RECTANGULAR SUJETA A COMPRESION AXIAL. 

pero como f • = f , despejando P max y 
llamaremos PY ,oor ser el valor de 

de fluencia, de este modo: 

P = f A y y 

tenemos P = fA. A este valor de P le -
y 

la carga axial que produce el esfuerzo -

- - - (4.3) 

Si s6lamente actuara el momenta flexionante M (fig. 4.6), el esfuerzo maxi 

mo se obtiene de la ecuaci6n (4.2) hacienda P = 0: 

h 

M 
(" . -1-
\._ 

a.) SECCION 

fy = My/S 

b ) ~SFUERZOS 

Fio. 4. 6.- SECCION RECTANGULAR SUJETA A FLEXION. 
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AnJlogamente, s9 f ~ = f , M = f S. A este valor de M le llamaremos M -max y y y 
parser el momerto que produce un esfuerzo mJximo igual al de fluencia: 

M = f S y y - - - - - - - - - - - - - - (4.4) 

Si d·ividimos ambo!; miembros de la ecuacion (4.2) entre fy = fmax' tenemos: 

p 
1 ·- fA 

y 

llevando a esta expresion las igua1dades (4.3) y (4.4), y orcenando los-­
ten:ni nos, obtenemos: 

- - - - - - - - - - - - - - - (4.5) 

La igualdad (4.5) es la ecuacion de una recta que representa, en la figura 
4.7b, el diagrama de interaccion para esfuerzos maximos de compresion en-

1~ fibra de la seccion mas alejada del eje neutro. 

El diagrama de interaccion para efectos de tension axial y flexion, se ob­

tiene en forma an,noga invirtienno el signa de Pa-P desde la ecuacion­
(4.2), lo que conduce a una ecuacion similar ala (4.5), que resulta: 

p 
-p y + M ·- 1 My ·- (4.6) 

La ecuacion (4.b) representa,en el plano cartesiano de ejes (M,P) en la fl 

gura 4-7~ el diagrama de interacci6n para esfuerzos maximos de tension que 
no excedan fy, en la fibra de la secci6n mas alejada del eje neutro. 

F i 0. 4. 7:- Cl I AGRAMA DE INTER ACCIO N EN EL RAN GO ELASTIC 0. 
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IV.2.- FLEXOTENSION Y FLEXOCOMPRESION EN EL INTERVALO INELASTICO. DIAGRA­
MA DE J:NTERACCION. 

Consideremos una secci6n rectangular de un material elasto-plastico de co~ 
portamiento mostrado en la figura 4-3, sujeto a P=O y a M f 0, de tal modo 
que la secci6n est§ totalmente plastificada, como se muestra en la figura 
4.8. 

-1~ 
b 

~ 
I 

-r 
~ --

__ l 
'f I 

+-4 
(a) SECCION (b) ESFUERZOS 

pqg. 4. 8- SEC:CION RECTANGULAR PLASTIFICADA, SUJETA SOLO A FLEXION. 

Par equilibria de fuerzas horizontales, se tiene: 

bh C = T = f 2 y 

y par equilibrio de mementos respecto al eje principal de la secci6n: 

llevando a esta ecuaci6n el valor deC J T: 

este valor de M es el que sin actuar P, origina la plastificaci6n de la -­

secci6n, par lo que lo llamaremos Mp: 

- - - - - - - - - (4.7) 
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La relaci6n que existe entre este valor (M ) y el momenta M para el cual 
p y 

se inicia la fluencia del material en la fibra m§s alejada del eje neutr~ 

se obtiene dividiendo la ecuaci6n (4.7) miembro a miembro entre la ecua-­
ci6n (4.4): 

M 
___2_ -­M --

y 

perc, el valor del m6dulo de secci6n, S, para una secci6n rectangular es: 

s 

par lo tanto 

t~ 6 bh 2 ___2_ 
M ·- ---
y 4 bh 2 

de donde 

3 
= 2~ - - - - - - - - - - - - - - (4.8) 

La ecuaci6n (4.81 significa que el momenta flexionante que produce la --­
plastificaci6n total de la secci6n vale una vez y media el momenta para -

el cual se inicid la fluencia de la secci6n. 

Consideremos ahara la secci6n rectangular de la figura 4-8a sujeta a flexQ_ 
compresi6n de 1nodo tal que la secci6n se encuentra completamente plastj_ 

ficada (fig. 4.9). 
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fy 
t--+ 

c 
M= P.e 

/ pi: ·--f -
(h-o) 

'--+---1L 
T 

I 
L... b 
r- --1 

' ' 

A 
(a) SECCION TRANSVERSAL (b) ESFUERZOS 

Fig.4.9:- SECCION RECTANGULAR PLASTIFICADA,SUJETA A FLEXOCOMPRESION 

De la figura 4-9b por equilibria de fuerzas horizontales: 

P = C-T 

E!n donde 

c = (a + 2m)bf 
y 

T abf 
y 

por lo tanto 

p ---- (a + 2m) 

P == 2bmf y 

de donde 

m == 
p 

2bf 
y 

bfy 

- - - - - - - - - - - - - - -(4.9) 

En la figura 4-9b, por equilibria de mementos: 

M = C (h-a) = T (h-a) 
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M = abf (h-a) y - - - - - - - - - - - - - (4.10) 

tomando en cuenta que: 

y sustituyendo en (4.10): 

M = ( ~~ - m) bf 2 y [ ~ -{ ~ - m) J 
M = ( -~ - m) bf Y ( -} + m) 

M = bfy [(h/2) 2 - '112] 

bf h2 

r~ = __ y__ bf 112 

4 y 

multiplicando y dividiendo por 6 el primer t§rmino del segundo miembro te 

nemos: 

6 bf h2 

M = __ J_ - bf m2 

6 X 4 y 

- 3 M - 2 

pero s = 

bh2 f 
-6- y 

bh~ 
6- por 

M 
3 Sf bf rn 2 - 2 y y 

por la ecuaci6n (4.4) 

M = l M - bf m2 

2 y y 

lo tanto 

sustituyendo E~n estJ ecuaci6n el valor de m por el dado en la ecuaci6n 

(4.9) tenemos 



- 3 bf p2 
M -- 2 ~1y - ~~To 

3 
M == 2 

y 
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- - - - - - - - - - - - (4.11) 

dividamos ahara cada miembro de la ecuaci6n (4.11) entre MP' recordando -

que par la ecuaci6n (4.7) Mp=bh 2 ~ /4 y par la ecuaci6n (4.8) M = 3M /2: 
y p y 

~I 

1M-= 
2 y 

1 
4 p2 

simpl ifican~.o: 

M -
l ;--
2 y 

1 
p2 

ten i en do en cuenta l a ecuac i 6n ( 4. 3), en que P Y = f Y A, y ordenando obte­
nemos: 

= 1 - - - - - - - - - - - - (4.12) 

La igualdad (4.12) es la ecuaci6n del diagrama de interacci6n de la sec-­

ci6n supuesta; tiene la forma x/xo + (y/y 0 )
2 = 1, que representa una par~ 

bola en el plano cartesiano (x,y), cuyo eje de simetrfa es el eje x, y su 

vertice (X 0 , 0); (fig. 4.10). Vemos que si y = 0, x=xo; si x=O, y=±yo 

y 

Fig. 4. 10 
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Par lo tanto, la ecuaci6n (4.12) representa una par~bola en el plano car­

tesiano de ejes (M,P), cuyo eje de simetria es My su vertice (3/2 MY, O); 

siP= 0, M = 3/2 M, y si M = 0, P = ±Py; (fig. 4.11). 
J 

p 

+ Py 
COMPRESION 

(3/2) My 

- Py TENSION 

FiQ. 4.11- DI.~GRAMA DE INTERACCION DE UNA SECCION RECTANGULAR TOTALMENTE PLASTIFICADA. 

La parte del diagr·ama en el primer cuadrante de la figura 4.11 correspon­
de a puntas de flexocompresi6n, los puntas del cuarto cuadrante son de -­

flexotension. 

Si el diagrama de interacci6n cuya ecuaci6n es (4.12), se traza en el pl~ 

no cartesiano de ej•es (M/MY, P/Py), resulta una parabola con eje de sime­

tri'a M/My .Y vertice (3/2, 0). Cuando P = 0, se tiene M/My = 3/2; cuando 
M = 0, se obtiene P/PY = ± 1. Como vemos, los puntas de este diagrama -­
carecen de dimensi6n, lo cual conduce a mayor facilidad en su aplicaci6n­

(fig. 4.12). 

P/ Pyt 

I 

+I 
COM PRESION 

0 M/ My 

3/2 

TENSION 
-I 

FiQ. 4.12.- DIAGRAM~ CIE INTERACCION ADIMENSIONAL, DE UNA SECCION RECTANGULAR 

TOTALME:NTE PLASTIFICADA. 
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IV.3.- FLEXOCOMPRESION EN ELEMENTOS CORTOS DE CONCRETO REFORZADO. 

En este articulo se presentan los procedimientos para determinar la resis 

tencia de elementos cortos de concreto reforzado sujetos a flexocompre--­
si6n, en los que no tenemos problemas de esbeltez. Para tal efecto nos -

apoyaremos en las hip6tesis que marca el Reglamento de Construcciones pa­

ra el Distr'ito Federal (Ref. 4.1) que a continuacion se ennumeran. 

HIPOTESIS PARA LA OBTENCION DE RESISTENCIAS DE DISE~O.-

a. La distr·ibuci6n de deformaciones unitarias longitudinales en la sec-­
cion transversal de un elemento es plana. 

b. Existe adherencia entre el concreto y el acero de tal manera que la -
deformaci6n unitaria del acero es igual a la del concreto adyacente. 

c. El concn~to no resiste esfuerzos de tension. 

d. La deformaci6n unitaria del concreto en compresi6n cuando se alcanza 

la resistencia de la secci6n es 0.003. 

e. La distribuci6n de esfuerzos de compresi6n en el concreto cuando se -

alcanza la resistencia es uniforme (f''c) en una zona cuya profundidad 

es 0.8 veces la del eje neutro, definido §ste de acuerdo con las hi-­
p6tesis anteriores. El esfuerzo uniforme f"c se tamara como: 

f" = 0.85 f*c si f* < 250 Kg/cm 2 

c c 
f* 

I" 
250 Kg/cm 2 

f""""' = ( 1. 05 1250 ) f* si f* > 
1... c c 

en que f* = 0.8 f' 
c c 

f. El di agrarna ~=sfuerzo-deformaci on unitari a de 1 acero de refuerzo ordi­

nario, sea o no torcido en frio, puede idealizarse como se indica en 
la fi~ura 4.13 en la que E

5 
es el modulo de elasticidad del ace 
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ro. 

f 

fy 

Ea= fy I E:y 

e: 
E:y • 0.002 

FIG. 4.13.· OUI.GR.~MA ESFUERZO - DEFORMACIOH UNITARIA DEL ACERO DE 

REFUI~RZO 0 RDINARIO. 

Para dete~rrninar la resistencia de diseno (PR, r~R)' el mismo Reglamento e2_ 

pecifica que la resistencia directa obtenida con estas hip6tesis, deber~ 

reducirse~ aplicando un "factor de reducci6n de resistencia", FR. Los ele 
mentos mec~nicos dltimos (P , M ) que resultan de multiplicar los elemen-u L1 

tos mec§nicos obtenidos de un an~lisis estructural por su correspondiente 

factor de carga, no deben exceder los valores de las resistencias de dise 

no, o sea, Pu ~ PR y Mu ~ MR. 

En flexocompresi6n,FR se tamar~ igual a 0.85 cuando el elemento falle en 

tensi6n, y si la falla es en compresi6n, FR se tamar~ igual a 0.75. 

Se dice que la falla es en tensi6n cuando el acero sujeto a tensi6n fluye 

antes de que el concreto alcance su deformaci6n dtil (scu = 0.003), y la 
falla es en com~resi6n cuando el concreto sujeto a compresi6n alcanza su 
deformas·i6n util antes de oue el acero en tension Cllcance la de7srnacion de 

fluencia. Cuanco la deformaci6n util del concreto se presenta simult~nea 
mente con la deformaci6n de fluencia del acero, se dice que la falla ocu­
rre en una condici6n balanceada. 

La figura 4.14 n1uestra un diagrama de interacci6n tfpico para una secci6n 
rectangular de concreto reforzado con acero simetrico, y sujeta a carga -

axial y flexi6n en un s6lo plano. 
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FALLA EN CO MPRESION. 

A--+ FALLA BALACE ADA 
I \}' 

I FALLA EN TENS 10 N 

FIG. 4 .IIJ.- DIAGRAMA DE INTERACCION TIPICO. 

_Fr 
g 

Lb __ ( 

Cualquier punta sabre la curva del diagrama, representa una combinaci6n de 
valores de carga axial y momenta flexionante, con los cuales la secci6n al­

canza su resistencia. 

Obse~rvese qt;e, s·i la secci6n estuviera sujeta unicamente a carga axial de­

compresi6n y momenta flexionante nulo, la carga m§xima que podria aplicars~ 

es decir, su res~stencia, corresponde al punta PRC; de la misma manera, su 

resistencia a carga axial de tensi6n, queda representada por PRT" 

En el diagrama, F'Rc resulta mayor que PRT' debido a que el concreto no apo_e 
ta capacidad de tensi6n. 

Si la secci6n estuviera sujeta s6lo a momenta flexionante, el va-lor que ~s­

ta podria resistir, serfa el representado por MRO; sin embargo, el m§ximo 
momenta flexionante que la secci6n es capaz de resistir, corresoonde a una 
carga axial no nula. 

El punta A, definida par MRb y PRb' es de singular imrartancia, ya que re-­
presenta la condici6n de falla balanceada de la secci6n. Cualquier cambin! 
cion de P y M, que defina un punta en el diagrama par arriba del punta A, -
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producirJ falla en compresi6n y, en caso contrario,falla en tension. 

En la generalidad de los casas, el momenta flexionante mJximo aue una sec-­

ci6n de concreto refo~zado, sujeta a flexocompresi6n, resiste, es el corres 

pondiente ala falla balanceada, esto es, en general M. = MRb" fllax 

Cuando se incrementa la carga externa con una excentricidad constante, el -

momE•nto flexionante aumenta en proporci6n directa al incrmento de la carga 

ya queM= Pe, y la historia de carga queda representada par la recta 08,­
cuya pendiente resulta ser el cociente: 

P/M - 1/e. 

IV.4.- DETERMINACION DE DIAGRAMAS DE INTERACCION DE SECCIONES DE CONCRETO -
REFORZADO, SUJ~TAS A FLEXION Y CARGA AXIAL. 

Para conocer la resistencia de una secci6n cualquiera, bajo la acci6n combi 

nada de carga axial P y momenta flexionante M, uno de los m~todos m~s prJc­

ticos es el usa de su dia::Jrama de interacci6n en condiciones de resistencia, 

cuyo principal E'il'pleo es cuando la secci6n seve sujeta a diferentes condi­

ciones de carga, o sea, diferentes combinaCiones de P y M. 

La determinac16n del diagrama de interacci6n consiste en determinar una se­

rie de puntas en un sistema de ejes cartesianos (~1,P), cada uno de los cua­

les corresponde a una condici6n de resistencia de la secci6n y se obtiene -

con base en las hip6tesis seAaladas al principia de este capitulo y con el 

siguiente procedinriento general: 

1) Se supone lc:. rrofundidad del eje neutro aue, junto con la deformaci6n -­

Gtil del concrete (Ecu = 0.003), fija la distribuci6n de deformaciones uni­

tarias, que deber ser medidas sien1pre paralelas al eje neutro; asf,la defor 

maci6n unitaria (e cada varilla longitudinal se determina mediante triJngu­

los semejantes, o interpolaci6n lineal (hip6tesis a). 

2) Obtenidas las deformaciones en cada varilla, el esfuerzo que se genera­

en cada una de ellas vale fs = E E sin que §ste exceda el valor de fluen­s s 
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cia,, es dec i r·, f._ ,::: f (hip6tesis f). La fuerza qu2 se desarrolla en cad a -
.) y 

varilla se obtiene multiplicando el esfuerzo generado por e 1 area de acero-
correspondierte, 0 sea, F ::: f A s s s. 

3) La fuerza de compresi6n que el concreto es capaz de resistir, de acuerdo 

con la hiJ6tesis e, vale Cc = abf~, en donde a = 0.8C, b es el ancho de la­

secci6n cua1do ~sta es rectangular y c es la profundidad suouesta del eje -

neutro. Est a expres i 6n, en forma grafi ca, se exp 1 i ca en 1 a fi gu ra 4.15 

4) La carqa axia.l resistente, PR, de la secci6n, se obtiene como la suma de 

todas las fuerzas internas en el acero yen el concreto, afectada por el 
factor de rE~ducci6n de resistencia,FR,correspondiente. Analogamente, el rT!Omen­

to flexionante resistente, MR' de la secci6n, se obtiene multiplicando por 

FR, la suma de mementos producidos oor cada fuerza respecto de un eje de la 

secci 6n. 

EsV~ procedimiento general se expresa en forma grafica en la figura 4.15 

rr= · 
~~~~-. 

/~-..L==:==·-
i EJE 
~ b _ _J_ NEUTRO 

a) SECCION 

TRANSVEFtSAL 

b ) DE FORMACIONES 

UNITARIAS. 

PR = ( C c + F s I+ F 52 - F sa ] F R 

M R= (Cc Yc+FSI y 51+ FS2 YS2+FSI y sa] FR 

c) FLERZAS INTERNAS 

F~IG. 4 .I !5 SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO SUJE.TA A 
FLEXOCOMPRESION EN UN SOLO PLANO. 
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Un diagrama de i11teracci6n, que tiene la forma de la fig. 4.14, se puede de 

finir en forma apr·oximada calculando los siguientes puntas~ 

a).- El punta PRC' que corresponde ala carga axial de compresi6n pura, pa­
ra el cual se suJone un estado de deformaciones unitarias de compresi6n uni 

forme, esto es: 

t ~ 
I 

~I 

tL--+----' 
~ 

a) SECCION 

TRANSVERSAL 

e: cu =0. 003 
~ __, 

--·-- ·---, 
----- ~Fs1 -----·· 

-·- 1--------i·-- ) ~ Fsz 

E:sz PRC 

E:ss 
1--------i 

b) DIAGRAMA DE 

DEFORMACIONES. 

c) DIAGRAMA DE 

Fll ERZAS 

FIG. 4.16." IJBTENCION DEL PUNTO P1tc. 

en que 

C = bhf 11 

c c 

F = A f 
s l s l y 

FR = 0.75 (Falla por compresi6n) 

luego 
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PRC = (bhf~)(FR) + (A5 f + A f + A f ) (FR) 1 y 52 y 53 y 

f3 RC: = (bhf~) (FR) + (A + A + A ) f (FR) s1 s2 s3 y 

si hacemos 

bh = A g 

A + A + A = A s1 s2 s 3 s 

queda 

P == (A f" + .~ f ) FR RC g c s y 

b).- El punta MRO' que corresponde a un memento flexionante con carga axial 
nula, P=O. cste se obtiene considerando las condiciones de la figura 4.17: 

ASI 

L b ~ '::-·Asll 

a) SiECCION b) OEF~ACIONES LA'41TARIAS. c) FUERZAS INTERNAS. 

FIG. 4. 17:- SECCION RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO SU.IETA OOLO A FLEXION. 

Para obtener el punto (P=O,i1) se debe determinar el esfuerzo en cada 1 echo 

de acero en funci6n de la profundidad del eje neutro, c. Por ejemplo, para 

el lecho de A , la deformaci6n E. se puede calcular, por tri§ngulos seme-s3 s3 
jantes,de la figura 4.17b: 

.. s 3 = 0. 00.3 
~j- c c 



= ~). 003 _lg:-_~:1 
c 

pero, como 

f y 

0.003 E,. (d-e) 
_:__~--- < f 

y 
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de manera que f lo podemos expresar como funci6n de c, s 3 

asf: 

f =~)(c) 
53 3 

an~il ogamente: 

f sl 
= (jl 

l 
(c) 

f s 2 
= cjJ (c) 

2 

La fuerza que toma cad a lecho de acero sera: 

Fs1 -· A f -· A. 6 (c) S1 S1 ~) l l 

F ·- As2 ~:t> (c) 52 2 

F s 3 
-- A q; (c) 

53 3 

la fuerza de compresi6n que torna el concreto es: 

C = abf 11 

c c 

o sea 
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C - 0.8 cbf;~ 
c 

Por suma de fuerzas horizontales de la figura 4.17 c: 

C + F c s l 

llevando 21 esta expresi6n los valores obtenidos de las fuerzas, llegamos a: 

0.8 cbf" + A ¢ (c) A c :; 1 l - s 2 
¢ (c) - A ¢ (c) 

2 s 3 3 
0 

de donde se despeja el valor de c. 

Una vez conocido c, se pueden calcular los esfuerzos y la fuerza en el ace­

ro, asf como la tuerza en el concreto· y el valor del momenta resistente -­

MRO ser§, de acuerdo con la figura 4.17 c: 

c}.- Obtenci6n del pur1o A de la figura 4.14: EstP ~unto cnrresponde a­

la falla balanceada, para lo cual se supone un estado de deformaciones uni­

tarias definidas por la deformaci6n Gtil del concreto, E , en la fibra ex-cu 
trerna de compresi6n y por la deformaci6n de fluencia del acero, E , en el -

y 
acero a tensi6n. En la figur~ 4.18 b se ilustra este estado de deforrnacio-

nes. 

• • 

h • 

• • • As3--- - ~--4--- ----- --------

~Ey=~ 
0.002 

(a) (b) (c) 

FIG.4.18.- SEC:CJC)N RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADO EN CONDICION DE 

FALLA BALANCEADA. 
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d) Definicion de un punto arbitrario entre los puntos PRC y A.- Este se define 

suponiendo un valor de la profundiC::addel eje neutro, c, mayor que el obtenido 

en la condici6n de falla balancead~, Cb. A este punto corresponde falla de­
compresion. 

e) Definicion de un punto arbitrario entre los puntos MRO y A~ Este se defi­
ne suponiendo un valor de la profundidad del eje neutro, c, menor que el ob­

tenido en la condicion de falla balanceada, cb, y mayor que el obtenido para 

el punto MRO" A este punto corresponde falla de tension. 

f) Finalmente, el punto PRT' que corresponde a la carga axial de tension pu­
ra. 

PRT= (As
1 

f + Ac f +A f ) (F0 ) y _,2_ y s 3 y ,, 

En este caso FR = 0.85 

Para ser m~s objetivo el procedimiento, se plantear~ el siguiente ejemplo: 

EJEt~PLO 4.1.- Det,erminaci6n del diagrama de interaccion para una columna co.!:_ 

ta de concreto reforzado de seccion rectangular, sujeta a flexocompresi6n -­

simple. 

Datos: 

~b : 

Soluci6n: 

PLAN> DE FLEXION 

- ----:-10 ASI =4#8=20.28c~ 
0 
N 

A52 =2#8 =IO.I4cm.2 

A 53 =4#8 = 20.28 em~ 
z 

t'c = 200 ko/cm. 
t y = 4000 ko/ cm. 2 

Obtenci6n de los par~metros de resistencia 

f~ = 0.8 f'c 
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f* O.El (20D)= 160 kg/cm 2 < 250 kq/cm 2 

c 

f:~ o. g5 f* " c 
f2 O.E:5 (160) = 136 kg/em' 

Nota: Como con•;e•:uenc:ia de la variaci6n rer;lamentaria del factor de reducci6n 

FR, al oas.1r de la zona de comoresi6n a la de tension, conviene trazar 

el diagram;, oara los elementos mec§nicos dividirlos entre FR' o sea(M/FR,P/FR) 

cnmo sE~ flUE'S tn a de 1 ante: 

a) 0btencifin dPl punta PRC (Punta 1). 

8 c u = 0 . 0 03 f "c 
10 L r- --r- r- _, 

tl e ••jA'SI -~-- ---- ------ ~ Sl 

Cc tr -~-----J -- ;· , F 

~ l . ,. •I A-;i: ~r- -- --- -~--r--i --. : :~~z_ --_- =-~--==~ _ - =-= ~Fss 2
3 

-~-----

I G· • • .J AS3 ~L --- --- -1--.-----4 ~ 
t-_r-. 35 ~ ~r--- -- E: 53 

o) SECCION b) DEFORMACIONES UNITARIAS. c) FUERZAS INTERNAS. 

Por ser una secci6n sujeta s6lo a carga axial de comoresi6n. su resistencia 

est~ dada por la contribuci6n del concreto y del acero, mediante la siguien­

te ex ore:; i 6n: 

P ~= (A f" + A f ) F RL g c s y R 

En la que A
9 

es el ~rea total de concreto, sin descantar el ~rea ocupada oar 

las varillas; asi, dPsoejando PRC: 

PRe= (35X50X136 + 50.7X 4000) (FR) 

P RC= ( 440 ,1300) (f~ f,J Kq 

p f~ -
-- - 440. 80 Ton. 

FR 

b) Obtencifin del nunto MRO (punta 2), en el ~ual la carqa axial es nula 

( p R =: 0) . 
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Si Observamos la fig. 4.14 sabemos que este punta cae en la zona de falla 
en tensi6n, lo que nos hace pensar que el acero A estA fluyendo. Supon-

53 
gamos que, para el trazo del diagrama de deformaciones unitarias, el acero-
A

52 
tambi~n fluye; per lo tanto,tenemos: 

£cu =0.003 f "c 
r1 . ' 

• Asa" 10.14cm2
----

• • • A .. •: 20.21 c·m~ ~-----f £ss 

-+-35 ~ r"J"" ooo!J 

- -+· !I --- a-o.ac 
t-· 

___ PR~"(t Fsa-·-· 

Ys1 =20 

- -------~~"·-·-

Yaz=O 

o) SECCION 
TRANSVERSAL 

b ) Dl MRAMA DE DEFO R­
MACIONEI UNITARIAS 

c ) DIA8 RAMA DE F UE RZAS. 

Deformaciones unitarias (por triangulos semejantes): 

£ ==--(_~~ ( 0. 003) --
s 1 c 

£ -
$2 

(25-c) (0.003:~ 
c 

(45-c) (O.OO~l 
c 

Esfuerzos en el acero: 

f - E s 1- £s 1 s 

f = (c-51 (0.003) Es 
51 c 

f =- (c-5) (0.003) (2xl0 6
) 

Sl C 



f = 6000 -
Sl 

30000 ------·------
( 
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Como supusim8s que c
52 

: LY Y E
53 

> cy, 

f = f = f = 4000 Kg/cm 2 

el acero A A fluye, par tanto: 
S2y So 

52 S3 Y 

Fuerzas en el acero: 

f A 
s l s :. 

F s l 
121680 

F = f A 
Sz S2 S·' 

( 6000 - 3000Q_) 20. 28 
c 

603400 
----~----

c 

LOOO X 10.14 = 40560 kg 

4000 X 20.28 = 81120 kg 

cuerza en el concreto: 

C abf" 
c c 

pero a= 0.8c 

por tanto 

C = O.Bcbf" c c 

llevando a esta igualdad los valores deb y f" c 

C O.Bc (35) (1.36) c (380B)c kg 

Como sabemos que la carga axial es nula podemos escribir que la suma de fuer­

zas horizontales vale: 

C+F -F -F ==0 
C S1 Sz S3 

3808 c + 121680 608400 
- 40560 - 81120 = 0 -------c 



Simplificando y ordenando: 

380B c - -=-6-=--08=-Ll.:...::· o.o__ = 0 c 

de donde: 

3B08 c 2 
- fi08400 = 0 

despeiamlo c: 

- "/608400 
c - 'J 3808 · == 12.64 em 
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verifiquemos ahara que E < s E > y s > E 
Sr y' 57 Ey . S3 Y 

F :: 
Sr 

(12.64-5) (0.003) 
J i~-6~r--- 0.00181 <Ey 

(25--12.64) (Q_j~03) = 
12.64 0.00293 

(45--12.64) (0.003)- 0.00768 
12.64 --- -

>s y 

>E y 

0.002 

0.002 

0.002 

Como si se cumplen las supos1c1ones hechas, el valor de c=12.64 em es correc­

to. Llevando a las igualdades correspondientes el valor dec, obtenemos: 

30000 - 2 f
51

== 6000 - 12.Ellf ___ 3626.6 kq/cm < fy 

F 121680 - __ §Q~~40Q__ = 73547 kg 
sr 1~-64 

~ = (0.8) (12.64) - 10.11 em 

cc = 3808 (12.64) - 48133 kg 
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p 

FB_ = 48133 + 73547 - 40560 - 811?0 o.o kg 
R 

se comprueba que PR = 0. 

Calculo de MRO : 

donde: 

= 20 em, y = 0, y = 20 em y y = h/2 - a/2 
52 53 c 

MRO _ 
--- 73547 X 20 + 40560 X 0 + 81]21) X 20 + 48133 X 19.95 = 40.54 X 1() 5 kg-em. 
FR 

MRO _ 
- 40.54 ton - m FR -

c) Obte~nci6n del punto de falla balanceada (punto 3): (MRb, PRb). 

Ln fana. balanceada implica suponer CJUe la deformaci6n de fluencia del acero, 

E = 0.00?, se presenta simultaneamente con la deformaci6n at~l del concreto, y 
Ecu = 0.003 

I 

-J-

+---~~---+ 
( a ) ( c) 



Por tri~ngulos semejantes: 

c =___j_±~)_jQ_J)0 3 ) = 27 em 
'b 0.005 

E - (27-1)) (0.003)_ 0.0024>t: s 1 -----27______ y 

E _ (27-25) (0.003) 0.000222 s2------2~r 

E: = E = 0. 002 s 3 y 

Esfuerzos en el acero: 

f = 4000 kg/cm 2 

s 1 
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f = 0.000222 x 2 x 10 6 = 444 kg/em~ 
52 

f = 4000 kg/cm 2 

53 

Fuerzas en el acero: 

F = 4000 x 20.28 = 81120 kg 81.12 Ton 
S:t 

F = 444 x 10.14 = 4502 kg= 4.50 Ton 
52 

Fr = 4000 X 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton 
,) 3 

Fuerza en el concreto: 

a= 0.8 x 27 = 21.6 em 

C = 21.6 x 35 x 136 = 102816 kg = 102.82 Ton 
c 
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Cc1lculo de PR : 

PR = FR (Fsl + Fs;: - F + C ) 
53 c 

81.12 + 4.50- 81.12 + 102.82 = 107.32 Ton 

Caleulo de MF~ : 

en que: 

h a ~:io 21.6 14.2 Yc: = 2- - --
;~~ - em 2 2 

despejando MR/FR : 

MR -
FR.- 81.12 X 0.20 + 4.50 X 0 + 81.12 X 0.20 + 102.82 X 0.142 

por lo tanto, para el punto 3: 

p f-- = 107. 32 ton 
R 

4-7.05 Ton - m 

47.05 Ton-m 

d) Obtenei6n de u1 punto arbitrario entr2 los puntos 1 y 3 (punto 4). 

Para obtener este punto, que eae en la zona de falla en eompresi6n, supon­

dremos un valor de c, mayor que el valor eorrespondiente al de la falla ba-

1 anceada: e= 4(1 em > 27 en: 



0 
10 

e = 40 ern. :::>o· 2 7 em. 

Por tri~ngulos 5emejante5: 
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E5i == (40-_?-{0!~00]l = 0.002625 > Ey 

E52 :: (40-2~1:~.003)= 0.001125 

:: -~45-40l_J..Q_.003) 
40 

E5fuerzo5 en el acero: 

f - 4000 Kg/cm2 

51 

0.000375 

f - 0.001125 X 2 X 10 6= 2250 Kg/cm 2 

52 

f == O.OOOJ7S x 2 x 10 6 750 Kg/cm 2 

53 

Fuerzas en el acero: 

F 4000 X Z0.28 = 81120 kg = 81.12 
s 1 

F s2 ·- 2250 X 10.14 = 22815 kg = 22.82 

Ton 

Ton 

F s-3 :: 750 X 20.28 = 15210 kg 15.21 Ton 

Fuerza en el concreto: 

a = 0.8 x 40 = 32 em 
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c = abf" == 3;~ x 35 x 1 Jo 
c c 1S2320 kn, = 152.32 Ton. 

Calculo de F 
R 

81.12 + 22.82- 15.21 + 152.32 = 241.05 Ton 

Calculo de MR 

h a ~; 0 32 
9 v -- 2 - 2 -~) ·- ·y = em ~ c ,_ 

MR 
FR -- F s 1 y s 1 + F s 2 y s 2 + F s 

3 
y s 

3 
+ C cY c 

81.12 X 0.20 + 22.R2 X 0 + 15.21 X 0.20 + 152.32 X 0.09 3?.97 Ton-m 

e) Obtenci6n de un punto arbitrario entre los ountos 2 y 3 (ounto 5). 

Para esto supondremos un valor de la orofundidad del eje n~utro comprendido 

entre los corresponrlientes a dichos puntns 2 y 3; es decir, 12.64 < c < 27. 

Se elige c=20 em 

t· . ._ ...... _., ~~--



E s 1 

(20-5) (0.003) - 0.00225 > 20 ----·~- -

227 

s . y . . = 4000 kg/cm 2 

f = 0.00075 X 2 X 106 

s2 

(4!)-20) {CJ.I)OJ) _ 0.00 37 > E 
20 ---- y f 

53 

F = 4000 x 20.28 - 81120 kg = 81.12 Ton 
S! 

F = 1500 x 10.14 = 15210 kg= 15.21 Ton 
S2 

Fs
3
= 4000 x 20.28 = 81120 kg = 81.12 Ton 

CC = 16 X 35 X 136 = 76160 kg = 76.16 Ton 

= 4000 kg/ cm 2 

PR - 81.12- 15.21- 81.12 + 76.16 = 60.95 Ton FR--

1500 kg/cm 2 

MR - 81.12 X 0.20 + 15.21 X 0 + 81.12 X 0.20 + 76.16 X 0.17 = 45.40 Ton-m FR"-

f) Obtenci6n del punto de tensi6n pura (punto 6). 
En este caso, la capacidad a tensi6n s6lo la proporciona el acero ya que, -

por la hip6tesis c:, el concreto no resiste esfuerzos- de tensi6n, entonces: 

pp 
F~ = 10 x 5. 07 x 4000 = 202800 kg = 202.8 Ton 

R 

Los puntas obtenidos se muestran en la siguiente figura: 



p 
.J!.. (Ton. 
FR 

500 

I 00 

0 

-- 100 

--200 

-- 300 

-400 
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- ·- -- - --- - ,....... ----, 
~.':>c~---- 1 

ti"'- I ,._..... 10 I 

FIG 4.19 

PUNTO MR/ FR PR I FR 

(Ton -m) (Ton.) 

I o.o 4 40. 8( 

2 40. 54 0.0 

3 47. 05 I 07.32 

4 3 2. 97 2 41.05 

5 4 5.40 60.95 

6 0.0 -202.80 

DIAGRAMA DE INTERACCION 

EJHlPLO 4.2.- Aplicaci6n del diagrama de interacci6n. 

Determinar la carga y el momenta resistente de la secci6n del ejemplo an-­

terior, si §sta se aplica con una excentricidad de 25 em. 

0 
I() 

p =? 
-4-JL'-· . . ~ . 

·+ I 

• • • • 

35 

I() 

C\1 

• 10 VARILLAS DEL# 8 
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Jara fijar en el diagrama de interacci6n la recta que define la excentrici­

dad de aplic::a~::i6n de la carga, se parte de 1a igualdad (4.1), 

IVJ=P e, de donde e = M/P. Para trazar la recta que correspond<: a e'25 em su­

pondremos P= .00 tony M valdr~: M= 100 x 0.25 = 25 ton-m. (ver figura 4.19) 

De esta manE~rc; se cuenta con el punto (M=25, P=100) del histoorama de carga 

de variaci6n,E!l cual es una recta que pasa por el origen pues M=-0, si P=O. 

La interseccir:in de esa rEcta con el diagrama de interacci6n, define un valor 

de PR/FR = 16:, Ten en la zona de falla en compresi6n, que implica un fac­
tor de reducc'6n de resistencia igual a 0.75, por lo tanto: 

PR = 165 FR 

165 x o. ~·5 123.75 Ton 

:"1R PRe 

MR = 123.75 x 0.25 - 30.94 ton-m 

DETERMINACION DEL DIAGRAMA DE INTERACCION PARA UNA COLUMNA CORTA DE SECCION 
:UALQUIERA. 

Para d<eterminar el diagrama de interacci6n de una columna corta de secci6n 
cualquiera, el procedimiento es el mismo que el ya visto para una secci6n -

rectangular. La diferencia b~sica consiste en la determinacion del ~rea de 

concreto sujeta a compresi6n y la ubicaci6n de su centroide, punta en el 

cual se considera concentrada la fuerza de compresi6n del concreto, r "c 

.n.. continuaci6n se describe el procedimieoto para trazar el diagrama de in-­

teracci6n de una columna de concreto reforzado de secci6n circular. En la -
figura 4.20, se muestra la secci6n transversal, el diagrama de deformaciones 

y el diagrama de fuerzas. 
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PLANO DE 
Ecu =0003 

( a ) ( b ) ( c ) 

Fig 4.20 7 SECCI.ON CIRCULAR DE CONCRETO REFORZADO SUJETA A FLEXOCOMPRESION 

Para determinar un punta cualquiera (M,P) del diagrama de interacci6n de es-

ta secci6n, debe primero elegirse la profundidad "c" del eje neutro, enton--

ces la profundidad "a" del bloque equivalente de esfuerzos uniformes, f(, 

del concreto es inmediata: a=o.8c. De esta manera se tiene que la zona de la 

secci6n en la cual se genera, en cada punto, el esfuerzo interne del concre-
II 

to, fc• es un sE~gmento circular, asi ,la reacci6n interna del concreto es ---

(fig. 4.20): 

y el memento de esta fuerza con respecto al eje central de la secci6n es: 

por tanto, debemos calcular el area del segmento circular Ac y la ordenada 

Jc de su centro de gravedad. 

Para obtener estos valores situemos la secci6n circular en el plano cartesi~ 

no (X,Y) con centro en el origen, para lo cual se presentan dos casas: 
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Caso I.- a -~ I~ fig. 4.21 

y 

~~ 

-t 
a: _ _/ 

y R COSo(. 

0 

t = R - a 
I a::i 
I 

~ +-
-'- = a nQ cos t I R ... 

ll=-R 

Fl G. 4-'~1.- CASO EN QUE a .-; R 

El valor de Ac es el doble del §rea del segmento en el primer cuadrante de 
la figura 4.21, la cual podemos calcular con una integral doble: 

•\ = zJf ds 
s 

Identificarnos lcl region "S'' con una region del tipo R , esto es: 
X 

S=Rx [o, Rseno., ~:cosa, '\"R 2
- x2' J 

entonces, por el Teorema Fundamental de la Integral Doble: 

J
Rsenc~ 

A == 2 d:x 
c 

0 J"/Rz- xz' 
dy 

Reo sa 

Calculemos la primera integral del proceso de integracion reiterada: 

Rcosa 



l.fR:'- X
2 

,/ dy = ~R 2--:7 - Rcosa 

J Rcosa 

entonces: 

A = 
c 

2JO
Rsencx 

( ~7- Rcosa 
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) dx 

[ ] 

Rsena 

R coso. X 0 

A c J
Rs~~no~ 
----, 
2 2 

= 2 ~ ·- x dx - 2 

Para calcular esta integral haqamos el siguiente cambio de variable: 

x = R sen ¢ 
entonces: 

- - - - - - - - - - - - - - - ( 4.13) 

dx = R cos (J d (J 
fR 2- x2= R cos (J 
Obtengamos los extremes de integraci6n de la nueva variable (J; en la ecua­

ci6n (4.13): 

Si X = 0, ~~ = 0 
Six= R sencc,en la ecuaci6n (4.13)resulta: 

~~ sen a == Rsen(J 

sena = sen(J 
••• IY. = ¢ 

l uego: 

J
' R sene( 
~R 2 - x'' 
0 

d(J 



r Rsenc( 

r,w: X 2 dX 

J 0 

~ R seno: 
J o (F2_ x2 ,jx 

rRs~~ 
' .fR2- xz dx 

,J 0 

Por tanto: 

"r ~ () 

F::: 
-· ·;,,-- •Y. 

.: 
+ 

1 
~ + 

,r 

l. 
2 

R'' , 
4 ren 
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cos 2 ¢ 

?¢l 0: 

I 
Jc 

-· 02 A -·- (c(-senc~cosu) - -·-----c 4 

Observamos en la figura 4.21 que 

d ¢ 

2 ¢ ( 2d¢) 

(4.14) 

0
. t c ~, ·:x = R - - - - - - - (4.15) 

por lo cual 
t o: == ang cos Fl 

La ordenada del centroide G del segmento circular es por una aplicaci6n de la 

intE~gral doble: 
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y ::: J f yd~~-- - - - - - -
· c f f ds -- (4.16) 

en este caso identificanH;s la region ''S" con una region R que cubre todo el 
X 

segrrento ci rcu 1 ar, esto es: 
,-

R [- COSC>:, yR 2
- x2 

., 
·':!. = R s E? rn ,, R sene'<, R J X 
Por el Teorer~a Fundamental de la t ntegra 1 Doble: 

1+ Rsen<x J{R:~- x 2 

= dx ydv 
- R sena R cosa 

Obtenemos la pri~era integral del proceso reiterado: 

J
•y:: 2 - ~ x t~.2-, (R 

2 

- J 

R cosa L£ .J R cosu 

'~xz 

J 
R2_ xz 

ydy = --2-- -
R cosa 

If yds 

+R sena 
R 2 dx --z---

-R sena 
j

tt +R sena 
x 2 dx 

- -2-

-R sena 
$ 

sen a 

[ 

~ 3J +R sena 

-Rsena 

sen a 

sen a sena 

yds = 
R2 (2R sencc) 
') 
~. 

-R 3 sen 3 cx 
6 ) 

J~ ~~ds = R' senct 
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JJ yds = R"sen(x - R3sen 3 cx R3 seno. + R'sen 3cx 3 s 

JJ yds 
2 R3sen 3 cx= ~ ( 0 ) 3 sen 3 cx = 3 2 s 

J J._ yds = 
[)3 sen 3a Ti ____ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (4.17) 

-~ 

corno 

Jf._ ds = A 
-> c 

por 1 a eCUiiCi6n (4.14) 

la -sena cosa ) - (4.18) 

resulta en la ecuaci6n (4.16), sustituir las integrales dobles por sus valo­

re~; dados en las igualdades :4.17) y (4.18): 

03 sen\~ 
- 12 -
y c :: ~ r a :- sena cosa ) 

4 

poy· lo tanto: 

D 
Yc -- 3 ( SE!n

3 
a ) ___________ - - - - - - - - - - - (4.19) 

ex •• sena cosa 
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Case 2.- a > R (fig. 4.22): 

T T 

' ll: ll: I o 

2 ' X 

otl _t ,,.:' -F-- ~=,:::::::-+-------+------+- X ... .--- t 
j__ 

I 

FIG. 4.22.- CASO EN QUE a":::=.. R 

a - R 

tl-- = anQ cos t/R 

En este caso, el ~rea de concreto sujeta a compresi6n, es el §rea total de 

la secci6n cir-cu·lar menos el area del segmento en la parte inferior de la 

secci6n, dada por la ecuaci6n (4.14). Por lo tanto: 

A c 
( ,:x - sen a cos a) - - -

.... 

(4.20) 

que corresponde en la figura 4.22 con el segmento circular sombreado. La -

ordenada del centroide G de este segmento es igual al momenta estatico del 

misno, Me' con respecto al origen, entre su ~rea Ac' esto es: 

-
y c 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (4.21) 

Por el Teore~a de Varignon, si designamos con M
0 

al momenta primero de todo 

el c1rculo cor 

al origen, del 

M M + ~1 
0 c s 

pero 

M 
0 

:: 0 

res pee to al origen 

s1:;ctor en la parte 

y con ~~ s 
inferior 

al momenta primero, con respecto 

de la secci6n, se tiene: 



·1 uego 

= - M s 
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Par el caso 1 (ecuaci6n 4.17)sabemos que: 

- 03 
I~ - ---- sen 3 

C( - - -s 12 

4.22) 

- - - ( 4.23) 

con signa negative porque dicho sector est& en la parte inferior del eje X. 
Entonces, sustituyendo en la ecuaci6n (4.22) aM par su valor dado en 

s 
(4.23) se obtiene: 

3 ' 
D ·3 

I~ =--- sen· c~- -· - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( 4. 24) c 12 

Llevando a la igualdad (4.21) los valores de Me y Ac dados en las ecuacio­
nes (4.24) y (4.20), respectivamente, resulta: 

r:tor lo tanto: 

= D sen 3 cx 
3 (• -~ + sen a cos a 

-(4.25) 

Habiendo obtenido el 4rea reactiva del concreto de 1a secci6n, A , y la orde­c -nada de su centro de gravedad, yc' calculamos la fuerza interna que genera el 

concreto con: 
C = A f 11 

c c c 
y su momenta con respecto al eje central de la secci6n con: 

!M C -c. = c y c 

Para obtener las fuerzas internas con que reacciona el §rea de acero en cada 

nivel, determinanos primero cada una de las correspondientes deformaciones­

unitarias mediante los tri&ngulos semejantes del diagrama de la figura 4.20 b, 

por ejemplo: 

0.003 r: s 1 -- ----
c 

C' -· c.. -· 
Sl 

c-r 

0.003 (c-l~l 
c 
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en igual forma obtenemos 

Aplicamos ahara la ley de Hooke para obtener el esfuerzo interne del acero 
en cada nivel, esto e5: 

f = E E,_ 
51 5 .) 1 

f = E5 E,_ 
52 .:;, 2 

f E E,_ 
53 5 .:;, 3 

f 5~t = E5 € 
S~t 

f5s E5 ESs 

Sin embargo, debe tomar5e en cuenta que, por la hip6tesi5 f lfig. 4.13), -­

cuando la deforrnaci6n unitaria en el acero excede E = 0.002, el e5fuerzo y 
m§ximo que 5e genera en §5te e5 el de fluencia, a 5ea,f5 = E5 E5 nunca debe 
exceder de f , o 52a: y 

fs == E E < f 
S S= y 

El producto de cada uno de los e5fuerzos calculados par el ~rea de acero co­

rrespondiente nos da la fuerza interna del acero en cada nivel: 

F f A 52 S2 Sz 

F = f A 
53 53 53 

F .. fS~t As'+ S~t 

F = f A Ss 5s Ss 

Fntonces podemo5 calcular el valor de la fuerza axial re5istente PR' pues -
par el equilibria interne de fuerzas en la secci6n de la figura 4.20 tenemos: 

PR = ( C + F + F + F 
c s1 s2 53 - F - F )F 

S~t Ss R 
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donde FR es el factor reglamentario de reducci6n de resistencia. 

N6tese que F Y F tienen signo negative por estar abajo del eje neutro -s ,, s 5 

lfig. 4.2Cc) zona en la que se generan esfuerzos de tension. 

A continuaci6n calcularnos el memento flexionante resistente, MR' pues tam­

bien, por el equilibria de la SE~cci6n debe serigual a la surna de los memen­

tos de las fuerzas internas. Si para calcular los mementos se elige el eje 
central de la secci6n se tiene: 

En este case, el memento resistente, MR' debe tambien afectarse por el fac­
tor de reducci6n de resistencia FR. 

De esta forma queda determinado el punto (MR, PR) del diagrarna de interacci6n 
de una secci6n circular de concreto reforzado sujeta a flexocompresi6n. Con 

un conjunto de~ puntos suficientE~mente pr6ximos, obtenidos en igual forma,­
se puede trazar el diagrama de interacci6n. Como en el case de las secciones 
rectangulares convendr~ obtener los puntos que corresponden a : compresi6n 

pura PRC' tensi6n pura PRT' falla balanceada (MRb' PRb) en el que generalmen 
te MRb es el valor m~ximo en el diagrama, el punto para el cual PR= 0 

(MRO'O). 

En forma similar a la descrita para las secciones rectangulares y circulares, 

se podr~ trazar el diagrama de interacci6n de otras secciones de concreto -

reforzado sujetos a flexocompresi6n. 

DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE ELEMENTOS CORTOS DE CONCRETO REFORZADO SUJETOS 

A FLEXOCOMPRESION. USO DE LOS DIAGRAMAS DE INTERACCION. 

Para obtener la resistencia de una secci6n de concreto reforzado sujeta a -
f"lexocompresi6n,. el uso del diagrarna de interacci6n de esa secci6n es muy 
Qtil; sin embargo, ese diagrama solo serfa aplicable a esa secci6n en parti­

cular y cualquier variaci6n en dimensiones o refuerzo obligarfan a trazar -­

otro :hagrama de interacci6n. Para aliviar estes inconvenientes, el Institute 
de Ingenier'ia de 'Ia IJniversidad Na.cional Aut611om3 de r1exico, ha elaborado unas -

gr~fi:as para disenar columnas cortas de concreto reforzado para las fami-­

lias de secciones m~s usuales, tales como las rectangulares y las 
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circulares (ref. 4.2). En dichas gr&ficas se manejan valores variables de 

dimensiones. refuerzo, excentricidad de la carga, resistencia del concreto 

y esfuerzo de fluencia del acero. 

En la figura 4.23 se muestra un diagrama tfpico para secci6n rectangular -

con acero de rE~fuerzo uniformemente distribufdo en 1es cuatro caras opuestas y 

sujeta a flexocompresi6n simple. En ella, los terminos R y K son parametres 

adimensionales que estan en funci6n del momenta flexionante Gltimo, Mu, y de 

la carga axial Oltima, Pu, respectivamente. Para casas como el descrito en 

la figura 4.23 (flexocompresi6n simple) R y K se valGan con las siguien­

tes expresiones: 

M 
u R = ---.=--., 

FR bfiZ f~ 

p 
u 

K = -F;::-R--.-b-.h- f~ 

don de: 

FR = factor cie 

b = dimension 

h = dimension 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - . (4. 26 ) 

-- - - - - - - - - - -· - - - - - - - ·( 4. 2 7 ) 

reducci6n de resistencia 

perpendicular al plano de la flexion 

para 1 e 1 a al plano de 1 a flexi6n 

En la misma figura, e es la excentricidad de la carga respecto al eje 
central de la secci6n y se mide siempre paralela a la dimensi6n h; q es un 

par&metro adimensional que esta en funci6n del &rea de acero: 
f 

q == p + -.. ------ ------- -( 4 . 28) 
c 

donde p es el porcentaje de acero de refuerzo respecto al &rea de la secci6n 
transversal de 1a columna: 

A 
s 

p == ---:-b-i'-h-

siendo A el &rea de acero de refuerzo. s 

- - - - - - - - - - - - (4.29) 
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a J.o 
., 
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01: 
(I. 

:c 
0 
1.) 

z 
0 

V) 
z 
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0.0 
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K = 
t" c 

R = Mu 
F bh2 f

11 

R C 

As 
p=-­

bh 
..!1 

Q = p f" 
c 

As= Area r•otol de refuerzo t* 
II * * 2 11 C * * fc=0.:95fc, si fc~~80kg/c:m; fc=(l05-

1400
lfc, si fc>280kg/cm 2 

FR = Foetor de reduccion de resistencio 
Pu = Ccrrgo axial ultimo 
Mu = Mc)mento flexiononte ultimo 

·-----
1::-IG. 4. 23 .- Olti,GRAMA DE INTERACCION PARA FLEXOCOMPRES10N UNIAXIAL, 

DEL INSTITUTO DE INGENIERIA DE LA UNAM. 
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En el dise~o por flexocompresi6n mediante estas gr&ficas, se debe seguir 

el procedimiento de diseAo por resistencia Gltima o de diseAo pl&stico; 

de manera que, para obtener los elementos mec&nicos Gltimos M , P que u u 
irtervienen en el uso de las gr§firas, los elementos mec§nicos obteni--

c!os del ancil"isis bajo cargas de servicio deben multiplicarse por los fa_f 

tares de carga correspondientes (ref. 4.3). Conocidos M y P , la deter-
u u 

minaci6n del ~rea de acero de refuerzo, A , se hace calculando los par§-s 
metros F~, K o e/h y mediante la gr§fica se obtiene q, val0r a partir 

eel cua·l se puede despejar As de la expresion (4.29). En el caso de revi­

si6n de una secci6n de concreto reforzado, que se presenta cuando se co­

nocen las dimensiones de la secci6n, el §rea de acero de refuerzo y la -

resistencia a compresi6n del concreto, se pretende determinar el momenta 

flexionante resistente, MR,y la carga axial resistente, PR, para una re­

laci6n e=MR/P~ conocida. El proceso consiste en calcular q y e/h La -­

intersecci6n de estas dos curvas define los valores de R y K sobre los -

ejes de las abscisas y de las ordenadas, respectivamente; entonces.se 

despejan de las ecuaciones (4.26) y (4.27) los valores de M y P que en 
u u 

este caso son los elementos mec~nicos Gltimos que la secci6n es capaz de 

resistir y a los cuales les lamaremos MR y PR, respectivamente. 

ElTfJtPLO 4.3.- Determinar, mediante el uso de diagramas de interacci6n,­

la carga axial resistente y el momenta flexionante resistente de la sec­

ci6n rectangular de concreto reforzado del ejemplo 4.2 y comparar los 

resultados obtenidos por ambos m~todos. 

p =? 
X R . --
I DATOS: 

2& AREA DE ACERO • 10 VARILLAS #8 

&() f r c .. 2 0 0 K g I c m.2 

2 
t y • 4 000 Kg I c m. 

', 3.& I 
_,.....__~ (AREA DE ACERO DE UNA VARILLA # .a •5 .rn cm

2
. ) 

FIG. 4.24 SE:CCION RECTANGULAR 

DE CONCRETO REFORZADO. 
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Parametras de rE~s·istencia 

* f = O.Bf' = 0.8x200 = 160 kg/cm 2 

c c 
* como f < 250 k /cm 2 

c 9 
* f" = 0.85f = 0.8:) x 160 = 136 k: /cm 2 

c c g 

Per tratarse de un caso de revisi6n,calculemos los parametros q y e/h: 

A
5 

= :Ox5.07 = 50.7 cm 2 

porcentaje ~e acero de refuerzo, p: 
1\, 

P= _..:::_· -
bh 

donde b = 35 em y h=50cm 

~=.· 50 · 7 - 0 0~'397 r }5):'5() - . !'.< 

par~metro q: 
f 

q = p f¥, 
c 

40::10 
q 0.02897 X----136 

rE~laci6n e/h: 

''5 ~ - = -~~0 = 0. 5 

n~laci6n d/h: 

0.852 

Para poder detel"minar que grafica usar de la referencia 4.2 se requiere la 

relaci6n d/h, en la que des la distancia entre las varillas a tensi6n y la 

fibra a compres·i6n mas alejada del eje principal, as1 : 

d 45 
-h=-~=0.9 

De la figura 2 de la referencia 4.2 se obtiene en la intersecci6n de las -

11neas e/h y q calculadas,los siguientes valores de K y R : 

K = 0. 76 

R = 0.38 
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Obs~rvese en la misma figura que el punta definido por K= 0.76 y 

R = 0.38 cae en la zona de falla par compresi6n, par lo que FR = 0.75 

Despejando de las ecuaciones (4.26) y (4.27) se obtienen M y P res-
u u 

pectivaml~nte,, a lcs cuales, par tratarse de un caso de revisi6nllamare-

mos MR y PR; asi: 

RFRbh 2 f" c 

MR 0.38x0.75x35x(50) 2 x136 

PR KF bhf" R c 

33.915 x10 5 kg-em 33.915 Ton-m 

PR 0.76x0.75x35x50x136= 135.660x10 3 kg = 135.660 lon 

Adem~s, se debe verificar que la relaci6n MR/PR sea igual ala excentri­

cidad que se di6 como data: 

33.915 
135.660 = 0.25 m 25 em 

Comparando los valores de MR y PR obtenidos en el ejemplo 4.2 se puede -

observar que ambos m§todos dan valores muy aproximados. 
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DISE~O POR FLEXOCO~PRESION BIAXIAL 

En el caso de flexocompresi6n biaxial, el diagrama de interacci6n resulta -

ser u:1a superfici•= de falla en tres dimensiones, la cual se puede reducir a 

un problema de dos timensiones ~aciendo cortes verticales a la superficie 

origi·1al (fig .. 4.:~5). Cada cort,;:: corresponde a una relaci6n fija entre los 

rnomentos adimensionales en las dos direcciones (R/Ry). 

El Instituto de Ingenierfa de la UNAM ha elaborado gr~ficas para valores de 
R /R = 0.5 y de R /R = 1.0 (ref. 4.2), adem5s, si se toma en cuenta que 

X Y X y 
el caso de flexocornpresi6n en una direcci6n corresponde a R /R = 0, se tie-x y 
nen tres cortes verticales a la superficie de falla, con lo que se puede cu-
brir, con una aproximaci6n aceptable, todos los casas posibles mediante in­

t!:rpolaci6n l'inE:al (fig.4.26). 

-t Pu 

+- Pu 

·-$--~J 
y -~-

+ Pu 

-t-~-~---· 

{:~M," ~ P, e, 

I- b-1 
FIGURA 4.25 ~ SUPERFICIE DE FALLA EN TRES DIMENSIONES 

Si hacernos: 

p 
K u 

F bhf" R c 

R = \x 
X F b2 hf" R c 

R = 
Muy 

y FR bh 2 f"c 

. ·~" . 
·~ 
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obtenemos la ~igura 4.26: 

K 

__B_2_- 0 c; 
R y - " 

Rx RY"= Lo 

---------+Rx 

Fig 4.26:--SUPERFICIE DE FALLA EN TRES 

DIMENSIONES ( ADIMENSIONALl. 

Consideremos para una secci6n rectangular cualquiera, la siguiente nomen-
Y I ex Pu 
~-cl atura: b = DIMENSION PARALELA 

AL EJ E X . 
• • • • • 

ey h = DIMENSION PARALELA 
• • AL EJE Y. 

h X --+--jf--~J-t-----''-- X 

,. i ., 

~ 
d 

~-~~b_ ---+-
FIG.-4.27.-SECCIO~i RECTANGULAR DE CONCRETO REFORZADC: SUJETA A FLEXOCOMPRESION BIAXIAL 

De la figura 4.27 se obtiene 1o siguiente: 

M P e 
UX U X 

Adem.3s 
M 

R ux 
- F b2 hf" 

X R c 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - (4.30) 

M 
R = F b h ~~,,- ·· - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ( 4. 31) 
y R c 
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Como se debe cumplir que Rx/Ry s 1.0, entonces, Rx est~ asociado al menor 

de ambos mementos adimensionales, siendo el plano de este memento perpendi­

cular ctl eje Y . U diagrama de interacciiin para flexocompresi6n biaxial se 

selPccicna en 1~ referencia 4.4 con la relaciiin d/b, donde b es la dimension 

de la columna en ;a direccion dee , y d es el peralte efectivo en la dire~ 
X 

ci6n de b (ver figura 4.27);usualmente, en la pr~ctica, b es el lado menor-

de~ la se:ccion, sin embargo, puedE: ocw·rir que b no coincida con el lado menor, 

basta que con la posicion supuesta de los ejes X y Y se cumpla lo siguiente: 

Esto se demuestra si dividimos la ecuac1on (4.30) entre (4.31) 

R 
X -

R;--

pero 

Rx 
Ry -

R 
X -

Ry--

M F bll f" ux R c 1.0 -
Muy F -b:~hf-''- < 

R c 

'1 = p e>< ux u 

M = p ey uy u 

p e FR bh 2 f" u X c < 1.0 ------
p ey FR b"'hf" u c 

< LO 

< 1.0 (4.32) 

En la figura 4.28 se muestra un diagrama de interacci6n tipico para flexo­

compr1::si6n biaxial del Instituto de Ingenieria de la UNM1. 



3.0 

K 

2.0 

0.0 
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1.00 

,__.___.~).lf\=3 t 
:..,'_1_ -+~ ~- .;.._-.. t . i 

' . I ; 

• -~-~-~- L I j ~ 

j - i 

-~-
q- b h f" 

c 

[I e1e x debe cons1derorse tal que 

ex/b < eylh 

As= J!,reo total de refuer za " rt * 
f~ = 0.85 t;, si tt~; 280 kg/cm 2 ; fc = ( 1 05-

1400
) fc, si f~> 280 kg/cm 2 

FR = FoctClr de reduce>on de resistenc1a 

Pu = Cargo axial ultima 

Muy =Memento flexionante ~lfimo en d"ecci6n y = Pu · ey 

Mux = Memento flexlonante ultimo en dlreCCIOn X = Pu . ex 

DIAGRAMA DE INTERACCION PARA FLEXOCOMPRESION BIAXIAL, 

DEL INSTITUTO DE INGENIERIA DE LA UNAM 
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LJt::I-'1PlO 4.4.- Calcular mediante diagramas deinteracci6n para secciones suje­
tas a flexocompresi6n biaxial, la carga Gltima que puede resistir la siguie~ 

te secci6n rectangular de concreto reforzado. 

h =50 38 

6 

!I .,.._e_-"'K--o p u 

--r--. •· .. 
• • 
• • 
+ •.• + ---

~---~ ~J~ ~ 
I·(~ 
~~~=30-! 

f* = 0.8 x 250 = 200 < 280 Kg/em 2 

c 
f" = 0.85 x 200 = 170 Kg/cm 2 

e 
de acuerdo con la figura 

b = 30 em 

d = 24 em 
h = :iO em 

d - £~4 -
b.- ~fOi- 0 · 8 

adem~is 

12 X 5.07 X 4000 
3 0 ~x---=-5=-o -x~17=o,..-- = 

~X = _ ~6 = 0 .40 

ev 32 ·-h = ·--so- = 0. 64 

aplicando la ecuaci6n (4.32) 

0.95 

Datos: 

12 varillas de 0 = 1" (#8) 
distribu1das en las euatro earas 

e 12 em 
X 

e 32 em 
y 

f' 250 Kg/ em 2 

e 
f = 4000 Kg/ em 2 

y 

(si se cumple} 
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Se emplean las qraf·icas para acero uniforme 

Como R/Ry = 0. 625 se obti ene K para R/Ry 

riormente se int~rocla. 

con f < 4200 Kg/cm 2 para d/b=0.8. y 
= 0.5 y para Rx/RY = 1.0 y poste--

K 

IFAL_A POR COMPRESION K 

/ 
ey 

I -h-=o.s4 
/ ~ 

K = 0.32 
~_..... ........................ 

---•-Ry 

a) R x/Ry= 0.5 (FIG.4•~ DE LA RIEF 4.2) 

Interpolando para Rx/Ry = 0.625: 

K = 0. (~S + X 

X 0.32 -· 0.25 
1. 00 -· 0. 5 

= 10iT- o. 625 

X = 

X = 

(0.32 - 0.25) (1.00 -0.625) 
1. 00 - 0. 5 

0. 07 X 0. 3 7 ~I 
0.5 

X = 0.052 
K = 0. ::s + 0.052 
K = 0.302 

q = 0. 9 5 

K=0.25 

FALLA POR COMPRESION. 

b)Rx/Ry=LO(FIG.52 DE LA REF4.2) 

K 

0.32 
0. 302 

0. 25 

-~---___....,_ ___ R I( I R y 
. 0.5 0.625 I .0 

Por lo tanto, la carga Gltima que puede resistir la secc1on es: 

P = KF bhf 11 

u R c 

PU = 0.302 X 0.75 X 30 X 50 X 170 = 57 758 Kg 

P = 57.76 Ton 
u 
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En forma alternativa, los casas de flexocompresi6n biaxial pueden resol­

verse con las gr~ficas para flexocompresi6n uniaxial y con algQn m~todo 

aproximado para tomar en cuenta el efecto en des direcciones. 

ME10DO DE U\ FORMULA DE BRESLER 

Un primer mE~todo proviene de la formula de Bresler dada par la expresi6n: 

P R = ---=r- + ·---:;-1-
1 -_-~1=- (4.33) 

o E·n forma adirnE!nsional 

KR 
1 

---~1 1 1 
-KRx. + 

KRy - KRo-

(4.34) 

donde; 

PR = carga normal resistente, aplicada con las excentricidades ex y ey 

PRo= carga ax·ial resistente para ex= ey = 0, PRe= FRtbhf"c + A5fy) 

PR.=carga normal resistente, aplicada con una excentricidad ex en un plano 
>. de simetria. 

PRY= carqa r•onnfll re~istente, aplicada con una excentncicra-d eyen el otro 
plano de simetr,a. 

KR 
PR 

-· 
FR bhf" c: 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (4.35) 

KRx -
PRx 

FR bhf 11 

c: 
- - - - - - - - - - - - - - - - (4.36) 

KRv 
PRy 

F bhf" R c: 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -(4.37) 

KR 1 + q 
'' 0 
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Las expresiones (4~33)o (4.31) son aplicables cuando 

0 

En el caso de que 

K~ 
--- > 0.1 
K~o = 

Las expresiones (~1-.33) o (~.31) dcj<.m de ser aplicablt;;s y se da como .altema­
tiva la expresi6n 

M 
uy =< 

M
--- 0. 1 

Ry 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -(4.38) 

en q~e 

M · y ~ son los mementos ultimos de disefio segun los ejes X e y; ~~Rx y ux uy 
MRy son los momentos resistentes segun los mismos ejes. 

EJEMFLO 4.5.-

Determinar la carga resistente PR' de la secci6n del ejemplo 4.4 

50 '38 

6 

)' 

~I E! )1. 

~--~PR 

f--.. [ .. ,. 
• • )1. 

-+_]~--

. . . ·• 
6 I 8 6 

-++----~N-H-
1- ~.Q -+--

12 varillay, · 8 

ex 12 em 
e = 32 em 
y 

f' =250 Kg/cm 2 

c 
f = 4000 Kq/cm 2 
y . 



Resisteneias de diseAo 

F = 0.8 x 2:;o = zoo< :so Kg/crr.2 

c 

f" = 0.85 x ?00 = 170 Kg/cm2 e 

b = 30 em 

h = 50 em 

A = 12 )( ~;. 07 = 60.84 cm2 
s 
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/1, f 60.84 4000 s II X q = -Ffl-T'' _____ = 
c -30x50x170 

KRo = _;_ + q = 1 + 0.95 = 1. 95 

= 0.95 

-x 

Como usaremos g~§ficas de flexocomprexi6n uniaxial tenemos para nomenclatura: 

la dimensi6n p3ralela al plano de flexi6n debe ser el peralte, en eada caso 

b = 50 em 

h = 30 em 

d = 30-6=24 em 

e = 12 em 

d 24 0.8 h- = To = 

e 12 0.4 h = 
~0 

Utilizaremos la figura 12 de la refereneia 4.2 
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K 

Q = 0. 95 e /h = 0.4 

K ·· O.i'l 

FIGURA 12 DE LA REF. 4.2 

Para q = 0.95 y e/h = 0.4 se obtiene 

K~x = o. 71 

UJ cu lo de KRY 

y 

5T 
•• 
• • 44 
• • 

l. • • . ,, 
~~~-~-4 

d' - 44 - 0.813 h - 50 -

e 32 0.64 f1'=50= 

32 

X 

b = 30 em 

h = 50 em 
d = 44 em 
e = 32 em 

Como d/h = 0.88, obtendremos el valor de KRY para d/h = 0.85 y d/h = 0.9 

(figuras 11 y 10 de la refereneia 4.2, respeetivamente), y por interpola­

ei6n se obtendr5 el valor de KRY para d/h = 0.88. 
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Para d/h = 0.85, q = 0.95 y e/h = 0.64 se obtiene K=0.55: 

K 

K = 0. 5 ~i 

q =0.95 
e/h=0.64 

/ d/h=0.85 

FALLA POR COMPRESION 

1-'----+----- R 

FIGURA II DE LA REF. 4. 2 

Para d/h = 0.9, q = 0.95 y e/h = 0.64, se obtiene K= 0.60 
K e/h =0.64 

d/h =0.90 

FALLA POR COMPRESION 
1"-----1-------- R 

FIGURA 10 DE LA REF 4.2 

Interpolando para d/h = 0.88: 

o':t:TJ" 
0.85 0.88 0.90 

KR.Y = 0.55 + x 
por tri§ngulos semejantes 

0.60 - 0.55 
0.90-0.85 

despejando x 

= 
X 

0.88-0.85 

- (0.60-0.55)(0.88-0.85) 
x- - (0.90-0.85) 

x=: 0.03 

por tanto 

KRY = 0.55 + 0.03 = 0.58 

- d /h 
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Aplicando la ecuaci6n (4.34) 

KR 
1 

1 + _1_ 1 r-- KRy - KRo Rx 

K =----· 
1 0.382 = 

R 1 1 1 --· + 
0.58 - 1. 95 0. 71 

Como KR = 0.38?., despejamos PR de la ecuaci6n (4.35) 

P K F bhf ll 

R = R R c 

donde F == 0.75 (falla en compresi6n) H 

PR = 0.382 X 0.75 X 30 X 50 X 170 = 73057 Kg 

P ~ 73.06 ton 
R 

VerificarE!mos si se cumple la condici6n de que KR/KR sea mayor que 0.1 
. 0 

KR 0. 3:3:2 -- = ----- = 0 196 > 0.1 si' se cumple KRo 1.950 . 

Por lo tanto, el valor de la carqa resistente es PR = 73.06 Ton 
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CAPITULO V.- ESTABILIDAD DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES ESBELTOS SUJETOS A 

FLEXOCOMPRESION. 

V.l.-CONCEPTOS DE EFECTO DE ESBELTEZ Y COMPORTAMIENTO 

V.l.l.- Introducci6n 

Un elemento 1?sbelto sujeto a flexocompresi6n tiene la caracteri'stica de prese~ 

tar menor resistencia que un elemento corto del mismo material y secci6n tran! 
versal. Esto se debe fundamentalmente a que, bajo la acci6n de carga axial y -

momento flexion ante, aparecen deformaci ones de 1 e 1 emento, cua l qui era que sea su 

longit~d; sin embargo, este efecto es importante solo en los elementos esbel-­
tos ya que en un elemento corto las deformaciones son tan peque~as que pueden­
ser despreciadas. Para comprender este comportamiento, consideremos una colum­

na de longitud L, en equilibria interno y externo, simplemente apoyada en sus­

extremes y bajo una carga exc~ntrica, ubicada en un sistema de ejes cartesia-­
nos ( x,y) como se muestra en la figura S.l.a. 

l ~v p v 
M totol 

q r- -1 

! 
I 
I 

__J 

_J~ 
L L -1 

I 

Lx X 

.~ 
M=Pq 

M=Pq ~ ~ p 

(a} (b) (c) (d) 

1=1 G. !5.1. COLUMNA ESBELTA SUJE.TA A FLE.XOCOMPRE.SION 
-

Cuando la carga P, es sumamente peque~a o se trata de una columna corta, el 
diagrama de mementos flexionantes de primer arden es como el mostrado en la fi 

gura S.l.b; definimos aqui como mementos de primer arden los que se evalGan 

sin considerar las deformaciones de la columna. Ahara bien,en el caso de una -
columna larga bajo la acci6n de P, se presentan deformaciones que aumentan la 

distancia de la lrnea de acci6n de la carga al eje de la columna, lo que e-­
quiva.le a que se 1incremente la excentricidad de la carga un valor "x" en cual­

quier punta de ordenada "y" como se muestra en la figura S.l.c. Por lo tanto,-
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el momenta flexionante en cualquier secci6n de la columna es M = Pq + Px, sien 

do Px un momenta de segundo arden que podemos definir como un momenta adicional 
debido a la deformaci6n de la columna. 

Existen dos aspectos importantes que influyen notablemente en la reducci6n de -

la resistencia por esbeltez de una columna sujeta a flexocompresi6n, estos son: 

el efecto de los mementos flexionantes en los dos extremes de la columna y la -

forma de la curvatura del eje de la columna, asi' como el desplazamiento lateral 

relative entre los dos extremes de la columna, efectos de los cuales haremos -­
una breve descripci6n. 

a) Efecto de los rrornentos flexionantes en los extremes de la columna y forma de 
la curvatura. 

El efecto de los mementos flexionantes en los dos extremes de la columna tiene 

influencia en la magnitud de las deformaciones y, en consecuencia, en los me-­

mentos de segundo orden. Consideremos par ejemplo, el caso de la columna que -

vimos en la figura 5.1., en la cual los mementos en los extremes son iguales y 

de signa contrario. Podemos observar que el momenta de primer arden es consta~ 

tea lo largo del eje de la columna (fig. S.l.b.) y la columna se deforma en­

curvatura simple (fig. S.l.c.). El momenta m§ximo de segundo arden, P6, que se 

presenta a la media. altura de la columna se suma al momenta de primer arden p~ 

ra obtener el memento total. En estas columnas siempre hay reducci6n de resis­

tencia por efectos de esbeltez ya que como se puede apreciar, el momenta total 

obtenido es la suma de los mementos m§ximos de primero y segundo arden. 

Consideremos ahara una columna como la mostrada en la figura 5.2.a, bajo la ac 

cion de la carga axial P y de mementos flexionantes del mismo signa en sus ex­

tremes; el diagrama de mementos de primer orden es como el de la figura 5.2.b. 

La columna deformada es de curvatura doble como la mostrada en la figura 5.2.c 

y el diagrama de mementos totales, obtenido como la suma de mementos de primer 

arden de la figura 5.2.b y los mementos de segundo orden, se ilustra en la fi­

gura 5.2.C:. En este caso es muy importante observar que los mementos maximos­

de primero y segundo lrden no se presentan en la misma secci6n, por lo que el 

momenta maximo tota·J no sera la Suma de 1 OS mementos maximos de primero Y segundo 

arden; por lo tanto, si observamos los diagramas de momenta flexionante total-
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en la figura 5.l.d y 5.2.d, podemos concluir que el efecto de esbeltez es m§s -

critico en los casas en que la columna tiene mementos flexionantes de signo con 
traric en sus extremes y le producen a ~sta curvatura simple. 

L 

-- X 

(a) (b) (c) 

-Px 

Mmcix. 
r -1 

Nr 
, . I 

(d) 

Pxmdx. 

FIG. 5.2. COLUMNA ESBELTA CON MOMENTOS DEL MISMO SIGNO EN LOS E XTREMOS 

b) Desplazamiento lateral relative entre los extremes de la columna. 

Este efecto se p1·esenta norma lmente en col umnas que forman parte de rna rcos no CDIJ~ 
traventeados, es decir, en aquellos quenotienen elementos que impidan el despl~ 
zamiento en su plano. En la figura 5.3.a, se muestra un marco de este tipo. La 

columna de eje A tiene un diagrama de mementos de primer orden como se indica­
en la figura 5.3.b y considerando las deformaciones de la figura 5.3.c, se pr~ 

sentan en la columna los mementos de segundo orden indicados en la figura 

5.3.d. Como podemos observar en la figura 5.3.b, los mementos flexionantes en­

los extremes de la columna le producen a ~sta una deformaci6n con curvatura do 
ble, pero por efecto del desplazamiento lateral de los extremes, los momentos­
m§ximos de primero y segundo orden se presentan en la misma secci6n a diferen­
cia de'l caso tratado en la figura 5.2, por lo que podemos asegurar que el efe.s:_ 

to de esbeltez cle una columna es mas critico cuando existen desplazamientos -
latera·les relatives entre sus extremes que cuando ~stos ultimos estan restring..:!_ 

dos contra tal cles~lazamiento. 
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~ 
p p p p 

F 
·~r-------

Pq
1 

M 2 

( a } (b) ( c ) ( d ) 

FIG. !5.3. MOMENT?S DE SEGUNDO ORDEN EN UNA COLUMNA POR EFE.CTO DE DESPLAZAMIENTO 

LATERAL RELATIVO DE SUS EXTREMOS 

V.1.2.- Formula de interaccion de columnas esbeltas sujetas a flexocompresi6n. 

Con el objeto de investigar el comportamiento de este tipo de elementos, consi 
deremos una columna esbelta en equilibria interne y externo, de material el~s­

tico lineal, bajo la acci6n de una carga exc~ntrica P, de excentricidad q en -

un plano definido por los ejes x, y ( figura 5.4 ). 

L 

~-... X 

FIG. 5.4. COLUMNA CON CARGA EXCENTRICA 
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Por efecto de la carga exc~ntrica P, se genera en la columna un estado de flexo 

compresi6n, para el cual el esfuerzo maximo de compresi6n, como qued6 estableci­

do por la ecuaci6n ( 1.23 ) en el capitulo I, tiene el siguiente valor: 

f p 
max = -- + ~L- sec ~ ------------ ( 5.1 ) 

A ::; 2 

en donde A es el ~rea de la secci6n transversal de la columna; S, es el modulo­

de secci6n de la secci6n transversal de la columna con respecto al eje de fle- -

xi6n ( en este~ ca~;o el eje Z ) y que se puede determinar como S = I/C, siendo -

"I" el nomento de inercia de la secci6n transversal de la columna con respecto -

al (~je :Je flexion ( eje Z) y "c", la distancia de la fibra mas alejada en com-­

presion al eje centroidal de flexion ( eje Z ). 

En la e(presi6n ( 5.1 ), recordaremos por el capitulo I que: 

,.-----... 

k 
. p 

~.I­
V EI 

-------------------------( 5.2 

y 

L - Kl ---------------------------------( 5.3 

doncle ")" es la lon(Jitud real entre apoyos; K, el factor de longitud efectiva­

de pandeo definido en el capitulo I, y L la longitud efectiva de la columna. 

Sustituyendo en la igualdad ( 5.1 ) a la constante k por su valor dado en la 

ecuaci6n ( 5.2 ) se obtiene: 

f max = _£__ + _l~g_ __ sec L 
A S 2 

{~I-----------( 5.4) 

multiplicando y dividiendo el argumento de la secante en la ecuaci6n ( 5.4 ) --

por· · sc ticne: 

f max P + --~~L sec nl 
A s 2 TI 

o sea 
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f max = _P_ + ~g_ __ sec T {!£---
A s 2 IT EI 

f max 
p Pg_ IT ~,------------( ) = - +- -sec-- 5.5 
A s 2 

el t~rmino IT
2 EI/L 2 que aparece en el radical de la ecuaci6n ( 5.5 ) es el va-­

lor de la carga axial critica de la columna como qued6 establecido en el capit~ 
lo I, esto es: 

------------------------------------( 5.6 ) 

si reemplazamos en ( 5.5 ) dicho t~rmino por P , nos queda que: cr 

f ~ p max := Pn IT + _...::t_ sec ~ ------------1 s. 7 I 
A s 2 cr 

En la tabla 5.1. y en la grafica de la figura 5.5 se puede observar que para -

valores de P menores que la mitad de Per' esto es, para P ~ 0.5 Per' se tiene: 

TI sec --
2 

~---

~I P ~ 1 -----------------------( 5.8 ) ~ -;---- ~l- ~ 
cr cr 

r--

{ :" 
I 

p 1T p -- Sec - I ---p 2 Per cr 

0.0 I .00 I. 0 0 
1-- ·f---------

0. I I . 14 I o I I 
t-- - f----

I o Z 5 0.2 I o :3 I 
t-· 

0.3 I o5:3 I o 4 3 
t-· 

0.4 I 0 8 3 I o 6 1 
t--

0 5 2 0 25 z. 0 0 
1-0 

Oo6 2 0 88 2. 50 --
0°1 3 . 94 3 3 3 -0 
0 . 8 6 0 06 5. 0 0 .,__ 
0. 9 I 2 . 42 100 00 

t--
I. 0 00 00 

TABLA 501 VARIACION DE CADA MIEMBRO DE LA ECUACION (5.8) 
EN FUNCION DE P /Per 
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Sec 1T \{f - -
2 Per 

12 

10 ,l 

8 I h ·-

6 w 
~ '/ 4 

.--::::. ~ 1\ 
2 

- I 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

VALORES DE P/ Per 

_ f'IG. 5.5 VARII'C~~N DE CADA MIEMBRO DE LA ECUACION (5.8) EN FUNCION DE P/Pcr 

p 
1-­

Per 

Puesto que exigiremos que la carga actuante P, no sobrepase la mitad de Per 
( en el capitulo I establecimos para columnas esbeltas de acero que P~ {12/23} 

Per) podemos admit~r la aproximaci6n que se expresa en la igualdad (5.8) y ha-­
cer la sustituci6n en la ecuaci6n (5.7), con lo cual tenemos: 

f max 
p 

A 

t __ i~L 

s 
1 
~p 
~r 

( 5.9 ) 

Como vemos en esta igualdad ( 5.9 ) , el esfuerzo maximo de compresi6n en la co­

lumna, debidc al estado de flexocompresi6n que genera la carga exc~ntrica, P, -
es igual al esfuerzo de compresi6n pura P/A debido a la carga axial P, mas el -

esfuerzo de compresi6n Pq/S debido a la flexi6n originada por el memento Pq que 

se produce per la excentricidad de la carga P, afectado del factor 1/(1-P/Pcr)­
que siempre es mayor que 1.0, ya que P< P , que incrementa el esfuerzo de fle-er 
xi6n Pq/S en la Medida que corresponde al efecto de segundo arden. Debe recor--

darse que el efecto de la carga exc~ntrica P, de excentricidad q, es equivalen­

te a la suma de los efectos de una carga axial de valor P, mas un momenta fle-­

xionante de valor Pq. 

Al esfuerzo actuante de compresi6n pura lo designamos con fa, y al esfuerzo ac­
tuante de compresi6n debido al momenta flexionante de primer arden con fb' esto 

es: 
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------------------------- ( 5.10 ) 

hacienda en la ecuaci6n (5.9) las sustituciones correspondientes por los valo-­
res indicados en las igualdades ( 5.10 ) queda: 

f max = fb ( --
1 
-) --------- ( 5. 11 

' 1-P/P cr 

Dividamos ahara los dos miembros de la igualdad ( 5.11 ) entre f 

1 
.L ----------- ( 5.12 ) 

max 

Como hemos considerado que el area de la secci6n transversal es constante, las­

cargas axiales P y Per son directamente proporcionales al esfuerzo actuante de­
compresi6n pura y al esfuerzo crftico de Euler, f y f , respectivamente, par-

a cr 
lo que: 

p 
= ------------------------ ( 5.13 ) 

Sustituyendo en la ecuaci6n ( 5.12 ) la relaci6n P/P por su valor dado en la cr 
ecuaci6n ( 5.13 ), resulta: 

-+ 
f ~ max 

f b 

f ~ max 
= 1.0 ---------- ( 5.14 ) 
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El esfuerzo mbximo de compresion pura en la columna, es el esfuerzo ultimo de -

compresi~n uniforrre que la pieza ~Jede resistir; del mismo modo, el esfuerzo rna 

ximo de compresi6n debido a flexion en la columna, es el esfuerzo ultimo que la 

pieza resiste bajo este efecto. Al primero lo representamos con f y al segun-uc 
do con fub; entonces, reemplazando en la igualdad (5.14) los denominadores que 

representan los esfuerzos m§ximos, fm§x' por fuc y fub tenemos: 

+ ----------
f 

ub 

= 1.0 ----------- ( 5.15 ) 

Esta igualdad expresa que en las condiciones de resi~~encia ultima de una colum 
na esbelta de material el&stico lineal, sujeta a un estado de flexocompresion,­
la su:na de 11as 'relaciones de esfuerzo de compresion uniforme actuante, entre el 
esfuerw ultimo de compresion uniforme, mas el esfuerzo de compresion debido a­

flexion actuante, tanto de primero como de segundo arden, entre el esfuerzo ul­
timo d·:: compresi6n PJr flexion, ,jebe set igual a uno. 

Ala igualdad (5.15) la designamos como "For;@la de Interaccion" para elementos 

estructurales el&sticos esbeltos sujetos a flexocompresion, en condiciones limi 

tes de esfuE~rzo. 

En condiciones de servicio, los esfuerzos ultimos f y f b deberan sustituirse uc u 
par los esfuerzos admisibles de compresion pura, F , y de compresion par fle- -a 
xion, Fb. El esfuerzo critico de Euler, f , debera reducirse con el factor de cr 
seguridad correspondiente a piezas estructurales esbeltas de comportamiento e--

lastica, sometidas a carga axial de compresion; el valor reducido de fer se re 
presenta con F'e• y se conoce como ''Esfuerzo de Euler", esto es: 

F' e 

f cr 
-- --·-·------------------------ ( 5.16) FS 

De esta manera la formula de interaccion (5.15), toma la sigu·iente forma: 

fb (' 1 ) 1- f -./'l='"F .--, -
1 a e = 1.0 ----------- ( 5.17 ) 

Fb 
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que es ·Ia "F6rmulat d1:! Interacci6n" para columnas esbeltas de material elastica 
lineal a flexocompresi6n en un plano. 

Esta "FCirmula" expresa que la suma de las relaciones de esfuerzos: de compre- -

sion actuante pura, entre el esfuerzo de compresion uniforme permisible, mas 

compresion por flexi6n actuante, de primero y segundo orden, entre flexion admi 
sible, debe ser igual a la unidad. 

El factor de seguridad FS que se requiere para definir el "esfuerzo de Euler" -
en la igualdad (5.16), asi como los esfuerzos admisibles a compresi6n pura F -

a 
y a compresi6n por flexion Fb' se determina segun la naturaleza de cada nlate-
rial el~stico,como se vera despu~s al plantear las formulas de interaccion espe­

cfficas para columnas esbeltas de acero y de madera a flexocompresion en un pl~ 

no, los cuales estableceremos partiendo de la "Formula General" (5.17). 

V.1.3.- -=-ormula de Interacci6n de columnas esbeltas sujetas a flexocompresion­

Yi ax i a 1 . 

Para el caso de columnas esbeltas elasticas, sujetas a un estado de flexocompr~ 

sion doble, es decir, con respecto a los dos ejes principales de la seccion 
transversal, un proceso similar al que se ha seguido para llegar a la formula -

(5.17) conduce a la siguiente igualdad: 

fa fbx (1-f~f~~-) fbz ( I ' 
1-f /F' ) a ex a ez 

+ + = 1.0 --------(5.18) 
Fa Fbx Fbz 

Esta igualdad es conocida como ''Formula de Interaccion de columnas a flexocom­

presion biaxial" parc1 condicior,escde servicio. 

Esta formula expresa que en una columna esbelta de material elastica lineal, en 

equilibria externo e interne, sujeta a un estado de flexocompresi6n con respec­
to a los dos ejes X, Z de la seccion transversal, la suma de las relaciones de­

esfuerzos de compresi6n pura actuante, entre compresion uniforme permisible; -­
mas compresion por flexion actuante de primero y segundo orden, entre compre- -
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sion permisible por flexion con respecto al eje X de la secci6n transversal de 

la columna; m§s la misma relaci6n conceptual de esfuerzos, con respecto al eje­
Z de la misma seccion transversal, debe ser igual a la unidad. 

La flexocompresi6n biaxial en una columna, se puede considerar como resultado -

de la aplicacion de una fuerza vertical P, exc~ntrica con respecto a ambos ejes 
X, Z de la secci6n transversal. 

Pongamos por ej1~mplo el caso de una columna de secci6n rectangular, cuyo eje 
l ongi t..Jdi na ll hacemos coincidir con el eje Y, y los ejes principales de la sec--
cion transvE:rsa 1 con 

y 

l p 

I fl' i 
tti=~=-= (: 

l! 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

los ejes X y Z ver figura 5.6 ) . 

y 

1' p 

~ 
z 
~// ·0~~]-·-·---tX 
( Q) 

p 

PLANO DE FUE:XION XV 
(FLEXION tll.REDEDOR DEL 
EJE Z i 

p 

(b} PLANO DE FLEXION Z V 
(FLEXiON ALREDEDOR ~L 
EJE X ) 

(c) SECCION TRANSVERSAL 

F\G. 5, 6 .- _£0LUMNA ESBELTA EN UN EST ADO DE FLEXOCOMPRESION EN DOS 
PLAN 0 S 

En la figura 5.6.a se muestra la el&stica de la columna en el plano de flexion 
XY, que se genera por efecto de la excentricidad de la carga P, paralela al eje 

X, a la que se designa como ez; en este case el eje de flexion es el Z. En la­

figura 5.6.b se observa la el§stica de la columna en el plano de flexion YZ, -
entonces el eje de flexion es el X. Dicha flexion se origina como resultado de 

la excentricidad de la carga P, paralela al eje Z que denotamos con ex. En la­
figura 5.6.c se ilustra la seccion transversal de la columna y la posicion de­

la carga P. 
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Las condiciones de apoyo de la columna en el plano XY pueden ser diferentes a­

las del plano YZ, adem~s el memento de inercia de la secci6n transversal con -

respecto al eje Z puede ser distinto al correspondiente al eje X. Por tales mo 

tivos, en las columnas en flexocompresi6n doble habr~ que calcular en general, 

separadamente, los t~rminos fbx' Fbx y F'ex de los t~rminos fbz' Fbz y F'ez' -
para sustituir en la f6rmula de interacci6n biaxial. 

V.2.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE ACERO SUJETAS A FLEXOCOMPRE­
SION. 

En el caso de columnas de acero sometidas a flexocompresi6n biaxial, las normas 
de diversos reglamentos se basan en la revisi6n de esfuerzos mediante la f6rmu­
la general de interacci6n (5.18) de tal manera que la suma de las relaciones de 

esfuerzos de compresi6n axial entre compresi6n axial admisible; m~s compresi6n­
por flexion de primero y segundo orden, entre compresi6n permisible por flexi6n 

respE'cto ,:: cada uno d•= los e.)es principales de la secci6n transversal no exceda 

la unidad, de moao que: 

f fbx (i-=t+~)· -~ (-1---) 1.0 -----(5.19) a + ~ ---
F Fbx Fbz ,1-f/F'ez a c/ ex 

En esta expres1on, lOS terminos 

1 l ------

l, 
1-f /F' a ex 

y ---------- (5.20) 
r 

1 J ------
1-f /F I a ez 

son factores de amplificaci6n que taman en cuenta el efecto de segundo orden -

como fue descrito en la secci6n V.1.2., y solo son v~lidos para todos los cases 

de columnas en cuyos extremes se tienen mementos flexionantes del mismo valer-
y signo contrario que le producen curvatura simple y no existe carga transver­
sal entre los apoyos. Sin embargo, este factor es demasiado conservador rara -

aquellos cases en que los mementos en los extremes son de diferente valor Y prQ 
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ducen curvatura cable en las columnas. Esto se corrige aplicando a los factores 

de amp'ificaci6n un coeficiente de reducci6n, C y C respectivamente que 
mx mz ' 

est~n en funci6n de la variaci6n de los mementos flexionantes a lo largo de la 

columna, de los cesolazamientos relatives transversales entre los extremes y de 

la presencia de cargas laterales entre apoyos en cada plano de flexi6n. 

V.2.1.·- Dimensionamiento conforme a las normas de AISC. 

Las normas del A1SC (ref .. 5.1.) E·specifican que una columna sujeta a flexocom­

presi6n biaxial en la que el esfuerzo actuante a compresi6n pura sea mayor que 

el 15% del esfuerzo axial admisible ( fa> 0.15 Fa)' se debe dise~ar de tal rna 
nera que cumpla con la siguiente f6rmula de interacci6n: 

fa c fb:>< c fbz 
+ mx 

+ mz 1.0 ------(5.21) -------------- < F 
( 1-

f ( --~'F a C0~---) 1::- h I 1-
• uX F ' bz e;< ezl 

en la que debe siempre observarse que: 

La forma de obtener cada uno de lGs par§metros que intervienen en la f6rmula -
(5.21) se detalla,ra en la secci6n V.2.1.a. Por otro lado, en algunos casas es­
posible que, dependiendo de la relaci6n de esbeltez en el plano de flexi6n, 
los esfuerzos combinadas calculados en uno o en ambos extremos de la columna -

puedan exceder los correspondientes esfuerzos que se producen en cualquier Se£ 
ci6n intermedia clonde existe desplazamiento lateral originado por los momentos 

en los extremes (efecto de segundo orden ). 

Por lo tanto, adicionalmente a la revisi6n con la f6rmula (5.21) se debera di­

se"ar para satisfacer la siguiente limitaci6n, en los extremes de la columna: 



fbz 
---- < 

F bz 
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i..O (5.22) 

En la e:uaci6n (5.22) se han omitido los factores de amplificaci6n - - - - - -
C I ( 1 ·f /F I ) c I ( 1 f IF I ) ;:l l t d 1 l . mx 1 - a ex Y ;11 z - a' ez Y~ que en os ex remos e a co umna no exls-
te incremento de excentriciJad de la carga por efectos de segundo orden y el 

esfuerzo admisible de compresi6n axial, F, se ha sustituido por 0.6F debido a 
a Y 

que e~ algunos casas, es posible que rija en el diseAo la fluencia del acero so 

bre la estabilidad de la columna. Este caso se presenta generalmente en columnas 

flexionadas 2n curvatura doble cuando la relaci6n del menor al mayor de los mo-­
mentos en l0s extremes excede de 0.5. 

En las f,:>mulas (5.21) y (5.22), el termino +b con subfndices < _';Z se define co 

mo ei PSfJerzo actua~te de flexi6n,calc~lado e~ la secci6n transversal, respec-

En aus2n~~- a de carqa transve;'sal ertre los puntas de apoyo, el diseAo debera -

hacE:r·se n:visando la: f6rmulas (5.21) y (5.22) en las que fb se determina con­

e i mayor c e 1 os morrer:-~os que actuan en uno de 1 os apoyos ( ver tab 1 a T. 5 .1.). 

Cuando existe carga transversal entre los apoyos, el diseAo debera hacerse pa­

ra satisfacer ·las f6rmulas (5.21) y (5.22) con las siguientes observaciones: 

a) en la revisi6n de la f6rmula (5.21), el esfuerzo fb debera calcularse con­

el mayor de los momentos que se presente entre los apoyos, con esta condici6n­

se evita la posibilidad de falla por pandeo, y b) en la revisi6n de la f6rmula 

(5.22) el esfuerzo &b debera calcularse con el mayor de los mementos que estEn 

actuando ~=n uno de los dos extrernos ar'oyados ( ver· tabla T.5.1.). 

Cuando el esfuerzo actuante de compresi6n 

f u e r z o ax ·i c. 1 ad m i s i b 1 e ( f < 0 . 1 5 F ) , l a 
a "' a 

axial, f, no excede del 15% del es­
a 

influencia del factor de amplifica--

ci6n C j(l-f /F 1 
) E:s qeneralrnente tan pequeAa que puede m a e 

ser despreciada; as1, 

la f6rmula de interacci6n (5.21) se p~ede reJucir a: 

f a 
F 
a 

f bx + ---
Fbx 

~ 1.0 ------------ (5.23) 
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V.?.l.a. Determinacion de las variables que intervienen en las formulas 

(5.21), (5.22) y (5.23). 

1.- Es;uerzo act~ante de compresi6n pura, fa' en kg/cm 2 • 

en donde P es la carga axial actuante en condiciones de servicio, yAel -
~rea de la secci6n transversal. 

2.- Es~uerzos actuantes por flexi6n fbx' fbz' en kg/cm 2
• 

f bx 

en que M , ~ , S y S son los mementos flexionantes y modules de secci6n-x Z X Z 

de la secci6n transversal respecto a sus eJeS principales X y Z respectiv~ 

mente. Para calcular los esfuerzos fbx y fbz es necesario tamar en conside 
raci6n la ausencia o presencia de carga transversal entre los apoyos como -

se explic6 en la secci6n V.2.1 yen la tabla T.5.1. 

3.- Esfuerzo admisible par compresi6n axial, Fa' en kg/cm 2
. 

Este es el esfuerzo de compresi6n axial que debe ser admitido como si sola 

mente existiera dicho esfuerzo. Para su c~lculo se deben consultar las re­

conendaciones del AISC que se estudiaron en la secci6n 1.4 del capitulo I. 

4.-· Es1=uerzos permisibles par flexi6n, Fbx' Fbz' en kg/cm 2
• 

Los esfuerzos 1=-
1 

y Fb son los esfuerzos de compresi6n permisible cuando 
JX Z 

la flexion ocurre alrededor de los ejes X y Z respectivamente. Estes es- -

fuerzos deben ser calculados como si solamente existiera dicho efecto. Pa­

ra conocer a detalle los valores permisibles se sugiere consultar el ape.!:!_ 

dice E. 

5.- Esfuerzo de Euler reducido: F~x' F~2 , en kg/cm 2
• 



Fl 
e 

273 

donde fer es el esfuerzo cri'tico de pandeo que vale, conforme a la ecuaci6n 

(1.42) del cap~tulo I, fer = ~ 2 E/(KL/r) 2 y el factor de seguridad recomen­
dadn por el AISC es FS = 23/12; per lo tanto: 

Fl 
e 

12 1T:< E 
·- --------

23(KL/r)2 

Asi, cuando la flexion ocurre alrededor de los ejes X y Z: 

Fl 
ex 

Vn:2 r: 
= ---------~--

z·~·(n ·,.. ' 2 
,) ' /I X I 

12 ~r" E 
:: -~------~-------

.23(KL/r f' z 

en cue E es el ffi6dulo dl elast1cidad del acero en Kg/cm 7
, K es ei coeficien 

te de longitud efectiva de panueo como se defini6 en el capitulo I; L es la 

longitud real no arriostrada en el plano de flexion considerado y rx y "z 
son el radio de giro de la secci6n transversal respecto a los ejes X y Z. 

Cuando un elemento estructural est§ sometido a flexocompresi6n bajo cargas 

debidas a viento o sismo, actuando solos o en combinaci6n con las cargas -

muertas y vivas de servicio permanentes, los esfuerzos permisibles Fa, Fbx' 

Fb v 0.6F, asi' como los efuerzos de Euler F1 y F1 podran incrementarse-z - y ex ez 
en un 33% siempre que la secci6n requerida bajo estas condiciones no sea-
menor que la requerida para la combinaci6n de cargas muertas, vivas e impa~ 

to ( en caso de que ~ste exista ) calculadas sin el incremento del 33% en -

los esfuerzos admisibles. 

6.- Coeficiente de reducci6n C , C mx mz adimensional ). 

El coeficiente : para cada plano de flexion depende de las siquientes con 
ITI 

diciones: del efecto de los mementos en los extremes de la columna asi co-

mo de la forma Je la curvatura del eje de la columna ( simple o doble ) 

originada por ~stos, del desplazamiento lateral relative entre los dos ex-
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tremos de la columna y de la ausencia o presencia de cargas transversales 

entre los puntas de apoyo en el plano de f1exi6n considerado. 

6a. )Para elementos en flexocompresi6n que formen parte de marcos restringidos -

contra des~lazamie~tos ~aterales en su plano de tal manera que no exista la 

posibilidad de desplaza~iento lateral relative entre sus extremes y sines­

tar sujetos a cargas transversales entre sus apoyos en el plano de flexi6n 
( fig. 5. 7): 

c m 0.6 - 0.4 , pero no menos de 0.4 

donde M1/M2 es la relaci6n del menor al mayor de los mementos en los extre­
mes del elemento en cl ~lano de flexi6n bajo consideraci6n. La relaci6n -­
f~1/~12 es df; si(;no posi :ivo cuando ei miembro se cleforma en curvatura joble, 

y nEgative cJanco el ~iembro se deforma en c~rvatura simple. ( fig. S.7.a.­

Y :i. 7. b.) 

\ t+ ~ 
'-V~ 

~~~ < M2 

( 1~ 1 I M 2 ) > o o 

( a ) 

M1 < M2 
( M I /M 2 ) < 0 . 0 

( b ) 

Fl<i. !).7:-CONVENCION DESIGNOS DE M 1/M2 
PARA CALCULAR Cm=06-0.4(M(M 2)~0.4 
EN COLUMNAS SIN DESPLAZAMIENTO LATERAL 
RELATIVO ENTRE SUS EXTREMOS. 
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6b.) Para elementos en flexocompresi6n en marcos no restringidos contra des-­

plazamientos laterales en su plano ( fig. 5.8 ): C = 0.85 
m 

FIG, 5.8 .- COL:JMNA CON DESPLAZAMIENTO LATERAL 
RELATIVO ENTRE SUS EXTREMOS. 

6c.) Para elementos en flexocomp:esi6n er ~arras restringidos rontra desplaz~ 

dP desplazarnL;nto lat~,ral relati'fo e-n><:; sus extrernos y SL<j,:::tos a cargas 

transversales entre s.s apos-os, los s;gL:ientes 

;:u: den u t i ·1 ;i z a , s e ( f i ';) . 5 . 9; : 

Para elen2ntos en los cua1rs e' momento 

ma.x1mo "''~ presenta en uno o en los dos 

de los e>tremos -----------------------

Para ele~entos en los cuales el memento 

m§ximo se presenta en cualqJier secci6n 

localizada entre los extremos ----------

valores aproximados de C 
m 

c m 

c m 

0.85 

1.0 

En forma alternativa el valor de em en el plano en consideraci6n, puede deter 

minarse mediante la ecuaci6n siguiente: 

c m 

f 
·-l+ur a 

T -rr 
e 
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ern =0 85 

( b ) 

Cm= 1.0 

( c ) 

FIG.5.9- COLUMNA SIN DESPLAZ.AMIENTO LATERAL RELATIVO ENTRE 
SUS EXTREMOS Y CON CARGA TRANSVERSAL. 

en donde ~ es un valor que depende del tipo de carga transversal y del tipo de 

apoyo ~=n los e>(t:renlOs de la columna. En la tabla T.5.2 se muestran diferentes 

valore, je ~ c~ando los apoyos son articulaciones o empotramientos perfectos. 

En el 1:.;;.so en qt..e el momenta maximo se presenta en uno o en los dos extremes -

de la columna, el valor de Cm resulta ligeramente menor que la unidad ( en es­

te caso se recomienda C = 0.85 ). Sin embarao, cuando el memento maximo ocu--m -
rre en alguna secci6n cercana al centro del clara, el valor de t se determina 

con la ~iguiente expresi6n: 

u = -- TT 2 6o ___ Il - 1 
r~.-,L 2 

donde es la ~ax1ma aeflexi6n cebida j la cargJ transversal y M~ es el m~xi 

mo memento flexionante ocasionado por 13 _Jrga transversal y que se presenta­

entre ~os apoyos de la columna. 



j:::Lo~:~N~E TuM_EN DE DIOENO POR FlLExoc0~M::::~: ":E9:~~:~c,:~::oj CON FORME A NOR MAS\ DeL A,l:o~MULAS 
1 CAR GA I CAS 0 I 0 E I Cm. fb Q.JESEDEBEN 

XIAL I MOMENTOS i ,.-LEXION I I I ...... ,"FArFRI A I : . I I F"'' -"· __ ._, 
I ' ! i ! -~~ -> .. ! ! I ' . T . ! 

fa > 0.15 Fa 

I ?> ' ~- - - .. . ~ j, . ' I !!41 ~ i 

1
~,~-)~1 ~M2 i/M 

1-· ____ (_1_) ___ ~------ _______ J \"iA 

( Ill. '>I\ M:E 
::::.· ... --- (5.22) 

> Mt i -- -(---- -·· 
. --~ M· 
---B~~ __ J~ Mt ~~3JM2 ! 

2 

M, I ------- I\ M2 /i· 
l2 l I \ M 1-------- '- _____ ., ___________ _ 

') I 0.6-0.4 (!;1!_)::.. I M2 I (5.21) 
2 ~(-) I M2 0.4 s y 

---------~-- - (5.22) --

M2 
(5.21) 

(4) 

M3 
~ 

M1 V ~M2 

I 

> Mt 0.85 

----- - --

> Ml 

> M3 
0.85 o [t+' fa /Fe J 

I .. 

> M2 > Mt I 0 o [ I + 'I' fa IF~ 

---- -

s 
y 

(5.22) 

---' 

M2 
(5.22) 

- s 
M3 

s 
(5.2 I) 

-; 

M2 

s 
(5. 22) 

I 
-

M3 I 
(5.21) s 

~-- -- Mmax. 
s (5.23) 

-- - - -- - I 

fa ~0.15 Fa I CUALQUIER CASO (I )a( 4) I ---____ j_ 

N 
'-1 
'-1 
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TABLA T.5.2 

C A S 0 'f 

1~~~ 0 . 0 

'~~4f- -0 4 

~~~ -0 4 

t ~f-
I 
-0 2 t5 

fS 
-t--L/2~ t-- -o .3 

'• 1 ~ . I -0. 2 -

Cuando se tiene un elemento bajo flexocompresi6n en un s6lo plano, en las 
f6rmulas (5.21), (5.22) y (5.23) se puede omitir uno de los dos t§rminos co-­

rrespondientes a los efectos de flexi6n respecto al eje X o Z segGn sea el ca 

so, de modo que en el plano de fleJ<.i6n cuando f > 0.15 F , se debe diseiiar p~ a a 
ra satisfacer las siquientes formu-las (5.24) y (5.25): 

f 
a + 

~-

c f m b 
f fa --J-- < 1.0--------· (5.24), en lugar de la f6rmula (5.21) 

(1-F'-Fb 
' e 

y 

fb 
+ --- < 1. 0 ------------ ( 5. 25), en l ugar de 1 a f6rmul a ( 5. 22) 
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En el case de que f~ < 0.15 Fa: 

1.0 ------------ - (5.26), en lugar de la formula (5.23) 

En las formulas (5.24), (5.25) y (5.26), las variables f , fb' F ,Fb' F' y-
a a e 

Cm pueden determinarse en el plano de flexion conforme a la seccion V.2.l.a,-
incisos 1 a 6. 

V.2.2.- Ejemplos 

EjemplJ 5.1.- Se tiene una columna de acero A-36 de 4.50 m de altura, que en-

2l pl~;() ZY est& empotrada en la base y libre en el extrema superior, yen el -

p·lar.o :;' esta empot,..ada en la base y articulada en su extrema superior. Revisar 

s· 1c:' ~::·::cion I prc,puesta r~s ddecuaoa para soportar en condiciones de ?f~r·vicio 

una cctr~a de .33 tor' .. ap"licc.da a 0.4:; r ljei '~C: X. Consl::1ei"J, tydr'a el acero -·­

A-36 quE F = 2530 kg/cm 2 y E = 2.039 x 10 6 kg/cm 2
. 

y 

t· 
! 
I 

El 
oi 
Ill\ -t-: 

Solucion: 

,, 
-~j I , 

,_t~-
=:;J 

II'! I 

P= 33 ron 

e.,= 0.4 5 m. 

z -----
P LA N Q _:L1._ 

Elementos mecanicos.­

p = 33 ton. 

-· -1 

z ;.("' 
PLANO XY 

X 
~ 

= 33 (0.4:;) = 14.85 ton-m (constante) 

= 33 (C) = 0.0 ton-m 

P= 33 ton r--·· 
i \z 0 

101 .-', I , 

, 'I 
_; ~--- t· 
T I 

x__L ' X rol o\ -- ·- rn! <t I 
I I 

r::::::':~z :::J o J=- 1-
1 I -(COTAS EN CM .) 
' 30 I 

S rcc JON~RANSV ERSAL 
(CORTE 1-1) 

Por·ser flexocompresion en el plano ZY se aplican las formulas (5.24), (5.25)­

o· (5.26) segan corresponda al caso. 
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Propiedades geomE!trieas de la secei6n. 

A = 30xl.Ox2 + 3E:xl.O = 98 em 2 

IX 
30 (40) 3 {30--1) ( 38) 3 

:::7393 em 4 = = 
12 12 

4503 em 4 

rx r IX ~ r-;;~ 
= -tr--- = -t: = 16.7 em 

1 A 1 98 

rz ~{~ ~ f4:~3 ~ 6.8 em 

s 
X 

I 
- z s_, - -·-·-

L Cz 

:27393 
= 1370 em 3 

:20 

,:!)03 --- 300 ' = _____ 1_5_ c:n" 

En el r1ismo orden de la secei6n V.2.1.a.: 

1. -· f 
a 

fa 
p 

- ---

A 

fbz = 0.0 

3.- F ·· a· 

= 
33000 337 ----- = 

98 

14·. 85 X 10 5 

1370 = 

__ lf'~ 
0 emL 

1084 ~ < 0.6Fy = em 
0.6x2530 1518 kg/em 2 

Relaei6n de esbeltez:en el plano ZY,por estar en cantilever K~ 2.1 
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. n a secc1on . yenelplano)(Y,Kz=08(vertablae 1 .~ 14) 

&_!:_ = _1_. 11xE_ 457(~- = 56. 6 
r x >. 

0. 8x4!30 
- -6~8·-· = 52.9 

por •o tanto, para pandeo por carga axial rige Kxllr = 56.6 yes menor que 

Cc ==f2n 2 E/~~ :::uyo valor para el acero A-36 esC 2126.1, lo que indica-) c 
que su comportamiento se encuentra en el rango inel&stico y el esfuerzo F -

a 
se determina con la ecuaci6n (1.55) en la que el factor de seguridad es: 

FS 2 _ 5 3(KL/r) i'KL/r)' 
- -J- + -----·"t:·(~-. - - --)j( r 3-

!:-
a 

5 ----- + 
3 

r 
l 1-

L. 

l. 

:3(56.6) (56.6)' - ·, :!24' 
',gTf2T:l) - 'P126.Tl 2 - LU 

( KL/ r) 2 -, 
~ 

I ___ L I ---··------- ---

2 c 2 J :c: 
c v2 

Como s6lo hay flexi6n alrededor del eje X no es necesario calcular Fbz' Para -

una seccl5n I, el esfuerzo Fbx se cletermina conforme al apendice E o al cap1-
tulo IIIde este libra ( secci6n III.2.1); asf,el esfuerzo permisible m§ximo a 
flexi6n debe ser el mayor de los valores dados por las ecuaciones (3.9), (3.10) 

6 (3.11) segGn sea el caso,pero sin que exceda 0.6 Fy. 

Por la ecuaci6n (3.9): 

F 
b 

0; 6 ( 0. 69) E ~~-­
Ld/bt 
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en donde d es el peralte total de la secci6n, by t son el ancho y el espesor 
del patin en compresi6n y 

Cb = 1.75 + 1.05 (~1/M2) + 0.3 (M1/M2) 2 ~ 2.3 

ML = ·- 14.85_ = - 1 ( curvatura simple 
M2 14.85 

cb = 1.75+1.05 (-1) + o.3 (-1) 2 = 1.0 < 2.3 

por tanto 

= 0.6(0.69) {2.039x10 6 )(1.0) 
Fb - 4!:>0(40)/(30)(1.0) . 

1407 kg/cm 2 < 0.6 F 1518 kq/cm 2 

y 

Relaci6n de E~sbeltez L/rT: 

i!! 
I 

I = 1.0 (30)3 + 6.3 (1)3 = 2250 cm4 
T 12 12 

1----,·- -nO c ___. -·- .-' 
\ \ \t'-\ -' ~8/6 =6.3 AT = 30x1+6.3x1 = 36.3 cm 2 

~~·~ 
, I.C 

t--~-..J 

.frT rmo 
rT =1-i- =136.3 = 7.87 em 

I 

L _ 450 2 rT -· ---=r:s7 - 57 .. 

Coeficiente de columna C~ 

r---------

C' 
c 

35. 86) ( l.O~Lffi = 119.05 
~~530 

< C' .'. pandeo inelastico 
c 



283 

mediante la ecuaci6n ( 3.11 ) : 

=[+ F(l/r) 2 

CJ Fb 
y - T F 

(107.6) (10 6
) 

y 

Fb = r -3
2 ·- ?:230 (57 · 2)

2 J 2530 = 1492 kg/cm 2 < 0.6 F =1518 kg/cm 2 

L 107.6) (10 6
) (1) y 

de la ecuaci6n (3.9) y (3.11) rige el mayor de los valores obtenidos para Fb,­

por lo tanto, el esfuerzo m~ximo permisible por flexi6n respecto al eje X es: -

Fbx =1492 kg/em 2 
' 0.6 FY 

5. ·- ri 
r 

ex 

F' e'/ ·' 

F' ex 

6.- c mx 

= 

3277 kg/em= 

En el plano ZY ro hay restricciones contra desplazamientos laterales; por­

lo tanto: 

cmx -= 0.85 

Revisi6n de esfuerzos: 

= 
337 
1247 

0.27 > 0.15 

revisi6n de la f6rmula (5.21): 

f c fbx cmz a mx + ------ + 
fbz 

F 0- ~-) ( f a 
Fbx 1-F~)Fbz F' ez ex 

< 1.0 



337 
1247 

revisi6n 

fa 
o.-6F y 

337 
1.518 

+ 

de 

+ 

+ 

284 

0.85 )( 1084 

( 
337 ) 1- -3277 1492 

+ 0 0.96 < 1.0 

la f6rmula ( 5.22 ) : 

fbx 
+ 

fbz 
1.0 -rb;- Fbz 

< 

1084 + 0 0.95 1.0 1.492- = < 

por lo tanto la secci6n I propuesta es adecuada. 

Ejemplo 5.2.- Revisar si la secc1on caj6n de acero A-36 de la columna mostrada 
en la figura, es adecuada para soportar las cargas que est&n actuando en ella. 

r 
l-

y 

p 

y 

p 

P. ell------·-· 

---~ 2: 

PLANO ZY PLANO XY 

Soluci6n: 

z 

z 
1. ~ r I 7-1 ~-5 

~20....j 

Elementos mec&nicos en el extreme superior: 

p = 50 000 kg 

M = PE· = 50 000 )( 16 = 8 X 10 5 kg em 
X ~ 

Mz = Pe = 50 000 X z 20 = } 0 X 105 kg em 

Elementos mecanicos en el extrerno inferior: 

p = 50 ton. 

ell = 16 em. 

ez = 20 em. 

Fy = 2530 ko /em2 

E = 2,0 39lii06 ko/em2 
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p = ~)0 000 kg 

M 8 x 10 5 kg em 
X 

kg em ( por ser articulaci6n ) 

Diagrama de momentos: 

B 1110 5 

Cl) Mx (Kg CIT, PLANO ZY b) Ml (Kg ern.) PLANO XY 

Propiedades geom~tricas de la secc1on. 

r 
X 

__ 40( 20) '~ - _ 3ZiPl~ :::: 1E18 em 4 
z 12 12 

,---
Y' = ~~~- = ~ 34908 = 14 .. 3 em 

X 171 

y· = J= ~z: =1/11518 -- 8.? em z 171 

I 34908 X 1745 em 3 

~-
= 20 -

Iz 11518 
r = 10 -- 1152 em 3 

I.J z 

1.- Obtenci6n de fa 
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p 50 000 
fa = A-· = -171~-- --

2.- C~lculo de fbx y fbz 

La seccl6n cri"tica ver dia1jramas de momentos es en el extrema superior, por 
tanto: 

3.- Esfuerzo admisible F 
a 

Kxl _ 2.lx500 = 
--r)~-- ~-3-

En el plano XY: K~ = L.O 
~-

K.,L 
I. 

-----· = 
r., 

~-

1. Ox500 

8.2 

73.4 

61.0 

para determinar F. 
cl 

rige la relaci6n de esbeltez en el plano ZY por ser la de -
es C = 126.1 con­e mayor valo~comparando con Cc cuyo valor para el acero A-36 

cluimos que su cornportamiento es en el range inelastico, ya 
Por lo tanto, conforme a la secci6n 1.4 del capitulo I: 

que K L/r < Cc. X X 



FS 
2 

= 5 ~ 3(73.4) 
-3- "8( 126.1) 

= [ 1- .U~/r)~ J 2C L c 

287 

1.86 

p3.4)2 J 
?(126.1) 2 

2530 
1. 86 

= 1130 kg/cm2 

4.- Esfuerzos admisibles por flexi6n Fbx y F
02

: 

Conforrne al apenclic'= F , para una secci6n cajon: 

0.6 F y 

F == F bx bz = 0.6 x 2530 = 1518 kg/cm 2 

5.- Esfuerzo de Eul'.er F' , ex 

F' ex 

F' = ex 

F' ez = 

F' = ez 

12 T 2 x2.039x10 6 

23(73.4) 2 

12 TT
2 E -----

23 ( K//1~2 ) 2 

12rr2 x2.039x106 

23(61.0) 2 

Cl • 
I • ez 

= 1949 kg/cm2 

= 28.22 kg/ cm2 

En el plano ZY por no existir elementos que impidan el desplazamiento relative 

entre los extremes: 

cmx = 0.85 
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En el plano XV, no hay desplazamiento lateral relativo entre los extremos y el 

diagrama de mornentos produce deformaci6n en curvatura simple; por lo tanto, 
( ver caso 2 de la tabla T.5.1 ): 

Lmz = 0. 6 - 0. 4 ( ~~ ) > 0. 4 

en que 

·- 0 

c == 0. 6 mz 

RE!Vi s ·i 6n de esfuerzos f /F a a 

292 
1130 - = 0.258 > 0.15 .. revisaremos con las formulas (5.21) y (5.22): 

por la formula (5.21): 

0.258 + 0.85 X 458 + 
-( ---;)9-2) . ,_ -~=--· 1518 

- 1949 

0.6 X 868 

(1- 292 ) 1518 
2822 

0.258 + 0.302 + 0.383 = 0.943 < 1.0 

por la formula (5.22): 

fa fbx 
+ 

fbz 
< 1.0 -·--- + ---

Fbz 0.6Fy Fbx 

292 + 458- + 868 --- --
1518 1518 1518 

0.192 + 0.302 + 0.572 = 1.066 > 1.0 

< 1.0 
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como nose cumple la formula (5.22) podemos concluir que rige la falla por fl~ 

enci a en los apoyo::; y por 1 o tanto habra que proponer una secci 6n transversa 1 -

de mayores dimensiones. Sin embarg,J, como el exceso de la suma de relaciones de 

esfuerzo,con respecto a la unidad ~~s solo de 6.6%, puede admitirse la secci6n -
propuesta. 

V.3.- DI~ENSIONAMIENTO Y REVISION IJE COLUMNAS DE MADERA SUJETAS A FLEXOCOMPRESION. 

V.3.1.- Introducci6n. 

En e·l estudio de columnas de madera de secci6n transversal maciza cuadrada o -­

rectangular bajo flexocompresi6n pilralela a las fibras, el Reglamento de Cons-­
trucciones para el Distrito Federa·l (ver. ref. 5.2.) parte de la ecuaci6n­

(5.17)y aplica sus J"E~comendaciones al disefior por f1exocompresi6n en un s6lo pl~ 
no de simetri'a dE columnas rectangulares. 

La flexocompresi6n biaxial no est& suficientemente estudiada por el RCDF por lo 

que se r~ecomienda E~vitar el efecto simultaneo de flexion en los planos de sime 
tria. Para esto, el mismo reglameni:o sugiere arriostrar a la columna o usar dia 
fragmas que impidan su deformaci6n en uno de los planos, (ver. ref. 5.2 ). 

V.3.2.- Formula de interacci6n. 

Partamos de la forn1ula de interacc6n (5.17) para el disefio de una columna en­
flexocompresi6n en un plano, bajo ·a acci6n de carga vertical excentrica y car­

ga horizontal como se muestra en la figura (5.10). 

~- --­, 
L 

-~ 

1 

• 

CORTE 1-1 

FIG. 5.10 :- FUERZAS ACTUANTES EN UNA COLUMN A DE MADERA. 

En la fOI~'mula (5.1?) se debe satisfacer que: 
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< 1.0 ---------------(5.27) 

en donde los terminos f y F fueron definidos en el capitulo I en el tema rela a a 
tivo a columnas de madera bajo carga axial. Recordemos que 

en donde An es 
do b .. , d 1 as n -' n 

el area neta de la seccion transversal que vale A = b d sien n n n' 
dimensiones netas de la seccion que se obtienen reduciendo 1 em 

a cada lado de la seccion nominal. 

Asf, de la figura 5.10: 

b = b - 1 (em) 
n 

dn = d - 1 (em) 

Fa es el esfuerzo permisible en compresi6n paralela a las fibras, que se defi­
ni6 en el tema relativo a columnas de madera bajo compresion axial del capftulo 

I en el que F = f ~· a Cu 

El terrnino: 

es el producto dE!l esfuerzo actuante de flexion, fb,por el factor de ampl ific_! 
cion 1/(1-fa/F 1 e]. En el caso de las columnas de madera de seccion rectangular 
d i cho producto SE! ex pres a como MT/S, o sea: 

----------------------(5.28) 

siendo 
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M = M + S M T E~ -----------------------------(5.29) 

don de 

M =memento flexionante miximo del,ido a cargas transversales al eje longitudinal 

de la columna .. 

8 = factor de amplificaci6n debid<> a efectos de segundo orden. 

Me = memento flexionante debido a la excentricidad de la carga. 

Me = P.e ------------------------(5.30) 

sustituyendo M en la ecuaci6n (5.29), por su valor dado en la ecuaci6n (5.30): 
e 

M1 = M + B Pe -------------------------------(5.31) 

dividiendo ambos miembros de la ecuaci6n ~5.31) entre el m6dulo de secci6n, S: 

= 
M 
s 

f,Pe + --·-·--s ---------------------(5.32) 

en el caso mostradJ en la figura (5.10), la flexi6n ocurre alrededor del eje Z 

por lo que S valE!, aplicando las dimensiones netas: 

s = 

I = 

c = 

I 
c 

b d 3 

n n 

12 

por lo tanto 

b d 3 

n n 
s = 12{d/2) 



s - . 
b d 2 

n n 
6 
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-----------------------------(5.33) 

sustituyendo Sen el segundo t~rmino del segundo miembro de la ecuaci6n (5.32), 
por el valor dado en la ecuaci6n (5.33): 

como b n 

r~T 
-s- = 

M 63Pe 
-s- + "ba7 

n n 

d = A nos queda n n 

1·1 p 6Se 
-s- + -·rs:- -d-

n n 
----------------(5.34) 

en la ecuaci6n (5.34), d es la dimension neta de la secci6n transversal en di­
n 

recci6n de la excentricidad e, por lo que la designaremos como d , por lo que: 
0 

d = d 
n e 

con lo cual obtenenos 

---------------(5.35) 

Sustituyendo en la igualdad (5.28) al cociente de MT/S por el valor dado - -

en la ecuaci6n (5.35) nos queda: 

M + _P _ 
-s- An 

6Se ( ) _ d ____ 5.36 
e 

Por otro lado, E!l termino Fb de la formula de interacci6n (5.27), correspon-­
diente al esfuerzo admisible por flexion, en el caso de columnas de madera se 

expresa como: 

Fb fbd . cf -------------------------(5.37) 
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ademas 

Fa = fed ---------------------------(5.38) 

llevando ala formula (5.27) los valores de los terrninos dados en las igualdades 
(5.36), (5.37) y (5.38) obtenemos: 

1.0 ------(5.39) 

A la expresi6n (5.39; se le conoce como ''formula de interacci6n para columnas de 

madera de seccion maciza~cuadrada o rectangular, sujeta a flexocompresi6n paral~ 
la a las fibras en Jn solo p-ano". 

V.3.3.- Identificaci6n de los t§rminos que intervienen en la formula de interac 

ci6n. 

En la formula (5.39) se tiene: 

fa = esfuerzo actJante de compresi6n axial fa = P/An 

fed = esfuerzo de compresion axial permisible, paralela a las fibras,obtenido­
como si s6lo actuara dicho 1:sfuerzo, conforme a la secci6n 1.4 del capit~ 

l 0 I. 

M = momento flexionante maximo deb·ido a cargas transversales al eje longitudinal 

de la columna. 

S =Modulo de secci6n de la secci6r1 transversal en el plano de flexion. 

s = 
b d 2 

n n 
6 

en que b y d son las dimensic>nes de la secci6n transversal perpendicular -n n 
y paralela, respectivamente, a~ plano de flexion. 



294 

P = fuerza normal de compresi6n paralela a las fibras. 

An = &rea neta de la secci6n transversal de la columna An = bn. dn 

e = excentricidad de la fuerza normal, medida desde el eje centroidal de la 

columna hasta la linea de acci6n de la carga. El RCDF ( ref. 5.2) reco- -

mienda que esta excentricidad no se tome menor que el 10% de la dimensi6n 

de la secci6n transversal paralela al plano de flexi6n considerado; es -­
decir, e . = 0.1 b o e . = 0.1 d m1n m1n 

Si My e son nulos, la columna ha de disenarse par flexocompresi6n simple 
considerando la excentricidad minima en cada plano de simetria de la sec­
ci6n transversal. 

de = dimensi6n de la secci6n transversal en direcci6n de la excentricidad e. 

B = factor de amp! ifi caci 6n que tom a en cuenta 1 os efectos de esbe ltez a l in­

crementar e·l memento Pe causado por la carga vertical. En la referencia -
5.3, se obtiene un valor B = 1.25 para una columna esbelta doblemente ar­

ticulada que se deforma con curvatura simple; para columnas con otras con 
diciones de apoyo en los extremes, el criteria puede aplicarse si se usa 
la longitud efectiva de pandeo de la columna que en el capitulo I se de­

fini6 como KL. Asi: 

B = 

B 

1.0 

1. 25 

cuando ~L < c c n 

KL cuando -b- > 
n 

cc 

don de cc = ..Vo.3E/fcp 

\ - coeficiente de longitud efectiva de pandeo que depende de -
las condiciones de apoyo de los extremes de la columna y c~ 

yos valores se definieron en e] capitulo I, (ver fig. 1.21l 

L. ·- longitud entre apoyos que evitan el pandeo. 

KL/bn - relaci6n m&xima de esbeltez. 
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E = m6dulo de elasticidad de la madera. 

fcp = E~sfuerzo permisible en compresi6n axial paralela a las fi­

bras. Su valor se defini6 en la tabla T.l del capitulo I. 

fbd Cf = esfuerzo admisible en flexi6n sin carga axial. 

Cf = factor de tamaRa asoeiado a la resistencia de elementos a -

flexi6n. En la referencia 5.3 se han heche estudios experi­

rnentales que demuestran que la resisteneia relativa en fle­

xi6n decrece al aumentar el peralte. Esta disminuci6n es i~ 

portante a partir de peraltes del arden de 30 em. El RCDF -

reeomienda: 

cuando d~ > 30 em, Cf = 0.81 

cuando d
1 

~ 30 em, Cf = 1.0 

d 2 + 922 
n 

d 2 + 568 
n 

d en em. 
n 

d = dimensi6n de la secei6n transversal paralela al plano de -
n 

Obtenei6n de fbd: 

flexi6n. 

cuando r < lCi ""s 

fbd = fbp --··------------------=------ (a) 

cuando 10 < c 
(' 

·' 

fbd = fbp [ 1·· 

0.40E 
c 2 
s 

~ ck 

1 
-3- ( ~: ) ' ]-------- (b) 

------------------------ (c) 

en las expresiones anteriores 
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c = 1 4 ~ ---------------(d) s . 
n 

ck ={f- . ~bp ----------------(e) 

f = bp esfuerzo permisible en flexion en elementos sin posibi 
lidades de que se presente pandeo lateral. 
( ver tabla T.5.3.). 

Los factores Cs y Ck taman en cuenta el efecto de pandeo l~ 

teral del elemento ( ref. 5.3). En la expresi6n para valuar 

Cs, bn Y dn son las dimensiones de la seccion transversal -
perpendicular y paralela, respectivamente, al plano de fle­
xion; L es la longitud entre apoyos que evitan el pandeo 1~ 

teral. 

TABLA T. 5. 3 ESFUERZOS PERMISIBLES EN FLEXION 

EN ELEMENTOS SIN PAN DEC LATERAL CONFORME A LA 

NORMA DGN C 18- 19 4 6 

CLASE DE MADERA fbp(ko/cm2 ) 

SELECTA 80 
PRIMER A 60 
SEGUNDA 30 

TERCER A 20 

Variaci6n de fbd en funcion de Cs 

Analizando los va:lores limites de las fonnulas (a), (b) y (c) para obtener el 

valor de fbd tenemos: 

a) cuando Cs = 10: 

Par la fonnula (ct): 
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Par la f6rmula (b): 

para abtener el valor de Ck consid2raremos un valor mfnimo de E = 30 000 Kg/cm 2 

para madera de primera en la que f. = 60 Ko/cm 2 ; asf, con la f6rmula (e): Dp ~ 

!3 E -
- \ 5 f bp 

por tanto, por l~ fErmula (b) cuando C
5 

10 y ck - 17.32: 

fbd f [ 1-· cL (--_lQ_\} 
4 J bp ,: .17. 32 

Estes valores se han graficado en ·Ia fiqura 5.10 1 y se observa que cuando C
5

=10 

existe una discontinuidad y un pequeAa salta en la gr~fica, pues por un lado -

se obtiene por la ~6r~ula (a) que el valor de fbd es igual a fbp y, para ese -­

mismo valor de C
5 

perc por la f6rmula (b), el valor de fbd es igual a 0.963 fbp. 

b) Cuando C
5 

= Ck 

Si C
5 

Ck' par la f6rmula (b): 

f bd " f bp [ 1- ~ ( -~: ) ' J 
reduciendo y ordenando: 

Por la f6rmula (c): 
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0.4E 
= 
-~ 

en la que se puede considerar que C
5

2 = Ck 2 
, o sea, por la f6rmula (e) 

c 2 

s 

llevando este valor a la f6rmula (c): 

0.4 E = 3-, -E-

5 fbp 

reduci endo: 

Se observa que el valor de fbd obtenido por las f6rmulas (b) y (c) cuando C
5

=Ck 

es fbd = 2fbp/3 y que la discontinuidad de la curva del esfuerzo admisible por 
flexi6n pura en ese punta s6lo es angular ( ver fig. 5.10 1 ) 

0. 96 3 fbp 

0 

I -- --- -·-- --,- -- - -- - -- - - -
I 
I 
' 

---L--------------------~--------------~~cs 
Cs•IO Cs• CK 

FIG. 5--10'.-VARIAC~ON DE fbdEN FUNCION DE C5 
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V.3.4.- Ejemplos. 

Ejemplo 5.3.- DiseAar la columna de madera de primera,mostrada en la figura, -

cons ide ran do que ·1 a fl exocompres i 6n es para 1 e 1 a a las fi bras. En e l p 1 a no XY 1 a 
columna est§ en cantilever y en el plano ZY la base est§ empotrada y el extreme 

superior a~ticulato. 

-.. 1 S 0 M .LI.B.!S~L 
Soluci6n: 

F 

E 
0 
0 
10 

y 

J 

D 

PU.N 0 X Y 

Elementos mec&nicos en la secci6n crftica. 

y 
4. 

p 

PLANO Z Y 

p = 49 00 kQ 

F = 300 kg 

E =40000 kQ/cm2 

La secci6n crftica ser§ la base de la columna por estar en el plano XY en can­

tilever y bajo una carga transversal. 

p = 4900 kg 

M = 300 X 300 = 90 000 kg em 

Se propane una secci 6n de D = 35 em y B = 15 em 

D 35 2.33 --- = 
B 15 

Dimensiones netas y p1·opi edad1?S : 

b = 15 --1 = 14 em n 
d = 35 --1 = 34 em 
n 

A = 14 )( 34 = 476 cm 2 

n 
Obtenci6n de f 

a 

f 
p 4900 10.3 kq/cm 2 ---- .. 

a 1\ 476 n 



Calculo de fed: 
conforme al capitulo I 

en el plano XY: 

K = 2.0 ( ver figura 1.21) 
L = 300 em 

300 

la dimension parale1a al plano de flexion por pandeo es 
d = 34 em n 

KL cr·= 
n 

2 X 300 
34 

en el plano ZY: 

·- 17.6 

K = 0.8 ( ver figura 1.21) 

L = 300 em 
la dimension paralela al plano de flexi6n por pandeo es 
b = 14 em 

n 

~~ = Q_.8 ~430(~ = 17. 1 

la mayor relaci6n de esbeltez se presenta en el plano XY y vale KL/dn 17.6. 

Comparando con el coeficiente de columna Cc ( ecuaci6n 1.59 ) 

cc =~ 

donde fcp para madera de primera es fcp =50 kg/cm2 
( consultar la tabla T.1). 

cc = 1{0.3 ~0400~~ - 15.5 

dKL = 1?.6 > C - 15 .. 5 .•• el pandeo es elastica, por lo que, por la ecuaci6n­
r. 

n 

( 1. 58): 

f = 0.3 E 
cd 1 KL/d )2 n 

0.3 X 40 000 
(17.6) 2 = 38.7 kg/cm 2 
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C&leulo del m6dulo de seeei6n en el plano de flexi6n, S: 

s 
b d 2 

n n -6--

C&leulo de la excentrieidad, e: 

Como la carga vertical es axial, se tamar& la excentricidad minima paralela al 

plano de flexi6n, asi 

e = 0.1 d = 0.1 x 34 = 3.4 em n 

Obtencicn del temlinc de: 

d = d = 34 em 
e n 

Obtenci6n de S: 

Como la relacicn m5xima de esbeltez es mayor que C y el pandeo es en el rango c 
elastico: 

s = 1.:~5 

Determinaei6n de Cf: 

ya que d > 30 ern 
n 

ct<: + 9n 
cf = 0.81 n crz·-·;:--

n + :>68 

cf (0.81) t~t + 922 
= = 0.976 ( 34) <: + 568 
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en que fbp 60 kg/cm 2 ver tabla T.5.3 ) 

40 000 x ·---~; 0-- = 20 

como 10 < C < Cl s ~: 

Revisi6n de la resis~encia mediante la f6rmula de interacci6n (5.39): 

M P 6 3e - +---- . ----s .~ d 
+ ----=- n e < 

fbd --c;-- 1.0 

10.3 + 
38.7 

90 000 + 4900 6 X 1.25 X 3.4 
2697 --zm- X 34 

~i8.7 X 0.976 

0.266 + 0.717 = 0.983 < 1.0 

= 

·~~ 
)t$,~)1'{ 

Se puede concluir por lo tanto, que la secci6n propuesta de 35 x 15 em es ade­

cuada. 

V.4.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE CONCRETO REFORZADO SUJETAS A 
FLEXOCOMPRESION. 

V.4.1.- Comportamiento de columnas esbeltas y efecto en el diagrama de inter­

acci6n. 
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En el cap~tulo IV estudiamos el corr1portamiento de columnas cortas de concreto 

reforzado sometidas a flexocompresi6n, en las que las deformaciones del eje -­

longitudinal de la columna por efecto de los mementos flexionantes aplicados en 

los extremes, son oespreciables y, por lo tanto, no intervienen en la evalua- -
ci6n de la resistencia. 

En la figura 5.ll.a se muestra una columna de este tipo yen la figura 5.ll.c, 

con linea cont~nua~, SJ correspondiente diagrama de interacci6n. Si se hace va­

riar la carga de compresi6n partiendo de un valor nulo, y manteniendo constan­

te su ex:entricidad, el momenta fll!~ionante var~a en proporci6n directa a la -
variaci61 de P ya que se mantiene ·lineal la relaci6n M = Pe, hasta alcanzar la 

resistencia del material en la intersecci6n de la recta OA con el diagrama de in 
terac:ci6n. 

Ahara bien,s·ienura columna esbelta como la mostrada en la figura 5.ll.b, se i.!:!_ 

crementa gradualmente la car~a con una excentricidad inicial e, la combinaci6n 
de P y M queda rep~esentada por la curva OB hasta alcanzar su resistencia en la 
intersecci6n de la curva OB con el diagrama de interacci6n. Esa variaci6n no -
lineal se debe a qu~:: al incrementar el valor de la carga P se produce una de­

formaci6n, cS, de'i 2je longitudinal de la columna, la que a su vez aumenta la­

distancia de la "inea de acci6n de Pal eje de la columna. La diferencia de 

abscisaser1trela curva OB y la recta OA para un valor determinado de P, represe.!:!_ 

ta el ircremento de memento flexionante PeS. Puede observarse que, ~or efectos­

de esbeltez, el rnomE!nto flex·ionante arnplificado producido por la deforrnaci6n­

adicional, 8, reduce la capacidad de carga vertical P, en relaci6n a una colu~ 

na corta; sin embargo,la falla se presenta por aplastamiento del material des­

pu~s de que se ha deformado la columna. 

Cuando una columna es sumamente esbelta, es posible que su falla sea por ines­

tabilidad sin que se alcance la rc·tura del material. La falla en este case ocu 
rre por pandeo sGtito y la variaci6n de P y M queda representada por la curva­

OC de la figura 5.ll.c.El punta C no ha alcanzado al diagrama de interacci6n -

ya que antes de cpe s•O! produzca el aplastamiento del material, la columna se ha -

pandeado. 
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p r p 
COLUMNA CORTA 

/(FALLA DEL MATERIAL) 

I 
I 
I 
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FIG. 5.11.- DIFERENCIA EN EL COMPORTAMIENTO A FLEXOCOMPRESION ENTRE COLUMNAS CORTAS Y 

ESBELTA~i HASTA LA FALLA. 

V.4.2.- M~todos de dimensionamiento. 

Para el dimensionamiento de estes elementos, el criteria m&s riguroso consiste 
en determinar las deflexiones adicionales y los mementos de segundo arden que, 
sumados a los del anJlisis de primer arden, dan los mementos de dise~o. El ana 

lisis de segundo arden se puede hacer por aproximaciones sucesivas. debido a -
que los mementos adicionales producen deflexiones adicionales a las provocadas 
por los mementos de primer arden. Estas deflexiones adicionales incrementan nue 

vamente los mementos, los que a su vez vuelven a generar un incremento en la -

deflexi6n, y asi sucesivamente hasta que los incremmtos entre dos etapas conse 

cuti vas sean muy p·equefios en comparaci 6n con 1 os mementos tot a 1 es. 

Este procedimiento par su naturaleza es sumamente laborioso y solo se recomien 
da en estructuras que tengan reducciones importantes de su resistencia por e-­
fectos de esbeltez. 

En estructuras comunes suele recurrirse a metodos de dimensionamiento simplifi_ 

cades que dan resultados con sufi ci ente aproximaci 6n respecto a 1 m~todo exacto. 

Existen dos m~todos simplificados m~s comunes que son: 

a) M~todo de amplificaci6n de mementos. 

Este m~todo consiste en obtener los valores Qltimos de P y M de un an~lisis de 
primer orden y disefiar la secci6n de la columna para que resista el mismo valor 
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de P y un momenta (lltimo amplificaclo oM , en donde o
0 

es el factor de ampli-u 0 u 
ficaci6n mayor que la unidad. En la figura 5.12 se muestra el diagrama de inte~ 

acci6n correspondiente a este conce~~to. La columna esbelta asi dise~ada tendria 

la resistencia definida por el puntc1 2 del diagrama de interacci6n mostrado con 

linea con~inua. Si la columna fuera corta, se dise~aria para resistir los vale­

res ultimos de P y 111 obtenidos del ctnalisis de primer orden y su resistencia e~ 

taria representada por el punto 1 lclcalizado sobre el diagrama de interacci6n -
puntu ado. 

Este m§todo simplif·cado de amplific:aci6n de mementos es el que prescriben los 
reglamentos RCDF ( ref. 5.7 ) y el ACI ( ref. 5.8 ). 

Pu C )LUMNA CORTA ., r 
-,-~ COLUMNA ESBELTA ',,, r 

', 1 1--- -·-·----/}~-,<, ' 
~j I : : ',): Q.. I : ,. , 

I ' .. "' i t ,..." 

I ,/--:/ 
---·· I <~-J ..-1 

C j_ Mu j i Mu 

-1-- So Mu ...f 
FIG. 5.12,- EFECTO DE ESBELTEZ POR EL METODO DE 

AMPLIFICACION DE MOMENTOS. 

b) :ietodo del momE:n·:o complementario. 

Este metoda consiste en obtener los valores de P y M de un analisis de primer 

orden. Conocidos P y M se determina el valor de la excentricidad e1 = M/P. Pa­
ra considerar el efecto de esbeltez, ala excentricidad e1 se le suma una ex~­

centricidad adicional e2 cuyo valor depende de:las condiciones de apoyo en los 

extremes de la columna, de la relaci6n de esbeltez, de la relaci6n de mementos 
flexionantes de primer orden en los extremes de la columna y de la forma de la 
curvatura de la colu~na en el plano de flexi6n considerado. La excentricidad -

adicional e2 es independiente del valor de P, por lo que el memento flexionan­

te de dise~o varfa en proporci6n directa a la variaci6n de P. Este concepto -

de amplificaci6n par efectos de esbeltez se muestra en la figura 5.13 en la -­

que los puntas 1 y 2 representan la resistencia requerida por u~a columna cor­

ta y esbelta respectivamente. La re:ta 02 muestra la variaci6n de Men funci6n 

de P. 
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La columna esbe~ta se dise~a con los elementos mec&nicos ultimos P y - __ _ 
u 

En este metoda del memento complementario se basan los reglamentos de la Comi-­

si6n Federal de Electricidad ( ref. 5.9 ) y del Comite Europeo del Concreto 
(ref. 5.10 ). 

Pu COLUMNA CORTA 

COLUMNA ESBELTA 

Mu 

FIG.5.13,- EFECTO DE ESBELTEZ POR EL METODO 
DEL MOMENTO COMPLEMENTARiO. 

V.4.2.a.- Dimensionamiento conforme a las normas del ACI. 

El reglamento de construcciones del ACI para tamar en cuenta los efectos de e~ 
beltez en el diseAo por flexocompresi6n, recomienda el an5lisis exacto de se-­
gundo arden del marco o de la estructura que se trate, como fue descrito en la 

secci6n V.4.2. Par otro lado, en lugar de este an&lisis de segundo arden, reco 

mienda el usa de un metoda simplificado basado en el metoda de amplificaci6n -
de mementos, que es el que describirer.ws a continuaci6n. 

Este metoda parte de considerar un incremento de los mementos flexionantes en­

las columnas, de tal manera que un elemento sujeto a flexocompresi6n debe dis~ 
~arse para que resista una carga axial ultima P , obtenida mediante un an&lisis 

u 
de primer arden d~:l marco o estructura, y un momenta ultimo arnplificado 

M = 8 M , en donde 8 es unfuctor de amplificaci6n mayor que la unidad. Este 
0 0 u 0 

factor 8 parted~: la consideraci6n de amplificaci6n de los esfuerzos de fle-­
o 

xi6n expresada en la igualdad (5.9) y que vale 8 = 1/(1-P/Pcr). Este valor fue 
0 

deducido para el case de una columna deformada en curvatura simple y sin des-

plazamiento lateral entre los apoyos. 
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Sin embargo, el reglarrento del ACI considera que el factor de incremento 8 tie 
0 

ne diferentes valores cuando se trata de columnas que forman parte de marcos 

que pueden estar sujetos o no a desplazamientos laterales entre sus extremes de 

pendiendo del tipo de carga y de la presencia o ausencia de elementos que con-­

traventeen a la estructura contra desplazamientos en su plano. 

De est~ rranera, el reglamento ACI especifica que el momenta Cltimo amplificado 

para diseAo vale 

---------------------(5.40) 

en donde ~b 6 el factor de amplificaci6n de momenta para marcos contraventeados 

contra desplazamientos laterales o para marcos no contraventeados sujetos a -­

carqas qGe no produzcan desplazamiento lateral en su plano, tales como las car 

gas gravitacionales sim~tricas actuando en un marco sim~trico en geometrfa y -

rigideces; ~s es el factor de amplificaci6n de momenta producido por cargas que 

generen cesplazamientos en un marco no contraventeado; M2 b es el valor del ma­

yor mome0to Cltimo en los extremes de la columna cuando ~ste se determina en -

marcos contrave~teados o en marcos no contraventeados que no sufren desplaza-­

miento por efecto de la carga; ~ es el valor del mayor de los momentos Clti-
25 

mas en los extremes de la columna en marcos no contraventeados y s6lo cuando -

se obtienen despl3zamientos laterales en su plano. 

En tcdos los casas M
2
b y M

25 
se obtienen de un an§lisis comun de marco el§stico 

o an~lis:s de primer arden. En el caso de marcos no contraventeados, sujetos­

simult&neamente a cargas que no producen desplazamientos laterales en su plano 

y a cargas que si producen tales desplazamientos, la obtenci6n de los mementos 

M
2

b y M
25 

podr& hacerse mediante an&lisis separados de la estructura. 

Para evaluar 6b y ~s se dan las siguientes expresiones basadas en el valor 

1/(1-P/Pcr) que se obtuvo en la igualdad (5.8): 

a) Para marcos no contraventeados contra desplazamiento lateral 

c 
m 

> 1.0 -----------------(5.41) 
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> 1.0 -------------------(5.42) 

b) Para marcos ::ant1·aventeados contra desp l azami ento latera 1: 

0b se dE-termina con la misma igualdad (5.41) 

y 

6s = 1.0 --------------------------------------(5 43) 

Debe observarse que la formula (5.41) considera la estabilidad individual de­

una columna que forma parte de un entrepiso, en tanto que, la f6rmula (5.42),­

toma en cuenta la estabilidad de toda la planta de columnas en un entrepiso m~ 

di ante e i va 1 or promed i o de .) bas ado en e 1 empl eo de IP /':P en que :-:P y· Pc-. s u' c . u 
son las ·:;umas 

1 ar -p 
.~ u ·\e un 

1 GS mar·::tJS de 

dl P y de P parE ~oaas ~as co1Jmnas en un entrepiso. Para calcu 
u c 

entrepi so, se debera hacer' e l ana 1 isis de prin1er orden de todos 

la es~ructJra y obtener con ella el valor de P de cada columna -
11 

en todos los entrepisos, de este modo se puede determinar -p oara cada entre-­
u 

piso. PJra calcular [P se debera obtener el valor de P de cada columna que --c c 
forme parte del entrepiso. 

A continuaci6n ver-emos el significado y la for111a de evaluar cada uno de los ter 

minos de las f6nnulas (5.41) y (5.42). 

~actor ae reducci6n de resistencia ¢. 

La resistencia de dise~o proporcionada por un elemento sujeto a flexocompresi6n 

debe determinarse como la resistencia nominal calculada de acuerdo con las hi­

p6tesis que se~ala el ACI multiplicada por un factor de reducci6n de resisten­

cia ¢. 

En elementos con refuerzo transversal en 

espiral que confine el nGcleo de concreto -------- ¢= 0.75 

En otros elementos reforzados -------------------- ¢= 0.70 
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p 
c 

T' EI 
= -----

Kf ) 2 

u 

------------------------(5.44) 

en donde K es el factor de longitud efectiva de pandeo que debera calcularse m~ 

diante el nomograma de la figura 1.15.a del capitulo I para determinar 6b y con 

el nomograma de la figura 1.15.b. p2ra calcular 6s. 

~ es la longitud no apoyada de una columna y que debe considerarse como la dis u 
tancia libre entre losas de entrepi5os, vigas u otros elementos que proporcio--

nen un apoyo later'al. 

El producto EI es la rigidez a la f~exi6n de elementos de comportamiento lineal 

con m6dulo de elasticidad constante. Como el comportamiento de elementos de con 

creto reforzado no ·;~s lineal, el ACJ recomienda los siguientes valores aproxim~ 

dos para el calculo ae EI: 

(E I /5) + E I 
EI _ _5 _ _rj~-~---~~---~~ ----------·------( 5.45) 

1 + ( 
> cl 

o conservadoramente 

ET ... 

E I /2.5 c _g..,__ __ 

1 + Bd 
··-· --- --------·---··-- ---- ( 5. 46) 

En estas ecuaciones E es el m6dulo de elasticidad del concreto que se puede e c 
valuar como 

en donde yes el peso volum§trico d2l concreto en Kg/m 3 .Para valores comunes­

de y = 2250 Kg/rn 3 
, E . ~ 15 000 -{f-::. c ~ 

E es el modulo de ela.sticidad del acero que se puede considerar como - - - -
Es = 2.039 x 10 6 kg/cm 2

• 

s 
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1
9 

es el memento de inercia de la seccion transversal tot~l del concreto con res 

pecto al eje de flexion, sin tomar en consideracion el acero de refuerzo. I es se 
el memento de inercia del refuerzo respecto al eje de flexion de la secci6n trans 
versal del elemento. 

Sd es un termino que toma en cuenta que la rigidez del elemento se ve reducida -

bajo la acci6n de cargas permanentes de larga duracion que producen flujo plastj_ 

co del concreto y fluencia prematura del acero. Bd se calcula como la relacion -

entre los valores absolutes del memento m&ximo debido a la carga muerta MeM y el 

memento m~ximo debido ala carga total, Mer· El valor de Bd siempre es positive; 

as1 fsd = MeMIMCT 

La ecuaci6n (5.46) puede utilizarse con mayor facilidad que la formula (5.45) ya 
que en ~sta Gltima se requiere 

par otro lade, para cantidades 

area de concreto de la secci6n 
( 0.01 A ~ A < 0.02 A ) se g = s = g 
mula (5.46); en canbio, si 0.02 
mu l a ( 5 . 4 5 ) . 

del conocimiento previa del acero de refuerzo; 

de area de acero de refuerzo As' en relaci6n al -
transversal total A no muy altos - - - - - - --g' 
puede utilizar con bastante aproximaci6n la f6r-

A9 < As ~ 0.08 A
9 

se recomienda el usa de la for 

Obs~rvese que el mismo Aei especifica que no se use una cantidad de acero menor 
que 0.01 A

9 
ni mayor que 0.08 A

9
. El primer requisite, llamado de refuerzo m1nj_ 

mo ( As ~ 0.01 A
9

)., tiene pJr objeto reducir los efectos de flujo plastico y co_!! 
tracci6n del concreto bajo esfuerzos de compresion de larga duracion, ya que se 

ha demostrado que estes efectos tienden a transmitir la carga del concreto al r~ 

fuerzo y, en consecuencia, a incrementar el esfuerzo en el acero de refuerzo. El 

requisite de que A~; ~ 0.08 A
9

, llamado tambien de refuerzo maximo, se considera 

como un maximo pr5ctico para el refuerzo en terminos de econom1a y facilidad de 
colocaci6n del concreto, especialmente cuando es posible que existan traslapes -

de varillas. 

Obtenci6n del coeficiente e m 

em es un coeficiente que, como en el caso de columnas de acero vistas en la sec 

ci6n V.2.1., toma en cuenta el efecto de la forma de la curvatura del eje lon-­

gitudinal de la co'lumna y el efecto del desplazamiento lateral relative entre -
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los apoyos. El reglamento del ACI e~;pecifica los siguientes criterios para su -
evaluaci6n: 

a) Pal·a elementos que forman part(~ de marcos contraventeados que no tienen PQ 

sibilidad de desplazamiento lateral relative y sin cargas transversales entre -
los apoyos: 

= ,.. ( ~\ b ) O.J + 0.4 --~1--- pero no menor que 0.4 ------(5.47) 
;b 

b) Para elementos con posibilidad de desplazamiento lateral relative o con-
cargas transversa·! e~; entre sus apoyos: 

= 1.0 ----------------------------------------(5.48) 

En la ecuaci6n (5.47) M
1
b/M:b es la relaci6n del menor al mayor de los momentos 

Jit;rnos en los ex·•rer10s de la colum!lc. Esta rE: 1 acion es de signo ::-:ositivo si t:l 

elemento est~ fle~ionado en curvatu~a simple y negative si est§ tlexionado con 

curvatura doble. 1\b y t>1,,b se obtienen de un a.nalisis de primer c~·den del n1arco 

o estructJra bajo ca.rgas que no producen desp~azamiento lateral. Si el resulta­

do del analisis dernuE:stra que los m')mentos ~\by ~\b SOn nulos, la relacion --­

M1 b/M 2 b debe tomar·s~= i gua 1 a 1. 0. 

Excentricidad m~nima.-

Cuando el resultado del an~lisis de primer orden de un marco contraventeado con 

tra desplazamientos laterales oce un marcD no contraventeado pero bajo cargas que 

no produzcan desplazamiento lateral en su plano, muestra que no existen memen-­

tos en a~bos extr~nos de la columna, o que la excentricidad calculada como -

e = M2 b/Pu es menor que em 1n = (1.5 + 0.03 h ) en centimetres, M2 b en la ecua-­
ci6n (5.40) debE~ calcularse como P . e 4 , alrededor de cada eje de la secci6n u m1n 
transversal por separado, esto significa que la excentricidad minima no debe --

aplicarse alrededor de los dos ejes en forma simult§nea. En la expresi6n de 

e ~ , el termino h es la dimension de la secci6n transversal paralela al plano 
m1n 

de flexi6n considerado. 

Analogamente, si (~1 re~sultado del anal isis de un marco no con1raventeado sujeto 



a desplazamientos laterales 

menor que P . e • el valor u m1n 
M = P . e • , en que e 
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en su plano, muestra que el memento M2 s es nulo o -

de M
2
s en la ecuaci6n (5.40) debera tomarse como -­

= ( 1.5 + 0.03 h ) en centimetres, alrededor de ca-2S u m1n min 
da eje principal por separado. 

Consideraci6n de los efectos de esbeltez.-

La amp"lificaci6n de mementos per efectos de esbletez puede ser despreciada cua_!!_ 

do el valor de la relaci6n de esbeltez de la columna Kiu/r cumpla con las limi­
taciones siguientes: 

a) En marco~ contraventeados contra desplazamientos laterales: 

< ---------------------(5.49) r 

b) En marcos no contraventeados 

22 ---------------------------------(5.50) 

En las igualdades (5.49) y (5.50), el t~rmino res el radio de giro de la sec­
cion transversal que, para secciones rectangulares, se puede calcular como 0.30 

veces la dimensi6n de la secci6n transversal en la direcci6n bajo consideraci6n 

y como 0.25 vece~; el diametro en secciones circulares. Para otras formas geom~­

tricas de la seccinn transversal, r se puede calcular a partir de la secci6n to 
ta 1 de 1 concreto con l a ex pres i 6n r = .vr;A. 

Cuando la relaci6n de esbeltez Ki /r de cualquier columna sea mayor que 100, de 
u 

bera buscarse el memento amplificado mediante un analisis de segundo orden. 

AMPLIFICACION CE MOMENTOS EN ELEMENTOS ESBELTOS DE CONCRETO REFORZADO SUJETOS -

A FLEXOCOMPRESION BIAXIAL. 

El reglamento de construcciones del ACI especifica que cuando un elemento esta 
sujeto a flexocornpresi6n biaxial, la amplificaci6n de mementos debera hacerse-
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alrededor de cada eje principal de la secci6n transversal. Los factores de am-­

p l i fi caci Cin 6b y l\ se cEberan cal cu l ?r cons i derando las condiciones especifi cas 

de cada plano de flexi6n; asf, para cada plano deber~ obtenerse un valor par se 
parade de K,iu, r, C , EI y P . m c 

El diseno t1e la secci6n debera hacer·se para que esta sea capaz de resistir la­

combinaci6n de la c2rga axial 0ltimE Pu' y de dos mementos 0ltimos amplificados 

par efectos de esbeltez alrededor de~ los dos ejes principales de la secci6n 
transversal. 

V.4.2.b.- Amplificaci6'1 de mementos por el metoda del Momenta complementario. 

El manual de Ciser1o cle Obras Civile:; de la CFE (ref. 5.9) aplica este metoda b~ 
sado en lJs estud·io:; de Broms y Vie:;t ( t'ef. 5.11, 5.12 y 5.13) para tener en­

cuenta los efecto~ de esbeltez en e· diseno de columnas de concreto reforzado. 

~1ediante este mHodo, una col•Jmna d1:bera disenarse para resistir la acci6n si-­

multanea de ura c.:.·,.,qa Qltima P obt•:nida de un analisis de primer arden y un mQ_ 
u 

menta Qltimo c:trnpl:ficado ~~ . quE~ vale 
u rnax 

Mu max MUl + LMU -----------------------(5.51) 

en que Mu 1 es el ~~yor de los mementos Qltimos actuando en uno de los extremes 

de la columna y ~M es el incremento de momenta 0ltimo, cuyo valor depende de -
u 

las restricciones en los extremes de la columna y de la relaci6n entre la lon--
gitud efectiva de pancleo, h', y la dimensi6n de la secci6n transversal en direc 

ci6n de la excentriciclad. 

El valor del incremento de momenta se puede calcular con la siguiente expresi6n: 

~M = (-_}..=£.___ t + 2 em) P --------------(5.52) 
u 3 p u 

en que P es la car·ga axial 0ltima y 
u 

p = 1. 2 -- 0 . 0 2 5 ( __ _b~ + 5 ~) :::: l.. 0 ---- ( 5 . 53 ) t e2 -
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donde er y e2 son las excentricidades de la carga en los extremes de la colu!!!_ 

na. siendo er la menor de ellas en valor absolute. La relac16n e1 /e 2 se toma -

con signo positivo cuando el eje longitudinal de la columna se deforma en curva 

tura simple y con signo negativo cuando es en curvatura doble. Si la columna es 

ta sujeta a flexocompresi6n y a carga transversal apl icada entre sus apoyos en­

el plano de fle;d6n. la relaci6n er/e 2 se tamara igual a la unidad. 

La longitud efectiva de pandeo h' es igual a: 

hI = Kh 

en que K es el factor de longitud efectiva de pandeo y h es la longitud libre -

de ~I a columna entre sus apoyos, trabes o s i sterna de pi so que restri nj a los ex-­

tremes. El factor K puede ser determinado en funci6n de la rigidez relativa de 
lascolumnas y de las trabes conforme se estudi6 en los nomogramas de Jackson y­

Moreland en el capftulo I. 

t es la dimensi6n de la secci6n transversal en direcci6n de la excentricidad­

cuando se trata de columnas rectangulares; en secciones no rrctangulares se pu~ 

de usar r{li en 'Iugar de t, siendo r el radio de giro de la secci6n en la di-­

recci6n de la flexi6n. 

La expres1on (5.52) es valida para valores de h'/t mayores que 11. 

En el caso de que 

h'/t < 11 

se pueden usar las siguientes expresiones simplificadas: 

a) para columnas de secci6n rectangular 

~Mu = ( 1 ~ + 2 em) Pu ------------------(5.54) 

b) para columnas de secci6n circular: 

~~1u = ( O.llr {12. +?em) Pu -------------(5.55) 
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Ejemplo 5.4.- Obtener, por las normas del ACI, los mementos Gltimos amplifica­

dos por efectos de esbeltez de la cclumna ubicada en la intersecci6n de los 

ejes By 3 correspordiente ala pla~ta baja de la estrucutra mostrada en 1~ fi 

gura. Sedan c::>mo :latos los valores de la rigidez relativa, I/L, tanto de las­

columnas como de las trabes del marco del eje 3, asi como los valores de la car 

ga Gltima, Pu' de cada columna de 12 planta baja y los mementos Gltimos obteni­

dos del an§lisis de primer orden bajo diferentes condiciones de carga ( carga -
muerta, ca.rga viva y sismo) de la columna citada. 

TREMO EX TR E, 

I'E R lOR INfER 11 

Mu. p u 

) (I on m) (ton ) (II 
-

4.0 63 0 
' 

12 119.0 ' 
18 0 i o o I 2 

2 3 2 I 8 2 0 I 2 

c~~~ l~ lffii~ ~ i1: ~--~-~r1: gf:'ri 
"'.;:: • 1 (264 7

) ~1'1(2647) "2\, (2647) ":-! } or ' r-~ ~--~--~~ :2 ~~- , • -, ~ I -
~~~ill ~ ""i ~18: 
,t;o I, ~ ~I • 911 vi 

@)~ )J,.. ~ ·;w,_ L--+ y 

MARCO DEL. EclE 3 (NO CONTRAVENTEADO) 

( VALORES DE tiL EN cm3 ) 

Yl 

-r- ------, 
: 1 ! .I 

~i X ----t !_ X 

J l I I t-T 
l y I 

t 'c = 2 0 0 K g / r; rn 2 

PESO VOLUMETRICO DEL 

CONCRETO= 2250 Kg/cm3 

SECCI ON TRANSVERSAL 
DE LA COLUMNA 
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Soluci6n.-

An~lisis en la direcci6n del eje y ( Plano del marco YZ ): 

Por tratarse de un marco no contraventeado, revisaremos si la relaci6n Ki /r -
u 

cumple con la limitaci6n dada por la expresi6n (5.50): 
Obtenci6n de K: 

Para determinar el valor de K recordaremos por la ecuaci6n (1.41) del capitulo 
I de este texto que: 

;:(I/Lc) 
= 2:: (Ib/Lb)-

asi, en el extrema superior de la columna: 

1389+1041 
2647+2647 

-· 0. 46 

yen ele<tremo ·infer·ior 

y = 1041 
O.CI 

CD 

en este case se considera que I: (Ib/Lb)-+ o:o debido a que la base de la columna­
est§ empotrada y par ln tanto, la rigidez de piso es mucho mayor que la rigidez 

cle 1a columna. Con 1l· 

tiene: 

K = 1. 09 

radio de giro: 

r = 0.30x55=16.5 em 

relaci6n de esbeltez: 

0.46 y JJ = 0, en la +ig. l.l5.b. del capitulo I se ob-

= 1. 09 X 400 ) --16 . 5-- = 2 6 . 4 > 2 2 ( conform e e: l a i g u a l dad 5 . 50 . 

Por lo tanto,es necesario considerar el incremento de momenta por efecto de --
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esbeltez. 

Obtenci6n del momenta Gltimo amplificado: 

por la f6rmula (5.40): 

+ ,s ' s 

en la que, segGn fue definido y hacienda referencia a la tabla de elementos me 

c§nicos Gl:imos: 

M2b = ~~.0 + 0.6 = ~~.6 ton-m ( carga muerta + carga viva 
c:onsiderando la excentricidad minima; 

= 1.5 + 0.03h = l.S + 0.(13 X 55 3.15 em 

2.6 ---- = 
D 
·u 

M ::2.0 ~~on m debidc a cdrga ·lateral Ge sismo 
2 s 

r • - 1.5 + 0.03h ~ 3.15 em ·m, n 

22 .. 0 
--~~--- ·-

t~ 25 22.0 tcn··nl 

Obtenci 6n de 0 b: 

0. 268 m = ::6.8 em > e • m1n 

= 2.6 tor !!1 

Para fines de aplicaci6n de la fo~mula (5.40), calcularemos ob 

con la f6rmula (5.41) para marcos no contraventeados: 

,~ 

\., 

cS = m ~ 1 C b ·----~ .) 

1- -¢ p c 

Factor de reducci6n de resistencia ¢ : 
Supondremos que el nOcleo de concreto de la secci6n de la columna no est§ con­

finado co~ refuerzo transversal en espiral, por lo tanto: 

¢ = 0. 70 
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Coefi c i ,ente C : 
fTl 

por la expresi6r (5.48) para elementos con posibilidad de desplazamiento lateral 
relativo entre su!; apoyos: 

em = 1. 0 

Carga cr~tica de Euler P · c· 

Por la ecuaci6n (5.44): 

p 
c 

en donde K, para el c&lculo de 6b' se deber§ obtener mediante el nomograma de la 

fig. l.Jb.a del :ap'itulo I; asi, con los valores obtenidos de 1iJ = 0.46 y 1iJ =0.0 

en los extremos superior e inferior respectivamente, se tiene K = 0.585; ~ es -
u 

igual a 400 em, y para calcular EI usaremos la formula simplificada (5.46) para 

la cual: 

Ec = 15 ooo {zoo· = 212132 Kg/cnf 

en la direcci6n del eje y (plano YZ): 

40 (55)3 
----12 554583 em 4 

\1CM _ ? . 0 _ lvrC:r - --zi~6- - 0.081 

los valores de MCM y MCT fueron tornados de la tabla de elementos mec§nicos Glti 

mos, correspondientes al extrema inferior de la columna. 

Sustituyendo los valores deE, I ySd en la formula (5.46): 
c g 

E I /2.5 
EI c -"'-9 __ 

1+ B d 



EI = 
212132 X 554583/2.5 

1 + --,f-0131. 

~··19 

= 4.353 X 101° Kg 

Sustituyendo en la eCLiario·n '5 44)· ~ \ . . 

TI 2 X 4.353 X 1010 
p c = ----- - -------

( 0. 585 X 400 )2 
7846.15 x 10 3 kg = 7846.15 ton 

Sustituyendo Cm' o Y Fe en la f6rmula (5.41) par sus valores obtenidos, tene­
mos: 

1 ------- 1. 015 

Obtenci6n de cSs. 

por la formula (5.4Z!, para marcos 10 contraventeados: 

1 > 1. 0 

en 1 a que :~p se cbt i ene sumando 1 o~; val ores de P de cad a columna de 1 a plant a u u 
baj a, as 1: 

L:P 2Jx4 + 40xl0 + 2.2x6 = 972 ton 
u 

Como en el caso antE!rior considerarernos que ¢ = 0.70. 

Obtenci6n de =P de las columnas de planta baja en direcci6n del eje Y: c 

Cano pretendemoscl:!te·--rrinarcS
5

, el valor de Pc de cada columna se calculara con­
siderando el factor de longitud efec:tiva, K, obtenido mediante el nomograma de 

la fig. L15.b para marcos no contraventeados. 

Columnas de los ejes By C: 

en el extremo superior ~ = 
1389 + 1041 
2647 + 2647 = 0.46 
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en el extrema inferior 1jJ = 1041 0.0 = 00 

K = 1. 09 

Col umnas de 1 Q~. ejes A y 0: 

en el extrema superior 1J.! 
1389 + 1041 0.92 = 2647 = 

en el extrema inferior ~J 
1041 0.0 = =:: 

00 

K 1.15 

Obtenci6n de P_ - rr 2 EI/(K£ )2 de cada columna: 
L U 

Por tener la misna secci6n transversal de las columnas en todos los ejes y es­

tar construidas con el mismo concreto, se mantienen constantes los valores de 
E , v, supor 1endo que Bd puede conservar el mismo valor ya obtenido, cada c g 
columna tendr§ un valor del producto EI = 4.353 x 101° Kg cm2 

Columnas de los ejes B y C: 

·c 2 X 4.353 X 1010 
-1 1.09x400) 2 

Columnas de los ejes A y 0: 

T1:
2 

X 4.353 X 1010 

= 
( 1. 15 X 400 ) 2 

2260.04 X 103 Kg 

= 2030.4 X 103 Kg 

rPr = ( 2260.04x2 ) + (2030.4x2) = 8580.9 ton 
\.. 

2260.04 ton 

= 2030.4 ton 

Sustituyendo rP , ¢ y ZP en la f6rmula (5.42) por sus valores: 
1.1 c 

1 
= - -9Y2-

l- -------· o. 70x8:>80. 9 

1.193 > 1. 0 

Finalmente, sustituyendo 6b' M2 b' 6s y M2 s en la f6rmula (5.40) por sus va­
lores obtenidos, tenemos que el momenta ultimo amplificado para diseno es: 



321 

M = (1.015x2.6) t ( ~.193x22) = 22.885 ton m~ 
c 

y los vaiores de lcs E~lementos mec2.nicos ultimos para determinar el area de re 

fuerzo dP la columna ~;eran: 

P = 82. Cl ton y :~ = ?8. 885 ton m. 
u ~ 
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V.5.- MUROS SOMETIDOS A COMPRESION Y A FLEXOCOMPRESION 

V.5.1.- Generalidades 

Los muros son lcs elementos estructurales mas empleados en las construcciones -

hechas por el hombre. Las solicitaciones a que seven sometidos con mayor fre­
cuencia son: 

Cargas verticales. 

Car9as horizonta.lE:s (fuerza cortante): en su plano c pe;·pendicularmente a su 
:laney 

Flexiones: en su plano o perpendicularmente a su plano. 

LJs cargas ver:i:ales sen pt·oducidas, er ;e~eral, ~Jr cargas g~avitaciona1es 
~-ctns~itidas a~ ·nuro a trav~s de 3istem~s 1t ~iSJ u :~c~o, ?dem§s d2 las debi--

La transmisi6n e.<:entrica ~E· :<iS cargas vEYtic:Jles puede producir flexion y co_c 

tante en el pLuto del mur'-' o en un plane ciferente. Sin embargo, la principal -
'fuente de flex·ione:; y cortantes, tanto en el plano del muro, como en planos no_c 

males a ~ste es la aplicaci6n de cargas laterales debidas a empuje de tierras o 

liquidos, empuje de viento, o efectos sismicos. 

La mayor eficiencia de los muros como elementos estructurales sometidos a car­
gas laterales se logra para solicitaciones en su plano; en muchas construe- - -

ciones se emplean combinaciones de muros orientados en dos direcciones ortogo­
nales para lograr que siempre haya muros capaces de tamar las cargas laterales 

de la manera m§s eficiente, puesto que los muros son mucho m§s rigidos en su -
plano que en direcci6n perpendicular a ~ste y las fuerzas son absorbidas per­
los elementos m§s rigidos de cada direcci6n. 

Er el case de muros de retencion c bardas aisladas la flexion producida por cac_ 

gas laterales debe ser absorbida por el muro flexionado alrededor de su eje de 
menor momenta de inercia, lo que en ocasiones obliga a reforzarlo como se indi 

ca m§s aclelante. 
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Dependiendo del tipo y de la intensidad de las cargas aq.Jeestaran sometidos, PQ 

dra seleccionarse el material para Fabricar los muros, los refuerzos que deben 

usarse Y la forma en que deben apoy1rse para que sean capaces de resistir dich~ 
cargas. 

Los materiales mas comanmente emple1dos son: 

a) Piedras natu~ales, junteadas con mortero. 

b) Piedras artificiales, como Jloques de cementa-arena huecos o macizos, -

tabic6n, adobe, tabiques macizos o huecos, etc., junteados con mortero. 

c) Concreto simole o reforzado, colado en sitio o prefabricado. 

Los morteros empleados para juntear las piedras artificiales o naturales pueden 

ser de cal-arena-tgua, de cal-cemento-arena-agua ode cemento-arena-agua varian 
do tanto las proporciones come los :spesores de las juntas, lo que produce mu-­
ros de muy distintas caracteristica; para los cuales es complicada la determina 

cion de su resistencia. Las Normas Tecnicas Complementarias del Reglamento de -

Construcciones para el Distrito Fed:ral, relativas al Diseno y Construcci6n de 

Estrucutras de Mamposteria (ref. 5. L4), dan recomendaciones para el control de 

calidad de los distintos materiales que pueden usarse y para la determinacion -

de la resistencia. El mortero a bas,: de cal-arena-agua no es recomendable en 
elementos que tengan funcion estructural debido a su baja resistencia y poca du 

rabil idad. 

Los muros fabricados a base de piedras naturales o artificiales, sin refuerzo, 

conocidos mas comCinmente como muros de mamposter1a, fallan de manera subita 
(o fragil) cuando las cargas exceden a su resistencia, sin dar en general pre­
via aviso de la proximidad de la falla y produciendose en muchas ocasiones el -
colapso total de la estructura. Este tipo de falla es indeseable, y para evitar 

la se adicionan a los muros distintos tipos de refuerzo , que sirven como ele­
mentos de confinamiento y reducen la posibilidad de fallas fragiles y colapsos 

totales. 

Lo elementos de refJorzo mas comunes son: castillos, columnas o contrafuertes, 



324 

dal~s o vigas y diagonales de contraventeo, con diversas dimen~iones y espacia­

mientos (fig. 5.14). En las mismas Normas Complementarias antes mencionadas se 
hacen recomendaciones al respecto. 

MURO CASTILLO ---·---\ 
\ I 

II 
! I _ _?AL~s __ 

'V -~...---: 

a) E~EVACION FRONTAL 

MU RO CASTILLO COLUMNA 

.~\----=-~--~1-f __ ( _____ _ 

b) PLANTA 

FIG. 5.14.- ELEMENTOS DE REFUERZO DE MUROS DE MAMPOSTERIA. 
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La fo1·ma de apoyo de los muros dependera de las condiciones de 1 terre no en quP 

vayan a desplantarse y de la estrucunci6n general que se tenga. 

En suelos rocosos o muy firmes pued1:n desplantarse directamente o sobre un lig~ 

ro ensanchamiento de la base; sin ~1bargo, si hay flexiones importantes en direc 

cion normal al muro sera necesaria una ampliaci6n importante de la base o el uso 

de zapatas corridas bajo el muro para garantizar la seguridad contra volteo. 

En suelos. menos f·irnes se requiere 1:n general ensanchamientos en la base o zap~ 

tas corridas bajo e·l muro para tran~;mitir las cargas adecuadamente. 

Si el suelo es muy blando, como el de algunas zonas de la Ciudad de Mexico, y -

las cargas son elevndas, puede ser necesario el uso de pilas o pilotes para so­
portar adecuadamente al muro. 

El soport:: latera·: de los muros puede hacerse con muros perpendiculares o con -
refuerzo ~ base de columnas, castil. os o contrafuertes. 

V.5.2.- Rt::sistencia de muros de mamposteria.-

De acuerdo con las [1lormas Tecnicas Complementarias del Reglamento de Construc-­

ciones para el Distrito Federal para el Diseno y Construcci6n de Estructuras de 

Mamposteri'a, (ref. ~).14), la resiste~ncia a cargas verticales y laterales puede 

de_terminarse por un metoda simplificado 0 por un metoda detallado. 

En ensayes de labotario de muros de mamposteria sometidos a una combinaci6n de 
compresi6n y carga 'ateral alternante en su plano (flexo-compresi6n) se ha vis 
toq.Je la resistencin y rigidez del nuro se <:Eterioran rapidamente, dando valores 

muy inferiores a -lo~; correspondiente:s a carga aplicada monot6nicamente, sin al 

ternacion,( fig. 5.1:; ). La mamposteri'a sin refuerzo es poco eficiente para re­
sistir cargas de flexocornpresi6n; e~; recomendable reforzarla con elementos de 
concreto armado parn mejorar su comportamiento ante esta solicitaci6n, princi­

palmente aumentando su capacidad de deformarse lateralmente (ductilidad). 
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Para poder emplear el m~todo simplificado hay que cumplir una serie de requi­

sites relatives a la calidad de los tabiques o bloques y de los morteros con -

que se deben juntear, asi' como ot1·os relativos a la qeometr1a de los muros, res 

tricci5n de deformaciones, excentricidad de las cargas y refuerzos de confina­
miento o interior, como sigue: 

a) Los materia.l~es satisfacen los requisites de las normas oficiales. 

b) Las deformaciones de los E>xtremos superior e inferior del muro en la 

direccion normal a su plano estan restringidos por el sistema de piso 
o por otro elemento. 

c) No hay excentricidades importantes (mayores que t/6) en la carga axial 
aplicada. 

d) La relaci6n altura a espesor del muro no excede de 20. 

e) Los muros estan reforzados para cumplir con los requisites que se esta­

blecen para muros confinacos o muros reforzados interiermente en las -­
mi smas norma.s del RCDF. 

V.5.2.a.- Resistencia a cargas verticales 

Si se cumplen los requisites antes mencionados, la resistencia a carga vertical 

de un muro esta dada por la expresi6n siguiente: 

donde: 

A1 es el area transversal bruta del muro: longitud por espesor. 

f* es la resistencia nominal en compresi6n de la mamposteria, que se determina m 
ra con bate en ~:~1 incise 2.4.1. de las Normas (para tabiques de barro reco 

cido puede suponerse f~ = 15 Kg/cm 2
). 

FR es un factor de reducci6n de resistencia, que se tamara como 0.6 y que tra­
ta de tamar en cuenta la dispersion en los resultados obtenidos al aplicar 

la formula. 

FEes un factor reductive por excentricidad y esbeltez, que se tamara como 0.7 

para muros interiores que soporten claros que no difieran en mas de 50 por 



329 

ciento y como 0.6 para muros extremes o con claros asim~tricos y para casos 

en que la relaci6n de cargas vivas a cargas muertas de dise~o excede de uno. 

Para muros que esten ligados a muros transversales con una separaci6n nom! 

yor de 3m los valoro>s de F. se tomaran como 0.8 y 0.7, respectivamente. ---
t 

( fi 9. I). 16 ) . 

CASO 

a) s; 

b) s i 

LOS A W SIN MUROS ----- -----7 ,------- /;=~; 

( / TRANSVERSALES 

--- ,-,.d ~ . -v ~:.y;;'L::::£_Y::::£..~c_y___~-4 __:t __ J...J.:(_ ~ 

----~---

777 

-+-~--~::__1 

~ 

L Lz ----,-..-- ------- - ---. 

MURO 3 

L 3 

MURO 4 

'-'. S 1 N MUROS TRANSVERSALES: 

l1 > (). ~i L2 'l 
l3 > 0. ~) L2 I w viva/(JJ 1uerta 1.() 

0.7 para murus 2 y 3 

FE 0.6 para muros 1 y 4 

L1 < 0. ~; l2 l l3 < 0. !) L2 
J /w > 1.0 J u viva' ~1uerta 

FE 0.6 para todos los muros. 

MUROS TRANSVERSALES 

MURO 4 

CASO 2.- CON MUROS TRAN~iVERSALES 

c) Si existen mur·os transversales a } FE 

cada 3m. o menos. FE 

0.8 para muros 2 y 3 

= 0.7 para muros 1 y 4 

FIG. 5.16.- VALORES DEL FACTOR REDUCTIVO POR EXCENTRICIDAD Y ESBELTEZ, FE. 
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De acuerdo con la expresi6n (5.56} la mfnima capacidad de carga de un muro de -

tabique rojo de 12 em de espesor, confinado, es de : 

PR = 0.6x0.6xl5x12xl00 = 6480 Kg/m = 6.5 Ton/m 

La carga resistentt2 asi calculada se comparara con la carga vertical total ac-­

tuante obtenida considerando los factores de carga especificados par el Regla­

mento de Construcciones para el Distrito Federal, en su Titulo IV, ( ref. 5.15). 

V.5.2.b.- Resistencia a cargas laterales 

La resistencia a cargas laterales de un muro debera revisarse para el efecto -
de la fuerza cortante, del memento flexionante en su plano y eventualmente tam­
bi~n de mementos flexionantes debidos a empujes normales en su plano. 

Para fines de diseAo por cargas laterales se distinguen los siguientes tipos de 
muros, de acuerdo con su estructuraci6n: 

a) Muros-diafragma o muros de rigidez.- Estos son los que se encuentran to-­

talmente rodeados por las vigas y columnas de un marco estructural y su funci6n 

es rigidizarlo para el efecto de fuerzas laterales. Las columnas y vigas, en 

una zona igual a una cuarta parte de su longitud libre medida a partir de cada 
esquina, deberan ser capaces de resistir, cada una, una fuerza cortante igual -

a la cuarta parte de la que actaa sobre el tablero. Esto se debe a que la rigi­

dez del tablero se incrementara en forma notable por la presencia del muro, lo 
que modifica radicalmente la forma en que trabaja el marco, pues ya no puede -

deformarse en flexi6n debido a que el muro se lo impide. 

b) Muros confinados. Estes son los que estan reforzados con castillos y da­

las que cumplen con los requisites indicados en la ref. 5.14. 

c) Muros reforzados interiormente. Estes son muros reforzados con mallas n 

barras cot·rugadas de acero, horizontales y verticales, colocadas en los huecos -
de las piezas, en ductos o en las juntas. Para que un muro pueda considerarse 

como reforzado deberan cumplirse los requisites minimos indicados por las Nor­

mas Tecn·icas ComplE!mentarias para E!l Disefio de Estructuras de Mamposteria, 

( ref. 5 .. 14 ) . 
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d) Muros no reforzados. Se consideran como muros no reforzados aquellos que 
no tengan el refuerzo necesario para ser incluidos en alguna de las tres cate­
gorias anteriores. 

La determinacion de la fuerza cortante que puede resistir la mamposteria en su 
plano se basa en el esfuerzo cortante media de diseno, v*, el cual se tamara de 
la tabla T.5.4. 

TABLA T.5.4.- ESFUERZO CORTANTE NOMINAL PARA ALGUNOS TIPOS DE MAMPOSTERIA,SOBRE 
AREA BRUTA. 

Pieza Tipo de Mortero (3) v*, ( 1) 
en Kg/cm2 

Tabique de barro recocido 
I 

I 3.5 

I II y III 3 

Tabic6n de concreto I 3 

(f~ > 80 Kg/cm2
) II y III 2 

Tabique hueco de barro (2) I 3 
II y III 2 

Bloque de concreto tipo pesado I 3.5 
II y III 2.5 

(1) Las piezas huecas deberan cumplir con los requisites fijados en 2.1 de -
las Normas. Cuando el valor de la tabla sea mayor que 0.8~ se tamara este ul 
timo valor como v*. 

(2) Tabique de barro con perforaciones verticales pero con relaci6n de areas 

neta a bruta no menor de 0.45. 

( 3) Los t i pas de- mortero I, I I y II I t i en en re-s i stenci as de compres i 6n de -
125, 75 y 40 Kg/cm 2 respectivamente,(ver ref. 5.14) 

Para materiales no cubiertos en la tabla mencionada, la resistencia a cargas -
laterales se fijara con base en resultados de ensayes a satisfacci6n del De-­

partamento del Distrito Federal. 
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De acuerdo con el m~todo simplificado del Reglamento del D. F., la fuerza cortan 
te resistente de diseno se calcular5 con la expresi6n: 

VR = FR (0.7 v*AT)----------------------(5.57) 

En que .AT es el are~a transversal bruta del muro, FR se tamara como 0.6 y v* es 

el esfuerzo cortante nominal de la mamposteria. Para muros confinados de acuer­
do con b) se tomar~ el valor de v* de la tabla T.5.4. Para muros con refuerzo -

interior que cumpla con los requisites de c) se tamara v* igual a 1.5 veces el 
valor consignado en la tabla. 

Aplicando la formula (5.57) a un muro de tabique rojo recocido de 12 em de esp~ 
sor, confinado, se encuentra que la minima resistencia al corte en el plano del 
muro es: 

VR = 0.6 (0.7x3x12x100 ) = 1512 Kg/m = 1.5 Ton/m 

Esta resistencia se debe comparar con la carga lateral actuante obtenida de acuer 
do con la ref. 5.15. Cuando nose cumplan los requisites para aplicar el metoda 
simplificado, o se desee obtener valores de la resistencia de muros tanto verti 
cales como laterales con mayor precision se debera usar el metoda detallado pr.9_ 
puesto en la ref. 5.14. 

Los efectos de la flexion en el plano del muro, se toman usualmente con refuer­

zos de concreto arrnaclo colocados en los extremes y en puntas intermedios ( co-­

lumnas o casti"llos .Y dalas ), considerando que la mamposteria trabaja unicamen­
te a esfuerzos cortantes producidos por las cargas laterales, como si fuera el 
alma de una viga y obsorbiendo los efectos de la flexion con las columnas, 
(fig. 5.17.a). Tambie;n se suelen idealizar en ocasiones como una armadura ver­
tical en que las columnas de confi1amiento en los extremes del muro funcionan-, 
como cuerdas, las dalas funcionan como montantes y el muro funciona como una -

diagonal de compresi6n equivalente, (fig. 5.17.b). 

En ambos casos se tiene una interacci6n entre la mamposteria y los elementos de 

confinamiento, dalas y castillos, que hay que tomar en cuenta para reforzar es­

tos ultimos adecuadamente, sabre todo en las esquinas del muro, donde se prese~ 
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i.an fuerzds de compresi6n sabre el nuro, que producen cortantes elevadas en las 

jalas y c.1stillos, aden~s de fuerzas axiales en ellos, ( fig. 5.17 detalle 1 ). 
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La fuerza axial en las columnas por efecto del momenta de volteo puede calcular 

se aproximadamente dividiendo el par entre la distancia a centres de columnas 

extremas. A estas ~uerzas se adicionar§n las que les correspondan alas columnas 

por efecto de ca.rqas verticales, que dependeran de la fonna en que se haya cons 

truido la estructura. Si las columnas, dalas y sistemas de piso se colaron pri­

meramente y los muros se adicionaron al final, la mayor parte de la carga verti 

cal ser~ absorbida por las columnas. Si se levantaron primero los muros y las -

columnas, dalas y sistema de piso se colaron empleando el muro como parte de -

la cimbra, empezar~ ~ste a absorber carga vertical de inmediato, tomando la co­

lumna una menor parte de la carga total. En el primer caso se considera que los 

muros son unic:arnente "de rigidez"; en el segundo, los muros son "de curga y ri-
gidez 11

• 

Si ·los muros sor t~sbeltos, :~sto es, si la re~aci6n de su altura total :r:tre e1 

ancho E:s !llayor u; dos o tre:;, es probable que ;as fuerzas axiales Or'C'Luc'das­

por el ~omentc ~e volteo se~n may0~es que 1a~ jebiaas a carga vert"cai en cGyo 

caso, u1lil co!Lmra trabaja~3 a cornpresi6n y' !a :]tra a tensiOn. 

Hay algunos cases en que los ~uros de mamposterfa deben resistir flexocompre-­

si6n no~nal a su p~ano; aquf se ousca, mediante incrementos en el espesor del­

muro, o nediante la adici6n de refuerzos a base de columnas o contrafuertes, -
absorber los E'fectos de la .;lexi6n. 

Por ejemplo, en el caso de ~uros de retenci6n de mamposteria. en el que la ca~ 

ga lateral es perpendicular al plano del muro, se fija el espesor de ~ste en -

la base, de tal forma que la resu·tante de cargas verticales y horizontales 

quede dentro del n0cleo ce~tral, esto es, que la excentricidad de la componen­

te vertical no sea mayor de 1/6 del espesor de la base, para que no haya esfuc~ 

zos de tE?nsi6n en ningun punto dFCl muro, ( f·ig. 5.18). Pueden usarse alternativa 

mente refuerzos en forma de columna o contrafuerte para absorber el esfuerzo -

de la flexion. 

En el caso de una barda de mamposteria aislada, sujeta a efectos de viento o -

sismo que le prcducen tambi~n flexion en direcci6n perpendicular a su plano, -

la resistencia se logra, como se indic6 antes, empleando columnas o contrafue~ 

tes, debiendo revisar con especial cuidado el diseAo de la cimentacion para 

evitar que el muro se voltee, ( fig. 5.19 ). 
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V.5.3.- Resistencia de muros de concreto reforzado. 

Se de ben ap 1 i car l~ as r·ecomendaci ones de 1 as Normas Tecni cas Camp 1 ementari as de 1 

Reglamento de Construcciones para e-1 Distrito Federal para el Diseno y Construe 
cion de Estructuras de Concreto, ( ref. 5.7 ), que siguen: 

V.5.3.a.- Muros sujetos a cargas verticales axiales o excentricas. 

Estos muros deben d~mensionarse por flexocompresion como si fueran columnas te­
niendo en ::uenta ·13.ssiguientes cisposiciones complementarias: 

En tableros cuyos bordes verticales posean suficiente restricci6n, la longitud 
efect;va de pandec H' se calcular~ como sigue: 

si H/L < 0.35 

~· (1.3-0.85 H/L) H, si 0.35 < H/L < 0.8 

H' = Ln, si H/L ~ 0.8 

donde H es la altura del muro y L la longitud horizontal del tablero. Aqui se -
entiende Jor tablero una porcion de muro limitada par elementos estructurales -

verticales, o todo el muro si no hay dichos elementos o solo los hay en los be.!:_ 

des del mJro. Se considera suficien:e restriccion lateral la presencia de ele­
mentos estructurales ligados al tablero en sus bordes verticales, siempre que -

su dimensi6n perpendicular al plano del muro no sea menor que 2.5 veces el esp~ 

sor del mismo. 

En muros de uno o varies tableros cuyos bordes no tienden suficiente restric-­

ci6n, H' se tamara, ·igual a H si H/L es menor o igual que 0.35, e igual a 

0.215 ( ~ + 4.3) H < 2H si H/L es mayor que 0.35. Aqui L es la longitud hori­

zontal del muro. 

loda seccion sujeta a. flexocompresi5n se dimensionar~ para la combinaci6n m~s­

desfavorable de carga axial y momenta, incluyendo los efectos de esbeltez. El 

dimensionamento puede hacerse a partir de las hipotesis generales del articulo 
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2.1.1 dE~ las Norrnas o bien con diagrarnas de interacci6n construidos de acuerdo­

con ellas. El fa:tor de resistencia, FR' se aplicar§ a la resistencia a carga­
axial y a la resistencia a flexion. 

Si las c:argas son concentradas, se tomara como ancho efectivo una longitud igual 
a la de contacto mas cuatro veces el espesor del muro, pero no mayor que la dis 
tancia centro a centro entre cargas. 

V.5.3.b.- Mu~os sujetos a fuerzas horizontales en su plano.-

En muros con relaci6n L/t no mayor de 90, cuyos bordes posean suficiente res-­

tricci6n lateral, no sujetos a cargas verticales de consideraci6n y cuya prin­
cipal fL,r:ci6n sea. n~sistir fuerzas horizontales en su plano, los efectos de la 
flexion y de la fuerza cortante se tomar&n en cuenta con las disposiciones que 
se citan m~s adelan~e. Aquf L 2s la longitud horizontal del muro, 

Para va: cres di?. ~/t r1ayores de 90, as 1 come en muros con bordes que carezcan -­
de suficiente r2stricci6n, debera reducirse la capacidad del muro para resistir 
fuerza horizontal tomando en cuenta la posibilidad de pandeo. En muros donde a­

demas actGan cargas verticales de consideraci6n, la relaci6n L/t debera limita~ 
sea 40 y se aplicar5 lo dispuesto anteriormente para cargas verticales, 

( ver V.5.3.a.). 

V.5.3.c.- Resistencia a flexi6n de muros. 

La resistencia de muros a flexion en su plano puede calcularse con la f6rmula­

MR = FR A/yz si la cuantla A/td es menor o igual a 0.008. Aqui' t es el esp~ 

sor del muro y d su peralte efectivo en la direcci6n de la flexi6n. El braze z 

se obtendra con el criteria siguientR: 

0.8L, si H > 1.0 2: = [ 

(0.4+0.4 !:!.) L, si 0.5< H 1.0 z = r< L 

1.2 si H < 0.5 z = H, [-

donde H es la altura total del muro y L su longitud. 
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V.5.3.d.- Fuerza cortante en muros.-

La fuerza cortante, VcR' que toma el concreto en muros sujetos a fuerzas hori­
zontales en su plano se rleterminar§ con el criteria siguiente: 

Si en la secci6n cJnsideradJ la relaci6n M. /V L es menor o igual que 1.0, se -
Li u -

aplicar& 'a expresi6n: 

tL ------------(5.58) 

Si Mu/Vul es mayor o iqual que 1.5 ~e aplicarar; las expresiones (2.16) 6 (2.17) 

de las Nonnas, en hs que b se sustitciira por el espesor del muro, t; el peralte 

efectivo, d, se det(:rminara cJn basE' en e1 ancho de distribucion del r2fuerzo-
definido mas adelante, y la cuant~a sera 

A 

donde A es el area de acero de tension por flexion, calculada segun se indic6 
s 

antes. 

Para valores de M. /V L comprendidos entre 1.0 y 1.5 puede interpolarse lineal­u u 
mente. 

Cuando la cuerza cortante de JiseAo, Vu, es ~ayor que VcR' se requiere refuer­

zo por cortante. C~cho refuerzo constar~ de dos capas de barras horizontales y 

verticale~. cada unn pr5xima a cada car2 del muro, a menos que el espesor de 

~ste no e~ceda de 20 em, en cuyo caso puede colocarse una s6la capa a media es 

pesor .. Las barrelS verticales deben 1:>star ancld.cas de modo que en la seccion de 

desplante del muro sean capaces de desarrollar su esfuerzc de fluencia. 

L<:. cuantl a de reful'~rzo horizontal, Jh, no sel~a rr.eno,- que 

------------------------(5.59) 

ni que la necesaria per cambios volum§tricos de acuerdo con las Normas. El es 
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paciamiento del refuerzo horizontal, sh, no ser& mayor que el especificado en -
las Nor·mas, ni que L/5. 

Limitacion par-a Vu: En ningun caso se admitira que Vu sea mayor que 2FR Lt~. 

La c u ant 1 a de refuerzo vert i ca 1 , P v, no sera men or que 

' > C 0025 (') r· ( .• , 5 H ) ( p v = . + .J. J ~.. - [ ph - 0.0025) --------(5.60) 

ni que la necesaria por cambios volumetricos segun las Normas; sin embargo, no 

necesita ser mayor cue ph. El espaciamiento del refuerzo vertical, sv, no sera 
mayor que el presc~ito en las Nornas. 

En las formulas ( 5.59) y (5.60): 

P.. 
Vh 

L 

area de refuerzo horizontal comprendida en una distancia s. 
n 

area de refuer2o vertical comprendida en una distancia sv 

altura total del muro 

longitud horizontal del muro 

Refuerzo m1nimo: En muros se suministrar§ refuerzo vertical y horizontal que 
en cada direcci6n cumpla con los ~equisitos de las Normas para refuerzo por 

cambios volum~tricos. 

V.5.3.e.- Disposiciones sobre el ~efuerzo 

En muros con relaci6n H/L no mayo~ que 1.2, el refuerzo para flexi6n que se 

calcula en la secci6n de momenta maximo segun se indic6, se prolongara recto y 

sin reduccion en toda la altura d·=l muro, distribuido uniformemente en un an--
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cho igual a 0.2L- 0.1H, medido desde el borde a tension del muro, pero noma­
yor que 0.4H. 

Si la relacion H/L es mayor que 1.2, el refuerzo por flexion en la porci6n del 

muro situada arriba del nivel 1.2 L se puede hacer variar de acuerdo con el dia 

grama de momentos, respetando las disposiciones del inciso 3.1 de las Normas. -

Abajo del nivel mencionado se aplicara lo especificado en el parrafo anterior. 

El refuerzo por fuerza cortante horizontal que actua en el plano del muro debe 
ra cumplir con los requisitos fijados en V.5.3.d. 

El refuerzo cuyo trabajo a compresi6n sea necesario para lograr la resistencia 

requerida debe restringirse contra el pandeo con estribos o grapas que cumplan 

con las disposiciones del articulo 4.2.2. de las Normas. 

V.5.3.f.- Aberturas.-
• 

Se proporcionara refuerzo en la periferia de toda abertura en cantidad suficien 

te para resistir las tensiones que puedJn presentarse. Cc~o minima deberan co-­

locarse dos barras del No. 4, o su equivalente, a lo largo de cada lado de la -

abertura. Estas barras se prolongaran una distancia igual a su longitud de de-­

sarrollo, Ld' desde las esquinas de la abertura. _ 

La presencia deaberturas debe tomarse en cuenta en todo calculo d~ rigideces y 

resistencias. 
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APENDICE E 

ESFUERZOS PERMISIBL~S POR FLEXIOM EN ELEMENTOS DE ACERO, CONFORME A LAS NORMAS 
DEL AISC. 

En estf~ apendice ~e senalan los ·;neamientos del .n.rsc (ref. 5.1) para determinar 

el esfuerzo per:nisiJle por flexiiin en elementos de acero. Todos los parrafos que 

a continuaci6n veremos son una t1·aducci6n de las citadas normas y las formulas -

que en ellos apar·ecen han sido trasladadas al sistema centimetros-kilogramos-se­

gundos (CKS). flor otro lado, la numeraci6n de los parrafos y de 1as expresiones, 

corresponde a la seRalada por el mismo reglamento. 

1. :i. 1. 4. Flex i 6n. 

l.:i.l.·l.l.- La tNISion y ::ompres on en fibras extremas de oerfiles "compactos"­

laminados en caliente o ::o:-cipuesto:. ''::J1T.pactos" (excepto vigas hibridas y elemen­

tos de acero A-SlL) simetricos airededor de, y cargados en el plano de sus ejes 

de menor momenta de inercia y qu!~ cumplen con los requerimientos de esta secci6n: 

Para que sea incluido en esta secci6n un perfil debera satisfacer los siguientes 

requer imi entcs :: 

1.- Los patines deberan estar conectados en forma continua al alma o almas. 

2.-- La t·elaci6n ancho-espesor de los elementos proyectados no atiesados del pa­

tin en compresi6n, segGn se define en la secci6n 1.9.1.1, no debera exceder 

54•]/ ~. 

3.- La relaci6n ancho-espesor de los elementos atiesados del patin en compresi6n, 

se·gLjn se def·ine en la secci6n 1.9.2.1, no debera exceder 1593/ w;. 
4.- La relacion peralte-espes01~ del a1r1a o almas no debera exceder el valor da­

do por la formula (1.5.4a) o (1.5-4b), segGn sea el caso: 

~ ~ ~ ( 1-3.74 
y 

- fFa) •:uando f/Fy < 0.16 

y 

(1.5-4a) 
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cuando f 'F > 0.16 
a' Y (1.5-4b) 

5.- La longitud no apoyada lateralmente del patfn en compresi6n de elementos cu­

ya secci6n transversal no sea circular o caj6n, no deber~ exceder el valor: 

ni 1'406,000 

(d/Af) Fy 

6.- La longitud no soportada lateralmente del patfn en compresi6n de una secci6n 

caj6n rectangular cuya altura no es mayor de 6 veces el ancho y cuyo espesor 

del patfn no es ]ayor de 2 veces el espesor del alma no deber§ exceder el -­
valor: 

( 1950 + 1200 ~-) 
\ M2 

70.3 b 
F 

y 

salve que no tenga que ser inferior a 84370 (b/F ). 
y 

7.- La relaci6n di~metro-espesor de las secciones circulares huecas no deber~ -­

exceder los 232000/Fy. 

Excepto para vigas hfbridas y elementos de acero A-514, las trabes y vigas -

(incluyendo elementos diseAados con base en acci6n compuesta) que cumplen 

con los requerimientos de los subp~rrafos del 1 al 7 anteriores, y que son -

continuas sobre apoyos o que son unidas rfgidamente a las columnas mediante 

remaches, pernos de alta resistencia o soldadura, pueden ser dimensionadas -

para 9/10 de los mementos negatives producidos por la carga gravitacional -­

los cuales son m~ximos en los puntos de apoyo, a condici6n de que, para t~es 

elementos, el momenta positive m§ximo sea incrementado en 1/10 de los momen 

tos negatives promedio. Esta reducci6n no deber§ aplicarse a mementos produ­

cidos por carga sobre cantilevers. Si el memento negative est§ soportado par 

una columna rigidamente conectada a la trabe o viga, la reducci6n del 1/10 -

podr~ usarse dimensionando la cc~umna para la combinaci6n de carga axial y -

memento flexionante, siempre y cuando el esfuerzo f , debido a cualquier car a 
ga axial concurrente sabre el elemento, no exceda 0.15 Fa. 
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1.5.1.4.2.- Elementos (excepto vigas hfbridas y elementos de acero A-514) que 

satisfacen los requerimientos de la secci6n 1.5.1.4.1. excepto que bf/2tf exce­

da 545/ ffy per-o que sea infer·ior a 796/ ~ pueden disenarse con base en un 
esfuer.z:o permisible de flexi6n: 

( (1.5-5a) 

1.!5.1.4.3.- L.a t~:nsi6n y compres·i6n en fibras extremas de elementos de forma I y 

H doblemente sim~tricos que satisfaccn los requerimientos de la secci6n 1.5.1.4. 

1. sub;Jarrafos 1 y 2, flexionado:; alrededor de sus ejes de menor inercia (exceQ_ 
to ele~entos de acero A-514); va~illas s6lidas redondas y cuadradas; secciones 

s61idas rectangulares flexionadas a1rededor de sus ejes de menor inercia: 

c1!:;mentos de f,Jrm:l T y H doblemente S:flftriCJS f1ex~cnados alred'o::..:.Jr de sus ejes 

de menor inercia (excepto vigas .I elementos hfbridos de acero A-514) que satisfa 
cen los requer:mientos de la sec:i6n 1.5.1.4.1, subpfirrafo l, excepto en los ca 

sos en que bf/?tf ex cede 545/ ~-= y pero es inferior a 796/ ~, 1 os cuo.l es 
pueden disenarse con base en un esfuerzo permisible de flexi6n: 

F = F [1.075 b y 
l 

'1677 
r bf ) ~ l 
1--- VF J' \ 2tf y 

(1.5-5b) 

Los elementos cle secciones tubulares rectangulares que cumplen con los requeri­
mientos de la secci6n 1.5.1.4.1, subparrafos 1, 3 y 4 y flexionados alrededor­
de sus ejes de me1or inercia pueden ser dise~ados tomando como base un esfuerzo 

permisible de ;lexi6n: 

1.5.1.4.4.- La tensi6n y compresi6n en las fibras extremas de elementos de sec­
ci6n tipo caj6n cuyo patfn en ccmpresi6n o relaci6n ancho-espesor del alma no -

satisface los requerimientos de la secci6n 1.5.1.4.1, pero que cumple con los 

requerimientos de la secci6n 1.9: 
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El pandeo lateral torsional no necesita ser investigado para vigas formadas por­

una secci6n caj6n cuya altura sea infet ior a 6 veces su ancho. Los requerimien-­

tos de apoyo lateral para secciones caj6n con relaciones mayores de altura-ancho 

deber&n determinarse mediante un an&lisis especial. 

1.5.1.4.5.- En fibras extremas de elementos flexionados no contemplados en las­

secciones 1.5.1.4.1, 1.5.1.4.2, 1.5.1.4.3 6 1.5.1.4.4.: 

1.- Tensi6n: 

F = 0. 60 F. 
b Y' 

2.- Compresi6n: 

a.- Para elementos que cump1er1 con los requerimientos de la secc1on 1.9.1.2,­

que tengan un eje de simetria en,y cargado en el plano de su almJ, y com-­

presi6n en fibras extremas de secciones cJnal flexionadas alrededcr ue su 

eje de mayor inercia: 

El ITayor de los valores calculados por las f6rmulas (1.5-Ea) 6 (1.5-6~) y 

(1.5-7) segan ei caso (ver nota 1) ( a menos que se justifique un valor­

~&s alto con base en un anfilisis m§s preciso, (ver nota 2), pero no SJpe­

rior a 0.60F (ver nota 3). 
y 

Cuando 

Cuando 

F 
b 

> 

11. 95x 10 6 cb 

( £/r r' T 

< 

(1.5-6a) 

(1.5-6b) 
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0, cuando el patin en compres1on es solido y con secc1on transversal aproximada­

mente rectangular y su §rea no es menor que la correspondiente al patin en ten-­
sion: 

(1.5-7) 

En las formulas anteriores: 

i = distancia entre secciones transversales restringidas contra torsion o des­
plazamiento lateral del patin en compresion, en centimetres. 

rT = 
I 

Af = 

Para cantilevers restringidos contra torsion unicamente en el apoyo, 9, pu~ 

de consid~rarse conservadoramente como la longitud real. 

radio dE~ 

area del 

alma, en 

area del 

9i 1"0 de una secci6n que comprende el pat in 
alma bajo compresi6n, tornado alrededor de 
centimetres. 

pat'fn en compres ion, en cm2
• 

comprimido mas 1/3 del 
un eje en el plano del 

Cb = 1.75 + 1.05 (M1/M2) + 0.3 (r~ 1 /M2 ) 2 , pero no mas de 2.3 (ver nota 4),en do!!_ 

de M1 es el momenta flexionante mas pequeno y ~i2 el momenta flexionante mas 

grande en los extremes de la longitud arriostrada respecto al eje de fle-­

xion. M1/M2, la relacion de los mementos extremes, es oositiva cuando M1 y­

M2 tienen el mismo signa (flexion de curvatura dohle)y negativa al tener -­
signos opue~;1:os (flexion de curvatura simple). Cuando el momenta flexionan­
te en cualquier punta comprendido en un tramo no arriostrado es mayor que -

el memento en ambos extrPTTJo~; de este tramo, el valor de Cb debera tomarse -

como la unidad. Al calcular Fbx y Fby para usarse en la formula (1.6-1a), -

Cb puede obtenerse mediante la formula dada arriba para marcos sujetos a -­
traslacion lateral, debi~ndose tamar como la unidad para marcos restringidffi 
contra traslacion lateral. l)ara vigas en cantilever, Cb puede tomarse conser 

vadoramente como la unidad. 

Para vigas hibridas de alma llena, F 
'I 

para las formulas (1.5-6a) y (1.5-6b) 

es el esfuei"ZO de fluencia del patin"en compresion. La formula (1.5-7) no-

debera usarse para vigas hibridas. 
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Notas: 

1.- S6lo la formula (1.5-7) es aplicable a las secciones canal. 

2.- Const1ltese la secci6n de comentarios 1.5.1.4.5, para procedimientos alter 

nos. 

3.- ConsGltese la secc1on 1.10 para mayores limitaciones en esfuerzo de patines 

de vigas de alma llena. 

4.- Cb puede considerarse conservadoramente como la unidad. 

b.- Para elementos que cumplen con los requerimientos de la secci6n 1.9.1.2, 

pero que no est~n incluidos en el subp&rrafo 2a de esta secci6n: 

~~~ la condici6n de que las secciones flexionadas alrededor de su eje de 

~ayor inercia est~n restringidas lateralmente en la zona de esfuerzo de­

compres·i6n a intervalos no superiores a 637bf/ ~. 
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