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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

La mectinica de los S6li.dos Deformable, constituye una 
rama Jc la mcc~nica que cstudia cl comportamiento de 
los cuerpos s61idos sometidos a cliversos tipos de car 
gas. 

El objctivo primordial de cstas notas es proporcionar 
al cstudiante de ingenjcria un medic que le ayude a 
asimilar de manera sencilla los fundamcntos de la me­
c6nica de matcriales. 

Como es sabi~o, en todo disefio de ingenier{a se re-­
quiere definir el tamafio ffsico de diferentes partes 
~structurales o partes componcntes de maquinaria. Un 
conocimiento profunda del comportamiento mec&nico es 
fundamental para un cliscflo confiable de cualquier es­
tructura, como cdificios o pucntes, maquinaria y moto 
res, submarines y barcos o avioncs y antcnas. -

En la mec&nica de materiales, cs conveniente conside­
rar los esfucrzos y las deformaciones que presentan 
los cuerpos cuando est~n somctidos a la acci6n de car 
gas. 

En el desarrollo de los temas que integran las prescn 
tes notas, sc utilizan las propicdades de los cuerpoi 
que sc determinaron tanto experimental como te6rica-

, ) " . h mente, as1 como .eyes y conceptos tecn1cos que se an 
Jemostrado en otros curses o que son f§ciles de deter 
minar con conocimlmicntos b3sicos de ingenieria. Se­
introducen hip6tcsis simplificadoras para facilitar 
la sol uc i6n de gran n{lmc ro de p rob 1 em as tecnicamen te 
de gran importancia, ya que la mccfinica de los s6li­
dos deformablcs intcrvicnc de mancra destacada en to­
das las ramas de ingcnicria, raz6n par la cual forma 
parte de las asignaturas fundamentales de un plan de 
estudios de ingcnlcria. 

Las notns sc lirnitaran a cstuJiar .Los temas mas senci 
llos de la materia, pucsto que es de car&cter intro-­
ductorio. Sin embargo, a pcsar de 1a relativa senci-



llcz de los m6toJos cmplcados, las t~cnicas rcsultan­
tcs son notnblcmentc utiles. 

DcbiJo n que el principal problema del cstudiante es 
la soluci6n de problemas, estas notas proporcionan una 
parte t:c6rica c.oncisa la cua1 no contiene un numcro 
considerable de f6rmulns, aJcm6s se proporcionan cjem­
plos rcsucltos y algunos ejcrcicios con rcspuesta para 
que cl alumno pucda comprobar los resulta<los obtenidos, 
aunados a los cjcmplos que sc solucioncn durante el d0 
sarrollo de las closes. 

Ya que la mecdnica de materialcs solo puede asimilarse 
resolvicndo muchos problemas, el nlumno tcn<lr6 lares­
ponsabilidad de cjcrc.itar los conccptos que aqui se 
mcncionan para podcr obtcncr los conoclmientos necesa­
rios. 

Ya que cl principal problema de la mecdnicn de s6lidos 
es dctcrminar la rcsistencia interna y la deform~ci6n 
de un cuerpo s6lido somctldo a la acci6n de cargas, se 
rcquicTa de un cstud.io de l<t naturaleza de las fuerzas 
qll:e sc gcncran Jcntro (lcl cucrpo las cuales equilibrnn 
cl cfccto provocado pbr las fucrzas aplicadas extcrna­
rncntc. Para tal cstudio sc trazurd cl diagrama de 
cuerpo libre del clemente en estudio. Tomemos en cuen 
ta que como cl cuerpo con las fuerzas actuando en 61 -
esti en equilibria, cstas satJ.sfaccn las ecunciones de 
equilibria est~tico. 

Una vcz trazado de manera cornpleta cl d.c.l, sc haec 
pasar un plano de corte a trav6s de 61, separandolo en 
dos partes, como sc puede obscrvar en la siguiente fl­
gura. 
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El proccso ilustraJo en la figura anterior, se le de­
nomina M6todo de Seccioncs. Se considcra adem6s que 
si el cuerpo como un todo est6 en equilibria, cual­
quier par tc componcntc del n1ismo, tambion lo estara. 
Para satisfaccr esta condici6n, sc requicre que en 
calla parte, en la sccci6n de corte actuc una fuerza 
r c s u 1 tan t e q u c 1 o g r c~ (li c h a fin<~ 1 ida d . 

Lo anterior nos llcvn a concluir que las fuerz.as ex­
tcrnas son cquillbradas por las fucrzas intcrnas ge­
nerallas en la secci6n lle corte. Es importante mcn­
cionar que para simpli{icar cl calculo de las fuerzas 
.i. n t e rna s , e 1 p 1 .:1 n 0 ll c c 0 r t c d c b c r a 0 r i c n t a r s e en g c -
ncral para qucJar perpendicular al cjc longitudinal 
del cucrpo. 
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Es sugcriblc seguir una sccucncia en la soluci6n de 
problc1~as de mec6nica de matcriales y aqu! se da una. 

a) Aislar el cuerpo en estudio y trazar su corres­
pondientc diagrama de cucrpo libre. 

b) Aplicando las ocuaciones do equilibria, para de­
tcrmin~tr el valor de las reaccionos correspondie~ 
tcs 

c) En el punto o zona dondc se desea determinar la 
deformaci6n o cl valor del csfuerzo, se haec pa­
sar un plano de corte soparando nmbas partes re­
sultantcs. 

d) 

e) 

Determinar el sistema de fucrzas internas para 
mantener el equilibria de la parte aislada. Di­
clto sistema cst6 constituido por una fucrza axial, 
u11a fuerza cortantc, un memento fleeter y un me­
mento torsor. Estas cantidades se obtienen consi 
derando parte del elemento como cuerpo libre. 

Una vez determinado cl valor de las fuerzas inter 
nas, la f6rmul:ts establecidas permitir6n determi7 

nar cl valor dol esfuerzo o de la deformaci6n re­
qucridos. 
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CAP][TULO II 

D IAGRJlMAS DE FUERZA t;XIALJ FUERZA CORT AfHE Y 1\\0~ENTO FLEX I Q_ 

NANTE. 

I I .1. vI GAS J APOYOS y CAR GAS I 

Il;2, FUERZA CORTANTEJ FUERZA AXIAL Y MOMENTO 
FLEXIONANTE. 

II.3. DIAGRAI'1AS. 

11.4. RELACIONES ENT~E LA DISTRIBUCI6N DE CARGA 
LA FUERZA CORTANTE Y EL MOMENTO FLECTOR 

5 

) 



OBJETIVO: 

CAPITULO II 

DIAGP.N'.AS PE FUJ3RZA AV:I AL, 

Fl'ERZA CORTANTE Y Hm~ENTO FLEX I ON ANTE 

i) El objctivo fundamental de cste capitulo es esta­
b 1 c c e r !H' o c c d i m i c n t o 5 p a r a d c t c r min a r 1 as f u e r z a 5 
que cxist.cn en una sccci6!1 trnnsvcrsal de una vi­
ga. l-.1 tcrminar est a sccci6n: ust.cd debcra ser 
cnpaz de: 

iii.) Evaluar la fuc1·za cortantc r el momento fleeter 
que actuan en cualquier sccci6n Je una v.iga esta­
ticamcntc dcterminada. 

ii:i) Construir los c1:iagromas corrcspondiente:; de fuer­
za cortantc y rnomento flcctor de vigas sujetas a 
diversas combinaciones de carga. 

I N T R 0 D TJ C C I 0 N 

El problema fundamental de la ~1ec1inica de S6liclos es clete~·m.!_ 
nar la relaci6n que cxi5tc entre los csfucrzos y deformaclo­
nes proclucidas por cargas aplic:Hlas cxternamcnte a un eleme_!l 
to o una estructura, estc anal.i5i.s cs rclativamente complica 
do clebldo a que los cfectos clc las carga5 aplicadas son va-­
riables de una a otra secci6n del elemento o estructura en 
estudio. 

En e5tc capitulo estt!diarcmos la distribuci6n y calculo de 
las fuerzas axial v cortantc Y del momenta Flexionante en vi 
gas sumetid.rts a tU~ti nt llS comhinac:ioncs de cargc:1s en di fercn 
tcs condiciones de sujecci6n o apoyo y, concrctamcnte, la d~ 
terminaci6n de sus valores miximos. 
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El analisis de una vigcl sc empie7,a trazcmdo cl Diagrama de 
Cuerpo Libre de dicho clemcnto, y las reacciones sc calcu­
lan despu€s; el estudio se limita a vigas estfiticamente de­
terminadas o isostatica~;, lucgo se utiliza repctidamente el 
concepto de que si un cuerpo en conj unto esta en equilibria 
cualquier parte de §1 lo estarfi tambi&n. 

En general, en una secci6n cualquicra, sc necesita una fuer 
z a v e r t i c a 1 , un a f n c r 1: a h o r i z on t a 1 y u n moment o p a r a man t e-=­
ner dicha secci6n del clcmento en equj}ibrio. 

2.1 VIGAS, APOYOS Y CARGAS. 

Las vigas son elementos estructuralcs cuyo principal 
objetivo es soportJr cargos transversales. La mayor 
parte de ellas soporta cargas pcquefios en direcci6n 
axial, o cargos tors.ionales en acJici6n a las cargas 
transvcrs::lles cJur;:tnt"' su servicio, cuando est::ls car­
gas alcanzan c.:.ierta m~tgn.itucl, los efectos axiales y 
torsiona1es clebcrfin superponorsc al e{ecto flexionan 
te. 

En la figura 2.1 sc muestran varios.:ipos de vigas 
con clistintas condic.Loncs de sujeccJc,n. Una viga sim 
plcmente apoyacla en sus extremos, ticne una art:icula:­
ci6n en un extrema y un apoyo m6vil sabre rodillos 
en el otro. Una vig:1 en volaclizo, c men~-;ula, se suj~ 
ta en un sole extremo, en un cmpotra·nicnto que impi­
de cl giro ere chcho extrema. Una v.iga apoy3da con vo 
laJizos esta soportac!<L rr:ediante una art1culaci6n y -
apoyo de rodj_llos, p-::ro uno o los dos cxtremos sobre­
salen de los soportcs. Todas cstas vigas son estati­
c amen t e <:! e t e T 111 i n a c1 a s , y a C1. 1.1 c s us r c a c c i o n e s p u c d c n d ~ 
tcrminarse directamente meJiante la aplicaci6n de las 
ecuaciones de equjlibri_o estatico. 

_l 
~-' 

a) b) 

c) d) 
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En ln figura 2.2 se muestran otras vigas con otras 
condiciones de sujecci6n como son la viga cmpotra­
da apoyada, la viga doblemente empotrada y la viga 
continua. Todas ellas ticnen como minimo una reac­
ci6n m5s de las estrictamcnte necesarias para su 
sustentaci6n y son por tanto est&ticamente indeter­
minadas o hiperest5ticas. 

En estas notas nos ocuparemos unicamente del anali'­
sis de vigas estatlcamente determinadas. 

a) b) 

c) d) 

FIGURA 2.2 

En el ejercicio de la ingenieria los cargas que actuan sobre 
un elemento o una estructura son reprcsentaclas por vectores. 
La rcpn~sentaci6n <.lc estas fuerzas por vcctores es una idea­
lizaci6n que facilita el analisis de dichos elementos. En 
la figmra 2.3 ilustramos esta idealizac.i6n, por cjemplo, la 
carga concentracla en la viga de la figura 2.3 no esta real 
mente concentrada en un punto, esta distribuicla sabre un 
area f.inita que tiene las di.mensioncs H y d. Si la distan­
cia d fuera mayor y nuestro analisis rcquiriera de mayor pY£ 
cisi6n la representaci6n deberia ser como la mostrada en la 
figura 2.4 a y si d=t, dcbcriamos representarla como se mues 
tra en la figura 2.4 b. 
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En general para rcpresentar una carga debemos tamar en cuen­
ta las siguientes consideraciones: Una carga concentrada o 
puntual es la que act'lw sobre una longitucl tan pequefia de la 
viga que puede suponersc que lo hace sabre un punta, como se 
observa en la figura 2.1 a. Por el contrario una carga dis­
tribuidn es la que act0a sobre una longitud finita de la vi 
ga. Pucde ser uniformernente distribuida en toda su longitu~, 
como en la figura 2.1 c, o sabre una parte de ella, como en 
la figura 2.1 b. Las cargas repartidas tambi§n pueden ser 
variables uniforrnemente o no. En una carga uniformemente va 
riable su intensidad crece o decrcce en una proporci6n cons~ 
tante como en las figuras 2.2 a y 2.2 b. 

Un ejcmplo de cargas de esta clase es la presi6n del agua 
contra las paredes de una prcsa, o el cmpuje (1e la arena. 
La carga tambi~n puede variar de forma arbitraria, como en 
el tramo izquierdo de la figura 2.2 d. Este tipo de carga 
puedc producirse, por ejemplo, en el apilado de sacos, figu­
ra 2.5. 
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FIGURA 2.5 

Aqui hemos considerado cargas transmitidas por contacto di­
recto de un cuerpo actuando sobre otro, sin embargo tambH~n 
existen otros tipos de cargas que no sc transmiten por con­
tacto entre cuerpos. Las m6s importantes de estos tipos 
son las cargas gravitacional, de inercia, magn6ticas e in­
cluso cargas termicas, sin embargo el estudio de estos ti­
pos de cargas queda fuera de los nlcances de este capitulo. 

2. 2 FUERZA CORT ANTE f.UERZA AXIAL Y t.fO!'-IENTO FLEXIONANTE. 

2.2.1 Fuerza Cortantc. 

Para mantcner en equilibria un segmento de vi­
ga sobre el cual act~an cargas verticalmente, 
debe habcr una fuerza vertical interna en la 
secci6n para satisfacer la ecuaci6n Efy = 0~ 

Esta fuerza interna V, que act~a perpendicular 
mente al eje de la viga, se llama fuerza cor-­
tantc. Tal fuerza cs numcr.icamcnte igual ala su­
ma algebraica de todas las componentes vertica 
les de las fuerzas externas que actuan sobre -
cl elemento aislado, pcro tiene scntido contra 
rio. 

lO 



Al calcular V, las fuerzas que actGan hacia arri­
ba se considcran positivas y negativas las que ac 
tDan haciu abajo, vcr figura 2.6. 

q (-) 

~=========::.1--- r C -~) 
lv(+) 

r:IGUPJ\ 2. 6 

2.2.2 Fuerza Axial. 

Adernas de una fucrza cortante V, una fuerza hori­
zontal P puede scr nece-saria en una secci6n trans 
versal de una viga para satisfacer las condicio-­
nes de equilibria. La magnitud y el sentido de 
esta fuerza sc dcclucen de la soluci6n cle la ecua­
ci6n L:l: =0. 

X 

Si la fuerza horizontal P actua hacia la sccci6n 
recibe el nombre c18 fuerz.a de conprcsi6n, consi­
d e r an cl o s '2 1 c n e g a t i v a y s i. a c trw a 1 e j an do s e de - -
ella se le llama fuerza de tensi(ll1 y se conside­
ra positiva, csto se ilustra en la figura 2.6. 

La linea de acci6n de una fuerza axial pasa siern­
prc por el centroicle del area tr;msversal de la 
viga. 

2.2.3 Morncnto flexionante. 

La existcncia de una fuerza cortante y una fuerza 
axial en una secc1on transversal de una viga ase­
guran la satisfacci6n de las ecunciones ZFY=O y 

zr =0. La conclici6n rcstante de equil_i 
X -

brio cstatic:o p<Jra un problem<:\ planar es l:~! =0. 
I! 

Esta se satisface solo si se dcsarrolla un par o 
momenta resistente .interno en el area transversal 
de la sccci6n para contrnrrestnn el momenta ori­
ginado por las fuerzas extcrnas. 
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El rnamcnto rcsistente interno debe actuar 
en s2nticlo contrario al monento externo 
n a r a s a t i s r a c e r 1 a e c u et c i 6 n d e n.1 = 0 . E s -. z 
t o s m o m c n t o s t i c n cl o n a f 1 e x i on <H 1 a vi g a c n 
cJ plano de las cargas y sc denornlnan rnorncn 
tos flcxionantes. El criteria mas extend{:· 
do es que el rnornento flcctur es positivo si 
la flexion que procluce en la viga presenta 
la concavidad hacia arriba y negativa en 
scnticlo contrario. f:sto sc ilustra en la 
figura 2.7. 

~ 
REXION POSITIVi\ FLEXION NEGATIVA 

FICUR/\ 2.7 

2 . 3 DI AGRNlA:; J)[ FUL P.ZA AX l AL, rur: RU\ CC~I\T ANTE Y }!Q­
}WNTO rLE ::<JON ANTE. 

unavez Jcterminada la magnitud y senticlo de la 
fuerza cortante, la fucrza axial vel momenta fle 
xionante sc pucden trazar grfifica~ cle sus funcio~ 
nes en cliagramas separados. En tales diagrarnas, 
dcsde una linea base igual a la longitud de la vi 
ga, se llevan ordcnaclas iguales a los valores de­
las cantidades calculaclas. Cuando los puntas asi 
determinados se unen por lincas, sc obtiene una re 
prcsentaci6n grftfica de la funci6n. 

L o s d i a g r am a s d c f u c r z a :lX j <il n o s c c m p 1 e <.1 n c on 
t:1nt:1 frccucnci:l como los de Iucrza cortantc y mo 
m e n t <J f 1 c x i o H :1 n t c , p o r q u c l a m ~L y o r 10. d c 1 0. s v i. g n s 
q u c s c c s t u d i.. :m c n 1 a p r G c t j_ c 0. c ~' t (ln car g 0. ch s p or 
[ u c r z as q u c act {t 'm p c r p c JH l i c u 1 a r m c n t c a 1 c j c J c 1 a 
viga. P:Ha tales can:as no cxistc fuerza axial 
en ninr,u;1:-1 sccci6n clc,,la viga. 
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LJmll' LO 2. 1-

Para la viga mostradn trace los diogr:1mas de fuerza cor 
tantc y momenta flcxionantc utilizando el metoda de lai 
secciones. 

r 2 Ton 

i Ji; 

~) _ o;1 

;;%;'),, 

4m 4m 2Jn .. 
1-

SOLUCION: 

El primer paso para solucion<n- nuestro problema consis 
te en trazar el D.C.L. y a cantinuaci6n se procede a 
calcular las reaccioncs satisfaciendo las ecuaciones 
de cqui1ibdo csdttico: 

IT =0 
..J v ' 

" 
I:F =0 y 

=: r =O 
v 
I 

- (1) 

- 3 c 4) - 2 ( 1 \J) + l~ (.3 ) = 0 - - - ( 2 ) 

Ahara sc aplic.J. el conccpto c1e 
que si un cucrpo en conj unto es 
tfr en equilibria, cualquicr pa~ 
te de cl lo estadi. tambicn. Pro 
cedamos a analizar las seccio-­
n e s en q u c s e h a c1 i vi d i c1 C' 1 a vi 
ga (n6tc.se qt,e siempre se scc­
ciona entre 2 cargas): 

4 Ton 

Sustituycndo ea (1): 

P,_A. = 1 Ton 
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Analizando la secci6n a-al 

' Ct : 

ZF =0 
y 

V=-1Ton --- (3) 

z ~1 = () !:) 

M= R ( v) .\ . ,, 

M=x TON. m --(4) 

0 _2. x < 4m 

Estes limites indican el interva­
le de la viga en que son vfilidas 
1 as e cs . ( 3) y ( 4) 

Analizando la secci6n b-b 1 

1--- -
X 

4 < x < n 

:. F =0 
y 

V+RA-3=0 

V= 3-1 

V=2 Ton--- (5) 

1,~!=0+) 

M·RA(x)+3(x-4)=0 

~·1=··2x+12 ---(6) 

14 



Analizando la secci6n c-c 1 
") Ton Ton " I~ 

1i 
~ 

.~ 
J 

L:F =0 y 

I 

2 Ton 

-----·-·--.... 
X 

:c 
' ' 
' 

1 Ton rrrrm 

v 

0111111

1111111111 V=3-1-4 

-2 Ton 
V=-2T --- (7) 

~·'- X+ 3 (X- 4) - 4 ( X- 8) ::: 0 

r1=Zx-ZO --- (8) 
-4 Ton.m 

8 < X ,,: 10 

Ahora proccdemos a trazar los diagramas utilizando las ecua­
ciones (3), (4), (5), (6), (7), (8) previamente evaluadas en 
los limites corresoondientes. El resultado se muestra en la 
figura. · 

EJH!PLO 2. 2 

Para la viga mostradn trace los dingramas do la fuerza cor­
tante y momenta flexionante utilizando el m6todo de las sec­
ciones: 

~--------------~ 
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EF =::0 
y E~!A=O+) 

RA ( ~ ) - 1 2 ( 4 ) = 0 

R =6 Ton 
B 

RA=6 Ton 

Como se puede ver la viga solo tic­
ne un cortE;. Procedanos a analizar 
lo: 

!~m 

12 Ton 

t 

1.5 Ton/m L:F =0 
y 

RA + V- P 
0 

(X) = 0 ~II!lllllll!I~. 
V=P x-P o A 

V=l.Sx-6 -- (1) 

ZM=O+) 

M-RA(x)- ~ P
0

x2 =0 

0 < X < (8) 

6 Ton 

v 

Graficando nuestros ~esultados obtendrernos 
la figura nuat~nda. 

EJEMPLO 2.3 

La figura muestra una viga con carga uniformemente variada. 
Determine sus diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y 
momenta flexionantc correspondientes. 

16 



Soluci6n: 

Una vez trazado cl D.C.L pro 
cememos a calcular las reac7 
ciones. 

L:F =0 v 
,/ 

R A+ RB - 1 ~ •. 5 - 0 

r.MJ\:=O.V 

An a 1 i. z <1 n c1 o 1 a 

' Ct 

~~J111J a' 

1.: r "'o y 
Po x2 

RJ\+V- --~ 

3x) 
V== --- 4.5 

l 8 

L:i'!=O+J 
p >'2 

t· l - R X - -~--
1\ 2 L 

~!== 4 . 5 X -

Q r X < 9 

3x3 

54 

3 Ton/m. 

P.=3 Ton/mlct 

r3. S Ton 

I 

t 
1---__u.(j mDl --t·___lffi__; 

- - ( 1) 

X 
-:z ··- 0 

J 

1 7 



El resultado sc mucstra en la figurn. 

,') Ton/m 

~ 
1-----9 !J]_ __ ---i 

4.5 Ton 

-9 Ton 
5.1[/()lm 3. f3G39n 
~------~------~ 

15.58 Ton.m 

HGUHA 2.10 

.CJEHP LO ;~ . :1 

Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de 
carga axial, fuerza cortante y momenta fleeter empleando el 
m~todo de las secciones. 
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[ll[[J]J]_ 

[[IT[[IJTIJJJIIJ 

Soluci6n 

Z: Fx=O 

!: Fv== 0 

RAy==-Roy 

-20+Hor(h)==O 

') 2 0 h.oy = b 

IlAv=-3.33 _____._ ____ _ 
[1 signa ncgativo indica que supu­
simos en direcci6n opuesta a RAy, 
no quierc dccir que la reacci6n sea 
ncgativa. (La direcci6n correcta 
se indica al costado izquierdo) 

1 o. COJUf:: 
, _____ , 

-r--t-:r 
P=RAx 

p = 1 () 

r, Fy == 0 

n. + v -- 0 - Ay 

v-:-: 3. 33 
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·~:H=O;) 

M+ RAy ( X) == 0 

M=-RAyx ~lo=O 

M=-3.33x M
3
=-10 

Zo. CORTE: :).-::xx6 

-RA + 10 + r =0 X 

-10 +10 + p :::0 

p = 0 

~Fy=O 

- RAy+v=O 

v-3.333 

z::M= O+J 

~1- 2 0 +RAy ( x) = 0 

M-20+3.:i3(x) = o 

t-1= 2 0 - 3 ._ 3 3 (X) 
---------
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E.JE·1PLO 2. 5 
Para la v iga mostr,Hla en 18 fibll.ira tncc los d.Lar,romas de fuerza cortante y momenta 
flee tor 

:o 

' 

1000 N\[ 

L----~~~~ I fi~·---------~ 
1-------------~ 

Soluci6n: 

M = 3 ( - 1 0 Cl 0 N \<I ) 

~1=-3000 l'\h' 

R\ = 1000 Nw 
IV 

---~ 

,\naJizando la porte "derecha" de la 
scc:ci6n 00' 

~--·----1 

!. r: = 0 
y 

-v-1000 

v+lOOO=O 

v=-1000 

1: f = () 
X 

P=O 

Analizonclo la p;1rtc ''izquicrda'' c1e 
1 o secci6n oo'. 

21 

L:M - 0 ) 

M+lOOO(x)=O 

~1= -10 0 0 X 

o.::_x < 3 



F 
__ _; 
-----' I 

L:Fx=O 

t------··---1 P=O 

I 

(c:==-:~~ 
t t 

2: F =0 
y 

v=-HlOO 

M=-3000 

i:M= 0 -4) 

M-(-3000)-RA(x)=O 

~1=-3000-lOOOx 

O::x.:_ 3 

I:l rcsultado sc mucstra en lu fi.gura 

1----

F========= 

ITIIIIIIllll 1 l rrrom 
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2.4 RELAC.IONES I~NT!\E LA DTSTR1BllCION DE LA CARGA, LA fUER 
ZA CCRTANTE Y EL ~lmlEi'~TO rLf:CTOR. 

Hasta ahorn hcmo:o observe1clo que la fuerza cortante v 
y cl momenta fJoctor I··1, en general, varian con la dis 
tanc_a x que define la locaJizaci6n de la secci6n ba~ 
j o anftlisis. 

En 13. mayor parte clc Jos rrc1-,Jcmas, nur~stro intercs 
principal se centrar~ en la obtenci6n de la fuerza 
cortantc mftximJ v del mnyor momenta flc:xionante. 61:6 
mo rodcmos obtcncr cstos r~-Jlxirnos?, ;,Dcbemos analizar­
Wl g r an n u m c r o c1 e s c c c i on c s h as t a en con t r a r 1 o s ? . 

Es eviclcnte que cstc proceclimiento llcvaria mucho 
ticrpo e involucTcHi~t mud1os cf1lculos; sin embargo, 
las rclaciones entre la clistribt.1ci6n de carga, la 
f u c r z a co r t ante y c 1 111 u m c n t l' f 1 c c t o r no s s i m p 1 i f i can 
enormcmcntc cstc <:nfllisi.:o. 

Con:;iclerc un elemento de vjg;\ con una longitud t,x se­
parado par dos sccciones p1·6ximns perpendicularcs a 
su cjc, f.igur:-t 2.8~1. Toc1as las fuerzas que actuan S£ 
bre estc elcmento sc indican en la figura 2.8b. Como 
la fucrz.a cort<1ntc y c] momenta flexionante pueden cam 
bLn de una scccl6n a la siguiente, observe que para -­
cl lado dcrccho del clcmento, tales cantidadcs se de­
sir,nan como v+/1v y V+t,(-1 respectivamentc. 

v / 
-- ' 

I 

[\ j. 
I 

J 
I 

r I 

I 

' 
' I 

m+l'.FI 

I 

' 
I •\ j (' l c ~ 
' : 

~~) b) 

De ln figura 2. Bb sc tiene: 

-P '"" 

Cuando tq:_....-to-0 sc ti_enc: 
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.tim 
l'lx-o 

dv=-P dx 

Integrando a ambos lados de lR ccuaci6n 

v=- rp dx+C:l ....... (.i\) 

Tambien 

Tomanclo en cucnta que el tercer sumanclo contiene el 
cuadrado de una diferencial, es clecir, es un diferen­
cial de segundo orden que se puccle dcspreciar £rente 
a los de pTimcr orcJcn, la ecuacion anterior se puede 
escribir en la forma: 

1\ !'> 1 + V !1 X ~~ 0 

6!1 I - v ~ --
,":.X 

Cuanclo r~x--... o se tjene: .tim= AM 
6 X o 6 X 

d~1 dx = - v 

cl~l =-o ·- V . c1 X 

Integranclo a ambos lados de lo ccuaci6n 

Las exprcsiones .i\ y B proporcionon un metodo intere­
santc para calcular la variaci6n de v y 1'-1 y, por lo 
tanto, su \ralor numerico en cualquier sccci6n, como 
vcrfr en pr6ximos cjcrcicios. 
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RESUMEN DEL CAPITULO 

Cunndo uno sc ha familiariz::Hlo con la forma que uebcn tamar 
los diagrarnas de corte y morncntos por el tipo de carga que 
actGa sobro cada tramo de la viga, cs posible prescindir del 
uso de ecuaciones y efectuar el trazo aplicando unicamente 
principios generales. 

Para obtencr el cliar~rama de :nomcntos sc haec uso de la rela­
c16n M=-/v dx, lo cual indica que la ordcnada del diagrama 
cle momenta~~ para una secci6n cs igual al area neta acumulada 
del diagrama de corte entre el origen y esa scccion. 

Los principios generales <mtcs mcncionados son: 

- Para una viga simplemcntc apoyada el momenta flcctor ini­
cia en cera y tcrmina en cera. 

-En el punta dondc la fucr::a cortante cs nula sc presenta 
un va1oT m5ximo clcl momentu {lcctiJf. 

- El valor del momenta paro una viga cmpotrada es maximo en 
el empotramiento. 

- La integral de una funci6n escalon cs una rampa. 

- La i n t e g r a 1 d c w1 a [ u n c i 6 n r am n a e s u n a p arab o 1 a . 

- La integral de una parabola es una parabola cubica. 
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C.~?ITUlO III 

III.l. 

III.2. 

III.3~ 

III.4~ 

III.5~ 

I I I I 6 I 

CONCEPTO DE ESFUERZO. 

CO~KEPTO PRELL'.1UL'\RES. 

CARGA AXIAL) ESFUERZO NOR~AL. 

ESFUERZO CORTANTE. 

ESFUERZO DE APLASTAM!ENTO, 

ESFUERZOS PERMIS!BLES Y CARGAS PERMISIBLES. 

CONCENTRACION DE ESFUERZOS~ 
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CAPITULO lTI 

CONCEPTO DE ESfUERZO 

OBJETIVO: 

Al tcrminar el cstuJio Jc estn secci6n cl alumna Jeber& 
se:r· capaz <le: 

l. Ilefinir csfucrzrJ normal y csfucr::o cortante indican 
do la c1ifcrcncia entre cllos. 

2. Analizar sistemas srncillos ca1culanJo los esfuer­
;:os que se .indican en sus eli [crcntes componcntes. 

INTH.ODUCCION: 

Bflsicamcnte dos tipos de fuerzas actf1an sobre un cuerpo, 
las cuales lc produccn esfuerzo; un tipo de fuerzas es 
llamdo "fuerzas de supcrfi.cic", por la simple raz6n de 
qu2 actf1an sobre la SU!)Crficic del cucrpo. Estas son 
gencnilmente ejcrcidus cuando un cucrpo se cncuentra en 
ccntacto con otro. Las fucrz:1s clcl segundo tipo son 
11arnaclas "fucrzas de cucrpo" pucsto que actfwn sobre ca 
de. clemcnto del mismo. Las Cucrzos en un cuerpo son co 
munmcnte producidas por la gran;d:1d u otras fuerzas de 
campo; la fucrza que mils comunmcnt.e sc presenta en un 
cuerpo es la g1·avitacional y csta pJ·csenta en alg(m gr~ 
J o en cas 1 t o c1 o s 1 o s cas o s . P a r a much as a p 1 i c a cion e s 
prficticas, sin eniliurgo, son tan pequeftas comparaJas con 
las furzas ck supcrficic :;rcscntcs que puec1en ser des-
IL' c c i a cl as s i n q u e e s t o p r c s en t c s c r i o s e r r o r e s . Las 
fuerz;::,s en el cue1·po son incluj clas en cl siguiente ana­
lisis para visua1izar1as mfls completa!llcnte. 

Considcrar una superficic· arbitrari~l interna o externa 
la cu~d puedc scr pL;;;a o cun·ilinca, como se presenta 
e :1 1;] rig u r a l . 
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Para una pequefia §rea ~ A de §sta superficie en el en­
torno de un punta P arhitrario, un sistema de fuerzas 
actf1a, cl cual ticnc una rcsultantc reprcscntada por 
vector 6 Fn en la figura. PucJe notarse que la linea 
de acci6n cle el vector de lu fuerza resultante 6 Fn no 
necesariamente coincide con la normal N asociada con 
cl elemento de irea 6A. Si la resultante de todas 
las fuerzas 6Fn es dividido por el incremento de irea 
6A, obtendremos el esfucrzo promedio que actua sabre el 
~rea. En el limite cuando 6A tiende a cera, una canti­
dad definida como la resultante de esfuerzo Tn actuando 
en el punta P es obtcnido. Estc procedimiento de limite 
es ilustrado en la siguiente ecuaci6n: 

Tn = 1 i m 6 Fn 

La linea de acci6n de este esfuerzo resultante Tn coin­
cide con la linea de acci6n de la resultante de fuerza 
6Fn,, como se ilustra en la figura 2. Es importante no­
tar que cl esfuerzo rcsultante en este punta, Tn es una 
funci6n de ambos; la posicion del punta P en el cuerpo 
y la orlcntaci6n de el plano por el que pasa a trav€s 
del punto es idcn~i Cicndo por 1:1 normal N. 
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En un cucrpo suj cto a tm sistema arbitrario de cargas, 
tanto la magnitud como la clirecci.6n del csfuerzo rcsul­
tante Tn en algun punta P cambia, asi cambic la orienta' 
cion del plano. 

Como se ilustra ~n la figura 2, es posiblc proyectar Tn 
en dos componentes: una normal n a la superficie que 
es conocida como el esfuerzo normal resultante, mientras 
que la componente n es conocida como el esfuerzo cor­
tanto resultante. 

Las componentes cartcsi<lnns de esfuerzo para algun sis­
tema coordenaclo puedcn tambicn scr obtenidas a partir 
dc.l csfucrzo resultcmte. Consideranclo primero una su-
',>Crficic cuya normal csUi en la di.rccci6n de Z positivo, 
como sc muestra en la fi.gura 3. 
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Si el esfuerzo rcsultante Tn asociado con esta superfi­
cie particular es proyectada en las componentes a lo 
largo del eje x,y,z; las componentes cartcsianas del es 
fuerzo seran Z'zx, 6zy' \f zz .. 

Las co mp one n t e s 6 z x 
que actGan tangentes 
componente ~zz es un 
mal a la superficie. 

y ~zy son esfuerzos cortantes ya 
a la superficie considerada, la 
esfucrzo normal ya que actGa nor-

Si es seguido el mismo procedimiento empleado las super 
ficies cuyas normales estan en las direcciones x,y posT 
tiva~.: dos conjuntos mf1s son dctcrminadas; O'xy, oxz, lfxx, 
(~yx, 6yz, 'fyy respective~mente. 

El juego de las trcs difercntcs componentcs cartesianas 
para las tres scJcccioncs pucclcn ser rcprcsentadas en si 
guiente arreglo llamado tensor de esfucrzos. 

l<;f 
6xy 3 xz I' XX 

It yx 'fyy t;yz 
I 

kzx 6zy rzz 

Estas cornl1onentes pucden ser arreg1adas sabre las caras 
de \m pequef'io elemento cubico como se ilustra en la fi­
gura 4. En ella se ilustra cl cstado general de esfuer­
zo tridimensional a que est§. some~ido _un cuerpo; se mue~ 
tran tres esfucrzos normales 'fx., ~y, ~z; toclos positives; 
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y seis e:;fuerzos cortantes 6xy, 6yx, 6yz, 3zy, 6zx, 
t!m~iGn positives. El elemento est& en equilibria es­
tatlco y por lo tanto: 

6 xy = Kyx 6 Z X == 6 XZ 

Los csfucrzos normalcs dirigidos hacia afuera del ele­
mento sc consideran positivos y son de tension. Los 
cortantes son positives si actGan en la direcci6n pas! 
tiva de un eje de referencia. 

/ 

El primer subindice de una componente de esfuerzo cortan 
te indica el cje coordenado, que cs perpendicular a la­
cara del elemento; el segundo, el eje de coordenadas pa­
ralelo a dicho componente. Las caras negativas del ele­
mento tendran esfuerzos cortantes que actuan en direc­
ci6n opuesta, peYo tambi§n se les considera positives. 

La figura S muestra un cstado de esfuerzo plano o bia­
xial, que cs lo mas usual. En estc caso solo los esfuer 
zos normales se trataran como positives o negatives. ET 
~~entido de las componcntes de un esfuerzo cortante se es 
pccificarfr, por convenci6n, de acucrdo con el sentido en 
que giran las manecillas del reloj. 
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3.2 CARGA AXIAL: ESY:UERZO NORMAL. 

Considcrando la barra BC; que es un elernento sujeto a 
dos fuerzas P y P' actuando en los extremes BC estan di 
rigidos a lo largo del eje de la varilla. Decirnos en-­
tonces que la varilla est~ cargada axialmente. 

p 

Vearnos lo que acontece en el interior de la barra rnostra 
<.la en la figura anterior, efectuando un corte en la sec-=­
ci6n a-a' se hace visible la fuerza interna P que irnpide 
la separaci6n de la barra al ser solicitada par la fuer­
za externa P, figuras 7.1 y 7.2. Par equilibria esti 
tico las fuerzas P y Q son igualcs en rnagnitud. 
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Q. 

i 

L ____ r; 
En estc caso,la fuerza interna Q sc distribuye uniforme 
mente de~ido a las siguicntes consideraciones: 

i ) La s e c c i 6 n c s t a s u f i c i c n t c m c n t c a l e j a cb de 1 p unto 
de a~licaci6n de la fucrza P. 

ii) La rcsultU-nle de la fucTzet interna Q pasa a traves 
del centroidc del hrea Je la secci6n. 

iii) El material es llomogenco. 

iv) ~o hay camhios d8 seccitm a lo largo de la barra. 

Ahora bien, a la fuerza par unidad de fcrea, o intcnsidad 
de las fuerzas distribuidas sabre la secci6n, se conoce 
como esfuerzo y se le denota par la letra griega 
(sigma). El esfuerzo en una elcmcnto de secci6n trans­
versal de area A sometido a una carga axial P se obtie 
ne dividiendo Ja magnitud P de la carga por el ~rea A. 
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En el sistema m0trico SI, P se expresa en Newtons (N) 
y A en metros cuadrados (m 2), el esfuerzo quedar& en 
N/rn 2 o Pascal. 

En la pr~ctica, se utilizan mGltiplos del pascal como 
el Kilopascal (KPa), el megapascal (MPa) y el gigapas­
cal ( GP a) . Tenemo s : 

1 KPa 

1 ~IP a 

1 GPa = 10 9 Fa= 10 9 N/m2 

En cl sistema inglcs, la fucrza P se expresa en Iibras 
(lb) o kilolibras (lOb) y e1 area de la sccci6n trans­
versal A en pulgacla~; cuadradas (pulg 2 ). El esfuerzo 
s c exp res a en tonccs en 1 ib ras po r pul gada cuadrada 
(lb/~ulg2) o en kilolibras por pulgada cuadrada (Klb/ 
pulg ) 
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3.3.- ESFUERZO CORTANTE. 

Las fuerzas internas estudiadas en la secci6n anterior 
y :os esfuerzos correspondientes cran pcrpendiculares a 
la secci6n considerada. Se obtiene un tipo muy diferen 
tc de esfuerzo cuando se aplican fuerzas transversales­
p y P al elemento AB, figura 8. 

Cortando en C. entre los puntas de aplicaci6n de las dos 
fuerzas (figura 9a) obtcnemos el diagrama de la porci6n 
AC que se muestra en la figura 0b. Concluimos que deben 
existir fuerzas internas en cl plano de la secci6n y que 
su resultante debe scr igual a P. Estas fuerzas inter­
nas elementales se llarnan fuerzas cortantes y la magnitud 
P de su resultante es el cortante de la secci6n. 

Dividiendo la fuerza cortante P par el §rea A de la sec­
cion, obtcnemos cl csfuerzo cortante. Designando el es­
fucrz.o cortantc po1 la lctra griega (tau) escribimos: 

0 = P I A, sicndo A paralela a la fucrza P 

Los esfuerzos cortantes se prescntan normalmente en per­
nos, pasadores y remaches utilizados para conectar va­
rios rniembros estructurales y componentes de maquinas. 
Sean, por ejemplo, las dos platinas A y B que estan co­
nectadas por un rcmache CD (figura 10). 
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Si las placas cstfin somctidas a fuerzas de tensi6n de 
magnitud F, se desarrollaran esfuerzos cortantes en la 
sccci6n del rcmachc corrcspondiente al plano EE'. 

Traz an do los cti agramas de 1 remache y de 1 a porci6n loca­
lizada par encima del plano EE' (figura 11), concluimos 
que la fuerza cortante P en la secci6n es igual a F. El 
esfuerzo cortante se obtiene de acuerdo a la relaci6n ya 
conocida = P/A; como la sccci6n transversal del remache 
es circular, tenernos que A= d 2 /4. El rernache considera 
do trabaja cortante simple. 
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Sin ~-r,h:i;:;o, l'l''-,kn l':l''·<.·;t:,]·.c :11J;::o (,)'(1~; ,:c ,·:1r~:::~, pur 
(' j (' j I;; ' 1 0 ' :; j ~; c : ; : ' J1 l . I :; j' 1 'I l ; I "· I; (_' < \_ i' i I :I I i (. Jl c )' n p ~I r a 
CUJIC'L1ar l:tS plc11;1:; .\ )' I3 (ri,,'lJa Jl), cl lUt-LiJltC UtU· 

rrir:1 en c~Hl:J uno tlc lo~ pL1n•):-; }~J\ 1 y 1L 1 del JC'JHa,~hc llJ. 
Se dice que los rcn.:JCllcs trahaj c1J1 a cortantc cloble, traz~n 
do el di:>gra:nn de cucrpo 1ibrc Jcl rcrr:ac}H· llJ y de la por-=­
ci6n de remache localizadn entre los dos p1nnos (figura 
13). Obscrvando qtJe la fuerza cortantc r en cac1a secci6n 
vale P = F/2, concJuimos que el esfucrzo cortante es 

(, 

}/ 

"--li~~ --' /. -- --1 . -- ! 

.. -­
F, 

J 

',G 

_,. 
,--o _, . 

Tambi§n se prcsenta esfuer:o cortante en elementos pega­
dos como se prese~ta en la figura 14. 

p 

___ __:.· 
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3.l'{;-FSHJLJ\ZC PE APLASTX·ill \TO. 

Los pcrnos, p:1~;adorcs y n J';:H1lcs CJC<tn c·sfw·rzos en los 
c 1 c men to s que con e c t an , e1 1 o J u r go d c 1 a !:> up c r f i c i c d c 
apoyo o supcrficic de contacto. Considcrando nucvamcnte 
las dos platinas A y B concctadas por cl rcmache CD. El 
rcmache ejerce en la placa A una fucrza P igual y opuesta 
a 16 fuerza F ejercida por la placa en el remache (figura 
15) 

( Po 
1]-! 

[l 

La fuerza P representa la resultante de las fuerzas elemen 
tales distribuidas en el i~terior del medio cilindro de 
di~metro D y de longitud t igual al espcsor de la plata. 
La distribuci6n de estas fuerzas y de los esfuerzos corres 
pondicntes es nuy complicada, en ·la pr~ctica se utiliza un 
valor promedio nominal b del esfuerzo, llamado esfuerzo 
de ;:,plastamiento o ·de apoyo, que se obtiene dividiendo la 
carsa P por el firea del rect~ngulo que represcnta la pro­
yecci6n del remache en la secci6n de la placa (figura 
16) . 

Como esta §rea es igual a td, siendo t cl espesor y D el 
di§~etro del remache, tenenos 
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3 . .5.- ESFUERZOS PERi'>liSIBLES Y CARGAS PE!<.J\liSIBLES. 

Una importante consideraci6n en el diseno de ingenieria 
es la capacidad del objeto que se disena para resistir 
o transmitir cargas. Entre los objetos que deben sopor 
tar cargas se incluyen estructura.s de edificios, maqui­
nJrla, aeronaves, vehiculos y muc::os rn:1s que ha realiza 
do el hombre. Por sencille=-, nos referiremos a tales Ob 
j e t 0 S C 0 ffiO eSt r U C t U 1" a 5 ; f 0 r t 3 n t G , Ull a eSt r U C t U r a e S C U a J 
qu1er objeto que debe Tesistir o trartsmitir cargas. 

Si se dese3. evitar la falla de una estructura, las car­
gas que la misma puede realmente soportar deben ser mayo 
res que las cargas que requerir~ sostener cuando est~ e~ 
servicio. La caoacidad de una estructura para soportar 
cargas se denomi~a res.istencia. 

Lo anterior tambien se pueclt.· ex;;Tesa,· co;:-:o s1gue: La re 
sistencia real de una estructura debe rebasar la resist~n 
cia requerida, la relaci6n entre la resistencia real y la 
resistencia requerida se denomi~~ factor de seguridad n: 

Factor de seguridad n = rcsistcncia rcquerida 

L 1 fact or de s c \;uri ~: :1 c: ck b (• ~- C' l" ;r, :\ \' o r q W' 1 s 1 s c d c s e 3 

i mp e d i r 1 a fa ll a dE· l rna t c- r 1 a ·1 • ~) c 3. c u c r J o con las c i r-
cunstancias, se cmplean factores de seguridad desde un p~ 
co m f1 s c] c l h :1 s t a 1 0 . 
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L n i 11 c1 us j 6 n d c f a l'1 o r c s d c ~o c '· u r i cl :1 d c n c 1 c1 i s c i1 o n o 
cs un asunto scncillo \·a que J'a rcsistL·ncia y 13. fa­
ll:L del material dcnotnn conccptos clistintos. La fa­
lla del mater.ial o simplemcnte la falla, significa la 
ruptura o el colapso complcto de una estructura (Para 
mayor informacion consultc el texto ~1ecfmica de Mate­
riales de Ste~hen P.T Il!oshenko). 

3.6:- CONCENTRACION DE ESFUERZOS. 

Los esfuerzos cerca de los puntos de aplicaci6n de ca!. 
gas concentradas pueden alcanzar valores mucho mayores 
que el valor promedio del esfuerzo en el elemento. 
Cuando un elemento estructural contiene una disconti­
nuidad, tal como un agujero o un cambio subito de sec­
ci6n, generalmente se presentan grandes esfuerzos cer­
ca de las discontinuidades. La figura 18 se refiere a 
una barra plana con un agujero y muestra la distribuci6n 
de esfuerzos en un corte heche por el centro del aguje­
ro. 

f' 

p 
~ 

I 

1 I . 

p 
D .......__ 
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l<1 figura 19 se rcfj<·rc a U!l~ b:1rr0 pL!na l[llC consta 
Cle c1os porciones con clifcrt·ntc:; :li1<_1!tlr;Js cuncc1:1das 
con f i 1 l't c s ( c h a f1 an (' s ) 111 u c s t r H 1 a d .i s t ri b ll ci 6 n de 
csfuerzos en la parte m~s angosta de la sccci6n, en 
donde se prcsentan los mayorcs csfuerzos. 

Una barra de secc1on transversal variable es empotrada 
en uno de sus extremes v est~ sometida a la acci6n de 
fuerzas axiales, como s~ ilustra en la figura. 

Determine e1 esfuerzo normal m§ximo. 

}, • 4 0 em l 

30 Ton i 5 Ton 15Ton 40Ton 

~ - -
~ -I 
~ 

) 

A= 15 
~ 

em 
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'VAB = 

VBC = 

VCD = 

~ 
A:: 40 em 1 

JOT, on 5Ton 15 Ton 4 Ofon 
f----- -

f' I 

I A 

A~t5crn1. 

C3 c D 

40 
30 

liiii I m 1111 m 1111 ~lllllllll 

:~,o 000 

40 cm 2 
= 750 kg/ cm 2 

25 000 kg 1666.667 kg/ cm 2 = 
15 cm 2 

40 000 kg 2666.667 kg/cm 2 
z 

15 em 

El esfuerzo maximo se localiza en la porcion CD 

vmAx = vCD = 2666.667 kg/cm 2 
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Determine el valor de la fuerza F, la cual hace que la made­
ra se rompa por la linea punteada cuando alcanza el esfuerzo 
cortante ~ = SOOO kg/ cm 2 • Considerense las dimensiones indi 
cadas en la figura -

Ace,.o 

18 em ,- - --- -~ ... 
F 

f8c.m Madera 

25cm 
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Acero 

l------4 

25 em 

1 = 500 kg/ em 2 

F '( = 
Ae 

F = t A e 

A = (25 em) (16 em) 
e 

F = (50 0 0 kg/ em 2 ) ( 2 5) ( 16) em 2 

F = 2000 000 kg F = 2000 Tone1adas 
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Dos placas con un ancho de 30 em sc unen mediante un remache 
como se ilustra en la figuta 

Determine el esfuerzo cortante en el perno, el miximo es­
fuerzo axial en cada una de las placas, el esfuerzo de apla~ 
tamiento y el esfuerzo cortante en cada placa. 

70 em 
~-·------------------------------1 

~ ~ . 
I I I 10 em 
I I 

I 
I I I 

I 
I 

p I I 4 To 
I I 

I 

lOcm I 

15cm I 

I I I 8 I 

n -
I 

0 

1- I 

I 

1 A 
I 

I 10 em I I I 

I 0 
I 

I. 7 

1Dcm 15cm 
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A 

'perno · 

f5 em 

4000 J<g 
2(1T(2)2) 

4 

I tO em 

IfOcm 
15 

10 em 

6 36 . 619 kg/ em 2 

4 0 0 0 k ~ = 7 . 14 2 kg/ em 2 
'mAX A = 2(10) ( 8) 

11 MAX B 

'VA = A 

11
AB = 

4000 ks = 9 .523 kg/em 2 
15 (2 8J 

4000 k§ 
2(2) (1 ) = 100 kg/ em 2 

4000 ~ = 13 3. 3 3 3 kg/ em 2 

15 ( 2) 

4000 kg = 6.666 kg/em 2 
'p1aca A = 4(10) (15) 

4000 kg = 13.333 kg/em 2 
Tplaea B = 2(10) (15) 
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La figura ilustra un pedal en uno de cuyos extremos se apli­
ca una carga P y en el otro puede levantar hasta 500 ~g. 

a) Determine el esfuerzo cortante en el perno 
ubicado en el punto c,b) determine tam­
bi~n el esfuerzo de aplastamiento en lo~ 
soportes y del esfuerzo de aplastamiento 
en la placa. 

Considere las dimensiones que se ilustra en la figura. 

y 

A 

J 

500~ 

......-. 
10mm 
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~F _ 0 · R -500 sen 15°=0 R 129.41 kg 
x- ' X X 

~F =0 • R -P-500 cos 15°=0 y J y 

~Hc=O+ _," -P (1. 5)+500 cos 15° (0. 5)+500 sen (a5°)=0 

P 
__ 500 cos 15° co.5)+500 sen 15°(0.5) 

P=204.12 kg 
1.5 

R -204.12 - 500 cos 15°= 0 
y R=687.16kg . y 

R = JR". 2+R 2' 
~ l'x Y R= J (129. 41 2 + (687 .16) 2' 

R = 699.22 kg 

a) F 699.22 kg =49.45 kg/ cm 2 '( = 
Ac 

'( ::: 

n(3) 2 ) 
'( 

c c 2 ( c 
4 -

b) v = F v 
699.22 kg 'V ::: 116. 5 36 kg/cm 2 

AA 
= 2 ( 3) (1) A A 

c) 
F 

'VAp = 699.22 kf 'VAp=155.38 kg/ cm 2 
9APLACA = ta: (1.5)(3 48 



CAPITULO IV 

DEFORMACION 

IV.l, DEFINICI6N DE DESPLAZAMIENTO Y DEFORMACI6N, 

IV.2. DtAGRAMA ESFUERZO DEFORMACI6N. 

IV.3. COMPORTAMIENTO ELASTICO Y PLASTiCO. 

1V.4. LEY DE HOOKE, 

IV.S. LEY DE HOOKE GENERALIZADA. 

IV.6. DEFORMACIONES T~RMICAS. 

1V.7. ENERGfA DE DEFORMACI6N ELASTICA. 
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CAPITULO IV 

D E F 0 R M A C I 0 N 

OBJETIVO: 

Al finalizar el estudio de este capitulo el alumna sera 
capaz de: 

i) Enunciar la Ley de Hooke y asentar las condiciones 
que deben cumplirse para su aplicaci6n. 

ii) Analizar sistemas cuyos componentes obedezcan a la 
Ley de Hooke. 

iii) Determinar las deformaciones qu se producen en los 
elementos por la acci6n de cargas externas. 

INTRODUCCION: 

En la secci6n anterior vimos la forma de calcular los es 
fuerzos normales y cortantes en diversas piezas someti­
das a cargas externas. 

Ahora se hace un breve analisis de cuanta deformaci6n 
se produce en un elemento sujeto a un determinado es­
fuerzo, asi como si una determinada secci6n es sufi­
ciente para soportar una carga propuesta. 

Se discuten basicamente dos tipos de deformaci6n la 
normal y la cortante. 
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4.1 DEFINICION DE DESPLAZAMIENTO Y DEFORMACION. 

Si un cuerpo es sometido a la ac~i6n de un sistema de 
fuerzas, puntos individuales del cuerpo podr6n en general 
moverse. 

E1 movimiento de un punto arbitrario es una cantidad 
vectorial llamada DESPLAZAMIENTO. 

El movimiento de un cuerpo puede ser considerado como 
la suma de dos partes: 

1. Una translaci6n y/o rotaci6n del cuerpo como un 
todo, tambi~n conocido como movimiento de cuerpo 
r!gido, el cual puede ser grande o pequefio y 

2. El movimiento de los puntos del cuerpo con respec 
to a otros del mismo cuerpo; en cuyo caso se dici 
que este movimiento es una DEFORMACION; ~sta para 
problemas de ingenieria y dentro del rango el6sti­
co es siempre pequefia, excepto para algunos mate­
riales como el caucho, el acero para resortes, 
etc. 

La deformaci6n es una cantidad geom~trica que depende 
del movimiento relative entre dos o mas puntos del cuerpo. 
Aqui discutiremos b6sicamente dos tipos de deformaci6n 
la normal y la cortante. 

4.1.1 DEFOR.MACION NORMAL. 

Podemos definir a la deformaci6n normal como el cambia 
de longitud de un segmento de recta, dividido entre la lon­
gitud inicial del segmento rectilineo: 
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doncle S es la variaci6n total en longitud. 

Esta deformaci6n es tambi~n conocida como deformaci6n 
unitaria. 

La deformaci6n real puede definirse como el cambia en 
la dimensi6n lineal, dividido entre el valor instant,neo 
de la dimensi6n. 

dL L:; ln Lt) r:: ( 4. 2) 

Es importante hacer notar que para deformaciones pe­
quefias las ecuaciones (4.1) y (4.2) son v'lidas. 

Cabe mencionar que la anisotropia en materiales poli­
cristalinos, la presencia de m's de una fase, el descentra 
miento de las car.~as y la for.rr.a no recta de la ba:rra, entre -
otras ca.usas, llegai1 a provocar que las deformaciones no 
sean uniformes en el elemento estudiado, sin embargo para 
prop6sitos ingenieriles se considera que si lo son. 

4.1.2 DEFORMACION CORTANTE. 

Al cambia angular entre dos segmentos rectilineos que 
inicialmente formaban un 'ngulo de gif se le conoce como de­
formaci6n cortante. 

Considere el elemento mostrado en la figura 4.1, en el 
cual las fuerzas cortantes tienden a distorsionarlo. 

a) Elemento sin carga 

FIGURA 4.1 
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Durante el cargado el elemento podra moverse a una nueva 
posici6n y podra tambi~n distorsionarse, como se muestra 
en la figura 4.2. 

FIGURA 4. 3 FIGURA 4.4 

En la figura 4.3 se ilustra el angulo de distorsi6n ~ 
y la deforrnaci6n6e , ambos se muestran exageradamente gran 
des. El angulo desdistorsi6n es simplemente el cambia an7 

gular de los angulos inicialmente rectos, por lo tanto: 

sen ~ = 
'e ... s 

t~L 

En aplicaciones de ingenieria ~ podra ser tan pequefio 
que puede considerarse, sin involucrar gran error, que: 

t.L 

donde ~ esta expresado en radianes. 

La deformaci6n cortante en un punto, denotada por t , 
queda entonces definida por: 

= 
de s 

t~L dL 

y puede interpretarse fisicamente como un cambio angular ocu 
rrido sobre un elemento infinitesimal. 

53 



La relaci6n entre el esfuerzo cortante y la deformaci6n 
cortante puede ser obtenida a partir de una gr,fica Par 
torsor-Angulo de torsi6n sabre un cilindro circular. La con 
versi6n de la curva Par Torsor-Angulo de torsi6n a una curva 
Esfuerzo cortante-Deformaci6n cortante (c-~) puede encontrar 
seen la referencia (1). 

G = 
,~,yp 

G= M6dulo de elasticidad al corte o m6dulo de rigidez 

4.2 DIAGRAMA ESFUERZO DEFORMACION. 

Es necesario recurrir al estudio de las propiedades me­
c&nicas de los materiales para visualizar la relaci6n que 
guardan los esfuerzos aplicados con las deformaciones produ­
cidas. 

Las propiedades mec,nicas m's usadas, aunque no necesaria 
mente las m&s relevantes, se determinan mediante un ensayo de­
tracci6n del cual se da una breve descripci6n: 

ENSAYO DE TRACCION. 

Para efectuarlo se emplea la m'quina Universal. Consis­
te .en aplicar a una probeta de dimensiones est&ndares un~ car­
ga axial que se incrementa gradualmente anotando las lecturas 
de los valores de las cargas y de las deformaciones correspon­
dientes hasta que se produce la fractura. 

Inicialmente se colocan dos marcas sobre la superficie de 
la probeta antes de ser sometida a la carga, siendo L la longi 
tud entre las mismas. Al aplicarse la carga P se inicia un -
alargamiento en la direcci6n de la aplicaci6n de la carga mien 
tras que el espesor simult&neamente decrece. 

Los esfuerzos se calculan dividiendo la carga entre el &rea 
de secci6n transversal de la probeta. 
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La deformaci6n se obtiene midiendo el incremento de la 
longitud entre las marcas previamente hechas en la probeta 
(en la direcci6n axial). Los resultados de un ensayo de 
tracci6n se muestran en la tabla siguiente: 

F 6 a €: 

0 0 0 0 

100 0.002 180 0.0004 

zoo 0.004 360 0.0008 

300 0.006 540 0.00012 

Despues de realizar un ensayo de tracci6n se puede tra­
zar un diagrama de esfuerzo contra deformaci6n de una prueba 
particular. Tal diagrama esfuerzo-deformaci6n es caracteris 
tico del material y proporciona informaci6n importante acer7 
ca de las propiedades mec&nicas y el comportamiento tipico 
del material. Para la mayor parte de los fines pr&cticos, 
tales diagramas se suponen independientes del tamafio de la 
probeta empleada y de su longitud de medici6n. 

Los diagramas esfuerzo-deformaci6n que se determinan en 
forma pr&ctica difieren mucho seg6n los distintos materiales, 
aun para el mismo material difiere seg6n la temperatura a que 
se efectue el ensayo, la velocidad de la prueba y algunas otras 
variables. Sin embargo, de los experimentos realizados a tem­
peratura constante con materiales que no presenten depend-encia 
del tiempo resultan, por lo general, dos tipos de diagramas. 

Un tipo, caracteristico del acero dulce (tambi~n conocido 
como acero estructural a acero de bajo carbona) y de algunos 
otros materiales se muestra en la figura 4.4.a 

Los otros tipos que son tipicos de numerosos materiales se mues 
tran en la figura 4.4.b. 
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El acero dulce es uno de los metales de m6s amplio uso 
pues se utiliza en edificios, puentes, torres y muchos otros 
tipos de construcciones. 

Anali~emos el diagrama representative esfuerzo-deforma 
ci6n del acero dulce ~ostrado en la figura 4.4.a. El diagra 
rna empieza con una linea recta desde 0 hasta A, en esta re-­
gi6n el esfuerzo y la deformaci6n son directamente proporcio 
nalest y se dice que el material se comporta linealmente. -
Despu~s del punta A ya no existe una relaci6n lineal entre 
el esfuerzo y la deformaci6n, por lo cual el punta A se cono 
ce como limite de proporcionalidad. La pendiente de la rec7 
ta de 0 hasta A es el m6dulo el~stico E que fisicarnente repr~ 
senta la rigidez del material a una carga impuesta. 

Al acrecentar la carga m~s alla del limite de proporcio­
nalidad, la deformaci6n ernpieza a aumentar m~s r'pidarnente pa 
ra cada increnento de esfuerzo. La curva esfuerzo-deforma-­
ci6n asume luego una pendiente cada vez m's pequefia hasta que 
en el punto B la pendiente se vuelve casi horizontal. A par­
tir de este punta se presenta un alargamiento considerable, 
con un incremento casi inapreciable en la fuerza de tensi6n 
(desde B hasta C en el diagrama). Este fen6meno se conoce co 
mo cedencia o fluencia material, y el esfuerzo en el punta B­
se denomina esfuerzo de cedencia o punto de cedencia (o bien, 
esfuerzo de fluencia o punta de fluencia). 

En la regi6n desde B hasta C, el material se vuelve per­
fectamente pl,stico, es decir, puede deformarse sin un incre­
mento en la carga aplicada. Despu~s de sufrir las grandes de­
formaciones que se presentan durante la fluencia, el acero em 
pieza a mostrar un endurecirniento por deformaci6n. Durante -
este proceso> el material sufre cambios en sus estructuras -
cristalina y at6mica, lo que origina lill incremento en la resistencia- delma 
terial a futuras deformaciones, raz6n por lo cual, un alarga-­
miento adicional requiere de un incremento en la carga y el 
diagrama esfuerzo-deformaci6n toma una pendiente positiva des 
de C hasta D. Finalmente, la carga alcanza su valor m'ximo ~ 
el esfuerzo correspondiente (en el punta D) se denomina esfuer 
zo 61timo. El alargamiento posterior de la barra se acompafii 
de uria reducci6n de la cargn y finalmente se presenta la frac­
tura en el punta E. 

S@ presenta una contracci6n lateral de la muestra cuando 
se alarga, lo que origina una reducci6n en el 6rea de la sec­
ci6n transversal, esta reducci6n es muy pequefia como para te­
ner un efecto apreciable en el valor de los esfuerzos calcula 
dos antes del punta C, pero m's alla de este punta la reducci6n 
empieza a modificar el perfil del diagrama. Obviamente el es-
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fuerzo real es mayor que el esfuerzo nominal debido a que se 
caicula con un &rea menor. En la cercania del esfuerzo 6lti 
mo, la disminuci6n del &rea se aprecia claramente y ocurre -
un estrechamiento pronunciado de la probeta conocido como es 
tricci6n. Si para el c'lculo del esfuerzo se emplea el 'rei 
de la secci6n transversal en la parte estrecha del cuello 
ocasionado por la estricci6n, la curva real esfuerzo-deforma 
ci6n seguir' la linea punteada CE'en la figura 4.4.a. -

Los materiales que soportan grandes deformaciones pl,s­
ticas antes de su falla se clasifican como d6ctiles. Una 
ventaja de la ductilidad es que pueden presentarse deforma­
ciones visibles si las cargas se vuelven muy grandes, lo que 
permiten tamar una acci6n correctiva antes de que ocurra la 
fractura. Tambi~n los materiales d6ctiles son capaces de ab 
sarver grandes cantidades de energ!a antes de que acontezca­
la fractura. Los materiales d6ctiles incluyen al acero dul­
ce, aluminio y algunas de sus aleaciones, cobre, magnesia, 
plomo~ molibdeno, niquel, lat6n, bronce, metal monel, tefl6n 
y muchos otros. 

Los materiales fr,giles son aquellos que fallan en ten­
si6n a valores relativamente bajos de deformaci6n. Algunos ejem 
plos de estes materiales son: concreto, piedra, hierro .fundido: 
vidrio, materiales ceramicos y muchas aleaciones met,licas co­
munes. 

4.3 COMPORTAMIENTO ELASTICO Y PLASTICO. 

La experiencia muestra que todos los materiales s6lidos pue 
den ser deformados cuando se someten a la acci6n de cargas exte~ 
na~. Se ha encontrado que hasta cierto limite de carga el s6Ii7 
do puede recuperar sus dimensiones originales al ser retirada di 
cha carga. A este fen6meno se le conoce como comportamiento -
el,stico, :a carga limite a la cual esto sucede se le llama limi 
te el,stico. 

Al ser excedido el limite el&stico el cuerpo experimentar& 
una deformaci6n permanente a6n cuando la carga sea retirada, pre 
sentandose en el cuerpo la llamada deformaci6n pl,stica. -

Para muchos materiales, asi como la carga no exceda el limi 

57 



te e14stico, la deforrnaci6n es proporcional a la carga. Esta 
relaci6n es conocida como Ley de Hooke y es frecuenternente es 
tablecida como: "El esfuerzo es proporcional a la deforrna- -
ci6n''. La Ley de Hooke requiere que la relaci6n carga-defor­
rnaci6n sea lineal. Sin embargo no todos los rnateriales que 
tienen cornportarniento el4stico tienen relaciones esfuerzo­
deforrnaci6n lineales, como por ejernplo el hule. 

La deforrnaci6n el,stica en los rnetales es rnuy pequefia por 
lo que se requiere de instrurnentos rnuy sensitives para su rnedi 
ci6n. Instrurnentos ultrasensitivos han rnostrado que el limit~ 
el4stico en rnetales es rnucho mas bajo de los valores que se mi 
den en ensayos de ingenieria. Mientras mas sensitive sea el -
aparato de rnedici6n, menor sera el limite elastica, de tal for 
rna que para rnuchos rnetales existe s6lo un pequefio rango de car 
gas para el que se curnple la L-ey de Hooke, sin embargo esta es 
rnuy v4lida para fines de disefio en ingenieria. 

4.4. LEY DE HOOKE. 

La ecuaci6n que gobierna el comportamiento de un material 
en su regi6n lineal se conoce como Ley de Hooke (Sir Robert 
Hooke, 1678), es decir, la relaci6n lineal entre el esfuerzo 
y la deforrnaci6n para una barra de secci6n uniforrne sornetida a 
tensi6n o cornpresi6n simple puede expresarse mediante la ecua 
ci6n: 

a = E E . . . . . (4. 3) 

Dond~ E es el m6dulo de elasticidad del material. Las unida­
des de E son las mismas que las unidades de esfuerzo ya que la 
deforrnaci6n es adimensional. Esta ecuaci6n es v4lida para 
o<ayp Ye<eyp definidas con anterioridad en el diagrarna esfuer­
zo ·-de forrnac i6n. 

La ecuaci6n (4.3) se aplica 6nicamente a tensi6n~ compre~ 
si6n simples, para estados de esfuerzo m4s cornplicados, sere­
quiere de una generalizaci6n de la Ley de Hooke. 
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Empleando las ecuaciones para el esfuerzo (4.3) y para la 
deformaci6n unitaria (4.1) definidas con anterioridad, tenemos: 

0 p 
a = E -,como a= 

PL 0 = 
AE 

L A 

( 4. 4) 

donde o indica la deformaci6n total sufrida par el elemento . 
La ecuaci6n (4.4) es aplicable si: 

- La fuerza P es axial 

- El material es isotr6pico y homogeneo 

4.4.1 RELACION DE POISSON 

Se ha observado experimentalmente que en un material iS£ 
tr6pico y homogeneo sujeto a un estado uniaxial de esfuerzo la 
deformaci6n t:~ansversal resultante es proporcional a la defor­
maci6n axial en la direcci6n de la carga para esfuerzos abajo 
del limite de propocionalidad, es decir: 

e:tr cc e:ax 

= k con k=constante 

La raz6n de la magnitud de la deformaci6n transversal a 
la magnitud de la deformaci6n axial es llamada Relaci6n de Poi 
sson y se denota par: 

y = deformaci6n transversal 
deformaci6n axial 
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la cual perrnanece constante para cualquier direcci6n perpendi­
cular al eje de la barra o elemento de que se trate. 

Para una barra a tensi6n la deformaci6n transversal repre­
senta una reducci6n en la anchura y la deformaci6n axial repre­
senta un aurnento en la longitud. Para la compresi6n ocurre el 
case contrario, la barra se acorta y se ensancha. Por lo tan­
to, la relaci6n de Poisson tiene un valor positive para muchos 
niateriales. 

Mediante c'lculos recientes basados en un modele de estruc 
tura at6mica se ha determinado el valor de y para algunos mate7 
riales y se han obtenido los siguientes resultados: y=O.ZS pa­
ra materiales isotr6picos y y = 1/3 para materiales metalicos. 

Para m~chos fines practices, el valor de y puede considerar 
se el mismo, tanto para tensi6n como para compresi6n. 

4.4.2 RELACION ENTRE LAS CONSTANTES ELASTICAS. 

E, G, y y 

Ui ecu.;tc i ljtr: 

G E ....... (4.5) 

2(l+y) 

muestra que las constantes el,sticas no son inde~endientes una de 
otra y se ha demostrado experimentalmente que esta relaci6n es v'­
lida. 

4. 5 L:3Y DE HOOKE GENERAL l ZADA. 

Consideremos un estado triaxial de esfuerzos como se ilustra: 
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da 
X 

(b) 

Para ::malizar los efectos defonnacionales producidos por las fuerzas con 
siderezoos el efecto de una fuerza axial cada vez. 

E1. elmnento sin defonnar se presenta con llneas punteadas. 

La figura (b) muestra que la fuerza a dA causa incremento en la direc­
ci6n X y decremento en las direcciones Y ~ Z por el efecto de Poisson, ya 
que la figura representa un estado uniaxial de esfuerzo en la direcci6n X, 
las defonnaciones unitarias en X, Y y Z pueden escribirse como: 

t: 
X 

(J 

=_x 
E 

t: = -y t: 
y X 

- y t: 
X 

Las defonnaciones totales entonces seran 

0 t: d 
X X X 
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0 =- y E: dy 
y X 

o .. ::::: - y E: d 
., X z 

d~ rnanera similar, para las direcciones y y z seran: 

tJ 
E: ::::: 1 
y E 

~:x =- ye:y 

e: =- y e:y f 

'' l 

tJ 

e: =~ 
f E 

e: =- ye: 
X f 

0 ::::: E: dy 
y y 

0 -- y e: d 
X Y X 

0 -- y e: d 
f y f 

0 ::::: e: d y z f 

0 =- y e:f d 
X X 

0 =- y e: dy y z 

Entonces. la deformaci6n unitaria total es la suma de las deforrnaciones 
que resultan cie cada fuerza individual. 

0 
~xtot = 

o cr cr 
e: = EX - y J..E - y Ef xtot ............. (4.6) 
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De manera similar: 

a a a 
_x + J.. f 

e:ytot =- y - y 
E E E 

......•. (4.7) 

a a a 
y....X _x + f e: -- - y ftOt E E E 

.. - ...... (4.8) 

En el an&lisis anterior las fuerzas cortantes no fueron con 
sideradas, ya que puede demostrarse (referencia 2) que los es-­
fuerzos cortantes no influyen en las deformaciones axiales, por 
lo que se pued.e escribir la Ley de Hooke para 1:i' y t como sigue: 

'( XY 
- ~~ .......... (4 .9) 

G 

't Xf :::: ~-X! .......... (4.10) 
G 

=~ .......... (4.11) 
G 

Las seis ecuaciones anteriores son llamadas Ley de Hooke Genera 
lizad~ y son vilidas para materiales homog6neos, isotr6picos, li- -
nealmente el&sticos. 

4. 6 DEFORJ11ACIONES TERM I CAS .. 

Los cambios de temperatura producen deformaci6n en los materia­
las, para materiales isotr6picos homog~neos un cambio de temperatu 
ra producir& deformaci6n lineal uniforme en todas direcciones, expre 
sada en una sola ecuaci6n: -

e: 
X 
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donde: 

~: es el coeficiente de dilataci6n t6rmica propia de ca­
da material, expresada en (cm/cm.°C). 

Los canbios de temperatura no producen deformaciones cor­
tantes. 

4.7 ENERGIA DE DEFORMACION ELASTICA. 

El concepto de energia de deformaci6n es de fundamental 
im~ortancia en la mec,nica aplicada, y los principios de la 
energia de deformaci6n se utilizan ampliamente para determinar 
la r~spuesta de maquinaria y estructuras a cargas est,ticas y 
din,micas .. 

En mec,nica, la energia se define como la capacidad de rea 
lizar trabajo, y este, es igual al producto de una fuerza por­
Ia distancia recorrida en la direcci6n de la misma; en los 
cuerpos s6lidos deformables los esfuerzos multiplicados por 
sus 'reas nos dan fuerzas y las deformaciones son distancias re 
corrid.as. 

El producto de esas dos cantidades es el trabajo interne en 
un cuerpo por fuerzas aplicadas externamente. El trabajo inter 
no se almacena en un cuerpo como energia de deformaci6n el,sti7 
ca, es decir, no se disipa energia, o sea es recuperable. 

Si a un elemento libre de esfuerzo, como el mostrado en la 
figura se le aplica un esfuerzo a , la fuerza media que act6a 
es 6, dy dx/2, ~sta al multi~licarse por la distancia en 
qQe a~tQan es el trabajo realizado en el elemento, entonces, la 
energia el,stica interna U se obtiene mediante: 

donde: j ax d d y ~ 

e; d 
X X 

dU "' 
1 

a dy d 
2 X ~ 

E: d 
X X 

representa la fuerza y 

es la distancia recorrida y el producto 
de ambos es el trabajo, por lo tanto. 
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1 dU = - o € d dy d = 
2 X X X ~ 

dU 1 uo = crv = 2 ax 

1 

2 
a e: dV 

X X 

(4.12) 

La ecuaci6n anterior (4.12) representa la energia de 
deformaci6n e14stica por unidad de volumen. 

U puede escribirse tambi~n como: 

u = \ .1 
J 2 

1 
a s dV = a e: V 

X X 2 X X 

pero de la Ley de Hooke sabemos que: a =E e: 
X X 

por lo tanto: 
2 

1 a 
u = _x_ v 

') 

'" E 
2 

1 a 
6 u = 7 + AL ............... 

a 
= _L 

E 

(4.13) 

De manera an41oga se obtiene la energia de deformaci6n 
e14stica para esfuerzos cortantes mediante la expresi6n: 

dU cort 

dU cort 1 

dx d t d 
~ XY Y 

= 7 T xY r xY dV 

Para un estado multiaxial de esfuerzo donde actuen tanto 
esfuerzos cortantes como axiales Uo se puede obtener como: 
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CAPITUl_O V 

TORSIO~ 

V.l. CONSIDERACIONES BASICAS. 

V. 2. OBTENc r 6N DE LA F6Rt1ULA DE LA TORs r6~J. 

V,3, ANGULO DE TORSION EN BARRAS CIRCULARES. 

V.4. TORSI6N EN ELEMENTOS DE SECCION NO 
CIRCULAR. 

vI~) I TUBOS DE PARED DELGADA I 
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CAPITULO V 

1' 0 I< S I 0 N 

OBJLliVO: 

Al concluir cl ~studio Jc cste tcma, el estudiante debe 
s c r (= a p a z d c : 

.i. ) D c t c nn in J r l u :; c s r u c r z o s c or tan t c s a q u c s e en cue n 
tra somet.do un cj c clc sccci.6n circular tanto s611 
d a o h u c c a ; d n d :' s 1 as ~t i m c n s .i_ on c s d c l a b a r r a y 
. , 
los pares torsorcs que actuan. 

ii) Calcul<H las dimcnsioncs de un cjc, conocicnclo los 
parc~s apli:=ados, c;uactcrfsticas del material y 
rcstricc.i.oncs (si las hay). 

iii) Obtener cl ~ngulo de torsl6n para los elementos an 
tcs mcncionados. 

lv) Anallzar y cliscftar cjcs cuyas condiciones de apoyo 
las convicrt8n en hipc1·cst.6ticas. 

v) Solucionar algunos problemas de ejcs de secci6n 
t ran s v e r ::. :1 1 n u c i. r c u 1 a r s om c t i cl o s a tors i 6 n . 

vi) Dctcrminar cl v:llor del csfuer:o cortante para tu­
bo:~ o rcr::L~)icntcs de pc1rccl delgacla sometidos a tor 
s .i 6rt. 

INTRODUCC:JON. 

En s '~ c c .ion c s ant c r j orcs s c ~mal i z 8 ron car u c t c r 1st i cas y 
comport nrn i.cn to ~ n gene Ll 1 de :ne1. tc r i. a 1 es cuando son sam~ 
ticlo:; ;1 1<1 <lcci6n Jc cartas axi.0les, as.l como tambien 
las (livcr:~8~:; dc[cH:n~:ciLlllCS que Llichos elementos sufren. 

En c:;tc cc1pftul:J :~c cstablcccn rc1acioncs para cletermi­
naT c] cfccto q~tc produce un par torsor sabre un elcmcn 

/ ~. -
t a c :~ p c c 1 I .L c o . 

Las flechas o ejcs c.i rcuLnes son los rniembros mas co­
munmcntc asoci~Jos con cargos de torsi6n y presentan mu 
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L h:1s :1]' I i ,_·;~c· i I'JH''; ]'I;~, ll·:1:-; c 11 L'l '- .,:n;1'J tl1· ti i :.l'l-cJO de 1•1fJ 

qu1n:1~. C'ui!tO ,._~,_· J'IO 1• .. 1\''''-'S lr_,:-; L'jt_:c; de 1, .• n:::Ji~;i0n 
d l' ]1 l) 1 l 1' 1.: j ;1 0 I' ( ' 1 • I 1\.' ~- lJ c' 1 ~ ,_- l' ; , l; 1 (' S (f d 1 C C• i I I):' , 

La mayor parte de estc tcm~1 sc relaciona a ch·mcnto~ de 
sccci6n circular, ya que son los de mayor npl.icaci6n, 
Sin embargo, Se h~ICC un breve ana]isis par:-~ elementOS 
de secci6n no circular, elementos de pared Jclgada y 
torsi6n en elemcntJs hipercstaticos. 

5.1 CONSIL1ER.ACIONES ~~ASIC/\S: 

i) Hcmogeneidad en cl material. 
ii) l~otropia de los elementos. 

iii ) P :t:m o s par a 1 c 1 o s entre s 1 y p c rp end i c u 1 ares a 1 e j e 
longitudinal del clcmcnto pcrmanecen en la misma 
forma despu~s de que son aplicados los momentos 
torsores como se representa en la figura 5.1. 

Fig. :;.1. Representaci6n Jc un2 ~arra circular 3ntes v des-
t. 1 . - 1 . ' J .... ,].lUL'5 .~.c :-:c:· ::.·0:::.::1 __ ·.~: ~~ !:l =tccJo:---. ,-c- un ~omcn~..o 

tors or 
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l v ) . ·. :~ u n t • 1 l · FH · ll u d c :·; c· • · ' 1 () 11 l. i r '· \1 1 ; 1 r q ll c ~ c ~ . n T:i c t c 
:1 t()r~;i6n, .'I•.'~CllLl un:1 dvi•H'i:;,ci(lJl "''gul:1r L1 
t.' U ; 1 ] • V ; I f J <1 J j IJ l' ;J lJ: i ( )) t C t 1l' ~ t.lc :- ll C' j (' 1 C l[ I g l 1 U d j J1 ; I 1 , 
f.igura S.2. · 

~----------­
~ ---

----~ 

-·-
Fig. 5.2 Representaci6n de la variaci6n angular 

5 . 2 . 

v) 
vi) 

\' i i) 

La 1 on g i t u d c c l e l c :~: c n t o :) e r mane c e in v a r i a b 1 e . 
Los esfuerzos que ~c proJucen por la aplicaci6n de 
l<1s cargas c:xternas son cortantes y estos son di­
rectamente proporcionales a las deformaciones par 
lo que se curnple cabalrnente la ley de Hooke. 

;,os pares se aplican sin irnpacto. 

::
1ucde afirr.wrse que la c~cformaci6n o comportarnien­

to del material depcnden Je la geometria del rnisrno y de 
la forma de aplicaci6n de las cargas. 

OBTE\C I 0\ DE L\ T C"l·:: 1U!. \ IJE L\ TOF:S 1 C'\. 

Como filcilmente sc put.·.:c cntcr.Jcr, a :nay:n deform~1ci6n, 
existi1 {! ma;.·or e';fuc;·::-:c, c:-Jtor:cc.~, po,leL~·:.~s c1firm:1r que 
el max:.r10 csfucr::-o ·~C1"t~::!tc SC ~:c·ncra C'l! los puntas mas 
a l e j ad c s d c c j c l on~. i t u J 1 n ~l) :1 c 1 c 1 c m c n t o como s c iJ u :-; -
tra en }a figura S.3. 
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6. __s max 

Fig. 5.~;. Distr.ibuci6n de c::;[ucrzos de un clemente de sccci6n cucu­
lar sometldo a torsi6n. 

De la f:.gura antcri_or sc pucLlc dcducir que se cumple la 
s.iguici:.te rclaci6n. 

nnax ---c- T 

p 
( 5. 1) 

Por lo que cl esfucrzo en cualquler punta estar' dado 
por: 

T 
p 

c T m:1x. ( 5. 2) 

Tomanclo en cucnta c:uc cl memento externo es igual al mo 
mcnto Lnterno resi~~tente. 

Consi(lercmos un elcmcnto de ~:;ccci6n circular, sometido 
a scnclos momcntos torsorcs Lle igual magnitud pero de 
scnt.idos opucstos. l!agarnos pasar un plano de corte y 
scparemos ambas scccioncs trazando cl corrcspondiente 
cliagrarna de cucrpo librc de una de l::.ts porciones scpar~ 
das. Fig. 5.4 
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--·----·- ····--· ___ ,. ____ _ 
-~-~-----

Fig. 5. 4. 

De 13 figur~ 5.4 sc obtlcne: T. = rr4a p 
1 

"bdA=F 

(5.3) 

I'cro de la ecux..i6n ~.l. tomamos el valor de 1 y lo susti l 
tuimos en la ccuJci6n ,5.3 qucJ<~nclo: 

(5.4) 

sabell!X)s que 1 -=- T_\ 

l'oY' ~~- ~ue ta e.cuaci6.n .;J.~ puede escr.ibirse como:-: 

1
1nax J T ~ -·c.- p~ dA 
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por lo que ln ecuacjc'Sn parn clctcrm.inar el csfuerzo cor­
tanto m8ximo sera: 

r max fORMULA DE TORSION (5. 5) 

Considcrcsc un clcmcnto Jc sccci611 transversal circular 
s6lida al cual sc le cletcrminara el momenta polar de 
inercia. 

El area scr(J: 

A = t r 2 par lci que clA=2rrpdp 

por lo que .J 

r 
'• 

J = '1 rr p 
t.. --;r 

0 

rrr 4 l4 
J bien .J 

ll l 
== -z-- 0 = 32 

De manera analoga para un cilinuro hueco J se puede de­
terminar quedando: 

J = ;r ( d c '• - cl i '• ) -----:rr--------

Par a ,_: i 1 i n d r o s hue c o s cl c p ~n c cl cl e 1 g a d a J on d e 1 a r e 1 a c i 6 n 
e n t r e c 1 c :) p c s o r y c l d i (t m c t -r o i n t e r n o cl e 1 c i 1 i n cl r o s e a 
mcnor 0 1/20. 

J - 2 11 r 3 t s .i. c n d o r radio mcdio 

5.3 1\NGUI.~J lJE TORSlON EN B1\HI<AS C:II<.CULi\l~ES. 

En base a las condiciones establecidas ant.eriormente y 
tomanclo ~n cucnta que el an&lisis para el desarrollo de 
la f6rmula de la torsi6n se realiza clcntro del rango 
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clc'hti.co y por consccucncia la variac.i.6n del esfuerzo 
con respccto a la dcformJcion cs proporcional, es de­
cir sc cumplc la ley de llookc. 

Tomcmos la figura 5.5. para reprcsentar algunos de los 
par~mctros emplcaJos en la Jcuucc.i.6n de la f6rmula del 
tlng:.1l0 L1C tors i6n. 

Pig. 5.5 Elcmcnto de un:t b:trra circular somctida a torsi6n. 

En Ja f.igura onteri.or ~;c pucdc observar que: 

_... lA ,........ 
CC' = o Jx, tambi6n sc cumple CC' = d0 C 

por lo que podcmos i.gualar las dos e:xprcsiones anteriorcs. 

( 5. 6) 

ademas como J.a ley c.lc !locke sc curnplc podcmos susti tuir la 
expresi6n o"= T/G nsf como let f6rmula de let tors.i.6n c=TC/J 
y simpl ificando los terminos corrcspond.i.cntes, pollemos es­
cr.i.bir la cxprcsi6n que al ser intcgrada en ambos miembros 
de la igualdad, ncs dJr6 lil r6rmula para dctcrminar el 'ngu 
lode torsi6n de barr:ts de sccc.i6n circular. -

li./C.J ( 5. 7) 
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-· 
Ecuaci6::1 que pucue cscribirsc Llc mancra general para ele 
mentos ,Je secci6n circular variable, somctida a diferen­
tcs par3s de torsion y clc divcrsos matcriales qucdando: 

( 5. 8) 

~ sc cxprcsa en r;1di.ancs 

G: es el m6dulo de rigfdcz propio de cada material. 

5. 4 TORS 1 Ot\ EN E LH!ENTOS DE Sl::CC I JN NO C I RCULi\R. 

Las f c, r m u 1 as o b ten i d <t :; par a d c t c r m i n a r c 1 c s f u c r z o cor -
tante y cl 6ngulo Ja torsi6n de elementos de secci6n 
c. _i r c u 1 a r no t i c n c n v a 1 i cl c z p a r ~~ o t r o t i p o d c s e c c i one s . 
Lo 'flntcrior sc a:fjrnw ya que las considcracioncs antes 
u t i 1 i z n d a s no s c cum p 1 c n p <H a c s t o s a 1 c m c n to s ; e s d c c i r 
las sccciones inicialmcntc planas y perpcndiculares al 
eje longituJinal, sufrcn en general distorsiones. Deb! 
do a que con frccucncia cl ingenicro en la practica se 
encuentra con elementos que act6an como ejes (barras de 
torsi6n), cuyas saccioncs no son ci.rcularcs. Es necesa 
rio c 1~ t once s des a r r o 11 a r n u c vas a c u a cion c s que nos s i r-=­
van para dcterminar los csfucrzos y las dcformaciones 
inducidas en estas scccioncs no circulares tanto s61idas 
como huecas. -- ~/,.. / 

...L"/./ ../,.....,, ....... 

~L ./ /.../ ./ ./ / ../ .-"""" ./ .// 

----------,~::t=:t==t=~==J:~t==./f:=/~=~:t::!~~~~~ 
-- - -- --

Fig. 5.6 
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Fig. 

Mediante la teorl:I mcttl'i:t;ltictl deJa cl<lsticidad es posi:_ 
ble obtcncr las cxprcsiones que en cstas notas (micarnen 
te so transcrihen para su Jtilizaci6n. 

En 1885 Saint Vcnant investig6 cl fcn6mcno para una ba­
rrtl de sccci6n rcctongular, de cuyos resultados se esta 
blcc:c que cl csfucrzo cortantc maximo ocurre en el punta 
central del l:J,lo m:ts l:trro del clcmento de sccci6n rec-,_. 
tangular y ~l c'ifcrcnc:i:t clc los elementos de secci6n cir­
cular, en los punto:; m!ls ctlcjJclos que son los vertices, 
c s c s f u c r z o c on ttl n t c c s n u 1 o . 

6 mo :r. 

:•.1 Distri.huci6n clc csfucr:os cortctntcs para viga de 
sccci6n re:ctangul :tr. 

E1 v~tlor dcJ csfucrzo cort:mtc 
nar por media de la ccu:icion: 

/ . 
JTIClXllTIO 

T = T/nb c~ y 
max 

lo podcmos dctermi-

( 5. 9) 

y c 1 an g u 1 o d e to r s i 6 n ~; c o b t i c n c m c d i an t c 1 a ex pre s i 6 n : 

0"' lL/c c b c 1 (5.10) 

sicnclo o: y l~ -.:onstnntcs que c.lcpcndcn de la relaci6n entre 
e 1 1 ad o mayo r ( b ) )' c l LHI o m c no r ( c. ) d c 1 r c c Ui n g u 1 o que 
forma la secci6n t:r<Jitsvcr~;al c1c1 c1crnento. Los valores 
de d.i c has cons tan t c::; s c eLm c n 1 a s i g u i c n t c tab 1 a : 
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·------------

Tabla s. 1 COEFTCicNTES PARA BARRAS RECTANGULJ\RES 
-----1-- -

b/C 1.0 1.2 l.S 2.0 2.S 3.0 tl. 0 5.0 10.0 00 
--t----- ---- -----1--

ex 0.208 0.219 0.231 0.246 0.258 0.267 0.282 0.291 0.312 0.333 
- -

0 .1406 01661 0 .1958 0.229 0.249 0.263 0.281 0.291 0.312 0.333 
-~----L -

El valor de r t:unb.i.6n puedc detcrminarsc usanclo la si max 
guicnte ecuacion aproximacla: 

1 max (15 b + 9c) T/5 b 2 c 2 

vilida para elementos de scccion rectangular. 

(5.11) 

La figura (5.8) mucstra la <listribuci6n clc csfuerzos a lo 
largo <le los cjcs prlncipalcs cle una barra de sccci6n trans 
vcrsa1 cllptica somcd i.ta a torsi6n, los valorcs sc <lctcrmi-=­
nan con la si.guicnte rclaci6n: 

T = 2T/rrb C2 

max 
(5.12) 

De manera similar para un clemcnto con sccci6n transversal 
en forma clc tritingulo equilatero con laclo b, el csfuerzo 
cortantc nd.x.Lmo ocurre en Ja parte mc<lia de cacla laclo y 
pucclc calcu]arsc mcdLantc la ccuaci6n: 

T = 20 T/b' max (5.13) 

Las dos cxpresioncs antcriores no depcnden de constantes 
cmpiricas ya que fucron obtenidas analiticamcnte. 
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rig. :i. s 

----. 

~~-------------------
___________ __, 

Uistribuc il\n '-'L' ·~·::,' :_;c:·::c·s ;1:11.: :-:cc 16n t r:tnsvcrsal 
el!ptica. 

5 • S T U B 0 S n L P _.\RED jj c L c; .-'•. L!. \ . 

En algun:1s estructur:1.-; li:;crJs tales co~10 ~teron:1vcs \. na 
v e s c s p n c i 3 l e s , s c r c q u i c r c c: c ;;, .i v dn o _.; t u l.nt l :t r c s de p a :­
r c cl cl e 1 ~ad :1 v d c f o r ;r. 1 -; :1 =' ,: i r c u 1:1 :· c ::; :' :1 r :1 s ,J no r tar t o r -
.:, l. 6 n r" J"l 0 b t ., )'l ,· ]' 't . <.:, f' .( 1"'1ll l '1 -; ' ' • ; .·., 'l '1 'l n 1 '1. r '1 b l e..: (] l i ., J 0 ~ l 1,. l~ , ._ \. t • , • ) , 1 • "~ •. \_ l l \,. ._ \' > L-" l. \.,.... \ ~ J ( 1.._ :_ 

\·crs:::~ for!:IJS de ;,·,::i6:J trc~IJ.~\·,,:·:.:..;1, ,-,,:·,_;id·~·rc·IIJOS un tu 
bo dv :'~ned Jcl,~:I.i:I .k ·c,·c:611 tr:1:::-:·.·.·r-;.ll :tr 11itrari:1 nc-=-
r o c o n s t :=1 n t c c n · t J . ! 1 l: 1 I :' :: .~ i t u ,! , c- : , u :1 c :.:. t ft _..; or~ 1 c t i ll ~' :1 

~; en J c s p J r c :.:. t o :· ~-:.:> r c s ·-· n 1 Cl :; c :--: n· '·'' : ,. :; .. \ ,_, :'1 :1 s.; n i t u d T . L 1 
e s p c so r t de 12 p. 1 r c d p u ·.: ll c \ :1 r 1 a 1 J l r c· ... k do r ,_[ c 1 a s c c -
c i 6 n t r :1 n s \' c r s :1L , p c r o :-; ~ J :~ u ·~: c q u c t e: s p c q u ·..:·no com p J r a -
do con los dir;Jcnslnnc::" de l:t ::c:cci6:'t tt~1!L~ver:->a1 Jcl tubo. 
L a f i g u r n S . 9 i l u s t r a u n t u b o d c p J r c d J c 1 g ~1 J ~1 q u c t o ::1 a r c -
rnos co;1:o rcfcrcnci:1 p~lr~t c·l :1:1:l1i..:,L; .J..:· c:eta :;ccci6n. 
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I~ I 

Fig . 5 . 9 Tub o de pared ~..lc l gad a con .:-; c· c c 1 6 n t ran s versa l arb l -
traria. 

La figura 5.9.b ilustra los esfucr:os cortantes que ac­
t u an s o b r e l as sec c i ones t ran s \ · c r:::: 1 c :c , d j c l1 o:: c s f u c r -
:o~. 3ctUan p~!ralc}~~!!C'ntc c: 1~~ --· .... /-- ,_. ''f2ll\ .. ,~··;:'' :1lrc~!c 
do r de 1 tub o . L ~l j n t c n s j d :; J J c L :.: ·~ ~ ·: u c r: c<~ \' ~n- .l a m u )­
p c c: o a t r a\' 6:: J c l c s p c so r .: c- J t : l) J ~! ~ 1·· 1 ~1 c :1 q u c c:: t c· c s 
r1 u ~· de 1 gad o , p or J o q u c s c con:-: i ~..! c r :l que ' c s constant c 
a trav~s del espesor. 

P a r a d c t e r min a r 1 a m a g n i t u ~..~ (~ c : o :-: e :-- 1 •_: c r : o ::=. c o r t an t c :: , 
considerese un elcmcnto rcctang~1lar ooten.ido al cfcc-
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tuar Ulos cortes Jong.i tud inalcs ~lll y cd (fig. 5. 9 a y b). 
E s t c e 1 c men to s e s e p ;1 c 1 c o rn o u n c u c r p o l.i b r e en 1 a f i g . 
5.9 c. Sabre la cara de 1a sccci6n transversal be ac­
tuan los csfuerzos cortantc~; mostrados en la fig. 5.9 b. 
Se supone que cstos csfucrzos puaden variar en intcnsi­
daJ conforme sc trasladan a lo largo de la secci6n trans 
vcrsal desde b hasta c. Sea 1 cJ que actua en el punto­
b y llamcmos T al que ac tua en c. En la secci6n trans­
versal ad, actuan esf~crzos 1J6ntjcos en magnitud pero 
de d.ircccl6n opuesta. Sabre las caras longitudinales ab 
y cd actuar~n csfucrzos de las mismas magnitudes que los 
de las scc~ioncs tran3vcrsales, ya que como sc rnencion6 
en otra sc~:ci6n, los esfuerzos que actuan en planos per-
p e n cl i c u 1 a n~ s , s o n c1 c j g u :11 m a g n i t u d . 

L o s c s f u c r ;: o s co r t ant c 5 que i1 c t (u:t n e n 1 a s c a r as 1 on g i t u -
d i n a 1 c s p r o d u c c n 1 l1 s _:· u c r z a s I b y F c ( f i g . 5 . 9 d ) , que 
puc d c n d e t c: r m i n a r s c m u J Li p 1 i c :1 n d o 1 o s c s f u c r :: o s p o r 1 a s 
a r e a s c 0 r r c s p 0 n d i. en t c ~; ; a s s. ' 

Fb y Fe T t dx 
c c 

c n 1 a s t 
1
. y t r c p r c s c n t an 1 o s e ~.; p c s u r e s de 1 tub o en b 
) c 

y c respectivamentc. Se proJuccn otras fuerzas F
1 

en 

las carus trans~ersalcs que no se lncluycn en e1 estudio. 

De conclici.ones Je equilibria sc cstablcce que 

F 
b 

F 
c o bien = 1 t 

c c 

Dado que 1<1 local.izC~c.i.6n de los cortes longitudina1es se 
realizaron arbitrariamente, se pueJe aprcciar en la ecua 
ci6n anterior que e1 producto del csfuerzo cortante y ei 
espcsor del tubo t, es cl mismo en cacla punto de la sec­
ci6n transversal. Lstc producto sc le conoce como Flujo 
Cortantc y lo dcnotamos por 1a lctrn f=1t=constantc. En 
ton c e s c 1 c s f u e r z o 5 c r :1 nw yo r c u :1ll d o e 1 e s p c s or d c 1 tub o 
sea mcnor y vi.cevcrs<I. T~llllbil:n sc s<Itisfacc que a cspe-­
s or cons t ~1 n t e s c t i en e e s f u c r z o c on~; tan t e . 

Rclacioncmos ;d10ra al flujo y c'sfucr:o cortante con e1 
par aplicaJo T que actCu1 sobrc el tuba. Cons.ideresc un 
elerncnto de flrca, de JongitucJ cls en la secci6n transver-
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---~ -~. 

s a 1 ~ · o Ill o ~; e j 1 u s t r :1 l' n 1 a f i g u r a S . 1 0 . I. :1 d i s t : ll1 c i a s 
~;c midc :.1 Jo 1:-1rr:o deJa lfnc:1 Plt'di:l de l:1 ~;ccci6n 1r:1ns 
v c r s :1 l i n d i cHla ~ n n J f n c a p 11111l· :Hl a c· n 1 n f .i g u r a • 

Fig. 5.10 Secci6n transversal de un tubo de pared delgada. 

La fuerza cortante total que act6a en el elemento de 6rea 
es f ds y el memento de esta fuerza alrededor de cualquier 
punto 0 es: 

dT = r f ds 

donde r es la distancia perpendicular dcsde 0 hasta la li 
nea de acci6n de la fuerza. Esta 61tima es tangente a li 
linea media de la secci6n transversal en el elemento ds. 
El par total T producido por lo~ esfuerzos cortantcs se 
obtiene al integrar a lo largo de toJa la longitud L Je m 
la 11nen media de la secci6n trnJ::.:\·cr:,::J1. 

lrn 
r ds (5.14) 

La integral en cstJ exprcsi6n ticnc unJ intcrpretaci6n 
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geome~:ric~~ ::;_implL:. Ld c:lrtLi.J~Jd r Lh rcprcscnto c1 Job1e 
J c 1 il [' c J c e 1 t r i :1 n .s 1 tl o so rnl J rca do q u c s c i n d j c a c n 1 a f i -
g u r a :, . 1 0 , p o r 1 o q u c 1 a i_ n t c g r a J r e p r c s c n t a c 1 J o b 1 e 
del {t,·ca 1\ lirniu1da 1~cH L1 J1nca puntc:tdCJ de 1a sccci6n 
t ran s ,_. c 1 s ;:,ll1 

; a s 1 , 

T 2 f \ (5.15) m 

p o r 1 o q u c p o cl e m o s c s c r i b _i_ r J o ~-; i g u i c n t L~ : 

T t 
'[' 

Tt-,\-
rn 

(5.16) 

A par t i r d e c s t a :3 L' c u a c i o n c s puc d c n c a l c u l a r s c e 1 f 1 u j o 
corta:·tte y los c:3fuerzos cortantcs para cualquier tubo 
de pared dclguda. 

Para un m:1tcrial lincalmcntc cl(Jstico, cl angulo de tor­
s i 6 n :> c puc d c J c t. c r m i n :t r a p 1 i c an d o e 1 p r i_ n c i p i o de c on -
scrvaci.6n de cnccg1a. 

La cnergl_a cle clcformaci6n de un tubo de pared clelgada en 
Jande sc l:oma en cucnto cl f]u_jo cortantc como constante, 
e l e s :J e ~; o r d c 1 t 1 1 b o v :1 r i a b l c y s i e n cl o L 1 a 1 o n g i t u J d e 1 
tubo, -·puc de cscr ibirsc :::ts 1: 

u 
T?. L 

8 c ~\ i 
m 0 

Lm 
1 ( s 
t 

I n c 1 u y c n cl o <l L a 1 :0 N s T MJT L: ll [ T (/ w; r oN J ' " 
L 

m 

0 

4!\ 2 
m 

ds 
--t-

(5.17) 

p u cl i e 11 do c x p r c s a t· s c 1 :J. c n c r g L1 d c d c f o nw c i 6 n como s e in -
dica :tcontinuacj,)n: 

u 
(5.18) 

En cl caso cspcci.al de un:1 sccci6n transversal de espesor 
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cons t ant c , puc d c e s c ri b i r s c 1 a c on s t ant e d c 1 r c s or t e c o 
mo: 

(5.19) 

Finalmcnte el 6.ngulo de torsi6n 0 para un tubo de pared 
delgada puede determinarsc al igualar cl trabajo reali­
zado por los pares C!plicados con la cncrg1a de dcforma­
ci6n de la barra qucdando dctcrminnda la cxpresi6n: 

0 

Para un tuba circular de espesor t se ticnc: 

L m L == Z1rr m A m y J' == i 1r r 3 t 

(5.20) 

(5.21) 

t-tientras que para un elemento de sccci6n rectangular 
con cspesorcs t

1 
y t 2 en sus parcdcs paralelas y sean h 

y b el ancho y altura medias respcctivamcnte, podernos 
escri.bir: 

L -- 2 (b + h) m A =bh y J' m 
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CAl) I TUL.O VI 

FLEXION EN VIGAS 

VI.l. ANTECEDENTES. 

VI.2. FORMULA DE LA FLEXION ELASTICA. 

VI.3. FORMULA DEL ESFUERZO EN VIGAS CURVAS. 
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l: .\ P I I' U r. U V I 

OBJETIVOS: 

.\1 con.:luir cl estu~..li.o lie cst:J 

deberi ser ~~paz de: 

/ 
S<~CC 1011, cl cstudiante 

i) Dcter:flinar los ...:st'u8r::os nor;uLc:s inJuci_,los en cu::tl­

quier pun:o de u~a vLga somcti.Ja a flcxi6n. 

ii) Seleccionar cl perfil aJecuado Je la viga cuando se 

conocen la carga, la resistencia dol material y cl 

facto c Jc scgur i·.l~1d. 

iii) Dibuj1r diagram:ls llc la distribuci.6n ·Jc csfuerzos p.::: 

r a v i g a s d c s c c c _ 6 n t Ltn s \/ c r s a l c o no c i J a . 

iv) Identificar el punta o zona en la que la viga en es­

tudio prescnta tanto el mayor csfuer:o como la mis 

grande deformaci6n. 

v) Comparar los esfuer:os provocados en vigas curvas o 

en vigas rectas provocados por momentos flcxionantes. 

vi) Establccer la rclaci6n que I..)Xl.stc entrc el momenta 

flector que actCta en una vi.ga y lei distribuci6n Je 

esfuer::os que produce. 
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INTRODUCCION. 

Las vigas sc encuentran comGnmcnte CormanJo parte Je c~ 

t r u c t u r a :; '! m :1. q u i n J. s , p o r l o ' { u ,~ c l a n :1.1 i ~; L -; d (' e s f u c r z. o s · c n 

e s t c t i p o ,[ e c l c i!1 c n to s cons t i t u y" c una d c l ~1 p fa c c Ll s mas in -

teresantes en la mcc~nica de s6liJos. 

Como se mencion6 en cl C~pftulo II, cuJ.nJo una viga se 

soncte ;1 un sistema de carg.:1s, 6sta se flexiona proJuci6n­

dose en caJa una Je sus scccioncs transversa1cs una distribu 

c i 6 n n 0 u n i. f 0 r me d c e :::; f u c r :: 0 s n 0 rill ;:lL c :; ' cl u c dan c 0 m 0 r e s u 1 t a 

do la gcncraci6n de un !no:ncnto rcsi.stcntc i.ntcrno, que junto 

con 1a fucrz.a cortant0, <runti·2ncn en cqullLbri.o al tran10 co­

rrespondicntc. 

El abjetivo fundamental Je estc capftu1o es hallar la 

relaci6n cxistente entre e1 momenta fleeter que act6a en una 

secci6n Jc la viga y la distribuci6n Je c~fuer:os normales 

que produce. 

La teorl.a que en esta sccci6n se clesarrolla se basa en 

algunas consideraciones que a contlnuaci6n sc anotan: 

1 . E 1 11\ a t e r i a 1 d e 1 c u ~l 1 c s t .~ n c o n s t r u i J a s l a :> v i. g J. s e s h o rn o 

g~neo, isotr6pico y elastica, cs Jeci.r satisfacc la Ley 

de Hooke. 

2 • P a r a t c n s i 6 n o com p r e s i 6 n s e c m p l c a c l m i s r:10 m 6 \ l u 1 o J e 

elasticidad. 
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En la figura u.nterior r::o,Lcmos observu.r que la secci6n fh 

que originalmente se encontr:tba paru.leLt a la eg se ha rota-

do hasta tomar su nueva po~lci6n. rambi~n ob5crvamos que 

una de las fibr1s cxtcrn:1s de l:1 viga, (ab) se ha elongado 

con la deflexi6:1, mientras que la. otra (cd), se ha contraido, 

1 o c u a 1 no 5 11 eva a p e n s a r que e .s LlS J c f o r mac ion c 5 son p rod u ~ 

to de esfuerzos de tension p::tra ab '! de compresi6n para cd. 
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ca el cambia 

A esta fibra 

crrtrc 

que no sufrc altcrJcion se 

Lts [IL: ..;~ . .: C•Jmprtmcrr. 
\ 

lc Jcnomirra ejc rreu-

t r o y c n l a f i g u r a 6 . L " ·~ c: 11 c. u •-" n t r 1 L n lt L c ~1 J a ,_: 0 n l a ::; l c t r a s 

n-n. 

Para determinar las Jcfarmacion2s ~ue sufrcn los diferen­

tes elementos canforrnc no.s :tL,_:j:Ews ~.tel cje ncutro, abserva­

mas que la li'nea f 1 h 1 s:.: ln tre1.::>..J<:) ;)~1L1lcla ,l la l'lnea cg, 

interesectanC.a a la sccc i6n fh en cl punta m ·.led cje neutro . 

. '\nJ.liccmos la fi.bra i.j :tL::j~tch una Ji:.;tancL:.t Y del CJC 

n e u t r o ; de 1_ a f i. g u r a pod c m o s v c r C[; t c e s t a f i. b r ~l s u f r c una d ~ 

f o r mac i 6 n j _i 1 a l a c u a l ll en om i n :1m o ci , l a d c f o r mac i 6 n u n i t J. 
( 

ria de esta fibra cs por lo tanto: 

) 

J ( 6. 1) -
'!. d,( 

don de d x e s l a 1 on g i t u d o r- i g L n :1 l J e 1l i c h ~t f i. b r a . 

Como 1 o :; t r i:m g u 1 o s j j 1 m ;: o k r:1 s on s c me j :J. n t c ::; p o cl e m o s e s 

tab1ecer la siguiente relaci6n: 

y 

Por lo que la re1aci6n entre 1a Jeformaci.6n 
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gitLd original Jx es igu~l 

(6.1) so conviertc ~n: 

. , 
ccuacLon 

( 6 • .2 ) 

.JonJ.;; o cs cl raJio de cur,;ttur~1 ,~cIa vig~t :"lcx:i.onada :1 la 

altura de su cje neutro. 

~e la Ley '-:c Hooke tcne>nws: 

Por lo tanto: 

E y 
(6.3) J = 

0 

La ccuaci6n anterior no:~ i.ndi.ca que el csfucrzo norn.\al 

pro v o cad o en u n punt o ~.1 c l a s c c c i. 6 n t ran::; v c r s .:t l J c una v i g a · 

s om. e t ida a fl e :< i 6 n p u r a , v ;..1 r i ;..1 l i n c ;1 lm c n t c c o n 1 a p o s i. c i 6 ii. 
del punta respecto al cje ncutro. 

Ahara considcrernos el trarno de vi.ga rnostr;.tclo en l;.t fi­

gura 6.2, el cual sc obticnc al hctccr un corte en la sec­

ci6n FH Je la viga original, Jibujando la distribuci6n de 

esfucrzos rte acucrdo a la ccuaci6n 6.3. 
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: 

y(+) 

rigur:1 6.2 

A r 1 i c .:1 n ,to las c c u :t c i_ on::: :; , ! c _, tll ll i h r i o '-' s t :1. t i co a 1 t. r a -

rno afhc de la figura anterior, ~~..'.1<-:nos: 

2: F == 0 
X 

,; dA 
X 

c J - ~ y .J.\ 
J 

como E I p e ~; ci i s t in to de c e r o , c r; :- ,, n -_: --~ ..; : 

jYdA 0 
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L :l i n t e g T a 1 a n t e r i o r c o r r ·>> p on J c ':l 1 m o '11 c n t o e s t 3. t i c o J e 1 

area Je la SCCCi6n tr:tnsvcrsal '! C()mO SU VJlor (;S -.:ero pode­

ffiOS concluir que el cjc neutro rnsa por cl centroide de la 

secci6n. En consecucncia, el eje ncutro se pucde dcterminar 

con fucilidaJ para cuulquicr vig3 h~llando simplemente el 

centroiJe Je su ~rca transvcrs~l. 

Uiando ahora la otra conJlci6n Je e~uilibrio cstatico, 

tcnemos: 

~ 

'-- \1 = 0 
"\ 

+ I 

\{ = J '0 i cl:\ j y 

L r 
J:\ \[ J l 

J 

La 6ltima in:egral cs el scgunJo momenta deL drea llamado 

comunmente momen:o Jc inorcia Jc la sccci6n, respccto del cje 

neutro. 

C: u and o e s t a in t e g r a l c s s us t i. t u i d <1 p o r e l ~d m b o l o I pod e -

mos escribir la t;cuac ion anterior como: 

\! = E I 

sustituyendo la ecuaci6n (6.4) en la (6.3), tcncmos: 

>1 y 

I 

( 6. 4) 

(6.5) 

Jande a es el esfuer:o normal 1 una distancia Y del eje neu-
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troy \I l:·s cl momc:nto r,;:-;Lsti:o 't'i.: :lct(t.l en La sccci.6n an;.I­

liz~da. 
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EJE>·lPLO: 
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6. 2 FOR.,\llJLA DEL ESFUER:=O !:\ \' [1_; \S UJRV.\S. 

frccucntc:r:lcnte m <.)1 J i_:; :r1,; ,ic -.::.t~ r;;,):-; Jc ~H'~·n:dS, g:nh:hos 
I 

para 1cvuntamiento de c~rg~s pe~ad~s, etc. 

C u ::t n c. o e s t c t i prJ .J c <.:' L: :n c n to _-; .; on so r:w t i J o _-; a 1 a a c -

c i 6 n de moment o s f l e c t o r c s p u <c) d 0 ll c m o s t r a r s e q u c l a s up e r -

ficic neutra no coinci.~tc con cl c_ic ccntroi.cLll, como en el 

c a s o de l_ :1::0 v i g .:1 s c:~ c t a :-; , s i n o q u c :; e c n cue n t r a d c s p l a :: a c1 a 

hacia c1 :cntro de :.::urv ltul"' 

obtcni(la:; p::lLl V i.gas rrJCLL; il'J H!•-?Jcn s~:r 

mas 1a jj __ -;tribuci.on Jc cs[ucr:::os sobr:; 

~t p 1 i. c ~d . t:--; • _\ .J e -
- " t 1 n a _,; ·=- c c l J n no c s 

lineal y se incrementa rnuy r~rli.J:l"'·cnt>.:' ('rl. l:l p:trtc i.nterior. 

Para reali::ar cl anillisi.s ;c :-;uponc que las seccioncs pla­

nas perpendicularcs a la supcrficic neutra permanccen pla­

nas despu~s c.le que la flcxi6n ocurrc y, por lo tanto, las 

deformaciones varian en forma proporci.onal a la Jistancia 

medida desrle el eje neutro. 

Consiltcrernos le1 figura 6.3 La cual illucstra una p.:1rto Jc 

viga curva sometiJa a flexi6n bajo la acci6n Je rnomentos flee 

tares aplicados en sus cxtrcmos. 



figura 6 ~ ,.) Vi.aa l .. "'~ .U['\/'1 S · · omet id:l 
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. \ u n que. 1 a h i p 6 t e s i s b as i c a J c 1 a d c f o r mac i 6 n e s 1 a 111 i s -
m a que par a v i gas r e c t as y , [) o r 1 a 1 c y· de i I o o k c , e 1 e s f u c r -
zo normal J=Es, se observa que la longitud inicial de una 
fibra de viga como gh JepenJe de la distancia r al centro 
de curvatura. Por tanto, aunque la deformaci6n total de 
las fibras deuna viga (descritas cpor el al\gulo d~) 'sigue 
una ley lineal, con las deformaciones no succde esto. El 
alargamiento de una fibra t[pica gh es (R-r)JJ, donde R cs 
la Jistancia desJ~ 0 hasta la supcrficie ncutra (a6n Jcsco­
nocida) y su longitud ini.cial es r0. La deformaci6n . .: Je 
cualquier fibra es: 

(1) 

Obs~rvcsc tambi6n que: (1.) 

La localizaci6n Jel eje neutro se obticne de la condi-
! , , 

c1on de que la suma de fuer:as que actuan pcrpendicularmen 
tea la secci6n debe scr igual a ccro, esto cs: 

tFn=O 

perc E, R, ~ 1 d~ = ctes. 

Ed~ 

t 
R-r 

r 

donde A es el &rea transversal de la viga y R localiza su 
eje neutro, obs6rvese que el cjc que as1 se halla no coin­
cide con el centroidal. 
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Una vez conocida la locali:aci6n del ejc n~utro, la . 
ecuaci6n para la distribuci6n Jc csfucr:os ~e obtienc igua 
lando el momenta nplicaJa cxtcrno al momenta resistentc i~ 
terna ariginada par los c.sfucr:os .Ja.Ja:; D·Jr l:1 cc. (1). -
La suma de momenta .se toma con rc::;pecto al cjc =, que es 
normal al plano Je la figura. 

t"L=o "= S" ~aA 
f~ 1 

rccordando que E, R, ~ y d~ = c'les. r emplcando la ec. ll.) 

"' 
_i_t SA R2 -1\t -l\r -tl"~<lA 
~-r .... 

[ ~'-f~ - ll. s l ciA - ~ s ~ cl A ~ f~ Y dAJ _p_ <dA .. 
~-r '(' 

como Res constante, las 2 primeras intcgrales se anulan, 
la tercera es A y la ultima cs por definici.6n, rA, por lo 
tanto: 

t.i = t~r ('YA - RA) 

de donde cl esfuer:o normal que act~a en una viga curva 
a una distancia r del centro de curvatura cs: 

M Cl\ -y) 
TA(i-1\) 
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CAPITULO VII 

VII~l. 

vI I I 2. 

'· r r 7 v I..) I 

VII.4. 

ESFUERZOS CORTANTES EN VIGAS 

ANALISIS DEL ESFUERZO DE FLEXI6N 

DEDUCCI6f'l DE L.4 F6~:,11JLi\ JE ESFUERZO 

coRTPr;Tf I 

VIGAS (OMPUESTAS. 

ESP~CIAr1IENTO DE PER~lo:; 0 RE~ACHES EN 

VIGAS CO~PUESTAS. 
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CAPITULO VII 

ESfUERZOS CORTANTES EN VIGAS 

OBJETIVO: 

Al tenninar el estudio de esta secci6n el alumna debera ser 
capaz de: 

i) Evaluar cl esfuerzo de corte transversal en cual­
quier punta de una viga sometida a flexi6n por 
carga transversal. 

ii) Dibujar la distribuci6n cle esfuerzos cortantes en 
el perfil de la sccci6n. 

iii) Detenninar el espCJciamiento que cleben tener los 
pernos o remachcs en vigas unidas por ese media. 

I N T R 0 D U C C I 0 N 

CuandJ una vir;a sc somctc a ::.:~1rgas que act(lan transvcrsalmen 
tea su ejc longituJinal sc orjgi.nan en ella rcaccioncs .in­
ternas en forma clc fuerzas cortantes y mementos flexionantes; 
en el capitulo anterior analizamos cl efccto que produce11 los 
mementos flcxionantes en la visa, en cstc capitulo analizare­
mos la clistribuci6n de csfucrzos cortantcs asociadas con las 
fuerzas cortantes. 

Aunque el esfuerzo de corte transversal por si mismo no es 
causa de falla en las vigas cuya longitud cs grande comparada 
con su secci6n transversal, en algunos casas combinando el 
efecto del esfuerzo normal y el cortantc, puede provocarse 
un tipo de falla, en ciertos perfjlcs cle vigas. 
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En vigas cuya longitud es pequefia, el esfuerzo de corte trans 
versal s! es capaz por si mismo de producir falla, aunque en­
estes casas ya no podemos hablar propiamente de vigas, sino 
que se trata de elementos sometidos a corte diracto. 

7.1 ANALISIS DEL EFECTO DE FLEXION. 

Cuando una viga se somete a cargas que act6an transversalmen 
te a su eje longitudinal, es posible construir un diagrama 
de fuerza cortante y calcular el valor de dicha fuerza en 
cualquier secci6n. Esta fuerza tiende a producir un desliza 
miento relative entre secciones verticales adyacentes de la­
viga. 

Considere el caso de dos vigas de secci6n rectangular que 
descansan una sabre otra y que est'n simplcmente apoyadas, 
como se muestra en la figura 7.1. Si se aplica alguna car­
ga vertical, las vigas se deformar6n como se muestra en la 
figura 7.2. 

FIGURA 7.1 

Es decir, si la frlcci6n entre las superficies de contacto 
de las vigas es despreciable, cada viga sc flcxionar' inde­
pendientementc de la otra, y como resultado, la superficie 
inferior de la viga superior se deslizar6 con respecto a la 
superficie superior de la viga inferior. 

Una viga formada de esta mancra cs mucho menos rcsistente 
que una viga 6nlca de las mismas dlmcnsiones totales. 

La figura 7.4 ayuda a comprendcr mejor el efecto antes ex­
plicndo, represcntn la ~istribuci6n de las tcnsioncs norma­
les de flcxi6n sobre la porci6n de viga a La izquierda de 
la secci6n a-a' del elemcnto mostrado en la figura 7.3. 
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Para satisfacer la ecuaci6n zFx=O debemos sumar las fuerzas 
horizontales que actuan en toda la altura de la secci6n y 
por tanto las fuerzas de tensi6n quedan equilibradas con 
las fuerzas de compresi6n. 

Sin embargo, sumando las fuerzas horizontales que actuan 
en el 'rea abed, tenemos que la fuerza de compresi6n C es 
i~ruc.l al valor media del esfuerzo por el 'rea abed y s6to pue 
cfe equilibrarse mediante una fuerza cortante que debe desa-­
rrollarse en el plano horizontal cde. Esta fuerza cortante 
o resistencia a la cortadura puede producirse en una viga 
maciza, pero no en una formada por capas independientes. 

Si se extiende la sumatoria de fuerzas horizontales hasta 
el plano fg, tenemos que ahara la fuerza de compresi6n es 
c1+c2 , donde c2 es el valor media de los esfuerzos ad y of 

por el 'rea cdgf, por lo tanto como ahara la fuerza total 
d~ compresi6n es c1+c 2 tendr' que ~aber una mayor resisten­
Cla a la cortadura· en el plano horizontal fgh que en el pla­
no cde. 

Este procedimiento nos da una idea de c6mo el incremento de 
la fuerza de compresi6n va siendo cada vez menor conforme 
se desciende a intervalos iguales desde la parte superior de 
de la secci6n hasta la parte inferior, aunque la fucrza de 
compesi6n total va aumentando hasta que llega al eje neutro 
donde el incremento de la fuerza de compresi6n es nulo pero 
esta fuerza de compresi6n ha alcanzado su m6ximo valor. 

Este an,lisis nos muestra que el m6xirno esfuerzo cortante 
tiene lugar precisarnente en el eje neutro y va rcduciendo 
gradualrnente su valor hasta ser nulo en los extremes de la 
secci6n transversal del elernento. 

Tarnbi~n debe notarse que las capas o planes equidistantes 
del eie neutro est'n sornetidas al rnismo esfuerzo cortante, 
en se~ciones transversales sim~tricas. Esto se ilustra en 
la figura 7.4.a. 
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Fl<lURA ".L..a 

7. 2 DEDUCCION DE LA FCR>1UL\ DE ESFUERZO COR r.-\.'-iTE. 

Considere un elemento sometido a las condiciones de carga que 
se muestran en la figura 7.5, analicemos la secci6n AB la 
cual se muestra en la figura 7.6. 

p p ' 

? ,.......-_..,.___,_......., 

v 1'----+--+-~---r-----, 
FIGURA 7.5 

.p 

A 8 
i 
I 
I 

! ~a 
I 

FIGURA 7.6. 



La figura 7.6 nos muestra que en la secci6n AB del elemento 
en cuesti6n se producen esfuerzos per flexi6n que act6an nor 
malmente a su secci6n transversal y que varian linealmente ~ 
partir del eje neutro y son: 

a A = - MA y 

I 

= -a B 

para el extreme A 

para el extreme B 

Como el esfuerzo per area da una fuerza, podemos determinar 
las fuerzas que act6an perpendicularmente a los extremes A y 
B integrando el esfuerzo en el drea que act6a, esto es: 

FB = 5 OB dA 

Sustituyendo los valores correspondientes de A y B tenemos: 

dA 

dA 

Si obtenemos la variaci6n de FB y FAentonces: 

F - F 
A B = - j 
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Pero de la fi~uret 7.5 ob:Ocrvamos que: 

y 

por lo tanto: 

F \ - F1: J. . .1 

FA - F !3 

dA _ \ J!·I y 
V I 

clMy dA =-~t-Il sy cL\ -y--

clA + 
(' ;v!Av \ _' clA 
v I 

~ . . . . . . . . . . . . . . . (7.1) 

Sy dA represcnta el momenta estAtico o primer momenta del 'rea 
considerada con respccto al eje neutro y se representa por Q, 
cs dccir: 

J y ciA = A ; = Q 

clonde por definici6n y es la distancia desde cl eje neutro has 
ta el ccntro_Jo del ~rca considcracla. Por lo tanto podemos ex­
presar la ec~Jci6n (7.1) cle la slguicnte manera: 

r - F 
A B Q ............•• ( 7. 2) 

I 

Si considera;nos que Fi\ y F
13 

vor:lan en una fuerza infinitesi-

mal, o sea F, - r 1 = elF, la cu~l se clesarrolla en una distan­
cia dx, es mS~ con~e11iente trabajar con una fuerza par unidacl 
de longitud de la viga, y ~sta la obtenemos dividiendo dF entre 
dx, por lo tantc la expresi6n (7.2~ sc reduce a: 

elF 

clx dx I 104 



Sabemo:s que dM ·- - V dx por lo tartto v = d!vl , entonces: 
dx 

dF = Y..Q 
dx 

F1sicamente la cantidad dF 
clx za cortante por unidad cre 

conoce como Flujo Cortante 
Entonces la ecuaci6n (7.3) 

q = ~ 

I (7.3) 

representa la variaci6n de la fuer­
longitud a lo largo de la viga, se le 
y se le designa generalmente por q 
se convlerte en: 

(7.4) 

La £6rmula para el flujo cortante q no se limita a vigas de sec 
ci6n transversal rectangular, sino que es v61ida para cualquie¥ 
viga que tcnga una secci611 transversal sirnGtrica respecto del 
cje y y est4 expresada en unidades de fuerza por unidad de 
longitud (N/m, Kg/em, Ton/em, etc.) 

La f6rmula para calcular el esfuerzo cortante lo podemos obtener 
a partir de la f6rmula. de flujo cortante si consideramos que el 
esfuerzo cst6 distribuido uniformemente a trav6s de la secci6n 
de anchura b, este se logra dividiendo el flujo cortante entre 
dicha anchura, es decir: 

(7.5) 
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7.2.1 ESFIJERZJS CORTANTES EN VIGAS DE SECCION RECTANGULAR 

Cons iderando una vig<:. ue secci6n rectangular, como la mostrada, 
y aplicando La £6rmula (7.5) tenemos: 

v Q 
T Tb 

L:~ Q :: y A 

nQT ~';;rm. h 
y 

4 

h I --f1l--- I ~:_zJ:.N. A 
h 

b = 
2 

Q 
h h b h 

b f-~ 
:: 

4 2 8 

I 
1 

b h :: 

12 

v 1-: b 
1: :: -s- 12 v h = 12 v :: 

---- -
b h b 

3 b h 8 bh 

12 

3 v ....... (7.5.1) TlllaX 

La ecuaci6n (7.5.1) nos indica que el csfuerzo cortante m~ximo 
es 50% mayor que el csfucrzo cortante media dado por V/AT. 

La f6rmula para cl csfucrzo cortantc en vlgas rectangulares cs 
v a 1 ida p a r a v i g a s cl e p r o Jl en c .i. one s us u a l c s y 6 n i c a r.10 n t e p a r a v i -
gas de material lincalmentc cl5stico con deflexioncs pequefias. 
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La f6rmula 11uccle cons iderarse r.:;xacta -,i(tra v igas dclgaclas, es C3 
Cl·r· b ;-'UI_,; __ C· ':Pr•or· C1-Ll"' 1-· 1'C".'"'· "''" ~\'U"l·,rc "'·"''(l~ 'l'"'Cl·~-: CUr,•·l-: , ~l ~·.1.·. ··~- . .l ... . ..._, .... , 1 ..1..-.. • ._..._.. .._,...L.. ;I'...., 1 ....... 1.~\;;; • .:Ju C.4l 

do h sc i;Lcrcmcnta con respecto a h y cuando b=h el verdade 
ro cortantc m&ximo es alred~dor del 13% mayor que el valor dad~ 
por la ecuJci6n (7.5.1). 

7. 2. 2 ESFUERZOS CORTANTES EN VIGf1S DE SECCION TRANSVERSAL CIRCULAR. 

Considerando la figura mostra y utilizando la ecuaci6n (7.5) te 
nemos: 

Q y A 

~p 4 r 4 cl y 3 ~ 6 '11" g;=--- ,~, ---
'Tl'd 

A = 
8 

---(!3----- -E.n. 

d 'tid
1 

Q 
4 = (~ - 8 '\"( 

I 
chr b = ' 64 
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4cl 
3 

48 

= d 

4 v cl 3 

48 
TI d5 

(16) 4 

(16) (4)V 
( 16) (3 )n d2 

4 

(7.5.2) 



La expresi6n (7.5.2) establece que cl esfuerzo cortante rn~xirno 
en una viga :le secci6n transversol circular cs 4/3 el csfuerzo 
cortantc rnedLo V/A. 

La f6r1nula que aqu1 hcrnos obtenido proporciona resultados razo 
nablcrnente exactos para los csfucrzos cortantcs en una viga cTr 
cular rnacizo. Los rcstlltudos exactos ohtcnidos por la tcoria­
de la elasticLdad mucstran que los csfuerzos no son constantes 
a lo largo Cel ejc neutro, sin embargo, los esfuerzos deterrni­
nados por 1~ f6rrnula (7.5.2) s6lo prcsentan un pequefio porcenta 
je de error. -
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7. 3 VIGAS COf\IPUESTAS. 

Una viga ar!11aJa o cornpuesta cst:i const1tuic.1a por clos o mas pie 
zas del rnismo material uniclas para integrar una viga entera, -
estc tipo de viga5 puede coilstruirsc en una gran varicdad de 
perfiles para satisfacer una ncccsidad en especial o bien para 
proporcionar un~1 secci6i1 transver~;al mayor que las disponibles. 

En la figura 7.7 sc mucstran algunas sccciones transvcrsalcs ca­
racteristicas de estc tipo de v1gas. 

f----~ 
1-------1 
f----l 

=---~ 
--~ 
FIGURA /'. 7 

I 

I l 

La p a r t e (< : ) cl e 1 a f i g u r a m u c s t r a u :.1 a v i g u. c a j 6 n d e made r a cons 
truida condos tabloncs que slrvcn como patines, uniclos median7 
te almas de madera lami.nacla. Las piezas se unen con clavos, 
tornillos a pegamento; 

El segundo ejemplo es una vlga laminar pegada; llamada comunmen 
te viga agl.omeracla, hecha de tablas r:egadas entre s1. para obte7 
nersc una viga de rnucllo mayor sccci6n transversal que las comun 
mente disponlbles. 
El ultimo cjcmplo cs una t1·abc de accro :;ohbda, con:.;tltui.da por 3 placas 
tm:id85 mediante conJoncs c.lc solc.laJura. 
Una vi g a a L' mad a s c J i. s c fi a gene r a1 mente con 1 a sup o s i c i 6 n de que 
las partes se uniran adecuacbmcntc y en forma tal que la viga se 
com p art e c IJ m o u n m i ern b r o c n t c r o . L o s c ;) 1 c u 1 o s d e cl.i s c fi o imp 1 i -
can dos fases, primero la viga se dimensiona como una viga maci­
z a y s e t o 1\ rm en c u c n t a 1 o s e s f u c r z o s p o r f l ex i 6 n y 1 o s e s f u e r -
zos cortantcs. En la scgunda fase sc discfian los elementos de 
conexi6n (clavos, srJld[ldura, torni11os, adhesivo, etc.) para pre 
cisar que la viga se comportc como una viga entera. -
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7.4 ESPACIMHENTO DE PERI'·lOS 0 REMACHES EN VIGAS Cm1PUESTAS. 

En el an~lisis de los efectos de la flexi6n se mcncion6 que los 
distintos ele1ncntos que constituyen una viga compuesta tienden 
a dcslizarse unos sabre otros. En esta sccci6n se va a estu­
diar las dimensiones y scparaci6n o espaciamiento de los pernos 
o remaches que uncn los elementos de una viga compuesta para que 
resistan csta acci6n de deslizamicnto. 

El primer paso a seguir es determinar la fuerza que han de res1s 
tir tales pernos o remaches: 

Considere la figura 7.8, la cual representa una viga compuesta 
formada por tres elementos unidos J!1Cc1iante dos filas de rema­
ches espaciados a una distancia S. 

FIGURA 7.8 110 



La ecuaci6n (7.5) d~ el esfuerzo cortante en la superficie de contacto 
entre los dos elementos superiorcs, multiplicando este esfuerzo por el 
'rea sombreada S b se obtiene la fuerza a resistir en la longitud S, 
este es: 

~ s b - v Q s b = -r1J 

perc sabemos que el flujo cortante esta definido por q = Y.Sf , por lo 
tanto: 

p s q 

F s = 
q 

(7.6), 
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C\P I TL!.CJ \'1 T .1 

ESFUERZOS COMBINJ\DOS 

OBJETIVJ: 

i) J\1 concluir cstc capitulo, cl alumna debe ser ca­
paz de dctcrminar el valor de los csfuerzos provo 
cados por la acci6n de una fuerza o un sistema J~ 
f u c r z as q u c a c t u ::t s i m'J l t i1 n c am e n t e c n una s e c c i 6 n 
transversal de un cuerpo. 

ii) Determinar los csfuerzos m(tximos y las Jeflexio­
ncs que sufre un sist8ma formado por uno o varios 
rcsortcs c~anJo sc conoccn tanto las cargas que 
a c t u 3 n , c om o c 1 m .1 t c r i. il 1 y l a g e om e t r i a de l as 
componcntcs 

iii) C<1lcular las dimensioncs basicas de un resorte he 
licoidal para que cumpla con las cspecificacionei 
de carga y de fonnac i 6n p rc fij ad as. 

8.1 INTRODUCCION. 

En secciones antcriorcs sc analiz6 que la Jistribu­
ci6n de esfucrzos en Ja secci6n transversal de un ele 
mento h<ljO carga axi.ol pucclc suponersc uniformc Unica 
mente :.;i la linea de ilcci6n de las cargas pasa por ei 
centroide. rn csta sccci6n anal izaremos los esfuer­
zos normales que provicncn de la acci6n simult5nea de 
u n a f u e r z a ax i a 1 y d c: u n 111 omen to f 1 ex i on ante , s e g u ire 
mos con el estudi.o Jc problemas en los cuales se pre~ 
scntan simultaneamente esfuerzos cortantes clebiclos a 
tcrsi6n y corte dirccto y por 6ltimo, se estudiar~n 
los resortcs hclicoidalcs cnrollados estrechamente o 

. " . sea con sus csp1ras prox1mas. 

8.2 LA SUPERPOSIClCN Y SUS Lilv!LTi\ClCJNES. 

La superposici6n clc los cfcctos Je fucrzas aplicadas 
por scparaclo cs apl icablc en tanto que las deformacio 
nes totales proclucidCJs son pcquei'las, condici6n que se 
curnplc cabalmentc en problcmJs comprcnclidos dentro 
cl(~l rango cl6.sti.co. 
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La f i .~~ u r a 8 . 1 i 1 us t r ~1 c 1 c f c c t o p r o v o cad o p or una c a r 
ga ax 1~!1 y una transversal, pucdc obscrvarse que se -
provo~:a una deflcxi6n V Jo que implica la aparici6n 
de un momcnto fL:·ctor acli.cio.n:ll PV el cucll se consicle 
ra dc:;plcciablc porquc 1as clc:fonnaciones son pcqueflas. 

,,();::- p 

a) 

lie Clcx ion v 

FIG. 8.1 Las deflexiones en vigas comprirnidas axial­
mente producen aumcnto en los rnornentos fle­
xionantes. 

Consi.dcremos un c1cmcnto son:ctido simultancamente a 
la sacci6n clc una fuerza axial y un rnomcnto flexio­
nantu, la superposici6n de las cleforrnaciones se in­
dica esquernaticamcnte en Ja f1gura siguiente: 
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+ 

lon;;fuJ u~tif(l(;ICI 

Jk(.P'Fh\u .• -.on c»&~'u·l deb;dP o.f 

·-· r 
lon.!l vnJ.t. 

il" OcforM~iGel'' fl~ I4Clli~~ 
ckb;'Jc,. IIli-i 

, 
Lo(\ !J uo}C.- ·-

,_., Dt.fortii<K•._.S ··eab\uaAQ.( 
&t:..~ <'lfy~ 

Fig. 8.2. Deformnciones lineales combinadas 

Pucde obscrvarse que la carga axial provoca que una 
sccci6n plana perpendicular al eje de la viga sc mue 
va a lo largo de ~ste paralelamcnte a si mismo fig.~ 
8.2 (a). El momenta fleeter aplicado con respecto a 
uno de los ejes principales, provocar6 que un~ sec­
ci6n plana sufra una rotaci6n, fig. 8.2 (b). La su­
perposici6n Jc las correspondientes deformacioncs se 
ilust.ra en la fig. 8.2 (c). 

Tanto para el estudio de csfuerzos axiales combina­
das como para es:fuerzos cortant.es combinadas, el pre 
sente tema se limitar6 a los casas linealmente el§s7 
ticos, ya que en estos existe una relaci6n lineal en 
tre el esfucrz o y la deformaci6n, esto nos lleva a­
considcrar que no s6lo los esfuerzos se superponen 
sino que tambi6n lo hacen las deformaciones. 

De lo anterior se puode concluir que si en cl mismo 
elemcnto y para el mismo sistema de coordenadas se 
conocen dos sistemas de esfuerzos, es posible la su­
ma algebraica de las componcntes del tensor esfuerzo, 
como lo es para el caso de las componentes de un vec­
tor. 
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Ejemplo: Un c-;L1b6n ,lc una c;Jllcna ~~stu con~;truido por una 
var.illn de un~L pulgac:a clc ,] i.(JJ:Ic:tr'l y tienc la forma que se 
ilustra en Ja fi.gura. Consiclcrando las dimcnsiones i1us­
t r a cl a s ; cl c tc: r m j n c c 1 v a 1 o r d c l a I u c; r z a P q u c p u e de a p 1 i -
carse, si el csfucrZ') ncrmis ilJJ c..: cs de 10 000 lb/pul 2

• 

Efectue sus ca1culos en la scccj6n ;\-B 

Fig. 8.3 

Soluci6n: Pr.imero se toma como cuerpo libre un scg­
mento de la barra como sc indica en la fig. 8.4 (a). 
En i_a sccci6n J\-B se ubican la fuerza axial aplicac.la 
en ul centroidc de lo secci6n y cl momenta flexionan-
t c n c c e s a r i o s p a r a m ~\ n t en c r c 1 c q u i 1 i b r i o . L o s e s -
fucrzos provocadr;s sc dctcnni.n:1n mecliantc las expre­
sionc~;: 

10 UOO 
p 

lf cl ~· 
·-1\.-

o=-=P/i\ 

l 
/f (_l 'I 

- _1 • ::;_~_(_Q_: s ) 
U.U,l:/ 

ll 6 

o =lllC/ I 

u . () .. ~ ~l ]!111 ,, 

- p (--4 ___ + 

. ][ ( 1) 2 

ll.7S) 

0.049 



p 
1 

GO:J.l:, p 
2 

-712.6 

TJmamos el vaL:n abso Luto rncnor y con 61 c.leterminamos 
l J s v ::11 o r c s d c 1 o s c s f u c : · ~ o s r c :~ u 1 t an t e s c n 1 a s e c c i 6 n 
A- 13. 

D c h i d o a 1 a e<:lf g ~\ ~n i a l , l o s c s f u c r z o s c n t o cl a 1 a s e c -
ci6n son igu<' lcs, 

rJ 
GU3 .lS 

" ( 1 ) " 
---T-

768 lb/pul 2 

f'rovocac.los ror la flexion los csfucrzos corresponc.lien­
tes ser6n 

9232 1b/pu1 2 

Los diagramas corrcsrJonc.licntcs de la distribuci6n de 
esfucrzos se represerttan a continuaci6n indicandose 
tambi6n la superposici6n rcsultnnte. 

u ) B B 

b) 

FIG. 8.4 Leprcscntaci6:l. rlc la clistribuci6n y super­
p o sic i 6 n· cl e e s f u e r z o s . 

Los csfucrzos cortantcs no cxisten ya que ninguna 
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fuerza cortantc cs ncccsnr1a para mantener el equili­
brio. 

8.3 FLEXION ASL\lETFIC!\: 

La cxprcsi6n dcsarrollada en cl capitulo 6, no cs apli 
cable en el caso de que la flcxi6n ocurra fuera del 
eje de slmetrfa de la secci6n transversal de la viga 

Con~ideremos l11 figura siguiante en donde se puede 
con~idcrar que cl plano dondc nctua el momenta flee­
tor, csta incL.:1ado con rcJac:i6n 2 los ejcs principa­
les un fingulo ", cl cu~ll cs consic1eraclo positivo 
cuando sc mic1c del cjc Y hacia el Z en el sentido con­
trar~c al de las mancclllas Jcl reloj. 

\' 

+ 
r·- +a ··o: 

jf 
~~-j 

\ A 

~~~·· il 

b) 

1 y 

r~yy:::::i-1sen o:l 
'-.-.. 

c) 

Fig. 8.5 Momenta flcxionante que no pasa par ning6n 
ejc principal y SJS corrcsponclientes compo­
ncJttes proycctaJas sabre los ejes principa­
les. 

Para 1:1 soluc.i6n de c:ste tipo de problemas, el momenta 
ap.licado !'v1 se dcscol11p'.1nc en sus dos componentes que ac 
tuan en los planos de los cjcs principalcs. Para el 
angulo ncgativo rcprcsentaJo en la fig. 8.7.a, la cam­
pone n t e q u c Etc t u ll. c on r c s p c c t o a 1 c j e Z e s M = J'v1 co s o: zz 
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y la que lo haec respecto al CJC Y M =M sen cr 

YY 

Una vcz obtcnidas cli.chas componcntcs, la f6rmula de la 
flexi6n deduclda anterionncnte, sc puede aplicar a ca­
da una de Jas componcntes de momenta que actuan respec 
to a un ejc rrincJpal, y el csfucrzo combinado se ob-­
LL en c p o r s u p c r p o s i c i 6n . L e1 f i g u r a s i g u i en t e i 1 us t r a 
c ~; to s r c s u 1 t ado s ; p o r s imp 1 i cj (lad. s c t om a una s e c c i 6 n 
re:tangular. 

\' y 

-1-

cr; == -

(a) (b) (c) 

F.i.g. 8.6 Sup::;rposicj6n de csfucrzos por flcxi6n elasti 
ca. 

N6tese que dichos csfuerzos sc d.eterminan mediante la 
• I' ecuacton 

01 y M 
.., 
c. 

:: + _L__ ( 8 . 1) 0 
X ] Iy 

~ 

don d e s c p u c d •.: o b :; c r v u r q u c c s n c g a t i v o c 1 p r i me r t 6 r m i 
no del lado derccho de la igualc.1ad, que da los esfuer­
zos causados alredcdor del cjc Z, en cambia el segundo 
tcrmlno es positivo para tenor la corrcspondecia de sig 
nos entre los cs.fuerzos normalcs y el sentido del momen 
to positivo que actua con respecto a los ejes. 
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En base a lo ;m:cri.or, en 1;:, dplicaci6n clc la ecuaci6n 
( 8 . 1 ) ~ i s i g n o s !J o s i t i v o s c s t {\ n a s o c i a d o s a t o d a s 1 a s 
c ant j d <Hl c s de co n I o r m i t1 a d c on 1 o s c j c s c o o r J en ado s , r e 
sulLtdos positjvos jnclic<II<u: csfucrzos de tension, y­
los negativos, csfucrzos de compresi6n. J\1 igual que 
c n 1 <Y-; p rob l c m a :~ c1 e I 1 c x i on s i rn 6 t r i c a s c p u e cl e 
asigr1<1r los signos por inspcccion visual. 

En general, si cl momenta apl:.caclo ~I actua en un plano 
que forma un angulo positLvo " con cl eje Y, las comp~ 
nc.ntcs clcl momcnto Llcxionantc son 

~\-v lv! sen" y :Vlzz ==~.::co:>"', y la ccuacion (8.1) 

sc pucde expresar 

y 
u - ·- ~[ (I- c 0 s X + 

X zz 
sen c:) (8.2) 

De est:t rclacion se pucJc hallnr una ecuacion que si­
tuc a:. cjc neutro ox=O: Esto da 

y - Z C I I I ) t <1 n " ) 
z z )'Y 

( 8. 3) 

Un estuJio de csta ecuaci6n por medio de la geometria 
ana11tica ucmuc:::tra que para cl caso de flexion bia-
xial, a rnenos que I =I el eje ncutro noes perpendi . zz yy -
cular a1 plano Gel Inon;cnto Dpl tcado. 

Es conveniente cnfatizar que en la flexion asimetrica 
el cjc neutro no coincide con ninguno de los ejes prin 
cipalcs, y noes perpendicular al plano de flexion. -

Cuanclo la flcxi6n asim6trica cs causada por la aplica­
ci6n de cargas t~ansvcrsalcs, cstas sc descomponen en 
sus componcntes paralclas a los ejcs principales, lue­
go se calculan los momcntos flcxionantes originados res 
pe~to a dichos ejcs para postcriorrncnte aplicar la f6r 7 

mula Jc lu flexiGn; as importantc haccr notar que para 
cvitar csfuerzos por torsi6n, las fucrzas aplicadas de­
ben p<~sar por el centro de corte o torsi6n. En el caso 
de que no sea asi, debcn calcularse adem~s de los esfuer 
zos por flexi6n, los de torsi6n 
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8.4 CARGA AXIAL nXCE~TRICA. 

U n c1 s o de j m p o r t an t c i n t c r 2 s p r 6 c t i. c o o cur r c c u and o 
una barra sc somctL~ a una czng~1 ;::1xial aplicada cxcen 
t.rlc;llncntc como sc .Llustr;:J. :.en la fjg, (8.8). La car 
ga de tcnsi6n actua en un plano pcrpcnclicular a la -
sccci6n transversal extrema a una distancia e desde 
cl cjc Z que cs un cjc principal que pasa por el cen 
troi.<Je C:. La carg<1 P cs cstf:tticamentc cquivalente a 
una fucrza P apJicaLla en cl ccntroide mas un par Pe. 
Por Jo tanto cl csfucL:o normal en cualquicr punto 
scrii dado por 

p PC y 
+-----

' 

~
------------] I 

- ----- '= -=-~___....1' 
- -----------·--·· 1 

I 
y e 

r 

Fig. (8.8) Barra sujcta a una carga axial exc6ntrica 

En Lc flgura sc ilustra la clistrlbuci6n de esfuerzos y 
la ubicacl6n del cjc ncutro. Para dctcrmlnar su ubica 
cl6n basta que sc iguc:lcn lo:3 csfucrzos axiales con ce 
ro qucdando 

. ( 8. 4) 

Esta ccu<lci6n define a una recta paralcla al eje Z. 

El ~:igno mcnos rnuc:;tra que cL cj c ncutro queda encima 
del ejc Z cuanclo la carga axial actua por cl.cbajo del 
eje L:. N6tcse que c es 'Joslti'Ja cuando la carga actua 
debajo del cjc Z. Si la. cxcentriciclacl e sc incrementa, 
el eje neutro se accrcar6 al centrolde; si e se reduce, 

i22 



cl cjc ncutro sc alcjar6 del ccntro1de. Par supuesto 
q~c cl cje ncutro pucJe qucdnr fucra de la secci6n 
transversal. 

Cuando cl punta de aplicaci6n Jc la fucrza exc~ntri 
ca P no sc prcscnta sobrc alguno de los ejcs princi 
pales Je la secci6n transversal, ocurrir6 flexi6n­
siinult~ncamcnte rcspecto de ambos cjcs centroidales 
principales. 

\' 

l~ig. 8.9 Fuerza axial cxc6ntrica P que produce fle­
xi6n rcspccto a ambos cjcs centro:i.dales 
pr incip~:llcs 

De la figura se observa que los rnomcntos flcxionantes 
rcspccto de los cjes Y y Z son num6ricarncnte igua­
lcs a: Pe y Pc , rcspcctivamcnte. y z 

Por tanto, el csfuerzo o rcsultante en cualquier 
punta de la secci6n transversal scr&: 

p Pc (_, Pc y 
z 

+ 
_)'_ __ 

0 7\ + -1--
y I z 

( 8 . 5) 

La ecuaci6n del cjc ncutro pucde dctcrminarse al igu~ 
lar 0 a cero, de este modo 
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j\ 8 ;\ c __ x. + L + ] - 0 ( 8. 6) 
I z Iy 

El eje neutro pueJe o no cort~r 1a secci6n transver­
sal, ~o que depende de 1a forma de esta y de 1a posi­
c i 6 n de 1 punt o ci c a p 1 i co. c i 6 n c. c 1 a f u e r z a ax i a 1 P . 

Existe una rclaci6n importantc entre cl punta de ap1i 
caci6n de Ja fucrza axlal cxc6ntrica y e1 eje neutro: 
Si la fuerza P sc trans1ada a lo largo de cualquier 
rcctn nm, el ejc neutro gira ;:lrcdeclor de un punta fi 
j o R F i g . ( 8 . H 1 ) • P a r a d c m o :: t r a r e s t e h c c h o , o b s e r-=-
vema:; prjmcro que La fucrza P pucdc dcscomponersc en 
dos componcntcs paralclas o. los cjcs principales. La 
corn p c n en t e en P 1 <: c t u a c n / u n p 1 an o de f 1 e x i 6 n p r inc.:!:_ 
pal, (~n consecucncLa, J a llnca de csfuerzo nulo se lo 
~aliza a una Jistan~ia S = I /A c. desdc el eje z: 
D c i g u a 1 m 0 d 0 ' 1 a c 0:11 p 0 n en L~ c n z p 7 p r 0 d u c e f 1 eX i 6 n a l 
redcdor del cje Y y la linea de c5fuerzo nulo se loca 
liza :1 una clistetnc.ia S,J = I /:\ c

2 
dcsde el eje Y . 

.. ~ y 

,. 
I ,_) 1 

~~ ~.1· ]~-~ -.. m 

,. I 
'--~------

2 
l 

y 

Fig. 8.10 Rclaci6n entre 1a carga P y e1 eje neutro 

E1 punto R, en la intcrsccci6n clc las clos l:lneas pun­
teaclas en L1 Ci:jura, cstara slcmpre sabre el cje neu­
tro nn cuanclo actuan sirnultancamentc ambas componen­
tcs llc carga. lor lo que, segun 1o carga P sc trasla 
da a 1o largo cl'~ la linea mm, c1 punto R permanece f1 
Jo en esa posici.6n, y e1 cje ncutro pasa a traves de­
e1. 
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G.S SUPIRPOSJCION DU ESfUERZOS CORTANTES 

nn problemas en que so pucclcn Jctcrminar tanto los es 
fucrzos cortantes dircctos como los torcionantes el~~ 
ticos, el esfuerzo cortantc compuesto, tambi6n se pu~ 
de hallar por supcrposici6n. tvlediante un ejemplo -
ilustrarcmo~; cstc comportamicnto. 

Ejcmplo: 

Dcterminese cl esfuerzo cortantc m&ximo dcbido a las 
fuerzas aplicadas en el plano A-B de la barra cje de 
alta resistcncia de 1.25 em. de di&metro mostrado en 
la figura 

P=30 Kg 

Fig. 8.11 

:3oluc i6n: 

Trazamos el diagrama de cucrpo libra de la secci6n 
que se analiza, en el cual se indican las fuerzas co­
Trespondientes que hacen que cl clemente este en equi 
librJo. -

~os csfuerzos cortantcs debidos a torsi6n son m~ximos 
en la periferia y sc determinan mediante la expresi6n. 
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l = T c I J max -r =652 Kg/cm 2 

max 

y cuyo sentido coincide con el del momenta torsor reac 
tivo, se indican en los puntas A, B, D y E fig. (8.12~c) 

Los esfuerzos cortantes causados par la fuerza cortan­
te V se obtienen mediante la ecuaci6n. 

T = V Q/I b 

rcsultando nulos los de los puntas A y B par su ubica­
ci6n respecto al eje ncutro, mientras que en los pun­
tas E y D resultan ser m6ximos 

4 v 
T ! K = 32,6 kg/cm 2 

dichos esfuerzos se mucstran oricntados en la misma di 
recci6n de la fuerza cortantc reactiva como se puede 
ver e1 la figura (8.12.cl). 

Para inllar cl csfucrzo cortante combinado m§ximo, se 
superponen los esfuerzos indicados en las figuras 
8.12.C y 8.12.d Jande sc puedc obscrvar que el punta 
m's esforzado es E ya que en ese punta los esfuerzos 
tienen la misma dirccci6n, 

126 



A 1 

e) 

i)) 

30 Kg 

,~~:__c"' kg v~Jo Kg 

::' ___ ~ -----· i1=300 em Kg 

'-- :__---
2 /:: ----.:_;) 1./T 

----~ I --i__,j__s:..m_ .,. --.../ T=250 em Kg 

l c 
111il.X 

b) 

+ E 

d) 

Figun 0.12 

T 

't 

B 

A 

e) 
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8 • 6 nSF lJ I: Il ;~ 0 S I.: :.J R E S 0 1 n E S ll L L J C 0 1 LJ •\ DES . 

Los rcsortes son cle;nentos flcxibles que cjcrcen fuer 
zas pr"res o absorvcn encrg.ln cuanclo una carga se aplf 
ca en forma gradual o s6bita. Algunas voces, la ener 
gl.a c:: almaccnarJa por largo ticmpo como en el caso de 
un rc::ortc colocaclo en el cnsamblc c.le un tornillo pa­
ra proc.lucir una prccarga cnanclo la tucrca sc aprietc. 
En otros casos la encrg.la puedc ser almaccnac.la y libc 
racla muy rap.Ldamentc como en cl caso de resortes colo 
dos cr las valvulas clc los l:lOtores de combusti6n ln-­
ternc 

El cDn1po de aplicaci6n de los rcsortcs cs increible­
mente grande y variac.las las formas que estos pueden 
tomar para el desarrollo apropiado de su funci6n. Por 
ejemplo una simple lamini.lla de acero doblada puede 
servir como resorte en alg6n mccanismo de jugueteria, 
plac?:: de acero ligcramcnte curvadas, sirven como re­
sortc:: de hoja CD la i:r.dustria ilUtOlllOtriz, 0 el mas 
conoc!clo resortc l1clicoi.clal forr:1aclo con alarnbrc de 
secci6n circular puede scrvir como mccanismo de retor 
no eE los bolig1·afos cuanJo se hace muy dclgado, o pa 
ra soportar granclcs cu.rgas c:n la suspensi6n de vago-­
nes Jc ferrocarrll cuunclo cl ulambrc cs suficientemen 
te gn,.cso. 

En cstc1 secc.i:Sn sc clc~arrollaran J as ccuoc.:i.ones que 
r i g c n c 1 comport ami c n to b ~1 j o c a r g a c s t 3 t j_ c a cl c 1 o s r e 
sortcs helicoidalcs formaJos con alambre de sccci6n 
circular. 

(I li)J l////1 1
: 

I 'l ! '" 'II I<' ii ( l 
·d ,-,,nl rn 

f ; I ;: '1 \' ~'- .1 11 C lJ () 
''i! ·~lll~lllc1 recto 
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C:m<:·h() 1 :ll'f!O 
:1 I c (' n I r p 

Fig. 8.13 

f('(' t 0 

8.6.1 Resortes Heli<;:oi~ales. 
·~·,:.-

l'('tjllf'iiO 

lndo 

Este tipo de resortes est:'t formaclo con alambre de sec 
ci6n circular o rectangular, cnrollando en forma de li~ 
lice y acabado en sus ·extremes de manera tal que la 
carga pucda aplicarse tanto a tensi6n como a cdmpre -
si6n. La figura (8.14) mucstra rcsortes tfpicos para 
cargas de tensi6n y comprcnsi6n. La diferencia funda 
mental, aparte de la forma clc sus extremes consiste 
en el caso de los resortcs a tensi6n que las espiras 
debcn ir juntas una tDn otr8, mientras que en el caso 
de los cle compresi6R es nccesario que h61ice tenga un 
~ngulo adccuado pan;1 que al nplicarse la carga o el re 
sorte sufra la deflcxi6n corrcsponcliente sin que las 
cspiras se junten un01. con otra. 
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l. o n g i t u d t o t :1 l 

\ I 1 II I :1 

11 i filii!' 1 rn 1l1' 

:1 1 n 111 h r (' r '- 1 1 

i 1,, ,, r 1 r) 

\ 

I) ;I c; () ( : I ;1 r () 

( 11 ) 

rxtrrior 

Fig. 8.14 Rcsortes tipicos para cargas de tensi6n y 
comprcsi6n. 

8.6 .2 Anolisis (lr.:; csfucrzos en los resortcs. 

Consideremos cl resorte mostrado en la figura (8.15) 
en cuyos extrcmos ~1ctua unG carga de compresi6n P, 
en ella se indican las Jlmcnsiones principales del 
resorte: 
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1' 

l 

Fig. 8.L~ 

Pi rztdio r::ccho de la he lice 
d: c-~ cl ,:i(tnetro del alambrc 
p : c '; c 1 p ~t s o c n t r e c s p i r as 
\:c.~ cl n(tmero de vucltas 

(~R+,l) cs cl cliarnctro exterior 
uc dunquc no cs una medi 

,L_l b{tsica en los calculos, 
c r:; ~~ C t 0 11\ (l [ S C C ll C 0 n S iLl C T a -
ci(Jn en cl cliscfio para evi 
Lt :· probJ cmas de cnsamble­
TIO,. falta de espacio. 

IleJido a L; ~;::omctr~:< y ..:iJ:l:'trLt de cste rcsorte, 
cullquie:ra Llc' L1s sccc i·IJ:cs tLlnsvcrsalcs del alam­
bt~~, e';l.:tr(\ ::r,;;c~ti,l:J ;tl .,,j_.:-:<J '.:st.:tdo Jc csfucrzos. 
Es:cjanto:; p~lC-i ];t ')CCl:L6n .\-\ p,lf{] su analisis y ha­
g < 1:11 c .s u n c o r t :~ 1 ~ u c d a : ' d ,J n o ~; c o n 1 a p a r t c s up e r i o r c o -
mo 5c muc::;tra en Ja figur:t (8.1CJ). Para mantcner el 
c q .1 i l i brio c s ul. t i co e :i n e ,:: e ..: a r L o que 1 a sec c i 6 n A- A 
des;trroJlc lin ~J,Jr T F l·~ u:-1a fllCTZD P. 
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Como se pudo Ull(llizar en las sccc Lones corrcspondien­
tes, los esfuerzos producidos por torsi6n y por corte 
d in; c t o s c d c t c r m i nan m c d i n n t c 1 a :,; c c u a c i one s 

1=Tc:j.J y r=\'qiT b 

En cstc caso cs neccsarlo superponer los efcctos del 
par torsor y la fuerza cortante. La figura (8.17) 
muostra los cfcctos por scpurado y cl total para una 
linea perpendicular a la fuorza P que pasa por el cen 
troLlc. 

Un an&lisis m~nucioso inJLc~ que cl valor del esfucr­
zo cortante vale 4V ,1 ~A en cl ccntroide, mientras que 
en Los ex:trcrnos del cjc ncutro :1Jquiera un valor de 
1 2 ::; rIA . 

T·l' / J 
16 T 

1------ d ----1 

16 T + 1.23 
--

a,1 Torsion h) Carga c i t e c t a "d 3 A 

c ) Total 

rig. 8 . 1 7 

De la figura CS .17) concluirnos que el punto mas esfor­
z.ado cs el exterior .izqulcrdo para el cual: 

r=rt+-LV 

T = 16 l' !~ I iT d 3 
+ ( 1..2 3 p) I ( :r d 2 I 4 ) 

mu~tiplicando y Jlvldiondo po 4Hid cl segundo miernbro 
de la ccuaci6n antcrjor, cs posiblc factorizar en la 
forma siguicnte: 
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if cl 3 
( 8. 7) 

c 

En la expresi6n anterior el t6rmino C=2R/d se conoce 
como indice del resorte y nos indica la relaci6n en­
tre el di~metro media de la espira y el di~metro del 
alambre. Es una medida de l:J. "robustez" del resor­
te y en aplicacion~s pr~ctiCCLS fluctua entre 4 y 12 
aunque la mayor parte de ellos anda alrededor de 6. 

Para un rcsorte helicoidal en tcnsi6n la ecuaci6n 
(8.7) es aplicablc ycl que si se anali.za la figura 
8.16, vcmos que la carga de tensi6n solo invierte el 
sentido del par y Jc la fucrza. 

Para el caso en el cual se involucran concentracio­
nes de esfucrzos en los resortcs hilicoidales de sec 
ci6n circular, la expresi6n (S.7) se modifica al in­
volucar una constuntc K la cual est~ en funci6n del 
1nd.icc del rcsortc, ,Jicha consL:mte es un factor de 
concentraci6n de csfucrzos. En el caso de resortes 
grucsos cl fndice del rcsortc cs pcqucfio y el factor 
de conccntracl6n de esfucrzos K llcga a ser muy im­
portante. La f6rmula quedar6 cntonccs: 

T - K (16PR/'~d 3 ) k = 
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8.6.3 J\n[Llisjs de la cleflexj6n de un rcsortc helicoi 
dal 

Cuanclo "~c aplica una fucrzCl a un cucrpo y cl csfuerzo 
incluc.ido en el matcri~tl qucd~1 por clcbCljo del 11.mite 
e 1 ii s t i ,_: o , e l c u c r p o no s u f r e c l c form a c .i 6 n p c r mane n t c 
despu6s do retirar la fucrza. Esto significa que el 
trabajo clcsarrol:.ado por las fucrzas externas ap1ica­
das, se alrnacen6 en forma clc cncrgfa potencial y cuan 
do se rctiran estas, el trabajo es recuperado. 

El traJajo realizado por la fucrza P para def1exionar 
el rcsorte una distancia 5 es cntonces P8 1,2. S61o 
tom arc :no s en c on s i c.1 e r a c i 6 n e 1 t r a b a j o he c h o p or e 1 p a r 
torsional, ya que el producido por 1a fuerza de corte 
es muy pcqucfto co~parndo con cl anterior. El trabajo 
realizado por el par torsional es igua1 al producto 
del mismo por el ~ngulo giraclo par el alambre a tra­
ves de toda la longitud dividido entre dos es decir 
T 0 I 2. Por lo tanto. 

t:SI2 = T 0;:: ( 8 . 9) 

Record ;w do 1 a f 6 r m u 1 a de 1 u n g u 1 o de t o r s i 6 n y sus t i t u -
yendo e1 valor del memento polar de inercia tenemos: 

0 = T L I C J = P P ( 2 1; n' >l ) I G ( 1r cl 4 I 3 2 ) 

Combinando las do.s expresiones anteriores podemos obte 
ncr la cxpresi6n que nos proporcione 1a deflexi6n bus-=­
cada 

(8.10) 

Si graficamos la ccuaci6n anterior en ejcs P-8 obtcn­
dremos una recta como se llustra a continuaci6n. Sien 
do la ccuaci6n de la recta P=K5, donde K es la consta~ 
te de proporcionaliLbcl y pcndjente de la recta. Elva 
lor de f\ sc conocc como la cons tantc del !Zesorte, la 
cual puccle determinarse a partir de la ecuaci6n (8.10) 
cspejando la reLh:i6n Pl6 co1:10 siguc: 

K = r /6 = d '+ C I 6 4 R 3 N (8.11) 
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Ejemplos. 

136 



CAPITULO IX 

~NALISIS DE ESFU~RZOS~ CIRCULO DE MOHR 

IX.l. ftHRODUCCI6N. 

IX.2. Co~cEPTos PR~LIMINAREs. 

IX.3, DESARROLLO ANAL[TICO. 

IX.4. CfRCULO DE MOHR PARA ESFUERZOS PLANOS. 

IX.5, C[RCULO DE MOHR PARA DEFORMACIONES. 

IX.6, ESFUERZO TR!AX:AL. 
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CAPITULO IX 

Ml!\L 1ST S DE LSFUEIZZOS 

C I FZ C lJ L 0 D I: I, 1 0 IIR 

OBJETIVOS: 

!\] f in , 1 1 i z a r c .s t <1 ~;; c c c .i 6 n c l c ::; t u cl .i u n t c cl c b e r a s e r c e1 p a z 
de: 

.i) Dctcrminar anal1ticamcntc los csfucrzos o ' y , 
X X 

in~ucidos en un plano inclinado cualquiera a partir 
de los esfucrzos que act6an en l~s earns de un ele­
m e r. ~~ o d i f c r en c i a 1 . 

ii) Dcterminar las deformacioncs unitarins en las direc 
ciones principales cle un clcmento. 

i i i ) T r a ::: .:1 r e 1 C i r c u 1 o d c i'-1 o h r a p a r t i r cl c l o s c s f u c r z o s 
que act(wn sobre un clcrncnto. 

iv)· Dctcrrninar a partir del Cfrculo de t-lohr, cl estado 
de csfucrzos que sc induce en los planos de un ele­
rncLto oricntaclo 8 grados rcspccto del original, ais 
Ln y dibujar cl c1cmento correctamente oricntaclo,-
mos·:.ranclo los que actuan en 61. 

9. l I NTl<.ODUC:C I m;. 

La c x p c r i en c i a h ;- c.l c m o s t r <Hl o q u c 1 o s m e1 t c r i a 1 c s cl u c t i 1 e s 
(acero bajo carb6n, cobrc, ctlumin::_o, etc.), fal1an clebido a 
que e1 c~.fucrzo de corte cxccdc la rc:sistcncia del material 
en Ull plCinO de su pu:ltO mas cr1t!co. Por otra parte los ma­
t c rial e s f rag i 1 e s ( 1 a fund i ci 6 11 g r is , e 1 concreto , etc . ) fa 
llan por tcnsi6n (c~fuerzos norrralcs) al excederse en alg6~ 
plnno cl limite Jc su. rcsistencia, por lo Lmto cs clc gran 
imp o r t n n c i a ,1 c t e r m in .1 r 1 o s v a 1 o 1 e s d c l o s c s f u e r z o s t ant o 
normalcs como cortantes que sc induccn on planos oblfcuos 
cualesquicra, orientados 8 grades rcspecto a un plano prin­
cipal Je rcfcrencin. 
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9.2 CONCEPTOS PRELIMINARES. 

Los esfucrzos simples sc hallan en planos norma1es o pa­
rale1os a 1a lfnca de acci6n de las fuerzas. Sin embargo, 
los csfucrzos norm:.llcs asl. como los cle corte, pueden cxis­
tir en otras clireccionos. 

Una partfcu1a de un micmbro con carga contcndr~ csfuer­
zos normales y cle corte como sc ilustra en 1a figura 1; se 
puecle obscrvar que los cuatro csfucrzos cortantes deben 
ser de 1a misma rnagnitud sl. se va a satisfacer cl equi1i­
brio. 

G; 

o:x.y 

f!· 
?;y~ 

o; 

Con u n corte s c gun c 1 p 1 an o ;\A , e 1 e qui 1 i b r i o rev e 1 a r a 
q u c , c n g c n c r a 1 1 'J s c s f u c r z o s norm a 1 e s as 1 como 1 o s de cor -
t c act (I :m sob r e c l p 1 an o 1\ C ; :~ i g u r a 2 . 
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El esfuerzo normal sabre cl plano AC sc idcntifica como 
o y c 1 d c c o r t e co 1n o -r ' 1, a <:.1 p 1 i c a c i 6 n d e c q u i 1 i b r i o c1 a : 

X xY 

a +o a -o 
o' _)~ _ _y__ + X y co s 2 8 + 

X 2 2 

0 - CJ 

1" 
XY 

sen 28 

-r' X Y sen 28 + -r cos 28 
XY 2 XY 

Debe us2.rsc una convcnci6n clc s :.gnos. Un esfucrzo de trac 
ci6n cs positiva, mic11tras que una Jc comprcsj6n es negativaT 
un csfuerzo de corte cs negativo cuando e~,;ta dirigido como so 
bre el plano AB de l11 figura 2, es decir, cuando los esfuerzo~ 
de corte sobre los pJanos verticalcs forman una pareja con el 
sentido orntcsto al del movimientc ,Ic las mcmecillas del reloj, 
es esfuerzo es positivo. Cuando un elemcnto sc orienta seg6n 
los cjes principalcs, los csfuerzos normalcs son maximos, mien 
tras que :~os cortantcs son nulos. 

Los planos princlpalcs conticncn los esfucrzos principales 

normalcs mfJximos y 
/ > mJn.LmOS, 

0 " max. 
min. 

que 2st6n dados por la relaci6n. 

E 1 r <t d :i c a 1 J c 1 a c c u; 1 c i 6 n <tnt c r.i. or d a 1 o s c s f u c r z o s maX i -
m o s y m in i rn o s de co r t c q 1 1 c ~1 c t 6 an s o b r c 1 o s p 1 an o s 

n: - 0 

Tan .28 _x ___ x que nos define los 
2 1" 

XY 
dos valores clc 28, en los que cl csfucrzo cortantc 1 alcanza 
un valor m:lximo. 
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Por lo tanto los csfuerzos cortantcs rniximo y minima esta­
ran dac.los por: 

T , max. 
m1r. + 1 

2 

X y 

Los esfuerzos normalcs que actuan en las caras del elemen­
to de corte maximo son igualcs. 

9.3 DESARROLLO A~ALITICO. 

Un cstudio dctallado de las ccuac1ones anteriormente vistas. 

a +a 
a' _..L__L 

X 2 

() - 0 
X y + --~ cos 28 + ' sen 28 

2 XY 

a -a 
T' 

xY 
X y 

2 
sc~ 28 + ' cos 28 

XY 

rcvclara que rcprcsc11tan una circunfercncia en forma parametri­
ca. Tal representaci6n sa pucde vcr con rn~s claridad escribien 
dolas en la forma siguicnte; 

,; +c; u - a 
a ' - __ x__ _ ___L 

X ,, 
'· 

--X v_ 
~ cos 28 + T sen 28 
2 XY 

'J .. a 
-r' __ z;__ __ y sen 28 + 1 cos 28 

X 2 XY 
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Lr~vando al cunJraJo ambns ccuacloncs, sumandolas y simpl! 
ficando, tencnos 

(o' - cr +-o ) 
2 

'X _ _jr +,2 

\ x'Y' 
(

0 
-

0 
)

2 

X y 
2 

2 

+ .. 
XY 

En toclo problema dac~.o; a , c , -r son las tres constantes 
X Y XY 

conocidas f o', T 'y' son las variables. En consecuencia la 
X X 

ecuaci6n inmcJiata anterior se pueic escribir en forma m~s 
compacta co;no: 

2 

+ T ' ' X y 

2 

l:; 

donde a y b son constantes y cst~n daclas por: 

0 -- I} 

a = _x_ ____ __y_ y 
') ,_ 

( 

0 -0 ) 
b/_ = -~y + ' 2 X y 

Esta ecuaci6n es 13 expresi6n familiar de geometrfa anali­
tica ( x - a) 2 + y 2 = b 2 para una circunferencia de radio b 
son su centro en (a,O). Por tanto si se traza la circunferen 
cia que corresponde a esta ecuaci6n, las coordenaclas de un 
Punta de tal circunfcrcncia corrcspondcn a 0 y 0 , , para 

X' X Y 
una orientaci6n de un plano inclinado. 

La orclenaJa de un punta de la circunfercncia 
cortante T ., , y su obscisa el csfucrzo normal X . y 

es el esfuerzo 
a'. La circun 

X 
fercncia as~i- construi.cla se llama C:.lrculo 
zos, o simplemente c1rculo cle esfuerzos. 

de Mohr para esfuer-

Un c1rculo de Mohr basado en la informaci6n anterior y en 
el estado de esfuerzcs de la siguiente figura 3 
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y 

y' 

+r,' .. ' 

\ /' 
f-+cr• 

/\_. ' 
/ \ 

+ u, 

,. 

Lo podernos apreciar en el esquema 4 

T 

0 (1"2 

I Tmlnl - r,.... 

Clrculo de Mohr para eslueno,. 
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9 . 4 C I R ClJ L 0 DE i\1 0 I IR I' A Rl\ E SF U L R::: 0 S PLAN 0 S . 

Estc es un m6todo griJ.ico pora cxprcsar las rclacioncs ob 
ten ida s y s c d c nomina r a "d .i a gram a d c l C l. r c u 1 o d c i\l o h r " e 1 -
c u a 1 e s u n me cl i o m u y e f i c ,J z p a r a v i s u a 1 i z a r c 1 c s t a cl o de e s -
fuerzo en un punta y tcnC'r en cucnta la direcci6n de los eli­
versos c.omponentes asociadas al esfuer;:o pl&no. 

En la figura 5 se establece un sistema de coordenadas, en 
el que los esfuerzos norneiles se prcsentan como bscisas y los 
cortantcs como orc1cnadas. 

En el ejc ce bscisas, los csfuerzo:; normalcs cle tensi6n 
(positives) so marc.an a la clcrecha Jel origen 0, y los esfuer 
zos normalcs de c.omprcsi6n (ncgativos) a la izquicrda. En eT 
cjc de ordcnadas los csfucrzos cortaittcs en cl scnticlo del re 
lo j se t ra zan h<LC ia a rr j_ba, y 1 os c s fu·:;r zos cor tan tes en sen­
tido contrariu al del reloj sc trazan hacia abajo. 

Di,.grama del c!rculo de :\loin. 
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DEB 
a. 

1' 
YX 

Sc 

es 
El 

en 

t r a;: :n a el c 1 r':: J1o de Mohr rrw rc anc.lo 0 como 0 
X 

1' como B, T como oc y T como CD. La recta 
x;r v YX 

cl Jiametro d.:d c.lrculo con centro en E sobre el eje 
punto B reprcsenta las coordcnadas de esfuerzo o 

X 
las caras Y. Por lo tanto EB corresponde al eje x 

y ED al cj e Y. 

El &ngJlo 28 que se en s~ntic.lo contrario al del re 
loj desde EB hasta Ed es igual a 180° que corresponde a 8=9rr 0

; 

midiendose de X hasta Yen sentiJo antihorario. 

El esfucrzo norma:~ principal rni1ximo o 1 se ticne en F y el 
normal pr.Lncjpal m1nimo o

2 
en G. Los dos csfuerzos cortantes 

de valor extrema, uno en sentic.lo ,lel rcloj y otro en senticlo 
contrario, se prcsen1~an en II e l. respectivamente. 

Finalrnente pueder1 deducirse las siguientes conclusiones im­
p o r t ante ::; r e 1 at :i. vas a 1 e s t ado de e s f u e r z o en u n punt o : 

1) El mayor esfJerzo normal posib1e es o 1 , el menor es o 2 . 

No cxisten e:;fuerzos cortantcs junto con uno u otro de 
estos esfucr=os principales. 

2) El mayor csfuorzo cortante , m5x, num6ricamente igual 
al radio c.lcl circulo, cs (o 1 -o 2 )/2. Un esfucrzo normal igual 
a (o 1 +ol)/2 actua en c:acla ulio Clc los planos Je esfuerzo cor­
tante max:~mo. 

3) Si o
1 

= o
2

, cl c1rcu1o de Mohr degenera en un punto y 

ningun cs:ucrzo cortante se c.les&rrolla en absolute en el pla­
no XY. 

4 ) S i o . + o = 0 , e 1 c e n t r o d c 1 c 1_ r c u 1 o de f-.1 o h r c o inc ide 
con cl ori~en d~ los ejcs a y T, cxistc asi el cstado de es­
fuerzo cortantc puro. 

5) La suma de los esfuerzos normalcs en dos planos mutua­
mente per?cndiculares es invariante, esto es: 

a +o 
X y = :J1+ 0 2 - :J y constantc 
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9. 5 CIRCUUJ DE ~10Im ?i\10\ DEFOR/'.1/\CIONES. 

La s do s e c u a c ion e s b a ::; ~ c as p a r a 1 a t r an s f o r rna c i 6 n de de -
formaciones, se asernejan rnatern&ticamente a las ecuaciones pa­
ra la transformaci6n de esfuerzos. 

::: 

c +c 
X V 

~L X, y' ::: 

E 

+ X 

;: -c 

- E 
y 

2 
cos zq + l xY sen 28 

2 

-
__ ): \T '( 
-~ sen 28 + xY cos 28 

2 2 

Puesto que Jas ecuacioncs de transformaci6n de deforma­
ciones que contienen a las deformacioncs por corte divididas 
por clos, son matematicamentc iguales a le1s ecuaciones de -
transformaci6~ de esfuerzos; se puede construir f&cilmente 
su circulo de Mohr. En esta construcci6n todo ounto en la 
circunferencia da clos va:ores; una para la defo~maci6n li­
neal y el otro para la deformaci6n por corte dividida por 
dos. 

Las deformaciones correspondientes o alargamientos son 
positi:ras Y para los acortamientos son negatives. Las de­
formaclones per corte positives junto con las negativas pu~ 

den trazarse en un circulo, los ejes positivos 
manera usual, hacia arriba y hacia la derecha. 
tical se mide y/2 

se toman de la 
En el eje ver 

Como una ilustraci6n del circulo de Mohr para deformacio­
nes consid6rese la siguicnte figura. 
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.. 
ltii'' 

y/2 

t, 
----· ----~ 

En la que e , e y y son datos; entonces sobre los ejes X Y XY 
y y/2 dela figura, el centro del circulo C esta en [(e: +e: ) 

X y /2,0] y por los datos, el punto 6 en el circulo estar' en - -
(e: , y /2). Observando la figura anterior llegaremos a con-X XY 
clusiones analogas a las obtenidas para el circulo de esfuer­
zos. 

1) La deformaci6n lineal maxima es el y la minima e2. Es 
tas.son las deformaciones principales y no tienen deformacio­
nes por corte asociadas. Los sentidos de las deforrnaciones li­
neales coinciden con los esfuerzos principales. Como puede de-

. ducirse del c1rculo, la cxpresi6n analitica para las deformacio 
ncs principales es: 

e: ' 
X max. = e 1 6 z = 

min. 

e: +e 
X y_ 

2 

2 

(
e: -e ) X y 

2 

147 



Jonde el s1gno positive antes del radical corresponde a s
1

, la 

deformaci6n principal maxi'na en sent:i.do algebraico, El negati 
vo se cmplea para s 2 , la dJformaci6n principal minima. Los -

planos en que act6an las dcformaciones principales pueden defi 
nirse analiticamcntc a partir de la siguicnte ecuaci6n. 

Tan 20 
1 xv -"---· 
E -s 

X y 

2) La mayor Jeformaci6n por corte y max. es igual a dos ve­
ccs el radio del circulo. Dcformaciones lineales de (s 1 +s 2)/2, 

en Jos diracciones m6tuamente perpcndicularcs, est£n asociadas 
ala deformaci6n maxima angular 0 por corte. 

3) La suma de deformaciones lineales en Jos dircccioncs m6-
tuamente perpcndiculares cs invariantc, esta es, s 1 +s 2=s;sy= 

constantc. Otras propicdadcs de las dcformacioncs en un punta 
se pueden establecer cstu~iando cl circulo m6s a fonda. 
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9. 6 ESHir:JzZCl TRIAXJ~\L. 

U n c Jl c m c n t o d c m Q t c ri a l s om c t i d o a c s [ u c r z o s no r m a 1 e s a , 
X 

oy y o 2 que ;ll:t{wn en c_',irecciones pcrpcndiculares sc dice que 

est6. en un cstado de csft:crzo triaxial. Obscrvcse que no actuan 
esfuerzos cortantes sob1c las caras x, y, l del elcmento, por lo 
que esta condici6n de esfuerzo no es cl caso m6s general de es­
fuerzo tridimensional. La ausencin de esfuerzos cortantes mues­
tra que los esfuerzos a> ay y a 2 son los esfuerzos principales 

para el elcmcr,·!:o 

(a) (b) 

Elcmcnto en ('' 'uerzo triaxial 

Si a t1av6s del cJemcnto se pasa un plano inclinado para­
lela al cjc Z como se rnuestra en la figura de la derecha, los 
{micas csfucrzos sob-:.·c~ la cara inclinada son el esfucrzo nor­
mal a y el esfucrzo cortantc 1 que actuan en el plano xY, por 
lo que estes esfuerzos son los mismos que los esfuerzos a 

X 
Y ' r'" pcsible utilizar las ecuacioncs J.e csfuerzo pla-xlyl · ··' 
no, asi coro el circuJc J.e 1'-!ohr, cuando se J.etermincn los es­
fuerzos o y '· 
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planos orientaJos a 45° Jc los planos principalcs. Para obte 
ner estos planos para un clemento Jc csfucrzo triaxial, sc gT 

, / 0 -ra el clcmento a travcs de angulos de 45 rcspecto a los cjes 
x , y, Z. Por cjcmplo, consideremos una rotaci6n de 45° alre 
dedor del ejc ~. entonces los esfucrzos cortantes m6ximos qu~ 
act6an sobre este clemento son. 

0 - '] 
~ 

T max 7 
~ 

+ ____c_\____L 

2 

En forma similar, si se gira el elemento rcspecto al eje 
X un angulo de 45°, se obtienen los siguientes esfuerzos cor­
tantes maximos. 

I T mdX:·. 

2 

Finalmente, al girar el clemente alredcdor del eje 
y en u n an g lll 0 de 4 s 0 ~; e 0 b t i c n en 1 0 s c s f u e r z 0 s : 

~ m6s y 

El "esfuerzo cortantc maximo absoluto" es el alge­
braicamente maximo de los esfuerzos detcrminados a par­
tir de lasecuaciones inmediatas anteriores. Este es­
fuerzo es igual a la mltad de la diferencia entre el rna 
ximo y el minimo algcb~aicos de los tres csfmrzos prin­
cipales. 
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L o s c s f u c r z o s q t: c a c t u; 1 n s o h r c c 1 c m c n t o s g i r ado s 
alrcdedor Je los c ~~ x, y, z pucdcn aprcciarse con la 
ayuda de :Los c.lrcu o) Jc ~!ohr. 

(J 

Fid . . :~·36 C·r,-.r:\), u::: \l .··ura t.!1 

cl 1 < ilO C:1 C~tL~CY"ZC' ,;-,o~\!J.l 

Par~ los elementos obtenidos mediante la rotaci6n 
respccto al eje z, cl circulo correspondicnte esta mar 
cado con una A en }a figura inme~iata anterior; este -
circulo c3Ui Jibuj;i<:o para cl caso en que >o y am-

X y 
b o s son c :; ( u c r z o s c c t c n s i 6 n . En form a s i m i 1 a r pod e -
mas construir los circulos U y C para elementos obteni 
dos meui<:.nte rotaciones respccto a los X y Y respecti-::­
vamente. Los radics de los circulos representan los 
esfucrzos cortantes m~ximos dados por las ecuaciones 
anteriormcnte vistas, y el esfuerzo cortante maximo ab 
soluto cs igual al raJio del circulo mayor. Los es­
fucrzos normales qt.c actuan sabre los planos de esfuer 
zo co rtc-: nte maximo ·: ienen magn it uJe s de t e rminadas por 
las abscisas de los centros de los cfrculos. 

l ~ 1 
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CAPITULO X 

DCF' ·-y ro·~-s ~·~ 1/ • ~ ·~s L L_c.,', !'it. ::.i~ ll.J;~ 

X.l. RELACIONES ENTF:t: CURVATURA Y DEFORi~,ACIO~l Y EiHRE 
CURVATURA Y MOMENTO FLEXIONANTE. 

X,2, ECUACION DIFERENCIAL PARA LA DEFORMACION DE VI­
GAS ELASTICAS. 

X.3. ECUACIONES DIFERENCIALES ALTERNATIVAS DE VIGAS 
ELASTICAS. 

X.4. 0BTENCI6N DE LA DEFLEXI6N MEDIANTE M~TODOS DE IN 
TEGRACI6N DIRECTA. 

X.5. M~TODO DEL AREA DE MOMENTOS. 
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~··· 

, •. ' . -.,. ~ -: 
" ' ' '~~~, .. ·. 

OBJETIVOS: 

C A P I T U L 0 X 

DEFLEXIONES EN VIGAS 

•• -~ •. '. 

Al finalizar el estudio de esta secci6n el estudiante 
deber§ ser capaz de: 

i) Establecer y resolver la ecuaci6n diferencial basica 
de la curva elastica o de deflexi6n de una viga cuan 
co se encuentra bajo la acci6n de cargas versales. -

ii) Determina~ las pendientes y las deflexiones en cual­
quier punto de la curva elastica. 

iii) Calcular la deflexi6n maxima de una viga y el punto 
donde ocurra. 

iv) Seleccionar la secci6n apropiada de la viga cuando se 
tiene restricciones para la maxima deflexi6n. 

.. 
INTRODUCCION: 

Con frecuencia el disefio o selecci6n de una viga, esta 
gobernada por la deflexi6n·~ue sufre y no por su resisten­
cia. Por la acci6n de las fuerzas aplicadas el eje de una 
viga se flexiona desde su posici6n original. Esta deforma 
ci6n producida depende de las magnitudes de las cargas, del 
material v forma de las secciones transversales de los eies. 
Es indese~ble la deflexi6n por ejemplo en techos en dond~ 
Sl es exccsiva podria ocasionar grletas, los elementos de 
las maquinas se disenan no s6lo con base a su resistencia 
sino que deben tomarse en cuenta las deformaciones que su­
fren, puesto que se pueden P!9ducir distorsiones por la ac 
ci6n delas fuerzas·que propfcien inexactitud de dichas rna~ 
quinas. 

La informaci6n de las caracterfsticas ac defo~maci6n 
de miembros, es esencial en el estudio de Yibraciones tan­
to de m~quinas como en estructuras estacionarias y en vchi­
culos aercos. 
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En cstc tcma .s61o cstudi~rcmos lns clcfJcxjoncs causacbs 
por lns fucrzas que ;:ct{J'ln pcrpcndjcularcs al cjc de la vi­
ga. 

Las deflexidncs estudiadas son pequefias con relaci6n a 
la longitud del claro. En este tema nos limitaremos a es­
tudiar dos m~todos: el de integraci6n y el de &rea de me­
mento. 

10.1 RELAC:IONES ENTKE CURVATURA Y DEFORMACION Y ENTRE 
CURVATURA Y MO\IE>JTO FLEX 10;-.iANTE. 

La hip6~esis cinem&tica fundamental de que las seccio­
nes planas permanecen planas despu&s de la deformaci6n, pro 
porciona la base de la teoria. En este an&lisis se despre7 
cia la defor~aci6n por corte de una viga. 

Considerese un ele~e~to inicialmente recto, ahora some 
tido a la acci6n de mo~e~tos flectores como se ilustra en­
la figura lO.la. En donde se ilustra el eje flexionado de 
la viga es decir, la ":urva el&sti:a" con una curvatura de 
radio P· El centro de c~rvatura 0 se determina prolongando 
hasta su intersecci6n dos secciones consecutivas. De momen 
to considere~os que la flexi6n ocurre alrededor de uno de -
los ejes pr~ncipales ~e la secci6n transversal. 

En la vista amplificada del elemento A'B'C'D' de la fi­
gura lO.lb se observa que en la viga flexionada, el &ngulo 
que forman dos seccio~es consecutivas t8; si las distan­
cias Y desdc las superficies neutras basta las fibras defor 
madas se miden de manera usual como positiva hacia arriba;­
adem~s la deformaci6n total ~) de u~a fibra se puede expre­
sar como: 

I!\.. =- Y68 (10.1) 
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L 0 

Cur-·u elastica 

(a) 

Fig. 10~ Deforrnaci6n de un segrnento de viga en flexi6n. 

La longitud del arco s corresponde a la longitud inicial 
de todas las fibras ya que se ubica en el plano neutro. Di 
vidiendo la ecuaci6n 10.1 entre s se pueden forrnar las re 7 

laciones siguientes: 

lim ~ ~ = -ylirn t s 
ts O~s t:.s Clts 0 

du 
as = v d8 

< ds (10.2) 

Recordernos que du/ds=t: es una deformaci6n I'ih~E~~1, rnientras 
que el termino d8 I ds tiene un signifjcado geometrico claro. 
de la figura 10.1a se observa que: 

lim L 8 d8 
= 

f.IS-l'0 L S ds K 
p 

es la definici6n de la curv3tura K. 
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i\cl;rc.ion~mdo ]a;, c·>prcsj~·ll(:s ~,ntcrjorC's, sc pucclc obtl:ncr 
l1 l1 ;1 C X ll r (.' S j C Jl f U l1 d ; ' ph: I ' :1} l' : ll. 1' C } C1 l U J \' a t U l a d C } a C l a S t j C Cl 

y la cleforn·<1ci6n J inc<il L:o:no s iguc: 

l 
= L - E: 

y 
(10.3) 

La expresi6n anterior es aplicable tanto a ~robl,mas el,s­
ticos como inel&sticos. Para el rango el,stico s~ cumple. 

M y 
:= --r-

por lo quepcdemos obt~ner la expres16n que relaciona al mo­
menta £lector, al mom~nto de inercia y la curvetura quedando: 

1 = (10.4) 
P L I 

10.2 ECUACIO~ DIFEJ~E\CIAL PARA LA DEFOR~ACIOt-J DE VI GAS 
ELAS'riCAS. 

Del c&lculo elemental puede demcstrarse que li curvatura de 
una curva plana en un punto puede expresarse CQmo 

d"v 

1_ dx 2 

~ - (-}~ .. C ~~) 2 J 3 I :-
v" (10.5) 

donde x y v son las coordenadas de un punto de ~sta. En el 
problema que se anali:a, la dista~cia x localiza un punta en 
la el~stica de un vig~ flexionada ¥ v es la deflexi6n o sea 
la dcsviaci6n del punta con respccto a su posici6n inicial. 

Si 1a ecuaci6n 1Cr.~ se sustituvera en la ecuaci6rr 5.3 
6 5.4, resLl:aria Ja tC~3ciSn d~fc!~ncinl exacta de la el5s-
t i c a , c u y cl ::' o l u c 16;, e r. ::: en c r:::.: c: ::- ::nh c:: 1:1 p 1 e j a . 5 in em t' a r; o , 
puesto que las deflcx~o~es accp:~:3s son muy pcquefias en la 
g ran m a yo r 1 a d c l a s c : t r u c tll Ll :; .l c .L n g c n i c r L.t , t am b i 6 n 1 o e s 
1 3 pend i e n t c cl •: / J x J c l a c 1 £ s :: ~ c :: . [ n c on s e : u en c i a e 1 c u a J Y a 
do de !a CLTVa v' cs u~J cant1!2J Jcs~reciable comparaJa con 
la uniclaJ, ;:\JT Jo qc.1c L ccu:.,cJ.6~: Li.:, se simplifica qucJandc: 
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I . . 
. 

(10 .6) 

por tanto la ecuaci6n diferencial correspondiente a la defl~ 
xi6n de una viga el,stica se,determina de la ecuaci6n 10.4 y 
es: 

~1 
= TI (10.7) 

Donde, M = Mz e I = Iz 
empleado es el xy. 

ademas el sistema de referencia 

10.3 ECUACIONES DIFERENCIALES ALTERNATIVAS DE VIGAS 
ELASTICAS. 

Se puede combinar la ecuaci6n 10.7 con las ecuaciones que 
relacionan la fuerza cortante, el memento fleeter o la dis­
tribuci6n de carga, para obtener otras relaciones utiles en 
el analisis de la deflexi6n en vigas. 

v = deflexi6n de la elastica. 

0 dv v' pendicnte de la elastica :::: 

Ox = = 

M EI d 2 v EI v" = = 
dx 2 

(10.8) 

v dM d (EI v") (Elv")' = - ax = - ax = 

dv p = - (Eiv")" = 

.... .. 
Para· vi g-as con rigide: a la flexi6n EI constantc, las ect.ia 

ciones anteriores se simplifican en tres ccuaciones altcrnati 
vas para determinar la elastica de una viga cargada. -

EI d~v = 
d) 2 
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d 4 \' 
EI "' P(x) 

(J0.9) 

La elecci6n de una ecuaci6n para un caso dado depende 
de la facilidad con que se puede formular una expresi6n 
para la carga, la fuerza cortante o el momenta fleeter. 

10.3.1 CONDICIO~;Es DE FRO:-\TE10\. 

Para ~-a soluci6n de problemas de deflexiones de vigas, 
adem~s de las ecuaciones diferenciales, se deben estable­
cer condiciones de frontera. Las siguientes son algunos 
tipos de condiciones de frontera homog~nea. 

a) Empotramiento~ En este case se deben anular el de5 
plazamiento o deflexion v y 1 a penciente dv/dx. Por tanto, -
en el extrema que se considera, donde x=a. 

v(a)=O, v'(a) 0 

b) Ar·~iculaci6n: En el extremo que se considera no 
ex i s t e 1 a de f 1 e x i 6 n v n i e l n' on. e n U) ~ 1 , p o r 1 o t ant o : 

v ( a ) = 0 , ~! ( a ) = E I v " ( a ) = 0 

c) Extrema Libre: Tal extremo est~ libre de momenta 
flexionante y la fuerza cortante, par lo tanto: 

M ( a ) = E l \' " r. e; ) = C1 v C a ) == - ( E I v " ) ' = 0 

d) Aooyo Guiado: En este caso se permite el movimien­
to vertical libre perc se impiJe la rotaci6n del extrema. 
El apoyo no es capa: de resistir una fuer:a cortante, par 
lo tanto: 
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___ _.... 

f ,.a) ~-0 
) P:aJ=,t.'(u)= 0 

v 

·--E--tF--.~ X 

... , 

{

,.,, ~!"( 0 ,-,.j \i:} =2: t• c)-~'--

V(a)= -EJ,,"" ta)=O 

v~ a . 

~----~ 
L'~~--+t--x 

{ 
.r ... : ~o 

M (a)~ £1,," (a)=O 

(b) Artkulaci6n 

r i -:-: 'J. r a 1 '"', • 2 
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:<otc·ns': :to~; u~; tirus llc L·c>n·lit..:ioncs de frontcra. /\1-
gunas p(:r1,:·ncc,~n Zl Lrs ,_:antitl:,Jcs rc·Licic>niHLJs con fucrzas 
y sc dice 111c <on c·c,n.li·..:il>nc~ ,1c lrontc·ra c~.t(JticilS. Otras 
dcscriben .j} cunuorL:rr,i ..:·nto cco:/t rico o de dcformilci6n de 
un extrema y se ilamaG :ondi~ioncs de fronterri cinem&ticas. 

En las condiciJnes de frontera no homog6neas, donde se 
prescriben una fuerza cortante, un momenta, una rotaci6n o 
un desplazamiento en la frontera, tamb1~n se presentan en 
las diferentes aplicaciones. En tales cases, los ceres de 
las ecuacicnes anteriores se sustituycn por la cantidad es­
pecificada. En cualcuier jun~a o un16n de dos zonas o re­
giones de Lna viga dcbcn ser iguales a la dcflexi6n y la 
tangente s :a elisti~a, sin que inportc la direcci6n en que 
se considera el punt~ com6n. 

1-J.4 Cl !3TE:\ C I Cf\ ] :::. L.'\ DEi L I:~·.: 1 o:: ~-li_:J L\:\ T E METODOS DE 
: \ T [ G F~.'\ C I 0: .: D l E E C: T .-\ • 

L a e ct. a c i c n de L' ~- e f 1 ex i 6 n en t ern: 1 no s de 1 moment o 
f 1 e c t o r puc ,:: e in t e g r ; ::. r :::. e p a r a o b t c :·1 e r 1 a d e f 1 e x i 6 n v como 
una funci<',I: de x. Y cor.;o es de sei~undo orden, se requie-
r en do s in·:. E g r a c i one . ; . E 1 p r i r:, e r p a s o e s o b t en e r 1 a e c u a -
ci6n de muwEnto flec:or r..edie1nte los rr.etodos empleados en 
el capftu:o dos. Pa:a lao las cxpresiones resultantes, 
se sustit~.lve Ja expr~~s:.6n de ~·1 en la ecuaci6n diferencial. 
Entonces :.1 ec:uaci6n puede integrarse para obtener la pen­
diente v' introducie:1close una constante de integraci6n me­
diante es:~ proceso. Uns se;unJ~ 1ntegraci6n proporciona 
la deflex,5n v introducicn~ose olra constantc de integra­
ci6n. En :onsccucnci<~ h~~\- cos ccn:otantes de integraci6n 
para cacJa porci6n dE: 1;:1 Yiga, la::. cualcs pueden e~aluarse 
mediante ccnd1ciones de fron:e:ra para ~.- y ~,-• en los apo­
yos de la viga y media~te condiciones de continuidad sobre 
v y v' en los puntos donde coinciden las regiones de inte­
graci6n. Como el n6~cro de condiciones siempre coincide 
con el nurt:~',) de ccr:s·~,,:tes sie:~::'re es po::ilJ~C: resolverlas. 
Entonces, l.'ls con:;t:";_tc.·s e\·a~'~~::,:as pur.Jc:; sustituirse en 
las cxpresioncs para \, obtcn~cn~cse 1as expresiones fina­
les de la c~rva d2 d~flexl6n. Este m6todo es conocido como 
m~todo de i~tegra~icncs sucesiva5. 

Ijcrn;;lo: 

Deter;~ J n a r l ~1 c c L ~~ ',~ J. ( :-1 ---~ '-

v i 6 a s i m r 1l.' rn en t c J p = : · ; L: :. ~~ u ~ : 
dist-rib~1i-::1 de ir.tc::: < •. L:: a f 
flex~i.6n J:l{>~i.r::c! ~ a ~ ~;. ri: i: ].j ~:c-
c i 6 n 8 O \ I) •' 'I ! 0 ~ , 1 :: .J \ · ..: S . b ~ . " -
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q 
r--r--·~ ,··-~--. ---~ --~-r--~--,- ·~-------~--~ 

~~':' ' ' '' .. ·~----
'I ;. + • .\ 

.. '\. -- ..!... II~ I () ', II~ I --~ ,,, 
r---- L/2- ~ I ~-__ L 2 ---1 
y 

Fig. 10.3 Viga simple con carga uniforme 

Tomando co~o origen coordenado el apoyo izquierdo, la 
ecuaci6n para el momenta flector resulta ser: 

m = 
q L X 

2 

As{, la ecuaci6n difercncial de segundo arden resulta. 

E I v" = 
q L X 

2 
+ 

M ul t i rd i cando p or d x c i :-, t c gran d.o s c o b t j c n c 

E I\' I 

P:·r simctrt<t, la 
a 1~ mitad del c~a1o 
ci6r.. 

,, v 3 
+ ~ + c 

6 1 
(a) 

pen cl i e· n: c \. ' 
cs cere. Por 

L 
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lo que tcncmos la condi 



o sea v' (L/2) 
(a) sc obttcnc 

0. ~ p li c [l ;Hl o c :-o t a c o n d i c 1 6 n a 1 a c c u a ci 6 n 

que al ser sustituida en la ecuaci6n (a) resulta: 

Eiv' = - q=_~ 
4 
+~+~ 

6 2 4 

i'>lultiplicando nuevamente por dx e integrando obtenemos 

Eiv GL 3 x 
.J..__ + c 

2 4 2 
(b) 

c
2 

puede evaluarse a partir de la condici6n que v=O cuando 

x = 0, es decir v(O) = 0. 
ecuaci6n (b) resulta c

2
=o, 

xi6n es: 

Aplica~do esta condici6n a la 
por lo que la curva de la defle 

v ~-- (1 3 - 2Lx 2 + x 3 ) 

24EI 

Esta ecuaci6n proporciona la deflexi6n en cualquier 
punta a lo largo de la viga, siendo la deflexi6n m&xima. 

5 = VT" ,, v 
J i I · . ..l ~ \. 

Los angulos de rotaci 6n r7laxi;;,:Js ocurren en 
de la viga, siendo 8_ i!!Ual a la Dendicnte \''. 

d ' . 
yend_?. x=O en la ecuaci6n 10. , sc obtie;1e. 

e = v' :u) (1 1 
a 3 8 4 L l 

los apoyos 
Sustitu-

o b t _:_ ~~- n c t~ c n c ..:. ot ro ext rc;no. 
D 
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Ejemplo: 

,_U-_:~--
2 -1 LJ 
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En c s t c lli 6 to do s c u t i 1 i :::an 1 as prop i e:cl ad c s d c 1 arc a do 1 
diagrama de memento flexionantc. El m6todo es adccuado 
cuando se requiere Gnicamcnte la deflexi6n o el angulo de 
rotaci6n en un punto de la viga, porque es posible determi­
nar tales cantidadcs sin encontrar primero la ecuaci6n com­
pleta ~e la curva de la deflexi6n. 

Este m~todo esta basado en una interpretaci6n gcom~tri­
ca de integrales ~efinidas. 

Recordando la ccuaci6n. 

d8 

dx 

1 ~·1 
= curvatura 

EI 

Reescribiendo csta ccuaci6n en la forma: 

d8 = l dl dl (10.10) 
EI 

Donde d8 es el cambia infinitesimal en la pendiente de 
la curva de deflexi6n ocurrida en una longitud infinitesi­
mal dl. :\6tese que (~1/EI I dl ruedc ser interpretada como 
un area infinitesirral como se representa en la figura lO.b. 
Cada curvatura del diagramn podra ser obtenida a partir del 
diagrama de momentc flector, di~idiendo el valor de este en 
tre EJ. Si la viga cs homog~nea y tiene una sccci6n trans7 
versa] constantc, los diagramas de momenta y la curvatura 
podr6n tener la rnisma forma general como se puede ver en 
las figuras 10. a y 10. b. 

El cambia finito entre dos ii~tintos puntas de la v1ga 
p u e de s e r o b t c n i d c i n t c g r J n J o l a c· c u J c 1 6 n r l C . l =~ ) en t r e 
los correspondie~tts lfmitcs. 

I r~ 
r r. J\'1 
) 

;, 
I 8 :._: t' } ! l 1 ) - ,_' ·_. 

', 
,, l l 

.\L I! •, ~-- .l 
:\ ''\ 

De 1 o 3 n t c r i :) r p o .J c !"' o ::: \ c :· c:, tL ! :1 i n t c l', r "' l J c f i n i j a d c 
1'.-:l '"x·r·rr'·l·Ln 3711'' .. ;~,- n· · ;C· -;r· 1 1<•:--rr•r·ot·,··~ i --o·,,.-, '-'} 8:'1'8'' ......_ . .. .. ._ ::;, l 1 .. ..... .. ..~. v .. 1- u L ~.... -~ _ ... ...... . .. _ t... ~ r! . t: ..._ ~.,..~. ..... ~ ~,.. . . 1 .._, .__ u 

b a j o 1 :: c u r \ · a d c· l ::.. c u ~- \ · ~ ~ : ~~ r :1 c : l t : · c- 1 c1 :..; purl 1 c ::· ; \ > · B . 

Areas positi~as o aquellas arriba del eje x indican 1n 
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•• 
c r L' m c n t o c n 1 a p c n d i c n t c m i c n t r a s q u-e :J r c n s n c g n t i v a s 

o <tbajo del cjc X jnd.ic;J·r;m clccrcmcnto llC Ja pcnuientc . 
Po r 1 o q u c pod c rn o s a f j f Jli a r q u c 1 a j 11 t L' g r a 1 r c: p r c sent a c 1 
cnmbio en 1a pcndicntc y no 1~ pend icntc mi~ jna. 

u 1. J.llllll 1 1 1 1 r;rnJID 
~ . I 0:&; 

~----------~a-----~ 
!ol 

(b) 

~~~ --'--------z .. 
,/ 

lei 

Fig. 10.4 

La deflexi6n de la viga puede ser obtenida indirectamente 
por medio de la Desviaci6n Tangencial (tAB) definida como 

1a distancia, medida perpendicularmcntc al eje neutro, entre 
e 1 punt o A en 1 a cur v a de de f I c x i 6 n : · una 11 n e a tangent e 3 

la curva de la deflexl6n que pas~ par el punto B como se 
puede ver en la fig. (10.4 c). En la figuTa anterior en 
donde tanto la def1exi6n como la pendientc son grandemcnte 
exageradas, podcmos ver que: 

JtAB = ~d8 
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EntJrccs 

tAB (10.12) 

t c d 
AB = '-AB 

donde i~B d ~ es 1a istancia hoYi:ontal desde el punto A al 

centrJide del area a entre :os puntos A y B en el diagrama 
de curvatura. Per tanto, el area del momento en el diagra 
de la curvatura es siempre tornado alrcdcdor del punto pari 
el cual la desviaci6n tangencial esta siendo determinada. 

L:1 ecuaci6n ( :0.12) representa el primer momento de 
area y de esto sc toma el no~bre del m6todo. 

Ya que £AB es ~ccesariamente un n6mcro positive, tAB 

podr& ser positivo cuando la corrcspondiente area (a) de 
la curvatura sea positive y negativa cuando el area es ne­
gativa. Jn valor ~ositivo para tAR indica que el punto A 

c a e e "l c i m a d e 1 :.:; 1 i n c .::; t a n g c n -c c t r :1 : a j ~1 cl e s d e e 1 p u n t o B , 
y el ?l~nto B, y el punto ;, c:1c ab:1jc esta la tangente si 
tAB. e~:negativo. 

Es importante }etra su rcali:aci6n que tAB no es la de­

flcxiSn de los puntos A o B. Si~ e~bargo mediante el si­
guiente ejemplo sc ilustrar& auc la Jcs~iaci6n tangencial 
podra ser empleada para obtencr la Jeflexi6n. 

E j e:np 1 o. 
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