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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La mecinica de los Sélidos Deformable, constituye una
rama de la mecdnica que estudia c¢l comportamiento de
los cuerpos sb6lidos sometidos a diversos tipos de car
gas.

El objetivo primordial de estas notas es proporcionar
al estudiante de ingenicria un medio que le ayude a
asimilar de manevra sencilla los fundamentos de la me-
céinica de materiales.

Como es sabido, en todo disefio de ingenieria se re--
quiere definir el tamafio fisico de diferentes partes
estructurales o partes componentes de maquinaria. Un
conocimiento profundo del comportamiento meclnico es
fundamental para un discfio confiable de cualquier es-
tructura, como edificios o pucntes, maquinaria y moto
res, submarinos y barcos o aviones y antcnas.

Fn la mecédnica de matecriales, es conveniente conside-
rar los esfucrzos y las deformaciones que prescentan
los cuerpos cuando estin sometidos a la accién de car
gas.

En el desarrollo de los temas que integran las prescn
tes notas, sc utilizan las propicdades de los cuerpos
que sc¢ determinaron tanto cxperimental como tebrica-
mente, as{ como leyes y conceptos técnicos que se han
demostrado en otros curscs o que son faciles de deter
minar con conocimimientos bédsicos de ingenierfa. Se
introducen hipétesis simplificadoras para facilitar
la soluciédn de gran nlmevo de problemas técnicamente
de gran importancia, ya que la mecidnica de los sb6li-
dos deformables interviene de manera destacada en to-
das las ramas de ingenieria, razdn por la cual forma
parte de las asignaturas fundamentales de un plan de
estudios de ingenicria.

Las notas se limitarin a cstudiar los temas mis senci
1los de 1a materia, puesto que es de cardcter intro-
ductorio. Sin embargo, a pesar de la relativa senci-



llez de los métodos cmplcados, las técnicas resultan-
tes son notablemente Gtiles.

Debido a 2ue el principal problema del estudiante es

la solucibn de problemas, cstas notas proporcionan una
parte tebrica concisa la cual no contiene un némero

considerable de férmulas, adcmds se proporcionan ejem-
plos resueltos y algunos ejcrcicios con respuesta para
que cl alumno pucda comprobar los resultados obtenidos,
aunados a los cjemplos que se solucioncen durante el de
sarrollo de las clascs. -

Ya que la meclnica de materiales solo puede asimilarsec
resolvicndo muchos problemas, el alumno tendrd la res-
ponsabilidad de ejcrcitar los conceptos que aqufi se
mencionan para poder obtener los conocimicntos necesa-
rios. '

Ya que cl principal problcma de la meclnica de sélidos
es determinar la resistencia interna y la deformacién
de un cuerpo sblido somectido a la accibn de cargas, se
rcquicra de un estudio de la naturalcza de las fuerzas
que sc gencran dentro del cucrpo las cuales equilibran
cl cfecto provocado por las f(ucrzas aplicadas externa-
mente. DPara tal cstudio sc¢ trazarfd el diagrama de
cuerpo libre del clemento cn cstudio. Tomemos cn cuen
ta que como ¢l cuerpo con las fuerzas actuando en €1
estg en equilibrio, estas satisfacen las ecuaciones de
cquilibrio estdtico.

Una vez trazado de manera completa ¢l d.c.1l, se hace

pasar un plano de corte a través de é1, separandolo en

dos partes, como sc pucde obscrvar cn la siguiente fi-
> I

gura. :



El proceso ilustrado en la figura anterior, se le de-
nomina Método de Seccionecs. Se considera ademis que
si1 el cuerpo como un todo estd en cquilibrio, cual-
quier parte componente del mismo, también lo estari.
Para satisfacer c¢sta condicidn, sc requicre que en
cada parte, en la scccidn de corte actue una fuerza
resultante que logre dicha finalidad.

Lo antcrior nos lleva a concluir que las fuerzas ex-
ternas son cquilibradas por las fuerzas intcrnas ge-
neradas en la seccidn de corte. Es importante men-
cionar que para simplificar el cilculo de las fuerzas
internas, el plano de¢ cortc deberd oricntarsc en ge-
neral para quedar perpendicular al cje longitudinal
del cuerpo. 3



Es sugerible seguir una sccuencia en la solucibn de
problecmas de meclnica de materiales y aqui se da una.

a)

b)

c)

d)

Aislar el cuerpo en estudio y trazar su corres-
pondiente diagrama de cuerpo libre.

Aplicando las ccuaciones de equilibrio, para de-
terminar el valor de las recacciones correspondien
tes

En el punto o zona donde se desea determinar la
deformacién o ¢l valor del esfuerzo, se hace pa-
sar un plano de corte scparando ambas partes re-
sultantes.

Determinar el sistema de fuerzas internas para |
mantencr el oqulllbrlo de la parte aislada. Di-
cho sistema csti constituido por una fuerza axial,
una fuerza cortante, un momento flector y un mo-
mento torsor. Estas cantidades se obtienen consi
derando parte del elemento como cuerpo libre.

Una vez determinado el valor de las fuerzas inter
nas, la fbérmulas establecidas permitirdn determi-

nar el valor decl esfuerzo o de la deformaciébn re-
queridos.
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CAPITULO II

DIAGRAMAS DE FUERZA AYIAL,
FUERZA CORTANTLE Y MOMENTQ FLEXIONANTE

OBJETIVO:

i) E1 objetivo fundamental de este capitulo es esta-
blecer procedimientos para detcrminar las fuerzas
que existen en una seccidn transversal de una vi-
ga. Al terminar csta seccién, usted deberd ser
capaz de:

ii) EBvaluar la fuerza cortante y el momento flector
que actuan en cualguier scccidn de una viga esta-
ticamente determinada.

iii) Construir los diagramas correspondientes de fuer-
za cortante y momento flector de vigas sujetas a
diversas combinaciones de carga.

INTRODIDCCTI ON

E1l problema fundamental de 1a Mecé@nica de S6lidos es determi
nar la relacidn que cexiste entre los esfuerzos y deformacio-
nes producidas por cargas aplicadas cxternamente a un elemen
to o una estructura, este anadlisis es relativamente complica
do debido a que los ecfectos de las cargas aplicadas son va-_
riables de una a otra seccidn de! elemento o estructura en
estudio.

En este capitulo estudiarcmos la distribucidn y calculo de
las fuerzas axial y cortante y del monmnento flexionante en vi
gas sometidas a distintas comhinaciones de cavgas en diferen
tes condiciones de sujeccidn o apoyo y, concretamente, la dc
terminacidén de sus valores maximos. -



El analisis de una viga se empieza trazando el Diagrama de
Cuerpo Libre de dicho eclemento, vy las reacciones se calcu-
lan después; el estudio se limita a vigas estédticamente de-
terminadas o isostaticas, luego se utiliza repetidamente el
concepto de que si un cuerpo en conjunto esti en cecquilibrio
cualquier parte de &1 lo estara también,

En general, en una seccidn cualquiera, se necesita una fuer
za vertical, una fuerza horizontal y un momento para mante-
ner dicha seccidn del elecmento en equilibrio.

2.1 VIGAS, APOYOS Y CARGAS.

Las vigas son clementes estructurales cuyo principal
objetivo es soportar cargas transversales. La mayor
parte de ellas soporta cargas pequefias en direccidn
axial, o cargas torsionales en adicidén a las cargas
transversales durante su servicio, cuando estas car-
gas alcanzan c<lerta magnitud, los efectos axiales vy
torsionales deberan superponerse al efecto flexionan
te.

En la figura 2.1 se muestran varios tipos de vigas
con distintas condiciones de sujecciébn. Una vige sim
plemente apoyada en sus extremos, tiene una articula-
cidn en un extremo y un apoyo mdvil sobre rodillos
en el otro. iUna viga en voladizo, ¢ ménsula, se suje
ta en un solc extremo, en un empotranientc que impi-
de ¢l giro en dicho extremo. Una viga apoyada con vo
ladizos estd soportada mediante una articulacidn y
apoyo de rodillos, pero uno o los dos extremos sobre-
salen de los soportes., Todas estas vigas son estati-
camente determinadas, ya gue sus rcacciones puecden de
terminarse directamente mediante la aplicacidon de las
ecuaciones de¢ equilibrio estatico.
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En la figura 2.2 sc¢ muestran ctras vigas con otras
condiciones de sujeccidén como son la viga empotra-
da apoyada, la viga doblemente empotrada y la viga
continua. Todas ellas tienen como minimo una reac-
cidn mds de las estrictamente necesarias para su

sustentacidn y son por tanto estdticamente indeter-
minadas o hiperestiticas,

En cstas notas nos ocuparemos Gnicamente del an&li-
sis de vigas estdticamente determinadas.
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FIGURA 2.2

En el ejercicio de la ingenieria las cargas que acttan sobre
un elemento o una estructura son representadas por vectores.
La representacidn de estas fuerzas por vectores es una idea-
lizacidn que facilita el andlisis de dichos elementos. En
la figura 2.3 ilustramos esta idealizacidn, por cjemplo, 1la
carga concentrada en la viga de la figura 2.3 mno estda real
mente concentrada en un punto, estd distribuida sobre un
area finita que tiene las dimensiones w vy d. Si la distan-
cia d fuera mayor y nuestro anadlisis rcquiriera de mayor pre
cisidn la representacidn deberia ser como la mostrada en la
figura 2.4 a vy si d=7, deberfamos representarla como se mues
tra cn la figura 2.4 b,




FIGURA 2.3

0=

FIGUPA 2.4

En general para representar una carga debemos tomar en cuen-
ta las siguientes consideraciones: Una carga concentrada o
puntual es la que actla sobre una longitud tan pequefia de 1la
viga que puede suponerse que lo hace sobre un punto, como se
observa en la figura 2.1 a. Por el contrario una carga dis-
tribuida es la que actGa sobre una longitud finita de la vi
ga. Puede ser uniformemente distribuida en toda su longitud,
como en la figura Z.1 ¢, o sobre una parte de ella, como en
la figura 2.1 b. Las cargas repartidas también pueden ser
variables uniformemente o no. En una carga uniformemente va
riable su intensidad crece o decrece en una proporcidn cons-
tante como en las figuras 2.2 a y 2.2 b.

Un ejemplo de cargas de esta clase es la presidn del agua
contra las paredes dec una presa, o el empuje de la arena.
La carga también puede variar de forma arbitraria, como en
el tramo izquierdo de la figura 2.2 d. Este tipo de carga
puede producirse, por ejemplo, en el apilado de sacos, figu-
ra 2.5.

9



FIGURA 2,5

Aqui hemos considerado cargas transmitidas por contacto di-
recto de un cuerpo actuando sobre otro, sin embargo también
existen otros tipos de cargas que no sc¢ transmiten por con-
tacto entre cuerpos. Las mads importantes dc estos tipos
son las cargas gravitacional, de inercia, magnéticas e in-
cluso cargas térmicas, sin embargo ¢l estudio de estos ti-
pos de cargas queda fuera de los alcances de este capitulo.

2.2 FUERZA CORTANTE FUERZA AXIAL Y MOMENTO FLEXIONANTE.

2.2.1

Fuerza Cortante.

Para mantener en equilibrio un segmento de vi-
ga sobre el cual acttian cargas verticalmente,
debe haber una fuerza vertical interna en la
seccidn para satisfacer la ecuacidn zfy = 0.

Esta fuerza interna V, que actha perpendicular
mente al eje de la viga, se llama fuerza cor-
tante. Tal fuerza es numéricamente igual a la su-
ma algebraica de todas las componentes vertica
les de las fuerzas externas que actlan sobre
el elemento aislado, pero tiene sentido contra
rio.

10



2.2.2

Al calcular V, las fuerzas que actfan hacia arri-
ba se¢ consideran positivas y negativas las que ac
thian hacia abajo, ver figura 2.6,

lq(-)

L ‘-————"-b P(+)

>ry tead V(")

FIGURA 2.0

Fuerza Axial.

Ademas de una fuerza cortante V, una fuerza hori-

zontal P puede ser necesaria en una seccidn trans

versal de una viga para satisfacer las condicio-

nes de equilibrio. La magnitud y el sentido de

esta fuerza se deducen de la solucidn de la ecua-

cidn ' =0. '
X

Si la fuerza horizontal P actia hacia la seccibn

recibe el nombre de fuerza de conpresidn, consi-

derandosele negativa y si actlia alejindose de --

ella se le llama fuerza de tensidtn y se conside-
ra positiva, esto se ilustra en la figura 2.6.

La linea de accibén de una fuerza axial pasa siem-
pre por el centroide del areca trunsversal de la
viga.

Momento TFlexionante.

La existencia de una fuevrza cortante y una fuerza
axial en una seccidn transversal de una viga ase-
guran la satisfaccidn de las ecuaciones ZFy=O y

s =0. l.a condicidn restante de equili
X —
brio estatico para un problema planar es XM2=O.

Esta se satisface sblo si se desarrolla un par o
momento resistente interno en el area transversal
de la scoccidn para contrarrvestrar ¢l momento ori-
ginado por las fuerzas extcrnas.

1



E1l momento resistente interno debe actuar
en sentido contrario al monento externo
para satisfacer la ecuacidn de EM?=O. Es-

tos momentos tienden a flexionar la viga en
el plano de las cargas y sc¢ denominan momen
tos flexionantes. E1l criterio mas extendi-
do es que el momento flectur es positivo si
la flexidn que produce en la viga presenta
la concavidad hacia arriba y negativa en
sentido contrario. Tsto sc¢ ilustra en la
figura 2.7.

FLEXION POSITIVA FLEXION NEGATIVA

FIGURA 2.7

DIAGRAMAS DE FULRZA AXTAL, FUERZA CORTANTE Y MO-
MENTO TFLEXIONANTE.

na vez determinada la magnitud v sentido de 1la
fuerza cortante, la fuerza axial y el momento fle
xionante se pueden trazar graficas de sus funcio-
nes en diagramas separados. En tales diagramas,
desde una linea base igual a la longitud de la vi
ga, se llevan ordenadas iguales a los valores de”
las cantidades calculadas. Cuando los puntos asi
determinados se unen por lineas, se obtiene una re
presentacidn gréafica de la funcidn. -

l.os diagramas de fucrza axial no sc emplean con
tanta frccuencia como los de fucrza cortante y mo
mento flexionante, porquc la mayoria de las vigas
que se cstudian en la prictica cstdn cargadas por
fucrzas que acthan perpendicularmente al eje de la
viga. Para tales cargas no cxiste fuerza axial

cn ninguna scccidn de la viga.

12



EJEMPLO 2.1

Para la viga mostrada trace los diagramas de fuerza cor
tante v momento {lexionante utilizando el método de las
seccliones.

- . T
>Ton on
en e
C4m 4m Lem

|

SOLUCION:

E1l primer paso para solucionar nucstro problema consis
te on trazar el D.C.L. y a continuacidn se procede a
calcular las reacciones satisfaciendo las ecuaciones
de cquilibrio ecstatico:

Y ‘\’ ’ ?
. 3T | CoCr
P b :
— = f, F =0
T et bl e y
e 3 +
4m 4m 2m q 0
+R.-5 =
3 2 Rar¥ps .
T T .
Ry+#Rg = 5 Ton - - - - - (1)
R fr
A B 0
ZMA— +
-3(4)-2(10)+R (8)=0 - - -(2)
It
. . 32
Ahora sc¢ aplica cl concepto de Ry = 28 Ry = 4 Ton
que si un cucrpo en conjunto es
td cen equilibrio, cualquier par
te de €1 lo estard también. Pro Sustituyendo en (1):
cedamos a analizar las seccio-
nes en que sc¢ ha dividide la vi R, = 1 Ton

ga (ndtese que siempre se sec-
ciona entre 2 cargas):

13



Analizando la seccidn a-a!

Ll =0
y
RA+V=O
L V=~RA
G )l:‘\l '=-1Ton --- (3)
tr, t“ M= 0
'—'—‘—‘—’_———1' ‘/
X M—R\(x)=0
M=RA(X)
M=y TON. m --(4)
0 < x < 4m
Estos limites indican el interva-

lo de la viga en que son validas

(3) y (4)

las ecs.

Analizando la seccién b-b!

13 Ton(d
[ ;731
n T L
I“A b

\ ir
410
-.——-ﬁ y

N

S oTo=0
y

V+RA-3=O

Ton---(5)
IM=04

MR, O+ 3(x-43=0

M=-2y+12 ---(6)

14



Analizando la seccidn c-c¢! '§ Ton “
i : )
S s
LF =0 — .
2 Ton
1 Ton
R, +P, +V-3=0
A "B
3 Ton . v [T
, L C
l - V=3-1-4
T ﬁ>7-.;
,?, N S -2 Ton
R h Ve-2T --- ()
A 4m ) B,V 4 Ton.m

Mex+3(x-4)-4(x-8)=0

M=2y-20 --- (8)
-4 Ton.m

8 < x < 10

Ahora procecdemos a trazar los diagramas utilizando las ecua-
ciones (3), (4), (5), (6), (7), (8) previamente evaluadas en
los limites correspondientes. E1 resultado se muestra en la
figura.

EJEMPLO 2.2

Para la viga mostrada trace los diagramas de la fuerza cor-
tante y momento flexionante utilizando el método de las sec-
ciones:

3

15



ZFymO ZMA=0¥)

. £ - =
Ry*R, -12=0 Rpf3)-12(4)=0
RA+RB=12 RB=6 Ton

RA=6 Ton

Como se puede ver la viga s6lo tie-
ne un corte. Procedanos a analizar
lo: -

: 1F =0
< Y
j RA+V~po(X)=O
Pox ’
l %>I V=P_x-P,
‘ : =1.5v-6 --
TRA it V=1.5x (1)
— X2 xj2. IM=0+)

1
M-R,(x)- 7 POX2=O

1
aX T 7 PoX2

M=R

MGy - 3 (1.5) x?

0 < x < (8)

Graficando nuestros resultados obtendremos

la figura mostrada.

EJEMPLO 2.3

M

1.5 Ton/m

Ad

y

h |

+

12

Ton.

m

-6 Tor

La figura muestra una viga con carga uniformemente variada.
Determine sus diagramas de fuerza axial,

momento flexicnante correspondientes.

16
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Solucidn:

3 Ton/m.

Una vez trazado ¢l D.C.L pro
cememos a calcular las reac-

ciones.

LT =0
v

/

RA+RB-13.5-O

M, =03

-13.5(6)+RB(9)=0

RB=9 Ton

= m
RA 4.5 Ton

Analizando la seccidn a-at:

N 9m
P.=3 Ton/mla
m/ﬂ%f
k=9 M At
llS 5
A
4 RA 4
P—u—v—————-—(lm ~——-—+———3m—4
£f =0
Y 2
Iy Y
o (
‘r‘ e
N 7T,
2
ve 22X 0 45 - (1)
18
EM=0+)
% xz X
ok
IA-I{AXK"—ZTT -g O
L3
M=4.5 y - £
54

17



El resultado se muestra en la figura,

3 Ton/m

15.58 Ton.m

il

FIGURA 2.10

EJEMPLO 2.4

Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de
carga axial, fuerza cortante y momento flector empleando el
método de las secciones.

10 Ton =
I om
[ ]
— K$74 - 2m

8



Solucidn

IFx=0

-Pay  + 10=0
Ay =10

LPy=0

Rav+Roy =0
RA}/= -Rov
EMA=0+)

-20+Roy (6)=0

-

ROY = _6_(1 . Bozr: ;)-:—‘;S—E

RAyv=-3.33

1 signo ncgativo indica que supu-
simos en direccidn opuesta a Ray,
no quierc decir que la reaccidn sea
negativa., (La direccidn correcta
se indica al costado izquierdo)

lo. CORTE

e 0cy<3

}rr3. 33




£M=0+)
M+ Ray (x) =0
M=-Rpyx Mo=0

M=-3.33y M3=-10

20. CORTE:

3axy0

Sy

rFx=0

_RAX + 10 + P =0

-10 +10 + P =()

P=20

LFy=0
- RAy+ v=_0

v-3.333

TM=0+)

M—20+RAy(X) = 0
M-20+3.33(yx) = 0

M= 20-3.33(y)

1\4.3=]()

M6=O

20



EJEMPLO 2.5
Para la viga mostrada en la figura trace los diagramas de fuerza cortante y momento

flector
1000 Nw
3 mt.
i Y
iX“ B
: éo ‘ Solucidn:
3 to? SMo= 0
M= 3(-1000 Nw)
1© l M=-3000 Nuw
1 ol R/\y 10600 Nw

Analizando la parte "derecha" de 1la
seccion 00

ST =0 T =0 M = 0
y X R
o -v-1000 P=0 M+1000(x)=0

P ay! “

1 Vv+1000=0 M=-1000

e e | P —

y=-1000
oxx = 3

Analizando la parte "izquierda' de
la seccidn oo'.

21



=-3000

‘ £ ly=0 LF =0 sM=0 ")
3.:“—'—1
e —— P=0 Rp+v=0 M- (-3000)-Ra(x)=0
:::_ v=-RA M+3000-Rpy=0
1 T v=-1000 M=-3000-1000y
O_‘f_Xf_ 3
[1 resultado se¢ muestra cn la ligura
f— >
3 |

=

22



RELACIONES LNTRL LA

DISTRIBUCION DE LA CARGA, LA FUER
ZA CCRTANTE Y LI MOMENT -

0 FLLCTOR.

Hasta ahora hemos observado que la fuerza cortante v

y ¢l momento flector M, en general, varian con la dis
tanc.a x que definc 1a localizacidn de la seccidn ba-
jo analisis.

En 1a mayor parte de los preoblemas, nuestro interés
princival se centrari en lg obtencidn de la fuerza
cortante maéxima v del mayor momento flexionante, (06
mo podemos obtener estos maximos?, ¢Debemos analizar
un gran ntmero de secciones hasta encontrarlos?.

Es evidente que este procedimicento 1levaria mucho
tierpo ¢ involucraria muchos cilculos; sin embargo,
las relaciones entre la distribucidn de carga, la
fuerza cortante y ¢l momente {lector nos simplifican
enormemente cste andlisis

Considere un elemento de viga con una longitud 4x se-
parado por dos sccciones proximas perpendiculares a

su eje, figura 2.8a. Todas las fuerzas que actlQan so
bre este elemento se indican cn la figura 2.8b. Como
la {uerza cortante y ol momento flexionante pueden cam
biar de una seccidn a la siguiente, observe que para ~
el lado derecho del clemento, tales cantidades se de-
signan como v+av v M+aM respectivamentce.

il

Dc la figura 2.8b =c tiene:

P ax

0 me+ b

— <
—

Ty Mo L
L :‘Qo——q/\ : { ’ }" - ’Cl
a) b)

Liy=10

vtDPAy-v-av=(

av
Ax

-P =

Caando Ax—=0 sc ticne

23



AV _ dv

gim 2L < &Y -op
Ay ~0 A X dx
dv=-P dy

Integrando a ambos lados de la ecuacidn

v=- 0P derCy el ()

También A
MeaMsP ay (=% ) - M+ v ay =0

Tomando en cuenta que el tercer sumando contiene el
cuadrado de una diferencial, es decir, es un diferen-
cial de segundo orden que se puede despreciar frente
a los de primer orden, la ecuacidn anterior se puede
escribir eun la forma:

aMevay = 0

RN
A X
. £im _ AM dM
Cuando Ay —» 0 se tiene: =l = ] = -
€O X Ax O Ax dy v
dM = - v d ¥

Integrando a ambos lados de la eccuacidn

M =-Ide+C2........;(B)

Las expresiones A y B proporcionan un método intere-
sante para calcular la variacidén de vy M vy, por lo
tanto, su valor numérico en cualquier seccidn, como
verd en proximos c¢jercicios.
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RESUMEN DEL CAPITULO

Cuando uno se ha familiarizado con la forma que deben tomar
los diagramas de corte y momentos por el tipo de carga que
actia sobre cada tramo de la viga, es posible prescindir del
uso de ecuuaciones y efectuar el trazo aplicando Unicamente
principios generales.

Para obtener el diagrama de momentos sc hace uso de la rela-
cidn M=-sv dx, lo cual indica que la ordenada del diagrama
de momentos para una seccidn es jgual al area neta acumulada
del diagrama de corte entre el origen y esa seccidn.

Los principios generales antes mencionados son:

- Para una viga simplemente apoyada el momento flector ini-
cia en cero y termina en ccro.

- n el punto donde la fuerza cortante c¢s nula sc presenta
un valor maximo del momento {lector,.

- Bl valor del momento para una viga empotrada es maximo en
¢l empotramiento,

- La integral de una funcidn escaldn e¢s una rampa.
- La integral de una f{uncidn ramna es una parabola.

- La integral de una parabola es una parabola cubica.
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CARITULO IT1

CONCEPTO DE ESFUERZO,

CONCEPTO PRELIMIMARES.

CARGA AXIAL, ESSUERZQO NORMAL,

ESFUERZO CORTANTE.

ESFUERZO DE APLASTAMIENTO,

ESFUERZOS PERMISIBLES Y CARGAS PERMISIBLES,
CONCENTRACION DE ESFUERZOS.
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CAPITULO 1T1

CONCEPTO DL ESI’UERZIO

OBJETIVO:

Al terminar el estudio de esta seccidn e¢l1 alumno debera
ser capaz de:

1. Definir esfucrzo normal vy esfucrzo cortante indican
do la diferencia entre cllos.

2. Analizar sistemas sencillos calculando los esfuer-
z0s dque se indican cn sus diferentes componentes.

INTRODUCCION:

Basicamente dos tipos de fuerzas actlan sobre un cuerpo,
las cuales le producen esfuerzo; un tipo de fuerzas es
Ilamdo "fnerzas de superficie', por la simple razdn de
qua actlian sobre la supecrficic del cuerpo. Estas son
generalmente ejercidas cuando un cuerpo se encuentra en
ccntacto con otro. Las fuerzas del segundo tipo son
llamadas '"fuerzas de cuerpo' puesto que actlian sobre ca
de elemento del mismo. Las fuerzas en un cuerpo son co
munmente producidas por la gravedad u otras fuerzas de
campo; la fucrza que mads comunmente sc¢ presenta en un
cuerpo ¢s la gravitacional v &sta presenta en algin gra
do en casi todos los casos. DPara muchas aplicaclones
practicas, sin embarpo, son tan pequefias comparadas con
las furzas de superficic prescntes que pueden ser des-
preciadas sin que esto presente serios errores. Las
fuierzas en el cuerpo son incluidas on el siguiente ana-
lisis para visualizarlas mas completamente,

Considerar una superf{icie arbltraria interna o externa

1a cual puede scr pluns o curvilinea, como se presenta
ca la figura 1.
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Para una pequefia area Ao A de ésta superficie en el en-
torno de un punto P arbitravio, un sistema de fuerzas
actia, el cual tienec una resultante represcntada por
vector 4 In en la figura. PDPucde notarse que la linea
de accidn de el vector de la fuerza resultante A Fn no
necesariamente coincide con la normal N asociada con

el elemento de area AA. Si la resultante de todas
las fuerzas AFn es dividido por el incremento de area
AA, obtendremos el esfuerzo promedio que actlia sobre el
area. En el limite cuando AA tiende a cero, una canti-
dad definida como la resultante de esfuerzo Tn actuando
en el punto P es obtenido. Este procedimiento de limite
es llustrado en la siguiente ceccuacidn:

Tn = lim ATn

AA20  AA

La linea de accidn de este esfuerzo resultante Tn coin-
cide con la linea de accidn de la resultante de fuerza
ATn, como se ilustra en la figura 2. Es importante no-
tar que ¢l esfuerzo resultante en este punto, Tn es una
funcién de ambos; la posicidon del punto P en el cuerpo
y la orientacidén de el plano por el que pasa a través
del punto es identiticado por la normal N.
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En un cuerpo sujecto a un sistema arbitrario de cargas,
tanto la magnitud como la direccidon del esfuerzo resul-
tante Tn en algln punto P cambia, asi cambie la orienta’
cidon del plano. -

Como se ilustra g¢n la figura 2, es posible proyectar Tn
en dos componentes: una normal n a la superficie que
es conocida como el esfuerzo normal resultante, mientras
que la componente n es conoctda come el esfuerzo cor-
tante resultarnte.

l.as componentes cartesianas de esfuerzo para algln sis-
tema coordenado pueden también ser obtenidas a partir
del esfucrzo resultante. Considerando primero una su-
nerficie cuya normal est?d en la dircccidn de 2 positivo,
como se muestra cn la figura 3.
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Si el esfuerzo resultante Tn asoclado con esta superfi-
cie particular es proyectada en las componentes a lo

largo del eje_x,y,z; las componentes cartcsianas del es
fuerzo seran 6zx, %zy, Yzz. -

Las componentes &zx y &zy son esfuerzos cortantes ya
que acthan tangentes a la superficie considerada, la
componente VYzz es un esfuerzo normal ya que actGa nor-
mal a la superficie.

Si es seguido el mismo procedimiento empleado las super
ficies cuyas normales estan en las direcciones x,y posi
tivas: dos conjuntos mas son determinadas; §xy, ¥xz, Vxx,
§yx, 6yz, Vyy respectivamente.

E1l juego de las tres diferentes componentes cartesianas
para las tres seclccciones pueden ser representadas en si
guiente arreglo llamado tensor de esfuerzos.

|
|

Estas componentes pueden ser arregladas sobre las caras
de un pequefio elemento clUbico como se ilustra en la fi-
gura 4. FEn ella se ilustra el cstado general de esfuer-
zo tridimensional a que cstda sometido un cuerpo; se mues
tran tres esfuerzos normales VYx, Vy, ¥z; todos positivos;
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y seis esfuerzos cortantes &xy, Zyx, Zyz, 8zy, Bux,
también positivos. El elemento estid en equilibrio es-

tético y por lo tanto:
Exy = &yx Eyz =38 zy Lzx =& xz

Los esfuerzos normales dirigidos hacia afuera del ele-
mento se consideran positivos y son de tensién. Los

cortantes son positivos si actlan en la direccidn posi
tiva de un eje de referencia. -

Z
)y Ter
//// Szy ////
/// 5’31/' SRRE— ./
e ) a7
- l Zrx —» Y
j;?xz 1 > Tyy
ey s
1
LR
//

E1l primer subindice de una componente de esfuerzo cortan
te indica el eje coordenado, que e¢s perpendicular a la
cara del elemento; el segundo, el eje de coordenadas pa-
ralelo a dicho componente. Las caras negativas del ele-
mento tendran esfuerzos cortantes que acthian en direc-
cidn opuesta, pevo también se les considera positivos.

La figura 5 muestra un estado de esfuerzo plano o bhia-
xial, que es lo mAs usual. En este caso sdlo los esfuer
zos normales se tratarin como positivos o negativos. ET
sentido dec las componentes de un ssfuerzo cortante se es
pecificard, por convencidn, de acuerdo con el sentido en
que giran las manecillas del reloj.
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CARGA AXIAL: [LESFUERZO NORMAL.

Considerando la barra BC; que es un elemento sujeto a
dos fuerzas P y P' actuando en los extremos BC estan di
rigidos a lo largo del eje de la varilla. Decimos en-
tonces que la varilla estid cargada axialmente.

Veamos lo que acontece en el interior de la barra mostra
da en la figura anterior, efectuando un corte en la sec-
cidn a-a' se hace visible la fuerza interna P que 1impide
la separacidn de la barra al ser solicitada por la fuer-
za externa P, figuras 7.1 y 7.2. Por equilibrio estd
tico las fuerzas P y Q son iguales en magnitud.
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En este caso,la fuerza interna Q se distribuye uniforme
mente debido a las siguientes consideraciones:

i) La seccidn estd suficientemente alejada del punto
de anlicacidn de la fuerza P.

ii) La resultante de la fuerza interna Q pasa a través

<

del centroide del area de la seccidn.
iii) El1 material es lomogénco.

iv) No hay cambios de seccidn a lo largo de la barra.

Ahora bien, a la fuerza por unidad de @rea, o intensidad
de las fuerzas distribuidas sobre la seccidn, se conoce
como esfuerzo y se¢ le denota por la letra griega
(sigma). E1 esfuerzo cn una clemento de seccidn trans-
versal de area A sometido a una carga axial P se obtie
ne dividiendo la magnitud P de la carga por el &rea A.
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En el sistema métrico SI, P se expresa en Newtons (N)
Yy A en metros cuadrados (m?2), el esfuerzo quedard en
N/m? o Pascal.

En la practica, se utilizan mGltiplos del pascal como
el Kilopascal (KPa), el megapascal (MPa) y el gigapas-
cal (GPa). Tenemos:

1 KPa = 103 pa = 103 N/m?
1 MPa = 10% pPa = 10® N/m?
1 GPa = 10°% Fa = 10° N/m?

Fn cl sistema inglés, la fucrza P se expresa en libras
(1) o kilolibras (KIb) y el area de la seccidn trans-
versal A en pulgadas cuadradas (pulg”). E1 esfuerzo
se expresa entonces en libras por pulgada cuadrada
(lb/gulgz) o en kilolibras por pulgada cuadrada (K1b/
pulg®)
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3 3- ESFUERZO CORTANTE.

Las fuerzas internas estudiadas en la seccidn anterior
y Los esfuerzos correspondientes cran perpendiculares a
la seccidn considerada. Se obtiene un tipo muy diferen
te de esfuerzo cuando se aplican fuerzas transversales
P y P al elemento AB, figura §.

¢

Cortando en C. entre los puntos de aplicacidn de las dos
fuerzas (figura 9a) obtenemos el diagrama de la porcidn
AC que se nuestra en la figura YSb, Concluimos que deben
existir fuerzas internas en ¢l plano de la seccidn y que
su resultante debe ser igual a P, Estas fuerzas inter-
nas elementzles se llaman fuerzas cortantes y la magnitud
P de su resultante es el cortante de la seccidn.

Dividiendo la fuerza cortante P por el adrea A de la sec-
¢ién, obtcnemos cl esfuerzo cortante. Designando el es-
fuerzo cortante por la letra griega (tau) escribimos:

& - P / A, siende A paralela a 1a fuerza P

lLos esfuerzos cortantes se presentan normalmente en per-
nos, pasadores y remaches utilizados para conectar va-
rios miembros estructurales y componentes de maquinas.
Sean, por ejemplo, las dos platinas Ay B que estéan co-
nectadas por un remache CD (figura 10).
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Si las placas cstdn somctidas a fuerzas de tensidn de
magnitud F, se desarrollaradn esfuerzos cortantes en la
seccidon del remache correspondiente al plano EE'.

Trazando los diagramas del remache y de la porcidn loca-
lizada por encima del plano EE’ (figura 11), concluimos

que la fuerza cortante P en la seccidén es igual a F. E1
esfuerzo cortante se obtiene de acuerdo a la relacidn ya
conocida = P/A; como la seccidn transversal del remache
es circular, tenemos que A = d2/4. E1 remache considera
do trabaja cortante simple. -

3¢



Sin cpbacgo, pucden prescatiarae otres catos e ocarga, por
cjomplo, si o sc o nean Tas placas Oo scepdiraaifn Cy D opara
concctar Tas places Ay B (i nra 12), ¢l cortante ocu-

\

—

rrira en vadaluno de los planos KK y L' del semache 11,
Se dice que los remaches trabajun a cortante deble, trazan
do el diagrama de cucrpo libre del remache HJ y de la por-
cidr de remache localizada entre los dos planos (figura
13). Observando gque la fuerza cortante P en cada seccibn
vale P = F/2, concluimos quec el esfuerzo cortante es

M
o '
A ’_4"‘“;— P |
e ) -
—l r—{ ]
+lprevam—— itlyecsmaen  }'
< j F
J
¢ N

También se presenta esfuerio cortante en elementos pega-
dos como se preserta en la figura 14.
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34-LESEUBRZC DE APLASTAMITNTO.

Los pernos, pasadores y remaches crean esfucrzos cen los
clementos que conectan, a lo largo de la superficie de
apoyo o supcrficie de <contacto. Considerando nuevamente
las dos platinas A y B conectadas por el remache CD. E1
remache ejerce en la placa A una fuerza P igual y opuesta
as%a fuerza F ejercida por la placa en el remache (figura
1

La fuerza P representa la resultante de las fuerzas elemen
tales distribuidas en el interior del medio cilindro de
diametro D y de longitud t igual al especsor de la placa.
La distribucidn de estas fuerzas y de los esfuerzos corres
pondientes es muy complicada, en la practica se utiliza un
valor promedio nominal b del esfuerzo, llamado esfuer:zo
de aplastamiento o de apoyo, que se obtiene dividiendo 1la
carya P por el area del rectingulo que representa la pro-
veccidn del remache en la seccidon de la placa (figura
16).

Como esta area es igual a td, siendo t ¢l espesor y D el
diametro del remache, tenenos
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3.5~ ESFUERZIOS PERMISIBLES Y CARGAS PERMISIBLES.

Una importantée¢ consideracidon en el disefio de ingenieria
es la capacidad del objeto que se disefa para resistir

O transmitir cargas. Entre los objetos aque deben sopor
tar cargas se incluyen estructuras de edificios, maqui-
naria, aeronaves, vehiculos vy muchos m2s que ha realiza
do el hombre. Por sencillez, nos referiremos a tales ob
jetos como estructuras; ror tanto, una estructura e€s Cual
qulier objeto que debe resistir o transmitir cargas.

Si se desea evitar la falla de una estructura, las car-
gas que la misma puede realmente soportar deben ser mayo
res que las cargas que requeririd sostener cuando esté en
servicio. La capacidad de una estructura para soportar
cargas se denomina resistencia.

Lo anterior también se puede expresar como sigue: La re
sistencia real de una estructura debe rebasar la resisten
cia requerida, la relacidn entre la resistencia real y la
resistencia requerida se denomins factor de seguridad n:

; . S s s1stencila real
Factor de seguridad n = T

requerida

7}
—~
~
3
(@}
-
]

L1 factor de scouridad debe oy mavor que 1 si se desea
impedir la falla del materiai. De acucrdo con las cir-
cunstancias, se emplean factores de seguridad desde un po
co mis de 1 hasta 10.
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La inclusidn de factores de scpuridad en ¢l disciio no
¢S un asunto sencillo va que Ja resistencia y la fa-
1la del material denotan conceptos distintos. La fa-
1la del material o simplemente la falla, significa la
ruptura o el colapso completo de una estructura (Para
mayor informacidn consulte el texto Mecénica de Mate-
riales de Stephen P.T mnoshenko).

3.6- CONCENTRACION DE ESFUERZOS,

Los esfuerzos cerca de 1los puntos de aplicacidn de car
gas concentradas pueden alcanzar valores much0 mayores
que el valor promedio del esfuerzo en el elemento.
Cuando un elemento estructural contiene una disconti-
nuidad, tal como un agujerc o un cambio s@bito de sec-
cidn, generalmente se presentan grandes esfuerzos cer-
ca de las discontinuidades. La figura 18 se refiere a
una barra plana con un agujero y muestra la distribugién
de esfuerzos en un corte hecho por el centro del aguje-
TO.
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Fa figura 19 sc reficre a uwna barra pluna que consta
de dos porciones con diferentes anchuras concectadas
con filetes (chaflances) muestra la distribucidn de
csfuerzos en 1ia parte mas angosta dc la seccibn, cn
donde se presentan 1o0s mayorcs esfuerzos.

Una barra de seccidn transversal variable es empotrada
en uno de sus extremos y esta sometida a la accidn de
fuerzas axiales, como se i1ilustra en la figura.

Determine el esfuerzo normal méximo.

1 A. 40 m®
7 A
30 Ton ; 5Ton 15Ton 40 Ton
t-——-’-ﬂ —— - ;
.
A J ‘ <
4 A= 15 cm
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*/,A=40cml

3OT0n 57Ton f5 TOn 40 Ton
f
A: 15Cm 2
A 8 C D
40
30
25
Vg " 30 000 _ 750 xg/cm?
' 40 cm?

o = 25 000 kg . 1666.667 kg/cm?

BC 15 cm?

B Kg - 2666.667 kg/cm?

15 c¢cm

El esfuerzo maximo se localiza en la porcidn CD

= . 2
VoAx = 'CD 2666.667 kg/cm
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Determine el valor de la fuerza F, la cual hace que la made-
ra se rompa por la linea punteada cuando alcanza el esfuerzo
cortante & = 5000 kg/cm?. Considerense las dimensiones indi
cadas en la figura

C

18 cm S |

+ re - - - -
18cm Madera }/

Py
25¢em
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Madercx V
e

e \b
25 cm
t = 500 kg/cm?
v = B A = (25 cm) (16 cm)
AC C
F =1 Ag F = (5000 kg/cm?) (25) (16) cm?

loy)
[

2000 000 kg F = 2000 Toneladas
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Dos placas con un ancho de 30 cm sc unen mediante un remache
como se ilustra en la figura

Determine el esfuerzo cortante en el perno, el maximo es-
fuerzo axial en cada una de las placas, el esfuerzo de aplas
tamiento y el esfuerzo cortante en cada placa.

70 ¢cm
) T T
BE ]mcm
p | i 77 4 Ton
— zoem | || Sem b
v : B
- '
: | 1 10 em
| —
10em 15em
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Tplac.a

Tplaca

4000 kg
2
2(1(2)%) - 636.619 kg/cm?
4
= 4020 K = 7.142 kg/cm?
- 1000 k) = 9.523 kg/cm?
4000 k | = 100 kg/ cm?
4000 kg . 133,333 kg/cm?
15 (2)
_ 4000 k ) 2
A= KTTETT%FT 6.666 kg/cm
4000 k - 2
B = YTTUTT%FT 13.333 kg/cm
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La figura ilustra un pedal en uno de cuyos extremos se apli-
ca una carga P y en el otro puede levantar hasta 500 Kg.

a) Determine el esfuerzo cortante en el perno
ubicado en el punto c¢,b) determine tam-
bién el esfuerzo de aplastamiento en los
soportes y del esfuerzo de aplastamiento
en la placa.

Considere las dimensiones que se ilustra en la figura.

y
) 0.5 0.5"
i
15° £ ’
¢
1.5™

500Kq

15mm

[

dz30mm
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LF _g ; R, -500 sen 15°=0 R _129.41 kg
X=v 2 X X

IF =0+ R -P-500 cos 15°=0
Yy ’ Yy
ZMC=O+ ; ~P{1.5)+500 cos 15°(0.5)+500 sen (a5°)=0

500 cos 15° ¢0.5)+500 sen 15°(0.5)
1.5

P=204.12 kg

Ry—204.12 - 500 cos 15°= 0 .Ry=687.16 kg

———y -
R =[R 2+R ¢ R= 129.412+(687.16)2
[R 4R v ( )
R = 699.22 kg
. _F _ 699.22 kg _ 2
a_l TC"' T\—C‘ TC“ TT(B)& TC“‘49.45 kg/Cm
2( —7—)

o F _ 699.22 k i} 2
b) VA'— KA vV = m‘jTl—T——g VA 116.536 kg/Cm

_F _ 699.22 k . 2
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CAPITULO 1V

[v.2,

V.3,

V.4,

Iv.,5,

[V.b.

V.7,

DEFORMACION

DEFINICION DE DESPLAZAMIENTO Y DEFORMACION.,
DIAGRAMA ESFUERZO DEFORMACION.
COMPORTAMIENTO ELASTICO Y PLASTICO.

LEY DE HOOKE,

LEY DE HOOKE GENERALIZADA,

DEFORMACIONES TERMICAS.,

ENERGIA DE DEFORMACION ELASTICA,
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CAPITULO IV

DEFORMACTION

OBJETIVO:

Al finalizar el estudio de este capitulo el alumno seré
capaz de:

i) Enunciar la Ley de Hooke y asentar las condiciones
que deben cumplirse para su aplicacién.

ii) Analizar sistemas cuyos componentes obedezcan a la
Ley de Hooke.

iii) Determinar las deformaciones qu se producen en los
elementos por la accién de cargas externas.

INTRODUCCION:

En la seccién anterior vimos la forma de calcular 1los es
fuerzos normales y cortantes en diversas piezas someti-
das a cargas externas.

Ahora se hace un breve andlisis de cuinta deformacibn
se produce en un elemento sujeto a un determinado es-
fuerzo, asi como si una determinada seccién es sufi-
ciente para soportar una carga propuesta.

Se discuten b4sicamente dos tipos de deformacion : la
normal y la cortante.
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4.1 DEFINICION DE DESPLAZAMIENTO Y DEFORMACION.

Si un cuerpo es sometido a la accibén de un sistema de
fuerzas, puntos individuales del cuerpo podrén en general
moverse.

El movimiento de un punto arbitrario es una cantidad
vectorial 1llamada DESPLAZAMIENTO.

El movimiento de un cuerpo puede ser considerado como
la suma de dos partes:

1. Una translacién y/o rotacibén del cuerpo como un
todo, también conocido como movimiento de cuerpo
rigido, el cual puede ser grande o pequefio y

2. El movimiento de los puntos del cuerpo con respec
to a otros del mismo cuerpo; en cuyo caso se dice
que este movimiento es una DEFORMACION; ésta para
problemas de ingenieria y dentro del rango ellsti-
Co es siempre pequefia, excepto para algunos mate-
riales como el caucho, el acero para resortes,
etc.

La deformacibn es una cantidad geométrica que depende
del movimiento relativo entre dos o mas- puntos del cuerpo.
Aquf{ discutiremos b4sicamente dos tipos de deformacidn
la normal y la cortante.

4.1.1 DEFORMACION NORMAL.

Podemos definir a la deformacién normal como el cambio
de longitud de un segmento de recta, dividido entre la lon-
gitud inicial del segmento rectilineo:
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donde § es la variacidén total en longitud.

Esta deformacidén es también conocida como deformacién

unitaria.
La deformacibén real puede definirse como el cambio en

la dimensibn lineal, dividido entre el valor instanténeo

de la dimensibn.

£

€ =5\£6 i% = 1n %ﬁ e e e e
o

Es importante hacer notar que para deformaciones pe-
quefilas las ecuaciones (4.1) y (4.2) son véalidas.

Cabe mencionar que la anisotropia en materiales poli-
cristalinos, la presencia de mé&s de una fase, el descentra

miento de las cargas y la forma no recta de la barra, entre
llegan a provocar que las deformaciones no

otras causas,
sean uniformes en el elemento estudiado, sin embargo para
propb6sitos ingenieriles se considera que si lo son.

4.1.2 DEFORMACION CORTANTE.

Al cambio angular entre dos segmentos rectilineos que
inicialmente formaban un 4ngulo de 9¢ se le conoce como de-

formacién cortante.
Considere el elemento mostrado en la figura 4.1, en el

cual las fuerzas cortantes tienden a distorsionarlo.

c 4 ARs
AL ARS
b a
_——

AL

b) Elemento cargado

a) Elemento sin carga
FIGURA 4.1
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Durante el cargado el elemento podr4 moverse a una nueva
posicién y podr4 también distorsionarse, como se muestra
en la figura 4.2.

IRs 90°+

[z ff

FIGURA 4.3 FIGURA 4.4

En la figura 4.3 se ilustra el 4ngulo de distorsién ¢
y la deformacibnae ambos se muestran exageradamente gran
des. E1 é4ngulo desdlstor516n es simplemente el cambio an-
gular de los 4ngulos inicialmente rectos, por lo tanto:

b
e
“¥s

aL

sen @ =

En aplicaciones de ingenierfa ¢ podr4 ser tan pequefio
que puede considerarse, sin involucrar gran crror, que:

donde ¢ esté expresado en radianes.

La deformacién cortante en un punto, denotada por ! ,
queda entonces definida por:

AL dL

y puede interpretarse fisicamente como un cambio angular ocu
rrido sobre un elemento infinitesimal.
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La relacién entre el esfuerzo cortante y la deformacién
cortante puede ser obtenida a partir de una gr4fica Par -
torsor Angqlo de torsibén sobre un cilindro circular. La con
versién de ia curva Par Torsor-Angulo de torsién a una curva
Esfuerzo cortante-Deformacién cortante (t-¥) puede encontrar
se en la referencia (1).

A T = ptd

g = 2% TS1YP
¥ <fyp

G= M3dulo de elasticidad al corte o mbdulo de rigidez

4.2 DIAGRAMA ESFUERZO DEFORMACION.

Es necesario recurrir al estudio de las propiedades me-
clnicas de los materiales para visualizar la relacibn que
guardan los esfuerzos aplicados con las deformaciones produ-
cidas.

Las propiedades mecdnicas més usadas, aunque no necesaria
mente las mi4s relevantes, se determinan medlante un ensayo de
traccibén del cual se da una breve descripcién:

ENSAYO DE TRACCION.

Para efectuarlo se emplea la miquina Universal. Consis-
te en aplicar a una probeta de dimensiones estidndares una car-
ga axlial que se incrementa gradualmente anotando las lecturas
de los valores de las cargas y de las deformaciones correspon-
dientes hasta que se produce la fractura.

Inicialmente se colocan dos marcas sobre la superficie de
la probeta antes de ser sometida a la carga, siendo L la longi
tud entre las mismas. Al aplicarse la carga P se inicia un
alargamiento en la direccién de la aplicacién de la carga mien
tras que el espesor simulténeamente decrece.

Los esfuerzos se calculan dividiendo la carga entre el 4rea
de seccibn transversal de la probeta.
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La deformacién se obtiene midiendo el incremento de 1la
longitud entre las marcas previamente hechas en la probeta
(en la direccién axial). Los resultados de un ensayo de
traccidén se muestran en la tabla siguiente:

0 0 0 0
100 {0.002 }180 {0.0004
200 | 0.004 [ 360 [0.0008
300 {0.006 {540 [0.00012

ot
> [

Después de realizar un ensayo de traccién se puede tra-
zar un diagrama de esfuerzo contra deformacién de una prueba
particular. Tal diagrama esfuerzo-deformacién es caracteris
tico del material y proporciona informacién importante acer-

ca de las propiedades mecénicas y el comportamiento tipico
del material. Para la mayor parte de los fines précticos,

tales diagramas se suponen independientes del tamafio de 1la
probeta empleada y de su longitud de mediciébn.

Los diagramas esfuerzo-deformacibén que se determinan en
forma prédctica difieren mucho seg@n los distintos materiales,
aln para el mismo material difiere segln la temperatura a que
se efectlie el ensayo, la velocidad de la prueba y algunas otras
variables. Sin embargo, de los experimentos realizados a tem-
peratura constante con materiales que no presenten dependencia
~del tiempo resultan, por lo general, dos tipos de diagramas.

Un tipo, caracteristico del acero dulce (también conocido
como acero estructural o acero de bajo carbono) y de algunos
otros materiales se muestra en la figura 4.4.a

Los otros tipos que son tipicos de numerosos materiales se mues
tran en la figura 4.4.b.
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El acero dulce es uno de los metales de mis amplio uso
pues se utiliza en edificios, puentes, torres y muchos otros
tipos de construcciones.

Analicemos el diagrama representativo esfuerzo-deforma
cibén del acero dulce mostrado en la figura 4.4.a. El diagra
ma empieza con una linea recta desde 0 hasta A, en esta re-
gibén el esfuerzo y la deformacibdn son dlrectamente proporcio
nales, y s2 dice que el material se comporta linealmente.
Después del punto A ya no existe una relacién lineal entre
el esfuerzo y la deformacién, por lo cual el punto A se cono
ce como limite de proporc1ona11dad La pendiente de la rec-
ta de 0 hasta A es el mbédulo elédstico E que fisicamente repre
senta la rigidez del material a una carga impuesta.

Al acrecentar la carga mds alla del limite de proporcio-
nalidad, la deformacién empieza a aumentar mis rédpidamente pa
ra gada increnento de esfuerzo. La curva esfuerzo-deforma-
cibén asume luego una pendiente cada vez més pequefia hasta que
en el punto B la pendiente se vuelve cas{ horizontal. A par-
tir de este punto se presenta un alargamiento considerable,
con un incremesnto cas{ inapreciable en la fuerza de tensibn
(desde B hasta C en el diagrama). Este fenbmeno se conoce co
mo cedencia o fluencia material, y el esfuerzo en el punto B
se denomina esfuerzc de cedencia o punto de cedencia (o bien,
esfuerzo de fluencia o punto de fluencia).

En la regibén desde B hasta C, el material se vuelve per-
fectamente plastico, es decir, puede deformarse sin un incre-
mento en la carga aplicada. Después de sufrir las grandes de-
formaciones que se presentan durante la fluencia, el acero em
pieza a mostrar un endurecimiento por deformacién. Durante
este proceso, el material sufre cambios en sus estructuras -
cristalina y aLémlca lo que origina un incremento en la resistencia- delma
terial a futuras deformac1ones razébn por lo cual, un alarga-_
miento adicional requiere de un incremento en la carga y el
diagrama esfuerzo-deformacién toma una pendiente positiva des
de C hasta D. Finalmente, la carga alcanza su valor miximo y
el esfuerzo correspondlente (en el punto D) se denomina esfuer
zo f(ltimo. El alargamiento posterior de la barra se acompafia
de una reduccién de la carga y finalmente se presenta la frac-
tura en el punto E.

§e presenta una contraccién lateral de la muestra cuando
se alarga, 1o que origina una reduccidén en el 4rea de la sec-
cibn transversal, esta reduccibén es muy pequefia como para te-
ner un efecto apreciable en el valor de los esfuerzos calcula
dos antes del punto C, pero més alla de este punto la reduccién
empieza a modificar el perfil del diagrama. Obviamente el es-

56



fuerzo real es mayor que el esfuerzo nominal debido a que se
calcula con un 4rea menor. En la cercanfa del esfuerzo Glti
mo, la disminucién del 4rea se aprecia claramente y ocurre
un estrechamiento pronunciado de la probeta conocido como es
triccibén. Si para el cllculo del esfuerzo se emplea el 4rea
de la seccibn transversal en la parte estrecha del cuello
ocasionado por la estriccibén, la curva real esfuerzo-deforma
cibn seguiri la linea punteada CE”en la figura 4.4.a.

Los materiales que soportan grandes deformaciones pléis-
ticas antes de su falla se clasifican como dGctiles. Una
ventaja de la ductilidad es que pueden presentarse deforma-
ciones visibles si las cargas se vuelven muy grandes, lo que
~ permiten tomar una accién correctiva antes de que ocurra la
fractura. También los materiales dhctiles son capaces de ab
sorver grandes cantidades de energia antes de que acontezca
la fractura. Los materiales dﬁctlles incluyen al acero dul-
ce, aluminio y algunas de sus aleaciones, cobre, magnesio,
plomo, molibdeno, niquel, latbén, bronce, metal monel, teflén
y muchos otros.

Los materiales fragiles son aquellos que fallan en ten-
sibén a valores relativamente bajos de deformacién. Algunos ejem
plos de estos materiales son: concreto, piedra, hierro fundido,
vidrio, materiales ceramicos y muchas aleaciones metilicas co-
munes.

4.3 COMPORTAMIENTO ELASTICO Y PLASTICO.

La experiencia muestra que todos los materiales sélidos pue
den ser derformados cuando se someten a la accién de cargas exter
nas. Se ha encontrado que hasta cierto limite de carga el séli-
do puede recuperar sus dimensiones originales al ser retirada di
cha carga. A este fenbmeno se le conoce como comportamiento -
elédstico, la carga limite a la cual esto sucede se le llama 1imi
te elést1c>

Al ser excedido el limite elédstico el cuerpo experimentaré
una deformacibén permanente aGn cuando la carga sea retirada, pre
sentandose en el cuerpo la llamada deformacibén pl4stica.

Para muchos materiales, asi como la carga no exceda el 1iml



te elédstico, la deformacién es proporcional a la carga., Esta
relacibén es conocida como Ley de Hooke y es frecuentemente es
tablecida como: "El1 esfuerzo es proporcional a la deforma-
cién". La Ley de Hooke requiere que la relacibén carga-defor-
macién sea lineal. Sin embargo no todos los materiales que
tienen comportamiento eléstico tienen relaciones esfuerzo-
deformacién lineales, como por ejemplo el hule.

La deformacibén eldstica en los metales es muy pequefla por
lo que se requlere de instrumentos muy sensitivos para su medi
cibén. Instrumentos ultrasensitivos han mostrado que el 1imite
eldstico en metales es mucho m4s bajo de los valores que se mi
den en ensayos de ingenierfa. Mientras mis sensitivo sea el
aparato de medici6én, menor serd el limite eléstico, de tal for
ma que para muchos metales existe sé6lo un pequefio rango de car
gas para el que se cumple la Ley de Hooke, sin embargo ésta es
muy vdlida para fines de disefio en 1ngen1eria

4.4. LEY DE HCOKE.

La ecuacibén que gobierna el comportamiento de un material
en su regién lineal se conoce como Ley de Hooke (Sir Robert
Hooke, 1678), es decir, la relacién lineal entre el esfuerzo
y la deformacién para una barra de seccibn uniforme sometida a
te?516n o0 compresién simple puede expresarse mediante la ecua
ciébn:

c=E ¢ EERRE (4.3)

Donde E es el mbédulo de elasticidad del material. Las unida-
des de E son las mismas que las unidades de esfuerzo ya que la
deformacién es adimensional. Esta ecuacibén es vélida para
o<oyYp Yye<eyp definidas con anterioridad en el diagrama esfuer-
zo-deformacién.

La ecuacibn (4.3) se aplica Gnicamente a tensibén <y compren
sién simples, para estados de esfuerzo mids complicados, se re-
quiere de una generalizacién de la Ley de Hooke.
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Empleando las ecuaciones para el esfuerzo (4.3) y para la
deformacibén unitaria (4.1) definidas con anterioridad, tenemos:

Q
1
tT
J
0
o
=
o
Q
u
> |o

donde § indica la deformacibn total sufrida por el elemento
La ecuacién (4.4) es aplicable si:

- La fuerza P es axial

- El material es isotrbpico y homogéneo

4.4.1 RELACION DE POISSON

Se ha observado experimentalmente que en un material 1s0Q
trépico y homogéneo sujeto a un estado uniaxial de esfuerzo la
deformacién transversal resultante es proporcional a la defor-
macién axial en la direccién de la carga para esfuerzos abajo
del 1{mite de propocionalidad, es decir:

t = k €ax con k=constante

La razén de la magnitud de la deformacibén transversal a
la magnitud de la deformacién axial es llamada Relacién de Poi

sson y se denota por:

_ - deformacibén transversal = I €¢r]
¥ deformacién axial ‘Eaxl
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la cual permanece constante para cualquier direccién perpendi-
cular al eje de la barra o elemento de que se trate.

Para una barra a tensién la deformacibén transversal repre-
senta una reduccibn en la anchura y la deformacibén axial repre-
senta un aumento en la longitud. Para la compresidén ocurre el
caso contrario, la barra se acorta y se ensancha. Por lo tan-
to, la relacién de Poisson tiene un valor positivo para muchos
materiales.

Mediante cédlculos recientes basados en un modelo de estruc
tura atbmica se ha determinado el valor de y para algunos mate-
riales y se han obtenido los siguientes resultados: y=0.25 pa-
ra materiales isotr6picos y <y = 1/3 para materiales metllicos.

Para muchos fines précticos, el valor de y puede considerar
se el mismo, tanto para tensibén como para compresién.

4.4.2 RELACION ENTRE LAS CONSTANTES ELASTICAS.
E, be Yy Y

L% ecudcidmn:

E e (4.5)
2(1+y)

muestra que las constantes eldsticas no son independientes una de
otra y se ha demostrado experimentalmente que esta relacibén es vé-
lida.

4.5 LZY DE HOOKE GENERALIZADA.

Consideremos un estado triaxial de esfuerzos como se ilustra:
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T d/1i v I
-Tyz Y “> g dy ______ l_r:,/'_’,'i
da M N : g da
e | S| AT L g X
T4y i
g, hSEEEES i
2 dx (a) (b)
da
°y
1) 1.,
i.. e --..J!r" g u:I'_':. W
¢ da
‘ (c) d)

Para analizar los efectos deformacionales producidos por las fuerzas con
sideremos el efecto de una fuerza axial cada vez.

El elemento sin deformar se presenta con lineas punteadas.

La figura (b) muestra que la fuerza o dA causa incremento en la direc-
cibn X y decremento en las direcciones Y § Z por el efecto de Poisson, ya
que la figura representa un estado uniaxial de esfuerzo en la direccién X,
las deformaciones unitarias en X, Y y Z pueden escribirse como:

’x
EX = E
€ = ""Y [
y X
Ez = - Y Ex
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g
=Y =
€ § = d
Yy g y Sy
 =- . ) =- d
“x ey X Ty
€, =7 Y ey 62 =- vy ey dz
Y

9
Ez = '-é—' 5y = E:Z dz
ex =- e, Gx =¥ e, dx
€y =-Ye, 6y=- Y €, dy

Entonces, la deformacién unitaria total es la suma de las deformaciones
que resultan de cada fuerza individual.

Ox g 02
Syor = E 9x 7 ¥ F - vg dx
§ tot ox o 9
—é)—(——' = Cxtot = *E— Y _XE -y T v (4.6)
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De manera similar:

g g GZ
ytot =..Y —E—x- + EX - Y -E— ........ (4 7)
o} OX GZ
= .Y____ - -Y —_l * e et e (4~8)

En el andlisis anterior las fuerzas cortantes no fueron con
sideradas, ya que puede demostrarse (referencia 2) que los es-
fuerzos cortantes no influyen en las deformaciones axiales, por
lo que se puede escribir la Ley de Hooke para T y ¥ como sigue:

=T
Yyy XX (4.9)
G
- txe
Yye = X2 (4.10)
G
- bye (4.11)
sz G lllllllll .

Las seis ecuaciones anteriores son llamadas Ley de Hooke Genera
lizada y son validas para materiales homogéneos, isotrépicos, li-
nealmente elésticos.

4.6 DEFORMACIONES TERMICAS.

Los cambios de temperatura producen deformacién en los materia-
les, para materiales isotrépicos homogéneos un cambio de temperatu
ra produc1ré deformacién lineal uniforme en todas direcciones, expre
sada en una sola ecuacién:



donde:

x: es el coeficiente de dilatacibén térmica propia de ca-
da material, expresada en {cm/cm.°C).

Los cambios de temperatura no producen deformaciones cor-
tantes.

4.7 ENERGIA DE DEFORMACION ELASTICA.

El concepto de energia de deformacién es de fundamental
importancia en la mecénica aplicada, y los principios de la
energia de deformacibébn se utilizan ampliamente para determinar
la respuesta de maquinaria y estructuras a cargas estiticas y
dindmicas.

En mecénica, la energia se define como la capacidad de rea
lizar trabajo, y este, es igual al producto de una fuerza por
la distancia recorrlda en la direccién de la misma; en los -
cuerpos sblidos deformables los esfuerzos multiplicados por
sus 4reas nos dan fuerzas y las deformaciones son distancias re
corridas.

El producto de esas dos cantidades es el trabajo interno en
un cuerpo por fuerzas aplicadas externamente. El trabajo inter
no se almacena en un cuerpo como energia de deformacién elésti-
ca, es decir, no se disipa energia, o sea es recuperable.

Si a un elemento libre de esfuerzo, como el mostrado en la
‘figura se le aplica un esfuerzo o_, la fuerza media que actla
es 6_d, d /2, ésta al multiflicarse por la distancia en
que adt0an es el trabajo realizado en el elemento, entonces, la
energia eléstica interna U se obtiene mediante:

U =16 dyd - e d
2X b2 X X

donde: % o d_d representa la fuerza y
X Y z

e d es la distancia recorrida y el producto
X X de ambos es el trabajo, por lo tanto.
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dU==0 € d dyd = = o e dV
2 X X X z 2 X X
_du 1 )
UO = a—v = -2- OX bX I T R (4.12)

La ecuacibén anterior (4.12) representa la energia de
deformacién eldstica por unidad de volumen.

U puede escribirse también como:

U=jl g € dV=}-c e V
2

2 X X X X
' g
pero de la Ley de Hooke sabemos que: o =E e , e = X
X X % E
por lo tanto:
2
g
U= Xy
2 E
2
. 1 %
6 U-‘-2- TAL ............... (413)

De manera an4dloga se obtiene la energia de deformacién
eléstica para esfuerzos cortantes mediante la expresibn:

1
dU cort = = dy d d
T 2 (XY X Z ny y
dU cort = 1 T Iy dv
2 xy P xy

Para un estado multiaxial de esfuerzo donde actuen tanto
esfuerzos cortantes como axiales Uo se puede obtener como:

2
Uo = —2—1- (0° + 0}2, + g3) - —}% (cxcy+oyo +o ox) + L (v %+12 +r2X)

2
X 2 g G XY Tye e
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CAPITULO V

TORSTON

V.1, CONSIDERACIONES BASICAS.

V.2. OBTENCION DE LA FORMULA DE LA TORSION,

V.3, ANGULO DE TORSION EN BARRAS CIRCULARES,

V.4, TORSION EN ELEMENTOS DE SECCION NO
CIRCULAR,

V.5, TUBOS DE PARED DELGADA,
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CAPITULC WV

IO RS T ON

OBJLTIVO:

Al concluir el cstudio de este tema, el estudiante debe
ser capaz de:

1) Determinar los esfuerzos cortantes a que Se encuen
. . . . . - -
tra sometido un ejec de seccibdn circular tanto s617
da o hucca; dadas las dimensiones de la barra vy
los parcs torsorces que actuan.

11) Calcular las dimensiones de un ejec, conociendo 1los
parves aplicados, caracteristicas del material y
restriccionces (si las hay).

iii) Obtener el 4ngulo de torsién para los clementos an
tes mencionados.

iv) Analizar y disefar cjecs cuyas condiciones de apoyo
las conviertan en hiperestaticas.

v) Solucionar algunos probhlemas de ejes de seccibdn
transversal no circular sometidos a torsidn.,

vi) Dceterminar el valor del esfuerzo cortante para tu-
bos o recipientes de parced delgada sometidos a tor
sibn.

INTRODUCCTON.

En secciones anteriores sc analizaron caracteristicas y
comportamicnto on general de materiales cuando son some
tidos a la accidn de cartas axiales, as{ como también ~
las diversas deformaciones que dichos elementos sufren.
En este capftulo se establecen relaciones para determi-
nar ¢l efeccto que produce un par torsor sobre un elemen
te especifico. h

Las flechas o ejes circulares son los miembros mas co-
munmente asocialos con cargas de torsidn y presentan mu
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5.1

chas aplicaciones pricticas on ¢l campo Jde diseno de wh

. . . . . Y 4 -
quinas. Como cjoplo toaenos tos cjes de oansmision
doe potevcia o verortes hoelicoidiles ontre oiiros,

La mayor puarte de estce tema sc relaciona a clementos de
seccibn circular, va que son los de mavor aplicacibdn,
sin embargo, sc hace un breve anédlisis para clementos
de seccién no circular, elementos de parcd delgada y
torsién en elementios hiperestdticos.

CONSTDERACIONES 3ASICAS:

i) Hecmogeneidad en ¢1 material.
ii) Isotropia de los clementos.

iii) Planos paraleclos entre si v perpendiculares al eje
longitudinal del elemento permanecen en la misma
forma después de que son aplicados 1los momentos
torsores como se representa en la figura 5.1.

5.1. Representacibn Jd¢ una barra circular antes ¥y des-
pués de oser osomotids 1a accidn do¢ un momeonto

Torsor
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iv) s oun clemento de oscecidn civcular que se somete
a torsidn, oresenta una deforwacidn angular Ja
cual varfa Tincalwente desde su eje longitudinal,
figura 5.2.

Fig. 5.2 Representacién de la variacibén angular .

v) La longitud del elcomento nermanece invariable.,

vi) Los esfuerzos que se¢ producen por la aplicacibn de
las cargas externas son cortantes y estos son di-
rectamente proporcionales a las deformaciones por
lo que se cumple cabalmente la ley de Hooke.

ity

Vvil) Los pares se aplican sin impacto.
2uede afirmarse que la deformacién O comportamien-

to del material dependen Jde la geometria del mismo y de
la forma de aplicacién de 1las Parg“~.

5.2. OBTENCION DE LA FORMULA DE LA TORSION.

¢ enterder, a mavor deformacidn,

Como fécilmente s¢ pue. nte

existird mayor esfucrzo, entonces, podenns afirmar que

el mdx.mo esfuerzo cortante s¢ gonera en los puntos més
tudinal del clemento como se ilus-

alejadcs de cjeo longi
tra en la figura o.3>
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)‘ max

Fig. 5.3. Distribucidn de esfucrzos de un clemento de scccibn circu-

lar sometido a torsidr.

De la {igura anterior se pucde deducir que se cumple 1la
siguiente relacién.

max oo o (5.1)

Por lo que el esfuerzo en cualquier punto estaré dado
por:

T =

% T OMmax. (5.2)

Tomando en cucnta acuc ¢l meomento externo es igual al mo
mento interno resistente.

Considercmos un clemento de scccibdn circular, sometido
a sendcs momentos torsores de igual magnitud pero de
sentides opuestos. [Hagamos pasar un plano de corte y
separemes ambas sccciones trazando el correspondiente
diagrama de cuecrpo libre de una de las porciones scpara
das. l'ig. 5.4 -
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De 1a figura 5.4 sec ohtiene: Ti = frda P ©(5.3)

Pere de la ecuacidn 5.1 tomamos el valor de t y lo susti

tuimos en la ccuacibn 5.3 guecdando:

Ty f'fmax A d Ap o (5.4)

Sabemos que T = T,

Por lo que la ecuacién 5.4 puede escribirse como=

T = _gax J pt dA  pero j?adk = J (momento po-

lar de iner-
71 cia)

. l:!.\
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por lo quec la ecuacién para decterminar el csfuerzo cor-
tante maximo seri:

L FORMULA DE TORSION (5.5)

Considercse un elemento de scccidn transversal circular
s6lida al cual se le determinari el momento polar de
inercia.

rd

El 4rca serd:

AN =% p* por 10 quc dA=2Znpdp

por lo que J

"
—
=
o}
c.
-
|

T
4
Jd =2 9——4—
QO
Y y
TT mdd
J

De manera anfloga para un cilindro hueco J se puede de-
terminar quedando:

J =7 (de"-di")

32
Para cilindros huccos de pared delgada donde la relacibn

entre cl espesor y ¢l didmetre interno del cilindro sea
menor a 1/20.

J = 2ar’t sicndo r = radio medio

ANGULO DE TORSION EN BARRAS CIRCULARES.
In basc a las condiciones establecidas anteriormente y

tomando en cuenta quc ¢l andlisis para el desarrollo de
la férmula de la torsidén se realiza dentro del rango

72



clidstico y por consccucncia la variacibén del esfuerzo
con respecto a la deformacidn c¢s proporcional, es de-
cir sc cumple la ley de llooke.

Tomemos la figura 5.5. para representar algunos de los

paridmetros empleados cn la deduccibén de la férmula del
dngulo dJde torsidn.

r"”f

dx
L — \4

Fig. 5.5 TElemento de una barra circular sometida a torsién.

En la figura anterior sc pucde observar que:

~

N e ~
cct' = xdx, también sc cumple CC' = d¢ C

por lo quc podemos igualar las dos cxpresioncs anteriores.

Fdx = d¢ ¢ (5.6)

ademds como la lcy de Hocke sc cumple podemos sustituir la
expresién ¥= /G asi como la férmula de la torsién t=TC/J
y simplificando los términos correspondientes, podemos es-
cribir la expresibén que al ser intcgrada en ambos miembros
de la igualdad, ncs dard la fSérmula para detcrminar el 4ngu
lo de torsidén de barras de scccibn circular. -

o= TL/G (5.7)
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5.4

Fig.

<V

Lcuacidn que puede escribirse de manera general para ele
mentos de seccién circular variable, saomctida a diferen-
tes pares de torsién y de diversos materiales quedando:

—

- T(x) ,
W= fm,:) T -8

“

# se cxpresa en radiancs

G: es 21 mbdulo de rigidez propio de cada material.

TORSION EN LELIEMENTOS DIE SECCION NO CIRCULAR.

Las férmulas obtenidas para determinar el esfuerzo cor-
tante y el 4ngulo de torsién de clementos de seccibdn
circular no tienen validez para otro tipo de secciones.
Lo antcerior se afirma ya quce las considcraciones antes
utilizadas no sc cumplen para cstos clementos; es decir
las sccciones inicialmente planas y perpendiculares al
cje longitudinal, sufren cn general distorsiones. Debi
do a que con frecuencia ¢l ingeniero en la prédctica sec
encuentra con elementos que actian como cjes (barras de
torsién), cuyas sccciones no son circulares. s necesa
rio entonces desarrollar nucvas ccuaciones que nos Sirv-
van para determinar los csfuerzos y las deformaciones
inducidas en estas sccciones no circulares tanto sélidas
como huecas.

R | | [T 777

[¥a}
.
[e)
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Fig.

Mediante la tcorfia matemdtica de la clasticidad es posi
ble obtener las expresiones que en estas notas Gnicamen
te sc transcriben para su utilizacibn.

En 1885 Saint Venant investigd cl fendmeno para una ba-

rre de scccidn vectangular, de cuyos resultados se esta

blece que el esfucrzo cortante mdximo ocurre en el punto
cernitral del lado mis Jlargo del clemento de seccibn rec-

tangular y a diferencia de los clementos de seccibdn cir-
cular, c¢n los puntos mis alcjados que son los vértices,

cs esfuerzo contante cs nulce.

zMOI

T’

g

R : .,

5.7 Distribucibén de cslucrzos cortantes para viga de
scceidn rectangular.

El valor del csfucrzo cortante mdximo 1o podemos determi-
nar por medio de la ccuacidn:

: = T/ely ¢?
Cnax T/b ¢ y (5.9)

/

y ¢l 4dngulo de torsidén sc obticne mediante la expresidn:

g = 1L/ G b c’ (5.10)

sicndo « y g constantes que dependen de la relacidn entre
el lado mayor (b) y ¢l lado menor (c) del rectldngulo que
forma la seccidn transversal del clemento. Los valores
de dichas constantes sc dan en la siguicnte tabla:
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Tabla 5.1 COEFICIENTES PARA BARRAS RECTANGULARES

b/C 1.0 |1.2 1.5 (2.0 2.5 3.0 (4.0 5.0 {10.0 |00
« 0.208{0.219 {0.23110.246 {0.258(0.267(0.282| 0.291| 0.312{0.333
¢ 0.1406)0 1661 }0.1958 0.229‘J0.249 0.263]0.281} 0.291} 0.312]0.333
El valor de T también puede determinarsc usando la si

guicnte ccuacidn aproximada:

Tiax = (15 b+ 9¢) T/5 b? c? (5.11)

vilida para clementos de seccidn rcctangular.

La figura (5.8) mucstra la distribucién de csfuerzos a lo
largo de los cjes principales de una barra de scccibn trans
versal cliptica somedita a torsién, los valorcs se determi-
nan con la siguicente rclacidn:

’ = ? ; 2
Cnax 2T/=ab C (5.12)

De manera similar para un clemento con sccciédn transversal
cn forma de tridngulo cquilidtero con lado b, ¢l ecsfuerzo
cortantc midximo ocurrc cn la partc media de cada lado y
pucde calcularse mediante la ccuacibn:

Tmax - 20 T/b- (5.13)

lLas dos expresioncs anteriores no dependen de constantes
empiricas ya que fucron obtenidas analiticamente.
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5.8 Distribucién de esiucvios nare soccidn transversal
eliptica.

TUBOS DL PARLED DLLGADN.

En algunas estructur:

1: geras tales como aeronaves vy na
ves espaclales, se¢ roqu o
mmy
]

]

re de mienmbros tubulares de pa-
red delgada y d¢ formas no circularces para soportar tor-
sidén. DPuara obtencr “Srvmulas o gue o<oan aplicables a di
versas  formas de seccidn transversal, gau>xd‘.am05 un tu
bo de parved delualn doe scccidn transvorsal arbitraria ne-
ro constante en toda la longitud, ¢! curl ¢stad somctido a
sendcs parcs torsores on los extrercs Jdo magnitud T. Ll
espesor t de la parcd pucde var lrededor de la scc-
cibn transversal, pero s¢ asune que T ¢S peygus ‘o compara-
do con las dimensionces Jdo la sccceidn transversal del tubo.
La figura 5.9 ilustra un tubo de pared Jclgada que tomare -
mos como referencia pava ¢l anlli ~is l¢ csta scccibn,
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Fig. 5.9 Tubo de pared delgada con scccidn transversal arbi-
traria.

La figura 5.9.b ilustra los esfucrzos cortantes que ac-
than sobre las secciones transvorsal dichos esfuer-

zos act@an paralclumente a lu suov v T Tuven” alrelde
dor del tubo. lLa intensidad d¢ 1o: orfuerzos varia muyv
pecco a través del espesor Jel tubo dehide a que cste es
nuy delgado, por 1o que sc conszider T g constante

a través del espesor.

Para determinar la magnituc de los cesfuer:
considerese un clemento rectangular opteni
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tuar dos cortes longitudinales ab y ¢d (fig. 5.9 a y b).
Este elemento sc scpara como un cucrpo libre en la fig.
5.9 ¢. Sobre la cara de la scccidn transversal bec ac-
than los esfuerzos cortantes mostrados cn la fig. 5.9 b.
Se supone que cstos esfucrzos puceden variar en intensi-
dad conforme se trasladan a lo largo de la seccidén trans
versal desde b hasta ¢. Sea t ¢l que act@la en el punto
b y llamemos t al que actla en c¢. In la secccidn trans-
versal ad, acthan esfucrzos idénticos en magnitud pero
de dircccidn opuesta. Sobre las caras longitudinales ab
y cd actuaran csfuerzos de las mismas magnitudes que los
de las sccciones transversales, ya que como sc mencionb
en otra scceidbn, los esfuerzos que actlan en planos per-
pendiculares, son de igual magnitud.

LLos esfuerzos cortantes que act@ian c¢n las caras longitu-
dinales producen las fuecrzas b y TFce (fig. 5.9 d), que
pueden determinarse multiplicando los esfuerzos por las
dreas correspondicntes; asi,

Fb = Tbtb ¢.X

s

Fc = 1 t dx
CcC C

en las ty Y tc represcentan los cspesores del tubo en b
y ¢ respectivamentc. Se producen otras fuerzas Fl cn

las caras transversales que no sc incluyen en el estudio.

De condiciones de cquilibrio sc cstablece que

Pb = FC 0 bicn [btb = Tctc

Dado que la localizacidn de los cortes longitudinales se
rcalizaron arbitrariamente, sc pucde aprcciar en la ecua
cidén anterior que ¢l producto del csfuerzo cortante y el
espesor del tubo t, es el mismo en cada punto de la scc-
cibdn transversal. Lste producto se¢ lc conoce como Flujo
Cortante y lo denotamos por la letra f=rtt=constante. En
tonces cl esfuerzo serd mayor cuando ¢l cspesor del tubo
seda menor y viceversa. Tambidn sc satisface que a espe--
sOoTr constante sc ticnce csfucrzo constante.

Relacionemos ahora al [lujo y esfucrzo cortante con ¢l

par aplicado T que actla sobrec ¢l tubo. Considerese un
clemento de frca, de longitud ds en la seccibn transver-
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Fig.

sal como se 1lustra en Ta figura 5,10, Lo distancia s
se mide a Jo largo de la 1fnca media de la scccibdn trans
versal indicada con lf{nca punteada cn Ja fjigura.

5.10 Seccién transversal de un tubo de pared delgada.

La fuerza cortante total que act@a en el elemento de 4rea
es f ds y el momento de esta fuerza alrededor de cualquier
punto 0 es: :

dT = r f ds

donde r es la distancia perpendicular desde 0 hasta la 11
nea de accién de la fuerza. Esta Gltima es tangente a la
linea media de la seccidn transversal en el elemento ds.
El par total T producido por los esfuerzos cortantes se
obtiene al integrar a lo largo de toda la longitud Lm de

la 1linea mecdia de la seccidn transversal.

inm

T=4, 7rds
0

Y
(¥a]
—
iy

~—
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geomé rice simple.  La cantidod v ds representa el doble
del avca cel tridngulo sombreado que se indica en la fi-
gura 5.10, por lo quc la intcgral represcenta cl doble
del 4vea A, Timitada por la Iinca punteada de la scccibn
transverseal; asi,

o
[=2 0 a (5.15)

[
i FRP . (5.16)

A partir de cstas ccuaciones pucden calcularse el flujo
cortante y los esfuerzos cortantes para cualquier tubo
de pared declgada.

Para un material lincalmente cldstico, ¢l 4ngulo de tor-
$16n sc¢ puede determinar aplicando el principio de con-
scrvacién de energla.

La cnergfla de deformacidn de un tubo de pared delgada en
donde sc¢ toma en cucnta cl flujo cortante como constante,
el esoesor del tubo variable y sicndo L la longitud del
tubo, pucde cscribirsc asi:

e Lm,
R (5.17)
8G A" o
m
4Am?
Incluvendo a la CONSTANTLE DI TORSTION J's ———r
L
m _ds
T
0

pudiendo cxpresarse la cnergia de deformacibén como se in-
dica acontinuacidn:

26 J7 (5.18)
En el caso cspecial de una seccidén transversal de espesor
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constante, puede escribirse la constante del resorte co
mo :

(5.19)

Finalmente el 4ngulo de torsidn ¢ para un tubo de pared
delgada puede determinarse al igualar el trabajo reali-
zado por los parcs aplicados con la cnergfa de deforma-
cibén de la barra quecdando determinada la expresidn:

_ T
¢ oI (5.20)
Para un tubo circular de espesor t se tienc:
L L = 2ur A= nr? y J' = Zwr’t (5.21)

m m m

Mientras que para un clemento de scecccibn rectangular
con cspesores t1 y tz en sus parvedes paralelas y sean h

y b el ancho y altura mcdias respcctivamente, podemos
escribir:

2b%?h?*11 t2
bt * ht,

= = ’ 1
Lm 2 (b + h) Am bh y J (5.22)
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CAPITULO VI

FLEXTON EN VIGAS

ANTECEDENTES.

FORMULA DE LA FLEXION ELASTICA.

FORMULA DEL ESFUERZO EN VIGAS CURVAS.
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FLEXTON BN VIUAS

OBJETIVOS:

Al concluir el estudio deo esta secceidn, el estudiante

deberi ser capa:z de:

11)

111)

1v)

V)

Vi)

Determinar los csiuerzes nowvnales inductdos en cual-

quier punzto de una viga sometida a flexidn.

Seleccionar el perfil adecuado de la viga cuando se
conoca2n la carga, la resistencia del material y el

tfactor de scguridad.

Dibujar diagramas dJde la distrvibucidn de csfuerzos pa

ra vigas de sccclén transversal conocida.

[dentificar el punto o zona en la que la viga en es-
tudio presenta tanto el mayor csfuerzo como la mis

grande deformacidn.

Comparar los esfucrzos provocados en vigas curvas o

en vigas rectas provocados por momentos flexionantes.
Establecer la rclacidn que cxiste entre el momento

flector que acta en una viga y la distribucidn de

esfuerzos que produce.
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INTRODUCUCION.,

Las vigas se encuentran comQnmente formando parte de es
tructuras v miaquinas, por lo que ¢l anAlisis de esfuerzos en
este tipo Jde eclementos constituye una de lag facctas mis in-

teresantes en la mecinica de sdlidos.

Como se menciond en ¢l Capftulo II, cuando una viga se
somete a un sistema de cargas, ésta se flexiona producién-
Jose en cada una de sus sccciones transversales una distribu
cidén no uniforme de esfuerzos normales, que dan como resulta
Jdo la gencracidn de un monmento resistente interno, que junto
con la fucrza cortante, mantienen on cquilibrio al tramo co-

rrespondiente.

El objetivo fundamental de este caplitulo es hallar la
relacibn existente cntre el momento flector que actla en una
seccibn de la viga y la Jdistribucidn de esfucrzos normales

que produce.

La teoria que cn esta scceidn se desarrolla sc basa en

algunas consideraciones que a continuacién sc anotan:

1. El material del cual estdn construidas las vigas es homo
géneo, isotrdpico y elistico, cs decir satisface la Ley

de Hooke.

2. Para tensibén o compresidn se cmplca el mismo mbédulo de

eclasticidad.
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Figura 6.1 Viga somectida a tlexion

n la figura anterior podemos observar que la seccidn fh

que originalmente se encontraba paralela a la eg se ha rota-

do hasta tomar su nueva posicidn. También obscrvamos que

una de las fibras externas de la viga, (ab) se ha elongado
con la deflexidn, mientras que la otra (cd), se ha contraido,

lo cual nos lleva a pensar que estas deformaciones son produc

to de esfuerzos de tensidn para ab y de compresibén para cd.
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Es decir confecrme avanzamos de a hacia ¢ las tfibras se¢ enlon
gan o comprinen 2n alguna proporcidn, oxcepto una de cllas

que permanecs con su longitwd original, os esta ribra la mar
ca el cambio entre las que =s¢ clongan v Luﬂ Qe seocomprimen.,
A esta fibra que no sufre alteracidn sc¢ le denomina eje neu-
tro y cn la figura 6.1 s¢ cncuentri indicada con las letras

n-n.

Para determinar las Jdeformaciones que sufren los diferen-
tes elementos conforme nos alejamos del ¢je neutro, observa-

mos que la Iinea f'h' se¢ ha trazalo nparalela a4 la linea cg

bl

"‘S

interesectando a la scccidn fh on ¢l punto m del ¢je neut

Analicemos la fibra 1) alecjada una distancia Y del cje
neutro; de la figura podemos ver gque esta fibra sufre una de
formacidén jj' a la cual denominamos 3 , la deformacidn unita

X -

ria de

esta tfibra c¢s por lo tanto:

5

= = AL ;

;Y (b‘l)
s dy

donde dx es la longitud original de dicha fibra.

Como los triangulos jj'm v okm son scmejantes podemos es

/

tablecer la siguiente relacidn:

dx 7y
3 Y
Por lo que la relacidén centre la deformacidén = . ‘a lan
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. . . L,
gitud original dx es igual a v o, por 1o que la ccuuaciodn
(6.1) se¢ convierte on
Y .
= (6.2)
<

donde o es el radio e curvatura Jde la viga tlexionada a la

altura de su cje neutro.

De la Ley de Hooke tenoemos:

Por lo tanto:

(@]
il

La ecuacibn anterior nos indica que el esfucrzo normal
provocado en un punto de la seccitdn transversal de una viga-
sometida a flexidn pura, varia lincalmente con la posicidn

del punto respecto al e¢je ncutro.

Ahora consideremos el tramo de viga mostrado en la fi-
gura 6.2, el cual sec obtienc al haccr un corte en la sec-
cién FH de la viga original, dibujando la distribucién de

esfuerzos de acuerdo a la ccuacibn 6.3.
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Frgura 6.2

Aplicando las ccuaciones !

mo afhc de la figura anterior, tcacnos:

como E/p es distinto de cero, cnroncos:

Jyda =9

89
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La integral anterior corresponde al momento estitico del
P4 4
area de la seccidén transversal v como su valor ¢s cero pode-
mos concluir que el e¢jo neutro pasa por cl centroide de la
seccidn. En consecucncia, el eje ncutro se pucde determinar
con facilidad para cualqguier viga hallando simplemente el

centroide Jde su 4rca tvansversal.

Usando ahora la otra condicidn Jde¢ cyuilibrio estidtico,

tenemos:

DM = 0 )
Moo= f s ndy
14 f '
Moo= B[ v

La Gltima integral c¢s el scgundo momento del 4rea llamado
comunmente momenzo de inercia Jde la seccidn, respecto del cje

neutro.

Cuando esta integral c¢s sustituida por el simbolo [ pode-

mos escribir la ecuacidn anterior como:

Moo= (6.4)

7 = (6.5)

donde 5 es el esfuerzo normal 1 una distancia Y del eje neu-
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tro y M ¢s el momento vresistivo ue actil eon la scccidn ana-

lizada.
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EJEMPLO:
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6.2 FORMULA DEL ESFUERZOQO LN VIUAS CURVAS.

i)

Los elomentos curvos sometilos a flexidn s presentan

trecuentemente »n ¢l Jiseoin e cucrpos Jde prensas, ganchos

i )
para levantamiento de cargas pesadas, ctc.

Cuanco este tipo Jde clomentos son sometidos a la ac-
cibén de momentos flectores pucde demostrarse que la super-
ficie neutra no coincide con ¢l ¢je centroidal, como cn el
caso de las vigas rectas, sino que se encuentra desplazada
hacia el centro de curvatura v por lo tanto 1las ccuacliones
obtenidas para vigas rectas no oueden ser aplicadas.  Ade-
mds la distribucion Je esfugcrzos sobre una soccidn no es
lineal y se¢ incrementa muy rapidamente on la parte interior.
Para realizar ¢l andlisis sc suponc que las secciones pla-
nas perpendicularces a la superficle neutra permanccen pla-
nas después de que la flexidn ocurre y, por lo tanto, las
deformaciones varilan en forma proporcional a la Jdistancia

medida desde el eje neutro.

Consideremos la ftigura 6.3 la cual muestra una parte de
viga curva sometida a flexidn bajo la accibn de momentos flec

tores aplicados cn sus cxtrcmos.
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Figura 6.3 Viga Curva Sometida a Flexidn

Pura
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Aunque la hipbtesis bAsica de la deformacibn es la mis-
ma que para vigas rectas v, por la ley de ilooke, el esfuer-
zo normal os=Ee, se¢ observa quc la longitud inicial de una
fibra de viga como g¢h depende de 1la distancia r al centro
de curvatura. Por tanto, aunque la deformacidbn total de
las fibras deuna viga (descritas cpor el 4dngulo d¢) ‘sigue
una ley lineal, con las decformaciones no sucede esto. El
alargamiento de una fibra tipica gh es (R-r)JJ, donde R es
la distancia desd2 0 hasta la superficie ncutra {adn Jdesco-
nocida) y su longitud inicial es rg. La deformacidn = de
cualquier fibra es:

g (r-x)d4
c= ES = E r* (1)
Obsérvesc también que: m%t«“ = E%i_ (2)
.l 3

. La localizacién dcl eje ncutro se obticne de la condi-
-/ ~ .
c1dn de que la suma de fuerzas que actdan perpendicularmen
te a la seccidn debe ser tgual a cero, ¢sto ©s:

E - )d -

pero E, R, § y dff =}ches.

Ed O S
¢ SA oo A= [ AT r J;d;]=0

donde A es el Area transversal de la viga y R localiza su

. s ’ .
eje neutro, obsérvese que el cje que asi se halla no coin-
cide con el centroidal.
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Una vez conocida la localizacidn del ejc nautro, la ,
ecuacidén para la distvibucidn de esfucrzos se obtienc igua
lando el momento aplicado externo al momento resistente Ln
terno originado por los esfucrzos dados par 1a cc. (1).

La suma de momento se toma con respecto al ¢je 2, que es
normal al plano de la figura. '

.
1}

Z”L"’O M= j C\A (R-v) J-A E ¢)IAt dh

F2: krazo

recordando que E, R, ¢ y Ad = ctes. y emple ando la ec. (2}

M= E%i_ SA (R-v)% 4, o $x (B;fl& A

¥ R-Y A

_ éy 5 RZ-R¢-Reir™,
TOR-r JA r dA

R I

como R es comnstante, las 2 primeras intcgrales se anulan,
la tercera es Ay 14 dltima c¢s por dcflnlCLOH TA, por lo

tanto:
M‘{-(M RAY

de donde el esfuerzo normal que actdia en una viga curva
a una distancia r del centro de curvatura es:

¢ - M(R“Y)
YA(Y-R)
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CAPITULO VII

VIL. 4,

ESFUERZOS CORTANTES EN VIGAS

ANALISIS DEL ESFUERZO DE FLEXION

DEDUCCION DE LA FORMULA DE ESFUERZO
CORTANTE,

ViGAS COMPUESTAS.

CSPACIAMIENTO DE PERMNOS O REMACHES EN
VIGAS COMPUESTAS.

97



CAPITULO VII

ESFUERZOS CORTANTES EN VIGAS

OBJETIVO:

Al terminar el estudio de esta secciédn el alumno deberi ser
capaz de:

i) Evaluar c¢l esfuerzo de corte transversal en cual-
quier punto de una viga sometida a flexidén por
carga transversal.

ii) Dibujar la distribuciébn de esfuerzos cortantes en
el perfil de la seccibn.

1ii1) Determinar el espaciamiento que deben tener 1los
pernos o remaches en vigas unidas por ese medio.

I NTRODUCCTION

Cuand? una viga se somete a cargas quc actfian transversalmen
te a su eje longitudinal sc originan cn clla recacciones in-
ternas en forma de fuerzas cortantes y momentos flexionantes;
en el capitulo anterior analizamos cl efecto que producen los
momentos flexionantes en la viga, en c¢stc capftulo analizare-
mos la distribucién de esfucrzos cortantes asociados con 1las
fuerzas cortantes. '

Aunque el esfuerzo de corte transversal por si mismo no es
causa de falla en las vigas cuya longitud cs grande comparada
con su seccibn transversal, en algunos casos combinando el
efecto del esfuerzo normal y el cortante, puede provocarse

un tipo de falla, en ciertos perfiles de vigas.
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En vigas cuya longitud es pequefia, el esfuerzo de corte trans
versal si{ es capaz por s{ mismo de producir falla, aunque en
estcs casos ya no podemos hablar propiamente de vigas, sino
que se trata de elementos sometidos a corte dirzcto.

7.1 ANALISIS DEL EFECTO DE FLEXION.

Cuando una viga se somete a cargas que act@an transversalmen
te a su eje longitudinal, es posible construir un diagrama
de fuerza cortante y calcular el valor de dicha fuerza en
cualquier seccidén. Esta fuerza tiende a producir un desliza

miento relativo entre secciones verticales adyacentes de la~
viga.

Considere el caso de dos vigas de seccibébn rectangular que
descansan una sobre otra y que estin simplemente apoyadas,
como se muestra en la figura 7.1. Si se aplica alguna car-

ga vertical, las vigas se deformarin como se muestra en la
figura 7.2.

[ .| '
i J

FIGURA 7.1 FIGURA 7.2

Es decir, si la friccidn entre las superficies de contacto
de las vigas es despreciable, cada viga sc flexionari inde-
pendientemente de la otra, y como resultado, la superficie
inferior de la viga superior se deslizar4 con respecto a la
superficie superior de la viga inferior.

Una viga formada de esta mancra c¢s mucho menos resistente
que una viga Gnica de las mismas dimensiones totales.

La figura 7.4 ayuda a comprender mejor el efecto antes ex-
plicado, representa la distribucibén de las tensiones norma-
les de flexién sobre la porcibn de viga a la izquierda de
la seccibén a-a' del elemento mostrado en la figura 7.3.
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Para satisfacer la ecuacidén £Fx=0 debemos sumar las fuerzas
horizontalss que actuan en toda la altura de la seccibn y

por tanto las fuerzas de tensidn quedan equilibradas con
las fuerzas de compresién,

Sin embargo, sumando las fuerzas horizontales que actuan

en el 4rea abcd, tenemos que la fuerza de compresién C, es
iguel al valor medio del esfuerzo por el &rea abcd y sé6to pue
age edqullibrarse mediante una fuerza cortante que debe desa-
rrollarse en el planc horizontal cde. Esta fuerza cortante
0 resistencia a la cortadura puede producirse en una viga
maciza, pero no en una formada por capas independientes.

Si se extiende la sumatoria de fuerzas horizontales hasta
el plano fg, tenemos que ahora la fuerza de compresibn es
C1+C2, donde C2 es el valor medio de los esfuerzos o4 Y

por el A4rea cdgf, por lo tanto como ahora la fuerza total
de compresién es C,+C, tendrid que haber una mayor resisten-

cia a la cortaduraen”el plano horizontal fgh que en el pla-
no cde.

of

Este procedimiento nos da una idea de cbédmo el incremento de
la fuerza de compresién va siendo cada vez menor conforme
se desciende a intervalos iguales desde la parte superior de
de la seccién hasta la parte inferior, aunque la fuecrza de
compesién total va aumentando hasta que llega al eje neutro
donde el incremento de la fuerza de compresién es nulo pero
esta fuerza de compresién ha alcanzado su méximo valor.

Este anidlisis nos muestra que el miximo esfuerzo cortante
tiene lugar precisamente en el eje neutro y va reduciendo
gradualmente su valor hasta ser nulo en los extremos de 1la
seccibén transversal del elemento.

También debe notarse que las capas o planos equidistantes
del eje neutro estén sometidas al mismo esfuerzo cortante,
en secciones transversales simétricas. Esto se 1lustra en
la figura 7.4.a.

101



Rt A e

| e — ]
EN , tmax X VA — ---.i-;-}i.&g-.%_rm :
0 TR Sl e . _4‘_ﬁ SR )

L
)
W
-
1

b e R DA G 4

PIGURA ~ 4.3

7.2 DEDUCCION DE LA FORMULA DE ESFUERZIO CCORTANTE.

L

vt BB B <

Considere un elemento sometido a las condiciones de carga que
se muestran en la figura 7.5, analicemos la seccién AB la
cual se muestra en la figura 7.6.

T
!

.'“";;%Eg = <f""fu,um""""""- Eé;;;""-

FIGURA 7.6.




La figura 7.6 nos muestra que en la seccibén AB del elemento
. . /
en cuestibébn se producen esfuerzos por flexién que actdan nor

malmente a su seccibn transversal y que varian linealmente a
partir del eje neutro y son:

.= - M Yy
v A A para el extremo A
I
c}3='MBy
I para el extremo B

Como el esfuerzo por 4rea da una fuerza, podemos determinar
las fuerzas que act@an perpendicularmente a los extremos Ay
B integrando el esfuerzo en el 4rea que act@Ga, esto es:

F/\ = 50/\ dA
FB = SGB dA
Sustituyendo los valores correspondientes de A y B tenemos:

M, vy
A S- AT ga
I

T
i

Si obtenemos la variacién de FB y FAentonces:

M.y M,y
F-F. = - \ -B7 4a +\ AL qa
A Fp - L
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Pero de la fizura 7.5 observamos que:

B

por lo tanto:

e el
[
eyl
i

Mo . Ly
Py . )
; 5 AT aa - gd” LodA \} A" aa

1\' d M "
].-: - 1: ; . " 9_]?_)’_ (‘LA\ Z-*_I'jy d‘.\ ---------------- (7.1)

S‘y dA represcata el momento estitico o primer momento del 4rea
considerada con respecto al eje neutro y se representa por Q,
es decir:

Lfy dA = Ay = Q

donde por definicién y es la distancia desde el eje neutro has
2

ta el ccentroide del 4rca considerada. Por lo tanto podemos ex-
presar la ccuacion (7.1) de la siguicnte manera:

Fyo- Fyp = - —Q v (7.2)
I
Si consideramos que F\ y FB varian en una fuerza infinitesi-
mal, o sea Fx - T, = dI'y, 1la cual se desarrolla en una distan-

cia dx, es mik Lunbenlﬂntc trabajar con una fuerza por unidad
de longitud de la viga, y ésta la obtenemos dividiendo dF entre
dx, por lo tantc la expresién (7.2 sc reduce a:

dF o _ o du

dx dx

— {0



Sabemos que dM = - V dx por lo tanto V = - did , entonces:

dx

Fi{sicamente la cantidad 9% representa la variaciébén de la fuer-
za cortante por unidad 8é longitud a lo largo de la viga, se le
conoce como Flujo Cortante y se le designa generalmente por q
Entonces la ecuacién (7.3) se convierte en:

q = %Q ................. (7.4)

La férmula para el flujo cortante q no se limita a vigas de sec
cién transversal rectangular, sino que es vilida para cualquieT
viga que tenga una seccibn transversal simétrica respecto del
cje y y estd expresada en unidades de fuerza por unidad de
longitud (N/m, Xg/cm, Ton/cm, etc.)

La férmula para calcular el esfuerzo cortante lo podemos obtener
a partir de la férmula de flujo cortante si consideramos que el
esfuerzo esti distribuido uniformemente a través de la seccibn
de anchura b, este se logra dividiendo el flujo cortante entre
dicha anchura, es decir:
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7.2.1 ESFUERZDS CORTANTES EN VIGAS DE SECCION RECTANGULAR

Lon51d¢rando una Yiga de seccidén rectangular, como la mostrada,
y aplicando la fOrmula (7.5) tenemos:

- vVAQ
T T
v
Q =7y A
I ] 7
ok v M
y:.._.
4
Ih/z
ho| AN R A= By
y 2
h h h
5 Q=—-——Db=>=D
4 2 8
I = — b h
12
Vb
f= g =12 Vh =12 V_
b h b 3 bh 8  bh
12
tmax = = oo (7.5.1)
2 AT

La ccuacidn (7.5.1) nos indica que el esfuerzo cortante maximo
es 50% mayor que el esfuerzo cortante medio dado por V/AT.

La f6rmula para cl esfuerzo cortante cn vigas rectangulares es
vAlida para vigas de proporciones usuales y Gnicamente para Vi-
gas de material linealmente cléstico con deflexionecs pequernas.
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La férmula puede considerarse esxacta para vigas delgadas, es deg
cir b wuchce menor que n pere se vuelve T2105 Yeclsa cuan-

’ BT L T

do b se incrementa con respecto a h y cuando b=h el verdade
ro cortante miAximo es alrededor del 13% mayor que el valor dado
por la ecuacibdn (7.5.1).

7.2.2 [ESFUERZOS CORTANTES EN VIGAS DE SECCION TRANSVERSAL CIRCULAR.

Considerando la figura mostra y utilizando la ecuacibén (7.5) te
nemos:

- v
T T
Q =1y A
P — _ 471 4d
YT 3WE
557 wéik%r |
_ A oTd
8
> 4 dwd _ad
AR S AT N Q=53 ° 7%

4 V. d3 4 v d3

=48 = 48 = (16)(4)V
T ST I6) O &
! 71674 3
I IEEEEEEERE (7.5.2)
SR,
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LA :
La expresion (7.5.2) establece que el esfuerzo cortante miaximo

en una viga de seccibn transversal circular es 4/3 el esfuerzo
cortante medio V/A.

La férmula gque aquil hemos cbtenido proporciona resultados razo
nablemente exactos para los csfuerzos cortantes en una viga cir
cular maciza. Los resultados exactcs obtenidos por la teoria
de la elasticidad mucstran que los csfuerzos no son constantes
a lo largo c¢el eje neutro, sin embargo, los esfuerzos determi-

nados por lg férmula (7.5.2) sélo presentan un pequefio porcenta
je de error.
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7.3 VIGAS COMPULSTAS.

Una viga armada o compuesta cstd constituida por dos o més pie
zas del mismoe material unidas para integrar una viga entera,
este tipo de vigas puede construirse en una gran varicdad de

perfiles para satisfacer una necesidad en especial o bien para
proporcionar una seccién transversal mayor que las disponibles.

En la figura 7.7 se muestran algunas secciones transversales ca-
racteristicas de este tipo de vigas.

FIGURA 7.7

La parte (&) de la figura muestra una viga cajbébn de madera cons
truida con dos tablones que sirven como patines, unidos median-
te almas de madera laminada. Las piezas se unen con clavos,
tornillos o pegamento.

El segundo ejemplo es una viga laminar pegada; llamada comunmen
te viga agiomerada, hecha de tablas pegadas entre si para obte-
nerse una viga de mucho mayor scccidn transversal que las comun
mente disponibles. -
1 Gltimo cjemple es una trabe de accero soldada, constituida por 3 placas
unidas mediante cordones de soldadura.

Una viga armada sc¢ disefia generalmente con la suposicibén de que
las partes se unirdn adecuadamente y en forma tal que la viga se
comparte como un miembro entero. Los cdlculos de disefio impli-
can dos fases, primero la viga sc¢ dimensiona como una viga maci-
za y se toman en cuenta los esfuerzos por flexidén y los esfuer-
zos cortantes. En la segunda fase se discfian los elcmentos de
conexién (clavos, soldadura, tornillos, adhesivo, etc.) para pre
cisar que la viga se comporte como una viga entera. -
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7.4 ESPACIAMIENTO DE PERNOS O REMACHES EN VIGAS COMPUESTAS.

En el andlisis de los efectos de la flexién se menciond que 1los
distintos elementos aue constituyen una viga compuesta tienden

a deslizarse unos sobre otros. En esta seccidn se va a estu-
diar las dimensiocnes y separacidn o espaciamiento de 1os pernos
o remaches que unen los clementos de una viga compuesta para que
resistan costa accién de deslizamiento.

El primer paso a seguir es determinar la fuerza que han de resis
tir tales pernos o remaches:

Considere la figura 7.8, la cual representa una viga compuesta
formada por tres clementos unidos mediante dos filas de rema-
ches espaciados a una distancia S.

Im

o]
7

/,

)

FIGURA 7.8
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La ecuacibén (7.5) da el esfuerzo cortante en la superficie de contacto
entre los dos clementos superiores, multiplicando este esfuerzo por el

drea sombreada S b se obtiene la fuerza a resistir en la longitud S,
este es:

I -V Q
F=sb =l s
F=Y2Q

pero sabemos que el flujo cortante estid definido por ¢q = X% » por lo
tanto:



CAPITULO VIII.

VIIIL.G,

ESFUERZOS COMEINADOS

INTRODUCCION,

LA SUPERPOSICIGN Y 3US LIMITACIONES,
FLEXION ASIMETRICA,

CARGA AXIAL EXCENTRICA,
SUPERPOSICION DE ESFUERZOS CORTANTES,

ESFUERZOS EN RESORTES HEILICOIDALES
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CAP 1O V1T

ESFUERZOS COMBINADOS

OBJETIVO:

1) Al concluir este capitulo cl alumno debe ser ca-
paz de determinar el valor de los csfuerzos provo
cados por la accidén de una fuerza o un sistema de
fucrzas quc actua simultAncamente cn una seccibn
transversal de un cuerpo.

ii) Determinar los csfuerzos méximos y las deflexio-
nes que sufre un sistema formado por uno o varios
resortes cuando s¢ conoccen tanto las cargas que
actuan, como el material y la geometria de las
componentes

iii) Calcular las dimensiones basicas de un resorte he
licoidal para que cumpla con las cspecificaciones
de carga y deformacidn prefijadas.

INTRODUCCION,

En sccciones anterioves sc analizé que la distribu-

cibn de esfucrzos en la scccidn transversal de un ele
mento bajo carga axiol pucde suponerse uniforme Unica
mente si la linea de accibn de las cargas pasa por el
centroide. [In esta seccibdn analizaremos los esfuer-
zos normales quc provienen de la accibdn simultinea de
una fuerza axial y de un wmomcnto flexionante, seguire
mos con el estudio de problemas en los cuales se pre-
sentan simultidneamente esfuerzos cortantes debidos a
tcrsién y corte dirccto y por Gltimo, se estudiaran
lcs resortes helicoildales enrollados estrechamente o
sea con sus cspiras proéximas.

LA SUPERPOSICICN Y SUS LIMITACIONLS.

La superposicién de los efectos de fuerzas aplicadas
por scparado cs aplicable en tanto que las deformacio
nes totales ploducldas son pcquefias, condicidn que se
cumple cabalmente cen problemas comprendidos dentro
del rango eléstico.



La figura 8.1 1lustra el efecto provocado por una car
ga axizl y una transversal, pucde observarse que se
provoca una deflexién V lo que implica la aparicidn

de un momento f{lcctor adicional PV el cual se conside
ra despleciable porque las delormaciones son pequefias.

(A
% T
ﬁf/ﬁ%vr 777@77, . P

]7

_‘“..;;;;,1::_.

B

Deflexidn v

FIG. 8.1 Las deflexiones en vigas comprimidas axial-
mente producen aumcnto cn los momentos fle-
xionantes.

Consideremos un clemento somectido simultincamente a
la scccibn de una fuerza axial y un momento flexio-
nante, la superposicién de las deformaciones se in-
dica esquemiticamente cn la figura siguiente:
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Fig. 8.2. Deformaciones lineales combinadas

Puede observarse que la carga axial provoca que una
seccibén plana perpendicular al eje de la viga se mue
va a lo largo de éste paralelamcnte a si mismo fig.
8.2 (a). E1 momento [lector aplicado con respecto a
uno de los ejes principales, provocari4 que una sec-
cién plana sufra una rotacidn, fig. 8.2 (b). La su-
perposicibn de las correspondicntes deformaciones se
ilustra cn la fig. 8.2 (c).

Tanto para el estudio de esfuerzos axiales combina-
dos como para esfuerzos cortantes combinados, el pre
sente tema se limitar4 a los casos linealmente eléds-
ticos, ya que en estos existe una relacibén lineal en
tre el esfuerz o y la deformacién, esto nos lleva a
considerar que no sélo los csfuerzos se superponen
sino que tamwbién lo hacen las deformaciones.

De 1o anterior sc pucde concluir que si en e¢l mismo

elemento y para el mismo sistema de coordenadas se

conocen dos sistemas de esfuerzos, es posible la su-

ma algebraica de las componcntes del tensor esfuerzo,
como lo es para el caso de las componentes de un vec-
tor. : :

15
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Ejemplo: Un eslabdn de una cadena estd construido por una
varilla de¢ una pulgada de didmetro y tienc la forma que se
ilustra en la figura. Considevando las dimensiones ilus-
tradas; determine el valor de la fucrza P que puede apli-
carse, si el esfuerzo nermisible es de 10 000 1b/pul?.
Efectue sus calculos en la scccién A-B

P

Solucidn: Primero se toma como cuerpo libre un seg-
mento de la barra como sc indica cn la fig. 8.4 (a).
En la seccidén A-B se ubican la fuerza axial aplicada
en ¢l centroide de¢ la seccidn y ¢l momento flexionan-
te nceesarios para mantener ¢l equilibrio. Los es-
fuerzos provocados sc determinan mediante las expre-

siones:

a=D/A v o=MC/T
rodr . 4
1 = —2 = 0,049 pul
64
TP 5
10 000 = 2 o L3P0.S) Ly 4L 075
rod” 0.049 a (1)° 0.049
L
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Tomamos el valor absoluto mencr y con ¢é1 determinamos
los valores de los esfuerzos resultantes con la seccibn
A-B.

5 esfuerzos en toda la sec-

oy
1

Debido a la carga axial, 1
cibn son igucles,
. = (__3__11 = 768 1b/pul?
)?

]
T

ProvogadOQ por la tlexidén los esfuerzos correspondien-
tes serdn

= Oﬂ__;fo's = 92737 2
9y — T 9232 1b/pul

Los diagramas correspondientes de 1la distribucién de
esfuerzos se representan a continuacibén indicandose
también la superposicién resultante.

768 15/pulg® 9232 1b/pul?

A = A A
A v e ‘
< >
\\V L
L-“#mvp - -
P / \'——-.’J -

FIG. 8.4 Lepresentacibén de la distribucibén y super-
posicidn de esfuerzos.

Los esfucrzos cortantes no cxisten ya quc ninguna
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fuerza cortante ¢s necesaria para mantener el equili-
brio.

8.3 FLEXION ASIMETRICA:

La expresidn desarrollada en el capitulo 6, no es apli
cable en el caso de que la flexidén ocurra fuera del
eje de simetria de la seccidn transversal de la viga

Consideremos la flgura sigulcnte en donde se puede
considerar que 21 plano donde actua el momento flec-
tor, cstd incl:inado con velacién a los ejes principa-
les un 4angulo x, el cual cs considerado positivo
cuando se mide del eje Y hacia el 7 en ¢l sentido con-
trarvic al de las manccillas del reloj.

v
) .
- ra 4 i)
-
//f~[/éZ5§? Mocosa Myy=iisen o
~_ \A I
e
l‘\ -
_(3 - -
S N
) M
Msen «
a) b) c)
Fig. 8.5 Momento Plexionante que no pasa por ningan

eje principal y sus correspondientes compo-
nentes proycctadas sohre los ejes principa-
les.

Para 1a solucidén de este tipo de problemas, el momento
aplicado M sc descompone en sus dJdos componentes que ac
tuan en los planocs de los cjes principales. Para el

dngulo negativo represcntado en la fig. 8.7.a, la com-
ponente que actua con respecto al eje Z es MZZ=M COS =
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y la que lo hace respecto al ecje Y Myy:M sen «

Una vez obtenidas dichas componcntes, la férmula de la
flexidén deducida anteriormente, sc puede aplicar a ca-
da una de las componentcs de momento que actuan respec
to a un cje principal, y el csfucrzo combinado se ob-
tienc por superposicibn. lLa figura siguicnte ilustra
estos resultados; por simplicidad sec toma una secciébn
rectangular.

y ¥ Y
- _*- 7 2 W= 7
\ K ,._._._ Eje neutro
\ ‘\ -
\ :;
, AH”)‘ - }!jvl
e es 7 lyy ox =0t oy
(a) )] {e)

Fig. 8.6 Superposicidén de csfucrzos por flexibn ellsti
ca.

Nétese que dichos csfuerzos se determinan mediante la
ecunacibn

G = - + ._};._ (8.1)
Z Iy

donde se puede obscrvar que c¢s negativo el primer térmi
noe del lado derecho de la igualdad, que da los esfuer-
zos causados alrededor del cje Z, en cambio el segundo
termino es positivo para tener la correspondecia de sig
nos centre los esfuerzos normalecs y el sentido del momen
to positivo que actua con respecto a los ejes.
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En basc a lo anterior, en la aplicacidédn de la ecuacibn
(8.1 si signos positivos cstidn asociados a todas las
cantidades de conformidad con los c¢jes coordenados, re
sultados positivos indicaridn csfuerzos de tensidn, y —
los negativos, csfuerzos de compresiébn. Al igual que
en los problemas de flexiédn simétrica sc  puede
asigrar los signos por inspeccién visual.

En general, si el momento aplicado M actua en un plano
. ” Lo ;

que forma un angulo positivo « con ¢l eje Y, las compo

nentes del momento {lexionante son -

Myy = - M sen = vy Mo, = Mcose, y la ecuacién (8.1)

se pucde expresar asli

en =) .. . ... (8.2)

H! W]
[97]

g =~ M(%-— cos = +
X s yy

De esta relacién se pucde hallar una ecuacibébn que si-
tGe a. cje neutro OK=O: Esto da

Y = - Z(1 ?/Iyy) tan «) (8.3)

Un estulio de csta ecuacidén por medio de la geometria
analftica demucstra que para ¢l caso de flexibn bia-

xial, a menos que Izz:Iyy el eje ncutro no es perpendi
cular al plano de¢l momento aplicado.

Es convenlente enfatizar que en la flexibén asimétrica
el ejc neutro no coincide con ninguno de los ejes prin
cipales, y no e¢s perpendicular al plano de flexién.

Cuando la flexién asimétrica es causada por la aplica-
cibn de cargas transversales, cstas se¢ descomponen en
sus componentes paralelas a los ejes principales, lue-
g0 se calculan los momentos flexionantes originados res
pecto a dichos ejes para posteriormente aplicar la f6r-
mula de la flexidn; e¢s importante haccr notar que para
evitar esfuerzos por torsibn, las fuerzas aplicadas de-
ben pasar por el centro de corte o torsibn. En el caso
de que no sea as{, deben calcularse ademds de los esfuer
zos por flexidn, los de torsién
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Ejemplo
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CARGA AXIAL LEXCLENTRICA.

Un caso de importante intcrcs prictico ocurre cuando
una barra sc somcte a una carga axial aplicada cxcen
tricamente como se¢ ilustra en la fig. (8.8). La car
ga de tensidn actua en un plano perpendicular a la —
seccidn transversal extrema a una distancia e desde
el cjc Z que cs un eje principal que pasa por el cen
troide C. La carga P c¢s cstiticamente cquivalente a
una fuerza P aplicada en el centroide mA&s un par Pe.
Por Jlo tanto ¢l e¢sfucrzo normal en cualquier punto
serd dado por
Y
g =D ]c Y

— T

A I

Fig. (8.8) DBarra sujcta a una carga axial excéntrica

En la figura se 1ilustra la distribucibn de esfuerzos y
la ubicacibén del e¢je ncutro. Para detecrminar su ubica
cidén basta que sc iguclen los esfuerzos axiales con ce
ro quedando
: T
Y = g
Ae ... (8.4)

Esta ccuacidn define a una rccta paralela al eje Z.

E1l signo menos mucstra que cl eje ncutro queda encima
del eje Z cuando la carga axial actda por decbajo del
eje Z. Nbtese que ¢ esnositiva cuando la carga actda
debajo del c¢jec Z. Si la excentricidad e sc incrementa,
el eje neutro se¢ accrcard al centroide; si e se reduce,
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el c¢je neutro se alejard del centroide. Por supuesto
qie ¢l eje ncutro pucde quedar fucra de la seccibn
transversal.

Cuando ¢l punto de aplicacidén de la fuerza excéntri
ca P no se presenta sobre alguno de los ejes princl
pales de la seccidn transversal, ocurrird flexién
simultdneamente respecto de ambos cjes centroidales
principales.

Fig. 8.9 TFuerza axial cxcéntrica P que produce fle-
x16n recspecto a ambos ejes centroidales
principales

De la figura se observa que los momentos flexionantes
respecto de los ejes Y v Z son numéricamente igua-
les a: Pey Y Pez, respectivamente.

Por tanto, el esfuerzo ¢ resultante en cualquier
punto de la scccibn transversal seré:

P Pe 2 Pe Y
e o= o Py S .. (8.5)
I 1
3 Z

La ecuacibén del ejec neutro puede determinarse al igua
lar ¢ a cero, de este modo
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y + Z + ] = O . . . - (8-6)

El eje¢ neutro puede o no cortar la seccibén transver-
sal, 2o que depende dc la forma de esta y de la posi-
cibn del punto de aplicacidén ¢c la fuerza axial P.

Existe una relacidén importante entre el punto de apli
cacién de la fucrza axial ecxcéntrica v el eje neutro.
S1 la fuerza P se translada a lo largo de cualquier
recta am, el eje neutro gira alrededor de un punto fi
jo R Tig. (8.10). Para dcmostrar este hecho, obser-
vemos primero que la fucrza P pucde descomponerse en
dos componentcs paralclas a los cjes principales. La
compcnente en P actua en un plano de flexidén princi
pal, c¢n consecu&ncia, la lineca de esfuerzo nulo se lo
caliza a una distancia S, = I_/A e¢. desde el eje Z.
De igual modo, la componen%c en“p p}oduce flexidn al
rededor del eje Y y la linea de cgfuerZO nulo se loca
liza a una distancia S, = IV/A ¢, desde el eje Y.
2 )

(@]

f
'
i
i
4

e
X

X

\
-

Y

N ) £ T U SUp

>7'

co

Fig. .10 Relacidn entre la carga P y el eje neutro

El punto R, en la intcrseccidén de las dos 1lf{necas pun-
teadas cn la [igura, cstard sicempre sobre el eje neu-
tro nn cuando actGan simultédneamente ambas componen-
tes de carga. 2or lo que, segln la carga P se trasla
da a lo largo de la lineca wmm, el punto R permanece fi
jo en esa posicibén, y el eje ncutro pasa a través de
el.
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&¢.5 SUPERPOSICION DI ESFULERZOS CORTANTES

Iin problemas en que se pucden determinar tanto los es
fucrzos cortantes directos como los torcionantes el4s
ticos, el esfuerzo cortante compuesto, también se pue
de hallar por superposicidén. Mediante un ejemplo
1Llustraremos estc comportamicnto.

Ejemplo:

Determinese el esfuerzo cortante maximo debido a las
fuerzas aplicadas en el plano A-B de la barra cje de
alta resistencia de 1.25 cm. de didmetro mostrado en
la figura

T=250 cm Kg

Fig. 8.11

Solucidn:

Trazamos el diagrama de cucrpo libre de la seccién
que se analiza, en el cual se¢ indican las fuerzas co-
rrespondientes que hacen que cl clemento este en equi
librio.

L0s esfuerzos cortantes debidos a torsidn son maximos

en la periferia y se determinan mediante la expresién.
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. = C . = 2
Tax TC/ J Tnax 652 Kg/cm

y cuyo sentido coincide con el del momento torsor reac
tivo, se indican en los puntos A, B, Dy E fig. (8.12.¢c)

Los esfuerzos cortantes causados por la fuerza cortan-
te V se obtienen mediante la ecuacibn.

T =V Q/IDb
resultando nulos los de los puntos A y B por su ubica-

cibén respecto al eje neutro, mientras que en los pun-
tos E y D resultan ser méximos

= 32,6 kg/cm?

-
I
ATEN
> <

dichos esfuerzos se muestran orientados en la misma di
reccidn de la fuerza cortante reactiva como se puede
ver e1 la figura (8.12.d).

Para nallar cl esfucrzo cortante combinado méximo, se
superponen los esfucrzos indicados en las figuras
8§.12.C y 8.12.d donde se puede observar que el punto
mis esforzado es E ya que en ese punto los esfuerzos
tienen la misma direccién,
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T=250 cm Kg

— B

30 Kg

T;:::::Zfifgfo cm kg

V=30 Kg

1, 1=300 cm Kg

T=250 cm Kg

\

B
|
rmarﬂ/////
A

Figura §8.17¢
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LSFULERZOS LN RESORTES HELTCOLDADES.

[Los resortes son elementos [lexibles que ejercen fuer
zas pares o absorven encrgla cuando una carga se apli
ca en forma gradual o sUbita. Algunas veces, la ener
gia e¢s almacenada por largo tiempo como cn el caso dc
un rcsorte colocado cn el ensamble de un tornillo pa-
ra producir una precarga cuando la tuerca se aprietc.
En otros casos la energla puede ser almaccnada y libe
rada muy réapidamente como cn ¢l caso de resortes colo
dos er las védlvulas de los mctores de combustidén in--
ternae

El campo de aplicacidén de¢ los resortes cs increible-
mente grande v variadas las formas que estos pueden
tomar para el desarrollo apropiado de su funciédn. Por
ejemplo una simple laminilla de acero doblada puede
servir como rescrte en algin mecanismo de jugueteria,
placas de acero ligecramente curvadas, sirven cComo re-
sortes de hoja en la industria automotriz, o el més
conocido resorte helicoidal formado con alambre de
seccién circular puede scrvir como meccanismo de retor
no en los bolfgrafos cuando se hace muy declgado, o pa
ra soportar g¢grandes cargas en la suspensibén de vago-
nes de¢ ferrocarril cuando ¢l alambre cs suficientemen
te gricso. N

En esta scccidn se desarvollardn las ecuaciones que
rigen ¢l comportamiento bajo carga estltica de los re
sortes helicoidales formados con alambre de seccidn —
circuluar.

baio noaneiio Fazo v ogancho

,'vl cont o o .’,”“”]() rocto



| ] AN

Gancho largo Litvemo recto Lazo pequefio
2l centro de 1ado

8.6.1 Resortes Heligoidales.

Este tipo de resortes estd formado con alambre de sec
cibn circular o rectangular, enrollando en forma de hé
lice y acabado en sus ‘extremos de manera tal que la
carga pueda aplicarse tanto a tensidn como a compre -
siébn. La figura (8.14) muestra resortes tipicos para
cargas de tensibn y comprensién. La diferencia funda
mental, aparte de 1la forma de¢ sus extremos consiste
en el caso de los resortes a tensibén que las espiras
deben ir juntas una ¢on otre, mientras que en el caso
de los de compresidém es neccesario que hélice tenga un
dngulo adecuado para que al aplicarse la carga o el re
sorte sufra la deflexidén correspondiente sin que las
espiras se junten una con otra.
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Fig. 8.14 Resortes tipicos para cargas de tensibn y
compresidén.

83.6.2 AnAlisis de esfucrzos c¢n Jlos resortes.

Consideremos ¢l resorte mostrado en la figura (8.15)
en cuyos extremos actda una carga de compresidén P,
en ella se indican las dimensiones principales del

resorte:
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Fig

Ry medio de la hélice

[
3
o

—

C

d: e¢s ¢l dldmetro del alambre
p: ¢s ¢l paso entrec espiras
‘ .. ¢ ¢l nGmero de vueltas
(
(IR+d) : es ¢l didmetro exterior
Cue o aunque no c¢s una medi
¢a bidsica en los cilculos,
webe tomarse en considera-
clon en el disciio para evi
tar problemas dJde ensamble
por {falta de espacio.
“,
.13
Deoido a la grometria v <imeotria de ecste resorte,

cullquicra de
suonoblda al mismo estado de esfuerzos.

bra estard
Eszcjamos

pucs

las sccciones transversales del alam-

fa sccoidn A-A para su andlisis y ha-

gancs un cortz aquedandones con la parte superior co-

Mo s¢ mues
cqallibrio
desarrolle

tra
cst
un

en la figura (8.10). Para mantener el
Atico ¢s necesario que la seccién A-A
par T = I R una fucrza P.

o
[

Tigura
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Como se pudo analizar en las secciones correspondien-
tes, los esfuerzos producidos por torsibén y por corte
divecto se determinan mediante las cecuaciones

v=Tc/J v t=VQ/1 b

En cste caso ¢s nccesario superponer los efectos del
par torsor y la fucrza cortante. La figura (8.17)
mucstra los efectos por scparado y el total para una
linca perpendicular a la fucrza P que pasa por el ccn
troide. h

Un andlisis minucioso indica que el valor del esfuer-
zo cortante vale 4V / 37 en ¢l centroide, mientras que
en los extremos del cjc ncutro adquicra un valor de
125 V/A.

A2 (3572
FELN 1.2 ? V4
A

RN . A
N 7
%
prm— g 4
6T, 1.23 P
3
a) Torsidn b) Carga cirecta md A
c) Total
Fig. ©&.17

De la figura (8.17) concluimos que el punto mis cesfor-
zado ¢s ¢l exterior lzquicrdo para cl cual:

t=tt+iv o= 10T/vd P +123P/A

t=]101PR /7(&1 s "*‘(l‘zsp\)/(\ndz/zl)
mu.tiplicando y dividiendo po 4R/d el segundo miembro

de la ccuacidn anterior, ¢s posible factorizar en la
forma siguicnte:
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S 16 IR (1 +,Q;9£§) . . . . (8.7)

rod? C

En la expresidn anterior el término C=2R/d se conoce
como indice del resorte y nos indica la relacibén en-
tre el difmetro medio de la espira y el didmetro del
alambre. Es una medida de la '"robustez' del resor-
te y en aplicacionzs practicas fluctua entre 4 y 12
aunque la mayor parte de cllos anda alrededor de 6.

Para un resorte helicoidal en tensién la ecuacibn
(8.7) es aplicable ya quc si sc¢ analiza la figura
8.16, vemos que la carga dec tensibén solo invierte el
sentido del par y le la fucrza.

Para ¢l caso en ¢l cual se involucran concentracio-
nes de esfuerzos cuin los resortes hilicoidales de sec
cién circular, la cxpresién (8.7) se modifica al in-
volucar una constante K la cual estd en funcibdn del
{ndice del vesorte, Jdicha constante es un factor de
concentracibén de esfucrzos. In el caso de resortes
grucsos ¢l indice del resorte c¢s pecquefio y el factor
de concentracidn de esfuerzos X llega a ser muy im-
portante. La férmula quedard entonces:

t = K (16PR/+d?) k =3¢ -1 (8.8)
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8.6.3 Andlisis de la deflexidn de un resorte helicoi
dal -

Cuando se aplica una fucrza a un cuerpo y cl esfuerzo
inducide en ¢l material queda por debajo del limite
eldstico, el cuerpo no sufrce deformaciédn permanente
después de retirar la fuerza. UDIsto significa que el
trabajo desarrollado por las fuerzas externas aplica-
das, se almacené en forma de cncrgfia potencial y cuan
do se retiran estas, el trabajo es recuperado. -

El tranajo recalizado por la fuerza P para deflexionar
el resorte wuna distancia § cs centonces P§ /2. Sblo
tomarcmos en consideracién el trabajo hecho por el par
torsional, ya que el producido por la fuerza de corte
es muy pecquefio comparado con ¢l anterior. El trabajo
realizado por el par torsional es igual al producto
del mismo por el 4ngulo girado por el alambre a tra-
vés de toda la longitud dividido entre dos es decir

T ¢ / 2. Por lo tanto.

E§/2 = T ¢/2 (8.9)

Recordando la férmula del 4dngulo de torsidn y sustitu-
yendo ¢l valor del momento polar de inercia tenemos:

g = TL/CJ = PR(Zw wN) / G (v 4%/ 32)

Combinando las dos expresiones anteriores podemos obte
ner la expresidn quec nos proporcione la deflexidn bus-
cada

£ = 64 PRPN/CE™ (8.10)

Si graficamos la ecuacidn antcrior en ejes P-§ obten-
dremos una rccta como sc itlustra a continuacibébn. Sien
do la ecuacidbén de la recta P=KS, donde K es la constan
te de proporcionalidad y pendiente de la recta. El va
lor de K se conoce como la constante del Resorte, la
cual puede determinarse a partir de la ecuacibén (8,10)
espejandc la relacibn P/§ como sigue:

K =7/§ = d"C/64 RN (8.11)
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Ejemplos.
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CAPITULG IX
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CAPITULC IX

ANATLTSTS DE ESFURERZIOS

CIRCULO DE MOIR

OBJETIVOS:

Al finalizar esta scccldn el cstudiante deberd ser capaz
de:

i) Determinar analiticamentc los esfucrzos o 'y 1 ' !
X X
incucidos en un plano inclinado cualquiera a partir
de los esfuerzos que act@an ¢n las caras de un ele-
mer..o diferencial.

ii) Determinar las deformaciones unitarias cn las direc
cicnes principales dc un elemento.

iii) Trazar el Circulo de Mohr a partir de los esfuerzos
que acthan sobre un celemento.

iv) Decterminar a partir del Circulo de Mohr, el estado
de csfuerzos que sc induce en los planos de un ele-
mer.to orientado 6 grados respecto del original, ais
lar y dibujar el clemento correctamente orientado,
mosTrando los que actuan cein €1.

9.1 INTRODUCCION.

La experiencia he demostrado que los matcriales dfctiles
(acero bajo carbdn, cobre, aluminio, etc.), fallan debido a
que el csfucrzo de corte cxcede la resistencia del material
cn un plano de su punto mas critico. Por otra parte los ma-
teriales frégiles (1a fundicidn gris, cl concreto, ctc.) fa
llan por tensibn (esfuerzos normales) al excederse en algin
plano ¢l 1{mitc de¢ su resistencia, por lo tunto c¢s de gran
importancia determinar los valores de los csfuerzos tanto
normales como cortantes que sc inducen cn planos oblicuos
cualesquicra, orientados 6 gradcs respecto a un plano prin-

cipal de referencia.
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9.2 CONCEPTOS TRELIMINARES.

Los esfuerzos simples sc¢ hallan en planos normales o pa-
ralelos a la linca dec acciébén de las fuerzas. Sin embargo,
los esfucrzos normales asi como los de corte, pueden exis-
tir en ctras direcciones.

Una particula de un micembro con carga contendrd csfuer-
zos normales y de corte como sc ilustra cn la figura 1; se
puede cbservar que los cuatro csfucrzos cortantes deben
ser de la misma magnitud si se va a satisfacer el equili-
brio.

Oy

Gxy

_/\\ | 0=

Con un corte segln ¢l plano AA, el ecquilibrio revelarh
que, cn general los esfuerzos normales as{ como los de cor-
te actian sobre ¢l plano AC; Tigura 2.

Ux

Gyx T

S
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£l esfuerzo normal sobre ¢l plano AC se identifica como
o(' y el dc cortc como T'V. lLa aplicacibén de cquilibrio da:
) X )

g *@ g -0
o! = XV 4 X T o5 20 + 1 , sen 29
X 2 ) XY
g -q¢
', = - XX sen 26 + 1 cos 26
XY 2 Xy
NDebe usarse una convencidn de signos. Un esfuerzo de trac
cibn ¢s positiva, micntras quec una de compresidén es ncgativa;

un esfuerzo de corte ¢s ncgativo cuando cstd dirigido como so
bre el plano AB de la figura 2, es decir, cuando los esfuerzos
de corte sobre los planos verticales forman una pareja con el
sentido opuesto al dcl movimientc de las manccillas del reloj,
es esfuerzo es positivo. Cuando un elemento sc orienta seg(n

los ejes principales, los esfuerzos normalcs son miximos, mien
tras quc 103 cortantes son nulos. -

Los planos principales contiencn los esfucrzos principales

normales miximos y minimos, que estén dados por la relacién.

g *o . o
“mix. = XX 4 XY .
min. 2 7 Xy

1 radical de la ccuacibn antcerior do los csfucrzos méaxi-
mos y minimos de¢ corte que actlan sobre los planos

J
- i quc nos definc los
Xy

dos valores de 26, c¢n los quec el ecsfuerzo cortante 1 alcanza
un valor miximo.

¥
2 T
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Por lo tanto los c¢sfuerzos cortantecs maximo y minimo esta-
ran dados por:

T. 2
max.
mirt. . - Y

LLos esfuerzos normales que actGan en las caras del elemen-

to de corte maximo son iguales.

9.3 DLESARROLLO ANALITICO.

Un cstudio detallado de las ccuaciones anteriormente vistas.

c_ to_ o -0
ot = 4V o X ¥ cos 28 + 1 sen 28
¥ 2 2 XY
a_ -0,
T! = - £ Y gsen 28 + < cos 28
XY 2 XY

revelari que representan una cirvcunferencia en forma parametri-
ca. Tal representacidn sc pucde ver con mas claridad escribien
dolas en la forma siguiente;

= b cos 28 + T sen 28
LY

sen 268 + 1 cos 28
Xy
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Llcvando al cuadrado ambas ecuaciones, sumandolas y simpli
ficando, tencnos

] 2 2
fol - o *o o_-0o
k X X Y + 12 = ( X Y 2
2 + T
x’y’ XY
En todo problema daco; T Gy’ er son las tres constantes
conocidas v q;, rx’y’ son las variables. En consecuencia la

ecuacién inmcdiata antcrior se puede escribir en forma mas
compacta coino:

I
N
[

a = X Y y b7 = __X__X + T 2
2 2 Xy
Esta ecuacidn es la expresién familiar de geometria anali-
tica ( x - a)* + y* = b? para una circunferencia de radio b
son su centro en (a,0). Por tanto si se traza la circunferen

cia que corresponde a esta ecuacibn, las coordenadas de un
punto de tal circunferencia corresponden a o , Yy OX’Y’ para
una orientacién de un plano inclinado.

La ordenada de un punto de la circunfercncia es el esfuerzo

cortante Ty y su obscisa el esfuerzo normal o¢’. La circun

ferencia asi construida se llama Clirculo de Mohr para esfuer-
zos, o simplemente circulo de esfuerzos.

Un circulo de Mohr basado en la informaciédn anterior y en
el estado de esfuerzcs de la siguiente figura 3



Tmix

Lo podemos apreclar en el esquema 4

A ("'x. rxy)

f)

B(oy,— ny) /

| Tmtnl ™ fingx

S

o —

Circulo de Mohr para esfuerzos.
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9.4 CIRCULO DE MOHR PARA ESFULRZOS PLANOS.

Este es un método grdfico para cexpresar las relaclones ob
tenidas y se denominarid "diagrama del Circulc de Mohr™ el
cual es un medio muy eficaz para visualizar el estado de es-
fuerzo en un punto y tcner cn cuenta la direccibén de los di-
versos componentes ascciados al esfuerzo plano.

En la figura 5 se cstablece un
el que los esfuerzos nornales
cortantes comc ordenadas.

sistema de coordenadas,
se prcsentan como

en
bscisas y 1los

En el eje ce bscisas, los esfuerzos normales de tensibdn
(positivos) se¢ marcan a ‘la devecha del origen 0, y los esfuer
zos normales de compresion (negativos) a la lzquierda. En el

ejec de ordenadas los esfuerzos cortantes en ¢l sentido del re

loj se trazan hacia arriba, y los esfucrzos cortantes en sen-
tido contrario al del reloj se trazan hacia abajo.
LR EIAN
7, —ed
B B e

T Ty

R,

I;;%

- 5 TN

\
}
e
: "/ i Oy~ 0 \\
LN “ _...I .%_150!“20 .
1 \ | PN 1
! e \\‘ /
/ i ‘Ty, \\\\\\ . /)‘, /
N ) B TLE
o A T T

.

Diagrama del circulo de Mohr.




Se trazarid el circualo de Mohr marcando OX como 0 ,

T, como B, T como OC vy TYX como CD. La recta
X A

DEB es el didmetro dzl circulo con centro en E sobre el eje
o. FEl punto B representa las coordenadas dec esfuerzo o

TYX en las caras Y. Por lo tanto EB corresponde al eje ¥
y ED al cje Y.

El 4ngualo 26 que sec en sentido contrario al del re
loj desde EB hasta L[d es igual a 180° que corresponde a 6=90°;
midiendoss de X hasta Y en scntido antihorario.

El esfucrzo normal principal miximo o, se tiene en F y el

normal principal minimo o, en G. Los dos esfuerzos cortantes
g extrer uno cn Sentido del reloj TO € entji

de valor c¢xtremo, tido del reloj y otro en sentido

contrario, se presentan cn i e 1 respectivamente.

Finalmente pucden deducirse las siguientes conclusiones im-
portantes relativas al estado de esfuerzo en un punto:

1) El mayor esfuerzo normal posible es 0y el menor es PR
No existen esfuerzos cortantes junto con uno u otro de
estos csfuerzos principales.

2) E1 mayor esfucr:o cortante 1 méx, numéricamente igual
al radio del circulo, )/2. Un esfucrzo normal igual

a (o,*0,)/2 actba en Lada u%o %e los planos de esfuerzo cor-
tanté maximo.

3) Si Uy T 0o, el circulo de Mohr degenera en un punto y

ningQn esfuerzo cortante se desarrolla en absoluto en el pla-
no XY.

4) Si o+ o = 0, el centro del circulo de Mohr coincide
con el origen d¢ los ejes o y 1, existe asi el estado de es-
fuerzo cortante puro.

5) La suma de los esfuerzos normales en dos planos mQtua-
mente perdncendiculares es invariante, esto es:

g +g = g.,+*0o = g - T = constante
) 172 X b4



9.5 CIRCULD DE MOIR 2ARA DLFORMACIONES.

Las dos ecuaciones bésicas para la transformacién de de-
formaciones, se asemejan matemiticamente a las ecuaciones pa-
ra la transformacién de esfuerzos.

cx+s EX - €
1(’ = Lt Y ocos 28 + X XY sen 26
2 2
oxy? Ty Sy ¥
I = - A sen 28 + L+ yy cos 28
b 2 2

Puesto que las ecuaciones de transformacidn de deforma-
ciones que conticnen a las deformaciones por corte divididas
por dos, son matemidticamente lguales a las ecuaciones de -
transformacibr de esfuerzos; se¢ puede construir fécilmente
su circulo de Mohr. En esta construccién todo punto en 1la
circunferencia da dos valores; una para la deformacidbén 1i-

neal y el otro para la deformacibén por corte dividida por
dos.

Las deformaciones correspondientes o alargamientos son
positivas y para l0S acortamientos son negativos. Las de-
formaciones pecr corte positivos juntc con las negativas pue

den trazarse en un circulo, 1os cjes positivos se toman de la
manera usual, hacla arriba y hacia la derecha. [n el eje ver
tical se mide vy/2 -

Como una ilustracidn del circulo de Mohr para deformacio-
nes considéress la siguiente figura.
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En la que €y ey y y*y son datos; entonces sobre los ejes
© y vy/2 dela figura, el centro del circulo C estd en [ (e +ay)
/2,0] y por los datos, el punto 4 en el circulo estari en - -
(ex, yxy/Z). Observando la figura anterior llegaremos a con-

" clusiones andlogas a las obtenidas para el circulo de esfuer-
z0s., '

1) La deformacién lineal méxima es e; v la minima e,. Es '
tas son las deformaciones principales y no tienen deformacio-
nes por corte asociados. Los sentidos de las deformaciones li-

‘neales coinciden con los esfuerzos principales. Como puede de-
ducirse del circulo, la expresién analitica para las deformacio
. nes principales es:
2 1
e ' e +e £ -€ 2
xmﬁx.=5162=-—-x___y.+ xX__¥ +1XY
min. 2 = 2 2
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donde el signo positivo antes del radical corresponde a €5 la
deformacién principal méxina en sentido algebraico. El negati
vo se emplea para e,, la de2formacién principal minima. Los

planos en que act@ian las deformaciones principales pueden defi
nirsc analiticamente a partir de la siguiente ecuacibn.

]
<
<

Tan 20

2) La mayor deformacidén por corte y mix. es igual a dos ve-
ces el radio del circulo. Deformaciones lineales de (el+az)/2,

en dos dirccciones mGtuamente perpendiculares, estian asociadas
a la deformacibén mixima angular o por corte.

3) La suma de deformaciones lincales en dos direcciones ma-
tuamentc perpendiculares ¢s 1lnvariante, esta es, eite,=e fe

Y
constante. Otras propiedades de las deformaciones cn un punto
se pueden establecer estudiando ¢l circulo mis a fondo.
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9.6 ELESTULRZO TRIAXIAL.

Un clemento de matecrial sometido a cslfuerzos normales o ,

oy Yy o, que acttlan en direcciones perpendiculares se dice que

estd en un estado de esfucrzo triaxial. Obsérvese que no actGan

esfuerzes cortantes sobrec las caras x, v, 2 del elemento, por 1o

que esta condicibén dc esfuerzo no es ¢l caso mis general de es-

fuerzo tridimensional. lLa ausencia de esfuerzos cortantes mues-

tra que los e¢sfuerzos o g y o, son los esfuerzos principales
Yy Ty 2

para ¢l elcmerto

Oy -

Elemento en esfuerzo triaxial

Si a través del elemento se pasa un plano inclinado para-
lelo al eje 2 como se muestra en la figura de la derecha, los
Gnicos esfuerzos sobre la cara inclinada son el esfuerzo nor-
mal o y el esfucerzo cortante 1 que actGan en el plano xy, por
lo que estcs esfuerzos son los mismos que los esfuerzos o
Yy Txlyl' I.s posible utilizar las ecuaciones de esfuerzo pla-

no, asi coro el circulc de Mohr, cuando se determinen los es-
fuerzos o Vv <
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Se sabe quec los esfucsrzos cortantes maximos ocurren sobre
planos orientados a 45° de los planos principales. Para obte
ner estos planos para un clemento de esfuerzo triaxial, sc gl
ra el clemento a través de Angulos de 45° respecto a los cjes
X » Y, 2. DTor ejemplo, consideremos una rotacibén de 45° alre

dedor del eje Z, entonces los esfuerzos cortantes maximos que
act@ian sobre este elemento son.

XY
T mix o o= o b

En forma similar,
x un angulo de 45°,
tantes maximos.

si s2 gira el elemento respecto al eje
se obtlenen los sigulentes esfuerzos cor-

T mix. = + ——

Finalmente, al girar el clemento alrededor del eje
y en un angulo de 45° se obtienen los esfucrzos:

-
2
B
it
+
|><
l

El "esfuerzo cortante miximo absoluto' es el alge-
braicamente méximo de los esfuerzos determinados a par-
tir de lasecuaciones inmediatas anteriores. Este es-
fuerzo es igual a la mitad de la diferencia entrc el mé
ximo y el minimo algebraicos de los tres esfuerzos prin-
cipales.
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Los c¢sfuerzos que actfian sobre clementos girados
aircdedor de los cics x, vy, # pucden apreciarse con la
ayuda de los circulos de Mohr.

Fig. 536  Circuios do Mobr Dura un
i erio en esfuerzo trianial

Pare los elemcntos obtenidos mediante la rotacibdn
respecto al eje 2, el circulo correspondiente esti mar
cade con una A en la figura inmeciata anterior; este
circulo e¢sti dibujaco para ¢l caso en que . >0y am-

bos son c¢sfuerzos ¢e¢ tensidn. En forma similar pode-
mos construir los circulos I y C para eclementos obteni
dos mediente rotaciones respecto a los X y Y respecti-
vamente. Los radics de los circulos representan los
esfucrzos cortantes miximos dados por las ecuaciones
anteriormente vistas, y el esfuerzo cortante madximo ab
soluto es igual al radio del circulo mayor. Los es-
fuerzos normales que actlan sobre los planos de esfuer
zo cortante maximo “ilenen magnitudes determinadas por
las abscisas de los centros de los circulos.



CAPITULO X

X1,

X2,

X3,

Xl

DEFLeAIONES 2N VIGAS

RELACIONES ENTRE CURYATURA Y DEFORMACION Y ENTRE
CURVATURA Y MOMENTO FLEXIONANTE,

CCUACION DIFERENCIAL PARA LA DEFORMACION DE VI-
GAS ELASTICAS.

ECUACIONES DIFERENCIALES ALTERNATIVAS DE VIGAS
ELASTICAS.

OBTENCION DE LA DEFLEXION MEDIANTE METCDOS DE IN
TEGRACION DIRECTA.

METCDO DEL AREA DE MOMENTOS,
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CAPITULO X

DEFLEXIONES EN VIGAS

OBJETIVOS:

Al finalizar el estudio de esta seccién el estudiante
deberd ser capaz de:

i) Establecer y resolver la ecuacién diferencial bésica
de la curva eléstica o de deflexién de una viga cuan
co se encuentra bajo la accibn de cargas versales.

ii) Determinar las pendientes y las deflexiones en cual-
quier punto de la curva eléstica.

[N
[ N
e
~—

Calcular 1a deflexibén méxima de una viga y el punto
donde ocurra.

iv) Seleccionar la seccién apropiada de la viga cuando se
tiene restricciones para la mixima deflexién.

INTRODUCCION:

Con frecuencia el disefio o seleccién de una viga, esté
gobernada por la deflexibn Que sufre y no por su resisten-
cia. Por la acciébén de las fuerzas aplicadas el eje de una
viga se flexiona desde su posicién original. Esta deforma
cién producida depende de las magnitudes de las cargas, del
material y forma de las secciones transversales de los ejes.
Es indeseable la deflexiédn por ejemplo en techos en donde
s1 es excesiva podrfa ocasionar grietas, los elcmentos de
las midquinas se disefian no sbélo con base a su resistencia
sino que deben tomarse en cuenta las deformaciones que su-
fren, puesto que se pueden producir distorsiones por la ac
cibén delas fuerzas-que propicien inexactitud de dichas m4-
quinas.

La informacibn de las caracteristicas de¢ deformacibdn
de miembros, es esencial c¢n el estudio de vibraciones tan-
to de miquinas como en estructuras estaclionarias v en vehi-
culos aércos. :
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En este tema s6lo cestudiarcemos las deflexiones causadas
por las fuerzas que actdan perpendiculares al cje de la vi-
ga.

Las deflexiones estudiadas son pequefias con relacibn a
la longitud del claro. En este tema nos limitaremos a es-
tudiar dos métodos: el de integracibn y el de 4rea de mo-
mento.

10.1 RELACIONES ENTKE CURVATURA Y DEFORMACION Y ENTRE
CURVATURA Y MOMENTO FLEXIONANTE.

La hipbzesis cinemitica fundamental de que las seccio-
nes planas permanecen planas después de la deformacién, pro
porciona la base de la teorfa. En este anidlisis se despre-
cia la deformacibén por corte de una viga.

Considerese un elerento inicialmente recto, ahora some
tido a la accibén de momentos flectores como se ilustra en
la figura 10.la. En donde se ilustra el eje flexionado de
la viga es decir, la '"curva eléstica' con una curvatura de
radio p. El centro de curvatura 0 se determina prolongando
hasta su interseccién dos secciones consecutivas. De momen
to consideremos que la flexién ocurre alrededor de uno de
los ejes pr.ncipales ¢e la seccibén transversal.

En la vista amplificada del elemento A'B'C'D' de la fi-
gura 10.1b se observa que en la viga flexionada, el &ngulo
que forman dos secciores consecutivas 28; si las distan-
cias Y desde las superficies neutras hasta las fibras defor
madas se miden de manera usual como positiva hacia arriba;
ademis la deformacibn total 2y de ura fibra se puede expre-
sar como: :

Ay =- YAB (10.1)
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Curva clistica

(a)
(h)

W wic s,

Fig. 101 Deformacién de un segmento de viga en flexibn.

S ki

La longitud del arco s corresponde a la longitud inicial "4
de todas las fibras ya que se ubica en el plano neutro. Di i
vidiendo la ecuacién 10.1 entre s se pueden formar las re- :
laciones siguientes: 1

s du _ - v d8

lim 2 y _ -ylim =2 :
as  0as Ls 0 cs 0 I ° — I » (10.2) o

72}

- . L e .
Recordemos que du/ds=¢ es una deformacién 1limeal, mientras
que el término d8 / ds tiene un significado geométrico claro.

de la figura 10.1a se observa que:

as=20 7 s ds ~ = K

2s=ong y  lim 2 @ _ de 1
0

es la definicién de la curvatura K.
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Relacionando Jas capresiones anteriores, sg pucde obtencr
una expresién fundaner-al entre la curvatura de la cléstica
y la deforwacibn lincal comwo sigue:

R (10.3)
p Y
La expresibn antericr es aplicable tanto a preblemas elés-

ticos como ineldsticos. Para el rango elfstice se cumple.

¢ = O o - MY
E ax T

por 1o quepcdemos obtener la expresién que relaciona al mo-
mento flectcr, al momento de inercia y la curvgtura quedando:

O

= — (10.4)

10.2 ECUACION DIFERENCIAL PARA LA DEFORMACIQN DE VIGAS
ELASTICAS.

Del cllculo elementzl puede demcstrarse que la curvatura de
una curva plana en un punto puede expresarse Como

div

1. g\x/ . v — | (10.5)
o [1-($0F15/0 [1e(vi)yE]i

{

donde x y v son las coordenadas de un punto de ésta. En el

problema que se anali-a, la distancia x localiza yn punto en
la cléstica de un vigs flexionada v v es la deflexibn o sea
la desviacién del punto con respecto a su posiciébdn inicial.

Si la ecuacidbén 10.5 se sustituvera en la ecuacibm 5.3
6 5.4, resulrarfa la eccuacidn diferencial exacta de la elfs-
tica, cuva solucidn ern gfencera. ¢s auy compleia. Sin embargo,
puesto que las deflexiores aceptadas son muy pequefias en la
gran mavorla de las e:tructuras ¢ ingenierfa, también lo es
la pendiente dv/dx de la elfsticu En consecuencila el cuadra
do d¢ la curva V' es una canti despreciable comparada con

/
\\
la unidad, yor lo gue li ccuuci 1005 se simplifica quedandce:



N<

2

d ‘ : (10.6)

O =

_ por tanto la ecuacibn diferencial correspondiente a la defle
xién de una viga eléstica se,determina de la ecuacibén 10.4 y
es:

{
nqz
—

(10.7)

fl

Donde, M = MZ e I Iz ademis el sistema de referencia

empleado es el Xxy.

10.3 ECUACIONES DIFERENCIALES ALTERNATIVAS DE VIGAS
ELASTICAS.

Se puede combinar la ecuacibén 10.7 con las ecuaciones que
relacionan la fuerza cortante, el momento flector o la dis-
tribucién de carga, para obtener otras relaciones {itiles en
el andlisis de la deflexién en vigas.

deflexién de la eléstica.

v =
0= = yr = pendi d 14stica
" Ix v'!' = pendiente de la elastica
, | )
M=©gr Y o Er v o - (10.8)
d:’(z .
dM d 1" 2]
V=-30=- I< (EI v") = - (EIv'")'
. T 2 2.,
P = - av = d - (EI d Y) = (EIV”)”
dx dx* dx*

.- : i
Para vigas con rigide:z a la flexién EI constante, las ecua
ciones anteriores se simplifican en tres ccuaciones alternati
vas para determinar la eléstica de una viga cargada.

EI S— = M(x)
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d3v

Bl 22D o= -y
dx? v(x) .
L'Y
El é_l.= P(x)
dx”

La elecciédn de una ecuacién para un caso dado depende
de la facilidad con que se puede formular una expresién
para la cearga, la fuerza cortante o el momento flector.

10.3.1 CONDICIONES DE FRONTERA.

Para la solucién de problemas de deflexiones de vigas,
ademds de las ecuaciones diferenciales, se deben estable-
cer condiciones de frontera. Las siguientes son algunos
tipos de condiciones de frontera homogénea.

a) Empotramiento: En este caso se deben anular el des
plazamiento o deflexién'v y la penciente dv/dx. Por tanto,
en el extremo que se considera, donde x=a.

v(a)=0, v'(a) =0
b) Articulacibn: En el extremo que se considera no
existe la deflexibn v ni el nomento M, por lo tanto:
via)=0, M{a};=EIv'"(a)=0

c) Extremo Libre: Tal extremo est4& libre de momento
flexionante y la fuerza cortante, por lo tanto:

Tt
{

M{a)=EIv"({aj=0 v(a)=-(EIv")'=0

d) Apoyo Cuiado: EIn este caso se permite el movimien-
to vertical libre pero se impide la rotacién del extremo.
El apovo no es capa:z de resistir una fuerta cortante, por
lo tanto:
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Notense los Jos tipos de condiciones de frontera. Al-
gunas perteonecen a Jas cantidades relscionadas con fuerzas
y sc dice que son condiciones Jde frontera estdticas. Otras
describen 2] comportamionto geonltrico o de deformacién de
un extremo vy se¢ llaman condiciones de {frontera cinemfticas.

En las condiciones de frontera no homogéneas, donde se
prescriben una fuerza cortante, un momento, una rotacibn o
un desplazamiento en la frontera, también se presentan en
las diferentzss aplicaciones. En tales casos, los ceros de
las ecuacilicnes anteriores se sustituven per la cantidad es-
pecificada. En cualcuier junta o unidn de dos zonas o re-
giones de una viga deben ser iguales a la deflexiébdn y la
tangente & .a elédstica, s$in gue 1mporte la direccidn en que
se considera el puntc comQn.

13.4  ORTENCICN D2 LA DEFLEXION MLDIANTE METODOS DE
SNTEGRACICH DIRECT

xién en términos del momento
ara obteJer la deflexién v como
una funcidn de x. Y como es de segundo orden, se requie-
ren dos integraciones. Ll primer paso es obtener la ecua-
cibén de momento flector mediante 1os métodos empleados en
el capitu.o dos. Para la o las expresiones resultantes,
se sustituve la expres-6én de M en la ecuacidn diferencial.
Entonces .2 ecuacién puede integrarse para obtener la pen-
diente v' introduciendose una constante de 1rt egracién me-
diante est2 proceso. Una segunda integracidn proporciona
la deflexi5n v introduciendo ‘ra constante de integra-
cién. En consecuencia hay d snstantes de integracibn
para cada porcién de la viga,

La ecuacién de 1u <

efle
flector puecde 1integrarse p
!

=

y las cuales pueden evaluarse
mediante condiciones de fronztera para v y v' en los apo-
yos de la viga vy mediante condiciones de continuidad sobre
v y v' en los puntos donde coinciden las regiones de inte-
gracibén. C(omo el nlmero de condiclones siempre coincide

con el ndrero de consientes siempre es poslble resolverlas.
Entonces, 1las constartes evaluadas ﬂu»J 1 fustitulrse en
las expresjane: para v, obtcxicnjcse las expresiones fina-
les de la curva de dcflcxiép Este mérodo es conocido como
método de iategracicnes sucesivas

. PN i M I PR
g curvae Joe ouacilexidn para una

Detern {
viga Simp SopiTia ung Carga uniformemente
distribui ;3 fig. 107 Czicule ademés la de
flexibn mé: ¢l ¢laro v los 4dngulos: de rota-

cibn 8 v B, en los AT 0N
o A joiel
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Fig. 10.3 Viga simple con carga uniforme

Tomando como origen coordenado el apoyo izquierdo, la
ecuacién para el momento flector resulta ser:

gL x q x*?
m - > 2]

Asf, la ecuacibén difercncial de segundo orden resulta.

El v =-34522% . 4 X
— ¥ 7"’

Multiplicando por dx e integrando se obtienc:

v 2 3
Lx g x° -
EIv' = - $£2X o 49X 4 ¢ a
1 6 1 (a)
Por simetria, la pendlente v' de la curva de deflexidn
a le mitad del claro es cerc for lo quo tencmos la condl

cidr..



o sca v' (L/2) = 0. Aplicando csta condicién a la ccuaciébn
(a) se¢ obticne

que al ser sustituida en la ecuacibén (a) resulta:

2

Elv‘z-qlx___ +qx3+qL3
4 6 24

Multiplicando nuevamente por dx e integrando obtenemos

. glx? x " gl 3x
ELv = - S5+ d5p 22 4 G (5)

C2 puede evaluarse a partir de la condicidbén que v=0 cuando
x = 0, es decir v(0)
ecuacién (b) resulta
xién es:

0. Aplicando esta condicién a la
=0, por lo que la curva de la defle

(g}

2

v o= X (L - o21x? o+ x )
24FE1

Esta ecuacibdn proporciona la deflexibén en cualquier
punto a lo largo de la viga, siendo la deflexidén maxima.

- N 4
C o=y =24 L
~ max 384 1
Los éngulos de rotacién méximos ocurren en los apovos
de la viga, siendo 8, igual a le pendiente v'. Sustitu-
yendo, x=0 en la ecuacién 10. , se obtiene
- 1
4] = v' 0) = _a —_
a 384 I

De mancra anfiloga sc¢ obticne ¥, on 21 olro cxtireno.
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Ejemplo:
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10.5)  METODO DEL AREA DL HOMENIOS

En este métode se utilizan las propicdades del drea del
diagrama de momentc flexionante. El método es adecuado
cuando se requiere Gnicamente la deflexibén o el 4ngulo de
rotacién en un punto de la viga, porgue es posible determi-
nar tales cantidades sin encontrar primero la ecuacibén com-
pleta ce la curva de la deflexibn.

Este método estd basado en una interpretacién geométri-
ca de integrales cdefinidas.

Recordando la ccuacibn.

= =~ = curvatura

Reescribiendo c¢sta ccuacidbdn en la forma:

e = Lar =L 4 (10.10)
] ET

i

Donde d8 es el cambio infinitesimal en la pendiente de
la curva de deflexién ocurrida en una longitud infinitesi-
mal d1. Nbtese que (M/EI) d1 puede ser interpretada como
un 4rea infinitesimal como se representa en la figura 10.b.
Cada curvatura del diagrama podrd ser obtenida a partir del
diagrama de momentc flector, dividiendo el valor de este en
tre EI. Si la viga cs homogénea y tiene una scccién trans-
versal constante, los diagramas de momento y la curvatura
podrin tener la misma forma general como se puede ver en
las figuras 10. a y 10. b.

El cambio finito entre dos distintos puntos de la viga
puede ser obtenidc integrando la ecuacién "10.10) entre
los correspondientes limites.

P rr X
e e - |7 7 A (10.11)
\ d."\ Yo o

De lo anterior pode quo 12 integra
la expresién antsric: interpretada

]
PRI T myyyneg e T Y Gt v et v Te M 1o
0ajo La curvd dC o1& Jurvelura ocntre 105 punid

definida de
omo el drea

L. on
VoD

IR ]
O
[@ IR

‘o,

Areas positivas o aquellas arriba del eje x indlcan in
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L

cremento cn la pendicente mientras que frcas negativas
o abajo del cje X indicavan decremento de la pendicente.
Por lo que podemos afirmar que 1a jntegral represcenta el
cambio en la pendiente y no la pendiente misma.

77 ’ ] 7

lag ]

o)

Cercroide &3

rece Ay v

Fig. 10.4

La deflexién de la viga puede ser obtenida indirectamente
por medio de la Desviacibén Tangencial (tAB) definida como

la distancia, medida perpendicularmente al eje neutro, entre
el punto A en la curva de deflexiébn v una linea tangente 2
la curva de la deflexibén que pase por el punto B como se
puede ver en la fig. (10.4 <c). En la figura anterior cn
donde tanto la deflexién como la pendiente son grandemente
exageradas, podemos ver que:

thB = de
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Entorces

-
.
é
\i
y

AB . . 11 ds (10.12)

AB AB

donde % : : .

“AB es la distancia horizontal desde el punto A al
centroide del &rez @ entre los puntos Ay B en el diagrama
de curvatura. Pcr tanto, el 4rca del momento en el diagra
de la curvatura es siempre tomado alrededor del punto para
el cual la desviacién tangencial estd siendo determinada.

La ecuacién (10.12 ) representa el primer momento de
Area vy de esto sc toma el nombre del método.

Ya que % es necesariamente un némero positivo, AR

AB
podréd ser positivo cuando la correspondiente 4rea (a) de

la curvatura sca positiva y negativa cuando el 4rea es ne-
gativa. Un valory »nositivo para tAB indica que el punto A
cae encima de la linca tang

’

ente tratada desde el punto B,
y el nunto B, y 21 punto A cac

abaic esta la tangente si

t -2 négative.
AB = "% DS
Es importante nara su rcalicacién que t,p NO es la de-
: 4

lexisSn de los puntos A o B. Sin embargo mediante el si-
guiente ejemplo s¢ ilustrard que la desviaciébn tangencial
podré ser empleada para obtener la deflexidn.

Ejemplo.
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