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En este articulo se presentan los fundamentos te6ricos del metodo del elemento 

finito. En el se utilizan los conceptos de esfuerzo, deformaci6n y elasticidad 

lineal, estudiados en Ia asignatura Mecanica del media continuo, por lo que el 

metodo del elemento finito se puede considerar como una aplicaci6n de dicha 

asignatura. 

El metodo del elemento finito es una herramienta que se aplica al analisis de 

obras de ingenierfa como presas, edificios, carreteras, etcetera. 
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Metodo del elen1ento finito. Analisis lineal 

1. Introducci6n 

Para resolver un problema de ingenierfa se puede utilizar una soluci6n ana11tica o una soluci6n 
numerica; cuando se emplea la primera, se cuenta con una formula explfcita que permite considerar 
las variables significativas que intervienen en el problema. En ingenierfa civil se dispone de un cierto 
numero de soluciones analfticas, la mayorfa de las cuales estan basadas en Ia teorfa de Ia elasticidad 
lineal. Un ejemplo de una solucion analftica es Ia formula de Boussinesq para la determinacion del 
esfuerzo normal vertical en un media seminfinito, homogeneo, isotropo y linealmente elastica, la que 
se emplea para el amilisis de cimentaciones superficiales en mecanica de suelos. 

Sin embargo, no se dispone de soluciones analfticas para todos los problemas de ingenierfa, o si 
existen, pueden no ser satisfactorias. Se puede recurrir a una soluci6n numerica para resolver el 
problema, la cual consiste en discretizar el medio en estudio y aplicar los principios de la mecanica 
a cada elemento resultante de la division, para que despues, integrando las soluciones particulares en 
todo el media, se calcule la solucion general. Entre los metodos numericos que se emplean con 
frecuencia en ingenierfa civil se encuentra el mhodo de dijerencias finitas y el metoda del elemento 
finito (MEF). Asf, estos metodos numericos se aplican al analisis de presas de tierra y enrocamiento, 
tuneles, cimcntaciones profundas, etc. 

En este trabajo exponemos los principios basicos del MEF de una manera accesible al estudiante y al 
profesionista de Ia ingenierfa civil, dada Ia poca literatura que existe en nuestro pafs sobre el tema. 
Considerando un comportamiento elastico lineal de los materiales, ernpleamos el principia de que la 
energfa interna de deformacion es igual al trabajo externo entregado al sistema (despreciando las 
perdidas de energfa), lo que conduce al establecimiento de las ecuaciones del MEF. Como dijimos, se 
exponen los conceptos en forma sencilla; para esto, a! final de cada tema se incluye un ejemplo con 
el prop6sito de ilustrar Ia aplicaci6n de los conceptos basicos estudiados. 

No obstante que se supone un campartamiento elastica lineal del media, la aplicaciort del MEF para 
este caso es muy arnplia en la ingenierfa civil, sobre tado si se trabaja con modulos secantes de 
deformacion (o modulos secantes de rigidez o elasticidad) en las curvas esfuerzo-deformacion de los 
materiales. 



En el inciso 2 presentamos el metodo del elemento finito y la deducci6n de sus ecuaciones matriciales 
para un medio is6tropo. Un caso pnictico de interes es el de medios heterogeneos y anis6tropos (por 
ejemplo rocas o suelos estratificados), este tema se ex pone en el inciso 3. 

En el inciso 4 se analiza el metodo del elemento finito dinamico. Es importante conocerlo para el 
amilisis de obras de ingenierfa en regiones sfsmicas o para la cimentaci6n de maquinaria. 

Cabe aclarar que la aplicaci6n de metodo del elemento finito requiere del auxilio de las computadoras 
electr6nicas, dada la gran cantidad de operaciones numericas que se realizan. Por tanto, a partir de los 

principios basi cos y de las ecuaciones matriciales obtenidas, se necesitan elaborar programas de 
computadora que permitan resolver los problemas planteados en forma relativamente sencilla y 
expedita. 

2. Metodo del elemento finito 

El metodo del elemento finito es un procedimiento qut: sirve para conocer el estado de esfuerzo y 
deformaci6n (y por ende los desplazamientos) en un medio continuo que puede ser heterogeneo y 
anis6tropo. Basicamente consiste en discretizar el medio mediante elementos y a partir de estos, 
estudiar el comportamiento de ellos en forma individual, para despues acoplarlos y conocer con ello 
las condiciones generales en el medio. 

Para ilustrar lo anterior, consideremos un medio continuo y dividamoslo en triangulos como se indica 
en la figura 1. Al aplicar un sistema de fuerzas externas en los vertices (o nudos) de los triangulos 
ocasionamos que el medio se deforme y se presenten desplazamientos en dichos vertices. Las 

ecuaciones del metodo del elemento finito se obtienen valuando el trabajo de las fuerzas externas y el 

trabajo acumulado debido a los esfuerzos internos (o energfa interna de deformaci6n). Para el caso 
elastico lineal ambos trabajos se igualan, dado que se desprecian las perdidas de energfa, lo que 
conduce a un sistema de ecuaciones lineales en el que las fuerzas en los vertices de los triangulos 
quedan en funci6n de los desplazamientos en dichos vertices. La resoluci6n de este sistema permite 
conocer los desplazamientos en los nudos ( o vertices de los triangulos), lo que a su vez determina los 
esfuerzos dentro de los triangulos en los que se dividi6 el medio. 

FIGURA 1. Medio continuo dividido en triangulos 
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Detallemos el procedimiento anterior considerando un triangulo cualquiera dentro del medio y si 
suponemos que se conocen los desplazamientos en los vertices despues de la deformaci6n (figura 2), 
obtendremos los desplazamientos, las deformaciones unitarias y los esfuerzos dentro del triangulo en 
funci6n de los desplazamientos·en los nudos del mismo, ya que son relaciones que se necesitaran para 
valuar el trabajo interno de deformaci6n. 

y 

FIGURA 2. Desplazamientos en nudos de un triangulo 

Encontremos primeramente los desplazamientos u y v en cualquier punto dentro del triangulo en 
funci6n de los desplazamientos en los nudos (Zienkiewicz 1977). Supongamos que u y v son funciones 
lineales de las coordenadas x y y : 

(1) 

(2) 

Sustituyendo los valores de las coordenadas de los nudos de los triangulos en la ecuaci6n (1) 
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Es decir 

a:ll + C\:12 X; + a: l3 Y; = U; 

a: 11 + a:12 xj + a: 13 yj = uj 

a: 11 + a: 12 xk + a:13 Yk = uk (3) 

Despejemos los valores de a: 11 , a: 12 y a: 13 de las ecuaciones (3). Empecemos con a:ll; utilizando la regla 
de Cramer: 

u xi Y; l 

uJ Xi YJ 

uk xk yk 
all 

1 xi Y; 

X} YJ 

1 xk yk 

(4) 

en donde: 

2A (5) 

y A = area del triangulo. 

De manera analoga 

(6) 

(7) 
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Al sustituir los valores de a 11 , a 12 y a 13 en Ia ecuaci6n (1): 

Llamando 

u • 2~ { u, [(xi y, - x, yi) + (Yi - y,) x + (x, - xJ y] 

+ ui [(xk Yi - xi Yk) + ~k - Yi) x + (xi - xk) Y] 

+ u, [(x,yi- y,xi) + (Y,- y,) x +(xi- x,) y]} 

y sustituyendo en Ia ecuac:i6n (8) 

AI proceder de forma similar para el desplazamiento vertical v: 

es decir 

5 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 



0 0 

0 a+}' x+x v 
I 1k k;o 0 

Si llamamos 

-
un, 

a; +y;kx +xk;Y 0 a +\',X+X V 
I • 'I I k· 0 

N=_l 
2A 

0 a; +yikx + xk;Y 0 a+vx+xv 
j · k I I k· 

queda 

u !v' u" 

a N se le denomina matriz de forma. 

0 

0 ak + Y. X +X ·}' 
. • I) } I 

ak+yiJ X+ X1;Y 0 

0 ak +yl
1
x + x1)' 

v 
I 

" "; 

v 
k 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Determinemos a continuac10n las deformaciones unitarias dentro del elemento en funci6n de los 

desplazamientos en sus nudos. 
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De acuerdo con la teorfa de la deforrnaci6n sabemos que la deforrnaci6n lineal unitaria ex vale 

c 
X 

la deformaci6n lineal unitaria 

y la deformaci6n angular unitaria 

Yn· 
au 
ay 

au 
ax 

av 
ay 

+ 
av 
ax 

Empleando las ecuaciones (11) y (12): 

1 
£

1
. - (v xk. + v. x k + vk x) . 2A I J J I Jl 

En forma matricial 

0 ex 

[ :· 
0 Yu yij 

1 0 0 £} xk; xik 
2A 

'Yxv )'; k xik yki X 
k; J I 

7 

ui 

0 

l 
VI 

uJ 
xJi 

VJ 

Y;J 
uk 

vk 

(18) 



Denominando 

ex 

c sY (19) 

'Yn 

y 

[ y~, 0 yki 0 Y;J 0 

l B 1 
xk; 0 0 (20) xik X. 

2A J I 

xkJ yjk xlk yki x. yij J I 

queda 

c = B ue (21) 

Determinemos a continuaci6n los esfuerzos dentro del triangulo en funci6n de los desplazamientos en 
sus nudos. 

Sabemos que, por la teoria de la elasticidad lineal: 

1 
E [a, - v (a,. + a)] 

1 - [a - v (a + aJ] E .\ X '-

1 
Yrv G 7n 

donde 

G E 
2 (1 + v) 

En un problema bidimensional debemos distinguir entre un estado de esfuerzo plano y un estado de 
deformaci6n plana. 

Para el caso de esfuerzo plano a~ = 7,2 = 7,.2 = 0, por tanto 
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es decir 

'Yn· 

1 
- (a - v u ) '~~ £ y x ' tx.r· 

- v 

1 

0 

2(1+v) 
E T,, 

a 
X 

Tn 

Despejemos a" a, y T, .~ de esta ecuaci6n matricial, empleando la regia de Cramer: 

8 -viE 0 
I 

8, liE 0 

'Y.n 0 2(l+v)IE 
E 

a (8, + v 8,) 
X 1- v2 

1 -v 0 
1 

1 0 -v 
E3 

0 0 2(1 +v) 

De manera similar 

E 
(8, v 8,) a, + 

1-v 2 

Pero 

E 
T )', \ \\ 2(1 + v) 

Es decir 

J 
a, 1 v 0 8x 

a.~ E v 1 0 8_,. 

l 1 - v2 
1- v 7xv 0 0 'Yx y 

2 
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al denominar 

ax 

Q av (23) 

7,_\' 

y 

1 /! 0 

D 
E /! 1 0 

1 - /! 2 1 -v 
0 0 

(24) 

2 

queda 

a= D c (25) 

AI sustituir Ia ecuaci6n (21) en Ia ecuaci6n (25): 

Q = D !l_ y_e (26) 

Se puede demostrar en forma similar que Ia matriz D para una condici6n de deformaci6n plana vale: 

D £(1-v) [ 
1 

v/(1

0

-v) 
(1 + F) (1 - 2v) 

v/(1-v) 0 l 
~ (1 - 2v) ~2 (1 - v) 

(27) 

Con las expresiones anteriores estamos ya en condiciones de obtener las ecuaciones del elemento finito, 
para lo cual valuaremos el trabajo de las fuerzas externas y el trabajo interno de deformaci6n 
acumulado, para despues igualarlos. 

El trabajo de las fuerzas externas vale (figuras 2 y 3) 

es decir 

1 1 1 1 1 1 _ P u + _ Q v ... - P u + - Q v + - P, uk + - Qk v ,. 
2 l l 2 ll 2 j j 2 )} 2" 2 ' 

w 
c 

1 (y_ef f." 
2 

10 

(28) 



siendo 

pi 

Qi 

p 
pe J 

Qj 
(29) 

pk 

Qk 

y 

FIGURA 3. Cargas en los nudos de un triangulo 

El trabajo interno acumulado dentro del triangulo, por unidad de volumen, vale: 

1 1 1 
2 ex ax + 2 cv av + 2 'Y r y Tx y 

1 
- cT a 
2 - -

El trabajo interno en todo el volumen del triangulo vale: 

J w; dVol f ..!.. cT a dVol 
2 - - (30) 

Vol Vol 

11 



Igualando las ecuaciones (28) y (29): 

Pero, por las ecuaciones (21) y (17) 

Por tanto 

w e w 
I 

f _.!._ cT a dVol 
2 - -

Vol 

u = N ue 

(y_el e_e f (f1 y_el Q d Vol 

Vol 

f (y_e)T f1T Q dVo! 

Vol 

(y_el e_e = (y_e)T f f1T Q dVol 

Vol 

es decir 

pe f f1T Q dVol 

Vol 

Pero 

Q = D f1 fie 

Por tanto 

pe f f1T D f1 y_e dVol 

Vol 

pe = !l.T D !1 ue I dVol 

Vol 

12 

(26) 



Si el espesor t del triangulo es constante: 

pe = !l_ T D !l_ !.!_ e At = At !l_ T D !l_ !.!_ e (31) 

en donde A es el area del triangulo. 

Llamando 

Ke = At BT D B (32) 

Siendo Ke la matriz de rigidez del elemento, queda 

(33) 

(34) 

La ecuacion (34) es valida para un elemento dentro del media. La podemos aplicar entonces para todos 
los elementos (triangulos) de la region en estudio. Si llamamos K ala suma de las matrices de rigidez 
de todos los triangulos, !~ al vector de desplazamientos de todo el media y f. al vector de cargas en 
todos los nudos del media, entonces la ecuacion (34), valida para un triangulo, se puede escribir de 
Ia siguiente forma para todo el media: 

Ku==P (35) 

donde K se denomina matriz de rigidez en to do el media. 

La ecuacion (35) da Iugar a un sistema de ecuaciones en el que las incognitas son los desplazamientos 
en los nudos de los elementos. La resolucion de este sistema permite determinar estos desplazamientos. 
Para hallar las deformaciones unitarias y los esfuerzos de cada elemento se emplean las ecuaciones (21) 

y (26) de cada triangulo. 

Ejemplo 1. Determine los desplazamientos de los puntas 1 y 2 del media isotropo mostrado en la 
figura siguiente. Considere un estado de deformacion plana. 

E = 65 tonlm2 
, 

v =0.15 

13 



5 ton I m2 

! ! 

CD 
0.8 m 

1.2 m 

FIGURA 4. Ejemplo 1. Medio isotropo 

Soluci6n 

Triangulo u, v, ui /)) uk vk 

1 ul /)1 u3 /)3 u2 /)2 ( sentido antihorario) 

2 u2 /)2 u3 /)3 u4 /)4 (senti do antihorario) 

Formulas 

Ku=P (35) 

Ke ue - pe (33) 

n 

K = E Ke ne 
I =I i 

ne = numero de elementos = 2 

Ke =At BT DB (32) 

Determinacion de las matrices !l. y D 

Triangulo 1 

A 
1 
- det A 
2 

(5) 
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Aplicando la ecuaci6n (5) 

2A = 0.96 m2 

A = 0.48 m2 

AI emplear la ecuaci6n (20) 

ul ~~~ UJ 113 u2 II, 

- 0. 8333 0 0 0 0.8333 

0 8~33] B = [ 0 1.25 0 - 1.25 0 -) 

1.25 -0.8333 - 1.25 0 0 

Empleando la ecuaci6n (27) 

12.112 [ 68.634 28~61 l D = 12.112 68.364 tonlm 2 , deformaci6n plana 
-1 

0 

Triangulo 2 

u2 

[ 1~5 B 
-:1 

D 
-2 

0 

2 A = 0. 96 m2 (ecuaci6n 5) 

112 u, 

0 -0.8333 

1.25 0 

0 0 

[ 

68.634 

12.112 

0 

113 u4 

0 0.8333 

0 0 

- 0.8333 - 1.25 

12.112 

68.634 

0 

~ ] ton/m 2 

28.261 

Determinacion de las matrices de rigidez K' de cada elemento. -, 

15 

114 

0 l - 1.25 

0.8333 

(20) 

(27) 



Triangulo 1. Utilizando :la ecuaci6n (32) 

ul vl u3 v3 u2 v1 

44.072 - 20.186 - 21.196 6.056 -22.876 14.130 ul 

- 2:0.185 60.693 14.130 -51.273 6.056 - 9.420 vl 

- 21.196 14.130 21.196 0 0 - 14.130 u3 
Ke=AtBrDB= 

6.056 -51.273 0 51.273 - 6.056 0 v3 

- 22.876 6.056 0 - 6.056 22.876 0 u2 

14.130 -9.420 - 14.130 0 0 9.420 v2 

Triangulo 2. Utilizando la ecuaci6n (32) 

u2 v2 u3 vJ u4 v4 

21.196 0 0 - 14.130 - 21.196 - 14.130 u2 

0 51.476 - 6.056 0 6.056 -51.476 v2 

0 - 6.056 22.876 0 - 22.876 6.056 u 
Ke=AtBrDB= 3 

- 14.130 0 0 9.420 14.130 -9.420 vJ 

- 21.196 6.056 -22.876 14.130 44.072 - 20.186 u4 

14.130 -51.476 6.056 - 9.420 - 20.186 60.895 v4 

Pero 
u3 = v3 = u4 = v4 = 0 

por tanto 

ul vl u2 v2 

44.042 - 20.186 - 22.876 14.130 ul 

- 20.186 60.693 6.056 - 9.420 vl 
K = Ke + Ke 
- -) --2 -22.876 6.056 44.072 0 u2 

14.130 -9.420 0 60.896 Vz 

El vector !:!:. esta dado por 
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ul 

vl 
u 

Uo 

Vo 

El vector P vale 

pl 

p 
Ql 

Po 

Q2 

De las figuras 3 y 4 

pl = ?2 = 0 Ql 
-5 X 1.2 -3 ton 

5 
Por tanto 

0 

- 3 
p = 

0 

- 3 

Q
2 

-3 ton 

La ecuaci6n (35) queda 

44.072 -20.186 -22.876 14.130 ul 0 

- 20.186 60.693 6.056 - 9.420 vl - 3 

- 22.876 6.056 44.072 0 u2 0 

14.130 -9.420 0 60.896 v
2 

- 3 

Al resolver el sistema de ecuaciones 

u 1 = - 0.007362 m v1 = - 0.06119 m 

u2 = 0.004586 m v2 = - 0.05702 m 
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3. Medio anis6tropo 

El metodo del elemento finito tam bien se aplica a un medio anis6tropo. Obtengamos las expresiones 
correspondientes a esta condici6n, para lo cual consideremos el elemento de la figura 5(a). Las 

propiedades E1 y v1 corresponden a la deformaci6n en la direcci6n de los pianos de estratificaci6n 

( direcci6n x 1 ) y E2, G2 y v 2 a la direcci6n normal a los pianos de estratificaci6n ( direcci6n y 1 
) . 

y 

~ ry 'i' l 

IJt 

~ tYxy 
\ 

1. 

1 
X Ex Ex 

l 
fYxy 

l&y 
(a) (b) 

FIGURA 5. Medio anis6tropo ( estratificado). (a) Geometria y propiedades elast1cas. 
(b) Estado de deformaci6n en el sistema global x-y 

Se puede demostrar (Zienkiewicz 1977, Lekhnitskii 1981) que las deformaciones para el caso 

tridimensional estan dadas por 

c~ a~ /E1 - v2 a: IE: - v1 a~ IE1 
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I 1 I 

Y,~ T 
G, \ ~ 

La matriz D1 para esfuerzo plano (Q 1 = !2_ E
1

) vale 

n n v, 0 
-

Dl E2 
11 IJ, 1 0 (36) 

2 1 - n v2 
0 0 2 m (1 - n v2 

siendo 

-
n 

£1 
(37) 

E2 

m 
G2 

(38) 
E2 

Para deformaci6n plana la matriz D 1 esta dado por 

n (1 - n v{) n~'2 (1+v 1 ) 0 

Dl = 
E2 1 

(39) n v2 (1 + v1) 1 - vj 0 
2 (1 + v1) (1 - v1 - 2n v2 ) 

2 0 0 m(1 + v1)(1- v1 - 2nv2 ) 

La matriz D 1 corresponde al sistema local x 1 
- y 1 

• Para encontrar la matriz D correspondiente al 
sistema general x - y, obtengamos primero las deformaciones unitarias §.1 en el sistema local en 
funci6n de las deformaciones unitarias §. en el sistema general. De la figura 5(b) y utilizando la teoria 
de la deformaci6n 

E~ Ex cos2 {3 + EY sen 2 {3 + 'Yn sen {3 cos {3 

E1 = E sen 2 {3 + E cos2 {3 - 'V sen {3 cos {3 
y x y 'x-' 

'Y~y = - 2 Ex sen {3 cos {3 + 2 EY sen {3 cos {3 + 'Yxy (cos2 {3 - sen 2 {3) 
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Obtengamos a continuaci6n la matriz D del sistema general, para lo cual valuamos el trabajo de 

deformaci6n en los sistemas local y general, y los igualamos (Zienkiewicz 1977): 

1 (Qil §_/ 
1 aT£ 

2 2 

pero 
a/ = D! £ 

! = D c (25) a 

Por tanto 

20 



pero D T = D por ser D una matriz simetrica, por tanto 

por Ia ecuaci6n ( 40) 

por consiguiente 

es decir 

(42) 

Por lo demas, una vez obtenida D para un elemento, el analisis es totalmente analogo a! desarrollo 

para un medio is6tropo (inciso 2). 

Ejemplo 2. Determine los desplazamientos en los puntos 1 y 2 del medio anis6tropo mostrado en Ia 
figura 6. Considere un estado de deformaci6n plana. Las propiedades de los elementos son las 

siguientes: 

Elemento 

1 
2 

205 

80 
0.26 

0.16 

180 

65 

82 

30 
0.25 
0.15 

E1 y v 
1 

son propiedade~~ en direcci6n paralela a los pianos de estratificaci6n y £ 2 , G2 y v2 son 

propiedades en direcci6n normal a Ia estratificaci6n. 

1.2 m 

FIGURA 6. Ejemplo 2. Medio anis6tropo 
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Solucion 

Calculo de los valores de D 1 

Elemento 1: n = E/E2 = 1.1389, m = G21E2 = 0.4556, ecuaciones (37) y (38) 

Utilizando la ecuaci6n (39) 

[ 

252.861 

D 1 = 85.745 
-1 

0 

Elemento 2: n = 1.2308, m = 0.4615 

[ 

85.465 

D 1 = 15.295 -z 
0 

Calculo de los valores de T 

85.745 

222.884 

0 

15.295 

69.588 

0 

Elemento 1, {3 1 = - 3 r. Empleando la ecuaci6n ( 41) 

[ 

0.6378 

II = 0.3622 

-0.4806 

Elemento 2, {32 = 28 o 

Calculo de los valores de D = I D 1 Ir 

0.3622 

0.6378 

0.4806 

0.2204 

0.7796 

- 0.4145 

22 

82L] 

29L] 

0.9613] 
- 0.9613 

0.2756 

-0.8290 l 
0.8290 

0.5592 



[ 247.508 80.240 - 5.624] 
D 80.242 239.246 - 8. 7829 -1 

- 5.622 - 8.7825 76.505 

[ 81.196 16.065 
3.808] 

D 16.065 72.317 2.773 -2 

3.809 2.772 30.764 

Calculo de la matriz de rigidez del medio. 

Para cada elemento 

Las matrices !1 son las mismas del ejemplo 1 

u1 v 1 u, v3 u2 v2 

145.497 - 86.831 - 60.190 46.705 - 85.307 40.128 u1 

- 86.831 213.716 44.838 - 183.826 41.994 - 29.893 v1 

- 60.190 44.838 57.379 - 6.587 2.811 - 38.254 u3 Ke 
-1 46.706 -183.826 - 6.587 179.435 - 40.120 4.391 v3 

-85.308 41.993 2.812 -40.120 82.496 - 1.874 uz 

40.125 -29.891 -38.251 4.391 - 1.874 25.501 v2 

u2 v2 u3 v3 u4 1'4 

23.073 2.079 - 1.904 -15.382 -21.169 13.303 u2 

2.080 54.238 - 8.032 - 1.387 5.953 - 52.852 v2 

- 1.904 - 8.032 27.063 1.269 -25.159 6.763 u3 
Ke 
-2 - 15.381 - 1.386 1.270 10.254 14.112 -8.868 v3 

- 21.169 5.953 -25.159 14.112 46.328 -20.065 u4 

13.302 -52.852 6.763 - 8.867 -20.064 61.720 v4 
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Pero 

Por tanto 

K ~ Ke + Ke - -I --2 

u 

Resolviendo el sistema 

4. Amilisis dimimico 

u] ~ v] ~ u4 ~ v~ ~ 0 

ul 

145.479 

- 86.831 

- 85.308 

40.125 

ul 

VI 
p 

u2 

v2 

-12 X 1.2 
2 

I' I u2 

-86.831 -85.307 

213.716 41.994 

41.993 105.569 

-29.891 0.205 

p 
I 0 

Ql -7.2 

p2 0 

Q2 -7.2 

-7.2 ton, Q
2 

-7.2 ton 

K u P 

u1 ~ 0.03348 m, v1 ~ - 0.04653 m 

u2 ~ 0.04581 m, v2 ~ - 0.12470 m 

v, 

40.128 ul 

-29.893 VI 

0.205 u2 

79.739 v2 

Iniciamos este inciso con un caso sencillo para ilustrar el comportamiento dimimico de una masa de 
un grado de libertad, para despues extenderlo a un medio donde se han trazado elementos finitos. Dado 
que se trata de un fen6meno en el que interviene Ia aceleraci6n, Ia ecuaci6n resultante del movimiento 
es una ecuaci6n diferencial de segundo orden, cuya resoluci6n numerica se puede llevar a cabo 
empleando el metodo de diferencias centrales o el de Newmark. En Ia parte final del incisG se 
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presentan las ecuaciones del elemento finito para el caso particular en el que se consideran 
desplazamientos horizontale« 

Como mencionamos, para comprender el comportamiento dinamico de un cuerpo, consideremos el caso 
sencillo de una masa de un grado de libertad sometida a las condiciones de movimiento ilustradas en 
Ia figura 7(a). El fen6meno ffsico consiste en una masa que se esta desplazando hacia la derecha, pero 

con una aceleraci6n .X hacia la izquierda. Aun cuando .X tiene signo positivo en la figura mostrada, 

el fen6meno que ocurre en Ia masa es una desaceleraci6n de izquierda a derecha. La aceleraci6n .X, 

la velocidad x, y el desplazamiento x se ponen con signo positivo para que haya consistencia 

algebraica en sus signos. X0 representa el desplazamiento de la base y x el desplazamiento de la masa. 
A su vez u es el desplazamiento relativo entre Ia masa y la base. 

x 
y -

j+---X:!.lo~---i~o\ooll4~u-+l.,l 

j+--:..:....x ----.t 

a) Masa que se desacelera 
de izquierda a derecha 

0 -ku -cu 

b) Diagrama de cuerpo 
libre de Ia masa 

FIGURA 7. Movimiento de una masa de un grado de libertad. (a)Masa que se acelera de izquierda a 
derecha. (b) Diagrama de un cuerpo libre de Ia masa 

Hagamos un diagrama de cuerpo libre de Ia masa figura 7(b); estableciendo la ecuaci6n de equilibria 
dinamico y utilizando el principia de D 'Alembert, segun el cual la fuerza dinamica se puede agregar 

al equilibria dinamico como una fuerza igual a mx, pero con sentido contrario a la aceleraci6n, se 

obtiene 

ku+cu~m.x 0 

pero 

x = x
0 

+ u , u = x - x0 , .X = x0 + u 

sustituyendo en la ecuaci6n ( 42) 

m (.X
0 

+ u) + c u + k u = 0 

m u + c u + k u = - m x0 
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Resulta interesante no tar en la ecuaci6n ( 43) que el efecto de la aceleraci6n de la base i 0 es equivalente 

a aplicar una fuerza dimimica de magnitud igual a mi
0 

y sentido contrario a x
0 

(Clough y Penzien 

1975). 

Para sistemas de varios grados de libertad, Ia ecuaci6n (43) se debe cumplir en cada una de las masas 
del sistema. Cuando se emplea el metoda del elemento finito, tambien se debe satisfacer en cada uno 

de los nudos de los elementos; esta condici6n se puede poner en forma matricial de la siguiente forma 

Ku + Cu +Mii -M x - -o (44) 

En la ecuaci6n (44), !{ es la matriz de rigidez. ~ es Ia matriz de amortiguamiento y M es Ia matriz 

de mas a, todas ell as correspondientes a! sistema global; li es el vector de desplazamientos relativos 

entre los nudos de los elementos y Ia base del sistema ( u "' x - x ) , i es el vector de aceleraci6n - -- -o -o 

de la base del sistema, el cual para una base rfgida tiene todos sus elementos iguales a ~J , siendo este 

valor igual a Ia magnitud de Ia aceleraci6n de Ia base rigida del sistema. 

La matriz de rigidez !{ se forma como se vio en el inciso 2 de este tema. La matriz de amortiguamien­

to ~ se puede construir como Ia suma de una fracci6n a de Ia matriz de rigidez y una fracci6n f3 de 

Ia matriz de masa, e~ decir 

Este es el amoniguamiento de Rayleigh o amortiguamiento proporcional, en el cual C es una matriz 

ortogonal (Cook 1 <JSl). 

La matriz M es Ia matriz de masa del sistema y se forma sumando las matrices de masa de cada uno 

de los elementos; por ejernplo, para el elemento de Ia figura 2, Ia matriz de mas a vale: 

ul /) u /)) uk /)k 
I J 

pAt/3 0 0 0 0 0 u 
I 

0 pAt/3 0 0 0 0 /) 
I 

0 0 pAt/3 0 0 0 u (45) 
J 

Me 
0 pAt/3 0 0 0 0 /) 

J 

0 0 0 0 pAt/3 0 uk 

0 0 0 0 0 pAt/3 /)k 

en donde 
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p = masa especifica del material - 'Y 
g 

A = area del elemento 

t = espesor del elemento 

La ecuaci6n (45) equivale a concentrar la masa del elemento en partes iguales en cada uno de los 

nudos. Esta ecuaci6n se puede escribir tambien como 

u 
I 

v u VJ uk vk I J 

1 0 0 0 0 0 ul 

0 1 0 0 0 0 v, 

pAt 
0 0 1 0 0 0 uJ (46) 

Me 
3 0 0 0 1 0 0 vJ 

0 0 0 0 1 0 uk 

0 0 0 0 0 1 vk 

La soluci6n numerica de Ia ecuaci6n ( 44) se puede encontrar empleando un metodo explicito o un 

metodo implfcito. Dentro del primero se cuenta con el procedimiento de diferencias centrales, en el 

cual Ia velocidad u y Ia aceleraci6n ii para un tiempo t estan dadas por 
-r -r 

(47) 

1 (u - 2 u + u ) 2(ll t)2 -r • ::.r -r -r- t:.t 
(48) 

en donde ll t es el incremento de tiempo. 

Sustituyendo las ecuaciones ( 4 7) y ( 48) en Ia ecuaci6n ( 44) se obtiene 
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la cual permite obtener la respuesta dimimica del sistema. 

Las ecuaciones (47) y (48) se deducen de la siguiente forma: hagamos la expansion de dos funciones 

f (t + ~t) y f (t - ~t) por medio de series de Taylor. 

f (t + ~ t) = f(t) + f (t) ~ t + f1 (t) (~ t)2 + f11 (t) (~ t? + 
1! 2! 3! 

f(t - ~ t) = f(t) - f (t) ~ t + f1 (t) (~ t)2 
1! 2! 

f/1 (t) 
-3-!- (~ t)3 + 

Restando las ecuaciones (50) y (51) 

f(t + ~t) -j(t- ~t) = 2f (t)~t + 

f (t) "" j(t + ~ t) - f(t - ~ t) 
2~t 

Sumando las ecuaciones (50) y (51) 

f(t + ~t) + f(t- ~t) = 2f(t) + f 1 (t)(~t? + 

f1 (t) -'- j(t + ~ t) - 2f(t) + f(t - ~ t) 

(~t? 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

Las ecuaciones (52) y (53) puestas ahora para todos los grados de libertad de un sistema global se 

traducen en las ecuaciones ( 4 7) y ( 48). 

Veamos a continuacion como emplear la ecuacion ( 49). Conocemos las condiciones iniciales u y u , 
--{) --{) 

sino se proporciona u lo calculamos con la ecuacion (44). Enseguida se emplean las ecuaciones (47) 
--{) 

y (48) para valuar !:!:_ tlt ' dado que este se requiere para iniciar los calculos: 

u =u -~tu 
-- !J.t --{) --{) 
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Las ecuaciones (49), (47) y (48) se emplean repetitivamente: Ia (49) da "Y_
1 

, y las (47) y (48) dan !!:.Llt 

y !:!_ (si estas se requieren); de Ia ecuaci6n (49) obtenemos ahara u y asi sucesivameme. La 
!lt 4 !lt 

soluci6n de esta ecuaci6n es trivial si M es diagonal y {;;, es diagonal o cero. El metoda de diferencias 

centrales x es condicionalmente estable (Cook 1981). 

El metoda de Newmark est<i basado en las siguientes expresiones 

(55) 

(56) 

donde (3 y 1 son panimetros que puede elegir a criteria el analista, los cuales se pretende aceleren la 

convergencia del procedimiento. La ecuaci6n (55) se resuelve para u ; sustituyendo este valor y 
-r + ~~ 

las ecuaciones (55) y (56) en Ia (49), escrita para t + Ll t . se llega a un metoda implicito, en el cual 

(Cook 1981) 

[
K+-1 C+_l_M] 
- (3 D. t - (3 (D. d - u 

-r + ~t 

+M 
1 u + 

--r (3 D. t 

c { ( 
- (3/J.t 

u + 
-r 

zi l 
-r J 

-Mi - -o 
(57) 

Las ecuacwnes (55) y (56) estan basadas en una cierta variaci6n de Ia aceleraci6n; por ejemplo, 

suponiendo una aceleraci6n promedio constante se obtiene, para un sistema de un grado de libertad 
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Las ecuaciones (55) y (56) (para varios grados de libertad), con {3 = 114 y r = 0.5, son equivalentes 

a las ecuaciones (59) y (58) (para un grado de libertad), respectivamente. 

Para resolver la ecuaci6n (57) procedemos de la siguiente forma (Cook 1981): conociendo las 

condiciones iniciales u y u calculamos el valor de u empleando la ecuaci6n (44). La ecuaci6n (57) -o -o -o 

se resuelve para determinar u y de las ecuaciones (55) y (56) se obtienen u v u , respectivamen--.::., -.::.r .l -.::.r 

te. Luego con la ecuaci6n (57) se obtiene !!:.c..::.r y asi sucesivamente. La soluci6n de la ecuaci6n (57) 

no es trivial, pero se requiere invertir la matriz una sola vez si el incremento de tiempo no varia. 

El metodo de Newmark es incondicionalmente estable si r ;;::: 0.5 y {3 > (2 r + 1?116. Si 

introducimos un amortiguamiento artificial entonces r > 0. 5; si el amortiguamiento es negativo 

r < 0.5. Sir = 0.5 y f) = 0 el metodo de Newmark se reduce de diferencias centrales. La mejor 

combinaci6n de panimetros para que un metodo implicito pueda ser incondicionalmente estable para 

problemas lineales, se establece cuando r = 0.5 y {3 = 0.25, siendo un metodo de aceleraci6n promedio 

constante (Cook 1981). 

En ocasiones cuando se presentan estratos horizontales del suelo o roca, conviene trabajar unicamente 

con desplazamientos horizontales. En estas condiciones las matrices de forma fl., de elasticidad D y 

de masa M, para un elernento, estanin dadas por las expresiones que se presentan a continuaci6n. 

De la ecuaci6n (20) haciendo v. v v = 0 y E, = 0 
I j k 

u, u; uk 

[ Y,- y, Yk- Y1 
Y,- Y, l c (60) X 

B 
1 

2A 
x -x xi -xk x -x lxy k j j I 

De la ecuaci6n (27), haciendo c;Y = 0 

ex lxv 

[ 
1 - v 

I ~2v] 
ex 

D E 
(1 + v) (1 - 2 v) 0 

lxy 

(61) 
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De la ecuaci6n ( 46), hac iendo v, "" v
1 

"" v, "" 0 

P A r 
3 

u, 

(62) 

Las ecuaciones (60), (61) y (62) se emplean cuando se hace un amilisis dimimico y se consideran 

desplazamientos verticales iguales a cero. 

Ejemplo 3. Determine los desplazamientos horizontales en los puntas 1 y 2 para 0.1, 0.2 y 0.3 s, del 

medio mostrado en la figura 8, el cual est a sometido a una aceleraci6n de 0. 2 g en su base. Las 

propiedades del media son 

E "" 800 ton/m2
• 

Condiciones iniciales: para t 0, u 
-o 0' ll -o 

v "'0.30 

0 

Considere un estado de deformaci6n plana y unicamente desplazamientos horizontales. 

y 

~ 20m •I 
1 2 

30m 

xo = 0.2 g 

FIGURA 8. Ejemplo 3. Analisis dinamico 

31 



Soluci6n 

Numero de nudos 

Triangulo u, uJ uk (La numeraci6n debe ser en sentido 

1 ui UJ U.;, antihorario) 

2 ui u4 u2 

Determinacion de las matrices !l y D 

Triangulo 1 

Empleando la ecuaci6n (5) 

2A = X V 
1 ·; i. -r X} Yk, +X V 

k - l J 
=600m2 

A =300m2 

Utilizando la ecuaci6n (60) 

ui u3 u .. 

[ 0 03:33 
-0.05 0 0~] 8 

X 

B 
- 0.0333 -I 'Yx v 

m -I 

Aplicando la ecuaci6n (61) 

0 
] tonlm 2 

307.692 

Triangulo 2 

Usando las ecuaciones (5), (60) y (61) 
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2 A =600m2 

A =300m2 

[ -0.05 0 0.05 ] B m -1 
-~ 0 - 0.03333 0.03333 

D 
--:! 

0 
] ton/m 2 

307.692 

Determinacion de la matriz de rigidez K del medio. 

Usando la ecuaci6n (32) 

u1 u3 

[ 
102.543 - 102.543 

Ke =At BT DB - 102.543 910.233 
- --

- 102.543 - 807.690 

t = 1 m, A = 300 m2 

l/1 u4 

[ 
807.690 0 

Ke = AtBTDB = 0 102.540 
-2 - --

- 807.690 - 102.540 

La matriz de rigidez de todo el medio vale 

K = Ke + Ke 
-1 -2 

33 

u4 

- 80~ 690 l 
-807.690 

u2 

-807.690 l 
- 102.540 

910.230 

u1 

u3 

u4 

ul 

u4 

u2 



ui 

910.23 

- 807.69 
K = 

- 102.54 

0 

Pero u3 = u4 = 0, por tanto 

K = [ 

u, 

- 807.69 

910.23 

0 

- 102.54 

9-10.23 

-807.69 

u3 

102.54 

0 

910.23 

- 807.69 

- 807.69 ] u1 

910.23 u2 

Determinacion de Ia matriz de masa concentrada M del medio. 

Utilizando Ia ecuaci6n (62), con p = y/g = 1.8/9.8 = 0.1837 ton s2/m4 

ui u3 u4 

[1St 
0 0 l 

Me 18.367 

18~67 J 
-] 

0 

u4 

0 l 
- !02.54 J 
- 807.69 

910.23 

ui 

u3 

u4 

M; [ 18~67 0 

18.367 

0 18~67] :: 
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ul u2 u3 u4 

36.735 0 0 0 ul 

- Me + M:· 
0 18.367 0 0 u2 

M - 1 

0 0 18.367 0 u3 

0 0 0 36.735 u4 

Pero u3 = u4 = 0, por tanto 

M [ 36~35 18~67 ] :: 

La ecuaci6n dimimica que rige el movimiento del sistema es la ( 44) 

K u + C ti + M u -Mi 
- -o 

Si se desprecia ei efecto del amortiguamiento ~ = 0. por tanto 

Ku.,.Mii -Mi - -o (a) 

La ecuaci6n (a) se puede resolver utilizando el metoda explicito de diferencias centrales o el de 

Nev·mark. 

a) Soluci6n por med;v del metodo explicito de diferencias centrales. Aplicando la ecuaci6n (49) en 

c = 0 

- [ (.:.l t)
2 K. - 2 M ] f!.

1 
- M f!.

1 
- (.6. d M X 

- .::,r - -o (b) 
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Para t = o+ las condiciones iniciales son u = u 0; sustituyendo en la ecuaci6n (a) 
--o --o 

Ku +Mil -Mx --o ---o ---o 

por tanto 

u - x 
-o -o 

Para aplicar la ecuaci6n (b) se requiere calcular y_ ~ t:J.r a partir de la ecuaci6n (54), por tanto 

El vector x vale 
-o 

u 
-~ ::,. I 

= u + 
--o 

x
0 

= 0.2 g = 0.2 (9.8) = 1.96 m/s2 

{ 
1. 961 m/ s 2 , ~ 
1.96 { 

- 1. 961 m/s 2 

- 1.96 

Aplicando la ecuaci6n (54), con ~ t = 0.1 s 

Utilizando la ecuaci6n (b), con 

u 
-~O.l { 

-0.0098 

-0.0098 

t=O,~t=0.1s, t+~t=0.1s 

Mu - --o.: [ 
2 ) M - (0.1)2 M x - (0.1) K - 2 M !io - _ Y.~o 

1 
_ -o 
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136.735 

L o 

-0.0098 

-0.0098 

1.96 

1.96 

-0.36 

-0.18 

-(0.1)2 [ 36.735 0 l 
0 18.367 

u
1 

- 0.0098 

u, -0.0098 
II 1 

Pard t = O.L D.t= 0.1, t +D.t= 0.2 s. t -D.t= 0, sustituyendo en la ecuaci6n (b) 

M u = - [(6. t) 2 K - 2 M ] u . - M u - (6. t? M x 
--o.2 - - --o 1 --o - -o 

""' J -0.038931 
1 -0.03866 

Para t = 0.2, 6. t = 0.1, t + 6. t = 0.3. t- 6. t = 0.1 s. sustituyendo en la ecuaci6n (b) 

M u = -- 'l(~ t) 2 K - 2 M ] u - M u - (~ t? M x 
- --u J - - --o 2 - --o.1 - -o 

-0.08651 l 
- 0.08508 
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Es decir, los desplazamientos horizontales de los puntas 1 y 2 para diferentes tiempos valen 

t u1 u2 

[s] [m) [m] 

0.1 - 0.00980 - 0.00980 

0.2 - 0.03893 - 0.03866 

0.3 - 0.08651 - 0.08508 

b) Soluci6n utilizando el metoda explicito de Newmark. De la ecuaci6n (57), con ~ = 0, y = 0.5 y 

(3 = 0.25. 

[ 
4 ] K+---M 

- (~ t)2 -
u 
-r + tJ.t 

4 
--U 
(.1. t)2 -r 

4 . 
+- u 

Ll t -r 
+ u 

-r 

Con las condiciones iniciales u = u = 0 y de la ecuaci6n (a), para t = o+ 
-o -o 

} 
- M x - -o 

Ku +Mu -Mx u --o --o --o y-o 
- ~ { - 1. 96 } m/ s 2 

- 1.96 

Aplicando la ecuaci6n (c), con t = 0, .1. t = 0.1 s, t + .1. t = 0.1 s 

K+--M u =M 
[ 4 ] { - (L~ t)2 - -Q.1 -

4 4 
--U +-U 
(.1. t)2 -o .1. t -o 

u 
-o.1 

J -0.009729 } 

1 -0.0096715 

+ u 
-o } 

- M x - -o 

(c) 

Para conocer [j_
0 1 

y ~0 1 
se emplean las ecuaciones (55) y (56). Despejando ~~ + t>r de la ecuaci6n (55) 

u 
-r + t>t 

4 { } -- u - u 
(.1. t)2 -r + M -r 

- ~ u - u 
Ll t -r -r 

(d) 
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Haciendo 'Y = 0.5 en la ecuaci6n (56) 

+ 0. 5 (L1 t) { il + il } 
-, -, + tJ.t 

Empleando la ecuaci6n (d) con t = 0, L1 t = 0.1 y t + L1 t = 0.1 s 013070 

il -o.J 
4 {u -u }-~u 

(0.1)2 -o.J -o 0.1 -o 
- il 

-o { 

- 1.9316 } 

- 1.9086 

Al sustituir en la ecuaci6n (e) 

u -o.I = Y.u + 0.5 (0.1) ~ + il -o.J { 

-0.1946 } 

- 0.1934 

Aplicando la ecuaci6n (c) con t = 0.1, L1 t = 0.1, t + L1 t = 0.2 s 

[ K+-~M]u =M{-4-u +~u - (~~ t? - -0.2 - (L1 t)2 -o.J L1 t -o.! 
+u } -Mx -o.J - --o 

{ 
- 0.03773 

1 
u .. :.::~~ ..... 
-o2 

~;' 

; ., ,.... 

- 0.03820 .~· 
.I J. ~"'- ', 

:-- ' ,:..\ 

,- f i 

~;. 
I 

'·\;~ i .., 
<",<" 

i'"' 

AI sustituir en la ecuaci6n (d) 
cr.CUl~~~· .: i ·~ ;ttl 

{ 
- 1.4848 

1 
il 
-u.2 

- 1. 7652 
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Sustituyendo en la ecuaci6n (e) 

u 
-o.2 

{ 

- 0.3654 } 

-0.3771 

Utilizando la ecuaci6n (c) con t = 0.2, Ll t = 0.1, t + Ll t = 0. 3 s, se obtiene el valor de !.!:_
0 3

, que vale 

u 
-o.3 { 

- 0.08355 } 

- 0.08441 

Es decir, los desplazamientos horizontales de los puntos 1 y 2 para diferentes tiempos val en 

t ul u2 
[s] [m] [m] 

0.1 - 0.00973 - 0.00967 

0.2 - 0.03773 - 0.03820 

0.3 - 0.08355 - 0.08441 

Finalmente comparamos los resultados obtenidos con los metodos de diferencias centrales y de 

Newmark. 

Diferencias centrales Newmark 

t ul u2 ul u" 
[s] [m] [m] [m] [m] 

0.1 - 0.00980 - 0.00980 - 0.00973 - 0.00967 

0.2 - 0.03893 - 0.03866 - 0.03773 - 0.03820 

0.3 - 0.08651 - 0.08508 - 0.08355 I - 0.08441 
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