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La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de obras 
recientemente elaboradas por academicos de la instituci6n, como material de apoyo para sus 
clases, de manera que puedan se aprovechadas de inmediato por alumnos y profesores. Tal es 
el caso de la obra Filtrado de selfales analOgicas. 
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Se invita a 16s estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las obse:rvaciones y 
sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una futura 
edici6n definitiva. 
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La gran cantidad de aplicaciones que tiene el filtrado incluye areas, tales como: radar, 
voz, comunicaciones, telefonfa, medicina, control, sismologia, imagenes, etc. Las per­
sonas a quienes va dirigida esta obra tienen alrededor de 25 afios de edad y tienen 
buenas bases de matematica lo que es muy importante para entender como se disefian 
los filtros. 

El amplio crecimiento que ha tenido la industria digital y anal6gica se debe en gran 
medida al desarrollo de algoritmos para el procesamiento de sefiales. Las areas antes 
mencionadas requieren aplicaciones, tales como filtrado, compresi6n, analisis y sintesis 
de los circuitos en el dominic de las frecuencias. 

I 
Lo que se pretende es convencer al estudiante de que el analisis, sintesis, aproximaci6n 
de las plantillas y realizaci6n de los circuitos es muy divertido y es util no solo en la 
area de telecomunicaciones. Es necesario decir que 80 por ciento de los sistemas tienen ~- • 

:·I 
uno o mas filtros. Se espera, que con este texto los estudiantes pueden aprender por 
si mismo sintesis y analisis de los filtros. Cada capitulo de este libro tiene bastantes 
ejemplos que son muy ilustrativos y ayudan a entender la teoria. -. • 

•\, ... 
El prop6sito de este libro es presentar, a los alum nos de las carreras de Tngenieria 
en Telecomunicaciones, Electr6nica y Computaci6n de la Facultad de lngenieria de 
la UNAM, como se calculan los filtros pasivos, actives, electromecanicos y de cristal. 
Una gran variedad de ejemplos se incluyen en cada capitulo con el fin de que el alumna 
aplique los conocimientos te6ricos de la materia de forma practica a traves de simula­
ciones en la computadora. El libra tiene 13 capitulos y al final una bibliograffa para 
qe el estudiante pueda profundizar sus conociemientos. 

En el capitulo primero el estudiante aprende como se calcula la funci6n de transferen­
cia caracteristica y de manejo, las funciones circuitales, por ejemplo los parametres de 
impedancia, de admitancia ode cascada de los circuitos. El segundo capitulo comienza 
con la realizaci6n de los circuitos LRC mediante el metoda de Foster y Cauer. El ter­
cero y cuarto capitulo introduce la transformaci6n y la aproximacion de las plantillas 
con el metoda de Butterworth, Chebychev, Chebychev in verso y de Bessel. A la aprox­
imacion de los filtros elipticos llamados Cauer se dedica el capitulo cinco. En el sexto 
capitulo se presentanlas tablas para el disefio de los filtros de Butterworth, Chebychev 
y chebychev inverse. En el sexto y septimo capitulo se explica el diseiio de los filtros RC 
pasivo y activo. En los ultimos cuatro capitulos se presenta el diseiio de los filtros de 
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crist.al, elect.romecanicos, filt.ros con capacit.ores conmut.ados, ecualizadores y circuit.os 
de ret.ardo. 

.-. . .. 
Este libro represen~a,,un gran esfuerzo del autor para contribuir a que los alumnos 
tengan un material para aprender como se diseiian los filtros. El deseo del autor es que 
los alumnos encuentren en este material una motivaci6n para el estudio de ana1isis y 
procesamiento digital de seiiales. Se agradece el apoyo a la Facultad de lngenierfa de 
la UNAM y a las personas que colaboraron en el proceso para la publicaci6n de esta 
obra. , 1 
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Capitulo 1 

I ' I I 

Circuitos de dos puertas 
;iJ . , 

.Bt:>tJf: ,:~::.rnj <:th ,, < ."0 .'.:\} ) .. rtq ,-J .•. ,,~ rr' : ., , '•;, .. 

1.1 Funciones Circuitales 

En este capitulo trataremos la sintesis de los circuitos bi-puertos sin perdidas que son 
implementados considerando inductancias y capacitancias de canicter ideal. En este 
caso la estructura transversal clasica utilizada puede constituir un modelo apropri­
ado para ser aplicado en otras tecnicas para la realizacion de filtros, como es el caso 
de los circuitos activos RC, configuraciones con capacitores de contacto y sistemas 
piezoelectricos o electromecanicos. Originalmente, la teoria c!lisica de filtros aparte de 
los parcimetros imagen, de manera que se presuponia un acoplamieno perfecto de 
bi-puerto. 'fu 

Los parametros de imagen se utilizan clasicamente en la sintesis de redes fasado­
ras, circuitos correctores RLC y en filtros resonadores de crista!. Los problemas de 
acoplamiento fueron originalmente resueltos por Cauer y Darlington. 

Un hi-puerto de canicter general trabaja entre las impedancias de la fuente Z1 y la 
carga Z2 , como se ilustra en la figura 1.1 

,.'!! ! . 

r /»· ,, . 

(o :: 

-'-+ ~ 

1 u, [ ., ., l 
A 21 A22 

-:-.; u21 

- z 
'd \ 

Figura 1.1. El circuito de dos puertas 
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Las ecuaciones (1.1) que caracterizan el circuito de dos puertas, donde los panimetros 
Aij se Haman los pan3metros de cascada son 

; 

' 

U1 = Au.U2 + A12-l2 

h = A21-U2 + A22-I2 r 
I 

f (l.i) 

Si en la salida el circuito esta ahierto entonces 12 = 0, por lo que A 11 es la funcion de 
transferencia definida 

f>j"•_, A' J,,...;, ~of\ "'b Pf' 1 

I 11 = u2 I 

Si en la salida el circuito esta en corto, lntonces U2 = 0 y la funcion de transferencia 
de coriente se define mediante la ecuacion (1.3) 1 

i~ .. r--J,·tiD ?'"'' ·., ... , .. r.-r· r,.. 
(1.3) 

.r 

Si se conocen los parametros Zij del circuito, entonces el circuito de hi-puerto esta 
definido mediante las ecuaciones 

11· 
(1.4) 

El parametro Z 11 es la impedancia de entrada del circuito si la puerta en la salida esta 
ahierta y Z22 es la impedancia de salida si la puerta en entrada esta ahierta. Z12 es 
la impedancia de transferencia si /1 = 0 y z21 es la impedancia de transferencia si la 
puerta de salida esta ahierta. 

(1.5) 

j; 

El circuito de hi-puertas es simetrico si Z11 = Z22 y es pasivo si contiene solo los 
elementos R,L,C y transformadores, y si Z 12 = Z21. Si se conocen los parametros YiJ 
del circuito, entonces el circuito de hi-puerto esta definido mediante las ecuaciones 

'' 'i _: ~ : ·. .. .. 
h = Y21.U1 + Y:i2.U2 . . h = Yu.U1 + Y12·U2 

16 

I 

(1.6) 
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Figura 1.2. Los par3.rnetros de Ia matriz de admitMcia . 

't. .~ J 
El parametro Yu es la admitancia de entrada del circuito si la puerta en la salida esta 
en corto y Y22 es la admitancia de salida si la puerta en entrada esta en corto. Y12 es la 
admitancia de transferencia si ul = 0 y y21 es la admitancia de transferencia si u2 = 0 
(I a puerta de salida est a en cor to): 

y12 = !_];_ p 
lf2/u1=0 

12 
Y21 =- 1 

ul/u2~ 

12 
y22=-

lf2/ul=O 
(1.7) 

El circuito de bi-puertas es simetrico si Y11 = Y22 y es pasivo si contiene solo los 
elementos R,L,C y transformadores y si Y12 = Y21 . En la figura 1.2 se muestran los 
parametros de la matriz Y. Los ecuaciones (1.1), (1.4) y (1.6) se pueden escribir en la 
forma matricial: 

[ ~1 l = [ ~:: . ~~ l X [ f,'] (1.8) 

En el caso de las ecuaciones de cascada (1.1) el circuito es simetrico si A11 = A22 y 
pasivo si detA = 1. ~ w Lr, ]

1
, 

~~~ l X [ ~~ l 
~: l X [ ~~ l 

11 

(1.9) 

(1.10) 

-W .4424 
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Figura 1.3. Circuito para el ejemplo 1 

. I I 
Utilizando las ecuaciones de cascada la impedancia de entrada 
en la forma 1 .• 1 

Zin = U1 1 AnU2 + A12/2 

h A21 U2 + A22/2 

Zin se puede expresar 

I 

(1.11) 

Considerando la ecuaci6n (1.11), la impedancia en circuito abierto / 2 = 0 esta dada 
por 

J- A~, 
ool- A 

21 

Alternativamente, la impedancia en corto U2 = 0 se puede expresar en la forma 

(1.12) 

(1.13) 

·ne acuerdo a las expreswnes anteriores, la impedancia Imagen (Caracteristica) de 
entrada de la configuraci6n correspondiente a la figura 1.1 esta dada por la ecuaci6n 

I ' 

(1.14) 

La impedancia de Imagen (Caracteristica) de salida Z02 se puede calcular mediante la 

ecuaci6n ( 1.15) \_ ,...---

A22A12 

A21A11 
(1.15) 

Ejemplo 1. 1 1 ;qf c, . !, ·I 

Calcular la matriz de cascada A del cir uito dn la figura 1.3. Para el circuito en ld 
figura 1.3 podemos escribir las siguientes ecuaciones 

'0! r' I ' ' I 

U1 = l.U2 + Z./2 

h = o.u2 + 1.12 

Y la la ecuaci6n matricial de cascada esta dada por 

I· 
12 

' l 

- ....... 
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Ejernplo 2. 

r 
~ 

r 
' 

,, 
'2 ----+ 

_-..... J'ff"'\ ,·· ---+ 
r- 0 

u,l y 11 1 u2 

11- 12 =Y.U2 

Figura 1.4. Circuito p:l el ejemplo 2 

[ ~[ ] = [ ~ ~ ]l [ ~'] 
""" " ·· w.J •• ~., .>tiu 

A 
i 

• I 

Calcular la matriz de cascada A del circuito en la figura 1.4. Para el circuito' en la ' 
figura 1.4 podemos escribir las siguientes ecuaciones 

•t' 

,t-, 

u1 = 1.u2 + 0.12 , , ., " 

h = Y.U2 + l./2 

Y la ecuacion matricial de cascada esta dada por 

[ ~1 l = [ ~ ~ ]1 [ ~; r ,r 

Ejernplo 3. f 

.I 

Calcular la matriz A de cascada del circuito en la figura 1.5, y verificar si el circuito 
es pasivo y simetrico. El circuito en la figura 1.5 es la conecci6n en cascada de los 
circuitos en las figuras 1.3 y 1.4 . Por eso la matriz A del circuito en la figura 1.5 se 
obtiene como la multiplicacion de los matrices A 1 .A2 

r 1 

I 

I 

A= A 1 • A2 

Figura 1.5. Circuito para el ejemplo 3 
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Figura 1.6. Circuito para el ejemplo 4 

r I h I! 

A= [ 1 Z1 J x [ 1 o J = [ 1 + Z1Y2 Z1 J 
0 1 y2 1 y2 1 

.s (j~ 't'l 
Au# A22, entonces el circuito noes simetrico y detA = 1(1 + Z 1Y2)- Z 1Y2 = 1 y por 
lo que el circuito es pasivo. 

; ", A tit r;l ' 

Ejemplo 4. 

C l i d "' I("" I )I alcu ar las impe ancias caracteristicas imagen del circuito en la figura 
ejemplo anterior los Parametros Aij del circuito son 

I 

1.6. Del 

Au = 1 + ZI/Z2 = 2 

r 
I A 12 = z 1 = 424 . ~ 

r :,~ ·:, ,,.: A22 = z,;z2 = 1 
' ' 

A21 = 1/Z2 = 1/424 

Sustituyendo los valores del Aij en las ecuaciones (1.14) y (1.15) se obtiene 

I ! 
Zo1 = vr-2-.4-24_.4_2..._4 = 424 J2 = 600 0 · :t. P' 

r):rtrn;• 1 "' •"· · i~'t. 

z02 . /424~4L ·~ = 3~ n 
; l . L 

El acoplamiento perfecto se ve en la figura 1.6. En este caso no se refl.eja nada en las 
puertas de entrada y de salida. 

Ejemplo 5. _ I · l 
Calcular las impedancias caracteristicas (imagen) del circuito en la figura 1.7. Prime­
ramente calculamos los panimetros Aij 

Rl I 199 I 
A 11 = 1 +- = 1 +- = 1.247 = A22 

R2 I 804 

Rt 2 1 
A12 = 2R1 +- = 2.199 + 199 -

4 
= 1.4725 

R2 80 

I 
14 
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R1 =199 Ohm 
.-; ---o 

R1= 1990hm 

, 
f'· 

. "(•• 

·I 

+··--
---<..> 

r
1 Figura 1.7. Cirbuito parl el ejemplo 5 

rosl • • r~r 
[ 1. 1 ' 

· A21 = R
2 

= 
804 

= 1.24378.10-3 

Las impedancias de imagen se obtiene·n si se sustituye Aij en (1.14) y (1.15) 

In:· . u. 

.l:il "' · ·r q~· r .... • "'1r. 

pi !' 

Z01 = Zo2 = 447,5 - 9 7 
1, 24378.10-3 - 59 , 65 · n 

' .. 

1.2 Funci6n de transferencia 

La funci6n de transferencia de manejo se define mediante la relaci6n 

1.16) 

1.8t La Los voltajes Uo, U2 y las corientes 10 , 12 estan representadas en la figura 
ecuaci6n (1.16) y el circuito en la figura 1.8 definen la funci6n de transferencia de 
manejo. La funci6n de transferencia de manejo es la raiz cuadrada de la potencia 
que el generador con la impedancia Zo suministra a la misma impedancia Z0 , entre 
la potencia que el mismo generador suministra a la salida del circuito acoplado con la 
impedancia z2. 

··r.n v b· · :) A9n• .. rr-)8 "~r ,.,. •• ,\hr,·-·"r ~i,,...., 1 
La funci6n de transferencia de espejo ( caracteristica) se define mediante la relaci6n 

(l.l7) 
n ') 

Los voltajes U1 , U2 y las corientes h, 12 estan representadas en la figura 1.8 

15 
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Circuitos que definen la funci6n de transferencia de manejo Figura 1.8. 
11 12 

~ ---+ 

~Zo2 
""' ~ 

[ .11 1 .,2 J 
~ 

1 u1 
A 21 A22 

~ 
,... 

~ 

lj[J.· _.,. 

Figura 1.9. Circuito que defirie L. fuiit6n de transferencia de espejo 

En este caso la entrada y la salida del circuito estan perfectamente acopladas y en la 
entrada como en la salida no se refleja nada. La ecuaci6n (1.17) y el circuito en la 
figura 1.9 definen la funci6n de transferencia de espejo. La funci6n de transferencia de 
espejo es la 2da raiz de potencia en la entrada entre la potencia de salida de un circuito 
bien acoplado. De la figura 1.8 se pueden escribir las siguientes ecuaciones 

1

? 

•. I 

E Zo + Zt 1 .. I, U o = -
2 

= 
2 

h = -
2 

( Z oh + U 1) 
I 

Si se expresa el voltaje y el coriente usanl:io las ecuaciones de cascada 

U1 = AnU2 + A12l2 

h = A21 U2 + A22l2 

sustituyendo en las ecuaciones (1.18) y (1.19) se obtiene 

,~. j 

16 

(1.18) 

(1.19) 

!'i 

(1.20) 

I 
(1.21) 
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424 Ohm 
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Figura 1.10. Circuito para el ejemplo 6 

La ecuaci6n (1.21) se puede escribir en la forma I 
I I 1-i 

1.22) 

La funci6n de transferencia de manejo expresada mediante los parametros de cascada 
y las impedancias de entrada y de salida toma la forma l 

1 [/¥;2 A12 I ~ [f;o] Gm = = -2 --z An+ ..;zc;z;_ + A21 y ZoZ2 + A22 -- 1.23) 
o ZoZ2 Z2 

Para el circuito normalizado Zo = Z 2 = 1 la funci6n de transferencia (1.23) tolna la 
forma 

Ejemplo 6. . ,o:' 

Calcular la atenuaci6n del circuito en la figura 1.10. 
impedancias de espejo Zo1 y Zo2-

Z01 = V2.424.424 J, 6000 
f 

l ' ""C424 

(1.24) 

I · I 
Primeramente calculamos las 

I~) 

Zo2 = v424T = 3000 

Tanto en la entrada como en la salida el circuitb no esta bien acoplado. · Por e o en 
las puertas de entrada y salida se reflejan las olas de corriente y de voltaje. Ahora 
calculamos los elementos de la matriz de cascada Aij 
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I . 
I ! 

Si se sustituyen los parametros Aij, Z2 y Z0 en la ecuacion (1.23) se obtiene 

I I . I 
0 

= ! [
2 

(150 + ·· 424- · + v'~ts=o=--.3,...,o..,..o + . 0"00l = 
2

.
663 

2 V 300 v'150.3oo 424 V 150 J 
I 

a= 20.log(2, 663) = 8.506 dB 

Ejemplo 7. . I I; 
Calcular la atenuaci6n en dB del ejeinplo anterior, silas puertas estan bien acopladas, 
si Zo = 600 !1 y Z2 = 300 !1. En este caso en las puertas nose refleja nada, porque las 
puerta estan bien acopladas. Entonces se calcula la atenuacion caracteristi.ca. 

G = ! [2 {300 + 424 I + V600.300 + . ~ = 2 414 
. 2 v 600 v'600.300 424 v 300 J ' 

a = 20.log(2, 414) = 7, 65 dB ' .. , 
---

El mismo resultado obtenemos si se utiliza la ecuacion para calcular atenuaci6n de los 
circuitos perfectamente acoplados {1.25) l. .~ 

·I 
(1.25) 

·f1 
j a = 20.log(2, 414) = 7, 65 dB I 

La atenuacion se puede calcular tambien mediante la ecuacion (1.26). De la ecuaci6n 
{1.26) el primer termino es la funcion de transferencia de espejo, el segundo y tercero 
termino son las funciones de reflexion en las puertas de entrada y de salida. Si Zo = Z01, 
no se refleja en la puerta de entrada nada. Si Z2 = Z02 no se refleja en la puerta de 
salida nada. Si Zo = Z 01 y Z2 = Z02 la funcion de transferencia de manejo es igual a 
funci6n de transferencia de espejo. Los terminos sexto y septimo se Haman el coeficiente 
de contacto. · 

'1 
G (p) _ Go Zo + Z01 Z2 + Zo2 [l _ Zo - Z01 Z2 - Zo2 __!._] 

m - 2J ZoZo1 2J Z2Zo2 Zo + Z01 Z2 + Zo2 G5 (1.26) 

r r 
Ejemplo ·8. ' ' · :: c' I · b r · ! w ') J:~ j 

Calcular mediante 1~ ecuacion (1.26) la le~~aci6n del circui:~J~n la figura 1.11. Pri­
meramente se calcula la funci6n de transferencia de espejo Go para Au = 2, A12 = 424, 

A21 = 4~4 y A22 = 1 I 1.-k I - ll 1 .. 

18 



( <!.; .i. j . 

.~J 
~lo \C 424rL ·j 

I . ·-1 ~ z 01 Zo2 

Figura 1.11. Circuit~"pa ~·el ejemplo·s •·r 1 nl!f ;1_ 

l ' ,. . . •)?, fQf.:. i t<;H' ~ ., . j . , 

Go= V2.l + /424 
1 

= 2.414 
424 

Utilizando la ecuaci6n (1.26) sustituyendo por Z0 = 300, Z01 = 600, Z02 = 300, 
Zo = 150 y z2 = 150 se obtiene (I ' j 

G 
1
= 2_41'4 3oo'~ Boo 150 +~oO'"'~ :"~oo- 6o0 1so :_ 300"' 1 · ·= ~ 

66 
· ,, •P 

m 2v3oo.6oo 2v150.3oo [ 3oo + 6oo 150 + 3oo 2.4142 ] 

I t' ; .r.a al . a = 20.log(2, 663) = 8.506 dB 

Obtuvimos el mismo resultado del ejemplo 6. 

1.3 Ecuaci6n caracteristica 

De las ec~aciones de cascada (1.1), si la impedancia Z2 = 1, se pueden escribir las 
siguientes ecuaciones 

) 
; 1 1 fo! ~ ::.:_ X ul ll , , , .. (' 

Q p) = - ..:_ Au + A12 u2 
'·····~l 

Ir 
N(p) =- = A21 +A22 

12 

.•{' 

' ' 

La funci6n de transferencia G(p) se puede escribir en la forma 

r . 
Si se escribe la ecuaci6n caracterfstica (1.29), 

G(p )G( -p) = 1 + cp(p )cp( -p) 

se puede calcular la fun cion caracteristica cp(p) 
I 

1 
'·, , <p(p) = 2 [Q(p)- N(p)) A· 

I 19 
I 

'\ 1 
J 0 

' ·, J 
. l! 

-A 
j 

·.r sf 

(1.27) . 

(1.28) 

I 
(1.29) 

:;J .t:J.r r' (1.30) 

~-------



Si se s 

L 

z, 
--+ 
o----l 

. ;:.· G(p) l 
Sl>(p) 

Figura 1.12. La impedancia Lr cirLito definida mediante G(p) 

I I I 
man y restan las ecuaciones (1.2S) y (1.30) se obtiene 

1 I \ I -t 

c(~) +--~c;)~ cJc;) ~= ~~ 
::.:. .• 10~ J:~·· h j}~.l) , r:J& , obn.,s~ii J 

G (p) - I{J (p) = Q (p) = I 2 (1.31) 

Si se dividen estas dos ecuaciones se obtiene para Z2 = 1, U2 = 12 
,,..~ 

. , I 

. zl = ul J2 = G(p) + ip(p) .. · ... -· ==, (1.32) 
1 It U2 G(p)- 'P(P) 

Z1 es la impedancia de entrada de un hi-puerto si la impedancia en la salida es Z
2 : t 

como se ve en la figura 1.12 ( ; 

Ejemplo 9. ~CjJh~~~:) fl~bP"~3 &.tj 
Calcular G(p) ip(p) y Z2(p) del circuito en la figura 1.13 
Primeramente se calculan los panimetros de la matriz de cascada Aj it(•• 1 If~ MJ fl 

I 1 A = [ 1 p l X [ 1 0 l X [ 1 p l = [ 1 + 2p
2 2p~+ 2p

3
] 

0 1 2p 1 0 1 . 1 . 2p 1 + 2p2 

La funci6n de transferencia toma la forma ~.: "'I i 

I 1\ : . · , 1 1 1 <'" t- " . t, = - = r f· 
. ' G(p) = 2 [1 + 2p2 + 2p + 2p3 + 2p + 1 + 2p2] = p3 + 2p2 + 2p + 1 

'' !;'· • \ 
I 

. .. ; I, t 
2 

.t) 

'·i· 

·' Figura 1.13. La impedancia del ci~cuitJidefinida mediante G(p) y ip(p) 



T 

La funci6n caracteristica toma la forma 

cp(p) = ~ [ 1 + 2p2 + 2p + 2p3 
- 2p - 1 - 2p2] = p3 

La impedancia de entrada del circuito en la figura 1.13 es 

I_ 

2p3 + 2p2 + 2p + 1 
ZI=-------

2p2 + 2p + 1 
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Capitulo 2 
I l} J. FJ .s:.r: 

R I. . , d . I. I LRC ea IZaCIOll e CirCUitos 

--l+.l 
I 

En este capitulo trataremos de realizar los drcuitos de una puerta si se conoce la 
impedancia del circuito LC, LR 6 RC. Existen los metodos de Cauer y de Foster. La 
realizaci6n de Cauer utiliza circuitos de cadena y en el metodo de Foster circuitos 
basicos se conectan en· serie o en paralelo ( depende si se realiza la impedancia o la 
admitancia del circuito). La impedancia del circito se represent a como la funci6n de la 
relaci6n de dos polinomios. 

--1-- --j· 

' 

( ) _ ao + a1p + azp2 + a3p3 + ... + anpn 
z p - 2 3 

bo + b1p + b2p + b3p + ... + bnpn 
(2.1) 

La impedancia del circuito Z(p) en Ia ecuaci6n (2.1) se puede desarrollar en la orma 
de quebrada, ecuaci6n (2.2). Este tipo de realizaci6n se llama la realizaci6n de Cauer. 

I 

1 
Z(p) = Zo + 1 

yl + z + 1 
2 y3 

-~ {'. 

La ecuaci6n (2.2) se realiza mediante el circuito en la figura 2.1. Si la impedancia Z(p) 
se desarrolla como suma de los quebradas parciales (2.3) obtenemos el circuito que se 
muestra en la figura 2.2, que es el caso del circuito RC realizado con el metodo de 
Foster. 

. ..... 

Z(p) 
----+ 

I I 

Figura 2.1. Circuito en la forma de escalera (Cauer) 
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Z(p) 
~ 

t[q.r J 
Figura 2.2. Circuito RC en la forma de Foster I 

Figura 2.3. 

_J -r '~~~ X 

i 
·I , 00 lx T j v..> 

t' l 
~ 

C' --r -'.':., \"" ~ ",;, I 
Ub~=c~On de los Jos·~ Lo~:e 1: impedancia Z(p)w 

Si la impedancia Z(p) se desarrolla como suma de los quebrados parciales (2.3) obte­
nemos el circuito que se muestra en la figura 2.2, que es el caso del circuito RC realizado 
con el metode de Foster. 

ryg cd i tr'.l'It~ k 1 'T 

1 · k A· 
Z (p) = - + Ro + 2: ' 

pco i=l p + Wi 
(2.3) -

2.1 Los polos y cerOs je 11 impedancia Z(p) 

Po los y ceros del circuito LC. l ~~- I 

Los polos y ceros de Ia impedancia LC tan ubicados en el eje imaginario. Los polos 
se alternan con los ceros. En el origen del plano Z(p) debe estar un polo o un cero. 
Tam bien en el infinito del plano Z(p) est a un polo o un cero. Las cuatro posibilidades 
de ubicaci6n de polos y ceros se muestran en la figura 2.3. 

24 
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-c: 
t-

-c: 
t-

I 

I 
Figura 2.4. Los polos y ceros de la impedancia RC 

Polos y ceros del circuito RC. 

. ' 

(B 

Los polos y ceros de la impedancia RC estan ubicados en el eje real y en la parte 
izquierda del plano Z(p). Los polos se alternan con los ceros. En origen del plano Z(p) 
o cerca del origen debe estar un polo. Las dos posibilidades de ubicaci6n de polos y 
ceros para el circuito RC se muestran en la figura 2.4. 

Polos y ceros del circuito LR. ' 
I 

Los polo8 y ceros de la impedancia LR estan ubicados en el eje real y en la arte 
izquierda del plano Z(p). Los polos se alternan con los ceros. En el origen del plano 
Z(p) o cerca del origen debe estar un cero. Las dos posibilidades de dislocaci6n de 
polos y ceros para el circuito LR se muestran en la figura 2.5 . 

·I 

-I 

1 rjw 
I 

~e•·~ 
-f_ I -~, 

I 

. lJ .• 

~ • ...,r- f 

-r: 
+-

Figura 2.5. Los polos y ceros de la impedancia LR 

Ejemplo 1. '-lb ob< '·• &jns!h"m l '! 

r-

rt 

Dibujar la ubicaci6n de los ceros y polos del circuito que se muestra en la figura 2.6a 
La ubicacio6n de los polos y ceros del circuito en la figura 2.6a se muestra en la figura 
2.6b. La im\;)edancia Z(p) es igual a cero para w = 0 y por eso en el origen existe un 

25 

I-

-~ -~ 



a) 

Figura 2.6. Circuito LC y la ubicacion de los ceros y polos en el plano Z(p) 

r , , [.. I 
~p) 

~PI ~ 
I -- '1 ~----~1~-c--~ , 

a) 

0 l b) .} 0 l 
0 ! ~b i(O't"t~ oJior 

"'b·,. ~· . I. 
· Figura 2. 7. Circuito LC y la ubicacion de los polos y ceros en el plano Z(p) 

cero. La impedancia Z(p) es igual a oo para la frecuencia de resonancia del circuito 
paralelo y por eso sigue un polo. Para la frecuencia w = oo la impedancia del circuito 
es infinita y por eso en w = oo tenemos un polo. El segundo cero en la figura 2.6 
pertenece a la frecuencia de resonancia del circuito serie. 1 

! 

I . 
'I 

. I 

Dibujar la ubicacion de los ceros y polos del ci~cuito que se muestra en la figura 2. 7a. 
La ubicacion de los polos y ceros del circuito en la figura 2.7a se muestra en la figura 
2. 7b. La impedancia Z(p) es igual a oo para w = 0 y por eso en el origen hay un polo. 
La impedancia Z(p) es igual a cero para la frecuencia de resonancia serie del circuito 
y por eso sigue un cero. Para la frecuencia w = oo la impedancia del circuito es cero y 
por eso en w = oo tenemos un cero. El polo en la figura 2. 7 b) partenece a la frecuencia 
de resonancia paralela. 

2.1.1 Realizaci6n de Z(p) jedi.Lte el metodo de Fostef I 

Impedancias LC , I r _ , I 

La impedancia del circuito LC en la ecuacion (2.4) 
'1 

I 
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-~-

' i 

Figura 2.8. Circuito LC en la forma Foster 

I I 
1 k pA 

Z(p) = pLo + -c + L 2 I 2 
P o i=O P + wi 

(2.4) 

't:-r ,I(I+,:q) 
1 1 ,, - 2 1 

Ai = - ·•(,_ W· = --
ci - 'lr· ' F t LiCi ) ., q f, - ,. , .• ,,.,$.) 

se realiza mediante el circuito en la forma de Foster que se muestra en la figura 2.8 

·i \l ' I 
'·"I-- --- -· ·-EjemplJ 3. 

11 1 

Mediante el metodo Foster realizar la impedancia 

' . 
r 

'-

El numerador es un polinomio de grado par y el denominador es un polinomio de grado 
impar. La impedancia puede ser la impedancia de un circuito LC. Esta ecuaci6n se 
puede escribir en la forma 

Los ceros y los polos estan en el eje imaginario. En w = 0 esta un polo y en w = oo 
la impedancia de Z(p) es infinita, entonces en w = oo hay un polo etc. El polo esta en 
w = J2 y los ceros en w = 1 y w = J3. La ubicacion de los polos y ceros se muestra 
en la figura 2.9a. La ecuacion anterior se puede desarrollar en fracciones parciales 

Z( ) _ (p 2 + 1)(p2 + 3) _ A Bp C 
p - -- + + .p l p(p2 + 2) p p2 + 2 . 

Para reahzar la impedancia con un circuito es necesario calcular los coeficientes A, B 
y C. 

A - (p2 + 1) (p2 + 3) I - ~ 
- (p~ + 2) p=O - 2 
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It 0\ 
.. J 

a) 

'I 

,-
1 
I , .. ~ 

' I 

J l 
Z(p~~ 

----1----1-- . I 

b) 

fl ,..,. .. ,.;j. "! r r·~ ·· ;"T 

Figura 2.9. ubicaci6n de los polos y ceros de Z(p)Lc 

. -, tr -~~ I , I 

B = (p2 + 1) (p2 + 3) I = - ~ 
p2 p=-2- 2 

. C = (p2 + 1) (p2 + 3) / -co = 1 
(p2 + 2)p2 P-

I Sustituyendo por A, B y C Z(p) toma la forma 
fl!r!' ;f,"'·i~ " n · Is 

z ( 'IJ) = (p2 + 1) (p3 + 1) ~ 1 + ~p + p 
" p(p2 + 2) p p2 + 2 

La realizaci6n de esta ecuaci6n se muestra en la figura 2.9b 

Impedancias RC ~" . . I j _1 ' 

La impedancia del circuito RC en la ecu~ci6n (2.5) 

-~- 1 . k A· 
Z(p) = Ro + '-c + L ,_ 

p 0 i=O p + Wi 

donde I -1 

(2.5) 

se realiza mediante el circuito en la forma de Foster que se muestra en la figura 2.10 

Ejemplo 4. 

Mediante el metodo de Foster realizar la impedancia 

I p+2 
z (p) = p2 + 4p + 3 

I 

En el numerador y en el denominador hay polinomios. En estos polinomios no falta 
ninguna potencia de p y por eso el circuito puede ser LR o RC. Esta ecuaci6n se puede 
escribir de la forma .I . 
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Figura 2.10. Circuito RC en la forma de Foster \. ·., 
.I 

jw I !"T"t 
1 .1._ 
2 6 

~PI~ 0 ,-. 

'7 -(X) 
-C' 
+--

-3 -2 -1 

a) b) 

~: f (' ·- .., , r Figura 2.11. La ubicacion de los polos y ceros de Z(p)Rc · 

r I 
,. ' 

z - (p + 2) I 
(p) - (p + 1) (p + 3) 

Cerca de origen hay un polo y por eso la impedancia Z(p) es la impedancia de un 
circuito RC. Los polos se alternan con los ceros. La ubicacion de los polos y ceros se 
muestra en la figura 2.11 a). . . , . 

1
, 

La ecuacion anterior se puede desarrollar im1Cffo\.iri."'a 1"'~ '' ;J,r·' 'rt ' ' 1 ;I 

Z(p) = (p + 2) = Ro +A + _!!_ + C 
(p + 1) (p + 3) p p + 1 (p + 3) 

Para realizar la impedancia con un circuito es necesario calcular los coeficientes A, B, 
C y Ro. , 

r 
p(p + 2) I 

A = (p + 1) (p + 3) lp=o = 0 

I 
(p + 2) 

Ro = (p + l)(p + 3) ip=oo = 0 

I 

B = (p + 2) lp..tr = ! 
(p + 3) -l 2 
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j . 

. i 
C· 

. I c = (p + 2) I = ~ -i! 
(p + 1) p=-3 2 1 I 

Sustituyendo por A, B, R0 y C, Z(p) toma la forma 

z ( ) - (p + 2) 1 + 1 
p - (p + 1) (p + 3) - 2p + 2 2p + 6 

La realizaci6n de esta ecuaci6n se muestra en la figura 2.1lb. 

Impedancias LR 

La impedancia del circuito LR en la ecuaci6n (2.6) 

donde 

k pA· 
Z(p) = Ro + pL0 + L ' 

i=O p + Wi 

1 (d 1 
Ai =- w~ = --

Ri t LiRi 

---o 

\. 
(2.6) 

se realiza mediante el circuito de la forma de Foster I que se muestra en la figura 2.12 

Ejemplo 5. . '" , 1-l·.' ·. 
I -~ ' ·"\ Mediante el metoda de Foster realizar la impe ancia 

"fj~ p2 + 2p 

z (p) = p2 + 4p + 3 
, l i · I 

En el numerador y denominador hay polinomios. En estos polinomios no falta ninguna 
potencia de p y por eso el circuito puede ser LR o RC. Esta ecuaci6n se puede escribir 
en la forma 

\ - +-. - f -·:;.;.· 

' -, 

Z(p)RL 
J, 4 

~ t 

Figura 2.12. Circuito RL en la forma Foster I 
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' ~~-+-----·---.. ~~r··-~ .. ,_.._-·~-

) 
).;:> C. p(p + 2) ·_! 

0 
,.) 

. , z (p) = (p + 1) (p + 3) ~·-:.r - . 
: '"1 . l -

Cerca de origen hay un cero y por eso la impedancia Z(p) es la impedancia de un 
circuito LR. Los polos se alternan con los ceros. La ubicacion de los polos y ceros se 
muestra en la figura 2.13a. La ecuacion anterior se puede desarrollar en la forma 

I 
p(p + 2) Ap Bp 

Z(p) = (p + 1)(p + 3) = Ro + pLo + p + 1 + (p + 3) 

Para realizar la impedancia con un circuito es necesario calcular los coeficientes Ro,· 
Lo, A y B. 

1 
R p(p + 2) I 0 J . 

0 = (p + 1) (p + 3) p=O = 

I 

., II :· . ~ I 

Sustituyendo por A, B, Roy Lo, la Z(p) toma Ia forma 
tt:'"' .... f(,., 

p(p + 2) 1 1 
Z(p)- - --+ 

- (p + 1)(p + 3) - 2 + ~ 2 +! 
La realizacion de esta ecuacion se muestra en la figura 2.13b . 

. 1·1 ' 

-C' -3 -2 -1 

,l. 'i : ··I 

I {\' i I 
Figura 2.13. La ubicaci6n de los polos y ceros de Z(p) en el ejemplo 4 
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Y(p) 

---~ 

v "''" ck n1 'of, 

T 

Figura 2.14. Circuito LC en la forma Foster II y.;-

2.1.2 Realizacion Y (p) mediante el metodo de Foster II ,.,k ct 
Admitancias LC 

;~l 

La admitancia del circuito LC en la ecuacion (2.7) 

1 k Ap 
y (p) = pCo + L + L 2 1 2 

P o i.=O P + wi 
(2.7) 

se realiza mediante el circuito en la forma de Foster I que se muestra en la figura 2.14 

I 
Ejemplo 6. 'C r-- \; 

- \ ,, .· I 

Mediante el metoda Foster II realizar la admitancia 
') t:- I 

Y( ) - , P3 + 2p 
p - p4 + 5p2 + 4 

En el numerador hay un polinomio de grado impar y en el denominador hay un poli­
nomio de grado par, y por eso el circuito puede ser LC, depende si los polos alternan 
con los ceros. Esta ecuacion se puede escribir en la forma 

y - p(p2 + 2) 
(p)- (p2 + 1)(p2 + 4) 

Los polos y ceros estan ubicados en el eje imaginario y se alternan; por eso esta admi­
tancia es de un circuito LC. La ubicacion de los palos y ceros se muestra en la figura 
2.15a. La ecuacion anterior se puede desarrollar en la forma 

p(p2 + 2) 1 Ap B _,__ ,_ 
Y(p) = (p2 + 1)(p2 + 4) = pCo + pLo + p2 + 1 + (p2 + 4) 

Para realizar la admitancia con un €ircuito es necesario calcular los valores Co, Lo, A, 

y B. ---" (p" + 2) I 
'·~ ,• C= (p2+1)(p2+4)lp=oo=0 ;,ru.sJ .EI ~ "<· ,·~ 
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Figura 2.15. Ubicaci6n de los polos y ~eros de Z(p)Lc 

j ,--
-'l 

. ' ........ 
r ~ I . 

Sustituyendo por A, B, L0 y C0 la admitancia Y(p) toma la forma 

Y(p) p(p2 + 2) = ~ _J l + ~ 
= (p2 + 1) (p2 + 4) p p2 + 1 p2 + 4 

La realizaci6n de esta ecuaci6n se muestra en la figura 2.15b. 

Admitancias RC 

La admitancia del circuito RC en la figura 2.16 se puede expresar mediante la ecuaci6n 
(2.8) i !10 

1 k Aip 
Y(p) =- +pCo+ :L--

Ro i=O p + wi 
(2.8). 

se realiza mediante el circuito de la forma de Foster que se muestra en la figura 2.14 

Ejemplo 7. + . L J J: 
. f 

Mediante el metodo Foster II realizar la admitancia 

--' P3 + 3p • -h. o':"l 

1 y (p) = p2 + 5p + 4 

La admitancia tiene en el origen un cera, los palos se alternan con los ceros y por eso la 
admitancia tiene caracter del circuito RC. Esta ecuacion se puede escribir en la forma 
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~--.-----.----4-r~~~~----

...L 

Y(p) 

Figura 2.16. Circuito LC en la forma de Foster II 

Tw 
C' I Y(p) 

--+ 
( I(~ 2 -- - ,, __ 
e 3 I 

,q)( ,[·~nr~•~ , 0 

b) _. 

-4 -3 -1 

a) 

! I(~ 1, 
Figura 2.17. La ubicacion de los polos y ceros de Z (p) RC 

y J :~ ~ 3) ~ ' ' ; I 
(p)-(p+l)(p+,!) •· jA 

Los polos y ceros estan ubicados en el eje real, como) s~ ve en la figuf~'''2~fra.hfti r 
ecuacion anterior se puede desarrollar en la forma 

y p(p + 3) 7 d 1 I ~ Ap Bp 
(p) = (p+1)(p+4) Ro +p o+ p+1 + p+4 

Para tealid.r Y(p) cdn.' un circuito es necesario·'balcular los valores R0 , C~~ A, y B. 

1 p(p + 3) I 

Ro = (p+ l)(p+4) 1p=O = O 

(p + 3) 
Co= (p + l)(p + 4) lp=oo = 0 

(p + 3) 2 
A= (p+4)1p=-1 = 3 Is ae 

·I 
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p 2 .+ 2p + l..E...:..! 
- p2- p @ 

p + 1 +L.£:_ 
- p <D 

p +L.1._ 
-p (9 --

0 

r 

I Figura 2.18. Circuito LR en la forma escalera (Cauer I) 

J 
'\ . ' B - (p + 3) I - ~ 

- (p + 1) p=-4 - 3 

; . 

(T r· . .,. 

Sustituyendo por A, B, R0 y C0 , la admitancia Y(p) toma la forma y la realizacion de 
esta ecuacion se muestra en la figura 2.17b. 

()! 

Y( )- p(p+3) - ¥ +_j_ 
! p - (p + l)(p + 4) - p + 1 p + 4 

-· '·• 

I - . ... ·- . . ~ . ~~ -· . 
2.1.3 Realizacion Z(p) mediante el metodo de Cauer I 

I I I 
Ejemplo 8. .f, · I 

Realizar mediante el metodo de Cauer I la impedancia 

2 I 
Z( ) = P + 2p 

p p+1 

0! •(• 

Es necesario desarrollar la impedancia Z(p) en quebrado de escalera. Como el cero esta 
en el origen, el circuito es de la forma RL. Como la impedancia Z(p) se desarrolla en 
el quebrado de escalera seve en la figura 2.18. La impedancia Z(p) toma la forma. 

. . p2 + 2p . ! . 1 
z (p) = = p + --1 

p+1 1+;; 

I; 

Este quebrado de escalera se realiza mediante la forma que se muestra en la fi~~ura 2.18 

Ejemplo 9. 

Realizar iliediante el metoda de Cauer la impedancia 

. f 

35 



jl 

Figura 2.19. Circuito LC en la forma escalera (Cauer I) 
I 

Es necesario desarrollar la impedancia Z(p) en quebrada de ehcalera. LOS'· ·cetos 
los polos estan en el eje imaginaro y se alternan. El circuito tiene inductancias y 
capacitores. Se desarrolla la impedancia Z(p) en el quebrada de escalera como se 
puede ver en la figura 2.19 Z(p) desarrollada en el quebrada de escalera toma la forma: 

I 

Z( ) = P4 + 5p2 + 4 = Z( ) ~ + 1 
P 3 + 3 P P :e + 1 t"t jcr 

p p I I I 2 2p+t :.._~_._.g r.L 

I 

t.Ll. 
! 

Este quebrada de escalera se realiza mediante la forma escalera que se muestra en la 
figura 2.19 

.abasbsq~! sl I 1'1 . 

Ejemplo 10. 

Realizar mediante el metodo de Cauer la impedancia 

l '! z (p) = p
2 + 4p + 3 

p2 + 6p + 8 I' 
I 

Es necesario desarrollar en quebrada de escalera la impedancia Z(p). Los ceros y los 
polos estan en el eje real y se alternan. Cerca de origen esta un cero. Entonces el 
circuito contiene resistencias y capacitores. Se se desarrolla la impedancia Z(p) en el 
quebrado de escalera como se puede ver en la figura 2.20. Z(p) toma la forma: · 

1 1 
Z(p) = p2+6p+B = 1 + 1 

P2+4p+3 e+ 1 
2 4+ 1 

~ ¥+t 
L ( - I ~ ~ 

i Este quebrada de escalera se realiza mediante el circuito mostrado en la figura 2.20 
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't· I 
Z(p) f 

1 . 
2 

Figura 2.20. Circuito LC en la forma escalera (Cauer) 

2.1.4 Realizaci6n Z(p) n:U:!diante el metodo de Caner II 

'B1 :i,(:' 

Ejemplo 11. 

fO ('\ I + . ' -f 
Realizar mediante el metodo de Cauer II la impedancia 

' i . 

'"'"t. ~... J. 2 
Z( ) - ,j ~ 4p + P 

p - 8 + 6p + p 2 

,I 

Es necesario desarrollar en quebrado de escalera la impedancia Z(p), pero antes es nece­
sario reordenar los polinomios en el numerador y denominador en la forma ascendente. 
Los ceros y los polos estan en el eje real y se alternan. Cerca del origen esta un cero. 
Entonces el circuito va a tener resistores y capacitores. Se desarrolla la impedancia 
Z(p) en el (],uebrado de escalera. 

' . 

z - 3 + 4p + p2 - 3 + .. · -l'l 1 
(p) - 8 + 6p + p2 - 8 1 + :A + . 1 

7P 22.4 + 7Kti ..... ..r-+-,lr-
T.'(p' T 

iiH ('\ · .. . « 

Este quebrada de escalera se realiza mediante el circuito en la forma escalera q~e se 
muestra en la figura 2.21. 

·' r 
Ejemplo 12. 

I . c.h~ 
Calcular la impedancia Z(p) y realizarla por el metodo de Cauer, si se conoce la parte 
real y la parte imaginaria de la impedancia de un cable que se muestra en la figura 
2.22. La impedancia de primer orden se puede escribir en la forma: 
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Z(p) 
--+ 

3 
8 

Figura 2.21. 

., i ' 

I 

}:. . 

0 

( ·.s 
Si se divide el numerador y el denominador entre b0 se obtiene la ecuaci6n 2. 9 

I ~+ 1 A A z _ bo bop _ 0 + IP 

(p) - 1 + hp - 1 + B 1p '.i€#ru is $J.£UH~<~:-:• 
bo I 

La impedancia se puede desarrollar en parte real e imaginaria 

Z( 'w) =X·+ I y = Ao + jwAt 
J J 1 + jwB1 

Si se multiplica la ecuaci6n anterior por (1 + jwB1) se obtiene 

X+ jwX B1 + jY- wB1 = Ao + jwAt 

si se comparan las partes imaginarias y reales se obtiene 

l X- wY B
1 

= Ao ~ ('-' .. 5-· 

I I : 
wXB1 + Y = wAt 

(2.9) 

U) . 

I~ 

(2.10) 

En ~1 ejemplo de la figura 2.22, para w 1 = 6000, la parte real de la impedancia es 
X 1 = 400 y la parte imaginaria Y1 = -300. Para w = oo tenemos X2 = 100 y Y2 = 0. 
Si se sustituyen los valores en las ecuaciones 2.10 obtenemos 

I I 
400 + 6000.300.Bt = Ao 

6000AOO.B1 - 300 = 6000.Bt 

lOO.Bt =At 
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I 
Re Z(p) 

T 
I 

400 

100 - - --... - - - ---- - ----.- -.. - -- - --- - - -- .. -----. -- -- .. 

-300 

.I l 
lm Z(p) 

I 

I 

I 6000 rad/sec 

:W1 

-, .si 

I ead/sec 

·J 

J-_1 
>" l .(.J·. 

--+W 

I 

Figura 2.22. La parte real e imaginaria del Z(s) 

Estas ecuaciones podemos escribirlas en la forma matricial 

0 6.103 -24.105 X Al = -300 
[ 

1 0 -18 .10
5

] [ A

1

0 l [ 400 l 
0 1 -102 B1 0 

J 
De esta ecuaci6n matricial se pueden calcular los valores de A0 , A1 y B1 

[ 
Ao] [ 1 0 '

1
1..18.10

5]-l [ 400 ] J [ 76tft~· · ]. 
Al = 0 6.103 -24.105 

X -300 = 0.01666 . 
B1 0 1 -102 0 1.6666.10-4 

Los coeficientes de la impedancia Z(p) (2.9) son 

Ao = 700 

y la impedancia 

A1 = 0, 0166666 
II 

.1. 

Z( ) = 700 + 0, 016666p 
p 1 + 1, 6666.10-4p 

8 1 = 1, 66666.10-4 

l 

El cero Po y el polo Poo tienen los valores: " j 
700 3"i' ~ ' l v , ) se rr'S. &b:· Hf.,i .td 

; Po = - 0.
0166 

= -42000, 168 ; ~ 1 'S;. 

rt , H '1i 
1 

Poo = - 1, 6666.
10

_4 = -6000.024 

Z(p) es una impedancia del circuito RC, porque un polo esta cerca del origen. Si la 
impedancia Z(p) se desarrolla en el quebrado de escalera obtenemos 

1 
Z(p) = 99,639 + _

7 
1 

5, 042.10 p + 600 

El circuito se observa en la figura 2.23 ·-
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100 600 

Z(p) 277,7 nF 

oooe • . .----. 
"-"-. 

Figura 2.23. Circuito LC en la forma es(:alera (Cauer) 
_.> 

z 11 z1 '~:· 1 I Zo=Z11-z1 ., - z11 '' 1 --+ z2 ---+ 1 1 
y11 Yo--

. o1 "l" ~ = z2 
.,~r· ·:f 

Yo d 1 l 
i If' 

1
1 X I .,( ;.~- ~\ ( \ fi 

Figura 2.24. Circuito para realizar los parametros Zij 

2.2 Realizacion de circltitds bipuertas . 1 l: 

Para realizar el circuito de dos puertas necesitamos conocer dos panimetros, para el cas 
de un circuito pasivo y simetrico, por ejemplo Z11 y Z 12 o Y11 y Y12 . De la impedancia 
Zu o admitancia Y22 podemos ver, si la impedancia del hi-puerto es la impedancia del 
circuito RL, LC o RC. El procedimiento de la realizacion es el siguiente. Primeramente 
para el circuito en la figura 2.24 es necesario escribir las ecuaciones siguientes: 

I r i 41 I'! 
I 

(2.11! 

La impedancia Z 11 se conoce y la queremos desarrollar en un circuito. No se conoce 
la impedancia Z1, pero se puede calcular. Si por ejemplo Z 2 es el circuito serial, 
su impedancia es igual a cera para la frecuencia de resonancia serial fres.serial· Eso 
significa, que en lugar de Z2 tenemos un corto circuito y se puede escribir la ecuaci6n 

l o. Z1 = Zult=fres.serif.ll 1Ji (2.12) 

En el caso de que el circuito empieze con la admitancia Y1, como seve en la figura 2.25 
se pueden escribir las ecuaciones siguientes: 

.IL. 
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. -r. . \.-t--•- -- --' ') 

! 
I ;-··· 

:f: .. :. s: 

Figura 2.25. Circuito para realizar los parametros Yij 

- -, I 
' . 1 
Zo = Z2+ - 1 

y22 l t 
I 

(2.13) 

La admitancia Y11 se conoce y la queremos desarrollar en un circuito. Nose conoce la 
admitancia Y1. pero se puede calcular. Si por ejemplo Z2 es un circuito en paralelo, su 
impedancia es igual a infinito para la frecuencia de resonancia paralela fres.paralela· Eso 
significa, que en lugar de Z2 tenemos un circuito abierto y se puede escribir la ecuaci6n 

I I 
Yt = Y22lt=Jres.paralela (2.14) 

•)lf . 

Los val ores WI> w2 , ... son las frecuencias de resonancia y se obtienen de la impedancia 
de transferencia Z12 o Y12 , en la ecuaci6n (2.15). 

.l 

I (2.15) 

En los siguientes ejemplos se muestra como se realizan los circuitos de bipuertos. 

I. 

Ejemplo 13. 

Realizar el circuito si se conocen las admitancias Y22 y Y21 

,, p2 + 1 
y.21 - --:---­

- 6p3 + 3p 

12p4 + 12p2 + 1 
y22 = 6p3 + 3p 

. ~ f ' 

Los denominadores de los Y21 y Y22 son iguales. Entonces si se realiza el denominador 
Y22 tambien se realiza el denominador de parametro Y21· Los ceros del panimetro 
Y21 son en p2 = -1 y en p = oo y no coinciden con los ceros del panimetro Y22· Si 
queremos realizar el parametro Y22 se necesita realizarlo de tal manera que tengamos en 
el circuito los ceros de Y21 . Los ceros del Y21 son distintos de los ceros Y22· Los ceros de 
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1 
0 0 0 

2= ~ 

't 
--

~ 

I .-

=Y3= 6p2+1 
2p 

Figura 2.26. Circuito de dos puertas para realizar los panimetros Yij 

.\J 

Figura 2.27. Circuito para realizar el cero de Y21 en w = 1 

f 
1-

Y21 expresan la atenuaci6n infinita del circuito. Eso significa, que nose transfiere nada 
desde la entrada a la salida. Primeramente vamos a realizar el polo de la atenuaci6n 
( cero de la Y21 ) en p = oo y despues en p2 = -1. El polo en oo se realiza mediante la 
realizaci6n Cauer I. ~ realizaci6n parcial se muestra en el circuito en la figura 2.26 
; .... ~ 

\CI 
12p4 + 12p2 + 1 2 1 

y22= 3 =p+ 1 
,;;<: 6p + 3p P + ~ ;~·BS.il ~~- aof 0 

. t I 
2

p 

Del circuito en la figura 2.26 se puede ver, que para w = oo la atenuaci6n es infinita y 
esto significa que la transferencia es igual a cero, como seve en la ecuaci6n (2.16). 

(2.16) 

Con el circuito en la figura 2.26 se realiz6 el primer cero en p = oo. Ahora tenemos 
que realizar el cero de la admitancia de trasferencia Y21 en p = ±j, w = ±1. El cero ' 
en w = ±1 se realiza mediante el circuito de la figura 2.27. 

I 
Entonces la admitancia Y1 es el capacitor con el valor cinco medios, C1 .:.... ~- La 
realizaci6n parcial esta mostrada en la figura 2.28. Ahora necesitamos calcular la 
admitancia Yo-
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l 
1 

2 5 J 
r·" 

I 2 

1 " Yo ~-:\ 

I 
.... 

0 
--o 

;Figura 2.28. 
I r: 

Circuito parcial que realiza las admitancias Y22 y Y21 

2 ; 

T I'\'-' 
Figura 2.29. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Y22 y Y21 

". . , I - __ I . . _ 
Yo = 6p2 + 1 - 5p . P2 + 1 

2p 2 2p 

I ~a_. ~ 2p ' 1 
Zo = p2 + 1 - E + 1 

2 2p 

La impedancia Zo se realiza mediante el circ~ito LC paralelo con los valores C4 = ~ y 
L4 = 2. La estructura completa que realiza los parametros Y21 y Y22 se muestra en la 
figura 2.29. De este circuito podemos ver que el polo de transferencia en w == 1 esta 
realizado mediante el circuito paralelo, mientras el polo de transferencia en w = oo se 
realiza con la inductancia. La impedancia de la inductancia para w = oo es infinita 
y se trata como el circuito abierto para w = oo, entonces de entrada a salida no se 
transfiere nada. 

vspace3mm Ejemplo 14. 
1, ' t· t . ' ~ . I ! \"- ;~ •' 

Realizar el circuito de dos puertas si se conocen los parametros 
,;. 

(p2 + l)(p2 + 2) z 12 = -"-----'--'-----'-
8pP + 15p3 + 6p 

5p4 + 8p2 + 2 Zz2 = ---...: ____ _ 
8p5 + 15p3 + 6p 

. I , " ,, 
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I -· y1 --Lh~ 
..... \ y22 
l,l ---+ 

r~' ·!c"' Yo :il91SU~ .sqo.1· l .8~.ts·n•"ll'"l 
Figura 2.30. Circuito de dos puertas que realiza los panimetros Yii 

1 Los ceros de la impedancia de transferencia (polos de la atenuacion) estan en w = ± , 
w = ± v'2 y en w = oo. Primero vamos a realizar el cero en w = ± 1. Se calcula la 
admitancia Y1 del circuito en la figura 2.30 mediante la ecuacion 

I 
I 

I 
y = _1_ - = p(8p4 + 15p2 + 6) " ----.... 

1 z221r-1 5p4 + Bp2 + 2 lr=l P 

La admitancia Y1 es el capacitor c1 = 1. Ahora se calcula la admitancia Yo y despues 
Zo. 

I I 
8p5 + 15p3 + 6p (p2 + 1)(3p3 + 4p) 

Yo = 5p4 + 8p2 + 2 - P = 5p4 + 8p2 + 2 

5p4 + 8p2 + 2 I Ap 1 1 

Zo = (pz + 1)(3p3 + 4p) = p2 + 1 + Zz2 = z2 + z22 

Se calcula la constante A: 
.. I · I 

., 

La impedancia Z2 toma la forma: 
·~ )J .. 

a. p l.>.' 1 
Z2= = --

p2 + 1 p + 1 
p 

.i&.f olqn . 
La impedancia Z2 es el circuito paralelo LC con los valores l2 ...:.. 1 y c2 = 1. El circuito 
que realizamos esta en la figura 2.31. Ahora es necesario calcular ZJ2, el procedimiento 
de realizacion es el mismo, pero para realizar el otro cero de la impedancia Z21 : 

I 
zl - 5p4 + 8p2 + 2 - P (p2 + I)(2p2 + 2) , 

11
- (p2 + 1)(3p3 + 4p) p2 + 1 - p2 + 1)(3p3 + 4p) 

El termino (p2 + 1) en el numerador y eJ- el denominador se elimina y la impedancia 
Zu toma la forma: 
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z~1 Yo 
zo 

- l!)le.r~j·J' . ') .' 

Figura 2.31. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z 11 y Z12 

• 2 ~hil--
zl - 2p + 2 . _j 

11- 3p3 + 4p 
.. . 

La impedancia Z 3 se obtiene mediante la siguiente ecuaci6n: 

y: = p(3p2 + 4 I = 
3 2p2 + 2 l.vl=-2 p 

n 
Entonces la impedancia Z3 es un capacitor con el valor 1. Seguimos calculando la 
admitancia Yo · . .1 

1 3p3 - 4p I p3 + 2p 
Yo = Zit - y3 = 2p2 + 2 - P = 2p2 + 2 

I; "•'I r If fq.-;rv ,-,;. 
2p2 + 2 Ap 2 2 

Zo = p(p2 + 2) - p2 + 2 + Z u = Z 4 + Z u 
I' 
I 

Calcu!ando Ia constante A obtenem~ :• 
21

. , . ~ • 

I A = p p: lpz~-2 = 1 
r t- -:- "o,ooiooo .1' ., r · · · ~ 

Z4= p ·=-
1

-
p2+2 p+~ 

p 

La imped~ncia Z4 es el circuito paralelo LC con los valores l =} y c = 1. El circuito 
seve en la figura 2.32. Nos queda calcular el ultimo elemento Z11 

;1 '{. ' 
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0 

Figura 2.32. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z
11 

y Z
1
2 

I 

~I 
. I 

I :''1•rrntJql'lff1ii fJ 
.I 

Figura 2.33. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z
11 

y Z
12 

El ultimo elemento es el capacitor y la realizaci6n completa de las impedancias Z
11 

y 
Z12 se muestra en la figura 2.33. Los circuitos paralelos realizan los ceros en w = 1 y 
en w = V2. Los capacitores que son conectados a tierra realizan el cero en w = oo. 

I ,- . f • '\ "l > EJemplo 15. · :::::IT- -- o:: .N -
- • fj; , . :. I ~ .. 

Realizar con el circuito de dos puertas los panimetros 

(p2 + 1)(p2 + 2) z 12 = _::__ _ __:__::__ _ __:_ 
8pP + 15p3 + 6p 

5p4 + 8p2 + 2 z 11 = ---.:=---~--
8p5 + 15p3 + 6p 

Los ceros de la impedancia de transferencia (polos de la atenuaci6n) esta,n en w = ±1, 
w = ±v2 yen w = oo. En este ejemplo vamos a realizar el cero de Y12 en oo despues 
en w = ±1 y a final el cero de Y12 en w = V2. La impedancia Zn se desarrolla en 
quebrado de escalera y se hace solo una vez, como se ve en la ecuaci6n. 

1 
Zn = 1 §E + ----.---±...,~ 

5 5p4+8p2t2 

llt+~ 
I 

La impedancia Zf1 es el ultimo termino en el quebrado de escalera y toma Ia forma: 
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Figura 2.34. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Zn Y Z12 

If I· 5 . . 
3 _..,.. == f-· -·- :Z4 

rn-r rr~ [-;-,..:...r---::J--....--z-5-

1-
-- :::: ·t I 

0 

Figura 2.35. Circuito de dos puertas que realiz& las admitancias Zn Y Z12 

·-··-
/ 1-- -;;-

z l - 25p4 + 40p2 + 10 
u-

llp3 + 14p 

La realizaci6n no completa se muestra en la figura 2.34. Ahora vamL •s a realizar el cero 
de Z12 en p2 = -1 y se obtiene la impedancia Z2. 

125p4 + 40p2 + 10 -5 p -5 5p 
Zu!p2-t = Z2 = P llp3 + 14P jp2=-1 = 3P = p2 3/P2=-l = ... ' 

La impedancia Z2 es el inductor que tiene el valor i· Ahora podemos cak ~ular la 
impedancia Zo. 

z - z - z - 25p
4 + 40p2 + 10 5p 20p4 + 50p2 + 30 

0 
-

11 2 
- llp3 + 14p 3 33p3 + 42p 

j '-'' 33p3 + 42p Ap 
2 2 , •,,. Yo= (p2 + 1)(20p2 + 30) =: p2 + 1 + Yu = Ya + Yn 

Si se calcula el constante A se puede desarrollar la admitancia Y3 . La admitancia Y
3 

es el circuito LC en serie. La inductancia l3 tiene el valor ~0 y el capacitor c
3 

== {
0

. El 
circuito se muestra en la figura 2.35 y queda realizar mediante las impedancias Z

4 
y 

Z5 el ultimo cero de la impedancia Z12 en p = -v'2. 

33p2 + 42 I 9 
A= 20p2 + 301P2_1 ~ 10 -
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Figura 2.36. 
0 yl . I I I 

Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z 11 y Z 
12 

' ;l j;\ •l91 ·d r) sst i' ~~b ( ' .'1! 

!!E 1 
y;- 10 - ~--

3 - p2 + 1 - .!.QE + 10 -r, 
9 9p 

v 

La admitancia Ya se realiza con un circuito LC en la forma serial. Si se conoce Y
3 

se 
puede calcular Zf1 mediante la ecuacion 

~~' I 

1 33p3 + 42p 

--1 -T -~-----

1 
Yo-Ya=-2 Zu 

I 

f{j 15p(p2 + 1) 
-2 = 
Zu (p2 + 1)(20p2 + 30) 

- ----~~--~---
p2 + 1 (p2 + 1)(20p3 + 30) 

Nos queda realizar el ultimo cero de la impedancia de transferencia Z 12 en p 2 = -1 

- . 2 1-40 +30 1-10 -lOp - .y p 
z4 = Znlp2=-2 = = -- = --2 lp2=-2 = -

p 15 l5p l5p 3 
.;J 

La imped'~n~ia Z4 se realiza mediante una inductancia con el valor k· Todavia es 
necesario calcular la impedancia Z 5 , pero primeramente se calcula la impedancia Z

0
. 

I 15p2 + 3o p " 2 
1 Zo = Zf1 - Z4 = 15P - 3 -:- Z5 = p + P 

La impedancia Z0 = Z 5 es el circuito <Ec serial.
1 

La i:riductancia tiene el valor 1 H y el 
condensador 0.5 F. El circuito completo se muestra en la figura 2.36. 

Ejemplo 16. 'J "'j' I 

. I 

Realizar el circuito de dos puertas si se conocen los panimetros Z11 y Z21 . 

I • 1 
Z21 = (p + 1)(p + 3) 

I. j. 

z - (p + 2)(p + 5) 
11 

- (p + 1) (p + 3) 
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~± ~~t ~~ ~¢ 
Figura 2.37. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z11 y Z12 

Cerca de origen hay un polo y por eso el circuito es RC. Todos los ceros son en oo y 
por eso la impedancia Z 11 se desarrolla en cad en a de escalera. 

Z
. 
1 

p2 + 7p + 10 I , I 1 
1 - - 1 + ---....----

- p2 + 4p + 3 - !!.. + 9 1 1 

3 s+w+f· 

El circuito se muestra en la figura 2.37. 

'' " [c) (\ , I . . '( .- , . ... . ., • 
I , 

Ejemplo 17. 

Realizar el circuito de dos puertas, si se conocen los parametros Zu y Z21 . 

I 

p2 (p + 2) (p + 4) I z2I = (p + 1)(p + 3) f Zu = (p + 1)(p + 3) 

Cerca del origen hay un polo y por eso el circuito es RC. Todos los ceros son en w=O y 
por eso la impedancia Z 11 se desarrolla en cadena de escalera, pero ahora el grado de 
p en los polinomios es en forma ascendente. ... 1 

z - 10 + 7p + p2 

11- 3 + 4p + p2 
1 

10+7p+~ 
3+4p+p 

1 

El circuito se muestra en la figura 2.38. Podemos ver en la figura, que el cero de 
transferencia es para w = 0. El capacitor para w = 0 es un circuito bierto y la sefi.al 
con la frecuencia cero no se transfiere de entrada a salida. Para w = 0 el capacitor i 

tiene impedancia infinita Zc = ..,Liw=O = oo. 
JWC 

~jemplo 18. I . [: 

.Realizar el circuito de dos puertas, si se conocen los parametros Z11 y Z21 . 

p 
Z21 = (p + l)(P + 3) 

49 

z I_ (p + 2)(p + 4) 
11 

- (p + l)(p + 3) 
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! 

I 

Figura 2.38. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z
11 

y Z
1
2 

I I 3 ljJ .,. xi"~ '1 . II so 
·~ 1.--.. 

::;± g; g2; : l•t 

I . ·' 

. I I I ' . 

Figura 2.39. Circuito de dos puertas que realiza las admitancias Z
11 

y Z
12 

I I I .. 

Cerca !el origen esta un polo y por eso el circuito es RC. Un cero de Z
21 

esta en w=O 
y el otro cero esta en w = oo y por eso la impedancia Z11 se desarrolla en cadena de 
escalera, pero ahora se desarrolla Z 11 primero como Cauer I y despues como Cauer II. 

p 2 + 6p + 8 -+- _-__, 1 
Zn = p2 + 4p + 3 = 1 + s + 3 + I 

2 5 ~ 
3s ~ 

El circuito se muestra en la figura 2.39. Podemos ver en la figura, que el cero de 
transferencia es para w = 0 y tam bien para w = oo. El segundo capacitor en el circuito 
para w = 0 es abierto y la sefial con la frecuencia cero no se transfiere de entrada a 
salida. El primer capacitor para w = oo esta en corto y las seiiales con frecuencias 
infinitas tampoco se transfieren de entrada a salida. Entonces el circuito realiza el cero 

par~.:~-~~'~' para.:= 0. , ! P~ .. j, 

. i 
I' 

•1''~ ., .. , .... , ·. ~r 
.:o~ 

-. I 

1{1 
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Capitulo 3 ···t' ·~.,.. 
I af'l-''. ' ~ ! iL/U. . . I· 

Transformaci6n de la~ plantillas. 

' .I 

i. 

Los factores que alter~an las seiiales son: 

• Distorsi6n 

• Interferencia 
r-Wrt..: s:~ I, · 

~ n i 

( f-"- l )~ i 

om · ~ ·· · ,~··on ast d .s~q .s .sm1o1:>n · -:o; tle '!, ,, . • · ··~ ..... • • Ruido 

··~.>.,~ i . :n 
I ~'vj ~ 

• Atenuacion 

Para eliminar esos factores se necesitan filtros que dejen pasar las seiiales que nos 
interesan y que no permiten el paso de las seiiales inutiles. El ruido, por ejemplo, 
puede ser en las frecuencias altas o tambien en las frecuencias bajas. Para eliminar el 
ruido en las frecuencias altas se utilizan los filtros pasa bajas y los filtros pasa altas se 
utilizan para eliminar el ruido en las frecuencias bajas. Si el ruido se encuentra en las 
frecuencia altas y bajas, se utilizan para quitar el ruido y dejar pasar por ejemplo la 
voz, el filtro pasa banda. Si queremos limitar la influencia de interferencia entonces se 
utiliza supresor de banda o un filtro adaptable, que cambia los valores de los elementos, 
dependiendo de como se cambia la frecuencia de la seiial de interferencia. Las plantillas 
de los filtros de pasa bajas PBF, pasa altas PA, paso banda PB y supresor de banda 
SB se muestra en la figura 3.1. 

Todos los tipos de filtros se pueden transffrMar e~la ~asa bajas normalizado (PBFN). 
Los pasa bajas normalizados tiene la frecuencia de corte en 0 1 = 1. La ecuacion que 
nos transforma pasa bajas a pasa bajas normalizado es 

· tt n = :
1 ~it r. 1 · -~rr · · 

Pasa altas se transforman a pasa bajas normalizado mediante la ecuaci6n 

r, n =-w_l 
w 
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IH(a)l 
JH(a)J 

1 1 

L 
,1 ----+ f '-1 ----+ f 

IH(s)l ~' 
JH(a)l 

1 

L u rt·' sl 
.,. 

It .. 811 ,, --+ f ,, ,_, ----+ f 

FigurJ 3.1. Las plantillas de pasa bajas, pasa altas, paso banda y supreso:r de banda 

1 I ·~" 

Paso banda se transforma a pasa bajas normalizado mediante la ecuaci6n 

·J · w
2

- wlw 0 = 1 -1 

w(wi- w_I) 

Supres r de banda se transforma a pasa bajas normalizado como 

n = ... ~w-:(:-w_l _-_w_-_1_) 
w 2 - WJW-t 

En la figura 3.2 se puede ver como se transforman las plantillaiJde los filt:r6'J't tl{~· 
pasa bajas normalizado. En los ejemplos se muestra la transformaci6n de todos tipos 
de plantillas a la plantilla pasa bajas normalizado. 

I: 

Ejemplo 1. 
rl 

Transformar la plantilla de pasa bajas de la figura ala plantilla de pasa bajas normal~ 
izado. 

Soluci6n: 
I 

Primero se calcula la frecuencia del corte normalizada 0 1 y despues 02 

0 = 3400 = 1 
l 3400 1 

n = 47oo = 1.382 2 3400 
pasa bajas normalizado se muestra en la figura 3.3 b). 

' •IJ 
i 

Ejemplo 2. >lU I :lon.lt ;,·' h/l.t<•, . '~m·•.ot.P,fta'f .• ~~ ~p· r 
Transformar la plantilla de pasa altas de la figura

1 

3.4a a la plantilla de pasa bajas 
normalizado. 



I 
4..: 

' • ---

t 

.l 
,I"'./' ~ ~·: '$ -~ 

I H(s)l ;. 

0 
I !5 
' . 

T 1 
~ ·:-.: 

L ' 

J 
_, , I 

IH(s)l 

. .Lq rr~l~ f 
T -'aL Hllf' i 

T 

'~"''·! ~ ~·-·L~· =>I:,~·~~~~; L~~" 
1-J U '"" f J, I +-----l1-~n-2--n=-~ 

'-1 ,1 - f i 
IH(s)l[] , 

1 F ·1Ji>E i 

T u . ~ -fOE - r ' fl , . 
~ a{ b AI ,,BSH!U f3e r;·- .--r ,,.. , 

,1 '-1 ----+ f 

I .£ Oh.{L 
Figura 3.2. La transformaci6n de las plantillas PBF, PA, PB y SB a PBFN 

.n j 

a) 

~! ! ! . 

3400 4700 

(' 

;. · .... )~ ...... ,i 

a[dB] 
~-~ i 

-t f[Hz] 
-- jp;lfl 

o~~~ 

1 max """r'<"'<'"<C<"! 

I min 

b) 
·~ ~'""'" [ ·' i' 

Figura 3.3. Las plantillas de PBF y PBFN 

' -·~ ' 

L 
1382 -..n 
' 

I

, .t· I 

_, .. ,·l,f,b.uLL .. Jnh:·,, .... r .. rr·•., .. <. r 'I-

I 
,)J. .. 
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a[dB] 

i a(dB) 

i 
0 

I 

8max 

8mln L 
300 3400 --+f 

I 
b) ~ 

~ -

11,333 l.nl 
--+ 

I 

Figura 3.4. Las plantillas de PAy PBFN 

Solucion: 1-Lt 
't- : f 

Primero se calcula la frecuencia de corte normalizado fL1 y despues 0_
2 

3400 n_l = --- = -1 
3400 

3400 n-2 = --- = -u 333 
300 ' 

pasa bajas normalizado se muestra en la figura 3.3b 

., 

·-' 
f< 
I 

Ejemplo 
3

' . f2 ··(. E A'l asHit ! :'r Gtij ::~blnoi uolaaa1.t Bel f: .1. ,(·1 

Transformar la plantilla de paso banda de la figura 3.5a a la plantilla de pasa bajas 
normalizado. 

Soluci6n: : I . . . ' 
Primerd se calcula Ia frecuencia de corte normalizado 0 1 , 0_1 y despues 0._

2
, 0

2 

,./ 

. ··- .. I 

i~1• 34002 - 300.3400 n = = 1 1 
3400(3400-300) 

n = 3002 
- $oo.34oo = _

1 
-l 300(3400- 300) v 

47002 - 3400.300 ~ ·~ 
02 

= 4700(34oo- 3oo) = 1' 446 
Iii> 

n = 1502
- 34oo.3oo = _

2 145 . 1 -
2 

150(3400 _ 300) • 

pasa baJas normalizado se muestra en la figura 3.5b J:.e J- .. , ;
1 

Ejemplo 4. 

' !8b}l 

:o i a 

1- I I 
Transformar la plantilla de supresor de banda de la figura 3.6a) ala plantilla de pasa 
baja.s normalizado. L 



a[dB] a[dB] 

r 
' ·~- .-. 

r ,o .f I • 
0 

l'l I 0 

~\ 
1max 

•max 

lmin I min 

a) 160 300 3400 4700 --+f b) 1 1,446 2,145 l.n.l 
---+ ·~ 

Figura 3.5. Las plantillas de PB y PBFN 

~· ·.' I ill, -I !' 
filll .8 

a[dB] a[dB] 
r, 

r i 

u :)n _, 0 
8max 

I min 
.,>.) 

i .r\, 

lmin 

100 lX) 3400 4700 ---+ f I 
b) 
4---~~~--~------

IJll 10 
• 

--+ 
1,41 3,63 a) 

-~ I : 
-~ - -·- ~- --- ·+-',·{ '{ 

Figura 3.6. Las plantillas de SB y PBFN 

: .i.JU g ·' 
Soluci6n: 

Primero se calcula la frecuencia del corte normalizada nt. n_'i y despues n_2, n2. El 
pasa bajas normalizado se muestra en la figura 3.6b 

'lP 

\ i 

n _ 1oo(1oo- 47oo) _ 
1

- 1002 + 100.4700 - 1 

0 q· - 4700(100- 4700) - I "'t"! 
-l - 47002 - 100.4700 - -

n _ 300(100- 47oo) _ 
2 

- 3002 - 100.4700 -
3

' 
63 

n = 34oo(1oo- 470o) = _ 
41 

-
2 34002 - 100.4700 

1
' 

.• ri 

'f = ~ 
En los catalogos de filtros se encuentran las estructuras de un filtro pasa bajas nor-
malizados. Para cumplir los especificaciones de la plantilla es necesario transformar la 
estructura normalizado a una estructura denormalizada PBF, PA, PB o SB .. A con­
tinuaci6n se muestra como se obtiene una estructura denormalizada paso banda si se 
conoce pasa bajas normalizado. 

j ' ""'1 "· 
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• Transformaci6n pasa bajas normalizado a paso banda. 

I 
La impedancia de inductancia es z = jO.l. Si se systituye por n 

J~ i ,·~!! 2 . : 
· 0, = W - W}W-1 1 ·~---·-- ·:·--·· ·_ w(wi-w-l) :. oat 

se obtiene 
1
',. J 

1 
J . 

1 
' . " __ 

1 
Z(jw) = jw + -.- wt-w- = pL1 +-

I. Wt - W-1 JW l 1 pC1 
WtW-1 

El inductor se transforma a un circuito serie LC con los valores 

l 
L1 = ----

WI- W-I 

La admitancia de un capacitor es y =jOe. 

l Ct = Wt- w_l 
lw1w-1 

-" Si se sustituye por n 
,. 2 ~ ~· 

W - W}W-1 r 

r 

0= 
w(w1 - w_I) 

, . ..... __ ..,.._..._ 
se obtiene .... "~ t:' IH- ~if. 

c 1 I 1 
Y(jw) = jw + -.- w1 -w_

1 
W} - W-I JW CWtW-1 

(d 

El capacitor se transforma a un circuito paralelo LC con los valores 

c 
o - .... -1 c2 = ----
"' "·'· W1-W-1 

En la figura 3. 7 se muestra la transformaci6n de pasa bajas normalizado a paso banda. 

• Transformaci6n pasa bajas normalizado a supresor de banda. 

La impedancia de inductancia es zi~ jO.l. Si se sustituye por 0 

n = ~ w ( w1 - w _I) 
w 2 - WJ.W-1 ·:n 

obtenemos 

El inductor se transforma a un circuito paralelo LC con los valores 

•Jo 1 
c1 = ----..,... 

l(wl - w_l) 

56 1 
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-·-i 

JH(I)J 

T 1 

l 
,_, 

f1 --+ f 

r c1 

~ 
n= 

' - '""' 

I 

t:t 
' t~ 

2 . 
W- W1W-1 

w (w1-w-1> 

IH(a)l 

T , 

L 
r rJ l 

I 

~~ 
( Ic - l ¥" 

Figura 3.7. Transfo macion PBF a PB 

La impedancia normalizada de un capacito~ es z = -J.. Si se sustituye por n 
J .. c 

obtenemos 

f2 = _ w(wl - W_t) 

w 2 - WJ.W-I 
l '. 

Z( . ) -1 w2
- WJW-I ·1 JW WtW-t JW = = + __ ..=.__;;:.. __ 

j c w(wi - w_I) (wi - w_I) jwc(w1 - w_1) ,; 1·i· • • ·, :r.1r t> 

El inductor se transforma a un circuito serie LC con los valores 

c2 = c(wi - W_I) r\J.) Lll I 1 
WtW-1 C Wt- W_I '· ,. . 2= ( ) 1 v.a.J.!O;.) 

En la figura 3.8 se muestra la transformacion de Jasa bajas normalizado a supresor de 
banda. 

. ·t r.' . f l _I""'"" I~ . II''' .-.~ . ~) -1 • f . ·~1.1' 

• Transformacion de pasa bajas normalizado a pasa bajas. 

I 
La impedancia del inductor normalizado es z = jOl y se transforma con la ecuacion 

a un inductor 

con el valor 

J 

w 
0=­

Wt 

jw-1= • 
Z= -l=pLt I' 

Wl 
.1. l:~ .. 
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JH(s)J 

i 

- ,. -~- . \. ~ ·t ,. . 

l(z' 
t 1' 

! I IH(s)l 

-w cw,-w_d i 
n= 2 

w- <..> 1<..>-1 

!'.-I 
' 

r ·~I rJ I II 
' --, ........ -~ 

~ 

', ' . 
-w !w1 -w_1 J n - --==-----'---­

- w2 - w1w_, 

1 

cJ 

Figura 3.8. Transformaci6n PBF a SB 

I ;OJl . ll j£1 fijj ' 

W ') 
1 ' 

~"-'! 

L 
n2 B.... 

,:3 1 I 

I 
£1 = _l . 

La admitancia del capacitor normalizado es y =jOey se transforma con la ecuaci6n 

I w 
0.=-

; 

a un capacitor \,· 

con el valor ~ = ~~; I 

: J !·· • ' I'· c •· .i ·· r1 si f:·rt-·· '•::- 0 • ., ' ·t 
~=- ' ., 

WI .. 
i I 

En la figura 3.9 se muestra la transformaci6n de pasa bajas normalizado al pasa bajas 
original. 

.a£(.sd E< 1 n ob.saiism[IOn ft..st sasq ~ · ~bsnno\en.s"IT .,.. 

• TransformaciOn pasa bajas normalizado a pasa altas. A> AJ·. qmi ~ 
I . 

La impedancia del inductor normalizado es z = jO.l y se transforma con la ecuaci6n 

1-wJ · i 
!1=--

w 
a un capacitor cl ~ -~+ ~-~I 

w_ll 1 
Z=--=-

jwl pCl 

I 



con el valor 

IH(s)l 

i 1 L 
____ ., 

1 

n 

IH(s)l 

i 1 

. I ' I ~. 
Figura 3.9. Transformaci6n PBF a SB 

q- ,., .. . r.i,t. 'T 

w1l 

L 
n · n 2 ~ 

I c1 = -
1 

I I 

La admitancia del capacitor normalizado es y =jOey se transforma con la ecuaci6n 

I ~ 

a un inductor 

con el valor 

I .\ .. _ .. , 
WI I 

Y = j0.c = ~c = --
jw jwL2 

I ,· 
f . -'-·· 

- , I 
'~:· I 1 
L2=­

cw1 

I ~ t 
En la figura 3.10 se muestra la transformaci6n del circuito pasa bajas normalizado a 
circuito pasa altas denormalizado. 

rr,... 1! & 
____ _.~ > 

~tot ', ..... t' 
Ejemplo 5. .., + 
Calcular el filtro paso banda si el orden del filtro es n=2 y la impedancia en la salida 
y entrada conectada es Ro = 600 Ohm. Las especificaciones de la plantilla del filtro 

estan en la figura 3.1~a ':' --- J. -~ .I. . . . _. 
La estructura normahzada de segundo orden de Butterworth se muestra en la figura 
3.1lc. Los valores de pasa bajas normalizados son l1 = ../2 y c2 = ../2. Si se utilizan las 
ecuaciones para la transformaci6n pasa bajas normalizado a paso banda, el inductor 
se transforma 'a circuito serie LC con L1 , C1 . 

59 
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r 
---+ f 

~ 
~=n , .. 

c1 ·-

-w-1 n=­w 

1 P. . .J 

_,r .. 
I 
I 

IH(s)l 

i 1 

L 
! 3~-e1 

--. jt-----.~-L2----ll ~ 
,:r~ 

I I ·[ 

'gj 

Figura 3.10. Transformaci6n PBF y SB 

i'".- = r~ 
·~ t \. J 

'')t = ' ;.;~' ' 

IH(s)l 

i 1 

• I 
··)b {;! 

300 3400 

lf1! 

I) 

i2 

. f 1: 

ll"~ -. T~]-1 
' \) 1· - -

c) 

Figura 3.11. Tran~form~ci6~ PBF y PB . . 

d. 
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' " ~.,_ ! 
I : 

--r" 

I 

48,371 mH 

.: ·. JH(•)I 

i 1 

i ~' 

48,371 mH 

a) 

300 3400 ~, 

J I , ; 

+--I~' ., l"L ___I_~~ 
I I : I 

Figura 3.12. Transformacion PBF a PB 

I I 

L ~ ltRo _l__ .;2.600 --.:..._ ·- _ ~~ 
1 

- 27r.(JI - f _I) - 2.7r(3400- 300) - o, 0453 Ir 

Ct = (h- f-t) = 3400- 300 = 570 05 nF 
2. 1r Rol1 fd -t 21r600 . .;2.300.3400 ' 

y el capacitor se transforma a un circuito paralelo LC con £ 2 , C2 

£
2 

= RoUt - ! ~~f -680(3400 J_ 300) = 
205 2 

mH 

2.1fC£ftf-1 27r.J2.300.3400 1 

I!'Jff'•~' , rr ., .:....&.~>.a. ........ I . ..; ... . ' . ../'~ 

c2 . v'2 

I 
C2 = - = 121, 01 nF 

. 27r.R0.(h-f-d 2.7f.600(3400-300) . ., 1 

'\" ofqmst~[ 
La estructura de paso banda que cumple las especificaciones de la plantilla figura 3.11a ' 
se muestra en la figura 3.1lb. 

·r;~ 

Ejemplo 6. I '~'lb lf'r I L• ;+ ,J,i' r ' ;,,, -~ 
Calcular el filtro supresor de banda si el oiden del 'filtro es' A· 3 y la impedancia en 1 

la salida y entrada conectada es Ro = 100 Ohm. Las especificaciones de la plantilla 
del filtro estan en la figura 3.12a. La estructura de tercer orden normalizada de But­
terworth se muestra en la figura 3.12c. Los valores de pasa bajas normalizados son 
l1 = l9 = 1 y c2 = 2. Si se utilizan las ecuaciones para la transformacion pasa bajas 
normalizado a supresor de banda, el inductor se transforma a un circuito paralelo LC 
con £1. Ct. 

I I 
L

1 
= ltRo(ft- J_l) = 1.100(3400- 300) = 

48
_
371 

mH 
27f .ft .f -1 2. 7f3400.300 
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IH{s)l 

T 1 

3400 ---+, 

441,3 nF 

~~~ 3.1 
Figura 3.13. Transformaci6n PBF a PB 

1 1 
Ct = = · = 513 4 nF 

l1Ro(h- f-d 1.100.2.7r(3400- 300) ' 

y el capacitor c2 se transforma a un circuito serie LC con £ 2 , C2 

' .-:: .-':""") 

L2 ~ Ro - - lOO = 2, 567 mH 
C2.1r(JI- f-~) 2.271".(3400- 300) 

02 = c2(h- f-1) = 2(3400- 300) = 9674 1 nF 
271" fi.f -1 271"100.300.3400 ' 

La estructura de supresor de banda que cumple las especificaciones de la plantilla figura 
3.12a se muestra en la figura 3.12b. 

--------- :. . J 
n . (' 

Ejemplo 7. 
.j 

Calcular el filtro pasa altas si el orden del filtro es n=2 y la impedancia en la salida 
y entrada conectada es R0 = 75 Ohm. Las especificaciones de la plantilla del filtro 
estan en la figura 3.13a. La estructura de segundo orden normalizado de Butterworth 
se muestra en la figura 3.13c. Los valores de pasa bajas normalizado son l1 = ../2 y 
c2 = ../2. Si se utilizan las ecuaciones para la transformaci6n baso bajas normalizado 
a pasa altas, el capacitor se transforma en inductor £ 1 . 

£1 = - = = 2, 482 mH Ro 75 :J2 
cfi 2.71"3400. 2 

y el inductor l2 se transforma en capacitor c2 

1 1 I 
h C2 = - .J2 = 441, 33 nF 

l2.2.7r h 2. 71"3400.75 
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IH(a)l 

i 1 

300 

4,691 mH , 4,681 mH j <.> 1 1 

----'O'OO'"'.____,....__f .:] n- w, :rJ 1 

b) I - I c) 

Figura 3.14. Transformacion PBF a PB 

I 

La estructura pasa bajas que cumple las especificaciones de la plantilla figura 3.13a se 
muestra en la figura 3.13b. 

• I 
EJemplo 8. 

I I 
Calcular el filtro pasa bajas si el orden del filtro es n=3 y la impedancia en la salida 
y entrada conectada es Ro = 150 Ohm. Las especificaciones de la plantilla del filtro 
estan en la figura 3.14a. 
La estructura de segundo orden normalizada se muestra en la figura 3.13c. Los valores 
de pasa bajas normalizado son l1 = l9 = 1 y c2 = 2. Si se utilizan las ecuaciones para 
la transformacion pasa bajas normalizado a pasa bajas, el capacitor c2 se transforma 

en capacitor C2. I I ·I 
~ 2 . 

C2 = = = 936, 2 nF 
Ro.2.7r h 2.7r.l00.3400 · 

y el inductor l1 se transforma en inductor L1 = L3 

1 _ L _ l1 .Ro _ 100 I _ 
4 681 

H 
Ll - 3 - -- - - ' m 

2.7r h 2.7r3400 

La estructura pasa bajas que cumple las especificaciones de la plantilla figura 3.13a se 
muestra en la figura 3.14b. 

6 



T)" 

La aproximacion de las especificaciones de la plantilla consiste en encontrar la funcion 
de transferencia G(s) que cumple las especificaciones de esta. Para la aproximacion de 
las plantillas se usa la ecuaci6n caracteristica ( 4.1). 

G(s)G(-s) = 1+c/>(s)c/>(-s) 
. I 

( 4.1) 

G ( s) es la funci6n de transferencia definida por la ecuaci6n ( 4. 2) y tam bien en capitulo 
1: 

(4.2) 

La funcion 4>( s) es la funci6n caracteristica a elegir cumpliendo solo una condicion. La 
funcion caracteristica puede ser cualquier funci6n positiva. La funci6n de tran.sferencia 
debe cumplir las siguientes condiciones: 

• El numerador de G(s) debe ser un pol~no~i~ Hlrwit~ .. Eso significa q~e los ceros' 
deben estar en el lado izguierdo del plano complejo de s. 

• Para todas las frecuencias w la funcion de transferencia G(s) debe cumplir la 
condici6n IG (j w) I ~ 1 

I I 
La prueba de G(s) como una funci6n de transferencia va.Iida, noes facil, pero si c/>(s) 
es una funci6n positiva podemos verde (4.1) que se cumple la condici6n JG(jw)J ~ 1. 
Si se eligen los ceros de la ecuaci6n de transferencia en el lado izquierdo del plano 
complejo de G(s) entonces se cumplen las dos condiciones necesarias. 

Ejemplo 1. I '· 
.· · ~I I :" ~ 

Compruebe, si G(s) es una funci6n de transferenCia valida. 

G(s) = s
3

+5s
2
+9s+5 

s2 - 4 
I 
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Los ceros de G(s) son en la parte izquierda del plano, como seve de la siguiente ecuaci6n 

l s
3 + 5s

2 + 9s + 5 = (s + 1}{s + 2 + j)(s + 2- j) · · . · I 

El nu erador de G(s) es un polinomio de Hurwitz, entonces se cumple la primera 
condici6n . Ahora vamos a calcular IG (jw) I 4 '· . Jllo.; .... ' , , ' •. 

I 
6 4 2 ! 

JW + 4 2 > 1 ·• IG(. )! 2 = 1 16w + 96w + 488w + 399 .. ' A1 

_ ;. 16w + Bw + 1 · .· , .. , -

Para cualquier w, tiene IG(jw)l ~ue ser mayor a uno, entonces se cumple tambien la 
segunda condici6n y la funci6n G(s) es una funci6n de transferencia valida y se puede 
realizar con elementos LRC positivos. Esto significa que es fisicamente realizable. 

f'l y 

4.1 Aproximacion de ~utt.erworth '·. ·:l f 

I I 

Para la aproximaci6n de Butterworth se elige la funci6n caracteristica ¢(s) = ESn. La 
ecuaci6n caracteristica ( 4.1) para la aproximaci6n de Butterworth toma la forma ( 4.3) 
0 (4.4). 

G(s)G(-s) l1 + (-ltE2s2
n '(4.3~ 

I ·J '-'1 I 

1d rr•~·ifwm.fHTH01G(O)I 2 =G(jO)G(-j0)=1+(-ltE202n ;"'' •;,)r!· rr,' (4.4) 

El orden del filtro . I r" I . • 1 

Para calcular el orden del filtro normalizado en la figura 4.1 necesitamos conocer la 
atenuaci6n maxima amax en nl y la atenuaci6n minima amin en n2. 

Para n = 0 1 ~ 1 es la atenuaci6n tt:a~a,k-y de ( 4.4) se puede escribir 

,{ . T a[dB] 

J..i.. ;;J,i I 

0~~~~ 

amax~~~~ 

; Oil 

--1----'"--------- '£ SJIIJ 
n1•1 n 2 n 

r1 ·} I __. 

(e: 

1 ....... 

Figura 4.1. 
II""•' l ..• 

La plantilla normalizada de paso bajas 

cq 
.rw f • 

p 

,1 olq~ti1 
j) 



, r 

e2amax = 1 + E2 ·.Ji." 10~ = 1 + E2 

y calcular E 1t ~ . I 
'II8 t -f- -· 'I =j"-~ ;: :J!t 

n ~------
1 E = Vr-e2;;-a-m-ax ___ 1 . = V 10 ~ - 1 

Para n = n2 es la atenuacion a= amin y de (4.4) se puede calcular n. 

'1 J; I'U.I :::11> e2amin = 1 + E2n~n IO arm.... = 1 + E2n~n 
· rd 

o btenemos la Despejando por logaritmos ambos lados de las ecuaciones anteriores 
ecuaci6n para calcular el orden del filtro Butterworth (4.5) y (4.7). 

I 
'·· zn:~::::=~ 1"'" 

·ItT·''· - .-. i -~ I 

n > -"----_::;.. 
2ln n2 i 

(4.5) 

En la ecuaci6n ( 4.5) la aten;aci6n tiene unidades de Neperes. 
uaci6n en Decibeles se utilizan las ecuaciones (4.6) o (4.7). 

Para sustituir la at.en.:. 

I , l u. 0 23 . 1-- 8{)') !~. I ~. ln e · · 0 min-1 ! t. 
' eO. 23amax -1 n > --'----~ 
2ln02 

n> 
lag10~-1 

10~-1 

2log!12 j 
Ceros de la funcion de transfere~cia. J I 1£' 
Para calcular la funci6n de transferencia G(s) se calculan los ceros de la ecuaci6n 

. I . I 
G(s)G(-s) = 1 + (-1tc::2s2

n = 0 

Para el arden par de n abtenemas: ·~ /l_t__.-;-tf.,,.l/ 
1 + E2S2n = 0 I 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Si E = 1, los ceros de la funci6n de transferencia G(s) para el orden n par se calculan 
mediante la ecuaci6n ( 4.9) y se ubican en el circulo unitario. 

I ...... 

. ,..+2""' 1r + 2br · . 1r + 2br 
Sk = e3 

2n =COS -- j sin-----
2n 2n 

Para el arden impar de n abtenemas: 

I 

"I 

'·'J 

(4.9) 

, I 
i 

Si E = 1, los ceros de la funci6n de transferencia G(s) para el orden n impar se calculan 
mediante la ecuaci6n ( 4.10) y se ubican en el circulo unitario. Es necesario decir que 

I 



los ceros no estan ubicados en ningun caso en el eje imaginario. El numerador de la 
funci6n de transferencia debe ser un polinomio de Hurwitz. c.s: I 

I · w/c I kJ - I br . ~ 'I 1.? 1 r • 

~ sk=e3-n=cos-+jsin- (4.10) 

Ejernplo 2. " .;' = :~.~~ ob :~, • '= n . =' l = !l ' ·~ 
Calcular la funcion de transferencia de un filtro de Butterworth para el orden n=2. 

. l ) I ' ·t· - I 

Soluci~n: 10 .-~~ . : sb . r oLn.sr_')( · U 
i . I f>) r HJ 8 I 1 {~ I 

El orden de filtro es par y por eso se uti iza la ecuacion (4.9). Los ceros de la funcion 
de transferencia son: 

7l' ~ 7l' • I< ~~ . 
so = cos 4 + j sin 4 = 0, 1b1 + jO, 707 I 

! 

I I iTJI ' :HJ 
371' 371' 

s1 =cos 4 + j sin 4 = -0.707 + jO, 707 
to.~) - J <' k-v 
Los ceros de G(s) y G(-s) se muestran en la figura 4.2 

i-- .t:'~· I 'l[ 'I I -- ) 

l. 

T JW .• 1' 

(!. I 

c 

G) 

C' -

l~} ai ,. 
·-) H -' 

""1 'f;1'g ,;;• f~: · LoS" ~ero~ de !a "f~n~'iisn • Jtr~;,~re;ln6ia de B~ ti~~oith para n= 2 · 

La funJion de transferencia debe tener lo~ cero~ en la parte izquierda del plano s. 

I \ I ! ' . 

G(s) = (s + 0, 707- jO, 707)(s + 0, 707 + jO, 707) = s2 + v'2s + 1 

Ejemplo 3. ,-, - rt: \ t L 1 

Calcular la funcion de transferencia de un filtro de Butterworth para el orden n=3. 
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q \·, C' -- ' ' ( ... i ,·) ,, r,---. 'Tjw 

1 I G) 

) ..,,_. J. I 

0' 
---+ . .GJ' 

Figura 4.3. Los ceros de la funcion de transferencia de Butterworth para n=3 

Soluci6n:' 
' 

· •-rr""••·••:fiffo 
El orden de filtro es impar y por eso se utiliza la ecuacion (4.10). Los ceros de la 
funci6n de transferencia son: 

I 
l'? I 

-+ ' 1-

so = cos 0 + j sin 0 = 1 

7r 7r 1 J3 
s1 = cos - + j sin - = - + j-

3 3 2 2 

27r . . 27r 1 . J3 
s2 = cos- + J sm- = -- + J-

3 3 2 2 

Los otros ceros de ( 4.8) no es necesario calcularlos, porque son conjugados y estan 
ubicados tambien en el circulo unitario. Los ceros de G(s) y G(-s) se muestran en la 
figura 4.3. La funci6n de transferencia debe tener los ceros en la parte izquierda del 
plano s. 

,·,' ! ' 

·entonces 

La atenuaci6n de 3 dB del filtro Butterworth de tercer orden debe ser en la frecuencia 
angular w = 1, porque se elegi6 E = 1. Calculando obtenemos 

I '~<i ;;r. - ·. 

G(j) = -j- 2 + 2j + 1 = -1 + j 

6~~ I 
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a= 20.logv/2 = 3 dB 

En general todos los filtros normalizados de tipo Butterworth en la frecuencia del corte 
w1 = 1 tienen la atenuacion 3 dB para cualquier orden del filtro. 

Ejemplo 4. :- ~u, 1 

Calcular la impedancia de entrada para el filtro Butterworth si el orden del filtro es 3. 

I ' I i . I 
Soiuci6n: '\:'/ -

1 

\ ,Jr.uj · _ 
De ejem plo anterior la fun cion de transferencia es G ( s) = s3 + 2s2 + 2s + 1 y la fun cion 
caracteristica <P(s) = csn = s3

. Sustituyendo por G(s) y <P(s) ala ecuacion (4.11) ( ~ 

G(s) + <P(s) 
Zentrad£L(s) =: G(s) _ <P(s) (4:11 

obtenemos 
'iOJ .(0" . 1109. .SJ '~' btrr "j, • '' "!'()~ ., "1rrtf A·~ ()"!'t!ft •'-h rr' •' j'-J 

2s3 + 2s2 + 2s + 1 z t d - ---=------
en ra a - 2s2 + 2s + 1 

Si la ultima ecuacion se desarrolla con un quebrado de escalera se obtiene el filtro 
Butterworth de tercer orden _ 

1 
l· ! 

~: -+- -: == -nia tl- 1 ~oo = 
Zentrada = S + 

2 
1 

J - i~ - S + s+f - .. 
El filtro de Butterworth de tercer orden se muestra en la figura 4.4a. Esta terminado en 
la puerta de salida con una resistencia de 1 Ohm yen una frecuencia de corte w1 = 1 
tiene la atenuacion 3 dB. Los elementos del circuito normalizado de Butterworth se 
pueden calcular directamente. Los valores de los elementos Zk en el circuito en la 
figura 4.4b se pueden calcular mediante la ecuacion (4.12). .6 "-

. .1 (2k + l)7r 
zk = 2 sm ...:._ _ ____:__ 

2n 
( 

Ejemp o 5. I 
Calcular los elementos del filtro Butterworth para el orden n=4 .. , 

Solucion: 

r -

. 7r . 
z0 = 2sm- = 0, 765-t Hi rf:t, 

8 I 
571' 

z2 = 2 sin - = 1, 84 7 
8 ·- I 

70 

j .. ! ' 
. 371' 

z1 = 2sm 8 = 1,847 ·b 

771' 
z3 = 2 sin - = 0, 765 

8 

I 

( 4.12) 

• > 
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I c---o--. II b) 

•-I --
1.e•1 o.r66 a 1,11e ,,,a • 

:r:r:J···I n:TI··· 
c) d) 

I : I 
Figura 4.4. Los filtros de Butterworth de 4 y 5 orden 

I 
El filtro paso bajas normalizado con respecto a r salida = 1 y w1 = 
figura 4.4c. I 

Ejemplo 6. - ,._ ' C; dd: .~,rf. AI' n• ,, .. 

Calcular los elementos del filtro Butterworth para el orden n=5. 

1 se muestra en la 

' ,. ' 

Solucion: 

;· : :" r . .Jj' ,, 31t 11-

. + z1 = 2 sin 
10 

= 1, 618 
• 1f 

zo = 2 sm 
10 

= 0, 618 

z2 = 2 sin ~~ = 2, 000 
71f 

z3 = 2 sin -
0 

= 0, 1, 618 
I 1 

91f 
z4 = 2sin 

10 
= 0, 618 ,..; \ 

El filtro aso bajas de orden 5, normalizado con respecto a rsalida - 1 y w1 = 1 
se muestra en la figura 4.4d. Si se necesita que un filtro tenga otra atenuacion en la 
frecuencia de corte, es necesario multiplicar cada elemento del circuito por un constante 
K, donde: 

Ejemplo 7. 

')r &{ .fHt ·~ o 1 I =t , ·. ~<IBq 1. i 
K =2n y' e0,23a.ma, _ 1 

. { 

i 
Calcular los elementos del filtro Butterworth para el orden n=2 y amax = 0, ldB. 

Solucion:, . I '. '!. , j . 

Los elementos del filtro de segundo orden normalizados con respecto a amax = 3 dB se 
obtienen mediante la ecuaci6n (4.12). Calculando se obtiene it= c2 = ..;2. El filtro se 
muestra en la figura 4.5a. Cada valor obtenido se multiplica por 
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0,6623 

0,5623 . ' 

Figura 4.5. El filtro Butterworth de segundo orden 

I 

K =4 J e0,235.0,l - 1 = 0.390557 

Los valores nuevos del filtro Butterworth con atenuacion 0,1 dB en w_1 son 

I I I 
11 = c2 = J2.o, 390557 = o, 55233 

'"' Para comprobar si el filtro en la figura 4.5b atenua 0,1 dB en w1 - 1 es necesario 
calcular primero la impedancia Z(s) y despues G(s). La estructura del filtro en la 
figura 4.5b es de escalera y por eso 

I I I 2 
Z(s) = 0.552338 + 1 = 0, 3050689s + 0.55233s + 1 

0.55233s + f 0, 55233s + 1 

Calculando G(s) y ¢(s) obtenemos s. I 

G(s) + ¢(s) = 0, 3050689s2 + 0, 55233s + 1 

G(s)- ¢(s) ~ 0.55233s + 1 

Si se suman esas ecuaciones se obtiene 1 ··t' ,. 1. J' · I· 
~ I .· ~ ~·!:) 

G(s) = 0, 152d42s2 + 0, 55~3~s~ 1 

La funcion de transferencia para w1 = 1 toma la forma 

,- ,_ f .. ~ ( ' 

I 
f 

l G(1) = 0, 8474676 + jO, 55233 

y la at nuacion en w = 1 se obtiene calculando la ecuacion a= 20.log IG(l)l Im&l· · 

a= 20 log Jo.84746762 + 0, 552332 = 0,1 dB 
i 

En las tablas de Butterworth 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran los coeficientes de la funcion 
de transferencia, los elementos del filtro y los ceros de la funcion de transferencia 
calculados para amax = 3dB. Si es necesario calcular la funcion de transferencia para 
otras amax es necesario sustituir en la fun cion transferencia G( s) por s ( 4.13). 
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En el ejemplo siguiente se muestra como se calcula la funci6n de transferencia para i 

otras amax· 

Ejemplo 8. ---i 

Calcular la funci6n de transferencia del filtro Butterworth para amax = 0, 1dB y orden 
n=3. 

Soluci6n: --- I J 

La funci6n de transferencia obtenida mediante la tabla 4.2 toma la forma 

G(s) = s3 + 2s2 + 2s + 1 

Ahora se calcula nueVK-variable s 
I. ' l I --. ----- =t=+· -

8 =6 J e0,23.0,1- 1.p b 0, 5343043p 

La funci6n de transferencia de fi.ltro que atenua 0,1 dB en la frecuencia del corte w1 = 1 

--+· 
toma la forma · -· 

G(p) = 0, 1525338p3 + 0, 5709622p2 + 1, 06860868p + 1 

Si laJ atenuaci6n en la frecuencia del corte es 0,1 dB se comprueba calculando G(j) r 

G(j) = -jO, 1525338-0,5709622 + j1,06860868 + 1 = 0,4290378 + jO, 9160748 

. ---4---

a= 20 log 0, 42903782 + 0, 91607482 = 0, 1 dB 

I , I 

Ejemplo 9. 'I JJ ! ~ 
Calcular el fi.ltro Butterworth de cuarto orden pasa bajas para am= = 2 dB, fi = 3400 
Hz silas puertas de salida y de entrada estan conectadas con un resistor de 2000 0. 

Soluci6n: · I It:.~ J • 

Los valores normalizados del fi.ltro ButterJorth ~ar~ amax = 3 dB se obtienerf de la 
tabla 4.1 
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1 2,00000 
2 1,41421 1,41421 
3 1,00000 2,00000 
4 0,76536 1,84775 
5 0,61803 1,61803 
6 0,51763 1,41421 
7 0,44504 1,24697 

I n I c1 

1,84775 0,76536 
2,00000 1,61803 
1,93185 1,93185 
1,80193 2,00000 

I CJ 

0,61803 
1,41421 0,51763 
1,80193 1,24697 0,44504 

.,,!i) 
iiJ 

!c1 ~ ·tJ, 

Tabla 4.1. Los elementos del filtro Butterworth para amax = 3 dB r 1 = r 2 = 1 d 

1 1,00000 
2 1,41421 1,00000 
3 2,00000 1,00000 1,00000 - . . . 
4 2,61312 3,41421 2,61312 1,00000 
5 3,23606 5,23606 5,23606 3,23606 1,00000 
6 3,86370 7,46410 9,14162 7,46410 3,86370 1,00000 
7 4,49396 10,0978 14,5918 14,5918 10,0978 4,49396 1,00000 

,, 

Tabla 4.2. Los coeficientes de la funcion de transferencia del filtro Butterworth para 
amax = 3 dB r1 = r2 = 1 y bo = 1 G(s)=bo + b1s + b.2s2 + ... 

.. I '1{'- -. i~ ~· • ~~H~.t> !' + 8~80o~ao ,I~ ~- ~('iWfl\f. n 'H'ff (1 o I, \;) - ...... 

n 1 2 3 4 5 6 7 

sl -1,00000 -1,00000 -1,00000 -1,00000 

82,83 -0,70710 -0,50000 -0,38268 -0,30901 -0,25882 -0,22252 
± j0,707 ± j0,866 ± j0,924 ± j0,951 ± j0,966 ± j0,975 

84, 85 -0,92388 -0,80902 -0,70710 -0,62489 
± j0,383 ± j0,588 ± j0,707 ± j0,782 

86,87 -0,96592 -0,90097 
± j0,259 ± j0,434 

Tabla 4.3. Ceros de la funcion de transferencia del filtro Butterworth para amax = 3 dB 

jl 
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it = C4 = 0, 76536 l3 = C2 = 1, 84775 . n , , ··~(.):) 
Para obtener el filtro que atenua en WI 2 dB es necesario multiplicar cada elemento por 
el constante K 

(Df.t-) I 
Los valores desnormalizados con respecto a la atenuaci6n son 

l1 = C4 = 0, 715603 u·r~ -r% = ~~~ = 1, 727627 

Ahara los elementos se desnormalizan con respecto a la frecuencia de corte WI y a la 
impedancia Ro = 2000rl. Calculando se obtiene 

_ l1.R0 _ 0, 715603.2000 _ 
66 99 £1---- - 5mH 

2 .1f. h 2. 1r. 3400 I ' 

Ct = c2 - 1, 727627 = 40 435 nF 
2.7r . .fl.Ro 2.7r.3400.2000 ' 

L 
_ l3 .R0 _ 1, 727627.2000 _ 

6 741 
H 

3- - -11 m 
2.7r.ft 2.7!".3400 ' 

.JI 
c4 = C4 - 0, 715603 - 16,748 nF 

2.7r.ft.Ro 2.1f.3400.2000 
. 1 n .8'' i 

El filtro pasa bajas de Butterworth se muestra en la figura 4.6 

ai · , t"• ·•:) aobsiiP.odm.f, · ;,t.81'. 

71,619mH 1 ·o 161,741mH ·~.1' 

0 l.111.8 li 

2000 n. 

40,435 nF 2ooo n 
! ' "' . 

I 

Figura 4.6. El filtro Butterworth de segundo arden 

4.2 
-'A I ~t 

Aproximaci6n Chebych~v , 
La funci6n caracteristica para la aproximaci6n de Chebychev es de la forma 

I 
</J(D) ~ cos(n.arccos(D)) para n :s: 1 (4.14) 
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r ··-·· , .... -- (=\~-' • (I ~- ~. --

4>(0) = cosh(n.arg cosh(O)) para 0 ~ 1 

La ecuaci6n caracteristica toma la forma 

' El orden del filtro 

G(!1)G(-O) = 1 + E2 cos2(n.ar~tos(O)) 'A 

1. fsl .s o~:J!}<li:l91 1 • 

G(O)G( -0) = 1 + t 2 cos h(n.arg cosh(O)) 
. .;. tJ I· I <A: l \ .1. . .. :,) :::: 1 ~ 

J9Ji ~~ .-d .s o.t~·· 1 ·I nob J8il.sm1· • 'lb 913 ao: 

( 4.15) 

(4.16) 

Igual como en el caso de Ia aproximaci6n de Butterworth se puede derivar el orden del 
filtro para la aproximaci6n de Chebychev. Para 0 = 0 1 = 1 es la atenuaci6n a= amax 
y de ( 4.17) se puede escribir 

I.'-'· "·j 

e2am...,. = 1 + t 2cos2(n.argcosh(1)) 

O.i\ · r r~ .. \ ·,( ,. = ,--. --- .. 

I . . f = J e2ama., _ 1 r • -
t~:~ ........ 

Para n = n2 = 1 es la atenuaci6n a = amin y de ( 4.17) se puede calcular n. 

y calculando e 

I e2a...in ·~1(+ f2cts2h(rba~i2d;·~~ft;)rq ';JIJ cWi f.!d ~181Kt OJ-ild 

Si se calcula el logaritmo natural de ambos lados de la ecuaci6n anterior obtenemos la 
ecuaci6n para calcular el orden del filtro para la aproximaci6n de Chebychev (4.18). 

-~ _!---, 
~-- l. I 

h e 0 m.in-1 argcos 2a 1 ,A n > e max-

- argcosh(02) 
( 4.18) 

En la ecuaci6n (4.18) la atenuaci6n esta en Nepers. Para tener Ia atenuaci6n en Deci­
beles es necesario utilizar las ecuaciones (4.19) o (4.20). 

n 1 • .1 n 2 n ·· 1-l'>iilhW-~~ uOiGn.ul J 

ti"PiantilJ~o~allzada de p: bajas 
> 

Figura 4.7. 



(4.19) 

{ r :::.;:: •I 

(4.20) 

Ceros de Ia fu~~ion d~ transfer·~~~ia }-\ , . I ·.~ r_.l9L 

I 1"9rL• J · 

Para calcular la funcion de transferencia G(s) se calculan los ceros de Ia ecuacion 

(\~.!-) I 
G(n)G( -n) = 1 + E

2 cos2(narccos(n)) 

Si se hace la sustitucion ~- . ) \' 

I oaoil .·1 

arccos(n) = 81 + j02 

se obtienel 

0; cos(01 + j92) ; cos(01)Jsh(OJ) + ~sen(01).senh(02 ) f r 1 il' r . I 
De la ecuacion (4.21) se obtiene 

I l .I 
cos(n01 + jn02) = !_ 

I E 

Si se desarrolla Ia funci6n trigonometrica se obtiene _j_ ___ , 

cos(n01).cosh(n02) + jsJ:(~O~~.senh(n02 ) = t 
E 

(4.21) 

. 'I 

.or olqrm>i3: 

(4.22) 

De esta ecuacion es posible obtener dos ecuaciones. Si se comparan las partes reales e 
imaginaras de ambos lados de la ecuaci6n anterior 

I •' r;- r~ '\ : 

cos(n01 )cosh(n02) = 0 - (4.23) 

If;.· If'":· .. ;) 
( 4.24) 

La funcion cosh(n02) para ningun n02 es igual a cero. Entonces es el primer termino 
en la primer a ecuacion el que debe ser igual a cero (cos ( n01 ) = 0). Est a ecuaci6n es 
igual a cero para 

(h = (2k+ 1) 11' 

2\) 

Si se sustituye (4.25) en (4.24) tenemos J ·· ·' 
77 
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(2k + 1) 1 
sen( 1r)senh(n82) =-

2\l € 
. . . 

pero sen( (2k~'~11") = 1 y la ecuaci6n anterior toma la forma 

1 1 
82 = -argsenh(-) 

n E 
(O~.f- I 

I -
(4.26) 

De la ecuaci6n (4.22) se obtiene la ecuaci6n 4.27 para calcular los ceros de la funci6n de 
transferencia del filtro Chebychev para cualquier orden del filtro y cualqier atenuaci6n 

amax I i.SU:.>t> ll{ ')b ;-'• . ,[ rr.shnlli:> S<-;1 \_;-,)0 ri~16tam;rr1 ~b '·. ' ... JJI Ja! '1.sli.r::JW Bltq 

( 1 .j Sk = jOk = -sen(9t).senh(02) ± jcos(Bt).cos(92) ~ (4.27) 

Mediante las ecuaciones (4.26), (4.25) y (4.27) se puede calcular la funci6n de trans­
ferenda G(s) del filtro Chebychev. Los ceros del filtro Chebychev son ubicados en la 
elipse y en la parte izquierda del plano s~ En el siguiente ejemplo se muestra como se 
calcula la funci6n de transferencia de un filtro de tercer orden. 1 

Ejemplo 10. 
I I I 

Calcular la funci6n de transferencia de Chebychev para amax = 2 dB y el orden del 

filtro n=3. I tlL~ 'o 9ft (. :to) aoh&U:JS .t~i 
Soluci6n: 

~ = (·\.-·I.' \. + ~~~\ )~t)') . ·,' Primero se calcula ~:: " 1 _ 
,,. :(' ; fi!, 

... € = v,...l-oa~rn-.a-x/-10 ___ 1 = /102/10- 1 = 0, 764 

' J@..' ' ~ tt-
l 1 

fh = 3argstm.h(
0 764

) = 0,358 -~;?,.,rr P~ ··r-\:··"'f"O. '""'"' · t1 

' 'OJ, 

I I 
cosh(O, 358) = 1, 06 I senh(O, 358) = 0, 366 

~~'""' 
y los ceros de la funci6n de transferencia son 

I . 1 
~">!TiiY'I ' ·.' '1 

7r 11' 
so= -0, 366.sen( 6) ± jl, 065.cos( 6) = -0, 183 ± jO, 922 

37r 37r 
s1 = -0, 366.sen( 6 ) ± jl, 065.cos( 6) = -0,366 

f t:n~ 

J 

Los demas ceros no es necesario calcularlos, porque son conjugados y estan ubicados 
en la elipse, como seve de la figura 4.8. La funci6n de transferencia es 

I 

G(s) = (s + 0, 366)(s + 0,183 + jd, 922)(s + 0,183- jO, 922) 
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,.,-. n Hf 

-0,366 

.. :."- ---

C' 
---+ 

Figura 4.8. Ubicacion de los polos del filtro Chebychev 

I I I 
G(s) = s3 + 0, 73329s2 + 1, 01859s + 0, 324665 

f... .. H"I.aq 

., 

A primera vista se ve, que para w = 0 la at.enuaci6n no es igual a c~' Falta. ca.lcula~1 

la constante K. Para s = 0 debe ser G(s)=l. La constante se obtiene de la ecuaci6n 
siguient.e 

• I I . I 
G(s)ls=O = K(s 3 + 0, 73392s2 + 1, 01859s + 0, 324665)ls=O = 1 abbtL .aJ 

entonces 
~-~+'1 J 

K _ 1 P<> f=1.,. ~,,,.... ; r. IJ:Ji · ~h,,+···A~' ' •:)b •r1r..hrwl aJ 
- 0,324066-3, 857855 G 

La funci6n de transferencia toma la forma "~ 'I - 612 3 6 3 

· I G ( s) = 3, 085588855s3 + 2, 261678s2 + 3, 1431724s + 1 

Para w = 1 la atenuacion debe ser igual a 2 (dB]. i .sf Y 

G(j) I ...:.J3,~5S855- 2,'2616+'~~~4~17Jf+\~ == ::...:1;'2616 + j0,05758 

a= 20.log 1, 26162 + 0, 05758692 = 2, 03 [dB] 

Para calcular la impedancia de entrada ( 4.28) de un filtro de Chebychev es necesario 
calcular la funcion caracteristica cb( s) en la forma polinomial. La funci6n caracteristica 
en la forma trigonomet.rica no se puede utilizar. 

I . I " c G ( s) ± 4>( s) . "' "' · 
Zentrada = G ( S) =F c/J( S) L ( 4.28) 

7~ 



.. • 
Funcion caracteristica toma la forma 

.. ,, 
/ l 

¢(0) = c.cos(narccos(O)) 

Si se se sustituye por arcos(O) = (} y c = 1 en la ecuacion anterior se obtiene 

¢(0) = cos(nO) 
..... 

</Jt(O) J: cds(O) ~ 0 

I ,,l_A I ' 
¢2(0) = cos(29) = 202 + 1 

para n=2 

para n=3 I I I 
IJc.J!b'{: ¢3(0) = cos(30) = 403 - 30 _; .8.~ s·w~i'if 

Ejemplo 11. 

Calcular la impedancia de entrada de Chebychev para ama2: = 2 dB y el orden de filtrb 
n=3. 

Soluci6n: I ; . r·· 
La funci6n de transferencia fue calculada en el ejemplo 9 yes de la forma 

G(s) = 3, 085588855s3 + 2, 261678s2 + 3, 1431724s + 1 

La funci6n de caracterist.ica ¢(w) para n=3 es 
=A 

¢3 (s) = Ve0•23·2 -1(4s3 +3s) ,..j,6sh5855s3 +2,3141892.s 

Y la impedancia de entrada del filtro de Chebychev es ··· 1 

r,.~.-· () G(s)+</>(s) 6,171s3 +2,2616s2+5,457s+l z s - - ____:__ ___ __:__,,------_____: ___ _ 
entr - G(s)- <f>(s) - 2, 2616s2 + 0, 8289s + 1 

Si se desarrolla la impedancia Z ( s) en el quebrado de escalera, se obtiene el circuito 

que se muestra en la figura 4.9 tii rrr' q~, f 0 ~ \ ~, I, 
1 

t, , • :·h 
l~i I 1 

Z ( s) = 2, 728s + 1 0, 8289s + I 2,728s+t 

Si se necesita que el filtro tenga en la salida impedancia infinita, se calcula la impedancia 
del filtro mediante la ecuaci6n ( 4.29) 

1 
,) ,.~ •• 
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....... _. 

!I .. 

..t.... Figura 4.9. Filtro Chebychev de tercer orden. · ... 

;.· 

,, .. , r 

i 
I 

·~ 
-~ 

1 

Figura 4.10. Filtro Chebychev de tercer orden. 

I 

Z( ) 
-- --- _ parte impar de G(s) 

S entr- -
· parte par de G(s) 

z (s) _ 3, 08558s3 + 3, 14317s 
entr - 2, 2116s2 + 1 

') 

. I 1 
Zentr = 1, 36429s + l 

2714 
_l_ 

' 8 + 1,2788s 
I 

(4.29) 

El circuito que trabaja con la salida abier~a esta se muestra en la figura 4.10b. El 
circuito en la figura 4. lOa no se puede utilizar, porque la ultima inductancia no influye 
la funci6n de transferencia y es necesario utilizar el circuito dual que se muestra en la 
figura 4.10b. 

1 • ·r· ·~ ·· 
4.3 Aproximaci6n Chebychev inverso 

I I 
La aproximaci6n Chebychev inversa se obtiene de la aproximaci6n Chebychev normal 
mediante las transformaciones 

T 



I 
La transformaci6n se muestra en la figura 4.11 

1 
1/J=-

t:/J 

o~AJ;)~,~~ 
----+ 

W'l 1 '+'---+-
----1 

D D -~ 

____. ,_ I 1- .. ~ ____. 

Figura 4.11. La transformaci6n de las plantillas. 
~ . 

La ecu cion caracter{stica (4.14) ctn estls tra~sfo~maciones cambia y se obtiene 

., .. ,,,, 'G(sjct~s)l i~:~)~(7) 

G(n)c( -n) = 1 + 2 I;( 1 
I (, )) 

f. cos n.arccos n 
I 

G(O)G( -0) = 1 + 1 
f.2cosh2( n.argcosh( ~)) 

G(O)G( -O) = 1 + E2 .cos2 (n.arccos(~)) 
f.2cos2( n.arccos( ~)) 

G(O)G( -O) = 1 + E2 .cosh2 (n.argcosh(~)) 
E2cosh 2(n.argcosh( ~)) 

(4.30) 

I 

( 4.31) 

I 
( 4.32) 

( 4.33~ 

( 4.34) 

Como en el caso de la aproximaci6n de Chebychev, se pueden obtener de manera 
semejante las ecuaciones para calcular los ceros de la funci6n de transferencia. Los 
ceros de la funci6n de transferencia del filtro Chebychev inversa se calculan mediante 
las ecuaciones (4.35) (4.36) (4.37) y (4.38) I 

··r·1 € = 
1 

' A (4 35) · · Je0,23a.nin _ 1 '-Q · · 

1 1 
¢2 = -argsenh-

n f. 
(4.36) 



.. 
(4.37) 

(4.38) 

Los palos de la funci6n de transferencia G(s) son en las frecuencias nk. Los palos de 
la atenuaci6n se calculan igualando el denominador (4.33) a cero como seve en (4.39) . 

I 

. E=H Kl : o<5'Isv.ax 'lSI: ,h.' f2.cos2(n.aJc~os~) ;Jb'' ao.:>.S.u.II&i.- h..l .£ . ,,,."('.4':~9) I 

los palos de funci6n de transferencia se calculan mediante la ecuaci6n ( 4.40) 

j ~>' ../"f-.-..-, 
f .,_,· I 

c -· J ~-- -· 
I; 

Ejemplo 12. 

+ 
[fbi~ j • ( 4.40) 

Calcular los palos de la funci6n de transferencia de Chebychev inversa para el arden . 
del filtro n=2. 

Soluci6n. 

·. ( i') , , tlfi l•h .t'f"t. tl v nOitw•'"""' .sJ 
nk = 1 

. cos 2k:l7r l 
no = _!_j = 1 h4 

cos!!. ' 
6 

1 I 
n 1 = ---:31r = oo 

cos 6 I 

La atenuaci6n tiene dos palos en la frecuencia no= 1, 1547 yen n1 = oo. La atenuaci6n 
se muestra en la figura 4.12a y la estructura del filtro en la figura 4.12b. 

oo= ~ --= n, 

Ejemplo 13. 
'':" ' [ 

Calcular los palos de la funci6n de transferencia de Chebychev inversa para el arden 

:::ufi:i:: n=5. ' . . . ·l _I I '· 
I· s s. , ~ : 1 q~ sh 

los palos de atenuaci6n se calculan median e la ecuaci6n 

j 



(Tt.•) , 
T a [dB] I 

1 1,154 ~~--~---~--~=c--0 
12 

'' c2 ao a) b) 
.t.OiW:. . t.s ) 

Figura 4.12. La atenuaci6n y la estruc~ura del filtro Chebychev in~erso para n=3.1. 
I 

i·r.sfh'lm IW1:r,l~>·t· f""'"'•r· ''" :>b ni i '"'~ <>h "''"'! ~~ 
___ I__ .~ 12 l4 
-~ ':) 

j a [dB] 

ruJh10 -lt 
1 1,0514 17013 

a) 

n 
---+ 

L.r 
0 -

I b) 

Figura 4.13. La atenuaci6n y la estructura del filtro Chebychev inwrso para n=5. 

. I .oo 

)<' . 1 - t _rl 
Oo= --11'- = ,Mll4 

cos 10 

.1 ~ 
1 n1 = ~ = 1, 7013 

COS TO 

1 I I 
n2 = ----s;r = oo 

cos lo I i I 

•y aob· 
; ' 

La atenuaci6n tiene tres polos en la frecuencia Oo = 1, 0514, 02 = 1, 7013 yen 0 = oo. 
La atenuaci6n se muestra en la figura 4.13a y la estructura en la figura 4.1:~b. 

Ejemplo 14. 
I I 

.( 

Calcular la funci6n de transferencia para la aproximaci6n de Chebychev inversa, si 
n=3, amin = 4, 338 [dB]. 1 l rt 
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l}b ; 

-2,728 

d.,· .; St< 

-1.154 ,l Il' 

Figura 4.14. 
n=3. 

Ceros y polos de la funci6n de transferencia de Chebychev inverSo para 

' 
Soluci6n: 1 

?.8RW•<-1 0 = 

.,, w: ' ~Q8<} ;- I liU3 9UJ . ~) .tl 

Primero se calcula E, (h, cosh((h) y senh(¢2). 
CH I\:; ' l :' I 1 . 1 • 

f. = -.j-;::e::;;:0::;;:,23;<=a===,,=_=l = y' e0,23.4,338 - 1 = 0, 764247 

1 1 
•l'l ~sdo1qrno3 .a a'IOts II/Oi.I'!.fjV 

<1>2 = 3argsenh 
0 764247 

= 0, 358724 

cosh(</>2) = cosh(O, 358724) = 1, 06503 

senh(¢2) = senh(O, 358724) = 0, 36646 0 

Si se sustituye pork= 0,1 en la ecuaci6n (4.38) se obtiene 

1 
80 = 7r • 7r = 0, 207 ± j1, 043 

-0, 3664.sen6 ± J1, 06503.cos6 

1 i 

s1 = 37r •
1 

· • 37r = 2, 7287 
-0, 3664.sen 6 ± Jl, 06503.cos6 

f ,· ,,,,.,,-, ~r . 

Los ceros son complejos y conjugados y por eso no es necesario calcularlos a t6dos. 
Los ceros de la funci6n de transferencia estan ubicados como en la figura 4.14. En este 
caso los ceros de la funci6n de transferencia de Chebychev inversa estan en un ovalo y ! 

los polos en el eje imaginario. La funci6n de transferencia se obtiene si se multiplican 
los ceros de la funci6n de transferencia. El polo de la funci6n de transferencia se ha 
calculado en ejemplo 11 y tiene el valor 0 0 = 1, 154 

I ~Ioc G1t:h·= K [(s + 0, 2072)2 + 1, 043022 j(s + 2, 7287) 
( ) s2 + 1, 1542 

, .. ~ I G(s)=Ks
3

+3,14317:::~,,~~~~8::~,085.78 
1
;, ... ir·" 

Si se calcula la funci6n de transferencia de Chebychev para el mismo E se obtiene 



G(s) = 3, 08578s3 + 2, 26168s2 + 3, 143173 + 1 

Si se mpara el numerador de Chebychev inverso con la funcion de transferencia de 
Chebychev podemos ver que la relacion entre los coeficientes de la funcion de transfer­
encia de Chebychev y Chebychev inversa es ai = an-i· Todavia necesitamos calcular 
el constante K de Chebychev inverso. El konstante K se calcula de Ia misma manera 
para que la funcion de transferencia G(O) = 1. 

o•' I J.,~,,, '• b ai•r K
3

'
08578 = Jl s' "' 

1, 15472 

~I K = 0, 432d8851 

La funcion de transferencia G(s) que cumple las especificaciones es de la forma 

0, 432s3 + 1, 358s2 + 0, 977s + 1, 333 
s2 + 1,15472 = } 

Vamos ahora a comprobar si en w = 1 es la atenuacion 4.3379 (dBJ. 

G( .) = -jO, 432- 1, 358 + jO, 977 + 1, 333 = _
0 07438 

.
1 63547 J -1 + 1, 333 , + J , 

J:_,l 

a= 20.logjO, 074382 + 1, 635472 ""4.3 [dBJ 
-rnn '4VI''t; '"' .P 

Si es necesario realizar el circuito no se puede calcular la impedancia de entrada como 
en el caso de Butterworth o Chebychev, porque la fun cion de transferencia no es solo 
un polinomio, sino el quebrado de dos polinomios. TambiE~n tenemos los polos en las 
frecuencias nk. Esto significa que para realizar el circuito necesitamos dos parametros, 
uno de la impedancia de entrada Zu y otro de la impedancia de transferencia Z 12. Las 
impedancias mencionadas se pueden calcular mediante las ecuaciones (4.41) y (4.42), 

Z 
_ 9impar + fimpar 

11-
9par +/par 

(4.41) 

Z12 = I k(s) (4.42) 
9par + J par I [ ; 

donde g(s) es el numerador del polinomio G(s), f(s) es el numerador del polinomio </>(s) 
y k( s) es el denominador de </>( s). El 9par ( s) es la parte par del numerador de polinomio 
G(s). 

. • . ::: . - ' ... \ •. , I 

En siguiente ejemplo vamos a realizar un filtro Chebychev inverso si se conocen G(s) 

Y </>(s ). -'i1f'J sb 'n . 
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Ejemplo 15. 1SLI~t, . I q ;. .<I 

· i~ ls i 1 9<:: · 
Realizar el filtro Chebychev inverso del ejemplo anterior. 

S 1 '' - ... , · -~ •,) l"d 1_, 1 j ' ~ ,00 . 0 UCIOn: . ·. , . · . · ·ti · · · ''lT! s1 j . 1 !:I~. · 

La funci6n de transferencia del filtro Chebychev inverso del ejemplo anterior es de la 
forma "'' 

G(s) = 0, 432s
3 
+ 1, 358s

2 + 0, 977s + 1, 333 _::-x~. ,.._A· 
s2 + 1,15472 - - "'_..' 

Entonces la parte pare impar de g(s) son respectivamente 

I \ ~) ljl( • 1 r ~I .Sl 

9par(s) = 1, 358s
2 

+ 1, 333 ,('·1- __ 9imp(s? = 0, 432s
3 + 0, 977s 

Todavia ~s necesario calcular ¢( s). ~; :.\ ; -~ ~ 1= l t· ,t r~\! 

'; ,, </J(s) = € s~ = € 0, 333s3 rsL J91til.'i8898 ab ~~~~r. 
4 + 3s2 s2 + 1, 1542 

Para f = 0, 76424 del ejemplo anterior la funci6n caraeteristica es de la forma 

,~.(s) __ 0, 4320885s3 
,. 

.,., s 2 + 1, 1542 .u, 

I 3 I 2 2 

De la ultima ecuaci6n se puede escribir I r 1 9b l' ' 

. /par= 0 /imp= 0,432s ~ k(s) = 8 + 1,154 

Y las impedencias de entrada Z11 y de transferencia Z12 son de Ia forma 

0, 86482 + 0, 977 s 
Zu = 1, 35882 + 1, 333 

o.3se -

. 1 8 2 + 1, 1542 

z12 = 1, 358s2 + 1, 333 : -:: ~lJ 
j 

- ~r I 
0.3!6 

( . 

t· 

1 .. \i • 
Figura 4.15. Circuito Chebychev inverso de fos ejemplos 13 y 14. 

oJ 

:n,J 
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Es necesario realizar ambos panimetros para obtener el circuito. Los denominadores 
de Zu y Z12 son iguales y si se realiza el denominador de Z 11 se realiza tambien el 
denominador de Z 12. Los ceros de Z12 son en oo yens= :....1,333. Si se realizan los 
ceros en orden oo, s = -1,333 se obtiene el circuito que se muestra en la f:igura 4.15. 
Si se calcula la frecuencia de resonancia del circuito en serie se obtiene Wres = 1, 154. 
Este valor coincide con el polo de la funci6n caracterfstica, pero tambien con el cero 

de Ia impedancia Z
1
,. '" ' -

0 0 

. J o-o I 
1 

on. :I . 

)'0 4.4 Aproximacion de Bessel •::C 

La funci6n de transferencia del este f:iltro es un polinomio de Bessel. El polinomio de 
Bessel se calcula mediante la ecuaci6n ( 4.43) 

I ~ .. J 

n (2n- k)!sk 
Y ( ) ~ .in!a:J oblfl~ ,. · ·:~ (4.43) 
n s = f;;Q 2n-kk!(n- k)!. 

Los f:iltros de Bessel necesitan mas elementos que la aproximaci6n Butterworth con las 
mismas especif:icaciones, pero la ventaja es, que la fase en la banda de paso puede ser 
lineal, eso significa, que todas las frecuencias en la banda de paso son retardadas sobre 
el mismo tiempo. Eso es necesario por ejemplo si se transmiten seiiales de video. 

Ejemplo 16. ~I 

Calcular la funci6n de transferencia del filtro Bessel para el orden del filtro n=6. 

Soluci6n: J · 
·t?t .I+ &e.S& ,0 J: ""'A o = '"' 't 

para k=O · 

I 
.; sr (12- O)!s0 ' 

. 1:~.~ t yo(s) = 2601 (6 _ O)! = 10395 

parak=l 
{12- 1)!s1 · 

Yl(s) = 2511 (
6 

_ 1)! = 10395s 

(t212)!s2 I 2 
Y2(s) = 4 '( )' = 4725s 2 2. 6- 2 . 

I 

(12 ~ 3)!s3 3 
Y3(s) = 2331 (6 _ 3)! = 1260s 

para k=2 

I 
para k=3 

·I 
I ~ 

(12- 4)!s 4 
Y4(s) = 224!(6 _ 4)! = 210s 

para k=4 

.u v. n .·· 
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-- ----

1 
I 

-
---- ---·-- ----1'---r··• 

n ao Ut a2 a3 a4 
1 1 
2 3 3 -·. 

~ {; 3 15 15 
4 105 105 45 
5 945 945 420 105 )JS 

Tabla 4.4. La tabla de los coeficientes del polinomio de Bessel 

para k=5 : I 

(12- 5)!s5 f. 5 
Ys(s) = 215!(6- 5)! = 218 ,) 

para k=6 I . ~ :. . , rr')r:t ! 

(12- 6)!s6 
6 

YB(s) = 206!(6- 6)! = 1s \) 

El polinomio de Bessel para n=6 toma la forma: .lii1 ·A> ,,,.:.~·)··· qol1w· • 
. 1 

Y6(s) = s6 + 21s5 + 210s4 + 1260s3 + 4725s2 + 10395s + 10395 

La funci~n de transferencia debe cumplir la condici6n IG(O)I = 1. Es necesario calcular' 
el coeficiente en el denominador de la funci6n de transferencia. Para nuestro ejemplo 
el coeficiente K es 10395. (4.44) 

I 

G(s) = s6 + 21s5 + 210s4 + 1260s3 + 4725s2 + 10395s + 10395 
10395 

Los coeficientes de la funci6n de transferencia del filtro Bessel se muestran en la tabla 
4.4. El filtro Butterworth tiene en la frecuencia de corte w = 1 la atenuaci6n 3 [dB]. 
Vamos a calcular que atenuaci6n tiene el filtro de Bessel en la misma frecuencia del 
corte. I 

Ejemplo 17. 

Calcular la atenuacion del filtro Bessel de orden n=3 para w = 1. 

S 1 
. , I 

o ucwn: ; 
.. I 

La funci6n de transferencia del filtro de Bessel para n=3 se obtiene de las tablas 4.4 
l !. l . 
· · 15 + 15s + 6s2 + s3 

l 
· G3(s)= 

15 
.. · I I r - . 

Para w = tenemos IG3(0)I = ~~ = 1 y la atenuaci6n amax = 20.log(1) _:_ 0. En w = 1 
la fun cion de transferencia G (j) es 
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n r1 ± i1 r2 ± i2 r3 ± i3 
1 -1 
2 -1,5 ± jO, 866 
3 -2,322 -1,838 ± j1, 754 
4 -2,896 ± jO, 867 -2, 103 ± j2, 657 
5 -3,646 -3,351 ± j1, 742 -2, 324 ± j3, 572 
6 -4, 248 ± jO, 867 -3, 735 ± j2, 626 -2, 515 ± j4, 492 

Tabla 4.5. La tabla del los ceros de polinomio de Bessel 

I . I 
15 + 15j - 6 - j . 

G(j) = 
15 

= 0, 6 + jO, 9333 

y la atenuaci6n en law= 1 tiene el valor _ J, I 

a = 20.log/(O, 62 + 0, 93332
) = 0, 902 [dB] 

Se pueden encontrar los ceros de la funcion de Bessel en la tabla 4.5.-· r,' 

Ejemp
1

lo 18. ., ..•. · , , ~, ;:.r·.,.., * ,.~('> -1· + ~-,_.. [ S: + 11 v . ' . I 
Calcular un filtro digital paso bajas de Bessel e cascada de sexto orden si la frecuencia 
del corte es h = 3400 Hz y la frecuencia de muestreo es de 24000 Hz. 

Soluci6n: I ' I 
La funci6n de transferencia se obtiene de las tablas. 'lWi il..,_. a~ 

I -

K1 k2 K3 H ( s) - -::-__ __::. ___ ~------___ ____:::___ __ 
- s2 + 8, 496s + 18, 797 s2 + 5, 03s + 26, 503 s2 + 7, 47 s + 20,846 

i 
i • 

Cada funci6n de transferencia parcial tiene que cumplir Hi(O) = 1 y por esta raz6n 
elegimos las constantes 

I I 
••• 

1 
K 1 = 18,797 K2 = 26,503 K3 = 20,846 u1i-ltw1 ,~ 1 

Para obtener la funci6n de transferencia en la forma discreta es necesario utilizar la 
transformada z bilineal 

<~ 1 1 I 
1r h 7r3400 

c = cotg- = cotg = 2,096 
j fm 24000 

z- 1 
s=c--

z+1 
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x(n) 0.458 0,509 0,639 
y(n) 

Figura 4.16. El filtro digital de Bessel de sexto orden 
·t 
t 

Si se sustituye en H(s) por s = 2, 096~~i se obtiene 

( ) 
0, 458 + 0, 917z-1 + 0, 458z-2 H 

1 
z = _:_ __ __:_ ____ _:__ __ 

1 + 0.509z-1 + 0, 1316z-2 

H z = 0, 509 + 1, 109z-1 + 0, 509z-2 ,d ~~ L. 
2

( ) 1 + 0, 804z-1 + 0, 234z-2 

'JJ 

H (z) = 0, 639 + 1, 279z-1 + 0, 639z-2 

3 
1 + 1, 0671z-1 + 0, 491z-2 

Los circuitos parciales se conectan en cascada, porque H(z) = H1(z).H2(z).H3(z). El 
filtro de Bessel de sexto orden se muestra en la figura 4.16 

Ejemplo 19. 

Calcular un filtro LC paso bajas de Bessel y de tercer orden en la forma normalizada, 
si en la salida esta conectado un circuito electronico con impedancia infinita. 

' 
Solucion: 1 

I I 
La funcion de transferencia G(s) se obtiene de las tabla 4.5. 

I y(s) = (s + 2, 322)[(s + 1, 838)211, 75~2)] 1 = s3 + 6s2 + 15s + 15 

I 3 2 I I I 
1

1
r G(s) = 

8 + 68 + 158 + 15 = 0 0666s3 + 0 4s2 + s + 1 
15 

Si el circuito trabaja con la puerta de salida abierta Ia imedancia del circuito es 

Z(s) = Gimpar ~ 0,0666s
3 + s 

Gpar I 0, 4s2 + 1 

Si la impedancia Z(s) se desarrolla en el quebrada de escalera se obtiene 

91 



0,1666 0,83 
·-( 0,48 

I .. 1 1: . . ' 

' 
r I I 

0 

;"'-.1·· 

0 

~f 

0.1~T 

'---1 'j 
... n "' f. 

a) 
.: )-. 

.. i .. L 
t . 

b) 

Figura 4. 17. El circuit a Bessel de tercer arden en las formas T y 1r 

l.·· '"s 

1 
Z(s) = 0, 1666s + 1 '-\ 

0, 48s + 0,83s 

El circuito LC en la figura 4.17a) no se puede utilizar, porque la ultima inductancia 
esta volando y no sirve como elemento del filtro, (la salida esta abierta). Es necesario 
utilizar el circuito dual en la forma 1r que se muestra en la figura 4.17b). 

0 -~ I · . I 41 1 0 =-

111 .(, · (, ),\\.1 >) 1 '""1' • ~hHoP•.r I i ~ I · · " 1 ". • '<' '·· • ~.I 
• J ~ • ~ ~ . • j I 

~' ,r, ., JoeL l~ eso "" omaq "l.l nT#~ r•.,
0

u!tnlst 1 annol.Hl •·' 

l; 

. i ; :}fi· 'I). ) . ;.)..flUl 

-;-, 

1 ..L. ~ •.. -+ 
'',) 

• • j . ' tlf . 

. . I 
..... ' 

' . ) "' ' ,_.. 

tL. 
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Capitulo 5 
I 

Aproxirnacion de Cauer 

La aproximaci6n de las especificasiones de la plantilla consiste en encontrar la funci6n 
de transferencia G(s) que cumple con dichas especificacionesn. Para la aproximaci6n 
de las plantillas se usa la ecuaci6n caracteristica (5.1). 

G(s);C-s) = r+ </>(s)¢( -s) h ~
1 

,, 

')' 

(5.1) 

G(s) es la funci6n de transferencia definida por la ecuaci6n (5.2) 

-&run. :.[OObn·•h! lSih G(s) = m "~""'' ' ·C' '"'' (5.2) 

La fun cion </>( s) es I a fun cion caracteristica a elegir que cumple solo una condici6n. La 
funci6n caracteristica puede ser cualquier funci6n positiva. La funci6n de transferencia 
debe cumplir las siguientes condiciones: 

• El numerador de G(s) debe ser un polinomio Hurwitz. Eso significa!;~ue l<:i~'c~os 
deben estar en ellado izquierdo del plano complejo de G(s). 

1911' • 

• Para todas las frecuencias w la funci6n de transferencia G(s) debe cumplir la 
condici6n IG(jw)l 2: 1. • 

La prueba de G(s) como una funci6n de transferencia va1ida, noes facil, pero si </>(s) 
es una funci6n positiva podemos verde (5.1) que se cuinple la condici6n IC(jw)l 2: 1. 
Si se eligen los ceros de la ecuaci6n de transferencia en el lado izquierdo del plano 
complejo de G(s) entonces se cumplen las dos condiciones necesarias. En el caso de 
aproximaci6n elfptica la funci6n caracteristica se elige como se muestra en la ecuaci6n 
(5.3) 

(5.3) 

En la ecuaci6n (5.3) sOi y sooi son los ceros y polos respectivos como se muestra en 
la figura 5.1. Los polos de la funci6n caracteristica 4>( s) son tambiE~n los polos de la. 

93 



- I 

Ta [dB] 

0 

.O.v1 
.0.01 

Figura 5.1. Atenuaci6n del filtro de Cauer 

funci6n de transferencia G(s). Los ~olos de la funcion trlinsfet~ncia G(s) y los~c~ros de 
la misma son reciprocos. 

. i '·k 
El filtro eliptico tiene la atenuaci6n que se muestra en la figura 5.1. La atenuaci6n 
tiene las oscilaciones en la banda de paso y tambien en la banda de supresion. Calcular 
la funcion de transferencia noes facil, es necesario utilizar integrales elipticas. En este 
apuntes se van a utilizar las series para calcular los ceros de la funci6n de transferencia. 

. ·~ \ l . _I . I 
Generalmente existen por los menos cuatro metodOs para obtener la funci6n de trans-
ferenda de los filtros elipticos: 

'•I+ B .B:>i 8!1~~~1R'i 
1HJ1 1 

i'>fiift p~ ~/'l ( !'. lfb !!•)i:)fl!fi ~-1 

• de Rumpelt 
I ' 

• de Darlington · n ":·.q<tuH c· ·;' '1 au f· J•'jrfl f'i • 

,r ... u~, " ··'1 .' r 0~,. 
• de Cauer 

i .;!.J.til h J 

ohn1.a1 .: ... a.sb .. :' ~usrl "' Jl'Ulq • 
• de Skwirzinski 

I 
El primer metoda es muy facil de ensefi.ar y tambien de aprender. Este metodo es 
grafico y tiene la ventaja que se puede aproximar la plantilla muy complicada. Con 
otras palabras, la plantilla que tiene mas especificaciones en la banda de paso y de 
supresi6n, como se muestra en la figura 5.2 

En el metodo propusto por Darlington, sJ utilizan los filtros mk de Zobel que se mues~ 
tran en la figura 5.3. Para utilizar este metodo no se necesita conocer las integrales 
elipticas y es muy facil de ensefi.ar y tambien de aprender. Pero antes de aprender es 
necesario aprender la teorfa del filtro de Zobel. 

1fl • • 1'. v .n¥. i '· 't n• .· 1f;:u~ .41 cd;J 
El metodo que propuso Wilhelm Cauer esta basado en el conocimiento de las integrales 
elipticas y resulta diffcil de aprender para los estudiantes de licenciatura. 
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Figtrl-a 5.2. Los especifi~:~i~::t 1 paso bajas. 
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1 L 

2Wm iwb-1 2 

I ~ 'l') J"',. , ';111<' li{"l c-). q ~~ th Wm C ·, • . .. 

o~---------=r=~--2-~_w_b_-_, __ 
2 
__ 1

0 

l. 1 
'I j : l,llf -· · :. Figura 5.3. Filtro'~k Zobel. ' - n + t) + ;;\ ::: ~%> 

f' f..,f "'"'"'"' > .,~-' ' • • I n Tl .. I '' • I · " J "I "! \ • '" 1 
Lo mismo se puede decir sobre el metoda que propuso Skwirzinskij, el cual aproxima 
las integrales elipticas con las series. Con este metodo al fin se calcula el filtro de tercer 
orden. 

I .· 
I 

I 

5.1 Filtro eliptico con el metodo de Rumpelt 

La funcion caracteristica en Ia ecuacion (5.1) Ide un
1

filtjo eliptico se puede escribir como 
un quebrada de dos polinomios: 

Este polinomio se puede arreglar en la siguiente forma 
I 

(5.4) 

' l . (...!.. + ~)(...!.. + !!2.) (..!.. + ~) .J.S. =. ,.;,.,~ c/J(s) _ilcsr+n-ma1a2 ... an a 1 8 a2 8 ... an. 8 :·aytr; AI (5.5) 
b1b2 ... bm ( _bs + h )(bs + !?J. ) ... (bs + Qn.) l 1 s 2 s n. s 

Si se en 5.5 sustituye s = jw, despues del logaritmo natural de la parte derecha e izquierda se obtiene: 

9
) • 



I 

~01 ,, 

1 I""( )I I a1a2 ... an ~ w ai ~ w bi n 'P j w = In c ·1 + ( r + n - m) In w + L..., 1- - -I - L..., 1- - -I 
I b1b2 ... bn _.

1 

i=l ai w ?.=l bi w 

Si se sustituye en (5.6) por ,~·, ( ; 

' - ..... ·-·~--~ --- .... 

I a1a2 ... an I k 
c =e 

b1b2 ... bm 

I 
·mr i' y 

se o btiene la relaci6n ( 5. 9): 

I ~~ ~~· 
r-! 

n 1 , m 

(5.6) 

(5.7) 

(5.J) 

at/>= In 1</>(w )I = k + (r + n- m}y +LIn le"Y-'Ya; - e-b--ra.}l- LIn le"Y-"Ybi - e-b-'Yb•)l 

1 
i=l 

1 
. I i=l 

Que se pede escribir tambien en la forma siguiente 
(5.9) 

I n I --··r-r· m 

at/>= k + (r + n- m)r + L:ln(2 senhh'- "Ya..l)- I:In(2 senhl-y- 'Ybil) (5.10) 
i=l i=l 

La ecuaci6n (5.10) se puede graficar. La Jonstahte k se grafica como una recta paralel~ 
con el eje 'Y. El termino ( r + n - m h es tambien una recta con la pendiente ( r + n - m), 
como se ve en la figura 5.4. Los ultimos dos terminos es el grafo para realizar los polos 
y ceros de la funci6n caracteristica ¢>( s). Si todas las componentes se suman se obtiene 
la fun cion caracteristica ¢> ( s) y despues mediante la ecuaci6n caracteristica ( 5.1) I a 
funci6n de transferencia G(s). En el siguiente ejemplo se mostrani como se obtiene la 
funci6n de transferencia del filtro eliptico mediante el metodo de Rumpelt. 

Ejemplo 1 ·JJ 
i I 

En este ejemplo se realiza el filtro eliptico si se conocen los especificaciones de la plantilla 
en la figura 5.5. Para transformar el filtro de la variable w a variable 'Y, se utilizan las 
ecuaciones (5.7) y (5.8). La atenuaci6n ao se transforma mediante Ia ecuaCI6n I 

RAcl · 1 ,Lq;~~~ ~f I'"" 1RL . Ji sbsuq se oh!'mf'if{'"'f 9.t~.3 
e "' = - fn 1 e • - 11 

2 

entonces la atenuaci6n amax = 0.869 se transforma a un valor -0.754 y amin = 21,784 
se transforma a 2,496. 

I I 
1 

ea<l>m.ao; = 2ln le0,23.0,869- II = -0,754 
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T 
I 

a [dB] T 
0 

0.869 ~~:<0::'~~~ 

21.74 

40 60 f [kHz] 

Figura 5.5. Especificaciones para paso bajas. 

T'{> 
1.45 

I ' I 

Figura 5.6. Los especificaciones para paso bajas en el dominio de 'Y· 

ea<l>min = ~In je0,23.21,74 _ f! = 2, 496 

La frecuencia del corte fi y la frecuencia h en el dominio de 'Y toman los valores 

'Yl =In 1 = 0 

60 
'Y2 = In 

40 
= 0, 405 

Los especificaciones de la plantilla en el dominio de~ se muestran en la figura 5.6. Estas 
especificaciones se grafican posteriormente en un papel transparente, para obtener la 
constante k. 

En otro papel se grafica, mediante los patrones en la figura 5.4, los polos en la parte 
derecha del dominio 'Y y los ceros en la parte izquierda. Los polos estan ubicados en 
'Ybl = 0, 5 y 'Yb2 = 1, mientras los ceros en 'Yal = -1 y 'Ya2 = -2. Si todas las graficas 
interrumpidas se suman se obtiene como resultado la linea no interrumpida, como se 
ve en la figura 5.7. Ahora, mediante la plantilla en el papel transparente buscamos si 



la atenuaci6n cumple las especificaciones y calculamos Ia oonstante k. La konstante 
k es la distancia entre 'Y en el papel transparente y 'Y de la plantilla. Los maximos y 
minimos de los ceros y polos tienen el mismo nivel, como se aprecia de la figura 5. 7. 

Si se utilizan los ecuaciones (5. 7) y (5.8) se obtienen los coeficientes de la funci6n 
caracteristica ¢(w ). 

al = e'Yal = 0, 37 

b1 = e'Yb1 = 1, 65 

La funci6n caracteristica, sustituyendo la ecuaci6n (5.4), toma la forma 

(s2 + 0, 372)(s2 + 0, 142) 

¢>(s) = ks (s 2 + 1, 652)(s2 + 2, 722) 

La funci6n de transferencia G(s) se calcula mediante la ecuaci6n (5.1). 

I I I 

5.2 Filtro eliptico segun Darlington 

Darlington en su trabajo elegi6 la funci6n caracteristica en la forma: 

Para los filtros simetricos: 
I l . 

I ¢>(jw) = vr-e'="'o,2=3a-m-ao: ___ 1 cos (9om) 

Para los filtros asimetricos: 
I 

I 
c/J(jw) = J e0,23am..., - 1 senh(gom) 

De los filtros mk de Zobel, figura 5.3, se obtiene: 

y para senh(gnm) 

m 2s2 + s2 + 1 
cosh (gnm) = -----,2,...----

w+1 
00 

. 2msli 
senh(gnm) = --

8
----2--­

w+1 
nu 

Para obtener la funci6n caracteristica primeramente se calcula eqo.n y e-qo.,.. 

I (ms + J s2 + 1)2 
eqo.n =cosh 9om + senh YOm= ...:....__"""s2,....---____.;.-

W+1 
I I · ~ 

(ms- Js2 + 1)2 
e-qo ..... =cosh 9om- senh 90m = _:___....,2,....---~-

W+l 
0<> 

I. 
99 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 



Si los filtros de Zobel se conectan en cascada las constantes de propagaci6n se suman 
90 + 901 + 902 + ... + 90m. y, despues de un largo calculo, se obtiene: 

I :of ) ' . . .:;.:. C" \ ~ . .. 
I 1 (m1s + V s2 + 1)2 ... (mo-s + V s2 + 1)2 + (m1s- V s2 + 1)2 ... (mus- J s2 + 1)2 

cos 1. 90m. = 2 2 

2 ( 0~ + 1) ... (?fo- + 1) 
. =1 ~2 t .:: .... 

y la funci6n caracteristica de un filtro eliptico y s~metrico toma la forma: 

I j "-·- i · ~ ·r ·. 

4J(jw) = ve0,23amax- 1cosh 90 = ve0,23amao:- 11 + a2~2 + a4s4 + ·;· + a2(782cr (5.15) 
(?fo- + 1) ... (w-- + 1) 

CXJl OCJ2 

I t ~n . ·Tiw~~ ln[r.q· '"' ~[ l 
donde los coeficientes ai para varios a se calculan mediante las ecuaciones 

a=l 

a=2 

. o: 

a=3 

a2 = 1 + m 1 2 I )J_ I ' 

a, = 2al + 2a2 ll. I 1 

a4 = 1 + ai + a~ + 2a2 

a2 = 3 + ai + 2az 
I • 

a4 = 3 + 2ai +a§+ 4az + 2a1a3 
a6 = 1 + ai +a§+ a~+ 2az + 2a1a3 

I 

·G 

r "Jr" 

' _) t";} 

= m1 + m2 + ... ma ' 

= m1m2 + m1m3 + .1.. + m2m3 + ... + ma.:.:amt7 ri {<; ~. ,.,.,f. .. n .1'1 
= m.1m.2m·3 + ··· + m.a-2m·a-lm·o-

r-' "') ................................ l ......... 0 ... 0.... ' ~ 

Para los filtros antimetricos se calcula senh g0 

y Ia fun cion caracteriistica 4>( s) toma la forma: 

I (5.16) 
los coeficientes de la funcion caracteristica se calculan mediante siguientes ecuaciones: 



r-

U.t.illlilif 

( (l ; ., J 

... fTII <fl+<:>t~· ·hr··· .·····) r·· ' I t··,•: 

(1 = 1 b2 = 1 + m~ + 2ml .,~ '•-'oi•;· ;. 

,, 

:cr 

·t 

(]' = 2 b2 = a2 + 4a1 + 2a1a2 
1:-

0'=3 

b4 = a4 + 2a<l + 2a1a2 .t).. : · -. v 

.l + r . ! 

b2 = a2 + 6a1 + 2a3 + 2a1a2 
b4 = a4 + 6a1 + 4a3 + 4ala2 + 2a2a3 
b6 = a6 + 2al + 2a3 + 2a1a2 + 2a2a3 

• ).i.. . 

5.3 Filtro eliptico segun Skwirzinski . 
; r· 

En Ia figura 5 .1 se calkula Ia constante K r"' t I ,. , ,, , = , 

:.:.·Pi' X, I . 

) b: 

. I K = :~ . . . ~' ~ ; u • 

donde w1 es la frecuencia del corte y w 2 es la frecuencia de supresion. En el caso del 
filtro eliptico las frecuencias de la atenuacion minima y maxima estan relacionadas 
mediante las ecuaciones 

"-~~+til+ 
. 1 i '·o., 

nos= n-- 1 

~ 'oos 

El or den del til tro- se puede calcular mediante la ecuacion ( 5.1 7). ..: j~ 
rj.O 

ln(e0•23
CLnt= - 1)- 0, 23amin- 2, 77 

n = ------------~--------------ln(q) (5.17) 

(5.18) 

·t r· . I 

+ , ' q = ~ [I+ 2 ( ~) 2 +7~ G) • + ~5o ( ~) ']' 
I 

donde ! 

Los ceros de la funci6n caracteristica w08 se calculan para n impar mediante la ecuacion 
(5.19). + 

(5.19) 

Los polos de la funcion caracteristica Wu8 se calculan mediante la ecuacion (5.20). 

1 sen(2s+l7r)- q2slen(3(2s+I)7r) + q6sen(5(2s+I)7r) n - 2q4 2n 2n 2n (5.20) 
us- 1- 2qcos(2s;17r) + 2q4cos(2(2:-1)7r) 

I 
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Figura 5.8. Especificaciones de la plantilla y la plantilla normalizada 

Los ceros de la fun cion de transferencia se calculan mediante los ecuaciones ( 5. 21), , 
(5.22) y (5.23). Primero es necesario calcular w 

I I ~. 

_ 1 [z I 2 ·1 (0, 115amax)
2 

l w-- n + + ... 
2n 0, 115amax 12 

(5.21) 

El cero real de la funci6n de transferencia se calcula mediante (5.22) . 

. Jq 1 senh(w)- q2senh(~w) + q6senh(5w) >i L , ao = 2q 4 __ _;__;.__-=._ __ _:_____:__...:__ __ :.__~ 

· j ( ~ · 1 - 2qcosh(2w) + 2q4cosh( 4w) 
(5.22) 

La parte real del cero complejo se calcula usando la ecuacion (5.23). 

aoJ1- Ofis (K + -f<- Ofis) 
as = 1 + a606s (5.23) 

La parte irnaginaria del cero complejo se calcula mediante la siguiente ecuacion: ·t aJ 

(5.24) 
~~- --~ 

Las ecuaciones anteriores se pueden utilizar para calcular el filtro de Cauer solo para 
el orden del filtro impar. En el siguiente ejemplo se explica como se calculan los filtros 
de Cauer. 

Ejemplo 2 

Calcule el filtro Cauer para las especificaciones que se muestran en la figura. 5.8a. Es 
necesa.rio normaliza.r la plant.illa. de las especificaciones. 

fo = J3400.5100. = 4164, 1326 

~Jb~ 



n = fo = 4164,1326 = 1 
0 

fo 4164, 1326 

n _ 11 _ 1 34oo _ 
1 

- fo - 4164, 1326 - O, 816 

no = h = J 5100 /'= 1 224 
i fo 4164,1326 ' 

' I 

: •) 

I I; , :~ 
--t 

La plantilla normalizada se muestra en la figura 5.8b. Es necesario calcular el orden 
del filtro. Primero se calcula la constante K y despues q. 

,· 
K = O, 

816 
= 0 6666 

1, 224 I ' : . .ah.s~U.m10.n -~- • '·' , i 

,(I' 
' ~ ) 

0 4444 [ ' (0 666)
2 ~,, (0 666) 4 

'-·· (0 666) 6
]

4 
·' If. '· 

q = '16 1 + 2 -'-4- + 15 -'-4- + 150 -'-4- = 0, 0364579 

I 'I -1 50777 - 5 - 2 ~7 
I ' n ~ ' ' = 2 8 = ·~~ 

-3,311159 ' 

El orden del filtro debe ser un numero entero y por eso se elige n=3. I s 1'-'t Ol:J:.l f 1 

I 
La frecuencia normalizada de atenuacion minima en la banda de paso. 

n 1 sen( ~11") - 0, 03642sen(~7r) + 0, 03646sene
6
°7r) 

HQl = 2.0, 03644 2 4 . i f;l ,q I$ 1 
1- 2.0, 0364cos( 37r) + 2.0, 03644cos( 37r) 

0, 7292548 
nol = 1, 0364561 = 0, 730226 

La frecuencia normalizada de atenuacionl maxima en la banda de paso. ; a 

1 sen(~1r)- 0, 03642sen(~7r) + 0, 03646sen(~7T) 
nul = 2.0, 03644 1 4 2 

1 - 2.0, 0364cos( 311") + 2.0, 0364 cos( 31T) 

n = 0 8739 o, 5- o.oo13 + 2, 348.10-9.0,5 = 
0 4535 

ul ' 1 - 0.036957- 0, 0000018 ' . ;')&JJ\':t ' 

El polo de la atenuaci6n y la frecuencia minima normalizada en la banda de supresi6n 
se calculan como el valor inverso de n01 y nul· Calc:ulando, obtenemos: 

I nco= 
1 

= 1, 369 I 1 :_ n.l = 1 = 2, 205 . J 0,73022 . • . 0,4535 . 

Antes de calcular los ceros de la funci6n de transferencia se calcula el coeficiente w 

_ ! [ I 2 I (0, 115.0, 8699)
2 l- 0 499 w- ln + + ... _ , 

6 o, 115.0, 869 I 12 . 

r .J.!. 
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El cero real de la funcion de transferencia. 

2 0 
.
0364

1 senh(O, 499)- 0, 03642senh(3.0, 499) + 0, 03646senh(5.0, 499) 
a 0 = . , 4 = 0, 5096 

1 - 2.0, 0364cosh(2.0, 499) + 2.0, 03644cosh( 4.0, 499) 
*1>·:· fljl.r 

La parte real del cero complejo de la funcion de transferencia. 

1 0, 5096V1- o, 7320222 (o, 666 + o;tk- o, 130222) , - . 

0'
1 = 1 + 0, 50962 .0, 730222 = O, 160769 

La parte imaginaria del cero complejo de Ia funcion de transferencia. 

I 2 ( 1 r: 2) 
b
.. , . 0, 73022 1- 0, 5096 0, 6666 + 06666 + 0, o096 . ;...,.. . · I 

BB· · /3 '_: ± ' - 0 8189 '''•qrm .r-~-. 
1

- 1 + 0, 50962 .0,73022682 - ' ~-
La funci6n de transferencia del filtro Cauer es de la forma 

,. li ~\ 0 ' 

u G(s) = C.(8 0 5096) [(8 + 0, 1607)2 + 0, 81892] 
+ ' s2 .0, 730222 + 1 

G(s) = 5 358 8
3 + 0, 83s2 + 0, 865s + 0, 35 

' s2 + 1, 87536 • t ,, 
(5.25) 

Y la funci6n de caracteristica toma la forma 

. . , ~(s) = 5 358s3 + 0, 533s 
' s 2 + 1, 87 

{5.26) • 

" 
Realice el filtro de Cauer del ejemplo anterior. La impedancia Z 11 y Z 11 del filtro de 
Cauer se calcula mediante la ecuaci6n (5.27) 

~ 
11 - ' . 12 .... ·- ... Z 

_ 9impar + fimpar ·~~ ;,;.z ~, k(p) -rRftl'lfAO £, (5.27) I 

9pa.r + .fpar 9par + .fpar 

Sustituyendo por 9impan9pa.r 1 fpa.r, /impa.r y por k(p) en (5.27), obtenemos: 

2s 3 + 1, 398s I 8
2 + 1, 875 

Zu = 083s2 + 0, 35 .. z12 = 0, 83s2 + 0, 35 (5.
28

) 

Los ceros de la impedancia de transferencia sons= oo y s = yf1, 875. Vamos a realizar 
el cero en s = -Jl, 875 mediante el circuito particular de la figura 5.9a. Primero es 
necesario calcular Z1. 1 "'·~--~-- · ' 

_ 2s2 + 1, 398 · ~ 
1 948 z1- s 2 - , s 

0, 83s + 0, 351.2 =-l,sT 
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a.) b.) 

0,897 

.} lor" 
LJ 

1,948 1,948 
., Y • n ::J.:t't:., 

, l .:-- :rt-:-····- r 0 ··- ~ , ~o. -I . ~ , .(J -r· ... c.) + 
. :.>.as"Islaa.s · Figura 5.9. Filtro Cauer de tercer arden ·c>b.sabuUJlli ~'1.t1q , 

La impedancia Z 1 es la inductancia £ 1 = 1, 948. Ahara se conocen las impedancias 
Zn y Z1 y se puede calcular Zo de la figura 5.9a. 

2s3 + 1, 398s P ' 0, 38316sj + 0,.7Hi2s _!;I 
Zo = Zu- 1, 948s = 0, 83s2 + 0, 35 - 1, 948s = 0, 83s2 + 0, 35 

0, 83s2 + 0, 35 As 1 
y, = = +-

0 0, 38316s(s2 + 1, 87) s2 + 1, 87 Zit 
Si se calcula la constante A, entonces se conocen todos valores de los elementos del 

circuitol en serie LC. O, 
8382 

+ O, ~: 'l : I . . , '" ll~' 
A= 82 _

0
, 
38316 

ls2=-1,87 = 1, 6777 

El circuito serie LC tiene los valores de la inductancia L 2 = 0, 596 y la capacitanci 
Cz = 0, 897. El circuito se muestra la figura 5.9 b. 

1,6777s ·.1 1 
y2 = = 1 

s 2 + 1, 87 0, 596s + 0,8978 

'"'S .. --, , h ,. . . .., . , r 

Todavia falta calcular el ultimo elemento Zf1 

1 0, 83s2 + 0, 35 
-1 = 
Z11 0, 38316s(s2 + 1, 87) 

. '. ' l!'ltlt'> 1,6777s 

s2 + 1, 87 

1 = 0, 18718s2 + 1, 87 = 
2 0478 

Z[1 0, 38316s(s2 + 1, 87) ' 
a I)() I ' f \' 'fvw'ttnr , \ Pfl't<>'• "'{), r 

El circuito completo se muestra en la figura 5.9b, pero necesita tres inductancias y 
por eso fisicamente es ma.s facil realizar el filtro dual con una inductancia, la cual se 
muestra en la figura 5.9c. 

:. •(' I. . L 
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-Capitulo 6 
-t· 

I I '; I I 
Diseiio de los filtros mediante 
tab las . ,.rr ' .. 

. J; 

6.1 Las tablas del filtro utterworth. 

Los ceros de la funcion de transferencia de filtro de Butterworth, los coeficientes de la 
funcion de transferencia y los valores de los elementos del filtro se encuentran en los 
libros [?], [?] y [?]. En este libro en la tabla 6.1 se muestran los polos de la funcion de 
transferencia del filtro Butterworth hasta el orden n=7. En la tabla 6.2 se encuentran 
los coeficientes de la funcion de transferencia yen la tabla 6.3 se encuentran los valores 
de los elementos del filtro Butterworth. En todas las tablas los valores son para los 
filtros con la atenuacion maxima de tres Decibeles en la frecuencia de corte WI = 1. 

Ejemplo 1. 

Calcular la funcion de transferencia de Butterworth que tiene en la frecuencia de corte 
100 Hz la atenuacion 0,1 dB. El orden del filtro es n=3. De la tabla 6.2 para n=3 y 
amax = 3dB se obtiene la funci6n de transferencia .I 

1 

~ ~ 

-ri!~h .. ,.. ''"' . ..,.",., ,.rt~r,, ........... , G(s) = s
3 

+ 2s
2 

+ 2s + 1 , .. · .. i: ,' .. 
rara obtener G(s) que tiene en WI la atenuaci6n 0,1 dB necesitamos sustituir por 

I I 
s = 6 J e0,23.0,2- 1p = 0, 600893p 

Sustituyendo por s=0,600893p se obtiene j .. 
191 

I ., . l 

I G(p) = 0, 21696638p3 + 0, 72214479p2 + 1, 201786p + 1 

Para obtener en la frecuencia del corte WI = 100 rad/sec la atenuacion amax = 0, 2 dB 
necesitamos hacer la sustitucion p = ~ = -mo. La funcion de transferencia que atenua 
0,2 dB en la frecuencia del corte WI = 100 rad/sec toma la forma 
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II n j5 
-al 1,00000 0,707107 1,00000 0,38268 1,00000 0,25882 1,00000 
±jfh 0,00000 0,707107 0,00000 0,92388 0,00000 0,96593 0,00000 
-a2 0,50000 0,92388 0,30902 0,70711 0,22252 
±jfh 0,86602 0,38268 0,95106 0,70711 0,97493 
-a3 

I I 
0-80902 0,96592 0,62489 

±j/33 0,58778 0,25882 0,78183 
-a4 

I 

0,90097 
±j/34 I 0,43388 

I 

Tabla 6.1. Los ceros de la funci6n de transferencia del filtro Butterworth 

I I 
1 b6 -=oJ r . --

1 1,00000 
2 1,41421 1,00000 
3 2,00000 2,00000 1,00000 I . 

4 2,61312 3,41421 2,61312 1,00000 
5 3,23606 5,23606 5,23606 3,23606 1,00000 
6 3,86370 7,46410 9,14162 7,46410 3,86370 1,00000 
7 4,49396 10,0978 14,5917 14,5917 10,0978 4,49395 1,00000 Jl I · 

I 

Tabla 6.2. Los valores de la funci6n de transferencia del filtro Butterworth 

--· '!. - I .. , 1 r I I ,I 

I G(p) = 2, 1696638.10-7 p3 + 7, 2214479.10-5p2 + 0, 01201786p + 1 I l 

Ejemplo 2. r ' '' -1 . ' '1~ -I ' I 
Calcular la funci6n de transferencia del filtro p~so bajas de Butterworth para el orden 
del filtro n=3 y amax = 0, 5 dB. La fracuencia del corte que sea h = 100 Hz. 

Solucion: . r -' L ;; -4, ft{H fL.-, ., ' 

Para amax - 3 dB y la frecuencia del corte w - 1 de la tabla 6.2 la funci6n de 

transferencia es . ' : ' r .-:-~ .. !~(·\' nl ;,., v.. ',J 

H(s)=s3 +2s2 +2~+1 
Para desnormalizarla con respecto a h = 100 Hz y a~ = 0, 5 dB es necesario su~tituir 
en H(s) por s 

I 
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t 

n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
n 

T• ,, • - I 

----
--- - -- ,------ --

I 

......... ,.,~,. t ;'t> ...... .. _, .... ' 

-- ·..;;,.;..- . -
ll cz [3 C4 l5 C6 l7 

1 
1,41421 1,41421 
1,00000 2,00000 1,00000 
0,76536 1,84775 1,84775 0,76536 
0,61803 1,61803 2,00000 1,61803 0,61083 
0,51763 1,41421 1,93185 1,93185 1,41421 0,51763 
0,44504 1,24697 1,80193 2,00000 1,80193 1,24697 0,44504 
Cl 12 C3 [4 C5 16 C7 

Tabla 6.3. Los valores del circuito LC del filtro Butterworth 

I I 
6 9.2 

s = 10 10 - 1p = 0, 704267p 
~~ p 

p=- I I 
wl , 

Si se desnormaliza la funci6n de transferencia con respecto a amax = 0, 5 dB se obtiene 

I rHP~P.f. lo I r~ I 
H(p) = 0, 7042673p3+2.0, 7042672p2+2.0, 704267p+1 = 0, 3493p3+0, 99195p2+1, 408534p+1 

La funci6n de transferencia resultante despJes de desnormalizaci6n tambi{m en respecto 
de la frecuencia del corte !1 = 100 Hz toma la forma 

I H(p) = 1,40818.10-9p3 + 2, 536805.10-6 + 2, 2417515~10-3 + 1 

Ejemplo 3. 1, , ~~·l_a :- ?.'\. ·· \ =-~1=-- dR.~\ ::: _ · · - I 

Calcular los elementos del filtro Butterworth1p~o bajas de orden n=7 si en la salida y · 
la entrada hay un resistor de 75 n. La atenuaci6n en la frecuencia del corte !I = 3400 
Hz es de 0,5 dB. Los elementos normalizados del filtro Butterworth de la tabla 6.3 son: 

I V · 1d ~Hi::_~ O"':t: il ? · I ~.a 
Ct = C7 = 0, 44504 l2 = l6 = 1, 24697 C3 = C5 ~ 1, 80193 l4 = 2, 0000 

(J : (" 

El filtro normalizado esta en la figura 6.1a). Para desnormalizar los elementos del filtro 
con respecto ala atenuaci6n de 0,5 dB necesitamos multiplicar cada elemento por una 
constante K. 

·" ca 
K = 14y' e0,23.0,5- 1 = 0, 86041 

Los nuevos elementos desnormalizados con respecto ala atenuaci6n 0,5 dB son: 



I 

1.2461l7 2,0000 1 ,2461l7 

0.44504 \ 
--; 

I 

--·r-r---
-- 3.766 mH 6,041 mH 3.766 mH 

-i 
i 

~ 

"(-,----.'~.~ }::" }~~~+~·]" 
. · -~- -.. ~ r 1 - 1 

-L--- --rl-- -- . -·--
-· . • r 

~- -~----· 

Figura 6.1. El filtro paso bajas Butterworth para el orden n=7 

.. .-·.~pH)~ () .. I,.-, _j I 8 . 2?'\ ~ ·- ~ 
c1 = c7 = 0, 382916 l2 = l6 = 1, 072905 C3 = C5 = 1, 550398 l4 = 1, 72082 

' =ttl 
Para desnormalizar los elementos del filtro con respecto ala frecuencia h = 3400 Hz 
y a la impedancia 75 S1 se utilizan las ecuaciones: •- 1 

C1 0,382916 
C1 = C1 = -- = = 238, 99 nF 

WI.Ro 2.71".3400.75 

C~ = C~ = ~ = 1,550398 = 967 66 nF 
WI.Ro 2.71".3400.75 ' 

L _ L _ l2.Ro .L 1.072905.75 ~ 3 766""1! 
2- 6- - - m, 

WI 2.71".3400 1 

l4 .R0 1, 72082.75 
4 £4 = -- = = 6 0 1 mH 

WI 2.71".3400 1 

El circuito paso bajas desnormalizado se muestra en la figura 6.1b. ~ {' 

6.2 Las tablas del filtro Chebychev 

I 

.\j\ 

;r 
f 

.f u!·"" " , ·¥ 
d{ '\, 

! I ~-) 

Los polos de la funci6n de transferencia, del filtro Chebychev para el orden n=1 hasta 
n=7 se encuentran en las tablas 6.4 - 6.7. Los valores de los elementos del filtro 
Chebychev para varios atenuaci6n en dB se encuentran en las tablas 6.8- 6.11. 

Ejemplo 4. . I ~ ~ ~J. \ I;~ 
Calcular la funci6n de transferencia del filtro ·chebychev para la sintesis de los circuitos 
activos en cascada, si amax = 0, 1 dB y el orden del filtro n=5. ~ 



..;--··---~-. --·- -:t ~-- --- - .•• --1 t 
~--

__.:.. .... -~-..·· .l~ 

' !-·. ·' I I 

II n II 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 

-0::1 1,00000 0,67434 0,42334 0,28009 0,19556 0,14296 0,10850 
±jf31 0,00000 0,70750 0,86631 0,92407 0.95120 0,96603 0,97'501 
-0::2 0,84668 0,67620 0,51199 0,39057 0,30401 
±jf32 0,00000 0,38276 0,58787 0,70718 0,78189 
-0::3 

rtfR lr· 
0,63285 0,53353 0,43931 

±jf33 
,, () : .-,r{-r,rf•)•i' 

0,00000 0,25885 0,43392 
-0::4 

I 
0,48760 

±j/34 0,00000 

Tabla 6.4. Polos de H(s) del filtro Chebychev para amax = 0, 01 dB 
si · ''>q al v c: 

r. 1- • , ', ~ - '':t: =I'-\ 

u .i±=~ , . •. t. ,lT ___ ::;_ 
. .:t:. ,or _-:; 

_s;j I .•1 

-~ 

II n 14 16 17 
-0::1 1,00000 0,()1042 0,34896 0,21775 0,14676 0,10494 0,07850 
±jf3l 0,00000 0,71065 0,86837 0,92541 0.95211 0,96668 0,97550 

n -0::2 0,69792 0,52570 0,28670 0,28670 0,21996 
±jf32 0,00000 0,38332 0,58843 0,70766 0,78229 
-O::g 

I 
0,47493 0,39165 0,31785 

±jf33 0,00000 0,25902 0,43414 
-0::4 I 

0,35279 
±j/34 0,00000 

Tabla 6.5. Polos de H(s) del filtro Chebychev para amax = 0, 1 dB 
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n 1 2 3 4 5 6 7 

-al 1,00000 0,56212 0,30618 0,18646 ' 0,12402 0,08799 0,06550 
±jf31 0,00000 0,71536 0,87122 0,92719 0.95330 0,96754 0,97613 
-Q2 0,61236 0,45015 0,32469 0,24040 0,18354 
±jf32 0,00000 0,38405 0,58917 0,70829 0,'78280 
-Q3 0,40134 0,32840 0,26522 
±jf33 )l l 0,00000 0,25925 0,43442 
-Q4 0,29437 ' ' 
±jf34 0,00000 

Tabla 6.6. Polos de H(s) del filtro Chebychev para amax = 0, 25 dB 

--· I I J I j__+_ .. ~l 
)\h 10 .11 .)) ,; , ' v~r~ H1 I?.IH ~>b ao{oq .~.a'· 

I : 
Soluci6n: 

Para n=5 y amaz = 0, 1 dB se obtinen de la tabla 6.5la real parte a y la parte imaginaria 
f3 de los polos de H(s) 

Ql = -0, 14676 
Q2 = -0, 38423 
a3 = ~o, 47493 

\ . I 
f31 = ±0, 95211 
f32 = ±0, 58843 

. I 

La funci6n de transferencia del filtro Chebychev para la sintesis del filtro en cascada 
toma la forma 

' I J l I· I - = -.- • _, 
- .. . kl . ...: . . ; . k2 . -~ .. k3 

H(s)- (s + 0, 14676)2 + 0.952112 (s + 0, 38423) 2 + 0,588432 s + 0, 47493 

' ·=-======· 

,_ l 'd ::.. Jl 
Los constantes k1, k2 y k3 se calculan de tal manera para que se cumpla la condici6n 
H(O)=l. 

kl = 0, 9285 

l ' 
Ejemplo 5. .i 

. ~t·· ~ -
I I 

I t 
k2 = 0, 49388 .. k3 = 0, 47493 

I I I 
--'---+-__..__+. : _ _L___ .. ~1'----

jli 

' ,, 

ll 
. : .. )''' . ·: m.tli !Jj I H . ,q .r..a Jl;.: 

Calcular el filtro Chebychev paso baJas, sr se conocen los especificaciones del filtro 6.2. 
El filtro que trabaje entre las impedancias de 1000 0. 

Soluci6n: I I 
Primerol es necesario calcular el orden del filtro: 
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--- -------

I 

---

n 1 2 3 4 5 6 7 l 
-al 1,00000 0,51291 0,26829 0,16042 0,10570 0,07459 0,05534 
±j(h 0,00000 0,72247 0,87532 0,92970 0.95497 0,96871 0,97701 
-a2 0,53659 0,38728 0,27672 0,20378 0,15505 
±jf32 0,00000 0,38509 0,59020 0,70915 0,78350 

-as 0,34205 0,27837 0,22406 
±jf3s j 0,00000 0,25957 0,43481 

-a4 0,24869 
±jf34 I 0,00000 

F--- - Tabla 6.7. Polos del H(s) del filtro Chebychev para amax = 0, 5 dB 
J 
;­
j r- -- -
~---· 
! 
[ 

-------,­
dB i 
o~~~ 

0,25~~.,-.d 

15 

--r~ 
-r-

c~t 
1

, t'o _____ 6r7,2
0
2
0
8m

0
H\.__,..__-O 

1000 
~-f +-

lJ6,46 nF 
o--~~~-----_. __ _ 

r.a) 3400 7000 Hz b) 
--+ --

Figura 6.2. Los especificaciones para el filtro de Chebychev y la estructura. 

. . .. ,..... f\ . 

: T 15 
argcosh 10o~5-l 

w'tff -I 
n > = 2 825 

- argcosh(2, 0588) 

1 
l 

J 
l 
-l 

j 
I 

, _ _j 

-j 

- __ _j 

Tenemos que elegir n=3. De las tablas 6.10 para n=3 y amax = 0, 25 dB se obtienen 
los valores normalizados del filtro paso bajas 

L Cl =I, 6331 12 = I, 4362t I - c, =I, 6332 

Los valores desnormalizados se calculan mediante las ecuaciones siguientes 

c - c - 1, 6331 .! 7 460 
1 - 3 - 2.3, 1415.3400.1000 -

6
' 

nF 

- _'J___ L2 = 1, 4362.1000 = 20,418 mH 
I .; ,o = , 2.1r .34oo I 

El circuito paso bajas se muestra en la figura 6.2b 

I .rr 

I-
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-

I 

I 
' 

n h C2 l3 C4 ls C6 l7 Cg lg 

3 1,1811 1,8214 1,1811 
5 0,9766 1,6849 2,0366 1,6849 0,9766 
7 0,9127 1,5947 2,0020 1,8703 2,0020 1,5947 0,9127 
9 0,8854 1,5513 1,9615 1,8616 2,0717 1,8616 1,9615 1,5513 0,8854 
n CJ l2 C3 l4 cs l6 C7 ls Cg 

Tabla 6.8. Los valores del filtro Chebychev para amax = 0, 01 dB. 

Ll tJI I L_~-Y-4_j __ - -'~ 
I 

..._._.....___ __ 
. ~ ~ -· ~ --·" 

.. "' ' , r ~ r .. ~ , •. • T f" v . ' '"" 

I n lt1 I C2 lt3 I C4 I ls I C6 lt1 I Cg ltg I 
3 1,4328 1,5937 1,4328 
5 1,3013 1,5559 2,2411 1,5559 1,3013 
7 1,2615 1,5195 2,2393 1,6804 2,2393 1,5195 1,2615 
9 1,2446 1,5017 2,2220 1,6829 2,2957 1,6829 2,2220 1,5017 1,2446 
n CJ [2 C3 14 cs l6 C7 ls Cg 

Tabla 6.9. Los valores del filtro Chebychev para amax = 0, 1 dB. 

• 
I 

1-t- v + cr 
(:>-. ---~ ... -·· 11---(.< 

~- ~-- -------r-
lrl 

I n IZ1 I C2 lt3 I C4 Its I Cfi lt7 I Cg ltg 
3 1,6331 1,4362 1,6331 
5 1,5400 1,4349 2.4403 1,4349 1,5400 I 

7 1,5119 1,4169 2,4531 1,5349 2,4531 1,4169 1,5119 
9 1,5000 1,4705 2,4446 1,5406 2,5077 1,5406 2,4446 1,4705 1,5000 
n CJ l2 C3 l4 C5 [6 C7 ls Cg 

Tabla 6.10. Los valores del filtro Chebychev para amax = 0, 25dB. 
fl' <""-: ,. -~ I ,., v-~, ... I - I· I __.._.. v---J.; .. rj ?f 

I d.SLL'-1 ·-~1<1: (J"I "! ~· ''..·:· 
r_ 

I n I ll I C2 I 13 I C4 I ls I Cfi I l7 I Cg I lg 

3 1,8637 1,2804 1,8637 
5 1,8069 1,3025 2,6914 1,3025 1,8069 
7 1,7896 1,2961 2,7177 1,3848 2,7177 1,2961 1,7896 
9 1,7823 1,2921 2,7163 1,3921 2,7734 1,:3921 2,7163 1,2921 1,7823 
n CJ l2 C3 l4 cs l6 C7 ls Cg 

Tabla 6.11. Los valores del filtro Chebychev para amax = 0, 5 dB. 

' oJ rn 
b4 



--------- ------r 
n h I C2 [3 C4 l5 C6 [7 Cg lg 

3 2,2156 1,0884 2,2156 
5 2,2071 1,1279 3,1025 1,1279 2,2071 
7 2,2040 1,1306 3,1469 1,1397 3,1469 1,1306 2,2039 
9 2,2024 1,1308 3,1540 1,2020 3,2072 1,1020 3,1540 1,1308 2,2024 
n Cl l2 C3 [4 C5 [6 C7 ls Cg 

Tabla 6.12. Los valores del filtro Chebychev para amax = 1,0dB. 

I -- -- . '·1 -- -- T I ·_ -- -:' 

.J ~ i .II• t£ . 1 .t ~. ) . 

6.3 Las tablas de filtro Chebychev inversa 

Los ceros del filtro Chebychev inversa, (ceros de la funci6n de transferencia H(s)) se 
encuentran en la tabla 6.13. Los ceros del filtro Chebychev inversa son los polos de la 
atenuaci6n. Los palos del filtro Chebychev inversa son reciprocos a los polos del filtro 
Chebyhcev Si = -!-; y se pueden obtener de las tablas 6.4- 6.7. Para la atenuaci6n 20 
dB, 30 dB y 40 dB en la frecuencia de supresi6n, los palos del filtro Chebychev inversa 
se encuentran en las tablas 6.14, 6.15 y 6.16. 

Ejemplo 6. 
r I ·r I 1: II 

Calcular la funci6n de transferencia H(s) para el filtro Chebychev Inversa de cinco 
arden para que en la frecuencia de supresi6n w2 = 1la atenuaci6n es amin = 30 dB. 

Soluci6n: """l' ') ls.o ,, r:~:lh (• ·, a1 -•· 

De las tablas 6.13 y 6.15 para n=5 y amin = 30 dB se obtiene 

I I 

H(s) = K (s + 1, 07787)[(s + 0, 16241)2 + 0, 734932][(s + 0, 62225)2 + 0, 664712] 

H(s) = K (s + 1, 07787)(s2 + 0, 32482s + 0, 56649)(s2 + 1, 2445s + 0, 829034) 

El constante K se calcula de la condici6n H(O)=l. ()t == "' h 

-~ , 1 _ K 1, 051462.1, 70132 ru
1 

~t: 
H(O) - L 07787.0,566648.0,829034 -

, ~ia 

K = 0, 115823~ • \ c.:- •. ,, ; 

La atenuaci6n en la frecuencia normalizada de supresi6n w2 = l se calcula mediante la 
expresi6n 20.logiG(l)l, donde G(l) = 1/ H(l) 

tis 
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f:==t T-· · 
2 1,41421 
3 1,15470 
4 1,08239 2,61313 
5 1,05146 
6 1,03528 

' 

t_ ·---
1,70130 
1,41421 3,86370 

·:-t-·. 
~~ +-. 
-~ 

7 1,02572 1,27905 2,3041'7 
8 1,01959 1,20269 1,79995 5,12583 

Lbl: ~.1~. Ceros de H(s)-Polos de Ia atenuaci6n del Chebycbev inversa. 
(. ..... 

J '(. L: · tjv '11 J ( U • I G.C ~ 

" · , I. . I. . ,.. . r , .. , .• r .. . •· 1 ~ U~"l ""I'~"\. .. ~ 
~==~======~====~====~======~====~====~====~ 

rd II n II 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 1 I 8 
\), 

c· 
-al 0,30000 0,27597 0,20565 0,15005 0,11182 0,08568 0,06739 
±j(31 0,33166 0,62840 0,78291 0,86147 0,90476 0,93071 0,94737 
-a2 0,85345 0,92509 0,68614 0,47723 0,34115 0,25388 
±jf32 0,60426 0,92991 . 1,03469 1,06068 1,06249 

·' 
f· 

-aa 1,57469 1,48905 1,03813 0,69933 
±jf33 0,86506 1,23957 1,30663 
-0!4 2,26884 2,03342 
±jf34 , r "- 1,13102 f' 

Tabla 6.14. Polos de H(s) del filtro de Chebychev inversa para amin = 20 dB 'nt 
dL :f. ~ m1 ~~a~. rr JJ' •. :J · &l.t~ 1 ae1 f) 

r ~ S:~"\fS,. . ;I() .. : , , 

G(
1

) = 
31 

'
59999 

(j + 1, 07787).( -0, 43351+ jO, 32482)( -0,170966 + j1, 2445) 
, ( -1 + 1, 051462)( -1 + 1, 70132) 

' - r + ~.. 1 .. :u,1·· ···;--~---· ---A .•. r ... )\\ 
G(l) = -31, 59999( -0,239228 + jO, 971468) ··a) 

amin = 20.l~g 31, 6154l:.:..:_·f2g, 997 dJt'f1 

Si se requiere que 30 dB es en la frecuencia 3400 Hz es necesario sustituir ella funci6n 
de transferencia por s la nueva variable s = 2_

7
r.'Loo. 

Ejemplo 7. U·. i .lJ .. 

Calcular el filtro paso alt.as de Chebychev inversa para las especificaciones de la plantilla 
6.3a. El filtro que trabaje entre los resistores 75 0. 

I 
116 



' I 

II n · 112 
-Q:l 0,17499 0,22043 0,19879 0,16241 0,12969 0,10389 0,08420 
±j{h 0,18062 0,43315 0,61798 0,73493 0,80842 0,85616 0,88846 
-a2 0,53578 0,68363 0,62225 0,49923 0,38931 0,30564 
±jfh 0,36464 0,66471 0,83385 0,91829 0,96013 
-a3 1,07787 1,15390 0,97130 0,74807 
±jfh -- 0,51642 0,87987 1,04916 
-a4 

--1 
1,59322 1,60230 

±j(34 -·- ,- }. f"(\1' 0,66898 

Tabla 6.15. Polos de H(s) del filtro Chebychev inversa para amin = 30 dB 

J I J ·I q , I 

-Q:l 0,09950 0,16115 0,17116 0,15592 0,13388 0,11269 0,09456 
±j(31 0,10050 0,29593 0,47610 0,61087 0,70579 0,77234 0,81975 
-Q:2 0,35230 0,50454 0,52480 0,47103 0,39799 0,33009 
±)(32 0,24079 0,48539 0,66535 0,78070 0,85193 
-Q:3 0,78777 0,90341 0,85179 0,72591 
±)(33 0,34193 0,64169 0,83644 
-0::4 1,20298 1,28166 
±jf34 ·-: .;:cc: ··--r ==f 0,43964 

I IV>r>. 

~----- rll==r=Cl==:::::;=C=2 ==;==C3=~i¥H!C41!i!::::!==:::::;=C=5 =:l:::::=;:==:=l6===; 

1 z2 z4 ~ 
~- 3 0,76162 0,20803 

4 0,39649 

6 0,05947 

1,52324 
0,40753 
1,21732 
0,48265 
0,75761 

0,76162 

t I 
1,53955 

l - I 
1,27903 0,93651 1 0,63648 0,43328 

0,78414 j 

Tabla 6.17. Los elementos del filtro Chebychev inversa para amin = 20 dB. 
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I n I c1 I C6 
l6 

I C7 ID 
3 0,88157 0,09490 0,88157 

.. - --~ 

1,76315 
4 0,57065 0,21595 1,71479 0,76245 t-· -1 ----

1,5230 
5 0,423037 1,14457 1,63337 0,53040 0,14736 0,43328 ---

1,28450 0,91659 
6 0,19029 0,31931 1,43027 0,54080 0,87389 0,46067 

0,93256 1,10124 
8 0,04238 0,35045 0,92416 0,84673 1,16705 0,68946 0,45019 0,32491 

0,62053 0,87687 0,76148 

Tabla 6.18. Los elementos del filtro Chebychev inversa para amin = 30 dB. 

i i . 0 
I 

! ( II 
I ' j ' 

I t 

~-mt=-1-~--j 

I . I I \ 

I n I c1 I C2 
12 

I C3 I C4 
l4 

I cs 
'i 

I C6 
l6 

I C7 I Cg 
ls 

3 0,94320 0.04390 0,94320 
I I I 

1,88641 
4 0,67795 0,11893 1,83035 w 1,71867 0,78962 ··~·-·-·· .. 

5 0,31706 0,30173 1,73949 0,09490 0,48549 
di __ ] 

1,14795 1,39408 . ~ ~ ... __ 

6 0,03875 0,58800 1,66700 0,14145 1,19950 
0,78742 1,63660 0,48188 .. I 

8 0,11801 0,26022 1,08035 0,57551 1,30591 0,47819 0,60325 
0,71751 1,10767 0,94266 0,33988 

Tabla 6.19. Los elementos del filtro Chebychev inversa para amin = 40 dB. 
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l 
a[ dB] 

To 

30 

a) 

100 163 400 f [Hz) 
---+ 

-s. 11 .. · ' DH = ;::--:::-·· 
3008,9 nF ' 

~~I 
75 

33,85 mH 33,85 mH 

c) 

a[ dB) 

To~~ 
3 !-7-r7"7"":;:;>,!....._ 

r. 0,25 

b) 

1 2.444 

·-~~= '' 

f [Hz) 
---+ 

,. .~j -n-~ 1,76315 

tJ9D, 
0,88157 0,88157. 

d) 

;J 

Figura 6.3. Los especificaciones para el filtro de Chebychev y la estructura. ·• 

Soluci6n: I I I : I ·I 
Primero se transforma la plantilla paso alt.as a paso bajas normalizada. Para el filt.ro 
Chebychev inversa la frecuencia de normalizaci6n es fo = 400 Hz. La paso bajas 
normalizada se muestra en la figura 6.3b. El arden del filtro se calcula mediante la 
ecuaci6n siguiente. El arden del filtro es 2,0105 y par eso se elige como numero entero 
n=3. 

. . argcosh / 10~ -l I y 10rll-1 
n ~ h 1 = 2, 0105 

argcos .0,25 I 

De las tablas para Umin = 30 dB y n=3 los valores normalizados de paso bajas son 

C} = C3 = 0, 88157 C2 = 0, 0949 l2 = 1, 76315 I 
El filtro paso bajas normalizado se muest.ra en la figura 6.3d. Es necesario el circuit.o 
paso bajas normalizada t.ransformar a paso altas y desnormalizarlo al respecto de Ro = 
75 n y fo =4000Hz. El inductor se t.ransforma a capacitor y el capacitor normalizado 
a un iductor. El filtro paso altas desnormalizado se muestra en la figura 6.3c y los 
valores desnormalizados del filtro se obtienen como se muestra adelante 

L3 = L1 = Ro - I 
75 

I = 33, 85 mH 
c1.2.1r.jo 0, 88157.2.1!".400 

L2 = Ro - 75 I I 314, 45 
c2.2.1r.jo 0, 0949.2.7r.400 

mH 

I 
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[Sb, 

· .',\~~ oi /./ 
. -~-t (: . i-

' 1 1 
c2 = = = 30008,91 

c1.2.rr.fo.Ro 1, 76315.2.rr.400.75 

La frecuencia del polo de atenuacion es 

1 106 I ,. 

foo = 2rr y'314, 4.3008,9 = 163' 634 

• t~~.J-l 
cLCl 

iJo, i~------
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Capitulo 7 ... 
l 

Filtros pasivos RC. 1 01
j rtf<:/ .1.' ,,.,,,.,:orr 

L filt ~ . RC t'jl(.<.. . l .1 . J I t:1 · ' • 
os rJs pas1vos se u 1 1zan s1 os ex1g nc1as JJara a atenuac10n no son tan nguroso. 

Las ventajas de los filtros pasivos RC es que no necesitan las fuentes de los voltajes 
y se componen de los elementos cencillos, capacitores y rezistores. Los filtros RC se 
pueden fabricar en la forma integrada. La desventaja de los filtros RC es, que no se 
pueden realizar los polos complejos de la funcion de transferencia H(s). Si se calculan 
los filtros pasivos RC habitualmente se eligen los valores de los capacitores y se calculan 
las resistores. El valor de las resistores de los filtros pasivos RC (PRC) depende en el 
capacitor C que se elije y en la frecuencia del corte wi del filtro. 

I I I I 

7.1 Los filtros PRC element ales. 

PASA ~AJAS. 
El filtro PRC elemental de pasa bajas (PBF) se muestra en la figura 7.1 y tiene la 
funcion de transferencia (7.1). Donde wi es la frecuencia del corte de la cad,cteristica 
asimptotica. El capacitor se puede elejir y el resistor se calcula mediante la ecuacion 
R - _1_ - c . W! 

(7.1) 

PASA ALTAS. 

En la figura 7.2 se muestra el circuito RC pasivo PRC. La funcion de transferencia pasa 
altas PRC del circuito 7.2 toma la forma (7.2), donde w_1 es la frecuencia del corte de 
pasa altas . Como en el caso pasa bajas, el condensator se elije y se calcula el resistor. 
R = - 1

-. I 
Cw-1 I 

121 
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~1 .. 

~)·_, 

tfi 

R 

u1~u2 
o I o 

0,707 

L w1 

I. ~.s· 
Figura 7.1. El filtro PBF elemental y la atenuaci6n 

•-··,ao'• ~c ~" I. 
j IH (w)l 

! ~ ~ 

1 
JA..J ,..il' 0,707 

,. w ... u1l l U2 
l .. 

) ~R l .. f •. ~ 

r 

~1 w_1 w a) 
l' 

b) ---+ 
.. , r\. ·1 ~dn. ·<I ' 

Figura 7.2. El filtro PA elemental y la atenuaci6n 

.a9lf'-1) m•Jq ::y, 1· ao"IL.'I "' I 
H(s) = U2 = 1 sCR _ ;;::-; 

. ' 

,f "· 

,~-

.,;• } 

. ~: 

r.t 
(7.2) 

U 1 1 + sC R 1 + _s_ 0 f " 

PASO BANDA l '''"'"~.: ~ 1 ria~).,l--[11<~ """'~-• ,,,,.~fo · I ~tfR If 

i'aso banda (PB) se muestra en la 1f'gura 7.3. ~1 circuito paso banda se obtiene si se 
conectan en la cascada el filtro PBF y PA. La funci6n de transferencia paso banda H(s) 
obtenida de los circuitos 7.3a y 7.3b toma la forma 

(7.3) 

Para el circuito en la figura 7.3a es Ra = R 2 y Ca = C2 y para el circuito en 7.3b los 
valores Ray Cason Ra = R1 y Ca = C1. ( 1

1 

BANDA DE SUPRESI6N! .t)fl.. ·+~R~ ~ ohnrh ~ .. A'tt88um 'lR S-'.1 J'\ .~)~ ,.~f ·r~ 
I I I 

La banda de supresi6n elemental BSE se realiza mediante el circuito que se muest.ra en 
la figura 7.4a y 7.4b. La funci6n de transferencia del filtro supresi6n de banda toma la 
forma 

l~II 
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a) 

a) 

1 U2 ~ u1l 

I -+t~bl 
Figura 7.3. El filtro PB elemental. ~.\ .rnw~i1: 

f"l["l fi8 (Htift {3 .3.\' b) 

Figura 7.4. El filtro SB elemental. 

, -1- rF 
. u2 sR2C 2 + SW:Q + 1 

H(s)= Ul = s2R2C2+sRC(oa2+2)+1 11 (7.4) 
(8.T) a )\ 

Los polos Pl,2 y los
1 

ceros c1,2 de la funci6n de trJnsferencia (7.4) se calculan m iante 
las expresiones (7.5) y (7.6). ., ·J 

~--i"l -· 
,_,. . ~ .... l 
"'' . 1 . ' QO: ' 

Pl,2 =-(aRC+ 2RC) ± (7.5) 

(OI \) 
1 ·:. -r . 

1 
c12 = ---± ' aRC 

(7.6) 

De las ecuaciones (7.5) y (7.6) se ve, que los palos pueden ser solamente reales, y 
negativos, mientras los ceros pueden ser reales y complejos, si a > 1 o reales distintas, 
si a < 1 o reales dobles, si a = 1. En la figura 7.5 se muestra el transcurso de 
atenuaci6n en decibeles para varias constantes de a. El supresor de banda se tambien 
puede realizar mediante el circuito que se muestra en la figura 7.6 

I 

I 
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T201ogjHI 

tO 

0,1 1 10 100 ~ 

I ~ . 

Atenuaci6n de ~uptesbr de banda para varias a. Figura 7.5. 

r<J 

: 1 
' -, 

-i -.,_ .l __ ,~ 
---··---·--r- -

___ .......,__._.~ 
Figura 7.6. El filtro SB elemental. (e 

Para las condiciones f t 

-.b.: 

C1 = a.C 

la funci6n de transferencia del filtro en la figura 7.6 toma la forma 

7.2 

8
3 R3

C
3 + 82 

R
2

C
2 + 8RC + 1 

H ( 8) - --------,:-~----;::---,~~­
- 8 3 R3C3 + 82 R2C2 3a+2 + 8RC 3a2 +5a+2 + 1 a a(et+l) 

-..1--""-1 
Cascada de los RC filtros elementales 

u 

(7. 

I 

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 

•;Jt, • •Af · 
La cascada de los filtros elementales se muestra en la figura 7.7. Si se realiza PBF, 
los elementos Z1 son resistores y Y2 capacitores. Si se realiza PA los elementos Z1 son 
capacitores y Y2 resistores como seve en la figura 7.8. La matriz de cascada A para el 
circuito en la figura 7.7 toma la forma I 

124 



don de 

. ----- .. -I- ~.L-,-l -~---· 
Figura 7.7. La cascada de los filtros elementales. 

,f! ..... 

,!!. 

:, .... 

.... ·i QQt 

) 
~ (n + k)! . k \-..,._ · 

Bn(rl ={:a (n- k)!(2k)!(Jrl) .. __ .J 

I --l 

B n - n-1 ( n - k)! I . k 

n( ) - {; (n- k- 1)!(2k + 1)! (Jfl) 

! (7.11) 

(7.12) • 

I 
(7.13) 

I 

Si se realiza el filtro pasa bajas es necesario conectar el circuito en la salida con un 
resistor, como se muestra en la figura 7.8. El valor de un resistor en la salida se puede 

expresar mediante la ecuaci6n 5\~1 = 01 I 

RL = : " > 0 : fl sluol•·• "' ,::J '"''I" "" ;o 
· · I I 

y la func16n de transferencia si la salida esta terminada con un resistor R se puede 

expresar en la forma U ':)~ = !1.

1 1 

. I 

C(fl) = - 1 
= Bn(jfl) + an(jfl) (7.14) u2 .t 

La atenuaci6n se puede calcular mediante ta ecuJci6~ (7.15) 

I I I 
a= 20loglBn(jr2) + aQn(jn)l 

I 

1(7.15) I 

En el caso si el circuito en la salida esta abierta a = 0, se puede calcular la atenuaci6n 
usando (7.16). Las graficas para varias ordenes del filtro se muestra en la figura 7.9 

. T I 

a= 20logiBn(jrl)l (7.16) 

Si se elije R, se calcula C ....... 
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,s 
o--

R R R 
-- ]-o 

0 

Figura 7.8. Filtro PBF como bascada de los filtros elementales. 

(11 -
j a[dB] 

300 

0,1 

I ' I I 
10 100 ~ 1 

/ = ii 
Figura 7.9. Atenuaci6n de los filtroa para varios n. 

., : 4[ . 

Si se elige C, se calcula R 

J1_ 

·n 

1 
R=­

wlC 

-r1a sl i 

Ejemplo 1. A ' ' , I '1 ;~ = U ;, 

Calcular el filtro RC pasa bajas para las especificaciones: 

I 

- !P 

amax= 3 dB para f-0 hasta 4kHz y amin= 40 dB para f 64kHz 

Soluci6n: 

Las frecuencias del corte y de supresi6n es necesario normalizar 

n = 4.103 = 1 
1 4.103 

n = 64.103 ='16. -
2 4.103 
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La pendiente de la atenuacion es mayor que 20 dB/dec y por eso se eliqe n=3. Si se 
calcula el filtro en la salida abierto se obtiene mediante las ecuaciones (7.16) y (7.12) 
la ecuacion (7.17) '-' I 

I I I ..L. 

--•~- G (Jl2)- B (J'!1)- ~ (3 + k)! ( ·n)k --o 
-·~ 3 

-
3 

- f:o (3- k)!(2k)! J . 1n 
i (7.17) 

Calculando para n=0,1,2,3 se obtiene 

I l I 
G3(jn) = 1 + 6jO- 502

- j03 
;Cf 1r;r f\t ~ .. . •. 1 (7.18) 

La atenuacion en 0 1 = 1 debe ser 3 dB. De la ecuacion (7.18) es necesario calcular la 
funcion del corte normalizada 0 1 para la atenuacion 3 dB. 

3 -1---<) 
;I ~' IG(jD.)I

2 = 1010 = (1- 5D.i)2 + ni(6- ni)2 · . 

~ u I ! . I i f rL' 
• li · n~ + 13nt + 26ni - o, 995 = o + 

La ecuaci6n s~umple para !11N = 0, 194 y ese valor es la frec~encia de corte nbrmali­
zada, donde la atenuaci6n alcanza 3 dB. La nueva frecuencia normalizada de supresion 
toma el valor 

I ,··· 

fN = fi nD,l = 4___!_
94 

j 20,62 
HlN 0,1 

n = 12 =~~31 104 2 IN 20,62 ' 

Ahora se puede calcular la atenuaci6n minima amin 

amin = 20.logiG3(j02)I = 33,7 dB 

Si se elije el capacitor C=33 nF se obtiene el resistor 

' ( 

·I R = 1 = nlN = I o, 194-= L·L = 2339,1 n 
olritt.t·. I Ill<: 2.7rfNC 27r01C 27r4.103.3,3.10-9 ; 0. 

La estructura del filtro RC se muestra en la figura 7.10. 

I 

7.3 La cascada de I6s'0circttitos progresivos 

.r ... ,. :. 

El calculo del filtro con los circuitos de bipuertas progresivos es parecido como en el 
caso anterior. El filtro con los circuitos de bipuertas progresivos se muestra en la figura 
7.4. La matriz de cascada RC progresiva en la figura 7.11 toma la forma 

[ 
au(a,j!1) 

Y2a21(a,jO) 

lk7 

(7.19) 
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R=2339, 1 .n.. R= 339, .n R'=2339. 1 .n 
·l 8 

o----1 II I I I I I 0 I l 

1 U1 I~ 
} fl CI c 

I CI ~ u2 

0 

• u;; .(· , ~~ 

(tl.\) 
C=3,3nF C=3,3nF C=3,3nF 

t> Figura 7.10. El filtro pasa bajas con tres circuitos elementales en cascada . 
.ai ·; ; 8 

z1 (X.z 1 I B L (X.n Z 
l_ J _·_ 1 

·r 

1 U1 
y2 j : I 

?()Q 
()(. 1 \ r 1 · i'•o . ' -t· ~. :t 

-----

l !< . 

._,; i • r ..... 
Figura 7.11. El fil~~~ ·c:: b~p::rt~s 

1

t:;~~i~os en,cascada. 

donde ' ' 1)5: = ~-:~ ll-' == t~ .~ "" :c ' \ 
1 f. ~ ' 

, _. . I n ~ll . 
au(a,jn) = L K 11ni(jn)i 

.~ i=O 'r ~ s.beu .. 
. . n-i I I 

(7.20) 

•· .81:odt 

Kllni = a(-n:l) L (n;=_\-j) c~j) ai 
j=O 

)t?i" :J:=~ m.tr·~c·R') l·' 

(7.21) 

K Uno = 1 , 0 I .. _[ . ~..1 K 11nn = 1 .. __ <l 

Para el filtro PBF en la salida abierta figura 7.12 la atenuacion se calcula madiante la 
ecuacion 

Calcular el filtro pasa bajas con los circuitos progresivos para las especificaciones: 

(P! 1') "=•= 3 dB para f •; ~asta 4kz y' •min' 40 dB ~ara f 64 kHz I 
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Jqn ->-r-tf~lrq rt ~ .~.,. ; 
Figura 7.12. El filtro PBF RC con los circuitos progresivos. 

solucian: o-I·· · 
, I . 

-~ . I I~ 
, . -, . _l_ .Iii 

L-..!Ji .. ·-.-rl._.. . ... t--

Como en el ejemplo anterior se elije el capacidor C=3,3 nF. El valor de la constante a • 
se elije de tal manera para obtener los otros capacitores catalogizados. Entonces se elije 
a = 2, 2. El segundo capacitor en el circuito en la figura 7.12 tiene el valor 3,:3/2,2=1,5 
nF y el ultimo capacitor en el circuito es 1,5/2,2=0,68 nF. Para calcular los resistores 
se necesita calcular nueva frecuencia normalizada del corte. Para calcular G3(jD) es 
necesario calcular los val ores K ll:n y K u 32 • Esas coeficientes se calculan mediante las 
ecuaciones (7.20) y (7.21). . . . !.: • j . .-~ I l 

,_af r. ·- ON .i>- OroP ?. + r ,, ~->.J 

·!!f~('ff'T·.rr l, , nrf fl9".-' , •.• r~ ~-~ (~) (l) + {ij) {~) Ct +(g) (A) et2 _ 
4 

·
3 

·\i" '"' • f ~i·D t' · ,.,. 
K lhi - a:2 - ' 2 

I I 

K - (§) (~) + (i) (na- 3 91·;i 
1132- - ' a: 

... J... ! . • J I 
· .,_,,, r.· • .. r~" 1 • .1?'· 

G3(jD) = 1 + 4, 32jD- 3, 91D2 - jD3 

11 t n ...• ···<) (.! T 

De esta ecuaci6n se calcula la nueva frecuencia del corte para amax = 3 dB 

, li'"~ , j j) • 1 J _;I 
La ecuaci6n tiene resultado para el rais D1N=0,2950 que es la frecuencia del corte 
normalizada. Para el valor del capacitor C=3,3 nF se obtiene el resistor 

R- 1 - nlN l~ I 0~295 9 = 3556,8 n. 
- 21r fNC - 27r fiG - 2-nt4.10 .3, 3.10-

Los valores del filtro PBF que se muestra en la figura 7.13 son 

l . ' R1 = 3556, 8 0 C1 = 3, 3 nF 
R2 = 7824, 9 D C2 = 1, 5 nF 
R3 = 17214, 9 0 C3 = 0, 682 nF l ;:; 1. ·: : i' 

Para las mismas especificaciones se realiza el filtro de orden n=4. 
para n=4 toma la forma 
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i C2'I 
~-- . ~~-

I 

Figura 7.13. El filtro PBF RC. 
-q (> f ... 'if'"l;q 

R1 R2 R3 R4 

1 u1 
fl• 

c2I ~ c3I c4 I} u, ·):) i -- 'u:_ 
0 

: .sl .!t jfr- 1 119 10.1.· .•. 

Figura 7.14. El filtro b~ bajas pa~a n=4. 
. 'L ) JJ: 

I , I w -. , <::.l> I . ctii/fi ~ rtfi 1' ' ·J1 l. f 1u 
' I I 

I G4(jO) = 1 + 5, 96jO- 9, 3502
- 5, 36j03 + o4 ' I 

El rais de la ecuaci6n siguiente es la frecuencia del corte del filtro pasa bajas normal~­
zada 

0 8 + 10,0706 + 26,9304 + 15,7702 -0,995 = 0 

La ecuaci6n tiene el resultado para el rais 0 1N = 0, 239. La frecuencia del corte 
normalizada es 0,239. Si se elije el valor del capacitor como en el ejemplo anterior 
C = 3, 3 nF se obtiene el primer resistor del circuito 

I 
El filtro PBF para n=4 se muest.ra en la figura 7.13 y los elementos del filtro tienen los 
val ores: 

7.4 

.c 

IJIJ ~ •:. I 

R1 = 2881,67 o 
R2 = 6339, 67 o 
R3 = 13942, 28 o 
R4 = 30684, 02 o 

If' p 

C1 = 3,3 nF 
C2 = 1, 5 nF 
c3 = 682 pF 
c4 = 330 pF 

..... __ .r. -- .... 1, ~ ....... 
La cascada de los bipuertos RC 

j\ 

I 
con divisor 

I ~i n :r: . . ! 1 - , I 
La estrhctura del filtro RC con e1 divisor se muestra en la figura 7.15. Esta conectado 
con la admitancia Y1 y la impedancia Z2 . La matriz de impedacia Z del circuito 
resultante toma la forma 
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o-· ...... --o 

' ~u1 I 
~ 

..i-

- I 
Figura 7.15. El circuito RC con el divisor. 

1 u2 

8b 

t 
I 

(7.22) 

En la ecuaci6n (7.22) aij son los elementos de la matriz RC del circuito en la figura 
7.15, i=1,2; j=1,2. De la ecuaci6n (7.22) se puede calcular la funci6n de transferencia 
del voltaje inverza, si la salida del circuito esta abierta. 

I 

G = ul = Zu = au(1 + Z2Yl) + a21z2 (7.23) 

j U2 Z21 auZ2Y1 + a21Z2 + 1 
Para el fi tro pasa bajas la impedancia Z2 y admitanci Y1 en el circuito 7.15 toma la 
forma 

De la ecuaci6n (7.11) se obtiene r'J 

~)() 1 :) t: 

Z2=-­
jwC2 

(7.24) 

· 'k; au = Bn(jO.), aba9 .u:)::· · .J · a21 = jwCQn(jO.) (7.25) 
I , \ i i 

Si se sustituye en (7.23) la ecuaci6n (7.25), se obtiene la funci6n de transferencia inverza 

Las raices del denominador (7.26) son palos de la atenuaci6n del circuito. Si se susti­
tuye en el denominador de la ecuaci6n (7.26) por B 3(j0.) y Q3(jO.) y si el denominador 
se iguala a cero obtenemos para la parte real e irnaginaria dos ecuaciones 

I '~ fG ;,ls · . 

. r't.sJ 0.p=J6+4c rr ',.fl•. (7.27) 
till ts j•. cl 9f>, . 
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1 u2 

,..u r I .. Ic2 
0 0 

o- Figura 7.16. El filtrb pasa bajas.- -o 

dB 

r 

100 
10 ... 

]I .. 1 

Figura 7.17. La atenuaci6n de PBF :Pkra el filtro con divisor y n=3. 

f= , . 
.. -~1~~~ -t- : l i il~- 1 j; · c~ . J = ~ 

C2 = 23C + 29C1 + 4- ,1 r.L 

1 

c1 
'I. \ (}; 

La atenuaci6n minima en n = oo se puede calcular mediante la ecuaci6n (7.29) 

·I 

;.;.. I I I I 

c1 +C2 
amin = 20log cl 

- l 1 

·.·-· l U.\) (' I, 

(7.28) 

(7.29) 

De la ecuaci6n (7.27) se puede ver, que la frecuencia del polo de atenuaci6n se puede 
elegir mediante la proporcion C / C 1 . En la figura 7.17 se muestra la atenuacion de 
los filtros PBF para varias a = CJ/C. La atenuacion minima del filtro se obtiene 

calculando la ecuacion (7.29) ~ ~ 1 " l 
Ejemplo3.\l,.\'l')..J '\\(~'~),.~ (0 n~~+~~ '' ·.8. \=·· 

r· { ' 
Calcular el filtro RC pasa bajas con el divisor para el orden del filtro n=3 y las especi-
ficaciones del ejemplo anterior. ''F' 1 ,8 (~ '~) 1 1 1 

Solucion: '{. 1 f) nb I 
. ~ · · ·: ~- , sl B14q · · · sj 

En este caso se puede elejir la frecuencia del polo de atenuacion. Si se elije la frecuencia 
del polo de atenuacion, tambien se infiuye la atenuacion minima. La frecuencia del polo 
depende en la ecuacion (7.27). Si se elije la frecuencia del polo Op, la atenuacion minima 

I~-
l":c 



I 

esta dependiente ala ecuaci6n (7.29). Si se sustituye por C1 = aC y por C2 en (7.29) . 
se obtiene (7.30) / I q" 

1 1 "' 
/// 

. =--40 :_ 20l , aC + 23C + 29a.C + 4~ __ 
1

l, 

amm- - og ' ' 
/ _.- aC 

I I 
(7.30) 

2 = log ( 1 + ~ -¥ 29 + : 2) (7.31) I 

70a2 - 23a- 4l= 0 
<{:)Jt (\ ,; . ' !3 .81.\' r..-q I ', '!' 

(7.32) 

El ral.z de la ecuaci6n (7.31) es a = 0, 45. Entonces 

c 
(

(>p ... 1 C2 = 23C + 290, 45C + 4- = 44, 94C 
·'·" 0, 45 

Ahara se va a calcular B3(jO) y Q3(jO) [ ... .J.;q ~?1 00
_8, 

ill•·· ':_,,i,~~ ;·_ B3(jO) = 1- 502 + j0(6'- 0 2)' 
9<l C;O 

r tt'l ("·•--:- 1 ,..1 · 

'; ,,rr .. """ '-

T 

'j 

x e=-, Q3(]0) = 3- n2 + j40 

I 
03 

= B3(0, 45C + 44, 94C) + CQ3 = 45, 39B3 + Q3 
0, 45C B3 + CQ3 + 44, 94C 0, 45B3 + Q3 + 44, 94 

·\ 

Si se calcula jG3(jO)I2 = 10~ se obtiene la ecuaci6n 

I -2329,884 + 54840, ~3;~~ + J~8~J~4 : ~059, 84806 = o 
Un de las raizes de la ecuaci6n anterior es 0 1 = 0, 204. Si se elige como en los ejemplos 
anteriores el condensator C=3,3 nF, se obtienen los valores del filtro que se muestra en 
la figura 7.16 

I 
(:;. +; 

0 204 J 
R = 211'4 . 10~_ 3 ,3 _ 10 -9 = 2459,67 n 

I) ' j) 

C1 = 0, 45.3, 4 = 1, 485 nF 
C2 = 23.3, 3 + 29.1, 485 + 4~ = 148,3 nF 

., I " l 
7.5 El Filtro RC con la admitancia en paralelo 

·'>f 
El polo de la atenuaci6n se puede realizar tambien con el circuito en la figura 7.18. El 
circuito de bipuertas con la admitancia Yp esta conectado con el circuito de bipuertas 
RC en paralelo. La matriz de admitancia del circuito es la suma de la matriz de 
admitancia del circuito RC y del circuito que tiene en la rama serial la admitancia Yp. 

Para el cicuito en la figura 7.18 siesta conectado en la salida con la admitancia YL se 
obtiene la funci6n de transferencia 

I 
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\) 

( ,. (' ... ' . 
> I I . - ~ 

I 
Figura 7.18. 

s: 
El circuito RCP con la admitad~ia qp; conectada en paralelo con RC. .., r 

G = U1 =-- Y22 + YL ~ (Yp + YL)a12 + dit 

U2 Y21 Ypa12 + 1 
(7.33) 

I ~< q ~ ... r"'"~'"'"' ., 
Los pa ametros Y22 y Y21 son los elementos de la matriz de admitancia del circuito 
completo y la admitancia YL es la admitancia de carga. Los panimetros a 11 y a 12 son 
los elementos de la matriz de cascada del Circuito RC. La ubicaci6n de los palos se 
puede calcular calculando las raices del numerador de la ecuaci6n (7.33). Para n=3 y 
Y(s)=jwCp se obtiene 

t.(; i· --

I .. 

I~. I . 
jwCpR(rP + 4n + 3) + 1 = o :c. 

nw ,,~Js1 .Idse 1 ~Ot= . _ie'Jii>' 
n = - __. w = nwo = n-

! ;~ wO . ~· ~ + r: RC a + :L 

}nc;; (in)2 + 4jn + 3) + 1 = o ~ l .- ' l 

I I 

(1- 4n2 c;;) +inc;; (3- n2
) = o 

r r 

. r: f . .,~:.., rr I 

. ]:; 

2C I I c 
(' 1 t.s"JRo n(-l 1 - 4 ( v3) d =:= o ~ cp = 12 o"Jjli'iJ Ja: a. 

En este caso la ubicaci6n del polo depende soiJ en el numero de los circuitos basicos 
del circuito RC y no se puede elegir como hemos vista en el circuito RC con divisor. 
Si se toma en cuenta el circuito abierto en la salida se puede calcular la atenuaci6n 
minima amin mediante la ecuaci6n

1 
::.• • ~tt.uv! 

1 
,
0 

J 
1 

I t 
.J"- .i... ' G(s) = ul = Ypa12 +an = 1 +an_!_= 1 + Bn ' (l I •u ' J 

U2 Ypa12 + 1 a12 Yp RQnYp 

h~{ 
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Figura 7.19. La atenuaci6n de PBF par el filtro con divisor y n=3. 

I 

. (jwCR)n-1 jwCR C 
amin = hm G = 1 + = 1 + -

n~oo (jwCR)n- 1 jwCpR Cp 

Para n=3 se obtiene la atenuaci6n minima 

I · ( C) ( 12C) amin = 20 log 1 + Cp = 20 log 1 + C = 20 log13 = 22,28 dB 

Ejemplo 4. 

Realizar el filtro RC que se muestra en la figura 7.19 con el capacitor en paralelo, si la 
salida del filtro esta abierta, entonces YL = 0. Para Yp = jwCp se obtiene con la ayuda 
de la ecuaci6n (7.11) 

I I 

03 
= jwCpQ3R + B3 

jwCpQ3R + 1 

La ubicaci6n del polo en 0 3 = v'3 y el valor del capacitor Cp = g son en este caso 
fijos y nose pueden elegir. El valor Cp y la ubicaci6n del polo dependen a el grado del 
filtro. Como en los ejemplos anteriores se obtiene la ecuaci6n 

-0, 995 + 29, 602 + 15, 17504 + 0, 17606 = 0 

De las raices de la ecuaci6n anterior conviene el rafz 0 1 = 0, 182. Si se elige como en 
las ejemplos anteriores el capacitor C = 3, 3 nF se obtiene 

_ o, 182 1 _ 

R - 27r4.103 .3, 3.10-9 - 2194, 41 o 

c I I I 
Cp = 

12 
= 0,275 nF 

En la fi.gura 7.19 se muestra la estructura del filtro. 

I 
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Filtros activos con amplificador. 

v 

r;.·~·!<) .,.. .... - ) ~b ?1"-; .. · .• ~ sJiTJBS asJI S:i'·"J ia ~Lv/ l~b . ·r ·~··· $D ,\;~, ;··t af 
~~ r,.. · "··: •f. ·' rln·.·'.-·h.rr:: " 1; 

Los filtros activos son muy importantes al menos pot dos razones. No incluyen indue-·' 
tancias, que nose pueden miniaturizar. Los filtros pasivos LCR nose pueden producir 
en la forma integrada por la presencia de iductores. 

f'l " ; 

Por otro lado si la frecuencia de corte de un filtro deseado es muy baja, por ejemplo 20 
Hz, en el circuito LRC se obtienen los valores que no se pueden realizar. Eso significa, 
que los filtros pasivos no se pueden utilizar para seiiales biomedicas o sismica.s, donde 
las frecuencias que nos interesan son alrededor de 10 Hz. En este caso se utilizan los 
filtros activos que nos permiten realizar un filtro con la frecuencia del corte a menos 
de 10 Hz. Ademas el filtro activo se puede construir con una ganancia deseada. 

I , . ..., I ... :, i I 
8.1 Filtros activos de segundo orden con FTCT 

td 

8.1.1 Filtro activo pasa bajas. 
~ ·:... 

El filtro activo pasa bajas de segundo orden se muestra en la figura 8.1. 

( t-.8) 

Figura 8.1. Filtro pasa bajas con amplificador. 

Para calcular la funci6n de transferencia del filtro en la figura 8.1 primeramente se 
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calcula
1 

la matriz de admitancia de la red pasiva sin tomar en cuenta el amp ificador. 
La matriz de admitancia de la red pasiva esta en la ecuaci6n (8.1). 

Y= 

G1 -G1 0 0 0 0 
-G1 

0 
G1 + G2 + pC1 -G2 0 -pC1. ..-- 0 .1· 

0 
0 
0')' 

-G2 G2 + pC2 0 0 -pC2 
0 0 GA+GB -GB -GA 

(8.1) 

-pC1,r o 1 . -GB pC1+GB o , .... ,+.,.. 
ti 0 . ~l -pC2 '1 -G A ~- 0 G A + pC2 I ·' . 

En la matriz de admitancia (8.1) si estk bien
1 es~rita, las sumas de todos elementJs 

en cada columna y renglon deben ser igual a cero. Si se conecta el nodo 6 con la 
tierra se puede cancelar el sexto rengl6n y la sexta columna. La matriz (8.1) se va a 
cambiar si vamos a tomar en cuenta el amplificador. Los nodos 3 y 4 en Ia entrada del 
amplificador estan al mismo potencial (U3 = U4 ), eso significa que en la matriz (8.1) 
se pueden sumar la tercera y cuatra columna. Si en la salida del filtro se conecta un 
circuito con impedancia infinita, entonces Is = 0 y se puede cancelar el quinto rengl6n. 
La matriz nueva del circuito activo con la t'iera conectada en el sexto nodo esta en la 
ecuaci6n (8.2) 

An= 
G1 +G2 +pC1 

-G2 

H: T 0 !11d i 
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·1 -G2 
G2 + pC2 
GA+GB 

(8.2) 

1.j8 

I. i Ja 
(8.3) 

{8.4) 

(8.5) 



, La funci6n de transferencia H(p) se obt.ien , sis sustituye en la ecuaci6n (8.3) por la 
A A K _ GA+Ga 

1 88, I = Of.."' .S: 01.~ .0 =-- 6 15 Y 11 Y - G B • c' -· ' 1 • "t . lr 

U5 = H(p) = K.G1G2 ( ) 
Ut p2C1C2 + p[C2G1 + C2G2- C1G2(K - 1)] + G1G2 

8
·
6 

La ecuaci6n (8.6) es la funci6n de transferencia de un filtro pasa bajas de segundo 
orden. Si esta funci6n de transferencia se compara con la funci6n de transferencia del 
filtro Butterworth desnormalizado de segundo orden (8.7) 

n:. H(p):::: I w5 I 
p2 + pv'2wo + w~ 

rS\ (8.7) 

se obtienen las ecuaciones para calcular el filtro pasa bajas de segundo order siam.= 
3 dB 

\: V..J .. ~... {1j·~ 

El condensador C1 se elige y se calcula b 

m=a:+K-1 "
1!'> Para Butterworth amax = 3 dB es a = v'2 

. \ Ol -'- . i.Jl 

. a 

i 

.h · . 

.\ !, 

. I 

2 
Rt=­

a.b 
R2=--

2.m.b . ,d. ~ • .[.8 

w'~ ;1 -rrr?rt .s1 nq fl"!i?· •d ac-.b1o •. 1 • ,1 n.h IP.r-jlJJ .~-~~- , . · iP · · 

Ejemplo 1. ·Lf' ('.f'{CJ · • , . ~9-r"ll , · tji · .. 

Calcular el filtro de segundo orden si'tbs especfflc\r~fornes estan en la' figura S:2 

a[cmj I I 

1 ~:;_~~~ 
17 

........ -

30 f [Hz) 

Figura 8.2 . LaS espOcifillJ ja ::Pas~ bajBB. 

Soluci6n:: 
. Ui.l' q 0. 

Primero se calcula la ganancia K, porque se quiere que el filtro tenga en w = 0 una 
ganancia de 20 dB. 

20.log K = 20 

Se elige Ct = 0, 1 X w-6 F y se calcula b, m, c2, Rt y R2 

139 
I .1 

,, . 
. i 

=Y 



,-

I. 

~. . T , 

b = 0, 1.10-6 .2:rr.30 = 1,885.10-5 

(6.8) 

',,~ p'\ : ··, .... '''19 . "f 

., ' 
•.• j ' 

( ... .8) ; .2 I I 

I. Rl =··(V2(.(1,885.10-5) = 75 kO 

= :111Utf4 :a WHO ObJlc• t '' \f> ?• -/2 '~c. ' ' '"rTOhJltr')q • 

R2 = 2.(9, 5).(1, 885.10-5) = 3' 94 kO. 

Todav:la falta calc~lar los resistores RA y R8 . Si se elige un potenciometro de 100 kO 
para ajustar la ganancia, entonces RA+RB = 100 kO. De la ecuaci6n RA+RA(K -1) = 
100 kO se calcula RA = 10~00 = 10 kO y RB = 10000(10- 1) = 90 kO 

I 1'1 k . I 
8.1.2 Filtro activo pasa altas. 1Ji. 'T\' = ~D 

La est~ctura de filtro pasa altas de segundo rden se muestra en fa figura 8.3. Para 
calcular la funci6n de transferencia del filtro pasa altas es necesario calcula.r la matriz 
de admitancia. La matriz de admitancia de circuito activo se muestra en la ecuaci6n 
(8.8) 

~+- ., 
.!HI t ·- I 

~.8 £; 

Figura 8.3. La estructura del filtro pasa altas. 

J; •• 0 . ~.~.; .119 .&~se.t o[t';bi ::lup O'"'"'i!'r)I:F -:Jc~ 1 )f .8h~ ~··'(; p.fl· · 
y _ -pC1 -G1 G1 + pC1 + pC2 -pC2 

0 -G B 0 I G A + G B 

-I. a:> ,, . " . '> ('(' • ~ 
u:;: 1 

(8.8) 
•· I - 0 ' 0 t1 I -pC2 - z G2 + pC2 

, .m' · dj R'1 i , {) 

La funci6n de transferencia H (p) = !Za.u = ¥ toma la forma 
1 "-'11 
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!:)\. '{ ! · ,0 I 9e '{ r OOI = s.',) c· • ) '} 

2 -

I
. U2 = H(p) = Kop c1c2 ( ) 

u1 P2C1C2 + p[C1G2 + C2G2- C2G1(K ~ 1)] + G1G2 
809 

La ecuacion (8.9) es la funcion de transferencia de un filtro pasa altas de segundo ordeno 
Si esta funcion de transferencia se compara con la funcion de transferencia del filtro 
Butterworth desnormalizado de segundo orden pasa altas (8.10) 

• I 

(8010) 
=( 

se obtienen las ecuaciones para calcular el filtro activo pasa altas de segundo orden, en 
el caso si amax = 3 dB. Es necesario elegir C1 = C2 . El condensador C1 se elige y se 
calcula b, R 1 y R2o + 1 , 1 01 = . ·' 

,( ' I\{ = ll -· ' I i : 

I 
f)asq 9vi.t~s O"l.tli~ I~.I g 

! :.:: 

. r . , , £i + . 1,-a-2 +-8-( K---1 ),f , 0 ' 

R1 = V · '' oD (8.11) 

" , . r 4;b P' 4 . . " • ,. 

I . R2 = Rl.b2 'I (8012) 

Ejemplo 2 r 0 'l I rt"~-· "' ., . I I 

Calcular el filtro JSMir alt.as de segundo ordenpira las ~pecificaciones del filtro de la · 
figura 8.4 

0 .-~D t I 

r a [dB)~ Iii j =- . • ' : q) l\ 1: 

40 ----------.P~~~ I 

37 

. .;.J+J• 
I 

300 

I 
t 

Figura 8.4. Los especificaciones para el filtro pasa altaso 

I 
Primero se calcula la gan~ncia K, porque: se quierJ que el filtro tenga en w .L 0 la 

S l 
. , I 

0 UClOll: 

ganancia de 40 dB 0 

log K~2'' bb "' ]:• J:>J: J = 1io2 • · 100 · • 20.log K = 40 

tll 

-- - ------ L_!_ 



Se elige C1 = C2 = 100 nF y se calcula b, R1 y R 2 

I (l , 

.l19ht<.l ( 

I 

(01 _;.1) 

" -- ~- \ =-
b = 2.7f.300.100.10-9 = 1, 885.10-4 -

~:~ ab -- f\ ·l[f~ '" ~-
_ v12 + v2 + 8(100 _ 1) _ I 

Rt- 4.1, 885.10-4 - 39,24 kO 

\ J -· L .. n1 
R2 = 3 ( 4 ) 2 = 717 n 39, 24.10 . 1,885.10- ,._, ' ' - io 1 

Todavfa falta calcular los resistores RA y RB. Si se elije un potenciometro de 100 kO. 
entonces RA + RB = 100 kO, y de la ecuaci6n RA + RA(K - 1) = 100 kO se calcula 
RA = 10~00 = 10 kO y RB = 10000(10- 1) = 90 kO 

o< I ~ 
8.1.3 Filtro activo paso banda. -

I_ 

La estructura de filtro paso banda de segundo orden se muestra en la figura 8.5. Para 
calcular la funci6n de transferencia del filtro paso banda es necesario calcular la matriz 
de admitancia. La matriz de admitancia de circuito activo se muestra en la ecuaci6n 

:s: (qmat4J 

, I, y ~ t G, +_:~~,+~G· ~,£~~';:c· -r·] (8.13) 

La fun cion de transferencia H (p) = .!!..'i.uu = ~ toma la forma 
1 L->11 

() I ____________________ K __ .~~,~~pC~~~----d---~--~--~----~ 
Hp= 

p2C2Cs + p(CsGt + C2G4 + CsG3 + C2G1 + C2G3(1- K)] + G4(G1 + G3) 
(8.14) 

----r ---+ -

I ~ 
-'- ,,,- '~ 

• 6 

I 'I I 
Figura 8.5. La estructura del filtro paso banda. 



La ecuaci6n (8.14) es la funci6n de transferencia de un filtro paso banda de segundo 
orden. Siesta funci6n de transferencia se compara con la funci6n de transferencia del 
filtro Butterworth desnormalizado de segundo orden paso banda (8.15) 

.:)j 

H(p) = pwo (8.15) 
p 2 + p-/2wo + wfi · 

}~ fill! 
se obtienen las etuaciones· f>ara calcular el filtro activo paso banda de segundo orden si 
amax = 3 dB. Se elije el condensador C2 y se calcula k, Q, K, Cs, R1, R3 y R4. 

·r, .. !iEL 

.18 ,,,. ~L 

I 
Ejemplo 3. 

n~J~·'ilr.]0~11:q fb 1 ao.vi.t:UI eo. 'L ,' I t.8 

I I ?~ tf ~· ...... rr '11tft-. t ,.. ~ 
Ancho de banda 1 (

6 
1) · (

8
.
16

) 
Q= K=- ,5--

Frecuencia central 3 Q i) .S.L 

'l IJL. 

Cs = Cl 
2 (8.17) 

- v I 

Calcular el filtro paso banda de segundo orden silas especificaciones del filtro estan en I 

la figura 8.6 

{nr ·~' 

Soluci6n: 

t,, 
i 

ra[dB] •' · ·• 

, ). ':\<, "~ I 
21,3 

18,3 - --- - - - -- ---+--
1 I I 

__/
:I I 

--..~--'-:::..::......,. 30~1-
1 I 
I I 

300 

Figura 8.6. Las especificaciones para el filtro paso banda. 

1:0:'. ~ 

Se elige C2 = 0, 02.10-6 F y los valores del filtro paso banda se calculan 
- 1: 

1 >q aJ 

I. 

[· 
c4 = o, s.o, 02.10-6 = o, 01 ttF k = 0, 02.10-6.2.7!'.300 = 3, 769.10-5 

~ui i I 3 
2 R3 = 53, 05.10 = 17, 684 kn R1 = 5 = 53, os kn 

3 
H 

3, 769.10-

1 1 
R 4 = 2.53, 05.103 = 106 kO K = J(6, 5-

10
) = 2,1333 .i 

14~ 



Ao = K.Q = 2,13333.10 = 21,333 20.log21, 3333 = 26,579 dB 1'1 

,•-: 
El valor de la ganancia K=2,13333 es necesario ajustarlo con un potenciometro por 
ejemplo de 100 kfl • · I ( )u 

~.~, r· +'~'" <t fi . 

R,~. = IO~;n -:. !~ •k{l j ~ ~; ~ 10( 10 ~. ~) "" 9~ k{l . b ' _do " 

I ,, 

8.2 Filtros activos de primer orden 

8.2.1 Filtro pasa altas 

"' La estructura del filtro pasa altas de primer orden con la ganancia infinita de ampli-
ficador se muestra en la figura 8. 7. La matriz de admitancia de filtro pasa altas en la 
figura 8. 7 se m uestra en Ia ecuaci6n ( 8.18) I ::\ !" 1 l\ = ·: ' 

, ,.,J "'''» •·: '""' v = [ !'~~. -~, a~!J,.] .,~. "''' "' ~e' (8.18) 

La fun cion de transferencia H (p) = .!auu = ~ tom a la forma 
1 Ull 

u2 = H(p) I _ R2 pC1~1 
ul I RIP+ Rlcl 

t~ 

.,Bt 

I 

(8.19) 

La ecuacion (8.19) es la funcion de transferencia de un filtro pasa altas de primer orden. 
De la ecuacion (8.19) se pueden escribir dos ecuaciones. La ganancia del filtro K y la 
frecuencia del corte del filtro pasa altas toman la forma: 

I . para w = oo c K = ~ ~: ~a4'~' w,o = R,
1
c, "' . 

Si se elige el capacidor C1 podemos calcular el resistor R 1 y para la ganancia K conocida 

de Ia ecuaci6n "~nterior. ~ cak~ ~ 
011 

~a l• I., ''\ 
0 0 

L " '
0 

= . >;ado ~ 

J,' " .- ' .... i \ r c._, : ~ n ;;,o 

I r I I I ~ ; 
Figura 8. 7. La estructura del filtro pasa altas de primer orden. 

I 
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Ejemplo 4. ...;m1oll31 £. IOJ 
I ·r I 

Calcular el filtro pasa altas para las especificaciones que se muestran en la pla:ntilla 8.8. 
Se elige el valor del condensador C1 = 10000 pF y se calcula R 1 y despues R 2 . 

lsmilq '· 

la ulu ~>11 '·. aofin"ho· 
·f~ I 

10 

Fjgura 8.8. 

'· I 
-•:' 

20000 

I I I I· 
i 

Las especificaciones para el filtro pasa altas. 
. ,1 >' ·.! '- :.'i 

I l <1 V. . l lu = 11) 1f31.J,,; 

R1 = 3 12 = 7957 n 
2.71'.20.10 .10000.10-

R2 = 10.7957 = 7957o n 

.c 
I. 

' )~~ . ' 

8.2.2 Filtro pasa bajas. .. , " ,,,lu., ·, J 
. rr .·J.~.JEI k l'gp' 

La estructura del filtro pasa bajas de pri~ r ord~n c~nla ~~nancia infinita de ampli­
ficador se muestra en la figura 8.9. La mat.riz de admitancia de filtro pasa ba.jas en la 
figura 8.9 es en la ecuaci6n (8.20). 

(8.20) 

:t1.'1' ,-. ·f "·.1· 
'-~ . ... .5:.8 

Figura 8.9. La estruct~a del filtro'~Ua bajas de primer orde: 



La fun cion de transferencia H (p) = ~ to rna la forma 
uu 

a.. u2 = H(p) = __ 1_~J 1 .$Q ,. :J; J..~ q OJ (8.21) 
-~:'t\ rh '{ ,>: ul RlC2p + R2

1c2 

La ecuacion (8.21) es la funcion de transfere~cia de un filtro pasa bajas de primer 
orden. De la ecuacion (8.21) se pueden escribir dos ecuaciones. 

J I . l R2 .I 1 I K = - ~~.{c · //"'' •W1 = -- Ot 
Rt - · R2C2 

Para w = wo es la ganancia K = ~- Si se elige el capacidor 0 2 podemos calcular el 
resistor R2 y para la ganancia K conocida de la ecuacion anterior se calcula R1 . 

Ejempto 5. .esJis -,,],,jT 8 c.l 

Calcular el filtro pasa bajas para las especificaciones que se muestran en la plantilla 
8.10. Se elige el valor del capacitor 0 1 = 0, 01 J.LF y se calcula R2 y despues R1 

- i i I ' ' '~ to; . r I' ' ;:~ r• 

.t,;.i ,. 

Figura J!O. 

s-t-or. 
n 0\~n·• 

Butterwor1h i I ~~I 
.ast$d sa.sq O"Jl .1 !:.~. 

3 [dB] 
r• \. 

I . t' Hi H:; l 

·Gl1';·> ' 

1000 f [Hz] 

I ,) - 1 I . ----+ 
.·. r , l · .,, - ... ,_ I ~'lf'f '. I J) = V' 
tas especificaciones para el filtro pasa bajas. 

I i 
R2 = -- . 

1 ~ 
6 

= 15, 9 kO. 
2.7T .1000.0, 01.10-

3 , I 

R = 
15

' 
9

·
10 

= 1 59 kO. 
1 10 ' 

I 

8.2.3 Filtro paso banda. --~~-·--1--t---
La estructura del filtro paso banda de primer orden con la ganancia infinita de amplifi­
cador se muestra en la figura 8.11. La matriz de admitancia de filtro paso banda en la 

~46 
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-. -,--
;::L y 

Figu:~ ~.~1:·· La estruc~ura del filtro J.o banda de pri,;,:~ ~:en. • 
figura 8.11 s~.;muestra en la 

1e~~aci6~ -(8.22~J. La'·t_:~i6n ~e \ra~~fe~~ncia H(p) ~ ; '? 
~ 1 

~ to rna la forma 1 J I . . ,.. · ' !; A:( , · 

~~ 1[~rh: Jhrn -.. ) ' ~. ~ = [ !'~~;' :o ·~ '., r·;~~~l ] . "" )~8.22; 
0 -G2- pC2 -G1 

U2 _ H( ) _!.~r~ P§; · ~\\ 
- p - 1 1 

U1 (p + R1C1 ).(p + R2C2) 
I (8.23) I 

I 
La ecuact6n' (8.23) es la funci6n de transferencia de un filtro paso banda de primer 
orden. De la ecuaci6n (8.23) se pueden escribir tres ecuaciones. ·"'' 

I 1 
w_l = -­

., R2C2 

Para w = 0 la ganancia es K - ~· Si se elige el capacitor C2 podemos calcular el 
resistor R2 y para la ganancia K conocida de la ecuaci6n anterior se calcula R1. 

Ejemplo
1

6. . I i 

Calcular el filtro paso banda para las espec ficaciones de la plantilla 8.12. La ganancia 
que sea K=5. Se elige el valor del condensador C2 = 0, 01 J.tF y se calcula R2 y despues 
R1. 

l hll'r+: /l· 1 ~r---rlr'T-- ,, 
R2 = 6 = 3183 n 

2.71'.5000.0, 01.10-

3183 -+ I 
R1 = -- =6360 

5 

1 
C1= =125nF 

2.71' .2000.363 

d7 

• 



Figura 8.12. 
• f•• 

2000 5000 f[Hz] 
---+ t_1j to t1 -- - r·- ~ --

Las especific iones para el filtro paso banda . 

:.·:.
1

' :::::j::.n .:e~~"oali1men1, t~ci6n mUlt~le ~j 
La estrbctura pasa bajas de un filtro ac ivo c n un'-amPiificador de gananciJ infinita 
se muestra en la figura 8.13. La ecuaci6n (8.24) es la funci6n de transferencia del filtro 
activo pasa bajas. 

,J 

(8.24) 

Mediante las ecuaciones siguientes se pueden calcular los valores de los elementos del 
filtro pasa bajas. , . """ 1 , , [' . "" 1 , ·'' :1 · 

k l1 ' ' k 

j " 
Cs = -- ., C2 = -(H + 1)-- : .. L 

2.7r.fo a2 2.1r.fo 

q a 
Rr=--

2.H.k 

l • ~~~. I )8 iJ . ~ = )\ 'J'W · a{ ~~ " w ' 

R
3 ~ 2.(H + l)k R, ~ 2.k .e 'I ·t 

I . I 

. . . I j 
1.. 6 I 

"'r._ lj ·' -- '"'\ 
Figura S.l3. E filtro pasa bajas. 
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Ejemplo 7. ------ -~ .. , 

·· _- Calcular los elementos del filtro pasa baja~, ~ara la frecuencia del corte fo = 1 0 Hz, 
el orden del filtro n=2, la atenuaci6n maxima 3 dB y la aproximaci6n de Butterworth. 
La ganancia del filtro que sea 20 dB. 

1 
tHUI ' I Soluci6n: · ! - , 

El capacitor Cs se elige y se calcula la c nstante k y los elementos del filtro. Para 
Butterworth si amax = 3 dB es a = v'2 

I . I ·' I . ~ 
Cs = 0,1 J.LF k = 2.7r.100.0, 1.10-6 = 6, 28.10-5 

I{ 
-:-f; v'2 •. r R1 = = 1125 n 

2.10.6, 28.10-5 
4 6, 28.10-5 

c2 = 2c1o + 1) 2.6, 28.100 = o, 1 J.LF 

J-;,-,. 
v'2 

R3 = = 1020 n 
2.(10 + 1).6, 28.10-5 

v'2 
R4 = 2.6, 28.10_ 5 = 11,26 kO 

8.3.2 Paso altas. 
Olf 

La estructura pasa altas de un filtro activo con un amplificador de ganancia infinita 
se muestra en la figura 8.14. La funci6n de transferencia de filtro activo pasa altas se 
muestra en la ecuaci6n (8.25). 

' I 

(8.25) 

Las ecua~iones para calcular los valores de los elementos del filtro pasa altas toman la 
forma: 

0! (}1.1 ,0.-n.~. = ~ 

r ' 

') 

I '<b .61-l ·I 1' ) J'\' t ' 
Figura 8.14. Paso altas con la ·retro~limentaci6~ n'Iultiple de 'a~plificador. 

-- - --- ---------- --



I; .q 

II=, 

Ejemplo 8. 

r ' ; r ·.. 1·: 

!<r<n~t 
I I ) 

·il I b 
I 

l\' 

I 1- It I . . ~· GO. .. v - :. ' 

Paso banda con la retroalimentaci6n multiple de amplificador. 

lk 
c1 =C3= --

2.7r.fo 1 

Rs=H(2+fJ) 

. ~ a.k f2 j -

I 

a. 
.. : J 

Calcular los elementos del filtro pasa altas, para la frecuencia del corte fo = 0, 1 Hz, 
el orden del filtro n=2, la atenuaci6n maxima 3 dB y la aproximaci6n de Butterworth. 
La ganancia del filtro que sea 0 dB, (H(0)=1). 

Soluci6n: 
I 

El capacitor Ct = C3 se elige y se calcula k y los elementos del filtro. Para Butterworth 
si amax = 3 dB es a = -/2 

t' ) fo'i 
k = 2.1r.O, 1.10.10-6 = 6, 28.10-6 .J, 

10.10-6 .I v'2 
C4 = = 10 uF R - - 75 kO 

1 ,- 2 - 6, 28.10-6(2 + t - ' 
1(2+1) II I 

Rs = 2.6, 28 . 1~_6 = 337,78 kO 

8.3.3 Paso banda. 

La estructura paso banda de un filtro activo con un amplificador de ganancia infinita 
es en la figura 8.15. La funci6n de transferencia del filtro activo paso banda se muestra 
en la ecuaci6n (8.26). 

150 
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U2 pG1C3 
-11~ I ul p2C3C4 + pGs(C3 + C4) + Gs(Gl + G2 "'i""'' .-- ')!!_""f .. ' (8.26) 

Si se compara la ecuaci6n (8.26) con la ecuaci6n general de paso banda (8.27), obte­
nemos ecuaciones para calcular los valores de los elementos del filtro paso banda. Se 
eligen los capacitores c3 y c4 y se calcula el coeficiente k. )\. '' 9r. 

Ejemplo 9. 

) (!: ' 

0-' 1\ ,P' = 

k 
C3=C4= --

2.1r.fo 
H = Ao 

1 
R~=­

k.H 

.:t '· 1 I 

R 2 = (2.Q - H)k 

£$"1: 
.~ . q 

Q ,") 

Rs = 2.Q 
k 

(8.27) 

' ·-·]......___, 
Calcular los elementos del filtro paso ban a, para la :frecuencia central fo = 1, 6Hz, 
el orden del filtro n=2, la atenuaci6n maxima 3 dB y la aproximaci6n de Butterworth. 
La ganancia del filtro que sea H = A0 = 10. (20)dB, y la calidad Q=10. 

Soluci6n: 
I I 

El condensador C3 se elige y se calcula la constante k. Para Butterworth amax = 3 dB 
es a= V2 

1 
.. R1 = - 4 = 10 kn 10-

k = 2:11':1, Lo-•
1 

= Jw-• 
.I l 

10 . ' 
H=-=1 

10 

=Lr~· 
2.10 n 

R2·=· = 527 n e•' Rs = -- = 200 ku (20- 1).10-4 10-4 

I I I I 
8.4 Filtros dise:iiados mediante las tablas 

I 

I 

'! 

14J ' l\Jl ; ' oliJ4t, : ·lll ~ ., 1 r"' "') 

Ejemplo 10. ~-~- 0 : I~f 1 ~- • 1 

' .. 
Calcular el filtro Chebychev pasa bajas mediante las tablas para n=2, amax = 0, 5 dB, 
frecuencia del corte fi = 5000 Hz, y la ganancia K=3. '-'""· • 1h 

• 



-I 

Soluci6n: 
't: ~\} 

Los elememtos normalizados de nuestro filtro ara· Ia-·gariancfa K=3 son 

r3 = 1, 97863 

Si se elige el resistor Ro = 10 kO para desnormalizar los valores de los elementos se 
obtienen los valores desnormalizados del filtro Chebychev: 

'--~---- ~ -~-=-- -·t. 
R1 = R4 = rl.Ro = 10 kO ·- , R3 = r3.R0 = 19,70 k0. 

I 
"' I 

C 
c2 u - 1, 75741 J -

55 2 = = - = 9 pF 
2.1r.fo.Ro 2.7r.5000.10000 

~ 
~ • 0 18967 ' 7 = rK C5 = __ c_s __ - ' = 603, 7 pF 

2.1r.fo.Ro 2.7r.5000.10000 

.,; ·:1 (t z ,\ -, .BJ 

u,l 
0 -.. 

6 
-, 

Figura 8.16. Pasa bajas con doble retroalimentaci6n del amplificador. ,,., t~ 
Ejemplo 11. 

' 
Calcular el filtro Butterworth pasa bajas de segundo orden mediante las tablas 8.2 para 
amax = 0, 5 dB, frecuencia del corte fi = 1500 Hz, y la ganancia K=2. 

Soluci6n:_ . . I I I 
01.~: I • · I 

Los elementos normalizados de Iiltro Butterworth pasa bajas para la ganancia K=2 
son 

Si se elige el resistor Ro = 100 k0. para desnormalizar los valores de los elementos se 
obtienen los valores desnormalizados del filtro Butterworth. I 

i - ~.0 :-:a B.t ijJ I 

R1 = rl.Ro = 100 kO 

~52 

:-r ~' ' 
R2 = r2.Ro = 100 kO -,) 



c, 

Figura 8.17. pasa bajas de Butterworth. 

c1 0 87403 
C 1 = 2.1r.fr.Ro - 2.-n- .. 1500.105 = 

927 ' 37 pF 

C2 1, 14412 c2 = = _ · _ = 1213. g pF 
2.7r.f1.Ro 2.:-r.1500.10° · 

•' 

Ejemplo 12. I ·I ' 

Calcular cl fi1tro Butterworth paso banda de s~gundo orden mediante las tablas S.3 
p;:tra Ia frecuc:acia fo = 10 kHz, b gananda K=:2 y !a calidc..d Q=o. 

Solucion: 

Los elementos normalizados de filtro Butterworth paso banda para la ganancia K=2 y 

la calidad Q=.5 son 

r2 = 0, 6344 TJ = 2, 5763 

C1 = 1, 0000 
I 

c2 = 1, 0000 1· 

Se elige cl resistor Ro = 104 Q. para desnormalizar los valores de los elementos en cir­
cuito norrnalizado. Los valores desnormalizados del filtro Butterworth que sc rnuestra 
en la figura 8.18 son: 

R3 = r3.Ro = 25, 763 kO 

11 oool I 
--· ---- = 1591.5 pF 
2_;;-_ 1()-1_}()·1 

C·> 1. ooo I 
C·> = __ _::__ = -·-------;--- = 1591.5 pF 

- ·~ 7': J \ ' R 0 '2 I ' Ill'' . I 04 

I 



- , I 

~·~~~r~~ 
,. o

1 'J'H~~ .. 1 ~ 
I I 

Figura 8.18. El filtro activo pasa bajas. 

I 

8.5 Filtro Butterworth pasa bajas de sexto orden 

La funci6n de transferencia del circuito de segundo orden pasa bajas en la figura 8.19 
toma la forma (8.28) I 

. KGJG2 

H(p) = CJC2 
p2 + p [ 1 + 1 , 1-K] + 1 

RlCl CIR2 I R2C2 RlR2ClC2 

(8.28) 

Si se compara la funci6n de transferencia (8.28) con la funci6n de transferencia pasa 
bajas de Butterworth (8.29) 

sc obtienen dos ecuaciones 

I u, I 

I H 
H(p)=---­

p2+al.p+ao 

c, 

:::,... ___ _ 

Figura 8.19. El filtro activo pasa bajas. 
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r--
I 

Tenemos dos ecuaciones pero cinco elementos que se calculan. 
elegir tres elementos y los demas se calculan. Elegimos 

Entonces se pueden 

--T- lr-
Rl = R2 = C1 = 1 

De la ecuacion (8.30) y (8.31) sustituyendo por R 1, R2 y C1 se obtiene 

0.--- j_;_ ____ _ 

Ejemplo 13. 

- l 1 
lC2--

fi_ I ao 
.. J I I 

--- K = 3-al 

.I 
(8.32) 

I 

(8.33) 

Calcular el filtro Butterworth pasa bajas de sexto orden si amax = 3 dB y la frecuencia 
del corte que sea fi =4000Hz. La funcion de transferencia del filtro Butterworth que 

se puede ~btener ~; ~ r~abl: to~;i:~ . ~' 
1 

I .. ~ .S ~ ,;• f _ f: = • ~ 
H(p) = (p2 + 1, 9318p + 1) (p2 + 1,4142p + 1) (p2 + 0, 5176p + 1) J ; ,., 

I 
Se conectan tres filtros en cascada con la funcion de transferencias 

1 . ~ no:l fao d aoJ BP oi · . ~10: 
HI(P) = 2 + 1 9318 +_1 _ H2(p) = 2_+ 1 4142 + 1 '. p ' p ' p ' p 

·.Jll , 1li1. • -; ,;l 
1 

. " eOLJ --:-

., ., H3(P) = 2 + 0 5176 + 1 . i. ··i _,: 

p ' p H:> rrl ·«-•' 

,,.., -· 

·,I 

.... ! 

Los valores del primer bloque. "- . ' ~ . . ···.ni· . ., ... 'f 
Si se utiliza la impedancia para desnormalizar los valbres R 0 = 104 n se obtiene 

.)@ '-

I I 1 1 

01
' 

c1 = C2 = = 3979 pF 
L 2.?r.l04 .4.1Q3 

.J. t 
1!18 10['-~Ti!J f[oJ' 

y la ganancia del primer bloque es I 
. f:HJ I ·l J.;. ' si J)l 

'· K1 = 3- 1, 9318 = 1, 0682 RA1 = 10 kn RBI = 682 n 
j~ 

Los valores del segundo bloque. = ;~;\l I ol = i~ + Ill 

Los valores C1, C2, R1 y R2 son iguales para todos bloques. Es necesario calcular las 

ganancias de segundo y tercer bloque. _ . a£-- I : . __ . __ _ 
1), 11, al .(o-.>~..1 - Ot '-' -- ,\ I . ' . I 

K2 = 3- 1, 4142 = 1, 5858 ·.?. A2 = 10 k!l - RB2 = 5858 !1 
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Figura 8.20. El filtro activo pasa bajas. 
'i1911: ·~ al v a b F. "wa "'!f~,J~•'""r''~' 

r\ '' r 
sf 6b 

Los valores del tercer bloque. unj tb w I, 

~~ IHnO' 

K3 = 3-0,5176 = 2,4824 RA3 = 10 kO R83 = 24,824 kn 

El circuito de Butterworth de sexto orden se muestra enla figura 8.20 

8.1:); ; 9b II•\ I · :r} .6ll10~ .sl · :, ) l!S 

8.6 Diseiio de los filtros con girador 
': i 'f) r~ 

El inductor se realiza, si el girador en su puerta de salida se conecta con un capacitor. El 
girador se realiza mediante dos amplificadores, entonces el filtro no tiene resistores, que 
en la forma integrada ocupan mucho espacio y ademas son muy sensible a la variaci6n 
de la temperatura. El circuito contiene solo los amplificadores y capacitores que no 
ocupan tanto espacio en la forma integrada como los filtros activos con resistores, 
capacitores y amplificadores. 

' [ k ., 
8.6.1 El girador. 

!N ao 1\ · ... · , rri r · 

El girador se realiza con dos amplificadores. Para diseiiar el girador primeramente se 
calcula la matriz de admitancia de un amplificador real (no ideal), que se muestra en 
la figura 8.21. En la figura 8.21a esta el bloque funcional de amplificador yen la figura 
8.21b se muestra la estructura de un amplificador real con los resistores R 1 y R2. De 
los circuitos en la figura 8.21 se pueden escribir las siguientes ecuaciones 

Ik + Ii = 0 

Is+ h = 0 

Ii = G1(Ui0- Uko) 

Ik = -G1(Uw- UkO) 

I 
Uik = Uio- Uko 

U U U { l~ 
sb = sO- bO 'rJ 

Is s(Uio- Uko) + G2(Uso- UbO) 

Ib = -s(Uw- UkO)- G2(Uso- UbO) 

I 
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Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial 

I I 

-G1 I· 0 l: y [ UiO l -8 -G2 X Uso 
G1 1- 0 Uko 

I S G2 ~~.s UbO :ra 

0 

La matriz de admitancia del amplificador real toma la forma 

''.$ I ~i 

1 '" 

a) 

'l 

r ..... -

'{ .· 

a j 

.Bl• · si 

Figura 8.21. El bloque funcional y la estructura del amplificador real. 
l 

Ejemplo 1. '\a .· l'l i<c ! ' . !1. 

'I 

~ l ¢ 
Calcular la matriz de admitancia del circuito con el amplificador real de la figura 8.22 

I I 

: ,ra L:i I 

Primero se calcula la matriz de la red pasiva. . 4 
I I f.: ~ 'T 1 ~ ., ~ • ' 

: L 1'' 'J~ {s ; '3 iE~ <:tUt• 
I 1 

K 

3 

i " 

j. .. 
Figura 8.22:~rcuito ii~ a~plifick~~r real. 



r 

" 
i 

:abhtsm .R 1ol 

, : yPas = [ ¥ ~ 
1 -Y1 a 

Para obtener la matriz de admitancia el circuito activo es necesario sumar la matriz 
de la red pasiva con la matriz de amplifi.cador real. 

fl 

Adelante se va a idealizar el amplifi.cador. Primero que sea la rezistencia del amplifi.­
cador en la entrada igual a infinito. R1 = oo, G1 = 0. La matriz anterior se modifi.ca 

., 

! 

I 

10 
yCir = 

0 
-8 
0 
8 

En esta matriz se van a reducir los nodos internos 1 y 4 (I y B) y se calcula la matriz 

siguiente ----~ I i-- ~ <e 

[ 
~ _ _An..(-1)5] 
~22,33 ~22,33 

[Y] = A •I; ·t 9J;'' .I . ' .. 8 .HHI' 
~c 1)6 _Aaa.._ ·. 

- ~22,33 - ~22,33 

H. 

El subdeterminante ~22,33 se obtiene si en la matriz se eliminan el segundo y tercer 
rengl6n y la segunda y tercera columna. 

; j.. 1$b .f'.,l · eh :\: . ;.r a.I · :).:itiV 

A22,33 = 1-sy~ y, G, +-:,•_;t,l = Y,(G,- S + Y,) 

El subdeterminante ~32 se obtiene si en la matriz se elimina el tercer rengl6n y la 
segunda columna. 

0 
-8 
8 

Si se calculan los otros subdeterminantes se obtiene la matriz del circuito activo 

I . 
[Y) = [ _ ~Y2 

· Y2+G2-S 
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a) 

b) n-
1 

:>.1 • J . , ,j 1 rl n--·;:-· ·---r-1 • 
Lafuente de coriente controlada por el voltaje a) y b) y el girador c). Figura 8.23. 

I L_ -h .-J_j I i 
Si se toma en cuenta que el amlificador es ideal, entonces la ganancia S oo y se 
obtiene de la matriz anterior la matriz de admitancia .J (:) 

r , ' I · ,u w •1 ob o>' 1 nl· ... ,,j[ [¥] = [ ~2 ~ ] ' ok 

De la U.It~ma matriz se pueden escribir dos ecuaciones 

--
h =0 

. ' 

De estas ecuaciones se puede ver que el circuito resultante es la fuente de coriente 
controlada con voltaje en la entrada. El circuito se muestra en la figura 8.23a. La 
matriz de admitancia del circuito en la figura 8.23b toma la forma 

5:1\. ui. _,j · ,' -·.·• ; · ·' ~~ 110:) wb.[Y]~ · [ 0 Y2] · .,. •Jb fJ,; "' 

I 0 0 • J.H~ .. 4' . ' 

Si se conectan los circuitos en la figura 8.23a y 8.23b en paralelo se obtiene un girador 
que se muestra en la figura 8.23c. La matriz de adnmitancia de un girador toma la 
forma 

I 
j .•• r ·"'~<" ~ ,.,,. 

- . l . -1 ! 
T...tp.)r~"·rt .. l·- .~ r · ' ' ., t, ...... :. 

·I (Y] = [ 0 Y2] 
y2 0 l·l 

i 

La estructura y el simbolo de un girador se muestra en la figura 8.24. En la figura · 
8.24c) se muestra como se realiza flsicamente el inductor mediante un girador y un 
capacidor. 

Ejemplo 2. 

Calcular el circuito equivalente que se obtiene si se conectan dos giradores en cascada. 
Un girador tiene la impedancia de gyracion R1 y el otro R2 . Primero es necesario 
calcular la matriz de cascada del girador. De las ecuaciones lineales del girador se 
obtiene 
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/ } -< 

" 

I 

a) 

'G JH, 

c) 

-o 
R -

r···· tx~ :I 
I 

. ..() 

ltl 

L =r.c 

~ 

1.1:1 Js sup ,a;·: w> tl 

Ism .sl :. .s 8h:', f~" 

Figura 8.24. 
,, ~ ~ 

girador, el simbolo de girador y la realizaci6n fisica de una inductancia. 

89HOIOJJU s aob: tih /}
2

' iiq se ·f 
\ . · , Rt 

1 n 

1
-J I L 

U 1 = Rt. !1. It = - l j, 
La matriz de cascada del primer girador es ., I.a 9 u_!j 19v 9 L . q sa 8SI!t- •n9 ;tt~JS . 

[ ~: l ~ u. ~ 1 l X [ ~: t lie I '" ~ 
La ecuaci6n matricial de cascada para segundo girador con el resistor de giraci6n R 2 
toma la forma 

L ,, I" J I 
r:) tt<>I i: ·;e it [ ~: l = [1, ~'] X [ ~: l > a! ''" Bl I oa ''''I li. il.l.l 91 

I J, 1; 
Para dos giradores conectados en cascada como se muestra en la figura 8.25, las matrices 
de cascada se multiplican. La matriz resultante en la ecuaci6n (8.34) es la matriz de 
un transformador con n = t- .. J _I 

-1 )4 
;. = [ 1, ~1 l X [ l ~2] = [ ~ ~ l = [ ~ ~ l ' (8.34) 

Ejemplo 3. l I I .~.: Jq.m1fi' 
Calcular la iml>edancia de entrada de u girahot con un capacitor :conecta o ·en· I~ 
salida como se muestra en la figura 8.26. De las ecuaci6nes del girador 

I 'd 16 

II 



11 J 
~ ·- (-·· 

\\ .... ,. ... _, I r-r-:-1 ' (,_.I l!O"'f\-· r'-· . R 
n--1 

R1 R2 1: 
- R2 

----t ----t ~ 

Jxj MI ~ r 0 
/ 

r<>- . ;--~~-,1 ,.... ...,.--..() 
igura 8.25. Dos giradores en cascada equivale a un transformador . 

., 

i .. UL 
I

L ... L~---
. '\1. ' 

,~ R=2000f! 
---+ 

·J z J·u;!l/il ~ ~ L=24mH 

. oa.sq ~} ' ,·J !11 8P J ' r 
98 ~' ~1 sh 

/ Figura 8.26. EJ girador tenninado coJ u!l jcapacitor ~la salida. 

se puede calcular la ecuaci6n (8.35) si en la salida del girador se conecta el capacitor 
C2 . De la ecuaci6n (8.35) se ve que la impedancia de entrada Z1 es la impedancia 
del inductor. Esto significa que el inductor se simula mediante un girador y capacitor 
conectado en la puerta de salida. 

(8.35) 
• 't ' .,,r--l.·,·r . 

Utilizando la ecuaci6n (8.35) la inductancia L 2 que simula el girador con el capacitor 
de 6 nF conectado en su salida tiene 24 mH. 

~ 
L = R 2.C2 = 20002.6.10-9 = 0.024 

I 
Ejernplo 4. I 

Calcular el filtro de Butterworth paso bajas de tercer orden, si la frecuencia del 
corte fi = 3400 Hz y la atenuaci6n maxima es amax = 3 dB. El filtro en su salida se 
conecta con la impedancia deR2 = 1000 n. 

Soluci6n: I I 

~ 
1 

.. r l .. , -, I .. < . . 

Los elementos del filtro Butterworth normalizado es c1 = ca = 1 y la inductancia l2 = 2 .. 
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2 R 

()-·· 
Hl [ 

a) 

93,62 rJi-1 14140 14140 
·---o 

--+ --+ 

,.>9 .6 ' 
10000 

b) 46,8 nF 46,8 rf 
d) 46,8 rf 46,8 nF 46,8 nF 

_Jr 

Figura 8.27. Paso bajas con girador. 

En la figura 8.27a se muestra el filtro paso bajas normalizado. Para desnorm lizar los 
valores con el respecto a la frecuencia del corte y con la impedancia de 1000 0 se 
utilizan los ecuaciones 

C= · L=--
C .. • nl ··tt~F. I l.R2 . r ,r ,. • .. , l 

2.7r.fi.R2 l 2.7r.fi 

Los elementos del filtro desnormalizados son: ~ fi 1~ r r>';y. ,; -~j-
1 

1 .:;: 
C1 = C3 = = 46 8 nF 

2.7r.34oo.Iooo • 1.· ·: ..," ·I 
2.1000 

£2 = 
2 3 0 

= 93, 62 mH 
f.._n .1f" • 40 

En la figura 8.27c se muestra el circuito que simula el inductor en la rama serial. 
El capacitor que simula el inductor con dos giradores se calcula mediante la relaci6n 
C = L/ R 2

. Si se elige el resistor de giraci6n R=1,4144 kO obtenemos el valor de 
capacitor 46,8 nF. Del circuito en la figura 8.27d podemos ver, que los valores de los 
capacitores en el circuito son iguales. Si se construyen muchos filtros de este tipo, la 
fabricaci6n en serie es mas barata. Ademas podemos ver, que el circuito no contiene 
rezistores, que requieren en la fabricaci6n de integraci6n mucho espacio. 

L2 93,62.10-3 "' 

C2 = R2 = (1, 4144.103)2 = 46,8 nF 

Ejemplo 5. 
' \; 

Calcular el filtro de Butterworth paso altas de tercer orden, si la frecuencia del corte 
II = 30 Hz y la atenuaci6n maxima es amax = 3 dB. El filtro en su salida se conecta 

I 
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. I, i. ::-- 1 

I 

t 
I 

a) 

.n bu1o8 
530 I 53) 1B,B68 5IJ 18~69 530 

;:w:w~ 
530 

--1 
-T 

1000 

0 

r 
L 

I I L . 
d) ~ 

')(1't-\ i)~ J- ~ ('>":'), rrl+ ..,- :1 1 
Figura 8.28. Paso altas con girador. 

b) 

A 

l\{ + -- . ~~ . r con la impedancia de R2 = 1~00 n. ?.. ~·: -±:v ) J~ = L 
Soluci6n: 1 • , ' 

; -·~ ::: ~?.. v. ~ c.: C1 aoru 19j r- 1 , 8) Hu, ) aJ ne 9V L , ;,: oo ,e, 
Los elementos del filtro Butterworth normalizado paso bajas son c1 = c3 = 1 y la 
inductancia l2 = 2. En la figura 8.28a se muestra el filtro Butterworth paso bajas 
normalizado. Para desnormalizar los valores con el respecto a la frecuencia del corte 
f -1 =30Hz y la impedancia de la salida 1000 n se utilizan los ecuaciones 

o~r- .'lb, · I ru, - , t•· '.o (· 
C = l b _ L = c.R2 

2.7r.f-l.R2 -n I 2.7r.f-1 

Los elementos del filtro desnormalizados son: G t ~ f 
89IJ 1 !Ijf -I !)81 I 

c1 = c3 = 2.7r.30_1000 = 530 J.LF 

~ \ I 

L2 = 2.1000 = 10 H 
2.7r .30 

:2 

En la figura 8.27c se muestra el circuito que simula el inductor en la rama paralela. 
El capacitor que simula el inductor con dos giradores se calcula mediante la relaci6n 
C = L / R 2

. Si se elije el el capacitor entre los dos giradores 530 ~-tF se obtiene el valor 
de constante de giraci6n 137,36 n. Del circuito en la figura 8.28d se puede ver, que los 
valore,q de los capacitores en el circui: son igua!es. L~, 

2 ff;2 10 s = -c = ( 0_6 ) = 137, 36 
2 530.1 

. t 
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I 
11 

Ejemplo 6. 
- I. ~ .... 
'·.r·· 

Calcular los valores del filtro paso bajas de la figura 8.29 para las especificaciones: 
Aproximaci6n de Butterworth, frecuencia del corte ft = 10 kHz, R=IOOO n, H=lO, 
amax = 3 dB. 

Soluci6n: lt? ,Jjlt_{lt r; :c ~~ !&! 

oJ -.-JI -
Primero se calcula la funci6n de transferencia U2/U1 

, . I 

0 A= [ ~ ~ l X [ P~I ~ l X [ ~ ~ l X (8.36) 

I 

(8.37) 
A= [ SpC2 + f 2

RCtC2f + ~ S(l + RpCtS) l 
Sp C1C2 + s . pCtS 

_1_ = u2 = I s; n nnm -' -II 9b abnal>ool (8 .. 38) 
An Ut p2RC1C2S2 + pCzS2 + R 

Si se sustituye en la ecuaci6n (8.38) los terminos D = ~' S1 = J
1 

y Sz = d:! sJ obtiene 
la funci6n de transferencia 1 • 

I ; 

'l R'' (8.39) 

La ecuaci6n (8.39) es una funci6n de transferencia del filtro paso bajas. En el caso de 
Butterworth la funci6n de transferencia desormalizada toma la forma 

U2 Hwg 
U 1 = p2 + pawo + wg 

I I 
· .-. ~n r r, ::· . (8.40) 

Si se comparan (8.39) con (8.40) se obtienen tres ecuaciones 

.al i 

-=--
~: 

Hw0 = D.G.St.S2 

Bw~ = S1.S2.D2 

a: G lumie ' ~iiiOlb !'9 J>U89um ~ ·l'i5'.~ ;:1 .•d td uf..f 

o---0 '·' '~·· ·-~-·, 

~' ~ !' 

Figura 8.29. Paso bajas con girador. 

. lh >lh 
]/ 



S1.G = a.wo 

Si se conoce el valor de la resistencia R podemos calcular el condensador C1, D y C2 
mediante las ecuaciones ===--==-

I 
_ i I 

--- -·+-l 
D=­

R.H 

J. • 1 ,(:; j IUUU!:'-Jj I 1,1 .. ---·-·-~--- .; C1 = . -· .,_ +.,.~ ==Il, 253953 nF ·-··-.. ·- ---·, 
1000. v'2.2.7f .104 

1 '1 c 

D = = 10-4 

1000.10 

10-8 I i 
c2 = 2 8 

= 22s, 079.10-12 F 
11, 253953.4.7r .10 I 

El circtllto paso bajas se muestr: ~n 1~ fig~.29 4 
. ' 

' [ 

fj 1.' I 

; ' 
i ' 

: ! \ . 

I '• 
i \' 

·ul: 
.1 ,t;; 1 · ov· 

!I 

. ; ~-.~ 

I ,; ; ov i- :>a t· 
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-

I 

ow. ~=~ . . 

1oh 'P'(I') f<.; ! ~·"' P,') 800: sboq IH .sr::>.as:t?Ifi:L l>l sb ;r. l.tr,f .le 1~1 
':)~,..... ' .... _"' . 

Chebychev K rl r4 r3 c2 cs I 

1 1,000 1,000 0,65954 2,46644 0,40544 
0,5 dB 3 1,000 1,000 1,97863 1,75741 0,18967 

5 1,000 1,000 3,29771 1,61560 0,12379 

Tabla 8.1. Los elementos del filtro activo pasa bajas . 

.. -or === G 

I 
::: !:~') (• . -

-·~ = 

;, .8111 ;.j. Oi':_, ~b 
I 

-1 

II II K I rl I rz I CJ I C2 

Chebychev 2 1,000 1,000 0,77088 0,855557 
0,5 dB 1 1,000 1,000 1,4026 047013 

1,892 0,812 0,812 1,0000 1,0000 
Butterworth 2 1,000 1,000 0,8740 1,14412 
0,5 dB 1 1,000 1,000 1,4142 0,7071 

1,585 1,000 1,000 1,0000 1,0000 

Tabla 8.2. Los elementos del filtro activo pq.sa bajas con la ganancia finit~ del ampli­
ficador : 

' 

Q rl r2 r3 CJ C2 K 

2 1,4142 1,4142 1,4142 1,0000 1,0000 3,29281 
Butterworth 1,0000 0,7403 2,3508 1,0000 1,0000 2,0000 

5 1,4142 1,4142 1,4142 1,0000 1,0000 3,7172 
1,0000 0,6344 2,5763 1,0000 1,0000 2,0000 

Tabla 8.3. Los elementos del filtro activo paso banda con la ganancia finita del ampli­
ficador 



Capitulo 9 
I 

Filtros de crista! . d:>as sb &UM~cjflf3 .s.e .s'Uf8i11 

9.1 El resonador piezoeletrico 

El bloque del piezoresonador y el circuito LRC del resonador piezoelectrico se muestra 
en la figura 9.1a) y el circuito equivalente se muestra en la figura 9.1b). 
La impedancia del circuito de un puerto de la figura 9.1 toma la forma 9 ;t.J\.. 

I I I 2 1 
1 , 1 ~, Z(s)= 1+s

2
LlC1 =_!__ s +~ 

:~J. s[(Co+C1)+s2LIC1Co] Cos(s 2 +£:0ctca) (9.1) 

Los polos y ceros de la impedancia Z(s) estan en las frecuencias 
'~.1 

,t;._ .·1 •. ~ ,_, • .: •. uo J•k 
2 

. 1 ~JI~rpl!:J ' t t-..J. ; 11 111 

I . 
I 

i!JJ; fjd 'k.l.i j.' r3. Wt = Ll cl :;L . • • .til .G'. I (9.2) 
l LW'' • .. ::f I'. •b ilu._ •1\ \ J)\ · : .. ,; aol tH> ~J: I 'I 

sb .Sfpe···l P,f us ~'S. '( r'S. BEi -.r; ·· , ·r· w~ = L ~ sl 1ul · . .r >"l o:ti .~; .. t.,,h ~'·.·· I (9.3) · 
Ic1+Co r 

El diagrama de la reactancia del resonador piezoeletrico se puede obtener de la ecuaci6n 
(9.1) y se muestra en la figura 9.2. Desde la figura 9.2 se puede ver que las frecuencias de 

' .. 

K 

a) 

Figura 9.1. El resonador piezoelectrico y su LRC circuito. !'1'· 
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I , 

[bJ 

Figura 9.2. El diagrama de reactancia der\e.fnad<ir pft!zteJ&triibj + r i '\I. 
los polos y ceros se alternan. La impedancia se ~uede expresar mediante las rrJcuenci~s 
de los polos y ceros. Si se sustituye en (9.1) las ecuaciones (9.3) y (9.2) se obtiene 

9.2 

(T Tr 

... 1 w?- w2 
Z (p) = -. - X ~---::­

JWCo w~- w2 

Atenuaci6n del filtto forrna"cruz. 

,( 

,_ t _tU _, 

'1 . 

..l
. {l . ' 

(9.4) 

i>l 1 .~ 
m l· 

El fi.ltro paso banda con cristales se muestra en la fi.gura 9.3a. Para que el fi.ltro sel 
paso banda es necesario que en las ramas de serie hay un cristal K 1 y en las ramas 
que se cruz an este el cristal K 2 . El crista! K 2 debe tener un cero en las frecuencias 
donde el crista} K 1 tiene un polo. Si todos cristales son iguales, la atenuaci6n es infi.nita 
para todas las frecuencias y el circuito no funciona como filtro. Los fi.ltros paso banda 
de crista! tienen la banda de paso muy estrecha. En la figura 9.3b se muestran las 
reactancias de los kristales K 1 y K 2 y la atenuaci6n del filtro en la forma cruz. 

EJ: el caso del circuito en Ia forma cruz-lon l~s ~::i~pedancias Z 1 y Z2 en la ;ama d1 

'J 

x, 
o 1 lOt--I -j_~o 

_jo¥''oi 
"'-'4'/T....., '•---+ ' . 

: ' 
' I 

. I 

-- ··~·~·· ---<1 

a) b) 

I I I 
Figura· 9.3. El diagrama de reactancia del filtro PB piezoeiectrico. 



serie y cruz se puede escribir la ecuaci6n (9.5), donde a0 es la atenuaci6n y b0 es la fase 
de Ia funci6n de transferencia del circuito.

1 

I 

,~. · tg h ao + jbo = {Z; ~-
2 yz; ---- (9.5) 

--..... 

• Si el canict;;-d~ ~mbas imp~a~as 11 y Z~ setincluctiva:-cap~~itiva, el circuito I 
atenua yen la frecuencia donde Z1 = Z2 obtenemos el polo de atenuaci6n. En el 
caso si Z1 = Z2 se obtiene de la ecuaci6n (9.5) la ecuaci6n (9.6) 

.. 
(9.6r 

De la ecuaci6n (9.6) se ve que la atefiuaci6n es infinita) si Z1 = Z 2 . Si las i:rlipedartcias 
Z1 y Z2 tienen el mismo canicter en la banda de las frecuencias, eso signifiea que en 
esta banda el filtro atenua. Si en la frecuencia /2, Z1 = Z 2 el polo de atenuaci6n es en' 
la frecuencia h. 

') . ) . 

• Si en la banda de las frecuencias la impedancia Z1 tiene canicter inductivo y en 
la misma banda de frecuencias z2 tiene caracter capacitivo se puede obtener de 

I r ' 
la ecuaci6n (9.5) 

I I. -\:. ,-_ . X -];:I .r\, ' tl. , ' 
- ~- ljV"""\. , 

senh ao - '. sen bo · I , .,.. . &,1 
------+J =JX -
cosh a0 +cos bo cosh ao +cos bo X2 

(9.7) 

Si se co paran las partes imaginarias y reales de ambos lados de la ecuacion · 1)
, ~TI 

. se 
obtiene 

-~1- =~~ ..-., I 
senh ao If- · 

----- = 0 -+ ao = 0 . (9.8) 
cosh a0 +cos bo .si iUno.1 < .• •' 

I I -1 

. sen bo ~ •. ,, = - sen bo i __ , · bo &,1 
----- - - tg- - - (9.9) 
cosh a0 +cos b0 - 1 +cos bo - · 2 - X2 I 

La fase de la funci6n de transferencia en la banda de paso se puede calcular meOiante · 
la ecuaci6n (9.10). De la ecuaci6n (9.8) se ve que la atenuaci6n del circuito es cero 
(a0 = 0) en la banda de frecuencias donde las reactancias de los cristales tienen el 
caracter opuesto. 

T .<} • -~ :tl 
. /¥;1 bo = 2.arctg -x2 

~· .... 1 •. 

I 
(9.10) 

I .._ 
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Figura 9.4. El filtro paso banda en la forma cruz . 

9.3 
. I 

Filtro ·paso de banda en Ia forma cruz 

El filtro paso banda en la forma cruz figu~a 9.4J tiene en las ramas de serie el crista} 
yen las ramas que se cruzan el crista} K 2 . En la figura 9.4b en las ramas se muestran 
ahora los circuitos ecuivalentes a un crista! piezoelectrico. Para cada circ:uito LC se 
calculan las impedancias Z1(jw) y Z2(jw). Para obtener un filtro es necesario elegir el 
polo de crista! K 2 en la misma frecuencia donde est a el cero del crista} K 1. Entonces 
en el denominador de Z 1(jw) yen el numerador de Z2(jw) se encuentra w~, como se 
ve de las ecuaciones (9.11) y (9.13). 

/.,.. I') . 1 w~- w2 

Z 1 (J W) = . C X 2 2 
JW 02 w3 - W 

En Ia uaci6n (9.11) el cero es de la forma .f · .. 

I
. · . 

2 
I 1 

w1 = LuCu 

y el polo w~ toma la forma: -
(. 

El polo de Z2(jw) se obtiene de manera similar 
1 ~;. 

A.:..J ..... ,, 

. I . 

d ., 

1,~ 
,, 

''. ':'.0:'.• 

'' ':' 

::[ 1'_;.: 

a[ 

(9.11) 

I 

(9.12) 

:)8 rk: 

(9.13) 

I 
(9.14) 

~r = (i 

' (9.15) 

Es necesario calcular la impedancia caracteristica del filtro en la forma cruz. La gnifica 
de la impedancia caracteristica se muestra en la figura 9.5. En la banda de paso la 



1. 

Ro 

Figura 9.5. El diagrama de la impedancia caracteristica. 

impedancia caracteristica es real yen la banda de supresi6n la impedancia caracteristica 
tiene canicter imaginario. Las frecuencias w1 y w3 son las frecuencias del corte de paso 
banda. En la frecuencia w2 = .Jw1.w3 la impedancia caracteristica alcanza el valor Ro. 
La impedancia caracteristica Zo se calcula mediante la ecuaci6n Zo = .J Z 1.Z2. 

. 1 I 
Zo = x 

jwyfC01Co2 

para w = w2 = ylw 1 .w3 se obtiene la ecuaci6n 

Si se conocen los polos de atenuaci6n se obtiene la ecuaci6n. 
I 

tgh ao + jbo = {Z; = {C;;; x 
2 yz; yc;_ 

I 

(wf- w2)(w~- w2) = 1 
(w~- w2)2 

Tambien los polos de la atenuaci6n son simetricos w2 - .Jwool·woo2· 

cuenta esta propiedad se obtiene Ia ecuaci6n (9.19) 

rc; yc;=m.= (wf- w~1)(w~- w~l) = 
1 

(wi- w~1)2 

(9.16) 

(9.17) 

{9.18) 

I 
Si se toma en 

(9.19) 

I 
Si se conoce Ia impedancia R 0 , las frecuencias de corte h y h, y la frecuencia del polo 
de atenuaci6n / 001 , se pueden calcular los elementos del filtro Co1, Co2, Cu, Lu, C12 
y £ 12 y con estos valores es posible producir el crista!. En el siguiente ejemplo se ve 
como se calcula el filtro de crista! paso banda. 

Ejemplo 1. : -1.. , I 

Calcular el filtro de crista! paso banda si se conocen los especificaciones de la plantilla 
en la figura 9.6 
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a[dB] r 

foo1 t {127 t2 t3=129,01 t002 =134 f[kHzJ 
---+ 

~-· Figura 9.6. Las especificaciones del filtro crista} paso banda. 

Primero se calcula la frecuencia h y la frecuencia ·del polo foot· Si se conocen las 
1 

frecuencias de los polos de la funcion de transferencia se puede calcular la constante m 
que depende a los capacitores Cot y Co2· I 

12 = J127.103.129,01.103 = 128.103 

3 2 I 

f = (128•10 ) . 122 27.193 
=l 134.103 ' 

j(1272 - 122, 272)(129, 012- 122, 272) 
m- - · = 0 9854 

· - \ Co2 - 1282 - 122, 272 ' 

~ I . 
C01 = Co2.0, 98542 

De la ecuaci6n (9.14) se calcula Co2 l I .I. 
10-

Co2 = = 1, 259.10-9 
129, 01.0, 9854.1000.21!" 

Cot = 1, 259.10-9.0,98542 = 1, 2157.10-9 

De la ecuaci6n 9.14 se obtiene la ecuaci6n para calcular C11 . 

(wi ) _9 (128
2 

· ) -t2 Cu = Co1 2 - 1 = 1, 2157.10 --
2 

- 1 = 19,22.10 
Wt 127 

1 f 1 -2 
Ln= 2 - 2 2 t2 6=8.17.10 w1 .Cn 4.7r .127 .19.22.10- .10 

La ecuacion para calcular Ct2 se obtiene mediante 9.15. 

l. 
(w~ ) _9 ( 129, 01

2 
) -l2 C12 =Cot 2- 1 = L 259.10 2 - 1 = 19,947.10 

w2 128 
h 
I 

I 1 1 
- 7 7r.: 1o-2 

L12 = 2 - 12 2 2 6 - ' u. w2 .C12 19,947.10 .4.71' .128 .10 
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Los valores de todos elementos en el circuito de la figura 9.4 entonces son conocidos y 
de estos valores se puede diseiiar el piezoresonador. 

Ejemplo 2. 

Que tipo de filtro es en la figura 9.7. 

Figura 9. 7. El filtro en la forma cruz. 

Soluci6n: 
I I 

Para saber que tipo del filtro es en la figura 9.7 es necesario escribir en una diagrama 
las reactancias del crista! y de inductancia. La gnifica de las reactancias del crista! y 
de la inductancia se muestra en la figura 9.8. Las reactancias de la inductancia y del 
crista! tienen el canicter de oposici6n hasta la frecuencia del cero del crista!. Entonces 
en est a banda de frecuencias el filtro no atenua. La react an cia XL y la react.ancia del 
crista! X K entre las frecuencias del cero y polo tienen el mismo canicter, eso significa, 
que en esta banda de frecuencias el circuito de cruz atenua. En la frecuencia foo las 
reactancias del crista! y la reactancia de la inductancia son iguales XL = XK. Por 
eso la atenuaci6n en la frecuencia f 00 es infinita, eso significa que en la frecuencia f 00 

tenemos el polo de atenuaci6n. El filtro en la figura 9. 7 es un supresor de banda. La 
at.enuaci6n del filtro se muestra en la figura 9.8 

Figura J.s. Las reactancias del crista! y dk la i~duc~ancia y la atenuaci6n del ltro. 

/ I , 
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Capitulo 10 
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I I I I 

Filtros disefiados mediante 
, r') ~~> P·•f 

aco~la~~ento ""1 . I 1" ., " . ,j. r: 
El filtro paso banda que se muestra en la figura lO.la se puede disefi.ar tambien con 
los circuitos que se calculan mediante los coeficientes de acoplamiento. Se conoce el 
acoplamiento capacitivo figura lO.lb, inductivo figura lO.lc y acoplamiento mezclado 
figura lO.ld. ~; 1 :f-· , 1 ~A I 

Los coeficientes de acoplamiento normalizados se calculan directamente de un circuito 
normalizado por ejemplo de Butterworth y despues los elementos se desnormalizan 
mediante la ecuaci6n 

1a 20ba.s1 I i TOJT$sb r~ml,. .IJ:J.S ~)b !19.l{l~f '•'· 1 

I Kij = kij ~: I (10.1) 

Donde Kij es el coeficiente de acoplamiento de paso banda desnormalizado, kii I es el 
coeficiente de acoplamiento de pasa bajas normalizado obtenido del circuito pasa bajas 
normalizado, ~ f es la banda de paso del filtro paso banda y fo es la frecuencia central 
de paso banda fo = vfi.f-1· 

1) 
b) 

i l2 L4 

~, c1 

. b t; i J• . 
c) 

d) I I l 
Figura 10.1. Filtro paso banda a.) y la realizaci6n co acoplamientos. 
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1,618 1,618 

i 
0.618I 

0 

• . I . I I l n t r~r"".-+',(Jr~) 
Figura 10.2. Flltro pasa baJas Butterworth de arden 5. ; 1 

Ejemplo 1. 
p,·· 

Calcular los coeficientes de acoplamiento para el filtro de arden 5, aproximaci6n de 
Butterworth si ~f=3400 Hz y fo = 108kHz. 

Soluci6n: . I I " I ,.~..,._ . l t '- ' l 
El filtro de arden 5 en la forma normalizada se muestra en la figura 10.2. Los valor s 
del circuito fueron obtenidos mediante la tabla 4.1 en la pagina 61. El coeficiente del 
acoplamiento se calculan mediante la ecuaci6n (10.2). 

~- k;; =If;" anh' I, 

o, 618 = 0 6618~'': . ~ . 
1,618 ' 

(10.2) 

1, 618 = 0 899 
2,000 ' 

Los coeficientes de acoplamiento desnonnalizados se obtienen mediante la ecuaci6n 
(10.1) 

i o\ v·• -~v~ll I 
: Kl~ cl K45 ; o,· 6618 :~: = o; 0208 ~ ',., l ' K23 = K~ = 0.899 ~~: = 0, 0283 

[·. 

• ~". 1 -" • • •. . j ; I , i ~ . ._..., ..,. .. -~- f· 

EJemplo 2. . j' · ·- ... :~, ~ 1· ·· -~·-., 
' ll. v - "" .' ~· .. ,, 

Calcular los coeficientes de acoplamiento para baso banda que se muestra en la figura 
10.3. 

Soluci6n: . , , . t3 
-rr --~~ I I j 

Los coeficientes de acoplamiento del filtro paso banda desnormalizado se calcul n medi­
ante la ecuaci6n (10.3). En la ecuaci6n el capacitor Cii es el capacitor conectado entre 
el nodo i y j, el capacitor Ci es la suma de los valores de los capacitores conectados en 
el nodo i si otros nodos del circuito son conectados a tierra. El capacitor Ci es la suma 
de todos capacitores conectados en el nodo j, si otros nodos son conectados a tierra. 

, 1""' -~ r ··.q ')"~ . ,.., ! .or r (10.3) 
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1•. 

I) 

23,2 

Lr [mh] 

c [nF] 

2.09 1,22 0,726 1,29 

. ,~ 

Figura 10.3. Filtro paso banda con acoplamiento capacitivo. 

. •:llSMNJI)Tt">S[~l f.l~Yi~M<JinTi!r·~ .b Of "'H~fr;J 
K12 = ' = 0.0826 

/(23, 2 + 2, 09)(2, 09 + 22 + 1, 22) 

1,22 ,.,r, ,. . .., . 
K23 = = 0.04816 

.;(22 + 2, o9 + 1, 22)(23, 4 + 1, 22 + o, 726) .. 
; f!ll 

K34 = 0
'
726 

=0,0286 
(1, 22 + 23, 4 + 0, 726)(0, 726 + 23,3 + 1, 29) 

1 29 I 
K4s = ' = 0.05058 

.j(o, 726 + 23,3 + 1, 29)(1, 29 + 24, 4) 

i I ul-'-
10.1 Filtros electromecanicos idtJ ·n sa e: 1 ~1;: 

Los filtrds electromecanicos alcanzan la calidad hasta de Q=!O 0~0. En complracion 
con los filtros LC donde se alcanza Ia calidad del filtro entre 50 hasta 300, los filtros 
electromecanicos se diseiian en el caso de bandas de paso muy estrechas. Los filtros 
electromecanicos pueden trabajan en temperaturas muy extremas desde -50 hasta 50 
grados centigrados. Los primeros filtros electromecanicos se realizaron en telecomuni­
caciones como los usados para canales telefonicos desde 60 kHz hasta 108 kHz. Los 
filtros electromecanicos por su buena calidad se utilizan en los aparatos de medici6n y 
algunos aparatos muy finos de audio. El filtro electromecanico se muestra en la figura 
10.4. 

'lJ .s~ as o·~~ , w 9b t '~~] 1 '· 1 • 

Los cilindros que tienen el diametro 4,5 mm son conectados mediante un alambre 
aproximadamente de diametro 0,14 hasta 0,5 mm. El diametro del alambre depende 
del coeficiente de acoplamiento. Los cilindros resuenan de modo torsional y el alambre 
de modo longitudinal. El primer y el ultimo cilindro se conecta con un convertidor 
piezoceramico. El primer convertidor produce vibraciones longitudinales si se conecta 
con la fuente. El ultimo convertidor piezoceramico convierte los vibraciones longitu­
dinales a la seiial electrica. Ambos finales del cilindro vibran en oposici6n y por eso 
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Piez~ 

Figura 10.4. Filtro paso banda electromecanico. 

I 
en el centro del cilindro no hay vibraciones y se puede por medio de un alam re mas 
grueso conectar a tierra. Mas adelante se muestra como se sustituye un cilindro por 
un circuito LC y el alambre por un circuito de dos puertas. La teoria esta basada en la 
teoria de las lineas electricas. Para las lineas electricas se pueden escribir las ecuaciones 

.') = .o;~:· . f 
u2 It= -. -sen(al) + 

JZo 1 

Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial ') 8( 

I ~I . ' 
' l(~~ . · [ U1 l = [ cos(al) f jZosen(al) l x [ U2] 
' h -2

1 sen(al) cos(al) /2 
J 0 ' 

)J ,, 

{10.4) 

I.O.( 

(10.5) 

j1 

Para las lineas mecanicas se puede escribir las ecuaciones analogas. En la figura 10.5 se 
muestran los cilindros que vibran de modo torsional y longitudinal. F 1 es la fuerza que 
se aplica en el principia del cilindro y v1 es la velocjdad de vibracion de los elementos 
de acero en el principia del cilindro. F2 es la fuerza con que vibran los elementos en el 
fin de cilindro y v 2 es la velocidad de vibracion en el fin. De forma parecida que para 
el resonador que vi bra de forma torsional, M 1 y M 2 es el .modulo de vibracion torsional 
y ¢ 1 y ¢ 2 es la velocidad de angulo. Woes la impedancia mecanica de los resonadores 
y l es la longitud del cilindro . 

. li; ; .mm cl u s i f ;. 

: '( LEU> , UJ F1 = F2cos(al). + v2.jWosen(al) 
'J fllf l 

J: •I i2 F2 
VI= -.-sen(al) 

JWo 
+ 

t 
Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial 

tfs 

·~ . ( '' ~ 

; u .. 

.j 

f 
(1' ; l ·;.f~ 

f (10.6) 
I 
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) ~·.:_! T 
v1 ,:. ,. 

M1 ,, 
¢2 '' I I 
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I I)) I Jl ./ 
. I . 

Figura 10.5. Los cilindros de metal y IoJ mldos t vihricion a)lon~itudinal b) torsional. 

I I I ~ 

[ 
F1 ] _ [ cos(al) 

1 

~ JWosen(al) ] x [v P.
22 

] 

Vt - iJro sen(al) cos(al) .0 

l. 
:q (10.7) 

Mt = M2cos(al) + ¢>2.)Wosen(al) 
. lkf2 

if>t = -. -sen(al) + 0t if>2cos(al) M 
o--- JWo .

1
1 ,-

Tambien las ecuaciones (10.8) se pueden eJcribir en la forma mati-i~iar' 
' (10.8) 

[ 
Mt ] = [ co

1
s(al) jWosen(al) ] x ·[ M2 ] 

¢>I ·w, sen(al) cos(al) ¢
2 

(10.9) 

J 

0 

J I i ' I I I 

En la primer a analogfa F ~ U y v ~ I y n la segunda an alogia F ~ I y v ~ U. La 
impedancia en la primera analogfa es 

') l · · , . Ut Ft . . 2.1r ... :r 
' ' n,tf.ff•)l i (flf 10ll lWI·~· WI=-~ - = JWocotg-l •' r '1n 0":. 1··:, 

h Vt A <il ' 
(~o.'Io} 

En la figura 10.6a seve la gnifica de la impedancia mecanica . Para l = ~ la impedancia 
tiene el valor cero y para esta frecuencia y las frecuencias mas cercanas se puede realizar 
con un circuito LC serie. Para la longitud del cilindro l = ~ la impedancia es infinita, 
entonces en l = ~ tenemos polo. Este polo para la frecuencia se puede realizar con un 
circuito LC paralelo. · · ,Jl. 

'· ~·•C• I 

La impedancia en la segunda analogia es ':l 1 • 

U1 VI 1 2.7r 
Wu = - ~ - = --tg-l 

h F1 jWo ..\ 

I 

(10.11) 

En la figura 10.6b seve la grafica de la impedancia mecanica para la segunda analogfa. 
Para l = ~ tiene el valor oo y para esta frecuencia y las frecuencias mas cercanas 
se puede realizar con un circuito LC paralelo. Para la longitud del cilindro l = ~ la 
impedancia es igual a cero, entonces en l = ~- Este cero de la impedancia se puede 
realizar con un circuito LC serie. "... · 1 1. 

i . I li 11~ 9L' : G' . l> '.: ' ~ -~ . 
El resonador del cilindro de Ia longitud ~ en la segunda anafogfa se puede sust:ituir por 
un circuito LC en la forma paralela como se muestra en la figura 10. 7a. En Ia primera 
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Figura 10.6. Las graficas de las impedancias del cilindro . 

Figura 10.7. El resonador que vibra de modo torsional y su sustitucion por LC. 

I 

~ 

analogfa el cilindro de metal de la longitud ~ se puede sustituir por un circuito LC 
en la forma de serie, como se muestra en la figura 10.7b. Esta sustitucion es posible 
solo para una banda de paso muy estrecha. Por eso estos tipos de filtros no pueden 
realizarse para una banda de paso muy amplia. 

:')I J I·· L 
El alambre que contacta los cilindros en la segunda analogfa se puede sustituir por un 
circuito de dos puertas que se muestra en la figura 10.8. El alambre vibra en el modo 
longitudinal. La inductancia de sustitucion se calcula mediante la ecuacion (10.12) y 
la capacitancia mediante la ecuacion (10.13). En las ecuaciones l es la longitud del 
alambre que conecta dos cilindros contiguos, wo es la frecuencia central de paso banda, 
Woes la impedancia caracteristica de un cilindro y v es la velocidad de vibracion. 

r 
!51 

Wo wo.l 
L =-sen--

. sl ' I (10.12) 
wo v .q ' 

., '1 !.ttq OJ o.· . au uo,) I 

1 wo.l 
i:U C = sen- 1 

• B 1 (10.13) 
I Wo.wo 2.v ., .,"' :J.J .1 

Si se elige el cilindro de 4,5 mm de un material PY-42Mo, se puede medir y calcular 
la impedancia del cilindro que vibra de modo torsional. La impedancia mecanica es 
aproximadamente 
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Figura 10.8. 

0< 1<4 I . I ; l .II 

. il I 
El alambre que vibra longitu inalmente y su LC sustituci6n. 

,Jj ·d .sl ·,: rd.i.\ · 1 hsbbob·t d q·kc~ 1~~.8 lAh · ·qni.Brb 13 .l 

~ ., EJ ·~ Er~ EJ 
"= t-1 

.(~.01) d-

\1 -1{ 
Figura 10.9. El filtro electromecanico con 4 resonadores y su sustituci6n LC. 

;~ .s{ 1·· 

' · 1· V t+,nl ; .sb. WTors. = 184750 (g/ s.) 
I 

La impedancia mecanica del alambre se calcula mediante la ecuaci6n (10.14), donde 
Kij es el coeficiente de acoplamiento entre el resonador i y resonador j. j 

Wij = Kij·WTors. J ... )\ ( 0.14) 

El filtro electromecanico con 4 resonadores y su circuito de sustituci6n LC se muestra 
en la figura (10.9). • ~, 

Para construir el filtro se necesita elegir el diametro del alambre que conecta los cilin­
dros. Para eso es necesario calcular las impedancias de los alambres de varios diametros. 
Las impedancias para los alambres de diferentes diametros se encuentran en la tabla 

10.l. 1 soc-- '"sa c. d.,tiih l~b .aitiiAn ,o~· ! 1 
Ejemplol .I 

I 

Calcular el filtro electromecanico para las especificaciones h = 104 kHz f _
1 
= 108 kHz. 

La aproximaci6n es de Butterworth y el filtro paso banda se realiza con 4 resonadores. 

Soluci6n: ~n~lsb .Sf~" . . ~ 
I. Jl f;. I 

De las tablas para la aproximaci6n de Butterworth los elementos normalizados son 



- --

I 

~ 

o---- Diametro [mm] v[m/s] W [g/s) 
0,14 4791 609 
0,18 

I 
4768 990 

0,20 ·--- 4723 1255 --
·-~-> i o--

0,25 4631 1908 
0,28 4623 2378 
0,5 4696 7777 

Tabla 10.1. El diametro del alambre, la velocidad de vibraci6n y la impedancia. 

J I 
II 

I 
CJ = 0, 765 l2 = 1, 847 

1 
•' 

' i l 
l - - '. ·-:::->"--

C3 = 1, 847 
I 

Los coeficientes normalizados de acoplamiento ~e calculan mediante la ecuaci6n (10.2). 

-+--- o, 765 -- 06 ·3·--57-
k12 = k34 = 1' 84 7 4 

\'19CTI01t---

1,847 = 1 
Oldft I3 .Q.Ol ' >gi1: 

1,846 

Los coeficientes desnormalizados de acoplamiento para paso banda con la frecuencia 
central fo = </104.108.103 = 105,982.103 toman la forma 

4 
K 12 = K34 = 0, 64357

105
,
98

1.103 = 0, 024296 
; j ,-·, 

.1'10'1 4 
K23 = 1.

105
_
982 

= 0, 03774 
')J 

Las impedancias del alambre se calculan mediante la ecuaci6n (10.14) y toman la forma 

w1/::_ W34 = o,o242~6.1847~·~;.f4S8,686 [g/s] 

w23 = 0, 03774.184750 = 6972,465 [g/ s] ,_, 

+<l:J ~:>tr.:R 
1 ·tb 

f 

Si se conecta el alambre en ambos lados del fin del cilindro como se muestra en Ia figura 
10.10 es necesario elegir el diametro del alambre con la impedancia 4488/2 = 2244 [g/ s]. 
En la tabla 10.1la impedancia mecanica 2244 g/s se cumple con del alambre que tiene 
diametro 0,28 mm. Todavfa falta realizar en la mitad del filtro la impedancia 6972-
4488=2484 [q/s]. Si se conecta el alambre en ambos thrninos del cilindro se necesita 
realizar adicionalmente la impedancia del alambre 2484/2=1242 [g/s] y eso se realiza 
con el diametro del alambre 0,20 mm. 1 . 1 

La longitud del cilindro es l = 1i. De la ecuacion v = >..f se calcula 1· 1 2.1'' · a 



4,5mm 

E 
E 
N 
N 

Figura 10.10. El filtro electromecanico con 4 resonadores. 

21 = ~ = 4700 [~/s] l2l17 mm 
2! 2.105,981.103 ' 

La longitud del cilindro es 22,17 mm. Si la longitud del cilindro se disminuye, la 
frecuencia de resonancia de cilindro se aumenta. Por ejemplo, si se realiza un filtro 
paso banda con la frecuencia central 500 kHz la longitud de cilindro debe ser 4, 7 mm. 
Es muy complicado realizar el filtro paso banda en estas frecuencias, porque los cilindros 
son muy peque:iios y es dificil armarlos. 

I 
2l = ~ = 4700 [m/s) = 4 7mm 

2f 2.500.103 ' 
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Capitulo 11 1 
I 

Filtros con los capacitores 
conmutados. . '"'OJ j ldo lo r011• "HIT: 

~&.U; I ·. -J ~ 1 I 

Para el filtro en la figura ll.la podemos escribir la ecuacion 

I 
Ic = C dU = C U 1 - U2 

dT T 
J'. 

Para el citcuito en la figura ll.lb se obtiene 

;,.== u1- u2 
R 

.u 

·>, r 

Si en ambos circuitos las corientes son iguales Jc = 1r podemos escribir 

.I . 

(11.1) 

l c . -~l)f~"t·•·:-) •:. 
c u1 - u2 = u1 - u2 ... "!. . .. 

1 T R 
u el resistbr se puede sustituir por un capacitor conmutado. El valor del capacitor 
se calcula mediante la ecuacion (11.3). La manera como se calcula el filtro con los 

! 

4~
1 

;.:f"'lf~, '!'n 

,. ' if. . J-t· . ou. 
~!_ 001 -~ OI.J ,), ) . 

fm T 1c ,,., ; 1 I J R 

j~ c .=_ :.lu2 : t ' CJ 

I - ll =£J 
l) . J. .... 

,. IJ ... 

-
a) .. ) u·. b) . l, 

I I I I . 
Figura 11.1. El capacitor conmutado y el resistor. 

I 
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r r 

Figura 11.2. El circuito pkso ba~as J los apaeftores' &M~ut'iil!(i;: · ·H i 11J: 
capacitores conmu.tados se muestra en el ejemplo siguiente?Ob.SJ IJJYt flf')O 

(11.3) 

:·)~} sl nn: '':r .RI.lf ~.. as f• 

Calcular el filtro paso bajas de Butterworth con los capacitores conmutados para las 
especificaciones 

,:j J. 

K=2 h =1500Hz ~ n = 2 fm = 20000 Hz 

Soluci6n: ·~ '\ ~I:.x .~ ... """., ... , Mti····''" ~-
De un cataJogo de filtros activos se obtienen los valores normalizados del filtro activo 
RC que se muestra en la figura 11.2 

•I. i l. ' I 
: I 

CJ = 0, 87403 r c2 = 1,14412 '1 q; 

I ~~ 
Si se elije el resistor Ro = 105 n, para la desnormalizaci6n, entonces se puede calcular 
para la frecuencia w = 2.71".1500 = 9424,778 radjsec los valores desnormalizados 

1, 
I - R1 = 1.105 = 100 Hl 

R2 = 1.105 = 100 k!l . ..., ,~1----J = 0,87403 = 927 F 
1 105.9424, 778 p 

c2 = 1, 14412 = 1213 9 F 
105.9424,778 , p 

i I 

Si la frecuencia de conrnutaci6n es fm = 20000 Hz, los capacitores conrnutados se 
calculan mediante la ecuaci6n (11.3) y toman el valor t., 

~-

I 1 
C 1 = C 2 = = 5()0 pF· .. ,. · :··· 

con con 105.20.103 o. 
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I 

500pF 500 pF 1213 pF 

••• : •• c .. :, ·i~.s~··· rn·;: .. .i.J..~Sli ~1 

Figura 11.3. El circuito paso bajas con los capacitores conmutados. 

E; ~~~cuito paso bajas con los capacitor::~:~;u~ado~01S~ muestra en la ~;ura 11.3 

11.1 
l I I I •• 

Filtro SC de segundo orden. '-'' ·--· 
·1 ... 1 

En el ejemplo anterior ei filtro SCF se calculo desde la estructura del filtro RC activo 
ACF. Otra posibilidad para realizar el filtro con los capacitores conmutados SCF es el 
de la funcion de transferencia H(z) de segundo orden (11.4) 

I~ '' 

g + ez-1 + dz-2 
H(z) = . 

1 + az-1 + bz-2 

,. 9Up f 

(11.4) 

Para el circuito de segundo orden de la figura 11.4 mediante la analisis se obtiene la 
funcion de transferencia H(z) (11.5). 
\(' 

M"'l•• 
I~ .. 

'·~ 

I r 1 • s; ·'t · fL 'l 88 (Sh:' 
·!~JV dO~. nt:: j:k · '· lR , ' 

Figura 11.4. El filtro discreto con los capacitores conmutados. 

; 1 \l\1.';)\l) 1-- ~\.J,\\,':)) 
DI + (AG- DI- DJ)z-1 + (DJ- AH)z-2 

H(z) = D(F +B)+ (AC + AE- DF- 2DB)z-1 +(DB - AE)z-2 . (11.5) 
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I . x~v ~~$ 
X~'p X 

-q:Y~ ! -~ xe----

1 .,, c~ ·- -1'-+-r--- J. ~ 
Figura 11.5. Los conmutadores para simplificar el circuito. 

I 

II 

• ~ 1 ;:,: ,, i 4 ···- . ~ ; • 1 • J. : 

Desde el punta de vista pnictico es necesa~io calcular la funci6n de transferencia despu~ 
del primer amplificador Ho(z). 

I . Ho(z) = .I I I 
CI + EI- GF- GB + (FH + BH + BG- JC- JE- IE)z-1 + (EJ- BH)z-2 1 

D(F +B)+ (AC + AE- DF- 2DB)z-1 +(DB- AE)z-2 

) (11.6) 
Para obtener el circuito estable es necesario que la ganancia de ambos amplificadores 
en la frecuencia wo sean iguales. Si no es asi es necesario cambiar los elementos A y D 
por una constante que se calcula mediante las ecuaciones 

... 
·, jt::!: 10 H;:-'o. (11.7) 

.ai ft.a~;; , a:. Aqa .til ,,:·j'lal m~hH· Pf!trl)q?. ~h nth•n· 
. ! 1 1 ! ,,, 

· J1. J1. . i I l 
I A, D = -A, -D. • {11.8) 

La estr ctura principalla podemos simplificar si se elijen los valores del circuito medi-
ante esta manera 

--~ "'-I A = B = D = 1 F = 0. 

Si se cambian enelcircuito 11.4los conmutadores como se muestra en la figura 11.5, se 
obtiene la nueva estructura del filtro. Ademas si se exige que el circuito tenga la misma 
ganancia del circuito original, la ganancia se puede cambiar mediante el parametro v 

I I 

- vcg~) 
v- 10 ' -~ _j . 1 (11.9) 

La constante V(dB) es el valor con que se puede cambiar y controlar la ganancia. La 
ganancia del circuito se cambia si se cambian los valores de los capacitores mediante 
lOS eXpfeSiOneS SiguienteS , n l j,' •:J t • 'd I, l .A'. U. ,&.; J 1 

(G, H, I, J) _j (vG, vH, vi, vJ) . I 

(r 1 n - \..U) . -"~j- · I ·-.!<1 ____ j 
(B,C,E;·P) ---+ (B/v,Cjv,Ejv,Fjv). · 

)'I:\ 

k 

I 
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E 
( ,., 

0 ,.) 

8 

~01( 
'si · I 

L---------------~ 
r~ \.v 

Figura 11.6. El circuito para los valores de capacitores A=B=D=1 y F=O. 
~; (): 

A . 
Los val ores de los elementos o b tenidos A, B, C, D, E, G, e I se normalizan en dos 
etapas siempre a un valor mfnimo. Asi se obtienen los elementos normalizados que es 
necesario desnormalizar. Si el filtro se realiza con un amplificador de typo MOS, es 
necesario calcular el valor minima del capacitor que se puede ocupar en el circuito 

El valor maximo que puede alcanzar el capacitor en el circuito se calcula mediante la 
ecuacion 

j I I 
)[ _,_ 

Los valores de los capacitores en el circuito se calculan mediante las ecuaciones 

Ejemplo 2. 
, .... ,, 

l\ i . I 
A=B=D=1 F=O 

C = 1 + a + b. C: ,O = ~.- E = 1 - b 
G = 2g + e .a.- H = g - d 
I= J =g. 

' w v .. :;q ·.1· ' '·f 
o - 1 -~ooor.P~ () -~ ~o~t- t ft 

I 

I 
Calcular el filtro discreto con los capacitores conmutados si se conoce la funcion de 
transfe- rencia 

..; ,.. I 
I ,J_, 

I 

0, 0263312 - 0, 0263312z-2 g + ez-1 + dz-2 

H(z) = 1- 1, 830595z-1 + 0, 947337z-2 - 1 + az-1 + bz-2 · 

1 . t) ·r .s.l -~ 
Solucion: .... . ,} ' ' aoJ I)'\-! n; ;:_ ·. ;o 

, I 
Si se sustitl!Iyen los valores g, e, a, b, y d"en_ los ecuaciones anteriores se obtiene 

) . 
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A=B=D=l 
c = 0,116742 
E = 0,052662 
I = J = 0, 026331. 

1. 
o----·· 

./ 

r 
F=O 
G = 0,052662 
H = 0, 052662 .------() 

J 
La funci6n de transferencia despues de primer amplificador H0(z) toma la forma 

; r;y " 

Ho(z) = -0,048202 + 0, 0994272z-1 
- 0, 051275z-2 

1- 1, 830594z-1 + 0, 947337z-2 

i I 

., '' J. ..... 
Sino nos interesa la realizaci6n fisica del filtro el calculo ya termin6. Porque los valores 
de los capacitores A hasta J son conoddos. Si se va a realizar el circuito es necesario 
cambiar la ganancia del amplificador. Si la frecuencia de corte es fo=1595 Hz, se 
calcula la ganancia H(z) y H 0 (z) en esta frecuencia. 

En la frecuencia fo =1595Hz es IH(z)l = -0,000114 .,; 

En la frecuencia fo =1595Hz es IHo(z)l = -9,44469. . I 
I : 

La diferencia de la ganancia despues del primer y segundo amplificador es muy grande. 
Necesitamos que la ganancia de ambos amplificadores sean iguales. Eso se obtiene 
mediante las ecuaciones (11.7) y (11.9). 

-01000114+b.4448931 . 
J.t = 10 20 = 2, 966394. 

Los nuevos valores de los capacitores A y B son 

.cj.i. A 
A = - = 0, 337109 

I . - J.t I J. 1- '-1 = u = ~ 

j 
D = D = 0 337109. ~ ;:-::-- ') I 

' ) "I \ 

I J.t I I I It:;.: ::;::. •J 

Si se ca culan las nuevas funciones de tra~sferencias H(;) y Ho(z), se puede ver que la 
funci6n de transferencia H(z) nose cambia, pero sf cambia H 0 (z). 

I . 
I j ; \' ! . • #"f 

-0, 142985 + 0, 29509oz-1 - 0, 152104z-2 · 
$-!> fl(.\ u1 Ho(z) = 1- 1, 830595z-1 + 0 947337z-2 01ffff L l~frniq;) 

I 
La ganancia despues del primer amplificador es 1Ho(1595)l = -0,00011308. Ahora se 
van a normalizar los valores de los capacitores A hasta I en dos etapas. 

En la primera etapa se normalizan los elementos A = 0, 337109, B = 1 y I = 0, 026331. 
El valor minimo del capacitor sera 1. La constante Cnorm para normalizar los valores 
de los capacitores es Cnorm = 0102~331 = 37,977728. Los valores obtenidos son 1(1, 

l- . A = 12, 802654 :. ~ r '31! 977728 ., r •·· J = 1. f, . ') 

~~~ 



En la segunda etapa se normalizan los valores de los capacitores C, E, H, D, G, y F. 

--· --' 
~-. . ., .... ) 

c = 2, 216810 
D = 6, 4011327 

E = 1 
G = 1 

H = 1 
F=O 

+ 
------y 

I 

Es necesario desnormalizar los valores de los capacitores. Necesitamos tamar en cuenta 
el valor del capacitor maximo que no se puede sobrepasar. Si se utilizan los amplifi­
cadores de tipo FET el resistor de la entrada es Rvsr = 2000000 n. Si la frecuencia de 
conmutacion es fv = 28800 Hz, entonces el valor minima del capacitor en el circuito 
en la figura 11.6 puede ser 

I 1 ) o 1 , .• s; d l r a1. 1 1 
Cmin > fvRvst = 2.106.2, 88104 = 17, 361.10-12_ 

O'r'iHl'-l.~L(T ... fHT _.~ • .,.. La impedancia del conmutador si el conmutador esta cerrado sera. 50u H. ~ntonces el 
valor maximo del capacitor puede ser 

. f'-li' 
1 ' 

Cmax = 5.2, 88.104.500 = 13,88810-9. 
( (·, r r r 1 • 

,\'' 

Si se elije el valor de capacitor minima 25 pF, el valor de los capacitores E, G, I es 25 
pF y los demas se calculan con la misma relacion. 

A= 320,066 pF --I B = 949,443 pF , 
C =55, 420 pF :ll: ~ D = 160,0283 pF. 

El filtro completo se muestra en la figura 11.6. , , 'J, -*3 "' · : ~~ ~-

1 I I 
11.2 Analisis los circuitd§ SCF." fn)i 

TIEMPO CONTINUO 

! 
[I 

.L I 

La carga q( t) almacenada en el tiempo t se puede expresar mediante la corriente i( t) y 
el voltaje u(t) por la ecuacion .sl , 1 , • ot: •i 

q(t)- 1t i(t) dt ~ Cu:(A- Cu.(~) (11.10) 
t: 

donde u(O) es el voltaje en el capacitor C en el tiempo t=O. El analisis se puede 
generalizar a un circuito con multiple nodos que se muestra en la figura 11. 7b 
Para cada no do del circuit a en la figura 11. 7b se puede escribir una serie de ecuacione§f 
nodales, que se pueden expresar en la forma matricial _

111 
, 

11 

i 

[q(t)] = [1t i(t) dt] = [C][u(t)J -- [CJ[u(O)) (11.11) 

Si se describ~ el circuito con puros capacitores en los terminos de carga y voltajes, la 
matriz [C] contiene solo elementos reales invarientes en el tiempo. 



i I 

,. 
I i(t) q(t) 

---+ 
9----~l~c _ ____..c:> 
I I 

'. 

~ u(t) ~ 

\. 

a) 

I 
Figura 11. 7. El capacitor y el circuito con multiple nodos. 

. . " I '" ~ 

TIEMPO DISCRETO ·q·y, ; 'l wf~Bjumpo:) h _; ._t__ . rrrf'r. r. ! ·,. • ·. · ,) lJ 
En este caso se toman en cuenta los capacitores que son cargados por cierto tiempo 
nr, i(t) = i(nr). La carga se calcula mediante la ecuacion 

) 

J -~- :\ ;;- q(t) = j_: i(t)8(t- nr) dt = i(nr).ro ro = 1 [s] (11.12) 
•IRv 1 

· I 

Las ecuaciones nodales de carga en el caso del tiempo discreto toman la forma 

[q(n)J = [ro.i(n)] = [C].[u.(n)]- [C].[u(n- 1}] (11.13} 

Esta ultima ecuacion se puede escribir en la forma siguiente 

I I t · 
i(n) = [c] .u(n)- c] u(n- 1) 

• ro ro 
(11.14) 

donde i(n) y u(n) son los vectores. La ecuacion matricial (11.14) coresponde ala regia 
de Kirchhoff para los corientes. La ecuacion (11.14) forma la base para el amilisis de 
los circuitos con los capacitores conmutados. La matriz [C fro] contiene solo los valores 
reales y los elementos que no dependen de la frecuencia. Todos los capacitores son 
normalizados a r 0 = 1 [s] y tienen la misma dimension. 

,.., . 

Ejemplo 3 
''f.[-';{ ,, ....... "'" '" ,..,l" .... j... ' ' ' . ,,,· '' 

Ahora se continua con un ejemplo ilustrativo de como construir la ecuacion matricial 
para el circuito que se muestra en la figura 11.8a. 1 

La ecuacion matricial para el circuito de dos puertos con capacitores se corripone de 
dos matrices. En la primera matriz la admitencia y11 es la suma de todos capacitores 
conectados directament.e a nodo 1. La admitancia y12 es la suma de los capacitores 
conect.ados entre los nodos 1 y 2 directamente con el signo negativo. En la segunda 
matriz se crean los elementos con la manera igual solo el vector ui(n- 1) representa 
la capacidad del capacitor sostener el carga. 
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a) 

~ (1) 

(·,··~=()I 
b) 

.··J·:: ·:.•pi~aOO qsa( 1.1
1

,;, .,,.,1 

(0) 

. ,, ........ I ~n-·· ···"" " h ., ' ' f'. 

I I '{0.' 

Figura 11.8. El circuito de dos puertos: a) con capacitores, b) con resistores. 

[ ::i~l)] 1= [ <c~~;'> (c,-z~,) ] · [ ;:i~f]~ [ 1<0~~;,i $<c;Z~,J ] · [ ~:1~ = :l] 
"' ) ' '1 lJ ( 11.15) 

La ecuaci6n matricial para el circuito que se compone solo de los resistores es muy pare-
cida. Solo los panimetros de la matriz son conductancias y falta la segunda matriz. La 
diferencia entre estos dos circuitos es que el circuito con los capacitores tiene capaci-
dad sostener el carga, que se representa mediante el vector ui(n- 1) en las ecuaciones 
(11.14) y (11.15). 

(11.16) 

En el siguiente ejemplo se van a incluir al circuito los interruptores. Se conocen 
bSicamente des tipos de interruptores: • j l j 

0 

1. El intJrruptor por encima del capacitor:' 1 
· 

El interruptor colocado por encima del capacitor se muestra en la figura 11.9. El 
interruptor esta cerado en un ciclo r secundos y despues abierto en el mismo ciclo. Si 
se abre en el tiempo n T se o btiene la ecuaci6n de carga ( 11.17). 

I 
1s •JP 1 OJ .. 

I 
abierto 

. 0 0 
! 

't' 't' ceredo t 
u(n) --+ 

)•_) 

, ~ I ,. I . 

Figura 11.9. Interruptor por encima del capacitor. 
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r 
l 

(n)(' 1 c<) 
• If'-\ 

i(n) = C.n(n)- C.u(n- 1.). ·--- · ··- (11.17) 
En el tiempo ( n - 1 )7 cuanto fue el interruptor cerado, el capacitor se descargo y su 
capacidad de sostener la carga fue cancelada, entonces u(n-1)=0 y la ecuaci6n (11.17) 
se modifica en 

I I 
i(n) = C.u(n) 

·--
I (11.18) 

En comparaci6n con la ecuaci6n (11.16) se puede ver que, el capacitor con el interruptor 
encima se trata como un resistor. 

(l.s :eo 1 UQ BOb sb ntiu J . ·. {3 r. .. ~ r'!tr'\l ! 

1 [S) 
Requ.i = C [F] 

1 

(11.19) 

l 1 ! 2. Interruptor entre los capacitores. rlf I f e~)- ; : + . r r (' 
Si el interruptor se conecta entre los capacitores, la topologia del circuito se cambia 
cada T segundos, y la carga se intercambia entre los capacitores. En el circuito ll.lOa 
son tres capacitores y un conmutador. 1 • 1 ::kl f11p .._, 

~ .. 

a) 

L 

. ; ~ '·~ 

b) 

.e. :lin .d £;' •. ·.~ r. 
c) 

i (n) .•~uoo .:1·. sh tl i
2
(nl 

1 . . ~ -
:t!"l~'" c,f !",!"l 

I . i1(n) . • i2(n) l 
- b' 1~':1- ~ l 

"tl"l ;c 1 c 1 r! "'("l " 

o ,I1 or I o 

.Jl .. 

·~. I J 

I I 

I ! 

l. Figura 11.10. Interruptor entre dos capacitores. 

Se · asu e, que en el tiempo impar ~ el conTiiutador esta en ~1 lado izquierda. En 
este caso se obtiene el circuito que se muestra en la figura ll.lOb. Si se aplican las 
ecuaciones de la carga a circuito en ll.lOb se obtiene para n impar la ecuaci6n matricial 

[ :~~~~ l = [ (C, ~Co) ~,]· [ ::~:~ l ~ [ ~~ g~ l· [ ~:~~ = g l (11.20) 

194 



Con la manera parecida para n par se obtiene el circuito en la figura 11.10c y las 
ecuaciones matriciales 

-~ 

[ i
1
(n) ]- [ C1 

· 0 l [ u1(n) l [ C1l 0 l [ u1(n- 1) l 
iz(n) - 0 (Cz +Co) · 1l.z(n) - C0 Cz · n

2
(n- 1) (11.21) 

Nuestro objetivo es escribir las ecuaciones matriciales (11.20) y (11.21) en una ecuaci6n 
matricial general, que describe el circuito para ambos ciclos par e impar. Eso se logra 
mediante los interruptores dependiente al tiempo: 

I 

= (..-' l ~' f.- A(n)P= 1+(-1)" = {I para n par _ 
(11.22) . 2 0 para n impar 

~ A(nf = 1- ( -1)n = { 0 para n par'\ 1\_ I 
2 1 para n impar +- (11.23) 

Con estos conmutadores dependientes del tiempo las ecuaciones (11.20) y (11.~1) se 
pueden escribir en una sola ecuaci6n matricial 

_ [ P C1 A
1
(n)Co l [ Ut(n- 1) l 

A (n)Co C2 . uz(n- 1) (11.24) 

La ecuaci6n matricial ahora dependiente del tiempo (11.24) describe el circuito en la 
figura 11.10a. La variabilidad en el tiempo esta expresada mediante los conmutadores 
dependiente del tiempo. Para el analisis en el dominio de frecuencias necesitamos 
aplicar ala ecuaci6n matricialla transformada z. En la tabla 11.1 se muestran algunos 
transformaciones de las secuencias. Aplicando los reglos 8-10 de la tabla 11.1 a la 
ecuaci6n matricial (11.24) se obtiene 

' !} I l ~ I' i' l ,I ' "j 11 \ " ' ,' ' ... 

h(z) = CtUt(z)(1- z-1) +Co Ut(z)- Ut( -z) -Co Uz(z) + U2( -z) z-1 
2 2 (11.25) 

;!) I J.- ~)r~\)1: 

I ( ) C U ·_ ( )(1 -1) + C Uz(z) + U2( -z) _ C Ut(z)- U1( ~z) _1 2 z = 2 2 z -z o 2 - o 2 z 

\ + q~ 

(11.26) 

El problema es que, en las ecuaciones {11.25) y (11.26), aparecen los terminos Ui(z) ± 
Ui( -z). Estos terminos se pueden expresar mediante las ecuaci6nes: 

( It.U) 

I 
(11.27) 
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(f~' r I 

;1 I r . 

' ( L 

I ( 1 
L 

! 

. 

( .~ ''"'liD L9 • trqr-+rfr: ''· (•···,...,rr .... l..;,..._~~""' 

1 f(n) F(z) = ~~0 fi(n)z-i 

2 anf(n) F(~) 

3 (-l)nf(n) F(-z) L \u J 

4 (-1)nf(n-1) -z-1F(-z) 

5 (-1)nf(n- k) ( -1)kz-kF( -z) 

6 AP(n) = 1+(~1)" 1 
1-z-2 

7 AI( ) _ 1-(-1)n z-l 
n - 2 1-z-2 ~ 

8 AP(n).f(n) 1 F( ) _ F(z)+F(-z) 
1-z-2 * z - 2 

9 AI(n).f(n) z-l F( ) _ F(z)-F(-z) 
1-z-2 * Z - 2 

10 AP(n).f(n- 1) F(z}-F( -z) -1 
2 z 

11 A 1(n).f(n- 1) F(z}+F( -z2 -1 
2 z I j 

Tabla 11.1. Thansformada z de algunas secuencias . 

I - ; I J!,:U J L I :.: 'I 
-' ' 

. . i 
! 
j 

r 

. ! ! '( r r' .. .'') ~ ::. . j 

Ui(z)- Ui(-z) 
0 

-1 -3 -5 I 

2 
=u1z +u.3Z +n5z + ... =Ui(z) (11.28) 

I 
Por medio de los areglos 1 hasta 6 y 9 de la tabla 11.2 las ecuaciones (11.25) y (11.26) 
se transforman en la forma 

(11.29) 

s I 
I{+ !J = C2(U{ + U£)(1- z-1) + CoU{- CoU{z-1 (11.30) 

Si se separan las partes pares e impares en las ecuaciones (11.29) y(11.30) se puede 
escribir la ecuacion matricial (11.31), que tiene cuatro renglones y cuatro columnas. 

C -1 
- 1Z 

C1 +Co 
C -1 - oz 

0 

I 0 
-Coz-1 

C2+Co 
-C2z-1 

' (11.31) 
I 



~-~ 
--- I 

I 

' I 

I •:=j ql ,.I 
--· .,L. 

1 AP(n)f(n) F{z)+:{-z) = pP(z) 

2 AI(n)f(n) F(z)-F(-z) _pi ( ·) 
2 - 2· 

3 AP(n- 1)f(n- 1) I I 
If -1 ,_ z-1 FP(z) 

4 AI (n- 1)f(n- 1) z-lpi(z) 

5 AP(n)f(n- 1) = AI(n- 1)f(n- 1) z-lpi(z) 

6 A1(n)f(n- 1) = AP(n- 1)f(n- 1) ·iu~in ]r r z-1pP(z) 

7 AI(n) + AP(n) = 1 AP(z) + A1 (z) = 1_;_ 1 

8 AP(n).f(n) + AI(n).f(n) = JP(n) + JI(n) = f(n) r 

g fp(n) + fi(n) = f(n) I I FP(z) + FI(z) = F(z) 

Tabla 11.2. Algunos relaciones usadas en el analisis de circuitos con C conmutados: 

! . "'!~"'~ . ~ ~ ;!;Of ~:r>l 
La parte par e impar de los productos fueron separados de la manera siguiente •.I! 

rr 

.f. . ' P.• · · h ol . (· 
Par(U{ + U[)(1- z-1) = U{- z-1u[ (11.32) 

·1 t 
lmpar(Ut + U[)(1- z-1

) = U[- z-1u{ (11.33) 
( :- . ' 

La ecuacion matricial se puede interpretar como las ecuaciones de corriente de un 
circuito de cuatro puertas que se muestra en la figura 11.11. Eso significa que se puede 
escribir cuatro funciones de transferencia: 

I 
u{' u{' uf uf 

u~ ''l '· U{ U[ U{~ 
De la matriz Y (11.31) podemos ver, que la matriz es simetrica, lo que significa que el 
circuito es reciproco-pasivo. De la matriz en la figura 11.11 se puede escribir la matriz 
general 

- :) 

(11.34) 
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I ·+-------··-· 

_ _. 

! 
t·· 

lp 
--1.. 

u~ l 
~ ,, 

1 

u' 1 l 
-:;:-

lp 
.2- ' 

lu~ 
___ __j_ 

t [Y] ,, -

'I 
2 

l u~ 
.1 

I 

-:;:-

·-+. 
~-L--- ___ ... Figura 11.11. Circuito RC con cuatro puertas. • 

'\ 

i·. __ ! t. 

I I . I . 
11.3 Analisis general de los circuitos RC c6nmfi-

tados. ---+----+- . .:: .. .l 
El metodo de analizar el cir:nio con 1ck 'cap~ci~o==~ut:~:s-se pued.e g n~;a)~zar 
para el circuito de multipuertas. En la figura 11.12a para c=O el circuito se modifica 
a un circuito que contiene solo los conmutadores figura 11.12b. Cada conmutador es 
necesario marcarlo con una letra para que se sepa en que periodo esta cerado yen que 
periodo esta abierto. Si el conmutador en periodo par esta cerado lo marcamos sP 
y si esta abirto en el mismo periodo lo marcamos con la letra S 1 , como se ve en la 
figura 11.12a y 11.12b. Para todos los conmutadores abiertos se obtiene un circuito que 
contiene solo los capacitores figura 11.12c. El circuito que contiene solo los capacitores 
esta definido por la ecuaci6n 

\1- . I\(\'' ~- ·. ,} :.: - ~ . ' + . \ 

i(n) = [C]u(n)- [C]u(n- 1) {11.35) 

Las relaciones nodales del voltaje de un circuito con capacitor~cK-nmutados s~ expresan 
de forma separada para el tiempo par e impar. Si se elige el voltaje U1 de referenda 
se pueden escribir de la figura 11.12b, para el tiempo, par las ecuaciones 

I, 

1 e) 

s' 

b) tlt 
[ttlj J 

Figura 11.12. Circuito RC con los conmutadores y su modificaci6n. 
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fi'J~.('fll { J.,l (,,,,, f 1(1 lrt pl 

i I ' 4 

r u2 = 0 ! u.3 = ul 
I 

Estas ecuaciones se pueden escribir en la form'ftt 'at.ricial 

[ :;,~ ] = [ ~ ~ ~ ] X [ ~~ ] = [si] X [ ~~ ] 

7J,3 1 0 0 71.3 'IJ,3 

(11.36) 

Parecido para el tiempo impar se obt.iene f 
u, = "' u2 =I u, I " r "' = "' 

Est as ecuaciones se pueden escribir tl{:tnbiE~nen enl'a fohn a matricial 

. 11.2 - 1 0 0 X 1J.2 = [sP] X U2 (11.37) [ 
u.

1 l [ 1 o o l [ u1 l I [ 11.1 l 
r _\ , 11.3 o o 1 1L3 11.3 

Si se utilizan las funciones de conmutaci6n 11.22 ylll.23 se obtiene la\elaci~n de 
voltajes para n par y n impar 

I t 
1. ' .: J (11.38) 

Es'ta relaci6n es va.lida tambien para el instante del tiempo n-1. 

,,.,. 'n I u(n- 1) = {AI (n -1).(SIJ lAP(~- 1)[;PJ}~~:.
9

~~'~) ., (11.39) 

Los elementos de las matrices [SIJ y [SP] son solo unos o ceros. Las matrices (11.38) 
y (11.39) se pueden sustituir en la ecuaci6n (11.35) y expresar la relaci6n de voltajes 
nodales en los instant.es de tiempo pare impar. 

i(n)= I .. ) 'hJ l I 1 i I - l f"J ~ r ~ ; ·, •:tl I 
I I 1 Tl I X I :l 1 f q ·h I_: . I X i •.. ' ·.~ ! I I 

[CJ {AI (n).[SIJ + AP(n).[SPJ} u(n)- [C] {AI (n- 1).[SI] + AP(n- 1).[SPJ} u(n- 1) 

(11.40) 
La ventaja de este procedimiento es que la matriz c y las matrizes si y sP se pueden 
calcular directamente de los circuitos en la figura 11.12 independient.emente. Mediante 
las ecuaciones 1-4 en la tabla 11.2 se puede obtener la transformada z de i(n). La 
transformada z de la ecuacion (11.40) toma la forma _, ·, l 

I(z) = [C] {Is1)'U(z)f + [SP]u(z)P} _: [C] { z"~I~'tj~:;:;',~ z-iYi~~~:} (11.41) 

· ll)'l 1.f·l I 1 

Los terminos I(z), U(z)I y U(z)P son los vectores que para m nodos del circuito SC 
to man la forma .. 4 • I".J"' "- •- r .. 
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·'' 

11(nl o2 (nl i3(n) l•(n) 

l l l l 

i:ll I 
J 

t lj(zl t 1/,(Z) 

r ~·:g:r:~\11.13. Circ~ito sb de multipuertas.
1

u 

. ~"~~r+1 lr: 0 I l r rU I 
0 I , I ~u· J 

l J [ Uf(z) u 0 l &U j 
, .. ,. , U{(z) ) aL ul 

(rE:. r (' 
r ! l! 

I It 

h(z) ;-:11 

I2(z) 

I(z) = Up(z) = U 1(z) = 

(gf::,l ~\ Im(z) 
; t-t l9b s.t ; n~:- 1 Js; v •· 

El vector de corriente se puede tambien dividir en partes pare impar 

\i ·~ l,'Jl .. } 
I(z) = I1(z) + ):P(z) ·' 

,_1 - .1t)U 

r, 

U{(z) 
U£(z) 

Ufn(z) 
(11.42) 

i (11.43) 
r u r rh '-'·· , '"'<'f' '·"' 1 .,"',,., • , 

La· ecuaci6n (11.41) se puede escribir en la forma matricial 
.,.ill?. r -:': .,f-_t,., 

:) 

. ' I 

(11.44) 

. i! 
\ l\) 

La ecuacion (11.44) es la ecuacion general de carga nodal para el circuito SC en el 
dominio de z y corresponde a un circuito con m nodos y con un nodo conectado a 
tierra. La dimension de la matriz es 2m x 2m. El circuito con 2m puertas se muestra 
en la figura 11.13. . 

\ 

Si dos nodos son conectados con un corlmuta~or ~eii~do ent~~c~~ e~~e con~utador 
nos reduce dos nodos a un nodo. Eso significa que antes de cerrar un conmutador 
dos corientes que fueron indepediente despues de cerrarlo pasan a un nodo combinado. 
Eso se ve en la figura 11.12. Por ejemplo en el circuito en la figura 11.12 el coriente 
combinada i se puede expresar como suma de los corientes i1 y i3. 

,(~jl ,j ~ 

Para n impar las ecuaciones obtenidas del circuito 11.12 

koo 



r , .. 

··-0 

se puederi expresar en forma matricial 

( 1.45) 

se pueden expresar en forma matricial 

(11.46) 

Las matrices [II] y [IP] relacionan borrientes diferentes en los nodos antes y despJes de 
conmutador cerrado. Las ecuaciones que relacionan los corrientes diferentes es necesario 
transformar en el dominio de z. 

(11.47) 

Sustituyendo la ecuaci6n (11.47) en la ecuaci6n (11.44) se obtiene la ecuaci6n final que 
se utiliza para el analisis general de los circuitos con capacitores conmutados. 

[ 
I~(z) l = [ [IP] 
Il{z) [OJ 

[OJ l x [[~In [o~ ]0~[ 'I [sPJ -z-1 \si] l x [ uPL] I 

[II] [OJ [C] -z-1 [sP] [si ui(z) 

I I (11.48) 
En el ejemplo siguiente se muestra el calculo de Ia matriz de admitancia mediante el 
metodo general utilizando la ecuaci6n {11.48). Se calcula la matriz de admitancia del 
circuito en la figura 11.10. El circuito en la figura 11.10 se va a modificar en el circuito 
en la figura 11.14a. La matriz de capacitores obtenida del circuito 11.14c toma la forma 

~ I j l ~. : : [C) :_ [ ~I ~2 ;, ] : j {1
1

1. 49) I 

y del circuito que contiene solo los' conmutadores (figura ll.l4b) 'se obtiene para:' 
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i1 i3 i2 
u1 sP u3 s' u2 
~ 0 

!u s• 1 s~=,; b) 

011 
u3 u2 /(I /. 

!1 p ; 1' ' 

!2 

rj) 
oi I I I , _f1 , _r3 _l2 0 

f o I ( r. i I . i 

l :1 j X 

:I I I a) L 0 
l 

c) 
! 

Figura 11.14. Circuito SC modificado de la figura 10.1a. 

n impar 

I 
' 

Isbi1tmn f:rrno1 ll9 uasl<T!x." 

J) 
u,I = nt r u,2 = u2 ) I 

",J, , .. , . ,, ,,,., 
)( !~\ll = I ~' I X II 0 

" . r " [si]' = [ ~ ~ ~ ] 
I= I 

_I ~ 

(11.50) 
1 0 0 

:v:J 

n par 

,[, rJ, 1 J I 'f t 1 r 

l U} = Ut { j n2 = u2 =-

1 
(11.51) 

-
Si se sustituyen las ecuaciones (11.49), (11.50) y (11.51) en la ecuacion general (11.48) 
se obtiene 

' ~ 

[ 11 ~.] 
t1I al ~>; w 

IP 0 
~1:->. 1 

If 02 [ 0 l iJ 
IP 0 3 = II 

[ ~1 0 

~.] 
1 

II [ 0 l 02 2 

I{ 0 

.n sa I [ ~ ~ ~ l z-1 [ ~ ~ ~ l 
0 1 0 1 0 0 

x z-
1 u ~ ~ l u ! ~ l 

(11.52) 
i . u'J '' 

Si las latrices se multiplican se ;btiene de la ~:uaci6n (11.52) la ecuaci6n
1 

(1L53) 

X 

uP 
1 

uf 
uf 
u{ 
u£ 
uj 



'' i .. } .. • 

[P 
c1 0 0 c -1 '0 0 uP 1 - 1Z 

1 JP 0 c2 0 0 c -1 0 uP I 2 - 2Z 2 [P 0 Co 0 0 _; 0 0 Uf 3 

11.53) [I - c -1 l X 
ui 1 - }Z 0 0 C1 'S.(J I 0 0 1 JI 0 c -1 0 0 c2 !(} ui 2 - 2Z 

2 [I 0 c -1 0 Co 0 0 u{ 3 - oz 
., ;Si : ! 

La relacion de las corrientes para los conmutadores cerados y abiertos, se puede escribir 

para n pare impar en la siguiente forma: .~-.'~~~I''" [)- ·~ 1 ~,,_ 
n = impar r.tr I n =par ·' 

') ' . . 
i1 = il 
i2 = i2 + i3 
i3 = 0 

Es necesario transformar la relacion mediante la transformada z en el dominio de zeta 
y escribirla en la forma matricial como se muestra en la ecuacion (11.54). 

Ap 

u 0 !] [~ 
6 

~] If /1 
1 0 Ap 

If /2 
0 0 Ap 

[P [3 
X 3 ( 1.54) AI -

[I /1 

[~ 
0 

~] [~ 
0 

~] 
1 AI 

JI /2 0 1 2 AI [I 
~)f[()i:)af'11 ; d !. 

[3 0 0 3 •q ''!. "1' ' t 

Si se sustituye Ia ecuacion (11.53) en la ecuacion (11.54) se obtiene la matriz ~9 

.. f). t-[,.1 frA! . Ap 
0 0 -c1 - 1 uP /1 C1 0 0 1 Ap 

0 0 -1 -1 0 uf 
/2 Co+ C2 -coz -C2Z Ap 

0 0 0 0 0 0 uP [3 
X 3 (11.55) AI -

c1z-1 -1 0 0 0 ui /1 -coz C1 +CO 1 AI 0 -1 0 0 C2 0 uJ /2 -C2Z 
AI 0 0 0 0 0 0 ui 13 3 

En la ecuacion matricial el tercer renglon y tercera columna son solo ceros. Lo mismo 
pasa con los elementos de la ultima columna y renglon, son todos igual a cero. Los 
renglones y columnas con los elementos igual a cero se pueden cancelar y se obtiene la 
ecuacion (11.56) 

·' ~~.'f .v.l.. l .t>l'l· . , ~' 

2o:f h. J:! T· .. d ~..r· 
• ln . 

..sf ·;' 



I 

{ (' ~ ! il\ 
\ f.tC. '} 

.! 0 
0 

t-t, r')-- 0 0 1 

-coz-l -c2z-l u{ 
X 

Ct+Co 0 U{ I ~ll.S6} 
-c~z-

1 

o ] [ u(] 
0 J C2 u{ \ t I I 

I o'J I ' 
Si la ecuacion matricial (11.56) se compllra con I~ matriz (11.31) obtenida en ~I ejemplo 
anterior, despues de reordenar los renf.lones y columnas para obtener los vectores del 
coriente y voltage en la forma I = tf[, If, If, I{} y U = { Uf, Uf, U{, U{} se 
puede ver que hemos obtenido el mismo resultado. El resultado es el mismo, pero el 
metodode obtener la matriz de admitancia es distinto. Los matrices de admitancia 
[Y,:j] obtenidas de la ecuaci6n (11.31) tienen la forma 

I 

.-·· "'t' . : -,.J. ~ '.) 

1. 
) [ 

0 '0 0 ] (Y12] = -~· 
-c0z 

'II S{ 1J 

i 

[
·y. 1 = [ o - coz -l ] 1 r '\ 1 

21 o o I l 

j Lj~ i 
(f'.G. [ q " [ -1 ] ·- ~~~ \-~, 

I [Y22] = co + =~ -c2z . r 
I ~\ j -c2z c2 

Para obtener la matriz de trinsferencia (de dadcada) es necesario utilizar las 
entre las matrices de admitancia y de cascada. 

r·t tt;G.l1 i 

u 
l' 

' 
.. 

'' }'j .si 

u l 
' 0 , __ -j 

.... J 

r ' 

elaciones 

' i 

- • . ~: ~ 1 .f r I 

Las matrices [Y~2] y [Y21 ] son singulares y no existe la matriz inversa. Esta dificultad 
se puede apartar si se conectan con las conmutadores en paralelo los capacitores co1 y 
c02 como se muestra en la figura 11.15. Las matrizes de admitancia Yij se modifican 
y se puede calcular la matriz inversa de Y 2l 
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__ _. __________ c __ ~~---~--~---c-~~-----0 
I I I · 

Figura 11.15. Circuito SC <;on capacitores en baralelo con conmutadores. 

Yn = 

y 21 = [ -col -coz-1 l 
0 -co2 
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Capitulo 12 

Ecuklizadores 
rrtsq '" r:u:JS eo ( 1.:£'' · 

I ..- · · -·--" --h · I 
Los ecualizadores son circuitos que mejoran el transcurso de las gnificas de atenuaci6n 
o de la fase. Si queremos que la atenuaci6n del circuito esta constante entonces se 
utilizan los ecualizadores de atenuaci6n. Si queremos que la fase resultada del circuito 
esta lineal en ciertas frecuencias se utilizan las ecualizadores de fase. Ecualiza.dores de 
fase se utiliza.n en el caso si quieremos que la fase es lineal en las frecuencias de nuestra 
interes. Si la fase es lineal en estas frecuencias, el retardo de grupos esta constante. 
Eso sigmifica, que todas las frecuencias son retardadas sobre el mismo tiempo. Esto 
es muy importante en el caso si se transmite la. sefi.a.l de video. Un ejemplo donde el 
grupo de retardo es constante en todas las frecuencias son los filtros digitales con la 
respuesta finita, si los coeficientes de la funci6n de transferencia son simetricos. Esos 
filtros no tienen el equivalente en los circuitos anal6gicos. En los circuitos a.nal6gicos es 
necesario conectar con el filtro en cascada un ecualizador de la fase para que en ciertas 
frecuencias de nuestro interes es la fase lineal. 

12.1 
. ----.. ~-1----1 , I ·. ~ 

. - - .. IOIL ' :::; ra 
Ecualizador de atenuacion 

Ecualizador es un circuito de dos pfuertas;t)!..~~~Ww·en. la figufa,'1~:1.- Efe 'nar:J 
izador se construye con la manera. que tiene la atenuaci6n opuesto a la atenuaci6n de 
la linea telef6nica pare que el resultado es la atunuaci6n de la linea telef6nica con el 
ecualizador constante, como seve en la figura 12.1a. 

La funci6n de transferencia de un circuito en la figura 12.1 se puede expresar en Ia 
forma 

I I , I 

+ .bo z1 
G(s) = e90 = eao 3 = 1 +-

~· Ro 
(12.1) 

(roll 

Si en el caso que la impedancia Z1 es la impedancia de un circuito de serie RC 

Z1(_;)~ R1 + -. -1-
1 

rl 
JWCl. ·-· (12.2) 
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ia(dB] 

re&IDdo 

8(JJ81Zador 

~ 
I) f[Hz] 

b) --+ 

Figura 12.1. Ecuahzador de ia atenuaci6n. , • f. 
--. -"·-'B~I I I 

se obtienen de la ecuaci6n {12.1) dos ecuaciones para las frecuencias w
1 

y w
2 

<leV J 

i? 

11~3 

(12.3) 

I' 1'1 JL 

~.t I .~<a0.02 = 11 + z11 = (1 + Rl)2 + 1 2 ~· !'~ ~.8. (12.4) 

sl• i. __ ., .t. ·; <I~.' 

. Ro , '!Ro ., (w2C1Ro) .·' J t ... 

La atenuaci6n aot en la frecuencia w1 se conoce y tambien se conoce la atenuaci6n a
02 

en la frecuencia w2 • En las dos ecuaciones (12.3) y (12.4) son icognitos R1 y C
1 

y le 
podemos calcular mediante las ecuaciones (12.5) y (12.6). 

1 1 :r-W? 
2 2 9. e ao1 _ e 0.02 {12.5) 

: I 

(12.6) 

En el ejemplosiguiente se muetra como se calcula el ecualizador de atenuaci6n. :;: 

Ejemplo 1. I - ~ •-
i ,.., . 

Calcular el ecualizador que se conecta en cascada con la linea telefonica para· obtener 
la. atenuacion final 2[dB] en todas las frecuencias. La atenuaci6n de la linea telef6nica 
se muestra en la figura 12.2. 

Solucion: 

Si se sustituye en la ecuacion (12.5) y (12.6) la atenuacion a0b a02 y las frecuencias w
11 

W2 se obtienen los valores de Rl y cl 

1 
01=-

600 

.I 

1 1 ,, 

3ii(i@ - ~ = '314 nF 
e2.0,7 _ e2.0,17 

I 
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I 

~I 

o---.., 

()-.>-.. 

,.. 1 

;(f '· . 

a[NpJ 

r 
Ia atenuacion resu~ada __ 

atot=1,4 ------------

a02 =0,17 
I ---- I / 

____ 1- ______ ~ _-_-_ -=--= _ -t _!C_!:IaNzador -l--o 

I 
1·-1 

! 

ooon 

Figura 12.3. Ecualizador de la atenuaci6n. 

l 

···+-·---! ·~ 

[ 

1 I 

R - 600 e2.o, 7 - - 1 - 21 688 n 1
- (30000.321, 74.10-9.600)2 - , 

Es necesario calcular Ia imped:~cia ~2• 1 J,,r,L i 

1 

° '! 

z2 = - = 2 = __,_2 ____ _ 

z 1 Rg !!:U. + . R2 c 
R + 1 R JW O· 1 

1 jwC1 1 

La impedancia Z2 es el circuito paralelo R 2 L 2 con los valore,s 

.. [ ' I t I ' • .., 
' ··" ·~ , r1 '-1 \rrr•, • • . · 

·~ : 

t ·'; ·l.i.; 

..... ., 

£2 = R~.C1 = 6002.321,74.10-9 = 115,47 m.H 

El ecualizador se muestra en Ia figura 12.:a· 'sJe;f-

1
1;•~~:: _ 

12.2 Ecualizador de hi r• t. .... I' 

,1 
·T 

El ecualizador de fase se realiza mediante el circuito en la forma de cruz. En la figura 
12.4a es el ecualizador de fase general e en la figura 12.4b es el ecualizador de primer 
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T 

I 

z, 
e) b) ..-J c) 

Figura 12.4. Ecualizador della fas~ de primer y segundo orde~. 
""b · , co. · r. ··.·! r"31. '· ,..,. ., '"" '11 

-x:---1--<>--
-a a C' 

--+ 

~ 
o~( _______ =c~--2----o 

Figura 12.5. 

1., --o-~- b) I I --C) J 
Ecualizador de la fase de primer orderi.( y ubicaafon de los polo y ceros. 

orden y en la figura 12.4c de segu:ii.<lo or~en:t-·~- ---, 

I 

' 
I , 

I I 
. I 

t .: i 

Ecualizador de primer or den I j !.:·-~ ,, . . , '"'~'lli sf 1J' r" · '""'' · -~~ 

La funci6n de transferencia de un ecualizador de fase de primer orden tiene la funci6n 
de transferencia 

[· 

l G(s) = 
8 

+a (12.7) 

El cer y el polo de l~ funci6: de trJsfe~:ci: : muestra en la figura 1~.5a. Ei 
ecualizador en la forma cruz 12.5b necesita dobleelementos que son iguales y por eso lo 
podemos realizar en la formaT 12.5c. Los ecualizadores del primer orden y de segundo 
orden podemos conectar en cascada. La impedancia canl.cteristika de todas circuitos 
es igual a Zo = J Z 1. Z 2 = R y eso significa que tenemos exelente acoplamiento y en 
las puertas no se refleja nada. Para todas w el modulo de la funci6n de transferencia 
es iqual a 1, entonces el circuito no atenua y influe solo el transcurso de la fase. La 
fase de todas ecualizadores conectadas en serie se suman y se obtiene 'la fase deseada. 
La fase del ecualizador y el transcurso del grupo de retraso se calculan mediante las 
ecuaciones (12.8) y (12.9). , r 1· 

I 
~rv• 
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Figura 12.6. El transcurso del grupo de1retardo de ~cualizador de primer or en.'" 

~ I '~J w I )1 ~~h cri)i~dU .'i'.S:r . b(w) = -2arctan-
a 

. .fl 
~ 9?.Al 9h t~rhRS'f~f2a c;h ~(>: rr·~l~ 80f ~-~ 1><1rr"'f~, """' T I 

r(w) =- dw = w2 + a2 (12.9} 

El transcurso de la fase normalizada del ecualizador de primer arden para varias a se 
muestra en la figura 12.6 

I r o~ 
Ecualizador de segundo arden -

" \ 

La funci6n de transferencia de ecualizador de fas de segundo arden es de Ia forma 

I 
(12.10) 

Los parametros wr y Qr definen la ubicaci6n de los ceros y palos complejos y son 
definidos mediante las ecuaciones (12.11). La fase de ecualizador de segundo arden 
se calcula mediante la ecuaci6n (12.12) y el grupo de retardo mediante la ecuaci6n 

(12.13). 2 -1- . I •[ . Wr ----,r-- j 
Wr = .../2 + b , ~r = - ( 2.11) 

2a 
-"' 1.; , o.. ~n 9~ 

~ 

b(w) = -2arc:tan 
2 

Qr 
2 wr- w 

r(w) = 2Qrjr(w
2 + w~) 

Q;(w 2 - w;) 2 + w2w; 

.w· .B 

(12.12) 

I· 
(12.13) 

La ubicaci6n de los palos y ceros del ecualizador de fase se muestra en la figura 12. 7a y 

en la figura 12.7b y 12.7c se muestra el ecualizador de segundo arden en la forma cruz 
respective en la forma T puente. 

I . 
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(~ Figura 12.7. Ubicacion de los polos y ceros del ecualizador de segundo orden. 

Los valores de los elementos de ecualizador de fase se calculan mediante la ecuacion 
(12.14) en caso si se coonoce la funcion de transferencia del ecualizador y el rezistor R. 
En la fi_gura 12.8 se muestra el transcurso del grupo de retardo para el ecualizador de 
fase de segundo orden y para distintos Qr. 

I 1. 

, r.~ (12.14) 

r r - ~ • . J 

II 
I 

L1 
-.~ 

'. 
". 

i; 

Figura 12.8. El recurso del grupo de retraso para el ecualizador de segundo orden. 
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Capitulo 13 

t;J:J :::.:· '/ 

. ::> - t;fl = _~,,. 

0 - \1A 
- s:v\ 

,j 
I 
I 

Circuitos de ret~rdo 

'I 

0::::. 'l 

i 

. )s sf fl'· { V1 ·wq 9'(H.:tl!ar e sa i8 

... .. ' I + .. ,: .. - t~~) s:J+ I I f·f' . 

La funcion de transferencia de un circuito se puede escribir en la forma 

'.! 
(13.1) 

i 

y se divide el numerador y denomirador a la parte real e Si se sustituye por s jw 
imaginaria se obtiene 

;'I) ·1: ~,1) I 
fff1Nl(~)y:_"1z{~--·~~~~ +~~;.;5 · ·. fl?""rr~l~rrr·• · 

N2(w) = ao - a2w2 + a4w4 

M1(w) = b1w- b3w3 + b5w5 

M2(w) = bo- b2w2 + b4w4 

La fase se obtiene mediante la ecuacion 

I N 1(w) ; M1(w) 
·~ ~t ._ ~(w) =arctan ( ) -arctan ( ) 

· N2 w M2 w 

El grupo de retardo esta definido mediante la ec~icion (13.2) 

,,f ( 
;J I 

.t ', r \ d</J M2M~- M1M~ N2N~ - N1N~ 
T = d,w = Mf + Mi - Nf + Ni 

I 

I 
(13.2) 

Eje;;.;,lo t " " ' " ' ' '' 1 t . , 
Calcule la funci6n de transferencia de U:n circuito que1 tiene el grupo de retardo max­
imamente plano. La funci6n de transferencia es de tercer orden, u se calculan los 
coeficientes a 1 y bi. 

: ..,. _,..·· ,.,,. 
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Si la ~uncion de transferencia se compara con la funcion de transferencia (13.1) se 
obtiene 

j 
N2 = aa 
M2 = a3- alw2 

I 

! 

, I, 8I oiL 1·"I~ ,.~) 
Nl = 0 N2 = 0 I I 

I 2 I 2 

y las deri vadas 

M1 = a2- 3w M2 = -2a1w I-.. ,...,.-~t; r~· ,VJr~ 
Si se sustituye por N y M en la ecuaci6n (13.2) se obtiene el retardo T 

(13.3) 

Para que el grupo de retardo sea para w = 0 iqual a uno, el valor de r normalizado, se 
necesi ta elegir 

i .&i r; :·. ·: . .u.a h <livib 9a '{ ~.~Jt & roq ., 1 j-:H8 ~. 

1 a2 = a3 ·.· t 

Para obtener el transcurso del grupo de retardo maximamente plano es necesario elegir 
siguientes equivalentes 

• 

Estas equivalencias son cumplidos para los valores a1 = 6 y a2 = a3 = 15. Sustituyendo 
a la ecuaci6n (13.1) la funci6n de transferencia del circuito con el grupo de retardo 
maximamente plano toma la forma (13.4). Seve, que la funci6n de transferencia que 
obtuvimos es la funci6n de transferencia de Bessel capftulo XXX 

.. I .,. ·~~ .~r 15 ,, ·'f 
H ( s) - ---,----=----­

- s3 + 6s2 + 15s + 14 

I 
. I I I 

(13.4) 
I 

Si se sustituye por los valores de a 1 = 6 y a2 = a3 = 15 en la ecuaci6n (13.3) se obtiene 
el grupo de retardo r 

. I . ! . 
' •. ,f 

1 + 0, 2w2 + 0, 02666w4 
1 

T = 2 6 4 0 044 6 ' 1 + 0, 2w + 0, 026 6w + , 0 w .• r p 

Para w I 0 obtenemos T = 1 y para la frecuencia del corte w = 1 se obtiene T = 0, 996. 
El descenso del grupo de retardo es 0, 4%. 
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Figura 13.1. El circuito de dos puertas 

Ejemplo 2. 710,0 =; : · 0-1 ~ oL rb ()~- '.fa I 1 . 
Calcular los valores del circuito en ~a figura 13.1 on la manera que el grupo de )etardo 
sea maximamente plano 

Para calcular los valores del circuito que tiene el transcurso del grupo de retardo max­
imamente plano primero se calcula la funcion de transferencia de circuito en la figura 
13.1 

u1 1 I 
-----,.--

u2 1 + sL + s2 LC 
La fase del circuito es 

I wL 
<I>(w) = arctan 2 C 

1- w L 
y los parametros N, M 

' N1 = 0 M1 = wL M 1 = L 
N2 = 1 M2 = 1- w2LC M~ = -2wLC 

LC = L 2
- 2LC 

Si elegimos L = 1 para normalizar el grupo de retardo se obtiene 

C + 2C = 1 c = 0,3333 
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El circuito con los valores normalizadas C = 0, 3333 y L = 1 tiene el retardo de grupo 
maximamente plano. Silos valores L y C se sustituyen en (13.5) se obtiene 

1 + 0,3333w2 
T = ----------~--------~ 

1 + 0, 3333w2 + 0, llllw4 
Para 

-+-------<---' 

w = 0 se obtiene T = 1,000 

w = 11 se obtiene ! T = 0, 923 

El descenso del gropo de retardo es 1- 0, 923 = 0, 077 = 7, 7% 

~) ( . ~ . -· 

i~·' : f ·,i ' ~·· 

..-.o·. 

I 
1 

M ,i-1 :-

,\ -;u. 0 "" rV\. 
·w. '). ~~-·) 1 = .• 1. ~:,Ys. 

· r r n ----·-- - --

Etf;- I-
I 
i""'f('l 
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