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PROLOGO

El presente trabajo tiene el objeto de proporcionar al alumno
del Curso de Técnicas de Optimacion, el material basico de
referencia y consuita para un adecuado seguimiento del curso.

Incluye la totalidad de los temas de la materia, pero es
necesario que el alumno realice trabajos de investigacion para
complementarios, ademas de resolver ejercicios variados
sobre cada tema y consulitar la bibliografia proporcionada en
clase.

No se pretende que sea un trabajo concluido, por lo que, para
futuras ediciones, los comentarios de profesores y alumnos
seran de gran valia.

M. en C. Benito Marin Pinillos.

Marzo de 1994
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CAPITULO |
INTRODUCCION

l.1.- ANTECEDENTES.

Es por todos conocido el rapido desarrolio que han experimentado,
durante el presente siglo, el tamano y la complejidad de las organizaciones
humanas. Por ejempio, el tamano de las empresas modernas, implica que
las decisiones administrativas pueden tener un efecto sobre grandes can-
tidades de capital y gran numero de personas. Los errores pueden ser
tremendamente costosos y una sola decision equivocada puede requerir
anos para rectificarse.

El cambio revolucionario sufrido por las organizacicnes humanas, ha
traido como consecuencia la division del trabajc y la segmentacion de las
responsabilidades administrativas en estas organizaciones. Gran parte de los
componentes de una organizacion han tendido a crecer dentro de un plan
relativamente auténomo; debido a que cada uno de ellos tiene sus propias
metas, han perdido, porlotanto. la vision de como sus actividades y objetivos
se comparan con los de la organizacion . Lo que es bueno para un com-
ponente, frecuentemente es perjudicial para algun otro. Es asi que, en una
empresa, por ejemplo, existen las siguientes tendencias:

Produccién.- Pocas lineas de productos y grandes corridas

de produccién (grandes inventarios).
Ventas.-Abundantes y variados inventarios.
Finanzas.- Minimizar inventarios.

Personal.- Producir inventarios solamente durante los
periodos fiojos (mantener produccion constante).



¢Cuédl es en realidad la mejor politica para la organizaciéon? Es aqui
donde entra en accion la investigacion de cperaciones.

La investigacion de operaciones siempre toma el punto de vista general
de la organizacion e intenta llegar a soluciones optimas, o sea la mejor
solucidn para la organizacién. Esta solucion no siempre es la éptima para
sus componentes por separado. En algunos casos, la ejecucion de un
proyecto ocasiona efectos laterales, que si no son analizados adecuada-
mente, disminuyen su beneficio (p. ej. problemas ecoldgicos). por fo cual es
importante considerar la magnitud reai del sistema considerado.

La investigacion de operaciones involucra estudios de grupo, es decir,
agrupa a toda clase de expertos en sus estudios. Esto es debido al aspecto
tan general que toma la misma y al hecho de que seria imposible que un
especialista en investigacion de operaciones cuente con todos los co-
nocimientos necesarios para atacar (os diversos problemas gue se presentan
en el andlisis de sistemas de gran magnitud, por lo que requiere de los demas
expertos, a quienes él coordina. Si bien la investigacion de operaciones no
sustituye los conocimientos particulares en unarama de la ciencia 6 técnica,
si en cambio ayuda a integrar esos conocimientos con los de otras ramas.
La metodologia de la investigacién de operaciones de ninguna manera
sustituye los conocimientos especificos en ramas particulares.

Otro de los aspectos que favoreci6 el desarrollo de la investigacion de
operaciones, es el hecho de que el ritmo de la empresa moderna es tal que
las decisiones se requieren mas rapidamente gue nunca; el posponer la
accion puede poner en una decidida ventaja a un competidor.

No es sorprendente que el aumento en la dificultad de tomar las
decisiones haya requerido de esfuerzos para dar a esta actividad una base
mas objetiva y rutinaria. La investigacidn de operaciones forma parte de este
esfuerzo.

Desde el punto de vista de la investigacion de operaciones, una
decision es una recomendacion de que se lieve a cabo un curso de accién
particular que afecta al sistema. Quien toma la decision, intenta que el sistema
sea mas "efectivo” para alcanzar las metas de la organizacion.

Generalmente, la medida de efectividad tiene unidades caracteristicas
asociadas con ella (pesos, etc.), pero a veces son adimensionales {pro-
babilidad de destruir un blanco durante un ataque aéreo).

Los origenes de la investigacion de operaciones datan de hace muchos
afos, cuando se hizo el intento de usar un acercamiento cientifico en la
administracion de las organizaciones. Sin embargo, estos origenes fueron
aistados vy faltos de coordinacidn; no fué sino hasta la segunda guerra
mundial cuando la complejidad de las operaciones militares hizo surgir lo
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NTSCDUCSTION

que hoy se conoce por investigacion de operaciones. A causa de la guerra
hubo ia necesidad de distribuir, de manera eficiente, materiales escasos a las
distintas operaciones militares. y dentro de éstas, a las actividades que las
componian. Para el efecto se reunié un gran numero de cientificos para gue
reaiizaran una investigacion de las operaciones militares.

Debidao al éxito logrado en el aspecto militar, la industria se fue inte-
resando en este campo. Los investigadores descubrieron gue la industria
sufria de ios mismos problemas basicos que los militares.

Una vez iniciadas las técnicas de la investigacion de operaciones,
atrajeron la atencion de numerasos investigadores, quienes lograron desa-
rroflarlas a grandes pasos. Las técnicas desarrolladas contribuyeron a em-
pujar la rapida carrera que llevaba la investigacion de operaciones, de aqui
que para 1950 muchas de las técnicas hubiesen alcanzado un grado de
desarrollo extraordinario.

En la misma epoca en que se perfeccionaban las tecnicas de la
investigacién de operaciones, también se lograron grandes avances en el
diseno de computadoras, lo que facilito la utilizacién de las mismas, debido
a la gran cantidad de computacion requerida por la investigacion de
operaciones.

Aunque no existe una definicidon correcta para la investigacion de
operaciones, podemos decir que se aplica a problemas que conciernen a la
conduccion y coordinacion de operaciones o actividades denfro de una
organizacion.

La investigacion de operaciones se aplica extensamente en el campo
de los negocios, el militar, la industria, el gobierno, hospitales, co-
municaciones, transporte, etc.

E! método de analisis empleado es el del método cientifico, esto es, la
investigacion de operacicnes introduce el razonamiento cientifico creativo
dentro de las propiedades fundamentales de las operaciones. Dewey, a
principios de siglo, indicé que la solucion de un problema consiste en dar
respuesta a las siguientes preguntas:

1)é cual es el problema?
2)¢ cuales son las alternativas?
3)¢ cual aiternativa es mejor?

Las herramientas con las que cuenta la investigacion de operacicnes,
son las siguientes:
a) La programacion lineal ha sido usada con éxito en problemas de
asignacion de personal, mezciado de materiales, distribucion y
transportacion, asi como en poiiticas de inversion.

L¥s)
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bj La programacion dinamica ha tenido exito en la planeacion de gastos de
propaganda, distribucidn del esfuerzo de ventas y planeacion de la
produccion.

¢) Los fenomenos de espera se hanh aplicado a problemas de conges-
tionamiento de trafico. reparacion de maquinaria, planeacion de trafico
aéreo y diseno de presas.

Otras de las herramientas de la investigacion de operaciones son:
d) Teorias de juegos.
e) Simuiacion.
f) Teoria de inventarios.
g)Teoria de redes.

En la actualidad existen dos organizaciones en Estados Unidos que
agrupan gente interesada en la investigacion de operaciones:

The Operations Research Society of America, que edita la revista
Operations Research.

The institute of Management Science, que edita la revista Management
Science.

1.2.- METODOLOGIA.

Aungue no existe una secuencia fija de pasos a seguir en un estudio
de investigacion de operaciones, podemos analizar el procedimiento dentro
de un probiema tipico.

a) Formulacion del problema. En la practica, los problemas surgen
de una manera vaga, razén por la cual es necesario estudiar el sistema
bajo consideracion y definir exactamente el probiema, indicando clara-
mente cuales son los objetivos, las restricciones y qué es lo que se
puede hacer: interrelaciones existentes, alternativas posibles,
limitacion del tiempo, etc. Se ve que la formulacion es crucial. pues es
imposible obtener buenos resultados partiendo de un mal pianteamien-
to. De aqui que en cuanto surjan nuevos aspectos durante ef desarroilo
dei estudio, la formuiacidn debe ser revisada para ver si no ha cam-
biado.

Se debe tener cuidado, ya que aunque se menciond que el objetivo
principal era la solucion dptima para toda la organizacién, existen casos
en que el problema afecta a una sola seccion y el incluir todas las demas
compiica terriblemente el problema.
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b) Construccion del modeio matematico (muchas veces es éste e
paso mas sencillo). Consiste en la reformulacion del probiema. de
manera tal, que sea conveniente para analizarlo. En este paso repre-
sentamos matematicamente el sistema bajo estudio.

Un modelo matematico es una representacion idealizada de ia
realidad,expresada en términos de simbolos matematicos.

Por ejemplo,en programacion lineal podemos representar las n va-
rables de decision, cuyo valor se va a determinar, como: X,, X,,... X, .

n

La medida compuesta de efectividad (Ilamada funcion obijetivo) (p. ej.
ganancia), se expresa entonces como una funcién matematica asi:

Z =5X ~3x, + X, ~ ... + 2X_

Las restricciones a ias variables de decision también se expresan
matematicamente:;

3x, + 8x, + ... ~3x, <100

El modelo matematico quedaria, en este caso, como escoger los
valores de las variables de decision tales que maximicen la funcién
objetivo, siempre y cuando se cumpian las restricciones.

£l modelo matematico ayuda a revelar relaciones importantes de causa
y efecto, sefialando de esta forma cualquier dato adicional que pudiera
ser de importancia para el estudio.

Debe tenerse en cuenta que el modelo matematico es una abstraccion
de la realidad y como tal no puede incluir hasta el mas minimo detalle,
lo cual complicaria innecesariamente el problema. Por otro lado, el
excluir efectos colateraies gque estan fuertemente correlacionados con
la decision por efectuarse, atecta grandemente el resuftado.

Un buen modelo es aquel que predice los efectos de ias diferentes
alternativas con suficiente exactitud como para poder realizar una
buena decision.

Cuando existe mas de una funcion objetivo, estas deberan transfor-
marse y combinarse en una sola funcion objetivo compuesta. E! costo
del estudio y el retraso deben también ser considerados.

c¢) Obtener una solucion del modelo. Aqui debemos aclarar que,
aunque existen modelos matemdticos que conducen a una solucion
optima, dicha solucién es solo optima con respecto al modelo
empieado y es posibie que esta solucién no sea la mejor para el
probtema real. De aqui que, si el modelo esta bienformulado, la solucion
obtenida debera ser una buena aproximacion a la solucién del
problema real.

n
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Muchas veces la solucion obtenida se emplea como datos para
formular nuevamente el problema y asi, mediante una serie de ciclos,
se obtiene una mejor solucion.

d) Probar el modelo y su solucién. No importa que tan bueno parezca
nuestro modelo, siempre se debe probar. El primer paso consiste en
verificar errores obvios o detalles pasados por alto.

Prueba retrospectiva. Cuando es aplicable, consiste en analizar la
historia de la compahia y encontrar qué hubiese pasado de haberse
aplicado este modelo. Este método puede mostrar fallas en el modelo
y asi modificarlo. Una gran desventaja de este método, es que utiliza
los mismos datos con ayuda delos cuales se desarrollé el modelo. Otra
falla es que las condiciones pueden haber cambiado y que los datos
pasados ya no representen las condiciones futuras.

Otra prueba consiste en decir que no se aplique el modelo hasta dentro
de seis meses y observar qué hubiese pasado en este lapso de haberse
aplicado el modelo, pero para entonces las condiciones pueden haber
cambiado.

e) Establecer control sobre la solucién. Este paso se usa sélo cuando
el modelo desarrollado se va a usar repetidamente, debido a que las
condiciones (datos) pueden estar variando constantemente.

Este paso puede incluir el descubrir los parametro criticos, (aquellos
cuyo cambio puede afectar significativamente ia solucion). Esto se
efectla mediante el analisis de sensibilidad.

Una vez descubiertos los parametros criticos, se puede establecer un
meétodo estadistico para detectar cambios significativos en los mismos.

Cuando se descubre un cambio en un parametro critico, es necesario
ajustar ia solucién al nuevo valor.

f) Implementacién.- El grupo de investigadores debe participar activa-
mente en esta fase, con objeto de supervisar que ia solucion obtenida
sea convertida con exactitud en un procedimiento operativo.

Los pasos a seguir son:
1) Se comunica a la administracion la solucion obtenida.

2) La administracion y los investigadores comparten, conjunta-
mente, la responsabilidad de poner esta soiucion en operacion.

3) Adiestramiento del personal involucrado en la solucion.
4) Retroalimentacion.



CAPITULO I
METODOS

MATEMATICOS
DE CALCULO

i1-1.- MATRICES.

Definicién HI-1.-
Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros escalares.

Denominaremos por "m" el nimero de rengiones y por 'n" el nimero
de columnas de una matriz.

Una matriz con "m" rengiones y "n" columnas, se conoce como una
matriz m x n.

Una matriz n x n se dice que es de orden n.
Tenemos entonces qgue:

4 7 8 1]
A=13 2 6 14
15 12 3

es una matriz 3 x

4>
.
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es una martiz 3 x 2

A los numeros que integran el arreglo rectangular, se les denomina
‘elementos de la matriz*. Es asi que los numeros. 4,3,1,7 2, 5,8 6, 12, 1,
14, 3, son los elementos de la matriz A, mientras que: 4. 8,7, 5,3, 9, son los
elementos de ta matriz B.

Las matrices las denominaremos con tetras mayusculas y alos elemen-
tos correspondientes de ia matriz con la misma letra, pero minuscula, sequida
de 2 subindices, el primero de los cuales representa el rengion al que el
elemento corresponde, mientras que el segundo indica la columna.

Es asi que los elementos de la matriz A seran a | ; , por ejemplo:

a,, = 8; a,, = 14; a,, = 12

'3 24 33

En términos generales podemas representar una matriz como sigue:

aH a12 ‘ 'alj "'a‘m
a21 a22 T aZ; U a2n
A=
a, a, ..a, ...a,
a . a.,-..a ..a,
L Jd
Algunos autores utilizan A= [a;} = || a;li =il &l mxn

Obsérvese que la letra particular que aparece como subindice es
indiferente, y la posicion es lo importante.

Con las anteriores convenciones, a; es unescalary || a;i esuna
matriz. Notese que mientras los elementos a; Y a, pueden no ser iguales,
se considera que las matrices ' a;ji y ! ay |l son idénticas.

Una matriz no posee ningun valor numérico (a diferencia de su deter-
minante).

Sin embargo, es conveniente realizar ciertas manipulaciones con los
arreglos de numeros; es asi que se han desarrollado reglas que permiten
realizar operaciones con matrices, ias cuales son analogas alas operaciones
aritméticas.
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Definicion iI-2

Sean: A= a y B="050
dos matrices. Se dice que Ay B son iguales’, esto es A = B, siy solo sitodos
y cada una de los elementos correspondientes son iguales. Es decir, Ay B
tienen exactamente los mismos componentes (a, = b, para todos los valores
deiydej) '

De lo anterior es claro que para que A = B, es necesario gue ambas
matrices tengan el mismo numero de rengiones, asi como el mismo numera
de columnas entre si.

Definicion. 11-3

La diagonal principal de una matriz i a; | es el conjunto de eiementos
{ay1 .... a4} dondet = min {m, n}.

Definicion. i1-4

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada de orden n, en la cual los
elementos que no pertenecen a la diagonal principal son cero.

Definicion. l1-5

La operacion de muitiplicar una matriz por un namero k, se efectua
multiplicando cada una de los elementos de la matriz por k.

Asi:
—kaﬂ ka12 kaY,‘ ka\h-
ka,, Kka, ... ka, ... ka,
kA = i ka, || = ka, ka, .. ka .. ka,
] ka,, ka,, ... ka_ .. Kka_,

donde A puede tener cualquier disposicion de sus elementos.

Ejemplo li-1
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Definicion. 11-6

Para "sumar' dos matrices A y B {que deben tener el mismo nimero de
rengiones y de columnas entre si), solamente es necesario sumarlos elemen-

tos correspondientes de ambas, 10 cual puede quedar representado en ia
siguiente forma:

A+B = |a + b,
Ejemplo. -2
734—3“] 7 -1 10 10 3 7
-7 1 8 + 3 7 -4 = |~4 8 4
5 0 ZJ L2 2 3 7 2 5

Definicion. 1I-7

La resta de dos matrices A y B podemos interpretaria como la suma de
fa matriz A con la matriz Cdonde C = kB = (-1)B.

Asi, tenemos:

A-B=A+C=A+(-1)B=1Ja, - b

i i

nuevamente, A y B deben de tener el mismo nimero de renglones y columnas
entre si.

Ejemplo. 1i-3
3 4 -3] 7 -1 10 | -4 5 -13 |
-7 1 8| -13 7-4|=|-10 -6 12
[5 0 2 -2 2 3 7 -2 -1

Definicion. 11-8 (Multiplicacion)

Para encontrar el elemento c;; en el rengion iy la columna j de la matriz
resuitante de muitiplicar A por B, es necesario muitiplicar cada elemento del
rengldn i de A por el elemento correspondiente de la columna j de B y sumar
estos productos; observese que la muitiplicacion de dos matrices esta
definida si y soio si el numero de columnas de A es igual al nimero de
rengiones de B, (ndtese que el nimero de renglones de A y de columnas de
B puede ser cualquiera).

En general, si:

ta, e Yy DI

10



Su producto sera:

Ejemplo. li-4

w N
G

La operacion de muitipticacion de matrices no es conmutativa, es decir:
AB = BA

Ejempilo. li-5

f2al L Ja2] _[10 20 ] _[12 14
A‘|L31J ‘{ AJ*AB“[mmJBA“ j

En fa mayoria de los casos en que A B estda definida, B A no lo esta.
b.-

La multiplicacion BA de las matrices del ejemplo {I-4 no estd definida.
Nota. li-1
La division entre matrices no esta definida.
Definicion. 11-9

Se llama matriz cero o nula a aqueila matriz de cualguier orden cuyos
elementos son todos “cero". Se representa por:

| S|
L oo
o
o O

A

[en)
o
o



Ejercicio il-1

Sean.
3 4 4 5438
A=t 67 B=:7251,
|7 2 3 ‘13 2 0|
344 5 0 0
D=1 6 7] E:J?oeo!
7 2 3 L001J

1.-A=Dporquea, =d., =3, a.,=d
2-B = C porque b =c

3.- La diagonal principal de Aes { 3, 6, 3}
La diagonal principal de B es { 5, 2, 2}

4.- A es una matriz de orden 3.

5-Besunamatriz3x 4.
C es una matriz 4 x 3.

6.- E es una matriz diagonal

[15 12 9 18]
7-kB=3B={21 6 15 3

Ls 9 6 oJ

6 8 8
8-A+D=1|2 12 14]

14 4 6

A + B no esta definida.

12

~N a0,

m = OnN

(9]

[ Y

— N B
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N~ A

}

A |

A - C no esta definida.

[104 43 43 }
10-BC=| 79 24 40
29 4 19

BF no esta definida.

f[47 37 34 38 ]
29 32 23 30
29 24 21 25
(71 41 48 47

11.-CB =

VemosqueBC = CB

Las matrices satisfacen las siguientes leyes:
1-0A =@

2-1TA=A

3-A+J=A

4-A-A =0
5-A+B=B+A
6.-A(B + C) = AB ~ AC
7-(A +B)C = AC + BC
8-(A+B)+C=A+(B+C

9.-A (BC) = (AB} C

13



© L MATRICES

leyes que se satisfacen siempre y cuando las operaciones propuestas estén
bien definidas.

Definicion 11-10

Dada la matriz A, la matriz A, obtenida de A intercambiando los
renglones por las columnas en A, se llama la matriz transpuesta de A. Si
A =g, elelementoa; que aparece en el renglon iy la columna j de
A’, es el elemento a; que aparece en el renglon j columna i de A.

Ejemplo I1-6
7 1
[7304\ Eg?f
A=16 2 7 1 AL =105,
ARSI

Para obtener la transpuesta de una matriz, no es necesario que ésta sea
cuadrada.

Propiedades de ia matriz transpuesta:

(AB) = BTAT
(A+B) = A + B

Definicion 11-11

La matriz adjunta es aquella matriz cuadrada formada por !ps cofac-
tores de la transpuesta de la matriz cuadrada dada. Se escribe A

Ejemplo I-7
2 10 . 2 3 -2
A=| 3 0 1 A' =11 0 4
-2 4 2 01 2
J
entonces:

14
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o2 ¢ 2 01
| - A
. N ‘ -4 -2 1
N i3 -2 2 =2 2 3 i r_ 1
A= -y -+ 4 - i i = = _2
T 2 2 2 o 1, A= 8 4 -2
C ‘ : b L 12 =10 =3
| ) L B
|3 -2) _l2-2y _l2 3! |
BECEES Ay AR

Definicion 11-12

La matriz identidad ( | ). es una matriz diagonai cuyos elementos en la
diagonai principai son todos unos.

T T
—-—

—_ O

O o

. O OO

@}
o
(o]
—
- e d

. OO
]
—

—

La matriz identidad tiene las siguientes propiedades:
A =A=Al

donde | tiene el numero apropiado de renglones y columnas en cada caso,
de forma tal que la operacidon de multiplicacién quede definida.
Definicion 11-13

Cuandc una matriz la subdividimos en varias matrices mas pequenas,
a éstas se les conoce con el nombre de submatrices.

Ejemplo t1-8

r _ !
a,|a;a, a 41 _ -
— I —— — — a“ A“ t
A = } = v ¢
1321 | @ 8z 8y l AQ.‘ A_2 {
la,. la, a. a., - 4
é - e (S o<
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donde:

a, a, a,
tra, =a. S)A”:{“ =
a2 aaa a34—j
|
2)A. = |a. a. a,| 4)A _|a2,7!
A- R L 12 13 ‘4-1 L 29 i_aa,Jl

Es posible realizar las operaciones usando las submatrices, en lugar
de hacerlo elemento por elemento. Debe estar claro gue es solamente
posible en el caso en que [a subdivision sea tal que las operaciones estén
definidas, en caso contrario no se fograra nada con subdividir la matriz.

Ejemplo lI-9
Sea:
b, |
- 1 b
b | z
B=|b, | = B, | siendo: B, = | b, |
b, J b, J
b, -
AB - [ a.b, + A,ZBZ)i
L Ay by + Ay Bz J

Una clase de matrices que tiene un papel muy importante. es aquella
que cuente con un solo renglén o con una sola columna. Tales matrices se
conocen con el nombre de vectores.

A= La a .. an] (es un vector rengion)

es un vector columna y lo denominaremos:

16



Los vectores son importantes en la teoria de matrices, debido a que
cualguier matriz m x n puede ser subdividida ya sea en m vectores renglon
0 en n vectores columna, con lo cual se pueden analizar importantes
propiedades de las matrices.

Si tenemos que:

donde las C. son constantes, se dice que 3 es una combinacion lineal de las
x. Tambien decimos que /2 es linealmente dependiente de las x . si 5 puede
ser expresada como una combinacion lineal de las x.

Unaexpresiondelaforma ¥ C,x = 0 sellamaunarelacion tineal entre

.=

las x;. Una relacion donde todas las C; == 0, se conoce como una relacion
lineal triviai; una relacién en la cual cuando menos uno de los coeficientes es
diferente de cero, se conoce como una reaicién lineal no trivial.

Definicion l1-14

Se dice que un conjunto de vectores son linealmente dependientes si
existe una relacion lineal no trivial entre ellos. En caso contrario, el conjunto
es linealmente independiente. Debe notarse que cualquier conjunto de
vectores que incluya el vector cero es linealmente independiente.

Si un conjunto {x;} de vectores es linealmente dependiente, entonces

m
existe una relacion lineal no trivial de la forma 3C; x, = 0 (no necesaria-

i =
mente Gnica). En ia relacion anterior, existe cuando menos un coeficiente
diferente de cero, sea éste C,, entonces:

X, = Y (-CC)x

que es uno de los vectores del conjunto {x}, es una combinacion lineal de
fos otros.

Si un conjunto {x;} de vectores se sabe que es linealmente inde-

pendiente y se obtiene una relacién lineal EC; X, = 0, podemos entonces
concluir quetodaslas C . = 0. P

17
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Es clarc que el concepto de independencia iineal de un conjunto no
tendria sentido si un vector del conjunto pudiera inciuirse un nimero ar-
bitrario de veces en una posible relacion.

Sin embargo, si un conjunto de vectores es dado, diferenciando los
vectores en el conjunto, es una inconveniencia el insistir en que todos los
vectores listados sean distintos. La carga de contar el nimero de veces que
un vector puede aparecer en una relacion es transferida al conjunto de
subindices. Por cada subindice en el conjunto de subindices, requerimos
que uno y solo uno de los vectores sea listado, permitiendo la posibilidad
de que varios subindices sean utilizados para identificar el mismo vector.
Entonces, el conjunto:

{x, x,} endonde x, = X,

es linealmente dependiente. Tenemos entonces, que el concepto de inde-
pendencia lineal de un conjunto es mas bien una propiedad de la forma de
poner los subindices en el conjunto que dei conjunto mismo. Deberiamos
referirnos a la dependencia lineal de un conjunto numerado en lugar de la
dependencia lineal de un conjunto.

Ejempio. 1I-10
Sea: X={x, %X, X. X}
donde:
X, =(1,1,0)
x,=(1, 0,1
X,=(0, 1,1
x,=(1,1,1)

entonces, el conjunto X es linealmente dependiente, ya que:
X, + X, + X, - 2x, = 0
por lo tanto:
X, +X,+X,
S
Sin embargo, cualquier subconjunto de tres de los cuatro vectores es
lineaimente independiente.

18



TS AT EMA TS E S A
AETORCS MATEMATCCS DE TALCUD

Ejemplo. H-11

Sea: A7 A
donde:
y.={1, 1.0 1)
y,={1,-1.11)
y,=(2 2.1.2)
y,=(0. 1.0,0)

Para encontrar la dependencia o independencia lineal del conjunto,
formamos la reiacion:

a(1.1,0,1) - b(1,-1,1,1) +¢(2,2,1,2) ~d(0,1,0.0) =(0,0,00)

Se busca si la relacion es trivial o no (sia. b, ¢, 6 d es 20, los vectores
son dependientes).

a-+b+ 2c =0 ... (1)
a-b+2c +d=0 ... ’2;
b+ ¢ =0 ... 23
a+b+2c =0 ... (4)
de (3): b=-<
en (1) a+ b-2b=0 dedondea = b
en (2): a-a-2a+d =0 dedonded = 2a

Sihacemos a = 1 (valor arbitraric # 0), obtenemaos:
(1,1.0,1) + (1,-1,1.1) - {2,2.1,2) ~ 2(0,1,0,0) = (0.0,0,0)

de donde el conjunto Y es lineatmente dependiente.

Ejempio. 1I-12

w, = (1.0.C.1)
w, = (0,1.0,1)
w. = (0,011}
w, = (1.1,1.1)

19



11 MATRICES

a(1.0.0,1) - b(0,1.0.1j - ¢(0.0,1.1) ~ d(1.1.1.1} = (0.0.0.0)

a +d=0 ... (1)

b -d=0 . (2)

c~d=0 ... (3)

a-~b-c¢c+d=0 ... (4)
de$1): a=-d
de (2): b=
de {3): c=-d

en(4)) -d-d-d-d=0 =>d=0

de donde el conjunto de vectores es tinealmente independiente.

Definicion i1.15

El mayor numero de vectores linealmente independientes que puede
ser encontrado dentro de un conjunto de vectores, se conoce COmMo el rango
del conjunto.

Ejemplo. H-13

En el ejempio I1-10, el rango del conjunto de vectores {x., X,, X,. X} €8
3. pues {x,, X,, X5} . {X;, X5, X, }, {3 X X, } ¥ {X;, X%, X,} son lineaimente
independientes.

En el ejemplo il-11, el rango del conjunto de vectores {y,, Yo, Y, Y.} €S
3pues {y, Y» Y.} eslinealmente independiente.

En el ejemplo 11-12, el rango del conjunto de vectores {w,, w,, w,, y w,}
es 4.

Para encontrar el rango de un conjunto de vectores, se hace ia prueba
de dependencia lineal y si el conjunto resulta linealmente independiente
entonces el rango es igual al nimero de vectores considerados. Si resuita
linealmente dependiente, eliminamos cualquiera de {os vectores que en el
paso anterior hubiera resultado con un coeficiente diferente de 0 y se vueive
a repetir la prueba de dependencia lineal, volviendo a iniciar el ciclo anterior.

DBenominaremos por p al rango de una matriz.
Ejemplo. Ii-14

Sea:
S = {Swfsz’ss}

20
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donde:

={(3.7.1)
L= (6,142
s, = (2.03)

w)

w

determinar ei rango dei conjunto S.

Formando una relacion lineal con ios 3 vectores. obtenemos:
al3,71)~-b(6142)~c(20.3) ={0.00)

de donde:
3a+ Bb~2c=0C .. (1)
7a + 14b =0 ...(2)
a+~ 2b+3c=0 ..(3
de (1) - 3(3):
-7¢ =0 => ¢c=0
en (1)
3a =6b =0 => b= -1/2a
si:
a=1 = b=-1/2
por lo tanto:

s,-1/2s, =0

yelconjuntoSesLD. y p <3 .. seeliminas, s, (peronos, ), portener
coeficientes # 0 en la relacion fineal no trivial obtenida.

Eliminando s, y obteniendo la nueva relacion lineal:

a(3,7,1)+b(203) = (0,00)

de donde:
3a +2b=0 ....{(1)
7a =0 ... (2
a+3b = .. (3)
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de (2}:

en (1)

por lo que el subconjunto {s, . s, }esl.ly p =2

Teorema. 11-1

Cualesquiera n -+ 1 vectores, en un espacio vectorial de n dimen-
siones, son linealmente dependientes.

Ejemplo. ii-15

El caso visto en el ejemplo 11-10 anterior.

Detinicion. 1l-16

Se dice que un subconjunto de vectores linealmente independientes es
la base det conjunto de vectores a que el mismo pertenece, cuando todos y
cada uno de los vectores del conjunto original son una combinacion lineal
de los vectores en este subconjunto.

Una base no necesariamente es Unica

Ejemplo. 11-16

En el ejemplo -10, el subconjunto {x,,x,,x,} es una base dei conjunto
{X,%%,%,} ya que:

o o< TR (11.0)+(1,0)+(0.1.1) _

1,11

y ademas el subconjunto es lineaimente independiente.
Asimismo, {x,,x,.x,} es otra base de dicho conjunto, ya gue:

X, = 2%, - X, - %, = (2,22) -(1,0,1) - (1,1,0) = (G,1.1)

22



Ejemplo. 1117

En el ejemplo I-11. ef subconjunto {y..y,.y,} es una base del conjunto:
{Yo¥aYaYal. vaque:

Y, =Y. - ¥, + 2y, = (1.1.01) - (1-1.1.1) + (02,00 = (2.2.1,2)

En el ejemplo H-14. el subconjunto {s..s, } es una base del conjunto
S, ya que:

s, = S
s, = 2s.
S, =S

w

Teorema ii.2

Jn subconjunto de r vectores linealmente independientes, tomados de
un conjunto de vectores, es una base del mismo si y s6io si el conjunto tiene
rangor.

Demostracion:

=

Si el conjunto tiene rango r. por definicion,un subconjunto de r vectcres
linealmente independientes tiene que ser una base, ya que r es el maximo
numero de vectores linealmente independientes y todos los demas seran
combinaciones iineales de éstos.

<&

Supongamos que el conjunto tiene rango r + 1, esto imptica que existen
r + 1 vectoreslinealmente independientes en el conjunto; de donde r vectores
no bastan para formar eir + 1 -avo vector mediante combinaciones lineales;
por lo tanto tenemos una contradiccion,

Teorema. 11-3

Si un conjunto de n vectores tiene una base con un numero finito de
elementos, entonces todas las demas bases, en caso de existir, son finitas y
cuentan con ei mismo ndmero de elementos.

Teorema. il-4

Un conjunto de n vectores en un espacio vectorial de n dimensiones,
es una base si y solo si es lineaimente independiente.
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Definicidon. H-17

El rango de los rengiones de una matriz, es et rango del conjunto de
sus vectores renglon. El rango de las columnas de una matriz es el rango del
conjunto de sus vectores columna.

Ejemplo. 1i-18

1 p, =3 {(ver ejemplo lI-11)

3 (asimple vista se ve la depen-

(
A
z_

e N s
O N —~ =
©
[a]

I

1
1
2 .
0 dencia entre {as columnas 1y 4)

Teorema. l1.5

El rango de los renglones y el rango de ias columnas de una matriz son
iguales. Es por esto que solamente se habla del rango o de una matriz,

Dada una matriz A, diferente de la matriz cero, iccuando existe una
matriz A~ liamada el inverso de A, tal que:

AA' =ATA =17

Si A no es una matriz cuadrada, entonces nunca existe tal matriz A™",
de donde sdlo una matriz cuadrada puede tener inverso. Esto es debido a
que A" deberia tener diferente nimero de renglones en cada caso para que
los productos A A~ y A™' A estuviesen definidos.

Si A es una matriz cuadrada entonces existen ocasiones en gue esta
matriz tiene inverso.

Definicién 11-18

Una matriz se llama no singular si su rango iguala tanto el nimero de
sus renglones como el nimero de sus columnas, en caso contrario se llama
singular. De aqui que solo las matrices cuadradas puedan ser no singuiares.

Definicion 1I-19

Una matriz m x m se llama no singular si sus vectores columna son
linealmente independientes.
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METILAOS MATEMATILGS

.
[
m
&l
b2

Una matriz es no singular si y solo si su determinante es diferente de
cero.

Teorema. 11-6

a) SiAes no singular, existe una matriz no singular A-, lamada inversc
deA talque AA" = AT A =]

b) Si A es no singutar y B es una matriz para la cual yaseaAB = 1 6
BA =1 entoncesB = A"

c) Sélolas matrices no singulares tienen inverscs.

Teorema. II-7

Si A y B son no singulares, entonces:
a) A B es no singular.
b) (AB) " = B A
c) A~ es no singular.
d) (A = A
e) Para a # 0, (@A) es nosingulary (@A) = a' A"’

Teorema Ii-8

Ei rango de una matriz (no necesariamente cuadrada) no se altera si
ésta se multilplica por una matriz no singular.

Ejempio il-19

2 3 [F—z 0 1
Si A=1|2 3 4 entonces A~'=, 0 3 -2
3 4 6| [ 1 -2 1
L J
Comprobacion:
1 0 0 1 0 0
AA-T=10 1 0 A~IA = 0 10 |
i
0 0 J! Lo 0 1 J

Existen varios métodos para invertir una matriz:

25
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Método 1.-

a) Obtener el valor del determinante de la matriz.
b) Obténganse los valores de los cofactores de la matriz.

c) Dividanse los valores de los cofactores entre el valor del deter-
minante.

d) Coléquese el valor obtenido en (c) en la posicion transpuesta dei
cofactor correspondiente.

Ejemplo 1I-20

En el ejemplo anterior:
Al =18 + 24 + 24-27-16-24 = -1

dado que:
1 2 3
A=2 3 4
3 4 6
entonces:
(Ll a4l _ |23 2 3] ]
4 6 46/ |3 4[
1 - ~1
24l 13 s
A = 3 6 3 6 2 4
—1 —1 —1
2 3 12 12
tla a4l “laal tl2a
- -1 -
L |

18—16 12—-12  8-9
-1 =1 —1
12—12 6-9 4-6
- —1 —1

A =

®
l e
[(o]
N
|
[e)]
[#%)
|
H

—1 -1 —

26
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(=2 o 1]
A*‘:% G 3 -2
L1 =2 1
. i
Ejempio li-21
r _—
I B
1 =1
L i
ro_ —a ] _
s S I SRV
A-t=| TV 1 I _ i
o1 5 | by _
o1 1 Lt -8
- |

Método 2.

Este método es similar al anterior, solamente difiere en la secuencia de
pasos Y en fa forma de proceder y dice asi:

La inversa de una matriz puede escribirse:
Al
AT = ——
[A

Ejempio 1i-22

[5 3 -1
A= 2 0 4 |
-2 3 1]
fs 2-2)
A= 3 0 3|
—1 4 1J
[
12 -6 127‘
Al = -10 3 -22
. 6 =21 —6
L J
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A =0-24-6-0-60-6 = ~96
Notese que:
Al = AAl
foq 1 11‘
1o 1 LA e
[—12 -6 12 ; BT |
1 ' 5 =1 11 |
AT = —— -1 - = —_— —
—6 |70 0 22‘ L 48 32 48
t_ 6 -21 -6 ’1 7 1
6 32 16J

Los dos métodos anteriores resultan demasiado complejos para hacer-

los a mano cuando el numero de elementos de la matriz se incrementa.

Método 3.

Este método proporciona el inverso de una matriz cuando ésta es no

singular, en caso de que la matriz sea singular, este método proporciona lo
que se conoce como matriz en forma Hermite Normal. Describiremos el
método con {a ayuda de un ejemplo:

28

a) Se pone una matriz | después de A.

1
[Al]:(z 3 4 0 1 0
3

b) Se busca el primer vector columna como un vector {1, 0, 0} ,
mediante operaciones elementales de las matrices, esto es:

1.- Multiplicar un rengién de A por un escalar = 0
2.- Sumar el mdltiplo de un rengion a otro.
3.- Intercambiar dos renglones.

Aplicando lo anterior obtendriamos:

1 2 3 1 o0 0|

0

0 -1 -2 =2 1 0

L 0 -2-3 -3 0 1

c} Se buscadejar el segundo vector columna como {0, 1, 0} mediante
operaciones elementales.
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d) Hacer lo mismao para el tercer vector columna.

L | J

e) Se eliminala matriz | que ocupa el lado izquierdo, quedando asi la
matriz inversa:

Comprobacion:

1 2 31f-2 0 1 1 0 0
AA- =12 3 4 0 3-2|-= 0o 1 o0
L3 4 6 1 =2 1J! c 0o 1
-2 0 111 2 3} 1 0 0|
ATA =1 0 3 -2 112 3 4= o 1 0
1 -2 1JL3 4 SJ 0 0 1]

Teorema. i1-9

El inverso de una matriz es unico.

Sin entrar en detalles ni forma de obteneria, describiremos a
continuacion lo que se conoce como la Forma Hermite de una matriz.

Seap el rango de una matriz A (singular),donde el numerc de vectores
del conjunto que fa compone es mayor que p.

Denominaremos por Ky, k..., k, los subindices de los vectores que
forman la base.

Se dice gue la matriz A esta en forma Hermite A’ = K" A, (donde K
no es el inverso de A), cuando tiene la forma:

29



4-2.- ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

col K, col k,
o toa,, 0 a,. . 1
s 2
0 0 0 1 a’ug;1
0 c o o] 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0

la cual satisface las siguientes condiciones:

a)

Cj

Existe cuando menos un elemento diferente de cero en cada uno
delos primeros p renglones de A’ y los elementos en ios restantes
{m - p) renglones son cero.

El primer elemento diferente de cero que aparece en el renglén
i(i = p)esununoque aparece enlacolumnak, , donde
kK, <k, <..< k/).

Enfa columna k el inico elemento =0 es un uno en el renglon i

Teorema I!-10

Una matriz A tiene rango p, si cuando menos uno de sus menores de
orden p es diferente de cero, mientras que todos ios menores de orden
{p + 1), siexisten, son cero. Una matriz nula se dice que tiene rango 0.

i1-2.- ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

Sean las siguientes ecuaciones con tres variables:

X, =% +X =2 . (a)
2%, + X, — X, =7 ...(B)

1

El conjunto ordenado de valores x; = 3, X, = 2, X3 = 1, se dice que
es una solucion de a (6 de 3), debido a que si se sustituyen estos valores en
lugar de x,, X5, X5 en la primera ecuacién (6 en la segunda), se produce la
identidad 2 = 2 (6 7 = 7). La solucion (3, 2, 1,) se dice que satisface la
ecuacion a (3).

30



Supongamoaos el siguiente sistema de ecuaciones lineales simultaneas:

a4¢ Xy ~a42)(2+_._‘~aux’ﬁ- ..... ~ay, Xn:b1
321 X14 - a22 XE Il -+ azj )(J + - aZ,’] Xn - 02
a” X7 - 3,2 X2 - T a”‘ XJ - .. + am Xn — b[
am1 X1 + arnz X2 + ‘am, XJ PN + amn X.'i = bm

Este sisterna de ecuaciones también puede ser representado en forma
compacta as:

2ax =b para{i=1, . m)
6 en forma matricial:
AX =8
en donde:
~ b -
- [ b.
a., a., a, . X, )
aZf a22 2| é b
. i 3 3
A= s X = . B =
a’ a.2 if am ‘
Lam? amz . aﬁw a'm‘ ; X’\ bm
L | L J

de donde cualquier observacion que hagamos respecto a las matrices,
correspondesa también al sistema de ecuaciones lineales, ya que aquellas
son unicamente su representacion.

Definicion 11-20

Una solucion para ia i-ava ecuacion, es un conjunto ordenado de
numeros (x4, X', ..., X'y, tal que:

a x.~a,x,~ .. +ax, =b

in n



Definicion 11-21

Un conjunto ordenado de nimeros se dice que es una solucion de un
sistema de ecuaciones, siy solo s es una sciucion para todas y cada una de
las ecuaciones del sistema.

Definicion 11-22

Dadas las matrices A y B, la matriz aumentada A, B de un sistema de
ecuaciones lineales, se define como:

a. a, ..a. a.. b,
2t a22 2 aZ". bZ
A B = L
’ a. a, .a a b
am‘ a'n2 am - arvm bm
L -~

Hemos hablado de una solucién al sistema de ecuaciones, debido a
que éste puede no poseer una solucion unica, asi como no tener ninguna en
absoluto.

Definicidén 11-23

Un sistema de ecuaciones que tenga solucion (Unica o no) se Hlama
consistente. En caso contrario es inconsistente.

Definicion 11-24

Sien un sistema de ecuaciones una ecuacion es un combinacion lineal
de las otras, se dice que esta Gltima es dependiente de ias otras. La ecuacion
dependiente se llama redundante.

Definicién 11-25

Un sistema que no contiene redundancias se llama independiente.

Un sistema lineal es claramente inconsistente, si es posible el encontrar
una combinacion lineal de las ecuaciones del sistema que que tenga la
siguiente forma:

OX, +0x, + ... +0x =d dondec =0



Definicion 11-26

Un sistema canonico, con un subconjunto ordenado de variables
llamadas basicas, es un sistema tal, que para cada i, la i-ava variabie basica
tiene un coeficiente unitario en la i-ava ecuacion, y un coeficiente cero en
todas las demas.

Definicion 1-27

Dos sistemas se llaman equivalentes si un sistema puede ser derivado
del otro insertando o eliminando ecuaciones redundantes.

Teorema 1i-10

Sistemas equivalentes tienen el mismo conjunto de soluciones.

Teorema li-11

E! sistema de ecuaciones lineales simultaneas A X = B tiene solucién
(una ovarias) siy solo si el rangode A es iguai al rango de la matrizaumentada
A, B. Siempre que una solucion exista, todas las soluciones pueden ser
expresadas en términos de v = n - p parametros independientes, donde
p es el rango de A.

Justificacion:

Dadoque p,q <p, esimposibie,
entonces:
Piag =P t1

es la Unica otra posibilidad, ya que solo aumentamos un nuevo vector. En
caso de de ser cierta esta igualdad, esto significa que el vector B es
linealmente independiente de ios vectores columna de A; pero esta inde-
pendencia lineal es imposible, debido a que B es una combinacion lineai A
X de los mismos. Es por esto que debemos tener: p,, o, =0,

Dado que p,, 5 =P, . existen dos posibilidades:

1.- P,y = N, 0 sea su valor maximo (agui m=n). En este caso, el
sistema de ecuaciones tendra exactamente una solucion. Recor-
demos que AX = Byaque p, = n, por lo que observamos que

nuestro conjunto de vectores es una base (T-!-2) del sistemay A
es no singuiar, porlotanto A-"AX = A-'By X = B, conla cual
X. aparece solo en la i-ésima ecuacion igualada ai valor de su
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solucion, que en este caso es Unica.

2.- P, <n. Aguiexistiran p_ vectores independientes y V' = n—p
vectores dependientes {0 parametros independientes), alos cuales
puede ser asignado cualquier valor arbitrario sin que e! valor
escogido impida que exista una solucion para los vectores en la
base, de aquf que en esta situacion existan una infinidad de

soluciones para el sistema de ecuaciones.

Esto es debido a que A’ X = B’ es tal que A" esta en forma hermite.
Recordamos que x,, aparece soélo en la i-ava ecuacion, ademas coeficientes
diferentes de cero aparecen s¢lo en las primeras p ecuaciones. Dado que x,
aparece en una sola ecuacion con coeficiente uno, a las restantes n — p
incégnitas se les puede dar valores arbitrarios para obtener los valores de x,,

correspondientes.

Es importante el hacer notar que cuando p,, ., =p, =r, donde
r < m, entonces tenemos que (m - r ) de nuestras ecuaciones deberan ser
combinacicnes lineales de las otras r. De aqui que (m - r) ecuaciones
redundantes pueden ser eliminadas sin que esto afecte a la ¢ las soluciones.

Métodos de solucion.-

34

Caso 1.-m = n y Aes no singular. (Solucién Unica)

a) Pias =P

En este caso empleamaus el método de eliminacion de Gauss
Jordan, para el cual se procede como sigue:

Eliminesela primera variabie de todas las ecuaciones menos
de una (que usualmente es la primera), esto se efectla
sumando algebraicamente un muitipio adecuado, en cada
caso, de esta ecuacion, a cada una de las demas
ecuaciones, eliminando la ecuacién original y consideran-
do, en sulugar, la ecuacion que resulté de sumar algebraica-
mente el multiplo de fa ecuacion con la variable en turno a
la ecuacion eliminada. La ecuaciéon que quedd con la
primera variable debe de dividirse entre el coeficiente de
ésta, con el objeto de que la misma quede con coeficiente
uno; a continuacién, se procede en forma analoga. a fin de
eliminar fa sequnda variable de todas las ecuaciones menos
una (usuaimente la segunda).

Repftase la operacién hasta que las n variables aparezcan
en solo una de ias ecuaciones; al liegar a este paso, cada



una delas n ecuaciones debe contener exactamente una de
estas variabies yagque A“ AX = A~ B dedonde X = B
La solucion deseada se lee directamente en las ecuaciones
resultantes.

b)pius =Pt

En este caso, el sistema de ecuaciones no tine ninguna
solucion, debido a que el sistema es inconsistente. Este
caso no puede presentarse.

Ejempio 11-23

22Xy = 2%, + 4xq — 22
-Xy ~ 3%y = 9
4X, - X3 =10

Eliminamos x, de todas las ecuaciones menos de la primera.
Esto se logra sumando (1/2) veces la ecuacion (1) a la ecuacion (2) y
sustituyendo la ecuacion obtenida (2'), en lugar de ia ecuacién original (2)

A continuacion, dividimos la ecuacion (1) entre el coeficiente de x,, para
obtener la ecuacion (1'). La ecuacion (3) gueda igual pues no contiene x;.

Obtenemos :
Xy= Xy + 2X3 = 11 .. (1"} donde (1) = /2 (1)
20..(2') donde {2} = 1/2 (1) + (2)

I

2X2 + 2X3
4x, — X3 =10..(3") donde (3} = (3

El siguiente paso consiste en eliminar x, de todas menos de la segunda
ecuacion. Empezamos por dividir entre dos la segunda ecuacion para
obtener x, con coeficiente unitario.

X, =X, = 2%, = 11 (1)
X, + X, = 10... 2)
ax, - x, = 10... (3)

Hacemos ahora que x, solo aparezca en la segunda ecuacion:

X, + 3%, = 21 .. (17) donde (1) = (1) ~(27) = (1) ~ 1,2(2)
X, + X, = 10..(2") aonde 27} = 12 (2)
- 5%, = =30 .. (37) donde (3"} = (3)-42") = (3} - 42(2)

Finalmente, eliminamos x5 de todas las ecuaciones menos delatercera.
Para esto, hacemos primero que el coeficiente de x4 en la ecuacion (3") sea
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X, - 3x, =21 ... (1)
X, X, =10 .. 27
X, = 6 ... {37
y ahora eliminamos x, de (1) y (27)
X, = 3.(17)  donde (1) = (17} -313" = (1) + 3553
X, = 4.(2") donde 2] = (2)- @3 =27 - 15(3")
X, = 6.(37) donde (3 = -1/5 (3"

de donde vemos que la solucion buscada sera:
X, =3 X, = 4 X, = 6
o en forma veciorial:
(X11 Xg! Xa ) = {\3' 4! 6)

Otra alternativa es la de resolver el sistema de ecuaciones utilizando las
matrices. En este caso tendriamos:

AX =B
ATAX = A B
X =B
donde:
fo -2 4]
A= 3 O’
0 4 ~-1J
L

Al= -6-16 + 2 = 20

8 14 12
-20 -20 20
A= | 2 A4
-20 -20 -20
4 84
L -20 20 -20 |
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3ocia 12l .o (66 126 120
20 20 20 ’Z: 20 20 © 20
AB= 1 2 4 g| - 2 18 40! _
|20 20 20! | 20 20 T 20
[
4 8 4 [10] 88 72 40
20 20 20. L 20 20 20 |
B’ sera
ro
| 3
X, | = 4i
[_X3J I.B.J

Caso 2.- Cuando m=n y/o A es singular

a)p[-\.a; =Py 1

Ya vimos gque en este caso no hay solucion. Cuando se
aplica el método de Gauss-Jordan, se obtendra una
ecuacion en la cual el lado izquierdo se habra hecho cero,
mientras que el lado derecho sera diferente de cero, es decir,
nuestro sisterna es inconsistente.

b)p{A.B} =Pay="N

Agquii m > n (puestoquep = n)

En este caso tenemos (m - n) ecuaciones redundantes, las
cuales seran totaimente eliminadas por el método de

Gauss-Jordan, de forma tal que la solucion Unica sera iden-
tificada igual que antes (caso 1a).

C)pLA,E] =Py =r<n

En este caso existen un numero infinito de soluciones, y
cuando el método de Gauss-Jordan ha sido completado, se
obtendra una matriz de coeficientes en forma canonica, es
decir ,cada una delas r variables habra quedado en solo una
delas ecuaciones y cada una de las r ecuaciones contendra
exactamente una de estas variables. Sin embargo, cada una
de las otras (n — r} variables se habran desvanecido o
permaneceran en algunas de las ecuaciones. Es asi que
cualquier solucion obtenida asignando valores arbitrarios a
las (n - r) variables y después identificando ios vectores
correspondientes a las otras r variables. sera una solucion

LA |

(@8]

F=N
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al sistema de ecuaciones.

La transferencia de estas (n - r) variables al iado derecho.
dejara las r variables como una funcién de los parametros
independientes.

Ejemplo 1l-24

Caso 2(a) (ejempio I11.12}.

X =1 . (1)
X, =1 (2)

Xy =1 (3)

X, + X, = X, =1 . (4)

X, =1 (1)
X, =1 (29

X, = 1 (39

X, + X, =0 ... (4)

X, =1, (1)

X, =1 ")

X, = 1. ... (3"

X, =-1.... .. @)

eliminando x, de (4”):

X, =1 (1)

X, =1 2"

Xy = 1 (37)

0=-2 ... @)

La ecuacién (4'") es Ia ecuacién mencionada, que hace que nuestro sistema
lineal sea inconsistente.
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Ejemplo Il-25.

Caso 2(b} (ejemplo }.11).

X, ~ X =1 (1)
X, = X, + %, =1 . (2)
2%, v 2%, v X, = 2. (3)
X, =0 (4)
eliminando x. de (2) y (3)
X, ~ X, =1 (1
2%, + X, =0 ... (2)
X, =0 ... (39
X, =0, (4"

X, = I (1)
2 el
&-é&zo .............. (29
X, =0 (3"
1 "
3 X, =0 . (47
eliminando x, de (1), (2”) y (4"):
X, =1
X, =0
X, =0
0 = Q0 ecuacion redundante
mencionada

Ejemplo I1-28

Caso 2 (¢).
4x, + 4x, + 4x, =

il

Bx, + 4x, + 3X, ~ X%,

i
|
w

=X, — 2X, — Xy +2X, -
1IX, + 6%, +4x, + x, = 11
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Im

o

La matriz aumentada sera:

4 4 4 0 0]
L5 4 3 -1 4
2 2 -1 2 3|
‘LH 6 4 1 11|

muitiplicando ef renglon 1 por (1/4) y sumando mditiplos de este rengién a
las demas ecuaciones, tendremos:

v 1 1 0 o]
0 12 -1 4
o 0 1 2 -3
0 5 -7 1 11

multiplicando ei renglon 2 por (-1) y sumando multiplos adecuados de este
rengion a los demas, llegamos a:

M o0 1 1 a]
}0 1 2 1 -4
0o o0 1 2 -3
Lo 0 3 6 -9

finalmente obtenemaos:

—d

0
0 -
1
0

O O 0O

|

Como obtuvimos toda una hilera de ceros, la ecuacion (4) era redundante,
de donde el sisterma de ecuaciones correspondiente es:

QOO =
O N W -
|
O W ho -

d

X, + X, =1
X, B 3X4 = 2
X, + 2x, = -3
o bien:
X, = 1 - X,
X, = 2+ 3%,
X, =-3 - 2X,
Xd = X4

donde x, es el parametro independiente y
(X, %, X, X)) = (1,2,-3,0) + (1,3, -2, 1)
sera la solucion expresada en forma vectorial.
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PREOCGSANMATION U NSESL

CAPITULO IH
PROGRAMACION LINEAL

DEFINICIONES Y TEOREMAS

Definicion .- It1.1.-

Uniendo dos puntos cualesquiera (x,", X', .., X' ) y (X", x",, ..., X" )
existe una coleccion de puntos, canocidos con el nombre de "segmento

lineal", tales que:
(Xgs Xgroon X3 = (X H (AT A (1A, AX T+ (T-4)x )
endonde 0 <4 =<1
Ejempio Hi.-1
Sean:
(X, x,)=1(2.,6)

(X', X"y =(4.,3)

el segmento lineal sera ia coleccion de puntos:
(X, X,) = (2A+4(1-4), 6BA+3(1-4))
StA=0" (X, %)= (4,3)
Sii=1: (X, %) =(2,6)
SidA=05" (xX,X;)=(3,45)
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N,

4 \Q X)=(2, 6)
\

(3. 4 5)

371 X' Xy =14, 3)

o
N+
w9
ot

E 3
£

Definicion 111.2

Un conjunto convexo es una coieccion de puntos tales, que para
cualesquiera dos puntos en {a coleccidn, el segmento lineal que los une esta
por completo tambien en la coleccion.

Ejemplo lii-2
X X
LY
. BENTRO R as
A L}
3 \
S CAE
NEN'QO 1 \‘H 2
X, - . | QI5H Dgsg) <
FIGURA 1ii-1. FIGURA lll-2. FIGURA il1-3.
Este no es un conjunto  El conjunto de puntos que Este conjunto es convexo,
convexo. satisfacen ia desiguaidad ya que es imposible en-
Ix, + 3x, = 9esunconjun- contrar dos puntos cuyo
to convexo. segmento lineal caiga

fuera del conjunto.
Teorema 11I-1 I

El conjunto de puntos comunes a dos 0 mas conjuntos convexos, es
en sf convexo.
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Definicion i11-3
Un punto extremo de un conjunto convexo. es Un punto en el conjunto,

el cual no cae en ningun segmento lineal que una cualesquiera otros dos
puntos en el conjunto.

Geometricamente, un punto extremo es una esquina.
En la figura 111-3 los puntos extremo son: {0,0), (0.4), (3,4), (5.2), (5.0).

La funcion de la programacion lineal es {a de distribuir recursos (6
riquezas de cualquier clase) escasos, entre diferentes actividades en com-
petencia y el realizar esto de una manera optima.

La programacion lineal se aplica en donde se debe llevar a cabo un
cierto numero de actividades, pero existen timitaciones en la cantidad de
recursos o en el modo de utilizarlos gue nos impiden desarroliar cada
actividad de la manera que se considera mas efectiva. En tales situaciones
queremos distribuir los recursos disponibles entre las actividades, de tal
forma que se optimice la efectividad total.

Con el objeto de poder liegar a una decision optima, todas las com-
binaciones pasibles de distribuir tos recursos a las actividades deben de ser
analizadas.

Existe la alternativa de enumerar todas las posibilidades que existen de
distribuir los recursos a las actividades (en el caso finito). Desgraciadamente,
esta enumeracion es excesivamente larga en problemas practicos (calculo
combinatorio: existen 7! formas de hacer 7 parejas de baile, una muchacha
para cada muchacho). El problema es generalmente mas complicado para
el caso continuo.

Al resolver problemas de programacion lineal, se consideran medidas
de efectividad total tales como: ganancia, costos, cantidades producidas,
etc.

En el caso de programacion lineal, generalmente las restricciones se
expresan en términos de ‘no mas gue’, 'no menos que’, "cuando menos’y
cuando mas' y por io tanto casi siempre son representadas por desigual-
dades o por un sistema de desigualdades.

Un modelo matematico que describe el problema en cuestion es
siempre utilizado en programacion lineal.

La palabra lineal, significa que todas ias reiaciones hacen intervenir las
variable en ei primer grado.



En terminos generaies, la programacion lineal puede ser utilizada para
problemas de optimizacion, en {os cuales las siguientes condiciones se
satisfacen:

a) Debe de existir un objetivo, tai como ganancia. que debe ser
optimizado y el cual puede ser expresado como, o representado
por, una funcion lineal.

b) Deben existir restricciones en la cantidad o forma de icgrar ei
objetivo y estas restricciones deben poder expresarse como un
sistema de igualdades o de desigualdades lineales.

Actuimente se esta haciendo entasis en el desarrciio de ia
programacion no lineal, debido a que los modelos lineales son insuficientes
para describir muchas situaciones del mundo real.

ill-1.- MODELOS

Los modelos son representaciones de la realidad.

Generalmente, se pueden construir modelos que son mucho mas
simples que la realidad, pero que aun se pueden dutilizar para predecir y
explicar los fendmenas con alto grado de exactitud. La razén estriba en que,
a pesar de que se suele necesitar de gran cantidad de variables para predecir
un tendmeno con exactitud perfecta, soto un pequeno numero de éstas son
las responsables de la mayor parte de la exactitud. La clave esta en encontrar
las variables correctas y la relacidon entre ellas.

I11-1.1.- Tipos de modelos

Generalmente, la Ciencia utiliza 3 tipos de modelos:
1) lconicos
2) Analodgicos
3) Simbdlicos (6 matematicos)
1) Modelos Icénicos. Aqui el modeio "se parece” a aqueilo que repre-
senta (es una imagen). Las propiedades fundamentales de ia situacion real
se representan mediante esas mismas propiedades, generaimente a traves

de un cambio de escala. Algunos ejemplos serian: fotografias, dibujos,
mapas Yy "modelos a escala’.

La transformacion en la escala de las propiedades representadas. tiene
un objeto econdmico y de facilidad de uso.
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PRCGRAMAGION LNEAL

Este tipo de modelos son particularmente utiies para representar
situaciones estaticas, odinamicas en un momento especifico de tiempo, pero
son generaimente dificiles de usar para representar situaciones dinamicas,
tales como la operacién de una fabrica.

2) Modelos analogicos. Aqui se usa un grupo de propiedades para
representar otro grupo de propiedades. P, ej. un sistema hidraulico puede ser
utilizado como un analogico de un sistema eléctrico.

En general, los analégicos son menos especificos, menos concretos,
pero mas faciles de manipular que los iconicos. Se pueden usar faciimente
para representar situaciones dinamicas (procesos o sistemas).

3) Modelos Simboélicos 0 Matematicos. Aqui se utilizan letras,
numeros y otros tipos de simbolos para representar variables, ytas relaciones
entre ellas. De aqui que sean los modelos més generales y mas abstractos
de todos, pero los mas faciles de manipular experimentalmente.

lll-1.2.- Tipos de modelos matematicos

A) Cuantitativos y cualitativos:

1) Cualitativos.- Se ocupan de las cualidades o propiedades de los
componentes. Hay muchos problemas que no pueden cuantificarse
debido a uno o mas de ios siguientes motivos: técnicas inadecuadas
de medicién, necesidad de muchas variables, algunas variables des-
conocidas o relaciones demasiado complejas para representarse en
forma cuantitativa.

2) Cuantitativos.- Cuando construimos un modelo matematico e inser-
tamos simbolos para representar constantes y variables, llamamos a
ésto un modelo cuantitativo.

B) Estandar y hechos a la medida:

1) Estandar.- Se usan modelos estandar para describir las técnicas que
han llegado a asociarse cor la Investigacion de Cperaciones. Para usar
esas técnicas, se insertan ios numeros apropiados de un probiema
especifico en el modelo estandar para obtener una respuesta.

2) A la Medida.- Se obtienen cuando se usan los conceptos basicos de
las diversas disciplinas (especialmente ias matematicas), para construir
un modelo que se ajuste al problema de que se trata.
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2. MODELO MATEMATICO EN 1A PROGRAMACION UNEAL

C) Estaticos y dindmicos:

1) Estaticos.- Se ocupan de determinar una respuesta para una serie
especial de condiciones fijas, gue probablemente no cambiaran sig-
nificativamente a corto plazo. Un modelo estatico dara por resuitado ia
mejor solucion, basada en esa condicion estatica.

2) Dinamico.- Esta sujeto al factor de tiempo, que desempena un papel
esencial en la secuencia de las decisiones. Independientemente de
cuales hayan sido las decisiones anteriores, el modeio dinamico nos
permite encontrar las decisiones Optimas para los periodos que quedan
todavia en ei futuro.

D) Probabiiisticos y deterministicos:

1) Probabilisticos.- Se basan en la probabilidad y la estadistica y se
ocupan de incertidumbres futuras.

2) Deterministicos.- La atencion se enfoca en aquellas situaciones en
las que, al tener en cuenta los factores criticos, se supone que son
cantidades determinadas o exactas (es decir, no contienen con-
sideraciones probabilisticas).

Nosotros usaremos modelos: estaticos, deterministicos, estandar y
cuantitativos cuando veamos ei modeio matematico de Programacion
Lineal.

111-2.- MODELO MATEMATICO EN LA
PROGRAMACION LINEAL

Generalmente, un modelo matematico de programacion lineal implica
Ja maximizacion o minimizacién de una funcién lineal de un conjunto de
variables no negativas, sujeta a un conjunto de desigualdades también
lineales, que relacionan a las variables.

En nuestro curso, trataremos con problemas que comprenden ia
maximizacion de la funcién objetivo, siendo hasta mas tarde que veamos
como se trabaja cuando se trata de minimizaria.

No existe una norma en cuanto a tratar el probiema como un caso, ya
sea de maximizacién o minimizacion, por lo que ambos casos se encuentran
en ia literatura.
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Es necesario aclarar que no es ésta una diferencia basica que implique
gue el tratamiento dade a un problema en un caso. tenga un tratamiento
completamente diferente en otro. sinc que por el contraric, et tratamiento es
el mismo (salvo las diferencias debidas a Max. o Min.). Existe, ademas. una
relacion una a uno entre ios dos problemas (problema dual).

El punto de vista de {a programacion lineal, es e de considerar un
sistema como factible de ser descompuesto en una serie de funciones
elementales flamadas ‘actividades . La cantidad de cada actividad se llama
‘nivel de la actividad vy lo representaremos por el valor que toman !as
variables x .

La forma general del modelo matematico de programacion lineal, sera:

Encontrar: x,, x,,....x_ (los niveies de nactividades), tales que maximicen
la funcion fineal:

Z=0CX +CX, = ... + CX. ~ ... +C.X

a X, +a,x + ... ca, X +.o..+a, X = b,
a, X, +a,X, ¥ ... +agx - o +a, X, £ b,
a8, X, < A,X, T ... ~a X+ + a,x, b
a, X, +a,% T .. +a, x + . ...+va % = b

tales que los niveles de actividad sean positivos o nulos, es decir:
X, 20 %20 ...,x,20

donde (a,), {c) y (b) son constantes conocidas.
La misma generalizacion utilizando matrices, seria:

Dado A= ffa . B ={b.,b, .. b}y C=Jcc,. .cj e
probiema general de programcion lineal. es el de encontraruna o vanas
X = (x,, X, ..., X.) N0 negativas, que maximicen:

Z = CX
sujeta a la condicion de gue: AX < B
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A MODELS MATEMATCE IN 3 PROGRAMATZION _NTAL

Z se conoce como la funcion abjetivo y las desigualdades /ineales en
AX = B se llaman restricciones lineales.

Deaquien adelante se supondra que el modelo esta en la forma general,
a menos que se especifique de otra manera.

1i1-2.1.- Intrepretacidon del modelo matematico de
programacion lineal.

Consideraremos n actividades que estan compitiendo por la obtencion
de ciertos recursos escasos.

Se menciond que x representa la intensidad (o nivel) que tomara la
actividad j, comao por ejemblo la cantidad de mesas tipo j que debera producir
un carpintero que hace varios modelos de mesas, pero que esta limitado
respecto a la cantidad de madera que puede conseguir.

Z representara la medida totai de efectividad (el valor de la funcion
objetivo). La funcion objetivo debera ser escogida de tal forma que refleje el
dato que nos interesa maximizar (como por ejemplo utilidades).

C. es el incremento que se obtendra en el valor de la funcion objetivo
(2). por cada unidad gue x se incremente. Por ejemplo C puede representar
la ganancia obtenida al vender una mesa tipo j.

Hemos ya mencionado que existen recursos escasos gue nos impiden
desarroliar cada actividad de la manera que se considera mas efectiva. Sea
'm" el nimero de recursos escasos. La forma gque la programacion lineal
utiliza para indicar en que forma estan restringidos cada uno de los recursos,
es por medio de una desigualdad.

Debe tenerse mucho cuidado de no incurrir en ecuaciones redundan-
tes, con objeto de evitar mas trabajo del necesario.

Cuando se incurre en ecuaciones redundantes, el método de solucion
las elimina, pero existe ei peligro de que en lugar de este tipo de ecuaciones
formemos un sistema inconsistente.

b, es la cantidad del recurso i con que contamos para surtir a las n
actividades.

a, es la cantidad dei recurso i que es consumida por cada unidad de
actividad j.
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Vemos entonces, que ias desiguaidades no tienen otro significado que
el de indicar matematicamente que la suma de las cantidades de recurso
escaso i utilizado en las n actividades. deberd ser menor o igual que la
cantidad det mismo de que se dispone.

HI-2.2.- Ejemplos de formulacion.
Ejemplo Hi-3.

Supongase que se tienen n posibles productos {actvidades), los cuales
podemos producir. Nos intresa saber cuales de elios y en qué cantidades
debemos producirios. Representaremos las cantidades a producir de cada
una de ellos, por:

X, Xp Xgy oo . X
Para producir estos n productos tenemos que hacer uso de m
operaciones.

Supobngase que la ganaricia que obtendremos de cada producto es
conocida por nosotros y que esta representada por:

C.,CpCy oo C

n

donde:
¢, = ganancia obtenida al producir una unidad del producto 1
¢, = ganancia obtenida al producir una unidad del producto 2
etc.

Representaremos por Z la ganancia total obtenida de todos los produc-
tos producidos.

Es claro ahora que nuestro objetivo sera el de maximizar nuestra
ganancia total. Sin embargo, generalmente existen consideraciones
practicas que limitan las cantidades x. que pueden ser producidas, limitando
a su vez la ganancia que podemos obtener de ta produccién, como por
ejemplo el hecho de que nuestra planta tiene capacidades fijas y finitas para
nuestras m operaciones, es decir, tenemos capacidades disponibles que son:

b,.b, b, ...b

m

También conocemos la cantidad de cada operacion gue cada uno de
ios productos requiere, de aqui Ggue conozcamos gue cada unidad del
producto | que produzcamos requerira &, minutos en la operacion i, donde:
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(j=12 .., ny(i=12 ... m )
Vemos que el problema es el de esccger cuidadosamente las can-
tidades de cada producto (x., x, .. .. x,) que debemos producir, si deseamos
que C X sea tan grande como sea posible.

Construyamos nuestrc modelo matematico, el cual en nyestro caso
debera coincidir con nuestro modelo general dado con anterioridad.

Tratamos de encontrar los valores de x., x,, ....x_para:

maximizar Z=CX, +CX, * ... +CX + o - C.X
y vemos que estamos sujetos a las siguientes restricciones:
a,. X, Ta,Xx, ... +a, X o +a,, X, £ Db,
A, X, + Ay, X, t o a, X o - a, X, < b,
a, X, +a,% * .. M TR AR G +a, X, = b
a,, X +a_, X, + . +a,X Tt +ra, X < b,

Vemos que los elementos en la columna j representan, cada uro, la
capacidad usada de la operacion i por el producto j.

El lado izquierdo de las desigualdades representa el uso total del
recurso i, mientras que el derecho nos indica la capacidad total disponible
para la operacion i.

La restriccion x = 0, solo nos indica que es imposible el producir
cantidades negativas de producto j.

Ejemplo lli-4

Supongamos que una maquina puede fabricar, por semana, 400
antfcutos del producto 1 ¢ 300 articulos del producto 2. Sila produccién se
cambia de 1 a 2 ¢ viceversa durante la semana, se pueden fabricar un total
de 600 articulos. La ganancia de las ventas de 1 es de $2.00 por articuic; la
ganancia de las ventas de 2 es de $5.00 por articulo. Queremos determinar
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la canttidad x. que debera fatricarse del producto 1y ia cantidad x. que debe
fabricarse del producte 2. para que nuestra ganancia sea maxima.

Solucion:
maximizar Z = 2x. - 5x,
sujeto a .
X, < 400
x, < 300
X, +~ X, < 600
X = 0
X, = 0
Ejemplo !ll-5

Un carpintero elabora mesas, silias, escritorios y libreros y desea saber
qué cantidad de cada una de elios deberd producir, con objeto de maximizar
sus ganancias, dado que cuenta con un suministro fimitado de madera de
dos tipos y una mano de obra tambien limitada. Cuenta con 1500 m? de
madera numero 1, 1000 m? de madera nimero 2 y 800 hrs-hombre. Existen
también ciertos compromisos que & ha contraido para la fabricacion de algunos
muebles. Los datos de fabricacion son los siguientes:

Las mesas consumen 5 m2 de madera numero 1 y 2 mé de madera
numero 2. asi como 3 hrs-hombre. El carpintero se comprometio a fabricar
40 de estas mesas para un cliente. La ganancia obtenida por mesa es $12.00.-
Puede vender las que preduzca.

Las sillas consumen: 1 m? de madera numero 1, 3 m? de madera
numero 2 y requieren de 2 hrs-hombre. Existe el compromiso de entregar
130 de eilas. El carpintero sabe gque puede vender todas las sillas que
produzca. La gananciaa por silla es de $5.00.

lLos escritorios llevan 9 m? de madera namero 1, 4 m? de madera
nimero 2, necesitandose de 5 hrs-hombre. Existe un compromiso por 30 de
elios. Vende todo fo que pueda producir de este producto. Ganancia $15.00
por escritorio.

Los libreros utilizan 12 m? de madera namero 1, 1 m? de madera
numero 2, y lievan 10 hrs-hombre. El sabe que soio puede vender como
maximo 10 libreros. Ganancia $10.00.

Cuando el caso lo amerite, conviene siempre poner los datos en forma
de tabla, conio cual se nos facilita la formulacion del modelo matematico.

-
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horas;

Cantidad ‘m< madera - m¢ madera | . Considera-

‘ i
Qque pro- Articuto © det #1 dei # 2 hombre - ciones de | Ganancia ‘
) ‘ : i consu- i i
duciremos consumida ' consumida venta ' !
: ‘ midas '
T ‘ + ' - —
X ! mesas 5 2 ; 3 Coza40 12 I
: ; - A e
x,  silas 1 3 2 2130 |, 5 |
b e - g ._’
X, | escritorios 9 i 4 ; 5 © 230 15 |
S — i ; —
; x | tibreres 12 1 (- [ I (o
i T | I 1 o ] T
: disponible i 1500 ! 1000 : 800 : i
Nuestro modeio quedara entonces como:
Maximizar
Z =12x_ + 5%+ 15x_ + 10x, (0)
sujeto a:
(mad. #1) S5x. + x - 9%, + 12x <1500 (1
(mad. #2) 2x, ~ 3%, + 4x, + x <1000 )
(hrs’/nombre) 3x_ + 2x_ + 5x, ~ 10x, < 800 (3)
(comp. mesas) X, = 40 (4)
(comp. sillas) X, > 130 (5)
(comp. esc.m.) X, =z 40 (6)
(max. vta. lib.) x = 10 (7)
(no negativ.) x =z 0

Notese que las restricciones 4. 5 y 6, automaticamente implican que
(x,.%x %) =0

Ejempio 1li-6.-

iUna compania fabrica dos clases de cinturones de piel. El cinturdn A
es de alta calidad, y el B es de baja calidad. La ganancia respectiva por
cinturén es de $0.40 y $0.30. Cada cinturén de tipo A requiere el doble del
tiempo de fabricacién que el que usa el del tipo B, y si todos los cinturones
fueran de tipo B, la compania podria fabricar 1,000 a! dfa. E! abastecimiento
de piel es suficiente Unicamente para 800 cinturones diarios {A y B com-
binados). E! cinturdn A requiere una hebilla elegante, de las que solamente
se dispone de 400 diarias. Se tienen Unicamente 700 hebillas al dia para el
cinturdn B. Establezca las ecuaciones de Programacion Lineal para el
problema, si queremos tener ia mayor utilidad posibie.



Solucion.-
Sea’ X, = No. de cinturones tipo A fabricados al dia.
X, = No. de cinturones tipo B fabricados al dia.

El modelo matematicc sera:
Max Z = 0.40x, - 0.30x,

sa
X, < 400 (hebillas A)
X, < 700 (hebillas B)
X, + x, < 800 (piel)
2x. + x, <1000 (tiempo)
(x.x) =0
Ejemplo H}-7.-

Unc de los probiemas clasicos en Programacion Lineal es el problema
de la dieta. Ei objetivo es determinar las cantidades de ciertos alimentos que
deben ser comidos para cumplir con determinados requerimientos nutritivos,
a un minimo costo. Supéngase que por el momento nos limitamos a leche,
carne y huevos, y a las vitaminas A, C y D. Sabemos que ef numero de
miligramos de cada una de las vitaminas que contiene cada unidad de
alimento son los que se indican en la tabla:

aana | EODE | o0F | PG meaucamenios
- | HUEVOS
A | 1 1 | 10 1mg.
c | 10 w0 | 10 | 50 mg.
T D 10 ! 100 10 : 10 mg
COSTO | $10.00 | $11000 | $50.00 |

Formular el modelo matematico de Programacion Lineal para este problema.
Solucién.-

= No. de litrcs de leche.
No. de kilos de carne.
No. de docenas de huevos.

Sea:

it

I

X,
XC
X"I

entonces tendremos:
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Min. Z = 10x - 110x_ ~ 50x,_

s.a.
X X, = 10x, = 1
100x, - 10x. + 10x_ = 50
10x, = 100x_ ~ 10x, = 10
Coxex.x) =z 0

Ejempio 1lI-8.-

Un individuo, cuyo negocio es mezclar whisky, importa tres grados: A,
B y C. Los combina de acuerdo con recetas que especifican los porcentajes
maximo o minimo de los grados A y C en cada mezcla. Estos % se dan enla
siguiente tabla:

i I
: ! PRECIO POR
C ! ‘
MEZCLA | ESPECIFICACION BOTELLA
i No menos de 60% de A
Biue Dot © Nomasde20%de C $6.80
i No mas
. o de 60% de C
Highland Fling i No menos de 15% de A 35.70

la provision de los 3 whiskys basicos, junto con sus costos, se presenta a
continuacion:

MAXIMA
wis AT | cosToron
' BOTELLAS/DIA
A ﬁ 2,000 $7.00
B f 2.500 $5.00
C i 1.200 $4.00

Formuie el modelo matematico de PL., si el individuo desea maximizar sus
ganancias.

Solucién.-

Sea: ., = cantidad de A usada para Blue Dot.

., = cantidad de B usada para Blue Dot.

s = cantidad de C usada para Biue Dot.
cantidad de A usada para Highland Fling.
x,, = cantidad de B usada para Highland Fling.
= cantidad de C usada para Highland Fling.

xX X X
ol

! i
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Una cantidad (x. =x.,~-x., ) de Biue Dot se produce y se vende
por $6.80 { X.. = x,+x, ).

Una cantidad ( x,. +x,, +x,, ) de Highland Fiing se produce y se vende
POr$5.70 (X, + X, ~ X, ).

Las cantidades totaies de cada ingrediente utilizado seran:( x,, Koy )
de A, (x.,+x,)deBy(x.,~x,)deC.

El modelo matematico sera entonces:

Max. Z = 8.80 (x.. =X, +xX,) + 570 (X, =X, X, )

SRACHED S0 LR FES VTGS W
s.a.

las disponibilidades:

IA

X, 2,000

X., + X, < 2,500

2

X,y T X, < 1,200

13

= Xy

las especificaciones para Blue Dot:
X, = 060(x., + X, ~X,;} 06 -2x.+ 3x, +3x, <0

11 =

X3 £ 020 (%, + X, +X,) 6 - X, — x,+4x, <0
las especificaciones para Highland Fling:
X3 € 0.60 (X, + Xy + X55) O -~ 3%, — 3%, + 2%, <0
X, Z 015 (X, + Xy + X5 ) O —17%,, + 3%, + 3x, <0
y las condiciones de no negatividad:
. =0 (i=12)

i
(j =1.223)

llI-3.- CARACTERISTICAS QUE DEBE TENER UN
PROBLEMA PARA SER RESUELTO POR
PROGRAMACION LINEAL.

Tedo problema de programacion lineal hace una serie de suposiciones
con respecto al problema real, las cuales deben ser satisfechas para que
nuestra solucidon sea representativa de la solucion real.

Las condiciones que SIEMPRE deben buscarse para poder aplicar
programacion lineal a un problema real son ias siguientes:

1.- Proporcionalidad.
2.- Aditividad.
3.- No negatividad
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Aungue las anteriores condiciones son las basicas para poder es-
tabiecer un modelo de programacion lineal, en este curso estableceremos
otras dos que son necesarias para poder aplicar los métodos que veremos,
sin que esto signifique que no existan técnicas que puedan resolver
problemas de programacion lineal que no satisfagan las condiciones
adicionales 4 y 5 (estas técnicas solo seran mencionadas en nuestro curso).

Las condiciones adicionales son:
4 - Divisibitidad.
5.- Determinismo.

HI1-3.1.- Proporcionalidad.

En el modelo de programacion iineal se exige que tanto la funcion
objetivo como la utilizacidn de los recursos sean proporcionales al nivel de
la actividad. Con ésto queremos decir que si lo que deseamos es duplicar el
nivel de las actividades, bastard con duplicar ias cantidades que intervienen
para ei nivel unitario.

En el ejemplo 11l-5, vemos que si producimos una mesa, consumiremos
3 horas hombre, mientras que si producimos 5 consumiremos 3 x5 = 15
hrs-hm. (caso de proporcionalidad al nivel de la actividad en la utilizacion de
los recursos). Asimismo, al producir una mesa ganamos $12.00, mientras
que al producir 5 ganaremos 5 x 12 = $60.00 (caso de proporcionalidad al
nivel de la actividad en la funcion objetivo).

Sedebe estar prevenido para aquellos casos en que el problema parece
tener todas las caracteristicas de proporcionalidad, pero gue no lo es. Por
ejemplo: el caso por todos conocido de un terreno que se desea cultivar; si
un campesino lo cuitiva, se obtendra una cosecha de “x' toneladas, si lo
cosechan 10 campesinos se obtendra una cosecha de "10x' toneladas, pero
si lo cultivan 100 campesinos, lo mas probable es que no se obtenga una
cosecha de "100x" toneladas (rendimiento decreciente). La produccion suele
tener una curva de la siguiente forma:

Ko. CAMPESINOS
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sin embargo, este problema simula a primera vista ser proporcional. aun
cuando no o es en todo su rango.

Existen ocasiones en gue a proposito  se asume gue existe propor-
cionalidad, aunque la suposicién no concuerde con la realidad. Estas
suposiciones son validas, siempre y cuando se calculenlos efectos que dicha
suposicion tendra en el resultado y se sepa que no lo afectara en forma
apreciable, sino que la aproximacion lograda servird a los propésitos del
programador .

En otras ocasiones, existen actividades que solo son lineales sobre un
intervalo determinado, p. e]. el costo de puesta en marcha hace Gue ei costo
de produccion no sea lineai en cero; para poder considerar estas actividades
en programacion lineal, debemas estar seguros que el nivel de dicha ac-
tividad estara siempre dentro del intervalo correcto.

!
cC =1
l

0 si x=0 ir L
k + px si x>0 |

I

L

li1-3.2.- Aditividad.

La aditividad presupone gue la medida total de efectividad y la
utilizacion de recursos resultanrtes de la operacion conjunta de las ac-
tividades, debe igualar las sumas respectivas de éstas cantidades resultante
de la operacion individual de las actividades.

Vemos que sdélo la presencia conjunta de la proporcionalidad vy ia
aditividad, pueden garantizar la linealidad de que hablamos ya con
anterioridad. La presencia de una soia de las dos condiciones, sin embargo,
no la garantiza.

La principal causa de la no-linealidad es la presencia de interacciones
entre las diferentes actividades, es decir, la operacidén de una actividad no es
independiente de la operacidn de otra u ofras actividades y al variar el (0 los)
nivel (es) de esta (s} ultima (s), indirectamente modificamos el nive! de la
primera.
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Supongamos que una compania precisa de una instalacion generadora
de vapor para poder efectuar su proceso productivo. Al mismc  -mpo utiliza
el vapor de salida para calentar cierto material. Suponiendo qu.* : costo de
producir el vapor exclusivamente para el proceso productivo fuese ¢ x, y que
el costo de calentar el material por un proceso independiente del vapor fuese
C, X,. el costo total seria c. x, ~ ¢, x, (existira linealidad). pero dado que el
material no es calentado por medio de un proceso independiente, sino
usando el vapor de salida, el costo total de operar ambas actividades sera:

C, X, #C,X, — C,X,

111-3.3.- No negatividad.

Mientras que cuaiguier muitiplc positive de una actividad es posible,
cantidades negativas para una actividad nc s0n posibles

Por ejemplo, supongamos el caso de una transportacion de cierto
producto. Aqui es imposible el transportar cantidades negativas de dicho
producto.

111-3.4.- Divisibilidad.

En infinidad de problemas, los cuales satisfacen las tres primeras
condiciones y son portotanto aptos de ser resueltos por programacion lineal,
nos encontramos con gue las variables de decision tienen sentido
Unicamente cuando toman valores enteros. Por ejemplo, asignar aviones a
diferentes rutas que deben ser cubiertas.

E! procedimiento que trataremos mas adelante en el curso no conduce
(salvo enraras excepciones), a valores enteros para las variables de decision,
razén por la cual, af aplicar este método de solucion, debemos permitir que
la solucidn este expresada en valores fraccionarios.

Existen ocasiones en las cuales es absolutamente necesario el obtener
una respuesta en valores enteros (numero de edificios que debemos
construir). Cuando éste es el caso, existen dos procedimientos para resoiver
el problema:

a) Utilizando programacion tineal de enteros. Este método garantiza
la obtencidn del valor éptimo entero buscado, pero cuenta con el
inconveniente de que la obtencidn de valores enteros para nuestra
solucién es una restriccion dificit de manejar matematicamente.
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el problema:

ar Utiizando programacion iineai de enteros. Este meétodo garantiza
la obtencion del valor optimo entero buscado. pero cuenta con el
inconveniente de que fa obtenciorn: de valores enteros para nuestra
solucidn es una restriccion dificil de manejar matematicamente.

b} Utlizando programacion lineal normal v redondeando los valores
obtenidos a sus valores enteros mas proximos. Las ventajas de este

X,
6--
4+
/(S. 3.5)

Regio~ de
21 soidcicnes

posibies
14 /

t——f——t e s

O i 14 3 4 o} o} 7 38

método son obvias. Las desventajas, sin embargo, liegan a ser en
extremo importantes en algunas ocasiones, ya que:

i) La solucién de enteros obtenida al redondear la solucion puede
no ser factible. Por ejemplo:

X,
51 Opt:me
-—-io'.@,eﬁtero o, Optimo
S~ s sne o 15 48)no entero
I DRREE B T -
P R R EREEEERERY ThTN . ___:: ....... Z;
~d ( )Optimo !
= redondeado
2
14-

R e T S e S a §
0 t 2 38 4 5 6 7 8

Al redondear (5, 3.5) a (5,3) 0 a (5,4} nos damos cuenta de que
ninguna de las dos es factible.
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111-3.5.- Determinismo

Uno de los probiemas mas comunes en la aplicacion practica de
programacion lineal es la dificuitad de determinar el valor correcto de los
parametros del modelo (a , b v ¢). los cuales dijimos con anterioridad que
deberian ser constantes conocidas. Sin embargo, los valores gue estos
parametros toman. a menudo estan afectados por eventos aleatorios im-
posibles de predecir. ya que estos coeficientes, en general. se utilizan en
modelos para seleccionar un curso de accion futura, razon por la cual los
mismos suelen ser prediccion de condiciones futuras.

Es entonces necesario, para aplicar los métodos que veremos, el poder
determinar, con razonable confiabilidad, los valores de dichas constantes.

Consideraciones.

Es de suma importancia el tener presente las suposiciones de
aproximaciones que se estan utilizando y se debe estar siempre pienamente
convencido de que fas mismas estan justificadas, ya que es dificit encontrar
un problema que se ajuste 100% a las condiciones de la programacién lineal.

Cuando las suposiciones son adecuadas, el modelo de programacion
lineal es la mas apegada representacion existente dei problema y conducira
a una recomendacion razonable respecto al curso de accisn.

1-4.- IGUALDADES Y DESIGUALDADES

La ecuacion y = ax {la cuai es una relacion tineal), representa una linea
recta de pendiente "a".

Cualquier solucion (x, ax) para la ecuacion y = ax, sera un punto gue
cae exactamente sobre dicha recta y cualquier pareja (x, t) que no sea una
solucion para esta ecuacidn, sera un punto que no cae sobre la recta. Es
decir, cualquier solucion de la ecuacion y = ax, sera un par de nimeros
(x, y), tales que para un valor dado de x (sea x,}.el valor de y (sea y,) sera
‘a" veces mayor.
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Una desigualdad puede ser representada por medio de los siguientes
simbolos: (=), (<), (2), ().

izquierda es mayor (menor) gue ei valor de la variabie localizada a la derecha.

El simbolo > (<), significa que el valor de la variable localizada a la

Asii y>ax (y <ax) significa que y es mayor (menor) que 'a” veces el
valor de x, es decir, esta desigualdad se satisface por los puntos localizados
enla zonall (zona |).

El simbolo =(=), significa que el valor de la variable situada a la
izquierda es mayor o igual {menor o igual) gue el valor de ia variable a la
derecha. La desigualdad y =ax (y< ax} nos indica que para un valor dado
de x, y es mayor oigual (menor o igual) que "a" veces el valor de x. También
se dice que y es CUANDO MENOS (CUANDO MAS) igual a ‘a" veces el valor
de x. Esta desiguaidad se satisface por aquellos puntos en la zona Il {zona
lyylalineay = ax.

Ejemplo 1H-9.-

Sea el sistema de desigualdades siguientes:

y - 2x< 0...(1)
y > 2. ... (2)
By + 6x <48 ... (3)

Las soluciones que satisfacen la desigualdad (1), serén las situadas

enla zona (a, ).
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S4B ACDADES ¢ DESGLALTADES

2 3 4 =)

Las soluciones que satisfaces las desigualdades (1) y (2), seran las
situadas en la zona («,).

%
ok ¢ (b-
E ’//
4 -~
3+ O<
21 Va—
1+
ol 1 2 3 4 5 X

Las soluciones que satisfacen las desigualdades (1). (2) y (3). seranlas
situadas en la zona (a,).

v
6-4
5-»
S

44

f-\s}_ Xd’),

%
31 A/ O(S \\7&
24 R
4 4
T 55 & 5 & 7 8~
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i1-5.- METODO SIMPLEX.

Los problemas de programacion lineal a menudo cuentan con un gran
numero de variables y restricciones, y ia importancia de un método eficiente
para obtener una soiucion es de suma imponancia.

El método simplex es el procedimiento utilizado para resolver
problemas de programacion lineal. Fue desarroliado por Jerge Dantzig en
1947 y presentado en 1949. Este fue el primer método que permitio atacar,
ordenadamente y con un procedimiento rutinario, los probiemas de progra-
macion lineal que antes habian sido muy dificiles de resolver.

Este método es un procedimiente algebraico que progresivamente se
acercaaia soiucion optima mediante un proceso iterativo bien definido, hasta
que finalmente esta se alcanza.

Debido a las caracteristicas de este métcdg, este es apropiado para su
utitizacién enlas computadoras, aungue estas ultimas utilizan, por io general,
lo que se conoce como Método Simpiex Revisado, el cual veremos mas
adelante. El método Simplex es extremadamente simple y mediante éste nos
es posibie resolver problemas moderadamente complejos a mano. Sin
embargo, el fundamento que existe detras del método es mas complicado.

I11-6.- TERMINOLOGIA EN PROGRAMACION
LINEAL.

Definicion ili-4.-

Una sclucién es un conjunto de n valores para las n X' s de las
restricciones.

Definicion llI-5.-
Region de soluciones posibles es aquel conjunto de vectores que
satisfacen todas las restricciones.

Definicion 111-6.-

Una solucion factible (o posible), es cualquier solucion (vector) gue
satisface todas las restricciones, es decir, cualquier vector de la regidn de
soluciones posibles. Si existe una solucion factibie para un probiema, este
se dice que es factible.



Definicién Il1-7 .-

Una solucion basica factible es aquella que corresponde con un punto
extremo de la region de soluciones posibles.

Una solucion basica no factible es aquella que corresponde con la
interseccion de dos 6 mas restricciones, fuera de Ia regidn de soluciones
factibies.

Una solucion basica factible es el conjunto de “m cantidades x (x = 0)
y de "n—m" cantidades x, (x. = 0), que satisfacen el sistema de restricciones.

-

a) Soluciones factibies ( N® « )

b) Soluciones basicas factibles (5)

¢) Soluciones no factibies ( N° «)

d) Soluciones basicas no factibles (5)

Definicién 111-8.-
Una solucion 6ptima, es la mejor de todas las soluciones factibles, esto
es, aquella que maximiza ta funcion objetivo.

Una solucion optima es aquel vector X, tal que CX_ = CX. para todas
las soluciones (vectores) X factibles.

1il-7.- PROPIEDADES DE LA PROGRAMACION
LINEAL SOBRE LAS QUE SE BASA EL
METODO SIMPLEX.

Suponiendo que existan soluciones factibies y que tenemos un maximo
finito, entonces un probiema de programacion lineal debe tener las siguientes
propiedades:
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1) El conjunto de soluciones factibles es un conjunto convexo.

2) Si existe cuando menos una solucicn factible. entonces también
existe cuando menas una solucion basica factible.

3} 1.< numerode soluciones basicas factibles < «. Es decir, el nimero
de soluciones basicas factibles es finito.

4) Cuando menos una de las soluciones dptimas (en caso de existir
varias), es una solucion basica factible.

Debe quedar claro que una solucion dptima no necesita ser una
solucion basica factible {es decir un punto extremo). Esto sucede cuando
son varias las soluciones factibles que maximizan la funcion objetivo, o sea,
existe un segmento iineal de soluciones que la maximizan y en este segmento
lineal solo los puntos extremos son las soluciones basicas factibles, las
demas son soluciones factibles pero no basicas. La propiedad 4 dice que
cuando menos una de las soluciones Optimas sera una solucion basica
factible, pero no dice nada sobre las demas {en caso de que existan}.

La situacion anterior la estudiaremos durante el curso. cuando tratemos
el punto de soluciones muitiples para un problema de programacién lineal
(tema lii-12.8).

El significado de la propiedad 1 queda claro con el ejempio I11-2 visto
cuando se definid un conjunto convexo, (en donde se vio que una desigual-
dad es un conjunto convexo) y dei teorema visto a continuacion.

La propiedad 2 esta fundamentada en el hecho de que tenemos un
maximo finito, razon por la cual tendremos por 1o menaos un par de restric-
ciones (a, b) gque nos limiten nuestra region de soluciones posibles, impidien-
do que ailguna de ellas se vaya al infinito. El significado de ésta propiedad es
el de que el nimero de soluciones basicas factibies es estrictamente positivo.

~. \
. o
< ¥, S,
S X . :
X —
N
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La propiedad 3 surge del hecho de gue también es finito el niimero de
las restricciones y por lo tanto el numero de sus intersecciones o puntos
extremos.

La propiedad 4 provee la base fundamental del Método Simplex, ya que
nos indica que sélo un numero finito de soluciones. las béasicas factibles (de
entre ei numero infinito de soluciones factibles) necesitan ser investigadas,
con objeto dellegar alocalizar una solucion optima. De aqui que una solucion
optima pueda ser siempre encontrada examinando unicamente cada una de
las soluciones basicas factibles y eligiendo aquelia que de un valor mayor a
Z

A pesar de que las soluciones basicas factibles existen en niimero finito,
enlamayoria delos casos su nimero es muy grande, razén por la cual resulta
poco eficiente buscar entre todas ellas hasta encontrar la solucion optima.

Es aqui donde entra en accion el Método Simplex, el cual, ademas de
que solo examina los puntos extremos de la region de soluciones factibles,
realiza su busqueda de una manera 6ptima, ya gue no examina a todos ellos,
sino que parte de una solucién inicial, a partir de la cual busca otra mejor y
asi sucesivamente hasta encontrar et dptimo.

111-8.- INTERPRETACION GEOMETRICA DEL
METODO SIMPLEX

Utilizaremos un ejemplo para dar esta interpretacion geomeétrica.

Ejempio tI-10.-

Sea el modelo de programacion lineal siguiente:

Maximizar Z= x, + 2x,

sujeto a:
X < ... 600 (1)
X, < .. 300 (2)
3x, +4x, < ... 2400 (3) V(1)
X > 0 (4)

X, Z ... 0 (5
el cual, como puede apreciarse, representa un probiema en el plano (x,, x,),
io que nos permite representario graficamente.

El primer paso en el método grafico es el de representar todos aquellos
valores que son permitidos por las restricciones. El sistema de desigualdades
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lineales que constituyen ias restricciones resulta en el conjunto convexo de
puntos dado por el poiigeno OABCD. Cualguier punto (x. y) dentro de este
poligono (region «) satistace el sistema de desigualdades ( 1). Al poligone
OABCD ie ilamaremos region de solucicnes factibles

X,

x

|

o))

o)

o

X = 300

KC 1800 150!

X
100 200 3C0O 4C0 00 600 700 800
Podemos notar que los puntos extremos (soluciones basicas factibles)
de nuestra region («) son:

0 = (0.0); A = (0,300); B = (400,300); C = (600.150); y D = (600.0

Las soluciones basicas no factibles (intersecciones de nuestras rectas
en zona no factible) son: (0.600), (600,300} y (800,0), asi como las 2 intersec-
ciones de las paralelas en e! infinito.

Vemos que la regién « cuenta con un numero infinito de puntos, los
cuales son soluciones a nuestro problema. El problema de programacion
lineal entonces, es el de seleccionar de entre este numero infinito de puntos,
aquel o aquelics puntos(x’, x",} que maximicen la funcion objetivo Z = x, +
2x,.

Lafuncion Z = x, + 2x, es una familia de rectas con un parametro (Z),
esto es, la funcion representa una familia de rectas paralelas (de pendiente
-1/2 ), tales que el valor de Z aumenta a medida que la recta se aleja del
origen.

.
A N
N ~
.
~ 0 X v 2X, = 1
. N i 2
o~
~ N S
. N ~.
E N ™ S~ .
N -
- “~ ~ ~.
. N ~ ~ N
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El problema puede ser pensado como el de determinar aquella linea,
de entre la familia de rectas x. -2x. = Z, que estd mas lejos del origen
pero que aun contiene cuando menos un punto dentro. o en la frontera det
potigono QABCD

Como primer intento, hagamos Z = 100 y veamos si existen valores
(x.. x,) dentro de la region de soluciones posibles que nos den ese vaior de
Z. Vemos que cualquier punto de la recta dentro de la region de solucicnes
factibles nos da este valor de Z y que es aun posible alejarnos del origen sin
salirnos de nuestro poligono.

Probamos con Z = 600, nuevamente un segmento de la lineax. +~ 2x,
= 600 cae en la region «, por lo gue el valor maximo permisible para Z sera
cuando menos 600. Aun podemos alejarnos mas del origen.

Finalmente, la recta 1000 = x, + 2x, ser4 la que satisfaga la condicion
de ser la mas alejada del origen, conteniendo cuando menos un punto en la
fronterade «. Este punto sera la solucién dptima buscada.

{x",, x",) = (400, 300)
X
6001

500
4004 ‘*
300

2004 N \

1001 @,

N

ol 100 20C 300 400 500 50C 700 800

Supongamos gue cambiamos nuestra funcion objetivoa Z = 3x, + 4x,;
en este caso las dos soluciones bésicas factibles (400, 300) y (600, 150) y
todas las soluciones factibles (no basicas) situadas en el segmento lineal que
une estos dos puntos, hubiesen sido soluciones optimas (caso de soluciones
multiples mencionado antes).

El gran inconveniente del método grafico es que no puede ser usado
con mas de tres variables y en ocasiones aun en este caso es muy com-
plicado.

Graficamente lo que el Método Simplex realiza es io siguiente:
1) Localiza un vértice como punto de partida.
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2) Examina las aristas del vértice. para ver si al moverse por una de
ellas, hasta el siguiente vértice adyacente, se aumenta ef valor de
Z. Sielrecorrido sobrelas aristas noaumenta el valor de Z. el vertice
enel cual estamos situados maximiza Z. Si al recorrer al menos una
arista se aumenta ef valor de Z, se pasa al paso tres.

3) Se escoge una de las aristas a lo largo de las cuales aumenta ef
valor de Z y se sigue sobre elia hasta aicanzar el siguiente vénice
adyacente.

4) Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que el valor de Z ya no pueda
aumentarse.

La posibitidad de no llegar nunca a una solucién optima queda descar-
tada, debido a las caracteristicas del método de solucion, ya que el paso 2
exige que siempre se pase a una solucion mejor, con lo cual evitamos el caer
en circulos de calculo, ademas, debido 2 la propiedad tres, sélo es un nimero
finito de pasos el requerido para liegar hasta una solucion optima.

La propiedad 1 nos garantiza que, al estar en un vértice y no poder pasar
a otro adyacente que incremente el valor de Z, habremos llegado a Ia solucién
optima.

111-9.- INTERPRETACION ALGEBRAICA DEL
METODO SIMPLEX.-

Con objeto de poder ejecutar algebraicamente los pasos vistos en la
interpretacion geométrica, el Método Simplex se basa en el hecho de que
todo problema lineal que contiene desigualdades, puede convertirse en un
problema que no tenga mas que ecuaciones, mediante la introduccion de
variables suplementarias itamadas variables de holgura.

Es claro el hecho de que tas variables de holgura son las deficiencias
que existen cuando las desigualdades originales se mantienen.

La desigualdad:
X, < 600 .. ()

nos indica que X, puede tener una deficiencia para llegar a igualar el valor de
600. Si esta deficiencia la llamamos x, (variabie de holgura), tendremos que
X,> 0 siesque X, satisface la desiguaidad original, podemos por lo tanto
sustituir ia desigualdad (!} por:

X, + X, = 600

X, z 0

0



H-9.- NTERPRETAC.ON ALGEBRAICA DTEL METCDO SIMPLEX

Similarmente:
x, = 300 se reemplaza por x, + x, = 300

X4

v
o

3x, + 4x, < 2400 se reemplaza por 3x, + 4x, + x, = 2400

X,z 0

il

Considerando los anteriores reemplazamientos, nuestro modelo de
programacién lineal del ejemplo 11-10, puede ser escrito como sigue:

Maximizar Z = x, ~ 2x,

sujeto a:
X, + X, = 600
X, + X, = 300 ;
3X, + 4x, +x, = 2400 { ()

X, 20; x,20; x,20; x,=0; X, =20

sistema que es completamente equivalente al original, sélo que mas
apropiado para su manipulacién algebraica.

Es importante hacer notar que las variabies de holgura son Unicamente
un artificio para llegar a la solucién optima y que pueden tener o no un
significado fisico en problemas individuales.

Al transformar un sistema de desigualdades en un sistema de igual-
dades equivalentes, habremos formado un sistema de ecuaciones con n
variables y m ecuaciones, donde n>m {pues n = m + k en el caso general,
donde k = numero de variables originales y m = numero de variables de
holgura agregadas).

Recordemos de lo visto en sistemas de ecuaciones lineales, que lo que
tenemos es un sistema que cuenta con un ndmero infinito de soluciones, ya
que ai resolver el sistema de ecuaciones, contamos con m variables que
habran quedado en sélo una de las m ecuaciones y tendremos, ademas, n-m
variables que apareceran en varias de las ecuaciones, variables a las que se
les puede asignar valores arbitrarios para obtener una de las soluciones de
las restantes m variables.

Definicion 111-9.-

La solucion obtenida al resolver el sistema de ecuaciones por m
variables entérminos de las restantes (n — m} variables, asignandoles un valor
de cero a estas ultimas, se conoce como una solucion basica. Si el vaior de
cada una de las m variables es =0, tendremos una soluci¢n basica factible.
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Si el valor de cada una de las m variables es >0, tendremos una solucion
basica factibie no degenerada.

Las m variables escogidas se denominan como ‘basicas’ o como las
variables en la base. Las (n - m) variables restantes se conocen como
variables no basicas.

Ejemplo llI-11.-
La solucion:
X, = 600 X, =0
x, = 300 X, =0
X, =-600
es una solucion basica no factible para el modelo de nuestro ejemplo anterior.
La solucion:
X, = 600 X, =0
x, = 150 X, = 0
X, = 150

es una solucion basica factible no degenerada para el mismo ejempio.

En forma semejante podemos obtener el valor de las restantes 8
soluciones basicas.

El Método Simplex no puede iniciarse mas que con un sistema cuyas
ecuaciones estan siempre en forma candnica.

I1-10.- RUTINA DEL METODO SIMPLEX.-

Paso 1.-

Se convierten las m desigualdades restrictivas a m ecuaciones, inser-
tando variables de holgura no negativas x_,_ (i = 1,2. ..., m), una en cada
restriccion. Seleccione estas nuevas variables como las variables basicas
iniciales. Vaya al paso 4.

Justificacion.

E! hacer cero todas las variabies ariginales y considerar a todas las
variabies de holgura como las variables basicas, tiene por objeto el propor-
cionar una solucién basica factible inicial obvia, ya gue esta solucion esta en
forma canonica.

La seleccion de una solucion basica factibie no es restrictiva a la forma
mencionada, ya que es posible el seleccionar un subconjunto diferente de
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variables para que formen ia base. El inconveniente de este metodo, es el de
gue entonces el sistema de ecuaciones ya no esta en forma canodnica para
las variables en la base, razon por la cual debemos de efectuar dicha
transformacion para poder tener la solucion deseada (cosa que nc fue
necesaria en el meétodo anterior). existiendo la posibilidad de que, después
de haber ejecutado el trabajo de transformacién para tener la solucion
deseada, descubramos que dicha solucion no es factibie (alguna b <0) y
gue sea necesario hacer un nuevo intento.

Las variables de holgura se usan para encontrar una solucion basica
factible inicial rapidamente y por lo tanto no son indispensables en aquellos
casos en que tengamos ecuaciones o exista una solucion basicafactible que
sea obvia para nuestras ecuaciones.

En general, la solucion béasica factible inicial para el Método Simplex
sera siempre:
X, =0 paraj=12 .,n-m
X =b parai=12 .. m

y la solucion basica factible en fa etapa t esté relacionada con la solucion basica
factivle enlaetapat + 1 de la siguiente manera: Una de las variables no basicas
en la etapat, toma un valor diferente en la etapat + 1 y se denomina "variable
de entrada’. Para compensar. una de las variables basicas en la etapat se hace
ceroenlaetapat + 1y se denomina "variabie de satida".

Las otras variables no basicas de valor cero se mantienen en cero; las
otras variabies basicas no nulas, en general, siguen siendo diferentes de cero
{(aunque su valor puede variar). Lo anterior es equivalente a pasar a un vértice
adyacente de nuestro conjunto de soiuciones posibles, que incremente el
valor de Z.

Paso 2.-

Determine la nueva variable basica entrante (x, ), la cual debera ser aquella
variable no basica, en la funcion objetivo actual, que satisfaga la condicion:
C, =maxC >0

e
cuando dicha funcién se encuentra en la forma:
2=0C.x, +C,x,+ ..+ C_x, ...(0

Justificacion.

C'. significa el coeficiente actual de la variable xen la funcion objetivo.
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Es impertante recordar siempre que x, es la variable nula, en la solucion
basica factible actual. gue va a tomar un valor no nulo en la siguiente iteracién.

La regla de seleccion para x, también puede ser expresada asi: x, serd
aquella variable no basica en Z que cuente con el mayor coeficiente entre
aguélios con signo positivo, estando Z en la forma indicada en (1). Esto se debe
aquesiC', = maxC’ >.0, alincrementarx_, el valor de Z parece incrementarse
mas rapidamente que incrementando cualquier otra variable.

El motivo de introducir x, a la base, es que si cuando menos existe un
coeficiente C" gque sea positivo en {a ecuacién (i), entonces es posible
(suponiendo gue todas las b, > 0) el construir una nueva solucién basica
factible con un valor mayor para Z. Esta nueva solucién puede ser obtenida
incrementando ef valor de una de las variables no basicas (x,) y ajustando
los valores de las variables basicas de acuerdo con este cambio.

Existenotros métodos para seleccionar x, (seleccion arbitraria, proban-
do el efecto producido en el valor de Z por cada variabie), pero la regla que
utiliza el Método Simplex, ha demostrado. en la practica, que casi siempre
requiere de menos iteraciones para legar a la solucién éptima.

Debe notarse que aungue asi lo parezca, la variable x, no necesaria-
mente es la que mas incrementa el vator de Z, debido a que las restricciones
pueden impedir que su valor aumente tanto como con variables con coefi-
cientes menores, como puede apreciarse en el siguiente ejemplo:

Ejemplo til-12.-

Z = 3x + X,
X, <1
4
x, =100
Aqui se selecciona x, = X, y sin embargo no es ia variable que mas incrementa

el valor de Z.

Paso 3.-

Determine la variable basica (x ) que dejara la base. La seleccionde la
variable de salida se determina, en general, por la seleccion de la variable de
entrada (x,), junto con las restricciones. Se escogera como x, a aquella
variable basica cuyo valor se hara negativa primero, cuando el valor de la
variable basica entrante (x,) se incrementa.
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Justificacion.

Debe quedar claro que x_ es aquella variable no nula (basica) que se
va hacer cero (no basica) en la siguiente iteracion.

Algebraicamente podemos interpretar el paso 3 como sigue:

Sea:
7
a', = coeficiente actual de x_ en la ecuacion (i) .

. o = n

b = término constante actual en la ecuacion (i) B

Il

. = Vvalor actual de Z.

H

Dado gque C', ha sido escogida positiva, es claro que el valor de x_ debera
sertan grande como sea posible, con objetode hacer el valor de Z tan grande
como sea posible. Lo unico que evita que x, tome un valor infinitamente
grande, es la posibilidad de hacer que el valor de una de las variables basicas
actuaies se haga negativo.

De nuestro sistema general, vemos que si construimos una solucion en
la cual x, tome un valor positivo y donde todas las demas variables no basicas
sigan siendo cero, las variables basicas se ajustaran en la siguiente forma:

Xb1=b1Aa‘eXe ]
Xb2=b2"a2exe
X = b -a_x ?(H)

X _ =b -a_ x

bm m me e

Z, + c, X%, }

N
il

Del sistema de ecuaciones (1), vemos que el limite superior para el valor
que podra tomar x, en la ecuacion (i) sera:

b =x s a,s0
X, < b o
b =+  si a,>0
a‘.E
sea:
$ = min®,

es decir, si cuando menos una a’, es positiva, no sera posible incrementar el
valor de x, indefinidamente. porgue cuando
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el valor de la x,; se volverd negativo. Sia’, > 0 para mas de un valor de i,
entonces el menor de dichos coeficiantes (cuyo subindice correspondiente
al renglon llamaremos p) deteriunara el mayor valor posible para x_, bajo la
suposicién de no negatividad. Es decir, determinese aquella ecuacion (i = p)
cuyo limite superior sea el menor y escéjase la variable basica actual en
dicha ecuaciébn como la variable de salida. Por lo tanto, x, sera aquella
variable bésica en la ecuacion (i) para la que ¢, adquiere su valor minimo no
negativo (®). El valor que tomara x, (x’, ) al entrar en la base sera:

s

b b -
X: = —P— ='min *‘," >0
ape aie >0 aie

Debe notarse que para obtener ®, no es necesario formar el sistema
de ecuaciones (ll), sino que se puede obtener directamente dei sistema

actual.
3 mpat)

anc ) : )
Paso 4.- : - ’ : -

Determinese la nueva solucion basica factible. Para lograr esto,
resuélvanse las variables basicas en términos de las variables no basicas (es
decir, forme un sistema candénico para la nueva base), utilizando para el
efecto el método de eliminacion de Gauss-Jordan y haciendo cero todas la
variables no basicas. '

Justificacion. .  ang - ol e

Cabe hacer notar que, en la transformacion mencionada en el paso 4,
se debe incluir también la funcion objetivo, con objeto de que Z quede
expresada Unicamente en funcion de las nuevas variables no basicas.

La razén de transformar la funcién objetivo, para que esté solo en
funcion de variables no basicas al pasar del ciclotalt + 1, es debido a que
la funcion objetivo del ciclo t:

a) No contendré la variable x_, que en el ciclo t+1 ya no es bésica.

f19.8% h) Contendr4 n-m-1 de las variables no bdsicas del ciclo t +1, pero
con diferentes coeficientes de los que tendra en un ciclo posterior.

¥ c) Contendra la variable x, , que en el ciclot + 1 ya es basica.

Las consecuencias de los incisos anteriores son:
hect &

o
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a) Al no contener la funcion objetivo una de ias variables no basicas.

=

Paso 5.-

no podemos juzgar el efecto que la misma tendria sobre ei valor de
Z al incrementar su valor.

Este hecho nos impide observar si alguna de las variables no
basicas pudiera incrementar el valor de Z, pues los valores C’'
cambian del ciclotait + 1, ademas de que algunos cambian de ser
positivos a negativos y viceversa.

Este punto nos hace gue no podamos determinar el efecto de
introducir una variable no basica a ia base en el siguiente ciclo, ya
que este hecho puede afectar el valor de x_ (en el ciclot+ 1), la cual
es ahora basica, con lo cual es imposibie predecir e! efecto neto
sobre Z, ya que, en general, los valores de las variables basicas son
afectadas por los cambios en la base.

Prueba la optimalidad de la solucion obtenida, para lo cual se revisa la
funcion objetivo (estando ésta en funcion exclusivamente de las variables no
basicas) para conocer si el valor de Z puede aun ser aumentado incremen-
tando ei valor de alguna de estas variables (no basica). Recordemos que el
valor de Z podra ser incrementado, siempre y cuando alguna de las variables
no basicas tenga signo positivo, estando la funcidn objetivo en la forma de
la ecuacion (1) del paso 2.

Sitodos los coeticientes son no positivos, debemos terminar agui pues
nuestra solucidn es oOptima. Si aln existe algun coeficiente positivo,
regrésese al paso 2..

Apliguemos los pasos anteriores a nuestro ejemplo HHl-10:

1a. iteracién.

Paso 1.-

Obtenemos el sistema de ecuaciones («), encontrado anteriormente en
el ejemplo (pag. 70).

Seleccionemos a x,, X,, ¥ X; como las variables basicas de nuestra
iteracion primera y a x, Yy x, como las variables no basicas.

Expresando nuestra, solucion en términos de los parametros inde-
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pendientes (variables no basicas) segln las ecuaciones (i), tenemos:
X, = 600-x,
x, = 300 - X,
X, — 2400 - 3x. - 4x,
dado que a la variables no basicas les hemos asignado un valor cero,
obtenemos la siguiente solucién basica inicial:

variables basicas variables nc basicas

x, = 600 X. =0
X, = 300 )(2 =0
X, =2400
Z= 0

o en forma vectorial:
(.. X, X, X.. X5} = (0, 0, 600. 300, 2400) Z=0

La anterior es una solucion basica factible no degenerada que co-
rresponde al punto extremo (x. , x,) = (0, 0)

Automaticamente hemos satisfecho el pasc 4 y debido a que existen
C > 0, el paso 5 nos indica seguir con el paso 2.

Paso 2.-

Puestoque 2 = x, ~ 2x,
vemos que tanto x, como X, tienen coeficientes positivos. Tendremos que:
C,=max(1.2) =C

por lo que escogemos a x, como nuestra variable basica entrante.

2

Es decir:

Paso 3.-

Para determinar la variable de salida x_ , utilizamos el sistema de
ecuaciones (ll) y obtenemos:

X, = 600-x, ... M
x, = 300 - X, e (2)
X, = 2400 - 3x, ~4x, ... (3)

De ias anteriores ecuaciones podemos obtener que:

El valor de x. no se vera afectado al incrementar x, , por o cual, por lo
que respecta a esta variable,podemos incrementar x, hasta e} infinito y x,
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nunca se volvera negativa ( x, sigue siendo cero). (p. = =)

De la ecuacion (2), vemos que lo maximo que podemos incrementar

X, es 300, antes de que x, se vuelva negativa. (¢, = 300)

La ecuacion (3) nos indica que fo maximo que podemos incrementar

x, es 600, antes de que x, se vuelva negativa. (¢, = 600)

Debidoa que ¢, esla menordelas ¢, x, sera la que permitira un menor

aumento en el valor de Z y sera ésta la variable que debera dejar de base.

Tendremos ahora a x, , x, y X, como variables basicas.

Paso 4.-

Para cbtener una solucion candnica para la nueva base. partimos de

nuestra sistema canénico pasado y aplicamos el método Gauss-Jordan.

Partimos de nuestras ecuaciones, dispuestas en la siguiente forma:

Z ~X - 2% = 0 .....0
X, - X, = 600 ....(1)
X, - X, = 300 ... (2)
3x, +4x, +X, = 2400 ... (3)
Eliminando x, de todas menos de la segunda ecuacion, tendremos:
(0) +~2(2) = (0) Z -x. + 2, = 600 ... ()
(1= X, + X, = 600 ... (1)
(2)= (2) X, + X, = 300 ... )
3y - 4(2) = (3) 3x, - 4x, +x,=1200 ....(@3)
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ordenando nuestros elementos, obtendremas:

Z %, + 2x, = 600
X, + X, = 600

X, + X, = 300

3x, - 4X, +x, = 1200

de aqui que la segunda solucion basica factible sera:

variables basicas  variables no basicas

X, = 600 x,=0
x, = 300 X, =0
X, =1200
Zz =600

Geométricamente, |16 que hemos hecho es movernos a fo largo de la



arista OA hasta el vértice A = (0 . 300)

A B
\ L A
T e ul ~
agu' estamos ahora CR®OTa oe Ly,
b
o e+ .D e X,

Paso 5.-

De los resultados obtenidos con anterioridad, observamos que hemos
mejorado, pero surge ahora la pregunta: ¢ podemos aun seguir mejorando,
o hemos legado al valor maximo que podemos obtener ?

Debido a que nuestra funcion objetivo es:
Z =600 + x, -2x

observamos que aumentando el valor de'x. (es decir, haciendo a x, basicaj},
podemos aumentar el valor de Z; de aqui que nuestra solucion no sea Optima
y debamos seguir adelante con otra iteracion del procedimiento.

4

2a. lteracién:

e
Pl

Pl )
Paso 2.- § .::Q"" 1450 3

g

JETAN
G
G

.

[4

Observemos que:
Z = 600 + x, -2X,

de donde podemos darnos cuenta que C, = G, por lo que incrementando el
valor de x, aumentaremos el valor de Z por lo tanto:

X, = X,
Pasc 3.-

Enta explicacion dei paso 3. se menciond que no era necesario formar
el sistema de ecuaciones (Il) para obtener . En ia primera iteracion si
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formamos dicho sistema de ecuaciones, pero en ésta segunda iteracion lo
haremos directamente de nuestras ecuaciones . que es la forma en gue
normalmente se hace.

De fa ecuacion (1):

g, = —— = - =600 - x, <600

De la ecuacion (2 ):

a, £0- ¢,= x esdecir, X, = x
De la ecuacion (3 '):
b, 12
¢>3—-—<i=——§—0=400 > X, < 400
a1

Vemos que el minimo limite superior {¢) esta en la ecuacion i=3 (es
decir ¢ =400). Esto implica que p= 3 y como la variable basica enla ecuacion
(3) es x, , tendremos:

Xs:XS

Generalmente, el calculo de las ¢, se hace a la derecha de nuestras
ecuaciones para ahorrar espacio.

Tendremos que nuestra solucion basica tactible actuai sera:

basicas no basicas
X7 X,
X, Xg
X

3

Paso 4.-

Obtengamos ahora una forma candnica para nuestra nueva base con
ayuda del método Gauss-Jordan:

Z + 2/3x, + 1/3x, = 1000
4/3x, ~ X, - 1/3x, = 200

X, " X, =- 300

X, - 4/3x, + 13%, = 400



Ordenando ias variables:

Z - 23x, ~ 1/3x, = 1000 ... (0")
4/3x, - 13x, - x, = 200 ... (1"

X, - X, = 300 ... 27

- 43x, + 1.3x, + X, = 400 ... (37

y la nueva solucion béasica factible sera:
variables basicas  variables no basicas

X, = 400 X, =0
X, = 300 x, =0
X, = 200
Z =1000

Geométricamente, lo que hemos hecho es movernos a lo largo de la
arista AB hasta el vértice B = (400.300).

X
A B
T aqui estamos ahora C
-
O D
+ + ¢ +—t + o X

Paso 5.-

Tenemos que nuestra funcion objetivo es:
Z = 1000 - 2/3x, - 1/3%,

de donde vemos que ninguno de los coeficientes es positive, por lo que no
es posible aumentar el vator de Z incrementando el valor de alguna de estas
variables, lo cual nos indica que hemags llegado a la solucion optima, ésta es:



1!
o
S
S
xl
It

X, = 200
valores que coinciden con los obtenidos por el metodo grafico.

iti-11.- METODO DEL PIVOTE

Con objeto de ahorrar trabajo, se suele emplear el método del pivote,
el cual utiliza la representacién matricial de nuestro problema y basicamente
usa la misma secuencia de pasos anteriores, solo que ahorra escritura.

1.- Arreglar las ecuaciones de forma que las X, correspondientes
en cada ecuacion aparezcan enla misma columna (tratese todas
las ausencias de x, como ceros).

Denominense por P, al vector columna correspondiente a ia
variable X (j=1,2, ... ,n) y P, al vector columna correspondiente
alas constantes b.

Matricialmente:

™

por lo cual podemos representar a nuestro modelo matematico general
como:

Maximizar Z = CX

Sujeto a:

> x P <P

=

a
<

2.- Coléque los vectores columna P de una manera sistematica.
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Esto se efectua haciendo uso de una tabla como la que sigue:

P. P, P P P =l

a., a.. a.. a “a.. i oa
z
a,. . a, a,. a. 2,
21 2z 728 2 zn 2
1]
|

a a, = a, a a,  a
: . |
a a_. a, a ia a

Debe notarse gque las ecuaciones se pueden obtener simplemente
muitiplicando cada uno de los coeficientes en las columnas P por la x
correspondiente y leyendo horizontalmente. Con objeto de facilitar las iden-
tificaciones durante el curso del procedimiento, se insertan, ademas, ias
columnas v.b. (variables basicas), No. de ecuacion, una columna para Z y
una para ¢. .

Para nuestro ejemplo:

No. DX, X, ‘ X, X, ‘ P, . @
| : i i | I
| | ; | I
. Vb Ee. z P P, Py o Py P f
Lz o0 o a2 ol o | ooy ‘
box, | 1 e o1 o 11 0 | 0 600 | x !
Cxg |2 6 0 0 o | 1 | o | 300, 30
i i | - i ]
x| 3 0 | 3 @ 4 o | o 1| 2400 , 600

5

Se usan los mismos pasos dados para la rutina simpiex.
Paso 1.- Ya esta
Pasc 2.- X, = X, (pues -2 es el menor coeficiente de la funcion objetivo).

Pasc 3.- Se consideran solo las ecuaciones donde a, > 0 (a, > 0 en el
ejemplo), excluyendo i =0 y se obtienen los cocientes:

b b

P = a = a—‘ correspondientes, para obtener la i=p que nos indicara el
ie 2

renglén correspondiente a x_ (¢ = ming). Las ¢ se colocan en la columna
ala extrema derecha. Marquese con un circuio el elementoa,, (a,, en nuestro
gjempio, ya que ¢, < ¢, , de donde p=2y ia variabie correspondiente a la
segunda ecuacion es x,, porio que X, = X,).
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Paso 4.- En una nueva tabla. cambiese x, por x, enla columna v.b. y pongase
la ecuacion i = p (ecuacién correspondiente a x ) dividida entre a,,_ {es decir
entre el coeficiente de nuestro primer pivote) en la nueva tabla. £n nuestro
caso a,_ =1, por lo que obtendremos:

vb ‘ ’;g Z i x ‘ Xp o Ky Xy X P. 1
z .0
ST : f !
P12 00 tp0 to¢ 1300 |
D% 3 i ‘

|

) | i | i

i}'»/b NC).1 ] ‘ H ,

; | Ec. ; Z X ‘ ¥a 1 Xa 0 % | Py | Py

zlot1 -t o002 o0 60 | nva0)=ant0)+2ant(2)
ixg it 0 01 0110 0 600|600 nva(t)=ant(l)
ix2§2;o,oi1;o!1;o‘¢aoo@a>

lxg ., 3001310 0 4 1 (12000400 nva(3d)=ant(3)-dant(2)

y nuestra nueva solucion basica sera:

variables basicas  variables no basicas

X, = 600 X, =0
x, = 300 x,=0
X, =1200
Z = 600

Paso 5.- Revise la ecuacion (0) para ver si existe aigun coeficiente negativo.
Vemos que C, =-1, por lo tanto nuestra solucion aur nc es optima y se
requiere otra iteracion. En nuestra siguiente iteracion x, =x, yx_ =X, conio
que obtendremos la tabla:

1 | ! ! | ! ! '

v.b No. | | ! ! i ! i

| ! Ec. | Z i Xg L Xy Xy K| % P, :

fz ol [ 0 0 0 | 23 13 1000 nva0)=ant0) +v3ant(3)
Lxg | 1 0'o ¥ 0 1 1 ]4,'3i—1/3!200f nva(1) = ant(1) - v3 ant(3)
ix, 20001101 0o 30| Ma2)=ant(2)

Ix. i 3]0l t]0!l o 43 13 a0 nva@d) = vsantd)
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cemo nuestra ecuacion (0) no tiene ya ningin coeficiente negativo. nuestra
sclucion sera optima:

~variables basicas variables no basicas

x7 =400 X;=0
X7 = 300 x>=0
x> = 200
Z* =1000

Ejercicio lii-1.-

Sea el problema de programacion lineal siguiente:
Maximizar Z = 2x, + 5x,

Sujeto a:

x>
IA

7
A

x
%

>
'_
N
x
']
A
o O ®w w b

X
v

utilice el método dei pivote para encontrar la solucion optima.

3v,beo.izf Lo ?pi i . .
; ‘Ec. | DXy Ky | Xyl Xyt X o;‘p,; variables basicas no basicas
oL e <=4 TV =@
PZ2,0 1125101710 0.0" | 5 = .o x =0
3x3‘1€0§1%’70‘!1§01044§°<} X, =3 X, =0
x, 2lojo{130:110:3: 3 X, = 8
i ; N i { ' :

‘x5;310;1‘250>0!1{8\4’; Z=20

X, = X%

Xs:xé
; ! | } | : {
VB INo S xR | , -
| iECA!Z;xﬁfngxg;xkxss"af?”»; variables basicas no basicas
'z ot 200 5 0,15 | %=23 X, =0
“”1‘;091;0!1}0104414; x,= 4 x, =0
!x212!0 010 tjo]3] x| X, = 2
Exsgséo’1/“-?0!0‘5—21112!2? Z =15

X, = X,

x5:x5
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2

-1

0

1
3x, + 2x%,

0
0

*

W

X
X

x*= 2
x;: 2
Z*= 19

~ variables basicas no basicas

1

2

vioovtovi

A R

|
Maximizar Z

Sujeto a:

Ejercicio Il-2.-

0

(X, , X}

N N
(4] ni
F© © » 5
il g @l o
\m . 5 ¢ b,*d;&:
olX O ol %
c < c
. : -
%) “ W
8 3 8
8| & ;i
ol N M~ 0 W W Lo o ©
w | @0 A\ 7] o
Q| @ f @
AL 2 neno A I .__
Sy o o~ - O % o %
2L N 7 N = xRN
© ! © !
> > >
23N ¥ 2w Y T ooy
Clon28 PP row Yoo
RS D el N oo w9
x |© oo - X e g F X4 o T o
U . ——— b
floe-e ilee-o slpfge
‘‘‘‘‘‘ SR R,
Xx'|o ~ oo ¥'|O - O O Llo - oo
TN - = BN N P
= J. - oY < -/I_; ”Aypw Slo o -~ o
i Sre e S & —
DT () < |o oo~ X |o oo~
N |~ OO o N {~ O O O N |~ OO0 o
oG - Qo - o o -
8 glo N ™ 8 gio N ™ 2 8le N o™
o ™ 9 0 s ™ v o ™ N e
> N X x x > 1IN X' X > [N Xk X
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lli-12.- COMPLICACIONES

En muchas ocasiones, nos encontramos que al construir nuestro
modelo matematico, éste aparece con algunas variaciones respecto al
modelo general que hemos analizado hasta el momento.

A continuacion veremos cuales son las variaciones mas comunmente
encontradas y las trataremos individualmente, sin que ellc implique que no
se pueden presentar varias de ellas simultaneamente, en cuyo caso se
aplican, en forma sucesiva, los métodos que se describiran para solucicnar
estas variaciones.

Las variaciones mas comunes son:

1.- Minimizacion.

2.- Desigualdad con sentido invertido.

3.- Constantes negativas (b, < 0).

4.- iqualdades.

5.- Variables no restringidas en signo.

6.- Empate para entrar como variables basicas.
7.- Empate para dejar la base (degeneracion).
8.- Soluciones multipies.

9.- Ausencia de soluciones posibies.

10.- Solucion optima sin limite.
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S COMPLCATONES

Entodos ios casos antericres alin es posible utilizar el metodo simplex,

solo que sera necesario efectuar ligeros ajustes en nuestro modelo. Los
ajustes necesarios se trataran en cada caso particular.

l.-12.1.- Minimizacion

Esta complicacion se puede tratar en dos formas diferentes:

a) £n aquellos casos en que deseamos minimizar nuestra funcién

objetivo, ya no tiene sentido incrementar el valor de aguella variable
no basica que mas aumente ei valor de Z, sino ahora deberemos
buscar la forma de disminuir su valor. Es por esto que el ajuste al
método simplex en este caso sera:

Se escogera como variable entrante (x,), aquella variable no basica
que disminuird mas rapidamente el valor de Z cuando adquiere un
valor positivo.

La variable de salida (x_) se escogera en la misma forma que antes.

La prueba de optimalidad, consistira en revisar si el valor de Z
puede aun ser disminuido al incrementar el valor de una variable
no basica (estando la funcion objetivo sodlo en funcién de estas
variables).

b) Supongamos que tenemos:

2=, %, X, . X))
gue representa nuestra funcion objetivo. la cual deseamos mini-
mizar.
Si recordamos que:
f=-(f)
y que si: fl-=f)1
tendremos que: minf = —{max {(-f)]

por o que el minimizar una funcion objetivo, sujeta a una serie de
restricciones, es completamente equivalente a maximizar el
negativo de la funcion, sujeta a las mismas restricciones, con la
salvedad de gue el minimo valor de Z buscado, sera igual al
negativo del maximo valor de Z encontrado.

Ejempio Ili.-13.-
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Supongamos que tenemos el siguiente modeio:



MinZ = —x. -2x,

5.3
X, = 8

3X, ~ 2x, = 30

-x, + 3x, = 12
X..%) = 0

para resolverio, multiplicamos la funcion objetivo por (-1),

obtenemos:
Max -Z =x, ~2x,
s.a.

X

N =

A

Ix, + 2X,
=X, + 3%,

A

Y

(xf ; xg)

8

30

12
0

y lo resolvemacs aplicando ef meatode general visto con anterioridad:

iv.b “é"c“‘z‘ X, 0% xai X, X ‘Po}¢’ ]
,z?o:v;-yvz;ogc‘!o}oﬁ 3
ixg bt 0t o1 0 |0 el
'x,t210 3 . 2lc. 1 1 0 30}15]
% 310 -1.340/] 0 1 ot
vbiNe | “ o bl
i ?EC ~<4x“?x2 X3 xalxséo'gt:
iz;o 1‘-5/3‘0 ol ¢ . 23]8, |
ix,t 10 1tlolrl o, 0 88|
%, 2013100 1 ~23 2216
x, 310 =i ol 0 s 4|
! - ‘ |
C'bér\é‘;'!—Zj X, 1)(2 X, | %, , Xg !PO!
"Zio 10! 0lo/|511 a8
x 1000 EUENRE:
xyi2/00 1000 3/11\-211'6
%, 13100 [ 110113116

Tenemos entonces, que Max Z =- Min (-Z)

vb. - vnb.
‘Z =0 X, = O
=8 x,=0

3

x, =30

X, = 12

\V;b,, . V'.ng;_u~
-Z=8  x =0

X, = 8 X, =0

X, =22

X, = 4

vb. vnb

—Z—— 18 X4: 0
X, 2 X, = 0
X,= 6

X, 6

=18

con lo cual
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x:

F N

3

ol S ~

e (5,81

o= =

§ R g \~ \\\,\7
. : "

Qr e E(S,B)
$ ok i h’ A = ; X

2 4 6 8

Ejemplo ili.-14.-
Obtener la solucion optima para el siguiente modeto de programacion
lineal:
MinZ = —x, - 8x,
s.a.
12
12

A

=X, + 4x,

A

X, + 2%,

A
[Se]

X, + X,

2

v
o

(X, %)

Solucion:

90



para poderlo resolver. multiplicamos por (-1} la funcién objetivo, y ob-
tenemacs:

Max -Z = x. ~8x,

x X
¥ +
\¥
x X
Ny
in A A
- s
(eI Co I S T (O )

<
x
N
v

modelo que podemos resolver en la forma general:

‘v.t 'No. ; :' |

Bor 2% % X XX (Pl @y v.n.b
zZ 0 - 78‘O;Oiojof . Z=0 x =0
x; 100 vy a0 ol 3 X, =12 4 =g
x, 2 00t 2 0l 02l e | X =12
bxgl3lolrit 0oto; 11909 y _g

5

‘Jb:NO[.‘ | !‘ !

ECE—Z X o XS‘X-*jXE PC ¢ v.b v.n.b

T T - . ; iy

z c'1 alo 2 0 024 ~£=24 x. =0
x, 10 -u4 1 a0 03w, X%=3 x =0
X, 203210 12,1 0|6 41 X =6

' o ; : ' i i .
5x5i 30 540 -14, 01 1|6 1245] X, =6
v.b [ No b

Clge TLoX X Xy Xy x| Py ,iv;bA ! V;n-b~
L = \ } ; -2%= 36 x; = 0
2!'0,1,0:0,1 2,036 * ; *
o I T I e X} =4 xr=0
X, 1 110 01161810 4 2 4
X 20 1,0 11328, 0, 4 | x; =4
% 3iC 0|0 ve|smE 1] xg =1

ill-12.2.- Desigualdad Con Sentido Invertido

Tenemos este caso cuando alguna desigualdad se encuentra en la
forma =.

Cuando es éste el caso, la soiucion es muy simple y consiste en
multiplicar ambos lados de la desigualdad por (1), operacion por medio de
la cual invertimos el sentido de la desigualdad.
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Ejemplo HIl-15.-

En el caso del ejemplo del carpintero {ejemplo lli-5}. teniamos:

X,z 130 ... (1)
muitiplicando ambaos lados de la desiguaidad por (-1), tendremos anhora:
-X < 130, ... (2)

en donde las desigualdades (1) y (2) son equivalentes.

Ejemplo IH-16.-

Con objeto de aclarar el porqué se invierte la desiguaidad a! multiplicar
por (-1}, veamos un ejemplo numeérico:

7 > 5
-7 < -5

En la mayoria de los casos, este método soluciona la complicacion 2,
pero para ello incurre en una nueva complicacion, la de constantes no
positivas (-b,), complicacion que también puede ser resuelta segun veremos

mas adelante (tema lll-12.3).

En nuestros ejemplos obtuvimos:

b, =-130
b, = -5

De lo anterior podemos concluir, que cuando nos encontramos con
desigualdades del tipo =, las deberemos invertir muitiplicando ambos lados
de la desigualdad por (-1), para tener nuestro problema en la forma general,
que ya sabemos resolver (excepto que tengamos ahora nuevas com-
plicaciones, las que sera necesario corregir también hasta obtener la forma
general).

Ejemplo Iil-17.-

Consideremos nuevamente nuestro ejempio lif-10, sélo gue modifican-
do una de sus restricciones, de forma que tengamos:
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Max Z = x. - 2x,
sa

(400. 300)

300

CY(60C, 150)

0 500 X,
La region de soluciones factibles, sera ahora la regicn a, .
Utitizando el método descrito con anterioridad, obtendremos:

Max Z = x, + 2x,

s.a.
X, < 600
X, = 300
-3, —4x, < -2400
x,,x) =2 0

Eliminemos ahora las desigualdades, introduciendo variables de hol-
gura:

Z -x - 2%, 0
X, + X, = 600
- X, = 300 "
- 3%, -4x, + x, = —2400 )
X =z 0 (j=1.2..5)

Del sisterna de ecuaciones (). vemos que ya no tenemos una solucion

g3



basica factible inicial obvia (pues x, < 0), por lo que deberemos de corregir
esta nueva complicacién segun el método que se explica mas adelante.

Debe notarse que el hecho de que hayamos puesto un ejemplo en el
cual al corregir la complicacién 2 caemos en la 3, no significa que éste sea
el caso siempre, pues es posible encontrar problemas en dende no suceda
ésto. Lo Unico que nos ensena el ejemplo es que es el caso mas facit de
encontrar.

Saui I. Gauss ha presentado un método para hacer minimo el nimero
de variables negativas, en un conjunto de restricciones con varias desigual-
dades del tipo =.

Veremos el método por medio de un ejemplo:
Ejemplo Iil-18.-

Max'Z:3x1 + X

s.a.
X, + X% =
2x, - X, =
X, 2
4x, + 3, = 24

x,.,x)}) =z 0

La region de soluciones factibles para este modelo seré:

Xg 81
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introduciendo ias variables de
ecuaciones, obtenemos:

Z 3k - x,
X, - X, - X,
2%, - X, - X,
X 7 - X,
4x, + 3x ’

cambiando de signo las ecuaciones {

Z -3x, - .
- X, - X, F X,
-2X, v X, + X,
- X + X
4x, + 3x,

RCGmA CTlhe ONEAL

holgura para formar un sistermna de

=0 )
= 4 ... (1)
= 6 ... (2)
= 4 ... (3)
X, o= 24 . {4)

= 0 ... {0)

~ 4

=-6 ... (2)
=4 .. )

X = 24 ...(4)

Examinando las b y selecionando aquella restriccion con la b, mas
negativa, la restamos de ias demas restricciones que tieren b, negativas. En
nuestro ejempio, restamos la ecuacion (2) de la (1) y la (3), por lo que

obtenemos:
Z -3x - X = 0 ... (0)
X, —2X, + X, X, 2 .. (1)
-2x, + X, + X, == 6 .. (2)
X, = X, - X, TX = 2 ... (3)
ax, + 3x, t Xy ¢ 24 (4)

en donde vemos que podemos utilizar a x, x. y X, como variables basicas
iniciales, y que sdio la ecuacion (2) nos quedaria sin variabie basica inicial

obvia.

Para encontrar la solucion inicial, aplicaremos el procedimiento gue
veremos en ia complicacion ili-12.4 (gualdades en ias restricciones)

il-12.3.- Valores Negativos parab.-

Cuando es este caso, después de eliminar la desigualdad, tendremos
que ya no existe una solucion bésica factible inicial obvia. Para obtener una,
podemos aplicar cualqguiera de los siguientes procedimientos:

a) Seleccionar otra base diferente de la de las variables de holgura y
obtener un sistema candnico para ella, El inconveniente de este
procedimiento es el mismo que se encontrs para esta forma de
obtener una solucion basica factible inicial en el paso 1 dela rutina
del método simpiex {posibilidad de volver a obtener una solucioén
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O
Ve
m
.

béasica no factible. con el consiguiente trabajo extra).

b) Introducir una variable artificial (una variable artificial es diferente a
una variable de holgura), la cual entra restandose en agueitas
ecuaciones en donde existe una constante negativa y usar esta
variable artificial como la variable basica inicial para esta ecuacion.

Sitenemos:
ax, +a,x, +.+ax =-b(b >0

introducimos primero una variable de holgura para eliminar la
desigualdad y a continuacion la variable artificial mencionada, con
lo cual cbtenemos:

ax, ~a,x, +. . +ax +X-X =-b
cambiando signos:

—aX,-ay, X~ .. -a X, —X, =X, = +b

para cumplir con fas condiciones del método simplex, deberemos
agregar:

x
\4
o

Ejempilo 1il-19.-

Consideremos el sistema de ecuaciones (I} del ejemplo H-17, donde la

ecuacion (3) debe de ser tratada para obtener una variable basica factible
inicial:

Tenemas:

= 3%, - 4X, + X, = — 2400
haciendo x, = X,
~ 3%, ~4xX, + X, ~%x,;= - 2400
cambiando signos:

33X, + 4x, - X, ~ X, = 2400

debido a que todas las demas ecuaciones se mantienen sin cambios, la
solucion basica factible inicial serd ahora:

basicas . no basicas

Z = 0 X, =0
X, = 600 x,= 0
x,= 300 . x =90

5

X, = 2400

]

El problema que surge al aplicar este método, es el de haber modificado

nuestro problema original al agregar una variable de holgura y una variabie
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artificial con signos contrarios. va que x_ - X, puede tomar cualquier valor
arbitrario (desde — <« hasta «), conio cual. el resultado neto es la eliminacion
operativa de la restriccion originai en donde surgio este cambio. Esto trae
consigo un agrandamiento del conjunto de solucicnes posibles, como es
claro en el siguiente ejemplo:

Ejemplo H1-20.-

Sea:
3x, ~ 4x, = 2400 ....... (1)
la cual se transforma a:
3x, + 4%, - X, + X, = 2400 ... {2)

si hacemos:

3x, - 4x, = 1000
habremos ya roto la restriccion (1); sin embargo si hacemos

X, = X = 1400
cumpliremos la ecuacion (2).

De fo anterior, es claro que es posible cumplir con la ecuacion
modificada sin satisfacer la restriccién original. Graficamente tendremos:

De la representacién grafica del ejempio anterior, podemos observar
que una solucidn éptima para el prabiema revisado, que sea factible para el
problema original, serd también una solucidn optima para éste (ya que
a, C a,). Ejempio: el punto T cuando la funcion objetivo es la de nuestro
probiema general. (rectal).
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Existe la posibilidad de que '» solucion Optima para el problema
revisado no sea factible para el original (p.e. el punto A con una funcion
objetivo como la recta I}, en cuyo caso, al solucionar ia complicacion 3.
habremos hecho que ia solucion dptima obtenida no corresponda a nuestro
problema original. Es por esto que el meéetodo simplex introduce un
procedimiento que fuerza el valor de ias variables artificiales a cero, por o
que nuevamente volvemos al problema original y la solucién dptima que se
obtenga de esta forma, si sera la que corresponde a éste Uitimo.

El procedimiento que emplea el Método Simplex, es el asignar una
penalidad muy grande a ias soluciones factibles del problema revisado que
no coincidan con ias del problema original (soluciones en la reqion
a, - «,). La forma de asignar dicha penalidad es introduciendo -Mx_ a la
funcion objetivo, estando ésta enlaformaZ = ¢ x. ~ ... + ¢ x_, detal forma
quesix, = 0, el valor de Z disminuye enormemente (M representa un numero
muy grande).

El método anterior se conoce como el método De ia Gran M.

El método simplex se aplica al probiema modificado hasta obtener ia
solucion dptima del mismo. Al liegar a esta solucion tendremos alguno de
los siguientes casos:

a) Ninguna variable artificial esta en la base final. En este caso. la
solucién obtenida para el problema modificado corresponde a la
solucion optima def praoblema original.

b) Alguna (s) variable (s) aparece (n) en la base optima del probiema
modificado con valor mayor que cero. Cuando esta situacion se
presenta, el problema original no tiene solucion (no tiene
soluciones factibles).

c) Alguna (s) variable (s) aparece (n) en la base Optima del problema
modificado con el valor igual a cero (solucion degenerada). Esta
solucion también corresponde a la solucion optima del problema
ariginal.

Ejemplo lii-21.-

Sea el problema representado por e! sistema de ecuaciones (i) visto en
el ejemplo 1-17.

Solucionando la complicacién de localizar una variable basica factible
initial para la ecuacion (3) e introduciendo ~Mx, en ia funcidén objetivo,
tenemos que nuestro problema se presenta ahora asi:
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Z - x 2% - Mx_ = 0. (0
X ~ X = 600.. ... M

- X - X, = 300 ... {2)

3x. v Ax, - =X, o~ X, =2400 .. (3)

Notamos gue aun no es posible aplicar Ia rutina simplex, debido a que
Z aun esta expresada en funcion de una variable basica (x.), por lo que
slimindndola obtenemos:

(0) = (0) -M(3) .. Z ~(3M — 1) x, (d4M + 2) x_ “Mx, = -2400M
Y =(1) oo X, “x, ~ 600
2y=2) .. ... - X, X, = 300
(3)=(3) ... 3x, - 4X, - X, + X, =2400
Aplicardo la rutina simplex tenemos:
: i ; ‘ | i i
be1§2<Zl‘ o % XX Xe bxg P, P
7Z o 1 -@M-1i-@M-20 0. 0 | M o0 -2400M . |
kg 10T o i 6 0 0, 600 o
|x,l210{ 0 1 0y 1 10}0 30 30
xf3lol 3 | a4 ol o [-1{1] 2600 (600
.. vb o vnb
2= -2400M x, =0
X:g: 600 )(2'.:0
X, = 300 X, =0
X, = 2400
X, = X, pues-(4M-+2) < -(3M~+1)
X, = X,
vb Ec.! P | b
i ! XL , i | Pﬂ H j
; ;Novgz Yoo "‘.,‘} X4 ,"5{"5i o “‘pi
"Zlo 1 amen] 0 [0 @M M| o |-800@2M-1).
x,i110. 1 L o 11 o 'o.o0!l 80 60
xi2io o 1o Lol 0.0 30 |
Ixg 310 3" o0 0 -4 -1 1, 1200 400
v.b vnb

TZ = 600(2M-1) x, = O

X:3 = 600 )(A1 = 0
x, = 300 x, = 0
X, = 1200



i-12.- SOMP L

CACIONES

JD':; 2K X LXK P9 v.b vnh
Z'0 1006 0 23 .13 13@BM~-1)1000 Z = 1000 =
x, 01010 01 4333 -13 200 600 X, = 200 . =0
x4 2 0.0 1.0 ;1 00 0 1300 x x = 300 =0
'x, 13107 110,0 -43-13 31400 = Iy — 400 ©
EVbilSZ'.jZ'x,v‘xz‘xatx“.‘%; X lpo_j vb V;D;b"’
jzjofuc‘ro‘wizvo: M 1200 2:21200 x;=0
%1 11010 013 4.1 1 0l X = 600 x7=0
;xzfzfo?oq;o;ﬂo: 0 30 o xf= 300 x*=0
'x, 330,110 10,0, O |600! x¥= 600

Cuando un problema que contiene variables artificiales se resueive en
una computadora, el método de la Gran M suele crear errores de redondeo
(debido al gran valor que se asigna a M), razén por la cual se utiliza el método
de las Dos Fases, que también tiene par objeto el hacer cero el valor de las
variables artificiales.

Ejempio lll-22.-

s.a.

100

X
Max Z = 3x, ~ %, T
51
2%, + x, =2 gt
X, + 3x, s 3
X, =4 k z
% %) =z 0 2}
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Quitando las desigualdades e introduciendo la variabie artificial. ob-

tendremos:

4

— X, - Mx_

Max Z = 3x,

s.a

=20 (=12.6)

En forma de tablero:

o N Mmoo

2 -~ 0 o0

e

O O o -~

o O - O

e B

Pcniendolo en forma candnica:

X3 = 4_I Q o

o | ™
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iH-12.4.- Igualdades en las Restricciones

En aquellos casos en gue exista una iguaidad en alguna(s) de ias
rstricciones, es claro que ya no sera necesario introducir una variable de
holgura en elias, pues ya no existe desigualdad gue eliminar. Cuando éste es
el caso, nos encontramos nuevamente con el problema de que no existe una
variable basica inicial obvia para esta ecuacion (segun el paso 1 de la rutina
simplex).

Existen tres formas alternativas de corregir esta complicacion:

ajEscoger otra base cualquiera. Este método ya se explico anterior-
mente que es poco eficiente y requiere mas trabajo que los demas
métodos.

b) En aquelios casos en que exista una desigualdad, es siempre
posible el reemplazarla por dos desigualdades con los mismos
elementos que la ecuacion y signos de desiguaidad con sentidos
contrarios entre si. Es decir:

ax, +ax,+. . ~ax =b (1)

non i

puede ser reemplazada por:

ax, +ax,+.. +ax £b 2)
' \
a,X, +ax, +..+ax =b }

siendo (1) y {2) equivalentes.

Una vez que hemos puesto nuestras restricciones en forma de
desigualdades, ya sabemos como debemos de proceder para
poder aplicar la Rutina Simplex.

¢} Introduciendo una variable artificial en cada una de las igualdades
localizadas en las restricciones.

Podemos observar que aquella ecuacion (p. ej. ec. (1) del método
(b)), a la que agregamos una variable artificial (x, = 0), quedara
transformada por este hecho en una desigualdad, ya que:

aX, +ax +..+ax +x=>b(x =0

puede escribirse coma:

ax, +ax +..+ax =< b
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cerrlo cual es claro que utitizando el método (). también {al igual
que el metodo (b) del caso 3) modificaremos el problema original.
por lo que es necesario volver a el obligando a las variables
artificiales a tener un vaior cero, para lo cual se emplea el metodo
de 1a Gran M visto en ia compiicacion 11i-12.3

Este método de resolver la complicacion 4 suele, en general, ser mas
practicc que !0s dos anteriores.

Cabe hacer la aclaracion de que en caso de que no exista ninguna
solucidn basica factible para el problema original, esto se verd reflejado al
no ser posible hacer cero el valor de las variables artificiales al final del
procedimiento. Cuando éste sea el caso, vemos que no existe una solucion
dptima para el problema original. debido a que no hay solucion basica factible
para este.

Ejemplo lil.23.-
Sea el siguiente problema de programacién lineat.

Max Z =x. + 2x

2

s.a.
X, < 600
X, = 300
3x, ~ 4x, = 2400

X
p3
I\
o

regior de
p— SOiUcCiONes
"™ tactibles

300

>
()]
(@]
[&]
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X,
Z - X - 2x . 0
X, X - 600 .
X, + %, = 300 - ,
3x, + 4x, - % = 2400 M

QI

__ 2roiada Jde

SOUS
‘actbios

Q

donde x, y X, son variabigs de hoigura y x, es variable artificial.

Usando el método de ia Gran M tendremos:

Z -x, -2 +Mx, = 0
X + X, = 600

X, + X, = 300

3x, - 4x, - %, = 2400

eliminando las variables basicas de la funcion objetivc:

Z - (BM+1)x, - (@M+2)x, = -2400M ¢
x1 + x:—, = 500 jod
X, + X, = 300 300
3x, + 4x, + X, = 2400 600
. ,Vb . V. n;,b: E
Z=-2400M: x =0
X = 600  y -
x,= 300
X, = 2400
xe = XZ
X, = X,
Z - {3M+1)x, +{4M +2)x, ==600(2M-1) ?,
X, + X, = 600 600
X, + X, = 300 x
3x, - 4x, + x, = 1200 400
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_vb Loovnho
Z =-B00(ZM-1} x = O
x, = 600 ¥ =0
X, = 300 i
x, = 1200
X, = X.
X =X,
Z - 213x, ~ (M~1,3)x. = 1000
- X, + 43x, - 1.3x, = 200
- X, + X, = 300
X, -4/3x, + 1/3X. = 400
___wvb n.b.
Z* = 1000

Vv
Xt
x¥ = 300
x¥ = 400
Eiemplo IH-24.-

= a#staviendo ahora ei gjemnplo 11-18, tenemos:

Z-3%, - X = 0. (0)
X, - 2%, T X~ X, = 2. (1)
S+ X + X, =6 ... (2)
X, - X, * X = 2. (3)

ax, - 3, + X, =24 ... (4)

introduciendc una variable artificial x, en la ec. {(2) y penalizando la funcion
objetivo, obtenemos:

Z -3 - X +Mx, = 0. {0)
X, = 2%, + Xy = X, = 2. {1)
-2X, + X, + X, - X, = 6. @)
X, = X - X, T X 2 o

4x, + 3x, : + X, = 24 ... -,



formando ahora un sistema canonico:

el cual ya podemos resolver:
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(v.b o EC

NG Z % o x X X X . R, 3
Z 0 1 0.0 .0 12 0 12 M<i2 15 .
. 1.0 G0 UG 0 3100 -1110 135 26
x, 2 0 U1 08,0 5. 25 125 6
v, 30 1.0 0 310 0 110 310 (215 «
‘xs 4 0.0 0.0 310 1 110 710115 o
vb SZ Z X, X, . Xy X, Xg X ‘ X, éPc
2 0 10 5.3 0 .0 3 M .18
x,* 10 0 -4 1,0 0 U4 -1 2
2 0 o's2lo| 1,0 2 1 |8
x"133013‘4105030§‘w4 0o 6
x* 4.0 0 34,01 0 ‘1,4 -1 | 2

llll-12.5.- Variables no Restringidas en Signo.

En aquellos casos poco frecuentes, en que ios niveles de actividad en
un problema de programacion lineal pueden tomar cualquier vaior, positivo
0 negativo, nos encontramos con que la condicion de no negatividad,
establecida por el Méetodo Simplex, no se cumple, razén por la cuai es
necesario solucionar esta complicacion antes de poder aplicar la rutina
simplex. La condicion de no negatividad puede ser restablecida en nuestro
problema, cambiando la (s) variable(s) no restringida(s) en signo por una
diferencia de dos variables no negativas.

Entonces, si:

podemos hacer:

x
li
-«
!
N

donde:
y =0
220
y sustituir el nuevo valor de x en todas aqueilas partes en donde aparezca

dentro de nuestro modeio. Este cambio no modificara en nada nuestro
modeio, ya que si x = 0 hacemos y = 0 y z =0, mientras que siX = 0

,.

hacemos y=20yz = 0.
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Ejemplo iii-25.-
Supongamaes que nuestro ejemplo I-10 o modificamos. quitando la
restriccion x. = Q.

Si hacemos x. = y, -2, dondey, =0 yz, = 0. entonces nuestro
ejemplo se puede expresar asi:

Maxz =y, — 2z, - 2x,

s.a.
Y, -~ Z, = 600

x, < 300

3y. -~ 32, ~4x, <2400
v..z,.x) = 0

problema que coincide ahora con nuestro mcdelc generai, por no contar va
con ninguna complicacion, por 10 cual puede ser resuelto utilizando directa-
mente la rutina simplex, como i¢ hicimos con el problema original.

-12.6.- Empate para entrar como variable basica.

Al encontrarnos resolviendo un problema de programacion lineal,
empleando para elio la rutina simplex, en alguna de las iteraciones del mismo,
podemos encontrar que dos o mas variables tengan el mismo coeficiente
positivo maximo en la funcién objetivo. Cuando éste es el caso, surge la duda
de cual de ellas serd la indicada para entrar en la base, ya que ambas
satisfacen las condiciones establecidas en el paso 2 de dicha rutina.

Esta complicacion se resuelve seleccionando arbitrariamente, entre las
variabies en empate, la que debera ocupar la base.

Ejempio 11i-26.-
Si:
Z = bx, + 5%, + 2X,
entonces x, y X, estaran empatadas para entrar en la base, pero si tenemas
que:
Z = 5x, + 5%, ~ 7X,
entonces x_, = X, Y NoO existira empate.

lil-12.7.- Degeneracion
Cuando al aplicar el paso 3 de ia rutina simpiex nos encontramos con

108



ague ¢ = ¢, = ¢_ = .. esto es. Con que varias variables se hacen cero

simultaneamente cuando x, se incrementa. tenemos un empate para dejar
la base (degeneracion).

Cuando es este el caso. se ascoge arbitrariamente cualquiera de las
variables en empate para ser la variable de salida.

El efecto de tener un empate en ia variable de salida. es que todas las
variables en el empate que no sean escogidas para dejar la base quedaran
con un valor de cero en fa siguiente iteracion, durante la cual tendremos que
¢, = 0 (para t =aquelllas i's correspondientes a las ecuaciones conteniendo
las variables en empate); con lo cual las variables en empate continuaran
siendo candidatas para dejar la base en esta nueva iteracion, haciendo
ademas que la nueva variable entrante no pueda tomar un valor mayor que
cero, conio que el valor de Z permanecera sin cambio respecto a la iteracion
anterior.

De lo anterior, cabe senalar que si existe degeneracion, es posible
tener una secuencia de iteraciones que no aumenten en nada el valor de Z,
y ha sido probado por Hoffman (1951) y por Beale {1955) que la rutina
simplex, en este caso. puede conducir a una recurrencia det mismo conjunto
de variables basicas después de k iteraciones (y después de 2k iteraciones,
etc. indefinidamente). De aqui que sea evidente que ya no es posible el seguir
manteniendo que el método simplex necesariamente terminara en un
numero finito de iteraciones. A pesar de los ejemplos construidos por
Hoffman y por Beale, el caso de circulos viciosos mencionado no ocurre en
la practica, razéon por la cual las reglas gue existen para resolver el caso de
degeneracidn son casi siempre ignoradas, pues aun en el caso de volver al
mismo conjunto de variables basicas, se pueden salir del circulo vicioso
cambiando la seleccion de x_ con respecto al ciclo anterior.

Ejemplo 11I-27.-

Modificando nuestro ejempto Iil-10 y escribiendo:
3x, + 4x, <1200

en lugar de:
3x, + 4x, = 2400
tendremos:
Z -x - 2%, = 0 ¢
X, + %, = 600 «
X, + X, = 300 300
X, +4x, - =% = 1200 300
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donde :

pero ahora:
¢ =9 =9, 300

osea que ahora x_ puede serx, O x,

Escogemos x, arbitrariamente

basicas no basicas

Z -x, - 2X, = 600  }_-300 x =0
X, X, = 600 °_ T
X, + X ~ 300 6709 x=0
3X, - Ax, T X o= 0 = 0
Z =600

y obtenemos una solucion degenerada (pues x, =0), con lo que se vé que
ta variable en empate que no resuitd escogida para dejar la base quedo con
un valor de cero.
Como la solucion anterior no es aun éptima, hacemos:
X, = X,

e

pero como ya dijimos, tenemos que:

¢ =¢,=0
debido a que x, no puede aumentar su valor sin hacer a x, negativa y por to
tanto:

Xs = XS
y obtenemos:
. basicas _ __no basicas

z 2//3)(4 + 1/3)(5 = 600 x?‘: 0 x::()
+ X3 "’ 4/3X4 - 1/3X5 = 600 :,: 300 ! X::o

+ X, + X, = 300 *_ 600

X, -4/3x, + 1/3x, = 0 3
‘ ! ® Z*= 600

y los valores de la soiucion dptima coinciden con ia iteracion anterior, debido
a que x, no pudo tomar un valor mayor gue cero,con lo cual el vaior de Z
tampoco pudo aumentar.
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Ejemplo 1il-28.-

= X,

Max 2

S.a.

Lol

o D »
B ==L
- -
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i-12 - COMPLICACITNES

;,O“Z X L O T
'z 01,0 0 0 1 4 0 16
% 1.0 .010 1 -1:4 . 018
x;* 2.0 00,0 3 -t 1.5
x*>3 0.1 0:0,1 0 0. 4
5 470,01 000 ;03

11-12.8.- Soluciones Multiples.-

Este caso aparece cuando la funcién objetivo, en su valor maximo
factible, coincide en mas de un punto con los linderos de la region de
soluciones factibles, teniéndose por lo tanto, todo un segmento lineal de
soluciones optimas , compuesto éste por soluciones basicas factibles y por
soluciones no basicas factibles, todas elias maximizando el valor de Z.

Cuando tenemos un segmento lineal de soluciones Optimas, pueden
existir factores intangibles que favorezcan a aiguna de ella (p. ej. problemas
de personal, facilidad de almacenamiento. satisfaccion de cliente, etc.), por
lo que es de interés el descubrir cuando estamos en ésta situacion.

La indicacion que el método simpiex suministra cuando existe un
ndmero infinito de soluciones optimas, es haciendo que algunas de las
variables no basicas que aparecen en la funcion objetivo (en donde ya todos
los coeficientes son tales que no se puede aumentar el valor de Z) aparezcan
con un coeficiente cero en ella, cceficiente que nos indicara que si intro-
ducimos esa variable a la base, el valor de Z no se alterara y seguiremos
teniendo una solucion dptima con la nueva base.

Ejemplo I1-29.-

Sea:

Max Z = 3x, + 4x,

s.a.
X, < 600
x, < 300 300y
3x, ~4x, < 2400
x,.%,) =2 0
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Ce Ia representacion grafica es claro que cualquier punto sobre el
segmento lineal BC sera una solucién optima.

Resolviendo el modelo llegamos finaimente a:

basicas _ no basicas

Z + Ox, - %, = 2400 oasicas - no bas;
X, + 4/3x, - 13x, = 200 X;" 400 Xi_O
X, +~ X, = 300 x;= 300 x;=0

X, - 4,3x, + 1.3x, = 400 xI= 200

Z2*=2400

Como todos los coeficientes de las variables no basicas en Z son
positivos, hemos llegado a una solucién optima, la cual cuenta con la
particularidad de que C, =0, o cual nos indica que existen mas soluciones
6ptimas. Para encontrarlas hacemos x_ =X, y obtenemos:

basicas 1o basicas

Z + 0x, +t X3 =2400 x*= 600  x'=0
+ 3/4)(3 + X, - 1/4x5 = 150 x;: 150 3 x;‘=0
)(2 — 3/’4X3 + 1/4)(5 = 150 X*= 150
.o X% = 800 e s00

solucion que también es optima y que cuenta con el mismo valor para Z que
la obtenida en la iteracion anterior.

Si efectuamos una nueva iteracion, regresaremos a la primera soiucion
Optima obtenida (pues x, ahora es la que tiene coeficiente cero), por lo tanto
sélo existen 2 soluciones bdsicas factibles optimas (puntos B y C en ia
representacion grafica), mientras que existiran un numero infinito de
soluciones no basicas factibles 6ptimas (segmento BC en la representacion
grafica) que pueden expresarse como:

(x.,”, %'} = [4004 + 600(1-4), 3004 + 150(1-4)] 0=<A=1

11-12.9.- Ausencia de Soluciones Factibles

Cuando una solucion basica factible inicial no fue obvia y tuvimos que
introducir variables artificiales cuyo valor no es reducido a cero al cbtener ia
solucién optima, ésto es una indicacién de que no existen soluciones
factibies para el probiema original.

Cuando en un problema obtenemos nuestra solucion optima, siempre
debemaos comprobar que sea factible, sustituyendo los valores obtenidos en
fas restricciones para ver si se cumplen.
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111-12.10.- Solucion Optima Sin Limite.

Cuando en ei momentc de obtener ¢ vernos que ¢ = = paratoda i,
esto indica que la variable x, puede aumentar su valor todo lo que se quiera
sin hacer negativa ninguna de las variables basicas. De aqui que no exista
ninguna variable x_y que el valor de Z pueda aumentar sin limite. En aquelias
ocasiones en que nos encontramas con este caso en un problema real, es
bueno el revisar que nc hayamos omitido ninguna restriccion y gue nuestro
modelo matematico esté bien formulado.

[1I-13.- METODO DE LAS DOS FASES.-

También conocido como el Método Simplex de ias Dos Fases.

Muchos problemas encontrados en la practica, a menudo tienen una
forma canonica facilmente obtenible y se puede inmediatamente construir
una gran variedad de soluciones basicas iniciales (p. ej. cuando el problema
esta en la forma general, la que se obtiene al usar las variables de holgura).
Cuando este es el caso, la fase | del procedimiento no es necesaria, es decir,
la fase | sirve Unica y exclusivamente para encontrar una solucion basica
factible inicial para la fase il mediante la utilizacidn del Método Simplex, 0
bién para descubrir que el sistema no tiene soluciones factibles.

Otros problemas encontrados en la practica no proveen una forma
canonica factible inicial. Esto sucede cuando no tenemos variables de
holgura, o cuando éstas tienen coeficientes negativos. Utilizando la fase |
podemos encontrar una solucion factible inicial (si existe).

Una de las ventajas de este método, es el que no es necesario saber
nada (matematicamente) respecto al problema, ya que este método des-
cubre redundancias e inconsistencias.

liI-13.- Descripcion dei Proceso.

Aqui suponemos que la funcién objetivo esta siendo maximizada.

A) Arréglese el sistema original de_ecuaciones de forma tal que todas
las constantes b sean positivas o cero, cambiando en caso
necesario los signos en ambos lados de la ecuacion correspon-
diente.

B) Auméntese el sistema para que incluya un conjunto basicc de
variables artificiales ode error:x, , 20, %, , 20, ... x ., 20, de
tal forma que se convierta en:
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(8. X, =a . +  +3 X X L =b

A FALX, T A, X, X 4 _bzl
g : ; >
la. X, +a.x. +. +ax + X L =b b =0
la. X, ~a X+ . +a_x + X 4. =b_

C.X, ~C, %X, ~ C. X, ~Z=0

X 2 0(=1.2 _..,nn+1 ..n+m)

C) {Fase !). Usese e Método Simplex para encontrar una solucion a

(1) y (2}, la cual minimice la suma de las variables artificiales,

denotada como W:
X, + X, — o X X =W

o lo que es lo mismo, que Max (-W).

La ecuacion (3) se conoce como la ecuacion de " no factibilidad ".

El sistema canodnico factible inicial para la fase I, se obtiene
seleccionando como variables basicasa: x__, , x,., . ..., X,
s X, Z y (- W) yeliminando estas variables (excepto W) de
{a ecuacion (3), para lo que se resta la suma de las primeras m

ecuaciones (1) ala ecuacion (3), obteniendose:

a. X, +a X, + ... .+a X +Xx 4 =b
a, X, tax, + .. +a,x T X, 4 =bh,
‘ b=0
a, X, +a,%+ ... +ax + X 4 =b
i : ' )
a,.x, r am2x2+ -t a..x, + X +m =bm
L =X, - CX, + ..~ CX +Z =0
dx, ~dx, + ..+ dx, “W=-W,
donde
b =0
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112 METCDO DE LAS DOS FASES

d =-@ +a,+..+a) (=1.2...n)

W, =~b, +b,+. .. +D)

siendo la solucion basica factible inicial:

D) SiMax (-W) = min W > 0, esto implica que no existe una solucion
factible para el problema y ei procedimiento termina. Si por el
contrario, Max (-W) = Min W = 0, iniciese la fase ll, para lo cual:

a) Se dejan de considerar todas aquellas variables no basicas x
cuyos coeficientes d’, = 0 en la ecuacién final modificada de
W, i

b} Reemplazando la forma lineal de W (modificada por las varias
eliminaciones) por la forma lineal de Z como la funcion objetivo;
eliminando primero de la ecuacion Z todas las variables basicas
( lo cual se suele ir haciendo a la vez gue se trabaja con la

_ecuacion de W en la fase !).

E) (Fase !l). Aplique el Método Simplex a la forma candnica factible
ajustada obtenida de la fase |, para obtener la solucion que Max.
(Min) el valor de Z, o una clase de soluciones tales que
Z » x (Z -»-x).

Veamos el porqué del paso D (a):

En ocasiones en que el sistema original contiene redundancias, y a
menudo cuando se presenta la situacion de que ura o mas de las variables
artificiales resultan variables basicas degeneradas en la solucion de la fase |,
estas variables artificiales seran acarreadas a io largo de la fase ll. De aqui
que sea necesario que sus valores en la fase il nunca excedan de cero. Para
ver porqué, notese que la forma de W al finalizar la fase ! satisface:

dx, +dx, + ..+ d___x . = W-W,

n+m "p-m

donde:
d’} 20y W, =0
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si s que una solucion factible existe. Para factibilidad: W =0, por {3}, o que
signitica que cada x correspondiente a una @' = 0 debe ser cero: de aqui
que tales x puedan ser igualadas a cero y dejarse ya de considerar.

Ejempio ill-30.-

MaxZ = x, + 2X, + 3%, ~ X,

s.a.
X, T 2%, + 3%, = 15
2%, — X, = 5%, = -20
X, + 2x, + X, + x, = 10
(X, % %50 %,) = 0
Paso A -
MaxZ = x, + 2x, + 3x, - X,
s.a.
X, = 2%, + 3X, = 15
2, + X, + 5% = 20
X, + 2% + X + X%, =10
X, %, %, %) = 0
Paso B.-
Z - X - 2%, - X, + X, = 0
X, + 2%, + 3x%, X = 15
2%X, + X, *+ 5%, + Xg = 20
X, + 2%, 7 X3 + X, + %X, =10

(X, % X5, X Xg X, X5} =2 0

Paso C (Fasel).-
Min W - Xy - Xy — %, =0

]

es decir:
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‘3. METODC D

Max -W

D

=20
=10

w

en forma de tabla:

.WZ

OO -~ N ™

v o N~
x x X

poniendola en forma cononica para la ec. (0°):

Ec
: No.

v.b l

- ~ o
s W& o
o o~
a |P T eme @
X ]O O OO~
Xl oo o~ =

P WG TR
SO O~ OO
<|T - oo
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2%5,\5‘35
R - N

Tt

-0 0 O N o
x%.um.Z&
N |lo - oo o
W_10000
A.m..

EM00123
o] © @~
> BN
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Paso D -

0, por lo que el problema original tiene solucién y

Se ve que Min W
nodemos iniciar la fase i, para lo cual eliminamos fa ec. (0'), asi como las

columnas correspondientes a x,, X, X,, Y -W.

Paso E (Fase lf}.-

R o w
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555D
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Ejemplo IH-31.-

)
4/

X,

X., X,

(

cambiando la funcion objetivo:

N

Max -Z = - x.

e introduciendo variabies artificiales x, y X, y ia ecuacion de no factibihdad:

obtenemos:

en forma de tabla:
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O
m
O

=
~
13
3
b3
5

>
>

No. % . P
w'e 1 0 o0 0:0 o0 1.1 o
2.9°0 <+ ¢ 0. -1 2 1 -2 2
x, 1.0 0t .20 1.0 1 2
X, . 270 0 0 1t ottt

“b E,C,Z:x‘x‘xixiP P

NG vt k! 4 5!

'z o1 00 123

x, 1lol 0lo. 12l

X, 2‘01011‘72—1{1 1

: i ! 1 |

!Vb§sg“}'2-x‘ X, xaled‘Pc'

Z 10 1 0 o1z,

xri1log1 o 0 -1 2

K200 0 it

En aquellos casos en gue el probiema original cuenta con algunas
restricciones que estan en la forma original, no es necesario agregar tantas
variables artificiales como restricciones tenemos, ya que la base inicial puede
estar formada, parcialmente, con los vectores unitarios correspondientes a
las variables de holgura de estas ecuaciones, formandose el resto de la
misma con la introduccién de variables artificiales en aquellas restricciones
en donde sea necesario. La fase | funciona, igual que antes, haciendo que la
ecuacién de W contenga solo la suma de ias variables artificiales utilizadas
y minimizandola; si Min W > 0, el problema original no tiene soluciones
factibles, pero siMin W = 0 seva a la fase il.

Ejemplo Iil-32.- (Ejemplo 11I-23)

Max Z = x, +2X,

s.a.
X, < 600

x, = 300

3%, + 4x, = 2400

%, %,) = 0

introduciendo variables de holgura x, y x,, asi como la variabie artificial x,,
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obtenemos:

600

300
= 2400

sz_

~ X,

Fase |

Introducimos la ecuacién de no factibilidad (Max —-W):

600
300
2400

Z - X —2X%,

+ %, =

s s 8 8 o g 3
(=] (o]
18-88% 88888
N o - -
L [N N I,
< |0 oo o - X OO0 o0 O ~
x |0 0o~ o x|+ o~
|loo ~o0o o x joo ~ oo
LY Yol w Slooor o
S|P T o LT T - oe
N o~ oo o N jo~ o0oo0oo
W.1OOOO W_1OOOO
&MNUO123 &N000123
o ¥
- TN > TN Y




e e e e -

A
No o 2
WoC . 2 0 2
R R
x. 5 0G50
x, 2 00 0
x. 35 0 1.0

Como Max (-W) = Min W = 0, entonces el problema original si tiene
soluciones factibles y pasamos a la fase i:

;vbiﬁg'lgzix‘;x2§x3axq PO‘
Z*i0 1 0.0 0 231000
10001 4200 |
%"t 2r0lo 10300 !
x* 3 0110 0 -43 40|

Aungue no es obvio, el método de ia Gran M es en si un método de las
Dos Fases y ambos procedimientos, aplicados a un problema, tienen la
misma secuencia de soluciones basicas factibles (con la posible excepcion
de cuando ccurre un empate en x, en el método de las Dos Fases). Por io
tanto, ambos procedimientos scn esenciaimente equivalentes desde un
punto de vistade computo y existe poca base para escoger entre unoy otro.

Cuando se utiliza una computadora digital, la tendencia ha sido selec-

cionar el método de las Dos Fases, unicamente para evitar el error de
redondeo ocasionado por la manipulacion de los grandes valores asignados

a M.
Ejemplo 1li-33

Max Z = x, + X,

s.a
X, + 2x, = 20

2x, + 3, = 20

X, + 2x, = 2

x,x,) = 0

introduciendo v.h. = (x,, x,, X}, v.a. =

{x,) y ia ecuacion de no factibilidad,
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o0

£ AS

13- METODO D

obtenemos:

Fase |

escribiendolo en forma canonica:

la columna .-

sl

Fase ll.- Eliminamos la ecuacion de W y
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x. 13 0 20 ~1E0 2
\D‘EJZ'{Z]X Xy Xy ik, xR
Zioi1 01 0 011, 2
xy 1000 4103 s g
xgl2loto a0 120 18
X1 3,001  0l0 -1 2 =
;Vbiiz‘zlx Xz xa!*alxs%PcE‘?i
[210(150}1;351/3'0{0,‘20/3. |
x| 100 a0 1 rar| = |
tx‘,]zfo]aisra‘i—zsiw‘10120/§4&
Ix, /3,01 11287300 203! 10
vbiee | 0 L Lo

| iNo.| ixixz‘xsix”xs‘PC‘;
iz{o;11o;o;1f511,*sio‘s§
jxsz 1}01010}-15%45!1‘10{
x; |20 011 25350 & |
lx“,s}omioiaxs}zszo& 4

il1-14.- PROBLEMAS.-
A) USANDO EL METODO GRAFICO RESUELVA LOS SIGUIENTES
PROBLEMAS

1.- Utilizando el metodo grafico, encuentre la regidn de soluciones
factibles para el siguiente sistema, indique el tipo de soiuciones
obtenidas (Basica factible. basica no factibie. etc.).

125



fi-rg FPROBLEMAS.-

3x. - x, =z 8
a4x, ~ x, =19
X, +3x, =7

2.- Por el método grafico encuentre la region de soluciones factibles
y el Optimo para el siguiente modelo. indique las soluciones fac-
tibles, no factibles, basicas factibles y basicas no factibles.

Max Z = 2x, ~ x,

-

X, + X, 2 2

2x, ~3x, = 20
4x, +3x, = 25
X.x,) =2 0

3.- Un fabricante desea producir dos articuios en cantidades x, y x,.
Cada articulo requiere del uso de materiales, mano de obra y
equipo en las cantidades mostradas en la siguiente tabla. También
se especifica la disponibilidad.

X, X, Disponibilidad
’; Material | 5 | 4 . 100 !
F H T T R
! M. De Cbra ! 3 ‘ 3 | 172 |
| Equipo T 3 1 | 53 7

Si la ganancia esta dada por Z = x, + 2x,, encuentre la region de
soluciones factibies, no factibles, ei maximo, soluciones basicas
factibles y basicas no factibles.

4.- Por el método grafico encuentre la region de soluciones factibles
y el 6ptimo de los sistemas siguientes.indique todas las sotuciones
basicas factibles y no factibies.

a MinZ = 3x, + 4x,
sa. -2X, + X, = 3
- X, +r X z-3
2x, +3x, = 6
(x,%) = O
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X, - X,
-12x, - x, = 1
23x. =~ 2x, 20
=4
X, Z 0
X <5
(x,x,) 20

FEOGHRAMACION CNEA L

5.- Utilice el método grafico para resolver el siguiente problema.

Max Z =
s.a

X, - X,

X
A

10

2

2x, ~ 5x

P

In
3

2
X, +

5

IA

18
44

2

X
X, ~ X,

1

(pr Xg)

A

v
=

B) USANDO EL METODO SIMPLEX RESUELVA LOS SIGUIENTES EJER-

CICIOSs
1.- MaxZ = x, + 4x, + 6X,
sa  2x, - 3%, +2x, = 18
2%, + X, +4x, = 16
X, — 2% + X, £ 14
(X, %X, %) = 0
2.- MaxZ = 2x, +3x,~ X, + X,
s.a. 8x, +2x, +5x,~ X, =

3, +4x, - X; + 2%, =
20+ X, Ky - 3K, =

(X0 %o X5, X,)

v

30
10



3.- Max Z = X, = 2%,
s.a. X, < 4
X. <6
<
3x, ~ 2%, =18
(x..x,) =2 G

4.- Considere el problema:

MaxZ = 3x. T 2%
sa.  2X, v 4x, =22
- X, -4, =10
2X. - X, =
X, - 3%, = 1
X, x) =20
a) Resuelva este problema en forma grafica. indique los puntos

extremos.

b) Resolverio mediante el método del Pivote.

5. Max Z = 4x, + 3x, + 6x,
s.a. 33X, + x, +3x =30
2x, +2x, +3x, £40
(X, X %) = 0
6.- MinZ =  4x, + 3%,

s.a. 2% + X, =1

X, + X =
(X, %) =

7.- MaxZ =  x, + %,
sa. -X, +X = 4
-2X, =X, 2-5
X, +X%X, £10
x.x) = 0
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MaxZ =  2x, + 5x,
S.a. X, — 2x, =10
a4x, -~ 6x. =20
X, <
X, <
5 - MaxZ =  3x. - 4x,
sa - 2x, - X, = 3
- X, = X, =2-3
2X. +3%, = 6
(X, x) =
10 MinZ = 3x. + 5x,
s.a. X, = 4
2x, <12
X, +2x, =18
x,%) =z O
11.- MinZ =  3x, +2x,
s.a. 2x, + X, = 4
X, =3, = 1
3, +2x, =10
2/3x, + x, = 1
(X, %) =
12.- MaxZ = x, + 2x, - X,
sa.  2X, + X, — 3, =
-4X, - X+ X, =
X, + 3%, <

A A~ O
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14 PROBLEMAS

NOTA: No hay restriccion de no negatividad de ias variables.
a) Resuelfvase por ef método simplex

b) Formulese este problema de tal forma que las variables sélo puedan

tomar valores positivos [(x.. x,, x,} = 0] y resuelva por el metodo
simplex.

13.- Considerese el problema.

MinZ = 3x, — 4x, - X, - 2x,
sa 2X, + x, v 2x,+ x, =10
X, ~2x, < 10
X, — X, + X, =z2-5
2x, + 3%, + X, + %X, < 20
X, 20, x, 20 %x,20

NOTA: No hay restriccion de no negatividad para x,
a) Reformule este problema y dé la férmulacién en forma estandar.

b) Construya el tablero inicial simplex, usando el método de la Gran
M, identifique la correspondiente solucion basica factible inicial.

c) Resuelva el problema usado en meiodo de la Gran M.
d) Resuelva el probiema usando el método de las Dos Fases.

C) FORMULE Y RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS:

1.- Un fabricante de zapatos desea producir 3 nuevos modelos
(A, B, C), encantidades x,, x, y X, respectivamente. Cada modelo
requiere el uso de material, mano de obra y equipo.

El modelo A requiere 8 unidades de materiai, 5 minutos de tiempo
de mano de obra y 6 minutos de tiempo de equipo; el modelo B
requiere 10 unidades de material, 8 minutos de tiempo de mano de
obra y 6 minutos de tiempo de equipo; el modelo C requiere &
unidades de material, 10 minutos de tiempo de mano de obra y 8
minutos de tiempo de equipo.

Si se dispone de 2000 unidades de material, 8 horas de tiempo de
mano de obra y 6.25 horas de tiempo de equipo; ¢ Qué cantidad
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debe fabricarse de cada modelo para maximizar ias ganancias si
éstas son $10 para A, $15 para B, $8 para C ?

2.- Un granjero planea criar polios, pavos y patcs. El tiene una
instalacion para solo 200 aves y desea limitar el nimero de pavos
a un maximo de 25; el numero de pavos y de patos no debe
exceder de 100.

Las ganacias estimadas son: $8, $12 y $16 por cada pollo, pato y
pavo respectivamente.

¢ Qué cantidad de cada ave debe criar el granjero para maximizar
su ganancia ?

NOTA: Utilice el método del Pivote.

2.- Una empresa cuenta con 1000 toneladas de minerai b,, 2000
toneladas de mineral b, y 500 toneladas de mineral b,. A partir de
dichos minerales pueden extraerse y fundirse los productos 1, 2 y
3. La empresa desea determinar la cantidad de cada producto gue
debe fabricar, a partir de los minerales aprovechables, para ob-
tener el maximo provecho de la operacion.

Las condiciones sobre los minerales son las siguientes:

El producto 1 precisa 5ton. deb,,10de b,y t0de b, por unidad.
El producto 2 precisa 5 ton. de b,, 8 de b, y 5 de b, por unidad.
Ei producto 3 precisa 10 ton. de b,, 5de b, y0 de b, por unidad.

El fabricanate obtendra $100 de beneficio por unidad de producto
1,$200 por unidad de producto 2 y $50 por unidad de producto 3.

{Use et método del Pivote para encontrar la solucién)

4.- Un panadero tiene en bodega una provision de harina, leche,
huevos y levadura. Desea determinar cuanto debe elaborar de cada
producto (pan, pasteles y galletas). La informacién de que se
dispone se muestra en ia siguiente tabla:
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MATERIA | REQUERIMIETO DE MATERIA PRIMA EN CADA | DISPONIBILIDAD DE
FRIMA PRODUCTO MATER A PRIMA
Pan Pasteles  Galletas :
Harina(kg) " 12 16 8 ; 200
Leche(lts) | 2 : 3 ‘ 1 40
Huevos P 4 6 4 100
Levadura 2 1 2 ; 30 ]
UTILIDAD($) 3 5 6

El panadero desea saber que catidad de pan, pasteles y galletas
producir para obtener una ganancia maxima.

5.- Cuatro comidas son compradas en cantidades X,. x,, X,, X,. Su
contenido de calorias, vitaminas, carbohidratos y su precio por
unidad estan dados en la siguiente matriz:

I 2 3 | 4

Calorias 2 o] 1 3
Vitaminas 0 2 1 2
Carbohidratos 1 0 1 2
Precio 4 10 1+ 12 15

Los requerimientos minimos de calorias son 15 unidades; los re-
guerimientos minimos de vitaminas son 8 unidades; como maximo
pueden consumirse 13 unidades de carbohidratos, ¢ Qué cantidad
de cada comida debe de ser comprada para satisfacer estos
requerimientos y minimizar ei costo total ?

6.- Un fabricante desea producir 2 articulos A y B, en cantidades
X, ¥ X, respectivamente. Cada articulo requiere el uso de material,
mano de obra y equipo. El articulo A requiere de 5 unidades de
material, 3 minutos de tiempo de mano de obra y 3 minutos en
tiempo de equipo; el articulo B requiere 4 unidades de material, 8
minutos de mano de obra y 1 minuto de tiempo de equipo. Si se
dispone de 100 unidades de material, 4 horas de tiempo de mano
de obra y 3.5 horas de equipo; las ganancias en el articuio A son
el doble que en el B. Encontrar la maxima ganancia.

D) FORMULE LOS SIGUIENTES PROBLEMAS.

1,- Una compania tiene tres almacenes A, A,, A, y dos tiendas de
ventas al por menor T, T,. Las demandas en las tiendas al por
menor y el inventario en los aimacenes, se muestran en la siguiente
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figura. Los costos de envio por tonelada también se muestran en

la misma.
A.
20 Tons
o\ T
AR
%
T. A2 x22 T;
40 Tons 30 Tons | g6/Tn. | 50 Tons
'\*“?’QQ'
e
As
40 Tons

La compania desea determinar la manera de realizar los envios en
forma tal que minimice los costos totales de envio, satisfaga las
demandas de las tiendas de menudeo y no se excedan los inven-
tarios en los aimacenes.

2.- Supongase que Inglaterra, Francia y Espafa produce todo el trigo,
cebada y avena del mundo. La demanda mundial para el trigo
requiere 125 millones de hectareas para poder ser satisfecha.
Similarmente, 60 millones de hectareas se requieren para el cultivo
de la cebada y 75 millones de hectareas para la avena. El total de
tierra disponible para éstos propositos, al igual que ias horas de
trabajo requeridas para trabajar cada hectarea, asi como su costo
por unidad, se dan en las siguientes tablas:

Total de tierra Horas de trabajo requeridas para
disponible trabajar una hectarea de:
(Miliones de has.) TRIGO CEBACA AVENA
inglaterra 70 18 15 12
Francia 110 13 12 10
Espafa 80 ! 16 | 12 16




iti-14.- PROCBLEMAS

i Costo por hora de trabajo ai sembrar i
! TRIGO CEBADA AVENA

Inglaterra ‘ $3.0 ; $2.7 ' $2.3
Francia T $2.4 ! $3.0 f $25
Espafa ; $3.3 f $2.8 ‘ $2.1
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El problema radica en querer distribuir el uso de la tierra en cada
pals, de tal manera gue se satisfaga la demanda mundial y se
minimice el costo total de trabajo.

3.- El despachador de una compania de carga aérea controla 8

aviones del tipo |, 15 aviones del tipo Il y 11 aviones del tipo lll. Las
capacidades, en miles de toneladas, son las siguientes: 45 los del
tipo !; 7 los del tipo Il y 5 los del tipo Il

Los aviones deben ser despachados a las ciudades Ay B. Para el
dia de hoy requerimos en la ciudad A 20,000 toneladas y 28,000
toneladas en la ciudad B; la capacidad del avibn que no se
aproveche no tiene valor.

Un avién puede volar sdlo una vez durante el dia.

El costo de enviar un avién de la terminal a cada ciudad se da en
la siguiente tabla:

TIPQI TIPO I TIPO Hi
Ciudad A 23 15 14
Ciudad B 58 20 3.8

Sea Xx,, X, Y X, el nimero de aviones de cada tipo enviados a la
ciudad A yy,, ¥,. ¥, el nimero de aviones enviados a la ciudad B.
Determinar el plan de embarque para un costo total minimo.

4.- Supongase que el Departamento de Policia ha pronosticado la

demanda de carros patrulla en la Cd. de México para el periodo
que empieza a las 12 hrs. del dia 31 de diciembre y termina a las
12 hrs. del dfa 1° de enero.

Las 24 horas han sido divididas en periodos de 4 hrs. y la demanda,
tanto en carro patrulla ccmo en personal motorizado (2 personas
por patrulla), estan dados a continuacion:



PROGRAMACION LvEAL

Hora dei dia Carros Patrulla Perspnat
Motorizado
12-16 300 600
16-2C 400 800
20-24 500 1000
24- 4 600 1200
4-8 400 800
8-12 200 400

El personal motorizado s6lo puede trabajar 8 horas con-
secutivas y se cuenta con un total de 4,000 individuos. Formule un
programa lineal que encuentre el minimo personal requerido para
satistacer la demanda cada 4 horas.

5.- La compala SOMEX produce refrigeradores, estufas y lavadoras.
Durante el ano entrante se espera que ias ventas sean las siguien-
tes:

PRORUCTO TRIMESTRE
1 2 3 4
Refrigeradores 2000 1500 3000 1000
Estufas 1500 1500 100C 1500
Lavadoras 1000 3000 1500 3000

La compariia desea planear su produccién para que cada trimestre
satisfaga los requerimientos de demanda.

La gerencia ha decidido que el nivei de inventario para cada
producto sea menos de 100 unidades al finai de cada trimestre. Al
principio del primer trimestre no existe inventario de ningun produc-
to.

Durante un trimestre sdio se tienen 8500 horas de produccion
disponibles. Un refrigerador requiere 0.5 hrs., una estufa 2 hrs. y
unalavadora 1.5 hrs. de tiempo de produccion. Los refrigeradores
no pueden fabricarse en el cuarto trimestre, ya que se piensa crear
una nueva linea de produccion.
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Supongase que cada articulo dejado en inventario al final de un
trimestre incurre en un costc de $5 por lievarlo en inventaric. La
compafia desea una programacion de su produccién que satisfaga
las demandas de cada trimestre, l0s requerimientos de inventarios
y que mantenga !os costos porlievar el inventario a su minime vaior.

Sea R, E, L, el numero de refrigeradores, estufas y lavadoras
fabricadas en el periodo t.

Formule este problema como uno de programacion lineal.



CAPITULO IV

TRANSPORTE Y
ASIGNACION

IV-1.- PROBLEMA DE TRANSPORTE.-

Una importante clase de programas lineales, cuyo origen es fisico y
econdmico, puede ser formulado en terminos de una red compuesta por
puntos (nodos) conectados por rutas (arcos). sobre los cuales se efectia un
transporte (fiujo).

El clasico problema de transportacion surge cuando se debe deter-
minar un plan optimo de embarque que:

a) Se origina en fuentes de suministro (aimacenes), donde existe
disponible un determinado inventario fijo de un articulo.

b) Son mandados directamente a su destino final, en donde existe ia
necesidad de una cantidad fija del articulo.

c) Agotan los inventarios y satisfacen las demandas, esto es, la deman-
da total iguala la oferta total.

d) Y finaimente, el costo total debe satisfacer una funcion objetivo lineal,
esdecir, el costo de cada embarque es proporcional a la cantidad embarcada
y el costo total es la suma de ios costos individuales.

La técnica de transportacion es aplicable a aqueila subclase de
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-1 PROBLEMA DE TRANSPCRTE. -

prcblemas de programacion tineal. en los cuales los requerimientos y recur-
S0s se expresan en términes de sofo un tipo de unidad.

La forma estandar de este problema fue formulada por primera vez por
Frank L. Hitchcock (1941), en un articulo flamado The Distribution of a
Product From Several Sources to Numerous Localities.

Es importante hacer notar que muchos problemas que no tienen
ninguna relacion con la transportacion. se ajustan al modelo matematico del
problema de transporte.

Notacion:

Supongase que m almacenes (origenes) contienen varias cantidades
de un articulo que debe ser distribuido a n ciudades (destinos).
Especificamente, el origen (i) debe deshacerse de la cantidad a. (exacta-
mente), mientras que la ciudad (j) debe recibir, exactamente, una cantidad
b.

Debido al punto (c) tenemos:

Ademas de los numeros a y b. que deben ser no negativos. se nos da
un conjunto de nameros ¢, (no restringidos en signo). El numero ¢, repre-
senta el costo (en caso de ser positivo) o la ganancia (si es negativo), de
embarcar una cantidad unitaria desde el origen (i) hasta el destino (j).

Ei problema estriba en determinar el nimero x, de unidades que deben
ser embarcadas desde (i) hasta (j} , de tal forma que se agoten los inventarios
y que !as necesidades sean cubiertas, todo ello a un costo minimo.

La estructura especial de ta matriz es evidente cuando las ecuaciones
se escriben en forma estandar.

Xpg ™ KygTee T Xy a,
Xy, t Xpp ¥ Xy, :32

m1 + x'nz +e Txmr\ =am

Xy t X5yt m1 "bw
Xig * %22 Xz = b,
X1n+ x2r\ - - xmn = bn

~ X _ , R _ 7
Cxyy +C, X+ + Gt + 0o, = C ok o+ Gy = +C x + G X+ #C k= 2
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£n forma concisa tendremos:

Encontrarx (i = 1.2...m | =12 ..n), deforma tal que se minimice.

[ir

Cx =12

s s

sujeto a las restricciones:

x =af(=12.m

X =b(=12.n)

x = 0 para toda (ij)

La causa de que este tipo de problemas sea factible de un tratamiento
gspecial, es el hechode quea = 0 6 1 paratoda (ij).

Cuando la condicion (c) no se satisface, entonces es necesario el
introducir un origen o un destino figurado, segtin sea el caso, para gue tome
el faltante y se satisfaga dicha condicion

A diferencia del problerna de programacion lineal comun, aquitenemos
que sitodas ias a, y todas las b son enteros. debe existir una solucién dptima
gue consista tinicamente de enteros.

Cuando se presenta un problema de este tipo, generaimente solo se
requiere conocer los costos C. y las cantidades ay b, las cuales se sueien
presentar en la siguiente forma:

Destino ,‘

![ 1 _ 2 3 . n ;’disponible
0 1 Cn1 Cre C13 S Cin ‘ as
r 2 | Ca Ca2 Cas . Con 1 a2
| |
g
e o
n m | Cni Cme Cm3 ... Cen  am
Requerido . b b2 ba e bn

Tabla A.

Una importante caracteristica de este probiema, es gue el modelo
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puede ser abreviado en ta forma de una arregio rectangular. como se muestra

a continuacion:

Destinc
v 2 n -disponible
o ! X11 X12 X1n a
r 2 X21 Xo2~ X2n as
i
S ;
© i
N _m \‘ Xm 1 _ Xm2 ) Xmn 7ﬁ am
reguerido ; b1 bo bn
Tabla B.

Las tablas A y B se pueden combinar de tal forma gue ef renglon (i),
columna (j), muestre los vaiores de x, y de C, . conlo que tendremos:

Destino
! ! D L
i 1 2 1 v n Edtspomble
T T i ( ( ‘
L Xy X2 | X1n 124 |
[¢] :}”’— —+ —-—*Cﬂ “ C12~;> ’ C’”_L |
P R Xo2 ‘ Xn 42 ’
. G Co1 a2 | Con |
‘ ; . I ! ;
| ! s i ; | !
g | g | | | :
| | i .
° | | | | |
n ! m ixrm fxmz ! !an fam
“ | Cmi1 Crmz | Crnn | j
o '? ; i |
requerido & b, | by !
v B ‘

En cualquier etapa dei algoritmo, el cuadrado (i,j) contiene C LY’ {valor
numeérico actual asignadc a x ). La ausencia de tal numerc implica que x, es
no-basica y por io tanto de vaior cero. Las variables basicas de valor cero se
muestran como ceros, (no como ausencias). Los cuadrados en la extrema
derecha y en la parte inferior contienen lo totales.de los renglones o de las
columnas respectivamente.

Cada renglén y columna dei arreglo representa una ecuacion.

Especificamente:
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Las ecuaciones rengidnson: ¥ X =a (i =12, .., m

Las ecuaciones columna son: Y X

it

b(=1.2 .. n)

Con objeto de que estas ecuaciones continten siendo satisfechas
debemos mantener la suma de las entradas en cada renglon y columna igual
al totat del renglon o columna correspondiente (a, 6 b) que aparecen en los
cuadros a la extrema derecha e inferiores. '

Ejempio IV-1.-

Una compania de motores tiene 5 clientes, a los cuales les manda
motores desde 3 diferentes aimacénes. Los 5 clientes se identifican como J,
K, L, M, N, mientras que los 3 almacenes son P Q. R. Los costos de los
almacenes son idénticos, de aqui que los costos pertinentes sean l0s costas
variables de embargue a cada uno delos clientes. Latabla de costos es como
sigue:

0 Destino

r o K L M N
bp T 20 10 15 10 8
s Q | 15 5 2 14
n R 18 15 20 7 19

Los requerimientos de ‘os clientes son los siguientes:

N 100 unidades |
LK 70 unidades !
} . . Total 580

j L 140 unidades unidades.

‘] M 180 unidades 3
N $0  unidades .

Unidades dispenibies de (os almacenes:

( et
. P 200 unidades |
i R . Total 650 i
1 G 300 unidades unidades |
. R 150 unidades 1

Utilizando para este problema la forma general del modelo matematico
de programacion lineal. iendremos:
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cuadrado (i, j). Cuando se resueive el problema x, se cambia por su valor
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Min Z = 20x,. - 10x,, - 15x, - 10%,,, ~  8xg,

= 15X, + 30X+ Bx, + 12x.,, — 14X,

T At o 3 aN

— 18X+ 15X, — 20X, + g, ~ 19,
Sujeto a:

Xpo = X g+ X g = 100

Xep + Xg + Xy = 70

Xp T Xg + Xq =140

Xye ¥ Xyg T Xya - 180

Xup ™ Xag T Xam = %0

Xo + %o = Xp + X,p 7 X = 200

Xa 7 Xg T Xg T Xyg T Xy = 300

Xg ™ Xeg ™ X = Xyg + Xy < 15C

FACELEMA DE TRANSSOATE .

X 2 0paratodasiy i

Para formular este problema como uno de transporte, hacemos:

Origeni = Almacéni (i = PQR)
Destino | = Cliente j (j = J,X.LLM,N)
= Cantidad embarcada del almacén (i) ai cliente (j)

il

|

O O x

i

Costos unitarios asociados con x,
Unidades disponibies en el almacén (i)

Unidades requeridas por el cliente {j}

Nuestra tabla quedara ahora:

Destino
! ; | ‘, N Y
b i i ¢ iciiente ' Dispo-
J o K } L " M 1‘ N ificricio § nibje
o p %P0 ek XL Xem Xen  Ypg 1200
;o | 200 10l 15 10 8 0 :
. ; ‘ & i .
i | Q Yoy Xak ;xQL Xom  Xan  Xgs o0
g | s sl s 120 14 0
| ; T . : ;
® R ay Xek L [%aM  Xan Xas 150
" .18 15, 20 7 19 0
Reque- 100 70 140 180 190 o580
Rido | | | Cero . 890
L L i ——

Nétese que S es un cliente ficticio, con objeto de satisfacer fa condicion (c).

En este ejemplo introdujimos X, en la parte superior izquierda del



y el simbclo x, ro aparece ni siquiera en la primera tabla. Aqui hemos
introducido el simbolc como una representacion de que en su lugar debemos

poner el valor correspondiente.

Ejemplo IV-2.-

La compania ACE de computadoras ha entrenado 85 hombres para dar
servicio a sus computadoras y 1os tienen localizados en la siguiente forma:

Monterrey 20 técnicos
Guadalajara 13  técnicos
Mex. D.F. 36 tecnicos
Puebla 16 __técnicos
Total 85 téchicocs

Los 16 técnicos de Puebla no pueden dar servicio a la nueva com-

putadora X-540 debido a falta de entrenamiento.
Cuatro clientes llaman salicitando servicio:

Pérez necesita 12 técnicos
Lépez necesita 23 técnicos
Ramirez necesita 21 técnicos
Sudrez necesita 29 técnicos
Total 85 técnicos

Pérez y Lopez tienen instaladas computadoras X-540 y por lc tanto no
seles puede dar servicio desde Puebla. Los costes variables conectados con
la asignacion de los técnicos de fas distintas localidades a los clientes son:

Pérez Lopez
Monterrey 8 7
Guadalajara 10 3
Meéxico, D.F. 7 9

Puebla

[

Ramirez
4

6
4
8

Suarez
7

8
5
6

Plantear el problema como uno de programacion fineal y luego como
uno de transporte, con objeto de determinar la asignacién dptima de técnicos

a los clientes que minimice el costo total.
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Mind = 8%, = Xy + 4%, 7X, + 1025, » 3%, + 8Xg +~ BXgg -
Téop + My + A% = BX . = M, ~ M, + BXon + BXo
sujeto a:
Xyp = Xgp + Kgp 7 X = 12
X + Xg + X + % =23
Xyp + X3z T Xgp 7 Kan = 21
Xyg + Xgg ¥ Xog + Xog = 29
Xyp + Xy Xyg T Xyg =20

Xgp = Xy 7 Hyg T X5 =13
Xopg = ¥ 7 Mg 7 X =36

Xpp ™ -"Di T Aoy

] e T X, =18
X,z 0 paraindas:y |

La tabla apropiada para el planteamiento como probiema de transporte

sera:
Destino
[ o
P L [ A S Disponible
‘ !
M e XML X\R Xms 20 |
) 8 7 4 7 B
4
r a %P XaL XGR Xas 13
i 10 3 6 8|
I
9 o |Xop XpL XpR Xps |36
. 7 9 a 5
n p Xer Xp| XpR Xpg 16
' M| M 8 6
requerido |12 !23 21 29 | 85

En este caso conviene notar que como los requerimientos son iguales
a las disponibilidades, no hizo falta introducir ninguna variabie figurada (o de
holgura).

Notamos también que dos de lo caminos no pueden ser usados debido
a que ninglin técnico puede ser mandado de (P) a (P)oa (L).

E! problema de caminos inusables pude hacerse que ajuste con nuestro
problema general, considerandolos como caminos usables, peto
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TRANSFORTE Y ASIGNATION

asignandoles un alto costo (Método de ia Gran M) y reteniéndolos en la
matriz. Sila solucion se intenta a mano , la Gran M puede no usarse, pero es
indispensabie cuando fa solucién utiliza otros medios.

En el problema de transporte, definimos las variables basicas factibles
igual que lo hicimos antes con el problema de programacion lineal general,
solo que aqui la solucion se efectla directamente en el arreglo rectangular
que hemos planteado.

Vemos que en un problema de transporte tenemos (m + n) ecuaciones
(m origenes y n destinos). Si empieamos el criterio desarrollado con
anterioridad al cubrir el problema de programacién lineal general,
deberiamos tener que nuestras soluciones basicas factibies no degeneradas
deben contar con (m+n) variables mayores que cero (m+n entradas
diferentes a cero en nuestro arregio rectangular). Esta consideracion resuita
de la omision de una nueva restriccion, con la cual contamos ahora, que es:

2a=3b
=1 !=1
y COMO :
n
21x\j=al para (i =1, 2, ,m)
m
Exq:b, para (j = 1, 2, ,n)
=y
tendremos:
m n — m n n—1m
a-2b =3 3x -2 X
| =1 | =1 == =1i=A
m
= ¥ X paraj = n
= !
= b

de donde vemos que una de las (m + n) ecuaciones puede ser obtenida de
las (m+n—1) ecuaciones restantes y nuestro conjunto de ecuaciones es
dependiente, pues existe una relacion lineal entre las ecuaciones.

De lo anterior vemos que una solucién basica factible no degenerada
debe contar con (m + n — 1) entradas diferentes a cero en nuestro arreglo
rectangular.
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Y-1.- PROBLEMA DE TRANSPORTE

Definicion IV-1.-

Un conjunto de entradas en un arreglo rectangular se dice que ocupan
"posiciones independientes”, si es imposibie formar circulos cerrados reco-
rriendo dichas eniradas.

Las condiciones para que una solucion basica factibie no degenerada
exista son ias siguientes:
1.- Que satisfaga las restricciones.
' - Exactamente (m + n-1) entradas mayores que cero.
- Entradas en posiciones independientes (si no. no es basica).
IV-1.1.- Soluci6n inicial.-
A) Método de la esquina noroeste:

Habiendo encontrado la tabia inicial, e! siguiente paso s el determinar
una soiucién basica factible inicial. Para esto se usa el Método de la Esquina
Noroeste. (Nombre dado por Charnes y Cooper en 1953), método también
desarrollado por Jorge Dantzig.

Como candidata para la primera variable basica, escéjase cualquier X,
(generalmente x,,) y hagase su valor tan grande como las restricciones
(renglon y columna) fo permitan, esto es, haga:

X, =min [a , b ]

't

Caso 1.-

Sia < b , entonces a todas las demas variables en el renglén (i) se
les asigna el valor cero y seran no basicas. Eliminese el renglén (i) y
redtizcase el valor de b, a (b, - a), y procédase en forma similar para valuar
una variable en el arreglo rectangular reducido, compuesto de los {m-1)
renglones y n columnas restantes.

Caso 2.-

Sia > bj , entonces la coiumna (j) se elimina y a, se reemplaza por
(a, - b). Se procede con el arreglo reducido en torma similar a la descrita en
el caso 1.

Caso 3.-
Sia = b , eliminese ya sea el renglon o la columna pero NO AMBOS.
Sin embargo, si varias columnas pero solo un rengién quedan en el arreglo

reducido, entonces eliminese la columna (j}. En caso contrario procédase al
reves.
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Continde en esta forma. paso a paso, alejandose de la esquina
ncroeste. hasta que finalmente obtenga un vaior para la celda sureste

Esta regla selecciona tantas variables basicas como haya columnas
mas renglonas menos uno {m - n-1}, debido a que en el paso final quedan
un rengion y una columna. los cuales son ambos eliminados.

Aplicando el metodo anterior ai ejempio IV-1:

2 B (1 e
o K L M N S
\ 100" 70T a0 | ‘ e
(8 U b s g o 200 100% 30
R IO T (T T TRy D
| 110'1% 180"¥ 10110 .
\1 } | . [ e - - Fal for : T (12} 115}
I T A MR- 120 14 o] 30077 190127 10
] S N Rk S
H H H 80 . 70 LI
1208 R e B Y L gt
PR gl s g 7 T gl g 180770
100 70 140 180 90 70
; | 110 50118 850

Los pasos seguidos para la obtencion de la asignacion mostrada
fueron:

Paso 1.-
Se traza la matriz 3 x 6 junto con los requisitos de renglones, de
columnas y los costos apropiados.

Paso 2.-

Escogemos x,, = x,, como primera variable basica
Aquimin [a , b ] = min [200, 100 )= b, = 100

= x,, = 100 (1)
Eliminamos la columna 1 (2)
Reemplazamos a, pora’, = (a, - b,) = (200 - 100) = 100 (3)
caso 1

Paso 3.-

Escogemos x., = X, como la segunda variable basica
Min[a’.,b,] = min[100,70] = b, = 70
> X, = 70 (4)
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Eliminamos la coiumna 2
Reemplazamosa’. pora. = (@. -b,) = (100 - 70) = 30

Paso 4.-

Escogemos x,, = x. como la tercera variable basica
Min [a". b,] = min{30,140] = a. = 30

=X, =30

Eliminamos el renglén 1

Reemplazamos b, por:

b, = (b,-a,)}=(140-30) = 110

Paso 5.-

Escogemos x,, = X, come la cuarta variable basica

Min {a,, b’, ] = min [300, 110 ]= b’, = 110

=X, = 110

Eliminamos la columna 3

Reemplazamos a, pora’, = (a, - b)) = (300-110) = 190
Paso 6.-

Escogemos x,, = X, COMO la quinta variable basica
Min[a’, b, }= min[ 190,180] = b, = 180

=X, = 180

Eliminamos la columna 4

Reemplazamos a’, pora’, = (a',-b,) = (190 - 180) = 10

Paso 7.-

Escogemos x,, = X, COmo la sexta variable basica

Min [a",, by ]= min[ 10,90 ] = a", = 10

=X, = 10

Eliminamos el renglén 2

Reemplazamos b, por b', = (b, -a",) = (90-10) = 80
Paso 8.- '

Escogemos x,, = X, COMC la séptima variable basica
Min [a,, b’; ] = min[ 150,80 ] = b’, = 80
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=X, = 80 (19)

!

Eliminamos ia columna 5 (20)

Reemplazamos a, pora, = (a,-b',) = (150 -80) = 70 (21
Paso 9.-

Solo queda x,, = x.¢ para ser la octava variable basica

Como comprobacion. deberemos tener que a’, = b,

=%, = 70 (22)
Nuestra tabla muestra ahora la solucion basica factible iniciai.

Para obtener el costo de la solucion basica factibie encontrada, multi-
plicamos el valor de cada asignacion por su correspondiente costo unitario
y sumamos. Asi obtenemos:

Z = (20 X 100) + (10 X 70) + (15 x 30) + (5 x 110) + (12 x 180)
+ (14 x 10) + (19 x 80) + (OX70)
Z = 7520

Podemos notar que nuestra solucion:
1) Satisface todas las restricciones (inherente en el método de solucién).

2) Tiene 8 entradas mayores que cero (estoes m+n-1= 3+6-1= 8)
incluyendo la del destino figurado.

3) No existen circulos cerrados {pues el método de solucion solo se
mueve a la derecha y abajo).

Tenemos entonces que nuestra solucion intermedia es basica
factible no degenerada.

La Unica complicacion que puede surgir usando este método, es que
hagamos menos de (m+n-~1) entradas diferentes de cero (solucion dege-
nerada), lo cual sucede cuando la cantidad disponible y la cantidad re-
Guerida, en un paso dado, se agoten simuitaneamente. Este problema lo
trataremos mas adelante.

B) Método de Aproximacion de Voguel:

A pesar de que la regla de la esquina noroeste tiene la gran ventaja de ser
extremadamente sencila, generalmente no suministra una solucion cercana a la
optima, razén por la cual se han desarrollado otros métodos que proporcionan
soluciones iniciales que requieren de un menor numero de iteraciones para llegar
ala 6ptima, sibien necesitan de un poco mas de esfuerzo. Una de ellos es el Método
de Aproximacion de Voguel, que se basa en e uso de diferencias’, asociadas con
cada rengldny columna de la tabla de costos. Una “diferencia’, rengion o columna,
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se define como la diferencia aritmeética entre el elemento mas pequenoy el siguiente
mas pegueno en ese rengldn ¢ columna. Esta cantidad nos indica la penalidad
unitaria minima en que se incurrina si fallamos en hacer la asignacion a la celda con
costo minimo en ese renglon o columna. De aqui que este procedimiento, en forma
repetitiva, efectle la asignacion factible maxima en la celda de menor costo del
rengion o columna sobrante que tenga ia mayor diferencia.

Debido a que una asignacion ya afectuada no es cambiada, el
procedimiento termina tan pronto como la oferta y la demanda total se
agotan.

Los paso a seguir son los siguientes:
1) Construya la tabla de costos y requerimientos y vaya al paso 3.

2) Use latabia de costos y requerimientos para el problema que queda
después de gue las asignaciones previas (tanto ceros como
positivas) han sido efectuadas.

3) Calcuie cada diferencia renglén y cada diferencia columna.

4) Seleccione el renglon o columna con {a mayor diferencia (en los
empates se escoge cualquiera en forma arbitraria).

5) Asigne tanto como sea posibie a la celda con menor costo en ese
rengtdn o columna.

6) Asigne ceros a todas las demas celdas de aquel rengldn o columna
en la cual la oferta o la demanda se agote.

7) Efectue la Unica asignacion factible en todos aquellos renglones o
columnas que va tengan sélo una celda sin asignacion.

8) Elimine todos aquellos renglones o columnas totaimente asignados
y ya no los tome en cuenta en las iteraciones posteriores. Si ya no
existen renglones o columnas sin asignaciones, pare, pues ha
terminado; en caso contrario vaya al paso 2.

Aplicando el Método de Aproximacién de Voguel al Ejemplo 1V-1,
tendriamos:

J K L M N S
Pl 20 10 15 10 8 0o | 200 | 8
E 15 30 5:0 2 14 0 | 30 | 5
R [ 18 15 20 7 19 0 | 150 | 7
100 70 140 180 %0 70
3 5 10 3 6 0
t



¢ KM N S
P 20 10 10 8 0’ 200 8
15 30 12 14 0’ 160 12 =
R 18 15 7 19 0’ 150 7
100 70 180 30 70
3 5 3 6 0
J K M N
p 20 10 10 8 200 2
Q 15 30 12 14 90 2
o 2 50 o3
R . 18 15 7 19 150 8 <«
100 70 180 90
3 5 2 6
J K M N
P 20 107° 10 8 200 2
0
Q 15 30 12 14 90 2
100 70 30 a0
5 20 2 6
ft
J M N
) ——
P 20 10 8 | 130 2
|
Q 15 12 14 | 90 2
100 30 90
5 2 6
? ‘,
J M
,F s} 3 f
P .20 107 ¢ 40 | 10«
Q | 57 12°J % 3
100 30 :
5 2 |
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Cabe aclarar que con practica todos ios pasas se pueden hacer en la
misma tabia.

Los pasos anteriores nos dan la siguiente solucion:

J | K L M N s
5 070 3 90 . 200
.20l 100 15, 10, 8 0
q 90 140 l 70 300
.18 30, 5 12 14 0
| | 150 | 150
18 15, 20| 7 19 0
100 70 (140 180 90 70 |
C = 5020

Vemos que 5020 < 7520 {meétodo de la Esquina Noroeste)

IV-1.2.- Procedimiento de solucion.-

La optimalidad, al igual que antes, se puede investigar examinando la
funcion objetivo para buscar valores negativos de ¢’ . estando ésta en
funcion solamente de variables no basicas. Tenemos:

n
2 C\_: X:;

=y

MinZ =

PIseE

sujeto a:

13!
X
It
o
it
N
L

...,my

que pueden ser expresadas como

(]
i
o
I
[[ZE
x
o
H

1,2,...n)
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multiplos de estas ecuaciones, conteniendo la variable basica correspon-
diente con coeficiente unitario, se pueden sumar o restar a ia funcién objetivo
para eliminar las variables basicas de ella. LlLamemos u (i = 1.2...m) al
muitiplo de {a ecuacionrengton (fy v (j = 1.2....nj al mUitiplo dela ecuacion
columna {j}.

Tenemos entonces:

Z=3% Ycx +Yu@-Sx)y+3vib-%x)
Z=% S.¢-u v+ Yga-Yun

y para obtener coeficientes de cero para las variables basicas en 2
deberemos tener:

C,=u = v,
para cada variable basica x

Como el numerode us’mas el numerodev's = (m + n) y sdlo tenemos
(m +n-1) variables basicas, una de las u. 6 v, puede tomar un valor arbitrario

(p. ej. cero). Para ahorrar trabajo se escoge el rengldén o columna que
contenga mas variables basicas.

En nuestro ejemplo (marcando las celdas basicas con diagonales),
tendremos:

TABLA (A)
Lo K LM N s
5 100 70 30 200
L 20 %0 15 10| 8 0, 0.
5 ‘ 110~ 180 - - 10/,/' . 300
15 30 - 5 7 121 14 0 10
R i \80 ~ 170 150 -
18 15, 20 7L-719 -0 -5/
100 170 140 1180 90 170
;L 204 10 15 22 24 2
=

153



scogemos el rengién uno como ia ecuacion redundante y hacemos

u, = 0, con lo cual inmediatamente obtenemos (recordando que
C,=u ~v)iv,=20v,=10yv, = 15

ComoC,,=C, =5 vy v, =1 =2u = -10
ComoC, =Cy=12 y u=-10=v, = 22
ComoC,=C, =14 y u,=-10=v, = 24
ComoC,=C,p =19 y v, = 24>u, = -5
ComoC,.=Cyu= 0 y u,=-5=>v, = 5

Una vez que todas las u y v se han calculado, estamos en posibilidad
de aplicar el criterio Simplex de optimalidad. Para esto obtenemos el vaior
de C’i, para todas aguellas ceidas correspondientes a las variables no basicas
x,, anotando el valor obtenido en la parte superior derecha de la casilla
correspondiente. Nuestra solucion sera optima si:

C"J = (0 paratoda (i, j)
es decir si:

C,-u-v =0paratoda (i)
C. zu+v paratodal(j)

por otro lado, si para alguna syt

C. <0

st

es decir si:

Csl < U v
entonces es posible obtener una nueva solucion basica que disminuya el
valor de Z, aumentando el valor de la variable no basica x,. Si existen varias
C', < 0, se escogera como la variable entrante a aquella que corresponda

a la casilla con el menor valor de C’l < 0 (debido a que sera esta variable la

que parece disminuir el valor de Z mas rapidamente). Expresandolo de otra
forma, tendremos que :
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donde x_, sera aquelia variable para fa que:

C,=C.-u-v,=minf{(c-u-v)=<u]
(i1
=minc <0
(i)
Encerramos ¢, en un circulo para indicar que es fa celda correspon-
diente a x_

TABLA (B

v B K L M B 73 U
] Y S 5, 5200
‘ 6 8 0 0l

a s 30 ' © 5300
15 %! 3 0 10
P__R 3 100 10 o 150 |
18 15 20 7 o 5
00 70 140 180 90 70 -

vi 20 10l 15 22 2! 5

L= =125, 16X ~5X o g+ 5%, + 30X, +5X o + 3% + 10X, + 10X, ~10X,,, +
0x200-10x300-5x150 + 20 x 160 + 10x 70 + 15x 140 +
22x180 +24x90 +5x70

Z= 12X, 16X 58X g +5X o+ 30X, +5X o +3X,  +10x,, + 10X, —10x., +
+7520

Como C',y = C'; = -16 < C' para toda (ij), esta celda serd la
correspondiente a la variable basica entrante y x_ =X,

Debe notarse que el trabajo efectuado sobre la tabla (B) puede efec-
tuarse directamente sobre la tabla (A), aqui no se hizo sélo por hacer mas
claro el procedimiento.

La variable saliente se determina en la misma forma que en el probiema
de Programacion Lineal general, es decir. la que llega a cerc primero cuando
X, se incrementa. Asi, introducimos el simbolc - 6 en la celda (s,t), para
indicar que un valor llamado # se le asignara a la variable no basica x_ = x, .
a fin de convertifla en basica. A continuacion suponemos que x, = 6y se
ajustan simboiicamente las entradas basicas para seguir cumpliendo !as
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restricciones. Para este fin, pondremos - 4 en aigunas variables basicas y
- A en otras, y nada en las restantes.

Conviene hacer notar gue cuando hacemos x_ = . habremos intro-
ducido con esto una entrada no independiente, ya gue ahora existira un
circuito cerrado que parte de x_ y regresa a x_. Las entradas en las cuales
cambia de direccion dicho circuito,seran las que se veran afectadas por un
+ 6 6 un - 6 segun sea el caso. a fin de mantener la valdez de las
restricciones.

Aplicando o anterior a nuestro ejemplo. obtendremos:

TABLA (C)
4k L wm N s
. 100 70 s0-o PO 200
20| 100 15 10 8 0
[ 11067180 10-87 300
° 15, 30 5. 12 14 0
. ] 80 ,,,"*i?o oS0
100 70 140 180 90 0

Paso 1.- introducimos + ¢ en la ceida (1.5) correspondiente a la variable

Paso 2 - Vemos que la restriccion N de la columna 5 ya no se satisface,
por lo tanto ponemos - 6 en (2,5) { si lo hacemos en (3,5)
entonces ya no podemos formar un circuito de entradas
basicas que regrese a la celda (1.5) }.

Paso 3.- Como la restriccion Q ya no se satisface, escribimos + ¢ en
(2,3) [ si lo hacemos en (2,4) no podremos formar un circuito
de entradas basicas que regrese a la celda (1,5) ].

Paso 4.- Como la restriccién L ya no se satisface, escribimos -6 en (1,3),
con o cual hemos cerrado ei circuito y terminado de anotar
0's.

También aqui debe notarse que el trabajo efectuado sobre la tabla (C)
pudo haberse efectuado sobre latabla (A). Nuevamente se separd para hacer
mas claro el ejempio.

Una vez que todas las # se han puesto, reemplazamos ¢ por aquel valor
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que haga cero primero algunas de las variabies nasicas. Esto es. & toma el
valor x_, correspondiente ai valor menor de las variabies basicas a las cuales
se les adjudicG 4, de forma tal que x__ - se haga cerc Asi tenemos que:
X=X,

joiay s

Usando el valor de A asi determinado, todas las variables basicas se
recomputan para obtener la nueva solucion basica.

Se repite el ciclo cuantas veces sea hecesarnio.

Es importante hacer notar gue si estamos minimizandc el vaior de Z,
su valor debera disminuir en cada iteracion (0 mantenerse igual en caso de
degeneracion). Si por aigun motivo aumentara de valer, esto es un indicio de
que hemos cometido un error.

En nuestro ejempio, tenemos gue aguellas entradas basicas a las
cuaies les asignamos ~¢. fueron:

30-6 celda (1,3}
10-8 celda(2,5)

Vemos por lo tanto que X, = X, = X, y que § = 10. Sustituyendo el
valor de 6 en nuestra tabla obtenemos:

28 spiucion
TABLA (D)
b« L oM N s |
100 .~ 70 120 10 7 1200
o ) e “
< 20| - 10) - 15 10 - 8 0
o | 120 - |180 " | 300
15 300~ 5|7 12] 14 0
] : 80 7170 1150
R i b o
8 15 ZOL 71 181 - 0
100 70 140 180 e 70
Z = {100x20) +{70 x 10) + (20 x 15) + (10 x 8) + (120 x 5} +

(180 x 12} + (80 x 19} + (70 x 0)
= 7360.

Empezande nuevamente el ciclo, obtendremos:
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_ o TABLA (E)
r—fJT‘EK‘LL—Mf N‘S‘u‘
- t?OO :70 204! 712110—6 111200 :
] 200 10 . 15, 10 8 0 0
o 5 301204 180-6] 16 21300

15 30! 5 12 14 0. -0
. % 6 6 -62680-6 70 s
18, 15 20 7119 0 11
10 70 40 180 s 0
W 200 1 15l 2| 8| -1y
Como C',, = -26 < C’ paratoda (ij), entonces :
Xy = Xey = X%,
Al introducir 6 en la celda (3,4) y formar el circuito, tendremas que las , '
entradas basicas a las cuales se fes asigna — ¢ son:
20-#¢ celda (1,3)
180 -6 celda (2,4)
’ 80 -6 celda (3,5)
Vemos entonces que :
Xg = Xp = X
y que:
6 =20

Sustituyendo el valor de 6, obtendremos la tabia (F).
32 solucion.

TABLA (F)

L K L M | N s | "
100-6170 | 26/  1430+6°| 11200
200710 15, 10| - 8 0 0|
+4-21) 4140 ~T160-6| -10, 5300 |
@] 15| s sl 12l 1 o 16
o 13 6] 2020467 60-6 70 150
18/ 151 20 - 70719 7 0 1]

100 (70 140 180 ‘90 l}70

w20 10, -m| 4 8 11
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Z= (100 x 20) - (70 x 10) ~ (30 x 8) ~ (140 x 5) ~ (160 x 12) ~ (20 x 7) +
(60 x 19) - (70 x Q) = 6840

Xe:xz‘.
6 = 60
X =X

Prosiguiendo en la misma forma, obtendremos la solucién optima al
llegar a la 72 solucion, la cual sera:

TABLA (G)
» e K L M | N | S ! Y
] . 570 1 1030 190 10 200
20, - 100 15 10| 8 - 0 0
q 190 | 0140 2 660 300
15, 30 5 12 14 - 0 0
1 A 6| 8 18150 - | 14 31150
| 180 15 20 7y 19 0, -3
100 70 140 (180 190 70
w150 10 5] 10 8. 0

Z= {(70x10)+(30x 10) + (90 x 8) + (10 x 0) + (100 x 15) +~ (140 x 5) +
(60 x 0) + (150 x 7) = 4970.

Vemos que esta solucion es optima, debido a que C’,I >0 paratoda (ij).

IV-1.3.- Degeneracion en el probiema de transporte.-

Una solucion degenerada en el problema de transporte, se reconoce
en que los valores de una o mas de las asignaciones en nuestra tabia son
cero.

Supongamos el ejempic anterior, solo variando la 12 disponibilidad de
200 a 180 y el tercer requerimiento de 140 a 120.
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Nuestra solucion inicial sera :

J K L M N S

o, 0 70 o e

| 20 10 5. 10 8 0
WJQ 110 180 10 300
| 15 30 5. 120 14 0
? | 80 70 150

RO 81 15 ool 719 o J

100 70 120 180 190 0
Z - 7220

Como no hemos modificado ios costos. nuestros C', deberan ser los
mismos que en el ejemplo anterior y la celda {1.5) correspondera a la variable
de entrada, con o gque obtenemos:

b K L 3 N S
B e B R RERI - B

: 100 .70 (G - 180
: | 20 10 15 o 8. )
| | 106 180 108 | 300
| Q ‘ , . ~

i 15 3C g 7 14 L
—-——-L-‘ e ~ o s e —_— - - - —f— e
3 . ; 80 .70 150
l s 5. 20 19 . 0

1100 70 120 180 S 70

de donde vemos que x,, y X,, estan empatadas para dejar ia base. Selec-
cionamos arbitrariamente una de ellas { x,, en nuestro caso) y a la no
seleccionada (x,,), para indicar que sigue siendo bésica, le asignamos un
valor (¢} infinitesimal y esta variable se manipula como cualquier otra
asignacion, con la salvedad de que :

tsit>0
+ € .
t+e {s sit=0
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obtenemos entonces:

TRANR PRI ASGNALSN

o K L M N S .
o 10070 b 1210+4 . 11180 .
20, 100 15] 10 8 00 0
g 5 301206 180-6! 16 21300 |
, 15 30 5 12 14 0 -101
o 13, 6 6/ +6-2680-6 70 150
L . i
.18, 150 20 7. 19, 0] 11
100 70 120 180 ‘90 70 |
w20 100 15, 22 8 -1
Z = 7060
Xe = x34
XS = x‘ﬂ
b =c¢
L Jd K LM N S u,
b loo-gi7o T 28] 1af10+67] 11180
.- 20/ 10f 15/ 10, ~ 8 0. 0]
| 021 4120 '180-6| -10/ -5300 |
| 15 3! 5 .12 14 0 16|
—_ T + 1= - = 1
| R | 18 6 20661806 (70 150
B 18 20, 7 19 T 0l
100 70 (120 180 90 70
| : ! |
vioo200 100 -1l -4 8! 11
Z = 7060
X, = X,
s = Xan
= 80
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M N

S

20-4 70
R

5 -790

10 150 10

g

O H

u

4 10 180
0 .

‘8046 |

00-6"
5: 12

25120
30

e
1",
14

-5 300

0

-5

; 15
18

15"
15

20 804 |
20! 7]

2170
191

ﬁf}!
0.

R
-10

100 70 120 180 90 70 1
L ‘ . i '
vl 20 100 100 170 8 10|
i | : | | N
Z = 5380
xe = XPS
XS :xp.)
§ = 20
JoooK LM O S u
— } - : v e
1070 15 3 G 20 180
{ P i 20, 10 15 08 a | 0
B Oﬁwoo,’ 1520 s 14 5j300 |
{ } t5; 80 - 5 12 . 14 0] 5 |
A 8 5 200100+%  1150-6 150 |
| j 18, 15 201 7 19/ 0. 0 |
T ; —t ! ; % -
100 {70 120 180 (90 70
i | ] i | \
v/ 10| 10| 0 7/ 8 0|

xe = XQS
xs XRS



——

- 570 104 290 204 180
B 20 100 15 10 8. 0 0
g 100 | 20120 80-8 5 50+v 300
3 15 30 5 12 4. 0 0]
- 8 100 20150 | 16 5150 |
18 15, 20 7 19 0o -5
100 70 120 180 90 70 |
vl 15 10 5. 120 8! 0
== 4930
xe = XPM
X, = Xpg
6 = 20
J K L M N S u
| o 7170 1 12j20 90 2180
| 200 10 15| 710 - 8 0 0
g 190 18/120 - 10~ 470 300
| “15] 30, 75 | 12 14 0 2
i 8. 8 20150 | 14 5150
| 18 15 200 .7 19 0 -3
100 |70 120 (180 90 70
v 13 10 3 10 8 -2
Z = 4890

Se puede cbservar gue el procedimiento es el mismo que en el caso
no degenerado hasta flegar a {a solucion optima.

Si £ no hubiese quedado eliminada durante las iteraciones intermedias
y apareciera en ia solucién aptima, simplemente eliminamos ia ¢ que aparez-
ca en ésta, asignandole a esa variabie basica un valor de cero.
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TRANSPORTE

El cuadro es equivalente al
modelo matematico:
™ iat
MinZ =% N ¢ x
o=

sl

sa. 2 x, =a
=
m
S x =p
=1 '
__ CUADRC
DATOS
NITIAL
Se da UnN&de Origenes =m

Un N2 de Destinos=n
E! costo variable de
cada transporte

m n
=2 26
=
Se verifica:
m m

= =t

Nota: En caso confrario,
se aumenta un rengién
o una columna (que
modificara la m o la n)
de Origen o Destino
figurados, cuyos costos
seran iguales a CERO
por ser ficticios,
quedando:

OFERTA = DEMANDA
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Al X =minaot
A2
la<b (1)
Si { :
I b <a (2)
eiiminar Jrengi'o’n “”
lcolumna | (2)
fas
y actualizar Lb: a (2)
A3 n la ultima ceida...
Xpgl=2, = b,

METCDO DE LA
ESQUINA NOROESTE ™~

SOLUCION
_INICIAL

METODC DE
APROX. DE OGEL _

B1 Calcular c/dif. renglén y c/dif

B2

B3

B4

B5

87

columna

Seleccionar la > dif.

Empate, cualquiera

Asignar io mé&s posible a la ceida
con < costo en el renglén o colum-
na de la > diferencia.

Asignar CERQOS al resto del
renglén o columna cuya oferta o
demanda se agota.

Actualizar a, y b, correspondientes
alaceldade < costo enelrengién
o columna de la > diferencia.
Efectuar ia unica asignacion
posible en todos aguellos
rengiones o columnas que sélo
tengan una celda sin asignacion.
No quedan renglones o columnas
sin asignacion.
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MIN

K-AVA

APLICACION DEL CRITERIO SIMPLEX DE OPTIMALIDAD

Ct1  Se encuentra las U y V haciendo U = 0 (U = rengidn con mas
variables basicas). Se utiliza la relacién: CiJ = U + V. paraias ceidas
basicas. ‘

C2 Sedeterminan todasias Cij para toda (i.j) de las Variables No Basicas.
Se utiliza larelacion: C_-U +V, = C i N

C3 Sedeterminax, = minC' <0 | CaA Hac_iendg

C4 Sedeterminax, — ~—— o T Xe =

C4B Cerrando un “cir-

C5 Se recomputan las Se calcuia el Valor de i X
cuito" y ajustando

otras Variables «—> 2z i

Basicas (V.B.) del  para esta iteracién - sus entradas ba-
circutto sicas con -8y +6en

C6 Se repite el cicio «—Nota: El valor de Z Sus squinas

h haya debera disminuir en
asta que no hay cac Reemplazando 6

C. <0 cada iteracién o’

! mantenerse = en por el valor que
caso de degenera- haga "0" primefo a
cbn alguna(s) V.B. de!

"circuito" se en-
cuentra )(s
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IV.-2.- PROBLEMA DE LA ASIGNACION.-

Existen casos especiales def problema de transporte. los cuales presen-
tan ventajas de computacion adicionales sobre este. razon por fa cual se han
desarrollado métodos especiales de célculo para estos casos. Una de las
situaciones mas comunes, es aquella que se conoce como "problema de ia
Asignacion ', el cual es el caso mas sencillo de todos los problemas de
programacion iineal.

El problema de la asignacion es un caso especial del modelo de
transporte, en el que existe una matriz cuadrada (m = n), con cada una de
las restricciones de disponibilidad y cada uno de los requerimientos iguales
alaunidad (@ =1yb = 1 paratodaiyj).

Un problema tipico es aquel de asignar personas a diferentes trabaijos,
en donde tenemos tantos trabajos como personas y cada persona debe
asignarse a solo un trabajoc. A una persona i se le asigna el trabajo j con un
costo C,.

En el caso anterior:
[1 si ia persona i efectda el trabajo j

(1) X =

[0 si no

El precblema consiste en determinar como se debe realizar la
asignacion, con objeto de minimizar la suma de todos los produc-
tos C, x, (costos).

En nuestro modelo matematico de programacion lineal, debido a
que a cada persona se le puede asignar solo un trabajo,
tendremos que:

@) 2 X =1 (i=12..n)

(3) LS X =1 (j=12..n)
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E! objetivo del problema de asignacion es el de escoger las x que

satisfagan (1) (2) y (3), en tal forma gue el costo total

N
!
UMJ
M

C:xi

sea minimizado.

La condicion (1) hace, en ocasiones, que &l problema pueda ser muy
dificil de resolver debido a que esta condicion asigna a x, un rango desconec-
tado, compuesto de valores discretos.

EJEMPLO 1V-3.-

Una compania tiene cuatro maquinas v cuatro trabajos para hacer. A
cada maquina le tomaria un dia hacer cualquiera de los trabajos ¢Cual es la
mejor asignacion de los trabajos a las maguinas ?. suponiendo gue ios costos
de ejecutar cada uno de los trabajos en cada maguina son los siguientes
(matriz de efectividad):

; T1 T2 | T3 T4
M 10 16 12 8
L M2 8 12 15 12
C Ms 15 [ 13 13 "o
Ma 12 ? 15 ‘ 10 7 .
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Vemos que si intentamos resclver el probiema utilizando nuestro
maodelo general de prcgramacion lineal, obtendremos un modeio cuya matriz
de coeficientes es enorme

X X2 X Xia =1
Xor X2 X -Xos =

Xar Xe Xm X =1

Xor X Xg -Xas =

X1+ - X1 - Xa Xar =1
Xi2 - Xz -Xp -Xe =1

X13 Xz -Xx - Xaa =1

Xig Xoa X34 Kag =

Puede deducirse que la matriz de coeficientes crecera aun mas cuando
el probiema crece.

Siintentamos resolverlo usando el modelo de transporte, obtendremos:

! {
T | T2 T3 | T4 |
4 ' 1 !
4 e 4 { 1
M1 10| 16 12 8|
T E I
M2 !
» 8 12 15 12|
1 ‘ ’ ! |
| 0 -1 P ! 1
M3 | 15p -7 13 -7 13 11
T | 0 / I
| 1 |
M4 ! 12 15| 10 7|
f
11 1 1 1 \ 4

Utilizando este método. es probable que se requieran muchas
iteraciones para llegar a !a solucién éptima y no conviene intentario, debido
a que existe otro procedimiento mas sencillo.

Teorema IV-1.-

Si en un problema de asignacién sumamas o restamos una constante
a cada elemento de un renglon {o columna ) en ia matriz de efectividad,
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entonces una asignacién que hace minima la efectividad total en una matriz,
también minimizara la efectividad total de la otra matriz.

Demostracion intuitiva:

Si restamos A unidades de cada elemento del renglon (i), tendremos
gue como cada soiucién posibie debe tener exactamente una asignacion en
el rengldn (i), el costo total para ia nueva matriz sera siempre exactamente
A unidades menor que el que hubiésemos obtenido con la matriz original. De
aqui que la solucién que minimice el costo total para una matriz, debera
también minimizar el costo totai para la otra.

Utilizando el teorema anterior, podemos transformar nuestra matriz
original de costos en una que consista de elementos positivos o nulos. Una
solucion éptima consistira en hacer las asignaciones a ios elementos con
valor de cero.

E! procedimiento de solucién estriba, precisamente, en obtener una
matriz modificada como fa mencionada.

Detinicion 1v-2.-
Un conjunto de ceros se dice independiente, si no existen dos (0 mas)
ceros del conjunto considerado en la misma columna o en el mismo rengion.

La técnica de solucidn consiste en reducir {a matriz de costos hasta
encontrar un conjunto de n ceros independientes, uno en cada renglon y en
cada columna. Este conjunto (no necesariamente Unico), proporciona una
solucion éptima para el problema de asignacion considerado.

IV.-2.1.- Procedimiento sistematico.-
Paso 1.-

A todos los elementos del rengldn (i) se les resta el elemento mas
pegueno de dicho renglon.

En nuestro ejemplo, escogemos el nimero mas pequeno del primer
rengion y lo restamos de cada uno de los elementos de dicho rengion. El
resultado es: :

O T2 | T3 T
M1 2 8 4 0
Mz 8 | 12 | 15 12
Mz 5 13 | 13 1
Me . 12 15 10 7
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Supongamos ahora que hemos asignado un trabajo a cada maquina,
cualquiera que sea la asignacion que hayamos hecho. el costo de la misma
con la nueva matriz, serda $ 8.06 menor gue con la matriz anterior.

Procedemos ahora a restar el elemento minimo en cada rengién res-
tante de todos los elementos de su rengién, para obtener:

IR P Ts . Ta
Mi 2 | 8 s o

M2 0 | 4 7 4
' Ms = 4 2 2 L0
I 8 . 3 | 0

Paso 2.-

Sitodavia no hemas obtenido una matriz que posea cuando menos un
cero en cada rengién y cuando menos un cero en cada columna,
procedemos a restar el elemento minimo en cada columna que aun no tenga
ceros, de cada uno de los elementos de esa columna; obtenemos asi:

1[ h T Ts | Ta |

M: 2 __; 5 | 2 o __
Mz ;ﬁw 0 2 5 i__4
Ms | 4% 6 0 0 ‘}

Mo | 5 6 1 0o

Notemos que en tanto nuestra matriz conste de elementos positivos ©
ceros, la efectividad total no puede ser negativa para ninguna asignacion. En
consecuencia, si podemos escoger una asignacion gue tenga un total de
cero, no puede haber asignacion alguna con un total menor.

Dada alguna matriz con algunos ceros y todos sus elementos no
negativos, .como buscamos la asignacion méxima entre los ceros?

Paso 3.-

A) Examine os renglones sucesivamente hasta que encuentre uno de
eilos que tenga exactamente un cero no marcado. Marquelo con un cuadtrito

170



TRANSPCRTE ¥ ASKEINAD 0N

( ) ya gue ahi se efectuara una asignacion Marque con una X todos los otros
ceros en la misma columna para indicar que no se pueden usar para hacer
otras asignaciones.

B) Examinese a continuacion fas columnas para encontrar cercs no
marcados (Uno exactamente), [os que se marcaran con un cuadrito { | y con
una X todos los demas ceros no marcados en el renglon correspondiente.

C) Repitase (A) y (B) sucesivamente hasta gue una de des situaciones
acurra

a) Yano hay ceros sin marcar

b) Los ceros que quedan sin marcar son cuando menos dos en
cada renglion o columna.

Si lo que resulta es el caso (a), tenemos una asignacién maxima (que
puede no ser completa).

Siresuita el caso (b), podemos usar €l ingenio y/o tanteos para localizar
una asignacion maxima.

Sea una asignacién maxima obtenida de la situacion (a) o a partir de la
situacion {b), podemos decir que si se tiene una asignacién en cada rengién,
esta asignacion maxima es una solucion completa del problema original
(caso 1) y hemos terminado. Si no se tiene una asignacion en cada rengion,
nos enfrentamos con el probiema de modificar la matriz de efectividad
mediante sumas o restas, (caso If). Vaya al paso 4.

Volviendo a nuestro ejempio :

Ts T2 T3 Ta
M+ b2 6 2 0(1)“ “
= . - (1) por (A)
Mg 0D B 8 o | @por®)
a : ) y ‘ |
Msoe 0f a8 0T g0
Me | 5 6 1 ol

Vemos que tenemos la situacion (a), que cae dentro del caso li y lo
dejamas pendiente hasta que veamos el paso 4.
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Ejemplo V.- 4

Supongamos que tenemaos la siguiente matriz de efectividad, a 'a cual
ya le han sido aplicados los pasos uno y dos y se le desea aplicar el paso

tres:

12 paso por (A) 2% paso por (A)
7 005 4 3 17 05 43 70 5 4 3
0 0 3 8 6 ;O,&k386i‘ 0 0 3 8 6
06 0 3 0 0 6 0 3 0/ |0 6 0 3 0
‘01t 0 7 0. 0 1 0 7 0l lo 1 0 7 0
i i i .
4 3 0 0 0/ !4 3 00 0 |4 3 0 0 0
3% paso por (B) 42 paso final (asignacion

(caso b) tanteos maxima y completa)
7 0 5 4 3 7 05 4 3 170 5 4 3
o & 3 8 6. 0 0 3 8 6 0 B 3 8 65
' 6 0 3 0 |0 6 .0 3 8 [0 6 0 3 8§
P : o ’ g :
g 1 0 7 01 @1 @ 7 0 To 18 7 0]
4 3 6 0 6, (4 3 8 006 4.3 9 0 0
Nota.-

a) Es posible que exista mas de una asignacién maxima.

b) Nc es necesario escribir repetidamente fa matriz. Pueden hacerse
todos [os pasos en la misma.
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Paso 4.-

Este paso solo es necesaric cuando llegamos al caso !f del paso 3,
debido a que entonces hemos llegado a una asignacion maxima (obtenida
de la situacion (a) o a partir de la situacion (bj), la cual no constituye una
soiucion compieta. Para agregar ceros adicionales se usan las siguientes
reglas:

Empezando con {a asignacion maxima obtenida:

a; Se marcan todos los rengiones en los que no se ha techo una
asignacion.

b) Se marcan las columnas que nc han sido marcadas y que tienen
ceros (asignados o no ) en los renglones marcados.

¢} Semarcan los renglones que aun no estan marcados y que tienen
asignaciones en las columnas marcadas.

d) Se repiten ios pasos (b) y (c) hasta que termina la cadena de
marcas.

e) Setrazan lineas a través de todos los renglones no marcados y a
través de todas las columnas marcadas. (deberemos obt=ner tan-
tas lineas como asignaciones teniamos.)

f) Se examinan los elementos que no tienen una iinga que pase por
ellos y se resta el menor de ellos de todos los elementos de la matriz
que nig tienen una linea que pase por ellos. Se suma ademas este
elemento a cada uno de los localizados en la interseccion de dos
lineas. Se dejan los elementos sobrantes de la matriz sin cambio.
Olvide las asignaciones anteriores y vuelva al paso 3.

Aplicando lo anterior al ejemplo que dejamos pendiente:
Tr T2 Tz Ta

Mil 2 6 2 "'o*‘§<—<3)por(c) ‘ 2 6 2 '0: -
M2 ; E: 2 5 A4.‘ “‘QT 2—5- 4! por (e)
Ms| 4 0 & ,fia:} 1“ T_F_—Tf/*{j por (e)
Ms| 5 6 1 p i<(Mpor@ 5 6 1 @ «
1 1
(2)por(b) por (e)
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*cor {f)
7: 5% 1* @ Jolvernos "1 ‘7—5*7‘1—’MOFT (1) por iAl
0 2 5 -5 alpaso3 0% 2 5 5 ¢ (2poriA)
4 00 1r. yobene 4 ¥ o9 4 oo
4 s o0r 0 mes 4 5 0@ gt weord

Vemos que hemos obtenido una asignacion maxima y completa.
C=8+8+13+ 10 =39

Ejempio IV-5.-

En una fabrica de aparatos eléctricos se tienen 3 maquinas, 2 de las
cuales pueden realizar tres trabajos diferentes (uno ala vez) y una cuatro. La
maquina 1 puede emplearse para los trabajos: A, B, C y D, la 2 para los
trabajos: A, B, y D yla 3 para los trabajos: A, B, y C. Debido a diterencias en
las maquinas y en la habilidad de sus operarios, ios costos de realizar estas
tareas varian de acuerdo con fa maguina. Estos se presentan enla siguiente
tabla:

M) M@ M (3)

A f 10 16 12
s s ow s
cC | 15 - 13
D | 15 -

Se requiere asignar los trabajos a las maquinas, de tal forma que el
costo total sea minimo.

Solucién.-

M) M) M@ MF) MO ME)ME) ME
Al s 12 0 A2 4 o o0
B | 8 12 15 0 | B | 0 0 3 0
cli ™M 13 o cC .7 M 1
D 12 15 M 0 | D 4 3 M 0
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M(1) M2 M@) fOM() M@ M@) MF)
At 2 b A2 4 0 1]
B —+8y 8 3 ;{{ &B | 0 0 3 1
Cl|7 M 1 0k-_C| 86 M 0 0
D|4 3 MFp .- D |3 2 M
COM(1) M@) M@ M) ¥ M(1) M@) M@ M)
Al 2 4 D 1l A 0 2 o
B[O} w5t g8 | [0] 5 3
c | Mo [p]l— ¢4 M [0l
D 2 PA B — D |1 & M [0
"% e C=10+12+13 +0 = 35
_ Ejemplo IV-6.- e et |-
o - Encontrar la asignacion para costo?f;Fr;wd. >
7 14 4 5 | 1 4 11 1 0o 2
2 6 9 6 7 |1 0 77 4 5
9 .8 12 10 5 1P 4 7 5.0
4 5 7 9 6 |1 o 1 3 5 2
0 5 7 8|1 1o 5 6 7 8
I RS T T 4
L ” |
—to—o 2 -7 e 2
ld] 3 & 4 5|  —m 3 3 1 2
;(—(—«}——s s—- & | A2 65 —
o 2—bs—2 |- 3 [0 2 5 2
—d 4 5 7 8 —l0l 11 2 4 s
|

" TRANSPORTE Y ASIGNACION
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-3.- EJERCICIOCS PRCFUESTCS

8 11 0 0 2
163 2 2 0 !
o AT H
8 3 6 5 0
| o I
i ¢
P03 1 4 1 ‘
P 1
L0 ! 1 3 4
i
.
SIGNACION © *7°7°7 %707
DATOS Q |-< Hesta gsi slementc mas
™ n o] -<  pequeno de cada rangién
. ' Q < &:Us @lemantos de ese
MnZ =% ¥ C, X, O |- rengion -~
=1 =
n €n cada columna aun sin Cs
E i =1 . -, Ragta del eleamento mas
=1 < Qo . pequeno de cada coiumna 8
. 105 elamentos de ese
m Queda una columna
Matriz con s
z X!! =1 algunos /]
= Ceros @ Marcar Qs en renglones que
toNgaAn LMo exactaments y X Repatir cuantas veces sea
A oC en los ceros de las comunas necesaric. nasia que
corraspongientes C! Ya no hay 08 sin marcar =z
asighacién maxima
3 D) Quedanc m 2 Qa en
@ Marcar Os en coiumnas que cirenglon y ¢ m. 2 Os en cocot
/ tengan uno exactamente y x Tarteos para fiegar ai caso (¢)
) en {03 ceros ge ios rengio-
L (@ Da(x(

nes corfesdienias

N

CASOQ it

Se tiene une as:ignacion mdxima
pero  No se L8N Lna asignacion
en cada renglon tnay que
modificar ia matriz de etectivicad
maediants sumas y restas)

O

g

c} Marcar rangiches sin marca y
can asignaciones en s
columnag msrcadas. Regr a
{b) 31 @8 NECOIArIO S NO pasar a
{d)

b [

€lsmentos s/linea rastarics por

“——

CASO |

asignacion
méxima (Ceros s/marcar} es
compieta {una por cade rengion y
upa por cada cotumna) en 3A 0 3B

W—b) Mercar columnas con
ceros asignedos o no an
ios renglones marcacos

Ys no hay CEROS sin

d) Trazar !ineas en rengicnes
mearcar

no marc y columnas MArc

No de lingas=No de asigns on 8s posiciones que ,;'l
arMarcar rengtones la Matriz de Etectividad _J

$in amignacién eterminan Z min

su <
Elementos de cruce sumados a
#3a cantidad

{(Nuevo cero) —

FIN

Aegress a JA

IV-3.- EJERCICIOS PROPUESTOS.-

1.- Considere que un problema de transporte tiene ia siguiente tabla de

requerimientos y costos :

-,



Destino
;Dispcn:-

1 2 iDh’rdad

E 1 6 4 I 2
A !

2 2 8 5 . 4
a 1
Demanda 3 3 |

2! HKesueiva este problema por el método del transporte.

L
oy

Reformuie este problema como un problema general de

programacion lineal y resuelva por el métodc Simplex.

2 Tres refienerias disponen del gas requerido para abastecer 4
< dades. Los datos se dan a continuacion:

\

| Ciudad ‘

; 1 2 3 4 iGAS CISPONIBLE
E 14 7 9 10 : 8
y 2 | 6 4 3 6 10
T3 9 6 a4 8 ‘ 6
REOUERIM?ENTOS_I 5 3 8 4

Determine la politica éptima para efectuar el transporte.

3.- Para ef siguiente problema de transporte; ¢Forman ios elementos
{{1,1), (1,4), (2,2}, (2,5). (3,3}, (3,4), (3,5) }un conjuntc basico ?

[ 2 3 4 5 ai
R S
oy 16 4 11 19 8
2 i 8 6 8 12 8 10
3 1A 12 3 23 6 1 30
b | 5 4 9 8 22
a) En caso afirmativo, encuentre la solucién correspondiente.
Iniciando con esta solucidn, encuentre todas las soltciones
optimas de! problema.
b) Sia,cambiaa30 + dyb,cambiaa8 +¢, encuentre el range
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de valores de o para los que !a solucion dptima enconirada
sigue siendo optima.

Volviendo al problema original (con 8 = 0}, encuentre el rango
de valores de C,, para los que ia primera sotusion basica
factible optima siga siendo Gptima. (Cual sera ta solucion
Optima cuando C., cambia a 27?

Volviendo al problema original (con 4= 0y C,, = 16), encuentre
el rango de valores de C,, para los gue la solucién inicial basica
factible obtenida sigue siendo 6ptima ¢Cual sera una solucion
optima cuando C,, cambia a 20 ?

4.- Uselos elementos: { (1,4}, (2.3}, (2.4), (3,2), (3.5), (4,1}, (4.2), (4,3).}
como solucion in

!

]
i

!

T

icial basica para o = 0 y resuelva el problema:

I
i
|

o 2 3 4 5 ai
1T 16 11 14 A 4 3+
2 | 7 17 9 0 5 15
3 |9 5 7 18 0 , 14
T 13 13 15 7 1 10
5 3 9+ 14 7 9

¢Para qué rango de valores de J la solucidn basica optima obtenida
continua siendo optima ?

5.- Considere el problema de transporte, teniendo {a siguiente tabla de
requerimentos y costos.

ZmO—10

Demanda | 25

Destino
1 2 3 4 5 |Disponibiiidad
1 8 6 3 7 5 20
2 5 M 8 4 7 30
3 6 3 9 6 8 ~30
4 0 0 o ¢ © 20
25 20 10 20

Obtenga la solucién basica factible inicial siguiendo ei metode
de la esquina noroeste.



TRANSPGT T Y ASONAL DN

b) Obtenga la solucion basica factible iniciai siguiendo ei metedo
de Aproximaciones de Vogel.

¢i Compare los valores de la funcion objetivo para esas
soluciones. Escoja la mejor y obtenga la solucion 6ptima.

f.- a) Resuelva el siguiente problema cuando (4 = 0 ) y obtenga 2
sGiciones Optimas

i ; 1 2 3 ai
1 5 14-24 7 15
2 & 7 3 20
3 Pooid 24--34 9 r 4
b 7 11 21

b) Resuelva también para cualquier valori = 0

7.- El total de requerimientos en el mercado excede la cantidad de
materia disponible en la planta. Las deficiencias deben ser cubiertas con
irnpontacion. Todos los mercados tienen las mismas prioridades. Determine
qué cantidad de la demanda en cada mercado debe ser cubierta por cada
pianta, con el fin de utilizar los materiales disponibles a un costo minimo de
transporte. '

| Disponibiiidad

| Mercado i en la planta
1 2 3 4 5 (tons)

P 3 9 5 6 7 10

k 2 t 2 1 8 10 13 ; 25

I;l 3 3 12 6 5 2 13

A 4 1 9 14 3 2 33
Requerimientos i
en el mercado 3 22 17 19 12

tons}

8.- Una firma que produce un soio producto, tiene tres piantas y cuatro
clientes. Las tres plantas produciran 3000, 5000 y 4000 unidades respectiva-
mente, durante el siguiente periodo de tiempo. La firmatiene un contrato para
vender 4000 unidades al cliente 1, 300 unidades al cliente 2 y cuando menos
1000 unidades ai cliente 3. Los clientes 3 y 4 quieren comprar la mayor
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cantidad posible de nuestro producto. El beneficio neto asociado al embar-
que de una unidad de la planta i al cliente j, se da en la siguiente tabla:

CLIENTE
1 2 3 4
P16 63 62 64
N2 68 67 65 62
A3 63 60 59 60

La directiva desea saber cuantas unidades deben venderse a ios
clientes 3 y 4 y cuantas unidades deben enviarse de cada planta a cada
cliente, con el fin de maximizar el beneficio.

a) Formule este problema como uno de transporte, al construir de
forma apropiada una tabla de requerimientos y costos .

b) Resuelva el problema formulado en (a).

§.- Encuentre la asignacion de costo minimo para las siguientes
matrices de efectividad:

1 2 3 4 1 2 3 4 5
A§7836 AE2468 |
Bi4 6 1 5 B:3 5 7 9 f
619974 C‘§679435
D |2 5 6 7 D 3 5 4 7 4|
E 4 3 4 3 4
1 2 3 4 5 1t 2 3 4
Al6 5 - 3 7 A4 1 3 5
Bls 2 4 3 5 B 3 9 1 3
c - 7 2 3 1| 0}7322
D 7 5 4 6 6 D6 1 4 7
Elg 3 1 'si E!5433
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TEORIA DUAL

=he i ooapaitde as ot nnsavnn

2 et
Vo st R 3v e o i
w5 0IDSM 100 . . CAPITULOV
| | . .| TEORIADUAL
V.1.-PROBLEMA DUAL | o
4 i ; ! st ) T Y

{ t i , i :
Para cada problema de programacién fineal, existe otro problema de
programacion lineal muy estrechamente relacionado con él, al cual se le
denomina DUAL. Al problema original fe denominaremos de aqui en adelante
PRIMO.

Sea el siguiente caso: !
Problema primo.- P ; I S vl
(0) MaxZ =Cx, + Cx, + ... +Cx + ... +C.x,
S. a. ,
. . . it e ta b L ag
{1) a,x, + ax, + .. + a,x + o A ’5 b,
(2 By X, + BuXt . Ay + . +a,x < b, %
B SAREIEEEE L TR I :
o= ax,+ ayx,+ -+ ax, + - +a, X, =< b,
O = <+ 3
{m) o CoanX t oA+ . fag o ta_x = b,
Y v .5
: : x, 20( =123,...n) ‘
DS MY B+ v o (n}
0OJO:-b, puede ser negativa y esta permitida.
N
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El problema dual correspondiente, se obtiene ascciando a cada
restriccion una variable y a cada variable una restriccion, trasponiendo ios
renglones y las columnas de coeficientes en ias restricciones, intercambian-
do el papel de los coeficientes de la funcion objetivo y las constantes,
invirtiendo las desigualdades y minimizando en lugar de maximizar.

Problema primo Problema dual
Restriccion Variable
Variable Restriccion

Es decir, existe una variable por cada una de las restricciones primas y
una restriccion dual por cada una de !as variables primas.

La relacion primo-dual podemos representaria por medio de la
siguiente tabla:

PRIMQ <
i | i i % | i
X, Xy Cox Poox, 1 Minoo
y ; } L H i
: ’ ' * 1 |
‘ ! : \ [
D ; Ys ] a,, a5 ‘ a,, a,, ! b,
! ; : ! R i
| h ' |
' | ) 1 :
U } Yo a,, A i 32! ay, b2 1
H : {
i 1 t
A | o : Co
| I .
Loy a, | a, | i a, | b |
| |
1 |
i | : | :
>§ Yon Ay Y am2 i i aml L amn bm !
| t ; | :
i Max c, c, 1 l c { c,
de donde resuita claro que:
Probiema Dual.-
(0 MinZy =b,y, +b,y,+ ...+ by + .. +b vy,
s. a.
(1) a,y, ~a,y,+..+a,y+. . +a.y, 2¢c
@) Y, T ayY, v -t 3yt .. T ALY, =26
ay +tayy, ..ty .. +tay,zc
(n) a,y, +a,y,+.. +tay+. . +a.y,=z¢c
y, 20 (i=123,...m)
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Ejemplo V-1.-

Max Z - x - 2x
s a
X, < 600
x. =< 300
3%, + 4xg =< 2400
x =z c (j=1.2)

el problema dual correspondiente sera:

Min z, = 600y. + 300y, + 240y,

5. a
2 - 3y, =1
y, + 4y, =2
yz0 (i=1223)

El tratamiento de algunas complicaciones encontradas en el problema
primo es como sigue :

a) Si el problema primo tiene una restriccién que es una igualdad (sea
la ecuacion i), entonces obtendremaos un problema dual igual que antes, sélo
Que y, sera ahara no restringida en signo.

b) Six. no esta restringida en signo, el problema dual s6lo se modificara
haciendo que la restriccidon (] ) sea una igualdad.

En generai, las siguientes ieyes de correspondencia se aplican entre el
probiema primo y el dual:

PRIMO DUAL

Funcion objetivo (Max Z ) Términos constantes
Términos constantes Funcion objetivo (Min Z))
Matriz de coeficientes Matriz de coeficientes transpuesta.
Relacion: Variable:

Desigualdad (i): = y. =0

Ecuacion (i): = y, no restringida en signo
Variable: Relacion:

x =0 Desiguaidad (i) : =

x; no restringida en signo Ecuacién (j): =
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Ejemplo V-2.-

Probiema primo.-

Max Z, = X~ <4 & X,
s 2
X o=3x, - 4x, -5
X -2 X, <3
2 X, X, =4
(x.. %) = 3. X, norestringica en signo.

Problema dual.-

MinZ =5y -3y, -4y,

s.a
Yo = Y, =1

-3y, -2y, 2y, =1

4y, + Y, =1

y. no restringida en signo; (y,. v,) = 0

Debido a que el problema dual es también un prebiema de
programacion lineal, debera contar a su vez con un probiema dual.

Teorema V-1.-

El dual del dual es el primo. Es decir, la relacion entre el problema primo
y su dual es simétrica.

Del teorema anterior, es claro que no tiene importancia a cual de los
dos problemas se le llama primo y a cual dual.

A continuacidén veremos las propiedades y relaciones existentes entre
el problema primo y su dual.

Siempre que para pcner en forma general et problema primo sea
necesario cambiar el signo de ia funcion objetivc, asi mismo se cambiara el
signo de todas las ecuaciones que existan en las restricciones. Ei objeto de
esta transtormacion, es dejar el dual de tal forma, que al obtener el dual del
dual volvamos a la forma criginal de la cua! partimos.
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Ejempio v-3.-

poniendoio en forma general.

Max-Z, = -x,
s.a.

— XW

X,

obtenemos el dual:

Min-2 - -5y,
s.a.

-y,

3y,

- 4y,

+ Y,

— 2y2

x
vV A
[@N]

53

X
|
(]

1%

~1
-2y, = -1
+ 0y, =-1
Yo ¥s) 2 0

obieniendo el dual de éste dual obtenemos:

Max~Z = -x, - X,
s.a.

=X, + 3X,

X, — 2X,

- 2X

2

que es el mismo modelo del que partimos.

- X

1
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V2o COMPLEMENT AL DAD

V-2-. COMPLEMENTALIDAD.-

Lema V-1.-
Si(x.. X, ...X. ) Y {¥,.Ys --....Y..) 50N soluciones factibles del problema
primo y dual respectivamente, entonces:
l, =2
Prueba.-
n n m m
Z=3cx =YX Yay = [puesc < ¥ a y eneldual]
)= L= = ! =1 '
m n
=¥ vy Y axs {cambiando solo x y y |
L= == o ' '
m n
<Y yb= Z, [pues ¥ a x< ben el primo ]

=

lo que queda demostrado.

Tenemos entonces que, debido a que ia rutina simpiex
automaticamente identifica la solucidn basica dual complementaria, af resol-
ver un problema (primo o dual } automaticamente estaremos resolviendo el
otro.

Veamos como el Método Simplex identifica las soluciones basicas
complementarias en general.

Notacion.-

Supongamos que el conjunto inicial de ecuaciones para resolver el
problema primo es:

Y a x+x .4 =b paa(i=123 ..m

Seac’, = (z —c) el coeficiente de x en la ecuacion (0) actual, obtenida
por el Método Simplex (j= 1,2,3,... .n+rm).

Del sistema de ecuaciones («), vemos que los coeficientes de las
variables de holgura en la funcion cbjetivo original son cero (¢, = ¢ para
j=n+1...n+-m)
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De acuerdo con fa anterior notacién. nuestra funcion objetivo, cuando
hayamcs obtenido la solucion optima. puede representarse como:

Z -z e)x s ex ~ o —zTex 2 x w2 x =2

Comparando ia funcion objetivo original con la funcion objetivo finat,
queda claro que z2* es la cantidad neta gue hemos modificado el coeficiente

{~c ) delafuncion original, mediante la rutina Simplex, para obtener el nuevo
coeficiente de x en la funcidn objetivo finai,

Vemos entonces. gque sij=>n{j=n~i), z' nos indica el numero de veces
que la ecuacion (i) ha sido sumada (directa o indirectamente) a Ia ecuacion
(0) originai durante el proceso de ejecutar el Método Simplex. Esto es debido
a que enla ecuacion (0) original se tiene ¢, =0y el conjunto de ecuaciones
original tiene x__ con coeficiente = 1 enla ecuacion (i) y cero en todas las
demas.

Cabe aclarar que z". (para j > n) noindica que la ecuacion (i) haya
sido sumada directamente (en un paso ) ala ecuacién (0) z° veces: esta cifra
solo no indica que el resultado final de sumarle algun multiplo de la ecuacion
{i) en algunos pasos y restarle algin muitiplo de la misma en otros, tiene el
resultado indicado. Esta suma algebraica pudo haberse efectuado por medio
de otra ecuacion, a ia cual se le habia sumado antes ia ecuacion (i).

Lema V-2.-

-pues z'_ =No. de veces que la
ecuacion (i) se suma a la ec.(0).
Como Z_ =0 originaimente, su valorlo
obtiene de las sumas de las
ecuaciones (i) que se le hacen hasta
liegar a la sofucion opiima.

* b:

o
N

x %
I

e 3

N

3

+

m
byz* =3 22X, a s para =12, 0

numero de veces que la ecuacion (i)
se sumo a ta ecuacion (0) por el coef.
de x_en las ecuaciones (1) a (m).
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Je2- COMPLEMENT A DAT -

Tegrema V-2.-

Tan pronto hayamos encontrado la solucion optima (usando la rutina
Simplex) para el problema primo. entonces estamoes en posicion de cbtener
fa solucién optima del dual. E! valor de la variable dual (i), es igual al
coeficiente de la variable de holgura (i) del problema primo en la ecuacion
(@). Asl:

»

y* =2 para (i= 1.2...mj

Prueba.-

Para probario debemos demostrar que la solucion

(Y, Ypou¥Vo) = {2° . 2°_ ,...z" ) esfactible para el problema

n- noe gt
dual y que ademas es optima.
a) ¢es factibie?
i} ¢es na negativa?

2" zOpara(i=12..m)

debido al criterio para tener optimalidad en el
Método Simplex.

ii} ¢satisface las restricciones?
Sabemos que:

(2"-c)=0para(j=1.2..n)

debido al criterio para tener optimalidad en el
Método Simplex.

m
A {\ 28, -¢ \) 20 [ por el lema V-2.b |

=

de donde observamos que la soiucion es factible, debido a
que:
m
.
D z’.a, = c
=1
es decir, z*,, = y", cumple con las restricciones

m
Y v.a, zc paratodaj.
P =

b) 4Es esta una solucion éptima?

by para cualguier solucion
dual factible

PorlemaV-1:Z = Z =

13



TECRA SUA,

pero el lema V-2. a dice

2=\ 2", b
por io tanto:
224 b <3 yb
pero por suposicion:
yT= 27,
como hemos alcanzado ei limite inferior, nuestra solucién es optima.

L.QQbD

Introduzcamos ahora variables de holgura para ef problema dual, con
lo cual obtenemos:

a.y -VY.y=¢ (j=1,2 ...n}

Nt 3

Teorema V-3.- Teorema Dual.-

Suponiendo que soluciones factibles finitas existen, tanto para el
problema primo como para el dual, entonces:

a) existe una solucion optima finita para ambos, la cual satisface:
-MZ::Zj
Prueba .-

a) EllemaV-1dicequeZ = Z,locualimplica que existe una solucion
6ptima finita para ambos problemas (pues max Z, < Zy
min Zy 2Z)

b) Porelteorema V-2: (y". =z"__ ) tenemos que:

n=i

N
il
e s
o
-

*
i
e s

o
N
*
+
B

del iema V-2.a:

N
*

I
He- s
ie}
N
EY
+
=

de («)y{B):

N
it
N
< %
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V-2 COMPLEMENTALIDAD

Teorema V-4.-

Suponiendo que hemaos obtenido una solucion dptima para el probiema
primo usando el Simplex, entonces el vaior dptimo de la variable j de holgura
del problema dual, es igual al coeficiente de la variabie j original del problema
primo en la ecuacion (0) final. Es decir :

Yi+ = (2 —c) para(j=1.2..n)

Prueba.-
z*=3% zlya (=12 ..n) [ porellemaV-2b ]

=2 y‘*ai‘ (a) [ porelteorema V-2 ]

Yi+. =2 @y -c (B) para (j=1.2,...n)

Sustituyendo {a ) en (8 ):
Yot = (@ -¢) L.Q.QD.

Corolario V-1.-

a) y*=0siempreque x’y >0 (i=12..0n)

b) yr4 = Osiempreque X' >0 (i=1.2...n)

Prueba .-
Si tenemos que x; >0 (k=1,2,...n) esto implica que X! es una
variable basica y por lo tanto (z7-¢,) =0

Si tenemos que x*, >0 (i=1.2,...m) esto implica que x*,, es una
variable basica, porloque: z*,, =0

Por teorema V-2: (y* = 2z’ ) se prueba (a)

Por teorema V-4; ( y;’:ﬁ = 2"-C ) se prueba (b)



Como el dual es el primc:
x* =0 siempreque yi,. >0 para(j=12..n)
+ =0 siempre que y* >0 para(i=1.2,..m)

La reiacion existente entre ias dos soluciones optimas, se conoce con
el nombre de holgura complementaria .

Teorema V-5.-

Supdngase gue existen soluciones factibles finitas para el primo y el
dual. Sea (x,.x,....x. ) una solucion basica factible no optimay (z-c ) el
coeficiente correspondiente de x en la ecuacion {0), (j= 1,2,...n+m).

Considers la siguiente solucién basica no factible para ei dual:

y =2, para {i= 1.2,...m)
Y, =2-C, para (j=1.2,....n)
entonces:
Z = ZY
es decir:
S cx=2 by,
i= =
Prueba.-

Usando la demostracion del lema V-2 y por el teorema V-2, pero sin
hacer aiusion a la optimaiidad, obtenemos que :

73

Zx = Zn‘+1 b?
Z =3 24b
de donde:
Z =2
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J-2.- TOMFLUEMENT . DaT

Ejemplo V-4.-

Consideremos nuevamente nuestro ejemplo Hi-12:

X, Xy g Xy X}

" Hteracion

Y Y Y YY)

I Sol basica factible Soi. basica qual Z, Z,
{Ecuacion (0] complerertaria .
T R T —~
1 L 0001 -2 |
‘ ' {0.0.600.300,2400) ' . !
A ,(Z . Ton Zo] | 14,800y.—300y, o o ‘
LT T ~2400y, =0] | |
! ]
(0.300.600.0.1200) i
2 [Z—x, +2x, =600] {0.20.-1.0) 00 600 |
- B T i 1
| (400.300.200.0.0) : ‘ !
i3 Z+2/3x, +1/3x, 02/31/300) {Z',=1000 |  Z" =1000
f |

= 1000] ?

Es conveniente notar que en !a iteracion 1 tenemos una solucior. pasica
factible no 6ptima para el primo, mientras que, para el dual, tenemos una
sofucién no factible pero si basica que es 'mejor que la optima dual”.

Veamos, por medio de una representacion esquematica, la relacion que
existe entre el problema primo y su dual.

3

MinZ =5 by

=1

1
.

Soiuciones basicas duales no éptimas
pero factibies

Zt

z2*
X . P R
Scluciones basicas primas factibies*

perc no 6ptimas

Al trabajar con las soluciones dei primer cuadrante, estamos al mismo
tiempo trabajando con las soluciones del segundo cuadrante.

Al trabajar con las soluciones dei tercer cuadrante, estamos al misrmo
tiempo trabajando con las soluciones del cuarto cuadranie.
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TEORL S

V-3.- METODO SIMPLEX DUAL.-

Este método trata directamente con soiuciones basicas no factibles
mejores que el Optimo vy trabaja para obtener sciuciones béasicas factibles.
Las soluciones complementarias. en el problema dual. son basicas factibles,
pero no Optimas y se mueven hacia la optimaiidad.

Aplicamos este método cuando, para obtener una solucion basica
factible inicial, es necesario introducir muchas variables artificiales (cuyo
valor debera llegar a cero}, razon por la cual puede ser mas conveniente el
comenzar con una solucién no factible 'mejor que la optima’ y aplicar el
Método Simplex Dual.

Otra aplicacion frecuente, es en el caso del analisis post-6ptimo,
cuando se introducen cambios en el modelo que hacen que la solucion
optima obtenida para el problema original ya no sea factible para et revisado,
siendo entonces mas rapido apiicar et Método Simplex Dual, partiendo de
ésta ultima solucién, que utilizar el Método Simplex para resolver, desde el
principio. el problema revisado.

V-3.1.- Metodologia del Método Simplex Dual.-

En el método Simplex Dual trabajamos siempre con c', = 0 para toda |
y tratamos de Max Z, hasta ei momento en que todas las b sean =0, en que
hemos alcanzado la solucién optima.

Introduzcanse variabies de holgura (donde se requieren), para obtener
un sistema de ecuaciones. Se iocaliza una solucion basica tal, que los
coeficientes en la ecuacion (0) sean cero para las variables basicas y no
negativos para las variables no basicas. (Vaya al paso 4).

Paso .-

Determine la nueva variable basica saliente. seleccione la variable
basica correspondiente al renglén rpara el cual b’, = minb. < 0 (notese que
esto es equivalente a determinar la variable basica entrante en el probiema
dual, ya que ia variable con el valor mas negativo, corresponde al mayor
coeficiente negativo en la ecuacion (0) dei problema duat.)

Paso 2.-

Determine la nueva variable basica entrante (correspondiente a la
columna e): seleccione la variable no basica cuyo coeficiente en la ecuacion
(0) llega primero a cero cuando un multipio creciente de ia ecuacion (r),
conteniendo la variable basica saliente, se suma a la ecuacion (0). Esto se
logra revisando las variables no basicas con coeficientes negativos en esta
ecuacion (r) y seleccionando aquella que forme el cociente menor al dividir
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S3.-METODC SMPLEX DUl

su coeficiente enla ecuacion (0) entre el vaior absoluto del coeficiente en esa
- , c, o C
ecuacion. Asi. tenemos que: -~ = min S para a <0. Esto es
t . .

equivalente a determinar fa variable basica saliente en el problema dual. Ei
coeficiente en la ecuacion (0 ) que se hace cero primero. corresponde a la
variable en el problema dual cuyo valor se hace cero primero al incrementar
el valor de la variable entrante.

L

Paso 3.-

Determine la nueva solucién basica (igual que en et Simplex, usando el
Gauss-Jordan).

Paso 4.-

Determine si esta solucién es factible (y por lo tanto optima) ; revise si
todas las variables basicas son no negativas (todaslas b = 0 ); silo son, pare,
se ha llegado a la solucion 6ptima, en caso contrario vaya al paso 1.

Se ve que el Método Simplex Dual, procede de tal forma como si el
Método Simplex estuviese siendo aplicado a las soluciones basicas com-
plementarias en el problema dual, solo que se decide primero qué variable
dejara la base y luego se decide qu# variable no basica se introducira en ella.

Ejempio V-5.-
Max Z = - 600x, - 300 x, -2400x,
sujeto a:
X, + X, = 1
X, + ax, z 2
x 2z 0 (i=1,2.3)

Notese que el dual de este problema es nuestro ejemplo clasico, con
la excepcion de que aqui estamos Max. en lugar de Min

La solucion sera:

z + 600x, + 300 x, + 2400x, =0
- X, - 33X, + X, = -1
- X, - 4x, + X, = -2
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TECPATLAL

Notese gue la funcion objetivo parece indicar optimalidad. pero nuestra
solucion no es factible. ya que

X, = -1
x,=0 X, = -2
X, =0 Z =0
vEmos que !
X, = X, pues b, =min b esdecir (2 < -1)
bi <0
X, = X, pues {300/1 < 2400/4)
y obtenemos.
z ~ B00x, + 1200x, + 300x, =-600
- X - IxX, + X, = -1
X, + ax, - X, = 2

5

y nuestra solucidn basica sera ahora :

x,=0 X, = -1
X, =2 X 0
X,=0 Z =-600
en este paso:
X, =X, pues (b =minb)
bi <0
X, =X, pues {1200/ 3 < 600/1)
con lo que flegamos a :
Z + 200x, ~400x, ~300%, =—1000
1/3X, vox, — 1/3x, = 1/3
- 43, + X + 4/3x, - Xy = 2/3

y la solucién basica sera:

195



3. METODO 34F X DUAL -

x7=0 x;= 0
XI=23 xX'= 0
XI=1/3  Z7=-1000

solucidn que, al ser factible, es automaticamente 6ptima.
La solucion éptima para el problema dual sera:

yF =400 x;=0
V=300 yi=o
y*=200 Z*~ 1000

solucion que es igual a la obtenida usando el método Simplex para el dual
de este problema.

Ejemplo V-6.-

Resolver el siguiente problema usando el método Simplex Dual:

MaxZ= —3x, —-4x, —2x, — X, —5x,
s.a. X, 2%, = X, TX,  +x=-3
=X, =X, = X, tX, v X2
X, =X, —2x, +2x, -3 < 4
(Xw' Xor X Xy X5> =4 0
Z +3x, +AX, T2x, ~ X, +5X, = 0
X, = 2%, — X, = X, + X t+X =-3
X, =X, <X, < X, o+ X, +X, =2
X, + X, —2x, —2X, -3 X, ~x, = 4
X, =X,
X, =X,
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Z - 5x, -3x, = 7x, - 2 = -6
—t2x, ex, -1, —12x, - 12x, - 1.2x, = 32
—3/2x, =2, -12x, +12x, = 12x, - x, =12
32x —5/2X, —5/2x, —52x, -1i2x, -X, = 52

X, =X,
X, =X,
Z + 5x, =3X, 7% 2%, =6 ?
- 2X, TX, - X * X = 1 W1
3X. =X, = X, =X, v X, 2%, = 1 o
9x, - 5%, +3x, —5%X, +X, = 5§ %
como el coeficiente de X, = 0, entonces existen soluciones mdltiples. Se
aplica ahora el Simplex:
X, =X,
X, =X,

Z +5x, =3x, +7x, +2x =—6
- 2%, T X, - X, *X = 1
= X, om2X, X, =X, = X = X = 3
- X, T5x, -5%, — 2X +x, =10

(*).-NOTA -Si al no darnos cuenta de que: % < 555 al iniciar la
segunda iteracion, hubiésemos tomado:
X, =X,
Xe:X1

Z - 5/3x, +14/3x, +26/3x, +1/3x; +10/3x, =-23/3_¢,

X, +2/3x, —2/3x, - 2/3x, —1/3x, — 1/3x, = 5/3 5/2
X, +13X, = 13X, — /3%, + 13, — 2/3x, = 13 1
- 3x;, + 3x, 2X, - X, X, = 2 w



-3 METOOC STMPLEX DLk,

Z +5x,
-2X,
3X,

9x,

e 3
X, =X,
=3X, +7Xg
a»)(2
X, = X, = X
— 5X

- 2X,

—_ XD -+ X7
-+ X6 — 2X7
~3x, — 85X,

Con lo que el problema se hubiese alargado innecesariamente.

Ejemplo V-7.-

Primo
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+2/3%,
+1/3x,
+7/3x,
—14/3x,

= X, + 4X, + 5X,
X, + 2X, + 3x, =2
3x, - x, + 2x, <=8
22X, + X, + BXx, =16
X, %, %) =0
—-4x, -5,
+2x, +3x, +x4
+ X,  T2X
+ X, + 8x3
e = X3
X, = X,
- 2/3x, +5/3X,
+2/3X, +x, +1/3%,
- 1/3X, - 2/3x,
-13/3x%, - 8/3x,
X =%,
X, = X

+X

+x, =

=10/3
2/3
=23/3
=32/3

I
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TECRA TUAL

- X, - X, +2x = 4
tex, =x, - 3/2x, ~1,2%, =1
5:2x. ToU2x, 12X - X, = 8

- 5/2x, ~18/2x, - 1:2x, -~ X, =15

MinZ =2y + 9y - 16y,
s.a.
y. + 3y, - 2y, =1

2Y< + y? - Y3 24
3y, ~ 2y, + 8y, 25
(Y. YY) 20

Max Z = -2y - 9y, - 18y,

Z -2y, -9y, +16y, -0
oY, By, +2y, ~Y, ' 1
=2Y, Y, <Y, Y =-4
-3y, -2y, -8y, + Y, =-5
Y. = Ys
Ye = Y4
+23/3y, +32/3y, +2/3y,  =-10/3
-7/3y, +14/3y, vy, -1y, = 2/3
13y, +13/3y, vy, 23y, =-2/3
y1 +~2/3y, + 8/3y, -8y, = 5/3
Yo = Ys
Ye = ¥s
+ 8y, - 15y, + Y = -4
- 52y, -~ 52y, +y, 12y, = 1
- 12y, - 13/2y, -3/2y, +y, = 1
2 + 12y, + 12y, -1/2y, = 2
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V-4.-INTERPRETACION ECONOMICA .-

La reciente introduccion de la programacion lineal en la economia
parece ser un anacronismo. Parecera logico que hubiese comenzado al-
rededor de 1758, cuando ios economistas comenzaron a describir los
sistermas econcémicos en términos matematicos. Un crudo ejemplo de un
modelo matematico de programacion lineal puede ser encontrado en el
Tableau Economique’ de Quesnay. Sinembargo, no fué sino hasta los 1930's
en gue se comenzo la explotacion del modelo de tipo lineal en economia.

La mayor parte de los economistas matematicos se ocuparon con el
analisis de problemas tedricos, asociados con la posibilidad de equitibrio
econdmico y eficiencia distributiva, bajo condiciones competitivas y
monopolisticas. Para tales estudios, encontraron el uso de funciones con-
vexas clasicas, con derivadas continuas, mas convenientes para las
demaostraciones de condiciones de estabilidad que utilizando funciones
basadas en desigualdades lirieales.

Hasta esos dias, el mundo economico usaba el modelo economico
para describir, en una forma ‘cualitativa” en lugar de “cuantitativa", las
supuestas interelaciones dentro de un sistema.

La inspiracion del modelo general de programacién lineal, fué com-
pietamente independiente a ios desarroilos anteriores y tuvo un propésito
diferente. Surgid de las necesidades de programacion empiricas de la fuerza
aérea y de la posibilidad de generalizar la estructura practica simple del
modelo de Leontief para este proposito.

La mayor contribucion de Leontief, fue la construccion de un modeio
cuantitativo de la economia americana, con el propdsito de trazar el impacto de
la politica gubemamental y de ias tendencias del consumidor sobre un gran
numero de industrias, embebidas en una compieja serie de interrelaciones.

Cabe hacer notar que el obstaculo para el desarrollo de modelos
cuantitativos era la ausencia de computadores, lo cual limitaba el modelo a
20 ecuaciones con 20 incognitas.

Para 1940, el analisis de regresion se empezaba a utilizar para medir
fenédmenos econdmicos. Este hecho did nuevo impulso a los modelos
cuantitativos.

Ei punto focal del analisis de consumo produccion, es una disposicion
de coeficientes llamados "fa matriz consumo-produccién’ ¢ “tabla
econdémica’. Una columna de esta matriz representa tos requerimientos de
consumo de varios articulos para la produccién de otro particular articuio
con valor de un peso.



Existe exactamente una columna para cada articuto producido en la
economia

Vemos entonces que la produccion de un articulo, corresponde al
concepto de una actividad en el modelo de programacién Lineal .Si los
factores de consumo que aparecen en un renglon de la matriz se multiplican
por el totat correspondiente a la produccion de las industrias que compran,
los totales horizontales representan la distribucion de! valor monetario de las
compras entre las industrias proveedoras. De aqui que ¢ modelo haga
posible, no sélo el determinar {a relacion de produccion para satisfacer la
demanda directa, sino que también traza i0s efectos indirectos de los gastos
gubernamentates sobre cada industria.

En 1947 T.C. Hoopmans atrajo la atencion de ios economistas hacia el
potencial de los modelos de programacién lineal, usando para elio los
modelos de transporte.

En 1951, Dorfman expreso. en términos de programacion lineal, la
teoria economica de una empresa bajo condiciones competitivas y
monopolisticas y comparo la aplicabilidad de esta teoria con el tradicional
analisis marginal.

El numero de aplicaciones practicas continla creciendo y se usa ia
programacion lineal para estudiar industrias especfficas.

Mirando ahora en nuestro modelo dual, podemos distinguir ios siguien-
tes puntos:

C. esta dada en pesos por unidad de actividad ( j ), pues dijimos que
era el costo (0 ganancia) de operar fa actividad (] ).
a, esta dada en unidades de recurso (i) por una unidad de actividad (i)
por lo tanto y debera estar dado en pesos por unidad de recurso (i), puesto

que:

Debidoa las unidades quetieney , sele conoce como ‘el precio unitario
del recursc (i)", esto es, y, representa el valor IMPLICITO que el recurso tiene
para el gue lo utiliza.

Asi, a,y, cuyas unidades son:

unidad de recurso (i) $ _ $
unidad de actividad (j) unidad de recursc (i)  unidad de actividad (})

representa el costo de operar la actividad (j) enla parte correspon-
diente al recurso (i).
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m

Tenemos asique > a y representara et costo implicito total de cperar

la actividad (j ).

Dado que y es un valor intrinseco y

s

a. y el costo de operar la

actividad ( j ), vemos que, dependiendo de la eficiencia con que opsramos
nuestra actividad, consumiremos mas 0 menos recursos para la misma
produccion, de aqui que:

s

ay zc

1

es decir, que cuando utilizemos nuestros recursos en la forma mas eficiente,
sera cuando como maximo podamos obtener C,. pues si no utilizamos bien
el recurso, su costo implicito sera mayor que !a ganacia o costo ¢

”™

Efobjetivodual Z = ¥ b y,, establece que el precio de los recursos,

=1
debe ser fijado de tal forma que se minimice el costo implicito total al usuario,
por lo tanto, y* representa el valor implicito real por unidad del recurso

respectivo.

El valor implicito del recurso (i) es cero (y* = 0) cuando el suministro
de ese recurso no se agota debido a las actividades (esto es, x _, >0)
(coroiario V-1).

Si consideramos las leyes de la oferta y la demanda en economig,
vemos que cuando un articulo tiene una oferta excesiva, su precio debe ser
cero; en este caso tenemos lo gue se conoce como articulos libres (por
ejemplo el aire).

El corolario V-1, también nos indica que el valor implicito de los recursos
necesarios para una unidad de actividad ( j ), iguala a la ganancia unitaria,
siempre que la actividad (| ) se opere a un nivel positivo ( x* >0) .

m
Yr+; =0, asfque:T a y =¢

De aqui que una actividad no sera usada, si el valor implicito de los
recursos requeridos excede la ganancia derivada de la actividad.

En realidad, lo que y* represenia, es el valor marginal del recurso (i),

ya que y” es la tasa mediante la cual la ganancia se incrementa (decrece)
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silacantidad de recurso (1) fuese incrementada (disminuida) sobre un rango
dado (al rango de b sobre el cual la base optima original no se cambia y por
iotanto y* = 27, no se cambia).

V-5.- CONCLUSIONES.-

De todo io visto con anterioridad. ha quedado claro que al resolver un
problema de programacion lineal, podemos escoger entre trabajar con el
probiema original (primo) o con su dual. Debido a que. como regla general,
el numero de iteraciones requerido para resolver un problema de
programacion lineal es igual a una o una y media veces el numero de
restricciones. nosotros pedemos, mediante una seleccién adecuada, facilitar
la computacion, especialmente en aquelios casos en que existe una marcada
diferencia en el numero de renglones para cada uno de los dos problemas.

V-6.- PROGRAMACION LINEAL DE ENTEROS.-

Surgio de la necesidad de resolver problemas en los cuales se requiere
una solucion entera (p.ej. asignar hombres a las maquinas).

Lo usual, en la mayoria de los casos, es utilizar el Método Simplex
(ignhorando las restricciones de enteros), para luego redondear 'a solucion a
valores enteros. Aunque esto resulta adecuado en algunas ocasiones, en
muchas otras, la solucion obtenida después de redondear la solucion 6ptima
no entera, puede no ser factible.

Ejemplo V-8.-

Sean las siguientes restricciones:

X, -x, = 25

X, + X, €145

y que mediante el Método Simplex hemos obtenido la solucién éptima
siguiente:

x' =85

4

«

X, =6
En este problema es imposible redondear x, nia 8, nia 9 y obtener una
solucién factible, ia cual puede ser obtenida solamente si tambien cam-
biamos el valor de x,. Es logico que las complicaciones aumenten con el

numero de restricciones.
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[ 8.5 145
-2.5}

Otro problema-estriba en que la solucién redondeada puede estar muy
lejos de ia solucion 6ptima de enteros.

Ejemplo V-9.-
g
ir (2,1.8) =sol. optima fraccionaria.
P (2, 8 (2.1)  =sol 6ptima redondeada.
g (‘; Rl (0.2) = sol. Optima de enteros.
LIy \Z-Z
T R R

El algoritmo que se utiliza para obtener solucicnes optimas de enteros,
es a grandes rasgos el siguiente:

Se resuelve el problema, ignorando las restricciones de enteros, en la
forma normal y si resulta una solucion optima que satisfaga las restricciones
de enteros, esta solucion resuelve el problema original. Si resulta una
solucién no entera, se modifica el problema original, agregandole una nueva
restriccion que elimine algunas soluciones no enteras (inctuyendo fa solucion
optima fraccionaria obtenida), pero ninguna de las enteras. La obtencion de
esta restriccion es el punto clave del algoritmo. Se vuelve a resolver el nuevo
probiema y si se obtiene una solucion éptima de enteros, hemos terminado,
en casc contrario, volvemos a agregar una nueva restriccién con las
caracteristicas de la anterior. Finalmente se debera llegar a una solucion
&ptima de enteros.
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V-7.- EUJERCICIOS PROPUESTOS .-

Probiema 1.-

Los resonadores de cristal de cuarzo son altamente estabies y son
usados en la industria electronica para circuitos controlados de baja frecuen-
ciay filtros de ondas. La Compariia de Cristal del D.F., es una pequena firma
que procesa barras de cuarzo naturales y sintéticas para producir elementos
de cristales de cuarzo. Estos son pequefas tiras de ciertas dimensiones,
bahadas en oro-plata y herméticamente selladas en sobres metalicos o de
vidrio. El tipo de cristal se conoce con el nombre de la abcisa especifica del
plano atomico del cual es cortado. por ejemplo AT, BT y CT. Las operaciones
delos fabricantes son: cortar, banar {(en oro ¢ plata) y envasar. La produccién
especifica y la informacion del costo se pueden ver en la siguiente tabia :

UNIDAD DE TIEMPC DE MANUFACTURA  (HORAS)

Tipo de ganancia por
cristal contar banar envasar unidad
AT 10 05 07 $0.21
BT 24 12 .09 $0.48
CT .25 .21 A2 $0.60

Las capacidades de las operaciones de manutactura son: 80 hrs. para
cortar, 60 hrs. para banar y 50 hrs. para envasar.

Formule el problema en términos de programacion lineai si se desea
maximizar la utilidad. Formule el dual e interprete. Dé el primo y el dual en un
solo tablero.

Problema 2.-

La compania Manufacturera M.E.M. planea agregar un nuevo producto
a su produccién presente. Habra dos diferentes modelos de este producto,
el modificado y el estandar El modelo estandar se puede producir en
cualquiera de sus tres plantas: A,B y C. Sin embargo el modificado se puede
producir sélo en B y C. El modelo estandar requerird 6 horas hombre de
trabajo en A, 3 en By 4 en C. Ei modelo modificado requerira 4 horas hombre
enBy5 en C. Eltotal de horas hombre disponible para el producto son: 2000
en A, 6000 en B y 4000 en C. Ef salario por hora en estas plantas es de:
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31500 en A. § 30.00 en B y $ 20.00 en C. El material y ctros costos
directamente relacionados con la produccion de estos modelos, son de
$100.00 para el estandar y $ 150.00 para el modificado. La compania planea
vender el modelo estandar en $ 300.00 y el modificado en $ 400.00. El
departamento de tnvestigacion de Mercadacs de la compania reporta que no
se debe esperar vender mas de 2000 unidades del estandar y 1500 unidades
del modificado.

Formule este problema como uno de Programacion Lineal si se desea
maximizar ta utilidad. Formule el dual y dé una interpretacion. Dé la
formulacién del primo y el dual en un solo tablero.

Problema 3.-
Una compania prodtice un articulo cuya demanda varia mes con mes.

La materia prima y la disponibilidad de mano de obra presentan variaciones
estacionales. La informacién necesaria se presenta a continuacion.

Costo de Mano de ' ‘

oo | Wiy O g o e
Tiempo  Tiempo | (ton) { {ton) ‘ {$/ton)
normal extra }

1 40 60 600 1 400 180
2 | a0 | 60 450 | 700 180
3 0 ., 60 425 ' 600 | 180
4 60 90 1200 900 | 250
5 60 90 1300 ; 900 250
6 | 60 90 1600 | 900 250
7 | 60 90 1600 | 800 250
8 60 90 1500 | 600 250
9 1 60 90 | 1300 800 250

0 | 4 | 6 | 50 1200 | 300

11 E 40 60 ‘ 500 1100 ] 300

12 | 40 60 ! 500 1400 i 300

Para producir una unidad de producto se requiere media unidad de
materia prima. Durante los meses 10, 11, 12, 1, 2, 3, la compania puede
contratar, como maximo, una cantidad de mano de obra suficiente para
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producir 12C0 y 600 tons. por mes durante tiempo norma!l y tiempo extra
respectivamente. Enios meses 4, 5, 6. 7. 8. 9. estas capacidades de trabajo
son 800 y 500 tons. respectivamente. La produccion de un mes puede ser
vendida en cuaiquier tiempo del siguiente mes o mas tarde. Los costos de
almacenaje sonde $ 10 por tonelada de producto almacenado de un mes ai
siguiente. La materia prima no puede ser almacenada. por lo que esta debe
utilizarse en ei mismo mes en el que se adquiere. Las operaciones empiezan
en el mes 1, con una existencia de 50 ton. del producto. Al final del mes 12,
ia compania debe tener una existencia de al menos 50 toneladas del produc-
to. Determine una programacion dptima de la produccidn, a través de la
formutacion de un modeio de programacion lineal gue minimice el costo total.

Formule el dual. Dé una interpretacion del problema dual.

Probliema 4.-

Una compafia produce un pegueno componente para un producto
industrial y fo distribuye a 5 fabricantes mediante un proyecto de 'entrega"
fijo de 25 pesos por unidad. Los pronosticos de venta indican que las
entregas del mes serdn de 2700 unidades para el fabricante 1, 2700 unidades
para el fabricante 2, 9000 unidades para el fabricante 3, 4500 unidades para
el fabricante 4, 3600 unidades para el fabricante 5.

Las capacidades de produccion mensual son de 4500 unidades en la
planta 1, 9000 en la planta 2 y 11250 en la planta 3. Los costos directos de
producir cada unidad son de $ 20.00 en la planta 1, $ 10.00 enla planta 2 y
18.00 en la planta 3.

Los costos de transportar una unidad de la planta al fabricante son los
siguientes:

. Fabricante 4 Fabricante Q Fabricante | Fabricante . Fabricante

| 1 2 3 i 4 ; 5
Plantal | $0.5 $0.7 I $11 | 8§15 $1.6
Planta2 _ $08 | $06 | $10 $12 | $15
Planta3 | $10  $09 . $09 | 810 . $16

Formula un modelo de programacion iineal para encontrar la
produccidn dptima en cada planta y para ver cuantos componentes manda
cada planta a cada fabricante para minimizar ei costo total. Exprese su dual.
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Problema 5.-

La contadcra Lucia B. de una Cia. publicitaria, ha anunciado que puede
distribuir inversiones publicitarias de sus clientes por medio de la
programacion lineal. Su manera de actuar es identificar varios auditorios con
los cuales su cliente se guiere comunicar, tal como adolescentes,
matrimonios jovenes, el grupo geriatrico, etc. Sea i el i-ésimo auditorio. El
cliente debe especificar un nivel deseado de exposiciébn E para cada
auditorio i. Entonces, cada medio de pubiicidad (como Selecciones, un spot
comercial de television en la noche, un aviso a colores en el periddico
dominical, etc.) se evalua por su efectividad en cada una de las categorias
de auditorio identificadas. Sea | el j-ésimo medio publicitarioy a la efectividad
evaluada para el i-ésimo auditorio de distribuir un peso al j-ésimo medio.

Cada variable de decision se denota por x, la cual representa ei total
de pesos destinados al j-ésimo medio de publicidad durante la campana de
programacion. El objetivo de su cliente es minimizar el total de gasto
publicitario, pero cumpliéndose los niveles deseados de exposicién del
producto.

i)  Supongamos que hay cuatro auditorios y cinco medios de
publicidad. Escriba el modelo de programacion lineal requerido
para la descripcion anterior.

iy Formule e interprete el problema dual.

Problema 6.-

£l Departamento de Policia Xochimilco tiene el siguiente requerimiento
minimo diario de policias hombres y mujeres:

Horas dei dia (reioj de Numero minimo de
24 horas) Periodo policias requeridos
durante el periodo

2-6 1 22

6-10 2 55

10-14 3 88

14-18 4 110

18-22 5 44

22-2 6 33
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Nota: Se considera gue el periodo 1 sique inmediatamente
despues del periodo 6

Cada persona trabaja 8 horas consecutivas. Sea x, el numero de
personas que empiezan a trabajar en el periodc f todos !os dias. El depar-
tamento de policia desea abtener una asignacion diaria que emplee el menor
ndmero posible de policias, tomando en cuenta que se cumplan todos 10s
requerimientos.

Formular un modelo de programacion lineal, de tal manera que se
obtenga una asignacion optima. Exprese su dual y trate de darle una
interpretacion.

Problema 7.-

Proporcione el dual del siguiente modelo:

MnZ = 2x. -3, +X; -X,

s.a.

X, - X, —2%x +3x, =10

+2x, +4x, - 2X, = 12

2%, - 3, X z- 6

6x, + X, = 15

| x = 0 (i=123)

Probiema 8.-

Para el siguiente modelo:

a} construya el dual correspondiente.

b) obtenga las soluciones correspondientes no factibles para el dual
(para cada iteracion) tal que: Z, = Zy

Max Z = 3x, + 2%,
s.a.
Xi

%

3x, + 2%,

A A A

w S
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Para el siguiente modelo:

a) obtenga el dual.

b) proporcione ta solucién utitizando el método Simplex Dual.
c) compare con la solucion grafica.

Max Z = 6x, + 8x,

s.a.
5x, +2x, <20
X, +2x, <10
x =0 (i=1.2)
Problema 9.-
Considere el problema:
Max Z = 6x, + 8%,
s.a.
5, +2x, =20
X. +2x, =10
X =0 (I=12)

a) Obtener el problema dual.

b) Resuelva graficamente el problema primo y el problema dual.
Identifique las esquinas que den soluciones basicas factibles y no
factibles para ambos problemas.

c) Use la informacion obtenida en el inciso {b) y construya una tabla
en la que se listen las soluciones basicas para estos problemas
(primo y duali).

d) Resuelva el problema primo por el método Simplex. Después de
cada iteracion identifique la solucidn basica factible para este
problema y la solucién basica complementaria para el problema
dual.

Problema 10.-

Considere el siguiente modeio:
MaxZ = - x, + 3 x,~-2x,
s.a.
X, - X, + 2%, =17
- 2%, + 4x, =12
-4x, + 3%, + 8x, =10
x =0 (i=123)
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al Obtenga & ¢ptimo usando el meétode Simpiex.
b) ¢Cual es el modelo dual correspondiente?

¢) ¢Cual es la solucion optima para el problema dual? Use ei Métadao
Simplex Dual

Problema 11.-

lUsando notacién matricial (capitulo 1), si el problema primo es maxi-
mizar CX sujetoa AX =By X =0, entances el problema dual sera minimizar
BY sujetoaAY 2C"yY =20

Use solo esta informacion de la teoria dual para probar cada unode los
siquientes enunciados:

a) El dual del dual es el probiema primo.

b) Si el problema primo es maximizar CX sujetc a AX = B,y X = 0,
entonces el probiema dual sera minimizar B sujetoa A'Y = C" (con
'Y no restringida en signo).

¢) Si el problema primo (como se da en el enunciado del problema)
tiene solycion Optima no acotada, el probliema dual no tiene
solucion factiole.
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CAPITULO VI

METODO SIMPLEX
REVISADO

VI-1.- PROCEDIMIENTO.-

El Método Simplex Revisado es una version especial del Método
Simplex y también fue desarrollado por G.B. Dantzig y sus colaboradores de
la Rand Corporation.

Entanto que cada iteracion del Método Simplex requiere que una nueva
tabla sea calculada y almacenada (proceso poco eficiente al ser impiemen-
tado en una computadora digital, por la gran cantidad de memoria requerida
para almacenar cifras que no son Utiles para decisiones posteriores), el
Método Simplex Revisado, disenado para obtener exactamente las mis-
mas cosas que el Simplex original, sdlo calcula y almacena las piezas de
informacién relevantes en cada iteracion, por ic que este procedimiento, al
ser mas conveniente, es el que se utitiza en las computadoras digitales. Con
este método se optimiza el tiempo de maquina y se permite, dada una
capacidad limitada de memoria, la solucion de problemas mas grandes que
con el uso de! Simplex original.

La idea basica detras del Método Simplex Revisado, es el uso de un
conjunto de numeros llamados "muitiplicadores simpiex" o “precios’, junto
con la inversa de la base, utilizados para generar directamente, partiendo de
las ecuaciones originales, la informacion precisa requerida para las
decisiones de esa iteracion. Si consideramos que es comun que 90% o mas
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de coeficientes cero existan en los datos originales. es evidente la bondad
del método al requerirse muchas menos multiplicaciones.

La informacion relevante en cada iteracion es la siguiente:

a) Los coeficientes de Ias variables no basicas en la funcion objetivo
(ecuacion 0)

b) Los coeficientes que tenga la variable que entrara en la base (x_),
en todas las otras ecuaciones de las restricciones (ecs. 1,2.....m).

c) E!lado derecho de las ecuaciones (b) para {i = 1,2,....m).

A pesar de la eficiencia de este método, para calculos manuales se
recomienda el uso del Método Simpiex Original.

El Método Simplex Revisado utiliza explicitamente operaciones con
matrices, por 10 que describiremos el problema usando notacion matricial.

Existen dos versiones de este método, cuya Unica diferencia es la
manera en gue la matriz inversa se almacena. Estas son:

1) La forma explicita
2) La forma de producto

Recordamos gue nuestro modelo matematico de programacion lineal,
una vez introducidas las variables de holgura, puede ser representado como:

(1) .. MaxZ = CX 6 (MaxZ-CX = Z,)

sujeto a:
(2) Z x P =P
P =
3) xz0 (=12..n)
donde: - o
a’J b1
a, b,
P = P =
aml bm
y: fa,. b, c ] sonconstantes.

El Método Simplex requiere que m de los vectores P sean inde-
pendientes.
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Sea:
(P, P.. P

32 o Emd

tal conjunto de vectores independientes. elios forman una base B del con-
junto de vectores (P, . P_. .. P}

B.B,. B._|

B;‘ 822' ' Bzm
(@) B=(P. Py P, ]-=

B..B., . .B.

La anterior matriz B, se obtiene eliminando las columnas correspon-
dientes a ios coeficientes de las variables no basicas en la matriz {A, |].
obtenida al introducir las variables de holgura al sistema original y formar uno
canonico para ellas.

Las variables basicas serian entonces :

xa =1 Xge: Xggr o Xgpy }
y el sistema original quedaria representado por :

x

81

B2

8+ B2 " Em-)

me

- .

debido a que todas las variables no basicas valen cero y las eliminamos de
consideracion.

En general, una forma canoénica se obtiene premultiplicando ambos
lados de las ecuaciones (2) por B, esto es:

G) .. BP)x, — (BTP)x, + .. + (BP)x, = B'P,
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donde:

@ Ao (i=1.2 .n)

son las "representaciones” de P y P_ en términos de la base. Notese que
debido a que B-'B = |, tenemos que:

P, =B'P,=U,

donde U, es un vector unitario, con un uno en el elemento (i) y ceros en los
demas. Pero esto, por definicion, significa que la ecuacion (6) esta en forma
canonica con variables basicas :

X, = {xw s Xgps oo xam}

La solucion basica se obtiene haciendo todas las variabies no basicas
X, = 0, por lo que el valor de las variables basicas estara dado por :

U1Xa1 + szaz T UmXBm =P

o
entonces :

X, =B"P =P

8

Los factores de costo C’, se obtienen eliminando X, (i = 1,2, ... ,m) de
la ecuacion Z.

Definamos el siguiente vector renglén:

7 =1Ca Casr - Cap )

teniendo en cuenta que estos coeficientes se toman con el signo que tengan
del fado derecho de la ecuacion (0).

Si premultipticamos ambos lados de la ecuacion (6) por y , ob-
tendremos:

(8) (7 POX, + (¥ P)%, + ... + (7 P)X, = (7 P_)

[

donde:

216



en especial’
v Pyo= U =c¢g

de forma gue fa ecuacion (8) tiene los mismos coeficientes para las variabies
basicas que la ecuacion (1) : de agui que sumando {a ecuacion (8) a la (1)
eliminamos las variables basicas, obteniendo.

ZH(C o+ P X + (-, pP X, T C Y Px, =2+ (v P
donde:

¢, =-Cc+v P = -C + y(BTP)

=—c‘+(~/B*’)P

=-C + F’J
teniendo en cuenta gque ¢ toma el signo que tiene del lado derecho de la ec.
(G) v que es afectado por el (-1) que tiene en esta ecuacion.

Tenemaos entonces gue:
(9)y... a=yB {verlema V-2b )

lo que implica que los coeficientes c}’ son obtenidos restando de ¢, una suma
ponderada de los coeficientes (a, , a, . ... . a, ), donde los factores
( iguales para todos los valores de | ), son los m componentes
(7. Ty, ) de .

Los elementos s, del vector x, se conocen como los multiplicadores
simplex y se definen como los numeros tales que la suma ponderada
obtenida de multiplicar la ta. ecuacion del sistema original por x, , 1a 2a. por

7, etc. y sumando, eliminara, cuando se reste de la ec. (0) original, las

variables basicas y conducira a la ecuacién (0) modificada actual.
Lo anterior gueda claro si muitiplicamos fa ec. (9) por 8:
7B=yB'B=y
es decir:
TPy Paps o Pan) =1(Cyy . Cgpv -1 Cypy)
y en particular:
(verlemaV-2b)

De nuevo, la solucion basica es optima si todas las ¢/ 20. De no ser
asf, entonces una solucion mejorada es buscada. Para estos se escoge 'e"
de tal forma que :
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¢ =minc

e

e incrementando el valor de x_tanto como sea posible, hasta el valor

x, = x*_, endonde algun componente p" del vector ( 5 - P_x, ) cambie

de signo, mientras que ios demas siguen no negativos.

Los componentes de P_, P_, asicomo p', se definen de la siguiente

manera:
b 1 “e
b 2 2e
o . . b’ . "
P, = P, = , x!=—% =min —
a pe a"e>0a e
b, a
L J L .

de aqui que P, es reemplazado en la base por P_ para formar la base B* dei
siguiente ciclo.

VI-1.1 Transformacion del ciclo K al K + 1.-

El tltimo paso en el proceso Simplex. es el transformar ia tabla simplex
pivoteandoena’, . Aqui lo que se utitiza , en lugar de ésto, es €l inverso de
la nueva base para ajustar ligeramente las representaciones de P y P_, dadas
en términos de la "vieja" base 8 por:

P.

il

B P

B'P =P

]

para obtener su nueva representacion en términos de la nueva base B*.
Dado gque :

P=B"P

entonces:

o
il
w
o



VETLDU SIMPLEK 520500

de dande:

1
o
PRSI |

o
®

1
(10) . P, = [Py Py P |
S
avme‘i
= PEta 1e - P%"a 2e e Pr’:‘oajpe - - Pama me
donde:
{alie a2e ’a‘meJL
es la representacion de P_ en términos de B.
Despejando P de la ecuacion (10):
a’, a 1 a
Pp=-Py - %P =2 P - P, ¢
Ap aape aeape ape a ape
es decir:
Pg, = Pok, + Pk, + . + Pk + .+ P,k =B*K
en donde:
K o= {k Ky, oo koo k)
B* = [Py . Pg. . P, Pa. |
Y
K = e (i = p)
= — i pj,
a,,
k, = -
a pe

Para las demas P (i # p), podemos representar P, triviaimente en
términos de B*:

P, =Pg 0+ .. +P 0+ .. +P, 1+ . +P, 0=BU
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Yi-1.- BROCESIMIENTG. -

de tal forma que la refacion entre la "vieja" y la ‘'nueva' base esta dada por:
B=[Py Py - P ] =B*[U. U, . K. . U]
multiplicando por B-" a la derecha y por {B*)-' a la izquierda en ambos lados

de la ecuacion, obtenemos la relacién entre el inverso de la nueva base y el
inverso de la base previa, es decir :

(BH" BB =(B"H'BqU,.U,, ... K, ... U]B"

m

(1) ... (BH"=[U . U,.....K, ..., U]B"
en donde
1 k.
1 K,
(12) ..[U,,U,, ... K. ..  U]= k.
: 1
K., 1

y vemos que la nueva inversa es el producto de una matriz elemental por el
inverso de la base anterior.

Definicién Vi-1.-

Una matriz que difiere de la matriz identidad en solo una columna
{rengién), se llama matriz elemental.

Teorema VI-1.-

La inversa de una matriz elemental es también eiemental.

Si ahora muitiplicamos ambos miembros de la ecuacion (11) a la
derecha por cualquier P) , podremos obtener la representacién de P en
términos de la nueva base, partiendo de su representacion en términos dela
vieja base.
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METODO SMPLEX REVISADO

Partiendo de:
P =8P

y premuitiplicando ambos miembros per la matriz elemental obtenida
anteriormente:

U, U,, ... K. .. UJP=[U. U, . K . U]BP
(13) . P*=[U,,U,. ..K, .. U] P -(8*y'P

Siescribimos la matriz (12) como la suma de una matriz identidad y una
elemental, tendremos:

U, U, ... K. .Ul=[.U, ..U, . Ul+0, .. K-U, .. 0]
y de la ecuacion (11):
(B*)-*z{U,,Uz,..‘,Up....,Um]B—‘+[0,0....,K—Up,‘..‘O]B“‘

por lo que :

(14) ... B =B+ (0,0,...,K,...,0} B

donde:
\ BEEE
Lk
K=K=U= 1| = [k
P P
il
L - - -
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-0 PROCEDIMIENTO

Llamando 3 alos renglones de B-*, es decir:

entonces la ecuacion (14) queda:

(Bt)-1=B-1+[0‘01 ..,R,---vol IB
p

(15) coove... (B =B + Kf,
en donde se ve que (B)" difiere de B-' por una matriz K g, que es el

producto de un vector columna K y de un vector renglén B, - Entonces:
e
k2

KB, = | |18y Bravoos Bon
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Sea:

B =[5]

N

entonces el elemento (i, j) de K £, es simplemente ? #,- De aquique para
formar el elemento {i, | ) de (B')"* , sumamos k. B, a B, esdecir:

(16) wovoooveecce. (B )y '=[81+[k 8]

Finalmente, para formar la nueva representacion de los vectores, par-
tiendo de la vieja, tenemos (de la ec. (13) yla (15) ):

P*=(BY'P =(B'+KS )P

=P + Ka' (pues g P =a )

donde a’_ . es el valor del componente p en la representacion de P en

términosde B._Asi, el nuevo Pj*diﬁere del anterior P en un vector pro-
porcional a K; el factor de proporcionalidad es el cbmponente “p* de
P

Las relaciones (11) y (16 ) son dos formas de expresar la nueva inversa
en términos de la vieja. La relacién (16) requiere, en general, de m? cambios
en los componentes de B-' , mientras que la (11) muestra que el proceso de
obtener (B*)' de B-', multiplicandola por ta matriz elemental (12), requiere
solo del conocimiento de los "m" componentes del vector K y su localizacion
en la columna "p"” de la matriz, con {0 que se consigue un notable ahorro de
memoria.

Se ve gue puede ser computacionalmente conveniente el representar
la inversa de la base como el producto de matrices elementales. Comenzan-
do con la base inicial, la cual es una matriz identidad, la inversa de ia 2a. base
es también una matriz elemental, pero la inversa de ia 3a.base y las sub-
secuentes, excepto en casos fortuitos, no son matrices elementales. Sin
embargo, podemos redefinir el problema después de la 1a. iteracion, de tal
manera gue la 2a. base sea tratada como una base original para ef nuevo
probiema. Con esto, la 3a. base y su inversa son matrices elementales, en
términos de la 2a. Enla misma forma, cada base es una matriz elemental en
términos de la inmediata precedente.



VI-1.- PROCEDIMENTD

Teorema VI-2.-

Cualquier base, o su inversa, puede ser representada como un produc-
to de matrices elementales.

SeaE, lainversade la2a. base conrespectoala1a. yE, lainversa de
la 3a. base respecto a la 2a. y asi sucesivamente ( E representa una matriz
elementat). Entonces, 1a inversa de la base después de "w" iteraciones es:

BH‘ = Ew w—t E1

La multiplicacion por B-' es hecha multiplicando ia secuericia de
matrices elementales al mismo tiempo.

Ejemplo VI-1.- (ver ej. 11i-10)

Resolver el siguiente modelo utilizando la forma de producto del
Método Simplex Revisado:

MaxZ = x, + 2x,

s.a.
X, = 600
x, = 300
X, + 4%, = 2400
xX,.x,)z 0
aqui:
P‘I PZ P3 Pd PS
1 01 0 O 600
[A,JJ=1]0 1 0 1 0| y P,=1 300
3 4 00 1J 2400
1a. iteracién:
Paso 1.-
Seleccionamos la hase inicial:
X, 100
{xs}= x,] i B=010
k X D01
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‘
'

Paso 2.-

Obtenemos v. :
/' =10,0,01
Paso 3.-
Obtenemos B :
1 0 o0
B =10 1 0
0 0 1

Paso 4.-

Calculando los multiplicadores simplex, obtenemos:

1 00
0 1 0!={000]
0 0 1

7,=yB'=1[000]

!
L

Paso 5.-

Calculamos ahora ¢’ = 1, P - ¢ para las variables no basicas (x, x}:

P. P, c, G, c. ¢,
1 0]

[0,0,0] (0 t{-[12] = [-1,-2]
2 ]

Paso 6.-

Seleccionamos la variable de entrada:
¢,=minc <0 =c¢,=-2 X, =X

Paso 7.-

Determinamos I_D—E:

L [1 o o] o ol
P =P =B'P,=10 1 0] [1] =1
[o 0 1 4



Paso 8.-

Encontramos Pi:

- [t 0o o7 600 ] 600 |
(Py,=1]0 1 0| | 300 | = | 300 |
0 0 1 J 2400 | |2400 |
Paso 9.-
Seleccionamos la variable de salida :
(D-—-mind)‘:min —-— = —2 =300 y X, =X, (p=2)

a'c>0 e ape

Paso 10.-

Obtenemos ahora el valor de la funcion objetivo:

_ _ 800 |
Z =y (P) =[000]{300|=0
2400

Resumiendo la informacion (no forma parte del método), obtenemos:

— B, 5 5% |
¥y ixaly { Po h - ‘ B PE = 2 (g =Xy} |
X, X, X i
0 x, 60 1 0 0 t 0 0 0 !
|
0 X, 300 1 0 1 0 1 pivote (x_=x,) \
0 x, 2400 0 o 1 4
Paso 11.-
Actualizando, tenemos:
a = a,, =1
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METEDO SIMPLEX REVISADC

a e a’12 - .
a,, a,, _0
1 o]
1
K = =5 | = -V = 1= |1
1 pe a 22 H !
IR
8 % T
a pe ,22 B -
Paso 12.-
Obtenemos la matriz elemental E. :
1 0 0
E,= 0 1 0
0 4 1
2a. lteracion:
Paso 1.-
Xy 100
{xg}, =%} ; B=1010
X5 LO 4 1 ]
Paso 2.-
[’2 - [Ol 2v o ]
Paso 3.-

De acuerdo a la relacion (11), tenemos:

1.0 0 1001 1 0 0
(B*)"=B'=EJl=[0 1 o0/lo10/=|0 1 o0
— 0 -4 1fl0o0 1J 0 -4 1
*
Paso 4.-
1 o o]
n,=y,(B})y"=y,B'=y,E, =[0,20]j0 1 0;=[020]
B 0 -4 1

Paso 5.-

Calculando nzPJ -C = ¢ para las variables no basicas (x. . x,):
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-1.- PROCEDIMIENTCG

g P. c, ¢, ¢, ¢,
10
[0,2,0}!o 11 -[1.0]=[~12]
13 0
Paso 6.-
Cezc'4:—1 :>Xe:x1
Paso 7.-
_ 1 0 0 1 1
P,=P =8P, =EP =10 1 0} 0/ =0
" 0 4 1|3 3
Paso 8.-
_ 1.0 O soo] 600
(P,),=8BP,=E, P, =10 1 0] 300 =1_ 300
- 0 -4 1) l2400] |1200
Paso 9.-
*
b = o, >x =% (p=3)
Paso 10.-
_ __ 600
Z,=v,(P,),=[0,20]] 300 | =600
1200
Resumiendo:
*
- E B B, _
% D P . T -y A
2 Vel (P° )2 K, Xy Xy Xg Pe 1
0 x, 600 1 0 O t 0 0 1 O 1
2 x, 30 0/ 1. 00 t 0 0 1 0
0 x 1200 0i4. 1t 0 4 1 0 4 3" pivote
= T mx)
* Usada s6lo en la forma expilicita.
Paso 11.-
Actualizando:
a) "a’ _3
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WETDOT SAPLEX SZVISADO

a., T
- = . 1 {
a . 3 -51
a, 0
= | L = |- — = 0
N
1
1 -
1
. = 3
alae - 3 - N -
Paso 12.-
(1 0 -13
E,=10 1 0
0 0 13
3a. lteracion:
Paso 1.-
&] [1 0 1
{XB}S le B= 01¢C
X’J 0 43
Paso 2.-
v, =[0,21]
Paso 3.-
1 6 -V 1t 0 O 1 435 -3
(Bj)y"=By=EEIl=|0 1 0]j0 1 O|=l0 1 0
T 0 0 v]|0 4 1 0 5 13
Paso 4.-
1 0 -3 [1 0 0]
7= v,By'= y,E,El=[0,21]1]0 1t o0]i0 1 o0
0 0 1/3-] ’0 -4 1
* L L J
F1 4/ —1/31
=[0,2,1]{0 1 0 =0, 243 13]
0 443 VaJ
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Vi1 BRCCESIMIENTO

Paso 5.-
Calculamos c’I = 1, P - ¢ paralas variables no basicas (x, . x,).

P

o c,C ¢, C

478 4 5

PS
0
0/ -[0,0]=1[23 3]
1

0]
{0,253 13} |1
0
Paso 6.-
Como todos los coeficientes ¢’ =0 =hemos liegado a la solucién

optima.

Paso 7.-

No se necesita ya.

Paso 8.-
. 1 o0 -]t o o}]e00
(P),=B;P,=E,E P =0 1 0|0 1 0] 300
0 0 V5||0 4 1] 2400
* L
[1 +5 -va] [ 600 200 |
=0 1 0] 300]=300
0 43 13 [2400 400
Paso 9.-

No se necesita ya.

Paso 10.-
200}

Z = Va(-ég)a =[0,2,1] "300 = 1000
ke
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METODO SIMPLEX REVISADC

Resumiendo:
Soluciéon Optima

Ya {XB}J ([5;)3 v.b. v.n.b

Fomox, X, Kk T

2*=1000 | x*=0

0 X, 200 1 ¢ -1/3° 1 0 1 1 4/3 -1/3] x*=200 x’s"zo

, 800 0 0 13,0 4 3 0 43 13 x*=400

* usada s6lo en la forma expiicita.

Para comprobar la solucién, la comparamos con la solucién obtenida
en el ejemplo 1i1-10 y vemos que son iguales.

NOTA.- Es importante sefialar que en este ejemplo se ha incluido
informacion que no pertenece al método en s, pero que se puso
con objeto de hacer mas claros los pasos. En este método sélo se
almacenan las matrices originales [Al ], [P, ]y [C,O] y en cada
iteracién sélo se agrega a la memoria el vector K y la posicidén que
ocupa dentro de la matriz. Para trabajo manual, resulta mas claro
y conveniente trabajar con la forma explicita, en la cual el
procedimiento es el mismo, sdlo que con él si se vatrabajando con
la inversa actual, en fugar de con su equivalente.

B = E,E_, ...E, (ver * en el ejemplo).

Ejemplo VI-2.-
Max Z = 2x,+ 3x,
s.a.
X, + X =3
4x, + X, =4
X, +2x, =2
(x, . %) =20
aqui:
11100 [3
(Al]=]| 41010 y P,=14
1200 1 [2J

231



/1-1.- PROCEDIMIENTC

1a. lteracion:
Paso 1.-
X, 100
{xg b, = [X% . B=1l0o10
X, 001
Paso 2.-
v, ={0,0,0]}
Paso 3.-
100
B*=i{0 10
001
Paso 4.-
100
z, =y B'={000]}j0 1 0] =[0,00]}
D 01
Paso 5.-
Calculamos ¢’ = x, P, - ¢, para las variables no basicas (x,, x,):
P1 PZ c1 c2 c'1 C'2
11
[000])| 4 1]|-[23)=][-2-3]
-1 2
Paso 6.-
¢, =C, =3 =Xx =X
Paso 7.-
o 1 0 0} {1
P,=P,=B'P,=10 1 0] |1} =1
0 0 1 2
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Paso 8.-
1 00! f3] J3
0 0 1 2 ]2
L L L
Paso 9.-
¢ =9 > X =X (p=3)
Paso 10.-
_ 3
2=y P,=[000])}4] =0
2
Resumiendo:
n el (P > il 5 P =) ir
o Vel e — P, =P Xe = %
;_ o/ x3 x4 XL e 2 JJ
o X, 3 1 0 0 1 0 0 1
lo x, 4 o 1 0o o0 1 0 1
E 0 Xy 2 0 1 0 0 1 \/'?:\’t, pivote (x,=Xx)
| -y |
Paso 11.-
Actualizandoa’,, = @'y, = 2
_ 'te W al12 -l [ 1 7
a,po 3’32 N 2
K =1{- ,2’ = __aé?. = ..l
1 t 5
a,, a, 2
1 1 %
L 7°°J L Vs i
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VI-1.- PROCEDIMIENTL

Paso 12.-

2a. lteracion:

Paso 1.-
x3] i 1]
{ %}, x"l B = lo 11
X2J L 2
Paso 2.-
v, =10,0,3]
Paso 3.-
1 0 -2 100 1 0 -1
(BYy'"=B'=El={0 1 -v2/|010}=0 1 -1
. 0 0 2 00 1_! 0 0 12
Paso 4.-
1 0 -wv
T, = ‘/2851=72E1=[0'0~3] 0 1 -v2p = 0,0,32
_— 0 0 W

"

Paso 5.-

Calculando ¢, = x,P, - ¢, para las variables no basicas (x, , X;) :

P1 PS C1 CS CW CS
1 0]
[0,0,32]} 4 01 -[2,0])=[-72 32]
-1 1
Paso 6.-
c, =¢, = -72 > X, = X,
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METODO SIMPLEX REVISADC

Paso 7.-
o 10 —*/z] 1 ¥
Pe=P1=B?P1:E1P1= 0 1 -2 4| = 95
" 0 0 V2J -1 -2
Paso 8.-
L 1 0 -2 | 13 2
(P,),=B'P,=E P =0 t -2 (4({=3
" 0 0 Va2 1
Paso 9.-
¢ =¢, = 2/3 =X =X, (p=2)
Paso 10.-
. . 2
Z,=v,(P),=10023]1]3|=3
1
Resumiendo:
E 3
P = B, 3 5 5 = X,)
7, {xgl, ( 0)2 f TR 2 Pe= F’2 (g = %)

0 x, 2 1 0 §.~1/2i 10 1 1 0 -y2 32
0 x, 3 0 1i(-Yy2 0 1 1 0 1 -2 (93 pivote (x,=x,)
-8

N
S

3 X, 1 0 0'12 0 0 2 0 0 12 -1/2

* usado sélo en la forma expilicita.

Paso 11.-

Actualizando:

a, =a, =92 (p=2)
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VI-1.- PROCEDIMIENTO

_ e __a_’,_E [ 1]
a)DB 3,22 - 5
L N R I I B3
KZ a’pe axzz g
a, a'y, 1
L alpa B L a’22 J e 9 o
Paso 12.-
1 -va 0
E,=10 2% 0
0 W 1
3a. lteracion:
Paso 1.-
X3 1 1 1
{%}, = |X ; B=i0 4 1
X, [0 -1
Paso 2.-
Ya=10,23]
Paso 3.-
1 -3 0|1 o —Vz'| 1
By=E,El=10 2 0}|0 1 -¥2;=|0
" 0 W 1 0 O V2J 0
Paso 4.-
1 -1 0] |1
T,=y,B87=yEE =[023]|0 2% 0|0
0 W 1 0
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{1 ~1/3 —1,’3-1
:[0 23] ’O 279 -‘!9! :[O 77, 10/9]
10 Yo 49l
- i
Paso 5.-
Calculamos ¢’ = =, P, -c para las variables no basicas (x, , x.):
4 5 C4 C5 C,4 0‘5
(0 0!
[0.7/8,10/8] |1 0| ~[0,0] = [7.106]
o
Paso 6.-

Como todos los coeficientes ¢, > 0 = hemos llegado a la solucion
optima.

Paso 7.-

No se necesita.

Paso 8.-
_ 1-13 0][1 0-12] [3
(P),=B;P,=EEP, =0 26 0|0 1-12| |4
_— 0 V8 110 0 V2! 12
* -
1-13-13(3 M1
=1{0 20 - 14| =28
0 9 449 2J§ 43
Paso 9.-

Ya no se necesita.

Paso 10.-
]

Z,=v,(P,),=1023]|23] =163
43
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VE2.- METODO SIMPLEX PEVISADC USANDC FASE v =47

43l

Resumiendo.

Solucion Optima

e * t H
' P & B B : ’ |
yB 4&)(513 (‘Pj)g _‘4 - - - q _ 3 : vb funb |
K X3 X, x5 ' i ]
_— £ 3 i | |
| ; 1
280 XT =0
0 Xy 1 i =13 -0 1 1 1 1 -13-~1:3] XS‘:] 1X:~O
2 x, 23 0 28 0 0 4 1 0 28-18 x*iz3 1
; j |
, , ~ o aol wr e |
3 x, 43 0 18 1 0 -1 2 0 1849 xF-43

* usado solo en la forma expiicita.

VI-2.- METODO SIMPLEX REVISADO USANDO
FASE | Y FASE Il.-

Si la matriz original de coeficientes, después de eliminar las desigual-
dades, aun no contiene una matriz identidad de orden 'm* como una
submatriz, y si una base factible es desconocida, utilice la fase |, usanda
variables artificiaies, tal y como se vio en el Método Simplex de las dos fases.
Proceda igual que se indicd para ese tema, minimizando primero la suma
“W de las variables artificiales. Si el Min. W = 0, se pasa a la fase I, mientras
que si et Min. W 20, entonces el problema no tiene soluciones factibles.

Ejemplo Vi-3.-
Max. Z = =3x, + X, + 7% —3x, — X,

s.a.
o5X, —4Xx, + 13X, —2x, + X, =20

X, — X, + 5, — X, +X%X =8

(X, XX, Xy Xg) 2 0

introduciendo las variables artificiales (x,, x,) y haciendo de W la funcion
objetivo, tenemos:

Min. W

X = %,

Max. —W

i

=Xz — X
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con o que el sistema queda:

Max. -~W
Z+3x = X, = X, ¢ 3, X,
5X. — 4X, + 13X, — 2X, = X,
X=X, + 8%, - X, - X,
FASE I:
1a. iteracién.-
Paso 1.-
z 100
I} = |% B=1010
) 001
Paso 2.-
4,\ = {0 ! 41 ~1 ]
Paso 3.-
100]
B=1(010
001
Paso 4.-
100
1$:y187*=[0,—1,—1] 010 =[0."1,“1]
001
.
Paso 5.-

Calculamos d’, = 7P - d, paralas v.n.b. (x,, X,, X;, X,, X,):

[3-t-7 31

1 -1 5 -1

[0,-1,-1] {5 -413 -2 1}-{0,0,0,0,0]=[-65-183,-2]
1

Paso 6.-
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Paso 7.-

P.=P,=B/P,=(0 1 0| 13| =13
0 0 1 SJ 5
Paso 8.-
N 1ool o 0
(P), =B P,={010] {20 | = {20
001 L 8 8
e 4
Paso 9.-
¢ = ming = ¢, = 20013 = X = X, (p=2)
Paso 10.-
. s 0
w, =y, (P),=[{0-1-1]120| =-28
8
Resumiendo:
- B, B —
o teh Py —— L P, =P, (X, =X,)
Zz Xq X,
0 z 0 1 0 0 1 0 0 -7
1t x, 20 0 1 0 0 1 0 13 pivote (x = xg)
1 x, 8 0 0 10 0 1 5
Paso 11.-
a, = a, =13
I v ] - .
— e 7
pe 13
1 1
K=| = | =] =
a,, 13
_a’ae _-5—
a, |13 ]
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Paso 12.-

2a. lteracion:

Paso 1.-

Paso 2.-

Paso 3.-

Paso 4.-

{Xe}z =

B;'

ﬁ 713 (ﬂl
E. =10 Vi3 O!

LO -313 1_1'
1z -7 0]
X, B= 013 0]
] 05 1

Y. T [010»"1]

1 713
=10 W3
0 %3

7,= ¥, B =y,E =[00~1]

Paso 5.-

Calculamos d') =7, P - d para fas v.n.b. (x;, X, x

10, 513, ~1]

3~1 3
54 -2
1 -1 -1

1
1
1

ACVSOT SIMBLIR REL G4

0
0} = E|

1

1 743 0

0 viz 0} =10, 9513, -1]
0 %13 1

1 47x5)x6)

0

1{-10,0,0,0, -1}

0

=[12/13, - 7/13, 3/13, - 8/13, 18/13 ]

o ama
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Paso 6.-

d, = d, = 813 = x = x
Paso 7.-
- - "-1 743 O-} {'111 (20/131
Pe = P5 = B;, P‘J = E1 P5 =10 113 0 ’1 = 113 ’
‘O -513 1J ‘1J 8’13J
Paso 8.-
a 1 713 01 [ 0] 140/131
(P,),=ByP =E P =10 Vi3 oi |20 | = | 2013
»5/1 i i P
0 3 1_; L 8J| 413
Paso 9.-
P = ming = @, = 12 = X, = X, (p = 3)
Paso 10.-
. . 14043 |
w,= v, (P ),=[00-1]1] 2073 | = -443
413
Resumiendo:
. E B, ! o
o gl Py, . . T 2 P.=P, (x, =Xy
K, z Xy X
0 Z 14013 1 713 0 1 -7 0 1713 0 20113
0 x, 20/13 0 %13 g 0 13 0 0 113 0 1/13
114 , 7 s pivote
1 x, 413 0+513 1 0 5 0 -513 1 \§{1,,3) (x,=x,)
Paso 11.-
a, = a, = 813
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P -
l)“al<e ( {-4 2013 1‘ r.—@
| B |1 813 | 8
| | | i
1 a [ 113 I | 1
K_‘ - j_ _Ze = |- f“ = —
ST
| \
| 1 13 13
T 8 J 8
L ce_ L -
Paso 12.-
P 0 -2048
E2= 0 1 -8
LO 0 13/8_,
3a. lteracion:
Paso 1.-
1
z (1 -7 1
X}, = |%s B=1013 1
X, 0 5
Paso 2.-
v, = 10,0, 0]
Paso 3.-
1 0 -208 (|1 713 O 1 32 -204
J=EEI=10 1 -0 i3 0| =|0 V8 -V8
0 0 138 |0 %3 1 0 58 WSJ
Paso 4.-
1 32 -5
T,=7,B;=1[{000][0 V8 -18 =[0,0,0}
LO -54 ‘3/8J
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Vi-2- METCLO SIMPLEX REVISACC USANDO FASE 1 ¥ FASE |

Paso 5.-
d, = x,P -d paralasv.n.b. (x,, X, X, X, X,)
3-1 3 00
[0,0.0]!54-2 1 0/-[0,0,0-1,-1]=[00011]
1-1-1 0 1
Paso 6.-

Comotodos los coeficientesd’ > 0, hemos llegadoala solucion dptima
para la fase I.

Paso 7.-

No se necesita por ahora.

Paso 8.-
. [1 3 5] [0 0
(P ),=B;P,=[0 V8 -18| |20 | = |32
)_0 58 138 | | 8 2

Paso 9.-

No se necesita por ahora.

Paso 10.-
_ . 10
w, = ys(Po):a:[O'o'O] 32| =0
1/2
Resumiendo:
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METODO SIMPLEX REVISADC

Lo, = B: (
I 7 Xg}s (P, E, — B, - .

i - K, 2 Xy Xy

0 z 100 o -208 1 -7 1 1 32 208
0 320 -1%8 B 1 0 18 8l
[0 xg 172 0 0 138' 0 5 1 D 58 138

Como Min. W = 0, eliminamos el primer renglon y la columna co-
rrespondiente a Z (la 1a.) de la matriz inversa, e iniciamos ia fase il (eliminando
Xs Y X,).

FASE il:

4a. lteracion:

Paso 1.-
1
X4 ) _ 113
{XB}A [XSJ 5 B - { 5 1 ]
L
Paso 2.-
Ve T [7 ' -1 ]
Paso 3.-
18 -8 L
B! = (se obtuvo eliminande ia ta. columna y
* -5 138 el primer renglon de B,
Paso 4.-
o 8 - | _ e,
A= 7,8y =[7,-1] [_5/8 13,8} = [32,-52]
Paso 5.-

¢ =xpP —c paralasv.n.b. (X, %, X,}):

(32, -52] ﬁ’ j ﬂ-[—a,1,~3] ~[8 92,55 ]
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V1-2.- METODO SIMPLEX REV:SADO USANDO FASE | FASE .-

Paso 6.-
¢, =c, = -92 > X, = X,
Paso 7.-
5 .5 _ 8 -8 -4 1-38
Paso 8.-
5y _pap _ | VB -VB |20 132
o[22 3] [2
Paso 9.-
¢ = ¢, = 47 > X, = X
Paso 10.-
-
—_ — 3o
Z, = v, (P, ), =17,-1] %VZ] =10
Resumiendo:
e el (P, 2 Bao B p =P oy
Ky X X
7 x, %2 1 -8 138 1 18 -8  -38
1 x, 12 0 138 5 1 58 138  78) (X, =X%,)

E, = E, eliminando la ta. columna y el 1er. renglon.

Paso 11.-
a,a, = /8
A [2e] [
a,, ay, /8 [3/7
K4 = = = =
1 1 1 P‘f
Y Y 7
a,, a,, /8
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Paso 12.-

.
i
057
Sa. iteracion:
Paso t.-
Ix 1 r
r - [t 113 “4
ixe}s = !XZ_} B“L5_1]
Paso 2.-
vs = (7. 1]
Paso 3.-
e |1 ¥ [ve ] _ [ e
By =E.B = |0 %J {—5/8 138 54 wvj
Paso 4.-
, -7 4
1=y, B =17 1] {_57 1%} = [-124, 417 ]
Paso 5.-
¢, =1P -¢ paralas v.n.b. {x,, x,, X,):
5 2 1
[_1%14W}[1 —1 1}”[‘3"_3’—1]
=[-197, 174,297+ [3, 3, 1]=1{[2%, 47, 36%]
Paso 6.-

Como todos {os coeficientes ¢’ = 0, hemos llegado a fa soiucién
optima.
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o2 METCDO SIMPLEX REVISADO LSANDC FASE Y FASE -

Paso 7.-

Ya no se necesita.

Paso 8.-

— . V7 a7 [20]  Ti2s
s 53] [ [9]

Paso 9.-

Ya nc se necesita.

Paso 10.-
_ _ 124
Zsz:/s(Po)5=[7'1]ii4/7}=8%
Resumiendo:
f
{ 7 {Xals ). _in‘ — - B: _MBE
i —— %
{ 7 x, 127 1 37 13 -4 -7
| 1 x, &7 0 87 5 -1 57

solucién éptima

v.b. l v.n.b.

|
!
Z.=88/7i xT:O
xy=12/7 | x;=0
*
x;= 7 x, =0
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CAPITULO VI

ANALISIS DE SENSIBILIDAD Y POST

OPTIMO.

Vil.1. INTRODUCCION

El término andiisis de sensibilidad se aplica al estudio del efecto que,
saobre la solucién optima de un problema de Programacion Lineal, pueden
tener jos cambios de valor de ios parametros del modelo ( c.a;.b)

Hasta ahora hemos considerado que tos parametros del modeio eran
constantes conocidas, sin embargo, para muchos problemas practicos,
puede suceder gue estas constantes, 0 sean estimaciones del valor real, o
bien varien su valor con el tiempo.

El analisis de sensibilidad es importante por varias razones:

a)

La estabilidad de la solucion optima ante cambios de los para-
metros puede ser critica. En alguras ocasiones, antes de tomar
alguna decision, debemos ver como reacciona el modelo al variar
algln parametro origirial. Por ejfemplo, una ligera variaciéon de un
parametro puede condicir a una gran diferencia desfavorable en
ei valor de ia sotucion optima, mientras gue un gran cambio en otro
paranmstro puede conducir sé6lo a un pequeno cambio. Si la
solucion dptima es realmente sensible a cambios en ciertos
parametros, un cuidads muy especial se cebe tener al estirnarios,
asi comno al seleccionar una soiucion que sea apropiada para sus
valores mas probables. Por ejemplo, en ciertas situaciones in-
dustriales, en ias cuales existen algunas variaciones inherentes al
proceso o a los materiales no considerados en el modelo, puede ser
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VI INTROZLCTHON

deseable separarse un poco de la solucién optima, con objeto de
obtener una solucion que requiera menos modificaciones esen-
ciales ante estos cambios.

b) Los valores de las constantes (a ), { ¢ ) y/o ( b. ), pueden ser
“controiables” hasta cierto punto, en cuyo caso deseamos conocer
los efectos que resultarian de cambios en sus valores.

¢} Aunque los valores de los parametros del modelc no sean control-
ables, las estimaciones de sus valores pueden ser solamente
"aproximaciones’, haciendo entonces importante el conocer
para gue rangos de estos valores la solucién obtenida sera adn
Optima.

d) Existen ocasiones en que se hace necesario introducir cambios en
el modelo original, ya sea porgque se descubren errores u
omisiones, o0 bien porque disponemos de nueva informacion que
indica que las estimaciones de los valores de los parametros
deben ser revisadas.

Un~ a2z localizados los parametro criticos, se pueden establecer
métodos :stadisticos para determinar el momento en el que varian estos
parametros y poder hacer los ajustes necesarios en nuestro modelo.

Las técnicas gue veremos en este capitulo, hacen innecesaria la
resolucion del problema desde el principio cada vez que un pequefio cambio
se efectlia en el modelo. En lugar de esto, dada la solucion 6ptima anterior
y su correspondiente sistema de ecuaciones, se determina sila misma base
sigue siendo Optima o no, y en el caso de ya no serlo, usarla como punto de
partida para llegar rapidamente a la nueva solucion 6ptima.

Ejempilo Vil-1.-

Sea el modelo del ejemplo iil-10, al cual se le ha eliminado la 2a.
restriccion (con objeto de facilitar el graficado del problema dual). Ob-
tendremos la solucion optima para el primo y el dual y nos servirda como
ejempio ilustrativo para los cambios de parametros que estudiaremos mas
adelante.

X,

2

Max. Z = x, + 2x,

s.a. 500
X, <600
3X, + 4x, <2400 4%
(x.x,) <0 200 ~Yre

200 400 600 800 1000 1200
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introduciendo las variables de hoigura:

Z~x - 2%, = 0.
X, X, = 600 ..
X, + 4 + X, = 2400 ...
X, = X,
XS = X4
Z + 1/2x%, +1/2x, = 1200
X, - Xy = 600
3/"4)(‘ - X, T1,r4x4 = 600
Y.

El dual correspondiente sera:

Min.z = 600y. + 2400y,

s.a.
y, + 3y, =1
4y, =2
yoy) =20

ANAL 28 DE SENSIBLDAD PCET Op TR

v.b.

v.nD.

©) Z*=1200. x*,=0

)
)

x*, =600

x*, =600

_—
x*,=0

introduciendo variables de holgura :

Zy — 600y, — 2400y,
Y, + 3y,
4y,

._.ya

__y4

N -

y la solucion optima final seria (segun indican tos coeficientes de ia ec. (0)

final en el problema primo):

v.b v.n
E S
y', =112 Vs

y =12

il

[

o

| o

G



V-2, CAMBIC EN C . CUANDD X ES NG ST

ViI-2.- CAMBIO EN C. CUANDO X' ES NO BASICA.-

Supongamos el caso de un cambio en C & un nuevo valor E; , siendo
x’, variable no béasica, después de que la solucion 6ptima para el probiema
original ha sido obtenida. A pesar del cambio, Ja solucion dptima original
sigue siendo factible, dado que las restricciones no han cambiada, porlo que
lo Unico que procede averiguar es sila nueva solucién sigue siendo éptima
0 no.

Para tener una solucion 6ptima, se debe cumplir que (22 -c ) =2 0
para todos los valores de | en la nueva funcion objetivo final.

Debido a que sdio el coeficiente de x hacambiadode (z" -c)a (Z'- E} )
solo es necesario revisar que este coeficiente siga siendo no negativo. De
aquiquesi (2"~ ¢, )20, la solucién anterior es aln optima; en caso contrario
escogemos a x, como variable de entrada y continuamos con el Método
Simplex hasta que la nueva solucion 6ptima se encuentre.

Es decir :

i

sea: Ac = C - ¢ lacantidad que variara c,

de donde:

¢, =C¢+Ac.. (a)

Dado que x*, es variable no basica, para que la solucion Optima lo siga
siendo, deberemos tener:

(2'-¢)=0
de({a):
z'—(c +Ac)z0..8)
por lo que mieniras :
2" -¢ 2¢-¢=AC
la solucion anterior se mantiene optima. Notese que Ac, no tiene limite inferior.

Es conveniente indicar que la solucidn prima seguira siendo dptima en
tanto la solucioén dual siga siendo factible.

Ejemplo Vil-2.-
Supongamos que la funcion objetivo del ejemplo VHi-1, se cambia a:
Max. Z, = 5/4x, + 2x,
éserd la solucion anteior (x*, =0, X", =600, x*, =600, y X', =0) aln optima?
Aquf:
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ANALSIS DE SENSIRILT. T Y B30L T SRTIMC

Debido a que :

(z*-c,)=(2'-c,)-(c, ~C,)=Va—(5-1)="1a

vemos que el nuevo coeficiente de x, en la funcion objetivo final modificada,
sigue siendo positivo; la solucion anterior sigue siendo dptima.

Eneldualy', = 0yy, = 1/2 satisfacen la restriccidn modificada:
y, + 3y, = 5/4
por lo que la solucion es factible y por {o tanto dptima.

v.b. v.n.b.

z =1200 y,"=0
y2.21/2 ‘ y4.:0

Z- (5K, $2X,=120C
HOCKFICADA

ZmK + 2K, m 1300

(L) oR@mNAL

X,

Y. = 1/4

Ejemplo VIi-3.-
Supongamas que la funcion objetfvo del ejemplo Vii-1 se cambia a:
Max. Z = 7/2x, + 2X,
¢sera la solucion anterior (x°, =0, X, =600, x’, =600 y x*, =0} ain dptima?
Aqui:
(', -c)=1/2
=1
= 7/2
Debido a que :
(2'-¢,)=(z,~¢,)—Ac, =12~ (72~-1)= -2
vemos que fa solucion anterior ya no es Optima y el sistema nos queda:
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deseable separarse un poco de la solucion optima. con cbjeto de
obtener una solucidon que requiera menos modificaciones esen-
ciales ante estos cambios.

b) Los valores de las constantes (a ), (c ) y/o (b ), pueden ser
controlables hasta cierto punto, en cuyo caso deseamos conocer
los efectos que resuitarian de cambios en sus valores.

¢) Aungue los valores de los parametros del modelo no sean control-
ables, las estimaciones de sus valores pueden ser solamente
"aproximaciones’, haciendo entonces importante el conocer
para que rangos de estos valores la solucion obtenida sera aun
optima.

d) Existen ocasiones en que se hace necesario introducir cambios en
el modelo original, ya sea porque se descubren errores u
omisiones, o0 bien porgue disponemos de nueva informacion que
indica que las estimaciones de los valores de los parametros
deben ser revisadas.

Ur: 2z localizados los parametro criticos, se pueden establecer
métodos :stadisticos para determinar el momento en el que varian estos
parametros y poder hacer 10s ajustes necesarios en nuestro modelo.

Las técnicas que veremos en este capituio, hacen innecesaria la
resolucién del problema desde el principio cada vez que un pequeno cambio
se efectia en el modelo. Entugar de esto, dada la solucion optima anterior
Yy Su correspondiente sistema de ecuaciones, se determina sila misma base
sigue siendo éptima o no, y en el caso de ya no serio, usarla como punto de
partida para llegar rapidamente a la nueva solucion éptima.

Ejemplo VII-1.-

Sea el modelo del ejemplo IlI-10, al cual se le ha eliminado la 2a.
restriccion (con objeto de facilitar el graficado del problema dual). Ob-
tendremos la solucion dptima para el primo y el dual y nos servira como
ejemplo ilustrativo para los cambios de parametros que estudiaremos mas
adelante.

Max. 2 = x, + 2X,

s.a. 500
X, =600
3x, + 4x, <2400 4®
(X,.%,) =0 200 R

t ~+- +
200 40C B0C &0Q 1000 20¢
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VII-3.- CAMBIO EN C CUANDO X ES BASICA -

Supongamos ahora el caso de un cambio en ¢, a un nuevo valor ¢,

después de que la solucion éptima para el problema original ha sido obtenida,
pero ahora x’, es variable basica. Dado lo anterior, aunque fa solucion optima
original sigue siendo factibie, el coeficiente de X en la ecuacion (0) final

modificada ha sido cambiada de cero a (ci—c]),pm
(z;‘—Ei) =(z-¢c)+ (cj—E;) =0+ (cfEi ), con lo gue las variables
basicas ya no quedan en forma canoénica y es preciso eliminar este coefi-
ciente #0 de una de ellas en la funcidn objetivo, para lo cual se debe restar
(¢, - c) veces la ecuacion final que contiene a x, como variable basica de la
ecuacion ( 0 ). Una vez que hemos obtenido nuevamente la forma canénica
para nuestra base, podemos aplicar la prueba de optimalidad (inspeccionan-
do los coeficientes de las variables en la funcion objetivo para ver si todos
son =0 ); en caso de va no tener optimalidad, el Método Simplex debe
continuarse a partir de la anterior solucién Optima ( que seguira siendo
solucién bdsica factible) y su correspondiente sistema de ecuaciones
modificado, hasta llegar a la nueva solucion éptima.

Para una variable en la base final, un cambio Ac. en su coeficiente
original, afecta a todas las c‘j. (para toda j fuera de la base), debido a que :

i

¢

=(z-¢)=yP-c=3% CBI a’, - ¢, (ver Método Simplex Revisado)

i =1
Supongamos que un cambio ACBkocurre para la variable basica final
X,, entonces, para que la Uitima solucion siga siendo dptima, se debe cumplir
que :

m
;CBi a,+a,AC -¢20
a,A Cakz -(z-c)

por lo que para aquellas a', >0:

y para aquellas @', <0:
—-(2Z —-C,
A CB S..L.J_,__l_)_
(3 akj

y podemos notar que para a’,, = 0, no afecta el coeficiente.
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Por io tanto:
-(z-c¢) . —(z-c) .
max ———- < A C, =min ———*(para toda j fuera de la base)
a,>0 % a.<o ¥y
1
Ejemplo Vii-4.-

Supongamos que en el ejemplo Vil-1 cambiamos el coeficiente de x, a
1/2 (del lado derecho), ésera la solucién original aun optima?

Aqui:
c,=2 ycC,=1/2

y €l nuevo coeficiente de X, en la fur:~:3n objetivo final sera:
(C,-G)=(2-%2) =%

y el sistema quedara ahora asf:
Z + 1/2x, + 3/2x, + 1/2x, = 1200
X, + %, 600
3/4x, + X, + 1/4x, 600

I

i

el cual ya no esta en forma candnica. Eliminando x, de la funcion objetivo,
obtendremos:

Z-5/8x, + 1/8x, = 300 ?
X, + X, = 600 600
3/4x, + X, + 1/4x, = 600 800

solucién que no es 6ptima, por lo que volvemos a aplicar el Método Simplex:

XC
XS

:X1
=X

. Z=X,+{1/2)X,=8675
modificada

Z original

. VRO X
200 400 600 800 1000 1200 )
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Z + 5/8x, + 1/8x, = 675
X, o+ X = 600
X, — 3/4x, + 1/4x, = 1580

1

Ejemplo Vii-5.-

Determinar cuales serian los limites dentro de tos cuales podrian variar
c, Y €, para que la solucion obtenida en el ejemplo Vil-1 no deje de ser optima.

Para c,:
-2 -2
max {% , VJsAczs 0
por io tanto:
-235AC,E @
Parac,:
-V2
max T = ACc, S ®
por lotanto :

~V25AC, s @

Si hacemos Ac,=-2/3, tendriamos nuestro sistema original de la
siguiente forma:

Z- x, ~4/3x, = 0 ¢

X, + X, = 600 ®

3, + A + X, = 2400 600
X

panpes 3. + + X,
200 400 600 8Q0 1000 1200

Z MODIFICADA
dejando una forma candnica parax, y X, :
b4 + 1/3x, = 800
X, + X, 600
3/4x, + x,  + 1/4x, = 600

el mismo resultado hubiésemos obtenido si a la ec.. (0') final original ie

il

l
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VII-3.- CAMEIC EN C. SUANDO )(‘J ES BASICA.-

restamos (c, - c_é) = (2-43) = 23veceslaec. (2'), sin considerar la v.b.
x,. Observamos que ¢, = 0, con lo que estamos en el limite tal y como nos
lo indicé nuestro rango.

Si hacemos Ac,= -1, tendriamos nuestro sistema original de la

siguiente forma:
Z —X, - 2%, X = 0
X, + X, = 600
3x, +4x, + X, = 2400

dejando una forma canénica para x, y X, :

Z-1/2x, + 1/2x, = 600
X, + X, = 600
3/4x, + X, +1/4x, = 600
&P
X, a.*(ﬂ

Z MODIFICADA

200 400 80C-.800 1000 1200

Z MODIRICADA

el mismo resultade hubiésemos obtenido si a la eccuacién (0') final original
le restamos (c,-c’,) = (0-(-1)) = 1 veces la ec. (1'), sin considerar la
v.b. x,. Observamos que la solucién anterior ya no es &ptima (pues hicimos
Ac, <-1/2) y habra que sequir aplicando el Simplex.

X, = X,

s:XG
Z + /24 + 1/2x, = 900
X, + = 600

X, - 3/4x, + 1/4x, = 150
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VIl-4.- CAMBIO EN b .-

Supongameos ahora que, una vez obtenida la solucion optima, nos
damos cuenta que el valor de b ha cambiado en Ab, hasta un nuevo valor
b. Dado que al cambiar b por b, no se afecta mas que el lado derecho de las
ecuaciones, los coeficientes (z', - c¢) seguiran siendo =0, sin embargo, el
vector P_ si cambiara, pudiéndose presentar 2 situaciones:

a) Todos los nuevos valores de los componentes de P siguen siendo
positivos, en cuyo caso la solucidn anterior sigue siendo optima.

b) Algun{os) nuevo(s) valor(es) de los componentes del vector P_ es
(son) negativo(s), en cuyo caso la solucion éptima anterior ya no
es factible y habra que aplicar el Método Simpiex Dual para obtener
la nueva solucion optima.

De lo anterior, es claro que, cuando cambiemos el valorde b a b, lo

Unico que procede investigar es si la solucion modificada sigue siendo
factible.

Sea:
a', ., = coeficiente de x_ _ enla ecuacion final k (k=1,2,...,m)
b*, = lado derecho de la ecuacion final k (k=1,2,...,m)

Dado que x_,,, que es la variable de holgura correspondiente a la

ecuacion ascciada con b, aparece con coeficiente unitario en ella y cero en
todas las demas, es facil saber qué muitiplos de b, han sido sumados, directa
o indirectamente, al lado derecho de las demas ecuaciones y este muitiplo
esa’ para k =i.

K, nri
Por io tanto tendremags:

m

bf=3al,4b (k=1,2..m)

=1

que es la cantidad sumada al lado derecho de la ecuacion k, porlo que si b,
se cambia a b,

at,n +iAbi=at,n +i(Bi_bi) (k=12,..m)

debe ser sumado al lado derecho de ia ecuacion k final previa, con objeto
de obtener el nuevo conjunto de ecuaciones final. Lo anterior es valido para
la funcién objetivo, cambiando solamente a”, _ porz°, _ .

Suponiendo que un cambio Ab, = (b- b)ocurre en la ecuacion (1),
entonces, para que la solucién dltima siga siendo factible, se debe cumpiir
que:
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paraa’ . >0

-b
Ab z -
ak.*\“f"
yparaa’, . < 0O
b’
Ab = —
ak‘n+|
de donde:
..b" b’
max a,‘sAbsmm P
* i *
akn+>0 kn+ ann+|<0 kn+»

Ejempio VII-6.-

Supongamos que cambiamos b, de 2400 a 400 en el eiemplo VII-1.
Determinar la nueva solucion optima.

El sistema de ecuaciones final se modificara a:

1200 + 1/2(400 ~ 2400) = 200
600
600 + 1/4(400 — 2400) = 100

Z + 1/2x, +1/2x,
X, + X,
3/4x, + X, +1/4x,

it

que sigue siendo optima.

Los limites entre los que puede variar b, serian:

~2400 = Ab s
Ejemplo VH-7.-
Si b, cambia ahora de 2400 a —400, entonces:

Z + 1/2x + 1/2x, = 1200 + 1/2(-400 -2400) = -200
X, + 600
3/4x, + X, + 1/4x, = 600 + 1/4(-400 -2400) = -100

il

il
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por lo gue ahora la nueva solucion es basica no factible mejor que fa dptima
y debemos aplicar ei Método Simplex Dual.

En este caso el problema originat no tiene soluciones basicas factibles,
por lo que en el Simplex Dual no hay variabie de entrada.

VII-5.- CAMBIO EN a. CUANDO X' ES NO
BASICA.-

_ Si ahora suponemos que tenemos un cambio en el valor de a; a
a (da =a -3 Wj=12,....n) y que ya contabamos con !a solucion optima
para el caso original, serd evidente que este cambio solo puede afectar a los
coeficientes de X" enel sistema de ecuaciones, permaneciendo inalterables,
respecto al caso original, todos los correspondientes a las demas variables.
Dado lo anterior y que X’ es no basica, la solucion optima original debera
seguir siendo factible y lo Unico que procede averiguar es si sigue siendo
optima o ya no, para lo cual solo revisamos el nuevo coeficiente de x*, en la
ec.(0) final. Si sigue siendo positivo, la solucion anterior sigue siendo dptima,
pero si ahora ya es negativo, partimos de la solucion 6ptima original vy
escogemos ax como variable de entrada, aplicando el Método Simplex hasta
llegar a la nueva solucion optima.

Siguiendo un razonamiento analogo al utifizado en el caso 3, para la
obtencién de b,". tendremos aqui que:
m

ag = }_: al .+ 8 para (k=1.2,..m)

=1

de donde podemos concluir que:

a’ Aa, = a’

X, N [} K. n-

(a,-a)
debera ser sumado al actual coeficiente de x en la ecuacion final (k)
[k=12,.,m], con objeto de obtener el nuevo coeficiente corregido. Para ia
ec.(0):

zry (a,-a)
se sumara al actual coeficiente de x.

La obtencion de los limites de variacion para a, , es un poco mas
complicada que para los casos anteriores y no los determinaremos.
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Ejemplo Vii-8.-

_ Supongamos que el coeficiente a,, del ejemplo Vil-1 se cambia a
a,, = 1. Determinar si la solucion optima original io sigue siendo y en caso

negativo obtener la nueva solucion optima.
Como el cambio se lieva a cabo en la segunda restriccion, donde x,

es la variable basica original y observando el sistema de ecuaciones final del
ej. V-1, obtenemos:

z', = 1/2
ylasa’ . seran:
@ =0
a, = 1/4

Aa,)=(a‘q‘aq)=(a;-a2,")=(1_3)=_2

por lo que el nuevo sistema de ecuaciones final quedara:

Z + [1/2 + 1/2(-2)]x, + 1/2x, = 1200
X, % = 600
[3/4 + 1/4(-2)]x, + %, + 1/4x, = 600
es decir:
Z -1/2% +1/2x, = 1200
X, - X, = 600
1/4x, + X, +1/4x, = 600
Xz Z=X,+2X,=1500
/ >
//m !
800
400
200
X.

200 400 600 80C 1000 1200
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como la nueva solucidn ya no es dptima, aplicamos nuevamente el Método
Simplex:

X, = X,

Xs = X3
Z + 1/2x, +1/2x, = 1500
X, + X, = 600
X, — 1/4x, +1/4x, = 450

v.b. 1 v.n.b.

X, =600 | X', =0
X',=450 |

En caso de que después del cambio la solucidn anterior siga siendo
Optima, ningln paso adicional debe llevarse a cabo.

VII-6.- CAMBIO EN a, CUANDO X: ES BASICA -

En este caso, al ser x >0, todos sus coeficientes que resuitan
modificados en el sistema de ecuaciénes final, son relevantes para deter-
minar los efectos de un cambio en a, , mismo que puede alterar, tanto los
valores de los coeficientes de fa funcion objetivo, como los valores de las
variables, por lo que 1a nueva solucién puede ser no factible y/o puede ser
no 6ptima.

El 1er. paso consiste en encontrar los nuevos coeficientes para x’ en
cada una de las ecuaciones finales. Lo anterior se efectla enla forma descrita
para el caso anterior, es decir &',,,., Aa, debera ser sumado al actual
coeficiente de x" en la ecuacion (k) final (k=1,2,..m)y2z’ . Aa, debera ser
sumado al coeficiente de x°. en la ecuacién (0) final. En esta forma se obtiene
el sistema modificado por el cambio introducido en a,. Debido a que X', es
variable basica, debemaos voiver a dejar un sistema canonico, en el cual esta
variable aparezca con coeficiente unitario en aquella ecuacion para la cual
es variable bésica y cero en todas las demds. Lo anterior origina cambios,
tanto en la ecuacion (0) final, como en el vector P* de términos constantes.
Las posibles variantes que pueden resuftar son:

a) El vector P?, correspondiente a fos términos constantes, sigue
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siendo positivo en todos sus elementos vy el vector de coeficientes
cerrespondiente a la ec.. (0) modificada C* también es positivo en
todos sus elementos; en este caso la nueva solucion es todavia
optima. Es decir:

si P¥= 0 y C* =0 =solucién optima

[l

b) SiPr= 0, peroiafuncion objetivo ya noindica optimalidad, se debe
aplicar el Método Simplex, a partir del sistema de ecuaciones recién
obtenido, hasta obtener la nueva solucién éptima.

c) Sila funcion obijetivo indica optimalidad ( C* 20 ), pero la solucién
no es factible, se aplicara el Método Simplex Dual para llegar a la
nueva solucion factible y por lo tanto optima.

d) St la solucién no es factible y fa funcion objetivo no indica op-
timalidad, se puede considerar otra base, o bien volver a comenzar

desde el principio.
Ejemplo Vii-9.-

_ Supongamos que el coeficiente a,, = 4 del ejemplo VII-1 se cambia a
a,, = 2. Determinar si la solucién optima original lo sigue siendo y en caso

negativo obtener la nueva solucion.

El sistema original es ahora:

Z- X, - 2x, = 0
X, + X, 600
3x, + 2%, + X, = 2400

It

i

aqui, como el cambio se efectud enla 2a. restriccion, donde x, es la variable
béasica inicial, entonces:

zt=V2;al,=0:a},=VayAa =A8a,=(a,-3a,)=(2-4)=-2

por lo que el nuevo sistema de ecuaciones final sera ahora:
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Z - 1/2x, + 172(- 2)x, + 1/2x, = 1200
X, + X, = 600
3/4x, + [1 +1/4(—2)]X2 - 1/4x, = 600
es decir:
Z+12x. - x, +  1/2x, = 1200
X, - X, = 600
3/4x, + 1/2x, + 1/4x, = 600

de donde, para obtener la nueva solucion, debemaos volver a tener un sistema
canonico para v.b. = (x,, x;). Asi obtenemos:

Z + 2x, + X, = 2400
X, + X, = 600
3/2x, + X, + 1/2x, = 1200
|
v.b. i v.nb.
l
Z'=2400 | x*, =0
X', = % x',=0
. |
x,=1200 |
Graficamente tenemos:
X,

__RESTRICC!CN
. ORIGINAL
23133 it s s - XA

200 400 600 800 1000 1200
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Ejemplo.-VU-10.-

Sea @i siguiente modelo matematico:

Max. Z = x. + 3x,

s.a.
X, = X, £2
X. ~ X, =6
(X., %X, ) =0
¢ ya solucion dptima es:
z + X, + 2x, =14
X, + 12x, + 1/2x, = 4
X, - 2%, + 12x, = 2
v.b ©vnb
Z=1a X, =
X',=4 | X,=0
X' =2 |

a) Siel coeficiente a,, = 1 se cambia por a,, =3. Determinar si la

solucion optima original lo sigue siendo y en caso contrario
obtener la nueva solucion.

Como el cambio se fleva a cabo en la 2a. restriccion, en donde X, es
la variable basica inicial, entonces:

r,=2a",=12;a, =172
Aa = (a,-a)=(2,-8,)=(3-1)=2
por lo que el nuevo sistema de ecuaciones final sera:
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z - 2(2)x, +oX; v 2x, = 14
1R2(Qx, + x, + 1/2x, + 1/2x, = 4
[1+1/2(2)]x, - 1/2x, v 12x, = 2
simpiificando:
Z + 4x, + X, + 2x, =14
X, + X, o+ 2%, +1/2x, = 4
2x, - V2x, +1/2x, = 2

formando nuevamente el sistema canonico parav.b. = (x,,x,), obtendremos:

2 + 2x3 + X, = 10 v.b J:} v.n.b
X, + 3/4x, + 1/4x, = 3 Z*=10 r x,*= 0
X, - VA A = x,"=3 ; x*=0

X, *=1

Graficamente tendremos:

b) Siel coeficiente a,, = t se cambia por a,, = Va, determinar si

fa solucion dptima original lo sigue siendo y en caso contrario
obtener la nueva solucion.

Como el cambio se lleva a cabo en ia 1a. restriccidn, donde x, es la
variable basica inicial, entonces:

2'3 =1 ;8'13 =1/2; 6'23 = -1/2

Aaq=(5.‘;—a;;)=(é:2—a12)=(V4_1)=,3/4

por lo gue el nuevo sistema de ecuaciones final seré:
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z 1(-3/4)x, + X%, + 2x, =14

[1+1/2(- 3/4) . 1/2x3 + 1’2x = 4
X, - 1/2(-3/4)x, ~ 1/2x, + 1/2x = 2
simplificando:
Z ~3/4x, + X, + 2x, = 14
5/8x, +1/2x, + 1/2x, = 4
X, +3/8%, —1/2x, + 1/2x, = 2

formando nuevamente un sistema candnico parav.b. = (x,,x,), obtendremos:

Z 8/5x, + 13/5x, = 94/5 v.b. v.n.b.
X, - 4/8x, + 1/5x, = -2/5 = 3215 1 ‘=0
=-25 |

vemos que la sotucion es no factibie, mientras que la funcién objetivo parece
indicar optimalidad (caso c¢), por fo que aplicamos el Metodo Simplex Dual:

X = X,
X, = X5
Z + + 3x,= 18 v. D. v.nb
X, X + X, = 6 Z*= 18 x*=0
- 5/4x, + X, — 1/4x, = 1/2 X = 6 X
. X *=1/2
Graficamente tendremos:
X,
/\-x‘+(1/4)x2=2
Xy +X,=2
Z=X,+3X,=(94/5)
Z=X,4+3X,=18
Z=X,+3X,=14
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VIi-7.- ADICION DE UNA NUEVA RESTRICCION.-

Si por alguna omisién, o bien porque las condiciones det sistema han
cambiadc (p. ej. el gobiernc impuso restricciones a la importacion de ciertos
componentes, o se presentaron cambios en las condiciones del mercado
que antes no sxistian. etc.), se hace necesario introducir una nueva
restriccion cuando el modelo ya ha sido resuelto, su efecto solamente puede
ser el de eliminar soluciones anteriormente factibles, incitiyendo, tal vez, la
solucidn &ptima original, sin que exista ia posibilidad de anadir alguna nueva,
por lo que el valor de Z debe permanecer constante o bien disminuir.

Las 2 posibilidades que se pueden presentar en este caso son:

a) La solucion éptima original es factible para la nueva restriccion, en
CUYyo caso seguira siendo optima para el sistema modificado.

bj La solucion optima original no satisface la nueva restriccion. En este
caso, la nueva restriccion debe ser agregada al sistema de
ecuaciones final obtenido para el problema original, para lo cual y
en el caso de una desigualdad, se le agrega a ésta la variable de
holgura correspondiente, misma que sera la variable basica para
esa ecuacion desde ese momento y se eliminan de ella todas las
demas variables basicas, con objeto de tener un sistema
canonico.

Como la solucion original no satisface la nueva restriccion, esto se
vera reflejado en que, al obtener el sistema canonico, la variable de
hoigura recientemente introducida (que actua como variable
basica), tendra un valor negativo. Como la funcion objetivo sigue
indicando optimalidad y fa soiucién es ahora no factible,
deberemos aplicar el Método Simplex Dual para obtener la nueva
solucién optima.

En caso de que la nueva restriccion amerite la introduccion de una
variable artificial, ésta debera tomar las funciones de variable basica
para esa ecuacion, pero debera penalizarse su existencia dentro
de la base mediante el Método de la Gran M, por lo que al formar
el sistema canonico deberemos eliminaria de la funcién objetivo.

Ejemplo VH-11.-
Supongamos que ai modelo matematico det ejemplo VH-1 se leagrega
la restriccion:
X, <400 .. (3)

¢ Como se afectara la solucion dptima ahi obtenida?

2
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Teniamos qiie la solucion optima era:
X' =0,x, ~600,x, =600;x,=0yZ = 1200

de donde es ciaro gue esta no satisface la nueva restriccion (pues X', = 600),

por lo que deberemos agregar al sistema final de ecuaciones la siguiente
ecuacion:

donde:

x, = variable de holgura.
obteniendose:

Z + 1/2x, + 1/2x, = 1200 .. (0)
X, S X, = 600 (1)

3/4x, + X, -~ 1/4x, = 600 . (2)

X, + Xy = 400 . (3)

formando el nuevo sistema canodnico para v.b. = (X,, X,, X,), tendremos:

b, b
Z o+ 1/2x ~ 1/2x, = 1200 : ML
X, + X, = 600  Z'=1200 | x,=0
38X, + X, + 1/4x, = 600 x;= 600 | x,=0
- 3/4x, - 1/4x, + X, = -200 X,= 600
x. = —200

como la solucién es no factible, pero la funcién objetivo parece indicar
optimaiidad, aplicamos el Método Simplex Dual:

Xy = Xg
X = X v.b. 1 v.nb
e t
’ * ] * .. N
con lo que obtenemos: 27=32008 | xs"=0
z + 1/3x, + 2/3x, = 3200/3 x,* = 1000/3 i x,*= 0
X, - 1/3x, + 4/3x, = 1000/3 x,= 400 |
X, + X, = 400 L 800(3":
X, + 1/3x, - 4/3x, = 800/3 X SRR

Graficaimente tendremos:
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3

3X, +4X,=2400

Seroodres /5
facnizs

aimicadas
/
8 g

= X,=400

Z=X +2%X,=1200
Z=X.+3X,=(3200/3)

0 80C 800 11200
VII-8.- ADICION DE UNA NUEVA VARIABLE.-

Si una vez obtenida la solucion 6ptima, descubrimos que hemos
omitido alguna actividad que pudiera ser atractiva, o bien surge la opor-
tunidad de poder ilevar a cabo alguna otra no considerada anteriormente,
sera necesario agregar al modelo aquella nueva variable (que lamaremos x,
), que nos representa la nueva actividad bajo consideracion, junto con sus
respectivos coeficientes en la funcion objetivo y en las restricciones.

Nuevamente, en este caso también existen 2 posibles alternativas:

a) Quelasolucion éptima original, junto con la nueva variable igualada
a cero (v.n.b.), sea todavia optima. Al ser ia nueva variable una no
basica, los coeficientes de las demas variables en el sistema de
ecuaciones final original, permaneceran inaiterados, con lo cual
la solucién dual complementaria (y*, = z°, ) seguira siendo
la misma, ya que el Unico cambio que se producira en el modelo
dual sera la adicion de una nueva restriccion, o sea la correspon-
diente a la nueva variable prima. En este caso, la solucién dual
complementaria satisface la nueva restriccion del modelo dual y la
solucién prima original sigue siendo dptima.

b) Quela solucién éptima original, junto conia nueva variable igualada
a cero (v.n.b.), ya no sea optima. Esto se descubre porgue la
solucién dual compiementaria (y*, = z°, . ) ya no satisface la nueva
restriccion, que se agregd al modelo dual al introducir la nueva
variable en el problema primo. Cuando este es el caso, se toma la
solucién prima, anteriormente éptima, como punto de partida y se
aplica nuevamente el Método Simplex (considerando como
X, = X,), hasta llegar a la nueva solucion optima, para lo cual es

necesario, primero, determinar cuales seran los coeficientes de la

nueva variable en el sistema de ecuaciones final (¢’, y a’, para
i=1,2,...m),
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Debido a que al introducir la nueva variable le hemos dado un
tratamiento de v.n.b. en la solucidn éptima original, la obtencion de
sus coeficientes en el sistema final modificado se hace mediante el
procedimiento indicado en los puntos 1 (cambios de ¢, cuando x*
es no basica) y 4 (cambios en a,_ cuando X', es no basica), en los
cuales los valores originales de c, y a,, (i=1,2,....m) son ceros.

iy Porlo que toca al coeficiente de x, en la funcién objetivo final
(c', ), que dijimos era cero, seleresta (¢, -C,)=C,
(puesc, = 0), porlo que al cambio en c, se refiere [ec.(8) del
punto 1 ], ademas, se le debe sumar:

z, (a,~a,) =2 a, (i=12..m)

pues a, = 0, por lo que los cambios en a, (i=1.2,..,m) le
afectan. O sea:

m

m
v ’ * a — _~ * ~
Ca =Cp _CA+ZZn+| alA——CA+ZZn+iaiA
=1 =1

i) Respecto a los coeficientes de x, en las restricciones finales
dg! sistema modificado, se obtendran sumando:
Sa}, 4+ (a,-a,) =3 al, + a, k=12.m)[puesa,=0]
i =1 i =1
al coeficiente actual de x, en la ecuacion final k (k=1,2,...,m)
[aue vale cero para todas las ecuaciones].Osea:

m m
a,=a,+ Z a:,r\ +8p = Z a:.n + 8, (k=12..m)
1=1

=1

Ejemplo VII-12.-

Supongamos que el modelo matematico del ejemplo Vil-1 se modifica
agregandole x,, para quedar de la siguiente manera:

Max.Z = x, + 2 +6X%
s.a.
X, + Xy < 600
3X, +4x, + 8x%, <2400
(X2 %o0 %) z 0
como aqui A =5, tendremos:
c, =0 a, = =0 2,=0 2", =1/2
Cy = a,=0 a,=0
Cy = dy =1 a8y =
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ylasa', . son:
parak=1. a’ =1 yal =0
parak=2 a;, =0 yaj, =14

i

Lo primero que debemos hacer es comprobar si nos encontramos en
el caso (a) 0 en el caso (b),para lo cual debemos revisar si la nueva solucion

(X,. %, X;) = (0,600,0)
es todavia 6ptima.

E! Unico cambio que tendremos en el modelo dual sera la adicion de la
restriccion:

y. - 8y, 26
Debido a que !a solucion optima dual original era:
(yiy2) = (0,172)
vemos que ésta ya no satisface la nueva restriccion, por fo que la solucion

ahora ya no es factible y por fo tanto la solucion prima tampoco es optima
{caso b).

Moditicando el sistema de ecuaciones final original para que incluya a
X, . obtendremos:

Z + 1/2x, + 1/2x, + {-6+0(1) +1/2(8)]x, = 1200
X, + X, + [1(1) +0(8)jx, = 600
3/4x, + X, + 14X, + [0(1) +1/4(8)]x, = 600
simplificando:
Z + 1/2x, + 1/2x, - 2x, = 1200 ?
X, + X, + X, = 600 600
3idx, + x, + 1/4x, + 2x; = 600 300
aplicando nuevamente el Método Simplex, obtendremos:
X, = X
X =X :
s ? v. b. ! v.nb
Z + 5/4x,+ X, + 3/4x, = 1800 T
*x *= Q
5/8x, - 1/2x, + X,— 1/8x, = 300 Zo180
3/8x, + 1/2x, +1/8x, + X, = 300 X3"= 300 | x,7=0
x*= 300 I ox,*=0

Graticamente nolo podemos representar pues tenemos 3 dimensiones.
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CAPITULO Viii
TEORIA DE REDES

Hace apenas unos afnos gue la investigacion de Operaciones comenzé
a utilizar, como una de sus herramientas, el Andlisis de Redes, el cual solo
habfa sido utilizado hasta entonces en Ingenieria Eléctrica. El analisis de
Redes se ha empleado son éxito en el estudic de sistemas de transporte y
comunicaciones, en 1a teoria de la informacidn, asi como en la planeacion y
control de proyectas.

La teoria de redes puede abarcar muchisimos problemas, sin embargo,
en nuesto curso nos limitaremos al estudio de 4 de ellos:

a)

d)

Flujo Maximo.- Consiste en encontrar 'a distribucion de flujos, en
una red que conecta una fuente con un destino, de tal manera que
se maximice el flujo total a través de la red.

Localizacion de la Ruta mas Corta.- Se debe localizar el camino
més corto, desde un origen hasta un destino, utilizando una red
qgue los conecta.

Minima Longitud de una Red de Comunicaciones.- Se seleccionan
aquellas ramas de la red que tiene la longitud total menor, a la vez
gue suministran una via de comunicacion entre cada pareja de
nodos.

Planeacion y Control de Proyectos.- Se utiliza para medir y
controlar el progreso de un proyecto.
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Vil -1.- REDES.-
Definicion Vill-1.-

Una red dirigida o gréfica lineal dirigida G = (N ; A}, consiste de una
coleccion de N elementos X, y, w. ... , junto con un subconjunto A de los
pares ordenados (x, y), (x, W), ... , tomados de N. Los elementos en N se
liaman indistintamente: nodos, vértices, puntos de union o simplemente
puntos; los miembros de A se conocen como: arcos, uniones, ramas o
aristas.

Nosotros usaremos la terminologia nodo-arco.

Una red puede ser representada seleccionando un punto correspon-
diente a cada nodo x de N y dirigiendo una flecha de x hasta y, si es que el
par ordenado (x, y) esta en A [{X, y)) € A].

Ejempio Vlil-1.-

Sea una red que consta de 4 nodos: (s,%,Y,t) y 5 arcos: (s,x), (s,y), (x,y),
(x,1), y (y,1). Dibujar la red.

» ¢

.

Esta red se dice dirigida, debido a que cada arco involucra una
orientacion especffica.

Vemos que en la anterior red dirigida, el arco (s, xX) € A, mientras que
el (x,s) &A.

Es posible también la existencia de redes no dirigidas, en las cuales el
conjunto A consiste de pares no ordenados de nodos. Asi mismg, se pueden
encontrar redes mixtas, en las cuales algunos arcos estan dirigidos y otros
no.

En nuestro curos eliminaremos las siguientes posibilidades:

a) Arcos (x, x), que conduzcan desde un nodo x hasta él mismo, razon
por la cual todos los arcos que consideraremos se supondran de
la forma (x, y) conx = vy.

b) La existencia de arcos mitiples que unan x cony, por lo que todas
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nuestras redes contendran un arco. COmo MAaximo. que vaya de un
nodo a otro.

En forma simplista podemos tener:
Definicién VIii-2. .-

Una gréfica lineal consiste de un conjunto de puntos de union ilamados
nodos, cada uno de los cuales esta unido a algunos o todos los demas por
medio de arcos.

Definicién VII-3.-
Se considera como una red a una gréafica lineal en la cuél existe algin
tipo de flujo en sus arcos.

A continuacion se listan algunos ejemplos de sistemas que satisfacen
la definicion de red, mismos que podemos encontrar a nuestro alrededor

Nodos Arcos Flujo

Intersecciones Carreteras Vehiculos

Rutas de manejo de

r Trabajos
Centros de trabajo materiales 3jo
Oficina de Correos Rutas de transpote Correspondencia
stacione . -
Esta ones Lineas Telefénicas Mensajes
telefonicas
Estaciones de Tuneles Persanas

Metro

Detincién VIi-4.-

Seanx,, x,, ..., X, (n = 2), una secuencias de diferentes nodos de una
red, tal que (x, x_,) es un arco para cada i=1, 2, .., n-1, entonces la
secuencia de nodos arcos:

X17 (Xw Xg)» xg: (xgt xa)v xgv o (Xn—t, xn)‘ Xn

se llama “cadena“. Si se estipula ademas que x, = x,, entonces la cadena
se llama ciclo (dirigido o no, segun sea ei caso de la red).
Ejemplo VIlI-2.-

En la figura del ejemplo Viil-1, la cadena s, (s, x), X, (x, t}, t, conduce

desde 's" hasta 't". Esta red no contiene ni un solo ciclo dirigido. Si la red
fuese no dirigida, entonces tendriamos varios ciclos, entre ellos:
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S. (S, X). X. (X, ¥}, . {¥. 8), s
Definicion VII-5.-

Seanx., x,, ..., X, una secuencia de nodos diferentes, ios cuales tienen
la propiedad de que yasea (x, x .} 6 (X .., x)esunarco {i=1,2, ... n-1).
Restringiendo para cada i solo una de las 2 posibilidades, liamamos a la
secuencia de nodos y arcos resultante, un ‘camino” desde x, hasta Xx_.
Nuevamente si x. =x_ tenemaos un ciclo.

Vemos entonces que un camino difiere de una cadena, en gue el
primero permite la posibilidad de recorrer un arco en un sentido opuesto a
su orientacion, al ir desde x, hasta x .

Detinicién VIII-6.-

Dada unared (N:A), se puede formar ia matriz de incidencia nodo-arco
de la siguiente forma: enumere {0s nodos de la red verticalmente y los arcos
en forma horizontal y anote, en la columna correspondiente al arco (x, y), un
1 en el rengldn del nodo "X" y un -1 en el renglén correspondiente a 'y",
poniendo ceros en el resto de la columna.

Ejemplo ViIl-3.-

La red del ejempio ViiI-1, tiene la siguiente matriz de incidencia:

(s, %) (s.y) {x.v) (x. 1) {y. 1)
s | 1 0 0 0 W
x 4 0 1 1 o |
y | 0 -1 -1 0 1 l
t }_ 0 0 0 -1 -1 J

de donde puede apreciarse que toda la informacion respecto a la estructura
de una red dirigida ésta representada en esta matriz.

Definicion VIli-7.-

Una red se ilama "conectada" si existe un "camino” que conecta cada
par de nodos.

Ejemplo Vill-4.-

La red del ejemplo VIII-1, es una red conectada, pero dejarfa de serio si
quitasemos los arcos (s, X) y (s. y).
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Definicion Viil-8.-

Un “arbo!" es una red conectada G = (N; A), la cual no contiene ningun
ciclo.

Es claro que un arbol tiene la propiedad de que existe un camino o una
cadena Unica que una cada par de nodos.

Definicion Vill-9.-

Una red, conectada o no, la cual no contiene ciclos, se llama un
"bosque’. Cada pieza conectada del bosgue, es un arbol si se considera
como una red independiente.

Teorema Vili-1.-

Una red G=(N, A) con "n" nodos, es un arbol si tiene (n-1) arcos y
ningun ciclo (es decir, es una red conectada).

Efectuando la demaostracion por induccion, tenemos:

Elteorema es evidentemente cierto para 2 nodos. Supongamoslo clerto
para 2, 3, ..., n-2, n-1, debemos demostrar que es cierto para "n* nodos.

Lema VIll-1.-

Bajo la hipétesis del teorema VilI-1, existe cuando menos un nodo que
es un final, es decir, un punta "p" con solo un arco (p, q) que lo conecta al
resto de la red.

Demostracion del lema Vill-1:

Para encontrar un nodo que sea un final, comience seleccionando
cualquier nodo, sea p,; este nodo esta unido cuando menos a otro nodo, sea
p,, mediante un solo arco (de no ser este el caso, eliminando cualquier arco
(p. p) que una un-par de ios restantes n-1 nodos, obtendrfamos n-2 arcos
sin CICIOS) Por nuestra suposicion inductiva, esto formaria un arbol, por lo
que existiria una cadena de arcos uniendo p, con p. Adjuntando el arco (p, p)
a esta cadena, formarfamos un ciclo, lo cual seria contraric a nuestra
suposicion. Debido a que existe un arco entre p, y p,, muévase a p, alolargo
del arco (p,, p,). Pase a p, a lo largo de otro arco. (en caso de ser posible).
Dado que el nimero de nodos es finito y no existen ciclos, procediendo de
esta manera flegaremos a un punto "p" que sea un final con solo un arco (q, p)
uniendolo al resto de la red.

Prueba del Teorema Vill-1:
Si el nodo final y su Gnico arco se eliminan, 1a red resuitante tendra (n-1)
nodos y ( h-2 ) arcos y debido a gue no contienen ciclos, esta conectada por
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la suposicion inductiva. Si el puntc 'p* eliminado y su arco (q. p) se insertan,
serd posible el conectar a “p" a cualquier otro nodo via el nodo "q'. con io
cual probamos que una red con "n" nodos, (n-1) arcos y sin ciclos esta
conectada y por o tanto es un arbol.

De hecho, cuaiquier pareja de las 3 condiciones:
a) G esta conectada.
b) G no tiene ciclos.
o Al =[N]-1
implica la tercera y caracteriza a G como un arbol.

Definicién Viil-10.-

Dada una red G =(N; A), supdngase que cada arco (x, y) € A tiene
asaociado con éf un numero real no negativo c(x, y}. Llamamos a c(x, y) la
“capacidad" del arco (x, y); intuitivamente, c(x, y) puede pensarse como la
representacion de la maxima cantidad de algun articulo que puede llegar a
'y", procedente de 'x", por unidad de tiempo.

La capacidad de un arco no orientado es igual en ambas direcciones
{c(x, y}], mientras que en un arco orientado, es c¢(x, y) en la direccion de
arientacion y cero en la contraria.

Ignoraremos en nuestro curso 1o posibilidad de nodos con capacidad
de flujo restringida.

Definiciéon Vill-11.-

Un nodo se llama "fuente", si cada uno de sus arcos esta orientado de
tal forma que el flujo sale de él. Un nodo se lama "destino", si cada uno de
Sus arcos esta orientado de tal forma que el flujo entra a él. Asi, las fuentes

pueden considerarse como las generadoras de fiujo, mientras que los
destinos seran los absorbentes del mismo.

Definicién Viit-12.-
Si:
x € N
sea A{x), (antes x), el conjunto de todas las y € N tales que (y, x) € A:
A} = {yEN/(WX) EA}

similarmente, sea D(x), (después de x}, el conjunto de todas las y € N tales
gue (X, y) €A:

Dix) = {yeN/(xy)EA}
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Viil-2.- FLUJO MAXIMO.-

Considere una red que conecta 2 nodos (una fuente y un destino). por
medio de varios nodos intermedios. Supdngase que el flujo que liega a un
nodo es igual al flujo que sale de éi (conservacion del fujo), para todos
aqueilos nodos que no sean la fuente y el destino. Supongamos que un flujo
f(x,y) por unidad de tiempo va del nodo "x" al nodo “y"; este fiujo necesaria-
mente tendrd que ser menor o igual a la capacidad c(x,y) del arco. Es decir:

f(x,y) < c(xy) paratodaslas (x,y) € A .. (1)

Sea la fuente (f) y et destino (d). Un fiujo estatico de valor F de 'f" a "d",
satisface las desigualdades y ecuaciones lineales:

1

F si x f‘
fixy) - 5 flyx) = 4 O si x

fdi .. (2)
d

por lo que si el flujo neto que sale de "x" se define como:

f - fyx
ygo (X.Y) é?,(v,X)

(x) y EAlx)

W

>
y &0(x y Ealx -F si x

entonces, las ecuaciones (2) puede ser expresadas como: el fiujo neto que
sale de la fuente es F y el flujo neto que 'sale’ del destino es -F (o el flujo neto
que entra al destino es F), mientras que el fiujo neto que sale de un nodo
intermedio es cero. Una ecuacion de este Ultimo tipo, se llama ecuacién de
conservacion de fiujo.

Dado un flujo F, llamamos f(x,y) al flujo en el arco (x,y). Cada fiujo en el
arco (x,y). ocurre precisamente en 2 ecuaciones de (2) y tiene un coeficiente
de 1 en la ecuacion correspondiente al nodo "x" y un coeficiente -1 en la
ecuacion correspondiente al nodo 'y'. En otras palabras, la matriz de coefi-
cientes del sistema de ecuaciones (2}, independientemente de la columna
de F, es la matriz de incidencia nodo-arco de fa red.

Sabemos que:

F = go(';('f,w = eZA(df)(X,d)

y que deseamos maximizar F (en cualquiera de sus 2 formas). Es claro que
el problema de flujo maximo en una red, puede ser formutado como un
problema de programacion fineal. Es decir:
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Vill-2.- FLUJC MAXIMG.-

MaxF = Y f{(f,
&y Y)

s.a.

t s - ¥ f : = 0 f,
EED(X)(X Y) yé'Z(x)(yx) para = (f,d)

¥

0 = fix,y) = c(xy) para cada arco (x,y)

sin embargo, es posible desarrollar un procedimiento de solucién mas
eficiente, como veremos mas adelante.

Ejempio Viil-4.-

Sea la siguiente red:

en donde las capacidades de flujo c{x,y) en cada direccidn, se muestran
mediante {os nimeros enios arcos correpondientesque estan situados cerca
del nodo en et cual el fivjo puede originarse. Por ejemplo:

c(0,1) =2
c(1,0) =1
c(2,3) = 1

Beseamos determinar ¢! flujo factibie en cada arco, que maximice el
flujo total F que sale de "0" (o que entra en 4).

Un primer intento, nos conduce a descubrir que un flujo factible serfa
unode 2 por0 - 1 » 3 - 4 La asignacion del flujo anterior parece ser la
maxima posible, por lo que a simple vista parece ser que F__ = 2. Mas
adelante veremos si esta solucion es 0 no correcta, ya gue pueden existir
otros flujos factibles que conduzcan a un mayor valor de F.
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Definicion Vill-13.-

Un “corte” C en (N; A). que separe (f) y (d). es cualquier conjunto de
arcosdirigidos. que contenga cuando menos un arco de cada cadena con
capacidad de flujo mayor que cero, que una la fuente y el destino.

Definicién Vill-14.-

El valor de "corte" ¢ “capacidad del corte C, es la suma de las
capacidades de los arcos del corte.

Definici6én VIlI-15.-

S (N;A) es una red y si F es un flujo entre (f) y (d) en (N; A), entonces
c{x, y) - f(x, y) es la "capacidad residual" def arco (x, y) con respecto a F.

Teorema VIli-2.-

Este teorema se conoce con el nombre de Teorema del Flujo Maximo-
Minimo Corte y dice asi:

Para cualquier red, el vaior del flujo maximo de (f} a (d), es igual a la
minima capacidad de corte de todos aquellos cortes que separan (f) y (d).

Viil-2.1 Método de Solucion para el Flujo Maximo.-

PASOQ 1.- Encuentre un camino, entre {a fuente y el destino, que tenga
capacidad de flujo > 0. Si no existe ninguno, los flujos netos asignados hasta
ese momento constituyen un flujo maximo (dptimo).

PASQ 2 - inspeccione el camino encontrado en el paso 1 para encontrar
el arco gue tenga la menor capacidad de flujo; denomine esta capacidad c*.
Incremente el fiujo es este camino en c*.

PASQ 3.- Disminuya en c* la capacidad de flujo de cada arco en el
camino en gl sentido del flujo. Incremente en c* la capacidad de flujo de cada
arco del camino en sentido contrario al flujo asignado. Regrese al paso 1.

El paso 1 puede llegar a ser muy laborioso, razon por la cual se ha
desarrollado un procedimiento sistematico, que nos permite encontrar dicho
camino en una forma sencilla y que consiste en formar un arbol de todos los
nodos que pueden ser alcanzados desde la fuente, mediante caminos de
capacidad de fiujo mayor que cero. Es decir:
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Comience determinando todos aquellos nodos gue pueden ser alcan-
zados desde la fuente, siguiendo un solo arco con capacidad de flujc > 0
que salga de (f). Para cada uno de estos nodos que fueron alcanzados,
determine todos los nuevos nodos (aguellos aun no alcanzados con
anterioridad), que puedan ser alcanzados desde ese nodo, a foiargo de un
arco con capacidad de fiujo > 0. Repita este procedimienrto. sucesivamente.
con los nuevos nodos gue vayan siendo alcanzados. El resultado sera la
formacion de un arbot de todos !0s nodos que pueden ser alcanzados desde
lafuente, a lo largo de caminos con capacidad de flujo > 0. Porlo tanto, este
procedimiento identificara un camino con capacidad de flujo > 0 entre la
fuente y el destino, si es que existe cuando menos uno.

Ejemplo VIII-5.-

Encontrar un camino con capacidad de flujo > 0 entre !a fuente y el
destino para la red del ejemplo Vill-4.

Ejemplo ViiI-6.-

Encontrar un camino con capacidad de flujo > 0 entre la fuente y el
destino para la siguiente red:
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Camnrg

O bien:

O bien:
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Labusgueda de nuevos caminos con capacidad de flujo > 0. que unan
§) vy {d). no es ya necesaria cuando liegamos a un valor F que corresponda
a la minima capacidad de corte de todos aquellos cortes que separan (f) de
(d), de acuerdo con el teorema Vill-2, ya que este nos garantiza haber liegado
a un flujo maximo.

El paso 2 es evidenie, ya que no es posible hacer circular por el camino
encontrado un flujo mayor que c*, ya que de hacerlo asi. violaramaos las
capacidades de flujo de cuando menos un arco (el correspondiente a la
capacidad c*}, siendo entonces el flujo asignado no factible.

La ta. parte del paso 3, tiene por abjeto actualizar ia capacidad residual
de los arccs considerados, para poder buscar nuevos caminos con
capacidad de flujo > 0, si aun existen. La 2a. parte, tiene por objeto poder
cancelar, total o parcialmente, algun flujo ya asignado a algun otrc arco, por
podersele asignar otra ruta gque nos permita incrementar mas el flujo total.
Es decir. puede suceder que un flujo asignado originalmente a través de un
arco, pudiera haber circutado a través de otro arco y que al hacerlo por este
particuiar, impida que otro flujo pueda hacerlo: sin embargo, de poderio
cambiar al otro, abrimos nuevos caminos para incrementar nuestro fiujo
total.

Ejempio Vill-7.-

Aqui se ve la necesidad de modificar las capacidades de flujo en sentido
opuesto a éste para poder tener el flujo maximo.

Sea la red del ejemplo V-4, a la cual le hemos asignado un flujo de
2porQ—>1->3->4

Sin efectuar la modificacion propuesta en fa 2a. parte del paso 3.
obtendremos:
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de donde podemos observar que ya no guedan caminos con capacidad de
fiujo > 0. por lo que nos conduciria a concluir que F__ = 2, lo cual es
totalmente faiso, segin podemos observar a continuacion si efectuamos ia
modificacion propuesta:

obteniendoasfunF_, = 3, que es el correcto.
Ejemplo VIii-8.-

Apliguemos el método de solucion recien descrito a la red del ejemplo
VIll-6, en donde deseamos encontrar el fiujo maximo gque dicha red puede
transportar entre "0" y "5". Supongase un fiujo inicial f(x, y) = 0.
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Paso 1.-

Encontramos un camino entre la fuente y el destino gque tenga
capacidad de fiujo > 0. La fig. B nos representa un posible arbol con
capacidades de arco > 0, que conecta todos fos nodos desde el nodo 0"

Paso 2.-

En el camino encantrado en el paso 1, vemos que el arco (0,1). junto
con el (1, 3), tienen la minima capacidad de flujo, porlo que c*, = 1. El flujo
puede ser incrementado, a través del camino (0, 1,3, 5,), af, = 1, flujo con
el cual los arcos (0, 1) y (1, 3) se saturan (fig. C)

t, =1
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Paso 3.-

Ajustamos las capacidades de flujo de acuerde con el fiujo asignado,
disminuyendo en 1 las capacidades a lo largo del camino (0, 1. 3. 5) y
aumentando en 1 la capacidad en sentido inverso {fig. D}.

es decir, ¢'(i, ) = cli, j) -f. yc'(, i) = c{, i) +~ f,, para todos los arcos (i, j)
en ei camino escogido.

Pasos 1y 2.- (c,* = 1)
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Pasos t y 2.-

(c,* =1)
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Dado que no es posible llegar al destino. el procesc termina y hemos
encontrado un flujo maximo F__ = 3, que circula en la siguiente forma a
través de la red:

Recordando el Teorema VII-2, que nos indica gue el flujo maximo es
igual a la minima capacidad de corte de todos aquellos cortes que separan
a'f'y“d"y quela capacidad de cualquier corte nos da un limite superior para
el flujo en la red, vemos que es o que sucede en nuestro ejemplo:

efectuando el corte 1 mostrado, vemos que su capacidad de corte es 4,
mientras que efectuando el corte 2, vemos que su capacidad de corte es 3.
Dado gue no podemos encontrar ningun corte con capacidad menor a 3, el
flujo maximo debera ser 3, tal y como se obtuvo anteriomente. De haber
afectuado este paso con anterioridad, nos hubiéramos evitado el

Gitimo paso 1.
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Es evidente que la optimalidad se ha alcanzado cuando existe un corte
en la red actual cuya capacidad es cero, respecto a las capacidades de fiujo
residuales actuales. Par ejempla. si efectuamos el corte 2 enla red resultante
de la aplicacion del paso 3 ultimo, vermos que la capacidad es cero.

Ejemplo VHI-9.-

Encontrar el flujo méaximo entre el nodo 0 y el 7.
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VII-3.-RUTA MAS CORTA.-

Los problemas de ruta, involucran la iocalizacion de un camino a traves
de una red. desde una fuente hasta un destino, gue minimice {& maximice}
alguna funcidn de una propiedad de los arcos dei camino seleccionado
(generalmente distancia)

Los problemas de ruta son ampliamente utilizados en sistemas de
transporte y de comunicaciones, pera tambien se presentan &n una gran
variedad de otros campos, tales como:

a) En la determinaciaon del orden en el cual debemaos producir una
variedad de productos, en una instalaciéon comin de produccion,
de tal forma gue se minimice la suma de los costos de puesta en
marcha.

b) En la determinacion de un subconjunto de tareas, dentro de un-
conjunto interrelacionado de las mismas, cuyo tiempo de
terminacion fija el tiempo minimo tatal para la terminacion del
conjunto.

Viil-3.1.- Método de Solucidn para la Ruta Mas Corta.

Existen varios procedimientos, bastante similares, para la obtencion de
soluciones optimas al problema de ia ruta mas corta. Nasotros trataremos
aqui los 3 mas cortos y simples.

Método 1.-

Este método fue propuesto por G. J. Minty en 1957 y es aplicable para
el caso de redes no dirigidas. Simplemente construya un modelo de hilo de
la red, en el cual las longitudes de los pedazos de hilo sean proporcionales
a las longitudes de los arcos. Tome la fuente con una mano y el destinc con
fa otra vy jale, los hilos que queden tensos indicaran los arcos correspondien-
tes a la ruta mas corta

Método 2.-

Este método consiste en un procedimiento grafico. Para describirio
haremas usc del siguiente ejemplo:
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Ejemplo Vill-10.-

Paso 1.-

Empezando en el origen "a", dibuje en forma punteada todos los arcos
por medio de los cuales se puede ir desde "a" a cualquier otro nodo, e inserte
las distancias directas desde "a” en cada uno de los nodos:

:2"
e 2
GO
\“** 5
‘\‘3 “‘~‘
S, 37"~ 5

Paso 2.-

Si existen arcos que conecten cualesquiera de los nodos obtenidos en
el paso 1, determine, para cada arco, sila ruta indirecta desde "a" es 0 no
mas corta que la directa. Dibuje la ruta mas corta con linea sélida y deje la
linea punteada para la mas larga. Indique la distancia mas corta encima de
cada nodc. Por ejemplo, en la siguiente figura se puede apreciar que es
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G3 R OTANAS TORTA -

factible ir de 'a - a "g’, a traves de "d'". a un menor ‘costo - gue directamente
Ademas, se puede ir a 'd" directamente 0 a través de '¢". En este caso de
empate, marque ambas rutas con lineas solidas.

Paso 3,.-

Agregue todos los nodos que puedan ser alcanzados, partiendo de los
nodos considerados en el paso 2 y repita ese paso con respecto a ellos.
inserte las distancias:
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Paso 4.-

TEORIA DE REDES

Continue en la misma forma hasta compietar la red. Las lineas sdlidas,
enla siguiente figura, muestran las rutas mas cortas que pueden ser tomadas
desde "a" hasta cualquier otro punto. Nétese que existen alternativas.

Método 3.-

Este metodo, es la forma algebraica del método grafico descrito con
anterioridad y la esencia del procedimiento estriba en que, partiendo del
origen, se va alejando del mismo, identificando en forma sucesiva la ruta mas
corta a cada uno de los nodos de la red, en orden ascendente de dichas
distancias mas cortas desde el origen, razén por la cual el problema queda
resuito cuando se alcanza el destino.

Se supone aqui que:

a)

b)

c)

Se puede escribir sin ningln problema, para cada nodo, los arcos
que conducen a otros nodos, esto en orden creciente de su
longitud.

No representa esfuerzo alguno el ignorar un arco de la lista, si es
que éste conduce a un nodo cuya distancia ha sido asignada con
anterioridad.

Enla etapa 'k" (k=1, 2, ... ) del proceso de cémputo, se conocen
los (k-1) nodos que estan mas cercanos al origen (exclitiyendo
éste), a través de cadenas de conexion de minima longitud, asf
como las rutas y distancias mas cortas correspondientes. Lidmese
a este conjunto de k puntos "S" o “nodos originales’. Todos los
demas nodos, que no estan en el conjunto S, los llamaremos
"nodos nuevos".
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Dada la informacion anterior. ¢ de que manera identificamaos el nodo
que tiene fa k-ava menor distancia al origen. a traves de su ruta mas cona ?,
es decir, ¢ cual de los nodas nuevos esta mas cercano al origen ?. Para
calificar como candidato. un nodo nuevo debe estar conectado mediante
un solo arco a alguno de los nodos en S (nodos originales). ya que de estar
conectado a través de algun otro nodo nuevo, este Uitimo estaria mas cerca
del origen que el primero. Ademas, el nodo nuevo considerado, debera ser
el que se encuentra a menor distancia del nodo original de entre todos los
nodos (en caso de ser varios). que se encuentran unidos a él mediante un
solo arco.

Debido a que el conjunto S contiene k nodos criginales y solo con-
sideramos el nodo nuevo mas cercano a cada uno de ellos, existen, cuando
mas, k candidatos para ser el nodo nuevo mas cercano al origen.

Para seleccionar el candidato ganador. procédase asi:

1) Sea "i"unnodoen$S

2) Sea 9, su minima distancia al origen.

3) Sea | el nodo mas cercano a " y que no esta en S (si es que existe).
4) Sea d, su distancia desde .

Seleccionese |, (por estar cercano a S) como el nodo (k~ 1), donde:
{a) ... d, +d, =min{@ ~d) i=12 ..,k

en donde (8 + d) es la distancia, a lo fargo de fa ruta correpondiente, del
origen a cada nodo candidato.

En caso de empates, escojanse todos los nuevos nodos en empate a
un mismao tiempo.
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La anterior seleccion. implica gue el camino mas corto hasta j, desde
el origen (con unadistanciad, — d.), pasa por el nodo 's'. Para ver mas claro
esto, considerese cualquier otro camino entre |_y el origen. Eventuaimente,
dicho camino debera liegar a algin nodo i en S, desde algun nodo |’ que
no esta en S (donde | puede ser | ). Suponemos que ias distancias a lo largo
del camino desde j, hasta j son no negativas, de tal forma que la distancia
total hasta el origen, a lo largo del camino, no es menor que (8, +d). sin
embargo por («):

4 +d=9d +d,

Puede notarse que, para obtener el nodo candidato a entrar a S, se
requiere un maximo de k comparaciones; por io tanto, en una red con "n*
nodos, no se requieren mads de 1 - 2 + ... + (n-1) = n{n-1}/2 com-
paraciones. En la practica, el nimero de comparaciones puede ser con-
siderablemente menor, debido a que después de varias etapas, uno o varios
de los nodos en S solo tenga arcos que conduzcan a nodos en S.

Por lo tanto, para encontrar la ruta mas corta desde el origen hasta el
destino, se debe repetir el procedimiento anterior para encontrar el k-avo
nodo mads cercano al origen, en forma sucesiva parak =1, 2, 3, ..., hasta que
el nodo destino sea aicanzado.

Ejemplo Vill-11.-

Encuentre Ia distancia mas corta entre ei origen y el destino para la
siguiente red:

Destino

Elabore, para cada nodo, una lista de fos arcos que salen de ese nodo,
en orden ascendente de sus longitudes. No es necesario incluir ios arcos que
entran al origen o que salen del destino, si solo se desea calcular la ruta mas
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cora entre estos dos, perolos segundaos stdeben incluirse, silo que se desea
es caicular la ruta mas corta entre el origen y el resta de los nodos.

0 A 8 c o £ F G
OA-1  AB-3 | BC-2  CB2  DC-2  EF1 . GF1
0B-2 | AC-3 ' BA3 CD-2 DA3 | EC3 | . 6C-3

AD-3 © BG4 CA3  DE3  ED-3 . GB-4
© CE-3
. 0G-3
K=0
El conjunto S consiste inicialmente solo del nodo O [S, = {0}].

K =

Debido al paso anterior, soio el nodo O es nodo ariginal, por o que
solamente la columna “O" debe tomarse en cuenta (ya que indica las
distancias de todos los nodos que estan directamente conectados a él).
Rapidamente se descubre que el nodc A es el mas cercano y por o tanto es
el candidato seleccionado para entrar a formar parte de S [S, = {QA}].

Para indicar gue hemos encontrado [a ruta mas corta al nodo A, anote
la distancia encontrada encima de la columna "A", encierre en un circulo la
entrada OA-1 de la columna "O" y tache todos los arcos que entran a A de
todas aquellas columnas en las que aparezcan (BA-3, CA-3, DA-3).

0 A B c o £ F G
onr ! g3 | BC2 | cB2 | DC-2 | EF : G-
oB2 | Ac3 | a:&éj;% co-2 | Dacs ') EC3 | - ac3
| AD-3 | BG4  CAT DE-3 | ED-3 | ' GB4
[ CE-3 |
| CG-3 !
k=2

Los candidatos para el 2¢ nodo més cercanc al origen, son aquellos
nuevos nodos gue estén mas cercanos a fos nodos originales {O.A}. El nodo
mas cercano a G es B (por ser el linico), mientras que el mas cercano a A es
también B {por ser el 12 no marcado de la columna "A").
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Comparando sus distancias, tenemos:

NodoBviaGC - (0 ~2) = 2
NodoBviaA-(1 - 3) = 4
NodoCviaA-(1 + 3) = 4
NodoDviaA-(1 -~ 3) = 4

por lo que seleccionamos el nodo B via O y ahora S, = {O. A, B}.

Encerramos en un circulo la entrada OB-2 de la columan O,
anotamos la distancia encontrada de 2 encima de la columna B'y tachamos
todas las entradas que contengan arcos que entren a B (AB-3, CB-2, GB-4).

Como la columna "O" ha agotado todas sus entradas, ponemos una X
debajo, para indicar que esta columna ya no debera ser considerada en lo
sucesivo.

1 1~ 2‘2
o A B c 0 £ F G
x 2
ortd as32 sce | ce22 oce | err | | G
OB—&% Acrswii \BAASE‘; co2 1 fw\usj EC-3 | | GC-3
" a3 | see | ca3’] oes [ ED-3 | B4 2
CEa | ‘
| ce3 |
L(_;_—_:j_

Buscamos ahora los nodos nuevos mas cercanos a {os nodos
ariginales A y B (O ya no se considera por tener una X su columna). Estos
los encontramos, mirando los arcos no marcados gue se encuentran en
primer jugar en las columnas correpondientes (es decir, en las columnas que
ya tienen distancias). Sus distancias son:

NodoCviaA--(1+3) = 4

NodoDviaA-(1+3) =4

NodoCviaB-(2 +2} = 4
y debido al empate, selecionamos los nodos D y C (via A o B) como nuevos
miembros de S. Ahora S, = {O. A, B, C, D}.

Debido al empate, encerramos en un circulo las entradas AC-3 y AD-3
y la BC-2 de fas columnas "A" y "B" respectivamente, anotamos ia distancia
de 4 encima de las columnas "C" y "D", tachamos todas los demas arcos que
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entrenaCyaD(CD-2 OC -2 EC--3. ED-3. GC-3) y ponemos una X debajo

de A para indicar que ya no ia consideraremos mas.

1 2 3 3
2 4 - 4
o A 3 ° D £ F G
2 3 N
X X
2 3 2 3 ‘
OA1, 4837 8027 CB2T BG2T EF GF1
.. DA 3 ‘
082" ac3° sas’ co2 a3 ecad 6o-3,
ST | ' T } i
403" BG4  ca3 | O3 | E03 . GB-4
N . CE3
CG-3

k=4

Investigamos ahora cudl es el nodo mas cercano a los nodos originales
en S, (Los nodos O y A" ya no se consideran por tener una X).

Tenemos:
Nodo G viaB - (2+4) =6
NodoG viaC-~(4+3) =7
Nodo E viaC- (4+3) =7
Nodo E viaD-(4+3) =7

por lo que selecionamos al nodo G (via Bj como nuevo nodo original. Ahora
8, = {0, A. B, C, D, G}. Escribimos su distancia de 6 encima de la columna
de "G"y encerremaos en un circulo el arco BG4, tachando todos ios demas
arcos no tachados que entran a G (CG-3); ponemos también una X en ia
columna ‘B*:

1 1 2 g 4 3 49 5"”‘}
o A B c D £ F G
x 2 x3 x4
oxr ama? sc2d ca2? pe2d) et | - GF-1
os2? acad saal co2d mai sed® s
- :@}}SJ‘ ;séafs"’{ 'SA—BJ,E DE-3 ser3d.] | 6B 42
. CE-3
co=a¥
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k=5

Comparamos:
Nodo Evia C-(4~3) =7
Nodo Evia D-(4+3) =7
Nodo Fvia G-{6~1) =7

debido al empate, seleccionamos los nodos F y E (via CE 6 DE) y escribimos
sudistancia de 7 encima dela columna respectiva. Encerremos en un circuio
los arcos CE-3, DE-3 y GF-1 y tachamos la entrada EF--1. Ahora's, = {O,
A B C D G FE}

n 2? 4‘3 43 7 S 79 514
o A 8 c o E F G
x 2 x3 x4 x5 x5 x5 X
oAt &3—34' /Bbi?3§ G&zz"{;q-z%‘ﬂ;-wi - GF-y®
o822 ac3dl aaal CD—Z 3 -pas3 ge-3 3 }ee;:ﬂ
T aoed et oasd| pesd e&s% em4?
i m{

i

=S

La ruta mas corta entre el origen 'C" y el destinos 'F', puede ser
encontrada partiendo dei nodo F hacia atras, siguiendo ios arcos encerados
en circulo. Asi encontramos:

F-G-B-0

por lo que la ruta mas corta entre "O" y "F" es:

OB » BG - GF

con una distancia total de 7.

La ruta mas corta entre el origen y todos ios demas nodos, ha sido
también identificada a lo largo de los caminos OA, OB, AC, AD, BG, CE. GF
(ver lineas gruesas en la siguiente figura), con aiternativas 8C por AC y DE
por CE.

303



F

Destino

Ejempio Viil-12.-

Encontrar la ruta mas corta entre el nodo E y todos los demas en la red
del ejemplo Vil-11.

7 6 §5 54 33 33 o0 41 22
@] A 8 C D E F G
x2 x6 x6 x5 x5 x3 x2 x4
‘on1 5 a0-16] Bo-28 e oAl pesad ol For?) gral
om2d) ssad sc2d oped oas e0e® | ces?
ool med ol oeat
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TICRA TE REDES

X
i
| —h

r
i
N

.= [EF]

= [E, F, G]

=[E,F G C D]

= [E,F, G C,D, B]

=[E,F G,C D B A]

=[E,FG,C,D B A O]

nodoCviaE = 0+3 =3
nodoDviaE = 0+3 =3
nodoGviaF =1+1 =2

nodoCviaE = 0+3 =3
nodoDviaE = 0+3 =3
nodoCviaG =2+3 =5

nodoBviaC =3+2 =5
nodoAviaD =3+3 =6
nodoBviaG =2+4 =6

nodoQOviaB =5+2 =7
nodoAviaC =3+3 =6
nodo AviaD =3+3 =6

nodo OviaA =6+1 =7
nodoQviaB =5+2 =7
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Vill-4.- MINIMO ARBOL DE EXPANSION.-

Este tipo de problema es una variacion del probiema de fa ruta mas
corta.

Dada una red conectada G. con n' nodos. se pueden ir eliminando
arcos de G hasta gue se obtiene un arbol; tal arbol se conoce como un arbol
de expansicn de G. A nosotros nos interesa encontrar, de entre todos los
arpoles de expansion. aguel que tenga una longitud total minima.

Como antes, ef conjunto de nodos de G y las distancias entre los pares
de nodos se conocen, pero ahora no se especifican ios arcos que concectan
dichos nodos. En este caso. en fugar de encontrar la ruta mas conta a traves
de una red completamente definida. el problema consiste en encontrar
aquellos arcos para la red, que tengan fa longitud total menor, al mismo
tiempo que suministran una ruta entre cada pareja de nodos. Lo anterior se
logra escogiendoics arcos, de forma tal, que la red resuiltante forme un arbol
que conecte todos los nodos dados.

Siunared Gy unarbof deextension T de G se especifican, nos referimos
a los arcos en T como “"arcos del arbol" y a 1odos los demas como ‘arcos
fuera del arbol".

Supbngase que cada arco (x.y) de una red conectada G. tiene
asociado con é un nimero real a(x,y), que podemos pensar como la
Yongitud" de dicho arco . Supéngase que T es un minimo arbof de expansion
de Gy sea: x.. X,, ..., X, 1a cadena de arcos del arbol T que une x. y X,. Aqui
{x,, x,) es unarco fuera del arbol T. Es claro entonces que:

a(x., x) = max | afx, x}, alx, x,). ... .alx ., xJ)} .. («)

ya que de ser menor que alguno de ellos, el arbof seria mas corto incluyendo
(x,, x,) en iugar del otro.

Teorema Vill-3.-

Una condicién necesaria y suficiente para que un arbol de expansion
sea minimo, es que la relacion («) se cumpla para cada arco fuera def arbol.

Este tipo de probiema tiene infinidad de aplicaciones practicas; por
ejemplo, es usado en la planeacion de redes de transporte, en donde los
nodos serian terminales y tos arcos los canales de transporte (carreteras,
vias de FF.CC., etc.).
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Viii-4.1.- Método de Solucion para el Minimo Arbol de
Expansioén

1) Seleccione un nodo arbitrariamente y conectelo al nodo mas
cercano.

2) ldentifigue aquel nodo no conectado que se encuentre mas cercano
a un nodo conectado; conecte estos dos nodos. Repita este paso
hasta que todos los nodos hayan sido conectados.

Ejemplo VIii-13.-

Supodngase el problema del ejemplo Vii-It, pero en el cual, aunque se
conocen los nodos y la distancias entre ellos, aun no se han especificado los
arcos. Suponga también, que las distancias no especificadas son mayores
a las que si se dan.

Conviene nuevamente elaborar una lista, para cada nodo, de los arcos
potenciales que pudieran salir del nodo, en orden creciente de sus distancias.
Como se muestra a continuacion, dicha lista es igual a la elaborada para el
problema de la Ruta méas Corta, excepto que aqui ya no existen ni origen ni
destino, por lo que ios arcos pctenciales que entran a "O" o salen de "F",
también se incluyen.

o) A B c D E F G
OA-1 | AO-1 | BO-2 | CB2 | DC2 | EF-1 j FE-1 | GF-t
B2 | AB3 ’ BC-2 ’ CD-2 | DA-3 { EC-3 ‘ FG-1 i GC-3
AC-3 , BA3 | cA3 | DE3 | ED-3 | | GB-4
AD-3 | BG-4 } CE-3
| o
k=1

El primer paso se inicia seleccionando arbitrariamente cualquier nodo.
Para facilitrar la comparacion con el problema de la Ruta mas Corta, es-
cogeremos ef nodo 'O".

El nodo "A" se identifica inmediatamente como el nodo més cercano,
con solo mirar la parte superior de la columna "O", por lo que el arco OA se
agraga a la red. Para indicarlo, encierre las entradas OA-1 y AC-1 en un
circulo y ponga una X encima de los nodos "O" y "A", para indicar que son
nodos conectados.
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! x 1 x2 x 3 x 4 x7 x 6 x5
D A 3 c 5 E F 3
oar !l agit 1 8022 823 po2d gFa 7 FEs/ e B

0B-22 Ap32 8C23. cpz4 a3l E037 FG16 Go3d
o acsd aaa? cxad o7l Epa’
ap-34] 8G-45 ¢E-37,

k=2

Para identificar el nodo no conectado mas cercano a alguno de los ya
conectados (O y A), solamente compare las entradas superiores na mar-
cadas para cada nodo conectado (OB-2 y AB-3). Dado que 2<3, OB es el
siguiente arco gue se agrega a la red. Para indicarlo, encierre OB-2 y BO-2
en un circulo y ponga una X encima del nodo B. Debido a que nunca
debemos agrager a la red un arco que conecte 2 nodos ya conectados con
anterioridad, cualquier arco potencial desde el nodo mas recientemente
conectado, que pudiera unirlo con los otros, debe ser eliminado de futuras
consideraciones. Por lo tanto tache AB-3 y BA-3.

k=3

E! siguiente arco se obtiene comparando AC-3 y BC-2, que nos indica
que BC debe ser agragado a la red. Encierre BC-2 Y CB-2 en un circulo y
ponga una X encima del nodo "C', para indicar que ya esta conectado. Tache
AC-3 y CA-3.

k=4
Compare ahora AD-3. BG-4 y CD-2. Se escoge CD como el nuevo

arcodeiared. Encerramos en un circulo CD-2 y DC-2. ponemos una X sobre
"D" y tachamos AD-3 y DA-3.

k=5

Compare BG—4, CG-3 y DE-3. Arbitrariamente, entre el empate, es-
cogemos CG como el nuevo arco. Encierre CG-3 y GC-3 en un circulo y
ponga una cruz sobre ‘G". Tache BG4 y GB-4. Nétese que aqui sblo se
escogid uno de los arcos en empate, el otro no recibe ninguna marca.
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k=6

Compare CE-3, DE-3 y GF-1. Seleccionamos GF como nuevo arco
de la red. Encerramos GF-1 y FG-1 en un circulo y ponemos una X sobre
F

k=7

Compare CE-3, DE-3 y FE-1. Seleccione FE como nuevo arco de la
red. Encerramos FE—1 y EF-1 en un circulo y ponemos una X encima de "E".
Tachar CE-3, EC-3, DE-3 y ED--3.

Debido a que todos los nodos han sido ya conectados, hemos ter-
minado. La red resultante tiene una longitud total de sus arcos igual a 12.

El mismo arbol se hubiese obtenido seleccionando otro nodo inicial.
Supongase gue se selecciona el nodo "D".
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con una iongitud total =

El mismo resuitado se hubiese obtenido. cualesquiera que hubiese sido
el nodo iniciai.

Ejempio Vill-14.-

Obtener el minimo arbot de expansion para la siguiente red:

1 7 1 5 6 4 3 2 8 g
X X X X X X X X X X
1 Az B2 Cs g Eg Fag G fig, g
0&254 Al}37 BG-1y ‘CG- % DA-3B EF~@ FG-, GB—LE, A ‘3»5 -3
Ocra, AcHﬂ ﬁO«%‘ cp«:\ﬂ oF- 36{ Sa FE- 26 GF-1 51 i‘»’?i P
Oh<4 ; AC-4 | BG-5 ! CA~45 D&5 | EG—S FD»Sj GC- 25l
c&sz | bs | Gos
| CE5

por lo que el minimo arbol de expansion sera:

L*=2+1+2+3+3+1+2+4+3 = 21
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VIil-5.- PERT

La técnica de evaluacion y revision de programas, PERT (Program
Evaluation and Review Technique), uno de los varios métodos de ruta critica
que existen en la actualidad, tuvo sus principios en la Grafica de Gant. PERT
se desarrolio pare el Proyecto Polaris en 1958, por la Oficina de Proyectos
Especiales de la Marina de EEUU, junto con la Lockheed Aircratt Corporation
y en colaboracion con la Booz, Ailden and Hamilton (empresa consuitora en
administracion) y a él se le atribuye el haber adeiantado la terminacion del
proyecto en mas de 2 afos.

Posteriormente la industria adoptd el PERT para ayudar en ia
administracidn de proyectos que incluyen muchas actividades in-
terelacionadas. Actuaimente se utiliza para medir y controlar el progreso de
proyectos tales como: programas de construccion, programacién de com-
putadoras, preparacion de cotizaciones, planeacién de mantenimiento,
instalacién de sistemas de computadora, modificacion e instalacién de
equipo, programas de promocion de ventas y construccion de presas.

Uno de los principales objetivos del PERT, es el determinar la pro-
babilidad de cumplir con fechas limites especificadas. PERT, ademas iden-
tifica aquellas actividades que pueden ser cuellos de botella y enias que, por
lo tanto, se debe vigilar mas estrictamente el estar dentro del itinerario. Un
tercer objetivo, es la evaluacion del efecto de un cambio de recursos, de
aquellas actividades menos criticas, hacia ios probables cuellos de botella.
Puede también evaluar el efecto de una desviacion del requerimiento real de
tiempo para una actividad de aquel que fue predecido.

Vili-5.1.- Pasos Seguidos para la Aplicacion de Métodos
de Ruta Critica.-

Paso 1.-

Planeacion del Proyecto.- Aqui se definen las actividades que forman
el proyecto y la dependencia entre ellas se muestra en forma explicita como
una red.

Paso 2.-

Estimacién de los tiempos.- Se efectian estimaciones de los tiempos
requeridos para llevar a cabo cada una de las actividades de la red. Estas
estimaciones se basan en la disponibilidad de mano de obra y equipo, asi
como en ciertas suposiciones que pudieran haber sido hechas en la
planeacion det proyecto (Paso 1).
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Paso 3.-

Programacion.- Los codmputos de programacion. proporcionan los
tiempos més préximos y mas tardios permisibles para el inicio y terminacion
de cada actividad y como un "sub-producto’, identifican la ruta critica a traves
de la red, asi como la "holgura de tiempo' asociada con cada caminc no
critico.

En nuestro curso sélo veremos estos 3 pasos.

Paso 4.-

Ajustes Tiempo-Costo.- Si el tiempo programado para completar el
proyecto. tal y como se determind en el paso 3, es satisfactorio, la planeacion
y programacion del proyecto pueden estar terminados. Sin embargo. si se
esta interesado en determinar el costo de reducir el tiempo de terminacion
del proyecto, entonces se deben considerar ajustes tiempo-costo en los
tiempos de ejecucion para aquellas actividades en la ruta critica 0 en la(s)
ruta(s) casi critica(s). En este paso se desarrallan procedimientos para
reducir el tiempo de duracion del proyecto, con un minimo incremento en
los costos directos del mismo, mediante la reduccién de tiempo a lo largo
del camino critico, haciendolo en aquellos lugares en ios cuales puede ser
obtenido a un minimo costo. Los objetivos de este paso pueden set:

a) Encontrar el costo extra debido a ta reduccion del tiempo total de
duracién de un proyecto.

b) Ei programar el proyecto de tal forma que se minimice la suma de
los costos directos e indirectos, es decir, el tiempo de duracion del
proyecto para costo minimo.

¢) Costo de programar para cumplir con un tiempo especifico de
duracion del proyecto.

Paso §.-

Distribucion de recursos.- La factibilidad de cada programacion, debe
ser revisada con respecto a sus requerimientos de mano de obra y equipo.
E) establecimiento de una factibilidad completa para una programacion
especffica, puede requerir de nueva planeacion y programacion (Pasos 1y
3) 6 gjustes tiempo-costo (Paso 4). De aqui que una solucion final puede
requerir la ejecucion de varios ciclos de pasos 3,4 y 5.
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TEORIA DE REDES
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requisitos de

+
1
mango de obra 1
| —_—
z; = ) mano de cbra
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proyecto proyecto ’

i

) De la figura podemos apreciar los requerimentos de mano de obraalo
largo del desarrollo de un proyecto. Si la demanda pico para este recurso
particular (que ocurre en el intervalo t, a t,) se juzga excesiva, los métodos
de ruta critica suministran un medio conveniente para reprogramar y
replanear el proyecto para eliminar este pico. Primero, cémputos de rutina
indican si la programacion de ciertas actividades puede adelantarse 0
atrasarse sin afectar el tiempo de terminacion det proyecto. Posteriormente,
los métodos de ruta critica hacen posible el simular, en unaforma muy simple,
los efectos de varios cambios, para determinar asi una forma aceptable de
eliminar la indeseada demanda pico del recurso basico.

Lo

Paso 6.-

Control del Proyecto.- Cuando la planeacion y programacion de la red
han sido desarrollados en forma satisfactoria, se preparan en forma definitiva
para su uso en el campo. El proyecto se controla, comparando el progreso
logrado contra el programa, asignando y programando mano de obra y
equipo y analizando los efectos de los retrasos. Cuando un cambio mayor
ocurre en la programacion, la red se revisa también y una nueva
programacion es efaborada.

Segun se indico ya, el primer paso en la utilizacion de métodos de ruta
crftica es la identificacion de todas las actividades involucradas en el proyec-
to, asl comao su representacion grafica en un diagrama de flujo o red. Este

paso se conoce como la 'fase de planeacion”. Existen 2 formas diferentes de

trazar este tipo de redes:

a) Sistema de actividades en las flechas.
b) Sistema de actividades en el nodo.

O

Nosotros utilizaremos el primero por ser el mas usado entre los in-
dustriales y constructores, lo que de ninguna manera significa que sea "el
mejor". Al final nos referiremos al 22.
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Definicion VIl-16.-

Una actividad se define como uno de los trabajos requeridos por el
proyecta que cumple con la siguiente regia: no puede iniciarse hasta gue
otras actividades especificas que la preceden hayan sido completadas. Una
actividad se representa mediante un arcc o flecha de la red. La cola de ia
flecha representa el principio de la actividad vy la punta su terminacion. La
fongitud, forma o pcsicion de la flecha no tienen importancia alguna; o
importante es la forma en que las actividades representadas con flechas se
eslabonan, conjuntamente, en una secuencia de tiempo, para formar una red
operacional.

Definicién VIli- 17.-

Una flecha que representa una mera dependencia de una actividad con
respectoc a otra, se Hama “actividad artificial o ‘actividad ficticia. General-
mente se representan mediante flechas punteadas y tienen asociadas a ellas
una estimacion de tiempo de cera.

Al construir un diagrama de flechas, el planeador debe tener en cuenta
las actividades requeridas y sus respectivas relaciones de tiempo, o que
puede hacerse escribiendo una lista de las actividaciss del proyecto. En un
proyecto muy complicado, parece imposible anotar inicialmente todas sus
actividades; sin embargo, ias actividades adicionales aparecen a medida que
se desarrolla el diagrama de flechas. En seguida, ef planeador debe deter-
minar et orden I6gico de las actividades, osea la forma en que cada una de
ellas se ajusta a las demas: ¢hay alguna actividad que precede, o que sigue,
0 que se desarrolle simultaneamente con otra actividad?. Finaimente, es
necesario dibujar el diagrama de flechas para mostrar como se inter-
relacionan las actividades en el tiempo. El planeador debe vigilar las ac-
tividades gue sean demasiado grandes o demasiado pequefas. Es posible
gue una actividad de gran tamano pueda tratarse como mas de una, o que
muchas pequefas puedan combinarse en una sola.

Definicion VIil- 18.-

Los puntos iniciales y finales de las actividades (y gue generaimente se
muestran con circulos), se llaman eventos.

Los eventos son puntos instantanecs en el tiempo, en contraste con ias
actividades, que tienen una longitud de tiempo o duracion.

Las cabezas de flecha indican la secuencia en la que los eventos deben
desarrollarse; por lo tanto, un evento es la terminacion de todas las ac-
tividades que conducen (terminan) hacia ese nodo, y ese evento debe
preceder la iniciacion de todas las actividades que salen (se inician) de ese
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nodo. El nodo hacia el que todas ias actividades se dirigen y ninguna sale.
es el evento correspondiente a la terminacion del proyecto.

Los eventos se numeran en serie. desde el principio hasta el fin de un
programa. La regla general para numerarlos. es que ningun evento puede
numerarse hasta que se hayan numerado todos los eventos precedentes, es
decir, no podemos numerar ningun evento hasta que hayamos numerado.
primeramente, la cola de cada flecha cuya punta senala el evento. El numero
de la cabeza de una flecha siempre es mayor que el de su cola.

Ejempio VIlI-15.-

a) Las actividades A y B preceden alas Cy D.

b) La actividad C depende de la actividad A, mientras que la D
depende de que se terminen Ay B.

\F F=acnvicad
tcucia

o=

c) La actividad D depende de la terminacion de By C, asi como
de a terminacion de la 1a. mitad de A, la 2a. mitad de A es
independiente de B,C y D.

@_L‘@A; (:)

F F=actividad
2 ! 1cicia
1
1
*
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d) D depende de B
E depende de B
G dependede COy A
H dependede C.Dy A
I depende de A
Jdependede Gy E
K dependede H.ly J
L dependede Gy E
M depende de K

Vili-5.2.- Errores comurnes.-
1.- No deben existir circuitos (loops).

O—&

Esto representa una situacion imposible: "ei evento 10 depende del
evento 9, que depende del evento 8, que depende del evento 10, gque
depende del evento 9, ..".

Si un circuito asi aparece en nuestra red, ia logica det diagrama es
incorrecta, por o que la construccion del mismo debe volverse a examinar.

316



2.- Rutas cerradas tampoco deben existir,

Esto también es incorrecto, ya que la actividad $-11 se desarrolla sin
ningun resuttado.

3.- Es preferible el evitar actividades ficticias innecesarias.

O OO
| c

Evidentemente, la actividad D depende de C.B y A. La dependencia
sobre A es clara, aun sin la actividad ficticia 24, la cual es redundante.

En algunas ocasiones, puede ser conveniente el introducir actividades
artificiales para efectos de claridad. Supongase gue una importante fecha
programada se indica en un nodo al cua!l convergen 2 actividades:

141/78

debido a ia ambigliedad de tos puntos de union, no esta claro qué es lo que
esta fecha significa. irepresenta la fecha programada para completar A 6 B?,
¢la terminacion de A y B? 6 (el comienzo de C?. En estos casos, unas
actividades ficticias pueden ser introducidas aciarando todas las dudas:
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VilI-5.3.- Estimacion de tiempos.-

La asignacion de tiempos de duracion a las actividades es indispen-
sable para compietariared PERT. ¢{Debe nacerse esto basandose en el costo
mas bajo posible, independientemente de la longitud de tiempo requerida, o
en el tiempo mas corto posible. independientemente de los costos, o en algun
compromiso entre 10s d0s casos anteriores, o sobre cualquier otra base?

La version original de PERT, hacia la suposicion realista de que el tiempo
requerido para ilevar a cabo cada actividad en el proyecto, es realmente una
variable aleatoria que cumple con alguna distribucion probabilistica. Sin
embargo, debido a que esta suposicion complica bastante ei procedimiento,
una version simplificada, que considera estos tiempos como constantes
predecibies, se utiliza a menudo en la practica.

La estimacion dei tiempo requerido para una actividad. puede entonces
estar basada en un solo valor, que es el procedimiento empleado por el CPM,
0 puede estar basado en un sistema de 3 estimaciones de tiempo. que es el
caso del PERT, tal y como veremos mas adelante.

La estadistica nos muestra que la mayor parte de los grupos de datcs
tienden a tomar una forma de campana cuando se trazan (Distribucion
Normal), mientras gue otras {o hacen en forma asimetrica (Distribucion Beta).

v.m.p. = valor mas probabie
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Conlo anterior en mente, es anora evidente que, con objeto de obtener
los resultados deseados, cuando se usa PERT, es necesario estimar el valor
esperado (t,) yfa variancia (¢?) de los tiempos requeridos para cada actividad.

Debido a que los conceptos de valor esperado y variancia pueden
resultar demasiado complejos para aquellos individuos calificados para
estimar los requerimientos de tiempo para las actividades, PERT usa un
procedimiento estimativo simplificado, por medio del cual cantidades in-
tuitivamente significativas son obtenidas, mismas que luego se convierten en
estimadores del valor esperado y de la variancia. Este procedimiento consiste
en la obtencion de 3 estimaciones del tiempo requerido para cada actividad:

a) Eltiempo "méas probable’, llamado 'm" y que trata de representar
la estimacion mas realista del tiempo que la actividad puede con-
sumir.

b) E! tiempo “optimista", llamado “a" y que representa el tiempo en el
cual la actividad puede ser completada si todo sale excepcional-
mente bien.

c) Eltiempo "pesimista’, llamado "b"y que representa el mayor tiempo
que pudiese necesitar ia actividad, bajo las mas adversas cir-
cunstancias.

e m te b

Como puede apreciarse al efectuar cémputos en PERT, ia distribucion
del tiempo de duracion de una actividad es meramente hipotética, debido a
que no es posible efectuar un muestreo estadistico en ella. Una vez que la
actividad ha sido ejecutada, el tiempo real consumido por ella, sea t’, puede
ser considerado como una muestra tomada de esta distribucion hipotética.
Sin embargo, todos los computos se efectuan con anterioridad a la ejecucion
de la actividad, por lo que como ya se dijo, la base de tos computos PERT
no envuelve un muestreo estadistico, sino que depende del juicio de la
persona encargada de la actividad de referencia, ya que se le pide que de
acuerdo a su experiencia, estime los 3 tiempos mostrados ena figura anterior
(a,my b), los que a su vez seran usados para estimar el valor esperado y ia
variancia de la distribucién hipotética del tiempo de ejecucién de la actividad.
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Con objeto de obtener valores confiables para los estimadores de la
duracion de ia actividad, conviene tener presente lo siguiente:

a) Una de las suposiciones importantes en el Teorema del Limite
Central, es la independencia de las variables aleatorias con-
sideradas. Debido a que este Teorema es la base de los computos
de probabilidad en PERT, los estimadores de a’. m'y b’ deben
obtenerse satisfaciendo esta condicion de independencia. es decir,
deben hacerse independientemente de lo que pueda ocurrir en
otras actividades del proyecto. que pueden a su vez afectar la
disponibilidad de mano de obra y equipo planeada para la actividad
de referencia.

b) Lasestimaciones de 'a","m"y "b" no deben ser influenciadas por el
tiempo disponibie para completar el proyecto, es decir, es ildgico
el revisar todas nuestras estimaciones, reduciéndotas, despues de
saber que la ruta critica del proyecto es demasiado larga.

¢) Con objeto de obtener una atmosfera que conduzca a la obtencion
de estimaciones no desviadas para'a’, 'm’ y'b", debe dejarse bién
claro gue 1os mismos son estimaciones y no compromisos de
programa.

d) En general, las estimaciones de ‘a’,’m" y b" no deben incluir
toleracias para eventos que, por ocurrir tan poco frecuentemente,
no se puede pensar en ellos como variables aleatorias {p.ej. actos
de la naturaleza; fuegos, huracanes. inundaciones, etc.).

e) En general, las estimaciones de "a".'m" y 'b" deben incluir toleran-
cias para eventos normalmente considerados como variables
aleatorias (p.ej. los efectos del clima).

VHI-5.4.- Estimacion de la media y la variancia de los
tiempos de ejecucion.-

La estadistica nos dice que para distribuciones unimodales, la
desviacidn estandar ( vvariancia ), puede ser estimada, a groso modo, como
1/6 del rango de la distribucion; esto es debido a que cuando menos ef 89%
de cualquier distribucién se encuentra dentro de una distancia de 3 des-
viaciones estandar de la media (para la Distribucién Normal este % es de
99.7 +). De aqui que es factible utilizar las estimaciones de tiempo "a” y "b"
para estimar la desviacion estandar:
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o= 1/6(b-a)

Con objeto de obtener la estimacion del valor esperado, tiene que ser
evidente que el tiempo mas probabie (m} debe tener una mayor ponderacion
que el optimista (a) y el pesimista (b). Ciertamente, hay mas probabilidad de
que un programa se complete mas cerca del tiempo 'm" que de los otros 2
tiempos extremos. La formula desarrollada para el tiempo esperado de una
actividad (t,) es :

_a+4m+b_

t =
€ 6

VHI-5.5.- Tiempo mas proximo y mas tardio para un
evento.-

Definicion VIil- 19.-
Para un evento particular, su tiempo mas proximo (T.), puede ser

definido como el tiempo en el cual el evento ocurrird si las actividades
precedentes son comenzadas tan pronto como sea posible.

Detinicion VIii- 20.-
El tiempo mas tardio para un evento (T ), puede ser definido como la

fecha mas lejana en la cual el evento puede ocurrir, sin retrasar la terminacion
del proyecto mas alla de su tiempo mas proximo.

Ejemplo VilI-16.-

Considere el siguiente plan de flujo, en donde los numeros indican el
tiempo (en meses) requerido para llevar a cabo las actividades respectivas:

Suponiendo que los estimadores de tiempo son correctos. es evidente
que los eventos C y D no pueden ocurrir antes de 6 y 9 meses respectiva-
mente, pero que la actividad BC puede ser retrasada 2 meses sin retrasar 1os
eventos C y D. De aqui que los tiempos mas proximos para los eventos C y
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e

D scn 6y 9respectivamente. Los tiempos mas tardios para los eventos A.B.C
y D son: 0.2 8 y 9 respectivamente.

Definicion Vill- 21.-

La "holgura" (o tiempo de sobra) de un evento, es la diferencia entre su
tiempo mas tardio y su tiempo mas proximo. La holgura indica que tanto
retraso puede ser tolerado en alcanzar el evento sin retrasar la terminacion
del proyecto.

Definicién Vill-22.-

La 'ruta critica’ para un proyecto puede definirse como un camino a
traves de la red, tal que los eventos en este camino tienen una holgura de
cero.

Ejemplo VIII-17.-

La holgura para los eventos del ejempilo Viil-16 esde: 0,2,0y 0 para los
eventos A B,C y D respectivamente. La ruta critica para esta red seria A -C
-D.

Al efectuar los calculos de T_ y T . se siguen estas reglas:

a) Sisolamente existe un camino que conduzca a un evento particular,
su tiempo Mas proximo es la suma de los tiempos tomados por las
actividades que conducen a él.

b) Si solamente existe un camino que conduzca desde un evento
particular hasta el evento final, el tiempo mas tardio para ese
evento, es el tiempo mas proximo para el evento terminal menos la
suma de los tiempos tomados por las actividades en el camino
indicado.

c) El tiempo méas préximo de un evento al que ilegan varias activi-
dades, es el mayor de los tiempos mas proximos de terminacion
de las activiades que convergen al evento en cuestion.

d) El tiempo mas tardio para un evento del que salen varias acti-
vidades, es el menor de los tiempos mas tardios de iniciacion de
las actividades que salen del evento en cuestion.

e) T, = T. parael nodo terminai.
Al efectuar los calculos de o2, se siguen éstas reglas:
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a) o2 para el nodo inicial de la red se supone cero.

b) ¢® para el evento que sigue a la actividad en cuestion, se
obtiene sumando la variancia de la actividad a la variancia del
evento que le precede. Lo anterior para aquellos casos en que
so6lo una actividad conduce af evento.

c) Para eventos alos que llegan varias actividades, o2 se calcula
alo largo del mismo camino usado para caiculart,, es decir, el
camino mas largo. En casc de empate, escoger el camino que
da fa mayor variancia.

Ejempio Vill-18.-

Sea la siguiente red:

N

=1
9
2
=1
Tt
9
2
1+8+9 18 2 = (9—-1)| _186
ts_ﬁz—-————*—-—-——z:s 3~ -
6 6 . 6 | 9
r 2
2+16+6 24 (6-2)]" _4
==t s = =5
45 6 6 i 6 ] g
r 32
L _2+12+4 18 _ 4 = |4=2) 1
5—8 6 6 5—6 L 6 | g
Actividad .
1-2 2 18
2-3 4 1
2-4 2 1/9
35 3 16/9
4-5 4 4/9
56 3 19
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VHIS.- PERT

valor valor
EVENTO esperado fo esperado fed T -Te
1 0 0 0 27/9 0
2 2 1/9 2 26/9 0
3 <] 10/9 6 17/9 o]
4 4 219 S 5/9 1
5 9 26/9 9 1/9 0
6 12 27/9 12 8] 0

De los calculos anteriores, vemos que la ruta criticaes: 1> 2 +3 > 5
-6 y que el camino 2 » 4 -+ 5 tiene una holgura de 1. Esta ruta crftica, se
obtuvo uniendo entre si los eventos con holgura cero.

VIil-5.6.- Probabilidad de cumpilir con una fecha
programada ( Ts ).-

PERT supone que la distribucién de probabilidades de los tiempos mas
préximos es una Distribucion Normal. El fundamento para esta suposicién
es que ef tiempo mas proximo es la suma de varias variables aleatorias y la
version general del Teorema del Limite Central, implica que tal suma es
aproximadamente normal bajo un gran niimero de condiciones.

Dada la media y la variancia, es ya un procedimiento sencillo encontrar
la probabilidad de que una variable aleatoria normal (tiempa més préximo)
sea menor que una cantidad especificada (tiempo programado para que
ocurra el evento) (T, ). Se entra a las tablas con el valor (T-T, )/oyselee
diréctamente ia probabilidad.
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Ejempio Vill-19.-

Para la red del problema VIi-15 encontramos que ia ruta critica era
1-2-3-5-6. Sea T" la suma de las varables aleatorias t, a o largo de éste
camino. Tenemos:

T=t U+ Uy~
Mediade T" = T,

Te= (o + (tas + (t)as + (t)ss
Te=2+4+3+3=12

Varianciade T" = o2x = ofx + ofx + ofx + opx
-2 35 5-6

2-3

o2 =1/9 + 9/9 +16/9 + 1/9 = 27/9 = 3

informacién con la cual podemos trazar la siguiente figura (Distribucion
Normadl):

o= V3 =173
T, - 30 =12-52 = 638
T, + 30 =12 + 52 =172

El problema de calcular la probabilidad de cumplir con una determinada
fecha especificada (p.ej. 14), es simple. La probabilidad sera el area bajo la
curva que esta aschurada (probabilidad de que T* sea < 14). Esta prob-
abilidad puede ser leida de las areas de la curva normal. Con objeto de que
las tablas puedan aplicarse a cualquier curva normal, éstas estan basadas
en la desviacion de la fecha programada T, con respecto a T, en unidades
de desviacion estandar o. LLamando "Z" a este valor:

T.-T 14 —
sz Te) _(14-12) o6
4 1.73
Un valor de Z = 1.16, indica que la fecha programada T, es 1.16
desviaciones estandar mayor que el valor esperado T, = 12. Refiriendo este
valor a la tabla, obtenemos una probabilidad de 0.877.

Entonces, suponiendo que ahora es el tiempo cero, se puede esperar
que este proyecto termine al tiempo 12 y ia probabilidad de que termine en
o antes de la fecha programada de 14 "sin expeditar el proyecto”, es
aproximadamente 88%.

z
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Ejemplo VIII-20.-

Encontrar la ruta critica y la probabilidad de terminar el proyecto en o
antes de 19 semanas.

1
l
n

1+8+3 12 3 -1 1
t' = =2 o? = {— = —
' 6 6 |l 6 | 9
~ 32
2+12+4 1 4 -2 1
b Ga= |50 =g
6 6 6 9
r :2
2+16+6 24 6—2 4
t_4————-—-———=4 01__4— — = —
6 6 . 6 | 9
F J2
tz—s_‘w_ﬁ:‘i o2, = 6-2 =i
6 6 . 6 | 9
r 32
1+16+7 24 7 -1 9
ts—s—*—f;__:".?:‘t O = -—6— =5
= =2
1+12+5 18 5-1 4
t =—=-—=] R = ==
3—8 6 6 378 L 6 I 9
2+24+10 36 10 - 2 16
t = —— == o2 = = —
4= 6 6 45 i 6 } Q
F 2
3+16 + 11 30 11 -3 16
am = =_=5 TG = =y
6 6 ¢ . 6 9
3+16+5 24 5-3 1
t =—=—=4 = || =
58 6 6 578 6 ] 9
F J2
2+20+8 30 8-2 9
t =——=—=5 B g= |7 ==
8—8 6 6 6 ] 9
- 2
1+8+3 12 3-1 1
T et =T s
3 e
L _2+12+a_18_, s la-2] 1
8—g 6 6 e=g L 6 ] 9
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Te T
Cvaler  valor
EVENTO esperado log esperado log T, ~Te
1 o] 0 0 /9 0
2 2 1/9 8 6/9 4
3 3 1/9 6 14/9 3
4 4 4/9 3 18/9 0
5 10 20/9 10 2/8 0
6 6 5/9 ] 10/9 3
7 9 20/9 12 2/9 3
8 14 21/9 14 1/9 0
9 17 22/9 17 0 o]

La probabilidad de completar el proyacto en o antes de 19 semanas,
se obtiene entrando a las tablas con el valor de Z, cuyo valor es el siguiente:

Z=75579

19-17

2x3 _ 6

V22 T 489

1.28

Buscando en la tabla, obtenemas una probabilidad de 0.899.
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Vill-5.7.- Consideraciones.-

Siempre existe una ruta critica para el sistema y siempre puede ser
identificada trazandola a través de los eventos con holgura cero. La ruta
critica es obviamente significativa, debido a que si algiin evento alo largo de
este camino requiere de mas tiempo que su fecha esperada de terminacion,
el evento terminal puede esperarse que se retrase en un lapso igual; por lo
tanto, a las actividades a lo largo de la mencionada ruta, debe asignarseles
maxima prioridad. Si el tiempo mas proximo esperado para el evento terminal
no es satisfactorio, entonces, mejoras deben preveerse para estas ac-
tividades. Por otro ado, los eventos que no se encuentran en la ruta critica
tienen holguras positivas, por 1o que pequenas desviaciones de su fecha
esperada de terminacion, probablemente no afectaran a la fecha de
terminacién del proyecto.

El planeador tiene a su disposicion varios métodos de ajuste, uno de
los cuales es el intercambio de hombres, maquinas y materiales (si es que
son comparables), de la ruta no critica a la critica. Otro método de ajuste de
la red, consiste en reducir las especificaciones iécnicas del proyecto (p.ej.
reducir la cantidad de pruebas que requiere éste). Silas actividades pueden
ordenarse de otro modo, puede ser posible acelerar la terminacion del
proyecto. El planeador puede aprovechar fa sobreposicion de las ac-
tividades. Ademas, el empleo del tiempo extra, proporciona fiexibilidad
adicional para el ajuste y ia nueva planeacién de la red.

Es interesante hacer notar, que el analisis de la ruta critica esta basado
solamente en valores esperados, por lo tanto, existe cuando menos una
pequefa probabilidad, de que otra ruta diferente de la considerada critica,
pueda volverse la mas larga.

Programas muy complicados de computadora, han sido desarrollados
para complementar PERT; por medio de eflos, uno puede determinar
rapidamente el efecto de un cambio propuesto, o el efecto de un retraso en
la programacion. Esta habilidad para medir y evaluar el estado actual del
proyecto, mejorando asf el control administrativo, ha sido citada como uno
de los mejores valores de PERT.

Numerosas técnicas similares a PERT han sido propuestas en ancs
recientes, bajo numerosos nombres diferentes. Algunos de estos enfatizan
el costo y/o ol nivel de desarrollo técnico de las actividades, ademas de sus
tiempos transcurridos. El mas notable de éstos, principalmente por que no
se derivd de PERT sino que se desarrolld en forma paralela con él, es CPM,
el cual se acupa de la planeacion, programacion y control de costos de los
trabajos del proyecto.
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VIlI-6.- SISTEMA DE REDES CON ACTIVIDADES

EN EL NODO.-

En este sistema, las actividades se representan graficamente por los
nodos, en lugar de porlas flechas. Aqui, las flechas se utilizan solamente para
representar ia relacion de dependencia entre ios nodos.

Ocasionalmente, en este tipo de red, se agrega un nodo ficticio, que
tiene un tiempo de ejecucidn cero, con objeto de concentrar varias ac-
tividades en alguna relacion iégica (p. ej. Inicio del proyecto o terminacién
del proyecto).

Las principales ventajas de este sistema son:

a)

c)

d)

Con el sistema de actividades en el nodo, las relaciones de
precedencia se muestran por medio de lineas que conectan los
nodos de actividades, en lugar de tener que traer ias cabezas de
las flechas de todas las actividades que anteceden, a un punto
comin (evento), asi como las colas de todas las actividades
sucesoras. Por esta razon, el sistema de actividades en ei nodo es
mas simple de construir y modificar.

Este tipo de red no requiere el uso de actividades ficticias, io cual
elimina problemas al trazar la red, especiaimente para los prin-
cipiantes.

Permite el uso de redes de nodos preimpresas, a las cuales soélo
se les agregan las flechas de precedencia.

La informacion es presentada en una forma mas compacta, haciendo
que fas descripciones y tiempos computados sean mas faciles de
leer.

L.a numeracion de las actividades es mas simple, ya que solo
se usa un namero, con lo que la codificacion de las actividades,
por proyectos, habitidades de mano de obra, etc., se simpilifica
grandemente. Cuando se usan las actividades en las flechas, una
actividad se identifica por el par de nimeros de ios eventos en los
extremos de la flecha; esto crea un problema de codificacion en
los nodos de unién cuando fas actividades que alli se rednen
requieren diferente codificacion. Esto s6lo puede resolverse
agregando actividades ficticias, tal y como se puede ver en el
ejemplo ViI-21(b).

La principal desventaja de utilizar actividades en ei nodo, como sistema
de construir una red, es principaimente que no es un método estandar. P, ej.
existen muy pocos programas de computadora para este sistema, mientras
que existen muchizimos para el sistema de actividades en las flechas.
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Ejempio Vili-21.-

330

a)

Considere un proyecto para planear vy llevar a cabo una
encuesta de mercado. El proyecto se iniciara con un estudio
del propésito de la encuesta (Actividad A). Después del es-
tudio. el personal que recogera los datos podra ser contratado
{Actividad B) y el cuestionario para la encuesta podra ser
disenado(Actividad C). Una vez que el personal haya sido
contratado y el cuestionario disenado, el personal puede ser
entrenado en el uso del cuestionario (Actividad D). Cuando va
haya sido disefiado el cuestionario, el grupo de disefo puede
seleccionar las familias que seran entrevistadas (Actividad E).
Luego de haber seleccionado las familias y que el personal
haya sido entrenado, la encuesta puede llevarse a cabo y los
resultados analizados (actividad G).

Actividad Depende dL
B A
C A
D ByC
E ' c
G DyE

iy actividades en las flechas:




L el et

it} actividades en los nodos:

b) La carpinteria se codificara con eventos de la serie 100.
La plomeria se codificara con eventos de la serie de 200.
El concreto se codificara con eventos de la serie de 300.

i) Activades en las flechas:

o—c D

.
.
.

.
.
.

PLOMERIA CARPINTER A
o) -

ii) actividades en el nodo:

[camenTermn | TCONCRETO |
101 » 301 |
/ —
Malomera | 'CARPINTERIA
| er—— :

L 201 1o
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'MINIMO AROL DE EXPRESION

P ERT

. FLLOMAXMO i RUTAMASCORTA -
Se tiene una red cuyos sismentos son det Se tiene una red cuyos elementos son del ‘ Se tiane una red G cuyos slementos son Se tiene 1ina red cuyos elementos son del
suguiente tipo: sigutente tipo: del siguiente tipo: i siguiente tipo:
Nodos. Ay B Nodos: Oy A Nodos: Oy A ! Nouos: (eventos) 1,2y 3
Arcos Orientados: (£ B} o : AR A 5
- (B,A) 2 Arcos: con propiedad (2} ‘ Arcos: con propiedad (2) e " Aicos: {actvidades) Ay B
(Al Capacidad de fos aicos | o) AY {graimente distancia) o (graimentie distancia} : g (B es aruticial o ficti
o orientados: C(a,B) =2 ; T N ’ - | a craj.
C{BA) <1 Nota: Se va dibujando de i Nota: Se va dibujando de ]’ A Act 1-2
NOTA: Se va dibujando de 2a3 i 2al ' 8- Act. 23
tald . . . B . .
N METODOLOGIA . . METODOLOGIA 1 METQDOIOGHA - METOBO! OGHA
Q.- Efectuar los conesz determinar eique es — | Se considera que: -~ I B\\ | 1.-Se elabora lista de ios arcos de cada nodo b . tlempo pesimista
al Flujo MAX (T.Vii-2) T8y - an orden ascendenfe de sus longitudes. Tt <ttempo ¢+ aproxunado
1 - Encontrar un camino T B/ 1 2.- Se selecciona arbitrariamente cualquie: m tiempo : probable
1.1 A parlir de la Fuente se aicanzan los| 1.- Se elabora lista de los arcos de cada nddog nodo. T1 - tiempo mas tardio
nodos mAs cercanos a traves de un arco en arden ascendente de sus longitudes 1 3. Se aicanza el nodoc MAas cercano a uno| Se consideia;  a - tiempo opfimista
con capacidad »0 . - N : de los nodos conectados {en caso de: Te ~tiempo esperado
1.2 A partir de los nodos alcanzados, se: No ncluye aicos  No incluye arcos empate se elige uno de ellos y los otros n  numero de eventos
N i Que entren at origen que entren a 0 si lo ; " ;
alcanzan los nodos mas cercanos ai \ N no reciben ninguna maica} y se tachan: v.e. - valor esperado
! ! O y que salgan del que se busca es la r N
traves de un arco con capacidad > Q. ! ; aquelios arcos que desde ef nodc mas
! g destino X si lo que RM.C.entre Oy c/u . } o
1.3 Se aplica 1,2 hasta llegar al destino. recientemente conectado pudieran unirlo 1.-Seobhenenios Te = (a1 4 - bjfode
y " se busca s ta de ios restantes A G .
2.- Asignar al camino encontrado, un flujo -- a RM.C. antre 0y X nodos a otros que ya o estuvieran. ESTE PASO clact
laminima capagidad de todos sus ascos (C ) R ’ SE REPITE HASTA AGOTAR LA TABLA. ’
2.- Se alcanza e nodo mas cercano al origeny- 4. 2. Se oblienen las (¥ - {{b-a)/6]” de cada

3.- Disminuir en C |a capacidad de c/arco det
camino
Incrementar en C* la capacidad de c/arco
del camino en sentido contrario
REGRESAH AL PASO 1 HASTA QUE:

4. Ng haya caminos de ia fuente al destino las
{C - 0} se cierran
VERIFICAR : FACTIBILIDAD

CONSERVACION DE FLUJO
5.- Se verifica 8 PASO 0
6.- Se anota el FLUJO MAXIMO

se cancelan lodos los otrog arcos que entren:

| al nodo aicanzado. Se anota su disl. méas

' coria al origen

| 3.- Se aicanza el siguiente nodo mas ceicanoj
al origan {en caso de empate se aicanzan
todos (os nodos que empatan) y se can-
celan las sntradas a ese & esos nodo%s)

| alcanzado(s). ESTE PASO SE REPITE

: HASTA AGOTAR LA TABLA

. 4.- Se leen on la tabla los arcos gue conecten

Ti =Ty evento post - Ty act. post

b% varos caminos:

Te= mayor Tg de las act, convergen al
evento

T| = menor T| de las act. salen del evento
cJ‘TE - T para nodo terminal

-

REGLAS (R
a) (2 -0 para nodo inicial
b) Un camino (2 - CR evio. ant. s2 actv. ant

c) vasios caminos:J® def camino usado T,
si empate tomar (R grande

El origen con el El origen con cada

destino nodo

5.- Se suman ias distancias elegidas y se anota
ia RM.C
Del origen al Del origen a cada
destino riodo

.. REGLAS Ty T .

aj soio 1 camino
Tg = Tg evento ant 4 Ty act. ant.

- Se tiene un arbol T cuya longitud total es:
la minima que pue:}/

arbol que alcance a todos los nodos de
ia red G o sea: el MINIMO ARBOL DE

o

.- Se obtienen de la red mod\ﬁc‘adyn
Te

- Se dibuja ja distnbucion narmai
.- Se supone (dato) una fecha Tg y se

.- Se calcula Z

e lenel cualquier act

14 Tabla AGTIVIDAD, Te, F
3.- Se vacian en la red osiginal los valores
de Te y obleniendose de esta, fos
datos para elaborar la 24 tabla en el
siguiente orden.
3.1 Se listan los eventos de 1 an
TF ida ‘3,2 Se anota su v.g. acumulando
*3.3 Se anota su acumulando
;3.4 Se procede de “regreso’ conelve
haciendo su valor en n ai v.e. de
n obtenido en el paso 3.2 y restan-
R do hasta CERO para el evento 1
calcula la probabilidad de cumpli: en 7[ Reg (ver reglas;. .
o antes fij.b Se procede de regreso” con lu (F
haciendo su valor en n.- 0 vy

el paso 3: ajLa media de T -
(RUTA CRITICA) .
b) La variancia de T* - Yoe RUTA
CRITICA)

a= \/(12

¢) La desv est

o4
Tubla

(Ts - T4/ - USde

deqy. acurnulando hasta aicanzar ef el
evento| el valot obtendo en el paso
TABLA 3.3 para el evento n. (ver reglas)

4.6 Se oblienen las diferencias TI. -TE

Zen;



