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INGENIERÍA MECÁNICA - TERMOFLUIDOS
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contornos de energia cinética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.24. Gráfica de la vorticidad global respecto al tiempo, con la inyeccion
de gas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.25. Plano Y Z de la región central del tanque X = 0, se muestra la
distribución de la concentración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.26. Propuestas para la entrada de gas (planteadas para evitar la acu-
mulación de la concentración). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.27. Iso superficies de concentración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.28. Distribución de la concentración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.29. Distribución de la concentración en la zona del impulsor. . . . . . 53

vi



Agradecimientos

A la Universidad Nacional Autónoma de México por brindarme la educación en
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Resumen

En el presente trabajo se hace uso de un código numérico para la simulación
de un proceso de agitación en un tanque mediante un impulsor tipo Rushton,
para evitar el modelado del vórtice central ocasionado por el movimiento del
impulsor, en el tanque se tiene la presencia de 4 placas deflectoras (bafles).
Los resultados obtenidos en las simulaciones, son comparados con los reportados
por algunos autores, los resultados comparados son numéricos y experimentales.

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el primer caṕıtulo se presenta una breve introducción, partiendo del interés
por los procesos de agitación en la industria, los tipos de agitadores empleados
y los tipos de flujos generados dentro del tanque de agitación. También se men-
cionan algunos efectos desfavorables que se presentan en el proceso.

En el segundo caṕıtulo se presentan las ecuaciones de gobierno, usadas para
representar numéricamente el proceso y el modelo de mezcla empleado para la
inyección de gas.

En el tercer caṕıtulo se muestra la configuración de los dispositivos para el pro-
ceso de agitación, las relaciones existentes entre las dimensiones de las partes
del impulsor y el tanque. También se presentan las condiciones iniciales para
la simulación del proceso y algunos detalles numéricos como el dominio compu-
tacional y el número de nodos usados.

En el cuarto caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos en la simulación del
proceso. Se mencionan los criterios tomados para determinar que se alcanza el
estado estacionario y aśı, poder presentar resultados estad́ısticos, también se
presenta la evolución de la vorticidad durante la simulación para distintos tipos
de mallas empleadas, al igual se muestran algunas estructuras turbulentas gene-
radas por el movimiento del impulsor y se determina que aún con mallas menos
densas se tiene la presencia de dichas estructuras, con los refinamientos de la
malla en ciertas zonas, se capta de forma más precisa el efecto producido en el
fluido por el movimiento del impulsor.



Se agrega a la simulación una entrada de gas (mediante un modelo de mezcla),
la cual es usada para identificar de qué forma se distribuye (dispersa) el gas en
el tanque.

Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo presentado, asimismo al-
gunos trabajos futuros en los que será usado este trabajo como punto de partida.
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Objetivos

1. Representar numéricamente un proceso de agitación con un impulsor tipo
Rushton.

2. Identificar las estructuras turbulentas generadas por el movimiento del im-
pulsor.

3. Verificar que los patrones de flujo creados por el impulsor tipo Rushton

concuerden con los reportados en la literatura.

4. Simular la inyección de gas mediante una entrada de concentración.

5. Determinar la forma en la que se dispersa el gas introducido al proceso.
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Motivación

La agitación de ĺıquidos es una operación muy común en procesos indus-
triales. Es de suma importancia y tiene múltiples aplicaciones en la industria
minera, petrolera, de alimentos, qúımica, farmacéutica y papeleras entre otras.

En los procesos de mezclado se pueden llevar a cabo múltiples operaciones,
las cuales incluyen la mezcla de ĺıquidos, cristalización, transferencia de masa
ĺıquido-ĺıquido y gas-ĺıquido y reacciones qúımicas. Estos procesos están muy
influenciados por las caracteŕısticas hidrodinámicas y de mezcla, que están ı́nti-
mamente ligadas a la configuración del agitador y del tanque.

La constante preocupación por la calidad final de los productos, genera la
necesidad de querer entender mejor la hidrodinámica y la mezcla producto de
los procesos que tienen lugar dentro de los depósitos agitados. Es en este punto,
donde la dinámica de fluidos computacional CFD se muestra más útil porque
nos permite obtener una predicción bastante fiable (en la mayoŕıa de los casos)
de lo que sucede dentro de estos equipos. De esta manera, aquellos procesos que
dependan básicamente de las caracteŕısticas de la agitación podrán ser optimiza-
dos, modificando la configuración del agitador y del tanque, diferentes reǵımenes
de giro, etc. Todo ello sin la necesidad de construir diferentes prototipos cada vez.



Caṕıtulo 1

Estado del arte

1.1. Agitación y mezclado

Los procesos de agitación y de mezclado son procesos industriales muy co-
munes. Con frecuencia se tiende a confundir: agitación y mezcla pero no signifi-
can lo mismo. La agitación se refiere al movimiento inducido de un material en
una forma espećıfica por la acción de medios mecánicos, generalmente con un
modelo circulatorio dentro de algún tipo de contenedor (tanque). La mezcla es
una distribución al azar de dos o más fases inicialmente separadas. por ejemplo,
un único material homogéneo, tal como un tanque con agua fŕıa, puede ser agi-
tado, pero no puede mezclarse mientras no se le adicione otro material, como
agua caliente o algún sólido pulverizado.

Equipo de agitación
Generalmente, el equipo consiste en un recipiente ciĺındrico (cerrado o abierto)
y un agitador mecánico montado en un eje y accionado por un motor eléctrico.
Las proporciones del tanque vaŕıan ampliamente, dependiendo de la naturaleza
del problema o proceso de agitación, La cantidad de dispositivos utilizados en
un equipo para mezclado depende de la aplicación. En la figura 1.1 se muestra
un tanque en el que se emplean un tubo para la entrada de nutrientes y una
chaqueta para controlar la temperatura del proceso.

Tipos de agitadores

1



Figura 1.1: Ejemplo de un tanque para mezclado

La función principal de un agitador o impulsor es provocar el movimiento
del fluido dentro del tanque. Desde un punto de vista mas formal, la función es
transferir cantidad de movimiento hacia el fluido.

Dependiendo del tipo de flujo que generan dentro del tanque, los agitadores
se pueden dividir en dos clases: los que generan corrientes paralelas al eje del
agitador y los que dan origen a corrientes en dirección tangencial o radial. Los
primeros se llaman agitadores de flujo axial y los segundos agitadores de flujo
radial.

Los tres tipos principales de agitadores son hélice, paletas, y turbina. Cada uno
de éstos agitadores comprende muchas variaciones y subtipos que no considerare-
mos en este trabajo. En algunos casos también se utilizan agitadores especiales,
pero con los tres tipos antes mencionados se resuelven, quizás, el 95 % de los
problemas de agitación de ĺıquidos.

Agitadores de hélice

Un agitador de hélice como el mostrado en la figura 1.2, genera flujo axial
dentro del tanque, puede operar con velocidad elevada y se emplea para ĺıquidos
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pocos viscosos. Los agitadores de hélice más pequeños, giran a toda la velocidad
del motor, entre 1,150 y 1,750 rpm, los de mayor tamaño giran de 400 a 800
rpm. El fluido es enviado por la hélice hacia el fondo del tanque hasta chocar
con las paredes del tanque, lo cual genera un flujo descendente en la hélice y un
flujo ascendente en la pared del tanque. Este tipo de impulsores evita el estan-
camiento en el fondo del tanque.

Debido a la persistencia de las corrientes de flujo, los agitadores de hélice son
eficaces en tanques de gran tamaño. En tanques extraordinariamente grandes,
del orden de 1500m3 se han utilizado agitadores múltiples, con entradas laterales
al tanque.

El diámetro de los agitadores de hélice, raramente es mayor de 45 cm, indepen-
dientemente del tamaño del tanque. En tanques de gran altura, pueden dispo-
nerse dos o más hélices sobre el mismo eje, moviendo el ĺıquido por lo general en
la misma dirección. A veces, dos agitadores operan en sentido opuesto creando
una zona de elevada turbulencia en el espacio comprendido entre ellos.

(a) Hélice (b) Patrones de flujo
(axial)

Figura 1.2: Agitador de hélice

Agitadores de paletas

El agitador de paletas, como el de la figura 1.3, está formado por una paleta pla-
na, que gira sobre un eje vertical. Son comunes los agitadores formados por dos
y tres paletas. Las paletas giran a velocidades bajas o moderadas en el centro del
tanque, impulsan el ĺıquido radial y tangencialmente, sin que exista movimiento
vertical respecto del agitador, a menos que las paletas estén inclinadas.
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Las corrientes de ĺıquido que se originan se dirigen hacia la pared del tanque y
después siguen hacia arriba o hacia abajo. Estos agitadores son útiles cuando se
desea evitar el depósito de sólidos sobre una superficie.

Los agitadores industriales de paletas giran a una velocidad comprendida
entre 20 y 150 rpm. La longitud del rodete de un agitador de paletas es del
orden de 50 al 80 % del diámetro interior del tanque. Comúnmente, el ancho de
la paleta es de un sexto a un décimo de su longitud. A velocidades muy bajas, un
agitador de paletas produce una agitación suave en un tanque sin placas deflec-
toras o cortacorrientes, las cuales son necesarias para velocidades elevadas. De
lo contrario, el ĺıquido se mueve como un remolino (vórtice) que gira alrededor
del tanque, con velocidad elevada pero con poco efecto de mezcla.

(a) Impulsor de paletas (b) Patrones de flujo (ra-
dial)

Figura 1.3: Agitador de paletas

Agitadores de turbina

Los agitadores de turbina, como el de la figura 1.4, son eficaces para un amplio
intervalo de viscosidades. En ĺıquidos poco viscosos, producen corrientes inten-
sas, que se extienden por todo el tanque, lo que reduce el estancamiento. En las
proximidades del impulsor existe una zona de corrientes rápidas, de alta turbu-
lencia y elevados esfuerzos cortantes.

Las corrientes principales son radiales y tangenciales. Los componentes tangen-
ciales dan lugar a vórtices y torbellinos, que se evitan utilizando placas deflec-
toras o un anillo difusor, con el fin de que el impulsor sea más eficaz.
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El agitador de turbina semiabierto, conocido como agitador de disco con aletas,
se emplea para dispersar o disolver un gas en un ĺıquido. El gas entra por la
parte inferior del eje del rodete; las paletas lanzan las burbujas grandes y las
rompen en muchas pequeñas, con lo cual se aumenta el área interfacial entre el
gas y el ĺıquido.

(a) Impulsor Rushton (b) Agitador de turbina

Figura 1.4: Agitador de turbina

El uso de la turbina Rushton, para la agitación de un fluido en un arreglo
simple de tanque-impulsor, tiene como consecuencia la formación de una depre-
sión o vórtice, causada por la rotación del impulsor este efecto se esquematiza
en la figura 1.5.Dicho fenómeno puede ocasionar la entrada de aire al proceso.
Además, el fluido tiende a rotar comportándose como un cuerpo sólido, este tipo
de efectos se evitan introduciendo placas deflectoras en el tanque.

(a) Vórtice formado en un tanque sin pla-
cas deflectoras

(b) Tanque agitado con placas
deflectoras

Figura 1.5: Tanque sin deflectores(a) y con deflectores (b)
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1.2. Mezclado

El mezclado es una operación cotidiana en las actividades humanas. En mu-
chas ocasiones, se requiere que dos o más ĺıquidos miscibles o inmiscibles sean
agitados para obtener un producto con algunas caracteŕısticas deseadas. Existen
muchos ejemplos de este tipo de operaciones, entre los más comunes se encuentra
el mezclado de ĺıquidos de diferente viscosidad, sin llevar a cabo un proceso que
involucre transferencia de calor ni masa.

El objetivo del mezclado es llegar a un nivel de homogeneidad para alcanzar
la calidad deseada en un producto. Para cumplir el objetivo, es importante el
movimiento de una región a otra de las sustancias a mezclar. Es necesario en-
tender la manera en la cual se puede alcanzar el nivel de homogeneidad deseado.
Para este tipo de operaciones, es importante conocer y estudiar el flujo gene-
rado por el agitador usado y aśı saber si existe movimiento en todo el tanque.
En el mezclado se presentan diferentes reǵımenes de flujo, laminar, turbulento
y un régimen intermedio (de transición), según (Tatterson et al, 1991; Coulson
y Richardson, 1993) los reǵımenes mencionados ocurren de forma simultánea
durante el mezclado que se localizan en algunas regiones del tanque.

En un régimen turbulento el mezclado sucede más rápido que en un régimen
laminar, para ĺıquidos de elevada viscosidad, el proceso se lleva a cabo en un
régimen laminar a causa del elevado consumo de enerǵıa para mover el fluido.
Es importante considerar algunas propiedades como las reólogicas y la pseudo-
plasticidad, estas propiedades hacen que lo fluidos sean sensibles a los esfuerzos
cortantes ocasionados en el proceso.

Una gran cantidad de procesos de mezclado son realizados a bajos o moderados
números de Reynolds, debido a que en condiciones de flujo turbulento, se tiene la
aparición de zonas segregadas o muertas, estas zonas se localizan en las regiones
mas alejadas del impulsor, dichas zonas prácticamente permanecen estáticas, en
las cercańıas del impulsor se tiene presenta la zona de mayor mezclado.

La dinámica computacional de fluidos (CFD), permite la identificación de los pa-
trones de flujo generados en el proceso de mezclado, las zonas de buen mezclado
al igual que las regiones segregadas, con lo cual es posible proponer modificacio-
nes ya sean geométricas o en la configuración de los elementos, para aumentar
el mezclado
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1.2.1. Clasificación de los procesos de mezclado

Por su importancia, la agitación y el mezclado han sido estudiados. Es fácil
encontrar dentro de procesos industriales, alguno que involucre mezclado, ya sea
para promover la homogeneización de distintas faces, mejorar el contacto entre
los reactivos en reactores agitados, dispersar gas en un liquido, secado al mez-
clar gas con sólidos, suspensiones de sólidos en ĺıquidos y atomización de ĺıquidos
dentro de gases.

1.3. Patrones de flujo

Los patrones de flujo presentes en los tanques, ya sea para agitación o
mezclado, están relacionados con los fenómenos de transferencia de cantidad de
movimiento, por lo cual la visualización de los patrones de flujo es de suma im-
portancia en la caracterización de nuevas geometŕıas de los impulsores o tanques.
Por ejemplo con base a los patrones de flujo es posible identificar zonas que no
se incorporan al patrón general del flujo (zonas de estancamiento).

1.3.1. Técnicas de visualización de los patrones de flujo

De forma experimental para poder observar los fenómenos presentes en un
tanque agitado, se pueden emplear algunas técnicas de visualización como:
La velocimetŕıa, Esta técnica, se basa en el efecto Doppler, usa part́ıculas dimi-
nutas que se encuentran en el fluido y mediante un pulso ultrasónico, la velocidad
del fluido es determinada a partir del cambio en la frecuencia de la onda refleja-
da.
Seguidores de flujo, se emplean part́ıculas (pueden ser fácilmente diferenciables
por efecto de un colorante) que permiten seguir la trayectoria del fluido o medir
el tiempo de circulación.
Colorimetŕıa, para identificar los patrones de flujo se agrega algún qúımico o
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colorante, esta técnica es utilizada como método para determinar el tiempo de
mezclado.
Existen otras técnicas de visualización, como la fluorescencia inducida por láser
(LIF) y la de imagen de velocimetŕıa de part́ıculas (PIV).

1.4. Dispersión de gas en tanques agitados

El giro de la turbina Rushton en un ĺıquido sin aireación, ocasiona la for-
mación de dos vórtices justo detrás de las paletas [Midoux et al., 1984]. En un
sistema de agitación (con una turbina Rushton) con inyección de aire con un
gasto bajo, el aire llega a la zona de baja presión formando una cavidad detrás
de la paleta y de ah́ı se dispersa al medio ĺıquido.
El tipo de cavidad formada depende de la geometŕıa del impulsor, la velocidad de
entrada del gas, la velocidad de rotación del impulsor y la recirculación del gas
[Tatterson, 1991]. Se pueden tener presentes cavidades de tres tipos distintos,
de vórtice, adherentes y grandes. Cuandola velocidad del impulsor es muy baja,
la fuerza de flotación es alta por lo que el vaćıo generado detrás de las paletas
no es suficiente para atraer el gas, esto ocasiona que no se tenga formación de
cavidades [Van’t Riet and Smith, 1973]
Cuando la velocidad de entrada del gas es elevada, según [Midoux et al., 1984]
las cavidades de vórtice incrementan su tamaño, teniendo como efecto la forma-
ción de cavidades adherentes. Este tipo de cavidades generan una dispersión del
gas hacia el ĺıquido de la misma forma que las cavidades de vórtice, la reducción
de la fricción de la turbina es un poco mayor debido a que el gas además de
cubrir el vórtice, ocasiona un ligero suavizamiento de la hidrodinámica en las
paletas. Este tipo de cavidades por lo general son inestables y el sistema pa-
sa a formar cavidades de mayor tamaño, es decir se forman cavidades grandes
[Midoux et al., 1984].
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones de gobierno

2.1. Ecuaciones de Navier Stokes

Las ecuaciones de gobierno para flujo compresible de Navier Stokes en coor-
denadas cartesianas [Salinas-Vázquez et al., ] pueden ser escritas de la siguiente
manera:

∂U

∂t
+
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
= S (2.1)

El primer término es la variación en el tiempo, el segundo es la divergencia de
los flujos en notación indicial i = 1, 2, 3 y el último corresponde a los términos
fuentes. Donde U es un vector de 4 componentes definido por:

U = (ρ, ρu1, ρu2, ρu3)
T (2.2)

Se considera que el vector de velocidad u = (u1, u2, u3) = (u, v, w) y ρ la densi-
dad, los flujos están expresados de la siguiente forma:

Fi =


ρu1

ρuiu1 + pδi1 − 2µSi1
ρuiu2 + pδi2 − 2µSi2
ρuiu3 + pδi3 − 2µSi3

 (2.3)

Las componentes del vector Fi representa la ecuación de continuidad en el primer
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término, del segundo al cuarto son las ecuaciones de Navier Stokes. Donde δij es
el ı́ndice de Kronecker y Sij es el tensor de deformación expresado en notación
indicial

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3

(
∂uk
∂xk

)
δij

)
(2.4)

En lugar de utilizar la ecuación de continuidad artificial (enfoque compresibili-
dad artificial, [Chorin, 1967]), en la presente tesis se sustituirá en las ecuaciones
compresibles de Navier Stokes de acuerdo con la ecuación de estado para un
fluido cuasi-incompresible [Perrin and Hu, 2006].

P = ρc2 (2.5)

Donde c es la velocidad del sonido en un fluido, p es la presión y ρ la densi-
dad. Cuando el número de Mach es pequeño (Ma < 0,1)(de forma adimensional
P = ρ

Ma2
) y la variación en la temperatura no es muy grande, la solución a este

conjunto de ecuaciones puede acercarse al ĺımite incompresible.

Por último SF donde se encuentran los términos fuentes, para este caso
términos de fuerza gravitacionales (aproximación incompresible)

Fi =


0
0
0
ĝ

 (2.6)

2.2. Simulación de Grandes Escalas

El modelo de turbulencia de grades escalas LES (por sus siglas en ingles)
simula las grandes escalas de la turbulencia del flujo y las pequeñas escalas son
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filtradas, el efecto de ellas repercute en el movimiento de las grandes escalas a
partir de un modelo submalla.

Desde el punto de vista matemático, las ecuaciones LES emplean un pro-
mediado espacial de las ecuaciones de transporte mencionadas anteriormente
G∆(x) mediante un filtro de tamaño ∆ que sirve de frontera entre las macroes-
calas a resolver y las microescalas a modelar.

La convolución se define como:

~f (x, t) =

∫
~f (x, t)G∆ (x− y) dy (2.7)

Donde ∆ es el tamaño del filtro. La parte submalla es la desviación del flujo
respecto a la variable instantánea, quedando:

f (x, t) = ~f (x, t) + f ′ (x, t) (2.8)

Aplicando el filtro a las ecuaciones 2.30 y ahora adimensionalizadas obtenemos:

∂~U

∂t
+
∂ ~F1

∂x1
+
∂ ~F2

∂x2
+
∂ ~F3

∂x3
= SF (2.9)

Definiendo al promedio de Favre con el campo filtrado sobre el instantáneo

f̃ =
ρf

f
(2.10)

Ū =
(
ρ̄, ρ̄ũ1, ρ̄ũ2, ρ̄ũ3, ρ̄T̃

)T
(2.11)

Los flujos F̃i son:
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F̃i =



ρu1

ρuiu1 + p
γM2δi1 − 2µ

ReSi1

ρuiu2 + p
γM2δi2 − 2µ

ReSi2

ρuiu2 + p
γM2δi3 − 2µ

ReSi3

 (2.12)

Donde el número de Reynolds y de Prandtl están definidos de la siguiente ma-
nera:

Re =
ρuL

µ
;Pr =

ν

α
(2.13)

Con la ecuación de estado filtrada

p = Ma2ρ (2.14)

Se introduce el tensor esfuerzo submalla τ con componentes:

τ ij = −ρuluj + ρũlũj (2.15)

Dividiendo el tensor de esfuerzos submalla en su parte deviatórica e isotrópica
podemos escribir la igualdad

τij = τij −
1

3
τllδij︸ ︷︷ ︸

τij

+
1

3
τllδij (2.16)

Las ecuaciones 2.12 pueden leerse como:

F̃l =



ρũl

ρũ1ũl +
p− 1

3τll
γM2 δi1 − τi1 − 2µ

ReSi1

ρũ2ũl +
p− 1

3τll
γM2 δi2 − τi2 − 2µ

ReSi2

ρũ3ũl +
p− 1

3τll
γM2 δi3 − τi3 − 2µ

ReSi3


(2.17)
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Los modelos t́ıpicos de submalla basados en una viscosidad turbulenta cierran
el sistema y se presentan a continuación

τij = ρCpµtSij (2.18)

Qij = ρCp
µ

Prt

∂T

∂xi
(2.19)

Cuando el número de Reynolds es alto los términos difusivos como la viscosidad
molecular es considerada de menos relevancia, entonces tenemos:

F̃l =



ρũl

ρũ1ũl + ωδi1 − 2 (µ+ ρνt) S̃l1

ρũ2ũl + ωδi2 − 2 (µ+ ρνt) S̃l2

ρũ3ũl + ωδi3 − 2 (µ+ ρνt) S̃l3

 (2.20)

Obsérvese que uno de los aspectos notables de esta formulación es que el sistema
LES se puede deducir fácilmente de las ecuaciones compresibles de Navier Stokes
con los siguientes cambios:

ui → ũi, ρ→ ρ, p→ ω, µ→ µ+ ρνt, (2.21)

Las expresiones para νt y Prt utilizadas en las simulaciones compresibles corres-
ponden a los modelos incompresibles descritos en [Lesieur and Metais, 1996], con
la modificación se la utilización del promedio de Favre. El modelo submalla está
considerado por [David, 1993] con la viscosidad molecular dada por:

νt (x,∆, t) = Cssf∆
√
F2 (x,∆, t) (2.22)

Donde Cssf puede ser expresado como función de la constante de Kolmogorov
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CK ; Cssf = f
(
C
−3/2
K

)
. Cssf toma el valor de 0,104 para CK = 1,4. ∆ se toma

igual a (∆x∆y∆z)1/3, donde ∆x,∆y y ∆z, son los tamaños de la malla locales
en las tres direcciones espaciales.

F̃2 (x,∆, t) es la función de estructura de segundo orden de la velocidad
construida con el campo ũ.F̃2 es calculado en el punto x con un promedio es-
tad́ıstico local de las diferencias de la velocidad de cuadro de los seis puntos más
cercanos que rodean al punto x en la malla computacional. La interpolación se
basó sobre la ley de 2

3 de Kolmogorov que se usa para la función estructura de
la velocidad.

Según lo propuesto por [David, 1993], la viscosidad turbulenta se apaga
cuando la turbulencia no es lo suficientemente tridimensional. El criterio para
tres dimensiones es definido como sigue: considérese en un momento dado que
el ángulo entre el vector de vorticidad en un punto dado de la malla y su medio
aritmético de los seis puntos vecinos más cercanos. La viscosidad turbulenta se
cancela en los puntos donde este ángulo es más pequeño que 20o.

2.3. Esquema numérico

El sistema en coordenadas generalizadas se resuelve por medio de una ex-
tensión del complemento esquema McCormarck, de segundo orden en el tiempo
y cuarto orden en el espacio, desarrollando por [Gottlieb and Turkel, 1976]. De-
be observarse que cuando se usa U tiende a ser reemplazada por U . El esquema
numérico es un esquema corrector-predictor definido en una dimensión por:

U 1
j = Un

j +
1

6
λ
(
−fnj+2 + 8fnj+1 − fnj

)
+ (δt)Snj (2.23)

Corrector:

Un+1
j =

1

2

(
Un
j + U 1

j

)
+

1

12
λ
(
7f 1

j−2 − 8f 1
j−1 − f 1

j

)
+

1

2
(δt)S1

j (2.24)
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Los ı́ndices (n), (n + 1) y (1) simbolizan respectivamente para los valores
de la función al tiempo t, tiempo t+ δt y al paso-sub-tiempo. Obsérvese que las
discretizaciones espaciales intermedias son esquemas no centrados de primer or-
den con un predictor adelantado (upwind), y un corrector atrasado (downwind).
Como se especifica arriba el esquema resultante es de cuarto orden en el espacio.
La formulación generalizada en tres dimensiones se escribe:

Predictor:

U 1
i,j,k = Un

i,j,k − JPi,j,k
[

∆t

∆ξ1

[
7

6

(
F̂ n
i+1,j,k − F̂ n

i,j,k

)
− 1

6

(
F̂ n
i+2,j,k − F̂ n

i+1,j,k

)]

+
∆t

∆ξ2

[
7

6

(
Ĝn
i,j+1,k − Ĝn

i,j,k

)
− 1

6

(
Ĝn
i,j+2,k − Ĝn

i,j+1,k

)]

+
∆t

∆ξ3

[
7

6

(
Ĥn
i,j,k+1 − Ĥn

i,j,k

)
− 1

6

(
Ĥn
i,j,k+2 − Ĥn

i,j,k+1

)]]
(2.25)

Corrector:

Un+1
i,j,k =

1

2

[
U 1
i,j,k − Un

i,j,k

]
− 1

2
J ci,j,k

[
∆t

∆ξ1

[
7

6

(
F̂ 1
i,j,k − F̂ 1

i−1,j,k

)
− 1

6

(
F̂ 1
i−1,j,k − F̂ 1

i−2,j,k

)]

+
∆t

∆ξ2

[
7

6

(
Ĝ1
i,j,k − Ĝ1

i,j−1,k

)
− 1

6

(
Ĝ1
i,j−1,k − Ĝ1

i,j−2,k

)]

+
∆t

∆ξ3

[
7

6

(
Ĥ1
i,j,k − Ĥ1

i,j,k−1

)
− 1

6

(
Ĥ1
i,j,k−1 − Ĥ1

i,j,k−2

)]]
(2.26)

2.4. Modelo de mezcla

Para modelar la inyección de un gas al sistema, se hace uso de un modelo de
mezcla el cual se puede interpretar de forma sencilla como la fracción volumétri-
ca del gas contenido en un determinado volumen de liquido.

La ecuación de continuidad en función del modelo de mezcla queda de la
siguiente forma:
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∂ρm
∂t

+
∂

∂xi
(ρmUmi

) = 0 (2.27)

∂ (ρmUmi
)

∂t
+

∂

∂xj

(
ρmUmi

Umj

)
= −∂P

∂xi
+ρmgi+

∂

∂xj

(
(µ+ µt)Smij

)
− ∂

∂xj

(
ρgαgUgmi

Ugmj

)
(2.28)

(Wallis 1969)

∂ (αg)

∂t
+
∂(αgUmi

)

∂xi
= −∂(αgUgmi

)

∂xi
(2.29)

(Drew and Passaman 1998)

Donde:

Ugm = Ug − Um
Ugm es la velocidad de difusión del gas

Ug es la velocidad del gas

Um es la velocidad de la mezcla

Y αg es la concentración volumétrica del gas.

La velocidad de difusión se obtiene de la siguiente forma:

Ugm =

(
1− ρgαg

ρm

)
ugli

Ugli =
d2
b

fdrag

(ρg − ρm)

18µm

(
gi −

[
∂(Umi)

∂t
+

∂

∂xj

(
Umi

Umj

)])
− µm
ρmαgσD

∂αg
∂xi

(Manninen et al. 1996)
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Donde:

db diámetro de la burbuja

fdrag fuerza de arrastre adimensional

g gravedad, número de Schmidt

Sc = D
v = 0,75

Para la fuerza de arrastre:

fdrag =


1 + 0,15Re0,687

b Reb < 1000

0,0183Reb Reb > 1000

El número de Reynolds esta definido:

Reb =
ρldb|Ugl|

µl

(Schiller and Naumann 1935)

Considerando el modelo de mezcla, las ecuaciones de Navier-Stokes pueden
estar representadas de esta forma:

∂U

∂t
+
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
= S

Donde U es un vector de 5 componentes:

U = (ρm, ρum1, ρum2, ρum3, αg)
T
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Los flujos están expresados de la siguiente forma:

Fi =



ρmumi

ρmumium1 + pδi1 − 2(µ+ µt)Smi1 + ρgαgugmiugm1

ρmumium2 + pδi2 − 2(µ+ µt)Smi2 + ρgαgugmiugm1

ρmumium3 + pδi3 − 2(µ+ µt)Smi3 + ρgαgugmiugm1

αgumi + αgugmi



Donde: δij es la delta de Kronecker y Sij es el tensor tasa de deformación:

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3

(
∂uk
∂xk

)
δij

)

2.5. Esquemas ENO y WENO

Essentialy Non-Oscillatory ENO y Weighted ENO son esquemas de dife-
rencias finitas de alto orden creados para resolver ecuaciones de conservación (
flujos) de tipo hiperbólicas. El primer esquema ENO fue construido por Harten
en 1987, introduciendo la idea de la interpolación polinomial de la informa-
ción para una solución numérica. Por otro lado, el primer esquema WENO fue
construido en 1994 por Liu, Osher y Chan en una versión de tercer orden de vo-
lumenes fińıtos. Finalmente, en 1996, esquemas de tercero y quinto orden fueron
creados por Jiang and Shu.

Los esquemas ENO y WENO están diseñados para problemas con soluciones
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suaves con regiones que contienen discontinuidades. La idea principal de estos
esquemas consiste en obtener, por medio de una combinación de flujos de bajo
orden, una aproximación de alto orden. Ambos esquemas utilizan el concepto
de plantillas adaptativas, por medio de un procedimiento no lineal adaptativo
se selecciona la plantilla localmente más suave. De esta forma, se evita el cruce
con discontinuidades y se alcanza la precisión de alto orden y la propiedad no
oscilatoria cerca de las discontinuidades.

φ1
x =

v1

3
− 7v2

6
+

11v3

6

φ2
x = −v2

6
+

5v3

6
− v4

6

φ3
x =

v3

3
+

5v4

6
− v5

6

Si algunas de ellas cruza una región discontinua, se le asigna un menor pe-
so, minimizando aśı su contribución, por lo tanto el error. Además, cuando se
tienen regiones suaves, las tres plantillas contribuyen a la solución, mejorando
su exactitud.

Los flujos se dividen en su parte negativa (φ−x ) y positiva (φ+
x ). Para calcular

φ−x , se utiliza el subconjunto de puntos nodales φi−3, φi−2, φi−1, φ, φi+1, φi+2, φi+3.
Entonces φ−x estará dado por:

φ−x = ω1φ
1
x + ω2φ

2
x + ω3φ

3
x

Donde las funciones de peso se encuentran en el intervalo 0 < ω1 ≤ 1,
además cumplen que ω1 + ω2 + ω3 = 1 y son definidas de la siguiente manera:

ω1 =
α1

α1 + α2 + α3

ω2 =
α2

α1 + α2 + α3

19



ω3 =
α3

α1 + α2 + α3

Siendo αk definida como:

α1 =
0,1

(S1 + ε)2

α2 =
0,6

(S2 + ε)2

α3 =
0,3

(S3 + ε)2

Donde:

S1 =
13

12
(v1 − 2v2 + v3)

2 +
1

4
(v1 − 4v2 + 3v3)

2

S2 =
13

12
(v2 − 2v3 + v4)

2 +
1

4
(v2 − v4)

2

S3 =
13

12
(v3 − 2v4 + v5)

2 +
1

4
(3v3 − 4v4 + v5)

2

ε = 10−6v2
1, v

2
2, v

2
3, v

2
3, v

2
4, v

2
5 + 10−99

En una región suave, los valores de las funciones de peso serán ω1 = 0,1,
ω2 = 0,6 y ω3 = 0,3, lo que da como resultado un esquema de quinto orden.

El flujo φ+
x es calculado de la misma manera, sin embargo, utiliza un subcon-

junto de puntos nodales φi−3, φi−2, φi−1, φ, φi+1, φi+2, φi+3. Siendo v1 = φi+3−φi+2

∆x ,

v2 = φi+2−φi+1

∆x , v3 = φi+1−φi
∆x , v4 = φi−φi−1

∆x y v5 = φi−1−φi−2

∆x .
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2.6. Criterio Q

El tensor gradiente de velocidad se define como Dij = ∂ui
∂xj

, al ser un tensor
de segundo orden es posible descomponerlo en dos partes, en la parte simétrica
y otra antisimétrica.

S es el tensor rapidez de deformación (la parte simétrica del tensor gradiente
de velocidad ∇⊗ u):

Sij =
1

2

[
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

]
Ω es el tensor rapidez de rotación (la parte antisimétrica del tensor gradiente

de velocidad ∇⊗ u):

Ωij =
1

2

[
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

]
La ecuación caracteŕıstica de Dij es:

λ3 + Pλ2 +Qλ+R = 0

Donde P , Q y R son los tres invariantes del tensor gradiente de velocidad,
los cuales se pueden expresar:

P = −tr(D) = −Sij

Q =
1

2

(
P 2 − tr(D)

)
=

1

2
‖Ω‖2 − ‖S‖2

R = −det(D)
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Caṕıtulo 3

Configuración y modelado de
dispositivos

El sistema a analizar consta de un tanque ciĺındrico de fondo plano con 4
bafles (placas deflectoras) y un impulsor tipo Rushton de 6 paletas.

(a) Tanque (b) Impulsor

Figura 3.1: Planos del los elemtos

En la figura 3.1 se muestran los planos transversales del tanque y del impul-
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sor, una vista superior del impulsor a modelar, los elementos involucrados están
acotados teniendo como referencia el valor del diámetro D que es la distancia
que se tiene entre los extremos de dos paletas entre las que hay un ángulo de
180o. El resto las dimensiones se obtienen en función del valor D.
Cabe destacar que en las relaciones de las dimensiones presentadas, son de las
más empleadas en algunos art́ıculos encontrados durante la revisión bibliográfi-
ca.

En la figura 3.3(a) se presenta un plano del tanque empleado, en el cual se ob-

Figura 3.2: Arreglo: Tanque-Impulsor(Rushton)

serva que la geometŕıa tiene una apariencia de escalones, lo que es ocasionado
por el tamaño de la malla usada, para hacer la geometŕıa mas suave se realizó un
proceso de interpolación, en la figura 3.3 (b) se muestra un plano del tanque con
la geometŕıa interpolada, con la interpolación de la geometŕıa, se evitan elevados
gradientes de las variables, lo que evita que el cálculo diverja.

3.1. Fronteras inmersas

El uso de geometŕıas complejas inmersas en la malla de cómputo, ocasiona
que se tenga que utilizar esquemas altamente disipativos y/o de bajo orden que
permitan la simulación.
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(a) Acercamiento al tanque sin interpolar (b) Acercamiento al tanque interpolado

Figura 3.3: Planos

Una aproximación diferente consiste en usar simples mallas cartesianas en
esquemas de alto orden, principalmente basados en diferencias finitas, a partir
de agregar términos fuente a las ecuaciones de transporte. En flujos incompresi-
bles se ha demostrado que al imponer velocidades nulas en las zonas bloqueadas
o zonas dentro del cuerpo sólido, e interpolando el valor de las variables a los
puntos cercanos a estos nodos bloqueados, se puede conseguir una convergencia
adecuada de la simulación.

Dependiendo de cada caso se pueden imponer valores a las velocidades y a
la temperatura, se mantienen en todo el tiempo iguales al valor impuesto dentro
del cuerpo (sólido), lo cuál se logra agregando un término fuente que anula el
movimiento natural del fluido en la zona que se pretende modelar un cuerpo.
En la figura 3.4 se presenta una asignación valores de 1 y 0 dentro del dominio
computacional, lo que permite representar un cuerpo sólido.

Este método se usó para modelar el tanque y el impulsor dentro del dominio
computacional, como puede observarse y tomando en cuenta que para este tra-
bajo se uso una malla cartesiana, tanto el tanque como el impulsor generados no
se obtienen con una buena definición (esto esta en función del número de nodos
empleados) , para lograr una mejor representación de los elementos involucrados,
para la simulación se realizó una interpolación para que sea posible realizar la
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simulación

 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0

1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1

1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1

1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  0  0 0

1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 0  0  0 0

1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 0  0  0 0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 0  0  0 0

1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  0  0 0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  0  0 0
1  1  1 1  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0 0  0  0 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  1  1 1  0  0 0

 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  1  1 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1  0  0  0

Figura 3.4: Fronteras inmersas

Como puede observarse en la figura 3.5(a) existen algunas regiones en las
que la geometŕıa del impulsor coincide con la malla creada, al igual se pue-
de apreciar, que dependiendo de la ubicación de las paletas la resolución de la
malla dificulta tener una buena representación y dado que en este trabajo se
requiere hacer que el impulsor gire, la paleta cambia de posición en cada paso
de tiempo, ocasionando que las paletas se observen escalonadas (lo que tiene
puede ocasionar inestabilidades en el cálculo), para evitar este tipo de efectos,
se realiza una interpolación del impulsor para cada paso de tiempo con lo que se
tiene una mejor representación, como se puede ver en la figura 3.5(b) (el grosor
de las paletas juega un papel importante, dado que de ser muy delgada la paleta
y dependiendo del numero de nodos en la malla, se puede tener que solo se este
representando el cuerpo solido con uno o dos nodos).

3.1.1. Dominio computacional

Para la simulación del proceso y tomando en cuenta las relaciones que se
tiene con el diámetro del impulsor y las dimensiones restantes, se optó por tener
un dominio de 3 unidades de diámetro D por cada lado para formar un cubo, el
cual se dividió de forma regular en cada uno de los ejes, inicialmente se planteo
tener 140 nodos en cada eje como se muestra en la figura 3.6(a) es una malla
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(a) Impulsor sin interpolar (b) Impulsor después de la interpolación

Figura 3.5: Interpolación del impulsor

regular y estructurada, en la figura 3.6(b) se presenta una malla estructurada
con 180 nodos por eje con zonas refinadas.

3D

3D

3D

Nx=140
Ny=140
Nz=140

(a) Mallado regular

3D

3D

3D

Nx=180
Ny=180
Nz=180

(b) Mallado con refinamiento

Figura 3.6: Dominio

Se utilizaron varios tipos de mallas, una que se usó es la mostrada en la
figura 3.9 en este mallado se refina la zona del dominio en la que se encuentra
ubicado el impulsor, en el eje Z se tiene una mayor densidad de nodos en la zona
que se encuentran las paletas del impulsor, en el eje X y Y se tiene una mayor
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densidad de nodos en la región que encuentra ubicado el impulsor. La reducción
de la distancia entre nodos para el refinamiento, se hace de forma gradual con
la finalidad de evitar elevados gradientes durante el cálculo (se usó una función
tangente hiperbólica para crear el refinamineto). Otra malla usada para las si-
mulaciones es la mostrada en la figura 3.10 con refinamiento en las cercańıas de
los extremos de las paletas. Con el aumento de nodos en las zonas mencionadas,
se pretende captar de mejor forma los efectos ocasionados por el movimiento de
las paletas inmersas en el fluido.
En la figura 3.1 se presenta una tabla, con los valores máximos y mı́nimos de
las distancias entre nodos de las distintas mallas usadas, cuando se tiene un
mallado regular, la distancia entre nodos siempre es la misma y cuando se utili-
za un mallado con refinamiento se tiene una variación de la distancia entre nodos.

D

2D

D DD

(a) Vista lateral

D

D DD

D

D

(b) Vista superior

Figura 3.7: Malla regular: 140 nodos en cada eje.
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D

2D

D DD

(a) Vista lateral

D

D DD

D

D

(b) Vista superior

Figura 3.8: Malla regular: 150 nodos en cada eje.

D

2D

D DD

(a) Vista lateral

D

D DD

D

D

(b) Vista superior

Figura 3.9: Malla refinada 180 nodos en cada eje

3.1.2. Condiciones iniciales

El uso de la técnica LES (simulación de grandes escalas) para la simulación
del proceso mostrado en este trabajo, involucra un estado transitorio (evolución
del proceso con respecto al tiempo), dependiendo de la cantidad de nodos que se
tenga en el dominio computacional, es el tiempo de cálculo necesario para que
la simulación del proceso alcance el estado estacionario.
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D

2D

D DD

(a) Vista lateral

D

D DD

D

D

(b) Vista superior

Figura 3.10: Malla refinada en la punta de las paletas, 139 nodos en el eje Z y 137 en los ejes
restantes.

Tipo de malla
Número de nodos Máximo ∆x Máximo ∆y Máximo ∆z

ejes x, y, z Mı́nimo ∆x Mı́nimo ∆y Mı́nimo ∆z

Regular 140,140,140
0.021583 0.021583 0.021583
0.021583 0.021583 0.021583

Regular 150,150,150
0.020134 0.020134 0.020134
0.020134 0.020134 0.020134

Refinada 137,137,139
0.028526 0.028526 0.031635
0.01239 0.01239 0.013333

Refinada 180,180,180
0.025919 0.025919 0.033918
0.012255 0.012255 0.00792

Cuadro 3.1: Valores máximos y mı́nimos del espaciamiento entre nodos de las mallas usadas, los
valores son obtenidos con el valor del diámetro D.

Para la simulación del proceso presentado en este trabajo, se inicia con el
fluido en reposo:

u = v = w = 0

También se considera un proceso isotérmico (la temperatura se mantiene
constante), la velocidad de rotación del impulsor es:

uimpulsor = ωr

Donde: uimpulsor esta en
[
m
s

]
, ω en

[
rad
s

]
y r en [m]
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Para un número de Reynolds = 29000, definido como:

Re =
ND2

ν
Donde:

N : Velocidad del impulsor [rpm]

D : Diámetro del impulsor dado en [m]

ν : Viscosidad cinemática en
[
m2

s

]
Para un Re = 2900 se tiene una valor aproximado de 200rpm
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo, se presentan los resultados generados en las simulaciones,
del proceso de agitación con un impulsor tipo Rushton en un tanque con 4 de-
flectores.

El uso de placas deflectoras en el fenómeno f́ısico, impide la formación de un
vórtice central y numéricamente permite la simulación del proceso, sin la nece-
sidad de representar la superficie libre que se tendŕıa entre el liquido y el aire,
debido a que la superficie libre en este caso se mantendŕıa constante, además de
que se requiere de un tiempo mayor para el cálculo del proceso con superficie
libre.

Inicialmente se presentan algunas iso-superficies de las simulaciones reali-
zadas en este proyecto, en la figura 4.1 se muestran los primeros resultados del
proceso en donde se observan los efectos de los deflectores introducidos en el
tanque, los cuales obstruyen el flujo y evitan que el fluido agitado se comporte
como un solido, lo cual favorece el proceso de mezclado aumentando el nivel de
turbulencia del fluido dentro del tanque.

Para poder realizar el análisis de los resultados se simuló el proceso hasta
llegar a un estado estacionario, para lo cual se gráfica el comportamiento de una
variable durante el cálculo, en este caso se hizo con el valor de la vorticidad
global.

Cálculo de la vorticidad global:|ω|b (bulk vorticity en inglés).
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(a) (b)

Figura 4.1: En (a) se muestra un corte del tanque con iso-superficie de vórticidad, en (b)se
muestra un plano de un corte del tanque

|ω|b =

∫ ∫ ∫
ωdxdydz∫ ∫ ∫
dxdydz

ω =
1

2
∇× u =

1

2

[(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
−
(
∂w

∂x
− ∂u

∂z

)
+

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)]
Cuando el valor de vorticidad global, permanece hasta cierto punto cons-

tante, es decir oscila dentro de un pequeño intervalo se dice que se ha llegado al
estado estacionario en la figura 4.2 se muestra el comportamiento de la vortici-
dad global en el estado estacionario.

En la figura 4.3 se graficó el valor de |ω|b y observa que a partir del tiem-
po adimensional 15 el valor de la vorticidad se mantiene oscilando dentro de un
pequeño rango, al igual de la gráfica se puede observar como es que independien-
temente del número de nodos usados para la simulación del proceso, el estado
estacionario se alcanza aproximadamente en el mismo tiempo adimensional, a
partir del comportamiento mencionado, el proceso se considera estacionario a
partir del tiempo adimensional 15, se siguió simulando algunos tiempos adimen-
sionales, para aśı poder obtener resultados estad́ısticos.
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Figura 4.2: Gráfica del comportamiento de la maginitud de la vorticidad en estado estacionario

                        Estado estacionario

Figura 4.3: Gráfica de la vórticidad global con respecto al tiempo adimencional

En la figura 4.3 también se puede observar entre las gráficas correspondien-
tes a un mallado regular con 150 nodos de forma regular y el mallado refinado con
139 nodos en el eje z tienen un comportamiento muy similar, en cuanto al valor
de |ω|b, aun cuando existe una diferencia de −766109 nodos entre las simulacio-
nes, el tiempo de cálculo es muy similar aun con la diferencia de nodos existente.

Una forma de validar y verificar la simulación numérica, es comparar los
resultados generados con los reportados en algunos art́ıculos, en la figura 4.4 y
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en la figura 4.5 se muestran planos transversales (obtenidos para un valor de
X = 0 en el cual coinciden 2 paletas del impulsor) se observan vectores, me-
diante los cuales se representa el comportamiento del fluido en las cercańıas del
impulsor, en los acercamientos se puede observar, cómo el fluido es empujado
hacia la pared del tanque, por el movimiento del impulsor y al llegar a la pared,
el flujo se divide, tomando como referencia la parte media de la paleta en una
corriente ascendente y otra descendente, de marea cualitativa puede decirse que
el comportamiento concuerda con la parte f́ısica del proceso.

En figura 4.4(b) y en la figura 4.5(b), en las que se presenta un acerca-
miento, a la zona que se encuentran ubicadas las paletas, se aprecia de forma
cualitativa un comportamiento similar, con una ligera diferencia, en el plano de
la figura 4.5(b) se aprecia una ligera tendencia del fluido, hacia la parte superior
del tanque, más marcada y fácil de apreciar en comparación con el plano de la
figura 4.4(b).

(a) (b)

Figura 4.4: Plano Y Z obtenido para X = 0, en la simulación con un mallado refinado de 139
nodos en el eje Z y 137 nodos en los ejes restantes, se presentan los vectores que indican la
dirección del fluido dentro del tanque.
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(a) (b)

Figura 4.5: Plano Y Z obtenido para X = 0, en la simulación con un mallado refinado de 180
nodos por eje, los vectores indican la dirección en la cual se mueve el fluido dentro del tanque.

4.1. Validación

En algunos trabajos revisados sobre este tipo de procesos que involucran
el tanque agitado y el impulsor Rushton, se reportan algunos resultados, tanto
experimentales como numéricos los cuales se usan como medio para validar los
resultados expuestos en el presente trabajo.

4.1.1. Análisis estad́ıstico

Previamente se mencionó que a partir del tiempo adimensional 15 se con-
sidera que el proceso alcanza el estado estacionario (aún cuando se emplean
distintos tipos de malla y mayor cantidad de nodos el proceso, llega al esta-
do permanente, en tiempos adimensionales muy similares), a partir de de ese
tiempo se obtuvieron resultados estad́ısticos. Cabe resaltar que los resultados
estad́ısticos presentados son en fase, lo cual se realizó tomando en consideración
que se tienen 6 paletas y que el impulsor da una vuelta cada que transcurre un
tiempo adimensional, se escribe un archivo cada 1

6 de vuelta, posteriormente se
realizó un promedio de las variables obtenidas en cada archivo.
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(a) Perfiles de velocidad obtenidos en la simulación, con
la relación 2r

D = 1,07
(b) Perfiles de velocidad obtenidos en la simulación,
con la relación 2r

D = 1,30

Figura 4.6: Gráfica de comparación entre los perfiles de velocidad generados en la simulación
con los presentados por Derksen (DDV datos experimentales [Derksen et al., 1997]), WP (datos
experimentales por [Wu et al., 1989], 1989)

Como primer criterio de validación se presentan los perfiles de velocidad
generados por el movimiento de las paletas dentro del tanque, se gráfica la
velocidad radial del fluido dividida entre la velocidad punta del impulsor, es-
to en un intervalo de −0,2 a 0,2 en el eje Z, para poder comparar los per-
files generados con el trabajo de [Derksen and Van den Akker, 1999] en la fi-
gura 4.6 se muestran las gráficas, en las cuales se puede observar una clara
tendencia de los resultados obtenidos en este trabajo con los reportados por
[Derksen and Van den Akker, 1999], con lo cual se puede verificar, que se tiene
una buena calidad de las simulaciones realizadas en este trabajo.

En la figura 4.7 se presenta la gráfica con datos de la enerǵıa cinética ob-
tenida en la simulación con una relación 2r

D = 1,3 en el eje z se gráfica con
la relación 2z

W de −2a2, se incluyen en dicha gráfica los datos reportados por
[Derksen and Van den Akker, 1999], se aprecia una tendencia similar de los re-
sultados obtenidos en este trabajo con los del art́ıculo citado, aun que los resul-
tados no coinciden del todo, se puede apreciar un comportamiento muy similar,
con lo cual es posible determinar que los resultados obtenidos son de buena ca-
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Figura 4.7: Perfiles de enerǵıa cinetica obtenidos en la simulación, con la relación 2r
D

= 1,30

lidad.

Otro criterio para determinar la valides de las simulaciones realizadas, es la for-
mación de dos vórtices en la parte posterior de las paletas del impulsor en la
figura 4.8 al igual que en la figura 4.9 se muestran esos vórtices mencionados,
mediante iso superficies del criterio Q con un valor de 500, se puede observar los
vórtices mencionados en cada una de las paletas, se tiene la presencia de estas
estructuras independientemente del tipo de malla empleada, lo mostrado en las
anteriores imágenes solo es de carácter cualitativo.

En trabajos como el de [Derksen and Van den Akker, 1999], se determina el
núcleo de los vórtices formados, para lo cual se requiere cumplir con dos con-
diciones, la primera es que la velocidad del fluido en el eje axial sea nula y la
segunda condición es tener un valor elevado del segundo invariante del gradiente
tensor de velocidad (conocido como el criterio Q), tomando en consideración am-
bas condiciones se identificó el núcleo de los vórtices, como puede observarse en
la figura 4.10 se presenta un acercamiento, en el que se puede identificar el cum-
plimiento de las dos condiciones antes mencionada y aśı determinar la ubicación
del núcleo de los vórtices,en este caso se el plano XY presentado es para un valor
de Z = 58. En la figura 4.11 se muestra una comparación de la localización del
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(a) Malla refinada en las puntas de las paletas, 139 nodos
en el eje Z.

(b) Malla regular 140 nodos por eje.

Figura 4.8: Vórtices generados en la parte posterior de las paletas, para un valor de Q = 500.

(a) Malla regular 150 nodos por eje. (b) Malla refinada en la ubicación del impulsor, 180
nodos por eje.

Figura 4.9: Vórtices generados en la parte posterior de las paletas, para un valor de Q = 500.

38



(a) (b)

Figura 4.10: Plano XY con Z = 58 en el que se muestran valores del criterio Q (escala de grises)
y se muestran las zonas en ese palno que tienen una velocidad axial nula.

núcleo de los vórtices con los reportados por [Derksen and Van den Akker, 1999]
puede observarse una similitud entre las trayectorias determinadas en este tra-
bajo, se observa que el inicio del núcleo de los vórtices generados en este trabajo,
coincide con el inicio del núcleo en el art́ıculo citado, al igual se aprecia un ligero
desfase de las trayectorias, pero la trayectoria es muy similar.

4.1.2. Efectos de los deflectores

Como fue mencionado en la introducción, en un proceso de agitación con un
tanque sin placas deflectoras, se forma un vórtice en la parte central, los efectos
de las placas deflectoras son:
Proporcionar mayor agitación y evitar que el movimiento del agitador ocasione
que el liquido sea arrastrado en masa (actúe como un cuerpo solido), y crear
recirculaciones en la parte posterior de las mismas placas.
En la figura 4.12 se pueden observar los efectos mencionados debidos a las pla-
cas deflectoras, la recirculación en la parte posterior de las placas deflectoras, se
identifica por el comportamiento de los vectores en esa zona, al igual se puede
observar ese comportamiento con las ĺıneas de trayectoria mostradas en la figura
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(a) (b)

Figura 4.11: Trayectoria del núcleo del vórtice comparada con la trayectoria de
[Derksen and Van den Akker, 1999].

4.13, en la cual se muestra un acercamiento a la región en la que se ubica una
placa deflectora, en la cual se puede apreciar la recirculación por efecto de la
placa deflectora.

4.1.3. Patrones de flujo generados

Entre los efectos generados por la rotación del impulsor Rushton, se pre-
sentan corrientes ascendentes y descendentes mostrados en la figura 4.14(a) se
presenta una iso-superficie del criterio Q coloreada con el valor de enerǵıa cinéti-
ca, puede observarse que en las paletas es la parte en la se tiene la mayor trans-
ferencia de enerǵıa hacia el liquido, igual se puede observar en la figura 4.14(b)
se muestra un plano con contornos de velocidad axial, las zonas marcadas con
colores próximos al rojo, indican que el fluido asciende y los contornos azules son
de indican que el flujo va hacia el fondo del tanque, con las ĺıneas de trayectoria,
también se pueden identificar los patrones de flujo generados en el interior del
tanque, las cuales se presentan en la figura 4.14(c).

En la parte posterior de las paletas, como ya fue mencionado se presentan
los niveles más elevados de turbulencia, se graficó el contorno de la enerǵıa cinéti-
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(a) (b)

Figura 4.12: Corte transversal, puede observarse mediante los vectores gráficados, el efecto de
las placas deflectoras.

Figura 4.13: Ĺıneas de trayectoria, cerca de las placas deflectoras.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.14: Flujo generado por el movimiento del impulsor.
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(a) (b) (c)

Figura 4.15: Planos Y Z para valores de X de 85(a), 86(b) y 87(c), se presentan contornos de
energia cinética

ca, como una forma de identificar las zonas en las que se presentan los vórtices
de arrastre. En la figura 4.15 se presentan los contornos mencionados, en planos
Y Z para valores de X 85, 86 y 87 respectivamente, en los cuales es posible iden-
tificar 2 zonas de la paleta, en las cuales de presentan los niveles más elevados
de enerǵıa cinética, que a su vez son indicio de la formación y trayectoria de los
vórtices mencionados.

Enerǵıa cinética

k =
1

2

(
u′u′ + v′v′ + w′w′

)
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(a) (b)

Figura 4.16: Vórtices generados al aumentar el número de Reynolds en la simulación

4.2. Distinto número de Reynolds

Entre los trabajos encontrados en la revisión bibliográfica, se encontraron
algunos entre los que destacan los trabajos de [Delafosse et al., 2009], en los cua-
les se encuentran reportados resultados tanto numéricos como experimentales y
se muestra el efecto que se tiene en el núcleo de los vórtices, generados en la parte
posterior de las paletas con un número de Reynolds diferente al del encontrado
en el trabajo de [Derksen and Van den Akker, 1999], por ese motivo se decidió
realizar simulaciones con las condiciones reportadas en ese trabajo, cabe desta-
car que las relaciones entre el impulsor con el tanque y las placas deflectoras son
las mismas en ambos trabajos, siendo el número de Reynolds distinto entre esos
trabajos.

En la figura 4.16 se presenta, mediante una iso superficie del criterio Q, la
formación de los vórtices y un plano en el que se tienen contornos del criterio Q
y lineas en las que la velocidad axial es nula.

A continuación se presentan algunos resultados, obtenidos con un número
de Reynolds Re = 56250, los cuales son comparados con los resultados presen-
tados en los trabajos de [Delafosse et al., 2008] (se reportan resultados de los
perfiles de velocidad principalmente) y [Delafosse et al., 2009] (enfocado a los
vórtices producidos por el impulsor). Se realizó la simulación hasta llegar al es-
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Estado estacionario

Figura 4.17: Gráfica del comportamiento de la maginitud de la vorticidad en estado estacionario

tado estacionario, se gráfico el comportamiento de la vorticidad global, el que se
presenta en la figura 4.17, cabe destacar que para esta simulación, se partió de
un campo generado por las simulaciones realizadas con un número de Reynolds
de 29000, el campo empleado fue cuando la simulación ya se encontraba, en el
estado estacionario, con lo cual se redujo considerablemente el tiempo de cálculo.

Se obtuvieron las trayectorias de los núcleos de los vórtices, se muestran
en la figura 4.18, cumpliendo las condiciones de una velocidad axial nula y un
valor elevado del criterio Q, los núcleos se alejan del eje central, con el au-
mento en el número de Reynolds (debido al aumento en la velocidad de ro-
tación del impulsor), dichas trayectorias se comparan con las del trabajo de
[Delafosse et al., 2009], se aprecia una tendencia de las trayectoria generadas en
este trabajo con el previamente citado, se percibe un desface de los resultados,
lo cual se puede atribuir a la forma en la cual se extrajeron los resultados del
trabajo citado, pero la trayectoria es muy similar.

En la figura 4.19 se muestra el perfil de velocidad cercano a la punta de la
paleta (zona de descarga del impulsor), la tendencia de los resultados presenta-
dos en este trabajo, comparados con los reportados por [Delafosse et al., 2008],
el comportamiento del perfil presenta algunas diferencias con el trabajo citado,
lo cual es más evidente en la parte inicial de la gráfica, este desfase se puede
atribuir a la cantidad de nodos usados. Si bien los resultados no empatan sobre
los usados como referencia, se tiene una buena representación ya que la tenden-
cia es muy similar a los resultados citados.
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(a) (b)

Figura 4.18: Núcleo del vórtice formado en la parte superior de la paleta (a) y (b) en la parte
inferior.

En el perfil de velocidad mostrado en la figura 4.19, se observan unos picos
en el perfil, los cuales se pueden atribuir a la distancia tomada para generar
el perfil, debido a que se toma un intervalo que tiene la paleta en el centro, se
presentan esos picos en las esquinas de la paleta, en la figura 4.20 se observa la
paleta y las zonas de velocidad elevada que se generan, igualmente se observan
en las esquinas el cambio que se tiene de solido a fluido, a lo cual se atribuye la
variación en el perfil de velocidad generado.
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Figura 4.19: Perfiles de velocidad radial.

Figura 4.20: Efectos del movimiento del impulsor en el perfil de velocidad.
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4.3. Inyección de gas

En algunos procesos de agitación, existe la necesidad de introducir algún
gas, dependiendo de las necesidades del proceso, que va desde un medio para
controlar la temperatura, mantener condiciones adecuadas para cultivos de mi-
croorganismos y como un reactivo o catalizador para reacciones qúımicas dentro
del tanque.

La inyección de burbujas en un tanque, tiene distintos usos como son:
Evitar la formación de sedimentos y como un medio de promover mezclado, estos
efectos son ocasionados los por efectos de arrastre producidos por el ascenso de
las burbujas hacia la superficie. Otra forma en la que son empleadas las burbujas
es como una concentración o nube de burbujas.

En este trabajo inicialmente, se planteo simular la interacción de burbujas
con las paletas del impulsor Rushton, usar un modelo euleriano-lagrangiano que
permitiera modelar la interacción entre las burbujas, lo cual requiere emplear
modelos que permitan simular la cohesión, el crecimiento y el rompimiento de
las burbujas, además de que se necesita modelar la interfase liquido-gas, el re-
querimiento computacional para lograr simular el proceso, seŕıa muy elevado y
el tiempo de cálculo se incrementaŕıa demasiado. Por ese tipo de factores se
optó por representar una inyección de gas mediante una concentración, lo cual
implica menor demanda computacional, además de que se pretende determinar
los efectos globales de la inyección del gas.

4.3.1. Configuración para la inyección del gas

Se basa en la configuración presentada en el análisis previo, para la entrada
de la concentración se agrega una zona en el fondo del tanque la cual puede ob-
servarse en la figura 4.21, se impone una velocidad de entrada al igual se asigna
un valor constante a la concentración de entrada.
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(a) (b)

Figura 4.21: Configuración para la inyección de concentración

(a) Valor de concentración: 0.15 (b) Valor de concentración: 0.04

Figura 4.22: Iso superficies de concentración.

La ubicación para la entrada de la concentración, se planteó debido a que
se detectó en los resultados previos que el liquido presenta una baja velocidad
(zona de estancamiento o muerta), en la figura 4.22 se presentan iso superficies
de la concentración con valores de 0,15 y de 0,04, se observa como es que ascien-
de e interactua con el impulsor, cómo se puede apreciar en la figura 4.22(b) la
concentración llega al impulsor, acumulándose en la parte baja del mismo.
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(a) Iso superficies del criterio Q coloreada con la
concentración

(b) Plano con la concentración y lineas de ve-
locidad axial nula.

Figura 4.23: Distribución de la concentración.

4.3.2. Resultados

Como era de esperarse, debido al movimiento y geometŕıa del impulsor, la
mayor cantidad de concentración se localizó en la parte posterior de las paletas,
lo cual es atribuido a la baja presión generada, esto se muestra en la figura
4.23, junto con ĺıneas que indican velocidad axial nula, se puede apreciar cómo
la concentración está presente, en mayor medida en la zona que aparecen los
vórtices de arrastre, al igual es posible observar que no se tiene una distribución
adecuada de la concentración, ya que se detectan regiones en las que se acumula
la concentración.

Inicialmente, se pretend́ıa determinar que se hab́ıa alcanzado el estado es-
tacionario, mediante la cuantificación de la concentración global, pero con la
detección de zonas en las que se presenta acumulación, se optó por usar la vórti-
cidad global como en los casos iniciales, la gráfica se muestra en la figura 4.24,
el comportamiento de la vórticidad global difiere del presentado en los casos ini-
ciales, en los que se observó un comportamiento más suave en comparación con
la presencia de la concentración, se alcanza un valor más elevado de la vóticidad
global (un aumento en la turbulencia dentro del tanque).

50



Figura 4.24: Gráfica de la vorticidad global respecto al tiempo, con la inyeccion de gas.

Figura 4.25: Plano Y Z de la región central del tanque X = 0, se muestra la distribución de la
concentración.

En los planos de la figura 4.25 se tienen contornos de la concentración en
la parte central del tanque, en el plano se aprecia la zona de inyección, en la
paleta de la derecha se observa que la concentración es lanzada hacia la pared
del tanque y mediante las corrientes presentes se dispersa dentro del tanque.

Se plantearon, 2 formas más de inyección de gas para la dispersión, las ubi-
caciones se presentan en la figura 4.26, ambas se ubican en el fondo del tanque,
con estas dos nuevas entradas, se pretende obtener una mejor distribución de la
concentración y evitar la acumulación observada en la configuración anterior.
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(a) (b)

Figura 4.26: Propuestas para la entrada de gas (planteadas para evitar la acumulación de la
concentración).

Partiendo de que la mayor cantidad de turbulencia generada por el movi-
miento del impulsor se tiene en las paletas (la formación de los vórtices en la
parte posterior) debido a los esfuerzos generados sobre el fluido y los gradientes
de presión ocasionados, era de esperar que sea la mejor zona para la disper-
sión del gas introducido al proceso, lo cual se muestra en la figura 4.27 con iso
superficies del criterio Q cerca del impulsor los cuales son coloreados con la con-
centración, se puede observar que la mayor dispersión del gas en el tanque se da
con el caso (a), en la propuesta (b) con las dos entradas, se observa en los resul-
tados una desviación de la concentración, hacia una determinada región, lo cual
no contribuye a que se tenga una adecuada dispersión, las imágenes presentadas
son a un valor de 25 tiempos adimencionales.

En los planos presentados en la figura 4.28, se puede apreciar cómo se dis-
persa la concentración, en el caso (a) como ya fue mencionado se tiene la mejor
distribución, en comparación con el caso (b) en el que se detecta una región
de acumulación, en los planos de la figura 4.29 se observa el mismo efecto de
acumulación en el caso (b), además se grafica la velocidad axial nula, como una
forma de identificar la ubicación delos vórtices y observar la presencia de la con-
centración en esas regiones.
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(a) (b)

Figura 4.27: Iso superficies de concentración.

(a) (b)

Figura 4.28: Distribución de la concentración.

(a) (b)

Figura 4.29: Distribución de la concentración en la zona del impulsor.
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Basándose, en estos resultados se determina que la mejor ubicación y for-
ma para la inyección del gas es el caso (a), debido a que se puede apreciar una
dispersión más homogénea y no se detectan zonas de acumulación.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se representó numéricamente un proceso de agitación,
el cual consist́ıa en un tanque de fondo plano, con cuatro placas deflectoras y un
impulsor tipo Rushton de 6 paletas, el cual giraba aproximadamente a 200rpm,
para un número de Reynolds igual a 2900.

Mediante la simulación, fue posible representar e identificar algunas caracteŕısti-
cas del proceso, como lo son los patrones de flujo caracteŕısticos del proceso, la
formación de las corrientes ascendentes y descendentes, se apreciaron los efectos
de las placas deflectoras en el proceso de agitación

El perfil de velocidad en las proximidades de la punta de las paletas del impul-
sor, los perfiles de velocidad generados en las simulaciones, tienen una tendencia
muy similar a los reportados en los art́ıculos, usados para la validación del códi-
go numérico, se presentan algunas diferencias que se atribuyen tanto al método
usado en la simulación como al tipo de mallado, aun con esas diferencias se tie-
nen resultados de buena calidad.

Fue posible la identificación de los núcleos de los vórtices producidos en la parte
posterior de las paletas del impulsor, lo cual se pudo apreciar en distintos do-
minios computacionales, variando el numero de nodos para la simulación y el
tipo de mallado. para un número de Reynolds más elevado, se apreció cómo los
núcleos de los vórtices se alejan del impulsor, lo cual concuerda con resultados
reportados por algunos autores.

Como una contribución de este trabajo, mediante un modelo de mezcla, se
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agregó a la simulación una entrada de gas al proceso de agitación, se determinó
los efectos que tienen los vórtices de arrastre en la concentración, al igual que
fue posible, identificar las zonas en las cuales se presenta una buena dispersión
del gas inyectado, en cuales existe baja concentración y también en que regiones
del tanque se acumula la concentración.

Como trabajos futuros, partiendo de los resultados obtenidos en este traba-
jo, se pretende agregar la ecuación de conservación de enerǵıa, para poder simular
los cambios de temperatura en procesos mas sofisticados, al igual se plantea si-
mular el crecimiento de algunos microorganismos, que requieran un control de
temperatura y una determinada concentración de gases para su crecimiento.
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hypersoniques: une approche instationnaire. PhD thesis. 2.2, 2.2

[Delafosse et al., 2008] Delafosse, A., Line, A., Morchain, J., and Guiraud, P.
(2008). Les and urans simulations of hydrodynamics in mixing tank: com-
parison to piv experiments. Chemical Engineering Research and Design,
86(12):1322–1330. 4.2, 4.2

[Delafosse et al., 2009] Delafosse, A., Morchain, J., Guiraud, P., and Liné, A.
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