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PROLOGO
La presente obra tiene como principal finalidad servir de complemento a la clase de teoria
de la asignatura Ecuaciones Diferenciales para los alumnos que la cursan en la Facultad de
- Ingenieria, ast como un apoyo didactico para los profesores ‘que la imparten.

La idea de realizar un Cuaderno de Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales, surge a partir de
- considerar conveniente optimizar el empleo del banco de reactivos de la Coordinacion de
Ecuaciones Diferenciales, constituido en su mayor parte por las propuestas de examenes
realizadas por los profesores de esta asignatura, a lo largo de varios semestres. Fue a
iniciativa del Ing. Enrique Arenas Sanchez, que se cre6 este banco de reactivos , mas
adelante continué la recopilacion y ordenacion de reactivos la Ing. Margarita Ramirez
Galindo; posteriormente ambos colaboraron para dar forma al trabajo que aqui se presenta.

Este cuaderno consta de 180 ejercicios en total, de los cuales 100 presentan el proceso de
resolucion de manera detallada y 80 son ejercicios propuestos con solucion. Cabe
mencionar que para este trabajo se realizé una seleccién de aquellos reactivos que pudiesen
reforzar de manera mas representativa los contenidos del curso y se planed que este
cuaderno ofreciera no solo el proceso de resolucion, sino ademas una orientacion para el
alumno de como resolver los ejercicios a partir de la aplicacion de los conceptos tedricos
correspondientes.

La caracteristica fundamental de este cuaderno, es que los ejercicios resueltos se -han
desarrollado buscando que el alumno identifique en el proceso de resolucion aspectos
elementales de las ecuaciones diferenciales, que le permitan reforzar en cada ejercicio los
conceptos previamente vistos en su clase de teoria. En cuanto a los ejercicios propuestos, se
seleccionaron  de manera que propicien en el alumno la inquietud de reafirmar sus
conocimientos; para éstos se proporciona su solucion.

La obra se ha dividido en seis temas, siguiendo el orden del programa de la asignatura. El
nimero de ejercicios que se presentan en cada uno de ellos, ha sido considerando los
contenidos respectivos, de manera que los temas de contenidos mas densos se
complementan con mayor niimero de ejercicios resueltos.

Deseamos que este trabajo logre su cometido de favorecer al aprendizaje de los alumnos y
servir de apoyo a los profesores, este es el objetivo primordial.

Un reconocimiento especial debe darse a la Srita. Martha Josefina Fernandez Martinez,
quien realiz6 el proceso de captura de este trabajo con gran esmero y dedicacion.

Concientes de que la obra puede presentar errores, agradeceremos tanto a alumnos como a

profesores los comentarios que nos hagan llegar, lo que permitira corregir y mejorar futuras
ediciones.

- MARGARITA RAMIREZ GALINDO ENRIQUE ARENAS SANCHEZ







PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de
obras recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo
para sus clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y
profesores. Tal es el caso de la obra Cuaderno de egjercicios de ecuaciones diferenciales,
elaborada por los profesores Margarita Ramirez Galindo y Enrique Arenas Sinchez

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones
y sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una
futura edicién definitiva.
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~ TEMAL1l
- ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL.

1) Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o
parcial, de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el
orden, asi como las variables dependientes e independientes.

dx _ i _
a) E—k(4 x)(1-x)

1
b) —n(ytancc)z—“—ii—}t’ =12(2gy)? donde a« y g son constantes

c) oN _ 82_N + 19N +kN donde £k es constante

ot g r or

RESOLUCION

a) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, " x " variable dependiente,

"t " variable independiente.

"

b) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, " y " variable dependiente,

t " varible independiente.

" (]

¢) Parcial, coeficiente varible, lineal, segundo orden, " N " variable dependiente, " r

y " t " varibles independientes.




2)  Determine los valores que pueden tomar las constantes k, m, n, ¢ de modo que la

ecuacion diferencial x‘(%) +4(i—2) =x" sea lineal, de segundo orden y de

coeficientes constantes.

RESOLUCION

Si m=1 eslineal
Si k=2 es de segundo orden
Si t=0 x"=x%=1 es constante y la ecuacién es de coeficientes constantes

Como x" es el término independiente, n puede ser cualquier.real. - 4]




' 1.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

1)  Sealafuncién y(x) = C, e’* + C, e**
a) Muestré'que y (x) " es sosﬁxci()n de la ecuacién
&y _dy

e

b) Determine, si existen, los valores de C, y C, , tales que satisfagan las

condiciones iniciales y(0) =2 |, i\y’ (0) =1 .

RESOLUCION

a) Si y(x) es solucion de la ecuacion diferencial, entonces debe satisfacerla.
Se calcula la primera y segunda derivadas de la funcién y(x)

dy

7 = - Cle-x + 2 Czezx
x
Al derivar nuevamente se obtiene
2
4y . Ce *+4C,e?
dx?

Enseguida se sustituyen estas funciones en la ecuacion diferencial:
Ce*+4C,e*™ -(-C,e*+2C,e**)-2(C e *+C,e*)=0
se efectian operaciones y reducen términos semejantes, con lo que se tiene

0=0

y asi queda demostrado que y(x) es solucién de la ecuacion diferencial.

b) Para la condicion y(0) =2 , se sustituye en la solucién de la ecuacion

diterencial, esto es

o
I

C, e® + C, e®
C, +G )

N
H




De manera analoga, para la goqgggjén= 3y (0) =1.;se ;s'us‘tjtuy,e-qn,la primera derivada
~ de la funcién solucién

=-C e® +2C, e
--C2c )

[

Se resuelve el sistema formado por (1) y (2); sumando ambas ecuacione:

(1) + (2)
=3C,
3=C
Finalmente, se sustituye este valor en (22, con lo que se obtiene
Cl, =2 -,
C,=2-3
C =-1

2) Verifique que y con x >0 , es solucién de la ecuacién diferencial

it t -

/yy”/ = -

RESOLUCION . S
La funcién dada debe satisfacer Ia ecuacién diferencial, por lo que es necesario calcular
/ 1 "

y .y .,y

Para y’ se tiene

{
Para y” se tiene N 3 (% L‘)

Finalmente se tiene y””/




Se sustituye y , ¥ en la ecuacién diferencial .

[3][@)
/i s

1

N= |-

Del resultado obtenido se concluye que la funcién dada si es solucién de la ecuacién
diferencial. :

3)  Dada la ecuacién diferencial (y’)? +2y’ +4x -4y =0 | si su solucién general es

y=(x-CP+C

a) construya una grafica, de la familia soluciones,
b) determine, si existe, la ecuacién de una solucidn singular.

* RESOLUCION

a) y-C=(x-C) representa a la familia de parabolas con vértices sobre la recta y=Xx

Ya
2
1
Solucion singular
- 2 -1 1 2
3 4 X

-1
-2

b) Para determinar si existe alguna solucién singular, se deriva la ecuacion diferencial




parcialmente respecto a y

%Hy’)z +2y'+4x - 4y]=0
y

de aqui se obtiene _ _
2y’ +2 =0

Y =-1

Este valor de y’ es sustituido en la ecuacién diferencial

(-1 +2(-1) +4x -4y = o

y al reducir términos se tiene

4) a) Obtenga la_ecuacion diferencial que tiene por solucién general a
y=(x —qu)Z —1 ,donde C es constante.
b) Determine cuiles de las siguientes funciones son solucién de la ecuacién
obtenida en a) indicando, en su Caso, que tipo de solucién es:
) y=x?
1) y=-1

1) y=x?+2x

RESOLUCION

a) Para obtener la ecuacion diferencial, se debe eliminar la constante C de la solucién

y=(x-C)*-1
la cual se logra derivando dicha solucion

Y'=2(x-0C)

enseguida se despeja la constante 0 el término (x - C) , locual resulta mas adecuado,

/
es decir, X -C = %




este resultado se sustituye en la solucién general, con lo que

2
/
=Xl -1
Y (2]

la cual es la ecuacidn diferencial y que es posible reescribir como

4y =(y’'
(') =4y+4
b) Para y =x% , se deriva obteniendo  y’ = 2x 'y al sustituir en la ecuacién

diferencial
(2x) # 4x? +A/ . no es solucién
' s
Para y=-1 , (y'=
se sustituye en la ecuacidn diferencial 4
0=4(-1)+4=0 sies solucin, es solucién singular pues no se obtiene de la solucién
general.
Para y = x2 + 2x , se deriva
‘ y =2x +2
al sustituir en la ecuacién diferencial '

(2x +2) =4(x? +2x) + 4
4x* + 8x +4 =4x% + 8x + 4

si es-solucion y es particular, pues se obtiene de la general.

5)  La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x,y) del plano xy

esta dada por f(x)=4-2x .
a) Establezca la ecuacion diferencial de la familia.

b) Determine el elemento de la familia que pasa por el punto (0,0) .

RESOLUCION

a) La pendiente m , de acuerdo al enunciado es

~1



=Q=4—2x '
dx

que representa la ecuacién diferencial de la familia.
b) Para resolver este inciso se requiere la solucién general de la ecuacion diferencial, es
decir, la funcién y . Entonces al integrar |
dy =(4-2x)dx
fdy =f(4—2x)dx
de donde

y=4x-x2+C , que es la solucién general.
Para la condicion x=0 | ¥y =0 al sustituir en la solucién general se tiene

0=C
Finalmente, sustituyendo este valor en la solucién general, se obtiene

y=4x-x*> que representa el elemento requerido.

6) Obtenga la ecuaci6n diferencial cuya solucion general es la familia de rectas tales que
su pendiente y su abscisa al origen son iguales.

RESOLUCION :
La ecuacién de la recta a considerar corresponde a punto y pendiente,
. y—y0=m(x—xq) ;
donde el punto P, tiene por coordenadas (a,0) 'y a es la abscisa al origen: si
la pendiente y abscisa al origen son iguales se ticne m =aq y al sustituir en la ecuacién
de la recta g
=a(x-a \ o
y=al 2) » @ es una constante arbitraria
y=ax-a :

que es la ecuacion de la familia de rectas.
Se deriva para eliminar la constante

Y =a

Enseguida se sustituye en la ecuacién de la familia



gl -

y=y'x-0'y
que también se puede escribir como ‘
/)2

O -y'x+y=0

7) - Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucion es la familia de parabolas con vértice

sobre el eje x , eje paralelo al eje y cuya distancia del foco al vértice es " a ".

RESOLUCION

Es necesario- obtener inicialmente la expresion analitica de la familia de pardbolas.
La ecuacién de la familia de pardbolas es

day=(x-hY2 ... 1)

k es la Gnica como constante arbitraria
al derivar una vez se tiene

d4ay’ =2(x - h)
despejando x - & se tiene
x - h=2ay’
sustituyendo en (1) se tiene
4ay = (2ay’y?

finalmente

day = 4a*(y’')* , es la ecuacién diferencial.

8) Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucién es la familia de circunferencias con
centros sobre el eje x. :

RESOLUCION

La ecuacién de la circunferencia de centro (h,k ) yradio r es

(x -hY? +(y - k) =1
De acuerdo a la descripcion del enunciado el centro de las circunferencias tiene ordenada

cero, es decir, &k = 0 ; en lo que respecta al radio, es también variable. Entonces la



ecuacion que describe a la familia es

(x~C ) +y*=Cp

donde C, y C, son constantes arbitrarias,

La ecuacién diferencial deseada es de segundo orden (el orden corresponde al nimero de
constantes arbitarias), por lo que es necesario derivar dos veces y eliminar las constantes.
¢ v G

Para la primera derivada
2(x-C))+2yy'=0

Al simplificar

I
o

x-C +yy =

Cl X +yy
Nuevamente se deriva
0 =1+yy"+yly
Finalmente ’

) +yy'+1=0
es la ecuacion diferencial.,

9)  Determine la ecuacién
diferencial, que tiene como solucién general

Y =C e + ysen(x)

donde « |, vy | C, son constantes y Gnicamente Cl es esencial y arbitraria.
RESOLUCION
La solucion general es y=Ce+ysenx ... .. ... ... .. . ... . (1)

esta funcion contiene una sola constante esencial y arbitraria por lo que la ecuacién
diferencial debe ser de primer orden.
Al derivar la funcién se obtiene

Y=aCe*+ycosx ..... .. ... . )

a continuacién se elimina la constanie C, despejandola de (1) y (2)

10




c, - (y - ysenx)

eax

"~ v cosx
q:”# ................... 4)
oe

al igualar (3) y (4) se tiene

y-ysenx _ y'-ycosx

eax aeax

al simplificar

a@y-aysenx =y -y cosx
Finalmente al reordenar los términos se obtiene

¥ -ay=ycosx - aysenx

10)  Verifique que la funcién

=C,e* es solucion de la ecuacion diferencial
1-p !

dP
= =P(1-P
7 ( )

RESOLUCION

Para que la funcién dada sea solucién de la ecuacion diferencial debe satisfacerla, entonces
€s necesario calcular la derivada de la funcién.

Se observa que la funcién es implicita por lo que es conveniente expresarla de la siguiente
manera '

P=Ce'(1- P)
derivando en forma implicita
P'=C e (-P')+(1 -P)C, e’

P = -Cle’P/+CIe‘—Cle'P

P'=Ce'(1-P-P)



pero sabemos que C, e’ = —l—f—P , por lo que

P’=-——1PP(1—P—P’)

P/(1-P)=P(1-P-P)

al efectuar operaciones y simplificar

o

P'-PP'=P(1-P)-PP’

P'=P(1-P)

es decir , - % =P’'=P(1-P) por lo que se verifica.

11)  Verifique que la ecuacién diferencial
y"-y=4x

tiene por solucién a la funcién y=C,e*+C,e”™*-4x y obtenga la solucién

particular que satisfaga las condiciones y(0)=2 , y/(0)=0

RESOLUCION

Para verificar es necesario que la funcidn satisfaga a la ecuacién diferencial; obtenemos ;

/ i

y 'y vy

y' = Ce*-Ce™-4

y'=Ce*+Cre™*
enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial
(Cie*+C,e™)-(C,e"+Ce " -4x)=4x
efectuando operaciones y simplificando se tiene que
4x =4x
Para obtener la solucion particular se requiere derivar la solucién general para aplicar la

condicidn inicial  y’(0) =0

12



Al derivar se obtiene

Y6 =C e*-C,e* -4
Entonces, aplicando  y(0) =2 Yy y'(0)=0 se obtiene
2=C, +C,
0=C/ -C,-4

que es un sistema que tiene por solucién C,=3 y (C=-1

Asi, la soluci6n particular que satisface las condiciones iniciales es

y=3e*-e*-4x

12)  Determine las funciones Q(y) y P(x) si y>+2Cx=C? es lasolucién general

de la ecuacién diferencial Q(y)' & ’ + P(x)ﬂ -y=0
dx dx
RESOLUCION

Inicialmente se calcula la derivada de la funcién que representa a la solucion general; dado
que no esta en forma explicita, se deriva implicitamente

2yy' +2C =0
o bien y' +C=0
de donde C = -yy’

Enseguida se sustituye en la solucién general

Y +2(-yy)x = (-yy'y?
efectuando operaciones

Y = 2yy'x =y (y')?
reordenando e igualando a cero

YO + 209" -y =0
dividiendo entre y
YO 20y -y =0

13



esta ultima ecuacion tiene la forma de la ecuacion diferencial dada

ayY , day
om(dx) P(1) 2 -y-0

por lo que al comparar los coeficientes se obtiene

Q) =y, P(x)=2x

14



1.3 PROBLEMA DEL VALOR INICIAL,.

1) Veriffque que (y-C)*=Cx es la solucién general de la ecuacién diferencial
x(y'y? +2xy' -y =0 y obtenga una solucién particular que satisfaga la condicién

inicial y(1) =2

RESOLUCION

La soluci6n general contiene una sola constante arbitraria, 'por lo que es necesario derivar
una vez la solucién general, esto es

20-C)yy'=cC

/

despejando  y’  se obtiene

(%)
- \2(y-0)

Después se sustituye en la ecuacién diferencial
cC YV C
4x(y) + 21y’ - y - 4x(“) ‘ Zx(\_) -y
20-0) 2(y-0)
Efectuando operaciones se tiene

- XC2+xC(y-C) -y(y - CY
(y-C)?
xC? + xyC - xC? - y(y - C)?
(y-C)?
xyC -y(y =C)
(y - C)

De la solucién general se tiene (y -CY¥ =cCx . por lo que en el segundo miembro de
la ecuacién anterior se escribe

Cx
=0

por lo tanto se verifica que si es solucion.

15



Para obtener la solucién particular, se aplica la condicién inicial y(1) =2 enla solucién

general (y-C)?=Cx
» R (2—C)2=C(1-)
desarrollando el binomio se obtiene

4-4C+C*=C
C?-5C+4=0

esta dltima expresion es una ecuacién de segundo grado que al resolver determina
cC=1 y C=4

Para cada valor obtenido se tiene una solucién particular, es decir
para C-=1 (y-12=x

para C=4 (y -4) =4x

16




1)

2)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Demuestre que (y-c¢)®>=cx es la solucién general de la ecuacion diferencial
4x(y'? +2xy'-y=0 y obtenga una solucién particular que satisfaga la condicién
inicial y(1) =2

Solucién.

(-1 =x (y-4)=4x

Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o
parcial, de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el
orden, asi como las variables dependientes e independientes.

a) xy" -4y’ -5y=¢3

X
<

donde k es una constante

+ky—'j

e
|
¥
N

@
Y

3
0) ¥y'+2x3y - (x-1)y =xy?

Solucion.

a) xy”-4y'-5y=e3* ordinaria, coeficientes constantes, lineal, orden 2, y

variable dependiente, x variables independiente
b) —£ = % +ky - % k = cte parcial, coeficientes constantes, lineal, orden
t s

2, y variable dependiente, f,s variables independientes

3
c) y"+2x -(x-1)y=xy? ordinaria, coeficientes variables, no lineal, orden

2, 'y variable dependiente, x variable independiente

17




3)

4)

6)

Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucién general es la familia de

circunferencias con centro en larecta y =x y tangentes al eje y .

Solucién.

N A (x + )+____(x¥yy’)2=0
y N A /N2
X +y (x +y")

Sea la ecuacién diferencial y’-xyy =0 , que tiene como solucién la familia
2
2
. . . X
uniparamétrica de soluciones y = (—4— + C)

Determine
a) una solucion particular
b) una solucién singular

Solucidn.

NI
—

a)si C = 0 una solucién particular es y = (

b) una solucién singular es y=0

Verifique que y = , donde C es una constante arbitraria, es una familia

1-Ce*

uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial

Determine los valores que pueden tomar las constantes k, m, n, t de modo que la

n. \m 3
ecuacion diferencial x‘(d—)—)) +4[‘—13k) =x sea de segundo orden y segundo
dx

dxn
grado.

18




8)

Solucion. »

a. \Mm 3
Para la ecuacion :x‘(ﬂJ + 4(d_"y) =x sea de segundo orden y de segundo

dx™ dx"

N

grado n =2 (20.o0rden)con k> 2 , m=2'y teR

a) Obtenga una ecuaci6n diferencial de la cual la familia de rectas y=Cx +C?

es solucién.

b) Determine cudles de las funciones

nE=-2x,  y=x+l,  y=x+3

N

son solucion de la ecuacién obtenida en el inciso anterior e indique, en cada
caso, qué tipo de solucién es.

Solucién.
a) y=xy + ()
b) y, es una solucién singular >

¥, es una solucion particular

Y, no es solucién

Sea la ecuacién diferencial ~ y” -y’ =20 , cuya solucién general es

Y6 =C +C, e’ _ZOt

Y

Obtenga la solucion particular sujeta"'\'”‘a las con’d‘i{ciones. iniciales y(0) =0 |
y'(0) = 40
Solucién. -

Y, = 40 + 40e’ - 20¢
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9)

10)

Si x2fr( y-CyY =4 es la solucién general de la ecuacién diferencial

2=(4-22)(y)?, obtenga , si existe, una solucién singular de la ecuacidn
difrencial dada.
Solucién.

Existen dos soluciones singulares yson x =2 , x = -2 Q

Verifique que 4x*-y>=C , donde C es una constante arbitraria, proporciona
una familia uniparamétrica de soluciones implicitas de

dy ,
— ~4x =0
Y dx
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TEMA 2
ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES SEPARABLES.

(

1)  Resuelva la ecuacién diferencial y2dx - xydy =x?ydy , utilizando el método de
separacién de variables.

RESOLUCION

Y dx - xydy = x*ydy
Agrupando términos para cada diferencial se tiene
2 2 I
y'dx =(x"y + xy) dy
Enseguida se separan variables

dx :ﬂ o
x2+x y2

El paso inmediato es integrar ambos miembros

. d__ [ydy
x%+x y?

en el primer miembro se observa que es necesario descomponer en fracciones parciales, de
donde se obtiene

f(%"xiljdx:f%

Lnjx| -Ln|x+1|=Lnly| +C

por propiedades de logaritmos se obtiene

integrando

X +

Ln( 'xl)=Ln(Cy)

y aplicando la funcién exponencial
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finalmente

tx ¢ e és la sdlucién geﬁeral
C(x+1) ° e

)

‘o

2) Resuelva la ecuacién diferencial y/(1 +e*)=e*"Y utilizando e] método de
separacion de variables.

RESOLUCION

La ecuaci6n diferencial también se puede escribir de la siguiente manera
ﬂ 1 + x = e_x
aelred) pes

al separar variables se obtiene

ex
e’dy = dx
posteriormente se integran ambos miembros

fe’dy _ e*dx

de donde se obtiene

_ e’=Ln(1 +e*) + C
que es la solucion de la ecuaci6n diferencial.

3)  Resuelva la ecuacién diferencial

3x-6y+4) D i x 2y 4320
(3x -6y )dxx y

Sugerencia: utilizar el cambio de variable v=x-2y

RESOLUCION

(3x—6y+4)% Fx-2y+3=0

al utilizar la sustitucion v = x - 2y  se despeja a la variable Y , asimismo se calcula
22




la derivada con respectoa x

se sustituye en la ecuacién diferencial dada R

)18

se efectian las operaciones indicadas y se reducen términos

(3x-3x+3v+4) 1. 1a +X-x+v+3=0
2 2dx

(3v+4)(1 -ﬂ)+2v+6=o
x

3v+4—3vﬂ —4(—1v~v+2v+6=0
dx dx

se llega a una ecuacién diferencial de variables separables

(3v +4)dv =dx(5v +10)

dx=l 3v+4dv
5(v+2) ’7;
integrando -
\ %
f _ _l_]‘ 3v+4 VMo
5] v+2 AR v
Y
3ved 4 2 '
wr2 o v+2

entonces

fdx :if3— 2 &
5 v+2

x==3v-2Ln(v+2))+C

| —

Sin embargo, de la sustitucion v=x-2y se obtiene

xX==(3x-6y-2Ln(x-2y+2))+C

|

~ .,
que es ia solucion general.
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4)  Resuelva la ecuacién diferencial R
&
y’=tan2(x +y) S}‘ ,&%
: % R e
\
RESOLUCION
Se tiene
L —tan (x + )
dx
La forma del argumento de la funcién sugiere emplear la sustitucién A ' ,
U=x+y ... (1) y A \
Lo que implica calcular du . entonces du 03« \C}f-’
e e ’ = Or U g ?
N3 <
du=dx+dy ........ 2) AP
o Y
ahora bien, en la ecuacién diferencial es necesario el término d_y ; lo obtenemos de (2)
J x
dy _du_, 3)
dx dx
Enseguida se sustituyen (1) y (3) en la ecuacién diferencial
du
— -1=tan’(u
Ix (u)
\ Se tiene una ecuacion de variables separables, por lo que
du tan? (&) + 1
dx
Adu& =dx
tan?(u) + 1
du - dx
sec?(u)

cos’(u) du = dx

Entonces ya es posible integrar ambos miembros

/cosz(u) du = fdx

[z

cos2u)du =fdx

[ SN
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de ‘donde resulta
.luf -}-sen.:2,u =x+C
gt T

pero de la sustitucion efectuada se tiene
u=x+y

entonces del resultado anterior
% (x+y)+ %senZ(x +y) =x+C

o bien
2(x+y) +sen2(x+y) =4x+4C
agrupando términos |
| | 2(y-x)+sen2(x+y) =C, 7 o

_ que es la solucién general.

5) Resuelva la ecuacién diferencial . R
(—1- - ;—gdx +(x*cosy)dy = 0
y

sujeta a la condicién inicial  y(1) = 1:

RESOLUCION

Es una ecuacion diferencial de primer orden expresada en forma diferencial, analizamos si
es 0 no de variables separables, para lo cual separamos los términos diferenciales

(—l;x)dx = -x%cosydy
y

si es de variabjes separables, por lo que se tiene
-l;xdx = ycosydy
2
X
esta igualdad también se puede escribir como '
ﬁldx = ycosydy
2
X
Luego de separar variables integramos ambos miembros de la igualdad

x-1 B
—x—2—dx = fycosydy

25



La integral del lado izquierdo se resuelve separando en dos nuevas integrales; la del lado
derecho se resuelve integrando por partes

f%dx—f;—‘: = [ycosydy

% -fx'zdx = fycosy

-1
me—x_—1 +C) = yseny +cosy +C,

Reordenando y agrupando constantes se obtiene

Lnx+—1— = yseny +cosy +C
x

que es la solucién general de la ecuacién diferencial. Sin embargo, se tienen condiciones
iniciales, las cudles se aplican en la solucién general para obtener el valor de la constante

y(D=nt =. ln(l)+% = msenn +cosm +C

(0)+1 = (0)+(-1)+C

2=C
Entonces la soluci6n particular que satisface la condicién inicial dada es

yseny +cosy+2 = Inx + 1
x

26



s

2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES
HOMOGENEOS.

1)  Resuelva la ecuacién diferencial (x* +y?)dx ~xydy =0 Co

RESOLUCION

Se tiene la ecuacién

(x2 +y?)dx - chy)dy
Se analiza qué tipo de ecuacién €s; se descarta que sea separacién de variables y, por

inspeccién, se puede afirmar que es de coeficientes homogéneos de grado 2. ]

Se realiza la sustitucion Y =ux  teniendo presente que es necesario calcular el
diferencial de y

Al calcularlo se obtiene dy = udx + xdu » que al sustituirlo en la ecuacién diferencial
nos lleva a
(x% + (ux)*)dx - x(ux)(udx + xdu)

efectuando operaciones y simplificando

(x* + u’x?) dx - x*u(udx + xdu) =0

xX*dx + ux?dx - ulx*dx - ux*du = 0
obteniendo una ecuacién diferencial de variables separables

x%dx - x*udu =0
separando variables
& udu =0
x
integrando
2
nx-% -¢
2
finalmente
y?
Lnx ——=— =C | que es la solucion general de la ecuacién diferencial.

2x?
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2) Resuelva la ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos

yds =(x +y* = x%) dy

RESOLUCION

Se observa que es una ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos de grado uno; se
propone la sustitucion y = ux lo que implica calcular la diferencial dy , esto es

dy = udx + xdu
Enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial

uxdx = (x + Vel =2 (udx + xdu)

donde luego de efectuar operaciones y reordenar se tiene

- uyu? - 1xdx = x*(1 + yu? - 1);114

que es una ecuacion de variables separables.
Al separar variables se obtiene

al simplificar

Posteriormente se integra
—fﬂ = _I_ dx +fﬂ
* uyu?-1 u
-Lnx =angsecu + Lnu + C

pero se tiene  y =ux | entonces u =

= |

, por lo que

—Lnx=angsec2 +Ln2 +C
x x

que es la solucién general de la ecuacién diferencial.
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3)

Determine si la funcién: F(x,y) es homogénea. En caso de serlo deﬁna su grado
de homogeneidad

2 5
Py =@y -ay) - 22X 2

<
'S

RESOLUCION

Una funcién F(x,y) es homogénea de grado n i

F(Ax,Ly) =A"F(x,y)

entonces
2 . S
FOx Ay =2 +{(yF -Gy Gy - LRGN = Qo) | Gty
(Ax) (2y)
. AZ(x A_’_ 2) ASxS
F(Ax+Ay)=Ax+ iy y* -xy - y+y),
‘ AX A.4)’4
i . 2 5
F(ax+ay)=Al(x+/y? -xy) - 2200 2°

X y4
F(Ax+2Ay) =AF(x,y)

Por lo que F(x,y) es homogénea de grado 1

29



2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS, FACTOR
INTEGRANTE.

1) Si un factor integrante de la ecuacién diferencial % +P(x)y=x es p(x) =e* ,
obtenga:
a) P(x)

b) la solucién general y=y(x)

RESOLUCION

Para la ecuacién dada

% +P(x)y =x

como la ecuacién diferencial es lineal y de primer orden, un factor integrante es
p(x) = ef P ycomo p(x)-= e* se tiene que f P(x)dx =x2v por lo tanto

P(x) =2x
asi, la ecuacién diferencial correspondiente que se tiene es

Q + ny =x
dx
que en forma diferencial se expresa como

dy = (x - 2xy)dx
(2xy -x)dx +dy =0

multiplicando por su factor integrante e* ge obtiene

e”(2xy - x) + e2dy = 0

Jntegrando
Fxy) = [edy + hx) = yer + px)

- derivando parcialmente a [ conrespecto de x

T 2mye” + l(x) - 2aye” - o

ax
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por lo tanto

finalmente, la solucién es

2) Resuelva la ecuacién diferencial

~xsenydy - (5x -5xcosy)dx =0
-

RESOLUCION
~xsenydy - (5x -5xcosy)dx =0 . . (1)
efectuando un cambio de variable ’
U = cosy
du = -senvdy

sustituyendo en la ecuac6n diferencial

xdu - (5x-5xu)dx=0
que tiene la forma lineal

u' +5u=5
v(x) =efp(x)dx

5fdx
vix) =e / = e>*
al multiplicar la ecuacién diferencial por

v(x) ésta se transforma en exacta

e du+5eudy =5e5 gy
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Mdu+Ndx=0

oM _aN
dx Odu
5655 = 5 5%

dle’*u] =5e5%dx

integrando ambos miembros
fd[esxu] =5fe5"dx
equ =e5% 4 C ' » v
u=1+Ce %

cosy=1+Ce %

otra forma de resover la ecuacién (1) es

multiplicando por 1
x
senydy +5(1 - cosy)dx =0 ‘

XY gy +5dx -0

1 -cosy
integrando

Ln(1 -cosy) +5x = C,

1-cosy-= Cze‘5*‘
3) Resuelva la ecuacion diferencial
(2xy —séczx)dx +(x? +2y)dy =0

RESOLUCION.

Es una ecuacion diferencial que no es de variables separables y no es de coeficientes
homogéneos: se verd entonces si es o no exacta.
Se identifican los coeficientes de Ia ecuacion diferencial




i

M(x,y)=2xy -sec’x

— =2x
dy

N(x,y)=x*+2y

dN .
— =2x

ox
. oM AN
se tiene =
dy dx

entonces es una ecuacion diferencial exacta.

Al'ser exacta se tiene que existe una funcion  f(x,y) tal que

_9f of
df = =~ = . l
f = axd“ 3 ()
donde
“ df =M(x,y)dx +M(x,y)dy ............ )
de (1) y (2) se tiene
—a—'f(x,y)=M(x,y) ..... e 3)
ox
d
—f(x,y)=N(x,y) ............. (4)
dy

De (4)
f(x,y)= [N(x,y)dy +g(x)
f(x,y) =f(x2 +2y)dy +g(x)
Luego de integrar
f(x,y)=xy +y* +g(x)

y al derivar parcialmente con respecto a  x

if(x,)’):2xy+g’(x) .............. (5)
ox
igualando los segundos miembros de (3) y (5)

Mx,y)=2xy+g'(x)




al sustituir al coeficiente M

2xy-sec’x =2xy +g’(x)
resulta '
g'(x) = - sec’x

y al integrar
g(x)= —fseczxdx
8(x) = -tanx

por lo que la funcién  f(x,y) es

f(x,y)=x*y+y* - tanx .
Teniendo presente que la solucién general es de la forma
f(x,y)=C

se puede escribir
x>y +y? ~tanx = C

que es la solucién general.

4) Resuelva la ecuacion diferencial

(1 +seny)dx=[2ycosy—x(secy+tany)]dy

sujeta a la condicién inicial y(0)=1

RESOLUCION

Se observa que la ecuacién no es de variables separables ni de coeficientes homogéneos: se

verd si es o no exacta, para lo cual la llevamos a la forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
entonces se tiene

(1+seny)dx—[2ycosy—x(secy+tany)]dy=0 ........... (1)

am . oN

Enseguida se determinan y
' dy ox
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| My
\ ' dy
9N secy +tany
ox
oM « N . NO es exacta
dy ox

Dado que no es exacta, se proced

€ a obtener un factor integrante adecuado para transformar
la ecuaci6n diferencial en exacta.

!
Se propone un factor integrante  p (x) = efx(x) = » para el cual
M _oN

g(x) = dy Ox _ cosy - (secy +tany)

~2ycosy +x(secy +tany)
No depende solo de x

Ahora se propone un factor integrante  p (y)= ef hOydy , para el cual

N _ oM

h(y) = ox Jdy - Seny +tany - cosy
M 1 +seny

Depende solo de Y , sin embargo, es conveniente simplificarlo pues para obtener

B (y) se requiere integrar a la funcién A (y)

Las funciones secy y tany se pueden expresar en términos de las funciones

Seny 'y cosy , como se indica enseguida:

1 seny 1 +seny
Ssecy +tany = + =
Cosy cosy cosy
1 +'seny
Secy +tany - cosy = — "% - Cosy
cosy

Entonces  h(y) se puede escribir como
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1 +seny - cosy 1 +seny

h(y) = —S08Y _ _ cosy - cosy
1 +seny 1 +seny 1 +seny
1 cosy
h(y) = -

cosy 1 +seny
Enseguida se procede a integrar

h(y)dy = [[—— - 5 _| gy
cosy 1 +seny

=j. secy‘ty-j.__29§2L_¢ty
1 +seny
=Ln(secy +tany) - Ln (1 +seny)

=Ln'( secy +tany)
1 +seny

~

1 +seny

~Ln COSy
1 +seny

. h(y)d
El elemento que se requiere es ef )4y , entonces
h(y)d L"(L) 1
e[ (y)dy —e cosy/ _ —_—
cosy
Asi, el factor integrante es.

1
cosy

p(y)=

A continuacién se multiplica la ecuacién diferencial (1) por u(y)

B (¥){(1+seny)dx -[2ycosy - x(secy +tany)]dy) =0

1
cosy

de aqui se obtiene

{(1 +seny)dx—[2y99sy—x(secy +tany)]dy} =0

(1+seny)dx_[2y_ X (secy +tany) |dy =0 ............ (2)
cosy cosy

Se procede a verificar si es 0 no exacta

A[(x’y)::}_igggz
cosy
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R

X

N(x,y)=-2y+ (secy +tany)
. y

cos
OM _ cosy(cosy) - (1 +5seny) (seny)

dy cos?y
_ cos’y + seny +sen’y _ 1 +seny

cos’y ‘cos’y

1 . Seny
ON _ secy +tany _ €Osy cosy
ox cosy cosy
1 +seny

cosy

cosy
1 +seny

It

cos?y

Asi, se cumple oM _ 9N
dy

Por otro lado, se tiene que si una ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funcidn

, por lo que se verifica que (2) es exacta.

f(x,y) 1l que

df=M(x,y)dx+N(x,y)dy
donde

M(x,9) =2 f(x,y)
ox
3
N(x,y)=—f(x,y)
dy

Se procede a obtener f(x,y) :

fO,y) = [M(x,y)dx+h(y)

Flxy) = [ 122 ax s (y)
cosy
f(x,y):x(lw)+h(y) ............ 3)
cosy

Por otro lado

9 f(x,y) =N(x,y)
dy
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entonces

2 fx,y) =x ‘;S‘ﬂ)w’(y)
dy cos?y

por lo que se tiene

x| 2 p () = -2y v (secy +tany)
cos?y cosy :

1 seny
£ , cosy
Cosy cosy

1 +Seny)
cos?y

=-2y+x

=-2y+x

De esta dltima ecuacion despejamos A’ (y) ,estoes

h'(y)=-2y
de aqui se procede a integrar en ambos miembros, de donde

h(y)=-2[ydy

h(y)=-y?
este valor se sustituye (3), por lo que
1 +sen
fex,y) =x(“y) -y
cosy
Se recordard que la solucién esta dada por
fx,y)=C
Entonces, la solucion general es

x( 1 +seny) y2oc
cosy

Dado que se trata de un problema con la condicién inicial y(0) =1 , se tiene

0-(1)Y=C

-1=C

por lo que la solucién particular que satisface la condicién es

x( 1 +seny) yio_C
cosy
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6)  Demuestre que

(x +3x3seny)dx +(x“cosy)dy =0

No €5 exacta, pero que multiplicando esta ecuacién por el factor x!
ecuacion exacta. Posteriormente obtenga la solucién de ésta tltima.

RESOLUCION

se obtiene una

Para que una ecuacién diferencial sea €xacta, es condicién necesaria y suficiente que

3
dy

por lo que inicialmente se procede a identificar las funciones M y N,

M(x,y)=x+3x3seny

N(x,y)=x%cosy
enseguida se obtiene las derivadas parciales, esto es

oM 3x3cosy
dy |
oN 4 x3 cosy
ox -
se observa que
oM , ON
dy ox

con lo que se confirma que no es exacta.

A continuacién multiplicamos la ecuacién dada por el factor x°!

factor integrante p ( x)

—M(x,y)=a—axN(x,y)_

x'(x+3x%seny)dx +(x*cosy)dy]=0

de donde se obtiene

(1+3x*seny)dx + (x° cosy)dy =0
Enseguida se verifica que es exacta

M(x,y)=1+3x%seny

» que es justamente un
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N(x,y)=x3cosy

M _, x2 cosy
dy

oN =3 xZcosy
ox

se cumple que

G_M = _BLV por lo tanto es exacta
dy ox

Para obtener la solucién de (A) se debe determinar la funcién f(x,y) tal que

f(x,y) =ﬂdx+ ﬂdy
ox oy

donde
a a
oMz, L oniry
ox dy
Se procede a obtener f(x,y) : .

f(x,9) = [N(x,y)dy+g(x)
f(x,) = [ (x*cosy)dy + g (x)

f(x,y)=x’seny + g (x)

Para obtener la funcién g(x) , la cual representa a la constante de integracion, se

considera

9 _
3y M(x,y)

s_f :3x2sgny +g/(x) =1 +3x2seny
X

de donde se obtiene
g'(x)=1
e integrando
g(x) = fdx =X

por lo que
40




f(x,y)=x3seny +x

La solucién de la ecuacién diferencial es de la forma f(x,y)=C porlo que

x3seny +x=C

es la solucién general.

7)  Para la ecuacién diferencial
[ycos(xy) +e*]1dx + N(x,y)dy=0

obtenga la funcién més general N (x, ¥) , de manera que la ecuacién sea exacta.

2
~

RESOLUCION

Inicialmente se establece la condicién necesaria y suficiente para que una ecuacién diferencial
sea exacta:

3
oM_oN (A)
dy ox

*

Lo anterior implica identificar a Ia funcion M (x,y) aconsiderar , por-lo que se tiene
M(x,y)=ycos(xy) +e*

Enseguida se deriva parcialmente con respectoa y

= -xysen(xy)+cos(xy)

dy
y bajo la condicién necesaria y suficiente establecida por la ecuacién (A) se tiene
—giv=—xysen(xy)+cos(xy) ........... (B)
y

De la ecuacién anterior se procede a integrar parcialmente con respecto a x | es decir

N(x,y) = [[-xysen(xy) +cos(xy)]dx +h(y)

de aqui tenemos dos integrales, a saber

I, =[(—xy)sen(xy)dx

I =fcos(xy)dx
4]

SRR =



Para I, se tiene una integral por partes donde

u=-xy du=-ydx

y dv=sen(xy)dx |, v=fsen(xy)dx=_—lcos(xy-)
y
Entonces

I, =xcos (xy) —fcos(xy)dx

I =xcos(xy) - —l~sen(xy)
y
Para I, se tiene una integral inmediata

I, =fcos(xy)dx =%sen(xy)
De lo anterior se tiene
N(x,y)=xcos(xy) - 1sen(xy) +lsen(xy) +h(y)
y y o .

N(x,y)=xcos(xy) +h(y)

que es la funcion mas general que garantiza que la ecuacién diferencial dada sea exacta.
~

8  Determine si la ecuacién diferencial

cosOdr - (rsend -e®)do =0

es exacta. Si es exacta, obtenga su solucion general.

RESOLUCION

La ecuacion diferencial es de la forma
M(r,8)dr+N(r,6)do6=0
donde se identifican a las funciones M y N
M(r,0)=cosH

N(r,08)=-(rsen6 -e%)

La condici6n necesaria y suficiente para que la ecuacion diferencial sea exacta es que
42
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M _ N
6 or
por lo que se procede a obtener las derivadas parciales
oM __ sen 6
tef3) _
9N __ sen 6
or

De la igualdad anterior se concluye que es exacta.

Ahora bien, si es exacta, se asegura que existe una funcién  f(r,0) tal que su diferencial
total es justamente el primer miembro de la ecuacion diferencial original, es decir

O ryars O
af ar(r,e)dr ae(r,())df)

0 bien
df=M(r,6)dr+N(r,6)d6
por lo que
of of
= =M(r,0 , —==N(r,8
3y (r‘) 30 (r,0)

lo que permite obtener f(r,0) integrando cualquiera de las expresiones anteriores, como

se muestra enseguida
F(r,8) = [M(r,0)dr+n(o) -
f(r,0) =fcosedr+h(e)

Jf(r,0) =rcos®@+h(0) ... (A)

Para obtener 4 ( 0) , se considera que

af

—— =N 0) .......... B

38 (r,0) (B)
de donde

of o

%—%(I‘COSG-F}I(Q))

iI:‘rsene +h'(0)
00

entonces, de acuerdo a la ecuzacion (B) se tiene
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~rsen® +h’'(0) = - rsend + e®
despejando h/(6)

h'(0)=e®
posteriormente se integra _ ’

[ h(®) = f e®do
h(0)=e® -
y al sustituir el resultado anterior en (A) se obtiene
f(r,0) =rcos6 +e®

Finalmente, se tiene que f(r,0) =C eslaformade la solucién general de la ecuacion
diferencial, por lo que el resultado es

c

rcosd +e®=C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Resuelva la ecuacién diferencial (2y? +3xy - 2y + 6x)dx + (x2 + 2xy -x)dy =0

Solucién. )

2y + X3y -2y + 253 =C

2) Obtenga una solucién grifica de la ecuacién yy' =cosx , con x en el intervalo

3]

Solucién.

%

Trazando para k=+1, +=, +2, +4 _ se obtiene

N | W

T =
~ '/,’ B

3) Resuelva la ecuacion diferencial (x? +y? + 1) dx + (x> - 2xy) dy = 0
Solucion.

—i+y+C
X

2
v Y
X




Obtenga una solucién gréfica de la ecuacién y'=y?

Solucién.

Y =k

trazando para k=+2, 1, i%, 0 , se obtiene

T T —
I
| |
f I
[ /[ /1[ / // /l
¢
// / ! yd 4 /
S e ‘/,/' T
Al e e
3 3 T b 3
R e e R
N, e R T e .

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial homogénea

e+ b -xy)y' =y o y(-3e7%) e

Sugerencia: considerar el cambio de variable x = uy .

Solucién.

Si la ecuacion propuesta es no exacta obtenga un factor integrante que dependa de una
sola de las variables y posteriormente resuelva la ecuacion diferencial

(x +y¥)dx -2xydy =0

Solucion.

2

-2 4 Lnx

X

i
a

46




7

8)

9

10)

11)

Resuelva la ecuacion diferencial
(xy +y* +x¥)dx -x%dy =0
Solucidn.

y = xtan(Ln |Cx )

Compruebe si la siguiente ecuacién diferencial es exacta. En caso de no serlo,

calcular un factor integrante p(x) y determinar su familia uniparamétrica de

~soluciones F(x,y)

(e + 1)dx + (2ye™ - e*)dy =0

Solucién.

y2€x_e—x_y=C

Resuelva la ecuacidén diferencial

xdy - ydx - (1 - x%)dx = 0

Solucidn.

y=Cx -1 -x?

Resuelva el problema de condiciones iniciales y = -y’ -xy’ | y(0) =1

Solucidn.

Ln(x +1)+2yy=2

Resuelva la ecuacion diferencial (y* + 2xy*)dx + (2xy? ~3y*)dy = 0

Solucién.

xy2+x2—y3=C
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12)

13)

14)

15)

16)

Resuelva la ecuacién diferencial

Y
w e
NS

Solucién.

Resuelva la ecuacién diferencial

xdy +ydx + (x +y)dx =0
Solucidn.

x* +3x2y = C

-

Resuelva la ecuacién diferencial (xy*-x-y*+ )dx =(xy+x-y-1)dy

Solucién.
y=Ce* +1
AL : D
Resolver la ecuacién diferencial y==+Zz
Xy
Solucion,
2
2x2
x=Ce
1
ion di - dy ¥y, 2,2
Resolver la ecuacion diferencial e == 4xt 4y
X X

Sugerencia: hacer el cambio de variable y=vx

Solucién.

: 2
y ’xtan(x— +C]
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17)  Resuelva la ecuacién diferencial

(x+Vy?-xy)% =y
Solucién.
~2yy* - xy
y

-Lny =C

18)  Resuelva la ecuacién diferencial
rcos8do + (r - sen)dr =0
Solucién.
r -1

lsene +Lnr =C
r

19)  Resuelva Ia ecuacion
4

dy _x-y
dx x+y
Solucién.
w2 2
—iLn Y Zxy + x -Ln(x) =C
2 x?

(2x-y+1)°
2x -y

20)  Resolver la ecuacién diferencial %

Sugerencia: Hacer el cambio de variable u =2x ~y

Solucién.

‘Ean((2x _y)2 + 1)y -x=C
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TEMA 3
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES |

3.1 ECUACION DIF ERENCIAL DE PRIMER ORDEN.

1) Si la solucién general de la ecuacién diferencial y' + P(x)y =Q(x) es:

N
sen2x

y(x) =Ce 2 -1

determine las funciones P (x) y Q(x)

RESOLUCION

La ecuacién diferencial es no homogénea, por lo que su solucién general es de la forma

Yy =¥ +v¥,, donde Y, es la solucién de la homogénea asociada y ¥, esuna

solucion particular de la no homogénea.
Asi se tiene que

sen2x

_ 2 _
y, = Ce y y,=-1
Ahora bien, si Y, €s solucion de la homogénea asociada. entonces la satisface por lo que

se calcula y,’

sen 2
/ _ cos2x %
Yy = 5 (2)Ce

sen2x

y,' = Ccos2xe 2

Sustituyendo en y’ + P(x)y =0 | que es la ecuacion diferencial homogénea asociada a
la no homogénea, se tiene '

sen2x sen2x

Ccos2xe > + P(x)Ce %2 =0
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De esta ecuacion se obtiene P (x)

sen2x

Ccos2xe 2

sen2x

Ce ? 5

P(x) = -

de donde resulta

P(x)=-cos2x

De manera andloga, si Y, es soluciéon de la no homogénea, entonces la satisface, por
lo que es necesario calcular yp’
I _ n.
y, =0

Sustituyendoen  y' + P(x) Yy = Q(x) , quees laecuacién diferencial no homogénea,

se tiene
(0) + P(x)(-1) =Q(x) ; pero P(x) = -cos2x
(-cos2x)(-1) = Q(x)
Finalmente
Q(x)=cos2x
2)  Obtenga la solucién general de la ecuacién
xill -y = x*cos2x
dx
RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial no homogénea, de primer orden y de coeficientes variables.
que puede asociarse con la expresion

Y +P(x)y=Q(x) ..o (A)

que es la forma normalizada de la ecuacion de primer orden no homogénea.
Por lc anterior, se observa la conveniencia de normalizar la ecuacién diferencial dada.

Dividiendo entre x se obtiene
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dy 1 y =xcos2x
dx x
y ya es posible identificar a las funciones
C P(x)--1
. ‘ X

Q(x)=xcos2x

Debe tenerse presente que la solucion general de (A) estd dada por
Ye =V *Y,

donde y, es lasolucién de la homogénea asociada y Y, es una solucion particular

{

de la no homogénea y cada una de estas funciones estd dada por

). = Ce—fP(x)dx
h

y =e-fP(x)dx Q(x)efp(x)dx
p

Enseguida se procede a calcular las integrales anteriores:

X

fP(x)dx=f%dx=—Lnx:Ln(_1)

—fP(x)dx=f%dx=Lnx

fQ(x) efp(x)dxdx = fxcosteL"(")dx

= fx cos2x (l) dx
x

1
:fcos2xdx =—sen2x
2
A continuacion se tiene y, y y, , estoes,
-[P(x)d
Yp = Ce [Peds _ oo _ oy

y :efP(x)dx Q(x)efP(x)dx
P




Por lo que la solucién general es

Yy =Cx + %sen2x -

3) Sabiendo que la solucién general de una ecuacion diferencial de la forma

Y +P(x)y = Q(x),
es

x3-3x . c
3(x*+x) 3(x2+x)

calcular las funciones P(x) y Q)

RESOLUCION )

Se tiene una ecuacién diferencial de primer orden, no homogénea, de coeficientes variables
de la cual su solucién general es dato.

Para una ecuacién diferencial no homogénea de primer orden, su solucién general es de la
forma

yG=y,,+y,,

donde y, = Cel P y v, - e_fp(X)dfo(x)efp(x)dxdx por lo que de la
solucién general dada se infiere

C ’-3
Vp = A oy 2x (B)
3(x%+x)

donde y, esla solucion de la homogénea asociada y Y, €s una solucién particular de la

no homogénea. ]
Asi, para la ecuacion homogénea asociada

y’frP(x)y=O ........... (®))
y teniendo presente qué Y, €s su solucién y que por lo tanto la satisface, es necesario
/
obtener Y,

/_~C(2x+1)

y
’ 3(x?+x)?
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la cual se sustituye en (A)

“CQx+1) popy €
3(x2+x)? 3(x*+x)

de donde se despeja la funcibn P (x) , esto es

(2x+1)

P(x)-=
T (e

Por otro lado, asumiendo que Y, €s una solucién particular de

Y +P(x)y=Q(x)

y se sabe que la forma de ¥, estd dada por

y, =e-fP(x)dx 0(x) efP(x)dxdx

-~

se sustituye la funcién P (x) 'y se efectian las operaciones indicadas; para las integrales

—fP(x)dx SR Wl € 5.0 ) I NURY N SUPNID N DD NI I (D)
(x% +x) x> +x
fP(x)dx =f2x+1dx=Ln(x2+x) ........... (E)
x2+x

entonces y, es

1

Ln( )
)’pze xz+fo(x)eLn(x2*x)dx

simplificando se obtiene

1 fQ(x)(x2+x)dx ............ (F)
+X

y:
F 4
x2

Por otro lado, se tiene el valor conocido Y, dado por (B), entonces se puedén igualar (B)

y (F)

3 _
1 fo(x)(x2+x)dx:x“3x_
xt+x 3(x?+x)
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de donde

(x* -3x)(x.2+x) |
3(x2+x)

[t +rydx=2(x*-3x)

fQ(x)(x2+x)dx$

Derivando ambos miembros de Ia ecuacion se tiene
Q(x) (2 +x) =§(3x2 -3)

3(x%-1) L

n Wi

2.1

Finalmente, se despeja a la funcién de interés

-1 (x+1(x-1)
(x? +x) x(x+1)

Q(x)=

x-1
x

Q(x) =

4) Resuelva la ecuacion diferencial

13X ot Inde
dr

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden no homogénea: resolverla implica
obtener su solucion general la cul es de la forma

Xg = Xy * X,

donde x, es la solucién de la ecuacion homogénea asociada 'y X, €S una solucién

particular de la ecuacién no homogénea.
Para obtener la solucion general tenemos 2 formas, una es posible aplicando directamente
la expresién que involucra factores Integrantes: '

x, - Ce—fP(t)dt . e-[p(z)d:fQ(t)e[P(t)dzdt

Otra, obteniendo inicialmente Xy por scparacion de variables y posteriormente aplicando
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variacién de parimetros para obtener X, , lo que da lugar justamente el segundo término

de la ecuacién anterior. ,
Entonces, reordenamos inicialmente la ecuacién diferencial para transformarla
posteriormente en la forma normalizada

X+ P(t)x = Q(1)

dx _

t 2x = tLn(3t
0 (3¢t)
dividiendo entre " ¢ "
dx
— - —x = Ln(3¢
4 (3¢)

que es una ecuacion diferencial de la forma
X'+ P(t)x = Q(2)
Para obtener la solucién, inicialmente trabajamos con la ecuacién homogénea asociada

dx 2

H

_— - x = O
da t
efectuamos separacién de variables
de 2
—_— = _x
dt t
& _,dr
x t
dx at
Integramos — =21=
: I5 =205

Lnlx| + C, = 2 Ln|t| + C,
Finalmente, la solucion de la homogénea asociada es,
. Ln|x| = 2Ln}tl + C

que tambi€n se puede expresar en forma explicita; aplicamos propiedades segiin se indica
Ln(x) = Ln(¢%) + LnC
Ln(x) = Ln(Ct?) | y al apiicar la exponencial
x, = Ct?

que es la solucion general, en forma explicita , de la ecuacion homogénea asociada.




Para obtener x, , identificamos los elementos necesarios: para mtegrar

Sabemos que una soluc1on particular de la no homogenea tiene la forma

x fP(:)d(r) f Qe frox
P
y de la ecuacién normalizada

s Q@) = Ln(3p

enseguida integramos los elementos necesarios

PO = -2
t

fP(t)d(t) T = 2Lnt = Lnt2

b

1
Lnf — E
fr(z)d: @ _ 2 efP(t)dt - e (,2) 1

t2

[Q(t)ef O gt an(3t)[ )dt = an(3t)(t-2)dz .

Integramos

= Ln(3t) Cdv =2
-1
du =3 - Ly y=F __1
3t t -1 t

=Y + [2lae- - Liagaey [t2ar
t tt t

C a1 _
I= -Gy v - gy L - %,
t -1 t t
Entonces la solucién general es:

- 1
G =% tX, =Ct - S (Ln(30) + 1)

5)

Resuelva la ecuacién diferencial



RESOLUCION
Es una ecuacién diferencial no homogénea de primer orden de coeficientes variables; es

necesario normalizar, por lo que multiplicamos por yx
E
Y +xy=x(l-e?)
es una ecuacion diferencial de la forma
Y +PMy = QW)

La solucién general puede obtenerse en términos de un factor integrante como se muestra
enseguida

(NI

ye = Ce “[resas e “[reds Q(x)ef PO iy

RS
N -

donde P(x)=x , Q(x)=x(1-e *)

Enseguida calculamos las integrales. indicadas

2

2 (P -X
-[p@)dx = - xd":_% ;e TP o

2 Pl dx 2
fP(x)dx=fxdx=% I LL L

x? x?

Jower®® - fx(l—e7)%(e7)dx - [u"du

Integramos realizando un cambio de variable

~
~

12 X X

3
du = -e? (x)dx = -xe?dx = —%(1—82)2

Entonces, al sustituir en la forma de la solucion general se obtiene

2 2 2

X

-x -X 3
yg=Ce? +e? [%(lez)2

Reordenando y factorizando se tiene finalmente

-’
_ 2

2 3
Y = € Cig‘-(l—ez)z}
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6)  Resuelva Ia siguiente ecuacién diferencial 4

xy'~y=x2e3x (A)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden, no homogénea y coeficiente variable;

para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable , de
donde se obtiene

y/_ ly = xe3*
X

La cual ya es una ecuacién de la for_ma oy 4 P(x)y = Q(x) donde

P()=-2 'y Q(x)=xes

La solucion general de una ecuacion de la forma anterior esta dada por

Yo = Ce—fP(x)dx . e—fP(x)dfo(x)e/P(x)dxdx

donde y, = Ce Jrenas es la solucién de la homogénea asociada
y, - e —[P(x)dxfo(x)efP(x)dxdx

Efectuamos el calculo de las diferentes integrales, segiin se indica

[P(x)dx=—f%‘ = “Lnx = Ln(%)

—fP(x)dx = /2 =ILnx
x
e~fP(x)dx - plnx _

efp(x)dx _ e""(;l) _

o =

I

fex)yel @y,

X

e -3x

/xe'“—ldx = fe'“dx
1

3
Asi, se obtiene
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y la solucién general es

7) -~ Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial

Q+ x _ cos3x

A T M

RESOLUCION

Es una ecuacion lineal, de primer orden, no homogénea y de coeficientes variables de la
forma

Y + P(x)y = Q(x)
su solucion general estd dada por

Yo = Ce-fp(x)dx . e-fP(x)dx Q(x)efp(x)dxdx
donde

Ip = Ce_fP(X)dx oY, = e_fp(x)dx Q(x)efp(x)dxdx

para resolverla es conveniente identificar a las funciones que intervienen en las integrales,
es decir,

P(x) = —2
x° + 1

Q(x) = cos 3x
x2 + 1

A continuacion efectuamos las operaciones necesarias para Yo Y Y,
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-fP(x) = -fx2x+ ldx = -%Ln(xz +1)

e

fP(x)=f 2x dx=%Ln(x2+l)

x° +1
x +1

e
y, =Ce 1 ¢

entonces

Por otro lado

1
Ln
e ( xz+1) MeLn(\/__rz+l)-dx

Yp =
yx? + 1

y, = L[l g,

e R
Y, = fcos3xdx

2
{ x¢ + 1

y = 1 (senSx)
? x? + 1 3

Finalmente, la solucién general es

y:

8) Resuelva la ecuacion diferencial

y' = (tanx)y + senx

sujeta a la condicion inicial y(

r
L 4

|-z



RESOLUCION

/

Se tiene una ecuaci6n diferencial de primer. orden, que puede escribirse de la siguiente

manera

la cual es una ecuacién de la forma
= +
Yo =W * Y,
entonces, se identifican las siguientes funciones

P(x) = -tanx
Q(x) = senx

La ecuacién diferencial referida corresponde a una ecuacién no homogénea de coeficientes

variables, cuya solucién general es de la forma

y = Ce-[r(x)dx . e-fP(x)dx[Q(x)efP(x)dxdx

donde

yh - Ce-fP(x)dx

y, - e-[P(x)dfo(x)efp(x)dxdx

A continuacién,se calculan las integrales necesarias, esto es

—fP(x)dx = ftanxdx = f::s’;cdx = ~Ln(cosx) = Ln(secx)

e_fp(x)dx = eln(secn) - gooy
por lo que
¥, = Csecx

Por otro lado

fP(x)dx = —ftanxdx = - Ln(cosx)

efP(x)dx = eln(cosx) _ COS X
entonces
2
P(x)d sen x
fQ(x)e[ Oy - fsenx cosxdx = (71
por lo que
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(sen x)2

Yp = secx

y la soluci6n general es

2
sen x
.y =Csecx + secx(——)

Aplicando la condicién inicial y( ) = V2 se tiene

I
4

\/7_3/= Csec(%:-) + sec(i)(.se;z)\\‘

4 2

( 1)2
2= cyzyp| 2L
\/_- = Cﬁ + \/E l = C = 2
4 4
Finalmente para la condicion inicial dada

3 sen x )?
y = Zsecx + secx—(h)
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(=

1) Resuelva la ecuacisén diferencial y” - y/ - 2y

RESOLUCION

Se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes
constantes. Inicialmenté la expresamos en términos del operador diferencial

(D> -D-2)y=9
de donde la ecuacién caraéten’stica es

A-1-2=0

cuyas raices son Ay =-11y Ay =2
Dado que las raices son reales y diferentes, la solucién general es

y = Ce™ + Cye™

2) Resuelva la ecuacién diferencial

' -6 + 9y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes constantes.
que expresada en términos del operador diferencial es

(D*-6D +9)y =0
Cuya ecuacion caracteristica es
A2 -6L +9 =0

siendo sus raices Ay =3y A, =3 que son reales Y repetidas; entonces la solucion

general es

- 3x 3x
y =Ce* + C,xe

o4




3)  Resuelva la ecuacién diferencial y' -3y +4y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes constantes;
expresada en términos del operador diferencial es

(D*-3D+4)y=0

y la ecuacion caracteristica correspondiente es

M -3L+4=0

las

N

. ) i 3
siendo sus raices o valores caracteristicos A‘l = 5 +

cuéles son complejas, por lo que la solucidn general es

V7

Zx Zx
y = Ce? cos—‘éj-x + Cye? sen--x

4) Resuelva la ecuacién diferencial

y///_2y//_y/+2y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacién de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes: expresada
en términos del operador diferencial es

(D*-2D-D+2)y=0

Yy su ecuacion caracteristica es

AP -202 -2 +2 =0
Se procede a obtener sus raices, las cudles son Ab=1 A, =2y Ay = -1
Las raices son reales y distintas, por lo que la solucién general es

- it 2 -x
y =Cie' + Coe’x + Cye

5) Resuelva la ecuacion diferencial

y///__3y//+3y/_y =0
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RESOLUCION

Se tiene una ecuacién de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes; expresada
en términos del operador diferencial es

(D*-3D*+3D-1)y=0
Su ecuacién caracteristica es . _
A?-332+432-1=0
siendo sus raices Ay =4, = 13' =1

Se tiene el caso de raices reales repetidas por lo que la solucién general de la ecuacion
diferencial es

y = Cie* + Cye* + Cyxle*

6) Resuelva la ecuacién diferencial

y(lV)+2y//+y=0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, homogénea y coeficientes constantes; en
términos del operador diferencial

(D*+2D*+1)y=0

Yy su ecuacion caracteristica es

AP +20241=0 ... (A)

Se determinan sus raices mediante un cambio de variable adecuada que transforme la
ecuacion de cuarto grado en una ecuacién de segundo grado, esto es

por lo que se tiene

w2 +2w+1=0
(w+1)*=0

Las raices para la ecuacién de segundo grado son W =w,=-1 ; regresando a la variable

original se tiene A%=-1 por lo que A=zi ; entonces las raices de la ecuacion de cuarto

grado son A==l Ayg=zi

esto es, raices complejas repetidas con parte real nula.
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Entonces, Ia solucién general de la ecuacién diferencial dada es

y = C,cosx +C,senx + Csxcosx +C, xsenx
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3.3 SOLUCIQN DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL NO
HOMOGENEA.

1)  Dada la ecuaci6n diferencial y” = x2 - 1 , obtenga
a)la solucién general,

b) una solucién y(x) tal que y(0) =1 , y'(0) =2 |
¢) una soluci6n cuya representacién gréfica pase por los puntos (1,2) y (3,5)

RESOLUCION

a) Por el tipo de ecuacién diferencial, se tiene la posibilidad de resolverla utilizando dos
métodos diferentes.

Primer método:

Se tiene y” =x% -1 ... (A)
que también se puede expresar de la siguiente forma
2
a7y | x? -1
dx?

Al integrar esta ecuacién se tiene

nuevamente se integra

de donde se obtiene

xt X2

== - —=+Cx+C
YT g TG

que constituye la solucion general de la ecuacién diferencial (A)

Segundo método:
La ecuacion dada es de segundo orden, coeficientes constantes y no homogénea y su solucién
general es de la forma
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yG=y,,+yp

donde y, es lasolucion de la homogénea asociada y ¥, es una solucién particular de la
no homogénea.

Para obtener Y, se considera la ecuacidn

y//=0

que expresada en términos del operador diferencial es
D’y =0
y cuya ecuacion caracteristica es
AT =0
De esta dltima obtenemos sus raices, a saber,
Ay =4,=0
Se tienen valores caracteristicos repetidos, por lo que la solucién correspondiente es

Y =C +Cx
La determinacién de ¥, implica obtener un aniquilador para la funcién

Q(x) =x* - 1

el cual resulta ser
P(D) = D*
Al aplicar este operador a ambos miembros de la ecuacidn (A), esta ultima en términos del
operador D
D*(D*y) = D*(x* - 1)
lleva a la expresion
D3 =0
se obtiene una ecuacién diferencial de quinto orden cuya ecuacién caracteristica es
As = 0 ; de aqui obtememos sus raices: Ay =y =4, =4, =4 =0
Asi, la soluciéon de la ecuacién es

y=C +Cx + Cyx* + C,x° » C,x*
Esta solucion involucra la solucién de Ia ecuacion homogénea asociada (y,) vy una

sclucion particular (¥,) de la ecuacién no homogénea original (A); entonces. cada
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solucién es de la forma

Ahora bien, si ¥, essolucién de (A) entonces la satisface, por lo que es necesario obtener

¥, =2C;x + 3C, %% + 4C,x°
Y, =2Cy + 6C,x + 12C, 22
enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial no homogénea:
| 2C, + 6C,x + 12C,x2 = £2 - 1

y por igualdad de polinomios se obtiene e sistema

2¢, = -1
6C, =0
12¢ =1
que al resolver permite obtener
1 1
C,=-—-, cC,=0, Cc. =L
3 5 4 5 12

1, 1,
- -2z Ly
% 2 12
Finalmente, la soluci6n general es
Yo = C, s C,x - L, Lo (D)
2 12

la cual es igual a la obtenida por el primer método.
b) A partir de la solucién general se obtiene ‘la solucién particular que satisfaga las
condiciones iniciales dadas, lo que requiere calcular Ys . estoes
2 1 5
Y6 =C, —x +§x .......... (E)

esta ecuacion junto con (D), al aplicar las condiciones iniciales constituyen un sistema de dos

ecuaciones con dos incégnitas: ¢y G .
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La condicion y(0) =1 se sustituye en (D), lo que permite obtener

1-=c,

La condicién y’(0) =2 se sustituye en (E), con lo que se obtiene
2=¢C,
Sustituyendo los valores C, y C, en la ecuacion (D) se tiene

y=t+2x-Ly, 1
2 12

que constituye una solucién particular de la ecuacién diferencial (A).

¢) Este inciso implica nuevamente condiciones iniciales; si se busca obtener una solucién que

satisfaga  y(1) =2 y ¥(3) =5 , entonces se sustituye estas condiciones en la
ecuacion (D)

2=i,‘l+cl+co
12 2 -
2 = _i + Cl + C2
12
finalmente
5
2 + E = Cl + C2
29 '
E :Cl + C2 ............ (F)
asimismo
5=C +3Cx - L3 Lay
2 12
5=C1+3C,,—2+—81
< 2 12
5 + 2 gl = (j1 + 3C2
2 12
finaimente
-;’_g =C, +3C, ... (G)

Enseguida se resuelve el sistema formado por las ecuaciones (F) y (G). de donde se tiene
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27 i
== c. -1
17y Y T

Al sustituir estos valores en (D), se obtiene la solucion

C

12 6 2 12

cuya representacion grafica contiene a los puntos (1,2) y (3,5)

Z) Resuelva la siguiente ecuacién diferencial mediante el método de coeficientes
indeterminados

y” +3y' - 10y = cot 3x sen 3x

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion

y" +3y' - 10y = cot 3x sen 3x
que es una ecuacion diferencial no homogénea, de segundo orden y de CééﬁiC{mes

constantes; asimismo se tiene una funcion  Q(x) para la cual aparentemente no existe._
operador diferencial anulador, sin embargo, si simplificamos la funcién  Q(x) , se tiene

cos 3x

Q(x)=cot3xsen3x = (sen3x)

- sen3x
Q(x)=cos3x

Por lo que la ecuacién diferencial se puede escribir de la siguiente manera

y"+ 3y/ - 10y =cos 3x

es posible resolverla por el método de coeficientes indeterminados.
Se sabe que Ia solucién general de una ecuacién diferencial no homogénea es de la forma

Y6 =Vp*Y,
por lo que inicialmente se calcula y, , que es la solucién de la homogénea asociada
1/ / —
y' +3y -10y=0
y en terminos del operador diferencial es

(D*+3D-10)y =0

cuya ecuacion y valores caracteristicos son

A +30-10=0 = &, = 5,4, =2

~J
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por lo que se tiene
Ny = -5x 2x
Y=Cie™+Che

Para obtener Y, - que es una solucidn particular de la ecuacion no homogénea, se busca

un operador que anule a la funcion

Q(x) =cos3x
el cual resulta

P(x)=D%*+9
Aplicando  P(D) a la ecuacion original se tiene
P(D)(D*+3D-10)y =P (D)(cos3x)

(D2+9)(D2+3D—10)y= ............ (A)

que es una ecuacion diferencial de orden mayor a la original, cuya ecuacién caracteristica
y raices respectivas son

(A*+9)(A2+31-10)=0

= Ay =-5,21,=2,24,=3i,4,--3i

4

Asi la solucion general de (A) es-

Yo = Cie ™ + C e+ + Cyc0s3x + C sen3x
en donde es posible identificar Y, ylaforma Y,

;> -5x 2x
¥, = Cje + C,e

Yy, =Cyco83x + C,sen3x

En Y, se tienen justamente los coeficientes indeterminados C;, y C, cuyos

valores deben obtenerse. lo cual se logra derivando Y, Yy posteriormente sustituyendo
en la ecuacion no homogénea
/
Y, =-3C;sen3x +3 C,cos3x
/" .
yp=-9C;c083x -9C,sen3x
al sustituir en la ecuacién diferencial original

- 9cos3x~9C4sen3x+3(~3C3sen3x +3C,cos3x)
~10(C,cos3x + C,sen3x) =cos3x




desarrollando operaciones Y posteriormente al factorizar se obtiene
cosBx(-l9C3 +9C)+ sen3x(-9C, - 19C)) = cos3x
y al igualar coeficientes se forma e] sistema

-19C,+9¢, = 1
-9C,-19C, =0

cuya solucion es

Entonces ¥, resulta

sen3x

y = ——1—90083.?6 + 9
P 442 442

por lo que la solucién general es

19 9
=Ce™™+Ce - 22 0g3y sen3x
Yo = & 2 442 2

3)  Obtenga la solucién general de la ecuacién

y" - 4y’ + 8y =4e¥sec2x - 4 csc2x

RESOLUCION

La ecuacién diferencial es no homogénea, lineal, de segundo orden y coeficientes constantes;
su solucion general es de la forma

Yo =V *Y,
Para la solucién de la ecuacion homogénea asociada, Y, . se tiepe
y'-4y'+8y-0
y en.términos del operador diferencial

(D*-4D +8)y =0
SU ecuacion caracteristica asociada es
A*-41+8-=0
Ciyas raices son

A=242i y A, -2-2i
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De acuerdo a las raices obtenidas resulta

Yp=C, e¥cos2x + C, e% sen2x
En lo que respecta a Yp que es una solucién particular de la no homogénea, necesitamos

considerar la funcién Q(x) , para la cual no existe operador anulador; lo anterior
implica la aplicacién del método de variacién de parametros, el cual consiste en sustituir las

constantes 6 parimetros de ¥, por funciones desconocidas u(x) y v(x) , las que

~ deben ser determinadas. Asi, se tiene

Yy =u(x)eXcos2x +v(x)e*sen2x ... . (A)

donde u'(x) y v/(x) son funciones que satisfacen el sistema

e cos2x e¥ sen2x u' (x) 0 J
2¢*(cos2x - sen2x) 2e>(cos2x +sen2x) | v/ (x)| [Q(x)

siendo  Q(x) =4e?*sec2x -~ 4e2 ¢se 2x

Para resolver este sistema por regla de Cramer es necesario obtener los determinantes
siguientes:

e*cos2x e sen2x . )
A = =2e"(cos*2x +cos2xsen2x)

2e>(cos2x - sen 2x) 2e Zx(cos 2x + sen2x)
-2e* (cos2xsen2x - sen?2x)

A =2e* cos2xsen2x - 2e* cos 2x sen 2x + 2 (cos?2x +sen?2x) =2 e**

0 e )
A, = = -e** (4e™sec2x -4 e csc2x)
Q(x) 2e (cos 2x + sen2x)
Ay,=4e*csc2x -4e* sec 2y = 4e**(csc2x -sec2x)
e%*cos2x 0 ) )
A, = =e™(4e*sec2x -4e*csc2x)
2e2"(cos2x—sen2x) Q(x)

Ay = 4e*(sec2x - csc2x)

Enseguida se procede a determinar las incognitas u'(x) y v/ (x) :
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A;  4e**(cos2x- sec2x

u'(x) =A—2= p =2 (csc2x -sec2x)
1 2e
A 4x -
v’(Jc)=A—3 - e (sec2::x csc2x) =2 (sec2x - csc2x)
1 2e

interesan las funciones u (x) y v(x) porlo que se procede a integrar las funciones

obtenidas u'(x) y v/(x) . esto es

u(x) =2f(csc2x—se02x)dx =§Ln(csc2x -cot2x)

v(x) =2f(se02x—csc2x)dx= —%Ln(sec2x+tan2x)

De lo anterior se establece ]a solucién Y,

Yo =Ln(csc2x - cot2x)e?* cos2x ~Ln(sec2x +tan2x) % sen2x
Finalmente, la solucién general es

y=C e*cos2x +C,e**sen2x + e?*cos2x Ln (csc 2x - cot 2x)
+e**sen2x Ln (sec2x +tan2x)

@ Resuelva la siguiente ecuacion diferencial utilizando el método de los coeficientes
indeterminados

Yty -2y=(2+ 6x)e*

RESOLUCION

por lo que su solucién general es_de la forma.

Yo =Wt
Para obtener Yr > que es la solucion de la ecuacion homogénea asociada, se considera

y'+y'-2y=0

que en términos del operador diferencial es
(D*+D-2)y=0
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siendo su ecuacion caracteristica y raices, respectivamente,

A+r-2=0 = A,=1, A,=-2

1
de donde

= x -2x
y,=Ce*+C,e

Para obtener Y, » que es una solucidn particular de la ecuacién no homogénea dada,
mediante el método de los coeficientes indeterminados, es necesario identificar a la funcién

Q(x) , a saber,

Q(x)=(2 +6x)e*
=2e*+6xe*

Enseguida se elige al operador anulador (aniquilador) de la funci6n Q(x) , esto es,
P(D)=(D-1)
este es un operador tal que, aplicado a la funcién Q(x) laanula
P(D)Q(x)=0
(D-1)(2e*+6xe*) =0
Al aplicar P (D) a la ecuacién no homogénea original se tiene

P(D*+D-2)y=P(D)Q(x)
(D-1*(D%D-2)y=0

que es una ecuaciéon homogénea de orden superior a la dada inicialmente: la ecuacién
caracteristica correspondiente es

(A-1P2(F+1-2)=0

y sus raices son A, =1, Ay==2,24,=1 y A, =1
por lo que la solucién general de (A) resulta ser

y=Ce*+Cye >+ Cixe* + C,x*e*
en esta solucion podemos identificar a Y, Y ¥y, ,estoes
= x ~2x
y,=Ce"+Che
y,=Cixe™+ C4x2ex
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De ¥, s necesario determinar los coeficientes (constantes) G y C,,porlo que se

requiere y,’ 'y v, .

! _ ¥ x 2 % x
¥, =C;xe +Cie +Cix’e +2C,xe
" _ x x x 2 ,x x > X x
¥, =Cxe +Cie +Cse +C,x%e +2C,xe +2C,xe +2C,e
reduciendo términos en y,” sellegaa
1 _ x x 2 ,x X x .
¥, =C;xe +2C,e +Cix’e +4C,xe +2C,e

enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial original, esto es,

C;xe*+2Cie*+C,x%e* +4C,xe*
+2C4e”+C3,xe‘+C3e"+C4x2ex
*2Cxe"-2Cxe*-2C,x%e*
=2e*+6xe*

simplificando términos y factorizando

3C3e‘+6C4xe‘+2C4e"=2e"+6xe"

e*(3C, +2C,) +6C,xe*=2¢e*+6xe*
de donde se obtiene el sistema

3C,+2C, =2 - G-=o
6C,<6 =~ (=1

4

estos valores son sustituidos en ¥, , por lo que resulta

Y, =x‘e
Finalmente, la solucién general es

Yo =Ce*+Ce 2% + x2¢*

S) Obtenga la solucién general de la ecuacion diferencial

),//_2y/+y - x2_1
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RESOLUCION

Es una ecuacion de segundo orden, no homogénea, de coeficientes constantes. La solucién

general esta ‘dada por la solucién de la ecuacién homogénea asociada (¥,) 'y una solucién
particular de la no homogénea .(yp) , es decir,

Y =W tY,
Para obtener  y, se considera

y'-2y'+y=0

que expresada en términos del operador diferencial es

FACRTAD B s

(D?-2D+1)y=0

y cuya ecuacion caricteristica es

A2-21+1=0

Las raices de esta ecuacién son A, =A,=1 | raices reales repetidas; para este caso la
1M
solucion es
— X X
y, = Cie*+C,xe

que corresponde a la solucion de la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion no
homogénea original.

Para obtener y, es conveniente emplear el método de coeficientes indeterminados, pues
la forma del segundo miembro de la ecuacién no homogénea

Qx) = x*-1

es de tipo polinomial, la cual sugiere la aplicacion de un operador anulador de la forma
P(D) = D’

Dado que la ecuacion no homogénea es una igualdad. se aplica P (D) enambos miembros

P(D)(D* -2D + 1)y = P(D)(x% - 1)
D*(D? -2D + 1)y = D¥(x% - 1)

La aplicacion de P(D) = D* enel segundo miembro propicia que el término Q(x)
se anule, por lo que se tiene

D¥*(D*>-2D + 1)y =0 ........... (B)

que es una ecuacion diferencial homogénea de orden superior al de la ecuacion original. la
-7
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que al ser resuelta permitird obtener la solucién Y,

La ecuaci6n caracteristica asociada a (B) es

A(A2+22 4+ 1)=0
AB-12-=o0
y sus valores caracteristicos son
Ay =4, =1, Ay =A =4, =0
Asi la solucion general de (B) es '

- x x 2
y = Cie*+C,xe* + C, + Cix + Csx
esta solucion involucra a Y. Y ¥y ,asaber
Yy = Cie*+C,xe*
- 2
Y, =C + Cix + Cx

Enseguida se determinan los coeficientes de ¥y, considerando que si Y, es una solucién

particular de (A), entonces la satisface.

Calculamos y/ 'y y" .
y, =C, + 2Cx

y,  =2¢C,
Sustituyendo en (A)
26, -2C, -4Cx + C, + C,x + Cyx? = x? - 1

de aqui se tiene el sistema

H
I
N

2C,-2C,+C, = 0
S4C+C= -1 o g =3
G = 1

D
i
[y

por lo que
Y, =4 +3x + x?
Finalmente, la solucién general de (A) es

Yo =Cie™ + Coxe* + x2 + 3x + 4
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@ Resuelva la siguiente ecuacion diferencial ordinaria, utilizando el método de los
coeficientes indeterminados ST

-3y 4 9yl 4 13y =-6e™* +3sen3x ... (A)
RESOLUCION
De la ecuacién homogénea asociada
(D*-3D*+9D +13)y=0 ... (B)
se obtiene su ecuacion caracteristica, asi como sus raices
Ay=-1
A -322491+13-0 = Ay=2+3i
Ay=2-3i
por lo que la solucién de (B) es
Yy =Cie ™™ +e**(Cycos 3x + C,sen 3x)
Por otro lado, para la funcién
Q(x) = -6e™* +3sen3x
el operador anulador es
P(D) = (D*+9)(D +1)
por lo que, al aplicarlo en la ecuacién diferencial (A) se tiene
(D2+9)(D+1)(D3—3D2+9D+13)y=0 ............ ©)

Cuya ecuacion caracteristica es
(A2 +9)(A+1)(A*-3212+9) +13) =
y sus raices son
A= -1, Ay =2 + 3§, Ay =2-3i, 2 ==-1, A =3i
entonces, la solucion general de (C) es

y=Cie™ + C,e**cos 3x + C,e**sen3x
+ Coxe™ + C.cos3x + C.sen3x
4 5 6

donde se identifican Yo Y ¥y ., estoes

o -x 2x 2x
Yp=Cie™ + C,e**cos 3x + C,e**sen3x
— -X
= C4xe + C5cos3x + C6sen3x
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Para obtener los valores de ¢ . C, C, es necesario calcular Yo o Y Yy,

y; =-C,xe ™™ + Cﬁf‘ - 3Cssen3x + 3C4cos3x

y;’ =Cixe™ - Cie ™ - Cie™ - 9C,cos3x - 9C,sen3x
"

Yp = -C,xe™™ + C,e™ + 2C,e™* + 27Cssen3x - 27Cgsen3x
"_

YVp=-Cxe™* +3 Cie™ +27 Cssen3x - 27C;sen3x
Sustituyendo en.la ecuacion diferencial (A)

-Cyxe™ + 3C,e™ + 27C;sen3x - 27C,sen3x - 3C,xe”*
*6C,e™" + 27Cycos3x + 27Cgsen3x - 9C,xe™* +9C,e*
- 27CSSén3x + 27 C4cos 3x + 13C,xe™* + 13 C cos 3x
+13C;sen3x = -6e™* + 3sen3x

al reducir términos semejantes

18C4e"" + 4OCscos3x + 4OC6sen3x = ~6e* + 3sen3x |

de donde se obtienen los valores buscados

al sustituir estos valores en la forma de Y, se tiene

S R I
Y, = ;xe 4—0senx

Finalmente, la solucién general es

Yo=Ce™+ ez"(Czcos3x + C,sen3x) + Z%sen3x -1xe"

L . - d’y dy
Sea la ecuacion diferencial de coeficientes constantes %Y + A2

dr? dt

7) *By =Q(1) de

la que se conoce una solucién particular ¥, ¥ lasolucién de la ecuacion diferencial

homogénea asociada Y,

3
Y, = - 2 tcos2t

Yy = C, cos2t+ C,sen2t

"




_’ B

Obtenga

a) los valores de las constantes A y B

b) la funcién Q(z)

RESOLUCION

a) Para determinar A y B se considera la ecuacién homogénea asociada

.@ +Aﬂ + By =
dt? dt
Yy su correspondiente solucién ¥, = C,cos2t+ C,sen2t

de la cual es posible identificar las raices que determinan los valores caracteristicos
correspondientes a la ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion diferencial

A=2i, A=-2i

entonces, la ecuacidn caracteristica es

A+ 4 =0

y la ecuacién diferencial homogénea expresada en términos del operador diferencial resulta
(D? +4)y =0
0 bien
2

y+4y=0
de?

de donde los valores de las constantes son A=0, B=4
. . / 7 :
Otra forma para determinar estos valores consiste en obtener Y» - Y, Y posteriormente

eliminar las constantes esenciales y arbitrarias C, 'y C, considerando las funciones

Y, = Cicos2t + C,sen2t .......... )
y; = —chsenzt + 2C20082t ........... (“)
Vi = -4Cicos2t - 4Cysen2t .. ... (111)

Mliltiplicando (I) por (4) y sumando a (I11)
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4clcos2t‘+ 4C,sen2t = 4y,
~-4C cos2t - 4C2sen2t = y,f/

de donde resulta

y,f/+4yh=0

2
Q+4y=0
dr

b) En lo que respecta a la obtencién de Q(t) , debe considerarse que la ecuacién
diferencial es de la forma

2

dz +4y = Q(t) oo 1v)
dt

que es una ecuacion diferencial no homogénea y si ¥, €s una solucién de ella debe de

satisfacerla. Entonces se obtiene

y; = %tsenZt - %cos2t

y;’ =3tcos2t + %senZt + %senZt

y" = -3tcos2t + 3sen2t

posteriormente se sustituyen Y ¥ y: en (IV)
3tcos2t + 3sen2t + 4(—%tcos2t) =Q(t)

3sen2t = Q(t)

8) Resuelva la siguiente ecuacién diferencial ordinaria, utilizando el método de los
coeficientes indeterminados

" =3y"+9y' + 13y = 6% + 3sen 3x
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RESOLUCION

De la ecuacién homogénea asociada

(D*-3D?+9D +13)y=0

A =-1
AP-327494+13=0 = {A,=2+3i
Ay=2-3i

la solucion caracteristica es
Yo =Cie™* +e*(C,cos 3x + C,sen3x)
el operador anulador de -6e-* + 3sen3x es (D+ 9)(D?+1)
asf (D +9)(D? + 1}(D? -3D*+9D+13)y=0
de donde la forma de la solucién general esta dada por
/ Yo =C1e™ + C,sen3x + C,cos3x + C,xe™

+ e¥(Cycos3x + C,sen3x)

la forma de la solucién particular es

Y, =Cxe™+ C,sen3x + C;cos3x

derivando

y,/, =C,(1-x)e”* +3C,cos 3x - C,sen 3x

y,/,/ =C,(-2+x)e™™ -9C,sen 3x - 9C;cos 3x

y,/,// =C,(3-x)e™*- 27C,cos 3x + 27C,sen 3x
y sustituyendo en la ecuacion se obtiene

C,=> , -0, cC--

por lo que y, = —lxe"‘ + isen’;bc
Fos 40
finalmente la solucién general es

Y6 = C 6™ + e*(C,cos3x + C,sen3x) + 4—3;)sen3x —%xe"‘
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){ Resuelva la ecuacién diferencial y"+y =2cosx utilizando el método de variacion

de pardmetros. Considere las condiciones iniciales y(0) =5. y y_.’ (0) =2

RESOLUCION

Se tiene una ecuacién diferencia] de segundo orden, no homogénea, de coeficientes constantes
y su solucién general es de Ia forma

Y6 =¥ *,

Para la solucién de la homogénea asociada Y, , se tiene

Y+y=0
en términos del operador diferencial es

(D*+1)y=0
siendo su ecuacién caracteristica

A+1=0 - )22
y sus valores caracteristicos Ay =i, Ay = - de donde

=C cosx + C,senx
h 1 2

Para una solucién particular de la no homegénea Y, , mediante el método de variacion de
pardmetros, se tiene

Y, =u(x)cosx + v(x)senx
donde Ias primeras derivadas de u(x) y v(x) satisfacen el sistema

cosx senx||u’(x) 0
TSenx cosx||y/(x)| |2cosx
Del sistema anterior se obtiene

u' = “2senx cosx

v/ = 2cos?x
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de donde, al integrar

u(x) = —2fcosxsenxdx = ~sen’x

v(x) = 2fcos2xdx =X + lsen2x
sustituyendo en y, permite obtener

2 1
Yp = ~sen“xcosx + (x + —2—sen2x)senx

1 1
pero _Esen2x = 5(2senxcosx) = senxcosx , por lo que

Yp -sen®xcosx + (x + senxcosx)senx

—senzxcosx t xsenx + senzcosx

I

‘Xxsen x

Entonces, 1a solucién general es
Y = C,cosx + C,senx + xsenx

Para las condiciones iniciales dadas se requiere yG’ ,. asi

AY
T Vg = —C,senx + C,cosx + senx +x cosx

aplicando y(0) =5 y y'(0) =2 en Yo Y Y5 setiene que

5
2

Ko X
i

Finalmente

Y =5cosx +2senx + xsenx
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10) Sea 1a ecuacion  diferencia] homogénea de coeficientes  constantes

L(y)=3y"+A4y'+ By =0 | ge la cual se conocen las soluciones y, = 4¢%3 y

¥, =3e3x _ §l_ex/3

Determine la solucién de la ecuacién L(y) =9 » de tal forma que se satisfagan las

condiciones iniciales (0) = 3 ., ¥(0)=-8 Ay=3., 4,=3, A =0

Ay =-2i, a,=2;

RESOLUCION

La ecuacién diferencia] 3y" + Ay’ + By =0
se obtiene al aplicar e] operador diferencial L a1, funcién y

Es necesario obtener los coeficientes A Y B para establecer Ia ecuacion diferencial
homogénea inicialmente.
Del enunciado se tienen dos funciones tales que cada una de ellas es solucién de la ecuacion

diferencial homogénea, por lo que la satisfacen, entonces se calcula Wy

b

1/

= y:)_/ ’ y2

Para Y, se tiene

0
W
+
f
b
0
+
N
o,
0
e
It
o

W
—_—
N
4
Wl
W,A ~———
+
-
N
wa
Ql
W x
+
oy
—_————
>
4
W] =
N—
It
o
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Multiplicando por 3

X x X

4e’ +44e% + 12Be? =0 .. )

Para y, se tiene
3|27¢% - 1,3 v+ A|9e3x - 1,3 +B|3e3x - 1,3 =0
27 9 3
. X
3

Multiplicando por 9

=

729€% - €3 + 81463 - A3 + 27 B o3 ~3Be =0 ... (11)

Debe resolverse el sistema formado por (I) y (I).
Resolviendo para (A) en (D) resulta

A=-3B-1
Al sustituir en (II) y reducir términos semejantes se obtiene

648 = 216B - B =3

porloque A = -10
Asi, la ecuacién diferencial homogénea resulta ser

3y" - 10y’ +3y =0

Del enunciado se tiene que se quiere la solucién de L (¥) =9 , es decir, la solucién de

Para obtener y, se sonsidera

3y" - 10y’ + 3y = 0

que en términos del operador diferencial es

(3D - 10D +3)y =0

siendo su ecuacién caracteristica
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3A2-101 +3 =0

: ) )
Cuyas raicesson A, =3 , A = =

23
Entonces, la solucién de la homogénea asociada es
3 %x
= X
y, = Ce’* + C,e

Para obtener y  se tiene de la ecuacion no homogénea (I11)
» ( g

Q(x) =9

un operador anulador para esta funcién es

P(D) =D
y al aplicarlo en (III) se obtiene

D(3D*- 10D +3)y =0 ... (V) -
Cuya ecuaclion caracteristica es |

A(3X% -101 +3)y =0
y los valores caracteristicos correspondientes resultan

1
== . A, =0
23

por lo que

Ahora bien, si Y, €s una solucion particular de (I11) entonces debe satisfacerla por lo que

calculamos yp’ , yp”

' =0

yp// - O
al sustituir en (1) resulta

3C,=9 = C, -3

por lo que la solucion general de la ecuacién no homogénea es
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-X

Y6 =Ce¥* + Coe? +3

Para aplicar las condiciones iniciales dadas es necesario derivar a Ia funcién que representa
a la solucién general, esto es

enseguida se aplican y(0) =3, (0) = -8, que son las condiciones iniciales
3= C + C,+3
) 1
-8 = 3C, + 3 C,

_ al resolver este sistema se obtiene
C = C,=-3

- sustltuyendo estos valores en la solucién general resulta finalmente

1
y=-3e3%-33% + 3

11) Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

RESOLUCION

Se trata de una ecuaci6n diferencial de primer orden, no homogénea y coeficiente variable:

para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable x , de

donde se obtiene

y/_ly:xe—h'
X

La cual ya es una ecuacion de la toria oyl P(x)y = Q(x) donde

P(x)=-1 'y 0(x) = xes
X

La solucién general de una ecuacion de la forma anterior esta dada por
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Yo = Ce-[r(x)dx . e—fP(x)dx]‘Q(x)efP(x)dxdx
donde y, =Ce “[pmds es la solucion de la homogénea asociada
y, = e-fé(x)dfo(x)efp(x)dxdx
Efectuamos el célculo de las diferentes integrales, segiin se indica

fP(x)dx=—f% = -Lnx = Ln(%)

Asi, se obtiene

y la solucién-general es

12)  Obtenga la ecuaci6n diferencial lineal de coeficientes constantes de menor orden cuya

solucion general es  y(x) = e"3"(Clcos2x+'C2sen2x) +C+Cyx + 5e*

RESOLUCION

De Iz solucién general

Yp = Crecos2x + C,e *sen2x + C,+Cx + 5e**
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se tiene la solucidn Y, ¥ la solucién Y, . esto-es (
Yh=Cre **cos2x + Cye ¥ sendy + C, + C,x

Y, =5e*
Lo anterior significa que la ecuacion buscada es no homogénea. Po otro lado, al observar los

elementos de y, , es posible determinar las raices que estén involucradas; de los términos

con funciones exponenciales y trigonométricas se tiene

Ap=-3+2i, Al =-3-2j
de los términos con funciones polinomiales se tiene

Ay =4, =0
Asi, la ecuacién caracteristica correspondiente a y, esti dada por
(A - (-3 +2i))(a - (-3 -2i))a2 =90
al efectuar operaciones se obtiene

A+ 607+ 1302 -0
en términos del operador diferencial

(D* + 6D3 + 13D2)y =0
o bien

y(lV) +6y///+ 13y// =0
Entonces, la ecuacién diferencial buscada se puede escribir como

y™ + 6y 4 13y"=Q(x) ... (A)
donde Q(x) esla funcién pendiente por determinar.

Al inicio del proceso de resolucion se encontré Yp » que es una solucién de la no

P . ., . . /
homogénea (A), y si es solucion entonces la satisface, por lo que se requiere obtener Y,

yp// ’ yp/// ’ yp(lV)v , por lo que
Y, = S5e%
/ 4x
Y, =20e
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y, =80e* ‘ (

y;” =320e*

™) = 1280
enseguida se sustituye en (A)

1280 ¢* +6(320e*) + 13(80e*) = Q(x)
4240 ¢** = Q(x)

Por lo que, la ecuaci6n diferencial buscada es

ylV + 6y/// ¥ 13y// = 424Oe4x

13)  Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial

y/// + 297 - 4y/ -8y = xe¥

RESOLUCION

Se tiene una ecuaciéon diferencial lineal no homogénea, de tercer orden y coeficientes
constantes; su solucion general es de la forma

Y6 =V * Y,

Inicialmente se obtiene la solucién de la ecuacién homogénea asociada

y" - 2y" -4y’ -8y =0
Cuya ecuacion caracteristica es
AP -2A2-41-8=0
y sus raices son
Ab=2 ., A=A, -2

Entonces la solucién es

— 2x -2x -2x
¥ =Ce"* +C,e + Cyxe

Para obtener Y, e empleard el método de coeficientes indeterminados, por lo que se
considera a la funcion

Q(x) = xe?

cuyo operador anulador es
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P(D) =(D -2y
Al aplicar P(D) enla ecuacion no homogénea se tiene
(D -2)(D* +2D? - 4D - 8)y - (D - 2)ZQ(X)(

(D -2)(D? +2p? - 4D -8)y =0
Su ecuacion caracteristica y raices respectivas son

(X -2)2(2% +222 - 42 -8)=0

Ay =2 Ay =2y = -2, Ay = Ag =2
Por lo que su solucién general es

Yo = €™ + Cye ™ + C xe2x 4 Coxe?™ + C x2e?>

donde se identifica a Y, . estoes

Es necesario obtener y, oy }’,,”/
/ 2x 2x 2 ,2x 2x
¥, =2C,xe + C,e +2Cx%e +2Cxe
"o_ 2x 2x 2 ,2x 2x 2x
y,” =4C,xe *4C,e* + 4C x%e +8Cxe +2Cse

y," = 8C,xe?x + 12C,e?* + 8C,x2e2* +
24Csxe?™ + 12 2"

Enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial dada, pues se sabe que si Y, €ssu

solucién, entonces la satisface.
Al reducir términos semejantes y agruparlos se obtiene

il

16C e + 40C xe?* + 16C;e?* -8C xe?*
(16C, + 16C;)e®* + 32C, xe" = xe2x

y por igualdad de coeficientes

16C, + 16C, - 0

C,=-C

4 5

resolviendo para las constantes
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32
RC;=1 - ¢ =L
: 32
sustituyendo estos valores en la solucién particular se tiene que (
| L o2x, 1 5 5,
= -—xe** + —xle
Y 32 32

Y la solucién general es finalmente

- 2 - - 1 1
Yg = C,e** * Cye™®* + Cyxe 2 - ixe“ + §x2e2"

14) Obtenga la solucién particular de la ecuacidn diferencial

(x> - 1)y" - 2xy' + 2y = x2 - 1

st la soluci6n de la ecuacién homogénea asociada correspondiente es

Yo = Cix + C,(1 + x?)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacién diferencial de coeficientes varaiables, de segundo orden y no
homogénea. Para obtener Y, (solucién particular) es necesario normalizar y al hacerlo se

obtiene

La forma de y, es

Y, =u(x) + v(x)(1 + x?)

donde las primeras derivadas de u(x) y v(x) son funciones tales que

[x 1+x2]u/(x) _[O1
1 2x ||V (x) IJ

satisfacen el sistema

9




Resolviendo por Cramer es necesario obtener los siguinetes determinantes

1 2
Al*® txt X -1
1 2x
0 1 +x?
A = = -(x2-1)
ol 2x ] (
x 0
A2 = = X \
1 1
de lo anterior, resulta que
A )
u/(x) - 1 (x + 1) - 2
A x? -1 (x - 1)(x + 1)
v/(x) = _2 = _{_ = ; .
¥x2-1 x*-1
Integrando cada funcion u’(x) 'y v/(x)  obtenemos las funciones deseadas para
yP

2
= -1 -
u(x) f( (

)dx=—fdx-2f _ dx
x-1)(x +1) (x-1)

(x +1)
dx . .
para obtener se emplea la descomposicion en fracciones parciales,
(x-1)(x+1)
esto es,
1 ._4 B ) )
(x - 1D)(x+1) x -1 x + 1 ;deaquiresulta A =~ B =- 2
1 =A(x-1)+B(x~1) 2 2
por lo que
dx dx = 1 dx
(x - 1)(x + 1) 2

- 1fi‘— ~Line -1 - Lona
x -1 2) (x+1) 2 2
Ln(x +1) - Ln(x - 1))

Ln(x+l)
x -1

N O Y

Regresando a  u(x) resulta
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u(x)=—x+Ln(x+l) ‘
x -1

De manera similar para v (x)

v(x) = [—X—dx = Lpnes? - 1)
x2 -1 2

Finalmente, una solucién particular es

yp=[—x+Ln(ifi”x+HLn(x2—1)](1 + x2)
y, = - +an(x+:)+%(1 +x2)Ln(x* - 1)
P

15) Si { 1,x'} esun conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial
2./ /_ s .
x“y" +2xy" =0 | obtenga la solucién general de la ecuacién

xX2y" +2xy = x°!

RESOLUCION

La ecuacion a resolver es de segundo orden , coeficientes variables y no homogénea y su
solucioén es de la forma ‘

= +
Y6 = Vh * Y,
En lo que respecta a Yy > que es la solucién de la ecuacién homogénea asociada, se

obtiene a partir del conjunto dado, pues al ser fundamental se asegura que cada funcién es
independiente de la otra y la solucién general de la homogénea asociada esta formada por una
combinacién lineal de las funciones linealmente independientes, por‘lo que se tiene

Yp =€+ Cyx!

Por otro lado, Ia solucién Y, seobtiene empleando el método de variacién de pardmetros,

€sto es
Yy = u(x) (1) + v(x)x"!

donde las primeras derivadas de las funciones w(x) vy v(x) satisfacen el sistema
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1 x b |/ (x) [ 0 J

0 -x?|v(x) |Q(x)
Es importante sefialar que la funcién Q(x) de este sistema se determina a partir de la
ecuacion diferencial no homogénea expresada en forma normalizada la cual se obtiene al
dividir la ecuacion

2y + 2xy! = x-

entre x| de donde se obtiene

//2/12-3

+—y=-— X
X

y
%3

de esta forma se identifica a la funcién deseada

1
Q(x) = ;

Asi, el sistema anterior se escribe nuevamente

1 x b e (x) _[ OJ
0 -x%|[v(x)] |x3

que se resuelve utilizando la regla de Cramer. Para resolverlo se obtiene

A A
w'(x) ==L | v(x)=22
(x) A (x) A
donde
1 x1
A = = -x7?
0 - x7?
1 x1
A = = -x4
x3 -x2
i 1 0 -
2 0 x 3
Entonces
-4 -3
w'(xy = £ - x2 . vi(x) = 2 - 1
-x"2 - x2
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Integrando

=[x 2gy = -1

u(x) fx dx "
v(x) = - [ - ppy - Ln(l)
X X /-

Enseguida se sustituye en Yy, , estoes

Finalmente, la solucidn general es

y=C, + Cx7! +1[Ln(lJ—l]
x x

16)  Considere una ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes.

e-x

cuyo segundo miembro es la funcién Q(x) = y cuyas raices de la

1+x

ecuacion caracteristica de la ecuacién homogénea asociada correspondiente son

Aj=-1,4,=-1. Obtenga una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

RESOLUCION

De acuerdo a la descripcion, se deberi obtener Y, (solucién particular de la no
homogénea) utilizando el método de variacion de parametros.

Se requiere conocer primero ¥, (solucién de la ecuacién homogénea asociada) lo cual es

posible por los valores ALy A,

V4

— - X -X
V, = Cie™™* + C,xe

100




S

A

Asi,una solucién ¥y, esta dada por
Y =u(x)e™® + v(x)xe* ;

‘satisfacen el sistema

donde las funciones u’(x) y v(x)
: 0
e* xe* u'(x)
= e‘x
e s~X _ ~X -Xx /
e xe * + ¢ vi(x) 1+a2

Resolviendo el sistema por el método de la regla de Cramer:
A . 2

A % x I~

(x) A

u(x) = — |
A
donde A A, 'y A, sonlos siguientes determinantes
e * xe ¥ B ) _ . )
A = —e"(—xe"+e")+e"(xe‘)
-e™”* —xe ¥ + e *
A= —xe2x e 2 + xe 2x e 2x
0 xe *
P 4
e -
A1 = e’ -x -x - 2 (xe I)
" 3 -xe * + e 1 +x
+ X
-2x
xe
A, = 5
1 +x
e ”* 0 ,
<X
A2 = e-x = €
-e’* 1+ x2
1+ x?
~ de lo anterior se tiene
xe-2x
W (x) = 1+x* %
e % 1+ x?
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u(x)=—f X dx=f%Ln(l + x2)

1 + x2

Por lo que finalmente

Y, =Ln( ]e"‘ + (angtanx)xe ™

V1 + x?

17)  Obtenga la ecuacién diferencial de la cual es solucién general la siguiente funcidn:

y =Cie* + (C, + x)cosx + (Cy - x)senx

RESOLUCI6N

Inicialmente conviene desarrollar la funcién dada, esto es

C.e* + Cocosx + xcosx + C,senx - xsenx
1 2 3

reordenando

|

y=Ce* + Cy,cosx + C;senx + xcosx - xsenx

Se observa que hay elementos constantes no especificados  (C, , C, y C;) yelementos
cuyos coeficientes estin determinados; lo anterior indica que la solucion general involucra

la solucion de la ecuacién homogénea asociada (y,) , mas una solucion particular de la

no homogénea (yp) , es decir
Yo =V * yp
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P

Para y, = Cie™ + Cycosx + Cysenx  es posible identificar las raices que la generan
las cuales son Ay =1, 12,3 =t i
y en términos de factores se tiene

(A -1)(A2+1)=0
que es la ecuacién caracteristica corres

pondiente. Esta ecuacién nos permite obtener la
ecuacion diferencial en términos del operador diferencial

(D-1)(D*+1) =0

(D3—D2+D—l)=
o bien

1" "
Y-y ey -y =0
Entonces, la ecuacién buscada es de Ia forma

Y-y 4y -y = Qx)

............ (A)
conocida la funcién y ;

se sabe que al ser solucién de la ecuacién no homogénea, entonces
la satisface, por lo que se deriva y sustituye en (A)
Y, = Xcosx - xsenx

yp = X - Xxsenx - senx - xcosx

"
Y = —25enx - 2¢oSX - XCOSX + xsenx
"
Yp = -3cosx + 3senx + xsenx + xcosx
Enseguida
~3cosx + 3senx + xsenx + xcosx + 2senx
+ 2C0SX + XCOSX - XSenx + xXCoSx — xsenx
t COSX - xsenx - Ssenx - Xcosx - xcosx
+ xsenx = Q(x)
reduciendo términos se obtiene

Q(x) = 4senx
Finalmente, la ecuacién diferencial es

y/// _y// +y/ -y = dsenx
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1)

2)

3)

4)

| EJERCICIOS PROPUESTOS

-

Determine la forma de la solucién particular y,(x) en la siguiente ecuacién

diferencial:

7" +9y = (10x% + 21x + 9) sen3x + x cos 3x

Solucién.

Y, = (Cix + Cyx% + C,x*)sen3zx + (Cyx + Csx* + Cyx®)cos3x

Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial:
xy”+y’—iy=x+x3
x
utilizando el método de variacién de parametros si:
Y. (x) =C;x*+C,x?
Solucion.

_ 1 1
=Cx2 + Cox 2+ 2x2Lpx + L 44
Y6 =41 2 4 12

Use el método de los coeficientes indeterminados para obtener la solucién general de la

ecuacion diferencial

y// + Sy/ + 6y =xe-3x

- Solucién.

Cie?* + Coe™3* - %(2): + x%)e 3

Resuelva la ecuacién diferencial

y' +y=secx
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6)

7

Solucién.

C,cosx + C,senx + cosxLn(cosx) + xsenx

Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucion general es

y= e“(c1 + Cyx +

Solucién.

2 e21

x3

y' -4y +4y-=

Sea la ecuacion diferencial lineal

P(D)y = Q(x) ..........

Si A={x—2e3",4+5e3",2—9x}

algunas soluciones de Ia ecuacién P(D)y =0

solucién de (1), determine

a) la solucion general de ( 1);

b) la ecuacién diferencial (1), identificando el operador P(D)

Q(x)

Solucién.

) yg = C; + Cyx + Cye3* - e

b) D*(D - 3)y = -16¢**

) )

€s un conjunto de

Yy f(x) = -e* ¢ una

y la funcién

Utilice el método de coeficientes indeterminados para obtener la forma de una

solucion particular de la ecuacién diferencial

(D?* - 2D - 3)y = xsen2x + x3e’*
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8)

9

10)

Solucidén.

Yu = (€ + Cyx)cos 2x + (C; + Cx)sen2x + (Csx + Cex® + Cyx® + Cypxhye?*

Sean L, vy L, operadores diferenciales tales que

L =D*+1 'y L, =(senx)D
Obtenga
a) (L L)y ;

by (L,L)y ;
c) de acuerdo al resultado obtenido en los incisos a)yb) (qué puede concluir

respecto al producto de los operadores L,y L, ?

Solucién.

a) (L, L))y =2(cosx)y” + (senx)y"

b) (L,L))y = (senx)(y" +y')

c) Los operadores L,L, y L, L, son diferentes.

Determine la ecuacién diferencial cuya solucion general es

- 1 1
=C,e*+C,e™ - = +—cos2x
Y5 2 2 10

Solucién.

Obtenga la solucion general de la ecuacién diferencial
y=y2+e¥-y
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11)

12)

13)

14)

Solucioén.

3
y=Ce™*+ —ge"‘(2 + e*)?

Resuelva la ecuacién diferencial

y///+y/ = 6x(2x + l)

Solucién.

C,+Cox +Ce™ +9x2 - 353 4+ x4

Resuelva la ecuacién diferencial

2e2x
X

Y -4y +ay-

Solucién.

(C, + Cyx)e** - 2xe?* (1 - Lnx)

Resuelva la ecuacion diferencial

y' = cosx(y + 2senx)

Solucidén.

Ce™ + 2senx - 2

Resuelva la ecuacion diferencial

(D+1)(D—l)y=cos%
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Solucién.

- 4 X
=C,e*+C,e* - —cos=
Y=t 2 5 2

15)  Sean 1os operadores diferenciales A =(xD - 1) y B=(D+1)

AB # BA

Seolucidn. .

AB =(xD -1)(D +1)=xD*+xD -D -1

BA = (D +1)(xD -1)=D(xD)-D -xD -1
=D +xD?*-D +xD -1

de donde

Yo

. Demuestre que

AB = BA

108



TEMA 4

SISTEMAS DE ECUACIONES k
DIFERENCIALES LINEALES

4.1 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL.

1) Obtenga la matriz exponencial correspondiente a

010
C=10 0 1
- S 1 -1 1

RESOLUCION
Para obtener la matriz exponencial  e4’ es necesario calcular-los valores caracteristicos

asociados a la matriz C por lo que se requiere el determinante

det(A - A1) = = -2+ A2- 4 +1

k" = %R0

- = =% =X+
por lo que la ecuacién caracteristica asociada a la matriz C es

A+ Ao +1=0
y los valores caracteristicos correspondientes a esta ltima son

Ai=1, dy=i, Ay =-i

La matriz exponencial ests dada por la expresion

e = Bl + B,A + B,A2 ... (A)

y la obtencién de Bo . B, y B, asu vez estid dada por

et = Bo+ BAi v BAi% (B)

por lo que se sustituye cada valor caracteristico en (B)
Ar=1
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e’ = B, + By + By oo ©
A, =i i
e =By + Byi + B,i
P (D)
e’ =B, + Byi - B,
y de acuerdo al desarrollo de Euler
e’ =cist = cost + isent ... . (E)

Haciendo (D) = (E)

Bo + B,i - B, = cost + isent

de donde resulta Bo - B, = cost = By = cost + By ooeeenne. (F)
B, = sent
De la ecuacién (C)
Bo =ef - pl Bz (G)
B, = ef —sent - B,

ademds (F) = (G)

cost + B, = e* - sent - B,

B, - e’ - sent - cost
, =

2

sustituyendo en (G) se tiene

B, = e - sent - %(e‘ - sent - cost)

_ cost + e’ - sent
ﬁo - 2

Las funciones Bo . B, .,y B, se sustituyen en (A), donde previamente se efectian

las operaciones del segundo miembro
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010 0 0 1
e =By|010|+p |0 0 1|sp|1-11] & °
001 1 -11 100
S~
By B, B, ‘

eAt= pz Bo_ﬁz ﬁ]’*ﬂz
Bl“ﬂz - B, Bo + B,

finalmente

e’ + cost - sent 2sent e’ - cost - sent

At ef - cost - sent 2cost

N |

e’ - cost + sent

e’ - cost + sent - 2sent e' +cost + sent

010
2)  Determine e* para A=[-1 0 0
0 01
RESOLUCION
La matriz exponencial ests dada por
e = Byl + B4+ BA2 . (A)

ademds, es necesario emplear la expresion

et = By F BAL By (AQN (B)

donde A7 representa cada uno de los valores caracteristicos.

Para obtener los valores caracteristicos se calcula

-A 1 0

det(A - A1) ,estoses det(d - AI)=| -1 -2 o =(1-A)(A2 + 1)
0 0 1

(L-DA*+D =0 = A =1, a-=i | hy=-i

Enseguida se sustituye cada uno de estos valores en (B):
para A, =1
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para A =i .
e’ =B, +‘ﬁli—|32 ereeenn(D) -
y del desarrollo de la forma de Euler
e = cost + isent
por lo que
By + B - B, = cost + isent
de donde resulta
B, - B, = cost \
B, = sent " (E)
De la ecuacién (C) y (E) se obtiene
B, = %(e‘ - sent + cost )
1, ¢
B, = E(e - sent - cost )
Ahora bien, considerando la ecuacién (A) es conveniente expresarla en términos de By . )
S
B, vy B, comose indica; ademés es necesario obtener la matriz A* |, entonces resulta
100 010 -1 0 0
e‘“=[30 010 +pj-100 +B,] 0 -10
001 0 01 0 0 1
ﬁo - Bz Bl 0
ett=| - 61 p] - Bz 0
0 0 By+B,+B,)
Finalmente, se sustituyen las funciones Bo . B, v B,

| cost sent O
ed*=|-sent cost O

0 0 e'
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B = A

3)  Seala matriz exponencial

cost -sent
oAt = ezr[ }

sent cost

Obtenga
a) las funciones B, y B, tales que e“='B01+61A , &

b) la matriz de coeficientes correspondientes a e4*

RESOLUCION

\

a) De la matriz exponencial se pueden identificar los valores caracteristicos

a A ,estoes

los cuales se sustituyen en

Para )Ll=2+i

y del desarrollo de Euler

e = cist = cost + isent ...... (B)
Sustituyendo (B) en (A)

Bo + 2B, + B,i = e*(cost + isent)
= e%'cost + ie'sent

y por igualdad de nimeros complejos

Bo + 2P, = e*cost

B, = eXsent
por lo que resulta

Bo = e*'cost - 2e%tsent

asociados
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b) Se sabe que e = B,7 + B,A donde A es una matriz cuyos elementos son

desconocidos. Si se considera que

o
A=
c d-
entonces se tiene
10 ab

At _ +

¢ B"[01} pl[cd] K

Bo +apB bp

edt = | ° ! S R ©)
cp, Bo + dB,

sustituyendo las funciones B, y B, en(C)

eAt =

eZcost - 2e%'sent + ae*sent be? sent
ce’sent e%cost - 2e%sent + de*sent

que también se puede escribir como

eAt = 2

cost + sent (-2 + a) sentbh }

sentc cost + sent(-2 + d)
Igualando con los elementos de la matriz e4® que es dato se tiene

cost + sent(a - 2) = cost
: sentb = -sent
sentc = sent

cost + sent(d - 2) = cost

y por igualdad de funciones

a-2 .
b=-1
c=1

d-2=0 = d=2

por lo tanto la matriz A es
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4.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE
ORDEN n A UN SISTE

MADE n ECUACIONES DE
PRIMER ORDEN. ’
1) Sea la ecuacién diferencia]
y'-2y'+y=1
con condiciones iniciales  y(0) =1 y y(0)=1
a) Obtenga el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.
b) Resuelva el sistema obtenido en el inciso anterior.
N
RESOLUCION

y'-2y'+y=1

y0=1 y y'(0)=1
a) Para realizar la transformacién se intro

ducen tantas variables nuevas como el orden de la
ecuacion diferencial; para este caso se te
s

ndrin 2 variables, a saber

y=w,

Sustituyendo (1), ) y (3) en la ecuacién diferencial

/
Wy = 2w, +w, =1
que también se escribe como

/
Wp = —wp + 2w, + 1
Entonces, el sistema de primer orden es

W = w,

Wy = - wp 2w, + ]

/
w, [o 1} W,J
= +
w2/ -1 2 W,

que es el sistema de ecuaciones diferenciales equivalente.

y en forma matricial

7]
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En lo que se refiera a las condiciones iniciales dadas, para obtener el vector w(0) |, se
tiene - '

y=w ,porloquesi y(0) =1 = w,(0)=1

y =w, ,porloquesi y'(0) =1 = w,(0) =1

entonces

1 — 0
w(0) = [ 1 } y b(t) = { { J que es el vector de términos independientes

N
b) El sistema es de la forma

w'=Aw + b(t)
que es un sistema de primer orden; su solucion estd dada por
w = et (0) + fo‘eAfE(t - t)dt
Se procede a calcular lé matriz exponencial, esto es

e* = Bl + BA ... (1)

[ 1]

y las funciones B, y B, se obtendran considerando los valores caracteristicos; para

donde

determinar éstos ultimos

det(A—AI)=,O_l ! ,:(x—1)2
-1 2 -2
entonces '

A=A, =1

Cada A, se sustituye en la ecuacién

e = Byt ByA e, 2)
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A,
d , .. d . '
£ =2 A
d).(‘e ) d}.(B" B,A)
te* = B,
y sustituyendo A =1 se tiene
B, =te'

Para obtener B, , se sustituye A = 1 y B, en(2)

t _
e—[30+2[31
"=y tte = B, =e' - e

Y

asi, la matriz exponencial es

_Bl ﬂo + 251
t 4 t
e —-te te
eAt =
- tet el +te!

De la forma de solucidn se tiene

w, = et'w(0)

w = fote’“l;(t - 1)dt

P

por-lo que

ypara w,

- et - rte’ te’ 0
e"bh(t - t)= [ J
-te e +te” || 1

luego de efectuar el producto de matrices

- te’
e?"b(t - 1) =
. et +te’
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enseguida se procede a integrar

t T I
- t - Te 1
w, =fe‘“b,(t - t)dr =f : dt =
°o et + 1e’ I
0
donde
tot T <! t t
I, = | te"dt =te" - ¢ =te' -e' + 1.
0 0
4 T T T | ¢ t t t
L = (e+te’)dt =e" + 1e" - ¢ =e' +te' -e =te
0 0
entonces

<

- te! - et +1
w:

4
te'
Finalmente la solucién del sistema es w = w, + Wfp
— tet +1
w =
\/ t t
el + te
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4.3 SISTEMAS HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1) Utilice el método de la matriz exponencial para resolver el sistema

/ ,
X = —2xl—4x2 .

,
X, = x -2x,

sujeto a las condiciones iniciales x(0)=1 , x,(0)=-1

RESOLUCION

La forma matricial del sistema es ¥’ =Ax » €l cual es un sistema homogéneo de primer

orden cuya solucién es de la forma x = e4* x(0) , donde e” esla matriz exponencial
y X(0) es el vector de condiciones iniciales.

Del sistema es posible identificar a la matriz de coeficientes A , de donde se tiene

7]

Por otro lado, se sabe que la matriz exponencial e4 se obtiene de

lo que implica obtener Bo y B, ., que son funciones de "t" y quedan determinadas a

partir de

donde

Al , i=1,2,.,n=1 son los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes y n es
el orden de la matriz.

Los Ai se obtienen del determinante [A-AI| | estoes

~2-1 -4

=27 +41 +8
1 -2-1

det(4 - A 1) =[

donde A*+41 +8 esel polinomio caracteristico correspondiente y AT+4+ 8 =0 es

119




la ecuacion caracteristica asociada al polinomio anterior.

Al resolver la ecuacion se obtienen A, =-2+2i , A, =-2-2i que son los valores

caracteristicos asociados a la matriz de coeficientes A .
Enseguida se sustituye en la ecuacion (2) cada uno de los valores caracteristicos obtenidos.

Para A =-2+2i
eC2 g w B (-2 +2i)

e e =B -2, +2Bi ........... 3)
Considerando la representacion en forma de Euler para nimeros complejos
. o

e’ =cosB +isenB

e =cos2t+isen2t

por lo que e % e?= e (cos 2t +isen2t)
e Mel = ¢ Pcos2t+ie Hsen2t .......... 4)
Igualando (3) y (4)
Bo 2B, +2B,i = e *cos2t+ie 2 sent

Entonces, por igualdad de nimeros complejos

Bo=2PB, = e *cos2t ........... 5)
2B, = e *sen2t ........... (6)
De la ecuacion (6)
1 -2t
=—e “'sen2t
B, 5

Al sustituir B, en (5) y despejar B,

= o[ L e2gens +e % cos2t |
0 2

2 cos 2t

B, = e Msen2t + e
Segin se observa, se han determinado los valores de Bo y B, a partir del valor

caracteristico A, = -2 +2i , por lo que es innecesario realizar el proceso andlogo para

120




R

A, = -2-2i  lo que nos llevaria al mismo resultado.

Enseguida se procede a obtener e4* , €sto es

et =PI+ P A

g [V, 5 [2 4
et = +
°lo 1 N1 -2
) Bo-2B, -4, e 2cos2t -2e sen2t
et: =
B, Bo-2B, %e'z‘senZt e ¥ cos2t

Se sabe que la solucién es de la forma X = e"’.?(O) , por lo que al sustituir se tiene

cos2t -2sen2t

T oo 2
x-e 5sen2t cos2t [—1}

Finalmente
e 2 (cos2t + 2sen2t)
; _
e'z'(%senZt - cos2t)
2) Obtenga la solucién general del sistema

/
X =x -3x,

t

/
X =3x +7x,

utilizando el método de la matriz exponencial.

RESOLUCION

Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales

de primer orden, homogéneo, de
representaciéon matricial

x' = Ak
y su solucion estd dada por
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. - k,
eneste caso x(0) =

k,

La matriz exponencial se obtiene de

donde A es la matriz de coeficientes

é[la 73J

Yy Bo ., B, se obtiene de los valores caracteristicos de

1-2 -
det(A-AI) = = A2-81+16

3 7-a

Asi, la ecuacidn caracteristica es
A’-81+16 =0
y sus valores caracteristicos son Ay =X, =4
Cada valor caracteristico se sustituye en
et =By B 3)

para A, = 4 et =By + 4B, .. 4)

ahora bien, como se tienen valores caracteristicos repetidos, la ecuacion ( 3 ) debe derivarse

conrespectoa A , esto es
( ’”) = —(BO + B A)
tet? = B,
en esta ltima ecuacion se sustituye 4, = 4

tet* = B

y de la ecuacion (4)
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Bo = e - 4B,
B, = e* - 4te*

Obtenidos las funciones Bo v B, es pbsible determinar la matriz expohencial

v 10+B 1—3]
¢ “p°o1 3 7
A - Bo + By -3B,

3B, Bo + B,

Sustituyendo B, y B,

Finalmente, la solucién general es:

x =et"%(0)

_ | e*t - 3tett  —3pett k,
x =
3tett et + 3tett || K,
x, = e [k - 1(3k + 3k,)]

x, = et [k + t(3k + 3k)]

y si consideramos
¢, =k , ¢ =k, C; =3k + 3k,

entonces X

= e4‘(C1—C3t)

=
I

, = € (C,+C,t)
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3)  Escoger la opcién que contenga la solucién correcta del sistema de ecuaciones

x' =3x -2y . g . . |
y determine la solucién particular para t =0 si x(0) =1
Yy =x+y |
y y(0) =2
x() = e'(c,cos2t + c,sen2t)
A) S

y@® = e'l(c, - c,)cos2t - (c; - c,)sen2t]

[x(t) =ce¥ + c,e'

Y& = -3cpe’ + 2¢,e’
x(®) = ce*cost + (¢, - 2¢c,) e sent

YO = c,e¥cost + (c, - c,) e sent

RESOLUCION

Del sistema, el cual es homogéneo, se tiene la matriz de coeficientes

7]

cuya ecuacion caracteristica asociada esti dada por det(4A - A1) =0

es decir
3-1 -2
det(A - A1) = =(3-A)(1-2)+2
| 1 -2
A -4 +5=0 = A =2+ Ay =2 -
Estas raices permiten obtener términos como e2'cost y e*sent | por lo que la

solucion del sistema los debe contener.

Considerando las diferentes opciones, la tnica posible es la del inciso (C) y al aplicar las
condiciones iniciales dadas se llega a

C, =1, G =2

1

por lo que la solucién particular resulta

x(t) = e*'cost - 3eltsent

y(t) =2e*cost - e sent
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4)  Siel sistema de ecuaciones diferenciales
x,’ = X tx, +x, - g
X, = -2x -2, -2,
x5 = X1+ X + X
tiene como matriz exponencial
t+1 t t
et =2t -2t+1 -2
t t r+1
X 2
obtener las funciones B,(2) V k=0,1,2 tal que e - Y (Af B,®)
k=0
RESOLUCION ,
)
Se tiene un sistema homogéneo de primer orden de la forma : r
X' = Ax
del cual se identifica a la matriz de coeficientes Lo
X
1 1 1
A={-2 -2 2
1 1 1
000
y se obtiene la matriz A%2=(0 0 ¢
000

Las funciones ¢ S€ obtienen a partir de

por lo que se requieren los valores caracteristicos asociados a la matriz 4
Entonces se tiene
1-2 1 i
det (A-Al)=|-2 -2-3 -2
1 1 1-4
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=(1-2)[(-2-2)(1-2)+2]
==1[-2(1-2)+2] + [-2-(-2-4)]
=)3
asi, la ecuacion caracteristica es A* = 0 y los valores caracteristicos son.

A, =X, = A; = 0, que son valores reales repetidos.

Al tener valores caracteristicos repetidos 3 veces, se deriva la ecuacién ( A)) 2 veces respecto

a A
2
ize“ 4 ieh —d—2 = ( Bo + BA + Bz)“z)
dA di\dA di
& e dy g d
—_ = —(te*) = — = + 20,4 ) e, B
da2 dx( ) ar (Pt 2Bt ®)
Finalmente
t2ett = 2B, ..., ©
Enseguida se sustituye en (A), B) y (C) el valor A = 0 y se obtiene
2
ﬁo =1, Bl =1 y Bz = E

que son las funiones pedidas.
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- 4.4 SISTEMAS NO HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1)  Obtenga la solucién del sistema X' = AX + b(¢)

: - - 2 :
sujeto a las condiciones x(1) = U , 8i la matriz exponencial correspondiente es

e [(Lene e ]
—te?  (1-f)e¥

- 1
y el vector de términos independientes es b(t) = [0,

RESOLUCION

La forma x = Ax +b(t) corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden no homogéneo, cuya solucion es de la forma

J?=»eA(t-t°)5c'(to)+fo"’oe“l;(t -t)d+t

donde %, indica que las condiciones iniciales ocurren en J?(to) .

En este caso se tiene como dato la matriz exponencial y el vector de condiciones en L *0

Sabemos que la solucién del sistema homogéneo asociado es

- A(t~1p)
X, =¢e ° x(t,)
entonces para los datos conocidos

_ B =
x, = eA"D x(1)

PR 1-(¢-1) r-1 “2}
h -(t-1) 1-¢z-1) |0

- =e2(,_1)[ t t—lHZ]
h

-t+1 2-¢]| 0|

_ 2t
xh :e2(t—l)
2-2¢
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En lo que respecta a la solucion particular del sistema no homogéneo, esti dada por

X, =f0'_t°e'“ b(t-1)dt

En esta expresién conviene trabajar el ihtegrando de manera que tome una forma mas sencilla
para integrar. '
Realizando el producto

_tCZt

_ ( 1+t ) e21.' ,
eAtb(t-1) = [
Enseguida procedemos a efectuar la integral, teniendo presente que la integral de una matriz
de funciones se obtiene integrando cada uno de los elementos de dicha matriz. Para el primer

elemento se tiene

t-1 2< _ -1 9. t-1 2t
fo _(1+r‘)e dr—fo e“*dt +fo te "drt

= leZt -1 + _l_,re21 _ _l_e21 -1
2 0 2 4 0

= .1(82(‘-1)_80) + l(t_l)ez(t-l) _ lez(t'l) N —1-

2 4 4

[\

1 ey _ 1, 1,201 _ 12¢-1 1,200, 1
2 2 2 2 4 4

- Y2001 e _ 1

2 4 4

Para el siguiente elemento -
-1 : t-1
f’ —re?idr = - |Lre2r - 1 p2s
0 2 4 o

- | L-peren - ey 1
2 4 4

o ltez(t"-l) _ L2y 1,26, 1
2 2 4 4

- 1,0, 3 260, 1

2 4 4
Entonces la integral

fot_le'“b_(t—r)dr
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D

da por resultado

itez‘"” - _1e2(t—l) -

__%eZ(t—l) +§e2(‘"l.) _

B B

Por lo que

21 2¢-n_ 1
- 2 4 4
x, =
“ti 3 ey 1
_ 2 4 4
Finalmente, la forma de Ia solucién del sistema es

x=xh +xp

Y de acuerdo a los resultados previos se obtiene finalmente

(ﬂ _l)eZ(t-l)_l
4

_ 2 4
x:
LIRS A PRI |
2 4 4

que es la solucion del sistema.

2)  Aplique el método de Ia mairiz exponencial para resolver el sistema
/
X1l 13 311% 5
= +
< 12 2| o
sujeto a las condiciones iniciales x,(0)=10 | x,(0) =5 | si se sabe que

a1 3e5 +2 3e% -3

5125 -2 2e% +3
RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de primer orden Cuya representacién matricial es

X' = AX + b(t) ., donde la matriz de coeficientes es
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Asimismo, el vector de condiciones iniciales es

=0 _[10}
x(0) = 5

Para un sistema de este tipo, con condiciones iniciales en  x(0) , la solucién es de la

forma
- - t - \
x =eX(0) + foe“‘b(t - 1)dt

donde identificamos la solucién del sistema homogéneo asociado

I = eA'%(0)

y una solucidn particular del sistma no homogéneo asociado
14

x = fote'“b_(t - t)drt

Considerando que parte de la informacién que se proporciona es la matriz exponencial

et . obtenemos A

;)

3e% + 2 3¢°" - 3
2t -2 2e% + 3

_ 1| 45€%+5 9% + 1
x = — =
513065t -5 6e5 - 1

En lo que respecta a fp , se tiene que calcular la integral de una matriz, que corresponde

%, = eA'T(0) - %[

efectuando operaciones

al integrando e?*b(t - t) el cual inicialmente se obtiene de la siguiente manera:

YT 1] 3’ +2 3¢’ -3 5
e ‘b(t—r)dr=§

2e°° -2 2¢°° + 3 Y
3% + 2
257 -2
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S i

B i i .

Enseguida integramos

t

fe’“b—(t - t)dt

0

Para cada uno de los términos se tiene

t
ft(3e5‘+2)d1:={§e5'+2tL=§e
o s 5
ton s [2 5 2
[[2er -2yae = | Z2esc 5. | . 2,
o 5 5
Por lo que
et +2¢ -3
- 5
x =
P
Z2esi-9r-2
5 5
Finalmente
5c'=_,,+—p
3 5:
= 2t"
— | 9€+1 5"
X = +
6e’ - 1 —2-e5'—2t—
5
et v 21+ 2
_ 5
) 7
= -2¢p- 2L
5 5
3) Resuelva el sistema
x' = x-y
y = x++3y-1
sujetoa x(0)=1 y(0)=0

wmin wlw

é+2t
5
2 _,,
5
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RESOLUCION

Se tiene un sistema de primer orden no homogéneo que se puede expresar también de la

siguiente forma
|1 -1][x 0 . - - =
- + obien X' =AX +b(t)
y 1 3y [-1 ~

y es facil asi identificar los diferentes elementos que intervienen en su soluci6n .
Para un sistema no homogéneo, su solucion es de la forma ‘

T - pArT v At
xX=e x(0)+f0e b(t - t)dt

donde e4' es la matriz exponencial y se obtiene considerando las ecuaciones

el' = Bl + BA ... (A)

e it - Bo + By A ..... e....(B)

Es necesario determinar los valores caracteristicos correspondientes a la matriz de
coeficientes, por lo que se calcula

= A2-42+4

, 1-2 -1 ,
det(4 - A1) =

1 3-A
de donde

(A=2=0 = A =4, -2

Enseguida se sustituye A, =2 en la ecuacién (B)

Para tener otra ecuacién que permita obtener las funciones Bo ¥y B, , se deriva la
ecuacion (B) con respectoa A
d At L 2
——(e*) =B
dX : .
tett = B,

y se sustituye A, = 2 por lo que

B, = te*




\ '

asimismo, se sustituye B, en (C) de donde resulta

conviene desarrollar eA* de la siguiente manera

N o}+ 1 -1
R 1 3

eAt:[Bo+Bl *ﬂl I

B, Bo+38B,
entonces
eZt _ tez: _ tez:
At -
teZt e2t + te2:

por lo que la solucién dej sistema se expresa como

Al efectuar operaciones

x ezz _ te2t !
HE gl

y te?t
0

[x} [ez‘ —tez’] 2 ¢ 4°
y te*t | 1 To2r, 1 o
2 0
Finalmente
3 1, 00 1]
[ x J 4 2 4
y 1,02 1,2, 1
2 4 3

, por lo que
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4)  Sea el sistema de ecuaciones diferenciales <

X = 3x, + x, + [1(®)

xé = .—3x2 + f,(2)
con condiciones iniciales x(0) =0, x,(0) =0 Obtener las funciones

[i(t) y f(t) tales que la solucién del sistema sea:

%, = %(e"" -1 - 31)

x, =0

RESOLUCION

El sistema en cuestién es de primer orden, no homogéneo y se conoce su solucién.
A partir de la representaciéon matricial del sistema

X' =A% + f(2)

se tiene que

f(t) =x"-Ax
donde el primer miembro constituye la incognita en cuestiéon. De la solucién que es dato,

obtenemos el vector X’

(e -1 -30p)

=]
Il
O | =

0

eBt

1
% - 3

0
asimismo, de la matriz de coeficientes A y el vector x

1

3 1] =(e -1 -3¢
9( )

A}?:[
0 -3
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ot G R A

-
N

lose 1 t
Ax =| 3 3
0
entonces, al sustituir en j? (1) :
3
- e_t - l .133' l t
fM={3 3(_|3 3
0 0
Foy-|°
0
de donde
L) =t
hL(t) =0

5) Sea el sistema

x' = x -3y -9e!
Y = 3x +y +9¢!

del cual se sabe QuE su respectiva matriz exponencial es

ot _ gt cos3t -sen3t
sen3t cos3t
Determine la solucién general del sistema.

RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de la forma

X =AX+b(2)
y su solucidn esta dada por

x = et X(0) + /:e"(‘"‘)b—(r)dt

En este caso no se conoce e vector de coeficientes iniciales x(0)

, por lo que es
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conveniente expresarlo en términos de elementos no especificados, es decir -

[xo}
x(0) =
Yo

Dado que se conoce la matriz exponencial, la solucién del sistema homogéneo asociado x,
puede obtenerse de la siguiente manera

_ A5(0) ,| cos3t -sen3t || %
x, = e’tx =e
h sen3t cos3t Yo

_ [xocos3t - yosen3t}
et

Xosen3t + y, cos3¢

I

Para el sistema no homogéneo, una solucidn particular J?p se obtiene segiin se indica:

X, = fote‘(" Vb(t)de

por lo que se obtienen inicialmente los elementos del integrando, esto es,

eA(t—r)b-(T)_e(t_r) cos3(t - t) -sen3(t -1) r_gex
sen3(t - t) cos3(t - 1) 9e*

9t ~cos(3z -31) - sen3(t - 1)
=9e

-sen(3t -3t) +cos(3t-31)
Posteriormente se integra esta matriz de funciones:

[e* Db(1)de -

donde
. :9e"/;)’[ -cos(3t-31) - sen(3¢t - 3tv) |dt

L = 9eff0’[ -sen(3t - 3t) + cos(3t - 31) |dt

Para I, se tiene
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I = —9e'[fot (cos3zcos3t + sen3tsen3t - 3t)dc +
[o‘(senstcos3r—cos3tsen3c)er q
= —9e‘[(cos3t + sen3t) fotcos31:d1: +
(sen3t - cos3t) f(;(senfit)d‘r]
1 t
= —9e’[§(cos3t + sen3t)sen3t
: 0
1 t
- = (sen3t - cos3t)cos3t J
3 0
= -3¢!

(cos3t + sen3t) sen3t + 3ef(sen3t - cos3t) (cos3t - 1)
Efectuando operaciones y simplificando resulta

I, =3e' (cos3t - sen3:t - 1)

De manera similar para I, se tiene

I, = 9e’[f0t (cos3tcos3t +sen3tsen3t)dr +

- fot(sen3tcos3r - cosStsen3t)d1:J

= 9e’[(cos3t - sen3t) fotcos3td1: +

(sen3t + cos3t) f()t(senf'}r)dtJ

t

= —9e’[ %(cos3t -sen3t)sen3t

t

0 J
(cos3t - sen3t) sen3t - 3e‘(sen3t + cos3t) (cos3t - 1)
Etectuando operaciones y simplificando resulta

0

- % (sen3t + cos3t)cos3 t

=3¢’

I, =3e’ (-1 +sen3t + cos3t)

Entonces, una solucion particular del sistema no homogénea es
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- 3e‘(cos3t - sen3t - 1)

" | 3¢ (cos3t + sen3z - 1)

por lo que la solucién es
X=X, + J?p'
e’ (x060s3t ~ Yosen3t) + 3e’(cos3r - sen3t - 1)

X =
e’(x,sen3t - Yocos 3t) + 3e'(cos3t + sen3t - 1)

-2t —te"

0 e

la  matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones diferenciales

2t
. . . . . Ar
J es la matriz inversa de la matriz exponencial e** de

6) Si [e]! =[e

X = 2x +x, +f(1) . '
, y una solucién particular ' del sistema es
x, = 2x, +4e¥
- 3t+282)e?
xp(t)=[( ) J
g(?)

Obtener las funciones f(¢) y g

RESOLUCION

Del sistema

se resuelve la ecuacion (2)
X, - 2x, = 42
que es no homogénea de primer orden, de la forma
% = P(t)x, = Q(1)
cuya solucion estd dada por

20 T X,
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donde

_ - -P(t)dtp
X = Cie I
2d
Xy, = Cle/ f < C e’
y también

X

)y = e—fP(t)dth(t)efP(t)dtdt

-[24
Xy, = e2‘f4e2‘e / ‘dt

X, = eX(41)

— 2t
Xy, = 4te

Entonces, la solucién general de (2) es

Xop = Cre¥ + age?t 3)
sustituyendo resultado en (1)

x| - 2x, = C e?' + 412 + f(t)
Por otro lado, de J?p( t) se tiene

2
X = (31 + 282) ¥
y al derivar esta dltima ecuacién

X = (3t +22)2e¥ 4 e (3 + 4¢)

X = (3 + 10t + 4£2) 2
por lo que

/
X - 2x

(3 + 107 + 4r%)e? - (61 + 4¢%) 2!
(3 +41)e?

1]

[gualando (4) y (5)

Cre? + 4te + f(1) - (3 +4r1)e?
F(1) = (3 +41)e? - (C, + 4r)e?t
f(1) = (3 - C))e?

y de la ecuacion (3) resulta
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g(t) = (C, + 4t)e*

que son las funciones buscadas.

7)  Resuelva el sistema
/
X = x+1

I _ t
X = x te

. N
sujeto a las condiciones iniciales x(0)=c, , x,(0)=C, , si la matriz

exponencial correspondiente es

RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de la forma

X' = AX + b(2)
y su solucién estd dada por

T _ AT t At _
X =e x(0)+f0e b(t - t)d=

X =X, +x,
Del sistema se identifican

01 B(t) 1
) t) =
1 e’
y en este caso las condiciones iniciales estin dadas por elementos constantes por lo que se
tiene

A:

_ _ 1 e’ + et el - et C1
_ At _ .
x, =e"'x(0) = =
2| et - et e +e’ || C,
_ 1 el + et 1 el — et
» == C + 56
2 el - et 2 e+ et
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por otro lado

- et + e " et - e’ 1 i
e’ b(t-7) = 1
2 et —-e " et + et e(‘ff)

efectuando operaciones

- 1 e’ + et + el - e—2‘ret .
e*b(t - 1) =1 /
2 e’ - et + e’ + e—Ztet
por lo que

%‘/;'(31 +e % + er - e—Ztet)dT.

[t}

;p = fote‘“b—(t - 1)

51./(:(8‘ et +el e ety gy

1 2te' + &' - ¢t
4| -4+ 2tef + 3¢t 4 ot

A

ef-et 2te' + et - gt
el 1 |
2 e‘+e“J 4[-4+2te" +3¢ 1ot

finalmente resulta
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1 Dada la matriz exponencial

eht = o2t

cost —sentJ

sent cost

obtenga los valores de Bo . B, ,talesque e = Bol +B,A , asi como la matriz
A =

‘ cd

Solucién.

By = €% (cost - 2sent)

B, = €** (sent)
2 -1
A=
1 2
2) Resuelva el sistema de ecua{ciones diferenciales
X=x,+1
x2= -X, +cott
con las condiciones X, Tl-0 y X Tl-o .
_ 2 2
Solucién.
X, =sent | Ln _sent
cost + 1
X, = cost(Ln( sent ))
cost +1
{ 010
3) Obtenga la matriz exponencial e’  donde A=[0 2 0
100
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4)

V4 .
N N SR i e by B e i
L SRR e i TR R 3 e

6)

T e ———

Solucién.

2r _ ]

[1 e -1 0

2
ed' =1 e?t 0|
2t _ 4 _
: € 1 -2 1
4 ]

Utilice la matriz exponencial para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
s _ 3t
¥ =X te
Xy =3x +2x,

con las condiciones x0)=1 x,(0)=0

Solucién.

X = 1—16(4t-.e3‘ +9e7t + 731

%, = 1—16(12te3' - 9e7" + 9¢3ny

) 02 0 0
Dadas las matrices A = y B-=
. 00 -2 0

a) verifique si se cumple e4* - ¢ 87« ,(4+B):

b) de acuerdo con el resultado del inciso a) (s¢ puede afirmar que Ia expresion

et - eB = g4+ By es falsa para toda matriz Cuadrada. Justifique la respuesta.

Solucién.

La igualdad no se cumple solo se cumple cuando las matrices A y B son
conmutativas.

Dada la ecuacién diferencia] yi+2y vy=1 - sujetaa y(0)=1 : y/(0)=-1 .

Obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden equivalente y
resuelvalo.
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7

8)

9

Solucién.
x=1-¢"
y = x/ = e_t

Transforme la ecuacién diferencial y” + 2y’ +2y = e 'cost
ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.

Solucidén.

Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales

ﬂ = y+z
dt
dy
—_— = Z +x
dt
dz
—_— =X +
dt Y
Solucién.
1
x = —
a
1

€n un sistema de

(€ (6e™" +3e™) + C, (-3¢ + 3¢%) 4 Ci(-3e™" + 3¢2%))

Y= =€ (-3e™" +3e%) + C(6e" + 3e2t) + Ci(-3e™" + 3e2))

-1
Si se sabe que para A =[ )
EA, i 1 e3t +4 e—2t _2e3t + 28-2t
5 _263t+2e>2t 4e3t+e*21

-2
ZJ , la matriz exponencial

(Ci(-3e™ +3e>) + C,(-3e" +3e2) + C,(6e " + 3¢2t))
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L T T

Ep ey

10)

calcule la solucién del sistema (D+1)x +2y=0

2x%(D-2)y = Que cumpla con las condiciones

x(0)=0 , y0)=0 .

Solucién.
x:—ieﬁn+—1e-Zt""lt‘i
45 10 3 18
y = ie3‘+ie'2t—lt— i
45 20 6 36

Dada la ecuacién diferencial YW -5y" 7y - S5y+2et=0

obtenga un sistema de ecuaciones
expresarlo en forma matricial.

Solucién.

K o 1o00]lx] [ o

%l o o10]lx

1 o 0o1|x|"] o

" STO05 |y | |26 .

diferenciales de primer orden equivalente y
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TEMA 5
TRANSFORMADA DE LAPLACE

5.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

1) Aplique la definicion para obtener la transformada de Lap.lace de la funcién

(D) = (1 + ey

RESOLUCION

La funcion f(¢) se puede expresar también de la siguiente manera:

f(£) = 1 +2e* + ¥

y la definicién de Transformada de Laplace es:

SO} = [ef(ydr

LA } = lim [T f(r)ar

b

Entonces, al aplicar la definicién a la funcién dada se tiene

9 fe) ) = fo“’e-“(l + 2e¥ + %y dy

L (1) } = lim fobe‘“ (1 + 2%+ *) gy

beo

b—o

L f(1) } = lim [ fobe"“dt + 2fobe““e2‘dt + j;)be‘“e"" dtJ

b

L f(1) ) = nm{ L

b~ A

+ Zfbe"(s “Didt + fbe'(s T gy J
A 0 0

b ) 2 e-(;—Z)tLb _ 1 e_(s_ 4),!: -‘
(s - 2) (s - 4) J

b °

[
L)} = uml R
S
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s e

?

Valuando en los extremgs de integracién Y aplicando el limite a cada uno de los términos

L f(1) } = lim{— 1 (et - 1) - L(e-(s-z)b -1 ~

beo s (s -2
- 1 “Gs-4b _ gy |-
(s—4)(e I)J \

; _1+ 2 . 1
ge{f(t)}_s s -2 s -4

Asi resulta

L f(2) } = F(s) % +

2) Dada la grifica de Ia funcién f(t) , determine  9{ f(t)}  utilizando Ia
definicién

RESOLUCION

manera

Hew ot )
0 0<t<]

f(x) = e -
t t>1

entonces, al aplicar la definicién

L F() } = fo“e-“f(z)dt - fole"’(O)dt + fl""te—“dz

9 f(1) ) = lim[flbte‘”dt]

b-x
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Integrando por partes

. b
%E{f(t)} “tim | - Lo [ermar
bw s s ;
t 1 iy
Lf(D} =lim| - Ze™st - = ¢
b S s2 i
Valuando en los extremos de integracién y aplicando el limite resulta

L 1) } = M[ L
b~ S

L f@) } = % -

= F(s) = e“(é— + iz]

[

3) Aplique la definicion para obtener <{ f(t) } de la funcién
L
0 0<t<X
2 .
f(x) = -
cost t> %

RESOLUCION

LAS() ) = [T f(nyae - f e (0) dt - [z e costar
2

%i’{f(t)}—hmf

e *costdt
b ry

Integrando por partes se tiene
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Vo

. b . : AN
lim fne“'costd =lim| - £ e 1. B p-st 1 fe"‘costdt
bow I 2 beo s s s s

b
. 6 . -
im [ e costdt = hm[ LS § sente=t - 1 fe'“costdt}
b~ ~ b-eo

2 :

Agrupando términos semejantes

. b _ . _ t _
im [ e"*costdt = lim - SO8F st sent
b+ ; b S ’ Sz x
2
” ~st -se |?
—Scoste "' + sente
b . 52
im [ e *costdt = lim -_
bmeo I bow s+ 1
s* Iz
2
) b . -scoste™s! + sepnte-st |b
lim [ e costdt = lim
b Y b~e S2 + 1 K
/ ’
//

= lim

n
‘ - - LA T) -
-scosbe™*® + senpe “’—scos(;)e 2 4 sen(—)e
b

s? + 1

Aplicando el limite en segundo miembro

L
-=5

) bo_ -e
im [ e costdr -
bew J0O s? o+ 1

Finalmente

|
!
~
[N
~—
1
!
[—y
1)
(%

L{f() ) =
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4

5.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR
LINEAL.

1

Sin utilizar la definicién, obtenga

cosht
«f <=}

RESOLUCION

Es conveniente expresar la funcién coseno hiperbélico en términos de la funcién exponencial,
por lo que : ’

cosht | _ e +e!
dp )5
¢ { co_s;:t } = {%(e‘ + e")e”}
e

dado que la tranformada de Laplace es una tranformacion lineal se tiene

ge{co_S::t}=%[£€{e‘"}+§€{82'}]
e

-1
2is - 4
_1s—2+s—4
20 s -65+8
_ 1) 2(s - 3)
215 - 65 + 8

De donde
F(S):SE'3

s - 65 + 8
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5.3 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s".
1) | Determine

a) & { e sen3t )

by gt _S*4
) {s—2s+5

RESOLUCION

a) La funcién a transformar se expresa también como
f(t) =e'e 2sen3t
por lo que se tiene

#{e2etsen3t )
De la linealidad de Ia transtormada de Laplace resulta

e 2d{e'sen3t )

£ . o L
18 y de acuerdo al primer teorema de traslacién que indica

L{e*f(t)]=F(s-a)

donde  F(s) =g { f(¢)}
se obtiene

L{e 2sen3t} = e‘z[ 3 ]

b) La funcién a antitransformar puede expresarse en términos de su denominador factorizado

segun se indica
SL"I s +4 }
(s ~ 1) + 4
'Por la linealidad de la transformada inversa

-1 s +4 _ -1 RY -1 4
. {(S_1)2+4}_g {(s—1)2+4}+g€ {(s—1)2+4}

En el segundo miembro se tiene un traslado en el denominador, por lo que es necesario
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e

I4

>

realizarlo también en el numerador, y de esta forma aplicar el primer teorema de fraslacion;
asimismo, en el segundo miembro conviene factorizar como se indica a continuacién

. s+4 -1 s-1+1 a1
31{(s—1)2+4}-3 {(s—1)2+4}+4g'{(s-1)2+4}

) &f'l{(s —sl_)21+4 } +Sge-l{-(s - 11)2 +4} )

y al aplicar el primer teorema de traslacién en su forma inversa

gl _s+4 1. e‘cos(2t) + Ee‘sen(Zt)
(s - 1) + 4 T2

2) Sea L{f(t))}=F(s), compruebe que gf{f(i)} =aF(as)
a

donde f(t) =12 + e (?t+1)

RESOLUCION

Si f(t) =2 + e®**e | entonces

a a
2 e 2 4
= + = +
ats’ o2 s s -2
a a
_ 2 + ae (A)
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Por otro lado

L{f(2)} = F(s)

y al transformar J(t) se tiene

CF(s) = 2{7) + e 9 e
.2 e
= — +
53 s -2

2 e
orloque F(as) = —_
por lo g (as) (as) a5 2

y multiplicando ambos miembros por la constante 4

aF(as) = 2a . _ae

a3s3 as -2

2 ae
aF(as) = f— B
(as) = —= + 22 (B)

Al comparar (A) y (B) se comprueba que

21(2)} - aras
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5.4 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "t"

1) De un formulario de transformadas de Laplace se tiene que

. senat - atcosat _ 1
(S2 + a2)2

y o { tsenat } _ s

(SZ + a2)2

Utilizando las transformadas de Laplace anteriores, obtenga

g-! al
[(s -2) +97

RESOLUCION

Para obtener la transformada inversa es necesario trasladar el parametro s del numerador

al traslado que presenta el mismo parametro del denominador, es decir

cp-1 s }:&,_1 s -2 +2 }
[(s-2+9 P [(s-2)+9P

y por la linealidad de la antitransformada se tiene

< _S _22 2}+2g€'1 _ 12 2}
[(s-2)+9] [(s-2) +9]

Por otro lado, de las tranformadas dadas resulta

-1 1 | _ | senat - atcosat
(s* + a?)? 2a’

gf"{ S } _ tsenai

(S2+(12)2 2a

Entonces, del segundo teorema de traslacion

RN SR S }
[ (s + 9)]

_ Isen3t o e’ tsen3t

2(3) 6

(s - 2)-s

también
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]
L

2 g-1 { 1 } l _ 2[ sen3t - 3tcos 3t Jezt
[ S2 + 9]2 (s - 2)-s 2(3)3 )

eZt ’
= 55 (sen3t - 3tcos3r )
: 27
g Finalmente
3 2t . 2t
-1 § - & tsen3t +e—(sen3t-3tc033t)
[(s-2Y+9p 6 27

AR T g

2) Obtenga la transformada de Laplace de Ia funcién x(t) =e>"cos(2t - 8) u(r - 4)

RESOLUCION

La funcion x(¢) también se puede expresar de la siguiente manera:

x(2) = e cos2(t - 4) u(t - 4)

o bien
x(t) = e3¢ -9 ,-12 cos2(t - 4) u(t - 4)
del segundo teorema de traslacién N
L{g(t - a) u(t - a)} = e “*G(s)
entonces
X($) = LUx(1)} = e3¢ 9 g2 go59(p - 4) u(r - 4))
donde

8(t = 4) = e3C "M 12 0699 (¢ - 4)

de aqui se tiene

g(t) = e 3 e 12050,
y al transformar

G(s) = e 9f{ e cos2¢)
aplicando el primer teorema de traslacion resulta

G(‘s) - e'”[ s+3 J

(s +3) + 4
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y para la funcién buscada

X(s) = e2ets| _S*3 |
(s +3)? + 4
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5.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES
IMPULSO, ESCALON Y RAMPA.

1)  Obtenga la transformada de Laplace de la funcién

; O<t<1

70 = {ﬁ—2t+2 ; 1<t

RESOLUCION

La funcién también se puede escribir de la siguiente manera
1 ; O0<t<l
(t-1»+1 ; 1<t¢

y en términos de la funcién escaldn unitario resulta

() =u(t) vu(e - 1)[(t -1y + 1] -u(e-1)

f(t) ={

e v u(t -1 -1 v u(t-1) - u(s - 1)
al simplificar se obtiene

() =u(t) +u(t-1)(t -1y

de esta manera la obtencién de la transformada de Laplace resulta

Si’{f(t)}=S-"{u(t)}+§f{u(t-1)(t-1)2}

y del segundo teorema de traslacion

L{u(t-a)g(er - a)} = e **G(s) , donde G(s) =< { g(t) }

Interesa determinar
L{u(t-1)(t-1)72} = e *G(s)

para obtener G (s) es necesario primero obtener g (t) por lo que se tiene

gt -1)=(t -1 =  g(t)=1¢
y resulta

G(s)=§£{t2}:%
S

entonces
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2e”°
3

LA{u(e-1)g(t-1)}) =
S

y para la funcién u(t)

1
L{u()} ==
s
Finalmente
4 -5
F(s)=1.2¢
S 53

Es conveniente mencionar que la transformada obtenida, se puede determinar también
empleando la definicién de transformada de Laplace.

2) Obtenga la transformada de Laplace de la funcién

cos2t ; O0<t<2nm

f(t)={ 0 ; 2nc<t

RESOLUCION

Para obtener F(s) es posible facilitar el proceso si expresamos a la funcién en términos

de la funcion escalén unitario:
J(t) =u(t)cos2t - u(t -2m)cos2t

pero  cos2t = cos2(t - 2m)

entonces

F(t) = (cos2t)u(t) - cos2(t - 2n)u(t -2m)

transformando en Laplace y aplicando el segundo teorema de traslacion

LALS() ) =L {cos2tu(t)) -« {cos2(t -2n)u(t-2n))

Finalmente
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-2ns
Foy - -2
s°+ 4 s+ 4

F(S) _ S (1 _ e-21ts' ]

s* + 4 s+ 4

Otra manera de obtener F(s) es aplicando la definicién como se indica enseguida:

L {f(2) ] = fo"e-s'f(t)dt - fo“e-“cosztdt

Integrando dos veces por partes y simplificando

2n
] 2 -st 2 - -st
_/ ncostht . 2e%'sen2t - se cos2t
0 SZ + 4 0
~ s _ Se-21ts

s2+4 5244
Finalmente

Lf() ) - 8 (1 - "'Z"J

s*+ 4 s? + 4

3)  Obtenga la transformada de La

place de la funcién Cuya grafica se muestra a
continuacion

fct)

-

RESOLUCION

A partir de la gréfica se expresa la funcién en términos de la funcién rampa

7 =r(t-1) -r(t-2) St -3) +r(t - 4)
y al transformar en Laplace
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v

F(s) =<{r(z-1)} -<Lr(t-2)} - Lr(t-3)) + Q{r(t - 4))

1
2

e-3s ¥ i e—4s

F(s) =L es oL puas _ S €
s.

2 2

S S A

F(S) = iz(e-s _ e-2s _ e-3s + e-45)

A

4) Exprese la funcién f(z) |, cuya grafica se muestra en la figura, en términos de las

funciones generalizadas rampa unitaria y escaldn unitario.

f(t)
I
parabola

\ [ !
) [ !
i ! [
y i !
H I . ——

1 2 3 4 5

RESOLUCION

Para expresar a  f(t) en términos de las funciones generalizadas debe recordarse que

{0 t<0 {O t<a
u(t) = ; u(t-a)-=

1 20 1 t>a
() 0 <0 ( ) 0 t<a
r(t) = ;o r(t-a) =
1 t20 t-a tza

por lo que se tiene que

f(2) = 32u(t) - 3cu(r - 1) + 3r(t ~2) - 3u(r - 3)
= 3r(t - 3) + 3u(t - 4) - 3u(t - 5)
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t ; 0<t<2
S)  Sea  f(t)={4 ; 2<t<4
10 ; 4

a) Represente la funcién f(t) entérminos de funciones generalizadas rampa unitaria
y escalén unitario.

b) Calcule Ia transformada de Laplace de f(})

RESOLUCION

Es conveniente presentar graficamene a la funcién | por lo que se tiene

[
T

a) a partir de esta grafica resulta més facil expresar  f(¢) en términos de las funciones

r(t) 'y u(z)

S@) = r(e) + 2u(r - 2) -r(t-2)-4u(t- 4)

b)
FO =2 ) =LAr () f w24 (ulr - 2) ) - & {r(r-2))
—4L{u(r-4))
~ Finalmente
F(S) = i + ge'zs — ie.‘ZS‘ ie-‘ts
s? s 52 s
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5.6 DERIVADA DE LA TRANSFORMADA DE UNA FUNCION.

| 1) Calcule Q'I{Ln(s + 2 )}

s-2

Sugerencia: Utilice el teorema de la derivada de una transformada.

RESOLUCION

Por propiedades de la funci6n logaritmo natural se tiene que

S,P'I{Ln(syi)}=§£'1{Ln(s+2)—Ln(s—2)}

S_

Del teorema de la derivada de una transformada

g{emf(o )= - EEE 0 gy - g4

ds
ysi F(s) =Ln(s+2) - Ln(s - 2) al derivar se tiene

dF(s)= 1 1
ds s +2 s -2

Ahora bien, si se antitransforma el teorema de referencia

d"F(s)
ds"

éf"{(—l)" } =17 f(1)

para n =1 resulta

%"'f{-%(ss—)}wf(r)

por lo que de la derivada obtenida en (A)

_dF(s) .1 1

+

ds s+ 2 s -2

Antitransformando resulta

pero también




por lo que

de donde se tiene

-2t

—e* + e¥ = 25enh 2t

Ctf(t) = 2senh2t
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5.7 TEOREMA DE CONVOLUCION.

1)  Utilice el teorema de Convolucién para calcular

g2 }
(s-1)(s* +4)

RESOLUCION.

2
(s - 1)(s* + 4)

)

, 3_1 1 2
s -1 s+ 4
Del teorema de Convolucién

L F(s) G(s)} = f(t) * g(1)

Setiene <'{H(s)} , donde H(s) =

esta funcion es también

entonces se busca obtener

LHEF(s) G(s)) = [f(=)g(t - t)dr ]

Entonces se tiene

s -1

g(t) = & YF(s)) - s,e"{ . } - et

2
s? - 4

pero para resolver la integral de convolucion se reuieren las funciones

(1) = L YG(s))} = 2‘3'1{ } = sen2t

f(tr) 'y g(t-1t) porloque resulta
f(t) = sen2+t

gt -t) =e""9

sustituyendo estas funciones en la integral de convulucion
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f(t) * g(t) = /;tééan e = e

f(t)  g(¢) = e‘f(;e“‘senZt dt
La integral se calcula integrando dos veces por partes, de donde se obtiene
fote"sen2tdt = %(—Ze’_ ‘cos2t - e'sen2t + 2)

A partir de este resultado se tiene

t
J(@®) * g(» = %(—2e"cos2t - e 'sen2t + 2)

f(0) * g(t) = %(-2cos2z - sen2t + 2¢%)
De donde |
| -1 2 _ 1 ¢
<4 ———(2cos2t+sen2t—2e)
(s -1)(s? +4) 5
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5.8 RESOLUCION DE ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES. ‘

1) Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver el problema de valores

iniciales y” +4y=sen3t ; y(0)=0 y y(0)=0

RESOLUCION

Transformando en Laplace ambos miembros de la ecuaéién diferencial se tiene
L{y"} +4L{y} =< {sen3t)

3

s+ 9

s*Y(s) - sY(0) -~ Y/ (0) + 4Y(s) =

enseguida se aplican las condiciones iniciales y(0) = 0 , Y (0) =0
de donde resulta

3
s+ 9

S*¥(s) + 4Y(s) =

se tiene ahora un problema de tipo algebraico donde se busca despejar a la funcion y(s)

€sto es

3
s+ 9

Y(5) (s® + 4) =

3
(s> +4) (s> +9)

Para obtener la solucién de la ecuacién diferencial se debera antitransformar, por lo que es,
necesario sumplificar el segundo término de la dltima expresion y tener elementos que se

Y(s) =

antitransformen facilmente; se hace entonces necesario descomponer y(s) en una suma

de fracciones parciales segin se indica a continuacion

3 :As+B+Cs+D
(s +4) (s +9) s? + 4 s2+9

de aqui resulta

3=(As +B)(s*+9) + (Cs + D)(s®+4)

desarrollando el segundo miembro
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+—
3 =As® + 945 + Bs? + 9 + Cs® + 4Cs + Ds® + 4D
3 =54 +C)+s(B+D)+s(9A +4C) +9B + 4D
y por igualdad de términos
A+C=0
B+D=0
94 +4C =0
P 9B + 4D =3
resolviendo este sistema se tiene A=0, B-= % , C=0, D= —g
Entonces
3 3
Y(s) = -2 _S
s2+4 s2ig
Al antitransformar
3 1 3 .- 1
(t) = Y(s) = - 2 -1 .
YO 2 Y(9)) - g {s2+4} : {S2+9}
por Io que la solucién de la ecuacién diferencial es
y(t) = —senZt - isenBt
10 15
o bien
y(t) = isen2t ~ 1senBt
10 5
2) Aplique la transfofmada de Laplace, para resolver Ia ecuacion diferencial
Y'-7y'+6y=108(s-2)
con las condiciones iniciales y(0)=0 , y(0)=0
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RESOLUCION

Transformando en Laplace sobre ambos miembros de la ecuacién diferencial

LY -792{y)+62{y)=102(8(t-2)}

S2Y(s) = sY(0) - ¥/(0) - 7[s¥(s) - ¥(0)] + 6 ¥(s) = 10e-25
Al efectuar operaciones y aplicar las condiciones iniciales resulta

s2Y(s) - TsY(s) + 6Y(s) = 10e"2*

En esta dltima ecuacion interesa obtener y(s) | por lo que se factoriza y despeja a

continuacién

Y(s)(s*-Ts +6) = 10e-

-2s
Y(s) = 10e
s2-T7s +6
10e-2¢
S =
Ay

teniendo presente que la solucién de la ecuacién diferencial estd dada por y(¢) , es

necesario obtener la antitransformada de la funcién y(s) , esto es

ﬂo=3*{nn}=3”{ 107 }

(s +6)(s-1)
La funci6n a antitransformar puede expresarse también de la siguiente forma
e—2s 10
(s-6)(s-1)

que Ilevaria a la aplicacién del segundo teorema de traslacién en forma inversa, es decir
e ®G(s) } = g(t-a)u(t - a)

Para obtener  g(t) se requiere que G(s) se antitransforme, lo que lleva a expresar
a ésta tltima en términos de fracciones parciales:

10 A B

+

(s-6)(s-1) s-6 s5-1

G(s) =

10 =A(s - 1) + B(s - 6)

La obtencion de las constantess 4 y B puede realizarse como se indica:
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para s =1 = B=-2
para s =6 = A=2

Entonces, para la funcién g(t) se tiene

g<t>=%€“{'G(s)}=zge-l{ 16}-23-1{ I }

s - s -1
= g(t) = 25 - 2t

De acuerdo al segundo teorema de traslacion y a la funcién ¥(s) se identifica el valor del
traslado que es a = 2 | por lo que

g(t - a) = g(t -2) =2e5¢-2 _ 9,0-2
y para la funcién y(¢) resulta

10
(s -6)(s-1)

() = 271 | ¥(s) ) =s£"{e'2s }=g(r—2)u<t~2)

por lo que finalmente

y(2) = [2e¢-D _ 9t - DNut - 2)

J) Mediante el método de la'transformada de Laplace, resuelva la ecuacidn diferencial

Yity=t-(t-4)u(t-2)

sujeta a las condiciones iniciales y(0) =0, y'(0)-=1

RESOLUCION

Se tiene Ia ecuacién diferencial
Yty =t - (t - a)yu(s - 2)
Enseguida se aplica la transformada de Laplace a cada uno de los términos

LYy + Ly} = 92} - Lt - B u(r - 2))
de donde se obtiene

2 2

S2Y(s) - sY(0) - Y/(0) + ¥(s) = L _ p-2s [1 - 23)
S S
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Al aplicar condiciones iniciales y reducir términos resulta

s2Y(s) -1 + Y(s) = iz - g2 (1 - 2s)
s

Y(s)(s? +1) =1 + & _ g2 (1 _ZSJ"

hN —

despejando a la incégnita de interés

2 —
Y(s) = ———"— L | _1-2s
(st + 1) s2(s? + 1)

Interesa obtener la antitransformada de la funcién y(s) , estoes

y(8) = y(s) =gl _ gl 1 -2s J}
s? (s + 1)

En el segundo término a antitransformar se tiene

E.Q—l e-2s 1 - 25
s2(s* + 1)

y de acuerdo al segundo teorema de traslacion en su forma inversa
e G(s)) = gt - a)u(t - a)
lo cual implica obtener la funcién 8(t) ; para obtenerla se considera

G(s) - 1-2s :£+£+CS+D

sP(s2+1) s 2 s2 + 1

1—2s—A(s)(s + 1) + B(s? +1) + (Cs + D)s?
:s(A+C)+s(B+D)+s(A)+

de donde resulta

A+C=0 = C =2
B+D-=0 = D= -]
A=-2
B =1
entonces
G(s):—2+_1+2s__1
KN S2 2+1
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ﬂﬂ=erG@n==qg*{l}+gﬂ{l}+2yl{ s };34{ 1 }
’ A\ S2 S2+1

g(t) = -2 +t + 2cost - sent.

2s

Del exponencial e~ se tiené a =2 , por lo que la funcién g(t) trasladada es

g(t -2) =—2+(t—2)+2¢os(t'-2) - sen(t - 2)
Finalmente, para la funci6n solucién

@) =t-[-2+t-2 +2cos(t - 2) - sen(t - 2)]u(t - 2)

y(&) =t +[4-t+sen(t-2) - 2cos(f - 2)u(t - 2)

4)  Utilice la transformada de Laplace para resolver la ecuaci6n diferencial

Y +4y +3y=1+5(-3)

sujeta a las condiciones iniciales y(0) =1, vy'(0)=1

RESOLUCION

Inicialmente se transforma en Laplace cada uno de los términos de la ecuacién diferencial

Q{W}+4${ﬂ}+33{y}=a{1}+3{60—3)}

sY(s) - sY(0) - Y/(0) + 4[sY(s) - Y(0)] +3¥(s) =2 4 o3
S

posteriormente se aplican condiciones iniciales y se simplifica, es decir,

SPY(S) -5 -1 +4sY(s) -4 +3¥(s) =L, g3
S

Y(s)[s2+4s+3]=l+e'3s+s+5
s
. -3s 2
Y(s)(s+3)(s+1)=1+se + 85 +5¢s
s
2 ) -3s
Y(s) - s+ 55 + 1 . se

s(s +3)(s +1) s(s +3)(s +1)
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y(2) =271 {Y(s5))}

‘ - cp-1 S2 +5s +1 + cp-1 -3s %!___ "_
(1) =& {s(s+3)(s+l)}, ¢ '{e ) (s +3)(s )}

se tienen entonces dos funciones a antitransformar, a saber

=g s2+ 55+ 1
s(s+3)(s+1) |

Por fracciones parciales

S+5s+1  _ A, B . _C
s(s+3)(s+1) s (s+3) (s+1)

s?+5s+1=A(s+3)(s + 1) + Bs(s +1) + Cs(s + 3)

1
ara s =0 : A =—
P 3

5
ara s =-3 : B=-=
P 6

3 :
ara s=-1: C ==
para 2

por lo que resulta

Por otro lado

- g-! {e-“. 1 }
(s +3)(s+1)

Esta funcién se antitransformard considerando el segundo teorema de traslacién, esto es
L e G(s))=g(t-a)u(t-a)

1
(s +3)(s+ 1)

Entonces, la funcion G(s) es , ¥ por fracciones parciales

1 . A . B /
(s +3)(s +1) s+ 3 s+ 1
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- 1=A(s+1) + B(s + 3)

1
ara s =-1: B=—-
P 2

1
ara s = -3 : A = - =
P 2

por lo que resulta g (t) = 91 { G(s) ) |

1, 1 1, [ 1
P | 1
8(%) 25""{s+3}+2§‘Z {s+1}

-3t -1

- 1) =-—e ¥y _ ¢
81 =5 2 ¢
y‘de acuerdo a la expresién I | se tiene de la funcién e~ % el elemento g = 3, por

lo QUe es posible obtener la funcién g(t) con traslado

: | g(t—3)=—%e-3<‘f-3>+le-<t-3>
Asi, resulta
Il - 1,30-3, 1 (.3
= —Ee + Ee u(t - 3)
Finalmente
“y(t) = g'— g e 3 4 ge" + [ %e'("” - —e 30 3)Ju(l‘ 3)
5) Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

¥ y! = g

x// + y// = 4¢

sujeto a las condiciones iniciales  x(0) = 8 | x/(0) = 0 ., ¥(0) =0, y(0)=0

RESOLUCION

Tranformando en Laplace cada una de las ecuaciones del sistema resulta
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L{x"}-L{y'}=2(¢F)
Le{x"y+ Ly} =42 (1)}

s’X(s) - sX(0) - X/'(0) - [s°Y(s) -sY(0) -Y'(0)] = —2;
_ s

s2X(s) - sX(0) - X'(0) + [s*¥(s) - sY(0) - Y'(0)] = iz
s
enseguida se aplican condiciones iniciales y se reducen términos
SX(s) -85 - £¥(s) = 2 (A)
s
2 2 4
s°X(s) -8s +s Y(s)=—2 .......... (B)
s
Sumando ( A ) y ( B ) se obtiene
252 X(s) - 165 = 2 + &
3 52
de donde
4
252X (s) S 2,4 16s - 245+ 16s
s §? 2s3 ]
4 4
X(s) = 2 +4s + 165 _2(1 + 25 + 85%)
2s° 2s°
X(S) = i + .3 + §
s st s
y al antitransformar
x(t) = L{X(s))
x(t) = gLl s ogt) 1L, 853“{1}
3 st s
e, 25
x(t) 4!t + 3!t +8 (C)
Para obtener Y (s) se puede emplear la ecuacion (B), es decir |




S2Y(s) - % + 2X(s) + 8s
S

_ 4 3
s2Y(s) _ 4 ) X(2S) + 8s5°
s

de donde

Y(s) = 2= 5*X(s) + 853
S4

Y(s) = 14 - X(s) + 8
Ky A}

y al antitransformar

() = LHY(s)}

y(s) = 43-1{%} . 83“{%} - x(2)

s

pero x(t) ya ha sido obtenida, entonces al sustituirla se llega a

45 Sl 25
Y = e+ 8 st Tyt 8

..........

1) = %ﬂ - L (D)

por lo que (C) y (D) constituyen la solucién del sistema.




1)

2)

3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Obtenga la Transformada de Laplace de las siguientes funciones:
0 ; t<5

t’+e’ ;t25

) f(t)={
b) g()=e*cos /5t - t2e‘2‘+fotsenr dt

Solucién.

2 se{f<t>}=e-5s[£+£+§+ esJ

s3 SZ S s-1

s-3 2 1
—_— +

b) L{g@®}= - —_
# (s-3)2+5 (s+2)3 s(s%+1)

Obtenga la Transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:

a) G(s)= usando convolucién.

ST+Ss

-3s _
by F(s)=%_*+s-2
st-4s5-5

Sol.

a) Q‘l{;}:3 -3cost

s(s2+1)
e?tcosh3 ¢t ; 0<t<3

b t () =
) fi(8) + £,(¢) o2t (%e'ﬁsenh(3t -9) +cosh3t) ;123

Obtenga, utilizando la transformada de Laplace, la solucién de la ecuacién

y'+ay + 4y =3¢~ que satisface las condiciones y(0)=2 , y/(0)=1

Sol.

YO =2te -2+ 3¢




4

6)

Utilice el método de Ia transformada de Laplace para obtener la solucién de Ia

ecuacion diferencial  y’ +2y = £(£) con las condiciones iniciales y(0) =0 , siendo f(z)
la funcién cuya grifica se muestra a continuacién S

()
]
!
|
0 1 t
Solucidn.
_ -2¢
_lﬁl ; O<t<1
(1) *
y =
2y, -2t
(-IL)C— ; t>1

4

Utilice la transformada de Laplace para obtener x,(t) del sistema de ecuaciones

diferenciales

X = -, +f(1) donde £ t, O<t<l
onde f(t) =

xl = 1_x2 f 0 t>1
: . x,(0)=0
sujeta a las condiciones %,(0) =0
Solucién.

-1 . O<r<1
x(t)=(1-e Ju(t-1) 6 bien x,(t) = 1 4ol a1

Sea la ecuacién diferencial
y/ _ 3y - e3t
sujetaa y(1)=0

Calcule y(0) (use la transformada de Laplace)
177




Solucién.

y=(t-1)e*
y(0) = -1

7 Utilice la transformada de Laplace para obtener el valor de la funcién Jé( t) tal que

satisfaga al sistema de ecuaciones diferenciales

x' o+ 8 = 2

x'-2x + y = ¥

sujeto a las condiciones iniciales x(0) =0 |, y(0)=0 .

Solucién.

x(t)=e* (2t -4

8) Emplee la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial

y// + 6)’/ + 9.y - 6t2 e—3t
con  y(0)=y/(0)=0
Solucion.

y(@) =L HY(s)) :%t“e'”

9) Emplee la transformada de Laplace para resolver una de las siguientes ecuaciones
diferenciales con las condiciones dadas
yleyt=et ;@ =1, y(0)=1
(D+2)y=e" ; y0)=1, y'(0)=0
1
yie oy =2 ;o y(0)=0 , y(0)=0
Solucién.

I t 8 -2t 5 -2t
(f)=—e +—¢ +—te
y(1) 5 5 3
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10)  Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

"+ yi = g2t

2x" + y" = _e2t 8(t-1)

sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 0 , ¥(0) =0 | x'(0) =0 ,
y'(0) =0
Solucién.
x(1) = % — %e“ $1e2 4 e Vsenh(t - 1u(r - 1)
y(t) = —% . %t . %ez' 1€~ e Lsenh(t - 1)u(r - 1)

-11)  Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial .

¥ +9y =3 sent

si las condiciones iniciales son y(0) =y’(0)=0

Solucién.

3 1
1) = —sent - — sen3t
y(?) g 2

12) Obtenga, mediante la transformada de Laplace, la solucién del sistema

/"
X+ 10x, = 4x,

~4x, + xz// = - 4x,
sujeto a las condiciones x(0) =0, xl/(O) =1, x(0) =0 |

%(0) = -1
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Solucién.
x, (1) = -‘l/—gsen 2t + ?senzﬁt
x,(t) = ﬁsenﬁt ——‘/—gsenZﬁt

5 0~

13)  Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcién periédica:
f(t)

1 : —

4

o —

- Sol.

Sil+e™s

%f{f(t)}=l[1 “".SJ

14)  Aplique la transformada de Laplace, para resolver la ecuacion diferencial

Y'-7y' +6y=108(z-2)
con las condiciones iniciales y(0)=0 y'(0)=0 H

Solucién. . H

Y(2) = (250D - 20720y (1 - 2)

15) Emplee la transformada de Laplace para obtener la solucién de la ecuacién

diferencial.

Y 429" 4y =0
con las condiciones iniciales y(0)=0 YOy =1 ; y"0)=-3
Solucién.

y:(—1+e"’+2te")u(t) }
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TEMA 6

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES EN
- DERIVADAS PARCIALES

6.1 SOLUCI()N DE LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES.

1) Obtenga la ecuacién diferencial parcial cuya solucién general sea

U(x,y) =f(y)e* +g(x)

‘RESOLUCION

La funcion U contiene a su vez dos funciones arbitrarias, f y g | por lo que la

ecuacion en derivadas parciales que se busca debe ser de segundo orden. Deben entonces
calcularse parciales segundas de manera que se eliminen las funciones arbitrarias.
Se tiene a la funcidn

Ulx,y) = f(y)e* + g(x)

Obtenemos parciales segundas buscando eliminara f y g

aU x
— =f(y)e* +g/(x) .......... (A)
ox
FU
— =f(»er + gl (x) ... (B)
ox ,
Y e (©)
dy
FU
= SRR D
%3y (e (D)
Se observa que al igualar las ecuaciones (C) y (D) se obtiene:
FU _ou
dxoy dy

que es la ecuacion en derivadas parciales buscada.
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2) Obtenga la ecuacion diferencial en derivadas parciales cuya solucién general es la
funcién

u(x,y) =f(x* -2y) +x*

RESOLUCION

Para la funcion solucién general
u(x,y) = f(x* - 2y) +x*

se tiene a la funcién # en términos de una funcién arbitraria f ; por lo que la ecuacién

en derivadas parciales a obtener debe ser de primer orden.
Asi, es necesario calcular primeras derivadas parciales buscando eliminar a la funcién
arbitraria. :

%ﬁ SO 2 29)(20) 2% e (B)
ou \
5—y—=f(x “29)(=2) i, (B)

De (A) y (B) se despeja el factor comin f/(x® - 2y) , esto es

102 _ 1 {du _ «
f(x 2y) 2x(ax Zx) .......... (©)
F(x*-2y)=- %% ..................... (D)

igualando (C) y (D) resulta

1(au_2x)= 1 du

2x\ dx 2 a_y
y al simplificar y reordenar la expresion anterior se llega a
1 du, 19du
2x dx 2 dy
o bien, finalmente
é.y_ + xﬂ =2
ox dy
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3) Determine la ecuacién en derivadas parciales cuya soluci6n general es

e x

1 -y? -

u(x,y) =f(y)e + g(y)e* +

RESOLUCION

Se tienen dos funciones arbitrarias f 'y g ., ambas dependen de la variable y . Es

necesario derivar parcialmente dos veces, de manera que se logren eliminar dichas funciones.

La primera derivada parcial con respecto a x es

a _ x
=2 = yf(y)e® - yg(y)e * + € cereeni(A)
ox 1 - y2
Nuevamente se deriva parcialmente con respectoa x
& xy - *
=2 =Y (y)e® £ y2g(y)e®r + € — e, (B)
0 x? 1 -y

No se han eliminado las funciones arbitrarias, sin embargo, al factorizar la expresion (B) se
observa la posibilidad de eliminarlas, segtin se indica enseguida

82 X -X * Y
=2 =Y f(y)e + g(y)e - — e, ©)
0 x? 1 -y
Multiplicando la funcién u(x,y) por el factor y?
yzu':yz[f(y)e”+g(y)e"‘y]+y2l i RTINS (D)
-y
Se observa en (C) y (D) un factor comun, lo que lleva a
X -X az x
Y[f(y)e™ + g(y)e ] - 2 SRTR (E)
ox 1 -y
yz[f(y)e”+g(y)e‘”]:y2u —y21 i ST (F)
A
Igualando (E) y (F) y reordenando términos
iaz—u = yzu + i - 2 ex
dx? I -y 1 -y2
Tu Yiu + (1 -y%
dx? 1 -y?



Finalmente

F=yu+e
X
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6.2 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES.

1) Resuelva la ecuacién en derivadas pérciales
)
xﬁ + y% =U
ox? " dy
.\ s
Considere una constante de separacion « =0
RESOLUCION

Se tiene la ecuacién diferencial en derivadas parciales

Py FY— =u ... (A)

De acuerdo al método de separacion de variables, se propone la funcién

| u(x,y) = F(x) G(y)

como solucién de la ecuacidn diferencial dada.
Esta funci6n también se puede escribir simplemente

u=FG
Enseguida se calculan las derivadas parciles que se observan en la ecuacién diferencial
parcial: T

éﬁ = F'G
dx?
ou _ FG’
dy

y al sustituir en (A)

xF'G + yFG' = FG
posteriormente se reordenan términos para separar variables

xF"G = F(G - yG")

xF" G -yG
| F G
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Para la constante de separacion indicada a« = 0 se tiene

‘xF”
F

‘ también
Cup!
G -yG -«

Resolviendo la ecuacion (B) resulta o

XF” ~
F
que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de segundo orden, cuya solucion es

F=F(x)=¢C + C,x

0; xF"=0 =F'=0

De manera similar se procede a resolver la ecuacin ©)

_ /
G .
que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de variables separables, esto es
G/ = Q i .d_G = g
y dy
Separando variables e integrando ‘
[ [&
G y

InG = Lny + C
de donde resulta

G =G(y) =Cy
Entonces. la funcion u(x,y) resulta

u(x,y) = (C, + C,x) (Cy)
y al efectuar operaciones se tiene finalmente

u(x,y) = Ay + Bxy
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2) Utilice el método de se

» Tesolver la ecuacion en derivadas
parciales

Pu  du

—_— L =

ax2 dJt

Considere una constante de separacién o < (

RESOLUCION

Para la ecuacién diferencial en derivadas parciales

u(x,t) = F(x) G(t)

A continuacién se obtienen las derivadas parciales requeridas:

ﬂ = F’)G
dx?
ou _ FG/
ot

posteriormente se sustituye en la ecuacign diferencial

F'G + FG = Fg
enseguida se reordena para separar variables

F'G + FG' - Fg =0

G(F"-F) = - FG'

F' - F _ -G’
F G
Para la constante de separacion « < 0 se considera a« = - k2 » Por lo que se tiene
"o
F-F_ ko (B)
F
_ /
i = o = - k2 .......... (C)
G
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Inicialmente se resuelve la ecuacion (B)

F' - F
F

= ~ k2

- F/'-F+KF=0
o bien
F’-(1-K)F=0

que es una ecuacioén ordinaria homogénea de segundo orden, la cual también se puede
escribir como

[D* - (1 -K*)]F =0
siendo su ecuacion caracteristica asociada
AP-(1-k)=0
que al resolver nos lleva a obtener

A=xy1 -k

por lo que la solucion de (B) es

F(x) = C,V1-#)x 4 ¢ (- VT-%)x

De manera anédloga para la ecuacién (C) se tiene

- G/
e =

- k2

- -G +kK¥G=0

G -KG=0

que es una ecuacion de primer orden de variables separables; al resolver se tiene

G' = kG

a6 | pg
dt

fii-GQ - [Kar

ILnG = k*t + C

y al aplicar la funcién exponencial resulta

G(t) = C,ev"
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Entonces, la solucion es

u(x,t) =[Cle(“"‘2)‘ + C e('V""z)x]‘C ekt

2 3
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6.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER.

1) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la funcion

f-x -m < x<0 k
f(x) = \~
X O<x<m ,
RESOLUCION
La funcion estd dada por dos reglas de correspondencia y su representacion grafica es:
b fex) '
| |
| > x
- ™

Se trata de una funci6n par, entorgces los coeficientes de la Serie Trigonométrica de Fourier

son: a, , a, y b =0 ylaserie en cuestién es de la forma
_ 1 = 4 o |
f(x) = —2—a0 + @,Co8 —— ... (A)

n=1

por la que se procede a la obtencién de a y a, .

_ 2 pL ) 2L nmx
ao—zfof(x)dx ; an—zfof(x)cos—i—dx

En las expresiones anteriores L representa el semiperiodo, que en este caso esta dado por

L = m ; se tiene asi:

Para el scgundo coeficiente se tiene:
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2 fx nmx 2
a, =—f xcos~—dx=—f Xxcosnxdx
T J0 T T Jo

.
a, = 3(fsennx - flsennxdx)!
wln n 0

_2(x 1 Y 1 1
an = | —sennx + — COsS nx = - —Ssennn + — cosnmw - —
T\ n n2 T\ n n? n?
21 1
S YR R,
n n

Obtenidos los coeficientes de la serie, se sustituye en (A) de donde ﬁnalmente

f(x)=£' E

> ~ 1]cos nx

2) Obtenga los 3 primeros términos no nulos del desarrolio en serie de Fourier de la
funcién

A -1 -n<x<0
f(x)—f{ : '

0 s x< n‘
'RESOLUCION

La funcién indicada es una funcién impar por Io que solo se tienen coeficientes b,

entonces el desarrollo de la serie trigonométrica de Fourier es de la forma

nmnx

f(x) = i b, sen —=
n=1 L

De acuerdo a la funcién J dada, se tiene que el periodo es T =2x | por lo que el

semiperiodoes L = g

Para obtener e] coeficiente b,l se considera

L
b, = % {f(x)sen‘dx




ypara L = m resulta

T .
b, = 2 ‘fsenxdx
T
‘ 0
enseguida se integra y evalia la integral

2 1 "

bn=—-[——cosnx] =—2-[1—(—1)"]
T n o hm

y la serie trigonométrica de Fourier, que resulta ser la serie de senos de Fourier es

) =% 2 (1= (=17 Jsen(nr)

n=1

Es necesario obtener los 3 primeros términos no nulos de la serie indicada, por lo que

dando a n distintos valores se observa que
b, =0, si n espar

b, #0 , si n esimpar
Por lo anterior, se tiene que para la funcién con términos no nulos se considerari

n=1,3,5:estoes,

f(x) = isen)c + isen(3x) + isen(S)c) + o,
T 37 5n

que representa el desarrollo de interés.

3) Obtenga los cuatro primeros términos no nulos de la serie trigonométrica de Fourier
de la funcién

flx) = x?
en el intervalo -1 <x<1

RESOLUCION

1

{4

La funcion en cuestion es una funcién par, de periodo T =2 ysemiperiodo L

El desarrollo de la serie trigonométrica de Fourier estd dado por
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f(x) = —a0 E a, cos . n:x

donde los coeficientes a y a

» S¢ obtienen de acuerdo a las expresiones siguientes

L ' L
2 2 nnx
a, = = x)dx = = Xx)cos —=dx
o L{f() =g [r L
Al sustituir L y la funcién dada se tiene por un lado

. 0
Yy por otro .

1

2x x? 2 '

a, =2 cosnnx + | Z_ - sennnx
n2 th nmn 3

n’ n? 0
a, =2 2 cosnm + L -2 sennnt - 0
n? n2 nw n® 3
-4
= nznz( 1)

Entonces, el desarrollo de Fourier correspondiente es

3

1 o 4 .
fx) = =+ ¥ (-1)"cos nnx

3 n=1 fl2 T
Y para los cuatro primeros términos no nulos damos a

n  los valores 1 ,2 y 3, pues
el primer término no nulo estd dado por

a, ; asi se tiene

f()c):l +i(—1)cos1rx+ (-1)*cos2mx + (-1)*cos3nx + ...
3 2 4 n? 9 x2
0 bien
1 1 4
f(x) = = - —COSTX + — cos2nx - ——cos3nx + ...
3 n? n? 9 x?
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4) Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de las funciones

x +1 si -1<x<0

f(x)={

-x +1 Si O0<x<1

RESOLUCION

Es conveniente trazar la gréfica de la funcion para determmar a partir de ella qué tipo de
funcién (par o impar) es.

‘r f(x)

f Y - X
-1 1

Se observa que es una funcién par (simétrica respecto al eje de las ordenadas) por lo que el
desarrollo de la serie Fourier estard dado por ]

nrx
f(x) = —a0 + a,cos ——
n=1 L

Los coeficientes a, y a, se determinan a partir de las expresiones

f(x)dx , a, = f(x)cosTd

2
L

th
O\F‘

O\l"

El periodo de la funciones T =2 | por lo que el semiperiodoes L = 1 : entonces al
sustituir en las expresiones anteriores se tiene

1

—2[(—x+1)dx=2

1

(S
S
!

x? }
-2+ x
2 0

Il
N

TN
|

N |
+
(SN

N ——
Il
[w—

1
a =2f(—x + 1)cosnnxdx
0
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de aqui resultan dos integrales

1 1
a, =2 —fxcoSmnxdx + fcosmrxdx
_ 0

v 0
resolviendo

1
( COSnmx _ x sen mcx] ( Sen nnx )l
a, =2 - + + | =228

n 2 nw A nm

evaluando para extremo superior y para extremo inferior

, : cCoS nm sen nrw 1
@ =2| - 2 ¥ B 2
n?x? nt | ply

de aqui se tiene cosnm = (-1)"

0

y sennn =0 , n=1,2,3... por lo que

— - n
an:2 M — 2 [(_l)n_l]
n? n? n? n?
que también se puede expresar de la siguiente manera:
4 o,
s para n impar
a, =14 n*n?

0 -, paran par
Asi, el desarrollo de Fourier correspondiente es

f(x) =

" 4
+ E cos nTmx
2.2

n=1 N™ N

N |

5) Obtenga el desarrollo en serie seno de Fourier de la funcién  f(x) = cos3x . en
; el intervalo 0 < x < g ’
: RESOLUCION
Se tiene una funcién definida en medio intervalo, entonces L = g
' El desarrollo en serie seno de Fourier ests dado por
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f(x) =Y b sen
n=1
se determina con la expresion

El coeficiente b,

b, =

b~

Entonces se tiene

cos (3x) s

O~ m|a

NTENIN

n

c\ [SYE

Esta integral contiene en. el inte

argumento diferente, que se puede resolver emplea

nmx

—_—

L
ff(x)senm dx
0o - L

nnx
—=dx

I

2

en

cos(3x)sén(2nx)dx

grando un producto de funciones trigonométricas de =~

ndo la expresion

[senmu cosnudu = —1[ cos(m + n)u _ cos(m - n)u J + C
2 m+n m-n
Asi, para la integral que nos ocupa
2
p=2|_cos(2n +3)x _cos(2n - 3)x
T 2(2n +3) 2(2n - 3)
0
b =4 2n - 8n
" onlan’ -9 (4 _o9)

Finalmente, el desarrollo pedido es

2

n=1 T (4n° -

RS> T

5)

Calcule la serie de cosenos de Fourier para

f(x) =e*

sen (2nx)

la funcidn

0<x<]




RESOLUCION

- Para la funci6n en cuestion el desarrollo de la serie de cosenos de Fourier estd dado por
nmx
f(x) = —ao + E’a cos ——

y los coeficientes @, y a, sedeterminan a partir de las expresiories

L L
2 2 nmx
a, = = x)dx a == xcos——dx
oL{f() y ,,L{f()
- Se tiene una funcién definida en medio intervalo donde L =1 , de donde
, 1
a0=2[e‘dx¥2[e‘] =2(e-e")=2(e-1)
0 0
también
1 X
a, =2 f e*cosnmxdx =2 | ¢ NT (sennnx + —cosnnx) l
5 n*n? + 1
enn 1 ) _nm_
a =2| ——— | sennn + — cosnm | -
[ nn? + 1 ( nm nn? o+ 1 1
se tiene: sennm =0 | h=1,2,3,... : cosnmt = ( - 1)
n=1,2,3,
por lo que resulta
! 1
a = nme ( (-1 ),,)
n?n? + 1 nn o+ 1
simplificando
a (-1)e-1
g n*n? + 1
Finalmente se obtiene

f(x)—(e“1)+2 E[(—l)ne_ lcosnnx

n=1l n*n*+1 |
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6.4 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES
Y DE FRONTERA.

1) Determine la soluci6n de la ecuacién en derivadas parciales

Pu Fu

=+

o0yox ay2

sujeta a las condiciones de frontera

u(0,y)=2¢

RESOLUCION

En este caso no se conoce la constante de separacion,por lo que el proceso a seguir implicara
expresar la solucién en términos de dicha constante y posteriormente la condicién de frontera

llevard a la obtenci6n de la solucién que la satisfaga. Se propone la funcién # como

solucién de la ecuacién en derivadas parciales, esto es

u(x,y) = F(x) G(y)
enseguida se obtienen las derivadas parciales necesarias

azu _ / /
3y 0% Fi(x) G'(y)
Zu F(x)G"(y)
dy?

que al sustituir en la ecuacion diferencial lleva a
v F'(x) G'(y) = F(x)G"(y) + F(x)G(y)
esta ecuacion también se puede expresar de Ia siguiente manera
F'G'=FG" + FG

separando variables

F' _G"+G

F G’

y considerando la constante de separacién o se tiene

F’ G+ G
— = _— = g
F G’

A continuacion se resuelve cada una de las ecuaciones diferenciales ordinarias obtenidas.
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Por una lado se tiene

F'=aF
y al resolver
aF _ . F
dx
dF _ _
? = f(l dx
InF = ax + C
F(x) = C e**
y por otro
G"+G=aG

G' -G +G=0
que en t€rminos del operador diferencial es
(D* - aD +1)G =0

siendo su ecuacion caracteristica

A -ar+1=0

- o & F o -4 A:a—a2—4
1 2 ’ 2 2

por lo que

(a+ a2—4) (a— a2—4)
y y
G(y) = C,e 2 + Cye 2

Entonces, para la funcion propuesta como solucién se obtiene

a+3(a2—4

e
Cze( 2 ) + C,e 2

u(x,y) = C e**

que al efectuar operaciones se simplifica segun se indica

(u@)yﬂu (“_-E)y+“
u(x,y) =Ae 2 + Be A (A)

Posteriormente se aplica la condicién de frontera u(0,y) = 2¢” _esto es

a+31a2—4 a—yaz—‘t
Y y

Ae< 2 )V+Be( 2 =2e ... (B)
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y por igualdad de exponentes

o bien : . .

=1

, ai\/&2—4=2

Resolviendo para a resulta
tya’-4=2-¢
e’ -4 =(2 - a)

> -4 =4-4qa + a?

sustituyendo este valor en (B)

Ae(2+ '24‘4)); + Be(z_ 24-4 )y =2e

de donde
Ae’ + Be? =2¢” ~
(A + B)e = 2¢e
y por igualdad de coeficientes
A+B=2 ... .. ©)

Al sustituir - @ endAX,y) = Ae*"2* + Be? "2 = (4 + B)e *2%*
y st en esta dltima expresion se considera (C) se tiene

(A + B)eY 2% = 2¢r 2

Finalmente

u(x,y) =2e "%
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2)

Resuelva la ecuacién diferencial

Pu _ 2 Pu
dy? dxdy

para las condiciones de frontera % (0,y) = 5 + €27 + 2%

u(x,y) =3e* + 5¢2*
RESOLUCION

Se tiene la ecuacién

ﬂ =2 Fu @
3y? dxady

con ciertas condiciones de’ frontera, las cuales llevarén a la obtencion de la solucién que
satisfaga dichas condiciones.

Se plantea la solucién por el método de separacion de variables, considerando a la funcién
u(x,y) como la funcién solucién, esto es

u(x,y) = F(x)G(y)

.......... 1))
Enseguida se obtienen las derivadas parciales requeridas
_82 =FG"
ay?
82u _ F/ G/
dx oy
sustituyendo en la ecuacién (1)
FG" =2F G’
separando variables resulta
G// F/
26! F
y para la constante de separacién «
G// F/
—_— a ; —_ = a
2G" F

a continuacion se resuelve cada una de estas ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por un lado se tiene

G"-2aG =0



cuya solucién es

G(y) =C, + C,e?®

' y por otro
F' =aF
aF | a F
dx
dF
7 = fadx
ILnF = ax + C
F(x) = C,e*”

por lo que la solucion completa es
u(x,y) = C;e** (C, + C,e**?)

que al simplificar lleva a

Cu(x,y) = Ae** + Be*(**27)
Considerando las condiciones de frontera se observa que se tienen dos exponenciales en x

Yy ¥ . por lo que es conveniente expresar la solucion de la siguiente manera:

u(x,y) = Ale“‘x + Ble“'(“”) + A, e+ Bze%(“z” ......... (I11)

Para la condicion  u (0,y) =5 + €27 + 2¢* | se sustituye en (III)

5+ e +2e = A + B 24 4 A, + B2echzy

donde por igualdad de coeficientes se tiene ) ]

A +A, =5
B =1
B, =2

2

2(11:2 = o =1
2a, =4 = o, =2

sustituyendo estos vaiores en (II1)



u(x,y) = Aje* + e*"% + 4 2% + 2¢2(x+2)
Para la condiciéon  u(x,0) = 3e* + 52* _ a] sustituir en (Iv)
3¢5 + 5™ = A €" + F + A e + 2o

igualando coeficientes se tiene:

A +1=3 = 4 =2
Ay +2=5 =~ 4 =3

Finalmente, al sustituir en (IV) resulta

u(x,y) = 2e* + &"*2Y + 325 4 2 p2(x+2)

3) Resuelva el siguiente problema con valor de frontera usando una constante de
separacion negativa.

Ut = a? Uxx

Uuwo,t)=0

U(L,t)=0

U(x,0) =sen Ix +lsen 3mx
L 2 L

RESOLUCION
Para la ecuacion en derivadas parciales
U, = a? U,
que también se puede escribir de la siguiente manera ,
AU _, U
at 0 x?
se tienen las condiciones de frontera
U(0,t) =0
U(L,t) =0




4

y se considerd una constante de separacién negativa, es decir se considerara de la forma
-k ., keR

De acuerdo al método de separacién de variables se tiene

U(x,t) = F(x)G(¢)
derivando parcialmente resulta

ii-’ = F(x)G/(1)

;U

—_— =

522 F''(x)G (1)
x

enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial parcial dada:

CF(x)G'(1) = 2 F'(2)G(t).
o bien
FG' = a’F'G
Separando variables
F// G/
F  o2G
para la constante de separacién igual a - % se tiene
_Fi/ = - k2 G’

= - k2
F T 26

Resolviendo para cada una de las ecuaciones diferenciales anteriores
F//

-k* = F"+ B2F =0
F

=-F = G+ ka®G =0

“se obtiene, en cada caso
F(x) = C/coskx + C,senkx

G(t) = Cye o

posteriormente se sustituyen estas funciones en la funcion (I), de donde resulta

U(x,t) = (C,coskx ~+ Czsenkx)C3e"<2a2t _

=F(x)G(t)
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Para la condicién de frontera U(0,t) = 0 se tiene
U(0,t) =F(0)G(t) =0

F(0)=C, =0
entonces

F(x) = C,senkx

Para la condicién de frontera U (L,t) =0

U(L,t) =F(L)G(t) =0

F(L) = C,senkL = 0

resulta
senkL =0 = kL = angsen(0)
kL =nmn para n=1,2, ..
k=17
L
por lo que

Sustituyendo en (I)

U(x,t) = (CzsennTnx)(CSe-(T> a t)

que se puede expresar también como

00 _ __2’
U(x,t) = E C,e ( L ) sen
n=1

Para la condicion de frontera U(x,0) = sen ( 1L£ ) ' %sen( : z : )

sen(n—x) + —l—sen(:“rx) =Y c sen(nnx)
L) 2 L 2 L

por comparacion de funciones se tiene
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entonces la solucién es

LK.4

2
i
U(x,t)=e(L)sen Ix +1e
L 2

: y . : Pu  du %
4) Obtenga la solucién de Ia ecuacion en derivadas parciales —— + 2% _ o4 _ ,
0x?2 Ox ox dy

que cumpla con las condiciones de frontera u(0,y) =2 y u( - 1,y)=0

RESOLUCION

La ecuacién diferencial parcial dada se resuelve mediante el método de separaciéon de

variables, considerando COmo constante de separacién a ¢ » Cuyo valor se determinar a
partir de las condiciones de] problema.

Las derivadas parciales para la funcion propuesta como solucién U (x,y) = F( x)G(y) ,

son
Pu _ F'G | du _ F'G Pu = F g/
Jx? ox dxdy
sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene
F'G+FG-Fg -0
separando variables
F'G + FI(G - G') = ¢
F" G -¢
F G
para la constante de separacion «
F’ G' -G
— = a =
F’ G
enseguida se resuelve cada ung de estas ecuaciones diferenciales
ordinarias:
F' - aF -q . (D* - aD)F = g
A-ad =0 = ACA -a) =0 - AI=O,AZ=a

de donde
| F(x)=Cl + C,e®*
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también
G'-6=aG ; 4G _Ga+1)

dy :
dG
— = +1)d
S f(a )dy
InG = (a + 1)y

por lo que

G(y) = Cyet o
asi, la solucion completa es
u(x,y) = (C, + C,e**)C el *»»

o bien

u(x,y) =Ael'*®)y 4 Beax+l+a)y
A continuaci6n se aplica la condicion de frontera u (0,y) = 2
2 =Adell*2)y 4 Bl +a)y

2 =(A + B)ettre»
de aqui se tiene

~
[y
S’

+ + R
o by R«

o=t

NN O O
Ll
R
n
[
[y

I
-]

sustituyendo en (I)
u(x,y) =(2 - B)e® + Be™**°
u(x,y) =(2 -B) + Be™®

para la condicion u (-1, y) =0

0=2-B + Be
B(1 -¢e)=2
B=—2_ « A-2-_2_
1 -e¢ 1 -e¢
4_2-2e-2_ 2e
1 -e 1 -e

Finalmente se sustituyen los valoresde 4 , B y a en (D)

u(x,y) = - e’ ”*
e
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y luego de simplificar

u(x,y) = 2
e

[(e-€¢7)




1)

2)

3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Obtenga la funcion U(x,t) que satisfaga a la ecuacion diferencial parcial

; 0<x<3, >0

con las condiciones U(0,t) =0, U(3,t)=0, U(x,0)=2 ,
sabiendo que una solucién completa de la ecuacién en derivadas parciales es

U(x,t) =(Acoskx +Bsenkx)(e'2k2t)

Solucion.

_2(2n - 1)t

8 « 1 5 2n - )=
u(x,t) = — E e sen ————x
(x,1) T 2n-1 3

Desarrolle en una serie de Fourier la funcién f(x)=|x|+1 en el intervalo

2 o
~T <X<T y muestre que “—=E—l—
8 n=1 (2"‘1)2
Solucioén.
4 -
f(x)y =1+ + 2 cos(2n - 1)x
2 = ,.; (2n - 1)
4 1
f(O)=1=1+2+2 Y
2 = };1(2n—-1f
= 1 n?

t

“o_u sujetaa u(0,t) =2e‘+4e”

Resuelva la ecuacién
dx dt

Solucion.

u(x,t)=2e*""+4e !
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4) Represente a la funcién f(x)=(x-=m) | definidaen = <yx< 271 , por medio de

una serie de Fourier. Considere que f(x) =f(x + )

Solucién.

3 n=1 2

2 = '
f="2+ ¥ (icosan—Esenan)
n n

3)

Obtenga el desarrollo en serie’seng de Fourier de la funcién f(x) = cos

?3_@ , enel
intervalo O0<x< ™
Solucién.
flx)=-24, Yy 12 cosdnx + 16 n sen4nx
3 (16n* - 9) (16n? - 9)

6) Sea f(¢#) una funcién periddica de periodo T =2 , donde f(t) =¢ para

te(0,2) .

4

n?n?

Realice el desarrollo de la serie de Fourier de J(t) sise sabe que aq, =

Solucién.

f(t)=i+ 4 cos(nnt)—isen(mrt)
3 Tiln?n? nm

7)  Resuelva el problema de valores en la frontera
u :ﬁﬂ ;0 0<x<100 : ¢>0
ot ox*
u(0,t)=0 t>0
con u(100,71y =0 , >0
u(x,0)=50 , 0<x<100
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8)

9

Solucidn.

' nna?
u(x,t)=%y 200 sen (Zn_l)“xe—‘°°°°m2r
ne1 2n-Dm= 100

Calcule los cuatro primeros términos no nulos la serie de Fourier de la funcién
(L)
—— VA e —
Iron | noam
- —-_2 — t
Solucién.
4 1 4 4
f(t) = —sen=t + —sent + —4—sen§t + —senét +
n 2 T 3n 2 5n
Obtenga los cuatro primeros términos del desarrollo en serie coseno de Fourier de la
funcién mostrada en la figura
tix)
1
—
0 / r 2
Parabola
Solucion.
f(x)=—5—+ —E+i cos T x + _4 cosx + 16 + 4 cos3nx
12 73 72 2 n? 27 n? 9n? ) 2




10) Obtenga el desarrollo en series de Fourier de la funcién f(x) = Ax(x - x)(n +x) )

enel intervalo -m<x<®m .
Sugerencia: Verifique si la funcién es par o impar.
Solucion.

f(x)=-124)" _(_—13),. sennx
n=1 n
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