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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

El presente estudio sobre la conveccion en anulos esféricos concéntricos esta motivado
por las caracteristicas geofisicas de planetas con estructuras como la terrestre. En ellos
actian una gran variedad de fendmenos como: la fuerza de Coriolis, fuerza centrifuga,
rotacion diferencial, rotacion de cuerpo rigido, campos de gravedad y magnéticos entre
otros. Aunado a lo anterior la estructura compleja de estos cuerpos favorece que las
propiedades fisicas de sus fluidos presenten viscosidades en un espectro muy amplio,
desde bajas hasta muy altas. En consecuencia, los factores descritos presentan un valor
numérico muy alto en sus parametros, lo que sugieren la presencia de un estado turbu-
lento, por ello las simulaciones computacionales resultan el mejor camino para estudiar
este tipo de fenémenos.

A pesar de que en la literatura se encuentran muchos estudios sobre anulos esféricos,
la gran mayoria enfoca sus resoluciones en alguna capa en particular de la estructura
interna de la Tierra, esto se debe a que el método preferido para abordar el problema
es uno meramente espectral, lo que dificulta introducir diferentes propiedades en un
dominio.

En el caso concreto de la Tierra, las propiedades de los fluidos internos son muy
heterogéneas. En el ntcleo externo la viscosidad tiene valores de 0.1 - 1.0 mientras que
en el manto se presenta una viscosidad casi infinita la cual depende de la temperatura,
de igual modo los parametros de cada capa que compone al planeta son muy dispares,
por ejemplo los reportados por Futterer en el manto los nimeros Ra y T'a son > 1027
y 100 respectivamente, y para el manto de 10°-10% y << 1.

El comportamiento de los planetas esta estrechamente ligado con los procesos tér-
micos que tienen lugar en su interior de los mismos. En particular las caracteristicas
térmicas y los materiales internos que se pueden comportar como fluidos son los res-
ponsables de la mayor parte de los fendmenos internos y externos que suceden en los
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planetas.

Por ejemplo, el calor proveniente del interior de la Tierra produce fendmenos que
ocurren sobre la superficie terrestre: la formacion de montaiias, la tectonica de placas,
la generacion de magma, entre otras, se pueden vincular con los procesos de transporte
de energia que se llevan a cabo en el interior de ella.

Por otro lado, los fendmenos que se presentan en el interior de la Tierra se asocia
a los movimientos de material interno causados por la diferencia de temperaturas entre
el ntcleo y la corteza. A este tipo de movimientos se les conoce como procesos con-
vectivos y son de suma importancia, ya que con ellos se pueden explicar los procesos
de deformacion de la corteza, tales como la formacion de islas y montafias, la actividad
volcanica e incluso el campo magnético terrestre.

Por las razones antes mencionadas, es evidente la importancia que presenta el co-
nocer y comprender las caracteristicas del flujo de calor en el interior de los planetas
junto con los patrones de flujo que se presentan en las capas (nticleo externo, océano,
atmosfera) de fluido que constituyen nuestro planeta. Estas cuestiones son la motiva-
cion del presente trabajo.

En lo que resta del capitulo se describen las lineas de investigacion que se han desa-
rrollado en torno a la simulacion de la transferencia de calor en el interior de planetas.

1.2 [Estado del Arte

En la siguiente seccion se abordan algunas de investigaciones que se han llevado a ca-
bo para simular la transferencia de calor por conveccion en el interior de los planetas.
Estos estudios se dividen en tres disciplinas principales; simulaciones sin rotacion, si-
mulaciones con rotacion y dinamos numéricos.

1.2.1 Simulaciones de conveccion sin rotacion

Fréderic Deschamps (2010) usa un modelo paramétrico de la conveccion y reporta los
efectos que tiene la relacion de aspecto en la transferencia de calor en el interior de un
anulo esférico, el cual esta sujeto a calentamiento en la frontera interna y un enfria-
miento en la frontera externa. Las simulaciones que realizan muestran los patrones de
temperatura en el anulo para diferentes nimeros de Rayleigh! Ra y razones de aspecto?
1 = f Deschamps et al. (2010). Ver figura 1.1.

IEl ntimero de Rayleigh es una medida del balance entre las fuerzas que impulsan la conveccion (dife-
rencia de densidad) y las fuerzas que se le oponen (friccion viscosa y la difusion térmica).
2Se define a la relacion de aspecto como la razén del radio interno sobre el radio externo n = <

e
21
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Figura 1.1: Efecto de la relacion de radios f = :T cuando el nimero de Rayleigh es
Ra = 10°;a) f = 0.4,b) f= 0.6 y e) f = 0.8 La columna izquierda muestra isosu-
perficies de temperatura adimensional a) Azul: T = 0.005, rojo: 7' = 0.010, b) Azul:
T = 0.017, rojo: T'= 0.55 y ¢) Azul: T' = 0.55, rojo: T' = 0.60. La columna derecha
muestra la distribucion de temperatura adimensional en cortes ecuatoriales, Deschamps
et al. (2010).
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Octaédrico Axisimétrico Siete celdas

Figura 1.2: Patrones convectivos en el experimento GeoFlow segtin Feudel, Feudel et al.
(2011).

Para predecir los resultados del experimento GeoFlow en la estacion espacial inter-
nacional Feudel (2011) lleva a cabo simulaciones para dos esferas concéntricas con un
radio exterior dos veces mayor al interno y un campo de fuerza dependiente del radio
proporcional a 72, Los resultados de su trabajo reportan tres patrones estables de flujo
para el estado estacionario; axisimétrico, octaédrico y siete celdas. También sefiala que
al incrementar el nimero de Rayleigh la dindmica se vuelve dependiente del tiempo,
Feudel et al. (2011). Ver figura 1.2.

Posteriormente Frédéric Deschamps (2012) publica un articulo en el que realizaron
simulaciones de conveccion en un anulo esférico con fuentes de calor volumétricas en
el interior de las esferas. A diferencia de su articulo anterior, Deschamps et al. (2010)
el flujo de calor es igual a cero en la frontera interior, la temperatura en la frontera exte-
rior es constante e incluye un término fuente homogéneo en el interior. Sus resultados
muestran la evolucion de la temperatura en el estado de cuasi equilibrio. Deschamps
et al. (2012). Ver figura 1.3.

En el trabajo publicado por Avila et al. (2013) se realiza un estudio comparativo
de los efectos que tiene la relacion de aspecto sobre el nimero de Rayleigh critico.
Efecttan una serie de simulaciones para campos de gravedad radial de la forma r=",
donde la distribucion de temperatura es generada por un término fuente o una diferencia
de temperaturas impuesta en la esfera exterior ¢ inferior. En el articulo reportan los
numeros de Rayleigh criticos para las diferentes simulaciones y los comparan con los
numeros obtenidos mediante un analisis de estabilidad, Avila et al. (2013).

Este trabajo se toma como referencia para comparar los nimeros de Rayleigh criti-
Cos.

Con objeto de estudiar las modificaciones que se presentan en el flujo convecti-
vo cuando el sistema tiene multiples capas de fluido confinado en esferas concéntricas
Gulberg and Feldman (2015) realiza simulaciones para sistemas que van de 1 a 5 capas,
en configuraciones equidistantes. En este estudio se considera una gravedad de labora-
torio, esto es cuando la componente de la gravedad sélo actua en una de las direcciones
del sistema x3. Los resultados de Gulberg coinciden con la teoria desarrollada por Scan-
lan et al. (1970), la cual explica que el movimiento del fluido dentro de las esferas se
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t=0.3043

t=0.3093

t=0.3143

Figura 1.3: Evolucién de la temperatura en el tiempo cuando Rayy = 1.7 * 106 y
relacion de radios f = 0.4, donde Ray g es el numero de Rayleigh-Roberts definido
por Rayy = Hf +° M y H es la razén de calentamiento interno. Columna
izquierda: 1sosuperﬁ01es ge temperatura adimensional 7' = 0.06897. Columna central:
distribucion de temperatura en latitud de 10°a 60°y de 160° a 280° en longitud. Columna
derecha: cortes polares de la distribucion de temperatura. Secuencia durante el cuasi

equilibrio. Deschamps et al. (2012).
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comporta de manera peculiar y forma patrones en forma de banana que a medida que
se incrementa el nimero de Rayleigh el movimiento del fluido modifica el patron de
temperatura de tal forma que el calor del centro del sistema se transporta a la parte me-
dia y superior del anulo.

Cabe mencionar que las simulaciones e investigaciones numéricas con gravedad
radial hasta ahora reportadas en la literatura se han realizado considerando el nicleo
externo o el manto exclusivamente. Hasta el momento no se han reportado problemas
que combinen el caso de conveccion - difusion - conveccion, que en este trabajo de tesis
se presenta.

Es importante resaltar que las simulaciones con gravedad radial mencionadas se
realizan sol en un anulo esférico, donde la diferencia de temperaturas, entre la frontera
interna y externa del anulo es invariante en el tiempo por lo que el nimero de Rayleigh
se mantiene constante en toda la simulacion. En el presente trabajo, al tomar en cuenta
mas de dos anulos esféricos en donde una de las fronteras presenta una temperatura que
varia con el tiempo trae como consecuencia que los numeros de Rayleigh, en el fluido
de la capa interna y en el fluido de la capa externa sean funcion del tiempo.

1.2.2 Simulaciones de conveccion con rotacion

Para hacer un anélisis detallado de la fisica terrestre y representar a los planetas en un
modelo mas proximo a la realidad se han hecho simulaciones en las cuales se incorpora
la rotacion.

En un articulo publicado por Aurnou y Olson (2001) simulan la generacién de vien-
to zonal 3 en esferas concéntricas con rotacién donde la gravedad varia linealmente con
el radio. El modelo numérico se basa en una conveccion térmica que depende del tiem-
po, un fluido tipo Boussinesq que rota en condiciones de frontera de no deslizamiento
para un caso y libre de esfuerzo para el segundo. Las simulaciones presentan un com-
portamiento del viento zonal que se propaga en direccion Este en la region ecuatorial
y en direccion Oeste en latitudes mayores. Segin Aurnou y Olson (2011) el comporta-
miento del fluido se asemeja a la dinamica de la atmdsfera de planetas como Jupiter y
Saturno, los cuales tienen flujos con velocidades altas en la region ecuatorial originados
por conveccion profunda Aurnou and Olson (2001).Ver figura 1.4

Los movimientos que se presentan en un espacio anular con nimeros de Taylor mo-
derados a altos son distribuciones en formas de columnas paralelas al eje de rotacion
que se alejan del eje y a medida que las fronteras del espacio anular obligan a conver-
ger a estas columnas presentan un movimiento que las hace viajar en sentido horario
o anti horario dependiendo de la distancia que se hayan separado del cilindro tangente
al radio interno; si convergen afuera del cilindro tangente el movimiento es en sentido
de la rotacion de lo contrario si las columnas convergen en el interior del cilindro los

3El viento zonal (ZW) se refiere a la parte axisimétrica de la velocidad azimutal.
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Figura 1.4: Patrones de viento zonal encontrados por Aurnou and Olson (2001).

movimientos son contrarios a la rotacion, Hart et al. (1986).

Evonuk and Glatzmaier (2006),realizan simulaciones en dos dimensiones en el plano
ecuatorial, tomando en cuenta flujo incompresible, para mostrar los efectos del tamafio
del ntcleo en el flujo convectivo en planetas gigantes. Sus resultados muestran que a
una velocidad de rotacion alta las simulaciones con presencia y ausencia del niicleo son
equivalentes, en cambio cuando es baja, el patron de flujo es completamente distinto.

Se han publicado articulos en los que se estudia el experimento GeoFlow #, el mas
detallado de ellos es el publicado por Futterer (2007), en donde enfatiza la diferencia
entre sistemas con rotacion y los que no la presentan. Entre sus resultados compara los
patrones de flujo convectivo en estado estacionario y calcula sus nimeros de Taylor
asociados con la rotacion, Futterer et al. (2008).

Moghadam y Rahimi (2009) simulan la transferencia de calor en un sistema en el
que la esfera interna presenta una rotaciéon que depende del tiempo y la esfera externa
rota a una velocidad constante. Concluyen que flujos resultantes presentan un retardo
en la transferencia de calor debido a las velocidades angulares de las dos esferas Mog-
hadam and Rahimi (2008).

La tltima linea de investigaciéon, como se muestra a continuacion, se refiere a los
dinamos numéricos que estudian el campo magnético que genera el movimiento con-
vectivo del material que conforma al nicleo externo.

4Experimento que trata de replicar las condiciones de gravedad autoinducida (al igual que los planetas)
en un fluido confinado entre esferas concéntricas.
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Figura 1.5: Patrones de flujo convectivo, vorticidad y campo magnético analizados por
Heimpel. Muestra las isosuperficies de la vorticidad y las lineas de campo magnético
para diferentes relaciones de aspecto y = :—Z Heimpel et al. (2005).

1.2.3 Dinamos Numéricos

Se han publicado diversos articulos en los que se recrea numéricamente el efecto dinamo
que describe la distribucion de velocidades, calor y campo magnético. A continuacion
se hace un breve repaso de algunos de ellos.

Heimpel (2005) estudia el efecto que tiene el tamafio del nticleo interno en la forma-
cion del campo magnético. En su trabajo muestra los patrones de temperatura, velocidad
angular y campo magnético y como se relacionan entre si. Resalta una clara relacion
entre la cantidad de celdas convectivas y los campos magnéticos auto sostenibles con
forma de dipolo, Heimpel et al. (2005). Ver figura 1.5.

Simitiev y Busse (2005) analizan la relacion existente entre el nimero de Prandtl y
la estructura del campo magnético, asi como los efectos del nimero de Rayleigh sobre
las celdas convectivas y en consecuencia el efecto dinamo. En este articulo muestran
que los numeros de Prandtl elevados y préximos a la unidad generan un dinamo com-
parable al geodinamo terrestre, por otro lado, distingue dos patrones de conveccion:
rollos que se propagan en la direccion azimutal y celdas que se distribuyen en la zona
ecuatorial, Simitev and Busse (2005). Ver figura 1.6.

1.2.4 Estudios con mallas alternativas

El estudio de la conveccion es un problema no lineal, la mejor manera para estudiar los
movimientos provocados por ella son los modelos computacionales. Como se mencio-
no en el estado del arte, muchas de las investigaciones resuelven las ecuaciones de la
dindmica de fluidos con un enfoque espectral donde generalmente se utilizan arménicos
esféricos como funciones de expansion. Esto implica algunas limitantes: la dificultad
para implementar efectos como variacion de viscosidad y complicaciones para realizar
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Figura 1.6: Patrones de campo magnético dipolar analizados por Simitev and Busse
(2005).

computo en paralelo ya que las funciones base no son locales, Hernlund and Tackley
(2003).

La ventaja de implementar un algoritmo como el de la esfera cubada radica en poder
resolver las ecuaciones de la dinamica de fluidos de un dominio esférico en un domi-
nio cartesiano, que a su vez permite adoptar esquemas como el de elementos finitos,
diferencias finitas o elementos espectrales asi como implementar efectos variables en
densidad o propiedades del dominio.

El mayor impedimento para resolver el problema de conveccion, en un sistema de
coordenadas esféricas es el denominado de los polos™, el cual se refiere a dos dificul-
tades a la hora de realizar los calculos numéricos. La primera surge por la singularidad
de los polos para las coordenadas polares 0 y 7 existe un par infinito de valores para
la coordenada azimutal, y la segunda es la convergencia de la solucion en coordenadas
muy proximas a los polos producido por el espaciamiento de la malla en la direccion
polar es mayor en el ecuador y menor en los polos, lo que ocasiona que la condicion
de Courant-Friederichs-Lewy (CFL) sea mas estricta cuando las divisiones de la malla
son pequefias, Kameyama et al. (2008).

En trabajos como los de Yoshida and Kageyama (2004) y Kameyama et al. (2008)
se utiliza una malla denominada Yin-Yang, la cual consta de dos mallas iguales que
cubren tres cuartos del dominio en la direccion azimutal y dos cuartos en la polar, esto
es (/4 < 6 < 3rn/4, —3n/4 < ¢ < 37w/4), que son ensambladas para formar una
geometria esférica. La complicacion resultante son los bordes que se superponen lo cual
introduce la necesidad de calcular los puntos definitivos con una interpolacion sélo en
los bordes que superponen. Esta superposicion disminuye la eficiencia del codigo nu-
mérico. Por otro lado, la ventaja de usar la malla es que permite calcular la solucion
directamente en los polos, Yoshida and Kageyama (2004).

En las tres lineas de investigacion que se describieron, los estudios se centran en el
nucleo liquido de planetas terrestres o se abordan por separado las distintas capas que
los conforman. En el presente trabajo de tesis se estudian, de una forma simplificada,
las distintas capas que conforman a los planetas terrestres. En particular, se estudian la
repercucion del movimiento convectivo en el flujo de calor en los fluidos confinados
en primer y ultimo anulo del sistema.
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1.3 Objetivos

= Estudiar la transferencia de calor por conveccion en un sistema de esferas con-
céntricas en presencia de gravedad radial de la fomra g. = Cy7.

= Estudiar los efectos que tiene el movimiento del fluido confinado en el nucleo
interno y el manto, sobre el fluido que se encuentra entre la corteza y la capa
exterior.

= Calcular el flujo de calor en el sistema de esferas concéntricas.

= Incluir rotacion al sistema.



Capitulo 2

Modelo Fisico

En la siguiente seccion se describe el modelo de capas en el interior de la Tierra y las
caracteristicas principales que presentan, asi como el modelo simplificado que se estu-
dia para resolver la transferencia de calor y el flujo convectivo.

En particular para este trabajo se simula la conveccion en la capa correspondiente
al ntcleo externo y una capa posterior que puede representar la capa ocednica o atmos-
férica o una seccion adicional del manto que se puede comportar como un fluido.

2.1 Estructura general de la Tierra

Consta de tres capas distintas: la corteza, manto y nticleo. Estas se subdividen en zonas
de acuerdo a sus propiedades fisicas.Se diferencian con base en la naturaleza (liquido
0 solido) y la resistencia promedio del material.

Considerando la descripcion de la estructura interna de la Tierra, discutida por Jor-
dan (1979), la litosfera es una capa rigida que constituye una barrera mecéanica en toda
la superficie de la Tierra en forma de grandes placas rigidas. Por debajo de ella, se en-
cuentra la astenosfera correspondiente al manto superior, el cual se comporta como un
fluido viscoso. Inmediatamente después se encuentra la mesosfera o manto inferior que
presenta movimientos convectivos gracias a la transferencia de calor que tiene en con
el nucleo.

Las profundidades a las que se encuentran cada uno de estas zonas son las siguien-
tes: corteza de 10 a 70 km, manto superior 670 km, manto inferior 2886 km.

De acuerdo a la informacion sismica, Stevenson (1981), el nticleo tiene un radio de
3480 km, se divide en dos partes: externa en forma liquida que comprende de los 1220
km hasta la divisién con el manto, y una interna s6lida que estd sometida a grandes
presiones.

11
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En cuanto a las propiedades fisicas del nicleo la parte externa las presiones pueden
llegar a 1.36 Mbar con densidades de entre 5.57 a 9.9 gramos por centimetro cubico y
en la parte interna 3.64 Mbar con una densidad de 13 gramos por centimetro cubico.

2.1.1 Corteza

Es la capa externa relativamente delgada, comprende dos tipos: la corteza continen-
tal y la corteza oceanica. La corteza primera tiene aproximadamente 7 km de espesor,
compuesta de rocas igneas con una densidad promedio de 3.0 gramos por centimetro
cubico. En contraste la corteza continental tiene de 35 a 45 km de espesor con una
densidad promedio de 2.7 gramos por centimetro ctbico, Tarbuck et al. (2010).

2.1.2 Manto

El manto representa mas del 82 % del volumen de la Tierra, consiste en un anulo esférico
de roca solida se extiende a una profundidad de 2900 km y a su vez se divide en dos; el
manto superior que comprende la frontera corteza-manto hasta una profundidad de 660
km, desde los 660 hasta 2900 km de profundidad se encuentra el manto inferior que a
causa del incremento de presion y temperatura puede fluir, Tarbuck et al. (2010).

2.1.3 Nucleo

La composicion del nicleo se describe como una aleacion de hierro-niquel con peque-
flas cantidades de otros elementos y una densidad aproximada de 11 gramos por centi-
metro cubico. Esta dividido en dos regiones: el nicleo externo formado por una capa
liquida de 2270 km de espesor en donde a causa del movimiento del hierro metalico, el
campo magnético de la Tierra es generado. Finalmente, se encuentra el nticleo interno
delimitado por una esfera de 1216 km de radio, Tarbuck et al. (2010).

Para poder representar la estructura interna de la Tierra en la simulacion se requiere
de la relacion de aspecto de cada una de las capas, definida como la razén del radio

. . T - .
interno al radio externo 7 = —. De acuerdo con las caracteristicas descritas, el cuadro
T

€
2.1 presenta las relaciones de aspecto de las capas de la Tierra.

Nucleo Manto Corteza
Interno | Externo | Interior | Superior | Continental
n 0 0.35 0.61 0.90 0.98

Tabla 2.1: Relacion de aspecto de cada una de las capas de la Tierra.

El anulo formado por la corteza es muy delgado, lo que dificulta su visualizacion.
Por tal motivo en se modificé la relacion de aspecto para la corteza y el manto como se
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Figura 2.1: Estructura interna de la Tierra, Tarbuck et al. (2010).

muestra en el modelo propuesto.

2.2 Conveccion del manto

Los cambios en la morfologia de la Tierra a lo largo del tiempo implica que el manto se
comporta como un fluido Newtoniano cuando es sometido a esfuerzos cortantes en un
periodo de millones de afios, Jacobs Jacobs (1956). Para que estos movimientos puedan
ocurrir es necesario que el transporte de calor sea por conveccion y no sélo por con-
duccidn y radiacion. El mecanismo de la conveccion se presenta cuando el gradiente de
temperatura excede el gradiente de temperatura adiabatico en tal medida que la diferen-
cia de temperatura necesaria para conducir las corrientes convectivas sean capaces de
mantenerse a si mismas a pesar de la tendencia al equilibrio del proceso de conduccion.

De acuerdo con la informaciéon geoldgica los movimientos de las placas tectoni-
cas se calculan en 100cm/afio y el nucleo liquido se estima en lcm/s, esta ultima es
una condicién necesaria para la formacion del campo magnético. De acuerdo con los
estudios de Bullard (1948) el calor que desprende el nucleo si presentara un gradien-
te adiabatico es mayor del que puede ser transportado por conduccion en el manto, lo
que implica que si en el niicleo ocurre conveccion de igual forma se esperia en el manto.

Algunos investigadorescomo Hills (1947), Meinesz (1948) han recurrido a la con-
veccion para explicar algunas de sus hipdtesis como la distribucion de los continentes,
océanos y material rocoso. Otro estudio que que ilustra la conveccion en una escala
global es el realizado por Prey (1922), en el cual tomo valores de la altura en las tierras
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cercanas al océano, y en sus profundidades del océano como referencia el nivel del mar
(contando este valor como negativo) y los expres6 en forma de una serie de armonicos
esféricos. El resultado de este estudio permite observar que los términos dominantes
son los de grado n = 1 seguidos de términos n = 3,4, 5 lo que permite explicar la
concentracion de los continentes en un hemisferio. Si comparamos estos resultados con
los patrones convectivos que se obtienen en un anulo esférico al incrementar su rela-
cion de aspecto, como los trabajos realizados por Chandrasekar Chandrasekhar (1961)
podemos encontrar una explicacion del por qué los continentes han cambiado y se han
reposicionado a lo largo de la historia de la Tierra a medida del crecimiento gradual de
su nucleo.

El manto consiste casi en su totalidad de roca so6lida, a pesar de ello es suficiente-
mente caliente para presentar caracteristicas de un flujo convectivo de baja velocidad
el cual se produce por la combinacion de tres procesos térmicos:

1. Calentamiento desde la frontera interior (manto-nucleo).
2. Calentamiento en el interior producido por is6topos radioactivos.

3. Enfriamiento desde la superficie exterior del planeta.

En este trabajo se logran la primera y tercera condicion imponiendo una tempera-
tura mas grande que la temperatura externa para todos lo casos. La segunda condicion
no se aborda, pero dadas las caracteristicas de la malla y el método numérico se podria
introducir un término fuente localizado.

Tomando en cuenta los procesos térmicos descritos se presentan tres modelos de
conveccion. Los primeros dos se centran en la conveccion del manto y omiten el efec-
to dinamo causante del campo magnético, en contraste, el tercer modelo incorpora el
efecto dinamo que trata de explicar los patrones del campo magnético.

2.2.1 Modelo de capas a 660 km (Modelo I)

Este modelo sostiene que existen dos zonas de conveccion (ver figura 2.2a.), la primera
se extiende desde la corteza hasta una profundidad de 660 kilometros, en ella el mate-
rial interno se mueve a mayor velocidad. La segunda zona de conveccion la conforma
el manto inferior en donde el movimiento es de menor velocidad que en la primera,
Tarbuck et al. (2010).

2.2.2 Modelo de conveccion completa del manto (Modelo II)

El segundo modelo explica que la conveccion se efectia en la totalidad del manto Tar-
buck et al. (2010); el material mas frio situado en la frontera exterior se mueve hacia
la frontera nicleo-manto, por otro lado, el material que se encuentra en la frontera in-
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(b) Modelo II descrito por Tarbuck et al.
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(c) Modelo III descrito por Lister (2008).

Figura 2.2: Modelos de Conveccion en el manto

terior asciende a la superficie en forma de plumas mantélicas'. El modelo se ilustra en
la figura 2.2b.

2.2.3 Modelo de conveccion con rotacion a gran escala (Modelo I1I)

Por ultimo Lister propone un modelo que incluye la rotacion, sugiere que la convec-
cién en el interior de la Tierra tiene dos zonas convectivas. La capa exterior (el manto),
donde el fluido de baja velocidad se enfria al estar en contacto con la frontera exterior
(corteza, atmosfera u océano) y en la frontera interna gana calor al estar en contacto
con el nucleo externo. A esta capa le sigue una region liquida comprendida por el ni-
cleo exterior donde a consecuencia de las altas temperaturas el flujo convectivo tiene
mayor velocidad. Al sumar la rotacion se genera un efecto en las corrientes convectivas
del nicleo externo, el cual provoca que el patron de flujo sean columnas helicoidales

1Las plumas mantélicas son rocas solidas en contacto con el niicleo que disminuyen su densidad debido
a la temperatura. Estas rocas fluyen hacia el limite entre el manto y la corteza donde, por la poca presion, se
pueden fundir y acumular.
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Figura 2.3: Modelo propuesto.

alineadas paralelamente al eje de rotacion y tangentes al nucleo interno, de tal manera
que si el fluido es conductor eléctrico se presenta un campo magnético Lister (2008).

Segun lo anterior el manto presenta movimiento convectivo que en comparacion
con el del nticleo externo es de menor velocidad, es por ello que en este trabajo se con-
sidera como un sélido la parte correspondiente al manto. Para incluir las caracteristicas
restantes descritas en los tres modelos anteriores en la seccion 2.3 se describe el modelo
que se estudia en el presente trabajo.

2.3 Modelo propuesto

Se plantea reproducir el modelo de capas de los planetas terrestres, en especifico, la es-
tructura de la Tierra bajo las siguientes consideraciones: los planetas son esferas, cada
capa que conforma su estructura es un anulo esférico concéntrico con difusividad tér-
mica « constante en todo el sistema, las fronteras de los anulos con fluido son rigidas,
la fuerza de gravedad esta dirigida hacia el centro de las esferas y varia segtn el radio.
Ademas el sistema se encuentra rotando a una velocidad constante §2.

Como muestra la figura 2.3 el modelo consta de tres anulos esféricos con diferentes
relaciones de aspecto que se presentan en el cuadro 2.2. Los anulos formados por los
radios r1-r2 y r3-r4 contienen un fluido y el anulo intermedio se considera como sélido
conductor.

Anulo | 1 2 3
n 035 | 0.675 | 0.8

Tabla 2.2: Relaciones de aspecto para el modelo propuesto.


Ω

 r1

 r2

 r3

 r4
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Las condiciones de frontera térmicas son las siguientes: la interior del primer anu-
lo esférico y la exterior del tltimo danulo se mantienen a una temperatura constante, la
temperatura de la superficie interior 77 es superior a la de la superficie exterior 75, ver
figura 2.3. Para las condiciones de frontera de los fluidos se tiene el no deslizamiento
en las superficies internas y externas del anulo interior y exterior.
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Capitulo 3

Modelo Matematico

Para todo fenémeno fisico existe una ecuacion matematica que representa el compor-
tamiento del fendmeno en estudio. En este trabajo se considera un modelo que implica
dos capas de fluidos, una confinada en el dnulo esférico interno y la segunda en el anulo
esférico externo, y cuatro capas intermedias en fase sélida. Es por ello que en el siguien-
te capitulo se presentan las ecuaciones que rigen el comportamiento tanto de la parte
solida como de la parte del fluido.

En las siguientes paginas se presentan las ecuaciones de la dinamica de los fluidos
y algunos parametros adimensionales representativos del modelo fisico presentado en
el capitulo anterior.

3.1 Flujo incompresible

La densidad en un fluido (liquidos y gases) es una funcion de la temperatura y la presion,
por lo que alteraciones en estas dos variables causa que la densidad cambie, dificultan-
do el desarrollo matematico.

Para poder simplificar la solucion de las ecuaciones de dinamica de los fluidos se
requiere hacer una serie de suposiciones, entre ellas, se asume que el flujo es incom-
presible. Esto significa que la densidad es constante en todo el fluido sin importar las
variaciones de temperatura y presion que se susciten.

En particular, para los liquidos esta consideracion es valida ya que la densidad varia
muy poco respecto a la temperatura y se requieren de presiones muy altas para que la
densidad pueda variar.

Esta consideracion se traduce en ecuaciones mas sencillas de resolver.

19
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3.2 Conveccion natural

La conveccion es una forma de transferencia de calor entre un fluido en movimiento
y una superficie, en particular la conveccion natural se presenta cuando el movimiento
del fluido es producido por una corriente convectiva que, como en el interior de los
planetas, se puede generar cuando un fluido sin movimiento esta sujeto a una fuerza de
cuerpo y presenta un gradiente de densidad, que disminuye en la direccion de la fuerza
de cuerpo. Cuando se conjuntan estas caracteristicas se produce una fuerza de flotacion
que genera un movimiento en el interior del fluido que se conoce como corriente con-
vectiva.

Como se introdujo en el parrafo anterior se requiere de dos caracteristicas para ge-
nerar un flujo convectivo: el gradiente de densidad y una fuerza de cuerpo. Para el caso
de este trabajo el gradiente de densidad lo genera un gradiente de temperatura (entre la
superficie interior y la superficie exterior a menor temperatura) y la fuerza de cuerpo
es generada por un campo gravitacional.

Una de las caracteristicas fundamentales para que se presente un flujo convectivo
es que la densidad pueda variar en el interior del fluido, es por ello que para acoplar
la conveccion natural con el flujo incompresible se toma en cuenta la aproximacion de
Boussinesq. La cual considera la variacion de la densidad por efecto de la temperatura
unicamente en los términos de la fuerza de cuerpo.

3.3 Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad representa el principio de conservacion de masa. Este prin-
cipio describe que la variacion de masa en el tiempo es igual a la masa que entra en un
sistema menos la masa que sale de dicho sistema.

dp

mos Z (PiAid;), — Y (piAi;), =0 3.1)

i
que en su forma vectorial se escribe de la siguiente manera:

dp L
E-ﬁ-v- (p?%) =0 (3.2)

si tomamos en cuenta que el fluido es incompresible, la variacion de la densidad res-
pecto al tiempo y la posicion es cero, por lo que ( 3.2) se simplifica a:

V-5=0 (3.3)
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3.4 Ecuacion de cantidad de movimiento

La ecuacion de cantidad de movimiento de un fluido describe que la variacion de la
cantidad de movimiento m - U es igual a la suma de fuerzas que actuan sobre el fluido
y en forma integral se escribe:

=t a — 3 . -
E F = 5 (/VC 'vpdV) + Ez (m;v;), — Ez (M), (3.4)
en forma vectorial:

dv

=~ | (0p .
ZF: [v <at+V~(pv)> +pa

El término entre paréntesis es la ecuacion de continuidad por lo que el lado derecho

av (3.5)

dv d
de la igualdad se simplifica a pd—qt]dV, donde T es la derivada material definida como

() 90 , .
o~ o TV

En este trabajo solo se consideran las fuerzas de superficie (viscosas y presion) , las
fuerzas de gravedad, la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga. Si se toman en cuenta

las fuerzas mencionadas la ecuacion ( 3.5) se escribe:

dv ~ L -
pang’prJrV.njprQx'D’prxﬂxF (3.6)

Adicionalmente, el fluido en estudio es un fluido Newtoniano y la ecuacion de can-
tidad de movimiento se transforma a:

dv

p—

dt

Para introducir la conveccion a la ecuacion de cantidad de movimiento se tiene que
considerar la variacion de la densidad respecto a la temperatura en el término gravitacio-

nal. Si en la ecuacion de cantidad de movimiento se escribe en el término gravitacional
la densidad p mas un incremento Ap:

:pg’—Vp—&-,uVQ'D’—Zpﬁx{f—pﬁxﬁxF (3.7

dv

p—

dt

Para relacionar la variacion de la densidad con la temperatura se recurre al coefi-
ciente de expansion volumétrica termal 3 definido como:

=(p+Ap)G—Vp+pV3E— 200 x T — pQ x Q x 7 (3.8)

1( 0p

5 I\  1Ap  1p—p
“p\or) T pAT T pT —T
p

(3.9)
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De donde se despeja la variacion de la densidad Ap = —fBp (T — Tw) y se sus-
tituye en ( 3.8). Como resultado se obtiene la ecuacién de cantidad de movimiento
considerando la conveccion.

dv 9 =~ L =2 =
pazp[l—B(T—Tw)]g Vp+uVT—20Q xG—pd x QA x 7 (3.10)

En el presente trabajo se simula en coordenadas cartesianas por lo que la fuerza de
gravedad para el sistema esférico g3 se transforma, mediante la matriz de transforma-
cidn, a su equivalente en un sistema cartesiano g, Dumas (1991). Ver apéndice C.

Je = _—fr(:nl,mg,xg) (3.11)

Vi + i+ 23

También se toma en cuenta que la componente f,. varia seglin el radio por lo que se
puede escribir como:

o —C
ge = g — (21, 22, 23) (3.12)

(23 + 23 +23) 2

Donde C, es una constate gravitacional con unidades ™ 5— y 7 €S un nimero entero.

La ecuacion ( 3.10) puede ser simplificada gracias a que la velocidad angular sélo
tiene una componente en la direccion x3 Ver apéndice B, de este modo la ecuacion de
cantidad de movimiento es:

dv
P = —VPi4 uV35 —2pQ X T+ pB(Too — T) G (3.13)

3.5 Ecuacion de la energia

La ecuacion de la energia se basa en la primera ley de la termodindmica, la cual postula
que la variacion de la energia total de un sistema es igual al flujo de calor menos el flujo
de trabajo, esto es Q — W = E y en su forma integral:

. . 7§ P -
QWat(/VCepdV>+/SC<e+p>p(v 7n)dA (3.14)

que en su forma vectorial se escribe:

de
pg t B Vp+pV - F=V (kVT) + V- (T 7) (3.15)

el trabajo de las fuerzas viscosas es equivalentea V- (¥ - 74;) = U-(V - 7;5)+®, donde

® es la funcion de disipacion viscosa. Sustituyendo esta consideracion en la ecuacion
(3.15):

d
P +9-Vp+pV- 3=V - (kVT)+7-(V-1;5)+ @ (3.16)
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Al utilizar las fuerzas viscosas de la ecuacion de cantidad de movimiento y sustituir
’ — 2 .y . , o« gy
la energia total e = u + %Ui + g;x; en la ecuacion anterior, tanto la energia cinética
como la energia potencial se cancelan y se obtiene:

du
P
Si du = ¢,dT la ecuacion de la energia se convierte en:

+pV-TF =V (kVT) + (3.17)

dT
pev o +pV T =V - (KVT) + & (3.18)

Para finalizar en este trabajo la disipacion de las fuerzas viscosas es despreciable
y la densidad es constate, lo que implica que la divergencia de la velocidad es igual a
cero V - ¥ = 0. De igual modo, el calor especifico ¢, y la conductividad térmica & son
constantes y la ecuacion ( 3.18) se simplifica a:

dT 5
pcvﬁ: kT (3.19)

3.6 Ecuacion de difusion de calor

Al ser un so6lido, el anulo central del modelo propuesto no presenta movimiento y la
unica ecuacion que se resuelve es la de la energia. Como la velocidad en la parte solida es
igual a cero, la densidad es constante y la funcion de disipacion viscosa es despreciable
la ecuacion de la energia se reduce a:

oT 9
pcva =kV-T (3.20)

Para el caso de difusion de calor el 4nulo esférico interior y exterior no presentan
movimiento (velocidad igual a cero) por lo que la tinica ecuacion que se resuelve es la
ecuacion ( 3.20). Para fines de comparacion la ecuacion ( 3.20) se resuelve de forma
analitica en el apéndice A.

3.7 Parametros adimensionales

Cuando las ecuaciones de la dinamita de los fluidos se transforman a su forma adimen-
sional se encuentran nimeros adimensionales que para el caso del presente trabajo son
los siguientes.

3.7.1 Numero de Grashof

El nimero de Grashof es la razon de las fuerzas de flotacion a las fuerzas viscosas e
indica la transicion a flujo turbulento.

gL3BAT
= 2

Gr (3.21)

v
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3.7.2 Numero de Rayleigh

El numero de Rayleigh es un indicador muy importante para la transferencia de calor
por conveccion, cuando este parametro se encuentra por encima de un valor critico la
transferencia de calor por conveccion domina el fendmeno, en caso contrario la trans-
ferencia de calor es dominada por la difusion.

B gL3BAT

ro

Ra (3.22)

donde ¢ es la gravedad (en este estudio g = gs(r.) = Cyrl}), L es una longitud ca-
racteristica, que de ahora en adelante se define como la diferencia entre radio externo
y radio interno de los anulos con fluidos. L. = d = r. — r; y AT es la diferencia de
temperaturas de la superficie interior y la superficie exterior de los anulos con fluidos
AT =1T,, —T,,, ver apéndice B en donde se desarrolla de manera detallada. Consi-
derando estos aspectos los nimeros de Grashof'y Rayleigh son respectivamente:

d*ATC

Gr = % (3.23)
BATC

Ra = P&ATCy o 9 (3.24)

donde Cy es la contante gravitacional, 3 es la constante de expansion volumétrica
termal, d es la diferencia entre radio externo y radio interno de los anulos con fluidos
d = r. —1;. T}, es la temperatura de la superficie interior de los dnulos con fluidos, 7.,
es la temperatura de la superficie exterior de los anulos con fluidos y « es la difusividad
térmica .

3.7.3 Numero de Prandtl

El nimero de Prandtl es la medida de la efectividad de la difusion de la cantidad de
movimiento sobre la difusion de calor que tiene un fluido, esto es:

Pr=— (3.25)
o

3.7.4 Numero de Nusselt

Se define al numero de Nusselt como el flujo de calor relativo al flujo de calor por
conduccion cuando el fluido carece de movimientos convectivos. Este nimero es la
razén del flujo de calor por unidad de area debido a la conveccion entre el flujo de calor
debido a la conduccion bajo las mismas condiciones.

hL
Nu= =~ (3.26)



Capitulo 4

Algoritmo Numérico

Las ecuaciones planteadas para este trabajo se resuelven con el método de los elementos
espectrales. Este método parte del método de los residuos pesados y se basa en construir
la solucion de una ecuacion diferencial de una serie de aproximaciones locales. Frag-
menta un dominio en subdominios (elementos) simples y utiliza interpolaciones para
encontrar la solucién aproximada.

En general el método de los residuos pesados emplea funciones de expansion como
base para una serie truncada de la solucion de la ecuacion diferencial parcial a resolver.
Para asegurar que la solucion aproximada satisface la ecuacion diferencial se utilizan
funciones de prueba para minimizar el residual (residuo) que se forma cuando la solu-
cioén aproximada es sustituida en la ecuacion diferencial parcial. La combinacion de las
expansiones y las funciones de prueba le da nombre a diferentes métodos.

Una ventaja del método es que permite incrementar el orden de los polinomios de
interpolaciéon mientras el numero de elementos se mantiene constante. Otro punto im-
portante es que se puede aplicar en geometrias complejas y permite implementar el
algoritmo de la esfera cubada para generar una malla computacional esférica.

4.1 Meétodo de residuos pesados (ponderados)
Parte de una ecuacion diferencial escrita como:
L(u)=0 4.1
y se asume que la solucion u(x, t) pude ser representada por su forma aproximada:
N
u® (z,) = ug(w,t) + Y _ ui(t)®;() (4.2)
i=1

25
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donde ®;(x) son funciones analiticas de prueba (expansion), u;(t) son coeficientes in-
determinados y ug(x, t) se selecciona para satisfacer las condiciones iniciales y de fron-
tera. Al sustituir la solucion aproximada en la ecuacion diferencial se genera un residual
(error):

L(u®) = R(u®) (4.3)

el objetivo es que el residual (error) sea lo mas proximo a cero y se define el producto
interno entre dos funciones como

mw=lﬁummm (4.4)

Para asegurar que el residual sea cero IV debe tender a infinito y se impone la condicion
del producto interno del residual R respecto a la funcion de peso v;(x)

(v;(z),R) =0 j=1,....N (4.5)

El método de los residuos pesados no determina la forma de las funciones de peso
a usar, es por ello que dependiendo de la funcion que se utilice el método cambia de
nombre. En el cuadro 4.1 se hace un resumen de algunas de las funciones de peso y el
nombre que toma el método.

Funcioén de peso Tipo de método
vj(z) = 0(x — x;) Colocacion

vj(z) = i (1) gj::rt;oQ(]P Volumenes finitos
vj(z) = é—ﬁ Minimos cuadrados
v;(x) = 27 Momentos

vi(z) = ¥, Galerkin

vj(z) = ¥;(# ;) Petrov-Galerkin

Tabla 4.1: Resumen de métodos segun la funcion de peso.

4.2 Meétodo de Galerkin

Para este trabajo se utiliza el método de Galerkin, también conocido como Bubnov-
Galerkin descrito en Karniadakis and Sherwin (1999), en el cual las funciones de peso
soniguales a las funciones de prueba v; = ®; y el producto interno del residual respecto
a la funcion de peso es

mm=@@ﬁblﬁmw@m=o 4.6)

Dentro del método existen dos aproximaciones para resolver la ecuacion diferencial;
1) dividir el dominio €2 en subdominios elementales {2, mientras el orden del polinomio
de las funciones de expansion se mantiene constante, también conocido como aproxi-
macion tipo h, y 2) aumentar el orden del polinomio de las funciones de expansion
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en un sélo dominio, conocido como aproximacion tipo p. Cuando se combina las dos
aproximaciones se dice que es un método de elementos espectrales hp y es el método
que se utiliza en el presente trabajo.

Si en cada dominio elemental €2, se considera un elemento estandar ),; en el cual
las coordenadas locales tienen rangos de —1 < &1,&2,&3 < 1 se pueden expresar las
coordenadas globales en términos de las coordenadas locales gracias la transformacion
x = x°(€). De igual forma se pueden expresar las funciones de expansion globales
@, () en términos de las expansiones locales ¢, (§).

Recordando que la solucién aproximada u’ se expresa en términos de las funcio-
nes de expansion globales, también se puede expresar en términos de las expansiones
locales del siguiente modo

N-1 N, P
Wz) =) ®(x)ui =) Y o5E)u; 4.7)
1=0 e=1p=0

debido que hay mas coeficiente de expansiones locales que coeficientes de expansiones
globales se utilizan restricciones extra para igualar su numero.

4.3 Puntos Gauss-Lobatto-Legendre

En este trabajo las funciones de expansion ¢, son el polinomio de Lagrange a través
(evaluados) de los ceros del polinomio Gauss-Lobatto-Legendre lo que resulta en ex-
pansiones locales de la forma:

(E—1)(E+1)Lp(E)

Pp(§) = P(P+1)Lp(&p)(€ — &)

(4.8)

4.4 Cuadratura Gauss-Lobatto-Legendre

Seglin la restriccion del producto punto se tienen que evaluar integrales de la forma
I _11 u(§)dg. Esto se logra integrando numéricamente usando la cuadratura Gaussiana
que representa al integrando como un polinomio de Lagrange

Q-1
u(é) = Z w(€)hi(€) + e(u) (4.9)

donde @ es el numero de puntos, &; es la abscisa en el intervalo [-1,1], h; es el polinomio
de Lagrange y £(u) es el error de aproximacion. Si se sustituye en la integral se obtiene
la forma general de la cuadratura Gaussiana:

1 Q-1
[ wlepde= Y wante) + reu) (4.10)

-1 i=0
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En este trabajo se utiliza la cuadratura Gauss-Lobatto-Legendre que define las abscisas
y los pesos como

-1 i=0
=19 &hon i=1..,Q-2 (4.11)
1 i=Q—1
w? = 2 i=0,....,Q0—1 (4.12)
Q@ - 1D[Lo-1(&))? '
R(u) =0 si u(€) € Pag_3([—1,1]) (4.13)

4.5 Meétodo de la esfera cubica

El método de la esfera ctbica esta basado en la descomposicion de la esfera en seis
regiones idénticas obtenidas proyectando los lados de un cubo circunscrito en una es-
fera, de aristas 2a a la superficie de la misma. Con este método cualquier punto que se
encuentre en las caras del cubo puede proyectarse a la superficie de la esfera y vicever-
sa,Ronchi et al. (1996).

Figura 4.1: Transformacion de la esfera ciibica, Ronchi et al. (1996).

Si cada cara del cubo tiene coordenadas locales (z,y) se pueden proyectar a la
superficie de la esfera y después, por semejanza de tridngulos, obtener las coordenadas
en el sistema de referencia absoluto X, Y, Z mediante las transformaciones del cuadro
4.2, Nair et al. (2005):

Para este trabajo la malla computacional es de suma importancia ya que dependien-
do del numero de elementos, la cantidad de puntos en cada elemento y la disposicion de
los puntos en los elementos se puede o no tener resultados confiables de la conveccion
en el método numérico. Por esta razon en este trabajo se asegura que el método numé-
rico cuente con los datos suficientes para resolver las ecuaciones de la trasferencia de
calor y la dindmica de los fluidos.
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Figura 4.2: Sistema coordenado local (x,y) y absoluto (X,Y, Z) para la cara I, Nair
et al. (2005).

Cara X,Y,Z X,y
I sy ek %)
II ?(7I7a7y) CL(_Y 7?)
111 %(—a, —z,y) a (%, *XZ)
IV %(ﬂj, —Cl,y) a(7g77¥)
Vv E(_y?xva’) a (Z; 7Z
M 7(ya$7_a) a( Z 7_7>
R = a+/3 (radio de la esfera)

r = /a2+$2+y2

Tabla 4.2: Transformaciones entre coordenadas locales y coordenadas absolutas para el
método de esfera ctibica.

4.6 Generacion de la malla

Para generar la malla computacional se parte de los anulos esféricos definidos en el ca-
pitulo 2. Se utiliza el radio interno y externo de cada uno de los anulos para definir una
serie de cubos internos, con incrementos equidistantes entre caras. En las caras de estos
cubos se define una malla local con incrementos constantes en x, y. Posteriormente se
utilizan las transformaciones del cuadro 4.2 para las seis caras de cada uno de los cubos.

Para cada anulo al conjunto de puntos formado por las proyecciones de cada cara
se le denomina de ahora en adelante Macro elemento, figura 4.3.

Una vez conformados los macro elementos se procede a dividir cada uno de ellos
en 15x15x2 elementos locales, 15 elementos en la direccion azimutal, 15 elementos en
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Z \ 4 \
& — X
(a) Vista Frontal (b) Vista Lateral

Figura 4.3: Malla del Macro elemento correspondiente a las caras I del primer anulo.

(a) Vista Frontal (b) Vista Lateral

Figura 4.4: Ejemplo de la division del macro elemento correspondiente a las caras I del
primer anulo en 5x5x3 elementos, 5 elementos en la direccion azimutal, 5 elementos
en la direccion polar y 3 elementos en la direccion radial.

la direccion polar y 2 elementos en la direccion radial. Por motivos de visualizacion se
presentan las imdgenes del una division en 5x5x3 de un macro elemento en la figura
4.4

Para finalizar en cada elemento local se introducen los puntos Gauss-Lobatto-Legendre
con ayuda de la transformacion z = x¢(€), figura 4.5. Se utiliza un polinomio de grado
5 para cada una de las tres direcciones lo que genera un total de 125 puntos por elemento
local.

En resumen la malla computacional consta de 8,100 elementos con 125 puntos cada
uno. En la figura 4.6 se muestra el resultado final de la malla.
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[ T
(a) Malla generada con una proyeccion  (b) Malla con puntos Gauss-Lobatto-

equidistante Legendre

Figura 4.5: Mapeo de los puntos Gauss-Lobatto-Legendre en uno de los elementos lo-
cales (vista frontal).

T

Figura 4.6: Corte meridional de la malla computacional.
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Validacion

En esta seccion se comparan los resultados obtenidos con la formulacion descrita en los
capitulos anteriores con los trabajos de Thamire and Wright (1998) y Bercovici et al.
(1989). En el sistema de tres anulos son eliminadas las fronteras intermedias para que
se comporte como un solo, ver figura 5.1

La primera simulacién se enfoca en la conveccion de un anulo esférico en presencia
de gravedad laboratorio (direccion negativa del eje z) y aire como fluido de trabajo. Los
resultados concuerdan con los reportados por Thamire and Wright (1998) en donde la
evolucion de las celdas convectivas oscila entre arreglos de 2 a 3 células hasta orde-
namientos unicelulares ( 5.2) y el numero de Nusselt interno es menor en polo norte y
mayor en el polo sur, por otro lado el Nusselt externo se comporta de manera inversa,
mayor en el polo norte y menor en el polo sur, Figura 5.3.

Resumen de parametros de simulacion
Pr| Ra |Ta| g. n
0.7 | 5000 | 0 | cte 0.714

La publicacion de Bercovici et al. (1989) estudia la conveccion sin rotacion en una
cavidad esférica, con relacion de aspecto 17 = 0.55, la cual aloja un fluido con niimero
de Prandtl infinito sujeto a una fuerza de gravedad constante, ademas se calienta desde
el interior y sus fronteras son libres de esfuerzo y tienen temperaturas constantes. Sus
experimentos muestran que para nimeros de Rayleigh Ra = 2000, 3500 y 7000, los
patrones de flujo son tridimensionales con dos tipos de flujo dominantes y llegan a un
estado estacionario. Los flujos dominantes se presentan en forma de seis plumas con-
vectivas cilindricas ubicadas en las caras de un cubo imaginario colocado en la mitad
del sistema (solucidn cubica), la segunda forma son 4 plumas convectivas ubicadas en
las aristas de un tetraedro (solucion tetraédrica), ver figura 5.4.

33
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Figura 5.1: Modelo de la malla para las simulaciones de un sélo anulo.

(a) Temperatura. (b) Lineas de corriente.

Figura 5.2: Patrones de flujo convectivo, distribucion de teperaturas (izquierda) y pa-
trones de flujo unicelular (derecha). Temperatura en escala de grises, el color negro
corresponde a zonas calientes.


r1

r2

r3

r4


Latitud

5.1. VALIDACION

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Nu

Figura 5.3: Comportamiento de Nusselt en la frontera interior y exterior del anulo cuan-
do se presentan los patrones unicelulares.
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0,40 =0.5

Ra = 2000

Figura 5.4: Tipos de flujo convectivo para Ra = 2000. Superficies de temperatura
O = 0.2y © = 0.5 (solucion tetraédrica izquierda y solucion ctbica derecha).

En esta simulacion se toma los tres anulos como si fueran uno y se considera una
viscosidad suficientemente elevada p = 10'° para aproximar un ntimero de Prandtl in-
finito y como condicion inicial la distribucion de temperatura del estado difusivo junto
con un campo de velocidades igual a cero. A diferencia de los experiemtenos de Ber-
covici et al. (1989) esta simulacion considera condiciones de no deslizamiento para el
fluido, lo que repercute directamente en el nimero de Nusselt ya que nimeros eleva-
dos de Nu son provocados por la ausencia de la capa limite viscosa Yadav et al. (2015).

Resumen de parametros de simulacion
Pr Ra | Ta | g, n
1x101° [ 2000 | 0 |cte| 0.55

En los resultados se aprecia que el nimero de Nusselt llega a un estado estacionario,
ver figura 5.5y que el patron de flujo es una solucion cubica, figura 5.6. A diferencia
del valor del nimero de Nusselt Nu = 2.2507 reportado por Bercovici et al. (1989),
en este trabajo es de 1.1792 por tener fronteras con condicion de no deslizamiento Ju-
lien et al. (1996). El comportamiento parabélico en los primeros instantes del N, es
provocado por el primer ascenso de fluido caliente, con zonas cilindricas de mayor dia-
metro, después la cercania con las fronteras frias provocan la disminucion del radio de
las zonas ascendentes.

El patron convectivo presenta seis plumas de forma cilindrica en las caras de un
cubo imaginario en el interior del sistema, en estas regiones el fluido caliente asciende
a la superficie externa. Las zonas de flujo descendente rodean a las plumas convectivas
y transportan al fluido frio de vuelta a la superficie interior, ver figura 5.7. Este patron
de flujo y temperatura presenta simetria en el plano ecuatorial y meridional como lo
muestran los cortes 5.7ay 5.7b



5.1. VALIDACION 37
Nu; O Nu,
2 T
OO
1.8 |- B
1.6 |- B
141 i
,j +
H Bl o
12 S S S A S 1
2
145/ 1
.
08 l l l l l
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t* x1010

Figura 5.5: Numeros de Nusselt promedio en la superficie interna Nu,; y superficie
externa Nu, para Ra = 2000 junto con su respectiva interpolacion por MLS en linea
punteada. Se aparecia el incremento hasta llegar a estado estacionario.

(@T* =05

(b)T* =0.2

Figura 5.6: Superficies de temperatura para el caso de Ra = 2000.
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(a) Corte ecuatorial. (b) Corte meridional.

Figura 5.7: Corte meridional y ecuatorial que muestran la simetria de la distribucion
de temperatura 7™ para el caso Ra = 2000. Zonas calientes en color amarillo y zonas
frias en color azul.

7

@) T =05 (b) T* = 0.2

Figura 5.8: Superficies de temperatura para el caso de Ra = 2000 después de haber
cambiado la direccion del flujo de la solucion ctbica con Ra = 2000.

Aligual que Bercovici et al. (1989) se estudia la solucion para el cambio en la direc-
cion del flujo. Para esta simulacion se cambia el signo de las componentes de la veloci-
dad y temperatura de la solucion cubica para establecerlas como condiciones iniciales.
El resultado es un cambio en el patron convectivo a uno totalmente ctibico, parecido al
estado “meta estable” reportado por Bercovici et al. (1989), que ubica las zonas de as-
censo en los vertices de un cubo y las zonas de descenso en las caras del mismo, figura
5.8. Al igual que la solucién cubica, la totalmente ctibica presenta simetria en los pla-
nos ecuatorial y meridional, figura 5.9. En contraste con el estudio antes mencionado
los resultados muestran una solucion estable que llega a un estado estacionario con la
distribucion totalmente cubica.

Si se comparan los numeros de Nusselt promedio en la superficie interna y externa
con los obtenidos en la simulacién anterior (solucion cubica), es evidente notar que al
interior del sistema disminuye de 1.947 a un valor de 1.524 y al exterior aumenta de
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(a) Corte ecuatorial. (b) Corte meridional.

Figura 5.9: Corte meridional y ecuatorial que muestran la distribucion de temperatura
T* después de cambiar el signo de la velocidad y temperatura de la solucion cubica
Ra = 2000 . Zonas calientes en color amarillo y zonas frias en color azul.

1.1792a1.975. Lo que concuerda con el comportamiento reportado por Bercovici et al.
(1989). En la figura 5.10 se muestran los N del caso de cambio de direccion del flujo.

5.2 Rango de validez

En la seccion anterior se verifico que la malla y el algoritmo numérico funcionan co-
rrectamente al reproducir resultados que coinciden con la literatura disponible. Ahora
se analizan numéricamente el rango de validez del cddigo en una serie de simulaciones
para dos relaciones de aspecto = 0.35 y 7 = 0.8. En esta, las condiciones de frontera
para el fluido son de no deslizamiento, mientras que para la temperatura se imponen
temperaturas constantes en la superficie externa e interna (la interna siendo mayor),
por otro lado la gravedad del sistema en la componente radial actua hacia el centro del
sistema y varia linealmente con el radio de la esfera (g = Cy7).
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Figura 5.10: Numeros de Nusselt promedio en la superficie interna Nu,; y superficie
externa Nu, para el caso de cambio de direccién en el flujo con Ra = 2000 junto con

su respectiva interpolacion por MLS en linea punteada.
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Resumen de casos simulados

n =0.35 n=0.8
Ra Pr | Nu; | Nue | Nu; | Nu,
2000 1 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00
5000 1 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00
10000 1 1.00 | 1.00 | 2.14 | 2.06
20000 1 1.82 | 1.23 | 241 | 1.96

50000 1 | 246 | 1.51 - -
2000 50 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00
5000 50 | 1.00 | 1.00 | 1.90 | 1.82
10000 | 50 | 1.73 | 1.27 | 2.32 | 2.15
20000 | 50 | 2.20 | 1.52 | 2.66 | 2.30
50000 | 50 | 2.78 | 1.74 | 2.93 | 2.23

100000 | 50 | 3.23 | 1.90 - -

De igual forma se estudia el rango de validez cuando al sistema se le agrega rotacion
en el eje vertical. A continuacion se elabora un estudio con el fin de comparar la trans-
ferencia de calor para cada relacion de aspecto cuando se fija la el nimero de Raleygh
a un valor constante. Posteriormente estos resultados se utilizan para comparar con el
problema de conveccion-difusién-conveccion conjugada.

Resumen de casos simulados Pr =1, n = .35

Ta Ra Nu; Nu,
0 20000 | 1.82 1.23
50 20000 | 1.79 1.21
800 | 20000 | 1.00 1.00
0 50000 | 2.46 1.51
50 50000 | 2.47 1.49
800 | 50000 | 2.36 1.45
2000 | 50000 | 2.33 1.47

Resumen de casos simulados Pr = 1,7 = .80

Ta Ra Nu; Nu,

0 10000 | 2.14 2.06
2000 10000 | 2.04 1.94
100000 | 10000 | 1.37 1.32
200000 | 10000 | 1.22 1.19
0 20000 | 2.41 1.96
2000 20000 | 2.36 1.94
100000 | 20000 | 1.80 1.67
200000 | 20000 | 1.55 1.48
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Resumen de casos simulados Pr = 50, 7 = .35

Ta Ra Nu,; N,

0 20000 | 2.20 1.52
2000 | 20000 | 1.87 1.60
100000 | 20000 | 0.99 0.99
200000 | 20000 | 0.99 0.99
0 50000 | 2.78 2.74
2000 | 50000 | 2.49 1.81
100000 | 50000 | 1.65 1.56
200000 | 50000 | 1.19 1.21

Resumen de casos simulados Pr = 50, n = .80

Ta Ra Nu; Nu,
0 20000 | 2.66 2.30
2000 20000 | 2.45 2.19
100000 | 20000 | 1.50 1.51
200000 | 20000 | 1.11 1.11
0 50000 | 2.93 2.23
2000 50000 | — —
100000 | 50000 | 2.61 2.74

200000 | 50000 | — —

Como se observa en las tablas resumen, cuando se introduce rotacion al sistema
la conveccion es amortiguada y los patrones convectivos son modificados a celdas en
forma de banana que se alinean alrededor del eje de rotacion, Figura 5.11. Si la rota-
cion es lo suficientemente elevada estabiliza completamente los disparos convectivos
y disminuye la transferencia de calor en el sistema como en los casos de Pr = 50
Ra = 20,000y n = 0.35.

En las simulaciones con bajo nimero de Parandtl se encontré que los patrones con-
vectivos dependen del tiempo (no estacionarios) lo que se refleja en distribuciones de
temperatura, algunas veces cadticos, a diferencia de las simulaciones con un niimero
de Prandtl alto, en las que los patrones convectivos son estacionarios y sus respectivas
distribuciones tanto de temperatura como de flujo de calor son simétricas.

En la Figura 5.12 se grafica el numero de Nusselt promedio en el tiempo para el
caso de Ra = 50,000 cuando no hay rotacion y cuando esta se incluye. En los casos
en los que no hay rotacion, los flujos de calor se concentran en zonas cilindricas espe-
cificas que se distribuyen por el anulo de manera uniforme, en combio la presencia de
la rotacion obliga que la transferencia de calor disminuya en los polos y que las celdas
de Busse que transportan la energia térmica hacia el exterior del anulo giren de manera
paralela al eje de rotacion viajando por todo el sistema, dando lugar a una distribucion
mas homogénea del calor en la zona ecuatorial.



5.3. SISTEMA CONJUGADO 43

Figura 5.11: Celdas de banana para el caso de Pr = 50 Ra = 50,000 T'a = 2,000 y
1 = 0.35. Superficies de velocidad radial constante, en azul velocidades negativas y en
rojo positivas.

5.3 Sistema Conjugado

En esta seccion se aborda el problema de conveccion conjugada, esto es cuando el sis-
tema se compone por dos anulos de fluido, uno en el interior y otro en el exterior, que
estan separados por un anulo intermedio sélido, Figura 5.14. En este caso, se fija una
temperatura constante en los radios T'(r1) = Ty y T(r4) = T» donde la temperatura
interna es mayor a la externa 77 > T5. Las condiciones de frontera para el fluido con-
finado entre los radios 7y — r3 y 73 — 74 son de no deslizamiento. El anulo intermedio
se considera un solido conductor con conductividad constante. Se considera un proble-
ma de conveccion-conduccion-conveccion conjugado ya que las temperaturas en los
radios r2 y 3 no se fijan a un valor constante por lo que en la simulacion estos valores
se calculan segun la conveccion en los angulos con fluido. Los radios del sistema son:
ry = 0.21r, = 0.6 r3 = .8 y ry = 1, en consecuencia las relaciones de aspecto para
el primer, segundo y tercer anulo son 7, = .35 2 = .75y n, = .8 respectivamente.
En cuanto a las propiedades en los anulos liquidos el fluido en el anulo interno tiene un
numero de Pr = 50 y en el externo de Pr = 1.

Se realizan tres simulaciones sin rotacion en las cuales se incrementa el nimero de
Raleygh, en ellas se calcula el flujo de calor en los 4 radios frontera, se presentan los
patrones de temperatura y lineas de corriente. En la siguiente tabla se hace un resumen
de los casos simulados.



44 CAPITULO 5. RESULTADOS

A\,

Nusselt,
(S U
\"’\'\-v‘.._.;'

Nusselt,

4
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(d) Nimero de Nusselt promedio en el tiem-
(c) Ntmero de Nusselt promedio en el tiempo  po del caso Pr = 50 Ra = 50,000 Ta =
del caso Pr = 50 Ra = 50,000 Ta = 0 en 200, 000 en la superficie externa del anulo r =
la superficie externa del anulo r = r4. T4.

Figura 5.12: Niimero de Nusselt promedio en el tiempo para el sistema con relacion de
aspecto 7 = 0.35. Donde 0 y ¢ son las coordenadas acimutal y polar respectivamente.
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-150

(b) Numero de Nusselt promedio en el tiem-
(a) Numero de Nusselt promedio en el tiempo  po del caso Pr = 1.0 Ra = 10,000 Ta =
del caso Pr = 1.0 Ra = 10,000 T'a = 0 en 200, 000 en la superficie externa del anulo r =

la superficie externa del anulo r = r4. T4.
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Nusselt,
Nusselt,

(c) Numero de Nusselt promedio en el tiempo  (d) Numero de Nusselt promedio en el tiempo
del caso Pr = 50 Ra = 20,000 Ta = Oen  del caso Pr = 50 Ra = 20,000 T'a = 2,000
la superficie externa del anulo 7 = r4. en la superficie externa del anulo r = r4.

Figura 5.13: Numero de Nusselt promedio en el tiempo para el sistema con relacion de
aspecto 17 = 0.80 Donde 6 y ¢ son las coordenadas acimutal y polar respectivamente.
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r4

Figura 5.14: Esquema del sistema conjugado, lo anulos con fluido en el interior son de
color azul y el intermedio considerado un s6lido conductor.

Resumen de casos simulados

n =0.35 n=0.8
Ray Rasg Nup, | Nup, | Nup, | Nug,

12,600 | 11,400 | 1.86 1.19 1.02 0.99

23,200 | 23,200 | 2.30 1.44 1.04 0.98

52,800 | 49,500 | 2.60 1.96 1.07 0.96

El comportamiento de la transferencia de calor en el primer anulo del sistema sin
rotacion en los numeros de Ra; > 23,200 es un poco mas bajos que los que tendrian
si fuera un sélo anulo de fluido con temperaturas fijas en sus fronteras, por ejemplo de
1.27 a 1.19 en el radio 75 cuando Ra; = 12,600. Sin embargo, en el anulo externo la
conveccion tiende a ser mucho menor si las comparamos con simulaciones de un inico
anulo de fluido para numeros de Raleygh similares. La presencia del anulo intermedio
solido disminuye los efectos de la conveccion en el segundo anulo de fluido.

Para los ntimeros de Ra; = 12,600y Ra; = 23, 200 los patrones convectivos son
de 8 celdas tanto en el anulo interno como el externo. En cambio para Ra; = 52,800
hay 8 celdas en el interior y 24 en el exterior, Figura 5.15. La transferencia de calor en
las fronteras se comporta con patrones similares para todos los casos, hay 4 zonas en la
region ecuatorial y 1 zona en cada polo. Debido a la influencia que tiene la conveccion
del anulo interno sobre el externo, donde se presenta una replica con menor intensidad
de la transferencia de calor, Figuras 5.16, 5.17y 5.18.

Finalmente, se efectiian 3 simulaciones con rotacion en las cuales se incrementa el
numero de Taylor y se estudia los efectos que tiene sobre la conveccion en los anulos, se
calcula el flujo de calor en los 4 radios frontera, se presentan los patrones de temperatu-
ra 'y velocidad radial. En la siguiente tabla se hace un resumen de los casos simulados,
como referencia se calculan los nimeros de Raleygh y Taylor para cada anulo de fluido.


r1

r2

r3

r4
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(¢) Ray = 52,800 Ta =0 (f) Ray = 52,800 Ta = 0

Figura 5.15: Patrones de temperatura (derecha) y lineas de corriente (izquierda) en el
plano ecuatorial para el sistema conjugado sin presencia de rotacion.
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Resumen de casos simulados

n=0.35 n=0.8
Ray Taq Rasg Tas Nuy, | Ny, | Nup, | Nug,

54,800 | 0.5 49,500 86.0 2.60 2.00 1.07 0.96

54,800 50 49,500 8,600 2.54 2.20 1.07 0.96

54,800 | 5,000 | 49,500 | 860,000 | 2.02 1.57 1.05 0.97

La transferencia de calor en el sistema con rotacion disminuye en el anulo interno
pero la division solida transfiere calor por conduccion al segundo anulo el cual mantiene
un estado similar al de conduccion. Cabe resaltar que debido a la diferencia del nimero
de Prandtl en los dnulos con fluido, los numeros de Taylor se elevan en la region externa,
esto produce que las condiciones en el anulo externo sean similares al estado conduc-
tivo. Por otro lado, como las temperaturas en las dos fronteras intermedias fluctuan en
el tiempo la transferencia de calor en dichas superficies no es homogénea. Cuando la
rotacion del sistema es suficientemente alta en el anulo interno la transferencia de calor
se concentra en la zona ecuatorial y en algunos puntos de manera irregular, en el anulo
externo, Figuras 5.20, 5.21y 5.22.

Al graficar la velocidad radial en el sistema podemos observar que so6lo el anulo
interno presenta movimientos convectivos de gran magnitud, en contraste el externo
solamente (movimientos asociados con la velocidad radial) cuando los valores de rota-
cion son pequefios. Por otro lado, los patrones de temperatura en el 4nulo interno son
cadticos en rotaciones bajas pero en las altas adquiere forma de hélice. En lo que res-
pecta al anulo externo, a rotaciones altas, se observan patrones de temperatura similares
al caso difusivo, Figura 5.19.
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vr
3.977e+2
27365
1496
25,541

9.851e+01

(b) Ray = 54,800 Tay = 86

v
39776+
27365
1496
25,541

98518401

(e) Ra1 = 54,800 T'az = 860,000 (®) Ra1 = 54,800 T'az = 860,000

Figura 5.19: Patrones de temperatua(izquierda) y velocidad radial (derecha) en el plano
ecuatorial para el sistema conjugado.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones

Se estudio6 la transferencia de calor por conveccion en un anulo esferico en presencia
de gravedad de laboratorio y se reprodujeron los resultados reportados en la literatura,
se calculd el numero de Nusselt en la superficie interior y exterior del sistema. Para
los casos de conveccion en un s6lo dnulo se compar6 con la literatura disponible y se
presentaron algunos resultados que coinciden con los que reportan diversos articulos,
por ejemplo el estudio con gravedad radial constante y viscosidad infinita.

También se introdujoé de manera satisfactoria rotacion al sistema con gravedad ra-
dial con variacion lineal y se encontraron los patrones de conveccion caracteristicos
del sistema, los cuales son celdas con forma de banana paralelas al eje de rotacion que
viajan por el sistema. También se calcul6 la distribucién del nimero de Nusselt en la
superficie externa ¢ interna y se observo que la transferencia de calor se concentra en
la zona ecuatorial.

Se estudi6 el caso de conveccion en dos anulos concéntricos en presencia de gra-
vedad radial de la forma g = cr. Se logr6 determinar los patrones de temperaturas y
lineas de flujo asociados al sistema conjugado cuando no hay rotacién. Adicionalmen-
te se grafico la distribucion del flujo de calor en las cuatro fronteras del sistema y se
encontrd que en ausencia de rotacion las distribuciones de calor son similares tanto en
el anulo interno como en el externo.

Finalmente se afiadi6 rotacion al sistema conjugado estudiando asi las velocidades
radiales, patrones de temperatura y flujos de calor. Se encontrd que en numeros de Tay-
lor elevados el anulo interno adquiere una distribucion de temperaturas semejante a una
hélice y en el externo distribuciones elipticas en el plano latitudinal.
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6.2 Trabajo futuro

A pesar de que se logr6 determinar el flujo de calor y los patrones convectivos en el
sistema conjugado conveccion-difusion-conveccion cuando se incorpora rotacion los
tiempos de computo que se requieren para concluir una simulacion oscilan entre una
semana hasta tres dependiendo del tamafio de la malla. Por esta razén un punto de
oportunidad es implementar el computo en paralelo para resolver de manera rapida este
tipo de problemas, dando oportunidad a que se incorporen condiciones mas complejas
para la simulacion y de este modo representar mejor el comportamiento de un planeta.
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Apéndice A

Difusion de calor en estado
transitorio

En esta seccion se resuelve por superposicion la ecuacion de difusion de calor para el
caso unidimensional en estado transitorio sin generacion de calor por términos fuente
en coordenadas esféricas.

Como se muestran en la figura 2.3 el sistema esférico consiste en una region anu-
lar esférica con una distribucion de temperatura inicial F'(r), la superficie de la esfera
externa de radio 7, se encuentra a una temperatura 7, y la esfera interna de radio r; a
una temperatura 7;. Segun estas condiciones no hay variacion de la temperatura en la
direccion polar €, ni en la direccion acimutal €j y el término fuente es igual a cero. En
consecuencia la ecuacion de transferencia de calor en coordenadas esféricas se reduce a:

ko[ ,0r k T koo . or oT
cor\"or) T | e | iEings | M ae |0 T a0
(A.1)

ko (,0r\  or Ao

2or\" ar) T “Pot (A2)

Para resolver la ecuacién A.2 por superposicion se toma en cuenta que la funcion
de temperatura es una suma de la temperatura en estado estacionario y en estado tran-
sitorio, en donde las condiciones de frontera no homogéneas corresponden al estado
estacionario y las condiciones de frontera homogéneas, excepto para la distribucion de
temperatura inicial F'(r), al estado transitorio, Hahn and Ozisik (2012).

T(Tv t) =Tgr (7", t) +TeE (7“)
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Con las siguientes condiciones de frontera:

Tep(r) =T, Ter(ri,t) =0
Tee(ro) =T, Ter(ro,t) =0

y condicion inicial:

Ter(r,t =0) = F(r)

Para el estado estacionario la variacion de la temperatura respecto al tiempo es igual
a cero por lo que la temperatura es unicamente funcion de la posicion y la ecuacion A.1

se simplifica a:
d 2 dTEE (T)
— 2V = A3
dr (T dr 0 (A-3)

La unica manera que la variacion respecto al radio A.3 sea igual a cero es que el
argumento sea una constante C';. Y al ordenar los términos:

dTEE(T) . g
dr 72
Volviendo a integrar:
Cq
/dTEE(’I“) = / T—er
-
Tpe(r) = + Cy (A4)

Al utilizar las condiciones de frontera del sistema:

- C
Tep(r) =T, T, = ——

—+C (A.5)
_ Cl
TEE (7‘0) = To TO = —|— 02 (A6)

o

Resolviendo las ecuaciones A.5y A.6 para las constantes Cy y Cs:

Tiro(To - T’L)

C, =
To —T;
TO(T(J*T%)
Cy=—""2—24T,
To — T3

Al sustituir las dos constantes en la solucion general A.4 y reordenar los términos
se obtiene la temperatura en estado estacionario :

Ton(r) = e = 1) <1 - ) +T, (A7)

To — T3



63

Para el estado transitorio se hace el siguiente cambio de variable:
U(r,t) = rTgr(r,t) (A.8)
y sus derivadas:

oU(r,t oT, ,t 0
(r ):r mr(r )+TET(r,t)—r

or or or
. BTET (T, t)
=T + Ter(r,t)

82U(T', t) . 82TET(7~, t) 6TET (7", t) 37' 4 8TET (7“, t)
a2 o2 or  Or or
82TET(T‘, t) 8TET (7”, t)
AT +2 or
8U(7’, t) - GTET (r, t)
a | ot

que en la ecuacion A.2 se traduce en:

0?U(r,t) _ cupdU(r,t)
o2 k0Ot

(A.9)

Para resolver por separacion de variables la nueva variable U(r, t) se descompone
en el producto de dos funciones:

U(r,t) = R(r)['(t)
con sus respectivas condiciones de frontera y condicion inicial:

U(ri,t) = R(ri)T(¢) =0

U(r,0) = R(r)I'(0) =rF(r) —rTgr = G(r)

y al sustituir en A.9 se obtiene:

e 82;:57“) _ é R(r) 81(;575)

donde @ = ﬁ es la difusividad térmica. La ecuacion anterior se reordena separando

las variables y se iguala a la constante —\?

1 9?R(r) 1 or(t)
R(r) or? 77)\27a11(t) ot (4.10)

Tomando el lado derecho de la igualdad A.10 para integrarlo se obtiene la funciéon
I(t):
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_ _\2
al'(t) ot A
1
T(t) = Cre N (A.11)

Ahora se toma el lado izquierdo de la igualdad A.10, se reordena y se obtiene una
ecuacion diferencial cuya solucion puede ser encontrada utilizando su polinomio carac-
teristico.

1 9°R(r)
R(r) or?
0?R(r)
or?

=-\2

+XR(r) =0

La solucion general de la ecuacion diferencial anterior es:

R(r) = Cysin Ar + C3 cos(Ar) (A.12)

Para encontrar las constantes C y C se utiliza la primer condicion de frontera de

U(r,t):
R(r;))=0 0 = Cy sin(Ari) + C3 cos(Ar;) (A.13)
resolviendo A.13 para la constante C'3 y sustituyendo en A.12:

02 sin(/\ri )

Cs = cos(Ar;)

CQ Sil’l()\’f‘i)
cos(Ar;)

ordenando y usando la identidad de diferencia de angulos:

R(r) = Cysin(Ar) — cos(Ar)

C
R(r) = COS(;ri)(sin()\T) cos(Ar;) — sin(Ar;) cos(Ar))
R(r) = Cysin (A(r —r;)) (A.14)
donde Cy es el cociente ﬁ. Para encontrar los valores de A se utiliza la segunda
ri

condicion de frontera de U (r, t):

R(r,) =0 0= Cysin ()\(ro — rl)) (A.15)
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para asegurar que la igualdad A.15 se cumpla los valores del argumento de sin ()\(ro —
n)) deben ser multiplos de m como se muestra a continuacion.

Aro — 1) =nmw

Como es posible tener mas de un valor de A ahora se nombra con )\, a sus distintos
valores posibles y la funcién R(r) se define como una suma infinita de todos los valores
de \,

R(r) = Z Cysin (An(r — 1))

Ahora se multiplican las funciones R(r) y I'(¢) para encontrar la funcién U(r,t) y
el producto de las constantes C y Cy se nombra C),

Ur,t) = > Cusin (Aa(r — r;))e” o (A.16)
n=1

Para encontrar el valor de la constante C, se utiliza la condicién inicial U (r, 0) y se
multiplica por el operador f;; sin ()\m(r — n)) dr en ambos lados de la igualdad

U(r,0) = G(r) G(r) = Cysin (An(r — ;)

o

/: | G(r)sin (A (r —ry)) dr = /; Z Chsin (A (r — 1)) sin (A, (r — 1)) dr

T=Ti n=1

y al usar la propiedad de las funciones ortogonales

b 0 cuando n # m
mem%mwammz /bwmwwm%xmmmnzm

en el lado derecho de la igualdad y despejar para C,,
[, G(r)sin (A (r = ri)) dr

fn’ sin® ()\n(r — rl)) dr

T=T;

Cp =

que se simplifica resolviendo las dos integrales. Realizando la integral del denominador

se obtiene:
o J72,, G sin (An(r — 11)) dr

ﬁn [2)\710 — 1) — sin (2, (r — n))}

To

T=T;
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C, = [72,, G(r)sin (A (r — 1)) dr

2nm(ro—r; . 2nm(ro=—r7
o M - s (2550)

(ro—ri)

2 "o
C, = — r'/ G(r)sin (Ay(r —7;)) dr

r=r;

Al sustituir la funcion G(r) en A.17 se obtienen las integrales Ay B

(A.17)

2 To .
Ch Pa— /T_” [@_@fﬂ sin (An (r — 7)) dr (A.18)
A

B

Como la distribucion de temperatura inicial F'(r) puede ser una funcion arbitraria,
solo la integral B se resuelve sustituyendo la temperatura en estado estacionario T g

To -TO(TO_Ti)
S A2 I B
r=r; To —T; r

sin (A, (r —r;)) dr

ordenando y agrupando los términos comunes

ro [ ro(T, — T;
/ M(r—m)—l—rﬂ

=r; To — Ty

sin (A, (r —r;)) dr

"o oTO_Ti ioTo_/—Ti
/ Kr(uﬂ)r_““()
r=r; To =T

sin (A, (r —r;)) dr

To =T
Bl BZ
integrando por partes B3
B To(To T ) +T \ 1 \ -
1 — p " cos (An(r —m;)) + 2 sin (A, (1 — 1))

1
T COS{NT) —7ri| + 2 {sin () ])
1 |ro(To — T3)
= T _
W +T; <rocos (n) rl>
—1|r,(T, — T3)
B]_ = x o — 14 + T‘Z (7,,0(_1>n — 7”71)
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Al resolver la integral By

By = — [riro(To — ) s Olr ) Y
| An(ro — i) " ' .
_ oo~ T (e e
- L nm (re—Ti) (COS ( (ro—7%) > €08 (Anfri i) )
= ri%(ioﬁ_ %) (cos (rm) - 1)
32 _ — Tiro’r(lio - T‘Z) ((_1)71 _ 1)

Restando Bs de B; y simplificando se obtiene la integral B

- ofln*i oTo*T% 7'L‘0T07Tl'
By — By = (T()\n) T) rig_ﬁ )JrTz' - 47’7”£m ) ((*Un*l)
—r2(=1)" (T, = T3) (ro—73)  roTi(=1)"(ro — i)  1ir6(Ty — T%) (ro—75%)
= - +
N (To—T75) nmw N (ro—T7)
N riTi(ro — 1) N riro(=1)" (T, — T3) B riro(Ty — T')
nmw nmw nmw
_ (’"on; ri) <ro<—1)”<n — To) + T (rs — ro(—n“))
= M(roTi(—l)” — 1o Ty (—1)" + 7 Ts — roTi(—l)")
nmw
By — By = (ro 1) (rsz - roTo(_l)n> (A.19)
nmw
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Con la constante C,, determinada se sustituye en A.16y se reorganiza

- 2 "o o I'g
Ul(r,t) ; P— l/r_m rF(r)dr — (rm:)(ﬁTv - roTo(l)")] sin (A, (r — T,i))efa)\it
= 2 i (7"0—7"1') r. T (—1)n—7"-T- sin ()\ (T—r-))e*a/\it
To—T; 4 nT oo G n i
+ ’ i sin (A, (r — r'))e—a*it /7‘0 rF(r)dr
To = Ti n=1 " ' =T
2 ¢ 2, | ToTo(—=1)" = riT;
U(r,t) = — in (\,(r —r; —aX2t
(r,1) 7T;:lsm( (r—mr))e ;
2 o0

: o 704)\3115 "o
+ — nz: sin (An(r —r;))e /T:T rF(r)dr

=1

i

Al dividir U(r, t) entre el radio se obtiene la temperatura en estado transitorio 7.

Finalmente se suman las temperaturas Tr y Trr para obtener la funcion de la tempe-
ratura para el sistema:

To(To_Ti) T 2 ad . 2
T(rit)=-""2""“|1-2|+T, 7§: An(r — 1)) e Ant
(r,t) pap—— ( r) +T; + mn:lsm( (r—rq))e

n

TOTO(—l)n — riTi]
o]

2 : A2t "o
— —ri))e M F A21
+ o) 2 sin (A, (r —73))e /r_'r‘i rF(r)dr ( )

n=



Apéndice B
Ecuaciones adimensionales

En la siguiente seccion se adimensionalizan las ecuaciones del capitulo 3.

V- v=0

d - L
pgp =Pl =B(T =T)|g = Vp+ pV?5 — 200 x T — pQ x @ x 7
T _ yver
Peoar =

Se definen los siguientes parametros adimensionales:

v = —v; T, = —
L7 d
v T-T,
th=—t T = =
d? AT

donde d es la diferencia de radios en el espacio anular con fluido d = r, — r;. Al
diferenciar las variables dimensionales en términos de los parametros adimensionales:

Oov; = gavz* Ox; = dox;
d2
ot = 7875* oT = ATOT™

B.1 Ecuacion de continuidad

Al desarrollar la ecuacion de continuidad:

81}1 61}2 61)3 _

— 4= B.1
5‘x1 01'2 81'3 0 ( )
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sustituyendo los parametros adimensionales:

vovy vovs vovs

=0
d? 0z + d? Oz} + d? 0z}
ovy  Ovs  Ov; 0
Oxy  Oxb  Ox}
Vvt =0 (B.2)

B.2 Ecuacion de cantidad de movimiento

Al escribir la ecuacion de cantidad de movimiento en sus tres direcciones se tiene:

-

7:12
oy ovy vy ovy 1 ap
) =g, — B(T — T _Z

ot o o0x1 + v 0xo tus Oxs g1 =B ( )91 p 0T

n 82’01 i 821}1 i (92’1}1
v ox3  Ox3 0O
— 2 (CUQ’Ug — w3’02)

— (— (w% + wg) T1 + wiweTs + wlngg) (B.3)

12:
Ovg vy Ovs v 1 31?
) ) ) =gy — B(T — T _
ot —H)l@xl +v28x2+v38x3 92 = B ( ) 92 pOxo
821}2 82’02 821}2
+V<8x% + x3 + Oz
— 2 ((.L)3U1 — wlvg)
— (wlngl — (w% + wg) To + LOQW3.Z'3) (B.4)
;31

81}3 8’03 8113 81)3 1 ap

) il ] 22— gs — BT — Ty _ -7
8t+vlax1+v28x2+v38x3 95 =B ( ) 93 pOxy

821}3 I 82’03 i 821}3
v oz? = Ox3 Oz

-2 (w1v2 — wgvl)

— (wlngl + Wows Ty — (w% + w%) xg) (B.5)
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Sustituyendo los parametros adimensionales: 21 :

v? [ Ovy N L O0vf N L Ovf N L 0vf B BATg,T" 1 dp
FEA T ox} b2 oxs vs ors | o 9 dp oz
N v? (0%} N 0?vt n 0?v;
d® \ 0x3?  Ox3%  Ox3?

21/ * *

- (wovi — w3v3)

—d (— (wg + w%) x] +wiwars + wlw;;:rg)

g

2.
v? [ v ov; ovs ov; 1 Op
3\ ot* o oy T oxs T oz} 92 = PAT g2 dpox}
N v? [ 02%v} N 0?v} N 0?v}
dd\ Ox3?  Ox3?  Oxi?
2v " N
- (w3v] —wrv3)

— d (wywez] — (wf + wj) % + waws )
3.

v? [ ovs ov; ov; ovs 1 op
&\ o T ozt o or} T oz} 93 = PATgs dp Ox}

N v? 32v§ 82v§ 82v§
d?\ 0z3?  0x3%  Ox%?

2v
* *
- (w1v5 — wavy)
2 2
— d (ww3z] + wowsrs — (Wi + w3) x3)
V2 N
Dividiendo entre —; en cada una de las direcciones: 27:

a3
ovy L ovy oy Lovf &P d*BATg,, ., d*> Op
T TV T V255 T U3 =201 — T — *
ot* oz} oxs oz} v? v? pv? 0xy

0?vy 0% 0%}
Ox3?  Oxy?  Oxi?
2
2d . .
- 7(W2U3 — w3v;)

d4
- (— (wg + w%) x] + wiwarsy + wlwg;g;)
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e

ia:
ovs | w0 LOv3 L 0vs & dBATg .,  d° Op
ot~ toxr T Poxs | P Ox 22 v? pv2 oxs
0?vy 0%y 0%
oxy?  Oxy?  Oxy?
o
- (w3v] — wrv3)
d4
- (wiwez} — (W] + w3) 25 + wowsw})
i3:
ovs L V3 +U*3v§ U*ﬁvg‘ _ di)’g 3 d*BATgs . 3 d?> Op
ot~ Loxy " owy Coxy v’ v? pv2 0z}

O%vy 9%y 0%
oxy?  Oxy?  Oxy?
2d?
* *
- (w1v3 — wavy)

d4
- = (wiwsa} + wowsal — (wi + w3) z3)

También se puede definir la gravedad adimensional si se divide entre la gravedad
en coordenadas esféricas evaluada en el radio mas externo del sistema; esto es g =
—%——, que al sustituir en las tres direcciones: ;:

9s(re)=5#
Ovi v} Ovi +v*% vy i _ dga(re) _ d°BATgs(re) ., _ ﬁﬁ
ot* 1 6%‘? 2 ax; 3 8$§ - 2 91 2 g1 py2 8mT
8%{ 821)f 82711‘
Oz3?  Oxy?  Ozi?
242
- (wov3 — w3vy)
d4
T2 (* (""S + w%) x] + wiwexs + wlngg)
;2:
ovs vy dvy Ovy d3gs(re)g* B d35ATg5(re)g*T* & op

x X
o ox3 b2 ox3 vs oxy w2 2 V2 2 pv2 O
0?vy  0%vy 0%}
dzy?  Oxy?  Oxi?
2
_ 24 (wav] —wyv3)
v

d4
- (wiwsz} — (W] + w}) 25 + wows )
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;31
ovy Ovs

arr ot Y

— 2 b g -
20xh " P Ox vz 7P v? 3 pv? 0z}
2, % 2, ,% 2, %
0%vy  0%v;  0%v3
oz3?  Oxs?  Oxi?

oy d3gs(re) . d*BATgs(r.) cop d> Op
= g —_

2d2W1 % 2d2CU2 %
- U2 U1
14 14
——
VTa
d4

- (wlw;gx*{ + wowsxh — (w% + w%) x;)

Como en el sistema de este trabajo el vector de rotacion €2 so6lo tiene la componente
ws diferente de cero, se pueden simplificar las ecuaciones: 21 :

i Lou ol 0v dalr) | EATe) . & 0p
ot~ toxr " 2oy P o 2 N 2 g1 o2 0
Ga Gr
0?vy 0% 0%}
oxy?  Oxy?  Oxi?
2d2w3
+ v

VTa

*

Vg

-

2.

O 00 0 0 Bl PTG L P O

ot~ " toxr T Poxy P Ox vz 72 v? 2 pv2 0z}
O?vy 0% 0%}

*2 *2 *2
Oxi*  Ox%® Ox}

2d2LL)3 %
_ v}
d4w§
+ 2 x5
;35
ov3 *8v§+ , ovs oy d3gs(re) . d3BATgs(r.) . d> Op
v _ _

*
25« T U3 = 5 93 5 g3l — —5—
oxs Ox} v v pv? 0x}
0?vy 0%y 0%}
*2 *2 *2
Oxy*  Ox3?  Oxj

FERIRE T
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De la direccion {1 se pueden observar tres nimeros adimensionales; el numero de
Galileo Ga, el nimero de Grashof Gr y el nimero de Taylor T'a. Una tltima simplifi-
cacion se realiza en las direcciones fl e ;2, al tomar en cuenta los términos de la fuerza
, ) 9 0 [wix? 9 0 [wix?
centrifuga como un gradiente w5z = PN 5 Yy w3xy = s 5
tivamente. De este modo y con ayuda del producto punto se introducen los términos

7P WiFF
de la fuerza centrifuga al gradiente de presion VP = Vp — V=222 =V (p - =5 )

respec-

donde 7 es el vector de posicion: 21:

v ovy ovy ovy  d3gs(re) . dPBATgs(re)

ot vTTmf 95873,5 v§8x§: 2 g1 — ) g T"
d> 0 WIT T
)
oP
ox3

0%vy 0%} 0%}
*2 *2 *2
Oxi*  Ox%®  Ox}

2
2d w3
Vg

ov L ovs , v Loy dgs(re) ,  dPBATgs(re) .
o oz} vz oxs “s Oz} T 2T v? 9T
> 0 WIT T
)
oP
%

0%vy  0%vi 0%}
*2 *2 *2
Oxy*  Ozk?  Ox}

2
2d w3
— V]

v
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irg

3.
ovy Ovj L, 0vs o ovy  d3gs(re) . dPBATgs(re) ,, .,
S TV TV 103 = 593 — 3 93T
ot* oxy ox} oxs v v
> 9 W3T T
pv? Oz} b 2
oP
ox}
0%vy  0%vy 0%}
0z Oxy?  Oxi?
Si deﬁnimos una presion y una velocidad angular adimensional como P* = ‘/’jf;
y Q= respectlvamente la ecuacion de cantidad de movimiento se escribe de la
siguiente forma
do™ =2 =2 % * % *2 % 3% %
T Gag* + Grg*T* — V*P* + V*¢™* — 2Q* x v* (B.6)

El término que acompatfia al nimero de Galileo se puede eliminar si consideramos a
la presion como la suma de la presion dinamica mas la estatica P = P;+ P, y utilizando
el caso en el que no hay movimiento obtenemos Gag* — V* P} = 0 que al sustituir en
la ecuacion anterior resulta en:

dv* - 9 - -
i +Grg*T* — V*P] + V™5™ — 20* x v* (B.7)
B.3 Ecuacion de la energia
Al desarrollar la ecuacion de la energia:
8T+ 8T+ 8T+ oT 62T+82T+82T B
ot " Voxy " Pox, | Pows  C\ 022 913 " 042 ®B3)

sustituyendo los parametros adimensionales:

o "oz T2 00 T B o

VAT <8T* Lor+ L aT* *8T*>_
iz -

& \ 0w " oaz VT aup
(B.9)

aAT <62T* 92T 82T*>
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vAT

dividiendo entre “Z;

oT* oT* OT* 0T
+vi o+ Vs +U =

ot* L oxr oxy P oxy

resulta el numero de Prandtl en el lado derecho:

a [ 0*T* N o*T* N 0*T* B.10
A (B.10)
en su forma compacta se escribe:
dr 1.
= VT (B.11)

dt* = Pr



Apéndice C

Transformacion del vector
gravedad a coordenadas
cartesianas.

En este capitulo se transforma a coordenadas cartesianas la fuerza de gravedad para del
sistema esférico (r distancia radial, § angulo polar y ¢ angulo azimutal) g5, mediante
la matriz de transformacién M, a su equivalente en un sistema cartesiano g, Dumas
(1991).

ge = Mgs (C.1)
sinfcos¢p cosfcos¢p —sing|[—f.] [—sinfcoseof,
ge =|sinfsing cosfsin¢ cos 0 |=|—sinfsin¢f,
cos @ sin 6 0 0 —cosff,

Al relacionar las funciones trigonométricas con las coordenadas cartesianas g, re-
sulta de la siguiente forma:

ge = _—fT (21,22, 23)
c /—x% + x% + x% 9 I

En este trabajo se toman en cuenta que la componente f,. varia seglin el radio por
lo que se puede escribir como:

(C.2)

n
—Cyr

—_— (z1,22,23) (C.3)
(22 + 23 + 22)>

ge =

n+1

D yn esunniamero entero.

Donde C,, es una constate gravitacional con unidades

S
i 1 . L
Si tomamos en cuenta que (1, Z2,23)2 es la magnitud del vector de posicion 7, se
puede escribir de forma compacta:
- n—1
ge = —Cyr" " (21, 22, T3) (C4

77



78APENDICE C. TRANSFORMACION DEL VECTOR GRAVEDAD A COORDENADAS CARTESIANAS.



Apéndice D
Calculo del numero de Nusselt.

En este capitulo se calcula el nimero de Nusselt para el caso de conduccion de calor
en un anulo esférico. En la definicion del nimero de Nusselt Nu = hTL se encuentra
el coeficiente de conveccion al igualar el flujo de calor convectivo con el flujo de calor

por conduccidn, esto es:

oT

—k—= = hAT (D.1)
or
oT 1
h=—ko AT (D2)

Con la distribucion de temperatura Trp calculada en el apéndice A se calcula la

derivada respecto al radio:
BT TO(TO — Ti)’l"i
9L _ D.3
or (ro —mi)r? (D-3)

Ahora se sustituye el coeficiente de conveccion en la definicion de nimero de Nus-
selt:
-k o To - E iL
N = —Frol )r
kE(ro —ri)r2AT

(D.4)

Si se considera a L como la diferencia entre el radio externo y el interno L = (r, —
r;) y a AT como la diferencia entre la temperatura interna y externa AT = (T; — T, ):

—1o(To — T;)ri (ro—T7)

Nu = D.
Y T )2 (T — T) (D:3)
_ To (/—Z—”L — To)ri
ey >
Nu =12 (D.7)
T
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Ahora se evalua el nimero de Nusselt interno Nu; = Nu(r;) y externo Nu, =
Nu(r,) y se toma en cuenta la definicidn de relaciéon de aspecto n = ;—; y por con-
vencion multiplicamos por el inverso para asegurar que en conduccion el nimero de
Nusselt es igual a la unidad.

° 1
Nu; = To _ -n=1 (D.8)
T n
i 1
Nu, =2 —p= =1 (D.9)
To n

Para los casos convectivos el Nusselt se calcula de la siguiente manera:

dr

Nu; = N

(D.10)

Nu, = 29T (D.11)
n dr



Bibliografia

Aurnou, J. M. and Olson, P. L. (2001). Strong zonal winds from thermal convection in
a rotating spherical shell. Geophysical Research Letters, 28(13):2557-2559.

Avila, R., Cabello-Gonzalez, A., and Ramos, E. (2013). A linear stability analysis of
thermal convection in spherical shells with variable radial gravity based on the tau-
chebyshev method. International Journal of Heat and Fluid Flow, 44(0):495 — 508.

Bercovici, D., Schubert, G., Glatzmaier, G. A., and Zebib, A. (1989). Three-
dimensional thermal convection in a spherical shell. Journal of Fluid Mechanics,
206:75 — 104.

Bullard, E. (1948). The secular change in the earth’s magnetic field. Geophysical
Supplements to the Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 5(7):248—
257.

Chandrasekhar, S. (1961). Hydrodynamic and Hidromagnetic Stability. Numerical
mathematics and scientific computation. Dover Publications.

Deschamps, F., Tackley, P. J., and Nakagawa, T. (2010). Temperature and heat flux sca-
lings for isoviscous thermal convection in spherical geometry. Geophysical Journal
International, 182(1):137-154.

Deschamps, F., Yao, C., Tackley, P. J., and Sanchez-Valle, C. (2012). High rayleigh
number thermal convection in volumetrically heated spherical shells. Journal of
Geophysical Research: Planets, 117(E9).

Dumas, G. (1991). Study of spherical Couette flow via 3-D spectral simulations. large
and narrow gap glows. PhD thesis, California Institute of Technology.

Evonuk, M. and Glatzmaier, G. A. (2006). A 2d study of the effects of the size of a
solid core on the equatorial flow in giant planets. Icarus, 181(2):458 — 464.

Feudel, F., Bergemann, K., Tuckerman, L. S., Egbers, C., Futterer, B., Gellert, M., and
Hollerbach, R. (2011). Convection patterns in a spherical fluid shell. Phys. Rev. E,
83:046304.

Futterer, B., Gellert, M., von Larcher, T., and Egbers, C. (2008). Thermal convection in
rotating spherical shells: An experimental and numerical approach within geoflow.
Acta Astronautica, 62(4-5):300 — 307.

81



82 BIBLIOGRAFIA

Gulberg, Y. and Feldman, Y. (2015). On laminar natural convection inside multi-layered
spherical shells. International Journal of Heat and Mass Transfer, 91:908 — 921.

Hahn, D. and Ozisik, N. (2012). Heat Conduction. Wiley.

Hart, J. E., Glatzmaier, G. A., and Toomre, J. (1986). Space-laboratory and numeri-
cal simulations of thermal convection in a rotating hemispherical shell with radial
gravity. Journal of Fluid Mechanics, 173:519-544.

Heimpel, M., Aurnou, J., Al-Shamali, F., and Perez, N. G. (2005). A numerical study
of dynamo action as a function of spherical shell geometry. Earth and Planetary
Science Letters, 236(1-2):542 — 557.

Hernlund, J. and Tackley, P. (2003). Three-dimensional spherical shell convection at
infinite prandtl number using the cubed sphere method. pages 931 — 933.

Hills (1947). The formation of the continents by convection. Arnold London.

Jacobs, J. A. (1956). The Earth’s Interior, pages 364—406. Springer Berlin Heidelberg,
Berlin, Heidelberg.

Jordan, T. H. (1979). Structural geology of the earth’s interior. Proceedings of the
National Academy of Sciences of the United States of America, 79:4192-200.

Julien, K., Legg, S., McWilliams, J., and Werne, J. (1996). Hard turbulence in rotating
rayleigh-bénard convection. Phys. Rev. E, 53:R5557-R5560.

Kameyama, M., Kageyama, A., and Sato, T. (2008). Multigrid-based simulation code
for mantle convection in spherical shell using yin—yang grid. Physics of the Earth
and Planetary Interiors, 171(1):19 — 32.

Karniadakis, G. and Sherwin, S. (1999). Spectral/hp Element Methods for CFD. Nu-
merical mathematics and scientific computation. Oxford University Press.

Lister, J. (2008). Earth science: Structuring the inner core. Nature, 454(7205):701 —
702.

Meinesz, V. (1948). Gravity Expeditions at Sea Vol. 4. Delftsche Uitgevers Maats-
chappis.

Moghadam, A. J. and Rahimi, A. B. (2008). A numerical study of flow and heat transfer
between two rotating spheres with time-dependent angular velocities. Journal of
Heat Transfer, 130(7):071703-071703.

Nair, R. D., Thomas, S. J., and Loft, R. D. (2005). A discontinuous galerkin transport
scheme on the cubed sphere. Monthly Weather Review, 133:814 — 828.

Prey (1922). Darstellung der Hohen-und Tiefenverhdltnisse der Erde durch eine Ent-
wicklung nach Kugelfunkionen bis zur 16. Ordnung. Abh. Kgl. Ges. Wiss Gottingen.



BIBLIOGRAFIA 83

Ronchi, C., Tacono, R., and Paolucci, P. (1996). The cubed sphere: A new method
for the solution of partial differential equations in spherical geometry. Journal of
Computational Physics, 124(1):93 — 114.

Scanlan, J., Bishop, E., and Powe, R. (1970). Natural convection heat transfer between
concentric spheres. International Journal of Heat and Mass Transfer, 13(12):1857
- 1872.

Simitev and Busse (2005). Prandtl number dependence of convection driven dynamos
in rotating spherical fluid shells. Journal of Fluid Mechanics, 532:365 — 388.

Stevenson, D. J. (1981). Models of the earth’s core. Science, 214(4521):611-619.
Tarbuck, E., Lutgens, F., and Tasa, D. (2010). Earth Science. Prentice Hall.

Thamire, C. and Wright, N. T. (1998). Multiple and unsteady solutions for buoyancy
driven flows in spherical annuli. International Journal of Heat and Mass Transfer,
41(24):4121 —4138.

Yadav, R., Gastine, T., Christensen, U., Duarte, L., and Reiners, A. (2015). Effect of
shear and magnetic field on the heat-transfer efficiency of convection in rotating
spherical shells. Geophysical Journal International, 204(2):1120.

Yoshida, M. and Kageyama, A. (2004). Application of the yin-yang grid to a thermal
convection of a boussinesq fluid with infinite prandtl number in a three-dimensional
spherical shell. Geophysical Research Letters, 31(12).



