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CAPITULO 6. FLUJO NO PERMANENTE EN RIQS
6.1 INTRODUCCION

El estudic del flujo no permanente en rios adquiere cada vez mas impor
tancia, tanto en problemas de prediccién (por ejJemplo, de dafios por
inundacicnes) como en el disefio de obras. Con los métodos que se descr}
ben en este capitulo se calcula la evolucibén del gasto y nivel del agua
en una seccién dada y a le largo de un rio o canal. Ademas, se obtiene
el tiempo de liegada del plco de una avenida, asi como el gasto y nivel
del agua correspondientes. Esta informacién es necesaria para diseflar
la altura de bordes, para planear medidas de emergencia y definir poli
ticas de control o regulacién. Los métodos agqul analizados se utilizan
también en el disefic de redes telemétricas para prediccién de avenidas
y de acciones de alarma, asi{ como para estudiar el efecto de medidas eg
tructurales o no estructurales, como rectificacién de trames, bordos,
etc.

Aunque el analisis del fluje no permanente es aparentemente complejo,
se trata aqui de presentarlec en forma sencilla, incluyendo s6lc los ag
pectos tedricos necesarios. A lo largo del texto se indican las referen

cias para que el lector inleresado pueda profundizar en el tema.
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En el subcap 6.2 se discuten las ecuaciones fundamentales que describen
el flujo no permanente en cauces y canales. Se comenta la valldez de
las formulaciones presentadas; se dan indicaclones para la selecclion de
las ecuaciones adecuadas segun el problema que se desea resciver. Se
ven también los requerimientos de datos iniclales y de condliclones de
fronteras, asi como la validez de las ecuaciones cuando hay discontlnui
dades en el flujo.

En el subcap 6.3 se describen los que aqui se definen como métodos hl
drolégicos, que se basan en verslones simplificadas de las ecuaciones
fundamentales. Estos métodos son s6lo utiles para transitar avenldas
cuando se dispone de poca informacién topografica del tramo en estudilo.
Los métodos mas generales para el transito de avenldas en rios se ven
en el subcap 6.4. Estos métodos requleren mas informacién topografica,
de rugosidad, etc, pero dan mejores resultados que los del subcap 6.3;
son ademds utliles para otros problemas de flujo no permanente como el
estudio de propagacién de ondas de marea, célculo de redes de canales
de riego, etc; ademas, dan informaclén de niveles y veloclidades a lo
large del cauce. En este subcapitulo se incluye el calculo del flulo en
llanuras de inundacién.

En el subcap 6.5 se describe un modelo para el calculo de la evoluclén
del fondo en cauces arenosos. Se da una versidén sencilla del algoritmo,
util para prediccidn de procesos de erosién y sedimentacidn en el largo
plazo.

El capitule incluye ejemplos detallados de los principales métodos des
critos a lo largo del texto. Ei estudio del flujo no permanente ha avan
zado a grandes pasos principalmente en la ultima década gracias al desa
rrollec de la ceomputacién. Incluso se ha dado lugar a lo que ahora se
llama Hidraulica Computacional. Por ello, se incluyen programas de cém
puto en apéndices al final del capitulo, cada uno documentade y con su
manual de usuario. los programas se han heche usande programaclén eg
tructurada, en lenguaje FORTRAN 77 y en versién para PC compatible. Es

tos programas estédn basados en los desarrollos de los subcap 6.2 a 6.4.
6.2 ECUACIONES FUNDAMENTALES

6.2.1 Hipdtesis basicas

El flujo en rios es un fenomeno complejo que es necesario describir de

alguna forma para poder resolver problemas de Ingenieria. Esta descrip
cién se hace con las llamadas ecuaciones fundamentales. De estas ecua
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clones existen distintas verslones, cada una de las cuales consldera

con mayor o menor precislén al fenémeno fislco que se qulere represen

tar. Por tanto, al usar un grupo de ecuaciones se debe conocer cuales

son sus limitacicnes y qué tan bien modelan el fendmeno.

Las ecuaciones mas generales de la mecinica de fluidos son las llamadas

ecuaciones de Navier-Stokes; pero debldo a su complejidad s6lo tlenen

solucién para unos cuantos casos. Sin embargo, pueden establecerse ecua

ciones que describan al flujo no permanente en cauces con una aproxl

macién suficiente. Estas ecuaciones son un modelo simplificado de la

realidad pero incluyen los efectos mas importantes del flujo desde el

punto de vista de la Ingenieria.

Las hipétesis que permiten describir el escurrimiento en cauces y cana

les, con una aproximacién aceptable desde el punto de vista ingenler!l,

son las liamadas hipédtesis de Saint-Venant:

a) el fluajo es unidimensional por lo que la velocldad es uniforme en la
secclién trasversal; ademas, el nivel del agua en direcciédn normal
al flujo 'es horlizontal ,

b) la curvatura de las lineas de corriente y las aceleraciones vertica
les son pequefias; la distribucién de preslones es hldrostatica

c) las leyes de fricclén y turbulencia usadas para flujo uniforme perma-

nente son validas para el flujo no permanente -
d) la pendlente del fondo del cauce o canal es pequefia
e) la densidad del agua es constante
La seccién del cauce es de forma arbitrarla y puede varlar a lo largo
del mismo, slempre y cuando dicha varlaclén no cause curvatura fuerte
en las lineas de corriente.
El flujo no permarente en cauces y canales se describe con dos varla
bles dependientes, como el tlrante y el gasto, a lo largo del rio; es
tas dos variables dependientes son, por tanto, funcién de las varlables
Independientes espaclo, x, y tlempo, t. .
Aungue en hidréaulica se dispone de tres ecuaciones fundamentales (cont}
nuidad, energia y cantidad de movimiento), dado que son suficientes dos
variables para describir el flujo no permanente, sélo se requieren dos
ecuaciones fundamentales. Puede demostrarse (ver por ejemplo, Abbott
{1978)) que cuando las variables que describen el flujo son discont}
nuas (come en el salto hldrdulico, en ondas generadas por compuertas o
en frentes de cndas), los resultados que se obtlenen si se usa una for
mulacién basada en el par de ecuaciones continuidad-cantidad de movi
miento, o en el par continuldad-energia son diferentes, y que sélamente

es correcto el obtenido si se emplea la ecuacién de cantidad de mov)
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mientoc. Sin embargo, cuando las variables son continuas cualquiera de
las dos representaciones puede usarse puesto que son equivalentes., La
seleccién de la formulacién adecuada es muy importante pues en ella se
basa el desarrollo de los modelos matemdticos. En funcién de la formu
lacién escogida es el tipo de problemas que pueden o no resolverse. Un
tratamiento completo de este tema sale del objetivo del Manual pero pue
de verse en Abbott(1979) y Aparicio(1985). Por ser més general se utili
zan aqui las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimlento.

En el Apéndice 1 se presenta la deduccién de las distintas versiones de
las ecuaciones fundamentales. A continuacién se resumen dichas ecuaclgo

nes, ¥y se comenta la aplicabilidad de cada versién.
6.2.2 Resumen de las ecuaciones fundamentales

Versién integral conservativa

Ecuacién de continuidad

x 2 L2
J [{A)tz' (A)Llldx + [ [(Q)xz— (Q)xlldt =0 (6.2.1)

x1 t1

fCcuacidn de conservacién de cantidad de movimiento

® 2 L2
- < _ 2
J (QLZ— Qti)dh = J [(Q /A)x1 (Q /A)ledt
x 1 t1l
L2 L2 x 2
+ gJ 1) - (1) JJdt + gI J ladxdt
ti t1 x1
v 2 x2
* BJ J A(S0 - Sr)dxdt {(6.2.2)

Ll x1
En las ecs 6.2.1 y 6.2.2

A area hidraulica

U velocidad media en la seccién trasversal
Q=AU gasto o caudal

S = -82/8x = sen a ¥ tan a, pendiente del fondo
pendienle de friccién

aceleracién de la gravedad

X1 indica la secciédn a una distancia x1
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t1 indica el tiempo t1
I+ e I2 se definen con las siguientes integrales

(x)
Iy = Jh[h(x)-n]c(x.n)dn
o

{x)
Iz = Jh{h(x)— n][ gi ] dn
ho

o]

donde (ver las figuras del Anexo 1)

h tirante

n altura desde el fondo del canal

o ancho del canal a la altura 7

B ancho de la superflcie libre del agua

Versién diferencial (divergente)

Ecuacién de continuidad

oA _ 8Q
at ax

Fcuacién de cantidad de movimlento

aqQ ;8

atr  dx |A

Yersion diferencial de la ecuacién dinamica

QJl QD
O
+
0J| =5}

x
F a—1
o

2] ah

‘Ecuacliones simplificadas

Ecuacién de convecclén-difusioén

8q , {& c&] 30 _ K2 5%Q
at BKr dh ax 28[ | 6x2

92
[— + gI:] = gA(So - Sr) + gl2

+ gA 5o+ gA(S. - S )

(6.2.3).

(6.2.4)

(6.2.5)

(6.2.8)

(6.2.7)

(6.2.8)

donde Kr es el factor de conduccién definido segun la férmula de resis

tencia al flujo que se emplea; en general estas ecuaclones pueden ex

presarse como



?

Q-‘-Kr ( Sr)a (6.2.9)

donde @ es un exponente. Si se usa la férmula de Manning, a = 1/2

Ecuacidon de la onda cinematica

aqQ dQ aQ _
3t * [a.x]xo I - 0 {6.2.10)

donde {dQ/dA)xXo es la celeridad de onda en la seccion xo

Métodos de almacenamiento

Ecuacién de almacenamiento
=Qi _QS (6.2_11)

donde
S volumen almacenado

Qi, Qs gasto de entrada y salida al tramo, respectivamente

tcuacidn de Muskingum

S =K [ Qi + (1-£)Qs ) {(6.2.12)

donde
K parametiro de almacenamiento

£ factor de peso

La version integral de las ecuaciones fundamentales, ecs 6 2.1 y 6.2.2,
es la mas general posible. Estas ecuaciones son validas para cualquier
volumen de controi en el plano (x,t) y las variables pueden ser contji
nuas o discontinuas. Al calcular las integrales se garantiza que se
conserve el volumen de liquido y la cantidad de movimiento, esto es,
no hay pérdidas de estas propiedades ni a lo large del canal ni en él
tiempo. Por ello, estas ecuaciones, son validas para cualquier problema
de flujo no permanente a superficie libtre.

51 las variables son continuas y derivables puede usarse la version
diferencial divergente dada por las ecs 6.2.5 y 6.2.5. Si la ec 6 2.6
se jguala a cero se satisface que la divergencia de los vectores A y Q
sea nula y por definicion se conserva continuidad y cantidad de
movimiento. Por tanto, si se considera que el lado derecho de la ec

‘6.2 .68 es pequefio, las ecuaciones son en esencia conservativas, es
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decir, es la versién diferencial de las ecuacliones integrales, pero
aplicables Unicamente cuande las varliables son continuas,

En sentido estricto, al usar la ecuacidn de continuidad y la ecuacidn
dinamica, ecs 6.2.5 v 6.2.7, ya no se conserva la cantidad de movimlen
to puesto que se han cancelado algunos términos de la ec 6.2.6 y ademas
¥a no es posible obtener divergencia nula. Es mas, al combinar las ecs
6.2.5 y 6.2.7 se llega a una ecuacibén semejante a la de energlia y por
tanto la ecuacién dinamica no es aplicable cuando, ademas de discont}
nuidades (como el salto hidratlico), existan fuerzas gue no estan in
cluidas, como las causadas en escalones, cambios de secciéon, etc. De
cualquier manera, pueden resoclverse una gran cantidad de problemas con
esta versién, entre ellos el transito de avenidas.

Estas versiones forman un sistema diferencial hiperbélico y por tanto
requieren dos condiciones de frontera; en flujo subcritico, que es el

mas comun en cauces, se da una condicién de frontera aguas arriba y

otra aguas abajo. Se requieren ademas datos iniciales; ver subcap 6.2.3.

El método de conveccién-difusién, ec 6.2.8, es aplicable cuando los pri
meros dos términos de la ec B6.2.7 son pequefos comparados con los
otros; esto se da en general en cauces con pendiente relativamente
fuerte. Lla ecuacién 6.2.8 tiene dos partes, una en que la onda es
transportada (conveccion) y otra en que se atenua el pico (dispersién).
La ec 6.2.8 es aplicable unicamente para transito de avenidas y puede
incluirse el efecto de remansos. Esta ecuacién diferencial es de tipo
parab6lico, y requiere por tanto, dos condiciones de frontera, {una
aguas arriba y otra zguas abajo) e informacién de una variable como
datos iniclales.

La ecuacidén de la onda cinermdtica, ec 6.2.10, describe el meovimiento de
una onda que viaja hacla aguas akbajo, sin ser atenuada. Esto solo suce
de en tramos cortcs de cauces, donde ademas. de despreciarse los térmi
nos de inercla, la varlacion longitudinal del tirante es pequefa, lo
que sucede en general en cauces con pendiente relativamente fuerte. Se
requiere informacién de una variable en la frontera de aguas arriba y
Jo una variable a lo largo del cauce como datos iniciales.

El método de Muskingum (ecs 6.2.11 y 6.2.12) es un prccedimiento semi-
empirico, util dnicamente para transitar avenidas en tramos cortos,
donde no hay efectos de remansos, sean naturales o causades por la
cntrada de tributarios. En este método se requieren uUnicamente datos en
Vi Frontera de aguas arriba.

Comn se ha visto es posible hacer el célculo de flujo no permanente en

rivus con varios métecdes o grupos de ecuaciones. Hay problemas en que
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solamente es aplicable un método y otros en que es posible emplear
varios. Ademas, debe tenerse en cuenta que cada método tliene reque
rimientos de datos distintos. En la tabla 6.2.1 se resume, para cada
aproximacién, el método y ecuaclones resultantes. En la tabla 6.2.2 se
dan para cada método los requerimientos de datos para poder resolver

las ecuaciones respectivas.
TABLA 6.2.1 Versiones de las ecuaciones fundamentales

Formulacién Aproximacidén Ecuaclones

.2.2

(o }]

1) Versién integral de las ninguna 6.2.1 y

ecuaciones de Saint-Venat

2) Versioéon diferencial funciones contlnuas 6.2.5 y 6.2.6
divergente y derivables
2) Versién diferencial_ ecuacidédn dindmica 6.2.5y 6.2.7

no divergente

4} Conveccion-difusién se desprecian los 6.2.8
términos de inercia,
aU/8ty UB3 U/ x

S) Onda cinematica dh/8x es pegquefo 6.2.10
6) Método de remplaza la ecuacién dina 6.2.11 y B.2.12
almacenamliento mica por una relacién lineal

(Muskingum) para el almacenamiento

En el subcap 6.4 se discuten métodos para la solucién de las ecuaciones
gue se obtienen con las formulacicnes 1 a 2 de 1a tabla 6.2.1, y que
son los m&s generales; en el subcap 6.3 se ven los métodos adecuados
para resolver las ecuaciones de las formulaciones 4 a 6.

Para poder resclver las ecuaciones fundamentales’ (sean la versién inte
gral o diferencial) se requiere de datos iniclales y condiciones de
frontera. La definicion del tipo y nlUmero datos necesarios puede hacer

se con ayuda del método de las caracteristicas que se presenta
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brevemente a continuacién. La dliscusién se centra en la formulaclion 3
de la tabla 6.2.1; para las formulaclones 4 a B ver subcap 6.2.4.3.

TABLA 6.2.2 Requerimiento de datos para las formulaclicnes
de la tabla 6.2.1

Formulacién Datos necesarios

1 al 3 Geometria de secciones trasversales,
rugosidad, condicliones de frontera

aguas arriba y aguas aba jJo

"4al B Pendientes y topografia simplificada.
Avenldas previas aforadas

6.2.3 Método de las caracteristicas

En lo que sigue, se habla de propagacién de disturbles. Un disturblo es
cualquier alteracitn en el flujo, como la que causaria un aumento del
gasto, un movimiento de compuertas, etc; formalmente estos disturblos
son pequefios, por lo que, por ejemplo una onda de avenida puede conslide
rarse come la suma de muchos disturbios. Cualquier disturbio en un ca
nal con flujo subcritico se propaga (a lo largo del canal y en el tlem
po) hacia aguas arriba y hacia aguas abajo. Por ello, si se provoca un
disturtio en el punto Q de la fig 6.2.1a, este influye en la regién som
breada limitada por las dos curvas C+ y C-, que representan la trayecto
ria de los disturbios; es decir, un observador en la zona sombreada ve
ria pasar la alteracién en el flujo mientras que otro fuera de ella no
la percibiria. De manera semejante, puede definirse la regién en la
cual, de haber disturbios, se afectaria un punto P; dicho de otra mane
ra, cualquier disturbio fuera de la regién sombreada en la fig 6.2.1b
no tendrd influencia en el punto P. Las lineas que forman las fronteras
de las regiones de influencia o de dependencia de las figuras son llama
das curvas caracteristicas.

La velocidad con que se propagan discontinuidades en la pendiente de la
superficlie libre del agua o en el gradiente de la velocidad es la cele
ridad de ondas en aguas bajas

172
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A.1 OBTENCION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES

Para obtener las ecuacliones fundamentales, se Loman en cuenta las llama
das hipbdtesis de Salnt-Venant dadas en el subcap 6.2.1. La deducclién se
presenta empezande con la forma mis general de las ecuacicpes. Una dis
cuslén mas cxtensa puede verse en Liggett (1975), Cunge et al (13980) y
Apariclio(1385).

A.1.1 Forma integral

Se considera el volumen de contrel en el plano (x,t) definido entre las
seccliones x=x1 y X=x2; se conocen los valores en el tiempo t=ti, y se

desea calcular en e}l tlempo t=tz, fig A.1.1,

hixz)

Fig A.1.1 Volumen de control (corte longitudinal)

El principlo de conservacién de la masa, aplicado al volumen de contral
de la flgura establece que el flujo neto de masa hacla el volumen de
control es igual al camblo de almacenamiento en el mismo entre los tlem
pos t1 y tz2. La entrada neta de masa por los flujos hacia el volumen de
control es
t2 .

J [[pUAl“- (pUa), ,Jdt

t1
donde

P densidad del agua

<

velocidad media en la seccién
A area de la secclén trasversal
X1 indlca la secclédn a una distancla xi
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(pUA)xl es el flujo de masa por la seccién x1 en la unidad de tiempo.
El cambio de almacenamiento de la masa de liquide dentro del volumen de

control entre los tiempos t1 y tz es

2
Jx[(pA)tz— (pA)tlldx

x1

La relacién integral que define la conservacién de masa (ecuacién de

continuidad), si se considera que la denslidad es constante, resulta pdr

tanto
2 t2
[XI(A}LE* (A)tlldx + J [{Q)xz— (Q)x1]dt =0 (A.1.1).
x1 t1

donde Q=AU es el gasto.

El principio de conservacién de la cantidad de movimiento aplicado al
volumen de control de la fig A.1.1 establece gque el cambio de cantidad
de movimiento dentro del volumen, entre los tiempos ti y t2 es igual a
la suma de la cantldad de movimiento neta que entra al volumen con el
fiujo, mas-la integral de las fuerzas externas que actdan scbre ¢l. La
cantidad de movimlento se define como el producto de la masa por la ve-
locidad; la cantidad de movimiento que entra con el flujo serd entonces
pUA U = pUzA. La cantidad de movimiento neta que entra al volumen de

control entre los tiempos t1 y tz es por tanto

t2
[ [(pUZA)x

t1

. (pUZA}ledt (A.1.2)

la cantidad de movimliento contenlda en el volumen de control de la flg
A.1.1 en cualquier instante t es j:f {pUA] dx y el cambic de dicha can-
tidad de movimliento dentro del volumen de control, entre los tiempos ti

a {2 sera
X2

AM = J [(pUA)L2~ (pUA}tl}dx (A.1.3)
x1

Las fuerzas externas que actian sobre el volumen de control en la direg
clon X son las de presién, gravedad y resistencia al flujo.

Presién. Es la resultante de las fuerzas aplicadas en las fronteras x =
X1 ¥ X = xz del volumen de control de la fig A.1.1. Aceptando la hipoéte
sis de distribucién hidrostatica de presiones en la vertical, la fuerza

de presién que actUa en cualquier seccién x del volumen de control es
(ver fig A.1.2)

102



B8 .
o{x,n) ]

— ,
s | . g
b ' = ) i

ll ) h-")
h T T T T T T I T T T T T T oA . 1

H Foab

dmg 7
ZL

.

[—

Fig A.1.2 Seccion trasversal

(x)
Px = grplh(x} - nle(x, nidn
0

donde n es una altura cualquiera desde el fondo del canal y o es el
ancho del canal a la altura m. El impulso debido a la fuerza de presién
gue actua en la direcciédn x es la Integral en el tiempo de la resultan
te de las fuerzas en las seccicnes X1 y x2, =sto es
t2 t2
J (P_,- sz)dt = ng [(I1)x1— (Il]ledt (A.1.4)
t1 t1

donde [1 se define con la siguiente integral
hix)
In = J [hix)=-nlel(x, nldn (A.1.5)
0
Cuando el canal no es prismatico, existe una fuerza adicional de pre

sion debida al cambio de geometria del canal, Vx (fig A.1.3), dada por

x2 . hix)

Vx = ng I [hix)- n][é%—i—’-n—)—] dndx
ho

x1 Q

El término (8o/6x}dndx es el incremento del 4area hidraulica A a una al-
tura ho medida desde el fondo del canal, en una longitud infinitesimal
dx en la direccién x, dA=dedn = (80/8x)dxdwn, y [h(x)- 7] es la distan
cla vertical de la superficle iibre al ceniroide del elemento de area

ogd7n. Por tanto la fuerza que actia en el volumen de control debido al
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camblo dec geomctria de la secclién, entre los tiempos ti1 a t2 es

t2 2 tx) t2 2
J rvxdxdt - pg f r[h(x) -a) a"é" ’7)] dndxdt = pg J J) I2 dxdt
t1)x1 % ho t1 Jxl (a 1.8)

donde I2 se define con la integral siguiente

[x} B )
Iz = r[h(x)— n}[—g%-] dn (A.1.7)

0

ho

do/2

PLANTA
para un daodo

do/2

Fig A.1.3 Fuerza por cambio de ancho

Se hace notar que para un canal prismitico, sea cual sea la forma de su
seccién transversal, o(x,ho)=cte, y por tanto 12=0. Debe tenerse en
cuenta que J&o/8x debe ser pequefio, (es decir, el cambio de ancho
suficientemente gradual} para que la curvatura de las lineas de
corriente se pueda considerar despreciable, y no se violen las hipé
tesis de Saint-Venant. En general la fuerza dada por la ec A.1.6 es pe
quehia comparada con la de la preslén hidrostatica dada por la ec A.1.4.
Gravedad. La fuerza debida a la gravedad es el componente del peso del
agua, contenida en el voluren de control! de la fig A.1.1, en la direc
cion del eje dei canal; en cualqulier instante se calcula como
x2
Fg = ng S Adx (A.1.8)

) x1

donde So= -802/8x = sena £ tana, pendiente del fondo.

Resistencia al flujo. Esta fuerza, comunmente conocida como friccién,

sc aplieca al volumen de controi considerando los esfuerzos cortantes en
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el fondo y las margenes del canal; se acostumbra expresarla de modo
similar a la ec A.1.8, mediante una pendiente de friccién, S , equiva
lente a la pendiente de la linea de energia necesaria para vencer la
resistencta al flujo producida per la rugosidad del fondo y las mar
genes. Asi, la fuerza debida a la resistencta al flujo o friccién que
actGa sobre el volumen de control es Fr = pg jjf[SrA]dx. Come Fq y Fr
actian en direcclones opuestas, la combinacién de ambas en el intervale

de ti a tz2, expresada en la direcclén x, es

t2 t2 2
J {Fg — Frldt = ng rA(S0 — Sr)dxdt {A.1.9)

L1 L1 x1

Tomando en cuenta las ecs A.1.2 a A.1.4, A.1.6 y A.1.9 al aplicar el
principlo de conservaci6én de la cantidad de movimlento enunciado arriba
resulta, para densidad constante
x2 t2
- 2 _ 2
IXI(Qtz— Qtl)dx = Jtl[(U A)xl (U A)ledt +

te Ltz x2

g J [(Illxl— (Il)ledt + g [ I I2 dx dt +
t1 t1 Jx1
t2 x2
g J J A(So - Sr)dx dt {A.1.10)
tl1 x1

que es la ecuacidn de conservacion de la cantidad de movimiento en for
ma integral para canales de cualquier secclén trasversal.

Las ecs A.1.1 y A.1.10 describen el flujo transitorio a superficie 1}
bre. No¢ se requiere que ninguna variable sea continua ni derivable, y
tampoco se ha impuesto que los intervales (xi1,x2) y (ti1,t2) sean Infi-
nitamente pequefios. Las ecuaciones son, por tanto, rigurosamente
validas para cualquier volumen de control en el plano (x,t) y para
fenbmenos en los cuales puedan presentarse discontinuidades en las

variables.

A.1.2 Forma diferencial

A.1.2.1 Versién conservativa

Si se acepta gue las variables dependientes de las ecs A. 1.1 y A.1.10

son continuas y derivables se puede escribir, por expansién en series

de Taylor
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(2, ) 2
- 3A a%a| at
(M) = (A} + [ﬂ] e
' [ 2 ] 2
_ aQ a°Q] Ax
(Q)xz' (Q)ﬂ+ [ﬁ] Ax + P 5T *
L J

De la primera de éstas expresiones

: ¢ 3A 327 at?
J)[(A)LZ-KA)tI]dx=JJ{EWAt+ _E]?‘ + ...}dx
x1 X1 at

si se hace que At tilenda a cero y se integra en el tiempo se obtiene

2 .te
JA
x1 t1i

puesto que los términos de orden dos en adelante son pequefios compara
dos con dA/3t. De manera semejante, a partir de la expansidén en serie
de (Q)xz

L2 t2 x2

_ aQ
J [(Q)xz“ (Q)x1]dt = j J' é; dx dt
t1 t1 x1

Por lo que la ec A.1.1 queda

x2 .t2

[ J [%*S—,Qg]dt dx = 0 ' (A.1.11)

x1 tl

Haciendo sustituciones similares para los términos que aparecen en la

ecuacién de conservaciédn de la cantidad de movimiento A.1.10 se obtiene
x2 t2 5 x2 t2
3Q (U a) _ I _ _ _
J J ng + -—5;——]dt dx = -g [ [ [5;‘ I2 A(S0 Sr)] dt dx
xt Jti x1 Jti
(A.1.12)

Para que las integrales A.1.11 y A.1.12 sean validas en todo el planco
(x,t), los integrandes deben ser nulos. De la ec A.1.11 se obtiene la

version diferencial de la ecuacion de continuidad

aA . 8Q _
5t A S 0 (A.1.13)

Haciendo U=Q/A en la ec A.1.12 y ordenando

Q.QM?..[Q
gt ax | A

2
¢ g“] = gAlS, - S ;) + gl2 (A.1.14)
La ec A.1.14 establece, en forma diferencial, el principio de conserva
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cién de la cantidad de movimliento. La unica condici6n impuesta es que
las variables séan continuas y tengan derivadas contlnuas.

Las ecuaciones diferenciales de continuidad y cantidad de movimiento,
ecs A.1.13 y A.1.14 estan escritas en la llamada forma divergente de
las ecuacliones diferenciales parclales. Si ambas ecuaciones estan igua
ladas a cero, se cumple que la derivada total {estos es, la derivada en
el tlempo mas la dlvergencia) de las funciones vectoriales de masa y
cantidad de movimiento es nula en un contorno cerrado en el plano
(x,t); por definicién, si la dlvergenclia de una funcién es nula, dicha
funcién se conserva en un volumen de control. Cuando los términos del
lado derecho de la ec A.1.14 son diferentes de cero, la cantidad de
movimiento no se conserva; a estos términos suele darseles la interpre-
tacién de fuentes o sumldereos de cantidad de movimiento. El concepto de

divergencla de una funcién puede verse por ejemplo, en Kreyszig(1872).
A.1.3.2 Versién no conservativa

En la ec A.1.14 queda por evaluar la derivada de Ii

[x)
8 3
3% (gli1) = g I Jh{h(x) - nlo{x, n)dn
]
La regla de Leibniz permite la diferenclaclén de una integral definida
[Wylie(1982}]. Si se considera que o{x,h)=B(x) y que la Iintegral de odn

es igual al 4area de la seccién, al aplicar dicha regla resulta

{x} {h)
3 ¢
5% (gly) = g gg J:G\x,n) dn + g J:[(h(x)-n] ng] dn

h=cte

y como el uUltimo término es lgual al dado por la ec A.1.7

8 . oh
5% (gli} = g A(x) 5% * 8l2

Sustltuyendo en la ec A.1.14 resulta
}

2
a8 Q dh _
*ﬁ'[x ]+gAa§+gA(Sr—SO)—O (A 1.15)

6

at
Al eliminar gli1 ya no es posible escribir esta ecuacién en la forma de
la A.1.14 por lo que ya no se puede cobtener divergencia nula; en sent}
do estricto esto significa que ya no se conserva la cantidad de movi
miento. Este en si no implica un error. Por esta razén en la ec A.1.15
ya no se habla de conservacién de cantidad de movimiento. A esta expre

sién se le denomina en la practica ecuacién dinamica.
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La unica hipoétesis adicicnal que se introdujo para pasar de las ecs
A.1.1 ¥y A.1.10 a las A.1.13 y A.1.14 es que las variables sean conti
nuas y derivables al menos una vez. Por ello, ambos sistemas son equiva
lentes si y selo si se cumple dicha hipétesis. Por otro lade, aungue
sélo se ha hecho un manejo algebraico con la ec A.1.14 para obtener la
ecuacién dinamica A.1.15, es tamblén equivalente a la ec A.1.14 pero en
esta no puede controlarse la conservaclén de la cantidad de movimiento
{0 dicho de otra manera, que la divergencla sea nula). Por ello, segin
el problema que se estd resolviendo se usa una versién u otra de las
ecuaciones. Si las variables no son derlivables, esto es, si en las solu
ciones hay discontinuidades (como en un salto hidraulico o en ondas
generadas por compuertas) los sistemas diferenciales no son valldos y
es necesario usar las versiones integrales. Es lmportante recordar que
ninguna de las versiones anteriores es valida si se viclan las hipéte
sis de Saint-Venant como en zonas donde hay aceleraciones verticales im
portantes (ver la discusién del subcap 6.2.7).

A. 1.3 Ecuaciones simplificadas

Las ecuaciones ya vistas permiten una descripciéon suficiente del flujo
no permanente en rios. 5in embargo, en algunos casos de antemano puede
estlmarse que ciertos efectos fisicos no son importantes por lo que su
influencia es pequefia. De aqul gque existan versiones simplificadas de
las ecuaciones que se emplean fundamentalmente en los métodos hidrolédgi
ces. Estos métodos son utiles siempre y cuando se toman en cuenta sus
limitaciones.

Las ecs A.1.13 y A.1.15 pueden escribirse para un canal prismatico como

’

dH 1 8(UA} _

‘.3__ + E' ax =0 (Alls)
1 au U au éH -
z &t + z ox + ix + Sr =0 (A.1.17)

donde H=2+h (fig A.1.2)

Cada término de la ecuacién dinamica representa una pendiente; los pri
meros deos términos son les términos de inercia: el primero represent;
la pendiente de la linea de energia debida a la variacién de la acelera
cion del flujo; el segundo, llamado convectivo, a la pendiente debida a
la variacién de la carga de velocidad (Uz/Zg) con la distancia. El ter
cer término es la pendiente de la éuperficie libre y el d4ltimo es la

contribucidn a la pendiente debida a la resistencia al flujo.
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bependiendo del problema que se esta resclviendo, les términos de la ec
A.1.17 toman distintos valores y cambian su importancia relativa segun
las condiciones hidréulicas o hidrolégicas. En Henderson(1966), Flood
Studies Report(1975) y Cunge et al(1980) pueden verse ejemplos del or
den del valor de cada uno de los términos. En muchos rios, los dos pri
meros términos son de! orden de 100 veces mds pequefics que los otros
dos por lo que si el interés principal esta en el desarrollo global de
la avenida, en rios con pendientes relativamente fuertes, los términos
de inercia o aceleracién pueden despreciarse. Si ademas la JdH/dx es
pequefia comparada con la pendiente del fondo 82/78x, la ecuacién dinamji

ca se reduce a SF—SO=O, en los que se conoce como métodes cinematicos.
A.1.3.1 Conveccién-difusién

Si los términos inerciales son pequefios, la ec A.1.17 queda como
oh , 92, 919% =0 (A.1.18)
Kr
donde a Kri{h) se le llama factor dec conducclién y depende de la ecuazién
de resistencia al flujo que se esbté empleando. Si se supone que el an
cho de superficie libre B es cconstante, se deriva la ec A.1.16 respecto

a x y la A 1.18 con respectc a t se obtienen las siguientes dos expre

siones
2 2
o°h 1870,
axadt B 2
ax
a°n_, 21q] 4q _ 20)Q] sk _ 4
dxot Kr2 gt Kr3 ot

S5i se utiliza la ec A 1.16, la derivada parcial de Kr se calcula como

5t~ dh 8t dn B

Q|
x>

dkr _ dKr 8h _ dKr [_ 1 BQ]

Eliminande 8°h/gx5t de las dos e.uaciones y ordenande, se obtiene

2

aQ Q dKr aqQ _ Kr2 dQ

gue es una ecuacion diferencial parabbélica del tipo de conveccién-difu
sién en la que, el gasto Q es transportado por conveccidn con celeridad
(Q/BKr)(dKr/dh); habiende difusién durante el transito (o aplastamiento
del pico); el coeficiente de difusién cs Kfa/(2B]Q|). Por tanto, si los

términos de inercia se pueden despreciar, la ec A.1.19 permite una
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buena aproximacién para el transito de avenidas. Dado que este tipo de
ecuacién diferencial requiere una condiclién de frontera aguas arriba, y
otra aguas abajo, es posible considerar el efecto de remansos.

A.1.3.2 Métodos cinematicos

Si ademas de despreciar los términos de inercia, se considera que la
pendiente es relativamente fuerte, no hay efectos de remansos, y el tér
mino 8h/3x es pequefiv comparado con 8Z/8xX y puede despreclarse, la ec

A.1.17 se reduce a

Q=K vSe (A.1.20)

esto es, hay un valor unico del gasto Q para cada tirante. Tomando esto
en cuenta, en la ecuaciédn de continuldad se obtiene
aQ dQ aQ _
Q. [éi] Q-0 (A.1.21)
Xa
que es la llamada ecuacién de la onda cinemdtica. En esta ecuacién la

onda es transportada con celeridad (dQ/dA)xe pero no se altera ni modi

fica a lo largo del rio {es decir, no hay atenuacién del pico).
A.1.3.3 Métodos de almacenamiento

Los métodos que consideran el almacenamientc son los més simples de to
dos. Se basan en suponer que en el almacenamiento no influyen ni los
efectos de resistencia al flujo nl la inerclia. El transite de la aven}
da se basa uUnicamente en la ecuacién de contlnuidad. El cambio en el

almacenamlento es igual al flujo neto en el tramo

©=qi-0s . (A.1.22)
donde A
S volumen de almacenamiento
Qi,Qs gastos de entrada y salida al tramo, respectivamente

Para completar el problema se requlere una segunda relacién algebraica
entre el almacenamiento y los flujos. La mas comin es la debida a
McCarthy(1938) que da lugar al llamado método de Muskingum. McCarthy
propusc la siguiente relacién lineal

S =K [eQt + (1-£)Qs] (A.1.23)

donde K es el llamado parametro de almacenamiento, y € es un factor de
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peso que afecta los gastes de entrada y salida del tramo. El problema
estd en la determlinacién de estos parametros (ver subcap 6.3).

Fn el Método de Muskingum hay una relacién dnica entre el gasto y el
tirante a lo largo del rio, lo cual es mas una excepcidn que una horma
en la naturaleza y no incluye efecto de remansos. No obstante el método
es muy empleado por su sencillez, principalmente cuando no hay datos
suficientes para aplicar los otros métoedos.

APENDICE 2. PROGRAMA PARA LA OBTENCION DE PARAMETROS DEL METODG DE
MUSKINGUM

El programa estd escrito en Fortran 77 y sigue el procedimiento descri
to en el subcap 6.3.1. La lectura de datos, el proceso de calculo y la
impresion de resullados estan contenldos dentro del programa principal.

Restricciones y recomendaciones de uso del programa

a) Tanto para los datos de entrada, como para los resultados se usan
) valores en sistema métrico

b} El nimero maximo de puntos para les hidrogramas es 40

c) Se pueden probar maximo 8 valores de Epsilon, ¢

d) Los valores de Epsilon deben estar entre 0.0 ¥ 0.5

f) El incremento de tiempo At debe darse en segundos

Instructive de uso

Los datos se dan en un archive creado con caracteres ASCII como sigue:

Primera y segunda linea: TITUL{ D)

TITUL{I) TITULC DE LA CORRIDA

Tercera 1linea: N, DT

N * NUMERC DE PUNTOS DE LOS HIDROGRAMAS

DT INTERVALO DE TIEMPO ENTRE PUNTCQS CONSECUTIVOS
DE LOS HIDROGRAMAS, EN S

Siguientes lineas: (QE( 1), J=1,N)3

QE(J) CASTOS DE ENTRADA, EN M /S. HABRA N VALORES

Ultimas lineas: (gstd), J=1,N

Q5(J) GASTOS DE SALIDA, EN M/S. HABRA N VALORES

Impresién de resultados

En la pantalla se suglere un valor de € y se pregunta cuantas ¢ se
desean proponer; después pide los valores de €. Para cada valor propues
tc, aparece en pantalla el valor de K y el coeficiente de correlacién,
R, de la recta ajustada.

En el archivo de resultados imprime primero el titulo de la corrida y
los datos de los hidrogramas. Después escribe la tabla de optimizacién
de parametros. Al flnal de la tabla, se dan los valores de K, ¢ y el
coeflliciente de correiaczién, R.



Transito de avenidas en vasos

En una vaso, el efecto mas importante es el almacenamiento; por ello, la ecuacion de
gobiemno es la ecuacion de continuidad. El objetivo del transito es obtener, el hidrograma
de salida, asi como la evolucion de los niveles en el almacenamiento; con esto es posible
estimar el volumen de la avenida que se almacena. Sea el sistema mostrado en la figura.

| /\\l -

[ =]

Se tiene el hidrograma de entrada dado por una relacion I(t), (avenida de entrada); se
tienen ademas los datos del vertedor; con estos es posible establecer una ecuacién de la
forma:

Q=CL(H-H)" (1)

donde Q es el gasto por el vertedor, en m’ /s, C, coeficiente de descarga, L, longitud de
vertido, en m, H , elevacion del agua en el embalse, en m, H_ elevacion de la cresta del

vertedor, en m, o bien, una curva elevaciones- gastos de vertido. Finalmente, a partir de
planos fotograficos, se obtiene una curva elevaciones-areas inundadas del vaso. Con esta
informacion es suficiente para realizar el transito de la avenida y obtener el hidrograma de
salida.

L.a ecuacién de continuidad para un almacenamiento se escribe:



dv
=z 7= 2
2 Q (2)
donde V es el volumen, en m’, t es el tiempo, en s, | el caudal de entrada, en mY/s, Q, el
de salida, en m*/s, y R otros caudales (evaporacion, infiltracién, precipitacion en el

embalse, etc.), en m’/s. Dado que en general el cambio en el almacenamiento es lento, es
posible escribir la ecuacidn anterior como

df
A?—I—Q (3)

, . 2 . .
donde A es el area en planta del almacenamiento, en m” esta se obtiene a partir de la curva
elevaciones-areas.y H son la elevaciones del agua en el embaise, en m

La ecuacion 2 es una ecuacion diferencial ordinaria, que en el caso de almacenamientos
reales no tiene solucién analitica; se resuelve por ello numéricamente. Existen infinidad de
métodos. Aqui se ve uno muy sencillo basado en el método de Heun. Se usan superindices
para indicar los instantes de tiempo; si el instante en el que se inicia el transito es el n At, se
desea obtener el nivel al final del intervalo, es decir en el instante ( n + 1) At .

La ecuacion (3) se escribe:

dH 1-Q

P
En el método, primero se obtienen I, Q y A enel instante n At , es decir [", Q" y A™; I" se
obtiene del hidrograma O" conlaec 1 y 4" con la curva elevaciones-areas
Sea
I"-Q

k, = ——=
4

H*=H"+k At

Con H* se obtienen 1*, Q* y A*



]l _ »
Luego k, A'Q At

La elevacidn del embalse al final del intervalo es
H™*' =H" + (k,+k,)/2

Se continua el calculo para todos los instantes deseados



4. METODOLOGIA DE CALCULO DE PERFILES EN RiOS

4.1 Procedimiento general

De los métodos para el calculo de perfiles hidraulicos en rios (que pueden verse, en textos
especializados, como Chow (1959}, Henderson (1969), Berezowsky (1980) y Sotelo (1986), se
escoge aqui el llamado método de pasos, ya que se adapta a condiciones variables: distancia entre
secciones cualesquiera, secciones trasversales irregulares, rugosidad diferente a lo largo del rio,

etc; ademas de ser relanvamente sencillo, el calculo se hace en general rapidamente.

Se describe el calculo de perfiles para flujo subcritico que es la condicion mas comun en la

practica. En las referencias arriba citadas puede verse ¢l caso del flujo supercritico.

En flyjo subcritico, el cdiculo se realiza desde una seccidn aguas abajo, en la que se conoce el
nivel de la superficie Iibre del agua, hacia aguas arriba. Considérese un tramo de rio limitade por
las secciones j v j+1 localizadas aguas armba y aguas abajo del tramo, respectivamente; la

separacion entre las secciones es Ax, (fig4.1). La ecuacion de la energia para el tramo de interés

se escribe como

58



2 2
HJ * . 2 HJ'l Y _Q_2 By (4.1)
2gA; 2947,

donde
H elevacion de la superficie libre del agua, H=z +h
z cota o elevacion, sobre un plano de referencia, del punto mas bajo de la seccién trasversal
h tirante
A area hidraulica
Q gasto o caudal
h; pérdida de energia entre las secciones j y j+1

En la ec 4.1 se ha considerado que el coeficiente de Coriolis, o, es uno; para valuar dicho

coeficiente se requiere conocer la distribucion de velocidades en la seccion. Desafortunadamente,
en general no se dispone de informacién al respecto, aunque en rios con secciones irregulares,
este efecto no es despreciable. En lugar de ello, en muchos casos, se incluye su efecto en las

pérdidas.

El término de las pérdidas, h,, engloba todas las pérdidas de energia en el tramo: pérdidas por
curvatura, por estrechamiento, por la resistencia al flujo por la friccion, etc; si hubiera otras
pérdidas no asociadas al cauce, por ¢jemplo las causadas por puentes, etc, se deben sumar a h,.
En general, la pérdida mas importante es la debida a la resistencia al flujo y sera la que se
considere aqui en el analisis y que se relaciona con la llamada pendiente de friccion media en el
tramo como sigue

h, = (Sj + S}_l) Ax /2 4.2)
En el calculo de perfiles de flujo gradualmente variado se acepta la hipdtesis de que son validos
los métodos de resistencia desarrollados para flujo uniforme, como discuten por ejemplo Chow

(1959), Henderson (1966} o Sotelo (1986). Por tanto, la vanable S se obtiene aqui con los

metodos de resistencia al flujo descritos en el cap 3.
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Sustituyendo la ec 4.2 en la 4.1 y agrupando los términos conocidos a cada lado de la ecuacion

se obtiene

Hy + T T Hau M @.3)

Puesto que para un nivel del agua corocido en la seccion j+1, se valuan todos los términos del
lado derecho de esta ecuacion, queda por tanto, el problema de determinar la cota del agua en la
seccion j aguas arriba; en general, en este método se procede iterativamente proponiendo valores

de H, de tal manera que se satisfaga la ec 4.3.

Para hacer las iteraciones de manera sencilla y rapida, se recomienda emplear el método de

Newton y Raphson, ver por ejemplo, Berezowsky (1980). Sea el lado derecho de la ec 4.3 como

A Qz 1
ENERl = Hj-l + — 5 + 5 Sj'l AXx (44)

2gA, .,

La ec 4.3 se escribe entonces como
€

Fals N . Qz i ’—
. - — S_-,-' Ax| - ENER1 (4_5)

' b 2gA; 2

En caso de que al suponer un nivel H de la superficie libre se satisfaga la ecuacion de la energia,

ec 4.5, entonces AE =0; por ello, cualquier elevacion del agua en la iteracion 1 que no satisfaga

la ec 4.5, resultara que A EJl no sea nulo. El valor de A Eji mide el error en dicha ecuacion. Con

60



| g

el metodo de Newton y Raphson, el valor del nivel en la siguiente iteracion se obtiene como

-1 _ 1
HY" = H{ - (aH)* (4.6)
donde
AE; AE :
(AH) o= = Z ~ §
3 dE > 1 ds | &7/ 4.7
_ - = Ax = L
dh J 2 /!dh } .
d J (S
‘Jl‘
donde
F, nimero de Froude del flujo

% derivada de la pendiente de friccion con respecto al tirante

El denominador del tltimo término es, aproximadamente, la derivada de la ec 4.4 con respecto

-al urante; la derivada de S se obtiene con las expresiones del cap 3.8.

En algunos casos, como cuando las secciones son muy irregulares, o se cambia de configuracion
de flujo (dunas a fondo plano, por ejemplo}, no se logra una rapida convergencia con Newton y
Raphson; por ello, y después de probar distintos procedimientos, se propone el siguiente: en las

primeras 10 iteraciones se emplea, en lugar de la ec 4.7, la ecuacion

AE i
1 - LA 98 (4.8)
2 th

(AH ) * =

lo que equivale a suponer que el nimero de Froude es pequefio; si no se ha llegado a la solucidn,

en las siguientes iteraciones se emplea
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(AH)Y = ¢, (aE)¢? (4.9)

donde C, es una constante. C, = 0.1. En general, para una tolerancia de 0.005 m en la ecuacion

de la energia (ec 4.3), se logra convergencia con 5 o 7 iteraciones.
Procedimiento resumido de cdlculo

Para un gasto dado, conocida la geometria de las secciones y el nivel del agua en la tltima seccién

aguas abajo, se calcula el perfil de la superficie libre del agua como sigue:

I Se calculan los parametros geométricos y la pendiente de friccidn en la seccion j+1

2. Se calcula ENERI, ec 4.4

3. Se supone un nivel del agua en la sécciénj de aguas armiba; puede empezarse por e¢jemplo
con H = 1.05 ENERI

Se calcula AE con la ec 4.5; si se aproxima a cero, ir al paso 7

Se calcula AH;; en las primeras 10 iteraciones se emplea la ec 4.8; en las siguientes, la 4.9

Se corrige la elevacion de la superficie libre con la ec 4.6 y se va al paso 4

N ok

Se termina el cdlulo en el tramo: se pasa a la siguiente seccién aguas arriba, reiniciando

el procedimiento en el paso 1.
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