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Alta Dirección 

MÓDULO 1 
División de Educación Continua, Facultad de Ingeniería U.N A.M. 

De respuesta gráfica 

Las pruebas de respuesta gráfica, miden las respuestas a determinados 
estímulos. La prueba del polígrafo o detector de mentiras es la mas 
común. 

Flexibilidad 

Incluso cuando se dispone de una batería de pruebas y resultados 
evidentemente la conveniencia de suministrarlas a los solicitantes de 
un puesto es importante mantener una actitud flexible. 

PASO 3: ENTREVISTA DE SELECCIÓN 

La entrevista de selección consiste en una plática formal y en 
profundidad, conducida para evaluar la idoneidad para el puesto que 
tenga el solicitante. El entrevistador se fija como objetivo responder a 
dos preguntas generales: ¿ Puede el candidato desempeñar el puesto? 
¿Cómo se compara con respecto a otras personas que han solicitado el 
puesto? 

Aunque las entrevistas poseen grandes ventajas, también muestran 
aspoctos negativos , especialmente en cuanto a confiabilidad y 
validez. Para que los resultados de la entrevista sean confiables es 
necesario que sus conclusiones no varíen de entrevistador a 
entrevistador aunque es común que diferentes entrevistadores 
expresen diferentes opiniones. La validez es cuestionable porque son 
pocos los departamentos de personal que llevan a cabo estudios de 
validación sobre los resultados de sus entrevistas. 

Tipos de entrevista. 

Las entrevistas comúnmente se llevan a cabo entre un solo 
representante de la empresa y un solo solicitante. Sin embargo, 
también se pueden realizar en grupo, ya sea reuniendo al solicitante 
con dos o más entrevistadores, o bien, a dos o más solicitantes con un 
solo entrevistador. 

No estructuradas. Permite que el entrevistador formule preguntas no 
previstas durante la conversión. El entrevistador inquiere sobre 
diferentes tema a medida que se presentan, en forma de una plática 
común. 
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Diplomado en 
Alta Dirección 

MÓDULO 1 
División de Educación Continua, Facultad de Ingeniería U.N.A.M. 

Además de ser válidas las pruebas deben ser confiables. Por 
confiabilidad se entiende que la prueba tenga la característica de que 
cada vez que se aplique al mismo individuo, se obtendrán resultados 
similares. 

El propósito exacto de una prueba, su diseño, las directrices para 
suministrarla y sus aplicaciones se registran en el manual de cada 
prueba, que debe consultarse antes de emplearla. Ahí mismo se 
instruye también sobre la confiabilidad ele la prueba y los resultados 
de validación obtenidos por el diseñador. 

Instrumentos para la administración de exámenes 

El propósito especifico de cada examen, su diseño, las instrucciones 
para administrarlo y sus aplicaciones se registran en el manual que 
suele acompañar a todo paquete de exámenes. Antes de administrar 
cualquier prueba es necesario consultar el instructivo y comprenderlo 
a cabalidad. 

Diversos tipos de pruebas 

Psicológicas 

Las pruebas psicológicas se enfocan en la personalidad. Se cuentan 
entre las menos confiables. Su validez es discutible, por que la 
relación entre personalidad y desempeño con frecuencia es muy vaga 
y subjetiva. 

De conocimiento 

Las pruebas de conocimiento son mas confiables, porque determina 
información o conocimientos que posee el examinado. 

De desempeño 

La pruebas de desempeño miden la habilidad de los candidatos para 
ejecutar. ciertas funciones de su puesto; por ejemplo, un cocinero 
puede ser sometido a un examen de habilidad para hornear un pastel. 
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11.at<!:máticas Superiores 
VARIABLES SEPARABLES 

f!:P..b/.,mo J 

<{r x 2 
= 

dx y(J+x·l) 

Separando las variables, se obtiene 

dy x' x 1 x 1 

d~ = y{¡+~,) :::) ydy = (J + x' ) dix:::) J ydy = J (1 + .x') dx 

Integrando en forma inmediata . 

11=l+x-' dll = J X 
2 dx J . J X 1 

ydr = dx :::> 
• J + X' 

1 2 1 1 I y = · · In il + x., + 2 e 
3 1 

Resouesta. 

Problema 2 
y'= co.~ 1 xcos' ly 
Separando las variables. e integrando en forma inmediata 

dy l 1 t{JI J 1 
Y -

1
··· = COS X ClJ.< 2 y·=> · = CtlS .~ ClJ,J 2.y => 

<X dx 

11.=2.i; 

)'' 
= 

2 

J . J 1 
/n iJ + X j + C 

.J ! 

I . 2 
ln(l + x 3 ) - Y · = e 

3 2 

dy . .. -- cos 1 xdx L'tl.. ¡ 1 y 

d11 = 2~v J sec 1 2 .vd;· = J co.• 'xdx => ~ J sec '2 y( 2dy ) =~·tan 2 y 

J 1 . Jl+c11s2xdx 
en.< xdx = = a 

= x + 1
• 

1
- Jctn 2x2d.r 

2 2 2 

+ 
2 

1 
sen 2 x 

I x I 
~~ ·tan 2y = + sen 1x 

2 z 4 

Respuuta 
] X J 
·tanly-( · + ·sen2x)=C 

2 2 4 
Problem4 3 
· ydx + ( J - X )dy = 0 

SeparondG las wriables e integrando en forma il\mediata 

J··tl.< +fdy=O 
(1-x) Y 

u=I-.~ 

d11 = -dx 

-/11( 1-.<)•ln y=C /11 J' =C 
( I - X) 



Matemáticas SupulotYs 
VAllIAIJLE$ SEPARABLES 

PNbflJ/TIO 4 
(.fx 1y-x1 )dx+dy=O 

Factorizando el primer sumando, separat!C!!f!> la~ -iablcs e lr;tcgr<.ndo .in fM"m" Wimri,~i0·t'~ 

x 1 (3y·-·l)tb.·+dy=0=> Jx'dx+J dy =IJ 
(3y-/) 

Cálculo integral 

I , , I , , 2 • x' , 
X dx = :z X dx = :z. J x· = .J ,u= X ,du = :Zxdx 

J dy , I Jdy , · · = = In( 3J•- l),v = ( 3y-J),dv = Jdv 
(3y-l) 3 (.Jy-1) 3 • 

Rupuesta 

Problema 5 

x' 1 f (' 1. , .• + n.>~- )'·''"-3 J . 

(y-/ )dx = ()'X] - _vx)t/y 

Separando las variables y efectuando el cálculo integral 
tl< Y.dY 

(.V - I )dx = 1'( X 
1 

- .< )tlr ~ 1 ~ 
. . (x -x) (,v-IJ 

Cólculo integral. realizando la divisi6'1 entre poi~. o bien restando y sumando e! 
número 1 

f ydy =Jy-l+ldv=r(I+ 1 ),,1·=fdy+J dy =y+ln(y-1) 
(y-1) (y-1) . 1l (y-l)f· (y-1) 

Haciendo la descomposición en fracc:i-s parclcilcs, t0111Cndo <el caso 1, sa ti<inc 

Problema 6 

J 1/x J d:c r(A R ) 
(x'--x)= x(x-_I)= llx + (x'-1) dx 

=> l = A( X - J) + B.'í => X "' J ,:c "' o:. B = 1, A = -1 

Itlx I di: (X -1) => - + · = - /11 X + /11( :C - 1) ~ fll ·· · 
X :o:-/ X 

~sta In ( :c-1) =yin( y- l)+C 
.\: 

( x + .ne11y )dx = ( x 1 -4x + 4 )eos J'dy 
Factorizanc:lo y scparondo las VIU'iabl~s 

_ . _ x. _ _ . IÍX = _ CIJ.'· yt/y _ 
(x'-4x+4) (l+sen,J') 

x( 1 + "eny )dx = ( x' '-~4x + 4 )C'Ó. ydy . ,_ 

2 
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Matemáticas Superíaru 
VARIABLES SEPARABLES 

Cálculo integral. Haciendo uno descomposición en fracciones parciales, se ticM 

I X d; I X J .\- I A J . B 
(x':..4x+4) "= (x-2)(x-z/x= (x-2/dx=_ (x:..i;dx.+ (~-:_zidx 

x=A(x-2)+B=> x=Ax+(-2A+B)=>A=I, -2A+B=O => B=:l ..... ~~ _, ~ 

J x J tlx J dx 2 dx = + 2 = /11( X - ] ) -
(x 1 -4x+4) (x-2) (x-2/ . (x-2) 

Integrando en forma inmediata 11 = ( 1 + se11y ), du = cos ydy 

I co.~ydy l(I ) = n +seny 
( J + seny ) 

- 2 Respuesta /11( x - 2) - -- - = 111( I + seny) + C 
(x-2) 

ProblelTllJ 7 

(x4 y+5x2 y+4y )dy= 3(y2 + l)tlx 

Factorizando y separando las variables, se tiene 
3dx 

y( x' + 5x 1 + 4 )dy = 3( y 1 + I )dx ~ ~~V - = 
· · . (y +l) (x'+5x 1 +4) 

Efectuando el cálculo integral de forma i~mediata u= y 1 + l du = 2 ytly 

I ydy _ I J 2ydy _ I In! 1 + 11 

. ry' +IJ- 2 r.v' +IJ-- 2 \Y 1 

' Mientras que la segunda integre! se hace ·por medio de una descOlllposlc:ión ai 

fracciones parciales, tercer caso 

J 3 J .1 L JAx+B-C.:+Dd: 
(x 1 +5x 1 .;.4)dx = (x 1 +4)(x'+1/' = (x 1 +4J+(.< 1 +1)" 

·' = ( Ax + n )( X 1 + I ) + (c. + D )( X' + ., ) 
.l = (Ax '.¡. B-< 1 + Ax + B) + (C..· '+ 4Cx + Dx 1 + 4 D) 

.1 = x ·' (A + C) + x 1 
( 8 ·• O I • .<( .1 + 4<:) + ( B + 4 O) 

-----.---' '---....-~ -----,.,- ·--.' ~-~ ~ 
" o ~. ,, .. J 

=>0=.1+C O= B + D 11=.1+4C J = B + 4 D :. .1 = O , B = - I , C = 11, D 

J ' 1 JC In( J' + l) = araanx- - arcla11- +e 
2 2 2 

l'Nb/e11711 8 
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Matemáticas Superiores 
VARli48LES SE?ARABl.E.5 

Separando las variables, integrandc "" forma inmediata paro y, mientra$ qu" para la 
variable x . se i.ntcgra por sustituci6n to-;gorlométrlco o bictn usando una fórmula dm 
reducción. 

Cálculo integral 

Jdy = ln!y\ 
y . 

J x
1
llx = J x

1
dx = l [ x +[i(l)-.J} 1/x l 

( x' + 2x 1 + 1) ( x' + J / 2( x' )( 2 - 1) x' + 1 x' + 1 J 
I X 1 ' 1 

1 
· + arelan( x) +e= ln¡y 

2 X + I 2 

Í>r~blema 9 

dy x 2
y+2y+x2 +2 =O 

tl-c x2y+y-:1l-J. 

J X 
RESPUESTA 1111 vi = ·· arctan x - ·· · ··· + C 

. '· 2 2(x2+1) 

Factorizando por agrupacl6n el cociente, separando las variables, mientrru: que el 
cálculo integral se efectúa realizando la división entre polinomios o bie11 sumando y 
restando una cantidad adecuada definida por el dene>minodo~ rcspectrolO . 

Ú,1' ,1'( X 
1 + ] ) + (X 

1 + ] ) d_V (X 
1 + ])(y+ () dy ( .<: + ])( J' + 1) - . . ... - - - =o . - =o = • - -· 

dx x'(y-l)+(y-1) dx (y-l)(x 1 tl) d< ly-1)(.,·+!) 

(,1: _-: 1 ! dy = ( x' -1: .1) dx :=) J ( )' - 1) dy = J( x' • 1 J dx . 
(y+J) (x 1 +1) (J•+l) (x'+TJ 

Cálculo Integrcl 

r.v-·1+1-1 dy= J»+1-1-1 = ¡<y+l)d)· -if dy = Ídy- 2 r. dy 
(y+l) . (y+!) (y+/) (y+l) J '(y+l) 

=y- 211iy + J! 

f(x
1

+J.J,1x=J· x
1
dx +iJ tfr ,,,·Jx'+J-.Idx+iJ .dx dx= 

·(x1 +l) (x1 +1) (x 1 +1) (x 1 +1) (x'+l) 

•( x' + 1) f dx J dx J f dx . l x j · t!x - + 2 · · · = dx + ·· ·· - - = X+ · ardall · + C 
( x' + l) ( x' + I) ( x' + I) · x' + 11 J 1 

1 • 

y- 2111¡y + 1\ = x+arctan( x)+c, 

Respuest(! ·" - l In [y + 1\ - x - arelan( x) ~ e 

4 



Afat111máticas Supeitm:s 
Ea.JACIONES DIFERENCIALES HOMOGÉNEAS 

Funciones Homogéneas 

Definición: Sea F=F(x,y); una función de dos variables, si: dice que F(x,y):es una 

función homogén .. A <lo. 9rodo /1 si: 

F(tx,ty) = t• F(x.y) 

Es evidente, como consecue'ncia de la definición, que si una función na satisfoce la expresión 

anterior entonces no es homogéneo. 

E.je:m¡ii.,:,: 

1) la función F (X, .IJ) 'º x 1 
- .1 y 1 

; es homc9énv"' do:: q~ado ;; porqu<i: 

Déberá notar que si agregamos una constante " le sumamos alguna función como por ejemplo: 

x• + ym n "# m /11( xy ),urcta11( y I x ), ••••• etc la función se vuelve no homogénea. 

1) La función F( x,y) =y+ x + \·' + .v' no es homogénea porqué: 

J 

F(tx,ty)=ty+tx+ .j(t1:}" +({v)" =ty+tx+ i1·'x·' +t.' y·' =ty+tx+1 1 Jx1 +y' 
J 

=t(x+ y)+t 1 /x-' +y' 

No pudiendo factorizarse rnás, para satisfacer la definición, aunque si consideramos las 

funciones / 1 ( x,y) =y+ x 
1 • 

/ 1 ( x,y) = -j x.1 +y' por sqarado, serán homogéne45 de 

3 
grado n = 1 y n = · respectivamente. 

1 

Consideraciones . 

/) Si se suma ul\a constante a una función homogénea, se pi.,rde la homogeneidad, a menos que 

e.I grado de la función homogéne.a sea cero. 

2) Generalmente le. homogeneidad se reconoce exarnin1mdo el grado total de cada término. 

Por '"Jemplo: /( .x,y) .. x 1 y 1 + Jxy' + x·'y ea do grado -1porque2+2 = J + .1~J+1=4 

5 



Matttmá ticas Sup,,,riores 
ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGÉNEAS 

Ecuaciones C>ifer~r1dales Homogéne:e1r.: 

l:>efinicién: La ecuación difercn<ial de prime~ arden 111 (x, y )i!x + N ( x, y jdy = (J; $"! llamo 

h , d 1 J . rfv f. ) "' . . .. omogenea, si cuan o se escribe en a forn.,,-:i 'Je derivada · = f x ~ v , t;;X!!>te una runc1on 
dx ·: 

g tal que f ( x, y) se puede expresar en l.a forma g( y I x); a bien si la e.cu,1<:ión diferen~>c.! 

en forma de. derivada es dxj.( 1 • = x, y) . entonces a funcion 
,~,. 

f ( x, y) se puede expresar en 

le forma !(( x I y) . 

Es1a definición es equivalente. a decir que la zcuoción diferencial es homogénea cur;ndo los 

coeficientes son homogéneos y del mismo grado. es decir: 

M(tx.ty)=tmM(x,y), N(lx,ty)=t"N(x,y), m=n 

Ejemplo: La Ecuación diferencial ( x 1 --3y 1 )dx + 2xydy =O es homogénCfJ de grod" 2 

porqué: 

tly X
1 

-- .Jy' x 3 V I .i y 
=- + - =- + = 

clx ].\:V 2y ] X ] J' ] X 

I 3 y 
Entonces. g( y I x) = - + 

y 2x 
2 

X 

X 

Si la 1111ención es si,mplemente reconocer a la ecuacoón dihrenciol homo9é11ea, bcstcwá con 

observar las coeficientes y determinar si son homogé.neos y del mism" grado, eritonces !a 

ecuación diferencial es homogénea y del mismo grado qu<' el de los coeficientes. del ejemplo 

anterior M(x.y)=x'-Jy1 y N(x,y)=2xy sol\fU!'ldoneshomogéneasdegrado n=2. 

Solución de Una Ecuación t>ifer-encial Homugénea. 

Si M( x ,y )llX + N( x,y )t~I' = (.1 es una ecuación diferencial homogéneo e.ntonces d cambio 

de variable. y = ux ó .\'. = ".V; d>;>nde u ó 1• son nuc~as variubles dependientes {~egúr. s~.a el 

cambio), dependientes de x ó y respectivamente . tNinsforma la ecuación diferencial 

homogénea en una ecuación de variobfcs separables. 

6 
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Matemcftk:as Superiores 
ECl/AG70NES l>IFERENaALES HOMOGÉNEAS 

Solución general:si M ( x,y )dx + N( x,y )dy = (J es homogénea, entonces 

dy dx =g(ylx) 

dy du du 
Haciendo v = ux =:> = u + x =:> u + x = g( u) 

. dx dx dx 

Después de sustituir sepcramos las variables 

"" X = g(u)-11 
dx 

du dx dx = ::::> du =O 
g(u)-u x x g(u)-u 

E f dx J. du 1 1 " ntonces: -- = e que se encuentra ista pera a integracoon. 
x g(u)-u 

PROBLEMAS 

Problema 1 

( x' -3y 1 )dx+1xydy =O (l;cuación l) 

Lo ecuación es homogénea de grado n = 2 

Haciendo y = ux {ecuación 2) entonces 
dy · du . 

= u+ ::::> dy = udx + xdu {ecuació1t 3) 
dx dx 

Sustituyendo: 1 y 3 en l 

(x1 -J(1ixf ¡dx+2x(ux)(udx+xd11J=O 

Simpli ficanclo: 

Serarandc variables 

(x' -3u'x' )dx+1tu:1 (udx+xdu)=O 

(x1 --3u1x 1 +2u1x 1 )dx+2ux1du""O 

( x 1 -u1 x 1 )dx+2ux·'du =O 

] 1 j 1 [1 , ' ' ] .\'. (1-u )dx+2ux du=O=:> - --··· ·· ·· x (J-u• )dx+2ux-du=O 
.. x'(l-u1 ) 

7 



Mat11,,,áticas Su¡wriora 
ECCIACIONES DIFERENCIALE.!i HOM06ÉNEAS 

Obteni~J'ldo dx + 2 
u , du = O 

X (1-u ) 

Integrando 1•·= 1- u' ,di• = -1 udu se tiene. 

Jdx+J 2u du=Jfl 
X ( J- U

1
) 

111.x - /11(1 - u')= e==> 111( x 1 ) =e =:> x 1 =e~ x = e( 1- u'} 
1-u 1-u 

Al cambiara lo variable x =e( 1 - J': ) se obtiene lo respuesto 
X 

( J'') Respuesta. ...: = e 1- x' 

Proble1"0 Z 

Jx'ydx + ( x' +y' )dy =O (Ec11ación 1) 

Dividiendo entre y' la (ecuació11 1). 2 X~ dx + ( ·~: + 1 )dy =O 

' . y J . 

. Haciendo x = ~V (ecuación 2) dx = udy + y1i11 (et•11ación J, 

Sustituyendo las ecuaciones 2 y J en I y reacomodando para separar la$ variables se tiene· 

211 1 (udy + .vdu)+ ( 11' + l}dy =O 

Cálculo integral 

1111• ·. =lny, 
y 

2u' dy + 2yu·' du + ( 11' + J )dy =O 

(Ju' +u' + I )1/y + 2 y1r' du =O 

(Ju'+/ )dy + 2111</u =O 
J' 

J'
1
"' J i./ d Jo ==> .. + '' ::: 

}' 311'+1 

211, 1 12u" _ 
I · · 1111 = J , · du : :. = Ju' + I ~ di = /2 u· du 
Ju'+ I 6 Ju + 1 

8 
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A1ntt:mtitit:08 $uperi"1YS 
EaJACIONES DIFERENCIALES HOMOGÉNEAS 

Entonces 

lny+ 
1 

in;3u' +/+e= O=> 6/ny+ lnl3u' + 1:
1
=6c => ln:y•[+lnjJu' +JI,.= e=> y 4 (3u' + 1) =e 6 . ' ' ! 1 • 

.ti .'(" " 1 6 
J' (3 , +l)=c=>3x y +y =e 

y 

Problema 3 

(x' +y' )tlx = (x 1 +2xy )t(I' 

despejando a la derivada 

/lupuuta y' (3x' +y')= e 

1 1 '[1+(.V J'] 
dy = x +y = x'[ x. J (ecuación 1) 
dx x'+2xy x· 1+2(.V x) 

E • , 2 dy dv E .. 3'' Haciendo v = vx 1 ecuac1on ~. entonces = x + v 1 ecuac1on J 
. dx dx 

sustituyendo 2 y 3 en I 

dv l+ v1 

X +V= 
dx l+ 2v 

dl' - v1 
- V + l . 

X = 
dx J+Zv 

Separando las variables e integrando en fol'mo inmediata 

_ ( 2.v +, )d•· = t1x ~ _ I( z:· + 1 )dv = Itb: 
v' +V -1 X V + v-1 X 

1 • • i ¡ 

-/n1v· -•• -/; = ln•
1
x'. +e ! 1 1 

Regresando r.i las variables originales-tn[(Y·x)' + ()' x)-1] = lnix[ +e 

Simplificando/11( { ~: )+ .\{~ )- x) =e=>~ +y:. x =e 

R.-,,o yl + .\)' - x 1 = ex 

9 
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Matemtft;t:as Superiares 

ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS 

Método IDI (Integrar-Derivar-Igualar) 

Desarrollo: Búsqueda de F( x. y) se conoce como la función potencial 

Integrando: 
aF · · 

F{x,y)= J tlx+rp{y)= jM(x,y)dx+rp(y) 
ax ' 

F(x,y) = g( x,y )+ rp{ y) 

Derivando: aF(x,y) = ag(x,y) +rp'(y) 
0• ay 

. aF(x,y) og(x,y) , 
Igualando;,_ como = N(x,y) => + rp (y)= N( x,y) 

oy ~V 

~ Función exclusivo de y 1 'l''(y) = N( x,y)- :.g{x,y) 

rp(y) = J(N( x,y )- ~. ¡:( x,y )}/y 

queF{x,y),;,g(x.y)+ J(N(x,y)- ~g(x,y))tly 

Por 

En consecuencia 

Así 

g(x,y)+ J[N(x,y)-:g(x,y)]cly =C 

JM(x,y)+ J[N(x,y)":' ~· jM(x,y)]dy=C 

Es la fórmula general para resolver los ecuaciones diferenciales exactos 

Método directo (llniendo soluciones) 

lo 

Desarrollo: in1egrando directamente los coeficientes diferenciales y uniendo los soluciones, se 

ob1ie11e 

/, = JM(x,y)dx+k,(y)~ JªF(ax,y) dx 
X , 

. oF( ) 
f, = JN(x,y)dy+k,(x)= f x,y dy cy 

Entonces F ( x, y) = f, v f, => /, v /, = e será la solución 

, ' 

10 



Mott1mófit:t11 ~ 
ECVACIONES OIFERENCIALES EXACTAS 

Diferencial total: 

0.finiciin: Sea F una función de dos variables F = F ( x, y); tal •que F tiene primeras 

derivadas parciales continuas en un dominio D. Lo diferencial _total DF de u"" 

función F se define como: 

DF = éJF dx+ oFdy 't/(x,y)e D 
ax oy. 

O.finkión: Lo expresión M ( x, y )dx + N ( x, .v )dy se llamo diferencial _exacta ; si existe una 

función F = F( x,y); tal que ésta sea la diferencial total DF, es decir: 

aF · aF 
M(x,y)= áx. N(x,y)= oy 

en consecuencia si M ( x, y )dx + N ( x, y )dy; es uno difere:11ciol total 

M ( x, y )dx + N ( x, y )dy = O; será una ecuación diferencial exacta. 

· . . aM aN 
T•-"'°' Lo ecuación M ( x, y )dx + N ( x, y )dy = O sera exacta si; = · 

ay ax 

Demostración: Si M ( x, y )d>: + N ( x ,y )dy = O es exacta entonces existe una función 

oF(x,y) 
F(x,y);talque M(x,y)= · ex 

Entonces: = = "" . iJM a (ªF) ii
1 F 

ay oy ax a,.m-

N 
') éJF(.1:,y) 

(x,y = . a . 
. ~ 

éJN = º(~F)= o1 

F. ax ax ay axay 

Llegando a una igualdad: 
a' F a' F· = oyél.1: oxoy · 

Solución de Una Ecuación Diferencial Ordinaria Exacta: 

Si la ecuación M( x,y )dx + N( x.y )dy =O es exacto entonces existe una función Ftal que: 

iJF 
M=·· . ax y 

iJF 
N = · por lo que lo ecuación exácta se puede escribir 

ª' 
oF aF 

como: · dx+ · dy=O ax ay 

cntonces: /DF( x,y) =Jo por lo tanta F( x,y)"" C que es lo solución. 

11 



Matemáticas Superiores 
€CUACIONES DIF€R€NCIALES EXACTAS 

PROBLEMAS 
Problema 1: 

Obtenga la diferencial total de la función. F ( x, y) = .cy 1 + 2 x 1 y 

DF = (y: +6x1 y)dx+ (2xy+ 2x1 )dy 

-Sea la función F ( x, y)= y 1 cos x + cos x Muestre que 

aF , 
Respuesta. = - y- senx - senx. 

ax 

aF 
=2ycosx 

ay 

a' F a' F 
= 

axay ayax 

a'F ª(ªF) ª( , ) = = - y· senx - senx = -2 vsenx 
ayax ay fü: . ay · . 

= = (2ycosx}=-2ysenx a'F a (ªFJ a 
axay ax ay ax 

Problema Z-

' •·''"dy ' 
(3-x'y) =xy'+4 
. dx 

Reacomodando la ecuación diferencial, para 1dent1ficar los coeficientes 

(xy' +4)dx-(3-x'y)dy =O=> (xy' +4)dx+(-3+x' y)dy =O 

Haciendo la prueba de la exactitud. 

Aplicando el método 101: 

aM = 2xy. 
ay 

aN = 2-'Y 
ax 

X: ~ 

F(x.y)= J(xy' +4)dx+<p(y)= ; +4x+<p(y) 

aF , . 3 , '( 3 ) 3 = x· y+ <p (y)= - + x- y=> <p y)= - => <p( y = - y 
ay 

' ' x·y-
Por lo que F(x,y) = + 4x-3y 

2 

"" ,_,·;;_., 12 
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Matemáticas Superiores 
ECVACIONES DIFERENCIALES EXACTAS 

Aplicando el método directo. 

' ' 
f x = J< xy 1 + 4 )dx + k 1 (y) = .e Y - + 4 x 

2 
' ' 

Ív = J ( -3 + X 
1 y )dy -Í- k 1 ( x) = -3 y+ x-;-

( 
~' .' ) ( x' ' ) x' ' Por lo que F ( x, y) = f, u fr = · J + 4 x u - 3 y + ; = J + 4 x - 3 y 

También se puede resolver por la fórmula general 

F(x,y)= Jllf(x,y)dx+ J[N(x,y)-:y JM(x,y)dx]dy 

. F(x,y) = f r xy' + 4 )dx+ I[rx' y-3 )- ~. J<xy' + 4 )dx }y 

'v' [ ª(x'y' )] F(x.y)= X í +4x+ I x'y-3- ay 2. +4x dy 

2 ·1 

F(x,y)= x J +4x:+ J[x'y-3-x'y}ty 

x' y' J F(x,y)= +4x+ -Jdy 
2 

:\:'1 y¡ 
F(x,v)=· +4x-3y 

- 2 

x1yi 
Respuesta. +4x-3y=c 

2 

Problema 3 

(2y 1x-3)dx+(2yx 1 +4)dy=O 
Prueba de exactitud 

. aM( x,y) 
4 M(x,y)=2xy--3 ~ = xy 

a_v 

N(x,y)=2x'y+4 ~ aN(x,y) =4xv 
ax . 

F ( x, y) = J M ( x, y )dx + rp( y) = J (2 xy 2 
- 3 )dx + rp( y) = 2 y 1 J.nfr - 3 J lb: = x 'y 2 

- 3 x +? 

aF(x,y) , . • . • f · J j 
a = 2 X. Ji + rp (y) ~ 2 X. y + rp (y) = 2 X. y + 4 ~ rp '( )') = 4 ~ rp (y )1 y = < 

~· 
rp(y)=4y+c ~ F(x,y)=x'y'-3x+4y+c 

Respuesta x'y'-3x+4y=c 

13 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS 

Problema 4. 

dy ax+by 
= -

tb: bx + cy 

Reacomodando la ecuación diferencial 
(ax + by )dx + ( bx + cy )dy = O 

Prueba de exactitud 

M(x,y)=ax+by=> 

N ( x, y) = bx + cy 

Resolviendo con el método directo 

aM(x,y).=b 
ay 

aN(x,y) =b 
ax 

f, = J M ( x, y )dx + k, (y) = J (ax + by )d.< + k, (y ) = a J xd.< + by J dx = ; x 1 + byx + k, (y ) 

f, = J N ( x, y )dy + k 1 (y ) = J ( bx + 'Y )dy + k 1 ( x ) = bx J dy + e J ydy = bxy + e ;~' + l 1 ( x ) 

=> F ( x, y ) = f. u .f ,. = ª x 1 + byx + e r 1 

, 2 2 . 

a . e , 
Respuesta. x' + brx + r' =e 

2 . 2' 

Probfe,na 5 

(- - J +y( s:nx )x - x }ix + ( I +y.:º' x }y = 11 

Prueba de exactitud 
1- y( senx )x + x 1 

M ( x, y) = = - ysenx + 1 => 
X X 

aM 

ay 

1 + y cos x . 1 oN 
N(x,y)= = +cosx=> =-senx 

y y ox 

Entonces. resolviendo con el método IDI. In1egrcndo 

F(x,y)= J[~ -ysenx+l]dx+tp(y) 

F( x,y) = J 1 
dx- y Jsenxdx + J1fr + rp( y) 

X 

F(x,y) = lnx+ ycos x+ x+ rp( y) 

= -senx 

oF(x,y) dtp(I') 1 drp(y; I ( 
=> = COS X + . = + COS X => = => tp ~·) = 

~y dy y dy y . J
dv 
· =In y+ e, 
y 

F(x,y) = lnx+ ycosx + lny+c, 

FI x,y) =In( xy) + ycos x + x + c 1 

14 

Respuesta /11( .\)') + r cos x + x =e 
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Matemáticas Superiores 
ECVACIONES DIFERENCIALES EXACTAS 

Problema 6 

[
x2-y2 +x2yl [ x2 -y2] 

dx+ - dv=O 
7 2 • 

x-y y X 

· Prueba de exactitud 

x 2 -y 2 +x 2 y 1 
M(x.y)= , = 

x· y y 

aM 1 
= ay y 

x 2 ~y' x 1 aN 
N(x,y)=- , - · + => 

y· X y 2 
X ax 

1 1 
2 y X 

Resolviendo con el método IDI 

(

x2 _ y2 + x2 y) 
F(x,y)= f j dx 

X y 

F(x,y)= s; dx- I_;, dx+ Jt1x+tp( y) 

F( x,y) = x +y+ x + tp( y) 2 
J' x· 

·Derivando e igualando 

aF = - X + I + dtp( y) = - X + I =;. dtp( y) =o 
y 2 

X dy y' X dy ay 

. =:- tp( y ) = J Ot{v = e 1 

X y 
F(x,y)= + +x+c, 

y X 

I 

X 

Respuesta. X + y + X = e 
y X 

Problema 7 

[y 3 + y + y tan 2 
( xy) }tx + l1xy 2 + x + x tan' (-~V) y1· = O 

Prueba de exactitud 

M( x,y) =y'+ y+ y tan' (V), 

aM , , , 
a 

= Jy· + I + 2xy tan(-~ )sec· (.9•) +tan· (.~v) 
y . 

N(x,y) = 3.~ 2 +x+ x ran 2(xy) 

8N , , , 
, = Jy- + I + 2.9• tan( -~V )sec· (xy) +tan" (xy) 
o.~ 

15 
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Matemáticas Superiores 
ECVACIONEs DIFERENCIALES EXACTAS 
Integrando con respecto a x 

F(x,y)= Jty' +y+ y tan'(xy)/ dx+rp( y¡ 

F( x,y) = Jy 1dx+ Jydx+ Jy tan' (.ty} dx+ rp( y) 

F ( x, y) = y 3 J d.~+ y J d.~+ y J /sec 1 
( xy) - J /d.~+ rp( y) 

F ( x, y) = y 3 J dx + y J dx + y J sec 2 
( xy) d.~ - y J dx + rp( y) 

F(x,y)=y 1 fdx+ y Jsec 1 (.\)l)dx+rp(y) 

F(x,y)= y 3 x+ y Jsec 2 (xy)ydx+rp(y) 
y 

F(x,y) = y 1 x+ tan( xy )+ rp( y) 

Derivando con respecto a y e igualando a N 

DF , , . drp( y) . . 
= 3 y- x + x sec- ( xy) + = 3 y- x + x + x tan· ( xy) 

a.v dy 

drp(y) ' ' => =-xsec'(xv)+x+xtan·(xy) 
dy -

drp( J') = x/tan 1 
( xy)- sec' (xv j/ + x = x[tan' (xv)-tan 2 (xv )- l / + x = x/-1 / + x =O 

dy , . -

rp(y)=c, 

=> F(x,y)=y'x+tan(xy)+c 1 

Respuesta y 3 x + tan( xy) = e 

16 
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Matemáticas Superiores 
ECIJAaONES DIFERENaALES REDUCIBLES A EXACTAS 

Ecuaciones no exactas 
Ddefinición: Una ecuación diferencial de la forma M ( x, y )dx + N ( x, y )dy = O en la cual se 

aíl'I aN 
encuentra que ~ se dice que no es exacta. existiendo la pos1bil1dad en algunas 

ay ax 
ocasiones que se tenga un factor de integración µ( x) ó .u( y) que al multiplicar por la 

ecuación diferencial permita reducirla a exacta. 

Desarrollo 

Dada la ecuación diferencial 
aM aN 

M ( x, y )dx + N ( x, y )dy = O en donde ~ . 
é!I' al'. 

consideremos el factor de integración µ( x) entonces al multiplicar. para encontrar la 

·expresión que debe tener µ( x) . se tiene: 

µ( x)M( x,y )dx + µ(x)N( x,y )dy =O 

• .• , Una ecuación diferencial exacta. Donde aµM = oµN haciendo las derivadas de los productos 
q1 ax 

y resolviendo la ecuación diferencial- resultante, para encontrar el factor de integración. 

aM ,1 aµ aN N' aµ 
µ + :• = µ + 

éiy ay éix ax 

Simplificándose. debido a que aµ =O, aµ dµ así aue se obtiene: 
ay ax dx 

afl.f 
µ 

ay 
+1it.O=µaN +Ndµ 

ax tb:: 

N 
dµ aJt a11. 

:::::> = µ -µ 
dx ay ax 

1 dµ 1 [ aJt _ aN J :::::> = 
µ dx N ay ax 

:::::> dµ = 1 [a1il _ aN ]tlr: 
µ N ay ax 

· ¡1ro11 av¡ 
dµ 1 [ª111 aN] I [ª1H aN] . . .\l ,i. - "'t 

Integrando J = J - tli:=>lnµ=J . - tl\ .. µ(x)=e 
µ N 0• fu- /11 01 fu-

De una manera semejante se puede obtener el factor de integración µ( )'). para el cual ahora 

aµ tiµ 
se tendrá una s1mplif1cac1ón debida o que 

czr t~i· 
= obteniéndose que: 

17 
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Matemáticas Superiores 
ECVACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

f ¡,,,.,, I [ªM aN] µ( x) = e donde f ( x) = - deberá ser una función exclusiva de X. 
N ay ax 

fr1r1Jr I [ªN aM] . . µ(y) = e donde f (y) = - debera ser una func1on exclusiva de y. 
M ax ay 

solución de la ecuación 
Después de reducirlo a exacto, la ecuación se resuelve con alguno de los métodos vistos 
anteriormente, método IDI ó directo ó usando la solución general. 

1 8 



Matemáticas Superiores 
EaJACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

PROBLEMAS 
Problema 1. -

[Jx' + y 1 Ytx+ [-2xy}Jy =O 

Prueba de exact1 tud. 
, , 8M' 

M(x,y)=Jx· +y·==:. cy =2y 

8N 
N{x,y)=-2.xy=:. =-2y ax 

Como no es exacta se busca el factor de integración 
ª·" a.v 
ay-ik f.:y-(-lyJ 

µ(x)=el v =e -1>y 

1[ ,,. l., ¡[-')"' -·"' 
µ(x)=e -1.-n· =e ·' =e -f.~ =e--'lnx =eln:c·i =X-::= 1 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacta por el método IDI, 

notará que se escribe la constante de integración como_ e 1 , 1 que es igual a rp( y), entonces: 

1
1 [Jx' + y'}t<+ ~' [-2.ty}ty= o::.[3+ »'.]d<+[- 2Y]dy =o 

X _\'. _\'.' .'( 

M(x,y)=3+y: 
x· 

8M 2y 
=!> = 

ay X 

2y 8N 2y 
N(x,y)=- ==:. = 

.~ 8x X
2 

Resolviendo como exacta 

F(x,y)= J(J+ ;'.r+c,, 1 

F(x,y)=J Jax+ y' J 1,~+c,,., 
X 

F( x,y) = Jx + y 1 Jx- 1
tlt + c1 , 1 

y' 
F(x,y)=3x- +c1 ,. 1 

X 

aF 2y de,,., 
=- + = 

2y dc1 ,. 1 =:> =li=:>c =ll+c (1') 
8y X dy 

2 

F(x,y)=Jt-y 
X 

X IÍJ' 

19 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDllCIBLES A EXACTAS 

Problema 2. 

[3e' + 2::' }u+ [Jy' + xe' }~v =O 

Prueba de exactitud. 

M(x,y) =Je'+ 2y1 => aM· =Je''+ 6y' 
X ay X 

, aN 
N(x u)=Jv· +xe' => =e' 

•J - ax 

Como no es exacta se busca el factor de integración 

BM oN 6y' 2 
ay ax + 2e' (Jy'+xe') 

2 X X f(x)= = = = 
N Jy' + xe'' Jy' +xe' X 

f f(>:)dx J 2 it.~ll , : , 
=>µ(x)=e. =ex =e-'n"' -=e'"x =.t'· 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacta por el me todo .IDI. 

notará que se escribe la constante de 1ntegrac1ón como e,-' 1 que es igual a <p( y). entonces: 

. [ 2 V 
1 l . [ . , L [ . 2:r

2 
r

3 J [ · - 1 , l x · 3 e ' + :~ J'fr + x · 3 y· + xe py = O => x · Je ' + x. ífr + 3 x · y· + x · e y~r = O 

., \'-· )' ' 
U( ) , : ' . •- . 

! .\·,_r = .:i.t e· -:--
x 

/ 81\-f . \ 
+2xv => =3x·e 

- 0· 
=3x·-'e 1 

'( 
• • t r 8/'V , . 1• 

J\ .~.y)= Jx· y·+ x· e· => = 6.ry· + Jx·e· 
ax 

Resolviendo como exacta 

F(x,y}= J(Je<"x' + 2_,y'}fr+c
1
,, 

F(x,y)=3e' Jx',b:+2y 3 Jxil~+c 1 , 1 
F ) 1' 1 1 • 

(.\'.',y =e· x· + _r _\'--+- c
1 

,.
1 

aF(x, r) , , l , , dc 11.1 , , , tfc 1, 1 - = e .t' + _ y - x · + · = 3 .t · y· + x e Y => = O ::::> e r 
1 1 

= O + e 
ay - c~r dy 

F(x,y)=e'"x' + y'x' 

Respuesta. e 1 
.t

1 + J' 1 
.\· = L' 

20 
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Matemáticas :Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

PROBLEMA 3 

dy+(ytanx-cos' x)dx=O 

Prueba de exactitud 

, aM 
M = y tan x - cos x =:> = tan x 

í3y 

Como no es 

aN 
N=l=:> =0 ar: 

exacta se busca el factor de integración 

f(x) = 1 (ªM _ aN) 
N ay ax 

1 
f( x) = (tan x-0)= tanx 

. l 

( I tan xdx ln(sec x) , 
µ x) = e = e = sec x 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacta por el método IDI, 
notará que se escribe la constante de integración como e( y) que es igual a rp( y) , entonces: 

sec xdy + sec x(ytan x- cos' x)dx =O=:> sec xdy + (y sec x tan x - sec xcos' x)dx =O 

' ailf 
1~( = y sec x tan x - cos - x sec x =:> : = sec x tan x 

~V 
aN , 

N = sec x =:> = sec x tan x 
ax 

Resolviendo como exacta 

F(x,y)= JMdx+C(y)= Jysecxtanxdx- Jcos' xsecx 1fr+c(y) 

F(x.y)=yJsecxtanx d.x~ Jcos' xsecxdr:+C(y) 

F(x,y) =y Jsecxtanxdx- Jcosxdx+C(y) 

.F( x.y) = ysecx- senx+C( y) 

aF dC(y) dC(y) 
= sec x + = sec x =:> = O =:> C (y) = O + e 

~V dy dy 

F ( x, y) = y sec x - senx + e 

Respuesta, y sec x - senx = e 
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Matemáticas Superiares 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

Problema 4 

d)' 
x ;J_~· +.?y = senx =:> xdy + ( 2 y - senx }tb: = /) 

Prueba de exactitud. 

oM 
Jif = 2 y - se11.x =:> · · -- = 2 ay 

oN 
N=x=:> .. --=I 

ox 
Como no es exacta se busca el factor de 1ntegrac1ón 

f(x)= 1_(~11-!_of'!_)= j(2-1)= ! 
Noyox x x 

f I dr 
µ(x)=e ~ =e'nx =x 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacta por e! método IDI. 
notará que se escribe la constante de integración como c(y) que es igual a rp( f), entonces: 

x.w~y + x( 2y- se11x)dx =O~ x' dy + ( 2~)' - xsenx )dx = O 

aA-1 
M = 2xy- xsef/X =:>; --· = 2x ay 

, oN 
N=x· ~ --=2x ox 

Resolviendo como exacto 

F(x,y)= JMdx+C(y)= J2xydx- Jxsenxdx+C(y) 

F( x,y/= 2y J.nfr- J x se11xdx + C( y) 

Integrando por partes 
u= x ~ du = d.x, dv = se11xdx ~ v = -cos x 

Se tiene f xse11xdx =-¡reos x.+ Jcos xdr = -xcosx+ se11x 

Entonces: 
F(x,y)=yx' +xcosx-senx+C(y) 

í}f_= x' +'!,C(y) =x' ~ dC{y) O=-C(y)=O+c 
ay t1x d.x 

F(x,y) = yx' + xcos x- senx+ e 
Respuesta. yx' + X cos x - se11x = e 

22 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

PROBLEMA 5 

( '::- + JxyJdx+(J.v' + x' }ty =O 

Prueba de exactitud 

y' oM Jv' 
M=·---+Jxv=>---=--" +Jx 

X • oy X 

, , oN 
N=Jy +x =>----=2x ox 

Como no es exacta se busca el factor de integración 

f(x) = 
1 -[~!rf_ -ªf!...] = ---/-------.-(Jy~ + 3x-2x) = _ J __ (!,r' + x) 
N cy ax Jy·+x· X . Jy'x+x X 

f(x)= --/-----[!!.'+x']=!-
. Jy- +x 2 X X 

f 
1 -

f(). )dx -d:c . 

µ( x) = ef =e ' =e'"' = x 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacta por el metodo IDI, 
notará que se escribe la constante de integración como e( y) que es 1guol a rp( y), entonces: 

.-{,Y: + Jxy )dx+ x(3y 1 + x~ }ty =O=> {.,, 1 + Jx' y)dx+ (Jxy' + x 3 }ty =O 

J ' 01'rf ' 2 M=y +Jx·y=>---=3y- +3x 
ay 

. aN 
N = Jxy 2 + x 1 => - = 3y2 + 3x2 

ax 
Resolviendo como exacta 

F(x,y)=.Jy' dx+ J3x'ydx+C(y) 

F( x,y) = y 1 x + x 1 y+ C( y) 

aF =3xy' +x3 + dC(y) =3xy' +x3 => dC(y) =O=>C(y)=O+c 
cy dx dx 

F( x,y) = y 3 x+ x 3 y +e 

Respuesta. y 3 x + x 1 y= e 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

Problema 6. 

[2y'e'' +y' }tx + [2y 1e 1
' + 3.\]"1 kl' =O 

Pr,Jeba de exactitud. 

3 ., , 01l'I , , 3 M(x.y)=2y e"+y ~--0· .. =6ye·'+4y 
. y 

' 'x J a1v - , 'x J 
N(x,y)=2y·e· +3.\}' ~ --- .. =4y'e' +3y ax 

Como no es exacta se busca el factor de integración 

oN aM 
ax ov _ 4y'e'' +Jy-' -6y'e'" -4y-' -2y'e'" - y 1 -:-~'.f2.:~" __ °:)) 1 

f(y)= -·- .w~-- - -----·-2_;:;;¡:-;-·~.?-------= -2}•-'e-;-;·:i_ ;~,--= y-'(2e'x +y) =-:;; 

¡ -J'~ 1 f(y)di y -lny l,11·- 1 -1 
µ( r) = e = e = e ·= e · = v = -. . y 

Multiplicando por el rector de integración y resolviendo como exacta por el método directo, 
entonces: 

' 't J ª~i\-1 ' ., M(x,y)=Jy·e· +y=> ----=4ye·"+3y' 
0·. 

N(x,y) = 2ye"' + 3xy 1 => ~aN = 4ye 2
x + 3y 1 

X 

f = fMdx+c =J(2y 2eix +)• 1 \.,x+c =2y 2 Je 1'dx+y 3 J dx+c =y·'e'' +xy1 +e 
X (y) P· (y} (J•) (y) 

f,. = J Ndy + c1,¡ = J ( 2ye'" + 3xy 2 )dy +c1,, = 2e" Jydy + 3x Jy'dy + c1,¡ = y'e'' + xy 1 +c1,, 

~ F( x,y) = f, uf,.= ( y'e''.+ xy' +c1,¡)u(y'e'' + xy 1 +c1,¡) = y 2 e 1
" + x/ 

Respuesta y' e'·x + .cy1 =e 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIAL.ES REDUCIBLES A EXACTAS 

PROBLEMA 7. 

[ 1 +,~:t:f'. }ú- + [ :- 2:~\~_::~.v ]dy =o 

Prueba de exactitud. 
I+2xy J aM l 

111( x,y) = · -- ·--·- = ·-· + 2x:::} --· = - -·, 
Y Y ay y· 

-2x-x'v 2x x' aN 2 2x 
N (X' y)= -· ·----"-··-·- = ~ -- -- ····- :::} . ·-··· = - -··,- - --···· 

. y y' y ax y y 

Como no es exacta se busca el factor de integración 

f dy 

) f ft r ~· - ,--;- -In> 1.,.-1 - -1 J 
µ(y = e . = e = e = e = y = --

y 

Multiplicando por el factor de integración y resolviendo como exacto por el método directo, 
entonces: 

~ [ J_+_;:~'-]itx + ~ [ ~_} xy~_x' Y ]dy = O ~ [ !_~l, ~ ]il~ + [=-~~y~ -~2 ]dy = O 

1+2xy 1 2x BM 2 2x 
M(x V)=-----=---+·-~ - = ------· 

' - y' y 2 y By y 1 y 2 

. -2x-x 1 y 2x x 1 BN 2 2x 
N (X ,y)= -- .. ------- = - ---- - --- ~ ---· = - -·- - -·;-

y J y J y 2 ax y J y· 

J I[1+2xy~ JI J2x 1 x' f,= 111dx+c(y)= --·-,·--· +c(y)= -1 dx+ ___ :.ax+c(y)=-·;x+ - +c(y) 
y· y y y y 

f = JNdy +e( x) = J[- lx..=~' y]dy +e( x) = -J2~dy-x2 J-1-dy + c(x) = _!__ x + -~-+ c(x) 
' Y

1 
Y

1 
Y

2 
Y

1 
Y 

F(x,y)= f, u f. =(_!__x+ xi +c(y))u(_!__x+ x~+c(x))= _!_-x+ x
1 

> y] y y] y y' y 

25 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS 

Pr•Jeba de exactitud. 
, , 1 , . a!II . . , 1 i.J(x,y) = 4x· y + 3xe ) => ----- = nx· y' +6xe y 

ay 
1 1 , 1 a1v , , , . 

N ( x, y)= 3 x· y· + 2 x· e ' => -- - = 9 x· y + 4 xe" ax 
Come no es exacta se busca el factor de integración 

ar ax Jx'y' +2xe'' l 
f(x)= ' - =-

:V X( J X: y: + 2 X e:. ) 

Í / 1 r JJ.x /11 x 
~u(x) =e' =e = x 

Multiplicando par el factor de integración y resolviendo como exacta por el método IDI, 
entonces: 

x [4x' y'+ 3xe'·'· }fr + x[3x1 y 1 + 2x'e'" }ty =O=:> [4x 3 y' + 3x'e'Y }L~ +[3x' y'+ 2x3e 1
' },:v =O 

f l ' ' 01i1 ? ' ' ' 
1tf ( x,y) = 4x· y +Jx·e·' =:> · -- · = 12x y·+ 6x·e·> , ay 

, , , , . aN , , , , 
N(x,y)=3x y· +2x e"=:>--= 12x y· +6x e" ax 

f, = J Mdx +e( y)= f(4x' y 1 + 3x'e'Y )L~·+c1 , 1 = J 4x' y' 1fr + J3xie'' dx +cl.rl = x'y' + x 'e'.r + c1!'1 

f · f 4 ' J 'Y f 4 ' J2 l 'r 4 1 J 'y J;. = Ndy+c(x)= (3x y· +2x e· }dy+c
1
.,1 = 3x y·dy+ xe··dy+c1, 1 =x y +x e· +c1, 1 

F( 1 ( J J j !y ) ( " j j })' ) 4 J .t 2y 
.\'.' 1 .r = xy +xe +c(.vJ U.t'y +xe +c(xJ =xy +xe 

Respuesta x' y'+ x 1 e'' =e 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENaALES UNEALES 

Definición: 

' 
Ecuación Diferencial Ordinaria Lineal 

Una ecuación diferéne<al ord1~aria lineal de primer orden tiene la forma: 

dy 
· · + p( X) J = q( X) 
dx 

, d.~ 
O bien intercambiando las variables, se verá de la siguiente manera dy + p(y)x = q( y). 

Solución De Una Ecuación Lineal 

dr · 
La ecuación diferencial ordinaria lineal --'· + p( x)y = q( x) no es exacta puesto que al 

dx 
escribirla en forma di ferenc1al ( p( x) y - q( x ))dx + dy = O no cumple la cond1c1ón de 

a111 aN 
exactitud · · -- -# · - -- porque · ay ax, · 

Jlf = p( X )y - q(x) => o(_!J(_X ))'_~_l/_(:\:)) = p( X) 
oy 

ao; 
N=I=> --- -- =0 ox 

dy . . 
_En caso de que p( x) = O la ecuación diferencial se convierte en · · · = q( x) que se resuelve 

dx 
directamente separando las variables, entonces al considerar p( x)-# O se reduce a exactas 

' 
usando el factor de integración µ( x) , donde. · 

f 'l'a:+1 a.v} f' 
( 

'~7-fu.~ t' -
1
-(pfx)-O}ttr fp(r)dx 

µ x)=e =e =e 

Multiplicando por la ecuación original. se tiene: 

efplxJdx {: + p(x)y = q(x)} 

f p( x )dx dy ( ) f p( X )dx ( ) f p( X )dx 
e ----- + p x e y = q x e 

dx 
Debiéndose notar que en el lado izquierdo de la ecuación se tiene la derivada de un producto, 
así que: 

d [ fp(x¡dx J f P!x)d< d r.. l ... e y =q(x}e =>--- lf'(x)y =µ(x)q(x) 
dx d~ 

Qué al separar las variables se llega a: 

d[ur x)y]= µ(x)q( x)dx => f d[u(x)y]= f µ(x)q( x)dx =>µ( x)y = f µ( x)q( x)dx 

Encontrando la solución general de las ecuaciones lineales 

y = __ !__ {f µ( x )q( -~ )dx +e} donde µ( xj =) '1
' ,,,, 

µ(x) 

En los ejercicios resueltos, se usa la fórmula general o bien se establece la diferencial del 
producto para resolver por separación de variables 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Problema 1 

dr 2x+J 
(X) . · + · ··· · · (V)= X - ] 

d~ x+J ·· 
Div1d1endo por x 

Donde 

PROBLEMAS 

dr 2x+J x-1 , + .. - - ( r J = -
dx x( x+ 1) · x 

2x+l x-1 
p( X) = - - · , q( X) = · ·--

x( x + J} X 

Integrando para encontrar el factor de integración. u= x' + x => du = ( 2 x + 1 )dx 

J f 
2x+l f2x+l , 

P(x)d~ = - ------ dx = ····;- --dx =In x· + x 
x(x+l) ·+x 

X 

Jptx}.ir bitt·:_.,., ' 
•. Se tiene µ( x) =e =e· · · = x· + x. entonces. 

Problema 2 . -

dv -·--+ 2xr = 4x 
dx · 

Se tieneq( x) = 4x 
Entonces 

1 {J , (x-1) } .r=·-2-- (x·.+x)-~·-dx+c 
X +X X 

y . .· 'l___ { J >;f_x _+ ! ~(_x_=_!Jdx + e} 
X +x X 

y= /- {J (/- J)iú-+c} 
X +X 

y=-x';-~[-i-x+c]= x,~-~[c+~-x) 

Respuesto · y = ---/---[ 'j
3 

- x + e] 
X +X 

f p(x)d:r: flrdl 1 J 

p(x}=2x=>µ(x)=e =e =e 

y=-~, {f ex' ( 4x) dx +e}= e-x' [2 f ex' ( 2x) ~+e 1= e-x' 2 ex' + e-x' (e).= 2 + e-x' (e) 
e 

Respuesta y= 2 + e-x· (e) 

28 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Problemo 3. -

dr 
p - 1• cot .\' = 2 .-.: sen.\' 

dx · 
Donde p( x) = - cot x q( x) = 2 x senx 

Entonces el factor de integración es 

Sp(x/d:r: -j,·otxdx ¡ I J 
µ(X) = e ' = e = e-"' " 4

' 
1 = ( senx r = -- -·-

seflX 
Sustituyendo 

[I 2xse11xdx J [J ] · [' ] y= se11x · -- ··-·····-··--+e = senx 2 x dx +e = senx x· +e 
se11x 

· Respuesta y = sem: [x' +e] 

Problema 4. -

dj' ' --+2xy=2xe-x 
dx · 

Donde p(x)=2x q(x)=2xe-' 
, , Jp(x/tb fixdx x: 

Entonces el factor de integracion es µ( x) = e = e = e 

Sustituyendo 

J' =e-" lJe'' (2xe_,, )tl>:+cJ=e-'' lJ 2xdx+c]=e-'' [x' +e] 
Respuesta y = e-x [x' +e] 

Problema 5. -
dr · .. =x-4y 
dx 

dy 
Arreglando la ecuación diferencial -- + 4 y= x 

dx 
Donde p( X) = 4 q( X) = X 

Sp(x/dx J•dx ,, 
Entonces el factor de integración es µ( x) =e = e =e · 
Mult1 plicando por el factor de integración 

e" dy + 4e'x ydx = xe" dx 

d~"y]=xe"dx:::} J d~',y]= Jxe"dx 

Cálculo integral (integrando por partes) u= x:::} du = dx 
.Jx J 4x 

dv=e dx==>v=···e 
4 

Entonces 

J ,, ( 1 "J JJ <x 1 ,, 1 J 4x 1 4x 1 4x xe dx=x -e - -e dx=-xe -- e 4dx=-xe ---e +e 
4 4 4 4 4 16 

29 



Matemáticas S<tperiores ./ 
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Problema 6. -

d,r + (- 2 )J' = _!__; 
dx X x· 

J 

Dónde P(x) = - ~­
x 

.Jx J ./x J ./,\ e y= -xe - -e +e 
4 16 

J 1 e 
y=- x- ---·+··-· 

4 16 4x 

. 3 
q(x) = - ·; 

x· 

e 

Entonces el factor de integración es 

1 1 e 
Respuesta I' = · x - ·- + - · 

- ./ 16 4x e 

f P(x}dx -J~1ir: -lf~· -Jfnx JnT" 1 -2 J 
µ(xJ=e =e' =e '=e =e =x =x, 

-1 dy -) _, 
Multiplicando la ecuación diferencial por el factor de integración: .:- - ··· - 2 v I' = 3 v 

·' dx ·' · -'-

Separando variables: 
- ' -J -1 

x·dy-2x ydx=3x di: 

dly:-l _rJ= 3 X_, dx 

Jd["-'y]= J3x-'d\'. 
-2 -3 x y=-x +e 

J 
' 1 1 -J+cx 

Multiplicando por x·: y= - -·+ex = ----
x X 

Problema T. -

dy ' 
x-- +(x+2Jy=e 

dx 

. . dy (x+2) e' D1v1d1endo por x: ----- + ---- y= -
dx X X 

x+2 2 ex 
Donde P(x)=---=l+- q(x)=--

x X X 

Entonces el factor de integraci~n es 

J 
-l+c 

Resp<1esta y=---------~ 
X 

( ) J ~(x)Jx J[1+!.)dx ' J dx+J!·dx x lnx' x J 1 x 
µx=e =e· =e··=ee =ex=xe 

Multioficando la Ecuación Diferencial por x' e' se 

1 xdy ] '( 2) . ] xe' 
tiene X e --;¡;+X e J +:; J' = X e -:;,-
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Matemáticas Superiores 
ECUAGONES DIFERENGALES LINEALES 

Separando variables: 
i r ' x x · 'x 

x·e dy+x·e y1ix+xe 2ydx=xe· dx 

11L' e" .v]= x' e, dy ~ x' e' ydx+ e' y2xdx _ 

r 1 r ] lr J r 1 r ] J lx liL" e y= xe 1ix= ilL\· e y= xe dx 

'x J 7 x 
Integrando por partes. 11 =X= du = IÍX IÍV =e· IÍX ='>V= · e· 

2 

J lr J ]; I J lr J lx J lr 

xe dx=x·2e - ie =1xe -¡e +e 

Sustituyendo e integrando directamente el lado izquierdo: 

1 .r J l:c J 1.r 

x e Y = 2 xe - 4 e +e 

J lx J lx 
··· xe ---··e +e 
? 4 J' = .""'.. -···--- ~~,-- ; -. 

xe 
J lx J lr 
·?xe --··e +e 

Respuesta v = -- · · · · ______ -( ---
~~-=~. 1 ' 

Problema B. 

d1• cosx 
-~ + -··--·- )" = ( ]- SelL\'.) 
dx 1 + se= 

. cosx 
Donde p( x) = ------- , q( x) = 1 - senx 

l+senx 
Entonces el factor de integración es z = 1 + senx = dz = cos xdx 

( ) f P( r Jdx f .!:~'~-'-dx In 1 + SelL\'. 1 
µ X = e = e I+•= = e = + SenX 

Sustituyendo 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

y= --
1--{f< 1+senx)(1- senx)dx+ e} 

1 + senx 

y= ---
1
-{Jo- sen' x)+c} 

1 + senx 

y= --
1
- {Jcos' xdx+c} 

1 + senx 

y= _!__{Jr! + !_cos2x)dx+c} 
1+ senx 2 2 

y = _ __! __ {!_ x + -~ sen2 x + e} 
1 + senx 2 4 

1 {1 12 . } y = - X + - senx CDS X + e 
1 + senx 2 4 

1 {1 1 } Respuesta. y = - x + - senx cos x + e 
1 + senx 2 2 

Problema 9 .-

dy ,' 2 

X~+y= ;X +1 

. 2 
Poniendo la ecuación en forma diferencial xdy + ydx = · .. : x + ldx 

Por definición de la derivada del producto d[xy] = -.. :"/ + ldx 

Integrando. J d[xy]= J-/x' + ldx 
' La integral del lado izquierdo es inmediata, la del lado derecho se resuelve mediante un cambio 

de variable trigonométrica , que lleva a una integración por partes ó bien usando el formulario: 

xy= ~[xJx' +1 +tni.x' +1 +x!J+c 

1[ x i_x_'_+_l +In: .-x-, +-1 + x¡J +e 
y= 

X 

Respuesta y = 

1[ ~1 ,1~1 ¡] ] x.·.'X + + n!"ix + +x¡ +e 

X 
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Matemáticas Superiores 
ECl.IACIONES DIFERENCIALES DE BERNOU/../..I 

Ecuación de Bernoulli 
Definición. La ecuación diferencial ordinaria de primer orden no lineal , denominada de 
Bernoulli tiene la forma 

dy + p( x)y = q( x)y" 
dx 

Donde n es grado de la ecuación de Bernoulli, n E \R - {o ,1} 
debido que sería una ecuación lineal o por separación de variables, respectivamente, una forma 
alternativa de la ecuación de Bernoulli se presenta cuando se intercambian las variables, es 

dx 
decir, se tendrá la forma - + p( y )x = q( y )x" ó cualquier otra combinación de variables. 

dy 

Solución de la Ecuación de Bernoulli 
El cambio de variable z =y'-• permite transformar la ecuación de Bernoulli, que es una 

ecuación no lineal, en otra que si es lineal. 

Desarrollo 
dy . 

Sea la ecuación no lineal - + p ( x ) y = q ( x ) y • ecuación 1 
dx 

H . d 1-n . , 2 . dz (l ) 1-n-l dy (l ) -• dy · . , 3 ac1en o z = y ecuac1on , se tiene - = - n y ::::) - = - n y - ecuac1on 
. dx dx dx 

. {d . } Al multiplicar la ecuación 1 por y-• se tiene: y-• J'x + p( x)y = q( x )y" dando como 

1 d -n dy ( ) l-n ( ) d ' 't 1 . 2 3 ' res u ta o: y dx + p x y = q x , es pues se sust1 uyen as ecuaciones y , as1: 

1 dz 
---+ p(x)z = q(x) 
1-n dx 

dz 
::::) -+(1-n)p(x)z = ( 1-n)q(x) 

dx 

Que ya es lineal, con solución: z ~·-1-{Jµ( x)( 1- n)q( x)dx+ e} 
µ(x) . 

, Jr1-n)p(x)dx 
Donde el factor de integracion es µ( x) =e . 

Los problemas ilustrados a continuación, se resuelven de alguno de las dos maneras siguientes, 
usando el factor de integración y sustituyendo en la fórmulb general o bien haciendo paso a . 
paso la transformación a la ecuación ordinaria lineal, usando las ecuaciones 2 y 3. 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIAL.ES DE BERNOUL.L.I 

PROBLEMA J. -
dy y X -+-=-
dx 2x y 3 

PROBLEMAS 

Arreglando dy +~y= xy-3 Ecuación l. Ecuación de Bernoulli de grado n = -3 
dx 2x 

Cambio de variable z =y'-• =y' Ecuación 2 

dz 
dz 3 dy 

Derivando - = 4 y - ::::> 
dx dx 

dy dxE ··3 - = ~-- . cuac1on 
dx 4y 3 

Sustituyendo 2 y3 en 1 

Solución como lineal 

dz 
:- 1 
dx +-y=xy-3 

4y3 2x 

dz 1 3 3 -3 - +-4y y=4y xy 
dx 2x 
dz 2 , · 2 
- +-y =4x ::::> z' +-z=4x 
dx X X 

. 2 
p(x)=-, q(x)=4x 

X 

!~"" µ(x) = eJp(x)d:c =e X = el/nx = e/nx
1 

=fnx
1 

=X] 

z = _!____ [Jµ( x) q(x) dx+ e] 
µ(x) . 

z= _!,[Jx' 4xdx+c] 
X 

z = ~[4Jx3 dx+c]= ~[4x' +e] 
xiit , xi 4 

i e 
z=x +­

x' 

e 
y' =x' +-, 

x· 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIAi.ES DE BERNOU/./.I 

Problema 2. -
dy y 3 
--+-=xy 
dx 2x 

1 
Se tiene una ecuación de Bernoulli de grado n = 3 donde p( x) = -·- q( x) = x 

2x 
Entonces el factor de integración es 

f(l-3)-_!_dx f f-_!_)dx -J~ 
µ(x) = ef(f-n)p(x)t/x =·e lx =e X =e X = e-Jnx =X-[ 

Sustituyendo , 

PROBLEMA 3. -

dx t+I t+I --- + --- X = ---
dt 2t xt 

z = .. ! ·- [J< 1-n)µ( x) q('.x) dx] 
µ(x) 

z=-4; [JO-J)x- 1 xdx+c] 
X 

z = x[- 2 Jdx+c]= x[-2x+c] 

z = -2x' +ex 

Respuesta. y · 2 = Cx - 2 x' 

Arreglando il:c_ + 1+ 1 
x = t_'..!_ x- 1 es una ecuación de Bernoulli de grado n = -1, donde. 

dt 21 t 
t+l 

p(t)=---
21 

t+I 
q(t)= -

t 

Entonces el factor de integración es 

Sustituyendo 

t+l dJ 
¡( l-n) (t)dt J(I+l)-dt Jdt+J- 1 µ( t) =e ' =e . 2' =e ' = e'+n' =te' 

z = -
1-[J< 1- n)µ(t) q(t) dt] 

µ(x) 

z =...!....[Jo+ l)te' r1--+:..!.. J d1] 
te' t 

~ = ¡:-;· [2 Je' (t + 1 )dt +e] 

Resolviendo por partes U = ( => du = dt , dv = e 1 dt => V = e 1 

z = ~I [Jte'dt + Je'dt +e]=> z =,:,~e' - Je'dt + Je'dt +e] 

2[,] e , e e z=--·te +e =2+---=>x =2+-=2.+----· 
te' ·te' te' e'+1n1 

Respuesta. 
, e e 

X =2+-=2+--te' e'+lnl 
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Matemáticos Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE BERNOULU 

Problema 4. -

X dJ +y= ( XJ )312 
dx 

n =312 
1-n -fil z =y =y 

=> 
1 (xy/ 12 

y + - y = --· ·--·-
X X 

z'= -( 1 I 2)( y-112 )y' => y'= -2z' y 311 

Transformando a una lineal 

1 _ 2z' y31' + __ y= x112 y112 
X 

1 X
/12 

-112 z' - - Y = - --··--
2 x 2 

1 x 112 

z' - -(z)= ---
2x 2 

. 1 
p(x)=---

2x 

111 .x 
q(x)=----

2 
Solución de la lineal, resolviendo la integral, calculando el factor de integración y manipulando 
la constante . 

J . J J } -11' p( X )dx = - - dx = - - In X = In X • 
2x 2 

lnx- 111 -111 J => µ( x) =e = x =--¡¡¡ 
. X 

z = - 1
--[Jµ(x)q(x)dx] 

µ(x) 

1 
[ 

//] ] -112 X z = -- Jx (- ---) dx 
X-JI l ] 

112[ 1 J ] I/ '[ 1 ] z=x - 2 dx =x · - 2(x+c) 

XJ!l C.X/12 

z = - ···-- - ·-----
2 2 

312 

si C=-c/2 => y-112 =-::_-+Cx 112 

2 

Respuesto. 
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Matemáticas Superiores 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE BERNOULLI 

Problema 5.­
dy y 1 ---- -+ - = ---- ~ 

dx x xy' 
1 1 -1 y +-y=---y 
X X 

11 = -2 

Z = Yl-n =y' 

z'=Jy'y' ' z ~ y=--·-;-
Jy• 

Transformando a una lineal 

z' I 1 -1 .. --;- + --y = y 
Jy- X X 

J 3 J z' + -- Y = 
X X 

' J J z +--z=-
x X 

J J 
p(x)=- ,q(x)=-

x X 

Solución de la lineal, resolviendo la integral y calculando el factor de integración y manipulando 
la constante . 

J . . ; f p( X )dx = f-- dx = J /11 X= /11 X
3 

X 

µ(x)=e 1"x' =x 3 

z = - 1-[f µ(x) q( x) ttx] 
µ(x) . 

z = :, [ J x3 
( ;) dx J 

Z = _I_~fx 1 ttx]= -1. [x' +Je] 
X

3 
X

3 

Je z = 1 + ---
x' 

' e si e = Je ~ y = 1 + ---
x' 
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Respuesta y' = 1 + -1 

X 



PROBLEMAS DE APLICACIÓN 



Diplomado en 
Alta Dirección 

MÓDULO 1 
División de Educación Continua, Facultad de Ingeniería U.N.A.M. 

2 SELECC!ON DE PERSONAL iv1 B. \VERT!-IER, JR .. 
KE!TI-1 DA.VIS 

Una vez que se dispone de un grupo idóneo de solicitantes obtenido 
mediante el reclutamiento, se da inicio al proceso. de selección. Esta 
fase implica una serie de pasos que añaden complejidad a la decisión 
de contratar y consumen cierto tiempo. Estos factores pueden resultar 
irritantes , tanto para los candidatos, que desean iniciar de inmediato, 
como para los gerentes de los departamentos con vacantes. 

El proceso de selección consiste en una serie de pasos específicos que 
se emplean para decidir que solicitantes deben ser contratados. El 
proceso· se inicia en el momento en que una persona solicita un 
empleo y termina cuando se produce la decisión de contratar a uno de 
los solicitantes . 

..,. 
En muchos departamentos de personal se integran las funciones de 
reclutamiento y selección en una sola función que puede recibir el 
nombre de contratación. La función de contratar se asocia 
íntimamente con el departamento de personal y constituye con 
frecuencia la razón esencial de la existencia del mismo, ya que el 
proceso de selección tiene importancia radical en la administración de 
recursos humanos. 

4.2.1 Objetivos y Desafíos de la Selección de Personal 

El proceso de selección se basa en tres elementos esenciales: la 
información que brinda el análisis de puesto, los planes de los recursos 
humanos a corto y largo plazos, y finalmente, los candidatos. Estos 
tres elementos determinan en gran medida la efectividad del proceso 
de selección. 

4.2.2 Selección de Personal: Panorama General 

La función del administrador de recursos humanos consiste en ayudar 
a la organización a identificar el candidato que mejor se ·adecue a las 
necesidades generales de la organización. 

arh dinlomt11loaltadireccion@prodigp.11et.mx ARB 67 



Matemáticas Superiores 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

MODELOS MATEMÁTICOS 

Crecimiento de Poblaciones 

''La velocidad con la que crece o disminuye una población es directamente proporcional a la 
cantidad de población presente" 
como x( t) es el número de pobladores y al tiempo t =O la población es x 0 entonces: 

dx - dx 
--OCX=:'.)--=kx 
dt dt 

Resolviendo la ecuación diferencial por separación de variables, se tiene 

dx k d dx Jdx J ' kt+c ---- = X =::) X = kxdt =::) --- - = kdt =::) -- = kdt =::) In X = kt + e =::) X = e 
~ X X 

x(t)=ce" 

Para el cálculo de la constante de integración e y le constante de proporcionalidad k , 

t =O, x = x 0 :::::> x 0 =ceº :::::> c = x 0 

kt kt J (X¡) t =ti' X= X¡ :::::>X¡= ce 1 :::::>X¡_= Xoe 1 :::::> k =--In -
· f 1 X 0 

La solución particular será: 

Reacción Química Simple 

"La rapidez con que una sustancia A se convierte en una sustancia B es directamente 
proporcional a la cantidad de sustancia A Por transformar~ A --. B 

Sea x( t) la sustancia que se va a transformar, y al tiempo 1 = O la sustancia por transforma 

es x 0 entonces: 

dx dx 
--- oc -X=::) --- = -kx 
dt dt 

Procediendo de manera semejante al modelo anterior, note que la única diferencia es el signo 

I ( x1 ) 

negativo, s-e llegará a la solución x( t J = x
0 

e - ;;'" ~; 
1 

VACI-ADO DE UN TANQUE 

!im h 

B 
38 

A =Área (sección transversa/) del 
recipiente. 
B =Área orificio. 
H= Altura del solvente en el instante t. 
11 h = Variación de la altura. 

t= Tiempo. 
11 t =Variación del tiempo. 

g = 9.8 m/seg. 

.. 
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Matemáticas Superiores 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

Consideraciones 
La cantidad de solvente que sale por la tubería = La cantidad de solvente que desciende en el 
cilindro. 

El volumen que bajó en el cilindro es V = ALl h 

El volumen que sale por el tubo es V = BLlm. Donde Llm es la distancia que recorre el 
solvente durante Lll segundos, si el chorro saliera horizontalmente. 

dm 
V = · ··- es la velocidad instantánea de la caída del solvente. 

di 

V= 2gh en condiciones ideales suponiendo que no hay perdidas. 

-ALlh = BLlm 

D .. d. d A • A Llh B Llm 1v1 1en o por LJ t se tiene- --·· = ·-
Llt Llt 

Tomando el límite Llt ~ O 
dh dm dh . 

-A-·= B--==>-A--·- = Bv 
di dt dt -A:~= B 2gh 

Resolviendo la ecuación diferencial, por separación de variables: 

J dh A ·-· J - A -
·~=--.:2g dt==>2 h=-- ·2gt+c 
.h B. B · 

Ley de Enfriamiento de Newton 
''La rapidez can la t¡ue cambia la temperatura de un cuerpo es directamente praparcional a 

la diferencia de temperaturas del propio cuerpo con la. del medio ambienteª 
Sea T la temperatura del cuerpo y T, la temperatura del medio ambiente, entonces 

dT dT 
-- oc T - T ==> -- = k(T - T ) 
di • di • 

Resolviendo la ecuación diferencial. Por separación de va.riables. 

dT dT ······ = k(T-T )==> dT= k(T-T )dt==> -··-- = kdt 
~ ' ' T-T • 

==> J · dT ·· = fkdl ==> ln(T - T ) = kt +e==> T - T =e"" 
T-T ª " • 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad. 

1 = O, T = T0 ::::> T0 = T. + ceº ::::> c·= T0 - T, 

T = T +ce•' • 

T ., T1 -T, ., 1 (T1 -T,J 
t=tl' T= 1 =>T1 =T,+(T0 -T,)e '=>i:-~r=e '=>k= 1-tn T.-r· 

O a J O a 

l ln(r,-r. )r 
La solución particular será: T(t)=T, +(T

0 
-T,Je'' r,-r, 

39 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

DESINTEGRACION RADIACTIVA 
"La rapidez con que se desintegra una sustancia radiactiva es directamente proporcional a 

la cantidad de sustancia radiactiva que falta desintegrarse" 

Sea x(t) la sustancia que se va a desintegrar. y al tiempo t =O la sustancia que falta 

desintegrarse es x 0 entonces: 

dx dx 
--- oc -x => - = -kx 
di dt 

Co_mo el modelo es el mismo que el de una reacción química simple se tiene la solución particular 

(1)
-" -,~1·(~} 

X - X 0 e 
PERIODO DE SEMIVIDA. Se define el periodo de semivida de una sustancia radiactiva como 
el tiempo que se tarda en desintegrar la mitad de la sustancia original. Entonces 

1 J -,'. 1•(;;h /n(1) 
X = l x 0 , 1 = 11 => - x 0 = x 0 e · => 11 = ( ) 

2 2 2 11 X¡ --n -
11 X 0 

Problemas de Mezclas 
"La rapidez de cambio de un soluto en un tanque mezclador es igual al diferencia de la 

entrada menos la salida" 

Sea x( 1) la cantidad de so luto al tiempo 1, entonces 

dx = ENTRADA - SALIDA 
dt 

dx 
- = Q1C1 - Q,C, 
dt 

Jx X 

di =Q1C 1 -Q2 V(I) 

Donde V ( 1) es el volumen variable del tanque mezclador: V ( 1) = V, + ( Q, - Q1 )1, entonces 

dx X dx Q2 . 
. - = Q,C, -Q] - --------- ~ -- + ------- X= Q,C, 
dt V0 + ( Q, - Q2 )t dt V0 + ( Q, - Q2 )t 

Solución d~ la ecuación diferencial ordinaria lineal. 

f ( )d f --~-'-di 
µ(I) =e P' '=e v,+1Q,-Q,¡1 

. [ Q ] 1 . 1 f--'-dt 
x(t) = --- [J µ(l)q(l)dt +e]=----(!~----- Je v,+!Q,-Q,!t q(l}dl +e 

µ(I) f-- -0 -----dt e VII +(Q, -Q: )t r 

Para determinar el valor de la constante de integración, se evalúa en el tiempo 1 = O, entonces 

x( o)= x, 40 

. 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

Ley de Fourier. 
"La transferencia de calor en una superficie es directamente proporcional a la rapidez con 
la que cambia la temperatura" 

dT dT 
Qoc dx =>Q=kA-;¡; 

Donde k es la permitividad térmica del material 
. A es el área de la sección transversal (superficie isotérmica) 

Para una Pared Plana 

Resolviendo por separación de variables: 

Qdx = kAdT => f Qdx = kA f dr => Qx = kAT +e:. ¡X - kA~ +e 
_ . T=Qx+c 

.. kA 
Para calcular la constante de integración y de proporcionalidad se tienen condiciones de 
frontero: 

T(O)=T0 , T(L)=T, 

X= O,T = T0 => QxO= kAT0 +e=> c=-kAT0 

QL-c 
x = L, T = T, => Qx L = kAT, +e=> k = --- => 

AT1 

Donde L es el espesor de la pared 
De esta manera, la solución particular quedará como: 

k = =Qc...L_+_k_A_T-"-0 • 

AT, 

Q:= kAT1 -kAT0 

L 

T = {.?_~_"':.:_ = ~- x + e 
kA KA kA 

kA(T, -T0 ) 
=-----

L 

Que es una recta con pendiente m = J? .. y ordenada al origen b = -~con los valores 
kA kA 

cy Q 

calculados anteriormente. 
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Para un Tubo Cilíndrico 

Considerando el flujo de calor en un tubo de radio interior R 1 y radio exterior R 2 con 

· temperaturas T1 y T2 respectivamente y longitud L , entonces el área de la superficie 

isotérmica será A= 2II r L. por lo que la solución de la ecuación diferencial, por séparación 

de variables se encuentra de la siguiente manera. 

Q = k( 2 II r L) ~T_ => <JJ,- = k( 2 II L)dT => J{2!r = f k(2 II L)dT => Qlnr = 2II kLT +e 
dr r . r 

Para calcular la constante de integración y de permitiv1dad térmica se tienen condiciones de 
frontera: 

T(R,)=T,, T(R1 )=T1 

Entonces. 
r = R,, T= T, => QlnR, = 2IlkLT, +e 

r = R1 , T = T, => QlnR1 = 2IlkLT, +e 
Restando las 2 ecuaciones 

Q In R, - QLnR, = 2IlkLT, - 2IlkLT, => Q(ln R, - In R,) = 2II k L(T, - T2 ) 

Q = 2_f!k1 ( T, _:_T,} = 2_f!.! ( T, - T, 2 
(lnR, :...1nR2 ) ln~1-

R, 
R, 

Qln--
k = {2(~n R,_= l'!_R_,)_ = _____ ___!!_, __ _ 

2II L(T, - T1 ) 2II L(T, - T,) 

Sustituyendo en la primer ecuación. 

De esta manera, la solución particular quedará como: 

T = f?!'!'~~ 
2IlkL 

Donde los valores e y Q son los calculados anteriormente. 

42 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

PROBLEMAS 

Problema J. Un tanque de 100 l. Esta lleno con salmuera que contiene 60 Kg. de sal disuelta. 
Entra agua en el tanque con un gasto de 12 llmin. Y la mezcla que se conserva uniforme 
mediante agitación. sale a la misma velocidad. ¿cuánta sal queda en el tanque después de una 
hora?. 

Solución de la ecuación diferencia\ por separación de variables 

X 
Vi=l2 Ci=O x(0)=60 Vs=l2 Cs= -·-·-

100 

-~ = ENT- SAL= ViCi-VsCs = 0-12(-~-) 
dt 100 

dx 12x 3 dx 3 
---=0----=---x =:>-·=--dt 
dt 'J00 25 X 25 

=::> J~ = -:
5 

Jdt =::>In x = - ;51 +e 

Calculo de la constante de integración 

3 
x( o) = O =::> In 60 = - -- (O)+ e =::> e = In 60 

25 
Solución particular y evaluación en t=60 

3 --~t ¡ 
lnx=-·--t+ln60 :.x(t)=60e" 

25 . 

_.!_(60) , 

=::> x(60) = 60e" = 0.44795 = 4.479x io-- Kg 

. -l 
Respuesta: x(60) = 0.44795 = 4.479 x JO Kg 

Problema 2. Un tanque contiene 100 l. de salmuera en el cual hay 1 O Kg de sal disuelta. Se 

alimenta al tanque salmuera a un gasto de 6 llmin. Con una concentración de 0.5 Kgll; la mezcla 

es mantenida homogénea dentro del tanque mediante agitación y sale de él con un gasto de 4 
l!min. Encuentre la cantidad de sal que hay en el tanque al cabo de 30 minutos. 
Solución de la ecuación diferencia\ ordinaria lineal 

t = <6 H0·5 )- 4(-Tort'+i1) = 3 -(:~t11) 
~; +(5/;1)x=3 

f 
& . . 

( ) 
2 5•11 - 2Jn( 50+<} Jn( SU+t ¡- (

50 
)' 

µ 1 =e +t =e =e = +t 

·1 [ ] i r , ] x(t) = . Jµ(t)q(t)dt+c = ... --- pJ(50+t) dt+c 
µ(t) (50+ 1)2 

I r , ] _, 
x(t)= --- · ·;t(50+t) +e =50+t+c(50+t) 

, (50+tY 
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Cálculo de la constante de integración 

t = 0,x =JO::::; JO= 50 +O+ c(50 F'::::, e= -100 000 

Solución particular. 

X= 50+ f-]00000(50 + tF2 

evaluación en t=30 

t = 30::::; x = 80-100000( 80 F' = 64.375Kg. 

Respuesta 64.375Kg. 
1 

Problema 3 La sustancia A se transforma en la sustancia B. La velocidad de formación de B 
varía en forma directamente proporcional a la cantidad de A presente en cada instante. si 
inicialmente hay 20 Kg. De A y en una hora hay 5 Kg de B. Hallar la cantidad de B al cabo de 
2 horas. 

Solución de la ecuación diferencial por separación de variables 

dx 
·- = k(a-x) 
dt 

J dx J -kt+c -·---·- = k dt => -/n(a-x) = kt+c => a-x =e 
(a-x) 

-1(/ -kl 
a-x=Ce =>x=a-Ce 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad, para obtener la 
solución particular, después se evalúa en t=2 

t=O, x=O::::;C,=a 

. ' t = J, X= 5::::, 5 = 20- 20 e ::::, k = -0.2876 

1 = 2::::; x = 200 - e-º·"''º' J = 8. 74Kg. 

Respuesta. 8. 74Kg. 

Problema 4. Se dispgne de un tanque cilíndrico vertical que tiene un diámetro de 1.5 m y una 
altura de 5 m. éste tanque contiene solvente hasta un 80 "lo de su capacidad. Si se vacía este 
tanque por gravedad a través de . una tubería de 0.08 m de diámetro conectada al fondo del 
tanque. Calcular el tiempo necesario para vaciar completamente el tanque. 

de acuerdo con los datos del problema se tiene: 

' (J.5)' J Volumen del tanque= 7( r· h = 7( T 5 = 8.83575 m 

Volumen del solvente= (0.8)(8.83575) = 7.0686 m 3 

V 
Altura del solvente= -· 2 = (7.0686 )( 7( )(O. 75) = 4 m 

7( r 
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Solución de la ecuación diferencial, separando las variables 

Donde: 

Entonces: 

dh ---
-A--= B 2gh 1 = O,h = ho 

di . 

dh --- -
=>-A---=B 2g h 

di 

f dh A ---f 
=> ¡;=-B_2gdl 

A -
2 h = --- ·2gl+c 

B 

A= tr r 2 =tr(0,75}'=1,76715m 2 

B = tr r' = tr(0.04 )' = 0.005026m 2 

i 

2 h = -:-0.005026 2(9.8)1+c 
1.76715 

Con el cálculo de la constante de integración, se obtiene la solución particular 

2 4o = -0,02161 +e=> h(I) = (-0.00631+2) 2 

h =O=> 1 = _¿___ = 317A6seg = 5.29min 
0.0063 

Respuesta_ 5.29 min. 

Problema 5_ Supóngase que la temperatura de una taza de café obedece a la ley de 
enfriamiento de Newton. Si el café tiene una temperatura de 87 C. y después de un minuto la 
temperatura es de 83 C. Determinar el tiempo que debe transcurrir para que la temperatura 
del café sea de 65 C, considerando para ello que la temperatura ambiente es de 21 C. 
Solución de la ecuación diferencial por separación de variables_ 

<!_!._ = k(T - T ) 
di " 

dT ' 
--- = k(T-21) 
dt 

dT -- --- = kdt 
(T-21) · 

f (T~r2í) = f kdt 

ln(T- 21) = kt => t - 21 ~ cekt => T = 21 +ce" 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad 

Si t=O, T=87 c=87-21=66 => T=21+66ekt 

.-_ T = 21+66e 
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Por lo que 

Si T = 65 
ln(!'~621) In( ~5¿=/1) ' . 

1 = = --·--~--- = 6.48mm 
- 0.06252 - 0.06252 

Respuesta 6.48 min 

Problema 6. Una tubería que transporta vapor, tiene un_ diámetro de 0.3 m y un recubrimiento 
de material aislante con un espesor de 0.2 m y una conductividad térmica k, de 0.2 wal/s/m K. 
La temperatura en la pared de la tubería es de 300 C, y la temperatura de la superficie 
externa del recubrimiento es de 40 ºC. 
¿cuál será la temperatura de la superficie externa del recubrimiento, sí el espesor fuera de 
0.1 m.? 

T=300C 

0.3 m 
T=40C 

Solución de la ecuación diferencial 

dT dT Q = kA ----- => Q = k 2m-L ·--- => 
dx dr 

Qf'' <f_r__ = k2trLf'' dT 
'1 r r, 

Qln r.'' = k2;r LT r, 
'1 T¡ 

Q(lnr2 -lnr1 ) = k2;rL(T2 -T1 ) 

Q = ~}_7!!:-_ {_T, - T1 ) 

In r2 - In r1 

Cálculo de la solución pedida. 

k2tr L[T,_-::_!1_} = k_2tr L(!_2 -: _T~2 

Q dr = k 2trLdT 
r 

(T2 -T1 ) _ (T1 -T1 ) 
::::> - --- ------- - ------ -··--Q, =Q, ::::> 

In r2 - _!n r1 In r3 - In r1 In r2 - In r1 In r3 - In r1 

T
3 

= T, _(In r3 ~In r1 J(!, ~ T1 ) = 573 _(In 0.25-_ln 0.1}_)(_5_7j-c31~}_ = 416_29K 
· lnr,-lnr1 ln0.35-ln0.15 

T3 =143.29C 

Respuesta. 143.29C 
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dT 
Problema 7. El flujo de calor Q (ca/Is) que pasa por una pared, está dado por Q = -k A-- , 

· dx 
siendo k la conductividad térmica del material (ca/Is cm C), A es el área de transferencia de 

calor de la pared cm', T ( C) es la temperatura ax cm de la pared. Hallar el número de 

calorías por segundo que pasa por 1 cm' de la pared de una habitación frigorífica de 150 cm 

de espesor, si la temperatura de la carci interior es de -SºC y la de la cara exterior de 60 C. 

Datos 

A= 1 cm', x 0 =O cm, x 1 = 150 cm, T1 = -SC, T, = 60C 

Solucion de la ecuación diferencial, por separación de variables. 

dT 
Q = -kA dx ~ Qdx = -kAdT 

Q Íx,.dx = -kA Ír, dT 
Jxo Jr, 

Q (X 1 - X 0 ) = -kA ( T2 - T1 ) 

Q= -kA(T2 -T1 ) _ -k(1)(60-(-5)) =-k(0. 433 ) 
X 1 - X 0 150 

Respuesta. Q = - 0.4333 k {cal/sj 

LJ 60C 
-se 

~~Y...-+ 

Problema 8. La rapidéz de desintegración de. una sustancia radiactiva es proporcional en 
cualquier instante, a la cantidad de sustancia radiactiva presente. Si en 100 años se pierde el 
4.2 % de la cantidad de sustancia original. ¿Qué porcentaje se perderá al cabo de 1600 años? 
(Considere que la cantidad inicial es A0 ). ' 
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Solución de la ecuación diferencial , por separación de variables 

~=-kA 
dt 

f~=-kfdt 
In A= -kt +e 

A= ce-" 
Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad, para obtener la 
solución particular 

t =o ' A= A¡¡ ::::> Ao =e ::::> A= Aoe-kl 

t = 100' A =(l-0.042)A, ::::> (l-0.042)A, = A,e-k(IOO) ::::> 1-0.042 =e-" 

ln{¿~_0.~4_2 ) = k ::::> k = 0.000429 
-100 

.-. A =Al} e-º·ºº'N19t 

Evaluando 

A= Aoe1-0·ººº"'H"ºº! = A00.5033 

%A = ( Ao - Ao0.5033) x 100 = 49. 66%Ao 

Respuesta. 49.66% A0 

Problema 9. Una sustancia se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad presente. 
Si la mitad de la cantidad original se desintegr.a en 1600 años hallar la cantidad de sustancia al 
cabo de 500 años. 

dA ---· = -kA t = O ~ A = A o 
dt 

f~1 = -k f dt 

In A= -Kt +e 
In A -kt+c A -kt e -kt 

e =e ~ =e ·e =ce' 
Cálculo de las constantes de integración 

t =O, A= Ao ::::>A= A11 e 
-kl 

_ 1600 4 _ A0 A0 .:_ -•116011 ¡ -"º°' _ 1 1600k _ I ( 1) 
t - ' , - -2 ::::> -:¡ - Ao e ::::> e - l ::::> - - n i 

In( 
1

) 
::::> k

1

= - 2·-· = 4.3321x 10-• :. A =·Aoe-1º 121 xw-' )I 

- 1600' 
Evaluando 

A= Aoe-inmxw-' ¡rsimi = 0.8052Ao 

48 Respuesta. 0.8052A0 
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i 

Problema 1 O. La ley de enfriamiento de Newton establece que: La velocidad de enfriamiento 
de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y del medio ambiente, 
La temperatura de una sustancia colocada en una habitación que se encuentra a 20 C baja de 
90 Ca 70°C en 15 minutos, hallar la temperatura de la sustancia al acabo de 20 minutos. 
Solución de la ecuación diferencial, por separación de variables 

. dT 
-dt-=-k(T-Ta), T(O)= 90C,T(/5)=70C 

J-·--d_T_ __ = -k f di 
(T - Ta) 

/11( T - Ta ) = -kt + e 
(T-T,,) -/a+c -kl . -la e = e => T - Ta = e e :. T = e e + Ta 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad, para obtener la 
solución particular. 

t =o, -k(O) -kt 
T = 90 ~ 90 = e e + 20 ~ e = 70 ~ T = 70 e + 20 

t = 15, -k(/5) (5º) : T=70~70=70e ~1n 70 =-k(J5J 

k = i:.li~) = 202431X10-l 
-15 

r = 70e-r2.w1xw-'11 +20 

Evaluando 

r = 70 e -n.wix w' )( 201 + 20 = 64. 695C 

Resouesta 64.695C 
Problema 11. En un cultivo de bacterias en cada instante la rapidez de crecimiento es 
proporcional al número presente. Si en una hora el número original aumenta en un 75 % halle la 
cantidad al cabo de 2 horas. 
Solución de la ecuación diferencial por separación de variables 

dM 
---= kM 

dt 

dM --- = kdt 
M 

IdZ = J kdt 

M(O)= M 0 

lnM=kt+C~M=Ce 
kt 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad 
k( o) kt 

t=O,M=M.~M.=Ce ~C=Mo~M;=Moe 
. ( / Jk 

t = 1, M = 1.75M0 ~ 1.75M0 = M 0 e ~In( 1.75) = k ~ k = 0.5596 

. M _ M 0.1"" .. - oe 
Evaluando 

M = M 0 e
11
·""

121 
=(M0 )3.0625 

Respuesta. 3.0625 M 0 
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PROBLEMA 12. Un tanque contiene 200 litros de salmuera en los cuales se disuelven 40 
gramos de sal. Una salmuera que contiene 0.8 gramos de sal por litro se bombea dentro del 
tanque con un gasto de 4 litros por minuto, la solución mantenida homogénea mediante 
agitación se bombea fuera del tanque con el mismo gasto de entrada, halle la cantidad de sal 
dentro del tanque al cabo de 20 minutos. 
Solución de la ecuación d1ferenc1al, como lineal. .1 

~: =GECE -G,[vo+(G;:_-G,)i] 

~~ = 4(0. 9J- 4[200·+:4__:4);] 

dA 1 
· + · A= 3.2 

dt 50 

J ' ' 
µ(tJ=e ;/'=e'º 

. ·~ .... tl"'·~,+_ ......... ,11 . " .. ' ., ...... ~ 

A(t) = . J [J µ(t )q(t )dt +e]=_!, [se{º ( 3.2 )dt +e]= e-;~[3.2 f )o dt +e] 
µ(t) -·· . e• . 

A(t)=e-50 3.2(50)e'º+c =160+Ce-'º ' [ ' J ' 

Cálculo de la constante de integración, para determinar la solución particular 

t=O, A=40 => 40=160+Ce
0

=>C'=-120 

Evaluando 
zo 

t=20, A=160-120e-'º=79.56gr. 

Respuesta 79.56 gr. 
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Problema 13. Un tanque contiene 200 galones de agua. Luego se introduce salmuera con 0.5 
libras de sal por galón a un gasto de 6 galones por minuto y la mezcla homogénea, sale del 
tanque a un gasto de 4 galones por minuto, Hállese la cantidad de sal en el tanque al cabo de 
30 minutos. 

di= GEC E - G, [v;;-;(-G~~ o;)r] 

~ = 6(0.S )- 4 [200-;16 ~ 4 )1 J 
dA 4A 
- = 3- ---------
dt 200 + 21 
dA 2A 
---+ -----=3 
dt 100+t 

A(t) = e-1 PI'!"[ Jel p(<)d< q(I )di+ e J 

A( 1) =e -I ¡,~;,'' [ J e)¡-of+-.:'' ( 3 )di + e]= e-"" /OO+t [1 J e11" IOO+t di +el 

A(I) = efo(/OO+<r' [1 Je1"º"+<!' dt +e]= (100+1r1 [1 Jooo + t )' dt +e] 

A(t)= ( 100+1r'k 100+1)3+e]=(100+·l)+c(100+1r
1 

Cálculo de la constante 

1 = o, A = o ~ o = 1 oo + o + e o oo + 1 r' =) e = 1000000 

Evaluando 

t = 30 A= 100 + 30-1000000(100 + 30 y-' = 70.82 lb, 

RESPUESTA. 70.82 lb, 
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PROBLEMAS DE APUCACIÓN 

Problema 14. Un tanque contienen 200 galones de salmuera con 15 libras de sal disueltas. Se 
introduce salmuera que contiene 0.5 libras de sal por galón a un gasto de /galón por minuto 
y la mezcla homogénea mediante agitación sale del tanque a un gasto de 2 galones por minuto. 
Encuentre la cantidad de sal en el tanque al cabo de 10 minutos. 

~· =·G,c, -G{~~-~(G~ -G,j1] 

dA =0.5(1)-2[····--¿_ · ·] 
dt 200 + (1 - 2 )t 

dA = 0.5- 2A 
di 200-1 

dA 2A --"+ ... ____ . = 0.5 
di 200-1 

A(I) = e·f 'º'''[ f ef '
1
"'' q(I }di+ e] 

A(I) = e-I ío~·j< [ f ef ;;i:/' (0.5 )di+ e]= (jlln,200-r [o.5 Je·'fo 200-r di+ e] 

A(I) =e'" (WO-r)' [o .. 5 fe'" (WO-r)" di+ e J = ( 200- t/ [o.5( 200-1r' +e] 

A(I} ~ ( 200-t)'[o.5(- (.Z.~~-/ r~) +e]= (200-1 )' [0.5(200-1 r' +e] 

:. A(t) = 0.5(200-t)+c( 200-t )' 

Cálculo de la constante de integración 

Evaluando 

1 =JO 

1=0,A=15=> 15 = 0.5(200-0)+C(200-0)' =>C = -2.J2xJ0-3 

A= 0.5( 200-10 )- 2.J2x Jo-' ( 200-10 )' = 18.47/b. 

' ' 
Respuesta. 18.4 7 lb 

Problema 15 La sustanéla química A se transforma en el producto B la velocidad de formación 

el producto B varía en forma directamente proporcional a la cantidad de A presente en cada 
instante. Si inicialmente hay; 1 O Kilogramos de A y en 2 horas 5. 1 kilogramos se han 

transformado en B. Hállese la cantidad de B al cabo de 1 /tora. 
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Diplomado en 
Alta Dirección 

MÓDULO 1 
División de Educación Continuo, Facultad de Ingeniería U,N.A.M. 

Intercambio de información.- El proceso de entrevista se basa en una 
conversación, establecer confianza y adquirir información, puede 
empezarse la entrevista preguntando al entrevistado si tiene alguna 
pregunta. Es importante evitar las preguntas vagas, abiertas. 

Terminación.- Cuando el entrevistador considera que ya esta 
terminando su lista de preguntas o que el tiempo ha expirado, se 
procede a cerrar la sesión, puede resumirse los siguientes pasos del 
proceso de selección, ya sea comunicarse después telefónicamente o 
concertar una nueva cita, 

Evaluación,- Inmediatamente después de concluida la evaluación, el 
entrevistador debe registrar las respuestas específicas y sus 
impresiones generales sobre el candidato, 

Errores del entrevistador: 

Una entrevista puede ser débil por que no establece un clima de 
confianza, o por que omite preguntas clave. Existen diversas fuentes 
de errores, los que se originan en la aceptación o rechazo del 
candidato por factores ajenos al desempeño potencial, Existe incluso 
el peligro de guiar al candidato a responder de la manera que el 
entrevistador desea resultando en una evaluación subjetiva y sin 
validez, 

Errores del entrevistado: 

Los cinco errores más comunes cometidos por los entrevistados son:· 
intentar técnicas distractoras, hablar en exceso, jactarse de los logros 
del pasado, no escuchar y no estar debidamente preparado para la 
entrevista. 

Paso 4: 

4.1,4 Verificación de Datos y Referencias, 

El profesional de los recursos humanos debe desarrollar una técnica 
depurada que depende en gran medida de dos hechos capitales: uno, el 
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dB 

de 

dB 

de 

dB · 

k (a - 8) 

k (10 - 8 ) 

. - . . = kde 
(10 - 8 ) 

f dB . · = f kde => - In (10 - B ) = kt + e => 8 (1 ) = 10 - e e -'' 
(10 - 8 ) 

Cálculo de la constante de integración y la constante de proporcionalidad 
B(O)=O=> 0=10-c ==> c=lO 

B(2) = 5.1 ==> 
(

5.1- JO) 

5.J =JO- Joe" ==> k =In - - Jo. = -0.3566 :. B(t J =JO- Joe-03"" 
2 . 

Evaluando./= J B(t) =JO- 10e(-03'6ó)(// = 3 kg de B. 

RESPUESTA 3 kg. 
Problema 16. Un producto quím;co C se produce en una reacción en que intervienen las 
sustancias A y B. La velocidad de producción de C varía en forma directamente proporcional al 

· producto de las cantidades de A y B presentes en cada instante. Inicialmente hay 60 
kilogramos de A y 60 kilogramos de B y por cada 3 kilogramos de A se usan 2 kilogramos 
de B. Se observa que en 2 /roras se forman 26.65 kilogramos de C. hállese la cantidad de C 
al cabo de J /rora. 

Solución de la ecuación diferencial, por separación de variables 

dx 
··· =k(x-A){x-B) 
di 

---·-- __ ti_!_. = k dt 
(x-A)(x-B) 

r ... dx ... = f kdt 
(x-A)(x-B) 

300-2x· JQOkl 
La integral se resuelve por descomposición en fracciones parciales · ·--- -·---· = e 

300-3x 
Cálculo de la constante k 

X=26.65, 1=2 ==> 300-2(26.65) · 3110k(2/ =='> 246.!__ = e6011K .'. k = O.OOOl 905 
300~3(26.65)=e 220.05 

Se obtiene la solución particular 

300- 2X _ 60Q(005716N 
300 2 

. _ 0.115'!6' (
300 3

·. . ---·. - e ==> - X - e - X) 
300-3x 

Evaluando en t=l. 
300-2x = 1.0588( 300-3x) ==> x = 14.99 

Respuesta 14.99 kg de C 
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Ecuaciones Diferencia/es de Segundo Orden. 

Definición: Una ecuación diferencial de segundo orden se define como: 

d 2 y dy 
a2 (x)d;;;-+a 1(x) dx+a0 (x)y= F(x) 

Donde la variable independiente es x mientras que la variable dependiente es y entonces la 

solución es y= f(x). 

Los coeficientes pueden ser variables a;( x) ó constantes a,( x) E 9i. 

La función de excitación F( x)puede ser igual a cero, en tal caso se denomina ho·mogénea 

ó diferente d~ cero, donde recibe el nombre de no homogénea. 

La solución total es y(x) = y,.(x)+ y,(x) donde el primer sumando se llama solución 

homogénea ó complementaria y el segundo se denomina solución particular. 

Solución Homogénea . 

La ecuación d1ferenc1al homogénea, con coeficientes constantes 
d 1 y dy 

a . ··· .+ a ·· ··· + a y = O 
2 dx2 l dx o 

tiene por solución funciones de la forma y = e"'' y las combinaciones de elementos de esta 

familia, Para encontrar los valores de m, se deriva, entonces. 

y= e"'', t!J. =me"" ~' . .!:'. = m 2 e"'' 
dx dx 2 

Y al sustituir 
}mx m..:: mx O a2m e +a 1me +a0e = 

=> e"" (a 1m 2 +a 1m + a0 ) = O 

Se tienen dos pos.ibilidades de las cuales. 

Por lo que. 

a2m 2 +a,m+a0 =0 

Conocida como la· ecuación auxiliar o característica, de la cual se consideran 3 casos, 

dependiendo del tipo de raíces obtenidas de la solución a la ecuación de segundo grado. 

CASO 1. Raíces reales diferentes. 

• ( ) _ m 1x + m,x m1 * m2 =>y. x - c,e c2e 

CASO 2. Raíces reales repetidas. 

CASO 3. Raíces compíejas. 

m¡ =a+ bi, m2 =a -bi =>y,,( x) =(e, cosbx + C,senbx)e~' 
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La razón de este último resultado se JUStifica al utilizar la forma de Euler de un número 
complejo, veamos. 
Corno 
e;•= cose+ isene 

e-··= cose- isene 
Entonces. 

y,,(x)=c,efa+b1Jx +c,efa-b1;x 

=·(c
1
e1ix1 + c_,e-bxi )ea.'" 

= (c1 [cos bx + i sen bx]+ c,[cos bx - i senbx ])e"' 
= Qc, +c,]cosbx+[c, -c,}senbx)e"' 

C1 =c1 +c, 

e,= [c, -c,]i 
.'. y 1,( X)= (C1 COS bx + C2 se;l bx )e"' 

Ecuación Diferencial No Homogénea 

La ecuación diferencial 

d 2 y dy 
a,(x)-, +a,(x) · · +a,(x)y = F(x) 

- d.>:" dx 
Tiene corno solución general 

y(x) = y,,(x}+ y,(x) 

Donde, corno se mostró anteriormente 

En la cual 

y,,(.>:)= c,y, + c2 y 2 

y, 
W(y,.y2 )= dy, 

d.-..: 

y, 
dy, *o 

d.>: 
El wronskiano es diferente de cero, entonces. 

y( x) =: c,y¡ +c,y, + yP(x), 

Es decir al tener la solución homogénea basta encontrar la solución particular, obtenida por 
alguno de los dos métodos siguientes. 

Variación de Parámetros 
Coeficientes Indeterminados 
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Variación de Parámetros. 

El método consiste eri "hacer variables las constantes", es decir en lugar de 

y.(x}=c1y 1 +c1 y1 de la homogénea se tiene Y,(x)=u1y1 +u1 y,, donde 

u1 = u1 ( x), u, = u2 ( x) por lo que: y( x) = c1y 1 + c2y1 + u1y 1 + u2y2 , para encontrar 

u,.u, se deriva la solución particular y se sustituye en la ecuación diferencial 

Entonces. 

Al sustituir 
F(x)= 

d'y, dy, 
a, dx' +a, ·dx +a0y, = F(x) 

dy p ' ' ' ' 
dx = u,y, + u,y, + U1Y1 + u,y, 

d' Y, ,, , , ,, , , ( , , )' 
dx' = u,y, + u,y, + u 1 y 1 + u,y, + u 1y 1 + u,y, 

=a, ~,y;+ u;y; + u,y; + u~y~ + (u;y, + u~y,} }+a, {u,y; + u,y~ + u;y1 + u~y, }+a, {u,y, + u2y 2 } 

= u1 ~2y; +a1y; +a0y1 }+u2 ~2y; +a,y~ +a0y,}+a1 lu;y; ++u~y~ +(u;y1 +u~y,iJ+ 
+a1[u;y1 + u~y,] 
= u1 {o}+ u, {o}+ a,lu;y; + +u~y~ + (u;y1 + u~y,) J+ aJu;y1 + u~y,] 

Haciendo: u;y1 + u~y, =O se tiene como consecuencia (u;y1 1
+ u~y,) =O así se logra 

tener un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, ~uesto que: 

u1{0}+ u,{o}+ a,[u;y; + +u;y; +o)+ a Jo]= F(x) 
Entonces. 

u;y1 + u~y2 =O ... (1) 

. , , . F(x) 
U1Y1 ++u,y,=-- ... (2) 

a, 

Entonces se obtiene la respuesta para u1 , .u2. 

1 o y,¡ 1 o y,' 
!F(x) ·'¡ IF(x) 1-- y, 1-- y, 

, - 1 a, 1 - JI a, dx 
U1 - 1 ' => U1 - '--1 ~--,-----' 

1Y1 Y2j Y1 Y1 
! ' '1 ' . 
!Y1 Yzl iY1 y, 

1 
1Y1 l. . 
I'' 1y, 
1 . 

o ¡' iy/ o 1 

F(x)
1 

iy; F(x)ll 

a, j J! a, 
-~~1 -' => U2 = -· -, ----, -dx 
. · y,¡ 'Y1 Yzj 

,; 1 11 ,; ! 

"' 

56 

·. 



· .. "· 

Matemáticas Superiores 
EDO DE SEGUNDO ORDEN 

Método de los Coeficientes Indeterminados. 

Una manera alternativa para el cálculo de la solución particular. consiste en proponer una 
solución particular que depende de la función de excitación F( x). aunque la lista de 

posibilidades no es completa, pero si le dará una idea de cómo se pueden construir. será 
ilustrada a continuación, después de proponer la solución particular se deriva y sustituye en 
la ecuación diferencial. 

d
1
y, dy, 

a ·-·-+a -+a y = F(x) 
1 tfx' I tfx O p 

en la cual se encuentran agrupados elementos con coeficientes constantes determinados 
por A,B,C, ... que serán igualados con los coeficientes correspondientes de la función 

F( x) dando lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, cuyas incógnitas serán 

A,B,C,. .. así. Las soluciones particulares tendrán alguna de las formas siguientes: 

Función de excitación F(x) Solución particular y P 

Constante-¡_, ,2 ,3 , .. 2, ... 11, ... } Y, =A 

2x+l y,=Ax+C 

x-2 
Polinomio de grado 1 

JOOx+J.4 I' 

Jix-11 

X2 +X+ J y p = Ax.'~:t- J!.x +,e . 

12x3 -6x+2 Y, =Ax3 +Bx'.+Cx+D 
gradosuperior 

x' -16 y, = Ax4 + Bx3 + Cx1 + Dx + C 
O.Sx' -Jx' -x+12 y, = Ax' + Bx' + Cx 3 + Dx' + Ex+ F 

12e" y,= Ae4x 

- 4eix - 56e 3x y P = Ae2x + Be 3x 
Exponenciales 

4e-n x + xe-Jx y = Ae-n x + Be-Jx + Cxe-Jx 
2x 2e-x p ' 

y,= Ae-x + Bxe-~ + Cx2e-x 
~ 

2cos 2x Y,= Acos 2x + Bsen2x 

Trigonométricas 
3cos(0.5x) y, = Acos(O.Sx) + B sen(O.Sx) 

4 cos Jx + 5sen7 x y, = A cos 3 x + B sen3 x + C cos 7 x + D sen7 x 
4 cos Jx + 2sen3x Y, =Acos3x+Bsen3x 

3e1x + 12 y =Ae 2x +B 
p. 

. 

' 
1 

xcos2x Y·, = Acos 2x +B sen2x + Cxcos 2x + Dxsen2x 
Combinaciones 

e'x sen4 x Y, =Ae'xcos4x+Be'xsen4x 
cos 3x- 8x + e-x 

Y,= Acos3x + Bsen3x .e rr. + D+ Ee-x 
.. 

/ 
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Deberá notar de la tabla anterior que: 

1.- En los polinomios no importa los conectores negativos, siempre· se escribe como una 
suma, no importa que no aparezcan algunas potencias, siempre se definen a partir del grado 
del polinomio, máxima potencia, es decir se escribe como un polinomio de grado J, 2, 3, 4, ... 

2.- Cuando la función exponencial o trigonométrica se encuentra multiplicado por alguna 
potencia de x, se construye desde la mínima hasta la máxima potencia. Es decir son raíces 
repetidas. 

3.- Cuando se trata de funciones trigonométricas (seno ó coseno) siempre aparecen juntas, 
aunque en la función de excitación sea una sola, también se comportan como el producto por 
las exponenciales, es decir, se construye desde la mínima hasta la máxima potencia 

4.- Con ·cualquiera de las soluciones particulares deberá considerar previamente la solución 
homogénea, puesto que las raíces se pueden repetir desde tal solución, 

TENGA CUIDADO CON LAS RAÍCES REPETIDAS 

Operador Anulador r· 

Definición. Un operador diferencial se define como. 
d 1 dl .. J ·11"=·-

D = -, D =--
1

, D =--3 , ... 
dx dx dx 

Donde D, D 1
, D 3

, •.. son la primera, la segunda, la tercer derivada, ... un Polinomio 

diferencial P( D) contiene a estos operadores diferenciales 

. Para justificar los modelos anteriore.s se debe recurrir al método del operador anulador, 
éste será necesario cuando no recuerde la forma en que actúa la función de excitación 
F ( x) entonces se tendrá que construir la solución particular de la siguiente manera. 

Sea PA ( D) Un polinomio diferencial de tal manera que anule a F( x), es decir, 

PA( D)F(x) =O 

Entonces, para la ecuación diferencial no homogénea 

d'Y dy 
a1 -

1 
+a1-+a0y=F(x) 

dx dx 
Se aplica el operador anulador a ambos lados de la ecuación, entonces. 

( 
d

1

y dy J PA(D) a2 dx' +a,dx +a0y =PA(D)F(x) 

PA( D J(a1D 1 +a,D +a0 }y =O 

Notará la equivalencia entre la ecuación auxiliar con el operador dentro del paréntesis. Así 
se tiene una nueva ecuación diferencial de orden mayor qt .-: ;" .5e. resuelve como 
homogénea, cuya solución será la determinada por la nueva ~: .. · . 
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Tipos de Operadores Anuladores 

1.- Para anular los polinomios {1, .'\'.', .\'.'2, ... ,xn-I} 

2 P 1 1 1 J _ax ax 2 ax n-1 ax l .- ara anu ar as exponenc1a es tt: , xe , x e , ... , x e P,(D)=(D-1)" 

3.· para anular las funciones trigonométricas 
L= b "' b 1 "' b ,_, = b } 'te cos .x-, xe cos ;\:, _\'.' e cos x, ... ,x e cos x ( 2 · , 'f 
~ } 

P,(D)= D -2aD+a· +b· 
a.\'. .a.\" 2ax n-lax · senbx, .te senbx, x e senbx, ... ,x e senbx 

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden 

Definición. Un sistema de ecuaciones dif~renciales de segundo orden tiene la forma. 
P1¡{D)x+P11 (D)y=f(t) ,.-

P21(D)x+ P11 (D)y = g(t) 

Donde los coeficientes P,;( D) son operadores diferenciales, actuando sobre las variables 
' x )l , e.s,a.s a."" ~e.1. "º" \1:1t\óot\e.s el.e. \a. ~a.'('\a.l:>\e. \"<l.e.'l>e."<1.'e."'e. t , e.s <l.e.ó'(' x( t) )l( t). \.a. 

' 1 
solución de este sistema de ecuaciones, se resuelve por regla de cramer, generando dos 
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. '.. . ~ ¡ 

Llx=LI, Lly=Lly 

Las cuales se resuelven por los métodos vistos anteriormente, donde. 

!'i,(D) P11 (D) 
LI =: . es un operador diferencial. 

. ~,.~J¡~ll 
'P,1 (P) P,1 (P) 

l'¡,( D) f(t) 
LI = 

X f'i1(D~ g(t) 

f(t) 
LI ,= 

g(t) 

P11 ( D) 

P,,g( t) 

es una función 

es una función 

Es obvio que si f ( t) = g( t) = O el sistema de ecuaciones es homogéneo y LI x= LI 
1
= O, 

dando lugar a dos ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas. 
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·PROBLEMAS 

Problema 1. - Determine por que los operadores siguientes son anuladores 

1.1.- D1 anula a x 2 + x + 1 porqué 

D1 (x2 +x+l)=D2 (2x+l+O) 

= D(2) 

=0 

1. 2.- (D' + 1) anula a sen x porqué 

(D' + l)senx = D2senx + senx 

= DDsenx+ senx 

= D(cos x) + senx 

= -senx + senx 

=O 
Este operador también anula a cosxó cualquier combináción lineal de {senx,cosx}por 
ejemplo.(3cos x + 2senx) . (IOsenx + JOcosx) (-2sen x +Seos x) ... 

Cuando se cambia el argumento entonces cambia el operador anulador, por ejemplo. 

(D 1 +9)anulaa 2cos3x+3sen3xporqué. 

( D2 + 9 J(2cos3x +3sen3x)= DD(2cos3x + 3sen3x)+ 9(2cos3x + 3sen3x) 

=D(-2x3sen3x+3x3cos3x)+9(2cos3x+3sen3x) 1 ·, 

= -2 x 3 x 3cos3x -3x3x3sen3x+18cos3x + 27sen3x 

=0 

Cuando es multiplicado por x" también cambia el operador anulador, por ejemplo. 

( D2 + 9 /anula a xcos 3x porqué. 

( D2 + 9 /(xcos3x)= ( D4 +18D2 + 81J(xcos 3x) 

= D'(xcos3x)+ 18D2 (xcos 3x)+ 8l(xcos3x) 
Derivando, se t.iene. 

D(xcos3x)= -3xsen3x + cos3x 

D2(xcos3x)= D(-3 xsen3x + cos3x) = -3( 3xcos 3x + sen3x)-3sen3x = -9xcos3x -6sen3x 

D1 (xcos 3x)= D(-9xcos 3x- 6sen3x) = -9(-3xsen3; + cos3x)-6 x3cos3x 

D'(xcos 3x)= D( 27xsen3x- 27 cos3x) = 27( 3xcos3x + sen3x)+ 27x 3sen3x 
Entonces. 

( D' + 9 /(xcos 3x)= 8lxcos3x+ 108sen3x + 18(-9xcos3x -6sen3x) +8l(xcos 3x) 

= 8Jxcos 3x + 108sen3x-162xcos3x-108sen3x + 8Jxcos3x 

=0 
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1. 3. ( D - 3) anula a e3
x porqué 

(D~3)e3x =De" -3eJx 

= Jé'x - Je'-' 

=0 
Mrentras que, cuando se multiplrca por x• se modifica el operador anulador, por ejemplo. 

( D - 3 )'anula a x e3
x porqué. 

( D- 3 J2(xe 3x )= (D 2 
- 6 D + 9 Xxe 3x )= D 2 (xe 3

' )- 6D(xe 3
' )+ 9(xe 3 x) 

Derrvando se tiene. 

D( xe 3
') = 3xe 3

x + e 3
' 

D 2
( xe 3 x) = 3( 3xe 3x + e 3 x) + 3e 3 x 

Entonces. 

(D-3/l\:e 3'}=J(JxeJx +e")+Je'-' -6(3xe3
-' +e3

' )+9(xe'x) 

= 9xe3
' +Je"+ Je 3

' -18xeJx -6e3
' + 9xe3

x 

=0 

Problema 2 Encuentre la solución homogénea de las srguient~s ecuaciones diferenciales. 

d 2 y dy 
Z.1.- --+ J-- -4y =O 
- dx 2 dx 

Respuesta. · 

. {m=~ ' 
Ecuación auxiliar: m' + Jm - 4 =O==> (m + 4 )(m -1) =O 

1 
==>y.= c,e-" +czi!' 

m, = 1 
• . • 1 

Otro ejemplo del mrsmo caso. 

d'y dy 
2. 2 --· + 5 -- + 6y =o _dx, dx 

Respuesta . 

Ecuaciónawdliar :m' +5m+6= O=> (m+3}(m+2) = () 1 =>y. =c,e-Jx +c,e-ix 
. {m = -J 

m, = -2 . 

d 2 y dy 
2.3.- --+6 ---+ 9y =o 
- dx 2 dx 

Respuesta. 

{
m =-3 

· ., • • ' ' l -Jx -Jr Ecuacwn a11.x1ltar: m· + 6m + 9 =O=> (m + 3 t =O 1 ==>y•= c 1e + c,xe 
m2 = -J 

Otro ejemplo del mismo caso. 

d 2 y dy 
24----4--+4y=O -· . dx 1 dx 

Respuesta. 

{
m = 2 

Ecuación auxiliar: m 2 -4m + 4 =O=> ( m - 2 / =O 1 ==>y, = c1e
2

' +c,xe'x 
. m =2 ' • 2 

·--;-
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Respuesta. 

Ecuación auxiliar: m 1 + 9 =O 
1 

• =>y.= c,e-3
; + c2e

31 =>y•= C, cos 3x + C,sen3x {
m =-Ji 

m2 = 31 

Otro ejemplo del mismo caso. 

d'y dy 
2.6.- -+-+y=O 
- dx 1 dx 

E " ·¡· 2 1 o -(l)±.(l}'-4(1)(1) 
cuacwn aux1 tar: m + m + = => m,,1 = l( 

1
) 

Respuesta. 

-l+·!-3 
m =--·---, 2 

-J-·/-3 

2 

Problema· 3. - Resuelva la siguiente ecuación diferencial de segundo orden, con el método 
de variación de parámetros. -~-· ·=, .. 

d' --{+ y=cosx 
dx 

.1 

Solución homogénea. 

Ecuación auxiliar :m1 +1= o{m, =~i =>y• =c,e_;., +c~e'x =C,cosx+C
1
senx 

m2 =t 

Solución particular. Variando los parámetros. y P = u1 cos x + u,sen x 

y 1 = cos x => y 1 = -senx 
Donde. , 

y 1 = senx => y 1 = cosx 

Entonces. 
o 

F(x) 

u,= J- ª1 
·y, 

·y, 

,Y1 

y,: o senx¡ 
·cosx 

y, cos x: 1 • J · ¡ · J -sen x cos x J sen x dx- --~-- ··dx= · , 
1 

dx=- senxcosxdx=---
y 

2
. - ' cos x . sen x cos· x +sen x 2 

' 
Y1' -senx cosx 

o o 
F(xJ: cosx 

Y1 .-senx ., ! 

cosx 

u - J-' ---ª~1-dx - J -~1-dx = J cos· x dx = Jcos1 xdx 1 
- y 

1 
y

1 
- ; cos x-· sen x cos2 x +sen' x 

y, '' y, .- sen x cos x' 
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Cálculo integral para u2 . 

f , r(1 1 ) 1f 1f 1 11 J 1 cos· xdx = Jl] + -¡cos 2x dx = l dx + i cos 2xd.x = 2.x+ l 2sen2x = l x + 4sen2x 

= !_x + 
1 

(2sen xcos x) = ! x + 
1
-sen xcos x 

2 4 2 2 

Entonces. 

Así: y '= C1 COS X + C, sen X+ J_ X sen X 
. 2 

Problema 4.- Resuelva la siguiente ecuación diferencial de segundo orden, con el método de 
coef1c1entes indeterminados. 

Solución homogénea. 

d'y 
-···-+y= COS X 
dx' 

.-

Ecuación auxiliar :m2 +I = o{m, =~i =>y• =c
1
e-;.' +c,e'"' = C,cosx+C,senx 

m,=1 .. 
Solución particular. 

Como F ( x) = cos x entonces ( D' + 1) anula a cos x por lo que. 

( D2 +1)(D'+1 )y= O es la nueva ecuación diferencial que tiene como solución. 

m, = -i 

m1 = i 
Ecuación auxiliar: ( m' + 1 )( m 2 + 1) =O 

m3 = -i 
m4 = i 

Por lo que y(x) =e, cos X+ e, senx + c,xcos X+ e, xsenx 
sol. liom ogenea ¡o/ particular 

Teniéndose lo solución particular. y P = Axcos x + Bx sen x 

Debido a la repetición de las raíces, para encontrar los valores de A B. 

Derivando. 

y~ =A(-xsenx+cosx)+B(xcosx+senx) 

y;= A(-xcos x - sen x- senx) + B(-xse11 x + cos x + cos x) 

= A(-xcos x - 2s<'"'') · ._,_,. ··x senx +leos x) 
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Sustituyendo. 
d] 
____l'J>_ + y = COS X dx] p 

' ·' 

• ,¡¡· 

= A(-xcosx -2senx) + B(-xsenx+ 2cos x) + Axcosx + B xsenx 

=(-A+ A)xcosx + (-B + B)xsen x + (-2A)senx + ( 2B )cos x 

Por lo que. 

'-.,----J '-.,-------' '---v---' ~ 

=0 =0 =0 =I 

¡-2A=O==>A=O 

==> 1 
2B=l==>B=-

2 

y, =y,= (O )xcos x + (1 )xsenx ==>y= C1.cos x +C2 senx+1xsenx 

Que es la misma solución obtenida poi: el método de variación de parámetros. 

Problema 5. - Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales. 
• " 2 X -4x+y =I 

x' +x+ y' =0 ·' 
Escribiendo inicialmente el sistema usando los operadores diferenciales, se tiene. 

¡
dx d' y 2 
--4x+--=I 1 2 
di dt 1 ==> {( D - 4 )x + D y = I 

dx + x + dy = 0 ( D + 1 )x + Dy = O 
di di 

Por lo que. 

P,¡(D) P12 (D)• D-4 
LI =. =• 

]' 1 
D. 2 2 1 2 1 =D(D-4)-D (D+l)=D -4D-D -D =-D -4D 

\ P11 (D) P11 (D)! D+l D . 
D'• f(t) P12 (D)I •t' 

LI =. =. = D(t2 
)- D' (O)= 2t-O = 2t 

D 

P11 (D) 
LI = 

' P,¡(D) 

' ,g(t) P22 (D/ O 

f(tJI :v-4 1" •= · = (D-4)(0)-(D+l)(t 2 )=0.-D(t2 )-12 =-21-12 

g(t)j 'D+l o; 
Cálculo de x 

Se tiene la siguiente ecuación diferencial ordinaria de tercer orden. 

d 1 x dx 
LI X= LI x==> (-D 3 -4D)x = 2t ==> ----4- = 21 

dt1 
1 dt 

Solución homogénea. 

Ecuación auxiliar: -m1 
- 4m = -m( m 1 + 4) = oj::: ~2i ==> x, = C¡e0

' + c,e-2U + c,e'" 

· m1 = 2i 

Entonces. x, = C¡ +e, cos 21 +e, sen 21 

Solución particular. Usando el método de coeficientes indeterminad.os, se tiene que 

x,(t) =Al+ Bt2 
por la repetición de raíces, entonces. 

x~(t) =A+ 2BI ==> x;(t) = 2B ==> x;·(t) =O 
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Sustituyendo. 

-~~x-4~=2t 
dt 3 dt 

=0-4(A+2Bt) 

=-4A-8Bt 

=(-4A)+(-8B)t 
'--v--' ~ 

=0 =] 

¡-4A =O=:> A= O 

=:> -8B=2=:>B=-~=-~ 

e 1 , 
Por lo que. x(t) = c1 + 1 cos21 + C3 sen 2t - 41" 

Cálculo de y 

.1 

Se tiene la siguiente ecuación diferencial ordinaria de tercer orden. 

d 3 y dy 1 
L1y=L1,=:> (-D 3 -4DJ.y=-2t-t1 =:> ----4--=-2t-t 

dt 3 dt 
Solución homogénea. 

Ecuación auxiliar: -m3 
- 4m = -m( m' + 4) =O¡::: ~2i =:>y• = c,eº' + c,e- 1

" + c,e'" 

m
3

=2i ,. 

Entonces. y,, =e, +C5 cos2t+C6 sen2t Deberá notar lo similitud de lo solución con 

x. sin embargo se requieren nuevos constantes esenciales y arbitrarias, puesto que no son 

los mismos. ' ·' 
Solución particular. Usando el método de coeficientes indeterminados, se 

y, ( t) = At + Bt1 + Ct3 por lo repetición de roí ces, entonces. 

y~(t) =A+ 2Bt + 3Ct 2 =:> y;(t) = 28 + 6Ct =:>y;· (t) = 6C 

Sustituyendo. 

d 3 
X dx 2 ----4·-=-2t-t 

dt 3 dt 

= -6C - 4( A+ 2 Bt + 3Ct') 

= -6C- 4A- SBt -12Ct 1 

= (-6C-4A)+ (-SB)t + (-12C )t' 
~~~ 

=0 =-1 =-1 

-4A-6C=O=:>A=-~C=-~(L)=-:8 =-~ 
. 2 1 

=:> -8B=-2=:>B= ·-=-
8 4 

1 
-12C=-l=:>C= ·· 

12 
1 

1 1 1 1 J 
Por lo que. y(t)=c4 +C5 cos2t+C6 sen2t- ··t+ -·t +--·t 

8 4 12 
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Diplomado en 
Alta Dirección 

MÓDULO 1 
División de Educación Continua. Facultad de Ingeniería U.N.A.M. 

que la presión real que se experimentará con el puesto puede resultar 
muy diferente a la de la entrevista. 

~-
EVALUACION 

TERMINACION 
AJdBIO DEINl'ORMA.CION 

/ CREACIONDEAhmIENTEDE CONllANI.A 
/ PRm'ARACIONDELENTREVISTADOR 

El proceso de la entrevista: 

Existen cinco etapas de una entrevista: 

• Preparación del entrevistador 

• Creación de un ambiente de confianza 

• Intercambio de información 

• Terminación y evaluación 

Preparación del entrevistador.- Esta preparac1on reqmere que se 
desarrollen preguntas específicas. Las respuestas que se den a estas 
preguntas indicarán la idoneidad del candidato. Una de las metas del 
entrevistador es convencer a los candidatos idóneos para que acepten 
las ofertas de la empresa, los entrevistadores necesitan estar en 
posición de explicar las características y responsabilidades del puesto, 
los niveles de desempeño, el salario, las prestaciones y otros puntos de 
interés. La información recabada. debe proporcionar datos sobre los 
intereses, actitudes y antecedentes del solicitante. 

Hay una serie de temas perfectamente ajenos a la situación profesional 
y deben ser conscientemente evitadas, por ejemplo la afiliación 
religiosa o las preferencias políticas. 

Creación de un ambiente de confianza.- Corresponde al entrevistador 
e~ta tarea, tiene la obligación de representar a su organización. Iniciar 
con preguntas sencillas, evitar interrupciones telefónicas. Es 
importante la actitud, asentir con la cabeza, una actitud descansada, 
poco tensa y sonriente. 

arh dinlomadoaltadireccionúVprodigy.net.nu ARB 63 
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Funciones Vectoriales 

.i 

Definición. Una función vectori~I de variable real F: !R ~ !R" tiene como dominio los 

números reales y como imagen vectores. Su regla de correspondencia es. 

; rt) = (J,rt ),J,rt ), .. .,J.r t)) 
Donde f,(t ),J,rt ), .. .,f.rtJ son funciones escalares F: !R ~ !R ó bien funciones reales 

de variable real. 

Definición. Una curva i; en el espacio tridimensional queda definida por una función 

vectorial de variable real F : R ~ R 3 donde las triadas ordenadas (x( t ), y( t ),z( t)) 
satisfacen las ecuaciones paramétricas. 

x(t) = J,rtJ 
yrtJ = J,rtJ 
z(t) = f1(t) 

Una función vectorial en !R 3 describe el mo~imiento de una partícula en el espacio, donde 

La velocidad es ;ro=;' (t) = (r,' rt),f,'rt ),f3; (t J) 

La rapidez es ,;rd¡= :!' (t )! = ,[[,· rt) ]' + [r,' ro]' + [fJ· ro Y 
1 • 

La aceleración es ;(t) =J .. rtJ = (r," rt),J," (t },j1" ro) 

El modulo de la aceleración es ¡; ( t J) = j;''r Ol = -Jr," r t) )1 + [r," (O]' + [r," r O]' 
t : \ 

Longitud de curva. Sea la curva i; definida en el espacio entre 2 puntos 

Ar a, ,a,,a3 ) Br h,,h,,b3 ) entonces la longitud de curva quedará definida como. 
b ! • : b ----~~ ~--~~--

s = ~; (t J.dt = r 1 [rl· (t) 1' + [r,· rtJJ' + lr1'<t) 1' dt 
a 1 : a 

Donde t = a es el tiempo en el que está ubicado el punto A , t = b es el tiempo en el está 
ubicado el punto B. 
Cuando se tiene una curva i; en dos dimensiones definida ·por la función vectorial 
-> 

f r t) = (J, ( t ),f2 r t)) el cálculo para la longitud de curva se reduce. 
b: ' ' b 

s = fl r1Jd1 = r. [r,· ro]'+ [r,' rtJ]' dt 
1 ' : 

a! a 

Más aún, cuando la curva se define como una función en forma explícita y = f ( x) se 

tiene. 

b b ' [ ]1 
S=f.'1+[/rxJJ'dx=f.l+: dx X E ra,b) 
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Triedro móvil. El triedro móvil está formado por tres vectores 

Vector tangente unitario T ( t) = J. ( t) 

Vector normal principal 

~ 

J (t)i 

T
0

(t} 
N (t) = --;-·--

T (t)' 

,I 

Vector Binormal B= T(t)x N(t) 

Curvatura y Radio de Curvatura. La curvatura determina la variación de la tangente 
unitaria con respecto de la longitud de curva que ha recorrido un cuerpo. 

dT 
K = ----- => K = 

dT 

_di_ 
dS dS 

di 
~ 

Re gin de fa cadena 

Una manera alternativa de calcular la curvatura es, usando directamente la velocidad la 
aceleración y la rapidez . 

~ ~ 

f(t)xf(t} 

K = ---------------
, J 

f (t) 

Para el caso de dos dimensiones la fórmula se reduce, si f ( t) = (f¡( t},f1 ( t)), entonces. 

I1'rtJJ, .. (t)- f, (t Jf1 .. (t J! 
K = -- ----- ----- . --- J , 

[[r¡·(t)]' +[J,'rtJ]']] 
Más aún, cuando la curva se define como una función en forma explícita y = f ( x) se 

tiene. 

d'y 
dx' 

1 
Mientras que el radio de curvatura p es el recíproco de la curvatura, entonces. p = - . 

. K 
1 
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Componente tangencial y normal de la aceleración. 
-> -> 

-> a• b 
Como COMP~ a = -- entonces. 

b ,-+• 

br 

La componente tangencial se obtiene con el modulo de la proyección del vector aceleración 
sobre el vector tangente unitario. 

-+ -+ -+ -+ -+ 
-> a•T a•T _, _, _, f(t) 

ªr = COMPr a = -. - :=:) ªr = -- = a • T = a • c'-~'-c 
,~: 1 i-+ 1 

.T .1 f(t}i 
' 1 

• 1 

La componente normal se obtiene con el módulo de la proyección de la proyección del vector 
aceleración sobre el vector normal principal. 

-> -> 
_, a• N a• N _, -+ . ... r· (t) 

a v = COMPN a = -- :=:) a, = -- = a • N = a • --
, ... , 1 :r· r 1 JI 

N· , 

-> -> 

f(t)xf(t)i 
. . 

También a,v =' 
-> 

f (t)i 
r· 

• 1 
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PROBLEMAS 

Problema 1. - Sea la función F: R ~ R 2 definida por f ( t) = (2 cos t, - 3sent) describe 

el tipo de curva. 
Respuesta. 

Elimi_nando el parámetro I, elevando al cuadrado y sumando se obtiene. 
1 

X ' 

{
x = 2cost ~ {x'. = 4cos

2 
t ~ 

-- :=:; cos .. t 2 2 ' 2 
4 ~ ~- + ,)'_ = cos 2 t +sen' t ~ ~ + L = 1 

y= -3sent y· = 9sen 21 y' 2 49 49 
-·=sen t 
9 

Es una elipse vertical con centro en el oriQen. 

Problema 2. - Sea, la función F: R ~ R 3 definida por f (t) = ( 4sen t, 4 cost, ~) 
describe el tipo de curva. 

Respuestr 
Al eliminar el parámetro t, de la misma manera que el ejemplo anterior, se obtiene , 

{ 

. { , 2 ¡ :'C = cos
2 

t , 2 x=4cost x·=16cos t 16 x· y 
~ ~ ~--+--=cos2 t+sen 2t~x2 +y2 =16 

y= 4sent y'= 16sen 2t y' 2 16 16 
-- =sen 1 
16 .,1 

Un círculo con centro en el origen y radio igual a 16 , sin embargo si t ~ ro ~ z ~ ro 
describiéndose una curva en el espacio denominada hélice o helicoidal de base circular. 

Problema 3. - Representar en forma vectorial la parábola y = x' + 1 . 

Respuesta. 
Parametrizando la curva, se tienen diferentes posibilidades de solución. 

-> 

Si: x = t ~ y = t 2 + ] ~ f ( t) = ( t, t' + l) 

Si:y=t~x= t-l~f(t)=( t-1,t) 
-- -+ --

Si: x= t~y=t+l~f(t)=( t,t+I) 
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Problema 4. - Dada la función vectorial f ( t) = ( arc;an t, ; In( t 2 + J ), t - arelan t). 
determinar la velocidad, la oceleración y sus respectivas magnitudes. 
Respuesta. 

Velocidad 

-------------~-----' ----

Rapidez 

Aceleración 

Como ; ( 1) = f .. ( t) = Vi' ( t ), ¡ 2" ( t ), ¡ 3" (t)) y la primera derivada es la velocidad 

;(t)=(-1-, .2 t_, -'~--J= ____!_,(1, !2 t,ti) 
1 + 11 1 + 11 J.+ 11 1 + r 

Se usa la fórmula (~f(t)} = ~;'(t)+ f(t)l entonces. 

Aceleración 

;(1)=;'.(1)=-
1-;(o, 2 ,21 )+(1, 21,1 2 f _ ___!!_,,J 

I+r \ (l+t) 

( 
21 2 2 j 1

2 21 . 213 
) 

= - (l-+1 2 )' •¡¡-¡; - ¡1+12)'']+12 - (1 +12 )' 

( 
21 2+ 2 12 

- 2 2 12 21 + 213 
- 213

) 

= -¡¡+-fil'·- -o +i'P- ---- '-<¡ +1'T 

( 
u 2- i11 u ) 

= - ( i+l'l' (i+ (i ;2 '(i+ 12 
)' 
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~ . 1 ( ·- ) 
Para calcular la magnitud se tiene a(I) = ------,-2 - 21, 2- 212

, 21 al usar la 
(l+t") 

~ ~ 

fórmula k A: = k A· entonces. ~ 

;(1) = ¡-¡¡11,-? (~-21Y,~r2=··2-~~Y~T;;y 

Modulo de la aceleración 

1 - ··-··········--·-···-----------
= ----------- 41 2 + 2- 4t 2 + 21 4 + 41 2 

( 1+11 
)' 

1 
21' + 4t 2 + 2 = --~-----

( 1+12 
)' 

1 
= -- ... ----- 2( 14 +21 2 +1) 

( 1+12 
)' 

1 = ·---- ···--- .2(t' +1)' 
(1+1' )' 

l(l 2 +1} = ---- ---·---
(1+1' J1 

2 
= 

1 + t' 
, . ~ (J. ~ J ~ J ) r· 

·.Problema 4. - Dada la funcion vectorial f ( I) = J~-1.: t) ·, J ( 1~I) 2 , ~ t _ c.alcula la 

longitud de la curva en el intervalo t E (O ,l) 

Respuesta.1 

b ' - b -- - -- ------ --··-- ----- -

Como. S = f f ( t) di= f . [r,· ( t) ]' + [r,· (t) ]' + V3°( t) ]' dt Entonces se calcula la 
a 

Sustituyendo 

a 

--- - ----- --- -··-- ·-
/ 1 1 1 

S= J ··(l+t)+ (1-t)+· dt 
o . 4 4 . 4 
l ·- .. 

S=f!dt= 
o . 4 

,', s = 3 
4 

-· I 
3 
·I = 

4 o 

3 (1)-
4 

!(0)=.3 
. 4 '; 4 


