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Diplomado en
Alta Direccion

MODULO 1

Division de Educacion Continug, Facultad de Ingenieric UN A.M.

De respuesta grafica

Las pruebas de respuesta grafica, miden las respuestas a determinados
estimulos. La prueba del poligrafo o detector de mentiras es la mas
comun.

Flexibilidad

Incluso cuando Se dispone de una bateria de pruebas y resultados
evidentemente la conveniencia de suministrarlas a los solicitantes de
un puesto ¢s importante mantener una actitud flexible.

PASO 3: ENTREVISTA DE SELECCION

La entrevista de seleccién consiste en una platica formal y en
profundidad, conducida para evaluar la idoneidad para el puesto que
tenga el solicitante. El entrevistador se fija como objetivo responder a
dos preguntas generales: ; Puede el candidato desempeiiar el puesto?
(Como se compara con respecto a otras personas que han solicitado el
puesto?

JAunque las entrevistas poseen grandes vemtajas, también muestran
aspectos negativos , especialmente en cuanto a confiabilidad y
validez. Para que los resultados de la entrevista sean confiables es
necesario que sus conclusiones no varien de entrevistador a
entrevistador aunque es comun que diferentes entrevistadores
expresen diferentes opiniones. La validez es cuestionable porque son
pocos los departamentos de personal que llevan a cabo estudios de
validacion sobre los resultados de sus entrevistas.

Tipos de entrevista.

Las entrevistas comunmente se llevan a cabo entre un solo
representante de la empresa y un solo solicitante. Sin embargo,
también se pueden realizar en grupo, va sea reuniendo al solicitante
con dos 0 mas entrevistadores, o bien, a dos 0 mas solicitantes con un
solo entrevistador.

No estructuradas. Permite que ¢l entrevistador formule preguntas no
previstas durante la conversion. El entrevistador inquiere sobre
diferentes tema a medida que se presentan, en forma de una platica
comun.
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Diplomado en a@ 5=
Alta Direccion ‘

MODULO 1

Division de Educacidn Continug, Facultad de Ingenieria U.N.A M.

Ademas de ser vilidas las pruebas deben ser confiables. Por
confiabilidad se entiende que la prueba tenga la caracteristica de que
cada vez que se aplique al mismo individuo, se obtendran resultados
similares,

El propdsito exacto de una prueba, su disefio, las directrices para
suministrarla y sus aplicaciones se registran en el manual de cada
prueba, que debe consultarse antes de emplearla. Ahi mismo se
instruye también sobre la confiabilidad de la prueba y los resultados
de validacién obtenidos por el disefiador.

Instrumentos para la administracion de examenes

E! proposito especifico de cada examen, su disefio, las instrucciones
para administrarlo y sus aplicaciones se registran en el manual que
suele acompaiiar a todo paquete de examenes. Antes de administrar
cualquier prueba es necesario consultar el instructivo y comprenderlo

a cabalidad.
Diversos tipos de pruebas
Psicologicas

Las pruebas psicologicas se enfocan en la personalidad. Se cuentan
entre las menos confiables. Su validez es discutible, por que la
relacién entre personalidad y desempefio con frecuencia es muy vaga
y subjetiva.

De conocimiento

Las pruebas de conocimiento son mas confiables, porque determina
informacion o conocimientos que posec el examinado.

De desempeiio

La pruebas de desempeiio miden la habilidad de los candidatos para
ejecutar ciertas funciones de su puesto; por ejemplo, un cocinero
puede ser sometido a un examen de habilidad para hornear un pastel.
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Hnremdticas Superiores
VARIABLES SEPARABLES

Problema 1

dy xz

dx y(l+.\:3)

Separandoe las variables, se obtiene
d 2 2
y_—_— -3 ﬁydy:-‘”x .
dx  y(I+x") (1+x")
Integrando en forma inmediata .

2
X
dx => {ydy = -
Iy'.v I(I+x")

1 2 ) .':" _}" 1 !
u=1+x du = 3 x°dx Iyd.p::jl+ Jdx = 2 e
x R '

.2
y =" mll+ x'i+ 2¢

)

" Respuesta. ;ln(I+x3)~§‘ =C

Problenia 2 |
y'=cos’ xcos® 2y !
Separando las variables. ¢ integrande en forma inmediata

. dy @y dy
y= Y. = cos ‘xcos P2y > 'l'=casz-t'ms’2-y'—'> : 't = cos | xdx
dx . odx - ros T 2Y ‘ .
=2y

N 1 !
du = 2dy Iseu P2ydy = Icos Txdx = 2 Isec P2p(2dy )= z.mn 2y

- jl+cas 2x¢b: =j;dx+1;ms .:.’xdx - -"_‘,;_;.Icm- 2x2dx

Im.e ? xdx 2 !

; i
= r+ sen 2 x
2 4

= l'mn 2y = x+ ’sm dx
2 2 4
H x 1
Re. ta -tan2y—{  + -sem2x)=C
Jlan2y=( )+  senix)

Froblema 3
vdx+(1-x)dp =0 .
Separands las variables e integrando en forma inmediata
dx dy
f + % =0
{

1-x) y
‘u=1-x
du = - dx

¥

—ln('f-.r)ﬁ-lnyr-c ’”(F—_x)=



AMatemdiicas Superiores *

VARIABLES SEPARABLES
Respuyasta Yoar
Problemo 4

(Ix'y~x% jAx +dy=0
Factorizando &l primer sumando, uparamdm las variables e integrande an forma iwmndiore

X3y - Ddx+dy =0 = Ix’dx-l»j(j ”—0
y-

Cdleulo integral

J '
Ix’dx=;I.r:dx— ; i ! ='§ = x1 du=2xdx
dy 1 K |
T = I y~ J) v =(3 1),dv=3d
I(Jy—l) 3IW 5 3 m(3y-1)v=(3y-1)dv=3dy
Respuesta "; ; 2y —1)=C
Problema &
(¥~ Ddx = (yx? — yx)dy
Seporando las variables y efectuando el cdlculo integral
. (y=1)ds = yix’ - x)dy = & o W

(x'-x) (yp=-i}
Célculo integral. realizando la divisién entre polinomios. ¢ bien restando y sumande e

nimero 1
ydy y=I+1, 1 dy
I+ v fdy+ |- =y+in(y—1
(-1 I[ (y—:)]"" for I(y—,:) yrinty=1)

Haciendo le descomposicién en fracciones parciales, tomanrdo 2l caso 1, se tiene

ix dx A B
I(x’ -'x)“-[r(x 1) .:+(3cl"i)]dx

=l Afx-1})+ By x=0x=0".B=1A=~]

= —_f‘b{ + f & =-Inx+infx-1)= In(x D
X x-1 X
Respyesta -’n-(x_”--yln(y— i+ C
v
Problemc 6
(X + xseny Jix = (x° ~4x+ 4 )cos ydy
Factorizando y separands las variables
) x 'dr__co;ydy

x(I+s dx = (x° e x + 4 )con TS de -
\-{ ie".v) . (—‘ ) ’ "‘“;':-m (xo"_‘x_‘_d) (I“"'Sf"j’)



Matemdticas Superiores
VARIABLES SEFPARABLES

Cdleculo integral, Haciendo una descompossclon en fracclones parcmles s¢ tm\e

Jpo pere=| T PR B et
(X' —dx+4) (x- z)(; 2) (x-2) (x=2)" (x-2)
X=A(x~2)+B= x=Ax+(-24+B)=>A4=1, ~24+B=0 = B=2

ST
-’ \_-.-_::;,

X de dx 2
dx = 2 = X—Z)-
I(x’—4x+{) X I(x—2)+ I(x—.?)z In( x 2)‘ (x-2)

Integrando en forma inmediata # = (1 + seny ), du = cos ydy

j cos ydy

=In( 1+ sen
(1 + seny ) ( y )

Respuesta !n(x~—2)—?~ 2 2) =In(l+seny )+ C
x- .

Problema 7
(x*'y+5xX°y+4y)dy=3(y’ + 1dx

Factorizando y sepc';rnndo las variables, se tiene

yly Jdc
(y?+1) (x‘+5x°+4)

Efectuando el cdlculo integral de formo inmediata w =y’ +1 du=2ydy

j- ydy 1 I 2ydy - Im}yz_'_ ’!
(y'+1) (! v +1)

Mientras que la segunda integrel se hace por medlo de una descomposicién en

fracciones parciales, tercer caso

PO+ 57+ 4)dy = 3(y’ + 1 )dx =

I ) _32_ "'=I 3 ‘L‘:EJA.\:+B"+_C\'+D
fx‘+5x’+4) (x?+4)x’+1) (x*+4) (x'+1)
I (A + B x+ 1)+ (Cx + D)} x°+4)

.?--(A.x'-'vB.\" Ax + B)+(C€v "+ 4Cc + Dx ' + £ D)

3 (A+()+x(u+0)4u(4+4()+(8+40)

LR — e

= & l L] *.l

> 0=A4+C 0=B+D 0 =A+4C 1=B+4D . A=0,B=-],C=0,pD
dx dx dx dx ix dx
j(.\"+4)+-i(x’+l)=I(x’-rl)--[(x'-il):I.t"-%l"_jx’d»;”
= :arﬂan (-f)—;arcmn [;]+¢'=ardan X - ;urdan (';]1»:'

Respuesta ; In{ y’ + 1) = arctan x ~ ;arcltm'; +c

Problema 8



Matemdticas Superfores
VARIABLES SEPARABLES

}zr’tix =(x"+2x? +1)dy

Separando las variables, integrando «n mea inmediata para y, mientras que para lo
variable x , se intzgra por sustitucidn trigonométrica o bien usando una férmula Ge
reduccién,

I X Jax - d_!,r
( x 1 2 X Ty l) y
Céleulo integral -
jv

=iniy,
y .

xdx { ix
A2 —i
I(x‘+2.r"+]) J( 2y 1) Z(x H2- I)[x +I+[( ‘ ’+IJ

I x 1
. -4 _arctan{ x +c=lm l
2xt+1 2 (x) 4

X
RESPUESTA in| v[ arcmnx AU R +C
2 2(x* + 1)
.. Problema 9
dy xX’p+2p+x?+2
dx Ly+y-x'-1
" Factorizando por agrupacién el cociente, separando las variables, mientras que ef
cdiculo integral se efectia realizando la divisidn entre polinomios o bien sumando y
restando unc cantidad adecuada definida por el denominador respective .
de _p(xPH2)4(xTw 2y oody _(xTH2UpA)_ ooy (kT 2Wyptd)

=0

dx X (y-I1)+(p-1) dx (y——l}(x"f!) dk‘-{y—}){x"-t-.')
(""”d) (x’ +2) j- I 42)
(y+1) (x? +l) (y+l) (x° +I)
- Cdlculo Integrai :
y-l+i-1 y+rl-I-1 _o(p+1)dy dy f rody
dy = , = bgp-24-°

j (y+1) I (yp+1) I(V"U jf’y*-!) g ‘(y+l)
= "hzv%-ﬂ

{(r *2), j- x dx 1{ dx jx -rl Id "’2,{ f’t d =

(xt+1) (x*+1) (x* +1) (x’+1) fx +1)

c(x?+1) _ ."".“ .
j(X’-i"-i)dx j(x’+1’)+zj(x’+l) j

y- 2.'In_;r+1'l x+arefan(x)+c,

;- i x
dc+ | ; ~-;ext arctan +C
‘Ix’-lfl’ 17 g

Respuesto ,v-.?ln'|y+ H—x—-arctan{ x)}=¢



Matemdticas Suyperiorss )
ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOSENEAS
Funciones Homogéneas
Definicién: Sea F = F(x,y). una funcién de dos variables, se dice que F{x,y):es una
funcidn homegenea Je grado mrsic
F(x,ty)=1"F(x.y)
Es evidente, como consecuencia de la definicién, q-ue si una funcién no satisface la expresién
anterior entonces no es homogénea.
Ejetpios:

1) la funcidn Fx,yj=x" —3p’; es homogéneo de grads 2 porque:

Flo ) =(tx)’ =3(ty)’ =0°x" =37 y* =£2(x% =3y* )= f(x,y)
Deberd notar que si agregamos una constante o le sumamos alguna funcién como por ejemplo:

X"+ y" nEm  In(xyharctan( y / x }......etc la funcién se vuelve no homogénea.

2) Lafunciéon Fi{x,y)=p+x+ j:x" +y’ noes hemogénea porqué:

L 3 .
Fraxy)=g+tx+ () +(y) =ty+ix+ 'x'+0p" =pp+x+4? Jx?+ p?
3 N
=i(x+yp)+e? xt+y’

No pudiendo factorizarse mds, para satisfacer la definicién, aunque si consideramos los

funciones f,(x,y)=p+x f,(x,y)= -.‘,f"x" -+y’ por separado, serdn homogéneas de
3 .
gradon=[yn= 5 respectivamente.

Consideraciones -
1) Si se suma una constante o una funcién hoimogénea, se pierde la homogeneidad, a menos que

el grado de la funcién homegénea sea cero.

2} Generalmente la homogeneidad se reconoce examinando el grado total de cada término.

Por egemplo: Six,p)ex’p’ + 3xp’ + X'y evdogrado fporque 2+ 2=+ 3 =3+ 1=4



Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCTALES WOMOGENEAS

Ecuaciones Difercnciates MHomogéneas:

Definicién. La ecuacion diferencial de primes orden M {x, yldx+ N{x, vjdy =G se llamo
homogénea, si cuando se escribe en la forn.; de derivada i = f{x, v}, Existe una funcion
X .
g talque ffx,y) sepuede expresar enla forma g¢ y/ x); o bien si lo sruacion diferencicl
: dx . . ‘
en forma de derivada es ; = f(.x,y}. entonces ia funcidn f{x, v) se puede expresar en
dy

la forma g(x/y).

Esta definicidn es equivalente a decir que lo zcuacion diferencial es homogénen cusndo los

coeficientes son homogéneos y del mismo grade, s decir:
Miteap)=1"M(x,p}, N(ix,gy)=("N{x,y}, m=n

Ejemplo: La Ecuacién diferencial (x’ —3y’ Jdv+ 2xpdy =0 es homogénes de grade 2

porqué:
dy _ _x'-3yt_ _x 3y__ 1 3y
dxe 2xy 2y 2x Y 2x
X
! 3y
Entonces. g(p/ x)=— +
¥ 2x
X

Si la miencion es simplemente reconocer o fn ecuscidn diferencial homogénea, bestard con
observar los coeficientes y determinar si son homogéneos y del misme grado, entonces ln
ecuacidn diferencial es homogénea y del mismo grade que el de los coeficientes, del ejempla
anterior M(x.y)=x*~3y’ y N{x,y) = 2xp son funciones homogéneas de grads # = 2.
Salucién de Una Ecuacion Diferencial Momogénea.
Si M(x,ydx+N({x,y)dy =8 es una ecuacién diferencicl homogénea entonces ei cambio
de variable. y = ax ¢ X = yp; donde # 6 v son nucvas variables de:péndien’ras {segin sea cl
camibio), dependientes de x ¢ § respectivamente , transforma ia ecuacidn diferenciol

homogénea en una ecuacisn de variables separebles.



- Maremdticas Superiores
ECUALCIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Solucién general:si M(x,y )dx + N(x,y)dy = ¢ es hemogénea, entonces

dy

i =g(yv/x)

dy du du
Haciendo y = ux = =0+ X = u+x =plu
aelence . dx ax -89

Después de sustituir separamos las variables

x‘;:=g(u)—u

du de  dx du
= = = =0
glu)-u x x g(u)-u

Entonces: Id-: - I du

= ¢ que se encuentra lista para la integracion.
g(u)-u

PROBLEMAS
Froblema 1
(x? - 3y7 )dx + 2xpdy = 0 (tcuacién I)
Lo ecuacién es homogénea de gredo n = 2

Haciendo p = ux (ecuacion 2} entonces Z’i =u+ ﬁ = dy = udx + xdu (ecuacion 3)

Sustituyendo: 2y 3 en /
(X7 - 3(ux ) jdx + 2x(ux )(udx + xdu) =0
Simplificando: .
{x° =307 x% jdxe + 2o’ Cudx + xdu j = 0
(x? ~3u’x? + 24’ x? jdx + 2ux’du =0
(x' —w’x? Jdx + 2ux’du=0

Seporande variables

1 ' :
: e . s 2 g =
x'(1-u' x4 2axdu= 0= i,”‘“})[x’ﬂwu )dx+2u.t'du-0]



Martemdticas Superiores
ECUACIONES DIFERENCIALES WOMOSENEAS

Obteniendodx+ 2u1 du =
X (l-u’)

Integrandov-= I — 4’ dv = - 2udu se tiene.
[e] 2 tu=]o
X (I-u’)

lnx—fn(i—u")=c=>ln( * ?)=c::> * , =cx=c(l-u)
l1—u I-a

2
. . ¥
Al cambiare la variable x =c¢(1-"* , ) se obtiene lo respuesta
x

2

J'
Respuyesta. x = "(’ = x'z ]
blema 2 - -
2 - —
2x vdx +(x’ + y? Jdy =0 (Ecuacion 1)

Dividiendo entre y* 1a fecuacion 1), 2 x: dx + [ .‘r:‘+ J]dy =0
¥y AW}
.Haciendo x = uy (ecuacidn 2) dx = udy + ydu (ecuacion 3,
Sustituyendo las ecuaciones 2y 3 éq 1 y reacomodando para separar las variables se fiene
2’ (udy + vdu )+ (u' +1)dy =0
2uidy + 2yu'dus (' +1)dv =0
(20 v’ & 1pdy+ 2yu'du=0

(Ju’ + ”dy + 20 du =0
J'
dv 2’
= | + du = 10
= I_}' j3!:"-!»}' ! I
Cileyle integrel

dy 2a’ 1¢ 124’ ‘ '
S=lny, < - da = odwr r=3ut 1= dy = 20 due
Iy ey 13“44,,"" 6[3“,*' ] ] 4 u



Matenidticas Superiores .
ECUATTONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

-~
Entonces

!ny+6ln;3u‘+l;+c=0=>6lny+ln‘é3u‘+li:&c:ﬂu;y”ﬁln[k‘+I|i=c=: Y (3 +1)=c
j ‘

y O 'J,‘ +)=c=23x'y +y’ =c

Respueste y'(3x' +y')=C

Problema 3
(x4 v jdx = (x7 + 2xy )y

despejando a le derivada

[y

, o ]

- ) +y X
dy. - t; y 1 xz (ecuacion 1) ,
dv  x'+2xy x‘[1+2(-"x)]

Haociendo y = vx (ecuacion 2}, entonces d.-: =Xx :: + v (ecuacion 3)

sustituyendo 2y 3 en /

dv _I+v’

X + v =
dx I+ 2v

xd}'_—v’-v+l'
dx 1+ 2v

Separando las variabies e integrando en forma inmediate

_(.2v+1)dl’=dx=b_j(2v+1)dv=‘|-dx

vv—1 X vi+v-1 'y

"2 i )
-in) -v-L=lnx+c
!v | l i

Regresando a las variables originales - ln[( 4 x P+ yx )= I] =lnx +¢

-J W 2 '
Simplificondoln[x(‘yz]+.\{")—x]=c=:> d +y-x=¢
X x X

Respuestay’ + xy - x7 = cx



Matemiticas Superiores
ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS

Método IDI (Integrar-Derivar-Igualar)
Desarrollo: Bisqueda de /' x. v} se conoce como la funcién potencial
. oF ) ' L
Integrando: Fix,y)= J. ax dx+o(y)= Iﬁf"x,y)dx + ¢J(°i))

Flx,p)=g(x,p)+o(y)
OF(x,y) _dg(x.p)
i g

OOy Nexyy= BV 4 pity)= Nix,y)
oy %

Dcrivando‘i

+o'(y)

Tgualande: como
ely)=N{x,y)- o gix,y) 1Funcién exclusiva de y}

¢(_P)=I(N(x yi- }g(.\‘ y)]dy I Por lo
que F(.x.y)=' g(x.y)+ I[N(X, y)- ye‘,’(-"y V))d)’

En consecuencia g(x.y)+ I[N( l’,_})—- g(x v)]d.y =

Asi IM(.t,y)f j[N(x,y) - (Z fM(-Y,y)]ff.l’ =

Es la formula general para resolver las ecuaciones diferenciales exactas
Métode directo (Uniende soiuciones)
Desarroiio: integrando directamente los coeficientes diferenciales y uniendo las soiuciones, se

obiiene

fo= MOx,0)dx+k,(p)= jan”"’

6F(x, »)

/, = IN(\,J’)dy+k,(x) f dy

Entonces F(x,y)=f U f, = [,V [, =c serd la solucién



Matemdticas Superiores
ECUVACTONES DIFERENCIALES EXACTAS
Diferenciai total:
Definicion: Sea F una funcién de dos varisbles ¥ = F(x,y ). talique F tiene primeras

derivadas parciales continuas en un deminic I}. La diferencial total DF de una

funcién F se dcfine como: |
DF = aFdx+ade V(x,y)e D
ox dy

Definicidn: La expresién M(x, y)dx+ N(x, y )dy se lloma diferencial exacta ; si existe una

funcion F = F(x,y). tal que ésta sea la diferencial total DF, es decir:

oF

. oF .
. Mix,y)= - , N(x,y)= _-
' Ox dy

en consecuencia si M(x,y)dx+ N(x,y)dy. es unc diferencial total

M{x,y)dc+ N(x,y)dy =0 serd una ecuacién diferencial exacta.

R } N
Teorama: Lo ecuacion M{x,y Jdx + N{x,p )dy = 0 serd exacta si; 6;'!—! = E; -
hy X

Demostracién: Si M(.x, y Jdx+ N( x,y )dy = 0 es exacta entonces existe una funcion

F(x,y): talque M(x,y)= aF(.\'_.)') N(x’y) = aF{‘tlJ")_
ox ' By
= oM _ 2 (ar') 8F oN o8(aF\ &F
: Entonces: = = =0 =97
o op\dx) yax o axldy) oxdy
2 2
Lilegando o ulna igualdad: gy:; = gx;; .

Solucién de Una Ecuacién Diferencial Ordinaria Exacta:

Si la ecuacion M x,y)dx + N (x.y)dy = 0 es exacta entonces existe una funcion £ tal que:

M= i;i y N =€;‘P°' o que lﬂ ecuacidn exdcta se puede escribir
oF oF
- ode+ _dy=0

come: o o v

enfonces: IDF(x,y) = -jo porlo tanto F(x,y)= c que es lo solucidn.
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ECUACTONES DIFERENCIALES EXACTAS

PROBLEMAS

Problema 1.
Obtenga la diferencial total de la funcién. F(x,y) = xp° + 2x’y

Respuesta DF =(y.2 +6x°y)dx+(2xy+2x7 )dy

3 ‘F ‘F
-5ea la funciéon F(x,y )=y’ cosx+cosx Muestre que ? = 9
oxdy Oyox
OF 5 oF
Respuesta. =~y senx — senx, =2ycosx
ox ay
o F = % (aF) = % (—y"senx- senx)= -2 ysenx
dyéx dy\dx, oy

8'F & (oF ¢
= (2 ycos x) = —2 ysenx
xdy ox\ oy ox

Problema 2-

» dy ,
3-x° =xy’ +4
_( ry)dx Xy

Reacomoedando ta ecuacidn diferencial, para dentificar los coeficientes
(xy’ +d)dx—(3-x"ypldy=0= (xy° +4)dx+(-3+x"y)dy =10
Haciendo la prueba de la exactitud.

oM oN
= 2x)p., =2
oy v O0x v

Aplicando el método 1DI:

F(x.y)= j(xy" +4)dx+p{y)= x;- +dx+9(y)

aF 2 r b r
o =xy+o(y)=-3+xy=9(y)="3=>0(y)=-3y
zy.’

Por 1o que F(x,y)=x2 +4x-3y



Matremdticas Superiores
ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS

Aplicande el método directo.

7

¥ 2

fo= oot t)ax vk, p)="

+ 4x

L2v]

fo = I(—3+ y)dy +ky(x)= -3y + xi,y

2.2 12 12
Por lo que F(x,y)=fofy=(x; +4x}u(—3y+x2y ]zx;v +4x~-3y

También se puede resciver por a férmuia geperal

F(x,p)= jM'(x,y)dx+ J-[N(x,y)_—:;y IM(x,y)dx]dy

- Ffx,y)= I(xy2 +4 jdx + I{(x}y-—.i)— 4 I(xy"+4)dxj]dy
dy

2.2

F(x,y)= Xy +4x+j x'y—3- % [x Y +4x} dy
avl 2

L%

2

F(x,y)=x2y +4xf+J‘[x"y—3-x"y}iy
F(x,p)="7 +4x+ [-3dy
F(x,y)=x7y +4x-3y

xly?
Respuesta, +4x -3y =c

Problema 3
(2v’x—3)dc+(2yx’ +4)dy =0 .1

i

Prueba de exactitud

, BM( x,

M(x,y)=2xy" -3 = M;‘ Yty
v

N(x,y)=2x"y+4 = BN;.r,y)z‘f_w
X

F(x,p)=[M(x,y)dc+p(y)=[(20p° ~3)dc+p(y) =2y [xdv =3 fax = x7p" - 3x+g
OF(x,y)
Oy
pfy)=4dy+c = F(x,y)=x"y’ -3x+4y+c

=2x°p+@(y) > 2x p+o(y)=2x"v+4d > p(y)=4 = Iﬁv'(.r)dy:j‘-

Respuesta Xyt —3x+dy=c
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Problema 4.
dy = ax+by
dx bx + ¢y

Reacomedando la ecuacidn diferencial
(ax + by )dx + (bx+cy)dy =0
Prucba.de exactitud

M(x,_v):ax+bjz:> aM(x.y)_:

b
o
Ni{x,y)=bx+cy BN;x,y)zb
x

Resolviendo con el método directo

fo=[Mex,y)de+k (y)= [cax + by jde + k,(y)=a[xdc + by [ax =‘;x2 *hyx + k()
So=Nexipsty v kotr)= [ebx v gdy + k (x)=bx fdy v cfydy = b +c? 4k (x)

= F(x,y)=fxufr=;x"+byx +C_)y3

1

iI 4 C 1
Respuesta. , X+ byx + , yo=c

- -

Probleina 5
_—I+y(senx)x-x dr+ I+ ycosx dy =1
X v
Prueba de exactitud .
- )(s ; 1 oM
M(x,}’)=1 ysen<jrs x ~ysenx+ 1= O = -senx
X x ay
I+ I oN -
Nix,v)= yeosx +cosxX = = —Senx
: y ox

Entonces, resolviendo con el método IDI. Integrando

!
F(x,y)= I[x — ysenx + I}dxﬂp(y)

F(x,y)= Iidr—y}senxdﬁ-ja‘x+¢a(y)

Fi(x,y)=Inx+ycosx+x+p(y)
oF(x,y do(y : {
= F(l})=cosx+ ¢(")= +cosx::>d¢(}}=1ﬁgv(y)=j('v=lny+c,
oy dy vy dy ¥
Fix,y)=Inx+ycosx+iny+c,
Fix,y)=Infxy)+ ycosx+x+c,

Respuesta In{ Xy )+ veusx+ x =¢



Matemdticas Superiores
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Problema 6

2 2 2 2 2
X - +XxX"y X -
Xy y x
' Prueba de exactitud
M(x'y):x'-y”-i-x“y:_l_ yj+1:> 6M=_ 1’_ l.
x“y y o x &y X
N(x.y)=—x T‘y _ gc’ +I___> 6N=_ 1, B I‘
‘x vy x ax vy ox°

Re,solyueﬁdo con el métods IDI

2_,2, .2
X -y +x‘y
F(x,5)= I{ Y *}tz
X ¥

Fix,y)= !J{dx— j': tbc+jdx+¢)(y)'

Y 2

X

x
F(x,y)= v+ +x+@(y)

Derwvando e igualando

OF __«x +1+d(p(y) _x+1:>d¢(}’)=0

¥ oy ox oy yiox dy
=>¢(y)=joftvzc,
F(x,y)=x+y+x+c,
y Xx
Resp esrb. x+y+x=(‘
y x

Problema 7
bﬂ +_p+ymn"(xy)}dx+l3xy2 +x+xtan"(.\'_v)kv=0

Pr‘u;bc de exactitud

M(x,p)=y"+y+ytan‘(xy),

oM ) . ,

5 =3y +1+2xytan( xy)sec (xy)}+tan { xy)
N{x,y)=3x’ +x+xtan’(xy)

oN

. = 3pt + I+ 2xytan( xy ) sec (xy) + tan’{ xy )
ax
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Integrando con respecto a x

F(x,y)= j/yj ty+ytan’(xy)lde+o(y)

F(x,y)= Iy"‘iH fydr+ [y an’cy)dxcrory)
F(x,p)=y Idx+yjdx+yj[sec"(xy)—1]d.’c+tp(y)
Fix,p)=y’ inﬁyj'iﬁyjsecz(xy)f&—}’Idqu{y}
F(x,y)=y' [dc+y[sec’ (xy)de+o(y)

F(x,y)=y'x+ y Isec"(xy)ydx-&qp(y)
¥

F(x,y)=y'x+wan(xy)+o(y)
Derivando con respecto a y e gualando a N

oF _ Iyix+ xsecT(xy)+ do(y) _ 3y'x+x+xtan(xy)
oy d
= () =-xsec’(xy)+ x+xtan’(xy)
dy
dqu(}') =xftan’(xy)—sec (xy )} + x = xftan’ (xy)—tan’(xp)— 1]+ x=x[-If+x=0
Ly
QD(,V)EC;

= Ffx,y)=y' x+tan(xy)+c,

Respuesta vy’ x +tan{ xy )= ¢
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Ecuaciones no exactas
Ddefinicidn: Una ecuacidn diferencial de la forma M( x,y jdx + N{x, ) jdy = 0 enla cual se

M

encuentra que P #* se dice que no es exacta, existiendo la posibilidad en algunas
Wy x

ocasiones que se tenga un factor de integracion g x) 6 uf y) que al multiplicar por la

ecuacién diferencial permita reducirla a exacta.

Desarrollo
oM oON
* .
g ax
consideremos el factor de integracién u( x ) entonces al multiplicar, para encontrar la
“expresidn que debe tener u( x ), se tiene: ‘
Hx)M(x,y)dc+ pu(x)N(x,y)dy =0

Dada la ecuacién diferencial M(x, y jde+ N{ x, y }dy = 0} en donde

Una ecuacion diferencial exacta. Donde 6;61:1 = Bgf\l haciendo las derivadas de los productos
' X
y resolviendo la ecuacidn diferencial resultante, para encontrar el factor de integracion,
yaiw+:wa#=qu+Na#
ay oy dx dx
J a ‘
Simplificandose, debido a que # 0, A du asi que se obtiene!
) dx  dx
d (]
M o=,V N
dy dx dx
d oM ar
= N £ y7i - u
de dy Ox
Idu 1| oM onN
o odx N | oy Ox
d op N
- Ho_ I M 0 A
M N | ay o.x
I:[Ju_@v Lh
du 1M ON oM oN Maoar]
= - dxv=>lnp= - dv. . x)=e
Integrando I p J.Nli & . H IN & o i x)
De una manera semejante se puede obtener el factor de integracidn uf y' ), para el cual shorg

Ou du ou

= s = () obteniéndese que:
oy dv v

se tendrd una simplificacién debida a que

tles_av]
Ul_é‘\' & |

Hiy)=e
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ECUACTIONES DIFERENCTIALES REDUCIBLES A EXACTAS

es decir:

BM_BN

dy oOx
oNv oM

donde =

onde f(y) = [a. o

solucion de la ecuacion '
Después de reducirla a exacta, la ecuacidn se resuelve con alguno de los métodos vistos
anteriormente, método IDT 6 directo 6 usando la solucion general.

- jf.',r)u:r _ 1
H(x)=¢ donde f(.x) N[

:Ideberc‘: ser una funcién exclusiva de x.

py)= oS

} deberd ser una funcién exclusiva de y.
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ECUACTONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A EXACTAS

PROBLEMAS

Problema I, - .
Byl [ 200y =0
Prueba de exactitud.

Mix,y)=3x"+y' = a;y{ =2y

N(x,y):—zxy:aN =-2)
ox

Como no es exacta sSe busca el factor de integracién

aM v

J'ay—ax IJJ'-(-JH
p(x)=e ¥ = TV

1048 Y L 0
#(x)ze —2xy =e[[.v.) =g * =e—-1nx=efn.r:=x—.=

b

X"
Multiplicandoe por el factor de integracidn y resolviendo como exacta por el método IDI,

notard que se escribe la constante de integracién como ¢, ,, que es igual a @( y }, entonces:

xl" [3x”’ +y"]rlx+ ‘I [—- 2.\}']dy= 0:{3+ y:‘ }dr +[-2yjldy =0

k X
oM 2
Mix,yy=3+7, =M%
X’ dy X
' oN 2
N(x,y):-—z'}:) = },,
_ X ox x°
Resolviendo como exacta } !

F(.\.‘,_v)= J[‘; + '::}J't'{” C!)}

F(x,y)=3[dc+y’ ]'x’_,dxﬂ-m

(BY

F(x,y)=3x+y’ f.r":!.r+ ¢

F(x,y)=3x~ 4 te,,
X

2y e, 2y de,,
aF:.— }+ (H:— }ﬁ rJ'_':():DC(HZO'f"C
oy x dy x dy

F(ogy)=3x- ¥
X

V g
Respuesta. 3x — -
A

=L'
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Probleme 2.

[.?e"' + 2':3 Lix + [Jy" + xe"]xiv =0

-

Prueba de exactitud.

ki J
M(x,y)=3e" + ¥ = oM =3¢’ + 6y
X dy X
5 oN
Nix,y)=3y +xe’' = =eg’
dx

Camo no es exacta se busca el factor de integracion

eM aON  g4? 2 . .
B ax 7 2 {3y +xe’ ) 2
frxy= @ oo XL
N 3y + xe' 3yt + xe! x
v Jdv J:.L'rr . B R
:)ﬂ(x)zej'rr M =£’J‘I / =e-i‘nr =efnx = et

" Multiplicando por el factor de integracidn y resolviendo como exacta por el método IDT,
notard que se escribe la constante de infegracidn como ¢, | que es igual a @( 3 ), entonces:

,r—l . Iyt [
x“[je’ + 2y J‘dx+x" [.?y“' +_\'e‘}lyzf):‘:x‘3e' g0 jld.\"i’[_;_\"_}" +x'e! }{v =)
X X

i -

. 2xy . . oM N .
M{x,y)=3x"¢' + Y e +2xy = =3xe +6x
x dv '
. : . ON . .-
Nix,p)=3x"y +x'e’ = 3 =6xy +J3x¢e
x

Resolviendo como exacta

F(x,y)= I(.?e"‘x: + 2.\}"')!x+ ¢,

Fix,y)=3e’ I_t:r!.r + 2yt Ix{ir +c

i)

LT LI
Fox,yl=e'x +v x"+c¢

oF(x,y} ., de, N ) de,,,
( e+ ey e

=0=c,, =0+c
v iy dy

Fix,yj=e'x' +yp'x’

Respuesta ¢' x' + y'x’ = ¢
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PROBLEMA_ 3
Cdy+(ytanx—cos’ x)dx =0

Prueba de exactitud

oM
M = ytan x - cos’ x = =tan x

Como no es exacta se busca el fccT‘or de integracién
I{dM oN
f(x)= -
Nl dy ox

f(x)= j(tanx—())::tanx '

QJtan xdx _ f_)4"1*1(52(: x)

plx)= ='sec x

Multiplicando por el factor de integracion y resolviendo como exacta por el méfodo IDI,

notard que se escribe la constante de integracion como ¢f ¥ ) que es 1gual a @( ¥ ), entonces:

sec xdy + sec x( ytan x — cos’ x)dx = 0 = sec xdy + ( y sec xtan x — sec x cos” x jdx =0
oM

M = ysec xtan x ~cos’ xsecx = 5 = SeeN tan x
4

oN .
N =secx = = sec xtan x
X

Resolviendo como exacta

F(x,y)=Ide+C(y)=Iysecxran:cdr-Icos"xsecxti'c+c(y)
F(x.y):yjsecxtanxdx-Icos"xsecxdx+€(y)
Fix,y)= yjsecxtanxdx— _{cosxdx+C?y)
Fix.y)=ysecx—-senx+C(p)
oF dC(y {1C{ y
=secx+ U)zsecxmtc(})=0:>C(y)=()+c
ay dy dy
Fx.p)=ysecx—senx+c

Resguesfa. FSeCX—8seny =¢
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Problema 4

day
x dj + 2y = sens = xdy + (2§ - senx )dx =0
X

Prueba de exactitud,

M=2y—senx = aﬁ—f =2
oy
N=x= N _ 1
ox

Como no es exacta se busca el factor de integracidn

1(oM oNyY 1
S el Ry e I e
(%) N[ ay ax] x( ) X
!
,arf.\c)=¢?j"‘br =" =y

Multiplicando por el factor de integrecion y resolviendo como exacta por el método IDI,
notard que se escribe Ja constante de integracion come ¢f ¥ ) que es igual a @( 7)), entonces:

xxdy + x(2y - senx)dx = 0 = X dy + ¢ 2xp — xsenx )dx = 0
aM

M =2xy— xsenx = -—=2x
G

- N=x":>§£=2x
Ox

Rescolviendo como exacta

F(x,y)= [Mdx+C(y)= [2xpax~ [x senx ax +C(y)
F(x,y)}= 2_;-'_[.»:0’.\‘— Jx senxdv+C(y)

Integrando por partes
u=x=du=dx, dv=senxdcx=>v=—cosx

Se tiene I xsenxidx = —Xxcosx+ |cos xdy = —xcosx+ senx

Entonces:
F(x,y)=yx’ +xcosx—senx+C(y)
Q€=x"+‘—igly—)~=x2 =>—~—dc(y)=0=> C(y)=0+c
oy dx
F(x,y)=ypx’ +xcosx—senx+c
Respuesta. yx° + Xcosx —senx=c

22
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PROBLEMA 5

( -"-‘; + 3.\3‘] dx+ (3y" +x° py =0

X

Prueba de exachtud

3 .2
M= »'!w-—+3xy = oM _ 3 -+
x oy x

Jx

N=3y2+x2:>§9{=2x
ox

Como no es exacta se busca el factor de integracion

N av Ox 3 };2"*‘ X 3 }‘.2-.\‘-} v L ox
1 3y’ +x? 1
s ol 2]
] .
(X )= [reaa I'ﬁ—e[”zx

Multiplicando por el factor de integracidn y reselviendo como exacta por el método IDI,
notard que se escribe la constante de integracién como ¢ y) que esiguala @( y ), entonces:

s :
F['y— + 3.ry}a‘x +x(3pt ety =0= (4 3xty)av+ (307 + x iy =0
. :
M=y +3x'y=> %14_ =3p" +3x°
}!

N =3xp" +x* mgﬁ=3y" +3x7
ax
Resolviendo como exacta
F(x,y)= [y dc+ [3x'pdx+Cly)
F(x,y)=p'x+x'y+C(y)

§£=3.x}'2+x3+%ﬂ=‘3gﬁz+x" ﬂ%ﬂ=0¢C()r)=0+c

F(x,p)=y'x+x'y+c
Respuesta. y'x+x’y=c
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FProblema 6.

lz},.re:: + yd < + l‘?y"e oy 3.‘:}'3 h“ -p
Prueba de exactitud.

¢ aI"I a2

M(x.yp)=2ye” +5'= S =eye +4y’
. i4

k) 3 LN ) h ik
Nix.y)=2y"e¢*+3x" = % =4yp‘e’*+3y°
x

Como no es exacta se busca el factor de integracidn

ON oM
Flyp= 2 B ATl a3y o6yen o4y’ 2yie oyl oy(2e7iy)_ )
M 2yte’ 4y 2yle™ 4y » {2e +1) y
I
 Jes |-y 1
#( l'):—ﬁ: I/f})d —e j}- =e-iny_: e.ln_-r :.V_] =_1_

Multiplicande por el factor de integraciény r'esolwendo como exacta por eI método directo,
entonces:

}I';[-’y“*e"‘“ +_v"]rir+i[2y * 4 3xy ]d; 0::»[ et y? [ ye"‘"'+3,g;’]4p =0

1"!(,\.‘,_}‘): 7}’3633‘ +yJ — 'é"‘“:"’_}’e:x +3y2

N(x,y)=2ye™ +3xy’ = %]Y“ =dye’ + 3y’
A

f.= Ide+c —J'(Zyz x +y3)ix+c(“ =2yJIe1’dx+y3J de+c,,, =y'e’ +xy’ +¢,,
f, = INdy+c,x) = J-(?.ye“ +3xy? )dy +c,,, = 2¢’* ‘fya'y+3xjyza’y+c(xJ =yle™ +xy’ +e,

2, 1x

::»F(x,y)=fxufy=(}!"e2"+xy5+c(y))u(y’e +xp’ 4, )=ple’ +ay’

Respuesta y’e™™ + xy’ =
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PROBLEMA 7.

7 vy -2y '
[I +':‘-}}dx+[ g ”jlag _ 9
y ¥

Prueba de exactitud.

9 ey
:W(x,y) = ]j- -.:‘.t); = I, +2y = é{‘! = — _I:_
¥ y oy y
-2y~ X" ¥ _ 2x x° &N 2 2x
N(x,y)=- X XY o 2% L %0 £ 2%
¥y yooy oy oy

Como no es exacta se busca el factor de integracion
oN oM 2 2x I
ax &y ooy : ¥ 1 2x v —1-2xy I
f{}') = e eemm e mhee = s T e -‘}L~A = = —_ —2 — --‘ = P B = — -

M 1+ 2xy I+2xy{ l 1+2xy y ¥
¥
N T L
ﬂ(}')=ejj 3”}‘ =e J)- — —iny _en'n —_ v—n' - _{
¥

Multiplicande per el factor de integracion y resolviendo como exacta por el método directo,
enfonces:

1 [g_ +2xp j] gt ) [ jﬁ_}iﬂ Y }d} -0 [1 té’}ﬂ}dv + [:Eik:-‘;f_l]dy =0
¥ - y

y R4 y y
1+2 1 2x oM 2 2x
M(xyV)__'” 2'xy=—‘—+'—— ——E—T
y ¥ Oy yhoy
-2x-x? 2x X! oN 2 2x
Nixp)= =5 5md e S Tn e St

T i M A
4

Ide+C(.V) J.[IZ'W]dx«l-c(y)- }—d\+juﬁd,\+c(v)-f2—x+¥;+c(_;')

fy:INdy+c(x)=f[ui¥———{—y]d}+c(x)—— 2'de x* I——dy+c(\c)—~1-,\+-;-+c(x)
g y’ y

1 2 ‘ 2 x?
F(x,y)=f, V[, =(—2—x+—x—+c(y)]u[i2x+£—+c(x)J=—i—x+£~—
y y y Y y y

1 X
Respuesta X+ —=
y
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Prefbiema 8
'_4.!&"‘;'} + 3xe™ }!x-}- [3.1:3_;"’ +2x e }a{v =

L

Prueba de exactitud.

M(x,y)=4x"y’ +3xe” = 53_(;};{ =12x7y* +6xe”
¥

a 2 a"V L I I,
Nix,y)=3x"y +2x'e¢” = e =0x"y +4dxe”’
‘ x
Come no es exacta se busca el factor de integracidn

o aN )
fge &I I e S9Ny e ety dne?
N 3xtyT 4 2x7e™ 3Tyl e 2x7e’ .\(Jx y +2xe ) x

I 76
wlx)=e =" =x

H

Muitiplicando por el factor de integracidn y resolviendo como exacta por el método IDI,
entonces:

{-h ¥ *3\8“}1.\"#-,\[...\. ¥+ 2x7 e""}ly--ﬂ:::[-#t o+ 3x e"]d.\+[h yi+2x'e’ }h“

hd hd 1’:{ 3 A h
Mix,y)=4x"y' +3x°e" = 6(; = 12x"y +6xTe™

id

Nix,y)=3x"y’ +2x7¢" = %ﬁ = 12x’y* +6x’e”
X

= Mdxte(y)=\4x’y +3x%e lxve,, = 4x3y3d.r+ 3x'ez‘dx+c ,=x"y +x’e? +e

x (¥
= INdytefx)= (3x’y’+2x e")dy+c_ = (3xydy+ |2x7 eV dy+c, = xTy v xle T 1,
) (x) (x)

12y ‘.3 3 25 43 12y
F(x,y)= ( Pt xle +e, ))U(xy +Xx'e +c(“)—xy +x'e

Respuesta x'y’ + x'e?’ =



Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES LINEALFES

3

Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal
Definicion: Una ecuacion diferéncial ordinaria lineal de primer orden tiene la forma:

d.
&y plx)y=qfx)
dyx

. ) dx
O bien intercambiando las variables, se verd de la siguiente manera 0 +ply)x=q(y).
Y

Solucién De Una Ecuacién Lineal
dv .
La ecuacion diferencsal ordinaria lineal d— + plx)y =q(x) noes exacta puesto que al
AS

escribiria en forma diferencial ( p{ x )y ~ g x })dx + dy = 0 no cumple la condicién de

oM oN
exactttud, - ~ # ‘-, porque.
ox
M=pix)y—q(x)= @f_}}_(_x)gg;_g(ﬂ_) = plx)
. N=I= 6;:13 =0
ox

) _ ‘ d ‘ .
Encaso de que p{x) =0 laecuacién diferencial se convierte en dj: = g{ X }que se resueive

directamente separendo Ias vcr'mbles enfonces al considerar p( X ) # 0 sereduce a exactas
usando el factor de infegracidn gf x ), donde.

TR
ulx)= eI L;f'a‘:' ef—;(pu)—ﬂ)dr _ efp(r)dx

Multiplicando por la ecuacidn original. se tiene: -
p{ x)dx dy
! {d +p(x)y= q(x)}

jprxm dy ) [pxax
dx

+ p(x)e ™y = grx)e

Debiéndose notar que en el lado izquierdo de la ecuacion se tiene la derivada de un producto,
asi que:

Fi) X {x el d
"‘:[EIP( MIJ’] = grx)ed " = L Luc)y]= ueogcx)
dx dx

Qué al separar las variables se llega a:

dlutx)yl= mx)q(x)de = [alucepl= utx)at s =px)y = {utxq(x)ds
Encontrando la solucion general de las ecuaciones lineales

y= — Up(x)q(‘r)dx + c} donde ,u(x) = ejp(m

En los ejercicios resuel‘ros, se usa la férmula general o bien se establece la diferencial del
producto para resolver por separacion de variables



Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES [INEALES

PROBLEMAS

Problema 1

(-\‘){{‘-'- "YH(V)*x 1
dv  x+

Dividiendo por X

dy 2x+1 x-1
t . (v)=" =
dx \‘(x+ 1) X
Donde ‘
' 2x+1 x-1
= — e X)= -
plx)= Sy qi{ x) :
Integrando para encontrar el factor de integracién. u= x° + x = du=(2x+ 1 jdx
[Pexgte= {2520 qo o (2 gy o e
x(x+ U X

piox pix — eln.’_\'" Xy

= x’ + x . entonces.

-"=;‘:;{f“*”[ )“}

1 { EERZLEREIIN c}

3 Se tigne Ui Xx )= e'[

y== -,
x tX X
1 2
el e
y tX
1 1 ’
=t o xacl= -l c+ =X
xz"'t[j } x2+x[ 3 J
3
Respuesta’ y T L.o—x+c
o tx) 3

Problema 2.-
dv
&, qxy=4x
dx
{ x jdx 2vdh o
_[ﬂ = eI v ;

Setieneg(x)=4x px)=2x=>ulx)=e
Entonces

y= ﬂ{—“e (4x)a'x+c} - [Zfe’: (._2x)¢tv+c]=e"32e'z +e¥(e)=2 +e* (c)
e .

Respuestay =2 +¢™ (c)



Matemdticas Superiores
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Problema 3.-

dx
Donde pfx)=—cotx q{x)=2xsenx
Entonces el factor dz integracién es

Ipf x jdx —jml,rd:r —buf veny )

pfx)=e . =e =¢ =(senx)”’!

—reotx = 2x senx

!
ser; X
Sustituyendo
J‘ 2x senx dx

¥ = senx
senx

+c}—wn,\[ _"x (it+c]-»senr[ +c]

- Respuesta y = senx [x“ + c]

Problema 4. -
dy

+2xy=2xe™”
dx

.

Donde p(x)=2x g{x)=lxe

Entonces el factor de integracidnes ufx ) = 45"’-?“r " ejzmr = g’:
Sustituyendo .
y=e* ”e‘: (2xe™ )d:c+c_|=' B “ 2r dx +c]- ™ r +c]
Respuestay = e™* [x: + c]
FProblema 5.~
dy
= x-d
dx y

. d .
Arreglando la ecuacién diferencial ;i}; +4y=x

Donde p(xj=4 gfx)=x

. L. {x s ddx x
Entonces el factor de integraciénes p(x)= e'[p o eI =e’
Mu!tiplicando por el factor de integracién

e’ dy + de’ ydx = xe’”
d[e” ]_ xg' dx:j’d[e )] [xe' ax

x I
Cdleulo integral (integrando por partes) u=x=>du=dx dv=pg dx=v= 43

ix

Entonces

£x I ix I ix I x I i4x .I 1 4x
jxe ‘i"”(;e J-I;e ffx:;xe‘ —;Ie 4dx=;xe ~5€ +¢



Matemdficas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES [INEALES :

= - —_ - 4 el
j= jx I L€
VIV T
4 15 e
Respuestaly = 1 x— 1+ ¢
SREEREI T 16 e
Problema 6. -
d) [ 2) 3
— ] - Jr = __._2_
dx X X
Dende P(x)=—"- g(x)="";
by x
Entonces el factor de integracion es
- )= J'P(.Tjdx __[ u'.r _,j & -Iinx ny? =2 1
Hx)=eg =g =e =x =
. Ce . , -2 dy P -
Multiplicando la ecuacidn diferencial por el factor de integracedn: X d.\ -2y ) 3x
Separando variables: x " dy — 2 _‘.”3 ydx =3 _\,qu
al 7 yl= 2
=2 -
Id[t y].—: Jl“?.\'
X p=-xtse
! ~I+c,’
Multiplicando por x”: y = =~ + ¢ xz - tTCx _
X X
—-1+c, ’
Respuesta y = —————
X
Froblema 7. -
dy .
-~ +f{x+2)y=
T ( Jy=g
B + o
Dividiendo por x: 4 +[£—2)y =€
dx X X
X+2 3
Donde P(x) = - =1+> gfx)="
X X

Enfonces el factor de in’regmcién es
_ Plalde 1+5 |ge lt\’+ ‘h- .r inx x 2 2 x
#(x)-eI —ef{ ’) I I ee =“eéx=xe

Multiplicando la Ecuacidn Difarencmi por x'e” se

_ od o2 e
hene.xze t_ix:‘i-'-xze [ Jy X e Qg




Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFFRENCTALES LINEALES

Separando veriables:
_\.2 e; dy + _\." ex ydx + x ex 2ydx = x e:x dx
dL,', g'r _v] = x: e: dy + x: ex yax+ ex y2xdx
a’[tz e _r]= xg de= IdL." e y] = jx e dx

2x

Ix I
Integrando por partes. u=x = du=dx dv=p dyv=>v= :23
j‘x d\-—l I =—\_‘ I—--I_ 21+c
e 76’ 8 g 43

Sustituyendo e integrando directamente el lado izquierdo:

o ])"‘I 2x ! .'.r+c
x e STL,Xe T ,€e
I 2x I by
3 Xe -43 +c
yET g
x €
1 Jx 1 Yy
5 Xe ";e te
Respuesta y = < 3o
x €

Problema 8.

dv coS X
o e B = (]~ SENX
dx I+ senx r=( /

Donde p(x)—}iﬂ—fw,q(x) I-senx _

Entonces el factor de integracion es Z = 1 + senx = dz = cos xdx

LY in 1+ senx

'[M'”dx =@ rsex = P = 1+ senx

Hx)=e
Sustituyendo



Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES LINEALES

1
= 1+ senx )(I-senx}dx+c
y= I+senx{j( N / }
{J-(I—sen"x)+c}
1+senx
1
= —— cos’ xdx + ¢
Y I+senx{ }
= —L—— J'(f + icos.?x)dx+c}
1+ senx 2 2
1 1 1
y=————g—X+-—sen2x+c¢
I+senx{2 4 }
1 { 1 . }
= X+ —2senxcos x +c¢
I+ senx 4

1
Respuesta. y = —X+ E senxcos x + c}

I+ senx{Z

Problema 9.

dy A
X——+y=-, +1
; VY= x

Poniendo la ecuacién en forma diferencial xdy + ydx =y

* 4 Idx

Por defumc&on de la derivada del producto d[xy] "x & ldx
Integrando. Id[xy]= I";x + Ldx |

La integral del lado izquierde es inmediata, la del lado derecho se resuelve mediante un cambio
de variable trigonométrica , que lleva a una integracién por partes é bien usando el formulario:

Xy = %l:x-,sz +1+ lni-j'xz +1+ x£:|+c

%[x ;"xz+1 +In} va2+1+xi]+c

y=
X

H 2 2 i
v[x-.:,x +I+In!-.‘jx +1+xi]+c

Respuesta y =
x



Matremdticas Superiores
ECUACIONES DIFERENCTALES DE BERNOULLT

Ecuacién de Bernoulli
Definicién. La ecuacién diferencial ordinaria de primer orden no lineal , denominada de
Bernoulli tiene la forma

% +p(x)y=q(x)y"

Donde # es grado de la ecuacién de Bernoulli, n€ R - {0,1}

debido que seria una ecuacidn lineal o por separacién de variables, respectivamente, una forma
alternativa de la ecuacion de Bernoulli se presenta cuande se intercambian las variables, es

decir, se tendrd la forma ™ +p(y)x =q(y)x"é cualquier otra combinacion de variables.
y

Solucion de la Ecuacion de Bernoulli
El cambio de variable z = y'™ permite transformar la ecuacién de Bernoulli, que es una
ecuacion no lineal, en otra que si es lineal.

Desarrolio
oY ‘ ” .
Sea la ecuacién no lineal oy + p(x)y =qg(x)y" ecuaciénl

. T-n-l _y g.}_r’ =(1-n)y™ %’ e.ci.lacién 3

d
Haciendo z = y* ™" ecuacidn 2, se tiene Ez =(l-n)y

. d )
Al multiplicar la ecuacién 1 por p ™" se tiene: y™" {Ey +p(x)y= q(x)y"} dando como

d
resultado: y™" ?d:'c}i + p(x)y'™ =q(x), después se sustituyen las ecuaciones 2y 3, asi:
1 dz
— 4+ p(x)z=q(x
T P(X)2=4(%)
dz
= T A-n)p(x)z=(1-n)q(x)
I

{ce)cr-npageses e}

Que ya es lineal, con solucién: z =

H(x)

. . ({-n)p(x )dx
Donde el factor de integracidnes g(x) = ej P

Los problemas ilustrados a continuacidn, se resuelven de alguna de las dos maneras siguientes,
usando el factor de integracidn y sustituyendo en la férmula general o bien haciendo paso a
paso la transformacidn a la ecuacién ordinaria lineal, usande las ecuaciones 2 y 3.
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Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES DE BERNOULLT

PROBLEMAS

PROBLEMA 1. -
By _x
dc 2x y

d
Arreglando Ey + % y = xy~’ Ecuacién 1. Ecuacién de Bernoulli de grade n = —3
x

Cambio de variable z = y'™ = p* Ecuacién 2

dz’
d dy  dx
Derivando i=4y3d—y = l=*@7.Ecuacidn3
dx dx dx 4y
Sustituyendo 2y3enl
daz
de 1 -3
4 —y=x
4y 27
dz 1 3 33
— +-—4 =4
I | 2x yy=4y Xy
£+£y‘=4x =>z';+£z=,4x
X x

: 2
p(x)=;, g(x)=4x
Solucidén come lineal

2
[—d — Slinx nx?

IP(x)dX:ex =¢ =g —_ =x

,u(x)=e
i ;(I?) [j'p(x) g(x)dx+ c]

z= ':—2[J-x2 4xdx+c]

z= é[‘# J'x“‘ dx + c]= %[4:7‘ +c}

x
[
z=x’+—
X
c
y=x?+ &
o

4_ 2, ¢
RESPUESTA. y” =x" +—



Matemdticas Superiores

ECUACTONES DIFERENCIALES DE BERNOULLT
Problema 2. -

&,V

-~ =X
ax 2x 2

., . 1
Se tiene una ecuacion de Bernoulli de grade n = 3 donde p(x) = 7 gfx)=x
. X
Entonces el factor de integracién es
! I dx
J(I=3)-—dx (~=)dc -{=
e 2x — eI x ) !x —

[ti-n)ptxjae _

u(x)=e
Sustituyendo |

z= ;é; U(I ~n)u(x) q('-x‘) dx]

z=;£_-, [j(1-3)x“ xd+cf

z =x[—2_[dx+c]= x[- 2x+c]

z==-2x"+ex o oyt =Cx-2x'
Respuesta. y~> =Cx-2x’
PROBLEMA 3. -
d t+1 _1+1
dt 2t Xt
Arreglando fd{ + {—;—1 X = t—t—l x~! es una ecuacién de Bernoulli de grado n = —1, donde.
t+1 t+1

t)=-— q(t)="-—

p(t) 2 q(t) .

t+1

dt
[(1~n)p(edt _ gHH.”—ZT dr - jdr+IT

_ L itinr i

Entonces el factor de integraciénes u(t}=e =e = fe

Sustituyendo
1 ,
= 1- ! t)dt
. #(x)[j( nu(t) qlt) de)

z= L,[j(n e ('3 dt}
te !

7:“-“ 1{—,-[2_[9'(t+1)dt +c]

Resolviendoporpartes 4 =t => du=dt,dv =e'dt => v=e¢'

= t—j;[_[te’dt+ Ie'dt+c]_—.> 7= t—ez—,—[te' - je’dt+ Ie’dt+c]

2 c , C
= ——,-[te’ +c]=2+——;:> X' =2+—=24
te ‘te te

C C
Respuesta. x* =2+ o 2+ vl



Matemdticas Superiores
ECUACTONES DIFERENCIALES DE BERNOULLT

Problema 4. -
3’2
X d_y +y - ('ty)jfz = y' +ly — (_-r_}.).)_._.-—
dx X X
n=3/2
z = yl—n - y—[/l

F==(1/2)(y7 )y = y=-27p7

Transformando a una lineal

o ds2 3s2

, 1
=27y 4 y=xy
X

I 1/
7 __y-ru X
2x 2
1 x]/J
' ~—A(z)=~
Zx( / 2
. I -xf/;’
X)=——— X)=— e
pix) or q(x) 3

Solucién de la lineal, resolviendo la integral, calculando el factor de integracién y manipulando

la constante .

Ip(x)dx= j—-}%dx=—§lnx=lnx"”

_ o lmxTVE_etr2 1
> ulx)=e =X ——xm

z= #%;[I#(x) q(x) dx]

12 ) 1



Matremdticas Superiores
ECUACTIONES DIFERENCIALES DE BERNOULLI

Problema 5-

.(.{.y.+!_=_£_;_ = y'.[..{y:.{.y_z !
dc x xy° X X

n=-2

z=yl~n=y3

' T ' z'
?=3yy = y=.3
3y

Transformando a una lineal

- P
3y’ ty xy
' 3 3 3
sy =
X X
B |
7 +—z==
X X

3
plx)= 3 q(x)=—
X X

Solucién de la lineal, resolviendo la integral y calculando el factor de integracidn y manipulando
la constante . ‘

_fp(x)dx= I%dx?ﬁnx;lnx}
3

p(x)=e"" =x

2= L“({;]U"(” ax) as]

z=;1;[j.x’ (i)apc]
z= é—[j' Ixz dx]= ::j [x’ +3c]

3
z:=1'+-—(;j
X

3 C
Respuesta y” = I+-—
X
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Diplomado en
Alta Direccion

MODULO 1

Division de Educacidon Continua, Foculiad de Ingenierid U.N.A.M.

2 SELECCION DE PERSONAL M B, WERTHER, JR..
KEITH DAVIS

Una vez que se dispone de un grupo idéneo de solicitantes obtenido
mediante el reclutamiento, se da inicio al proceso-de seleccion. Esta
fase implica una serte de pasos que afiaden complejidad a la decision
de contratar y consumen cierto tiempo. Estos factores pueden resultar
irritantes , tanto para los candidatos, que desean iniciar de inmediato,
como para los gerentes de los departamentos con vacantes.

El proceso de seleccion consiste en una serie de pasos especificos que
se emplean para decidir que solicitantes deben ser contratados. El
proceso’ se mnicia en el momento en que una persona solicita un
empleo y termina cuando se produce la decision de contratar a uno de
los solicitantes.

En muchos departamentos de personal se integran las funciones de
reclutamiento y seleccién en una sola funcién que puede recibir el
nombre de contratacion. La funcién de contratar se asocia
intimamente con el departamento de personal y constituye con
frecuencia la razén esencial de la existencia del mismo, va que el
proceso de seleccion tiene importancia radical en la administracion de
recursos humanos.

4.2.1 Objetivos y Desafios de la Seleccién de Personal

El proceso de seleccion se basa en tres elementos esenciales: la
informacion que brinda el analisis de puesto, los planes de los recursos
humanos a corto y largo plazos, y {inalmente, los candidatos. Lstos
tres elementos determinan en gran medida la efectividad del proceso
de seleccion.

4.2.2 Seleccion de Personal: Panorama General

La funcion del administrador de recursos humanos consiste en ayudar
a la organizacion a identificar el candidato que mejor se adecue a las
necesidades generales de la organizacion.

arh_diplomadoaliadireccion@prodigy.net.nix ARB 67




Matemdticas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACION

MODELOS MATEMATICOS
Crecimiento de Poblaciones

"La velocidad con la que crece o disminuye una poblacion es directamente proporcional a la
cantidad de poblacion presente”

como x(f ) es el nimero de pobladores y al tiempo ¢ = ) la poblacién es x, entonces:

. dx
- X = — =Kkx
dt dt
Resolviendo la ecuacién diferencial por separacidn de variables, se tiene
d. d; \
g kx = dx = kxdt = g kdt = IQC = jkdt=> Inx=kt+c=>x=e"*° . x(t)=ce"
dt X X

Para el caleulo de la constante de integracién ¢ y le constante de proporcionalidad &

t=0,x=x,>x,=ce’ >c=x,

k1, ki

1 X
=D x, =xe " > k="1In| L

‘ {, Xo

id'n[ x—’-]r
s

' .z . . _ t
La solucién particular serd: x(fj=x,e"’

t=t,x=Xx,=>x,=ce

Reaccion Quimica Simple

“La rapidez con que una sustancia A se convierte en una sustancia B es directamente
proporcional a la cantidad de sustancia A Por transformar” 4 —» B

Sea x(t) la sustancia que se va a transformar, y al tiempo ¢ = @ la sustancia por transforma
es X, entonces:

dx dx

—- oL —X => — =—kXx
dt dt

Procediendo de manera semejante al modelo anterior, note que la Gnica diferencia es el signo

- .{_m[:\’_‘v]!
f; X

negativo, se llegard a fa solucién x(t)=x, e

VACIADO DE UN TANQUE
R : A = Area (seccion transversal) del
recipiente.
A B = Area orificio. ‘
H= Altura del solvente en el instante t,
Ah = Variacion de la altura.
B O_.__ t = Tiempo.
38 At = Variacion del tiempo.
T g=9.8 miseg.
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Matemdticas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACION :

Consideraciones

La cantidad de solvente que sale por la tuberia = La canfidad de solvente que desciende en el
cilindro.

El volumen que bajé en el cilindroes ¥ = A4 h

El volumen que sale por el tubo es V = BAm . Donde Ames la distancia que recorre el
solvente durante At segundos, si el chorro saliera horizontalmente.

dm X .
V= dr“ es la velocidad instantdnea de la caida del solvente.

v= 2gh en condiciones ideales suponiendo que no hay perdidas.

- AAh = BAm
Dividiendo por At se tiene— A Ah =B am
At Ar
Tomando e! limite At —> 0
_q%h_pdm | 4dh_p . _ 4% _p 2gh
dt dt dt dt '
Resolviendo la ecuacidn diferencial, por separacién de variables:

dh A T A
== 2o |dt =2 h==-— 2gt+c
h B’ g-[ B8

Ley de Enfriamiento de Newton
"La rapidez con la que cambia la temperatura de un cuerpo es directamente proporcional a
la diferencia de temperaturas del propio cuerpe con la del medio ambiente”
Sea T la temperatura del cuerpo y T, la temperatura del medio ambiente, entonces

aIorr =T wr-1)
dt dt

Resolviendo la ecuacién diferencial. Por separacién de variables.

aT
ar =K(T-T,)=dT =k(T-T, )dt = —-——- = kdt
dt T-T

4

:I-—dr--=jkdt:ﬂn(Tﬂ—T)=kr+c:>T—T“=e"‘+‘ o T=T, +ce"
T-T ‘

Céleulo de la constante de integracién y la constante de proporcionalidad.
t=0, T=T,=>T,=T,+ce’ =>c=T,-T,

T, - T, -
t=1, T=T,:>T,=Ta+(T0—Tﬂ)e"":>--’---~E"=e"":>k=—l—ln L-1,
¥ T,-T, s T,-T,

1 [T,-T,]
In 4
La solucién particular serd: T(¢)=T, +(T, - T, Je" foTa

39
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Matemdticas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACION

DESINTEGRACION RADIACTIVA
“La rapidez con que se desintegra una sustancia radiactiva es directamente proporcional a
la cantidad de sustancia radiactiva que falta desintegrarse”

Sea x(f) la sustancia que se va a desintegrar, y al tiempo ¢ =0 la sustancia que falta
desintegrarse es X, entonces:

qrfyfot:—.vc=:>g=-~kx
dt dt

Como el modelo es el mismo que el de una reaccidn quimica simple se tiene la solucién particular
—fn[x']l
x(t)sx,e " "
PERIODO DE SEMIVIDA. Se define el periodo de semivida de una sustancia radiactiva como

el tiempo que se tarda en desinfegrar la mitad de la sustancia original. Entonces

1
h{—]
1
X=X, I=t,:>{x0=x,,e ,=—g——_
2 172 o x,]
2 - n T

Problemas de Mezclas
‘La rapidez de cambio de un soluto en un tanque mezclador es igual al diferencia de la
entrada menos la salida”

Sea x('t }la cantidad de selute al tiempo ¢, entonces

%E = ENTRADA — SALIDA
dx
;.— = QrC: - chz
'dx
Q.r 7 Qz 7(;}

Donde V'(t) es el volumen var‘mble del tanque mezclador: V' (t )=V, +(Q, — O, )t , entonces
dx X dx Q.
X000t T, & _o.,
dr V,4(0,-Q )t dt ¥, +(Q,-Q )t

Solucién de la ecuacion dlferencml ordinaria lineat.

0
p(r)=el " = ¢ e

| 0"
X(t)= s [Iﬂ(t)q(f)d1+c] — fef"'*“’"”“’ g(t)di+c

dr
Va +((..' Q e '

e
Para determinar el valor de la constante de integracidn, se evalda en el tiempo ¢ = {1, enfonces

x(o)=x, 40



Matemdticas Superiores
PROBLEMAS DF APLICACION

Ley de Fourier.

"La transferencia de calor en una superficie es directamente proporcional a la rapidez con
la que cambia la temperatura”

dT dT
el = k42T
dex =2 dx

Donde k es la permitividad térmica del material
. A es el drea de la seccién transversal (superficie isotérmica)

Para una Pared Plana

Resolviendo por separacion de variables:

kAT + ¢

Qdx = KAdT = [Qdx = kA [dT = Qx = kAT +c - e
) ‘ T=Qx+c

kA

Para calcular la constante de integracién y de proporcionalidad se tienen condiciones de
frontera:

T(0)=T,, T(L)=T,
x=0,T=T,= 0x0=kAT, + ¢ = ¢ = —kAT,

k=QL+kAT0 ’
- A
x=L,T=T,:>QxL=kAT,+c:>k=Q-L—-—c—_—.> , I,
AT, Q'_ kATr‘kATa _E(T;—Ta)
L L

Donde L es el espesor de la pared
De esta manera, la solucién particular quedard como:

k4 KA kA
Que es una recta con pendiente m = ;’;Q;i-y ordenada al origen b = f— con los valores cy Q

calculados anteriormente.

41



Martemd vicas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACTION

Para un Tubo Cilindrico

Coﬁsidgrando el flujo de calor en un tubo de radio interior R, y radio exterior R, con
“temperaturas T,y T,respectivamente y longitud L, entonces el drea de la superficie
isotérmica serd A = 2/ r L, por lo que la solucidn de la ecuacién diferencial, por separacion
de variables se encuenTr‘a de la siguiente manera.

0= k(ZHrL) Qd’ = k(21T L)dT = I,,,,_ [k(2 17 L)dT = Qinr = 21T kLT +¢

'

Para calcular la constante de integracidn y de permitividad térmica se tienen condiciones de
frontera:

T(R,)=T,, T(R,)=T,
Entonces. )
r=R,, T=T,=>0InR,=21KkLT, +c¢
r=R,, T=T,=>0mR,=2IKLT, +c
Restando las 2 ecuaciones

' QInR,-QLnR, = 2ITKLT, - 2IKLT, = Q(InR, - inR, )= 2Tk I(T, - T, )

[ 2ITK(T, - T,) _2IKNT, -T,)
Q“(lnR “mR,) R
= < :
: an&—
Q(l'nR —InR ) Rk R_,
20 L(T,-T,) 20L(T,-T,)

Sustituyendo en la primer ecuacidn,

De esta manera, la solucién particular quedard como:

Donde los valores ¢y @ son los calcuiados anteriormente.
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PROBLEMAS

Problema 1. Un tanque de 100 I. Esta lleno con salmuera que contiene 60 Kg. de sal disuelta.
Entra agua en el tanque con un gasto de 12 Umin. ¥ la mezcla que se conserva uniforme

mediante agitacidn, sale a la misma velocidad. ¢Cudnta sal queda en el tanque después de una
hora?.

Solucién de la ecuacién diferencral por separacién de variables

=12 Ci=0 x(0)=60 Vs=12 Cs= -

100
9 ENT - SAL = ViCi—VsCs =012 -~
dt 100
dx 12x 3 A 3
el D P IV L
dt 700~ 25 x 25
J—=-H—jdt=>[nx-—«-—t+c

Caleulo de la constante de integracion
x(o)=0= In60=—235—(0)+c:c=ln60

Solucién particular y evaluacion en =60

H

lnx=—§§t+ln6q Lx(t) = 608 25

(60)

= x(60)=60¢ = (.44795 = 4.479x 10~ Kg

Respuesta: x(60) = 0.44795 = 4.479x ;5" Kg

Problema 2 Un tanque contiene 100 I de salmuera en el cual hay 10 Kg de sal disuelta, Se
alimenta al tanque salmuera a un gasto de 6 I/min. Con una concentracién de 0.5 Kg/ la mezcla
es mantenida homogénea dentro de! tanque mediante agitacidn y sale de él con un gasto de ¢
I/min. Encuentre la cantidad de sal que hay en el tanque al cabe de 3@ minutos.

Solucidn de la ecuacidén diferencial ordinaria lineal

dx 2x
ar = (80030 “(}5’&"‘3}] 3‘(‘5;);;]

dx [ 2 ]
-t e = 3
dt 50+1¢

(1) = ezj 5‘nr+'r _ e eln(SD‘H}: _ (50+I)2

1 I ;
x(t)= -{ [Lu(t)q(t)dt+c]= (--56+~_-2-[3I(50+t) dt+c]
X(t)= [(50+:) ve|=5041+c(50 40y

(50
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Caleulo de la constante de integracién
t=0,x=10=10=50+0+c(50)" = c=-100 000
Solucidén particular. '
x=50+1t-100000(50+1)"
evaluacién en =34
1=30=> x=80-100000(80)" =64.375Kg.
Respuesta 64.375Kg.
. |
Problema 3 La sustancia A se transforma en la sustancia B. La velocidad de formacidn de B
varia en forma directamente proporcional a la cantidad de A4 presente en cada instante. si

imicialmente hay 20 Kg. De A y en una hora hay 5 Kg de B. Hallar la cantidad de B al cabo de
2 horas. ‘ '

Solucidn de la ecuacién diferencial por separacién de variables

dx
~--=k{a—x
g = ka—x)

—ki+¢

dx
I—(W*=kjdt:$—1n(a—x)=kt+c:>a——x=e
a
a-x=Cg " =>x=a~-Cg"
Cdlculo de la constante de integracidn y la constante de proporcionalidad, para obfenélj la

solucién particular, después se evalia en =2
t=0, x=0=>C,=a

t=1, x=55=20-20p = k=-0.2876

—0.2876¢2)

(=2=x=20(1-¢ )= 8.74Kg.

M 8‘ 74 Kg'
Problema 4. Se dispgne de un tanque cifindrico vertical que tiene un didmetro de 1.5 my una
altura de 5 m, éste tanque contiene solvente hasta un BO % de su capacidad. Si se vacia este
tanque por gravedad a través de una tuberia de 0.08 m de didmetro conectada al fondo del

tanque. Calcular el tiempo necesario para vaciar completamente el tanque.

de acuerdo con los datos del problema se tiene:

Volumen del tanque = wr'h = n{ 1'25] 5=2883575m’
Vofumen del solvente = (0.8 )(8.83575 ) = 7.0686 m’

Altura del solvente = --—F} =(7.0686 )(m)(0.75)=4m
nr
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Solucién de la ecuacién diferencial, separando las variables

dh —
-A—=B8B 2gh t=0,h=ho
dt

an o —

=-Aa"_.B 2z 1
P g

dh A —-
A S
5B g]

A -
2 h=-= Z2gt+c
g 28

Donde:
A=nr’=a(0.75) =1.76715m’
B=rnr’=x(004) = 0.005026m2
Entonces: ' -
~0.005026 erw
176715

Con el cdlculo de la constante de integracidn, se abtiene la solucién particular

240=-0.0216t+c= h(t)=(—0.0063¢+2)

h= 0:»!—“%——31746&23 5.29min
0.0063

Respuesta. 5.29 min,

Problema 5. Supdngase que la temperatura de una faza de café obedece a la ley de
enfriamiento de Newton. Si el café tiene una temperatura de 87 C. y después de un minute la
temperatura es de 83 C. Determinar el tiempo que debe transcurrir pare que la temperatura
del café sea de 65 C, considerando para ello que la temperatura ambiente es de 21 C.

Solucién de la ecuacién diferencial por separacién de variables.

dT
= =k(r-T1,)

Toan= T

(T -21)=kt=> t-21=ce" =T =21+ce”
Célculo de la constante de integracidn y la constante de proporcionalidad
Sit=0,T=87 c=87-21=66 = T=21+66eM

~0.06152¢

Sit=1, T=283 k—l(——gg-—-j=—0.06252 Lo T=21+66€

DR 45



R4

Maremdticas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACION

Por lo que

(T 21} [65 21] i
- h‘! e =
66 66

SiT=65 = = 2~ 6.48 mi
‘ _0.06252  —0.06252 i

Respyesta 6.48 min

Problema 6. Una tuberia que transporta vapor, tiene un didmetro de (.3 m y un recubrimiento
de material aislante con un espesor de 0.2 m y una conductividad térmica k, de 0.2 watts/m K.
La temperatura en la pared de la tuberia es de 300 C, y la temperatura de la superficie
externa de! recubrimiento es de 44 °C.

¢Cudl serd la temperatura de la superficie externa del recubrimiento, si el espesor fuera de

0.1mp>

Solucidn de la ecuacidn diferéncial

0-iaL s 9=k2mr L = Q—__kz #LdT
dx dr
QI k2 Lj dT
anr "= k2x LT T’
Qfnr,—Inr )= k27:L(T3 -T,)
K2z L(T,~T,) '

Inr,-Inr,

Caleulo de la solucién pedida.

0 =0, WFUL-T) _kxLT-T) _ (L=-T) _(1,-T,)

Inr,—Inr, Inr,—lnr, Inr,—inr, Inr,-lInr,
Inr,~1
T,=T,- (nr,~Inr, (T, - T)_573_(!n025 In0.15)(3573-313) = 416.29K
- !nr_-—!nr in0.35-In0.15
T, =143.29C

. " Respuesta. 143.29C
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daT
Problema 7. E| flujo de calor Q (cal/s) que pesa por una pared, estd dado por Q =~k A oy
- x

siendo k la conductividad térmica del material {cal/s cm C), A es el drea de transferencia de
calor de la pared em’, T ( C) es la temperatura a x cm de la pared. Hallar el nimero de
calorias por sequndo que pasa por I cm’ de la pared de una habitacién frigorifica de 150 cm
de espesor, s la temperatura de la card interior es de -5°C y la de la cara exterior de 60 C.

Datos '
A=lcm’, x,=0 cm, x,=150cm, T,=-5C, T,=60C
Solucién de la ecuacién diferencial, por separacién de variables.

Q0 = —-kA%: Qdx = —kAdT

O dc=-ka[ar
QxS = —KAT T

O(x,—-x,)=-kA(T,-T,)
0= THA(T,=T,) _ ~k(1)(60 ~(=5) _

~-k(0.433 )

X, = X, 150
Respuesta. Q = - 0.4333 k [cal/s]
60C
-5C
“— X

Problema 8 La rapidez de desintegracién de una sustancia radiactiva es proporcional en
cualquier instante, a la cantidad de sustancia radiactiva presente, Si en 100 afios se pierde el
4.2 % de la cantidad de sustancia original. ¢Qué porcentaje se perderd al cabo de 1600 afios?
(Considere que la cantidad inicial es A4,). ‘

'

47



Matemdticas Superiores
PROBLEMAS DE APLICACION

Solucidn de la ecuacién diferencial , por separacién de variables

“ k4
dt
d
A _ i Jar
A
InA=-kt+c
A=ce™

Cdleulo de la constante de integracién y la constante de proporcionalidad, para obtener la
selucidn particular

t=0, A=A4,> Ao=c = A=Ao€™

t=100, A=(I- 0.04:2')/10 = (I-0.042)A, = A€ = 1-0.042 =€7"
n(1-20 :
In(1-0.042) _ 4 _, k = 0.000429
- 100
. A o A e—0.0004.’9f
A=A,
Evaluando _
A ZAOe(—0.000429)(.’600) -_-A 05033
0.
%A=(A0— A00.5033)x 100 = 49.66% Ao

Respuesta. 49.66% A,
Problema 9 Una sustancia se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad presente.

5i la mitad de la cantidad original se desintegra en /600 astos hallar la cantidad de sustancia al
cabo de 500 afios.

f.if.=—kA t=0=>A=A4o
dt
J‘E’ﬁ=_kjdt
A
InA=-Kt+c

inAd _ —kf+c A _ e —kt
e =e =d=e .¢=ce
Cdlculo de las constantes de integracion
t=0,A=Ao=> A=A, "

f=1600, 4= {f;a - fi__n - A, e—k(mm;: e-mrm _ ; — _1600k =lr{-;—]

2
0
k= 74 =4332Ix10°" .'.A='A — (433X
— 1600° * oe

Evaluando

—(43321X 1077 )¢ 500 )

" A=Aop ={.8052 40
48 Respuesta. 0.80524,
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Problema 10. La ley de enfriamiento de Newton establece que: La velocidad de enfriamiento
de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y del medio ambiente,
La temperatura de una sustancia colocada en una habitacidn que se encuentra a 20 € baja de
90 C a 70°C en 15 minutos, hellar la temperatura de la sustancia al acabo de 20 minutos.
Solucién de la ecuacidn diferencial, por separacion de variables

dT
o= k(T =Ta), T(0)=90C,T(I5)=70C
Imnifmn =~k [t
(T —-Ta)
In(T ~Ta )=-kt +c¢

{T—Ta}_ -+

‘> T-Ta=Ce " T=Ce "+ Ta

Cdlculo de la constante de integracién y la constante de proporcionalidad, para obtener la
solucion particular,

~k(0)

t=0, T=90=9=Co"+20=C=70=> T=70p"+20

v

t=15, T=10=70=70g""= m(;z]:‘-k(zs)

In S—Q . s
k= —(—,’;’—] =202431x107 .. T=70g """ "1 20
Evaluando
A3 X 107 )1 20)

T=70p +20=064.695C
Respuesta 64.695C
Problema 11 En un cultivo de bacterias en cada instante la rapidez de crecimiento es

proporcional al nimero presente. Si en una hora el nimero original cumenta en un 75 % halle la
cantidad al cabo de 2 fioras. '

Solucién de la ecuacién diferencial por separacién de variables

M
To=kM O M@0)=M
2t (0) 0
‘illf{_,:kdr

M

M
jfi—----.—- [rat

M

InM=ki+C=M=Cp"

Céleulo de la constante de integracién y la constante de proporcionalidad
t=0,M=M,=>M,=Cp""' =C=Mo= M=Mog"
t=1,M=175M,= 1L75M, =M, = In(1.75) = k = k = 0.5596
SM=M,p '

Evaluande

0.35596¢

0.3596(2;

M=M,¢ =(M,)3.0625

Respuesta. 3.0625M,
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PROBLEMA_12. Un tanque contiene 200 litros de salmuera en los cuales se disuelven 4{
gramos de sal. Una salmuera que contiene (.8 gramos de sal por litro se bombea dentro del
tanque con un gasto de 4 litros por minuto, la solucién mantenida homogénea mediante
agitacién se bombea fuera del tenque con el mismo gasto de entrada, halle la cantidad de sal
dentro del tanque al cabe de 20 minutos. )

Solucién de la ecuacién diferencial, como lineal. A

“_G.c,-Gy| - A
dt Vo+(G, -Gt

dA A
=4(0.8)—4
= a0)-4 |

200+ (4-4)t
d/-i + -1 A=232
daf 50 .
J—_r—dl L
pir)=e" =e»

A(t)= ﬂ:f} Up(r)q(t)dt + c]= i& {Je§5(3.%)dt + c] —e [3.2 Ie;”a't + c]

_! t L
A(t)=¢€ ’”[3.2(50)3534—0:[: 160+ Cp

Calculo de la constante de integracién, para determinar la solucién particular
t=0, A=40 = 40=160+Cp = C'=-120

Evaluando
by

t=20, A=160-120p % =79.56gr.
' Respuesta 79.56 gr.
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Problema 13. Un tanque contiene 200 galones de agua. Luego se infroduce salmuera con 0.5
libras de sal por galon a un gasto de 6 galones por minuto y la mezcla homogénea, sale del
tanque a un gasto de 4 galones por minuto. Héllese la cantidad de sal en el fanque al cabo de
30 minutos.

dA

Y =G,.C, -G, A

dt NVo+(G, -Gg )t

dA

=600.5)- 4| —— A

dt 200+ (6~ 4)t

a4 _, 44 ’
dt 200 + 2t : ‘
a4 = 24 _

dt 100+t

A1) = e’f”“"”[j'ej””d’q(r)dz " c]

A1) = e{-@:‘a“.ejm”d: (3)dt + c} i [3!e2fn 10041 e o c]

in { 100+1 )

A(y=e" [3 j'e dt + c]: (100 +1)7? [3 j'(joo 1) dt + c]
A(t)=(100+ 1) f(100+ 1)° + )= (100 +1) + c(100 + 1)

Caleulo de la constante

(=0,4=0=0=100+0+C(100+1t)”° = C = 1000000

Evaluando

t=30 A=100+30-1000000(100+30) =70.821b.

" RESPUESTA. 70.82 Ib.
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Problema 14. Un tanque contienen 200 galones de salmuera con 15 libras de sal disueitas. Se
introduce salmuera que contiene 0.5 /ibras de sal por galén a un gasto de I galon por minuto
y la mezcla homogénea mediante agitacién sale del tanque a un gasto de 2 galones por minuto,
Encuentre la cantided de sal en el tanque al cabo de 10 minutes.

f@ft;gfcg_ﬁc_[c_,_ A }

dt NVo+(G, -G )t
dA =0.5(1)-2 A

dt 200+(1—-2)t
“_ps- A

dt 2001

“, 24 s

dt 200~:

acy=elrm [ eJ”‘”‘”q(z)d: + c]
A(t)= ¢ i { jeJ 25" (0.5 ydt + c} = g [0.5 fe=" " dr + c]

Art)=e"""" [0..5 fe" " ar c] = (200-1)[0.50200- 1) + ]

(3_‘10%}’—1-_] + C} = (200-1)*[0.5(200 - 1) + c]

A(t)= (200 —:)-’[0.5(—

o A(t)=0.5(200—1)+c(200-1)°

Célculo de la constante de integracion
t=0,A=15= 15=05(200-0)+C(200-0) = C =-212x10""

Evaluando
=10  A=050200-10)-212x107(200-10)° = 18.471b.

Respuesta. 18.47 Ib

Problema_15. La sustancia quimica 4 se transforma en el producto B la velocided de formacién
el producto B varia en forma directamente proporcional a la cantidad de A presente en cada
instante. Si inicialmente hay:/0 Kilogramos de A y en 2 horas 5.1 kilogramos se han
transformado en B. Hdllese la cantidad de B al cabo de I hora.
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ERAbTALE L0 B g
G ﬁﬁl{} o 1B Nigimt

Diplomado en
Alta Direccion

MODULO 1

Division de Educacidén Continua, Focultad de Ingenieria UN.AM.

§ ,wwl%

oy

l)} l

.

Intercambio de informacion.- El proceso de entrevista se basa en una
conversacion, establecer confianza y adquirir informacién, puede
empezarse la entrevista preguntando al entrevistado si tiene alguna
pregunta. Es importante evitar las preguntas vagas, abiertas.

Terminacion.- Cuando el entrevistador considera que ya esta
terminando su lista de preguntas o que el tiempo ha expirado, se
procede a cerrar la sesién, puede resumirse los siguientes pasos del
proceso de seleccion, ya sea comunicarse después telefénicamente o
concertar una nueva cita.

Evaluacion.- Inmediatamente después de concluida la evaluacion, el
entrevistador debe registrar las respuestas especificas y sus
impresiones generales sobre el candidato,

Errores del entrevistador;

~ Una entrevista puede ser débil por que no establece un clima de
confianza, o por que omite preguntas clave. Existen diversas fuentes
de errores, los que se originan en la aceptacion o rechazo del
candidato por factores ajenos al desempefio potencial. Existe incluso
el peligro de guiar al candidato a responder de la manera que el
entrevistador desea resultando en una evaluacidn subjetiva y sin
validez.

Errores del entrevistado;

Los cinco errores mas comunes cometidos por los entrevistados son:’
intentar técnicas distractoras, hablar en exceso, jactarse de los logros
del pasado, no escuchar y no estar debidamente preparado para la
entrevista.

Paso 4:
4.1.4 Verificacion de Datos y Referencias.

El profesional de los recursos humanos debe desarrollar una técnica
depurada que depende en gran medida de dos hechos capitales: uno, el

arp_diplomadoaltadirecciontprodigy.net.mx ARB 64
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dB
k -
e (a: B )

a8

dr
dB -

(1'0- _ B ) = kdt

il

I¢

k(o - B)

I(io({f'a)= [kat = -m (10 ~B)=kt +c=> B(r)=10 -c€"

Céiculo de la constante de integracidn y la constante de proporcionalidad
Bi)=0= 0=10-c = c=10

5_.1—1_0]

ln(
B(2)=51= Si=10-10€“=> k= ~. 07 -0.3566 . B(t)= 10 - 16€™"*"

Evaluando.t =1  B(t)}=10-10€"7""") < 3 kg de B.

RESPUESTA 3 kg.
Problema 18. Un producto quimico C se produce en una reaccién en que intervienen las
sustancias 4 y B. La velocidad de produccién de C varia en forma directamente proporcional af

' producto de las cantidades de A y B presentes en cada instante. Inicialmente hay 60

kilogramos de Ay 60 kilogremos de By por cada 3 kilogramos de A se usan 2 kilogramos

de B. Se observa que en 2 horas se forman 26.65 kilogramos de C, héllese la cantidad de C
al cabo de [ hora.

Solucién de la ecuacidn diferencial, por separacidn de variables

2‘ =k(x—A)x—-B)
. S
(x—A)x~B)

J-- - dfr - = Ikd’t
(x—A)(x-B)
La integral se resuelve por descompasicidn en fracciones parciales 00~ 2x = em’“
300-3x
Céleulo de la constante k

30{) -_:g_(26.65) _a0k(2) N 24_6. Z, 600K

x=206065 (=2 =p —=p . k=0.0001905
300~ 3(26.65) 220.05
Se obtiene la solucién particular
300 -2x 08¢0 5715 )1 PNSIIGe ‘ ‘
U Ex = 300-2x =" (300 - 3x
300-3x € e *)

Evaluando en t=1.
300—-2x=10588(300-3x)=> x=1499

Respuesta 14.99 kg de C
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Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden.

Definicién: Una ecuacidn diferencial de segundo orden se define coma:

2
a_,(x)-‘i;)_,i+a,(x)gﬁ+aa(x)y= F(x)

Donde la variable independiente es x mientras que la variable dependiente es ¥ entonces la
solucién es y = frx).

Los coeficientes pueden ser variables a,{x ) é constantes a,(x)e R .

La funcion de excitacién F'( x }puede ser igual a cero, en tal caso se denomina homogénea
é diferente de cero, donde recibe el nombre de no hamogénea.

La solucién total es y(x)=p,(x)+ y,(x) donde el primer sumendo se llama solucién

homogénea ¢ complementaria y el sequndoe se denoming solucidn particular,

Solucion Homogénea
, , - d’y dy
La ecuacién diferencial homogénea, con coeficientes constentes a,, “-+a, -~ +a,y=1
T dx” dx
tiene por solucion funciones de la forma y = e™ y las combinaciones de elementos de esta

familia, Para encontrar los valores de # |, se deriva, entonces.
dy
y=e™, —=me™, --Z=me
dx

Y al sustituir
' a,m’e™ +ame™ +ae™ =0
= e™(a,m’ +am+a,)=10
Se tienen dos posibilidades de las cuales.
e™ %0

Por lo que.

am’ +am+a,=0
Conocida como la ecuacién auxiliar o caracteristica, de la cual se consideran 3 casos,
dependiendo del tipo de raices obtenidas de la solucién a la ecuacidn de segundo grado.

CASO 1. Raices reales diferentes.

X

m,#m,= y,(x)=ce™ +c,e™
3

CASO 2. Raices reales repetidas.

m;=m,> y,(x)=ce™" +c,xe"”
CASO 3. Raices complejas.

mi=a+bi, m=a-bi=y (x)=(C, cos bx + C,senbx ™
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La razén de este dltimo resultado se justifica al utilizar la forma de Euler de un ndmero
complejo, veamos.
Como
e = cos@ + isen
e® =cos8 - isent
Entonces,
yh(x) - Cfe(a+brjx +C3 e(a—b:).r

= (c €%+ cet )e‘“
={c ; [cos bx + i senbx]+ C, [cos bx — i senbx ™
= ([c, + c_,]cos bx + [c, - cz]isen bx)e’“
C,=c,+c,
C,= [Cr - C.’]i
Sy(x)= (C, coshx +C, sen bx)e™

Ecuacion Diferencial No Homogénea

La ecuacion diferencial
d’y dy
a,(x)-—", +a,fx)-+a,(x)}y=F(x
'()dx' ’()dx o x)y=F(x)
Tiene como solucién general

yx)=y,(x)+y,(x)
Donde, como se mostrd anteriormente

y(x)=cy +e,y,

En la cual
Y ¥
W(J’n}’,’): ?'yl dy, #0
de  dx

El wronskiano es diferente de cero, entonces,

yx)=eyi+ey,+y,(x),
Es decir al tener la solucién homogénea basta encontrar la solucion particular, obtenida por
alguno de los dos métodos siguientes.

i

Variacidn de Pardmetros
Coeficientes Indeterminados
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Variacion de Pardmetros.

El método consiste en ‘hacer variables las constantes”, es decir en lugar de
yo(x)=cy,+c,y, de la homogénea se tiene y, (x}=u,y,+u,y,, donde
u, =u,(x), u,=u,(x)porloque: y(x)=c,y,+c,y,+uy +u,y,, para encontrar
u,,u, se deriva la solucién particular y se sustituye en la ecuacién diferencial

d’y, dy, ‘

az—u—dxz +a,E+aoyp=F(x)
Enfoncgs.
dy , : C .
E="1yr+"2y2+u1yr+u2yz
dzyp " t 3 ‘e I3 [ 13 1] !
dx =“1.V:+u:)’1+u2y2+”2y2+("1y1+"1.Yz)
Al sustituir
F(x)=

@,y vy, vy iy (y, ) Py, uy, iy, iy Ve alay, t uy.}
=,y +ay, oy wleyvay, vay iy iy, iy, + 4y, L
+a1[u',yl+u;,y2] *

= 0} + 0} iy, vy + (o, 4 i) | a iy, + ] l

Haciendo: w,y, + u,y, = 0se tiene como consecuencia (u,y,;kuzyz) ={fasi se logra

tener un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, puesto que:
u,{0}+ u2{0}+ a‘,[u,y‘r ++u,y, +0]+ a1[0]= F(x)

Entonces.
uy, +uy,=0 (1)
B o Fx)
Wy, t+u,y, = (x) w(2)
2
Entonces se obtiene la respuesta para u,, .u,
0 Jf'z’ i 0 .Vzl
F(x) y'i %F(x) v,
2 2
u, = Iaz ﬁ:-:«u‘,:'l-I Ia_, dx
iyf J’z‘ Y V2
Eyl yzi [yl Y2
%J”i 0 ' 37 0 !
L F(x) " F(x)
Ly ! Vi i
__‘:__ a, J: _f_ 4 dx
2 - I i
yzi Iy{ J’zl
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Método de los Coeficientes Indeterminados.

Una manera alternativa para el cdlcuio de la solucidn particular, consiste en proponer una
solucton particular que depende de la funcién de excitacidn F(x), aunque la lista de
posibilidades no es completa, pero si le dard una idea de cdmo se pueden construir, serd

flustrada a continuacidn, después de proponer la solucién particular se deriva y sustituye en
la ecuacidn diferencial.

2
a, il}%—a, a‘—y-‘i-{-.a‘,,y‘J =F(x)
dx dx
en la cual se encuentran agrupados elementos con coeficientes constantes determinados
por A4,B,C,...que serdn iguclados con los coeficientes correspondientes de la funcién
F(x) dando lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, cuyas incdgnitas serdn

A, B,C,...asi. Las soluciones particulares tendrdn alguna de las formas siguientes:

Funcidén de excitacién F(x)

Solucién particular y,

Constante {1,2,3,..»;?,...17,...} Y, = A
2x+1 y,=Ax+C
x-2
Polinomio de gredo 1
100x+ 3.4 -
12x-10 .
xP e x+1 [y, =Ax’+ Bx+C o ‘
C12x —6x+2 y,=Ax’ + Bx* +Cx + D .
gradosuperior{ Iy &
x —

0.5x° =3x° -x+12

yp=Ax4+Bx3+Cx2+Dx+C
y,=Ax’ +Bx' +Cx’ + Dx’ + Ex+F

\

12e**

—de’* — 567"
Exponenciales
4e7 7% 4+ xe*

-

yp ___Ae-lx
Y, = Ae’ + Be'*

Y, = Ae % + Be* + Cxe”F

[

2x%e™ |y, =Ae™ + Bxe™* + Cx’e™*
2cos2x 'ypzAcos2x+Bsen2x
Jcos(0.5x) y, =Acos(0.5x }+ Bsen(0.5x)

Trigonométricas
4cos3x + 5sen’ x

dcos3x+ 2senix

Wyp = Acos3x+ Bsen3x+ Ccos7x+ Dsen/x

y,=Acos3x+ Bsen3x

.

3 412

xXcos2x
Combinaciones .
e “sendx

A9

cos3x—-8x+e”

pu

y, = Ae’* +B
Yy, =Acos2x+Bsen2x +Cxcos2x+ Dxsenlx

=Ae™ cos4x + Be’*send x
Ve

|V, =Acos3x+ Bsen3x v+ D+ Ee™™
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Deberd notar de la tabia anterior que:

]
P

1.- En los polinomios no importa los conectores negativos, siempre se escribe como una
suma, no importa que no aparezcan algunas potencias, siempre se definen a partir del grado
del polinomio, mdxima potencia, es decir se escribe como un polinomio de grado 1, 2, 3, 4,...

2.- Cuando la funcién exponencial ¢ trigonométrica se encuentra mulfiplicado por alguna
potencia de x, se construye desde la minima hasta la mdxima potencia, Es decir son raices
repetidas.

3.- Cuando se trata de funciones trigonométricas (seno 0 coseno) siempre aparecen juntas,
aunque en la funcién de excitacion sea una sola, fambién se comportan como el producto por
las exponenciales, es decir, se construye desde la minima hasta la mdxima potencia

4.- Con cualquiera de las soluciones particulares deberd considerar previamente la solucién
homogénea, puesto que las raices se pueden repetir desde tal solucién,

TENGA CUIDADO CON LAS RAICES REPETIDAS

Operador Anulador

Definicidn. Un operador diferencial se define como.
2 - N - . -
D Do P '
Donde D, D?,D’, . son la primera, la segunda, la tercer derivada, .. un Polinomio
diferencial P{D ) contiene a estos operadores diferenciales

. Para justificar los modelos anteriores se debe recurrir al método del operador anulador,
éste serd necesario cuando no recuerde la forma en que actda la funcién de excitacién
F( x) entonces se tendrd que construir la solucién particular de la siguiente manera,

Sea P,( D) Un polinomio diferencial de tal manera que anulea F(x), es decir,
P(D)F(x)=0
Entonces, para la ecuacidn diferencial no homogénea

&'y dy

2 e +a,&-x—+aay=F(x)

Se aplica el operador anulador a ambos lades de la ecuacién, entonces.
2

d d
PA(D)[aZEJ;«l-a, -ﬁ +a0y] =P (D)F(x)

P(D)a,0’ +a,D+a,)y=0

Notard la equivalencia entre la ecuacién auxiliar con el operador dentro del paréntesis. Asi
se tiene una nueva ecuacién diferencial de orden mayor qu7. ¥ se resuelve como

hemogénea, cuya solucién serd la determinada por la nueva ..
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Tipos de Operadores Anuladores
1.- Para anular los polinomios {1, X, x7, o x! } P(D)=D"

2.- Para anular las exponenciales {e“x , xe™, x’e™, .., x" ™ } P(D)=(D-1)"

!

3.- para anular las funciones trigonoméiricas
n-1l jax

* cosbx, xe™ cosbx, x’e™ cosbx, ..., x""'e™ cos bx} s - , ,
s P(D)=(D?-2aD +a? + b
€

{e‘”‘senbx, xe“senbx, x‘esenbx, ..., x Senbx}

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden

Definicién. Un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden tiene la forma.
Py(D)x+P,y(D)y=f(t) e
Py(D)x+Py(D)y=g(t)
Donde los coeficientes P,( D )son operadores diferenciales, actuendo sobre las variables
X ¥ . estes o suvez son fTundianes de \a varicole '\t\d?.‘ge.r\c\;\e.me. 1, es dedie x(t) y(t) . \a .
solucién de este sistema de ecuaciones, se resuelve por regla de cramer, generande dos
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales,
Ax=4, dy=4,
Las cuales se resuelven por los métodos vistos anteriormente, donde.
_P,(D) PyD)
CBD) PD)

es un operador diferencial.

B(D) f(t) .

= es una funcién
Py (D) g(t)

4 _f1t) Pu(D)

Tog(t) Pug(t)

Es obvio que si f(t)=g(1)=10 el sistema de ecuaciones es homogéneoy 4,=4 =0,

es una funcidn

dando lugar a dos ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas,
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PROBLEMAS

Problema 1. - Determine por que los operadores siguientes son anuladores

1.1- D’anulaa x* +x+Iporqué
D(x*+x+1)=D'(2x+1+0)
=D(2)
=0

1.2- (Dz +I) anula a senx porqué
(Dz + l)senx = D’senx +senx .

= DDsen x + senx

= Dfcosx)+senx

=-—Senx+senx

=0
Este operador también anula a cosx é cualquier combinacion lineal de {sen X,co8 x} por
ejemplo, (3c05x + 2senx) ' (10senx + I0cos x) (— 2sen x + Scos x). .

’
Cuando se cambia el argumento entonces cambia el operador anulador, por ejemplo.

(D’ + 9 )anulaa 2cos 3x+ 3sen3 x porqué. '
(D* +9)(2cos3x+ Isen3x)= DD(Z cos 3x + 3Isen3x)+ H2cos 3x + 3sen3x) :
= D(- 2x 3sen3x + 3x 3cos 3x)+ 9(2cos 3x + 3sen3x) v

=-2x3x3cos3x—-3x3x3sen3x+ 18cos3x + 27sen3x
=0 :

Cuando es multiplicado per x" también cambia el operador anuiador, por ejemplo.
(D’ +9) anulaa xcos3x porqué.
(D’ +9) (xcos3x)=(D* + 18D + 81 f{xcos 3x)
= D*(xcos 3x)+ 18D*(xcos 3x)+ 81(x cos 3x)
Derivando, se tiene. : ‘
D(xcos3x)=-3xsen3x +cos3x

Dz(x cos 3x) =D(-3xsen3x+cos3x)=-3(3xcos3x +sen3x )~ 3sen3x =-9xcos3x —6sen3x
D’ (xcos 3x)= D(—9xcos3x —~6sen3x)=-9(-3Ixsen3x +cos3x)—6x3cos3x

D*(xcos3x)= D(27xsen3x — 27 cos 3x )= 27(3xcos 3x + sen3x )+ 27 x 3sen3x
Entonces. '

(D? + 9)24(x cos 3x) =8Ixcos3x+ 108sen3x + 18(-9xcos3x —6sen3x )+ SI(xcoij)
=8Ixcos3x+ 108sen3x ~ 162xcos3x — 108sen3x +8lxcos3x

=0
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1.2 (D-3) anule a e’* porqué l

(D=3)e’* =D&’ - 37"

L =3¢ - 3e
=0

Mientras que, cuando se multiplica por x” se modifica el operador anulador, por ejemplo.
(D-3) anulaa xe’™ porqué. ‘

(D - 3)"(xe“)= (D2 -6D+ 9Xxe”)= Dz(xej")- 6D(xe3")+ 9(xe3'“)

Derivando se tiene.
D(xe’*)=3xe’  +¢’F

Di(xe’)=3(3xe’ +e’* )+ 37"
Entonces. .
(D—3)2(xe“)= 3(3xe' v’ )+ 30’ —6(3xe’ v )+ 9(xe“)
=9xe’ + 377 + 3’ — I8xe’ -6’ + 9x ™"
=40

Problema 2 Encuentre la solucién homogénea de las siguientes ecuaciones diferenciales.

2
21-90 3% 4y
T dx dx <
Respuesta. .
7 m,=- ~dXx
Ecuacion auxiliar : m’ +3m—4=0:>(m+4)(m-1)=0{ : i =y, =ce’ +e,e”
. m, =
) )
Otro ejemplo del mismo caso,
d’ d
2.2 —%’-+5—¥r+6y=0
- dx
Respuesta.
. m, = —
Ecuacion auxifiar : m* +Sm+6=0=>(m+3)(m+2)= 0{ ! 5 =y, =ce7 e
m, = -
d? "
2.3- —';i+6-‘-i—y-+9y=0
dx dx
Respuesta.
~ , , [m,=-3 . ]
Ecuacion awxiliar :m’ +6m+9=0=(m+3) = 0{ ' =y, =ce’  +e,xe
L3
2
Otro ejemplo del mismo caso.
d’ d
24-°2 4% 4y=0
dx* dx
Respuesta.

; -
ST = ce’” +c,xe’”

m
Ecuacion auxiliar :m° —dm+4=0=>(m-2)" = 0{
. m

b
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Respuesta.
m, = =3i ,
Ecuacion auxiliar : m* + 9 = 0{ ! 3 S h= ce+ce’ =y, =C,cos 3x +C,sen3x
m, =31 )
1
Otro ejemplo del mismo caso.
d’y d
26- e ZTuy=0
dx* dx

Respuesta.
_od+i-3

(Dt (1) -4 |"™T T2
2(1) _1--73

Ecuacion auxiliar :m* +m+1=0=>m, ,=

I .3,
—-—=——1 entonces.
2.

2

(—%f' ilx [-g—gf]x ',} ‘} L.
y,=ce " te,e =y, =|C, cos 3- x + C,sen —2— xle?

+
3
I

Problema_ 3. - Resuelva la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden, con el método
de variacion de pardmetros. - vz :
2 A

1)

d
Z‘? +y=cosx !
Solucion homogénea.
. - 2 m; =—i —i% o oix
Ecuacion auxiliar : m* + 1= 0 >y, =ce " +c,et =C,cosx+C,senx
m,=i
2

Solucién particular. Variando los pardmetros. y, = u, cos x + u,sen x

Y, =COSX =y, = —senx

Donde. .
V; =Senx = y, =cosx
Entonces.
¢y, 0 senx
F(x}) ‘cosx o
" a 2 ’ cos X. —Senxcos x ser’ x
“I=I, et _dxzj"ﬁ_ﬂ___u;-dxz s dx=—_|'senxcosxdx=—
Y Y, CosX . senx cos” x +sen’ x 2
vy ‘—senx cosx
a4
Y ‘ cosx 0
- F(x) - cos x
¥ a. —senx ] cos® x !
"z=_[" 2 gx = |- — dx:j——,_—-——z——dx= cos® xdx
y’ y2 'COs X senx cos” X+ s5en x
¥, ¥, —Senx COSX
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Célculo integral para u,.

3 1 1
Icos‘ xdx = I + !-cos 2xjdx = — Idx + 1 Jcos 2xdx = £x+ 3 1 sen2x = ! X+ —-sen2x
2 2 2 2 2 22 2 4
1 ! ! 1
=—x+"- (25enxcosx)= - X+ ~-SenxXcos x
2 4 2

sen’x 1 1 ! 1
Entonces. y, =| — _E__ cos x + —2~x+-§senxcosx Senxzé-xsenx

. 1
Asii y=C,cosx+C,senx+ ,xsenx

Problema 4.- Resuelva la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden, con el método de
coeficientes indeterminados.

Solucién homogénea. ‘ -

m » .
Ecuacion auxiliar :m’ +1=0 =y =ce “+c,e"=C,cosx+C,senx
Y ! 2 i 2

m,=i
Solucién particular.
Como F(Xx)=cosxentonces (D’ +1)enulaa cosx por lo que.

~.

(D’ +1)(D°+1)y=0 es lanueva ecuacién diferencial que tiene como solucion.

2 2 m
Ecuacion auxiliar : (m” +1)(m” +1)=0{ ~

m, =i

Por lo que y(x)=C, cosx +C, sen.§+CJ,xcosx+C4xsen.§

sal. homagenea sal parncular

Teniéndose la solucién particular. y, = Axcosx + Bx senx

Debido a la repeticidn de las raices, para encontrar los valores de A B .
Derivando.

y',, = A(-xsenx +cosx )+ B{ xcos x + senx)

y',', =Af-xcosx—senx—senx )+ B(—-xsenx+cosx +cosx)

= Af~xcosx— 2senv ! " .xsenx+ 2cosx)
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Sustituyendo.
d2
d.:? +pp=cosx
= A(-xcosx — 2senx )+ B(~xsenx+ 2cosx)+ Axcos x+ Bxsenx
=(-A+ A)xcosx+(—-B+B)xsenx+(-2A)senx+ {28 )cosx
=0 =4 =0 =/
—2A=0=>A4A=90
1
2B=]1=B=—-
2
Por o que.

I ' 1
Ye=y,= (0)xcosx+(3)xsenx = y=C,cosx+C,senx+ - xsenx
Que es la misma solucién obtenida por el método de variacidn de pardmetros.
Problema 5. - Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.
X —dx+y =t
X+x+y =0 !

Escribiendo inicialmente el sistema usando los operadores diferenciales, se tiene.

& B

a ! :b{(D—4)x+D’y=f

A,  dy_, | (D+Dx+Dy=0 ,
dt dt '

Por lo que., . ‘
P,(D) P,(D) D- 2 )
A= H( ) 1-( )=|D 4 D-=D(D—4)-—D2(D+1)=D2""4D*"'Dj—Dl=-D3—4D
sz(D) Pzz(-D)! :D+] D , v
' t P D ;2 2{
.t=;f” n(DJ_i D b )-Do)=20-0=2
.8(t) Py(D) 0 D
_Pu(D) f(1)_D-4 ¢

L= - - 2 = 2y _ 2o _ay_ g2
= pD) g(t) 1 g DTN DHINE)=0- D)L=k

i o
Caleulo de x

Se tiene la siguiente ecuacicn diferencial ordinaria de tercer orden.

d'x  dx
dx=4= (-D'~4D)x=2= -5 -4" =2
a1 dt
Solucion homogénea.
m,=0
Ecuacion auxiliar : —m’ —4m=-m(m’ +4)=0{m,=-2i = x, =c,.e’ +c,e”™ +c, e’
m, =2i
Entonces. x, =¢,+C,cos2t +C, sen2t

Solucidn particular. Usande el método de coeficientes indeterminados, se tiene que
2 s .
x,(t)=At+ Bt por la repeticién de raices, entonces.

X,(1)=A+2Bt= x,(1)=2B=>x,(t}=0
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Sustituyendo.

3

_é_'ji__";df =2t

- dt dt
=0—-4(A+2Bt)
=—4A~ 8Bt

=(-4A)+(-8B)t y

-4A=0=>A=0
2 i

-8B=2=>B=-%=--
8 4

3

Por lo que. x(t)=c,+C,cos2t+C, sen2t - 31"

Cdlculo de y
Se tiene la siguiente ecuacidn diferencial ordinaria de tercer orden.

1 djy dy
Apy=A = (-D’-4D)y=-2t-'= - T -4 =-21-F
y=a= ! ) dt’ dt
Solucion homogénea. '
m, =0

Ecuacién auxiliar : -m’ —dm = -m(m’ +4)=0{m,==2i=> y, =c,e’ +c,e”*" + e’
' m,=2i .
Entonces. y, =c, +C cos2t +C; sen2t Deberd notar la similitud de la solucidn con .

X, 5in embargo se requieren nuevas constantes esenciales y arbitrarias, puesto que no son

las mismas. ; )

Salucidn particular. Usando el método de coeficientes indeterminados, se tiene que
y(t)=At+ Bt’ + Ct’ por la repeticién de raices, entonces.
y,(t)=A+2Bt+3Ct' = y (1)=2B+6Ct= y, (f)=6C
Sustituyendo.
d3
——;5—44—":—2:—:’
dt dt .
=-6C—4({A+2Bt+3Ct)
=-6C—-4A-8Bt-12Ct’

=(-6C—4A)+ (-8B )t +(-12C )¢
| — [ et

=8 =-2 =] B
—4d-6C=0=Aa=-Sc=_6[L1 .6 __1
477 4\12)" a8
~{-sB=—2p=2-1
8 4
1
~-12C=-1=>C= --
| 12 !
1, 1.,

Por lo que. y(t)=c,+C,cos2t+C, sen2t—£t+4—t‘?+}—-t
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Diplomado en
Alta Direccion

MODULO 1

Division de Educacion Continua, Facultad de Ingenieria U.N.AM.

que la presion real que se experimentara con el puesto puede resultar
muy diferente a la de la entrevista.

T

EVALUACION
TERMINACION
DNTERCANBIO DE INFORMACION

CREACION DE AKBIENTEDE CONFIANTA
FREFARACION DEL ENTREVISTADOR

El proceso de la entrevista:
Existen cinco etapas de una entrevista:
e Preparacién del entrevistador
¢ Creacién de un ambiente de confianza
» Intercambio de informacion
¢ Terminacion y evaluacidn

Preparacién del entrevistador.- Esta preparacion requiere que se
desarrollen preguntas especificas. Las respuestas que se den a estas
preguntas indicaran la idoneidad del candidato. Una de las metas del
entrevistador es convencer a los candidatos idéneos para que acepten
las ofertas de la empresa, los entrevistadores necesitan estar en
posicion de explicar las caracteristicas v responsabilidades del puesto,
los niveles de desempefio, el salario, las prestaciones y otros puntos de
interés. La informacién recabada debe proporcionar datos sobre los
intereses, actitudes y antecedentes del solicitante.

Hay una serie de temas perfectamente ajenos a la situacion profesional
y deben ser conscientemente evitadas, por ejemplo la afiliacidn
religiosa o las preferencias politicas.

Creacion de un ambiente de confianza.- Corresponde al entrevistador
esta tarea, tiene la obligacion de representar a su organizacion. Iniciar
con preguntas sencillas, evitar interrupciones telefénicas. Es
importante la actitud, asentir con la cabeza, una actitud descansada,
poco tensa y sonriente.

arh diplomadoaltadireccioni@prodizy.net.mx ARB 63
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Funciones Vectoriales

Definicién. Una funcién vectorial de variable real F : R — R" tiene como dominio los
ndmeros reales y como imagen vectores. Su regla de correspondencia es.

L= S, fo(1))
Donde f,(t), f,(t), -, f,(t)son funciones escalares F : R — R ¢ bien funciones reales
de variable reat. '

Definicion. Una curva ¢ en el espacio tridimensional queda definida por una funcidn

vectorial de variable real F : R — R’donde las triadas ordenadas (x(r),y(t),z(t))
satisfacen las ecuaciones paramétricas.

x(t)= fi(t)
y(t)= fi(t)
W)= fi(1) !

Una funcidn vectorial en ER describe el movimiento de una particula en eI espacio, donde

La velocidad es V(t) f(l‘) (f (th [ (1) fs (t))
La rapidez es | v(t)i i £)| D'(t)] [f(t)] [f(t)] g

La aceleracién es (1) = } (t)= (f"(: ),fz"(t Wy (t ))
El modulo de la aceleracion es a(t) f (f)j [f (t)] U (t)] [f (f)] !

Longitud de curva. Sea la curva ¢ deflmda en el espacio entre 2 puntos

Afa,,a,,a;) B(b,,b,,b, )entonces la longitud de curva quedard definida como.

S = I}(: )Edt = ]':—[fjl(t )]’ + [rz'(: )]’ + U;(r )]’ dt

Donde f = a es el tiempo en el que esté ubicado el punto 4, £ =5 es el tiempo en el estd
ubicado el punto B .
Cuando se tiene una curva 4 en dos dimensiones definida -por la funcidn vectorial

f(t) (f (t)f, (t)) el cdlculo para la longlfud de curva se reduce.

S= _[f(t)dr_ [f(t)] [f(t)] dt

Mds atin, cuando la curva se define como una funcién en forma explicita y= f(x) se
tiene.

S — T
SZJ‘;H[f‘(x)]‘¢r=j“'1+[ﬁ} dx xe(a,b)
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Matemdticas Superiores
FUNCIONES VECTORIALES

Triedro mévil. Ef triedro movil estd formado por fres vectores

Vector tangente unitario T(t)= f (t)

f (t). A
Vector normal principal N(t)= I (t)

T(t)

Vector Binormal B=T(r)x N(t)
Curvatura y Radio de Curvatura. La curvatura determina la variacién de la tangente
unitaria con respecto de la longitud de curva que ha recorrido un cuerpo.

2 Tty
dT . Tﬁ(t) by
K= 75 = K= S = - =

| T
dr - t)dt. i f ()
dt - If( dt.f (),
Re gla de la cadena a ! ! 4

Una manera alternativa de calcular la curvatura es, usando directamente la velocidad la

aceleracién y la rapidez.

f(f)Xf (t)

K= ———rvr e !

3

f(t):

Para el caso de dos dimensiones la férmula se reduce, si }(t) = (f,(t),fz(t)), entonces.
-t (f)f ()= fr (1) f (t)'

K= — o e s

1’22k +[f,,'(t)]‘] 2

Mds atn, cuando la curva se define como una funcidn en forma explicita y = f({x) se

tiene.
d’y
S X) dx"

3

e [ dﬂ

Mientras que el radio de curvatura £ es el reciproce de la curvatura, entonces. p = — |
- K
{
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Matemdticas Superiores
FUNCIONES VECTORIALES

Componente tangencial y normal de la aceleracion.
- =

Como COMP, a ==

]

b
entonces.

La componente tangencial se obtiene con el modulo de la proyeccidn del vector aceleracion
sobre el vector tangente unitario.

'
—

aT=C0MPTa=%€:aT___a;T=a.T=a.!f'(t)i
T L)

La componente normal se obtiene con el médulo de la proyeccién de la proyeccidn del vector
aceleracién sobre el vector normal principal.

aN=COMPNa=E~.—.—,—A—r:>aT=a.N=aoN£ao=T'(t)
) 1 ()

S(Oxf (1)
También @, = ———

f(
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Matemdticas Superiores
FUNCIONES VECTORIALES -

PROBLEMAS

Problema 1. - Seala funcién F : R — R’ definda por f(t)= (2cost, - 3sent) describe

el tipo de curva.

Respuesta.
Eliminando el pardmetro ¢, elevando al cuadrado y sumando se obtiene.
x=2cost x* =4cos’ t 4 cos xt oyt ) , xt oyt
=>4 = = -+ —=cosTt+sent=> —+—=]
y =-3sent v’ = 9sen’t y2 ' 4 9 4 9
- = sen’

9
Es una elipse vertical con centro en el origen.

e !
Problema 2. - Sea la funcién F : R — R’ definidapor f(t)= (4sen t,4dcost, E}

describe el tipo de curva.

Respuests
Al eliminar el pardmetro ¢, de la misma manera que el ejemplo anterior, se obtiene |
¥ cos’ t ‘
x=4cost |[xX’=16cos’t |16 x? oyl
=X = If =7+ scostt+sen’t=> Pyl =16
y=4sent |y’ =l6sen’t y’ , 16 16 !
}E = sen”t )

Un circulo con centro en el origen y radio igual a 16, sin embargosi { >0 =z >
describiéndose una curva en el espacio denominada hélice o helicoidal de base circular,

Problema 3. - Representar en forma vectorial la pardbola y = x° + 1.
Respuesta.
Parametrizando la curva, se tienen diferentes posibilidades de solucién.

Sit x =t = y:t"+1:>}(t)=(t,r"+l)
Siiy=t=>x= -f:}:>f(t)=( t“—j",t)

Six= (Dy=t+1= f(t)=( t,1+1)
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Matemdticas Superiores
FUNCIONES VECTORIALES

Problema 4. - Dada la funcion vectorial f(t)= [arctan ‘| 72[n(t2 +1), t—arctan l],

determinar la velocidad, la aceleracion y sus respectivas magmtudes.
Respuesta,

3(t)=?(r)=(—l— AL IJ

ey rriil v

Velocidad < = [

(4. 2t £
i I+ 1488 1+

r _— _—

v(t)

1 2 1+r’~1]

' 2 - 2 2
iy I 2t t
/ ("---[ﬁ:rz] +[1+t‘?] *[a?]

1

1 26 '
_'_[1+12F+[1+12T+[1+t’]2

Rapidez 1 = ‘I {.E_E{;'Fi
ek

Leeef

=1

Aceleracion

Como a(t)=f (t)= (f,"(t),f; (t),fjn(t)) y la primera derivada es la velocidad

- 1 2t 7 1 PV
vit)= u,__'__w,__-—.—-— = ,I,2t,1‘ .
(1) (I+t2 1+7 1‘+th 1+r( )

Se usa la férmula (qﬁ }(t)] = ¢} (f)+ }(!‘)gé' entonces.

-

;(U=}”(U=I—j—t'3(0, },2f)+(], 5!,!2( 21 )

1+ )
fo_x 2 220 a2
: (I1+22 )1+ (1+82 ) 1+ (1+18°)
Aceleracidn ¢ o -
a2+ 2682 28 uv260-20
(1+¢ ) (1+17) oI+ )
foox o 2- 28 a
- (1+6)7 (1+8) "(1+8)

72



g e s ey e e
SR W 1 et A

".Problema 4. - Dada la funcidn vectoral ()= [g(l +t)?, (I -t)?,

Matemdticas Superiores
FUNCIONES VECTORIALES

Para calcular la magnitud se fiene ;(t) = ——--{—-,——2 (— 24, 2- 27, Zt) al usar la
(1+¢t")
formula :k A=k A entonces.
(- ] TS T TR Tl w
a(tj=-—— [—2:F+| 2- 28 +[2¢
@iy Pl frlort
s ST R
(I+17)
N B v SN
(1+1¢ )
Modulo de la aceleracién = 1—5 _27:_12}_:1)
(1+1 )
STy
T 14y
2AC+D)
(1+1)
2
| I+t

-~
3

NI'-u

1 .
—t ] caleula la )
2 )

t

'
i

longitud de la curva en el intervalot € (0,1)
Respuesta.

Como, § = t:[‘}'(t)-dt = ]‘ ' [f'?t;]}:[f_,r(t")v]";u:[’fj'.(t)]? dt Entonces se calcula la

rapidez, asi.
Fot)e %—-I AN PP S PR A N
f(f)—( (1+t) - (1—1) j]—(§(1+t),-2(1-f),2]—
Sustituyendo '
LT, P T, #_’3___1_2_
S=J[ (1+:)} [ (1-:)} [—2—} dt
C T T
S_aj 4(1+t)+4(1wr)+
S R O SR
8= 3
4
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