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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Cuando se desea analizar la utilizacién de la energia de las olas del mar, es necesario
preguntarse: ;por qué es importante comenzar a utilizar este recurso?. Las razones, de hecho,
se comparten con otras fuentes de energia renovable, tales como la solar, edlica, geotérmica y
otras formas de energia ocednica (corrientes, sistemas térmicos y de salinidad). La respuesta
clave a esta cuestion es que el uso de las fuentes de energia renovables ayuda a superar
los problemas ambientales de actualidad, sin dejar de lado que puede ayudar a reducir el
agotamiento inmediato de los combustibles fésiles. Los problemas ambientales se relacionan
con la contaminacion, que a su vez se encuentra relacionada con la utilizacién de combus-
tibles fosiles para la produccion de energia, que traen los efectos negativos sobre el cambio
climatico [6]. El agotamiento de los combustibles fosiles ya se destacé en las publicaciones de
la década de 1950 [7], por éstas y otras razones el nivel de consumo de energia, que se basa
mayoritariamente en combustibles fésiles, no podra continuar a menos que se desarrollen
fuentes alternativas que exploten otro tipo de recursos.

El amplio uso de la energia eléctrica producida a través de la energia de las olas del mar, pue-
de ser un gran logro con respecto al uso de energias renovables. Los dispositivos tecnologicos
que tienen como funcién la extracciéon de esta energia son conocidos como convertidores de
energia de las olas (En sus siglas en inglés Wave Energy Converters, WEC). Al margen de
que los WECs puedan ser particularmente interesantes para el entorno académico, el estudio

de los mismos conlleva varios beneficios significativos para la sociedad, tales como:

I. Es una fuente de energia sustentable e ilimitada, ademas puede contribuir significativa-
mente a la red eléctrica, reforzando a las energias renovables que se encuentran en uso

actualmente, esto es muy beneficioso si se incrementa la cantidad de energias renova-



bles disponibles, se incrementa la disponibilidad de combustibles fosiles y se reduce la

necesidad de los mismos.

11. La electricidad producida por la energia de las olas puede hacer que més paises sean

autosuficientes energéticamente.

1. La extraccién de la energia de las olas del mar no requiere de una gran extensiéon en
tierra y mar (es decir, los WEC son poco invasivos) y no tienen un impacto visual

significativo.

Como la demanda energética en el mundo se encuentra en constante aumento, mientras que
las reservas de combustibles fésiles son ya limitadas, la energia de las olas del mar debe
tomarse en cuenta en el uso de las energias renovables en todo el mundo: el respaldo 16gico
de esta idea proviene de la innovacion exitosa del producto. Por ejemplo, hay tres ideas claves
que en general se deben tomar en cuenta. El producto tiene que ser técnicamente factible,
econémicamente viable y deseable para el usuario. En otras palabras se requiere que la
tecnologia sea facilmente replicable, que sea barata con respecto a las energias convencionales
de actualidad y que sea de utilidad para la sociedad.

Actualmente hay una gran demanda de energias renovables. Esto se puede corroborar en el
incremento anual de capital, en la inversion global en energia renovable, tales como viento
y solar [1,2]. Una gran cantidad de tecnologias de extraccién de energia marina ya han sido
desarrolladas e implementadas en algunos paises en los ultimos 25 anos, los cuales reconocen
sus beneficios y su gran potencial, esto se comprueba en una lista de desarrolladores en

EMEC de las tecnologias actuales que ya son mas de 256 [3].

1.1.1. Potencial de la energia marina

Al considerar la energia de las olas como fuente de produccién de electricidad, es relevante
observar las estimaciones de cuan grande es el potencial de utilizaciéon. Las olas viajan a
grandes distancias con muy poca pérdida de energia (siempre que las olas estén en aguas
profundas). Ademads de las mareas, los otros tipos de olas profundas no tienen en la practica
ninglin potencial de utilizacién. Cuando se consideran los estados del mar (caracterizados
por parametros de onda estadisticos que cubren periodos de ondas aproximadamente de 1000
muestras) estos son mas constantes que el campo de viento que genera las olas y se puede
observar experimentalmente que las olas de la superficie del océano tienen periodos de onda
en el rango de 0.5-30 [s].

El flujo de energia de las olas (potencia) muestra una variacion significativa en el tiempo y



el espacio. Puede variar desde unos pocos watts hasta megawatts por metro de superficie
de mar en condiciones extremas (tormentas). Las primeras estimaciones de la potencia de
onda global disponible indican un potencial del recurso teérico bruto de aproximadamente
3.7 [TW], de los cuales 3 [TW] son netos, es decir, esta reduccién se debe a las dreas donde
la cobertura de hielo es un problema para la puesta en marcha de estas tecnologias [4].

De la Figura 1.1 se puede verificar que México tiene zonas que van desde los 5 hasta los
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Figura 1.1: Potencia costera teérica neta anual en todo el mundo (excluidas las contribuciones

donde P < 5 [kW/m] y 4reas potencialmente cubiertas de hielo [4].

30 [kW/m] y con esta disponibilidad del recurso energético ficilmente se podria llevar a
cabo proyectos en el contexto de la microgeneracién (hasta 100[(kW]) aunque normalmente

se desean dispositivos del rango de MW para ser rentables.

1.1.2. Principales caracteristicas de sistemas WEC

Los sistemas WECs son maquinas que explotan el potencial de las olas ocednicas para
convertirla en una forma utilizable de energia, tal como la electricidad.
Cuando el mecanismo de captura de energia se basa en el movimiento de un cuerpo en
respuesta a la interaccion con las olas del mar, como es el caso de algunos puntos de ab-
sorcion y atenuacion, las maquinas eléctricas rotativas convencionales no son directamente
compatibles, por tal motivo un convertidor hidraulico es a menudo la solucion elegida para
interconectar la energia de las olas con el generador eléctrico, ya que son adecuados para
absorber energia cuando se trata de grandes fuerzas a bajas frecuencias.
En la Figura 1.2 se representa un esquema de las diferentes formas de toma de fuerza hi-

draulica para la conversion de energia de las olas.
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Figura 1.2: Mecanismos que muestran las principales formas de conversion de energia de olas

De manera general un WEC se puede describir como un cilindro hidraulico que se mueve
hacia arriba y hacia abajo con respecto a un actuador (flotador), que fuerza al fluido a mo-
verse a través de colectores hidraulicos que controlan la cantidad y la velocidad del fluido
para mover un motor hidraulico, que a su vez acciona el generador eléctrico. Los colectores
hidraulicos cominmente son acumuladores que se agregan al sistema para suavizar el sumi-
nistro del fluido a alta presién, al proporcionar o acumular energia hidraulica cuando sea
necesario.

Muchos problemas surgen cuando se elige un sistema de toma de fuerza hidraulico para la
conversion de energia de las olas. Debido a la variabilidad del recurso energético, los sistemas
hidraulicos a menudo incluyen varios acumuladores que pueden almacenar las cargas absor-
bidas y suavizar la conversiéon. Otro caso a tratar es la proteccion del sistema en caso de
condiciones extremas, donde el actuador hidraulico excede su recorrido de disefio y dana al
sistema, una solucion es incluir un limite mecanico en la carrera o usar un piston hidraulico
radial.

Las siguientes funciones [5], son aspectos esenciales que el WEC debe cumplir para mostrar

precisamente el potencial que tiene el uso de esta tecnologia:

I. Supervivencia: Un WEC requiere de un sistema de atraque, que preferentemente
sea un sistema pasivo (hidraulico), que pueda efectivamente reducir cargas extremas.
Con pasivo nos referimos a que el mecanismo pueda ser activado automaticamente sin

requerir interaccion externa, por ejemplo electricidad.

11. Fiabilidad: El sistema WEC debe ser de facil acceso e inspeccion de todas las partes

que lo componen, asi como de poder llevar al WEC a zona segura en caso de una carga



extrema (tormentas o huracanes).

111. Indice de potencia total: El WEC debe consistir de una tecnologia de absorcion
eficiente de energia marina, tiene que producir potencia eléctrica suficientemente suave
y reducir al minimo las pérdidas. De otra manera, mucha energia se perderia en el

proceso de conversion.

1v. Escalabilidad: Un WEC necesita ser un dispositivo escalable en potencia, para ser eco-

nomicamente viable, normalmente se disefian para ser dispositivos que soporten arriba
de 5 MW.

V. Beneficios ambientales: Se espera que un WEC sea un sistema de energia sustentable,
ya que se desea tener un gran beneficio del ambiente reduciendo al minimo el impacto

ambiental.

Para cumplir de manera satisfactoria los puntos anteriores, se propone trabajar con el con-
vertidor de energia de olas que se muestra en la Figura 1.3, reportado en [14], que representa
una idea general del proceso a tratar en este trabajo. En general un sistema WEC esta
compuesto en cuatro etapas: primero, hay un subsistema conocido como de toma de fuerza
que es de naturaleza mecanico, este dispositivo se encarga de capturar el movimiento de las
olas y traducirlo en un flujo de agua, el segundo subsistema estd compuesto por dispositivos
hidraulicos y neuméticos y tiene como principal funcién el acondicionamiento de la senal de
flujo y proporcionar un chorro de agua coherente, el tercer subsistema se compone de una
turbina que dirige la energia y la convierte en energia mecanica y el cuarto es una maqui-
na eléctrica, con sus respectivos componentes de acciéon y control que convierten la energia

mecanica rotatoria en energia eléctrica lista para ser entregada a la red. El convertidor an-
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Figura 1.3: Esquema general de un convertidor de energia de las olas



terior cumple con la caracteristica de supervivencia al estar en bahia y no dentro del mar
(el sistema de amarre se encuentra en tierra), se puede extraer el flotador en caso de una
carga extrema, mediante el uso de una gria hidraulica, se verifica la fiabilidad al tener acceso
facil a todas las partes que lo conforman, la condicién del indice de potencia referente a la
suavidad se cumple en el sentido de contar con un arreglo de valvulas que aprovechan el
movimiento bidireccional de la bomba hidraulica para convertirlo en un flujo de una sola di-
reccion, ademas se tiene un tanque presurizado disenado para evitar los tiempos muertos de
la bomba de desplazamiento positivo y mantener una velocidad del fluido lo mas constante
posible, también las pérdidas de energia se minimizan por medio del tanque ya que sirve
de acumulador y proveedor de la energia de las olas, también es un dispositivo escalable y
el impacto ambiental es minimo por las dimensiones de la planta al ser poco invasivo en el

ambiente marino.

1.2. Convertidor hiperbarico de energia de las olas

En esta tesis se elige trabajar con un convertidor hiperbarico de energia de las olas (Figura

1.4), este se encuentra compuesto principalmente por los siguientes elementos:

1. Flotador: Es el elemento sobre el cual se obtiene mediante un diagrama de cuerpo libre

(suma de fuerzas actuantes sobre el flotador) el modelo de la ola.

2. Bomba de desplazamiento positivo: Se encarga de bombear el fluido dentro de un cir-
cuito cerrado de agua dulce, también es el dispositivo que transforma la energia mecanica

producida por la ola en energia hidraulica.

3. Arreglo de valvulas Check: Este arreglo tiene como principal funcién producir una
senal pulsante, rectificando los dos semiciclos proporcionados por la bomba en ambas
direcciones del movimiento del piston, se puede entender mediante una analogia eléctrica

haciendo referencia al puente de diodos de onda completa.

4. Camara hiperbarica: Este dispositivo se encarga de mantener presurizada la columna
de agua dentro del tanque esto para mantener una presion alta del fluido, ademaés, previene

efectos hidraulicos como el golpe de ariete.

5. Tanque presurizado: Su funcién principal es contener dos fluidos, uno en estado gaseoso
y otro en estado liquido esto con el objetivo de almacenar y proporcionar energia hidraulica

cuando se requiera.
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6. Inyector: Es el componente que se encarga de regular la velocidad de salida del fluido a

la turbina pelton, proporcionando un chorro coherente y de alta presion.

7. Turbina Pelton: Convierte la energia cinética del chorro de agua en un movimiento

rotacional.

8. Generador Eléctrico: Convierte el movimiento rotacional de la turbina Pelton en ener-

gia eléctrica

9. Deposito y tuberia de recirculaciéon: El agua que posee baja energia cinética después
de chocar contra la turbina pelton es redireccionada por gravedad hacia un depdsito de

baja presion, para asi poder reiniciar el proceso y ser bombeada de nuevo por el circuito

hidraulico.
__'__'_:__') Turbina  Generador
» Pelton  ajctrico
Grda Camara

de aire @

Inyetor |__ |
Depésito
Flotador

Recirculacion

Figura 1.4: Esquema de un convertidor hiperbarico de energia de las olas

En este trabajo de tesis solo se usa el modelo dindmico que representa la
etapa de acondicionamiento del flujo de agua en dispositivos WECs del tipo
hiperbarico y se omite la seccion de conversiéon a energia eléctrica, es decir, el
andlisis se hace con el modelo del tanque presurizado, que va desde el flujo de entrada hasta

el flujo de salida del inyector, el diagrama del sistema a tratar se observa en la Figura 1.5.

1.3. Objetivo

El analisis y control de dispositivos WEC se puede dividir en general en tres secciones:
la seccién de toma de fuerza (flotador), la seccién de acondicionamiento (elementos hidro-

neuméaticos y mecanicos) y la etapa de conversion de energia mecénica a eléctrica.

11
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Figura 1.5: Sistema WEC que va desde el flujo de entrada al tanque presurizado hasta el

flujo de salida del inyector

El objetivo de esta tesis sera analizar el modelo dinamico que caracteriza el comportamiento
de la etapa de acondicionamiento del flujo de agua bombeado por el flotador de un conver-
tidor de energia de las olas y regular tanto la presiéon como la velocidad del chorro de agua

incidente a una turbina hidraulica suponiendo un flujo proporcionado por tres flotadores.

1.4. Planteamiento del problema

El problema y la complejidad del diseno de controladores para dispositivos WECs radican
por un lado en el conocimiento de un modelo de ola (de acuerdo a los estados del mar en
cierta locacion maritima) y por otro lado en la estimacién de la fuerza de difraccién (ola
incidente).

Aunque las olas del océano son teoricamente bien entendidas y extensivamente descritas en
la literatura, en la practica el fenémeno oscilatorio es muy dificil de describir, reproducir y
predecir, esto por la variabilidad y la gran cantidad de parametros que pueden influir en
el comportamiento de las olas, la Figura 1.6 muestra los diferentes parametros a tener en
cuenta para la descripcion fisica del modelo de ola. De esta manera es necesario plantear
estrategias de control para el problema de regulacion de las variables dindmicas (mecénicas,
hidraulicas y neumaticas) que determinan el subsistema de acondicionamiento de la senal de
flujo. Con lo anterior en esta tesis se plantea la siguiente problemdtica.

Dado un sistema hidroneumdtico representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias posiblemente no lineales, el cual se encuentra completamente caracterizado con

excepcion del modelo de ola del cual se tiene informacion limitada, proponer e implementar

12
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Figura 1.6: Principales parametros a tener en cuenta en el modelado de las olas oceanicas

una ley de control que permita regular el estado del sistema al menos cerca de sus valores

nominales, ademés se supone lo siguiente:

1. No se toma en cuenta el problema de méxima extraccién de energia (flotador), sino el
de regulacion de las variables dinamicas que representan los dispositivos de acondiciona-

miento del flujo proporcionado por el flotador.

2. El flujo proporcionado por el flotador es una senal de amplitud y frecuencia acotadas,
y contiene la informacién del comportamiento dindmico de un conjunto de flotadores

representados por modelos lineales en sincronia, en donde la ola incidente es irregular.
3. Todo el estado esta disponible para medicion.

4. Se conocen todos los parametros.

1.5. Estado del arte

En muchas regiones del mundo se han llevado estudios locales de energia de las olas
como se ve en [8] y en [9] donde se muestra una estimacién de como este recurso puede ser
utilizado. La manera de utilizarlo consiste principalmente en elegir la tecnologia adecuada.
La primera patente para un convertidor de energia de las olas data del afio 1799, en tiempos
moderno no fue hasta la crisis energética de principios de los anos setenta que el campo habia
renovado el interés, impulsado en gran medida por un articulo de Stephen Salter en la revista
cientifica Nature en 1974 [10]. Sin embargo, a pesar de los esfuerzos de investigaciéon muy

importantes, las actividades se redujeron nuevamente durante los afios ochenta y comienzos

13



de los noventa. Hacia el final del milenio pasado las actividades volvieron a aumentar su
velocidad, y ahora en varios paises del mundo sobre todo en los paises costeros de Europa se
ha puesto una vez mas en marcha el desarrollo y el estudio de las energias marinas renova-
bles, incluida la energia de las olas. Los desarrollos de tecnologia WEC se han caracterizado
por el hecho de haber un gran ntimero de ideas y conceptos de como usar esta energia por
ejemplo FquiMar fue un proyecto de investigacion [13], que involucro a unos 60 cientificos,
desarrolladores, ingenieros y conservacionistas de 11 paises europeos para encontrar formas
de medir y comparar las decenas de dispositivos de energia mareomotriz.

Existe una gran variedad de tecnologias WEC y atn estan apareciendo maés, en [11] [12]
se propone una categorizacién de las diferentes tecnologias, entre los dispositivos mas es-
tudiados se encuentran el PowerBuoy [17], AquaBuoy [18], WaveBob [19], SEAREV [20],
Archimides WAVE Swing [21] y pelamis [22].

En esta tesis se trabajara con un convertidor hiperbéarico de energia de las olas donde la
tecnologia WEC a tratar es presentada en [14-16].

La mayoria de las estrategias de control que se han propuesto en la literatura cientifica se
han centrado en el control de la etapa de toma de fuerza (control del movimiento vertical
del flotador), esto con el objetivo de la maxima extraccién de energia [23-32].

En el caso de la etapa de acondicionamiento, tanto el modelado como el control han sido
menos estudiados. En [33] se muestra el modelo de un acumulador hidraulico conectado a
un dispositivo de punto absorbente y en [34] se le anade un segundo acumulador, en [35] se
aplican controladores PID para manipular las valvulas en los acumuladores de [34], también
en [36] se muestra un dispositivo hidrdulico para convertidores de energia de las olas tipo
pelamis.

La idea de esta tesis es desarrollar una estrategia de control para regular las variables di-
namicas de la etapa de acondicionamiento en convertidores de energia de las olas del tipo
hiperbarico.

El control propuesto para mantener la velocidad y la presion del fluido hacia la turbina
hidraulica lo méas constante posible al menos en un intervalo acotado de frecuencias de las
olas, es el control por modelo predictivo (usaremos sus siglas en inglés para referirnos a esta
ideologia de control, Model Predictive Control, MPC). El control a implementar fue pro-
puesto por primera vez en [40] usando el caso de horizonte cero. Quiza el problema de esta
formulacién en la practica, es el alto costo computacional, por este motivo se ha buscado
la manera de reducir el esfuerzo computacional [41]. Este enfoque explota herramientas ma-
tematicas tales como las desigualdades matriciales lineales y las bondades de los conjuntos

convexos. Algunas mejoras al controlador se proponen en [42] tales como el uso de un modelo

14



nominal como principal modelo de apoyo para el disefio y los demas modelos lineales como
secundarios que representan las aristas restantes de la cobertura convexa, otras variantes de
dicho controlador se muestra en [43] donde se explota el caso de horizonte variante para la

formulacién del controlador.

1.6. Hipdtesis

Ya que la suma de todos los flujos individuales que proporcionan un conjunto de flotado-
res (basados en la teoria lineal de olas) por medio de un movimiento oscilatorio de amplitud
pequena, puede ser representado por una sola senal de flujo de entrada a un tanque presuri-
zado, entonces, existe la manera de representar matematicamente un convertidor hiperbarico
de energia de las olas que dependa del flujo total y que no necesariamente tome en cuenta el
modelo del flotador de manera directa. De esta manera, se supone factible implementar un
controlador robusto que permita regular los estados de la planta en vista de un conocimiento

limitado del flujo total.

1.7. Metodologia

La metodologia a seguir se enumera a continuacion:

1. Se modela y analiza un convertidor hiperbarico de energia de las olas con el fin de entender

el proceso de extraccién y acondicionamiento de la energia.

2. Se busca una propuesta de control que permita mantener los valores nominales del con-
vertidor hiperbérico (presién y velocidad) cuando exista un cambio temporal en el valor

del flujo total de entrada al tanque.

3. Se implementa el controlador propuesto mediante simulacion numérica.

1.8. Contribucion de la tesis

La contribucién de este trabajo de tesis se encuentra en el modelado y control de la etapa
de acondicionamiento de la sefial de flujo en WECs del tipo hiperbarico y se puede resumir

en los siguientes puntos.

1. Se propone un modelo alternativo de un convertidor hiperbarico de energia de las olas

que toma en cuenta la variacién temporal de la presion en la caAmara hiperbarica de tal
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manera que se consigue evitar el uso redundante de la ecuacion diferencial que representa

la dinamica de la altura de la columna de agua en el tanque.

2. El modelo propuesto toma en cuenta la aproximacién de Bernoulli para justificar la ecua-
ciéon puntual que se obtiene a traves del principio de conservacién de la cantidad de
movimiento para la representaciéon matematica de la velocidad del flujo a la salida del in-
yector, visto como un modelo dindmico de la velocidad en donde se considera un término

de friccion para una region pequena del desplazamiento de un inyector de aguja.

3. La aplicacién de un controlador por modelo predictivo basado en la funciéon de costo min-
max con caso particular horizonte cero para sistemas con descripcion politépica.
Dicho controlador permite tratar el flujo de entrada como una incertidumbre dinamica,
ademas de incluir en el diseno saturacion de la senal de control y cotas de sobrepaso

maximo en los estados del sistema.

1.9. Organizacién del trabajo

El trabajo expuesto en esta tesis queda organizado en cuatro partes principales y se

enumeran de la siguiente manera

a.- Obtencién del modelo matematico de la etapa de acondicionamiento de la senal de flujo

de un convertidor hiperbérico de energia de las olas.
b.- Diseno de un controlador predictivo robusto.
c.- Implementacion del controlador mediante simulacion.

d.- Conclusiones y trabajo futuro.
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Capitulo 2

Modelo matematico del convertidor
hiperbarico

Para la obtencion del modelo matematico del sistema hidroneumaético se toma en cuenta

las siguientes suposiciones:

Fluido en estado liquido incompresible.

Régimen laminar.

Anélisis Euleriano, es decir, haciendo uso del concepto de volumen de control.

Flujo unidimensional.

Proceso politrépico de expansion y contraccion de un gas termodinéamico.

Se divide el andlisis del WEC en cuatro partes principales. En la primera parte se especifica
la naturaleza del flujo de entrada al tanque (modelo lineal de ola). En la segunda parte
se describe la seccion del tanque que contiene el liquido (agua) visto como un volumen de
control. La tercera parte describe la seccién del tanque que contiene el gas (aire) visto como
un gas en un proceso politrépico (proceso en expansion y contraccién) y finalmente la cuarta
parte en la cual se modela la seccién de tuberia que va desde el flujo de salida del tanque

presurizado hasta la salida del inyector.

2.1. Modelo del flotador

En esencia, el algoritmo para construir un modelo de ola se basa en la segunda ley de

movimiento de Newton, la cual establece que la fuerza inercial se equilibra con todas las
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fuerzas que actiian sobre el flotador. Esta afirmacién esta expresada como
mx(t) = Fe(t> + Fr(t) + Fhs(t) + Ff(f) (21)

donde m representa la masa del flotador y & su aceleracion. Los términos del lado derecho

de esta ecuacion corresponden a:

Fuerza de excitacién o fuerza de difraccién: F,

Fuerza hidrostatica: Fjs = kx

Fuerza de friccion: Fy = bx

Fuerza de radiacion: F,

La fuerza de excitacion F, es el resultado de la presion ejercida sobre la superficie mojada
del cuerpo debido a la accion de las ondas entrantes. El enfoque mas popular para calcular
esta fuerza se basa en la teoria de ondas lineales, en la que se supone que el cuerpo es
estacionario y el area de la superficie mojada es constante e igual al valor en condiciones
inalteradas, esta suposicién solo es valida para amplitudes de onda pequena, que es una
suposicion fundamental de la teoria lineal. Por lo tanto, bajo supuestos lineales, es necesario
modelar el comportamiento aleatorio del estado del mar para estimar la fuerza de excitacién
(fuerza de difraccién). El enfoque mas comun consiste en utilizar la teoria de ondas Airy, una
teoria lineal para la propagacién de ondas en la superficie de un flujo potencial y arriba de
un fondo horizontal. La fuerza de excitacion, se puede reproducir entonces para un registro
de onda con duracién T' como la suma de un nimero grande (teéricamente infinito) N, de
componentes arménicos de onda (una serie de Fourier), que es el método de superposicién

de onda y se representa como

F.(t) = ajcos(2m fit + o) (2.2)

i=1
donde, t es el tiempo, a; y «; la amplitud y la fase de cada frecuencia respectivamente, y
fi =1/T. Las fases a; son aleatorias y estan distribuidas entre 0 y 27.

Como solo un conjunto finito de frecuencias f; deben representar la fuerza de excitacion
(esto por motivos de simulaciéon numérica), mientras que en realidad todas las frecuencias
estan presentes en el mar, es conveniente dejar que el intervalo de frecuencias Af — 0. La
fuerza hidrostatica Fj, = kx se presenta cuando un cuerpo estd parcial o completamente
sumergido en un liquido, este experimentard una fuerza ascendente (flotabilidad) igual al

peso del liquido desplazado, lo que se conoce como el principio de Arquimedes. La fuerza
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hidrostatica resulta de la diferencia entre esta fuerza hacia arriba y el peso del cuerpo. En
consecuencia, la variaciéon de la sumersion del flotador debido a su movimiento oscilatorio
bajo una distribucién de presién hidrostatica provoca un cambio en la flotabilidad (igual al
cambio de peso del fluido desplazado) y por lo tanto una variacién en la fuerza hidrostatica.
Una suposicion fundamental de la teoria lineal es que los movimientos corporales resultantes
son de pequenia amplitud, lo que normalmente se ajusta al comportamiento de los WEC
durante el régimen operativo, de hecho, el movimiento de los WEC tiende a ser de pequena
amplitud porque de lo contrario los efectos viscosos disipativos serian dominantes en la
dindmica del dispositivo, lo que en ultima instancia limitaria el movimiento y reduciria la
eficacia del dispositivo. Por lo tanto, la fuerza hidrostatica Fjs, se implementa cominmente en
modelos de onda simplemente como una funcién proporcional al desplazamiento del cuerpo,

donde el coeficiente de proporcionalidad se conoce como el coeficiente hidrostatico, es decir,
F hs (t) =kx

donde k es el coeficiente hidrostatico y x es considerado el movimiento en direccion del grado
de libertad. Por ejemplo, en el caso de un cuerpo que se mueve bajo oscilaciones de pequena

amplitud, la variacion de la fuerza de flotacion puede ser simplemente dada por
F hs (t) = ,OQAZL'

donde p denota la densidad del agua, g la aceleracion de la gravedad, A el area de la seccién
transversal del cuerpo en condiciones inalteradas y x su desplazamiento vertical.

La variacién del volumen de agua desplazada por el cuerpo oscilante es igual a la variacion
de su volumen sumergido, dado por Az. La suposicion de un area de seccién transversal
constante a lo largo del eje vertical solo es valida para movimientos de pequena amplitud.
Dependiendo de la geometria del cuerpo, esta simplificacion (basada en la teoria de ondas
lineales) no es valida para movimientos de gran amplitud donde, en general, la variacién del
area de la seccion transversal es mas notable, por lo que se requiere un enfoque no lineal
para evaluar con precision la fuerza hidrostatica.

Finalmente la fuerza de fricciéon F, es debida a las pérdidas por friccién en forma de ondas
radiadas por el flotador, por simplicidad, frecuentemente se desprecia la fuerza de radiacion
F, cuando se desea aproximar a un modelo lineal. La fuerza de fricciéon F se usa para el
caso de olas de pequena amplitud y esta se puede caracterizar como una friccién viscosa.
De esta manera para una descripcién simplista, tanto de la elevacién de la superficie de la
onda como la frecuencia de la misma, se debe considerar una fuerza de excitacion senoidal

promedio con amplitud y frecuencia constantes. De esta manera el modelo de ola para el caso
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particular de pequena amplitud queda representado en la ecuacién (2.3) y una representacion

del diagrama de cuerpo libre se muestra en la Figura 2.1.
mi + b + kx = agcos(27 fit). (2.3)

El método mas comtun para la obtencion del modelo de ola no implica el calculo directo de

Figura 2.1: Modelo del flotador, representado como un modelo tradicional masa-resorte-

amortiguador

los parametros, sino que se derivan los datos hidrodinamicos dependientes de la frecuencia,
que se obtienen mediante cédigos de radiacion/difraccion, normalmente en 3D (tales como
ANSYS Aqwa [44], WAMIT [45], Moses [46] o el c6digo abierto de Nemoh [47]) generalmente
utilizado para modelar WECs.

Si se supone un conjunto de n flotadores (Figura 2.2) cuyas bombas hidraulicas se encuentran
conectadas por un solo nodo 6 seccién de tuberia, el flujo total ¢;(t) queda representado con
la ecuaciéon

donde A es el area transversal de la seccién de tuberia y es la misma para los n flotadores,
&1 se puede obtener de mi; + biy + kxy = agcos(2m fit + «y), @9 se puede obtener de
miq + biy + kxe = agcos(2m fit + ap) y de esta manera hasta .

2.2. Ley de conservacion de la masa

En esta seccién se aplica el principio de conservacion de la masa al tanque presurizado,

ilustrado en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Seccion del WEC, donde aplica la ley de conservacion de la masa

La tasa de variacion de la masa en el volumen de control se representa matematicamente

con la ecuacién
dm . .
(dt) = Zme — st (25)
Ve e s

Esta ecuacion nos indica que la velocidad de variaciéon de la masa contenida en el volumen

de control ( ‘Z—T) es el caudal neto de entrada a través de la frontera del volumen de control
(3. me — > s ms, sumatoria de flujos masicos de entrada menos flujos mésicos a la salida del
volumen de control).

Las siguientes relaciones son verdaderas

s = pAyv

Me = Pgi
m = pV
= vdA
donde v es la velocidad promedio definida como v = % , A, el area transversal de
D

tuberia, g; el caudal de entrada, p la densidad del agua, V' es el volumen que ocupa el agua
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en el tanque. Si el tanque es un cilindro toma la siguiente forma
m = pATh

donde Ar es el drea transversal del tanque y h la altura de la columna de agua. Sustituyendo

las relaciones anteriores en (2.5) se llega a

L _ Py (2.6)

2.3. Ley del gas ideal

La Figura 2.4 representa la parte del WEC que se analiza en esta seccién. El estado

g
C

Figura 2.4: Seccion del WEC, donde se modela un gas en expansién y contraccion

termodinamico de una cierta sustancia o sistema estd determinado por su presion P, su
volumen V', su temperatura 7"y su masa m (o el niumero de particulas que lo constituye).
Estas magnitudes se denominan en termodindmica variables de estado y en general no varian
de forma independiente, a la relacién matematica entre ellas se le denomina ecuacién de
estado por ejemplo V = f(P,T,m). Un gas encerrado en un émbolo de modo que podemos

variar P, V' y T, se representa con la ecuacién de estado conocida como ecuacion del gas

ideal
PV =nRT (2.7)

donde n es el nimero de moles de sustancia (m = nM, donde M es la masa molecular) y R
es una constante de proporcionalidad igual para todos los gases, R = 8,314[jmol 'K ']

En el proceso de expansion y compresion de un gas ideal se lleva al sistema de un estado 1 a
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otro 2 siguiendo una trayectoria definida. Se puede usar la primera ley de la termodindmica

para expresar este fenémeno
dU = dQ — dW (2.8)

donde U es la energia interna, @) es energia en forma de calor, W es el trabajo neto.
En un proceso adiabatico de un gas ideal no hay trasferencia de calor entre el sistema y el

exterior entonces la segunda ley de la termodindmica para este proceso es de la forma
AU = —dW (2.9)

Como la variacion de trabajo dWW en un gas ideal queda determinado como dW = PdV y
la variacion de energia interna dU = nC,dT donde C), es la capacidad térmica especifica a

volumen constante, se obtiene
nC,dT = —PdV (2.10)

Y por ser un gas ideal debe cumplir que P = nRT/V, sustituyendo esta relacion en (2.10)

llegamos a que

dl' R dV
—t —— = 2.11
rte v =Y (2.11)
Y conociendo que C,, — C, = R y definiendo v = C,,/C,, obtenemos
ar av
bl —1)— = 2.12
(=D =0 (212)

La solucion de esta ecuacion diferencial se obtiene integrando, esto es,
TVO=Y = PV = cte (2.13)

donde a ~y se le conoce como indice politrépico.
Ya que PV7 es siempre igual a una constante entonces la variaciéon en el tiempo de esta

ecuacion de estado debe cumplir con
PV 4+ PyV'V =0 (2.14)

Y ademés se puede obtener P como
_PyVT'V 4PV
vV

De la ecuacién de continuidad (2.6) sabemos que el volumen del gas varfa inversamente a la

P (2.15)

variacién del volumen del agua en el tanque, es decir, V = —Aph = —(g; — Apv), de esta

manera usando (2.6) y (2.13) se obtiene finalmente

. Y B
pP= MP(I“/V)(% — AD). (2.16)
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2.4. Inyector: ley de conservaciéon de la cantidad de

movimiento

Un inyector realiza dos principales tareas: la primera tiene que ver con la boquilla del
inyector, esta convierte la energia potencial del agua, en energia cinética (chorro de alta
velocidad) y en segundo lugar, el inyector regula el caudal a través de una aguja incorporada
que es accionada por un servomotor, Figura 2.5.

Recordando que aunque los sistemas hidroneumaticos son comunmente descritos mediante

>

[

p

Figura 2.5: Seccién del WEC, donde se modela el flujo de salida del inyector

el uso de modelos matematicos que hacen uso de ecuaciones diferenciales parciales, solo se
desea llegar a un modelo de orden reducido para fines de esta tesis, una idealizacién impor-
tante que se debe hacer en esta seccién es considerar que la velocidad del flujo de salida del
tanque, es la misma que la velocidad del flujo de salida del inyector, suponiendo que la aguja
y la boquilla se encuentran muy cerca de la seccién de salida del flujo del tanque.

La ley de conservacion de la cantidad de movimiento nos permite representar matematica-

mente la conversion de energia potencial del agua, en energia cinética

d(mv)
T (2.17)

n

~

Es posible obtener un modelo reducido de la velocidad de salida sustituyendo en (2.17)
F = PA, y m = pl,A, donde [, es una longitud de tuberia y A, es el area trasversal de la

misma

1
(plp)

0=—0O_PR) (2.18)
i=1
donde las P; pueden ser debidas a

a) Presién inicial y final en el volumen de control (P, P»)

b) Presién debido a una maquina hidraulica
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¢) Presion proporcionada por el gradiente de presién (una columna de liquido)

d) Pérdidas de carga por friccion tanto en tuberias, codos, uniones, estrechamientos y val-

vulas.

Por simplicidad no se modelan las perdidas por friccién en la tuberia, pero si se modelan las
pérdidas proporcionadas por el inyector (valvula de aguja) de la turbina Pelton. Ya que la
presién a la entrada del volumen de control es Py = P+ pgh y P, = Py, la ecuacién (2.18)

queda de la siguiente forma

1
0= (P + pgh — Py,) 2.19
(o / (219
Pero sabemos que
te\ /7
Arh = Vi =V = Vip — (%)

y de esta manera llegamos

(2.20)

Y A g (cte)l/7 Py

— + — -
plp lpAT lpAT P plp

La ecuacién (2.18) solo representa la dinamica de la velocidad de manera puntual ya que no
se define de manera correcta el volumen de control. Para justificar el uso de (2.18), se aplica
la ecuacion de Bernoulli en el volumen de control representado por los puntos 1 al 2 de la

Figura 2.6
1 1
Plgﬂ”f + pghy = P + §P’U§ + pgha + Ppr (2.:21)

Figura 2.6: Volumen de control de 1 a 2, en donde se puede aplicar el teorema de Bernoulli
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Para la seccién 2:
P2 - 0, hg - O

Por lo tanto

1 1
Pigpvi+ pght = 5pvs + P, (2.22)

multiplicando en ambos miembros de la ecuacién (2.22) por 1/pl. y separando los terminos

correspondientes a las velocidades se llega

lvi—ov 1

= = —(P, —pghy — P 2.23

9 lp plp( 1 pPgn1 f7') ( )
siv = %”g;vf, es decir, se define una aceleraciéon promedio entre la velocidad del flujo de

salida del tanque y la velocidad del flujo de salida del inyector determinada por el cambio

de energia cinética, se llega a una expresién equivalente a (2.18)

) 1
v =— (P, — pgh1 — Py,). (2.24)
plp

2.4.1. Inyector: coeficiente de descarga ¢p y caracteristicas

Una de las tareas principales de un inyector en dispositivos WEC es regular el caudal y

se realiza ajustando la carrera de la aguja x en la boquilla (Figura 2.7) [48]. Para calcular

X

/ 45° ]

7.
d, | YNz 7

NN
N
N
S

Figura 2.7: Inyector: la velocidad del fluido se regula ajustando la posicién x de la aguja en

la boquilla

las pérdidas por fricciéon Py, se usa
2

v
P - 2.25
= ¢p % (2.25)

donde ¢p es el llamado coeficiente de descarga que depende del area efectiva de la contraccion

del inyector. La apertura se definira con la variable x, la seccién de paso del fluido esta dada
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por (2.26).

Szw(dbg—z>y (2.26)

De acuerdo a la Figura 2.7 se cumple

y = xsen(q)

2z = dy — 2y cos()
donde « vale la mitad del dngulo del punzén, o = 22,5°, reemplazando estas relaciones en
(2.26) se tiene

S = nmasen(a)(d, — xsen(a)cos(w)) (2.27)

Normalmente se calculan las pérdidas de carga que produce la geometria completa del inyec-
tor (pérdidas de Hazen y Williams) debidas al roce del fluido con la tuberia y las pérdidas
menores por ejemplo en codos, pero en este trabajo solo se tomara en cuenta una pérdida
equivalente generada por el desplazamiento del punzén.
Para calcular el coeficiente de pérdidas (¢p) se debe obtener experimentalmente la grafica
caracteristica usando diferentes valores de contraccién (d/D), con estos valores se puede

encontrar una relacién polinomial, por ejemplo, un polinomio de orden 2
¢p = —a1(d/D)? — as(d/D) + as (2.28)

donde d es el diametro a la salida de la reduccién y D diametro a la entrada de la reduccion.

Ya que la seccién de salida no es circular se aproxima a un didmetro equivalente como
2
T (deg/2)" =S
y despejando el didmetro equivalente dq

dey = 2¢/S/

Si el coeficiente de pérdidas se aproxima por una recta con pendiente k, entonces
2

29 (2.29)
deg = 2\/xsen(a)(db — zsen(a)cos(ar))

Ppr = —k(deg/ D)

Efecto del ntiimero de Reynolds

Apesar de que las ecuaciones anteriores describen bastante bien la operacién de una
turbina Pelton, en la operacién real se presenta una diferencia que se encuentra arriba de
5% en la caracteristica del inyector entre el modelo de la turbina y el prototipo fisico [49].
Por esta razén, el llamado efecto de cabeza debe interpretarse como un efecto de ntimero
de Reynolds. El andlisis realizado por Zhang (2003) en [50] lo confirma experimentalmente

mediante mediciones, haciendo uso de anemometria laser Doppler (LDA).
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2.5. Modelo dinamico representativo a la etapa de acon-

dicionamiento

De las leyes fisicas expuestas en las secciones anteriores que representan el comporta-

miento dinamico de la planta a tratar se puede concluir el siguiente modelo

5 7 141
P= WP( + /v)(qi — A)
P9V g <Cte>”” Pyr
2
v
P = —k(de,/D)—
f ( q/ )29

deq = 2\/wsen(a)(db — zsen(a)cos(a))

en donde ¢; se obtiene con

miy + biy + kxy = agcos(2m fit + ay)
mio + biy + kry = agcos(27 fit + o) (2.31)
mis + bis + kxs = agcos(2m fit + as)

que es la suma del flujo bombeado por 3 flotadores. Notemos que el modelo (2.30) no toma

en cuenta explicitamente la ecuacién de continuidad (h = X; — %T)). La razén esta en que
esta ecuaciéon ofrece informacién redundante al sistema ya que en esencia es la misma que
la ecuacion que describe la dindmica de la presion en el tanque (el uso de esta ecuacion se
encuentra implicita en la dinamica de P).

Ya que en esta tesis se propone el disefio de un controlador lineal MPC robusto frente a
incertidumbres paramétricas se hara uso de un sistema lineal con representacion politopica
(en el anexo A se puede encontrar una definiciéon de esta clase de sistemas) para la sintesis
del controlador, para esto se requiere proporcionar los puntos de operacion del WEC (z =

[P 9] y 4 =21) y de esta manera linealizar el sistema (2.30). Asi, se obtiene

(2.32)
y = Ciyx + Dju
donde
~ Of(w,u) ~ Of(w,u) ~ Oh(z,u) ~ Oh(w,u)
A = o \@a); Bi= ~ou \(@a); Ci= o l@a); Di= 9 |(z,0)
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[ 7 (g, — _ A pasiy
Ctel/V (1 + 1/,Y)P (ql Apv) Ct@l/’yp
Ai =
1 g(cte/) 2k : )
o Al A1) ~ oDy \/3: sin(a)(dp — xsin(a) cos(a)) v -
' 0
B’i = . )
k dy sin(«) — 2z sin®(«) cos(av)
2pl,Dyg \/x sin(a)(dp — x sin(a) cos(a)) (©3)
(10
Ci =
(01
(2.33)

Los valores numéricos del los pardmetros se muestran en el Apéndice B.
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Capitulo 3
Diseno del controlador

Una vez que se ha presentado la descripcion del sistema, en este capitulo se muestra el
controlador disenado mediante la técnica MPC. Para empezar, recordemos que el sistema es

descrito por (3.1)

: (1+1/7) (1+1/7)
Ty = a1 q; — Q22T

. as 1/~ 9
Lo = Q371 — Q4 <$> + ag — bl\/ bgu(bg — b4U)[L’2

1

(3.1)

donde x1 es la presion, xo la velocidad del flujo a la salida del inyector, u la senal de control
(movimiento lineal de la aguja del inyector), ¢; una senal acotada y variante en el tiempo y
ai,...,a6,01,...,by pardmetros conocidos. El objetivo entonces, sera llevar tanto la presion

como la velocidad a sus valores nominales, es decir

1 — T14

To — Tog

donde x14 v x94 son los valores deseados, ademas, se cuenta con informacién limitada de la
variacion de g;.

Para la aplicacién de esta ley de control se requiere satisfacer las siguientes condiciones

1. ¢; se toma como un pardametro de la matriz jacobiana (2.33) que varia lentamente y
dentro de un intervalo pequefio, ademés se conocen las cotas tanto inferior como superior

del intervalo.
2. Se cuenta con todas las mediciones del estado.

3. Se conoce una region del espacio de estados cercana al punto de operaciéon que contiene

las posibles trayectorias al momento de aplicar el controlador al sistema.
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Se debe notar que el disefio del control toma en cuenta la linealizacién (2.33) porque ésta
logra incluir la senal de flujo ¢; dentro del jacobiano lo que permite suponer a ¢; como un
parametro variante en el tiempo y de esta manera lograr aplicar un controlador que permita
cumplir el objetivo.

El control se disena mediante la técnica de control predictivo, esta técnica busca minimizar
una funcion lineal la cual debe satisfacer un conjunto de desigualdades matriciales lineales,

ie.,
min 'z st F(x) >0 (3.2)

donde F'(x) > 0 representa las restricciones en forma de desigualdades matriciales lineales
y ¢z la funcién objetivo. La solucién de (3.2) es un problema referente a la programacion

lineal (LP), también conocido como problema de optimizacién convexa.

3.1. Enfoque en linea basado en la funcién de costo
min-max

Para la formulacién del controlador MPC basado en la funcién de costo min-max [40], se
considere el siguiente indice de rendimiento cuadratico:

[e.e]

Joo(k) = [l w(k +a | k) Iy + |l ulk + | k) |3 (3.3)

i=0
donde W > 0, R > 0 son matrices de peso simétricas. La meta serd resolver el siguiente
problema de optimizacion:

max Joo (k) (3.4)

min 0o
u(k+ilk),i>0 [A(k+i)|B(k+%)]€9Q,i>0
st. —u<ulk+i)<u, —o<Uz(k+i+l) <, (3.5)
wk+i+1|k)=Ak+i)x(k+i|k)+Bk+i)uk+ilk), z(k|k)=xk). (3.6)

El problema (3.4-3.6) es un problema de optimizacién "'min-max'. La operacién "max', es
hallar [A(k + i) | B(k + )] € Q para el cual se tiene el valor méds grande de J,.(k) (o el
peor valor de J(k)). Después este peor valor es minimizado, encontrando los movimientos
de control u(k + i | k) operacién "min". Si se encuentra la optimizacién del horizonte finito,
en lugar de la del horizonte infinito, entonces este problema de optimizacién min-max es
convexo (i.e., existe una unica solucién éptima), pero esta es computacionalmente intratable

(i.e., no se puede garantizar encontrar la solucién éptima en tiempo finito)
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3.2. Manejo de la funcién de costo para la obtencion

del MPC sin restricciones

Para simplificar la solucién de (3.4), (3.5) y (3.6), se realiza un procedimiento al estilo
Lyapunov con lo que se derivard una cota superior de la funciéon de costo, y entonces se

minimizara esta cota superior adoptando la ley de control
ulk+i|k)=Fz(k+i|k), i>0. (3.7)
Para definir esta cota superior, primero definimos la funciéon cuadratica
V(z) =2"Px, P>0 (3.8)
y se impone la restriccion
V(alk+i+ 11 k) = Valk+i | k) < [l 2+ | k) I3+l ulk+i k) 5 (3.9)

Por el bien del acotamiento de la funcién de costo se tienen que satisfacer z(oco | k) =0y

V(z(oo | k)) =0y sumando (3.9) desde i = 0 hasta ¢ = 0o, conseguimos

LA+ Bl ] €9,i20 Joolk) < V(w(k | k)
donde V' (z(k | k)) proporciona una cota superior a la funcién de costo.
En vista de lo anterior redefinimos el algoritmo MPC como: hallar (3.7) en cada instante
de tiempo k para minimizar V(z(k | k)), pero tnicamente la senal de control u(k | k) =
Fx(k | k) es implementada y en el siguiente instante de tiempo k + 1, x(k + 1) es medido y
la optimizacién se repite calculando F'.
Ahora se describe el procedimiento para obtener un algoritmo explicito para la solucién de

este problema. Defina un escalar v > 0, tal que
V(z(k| k) <7. (3.10)

Con esto la minimizacion del max(a (ki) B(kti)c0,iz0 Joo (k) €s aproximada por la minimizacién
de v que satisfaga (3.10).
Con lo anterior, se obtuvieron tres restricciones (3.7), (3.9), (3.10). Estas tres restricciones

pueden redefinirse en el contexto de LMIs.
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3.2.1. Formulacién LMI
Definimos la matriz Q = yP~! y usando (3.10) se tiene
—a" (k| k)yQ w(k | k)

v =2 (k| khQ  a(k | k)
1— a2t (k| B)Q 'z(k | k)

Y

-
0
0

v

v

Se puede aplicar el complemento de Schur (Apéndice A) a esta ultima desigualdad donde

Qszl
ST =a(k| k)
S =l (k|k)

R'=Q ' R=0Q

Se llega a

{ Lotk k) ] >0 (3.11)
x(k | k) Q

Sustituimos (3.6) y (3.7) en (3.9) para obtener

w(k+i | k)[A(k +i)+ Bk +i)F]TP[A(k +4) + Bk + i) Fla(k +i | k) — 2T (k+i | k)Pa(k +i | k) <
— 2T (k+i | kE)Wax(k+i|k)—a(k+i|k)FTRFz(k +i| k)

Factorizando x” (k + i | k) por la izquierda y z(k + i | k) por la derecha
T (k+i| k){[A(k +1i) + Bk +i)F|"P[A(k +i) + B(k +i)F] - P+ W + FTRF}a(k+i| k) <0
Esta tultima ecuacién es equivalente a
[A(k +1i) + B(k +i)F]" P[A(k + i) + B(k+i)F] - P+ W + F'RF <0 (3.12)

A continuacién definimos la variable F' = Y Q™! y sustituimos P =vQ 'y F =YQ ! en
(3.12) para obtener

[A(k + i) + Bk + )Y QQ Ak + 1) + Bk +9)YQ ™| =@ + W+ (YQ™)TRYQ™' <0 (3.13)
premultiplicamos y posmultiplicamos a (3.13) por @

QA(k + i)+ Bk +i)YQ '"yQ Ak +i) + Blk+)YQ ' |Q - Qv+ QWQ+YTRY <0  (3.14)

1

Ahora multiplicamos por (-1) a ambos lados de la desigualdad y dividamos por 5

—Q[A(k +i)+ Bk +)YQ Y QY [A(k +i) + Bk + )YQQ + Q — %QWQ - %YTRY >0 (3.15)
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fijémonos en los primeros dos términos de la desigualdad (3.15), se puede usar el comple-

mento de Schur para obtener

Q (AQ + BY)T

>0 (3.16)
(AQ + BY) Q

y para ser congruentes los tltimos dos términos de (3.15) se pueden expresar como

[ QW WiQ+YTIRY RAY 0]

0 0

[ QLWQ+YTLRY 0
0 0

- o o L (3.17)
[ @twi vyTR: N0 W30 0
0 0 0 v | | RY 0
de esta manera (3.15) es equivalente a la suma algebraica de (3.16) y (3.17)
1T 1T -1 1
Q (AQ + BY)T QTW3 YTR: vl 0 wiQ o] g
(AQ + BY) Q 0 0 0 ~I R3Y '

se puede notar que (3.18) tiene la forma para poder aplicar el complemento de Schur una

vez mas, con lo que se llega a la siguiente LMI

O (AQ + BY)T QW3 YTR:
A BY 0 0
( th ) © >0 (3.19)
Wz2Q 0 ~I 0
R2Y 0 0 NI
luego usando sistemas con descripcion politopica se tienen [ desigualdades matriciales lineales
0 (A,Q+BY)T QTW3i YTR:
A BY 0 0
( ’QT ) @ >0, lefl,...,L}. (3.20)
WaQ 0 vl 0
R:Y 0 0 ~I

Finalmente el problema de optimizacion se consigue resolviendo

min v, (3.21)
1 T(k | k
s.t. v (k| F) >0
z(k | k) Q
Q (A0 + BY)T QTw3' YTRY
(AQ + BY) Q 0 0 0
W2Q 0 NI 0
R2Y 0 0 ~I
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El regulador cuadratico lineal en tiempo discreto sin restricciones se consigue cuando [ = 1
[40].

3.3. MPC con restricciones

Para imponer las restricciones al esfuerzo de control, primero se considera la nocién de
elipsoide invariante (conjunto invariante positivo con una restricciéon geométrica). Si consi-
deramos las variables anteriores v, (), P, F', y Y, entonces definimos el conjunto elipsoidal
para todas las P(k) y Q7 '(k) como

e=1{2127Q 2 <1} ={z| TPz <~} (3.22)

Si Py @ satisfacen las LMIs (3.20) y (3.11) entonces € es un conjunto elipsoidal invariante,

i.e.,

zk|k)ee=alk+il|k)ece Vi>1.
Regresando a nuestro objetivo, considere las restricciones a la entrada —u < u(k+1i | k) < u,
y tomando en cuenta que € es un elipsoide invariante, consideremos el j-ésimo elemento de

u, denotando &; como el j-ésimo rengléon de la matriz identidad de orden m, podemos hacer

la siguiente deduccion

mix | Gulk+ [ K) P = mdx| Y Q a(k+i| k) |

IA

, — 2 , _ 2 _ 2
mix | 6YQ "z [* < mix | §YQ™ 3] @z ||

zZE€E€

) /o 02 -
< méx|| EYQTV |, = (YQRTYT)y,

zZE€E€

donde (x);; es el j-ésimo elemento diagonal de la matriz cuadrada y || * ||2 es la norma 2.

Usando el complemento de Schur, si existe una matriz simétrica Z tal que

Z Y o .
YT o >0, Zj; < a5, je{l,...,m} (3.23)
entonces | u;(k+i | k) |<u;,j € {1,...,m}. La ecuacion (3.23) es una condicién suficiente

(no necesaria) para satisfacer la restriccién de la entrada.
Ahora consideremos las restricciones en el estado, —¢p < Wxz(k + 4+ 1) < 4, con € un

elipsoide invariante, y denotemos &, como la s-ésimo renglén de la matriz identidad de orden
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q, y hacemos la siguiente deduccion:

mix | &k +i| k)| = mdx|&[Ak +i) + Bk + i) Fla(k +14) | k) |

mix | &[A(k + 1) + B(k + ) F1Q"2Q™?u(k +1) | ) |
mix || &[A(k + ) + Bk +0)FIQY || Q" 2a(k +14) | k) |
< mix || &[A(k + 1) + Bk + ) FIQY? |

IN

Asi se puede usar el complemento de Schur si existe una matriz simétrica I" tal que

Q [W[Ak +i)Q + B(k+9)Y])"

Fss__z, yee ey
V[A(k+)Q + B(k+i)Y] r >0, Tos <5, s €{l,....q}

(3.24)
entonces | &x(k +14 | k) |< abs,s € {1,...,q}. Y para sistemas con descripcién politépica

(3.24) se convierte en

Q [W[A,Q + BY]"

>0, Dy <92, se{l,....q}, le{l,....,L} (3.25
V[AQ + BY] r { J { J )

De esta manera el problema (3.4)-(3.6) se puede aproximar a resolver el siguiente programa
lineal [40],

o
(3.26)
1 T(k|k
s.t. ! ( ‘ ) >0
z(k | k) Q
Q (AQ+BY)" Q"W YTRY
(A4Q + BY) Q 0 0
1 >0
WzQ 0 v 0
R3Y 0 0 v
7Y 9 .
T > 0, ijgui,je{l,...,m}
PlA BYI* -
Q [ [ ZQ+ l ]] >0,Fssﬁwf,86{17'--761}716{1""’L}
\I/[AZQ—FBZY] r
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3.4. Factibilidad

Con las deducciones anteriores se muestra la siguiente propiedad del control predictivo
[41].
Lema: (Factibilidad) Cualquier solucion factible en la optimizacion (3.26) en el instante
de tiempo k es también factible para todo instante de tiempo t > k. Asi si el problema de
optimizacion (3.26) es factible en el tiempo k, entonces es factible para todo instante de
tiempo t > k.
Demostracién: Supongamos que (3.26) es factible en el tiempo k. La tinica LMI en (3.26)

que depende explicitamente del estado medido x(k | k) = x(k) del sistema es la siguiente:

[ 1 xT(k|k)]>O‘
w(k k)  Q

De esta manera para demostrar el Lema, solo necesitamos demostrar que esta LMI es factible
para toda medicién futura del estado z(k + i | k + i) = x(k + 7). En la discusién anterior

hemos mostrado que, cuando (3.11) y (3.20) son satisfechas,
vk+i| B)TQ tw(k+ilk)<1, i>1.
Considere el estado medido en k + 1, entonces hay un [A | B] € Q tal que
v(k+1|k+1)=a(k+1)=(A+ BF)x(k | k) (3.27)
la ecuacion (3.27) difiere de (3.28)
vk+1|k)=x2(k+1)=(A+BF)x(k| k) (3.28)

en que, x(k + 1 | k) es incierto mientras x(k + i | k + i) es deterministico y medido.
Aparentemente, z(k + 1| k)TQ'x(k+ 1| k) <1, i>1 debe llevar a

z(k+1|k+1)"Q '2(k+1]k+1) <1, i>1

Asi, la solucion factible del problema de optimizacién en el instante de tiempo k es también
factible en el instante £+ 1. Por lo tanto la optimizacién (3.26) es factible en el tiempo k+1.

El resultado se consigue andlogamente, para k+ 2, kK + 3, ..., como se obtuvo para k+ 1. [J
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3.5. Estabilidad

Teorema: (Estabilidad) Suponga que la optimizacion en (3.26) es factible en el tiem-
po k = 0. Entonces tomando el horizonte cero, la implementacion de uw(k) = F(k)z(k) =

Y (K)Q 'x(k), el sistema en lazo cerrado es robusto y exponencialmente estable []1].

Demostracion: Use * para denotar la soluciéon éptima. Para proveer estabilidad asinto-
tica, debemos establecer que v*(k) es estrictamente decreciente con la evolucién de k.
Permitanos suponer que el problema (3.26) es factible en el tiempo k& = 0. El lema de facti-
bilidad nos asegura la factibilidad de (3.26) en todo k£ > 0. En cada tiempo k, el problema
(3.26) es convexo y, por lo tanto tiene un inico minimo.

Luego la ecuacién (3.9) se satisface y podemos escribir,

(k1| k)T P (k)a* (k+1 [ k) < a(k | )T P*(k)a* (k | k)~ [l (k) [+ (k) 7] (3.29)

Luego z*(k + 1 | k) es la prediccion del estado, mientras que z(k + 1 | k4 1) es el estado

medido, entonces (3.29) debe llevar a

w(k+1[k+1)"P (k)a(k+1]k+1) <a(k | k)" P k)xk | k) =l k) 5 + || k) 7.
(3.30)

Note ahora que

rk+1|k+D)TPE+Dok+1]k+1) <~y(k+1)
ok | KT P(k)a(k | k) < 77 (k).

De acuerdo a (3.30), en el tiempo k+1, es factible si elegimos y(k+1) = y*(k) —[|| z(k) |3, +

|| w*(k) ||%]. Pero esta y(k + 1) no es necesariamente éptima en el tiempo k + 1. Luego,

Y(k+1) <~k+1), (3.31)

k1) =7 (k) < [l k) B+ | w(R) 12 < Aan(W) [ 2(k) 7. (332)

La ecuacién (3.32) muestra que 7*(k) es estrictamente decreciente con la evolucién de k v,
por lo tanto, puede servir como funcién de Lyapunov. Por lo tanto, limy . z(k) = 0 es

concluido. O
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3.6. Formulacion fuera de linea basada en la funcion

de costo min-max

Presentaremos la formulacién fuera de linea del MPC basada sobre la nocion del elipsoide
invariante asintoticamente estable. Fuera de linea significa que todas las optimizaciones se
calculardn previamente a la implementacion del controlador. Una serie de leyes de control
seran optimizadas fuera de linea, cada una correspondiente a la region elipsoidal de atrac-
cién. Cuando el algoritmo es implementado en linea, uno solo necesita encontrar el elipsoide

en el que el estado actual se halla, y elegir la ley de control correspondiente al elipsoide.

Definicién:  Considere un sistema dindmico en tiempo discreto x(k + 1) = f(z(k)) y

un conjunto € = {z € R" | 27Q 'z < 1}. Si
z(k) € e=x(k) €€, Vk>ky, klim z(k) =0,
—00

Entonces € se dice ser un elipsoide invariante asintoticamente estable.

Ya que resolviendo (3.26) para obtener {F,Q}, el elipsoide € correspondiente a () es un
elipsoide invariante asintoticamente estable. Si optimizamos una serie de elipsoides € fuera
de linea, es decir, encontramos las F' correspondientes a cada €, entonces en linea, podemos
elegir la F' correspondiente a cada € en el cual el estado se halla. Supongamos que hemos
elegido un nimero suficientemente grande de elipsoides, entonces podemos hacer una apro-

ximacion fuera de linea del algoritmo en linea [41].

Algoritmo:

Paso 1. Fuera de linea, elija valores para z;, i € {1,..., N}. Sustituya z(k | k) en (3.11) por
x;, y resuelva (3.26) para obtener las correspondientes matrices {Q;, Y;}, el elipsoide
ei{r € R" | 27Q;'x < 1} y ganancias de retroalimentacién F; = Y;Q; . Note que los
x; deben ser elegidos tal que € C €;_1, Vj € {2,..., N}. Para cada i # N, cheque si la

siguiente condicién es satisfecha:

Q' — (A +BFi )" Q7 (A + BiFy1) >0, 1e{l,...,L}. (3.33)

Paso 2. En linea, en cada instante de tiempo k adoptar la ley de retroalimentacion de estados:

F(ai(k)z(k), si x(k) € €, 2(k) € €41,1 # N,
u(k) = F(k)x(k) = (3.34)
Fyx(k), st z(k) € en

donde F(w;(k)) = a;(k)F; + (1 — ay(k))Fipa, v
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1) Si (3.33) se satisface, entonces 0 < a;(k) < 1, 2(k) 7 [os (F)Q™! + (1 — i (k) Q;} |z (k) = 1

11) Si (3.33) no se satisface, entonces «;(k) = 1.

El célculo de la ecuacion x (k)7 oy (k)Q ™1+ (1 —ay(k)) Qi ]2 (k) — 1 = 0 representa un proble-
ma de busqueda de raices, el algoritmo propuesto en esta tesis para el calculo aproximado de
las raices «; es el conocido como algoritmo de biseccion, también se le conoce como método

de buisqueda binaria o método de Bolzano y se basa en el teorema del valor intermedio.

Teorema: (valor intermedio) Si f € Cla,b] y K es un nimero cualquiera entre f(a) y
f(b), entonces existe c en (a,b) tal que f(c) = K.

Corolario: Si f € Cla,b] asume valores de signo opuesto en los extremos de un inter-
valo [, ], es decir, f(a)f(5) < 0, entonces el intervalo contendrd al menos una raiz de la

ecuacion f(x) = 0; en otras palabras, habrd al menos un nimero p € («, B) tal que f(p) = 0.

Supongamos que tenemos una funcién continua f definida en el intervalo [a,b] con f(a)
y f(b) de signos distintos. Entonces por el corolario del teorema del valor intermedio existe
p,a < p <b, tal que f(p) = 0, aunque el procedimiento sirve para el caso en el que f(a) y
f(b) tienen signos opuestos y hay més de una raiz en el intervalo [a,b], por simplicidad se
supondra que la raiz en este intervalo es unica.

El método requiere dividir repetidamente a la mitad los subintervalos de [a, b] y en cada paso
localizar la mitad que contiene a p. Para empezar, tomemos a; = a y by = by p; el punto
medio de [a,b], esto es p1 = 3(a; + by). Si f(p1) = 0 entonces p = p; sino, entonces f(p;)
tiene el mismo signo que f(a;) o f(b1). Si f(p1) vy f(ay) tienen el mismo signo, entonces
p € (p1,b1) y tomamos a2 = pl y b2 = bl. Si f(p1) vy f(b1) son del mismo signo, entonces
p € (a1,p1) y tomamos as = a; y by = p;. Ahora reaplicamos el proceso al intervalo [as, by
y asi hasta que se encuentra f(p) = 0 o el i-ésimo intervalo [a;, b;] es més pequenio que una
tolerancia TOL prefijada o hasta que se cumpla alguna otra condiciéon de paro.

El procedimiento de paro mas comin es el de dar un nimero maximo de iteraciones Ny, cuan-
do usamos un ordenador para generar las aproximaciones conviene anadir una condicién que
imponga un maximo al ntiimero de iteraciones realizadas, asi se elimina la posibilidad de
poner a la maquina en un ciclo infinito, una posibilidad que puede surgir cuando la sucesion
diverge (y también cuando el programa esté codificado incorrectamente). Esto se hace facil-
mente dando una cota final Ny y requiriendo que el procedimiento termine si se supera esa

cota. A continuacion se muestra el algoritmo.
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Algoritmo de biseccion:

Para encontrar una soluciéon de f(z) = 0 dada la funcién f en el intervalo [a, b] donde f(a)
y f(b) tienen signo opuestos:

Entrada: extremos a y b; tolerancia T'O L; nimero maximo de iteraciones V.

Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.
Paso 1. tomar 2 = 1;

Paso 2. mientras que 1 <= N; seguir pasos 3 — 0;

Paso 3. tomar p =a + ’)_T“ (calcular p;);
Paso 4. si f(p) =06 5% < TOL entonces SALIDA (p);

(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR,;
Paso 5. tomar i =17+ 1

Paso 6. si f(a)f(p) > 0 entonces tomar a = p, sino, tomar b = p calcular a;,b;;

Paso 7. SALIDA El método fracasd después de Ny iteraciones (tomar el ultimo valor como una
aprozimacion), PARAR.

Del algoritmo en linea, sabemos que la ley de control éptima y su correspondiente elipsoide
invariante asintéticamente estable dependen del estado.

Aunque la ley de control se puede aplicar a todos los estados dentro del elipsoide esta no
es Optima, de esta manera sacrificamos algo de optimalidad usando la descripcion fuera de
linea, mientras que reducimos significativamente el costo computacional.

En la Figura 3.1 se muestra el algoritmo fuera de linea representado mediante un diagra-
ma de flujo para un mejor entendimiento y en la Figura 3.2 se representa un esquema de
una posible trayectoria en el espacio de estados e incluye una representacién grafica de los
elipsoides invariantes. En el algoritmo, hallamos que la seleccion de x; es en gran medida
arbitraria, sin embargo, en general podemos seleccionar una x™** tan lejos como sea posible
de x = 0, entonces, podemos seleccionar z; = G;z™** con f; =1,1 > By > --- > By > 0.
Para demostrar la estabilidad del sistema en lazo cerrado al aplicar dicho algoritmo se in-

voca el siguiente teorema [41].
Teorema: (Estabilidad) Suponga x(0) € €,1, entonces el algoritmo 1. estabiliza el sistema

en lazo cerrado asintoticamente. Mds atin, si (3.33) se satisface para todo i # N, entonces

la ley de control (3.34), en el algoritmo 1, es una funcion continua del estado del sistema x.
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INICIO

I

Se eligen
—x,
_Az) B,

Se resuleve (3.43)
y

COZQ;I_(AI"'BIFH[)T Q;I(Az"' BIFi+l)

v

no

CO>0

si ;
Hacer
—i=1;

—f(o)=x(k) o, (k)0 "+(1—0t,(k)) 0;), 1 x (k)—1

no

v

Valor
Aproximado
@)

v s \J
Parar: valor(c,) u="F,x(k)

satisfactorio si x(k)es,, x(k)ee,, .
[

no b—a

Sla)=0| S<TOL

si

|
—

u=(o, F;+(1-0,) F,,) x(k)
si x(k)ee,, x(k)¢ee,, .

% u=F,x(k)
si x(k)E€e, .

FIN

Figura 3.1: Diagrama de flujo del algoritmo para el MPC fuera de linea

Demostracién: Consideremos el caso donde (3.33) se satisface para todo i # N. Los otros
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Figura 3.2: Gréfica en el espacio de estados de una posible trayectoria al aplicar el MPC con

la formulacion fuera de linea para 7 elipsoides.
casos son mas simples.

El sistema en lazo cerrado estd dado por

(A(k) + B(k)F(a;(k)))x(k), si x(k) € e, x(k) & €41, # N,
zk+1) = (3.35)
(A(k) + B(k)Fn)z(k), st z(k) € ey

Para z(k) € €; \ €41, denote
Qe(k) ™ = ai(F)Q; ' + (1 — (k) Q.

Cuando (3.33) es satisfecha, consideramos el procedimiento para obtener {Q;, Y;}, con esto

se muestra que
Q' — (A + BiF(0u(k)TQ; M (Ar + BiF(ei(k)) > 0, L€ {1,..., L}. (3.36)

Mas atin, si tanto {Y;, Qs, Z;, I} y {Yie1, Qiv1, Ziy1, Tiga } (3.23) y (3.25), entonces

Qlai(k)) ™ Flai(k))" P
0, ZOéZk jj_uj, 1,...,m 3.37
Fla(k)  Z(a(®) | (ei(k))j; < uj, j € { t (3.37)
Qo (k)" [U[A,Q + BiF(a; (k)))|T

‘| > Oa F(az(k))ss < 'Jjgv s € {L“-;q}v le {177L}
(3.38)
Las ecuaciones (3.36)-(3.38) indican que u(k) = F(o;(k))z(k) mantendra al estado dentro

de ¢; y lo llevara hacia ¢, satisfaciendo las restricciones. Finalmente el estado convergera

Y[AQ + BiF (ai(k))] I(ai(k))
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al origen usando u(k) = Fyxz(k).
Considere las siguientes dos regiones:
Rioi={reR"|27Qi_1x <1, 27Q; 'z > 1},

(3.39)
Ri={zxeR"|2"Q;'x <1, 2"Q lz>1}
Primeramente, con R;, la solucién de 27 (a;Q; ' + (1 — o) Qi )x = 1 es

-1
1—a2" QL

T AT(Q - Qe

Por lo tanto, con R;, cy; es una funcién continua de z, y también F'(¢;). El mismo argumento

Q;

se mantiene para la regién R;_;, donde o1 = (1—27Q; 'z)/(z"(Q;Y, — Q; ')z). En segundo

lugar, cuando = € Ry, 27Q; 'z — 1 = o; — 1. Tal que en el limite entre R; y R;_1,

lim F(a;—1) = lim F(a;) = F;

a;—1—0 a;—1

que establece la continuidad de F'(k) en (3.34) entre el limite de R; y R;_;.

Con esto, se puede concluir que F'(k) es una funcién continua de z. 0
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Capitulo 4

Implementaciéon

4.1. Restricciones y calculo del conjunto de leyes de

control

Para calcular el conjunto de leyes de control del algoritmo formulado para una aplicacion

fuera de linea, esto por razones de calculo y eficiencia computacional, el proceso a seguir se

muestra a continuaciéon (la eleccién de los valores numéricos se muestra en el Apéndice B).

1.

Se realiza el disenio usando un tiempo de muestreo de 7' = 0,1]s].

Se elige un conjunto de posibles sistemas lineales.

Se define las restricciones para el control y el estado.

Se eligen los puntos z; tal que e C ¢;_; Vj €{2,...,N}.

Se eligen las matrices de ganancias de control (W y R) mediante prueba y error.

Se resuelve el programa lineal (3.26) usando paquetes de software libre para la solucién
de LMIs.

Con los datos anteriores se verifica la siguiente expresién
Q' — (A +BFi ) Q7 (A + BiFyyy) >0, 1e{l,...,5} (4.1)

Por lo tanto se adopta la formulacion fuera de linea para la ley de control MPC que utiliza

el algoritmo de biseccion para el calculo final de la sefial de control.

Se realiza el diseno usando una variable intermedia u, = byy/bou(bs — byu) en (3.1).
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9. Una vez obtenida u. se consigue la senal de control u aplicada al sistema invirtiendo la

funcion f(u) = byy/bau(bs — byu).

La Figura 4.1 muestra un diagrama esquematico del sistema en lazo cerrado y el controlador

aplicado.

Control

®-

Calcular (o) y aplicar
u=(aF,—(1—a)F,)x(k)

Calcular (o) y aplicar
u=(aF,~(1-a)F,)x(k)

Calcular (a.) y aplicar

u=(aF, ~(1-a)F,)x(k)

Calcular (o) y aplicar
u=F,x(k)

Figura 4.1: Sistema en lazo cerrado

4.2. Simulacién en linea

Para la simulacion numérica del MPC en linea se usan los mismos parametros que la

formulacién fuera de linea (Apéndice B) con la excepcién de las matrices Wy R, los valores
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se eligen a prueba y error

W = o ) R =11.
0 12

El experimento mediante simulacion ntimerica se plantea de la siguiente forma: dada la
condicion inicial (P(0) = 93000(Pa),v(0) = 0(m/s)), la simulacién se lleva a cabo
usando un flujo neto de entrada al tanque que representa la suma de tres flujos
individuales proporcionados por tres flotadores y una ola irregular, pese a la
variaciéon de dicho flujo se desea conseguir que el sistema opere cerca de los
valores nominales.

La Figura 4.2(a) muestra el flujo de entrada al tanque que tiene una variacién de hasta
0.032(m?/s) del valor nominal de disefio 0.062(m?/s). Las Figuras 4.2(b) y 4.2(c) muestran
la Presion y la velocidad respectivamente, aunque la respuesta en el tiempo de estas variables
no convergen a un valor fijo la senal de control calculada Figura 4.2(d), mantiene los valores

alrededor del punto de operacion deseado.

Flujo de entrada al tanque x 10* Presion ejercida por la camara hiperbarica
0.1 T T 9.9 T T T
008 [—a] o8 ‘/VVV\/VV\,\’\/V\/WVVV\A/V\/\,\’\/VV\NV\/V
0.08 . 97 : g
. )
%7 0.07 B % 9.6 4
0.06 95 .
0.05}- . 9.4 .
0.04 i i i 93 i i i
50 100 150 200 ) 50 100 150 200
tfs] tls]
(a) Flujo de entrada al tanque con una variacién de (b) Presién del gas en el tanque presurizado.
hasta 0.038 (m?/s) del valor nominal 0.062(m?3/s).
Velocidad del flujo a la salida del inyector Senal de control calculada
T T 500 T T
u
450 . /]
400 .
o 350 .
£
2 300
=° 250 f
or ) 200 ,
5 1 150 ,
o i i i 100 i i i
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
s] ts]

(¢) Velocidad del chorro de agua a la salida del inyec- (d) Sefial de control calculada que representa un co-

tor de la turbina hidraulica. eficiente de perdidas.

Figura 4.2: Graficas que muestran el resultado de la simulaciéon numérica aplicando el con-

trolador MPC en linea.
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4.3. Simulacion fuera de linea

El experimento ntimerico para llevar a cabo la simulacion fuera de linea resulta ser mucho
mas interesante que la solucién en linea, ya que la solucion fuera de linea muestra de manera
mas clara el funcionamiento del controlador, el experimento mediante simulacion se plantea
de la siguiente forma: dada cualquier condicién inicial que se encuentre dentro de
la regiéon en el espacio de estados definida mediante el diseno de seis elipsoides
(Apendice B), se realizan dos simulaciones; la primera usando un flujo de entra-
da al tanque constante y la segunda utilizando el flujo proporcionado por tres
flotadores y una ola irregular.

La primera columna de graficas de la Figura 4.3 muestra la simulacién obtenida al propor-
cionar un flujo de entrada constante al tanque y la segunda columna de graficas el resultado
de la simulacién a un flujo de entrada variable, de la imagen se pueden destacar la Figura
4.3(g) v la Figura 4.3(h), en donde se muestran las dos trayectorias en el espacio de estados
y sus correspondientes elipsoides, en la Figura 4.4(a) y 4.4(b) se muestra un acercamiento
de las mismas, en donde, la primera muestra como la trayectoria en el espacio de estados
converge al origen y en la segunda solo podemos garantizar que mientras la variacion del flujo
no saque a la trayectoria de la regién de diseio (elipsoides) el controlador seguira tratando
de llevar a la trayectoria al origen.

Las Figuras 4.3(c) y 4.3(d), muestran la solucién al algoritmo de biseccién para un flujo
constante y uno variante respectivamente y por ultimo las Figuras 4.3(e) y 4.3(f) muestran

las senales de control calculadas.
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Flujo de entrada al tanque Flujo de entrada al tanque
T

T T T T 0.1 T T
0.1F
0.09 -
0.08 1
0.08 b
& 0.06F = w
= “E 007 1
Ca Ca
0.04 - B
0.06
0.02F B 0051 ]
o i i i ; i i ; J 0.04 i . :
0 5 10 15 20 25 30 35 0 50 100 150 200
t[s] t[s]
(a) Flujo de entrada al tanque constante (b) Flujo de entrada al tanque variable
x10* Presion ejercida por la camara hiperbarica x 10* Presion ejercida por la camara hiperbéarica
9.9 T T T T T T T 9.9 T T T
o8l - 98 WVWW\’\'\/\(V‘NWV"VW\'\’\/VVVWW
o7} ] o7
‘T ‘T
o 96l B Y |
o o
95 g 95 -
9.4t 1 9.4 1
03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 93 ‘ ‘ ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 50 100 150 200
t[s] t[s]
(c) Presién resultante a un flujo constante (d) presién resultante a un flujo variable
Velocidad del flujo a la salida del inyector Velocidad del flujo a la salida del inyector
25 T T T T T T 35 T T T
R 30l
20 R
W .
18 1 20
£ E
= | S (5[ i
1ot -
sl i
Al i
o ; ; ; ; ; ; ; 0 ‘ ‘ ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40 ] 50 100 150 200
t[s] t[s]
(e) Velocidad resultante a un flujo constante (f) Velocidad resultante a un flujo variable
Trayectoria en el espacio de estados Trayectoria en el espacio de estados
8000 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
6000
6000
4000
4000
2000 2000
E o E o
& &
-2000 -2000
—4000
—4000
—6000
—-6000
7809250 —-200 -150 -100 -50 [} 50 100 150 200 250 -250 -200 -150 -100 -50 0o 50 100 150 200 250
v[m/s] v[m/s]

(g) En rojo se muestra la trayectoria resultante en (h) En rojo se muestra la trayectoria resultante en
el espacio de estados y en negro los seis elipsoides el espacio de estados y en negro los seis elipsoides

propuestos para un flujo constante propuestos para un flujo variable

Figura 4.3: Gréficas que muestran el resultado de la simulaciéon numérica aplicando el con-
trolador MPC fuera de linea.
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P[Pa]

(a) Trayectoria en el espacio de estados ampliada en (b) Trayectoria en el espacio de estados ampliada en

Trayectoria en el espacio de estados

s :

-30

-20

vim/s]

el origen, a un flujo constante.

(¢) Solucién nimerica p mediante el método de bisec- (d) Solucién nimerica p mediante

0.8

0.6

0.4

0.2

Solucién numérica de xT(pQ(n)+(1 -p)Q(n+1))x-1=0

50

100 150
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cién usando un flujo constante

u [Kgm’]

(e) Senal de control calculada para un flujo constante (f) Sefial de control calculada para un flujo variable

Figura 4.4: Gréaficas que muestran el resultado de la simulaciéon numérica aplicando el con-
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Capitulo 5
Conclusiones

El problema de control en dispositivos WEC en la etapa de acondicionamiento (tanque
presurizado) operando en condiciones de estado estacionario depende de las interacciones
entre el flotador, bombas y rectificadores. En este caso solo se probd la estabilidad del
sistema hidroneumatico y del controlador en conjunto. Se demostré6 mediante simulacién
que la senal de flujo proporcionada por el flotador se puede considerar como un parametro
variante en el tiempo de un sistema lineal para el diseno del controlador. Esta variacion
le caus6 problemas al controlador cuando se aplicaba una senial de flujo con una amplitud
relativamente grande, porque no se contaba con un modelo politopico que lograra representar
al sistema no lineal en todo su dominio de operacién, es decir, si se tomaba un conjunto de
sistemas lineales (cobertura convexa) tomando en cuenta una variacién de ¢; amplia, se
presentaban problemas de factibilidad en la solucién del programa lineal, ademas, la region
de atracciéon dada por los elipsoides se hizo tan grande como fue posible encontrar una
solucién factible a las restricciones convexas del problema de minimizacién.

A continuacién se enumeran algunas conclusiones consecuentes

1. El modelo del convertidor hiperbarico propuesto en esta tesis, consigue evitar el uso
redundante de la ecuacion diferencial que representa la dinamica de la altura de la columna

de agua en el tanque.

2. La solucion al problema de control, usando la formulacion MPC propuesta en esta tesis
depende de la eleccién de la cobertura convexa, al usar tres sistemas lineales diferentes

vistos como parametros de sintonizacion se logré un mejor desempeno.

3. La aplicacion del controlador resultd ser satisfactoria cuando se modelan pérdidas por
friccién para una region pequena de desplazamiento del inyector, no asi para una region

grande, este problema influye fuertemente en el disefio de los elipsoides.
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4. La aplicacion de un controlador por modelo predictivo basado en la funcién de costo min-
max con caso particular horizonte cero para sistemas con descripcién politépica, cumple
con el objetivo de control si se supone una regién de operacion cercana a los valores
nominales (variaciéon de flujo pequena), pero se logré operar alrededor de los valores
nominales incluso ante una variacion relativamente grande del flujo, esto debido a que el
controlador siempre trataria de llevar tanto a la presiéon como a la velocidad tan cerca
como pudiera al punto de operacién mientras la trayectoria se mantuviera dentro de la

region de atraccion.

5. El controlador propuesto permitié tratar el flujo de entrada como una incertidumbre
dindmica, ademas de incluir en el disefio una senal de control saturada y cotas de sobrepaso

maximo en los estados del sistema.

6. El controlador no puede estabilizar al sistema cuando el flujo ¢; saca la trayectoria en el

espacio de estados de la region de diseno de los elipsoides.

Como trabajo futuro se desea tratar el problema de estabilizacion ampliando el modelo, es
decir, tomando en cuenta la dinamica del flotador bajo un esquema de méaxima extraccién
de energia. Tambien se desea tratar el problema de modelado y control de la interaccion
entre varios flotadores y cémo la conmutaciéon mediante valvulas de una sola via influiria en
el problema de regulaciéon de la potencia mecanica proporcionada por el dispositivo WEC,
con el fin de lograr incluir un generador eléctrico que no sea tan costoso de operar como es
el caso del generador de induccién doblemente alimentado que normalmente se usa cuando

la potencia mecanica proporcionada al eje de la maquina es irregular.
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Apéndice A
Herramientas Convexas

A.0.1. Teoria de conjuntos convexos y LMI

Primeramente necesitamos proporcionar ciertas bases y conceptos matematicos involu-

crados en la teoria de la optimizacién [52] [57].

Definicién: Un conjunto F' es llamado convero si para algin xi,zo € F y 0 < 6 < 1,

lo siguiente se mantiene
Oxq + (1 — Q)IQ el

Geométricamente, un conjunto es convexo si y solo si, un segmento de linea entre cuales
) bl
quiera dos puntos en el conjunto se encuentra contenido dentro del mismo conjunto, como

se muestra en la Figura A.1.

a) b)

Figura A.1: a) conjunto convexo, b) conjunto no convexo.

Definicién:Sea F' C R", entonces la interseccion de todos los conjuntos convexros en R™
J

que contienen a F es llamado la envolvente convera de F' y se denota como Co(F).
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Claramente, la envolvente convexa de un conjunto es el mas pequefio conjunto convexo que

contiene a este conjunto Figura A.2.

a) b)

Figura A.2: a) conjunto sin tomar la envolvente convexa, b) se toma la envolvente convexa

del mismo conjunto.

Definicion: Una combinacion convexa de puntos zi,za,...,2Zm, €S una combinacion lineal
5t
o121 a9z + .o+ oz,

con

Definicién: Sea F' C R" y € > 0, denote
Be(zo) ={z |[| # =z [|[< €}
Entonces,
- xg es llamado un punto interior de F si existe un escalar € > 0 tal que B.(x) C F.
- Se dice que F' es un conjunto abierto si cada punto interno de ' es un punto interior.

- xg es llamado un punto frontera de F si para cada escalar € > 0 arbitrariamente pequeno

lo siguiente es satisfecho

Be(xﬂ) ard 7£
Be(xo)
y el conjunto formado por todos los puntos frontera de F es llamado el conjunto frontera

de F', denotado por Fg.
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- F es llamado cerrado si este contiene todos sus puntos frontera.
- F es llamado acotado si existe un escalar v > 0 tal que B, (zo) DO F.
- F es llamado un compacto si es tanto acotado como cerrado.

- Cuando F es convero, xo € F se dice ser un punto extremo de F' si no hay dos puntos
distintos x1 y xo en F tal que xo = Ox1+ (1 —0)xs, para alguna 0, 0 < 0 < 1, y el conjunto

formado por todos los puntos extremos de F es denotado por Fg.

El siguiente teorema nos habla de las propiedades de los conjuntos convexos y envolventes
convexas.

Teorema:Sea FF C R". Entonces,
1. F es convexo si y solo si alguna combinacion convexra de puntos de F' esta otra vez en F.

2. conv(F) es el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de F', en concreto

esto es,

conv(F):{z|z:Zaizi, a >0, Zaizl, Vg, € F,i=1,2,...,m, mGN}

i=1 i=1
3. conv(F) es compacto si F' es compacto.

La demostracién del teorema anterior se puede encontrar en [52].

La siguiente propiedad de conjuntos convexos es importante.

Teorema: Un conjunto convero compacto en R" es igual a la envolvente convexa forma-

da por sus puntos extremos
HIPERPLANOS, SEMIESPACIOS, POLIEDROS, POLITOPOS

Definicién:Sea a € R", a # 0. Entonces,
- Un conjunto de la forma H, = {x | e’z =b, x € R"}, se le llama un hiperplano en R".
- Un conjunto de la forma Hy = {x | a"z < b, x € R"}, se le llama un semiespacio en R".

- En ambos casos a es llamado un vector normal.
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Definicién: El conjunto F' C R" es llamado afin si existe un xg € R"™ y un espacio lineal
Fy C R" tal que
F={zx|x=x0+2 z€ F}.

Teorema: Los Semiespacios son convexos, y los hiperplanos son afines y convexos.

Definicién: Un poliedro en R" es la interseccion de un numero finito de semiplanos e hiper-
planos en R".
Por ejemplo

M={zeR"| Az =b,Gx < b}

Un ejemplo gréfico se muestra en la Figura (A.3).

/

\ 1

Figura A.3: Intersecciéon de semiplanos e hiperplanos.

Definicién: Un politopo P C R" es un conjunto, que es la envolvente convexa de un conjunto

finito no vacio {z1,22,...,2m} C R", esto es, P = conv{z1,29,...,2m}.

La Figura (A.4) es una ilustracién de la definicién anterior.

X3
X2

X

X1
X5

Figura A.4: Envolvente convexa del conjunto x = {z1,...,x¢}
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Una desigualdad matricial lineal (usualmente se usa las siglas en ingles Linear Matrix Inequa-

lity "LMI") tiene la forma
F(z) & Fo+ Y x;F >0, (A1)

i=1
donde z € R™ es la variable y las matrices F; = FI € R™", i € {0,...,m}, estdn dadas.
Asi, F(x) es una funcién afin en los elementos de z, el simbolo de desigualdad indica que
F(z) es positiva definida, i.e., uF(z)u >0, Vu € R" con u # 0.
Resulta ser que una propiedad de la LMI es que el conjunto {x | F(x) > 0} es convexo, es

decir que F'(x) > 0 forma una restriccién convexa sobre z.

Demostracion: (convexidad de LMI) Sea x y y dos vectores tales que F(x) >0y F(y) > 0,
y sea X € (0,1). Entonces

FOw+ (1= N)y) = Fo+ 3 (s + (1= Ny F,

i=1 i=1

= AF(z)+ (1 = \)F(y) > 0.

(A.2)

0

Una propiedad muy 1til es que multiples LMI's F(z) > 0,..., F®(z) > 0 pueden ser
expresadas en una sola LMI como diag(F"(z) > 0,..., F®(z) > 0).
Algunas desigualdades no lineales (convexas) pueden ser representadas mediante el comple-

mento de Schur en una LMI.

Complemento de Schur:Para Q,(z) = Q4(x)", R(z) = R(z)T y S(x) las siguientes tres

desigualdades son equivalentes:

Qs(z) S(z)

> 0;
S(x)T R(x)

1. R(z) >0, Qs(x) — S(z)R(z)~1S(x)T > 0;
. Q,(z) >0, R(x) — S(2)TQs(x)~1S(z) > 0.

Una LMI F(x) > 0, se dice factible si se encuentra una x/2®e tal que F(z/%®e) > (o

en caso contrario se dice que la LMI no es factible. El problema de factibilidad de una LMI
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se puede solucionar resolviendo un problema numérico conocido como el test de factibilidad
estricta que consiste en lo siguiente.

Introduzca la variable auxiliar ¢ € R y considere

i=1

Hallemos el valor infimo ¢, de ¢ sobre la restriccién (A.9)
e Si t, es negativo el problema original es estrictamente factible.
e Si t, no es negativo el problema original no es estrictamente factible.

Para la solucion numérica del problema general de minimizar una funcién objetivo sujeta a
restricciones LMI, existen algoritmos eficientes computacionalmente basados en el método
del punto interior, este algoritmo tiene una complejidad de tiempo-polinomial , esto es, el
numero N (€) de recursiones necesarias para calcular una solucién e-exacta estéd acotada por
N(e) ~ MN3log(V/e), donde M es la dimensién del renglén total del sistema LMI, N es el
numero total de variables de decision escalares, y V' es un factor de escala que depende de
los datos. Este algoritmo eficiente es conocido como el algoritmo de proyeccion de Nesterov
y Nemirovski [54,55].

A.0.2. Sistemas con descripciéon politdpica (modelos con incerti-

dumbres)

La nocién de sistema dinamico incierto es central en la teoria de control robusto para el
disefio de controladores, porque muchos sistemas fisicos exhiben comportamientos complejos.
A veces es necesario aproximar estos modelos por otros de relativa baja complejidad. Lo
deseable seria que la brecha entre tales modelos y el sistema fisico sea muy pequena, otra
causa por la que se usa este tipo de modelos es por el desconocimiento exacto de algunos
componentes del sistema, o por la alteraciéon de algiin comportamiento debido a los cambios
en las condiciones de operacion (envejecimiento) y finalmente estd el caso en donde las
incertidumbres en los parametros fisicos son poco conocidos o varian en el tiempo. Note que
las incertidumbres de un modelo deben ser distinguidas de acciones exdgenas tales como
disturbios o ruidos de medicion.

El controlador propuesto en esta tesis se centra en un sistema que puede ser aproximado
por modelos lineales que puedan poseer alguna incertidumbre, posiblemente no lineal y / o
variable en el tiempo.

Al derivar dicho modelo nominal se deben recordar dos principios fundamentales.
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e Las incertidumbres deberian ser pequetias cuando se desea un alto rendimiento (equili-
brio entre el rendimiento y la robustez). En otras palabras, el modelo lineal debe ser lo

suficientemente preciso en el ancho de banda del controlador.

e Cuanta mds informacion se tenga sobre la incertidumbre (fase, estructura, invariancia en

el tiempo, etc.), mayor sera el rendimiento alcanzable.
Hay dos clases de incertidumbres

e Incertidumbre dindmica, que consiste en componentes dindmicos que no se han tomado en
cuenta en el modelo lineal asi como de variaciones en el comportamiento dindmico durante

la operacion. Por ejemplo, variaciones lentas en el tiempo.

e Incertidumbres en los parametros, que se deben a un conocimiento imperfecto de los valores
fisicos de los parametros o a variaciones de estos parametros durante el funcionamiento.

Por ejemplo, rigidez y coeficientes de amortiguamiento.

En este trabajo se tomara en cuenta el efecto de la incertidumbre dindmica en el sistema.

Las incertidumbres en un modelo generalmente es una combinacién de incertidumbres di-
namicas y paramétricas, y puede surgir en varios puntos diferentes en el lazo de control.
Por ejemplo, puede haber incertidumbres dinamicas en actuadores e incertidumbres para-
métricas sobre sensores. Una representaciéon muy comun de sistemas con incertidumbres son
los modelos en espacio de estados. Esta representacion es relevante para sistemas descritos
por ecuaciones dindmicas con coeficientes inciertos o bien variantes en el tiempo, [56]. Una
manera de tomar en cuenta las incertidumbres en el analisis de sistemas lineales es usando
modelos con descripcion politopica. En el sentido mas estricto un sistema con descripcion

politépica nace del concepto de inclusion diferencial, esta es representada por (A.4)

€ F(z(t),t), x(0)= o, (A.4)

donde F' es una funciéon valuada sobre un conjunto R" x R,. A cualquier z : R, — R"
que satisface (A.4) es llamada una solucidn o trayectoria de la inclusién diferencial, una
manera de mostrar que cada trayectoria de la inclusion diferencial convergera a cero como
t — 0o es usando el teorema de relajacion, este teorema juega un rol muy importante en la
teoria de ecuaciones diferenciales, y es concerniente a la relacion entre el conjunto solucién
de dos problemas & € F(x(t)) y & € Co(F(x(t))), donde Co(x) es la cobertura o envolvente
convexa.

En teoria de control, es normal tratar con problemas que involucren ecuaciones diferenciales
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a fines,
i = Axr + Bu

con un conjunto de control u € U, un subconjunto compacto convexo de x € R", una
condicién inicial z(0) € R™ y un intervalo de tiempo [0, T7.

Ahora, consideremos el subconjunto alcanzable Ar en el tiempo T, es decir, la imagen de T’
de todas las soluciones emitidas desde ¢t = 0 y & usando todos los controles u(x), medidos
sobre [0, T, tal que u(t) € U sobre [0, T].

El teorema de relajacion se enuncia como sigue.

Teorema: (Filippov- Wazewski). Sea F en @ = {x € R" ||| x — & ||< b} el cual es un
subconjunto compacto de R", y es lipschitz. Sea I = [=T, T] y sea x : [ — Q una solucion

a

i€ Co(F(x(t), (0) =& (A.5)

tal que, para t € I, || x(t) — & ||< b. Entonces para cada € > 0, eziste una solucion I — Q a

y(t) € Fy(), y(0) =& (A.6)

tal que para t € I, || y(t) — x(t) ||< € [51].
El teorema anterior consiste en asumir que F'(x,t) es un conjunto convexo para cada z y t.

Con el fin de que la inclusion diferencial (version relajada de (A.4)) dada por
& € CoF(z(t),t), x(0)= xo, (A.7)

garantice CoF'(x(t),t) O F(x(t),t), en otras palabras que cada trayectoria de la inclusién
diferencial (A.7) sea también una trayectoria relajada de (A.4).

La interpretacién de una inclusion diferencial lineal (IDL) es equivalente, y esta dada por
t e Qu, z(0)=x, (A.8)

donde @ C R™". La IDL (A.8) en el lenguaje de teoria de control se puede interpretar como
una familia de sistemas lineales variantes en el tiempo con incertidumbres (el conjunto §2
describe precisamente la incertidumbre en la matriz A(t)) donde cada trayectoria de la IDL

satisface
&t =At)z, z(0) =z, (A.9)

para alguna A : R, — Q. Conversamente, para alguna A : R, — €, la solucién de (A.9) es
una trayectoria de la IDL (A.8).

Ahora, si consideremos el siguiente sistema discreto con incertidumbres

2(k + 1) = A(6(k))z(k) (A.10)
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el sistema de coeficientes matriciales toma la forma de
A(5(k)) = Ag + AA(S(K))

donde Ay € R™" es una matriz conocida, que representa la matriz del sistema nominal,

mientras que

AA(S(K)) = 61 (k) Ay + 0(k) Ag + -+ + 04 (k) Ay (A.11)

Es el sistema de perturbaciéon matricial, donde

e A, € R, i =1,2,...,k, son matrices conocidas, que representan la direccién de la
perturbacion.
e 0;(t), i=1,2,..., k,son funciones arbitrarias del tiempo, que representan la incertidumbre

en los pardmetros del sistema.

o §(t) = [61(k) 02(K) -+ 6r(k)]T es el vector de parametros inciertos, que es frecuentemente

asumido a estar dentro de un cierto conjunto compacto y convexo A, esto es

5(k) € A (A.12)

En la aplicacion practica, frecuentemente dos tipos de conjuntos de perturbaciones paramé-
tricas son usadas.

Una es el siguiente poliedro regular:

Ap={8(k) | 6:(k) € [67,67), i=1.2,....k} (A.13)

777

Pero el tipo de perturbaciones paramétricas que nos interesa es el siguiente politopo
k
A, ={0(k) | > 0;(k)=1,6(k) >0, i=1,2,... k} (A.14)

=1

El cual es un poliedro regular en R, cuando se toma en cuenta esta clase de perturbaciones
se le llama sistema politopico. Si consideramos el conjunto €2 como un politépo (describimos

a 2 por una lista de vértices), podemos trabajar con la siguiente clase de sistemas discretos.
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), [A(k)| B(k)] € (A.15)

donde u € R™ es la entrada de control, x € R" es el estado. Las restricciones en la entrada

y el estado son

—u<ulk+i)<u, —Y<Vp(k+i+1)<ep, Vi>0 (A.16)
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donde @ = [y, s, ..., Um]", 4 > 0, j € {1,...,m}, ¥ = [1,psiq, ..., 0,|T, ¥s > 0,
se{l,...,q}, ¥ € R*".
Y supondremos que el par de matrices [A(k) | B(k)] € 2, donde 2 se define como el siguiente

"politopo":
Q= Co{[A: | Bi],[A2 | Bo],...,[AL | BL]}, VEk =0, (A.17)
i.e., existe L coeficientes no negativos w;(k),l € {1,..., L} tal que
L L
;wz(k) =1, [A(k)| B(k)] = ;w,(k)[Al | B] (A.18)

donde [A; | B] son llamados los vértices del politépo.

Se puede obtener un modelo con descripcion politopica para sistemas no lineales bajo cier-
tas consideraciones, ya sea con un conjunto de datos en puntos de operacion diferentes o
en instantes de tiempo diferentes, 6 tomando el jacobiano [0f/0x Of/0u] del sistema no
lineal discreto variante en el tiempo z(k + 1) = f(z(k),u(k), k), y uno puede suponer que la

matriz jacobiana se halla en el politépo (2.

A.0.3. Programacién Lineal

Definicién: Un problema de programacion lineal es un problema de optimizacion tal que
[53]

1. buscamos mazimizar (o minimizar) una funcion lineal (funcion objetivo) de variables de

decision.

2. Las variables de decision deben satisfacer un conjunto de restricciones, estas deben ser

desigualdades lineales o igualdades lineales.

Antes de abordar la solucién de un programa lineal se enuncian las siguientes definiciones.

Definicién: Una solucién factible de un programa lineal es una solucion que satisface

todas las restricciones.

Definiciéon: La regién factible en un programa lineal es el conjunto de todas las posibles

soluciones factibles.

Definicién: Una solucién dptima a un programa lineal es una solucion dentro del con-

junto factible con el valor mas pequeno de la funcion objetivo.
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Es 1til enunciar el siguiente teorema.

Teorema: Sea X el conjunto de soluciones factibles del programa lineal tal que X # ().

Entonces, X es un conjunto convero.

El teorema anterior de convexidad de un programa lineal muestra que todas las propieda-
des de los problemas convexos son aplicables al problema lineal, por lo tanto si se determina
un minimo local del (PL), entonces es minimo global. Si X no fuera convexo, un minimo
local podria no ser global.

Ya que este es un problema de optimizacién convexa se puede resolver usando un algoritmo
de convergencia polinomial, que se muestra en [57].

El problema general de la programacién lineal se muestra en (3.2), donde la funcién ¢’z es
llamada la funcién objetivo y esta definida de un dominio de R™ sobre R, y representa una
descripcion matematica del objetivo que se pretende alcanzar, el vector z es el vector de
variables de decision, de entre cuyos valores posibles se trata de elegir aquél que proporcione
el valor 6ptimo de la funcién c¢’'z.

Definicion: (Conjunto de oportunidades) es el conjunto de puntos X C R" que veri-
fican todas y cada una de las restricciones y al mismo tiempo pertenecen al dominio de la
funcion.

Definicién: (Mdximo y minimo) Considere la funcién ¢ : X C R" — R y x* un dptimo

de dicha funcion, entonces se dice que dicho punto x* es

a) Mdximo global inico:

Si x* verifica c'x* > Tz, Vre X
b) Minimo global inico:
Si z* verifica cTx* < Tz, VreX

Teorema: (Local-Global) sca X C R" un conjunto convexo y no vacio, y sea c'x :

X — R. Consideremos el siguiente problema:

min f(z)
st. reX

Six* € X es un minimo local del problema anterior, entonces: si f es una funcion convexa,

entonces x* es un minimo global.
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Apéndice B
Parametros y sistemas lineales

La siguiente tabla muestra los valores de los pardmetros fisicos a usar.

Parametro Valor

ol 1.4

p 1000[K g/m?]
g 9.81[m/s?]
Vi 1.691[m?]
Ap 0.5675[m?]
A, 0.003[m?]

L 0.4[m)]

D 0.03[m]

m 8x10[kg]

k 6.39% 10°[ N /m]
b 2x 104 Nm/s]

Se usa una ola irregular con periodo base T' = 15[s], donde la amplitud representa la maxima
variacion de la fuerza de difracciéon A,, = 2 x 10°[N] y un defasamiento para cada flotador

de 120°.

Para los calculos numéricos se elige el siguiente punto de operacion

=[P )" =[98100 20,6667]"
iy = 267,805

Y los siguientes 3 posibles valores de flujos de entrada para obtener sus correspondientes

sistemas lineales.
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1. Para ¢;; = 0,061
2. Para ¢;, = 0,05

3. Para ¢;5 = 0,04

Dado que el controlador propuesto en esta tesis es de naturaleza discreta, se obtiene un

equivalente discreto de los sistemas lineales con un periodo de muestreo 7y, = 0,1[s]. Y

supondremos que el par de matrices [Ad; | Bd;] € 2, donde i = 1,...,3 y Q se define como

el siguiente "politopo":

Q= CO{[Adl ’ Bdl], [Adg ’ Bdg], [Adg ’ Bdg]}

i.e., existe tres coeficientes no negativos w;(k) tal que

donde [Ad; | Bd;] son los vértices del politopo.

[A(R) | B(R)] = > wi(k)[Ad; | Bd;]

3

=1

Se elige los siguientes valores para definir seis elipsoides.

z1 = [5100 20,6667]"
Ty = [4100 5,66)"
r3 = [3100 3,66]"
x4 = [2100 2,66)"
x5 = [100 0,66]"

r5 =[50 0,36])7

Se elige como restricciones de control

—450 < u(k + i) < 450

98100 < z; < 98100
—20,6667 < x5 < 20,6667

y las matrices de ganancias de control como
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