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DESCRIPCION Y CLASIFICACION DE TEXTURAS BASADAS EN
POLINOMIOS ORTOGONALES DISCRETOS

Resumen

En los ultimos afios, los momentos ortogonales discretos (DOMs) han atraido la atencién de la comu-
nidad cientifica porque han sido una herramienta adecuada para la extraccion de caracteristicas. Los
DOMs tienen el atributo de describir caracteristicas locales y globales en imdgenes de manera eficiente.
La representacion generada a través de los DOMs se considera dptima porque tienen redundancia
minima de informacién. Esta caracteristica tiene origen en la condicién de ortogonalidad de la base
polinomial con la que se calculan los momentos. Los DOMs, al definirse en el dominio discreto, su
cdlculo no requiere una cuantizacién espacial. Sin embargo, la inestabilidad numérica que surge debido
al célculo de momentos de orden alto es el principal inconveniente que limita su aplicacion. Dado
que los DOMs se calculan como la proyeccién de la imagen en un nucleo ponderado o un conjunto de
polinomios ortogonales, su célculo generalmente estd relacionado con el tamafio de la imagen. Cuanto
mayor sea el orden del momento, mayor serd el error numérico. En esta tesis, proponemos métodos de
descripcioén, y posterior clasificacion, de textura de imagenes que evitan los errores numéricos basados
en los momentos discretos de Tchebichef, Krawtchouk y Dual Hahn. Estas familias de momentos
son las mas comunes en la literatura. También presentamos los momentos discretos de Shmaliy, que
son una nueva familia de momentos ortogonales discretos basados en los polinomios Shmaliy. Los
diferentes esquemas propuestos para la descripcion de texturas son aplicados en algunos conjuntos
de imagenes bioldgicas incluidos en la base de datos publica IICBU-2008 y se validan a través del
esquema de validacion cruzada. Los resultados se calculan utilizando los siguientes clasificadores:
Random forest, maquinas de soporte vectorial, naive Bayes y K vecinos mas cercanos. Los resultados de
clasificacién obtenidos con la descripcién basada en DOMs son comparados con métodos encontrados
en la literatura y muestran mejoria respecto a ellos, mostrando asi la efectividad de nuestra propuesta
para la descripcion de texturas.
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TEXTURE DESCRIPTION AND CLASSIFICATION BASED ON DISCRETE
ORTHOGONAL POLYNOMIALS

Abstract

In recent years, discrete orthogonal moments (DOMs) have attracted the attention of the scientific
community because they are a suitable tool for feature extraction. DOMs possess the attribute of
describing efficiently local and global features in images efficiently. The DOMs are optimal in the sense
that they represent images with minimal information redundancy. This characteristic is originated from
the orthogonality condition of the polynomial basis where the moments are computed. Furthermore,
contrary to the continuous moments, the DOMs are defined in the discrete domain. Hence, their
computation does not require spatial quantization. However, the numerical instability that arises
because of the computation of high-order moments is the main drawback that limits their wider
application. Since the DOMs are calculated as the projection of the image onto a weighted kernel or set
of orthogonal polynomials, their computational complexity is usually linked to the size of the image.
The higher the order of the moment, the higher the numerical error. In this thesis, we propose image
classification methods that avoid numerical errors based on Tchebichef, Krawtchouk, and Dual Hahn
discrete moments. These moment families are the most common in the literature. We also introduced
discrete Shmaliy moments, which are a new family of moments derived from Shmaliy polynomials. The
proposed schemes for texture description are applied in some biological image datasets included in the
IICBU-2008 benchmark and they are carried out through cross-validation. The results are computed
using random forest, support vector machines, naive Bayes, and k-nearest neighbors classifiers. The
classification results reached out with the DOMs-based description are compared with methods found
in the literature and show improvement with respect to them, thus showing the effectiveness of our
proposal for image texture description.
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Introduccion

El concepto de textura es tan amplio que se le puede encontrar en diversos ambitos del conocimiento,
tanto en las artes como en la ciencia y tecnologia. En primer lugar, la palabra textura se utilizé en
primera instancia para definir la disposicion y el orden de los hilos en una tela. Algunos ejemplos de los
diferentes significados de textura con respecto al campo de conocimiento son:

® Pintura: la agrupacion de formas y colores que permiten percibir irregularidades en una superficie

continua o plana.
® Artes Visuales: un elemento de disefio y su aplicacién en el arte.

® Musica: la forma en que se relacionan las voces (ya sean lineas melddicas vocales o instrumenta-
les) que intervienen en una pieza musical.

® Cosmologia: un defecto topoldgico tedrico en la estructura del espacio-tiempo.

® Percepcion humana: la disposicion en que estan colocadas y combinadas entre si las particulas o
elementos de un cuerpo o sustancia. Esta percepcién estd asociada principalmente a los sentidos
de la visién y el tacto.

En el dmbito del procesamiento digital de imdgenes, el concepto de textura estd directamente
relacionado al de la percepcién humana porque se define como el conjunto de métricas disefiadas
para cuantificar la textura percibida en una imagen. La textura de una imagen nos brinda informacién
sobre el conjunto de patrones en la variacion de color o intensidad de gris de los pixeles en el dominio
espacial de las imagenes [1]. Debido a que existen diversas métricas para caracterizar la textura, no

existe un modelo o concepto preciso que pueda aplicarse de manera global.
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El analisis de texturas de imagenes ha sido usado en el campo cientifico, médico e industrial, ya que
es parte de diferentes etapas del procesamiento de iméagenes, por ejemplo: segmentacidn, clasificacion,
buisqueda y recuperacién de imédgenes, etcétera. Actualmente, existen muchas propuestas para definir
y clasificar texturas, por ejemplo, Xie y Mirmehdi [2], con base en los estudios [3-8], proponen una
categorizacién en cuatro familias: los métodos estadisticos [9-11], los métodos basados en modelos
[12-14], los métodos geométricos o estructurales [6, 15] y los métodos basados en el procesamiento
de sefiales. Esta caracterizaciéon no es restrictiva porque, a partir de la combinacion de ellos, se generan
nuevos descriptores de texturas.

Los resultados experimentales sugieren que el cerebro identifica texturas a través del andlisis
espacio-frecuencia de la imagen de entrada [16]. Los descriptores basados en el procesamiento de
seflales se extraen comtnmente a partir de la aplicaciéon de bancos de filtros sobre la imagen. Estas
caracteristicas se pueden calcular en el dominio espacial, frecuencial o ambos. Por ejemplo, las técnicas
basadas en bancos de filtros [17, 18], Wavelets [19], Gabor [20] [21] y Hermite [22] han sido utilizadas
para la identificacién de texturas, mostrando buenos resultados de clasificacion.

Los momentos, altamente relacionados con las técnicas de procesamiento de sefiales, son canti-
dades escalares que se usan para caracterizar una funcion (imagen) a través del cdlculo de atributos
significativos de ella. Matemdticamente, el momento M), de una imagen I(x, y) es la proyeccion de la
imagen sobre una base polinomial r,,(x, y) y se define como M, = fx fy rpg(x, ¥)I(x, y)dxdy, entonces, el
momento es la medida de correlacion entre la imagen y la base polinomial. Los momentos han sido
ampliamente utilizados para al andlisis de imédgenes como: reconocimiento de patrones [23, 24] ,
clasificacién de objetos [25] , comparacién de plantillas [26], deteccion de bordes [27], estimacion
de posicion [28], visién por computadora [29] y compresién de datos [30]. En estas aplicaciones, los
momentos geométricos y sus extensiones, momentos radiales y complejos, han sido importantes en la
caracterizacion de formas y estructuras dentro de las imdgenes y en la extraccion de caracteristicas

invariantes a transformaciones geométricas.

Muchas familias de momentos se han definido en la literatura utilizando diferentes bases polinomia-
les clasificadas por la ortogonalidad de sus funciones base. Las familias de momentos no ortogonales se
han usado para extraccion de caracteristicas de textura [31, 32]. Sin embargo, tienen el inconveniente
de generar una representacion redundante de informacién a partir de la imagen [33] . Ademas, la no
ortogonalidad causa que la recuperaciéon de la imagen sea computacionalmente costosa. Teague [34]
present6 los momentos con base polinomial ortogonal, con la propiedad de minima redundancia de
informacion. Pertenecientes a esta clase, los momentos de Zernike y de Legendre han sido utilizados
como detectores de caracteristicas invariantes al ruido y rotacién [35-37]. No obstante, las implemen-
taciones practicas de los momentos ortogonales continuos tienen dos principales debilidades. En primer
lugar, para definirlos exactamente se necesita el calculo de integrales que son aproximadas mediante
sumas en el dominio discreto, lo que probablemente genere errores de discretizacion, poniendo en
riesgo la ortogonalidad del conjunto de polinomios. En segundo lugar, los polinomios de Legendre y
Zernike, por ejemplo, estan definidos en una regién especifica del espacio, entre —1 y 1 para Legendre y
el circulo unitario para Zernike, por lo tanto, el espacio coordenado de la imagen debe ser transformado
para su procesamiento, pudiendo cambiar la distribucidn espacial de sus pixeles o bien, realizando el
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andlisis sobre la imagen incompleta [38, 39].

Los momentos ortogonales discretos no tienen las limitantes antes mencionadas y conservan la
mayoria de las propiedades ttiles de los momentos ortogonales continuos. Estos momentos se definen
a través de familias de polinomios ortogonales en el espacio de la imagen. Como resultado, el error
inherente a la discretizacién de los polinomios continuos no existe, permitiendo una reconstruccion
precisa de la imagen [33]. Las familias de polinomios discretos mas utilizadas son Tchebichef [33] y
Krawtchouk [40]. Sin embargo, las limitantes no dejan de aparecer, el cdlculo de momentos de orden
alto es susceptible a inestabilidades numéricas causadas por las ecuaciones de recurrencia con las que
se calculan los coeficientes polinomiales [41], el resultado se traduce en errores numéricos acumulados
por el aumento del orden [42]. Para evitar estos errores, Mukundan [43] define una normalizacion
de los momentos de Tchebichef por un factor dependiente del orden mismo. A partir de este trabajo,
diferentes normalizaciones se han propuesto para las familias de Krawtchouk, Hahn [44], Dual Hahn
[45], Racah [46], Shmaliy [47], etcétera.

En este trabajo de investigacién, se reportan nuevas contribuciones para el uso de Momentos
Ortogonales Discretos como descriptores de textura, que a su vez, funcionen para una adecuada
clasificacion entre clases dentro de una misma base de datos. La propuesta inicial esta fundamentada
en el trabajo de Marcos y Cristébal [48], ellos proponen el calculo de una firma de textura basada en
los Momentos Ortogonales de Tchebichef. Esta propuesta inicial también incluye el analisis local de
las imagenes a través de ventanas traslapadas y el uso de otras bases polinomiales, como Krawtchouk,
Dual Hahn y Shmaliy. Posteriormente, se propone el uso de los polinomios discretos bidimensionales
como filtros para generar una descripcion y clasificacion basadas en el esquema de Textons. También
se desarrolla un esquema que combina las firmas de textura con el esquema de Textons. Todas las
propuestas fueron verificadas al variar diferentes parametros como el tamafio de ventana, y por ende,
el orden de los polinomios, la combinacién de diferentes bases polinomiales, etc. Ademads, se utilizan
técnicas de seleccién y transformacion de caracteristicas, con el fin de mejorar los resultados de
clasificacién. La validacion de estas propuestas de descripcion y clasificacion fue aplicada en bases
publicas de datos biomédicos adquiridos con diferentes técnicas de adquisicion.
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Momentos y polinomios ortogonales discretos

Los momentos han sido utilizados en un nimero extenso de aplicaciones en el campo del procesamiento
de imagenes. En 1961, Hu [49] introdujo el concepto de momentos invariantes a la posicién, tamafio y
orientacion. Dudani et al. [50] usaron los momentos de Hu de tercer orden para el reconocimiento de
aeronaves y los mismos descriptores también fueron utilizados por Casasent y Cheatham [51] para la
deteccién de barcos. Markandey et al. [29] desarrollaron técnicas basadas en momentos de orden alto
y tensores en robots. Sin embargo, estos momentos, también conocidos como momentos geométricos,
no son ortogonales, por ende, si se pretende la reconstruccion de las imdgenes a partir de ellos, resulta
complicada e imprecisa por la redundancia de informacion y la definicién de un criterio adecuado para
la realizacién de esta tarea [52].

Teague [34] propuso utilizar los polinomios y momentos ortogonales continuos de Zernike y
Legendre para la reconstrucciéon de imagenes. Los momentos de Zernike son capaces de almacenar
la informacién con una redundancia minima, son invariantes a la rotacién y han sido utilizados para
reconocimiento y estimacién de la posicién de objetos tridimensionales, reconocimiento de formas,
deteccién de bordes en objetos tridimensionales, etcétera. Los momentos de Legendre cuentan con
muy poca redundancia en la informacidn, poca sensibilidad al ruido y han sido utilizados para el
reconocimiento de simbolos drabes escritos a mano. Sin embargo, un problema comtn de los momentos
continuos es el error de discretizacion porque aumenta conforme al orden de los polinomios. Ademas,
existe la necesidad de proyectar la imagen en el espacio de los polinomios de Zernike y Legendre,
situacion que puede cambiar la distribucion original de los pixeles en la imagen o que su andlisis se

realice sobre la imagen incompleta.

Recientemente, como solucion a estos inconvenientes, se ha propuesto utilizar conjuntos de momen-
tos ortogonales en el dominio discreto. La definicién matematica de estos momentos evidencia que no
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hay necesidad de alguna aproximacion numérica porque la base polinomial es ortogonal en el dominio
discreto, coincidiendo asi con el espacio coordenado de la imagen. Por otra parte, la reconstruccién de
imagenes es precisa y de facil implementacién porque no hay redundancia en la informacion.

En este capitulo se explica a profundidad qué son los momentos ortogonales. En primer lugar, se
definen las propiedades de los momentos ortogonales continuos cldsicos (Hermite, Legendre y Jacobi)
y radiales (Zernike, pseudo-Zernike y Fourier-Mellin). Después, los momentos ortogonales discretos
son definidos y ejemplificados a través de las familias de bases polinomiales de Tchebichef, Krawtchouk
y Dual Hahn. Los momentos de Shmaliy son presentados de manera separada porque tienen un origen
distinto a las otras familias de momentos discretos. Finalmente, se muestran las implementaciones
recursivas de todas las familias discretas mencionadas anteriormente.

2.1 Polinomios y Momentos Ortogonales Continuos

En esta seccidn se presentaran familias de momentos definidas en el espacio continuo. En primer
lugar, se presentan antecedentes importantes para la correcta definicion de las bases polinomiales.
Posteriormente, se definen las condiciones y propiedades de las familias de polinomios ortogonales
clasicos. A continuacidn, se presentan las familias de polinomios ortogonales radiales y su aplicacién en
la obtencion de momentos ortogonales basados en estos polinomios. Después, se definen las familias de
polinomios y momentos ortogonales discretos que son las herramientas principales de este trabajo de
investigacion. Finalmente, se muestran las ecuaciones recursivas utilizadas para la implementacion de
las familias ortogonales discretas.

2.1.1 ANTECEDENTES
ORTOGONALIDAD Y ORTONORMALIDAD

Un sistema de polinomios {P,(x) : n € N} donde P,(x) es un polinomio de grado n es un sistema de
polinomios ortogonales con respecto a una medida real positiva ¢ si tenemos la siguiente relaciéon de
ortogonalidad:

f Py(X)P(X)dp(x) = d2Sms 2.1

s
donde la 6,,,, es una delta de Dirac
+o0 Sin=m
Onm = . (22)
0 sin # m,
S es el soporte de la medida ¢ y d, € R es la norma de la base polinomial, ademas, tanto ¢ como d,, son
distintas de cero. Si la norma es es d,, = 1, decimos que el sistema es ortonormal.

La medida ¢ usualmente tiene densidad w(x) diferenciable con respecto a una medida continua dx
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o a una medida discreta con pesos w; en los puntos x;. La relaciéon anterior se convierte entonces en:

f P (X)Pp(x)W(x)dx = d>Spp (2.3)
S
para el caso continuo y
M
Z Pn(xi)Pm(xi)Wi = dzénm (24)
i=0

para el caso discreto en donde M puede llegar a ser infinito. Cabe resaltar que para el caso discreto es
una delta diferente que se denomina delta de Kronecker

1 sin=m
Onm = (25)
0 sin#m.

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO ORDEN

La ecuacion diferencial general lineal de segundo orden en el intervalo definido entre —co a oo,
Int = (-0, 00), es:
pu” (x) + gQau’ (x) + r(x)u(x) = f(x), (2.6)

con su correspondiente ecuacién homogénea:
pOU” (x) + q(u’ (x) + r(xju(x) = 0 (2.7)

y con el operador diferencial asociado:

d? d
D= p(x)ﬁ + q(x)a + r(x). (2.8)

2.1.2 POLINOMIOS ORTOGONALES CLASICOS

Las familias de polinomios ortogonales cldsicos se pueden obtener a través de funciones generadoras
del operador diferencial D, visto en la ecuacién 2.8. Este operador diferencial D debe cumplir con la

condicién de simetria con respecto al peso w, es decir, si:
(Du,v) = (u, Dv), (2.9)

donde u y v son un par de funciones que se anulan fuera del intervalo cerrado y acotado por definicion
entre los valores a y b, Int = [a, b], con el producto interno definido como:

b
(u,v) = (W, v),, = f u(x)viw)w(x)dx (2.10)
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y con el peso w > 0. Ademas, el operador diferencial D simétrico con respecto al peso w debe tener la

siguiente forma:
d? " d
D=p—+(pw) —

dx? w  dx (2.1D)

A partir de estas definiciones y condiciones se precisa la extension de la condicion de simetria a una
clase mas larga de funciones y para lograrlo es necesario aplicar condiciones de frontera.

Supongamos que las funciones w, w’, p, p’, ¢ v r se extienden como funciones continuas en el
intervalo cerrado Int = [a, b]. Ademas, u, u’, v y V' también son continuas en el mismo intervalo. Ahora,

si el operador D es simétrico, entonces:
b
(Du,v) — (u, Dv) = (pwu'v — pww’)| . (2.12)
a

Si pw se anula en ambos puntos de la frontera entonces no necesitamos condiciones adicionales
en esa frontera, si no es asi, se afladen condiciones sobre las funciones u y v. De manera similar, si el
intervalo es no acotado y semi infinito, Int = [a, =), se deben imponer condiciones en x = a, a menos
que pw = 0 en x = a. Una funcién « que no sea idénticamente cero es una funcién generadora para el
operador D con valor generador —A si:

Du+ Au =0. (2.13)

Si u; y u son funciones generadoras con diferentes valores generadores —1; y —1, entonces:
=A1(uy, u2) = (Duy,up) = (w1, Dup) = —A2(uy, up), (2.14)

ademas, u; y up son ortogonales si (u1,u3) = 0.

Ahora, se supondra la existencia de polinomios de grados 0, 1 y 2 que son funciones generadoras
de D, es decir, se asume que el espacio de los polinomios de grado < k, k € {0, 1,2}, esta en el dominio
de D.

En primer lugar, se hard la suposiciéon de que el peso w tiene integral finita:
b
f w(x)dx < oo, (2.15)

Aplicando el operador D, cuya condicion de simetria con respecto al peso se mostrd en la ecuacién
2.11, a la funcién constante uy(x) = 1 obtenemos Dug = r, asi que r debe ser una constante y podemos
considerar que r = 0. De esta forma, aplicando D a u;(x) = x obtenemos:

e (2.16)

w

Du,

esta expresion debe ser un polinomio de grado maximo 1. Ahora, si se considera u;(x) = %xz

Du; =P+X(P'+PK), (2.17)
w
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2.1 Polinomios y Momentos Ortogonales Continuos

por lo que Du; debe ser un polinomio de grado maximo 2, entonces, el polinomio p es de grado maximo
2.

La condicién de simetria requiere que:

b
(Du,v) — (u, Dv) = f [pww'v —uw")] =0, (2.18)

para toda u, v definida en el intervalo. Como se ha mencionado anteriormente, una condicién necesaria
para la simetria es que pw — 0 en cada punto final del intervalo. Resumiendo, se buscan soluciones
polinomiales p,(x) que sean funciones generadoras de un operador diferencial de la forma:

d? d 1 dy
D=p— —_— = — — 2.1
P " iax ™ (pwdx) ’ (2.19)
donde orden(p) < 2, orden(q) < 1, Dp, = Aupy y
(pw) = gw. (2.20)

A este tipo de operadores diferenciales se les denomina de tipo hipergeométrico o de tipo Sturm-
Liouville. A la ecuacién 2.20 se le denomina como la ecuacién de Pearson.

Dado que p es un polinomio de grado maximo 2, después de normalizaciones (mapeos afines de la
recta, multiplicacién del peso, el operador y los polinomios por constantes) se obtiene que existen 5
tipos de familias de polinomios ortogonales que son funciones generadoras del operador diferencial
hipergeométrico D (ecuacion 2.19) dependiendo del grado y las raices de p:

1. p constante: El polinomio w’/w debe ser de grado maximo 1. Resolviendo la ecuacién diferencial,
se tiene que w(x) = ¢", donde % es un polinomio de grado maximo 2. Las condiciones de frontera
s6lo se cumplen para w(x) = e, cuyo intervalo abierto es Int = (—o0, 00). Entonces, el polinomio
g = w'/w = —2x es un polinomio de grado 1, por lo tanto, el operador D en este caso es:

d? d
D=—-2x—. (2.21)
dx? dx
Por cada polinomio de grado n, el operador D lo lleva a otro polinomio del mismo grado. El
valor generador para este caso es A, = —2n. Los polinomios ortogonales con respecto al peso e
son los polinomios de Hermite H,(x) y cumplen con DH, = —2nH,. Una vez que el peso w(x) es
normalizado, éste corresponde a la distribucién normal o Gaussiana.

2. p lineal: Si se normaliza a p(x) = x y se tiene que w’/w = b + a/x. Al resolver se tiene que, salvo
constantes, w(x) = x?¢”*. Las condiciones de frontera para pw = xw = x**'¢?* con el intervalo no
acotado Int = [0,00) con b < 0y @ > —1. Con lo cual, tras normalizar, w(x) = x%¢™*, @ > —1. El
polinomio ¢ = (xw)’/w = @ + 1 — x es un polinomio de grado 1. Por lo tanto, el operador D es:

D—xd—2+(a+l—x)i (2.22)
C T dx? dx’ '
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

Por cada polinomio de grado n, el operador D lo lleva a otro polinomio del mismo grado. El valor
generador para este caso, igualando coeficientes, es 1, = —n. Los polinomios ortogonales con
respecto al peso x*e™* son los polinomios de Laguerre L] (x) y cumplen con DL = —nL{. Una
vez que el peso w(x) es normalizado, éste corresponde a la distribuciéon Gamma y como caso
particular, para @ = 0, corresponde a la distribucién exponencial.

3. p cuadrdtico con raices reales distintas: Si se normaliza a p(x) = 1 — x> y se tiene que w’/w =
B/(1+x)+a/(1-x). Al resolver se tiene que, salvo constantes, w(x) = (1—x)*(1+x)?. Las condiciones
de frontera para pw = (1 — x*)w = (1 — x)®*!(1 + x)’*! con el intervalo acotado cerrado Int = [-1, 1]
con @, > —1. El polinomio ¢ = ((1 — x¥*)w)’ /w = —(a + 8 + 2)x + § — @ es un polinomio de grado 1.

Por lo tanto, el operador D es:

d* d
T3 tl-@+p2x+p-al . (2.23)

D=(1-x%
Por cada polinomio de grado n, el operador D lo lleva a otro polinomio del mismo grado. El
valor generador para este caso, igualando coeficientes, es A, = —n(n + @ + 8 + 1). Los polinomios
ortogonales con respecto al peso (1 — x)?(1 + x)# son los polinomios de Jacobi J2*(x) y cumplen
con DJ*P = —n(n + a + g+ DI*P.

4. p cuadrético con raices complejas distintas: se normaliza a p(x) = 1 + x? y se tiene que w’/w =
(=2ax + b)/(1 + x2). Al resolver se tiene que, salvo constantes, w(x) = (1 + x2) 9P '@ Las
condiciones de frontera y la positividad e integrabilidad del peso w obligan a que el intervalo de
ortogonalidad sea Int = (—c0, )y que a > 1/2, b € R. El polinomio ¢ = ((1+x*)w)’/w = 2x(1 —a)+b
es un polinomio de grado 1. Por lo tanto, el operador D es:

D=1 +x2)d—2 + [2x(1 —a)+b]i. (2.24)
dx? dx
Por cada polinomio de grado D, el operador L lo lleva a otro polinomio del mismo grado. El
valor generador para este caso, igualando coeficientes, es A, = n(n + 1 — 2a). Solamente se pueden
construir polinomios bajo la condicién n < 2a — 1, ademas, bajo esta condicién, el valor generador
A, es negativo. Los polinomios Romanovski se pueden construir bajo estas condiciones.

5. p cuadrdtico con raiz doble: se normaliza a p(x) = x” y se tiene que w’/w = —a/x+b/x>. Al resolver
se tiene que, salvo constantes, w(x) = x %¢~?/*, Las condiciones de frontera y la positividad e
integrabilidad del peso w obligan a que el intervalo de ortogonalidad sea Int = [0, ) y que a > —1,
b > 0. El polinomio ¢ = ((x*w)’/w = x(2 — a) + b es un polinomio de grado 1. Por lo tanto, el

operador D es:
2

d d
— 42 _ -
D=x 2 + [x(2 —a) + b] I (2.25)

El valor generador para este caso, igualando coeficientes, es A, = n(n + 1 — a). De nuevo, s6lo hay
un numero finito de polinomios ortogonales y la condicién es n < a — 1.
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2.1 Polinomios y Momentos Ortogonales Continuos

Funciones Hermite H,(x) Laguerre L (x) Jacobi J"f*/f(x)

Int = [a, b]

w(x) x%e ¥ (1 — 0% + x)P

o(x) X 1 - X2
l+a-x —(@+B+2)x+p -«
n -nn+a+pB+1)

Tabla 2.1: Funciones de los polinomios ortogonales cldsicos: Hermite, Laguerre y Jacobi.

Muchos problemas de matematicas aplicadas y tedricas asi como problemas de fisica conducen a
ecuaciones de la forma:
oc(xu” +1(x)u’ + Au = 0, (2.26)

donde A es una constante y o(x) y 7(x) son polinomios de, al menos, segundo y primer grado, respecti-
vamente. A esta ecuacion se le conoce como ecuacion diferencial del tipo hipergeométrico y se obtiene

a través de las ecuaciones 2.11 y 2.13 e igualando:

o =p,
__(wy
w
y
A=r

Un aspecto que hay que tener en cuenta es que A no so6lo es una constante sino que ademads es el
valor generador del operador D. Por otro lado, la relacidon que existe entre o(x) y 7(x) en la ecuacién
2.26 esta dada por la ecuacion de Pearson, ecuacion 2.20, que indica que 7(x) es derivada de o(x),
siempre y cuando ambas estén multiplicadas por el peso w [53] [54].

En conclusién tenemos que, salvo normalizaciones, las tnicas familias de polinomios ortogonales
que son funciones generadoras de un operador diferencial de segundo orden que obedece a la ecuacion
2.11, es decir, un operador diferencial simétrico con respecto a un peso w positivo soportado dentro de
la recta real, son las familias de Hermite, Laguerre y Jacobi. A estas familias se les suele denominar
polinomios ortogonales cldsicos. En la Tabla 2.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las

familias clésicas.

2.1.3 POLINOMIOS ORTOGONALES RADIALES

En el reconocimiento de patrones y aplicaciones similares se requieren descriptores robustos que
sean invariantes a transformaciones rotacionales [35, 55]. Por esta razon, las primeras aplicaciones de
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

los momentos ortogonales se definen en forma radial, en coordenadas polares (r, 6) y en los cuales, la

rotacion es transformada en un desplazamiento.

Los momentos radiales mds conocidos son: los momentos de Zernike [56], pseudo-Zernike [57]
y Fourier-Mellin [58]. Estos momentos y polinomios radiales estan definidos en un circulo unitario
continuo U = {(r,0)|0 < r < 1,0 < 0 < 2x}. Ademas de tener la caracteristica de invarianza a la rotacion,
estos momentos son ortogonales, por lo tanto, tienen poca redundancia de informacién y buena
capacidad de reconstruccién. Consecuentemente, las sefiales pueden ser reconstruidas usando un
conjunto (posiblemente infinito) de estos momentos [59].

Para aplicaciones de procesamiento de imdgenes, los momentos radiales ortogonales son dis-
cretizados geométricamente en el circulo unitario y numéricamente en los valores de las funciones
polinomiales que definen a los momentos. Los momentos radiales ortogonales discretizados han mos-
trado su eficiencia en algunas aplicaciones de procesamiento de imagenes, como andlisis de imagenes
[34, 60], reconocimiento de patrones [61], clasificacién de texturas [62], indizacion de imagenes [63],
y la estimacion de la orientacién de objetivos [64]. También se ha demostrado que son robustos al
ruido [60] y se utilizan como base para construir momentos con nuevas propiedades [37] [65].

Sea I(r,0) la imagen en coordenadas polares (r, §) definida en un circulo unitario continuo U =
{(r,0 <r<1,0 <6< 2rx}. Los momentos radiales ortogonales de orden p y repeticién ¢ de la imagen
I(r, 0) se definen como:

21 1
Vg = pg fo fo Ry (e 1(r, 0)rdrds, (2.27)

donde p € Z,, g = —p,...,p, ny, es el factor de normalizacion, R, es un polinomio radial unidimensio-
nal, y ¢4 es la parte angular o fase de la funcién polinomial respectiva. Para calcular los momentos, la
imagen I(r, 0) debe ser escalada y ajustada, de tal manera que sea contenida en el espacio del circulo

unitario U.

La invarianza a la rotacion significa que, aunque se rote la imagen I(r, §), la magnitud del momento
radial no cambiara. Por ejemplo, sea vﬁq el momento radial de la imagen rotada I(r, § — ¢), entonces
| Vg 1=1 vpg | [35].

Los momentos de Zernike, pseudo-Zernike y Fourier-Mellin difieren entre si en la base polinomial,
R,,, y en los pares factibles de p y ¢. Para los momentos de Zernike:

(P—|Z:q)/2 (p _ S)|rp—25
Rpy(r) = (-1? oy - Ry (2.28)
prd s! (p 2+Iql)! (p : Iql)!
donde p —|g| es par y |¢| < p.
Para los momentos pseudo-Zernike:
p=lgl -
, Cp+1-=9rP~s
R r) = (_1 s S (2.29)
pa(”) SZ:(; ) st(p—s—1Ight(p — s+ gl + D!

donde |¢| < p.
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2.2 Polinomios y Momentos Ortogonales Discretos

Repeticion (q) NUmero de momentos

-2,-1,0,1,2

-3,-2,-1,0,1,2,3 16

Tabla 2.3: Posibles repeticiones y nimero de momentos de orden 0 al 3 para los momentos pseudo-Zernike y
Fourier-Mellin.

Para los momentos de Fourier-Mellin:

(p+s+DIrf
p—s)!sl(s+ 1)’

)4
Rpg(r) = Rp(r) = D (=1)° (2.30)
s=0 (
donde |g| < p. Las posibles repeticiones y el nimero de momentos con orden p = {0, 1, 2, 3} se muestran
en la Tabla 2.2 para los momentos de Zernike y en la Tabla 2.3 para los momentos pseudo-Zernike y
Fourier-Mellin.

Sin embargo, la discretizaciéon compromete la exactitud del cdlculo de los momentos radiales
ortogonales. El error de discretizacién ha sido analizado y se identificaron dos fuentes principales de
error [66, 67]. La primera fuente de error es la aproximacién geométrica del circulo unitario a un
conjunto finito de pixeles y la otra fuente proviene del muestreo de los momentos radiales ortogonales,
ya que, como se puede observar en la ecuacion 2.27, la definicién estd en el dominio continuo.

2.2 Polinomios y Momentos Ortogonales Discretos

Si la ecuacion diferencial 2.26 es reemplazada por una ecuacién en diferencias, se pueden conservar
las propiedades principales de los polinomios ortogonales cldsicos, pero ahora definidos en variable
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

discreta. El caso mas simple es cuando la ecuacion 2.26 es reemplazada por:

&(x)% y(x + h;l —y®) Yy - Z(x - h)] N
8 [y<x RHCIEURHGE h>] b 00— 2.31)

La ecuacién 2.31 se aproxima a la ecuacidn 2.26 si Ax = h, es decir, cuando x se define en una rejilla
constante. Los polinomios discretos clasicos tales como los Charlier, Meixner, Krawtchouk, Tchebichef y
Hahn son soluciones polinomiales a la ecuacién 2.31.

Obtenemos una mayor generalizaciéon cuando en la ecuacién 2.26 se realiza el siguiente cambio de
variable Ax = x(s+h)—x(s), es decir, la ecuacion 2.31 ahora estd definida en una rejilla no uniforme [53].
Los polinomios ortogonales discretos en una rejilla no uniforme se explican con mayor profundidad en
la Seccién 2.3 y tienen gran importancia en aplicaciones de sistemas integrales cudnticos, teoria de
campos cudnticos y fisica estadistica [68-72].

2.2.1 POLINOMIOS Y MOMENTOS DE TCHEBICHEF

Los polinomios discretos de Tchebichef de orden n se definen como:
t(x) = (1 = N)p3Fo(=n,—x, 1+ n; 1,1 = N; 1), (2.32)
donde x,n ={0,1,2,...,N — 1}. La funcién hipergeométrica 3 F, se establece como:

o (an)k(a)(as ) é

Fs(ai,az,a3;b1,b2;2) = , 2.33
3Fs(ar, a2, a3;b1,b2;2) 20 (gt 1 ( )
donde el simbolo de Pochhammer (a); es:
@e=ala+1)-(@+k-1)= 40 (2.34)
['(a)

donde I'(n) = (n — 1)!. Los polinomios de Tchebichef, satisfacen la propiedad de ortogonalidad de la

siguiente forma:
N-1

D tnDtn(3) = (1, N) S, (2.35)
x=0

donde los polinomios de Tchebichef de orden n y m son t, y 1, respectivamente, la 6,,,, es una delta de
Kronecker, ecuacion 2.5, y el factor de normalizacion p(n, N) es definido como:

N(N? = 15)(N2=2%)...(N* - n?)
2n+1

pn,N) =

- (2n)!(N+”).

2+ 1 (2.36)

La normalizacién de los momentos garantiza que no habra variaciones considerables en el rango
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2.2 Polinomios y Momentos Ortogonales Discretos

dinamico de los valores de los momentos ni inestabilidades numéricas para valores grandes de N [33].
Por lo tanto, los polinomios normalizados de Tchebichef, 7,, se definen como:

) = N (2.37)
p(n,N)
Entonces, la ecuacién 2.37 satisface la propiedad de ortogonalidad de la siguiente manera:
N-1
fn(x)fm(x) = Opm- (238)

X=

En la Figura 2.1(a) muestra a los polinomios unidimensionales de Tchebichef desde el orden 0 al
orden 5, mientras que la Figura 2.1(b) muestra un diagrama con los polinomios bidimensionales de
Tchebichef del orden O al 8.

Finalmente, los Momentos de Tchebichef, T,,,, de orden m + n de la imagen I(x, y) se definen como:

Tipn = AEIMOIERI (2.39)

donde N y M son el tamafio de la imagen en el eje X y en el eje Y, respectivamente.
2.2.2 POLINOMIOS Y MOMENTOS DE KRAWTCHOUK

Los polinomios de Krawtchouk, propuestos en [73], estan asociados a la distribucién binomial. La
definicién de los polinomios cldsicos de Krawtchouk de orden n es:

N
1
Ko poN) = D it = 2P (o =5 =N: ) (2.40)
k=0

donde x,n =1{0,1,2,...,N,N >0}, p € (0,1). ,F; es la funcién hipergeométrica:

A (2.41)

2Fi(a,b;c;2) =
k=0

y (a)x es el simbolo de Pochhammer definido en la ecuacién 2.34. Los polinomios de Krawtchouk forman
un conjunto completo de funciones base discretas con una funcién de peso:

N
w(x; p,N) = (x)p*a -pN* (2.42)

y ese conjunto satisface la condicién de ortogonalidad:

M=

w(x; p, N)K,(x; p, N)K,u(x; p, N) = p(n; p, N)Sum, (2.43)

=
Il
(=)
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

\—orden 0=—orden 1==orden 2==orden 3=—orden 4\

I I I L I I I I I
0 100 200

(0 (b)
Figura 2.1: (a) Polinomios discretos de Tchebichef de orden 0 a 4 con N = 200. (b) Polinomios discretos de

Tchebichef bidimensionales de orden 0 a 8, el orden se considera diagonalmente.

donde n,m = {1,2,...,N}, 6, es una delta de Kronecker (definida en la ecuacién 2.5) y el factor de

normalizacion p es:

N

n!
(_N)n ‘

p(n; p,N) = (-1)" (l—_p) (2.44)
p

El método mas utilizado para disminuir las fluctuaciones numéricas para el cémputo de los polino-
mios es la normalizacién, tal y como vimos en los polinomios de Tchebichef en la Seccién 2.2.1. Sin
embargo, en el caso de los polinomios de Krawtchouk, la normalizacidn no es suficiente para garantizar
la estabilidad de la implementacion. Entonces, ademas de incluir el factor de normalizacion (ecuacién
2.44), la raiz cuadrada de la funcién de peso (ecuacion 2.42) se introduce como factor de ponderacion.
Por lo tanto, los polinomios discretos de Krawtchouk ponderados, K, [40] son definidos de la siguiente

K, (x; p,N) = Ky(x; p, N) Wl p. V). (2.45)
p(n; p,N)

Ahora, la condicion de ortogonalidad se satisface de la siguiente forma:

manera:

N
D R . N)Rin(x; p, N) = Sy, (2.46)
x=0

Finalmente, los valores de los polinomios normalizados de Krawtchouk estdn entre —1 y 1. En la
Figura 2.2(a) se muestran los polinomios discretos en una dimensién de Krawtchouk desde el orden O
al orden 4. En la Figura 2.2(b) se observan los polinomios discretos bidimensionales de Krawtchouk del
orden O al 8.

Los Momentos de Krawtchouk, Q,,,, de orden m+n de la imagen I(x, y) se calculan con la siguiente
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2.3 Polinomios ortogonales de rejilla no uniforme

—orden 0=—orden 1=—orden 2=—orden 3=—orden 4
: : : : : = : ‘ : : )

(@) (b)

Figura 2.2: (a) Polinomios de Krawtchouk de orden 0 a 4 con N = 100. (b)Polinomios de Krawtchouk
bidimensionales de orden 0 al 8.

expresion:

=
<

-1
Omn = Ka(x; p1, N = DKu(y; pa, M — DI(x,y), (2.47)

X

I
o
<
I
(=]

donde N y M son el tamafio de la imagen en el eje X y Y, respectivamente.

Los momentos de Krawtchouk tienen la ventaja de ser capaces de extraer caracteristicas locales de
cualquier regién de interés dentro de la imagen al variar el pardmetro p. En la Figura 2.3, estdn las
gréficas de los polinomios ponderados de Krawtchouk bajo diferentes condiciones. En ellas se observa
que si p, que parte de un valor de 0.5, se desvia Ap, es decir, si p = 0.5 + Ap, los polinomios ponderados
de Krawtchouk son desplazados en aproximadamente NAp. La direccion del corrimiento depende del
signo de Ap, de tal manera que los polinomios se desplazan en direccién +x cuando Ap es positivo y
viceversa. Esta propiedad es crucial para la extraccion de caracteristicas en regiones de interés porque
indica que podemos posicionarnos en esa regién al variar los pardmetros p; y p».

2.3 Polinomios ortogonales de rejilla no uniforme

Los polinomios ortogonales de rejilla no uniforme contienen mds parametros debido al dominio en
el que estan definidos, estos pardmetros otorgan mayor flexibilidad para su aplicacién en la descripcién
de imdgenes. Ademds, tampoco hay necesidad de normalizacién espacial porque no hay error de
discretizacion. Las familias de Tchebichef y Krawtchouk son casos especiales de estos polinomios, que
son mas generales y manipulables [53].

Los polinomios discretos ortogonales de rejilla no uniforme se definen usando una malla variable y
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

Orden 0, p1=0.5, p2=0.5 Orden 0, p1=0.3, p2=03

Orden 0, p1=0.7, p2=0.7 Orden 0, p1=0.3, p2=0.7

Figura 2.3: Polinomios de Krawtchouk bidimensionales con variacién en el pardmetro p de orden O.

reemplazando la ecuacion 2.26 por la siguiente ecuacion en diferencias hipergeométrica de segundo

orden para x = x(s):

Ays) W)

A Vy(s) | = T(x(s)) 3
[ } + AxG) T Vi) + Ay(s) =0, (2.48)

(s _ %) Vx(s) 2

a(x(s))
Ax

donde
Vg(s) = g(s) —g(s — 1), Ag(s) =g(s+1)—g(s) (2.49)

son las diferencias finitas anterior y posterior, A es una constante y 6(x) y ¥(x) son polinomios de, al

menos, segundo y primer grado, respectivamente.

Entonces, resulta conveniente reescribir la ecuacién 2.48 de la siguiente manera:

A Vy(s) Ay(s) B
o(s) ~ (s - %) [Vx(s)] + 7(s) [Ax(s)] +Ay(s) =0 (2.50)
con
o(s) = a(x(s)) — %‘T'(x(s)) [Ax (s - %)] , (2.51)

donde 7(s) = T(x(s)).

Las soluciones polinomiales y,(x(s)) = P,(s) de la ecuacién 2.50 son determinadas Gnicamente a
través de la diferencia andloga de la férmula de Rodrigues, hasta un factor de normalizacién B, [53].
Entonces, estas soluciones quedan definidas de la siguiente manera:

Pu(s) = 2V 1,5,
p(s)
B, \Y \Y \v

PO Tn® | Vo) V) PO (2.52)
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2.3 Polinomios ortogonales de rejilla no uniforme

Smax

Nombre Notacion Smin

T'(a+s+DI(c+s+1)
T'(s—a+DI'(b—s)'(b+s+1)I(s—c+1)

DIEGENGN (5 a,b)  x(s) = s(s+ 1) a b

o [ s
q-Krawtchouk I ER SN x(s) = ¢* 0 N %M = p/(1 = p)
q-Meixner [EEPCOIEIR x(s) = ¢** 0 00 rf(,)f——ir;:)l)
RS Wi (s,a,b), X(9) =[slls+ 1]y a b [s—a]qq_zE(stlc)]tj?:ji!]ﬁzﬂf—1]q!

Tabla 2.4: Familias de polinomios ortogonales discretos en una rejilla no uniforme.

donde
x,(s) = x(s + g) (2.53)
y n
pa(s) = pn+5) | | s + k). (2.54)
k=1

Se sabe que para algunos tipos especiales de rejillas, las soluciones de la ecuaciéon 2.50 son
polinomios ortogonales de variable discreta y satisfacen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

b-1
D" Pu(s)Pu(s)p(s) [Ax(s - %)} = Spmd?, (2.55)

donde 42 es el cuadrado de la norma de los polinomios ortogonales y p(s) es una funcién de peso no
negativa, por ejemplo:

1
p(s)[Ax(s—E) >0, a<s<b-1 (2.56)
dentro de un conjunto real entre a y b tal que
A
—— [o()p()] = 7(x)p(x). (2.57)
Ax (s - Z)

Algunos de los polinomios ortogonales discretos mds importantes son mencionados en la Tabla
2.4. De entre ellos, los polinomios dual Hahn y los de Racah son relativamente simples por su funcién
de peso y la rejilla en la que estdn definidos. Ademas, estos polinomios tienen un dominio finito por
definicion que los hace aptos para trabajar con imagenes de N x N pixeles. En la Tabla 2.5 se hace
una comparacién entre los polinomios de Racah y los dual Hahn. Los polinomios de Racah sirven
como funciones base para definir nuevos momentos porque todas las demas familias en el esquema
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Capitulo 2. Momentos y polinomios ortogonales discretos

Momento Polinomios

Sime

Dual Hahn Simple: »F3

Racah Compleja: 3F4

tria

sobre n
sobre n + a

y s, solo si
a=ao = /3

Parametros

(a,b,c)

Reconstruccion ~ Compresion

Muy buena Buena

(a, ba Q’,ﬂ)

Buena Muy buena

Tabla 2.5: Comparacién entre los momentos de Racah y los dual Hahn

aF3

Wilson
nxobcd

| ]

Racah

nxa by,

b

|1

Dual Hahn
Continua
nxabc

Hahn
n x a6

Dual Hahn
n %y, d N

/

l

/

l

\

l

Hahn
3F2 Continua
nxabc
Meixner-
2F1 Pollaczek
0% @A

Jacobi
nx a 6

Meixner
nx 6 c

Krawtchouk
nxp N

[l

1F1

Laguerre
nox o

1Fo

\

Il

Charlier
nxa

/

Hermite
nx

Figura 2.4: Esquema Askey de Polinomios ortogonales hipergeométricos y las relaciones entre ellos.

Askey (Figura 2.4) se pueden obtener a partir de ellos al hacer diferentes consideraciones. La Figura

2.4 muestra las relaciones entre las familias de polinomios. Muchas otras relaciones entre polinomios

ortogonales hipergeométricos y sus g-andlogas se pueden encontrar en [74].

2.3.1 PoLINOMIOS Y MOMENTOS DUAL HAHN

Los polinomios cldsicos dual Hahn w, (s, a, b, ¢) estan definidos en la rejilla no uniforme x(s) = s(s+1)

y son una solucidn a la ecuacién 2.50 publicada en [53]:

o(s) = (s —a)(s + D)(s - ¢),

T(s)=ab—ac+bc—a+b—-c—1-x(s)
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2.3 Polinomios ortogonales de rejilla no uniforme

La funcién de peso p(s) se define como:

_ Fa+s+Dl(c+s+1)
P@)_F@—a+lﬁw—sﬁw+s+lﬁu—c+1y (2.58)

donde los pardmetros a, b y ¢ tienen las siguientes restricciones:

1
—§<a<b, cl<1+a y b=a+N. (2.59)

Cabe mencionar que si se define una rejilla uniforme, por ejemplo: x(s) = s, para resolver la
ecuacion 2.50 con los parametros a, b y ¢ definidos como a = (¢ +B)/2,b=a+ Ny c = (8- a)/2, los
polinomios dual Hahn se convierten en los polinomios Hahn [53]. A partir de este punto, sia =0y
B =0, los polinomios Hahn son reducidos a los polinomios de Tchebichef. Ademas, si definimos 8 = pry
a = (1 — p)t en los polinomios de Hahn y si # — oo, se obtienen los polinomios de Krawtchouk [74].

Los polinomios dual Hahn de orden n se definen de la siguiente manera [71]:

-b+1 +c+1
wu(s,a,b,c) = (@ ),,('a ¢ )n3F2(—n,a —s,a+s+1l;a—-b+1l,a+c+1;1), (2.60)
n!

enlacualn=1{0,1,...,N-1}, s={a,a+1,...,b— 1}, (u); es el simbolo de Pochhammer (definido en la

ecuacién 2.34) y 3F; es la funcion general hipergeométrica dada por:

o (an(a)i(as) &

Fr(ay,ar,a3;b1,by;,2) = -, 2.61
sFa(ar, az,a3;b1,b2;2) 24 ooy K (2.61)
Los polinomios dual Hahn satisfacen la propiedad de ortogonalidad:

b-1 |
D wuls,a, b, )wn(s, a,b, p(s) [Ax(s - 5)] = Smndy. (2.62)
donde n,m = {0, 1,...,N — 1}, 6., es una delta de Kronecker, con la funcién de peso p(s) definida en la

ecuacién 2.58 y la norma cuadrada d> dada por:
r 1

& @terntl) n=01,....N-1. (2.63)

"Tb—a-n-DITh-c—n)

El conjunto de polinomios dual Hahn no sirve para definir momentos utiles para el procesamiento
de imagenes porque el rango de valores se incrementa rdpidamente a medida que el orden aumenta.
Para evitar este problema, se propusieron los polinomios dual Hahn normalizados [45].

Los polinomios dual Hahn son escalados utilizando una norma cuadrada y la funcién de peso. Por
lo tanto, el conjunto de polinomios dual Hahn normalizados, w,, es definido como:

Wa(s,a,b,c) = wy(s,a,b,c) \//% [Ax(s - %)],n =0,1,...,N-1. (2.64)
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\—orden 0=—orden 1=—orden 2=—orden 3=—orden 4\

02|

(@) (b)

Figura 2.5: (a) Polinomios dual Hahn de orden 0 a 4 con N = 60y (b)Polinomios dual Hahn bidimensionales
de orden 0 al 8.

Para este caso, la condicion de ortogonalidad es:

b-1
D n(5.a,b (s, a,b.€) = S (2.65)

s=a

Los valores de los polinomios dual Hahn normalizados estan contenidos en el rango [—-1, 1]. En la
Figura 2.5(a) se muestra a los polinomios discretos dual Hahn unidimensionales desde el orden 0 al
orden 4. En la Figura 2.5(b), se tiene un diagrama con los polinomios discretos bidimensionales dual
Hahn del orden 0 al 8.

Finalmente, los Momentos dual Hahn, W,,,, de orden m + n de la imagen I(s, t) son calculados de
la siguiente forma:

S
L
S
L

Wmn = Wn(sa a’ b’ C)Wm(t’ a’ b, C)I(S, t)a (2'66)

S

-~
1l

a a

donde n,m ={0,1,...,N — 1} y N es el tamafio de la imagen cuadrada.

Estos polinomios discretos también tienen la capacidad de adaptarse a una zona de interés, como los
polinomios de Krawtchouk. Ademads, cuentan con la habilidad de expansién y compresion dependiendo
de los valores de a, b y c. En la Figura 2.6 hay tres conjuntos de polinomios unidimensionales dual
Hahn, el primer conjunto de color negro se obtiene con a = 0, b = 20 y ¢ = 0, el segundo conjunto
de color azul cuenta con a =5, b =45y ¢ = 5y el tercero en color rojo se calcula con a = 20, b = 60
y ¢ = 20. Comparando al conjunto azul con el rojo, se observa la capacidad de corrimiento de los
polinomios. Ahora, si se compara al conjunto negro con cualquiera de los otros dos, se muestra la
capacidad de compresidon que pudiera servir para enfocarlos en zonas de interés mas angostas o gruesas,
dependiendo del caso.
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05 T

04
0 10 20 30 40 50 60

Figura 2.6: Polinomios dual Hahn con variacion de pardmetros. Los polinomios de color negro se obtienen
con los pardmetros a = 0, b = 20y ¢ = 0. Por otro lado, los polinomios de color azul se calculan
con los valores a = 5, b = 45 y ¢ = 5. Finalmente, los polinomios de color rojo son el resultado
del cdlculo con a = 20, b = 60 y ¢ = 20. Con la variacion de estos pardmetros se muestran
las propiedades de adaptacién a una zona de interés y la habilidad de expansion/compresion
propias de los polinomios dual Hahn.

2.4 Polinomios y Momentos de Shmaliy

Los momentos de Tchebichef estdn basados en los polinomios discretos del mismo nombre y para su
expansion dependen sélo de un pardmetro, la longitud de las N muestras, mientras que, los polinomios
Dual Hahn y Krawtchouk dependen de tres y dos pardmetros, respectivamente. Shmaliy [75] desarrollé
los polinomios discretos de respuesta finita al impulso no sesgado (UFIRs) de un parametro para filtros
FIR [76] basados en FIRs predictivos de un paso desarrollados por Heinonen y Neuvo [77]. Después,
Morales-Mendoza et al. muestran en [78] que los UFIRs conforman una nueva familia de polinomios
ortogonales discretos que también dependen de la longitud N de los datos, como tnico parametro para
su expansién. Los autores concluyen que esta familia puede ser utilizada en procesamiento en tiempo

real por su cdlculo répido.

Los polinomios Shmaliy de grado p se definen como:

P
hy(n,N) = > ai,(N)n', (2.67)
i=0
donde p = {0, 1,...N — 1} y los coeficientes a;, son:
MP (N)
MG+ D),1
aip(N) = (=1)} —=2__~ (2.68)
p(N) =(=1) H (V)]
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donde |H,(N)| es el determinante y Mgfl) ,(N) es el menor de la matriz de Hankel H,(N)

co C1 Cp
) Cpe

Hp(N) = :
Cp C[?+1 ce Cz[)

Los elementos de la matriz de Hankel son series de potencias:

=

-1

1
ck(N) = %=;ﬁwmwr&m, (2.69)

1l
(=)

1

donde Bi(x) es el polinomio de Bernoulli y B, = Bi(0) es el nimero de Bernoulli. Sustituyendo la

ecuacion 2.68 en la ecuacion 2.67, obtenemos un polinomio de variable discreta n es:

p M(P) (N) i

hyp(nN) = Y (=D

D (2.70)
£+~ T,

La definicién hipergeométrica de los polinomios Shmaliy [47] corresponden a la siguiente ecuacion:

(=DP(p+ D(n—-p)p(N -n),
p!(N)p+1

hy(n,N) = sF(=p,n+ 1,1 =N+nmn—-p,1—-N—-p+n;l). (2.71)

Los polinomios discretos /,(n, N) son ortogonales en n € [0, N — 1] y satisfacen la siguiente relacién:

=z

w(n, N)hy(n, NYhy(n, N) = p(p, N)J g, (2.72)

B
Il
(=]

donde p,¢q=0,1,...,N — 1y 6, es la delta de Kronecker. La norma p(p, N) de h,(n, N) es:

p+1 ﬁN—i—l _p+tDWN-p-1),

PP N) = ST N+i NN)pe1 ’

(2.73)
i=0

donde (a); es el simbolo de Pochhammer. La funcién de peso w(n, N) es una funcion lineal discreta con

respecto a n:
2n

W(I’l,N) = m

(2.74)

Para obtener la estabilidad numérica en el calculo de los polinomios, es necesario considerar una
ponderacién. Por lo tanto, los polinomios ponderados discretos de Shmaliy, /,,, son:

w(n,N)
p(p,N)’

hy(n, N) = hy(n,N) (2.75)
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—orden 0——orden 1=—orden 2=—orden 3 =—orden 4\

0 100 200

(@) (b)

Figura 2.7: (a) Polinomios discretos de Shmaliy de orden 0 a 4 con N = 200. (b)Polinomios discretos de
Shmaliy bidimensionales de orden 0 a 8.

Para los polinomios ponderados, la condicién de ortogonalidad ahora se escribe como:

=

-1
By, N)hy(n, N) = 6. (2.76)

N
I
o

En la Figura 2.7(a) muestra a los polinomios unidimensionales de Shmaliy desde el orden 0 al
orden 4, mientras que, la Figura 2.7(b) muestra un diagrama con los polinomios bidimensionales de
Shmaliy del orden O al 8.

Finalmente, los Momentos de Shmaliy, S, de orden m + n de la imagen I(x, y) se definen como:

=
<

-1
Sn = B (1, Ny (m, N)I(x, ), 2.77)
0

I
o
3
I

n

donde N y M son el tamafio de la imagen en el eje X y en el eje Y, respectivamente.

2.5 Implementacion de los polinomios ortogonales discretos

De acuerdo con Papakostas et al. [79], las principales direcciones de investigacién en el campo de
los momentos ortogonales aplicados en imagenes son las siguientes:

1. El desarrollo de nuevos algoritmos que aceleran el tiempo de cdlculo general de los momentos.
2. La mejora de la precision del momento al reducir errores de cuantizaciéon y aproximacion.

3. La incorporacién de caracteristicas invariantes a la traslacién, rotacién y escala en el célculo de
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Estrategia Ventajas Desventajas

Calculo lento de un conjunto completo de mo-
mentos.

Calculo rapido del momento de un orden en

particular. ® Inestabilidad numérica para momentos de orden

Aplicable a cualquier familia de momentos. alto.

® Alta complejidad.

® Dependencia de las propiedades de la familia de

Calculo rapido de un conjunto completo de polinomios.

momentos. ® Necesidad de una mayor cantidad e memoria.

Baja complejidad. ® C(alculo lento del momento de un orden en

Estabilidad numérica para momentos de orden particular.

alto. ® Sensibilidad a la acumulacion de errores numéri-

Cos.

Tabla 2.6: Resumen de las caracteristicas de las estrategias de cdlculo directo y de recursion de los polinomios
ortogonales discretos.

los momentos.

En lo que respecta a la primera direccidn, Papakostas et al. proponen cuatro categorias principales
basadas en la estrategia que siguen para el célculo de los momentos, caracterizadas por diferentes tipos
de procesamiento adicionales y especificos para cada categoria. Las estrategias para el cdlculo de los
momentos son: directa, de recursidn, de particiéon y de bloque de corte.

En este trabajo de investigacion, la implementacién que se utilizé para el céalculo de los polinomios
ortogonales discretos estd basada en la estrategia de recursién. Por esta razdn, en esta seccién se
hace mencidn de algunas caracteristicas de esta estrategia y también se le compara con respecto a la
estrategia de cdlculo directo. Ademas, se muestran las férmulas de recursién implementadas para las
diferentes familias de polinomios ortogonales discretos utilizadas en este trabajo de investigacidn.

2.5.1 COMPARACION ENTRE ESTRATEGIAS DE CALCULO DE POLINOMIOS Y MOMENTOS ORTOGONALES

La estrategia de calculo directo fue la primera en ser utilizada, ya que se basa en las definiciones
hipergeométricas de cada familia de momentos ortogonales. El calculo directo de los momentos es un
procedimiento muy lento ya que, para cada pixel, un conjunto de polinomios debe ser evaluado.

Por otra parte, la estrategia recursiva se caracteriza por el aprovechamiento de las propiedades
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Polinomios

Tchebichef 2(3211) ML %
Krawtchouk n+1 n + p(N — 2n) pg(N —n + 1)

dual Hahn n+1 ab—ac+bc+b-a-c—-1)2n+1)-2n* (@+c+n)b-a-n)(b-c—n)

Tabla 2.7: Valores de ¢, ¢ y ¢ para los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk y dual Hahn.

recursivas de las definiciones hipergeométricas de los polinomios [53]. Esta propiedad acelera el célculo
general significativamente, especialmente en los casos en que se requiere un conjunto de momentos
hasta un orden especifico. Con relacién a la velocidad de célculo, este tipo de algoritmos parece ser
una eleccion perfecta, sin embargo, su naturaleza recursiva permite la apariciéon de errores en la
cuantizacion [42, 43] o en la precisién [80]. Dichos errores se acumulan recursién tras recursion
y finalmente pueden arrojar resultados poco confiables. En comparacién con el método de calculo
directo, la estrategia recursiva necesita mayor cantidad de memoria porque este método permite el
calculo previo de algunas variables que se utilizan en cada recursién, sin embargo, el calculo es menos
demandante para el procesador porque elimina el sobre flujo numérico causado por las funciones
hipergeométricas y las funciones gamma. En la Tabla 2.6 se muestra un resumen de las ventajas
y desventajas de las estrategias de calculo directo y de recursidon en términos de su complejidad,
necesidades de preprocesamiento, estabilidad numérica, etcétera.

A pesar de este comportamiento inestable bajo ciertas condiciones, esta estrategia se puede conside-
rar como la mas eficiente y se ha aplicado con éxito en casi todas las familias de momentos ortogonales
discretos [33, 40, 45]. La relacion de recursion utilizada para la implementacién de los polinomios
ortogonales discretos obedece a la siguiente relacién de tres términos:

Xyn(X) = Apyne1(X) + Spyn(X) + Yyn—1(x). (2.78)

Los valores de ¢, ¢ y  para los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk y dual Hahn se muestran en la
Tabla 2.7. Los polinomios de Shmaliy obedecen a una relaciéon de recursidn diferente que es explicada
en la Seccién 2.5.6.

2.5.2 POLINOMIOS DE TCHEBICHEF - RECURSION SOBRE N

Para un nimero positivo y entero N, un valor x y el orden del polinomio n, ambos con el rango
[0, N — 1], se pueden definir los polinomios normalizados de Tchebichef a partir de las siguientes
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funciones recursivas: |

N

ﬂ(X):(2X+1—N)w/m. (280)

La ecuacién de recursividad esta dada por:

fo(x) = (2.79)

(%) = a1 Xty 1(X) + a2t,—1(X) + @3tp—2(X), (2.81)
donde:
2 [4n?2 -1
0 == (2.82)
_l—N 4n? — 1 (2.83)
@2 = n N2 —n? ’
y
n—-1 [2n+1 [N?—-(n-1)>2
= . 2.
@ n \/Zn—l\/ N2 —n? (2.84)

2.5.3 POLINOMIOS DE TCHEBICHEF - RECURSION SOBRE X

Se sabe que: NN N
(0 = L2 o z)v')' =N (2.85)
donden=0,1,....N- 1,y
2 _ 2_92 2 _ 2
S N) = \/N(N l)(Nznfl)...(N n)
Obtenemos:
£,(0) = —\/ﬁ\/%fn_l(m, n=1,...,N—-1. (2.86)
Ademas, tenemos:
P(1) = {1 + ”il_’L]\’;)}fn(O). (2.87)

Entonces, las ecuaciones 2.86 y 2.87 sirven para obtener los valores iniciales de la siguiente ecuacién
de recursion en x:
fa(x) = y1fa(x = 1) + y2lu(x = 2), (2.88)

donden=1,2,...,.N-1,x=2,3,...,Ny

_—nn+ ) -Q2x-D(x-N-1)-x
Y1 = N =) (2.89)
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_(x=-Dx-N-1)
Y2 = (N —x) . (2.90)

Cabe resaltar que la recursion puede terminar en x = N/2, siempre y cuando N sea par, ya que

podemos hacer uso de la condicion de simetria
FN =1 = x) = (=1)'F,(x) (2.91)

para calcular los valores polinomiales cuando el rango de x sea [N/2, N — 1]. La recursividad en x reduce
el tiempo de cdmputo y la cantidad de errores acumulados, es decir, es mds estable que el cdlculo sobre
el orden n.

2.5.4 POLINOMIOS DE KRAWTCHOUK - RECURSION SOBRE N

La recursividad en términos del grado n de los polinomios normalizados de Krawtchouk se define

como.:
P(N = n)Ky11(x; p,N) = A(Np — 2np + n — )K,,(x; p, N) = Bn(1 — p)K,,_1 (x; p, N) (2.92)
donde:
p(N —n)
A= |2 7 2.93
Vu—mm+n (2.93)
y
_|[PPIN-m(N -n+1)
#o \/ =P+ n 259
con
N w(x; p, N)
Ky(x;p,N) = | ———, 2.95
o(x; p, N) w/p(o;p,N) (2.95)
y

. (. x w(x; p, N)
Kl(x,p,N)—(l Np)"—p(l;p,N)' (2.96)

La funcion de peso en la ecuacion 2.42 puede ser calculada recursivamente de la siguiente manera:

) B N-—x p )
w(x+1;p,N) = (x+ 7 )—1 _pw(x,p,N), (2.97)

con w(0; p, N) = (1 — p)V = &Nir-p),

El tiempo de procesamiento de los momentos de Krawtchouk para el caso especial en el que
p1 = p2 = 0.5 puede ser reducido utilizando la propiedad de simetria. La relacién de simetria en los
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polinomios normalizados de Krawtchouk se define como:

K,(x;p,N—1) = (=1)"K,(N -1 = x; p,N - 1). (2.98)
2.5.5 POLINOMIOS DUAL HAHN - RECURSION SOBRE N

La férmula de recurrencia para los polinomios dual Hahn sobre el orden » es:

W9 (s,a,b) = ’%(m +1), (2.99)
0

A (0) B _p(s +Ds+1—-a)s+1+b)(s+1—-c)—p(s)(s—a)s+b)(s—c) [p(s)
W " (s,a,b) = D) . / 7 2s+1) (2.100)

y
W (s,a,b) = A s, a,b) - B@W(C_)l(s, a,b), (2.101)
" dn+1 dps1 "
donde
= nj- 1(s(s+ D—ab+ac—bc—(b-a-c-1)2n+1)+2n% (2.102)
y
B= (a+c+n)b-a-n)(b-c—n). (2.103)

+1

2.5.6 POLINOMIOS DE SHMALIY - RECURSION SOBRE N

La relacion de recurrencia de tres términos para cualquier familia de polinomios ortogonales
monicos reales P,(x) es:

—nP,(n) = bpyPpi1(n) +y,Pp(n) + c,Pp_1(n), n=1, (2.104)

donde b,,c, # 0y c,/b,-1 > 0. Entonces, para los polinomios de Shmaliy /,(n, N), la relaciéon mostrada
en la ecuacién 2.104 es:

hy(n,N) = (a, + nfp)h,_1(n,N) = {hpp_o(n, N). (2.105)

Si consideramos que :
2
) p(N-p)
& ,(N)  (p=DHW+p-1)
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entonces, los coeficientes ,, @, y ¢, se plantean de la siguiente manera:

_ app(N) _ _2(217 +1)
" ag-np-nV) p(N +p)’
o, =B ap-1N) _ap-ne-om | _ _2p2N - 1)
PPl app(N)  agengp-nn | 2p = DN + p)
y
2
40w 1Y) 2p+ DN - p)
=B

ag-1p-n d>_,(N) ~@2p-DW+p)
Finalmente, al usar las funciones anteriores, la ecuacién 2.105 queda establecida como:

PP@N =1 —n@4p* - 1) (@Zp+ DN - p)

= v T @ g (2100

donde p > 1, h_1(n) = 0y ho(n) = 1/N.
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Clasificacidon de texturas con polinomios y momentos
ortogonales discretos

El enfoque principal de este trabajo es la descripcion y clasificacion de texturas, del cual, existen pocos
estudios que emplean momentos ortogonales aplicados en bases de datos biomédicos. Por ejemplo, Li y
Meng usan los coeficientes de Tchebichef de bajo orden para caracterizar textura y color en imagenes de
endoscopia [81]. También, el estudio de Wu [82] emplea una combinacién de coeficientes de diferentes
familias de momentos para caracterizar regiones cuadradas en imdgenes de tomografia de higado. Por
otro lado, el filtrado con los polinomios de Tchebichef en ventanas de 5 x 5 para generar una nueva
imagen codificada util para clasificar diferentes tejidos fue reportado por Mukundan [83]. Y en la
aplicacién de Marcos y Cristébal [48] se reporta el cdlculo de una firma de textura a través de los
momentos discretos de Tchebichef aplicada en bases de datos publicas.

En todos los casos, lo mas importante es el uso de los coeficientes calculados a partir de los
momentos, es decir, la generacion de los vectores de caracteristicas que servirdn para calcular la regla
de clasificacién. En los primeros tres trabajos [81-83], las propuestas solo utilizan un pequefio niimero
de coeficientes de bajo orden para clasificar las bases de prueba. En cambio, en el estudio de Victor
y Cristébal [48], el vector de caracteristicas de tamafio 2N — 1, donde N es el tamafio de la imagen
cuadrada, es considerablemente mayor que en las propuestas anteriores al incluir los coeficientes de
frecuencias altas, teniendo asi un descriptor, en principio, mas completo.

Este capitulo profundiza en este ultimo estudio, por el hecho de construir un vector de caracteristicas
a partir de los momentos bidimensionales. Ademads, se explica qué son los Textons [84], metodologia
que utiliza bancos de filtros para la descripcién de texturas y que, con una adecuacion, los polinomios
ortogonales discretos son incluidos en ese esquema. Posteriormente, se proponen diferentes métodos
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AL

P B
T o

il
& |4

(@) (b)

Figura 3.1: Conjunto de polinomios de Tchebichef en el dominio (a) espacial y (b) frecuencial.

de clasificacion basados en estos dos trabajos. Una descripcion profunda de todos los clasificadores
utilizados es este trabajo de investigacion se encuentra en el Apéndice B.

3.1 Firma de textura basada en momentos discretos de Tchebichef

Los momentos ortogonales, descritos en la Seccion 2, son cantidades escalares que caracterizan
una funcién de interés. De acuerdo con la ecuacion 2.39, el valor del momento bidimensional 7,
puede ser interpretado como la correlacién entre la imagen /(x, y) y la base polinomial bidimensional

Fon(X,y) = £,(X)5,(¥) que se obtiene a partir de los polinomios discretos normalizados de Tchebichef.

Esta base polinomial tiene un comportamiento oscilatorio, parecido al de una funcién seno. La
Figura 3.1 muestra el conjunto de bases de Tchebichef en el dominio espacial y frecuencial. Como se
puede observar, conforme al orden del conjunto polinomial aumenta, la energia del conjunto tiende
concentrarse en las frecuencias altas [85].

La base polinomial r,,(x,y) actia como un filtro para el célculo de T7,,,. La magnitud T,,, sera
mayor para imdgenes cuyo comportamiento oscilatorio sea similar al de r,,,(x,y) en ambas direcciones.
Esta caracteristica es interesante para el andlisis de textura de imdgenes. Por lo tanto, se obtiene una
descripcién de las propiedades de textura evaluando la dependencia de la magnitud del momento de
orden s, que se relaciona con el contenido frecuencial de la base polinomial. Finalmente, se construye

la firma de textura M(s) de la siguiente forma:

M(s)= " [Tl 3.1)

cons=0,1,...,2N - 2.

Marcos y Cristobal [48] realizaron la validacién de los momentos ortogonales discretos de Tche-
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3.2 Calculo de Textons

bichef como descriptores de textura al compararlos con otros métodos estandar como la Matriz de
co-ocurrencia de Haralick [9], Filtrado Gaussiano [86, 87] y Patrones Binarios Locales [88]. Los expe-
rimentos demostraron que los momentos de Tchebichef capturan informacién esencial de la textura
teniendo resultados comparables, e incluso mejores, que los métodos convencionales.

Estas firmas de texturas se pueden obtener para cada una de las familias de momentos de la Seccién
2 y su aplicacion se muestra en la Seccidén 5.

3.2 Caélculo de Textons

Los Textons son estructuras fundamentales de textura dentro de cualquier imagen y, por lo tanto,
constituyen los elementos basicos de la percepcion visual. Haciendo una analogia con la Fisica, las
bases de las imagenes son como los protones, neutrones y electrones, entonces, los Textons serian los
atomos [84, 89] . Los Textons pueden representar las diversas relaciones entre pixeles que existen en
una region, resultando esenciales para el andlisis de textura.

Los Textons también son definidos como las respuestas representativas que se obtienen después de
convolucionar una imagen con un conjunto o banco de filtros. El calculo de Textons se realiza de la
siguiente manera:

1. Obtencion de los datos de entrenamiento: Los datos de entrenamiento deben tener toda la
informacion que necesita ser clasificada. Esa informacién es recolectada y clasificada por expertos.

2. Eleccion del banco de filtros: El banco de filtros tiene como propdsito la obtencién de caracteris-
ticas relevantes a través de las respuestas generadas por los mismos. Los tres bancos de filtros
mas utilizados en la clasificacién de textura basada en Textons son:

(a) EI banco Leung-Malik (LM): El banco LM consiste en 48 filtros con multiples escalas y
orientaciones. Estd conformado por la primera y segunda derivadas de Gaussiana a 6
orientaciones y 3 escalas distintas, también incluye 8 filtros Laplacianos de Gaussianas (LoG)
y 4 Gaussianas [84]. El conjunto lo vemos en la Figura 3.2.

(b) El banco Schmid (S): El banco S consiste de 13 filtros invariantes a la rotacion, definidos por
la siguiente ecuacion:

2
F(@r,o,7) = Fo(0o,7) + cos(ntr/o)e 2072, (3.2)

donde r representa las coordenadas x y y del pixel en coordenadas polares, o es la escala
y 7 es la frecuencia, es decir, el nimero de ciclos de una funcién arménica dentro de la
envolvente Gaussiana del filtro. Fy(o, 7) es adicionada para obtener la componente cero en
DC con los pares (o, 7), tomando 13 diferentes valores [84]. Ademas, se observa en la Figura
3.3 que los filtros tienen simetria rotacional.

(c) El banco de Mdxima Respuesta (MR): El banco MR8 cuenta con 38 filtros con muiltiples
orientaciones, que constan de filtros Gaussianos y Laplacianos de Gaussiana. La maxima
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Figura 3.2: El banco LM es una combinacion de filtros de borde, barra y punto con miiltiples escalas y
orientaciones, en total son 48 filtros.

\

Figura 3.3: El banco de filtros S es invariante a la rotacion y estd compuesto por 13 filtros isotropicos,
semejantes a los filtros de Gabor.

Figura 3.4: El banco de filtros MR8 consiste en 2 filtros anisotrdpicos y 2 filtros simétricos rotacionalmente.
Sin embargo, sélo 8 respuestas son consideradas y corresponden a las mdximas respuestas a los
filtros anisotrépicos sobre todas las orientaciones.

respuesta a través de todas las orientaciones reduce el nimero de respuestas de 38 (6

orientaciones a 3 escalas para 2 filtros orientados, mas 2 filtros isotrépicos) a 8 (3 escalas

para dos filtros, mds 2 isotrépicos) [84]. En la Figura 3.4 se muestra el banco de filtros MR.

El banco MR4 es un subconjunto del banco MR8 donde los filtros de bordes y de barra se

definen en una escala fija (o, = 4,0, = 12).
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Clase 1 9
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Figura 3.5: Proceso para la generacion del diccionario de Textons.

3. Agrupar las respuestas de los filtros: Para cada clase, k vectores representativos son selecciona-
dos y llamados Textons. Para calcularlos, cada imagen de la clase es filtrada a través de los bancos.
Tenemos un vector respuesta por cada pixel y del mismo tamafio que el numero de filtros n. Este
vector respuesta se representa de la siguiente manera:

Vpi = [FRy FRy FR3 ... FR,], (3.3)

donde p; representa el indice del pixel y FR es la respuesta de ese pixel. Los vectores respuesta
resultantes son divididos en k agrupamientos usando el algoritmo de k-medias. Los vectores
respuesta que corresponden a los k centros de agrupamiento componen los Textons de una clase
de textura en particular.

Una vez que se calculan los Textons, la metodologia siguiente es aplicada para la clasificacién de
texturas:

® Diccionario de Textons: El diccionario de Textons se construye combinando los Textons de todas
las clases. Cada imagen aporta k Textons a través del agrupamiento de k-medias. La Figura 3.5
muestra el desarrollo de este punto.

® Construccion de Modelos: Usando el diccionario descrito en el punto anterior, se contruye
el histograma de cada imagen asignando cada pixel al Texton mas parecido, a través de una
medida de similitud entre el vector respuesta del pixel y el diccionario. La Figura 3.6 muestra la
construccion de los mapas de Texton y el calculo de su histograma.

® (lasificacion: Los dos pasos anteriores se realizan para el conjunto de entrenamiento, al final
tenemos que el diccionario de Textons se transformoé en un diccionario de histogramas con sus
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Figura 3.6: Para cada imagen de entrenamiento, calcular el Mapa de Texton y obtener el histograma.
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Figura 3.7: Clasificacion de la imagen de validacion a partir de la comparacion del histograma de mapa de
Texton contra los histogramas modelo de cada clase.

respectivas etiquetas de clase. Entonces, las imagenes del conjunto de validacién son filtradas
y el vector respuesta de cada pixel se compara contra el diccionario de Textons calculado en el
entrenamiento. Se calcula el histograma de cada imagen y se compara contra el diccionario de
histogramas para asignarle una etiqueta de clase. La clasificacion a través de los histogramas
generados a partir de los mapas de Texton estdn en la Figura 3.7.

3.3 Esquemas de clasificacion propuestos utilizando Polinomios y Momentos Ortogo-
nales Discretos

La clasificacion de texturas involucra dos principales tareas: extraccion y tratamiento de caracteris-
ticas y el clasificador. Como se ha mencionado antes, este trabajo de investigacion esta enfocado en la
extraccidn de caracteristicas. Los tres esquemas de clasificacion propuestos estan basados en las firmas
de textura, Seccion 3.1, y en los Textons, Seccion 3.2. El primero genera una descripcion estadistica de
la imagen a partir del analisis local por ventanas. El segundo esquema reemplaza los bancos de filtros
estandar de Textons por los polinomios ortogonales discretos bidimensionales. Y el tercero, combina el
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e

Figura 3.8: Descripcion de una imagen a través de ventanas traslapadas.

analisis local por ventanas y el esquema de clasificacion de los Textons. En todos los casos, se requiere
de una etapa de entrenamiento y otra de validacién para la evaluacidon de cada esquema.

3.3.1 FIRMAS ESTADISTICAS DE TEXTURA

En [48], los autores proponen el calculo de un solo vector de caracteristicas para la imagen completa,
ésto implica que se calculan momentos de orden alto y, de acuerdo con [43], pueden producir errores
debido a la inestabilidad de las oscilaciones. Este problema de inestabilidad también lo encontramos
en los polinomios de Krawtchouk, Dual Hahn y Shmaliy. Esta es una de las razones mas importantes
por la cual no se han utilizado en mayor proporcién en la descripcién de texturas en la literatura.
Sin embargo, nosotros proponemos una modificacién basada en ventanas cuadradas traslapadas que
recorren la imagen evitando el calculo de momentos de orden alto, asegurando asi la estabilidad de la
descripcion.

Con las ventanas cuadradas traslapadas tenemos una sobredescripcion de la imagen porque obtene-
mos firmas de textura para cada una de ellas. El traslape propuesto entre ventanas es del 50 %; en la
Figura 3.8 se muestra la descripcién de cada ventana traslapada. El tamafio de ventana estd limitado
por la estabilidad del calculo.

Después de calcular las firmas de textura correspondientes a cada ventana, se obtiene un conjunto
de vectores M;(s), donde i es la posicion o el nimero de la ventana, comenzando de izquierda a derecha
y continuando de arriba hacia abajo. Este esquema es 1til cuando el tamafio de las imdgenes de la base
de datos no es el mismo. La firma estadistica de textura ¢ se construye de la siguiente manera:

1 = [u(Mi(0)), o(Mi(0)), k(M;(0)), ... ., (M;(2N = 2)), o(M;(2N — 2)), k(M;(2N - 2))], (3.4)

donde u, oy « son el promedio, la desviacion estandar y la curtosis, respectivamente. La ecuacién
3.4 representa la propuesta para describir las caracteristicas de textura de una imagen.

El esquema general de clasificacién indica que se calcula una firma estadistica de textura para cada
imagen del conjunto de entrenamiento. Una vez calculadas las caracteristicas, entran al clasificador,
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Figura 3.9: Esquema general de la clasificacion con firmas de textura estadisticas.

que se encargara de generar una regla con la que posteriormente las caracteristicas calculadas para
el conjunto de validacidn seradn clasificadas. En la Figura 3.9 se muestra el esquema general de la
clasificacién con firmas de textura estadisticas.

3.3.2 TEXTONS CON POLINOMIOS ORTOGONALES DISCRETOS

Una propuesta de esquema de clasificacion esta basada en la inclusién de los polinomios ortogonales
discretos bidimensionales como banco de filtros en el cdlculo de los Textons, descrito en la Seccién
3.2. En las Figuras 2.1(b), 2.2(b), 2.5(b) y 2.7(b) se muestran los primeros érdenes de los polinomios
bidimensionales de todas las bases mencionadas en la Seccion 2.

El ntimero de filtros del banco de filtros de estos polinomios es N2, donde N es el orden méximo de
los polinomios. Por ejemplo, si N = 50 entonces el banco tendrd 2500 filtros. Es evidente que el tamafio
del banco es muy superior comparado al tamafio que generan los bancos de Leung-Malik, Schmid
y Méxima respuesta, vistos en la Seccion 3.2. Con esta longitud del vector, se presenta el problema
de dimensionalidad y, muy probablemente, una sobredescripcion, contrastando con una de las ideas
fundamentales en la clasificacion de texturas que es el uso de vectores de menor longitud que entreguen
los mejores resultados.
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Filtrado —> Reduccion del

vector respuesta
Diccionario
de Textons
Filtrado —> Reduccién del
vector respuesta

Figura 3.10: Cdlculo del diccionario de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos.

El vector respuesta de cada pixel que se obtiene a partir de la convolucién entre la imagen I(x,y) y
el banco de filtros r,,,(x, y) se define como:

VRyn = [FRoo FR10 FR2g ... FRy—10 FRoy FRy ... FRy_1.1 ... FRy_1n-1], (3.5)

donde FR es la respuesta de ese pixel al filtro r,,,, m y n son el orden del polinomio unidimensional en
la dimensién x y y, respectivamente, M y N son la longitud de los polinomios en x y y. Entonces, se
proponen las siguientes maneras para reducir el tamafio del vector respuesta:

1. La mdxima respuesta de cada orden: Dado el orden de los polinomios bidimensionales s, el
vector respuesta reducido es:
M(s) = maxs=m+n|VRm,n| (3.6)

cons=0,1,..., M+ N -2.

2. La suma de las respuestas de cada orden: Dado el orden de los polinomios bidimensionales s,
el vector respuesta reducido es:

S(s)= D VR (3.7)

s=m+n

cons=0,1,.... M+ N -2.

Los nuevos vectores respuesta tienen la misma longitud M + N — 2, que es considerablemente menor
al tamafio original.

Cada imagen aporta el mismo ntimero de vectores respuesta que de pixeles dentro de la misma.
Entonces, al igual que en los Textons originales, seleccionamos k vectores que se obtienen a través del
agrupamiento con k-medias para integrar un diccionario de Textons. La generacion del diccionario
se muestra en la Figura 3.10. Posteriormente, se generan los mapas de Texton para cada imagen de
entrenamiento. Finalmente, se calculan los histogramas de los mapas de Texton de entrenamiento para
conformar el conjunto de caracteristicas de clasificacién.

En cuanto a la validacién, se calculan los mapas de Texton de cada imagen de este conjunto.
Después, se obtienen los histogramas y, a través de una medida de similitud, se encuentra el histograma
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Figura 3.11: Clasificacion con histogramas de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos.
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Figura 3.12: Clasificacion con el diccionario de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos.

mas parecido dentro del conjunto de clasificacién y se asigna la etiqueta de clase correspondiente. La
clasificacién a través de la similitud entre histogramas de Textons de polinomios ortogonales discretos
estd en la Figura 3.11.

Otra opcién mas sencilla es usar al propio diccionario de Textons como conjunto de caracteristicas
de clasificacién. Después, se calculan los k vectores para cada imagen del conjunto de caracteristicas y
los vectores son asignados a una clase a través de un clasificador (Random Forest, KN vecinos, Maquinas
de Soporte Vectorial, etcétera.). Ahora se tienen k etiquetas de clase para cada imagen, entonces, se
elige como etiqueta final a la que aparezca el mayor numero de ocasiones. En la Figura 3.12 se observa

la clasificacion con el diccionario de Textons con polinomios ortogonales discretos.
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Figura 3.13: Cdlculo de los histogramas de Firmas de Textura.

3.3.3 TFIRMAS DE TEXTURA k-MEDIAS

Esta propuesta estd basada en las firmas de texturas (Seccién 3.1) dentro de un esquema de
clasificacién como el que utilizan los Textons (Seccion 3.2).

Para el conjunto de entrenamiento, se calculan las firmas de textura de las ventanas traslapadas
que se encuentran dentro de cada imagen. En lugar de calcular parametros estadisticos (promedio,
desviacion estandar y curtosis), vistos en la Seccion 3.1, se calculan k vectores a través de k-medias.
Estos k vectores por cada imagen de entrenamiento compondran un nuevo diccionario de firmas de
textura.

De manera similar al cdlculo de los mapas de Textons, se construye un mapa de firmas de textura
para cada imagen, es decir, en lugar de tener que comparar el vector respuesta de cada pixel con el
diccionario de Textons, ahora la firma de textura de cada ventana es buscada en el diccionario de firmas
a través de una medida de similitud. Ahora que se sabe a que firma (palabra) del diccionario se asemeja
mas cada firma de textura de nuestra imagen analizada, se procede a crear el mapa de firmas de textura
para la imagen y se contruye un histograma a partir de este mapa. En la Figura 3.13 se observa con
mayor detalle el procedimiento necesario para la generacion del histograma a partir de las firmas de
textura.

Por otra parte, se calcula el mapa de firmas de textura para cada imagen del conjunto de validaciéon
a través de la comparacién con el diccionario de firmas de textura del entrenamiento. La clase que
se asigna a cada imagen corresponde a la etiqueta del pseudo histograma con mayor similitud. En la
Figura 3.14, se observa el proceso que tiene la clasificacidn con histogramas de Firmas de Textura con
los Momentos Ortogonales Discretos.

De nueva cuenta, se propone una opcién mas sencilla que utiliza al diccionario de firmas como
conjunto de caracteristicas de clasificacion. Se calculan los k vectores de cada imagen del conjunto
de validacion a través de las firmas de textura de cada ventana dentro de cada una de las imagenes.
Cada uno de esos k vectores entra a un clasificador que entrega una etiqueta de clase para cada vector.
Finalmente, la etiqueta final es la de la clase con mayor nimero de repeticiones. El proceso para la
clasificacion a través del diccionario de Firmas de Textura con Momentos Ortogonales Discretos esta en
la Figura 3.15.
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Figura 3.14: Clasificacién con los histogramas de Firmas de Textura con Momentos Ortogonales Discretos.
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Figura 3.15: Clasificacién con el diccionario de Firmas de Textura con Momentos Ortogonales Discretos.
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Tratamiento de los vectores de caracteristicas

La estimacién de la calidad de las caracteristicas es un tema importante en el area del Aprendizaje de
M4dquina, en donde las tareas mas importantes son la clasificacién y regresién. Estas tareas requieren
de una seleccion adecuada de parametros o caracteristicas para ofrecer los mejores resultados.

En los problemas de aprendizaje, hay cientos o miles de caracteristicas potenciales que pueden
describir a un objeto de entrada. La mayoria de los métodos de aprendizaje no funcionan adecuadamente
bajo estas circunstancias porque, desde el punto de vista estadistico, la descripciéon con muchas
caracteristicas irrelevantes y ruidosas provoca problemas en la clasificacién.

Los vectores de caracteristicas que se proponen en la Seccién 3 tienen una dimensién alta que
depende del tamafio de la ventana traslapada de analisis. Por tanto, debido a las razones antes
mencionadas, la reducciéon de esta dimensionalidad es considerada para mejorar el costo computacional
y los resultados de clasificacion. Las técnicas que se describen en esta seccidon son: seleccidon de
caracteristicas, para encontrar las caracteristicas mas importantes para la clasificacion, y reduccion
de dimensionalidad a través del andlisis discriminante, que busca combinaciones lineales de las
caracteristicas que describan de mejor manera los datos.

4.1 Seleccion de caracteristicas

La seleccién de caracteristicas busca un subconjunto que idealmente es necesario y suficiente para
describir un objetivo concreto. Para elegir estas caracteristicas se necesita un método eficiente que
cuantifique su relevancia en la descripcion de un objeto en particular.

Existen muchas medidas para estimar la importancia o calidad de las caracteristicas. Si el problema
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es de clasificacion, algunos ejemplos de estas medidas son: ganancia de informacion [90], indice Gini
[91], medida de distancia [92], medida J [93], longitud minima de descripcién (MDL) [94] vy las
pruebas estadisticas: chi cuadrada, y?, y la prueba G [95]. No obstante, todas estas medidas asumen
que los atributos o caracteristicas son independientes condicionalmente a la clase a la cual pertenecen,
por lo tanto, no funcionan adecuadamente cuando hay dependencia entre los atributos y tienen pocas
posibilidades de entregar una buena hipédtesis sobre la seleccién de los parametros mas importantes.

Ademas de las medidas mencionadas anteriormente, usando la terminologia de John et al. [96], la
mayoria de los enfoques para reducir el niimero de caracteristicas se pueden ubicar en dos categorias
principales:

® Métodos envolventes: Estos métodos evaliian modelos multiples usando procedimientos que
agregan y/o eliminan caracteristicas para encontrar la combinacién éptima que maximiza el
rendimiento del modelo. En esencia, los métodos envolventes son algoritmos de busqueda
que consideran a las caracteristicas como las entradas y utilizan el rendimiento del modelo
como la salida que sera optimizada. Algunos métodos envolventes son: eliminacidn recursiva de
caracteristicas [97], algoritmos genéticos [98] y recocido simulado [99, 100].

® Métodos de filtrado: Estos métodos evaluan la relevancia de las caracteristicas fuera de los
modelos predictivos y, posteriormente, estiman el modelo solamente con las caracteristicas que
superan cierto criterio. Por ejemplo, para los problemas de clasificacion, cada caracteristica
podria evaluarse individualmente para verificar si existe una relacién plausible entre €l y las
clases observadas. Solo los predictores con relaciones importantes se incluirian en el modelo de
clasificacion. Saeys et al. [101] presentaron una compilacién de diversas técnicas basadas en este
método de seleccién y propusieron un esquema que combina varias de estas técnicas que mejora
la seleccién de caracteristicas en el campo de la bioinformatica.

Ambos enfoques tienen ventajas e inconvenientes. Los métodos de filtrado suelen ser mads eficaces
desde el punto de vista informatico que los métodos envolventes, pero el criterio de seleccidon no esta
directamente relacionado con el modelo. Ademas, la mayoria de los métodos de filtrado evaltian cada
caracteristica por separado y, en consecuencia, pueden seleccionarse caracteristicas redundantes o
correlacionadas, y no se pueden cuantificar las interacciones importantes entre variables. La desventaja
de los métodos envolventes es que muchos modelos son evaluados, los cuales pueden requerir de ajuste
de parametros y, por ende, un aumento en el tiempo de célculo. También existe un mayor riesgo de
sobre ajuste con los métodos envolventes.

4.1.1 ELIMINACION RECURSIVA DE CARACTERISTICAS

En primer lugar, este proceso ajusta el modelo de clasificacién utilizando todas las caracteristicas
del conjunto de entrenamiento. Cada caracteristica se clasifica usando su importancia para el modelo.
Sea S una secuencia ordenada que son valores candidatos para el nimero de caracteristicas que seran
conservadas (S; > S»,...). En cada iteracion de la seleccidn, se conservan las caracteristicas S; que
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tuvieron los mejores resultados de clasificacién, el modelo es reajustado y se evalia el rendimiento. Se
determina el valor de S; con el mejor rendimiento y las mejores caracteristicas S; que se utilizan para

ajustar el modelo final. El Algoritmo 4.1 tiene una definicién mdas completa.

El algoritmo tiene un paso opcional (linea 9), en donde las clasificaciones se vuelven a calcular
en el modelo con el nimero de caracteristicas reducidas. Svetnik et al. [97] demostraron que, para
los modelos de Random Forest, hubo una disminucién en el rendimiento cuando las clasificaciones
fueron recalculadas en cada paso. Sin embargo, en otros casos cuando las clasificaciones iniciales no
son buenas (por ejemplo, los modelos lineales con predictores altamente colineales), recalcular las
clasificaciones puede mejorar ligeramente el rendimiento.

Algoritmo 4.1: Eliminacién Recursiva de Caracteristicas

—

Entrenar el modelo con el conjunto completo de entrenamiento
Calcular el rendimiento del modelo de clasificacién

Calcular la importancia de las variables

Mantener las caracteristicas S; mds importantes

2
3

4 for Cada tamafio de subconjunto S;, i=1...S do
5

6 (Opcional) Pre procesamiento de los datos

7

Ajustar el modelo con el conjunto de entrenamiento usando las §;

caracteristicas
8 Calcular el rendimiento del modelo
9 (Opcional) Recalcular la importancia de cada predictor

10 end

11 Calcular el rendimiento sobre S;

12 Determinar el nimero apropiado de caracteristicas
13 Usar el modelo correspondiente al §; 6ptimo

Se puede presentar un problema de sobre ajuste por parte del predictor si es que éste se concentra
en ciertas caracteristicas del conjunto de entrenamiento que no se encuentren en el conjunto de
validacion. Por ejemplo, el algoritmo de clasificacién Random Forest, descrito en el Apéndice B.3, evita
este problema al seleccionar aleatoriamente un cierto nimero de caracteristicas para cada arbol de
decision, esta aleatoriedad evita que los arboles estén correlacionados entre si y que no se le de una

relevancia excesiva a algunas caracteristicas en particular.

El sesgo de seleccion [102] es un problema potencial de sobre ajuste en el que la envolvente puede
enfocarse en los matices del conjunto de entrenamiento que no se encuentran en muestras o caracteris-
ticas subsecuentes. Por ejemplo, supongamos que se recolecté un gran numero de caracteristicas no
relevantes y una de ellas se correlacion6 aleatoriamente con el resultado. El algoritmo daria una buena
posicién a esta caracteristica y el error de prediccién (en el mismo conjunto de datos) se reduciria.
Tomaria un proceso diferente de prueba y validacién para descubrir que esta caracteristica no es

relevante.

En el algoritmo actual, los datos de entrenamiento se utilizan para tres propdsitos basicos: seleccion
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del conjunto de caracteristicas, ajuste del modelo y evaluacion del rendimiento. A menos que el nimero
de muestras sea grande, especialmente en relacién con el nimero de caracteristicas, un conjunto de
entrenamiento estdtico puede no ser capaz de satisfacer estas necesidades.

4.1.2 RELIEFF

El algoritmo Relieff [103] se muestra en el Algoritmo 4.2. este método también pertenece a los
métodos envolventes, es una extension del algoritmo Relief [104, 105], y sus ventajas son que no esta
limitado a problemas de dos clases, es mas robusto y puede trabajar con datos incompletos y con ruido.
De manera similar a Relief, Relieff elige aleatoriamente el vector R;, busca a los k vecinos mas cercanos
de la misma clase, llamados nearest hits H;, y a los k vecinos més cercanos de cada una de las otras
clases, llamados nearest misses V;(C). La contribucion de los errores para cada clase se pondera con
la probabilidad a priori de la clase C, P(C), que es estimada a partir del conjunto de entrenamiento.
Entonces, la estimacién de pesos W[A] es actualizada dependiendo de R;, H; y V;(C), la férmula de la
actualizacidén se escribe como:

k . P ) |
wia] = wia) - Y SR HD P(C) diffia, RV, |

pr nxk mem)l_P&m”m»hﬂ nxk

(4.1)

La idea es que el algoritmo pueda estimar la capacidad de los atributos para separar cada par de
clases independientemente de cudles sean las dos clases mas cercanas entre si. La normalizacién de
las probabilidades a priori es necesaria ya que los k near misses de cada clase diferente tenderian a
exagerar la influencia de las clases con un nimero pequefio de casos. El proceso completo se repite n
veces, donde n es un parametro definido por el usuario

Algoritmo 4.2: Algoritmo Relieff
Input: Vector de caracteristicas R; y las etiquetas de la clase

Output: La estimacion de pesos W de la importancia de cada caracteristica
1 Inicializar W[A] = 0.0
2 fori=1tondo
3 Seleccién aleatoria de R;
Encontrar a H;

Encontrar a V;(C)

4

5 for cada clase C # class(R;) do
6

7 for A=1toado

8 WIA] = WIA] - Zf:l 'difffgﬁfﬁi) + Lcclass(R) 1—P(fc)§ucs)s(R)) Zf‘;l _dlff(i’f/;vj(c» :
9 end

10 end

11 end

48 de 111



4.2 Analisis Lineal Discriminante

4.2 Analisis Lineal Discriminante

El Andlisis Lineal Discriminante (LDA, por sus siglas en inglés), también conocido como analisis
normal discriminante o andlisis de funcién discriminante, es una generalizacion del discriminante lineal
de Fisher, un método utilizado en estadistica, reconocimiento de patrones y aprendizaje de maquina
para encontrar combinaciones lineales entre caracteristicas que describen dos o mds clases en bases de
datos. La combinacidn lineal resultante puede ser utilizada como clasificador o, como en la mayoria de

las ocasiones, para reducir la dimensionalidad antes de una clasificacion posterior.

El LDA esta muy relacionado con el analisis de varianza (ANOVA) y con el andlisis de regresion,
el cual también intenta expresar una variable dependiente como una combinacion lineal de otras
caracteristicas o medidas [106, 107]. Sin embargo, ANOVA utiliza variables categoricas independientes y
una variable dependiente continua, mientras que el analisis discriminante tiene variables independientes
continuas y una variable dependiente categdrica (la etiqueta de clase) [108]. La regresidn logistica se
parece mas al LDA que al ANOVA, ya que también expresan o asocian una variable categdrica a través
de las variables independientes continuas. Estos métodos se utilizan mds en aplicaciones donde no
es posible suponer que las variables independientes estan distribuidas normalmente, lo cual es una
suposicién fundamental del método LDA.

El LDA también esta relacionado con el analisis de componentes principales (PCA, por sus siglas en
inglés) y el andlisis de factores, ya que ambos buscan combinaciones lineales de variables que expresen
los datos de una manera mads sencilla [109]. El LDA intenta modelar explicitamente la diferencia entre
las clases de la base de datos. Por otro lado, PCA no tiene en cuenta ninguna informacion referente
a la clase y el analisis factorial construye combinaciones de caracteristicas basadas en diferencias en
lugar de similitudes. El LDA también es diferente del andlisis factorial porque no es una técnica de
interdependencia: se debe hacer una distincién entre variables independientes y variables dependientes
(también llamadas variables de criterio).

El LDA es considerado cuando las variables independientes estdn definidas en el dominio continuo.
Cuando estas variables son categdricas, la técnica equivalente es el Andlisis de Correspondencia
Discriminante [110].

4.2.1 ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL DE DOS CLASES

Para este analisis, se toma en cuenta una base de datos de entrenamiento que contiene vectores
de caracteristicas ¢, cada vector con una etiqueta de clase [ € {0, 1}. El LDA asume que las funciones
de densidad de probabilidad p(#|l = 0) y p(¢|l = 1) tienen una distribucién normal con sus respectivos
parametros de media y covarianza (ug, o) y (11, 21). Bajo esta suposicion, la soluciéon bayesiana éptima
es predecir puntos como si fueran de la segunda clase si el logaritmo de las razones de verosimilitud es
mayor que algun umbral U, de modo que:

(t — po)" =y (t = po) + InlZol — (¢ — )" T (¢ = 1) = InfZy] > U. (4.2)
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Sin considerar otras suposiciones, el clasificador resultante se le conoce como Analisis Discriminante
Cuadratico (QDA, por sus siglas en inglés). En cambio, el LDA realiza adicionalmente la suposicién de
homocedasticidad (es decir, que las covarianzas de clase son idénticas, tal que Xy = £; = X) y que las
covarianzas tienen rango completo. En este caso, varios términos se cancelan:

T'sy-1, _ Tvy-1
Yy t=13]'t

2 = ] 2

en donde X; es una matriz Hermitiana, y el criterio de decisién anterior se convierte en un umbral en el
producto punto:

w-t>u,
para la constante de umbralizacion u, donde:

w =2 (1 — o)

u= (U—,ugZal).

N =

Esto significa que el criterio de una entrada x que estd en una clase y es solamente una funcién de
la combinacion lineal de las caracteristicas del conjunto de entrenamiento.

Las suposiciones del LDA son las mismas que para el ANOVA. El andlisis es muy sensible a los
valores atipicos (outliers) y el nimero de muestras debe ser mayor que el nimero de caracteristicas
[111]. Otras suposiciones son:

® Variables con distribucion normal: las variables independientes son normales para cada nivel
de la variable de agrupacion [111].

® Homogeneidad de la varianza / covarianza (homocedasticidad): las variaciones entre las
variables del grupo son las mismas en todos los niveles de predictores. El anélisis discriminante
lineal se utiliza cuando las covarianzas son iguales, y que el andlisis discriminante cuadratico se
puede usar cuando las covarianzas no son iguales.

® Multicolinealidad: los resultados de clasificacién pueden disminuir si es que existe una mayor
correlacién entre los vectores de caracteristicas.

El LDA tiene cierta robustez frente a ligeras violaciones de estas suposiciones [112] , y también se
ha demostrado que puede ser confiable cuando se usan variables dicotémicas (donde a menudo se
encuentran variables que no tienen distribucién normal) [113].

El resultado del analisis discriminante canénico encuentra los C — 1 ejes (en donde C es el nimero
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de clases) que mejor separan las clases. Estas funciones lineales no estan correlacionadas y definen un
espacio C — 1 6ptimo a través del conjunto de datos que mejor separa las clases.

4.2.2 ANALISIS DISCRIMINANTE MULTICLASE

En el caso donde hay mas de dos clases, el analisis discriminante de Fisher puede extenderse para
encontrar un subespacio que parece contener toda la variabilidad de clase [114]. Suponiendo que
cada una de las clases tiene una media y; y la misma covarianza X. Entonces, la dispersion entre la
variabilidad de clase puede definirse por la covarianza de las muestras de las medias de las clases:

1 C
2= 5 ) =i 4.3)
i=1

donde u es la media de las medias de cada clase. En este caso, la separacion entre clases en una

direccién w se define como:
wlZpw

wlZw’

S = 4.4

ésto significa que cuando la separacién w es un vector generador de X~'%;, la separacién serd igual al

valor generador correspondiente.

Si '3, es diagonalizable, la variabilidad entre las caracteristicas estara contenida en el subespacio
abarcado por los vectores generadores correspondientes a los C — 1 valores generadores mas grandes,
puesto que X, es de rango C — 1, al menos. Estos vectores generadores se utilizan principalmente en la

reduccion de dimensionalidad de las caracteristicas, como en el PCA.
4.2.3 ANALISIS DISCRIMINANTE DE FISHER

El Analisis Discriminante de Fisher (FDA) es uno de los métodos de reduccién de dimensionalidad
mas usados, fue desarrollado por Ronald Fisher [106] para problemas con dos clases. Contrario al PCA,

el FDA proyecta los vectores de caracteristicas de tal manera que conserva la geometria de los mismos.

Sean ©' = {#],9,,..., 19}1 b, 0¢ = {96,965, .., ﬂlcc} las muestras de C clases, entonces la proyeccién

de Fisher es dada por el vector w que maximiza:

wl'S gw
JWw) = ———. .5
W= 4.5)

La matriz de dispersidn inter clases S g se define como:

C
Sp= ) liwi = (i -, (4.6)

i=1

donde y; = § Zile 9.y u es el promedio general.
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Por otro lado, la matriz de dispersion intra clases Sy es:

c
Sw= .S 4.7)
i=1
donde S = X}, (9} - ) — )"
Finalmente, la matriz de proyeccion éptima w* la forman los C — 1 valores generadores mas

importantes de S},'S 5.
4.2.4 ANALISIS DISCRIMINANTE MULTICLASE KERNEL-FISHER

El FDA tiene una limitacién importante porque asume que las caracteristicas tienen un com-
portamiento Gaussiano. Para superar este inconveniente, Scholkopft y Mullert [115] proponen una
generalizaciéon no lineal al mapear los datos originales a algun otro espacio y se realiza el FDA dentro
de él. Entonces, el objetivo es encontrar w* € { que maximiza:

Tqd
wSBw

Jw) = (4.8)

7q0,,’
whSyw
donde Sg’ yS ‘v’{, son las matrices de dispersion inter clase e intra clase, respectivamente, en el espacio ¢
y @ es la funcidén que mapea los datos de entrada al espacio producto interno ¢ de mayor dimensién
(posiblemente infinito).

Una desventaja de este método es que no siempre es posible calcular la funciéon @, asi que, el
algoritmo fue reformulado en términos de productos internos y se propuso el Andlisis Discriminante
Kernel Fisher (KFDA) para problemas de dos clases. La idea principal radica en resolver las limitaciones
del FDA calculando productos punto de los datos mapeados, sin necesidad de la funcién ®. En primer
lugar, es necesario definir una matriz kernel de un producto interno, k(x, y) = (®(x), ®(y)), en lugar de
calcular una funcién de mapeo explicita. Entonces, K(m, n) = k(X,,, X,,) donde X = UiC: 1X". Los tipos de
kernel mas populares son: kernel lineal, kernel polinomial, kernel sigmoidal y kernel Gaussiano, y se
definen en el Apéndice B.2.3, ya que las maquinas de soporte vectorial utilizan estas funciones para
proyectar los datos. Entonces:

wTSqB’w = aPa’ (4.9)

wl's ﬁ,w =aQa’. (4.10)

La matriz de dispersién entre clases P se define como:

P =

C
L — w(uj— ', 4.11)

j=1

donde u; = % Sunexi Km,n) y gt = 1 Sy, K(m, n).
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La matriz de dispersién intra clases Q se define como

C
0=KK" =) Ly, (4.12)
=

tal vez sea necesario modificar a Q = Q + rI para que su inversa exista.

Finalmente, o* se construye con los C — 1 valores generadores mds grandes de Q™! P y la proyeccién

queda como:
y=Ka". (4.13)

Este método reduce la longitud el vector de caracteristicas a uno de C — 1.
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Experimentos y Resultados

En esta seccidn, las propuestas descritas en la Seccién 3 son aplicadas a bases de datos biomédicas.
Se eligen este tipo de bases de datos por la relevancia que representa la aplicacién médica porque
un diagndstico mejor y mas rapido propiciara la eleccion adecuada del tratamiento a seguir. Por esa
razén, el interés ha ido aumentando considerablemente por parte de los médicos en esta area del
procesamiento de imagenes. Debido al avance tecnolédgico, principalmente en cuanto a la adquisicién de
imagenes y su resolucién, se pueden notar patrones de textura que probablemente ayuden a distinguir
entre diferentes tipos de tejidos.

En primer lugar, se presentan las bases de datos biomédicas utilizadas para la validacion de los
métodos propuestos en este trabajo de investigacidon. Las bases de datos pertenecen a al conjunto
de bases publica llamado IICBU-2018. Después, se plantea el desarrollo del experimento basado en
firmas de textura de momentos ortogonales discretos para la clasificacion de estas bases de datos. Cabe
mencionar que los resultados de este primer desarrollo experimental fueron publicados en el articulo
titulado A Comparative Study on Discrete Shmaliy Moments and Their Texture-Based Applications [116]
en la revista Mathematical Problems in Engineering. Posteriormente, se comparan los resultados entre
las diferentes propuestas basadas en Textons y firmas de textura k-medias, mencionadas en la Seccién
3. Finalmente, se mencionan los experimentos realizados durante este trabajo de investigacién y que
culminaron en su presentacion y publicacién en congresos internacionales.
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(@ (®)

Figura 5.1: Las dos clases definidas en la base de datos Binucleate son: (a) Binucleate y (b) Non-Binucleate.

Base de datos Clases Imagenes Formato Microscopia

Binucleate 40 1280 x 1024 16-bit Fluorescencia

Celegans 4 252 1600 x 1200 16-bit Fluorescencia

CHO 5 340 512 x 382 16-bit Fluorescencia

Hela 10 860 382 x 382 16-bit Fluorescencia

Liver aging 4 850 1388 x 1040 32-bit color Campo claro

Lymphoma 3 375 1388 x 1040 32-bit color Campo claro

Tabla 5.1: Descripcién de las bases de datos de IICBU 2008.

5.1 IICBU - 20008

El conjunto de bases de datos publica IICBU - 2008 fue presentada por Shamir [117] y estd com-
puesta por 11 conjuntos de imagenes que representan un amplio rango de problemas en imagenologia
bioldgica. El formato o tipo de archivo en todos los conjuntos es TIFF (Tagged Image File Format) , de 8,
16 o 32 bits, y el tamafio de las imdgenes varia desde 25 x 25 hasta 1600 x 1200 pixeles. Las bases de
datos incluidas estan enumeradas en la Tabla 5.1 . A continuacidn, se presenta una breve introduccion
de cada una de las bases de datos que fueron utilizadas en la validacién de los métodos de clasificacion

propuestos:

® Binucleate: Esta base de datos fue adquirida con el objetivo de clasificar fenotipo celular binuclear
y células normales. El fenotipo binuclear esta asociado a fallas en la divisién celular y es de
principal interés de los especialistas cuando buscan genes que tienen efectos en la division celular.
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Figura 5.2: Las edades cronoldgicas de la base de datos Celegans: (a) 1, (b) 2, (c) 4y (d) 8 dias.

Muchos agentes utilizados en las quimioterapias también alteran la divisién celular. Las células
incluidas en esta base de datos pertenecen a la Drosophila melanogaster y son mostradas en la
Figura 5.1.

Celegans: El nombre completo de esta base de datos es Caenorhabditis elegans muscle aging y su
propdsito principal es estimar la edad de los nematodos utilizando imdgenes de tejido muscular.
Las imdgenes fueron capturadas con un microscopio de luz a diferentes edades. Las imagenes
se asignaron a la edad cronoldgica respectiva, en lugar de la edad morfoldégica. Estas edades
no estan correlacionadas por completo porque el desarrollo fisico entre individuos de la misma
especie no es el mismo aunque tengan la misma edad cronolégica.

Celegans tiene un objetivo diferente al resto de las bases de datos incluidas en IICBU-2008.
El objetivo principal es encontrar una variable que correlacione las edades morfolégicas y
cronoldgicas. Las edades varian en el rango de 1, 2, 4 y 8 dias. Una muestra de cada edad
cronoldgica se presenta en la Figura 5.2.

CHO y HelLa: El conjunto de datos Chinese Hamster Ovary (CHO) es el segundo conjunto de
datos mds antiguo de IICBU 2008 publicado originalmente en 1998. CHO es un conjunto de datos
que se centra en la identificaciéon de organelos subcelulares y estructuras celulares. En la Figura
5.3 se muestra una imagen por clase de la base de datos CHO. HeLa se publicé posteriormente
en 2001 bajo la misma linea de investigaciéon que CHO, pero proporciona mas estructuras para
la identificacion. También contiene un conjunto de vectores de caracteristicas numéricas que se
calcularon para caracterizar los datos HeLa. En la Figura 5.4 se muestra una imagen por clase de
la base de datos HeLa.

57 de 111



Capitulo 5. Experimentos y Resultados

(@) () ©

(@) (e)

Figura 5.3: Las clases de la base de datos CHO son: (a) giantin, (b) hoechst, (c¢) lamp2, (d) nop4y (e)
tubulin.

Uno de los puntos originales principales de investigaciéon de estos conjuntos de datos es la
capacidad de localizar proteinas en una célula. La ubicacion de una proteina en relacion con otras
proteinas o estructuras funcionales conocidas, es un fuerte indicador del propdsito de la proteina.
Incluso se pueden diferenciar proteinas muy similares, ya que los procesos a menudo se localizan
en una parte de la célula. Ambos conjuntos de datos se han investigado durante la ultima década
y han sido evaluados por numerosos algoritmos [117-119].

® Liver aging: El Atlas del Proyecto de Expresidn Genética en la Edad de Ratones (AGEMAP) es un
estudio hecho por el National Institute of Aging y el National Institutes of Health de los EEUU, que
involucra 48 ratones machos y hembras, de cuatro edades diferentes (1, 6, 12 y 24 meses), con
dietas ad-libitum (a placer) y con restriccidén caldrica. Los higados fueron extraidos de ratones
sacrificados, fueron seccionados y entintados con Hematoxilina/Eosina (H+E). Las imagenes
fueron adquiridas a través de microscopia de campo claro. En la Figura 5.5 se muestra un ejemplo

de cada edad que compone la base de datos.

Las imagenes AGEMAP se pueden analizar en multiples ejes de diferenciacion: edad, sexo, dieta
o individualmente para construir una variedad de problemas de clasificacién. Los clasificadores
pueden ser entrenados en higados de la misma edad y dieta para predecir el sexo del raton.
También pueden ser entrenados para predecir la dieta del ratén. La edad es una variable continua,
por lo que se debe tener cuidado al entrenar clasificadores para predecir la edad del ratén, ya que

la edad cronoldgica no corresponde necesariamente a la edad morfoldgica.

La variabilidad de tincion es un desafio importante que impide el andlisis cuantitativo de las

58 de 111



5.1 IICBU - 20008

(b) (© (D (e)

€ Q) @ 0

Figura 5.4: Las clases de la base de datos HeLa son: (a) actin, (b) dna, (c) endosome, (d) er, (e) golgia, (f)
golgpp, (g) lysosome, (h) microtubules, (i) mitochondria y (j) nucleolus.

© (d)

Figura 5.5: Las imdgenes pertenecen a las diferentes edades cronoldgicas de los ratones sin dieta restrictiva
de la base Liver aging: (a) 1, (b) 6, (c) 16 y (d) 24 meses.

muestras con H+E. Todas las muestras de AGEMAP fueron preparadas por el mismo experto
patdlogo, siguiendo un protocolo establecido y adecuado para su adquisicién. Por lo tanto, la
variabilidad de la tincién en este conjunto de datos es significativamente menor que las variaciones
de tincién en conjuntos de imagenes como el de Lymphoma, que no se pudieron adquirir en
condiciones restrictivas similares.
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Figura 5.6: Clases de la base de datos Lymphoma: (a) CLL, (b) FL, y (c) MCL.

® Lymphoma: Las enfermedades hematoldgicas incluyen diferentes tipos de leucemia y linfomas.
Aunque estas enfermedades no son habituales, han despertado interés médico en los ultimos
afos. Por esa razon, este conjunto de datos es una de las bases de datos mas populares porque
se ha utilizado en varios estudios para clasificaciéon [120, 121] y registro [122]. El conjunto de
datos de imagenes esta tefiido con Hematoxilina/Eosina (H+E). La base de datos de Lymphoma
estd compuesta por tres tipos de enfermedades hematolédgicas: leucemia linfocitica crénica (LLC)
con 133 muestras, linfoma folicular (FL) con 139 y linfoma de células del manto (MCL) con 122.
La Figura 5.6 contiene muestras de cada clase del conjunto de datos del Lymphoma.

5.2 Experimento con firmas estadisticas de textura

Las firmas estadisticas de textura, presentadas en la Seccién 3.3.1, es el método de descripcion y
clasificacién de textura que, como se vera mas adelante en este capitulo, mejores resultados obtuvo.
Ademas, estos resultados son los que se publicaron en la revista Mathematical Problems in Engineering
[116]. Antes de comenzar con la descripcion de las imagenes a partir de los momentos discretos, las
imagenes pasan por una etapa de preprocesamiento simple: las bases de datos a color RGB (Liver aging
y Lymphoma) son transformadas a escala de grises (/,;s) a través de la siguiente suma ponderada:

Igris = 0.2989 * R + 0.5870 * G + 0.1140 = B, (5.1)

donde R, G y B son los canales rojo, verde y azul respectivamente.

Para el andlisis local, todas las imagenes de las bases de datos son divididas en ventanas de andlisis
cuadradas y traslapadas. El tamafio de las ventanas varia desde los 20 x 20 hasta los 50 x 50 pixeles, el
intervalo del tamafio de ventana es de 10 x 10 pixeles y el traslape es del 50 %. Este proceso es mostrado
en la Figura 3.8. Otros pardmetros fijos son: para los momentos de Krawchouk, p; = p, = 0.5 (ecuacién
2.47), y para los momentos Dual Hahn, a = ¢ = 0 y b es igual al tamafio de la ventana de andlisis
local (ecuacion 2.66). El motivo de la eleccién de estos parametros para los polinomios de Krawtchouk
se debe a que en las ventanas traslapadas no es necesario analizar zonas en particular, por lo tanto,
elegimos los parametros que ubican a los polinomios bidimensionales justo en el centro de la ventana
de andlisis. El efecto de la variacion de estos pardmetros se muestra en la Figura 2.2. En cuanto a
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los parametros elegidos para los polinomios dual Hahn, no necesitamos analizar zonas particulares
dentro de la ventana de andlisis y tampoco es necesario expandir o comprimir a los polinomios, sino
que se ajusten al tamafio de la ventana de analisis. Estas caracteristicas de los polinomios dual Hahn se
muestran en la Figura 2.6.

Las ventanas traslapadas son procesadas como se muestra en la Figura 3.9. Las firmas de textura,
ecuacion 3.1, son calculadas para cada ventana traslapada. La propuesta en este trabajo de investigacién
es el cdlculo de las firmas estadisticas de textura. La firma estadistica de textura es calculada a partir
del promedio, desviacion estandar y curtosis de todas las firmas de textura correpondientes a cada
imagen, tal y como se muestra en la ecuacion 3.4.

Las variables que se tomaron en cuenta para calcular los resultados de clasificacién a partir de las
firmas estadisticas de textura son:

® Familias de Momentos Discretos: Las firmas de textura se calculan a partir de las bases polino-
miales discretas de Shmaliy, Tchebichef, Krawtchouk y Dual Hahn.

® Tamaiio de ventana de analisis: los tamafios de las ventanas de analisis para calcular las firmas
estadisticas de textura son 20 x 20, 30 x 30, 40 x40 y 50 x 50 pixeles. Este tamafio estd limitado por
que el calculo de los polinomios dual Hahn es inestable a partir de ese tamafio. Esa inestabilidad
se debe a la acumulacién del error en las recursiones, tal y como se menciona en la Seccién
2.5.1. Por lo tanto, el tamafio de la ventana se limita para todas las familias de polinomios para
comparar los resultados de las cuatro bases polinomiales bajo las mismas condiciones.

® Procesamiento de las firmas de textura: Antes de que las firmas de textura estadistica entren
a los clasificadores se les aplica el siguiente tratamiento: Analisis Discriminante Lineal (LDA),
eliminacion recursiva de caracterisiticas y la combinacién de ambas, eliminacidn recursiva y LDA.
Evidentemente, las pruebas también se realizaron sobre las firmas estadisticas sin tratamiento
alguno.

® Clasificadores: Los algoritmos de clasificacion utilizados son: K vecinos mas cercanos (kNN),
magquina de soporte vectorial con kernel lineal (SVM lineal) y con kernel Gaussiano (SVM gauss),
Random Forest y naive Bayes. Los diferentes clasificadores estan explicados en el Apéndice B.

La validacion de la clasificacién de las bases de datos se hizo a través de una validacién cruzada
de 5 grupos. La validacién cruzada por grupos propone la divisién de los datos en X grupos con
aproximadamente el mismo nimero de elementos, de tal forma que se entrena con X — 1 grupos,
dejando uno para validacion. Finalmente, se repite este procedimiento de tal manera que cada grupo
sea el grupo de validacion en cada prueba. Los resultados finales de precisién en la clasificacion son el
promedio obtenido en los experimentos. En la Figura 5.7 se muestra un esquema que explica este tipo
de validacion.

En total, se calculan resultados para 4 familias de momentos, 4 tamafios de ventanas, 4 tipos de
procesamiento de las firmas y 5 clasificadores distintos, es decir, 320 resultados diferentes. Resulta
complicado mostrar todos los resultados obtenidos, asi que deben ser acotados. No se puede prescindir
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Figura 5.7: Diagrama general de la validacién cruzada por grupos.

de las familias de momentos puesto que son de interés maximo en este trabajo de investigacién.
Tampoco se prescindird de los resultados de los diferentes clasificadores porque resulta interesante
observar el comportamiento de las caracteristicas calculadas bajo diferentes esquemas de clasificacion.
Por lo tanto, quedan los diferentes tamafios de ventana y los tipos de procesamiento.

La métrica elegida para mostrar los resultados de las clasificaciones es la exactitud. La exactitud se

define como: c
-~ VP;
Exactitud = h,
PT

donde VP; es el nimero de verdaderos positivos (muestras clasificadas correctamente) obtenidos para

(5.2)

cada clase C y PT es el numero total de muestras que tiene el conjunto de validacién. La exactitud se
puede presentar en términos de porcentaje o en valores normalizados entre O y 1.

En la Figura 5.8(a) se muestra el resultado promedio de exactitud en la clasificacién, en todas
las bases de datos, del tipo de procesamiento por cada familia de momentos y en la Figura 5.8(b) se
presenta el resultado promedio del tamafio de ventana contra cada familia de momentos. En cuanto al
tipo de procesamiento, se observa que para todas las familias de momentos, el andlisis discriminante
lineal tiene los mejores resultados y, ademads, presenta la mayor uniformidad entre ellos. Mientras
que, en cuanto al tamafio de ventana, se observa que los tamafios 40 x 40 y 50 x 50 tienen los mejores
resultados, sin embargo, es complicado discernir entre una y otra. Por lo tanto, los resultados mostrados
solo perteneceran a los obtenidos con el analisis discriminante, descartando asi a la seleccién de
caracteristicas y su combinacion. En la Figura 5.9 se muestra la secuencia de pasos principales para el
experimento de clasificacion.

Una vez elegido el LDA como etapa de procesamiento para las firmas estadistica de textura, las
firmas resultantes son centradas: promedio cero y desviacion estdndar unitaria. Es necesario tener
en cuenta que estas firmas tienen una longitud de C — 1 caracteristicas, donde C es el nimero de
clases que contiene cada base de datos. En la Figura 5.10 se muestran las firmas resultantes para cada
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Figura 5.8: Resultados promedio de exactitud en la clasificacién de las familias de momentos en comparacién
con: (a) el tipo de procesamiento y (b) el tamafio de ventana.

Cdlculo de las Andlisis Resultados

Base de Validacién

datos de >| firmas de textura || Discriminante |—
imdgenes

promedio de
estadisticas Linedl clasificacién

Cruzada

Figura 5.9: Procedimiento general para la clasificacién basada en firmas de textura estadistica y andlisis
discriminante.
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Figura 5.10: Las firmas estadisticas de textura son transformadas a través del andlisis discriminante. Los
valores proyectados corresponden a los C — 1 valores generadores de mayor magnitud, donde
C es el niimero de clases que contiene cada base de datos. Las proyecciones obtenidas mejoran
el agrupamiento entre clases y las separaciones entre clases son maximizadas.

base de datos. Los ejes de las subfiguras indican el valor generador al cual hacen referencia. Cabe
resaltar que las bases de datos CHO y HeLa estdn mostradas parcialmente porque su longitud excede la
representacion tridimensional con 4 y 9 caracteristicas, respectivamente.

Los resultados promedio de exactitud para cada base de datos son mostrados en las siguientes
figuras: Binucleate en la Figura 5.11, Celegans en la Figura 5.12, CHO en la Figura 5.13, HeLa en la
Figura 5.14, Liver aging en la Figura 5.15 y Lymphoma en la Figura 5.16.

Cada subfigura de la Figura 5.11 a la 5.16 muestra los resultados para un tamafio de ventana
especifico. Las barras de color rojo corresponden a los momentos Shmaliy, las de color azul a los
momentos de Tchebichef, las verdes a los momentos de Krawtchouk y las moradas a los momentos Dual
Hahn. Las lineas verticales que aparecen al centro de las barras representan la desviacién estdndar del
promedio de los resultados de la validacion cruzada.

5.2.1 ANALISIS DE LA VARIANZA

El andlisis de la varianza factorial [123], o ANOVA factorial, es realizado con el objetivo de
encontrar si la eleccién del tamafio de ventana de analisis, el clasificador y/o el momento discreto es
estadisticamente relevante porque los resultados de la clasificaciéon son muy similares entre si.

El ANOVA compara los promedios entre grupos e indica si alguno de esos grupos tiene cierta
diferencia estadistica significativa en comparacién a los demds grupos. ANOVA prueba la hipétesis nula,
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Figura 5.11: Resultados promedio de exactitud para la base de datos Binucleate. Esta base de datos contiene
solamente dos clases. Esta base de datos tiene la particularidad de que el LDA proyecta y separa
las clases de tal manera que la clasificacion se vuelve trivial. Sin embargo, cuando la SVM-gsn
es utilizada, hay un pequefio error causado por la influencia de los pardmetros del kernel
Gaussiano.
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Figura 5.12: Resultados promedio de exactitud para la base de datos Celegans. La base de datos contiene

cuatro clases. Los mejores resultados son obtenidos cuando el tamafio de la ventana de andlisis
es mayor a 20.
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Figura 5.13: Resultados promedio de exactitud para la base de datos CHO. La base de datos consiste en
5 clases de estructuras celulares de ovario de hdmster. En esta base de datos, las firmas de
los momentos Shmaliy y Tchebichef muestran un rendimiento uniforme y similar cuando el
tamarfio de la ventana de andlisis es mayor que 30.
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Figura 5.14: Resultados promedio de exactitud para la base de datos HeLa. La base de datos, como extensién

de la base de datos CHO, contiene 10 clases de estructuras celulares de ovario de hdmster. Los
mejores resultados fueron obtenidos cuando el tamafio de ventana de andlisis es mayor que 40.
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Figura 5.15: Resultados promedio de precision para la base de datos Liver aging. La base de datos contiene
4 clases diferentes. La base de datos tiene la particularidad de que el rendimiento de los
clasificadores es similar entre ellos y la exactitud se incrementa conforme aumenta el tamafio
de la ventana.
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Resultados promedio de exactitud para la base de datos Lymphoma. La base de datos contiene

3 tipos de enfermedades hematoldgicas Los mejores resultados se obtienen cuando la ventana
de andlisis es mayor que 40.
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Base de datos Ventana Clasificador  Momento  Vent. & Clas.  Vent. & Mom.  Clas. & Mom.

Celegans

CHO
Hela
Liver aging

Lymphoma

Tabla 5.2: Valores p del andlisis de varianza. Las primeras tres columnas corresponden a cada variable
independiente (Ventana, Clasificador y Momento), mientras que, las tltimas tres columnas
corresponden a las interacciones entre las variables independientes.

Hy=pu; = up = ... = ug, donde u es el promedio del grupo K. En otras palabras, la hipétesis nula es
que ningun grupo tiene relevancia estadistica. Si esta hipétesis es rechazada, la hipdtesis alternativa,
H, es aceptada e implica que al menos dos promedios de grupos son significativamente diferentes uno
de otro.

En este experimento, la exactitud es la variable dependiente. El tamafio de ventana de anélisis, el
clasificador y el momento discreto son las tres variables nominales o independientes. Ademds, el ANOVA
puede examinar la interaccidn entre las variables independientes porque las interacciones muestran
que las diferencias entre los grupos no son uniformes en las categorias de las variables independientes.
El resultado que arroja el ANOVA es el valor p, un valor p es calculado para cada variable nominal
y las interacciones entre ellas. En general, si el valor p es menor que el 5 %, la hipdtesis nula Hy es
rechazada. La Tabla 5.2 muestra los valores p, en porcentajes, de las variables independientes y sus

interacciones.

Con base en la Tabla 5.2 se observa que las variables independientes y la interacciéon venta-
na/momento son, en general, estadisticamente significativas para todas las bases de datos. Las graficas
del ANOVA de las variables independientes para la base de datos Celegans estan en la Figura 5.17, para
CHO en la Figura 5.18, para HeLa en la Figura 5.19, para Liver aging en la Figura 5.20 y para Lymphoma
en la Figura 5.21. Cabe mencionar que la base de datos Binucleate no fue considerada para el anélisis
ANOVA porque, para todas las combinaciones de parametros, los resultados de clasificacién fueron muy
altos. Esta base de datos es la mas facil de clasificar, tan facil que su evaluacion se vuelve trivial.

En primer lugar, la variable independiente mds importante que observamos en la Tabla 5.2 es el
tamafio de la ventana de andlisis porque para todas las bases de datos se obtiene el valor p = 0. Se
percibe, en general, que conforme aumenta el tamafio de la ventana, mejores son los resultados de
clasificacién y que, definitivamente, la ventana de tamafio 20 x 20 es la que tiene el peor rendimiento.
En particular, para Celegans se observa que a partir de la ventana de 30 x 30 se obtiene los mejores
resultados y con mayor uniformidad. Los mejores resultados se obtienen a partir de la ventana de
40 x 40 para CHO, Liver aging y Lymphoma, mientras que para HeLa se obtienen solamente con la
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Figura 5.17: ANOVA de las variables independientes de Celegans. En la imagen izquierda, estdn los resultados
promedio de cada clasificador, se observa que KNN y naive Bayes tienen los mejores resultados,
sin embargo, todos los demds clasificadores tienen resultados parecidos. En el centro, se ve
que los momentos de Krawtchouk tienen el mejor resultado promedio. Los resultados de cada
ventana se muestran en la imagen de la derecha, si la ventana mide 30 x 30 o mds, tendrd los
mejores resultados.

ventana 50 x 50.

La siguiente variable mds importante es la eleccién del momento discreto. En general, no se observa
que algin momento en particular sea el mejor de todos, en cambio, se muestra que los momentos
Dual Hahn no alcanzan tan buenos resultados de clasificacion como los demas. En particular, para las
bases Celegans, HeLa y Lymphoma, los mejores resultados promedio de clasificacion se obtienen con los
momentos de Krawtchouk. Los mejores resultados para la base CHO se obtienen con los momentos de
Tchebichef y, para la base Liver aging, con los momentos de Shmaliy. Esta situacion, en la que cada base
de datos responda o se obtengan mejores resultados con cierta familia de momentos, puede ser debido
a que estas mismas bases de datos estdn mayormente correlacionadas con las familias de momentos.
Sin embargo, se recalca que los resultados obtenidos con estas tres tiltimas familias de momentos son
muy parecidos entre si.

La eleccion del clasificador también tiene relevancia estadistica, excepto para la base de datos
Celegans, es decir, que se obtendran buenos resultados de clasificacién sin importar el clasificador.
Ahora, la relevancia significativa del clasificador se debe a que con Random Forest se obtienen resultados
por debajo de los demds clasificadores. Una de las posibilidades es que el funcionamiento del Random
Forest esté condicionado por la misma naturaleza del clasificador (Apéndice B.3) y al reducido numero
de caracteristicas por la aplicaciéon del LDA, resultando en la generacidn de arboles correlacionados.

Finalmente, la interaccién ventana/momento también es relevante estadisticamente, excepto para
la base de datos HeLa. De nuevo, esta relevancia estadistica no indica que alguna interaccion sea
la mejor, sino que, muestra que la combinacién entre ventanas pequefias junto con los momentos
Dual Hahn obtienen los resultados mas bajos de clasificacion. Esta conclusion concuerda con lo dicho

anteriormente para el tamafio de ventana y la elecciéon del momento discreto.

Los mejores resultados de este experimento son comparados con otros trabajos que han utilizado
las mismas bases de datos: Shamir et al. [117, 118], Siji et al. [119] y Meng et al. [124].

Shamir et al. presentaron la base de datos IICBU-2008 en [117]. Ademas, ellos utilizaron una
herramienta muy popular llamada WND-CHRM [125, 126] para extraer y clasificar diferentes conjuntos
de caracteristicas, por ejemplo: transformada de Radon, coeficientes de Gabor, histogramas multiescala,
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Figura 5.18: ANOVA de las variables independientes de CHO. El resultado promedio de los clasificadores se
muestran en la imagen de la izquierda, todos los clasificadores tienen resultados parecidos,

menos Random Forest. En el centro, estdn los resultados por momento, Dual Hahn muestra
un peor rendimiento que los demds. En la imagen de la izquierda, se observa que, conforme

1.002

aumenta el tamarfio de ventana, los resultados mejoran.
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Figura 5.19: ANOVA de las variables independientes de HeLa. En la imagen de la izquierda, se observa
que los clasificadores SVM lineal y Random Forest tienen los peores resultados promedio. En
la imagen del centro, se nota que los momentos Dual Hahn tiene el peor rendimiento. En la
imagen de la izquierda, se observa que, conforme aumenta el tamafio de ventana, los resultados
mejoran.
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Figura 5.20: ANOVA de las variables independientes de Liver aging. En la imagen izquierda, los resultados
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promedio indican que el peor rendimiento pertenece al Random Forest. En la imagen central,
Dual Hahn tiene el peor rendimiento, mientras que las demds familias tienen un rendimiento
similar entre ellas. En la imagen derecha, se observa que conforme aumenta el tamafio de
ventana, el rendimiento mejora.
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Figura 5.21: ANOVA de las variables independientes de Lymphoma. En la imagen izquierda, se muestra
que el rendimiento de los clasificadores es similar. En la imagen central, se muestra que los
momentos Dual Hahn tienen, ligeramente, un peor resultado compardndolo con los demds
momentos. Los resultados de cada ventana se muestran en la imagen de la derecha, si la
ventana mide 40 x 40 o mds, tendrd los mejores resultados

Base de datos | Shmaliy  Tchebi Krawt ~ DHahn Shamir(1) Shamir(2)  Siji Meng

Celegans 100 100

CHO 100 100 100 100 93 94 99 -
Hela 9431 9499 9549 9325 84 83 74 -
Liver aging 98.10 9830 9697  95.84 51 - - 95.09
Lymphoma 9629 9627 9467 9413 85 - - 84.79

Tabla 5.3: Comparacion de resultados de exactitud promedio, en porcentdaje, entre las firmas estadisticas de
textura con momentos ortogonales discretos y los métodos encontrados en la literatura.

caracteristicas de textura de Tamura, matriz de co-ocurrencia, etc. Posteriormente, Shamir et al.
usaron la Transformada de Fourier, momentos de Tchebichef y la Transformada Wavelet para extraer
caracteristicas de textura y, de nuevo, utilizaron WND-CHRM para la implementacién de la clasificacion.
Ellos reportaron resultados con las bases CHO y HeLa.

Siji et al. propusieron aplicar andlisis de componentes principales (PCA) y andlisis de Fisher basados
en la seleccidn de caracteristicas para aplicaciones de recuperacién de imagenes. Ellos también utilizaron
las mismas caracteristicas calculadas por el WND-CHARM para las bases de datos Binucleate, Celegans,
CHO y HeLa. También utilizaros naive Bayes y SVM como clasificadores.

Meng et al. propusieron un modelo de clasificacién llamado Modelado de Proyeccién de Subespacio
Representativo Colateral (C-RSPM, por sus siglas en inglés) para las bases Liver aging y Lymphoma. Las
bases utilizadas fueron Liver aging y Lymphoma.

La Tabla 5.3 resume y compara los resultados de este experimento con los de los autores menciona-
dos anteriormente.
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Base de datos Exactitud Descriptor Ventana Regla K-Fold

Lymphoma 66.57 + 6.36 Maximo

CHO 87.77 + 6.26 T 21 Maximo 10
Liver Aging 60.87 + 9.59 TKS 21 Maximo 10

Hela 64.39 + 6.21 TK 16 Maximo 10

Tabla 5.4: Resultados de clasificacién con el Diccionario de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos.

5.3 Experimento con Textons y Firmas de Textura de k-medias

Para este experimento, las metodologias de clasificacién propuestas en la Seccién 3.3 son imple-
mentadas y probadas sobre las bases de datos Lymphoma, CHO, Liver aging y HeLa que pertenecen
a la IICBU-2008. Ademds, en este experimento utilizamos los polinomios de Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk. Se ha descartado a los polinomios dual Hahn por el bajo rendimiento que mostraron en

experimento de la Seccién 5.2.

En primer lugar, se pone a prueba la propuesta de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos de
la Seccion 3.3.2. El primer experimento utiliza como datos de clasificacion al Diccionario de Textons
con polinomios ortogonales (Figura 3.12) y consta de las siguientes caracteristicas:

® Utiliza 5 tipos de descriptores o bancos de filtros: Tchebichef, Krawtchouk, Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk, y Tchebichef, Krawtchouk y Shmaliy.

® 1os tamafios de cada filtro son de 11, 16 y 21 pixeles.

® Las reglas de reduccion del vector de caracteristicas son Mdximo, ecuacién 3.6, y Suma, ecuacién
3.7.

® El namero de X-Fold es: 3, 5y 10.

En experimentos previos bajo este esquema, se observo que con ventanas mayores a 21 pixeles los
resultados de clasificacién bajaban, por lo tanto, se decidi6 conservar estos tres tamafios que obtuvieron
los resultados mds relevantes. Las reglas de reduccién del vector de caracteristicas forman parte de
las propuestas de este trabajo de investigacién. Finalmente, la variacién del nimero de grupos en la
validacion cruzada es para observar si hay relacién entre el nimero de imagenes de entrenamiento y
los resultados de clasificacion. Los mejores resultados de exactitud en la clasificacién de este esquema
para cada base de datos se muestran en la Tabla 5.4.
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Base de datos Exactitud Descriptor

Regla

Lymphoma ) Maximo

CHO 74.31 TK Maximo

Liver Aging 96.02 TK Maximo

Hela 63.76 T Maximo

Tabla 5.5: Resultados de clasificacion con los histogramas de Textons con Polinomios Ortogonales Discretos.

El segundo experimento considera el cdlculo de los histogramas a partir del Diccionario de Textons
con polinomios ortogonales y que, a partir de la similitud entre histogramas, se puedan clasificar los
datos de validacién. La prueba es mucho més tardada, por lo tanto, las bases de datos se dividieron
solamente en conjunto de validacién y de entrenamiento, es decir, no hubo validacién cruzada. El
procedimiento se muestra en la Figura 3.11 y tiene las siguientes consideraciones:

® Utiliza 5 tipos de descriptores o bancos de filtros: Tchebichef, Krawtchouk, Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk, y Tchebichef, Krawtchouk y Shmaliy.

® Los tamafos de cada filtro son de 11, 16 y 21 pixeles.

® Las reglas de reduccidn del vector de caracteristicas son Mdximo y Suma.

La eleccion del tamafio de los filtros se realizé bajo el mismo criterio del experimento anterior. Los
mejores resultados de clasificacion para este procedimiento estan en la Tabla 5.5.

Posteriormente, la clasificacion es realizada bajo el esquema de las Firmas de textura de k-medias,
descrito en la Seccién 3.3.3. En primer lugar, el experimento utiliza al Diccionario de las Firmas de
Textura como conjunto de datos (Figura 3.15) para que el clasificador Random Forest genere la regla de
discriminacidn. Las caracteristicas del experimento son:

® Utiliza 5 tipos de descriptores o bancos de filtros: Tchebichef, Krawtchouk, Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk, y Tchebichef, Krawtchouk y Shmaliy.

® Los tamafios de ventana son de 20, 30, 40 y 50 pixeles.
® El numero de k-medias es 10, 15y 20.

® FEl ndmero de X-Fold es 3, 5y 10.

El tamafio de las ventanas se eligieron para comparar directamente con los resultados del experi-
mento con firmas estadisticas de textura de la Seccién 5.2. El nimero de k-medias y el nimero de grupos
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Base de datos Exactitud Descriptor Ventana K-Medias K-Fold

Lymphoma 754 + 7.04

CHO 9755 + 1.06 TK 50 15 3

Liver Aging 86.95 + 3.75 TKS 30 10 5

Hela 83.36 + 4.01 TKS 20 15 10
Tabla 5.6: Resultados de clasificacion con el diccionario de las Firmas de textura de k-medias.

de validacion, es para saber si hay correlacion entre los resultados de clasificacién y estos pardmetros.
Los mejores resultados de clasificacion de este esquema para cada base de datos se muestran en la
Tabla 5.6.

El siguiente experimento considera el calculo de histogramas para usarlos como datos de clasi-
ficacion. En este caso, el experimento requiere de mucho tiempo, por esa razén, solo se consideran
dos tamafios de ventana, que serian los casos extremos, para observar si el tamafio de ventana tiene
relevancia en este experimento. El esquema general del experimento estd en la Figura 3.14 y tiene los
siguientes parametros experimentales:

® Utiliza 5 tipos de descriptores o bancos de filtros: Tchebichef, Krawtchouk, Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk, y Tchebichef, Krawtchouk y Shmaliy.

® Los tamaflos de ventana son de 20 y 50 pixeles.

® El nimero de k-medias es 10, 15 y 20.

El nimero de k-medias y el nimero de grupos de validacién, es para saber si hay correlacién entre
los resultados de clasificacidon y estos parametros. Los mejores resultados de clasificacién para cada
base de datos en este esquema estdn en la Tabla 5.7.

Observando los resultados de los 4 experimentos, se concluye que la clasificaciéon basada en
las Firmas de Textura k-medias funciona mejor que el de Textons con polinomios ortogonales. En
particular, el esquema que utiliza al Diccionario de Firmas de textura como datos de clasificacién es
el que tiene los mejores resultados observados en la Tabla 5.6. Esta conclusién conduce al siguiente
experimento: agregar al esquema la Seleccién de pardmetros a través del Relieff (Seccion 4.1.2) y el
Analisis Discriminante Kernel Fisher (Seccion 4.2.4 ). Las caracteristicas del experimento son:

® Utiliza 5 tipos de descriptores o bancos de filtros: Tchebichef, Krawtchouk, Shmaliy, Tchebichef y
Krawtchouk, y Tchebichef, Krawtchouk y Shmaliy.

® Ios tamafios de ventana son de 30, 40 y 50 pixeles.
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5.3 Experimento con Textons y Firmas de Textura de k-medias

Base de datos Exactitud Descriptor Ventana K-Medias

Lymphoma 69 + 3.99

CHO 88.38 + 3.47 TKS 20 10

Liver Aging 79.59 + 5.39 T 20 10

Hela 79.47 + 1.08 TKS 20 10

Tabla 5.7: Resultados de clasificacion con los histogramas de las Firmas de textura de k-medias.

Base de datoS  Exactitud Descriptor ~ Ventana K-Medias K-Fold % relieff

STl 81.81 + 5.48 TKS

CHO 98.15 + 2.17 TK 50 15 10 90

SERGIE 877 + 5.01 TKS 50 10 10 70

Hela 85.62 + 3.75 TKS 30 15 10 90

Tabla 5.8: Resultados de clasificacién con el diccionario de las Firmas de textura de k-medias con Relieff y
Kernel Fisher.

® El numero de k-medias es 10, 15y 20.
® F] numero de X-Fold es 10.

® El tamafio del nuevo vector es con el 40, 50, 60, 70, 80 y 90 por ciento de las caracteristicas
ordenadas conforme al resultados de la seleccién de parametros.

® E] Kernel utilizado en el Analisis Discriminante es Gaussiano con una desviacion estandar de 10.

® Fl clasificador es KN vecinos.

Los mejores resultados para las bases de datos se muestran en la Tabla 5.8.

Finalmente, la Tabla 5.9 muestra los mejores resultados de clasificacién para cada experimento,
incluyendo los de la Seccién 5.2 y la clasificacién con WND-CHARM. Se observa que los mejores
resultados pertenecen a las firmas estadisticas de textura, el método mas rapido de todos que, no
obstante, también tiene ciertas condicionantes que limitan su aplicacién. Todo ésto se discute en la
Seccién 6.

75 de 111



Capitulo 5. Experimentos y Resultados

Firmas
K-medias
diccionario
(KF/Relieff)

Firmas Firmas
K-medias K-medias
diccionario  histograma

Firmas  Textons POD Textons POD
estadisticas  diccionario  histogramas

Base de datos | WNDCHARM

Lymphoma 96.29  66.57 + 6.36

70.4 754 + 704 69 + 399 81.81 + 548

93 100 8777 + 626 7431 9755 + 1.06 88.38 + 3.47 98.15 + 2.17
Liver Aging 51 9830  60.87 + 959  96.02  86.95 + 3.75 79.59 + 5.39 877 + 5.01
84 9549 6439 + 621 6376  83.36 + 4.01 79.47 + 1.08 85.62 + 3.75

Tabla 5.9: Comparacién entre todos los resultados de exactitud de clasificacion de todos los esquemas
propuestos.

5.4 Estudios secundarios

Esta seccién es una recapitulacién de los experimentos que se realizaron y publicaron durante el
tiempo que durd este trabajo de investigacién. Estas pruebas estan enfocadas en la clasificacién de
cancer colorrectal [127] y enfermedades hematolédgicas [128].

5.4.1 EPITELIO Y ESTROMA EN CANCER COLORRECTAL

El cancer colorrectal (CRC) es el tercer tipo mas comun de cancer alrededor del mundo con mas
de 1.4 millones de casos registrados en 2012 [129]. La mortalidad de este tipo de cancer es del 70 %
en adultos mayores a los 65 afios. Ademds, mas de la mitad de la poblacién desarrollara al menos
un tumor intestinal benigno durante su tiempo de vida. En la mayoria de los datos, el CRC comienza
como un pdlipo o adenoma, caracterizado por la acumulacién de células en la pared epitelial del tracto
gastrointestinal. Una cantidad pequefia de esos polipos se convierten en carcinomas tras la acumulacion
de alteraciones genéticas. Este proceso se conoce como la secuencia adenoma-carcinoma (ACS).

La metdstasis a través de los vasos sanguineos o linfaticos hacia el higado o los pulmones es la causa
principal de muerte y ocurre en mas del 25 % de los pacientes. En contraste con la ACS, la metastasis
colorrectal no estd fuertemente correlacionada con alguna alteracion genética, pero si con las células
sanas que rodean a los tumores. Estas células, llamadas estroma, estdn compuestas normalmente
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Figura 5.22: Muestras de cdncer colorrectal en TMAs digitalizados, sélo el canal rojo. La primera fila
muestra solamente el epitelio del tumor y la segunda fila muestra el estroma extraida desde un
bloque de parafina.

por tejido conectivo y son esenciales para el mantenimiento del tejido epitelial sano y su contraparte
enferma. Los cambios oncogénicos en el tejido epitelial modifican el compartimiento del estroma, que es
responsable de establecer y propiciar un ambiente adecuado y eventualmente promueve el crecimiento
y metastasis. Por lo tanto, el estroma juega un rol fundamental en el desarrollo y progresién de la
enfermedad.

Los microarreglos de tejido (TMAs) son el estandar para determinar y monitorear la prevalencia
de las alteraciones asociadas con la carcinogénesis colorrectal. Este procedimiento recoge secciones
histoldgicas de tejidos y las coloca en un arreglo para formar un bloque de parafina. Los TMAs tipicos
pueden contener mdas de 1000 espacios que son utilizados para su interpretacion simultanea. Entonces,
la gran cantidad de informacién es el principal inconveniente para la clasificacién manual y, por tanto,
la motivacién principal para el desarrollo de este estudio. Ademads, la identificacién de las regiones de
interés depende de la evaluacién visual por parte del patdlogo experto, lo cual genera un sesgo.

Utilizando los momentos ortogonales discretos de Tchebichef, se pretende clasificar la base de datos
de imdgenes de epitelio y estroma de cancer colorectal. Esta base de datos ya cuenta con el conjunto de
validacion y entrenamiento por separado. La base de entrenamiento tiene 400 imdgenes de epitelio y
256 de estroma, mientras que la de validacién contiene 425 imdgenes de epitelio y 295 de estroma.
Las imagenes tienen tamafios distintos, son imagenes a color (RGB) y es una base de datos publica
porporcionada por Linder at. al. [130]. En la Figura 5.22 se muestran ejemplos del epitelio y estroma.

El procedimiento utilizado para la clasificacidon de tejidos de cancer colorrectal es el siguiente:

1. Todas las imdagenes, para entrenamiento y validacién, son reescaladas a la mitad del tamafio
original de cada una para acelerar el procesamiento, ademas, sélo se considera el canal rojo
(R) del espacio de color RGB. Estas condiciones fueron propuestas por Linder at. al. [130] y las
replicamos para comparar nuestra propuesta bajo las mismas condiciones de preprocesamiento.
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Figura 5.23: Esquema general del la clasificacion del epitelio y estroma del cdncer colorrectal.

2. La propuesta evaluada en esta base de datos es la clasificacion por Firmas de Textura Estadisticas,
descrita en la Seccion 3.3.1. El tamafio de la ventana se define entre 10 x 10 y 80 x 80 pixeles,
con pasos de 10 x 10 pixeles. Los mejores resultados de clasificacion se obtuvieron con la ventana
de andlisis de 40 x 40 pixeles. Finalmente, el vector caracteristico calculado para cada imagen del
conjunto de entrenamiento es dado por la ecuacién 3.4.

3. El clasificador elegido es una mdquina de soporte vectorial (SVM) por ser un clasificador definido
inicialmente para problemas de 2 clases. En la Figura 5.23, observamos el esquema general para
la clasificacion de epitelio y estroma.

La propuesta clasifica correctamente 700 de 725 imagenes, que significa una exactitud de 96.53 %.
También se realizaron experimentos utilizando un clasificador k vecinos mds cercanos, los mejores
resultados con este clasificador se obtuvieron con k = 11. Por motivos de comparacién, se implementd
el descriptor de Patrones Binarios Locales (LBP)[88], mencionados en el Apéndice A. Para cada imagen,
en cada una de las ventanas, se construye el vector de caracteristicas a partir de la concatenacién de los
histogramas LBPg; y del LBPj¢,. Entonces, todos los vectores LBP correspondientes a una imagen son
agrupados y caracterizados por su promedio y desviacidn estandar. Ademads, se incluyen los resultados
reportados por Linder et al. [130], ellos proponen un descriptor que combina LBP con informacién de
contraste (LBP/C) para caracterizar la textura de los tejidos. En este caso, el contraste se define a través
del concepto de variacion local invariante a la rotacién (VARpg) [88], mencionado en el Apéndice A.1.
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Exactitud Sensibilidad Especificidad

Tabla 5.10: Comparacion de los resultados de clasificacién para epitelio y estroma.

Finalmente, el vector de caracteristicas de textura utilizado por Linder et al. es:

LBP/C = LBP&] + VARg,l + LBP16’2 + VAR16,2. (5.3)

Ademas de la exactitud, definida en la ecuacion 5.2, se utilizan otras dos métricas para la evaluacién
de los resultados: la sensibilidad y la especificidad. La sensibilidad es la efectividad promedio del
clasificador por cada clase para identificar las etiquetas de clase verdaderas y se define como:

S ensibilidad = (5.4)

Mq

£ VP; + FN;, FN,,

donde VP; es el numero de aciertos para la clase i y F'N; es el numero de errores resultado de asignar la
clase i cuando en verdad correspondia otra clase.

Mientras que, la especificidad es la efectividad promedio del clasificador por cada clase para
identificar las etiquetas de clase falsas y tiene la siguiente definicion:

Mq

Especificidad = (5.5)

= VN + FPl,

donde VN; es el numero de aciertos para las clases que son diferentes a i y FP; es el nimero de errores
resultado de asignar cualquier otra clase diferente de i, cuando en verdad correspondia la clase i.

Todos los resultados de clasificacion son mostrados en la Tabla 5.10 y hacen evidente que la

propuesta aqui desarrollada es la mejor. Los mejores resultados por métrica estan resaltados en negritas.

5.4.2 CLASIFICACION DE ENFERMEDADES HEMATOLOGICAS

A través del tiempo, el conjunto de bases de datos IICBU-2008 ha sido utilizado para realizar

pruebas de algoritmos de descripcion, clasificacion y validacién; y no necesariamente sobre todo el
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conjunto de bases, si no que se han reportado trabajos en los cuales sélo ocupan una de las bases de
datos [120-122, 131, 132].

Las enfermedades hematolédgicas son un conjunto de enfermedades que comprenden diversos tipos
de leucemias y linfomas. A pesar de que estas enfermedades son de poca incidencia, han sido objeto
de estudio en afios recientes. Por tal razén, se ha considerado que la base de datos de Lymphoma del
IICBU-2008 tiene una repercusion de mayor interés. Esta base contiene tres tipos de enfermedades
hematoldgicas tefiidas con hematoxilina/eosina (H+E). La base de datos estd compuesta por 133
muestras de Leucemia Linfocitica Cronica (CLL), 139 de Linfoma Folicular (FL) y 122 de Linfoma
de Células de Manto (MCL). Las imdgenes estdn en el espacio de color RGB y no contienen informacién
alguna sobre los pacientes. Las enfermedades tienen las siguientes caracteristicas:

® Leucemia Linfocitica Crénica: es el tipo de leucemia mas comun en el mundo occidental. Cerca
del 80 % de los casos son diagnosticados en fase terminal. La CLL es un tipo de leucemia de lento
desarrollo que ataca a los linfocitos B, que son responsables de la produccién de inmunoglobulinas.
Los linfocitos B dafiados tienen una vida prolongada y reaccionan a la proteina CD38, de tal
manera que, si las células contienen gran cantidad de esta proteina, la CLL tiende a empeorar
rapidamente.

® Linfoma Folicular: el linfoma no Hodgkin (NHL) es el tipo de cdncer mds comun del sistema
linfatico porque representa alrededor del 90 % de los casos diagnosticados. Entonces, el FL es
un tipo comun de linfoma porque representa el 25 % de los casos de NHL. Es asintomatico y
afecta principalmente a los nodos linfaticos. El FL progresa lentamente desde los linfocitos B y
eventualmente afecta a la médula ésea. Su nombre proviene del parecido de la distribucién de
éstas células anormales con respecto a la distribucion folicular.

® Linfoma de Células de Manto: es una enfermedad hematolédgica que representa el 6 % de los
NHL y usualmente afecta a hombres mayores de 50 afios. Se desarrolla en la zona del manto, que
es la parte externa de los nodos linfaticos. E1 MCL se propaga a la médula espinal y a veces hacia
el tracto gastrointestinal. En comparacién con CLL y FL, el MCL es una enfermedad agresiva que
reacciona ante la proteina ciclina-D1, que ayuda en el control del crecimiento celular.

Ya que los fenotipos citopatolégicos de las enfermedades hematolégicas pueden diferir significa-
tivamente, es muy importante detectar patrones especificos para proponer terapias acordes al perfil
de cada paciente. La biopsia es la practica estandar para la adquisicién, deteccién y evaluacién de la
enfermedad. Sin embargo, los patélogos deben manipular un gran nimero de casos al dia mediante
una evaluacién visual, que representa una dificultad importante y mucho tiempo invertido en esta
tarea.

Para evitar los problemas que estas situaciones suponen, se han propuesto diversos métodos
automaticos de clasificacion. Por ejemplo, Orlov et al. [132] clasifica imagenes de Lymphoma usando
un conjunto de caracteristicas conformadas por desccriptores polinomiales, de textura, espectrales y
espaciales. Sertel et al. [133] modifican la matriz de coocurrencia de nivel de gris de las imagenes de
citopatologia usando una cuantizacién de color no lineal. Ademas, Tuzel et al. [134] usan Textons y
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Figura 5.24: Base de datos Lymphoma. Las imdgenes fueron transformadas al espacio de color Hematoxi-
lina y Eosina (H+E). La primera fila muestra las imdgenes RGB originales, la segunda fila
corresponde al canal Hematoxilina y la tercera fila al canal Eosina. (a) CLL, (b) FL y (c) MCL.

maquinas de soporte vectorial para clasificar cinco clases de enfermedades hematologicas. En [117],
los autores usan WND-CHARM para clasificar esta base de datos.

El método propuesto de clasificacion incluye una etapa de preprocesamiento de las imagenes mas
exhaustiva y su procedimiento es el siguiente:

1. Transformar el espacio de color de las imagenes de RGB al H+E, para tener canales que repre-
sentan el efecto del tinte aplicado a través de una deconvolucién de color [135]. Entonces, las
imdgenes estardn en un espacio acorde al problema de interés. En la Figura 5.24 se muestran
ejemplos de cada clase y el resultado después de aplicar la deconvolucion.

2. Calcular los momentos de las imagenes ya transformadas al espacio H+E, la ventana de traslape
serd de 50 x 50 pixeles porque con ese tamaifio se obtuvo el mejor resultado con las firmas
estadisticas de textura.

3. El descriptor estard conformado por los promedios de cada familia de momentos (Tchebichef,
Krawtchouk y Dual Hahn), es decir, no habra desviaciones estandar ni curtosis como en la
propuesta de la Seccion 3.3.1.
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: Deconvolucion de Color
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Figura 5.25: Diagrama general para la clasificacién de la base de datos Lymphoma.

Método
Propuesta
Tchebichef

Krawtchouk

Dual Hahn

LBPs

Exactitud

94 + 4

82.06 + 6.06

75.97 £5.32

70.88 + 8.86

76.77 + 6.07

Sensibilidad

94.31 + 2.13

82.90 + 6.26

76.63 £5.52

71.24 + 8.52

76.01 +5.99

Especificidad

97 £+ 1.21

91.38 £ 2.94

88.30 + 2.63

85.70 £ 4.21

88.35 £ 2.89

Tabla 5.11: Resultados de clasificacion de la base Lymphoma con diferentes descriptores.

mejor resultado posible con el vector de caracteristicas mds corto. Para ésto, se utiliza la funciéon
Relieff (Seccidén 4.1.2) que calcula el peso y la relevancia de cada caracteristica al hacer una

pre-clasificacion con KN vecinos.

en el que se encuentren mejor separados entre si.

cercanos y Random Forest.

El mejor resultado de exactitud es 94 + 4 % con un vector de 115 caracteristicas ordenadas por
importancia utilizando KN vecinos. Finalmente, un esquema del procedimiento se muestra en la Figura
5.25. Ademas, la base de datos fue caraterizada con los (LBPs) de radio R = 1 y P = 8 vecinos usando la
misma metodologia descrita anteriormente. Los resultados son mejores que los presentados por Sertel
et al. [133] quienes reportan una exactitud de 90.3 %. Los resultados son mostrados en la Tabla 5.11.
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El vector de caracteristicas es muy largo, por lo tanto, debe ser optimizado para obtener el

. Utilizar el Kernel Fisher (Seccién 4.2.4) en los datos de entrada para proyectarlos en un espacio

. Finalmente, se realiza una validacion cruzada con 10 grupos con los clasificadores K vecinos mas



Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1 Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo de investigaciéon hemos presentado nuevos métodos para la des-
cripcién de texturas basados en Momentos Ortogonales Discretos con el fin de obtener la clasificacién
de diferentes bases de datos de imédgenes de interés médico. En la mayoria de las pruebas se observa
que estos métodos son lo suficientemente generales para aplicarse a distintos tipos de datos porque
el preprocesamiento aplicado a estas bases de datos es muy bdasico, ya que practicamente consiste en
transformar las imagenes a color en iméagenes en escala de grises y, en algunos casos, reducir el tamafio
de las imagenes para acelerar el proceso de descripcion y clasificacion. Esto nos lleva a pensar que los
métodos propuestos son robustos y generalizables, muy probablemente, a cualquier otro tipo de bases
de datos, no necesariamente pertenecientes al &mbito biomédico.

Otro punto importante de la propuesta es la descripcion a través de las ventanas traslapadas. Las
ventanas traslapadas nos resultan ttiles por dos situaciones: la inestabilidad de la implementacién de los
polinomios de Shmaliy, Krawtchouk y Dual Hahn, y la diferencia de tamafio entre las imagenes dentro
de una misma base de datos. La inestabilidad en las oscilaciones aparece cuando se calculan polinomios
de orden alto porque involucra funciones factoriales que crecen muy rapidamente, culminando en un
desbordamiento en el calculo numérico. De manera que, analizar imdgenes en ventanas traslapadas de
menor tamaiio, se vuelve necesario si se desea mantener la estabilidad del calculo de los momentos.
Por otra parte, si se calculasen momentos sobre las imdgenes completas y si estas imdgenes, dentro
de la misma base de datos, tuviesen un tamafo distinto entre si, entonces, tendriamos vectores de
caracteristicas de distintos tamafios y tendriamos que definir otro criterio de tal manera que nos permita
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utilizar estos vectores en particular.

Desde su reciente presentacion, los momentos Shmaliy no han sido tratados o probados en el analisis
de texturas de imagenes. En este trabajo de investigacién, mostramos por primera vez la capacidad
de los momentos Shmaliy para calcular las caracteristicas de la textura y compararlas con las familias
mas populares de momentos ortogonales discretos: los momentos de Tchebichef, Krawtchouk y Dual
Hahn. Con base en los resultados de clasificacién, la descripcion de textura basada en los momentos y
polinomios discretos de Shmaliy tiene un rendimiento similar al que muestran las familias de Tchebichef
y Krawtchouk, y es mejor que el de la familia dual Hahn.

Por otro lado, la comparacién entre momentos discretos ortogonales y otras técnicas encontradas
en la literatura muestra que los resultados obtenidos son mejores. Ademas, los momentos momentos
ortogonales discretos mostraron la misma capacidad entre si para la descripcion de texturas, por lo
tanto, su consideracién es pertinente para el andlisis de textura y trabajo futuro.

6.2 Trabajo Futuro

En todos los experimentos se han utilizado diferentes tamafios de ventanas para la descripcion de
las bases de datos. Sin embargo, no se tiene certeza sobre el tamafio 6ptimo de ventana. Suponemos
que este tamafio dependera directamente de las texturas de los tejidos a analizar. Una primera idea es
encontrar el elemento fundamental de textura de un tejido en particular, y partiendo de este elemento,
establecer el tamafio de la ventana de andlisis. Sin embargo, esta situacién también generaria ciertas
complicaciones, ya que, si estos elementos fundamentales varian de tamafio entre clases dentro de
una base de datos, entonces habria qué definir un criterio para homogeneizar el tamafio, en primera
instancia, para que los vectores de caracteristicas por clase no sean de diferentes tamafios.

En algunas de las propuestas se combinan las caracteristicas producidas por cada base polinomial al
agruparlas en un vector de caracteristicas, generando asi, descripciones sobrecompletas con informacion
sobre las variaciones locales de los tejidos analizados. Ademas, la seleccion de caracteristicas toma
ventaja de esta sobredescripcion para preservar las caracteristicas mas relevantes, optimizando asi
la caracterizacion de los tejidos o las clases. También, existen métodos para medir la redundancia
de los datos, por lo que seria interesante saber qué tan redundante es la descripcion a través de la
combinacién de los coeficientes de los momentos ortogonales.

La mayoria de los esquemas propuestos propuestos estan disefiados para clasificar imagenes que en
su totalidad comprenden a una sola clase, por lo tanto, para tareas de clasificacién de diversas clases
dentro de una imagen (segmentacion), estos esquemas no son 6ptimos. Para atacar este problema,
en este trabajo se propuso un esquema que combina polinomios ortogonales discretos con Textons.
Por ahora, los resultados no estan al nivel de los experimentos basados en firmas de textura, sin
embargo, representan los primeros pasos para poder tener un método de descripciéon y segmentacion
con momentos ortogonales discretos.
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Patrones Binarios Locales (LBPs)

El operador basico LBP, introducido por Ojala et al. [11], se basaba en la suposicién de que la textura
tiene dos aspectos complementarios a nivel local: un patrén y su fuerza. En ese trabajo, el LBP fue
propuesto como una version de dos niveles de la unidad de textura [136] para describir los patrones de
textura locales.

La version original del operador patrén LBP trabaja en un bloque de 3 x 3 pixeles de una imagen.
Los pixeles en este bloque son umbralizados con respecto al valor de pixel central, multiplicados por
potencias de dos y luego son sumados para obtener una etiqueta correspondiente al pixel central.
Como la vecindad se compone de 8 pixeles, un total de 28 = 256 etiquetas diferentes se pueden obtener
en funcién de los valores relativos entre el pixel central y sus vecinos. En la Figura A.1 se muestra el
operador basico LBP.

Varios afios después de la publicacion original, el operador LBP es presentado en una forma mas

genérica revisada por Ojala et al. en [88]. En contraste con el LBP bésico que usa 8 pixeles en un

6 5 2 1 0 0 1 2 4
7 6 1 1 0 128 8
9 8 7 1 1 1 64 32 16

LBP = 1+16+32+64+128=241

Patrén: 11110001 C=(6+7+49+8+7)/5 - (5+1+2)/3 = 4.7

Figura A.1: El LBP Original.
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bloque de 3 x 3, la formulacién genérica no pone ninguna limitacién para el tamaiio de la vecindad o

para el nimero de puntos de muestreo.

(P e e

Figura A.2: Las vecindades de (8,1), (16,2) y (8,2). Los valores de pixel son interpolados bilinealmente
cuando el punto de muestreo no estd justo en el centro del pixel.

Considerando una imagen en escala de grises I(x,y) y g. es el nivel de gris de un pixel en cualquier
posicion ((x,y), i.e. gc = I(x,y)).

Por otra parte, g, denota el valor de gris de un punto en una zona circular uniformemente espaciada
de puntos de muestreo P y radio R alrededor del punto (x, y):

8p = I(xp,yl))’ (A1)

donde p=0,...,P-1Yy:
Xp = x+ Rcos(2np/P), (A.2)
Yp =Y — Rsin(2np/P). (A.3)

En la Figura A.2 se muestran ejemplos de las vecindades circulares.

Suponiendo que la textura local de la imagen I(x, y) se caracteriza por la distribucién conjunta de

los valores de gris de los pixeles P + 1 (P > 0):

T =1(g80.815---1,8P-1)- (A4)

Sin pérdida de informacion, el valor del pixel central se puede restar con respecto a la vecindad:

T =1(8c,80 =~ 8> 81 = 8cs -+ > 8P-1 ~ 8c)- (A.5)

En el siguiente paso, la distribucidon conjunta se aproxima suponiendo que el pixel central es
estadisticamente independiente de las diferencias, lo que permite la factorizacién de la distribucién:

T ~ 1(8c)1(80 — 8c» 81 — 8cs - - »8P-1 — 8c)- (A.6)

Ahora el primer factor #(g.) es la distribucién de intensidad sobre I(x, y). Desde el punto de vista
del analisis de patrones de textura locales, no contiene informacién util. En cambio, la distribucién
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A.1 Contraste invariante a la rotacion

conjunta de las diferencias

180 — 8c» 81 — 8c»-+->8P-1 — &¢) (A.7)

puede ser utilizada para modelar la textura local. Sin embargo, la estimacion fiable de esta dis-
tribuciéon multidimensional a partir de los datos de la imagen puede ser dificil. Una solucion a este
problema, propuesta por Ojala et al. en [137], es aplicar cuantificacion vectorial y se cre6 un libro de
cddigos de 384 palabras para reducir la dimensionalidad del espacio de caracteristicas. Sin embargo,
este enfoque todavia tenia ciertas debilidades: en primer lugar, las diferencias g, — g, son invariantes a
los cambios del valor promedio de intensidad de la imagen, pero no a otro tipo de cambios en los niveles
de intensidad y, en segundo lugar, con el fin de utilizarlo para la clasificacion de la textura, requiere de
un entrenamiento. Para superar estos problemas, solo se consideran los signos de las diferencias:

1(s(g0 — &¢)» 5(81 — &)+ -5 S(gP-1 — &¢))s (A.8)

donde s(z) es la funcién escaldn definida por:

1, z=0,
_ A9
s(2) { 0 z<0. (A.9)

El operador genérico del LBP se deriva de esta distribucidn conjunta. Al igual que en el caso del
LBP basico, este operador se obtiene mediante la suma de las diferencias umbralizadas por la ecuacién
(A.9) ponderadas por potencias de dos. El operador LBPpy se define como

P-1
LBPpg(xe,ye) = ) s(gp = 82" (A.10)
p=0
En la practica, la ecuacién (A.10) significa que los signos de las diferencias en una vecindad son
interpretados como un nimero binario de P bits, lo que resulta en 27 valores distintos para el cédigo
LBP.

El LBP original (Figura A.1) es muy similar a LBPg;, con dos diferencias: en primer lugar, la
vecindad en la definicién general se indexa circularmente, por lo que es mas facil obtener descriptores
de textura invariantes a la rotacion y, en segundo lugar, los pixeles ubicados en las diagonales en la
ventana de 3 x 3 se interpolan en LBPsg ;.

A.1 Contraste invariante a la rotacion

El LBP es una métrica excelente para medir patrones espaciales, pero, por definicién, descarta el
contraste. Si la invarianza a la escala de grises no es requerida y se quiere incorporar informacion
local de contraste, entonces, Ojala et al. [88] propusieron el concepto de variacién local invariante a la
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rotacion (VARpR):
P-1

1 2
VARRp = > (85— 1) (A.11)
p=0
donde:
=
= ;Z;)gp. (A.12)
p:

VAR p es invariante ante los desplazamientos en escala de gris. Ya que el LBPpr y VARpRr son
complementarios, su concatenacion se convierte en una métrica invariante a la rotacion de la textura
local de la imagen.
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Clasificadores

En este apéndice se detallan algunos aspectos que concierne a los clasificadores utilizados en los
experimentos de este trabajo de tesis. Los algoritmos son: K vecinos mds cercanos (kNN), Maquinas de
Soporte Vectorial (SVM) y Random Forest (RF).

B.1 K vecinos mas cercanos

La idea principal sobre la que se fundamenta este método de clasificacidén es que un nuevo caso se
clasificara en la clase mas frecuente a la que pertenecen sus k vecinos mds cercanos.

K vecinos mads cercanos (kNN, por sus siglas en inglés) es un método de clasificacién supervisada,
es decir, se necesita un conocimiento a priori obtenido a través de un conjunto de entrenamiento con
el fin de clasificar un conjunto nuevo (de validacién) a través de las caracteristicas obtenidas en el
entrenamiento. Este es un método de clasificacion no paramétrico que estima el valor de la funcion de
probabilidad F(x,C;) de que un elemento x pertenezca a la clase C; a partir de la informacién obtenida
en el conjunto de entrenamiento.

B.1.1 DESARROLLO

Los vectores de entrenamiento se definen en un espacio caracteristico multidimensional X, y cada
uno estd descrito en términos de p caracteristicas considerando ¢ clases para la clasificacién. Los valores
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4 A Muestra a clasificar . Clase A

. Clase B

POLLLLLEY O

. ! .
W
. 0. o 0, °
W *
~\

v

Figura B.1: Ejemplo del algoritmo de K vecinos. El tridngulo verde es la muestra que se debe clasificar. Para
k = 5, circulo interno, el tridngulo serd clasificado como cuadrado (Clase B). Mientras que, si k
= 11, circulo externo, la muestra serd clasificada como circulo o clase A

de las caracteristicas del i-ésimo vector de entrenamiento x; se define como:
Xi = (X143, X215+ - -5 Xpi) € X, (B.1)

donde 1 <i <nynesel numero total de vectores de caracteristicas del conjunto de entrenamiento.

Para cada vector de caracteristicas del conjunto de validacion se calculan las distancias, generalmente
euclidiana, respecto a los vectores de entrenamiento y se eligen los k vectores mas cercanos. Entonces,
el vector del conjunto de validacién es asignado a la clase que mas se repite de los k vectores mas

cercanos.

kNN es un esquema de clasificacion atipico si se compara con el resto de paradigmas clasificatorios,
ya que en la mayoria de estos paradigmas se necesita la deduccion del modelo de clasificacion y su
aplicacion en el conjunto de evaluacion, mientras que en kNN, al no existir un modelo explicito, la
deduccion y la aplicacion se realizan al mismo tiempo y se le denomina transinduccion.

Otro tema que se debe mencionar es la eleccién de k porque depende fundamentalmente de
los datos. Generalmente, valores grandes de k reducen el efecto de ruido en la clasificacién, pero
crean limites entre clases parecidas. Aprovechando que el algoritmo es computacionalmente rapido, la
eleccion de k se puede realizar empiricamente a través de su variacion.
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B.2 Mdquinas de Soporte Vectorial

. Clase A
[ Clase B

Figura B.2: El margen mdximo m es la mdxima distancia que hay entre los vectores de soporte mds cercanos
entre clases.

B.2 Maquinas de Soporte Vectorial

Las mdquinas de soporte vectorial (SVM, por sus siglas en inglés Support Vector Machines) estan
basadas en la teoria del aprendizaje estadistico y fueron introducidas por Cortes y Vapnik [138]. Aunque
las SVM fueron ideadas originalmente para resolver problemas de clasificacién binaria, actualmente
se usan para resolver problemas de clasificacién multi clase, regresién y agrupamiento (clustering).
La teoria de la SVM esta basada en la idea de minimizacion de riego estructural [139]. En muchas
aplicaciones, las SVM han mostrado tener gran desempefio, mas que las mdquinas de aprendizaje
tradicional como las redes neuronales [140] y han sido introducidas como herramientas poderosas
para resolver problemas de clasificacion.

Una SVM primero mapea los puntos de entrada a un espacio de caracteristicas de una dimensién
mayor ( por ejemplo: si los puntos de entrada estdn en R? entonces son mapeados por laSVM aR? ) y
encuentra un hiperplano que los separe y maximice el margen m entre las clases en este espacio extra,
como se muestra en la Figura B.2.

Maximizar el margen m es un problema de programacion cuadratica (QP) y puede ser resuelto
a través de multiplicadores de Lagrange. Sin ningtin conocimiento sobre el mapeo de las muestras,
la SVM encuentra el hiperplano éptimo utilizando el producto punto con funciones en el espacio de
caracteristicas que son llamadas kernels. La solucién del hiperplano éptimo puede ser escrita como la
combinacién de unos pocos puntos de entrada que son llamados vectores de soporte.
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B.2.1 MAQUINA DE SOPORTE VECTORIAL PARA MUESTRAS LINEALMENTE SEPARABLES

Dado el conjunto de muestras S = {(xi,y1),...,(xs, )}, donde x; € RY y y; € {+1,-1}, para i =
1,...,n, con la distribuciéon que se muestra en la Figura 2. En la mayoria de los casos, la busqueda de
un hiperplano adecuado en un espacio de entrada es demasiado restrictivo para ser de uso practico.
Una solucion a esta situacién es mapear el espacio de entrada en un espacio de caracteristicas de una
dimensién mayor y buscar el hiperplano éptimo en ese espacio. Sea z = ¢(x) el vector de caracteristicas
en el espacio de caracteristicas con un mapeo ¢ de R¥ a un espacio de caracteristicas Z. Entonces, se
pretende encontrar el hiperplano:

w-z+b=0. (B.2)

Las variables w y b son definidas de tal manera que el punto x; sea clasificado de acuerdo a la
funcién:

: I y=0
f(x;) = sign(w-z; + b) = (B.3)
-1 yi=-1,

donde w € Zy b € R. Entonces, el conjunto S se dice que es linealmente separable si existen wy b de

tal manera que sean validas las inecuaciones para todo el conjunto S':

1
-1.

w-z;+b)>1, Vi

(B.4)

w-zi+b)<-1,

Tal y como se observa en la Figura B.3(a), el hiperplano de separacion no es tinico, es decir, existen
infinitos hiperplanos separables que cumplen las condiciones de restriccién dadas en la ecuacién B.4.
Entonces, para el caso linealmente separable de S, podemos encontrar un tnico hiperplano éptimo,
para el cual, el margen entre las proyecciones de los puntos de entrenamiento de dos diferentes clases
es maximizado.

B.2.2 MAQUINA DE SOPORTE VECTORIAL PARA MUESTRAS NO LINEALMENTE SEPARABLES

Para tratar con datos que no son linealmente separables, como se observa en la Figura B.3(b), el
analisis previo puede ser generalizado introduciendo algunas variables no-negativas £ > 0, de tal modo

que la ecuacién B.4 se reescribe de la siguiente manera:

yiw-z;+b) = 1-¢&,. (B.5)

Los valores £ # 0 en la ecuacion B.5 son aquellos para los cuales el punto x; no satisface a la ecuacion
B.4. Entonces el término }}! | & se toma como una medida de error en la clasificacién.

El problema del hiperplano éptimo es entonces redefinido como la solucién al problema de minimi-
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Figura B.3: (a) Muestras linealmente separables y (b)Muestras no linealmente separables.

zacion:

1 n
min {Ew W+ CZf,-} (B.6)
i=1
sa yw-zi+b)21-¢&, i=1,....n
&E=>0, i=1,...,n,

donde C es una constante. El pardmetro C puede ser definido como un pardmetro de regularizacion.
Este es el tinico parametro libre de ser ajustado en la formulacion de la SVM. El ajuste de éste parametro
puede hacer un balance entre la maximizacién del margen y el error en la clasificacién.

Buscando el hiperplano éptimo en la ecuacién B.2.2 es un problema QP, que puede ser resuelto
construyendo un Lagrangiano y transformandolo en el dual

n 1 n n
max W(a) = Z 4= Z Z @i@;yiy(Zi - 2)) (B.7)
i=1 i=1 j=1
n
s.a Zyz'ai =0, 0<a;<Ci=1,...,n,
i=1

donde a = (ay,...,@,) es una vector de multiplicadores de Lagrange positivos asociados con las
constantes en la ecuacion B.5.

El teorema de Khun-Tucker juega un papel importante en la teoria de las SVM. De acuerdo a este
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@ Clase A
. Clase B

Figura B.4: Los puntos x; y x; son errores o outliers y se encuentran a una distancia &; y £;, respectivamente,
que se interpreta como la variable de error o de holgura.

teorema, la solucién «@; del problema, ecuacién B.2.2, satisface:

@G-z +b)—1+&)=0, i=1,...,n (B.8)
(C-apé&=0, i=1,....n (B.9)

De esta igualdad se deduce que los tinicos valores @; # 0 son aquellos que para las constantes en
la ecuacién B.5 son satisfechas con el signo de igualdad. El punto x; correspondiente con @; > 0 es
llamado vector de soporte. Pero hay dos tipos de vectores de soporte en un caso no separable. En el
caso 0 < @; < C , el vector de soporte x; satisface las igualdades y;(w-z; + b) = 1y & = 0. En el caso
a; = C, el correspondiente ¢; es diferente de cero y el correspondiente vector de soporte x; no satisface
la ecuacion B.4, por lo tanto, estos vectores de soporte son clasificados erroneamente. El punto x; con
a; = 0 es clasificado correctamente y esta claramente alejado del margen de decisidn. Estas condiciones
se muestran en la Figura B.4.

Para construir el hiperplano éptimo w - z + b , se utiliza:
n
W= Z @YiZis (B.10)
i+1

y el escalar b puede ser determinado de las condiciones de Kuhn-Tucker, mostrados en al ecuacién B.9.
La funcién de decision generalizada de las ecuaciones B.3 y B.10 es tal que:

F@) = sign(w - 2+ b) = sign (Z iz 2) + b] (B.11)

i=1
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Figura B.5: Las muestras son proyectadas al espacio del kernel para facilitar su separabilidad y posterior
clasificacion con una SVM.

B.2.3 PROYECCION KERNEL PARA EL CASO NO LINEALMENTE SEPARABLE

Como no tenemos ninguin conocimiento de ¢, el calculo del problema mostrado en las ecuaciones
B.2.2 y B.11 es imposible. Sin embargo, las SVM tienen la propiedad de que no es necesario un
conocimiento previo sobre ¢, sino que se necesita una funciéon K(-,-) llamada kernel, que permite
calcular el producto punto de las muestras en el espacio de caracteristicas Z de la siguiente manera:

Zi-2j = ¢(x;) - p(xj) = K(x;, xj). (B.12)

Las funciones que satisfacen el teorema de Mercer pueden ser usadas como productos punto, y por
ende pueden ser usadas como kernels. Algunas de las funciones kernel mas utilizadas son:

® Kernel lineal:

K(x,',xj) =< X, Xj > .

® Kernel polinomial:

Kpy(xi, xj) = [y < xi, x> +7]7.

® Kernel Gaussiano:

K(xi, x)) = exp (=yllxi = xjI) ¥ > 0.

® Kernel sigmoidal:

K(xi, xj) = tanh(y < Xi, xj > +7).

En sintesis, los puntos que se encuentran en el espacio de caracteristicas original son proyectados
al espacio del kernel seleccionado, el resultado es un nuevo espacio de caracteristicas transformado
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en el cual, los nuevos datos transformados son ahora linealmente separables, idealmente. Es evidente
que, para lograr una separacidn 6ptima entre los nuevos puntos, es importante ajustar los parametros
del kernel: y, Ty p. Un ejemplo del resultado de la proyeccién de los datos en el espacio del kernel se
muestra en la Figura B.5. Finalmente, el hiperplano no lineal de separacién puede ser encontrado como
la solucién de:

n 1 n n
max W(a) =

@ =3 a;a;y;y;K(xi, x;) (B.13)

i=1 i=1 j=1

n
sa Y ya=0, 0<sa<Ci=l...n,
i=1

y la funcién de decision es:

f(x) = sign(w -z + b) = sign (Z aiyiK (xi, ) + b] . (B.14)
i=1

B.3 Random Forest

Random Forest (bosque aleatorio, en espafiol) es un método de aprendizaje de ensamblado para
clasificacién, regresion y otras tareas, que consiste en la combinacién de arboles predictores tal que
cada arbol depende de los valores de un vector aleatorio probado independientemente y con la misma
distribucion para cada uno de estos. Para tareas de regresion, el valor estimado es el promedio de los
valores resultantes de los arboles predictores. Mientras que, para clasificacion, la etiqueta es la moda
estadistica generada a partir de las respuestas de los arboles.

El primer algoritmo de Random Forest fue presentado por Ho [141], quien utilizé el método de
subespacio aleatorio propuesto por Barandiaran [142], diferencidndose en que la formulacion de Ho,
es una forma de implementar el enfoque de discriminacion estocdstica propuesto por Kleinberg [143].

Una extension de esta propuesta fue desarrollada por Leo Breiman [144] y fue llama finalmente
Random Forest, que por cierto es marca registrada '. El método combina la idea de bagging de Breiman
y la seleccion aleatoria de atributos, introducida independientemente por Ho [141], Amit y Geman
[145], para construir una coleccién de arboles de decisién con variacién controlada.

Los arboles de decisién son un método popular para diversas tareas de aprendizaje de maquina
porque son invariables a la escala y varias otras transformaciones de las caracteristicas, es robusto a la
inclusion de caracteristicas irrelevantes y produce modelos inspeccionables. Sin embargo, rara vez son
precisos [146].

En particular, los arboles que crecen muy profundamente tienden a aprender patrones muy irre-
gulares porque se sobre ajustan con respecto a sus conjuntos de entrenamiento, es decir, tienen un
sesgo bajo y una varianza alta. En cambio, Random Forest es una forma de promediar multiples drboles
de decisién profunda, entrenados con diferentes elementos del conjunto de entrenamiento, con el

INdimero de marca registrada en los EE.UU. 3185828, registrado en 2006/12/19
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objetivo de reducir la varianza[146]. Por otra parte, la reduccién de la varianza viene acompafiada con
el aumento del sesgo y cierta pérdida en la interpretabilidad del método, pero, en general, aumenta en
gran medida el rendimiento final del modelo.

B.3.1 ESQUEMA GENERAL DE RANDOM FOREST

El algoritmo de entrenamiento de Random Forest aplica la técnica general conocida como bagging,
o embolsado, a los arboles de aprendizaje. Dado el conjunto de entrenamiento X = x,..., X, con
sus respectivas respuestas o etiquetas de clase Y = yy,...,y,, se embolsa repetidamente (B veces) un
conjunto aleatorio con reemplazo perteneciente al conjunto de entrenamiento original, normalmente

2/3 del conjunto original, y los drboles son entrenados con estas muestras:

Parab=1,...,B:

1. Obtener el conjunto aleatorio de muestras con reemplazo X, y Y, a partir del conjunto de
entrenamiento Xy Y.

2. Entrenar el arbol de clasificacion f, con X, y Y.

Después de entrenar, las predicciones de clase para las muestras del conjunto de entrenamiento x’
se obtienen a partir de la moda estadistica realizada sobre los resultados obtenidos de todos los drboles
entrenados. Sin embargo, es importante mencionar que la implementacion de Random Forest incluida
en la paqueteria sci-kit learn para Python, utilizada en este trabajo de investigacién, no usa la moda
estadistica, en su lugar, calcula las probabilidades de que cierta clase ¢; corresponda a la muestra X

1
P(e) = % ) Pleilx)) (B.15)
J

Este procedimiento conduce a un mejor rendimiento del modelo porque disminuye la varianza
del modelo, sin aumentar el sesgo. Esto significa que, aunque las predicciones de un solo arbol son
altamente sensibles al ruido en su conjunto de entrenamiento, el promedio de muchos arboles no lo
es, siempre que los arboles no estén correlacionados. Simplemente entrenar muchos arboles en un
solo conjunto de entrenamiento daria arboles fuertemente correlacionados (o incluso el mismo arbol
muchas veces, si el algoritmo de entrenamiento es determinista). El muestreo del conjunto inicial de
entrenamiento (bagging) es una forma de descorrelacionar los arboles al inicializarlos con diferentes
conjuntos de entrenamiento.

El procedimiento mencionado anteriormente describe el algoritmo original de Tree Bagging. Random
Forest contiene un paso adicional: se utiliza un algoritmo modificado de drboles de aprendizaje que no
solamente selecciona aleatoriamente muestras del conjunto de entrenamiento, sino también selecciona
un subconjunto aleatorio de caracteristicas. Este procedimiento también es conocido como feature
bagging. La razon para hacer esto es que existe correlacion entre los arboles en una muestra de bagging:
si una o algunas caracteristicas resultan ser predictores muy fuertes para la variable de respuesta
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(regresion) o etiqueta objetivo (clasificacion), estas caracteristicas seran seleccionadas en muchos
de los arboles B, provocando correlacion entre ellos. Un andlisis de como el bagging y la seleccion
un subconjunto aleatorio de caracteristicas contribuyen a los resultados de precisiéon en diferentes
condiciones fue reportado por Ho [147]. En la Figura B.6 se muestra el procedimiento de entrenamiento
del Random Forest.

Normalmente, para un problema de clasificacion cuyas muestras tienen una longitud de p carac-
teristicas, un numero de +/p caracteristicas (con redondeo hacia abajo) para cada subconjunto de
muestras aleatorias. Mientras que, para regresion, se sugiere utilizar p/3 caracteristicas [146].

B.4 Naive Bayes

Los clasificadores naive Bayes, Bayes ingenuo en espafiol, pertenecen a la familia de clasificadores
probabilisticos, su funcionamiento se basa en la aplicacién del teorema de Bayes la suposicién de

independencia fuerte (ingenua) entre las caracteristicas.

Naive Bayes es una técnica que se introdujo para categorizacion de texto [148] que, hasta nuestros
dias, sigue siendo popular en este tipo de aplicaciones, por ejemplo: separar correo spam, discernir
entre si un texto pertenece al &mbito politico o deportivo, etcétera. Con un pre procesamiento adecuado
y en este tipo de aplicaciones, se muestra competitivo frente a otros métodos de clasificacién mas
complejos como las maquinas de soporte vectorial [149]. También se pueden encontrar aplicaciones en
diagnéstico médico [150].

Naive Bayes es una técnica simple para construir clasificadores, es decir, no es un algoritmo tnico
para entrenar tales clasificadores, sino una familia de algoritmos basados en un principio comtn: todos
los clasificadores naive Bayes suponen que el valor de una caracteristica particular es independiente del
valor de cualquier otra caracteristica, dada la variable de clase.

Para algunos tipos de modelos de probabilidad, los clasificadores naive Bayes pueden ser entrenados
de manera muy eficiente en un entorno de aprendizaje supervisado. En muchas aplicaciones practicas,
la estimacion de parametros para modelos naive Bayes utiliza el método de maxima verosimilitud; en
otras palabras, uno puede trabajar con el modelo naive Bayes sin aceptar la probabilidad bayesiana o
usar cualquier método bayesiano.

A pesar de su disefio simplista, los clasificadores naive Bayes han funcionado bastante bien en
muchas situaciones complejas del mundo real. En 2004, un andlisis del problema de clasificacién
bayesiano mostré que hay razones tedricas solidas para la eficacia de los clasificadores naive Bayes
[151]. Aun asi, una comparacién exhaustiva con otros algoritmos de clasificacién en 2006 mostrd que
la clasificacion de Bayes esta superada por otros enfoques, como Random Forest [152].
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Figura B.6: Esquema del algoritmo del Random Forest. Los subconjuntos se forman aleatoriamente a partir
de los datos de entrenamiento aplicando bagging y feature bagging. Las muestras seleccionadas

a partir del bagging estdn de color amarillo pdlido las caracteristicas elegidas a partir del feature
bagging estdn en color amarillo intenso.
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B.4.1 MODELO PROBABILISTICO

Naive Bayes es un modelo de probabilidad condicional. Se pretende clasificar al vector x =
(x1,...,x,), que contiene n caracteristicas (variables independientes) y se le asigna la probabilidad:

P(Cilx1, ..., xp), (B.16)

para cada posible clase o etiqueta k. El problema con esta formulacién es que si el nimero de caracte-
risticas n es grande o si una caracteristica puede asumir una gran cantidad de valores, entonces no es
factible basar dicho modelo en tablas de probabilidad. Por lo tanto, el modelo es reformulado usando el
teorema de Bayes, entonces, la probabilidad condicional se puede definir como:

PCHrHACH

B.17
p(x) ( )

P(Cilx) =

En la practica, sélo es de interés el numerador de la ecuacion B.17, porque p(x) no depende de las
clases C y los valores x; ya son conocidos. El denominador es equivalente al modelo de probabilidad
conjunta:

P(Cro X150, Xn), (B.18)

que puede ser reescrito usando la regla de la cadena, aplicando repetidas veces la definiciéon de
probabilidad condicional:

P(Cr, X15. .y xn) = p(X1,.. oy Xn, Cr) (B.19)
= px|x2,..., %0, Co)p(xa, . .., Xn, Ci)
= pxq|x2, ..., %, C)p(xa|x3, . . ., Xn, C)p(X3, . . ., X, Ci)
=... (B.20)

= p(xlx2, ..o, xn, Cp(xalx3, . . ., Xn, C) - . . p(xn-11Xn, Cit) p(xn|Cit) p(Ci)
Ahora vienen las suposiciones ingenuas (naive) de independencia condicional, se asume que cada

caracteristica x; es condicionalmente independiente de todas las demads caracteristicas x; para i # j,
dada la clase Cy. Esto significa que:

P(XilXix1s - . s Xn, Ci) = p(xilCy). (B.21)

Por lo tanto, el modelo conjunto se puede expresar como:

P(Crlxy, ..., x,) o< p(Cr, X1, ..., Xp) = (B.22)
= p(Cr)p(x1|Cr) p(x2|Cr) p(x3|Ci) - - - (B.23)
= p(Co | | pxico (B.24)

i=1
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Esto significa que bajo las condiciones de independencia, la distribucién condicional sobre la clase
C es:

1 n
PCrIx1, s x0) = —=p(CY) | | pxiICo), (B.25)
p(x) i
donde p(x) = >x p(Cy)p(x|Cy) es un factor de escala que depende sdlo de x, ..., x,, que son constantes

si los valores de las caracteristicas son conocidos.

El clasificador naive Bayes combina este modelo de caracteristicas independientes con una regla
de decision. La regla mas es la de decisién méxima a posteriori. El clasificador correspondiente, un
clasificador de Bayes, es la funcion que asigna una etiqueta de clase § = C; para alguna k:

P(xi|Cp). (B.26)
1

$ = arg max p(Cy)

kefl,...,K} ;

n
i=

B.4.2 ESTIMACION DE PARAMETROS Y MODELOS DE EVENTOS

Todos los parametros del modelo (por ejemplo, clases a priori y caracteristicas de las distribuciones
de probabilidad) se puede aproximar con frecuencias relativas del conjunto de entrenamiento. Estas
son las estimaciones de maxima verosimilitud de las probabilidades. Una clase a priori se puede
calcular asumiendo clases equiprobables. Para la estimacién de los parametros de la distribucién de
una caracteristica, se debe asumir una distribucién o generar modelos de estadistica no paramétrica de
las caracteristicas del conjunto de entrenamiento.

Las hipdtesis sobre las distribuciones de caracteristicas son llamadas el modelo de eventos del
Clasificador Bayesiano Ingenuo. La distribuciéon multinomial y la distribucién de Bernoulli son populares
para aplicaciones como la clasificacion de documentos. Cuando se trata con variables continuas, una de
las hipétesis mas utilizada es que los valores estan asociados con cada clase segin una distribucion
Gaussiana o normal.

Suponiendo que los vectores de caracteristicas x son continuos, se separan los vectores por clase
para calcular su media y varianza. Si y; es la media del vector asociada a la clase k y o-i es la varianza
del vector asociado a la clase k. Suponiendo que se adquiere una observacién v, entonces, la densidad
de probabilidad de v dada una clase Cy es P(x = v|Cy), y puede ser calculada agregando v en la ecuacion
para una distribucién Gaussiana parametrizada por y y o7, es decir:

_ommp)?
202

e k. (B.27)

P(x =v|Cy) =

1
2
A /27ro'k

Otra técnica comun para la manipulacion de valores continuos es usar binning para discretizar
los valores de las caracteristicas, obteniendo un nuevo conjunto de caracteristicas de la distribucion
de Bernoulli. En general, el método de distribuciéon es una mejor opcién si hay pocos datos de

entrenamiento, o si se conoce la distribucién precisa de los datos. El método de discretizacion tiende a
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ser mejor si hay una gran cantidad de datos de entrenamiento, ya que va a aprender para adaptarse
a la distribucion de los datos. Naive Bayes se utiliza normalmente cuando estad disponible una gran
cantidad de datos (los modelos mds caros computacionalmente pueden lograr una mayor precision), se
prefiere generalmente el método de discretizacién que el método de distribucién [153].
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