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PROLOGO

Este trabgjo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las
futuras generaciones de la Maestria en Ingenieria Mecanica y areas afines
interesadas en €l analisis y la modelacién de problemas de la elasticidad.

Para comprender, entender y explicar una teoria, es necesario sistematizar el
conocimiento asociado; esto es, presentar con claridad los principios de la
teoria, las definiciones, y el desarrollo del andlisis. Paralograr tal propdsito, se
debe aplicar métodos apropiados que permitan la sistematizacion. Tal es el
caso del método de la ciencia.

En este trabgjo de tesis se presenta la Teoria de la Elasticidad Lineal en forma
sistemé@ica. De hecho, se ha tomado como referencia el libro de texto
“Introduction To The Theoretical and Experimental Analysis of Stress and
Strain” de Durdlli, A. J., Phillips, E. A., y Tsao, C. H., y se ha aplicado el
Método Cientifico para potencializar su comprension y manejo de la Teoria
El objetivo es mostrar la construccion del modelo de la Mecanica tomando en
cuenta cada una de las consideraciones asociadas y que, en consecuencia, el
libro de texto pueda ser aprovechado al maximo logrando que el lector pueda
acceder al conocimiento de la teoria en forma sistematica. Otro objetivo
implicito es mostrar la utilidad que tiene el Método Cientifico no solo para la
explicitacion y comprension de unateoria, sino ademas, parael planteamiento
y solucion, en general, de problemas.

Este trabgjo de tesis se desarrolld gracias a la asesoria desinteresada de
algunos investigadores de las instituciones que forman la red Alfa (ULSA-
Noroeste, ITESCA y UTS) motivo por el cual expreso mi agradecimiento.



RESUMEN

En este trabagjo de tesis la Teoria de la Elasticidad es desarrollada y presentada
mediante un modelo matemético elaborado sistematicamente bajo el Método
de la Ciencia. Se modelaron en forma independiente la teoria de esfuerzo y la
teoria de deformacion utilizando, para tal efecto, como elementos primitivos;
fuerzas, desplazamientos y medios, dichos modelos fueron desarrollados bajo
la aplicacion de las leyes de Newton, de acuerdo con las siguientes relaciones:
De la correspondencia medio-fuerza el concepto de esfuerzo es definido y
caracterizado, resultando de ello las ecuaciones de equilibrio. Con respecto a
la relacion medio-desplazamiento la deformacion es definida y caracterizada,
el modelo resultante es determinado en funcidn de la relacion desplazamiento-
deformacion. La teoria constitutiva de elasticidad elaborada en esta tesis,
eslabono el modelo de esfuerzo con el modelo de deformacion en funcion de
las propiedades Mecanicas del medio en estudio, de tal unién, una relacion
funcional es obtenida y representada como la ley generalizada de Hooke la
cual es desarrollada para un medio limitado a las condiciones de elasticidad,
linealidad, homogeneidad e isotropia, resultando de todo ello la teoria de
elagticidad objeto de este estudio. El resultado final para esta teoria de
elasticidad ha sido representado por un sistema de quince ecuaciones para
guince incognitas. Finalmente, se propusieron algunos métodos de aplicacion
relacionados con esta teoria de elasticidad.

Palabras claves. Fuerzas, desplazamientos, medio, teoria de esfuerzo, teoria de

deformacion, teoria de la elasticidad, teoria constitutiva de elasticidad y
propiedades M ecanicas
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ABSTRACT

In the present thesis the Theory of Elasticity is developed and systematically
structured using the scientific method. Firstly, the Theory of Stress and the
Theory of Strain were independently modeled considering forces,
displacements and the body itself, as primitive elements, both theories were
developed based on Newton's Laws. The stress is defined and characterized
associating the body with the forces in order to get the equations of
equilibrium; the strain was defined and represented by a model in function of
the relationship between displacements and strain. The stress and the strain
models are linked by The Constitutive Theory of Elasticity, these are related
in terms of the mechanical properties of a body considered as linear, elastic,
homogeneous and isotropic, and then a functional relation is obtained and
stated as the generalized Hooke's Law. At the end, the Theory of Elasticity is
obtained and modeled by a system of fifteen equations by fifteen unknowns,
then some methods of application and particular cases are discussed.

Key Words. Forces, displacements, body, theory of stress, theory of strain,
theory of elasticity, constitutive theory of elasticity.
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CapPiTULO 1 INTRODUCCION

CaPiTULO 1

INTRODUCCION

A través de este trabajo de tesis los siguientes objetivos seran satisfechos:

Proponer un nuevo marco explicativo de la Teoria de la
Elasticidad Lineal, basada en el libro de texto referente a:
“Introduction To The Theoretical and Experimental Analysis of
Sressand Strain”, de Durelli, A. J., Phillips, E. A., and Tsao
C. H.

Aplicar la metodologia de la investigacion descritaen [1] en el
desarrollo del texto.

1.1 Motivo delainvestigacion

Lo que motiva a la investigacion en este trabgjo de tesis es generar un escrito
por medio del cual sea posible observar y comprender el subsistema de la
Teoria de la Elasticidad Lineal, construyendo paso a paso dicho sistema para
concluir en un modelo. Y a partir del cual, se solucionen una gran cantidad de
problemas. Clarificar el modelo de la Teoria de la Elasticidad Lineal
contribuird a que, los lectores puedan reconocer el sistema asociado con dicha
teoria y que, por ese solo hecho, les sea posible aplicar con mayor rigor,
precision y generalidad la Teoria de la Elasticidad Lineal o problemas
relacionados con la Mecanica.
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1.2 El modelodela TeoriadelaElasticidad Lineal

En general, analizar el comportamiento mecanico de un medio implica
determinar los estados de esfuerzos y deformaciones, asi como los
desplazamientos, considerando el equilibrio. Por ello, es necesario determinar
0 encontrar un modelo a partir del cual sea posible obtener los esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos de algin medio sometido a un estado de
solicitaciones.

Para poder construir el modelo, es necesario desacoplar el sistema; esto es,
dividir el problema en subproblemas y analizarlos y, al final integrarlos; es
decir, reunirlos para conocer el modelo final. Este proceder esté asociado con
el problema de la Teoria de Elasticidad Lineal. Asi, usando € método de
desacoplamiento es posible dividir el modelo general en:

1) Andlisis de esfuerzos
2) Andlisis de deformaciones
3) Analisis congtitutivo

Es posible afirmar, una vez desacoplado e modelo, que el andlisis de
esfuerzos es independiente del andlisis de deformaciones y que, por este
hecho, da lo mismo iniciar €l estudio con cualesguiera de los dos analisis. Por
el contrario, la teoria constitutiva relaciona ambos andlisis al proponer que
existe una relacion entre los esfuerzos y las deformaciones debidas a las
propiedades mecanicas de los materiales, 0 mas bien dicho, de los medios.

Asi, €l objetivo principal de este trabgjo de tesis es presentar la construccion
del modelo con el proposito de estudiar cada consideracion o hipotesis
realizada en el analisis, pues es importante afirmar que, el modelo tiene sus
limites precisamente por la consideracion de hipotesis.

Lafigura 1.1 muestra un esquema en donde se visualiza los subsistemas de la
teoria de la elasticidad.
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\ Relaciones constitutivas ,

Figura 1.1 Esquema del modelo delateoria de dasticidad

1.3 Planteamiento del problema

Como toda investigacion, el presente trabajo de tesis tiene que partir de una
problematica, es decir, de una necesidad que hay que satisfacer o un problema
gue requiere ser solucionado. El problema en este trabgjo de tesis consiste en
presentar sistematicamente, el modelo y la teoria de la elasticidad lineal con el
propdsito de que el modelo sea més explicito y la teoria méas comprensible, y
gue en consecuencia, dicha teoria pueda ser evaluada con sus respectivos
limites y alcances.
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Para lograr tal proposito, es necesario presentar €l andlisis y la sintesis del
modelo lo més claro y sistematicamente posible, partiendo de los principios
generales y describiendo cada una de las consideraciones asociadas con el
modelo.

1.4 El problema de la mecanica

La mecanicaes el estudio del movimiento de los medios. Las leyes fisicas que
gobiernan el problema de la mecanica son los principios de Newton. Dichos
principios predicen el comportamiento mecanico de los medios considerando
velocidades no préximas ala velocidad de laluz.

La mecanica de Newton permite solucionar una gran cantidad de problemas en
los que, el fendmeno del movimiento es considerado. Para fines préacticos del
hombre actual, el disefio de méquinas, la prediccion de fendbmenos como el
caso del estudio de las trayectorias de un huracan entre muchos problemas,
son modelados usando las leyes de Newton. En este sentido, es necesario
estudiar el sistema de la mecanica clasica, es decir, la mecanica de Newton,
para poder resolver problemas en los que € fendmeno del movimiento esté
implicado.

Considere que los elementos primitivos relacionados con el problema de la
Mecanica son los conceptos de fuerzas, desplazamientos y medios. Estos
conceptos estédn, en principio, relacionados entre si y de hecho, el
comportamiento mecanico se describe en funcion de dichos conceptos y sus
relaciones. En términos generales el problema de la Mecanica se formula de la
manera siguiente:

“Analizar y modelar el comportamiento mecanico del medio que
nos rodea”
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Por otro lado, todo problema formulado debe restringirse [2]. Para el caso del
problema de la mecénica sus restricciones fundamentales son:

1) El medio posee masa
2) El medio es continuo

Obsérvese que, en redlidad, el medio considerado es especial, es decir, tiene
las caracteristicas de poseer masa y que es continuo. La primera restriccion
permitira caracterizar las acciones que gerce un sistema de fuerzas o
solicitaciones sobre un medio en tanto que la segunda restriccion esta asociada
con las herramientas matematicas disponibles para construir el modelo; en este
caso, la teoria de las funciones continuas.

Cabe sefialar que, todo problema formulado exige una propuesta de solucion y
una guia o guias que conecten a dicho problema con la solucion [2]. Estas
guias son llamadas hipotesis. Asi, el problema de la mecanica se soluciona
planteando la siguiente hipotesis:

“Lasolucion al problema de la Mecanica depende de la aplicacion
de las leyes de Newton”

Explicitamente las leyes de Newton son:

1) Ley deinercia
2) Leyes de balance
3) Principio de accidn y reaccion

La solucién del problema consiste en determinar un modelo por medio del
cual sea posible conocer o caracterizar los estados de esfuerzos y
deformaciones, asi como el campo de desplazamientos de un medio sometido
a un sistema de solicitaciones o fuerzas usando para este propdésito, las leyes
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de Newton; es decir, se plantea por medio de la hipétesis que e problema de
la mecanica es solucionado partiendo de los principios generales de Newton.
Cabe sefialar que, el modelo que soluciona el problema, es un sistema de 15
ecuaciones en derivadas parciales y 15 incégnitas y que el propdsito de este
trabgjo de tesis es precisamente describir el proceso de sistematizacion por
medio del cual se construye el modelo.

De acuerdo con [3], @ modelo de la mecanica es generado por
desacoplamiento, es decir, se estudian por separado, por decirlo asi, €l
problema de esfuerzos y el problema de las deformaciones y, posteriormente,
ambos model os se relacionan por medio de la teoria constitutiva. Cada uno de
los modelos representa en si una solucion derivada de un problema particular
y de restricciones y consideraciones apropiadas.
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CAPITULO 2
TEORIA DE ESFUERZOS

2.1 Introduccion

En este capitulo se estudiard el modelo de esfuerzos asociado con el problema
de la Mecénica. Se definen los conceptos de interés y las consideraciones
necesarias para describir, sistematicamente, el modelo de esfuerzos. Los
medios que serén considerados en el analisis son continuos en e sentido de
gue pueden ser modelados usando la teoria de las funciones continuas. El
objetivo es determinar el sistema de ecuaciones e incognitas relacionado con
el modelo de esfuerzos, asi como describir, paso a paso, cada etapa del modelo
y sus implicaciones.

2.2 Definiciones
2.2.1 Fuer zas

Las fuerzas que actlan sobre un medio pueden clasificarse en dos tipos:
1) Fuerzas de cuerpo, y 2) Fuerzas de superficie [3, 4]. Las fuerzas de cuerpo
son producto de campos gravitacionales o campos electromagnéticos en tanto
gue las de superficie se generan por contacto fisico entre los medios; es decir,
en las superficies de los medios. Las fuerzas de cuerpo no son producidas por
contacto fisico entre los medios.

Por otro lado, las intensidades de las fuerzas de cuerpo pueden ser designadas
como fuerzas por unidad de volumen. Para el caso de las fuerzas de superficie
es necesario diferenciar entre superficie exterior y superficie interior [3].
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2.2.2 Esfuerzos

Asi, una superficie exterior esta asociada con las fronteras del medio; es decir,
con las fronteras que caracterizan externamente al medio. Por otro lado, una
superficie interior es aquella caracterizada por un plano imaginario que corta
al medio. Las cargas o fuerzas aplicadas que actlan en la superficie exterior
del cuerpo, son descritas en términos de fuerzas por unidad de area y son
|lamados “ esfuer zos aplicados’ [3].

2.3 Andlisis de esfuer zos

2.3.1 El problema de esfuer zos

Una vez descritos los conceptos de fuerza y esfuerzo, se procedera a
continuacion a formular el problema de esfuerzos; esto es:

“Determinar un modelo que permita encontrar el estado de
esfuerzos de un medio sometido a un sistema de solicitaciones o
fuerzas'.

Aunqgue & hecho de considerar un medio cargado o sujeto a solicitaciones o
fuerzas impligue que necesariamente el medio posea masa, es necesario
rescribir las restricciones; esto es:

1) El medio posee masa
2) El medio es continuo

Otra consideracion importante asociada con el problema de esfuerzos es la
siguiente:

“El analisis es realizado en una sola configuracion del medio; es
decir, en su configuracion deformada’.
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Obsérvese que la configuraciéon deformada del medio se caracteriza por estar
ya aplicadas las cargas y que, en este sentido no se toman en cuenta la
configuracién de referencia (o no deformada) ni la historia de la aplicacion de
las cargas. Se dice entonces que el medio en la configuracién deformada esta
en equilibrio.

El hecho de considerar una sola configuracion implica que no existen
desplazamientos y, por tanto, tampoco deformaciones lo que permitira
caracterizar el andlisis en la determinacion y caracterizacion de las fuerzas
internas del medio; es decir, en el estado de esfuerzos.

Por otro lado, para poder realizar el anadisis de esfuerzos y construir el
modelo, es necesario formular una hipotesis. Dicha hipotesis es la siguiente:

“Se puede analizar y modelar el estado de esfuerzos sobre todo el
medio o unapartede é”.

En este trabgjo de tesis se desarrollard el modelo de esfuerzos considerando
una parte del medio.

2.3.2 Caracterizacion del esfuerzoy la necesidad del
concepto de esfuer zo

Como se recordard, las intensidades de las fuerzas de cuerpo son designadas
en términos de fuerzas por unidad de volumen y las fuerzas de contacto que
actlan sobre la superficie de un medio se les llama (esfuerzos aplicados) [3] y
son asignados como fuerzas por unidad de superficie.

Considere que las intensidades de las fuerzas de cuerpo son denominadas X, Y
y Z y son medidas sobre los ges x, y y z de un sistema cartesiano. Si en un

elemento de volumen DV estan actuando las resultantes de las fuerzas DF,,

DF, y DF, en las direcciones cartesianas, entonces las intensidades de las

9
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componentes de las fuerzas de cuerpo que estén actuando en un punto P
contenido en el volumen DV se definen de la manera siguiente:

1) X =lim-—~* (2.1)

2 Y =lim—~

3y Z=Ilim-=*

Por otro lado, sean x, Y, y z las componentes del esfuerzo aplicado (fuerza por
unidad de superficie) que actla en una superficie en donde se localiza el punto
“P” . Las siguientes relaciones definen el esfuerzo aplicado:

—_ 1 X

) X, =lim AS (2.2)
2 Y = lim 2%
AS® 0 AS
_ . AF,
3 Z = lm AS

Aqui, DF,, DF,, y DF, son las componentes cartesianas resultantes que
estan actuando sobre un elemento de superficie DS que contiene a punto P.

Es importante sefialar que, las definiciones de esfuerzo descritas por las
expresiones (2.1) y (2.2) proporcionan un medio ideal, es decir, un conjunto
de funciones, con las cuales es posible analizar o modelar el problema. Sin
embargo, dichas funciones deben poseer una propiedad fundamental; es decir,

10
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gue sean continuas. Esta propiedad permite, en consecuencia, usar lateoria del
medio continuo para desarrollar los analisis con los cuales se construyen los
modelos.

En sintesis, la definicion de esfuerzo es necesaria en el sentido de que permite
la posibilidad de trabajar con funciones, en particular con funciones continuas.

2.3.3 Esfuer zo normal y esfuer zo cortante

En esta seccidn se caracterizaran los esfuerzos que actlan en superficies
imaginarias internas de un medio. Para ello, se hara uso de las herramientas
mateméticas que proporciona el calculo vectorial [6].

Considere un medio o cuerpo M €l cual esta sometido a un sistema de cargas
gue actlan sobre su superficie como se muestra en la figura 2.1. Como
resultado de dichas cargas se producen esfuerzos internos en el interior del
medio [3]. Para poder caracterizar |os esfuerzos internos; esto es, los esfuerzos
gue actlan sobre superficies imaginarias del medio, es necesario realizar
cortes imaginarios en el cuerpo de analisis.

Considere ahora un corte sobre el medio M y supdngase que la resultante de
las fuerzas internas (esfuerzos inducidos) puede ser representada por el vector
p,. Dicha fuerza es concentrada en el punto P el cual se localiza en la

superficie“ S’ mostradaen lafigura2.1.

11
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P

Figura 2.1 Esquemati zacion de los esfuerzos internos

El vector “n” mostrado en la figura 2.1 es unitario y perpendicular a la
superficie S; es decir, es un vector normal. La proyecciéon del vector “ p,”

sobre el vector “n” es“o,” e cua es [lamado esfuerzo normal [3]. Por otro
lado, la proyeccion de la resultante p,, sobre el vector unitario “t” definido
tangente ala superficie Ses 7, y esllamado esfuerzo tangencial.

Ahora es necesario definir el esfuerzo en términos de coordenadas cartesianas.
Para ello, considere que el punto “P ” el cual concentra la resultante de las
fuerzas internas coincide con el punto “O” del origen de las coordenadas.

12



CAPITULO 2 TEORIA DE ESFUERZOS

Sean p,,, P.,. Y P,, las proyecciones de la resultante p, sobre los ejes

cartesianos (ver figura 2.2).

Figura 2.2 Componentes cartesianas de esfuerzo

Dichas proyecciones de esfuerzo se definen de la manera siguiente:

_ . ARy
D Py = iMoo (2.3)
_ . AF,
2) pny - Alls(gg) AS
_ . AR,
3 P = iMoo

Por otro lado, la magnitud del esfuerzo p, puede ser obtenido por medio de la

siguiente relacion:

p, = /Po+ Pl + P, (2.4)

13
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Asimismo, la direccidn del vector p, se puede determinar por medio de las
expresiones siguientes:

1) cos(p,,x) =F;”X (2.5)
2) COS(pn ! y) = pny

P,
3) cos(pn,z):F;”Z

Obsérvese que € esfuerzo o, puede ser obtenido considerando el vector
normal “n”, esto es:

o, = p,cos(p,,n) (2.6)
Aqui, cos(p,,n) es el angulo formado entre laresultante p, y el vector normal

“n”, por la convencion establecida. Por otro lado, para determinar el esfuerzo
tangencial 7, o llamado también esfuerzo cortante se usa la siguiente relacion:

5+ J,f = p,f (2.7)

O, equivalentemente:

2 2 2
7’-n_pn_o-n

Es posible también usar una relacion definida entre el angulo de dos lineas
para determinar el esfuerzo normal o, . Dicharelacion esla siguiente:

codp, n)=cogp, X)conx) + cos(p, y)cony) + cogp, zJcodnz)  (2.8)
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La expresion anteriormente escrita se interpreta como sigue: “el coseno de un
angulo medido entre dos lineas es equivalente a la suma de los productos de
los cosenos directores de ese par de lineas’. Obsérvese que al usar la relacion
(2.8) en la expresion (2.6) se obtiene el resultado siguiente:

5, = Py, cos{nx) + p,, cos{n,y) + p,, cos(n, 2 29

En sintesis, la caracterizacion de los esfuerzos internos realizada en esta
seccion, es matematica, pues todo el andlisis se reduce a describir la resultante
de esfuerzos en un vector para posteriormente proyectarlo sobre dos sistemas
de referencia, uno relacionado con los vectores normal y tangente a la
superficie en donde se caracterizaron los esfuerzos normal y tangencial
(cortante) y otro en un sistema cartesiano. Luego, se usd una relacion
geométrica entre dos lineas para relacionar el esfuerzo normal con los
esfuer zos cartesianos.

De hecho la funcién de la Teoria de la Elasticidad es la incorporacion
matemética de las cargas aplicadas sobre un cuerpo relacionado con su
geometria (tomando, si es necesario, las propiedades del cuerpo) y sobre dicha
incorporacion matemética, obtener conocimiento de las fuerzas internas.

2.3.4 Las componentes cartesianas de esfuer zos:
Notacion y convencion de signos

En esta seccion se describiran las nueve componentes de esfuerzos cartesianos
y se establecera una convencién apropiada de signos. Para ello, considere que
se realiza un corte imaginario en el cuerpo de tal manera gque dicho corte sea
paralelo a los planos cartesianos. Sea “yz' un plano cartesiano y considere
gue sobre el punto “P” actlan las componentes de esfuerzo designados por
P Peys Y Py, COMO se muestraen lafigura2.3.
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Figura 2.3 Representacion de los esfuerzos tomando un corte paralelo al plano yz.

Es importante mencionar que el primer subindice de p,, seobtiene al sustituir

“X’ por “n” siempre que el ge “ X’ sea paralelo a la direccion de la normal
“n” al plano. De acuerdo con lafigura 2.3, es posible definir las equivalencias

siguientes:

pxx = px = O-XX = O-X (210)
pxy :Txy
pxz :sz

Asi, o, es €l esfuerzo normal en tanto que z,, y 7,, son los esfuerzos

cortantes.

16
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Por otro lado, existen esfuerzos opuestosa o, 7,,,Y 7,, puesde acuerdo con
la tercera Ley de Newton, a toda accion, esto es o,, 7,,, Y 7,,, les

corresponde una reaccion de igual magnitud pero con direccion opuesta; esto
eso,, 7,,,Y 7,,.Dichos esfuerzos se muestran en la figura 2.4.

y
A

Figura 2.4 Esfuerzos derivados de la tercera Ley de Newton.

Obsérvese que las reacciones o', 7',,, Y 7,, son de igual magnitud que los
esfuerzos o,, 7,,,y 7,,. S seconsideran cortes paralelos alos planos “ x y* 'y

“X Z' se obtendrd del andlisis estrictamente hablando, 6 componentes de
esfuerzo; es decir, 18 componentes tomando en cuenta los tres planos. Sin
embargo, debido a que 9 esfuerzos son de igual magnitud entonces solo se
consideran los nueve restantes |los cuales se muestran en la figura 2.5.
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7 7~ y
A/

Figura 2.5 Las nueve componentes de esfuerzo.

De acuerdo con la figura anterior, las 9 componentes de esfuerzo, es decir; o, ,

Toyr Tyxr Tyzr T Y T,y NAN sido representadas en un cubo; sin

o o T xy1 CTyxs Tyzs

y? zv “xz

embargo, la forma geomeétrica utilizada solo es esquemética. Por otro lado, es
necesario seguir ciertas convenciones de signos con el proposito de proseguir
con el andlisis.

Considere las siguientes convenciones de signos de esfuerzos:

1) Los esfuerzos normales se consideran positivos si sus direcciones
son hacia afuera de la superficie en la que actian. A estos
esfuerzos se les llama esfuerzos de tension. En caso contrario, es
decir, s los esfuerzos normales tienen direcciones que apuntan
hacia la superficie en la que actlan, se les consideran negativos y
son llamados también esfuerzos de compresion [3].

18
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2) Los esfuerzos cortantes se consideran positivos cuando sus
direcciones estan orientadas en las direcciones positivas de los
ges cartesianos si y solo si el esfuerzo normal actia en la
direccion positiva de los ges cartesianos o, equivalentemente,
cuando sus direcciones estdn orientadas en las direcciones
negativas de los ges cartesianos y el esfuerzo normal esta
también orientado en dichas direcciones negativas, en caso
contrario dichos esfuerzos cortantes se consideran negativos.

Cabe sefialar que dichas convenciones son validas siempre que se consideren
planos de corte paralelos a los planos cartesianos. Por tanto, siguiendo estas
reglas, los esfuerzos mostrados en la figura 2.5 son todos ellos positivos.

Por otro lado, es también necesario ponerse de acuerdo con los subindices
asociados con los esfuerzos; esto es:

1) Los esfuerzos normales son representados por un simbolo y un
subindice; por gemplo o,. Luego, dicho simbolo indica el
esfuerzo principal que actia en el plano perpendicular a la
direccion del ge cartesiano x.

2) Los esfuerzos cortantes son representados por un simbolo y dos
subindices; por gemplo z,,. Dicho simbolo indica lo siguiente:

el primer subindice, o sea “X’, especifica la direccion del
esfuerzo normal en el plano que actiay el segundo subindice; es
decir, “y”, denota la direccion haciala cual dicho esfuerzo actla.

En sintesis, en esta seccion se han caracterizado las 9 componentes cartesianas
de esfuerzo. Para ello, se realizaron cortes paralelos a los planos cartesianos y
se aplicd la tercera Ley de Newton. En realidad se determinaron 18
componentes de esfuerzos. Sin embargo, al considerar que 9 esfuerzos son de
igual magnitud pero en direccion opuesta, entonces solo se toman en cuenta 9
de ellos para proseguir el andlisis. Asimismo, se propusieron acuerdos con
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respecto a la convencion de signos y se definieron los esfuerzos normales en
términos de sus direcciones con respecto a plano que actlan y se les [lamd
esfuerzo de tensién y esfuerzo de compresion.

2.3.5 Ecuaciones de equilibrio

El objetivo en esta seccién es determinar un modelo que permita conocer el
campo de esfuerzos entre un punto y su vecindad; esto es, la variacion del
esfuerzo punto a punto. Para €llo, se aplicaran las condiciones de equilibrio, o
sea, la segunda Ley de Newton.

Considere que se aisla del medio M un paralelepipedo rectangular en donde
en uno de sus vértices se localiza el punto P, y en el centroide del elemento, se
localiza el origen de un sistema cartesiano. Las caras o superficies del
paralelepipedo, de dimensiones Ax, Ay, y Az, son paralelas a los ges
cartesianos (Ver figura2.6).

/ Dx
Figura 2.6 Pequefio paral el epipedo rectangular removido del medio en estudio.
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Considere ahora que sobre las caras se representan los esfuerzos cartesianos
gue actlan en el punto P como se muestra en la figura (2.7), obsérvese de
igual forma que, las fuerzas de cuerpo pasan por el centroide del
paralelepipedo.

Y
o /\
{ |
|
|
/ 1
| —
T, | T, 7
_,xz } Y/‘l‘\\ s T
7 ' I
&= Jj SURESR VR ~ X
o, T Z/’Z X @Ti
x o \ zy
Dy Ny | ‘
Txy
o TR B —
~ - ) 7 2
~ P
P Tyx~ i
- I
1 N/
/ -
y
Dx

Figura 2.7 Esfuerzos cartesianos que acttan sobre @ punto P.

Por otro lado, como es bien sabido, la variacion del esfuerzo en un punto y su
vecindad es representada a través de la serie de Taylor [5]. Asi, la variacion
del esfuerzo normal o, se representa por:

Sin embargo se truncaré la serie de Taylor a partir del término cuadratico. Esto
es debido alas siguientes consideraciones:

1) Los términos truncados se consideran despreciables debido a que son
“ pequefios’ .
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2) Lafunciéneslineal.
3) Lasegundaderivada es cero.

Por lo tanto, al asumir las consideraciones mencionadas anteriormente, la
variacion del esfuerzo o, es:

La figura 2.8 muestra las variaciones de esfuerzo en todas las caras del
paralelepipedo considerado:

{ | 7,,+Dz,,
—
7. +D1
et DTy, 7 P, r,,+Dt,,
| | =
t,,+D7,, 7:22: o,
O- TXZ -7 ‘ Y//‘\\ > :‘T
X 22 | [ NP %
— <= — | Z e e e S
D rh L LT R o,+Do,
N7
\
>/ wyt / TZX+DTZX TXZ+Dsz
O'Z‘"DO'Z g S
=

- Pl /:?57 yz
- L —==
e Ty |
- N7

gy

|
7 D>< ‘

Figura 2.8 Esfuerzos cartesianos y sus variaciones con su vecindad.
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Una vez caracterizados los esfuerzos y sus variaciones, el objetivo ahora es
determinar el modelo que permita establecer el campo de esfuerzo entre el
punto “P’ y su vecindad, y para ello considere el siguiente problema:

Determinar el modelo de esfuerzos entre un punto del medio y una vecindad.
La hipdtesis es la siguiente:

“El modelo se determina usando las ecuaciones de equilibrio, esto es.”

1) aF=0
2) amM=0

En términos de las coordenadas cartesianas las condiciones descritas
anteriormente se describen como:

1) &aF, =0
2) aFr,=0
3) aF,=0
4 aM_., =0
5 aM_..=0
6) aM_., =0

Considere ahora €l equilibrio en la direccion x (ver figura 2.8). Las fuerzas que
actlian con esa direccién son:

1) -o0,AyAz
& Yo, 0

2) ¢o,*t AX+AY Az
e X g
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x

3) ryx+ yXAy AxAz
4) -1, AXAZ
e  Vz,,.0
5 C7,, t_“AZFAXAy
e z o
6) - 7, AXAy
7) X AXAyAz
Al aplicar equilibrio se obtiene:
a FX:S%X +o, Ax2Ay Az+aeryx + I, AygAx Az+gerzx MLAYVIW Ay
ix g g Ty "¢ e Tz o
-0, AYyAz- 7 AXAZ- 7, AXAy+X AXAyAz=0

Obsérvese que a eliminar paréntesis de la expresion antes escrita, se obtiene:

o,

o, Ay Az+

K3

AXAYy Az+7 AXAZ+ f
X

Tyx

Ay AXAZ+7, AXAy
Ty

+— 2 AZAXAY- 0, Ay AZ- 7 AXAZ- T, AXAy+ X AX Ay Az=0

9z

Simplificando términos:

o,
ix

Tz,
AX Ay Az+ﬂyAy AXAz+
y
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Dividiendo sobre (AX Dy Dz) la expresion anterior, se tiene que:

To. Mo T w0 (2.11)
ix Ty 19z

Al hacer un analisis similar en los ges y y z se obtienen los siguientes
resultados:

ﬂrxy+ﬂ0y+ﬂ T,

+Y=0 (2.12)
x Ty 1z
ﬂTXZ+ﬂTyZ+ﬂUZ+z:o
x Ty 1z

Las expresiones (2.11) y (2.12) son conocidas como las ecuaciones de
equilibrio y forman el modelo por medio del cual es posible determinar el
campo de esfuerzos, ya que conecta los esfuerzos punto a punto [3].
Obsérvese que el sistema de ecuaciones e incognitas formado por las
expresiones (2.11) y (2.12) esde 3 x 9.

El objetivo ahora, es utilizar las tres restantes condiciones de equilibrio; es
decir, los momentos alrededor de los ges x, vy, y z, para poder determinar
algunas relaciones de equivalencia entre esfuerzos. Para €ello, se considerara
gue las fuerzas de cuerpo pasan a través del centroide del paralelepipedo
considerado. Esto implicard que los momentos asociados con las fuerzas de
cuerpo X, Y, y Z sean cero. Asi, a aplicar la suma de momentos en la
direccion “ Z'  se obtiene que:

o AX AX
&AM oy =1, AY A22+(rxy +Ar, ) Ay Az

o, Az - (o, +Ar, Az axEY =
X 2 y X y X 2
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Multiplicando:

T,,AY AZAZX +1, Ay AZAZX +Az, Ay AZAZX

o a2 e Az axY - A, Az axY =
2 2 2
Eliminando términos y despejando:
Ay

z,,Dy DzDx + Dr, Dy DZAZX =7,,DzDx Dy + Dr, Dz Dx"

Dividiendo todos los términos sobre Dx Dy Dz, resulta:

Dado que el paralelepipedo es muy pequefio, los términos Az, y Az,

pueden ser rechazados.

T, =T (2.13)
O, de forma equivalente:

T, =T (2.14)

Al redlizar los andlisis correspondientes con respecto a aM_,...=0 vy

aM_,..,. =0 se obtienen las siguientes relaciones:

T, =T (2.15)
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Note que al sustituir las relaciones (2.14) y (2.15) en las expresiones (2.11) y
(2.12) sellega al siguiente modelo:

Mo, Tz, Tt
u -+ s 2+ X =0 2.16
“Ix Ty Tz (210)

7, Yo, Tz,
u + +
x Ty 1z

+Y =0

UﬂTXZ +ﬂTyZ +ﬂo-

x Ty 1z

£ +2=0

El sistema de ecuaciones e incognitas determinado en las expresiones (2.16) es
ahorade 3 x 6.

2.3.6 Esfuer zos en un punto (leyes de transformacion)

En esta seccion se analizard el estado de esfuerzos en un punto siguiendo la
siguiente formulacion:

“Conocidos los esfuerzos en tres planos mutuamente
perpendiculares, encuentre el modelo que permita obtener los
esfuerzos en un plano arbitrario”.

Para obtener el modelo, se aplicardn las leyes de balance sobre un plano
inclinado cualquiera, representativo de la infinidad de planos existentes en un
punto. Dicho plano forma un tetraedro irregular al cortar 1os planos conocidos
mutuamente perpendiculares entre si, y explicitamente, se tiene que:

Considerar que se forma una superficie cualquiera ABC al unir los puntos A, B
y C de un sistema ortogonal con origen en el punto P, paralelo al sistema
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cartesiano, de tal manera que al unir individual mente los puntos anteriores con
el origen P, se forma un tetraedro de aristas P, A, B, y C, segln se muestra en
la figura 2.9. El plano formado por ABC y la fuerza normal resultante con

origen en el punto P, es caracterizada por las componentes de esfuerzo p

nx?

P.,» ¥ P,, que son los esfuerzos desconocidos sobre € plano en el que
actuan.

Figura 2.9 Estado de esfuerzos en un punto cualquiera del medio M,
utilizando un pequefio tetraedro.

Cabe aclarar que, ya que € tetraedro es muy pequefio, todos los esfuerzos y
fuerzas actuantes se consideran uniformes, y las componentes de fuerzas de
cuerpo constantes. Se asume que DS es el areadd lado ABC. De acuerdo con
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la figura 2.9, en la direccion x se tienen las siguientes fuerzas en términos de
esfuerzos.

1) F=p,AS
he
2y F=x&>h0
é 3 g

3) F,=o, AScos(nx)
4 F,=t, AScos(ny)
5) F.=z,, AScos(n,z)

Donde: (DS h/ 3) es €l volumen del tetraedro y h es la distancia perpendicular
desde P al lado ABC.

Al aplicar las leyes de balance se tiene que:
I:1-H:2:|:3+|:4+|:5
O, explicitamente:

p. AS+ X geSShg_ . AScos(nx)+7,, AScos(ny)+z,, AScos(n,z)

2

Eliminando términos y no tomando en cuenta (DS h/ 3) ya gue comparado con
los términos restantes de la ecuacion es muy pequefio y se puede despreciar, se

obtiene la primera ecuacion del estado de esfuerzos en un punto, siendo estala
siguiente:

P..=0, cos(n,x) +z  cos(n,y) +7,, cos(n,2) (2.17)
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Las dos ecuaciones restantes son obtenidas en forma similar por suma de
fuerzas en las direccionesy y z; esto es:

1) P, =r,, cos(nXx)+a, cos(ny)+z,, cos(n,z) (2.18)
2) pnz :TXZ COS(n7X) +Tyz COS(n7y) +O—z COS(n7Z)

Las expresiones (2.17) y (2.18) representan el modelo que permite obtener los
esfuerzos en un plano arbitrario, el cual es conocido de forma semejante como
el estado de esfuerzos en un punto.

2.3.7 Caracterizacion del estado de esfuer zos en un plano arbitrario

Es de gran utilidad caracterizar €l estado de esfuerzos en un plano arbitrario
sobre un punto ya que, como se observa en la figura (2.9), las componentes

cartesianas de esfuerzos p,,, P,,, Y P,, aplicados en el area ABC no son

paralelos ni perpendiculares al plano en cuestion. Por o tanto, es necesario
descomponer dichos esfuerzos para poder caracterizar los esfuerzos normales
y cortantes. Esto se logra mediante un cambio de base de las ecuaciones
anteriores, comunmente conocido como las leyes de transformacion de
esfuerzos, formulandose a continuacion:

“Conocidas las componentes cartesianas de esfuerzos en un plano
arbitrario, encuentre el modelo que permita obtener los esfuerzos
normales y cortantes actuantes en dicho plano”.

Para determinar el desarrollo en cuestion, se asignara un nuevo sistema de
coordenadas ortogonales O'X'y'Z colocado con origen en el punto O vy
teniendo al ge x' coincidiendo con la normal n del plano ABC y los gesy’ y
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Z paraelos al plano actuante todo ello sobre el elemento tetraédrico en estudio
y representado en la figura 2.10, para ello es necesario plantear la siguiente
restriccion: Considerar que el plano ABC pasa a través del punto P ya que el
tamafno del elemento es muy pequefioy h® 0 (alturadel tetraedro). Aqui, las
incognitas son los esfuerzos o, 7, 7,,; donde o, esel esfuerzo normal y

T,y T, l0Sesfuerzos cortantes actuantes en el plano ABC.

Figura 2.10 Caracterizacion del estado de esfuerzos en un punto
cualquiera de medio M utilizando un pequefio tetraedro.

Reordenando las ecuaciones (2.17) y (2.18) y observando en la figura 2.10 que
la direccion de la normal coincide con ladireccion del gje X', setiene:

1) p,.=0o,cos(x x)+z, cos(x,y)+r, cos(x,z) (2.19)
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2 p.,=1,, c0s(X x)+0, cos(x,y)+1,, cos(x ,z)
3 p,,=t,,cos(x x)+17,, cos(x,y)+a, cos(X ,z)

Aqui, el vector ¢, eslaresultante de las proyecciones p,,, P,,,Y P,,,Y S
puede determinar de acuerdo con la expresion siguiente:

o, = P, COs(x', x) + p,, cos(x', y) + p,, cos(x', z) (2.20)
Similarmente, se tiene que:
tX' Y = pnx COS(yI 1 X) + pny COS(yI 1 y) + pnz COS(yI 1 Z) (221)

Sustituyendo las ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.19) en las ecuaciones (2.20) y
(2.21) y considerando los ejes cartesianos, se obtienen las siguientes
relaciones:

(2.22a)
1) o,=0,c08(X ,x)+ 0, cos’(x ,y)+ o, cos’(x ,z)
+ 27, cos(X ,x)cos(x ,y) + 27, cos(x' ,y)cos(x ,z)

+ 217, cos(x ,z)cos(x , x)

(2.22b)
2) 1, =0,cos(x x)cos(y x)+a, cos(x,y)cos(y.y)
+o, cos(x',z)cos(y', 2)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y , x|
+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y" . y)]

+ 7, |cos(x' ,z)cos(y ,x) + cos(x , x)cos(y , z)|
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(2.22¢)

3) 7,,=0,c0s(z,z)cos(x ,z)+a, cos(z x)cos(x x)
+ o, cos(z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(z , z)cos(x' ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+7, |cos(z x)cos(x ,y)+cos(zZ,y)cos(x x)|

+7,,[cos (2 ,y)cos(x ,z)+cos(z ,z)cos(x ,y)|

Existen tres ecuaciones restantes que complementan la solucion de las 6
incognitas de esfuerzos agui planteadas, mismas que son obtenidas en forma
similar a las anteriores, utilizando paratal efecto, dos tetraedros méas teniendo
sus planos inclinados con sus fuerzas normales actuando paralelas a los ges
Yy 'y Z,estoes:

(2.22d)
4) o,=0,c08(y ,y) + 0, cos’(y ,2) + o, cos’(y ,X)
+27,,cos(y ,y)cos(y ,z) + 27, cos(y , z)cos(y ,x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

(2.22¢)
5 o0,=0,c08(Z ,z) + o, cos’(z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+ 217, cos(z ,z)cos(z ,x) + 27, cos(z ,x)cos(z ,y)

+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

(2.220)
6) t,, =0, cos(y,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(Z ,x)
+z,,|cos(y ,y)cos(z ,z) + cos(y ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|

+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y ,y)cos(z , x|
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Las ecuaciones anteriores representan el estado de esfuerzos en un punto
cualquiera, caracterizadas con el proposito de encontrar el esfuerzo actuante
sobre cualquier superficie inclinada s se da € caso de que las ses

componentes de esfuerzos cartesianas o,, o,, 0,, T T T, Son

yr Ozv Tuys Tyzs Ty
conocidas, asi como la orientacion del sistema cartesiano auxiliar O’'X'y’Z
trazado a conveniencia, referenciado con la normal existente el plano
inclinado en cuestion. Por gjemplo, si se desea encontrar el esfuerzo cortante
actuando en la direccion del ey’ sobre una superficie con su fuerza normal
dirigidaen ladireccion del ge X' se utilizarala ecuacion (2.22d).

2.4 Sintesis

En este capitulo se plantearon los problemas relacionados con la teoria de
esfuerzos, iniciando e mismo con la definicion acerca del esfuerzo y su
caracterizacion através del medio en el que actla.

A las fuerzas que acttan en los linderos del medio en estudio se le conoce
como esfuerzo aplicado [ 3], pero la necesidad de profundizar acerca de o que
ocurre en € interior del elemento determina definir como esfuerzo inducido a
las fuerzas que actUan sobre planos internos imaginarios. Mas aln, es
necesario caracterizar tales esfuerzos, de acuerdo con: Esfuerzo normal (o)
es en el cual la fuerza actla perpendicularmente a la superficie asignada, y
esfuerzo cortante (z,) en é la fuerza se caracteriza por ser paralela o
tangencial a la superficie actuante.

Campo de esfuerzos. Es la caracterizacion del esfuerzo en un punto y lo que
ocurre en su vecindad, 1o que permite determinar el modelo de las ecuaciones
de equilibrio con variaciones resultantes en derivadas parciales de 3
ecuaciones con 6 incognitas, en funcion de los esfuerzos normales y esfuerzos
cortantes en un sistema de coordenadas cartesianas. EI modelo es el siguiente:
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Uﬂax_l_ﬂfxy_'_ﬂrxz_'_X:O
x Ty 1z
uﬂrxy+ﬂ0y+ﬂryZ+Y:o
x Ty 1z
uﬂrxz+ﬂryz+ﬂ02+z:o
x Ty 1z

Es obvio que existen infinidad de planos que pasan a través de un punto
genérico, por lo que es conveniente analizar un estado de esfuerzos sobre un
plano inclinado arbitrario, planteandose el problema una vez determinados los
esfuerzos en tres planos mutuamente perpendiculares entre si, [0 que permite
obtener las ecuaciones resultantes siguientes:

P, =7, cos(NX) +1,, cos(ny) +1,, cOs(n,2)

P,, =7,, Cos(n,X) +&, cos(n,y) +z,, cos(n,2)

pnz :TXZ COS(n7X) +Tyz COS(n7y) +O—z COS(n7Z)
Por ser de gran utilidad analizar el estado de esfuerzos en un punto, en
funcion de los esfuerzos normales y esfuerzos cortantes, se caracteriza en la
seccion (2.3.7) dicho estado de esfuerzos, mediante un cambio de base de las
ecuaciones anteriores, accion comunmente conocida como las leyes de
transformacion de esfuerzos, resultando:

o, = P, Cos(x', x) + p,, cos(x', y) + p,, cos(x', )

t,, =Py, cos(y', x)+ p,, cos(y', y) + p,, cos(y', z)
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CAPITULO 3
TEORIA DE DEFORMACION

3.1 Introduccioén

En este capitulo se presenta la teoria y el andlisis de las deformaciones. El
estudio de las deformaciones, como es bien sabido, es puramente geomeétrico
Yy, en consecuencia, independiente del andlisis de esfuerzos. Se presentan los
conceptos y definiciones necesarios para formar la teoria y algunas
consideraciones de interés. El objetivo en este capitulo es desarrollar,
sistematicamente, el modelo que permita determinar las deformaciones y
desplazamientos asociados con dos configuraciones de un medio. Dichas
configuraciones son llamadas inicial y final, respectivamente. En sintesis,
interesa conocer el nimero de ecuaciones e incognitas asociadas con el
modelo de las deformaciones, asi como explicitar cada una de las
consideraciones relacionadas con dicho modelo.

3.2 Definiciones
3.2.1 El problema de la defor macion
En esta seccion, a igual que en € capitulo 2, se define el problema de las
deformaciones, asi como sus restricciones fundamentales. Considere el

siguiente problema:

“Analizar y modelar los cambios de forma de un medio, asi
como | os desplazamientos de |os puntos que lo componen”
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Las restricciones fundamentales asociadas con €l problema descrito
anteriormente son:

1) El medio es continuo.
2) Los cambios de posicion del medio son continuos.

3) Se estudian los cambios de posicion solamente entre dos
configuraciones asociadas con el medio. La configuracion
inicial y la configuracion final.

4) No se considera en el analisis las trayectorias de los puntos
desplazados del medio.

Obsérvese gue una vez mas, es necesario considerar al medio continuo, esto
es, para utilizar la teoria de las funciones continuas para analizar y modelar el
problema de las deformaciones. Asimismo, no se toman en cuenta las
trayectorias que describen los puntos desplazados del medio. Finalmente, los
desplazamientos y deformaciones se estudiaran en dos configuraciones.

3.2.2 Definiciéon de deformacion

En esta seccidon se presentan algunas definiciones de interés, asi como una
hipétesis la cual conducird a determinar la solucién del problema descrito en
la seccion 3.1.

Sea A un medio de configuracion arbitrariay “p” un punto cualesquiera de A.
Se dice que el punto “p” se hadesplazado a p' si: (Xo, Yo, Z0) T (Xos Yp» Zy),
siendo (X, Y, 2) las coordenadasdel punto p y (X,Y', Z) las coordenadas del
punto p° desplazado. Notese que el desplazamiento se produce si cuando
menos una de las coordenadas difiere.
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Por otro lado, sean p y ¢ los puntos de Atalesquep?® (. Sea |  ladistancia

0 longitud medida entre dichos puntos. Suponga ahora que A ha sido
desplazado a la configuracion A’. Sea ahora I'pq la distancia entre los puntos

pyq enA'. Ladeformacion (&) se define por la siguiente relacion:

g=-rPl —pe (3.2)

O, equivalentemente:

! (3.2)

Siendo, L. =I'; y L =1

Para poder determinar si un medio se ha desplazado, basta con determinar su
posicion inicial y posicion final. Pero para saber si un medio se ha deformado,
es necesario medir todas y cada una de las distancias entre dos pares de
puntos. En otras palabras, para determinar que un medio se ha deformado o ha
cambiado de forma basta con que la distancia relativa de a menos un par de
puntos halla variado.

3.2.3 Hipotesis
Considere ahora la siguiente hipoétesis:
1) Existe el problema de las deformaciones y su solucion.

2) Lasolucion del problema depende de una relacion que permita
modelar los cambios de forma.
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3) Lapremisaeslasiguiente:

“El modelo de deformaciones se obtiene a analizar los
cambios de posicion relativa entre un punto genérico del
medio y un punto asociado a una vecindad. S el modelo
existe, entonces es representativo de todas las pargas de
puntos relacionadas con el medio”.

3.3 El modelo de defor maciones
3.3.1 Desplazamientos gener ales

En esta seccion se analizaran los desplazamientos de los puntos asociados a un
medio. Para lograr dicho propésito, se utilizaran las herramientas mateméticas
usadas para construir el modelo de esfuerzos, esto es, las transformaciones
lineales y las ecuaciones diferenciales. Es claro que, deben ser discutidas y
explicitadas las consideraciones y restricciones relacionadas con el modelo de
desplazamientos y deformaciones para que las herramientas matematicas
puedan ser utilizadas bajo el mismo dominio.

Considere un medio o cuerpo A continuo. Sean “Py” y “P” dos puntos
asociados con A definido en una configuracion la cual serallamada inicial y
esta referenciada al sistema cartesiano “ Xyz” con origen en 0. Supdéngase que
los puntos Py de coordenadas (Xo, Yo, Zo) Y P de coordenadas (X, y, z) forman
parte de un paralelepipedo regular como se muestra en la figura 3.1, con
dimensiones Dx, Dy, y Dz, respectivamente.

Considérese ahora que el cuerpo A ha sido desplazado a una nueva
configuracién como se observa en la figura 3.1. La nueva configuracion de A
serd llamada A'. Las caracteristicas del paralelepipedo en A son
PoXouYo0Zo Y P (X,y,Z) ylaslongitudesson Dx ,Dy' ,y DZ .
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Po (Xo, Yo, Zo) 77777777 .

Figura 3.1 Configuraciones del cuerpo A.

De acuerdo con la figura 3.1, € desplazamiento de los puntos Py y P de la
configuracién inicial (A) alafinal (A') se representa por u, v, y w, esto es, “u”
esta asociada con el desplazamiento en e ge x, v con el gey, y w esta
relacionada con el ge z

El cambio de posicién del medio A de la configuracion inicial a la final se
caracteriza por:

a) Un desplazamiento rigido.

b) Un desplazamiento relativo entre los puntos,
considerada una deformacion.
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Para el caso del desplazamiento rigido se tienen las siguientes
relaciones:

1) Dx=Dx
2) Dy=Dy
3) Dz=Dz

En otras palabras e medio se desplaza sin cambios de forma o sin
movimientos relativos. La caracterizacion de los desplazamientos relativos se
discutira mas adelante. El interés ahora es centrado en modelar el
desplazamiento de A entre las configuraciones.

Sean u, v, y w funciones de (X, y, 2); esto es, u(x, y, 2), v(X, ¥, 2 y W(X, Y, 2).
Entonces e modelo que representa el desplazamiento general del medio A es:

1) u=x-x (3.1)
2 v=y-y
3) w=Z-2

Si u, v, y w son funciones de (X, y, 2z), entonces las expresiones (3.1) son
equivalentes a

1) X =x+u(xy,2) (3.2

2) Yy =y+vxy2
3) Z=z+w(XYy,2)

Considérese ahora gque las ecuaciones (3.2) pueden ser escritas en términos de
las longitudes del paralelepipedo, esto es, si:

1) DXx=X- X (3.3

2) Dy=y- Yo
3) Dz=1z- z
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Entonces:

1) X=AX+X, (3.4

2) Y=AY+Y,
3) z=Az+2z

Por tanto, las expresiones (3.2) se escriben en términos de las ecuaciones (3.4)
de la manera siguiente:

1) X =x+u(x,+Dx y,+Dy, z +D 2 (3.5

2) y=y+v(,+Dx Y, +Dy, z,+D 2
3) Z=z+w(x,+Dx, y,+Dy, z +D 2

Notese que las expresiones (3.5) relacionan los puntos de andlisis de ambas
configuraciones, los desplazamientos u, v, w y las dimensiones del
paralelepipedo. Las ecuaciones (3.5) representan el modelo general de
desplazamientos.

Para proseguir con el analisis, considérese que las funciones u, v, y w pueden
ser representadas por una serie de Taylor [5]. Esto es:

1) (3.6)
Au & uo Au
u(x, +AX, y, +Ay, z,+Az) =u( 0 Z)TC—~ AX+ T Ay+¢—+ Az+L
(% Yo +AY, 2, +A2) =U X, ¥, 2 @ﬂx gﬂy cﬂzgp
2)
V(X, +AX, Y, +AY,Z, +AZ) =V (X,, yo,zo)+gd[—— Ax+aeﬂv9 Ay +aéLg Az+ L

el xg, gﬂy eﬂzrap
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3)

W%, + A%, Yy +AY, 2+ ADZ W06, Yy 20+ Er D Ax+ EIWO Ay BIWO pp 0y

el xa, gﬂyﬂ: e‘ﬂZﬂ:

Obsérvese que las funciones u, v, y w pueden ser representadas en funcién de
la serie de Taylor por el hecho de ser continuas. Asi, las expresiones (3.5) se
escriben en términos de la expansion de Taylor de la manera siguiente:

aAuo gud aAuo
1) X =X+UK, Yo Z) e 2 AX+ Ay+Ei—% Az+L (37
Xo1 Y012 Qﬂx ﬂyﬂ:o y eﬂZg,
2) Yy =y+v,, y0,20)+66L9AX+ —A +{ﬂﬂ9 Az+L
eﬂX gﬂy eﬂZﬂp
AwWo aAlwo
3) Z=z+wq 01 Z)+ SO A x4+ —A +¢. —+ Az+L
TorYor % Q'ﬂxﬂ: gﬂy Y eﬂZ@

Obsérvese en las expresiones (3.7) que no fue expandida la serie de Taylor en
todos sus términos ya que:

1) Las derivadas de u, v, y w son de orden superior que las
primeras

2) Los grandes productos y potencias de Dx, Dy, y Dz son

suficientemente pequefios o que implica que los términos
asociados con dichas potencias sean insignificantes
comparados con los términos descritos en las ecuaciones
(3.7)

La primera consideracion es equivalente a considerar que la variacion de los
desplazamientos u, v, y w en cualesquier direccidn sea casi constante en tanto
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gue la segunda indica que el estudio debe ser realizado sobre una pequeiia
vecindad alrededor del punto P.

Las expresiones (3.7) pueden ser usadas s se aplica cualquiera de las dos
consideraciones antes mencionadas. De hecho, la serie mostrada en las
ecuaciones (3.7) es truncada o linearizada. Por lo tanto, la linearizacion de las
expresiones (3.7) representa la primera restriccion que debe ser impuesta al
modelo.

3.3.2 Andlisisdela deformacién alrededor de un punto

Considere gue €l punto “ Py” €s un punto genérico representativo de todos los
puntos del medio Ay que “ P” es un punto asociado con una vecindad de Pq.
Por lo tanto, el andlisis que se desarrollard a continuacion es valido para
cualesquier pareja de puntos.

Considere ahora que los incrementos Dx, Dy, y Dz pueden ser sustituidos
por Dx=(x- %), Dy=(y-vy,),y Dz=(z- z ) en las ecuaciones (3.7);
€esto es:

1) (3.8)
X = X+U (6, yo,z())@— (x- xo)+gﬂ —(y o )+ ﬂzBp(z 2,)+ L
2)

y = y+v<x0,y0,zo>+8ﬂ— (x- x0)+gﬂ —(y Yo )+ 8 ﬂzBp(z 2,)+ L
3

Alw
7 =z+ 2+ &IWO + = )+~ +L
Z+WX,,Y,,2) gﬂ (X X, ) gﬂ (y Yo) Qﬂzﬂp(z z,)
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Al factorizar las expresiones (3.8) se llega al siguiente resultado:

(3.9)
U6 &uod A uo
1) X=uX,,Yy,Z,)- C—= X, - + -C-+ Z
) 0 0 0 gﬂx%o 0 gﬂygpo 0 gﬂz%o 0
€ oflup U afud  afluo
+al+c——+ (X+tg—= y+c—= 2z
8 8ﬂxa305 gﬂy{a%y 8112@0
A VO & vo A Vo
2) Y IV Yo%) Co T X ke oE Yo T Co T
) Y=V, Yo% gﬂx%xo ﬂy%yo eﬂz%zo
é u ..
+adL9 X +él+ aaﬂg Uy+€éﬂg z
efxa g &Tygp é&Mzg
A wo & wo A W6
3) Z=wX,,Y,,Z)- C— T X - =Y, - k2
) X1 Y012 eﬂx%x@ ﬂy%yo gﬂz%z@
+FIWE X+?W3 y+ g+ V0 g
efixe, &Tye” & elzgg

Por otro lado, los primeros cuatro términos de las expresiones (3.9) son
constantes para un punto base genérico Py fijado y representa una componente
de la translacién de la transformacién de la pequefia region. Considere ahora
que:

aauo &uo Aquo
1) U, =u(x,,¥,,Z)- ¢—= % -g—= Y,-C—~ 3.10
) R =U(X,Y:%) gﬂxﬂ%xo gﬂy@oy gﬂzﬂ%zo (3.10)

Vo A vo A v
2) V., =V(X,Y0Z)- €+ X -6 = Y- C. =+
) Vi X Y01 % g‘ﬂxa,oxo g‘ﬂy@oy g OZO
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3 W, vw&%Jw-@Lo

&9 x ?_yo(;_zo

Por lo tanto, las expresiones (3.9) pueden rescribirse a considerar las
ecuaciones (3.10), de la manera siguiente:

l‘J '
) x=uU, +q+BUH ?TS y + 20, (3.11)
"B e‘ITXIa»g Y&, elzg
3y é U 3y
e xga, 8 ﬂY@g ellzg,
y é u
3 z=w, aé”“"gﬂ y+ gl S0 gz
eﬂxa» Tya, g elzag

Es necesario rescribir las expresiones (3.11) en términos de las distancias
Dx', Dy', y DZ; es decir, en funcion de las distancias definidas en la

configuraciéon deformada A’. Al observar la figura 3.1 se puede interpretar las
siguientes relaciones:

1) Dx=X-X, (3.12)

2) Dy=y-Yy,
3y DZ=Z-12,

Por otro lado, la transformacion; es decir, el desplazamiento de P, a P, se
puede representar usando el mismo modelo descrito en las expresiones (3.2);
€esto es:

) Xe=%X+UX, Yo: %) (3.13)
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2 Yo=YtV Yor %)
3 Z,=z,+wW(X, Y, Z)

Al sustituir las expresiones (3.13) en las ecuaciones (3.12) se obtiene lo
siguiente:

1) DX =X-[%+u(%.Y,%)] (3.14)
2) DYy =Y- |y +v(%.¥.2)
3 DZ=Z-[z+W(x.Y,.2)

Al sustituir las expresiones (3.9) enlas (3.14) sellega a

aquo uo &
D
X = U(Xo’yo’ 0 ﬂXQD Xo gﬂy eﬂ
e HAup U LEuo oAU
+al+c.—+ (X —+Z +U(X,, Y,
glgﬂx@g By Vg 2 UG v 7))

Notese que al factorizar se tiene que:

DX =(x- , )el+g*+ Gy - yogﬂ Rk )g*Q 2
ﬂx%ou ﬂjo

Y siendo, Dx=x- X,, Dy=y-vy,, Dz=z- z,, entonces:

DX = Dxe1+8@9 u+ ?; +Dza@9 (3.15)

e‘IT Zg,
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El mismo procedimiento se sigue para obtener Dy', DZ vy, finalmente se

tiene que:
) Dy=D&VQ ipya+F1VE G4 p EIVO (3.16)
& xg, 8 g'ﬂ Yo,  elzg
2 Dz=Dx@WQ ,py BV g EWO

&T1Xg, Tye, e elzg g

Obsérvese en las ecuaciones (3.11), (3.15) y (3.16) que los términos
relacionados con dichas ecuaciones son lineales. Estas caracteristicas
permitiran usar, para el andlisis de las deformaciones, las transformaciones
lineales.

Algunas propiedades de las transformaciones lineales que seran utilizadas para
el andlisis y modelacion de las deformaciones son las siguientes [3]:

1) Bgo las transformaciones lineales los planos de
andlisis antes y después de la transformacion son

planos.

2) Bajo la transformacion planos paralelos permanecen
paralelos.

3) Bajo la transformacion lineas continuas permanecen
continuas.

4) Bgjo la transformacion lineas paralelas permanecen
paralelas.
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Es posible mostrar la aplicacion de las propiedades antes mencionadas al

representar la deformacion de un paralelepipedo regular como se muestraen la
figura3.2.

Figura 3.2 Representacion gréfica de la deformacion bajo las
transformaciones lineales.

Obsérvese en la figura anterior que las propiedades de las transformaciones

lineales se cumplen, por gjemplo; sea f una transformacion lineal tal que
f: A® A, entonces:

1) f(Prece) = P'rece
2) f(Precc = Ppasp) = (Precc = Ppagp)’

3) f(Lra)=L'ra
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4) f(Lra= Lcp) = (Lra= Lcp)’

Siendo, Precg Y P rec planosy Lea ¥ L'ea lineas.

3.4 Analisis de defor maciones
3.4.1 Deformaciones infinitesimales

El objetivo en esta seccidn es explicitar las consecuencias derivadas de asumir
despreciables las potencias y productos de la serie de Taylor. Esta
consideraciéon como ya se ha mencionado anteriormente, es otra restriccion
gue se impone a modelado de deformaciones. Dicha restriccion conduce a
suponer deformaciones infinitesimales. Es importante analizar y evaluar si el
hecho de considerar deformaciones infinitesimales modificara la forma y
estructura de las expresiones (3.11), (3.15) y (3.16). Para lograr tal propdsito,
considere el problema siguiente:

“Sea A la configuracion inicial de un medio y A la
configuracion final obtenida por la aplicacion de un campo
de desplazamientos. Determinar si el orden de aplicacion de
campos de desplazamientos afectan la configuracion final de
A’

La hipdtesis que sera considerada es la siguiente:

“Cualesguier orden de aplicacion de “n” campos de
desplazamientos sobre una configuracion A de un medio
generaraunay solo una configuracion deformada A’

La hipotesis descrita anteriormente se puede interpretar de la manera
siguiente: No importa €l orden de aplicacion de “n” campos de
desplazamientos sobre una configuracion A, siempre se obtendra la misma

50



CaPiTULO 3 TEORIA DE DEFORMACION

configuracién deformada o final. O, en forma equivalente, las configuraciones
finales obtenidas bajo la aplicacién de “n” campos de desplazamientos en
forma sucesiva son equivalentes.

Considere ahora la figura 3.3. Obsérvese en dicha figura que un nuevo campo
de desplazamientos es aplicado a A’. Y, en consecuencia, bajo tal aplicacion se
obtiene la configuracion final A”’. En otras palabras, primero se aplica el
campo (u,v,w) sobre A y posteriormente el campo (u',v',w').

Figura 3.3 Dos transformaciones sucesivas aplicadas a laregion A.

El nuevo campo de desplazamientos transforma los puntos Py’ y P de A"
a P/’ y P’ de A’'. Por lo tanto, e modelo que permite determinar o
modelar la configuracion A’’’ se obtiene al aplicar las expresiones (3.11);
esto es:
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(3.17)

é 1o l‘J [T '

6 eMxag Vo &7z,
5 € 5 U )
N RN T T
efixe @ Yo, €Tza,
9 z=wrE0 y+g+EWO gy

E1% g, Eﬂyzp 8 &1z 5,4

Puesto que las configuraciones A, A", y A’’’ estén relacionadas, entonces es
posible representar las coordenadas del punto P’ de A’’’ en términos de las
coordenadas del punto P de A (ver figura 3.3). Esto es posible al sustituir las
expresiones (3.11) en las ecuaciones (3.17); esto es:

(3.18)

X'=U, +U +91+aé£9 +8617u9u
8 eﬂXa: eﬂXﬂ:g

L &us  aquo Y 0 s & ug U

g Co ™ C :

"E1ve E1vag Sz, &Mza

La expresion (3.18) ha sido obtenida considerando que los términos de orden
superior han sido descartados.

Considere ahora que es cambiado el orden de aplicacion de los cambios de
desplazamientos; esto es, el campo (u’,v' ,W') es aplicado a laregion A seguido
por la aplicacion del campo (u,v,w). Dicha aplicacion producira el punto P’’’
en una nuevaregion A’’’ . El modelo asociado en este orden de aplicacion es el
siguiente:

52



CaPiTULO 3 TEORIA DE DEFORMACION

(3.19)

é u. . u.. U
x"':U'P0+UP0 + é]_+€;é] 9 +€élg ax
& eTxg elxg g

+‘§aa[7ug +§Eﬂug Gy + %GL“Q +€dﬂg Gz
g‘ﬂ)’@o Tyeg eVza elzgg

Obsérvese que, los modelos descritos en las expresiones (3.18) y (3.19) son
equivalentes. Esto implica que:

P,l - P,”

O, equivalentemente,
A! ) - A! 1

Y, en consecuencia, €l orden de aplicacion de los campos de desplazamiento
no afecta 0 no tiene efecto sobre la configuracién final. Por lo tanto, se puede
concluir lo siguiente:

1) Lahipotesis formulada fue satisfecha

2) Para que se pueda utilizar e concepto de
deformaciones infinitesimales, es necesario gue el
orden de aplicacion de los campos de

desplazamientos no afecten la configuracion final

La propiedad demostrada en el andlisis anteriormente descrito es Ilamada
“Principio de superposicion” [3].
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Es posible afirmar que:

1) La estructura de las expresiones (3.11), (3.15) y
(3.16) no cambian en formay estructura al considerar
deformaciones infinitesimal es

2) El concepto de linealidad queda asegurado al
considerar pequefias deformaciones

Cabe sefidar que el modelo de superposicién no es valido para analizar
grandes deformaciones.

3.4.2 Caracterizacion de la defor macion lineal

En esta seccidon y la subsiguiente 3.4.3, se analizardn y modelaran las
deformaciones. Para este caso, se modelaran dos tipos de deformaciones:
1) Deformacion lineal y 2) Deformacién angular. La deformacion lineal mide
los cambios de longitud por unidad de longitud de un segmento de linea recta
y la deformacion angular mide las variaciones angulares entre dos segmentos
delinearecta.

Deformacion lineal:

De acuerdo con la seccion 3.2.2 de este capitulo, la deformacion, en general,
se define por la expresion (3.1); esto es:
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Considere ahoraque I' ) =P P" 'y | =P/P. Entonces, la expresion

anterior se rescribe de la manera siguiente:

PP -PRP
= 3.20
EPOP POP ( )
Sea P,P lalongitud de larecta definida entre los puntos P,y Py P',P' la
longitud de P, P transformada. De acuerdo con la figura 3.1, la longitud
P', P' se puede representar por medio de la relacion siguiente:

(R'P')*=(Dx ) +(Dy ) +(Dz )’ (3.21)

Los incrementos en la direccion X, y, y z se representan por medio de las
expresiones (3.15) y (3.16), luego, a sustituir las mismas en la expresion
anterior (3.21), setiene:

(3.22)
Coe 1€ afub Auo §
P'P )?=jAxal+ 0 b4 —+A 2y +
FP=) -glg‘ﬂx o yg‘ﬂy 8120,
I v avo U ofve fi
|DXQ7— +[)yel+ —= Ut ngi— y +
i elxg g €lyag ellzay
i dAwo 2 wo & Awo W
Dx¢c——+ +Dyg-—= +Dzeal+¢——= ¢
% g‘ﬂxzp Tya, & gﬂzﬂpgyp

Laexpresion anterior (3.22) es equivalente a:
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(3.23)
Do _< aAuc .
P, P ) 1+ ZQ—T u(Ax) + e1+ 2§—+ u(A y)?
e elxaq
+ e1+ ZEGT—WQ a(Az)2+2éaa£g +adL9 UAX Ay
8 ¢elzg 4 gélya, e‘ﬂxﬂpg
é ) S
+2eaéﬂ9 g 4 uAyAz+2e€éT—W9 +€éﬂg UA z A X
eeﬂZgP 1Y @eﬂxﬂp eﬂzﬂpo[j

La ecuacion anterior fue obtenida al desarrollar los cuadrados y al despreciar
los productos y las potencias de las derivadas. Esto ultimo es consecuencia de
la restriccion de deformaciones infinitesimales.

Considere ahora que:
1) I=cos(P,P,X) (3.24)
2) m=cos(P,P,y)
3) n=cos(P,P, 2
Son los cosenos directores, y ademas:
(PP’ =(AX*+(AY)+(A2° (3.25)
Es la longitud del segmento de linea original (no transformada) entre los

puntos P,P. Considere ahora que la orientacion de dicha linea coincide con

las orientaciones de los cosenos directores I, m, y n, entonces la siguiente
relacion se satisface:
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(3.26)
(L+ep, )’ —1+28§w0 1%+ Zaaﬂ m2+2861—W9 n’
° Mg Eya 125
e e Lo
+ 268U g EE’L+ uI m+ 2eaéLg 2 umn + ZSBGLQ +8@9 gl
@g Yo, elXap @eﬂZra: gﬂy @eﬂxa: eflzg g

Para determinar la expresion anterior se han utilizado las ecuaciones (3.20),
(3.23), (3.24) y (3.25), respectivamente.

El objetivo es determinar un modelo para la deformacion lineal. Por ello, al
desarrollar el binomio descrito del lado izquierdo de la expresion (3.26), asi
como factorizando y despejando el lado derecho de la ecuacion, se obtiene el
resultado siguiente:

(3.27)
Epp :éﬁ-ﬂg |2+@g m2+§-[7vv9 n?
" ellXg Tya ellzg
e u é é .
+éaﬂg +£[7_ U|m+e£[79 < Umn 6@9 +@9 Hn|
gellYeg elXa el za, Y & geliXe, ellzaky
BiTyE,  &xmg | g gﬂ 1 1

Para obtener la ecuacion (3.27) se ha despreciado €l término (e, )? por la

restriccion de deformaciones infinitesimales.

La ecuacion anterior se puede definir como la ecuacion general de
deformacion lineal o deformacion normal, y ha sido obtenida como un caso
especial del modelo general de deformacién representado por las ecuaciones
(3.15) y (3.16).
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3.4.3 Caracterizacion de la defor macion angular

En esta seccion se caracteriza el modelo de la deformacion angular. Dicho
modelo, es un caso particular derivado de las expresiones (3.15) y (3.16). Para
determinar el modelo de la deformacién angular, es necesario considerar dos
lineas rectas con origen ambas en P, y término en los puntos P, y P, tal que
P1P,.

Lafigura 3.4 muestra las configuraciones de los puntos.

R P,

Po

. ( N

X

P

Figura 3.4 Configuracion de los puntos para andlisis de
deformacion angular.

De acuerdo con la figura 3.4, las lineas rectas 1,, y I., han sido

desplazadas angularmente hasta alcanzar I', . y I', ., respectivamente.
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El angulo & mostrado en la figura 3.4 se describe como sigue:
o=P,P,,P,P,)
El coseno de dicho angulo es:

Cosf=Cos(P,P,, P, P,)

(3.28)

(3.29)

Para proseguir con el modelado, es necesario utilizar la expresion (2.8)
descrita en el capitulo 2 de esta tesis. Dicha ecuacion describe una relacion
entre el coseno de un angulo medido entre dos lineas y |os cosenos directores.
Es necesario, para aplicar la relacion (2.8), determinar relaciones entre las
lineas rectas y 1o0s cosenos directores. Tales relaciones son las siguientes:

_AX _ Ay, . _A
1) I1 _IX1 : r'n1 = 1 : nl _I21
POPI POPI POPI
AX, Ay Az
2) . =—=2: m, = 2 - n = 2
i IPon IPoP2 i R P
3) |'1= ?AXl J m'l = ?Ayll ; n'l = ?AZ.l
I Po Py I Po Py I Po Py
AX
4) ||2: : 2 : mlz — éylz , nlz - 'AZZ
I Po Py I Po Py I Py Py

Obsérvese que las relaciones (3.30) son validas si y solo si:

(3.30)

1) Laslineas I, y I, estan orientadas con los cosenos directores 1,

m, n Yy l,, m, n,, respectivamente.
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2) Laslineass I', , y I', . estan orientadas con los cosenos directores

I',m,n, y I,,m,, n,, respectivamente.

Considere ahora la relacion (2.8), entonces la expresion (3.29) es equivalente
a

Cosfd=Cos(P,P,,P,P,)=TI1T,+m m,+n'n, (3.31)

La expresion (3.31), al considerar las relaciones (3.30), adquiere la forma
siguiente:

(3.32)
Cos(P, P,, P, P'2)=(Il )l(l. )(Ax'le'2+Ay'lAy'2+AZ'1AZ'2)
Laexpresion (3.32) es equivalente a
(3.33)
é 5 U
Cos(P, P,, P, P,)= L .r é1+28639 G AX, AX,
(P, e, )T, p2> & efxayg
é
+ él+ 2? = uAyl Ay, +gl+ 2§T—W9 Az, Az,
& Ya:g ) ellza g
u
%ug +adﬂg G(Ax, Ay, +Ax, Ay,)
"Eya  STxag
LIV +§TW; G(Ay, Az, +Ay, Az)
éeﬂ za, &1Ya (g

+%[—W9 _,_85&9 0u(Az, Ax, +Az, Axl)g

eeﬂXaD elza g
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La relacion (3.33) ha sido obtenida al sustituir las expresiones (3.15) y (3.16)
en la expresion (3.32). En dicha expresion se han despreciado los productos y
potencias, pues se consideran deformaciones infinitesimales.

Considere ahora las relaciones (3.30). Entonces la ecuacion (3.33) es
equivalente a

(3.34)
Cos(P, P,, P, P,)= STRICLLY 191 2@UO 2y 4
(Fee, )(1 pvopvz)Te e'ﬂX@u
re+2f12 Gm m, + @28 b an. +go = alm+l,m)
8 Tya g i é g u g'ﬂy@ gﬂX@og
&ve | aw Awy  aflup U fj
+—++—: n, + n+—++—7 nl,+n, 1)y
&1 24, éﬂ Y& i n+m ) Exa  &Tza Y
Obsérvese que si
— (II R PR )( IIPO P, ) (335)
(Voo NP )
Entonces A es equivalente a:
A: : (336)

é '0 '1 Po R él_l_ Po P +
Po P Po P ﬂ

Sin embargo,

D
1) 1+ PRl TRR g4, (3.37)

Po Py
R PR
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I' -1
2) 14 _PoPe” TRR _ g4,

R R

Po P2

Por tanto, la expresion (3.36) adquiere la forma siguiente:

A= L (3.38)

T{ire,, e, )

Nétese que al desarrollar los productos del denominador de la expresion (3.38)
y despreciando |os productos de las deformaciones y desplazamientos, se tiene
el siguiente resultado:

A= \ (3.39)

Considere ahora gque:
A=1-¢ -c¢ (3.40)

Puesto que las expresiones (3.39) y (3.40) varian muy poco, en el sentido de
que ¢, Y ¢, , sSonlasdeformaciones lineales, entonces es posible que:

A» A (3.41)

Y, en consecuencia,

>
I

l-¢ _-¢ (3.42)

Po P1 Po P2
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Sea ahora,

(3.43)
B:‘!’gl+2§-[u9 H I1I2+
te elXaq
é -- u A .o A .. .. u
+e1+2§ﬂ 2 Gmm, +g 2@ WO Hnlnﬁ?ug +EVO G m, 41, m)
8 Y& § e elzag g 2T1ya eflxgg
&ve | afw qwo |, aflug U {
+—++—: n, + n+—— — = g(n, 1, +n, 1))y
gﬂzﬂ% gﬂ e (”‘1 m,n, ) eQﬂX 8112 a( )%
La expresion anterior es equivalente a:
(3.44)
{(r,+mm+nn,)+
Caflup | Awy U
+2é¢. =+ = teoo- Ninu
@g‘ﬂxﬂa g‘ﬂy o e‘ITZﬂD a
+oEug §L+ u(l rnz+lzml)+§8619 + EIWO u(m n, +m,n,)
68Tvg elxa el zg, gﬂ
Lwe | oflup U f
= +¢_ - gin L, +n, 1))y
"1k, Ezg I 24

La relacion (3.44) es vélida si son despreciados los productos y los términos
cuadraticos. Asi, laecuacion (3.35) estal que:

Cos(P', P,, P, P,)=A*B (3.45)
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Luego, sustituyendo las expresiones (3.42) y (3.44) en la ecuacion (3.45) se
tiene el siguiente resultado:

(3.46)
cos(P',P',,P P, )=(1-¢,, - ¢,, ) { (L, 1,+m m +nn,)

eﬂ uo a[ ﬂwb l\il

+26¢c— = I = tTCo o nln2u

@gﬂxﬂa g mlmz eﬂZ g

é . .. ‘ e
.@£“8+§[+m1m+um}+£19+? 2 G n, +m, )
8 ﬂyﬂ) ef x 2, ge ﬂzﬂa Y&

+3£T7W9 +§E9 U(n1|2+n |l)
e ﬂxﬂ:’ eﬂz ou %

La expresion (3.46) representa el modelo de la deformacion angular y es un
caso particular de las expresiones (3.15) y (3.16). Cabe sefidar que la
deformacion angular es también llamada deformacion cortante. Finalmente, €l
angulo definido entre lasrectas 1, , y I, es:

cos(RR.RR)=I1,+mm +nn,

3.4.4 Las componentes cartesianas de defor macion
En esta seccion se caracterizan las deformaciones lineales y angulares en

términos de componentes cartesianas. Tales deformaciones se obtendran como
casos particulares de los modelos (3.27) y (3.46).
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Considere ahora que un segmento de linea coincide con €l ge X, entonces los
cosenos directores |,, m, y n, son:

1) I1=1 (3.47)
2) m=0
3) n=0

En consecuencia, al sustituir las expresiones (3.47) en la expresion (3.27) se
tiene que:

gPO Py :é’ﬁ-[ug :(8x )P0 :8x (348)
el xg

Obsérvese que ha sido eliminado el subindice P, de la expresion (3.48) y que
el subindice x indicaladireccidon de la deformacion en el gje x.

Deformasimilar, parael gey setiene que:

) 1=0 (3.49)
2) m=1
3) n=0

Por tanto, la expresion (3.27) adquiere la forma siguiente:

_&VvO

€np ~ gﬂy;% = (8y )PO =&, (3.50)
Para el ge z setiene que:
) 1=0 (3.51)
2) m=0

3) n=1
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Por tanto, la expresion (3.27) toma la siguiente forma:

e, =EIWe =6 = (352)
01 ﬂz 0

Las expresiones (3.48), (3.50) y (3.52) representan las deformaciones lineales
medidas alo largo de los ges x, Y, Y z, respectivamente.

Por otro lado, las componentes de deformacién angular se obtienen como
casos particulares del modelo representado en (3.46). Considere ahora que el
punto P, esel origendelasrectas 1, y 1., talque P * P,. Ademss, I,

es pardelo a ege x y 1, es paaelo a ge y. Por tanto, las relaciones

siguientes se satisfacen:

1) I,=m =1 (3.53)
2) m=n=1,=n,=0

Al sustituir las expresiones (3.53) en (3.46) se llega al siguiente resultado:

cos(P', P',, P, P', )= ;TT;Q +EIVO (3.54)

Sea ahora (y,, ), € angulo definido entre los dos segmentos de las lineas I, .

y I, unavez transformadas. Entonces la expresion (3.54) es equivalente a

Cos (P P 17 P P ) COSS (yxy )PO H (yxy )PO (355)
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Sin embargo, el angulo (y,, ), €s muy pequefio y, en consecuencia, larelacion
siguiente se satisface:

ta'n (yxy )P0 @ sen (yxy )P0 @ (yxy )P0 (356)
Por |o tanto, la expresion (3.54) adquiere la forma siguiente:

Huo aéTVo
(yxy )P0 gﬂ ya:) eﬂ Xﬂ:,

Considere ahora que son eliminados los subindices P,, entonces:

Tu, v (3.57)

yxy ﬂy ﬂX

Por otro lado, un desarrollo similar como el realizado para obtener la
expresion (3.57) es hecho para analizar las deformaciones angulares entre los
ges“yZz' y “zx'.Deta analisis se obtienen respectivamente las siguientes
relaciones:

S e (358)
Tw, fu
2) Ve T o T

Por tanto, las expresiones (3.57) y (3.58) son los modelos de las
deformaciones angulares los cuales fueron obtenidos como casos particulares
de la expresion (3.46).
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Por otro lado, es necesario rescribir los modelos generales de las
deformaciones lineales y angulares en términos de las deformaciones
cartesianas, esto es.

1) 8P0P1:8X|2+8y m2 +82 n2+gxy| m+gyzmn+gzxn| (359)

2) Ver PP, =(1-¢&-¢" )], +mm,+nn,)
+2(8x Il I2 +8y mlmz +8z nln2)+yxy( Ilmz +|2rnl)
+yyz( rnlnz +m2nl) +yzx( nllz +n2|l)

Finalmente, es posible interpretar las deformaciones lineales y angulares al
observar la figura 3.2. De dicha figura es posible determinar las siguientes
relaciones:

1) gxzw (3.60)
P A

2) 8Y=PC—PC
PC

3) gzzPB—PB
PB

4 y,=(90°mD APC)
5 ,=(90°mDPBPC)

6) 7. =(0°mMDBPA)
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3.4.5 Estado de defor macion en un sistema ortogonal
arbitrario (Leyes de Transfor macion)

En esta seccidn se determinaran los modelos de deformacién con los cuales
sea posible medir o conocer las deformaciones cartesianas en cualesquier
sistema ortogonal. Para €llo, se usaran las expresiones (3.59). Cabe recordar
gue, €l analisis de deformacion realizado en la seccién anterior, fue realizado
considerando deformaciones paralelas a los ges cartesianos.

Para obtener el modelo de las deformaciones lineales en cualesquier sistema
ortogonal considere la figura 3.5. Sobre el punto P, se asocian dos sistemas
ortogonales, uno paralelo a las caras del paralelepipedo (X, y, 2) y otro rotado
(X,y,Z)cone ge x orientado de tal forma que sea paralelo a la linea
definidaentreP, y P, como se muestraen lafigura3.5.

y 7 y 7
\\ /7 XI \\ /7 X|
\\\ //// P \ ////
\ e e
¥ “P(X Y, 2) \/ | i PL(X, Y, 2)
\
/ | _ 7\ X / ’ [
Po (Xo, Yo, Zo) | Po (Xo, Yo, Zo) |
T I
| |
I
| |
,‘ ©) ,’ ©)
Z | Z |
v, v
Z Z

Figura 3.5 Descripcion de los gjes parael caso de
deformacion lineal.
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Considere ahora que sobre el segmento |, se asocia la deformacion normal

¢, . Dicha deformacion puede ser escrita en términos del sistema (x, y, z). Para
tal proposito, considere la expresion (3.59); ; esto es:

(3.61)
£, =€, COS*(X ,X)+¢, COS’(X ,y) +¢, COS* (X ,2) +

+7,, COS(X' ,X) cos(X',y) +y,, COS(X',y) cos(X ,2)+y,, COS(X',Z) COS(X',X)
Notese que, parael caso ¢, Y ¢, , setiene que:

(3.62)
1) &,=¢,co8'(y.y)+e,Cos’(Y ,2) +e, cOS*(Y ,X)+

+7,. Cos(y ,y) COS(Y ,2) +7,, COS(Y ,2) COS(Y' ,X)+ 7, COS(Y' ,X) COS(Y ,Y)

2) &,=¢,C08(Z,2)+¢, COS*(Z ,X)+e, COS*(Z,y) +
+7,,C0S(Z ,2) cos(Z ,X) +,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+,, COS(Z ,y) cos(Z ,2)

Para el caso de las deformaciones angulares, considere la figura 3.5. Las rectas
.. v ., sonpadelasalosegesx y y. Ladeformacion angular p,.,

medida entre dichas rectas puede ser escritaen el sistema(x, y, z) a considerar
la expresion (3.59), y sabiendo que (I, 1, + mm, +nn, )=0, setiene:

(3.63)
Yoy = 2¢&,COS(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(X' , y)cos(y' ,y)+2¢, cos(X ,2)cos(y ,2)

+7,, [COS(X' ,X)cos(y" ,y)+cos(X ,y)cos(y , X)]
+7,,[cos(X ,y)cos(y ,2)+cos(X ,2)cos(y ,VY)]
+y, [cos(X ,z)cos(y ,X)+cos(x ,x)cos(y ,2)]
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En formasimilar se obtienen y,,, y 7, ; esto es:

1) (3.64)
Yy, =2¢,COS(Y,y)cos(Z ,y)+2¢, cos(y ,2) cos(Z ,2) +2¢, cos(y' ,X) COS(Z ,X)

+7,, [cos(y ,y) cos(Z ,2) + cos(y' ,2) cos(Z ,Y)]
+vy_ [cos(y ,2) cos(Z ,x)+cos(y' ,X)cos(Z ,2)]

*+7,, [C0S(Y' ,X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos (Z ,X)]

2)
V. =2€,C08(Z ,2)cos(X ,2) +2¢, cos(Z ,X) cos(X ,X) +2¢&, cos(Z,y) cos(X ,Y)

+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Asi, es posible obtener las deformaciones en cualesquier sistema ortonormal.

3.5 Ecuaciones de compatibilidad

El modelo de deformacion ha sido obtenido de las tres componentes de
desplazamiento u, v, y w, representado por las ecuaciones (3.48), (3.50),
(3.52), (3.57), (3.58); y (3.58),, y es aplicado para la solucion de las seis

incognitas de deformacion; ¢, , ¢,, €,, 7., 7,., Y 7., El Caso por analizarse
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ahora es € siguiente: Dadas las seis componentes de deformacion, obtener las
componentes de desplazamiento.

Del problema antes planteado, se observa que se cuenta con las seis
ecuaciones numeradas como: (3.48), (3.50), (3.52), (3.57), (3.58); y (3.58),
para tres incognitas. Resulta que para resolver este sistema es necesario
utilizar las ecuaciones conocidas como “ ecuaciones de compatibilidad” [3],
las cuales permiten obtener la solucién de la relacion deformacién-
desplazamiento, aplicando para ello los dos teoremas que para deformaciones
infinitesimales pueden ser utilizados, y que a continuacion se describen:

Teorema 1. Si las componentes de desplazamiento u, v, y w son funciones
continuas de las coordenadas en el espacio X, y, Yy z, entonces
las componentes de deformacién obtenidas de las relaciones
deformacion-desplazamiento  (3.48), (3.50), (3.52), (3.57),
(3.58); y (3.58), satisfacen las seis ecuaciones siguientes:

2 2
e, _I_ﬂ e, Ty

1 = 3.65
) Ty* 1x* TxTy (3.65)
2) ﬂzezy . ﬂzeé _ T,

T2 Ty Ty1z
3) ﬂZSZZ + ﬂzg; _ ﬂzyzx

Tx 9z 129 x
5 2 e, _ ﬂaE_EﬂVszrﬂyZXJrﬂyxyg

Tyfz ﬂxg ix Ty 9Vzg
5) 2 1ngy _ T ﬂyyz ) 17,. +ﬂny9

T27x TyETx Ty 1z 4
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6 2 Te, _ T8, M7, 1740
TxTy ﬂzgﬂx Ty 9zg4
Teorema 2. En un cuerpo simplemente conectado, s las componentes
de deformacion satisfacen las ecuaciones (3.65), entonces
existe un numero infinito de grupos de componentes de
desplazamiento u, v, y w con las siguientes propiedades:

(@ Son funciones continuas de las coordenadas del
espaciox, Y,y z

(b) Cada grupo de componentes de desplazamiento
satisfacen las relaciones deformacion-desplazamiento
(3.48), (3.50), (3.52), (3.57), (3.58); y (3.58).

(c) Esos grupos de componentes de desplazamiento
difieren uno con otro solo por desplazamientos de
cuerpo-rigido.

Asi, las ecuaciones (3.65) descritas en e teorema 1, son desarrolladas a
continuacion:

Claramente se observa una relacion entre las deformaciones lineales de los
segmentos de las componentes X y vy, y la deformacién angular entre los
mismos segmentos de linea, de tal manera que si se derivan dos veces las
ecuaciones de las dos deformaciones lineales, ¢, con respecto ay, y &, con

respecto a x, asi como la derivacion de la deformacion angular y,, con

respecto a y, y con respecto a X, entonces:

Derivando ¢, :%TU con respecto a Y, resulta que:
X
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Te, o T , eslaprimeraderivaday;
Ty IxTy
T 8; -_Tu . lacual eslasegunda derivada.
Ty* xTy

Derivando ¢, :1111\/ con respecto a X, resulta que:
y

ﬂ8y= 1°v
Ix TxTy

, eslaprimeraderivaday;

ﬂ23y= v
1 Ix*Ty

, lacual eslasegunda derivada,

Derivando y,, = Eu sV conrespectoa y y X, setiene:

y 1Tx

T _Tu_ TV
Ty 1y* IxTy’

Derivando con respecto a vy, resulta:

Finalmente derivando con respecto a x, setiene:

Try o Tu | Ty
IxTy 9Ix9y* 1xX*9y

Por la condicion de continuidad y las derivaciones redlizadas, las
deformaciones lineales pueden ser sumadas e igualadas a la deformacién
angular, resultando:
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1) e, oy~ Wy (3.66)
Ty x TxTy

En forma equivalente se puede realizar desarrollos similares para las paregjas
de segmentos de linea correspondientes a las componentes y, z; asi como para
X, . Esto es:

Te, N Te, T,

2) 2 2 =
122 Ty Tylz

Te, , Te, _ T

3) 2 2
9 x 9z Tz x

—_ ﬂ $ﬂyyl+ﬂyzx+ﬂyx}’g

4) o e _ T =
Tyfz ﬂxg Ix Ty Vzg4

, Ve, _ 0y, Tr, 0,0

5) = +
Tz9x Ty&gix Ty 9z g4

Zﬁ—lﬁyyz_l_ﬂyzx_ 1T’yxyg

6) = =
IxtTy 1289x 1y 125

3.6 Sintesis

En este capitulo se ha desarrollado el modelo de la teoria de deformaciones,
mismo gue es independiente del modelo de la teoria de esfuerzos, y ademas,
es elaborado bajo dos configuraciones. Cabe sefialar que el andlisis de
deformaci ones es puramente geomeétrico.

Asi, la deformacion del medio en estudio, se sido modelada al considerar que
la separacién entre dos puntos genéricos ha variado. Ademés los cambios de
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longitud (variacion) de la separacion entre dos puntos, ha permitido definir a
la deformacion y sus tipos, el planteamiento del problemay, la elaboracion de
sus hipdtesis con las restricciones correspondientes y, en consecuencia, ha
sido posible analizar mateméticamente el modelo de tales deformaciones; todo
ello con el fin de conocer las ecuaciones e incognitas de dichas deformaciones
y desplazamientos asociadas a medio, e cual es caracterizado bajo una
configuracion inicial y otra configuracién final (o sea dos configuraciones),
como ya se ha puntualizado, de tal forma que, € modelo general de
deformacion obteniendo es el siguiente:

€ fup U & uo Auj
DxX'=Dxagl+¢c=—= g+Dyg—= :
TP Ml Ui TP

Dy':ngdﬂg +Dyé1+aaLg 4+ Dz BNV O
& xg, 8 &Tyg g é&lzg

<

Dz':ngéT—WQ +Dya&17vvg +Dzé1+ng—W9 U
exa, Tyg, e elzg g

Dos tipos de deformaciones han sido definidas al considerar el desplazamiento
de un cuerpo A, desplazado hacia una nueva configuracion A’, caracterizada
en este capitulo bajo las siguientes condiciones: a) Un desplazamiento rigido y
b) Un desplazamiento relativo entre los puntos. A su vez, la deformacion se
clasificd en: Deformacion lineal y deformacion angular.

Parala deformacion lineal el modelo resultante es el siguiente:

gPOP -
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Con respecto ala deformacion angular se obtuvo:

cos(P',P',,P P, )=(1-¢,, - &, ) { (L, 1,+mm +nn,)
AaéT ug A WQ u
+2¢ = +¢c_—+ nn,
ST xa, | g‘ﬂy SR PP RS-
E? 2 +géﬂ7 i, mz+l2ml)+eadTg +§T = a(m,n, +m,n,)
eélya elixayg ﬂzﬂo Ya
éaéTWo ,adlug U u f
+ac—= +¢—~ g(n 1, +n, I,
S P LR

Caracterizando las deformaciones lineales y angulares expresadas en las
ecuaciones anteriores, en términos de sus componentes cartesianas, 0 sea
medidas alo largo de los ges x, Y, Y z, respectivamente, resultan:

8P0P1 _%9 _( )PO :8)(
A vo
€rpm = =(e, ), =¢
gﬂy@O ’
€pp _@Vg _( )P =g,
01 ﬂz% 0

Para las deformaciones angulares, se tiene:

fu 9v

i

yxy ﬂy ﬂX

77



CaPiTULO 3 TEORIA DE DEFORMACION

fiv Tw
Vv: T et ol
1z Ty
Vax = MJfM
ix 9z

Las seis expresiones anteriores son conocidas como los modelos de las
deformaciones tanto lineales como angulares en funcidon de los
desplazamientos, o dicho de otra manera; representan las relaciones
deformacion-desplazamiento con un sistema de seis ecuaciones para nueve
incognitas.

Con respecto al desarrollo de la ley de transformacion de deformaciones,
misma que permite conocer el estado de deformacion en cualquier sistema
cartesiano ortogonal, el resultando fue:

En & caso de deformaciones lineales:

£, =€, COS*(X ,X)+¢, COS*(X ,y) +¢, COS*(X ,2) +
+7,, COS(X' ,X) cos(X',y) +y,, COS(X',y) cos(X ,2)+y,, COS(X',Z) COS(X',X)

e, =¢€,008° (Y ,y) +¢, cos’(y ,2) +¢, cos’(y ,X) +

+7,. CoS(y ,y) Cos(Y ,2) +7,, COS(Y ,2) COS(Y' ,X)+ 7, COS(Y' ,X) COS(Y ,Y)

¢,=¢,008°(Z,2) +¢, COS*(Z ,X) +&,C0S*(Z ,y) +
+7,,C0S(Z ,2) cos(Z ,X) +,, COS(Z ,X) cos(Z ,Y)+y,, COS(Z ,y) cos(Z ,2)
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Para el caso de las deformaciones angulares:

Yoy = 2€,C08(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(X' ,y)cos(y ,y)+2¢,cos(X ,z)cos(y ,2)
7,y [COS(X, X)cOS(y" , y) +cos(X' , y)cos(y' , X)]

+7,,[cos(X , y)cos(y , 2)+cos(x' , z)cos(y , y)]
+y, [cos(X ,z)cos(y ,X)+cos(xX ,x)cos(y ,2)]

Yy, =2¢,COS(Y,y)Ccos(Z ,y)+2¢, cos(y ,2) cos(Z ,2) +2¢, cos(y' ,X) COS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(Z ,2) + cos(y' ,2) cos(Z ,Y)]
+vy_ [cos(y ,2) cos(Z ,x)+cos(y' ,X)cos(Z ,2)]
7., [COS (Y ,X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos (Z ,X)]

V2 =2€,C08(Z ,2)cos(X ,2) +2¢, cos(Z ,X) cos(X ,X) +2¢&, cos(Z,y) cos(X ,Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

En sintesis, el modelo correspondiente de las seis expresiones de la relacion
deformacion-desplazamiento a continuacion se presentan, en forma
equivalente, como:

e, N 'ﬂ28y _ 'ﬂzyxy
Ty 1% TIxTy

ﬂzey N ﬂzgz _ ﬂzyyz
122 Ty* Tyfz

ﬂZSZ + ﬂsz - 1-[ZJ)ZX
9% 922 Tz7x
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o e _ Teeln. My, W70
Tyfz ﬂxg ix Ty 9Vzg

) ﬂzgy _ 1 ﬂyyz_ﬂyzx_kﬂyxyg
Tz9x y&Ix Ty Tz

o Te. _ N&y, Ty, V040
IxTy 1289x Ty 975

Las seis ecuaciones anteriores representan las comunmente conocidas como;
ecuaciones de compatibilidad.
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CAPITULO 4
TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL

4.1 Introduccion

En este capitulo se analiza la Teoria de Elasticidad la cual es aplicada a
medios 0 cuerpos que tengan la propiedad de ser elasticos. El objetivo es
relacionar, por medio de la Teoria de la Elasticidad, os model os de esfuerzos
y deformaciones desarrollados en los capitulos 2 y 3 de este trabgjo de tesis y,
con dicharelacion, obtener un modelo genera que permita generar soluciones
unicas que involucren los esfuerzos, los desplazamientos y las deformaciones.
Se introducirén en el analisis, las propiedades de los medios considerados. Tal
introduccién permitira la determinacion de las relaciones constitutivas [ 3].

4.2 El problema dela elasticidad, restricciones e hipotesis
En esta seccion se definira el problema por solucionar en este capitulo y se
describirdn sus restricciones, asi como una hipétesis. Considere ahora el
siguiente problema:
“Determinar unarelacion funcional entre el estado de esfuerzos
y el estado de las deformaciones de un medio sometido a
solicitaciones”
L as restricciones son las siguientes:

1) Esconocido el modelo del estado de esfuerzos.

2) Esconocido el modelo del estado de deformaciones.
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La hipdtesis es la siguiente:
1) Existe e problemay su solucioén.

2) La solucion del problema depende de: la existencia de una
relacion funcional entre el estado de deformaciones y el
estado de esfuerzos que depende de las propiedades
elasticas de los medios.

3) Lapremisaeslasiguiente:
Puesto que el problema de la Mecanica relaciona fuerzas,
desplazamientos y medios, entonces existe una relacion
funcional entre fuerzas y desplazamientos que depende de
las propiedades mecanicas del medio. Si dichas propiedades
existen, entonces son independientes del estado de esfuerzos
y del estado de deformaciones.

4.3 Definicion de elasticidad

En esta seccion se definen algunos conceptos de interés con las cuales, se
desarrollarala Teoria de la Elasticidad.

Un cuerpo o medio se dice elastico si en un rango determinado, al quitar las
causas, los efectos se eliminan. A todo medio elastico se le denominara en este
trabajo M.

Considere a medio M mostrado en la figura 4.1. El cuerpo M es una barra

delgada de acero de area inicial A la cual esta sujeta a una carga o fuerza F
uniaxial como se muestraen lafigura4.1.
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Figura 4.1 Medio sujeto a una carga uniaxia de tension.

Si la carga F es incrementada y dicha carga es considerada distribuida
uniformemente sobre la seccion transversal, entonces €l esfuerzo longitudinal
o, [3] estal que:

(4.1)
Dicha expresion es valida si los cambios pequefios en la seccién transversal

causados por la carga son despreciados. Obsérvese en la figura 4.1 que la
deformacion ¢, esté orientada sobre el gje x y es producida por el esfuerzo o,

originado por la carga F. Es posible construir una gréfica (o, ,¢,) entre el
esfuerzo y la deformacién medidos sobre el g/e x usando larelacidon siguiente:

o, =Re (4.2

Siendo R una constante que depende de las propiedades del medio M. Dicha
grafica se muestraen lafigura4.2.
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Esfuerzo

o) ’ e
Deformacion

Figura4.2 Gréfica esfuerzo-deformacion de un acero
estructural.

Para el caso de acero estructural:
R=E

Donde E es llamado médulo de elasticidad o constante de proporcionalidad
[3]. Es claro que para otros materiales la relacion R es diferente y, en
consecuencia, existen gréficas de esfuerzo y deformacion para cada material
analizado.

La constante E es denominada limite de proporcionalidad puesto que hasta el
punto P (ver figura 4.2) el esfuerzo es directamente proporciona a la
deformacion. En otras palabras el punto P representa la magnitud del esfuerzo
gue puede ser aplicado sin producir una deformacion permanente. Asimismo,
para el caso particular del acero estructural, el limite eléstico coincide con el
limite de proporcionalidad por o que es posible eliminar la distinciéon entre
dichos limites.
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Obsérvese en la figura 4.2 (en la porcion de la grafica O-P) que el medio
M = Mg ; esdecir el medio es elastico ya que al eliminar los esfuerzos (causas)
las deformaciones también se eiminan (efectos). De la porcion de la gréfica
P-U, el medio no es elastico, més bien se dice que es pléstico [3].

Por otro lado, la expresion (4.2) establece la proporcionalidad entre el esfuerzo
y la deformacion considerando cargas a tensién o compresion simple y fue
establecida por Hooke, por ello a dicharelacion se le denomina Ley de Hooke.

Cabe sefialar que la existencia de la relacion R fue probada experimentalmente
y, en consecuencia, tal relacion cumple con los requisitos formales de la
hipétesis formulada en la seccion 4.2. Es decir, se prueba que existe Ry que,
ademés, relaciona €l esfuerzo con la deformacion y que depende de las
propiedades de los medios siempre y cuando dicho medio sea elastico. La
hipdtesis, en este caso, ha sido demostrada considerando un caso muy
particular. Por otro lado, la ecuacion (4.2) puede rescribirse para usos
posteriores y considerando casos particulares como:

o,—Ee¢ (4.3

4.4 Modelo general de elasticidad (Ley Generalizada de Hooke).

En esta seccion se analizara el caso en el cual un medio esta sometido a un
estado general de solicitaciones y se determinard la forma generalizada de la
relacion constitutiva R descrita en la seccidn 4.3 de este trabajo de tesis.

Considere que o¢ es e conunto de los esfuerzos tal que

c={0,,0,,0,,7T,,,T,,,:7,,} yque e esel conjunto de las deformaciones con
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€={e,,€,,6,,VyVy21V.x } - DEECUErdO con la hipétesis descrita en la seccion

4.2, existe unarelacion entre o y ¢ ta que:
c=Roe (4.4)

Siendo R una relacion que depende de las propiedades elasticas del medio
analizado. Considere ahora que el medio Mg esta sometido a un estado general
de solicitaciones y no a tensién y compresion simple. Como consecuencia de
la restriccion de easticidad es posible describir la relacion R de la manera
siguiente:

O':C-j e (4.5)

Donde C,; es una relacion integrada por 36 constantes elasticas. La forma

explicitade la expresion (4.5) es lasiguiente:

1) 0,=CLe,+CLe, +Ce,+Cy,,+Cky,,+*Ch7,. (4.6)
2) 0,=C,6,+C,,e,+Cpe,+C,,y, +Cuy,,+Cyy,,

3) o0,=C,,¢ +C,, g, +C,,¢,+C,, Vay +C,. Yy +C,, 7.,

4 7,=C e +C, e, +C,6,+C,, 7, +Cy ,+C7,,

5 1,,=C,e +C,e,+C e, +C,, 7y, +Ciy,, +C 7.,

6) sz :CGl gx +C62 gy +C63 82 +C64 yxy +C65 yyz +C66 yzx
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Obsérvese que el hecho de considerar eléstico al medio en estudio, permite
expresar |os esfuerzos como funciones lineales de las deformaciones seguin las

ecuaciones (4.6). Por otro lado, las constantes elastices C,,,.....,C,, son
independientes tanto de | os esfuerzos como de las deformaciones.

4.5 Sintesis

En este capitulo la Teoria de Elasticidad Lineal ha sido analizada relacionando
para ello la teoria de esfuerzo con la teoria de deformacion, a través de una
correspondencia funcional definida mediante la expresion matemética
oc=Re. Ta relacion entre esfuerzos y deformaciones se ha probado
fisicamente bajo leyes experimentales correspondiendo la misma a ciertas
propiedades fisicas de los medios, en nuestro caso son descritas como
propiedades elasticas.

El analisis aqui realizado, se establecié sobre un medio sometido a un estado
general de solicitaciones, y del efecto de dichas solicitaciones, se caracterizd
la forma generalizada de la relacion constitutiva R expresada mediante:

1) O-x :Cll gx + ClZ gy + C13 gz + C14 yxy + C15 yyz + C16 yzx
2) O-y :CZl gx + C22 gy + C23 82 + C24 yxy + C25 yyz + C26 yzx

3) o-z :C € +C32 gy +C33 82 +C34 yxy +C35 yyz +C36 yzx

31 “x

4) 7’-xy :C41 gx + C:42 gy + C43 82 + C:44 yxy + C:45 yyz + C46 yzx

5) 7’-yz :C51 gx + C:52 gy + C:53 82 + C:54 yxy + C:55 yyz + C56 yzx
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6) sz :CGl gx +C62 gy +C63 82 +C64 yxy +C65 yyz +C66 yzx

El haber considerado a cada componente de esfuerzo como una funcion lineal
de cada componente de deformacion fue realizado por Cauchy [3],
desarrollando y registrando para tal efecto las ecuaciones anteriores, mismas
gue comunmente son denominadas como la Ley Generalizada de Hooke.
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CAPITULOS

TEORIA CONSTITUTIVA DE ELASTICIDAD LINEAL
EN MEDIOSHOMOGENEOSE ISOTROPOS

5.1 Introduccién

En este capitulo se analiza la teoria constitutiva sobre medios elasticos,
utilizando para €ello, el modelo general descrito en e capitulo anterior,
incluyendo ademés, dos restricciones adicionales, especificamente:
homogeneidad e isotropia, obteniéndose con dicho analisis, un modelo
representado por las ecuaciones constitutivas de elasticidad lineal para cuerpos
homogéneos e isotropos, definiéndose para tal efecto, las constantes elésticas
ya establecidas como propiedades fisicas de diversos cuerpos, y determinadas
mediante leyes experimentales.

5.2 Andlisis de las constantes en un medio €astico,
homogéneo e isbtropo

Un medio se dice homogéneo si sus propiedades mecanicas son las mismas en
cada parte o punto del medio considerado. En otras palabras, las propiedades
elésticas son independientes del marco de referencia. Las implicaciones
mateméticas que se derivan de la homogeneidad son gue las funciones lineales
C,,..... Cys SON cOnstantes.

Por otro lado, un cuerpo o medio es isotrépico si las deformaciones y los
esfuerzos medidos en cualesquier direccion son los mismos. Asi, sea O'Xy' Z
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un sistema ortogonal arbitrario y supdéngase gque se desean representar las
deformaciones y los esfuerzos en dicho sistema. Entonces:

g =R>é (5.1)
Por la condicion de homogeneidad, la siguiente relacion se satisface:
R =R (5.2)
La forma explicita de la expresion (5.1) es la siguiente:
1) o0,=Che,+Ce,+Ce,+Cy,, +Cyy,, +Cy7,. (53)
2) 0,=C,6,+Cye, +Cpye, +Cpy,., +Cpv,, +Ch v,
3 0,=C,,¢, +C,, e, + C,.e,+C,,», , T C.. Yy T C. Vs x
4 1,,=Ce,+Ce, +C e, +C,y,, *Crv,, +Cp 7,
5 1,,=C, e, +Ce, +C e, +C,y,, +Coiv,, +Cos v,y

6) 7,,=Cse, G, €y +Cyy e, +Cg, Vxy +Cys Vyz +Cog Vax

De acuerdo con [3] y bajo andlisis de la energia-deformacion, las constantes
elasticas relacionadas con cuerpos isétropos no son independientes. Considere
ahora el siguiente problema:

“Determinar las dos constantes elésticas independientes
de un medio homogeéneo e isotrépico”.
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El objetivo, al solucionar el problema antes planteado, es reducir €l nimero de
constantes elasticas de 36 a solamente 2.

L as restricciones asociadas con el problema antes planteado, son:
1) El medio esisotropo.
2) El medio es homogéneo.

Considerando por un lado la definicidn de isotropia realizada al inicio de esta
seccion acerca de que las deformaciones y esfuerzos medidos en cualesquier
direccion son equivalentes;, asi como la caracterizacion de un estado de
esfuerzos modelado con las ecuaciones 2.22, y finalmente la caracterizacion
de las deformaciones modeladas mediante las ecuaciones 3.61, 3.62, 3.63 y
3.64, a continuacion se plantean cinco casos particulares, mismos que originan
gue el sistema referente a las 36 constantes elasticas sea reducido a solo dos
constantes independientes, de acuerdo con:

Caso 1.- De un sistema arbitrario de coordenadas cartesianas tridimensional
dado, rotarlo 180° con respecto al gje Oz

Caso 2.- De un sistema arbitrario de coordenadas cartesianas tridimensional
dado, rotarlo 180° con respecto al ge Ox.

Caso 3.- De un sistema arbitrario de coordenadas cartesianas tridimensional
dado, rotarlo 90° con respecto al e Ox.

Caso 4.- De un sistema arbitrario de coordenadas cartesianas tridimensional
dado, rotarlo 90° con respecto al gje Oz

Caso 5.- De un sistema arbitrario de coordenadas cartesianas tridimensional
dado, rotarlo 45° con respecto al gje Oz
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Del modelo generalizado de la elasticidad lineal conocido como la Ley
Generalizada de Hooke, expresado con las ecuaciones (4.6) y de la restriccion
de isotropia, representada con las ecuaciones (5.3), asi como de las ecuaciones
A.01, A.02, A.03, A.04 y A.05 obtenidas en los cinco casos analizados y
desarrolladas en el apéndice “A”, setiene que:

Rescribiendo las ecuaciones A.01 como ecuaciones (5.4), obtenidas del caso |
(en el cual el sistema fue rotado 180° con respecto a ge Oz), se presentan
como:

1) o, =0, (5.4)
2) 1,y =T,
3 r1,,=-1,
4) o,=0,

5 o, =0,

6) =1,
7 e, =g,

8) e, =g,

9) ¢, =g,
10) 7ey =7xy
11) yy, =- 7y,
12) y,x0 =+ Vux

Sustituyendo las expresiones anteriores (5.4) en las ecuaciones (5.3), se tiene
que:

1) O-X :Cll gx + ClZ gy + C13 82 + C14 yxy - C15 yyz - ClG yzx (55)

2) O-y :CZl gx +C22 gy +C23 82 +C24 yxy - C25 yyz - C26 yzx

92



CaPiTULO 5 TEORIA CONSTITUTIVA DE ELASTICIDAD LINEAL EN MEDIOS HOMOGENEOSE ISOTROPOS

e, +C,,e +C ¢ +C

3) o, :C31 X y 33 ¢z 34 Vxy ~ C35 Vyz ™ Css V2x

4) 7’-xy :C4l gx + C Sy + C43 82 + C44 yxy - C:45 yyz - C46 yzx

5) Ty, =" C51 €y C 2 €y C53 €, C54 Vxy +C55 Vy2 +C56 Y2x

yz

6) Ty =~ C61 €y Cez €y C63 €, C64 Pxy +C65 Vyz +C66 Y2x

zZX

Comparando las ecuaciones (4.6) con las expresiones (5.5), se deduce que:

c.=-C,, C.,=-C,, C,.=-C, C,=-C, C,.=-C,
Css == Css ) C:45 == C:45’ C C C51 C51’ C C
Css =" Css’ C:54 == C:54’ C C61’ Cez C C C
C64 =-C

64"

Lo anterior permite anular tales constantes, de forma que:

Eliminando términos con las constantes antes anuladas, en las ecuaciones (4.6)
correspondientes a la ley generalizada de Hooke, y rescribiendo dichas
expresiones, resulta:

1) Cll gx + ClZ gy + C13 gz + C14 yxy (56)
2) O-y :CZl gx + C22 gy + C23 gz +C24 yxy

3) O-Z = C31 gx + C32 gy + C33 gz + C34 yxy
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4) Txy :C4l gx + C42 gy + C43 gz + C44 yxy
5) Tyz :C55 yyz + C56 yzx
6) sz :C65 yyz + C66 yzx

Continuando con la condicion de isotropia, y la relacion R =R, las
ecuaciones anteriores (5.6) son equivalentes a:

1) o0,=CLhe, +C,e, +C e, +Cy,, (5.7)
2) 0,=C, e, +C,e, +C, ¢, +C,, 7.,

3 0,=C, 6, +C,e, +C e, +C, .,

4 1,,=Ce,+Ce, +C, e, +C,, 7,

5 1,,=Cxr,, TCi vy

6) 7, =Cas vy FCop Ve

De igual forma las ecuaciones A.02 son rescritas como ecuaciones (5.8),
obtenidas del caso |1 (en el cual el sistema fue rotado 180° con respecto a ge
Ox), a continuacion se presentan como:

1) o,=0, (5.8)
2) T, T-T,

3 t,,=71,

4) o,=0,

5 o, =0,

6) 7,=-1,

7 e, =g,

8) e, =g,
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9) ¢, =¢,

10) Vey == Vyy
11) vy, = 7y,
12) y,0 =+ Vux

Sustituyendo las expresiones de las ecuaciones anteriores (5.8) en las seis
ecuaciones numeradas como (5.7), y desarrollando, resultalo siguiente:

1) o0,=C,¢, +C,, €, +C,.¢,-C, Puy (5.9)
2) 0,=C, e, +C,e, +C,e,-C,yp,,
3 o0,=C,e, +C,,e,+Ce,-C,, 7y,
4 7,=-CLe-CLe, -Ce,+C, 7,
5 7,,5Cs 7y, - Coo 72
6) 7., =" Cosvy. + Co 7ay
De la comparacion de las ecuaciones (5.6) y (5.9), se obtiene que:

C:14 :C24 :C34 :C4l :C42 :C43 :CSS :C65 :O

Eliminando términos con las constantes antes anuladas, en las ecuaciones
(5.9), y rescribiendo los resultados, dichas ecuaciones, se origina que:

1) O-x = c:ll gx + ClZ gy + C13 82 (510)
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2) O-y = CZl gx + C22 gy + C:23 82
3) O-z = C3l gx + C:32 gy + C:33 82

4) T y:+C44 yxy

X

5) T z:+C55 yyz

y

6) sz :+C66 yzx

De la condicién de isotropia, y larelacion R =R, aplicada a las ecuaciones
(5.10), se expresa gque:

1) o0,=C,e,+C,e, +C ¢, (5.11)
2) 0,=C,¢6,+C,, e, +C, ¢,

3 o0,=C, e, +C, e, +C ¢,

4) Ty = Clley

5 .
6) 1,,=Ci7,,

Continuando con las ecuaciones A.03 |as cuales son rescritas como ecuaciones
(5.12), obtenidas del caso 111 (en el cual el sistema fue rotado 90° con respecto
a ge Ox), a continuacioén se tiene:

1) . =0 (512)
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4)
o)
6)
/)
8)
9
10)
11)
12)

y z
o,=0,
Ty'i =- Tyz
. =&,

e, =€,

€, =€,
yx‘y :yzx
yy'i =- yyz
yix‘ =- yxy

Al sustituir expresiones semejantes de las ecuaciones (5.12) en las ecuaciones
numeradas como (5.11), y desarrollando, setiene que:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

o, =C,e +C, e, + C.e, (5.13)
o, = C31 €y + C33 €, + C32 €,
o, = C21 €y + C23 €, + sz €,
Toy =+ Cos Uy
- Ty, =- L Vy2
- T = L Vo

Si se compara las ecuaciones (5.10) con las ecuaciones (5.13), se concluye

quE:
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ClZ = C13 CZl = C31 C:23 = C:32 C:22 = C:33 C:44 = C66

De las ecuaciones A.04 obtenidas del caso IV (en el cual el sistema fue rotado
90° con respecto al ge Oz), a continuacion se rescriben como:

1) o,=0, (5.14)
2) T, =- T,
3 1,77,
4 o0,=0,

5 o0,=0,

6) 7,,=-71,
7)) &, =g,

8 ¢, =¢,

9 ¢, =g,

10) 7xy =Vxy
1) 7ys =" 7
12) 72 =7y

Sustituyendo términos semejantes de las ecuaciones (5.14) en las expresiones
numeradas como (5.11), y desarrollando, se obtiene:

1) O-x = C:22 gx + CZl Sy + C:23 gz (515)
2) 0,=C,e +C e, +C ¢,

12 ¥x 11~y

3) O-z:C328x+C € +C3382

31 Yy
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La siguiente igualacion de constantes es resultado de la comparacion de las
ecuaciones (5.10) con las expresiones (5.15), anotdndose como:

C13 = C23 C31 = C32 Cll = C22 C44 = C55

Igualando los coeficientes antes obtenidos, en las ecuaciones (5.10), la ley
generalizada de Hooke se transforma a

1) 0,=C,e +Cj (e, +¢,) (5.16)
2) 0,=CLe, +C, (e, +¢,)

3 0,=CLe,+C, (e, +e,)

4) 7, =Cu

5 7,,=Cu,,

6) sz =(:44 yzx

Finalmente las ecuaciones A.05 son rescritas como ecuaciones (5.17),
obtenidas del caso V (en el cual el sistema fue rotado 45° con respecto al ge
02), se presentan como:
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D) o =0+

2) t1,,=-30

+1 (5.17)

—_ 2 2
3) Tz =2 T +7T2x

4 o,=50,+t30,-1

y X y Xy
5) 0-1 :O-Z
6) T, =57, T
) e, =se,t58, 157,
8) &, =3e, 36,5 37
9) 81 :82
10) 3¢, =- be tie,
11) 19,,=%9,- 29,
12) 19,,=7%09,.* 79,

Considerando la restriccion de isotropia, y la relacion R =R, las ecuaciones
(5.16) aplicadas a nuevo sistema coordenado, vienen siendo:

1) o0,=C,e, +C, (e, +¢,) (5.18)
2) 0,=Che,+C (e, +¢,)

3 0,=CLe, +C, (e, +¢&,)

4) 1., =C ey

5 11,,=CLy,.,

6) Tz‘ X =(:44 yz‘ X
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Delaexpresion (5.17), y laexpresion (5.18),, resulta que:
%(O-x + O-y ) + 7’-xy = O-x' = Cll gx' + Clz (gy' + 81 )

Desarrollando la anterior, y las expresiones (7, 8, y 9 de las ecuaciones 5.17),
Se presenta:
%(O-x + O-y ) + 7’-xy = Cll(% gx + %gy +% gxy ) + Clz(% gx + %8

- 3C,tE,)

y y

L as expresiones (5.18), y (5.18); correspondientes a o, y o, respectivamente

son sustituidas en la ecuacion anterior, y ademas eliminando términos
semejantes, se logra:

Asociando:

Tyy :% gxy (Cll - Clz )
Igualando la ecuacion (5.16), con la expresion anterior, y desarrollando, se
tiene:

C44 =% (C11 - C12) (5-19)

O, equivalentemente:
C11 = 2(:44 + C12 (5-20)

Las ecuaciones anteriores representan e modelo de las dos y solamente dos
constantes elésticas independientes relacionadas con cuerpos isétropos, por 1o
gue del andlisis realizado, la solucion del problema planteado al inicio de esta
seccion, ha sido efectuada a satisfaccion.
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5.3 Ecuaciones constitutivas en el rango elastico para
medios homogéneos e isotropos

Una vez obtenidas las dos constantes elasticas, en esta seccion se desarrollan
las ecuaciones que integran los estados de esfuerzo-deformacion-
desplazamiento con cualquier medio estructurado con propiedades fisicas
obtenidas bagjo leyes experimentales, y las restricciones establecidas a inicio
de este capitulo. A continuaciéon se plantea €l problema, su solucion y el
andlisis correspondiente:

“Construir una relacion entre las teorias de esfuerzo y
deformacion con las constantes elasticas de un medio
homogéneo e isotropo”

La solucion del problema antes planteado implica establecer las ecuaciones
gue instituyan las relaciones entre los modelos mateméticos obtenidos
(esfuerzo y deformacién) con las condiciones fisicas de un medio en estudio.
O seaq, que tal solucién conviene por la necesidad de desarrollar aplicaciones
en conjunto entre |as éreas tedricas con las éreas experimentales.

Las restricciones del problema descrito en esta seccion son las propiedades
mecanicas de un cuerpo, especificamente se tiene:

1) Propiedades mecanicas de un medio elastico lineal, homogéneo e
isotropo; asignadas y definidas de acuerdo con:
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a) El simbolo 4 representa la constante de Lamé, la cual
carece de cualquier significado fisico en esta relacion

13].

b) Laletra G es el modulo de rigidez expuesto al corte, es
conocida de igual forma como la segunda constante de
Lamé, misma que representa la relacion del esfuerzo
cortante aplicado sobre el esfuerzo cortante medido, y
es determinada fisicamente mediante una prueba de
torsion de un cilindro circular.

c) Laletra E corresponde al modulo de elasticidad lineal,
definida en el capitulo 4, conocida cominmente como el
maodulo de Y oung; representa a esfuerzo axial aplicado
sobre el esfuerzo axial medido y es experimentalmente
determinado en una prueba simple de tension o
compresion.

d) El simbolo v representa una constante conocida como
la relacion de Poisson y relaciona a la deformacion
lateral con la deformacién longitudinal bajo esfuerzo
uni-axial longitudinal, el resultado es de signo negativo.

e) La letra K es distinguida como el médulo de volumen
de easticidad y es relacionado con la presion
hidrostatica aplicada y con la perdida de volumen por
unidad de volumen observado.

De las dos constantes elasticas independientes obtenidas en la seccion
anterior, se asignaa C, =1,y C,, =G, y junto con la ecuacion (5.20) son

sustituidas en las expresiones desarrolladas y numeradas como ecuaciones
(5.18), todo €ello da el resultado siguiente:
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1) 0,=(2G+ e, +ife, +¢,) (5.22)
2) 0,=(2G+ e, +A(e, +¢,)

3 0,=(2G+ e, + e, +¢,)

4) Txy :G yxy
5) Tyz :nyz
6) Tox =Gyzx

En forma equivalente, las ecuaciones (5.21) pueden ser representadas para las
deformaciones, propias que al ser despejadas y desarrolladas, se tiene:

+
1 ¢ = 1+ G o, - - (o,+0,) (5.22)
G(31+2G) * 2G(31+ 2G)
2) e,= 1+ G o, - 4 (0,+0,)
G(31+2G) ’  2G(31+ 2G)
) o= 0 ot (0,+0,)
G(31+2G) * 2G(31+2G)
1
4) V= G
1
5 V.= T
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1
6) 7=~
) yZX G TZX

Las seis ecuaciones (5.21) y las seis ecuaciones (5.22), representan el modelo
que relacionan |os esfuerzos-deformaciones con las constantes elasticas | y G
para medios elasticos lineales, obtenidas de la consideracion de isotropia

De la caracterizacion de las constantes independientes analizadas hasta este
punto se observa que para materiales isotropos mas no-homogéneos, las
constantes elasticas | y G estan en funcion de un sistema de coordenadas
cartesianas tridimensional y pueden variar de punto a punto. Dichas constantes
no estan en funcion de tal sistema coordenado y no varian de punto a punto si
es aplicada la restriccion de homogeneidad, y los medios dependen solamente
de las propiedades fisicas particulares de cada material aplicados a cuerpos
isOtropos y homogeéneos.

5.4 Relacion entre las constantes el asticas.

En la seccidon 5.2 se ha determinado que solo dos de las constantes elasticas
son independientes, y en la seccion anterior se ha definido la existencia de
cinco constantes para medios elasticos lineales, isotropos, y homogéneos,
razdn que motiva a establecer relaciones funcionales entre tales constantes, y
para tal efecto es necesario tratar los diferentes casos particulares aplicados
tanto a esfuerzos como a deformaciones, desarrollandose para ello el siguiente
caso particular:

Al seleccionar los ges Ox, Oy, y Oz, como los gjes principales de esfuerzos, se
tiene que 7,, =7, =7,, =0.Y ademas dichos esfuerzos son sustituidos en las

expresiones (5.22)4, (5.22)s y (5.22)6 resultando que: y,, =y,, =7,, =0.
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La aplicacion anterior proporciona informacion acerca de la equivalencia de
gjes principales tanto de esfuerzos como de deformacion, implicando que:

“Los ges principales de esfuerzos y los ges principales de deformacion
coinciden en materiales elésticos e isotropos’.

Es conveniente agrupar el estado de esfuerzos en otros tres casos particulares
gue ha continuacion se describen y que permiten relacionar las constantes de
elasticidad:

a) Estado de esfuerzos axiales, unidimensional
b) Estado de esfuerzos de cortante puro, bidimensional
c) Estado de esfuerzos en compresion hidrostatica

Resolviendo para los estados de esfuerzos anteriores, se tiene:

a) Estado de esfuer zos axiales, unidimensional.

Dado:
o, = esfuerzo axial aplicado, y o,=0,=7,,=7,,= 17, =0

yz zZX
De las ecuaciones (5.22), se obtiene;

A+G

) = o
) 5T 6@Ei+20) 7

(5.23)

!
2) e,7¢, 0,
2G(3/ + 2G)
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Despejando E de la ecuacion (4.3) y sustituyéndolo en la expresion (5.23),, se
tiene:

- G(31+2G)
A+G
Despejando 4, finalmente resulta:

,_G(2G- B)
E- 3G

(5.24)
La ecuacion anterior proporciona larelacion entre las constantesE, G,y 4.

De las ecuaciones (5.22) y la definicion y significado fisico de v esvisto que:

A

O, en forma equivalente:

p
2.+ G)

(5.25)

La expresion anterior relacionalas constantes v, G,y 4.

b) Estado de esfuer zos de cortante pur o, bidimensional

Dado:
7,, = esfuerzo cortante aplicado, y o, =0, =0, =1, =7, =0

zZX
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Sustituyendo los datos anteriores en las seis ecuaciones (5.22), se obtiene la
constante G que relacion el esfuerzo cortante aplicado sobre el esfuerzo
cortante medido, definida en € inciso f) de la seccion 5.3, resultando:

1
yxy _7Txy

G
c) Estado de esfuer zos en compresion hidrostatica;

Dado:
0.x=0.y=0.z=_ p’ pal‘a, p >O’ y Txy=Ty2= szzo

Sustituyendo los datos anteriores en las ecuaciones (5.22) y desarrollando,
resulta:

- -, — P
€, =€, T, =

© 30+ 2G

De e cambio de volumen de un medio por unidad de volumen y bajo
consideraciones de deformaciones infinitesimales, se asume que:

e=¢,te, +e,, por lo que, sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene

que:

p=- (3,1;26)8:_

Ke

Finalmente, se observa que:

_31+2G

(5.26)
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Misma gue representa la Ultima relacion entre las constantes elasticas y como
ya ha sido especificado es posible resolver las cinco constantes elasticas 4, G,
E, v,y K si a menos dos de €ellas son conocidas, utilizando paratal propésito
las ecuaciones (5.23, 5.24, 5.25, y 5.26).

5.5 Ecuaciones constitutivas elasticas (en funciondeE y v)
Una vez determinadas las relaciones entre las constantes elasticas, es
conveniente escribir las ecuaciones esfuerzo-deformacion en funcion de las
constantes E y v, por lo que, sustituyendo y desarrollando las ecuaciones

obtenidas (5.23, 5.24, 5.25, y 5.26) en las expresiones (5.21) y (5.22), se logra:

De las ecuaciones (5.22), resulta:

) o= [0, v(0,+0,) (5.27)
2) ¢ 21[0 -v(o,+0 )]
y E y z X

3 o= [0, (@, %0,

2(1 +v
4) yxy: (E )Txy
2(1 +
5 vy,= ( v)r

yz E yz
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6) V.. = 2(L+)

E TZX

Con respecto a las ecuaciones (5.21), las ecuaciones constitutivas resultantes
en funcion delas constantesE y v, se presentan como:

~ E
1) O'X—(1+v)(1_ 2v)[(l— Ve, +vie, +e, )] (5.28)
2) o, = E [(1- v)e, tv(e, +¢ )]

Y (1+v)(2- 2v) Y 2o
3 o=, & [(1- Ve, + v(e, +2,)]

(@ +v)a- 2v) ? o
N = E
) Xy 2(1+ V) yxy

E

5 7,,=

6) 7, Vax

Las seis ecuaciones (5.27) y las seis ecuaciones (5.28), representan el modelo
de la teoria congtitutiva para medios elasticos lineales, homogéneos e
isotropos; que relaciona los esfuerzos-deformaciones, en funcion de las
constantes elasticas E y v, y son el resultado del andlisis realizado en este
capitulo.
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5.6 Sintesis

En este capitulo se analizd la teoria constitutiva de elasticidad para medios
homogeéneos e isétropos, utilizando para ello el modelo obtenido en el capitulo
4, referente a la teoria de la elasticidad lineal, considerando ademas dos
restricciones adicionales, tal que: Se asume que el cuerpo es homogéneo e
isotropo. Tales limitaciones permitieron reducir el nimero de 36 constantes
independientes de la ley generalizada de Hooke a solamente 2, resultado
obtenido al rotar el cuerpo en cinco ocasiones, dichas rotaciones fueron
referenciadas en un sistema ortogonal tridimensional y, especificamente se
realizaron de la manera siguiente: tres rotaciones sobre el ge “Oz’; una de
45°, otra més de 90° y larestante de 180°. Dos mas con respecto a gje “Ox” ;
una de 90° y la otra de 180°. Las dos constantes independientes obtenidas se
expresaron con la siguiente ecuacion: C ,=2C,, +C,,.

De la necesidad de asociar la ecuacién anterior, con las propiedades fisicas de
un medio en estudio, se definieron cinco propiedades elasticas, conocidas
como: 1) Constante de Lamé; representada por “ 4”7, 2) Modulo de rigidez;
representado por “ G”, 3) Modulo de elasticidad lineal; representado por “ E”,
4) Relacion de Poisson; representada por “v” y 5) Mdédulo de volumen;
representado por “K”, todas ellas determinadas bajo leyes experimentales,
presentandose a continuacion el resultado obtenido, de acuerdo a:

En funcién de los esfuerzos:

1) 0,=(2G+ e, +ife, +¢,)
2) 0,=(2G+ e, +A(e, +¢,)
3 0,=2G+ e, + e, +¢,)
4) 1,,=Gy,
5 1,,=Gy,,
6) 7,=Gy,
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En funcidn de las deformaciones, el resultado fue:

L+G A
1) &= 0y~ (o, +0,)
G(31 + 2G) 2G(31 + 2G)
2) &, = A+ G g, - 4 (0,+0,)
7 GEBA+2G) T 2G(31+2G)
) b= e (540,)
G(31 + 2G) 2G(31 + 2G)
1
4) Vxy = g T
1
5) yyzzgryz
1
6) yZXZETZX

Asi mismo se establecio que, si dos de las constantes elasticas son conocidas,
las tres restantes pueden ser determinadas, considerandose para ello, los tres
casos particulares siguientes: @) Andlisis de un estado de esfuerzos axiales
(unidimensional), b) Andlisis de un estado de esfuerzos de cortante puro y
c) Andlisis de un estado de esfuerzos de compresion hidrostatica, resultando
de dichos andlisis, las expresiones que a continuacion se describen:

E-3G ° "Tou+0) 3

,_G(2G- B) p - 34+26G

Finalmente, las ecuaciones constitutivas de la teoria de la elasticidad lineal
restringidas a cuerpos homogéneos e isotropos, fueron representadas para las
relaciones esfuerzo-deformacion y deformacion-esfuerzo, en funcion de las
constantesE y v, mediante:

Para la relacion defor maci 6n-esfuer zo, el resultado fue:
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) &= o -vio,+0,)]

E
1

2 &= [0,-v(o,+a,)]
1

3 &= [o.-v(o,+0,)
2(1 +v

4) yxy: (E )Txy
2(1 +v

5) yyz:(E)Tyz
2(1 +v

6) yZX: (E )TZX

Para larelacion esfuerzo-deformacion, se tiene:

_ E
1) Ux_(1+v)(1_ 2v)[(1_ V)8x+v(8y+8z)]

_ E ]
2) 0,= (1+ V)(l- ZV)[(l V)Sy +v(e, te,)]
B E
3) O-Z_(l +V)(1 _ 2V) [(1_ V)EZ+ v(8x+8y )]
4) z, == Vx
Y2+ v)
_E
5) ‘L-yz_z(:L +V) yyz
_E
6) sz_z(l +V) Y2x
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CAPITULO G

ALGUNOS METODOS BASICOS DE
SOLUCION DE PROBLEMAS DE
MEDIOSEN EL RANGO ELASTICO

6.1 Introduccion

En este capitulo se presentaran algunos métodos para la solucién de problemas
con la Teoria de la Elasticidad Lineal. Seran definidas ciertas condiciones que
deben de satisfacerse en cada punto que conforma el cuerpo en estudio,
ademés se clasifican los diferentes tipos de aplicaciones de prescripciones de
cargas 0 desplazamientos que en sus linderos o fronteras requieren ser
planteados, siendo €l objetivo de esta seccidn la presentacion de diferentes
métodos de solucion.

6.2 Clasificacion y condiciones a satisfacer parala solucion
de problemas.

Es importante tomar en cuenta en los problemas de elasticidad lineal que, las
incognitas o cantidades solicitadas corresponden a los esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos. Y para tal efecto, la aplicacion de las
ecuaciones (2.22) para el estado de esfuerzos (o leyes de transformacion de
esfuerzos) y las ecuaciones (3.61, 3.62, 3.63 y 3.64) para el estado de
deformaciones (o0 leyes de transformacion) nos permiten determinar los
esfuerzos y las deformaciones a través de cada direccion y en cada punto del
medio en estudio, para los desplazamientos su determinacion en cualquier
punto es realizada de la geometria del medio con las tres componentes de
desplazamiento u,v,w en ese punto. De tal cuestion, el problema ha sido
reducido a determinar las seis componentes de  esfuerzos
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020,10, Ty Tyyh T las seis componentes de  deformacion

xy? “yz?1 Vzx?

€€y 185, Yyy Yy Vo Y |8S tres componentes de desplazamiento u,v,w en cada

punto del medio, pero es evidente que todas las componentes varian de punto
apunto, y tal variacion origina una dependencia de las coordenadas espaciales
X, ¥, Z, 0 sea, que las componentes de esfuerzos y deformaciones estan en
funcion de las coordenadas tridimensionales y por supuesto de las cargas
prescritas, y el determinar o seleccionar las funciones adecuadas representa
uno de los principales problemas a su correcta gecucion.

Pero resulta necesario que en el andlisis de cualquier problema mediante la
teoria de la elasticidad se cumpla ciertas condiciones, suficientes para
constituir que la solucion sea la més aproximada a la realidad, siendo estas:

1. Condiciones de campo (0 ecuaciones de campo).- Estas condiciones deben
de satisfacerse en cada punto ya sea en el interior del cuerpo asi como un sus
superficies aplicando los modelos mateméticos obtenidos de esfuerzos,
deformaciones, y desplazamientos, y las relaciones existentes entre ellos, de
acuerdo con:

Condicion 1.1 Satisfacer las condiciones de equilibrio, mediante
las ecuaciones de equilibrio (2.16).

Condicion 1.2  Satisfacer las  relaciones  deformacion-
desplazamiento con las ecuaciones desarrollados y
numeradas como (3.48, 3.50, 3.52, 3.57 y 3.58).

Condicion 1.3 Satisfacer las relaciones esfuerzo-deformacidn, con
las ecuaciones constitutivas (5.27 0 5.28).

Condicion 1.4 Satisfacer para los desplazamientos el uso de
funciones continuas de las coordenadas
tridimensionales. O sea, satisfacer las condiciones
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de continuidad, y la no existencia de holguras o
claros en la separacion de puntos vecinos.

2. Condiciones de frontera.- Aqui las condiciones a satisfacerse son las
prescripciones que se exponen en la superficie del medio en estudio.

Con respecto alas condiciones de frontera es comun considerar lo siguiente:

La clasificacion de los problemas fundamentales en medios que reaccionan en
el rango eléstico, producto de las acciones gque en sus linderos o fronteras se
desarrollan ya sea mediante cargas aplicadas o desplazamientos prescritos, son
restringidos a considerar que las fuerzas de cuerpo, S se presentan son
siempre conocidas; tales problemas son divididos en tres tipos, de acuerdo
con:

Tipo 1.- Problema de prescripcion de fuerza en la frontera. Corresponde a
valores de fuerzas dados o conocidos, especificamente fuerzas de tipo normal
o cortante, aplicadas en la superficie del cuerpo. Asignandose como datos; a

X., Y.,y Z, como las componentes de fuerzas aplicadas en las fronteras de

un medio en estudio, y las ecuaciones (2.17) y (2.18) representativas del
modelo que permite obtener los esfuerzos en un plano arbitrario, todo ello con
el fin de determinar el estado de esfuerzos en un punto, y las condiciones de
frontera para este primer problema, resultan de las expresiones siguientes

1) p., = o, cos(nx)+ 1z, cos(n,y) + 7, cos(n,z) =X (6.1)

n

7., cos(n,x) + o, cos(n,y) + z,, cos(n, z) =Y,

2) P,

7., cos(n,x) + z,, cos(n,y) + o, cos(n,z) =z

3) P,

n

Aqui n esladireccion de la normal externadel limite de superficie.
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Tipo 2.- Problema de prescripcion de desplazamiento en la frontera. En este
tipo de problema son conocidos los desplazamientos, no asi las fuerzas, sobre
las superficies del cuerpo. Y si seasignaa u, vV, y w como las componentes
de desplazamientos aplicados, entonces las componentes de desplazamiento
en puntos sobre la frontera se debe satisfacer como condiciones de frontera, |o
siguiente:

1) u=u (6.2)
2) V=V
3) w=w

Tipo 3.- Problema mixto de prescripcion en la frontera. Las fuerzas

conocidas en ciertas partes del cuerpo, y desplazamientos dados sobre otra
parte de la superficie, constituyen este problema mixto, y su solucion para las
condiciones de frontera es obtenida mediante la composicion de las
expresiones (5.29) para la porcion referente a fuerzas aplicadas y las
ecuaciones (5.30) para la parte correspondiente a desplazamientos dados.

6.3 Métodos de solucion de problemas en €l estudio de
un medio elastico.

Una vez definidas las condiciones a satisfacerse para la solucién y, de la
clasificacion realizada de acuerdo a las prescripciones de frontera. Se observa
gue de un campo total de quince ecuaciones (tres ecuaciones de equilibrio, seis
relaciones  esfuerzo-deformacién, y seis relaciones deformacion-
desplazamiento) se tienen quince incognitas (seis componentes de esfuerzo,
seis componentes de deformacion, y tres componentes de desplazamiento), en
teoria tal sistema es dicho que puede ser resuelto por ser cuadrado, o sea, para
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guince incognitas existen quince ecuaciones en derivadas parciales, solo que a
la fecha aun no se tienen los e ementos o herramientas necesarias para tal fin.

Por la restriccion anterior; diferentes métodos han sido elaborados, tales
como: método inverso y método semi-inverso. Otros métodos; conocidos
como meétodos basicos, son explicitados en la seccion posterior 6.3.3,
desarrollados para la solucion de casos particulares, aplicados sobre cuerpos
simplemente conectados y cuerpos con conexiones multiples. El uso de dichos
métodos, permite reducir el sistema original a sistemas con menor nimero de
incognitas y de ecuaciones.

6.3.1 Relaciones esfuer zo-desplazamiento

De las seis relaciones de esfuerzo-deformacion y, las seis relaciones
deformacion-desplazamiento, se pueden eliminar las seis componentes de
deformacion, y obtenerse, las relaciones esfuerzo-desplazamiento en funcion
de las constantes elasticas, resultando:

) = ilo, v, o,)] 63)
2 R:é[ay-v(aﬁax)]
Y o= glo. v o)
p 10,11 -

= Txy
Ty Tx G

118



CAPITULO 6 ALGUNOSMETODOS BAS COSDE SOLUCION DE PROBLEMASDE MEDIOSEN EL RANGO ELASTICO

o TV Tw_ 1
1z Ty G
6) 1-IVV-'-TIUZ:LTZX
ix 9z G
1) aX:/ls+2(3:|"]t: (6.4)
2) ay:/18+2GﬂV
Ty
3) o, =ic+2G W
9z
5, -oflY. 1%
Ty Txg
5) TyZ:G§a1v+‘lTwo
1z Tyg
adlw_fu

6) 7,,=G¢— +
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6.3.2 Ecuaciones de compatibilidad en términos de esfuer zos

Con las ecuaciones de esfuerzo-deformacion, las ecuaciones de equilibrio, y
las ecuaciones de compatibilidad (3.65), se puede determinar las ecuaciones
de compatibilidad en términos de esfuerzos de acuerdo con e siguiente
analisis:

De las ecuaciones (2.16) se tiene:

Diferenciando la primera de las ecuaciones anteriores con respecto az y la
segunda con respecto a Y, y asociandolas, se tiene:

zﬂzryz _ ﬂzaz_ﬂzay_ q aahXZJrﬂrxyg_ 12 1Y
Tyiz 122 9y° ﬂxgﬂz Tv5 Tz Ty

Con la primera de las ecuaciones de equilibrio, resulta

zﬂzryzzﬂzax To, 1o, 1X_1Y_ 12
Ivylz Ix* Ty* 922 9Ix Ty 1z

(6.5)

De las ecuaciones de compatibilidad y las relaciones de esfuerzo-deformacion,
Se obtiene:

e, +ﬂ2 g, :ﬂz Vy2
122 Ty Ty9z

120

(6.6)



CAPITULO 6 ALGUNOSMETODOS BAS COSDE SOLUCION DE PROBLEMASDE MEDIOSEN EL RANGO ELASTICO

Ee,=(1+v)o, - 3vo,
Ee,=(1+v)o,- 3vao,,
Ey,,=2(1+v)z,,

Y con el esfuerzo normal medio; o, =5 (o, +o,+0c,), y eliminando 7,,

€,, €,,Y 7, delasecuaciones anteriores (6.5) y (6.6), resulta:

(6.7)
(1+v)8%|§|20m-|§|20x_3ﬂ 0;6:31'_ 3‘}8%'2%_ m;_(1+v)aa[x v ﬂZo
g X g g ﬂX gﬂx ﬂy ﬂzg
Donde:
N? = r,r.r

+
7> 9y 17

Asi mismo, dos ecuaciones mas pueden ser determinadas, equivalentes a la
ecuacion (6.7), y juntando las tres ecuaciones, se tiene

(1+v )?X ﬂY ﬂZO
1 x ﬂy ﬂZﬂ

3(1- vN? 6, =-

Sustituyendo la expresion anterior por N” o en laecuacion (6.7), se obtiene

ae3 0T, _ -v aaTX ﬂY ‘ITZo 2‘ﬂx

NZ
T g1 @-wEIX Ty Tz CTx

(6.8)
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Del mismo modo, se pueden obtener tres ecuaciones del mismo tipo que la
anterior, y que corresponderian a las primeras tres ecuaciones de
compatibilidad (3.65), para las tres restantes ecuaciones la presentacion serian
del tipo de la ecuacion siguiente:

e ae3 0 ﬂ” — aaE+EO (6.9)

gy 12 &1z Tya

Si las fuerzas de cuerpo son despreciadas las ecuaciones anteriores (6.8) y
(6.9), resultarian:

1) (1+V)Nzax+3ﬂ”;=o (6.10)

9 x
~ 1o

2) (A+v)N“o,+3 7 =0
Ty
~ 1o

3) 1+vN?o,+3—-"=0
9z

4 @A+v)N?z 3ﬂz =0
Yy gz

5 1+v)RN2¢ +31%n _g
zx ﬂZﬂX

6) 1+vN?7,, #3719
ix Ty

Las ecuaciones anteriores (6.8), (6.9), y (6.10) son finalmente las ecuaciones
de compatibilidad en términos de esfuerzos.
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6.3.3 Ecuaciones de equilibrio en términos de desplazamientos

Por las relaciones de esfuerzo-desplazamiento y las ecuaciones de equilibrio,
se puede expresar |o siguiente:

) Reu+ Lt T fiv wo, X, (6.11)
(1- 2v)ﬂxgﬂx ﬂy ﬂz;a G

2) Rv+ 1 T au v ﬂwo I -0
@-20)WEIx Ty 125 G

3) R 1 9&u Tv ﬂwo E -0

(1 2v)ﬂzgﬂx ﬂy ﬂz;a G

Las ecuaciones anteriores (6.11) son |lamadas ecuaciones de equilibrio en
términos de desplazamientos. Si las componentes de desplazamientos
satisfacen estas ecuaciones, entonces los esfuerzos determinados de las

relaciones de esfuerzo-desplazamiento deberan de satisfacer las condiciones
de equilibrio.

Con respecto a las condiciones de frontera en términos de desplazamientos, a
continuacion se determinan al sustituir la ecuacion (6.4) en la ecuacion (6.1):

(612)

Tvo Alu, Two r
Aecos(nX)+G —cosnx+—+— cos +c=——+—=cos(n,z
# cos (%) gzﬂx ( )g SN ()H

r
Aecos(ny)+G —cos(n y) +86ﬂ +Locos(n 2)+g - — +Locos(n x)u Y.
e2 g a=
a

g Ty 1z Tyg Tyg

123



CAPITULO 6 ALGUNOSMETODOS BAS COSDE SOLUCION DE PROBLEMASDE MEDIOSEN EL RANGO ELASTICO

aAw Tuo v r

& w 0 u
Lecos(nz)+G —cos(n 2)+¢ W, =cos(n,x) + AW, VD =cos(n,y)g=2Z
32 z E1x Tzg g Zg 0

Tales ecuaciones representan las condiciones de frontera en términos de
desplazamiento.

Una vez que se han determinado las ecuaciones de compatibilidad en términos
de esfuerzos, las ecuaciones de equilibrio en términos de desplazamientos y
las relaciones sobre esfuerzos, deformaciones y desplazamientos se procede a
clasificar los métodos bésicos de solucién de sistemas de problemas de
elasticidad lineal:

Método béasico 1.- Resolver un sistema de quince ecuaciones (tres ecuaciones
de equilibrio, seis relaciones esfuerzo-deformacion y seis relaciones
deformacion-desplazamiento) para quince incégnitas (seis componentes de
esfuerzo, seis componentes de deformacion y tres componentes de
desplazamiento) de tal modo que las condiciones de frontera sean satisfechas
para las componentes de esfuerzo y desplazamiento.

Método basico 2.- Resolver un sistema de nueve ecuaciones (tres ecuaciones
de equilibrio y seis relaciones esfuerzo- desplazamiento) para nueve
incognitas (seis componentes de esfuerzo y tres componentes de
desplazamiento) y que las condiciones de frontera sean satisfechas para las
componentes de esfuerzo y desplazamiento.

Método basico 3.- Resolver un sistema de tres ecuaciones (las ecuaciones de
equilibrio en términos de desplazamiento) para tres incognitas (tres
componentes de desplazamiento) y que las condiciones de frontera sean
satisfechas para las componentes de desplazamiento.
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Método basico 4.- Resolver un sistema de quince ecuaciones (tres ecuaciones
de equilibrio, seis relaciones esfuerzo-deformacion y seis ecuaciones de
compatibilidad en deformaciones) para doce incognitas (seis componentes de
esfuerzo y seis componentes de deformacion) y que las condiciones de
frontera sean satisfechas para las componentes de esfuerzo. Este sistema no es
cuadrado pero solo en apariencia ya que las seis ecuaciones de compatibilidad
en realidad equivalen solo a tres ecuaciones diferenciales solo que de orden
superior, por lo que el sistema es realmente de nueve ecuaciones para nueve
incognitas y ademés es méas conveniente trabajar con seis ecuaciones de orden
inferior atrabaar con tres ecuaciones de orden superior.

Método basico 5.- Resolver un sistema de nueve ecuaciones (tres ecuaciones
de equilibrio y seis ecuaciones de compatibilidad en esfuerzo) para seis
incognitas (seis componentes de esfuerzo) y que las condiciones de frontera
sean satisfechas para las componentes de esfuerzo. Al igual que en el método
basico anterior este sistema solo en apariencia no corresponde el nimero de
ecuaciones a numero de incognitas.

6.4 Sintesis General

En este trabajo de tesis las teorias de esfuerzo, deformacion y elasticidad han
sido modeladas mediante la aplicacion de las leyes de Newton. Dichos
modelos han sido desarrollados con e fin de solucionar problemas
relacionados con la Mecanica partiendo de los elementos primitivos
conceptualizados como medios, fuerzas y desplazamientos. El analisis en
cuestion fue realizado bajo las condiciones de equilibrio estatico.

De la relacion fuerza-medio la teoria de esfuerzos fue deducida y expresada

bajo el concepto definido como esfuerzo, dividido a su vez en esfuerzo normal
y esfuerzo tangencial, ambos en funciébn de un sistema cartesiano
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tridimensional, representados a través de las tres ecuaciones de equilibrio
obtenidas en el capitulo 2 y mostradas a continuacion:

Uﬂax+ﬂf Iz

xy+ XZ+X:O

x Ty 1z

7, Yo, Tz,
U + +
x Ty 1z

+Y =0

£ +2=0

Nz, Tz, 90
U +
X wv 9z

Bajo la relacién medio-desplazamiento, € concepto de deformacion fue
definido, y considerando las variaciones presentadas entre la separacion de dos
puntos genéricos de un medio sometido a dos configuraciones, la teoria de
deformacion se desarrollé mediante andlisis puramente geométrico. Tales
configuraciones son referidas por una parte, sobre un desplazamiento rigido
(medio no deformado) y, por otro lado, sobre la existencia de un
desplazamiento relativo entre los puntos que conforman el medio (medio
deformado), resultando de ello el modelo general de la relacion deformacion-
desplazamiento, representado por:

. . .
DXel+g—u9 0 Dy &S o, afuo
X2 Tya, el za,

é
Dy = DXadI—g +Dyel+a1vg U .
&1 x X g, 6 &lyg g elzg

Dz =D WY, py FIWO +Dzel+8éLW9 '

eﬂxﬂ: ﬂ ﬂ; é eﬂzﬂ:u
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Asi, la deformacion fue clasificada como deformacion lineal y deformacion
angular, mismas que relacionadas con los desplazamientos y ambos
referenciados en un sistema ortogonal espacial, generaron las ecuaciones que a
continuacion son presentadas:

Parala deformacion lineal el modelo resultante es el siguiente:

Eop = : m +¢-——= n
&g, gﬂ Y 8112@0
+é§[uo +@9 u|m+"a[79 +§[\N_ amn +A£[7W9 @9 Unl
gellya, elixag g gelliza, é&fvya g gelixg eflzg g

Con respecto a la deformacion angular se obtuvo:

cos(P', P, , P P, )=(1- ¢, , - gpopz){(ll I,+mm +nn,)

A ub VO A W u
+2éc—= 1 1, +g—= +¢—=< N N
@gﬂX@o gﬂy@omlmz g‘ITZaDO 0
e o = U e “ 6 u
+efUQ L EVO 1 m, 41, m )+ el +§”V¢ G(m, n, +m, n,)
2] ﬂ)’@o eﬂxﬂaog @eﬂZ@O ﬂY@Og

elwo | afup U f
+eQ7+ +Q7+ U(n1|2+n2|1)_
s&xa &za, g 4

Caracterizando las dos expresiones anteriores; en primer término, con respecto
aladeformacion lineal, setiene:

Considerar gue un segmento de linea coincide con el ge X, de tal manera que
los cosenos directores adquieren los valores siguientes: 1=1, m=0 y n=0,
mismos que al sustituirse en la ecuacion antes citada, resulta:
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Co ™ _( )PO_ X

De forma similar, para el ge “y’ se tiene que: 1=0, m=1 y n=0,
sustituyendo tales valores en la misma ecuacion de deformacion lineal, el
resultado es:

‘(8 h =

Po &1

L

1§.1||o

Para el ge z se considera que: 1=0, m=0 y n=1, mismos que una vez
sustituidos en la ecuacion de deformacion, se obtiene lo siguiente:

L as expresiones anteriores representan las deformaciones lineales medidas alo
largo delosgesx, y, y z respectivamente.

Con respecto a las componentes de la deformacion angular, los casos
particulares considerados sobre ges paralelos, satisficieron las relaciones
siguientes: 1, =m, =1 y m =n,=1,=n,=0, mismas que al sustituirlas en
la ecuacion general de la deformacion angular anteriormente descrita y, una
vez definida la deformacion angular y asignada como y, se obtuvieron las

ecuaciones en funciones del sistema cartesiano, de acuerdo a:

yxy :M-FM
Ty 1Tx
y,, = v Tw

iz Ty
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ffw qu

LR I

Vix T 1% 12z

Las ultimas sels expresiones, representan los modelos de las deformaciones,
tanto lineales como angulares, en funcién de los desplazamientos.

Ya que en ciertas aplicaciones es necesario determinar solamente las tres
componentes de desplazamiento u, v, w teniéndose para ello las seis
ecuaciones anteriores, tales planteamientos implican considerar condiciones
de compatibilidad que para la relacion defor maci dn-desplazamiento se deben
de satisfacer, de hecho, con respecto a la geometria del medio es necesario
gque a) El campo de desplazamientos referenciado en un sistema cartesiano
X, Yy, Z sea continuo y b) La distorsion geométrica no presente claros o
ranuras. De tal manera que la relacion deformacion-desplazamiento queda
sintetizada en los dos teoremas que ha continuacion se describen, restringida
asi mismo sobre deformaciones infinitesimales.

1) Al considerar las componentes de desplazamientos u, v, w funciones
continuas del sistema de coordenadas X, Y, z, la relacion deformacion-
desplazamiento, representada con las ultimas seis ecuaciones, permiten
obtener las componentes de deformacion correspondientes satisfaciendo
las siguientes expresiones:

2 2
e, N e, T,

Ty 1% TIxTy
ﬂzey N ﬂzgz ﬂzyyz

122 Ty* Tyfz
ﬂzgz + ﬂzgx - ﬂzyZX
x> 922 9zTx

ﬂs _ ,. ﬂyXZ+ﬂny9
ﬂyﬂz ﬂxg Ix Ty fTzg
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, e, _ 0 &y, Ty, 100
Tzx Tyglx Ty Tzg4
o Te. _ N&y, Tr., V040
IxTy 1281x 1y Mz

2) Si las componentes de deformacion satisfacen las ecuaciones de
compatibilidad antes descritas, entonces existen un numero infinito de
grupos de componentes de desplazamientos u, v, w con las propiedades
siguientes:

(@) Las deformaciones son funciones continuas de las
coordenadas x, Y, z

(b) Cada grupo de componentes de desplazamiento satisfacen
la relacion defor maci dn-desplazamiento, representada con
las ecuaciones (3.48), (3.50), (3.52), (3.57), (3.58); vy
(3.58)..

(c) Se consideran componentes de desplazamiento solo para
cuerpo rigido.

Con respecto a la teoria de elasticidad, la relacion funcional entre el modelo
de esfuerzos 'y el modelo de deformaciones es definida fisicamente con leyes
experimentales y, presentada matematicamente bajo el enunciado en el cual, la
relacion esfuerzo-deformacion es directamente proporcional al esfuerzo e
inversamente proporcional a la deformacion, significada a su vez con la
expresion o =Re. La forma explicita de la expresion anterior, fue
representada mediante la ley generalizada de Hooke, al considerar que cada
componente de deformacion es una funcién lineal de cada componente de
esfuerzo, referenciada en un sistema cartesiano tridimensional y descrita con
las siguientes ecuaciones:
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o,=C, e, +Cp, €y +C,e,+C, Vxy +Cyg Vyz +Clg 7.x
o, =C,, 6, tC,, €y +C,6,+C,, Vxy +C, Vyz +Co Vo
0,=C, ¢, +C,, €y +C, ¢, +C,, Vxy +C,, Vyz +Cys 7.
Txy:C418x+C428y+C43 e, +C,, ny+C +C
7,,=Cs8,%Cs, 6, +C 6, +Cgy,, + Gy, G 7,

T,y :CGl &y +C62 Sy +C63 €, +C64 yxy +C65 yyz +C66 V2x

45 yyz 46 yzx

Para caracterizar las ecuaciones anteriores y ademas verificar la necesidad de
satisfacer ciertas condiciones sobre |a relacion esfuer zo-deformacion en todos
los puntos de cualquier medio en estudio, limitados al rango eléastico y lineal,
dos restricciones méas son agregadas, especificamente definidas como:
homogeneidad e isotropia. Asi, ya que la teoria de elasticidad relaciona al
medio mediante la relacion esfuerzo-deformacion con las propiedades
mecanicas que lo integran, se definieron las expresiones que deben de
satisfacerse para conformar, por un lado las; I) Condiciones de campo, y por
otra parte se tiene;  11) Condiciones de frontera, bajo las prescripciones que
en cada caso particular deben de redlizarse y, que ha continuacion son
presentadas como:

I) Condiciones de campo:

1) Satisfacer las condiciones de equilibrio, mediante:

i ﬂax+ﬂfxy+ﬂrxz+xzo
™x Ty 1z
7, Yo, Tz,

U + +
™x Ty 1z

uﬂrXZ+ﬂTyz+ﬂ0
™~ Ty 1z

+Y =0

£ +2=0
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2) Satisfacer las relaciones deformaci dn-desplazamiento con:

adTuo
8P0P1_ Ca .~ _( )PO — &,

el Xga
_aaTvg

8P0P1 _gﬂ y
Al W0

€op ~Ca o~ _( )Po = ¢,

eflzag

_( )PO -

0

‘Hu v
Vxy =t

Ty 9x
y :M+M
9z Ty
fw fu

Vix T +

ix 9z

3) Satisfacer las relaciones esfuerzo-deformacion, con las
ecuaciones constitutivas:

e TR IR ORTS)
E

O-y:( )1 ZV)[(l- V)gy +v(e, +e, )]
i 2 [ e v )
E
Tyy = 2(1+ )ny
_E
fye” 2(1 +v) Tye
_E

=

zx 2(1 +V) Y2x
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CAPITULO 6

4) Satisfacer el uso de funciones continuas para los desplazamientos
referenciados en un sistema cartesiano tridimensional.

[1) Condiciones de frontera, agui las condiciones son basadas en las
prescripciones de frontera, que fueron clasificadas de acuerdo &

a) Fuerzas o cargas aplicadas, g emplo:

Conocidas las componentes de una fuerza: X, Y., y Z_ . Determinar el
estado de esfuerzos en un punto, mediante:
P, = o, cos(nx) + 7, cos(n,y) + 7, cos(n,z

Py, = 7o, €0S(N,X) + &, cos(n,y) + z,, cos(n,

P, = 7y, €0S(n,X) + 7., cos(n,y) + o, cos(n, z

Siendo “n” ladireccion de lanormal externa del limite de superficie.

b) Desplazamientos medidos o prescritos, g emplo:

Dado u, v, y w como las componentes de desplazamientos aplicados
Determinar que las componentes de desplazamiento en los puntos sobre la

frontera sean satisfechas para:

I
<l C

u
Vv
W

I
S|

¢) Mixto; fuerzas aplicadas en una parte y desplazamientos medidos

0 prescritos en otra parte.
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Para esta Ultima condicion de frontera, es utilizada la combinacion
de las ecuaciones de los dos incisos anteriores, por una parte las
fuerzas aplicadas y por otro lado los desplazamientos medidos o
prescritos, con las ecuaciones correspondientes.

Como método general de solucién de cualquier problema restringido al rango
elastico, lineal, para medios homogéneos e isétropos el problema es resumido
a uno solo, planteado como: Resolver un sistema de quince ecuaciones (tres
ecuaciones de equilibrio, seis relaciones esfuerzo-deformacion y seis
relaciones deformacion-desplazamiento) para quince incognitas (seis
componentes de esfuerzo, seis componentes de deformacion y tres
componentes de desplazamiento) verificando ademas que las condiciones de
frontera sean satisfechas para las componentes de esfuerzo y desplazamiento.
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CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis fueron cumplidos los objetivos siguientes:

Se propuso una nueva explicacion sistematica del libro de texto
“Introduction To The Theoretical and Experimental Analysis of
Stressand Strain”, de Durelli, A. J., Phillips, E. A., y Tsao, C. H.

Se aplicd el Método de la Cienciaen € desarrollo de este trabagjo.

Para poder comprender con certeza y precision cualquier teoria, es necesario
mostrar su sistematizacion; esto es, los principios basicos o axiomas
fundamentales, las definiciones, las hipotesis y el desarrollo analitico. En este
trabajo de tesis se desarrollé la Teoria de la Elasticidad Lineal usando el
Meétodo Cientifico. Se explicd, en forma sistematica, el desarrollo del modelo
y cada una de |as consideraciones asociadas.

Es importante sefialar que, el desarrollo de los analisis de esfuerzo y
deformaciones en forma independiente permite identificar y comprender de
una megor manera los marcos de referencia de cada modelo. Por otro lado, la
incorporacion de la teoria constitutiva a analisis permitié eslabonar los
modelos de esfuerzo y deformacion en funcion de las propiedades del medio
en estudio. Del resultado de tal incorporacién se obtuvo un modelo de 15
incognitas (6 de esfuerzos, 6 de deformaciones y 3 de desplazamientos) y 15
ecuaciones en derivadas parciales. El modelo no puede ser resuelto en forma
analitica por lo que se proponen métodos de solucién particulares o, en su
caso, métodos numeéricos y/o métodos experimental es.
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Es necesario mencionar que, las restricciones de easticidad, homogeneidad,
linealidad e isotropia aplicadas a medio en estudio son todas ellas
independientes y que, en consecuencia, es posible estudiar, con la Teoria
desarrollada en esta tesis, medios elésticos, no lineales, no isdtropos y no
homogéneos o cualquiera de las combinaciones que se puedan construir. Sin
embargo, es importante sefialar que cada restriccion impuesta al medio tiene
implicaciones mateméticas y que, por ello, los modelos deben ser construidos
sistematicamente y con las consideraciones apropiadas.

El estudio de la Teoria de la Elasticidad, debe ser deductivo, pues solo asi se
llega a modelos generales. Por otro lado, € Método Cientifico auxilia a la
comprension y entendimiento de la Teoria, puesto que ordena el conocimiento
y como tal, lo sistematiza. El poder del método se observa en la capacidad de
ordenamiento de las ideas, por €llo, e método es un discurso |égico.

Cabe sefialar, que no se mostraron, en esta tesis, casos de aplicacion concreta,
puesto que el objetivo era explicar, con ayuda del método cientifico, el modelo
general de la Teoria de la Elasticidad Lineal. Sin embargo, han sido
propuestos métodos de solucion los cuales pueden ser aplicados para el
planteamiento y solucién de casos particulares.

Es también necesario estudiar la Teoria de la Elasticidad desde el marco
tedrico conceptual de la Mecanica de los medios continuos y utilizar
herramientas computacionales, como en el caso del método del elemento
finito, para solucionar problemas en forma aproximada. De hecho, también es
necesario el estudio de los Métodos Experimentales y explorar ain més el
libro de texto analizado en esta tesis.

Algunos estudios futuros derivados de esta tesis se describen a continuacion:

1) Aplicacion dela Teoriade la Elasticidad en andlisis de medios no
isOtropos.

136



CONCLUS ONES

2) Andlisis de materiales compuestos.
3) Sistematizacion de los métodos experimentales.

4) Aplicacion del Método del elemento finito a problemas de la
Mecanica.
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APENDICE

REDUCCION DEL NUMERO DE
CONSTANTES ELASTICAS LINEALES, PARA
UN MEDIO HOMOGENEO E ISOTROPO

La consideracion de restringir al medio en estudio como homogéneo e
isbtropo, permite reducir el numero de 36 constantes expresadas en la ley
generalizada de Hooke, a solamente 2, analizando para €llo, cinco casos
diferentes de rotaciones de dos de los gjes cartesianos referenciales, a detalle
se tiene:

Caso | (rotacion de 180° con respecto a gje O2).
De un sistema de coordenadas cartesianas Oxyz dado; obtener la

caracterizacion de esfuerzos y deformaciones, s e mismo es rotado 180° con
respecto al ge Oz, esquematicamente se muestraen lafigura A.0lay A.Olb.

(©)

Fig. A.01 Sistema coordenado Oxyz dado, asi como el sistema auxiliar
rotado con respecto a Oz a través de un angul o de 180°.
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De las ecuaciones (2.22), y sustituyendo los angulos observados en la figura
A.01b, enlacual se observa que el gje Oz fue rotado 180° y sabiendo ademas
gue; cos180=-1,c0s90= 0y cos0= 1, setiene:

De (2.223):
o, =0,C08° (X ,x) + o, cos’(X ,y) + o, cos’(X ,2)
+217,, cos(x x)cos(x,y)+27 , cos(x',y)cos(x ,z)
+21, cos(x',z)cos(x' x)

Resolviendo:
o, =0, cos’(180)+s, cos*(90)+a, cos’(90)
+27,, cos(180)cos(90)+2 ¢, cos(90)cos(90)
+21,, cos(90)cos(180)

Con €l resultado:
1) o, =0, (A.01)

De (2.22b):
t., =0, cos(x x)cos(y x)+a, cos(x,y)cos(y.y)
+ ¢, cos(x ,y)cos(y ,2)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y ,x)|
+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y" . y)]
+ 7, |cos(x ,z)cos(y ,x) + cos(x , x)cos(y , z)|

Resolviendo:
t,, =0, cos(180)cos(90)+o, cos(90)cos(180)
+0, cos(90)cos(90)
+7,,|cos(180) cos (180)+cos (90) cos (90)]
+7,,|cos (90) cos (90)+cos (90) cos (180)]
+7, |cos(90) cos (90)+cos (180) cos (90)]

Y seobtiene:
2) T., =T, (A.01)
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De la ecuacion (2.22c):
7,. =0, cos(z,z)cos(x ,z)+o, cos(zZ ,x)cos(x x)
+ o, cos(z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(Z , z)cos(x ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+ 7, |cos(z ,x)cos(x' ,y) + cos(z ,y)cos(x ,x)]
+7,,|cos(z ,x)cos(x ,z) + cos(z ,z)cos(x , )]

Resolviendo:
7,, =0, cos(0)cos(90)+a, cos(90)cos(180)
+a, cos(90)cos(90)
+7, |cos(0) cos (180)+cos (90) cos (90)]
+7,,|cos(90) cos (90)+cos (90) cos (180)]
+7,,|cos (90) cos (90)+cos (0) cos (90)]

Y se obtiene:

) T,=-71 (A.01)

ZX

De la ecuacion (2.22d):
o, =0, cos’(y,y)+ o, cos’(y ,z) + o, cos’(y ,x)

+217,, cos(y,y)cos(y ,z)+27,, cos(y ,z)cos(y x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

Resolviendo:
s, =g, cos’(180)+a, cos*(90)+a, cos®(90)
+27,, cos(180)cos (90)+27,, cos(90)cos(90)
+27,, cos(90)cos(180)

Y se obtiene:

4 o,=0, (A.01)

140



APENDICE REDUCCION DEL NUMERO DE CONSTANTES ELASTICAS LINEALES PARA UN MEDIO HOMOGENEO E ISOTROPO

Continuando con (2.22¢),

s, =0,008°(Z ,z) + o, cos’(Z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+21, cos(z ,z)cos(Z x)+27,, cos(Z x)cos(z,y)
+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

Resolviendo:
s, =0,c0s’(0)+a, cos’(90)+q, cos’(90)
+21,, cos(0)cos(90)+2,, cos(90)cos(90)
+217,, cos(90)cos(0)

Y se obtiene:

5 o0,=0, (A.01)

Finalmente, de (2.22f):

z,, =o,cos(y ,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(Z ,x)
+ 7 ,|cos(y ,y)cos(z ,2z) + cos( ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|
+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y )cos( x)]

Resolviendo:
t,, =0, cos(180)cos(90)+a, cos(90)cos(0)
+o, cos(90)cos(90)
+7,,|cos (180) cos (0)+cos (90) cos (90)]
+7,|cos(90) cos(90)+cos (90) cos (0)]
+7,,|cos(90) cos (90)+cos (180) cos (90)]

Y seobtiene:
6) t,,=-71 (A.01)
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Con respecto al estado de deformaciones lineales, la sustitucion de los angulos
del cambio de base observado en lafigura (A.01b) y utilizando las ecuaciones
(3.61), y (3.62), a continuacion es desarrollado:

Parala ecuacion (3.61):
e, =&, COS"(X X)+e&, cos’(X,y) +&, cOs*(X',2) +

+7,, COS(X',X)cos(x',y) +y,, COS(X',y) cOS(X',2) + y,, COS(X',2) COS(X',X)

Resolviendo:
¢, =€, C0s’(180)+¢, cos®(90)+¢, cos®(90) +
+7,, €05(180) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(180)

Resulta:

7 e,=¢, (A.01)

Continuando con la ecuacion (3.62):

e, =¢€,008°(Y',y) +¢&, COS’(y',2) +¢, COS*(Y ,X) +
+7,, Cos(y',y) cos(y',2) +7,, cos(y',z) cos(y’ ,x) +y,, cos(y" ,x) cos(y',y)

Resolviendo:
¢, =&, C0s"(180) + &, cos’(90) +¢, cos”(90) +
+7,, c05(180) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(180)

Resulta:

8) ¢,=¢, (A.01)

Para (3.62),:

£, =¢,008(Z,2) +¢,008°(Z X) +¢,COS*(Z ,y) +
+7,, C0S8(Z ,2) cos(Z X) +y,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+ y,, Ccos(Z ,y) cos(Z ,2)
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Resolviendo:
¢, =¢,00s°(0)+¢, cos’(90) +¢, cos’(90) +
+7,, €0s(0) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,,, cos(90) cos(0)

Se obtiene:

9) ¢,=g¢, (A.01)

Con respecto a las deformaciones angulares, las ecuaciones (3.63) y (3.64)
guedan:

Para (3.63):
Yoy = 2&,C08(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(X , y)cos(y ,y)+2¢,cos(X ,z)cos(y , 2

+7,y [COS(X ,X)cos(y" ,y)+cos(X ,y)cos(y , X)]
+7,,[cos(x ,y)cos(y ,2)+cos(X ,z)cos(y ,VY)]
+y. [cos(X ,2z)cos(y ,X)+cos(X ,x)cos(y ,2)]

Resolviendo:
Vey =2, €0s(180)cos(90) +2 ¢, cos(90)cos(180) + 2 &, cos(90) cos(90)

+y,, [cos (180) cos (180) + cos(90) cos (90)]
+7,, [cos(90) cos(90) + cos(90) cos (180)]
+y_ [cos (90) cos (90) + cos(180) cos (90)]

El resultado es:

10) yx‘y‘ = yxy (AO]')

En forma similar para (3.64),:

Yy, =2¢&,C0S(Y',y)cos(Z ,y) +2¢, cos(y ,z) cos(Z ,2) + 2¢, cos(y ,X) CoS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(z ,2) + cos(y',Z) cos(Z )]
+y [cos(y',2) cos(Z ,X)+ cos(y' ,x) cos(Z ,2)]
+7,, [COS(Y' ,X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos(Z ,X)]
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Resolviendo:

Yy, =2¢, cos(180) cos(90) +2 ¢, cos(90) cos (0) + 2 ¢, cos(90) cos (90)
+7,, [cos(180) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+vy_ [cos(90) cos(90) + cos(90) cos(0)]
+ 7., [€c0s(90) cos(90) + cos(180) cos (90)]

Setiene:

11) yy'z‘ =- yyz (AOl)

Finalmente para la ecuacion (3.64),:

V2x =28, C0S(Z,2)cos(X ,2) +2¢, COS(Z ,X) cOS(X' ,X) + 2 ¢, COS(Z ,y) COS(X',Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Resolviendo:
V.« =2¢,€08(0)cos(90) +2¢, cos(90) cos(180) + 2 ¢, cos(90) cos(90)

+y_ [cos(0) cos(180) + cos(90) cos(90)]
+7,, [€0s(90) cos(90) + cos(90) cos(180)]
+y,, [€0s(90) cos(90) + cos(0) cos (90)]

Se obtiene:

12) yz‘ X =" yzx (AOl)

L as ecuaciones resultantes (A.01) pueden ser ordenadas a continuacion:

1) o,=0 (A.01)
T

2)
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4 o,=o0,
5 o0,=o0,
6) Tyw =7 Ty
7 e, =g,

8) e, =g,

9) &, =g
10) vey =Vxy
11) yy, =- 7y,
12) 7,0 =- P

Caso | (rotacion de 180° con respecto al gje Ox).

De un sistema de coordenadas cartesianas Oxyz dado; obtener la
caracterizacion de esfuerzos y deformaciones, s e mismo es rotado 180° con
respecto al ge de Ox, segun se muestraen lafigura A.02ay A.02b.

y y
77
e o
/ o
/ S X'
0 180° O
X | / X
\ \ 180°
\ o
N \
\"}
Z Z |
T
©) Y

Fig. A.02 Sistema coordenado Oxyz dado, asi como €l
sistema auxiliar rotado 180° con respecto a Ox.
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De las ecuaciones (2.22), y sustituyendo en las mismas los angul os observados
en la figura A.02b, en la cual se observa que el ge Ox fue rotado 180° y
sabiendo ademas que; cos 180 = -1,cos90= 0y cos0 = 1; setiene:

De(2.22a) o, =0, c0s*(X ,X) + o, cos’(X ,y) + o, cos’(X , 2)

+217,, cos(x' x)cos(x,y)+27,, cos (x y)cos(x ,z)
+21, cos(x',z)cos(x' x)

Resolviendo:
o, =0, c0s’(0)+0, cos’(90)+, cos’(90)
+27,, cos(0)cos(90)+ 27, cos(90)cos (90)
+217, cos(90)cos(0)
Se obtiene:
1) o,=0, (A.02)

Deigual forma de la ecuacion (2.22b), se tiene:

t., =0, cos(x x)cos(y x)+a, cos(x,y)cos(y.y)
+ ¢, cos(x ,y)cos(y ,z)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y ,x)|
+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y" ,y)]
+ 7, |cos(x' ,z)cos(y ,x) + cos(x , x)cos(y , z)|

Resolviendo:
z,, =0, cos(0)cos(90)+a, cos(90)cos (180)
+o, cos(90)cos(90)
+7,,|cos (0) cos (180)+cos (90) cos (90)]
+7,,|cos (90) cos (90)+cos (90) cos (180)]
+7, |cos(90) cos(90)+cos (0) cos(90)]

Se obtiene:
2) T,,=-7T (A.02)

Xy Xy
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Continuando con la ecuacion (2.22¢):

7,. =0, cos(Z,z)cos(x ,z)+o, cos(zZ ,x)cos(x x)
+ o, cos(z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(z , z)cos(x' ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+ 7, |cos(z ,x)cos(x' ,y) + cos(z ,y)cos(x ,x)]
+7,,|cos(z ,x)cos(x ,z) + cos(z ,z)cos(x ,y)]

Resolviendo:
7,. =0, c0s(180)cos(90) + o, cos(90)cos(0)
+a, cos(90)cos(90)
+7, [cos(180) cos (0) + cos (90) cos (90)]
+17,,|cos(90) cos (90) + cos (90) cos (0)]
+17,,|cos (90) cos (90) + cos (180) cos (90)]

Se obtiene:
3) 7,,=-1 (A.02)

ZX

De la ecuacion (2.22d), se tiene:

o, =0, cos’(y,y)+ o, cos’(y ,z) + o, cos’(y ,x)
+217,, cos(y,y)cos(y ,z)+27,, cos(y ,z)cos(y x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

Resolviendo:
s, =0, cos’(180)+a, cos’(90)+a, cos’(90)
+27,, cos(180)cos(90) + 2 7, cos(90)cos(90)
+27,, cos(90)cos(180)

Se obtiene:
4 o,=0, (A.02)
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Continuando con (2.22¢):
o, =0,008°(Z ,z) + o, cos’(Z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+21, cos(z ,z)cos(Z x)+ 27, cos(Z x)cos(z,y)
+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

Resolviendo:
s, =0,c0s’(180)+ 0, cos’(90)+c, cos’(90)
+27, cos(180)cos(90)+ 217, cos(90)cos(90)
+217,, cos(90) cos(180)

Se obtiene:
5 o0,=0, (A.02)

Finalmente, de (2.22f):
z,, =0, cos(y ,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(Z ,x)
+z,,|cos(y ,y)cos(z ,z) + cos(y ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|
+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y ,y)cos(z , x|

Resolviendo:
t,, =a, cos(180) cos(90)+a, cos(90)cos(180)
+o, cos(90)cos(90)
+7,|cos (180) cos (180)+cos (90) cos (90)]
+7,|cos(90) cos(90)+cos (90) cos (180)
+7,,|cos(90) cos (90)+cos (180) cos (90)]
Se obtiene:

6) 7,, =t7, (A.02)
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Con respecto al estado de deformaciones lineales, la sustitucion de los angulos
del cambio de base observado en lafigura (A.02b) y utilizando las ecuaciones
(3.61) y (3.62), es desarrollado a continuacion:

De (3.61):
e, =&, COS"(X X) +&, cos’(X,y) +&, cOs*(X',2) +

+7,, COS(X',X)cos(x',y) +y,, COS(X',y) COS(X',2) + y,, COS(X',2) COS(X',X)

Resolviendo:
¢, =¢, cos’(0)+¢, cos®(90) +¢, cos”(90) +
+7,, €08(0) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(0)

Se obtiene:
7 e,=¢, (A.02)

Continuando con la ecuacion (3.62):
e, =¢€,C08°(y',y) +&, COS’(y',2) +¢, COS*(Y ,X) +

+7,, cos(y',y) cos(y',2) +y,, cos(y',z) cos(y' ,X)+ y,, Cos(y' ,X) cos(y',y)

Resolviendo:
¢, =&, C0s"(180) + &, cos’(90) +¢, cos”(90) +
+7,, c05(180) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(180)

Se obtiene:
8) ¢,=¢, (A.02)

De (3.62)y:
¢, =¢,008(Z,2) +¢,008°(Z X) +¢,COS*(Z ,y) +

+7,, C0S8(Z ,2) cos(Z X) +y,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+ y,, Ccos(Z ,y) cos(Z ,2)
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Resolviendo:
¢, =¢, C0s’(180)+¢, cos®(90)+¢, cos®(90) +
+7,, €0s(180) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(180)

Se obtiene:
9) ¢,=g¢, (A.02)

Con respecto a las deformaciones angulares, las ecuaciones (3.63) y (3.64)
guedan:

De (3.63):
Yoy = 2&,C08(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(X , y)cos(y ,y)+2¢,cos(X ,z)cos(y , 2

+7,y [COS(X ,X)cos(y" ,y)+cos(X ,y)cos(y , X)]
+7,,[cos(x ,y)cos(y ,2)+cos(X ,z)cos(y ,VY)]
+y. [cos(X ,2z)cos(y ,X)+cos(X ,x)cos(y ,2)]

Resolviendo:
ey =2, €0s(0)cos(90)+2¢, cos(90)cos(180) + 2 &, cos(90) cos(90)
+7,, [cos(0) cos(180) + cos(90) cos(90)]
+7,, [€cos(90) cos(90) + cos(90) cos (180)]
+y_[cos(90) cos (90) + cos(0) cos(90)]

Se obtiene:
10) yx‘y‘ == yxy (AOZ)

En formasimilar, de (3.64), resulta:

Yy, =2¢&,C0S(Y',y)cos(Z ,y) +2¢, cos(y ,z) cos(Z ,2) + 2, cos(y ,X) COS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(z ,2) + cos(y',Z) cos(Z )]
+y [cos(y',2)cos(Z ,X)+ cos(y' ,x)cos(Z ,2)]
+7,, [COS(Y',X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos(Z ,X)]
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Resolviendo:
Yy, =2¢, €0s(180)cos(90) +2 ¢, cos(90) cos(180) + 2 ¢, cos(90) cos(90)

+7,, [c0s(180) cos(180) + cos(90) cos(90)]
+y_ [cos(90) cos(90) + cos(90) cos (180)]
+ 7., [€c0s(90) cos(90) + cos(180) cos (90)]

Se obtiene:
11) yy'z‘ = yyz (AOZ)

Finalmente, de (3.64), se tiene:

Y2x =28, C0S(Z,2)cos(X ,2) +2¢, cOS(Z ,X) coS(X' ,X) + 2 ¢, COS(Z ,y) COS(X',Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Resolviendo:
V.« =2¢,08(180)cos(90) +2 ¢, cos(90)cos(0) + 2 ¢, cos(90) cos(90)

+vy_ [cos(180)cos(0) + cos(90) cos(90)]
+7,, [c0s(90) cos(90) + cos(90) cos(0)]
+y,, [€0os(90) cos(90) + cos(180) cos(90)]

Se obtiene:
12) yz‘ X' == yzx (AOZ)

L as ecuaciones obtenidas (A.02) pueden ser ordenadas a continuacién como:

1) o, =0, (A.02)
2) T, T-Ty,

3 t,,=71,

4) o,=0,

5) 0-1 = O-z
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6)

Tix' zZX
N & =g,
8) e, =g,
9) ¢, =¢,
10) Vey = Puy
11) »,, = 7y,
12) y,¢ =" Vi

Caso |1 (rotacion de 90° con respecto a gje Ox).

De un sistema de coordenadas cartesianas Oxyz dado; obtener la
caracterizacion de esfuerzos y deformaciones, si el mismo es rotado 90° con
respecto al ge de Ox, segun se muestraen lafigura A.03a 'y A.03b.

©)

Fig. A.03 Sistema coordenado Oxyz dado, asi como el sistema auxiliar
rotado con respecto a Ox a través de un angulo de 90°.

©)

De las ecuaciones (2.22), y sustituyendo los angulos observados en la figura
A.03Db, en la cual se observa que el gje Ox fue rotado 90° y sabiendo ademéas
gue; cos 180 = -1, cos90= 0y cos0 = 1; setiene:
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De (2.223):
o, =0,c08° (X ,x) + o, cos’(x ,y) + o, cos’(X ,2)

+217,, cos(x x)cos(x,y)+27 , cos(x',y)cos(x,z)

+21, cos(x',z)cos(x' x)
Resolviendo:
s, =a,cos’(0)+a, cos’(90)+a, cos®(90)
+27,, cos(0)cos(90)+2 ¢ , cos(90)cos(90)
+217,, cos(90)cos(0)

Se obtiene:
1) o,=0,

(A.03)

Deigua forma: de (2.22b):
t., =0, cos(x x)cos(y x)+a, cos(x,y)cos(y.y)
+ ¢, cos(x ,y)cos(y ,2)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y ,x)|
+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y . y)]
+ 7, |cos(x' ,z)cos(y ,x) + cos(x , x)cos(y , z)|
Resolviendo:
t,, =0, cos(0)cos(90)+a, cos(90)cos(90)
+o, cos(90)cos(0)
+1, [cos(0) cos (90)+cos (90) cos (90)]
+1,,|cos (90) cos (0)+cos (90) cos (90)]
+7, [cos(90) cos(90)+cos(0) cos(0)]
Se obtiene:
2) T,, =7

Xy zX

(A.03)
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Continuando con la ecuacion (2.22¢):
7,. =0, cos(Z,z)cos(x ,z)+o, cos(zZ ,x)cos(x x)
+ o, cos(Z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(z , z)cos(x' ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+ 7, |cos(z ,x)cos(x' ,y) + cos(z ,y)cos(x ,x)]
+7,,|cos(z ,x)cos(x ,z) + cos(z ,z)cos(x ,y)]

Resolviendo:
7,. =0, 0c0s(90)cos(90)+o, cos(90)cos(0)
+o, cos(0)cos(90)
+7, [cos(90) cos(0)+cos(90) cos(90)]
+1, [cos(90) cos (90)+cos (180) cos (0)]
+1,,|cos(90) cos (90)+cos (90) cos (90)]

Se obtiene:
3 T, -7, (A.03)

De la ecuacion (2.22d):
s, =0, cos’(y,y)+ o, cos’(y ,z) + o, cos’(y ,x)
+ 217, cos(y ,y)cos(y ,z) + 27, cos(y , z)cos(y ,x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

Resolviendo:
s, =a,c0s’(90)+c, cos’(0)+a, cos’(90)
+217,, cos(90)cos (0) + 2z, cos(0)cos(90)
+21,, cos(90)cos (90)

Se obtiene:
4 o,=o0, (A.03)
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Continuando con (2.22¢),
o, =0,008(Z ,z) + o, cos’(Z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+21, cos(z ,z)cos(Z x)+27,, cos(z x)cos(zy)
+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

Resolviendo:
s, =0, c0s’(90)+o, cos’(90)+s, cos®(180)
+21,, cos(90)cos(90)+ 27, cos(90)cos(180)
+27,, cos (180) cos (90)

Se obtiene:
5) o,=0, (A.03)

Finalmente, de (2.22f):
z,, =0, cos(y ,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(Z ,x)
+ 7 ,|cos(y ,y)cos(z ,z) + cos(y ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|
+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y ,y)cos(z , x|

Resolviendo:
t,, =0, cos(90) cos(180)+a, cos(0)cos(90)
+o, cos(90)cos(90)
+1,,|cos (90) cos (90)+cos (0) cos (180)]
+7, [cos(0) cos(90)+cos(90) cos(90)]
+1, [cos(90) cos (180)+cos (90) cos (90)]

vz

Se obtiene:
6) 7,,=-7, (A.03)
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Con respecto al estado de deformaciones lineales, la sustitucion de los angulos
del cambio de base observado en la figura (A.03b) es desarrollado a
continuacion, utilizando las ecuaciones (3.61) y (3.62):

De (3.61):
e, =€, COS"(X X) +&, cos’(X,y) +&, cOs*(X',2) +
+7,, COS(X',X)cos(x',y) +y,, COS(X',y) cOS(X',2) + y,, COS(X',2) COS(X',X)
Resolviendo:
¢, =¢, €0s°(0)+¢, cos®(90) +¢, cos®(90) +
+7,, €0s(0) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y,, cos(90) cos(0)

Se obtiene:
7 e,=¢, (A.03)

Continuando con la ecuacion (3.62):

e, =¢€,008°(y',y) + &, COS’(y',2) +¢, COS*(Y ,X) +
+7,, Cos(y',y) cos(y',2) +7,, cos(y',z) cos(y’ ,x) +y,, cos(y’ ,x) cos(y',y)

Resolviendo:
e, =€, €0s’(90) + ¢, cos’(0) +¢, cos®(90) +
+7,, €0s(90) cos(0) + y,, cos(0) cos(90)+ y,, cos(90) cos(90)

Se obtiene:
8) ¢, =g, (A.03)

De (3.62)y:
e, =¢,008(Z,2) +¢,008°(Z X) +¢,COS*(Z ,y) +

+7,, C0S8(Z ,2) cos(Z X) +y,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+ y,, Ccos(Z ,y) cos(Z ,2)
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Resolviendo:
¢, =¢,00s°(90) + ¢, cos’(90) +¢, cos”(180) +
+7,, €05(90) cos(90) + y,, cos(90) cos(180)+ y,, cos(180) cos(90)

Se obtiene:
9) ¢,=¢, (A.03)

Con respecto a las deformaciones angulares, las ecuaciones 3.63 y 3.64
guedan;

De (3.63):
Yoy = 26, C0S(X ,x)cos(y' ,X)+ 2¢, cos(X' ,y)cos(y' ,Yy)+2¢,cos(X ,2)cos(y ,2)

+ 7,y [COS(X", X)cos(y ,y)+cos(X ,y)cos(y , X)]

+7,, [cos(X ,y)cos(y , 2)+cos(X ,2)cos(y , V)]
+y, [cos(X ,2Z)cos(y ,X)+cos(X ,Xx)cos(y ,2)]

Resolviendo:
Yoy =2€, €0s(0)cos(90)+2¢, cos(90) cos(90) + 2 ¢, cos(90) cos(0)
+7,, [cos(0) cos(90) + cos(90) cos(90)]
+7,, [cos(90) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+y_ . [cos(90) cos(90) + cos(0) cos (0)]

Se obtiene:
10) yx‘ % = yzx (AOS)

En formasimilar, de (3.64);:

Yy, =2¢&,C0S(Y',y)cos(Z ,y) +2¢, cos(y ,z) cos(Z ,2) + 2, cos(y ,X) COS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(z ,2) + cos(y',Z) cos(Z )]
+y [cos(y',2)cos(Z ,X)+ cos(y' ,x)cos(Z ,2)]
+7,, [COS(Y' ,X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos(Z ,X)]
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Resolviendo:
Yy, =2&,€0s(90)cos(180) +2 ¢, cos(0) cos(90) + 2 &, cos(90) cos(90)

+7,, [cos(90) cos(90) + cos(0) cos(180)]
+v_[cos(0)cos(90) + cos(90) cos(90)]
+y,, [cos(90) cos(0) + cos(90) cos(90)]

Se obtiene:
11) yy'z‘ == yyz (AOS)
Finalmente de (3.64).:

V2x =28, C0S(Z,2)cos(X ,2) +2¢, cOS(Z ,X) cos(X' ,X) +2¢&, COS(Z ,y) COS(X',Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Resolviendo:
V2 =2¢€,€0S(90) cos(90) +2¢, cos(90) cos(0) + 2, cos(180) cos(90)

+v_ [cos(90) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+7,, [€0s(90) cos(90) + cos(180) cos(0)]
+y,, [cos(180) cos(90) + cos(90) cos (90)]

Se obtiene:
12) yz‘ X =- yxy (AOS)

L as ecuaciones (A.03) pueden ser ordenadas a continuacion:

(A.03)

=
S
N Q
1
Q
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4 o,=o0,

5 o0,=0,

6) 7,,=-7,
7 e, =g,

8) ¢, =g,

9) ¢, =g
10) Viy =7V
11) yy, =- 7y,
12) 7,6 =7 Vay

Caso |V (rotacion de 90° con respecto al ge Oz).
De un sistema de coordenadas cartesianas Oxyz dado; obtener la

caracterizacion de esfuerzos y deformaciones, si el mismo es rotado 90° con
respecto al ge de Oz, segln se muestra en lafiguraA.04a 'y A.04b.

y X 1Y

©)

Fig. A.04 Sistema coordenado Oxyz dado, asi como el sistema auxiliar
rotado con respecto a Oz, através de un angulo de 90°.

©)
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De las ecuaciones (2.22), y sustituyendo los angulos de la figura A.04b, en la
cual se observa que el ge Oz es rotado 90° y, sabiendo ademés que;
cos180= -1, cos90=0 y cosO0= 1, setiene:

De (2.223):

o, =0, 08’ (X ,x) + o, cos’(X ,y) + o, cos’(X ,2)

+217,, cos(x x)cos(x,y)+2z,, cos(x,y)cos(x ,z)
+27,, cos(x',z)cos(x' x)

Resolviendo:

o, =0, c0s’(90)+a, cos’(0)+a, cos’(90)

+217,, cos(90)cos (0)+2¢,, cos(0)cos(90)
+2 1, cos(90)cos(90)

Se obtiene:
1) o,=0, (A.04)

Deigual formade (2.22b):
t., =0, cos(x x)cos(y x)+o, cos(x,y)cos(y.y)
+ ¢, cos(x ,y)cos(y ,2)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y ,x)|
+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y" ,y)]
+ 7, |cos(x' ,z)cos(y ,x) + cos(x , x)cos(y , z)|

Resolviendo:
z., =0, c0s(90)cos(180) + o, cos(0)cos(90)
+0, cos(0)cos(90)
+17,,|cos(90) cos (90) + cos (0) cos (180)]
+17,,|cos (0) cos (90) + cos (90) cos (90)]
+ 7, [cos(90) cos(180) + cos(90) cos (90)]

Se obtiene:
2) T,,=-1 (A.04)

Xy Xy
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Continuando con la ecuacion (2.22¢):

7,. =0, cos(Z,z)cos(x ,z)+o, cos(zZ ,x)cos(x x)
+ o, cos(Z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(Z , z)cos(x ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+ 7, |cos(z ,x)cos(x' ,y) + cos(z ,y)cos(x ,x)]
+ 7 ,|cos(z ,x)cos(x ,z) + cos(z ,z)cos(x , )]

Resolviendo:
7,. =0, cos(0)cos(90)+a, cos(90)cos(90)
+a, cos(90)cos(0)
+7, [cos(0) cos(90)+cos(90) cos(90)]
+17,,|cos (90) cos (0)+cos (90) cos (90)]
+17,,|cos (90) cos (90)+cos (0) cos (0)]

Se obtiene:

3 1,77, (A.04)

De la ecuacion (2.22d):
s, =0, cos’(y,y)+ o, cos’(y ,z) + o, cos’(y ,x)

+217,, cos(y,y)cos(y ,z)+27,, cos(y ,z)cos(y ,x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

Resolviendo:
s, =0,c0s’(90)+c, cos’(90)+a, cos’(180)
+27,, cos(90)cos(90)+27,, cos(90)cos(180)
+217,, cos(180) cos(90)

Se obtiene:

4 o,=0, (A.04)
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Continuando con (2.22¢):
s, =0,008(Z ,z) + o, cos’(Z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+21, cos(z ,z)cos(Z x)+27,, cos(Z x)cos(z,y)
+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

Resolviendo:
s, =a,cos’(0)+a, cos’(90)+a, cos*(90)
+21,, cos(0)cos(90)+2 7, cos(90)cos(90)
+217,, cos(90)cos(0)

Se obtiene:
5 o,=o0, (A.04)

Finalmente, de (2.22f):
z,, =o,cos(y ,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(Z ,x)
+z,,|cos(y ,y)cos(z ,z) + cos(y ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|
+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y ,y)cos(z , x|

Resolviendo:
z,, =0, c0s(90)cos(90)+a, cos(90)cos(0)
+o, cos(180)cos(90)
+17,,|cos (90) cos (0)+cos (90) cos (90)]
+7, [cos(90) cos(90)+cos(180) cos(0)]
+17,,|cos (180) cos (90)+cos (90) cos (90)]

yz

Se obtiene:
6) 7,,=-71, (A.04)
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Con respecto al estado de deformaciones lineales, la sustitucion de los angulos
del cambio de base observado en la figura (A.04b) es desarrollado a
continuacion, utilizando las ecuaciones (3.61) y (3.62),:

De (3.61):
e, =€, COS"(X X) +&, cos’(X,y) +&, cos*(X' ,2) +
+7,, COS(X',X)cos(x',y) +y,, COS(X',y) cOS(X',2) + y,, COS(X',2) COS(X',X)
Resolviendo:
e, =€, C0s°(90) + ¢, cos’(0) +¢, cos’(90) +
+7,, €05(90) cos(0) + y,, cos(0) cos(90)+ y,, cos(90) cos(90)

Se obtiene:
7 e,=¢g, (A.04)

Continuando con la ecuacion (3.62):

e, =¢€,008°(y',y) + &, COS’(y',2) +¢, COS*(Y ,X) +
+7,, Cos(y',y) cos(y',2) +7,, cos(y',z) cos(y' ,x) +y,, cos(y’ ,x) cos(y',y)

Resolviendo:
e, =¢,00s°(90) + ¢, cos’(90) +¢, cos’(180) +
+7,, €0s(90) cos(90) + y,, cos(90) cos(180)+ y,, cos(180) cos(90)

Se obtiene:
8) ¢,=¢, (A.04)

De (3.62)x
¢, =¢,008(Z,2) +¢,008°(Z X) +¢,COS*(Z ,y) +

+7,, €C0S8(Z ,2) cos(Z X) +y,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+ y,, Ccos(Z ,y) cos(Z ,2)
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Resolviendo:
e, =¢,00s°(0) + ¢, cos’(90) +¢, cos’(90) +
+7,, €0s(0) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y, , cos(90) cos(0)

Se obtiene:
9) ¢,=¢, (A.04)

Con respecto a las deformaciones angulares, las ecuaciones 3.63 y 3.64
resultan:

De (3.63):

Yoy = 2&,C08(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(x , y)cos(y ,y)+2¢,cos(X ,2z)cos(y , 2
7., [COS(X , X)cos(y ,y)+cos(X ,y)cos(y ,X)]

+7,,[cos(x ,y)cos(y ,2)+cos(X ,z)cos(y ,VY)]
+y. [cos(X ,2z)cos(y ,X)+cos(X ,x)cos(y ,2)]

Resolviendo:
Vey =2¢,€08(90)cos(180) +2¢, cos(0) cos(90) + 2 &, cos(90) cos(90)
+7,, [€0s(90) cos(90) + cos(0) cos(180)]
+7,, [cos(0) cos(90) + cos(90) cos(90)]
+y_ [cos(90) cos (180) + cos(90) cos (90)]

Se obtiene:
10) yx‘ Y =" yxy (AO4)
En forma similar, de (3.64);:

V2 =2¢&,C0S(Y',y)cos(Z ,y) +2¢, cos(y ,z) cos(Z ,2) + 2¢, cos(y ,X) COS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(z ,2) + cos(y',Z) cos(Z )]
+y [cos(y',2) cos(Z ,X)+ cos(y' ,x) cos(Z ,2)]
+7,, [COS(Y' ,X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos(Z ,X)]
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Resolviendo:
Yy =2¢&,0S(90) cos(90) +2 ¢, cos(90) cos(0) + 2 &, cos(180) cos(90)

+7,, [€c0s(90) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+y_[c0s(90)cos(90) + cos(180) cos(0)]
+y,, [€0s (180) cos(90) + cos(90) cos (90)]

Se obtiene:
11) yy'z‘ =" yzx (A04)

Finalmente, de (3.64),

V2x =28, C0S(Z,2)cos(X' ,2) +2¢, COS(Z ,X) cOS(X' ,X) + 2 ¢, COS(Z ,y) COS(X',Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [c0s(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Resolviendo:
V2x =2¢,€0s(0)cos(90) +2 ¢, cos(90) cos(90) + 2 &, cos(90) cos(0)

+v_[cos(0) cos(90) + cos(90) cos(90)]
+7,, [€0s(90) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+y,, [cos(90) cos (90) + cos(0) cos (0)]

Se obtiene:
12) yz‘x‘ = yyz (A04)

L as ecuaciones (A.04) pueden ser ordenadas a continuacion:

1) o,=0, (A.04)
2) T, =- T,

3 1,771,

4 o0,=o0,

5 o0,=0
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6) 7,,=-7

y2 2x
7)) &, =g,
8 ¢, =¢,
9 ¢, =g,
10) Vey =Vxy
11) py, == V.
12) v, =7y,

Caso V (rotacion de 45° con respecto a gje Oz)

De un sistema de coordenadas cartesianas Oxyz dado; obtener la
caracterizacion de esfuerzos y deformaciones, si el mismo es rotado 45° con
respecto al ge de Oz, segln se muestra en lafigura A.05a 'y A.05b.

y y
. X'
y,&\( 45 %
e T A
\\ //\ 45
0 \o\ .’ \ \
X X
ZI
Z Z
©)

©)
Fig. A.05 Sistema coordenado Oxyz dado, asi como el sistema auxiliar
rotado con respecto a Oz através de un éngulo de 45°.

De las ecuaciones (2.22), y sustituyendo los angulos de la figura A.05b, en la
cual se observa que el ge Oz fue rotado 45° y, sabiendo ademas que;
cos135=- %,c0s90=0, cos45=1,ycos0= 1, setiene:
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De(2.22a): ¢, =0, 08’ (X ,X) + o, cos’(X ,y) + o, cos’(X , )
+217,, cos(x x)cos(x,y)+27,, cos(x,y)cos(x ,z)
+21, cos(x',z)cos(x' x)

Resolviendo:
o, =0, cos’(45)+a, cos’(45)+a, cos*(90)
+217,, cos(45)cos(45)+ 2, cos(45)cos(90)
+217,, cos(90) cos(45)

Se obtiene:
1) o,=30,t10 +1 (A.05)

X y Xy

Deigual forma, de (2.22b):

t., =0, cos(x x)cos(y x)+a, cos(x,y)cos(y.y)
+ ¢, cos(x ,y)cos(y ,2)
+ 7, |cos(x' , x)cos(y ,y) + cos(x ,y)cos(y ,x)|

+7,,|cos(x' , y)cos(y ,z) + cos(x , z)cos(y ,y)]
+ 7, [cos(x' ,z)cos(y ,x) + cos(x ,x)cos(y , z)|

Resolviendo:
t., =0, cos(45)cos(135)+0, cos(45)cos (45)
+0, cos(45)cos(90)
+17,,|cos (45) cos (45)+cos (45) cos (135)]
+17,,|cos (45) cos (90)+cos (90) cos (45)]
+7, [cos(90) cos(135)+cos (45) cos (90)]

Se obtiene:

2) 7., =- (A.05)

N
Q
+

N[~
Q
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Continuando con la ecuacion (2.22¢):
7,. =0, cos(Z,z)cos(x ,z)+o, cos(zZ ,x)cos(x x)
+ o, cos(z ,y)cos(x ,y)
+ 7, |cos(z , z)cos(x' ,x) + cos(Z ,x)cos(x , z)|
+ 7, |cos(z ,x)cos(x' ,y) + cos(z ,y)cos(x ,x)]
+7,,|cos(z ,x)cos(x ,z) + cos(z ,z)cos(x ,y)]

Resolviendo:
7,. =0, c0s(0)cos(90)+a, cos(90)cos (45)
+a, cos(90)cos(45)
+ 7, |cos(0) cos (45)+cos (90) cos (90)]
+17,,|cos (90) cos (45)+cos (90) cos (45)]
+17,,|cos (90) cos (90)+cos (0) cos (45)]

Se obtiene:
3) Ti X =% T +% sz (A05)

De la ecuacion (2.22d):
o, =0, cos’(y,y)+ o, cos’(y ,z) + o, cos’(y ,x)

+217,, cos(y,y)cos(y ,z)+27,, cos(y ,z)cos(y x)
+ 27, cos(y ,x)cos(y ,y)

Resolviendo:
s, =0, cos’(45)+c, cos’(90)+q, cos’(135)
+27,, cos(45)cos(90)+2,, cos(90)cos(135)
+217,, cos(135) cos(45)

Se obtiene:
4 o,=30,+30,-1 (A.05)

y Xy
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Continuando con (2.22¢):
o, =0,008(Z ,z) + o, cos’(Z ,x) + o, cos’(Z ,y)
+21, cos(z ,z)cos(Z x)+27,, cos(z x)cos(zy)
+217,, cos(z,y)cos(z ,2)

Resolviendo:
7, =0,co8’(0)+o, cos’(90)+c, cos’(90)
+21,, cos(0)cos(90)+2,, cos(90)cos(90)
+217,, cos(90)cos(0)

Se obtiene:
5 o, =0, (A.05)

Finalmente, de (2.22f):
z,, =0, cos(y ,y)cos(z ,y) + o, cos(y ,z)cos(z ,z)
+ ¢, cos(y ,x)cos(z ,x)
+z,,|cos(y ,y)cos(z ,z) + cos(y ,z)cos(z ,y)|
+ 7, [cos(y ,z)cos(z ,x) + cos(y ,x)cos(Z , Z)|
+ 7, |cos(y ,x)cos(z ,y) + cos(y ,y)cos(z , x|

Resolviendo:
t,, =0, cos(45)cos(90)+a, cos(90)cos(0)
+o, cos(135)cos(90)
+17,,|cos (45) cos (0)+cos (90) cos (90)]
+7, [cos(90) cos(90)+cos(135) cos(0)]
+17,,|cos(135) cos (90) +cos (45) cos (90)]

yz

Se obtiene:
6) 7,, =27

[

T, (A.05)

yz
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Con respecto al estado de deformaciones lineales, la sustitucion de los angulos
del cambio de base observado en la figura (A.05b) es desarrollado a
continuacion, utilizando las ecuaciones (3.61), y (3.62):

De (3.61):
e, =€, COS"(X X) +&, cos’(X,y) +&, cos*(X',2) +
+7,, COS(X',X)cos(x',y) +y,, COS(X',y) cOS(X',2) + y,, COS(X',2) COS(X',X)

Resolviendo:
e, =&, COS(45) + ¢, cos’(45) +¢, cos’(90) +
+7,, C0S(45) cos(45) + y, , cos(45) cos(90)+ y,, cos(90) cos(45)

Setiene:
7) 8x‘ :%‘gx +%8y +% yxy (AOS)

Continuando con las ecuaciones (3.62),:
e, =¢,008 (YY) +¢, cos’(y',2) +¢&, cos’(y ,x) +

+7,, cos(y',y) cos(y',2) +7,, cos(y',2) cos(y' ,X) + y,, cos(y' ,X) cos(y',y)
Resolviendo:
e, =¢,00s°(45) + ¢, cos’(90) +¢, cos’(135) +
+7,, €05(45) cos(90) + y,, cos(90) cos(135)+ y,, cos(135) cos(45)

Se obtiene:
8) 8y’ = % gx + % 8y - % yxy (AOS)

De (3.62).:
¢, =¢,008(Z,2) +¢,008°(Z X) +¢,COS*(Z ,y) +

+7,, C0S8(Z ,2) cos(Z X) +y,, COS(Z ,X) cos(Z ,y)+ y,, Ccos(Z ,y) cos(Z ,2)
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Resolviendo:
¢, =¢,00s°(0) + ¢, cos’(90) +¢, cos’(90) +
+7,, €0s(0) cos(90) + y,, cos(90) cos(90)+ y, , cos(90) cos(0)

Se obtiene:
9) ¢,=¢, (A.05)

Con respecto a las deformaciones angulares, las ecuaciones (3.63) y (3.64)
resultan:

De (3.63):
Yey = 2&,C0S(X ,X)cos(y ,X)+ 2¢, cos(X ,y)cos(y ,y)+2¢e,cos(X ,2)cos(y ,2)

+ 7,y [COS(X", X)cos(y ,y)+cos(X , y)cos(y , X)]

+7,, [cos(X ,y)cos(y ,2)+cos(X , 2)cos(y , V)]
+y. [cos(X ,2z)cos(y ,X)+cos(X ,Xx)cos(y ,2)]

Resolviendo:
Vey =2€,COS(45)Ccos(135) +2¢, cos(45)cos(45) + 2 ¢, cos(90) cos(90)
+7,, [c0s(45) cos(45) + cos(45) cos(139)]
+7,, [€c0s(45) cos(90) + cos(90) cos(45)]
+y_ [cos (90) cos (135) + cos(45) cos (90)]

Se obtiene:
10) %gx'y == %ex +%e (A05)

En formasimilar de (3.64);:

V2 =2¢&,C0S(Y',y)cos(Z ,y) +2¢, cos(y ,z) cos(Z ,2) + 2¢&, cos(y ,X) COS(Z ,X)
+7,, [cos(y',y)cos(z ,2) + cos(y',Z) cos(z )]
+y [cos(y',2) cos(Z ,X)+ cos(y' ,x) cos(Z ,2)]
+7,, [COS(Y',X) cos(Z ,y) + cos(y' ,y) cos(Z ,X)]

171



APENDICE REDUCCION DEL NUMERO DE CONSTANTES ELASTICAS LINEALES PARA UN MEDIO HOMOGENEO E ISOTROPO

Resolviendo:
Vy2 =2¢&,C0S(45) cos(90) +2 ¢, cos(90) cos(0) + 2 &, cos(135) cos(90)

+7,, [cos(45) cos(0) + cos(90) cos(90)]
+y_ [c0s(90)cos(90) + cos(135) cos(0)]
+7,, [€0s(135) cos (90) + cos(45) cos (90)]

Resulta:
11) %gy'i =% gyz - % ZX (A05)
Finalmente de (3.64),:

Y2x =28, C0S(Z,2)cos(X ,2) +2¢, COS(Z ,X) cOS(X' ,X) + 2 &, COS(Z ,y) COS(X',Y)
+y [cos(Z,z) cos(x',X)+ cos(Z ,x) cos(X',2)]
+y,, [cos(Z ,X) cos(X',y) + cos(Z ,y) cos(X' ,X)]
+y,,[cos(Z ,y)cos(X ,2) + cos(Z ,2) cos(X ,Y)]

Resolviendo:
V2x =2, €0s(0)cos(90) +2 ¢, cos(90) cos(45) + 2 ¢, cos(90) cos(45)

+vy_[cos(0) cos(45) + cos(90) cos(90)]
+7,, [c0s(90) cos(45) + cos(90) cos(49)]
+y,, [cos(90) cos(90) + cos(0) cos(45)]

Se obtiene:
12) % gi X = % gyz + % gzx (A05)

L as ecuaciones (A.05) pueden ser ordenadas a continuacion:

) (A.05)
2) Ty =3
3) Tix'=72T2+72sz

2
4) o,=30
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5) O-Z' :O-Z

6) Ty :JZETyz- 22 Torx
) e, =ze.t58, 157,
8) &, =3e, 38,5 37
9) 81 :82

10) ic., =-ie +ie,
11) $9,, =% 09,.- ¥ 0.
12) 19,,=%9,,*+%0,
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