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Resumen

Este trabajo proporciona una metodologia, basada en la teoria de contraccion, para el diseno
modular de controladores de seguimiento de una trayectoria deseada para manipuladores
robdticos que usan solamente la retroalimentacion de la posicion en el espacio de configu-
racién de articulaciones. En primer lugar, se crean por separado un controlador por retro-
alimentacion de estados que converge a las trayectorias deseadas global y exponencialmente
y un observador de orden reducido con convergencia semi-global y exponencial. Después, se
obtiene el controlador por retroalimentacién de posicion, combinando los moédulos del con-
trolador y observador en una forma de equivalencia cierta sin la necesidad de un rediseno de
estos médulos.

Se realizan simulaciones numéricas para ilustrar los resultados tedricos y para verificar el
desempeno de los controlador, ademas, se muestra que este controlador presenta un ajuste
de ganancias mas simple que los basados en otras metodologias.
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Abstract

A modular design of tracking controller for robot manipulators using only position feedback
based on contraction analysis is provided. A global exponentially convergent state feedback
tracking controller and a semi-global exponentially convergent reduced-order observer are
devised separately first. Then the semi-global exponentially convergent position feedback
controller is obtained by combining the controller /observer modules in a certainty equivalence
fashion without the redesign of these modules. It is showed that this controller presents a
simpler gain tuning than those based on Lyapunov or passivity theory.

Numerical simulations are carried out to illustrate the theoretical results and to verify the
controller performance.
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Capitulo 1

Introduccion

En las tltimas décadas, el uso de robots ha sido de vital importancia en una gran variedad de
aplicaciones industriales. Por ejemplo, en la industria automotriz los robots manipuladores
se utilizan para soldar y pintar carrocerias en las lineas de ensamble; en electrénica, para
manufacturar circuitos impresos y ensamblar circuitos integrados; en la inspeccién y repara-
cion de estructuras en ambientes nucleares, submarinos y subterraneos; incluso se llegan a
emplear para fines lidicos y en la domética.

La gran mayoria de robots manipuladores consisten en seis juntas que pueden ser rotacionales
o traslaciones, con un efector final para la interaccion con las piezas de trabajo. Los efectores
finales suelen ser grippers (de dos o tres mordazas), pinzas o dispositivos para efectuar tareas
especificas como: succionar o soldar [16].

En todas las aplicaciones mencionadas anteriormente se requiere un posicionamiento preciso
de los eslabones del robot y del efector final para llevar a cabo su cometido correctamente,
realizar al mismo tiempo posibles tareas secundarias y evitar una colisién con otros objetos.
Para ello, es necesario un control de posiciéon apropiado.

Actualmente, debido a la constante evolucién y creacién de nuevas tecnologias, se requiere
disenar algoritmos de control en diversas aplicaciones que permita que los sistemas ejecuten
movimientos mas rapidos, precisos y energéticamente eficientes.

1.1. Estado del arte

El problema del diseno de controladores para sistemas Lagrangianos, que garantiza el segui-
miento de la posicién y la velocidad para una trayectoria deseada, se ha estudiado amplia-
mente. Se han ideado varias soluciones, en especial para los robots manipuladores, donde en
la implementacion de la ley de control son necesarias las mediciones de posicion y velocidad.
Algunos ejemplos son el conocido controlador par calculado [15] que usa el concepto de li-
nealizacion por retroalimentacién y el controlador Slotine - Li basado en modos deslizantes
[26, 19]. Sin embargo, en la practica las mediciones de velocidad no se utilizan ya que ge-
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neralmente estan contaminadas por ruido y su uso reduce considerablemente el rendimiento
del controlador.

Existen dos maneras que tratan de solucionar este problema. La primera es mediante técni-
cas de filtrado que buscan compensar el ruido y el sesgo del sensor. Con este método se
determina la velocidad por medio de un filtro de primer orden de la posicién; no obstante, la
aproximacién no resulta adecuada para cierto rango de velocidades [2], se pueden producir
oscilaciones indeseables y no hay justificacion tedrica en su uso pues no se establecen con-
diciones de estabilidad. Por otro lado, el otro enfoque busca estimar la velocidad angular
mediante un observador. Se han disenado varios observadores no lineales de velocidad an-
gular basados en la teoria de Lyapunov por ejemplo, [27, 31, 12]. Otro trabajo basado en
Lyapunov es [11], en el cual los autores idean un observador de orden reducido con conver-
gencia global y asintética. En [1] se plantea un observador con convergencia asintética y local
para sistemas Lagrangianos, su metodologia se basa en la contraccion de una estructura de
Riemmannian.

Un observador para sistemas lineales se puede disenar independientemente del controlador
y garantizar estabilidad si ambos subsistemas son estables; sin embargo, ese principio no
aplica a los sistemas no lineales. Asi, la combinacién de un controlador y un observador
exponencialmente estables puede generar un sistema inestable debido al problema estructu-
ral del modelo no lineal y/o al fenémeno de pico. Por lo tanto, es necesario encontrar las
condiciones que garanticen la estabilidad del sistema global o redisenar el controlador con el
observador. Desde el punto de vista practico, el primer enfoque es mas deseable ya que da
un diseno modular de controlador - observador.

Varios esquemas que estudian la interaccién dinamica entre controlador - observador han
sido propuestos. Algunos logran la estabilidad del sistema global de forma sencilla como
[5, 17, 4], que emplean versiones modificadas del control par calculado y el PD+.

Otros de ellos necesitan redisenar todo el esquema para garantizar la estabilidad general. Por
ejemplo, en [3] los autores presentan un controlador basado en pasividad con una funcién
de energia que contiene a la del controlador y observador; en [24] con teoria de Lyapunov
se propone un control de seguimiento exponencial global para sistemas mecanicos, se logra
al combinar un controlador basado en pasividad y un observador de velocidad disenado por
inmersién e invarianza; en [34] se presenta una clase de controladores que logra seguimiento
asintotico en el espacio de tareas y usa el cuaternion unitario para describir la orientacion
del efector final, mediante el diseno de un controlador adaptable con la teoria de Lyapunov
se logra desarrollar el controlador por retroalimentacion de salida.

En [14] se establece un controlador por retroalimentacién de posicién con estabilidad global
y asintdtica, empleando el primer método de Lyapunov. La metodologia difiere de las demas
porque no es necesario el diseno de un observador debido a que se implementa un filtro
utilizando sélo las posiciones.
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1.2. Objetivo

El objetivo principal es disenar por medio de la teoria de contraccion, un esquema de control
para el seguimiento de posicion y velocidad de un robot manipulador modelado en el espacio
de articulaciones empleando tnicamente la medicién de la posicion.

Los objetivos secundarios son:

= Disenar un controlador por retroalimentacién de estados y un observador de velocidad,
ambos con convergencia exponencial.

s Validar los resultados tedricos mediantes simulaciones numeéricas.

» Analizar el rendimiento de controlador cuando las mediciones se encuentran contami-
nadas por ruido blanco o existe incertidumbre paramétrica.

1.3. Metodologia

La principal aportacion de este trabajo es el desarrollo de una metodologia modular, en
donde los subsistemas: controlador y observador se disenan independientemente, que poste-
riormente al interconectarse operan como un sistema jerarquico y sélo se requiere encontrar
las condiciones que garanticen la convergencia del sistema completo a la trayectoria deseada.

Esta metodologia se logra empleando como herramienta de andlisis y disefio a la teoria de
contraccion. Por medio de ella se busca obtener un diseno més simple y claro comparado con
los basados en la teoria de Lyapunov o pasividad, ya que no es necesario que se redisene el
sistema (controlador - observador) como en los trabajos anteriormente mencionados [3, 24,
34].

La contraccion como cualquier método de andlisis de estabilidad, también presenta limitan-
tes. Mientras que en la teoria de Lyapunov es encontrar una funcion candidata de Lyapunov
que cumpla con la condicién de negatividad definida de V, en contraccién se necesita pro-
poner una métrica con la cual el Jacobiano del sistema analizado sea negativo definido.
Asimismo, la eleccién de la métrica puede llevar a resultados de estabilidad local [1].

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo esta organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 2 se introduce un breve resumen sobre la teoria de contraccion, en especial
de los conceptos y teoremas necesarios para el diseno de los controladores y observadores.
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También, se define la dinamica del robot manipulador, asi como las propiedades principales
del sistema.

En el Capitulo 3 se disena un controlador de seguimiento de posicién, que logra que los
errores de seguimiento converjan a cero exponencialmente cuando todo el vector de estados
esta disponible.

Posteriormente, en el Capitulo 4 se desarrollan observadores de orden reducido que estima
solo la velocidad angular y de orden completo, que estima todo el estado del sistema, para
verificar el funcionamiento del controlador cuando se considera ruido en las mediciones.

En el Capitulo 5 se combinan los dos disenos obtenidos anteriormente y se encuentran las
condiciones que garantizan que los errores de seguimiento y estimaciéon convergen a cero
exponencialmente. Por otro lado, se incluye un controlador adaptable, que se obtiene al
combinar una ley de adaptacion con el controlador por retroalimentacion de estados.

Por dltimo, las simulaciones y resultados se presentan en el Capitulo 6. Se incluyen una
comparacion con otro controlador y simulaciones donde se verifica la robustez del controlador
ante incertidumbre paramétrica, ruido en las mediciones y perturbaciones en la entrada de
control.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones.
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Preliminares

En seguida se muestra un resumen de las herramientas necesarias para el analisis y diseno
de los controladores y observadores presentados en este trabajo.

2.1. Teoria de contraccion

La teoria de contraccién [13] ha ganado recientemente atencién como una herramienta de
analisis de estabilidad y diseno de controladores para sistemas dindamicos no lineales. Esta
teoria se origind con conceptos basicos de geometria diferencial y mecanica de medio continuo.

A diferencia del anélisis de estabilidad por Lyapunov, la contraccién considera a la estabilidad
desde un punto de vista diferencial e inspirada en mecanica de fluidos, enfocandose asi en
las propiedades de la trayectoria del sistema en lugar del movimiento nominal cerca de
un equilibrio [21, 10, 9]. Concretamente, la contraccién estudia la convergencia entre las
trayectorias de un sistema y se analiza con el uso de desplazamientos virtuales que miden la
“proximidad” entre ellas.

Basicamente, un sistema dindmico se dice contrayente si las condiciones iniciales o las pertur-
baciones temporales se olvidan exponencialmente [13], es decir, si todas sus trayectorias que
inician desde diferentes puntos dentro de la region de contraccion se relinen en una sola tra-
yectoria con convergencia exponencial. Para evitar ambigiiedad, a esta forma de estabilidad
se le conoce solamente como convergencia.

2.1.1. Analisis de contraccién
Para realizar el andlisis, considere el siguiente sistema no lineal

T = f(x,t), x(ty) = o, (2.1)

donde x € R" es el vector de estado, t >ty > 0 es el tiempo y f : R" x R5;;, — R" es un
campo vectorial. Ademads, se asume que cualquier solucién z(xg,t) existe y es unica.
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desplazamiento virtual §x

velocidad virtual §X

trayectorias vecinas

Figura 2.1: Dindmica virtual de dos trayectorias vecinas [13].

Asumiendo que f(z,t) es continuamente diferenciable en z, de (2.1) se obtiene la siguiente
diferencial exacta
ot = J(z,t)ox, (2.2)

donde J(x,t) = % es la matriz Jacobiana y dx es el desplazamiento virtual, que representa

un desplazamiento infinitesimal en tiempo fijo.

Ahora considere dos trayectorias vecinas del sistema (2.1) y el desplazamiento virtual 0z entre
ellas Fig. 2.1. La distancia cuadrada entre las trayectorias se puede definir como dz7éx y
para saber si las trayectorias se aproximan, se evalia la variacion temporal de dicha distancia

d

7 (627 6x) = 2627 61

Si se sustituye (2.2), la expresién queda como

%(&cT&r) = 262" J(z,t)0x,

< 2\ e (2, )02 0,

donde Aq:(7,t) es el valor caracteristico mas grande de la parte simétrica de la matriz
Jacobiana. Por lo tanto

[62]| < || 6| efo AmazteDidt, (2.3)

Si Anaz(z,t) es estricta y uniformemente negativa, es decir, 3 f > 0, V z, V¢ >
0, | Amaz(z,t) < —B < 0, entonces el desplazamiento infinitesimal ||0x| converge expo-
nencialmente a cero. En consecuencia, las trayectorias convergen a una tnica trayectoria.

6
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2.1.2. Convergencia generalizada

El resultado anterior puede ser extendido al usar una definicion mas general de longitud
infinitesimal. El desplazamiento dx de la Fig. 2.1 también puede ser expresado usando una
transformacién de coordenadas dada por

0z = P(z,t)0x, (2.4)

donde P(x) es una matriz cuadrada uniformemente invertible. Entonces, la distancia al

cuadrado esta dada por
62162 = daT Moz,

donde M (x,t) = PT P representa una métrica simétrica, uniformemente positiva definida y
continuamente diferenciable. Por otro lado, la derivada temporal de (2.4) se calcula como

d .
—dz=P Poi
dtéz dx + Pozx,

la ecuacién en términos de 0z queda como
d; (P+Ps)P s
—dz = z
dt ’

Por lo tanto, la tasa de cambio de la distancia al cuadrado se puede escribir como

%(&T(Sz) = 262" Jg62. (2.5)

El término Jg = (P + PJ ) P~! se conoce como Jacobiano generalizado. De manera simi-

lar al resultado anterior, si el Jacobiano generalizado es uniformemente negativo definido,
entonces el desplazamiento 6z converge a cero y en consecuencia dx también.

Definicién 2.1. Se dice que el sistema (2.1) es contrayente, si existe una constante A > 0
tal que la matriz Jacobiana generalizada es uniformemente negativa definida

1
§(JG+J£)§—AI, Vi>t,, VoeyCR"

donde x es la region de contraccion. Ademds, si la region de atraccion es todo el espacio de
estados el resultado de convergencia es global.

2.1.3. Contraccién parcial y modularidad

Un concepto particular en esta teoria es el de contraccion parcial [32]. La clave de la con-
traccion parcial es el disenio de un sistema auxiliar, llamado sistema virtual, que tiene como
soluciones particulares las trayectorias del sistema real y deseado. La contraccién del sistema

7
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virtual implica que las trayectorias del sistema real convergen exponencialmente a las del
sistema deseado.

Teorema 2.1. Contraccion parcial [32]. Considere un sistema no lineal de la forma
T = f(z,x,t), (2.6)

y asuma que el sistema auxiliar '
5 = f(fa I’,t), (27)

es contrayente con respecto a §. Si una solucion particular del sistema auziliar (2.7) verifica
una propiedad suave especifica, entonces todas las trayectorias del sistema original (2.6) ve-
rifican la misma propiedad exponencialmente. Se dice que el sistema original es parcialmente
contrayente.

Este teorema es de suma importancia porque es la herramienta principal para disenar los
controladores y el observador, la convergencia de propiedades especificas se refiere a con-
vergencia a trayectorias deseadas o entre ciertas variables del sistema. También es vital un
correcto diseno del sistema virtual para que tenga como soluciones el sistema real y deseado.

Por dltimo, una de las caracteristicas principales que ofrece la contraccion es la modularidad,
es decir, la combinacion de sistemas contrayentes produce un sistema general contrayente.
Las combinaciones pueden ser sistemas interconectados en paralelo, en retroalimentaciéon
o sistemas jerarquicos. Algunos de estos resultados también se cumplen en la teoria de
pasividad [23].

Para la conexién en paralelo los sistemas deben ser de la misma dimension y ser contrayentes
bajo la misma métrica. En cuanto a la conexién en retroalimentacion basta con que las
plantas por si mismas sean contrayentes, y para la combinacion jerarquica se presenta el
siguiente lema.

Lema 2.1. [13]. Considere dos sistemas (posiblemente de distintas dimensiones) de la forma

j71 = fl(xlat)v

T2 = fz(iUl,fBz;t)a (2.8)

cuya dinamica del desplazamiento virtual es
i 521 . F1 0 521
dt 02| |Fu Fa| |0z

Si Fy y Fy son uniformemente negativas definidas y Foy es acotada, entonces el sistema 2.8
es contrayente.
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2.2. Sistemas Lagrangianos

Los sistemas Lagrangianos son sistemas cuyos modelos matematicos se obtienen por la for-
mulacion de Euler - Lagrange. Las ecuaciones de Euler - Lagrange tienen la siguiente forma

d (L oL N oD
dt \ §¢ 5¢ 6
donde L = K — P es el Lagrangiano, K es la energia cinética total del sistema, P es la energia

potencial total del sistema, D es una funcion de disipacion, q es el vector de coordenadas
generalizadas y 7 es el vector de fuerzas o pares generalizados.

T, (2.9)

Bajo las condiciones en que la energia cinematica es una funcién cuadratica de la velocidad
generalizada ¢, la energia potencial es una funcién la posicion generalizada ¢ y la funcién de
disipacién una funcién de ¢, (2.9) puede ser representada como

M(q)G+C(q,4)q+ F(q) +g(q) =, (2.10)

donde M : R™ — R™ ™ corresponde a la matriz de inercia, C' : R” x R® — R™*" corres-
ponde a la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g : R® — R" es el vector de fuerzas
gravitacionales.

2.2.1. Robots manipuladores

Un robot manipulador, considerado como un cuerpo rigido, requiere de 6 grados de libertad
(GDL) o juntas para estar completamente descrito en el espacio: 3 GDL para la posicion y
otros 3 para la orientacion.

La posicion se puede describir en el espacio articular, también llamado espacio de configura-
cién, o en el espacio cartesiano. El espacio articular consiste en especificar valores a las juntas
del robot. Para las juntas rotacionales, dicho valor es un angulo 6; € [0, 27); para las juntas
traslacionales, es un desplazamiento ; € R [16]. Por otro lado, en el espacio cartesiano se
especifican coordenadas para determinar la posicién del efector final.

El objetivo de este trabajo es el seguimiento de posicion a una trayectoria deseada en el
espacio articular.

Se considera el modelo matemético de un sistema robético de n GDL, descrito por (2.10),
que para el diseno del controlador se reescribe como

i=v (2.11)
M(z)o + C(z,v)v+ F(v) + g(x) =T, (2.12)

donde z = ¢q,v = ¢ € R"” son las posiciones y velocidades de las juntas del robot, respectiva-
mente. M (x) € R"*" es la matriz de inercia, C(x,v)v € R" representa las fuerzas de Coriolis
y Centripetas definida con base en los simbolos de Christoffel , g(x) € R" es el vector de
gravedad, F'(v) representa la friccién no lineal que se supone que es continua a tramos en v,
y 7 € R" es el torque de control del sistema.
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La dinamica del robot tiene las siguientes propiedades:

Propiedad A1. Antisimetria:
vl (M(z) — 2C(z,v))v =0, Y z, v € R™.
Propiedad A2. C(z,v) satisface [3]
C(z,v)y = C(z,y)v, Yz, veR"
Propiedad A3. Para los robots con juntas rotacionales, la matriz M (x) satisface
0< Myl <M(x)<Myl, VzeR"

donde M,, y M), denotan el valor propio méas pequeno y mas grande de M (x), respectiva-
mente e [ es la matriz de identidad con una dimensiéon adecuada.

Propiedad A4. La matriz C(z,v) satisface para algin Cy; > 0
IC(x,v)|| < Cuyllv]] Vz, veR™

Propiedad A5. La fuerza de friccién F'(v) satisface

dF(v) >0

R™.
7o , Vwve

Propiedad A6. Parametrizacion lineal en los parametros. El sistema (2.12) puede ser ex-

presa como
M(z)o+ C(z,v)v + F(v) + g(z) = 7 = Yi(z,v,0)0

donde 6 es un vector de dimensién r que contiene los pardmetros de interés y Y(z,v,0) es
una matriz de n x r llamada regresor que contiene funciones conocidas.
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Controlador por retroalimentacion de
estados

El objetivo de control es lograr el seguimiento de la posicion angular del robot dada una
trayectoria deseada x4, 4, ©4, esto se logra cuando los errores de seguimiento & = x — x4 y
T =V — Tq convergen a cero.

El control de posicion ha sido estudiado durante mucho tiempo y se han presentado varias
soluciones a este problema. En [15] se usa el concepto de linealizacién por retroalimentacion
para lograr el objetivo de seguimiento. Por otro lado, la teoria de pasividad gandé mucha
atencion en el control de manipuladores ya que explota la estructura fisica del sistema. La
idea principal es reestructurar la energia natural del sistema y anadir amortiguamiento por
medio de retroalimentacion de la velocidad. Algunos trabajos que siguen esta ideologia son
[30, 20]. Los autores de [30] analizan el problema de regulacién de posicién en el marco de
sistemas Hamiltonianos. En [20] realizan una extensién de dicho controlador para el caso de
seguimiento, de modo que el control resultante estd compuesto por una retroalimentacion
lineal tipo PD y una compensacion de la dinamica del robot.

En [33] se proponen controladores exponencialmente estables para los casos de regulacién
y seguimiento, en contraste con los algoritmos anteriores, su andlisis se basa en la teoria
de Lyapunov. La prueba de estabilidad se logra haciendo uso de funciones candidatas de
Lyapunov similares a la energia del sistema en conjunto con un lema 1til para abordar los
términos de orden superior. El controlador que se emplea en este trabajo es el algoritmo
Slotine - Li [26, 19], cuya metodologia se basa en la teorfa de modos deslizantes ya que el
objetivo es que la trayectoria deseada se deslice a lo largo de una superficie en el espacio de
estados. La teoria de Lyapunov también es empleada en la prueba de estabilidad.

En este capitulo, se disena la ley de control suponiendo que todos los estados del sistema,
posiciones y velocidades, son medibles.
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3.1. Algoritmo de Slotine - Li

Con el fin de hacer una comparaciéon entre las herramientas de disenio basadas en la teoria
de Lyapunov y de contraccién, se hace un breve resumen del algoritmo de control Slotine
- Li para robots. Este método fue empleado en diversos trabajos [26, 28] para eliminar los
errores de posicién en estado permanente de robots manipuladores. Para ello, se propone
restringir dichos errores a la siguiente superficie de deslizamiento

G+ Aj=0, (3.1)

donde § = ¢ — q4 y A es una matriz constante cuyos valores propios se encuentran estric-
tamente del lado derecho del plano complejo, es decir, A > 0. Se considera por simplicidad
como A = AI con A > 0. Para lograr el objetivo, se reemplaza la trayectoria g4 de (3.1) por
una variable llamada “trayectoria de referencia”

t
qr:qd—A/th.
0

También ¢4 es reemplazada por la “velocidad de referencia”
QT = Qd - )\(j
Si se define una variable auxiliar
s = q - QTa (32)
entonces el objetivo se cumple con restringir las trayectorias a la superficie s = 0.
De manera formal, sustituyendo ¢, en (3.2)
§S=q—qat+ A
s =4+ A\.
Si la cinemaética se restringe a la superficie s = 0, se tiene que
(j = _A(ja

como A > 0, entonces se tiene un sistema lineal, invariante con el tiempo con un punto de
equilibrio exponencialmente estable en ¢ = 0, es decir, § — 0 exponencialmente.

Visto desde la representacién de una funcion de transferencia, el error ¢ es la salida de un
filtro estable de primer orden cuya entrada es s

1
o+ A

q= 5

donde o es el operador derivada en el dominio de Laplace. De la misma forma, se observa
que si s = 0, entonces ¢ también tiende a cero.
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Para cumplir con el objetivo de control se propone el siguiente controlador que garantiza
que s = 0

= M(q)d, + C(q,9)d + 9(q) — Ks,

donde K = KT > 0. Como resultado el sistema en lazo cerrado queda de la forma
M(q)s = —C(g,¢)s — Ks. (3.3)
Para demostrar la convergencia se propone la siguiente funciéon candidata de Lyapunov

1
V(s) = §STMS,

cuya derivada a lo largo de sus trayectorias es

. 1 ...
V(s) = §STMS + sT M,
sustituyendo (3.3) y aplicando la propiedad de antisimetria se obtiene

V(s)=—s"Ks <0,

debido a que V(s) es negativa definida, las trayectorias convergen al punto de equilibrio
s = 0 global y asintéticamente.

3.2. Diseno del controlador por contraccién
Dada una trayectoria deseada x4 que es continuamente diferenciable de clase €2 tal que

[ zall < e,
[Zall < ca,

|l Z4]] < cs,

c1,c2,c3 € RT. El objetivo de control es llevar al robot a la trayectoria deseada desde
cualquier condicién inicial, es decir, que x — x4, v — T4 exponencialmente.

Por simplicidad, se emplea como ley de control el algoritmo de Slotine - Li, dado por
M(x)v, + C(z,v)v, + F(v) + g(x) — K.(v —v,) = T, (3.4)
donde las variables v, y ¥, estan dadas por

Uy = B — AT — 14),

f]r = i’d — )\C(U — I'd),

con ganancias K, = KI' >0, A\. > 0.
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Teorema 3.1. La ley de control definida por (3.4), (3.5) y (3.6), en lazo cerrado con el
sistema definido por (2.11) y (2.12) logra que los errores de posicion G y velocidad ¢ tiendan
a cero global y exponencialmente.

Anteriormente, esta ley de control fue analizada con la teoria de Lyapunov; sin embargo, en
este trabajo se hace mediante un anélisis de contraccién.

Demostracion. El sistema virtual se propone como
M ()€ + C(z,0)€ + F(v) + g(2) — K(v =€) = . (3.7)

Este tiene dos soluciones particulares £ = v y & = v,, que corresponden a la dindmica del
robot (2.11) y (2.12), y al controlador (3.4), respectivamente. La dindmica del desplazamiento
infinitesimal es

M (z)66 = —C(x,v)06 — K O€. (3.8)

En este caso, no se emplea la matriz identidad I como en (2.5) para obtener la evolucién
temporal de la distancia al cuadrado, se emplea la matriz de inercias M como métrica

1d o1
S (66" M (2)6¢) = 66" M (2)6¢ + 5(SgTM(g:)csg,
si se sustituye (3.8)
5 (B€7M(2)56) = ~0€7(Cla,0) + K.)56 + 06N ()¢,

= —0¢TK 66 + 66T (%M(m) — C’(:L‘,U)) 0&,

finalmente, se aplica la Propiedad A1 y se obtiene

Ld . r 2

Por lo tanto, el sistema virtual es globalmente contrayente con razéon de contracciéon igual a

AmintKel Fto impli luci ticul — ialment
- Esto implica que sus soluciones particulares convergen v — v, exponencialmente.

En consecuencia, por construccién v—uv, = v—i4+ A.(x—x4) también implica que x—x4 — 0

y v — 24 — 0 exponencialmente. U
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Diseno de observadores

Los controladores mencionados en el capitulo anterior necesitan mediciones de posicién y
velocidad angular. No obstante, las mediciones de velocidad angular son poco confiables y
deterioran notablemente el rendimiento del controlador. Ademas, el uso de sensores implica
un mayor costo en la operacion del sistema, asi como mayor peso y volumen en el robot.

Logros importantes en el disenio de observadores no lineales de velocidad angular basados en
la teorfa de Lyapunov han sido reportados en la literatura (ver, por ejemplo, [27, 31, 12] y
las referencias citadas en esos documentos). Por otra parte, en [1] se plantea un observador
con convergencia asintotica y local para sistemas Lagrangianos, su metodologia se basa en la
contraccion con una estructura Riemanniana. La convergencia local se obtiene debido a que
el Jacobiano es negativo definido bajo una métrica que depende solamente de un conjunto del
espacio de estados. Los autores de [11] idean un observador de orden reducido que converge
global y asintéticamente; sin embargo, requiere el uso de una matriz de transformacion,
que para los sistemas Lagrangianos se obtiene por la factorizaciéon Cholesky de la matriz de
inercia [8], y en consecuencia se complica el andlisis de estabilidad.

Se han propuesto otros resultados que se basan en el concepto de modos deslizantes [6] o
en la estrategia de alta ganancia [18]. Ambos trabajos logran estimar localmente todo el
vector de estado. El primero lo hace exponencialmente y la localidad puede incrementarse
al emplear ganancias mas grandes; sin embargo, la sensibilidad al ruido también aumenta.
Por el contrario, la convergencia del observador de alta ganancia es asintética y las altas
ganancias atentan el efecto de las no linealidades del modelo matematico del robot.

En este capitulo se disena un observador de orden reducido que permite estimar la velocidad
angular. Asimismo, se propone un observador de orden completo que estima tanto la veloci-
dad como la posicién angular. Ambos observadores no se obtienen de algtin trabajo previo,
éstos parten de la idea del Observador de Luenberger ya que su estructura se compone de
una copia de planta mas un término de correccién, que es la diferencia entre un estado de la
planta y el estado estimado, multiplicado por una ganancia.
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4.1. Observador de orden reducido

Teorema 4.1. Considere el observador de orden reducido

donde k, > 0 es la ganancia del observador, U es la velocidad estimada y v es una variable
auziliar. Sean A > 0, ry > 0 algunas constantes y la region

x1={0eR"| ||o|| <rs}. (4.3)

Si la ganancia del observador cumple con k, > (X + Cyry) /My, entonces el observador es
. ., A . C o ~

con?myente con mzon.de contraccion 17—, para cualquier condicion inicial O(ty) € X1, es

decir, v — v exponencialmente.

Demostracion. En primer lugar, se obtiene la derivada con respecto al tiempo de (4.2)
b =0+ koo,
y se sustituye en (4.1) dando como resultado:
0= M)t (1 = Clz,0)0 — F(0) — g(z)) — koD + kov.

De esta tltima ecuacién se observa que el observador en su forma implementable (4.1), (4.2)
puede ser reescrito como

M ()0 + C(z,9)0 + F(0) + g(z) + koM (2)(0 — v) =, (4.4)

en esta ultima ecuacion se puede notar que el observador consiste en la copia de la planta
mas el término de correccién. El siguiente paso es sumar y restar el término C(z,v)v, para
que pueda ser eliminado posteriormente con el término M ()0 debido a la propiedad de
antisimetria

M(x)0 4 C(z,0)0 4+ F(0) + g(z) 4+ koM (2)(0 — v) + C(x,0)0 — C(x,v)D = T,
empleando la Propiedad A2 en el término —C'(z,v)0, la ecuacién resulta en

M(2)0 + C(z,v)0 + F(0) + g(x) + koM (2) (0 — v) + C(2,9)0 — C(z,0)v =
M (2)0 4 C(z,v)0 + F(0) + g(z) + (k.M (z) + C(x,0)) (0 — v) = (4.5)

a (4.5) se le denomina observador en su forma de andlisis. Por lo tanto, el sistema virtual se
propone como

M(2)§ + Ca,0)é + F(€) + g(x) + (koM (2) + O, 0)) (€ —v) =T, (4.6)
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que tiene a la velocidad angular del robot v en (2.12) y a su estimado 0 en (4.4) como dos
soluciones particulares. La dindmica del desplazamiento infinitesimal de (4.6) estd dada por

M (z)d€ = — (C’(x,v) + k,M(z) + C(x,0) + dFd—ég)) G¢E. (4.7)

Y la evolucién temporal de la distancia cuadratica bajo la métrica M (z) es

% (067 M (2)3€) = 0¢" M ()¢ + %&TM(SC)(%,

N | —

Sustituyendo la dindmica infinitesimal (4.7), se obtiene

3 (0700)56) = =567 (O + bt (o) + Clo 1) + ) o4 JogT oo

2 dt d§
dF(§)

= o¢” (%M(x) — C(:)s,v)) 6¢ — 5¢” (l{:OM(m) + C(x,0) + T) S¢,

El primer término es eliminado debido a la Propiedad A1

1d, . - W AF(E)
5 77 06" M (2)d€) = —¢ (koM(x) +C(z,0) + d—g) 08,

Empleando las Propiedades A3 - A5, se deduce que dentro de la regién de contraccién
se satisface que

d
. (06" M (2)6€) < —(koM,, — Carrs) ||6€]]
< —AJog]* .

DN | —

(4.8)

Por lo tanto, el sistema virtual es contrayente y todas sus trayectorias que empiezan en la
regién de contraccion y; convergen a una misma. Como consecuencia, v — v exponencial-
mente. 0]
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4.2. Observador de orden completo

Comunmente las senales de posicion medidas también se encuentran contaminadas por ruido.
Una solucion, para descartar en cierta medida este problema, es disenar un observador de
orden completo que estime todo el estado del sistema y sirva como filtro a la senal afectada.
En el caso del robot manipulador se estima tanto la velocidad como la posiciéon angular y
con ambas estimaciones se calcula el esfuerzo de control.

El observador que se presenta a continuacién esta formado por las ecuaciones del observador
de orden reducido y una ecuacién para estimar la posiciéon angular. Esta consiste en una
copia de (2.11) mas un término de inyeccién de salida.

Teorema 4.2. Considere el observador de orden completo

v=M(z)" (17— C(x,0)0 — F(9) — g(x)) — ko,

o?(x - j)) (49)
donde k, > 0, kos > 0 son las ganancias del observador, v es la velocidad estimada y & es la
posicion estimada.
Sea la region
vo = 4x = [2O1 c g | of < b (4.10)
(t) °
Nuevamente, si la ganancia del observador cumple con k, > (A + Cyry) /M.y, entonces el

observador es contrayente con razon de contraccion mm{M—);w, koo}, para cualquier condicion
inicial X (tg) € x2, es decir, 0 — v y & — x exponencialmente.

Demostracion. Se demostré anteriormente que el observador las primeras dos ecuaciones
pueden ser reescritas en el observador en su forma de andlisis (4.5). Como resultado, se tiene

0+ koa(x — Z),
—C(z,0)0 — F(0) — g(x) — (k,M(z) + C(x,0))(0 —v) + T,

=
Il
&
=

el sistema virtual se propone de la siguiente manera

51 = 52 + koZ(x - 61)7
M(2)& = —=C(z,0)& — F(&) — g(x) — (koM (@) + C(2,9)) (& — v) + 7,

el cual posee las siguientes dos soluciones particulares: £ = ,| aue corresponde al sistema

original (2.11), (2.12) y £ = [ﬂ para el observador (4.1), (4.2), (4.9). La dindmica del
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desplazamiento infinitesimal del sistema virtual estd dada por
061 = 663 — kadC,
. dr
M(2)d& = — (C(x,v) + k,M(z) + C(x,0) + %) 0.
La derivada temporal de la distancia cuadratica bajo una nueva métrica M(z) = {] y } ,

con I la matriz identidad, es

1d

5T (06" (2)8¢) = 667 pu(a)5€ + %65%(@“)5&

Sustituyendo la dindmica infinitesimal, se obtiene

d T T _kOQI I
ar DEMERE) =0 g (0(a,0) + koM (w) + Cla,0) + 229

_ ser [l I 5
=% —koM(z) — C(z,0) — L& 3

NO| —

Ya se demostré que la dindmica 0&, es contrayente si se cumple la condicién k, > (A +
Cyry)/M,,. Por otro lado, la dindmica 6&; tiene un término cruzado I que es constante
(acotado) y el término —kyl que es negativo definido a causa del disenio de k,y. Por lo
tanto, aplicando el Lema 2.1 el sistema virtual es contrayente, es decir, T — x y 0 — v
exponencialmente. 0
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Controlador por retroalimentacion de
salida

Se sabe que el principio de separacion no aplica generalmente en sistemas no lineales, ya que
el diseno de un observador que estima asintoticamente los estados de un sistema no lineal,
no garantiza la estabilidad del sistema cuando en el controlador se usa el estimado en lugar
del estado real. Este problema ha motivado a estudiar el diseio de esquemas combinados
controlador - observador que solamente empleen retroalimentacion de posicién.

Algunos ejemplos que estudian la interaccién dindmica entre observador y controlador son [5]
donde se propone una versiéon modificada del controlador par calculado que en conjunto con
observador no lineal logra estabilidad local y exponencial. Mientras que en [17] se considera
un controlador PD con compensacién de gravedad y con el observador en lazo cerrado se
obtiene un controlador local y asintéticamente estable. Uno de los primeros trabajos en
obtener convergencia global es [4], en el cual proponen una solucién sencilla que tiene la
ventaja de llevar el problema a uno similar en el caso lineal; sin embargo, solamente se logra
para el caso de un grado de libertad.

Una metodologia distinta se establece en [14] obteniendo un controlador por retroalimenta-
cion de salida con estabilidad global y asintética que emplea el primer método de Lyapunov
y no considera fricciéon en el modelo del sistema. Su contribucién mas importante es la imple-
mentacién de un filtro utilizando sélo las posiciones, de modo que, no es necesario considerar
un observador.

En cuanto a controladores basados en pasividad, los autores de [3] presentan un control semi-
global y exponencialmente convergente para robots que usa sé6lo mediciones de posicion, su
metodologia se basa en introducir funciones de energia que consisten en la combinacion de
la energia deseada del controlador y del observador. En [24] se propone un control de se-
guimiento global, uniforme y exponencial para sistemas mecanicos sin emplear la velocidad,
se combina un controlador basado en pasividad por retroalimentacion de estados y un ob-
servador de velocidad disenado por inmersién e invarianza. Se presenta en [34] una clase
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de controladores que logra seguimiento asintético de posicion, en el espacio de tareas, y
orientacion del efector final que usa el cuaternién unitario para describir a ésta. Primero, se
desarrolla un controlador adaptable por retroalimentacion de estados con teoria de Lyapu-
nov y luego se usa para desarrollar un controlador por retroalimentacién de salida basado en
el modelo. En estas tres referencias mencionadas, el controlador resultante debe redisenarse
para garantizar la estabilidad general.

El rediseno de estos esquemas puede resultar complicado. Sin embargo, la teoria contraccién
es una herramienta 1til para el diseno por bloques de sistemas de control ya que una de
sus caracteristicas importantes es que se preserva en ciertas combinaciones de sistemas, es
decir, la combinacién de dos médulos contrayentes (bajo ciertas condiciones) puede generar
un sistema contrayente.

Partiendo de este enfoque, en este capitulo se combinan los resultados obtenidos anteriormen-
te para obtener el controlador por retroalimentacion de salida y posteriormente se derivan
las condiciones para garantizar la estabilidad.

5.1. Diseno del controlador

Segun el principio de equivalencia cierta, la ley de control por retroalimentacion de posicion
(salida del sistema) se obtiene al combinar el controlador por retroalimentacién de estado
(3.4) con el observador de velocidad angular (4.1),(4.2). En consecuencia, el nuevo controla-
dor esta dado por

M (z)0, + C(z,0)v, + F(0) + g(z) — Ko(d —v,) = 7, (5.1)
donde .
Up = &g — A0 — Tg),
que para facilitar su andlisis puede ser reescrita como

~

Up = Tg — A0 — Zq) + Av — Aev,
i‘d — /\C(U — ZEd) — )\C(f) — U),
= 0p — A0 — 0). (5.2)

Teorema 5.1. Considere la ley de control definida por (5.1), (3.5), (5.2) con el observador
(4.1), (4.2), en lazo cerrado con el sistema (2.11), (2.12).

Y que las ganancias del controlador y observador son ajustadas tal que

i) Ganancias del controlador: \. > 0, K. > €l para alguna € > 0.
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ii) Ganancia del observador: k, > (A + Cyry) /M, con
/\2
Y M2
~ de 4e’
)\12 = )\CMM + )\maz<Kc> + C(M)\c')nz + CMCb
Cl ZH jjd + Acxd || .

Entonces, el sistema es contrayente con razon de contraccion igual a min{ Ay (K.) —€, A —
A2, /(4€)} /My dentro de la regidn

2(t

)
Xs=Xo= [v(O)| €ER™ | [z l<rs, [ 0ll<rs g, (5.3)
(t)

>

i.e. para cualquier condicion inicial Xo(to) € X3, T — Tq, v — Tq Yy 0 — v exponencialmente.

Demostracion. Se sustituye (5.2) en (5.1)

M ()0, — AeM (z)(0 — v) + C(z,0)v, + F(0) + g(x) — K (0 —v,.) =,

de forma similar que en el Teorema 4.1, se suma y resta el término C(z,v)v,

M ()0, =AM (z)(0—v) + C(x,v)v, + F(0) 4+ g(x) — K (0 —v,) + C(z,0)v, — C(x,v)v, =T,

y se aplica la Propiedad 3 a los dos tultimos término del lado derecho
M(x)0, — AeM (2)(0 — v) + C(z,v)v, + F(0) + g(x) — K (0 — v,) + C(x,v,.)0 — C(
M(x)v, — AeM(z)(0 —v) + C(z,v)v, + F(0) + g(x) — K.(0 — v,) + C(z,v,)(0 — v
M (x)0, + C(x,v)v, + F(0) + g(z) — K.(0 — v.) + (C(z,v,) — AeM (2)) (D — v

8
S
S
N~—
<
Il

por ultimo, también se suma y resta el término K v de tal forma que

M(z)0, + C(x,v)v, + F(0) + g(z) — K. (0 —v,) + (C(z,v,) — AM(2))(0 —v) + Kev — Kev =7,
M(z)0, + C(z,v)v, + F(0) + g(z) — K. (0 —v) + (C(x,v,) = AM(2))(0 —v) + Kev, — Koo =7,
M (2)b, + C(z,v)v, + F(0) + g(x) — Ke(0 —v) + (Clz,v,) = AM(2))(0 —v) — Ke(v —v,) =7,

Por lo tanto, la ley de control puede ser reescrita como
M (z)0, 4+ C(z,v)v, + F(0)+g(x) — K.(v—v,) + (C(z,v,) =AM (z) — K.) (0 —v) =7, (5.4)

En este caso el sistema virtual se conforma de dos ecuaciones: una para el controlador con
la retroalimentacion de salida y otra para el observador, y se define de la siguiente forma

M (2)& + C(x,0)6 + F(&) + g(z) — K.(v — &) + (C(z,v,) — AM (z) — Ko) (&3 —v) =7,
M(2)& + Clz,v)& + F(&) + g(z) + (kM(z) + C(,0))(& —v) =,
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El sistema virtual & = E 1 tiene como soluciones particulares a {ﬂ y [%"] que corresponden
2

al sistema robodtico y al controlador con el observador, respectivamente. La dinamica del
desplazamiento infinitesimal del sistema virtual es

M (z)d€, = ()\CM(JZ) + K. —C(z,v,) — %52)) 06 — (C(z,v) + K.)d&,
2
(5.5)
M ()0 = — (C’(x,v) + dFdé&) +kM(z) + Cla, @)) 5.
2

La evolucién temporal de la distancia cuadrética bajo la métrica My(z) = [Méx) M(zx)]
es
%dﬁ (06T My (2)5€) = 66T M ()61 + %55?]\1(95)651 + 065 M ()56, + %(%QTM(%)(S&,

dF (&)
A€y

+ 560N — 6] (Clavo) +

= 56{ ()\CM(I') -+ KC — C(l’,?]r) — ) (552 — 551(C<£L',U) -+ Kc)(Sfl

dF (&)
A€y

+ koM () + C(z, @)) 02

+ 506 T (2)66s,

Se aplica la Propiedad 1 y la ecuacion se reduce a

1d
2dt

( "My (z )55) = —06 K66, + 6] ()\CM(
dF (&
o ( df |
< =K 06" + (AM (2) + Ko — Oz, v,)) [[661]] [|6&||
— (koM (x) + C(2,0)) |0&",
< Xnind K3 16617 + Mo |0&1 ]| [[6€2]] — A [|0&)1*-
Para eliminar el término cruzado se completa un binomio al cuadrado

2
3 (EM0E) < ~Onn{ 2}~ ) 0601 - (3= 22) Ioal? — (ool - 22 ||5fz||)

Para finalizar, se agrega una constante € que funciona como un grado de libertad en la
eleccion de las ganancias del controlador/observador. De modo que la desigualdad queda
expresada como

d A2 A
5 (ML) < O (B} ) 166017 = (3= 32 ) aal? — = (ol — 32 ||552||)

z)+ K. —C(z,v,) — d];éiz)) 6&s
2

+ koM (z) + C(z, f))) 0&s,

< (K.} — 2) 56, ~ ( A12) 1067 (5.6)

23



Capitulo 5. Controlador por retroalimentacion de salida

2
Por lo tanto, si Apin{ K.} —e >0y A — % > 0, entonces el sistema global es contrayente,
es decir, x — x4, v — 4 y U — v exponencialmente. [l

Observacion 5.1. Con el analisis basado en contraccion se obtiene un disenio del controlador
y observador mas simple y mas transparente ya que la combinacién de subsistemas facilita
el disenio del sistema global al combinar ambos médulos sin el rediseno de todo el sistema.
De hecho, la contraccion se preserva bajo ciertas condiciones en conexiones de sistemas en
paralelo, en retroalimentacion y sistemas jerarquicos [25]. En el sistema virtual (5.5) se puede
observar que la dindmica del observador &, sélo depende de él mismo 6&s; sin embargo, el
observador 0& v el controlador ¢ tienen efecto en la dindmica de éste dltimo 8¢;. Dicho
de otra manera, si se modifica la constante del observador k, se afecta a todo el sistema,
pero si se varian las constantes del controlador K., A. el observador no presenta cambios
significativos.
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Capitulo 6

Simulaciones y resultados

En este capitulo se analiza el funcionamiento y desempeno de los controladores y observadores
desarrollados previamente. En primer lugar, se muestran las simulaciones del controlador
por retroalimentacién de salida donde se analiza el desempeno al cambiar las ganancias del
controlador. Posteriormente, se hace una comparacion de dicho controlador con un esquema
de control basado en teoria de pasividad. Y finalmente, se muestran resultados cuando hay
incertidumbre paramétrica, perturbaciones en la entrada de control y ruido en las mediciones.

Se consideran los valores numéricos de un robot manipulador de dos grados de libertad
(juntas rotacionales) y con una masa unida al extremo de cada eslabén [11], [29]. La matriz
de inercia M(z), la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis, obtenida a través de los
simbolos de Christoffel, C'(x,v) y el vector de gravedad g(z) estdan dados por

M(z) = [

aj + 2agc08(xs)  ascos(xa) + as
ascos(xz) + ag as ’

Clz,v) = —agsin(za)vy  —assin(zs)(vy + vs)
T agsin(xa)vy 0 ,

(z) = ascos(xy) + ascos(xy + o)
I\E) = ascos(xy + 12) ’

donde z;, v; son la posiciéon angular y velocidad angular del eslabén i, respectivamente. Los
parametros a; 5 se definen como

ay = I + Iy +my L2 +mo(L] + L),

as = maLea Ly,

az = moL2, + I,

ay = (Ler(my + My) + Li(mg + My))g,

as = Lep(ma + My)g,
Ly (75 + M)

L, =
! m1+M1

Y
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Loy(752 + M)

Lo=-"22"1_2
2 mo + M2
I - (L3 + L3,)(m1 + My)
12 ’
U3+ 13)(ma + M)
2 12 )

donde g es la aceleracion gravitacional, M; es la masa unida al eslabén i y m;, L;, Ly,
L.; v I; son la masa, longitud, ancho, centro de masa y momento de inercia del eslabén i,
respectivamente.

Ademas, se considera solo friccién viscosa en las articulaciones, por lo que la matriz tiene la

siguiente forma
_ |as 0
Fv) = [ M] v.

Para los parametros se seleccionan los valores de la Tabla 6.1.

Parametro ‘

my = 1.0 [kg]

M, = 1.0 [kg]
Ly = 0.6 [m]

Lwl = 0.07 [m]

me = 0.6 [kg]

My = 0.8 [kg]
Ly = 0.4 [m)]

L2 =0.07 [m]

g =9.81 [m/s?]

ag = ay = 0.2 [kg m?/s]

Tabla 6.1: Parametros del robot.

En consecuencia, los pardmetros a; 5 de las matrices M(z), C(z,v) y el vector g(z) to-
man los valores mostrados en la Tabla 6.2. Por otro lado, en ésta misma se presentan las
condiciones iniciales del sistema.

Las posiciones deseadas mostradas en la Fig. 6.1, se obtuvieron en tres tramos: alcanzar un
valor, una parte constante y regresar al valor original. Las partes en donde la posicién varia
se empled un perfil polinomial de orden cinco de la forma

z4(t) = po + pit + pat” + pst® + pat* + pst°. (6.1)
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’ Parametro H Condicién inicial ‘
a; = 0.5578 [kg m?] z10 = 0 [rad]
as = 0.1131 [kg m?] Too = 0 [rad]
az = 0.0785 [kg m?] || vip = 1.5 [rad/s]
ag = 17.0694 [N m]| || v = 1.5 [rad/s]
a5 = 4.3164 [N m]

Tabla 6.2: Pardmetros a; y condiciones iniciales del sistema.

La trayectoria de la posicién deseada del primer eslabdn se propone de tal forma que alcance
los 120° en dos segundos partiendo del reposo, mantenga ese valor por otros dos segundos
y finalmente regrese al valor 0. El segundo eslabon debe llegar a los 30° en un segundo,
permanecer en ese valor por cuatro segundos y regresar al valor inicial. El perfil polinomial
se reduce a x4(t) = pg cuando la posicién se mantiene constante.

Las trayectorias de la velocidad y aceleracién deseadas se obtienen de la primera y segunda
derivada temporal de 6.1.

25 T T T T T T 0.6

2 0.5

_ _. 04
g 157} g

= 5 03
< 1t <

0.2

05+ 0.1

0 : - - - : 0

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.1: Perfiles de las posiciones deseadas.

6.1. Simulacién controlador por retroalimentacion de
salida
En esta seccion se analiza la ley de control por retroalimentacién de salida presentada en el

Teorema 5.1. Se emplean dos conjuntos de ganancias distintos para evaluar el comporta-
miento del sistema.

Primero se usan las ganancias

K, = 101,
A = 2, (6.2)
k, = 20.
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25 0.6
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Figura 6.2: Seguimiento de posicién a) x1, b) x5 y seguimiento de velocidad ¢) vy, d) vy con
la ley de control por retroalimentacion de salida, K. = 101, \. = 2, k, = 20.

1.5
a) 15t — | b) —
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E ERE
i e
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Figura 6.3: Errores de seguimiento a) de posicién Z y b) de velocidad v. Velocidad estimada
c) 01, d) 05 con la ley de control por retroalimentacién de salida, K. = 101, A\, = 2, k, = 20.
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a O
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~
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0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.4: a) Errores de observaciéon y b) esfuerzo de control 7 con la ley de control por
retroalimentacién de salida, K. = 101, A\, = 2, k, = 20.

Posteriormente, se emplean las siguientes ganancias

K, =201,
A = 10, (6.3)
k, = 20,
25 ! ! ! ! ! 0.6 ,
a) - = Zq b) 05t  —— - = Tp
2r 1T ) ’ f \ T
04t |
) 1.5 1 ) | \
©
£ Z 03t | \
— = ‘ \
x 1+ 4 < 1 \
02 | \
[ 1
05 | 0.1 r 1/ \
4 \
0 I I I I I 0= . . —
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s] Tiempo [s]
) o °
C -
== Za2
1 A Vg
()
@ @ 0511 |
8 8 ’l \
>,_ >(\l 0 i VS I E— /: ————
\\, /
-0.5¢ /“
\ /
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Figura 6.5: Seguimiento de posicién a) x1, b) 5 y seguimiento de velocidad c) vy, d) ve con
la ley de control por retroalimentacion de salida, K, = 201, A\. = 10, k, = 20.
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Figura 6.6: Errores de seguimiento a) de posicién Z y b) de velocidad . Velocidad estimada
c) 01, d) 05 con la ley de control por retroalimentacion de salida, K. = 201, A. = 10, k, = 20.

-0.5

0 [rad/s]
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Figura 6.7: a) Errores de observacién y b) esfuerzo de control 7 con la ley de control por
retroalimentacion de salida, K. = 201, A\. = 10, k, = 20.

Los resultados muestran que la ley de control logra que + — x4, v — &4y ¥ — v exponen-
cialmente, por lo que se cumple el objetivo de seguimiento.
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El seguimiento de posicién y velocidad se muestran en las Fig. 6.2 y 6.5, se obtiene un mejor
resultado empleando las ganancias (6.3). Tal y como se habia mencionado brevemente en la
Observacion 5.1, de los errores de seguimiento de las Fig. 6.3 y 6.6 a), b) se obtienen los
siguientes comentarios:

= A pesar de que todas las ganancias contribuyen a disminuir la magnitud del error,
cuando éstas son incrementadas, la ganancia K. es la que lo hace en mayor medida.
Cuando K. = 101 el error de posicién del primer eslabon alcanza una magnitud de
0.16 [rad], en cambio con K. = 20] el mismo error toma un valor maximo de 0.081 [rad)].

= Al incrementar la ganancia \. el tiempo de convergencia disminuye. Con \. = 2 el
error de posicién converge a cero en aproximadamente 3.5 [s], mientras que el error de
velocidad lo hace en 3 [s]; con el valor de A. = 10 ambos errores convergen en menos
de 1 [s].

El error de estimacién se presenta en las Fig. 6.4 y 6.7 a). Se emplea el mismo valor de la
ganancia del observador k, para que mostrar que su desempeno depende sélo de ella y que
el efecto de las ganancias del controlador: K. y A. es practicamente nulo, obteniendo asi
resultados en ambas simulaciones extremadamente similares. No obstante, la ganancia del
observador si afecta el desempeno del controlador.

Por tltimo, las gréficas del esfuerzo de control Fig. 6.4, 6.7 b) resultan parecidas; sin embargo,
para la simulacién con las ganancias (6.3) se presenta un cambio brusco al inicio a causa
del incremento de las ganancias. Por otro lado, el torque méximo exigido es de 25.5 [Nm] y
para la simulacién con las ganancias (6.2) es de 23.5 [Nm].

Observaciones. De una manera similar al trabajo [3], la semi-globalidad del observador
es causada por la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis. Aunque se han disenado
observadores con convergencia global, la condiciéon de convergencia local en este trabajo
depende solamente de la norma de la velocidad estimada. Se realizaron pruebas sin entrada
de control cambiando la condicion inicial del observador y se observd que el objetivo se sigue
cumpliendo para condiciones como 019 = 0y = 100 [rad/s], incluso més grandes y empleando
la misma ganancia k, = 20. Con respecto al controlador por retroalimentaciéon de salida, se
emple6 la misma condicién 0y = 100 [rad/s] y se siguen cumpliendo ambos objetivos de
seguimiento y observador, pero en mayor tiempo y con un esfuerzo de control mas grande.

Por otro lado, la condiciéon de la norma de la posiciéon angular en la retroalimentacion de
salida se puede relajar si en la implementacién se acotan los valores al rango de [0, 27).
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6.2. Comparacion con otro esquema de control

Con el objetivo de evaluar el rendimiento del controlador propuesto en este trabajo, en
esta seccion se realiza una comparativa entre el esquema formado por el controlador por
retroalimentacion de estado (3.4) con el observador de velocidad angular (4.1),(4.2) y el
esquema propuesto en [3] que se basa en teoria de pasividad. Este se constituye por las
siguientes ecuaciones

T = M(2)iq+ C(x,v,)q + g(x) + F(Tq) — Kq(vo — vy),
vy = dg — A (z — x4),
Vo =0 — Aoz — T), (6.4)
0 =2z+ Lg(x — 2),
Z=1Iq+ Lyp(r — ).
Se traté de encontrar un conjunto de ganancias de modo que el esfuerzo de control fuera

similar en ambos esquemas para poder analizar los objetivos de seguimiento y observacion.
Las ganancias seleccionadas son

30 0
Ra= [o 10} ’
15 0
A= [o 10} ’
Ay =010, (6.5)
Iy = 150,
La= 1als + A,
Lyo = Ll

Los resultados se muestran las Figuras 6.8 y 6.9, para efectos practicos solamente se analizan
los errores de seguimiento y observacion omitiendo asi las graficas de la posicién, velocidad
y velocidad estimada. Las graficas obtenidas con el controlador (6.4) tienen en la leyenda un
subindice B. En la Figura 6.8 se observan los errores de seguimiento tanto de posicién como
de velocidad. Para la primera articulacién ambos errores convergen a cero aproximadamente
en la mitad del tiempo y el pico del error de posiciéon obtenido es menor. En cuanto a la
segunda articulacién los tiempos de convergencia se asemejan mas, asi como el error en
la posicién. Por otro lado, los errores de observacion son similares; sin embargo, el error
obtenido con el controlador de [3] presenta un sobrepaso.

Por 1ltimo, los esfuerzos de control de la primera articulacién presentan més similitud que
los de la segunda. No obstante, al inicio de la simulacién se presentan picos negativos de
—22 [Nm] y —5.5 [Nm] para la primera y segunda articulacién, respectivamente, que se
traducen en los tiempos de convergencia menores y pequenos errores comentados con ante-
rioridad. Por esta razén, ambos esquemas de control tienen un rendimiento equivalente para
cumplir con ambos objetivos.
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Figura 6.8: Comparacién. Errores de seguimiento de posicién a) primera y b) segunda arti-
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cién, esfuerzo de control para la ¢) primera y d) segunda articulacion.
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6.3. Robustez contra incertidumbres y perturbaciones
externas

Aunque no se realiz6 un andlisis de robustez contra incertidumbre y perturbaciones externas,
se validd el diseno mediante simulaciones. En esta seccion se presentan los resultados en
presencia de estas imperfecciones: con incertidumbre paramétrica, perturbaciones o ruido en
las mediciones.

6.3.1. Simulaciones con incertidumbre paramétrica

Los parametros nominales y con incertidumbre paramétrica del sistema se muestran en la
Tabla 6.3. Los pardametros con incertidumbre se obtuvieron por medio de la funcién random
con una variacion méaxima de 10 % del valor nominal, excepto la gravedad que se le dio
una variacién del 0.5 %.

Como se puede observar en las Figuras 6.10, 6.11 y 6.12 el desempeno del controlador no es
el adecuado con incertidumbre paramétrica al emplear las ganancias (6.3). Por lo tanto, se
modifican de la siguiente manera para compensar los errores de observacién y seguimiento

K, = 401,
A = 20, (6.6)
ko = 150.

En este caso se asigna un valor mucho més grande a la ganancia k, para disminuir el error
de observacién, que resulto ser el mas afectado, y en consecuencia el error de seguimiento.

Parametro nominal || Parametro con incertidumbre
my = 1.0 [kg] my = 1.0782 [kg|
M, = 1.0 [kg] M; = 1.0919 [kg]
Ly =0.6 [m] Ly = 0.6239 [m)]
L1 = 0.07 [m] L,1 = 0.0707 [m)]
my = 0.6 [kg] mg = 0.5579 [kg]
M, = 0.8 [kg] My = 0.7612 [kg]
Ly =0.4 [m)] Ly =0.3711 [m)]
L2 = 0.07 [m] L2 = 0.0748 [m]
g =9.81 [m/s?] g =9.7618 [m/s?]

Tabla 6.3: Comparacion de pardametros ideales y con incertidumbre
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c) 01, d) v, con el controlador por retroalimentacién de salida e incertidumbre paramétrica,
K. =401, \. =20, k, = 150.
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Figura 6.15: a) Errores de observacién y b) esfuerzo de control 7 con el controlador por
retroalimentacién de salida e incertidumbre paramétrica, K. = 401, A\, = 20, k, = 150.

En la Figura 6.13 se puede observar que la posicién y velocidad presentan un mejor segui-
miento que en el caso pasado. La velocidad estimada y el error de seguimiento se muestra en
la Figura 6.14, el error méximo de posicién después de 1 [s] es de 0.003 [rad], que equivale
a 0.17° y un error maximo de velocidad de 0.005 [rad/s]. El error méximo de observacién
después de 1 [s] es de 0.05 [rad/s], que se muestra en la Figura 6.15 a) y el esfuerzo de
control méximo absoluto es de 27 [Nm)].
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6.3.2. Simulacién con perturbaciones en la entrada de control

Se introdujeron dos perturbaciones al sistema, una para cada articulacién del robot, que se
suman a la entrada del sistema u calculada por el controlador, es decir, son perturbaciones en
el par de cada motor. Su magnitud se calculé por medio de la funcién random con un +10 %
del torque maximo obtenido en la simulacién nominal P, = 2.8090[Nm| y P = 0.5546[Nm)|
y las graficas se muestran en la Figura 6.16.
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Figura 6.16: Perturbaciones en la entrada de control a) en el primer eslabén, b) en el segundo
eslabon.
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Figura 6.17: Seguimiento de posicién a) z1, b) z2 y de velocidad ¢) vy, d) ve con el contro-
lador por retroalimentacién de salida y sistema perturbado, K. = 201, A\, = 10, k, = 20.
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Figura 6.19: a) Errores de observacién y b) esfuerzo de control 7 con el controlador por
retroalimentacion de salida y sistema perturbado, K, = 201, A\. = 10, k, = 20.
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Figura 6.22: a) Errores de observacién y b) esfuerzo de control 7 con el controlador por
retroalimentacién de salida y sistema perturbado, K. = 401, \. = 20, k, = 150.

Idénticamente que en la simulacién con la incertidumbre paramétrica, el desempeno no es
el adecuado cuando se presentan perturbaciones (Figuras 6.17, 6.18 y 6.19). Los resultados
mejoran considerablemente al emplear las ganancias (6.6) y se muestran en las Figuras 6.20,
6.21 y 6.22. El error maximo de seguimiento de posiciéon después del primer segundo es
0.005 [rad], de velocidad angular es de 0.018 [rad/s] y el error de observacién es 0.04 [rad/s].
Aunque los errores no son tan grandes, el esfuerzo de control maximo absoluto si aumenta
en comparacion con la simulaciéon de incertidumbre paramétrica, obteniendo un valor de
41 [Nm).

6.3.3. Simulacion con ruido en las senales medidas

En estas simulaciones el ruido es sumado a la salida del sistema (posicién angular), de
modo que el controlador recibe la senal contaminada. Para generar el ruido se empled una
distribucién Gaussiana con media cero y una varianza adecuada para obtener una alteracién
en la mediciéon de hasta 2°, dicha senal se muestra en la Figura 6.23. En la Figura 6.24 se
muestra la posicién angular medida contaminada con ruido.
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Figura 6.23: Magnitud de ruido introducido a las senales medidas.
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Figura 6.24: a) Senal medida, b) senal filtrada con el observador para la simulacién por
retroalimentacién de salida y ruido en las mediciones.

Se analiza el controlador por retroalimentacion de salida con el observador de orden completo
presentado en el Teorema 4.2. Las ganancias seleccionadas son las siguientes

K. =201,
A =10
’ 6.7
k, = 10, (67)
koo = 10.

Se usan las mismas ganancias del controlador que en la simulacién nominal (6.3), pero se
disminuye la ganancia para estimar la velocidad angular de k, = 20 a k, = 10. En la Figura
6.24 se muestra una comparacién de a) la posicién angular medida contaminada por ruido
y b) la posicién estimada con el observador, que presenta una considerable reduccién del
ruido. Los resultados de la simulacién se presentan en las Figuras 6.25, 6.26, 6.27 y 6.28.
El error maximo de seguimiento de posicién después del primer segundo es 0.003 [rad], de
velocidad angular es de 0.04 [rad/s], mientras que el error de observacién de posicién es de
0.003 [rad] y el de velocidad de 0.02 [rad/s|. Por ultimo, se obtuvo un esfuerzo de control
méximo absoluto de 28 [Nm].
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Figura 6.25: Seguimiento de posicién a) x1, b) x5 y de velocidad ¢) vy, d) vy para la
simulacion por retroalimentaciéon de salida y ruido en las mediciones, empleando las ganancias

(6.7).
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Figura 6.26: Estimacién de posicién a) &1, b) 5 y estimacién de velocidad ¢) vy, d) 0y
para la simulacion por retroalimentacion de salida y ruido en las mediciones, empleando las
ganancias (6.7).
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Figura 6.27: a) Error de seguimiento de posicién z, b) error de seguimiento de velocidad o,
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Figura 6.28: Esfuerzo de control 7 para la simulacién por retroalimentacién de salida y ruido
en las mediciones, empleando las ganancias (6.7).
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Conclusiones y Trabajo a Futuro

El problema principal en este trabajo es el control de un robot manipulador para el se-
guimiento de una trayectoria deseada cuando no es posible medir la velocidad angular. Se
emplea una metodologia modular ya que el problema se resuelve por bloques, esto se logra
empleando la teoria de contracciéon como herramienta de andlisis. Primero, se disena una ley
de control que resuelve el problema de seguimiento considerando que la mediciéon de velo-
cidad esta disponible, posteriormente se resuelve el problema de estimacion de ésta y por
ultimo se combinan ambos médulos.

Con la ley de retroalimentacién de estados se logra una convergencia a las trayectorias
deseadas de forma global y exponencialmente, debido a que todos los resultados obtenidos
por contraccién son exponenciales.

Después, se disena un observador de orden reducido para estimar la velocidad angular y
se establecen las condiciones para garantizar la convergencia exponencial, obteniendo un
resultado semi-global. Sin embargo, si las condiciones iniciales del observador no son grandes
la convergencia del estado estimado al de la planta se garantiza para ganancias del observador
pequenas. Asimismo, se presenta un observador de orden completo que ademas de estimar la
velocidad, también estima la posicién angular y filtra dicha senal cuando estd contaminada
con ruido blanco. La convergencia se logra con la misma condicién del observador de orden
reducido.

Los disenos presentados individualmente se combinan mediante el principio de equivalencia
cierta y se obtiene el controlador por retroalimentacion de salida. Las condiciones para
garantizar el objetivo de control son mas restrictivas porque involucran a la norma de la
posicién angular; sin embargo, si se consideran valores en el rango de [0, 27) la convergencia
se puede lograr con ganancias pequenas. Se demostré por medio de simulaciones que ambos
objetivos de seguimiento y observacién se cumplen.

Posteriormente, se presentan simulaciones con incertidumbre paramétrica, perturbaciones
en el par de control y ruido blanco en la mediciéon. Algunos trabajos preliminares en esta
linea de investigacién han sido reportados en [7, 22]. Se obtienen buenos resultados para
el caso de ruido en la medicién donde se emplea el observador de orden completo, ya que
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las ganancias son similares a las de la simulacion inicial. Sin embargo, para contrarrestar los
efectos de la incertidumbre en los pardametros y las perturbaciones, las ganancias se aumentan
considerablemente y se obtienen errores de seguimiento y observacién pequenos.

Con los controladores presentados, se observd que la teoria de contraccién proporciona una
alternativa de disenio de controladores bastante ttil, ya que es posible disenar moédulos por
separado, demostrar que son estables y después al combinarlos garantizar la estabilidad
del sistema global. Estos disenos son mucho mas simples que los basados en otras teorias.
Ademas, la contraccion permite obtener resultados fuertes de estabilidad porque la conver-
gencia siempre es exponencial.

El trabajo a futuro incluye extender la convergencia semi-global de observador causada por
la matriz de Coriolis y fuerzas centripetas. También, se contempla extender el controlador
para eliminar la necesidad de cambiar las ganancias cuando se presenta incertidumbre o per-
turbaciones y disenar un controlador adaptable que no requiera la medicion de la velocidad
angular.
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