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1er. Suplente: Dr. Luis A. Álvarez Icaza Longoria
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3.3.11. Simulación numérica y análisis de resultados . . . . . . . . . . . 42

3.4. tIDA-PBC en sistemas no lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.5. Sistemas de tanques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.5.1. El modelo PCH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5.2. IDA-no parametrizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5.3. Ecuación de matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.4. Trayectorias admisibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.5. Trayectorias de referencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5.6. Trayectorias deseadas valuadas en x? . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.5.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)

∣∣
x?(t)

. . . . . . . . . . . . . . 50

3.5.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente . . 51
3.5.8.1. Ad Hurwitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.5.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado . . . . . . . . . . 51
3.5.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario 52

3.5.9. Proponiendo Ha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.5.10. Ley de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Notación

La notación utilizada en este trabajo se lista a continuación por orden de aparición.

H — Hamiltoniano de un sistema.
q — Coordenadas generalizadas.
p — Momentos generalizados.
< — Conjunto de los reales.
x — Estados de un sistema dinámico.
x∗ — Punto deseado del espacio de estados.
ẋ — Vector velocidad en el espacio de estados.
q∗ — Punto deseado en las coordenadas generalizadas.
B — Matriz de fuerza de entrada.
u — Entradas de control en un sistema dinámico.
B u — Fuerzas generalizadas externas.
m — Dimensión de las entradas u.
y — Salidas de un sistema Hamiltoniano.
m — Dimensión de las salidas de un sistema Hamiltoniano.
J — Matriz de interconexión del sistema Hamiltoniano.
D0 — Espacio de estados.
g — Matriz de incidencia de entradas al sistema.
gR — Matriz de incidencia de entradas asociada a propiedades disipativas.
uR — Entradas de control asociadas a propiedades disipativas.
yR — Salidas del sistema Hamiltoniano asociadas a propiedades disipativas.
FR — Función estática entre uR y yR.
R — Matriz de disipación del sistema Hamiltoniano.
Jd — Matriz de interconexión del sistema Hamiltoniano deseado.
Rd — Matriz de disipación del sistema Hamiltoniano deseado.
Hd — Hamiltoniano deseado.
t — La variable tiempo.
I — Subconjunto de los reales asociado a la variable tiempo t.
g⊥ — Aniquilador izquierdo de g(x).
u∗ — Entrada necesaria para mantener el sistema en x∗.
f — Sistema general determińıstico.
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δx — Desplazamiento virtual de x.
δẋ — Velocidad virtual de x.
λmax — El valor propio máximo de una matriz.
Js — Parte simétrica del Jacobiano de un sistema.
x0 — Condiciones iniciales de un sistema dinámico.
βL — Cota inferior de Js.
Dc — Región de contracción.
In — Matriz identidad.
Rc — Bola de radio constante r.
x? — Trayectoria deseada o admisible del espacio de estados.
Θ — Transformación de coordenadas δx a δz.
M,P — Métrica del cuadrado de la longitud entre δx y δz.
F — Jacobiano generalizado de δz.
JsM — Parte simétrica del Jacobiano con respecto a la métrica M .
βM — Cota inferior de JsM .
JsF — Parte simétrica del Jacobiano F .
βF — Cota inferior de JsF .
u? — Entrada necesaria para mantener el sistema en x?.
Ad — Estructura de Dirac para el sistema Hamiltoniano deseado.
α1 — Cota superior del Hessiano del Hamiltoniano deseado.
α2 — Cota inferior del Hessiano del Hamiltoniano deseado.
N — Matriz asociada a la existencia de solución de la Ecuación de Riccati.
σ — Valores singulares de una matriz.
σ2
ω — Mı́nimo valor sobre el barrido ω del cuadrado del valor singular mı́nimo.
ω — Variable de frecuencia.
0̄ — Matriz de ceros de la dimensión correspondiente.
zref — Salida plana o trayectoria de referencia.
h — Salida plana propuesta en función de los estados admisibles.
ψ0 — Cambio de coordenadas de z̄ref a x?.
ψ1 — Cambio de coordenadas de z̄ref a u?.
z̄ref — Vector de salidas planas y sus derivadas temporales.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Hay problemas de control de seguimiento de trayectorias aplicados en la ingenieŕıa,
como son los servomecanismos, sistemas de maquinado CNC, impresiones 3D,
robótica, veh́ıculos autónomos, drones, motores, circuitos, entre muchas aplicaciones
mas.
En los sistemas lineales ya está resuelto el problema de seguimiento de trayectorias,
pero para los sistemas no lineales, es aún un tema abierto para la teoŕıa de control, a
pesar de proponerse soluciones que funcionan en los sistemas lineales, utilizando las
coordenadas del error, en los sistemas no lineales generalmente es dif́ıcil obtener las
coordenadas de la dinámica del error sin perder la estructura con propiedades
requeridas para aplicar un controlador no lineal.
El control en sistemas con estructura Hamiltoniana controlada por puerto (PCH 1) ha
mostrado ser útil debido a que agrupa sus propiedades de enerǵıa, interconexión y
disipación de manera sencilla, lo que facilita comprender al sistema f́ısicamente y
hacer intuitivo proponer un controlador para este. El uso de estos sistemas es una
alternativa a los controladores que cancelan no linealidades (puede destruir la
estructura del sistema), de alta ganancia (alto consumo de enerǵıa del actuador) y por
coordenadas del error (comportamientos no intuitivos). La metodoloǵıa del control
basado en pasividad con inyección de amortiguamiento (IDA-PBC ) ha mostrado ser
útil para el control de sistemas no lineales en forma Hamiltoniana, y extendiéndose la
cantidad de modelos a controlar junto con otras numerosas ventajas como alto
desempeño y un consumo de enerǵıa el cuál se puede analizar de manera cualitativa.
En varios trabajos; [33], [36], [50], [32] y [35] se han mostrado varias metodoloǵıas
para la regulación de algún punto deseado, utilizando el control basado en pasividad

1Los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto tienen una estructura que representa a la

interconexión entre elementos almacenadores de enerǵıa, donde la función de enerǵıa se llama el Ha-

miltoniano
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(PBC, IDA-PBC, Moldeo de enerǵıa, CbI ).
Debido al éxito que ha tenido el control IDA-PBC y a su gran rango de aplicaciones
[33], se han intentado extender su metodoloǵıa para seguimiento de trayectorias,
trabajando con la estabilización de las coordenadas del error [5], [12],
transformaciones canónicas generalizadas [11], linealización [18], desplazamiento
virtual [39], teoŕıa de contracción [49], entre otros métodos. De los antes citados, el
método más sencillo e intuitivo es el de [49], que a pesar de estar limitado por una
clase especial de sistemas PCH, es simple pues se busca tener un sistema en lazo
cerrado contrayente el cuál va a seguir las trayectorias marcadas en función de la
enerǵıa en lazo cerrado variante en el tiempo.

1.2. Antecedentes

En busca de extender metodoloǵıa IDA-PBC para el seguimiento de trayectorias se
han intentado varios caminos, que son:

La dinámica del error: El sistema PCH se transforma a través de las
coordenadas del error y entonces se busca la estabilización a cero de las
coordenadas del error, en trabajos como [5], [12], y varios más se consigue
estabilizar el error. El principal obstáculo es que al transformarse el sistema
PCH con coordenadas del error, usualmente el nuevo sistema transformado no
tiene forma PCH, entonces ya no es posible aplicar la metodoloǵıa IDA-PBC, la
razón usualmente es por que el Hamiltoniano no tiene forma cuadrática o
depende de estados cruzados. Y como desventaja se sacrifica la comprensión e
intuición del sistema f́ısico, pues la dinámica del error oculta las propiedades del
sistema original.

Transformaciones canónicas generalizadas: En [11] y [10], se busca resolver el
obstáculo antes dicho, proponiendo una transformación dependiente del tiempo
(Transformación canónica generalizada) para tenerse de nuevo un sistema PCH
pero dependiente del tiempo. El principal obstáculo de este trabajo es que dicha
transformación se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, que usualmente es dif́ıcil. Y como desventajas se tienen que: está
limitado a una clase de sistemas PCH, obtener velocidades altas de convergencia
se complica pues está relacionada a las transformaciones canónicas generalizadas
junto con el IDA-PBC aplicado al sistema transformado, y pierde
completamente la interpretación f́ısica trabajando con el sistema transformado.

Dinámicas del error lineales locales: En linealización [18] y [20], se propone
linealizar la dinámica del error en del origen, una vez con el sistema lineal
variante en el tiempo se le aplica IDA-PBC. El obstáculo de este camino es
evitar singularidades en el procedimiento ya que al linealizar en el error nulo se
llegan a incongruencias con el procedimiento IDA-PBC. Entre las desventajas
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están que se dificulta probar estabilidad en el sentido de Lyapunov por tenerse
sistemas PCH no autónomos y que al linealizar se limita el rendimiento y las
buenas propiedades de los controladores no lineales.

Desplazamiento virtual (v-dPBC ): En [39], se propone trabajar con el diseño de
un sistema virtual que está asociado al sistema original, el cual se busca que las
dinámicas del sistema cerrado sean diferencialmente pasivas y converja a los
puntos de equilibrio deseados del sistema virtual. Este controlador es basado en
pasividad, no es la metodoloǵıa IDA-PBC. El obstáculo de este camino es que
los cálculos para obtener la ley de control son complicados y que se utiliza teoŕıa
matemática avanzada para el campo ingenieŕıl. Como ventaja se tiene que se
puede elegir un sistema virtual con las mismas propiedades que el original,
permitiendo la intuición f́ısica para el diseño del control. Como desventaja se
tiene que no se basa en la metodoloǵıa IDA-PBC, aśı que no se adquieren todas
los beneficios de utilizar este poderoso método.

Sistemas PCH contrayentes (tIDA-PBC ), en [49], se propone extender la
metodoloǵıa del IDA-PBC y todas sus propiedades de la regulación de puntos
deseados al seguimiento de trayectorias deseadas. Se propone un sistema
deseado contrayente, y junto con la teoŕıa de contracción [27], se prueba que el
sistema deseado va a converger a las trayectorias admisibles del sistema de
manera exponencial. El obstáculo de este camino es realizar las pruebas de que
el sistema deseado es contrayente, y además cumplir todas las condiciones de la
metodoloǵıa IDA-PBC. Entre sus ventajas es su sencillez ya que es una
extensión de la metodoloǵıa IDA-PBC, el sistema converge de manera
exponencial y es intuitivo en el diseño. Como desventaja es que el sistema en
lazo cerrado está limitado a una clase de sistemas PCH.

En los trabajos con los que se trabaja con la dinámica del error ([5], [12], [11], [10] y
[20]) se pierde una de las grandes ventajas de la metodoloǵıa IDA-PBC, que es la
interpretación f́ısica del sistema deseado, ya que en las coordenadas del error, si es que
se logra representar de forma Hamiltoniana, pierde sentido f́ısico pues se tiene una
función de enerǵıa del error, una estructura de interconexión y una estructura de
disipación del error.
De los antes citados, el camino para conseguir el seguimiento de trayectorias con [49],
parece ser una solución viable, ya que el tIDA-PBC es el más sencillo e intuitivo de
los otros caminos, hereda las ventajas y propiedades de la metodoloǵıa IDA-PBC, aśı
como que se rescata la pericia obtenida del diseño de controladores IDA-PBC para
regulación. A pesar de estar limitado por una clase especial de sistemas PCH en el
lazo cerrado, lo que implica que se limita también la clase de sistemas que se puede
hacer seguimiento de trayectorias por tIDA-PBC, es posible trabajar con varios
sistemas si se reformula su modelado como en [40], o si se cumplen ciertos requisitos
en la Ecuación de matching.
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1.3. Planteamiento del problema

El problema a resolver en esta Tesis se plantea con el siguiente párrafo:
Resolver el problema de seguimiento de trayectorias con la clase de sistemas PCH, y
basado en la metodoloǵıa de diseño tIDA-PBC propuesta por [49], proponer un
procedimiento general paso a paso bien marcado para ilustrar la eficacia, intuición y
facilidad del diseño de controladores por tIDA-PBC, aplicándolo a diferentes sistemas
PCH.

1.4. Contribuciones

La principal contribución de este trabajo es mostrar de manera sistemática, el
procedimiento en diferentes aplicaciones, la metodoloǵıa del controlador tIDA-PBC
v́ıa teoŕıa de contracción con convergencia exponencial, utilizando herramientas
matemáticas como las propiedades de planitud diferencial y el complemento de Schur
para facilitar el diseño del controlador, aśı como ilustrar sus limitaciones en la clase
de sistemas PCH. Se aplicaron dichos procedimientos en sistemas lineales como no
lineales, siendo los últimos con más obstáculos a resolver, que son; facilitar el análisis
de sistemas PCH contrayentes, la existencia de trayectorias de referencia, la
existencia de la región de contracción, y mejoras en el desempeño, estos se abordaron
con análisis matricial, teoŕıa de planitud diferencial, teorema de la función inversa y
conocimientos de control basado en pasividad.

1.5. Estructura de la Tesis

Esta Tesis está organizada de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 2 se habla de los preliminares necesarios para el desarrollo del
controlador.

En el Caṕıtulo 3 se aborda en el procedimiento sistemático para el diseño de los
controladores para los diferentes sistemas dinámicos.

En el Caṕıtulo 4 se realizan las conclusiones obtenidas de la realización de esta
Tesis aśı como proponer el trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas Hamiltonianos, propuestos por William Rowan Hamilton en el siglo XIX,
son una reformulación de la mecánica clásica de Newton, pero con la principal ventaja
de que describe la evolución temporal de un sistema con ecuaciones diferenciales de
primer orden y permite integrar de manera más sencilla que los sistemas
Lagrangianos 1.
Los sistemas Hamiltonianos permiten una obtención de modelo más sencilla de los
sistemas dinámicos, esto comparado con el método de ecuaciones de Newton, ya que
se basa en analizar la enerǵıa de cada elemento de un sistema y de su interconexión
con otros elementos. A pesar de que los sistemas Lagrangianos se modelan de una
forma similar, el conjunto de sistemas que se pueden modelar con el método
Hamiltoniano es mayor que con el método Lagrangiano.
La forma canónica de expresar a los sistemas Hamiltonianos es:

−∂H
∂qi

= ṗi,
∂H
∂pi

= q̇i

donde:
pi, qi son los pares de coordenadas canónicas conjugadas.
El Hamiltoniano siempre acota por arriba al Lagrangiano porque en este último se
tiene la resta de la enerǵıa cinética con la potencial o viceversa, pero sus derivadas
temporales no siempre se pueden acotar el Hamiltoniano con el Lagrangiano. Ya que
el Hamiltoniano contiene información de la enerǵıa en el sistema, si se cumple que
Ḣ(t) ≡ 0 ∀t, entonces implica que el sistema conserva su enerǵıa.

1Es una reformulación de la mecánica clásica en la cual se utilizan los conceptos de enerǵıa poten-

cial y cinética, teniéndose un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en función de las

coordenadas generalizadas y sus velocidades. Tiene la ventaja de que es invariante a los cambios de

coordenadas pues no depende de la referencia.
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Si se toma el Hamiltoniano H como función candidata de Lyapunov

H : <n → <+

que cumple al valuar el Hamiltoniano en un punto x∗

H(x∗) = 0, H(x) > 0 ∀x 6= x∗

y si al obtener la derivada temporal se tiene que

Ḣ(x) =
(∂H(x)

∂x

)>
ẋ ≤ 0

entonces de la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov se puede concluir que el punto x∗ es
estable en el sentido de Lyapunov.

2.1.1. Máximos y mı́nimos relativos de H

Para el análisis de la estabilidad de los puntos x∗, es necesario obtener los puntos
máximos y mı́nimos del Hamiltonianos, los cuales cumplen con:

(q∗, 0) | ∇q,pH(q∗, 0) = 0

donde se define a ∇q,pH(q, p) como forma abreviada de la siguiente función
∇q,pH(q, p) = ∂H

∂q∂p(q, p).
Una vez con los puntos máximos y mı́nimos, y con el Hessiano

∇2
q,pH(q, p) =

 ∂2H
∂q∂q

∂2H
∂q∂p

∂2H
∂p∂q

∂2H
∂p∂p

 , x =

[
q
p

]

Se analiza si x∗ es un punto máximo o mı́nimo de H con el criterio de Sylvester.

Si los menores principales son mayores a cero en ∇2
q,pH(q∗, 0), x∗ es un mı́nimo

relativo.

Si los menores principales pares son mayores a cero y los menores principales
impares son menores a cero en ∇2

q,pH(q∗, 0), x∗ es un máximo relativo.

Si los menores principales son diferentes a cero y no cumple con ninguno de los
casos anteriores en ∇2

q,pH(q∗, 0), x∗ es un punto silla.
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2.1 Sistemas Hamiltonianos

2.1.2. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto

Estos sistemas Hamiltonianos son resultado del modelado de sistemas f́ısicos, que son
la interconexión de elementos almacenadores de enerǵıa independientes con
parámetros concentrados y conservativos con entrada, están definidos por [45] como
PCH systems por sus siglas en inglés, son un conjunto de sistemas Hamiltonianos los
cuales la entrada al modelo es por los puertos de los momentos generalizados y tienen
la siguiente estructura:

q̇ =
∂H
∂p

(q, p)

ṗ = −∂H
∂q

(q, p) +B(q)u

y = B>(q)
∂H
∂p

(q, p)

(2.1)

donde (q, p) = (q1, . . . , qkn , p1, . . . , pkn) son las coordenadas y momentos generalizados,
u ∈ <m son las entradas de control, y ∈ <m son las salidas del sistema, B(q) es la
matriz de fuerza de entrada y B(q)u son las fuerzas generalizadas externas.
Si m < kn, entonces el sistema (2.1) es subactuado, y si m = kn, el sistema (2.1) es
completamente actuado.
El sistema (2.1) y usando las coordenadas x = (q, p) se puede reacomodar y
generalizar como:

ẋ = J(x)∇H(x) + g(x)u

y = g>(x)∇H(x)
(2.2)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, J(x) = −J>(x) es la matriz de interconexión del sistema,
H(x, t) : I×<n → < es una función escalar con I ⊂ < que representa a la enerǵıa
total en el sistema, g(x) es la matriz de incidencia de entradas al sistema, u ∈ <m son
las entradas al sistema. Y por facilidad de notación, se define a ∇H(x) , ∂H

∂x (x).
Una de las propiedades principales de los sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto (2.2) es su balance de enerǵıa

Ḣ(x(t)) = u>(t)y(t)

el cual se puede interpretar f́ısicamente que el sistema conserva la enerǵıa, y se
concluye que el sistema (2.2) es conservativo cuando u = 0.

2.1.3. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con disipación

Debido a que la gran mayoŕıa de los sistemas f́ısicos que se modelan siempre disipan
la enerǵıa, en [45] se definen los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con
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disipación ( PCHD 1 por sus siglas en inglés), se llega a esta estructura con el
siguiente procedimiento.
Considerando que en el sistema (2.2), las fuerzas generalizadas externas g(x)u se
representan como

[
g(x) gR(x)

]
=

[
u
uR

]
= g(x)u+ gR(x)uR, (2.3)

entonces se tiene que suponer una nueva salida que es[
y
yR

]
=

[
g>(x)∇H(x)
g>R(x)∇H(x)

]
(2.4)

donde uR, yR ∈ <mr son las entradas y salidas del sistema a los cuales se les asocian
las propiedades disipativas.
Las entradas asociadas a las propiedades disipativas están relacionadas de la siguiente
forma con las salidas asociadas a las propiedades disipativas

uR = −FR(yR) (2.5)

donde FR : <mr → <mr es una relación estática que satisface y>RFR(yR) ≥ 0.
A partir del desarrollo matemático en [45], la relación FR se puede obtener a partir de
una función R : <mr → < dado que cumple FR(yR) = ∂R

∂yR
(yR).

Finalmente, sustituyendo a (2.5) en (2.3),y junto con (2.4), se tiene al sistema (2.2)
con términos disipativos.

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

y = g>(x)∇H(x)
(2.6)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, J(x) = −J>(x) es la matriz de interconexión del sistema,
H(x, t) : I×<n → < es una función escalar con I ⊂ < que representa a la enerǵıa
total en el sistema, g(x) es la matriz de incidencia de entradas al sistema, u son las
entradas al sistema. Y el nuevo término es R(x) = R

>(x) ≥ 0, que resulta ser la
matriz de disipación del sistema.
La formulación de sistemas dinámicos como sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto con disipación permite analizar sus dinámicas y propiedades de estabilidad de
manera sencilla, ya que se subdivide en una matriz de disipación, una de
interconexión, una de entradas al sistema y una función de enerǵıa, todas estas
estructuras compatibles con el análisis de estabilidad de Lyapunov.

1Por facilidad de notación, se considera PCH como los sistemas Hamiltonianos controlados por

puerto disipativos tanto como los no disipativos.
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2.2. Control basado en pasividad por asignación de inter-

conexión y amortiguamiento (IDA-PBC )

El control basado en pasividad ( PBC por sus siglas en inglés), es una metodoloǵıa
para el diseño de controladores, fue propuesto en [34], en la cual la idea principal es
pasivizar al sistema con una función de enerǵıa con un punto mı́nimo en el valor
deseado al que se desea regular. Ha probado ser una manera sistemática y sencilla
para controlar sistemas Lagrangianos, en espećıfico para sistemas mecánicos, como es
visto en [37]. Los problemas de regulación se pueden resolver moldeando la enerǵıa
potencial, con la ventaja de preservar la estructura Lagrangiana en el sistema en lazo
cerrado. Pero en el caso de sistemas eléctricos y electromecánicos, se necesita el
moldeo de la enerǵıa total del sistema, por lo que fue necesario extender la
metodoloǵıa de diseño a los sistemas con estructura Hamiltoniana.
El control basado en pasividad por asignación de interconexión y amortiguamiento (
IDA-PBC por sus siglas en inglés) es la extensión de la metodoloǵıa de diseño de
controladores antes mencionada, entre sus ventajas se tienen según [36] que:

El sistema en lazo cerrado mantiene la estructura Hamiltoniana y explota todas
sus propiedades estructurales.

Permite el moldeo completo de enerǵıa del sistema y aún aśı se preserva la
estructura Hamiltoniana en el sistema en lazo cerrado, a diferencia de la
metodoloǵıa PBC en sistemas Lagrangianos que sólo pueden moldear la enerǵıa
potencial para preservar su estructura.

La función de enerǵıa del mapeo pasivo resulta ser la función total de enerǵıa
del sistema en lazo cerrado.

Se trabaja con sistemas Hamiltonianos controlados por puerto (PCH ) con o sin
disipación, el cual es un conjunto más grande de sistemas que permiten
modelarse con esta estructura que con el Lagrangiano, ya que todos los modelos
Lagrangianos pueden representarse en forma PCH, pero no siempre un sistema
PCH puede representarse en forma Lagrangiana.

Es una metodoloǵıa que es Universalmente estabilizante, esto es, que se generan
todos los controladores asintóticamente estabilizadores para sistemas PCH.

La metodoloǵıa permite la intuición f́ısica del sistema deseado, por lo que se
puede diseñar de manera más eficiente.

Entre las desventajas de esta metodoloǵıa se tiene que:

Se requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, que en
general, no es sencillo [36].
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Se tienen demasiados grados de libertad, y para diseñar un controlador con el
desempeño deseado se debe de tener cierta experiencia y conocimiento de las
propiedades f́ısicas del modelo.

El proceso de esta metodoloǵıa mencionado en [36] es fijar la estructura deseada de
interconexión y disipación del sistema, se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales, en donde se tiene un conjunto de todas las funciones de enerǵıa
que cumplen las restricciones. Se elige una función de enerǵıa que cumpla con dicho
sistema de ecuaciones y además que tenga un punto mı́nimo en el punto deseado al
que se desea converger. Y finalmente se obtiene el control el cual ya se ha presentado
su forma.
El objetivo del IDA-PBC es: Dado un sistema PCH (2.6) encontrar un control
u = β(x) en función de los estados del sistema que al conectarse en lazo cerrado, este
tenga la siguiente forma.

ẋ =
(
Jd(x)−Rd(x)

)
∇Hd(x)

donde la función de enerǵıa Hd tiene un punto mı́nimo local en el punto deseado de
equilibrio x∗, Jd(x) = −J>d (x) es la matriz de interconexión deseada y
Rd(x) = R

>
d (x) ≥ 0 es la matriz de amortiguamiento deseado.

Esta metodoloǵıa se basa en la propiedad de pasividad, cualidad en la que se puede
entender que el sistema no genera por si mismo enerǵıa, sino que sólo lo procesa y
disipa, en algúnos casos. Gracias a la propiedad de pasividad de los sistemas, se
pueden interconectar varios sistemas pasivos y tener un sistema pasivo como
resultado, esto, sumado a la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov y LaSalle, se puede
probar la convergencia del sistema a un punto deseado.
El procedimiento IDA-PBC es el siguiente:
Dado un sistema Hamiltoniano controlado por puertos PCH

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

y = g>(x)∇H(x)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, J(x) = −J>(x) es la matriz de interconexión del sistema,
R(x) = R

>(x) ≥ 0 es la matriz de disipación del sistema, H(x, t) : I×<n → < es una
función escalar con I ⊂ < que representa a la enerǵıa total en el sistema, g(x) es la
matriz de incidencia de entradas al sistema, u son las entradas afines en el sistema y
las salidas se agrupan en y.
Se propone el siguiente sistema PCH como el lazo cerrado del sistema

ẋ =
(
Jd(x)−Rd(x)

)
∇Hd(x) (2.7)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, Jd(x) = −J>d (x) es la matriz de interconexión del sistema deseado,
Rd(x) = R

>
d (x) ≥ 0 es la matriz de disipación del sistema deseado,
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Hd(x, t) : I×<n → < es una función escalar con I ⊂ < que representa a la enerǵıa
total en el sistema deseado.
La ley de control se obtiene de manera sencilla, suponiendo que las trayectorias del
sistema van a ser las deseadas se tiene que

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u =

(
Jd(x)−Rd(x)

)
∇Hd(x) (2.8)

de la ecuación (2.8) se despeja a la entrada y se obtiene la ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[(
Jd(x)−Rd(x)

)
∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
(2.9)

donde los parámetros libres de diseño son del sistema deseado (2.7), sin embargo, en
el caso de los sistemas subactuados, se sabe que existen ciertas limitaciones del
sistema para llevarlo a un punto deseado con la dinámica deseada. Estas limitaciones
están delimitadas por los canales donde no se tiene entrada directa de control, en
otras palabras, no se puede exigir cualquier dinámica a los estados donde no entra el
control directamente. Para caracterizar estas limitaciones, se tiene la Ecuación de
matching, dada por

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd(x)−Rd(x)

)
∇Hd(x)

}
(2.10)

donde g⊥(x) | g⊥(x)g(x) = 0̄, es el aniquilador izquierdo de g(x).
Para cumplir con la ecuación (2.10), se sacrifican algunas libertades del sistema
deseado, pero respetando la estructura del sistema f́ısico se puede llegar a obtener las
dinámicas con alto rendimiento.
Otra de las condiciones es que si se desea que el sistema deseado (2.7) llegue a
converger a un punto deseado x∗, se tiene que cumplir que:

La función de enerǵıa deseada tenga un punto mı́nimo al menos localmente
argmin{Hd} = x∗, ∇xHd

∣∣
x∗

= 0

La función de enerǵıa sea positiva definida al menos localmente Hd ≥ 0, esto es
que el Hessiano sea positivo definido localmente ∇2

xHd > 0

La estructura de interconexión y disipación (Jd(x)−Rd(x)) sea Hurwitz

Existen tres caminos para resolver la Ecuación de matching la estructura de Dirac y
función de enerǵıa del sistema en lazo cerrado:

1. IDA-PBC Algebraico, donde se fija primero la función de enerǵıa Hd(x) y en
consecuencia la Ecuación de matching se reduce a un sistema de n−m
ecuaciones algebraicas, las cuales al resolver se obtienen anaĺıticamente los
elementos de Jd(x) y Rd(x).
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2. PRELIMINARES

2. IDA-PBC no parametrizado, donde se fija la estructura del sistema cerrado
Jd(x) y Rd(x), para obtener finalmente a Hd(x) a través de la solución de la
Ecuación de matching que se puede reducir a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales más sencillo.

3. IDA-PBC parametrizado, donde se propone la forma de Hd con los
conocimientos de la forma de enerǵıa del sistema del lazo abierto, se dejan libres
las estructuras Jd(x) y Rd(x), para finalmente resolver a la Ecuación de
matching como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Con cualquiera de los tres caminos antes mencionados, se fija completamente el
sistema deseado y entonces se obtiene la ley de control de la ecuación (2.9).
Otra consideración importante, son las limitaciones de escoger el punto deseado x∗ ya
que para dirigir el sistema a un punto, este debe de pertenecer al espacio de estados
del sistema D0. Los puntos de operación admisibles del sistema (2.6) son descritos por

ẋ∗ =
[
J
(
x∗
)
−R

(
x∗
)]
∇H(x)

∣∣
x∗

+ g
(
x∗
)
u∗, ẋ∗ = 0 (2.11)

Si no existe una entrada u∗ que satisfaga la ecuación (2.11), esto es, que mantenga al
sistema en el punto x∗ partiendo de ese mismo punto, entonces se concluye que si
existese una ley de control que lleve al sistema a ese punto, no es posible mantenerlo
en un tiempo futuro.
De igualar las dinámicas de los sistemas como en (2.8), pero valuando en los puntos
de operación admisibles se llega a[

J
(
x∗
)
−R

(
x∗
)]
∇H(x)

∣∣
x∗

+ g
(
x∗
)
u∗ =

[
Jd

(
x∗
)
−Rd

(
x∗
)]
∇Hd(x)

∣∣
x∗

(2.12)

la ecuación (2.12) se cumple para todo tiempo, ya que de lado izquierdo (2.11) es 0, y
por definición, de lado derecho también.
Esta observación es de gran importancia en el seguimiento de trayectorias admisibles,
donde ẋ∗(t) 6= 0.

2.3. Planitud diferencial

El concepto de planitud diferencial propuesto en [9] y [28], es una metodoloǵıa para
analizar sistemas no lineales a partir del enfoque de salidas planas, estas últimas
cuentan con varias propiedades como:

La planitud de un sistema es una propiedad geométrica del sistema, esto es, que
es independiente de la selección de las coordenadas.

El analizar el sistema se vuelve sencillo operativamente.
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2.3 Planitud diferencial

Un sistema es plano si uno puede encontrar un conjunto de variables llamadas
salidas planas, tal que es algebraico a partir del campo diferencial generado por
el conjunto de esas salidas.

En caso de seguimiento de trayectorias, es fácil obtenerlas anaĺıticamente.

No es necesario resolver el sistema original para obtener las trayectorias que se
desean seguir.

Un sistema plano es tal que las curvas que son solución del sistema ẋ = f(x, u) se
pueden mapear uno a uno a curvas ordinarias en un espacio dado, cuya dimensión
posiblemente diferente a la dimensión de las curvas del sistema original. Una manera
de interpretar a los sistemas planos es; como un cambio de coordenadas que
transforma al sistema original en su forma más simple, donde los cálculos se vuelven
triviales, ya que tanto las coordenadas como el campo vectorial se “enderezan”, como
se aprecia en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Curvas del sistema original xn, x̃ = (x1, . . . , xn−1) en las nuevas coordenadas

“enderezadas”, zn, z̃ = (z1, . . . , zn−1).

Una de las aplicaciones de los sistemas planos es que sirven como una poderosa
herramienta para la obtención anaĺıtica de las trayectorias que se pueden seguir en un
sistema dado. Al poderse representar el sistema en lazo abierto ẋ = f(x, u), como
función de la salida plana y sus derivadas temporales (Figura 2.2) , es sencilla la
inversión de las dinámicas del sistema original con el fin de generar las trayectorias el
cual el sistema seguiŕıa, suponiendo que se conoce completamente al sistema y se
comporta de manera ideal, estas trayectorias son llamadas trayectorias de referencia o
trayectorias nominales, según [25].
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Figura 2.2: Representación gráfica del sistema original transformado al sistema plano.

Hay que tener en cuenta que el número de salidas planas que se pueden proponer
como trayectorias de referencia independientes son son el número de entradas
independientes del sistema original, y que las singularidades al obtener el mapeo
inverso del sistema plano no quiere decir que no sea plano el sistema, pues se pueden
corregir con herramientas para análisis de singularidades.

2.4. Teoŕıa de contracción

La teoŕıa de contracción [27], es una novedosa herramienta para analizar y probar la
convergencia de las trayectorias de un sistema no lineal. Su análisis en cierta forma es
similar al teorema de estabilidad de Lyapunov, ya que para realizar el análisis por
contracción, se tiene que encontrar una función (métrica según [27] ) para deducir
convergencia en términos de la proximidad entre las trayectorias.
La diferencia con el análisis v́ıa teoŕıa de Lyapunov radica en que el método por
teoŕıa de contracción analiza las variaciones de las trayectorias del sistema
(desplazamiento virtual), y el método de Lyapunov analiza las trayectorias cerca de
un punto de equilibrio. Esta manera de analizar el sistema de forma diferencial
permite probar convergencia exponencial utilizando la misma teoŕıa de Lyapunov
aplicado ahora al sistema del desplazamiento virtual y con una métrica adecuada al
momento de analizar el desplazamiento virtual de las trayectorias.
También se puede utilizar como una herramienta de diseño de controladores y aśı
obtener seguimiento de trayectorias en sistemas no lineales con convergencia
exponencial, suponiendo una métrica adecuada, en [39] y [49] se explota esta teoŕıa
para sistemas Hamiltonianos, y siendo el último con un procedimiento y prueba de
estabilidad más sencillo de entender y aplicar.
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2.4 Teoŕıa de contracción

2.4.1. Análisis de convergencia en sistemas dinámicos

En [27] se menciona que intuitivamente, un sistema es estable en alguna región si sus
condiciones iniciales y/o las perturbaciones en el sistema desvanecen, esto quiere decir
que después de algún tiempo, el comportamiento final del sistema dinámico no
depende de las condiciones iniciales y/o las perturbaciones, aśı entonces, todas las
trayectorias del sistema convergen a las nominales. Si ahora analizamos de manera
diferencial a estas trayectorias, para comprobar si las trayectorias cercanas convergen
unas con otras, se llega al sistema virtual que mide la distancia entre estas.
Considerando un sistema general determińıstico de la siguiente forma:

ẋ = f(x, t), x ∈ D0 ⊂ <n (2.13)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, t ∈ < es la variable temporal, f(x, t) : I×<n → <n es una función
vectorial con I ⊂ < que representa al vector velocidad del sistema.
Se considera que (2.13) es la ecuación de estados no forzada del lazo cerrado de
cualquier sistema realimentado con u(x, t), también se supone que todos las variables
son reales y suaves.
La ecuación de estados (2.13) se puede considerar como el flujo de fluido en dimensión
n, y al obtener la variación infinitesimal se tiene el nuevo sistema

δẋ =
∂f

∂x
(x, t)δx (2.14)

donde δx es el desplazamiento virtual 1. El desplazamiento virtual se define como un
vector que va desde una trayectoria a otra cualquiera del campo vectorial (2.13) como
se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Representación gráfica del desplazamiento virtual entre dos trayectorias ve-

cinas.

1En [27] se define al desplazamiento virtual como el desplazamiento infinitesimal en un tiempo fijo,

y geométricamente δx define una linea tangente en forma diferencial.
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Si obtenemos la forma cuadrada del desplazamiento virtual1 δx> δx, geométricamente
estamos obteniendo el cuadrado de la distancia entre las dos trayectorias mencionadas.
Analizando la variación temporal del cuadrado de la distancia virtual se tiene:

d

dt
(δx> δx) = 2 δx> δẋ = 2 δx> δ

∂f

∂x
(x, t)δx (2.15)

y suponiendo que se puede obtener el valor propio más grande de la parte simétrica
del Jacobiano ∂f

∂x

λmax(x, t) = max
{
λ(Js)

}
, Js =

1

2

(∂f
∂x

+
∂f

∂x

>)
se puede acotar a (2.15) de la siguiente forma

d

dt
(δx> δx) ≤ λmax

(
∂f

∂x

)
≤ 2λmax(x, t) δx> δx

y entonces, según [27], la norma de la solución del desplazamiento virtual está acotado
por arriba de la siguiente manera

||δx|| ≤ ||δx0||e
∫ t
0 λmax(x,tτ ) dtτ (2.16)

si λmax(x, t) es uniformemente estrictamente negativo, esto es que exista una
constante βL > 0 que

λmax(x, t) ≤ −βL < 0, ∀x, ∀t ≥ 0

entonces se concluye convergencia exponencial de δx a cero, implicando que las
trayectorias de x van a converger unas con otras de manera exponencial también.
Entonces, de [27] se tiene la siguiente definición:

Definición 2.4.1. (Región de contracción) Dado el sistema ẋ = f(x, t), de la región

de espacio de estados D0, una región abierta y conexa Dc ⊂ D0 es llamada región de

contracción si el Jacobiano ∂f
∂x es uniformemente negativo definido en esa región, esto

es que existe una constante βL > 0 que

Js ≤ −βLIn < 0, ∀x ∈ Dc, ∀t ≥ 0, Js =
1

2

(∂f
∂x

+
∂f

∂x

>)
De manera similar, una semi región de contracción corresponde a la región en la cual

el Jacobiano ∂f
∂x es negativo semidefinido, y una región indiferente en la cual el

Jacobiano ∂f
∂x es antisimétrico.

1En [27] se define a la forma cuadrada del desplazamiento virtual, δx> δx, como el asociado cuadrado

de la forma tangente.
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2.4 Teoŕıa de contracción

Una vez definida la región de contracción, se tiene el teorema para convergencia de
trayectorias:

Teorema 2.4.1. (Convergencia de trayectorias [27]) Dado el sistema ẋ = f(x, t),

cualquier trayectoria x(t) que comience en una bola de radio constante Rc (con centro

en una trayectoria dada x?(t) y contenida para todo tiempo en la región de

contracción Dc), se mantiene en esa bola y además converge exponencialmente a la

trayectoria x?(t). Aún mas, si todo el espacio de estados es contractivo D0 = Dc,

entonces se garantiza convergencia global exponencial.

El Teorema 2.4.1 proviene del siguiente razonamiento ilustrado en la Figura 2.4:
Suponiendo que existe una bola de radio constante Rc con centro en una trayectoria
dada x?(t), tal que la bola siguiendo en el centro de la trayectoria siempre permanece
en la región de contracción Dc para todo tiempo t ≥ 0. Se deduce que, debido a que
cualquier longitud (entre ellas ||δx||) dentro de la bola Rc convergen
exponencialmente a cero, entonces cualquier trayectoria x(t) que comience en la bola
Rc, va a permanecer en esa bola y además va a converger exponencialmente al centro
de la bola, que es la trayectoria dada x?(t).

Figura 2.4: Convergencia de la trayectoria x(t) a x?(t) en la región contrayente.

La evolución temporal de las trayectorias se pueden ilustrar con la Figura 2.5, en la
cuál se observa que la trayectoria x(t) que comience en x(0), dentro de la bola Rc con
radio r, converge a x?(t). O visto de otra manera, las condiciones iniciales x(0)
desvanecen con velocidad exponencial, llevando la trayectoria x(t) a una trayectoria
x?(t).
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Figura 2.5: Evolución temporal de la trayectoria x(t) en la región contrayente Dc.

El Teorema 2.4.1 se puede extender utilizando una definición de longitud más general,
considerando una transformación de coordenadas Θ(x, t)

δz = Θδx (2.17)

se obtiene el cuadrado de la distancia en las nuevas coordenadas

δz> δz = δx>M δx, M(x, t) = Θ>Θ (2.18)

donde M(x, t) representa la métrica del cuadrado de la longitud la cual es simétrica y
continuamente diferenciable. Se asume que M(x, t) es uniformemente positiva
definida, esto con el fin de que al probar que δz tiende exponencialmente a cero,
implica que en las coordenadas originales δx también convergerán a cero.
Con estas nuevas coordenadas, se realiza el mismo análisis que en (2.15), obteniéndose
la derivada temporal de (2.18) y junto con (2.14) se llega a

d

dt
δz = Θ̇δx+ Θ

∂f

∂x
δx = F δz, F =

(
Θ̇ + Θ

∂f

∂x

)
Θ−1 (2.19)

donde F es el Jacobiano generalizado, ahora, premultiplicando a (2.19) por Θ> se
tiene

Θ>
d

dt
δz = Θ>Θ̇δx+M

∂f

∂x
δx =

(
Θ>Θ̇ +M

∂f

∂x

)
δx (2.20)

luego, analizando el comportamiento temporal del cuadrado de la distancia en el
nuevo sistema de coordenadas y con (2.17)

d

dt
(δz> δz) = 2δz> δż = 2δx>Θ>δż

se llega finalmente a la dinámica de las coordenadas originales δx

d

dt
(δx>Mδx) = δx>

(
∂f

∂x

>
M +M

∂f

∂x
+ Ṁ

)
δx
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2.4 Teoŕıa de contracción

siguiendo la misma idea que en (2.16), se concluye que se va a tener convergencia
exponencial en la región donde se cumpla que

JsM ≤ −βMM, JsM =

(
∂f

∂x

>
M +M

∂f

∂x
+ Ṁ

)
, βM > 0

Con el resultado anterior usando una métrica diferente a la trivial Θ = In, se puede
generalizar la Definición 2.4.1 de la siguiente forma.

Definición 2.4.2. (Región de contracción con respecto a la métrica M) Dado el

sistema ẋ = f(x, t), de la región de espacio de estados D0, una región abierta y conexa

Dc ⊂ D0 es llamada región de contracción con respecto a una métrica uniformemente

positiva definida e inicialmente acotada M(x, t) = Θ>Θ si JsM es uniformemente

negativo definido en esa región, esto es que existe una constante βM > 0 que

JsM ≤ −βMM, ∀x ∈ Dc, ∀t ≥ 0, JsM =
∂f

∂x

>
M +M

∂f

∂x
+ Ṁ

Nótese que si la métrica es definida en un conjunto compacto, entonces la regularidad

de Θ implica una métrica M(x, t) uniformemente positiva definida.

Se define como una región de contracción débil en las regiones donde
∫ t+tτ
t λmax dtτ

sólo es uniformemente negativa.

De manera similar, una semi región de contracción corresponde a la región en la cual

JsM es negativo semidefinido, y una región indiferente en la cual JsM es antisimétrico.

Si analizamos en las coordenadas δz con la ecuación (2.19), se llega al mismo resultado

si se cumple que JsF , 1
2(F + F>) es uniformemente negativo definido, esto es

JsF ≤ −βF In, ∀x ∈ Dc, ∀t ≥ 0, JsF =
1

2

(
Θ̇Θ−1 + Θ−>Θ̇> + Θ

∂f

∂x
Θ−1 + Θ−>

∂f

∂x

>
Θ>
)

Una vez definida la región de contracción para una métrica dada, se tiene el teorema
para convergencia de trayectorias más general:

Teorema 2.4.2. (Convergencia de trayectorias respecto a métrica M [27]) Dado el

sistema ẋ = f(x, t), cualquier trayectoria x(t) que comience en una bola de radio

constante Rc con respecto a la métrica M(x, t) (con centro en una trayectoria dada

x?(t) y contenida para todo tiempo en la región de contracción o región de contracción
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débil Dc con respecto a la métrica M(x, t)), se mantiene en esa bola y además

converge exponencialmente a la trayectoria x?(t). Aún mas, si todo el espacio de

estados es contractivo D0 = Dc con respecto a la métrica M(x, t), entonces se

garantiza convergencia global exponencial.

2.5. Seguimiento de trayectorias con IDA-PBC

En [49] y [48], se propone extender el controlador basado en pasividad para tenerse el
tIDA-PBC, del inglés (trajectory Inyection and Damping Assigment - Passivity Based
Control). En este controlador se propone utilizar la teoŕıa de contracción con la
metodoloǵıa conocida del IDA-PBC, realizando algunas consideraciones previas para
lograr el seguimiento de trayectorias con convergencia exponencial.
La idea de esta metodoloǵıa es que, sabiendo que el IDA-PBC permite convertir
algún sistema PCH a uno deseado también en la forma PCH , se puede diseñar que
dicho sistema deseado sea contrayente y que en consecuencia se tengan las
propiedades del seguimiento de trayectorias con velocidad exponencial.
De [32], a pesar de que es posible que un sistema que no sea PCH se pueda controlar
con IDA-PBC y obtener un sistema deseado en forma PCH , en la metodoloǵıa para
esta extensión del controlador no se considera pues se pierden las ventajas de trabajar
con sistemas PCH .
Una ventaja para la clase de sistemas PCH con los que se trabaja en el tIDA-PBC es
que sus propiedades contrayentes se facilitan con la estructura de las matrices de
interconexión y al Hamiltoniano.

2.5.1. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto contrayentes

Caracterizando a los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con propiedades
de contracción [27], se llega a que, si se puede llevar un sistema a uno PCH
contrayente, el sistema va a poder seguir trayectorias x? con velocidad exponencial.
Suponiendo un sistema PCH como

ẋ = (Jd −Rd)∇Hd(x, t) (2.21)

donde x ∈ D0 ⊂ <n son las variables de estado que se encuentran en el espacio de
estados D0, Jd = −J>d es la matriz constante de interconexión del sistema,
Rd = R

>
d ≥ 0 es la matriz constante de disipación del sistema, Ad , Jd −Rd es una

matriz constante Hurwitz, Hd(x, t) : I×<n → < es una función escalar con I ⊂ < que
representa a la enerǵıa total en el sistema.
El Hamiltoniano depende de las trayectorias del sistema Hd(x, x?, u?), pero como las
trayectorias del sistema son funciones del tiempo x?(t) ,u?(t), se observa de (2.21) que
el Hamiltoniano depende directamente del tiempo, es gracias a esto que va a poder
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2.5 Seguimiento de trayectorias con IDA-PBC

seguir las trayectorias deseadas variantes en el tiempo. Cabe decir que el punto
mı́nimo del Hamiltoniano no es la trayectoria deseada, como el caso de regulación,
ahora es el comportamiento dinámico de Hd el que va a conseguir que el sistema
converga a las trayectorias deseadas, como se ilustra en la Figura 2.6.

x?(t)

x(0)

x?(0)

Figura 2.6: Comportamiento de las trayectorias x, x? y Hd en la región contrayente Dc.

La primera limitación de la metodoloǵıa está en considerar Ad constante, sin embargo
esta consideración no limita de gran manera la clase de sistemas que se puedan
controlar, en [40] y [7], se enuncian modelados con estructura de Dirac y disipación
constantes tanto para sistemas electromecánicos y para sistemas de procesos. Aunque
esta consideración no implica que sistemas con matrices de interconexión y disipación
dependientes de los estados no se les pueda aplicar la metodoloǵıa, como se verá más
adelante en la Sección 3.7.
Obteniendo la variación infinitesimal de (2.21) se tiene que

δẋ =
∂f

∂x
δx = Ad∇2Hd(x, t) δx

Y utilizando el Teorema 2.4.2, en el Apéndice A.1 se encuentra la prueba de que el
sistema (2.21) es contractivo, con este resultado, se procede al teorema para clasificar
a los sistemas PCH contrayentes.

Teorema 2.5.1. (Sistemas PCH contrayentes [49]) Dado el sistema

ẋ = Ad∇Hd(x, t), con Jd + J
>
d = 0, Rd = R

>
d ≥ 0 y Ad = Jd −Rd Hurwitz, y existen

constantes positivas 0 < α1 < α2 tal que Hd está acotada con

α1In < ∇2
xHd(x, t) < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n
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donde Dc ⊂ <n es la región de contracción abierta. Entonces, el sistema

ẋ = (Jd −Rd)∇Hd(x, t) es contrayente en la región Dc si la matriz N no tiene

valores propios en el eje imaginario para alguna constante ε > 0

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

En [49] se utiliza el siguiente lema para analizar los valores propios de N

Lema 2.5.2. (Valores propios de N en el eje imaginario [49]) La matriz N no va a

tener valores propios en el eje imaginario si se cumple que para una constante ε > 0

η(η + ε)A>d Ad < σ2
ωIn, σ2

ω , minωσ
2
min(jωIn −Ad)

La prueba del Lema 2.5.2 se encuentra en el Apéndice A.2, sin embargo, en este
trabajo se va a trabajar con una manera similar para analizar los valores propios de
N a partir de [1] con el Lema 2.5.3, cuya prueba también se encuentra en el Apéndice
A.3.

Lema 2.5.3. (Valores propios de N en el eje imaginario [1]) Existe una constante

ε > 0 tal que la matriz N no tenga valores propios en el eje imaginario si y solo si

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

2.6. Seguimiento de trayectorias en sistemas Hamiltonia-

nos contrayentes

Una vez caracterizados los sistemas PCH contrayentes, se procede a la extensión de la
metodoloǵıa IDA-PBC para seguimiento de trayectorias v́ıa teoŕıa de contracción.
Partiendo de que la idea principal del IDA-PBC es; si un sistema en lazo abierto y un
sistema deseado son iguales en los canales donde no incide la entrada, entonces existe
un controlador tal que el sistema en lazo cerrado sea igual al sistema deseado, se
puede extender esta propiedad al seguimiento de trayectorias si dicho sistema deseado
tiene propiedades de convergencia de trayectorias.
Por las limitaciones f́ısicas de un sistema, un controlador no puede lograr seguir
arbitrariamente cualquier trayectoria impuesta, por ello se definen a continuación las
trayectorias admisibles de un sistema PCH .
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2.6 Seguimiento de trayectorias en sistemas Hamiltonianos contrayentes

Definición 2.6.1. (Trayectorias admisibles del sistema) Las trayectorias admisibles

de un sistema (2.6) es el conjunto de todas las trayectorias x?(t) : I ⊂ < → <n en las

cuales existe una entrada u?(t) : I ⊂ < → <m tales que cumplen con la igualdad

(2.22) para todo tiempo t ⊂ I.

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t) (2.22)

donde I es un conjunto abierto.

Teorema 2.6.1. (tIDA-PBC [27]) Sea una trayectoria admisible x?(t) del sistema

PCH (2.6) y se tienen: la matriz de interconexión del sistema deseado Jd = −J>d , la

matriz de disipación del sistema deseado Rd = R
>
d ≥ 0, la enerǵıa total en el sistema

deseado Hd(x, t) : I×<n → < con I ⊂ < y el aniquilador izquierdo de g(x) donde

g⊥(x) | g⊥(x)g(x) = 0̄, los cuales satisfacen el Teorema 2.5.1 y la Ecuación de

matching.

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
(2.23)

Si el sistema deseado valuado en x? es igual al sistema (2.22), esto es, que las

trayectorias que puede seguir el sistema son las deseadas, ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

.

[
J(x?)−R(x?)

]
∇H(x)

∣∣
x?

+ g(x?)u? = (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

(2.24)

entonces existe una ley de control dada por (2.25)

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
(2.25)

que va a lograr que el sistema (2.6) siga las trayectorias x? en una región contrayente

Dc con velocidad exponencial y la dinámica dada por el sistema en lazo cerrado.

El Hamiltoniano deseado depende de los estados y de las trayectorias admisibles,

Hd(x, x?, u?), pero ya que las trayectorias admisibles y sus entradas son dependientes

del tiempo x?(t), u?(t), se simplifica con la notación de Hd(x, t).
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2. PRELIMINARES

La prueba del teorema anterior es la siguiente: Ya que se cumple con la Ecuación de
matching (2.23), entonces existe una ley de control de la forma de (2.25) tal que
consiga que el sistema en lazo cerrado sea contrayente según el Teorema 2.5.1,
entonces el sistema va a converger exponencialmente a las trayectorias x?.

2.7. Trayectorias de referencia

Del Teorema 2.6.1, se tiene que el sistema en lazo cerrado va a seguir las trayectorias
x?, ahora, suponiendo que una de las trayectorias admisibles o una función que
dependa de ellas es la que se desea imponer, se supone h(x?) = zref (t), luego se
resuelve el sistema para obtener x?, u? en función de la trayectoria que se deseé
imponer y sus derivadas temporales (2.26), (2.27).

x? = ψ0(zref , żref , z̈ref , . . . , z
(a−1)
ref ) (2.26)

u? = ψ1(zref , żref , z̈ref , . . . , z
(a)
ref ). (2.27)

Ya que x?, u? pueden ser localmente expresadas en función de zref (t) y sus derivadas
temporales, se utiliza la teoŕıa de planitud [25], considerando como salida plana a las
trayectorias de referencia zref (t) = h(x?).
Aśı, es sencillo obtener de manera sistemática a las trayectorias admisibles y sus
entradas en función de zref (t), utilizando las derivadas de Lie.

z
(b)
ref = Lbfh(x?) + LgL

b−1
f h(x?)u?

Las derivadas de Lie se realizan hasta el punto donde aparezca la entrada del sistema,
luego se agrupan las salidas planas y sus derivadas en z̄ref ,

z̄ref ,


zref
żref
z̈ref
...

z
(a)
ref

 = ψ−1(x?, u?)

donde ψ−1(x?, u?) : <n ×<m → <m+n es un mapeo el cual su inversa[
x?

u?

]
= ψ(z̄ref ) =

[
ψ0

ψ1

]
da como resultado a las trayectorias admisibles y sus entradas en función de z̄ref (t),
las trayectorias de referencia (2.26), (2.27).
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Caṕıtulo 3

Seguimiento de trayectorias de PCH v́ıa

contracción

3.1. tIDA-PBC en sistemas lineales

A pesar de estar resuelto el problema de seguimiento de trayectorias en sistemas
lineales, en los siguientes casos ilustrativos se busca mostrar la metodoloǵıa
tIDA-PBC propuesto con el fin de facilitar la comprehensión del mismo para más
adelante extenderlo a los sistemas no lineales. Al trabajarse con estos sistemas se
puede rescatar la idea principal del seguimiento de trayectorias por sistemas
Hamiltonianos contrayentes, ya que con los sistemas no lineales, no es tan sencillo
pues cada sistema tiene propiedades únicas que pueden o no facilitar el procedimiento
para obtener el controlador, perdiéndose información valiosa.

3.2. Circuito eléctrico con dos entradas

La siguiente aplicación es un circuito eléctrico, con parámetros continuos y lineales. x1

y x2 son los flujos magnéticos en los inductores L1 y L2, respectivamente, x3 es la
carga eléctrica en el capacitor C. Como entradas se tienen los voltajes que inciden por
las resistencias (Figura 3.1). En este caso se busca ilustrar el procedimiento cuando el
sistema tiene más de una entrada, ya que en [49] se propone una solución de la
metodoloǵıa pero limitado a una entrada.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

+
-

+
-

Figura 3.1: Esquema del circuito eléctrico con dos entradas.

Con los siguientes parámetros:

Tabla 3.1: Parámetros en el circuito RLCG.

Parámetro Descripción Valor [Unidades]

R1 valor de resistencia 270 [Ω]

R2 valor de resistencia 330 [Ω]

L1 valor de inductancia 50 [mH]

L2 valor de inductancia 70 [mH]

C valor de capacitancia 2200 [µF]

G valor de conductancia 292.5 [S]

3.2.1. El modelo PCH

El sistema dinámico se puede representar con la siguiente estructura PCH :

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

J =

 0 0 1
0 0 −1
−1 1 0

 , R =

R1 0 0
0 R2 0
0 0 G

 , g =

1 0
0 1
0 0


H(x) =

1

2

(x2
1

L1
+
x2

2

L2
+
x2

3

C

)
, ∇xH(x) =

 x1
L1
x2
L2
x3
C

 , ∇2
xH(x) =

 1
L1

0 0

0 1
L2

0

0 0 1
C


3.2.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodoloǵıa se proponen las estructuras de Jd y Rd, y se deja como término
libre a Hd.
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3.2 Circuito eléctrico con dos entradas

Jd =

 0 0 1
0 0 −1
−1 1 0

 , Rd =

R1 0 0
0 R2 0
0 0 G


Hd(x, x?, u?) = H(x) +Ha(x, x?, u?),

∇xHd(x, x?, u?) =

∇x1Hd(x, x?, u?)
∇x2Hd(x, x?, u?)
∇x3Hd(x, x?, u?)

 =

∇x1H(x) +∇x1Ha(x, x?, u?)
∇x2H(x) +∇x2Ha(x, x?, u?)
∇x3H(x) +∇x3Ha(x, x?, u?)


3.2.3. Ecuación de matching

A partir del Teorema 2.6.1

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
donde g⊥ es

g⊥ =

[
0 0 e1

0 0 e2

]
y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con

g⊥ g =

[
0 0 e1

0 0 e2

]1 0
0 1
0 0

 =

[
0 0
0 0

]
desarrollando la ecuación

[
0 0 e1

0 0 e2

] −R1
L1
x1 + 1

Cx3

−R2
L2
x2 − 1

Cx3

− 1
L1
x1 + 1

L2
x2 − G

Cx3

 =

[
0 0 e1

0 0 e2

] −R1∇x1Hd +∇x3Hd
−R2∇x2Hd −∇x3Hd

−∇x1Hd +∇x2Hd −G∇x3Hd


desarrollando se llega a

∇x2Ha = ∇x1Ha +G∇x3Ha (3.1)

Si se cumple la ecuación (3.1) entonces existe una ley de control según el Teorema

3.2.4. Trayectorias admisibles

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t)

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer

27



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

ẋ?1 = −R1

L1
x?1 +

1

C
x?3 + u?1

ẋ?2 = −R2

L2
x?2 −

1

C
x?3 + u?2

ẋ?3 = − 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 −

G

C
x?3

3.2.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a zref (t) , h(x?), con h(x?) = [x?3 x
?
2]>, se obtienen

las derivadas de Lie:

żref = Lfh(x?) + Lgh(x?)u?, f ,
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

=

[
0 0 1
0 1 0

] −R1
L1
x?1 + 1

Cx
?
3

−R2
L2
x?2 − 1

Cx
?
3

− 1
L1
x?1 + 1

L2
x?2 − G

Cx
?
3

+

[
0 0 1
0 1 0

]1 0
0 1
0 0

u?
[
żref1

żref2

]
=

[
− 1
L1
x?1 + 1

L2
x?2 − G

Cx
?
3

−R2
L2
x?2 − 1

Cx
?
3 + u?2

]

z̈ref = L2
fh(x?) + LgLfh(x?)u?

=

[
− 1
L1

1
L2

−G
C

0 −R2
L2
− 1
C

] −R1
L1
x?1 + 1

Cx
?
3

−R2
L2
x?2 − 1

Cx
?
3

− 1
L1
x?1 + 1

L2
x?2 − G

Cx
?
3

+

[
− 1
L1

1
L2

−G
C

0 −R2
L2
− 1
C

]1 0
0 1
0 0

u?
[
z̈ref1

z̈ref2

]
=

− 1

L1

(
− R1

L1
x?1 +

1

C
x?3 + u?1

)
+

1

L2

(
− R2

L2
x?2 − 1

C
x?3 + u?2

)
− G

C

(
− 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 − G

C
x?3
)

−R2

L2

(
− R2

L2
x?2 − 1

C
x?3 + u?2

)
− 1

C

(
− 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 − G

C
x?3
)


se agrupan las salidas planas y sus derivadas 1 con z̄ref , [zref żref z̈ref ]>, teniéndose
un mapeo z̄ref = ψ−1(x?, u?)

z̄ref =



x?3

x?2

− 1
L1
x?1 + 1

L2
x?2 − G

Cx
?
3

−R2

L2
x?2 − 1

Cx
?
3 + u?2

− 1
L1

(
− R1

L1
x?1 + 1

Cx
?
3 + u?1

)
+ 1

L2

(
− R2

L2
x?2 − 1

Cx
?
3 + u?2

)
− G

C

(
− 1

L1
x?1 + 1

L2
x?2 − G

Cx
?
3

)


1Se toman en cuenta hasta la derivada donde aparezca alguna de las salidas, por lo que z̈ref2 no se

toma en cuenta en el mapeo.
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3.2 Circuito eléctrico con dos entradas

al cual obteniéndose su inversa [x? u?]> = [ψ0 ψ1]> = ψ(z̄ref ), se llega a las

trayectorias de referencia



x?1

x?2

x?3

u?1

u?2


=



−L1żref1 − L1G
C zref1 + L1

L2
zref2

zref2

zref1

−L1z̈ref1 −
(
L1G
C +R1

)
żref1 + L1

L2
żref2 −

(
R1G
C + 1

C

)
zref1 + R1

L2
zref2

żref2 + 1
C zref1 + R2

L2
zref2



3.2.6. Trayectorias deseadas valuadas en x?

ẋ
∣∣
x?

= (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

desarrollando con

ẋ1

∣∣
x?

= −R1

L1
x?1 +

1

C
x?3 −R1∇x1Ha

∣∣
x?

+∇x3Ha
∣∣
x?

ẋ2

∣∣
x?

= −R2

L2
x?2 −

1

C
x?3 −R2∇x2Ha

∣∣
x?
−∇x3Ha

∣∣
x?

ẋ3

∣∣
x?

= − 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 −

G

C
x?3 −∇x1Ha

∣∣
x?

+∇x2Ha
∣∣
x?
−G∇x3Ha

∣∣
x?

3.2.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)
∣∣
x?(t)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones

ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

−R1

L1
x?1 +

1

C
x?3 + u?1 = −R1

L1
x?1 +

1

C
x?3 −R1∇x1Ha

∣∣
x?

+∇x3Ha
∣∣
x?

−R2

L2
x?2 −

1

C
x?3 + u?2 = −R2

L2
x?2 −

1

C
x?3 −R2∇x2Ha

∣∣
x?
−∇x3Ha

∣∣
x?

− 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 −

G

C
x?3 = − 1

L1
x?1 +

1

L2
x?2 −

G

C
x?3 −∇x1Ha

∣∣
x?

+∇x2Ha
∣∣
x?
−G∇x3Ha

∣∣
x?

haciendo los desarrollos pertinentes se resuelve el sistema de ecuaciones anterior para

la obtención de ∇Ha(x, x?, u?)
∣∣
x?

∇x1Ha
∣∣
x?

= −(R1 +R2 +R1R2G)−1(u?1 +R2Gu
?
1 + u?2)

∇x2Ha
∣∣
x?

= −(1 +R1G)(R1 +R2 +R1R2G)−1(u?1 +R2Gu
?
1 + u?2) +Gu?1

∇x3Ha
∣∣
x?

= −R1(R1 +R2 +R1R2G)−1(u?1 +R2Gu
?
1 + u?2) + u?1

(3.2)

3.2.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.2.8.1. Ad Hurwitz

Dada la matriz Ad

Ad = Jd −Rd =


−R1 0 1

0 −R2 −1

−1 1 −G


Usando el complemento de Schur se tiene que Ad < 0 si y solo si: R1 > 0, R2 > 0 y

G > −R1+R2
R1R2

.

Entonces la matriz Ad es Hurwitz.

3.2.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar ∇2
xHd con

α1In < ∇2
xHd < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n
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3.2 Circuito eléctrico con dos entradas

se obtiene el Hessiano del sistema deseado, y suponiendo que el Hamiltoniano

artificial solo depende de las trayectorias admisibles y sus entradas Ha(x?, u?) se tiene

∇2
xHd =


1
L1

0 0

0 1
L2

0

0 0 1
C


∇2
xHd va a estar acotado por los siguientes valores

α1 < min

{
1

L1
,

1

L2
,

1

C

}
, α2 > max

{
1

L1
,

1

L2
,

1

C

}
(3.3)

3.2.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definición de N

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

se realiza la comprobación numérica con los parámetros de la Tabla 3.1 y, a partir del

Lema 2.5.3, haciendo un barrido de ω

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

se obtiene la siguiente gráfica:
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Figura 3.2: Barrido sobre ω en η||(Ad − jωIn)−1Ad||.

De la Figura 3.2, se observa que se cumple con la condición para el caso η = 1− α1
α2

,

con α1 y α2 obtenidos de (3.3), entonces la matriz N no tiene ningún valor propio

sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la región Dc.

3.2.9. Proponiendo Ha

Se propone a Ha como en (3.2), teniéndose

Ha = x>
[
(J−R)−1g u?

]
,

∇xHa = (J−R)−1g u?, ∇2
xHa = 0̄

el cual cumple con la Ecuación de matching, el Teorema 2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.2.10. Ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
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3.2 Circuito eléctrico con dos entradas

al computar la ley de control se tiene

u =
(
g>g

)−1
g>
[
(J−R)∇H(x) + (J−R)∇Ha(x)− (J−R)∇H(x)

]
desarrollando la ecuación anterior se tiene finalmente la ley de control

u =

u?1
u?2

 =

−L1z̈ref1 −
(
L1G
C +R1

)
żref1 + L1

L2
żref2 −

(
R1G
C + 1

C

)
zref1 + R1

L2
zref2

żref2 + 1
C zref1 + R2

L2
zref2


3.2.11. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.1, se realizan las simulaciones numéricas con

condiciones iniciales x0 = [0, 0, 0]> y con las trayectorias de referencia

zref1(t) = 0.1sen(10t) + 0.6sen(30t) + 0.1 y zref2(t) = 0.2sen(10t) + 0.05 para el

estado x3 y x2, respectivamente.

No fue necesario implementar parámetros de diseño en el controlador, ya que la

misma planta al ser un sistema Hamiltoniano contrayente ( Teorema 2.5.1) en lazo

abierto, permite una obtención de la ley de control de manera sencilla. Como la

información de las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano deseado Hd, se

utilizó el procedimiento IDA-no parametrizado, proponiendo la estructura de Dirac

como la misma del sistema en lazo abierto.

De la Figura 3.3 se observa como era esperado en los sistemas lineales, que se tiene

convergencia exponencial en todos los estados con velocidad casi instantánea, esto

también debido a la naturaleza de los sistemas eléctricos.
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Figura 3.3: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3.3 Motor de corriente directa

En el caso de las entradas de control (Figura 3.4) se observa que para ambas entradas

el esfuerzo de control es grande comparado con las dimensiones del sistema, este

fenómeno se mantiene a pesar de comenzar las condiciones iniciales deseadas o incluso

proponiendo trayectorias de referencia que no requieran que se inyecte tanta enerǵıa.

La explicación de este fenómeno es que la convergencia en tiempo exponencial

requiere de mucha enerǵıa para poder llevar al sistema desde las condiciones iniciales

hasta la trayectoria deseada y mantener su curso. En este caso se podŕıa implementar

parámetros de diseño para ralentizar la convergencia de las trayectorias con el fin de

disminuir la enerǵıa excesiva que requiere el controlador y poder aplicarse en

experimentos considerando las limitaciones de los actuadores.

Figura 3.4: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

3.3. Motor de corriente directa

La siguiente aplicación es un motor de corriente directa, con parámetros continuos y

lineales. Donde x1 es el flujo magnético en el inductor L y x2 es el momentum angular

del rotor. Como entrada se tiene al voltaje que se aplica al motor (Figura 3.5). En este

caso se busca ilustrar las ventajas de implementarse parámetros de diseño pero con el

inconveniente de complicar los cálculos, esto a pesar de tratarse de un sistema lineal.

Con el procedimiento fijando los parámetros de diseño se utilizan funciones auxiliares

35



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

que se eligen con ciertas propiedades tales que modifican de manera deseada al

Hamiltoniano artificial pero sin afectar a las otras condiciones del Teorema 2.6.1.

+
- M

Figura 3.5: Esquema del motor de corriente directa.

Con los siguientes parámetros:

Tabla 3.2: Parámetros en el motor de corriente directa.

Parámetro Descripción Valor [Unidades]

R resistencia del motor 27.4 [Ω]

L inductancia del motor 20.5 [mH]

ke constante contra-electromotriz 0.061 [Wb]

rm fricción viscosa del eje 4.97154× 10−5 [Kg m2/s]

Jm inercia del rotor 7.740852× 10−6 [Kg m2]

3.3.1. El modelo PCH

El sistema dinámico se puede representar con la siguiente estructura PCH :

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

J =

 0 −ke

ke 0

 , R =

R 0

0 rm

 , g =

1

0


H(x) =

1

2

(x2
1

L
+
x2

2

Jm

)
, ∇xH(x) =

 x1
L

x2
Jm

 , ∇2
xH(x) =

 1
L 0

0 1
Jm


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3.3 Motor de corriente directa

3.3.2. IDA parametrizado

Con esta metodoloǵıa se proponen las estructuras de Jd y Rd, y se deja como término

libre a Hd.

Jd =

 0 a12

−a12 0

 , Rd =

−a11 0

0 −a22


Hd(x, x?, u?) = H(x) +Ha(x, x?, u?),

∇xHd(x, x?, u?) =

∇x1Hd(x, x?, u?)

∇x2Hd(x, x?, u?)

 =

∇x1H(x) +∇x1Ha(x, x?, u?)

∇x2H(x) +∇x2Ha(x, x?, u?)


3.3.3. Ecuación de matching

A partir del Teorema 2.6.1

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
donde g⊥ es

g⊥ =
[
0 e1

]
y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con

g⊥ g =
[
0 e1

]1

0

 = 0

desarrollando la ecuación

[
0 e1

]−R
Lx1 − ke

Jm
x2

ke
L x1 − rm

Jm
x2

 =
[
0 e1

] a11∇x1Hd + a12∇x2Hd
−a12∇x1Hda22 +∇x2Hd


desarrollando se llega a

ke∇x1H− rm∇x2H = −a12∇x1Hd + a22∇x2Hd (3.4)

Si se cumple la ecuación (3.4) entonces existe una ley de control según el Teorema
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3.3.4. Trayectorias admisibles

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t)

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer

ẋ1
? = −R

L
x?1 −

ke
Jm

x?2 + u?

ẋ2
? =

ke
L
x?1 −

rm
Jm

x?2

3.3.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a zref (t) , h(x?), con h(x?) = x?2, se obtienen las

derivadas de Lie:

żref = Lfh(x?) + Lgh(x?)u?, f ,
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

=
[
0 1

]−R
Lx

?
1 − ke

Jm
x?2

ke
L x

?
1 − rm

Jm
x?2

+
[
0 1

]1

0

u?
=
ke
L
x?1 −

rm
Jm

x?2

z̈ref = L2
fh(x?) + LgLfh(x?)u?

=
[
ke
L − rm

Jm

]−R
Lx

?
1 − ke

Jm
x?2

ke
L x

?
1 − rm

Jm
x?2

+
[
ke
L − rm

Jm

]1

0

u?
=
ke
L

(
− R

L
x?1 −

ke
Jm

x?2

)
− rm
Jm

(
ke
L
x?1 −

rm
Jm

x?2

)
+
ke
L
u?

se agrupan las salidas planas y sus derivadas con z̄ref , [zref żref z̈ref ]>, teniéndose

un mapeo z̄ref = ψ−1(x?, u?)

z̄ref =


x?2

ke
L x

?
1 − rm

Jm
x?2

ke
L

(
− R

Lx
?
1 − ke

Jm
x?2
)
− rm

Jm

(
ke
L x

?
1 − rm

Jm
x?2
)

+ ke
L u

?


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3.3 Motor de corriente directa

al cual obteniéndose su inversa [x? u?]> = [ψ0 ψ1]> = ψ(z̄ref ), se llega a las

trayectorias de referencia


x?1

x?2

u?

 =


L
ke

(
żref + rm

Jm
zref

)
zref

L
ke
z̈ref +

(
Lrm
ke Jm

+ R
ke

)
żref +

(
Rrm
ke Jm

+ ke
Jm
zref

)
 (3.5)

3.3.6. Trayectorias deseadas valuadas en x?

ẋ
∣∣
x?

= (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

desarrollando con

ẋ1

∣∣
x?

= a11∇x1Hd
∣∣
x?

+ a12∇x2Hd
∣∣
x?

ẋ2

∣∣
x?

= −a12∇x1Hd
∣∣
x?

+ a22∇x2Hd
∣∣
x?

3.3.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)
∣∣
x?(t)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones

ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

−R
L
x?1 −

ke
Jm

x?2 + u? = a11∇x1Hd
∣∣
x?

+ a12∇x2Hd
∣∣
x?

ke
L
x?1 −

rm
Jm

x?2 = −a12∇x1Hd
∣∣
x?

+ a22∇x2Hd
∣∣
x?

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtención de la función

∇Ha(x, x?, u?)
∣∣
x?
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3.3.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.3.8.1. Ad Hurwitz

Dada la matriz Ad

Ad = Jd −Rd =

 a11 a12

−a12 a22


Usando el complemento de Schur se tiene que Ad < 0 si y solo si: a22 6= 0, a11 < 0 y

a22 +
a2

12
a11

< 0.

Entonces la matriz Ad es Hurwitz.

3.3.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar ∇2
xHd con

α1In < ∇2
xHd < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n

se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que Ha tiene la siguiente forma

Ha = Γ1
x2

1

2
+ Γ2

x2
2

2
+ µ(x, x?, u?) (3.6)

donde Γi ∈ < son las ganancias para aumentar el rendimiento del controlador y con

µ(x, x?, u?) : <n ×<n → <, que es una función auxiliar.

Si fijamos el Hessiano de la función auxiliar µ(x, x?, u?) como

∇2
xµ =

Γ1 0

0 Γ2


se tiene que el Hessiano del sistema deseado es

∇2
xHd =

Γ1 + 1
L 0

0 Γ2 + 1
Jm


entonces, ∇2

xHd va a estar acotado por los siguientes valores
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3.3 Motor de corriente directa

α1 < min

{
Γ1 +

1

L
,Γ2 +

1

Jm

}
, α2 > max

{
Γ1 +

1

L
,Γ2 +

1

Jm

}

3.3.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definición de N

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

se realiza la comprobación numérica con los parámetros de la Tabla 3.2 y, a partir del

Lema 2.5.3, haciendo un barrido de ω

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

se obtiene la siguiente gráfica:

Figura 3.6: Barrido sobre ω en η||(Ad − jωIn)−1Ad||.

De la Figura 3.6, se observa que se cumple con la condición para el peor caso η ≈ 1,

entonces la matriz N no tiene ningún valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la región Dc.

3.3.9. Proponiendo Ha

Proponiendo los valores de Ad como
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

a11 = −rd, a22 = − rm
Γ2Jm + 1

, a12 = − ke
Γ1L+ 1

(3.7)

se llega a que Ad es

Ad =

 −rd − ke
Γ1L+1

ke
Γ1L+1 − rm

Γ2Jm+1

 (3.8)

y a partir de Ha con la forma de (3.6), se propone la función auxiliar µ(x, x?, u?) tal

que cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente

µ =

[(Γ1L+ 1

ke

)
x1 +

(Γ2Jm + 1

rm

)
x2

]{[R− rd(Γ1L+ 1)
]
x1
L

+
[
ke −

(
ke

Γ1L+1

)
(Γ2Jm + 1)

]
x2
Jm

− u?

rd(
Γ1L+1
ke

) + ( ke
Γ1L+1

)( Γ2Jm+1
rm

)

}
(3.9)

Entonces con (3.6), (3.9) y (3.7), se cumple con la Ecuación de matching, el Teorema

2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.3.10. Ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
Se obtiene finalmente la ley de control con (3.8), (3.6) y (3.5).

3.3.11. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.2 y con los parámetros de diseño Γ1 = 5000,

Γ2 = 600, rd = 50, se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales

x0 = [0, 0]> y con la trayectoria de referencia

zref (t) = 8× 10−6sen(10t) + 4.64× 10−6sen(30t) + 8× 10−6 para el estado x2.

Como la información de las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano

deseado Hd, se utilizó el procedimiento IDA parametrizado, dejando todos los

parámetros libres y al final fijarlos para cumplir con el Teorema 2.6.1, fue necesario

utilizar software computacional para obtener la forma que tendŕıa Ha.
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3.3 Motor de corriente directa

De la Figura 3.7, se aprecia que gracias a los parámetros de diseño en el controlador,

se puede aumentar el desempeño deseado a pesar de que el sistema en lazo abierto ya

es contrayente, el precio a pagar fue el aumento de dificultad en los cálculos para

cumplir con el Teorema 2.6.1. También se tiene que el rotor sigue la trayectoria de

referencia, consiguiendo una convergencia alrededor del segundo de simulación, dicho

tiempo de convergencia se puede disminuir, pero considerando que la enerǵıa

solicitada por el actuador podŕıa aumentar. De la Figura 3.7 se observa que la

velocidad de convergencia está relacionada a la naturaleza de los sistemas conectados,

ya que los sistemas eléctricos son de velocidad mayor a los mecánicos.

Figura 3.7: Comportamiento de los estados, trayectorias de referencia y conversión a

RPMs del rotor.
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En el caso de las entradas de control (Figura 3.8) se observa que en este caso, la

entrada de control está dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,

pero ahora se tiene un fenómeno de pico al principio de la simulación en u, llegando a

un valor de 4.3V para luego caer súbitamente a 0.2V.

Figura 3.8: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

Analizando de cerca el comportamiento de la entrada, con la Figura 3.9, se tiene que

la entrada de control también converge exponencialmente a u?, pero con una

velocidad similar al del componente eléctrico del sistema, si el actuador no pudiera

conseguir esta variación de voltaje, se puede disminuir la velocidad de la entrada de

control limitando la velocidad de convergencia del elemento eléctrico con los

parámetros de diseño.
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3.4 tIDA-PBC en sistemas no lineales

Figura 3.9: Ampliación del comportamiento de las entradas de control y trayectorias de

referencia.

3.4. tIDA-PBC en sistemas no lineales

Una vez ganada experiencia con los sistemas lineales, se procede a estudiar los casos

no lineales, en los cuales debido a sus propiedades únicas para cada modelo, se

resuelven con variaciones ligeramente diferentes, pero la idea principal se preserva,

dado un sistema Hamiltoniano controlado por puerto, conseguir que el sistema en lazo

cerrado sea contrayente, cumpliendo con los requisitos del Teorema 2.6.1. En los

siguientes casos se abordan varios obstáculos los cuales no existen en los sistemas

lineales, dichos obstáculos son:

La región de contracción no es global, y si se desea hacerla global se dificulta

enormemente el cálculo.

Dejan de existir las trayectorias de referencia en ciertas regiones, llegando a

escapes en tiempo finito o a valores complejos.

Las trayectorias de referencia y/o las trayectorias admisibles dejan de ser

funciones suaves.
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Las soluciones de la Ecuación de matching no son intuitivas y carecen de

significado f́ısico.

En los siguientes casos se abordan dichos obstáculos y como se fueron resolviendo.

3.5. Sistemas de tanques

La siguiente aplicación es un sistema de tanques conectados en serie, con parámetros

continuos. x1 y x2 son los niveles volumétricos de ĺıquido (cm3) en cada tanque. Como

entrada u se tiene el voltaje para energizar a la la bomba (Figura 3.10). En este caso

se comienza a utilizar el procedimiento propuesto a los sistemas lineales, mostrando

que las trayectorias de referencia pueden dejar de existir y ser derivables, y que Ha va

a tener una forma más complicada.

Figura 3.10: Esquema del sistema de tanques.

Con los siguientes parámetros:
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3.5 Sistemas de tanques

Tabla 3.3: Parámetros en el sistema de tanques.

Parámetro Descripción Valor [Unidades]

a1 área transversal en la tubeŕıa 1 [cm2]

a2 área transversal en la tubeŕıa 1 [cm2]

A1 área transversal en el tanque 100 [cm2]

A2 área transversal en el tanque 100 [cm2]

gr constante de gravedad 981 [cm/s2]

ku constante de flujo en la bomba 100 [cm3/V s]

3.5.1. El modelo PCH

El sistema dinámico se puede representar con la siguiente estructura PCH :

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

J =

 0 −a1
2

a1
2 0

 , R =

 a1 −a1
2

−a1
2 a2

 , g =

ku
0


H(x) =

2

3

√
2gr
A1

x
3
2
1 +

2

3

√
2gr
A2

x
3
2
2 , ∇xH(x) =

√2gr
A1
x1√

2gr
A2
x2

 , ∇2
xH(x) =


√

gr
A1x1

0

0
√

gr
A2x2


3.5.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodoloǵıa se proponen las estructuras de Jd y Rd, y se deja como término

libre a Hd.

Jd =

 0 −a1

a1 0

 , Rd =

rd 0

0 a2


Hd(x, x?, u?) = H(x) +Ha(x, x?, u?),

∇xHd(x, x?, u?) =

∇x1Hd(x, x?, u?)

∇x2Hd(x, x?, u?)

 =

∇x1H(x) +∇x1Ha(x, x?, u?)

∇x2H(x) +∇x2Ha(x, x?, u?)


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3.5.3. Ecuación de matching

A partir del Teorema 2.6.1

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
donde g⊥ es

g⊥ =
[
0 e1

]
y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con

g⊥ g =
[
0 e1

]ku
0

 = 0

desarrollando la ecuación

[
0 e1

] −a1∇x1H

a1∇x1H− a2∇x2H

 =
[
0 e1

]−rd∇x1Hd − a1∇x2Hd
a1∇x1Hd − a2∇x2Hd


desarrollando se llega a

a1∇x1H− a2∇x2H = a1∇x1Hd − a2∇x2Hd

y eliminando términos se llega a

0 = a1∇x1Ha − a2∇x2Ha (3.10)

Si se cumple la ecuación (3.10) entonces existe una ley de control según el Teorema

3.5.4. Trayectorias admisibles

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t)

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer
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ẋ?1 = −a1

√
2gr
A1

x?1 + kuu
?

ẋ?2 = a1

√
2gr
A1

x?1 − a2

√
2gr
A2

x?2

3.5.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a zref (t) , h(x?), con h(x?) = x?2, se obtienen las

derivadas de Lie:

żref = Lfh(x?) + Lgh(x?)u?, f ,
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

=
[
0 1

] −a1

√
2gr
A1
x?1

a1

√
2gr
A1
x?1 − a2

√
2gr
A2
x?2

+
[
0 1

]ku
0

u?
= a1

√
2gr
A1

x?1 − a2

√
2gr
A2

x?2

z̈ref = L2
fh(x?) + LgLfh(x?)u?

=

[
a1

2

√
2gr
A1x?1

−a2

2

√
2gr
A2x?2

] −a1

√
2gr
A1

x?1

a1

√
2gr
A1

x?1 − a2

√
2gr
A2

x?2

+

[
a1

2

√
2gr
A1x?1

−a2

2

√
2gr
A2x?2

]ku
0

u?

=
a2

2gr
A2
− a2

1gr
A1
− a1a2gr√

A1A2

√
x?1
x?2

+
a1

2

√
2gr
A1

ku√
x?1
u?

se agrupan las salidas planas y sus derivadas con z̄ref , [zref żref z̈ref ]>, teniéndose

un mapeo z̄ref = ψ−1(x?, u?)

z̄ref =


x?2

a1

√
2gr
A1
x?1 − a2

√
2gr
A2
x?2

a2
2gr
A2
− a2

1gr
A1
− a1a2gr√

A1A2

√
x?1
x?2

+ a1
2

√
2gr
A1

ku√
x?1
u?


al cual obteniéndose su inversa [x? u?]> = [ψ0 ψ1]> = ψ(z̄ref ), se llega a las

trayectorias de referencia
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
x?1

x?2

u?

 =



[(
a1

√
2gr
A1

)−1(
żref + a2

√
2gr
A2
zref

)]2

zref

1
ku

[(
A1

a2
1gr

)(
żref + a2

√
2gr
A2
zref

)(
z̈ref + a2

2

√
2gr
A2

żref√
zref

)
+ żref + a2

√
2gr
A2
zref

]


(3.11)

3.5.6. Trayectorias deseadas valuadas en x?

ẋ
∣∣
x?

= (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

desarrollando con

ẋ1

∣∣
x?

= −rd
√

2gr
A1

x?1 − rd∇x1Ha
∣∣
x?
− a1

√
2gr
A2

x?2 − a1∇x2Ha
∣∣
x?

ẋ2

∣∣
x?

= a1

√
2gr
A1

x?1 + a1∇x1Ha
∣∣
x?
− a2

√
2gr
A2

x?2 − a2∇x2Ha
∣∣
x?

3.5.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)
∣∣
x?(t)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones

ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

−a1

√
2gr
A1

x?1 + kuu
? = −rd

√
2gr
A1

x?1 − rd∇x1Ha
∣∣
x?
− a1

√
2gr
A2

x?2 − a1∇x2Ha
∣∣
x?

a1

√
2gr
A1

x?1 − a2

√
2gr
A2

x?2 = a1

√
2gr
A1

x?1 + a1∇x1Ha
∣∣
x?
− a2

√
2gr
A2

x?2 − a2∇x2Ha
∣∣
x?

haciendo los desarrollos pertinentes se resuelve el sistema de ecuaciones anterior para

la obtención de ∇Ha(x, x?, u?)
∣∣
x?
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∇x1Ha
∣∣
x?

=

(
a2(a1 − rd)
a2

1 + rda2

)√
2gr
A1

x?1 −
(

a1a2

a2
1 + rda2

)√
2gr
A2

x?2 −
(

a2ku
a2

1 + rda2

)
u?

∇x2Ha
∣∣
x?

=

(
a1(a1 − rd)
a2

1 + rda2

)√
2gr
A1

x?1 −
(

a2
1

a2
1 + rda2

)√
2gr
A2

x?2 −
(

a1ku
a2

1 + rda2

)
u?

3.5.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.5.8.1. Ad Hurwitz

Dada la matriz Ad

Ad = Jd −Rd =

−rd −a1

a1 −a2


Usando el complemento de Schur se tiene que Ad < 0 si y solo si: a2 6= 0, rd > 0 y

a2 +
a2

2
rd
> 0.

Entonces la matriz Ad es Hurwitz.

3.5.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar ∇2
xHd con

α1In < ∇2
xHd < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n

se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que Ha tiene la siguiente forma

Ha =
1

2
Γ

(
x1

a1
+
x2

a2
+ ζ(x?, u?)

)2

(3.12)

donde Γ ∈ < es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y

ζ(x?, u?) : <(n+m) → < es una función auxiliar.

Como el Hessiano de la función auxiliar ζ(x?, u?) no depende de los estados, no afecta

en la condición ya que

∇2
xζ =

0 0

0 0


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se tiene que el Hessiano del sistema deseado y suponiendo a1 = a2 es

∇2
xHd =

 Γ
a2

1
+
√

gr
A1x1

Γ
a2

1

Γ
a2

1

Γ
a2

1
+
√

gr
A2x2


como se complica obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con

analizar con el complemento de Schur si ∇2
xHd es positiva definida, entonces si se

cumple que:

Γ

a2
1

+

√
gr
A1x1

> 0,
Γ

a2
1

+

√
gr
A2x2

−
(

Γ

a2
1

)2( Γ

a2
1

+

√
gr
A1x1

)−1

> 0

Entonces existe un valor α1 que acota por debajo, y existe un valor α2 que acota por

arriba si x1 6= 0 y x2 6= 0.

3.5.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definición de N

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

se realiza la comprobación numérica con los parámetros de la Tabla 3.3 y, a partir del

Lema 2.5.3, haciendo un barrido de ω

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

se obtiene la siguiente gráfica:

Figura 3.11: Barrido sobre ω en η||(Ad − jωIn)−1Ad||.
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De la Figura 3.11, se observa que se cumple con la condición para el peor caso η ≈ 1,

entonces la matriz N no tiene ningún valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la región Dc.

3.5.9. Proponiendo Ha

A partir de Ha con la forma de (3.12), se propone la función auxiliar ζ(x?, u?) tal que

cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente

ζ =
a1

Γ(a1 + rd)

[
(a1 − rd)

√
2gr
A1

x?1 − a1

√
2gr
A2

x?2 − kuu
?

]
− x?1
a1
− x?2
a1

(3.13)

Entonces con (3.12) y (3.13), se cumple con la Ecuación de matching, el Teorema

2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.5.10. Ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
al computar la ley de control se tiene finalmente con (3.13) y (3.11)

u =
1

ku

[
(a1 − rd)

√
2gr
A1

x1 − a1

√
2gr
A2

x2 − (a1 + rd)
Γ

a1

(
x1

a1
+
x2

a1
+ ζ(x?, u?)

)]

3.5.11. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.3 y con los parámetros de diseño Γ = 8, rd = 20, se

realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales x0 = [1, 0.5]> y con la

trayectoria de referencia zref (t) = 0.1sen(2t) + 0.03sen(6t) + 1 para el estado x2.

Es posible aumentar la velocidad de convergencia de los estados sin aumentar mucho

el esfuerzo de control, pero aumenta el riesgo de salir de la región contrayente o la

región de la existencia de trayectorias, que es cuando cualquiera de los estados es nulo

o negativo. De manera similar, las trayectorias de referencia no pueden ser cero o ser

53



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

negativas, ya que no existen en el sistema, esto sucede debido a la naturaleza de los

tanques los cuales no es posible que exista un nivel de volumen del ĺıquido negativo,

esta propiedad permite dar información e intuición f́ısica para la propuesta de

trayectorias de referencia.

Analizando la Figura 3.12, se observa que los estados convergen casi al segundo de la

simulación la cuál es una velocidad alta a pesar de la constante de tiempo del sistema

de tanques. Los parámetros de diseño se eligieron con el fin de disminuir el esfuerzo de

control el precio a pagar al igual que el sistema anterior fue el aumento de la

dificultad en los cálculos para cumplir con el Teorema 2.6.1.

Figura 3.12: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.

Pasando al análisis del esfuerzo de control (Figura 3.13) se observa que en este caso,

la entrada de control está dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,

pero se tiene al igual que el sistema anterior, un fenómeno de pico al principio de la

simulación en u y para u?. Aunque los valores del esfuerzo de control están dentro de

los esperados, hay que tomar en cuenta si el actuador puede conseguir la velocidad de

variación del control, ya que si se suaviza o satura la señal, no se logra la convergencia

de las trayectorias.
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3.6 Levitador magnético

Figura 3.13: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

3.6. Levitador magnético

La siguiente aplicación es un levitador magnético. Donde x1 es el flujo magnético en

la bobina, x2 es el desplazamiento del baĺın y x3 es el momentum angular. Como

entradas se tiene el voltaje que incide en la bobina (Figura 3.14). Este caso es tratado

en [49], sin embargo, se trabaja con el en este trabajo para ilustrar las similitudes y

diferencias en el procedimiento con la metodoloǵıa tIDA-PBC. También es para

mostrar que el controlador en el sistema ya diseñado IDA-PBC (En [41]) se puede

extender a un tIDA-PBC haciendo los cambios pertinentes para seguimiento de

trayectorias.

+
-

Figura 3.14: Esquema del levitador magnético.
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Con los siguientes parámetros de [41]:

Tabla 3.4: Parámetros en el levitador magnético.

Parámetro Descripción Valor [Unidades]

R resistencia de la bobina 2.52 [Ω]

k constante de la bobina 6.4042× 10−5 [N m/A]

gr constante de gravedad 9.81 [m/s2]

cb distancia entre baĺın y borde de la bobina 5 [mm]

mb masa del baĺın 0.0844 [kg]

3.6.1. El modelo PCH

El sistema dinámico se puede representar con la siguiente estructura PCH :

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u

J =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , R =


R 0 0

0 0 0

0 0 0

 , g =


1

0

0



H(x) =
(cb − x2)x2

1

2k
+mbgrx2 +

x2
3

2mb
, ∇xH(x) =


(cb−x2)x1

k

−x2
1

2k +mbgr

x3
mb

 ,

∇2
xH(x) =


cb−x2
k − x1

mb
0

− x1
mb

0 0

0 0 1
mb



3.6.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodoloǵıa se proponen las estructuras de Jd y Rd, y se deja como término

libre a Hd.
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3.6 Levitador magnético

Jd =


0 0 −α

0 0 1

α −1 0

 , Rd =


R 0 0

0 ra 0

0 0 0


Hd(x, x?, u?) = H(x) +Ha(x, x?, u?),

∇xHd(x, x?, u?) =


∇x1Hd(x, x?, u?)

∇x2Hd(x, x?, u?)

∇x3Hd(x, x?, u?)

 =


∇x1H(x) +∇x1Ha(x, x?, u?)

∇x2H(x) +∇x2Ha(x, x?, u?)

∇x3H(x) +∇x3Ha(x, x?, u?)



(3.14)

3.6.3. Ecuación de matching

A partir del Teorema 2.6.1

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
donde g⊥ es

g⊥ =
[
0 e1 e2

]
y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con

g⊥ g =
[
0 e1 e2

]
1

0

0

 =
[
0
]

desarrollando la ecuación

[
0 e1 e2

]
−R(cb−x2)x1

k

x3
mb

x2
1

2k −mbgr

 =
[
0 e1 e2

]
−R∇x1Hd − α∇x3Hd
−ra∇x2Hd +∇x3Hd
α∇x1Hd −∇x2Hd


desarrollando se llega a
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ra∇x2Ha −∇x3Ha = −ra∇x2H

α∇x1Ha −∇x2Ha = −α∇x1H
(3.15)

Si se cumple la ecuación (3.15) entonces existe una ley de control según el Teorema

3.6.4. Trayectorias admisibles

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t)

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer

ẋ?1 = −R(cb − x?2)x?1
k

+ u?

ẋ?2 =
x?3
mb

ẋ?3 =
(x?1)2

2k
−mbgr

3.6.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a zref (t) , h(x?), con h(x?) = x?2, se obtienen las

derivadas de Lie:

żref = Lfh(x?) + Lgh(x?)u?, f ,
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

=
[
0 1 0

]
−R(cb−x?2)x?1

k

x?3
mb

(x?1)2

2k −mbgr

+
[
0 1 0

]
1

0

0

u?

żref =
x?3
mb
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z̈ref = L2
fh(x?) + LgLfh(x?)u?

=
[
0 0 1

mb

]
−R(cb−x?2)x?1

k

x?3
mb

(x?1)2

2k −mbgr

+
[
0 0 1

mb

]
1

0

0

u?

z̈ref =
1

mb

(
(x?1)2

2k
−mbgr

)
...
z ref = L3

fh(x?) + LgL
2
fh(x?)u?

=
[
x?1
mbk

0 0
]
−R(cb−x?2)x?1

k

x?3
mb

(x?1)2

2k −mbgr

+
[
x?1
mbk

0 0
]

1

0

0

u?

z̈ref =
1

mbk

(
− R(cb − x?2)(x?1)2

k
+ x?1u

?

)
se agrupan las salidas planas y sus derivadas con z̄ref , [zref żref z̈ref

...
z ref ]>,

teniéndose un mapeo z̄ref = ψ−1(x?, u?)

z̄ref =



x?2
x?3
mb

1
mb

(
(x?1)2

2k −mbgr

)
1

mbk

(
− R(cb−x?2)(x?1)2

k + x?1u
?

)


al cual obteniéndose su inversa [x? u?]> = [ψ0 ψ1]> = ψ(z̄ref ), se llega a las

trayectorias de referencia


x?1

x?2

x?3

u?

 =



√
2mbk(z̈ref + gr)

zref

mbżref[√
2mbk(z̈ref + gr)

]−1[
mbk

...
z ref + 2mbR(cb − zref )(z̈ref + gr)

]

 (3.16)
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3.6.6. Trayectorias deseadas valuadas en x?

ẋ
∣∣
x?

= (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

desarrollando con

ẋ1

∣∣
x?

= −R(cb − x?2)x?1
k

− αx?3
mb
−R∇x1Ha

∣∣
x?
− α∇x3Ha

∣∣
x?

ẋ2

∣∣
x?

=
ra(x

?
1)2

2k
− rambgr +

x?3
mb
− ra∇x2Ha

∣∣
x?

+∇x3Ha
∣∣
x?

ẋ3

∣∣
x?

= −α(cb − x?2)x?1
k

+
(x?1)2

2k
−mbgr + α∇x1Ha

∣∣
x?
−∇x2Ha

∣∣
x?

3.6.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)
∣∣
x?(t)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones

ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

−R(cb − x?2)x?1
k

+ u? = −R∇x1Hd
∣∣
x?
− α∇x3Hd

∣∣
x?

x?3
mb

= −ra∇x2Hd
∣∣
x?

+∇x3Hd
∣∣
x?

(x?1)2

2k
−mbgr = α∇x1Hd

∣∣
x?
−∇x2Hd

∣∣
x?

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtención de

∇Ha(x, x?, u?)
∣∣
x?

3.6.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.6.8.1. Ad Hurwitz

Dada la matriz Ad
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Ad = Jd −Rd =


−R 0 −α

0 −ra 1

α −1 0


Usando el complemento de Schur se tiene que Ad < 0 si y solo si: R > 0, ra > 0 y

α 6= 0.

Entonces la matriz Ad es Hurwitz.

3.6.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar ∇2
xHd con

α1In < ∇2
xHd < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n

se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que Ha tiene la siguiente forma

Ha = −(cb − x2)x2
1

2k
+

x3
1

6kα
+ rambgrx3 +

Γ

2

(
x1

α
+ x2 + rax3 + ζ(x?, u?)

)2

(3.17)

donde Γ ∈ < es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y

ζ(x?, u?) : <(n+m) → < es una función auxiliar.

Como el Hessiano de la función auxiliar ζ(x?, u?) no depende de los estados, no afecta

en la condición ya que

∇2
xζ =


0 0 0

0 0 0

0 0 0


se tiene que el Hessiano del sistema deseado

∇2
xHd =


x1
kα + Γ

α2
Γ
α

raΓ
α

Γ
α Γ raΓ

raΓ
α raΓ

1
mb

+ r2
aΓ


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como se complica obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con

analizar con el complemento de Schur si ∇2
xHd es positiva definida, entonces si se

cumple que:

ra > 0, Γ > 0, α > 0, mb > 0, ∀x1 > 0

Entonces existe un valor α1 > 0 que acota por debajo al Hessiano. Para el

acotamiento por arriba se tiene que por las propiedades de simetŕıa del Hessiano y

como se sabe que ∇2
xHd > 0, se cumple que λmax(∇2

xHd) < Tr(∇2
xHd). Entonces se

acota por arriba por α2 = x1
kα + Γ + 1

mb
+ r2

a Γ

3.6.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definición de N

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

se realiza la comprobación numérica con los parámetros de la Tabla 3.4 y, a partir del

Lema 2.5.3, haciendo un barrido de ω

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

se obtiene la siguiente gráfica:

Figura 3.15: Barrido sobre ω en η||(Ad − jωIn)−1Ad||.
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3.6 Levitador magnético

De la Figura 3.15, se observa que se cumple con la condición para el caso ĺımite

η < 0.8925, el valor ĺımite de η va a estar relacionado con la región de contracción del

sistema, en la cual se va a tener seguimiento de trayectorias. Entonces, si se

mantienen los estados en la región de contracción donde η < 0.8925, la matriz N no

va a tener ningún valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la región Dc.

3.6.9. Proponiendo Ha

A partir de Ha con la forma de (3.17), se propone la función auxiliar ζ(x?, u?) tal que

cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente

ζ =
1

Γ

(
R

α
+αra

)−1(R(cb − x?2)x?1
k

−R(x?1)2

2kα
−αrambgr−

αx?3
mb
−u?

)
−
(
x?1
α

+x?2+rax
?
3

)
(3.18)

Entonces con (3.17) y (3.18), se cumple con la Ecuación de matching, el Teorema

2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.6.10. Ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
Se obtiene finalmente la ley de control con (3.14), (3.17) y (3.16).

3.6.11. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.4 y con los parámetros de diseño Γ = 10, α = 0.4,

ra = 5, se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales

x0 = [9× 10−3, 4× 10−3,−5× 10−3]> y con la trayectoria de referencia

zref (t) = 1× 10−3sen(t) + 0.5× 10−3sen(3t) + 2× 10−3 para el estado x2.

Para proponer las trayectorias de referencia es necesario tomar en cuenta la región

contrayente y la región de la existencia de trayectorias, la última relacionada con no
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

pedir dinámicas inadmisibles para el sistema, como seŕıa proponer que el baĺın

descendiera con una aceleración mayor a la de la gravedad, esto no es posible pues la

bobina no puede generar una fuerza repulsiva, sólo atractiva. En este caso de estudio

las condiciones iniciales fueron un factor importante para el seguimiento de

trayectorias correcto, pues si se comienza el sistema en otras más alejadas, se puede

salir de la región de contracción, no obteniendo el comportamiento deseado y

resultando que la ley de control tienda a infinito.

De la Figura 3.16, se tienen las convergencias esperadas para todos los estados,

logrando que el baĺın siga perfectamente la referencia propuesta, que es tal que la

bobina sea capaz de seguir.

Figura 3.16: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.

Con la Figura 3.16, se observa el comportamiento en un lapso de tiempo más corto,
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3.6 Levitador magnético

donde se aprecia la diferencia de velocidades de la parte eléctrica y mecánica del

sistema, convergiendo más rápido la primera. También se tiene un fenómeno de pico

en el estado x1, el cual está relacionado con la entrada u siendo el canal por donde

entra el control.

Figura 3.17: Ampliación del comportamiento de las entradas de control y trayectorias de

referencia.

Con los parámetros de diseño en el controlador, se limita la velocidad de convergencia

del sistema con el fin de obtener un esfuerzo de control aplicable. En la entrada de

control (Figura 3.18) está dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,

pero se tiene un fenómeno de pico al principio de la simulación en u y para u?.

Aunque los valores del esfuerzo de control están dentro de los permisibles para el

sistema, hay que tomar en cuenta si el actuador puede conseguir la velocidad de
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variación del control.

Figura 3.18: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

Observando la entrada de control desde los primeros momentos de la simulación con la

Figura 3.19, se tiene que la entrada de control sube hasta 3.7V y baja drásticamente a

0.5V, sin embargo la entrada admisible u? no tiene este efecto, esto es porque al

comienzo operó la parte de regulación IDA-PBC que intenta evitar que el baĺın caiga.

Figura 3.19: Ampliación del comportamiento de las entradas de control y trayectorias de

referencia.
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3.7 Motor śıncrono de imanes permanentes modelo dq

3.7. Motor śıncrono de imanes permanentes modelo dq

Una vez con la experiencia en sistemas lineales con la metodoloǵıa e ilustrado que en

los sistemas no lineales existen ciertos obstáculos, se muestra el siguiente modelo que

es de gran aplicación e interés en la industria y movilidad, el motor śıncrono de

imanes permanentes, (PMSM, por sus siglas en ı́ngles). Se trabaja con el modelo dq

debido a los obstáculos existentes en el modelo αβ y variacional [40], debido a que en

ambos las trayectorias de referencia existen en una región demasiado pequeña para

aplicaciones y proponer Ha resulta extremadamente complicado para cumplir con el

Teorema 2.6.1. Aśı entonces, la aplicación es un motor PMSM en modelo dq con dos

devanados. x1 y x2 son los flujos magnéticos en las bobinas, x3 es el momentum

angular del rotor. Como entradas se tienen los voltajes que inciden a los devanados

(Figura 3.20).

A

B

C

Figura 3.20: Esquema del PMSM.

Con los siguientes parámetros de [42]:
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Tabla 3.5: Parámetros en el motor PMSM.

Parámetro Descripción Valor [Unidades]

R resistencia del estator 0.225 [Ω]

L inductancia del estator 3.8 [mH]

Φ constante contra-electromotriz 0.17 [Wb]

rm fricción viscosa del eje 0 [Kg m2/s]

Jm inercia del rotor 0.012 [Kg m2]

np pares de polos 3 [1]

3.7.1. El modelo PCH

El sistema dinámico se puede representar con la siguiente estructura PCH :

ẋ =
(
J(x)−R(x)

)
∇H(x) + g(x)u+ ε

J =


0 0 npx2

0 0 −np(x1 + Φ)

−npx2 np(x1 + Φ) 0

 , R =


R 0 0

0 R 0

0 0 rm

 ,

g =


1 0

0 1

0 0

 , ε =


0

0

−τL



H(x) =
1

2

(
x2

1

L
+
x2

2

L
+
x2

3

Jm

)
, ∇xH(x) =


x1
L

x2
L

x3
Jm

 , ∇2
xH(x) =


1
L 0 0

0 1
L 0

0 0 1
Jm



3.7.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodoloǵıa se proponen las estructuras de Jd y Rd, y se deja como término

libre a Hd.
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3.7 Motor śıncrono de imanes permanentes modelo dq

Jd =


0 0 0

0 0 −npΦ

0 npΦ 0

 , Rd =


rd1 0 0

0 rd2 0

0 0 rd3


Hd(x, x?, u?) = H(x) +Ha(x, x?, u?),

∇xHd(x, x?, u?) =


∇x1Hd(x, x?, u?)

∇x2Hd(x, x?, u?)

∇x3Hd(x, x?, u?)

 =


∇x1H(x) +∇x1Ha(x, x?, u?)

∇x2H(x) +∇x2Ha(x, x?, u?)

∇x3H(x) +∇x3Ha(x, x?, u?)



(3.19)

3.7.3. Ecuación de matching

A partir del Teorema 2.6.1

g⊥
{(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

}
= g⊥

{(
Jd −Rd

)
∇Hd(x, t)

}
donde g⊥ es

g⊥ =

0 0 e1

0 0 e2


y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con

g⊥ g =

0 0 e1

0 0 e2




1 0

0 1

0 0

 =

0 0

0 0


desarrollando la ecuación

0 0 e1

0 0 e2




−R
Lx1 +

np
Jm
x2x3

−R
Lx2 − np

Jm
x1x3 − npΦ

Jm
x3

npΦ
L x2 − rm

Jm
x3 − τL

 =

0 0 e1

0 0 e2




−rd1∇x1Hd
−rd2∇x2Hd − npΦ∇x3Hd
npΦ∇x2Hd − rd3∇x3Hd


desarrollando se llega a
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npΦ∇x2Ha − rd3∇x3Ha =
(rd3 − rm

Jm

)
x3 − τL (3.20)

Si se cumple la ecuación (3.20) entonces existe una ley de control según el Teorema

3.7.4. Trayectorias admisibles

ẋ?(t) =
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

+ g
(
x?(t)

)
u?(t) + ε

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer

ẋ?1 = −R
L
x?1 +

np
Jm

x?2x
?
3 + u?1

ẋ?2 = −R
L
x?2 −

np
Jm

x?1x
?
3 −

npΦ

Jm
x?3 + u?2

ẋ?3 =
npΦ

L
x?2 −

rm
Jm

x?3 − τL

3.7.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a zref (t) , h(x?), con h(x?) = [x?1
x?3
Jm

]>, se obtienen

las derivadas de Lie:

żref = Lfh(x?) + Lgh(x?)u?, f ,
[
J
(
x?(t)

)
−R

(
x?(t)

)]
∇H(x)

∣∣
x?(t)

=

1 0 0

0 0 1
Jm




−R
Lx

?
1 +

np
Jm
x?2x

?
3

−R
Lx

?
2 −

np
Jm
x?1x

?
3 −

npΦ
Jm

x?3
npΦ
L x?2 − rm

Jm
x?3 − τL

+

1 0 0

0 0 1
Jm




1 0

0 1

0 0

u?
żref1

żref2

 =

 −R
Lx

?
1 +

np
Jm
x?2x

?
3 + u?1

1
Jm

(npΦ
L x?2 − rm

Jm
x?3 − τL

)

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z̈ref = L2
fh(x?) + LgLfh(x?)u?

=

−R
L

np

Jm
x?3

np

Jm
x?2

0
npΦ

LJm
− rm
J2
m




−R
L
x?1 +

np

Jm
x?2x

?
3

−R
L
x?2 − np

Jm
x?1x

?
3 − npΦ

Jm
x?3

npΦ

L
x?2 − rm

Jm
x?3 − τL

+

−R
L

np

Jm
x?3

np

Jm
x?2

0
npΦ

LJm
− rm
J2
m




1 0

0 1

0 0

u?
z̈ref1
z̈ref2

 =

R2x?1
L2 − npτLx

?
2

Jm
+

n2
pΦ(x?2)2

LJm
− n2

pΦ(x?3)2

J2
m

− n2
px

?
1(x?3)2

J2
m

−
( 2Rnp

LJm
+

nprm
J2
m

)
x?2x

?
3 − Ru?

1
L

+
npx

?
3u

?
2

Jm

npΦ

LJm

(
− Rx?2

L
− npx

?
1x

?
3

Jm
− npΦx?3

Jm
+ u?2

)
− rm

J2
m

(npΦx?2
L

− rmx
?
3

Jm
− τL

)


se agrupan las salidas planas y sus derivadas 1 con z̄ref , [zref żref z̈ref ]>, teniéndose

un mapeo z̄ref = ψ−1(x?, u?)

z̄ref =



x?1
x?3
Jm

−R
Lx

?
1 +

np
Jm
x?2x

?
3 + u?1

1
Jm

(npΦ
L x?2 − rm

Jm
x?3 − τL

)
npΦ
LJm

(
− Rx?2

L −
npx?1x

?
3

Jm
− npΦx?3

Jm
+ u?2

)
− rm

J2
m

(npΦx?2
L − rmx?3

Jm
− τL

)


al cual obteniéndose su inversa [x? u?]> = [ψ0 ψ1]> = ψ(z̄ref ), se llega a las

trayectorias de referencia 2,



x?1

x?2

x?3

u?1

u?2


=



zref1
L

npΦ (Jmżref2 + rmzref2 + τL)

Jmzref2

żref1 + R
L zref1 −

L
Φ (Jmżref2 + rmzref2 + τL)zref2

L
npΦ (Jmz̈ref2 + rmżref2 + τ̇L) + R

npΦ (Jmżref2 + rmzref2 + τL) + npzref1zref2 + npΦzref1


(3.21)

1Se toman en cuenta hasta la derivada donde aparezca alguna de las salidas, por lo que z̈ref1 no se

toma en cuenta en el mapeo.
2El término τ̇L representa a la variación del par de carga si se supone variante en el tiempo, este

término no aparece con el método de las salidas planas, pero se puede obtener fácilmente de resolver

el sistema (3.21) junto con x?1 = zref1 y x?3 = Jmzref2 .
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3.7.6. Trayectorias deseadas valuadas en x?

ẋ
∣∣
x?

= (Jd −Rd)∇Hd(x, t)
∣∣
x?

desarrollando con

ẋ1

∣∣
x?

= −rd1

L
x?1 − rd1∇x1Ha

∣∣
x?

ẋ2

∣∣
x?

= −rd2

L
x?2 −

npΦ

Jm
x?3 − rd2∇x2Ha

∣∣
x?
− npΦ∇x3Ha

∣∣
x?

ẋ3

∣∣
x?

=
npΦ

L
x?2 −

rd3

Jm
x?3 + npΦ∇x2Ha

∣∣
x?
− rd3∇x3Ha

∣∣
x?

3.7.7. Teorema 2.6.1, obteniendo ∇Ha(x)
∣∣
x?(t)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones

ẋ? ≡ ẋ
∣∣
x?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

−R
L
x?1 +

np
Jm

x?2x
?
3 + u?1 = −rd1

L
x?1 − rd1∇x1Ha

∣∣
x?

−R
L
x?2 −

np
Jm

x?1x
?
3 −

npΦ

Jm
x?3 + u?2 = −rd2

L
x?2 −

npΦ

Jm
x?3 − rd2∇x2Ha

∣∣
x?
− npΦ∇x3Ha

∣∣
x?

npΦ

L
x?2 −

rm
Jm

x?3 − τL =
npΦ

L
x?2 −

rd3

Jm
x?3 + npΦ∇x2Ha

∣∣
x?
− rd3∇x3Ha

∣∣
x?

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtención de la función

∇Ha(x, x?, u?)
∣∣
x?

3.7.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.7.8.1. Ad Hurwitz

Dada la matriz Ad
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Ad = Jd −Rd =


−rd1 0 0

0 −rd2 −npΦ

0 npΦ −rd3


Usando el complemento de Schur se tiene que Ad < 0 si: rd1 > 0, rd2 > 0 y rd3 > 0.

Entonces la matriz Ad es Hurwitz.

3.7.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar ∇2
xHd con

α1In < ∇2
xHd < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n

se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que Ha tiene la siguiente forma

Ha = −x2τL
npΦ

+
rd3(rd3 − rm)

2(npΦ)2Jm
x2

2 +
rd3 − rm
npΦJm

x2x3 +
Γ

2
µ2(x, x?) + x> ζ(x?, u?) (3.22)

µ(x, x?) , x1 − x?1 + rd3(x2 − x?2) + npΦ(x3 − x?3)

donde Γ ∈ < es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y

µ(x, x?) : <n ×Rn → <, ζ(x?, u?) : <n ×<m → <n, son funciones auxiliares.

Como el Hessiano de x> ζ(x?, u?) es 0̄, no afecta en la condición, aśı que se tiene que

el Hessiano del sistema deseado

∇2
xHd =


1
L + Γ rd3Γ npΦΓ

rd3Γ 1
L + rd3(rd3−rm)

(npΦ)2Jm
+ r2

d3Γ rd3−rm
npΦJm

+ rd3npΦΓ

npΦΓ rd3−rm
npΦJm

+ rd3npΦΓ 1
Jm

+ (npΦ)2Γ


como se complica obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con

analizar con el complemento de Schur si ∇2
xHd es positiva definida, entonces si se

cumple que:
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(
1

L
+
rd3(rd3 − rm)

(npΦ)2Jm
+ r2

d3Γ

)(
1

Jm
+ (npΦ)2Γ

)
6=
(
rd3 − rm
npΦJm

+ rd3npΦΓ

)2

1

L
+ Γ > 0

1

Jm
+

(npΦ)2Γ

1 + LΓ
6= 0

1

Jm
+

(npΦ)2Γ

1 + LΓ
>

(
1

L
+
rd3(rd3 − rm)

(npΦ)2Jm
+

r2
d3Γ

1 + LΓ

)−1(rd3 − rm
npΦJm

+
rd3npΦΓ

1 + LΓ

)2

Entonces existe un valor α1 > 0 que acota por debajo al Hessiano. Para el

acotamiento por arriba se tiene que por las propiedades de simetŕıa del Hessiano y

como se sabe que ∇2
xHd > 0, se cumple que λmax(∇2

xHd) < Tr(∇2
xHd). Entonces se

acota por arriba por α2 = Tr(∇2
xHd).

3.7.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definición de N

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

se realiza la comprobación numérica con los parámetros de la Tabla 3.5 y, a partir del

Lema 2.5.3, haciendo un barrido de ω

η||(Ad − jωIn)−1Ad|| < 1, ∀ω ≥ 0

se obtiene la siguiente gráfica:

Figura 3.21: Barrido sobre ω en η||(Ad − jωIn)−1Ad||.
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3.7 Motor śıncrono de imanes permanentes modelo dq

De la Figura 3.21, se observa que se cumple con la condición para el caso ĺımite

η < 0.8269, el valor ĺımite de η va a estar relacionado con la región de contracción del

sistema, en la cual se va a tener seguimiento de trayectorias. Entonces, si se

mantienen los estados en la región de contracción donde η < 0.8269, la matriz N no

va a tener ningún valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la región Dc.

3.7.9. Proponiendo Ha

A partir de Ha con la forma de (3.22), se propone la función auxiliar ζ(x?, u?) tal que

cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente

ζ(x?, u?) ,


1
rd1

(
(R−rd1)

L x?1 −
np
Jm
x?2x

?
3 − u?1

)
(

rd3
rd2rd3+(npΦ)2

)
ι(x?, u?)(

npΦ
rd2rd3+(npΦ)2

)
ι(x?, u?)

 (3.23)

ι(x?, u?) ,
R

L
x?2+

np
Jm

x?1x
?
3−u?2−

rd2
L
x?2+

rd2
npΦ

τL−
rd2rd3(rd3 − rm)

(npΦ)2Jm
x?2−

rd2(rd3 − rm)

npΦJm
x?3−

(rd3 − rm)

Jm
x?2

donde ι(x?, u?) : <n ×<m → < es una función auxiliar.

Entonces con (3.22) y (3.23), se cumple con la Ecuación de matching, el Teorema

2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.7.10. Ley de control

u =
(
g>(x)g(x)

)−1
g>(x)

[
(Jd −Rd)∇Hd(x, t)−

(
J(x)−R(x)

)
∇H(x)

]
Se obtiene finalmente la ley de control con (3.19), (3.22) y (3.21).

3.7.11. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.5 y con los parámetros de diseño Γ = 10, rd1 = 0.5,

rd2 = 0.5, rd3 = 1, se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

x0 = [0, 0, 0]> y con las trayectorias de referencia

zref1(t) = 10πsen(t) + 2.66sen(3t) + 53.33π y zref2(t) = 0.1sen(t) para los estados x3

y x1, respectivamente. Como carga en el rotor se supone conocido y es

τL(t) = 0.5sen(5t) + 0.5.

A pesar de que el sistema es bilineal, al proponer parámetros de diseño se aumentó la

dificultad en los cálculos para cumplir con el Teorema 2.6.1. Como la información de

las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano deseado Hd, se utilizó el

procedimiento IDA-no parametrizado, proponiendo la estructura de Dirac con las

propiedades tales que Ad sea Hurwitz, fue necesario utilizar software computacional

para obtener la forma que tendŕıa Ha. Una de las ventajas de trabajar con el modelo

dq es que las trayectorias de referencia existen para cualquier función suave propuesta.

De la Figura 3.22 se observa que se consigue el seguimiento de trayectorias, con la

referencia del rotor a la velocidad deseada en RPMs. La trayectoria de referencia del

estado x2 no es el principal estado a controlar, pero ya que se tienen dos entradas, se

puede fijar esta también, con la finalidad de disminuir el esfuerzo de control. También

de la Figura 3.22, se tiene que la convergencia de los estados es al poco tiempo de la

simulación, tanto para los elementos eléctricos como mecánicos, esto se logró gracias a

la elección correcta de los parámetros de diseño, homogeneizando las constantes de

tiempo de cada subsistema, aunque se tiene, como en los casos anteriores, el efecto

pico.
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3.7 Motor śıncrono de imanes permanentes modelo dq

Figura 3.22: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.

Pasando al análisis de los esfuerzos de control (Figura 3.23) se observa que las

dimensiones son las esperadas para el tipo de sistema, pero se tiene al igual que

sistemas anteriores, un fenómeno de pico. Aśı como en casos anteriores, se tiene que

los valores del esfuerzo de control están dentro de los esperados, pero tomando en

cuenta si el actuador puede conseguir la velocidad de variación del control. En esta

aplicación los parámetros de diseño no afectaban de manera notable al sistema, a

diferencia de las trayectorias de referencia, ya que modificaba en gran manera el

comportamiento de las entradas de control u?. Finalmente, se aprecia de la Figura

3.23, que la entrada u?1 está más relacionada al estado x1 que a los demás, y que la

entrada u?2 está más relacionada al estado x3.

77



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VÍA CONTRACCIÓN

Figura 3.23: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En esta Tesis se propuso un procedimiento paso a paso para la metodoloǵıa tIDA-PBC

reportada en [49], facilitando y sistematizando ciertos pasos como en la obtención de

trayectorias de referencia con salidas planas y en la propuesta del Hamiltoniano

artificial. Con esto es posible amenizar la comprensión f́ısica de la metodoloǵıa. Este

procedimiento permite tratar con sistemas para dos o más entradas, ya que el

procedimiento general propuesto en [49], admite sistemas con una sola entrada.

Se analizó la aplicabilidad de la metodoloǵıa en los varios modelos del motor śıncrono

de imanes permanentes, siendo el modelo dq el único que se logró controlar, ya que los

modelos αβ y variacional no permiten este procedimiento pues las trayectorias de

referencia existen en una región tan pequeña, que no es aplicable, al igual que se

complican enormemente los cálculos del procedimiento, pues se tiene que analizar

sistemas matriciales no lineales con funciones trigonométricas. La razón por la cuál se

pudo aplicar la metodoloǵıa en el modelo dq es que en el canal subactuado se eliminan

los términos bilineales, facilitando la Ecuación de matching y por lo tanto poder

proponer una estructura deseada a pesar de tenerse la limitante de Ad constante. Con

esto se puede llegar a concluir que la metodoloǵıa no se limita a sistemas con J y R

constantes, sin embargo se complica el diseño en la Ecuación de matching.

Existe un fenómeno de pico en todos los casos de estudio, la razón es que: debido a

que en el sistema contrayente las condiciones iniciales se “olvidan” con velocidad

exponencial, el control debe ser muy brusco para lograr esto.
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4. CONCLUSIONES

Las trayectorias de referencia ofrecen información valiosa para el diseño correcto y

planeación de trayectorias. con esta información es posible diseñar un control más

eficiente, en el caso espećıfico del PMSM, como se tienen dos entradas, es posible

realizar el seguimiento de trayectorias de dos estados, uno va a ser el momentum

angular del rotor y el otro el flujo magnético de alguno de los devanados. Ya que el

flujo magnético se tiene como una trayectoria de referencia “libre”, esta se puede

proponer de tal manera que el esfuerzo de control sea mı́nimo, mejorando la eficiencia

de este y además, manteniendo el desempeño. Es importante recalcar que a pesar de

tenerse estos grados de libertad, el efecto pico va a seguir apareciendo.

El controlador no es robusto ante perturbaciones y/o parámetros imprecisos, ya que el

error de seguimiento no converge a cero, pero este está acotado y se mantiene

constante.

Usar la teoŕıa de planitud diferencial facilita en gran medida la inversión de las

dinámicas del sistema y con el procedimiento de los corchetes de Lie se torna un

proceso más sistemático. Aunque las referencias no necesitan ser salidas planas (se

pueden tener trayectorias de referencia integro-diferenciales como en [48]), se facilita y

sistematiza el paso para la inversión de las dinámicas del sistema.

Del desarrollo teórico y práctico, se concluye que un controlador IDA-PBC se puede

extender a un controlador tIDA-PBC, ya que comparten ciertas condiciones como la

Ecuación de matching y propiedades del Hessiano deseado.

4.0.1. Trabajo futuro

Como parte del trabajo futuro queda pendiente extender la clase de sistemas PCH

contractivos a Jd(x) y Rd(x), aumentando considerablemente la cantidad de sistemas

que se puedan controlar. Por otro lado, analizar la posibilidad de aumentar la

robustez del controlador ante desviación de parámetros y ruido en las mediciones.
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Apéndice A

Apéndice A

A.1. Prueba de PCH contrayentes

Utilizando el teorema (2.4.2) el sistema (2.21) es contractivo si JsF es uniformemente

negativo, suponiendo una métrica Θ constante, se tiene que probar que

JsF ≤ −βF In, ∀x ∈ Dc, ∀t ≥ 0, JsF =
1

2
(ΘAd∇2

xHdΘ−1 + Θ−>∇2
xHdA>d Θ>)

Partiendo de la suposición que el Hessiano ∇2
xHd está acotado por

α1In < ∇2
xHd(x, t) < α2In, ∀x ∈ Dc ⊂ <n (A.1)

donde α1 ∈ <+ es la cota inferior, α2 ∈ <+ es la cota superior y 0 < α1 < α2.

De la ecuación (A.1), utilizando las dos cotas se tiene que α1In < α2In y restando

α1In de los dos lados se tiene

0 < (α2 − α1)In (A.2)

ahora partiendo del lado derecho de la ecuación (A.1), ∇xxHd < α2In y restando α2In

de los dos lados se tiene

∇2
xHd − α2In < 0 (A.3)
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entonces a partir de las desigualdades (A.2) y (A.3), se pueden relacionar con

∇2
xHd − α2In < 0 < (α2 − α1)In, y en consecuencia

∇2
xHd − α2In < (α2 − α1)In (A.4)

La desigualdad (A.4) se va a utilizar mas tarde.

Sea una matriz B < 0, se sabe de [3], que para alguna matriz C premultiplicando y

posmultiplicando se tiene CBC> ≤ 0, y si suponemos que C , C1 +C2, desarrollando

se llega a

C1BC
>
1 + C2BC

>
2 − C1BC

>
2 − C2BC

>
1 ≤ 0 (A.5)

De manera similar, ahora sea una matriz A > 0, se sabe de [3], que para alguna

matriz C premultiplicando y posmultiplicando se tiene CAC> ≥ 0, y si suponemos

que C , C1 + C2, desarrollando se llega a

0 ≤ C1AC
>
1 + C2AC

>
2 − C1AC

>
2 − C2AC

>
1 (A.6)

De las ecuaciones (A.5) y (A.6) se tiene la siguiente desigualdad si

sign(C1) = sign(C2)

C1BC
>
1 +C2BC

>
2 −C1BC

>
2 −C2BC

>
1 ≤ 0 ≤ −C1AC

>
2 −C2AC

>
1 +C1AC

>
1 +C2AC

>
2

(A.7)

ahora, como B < A y de (A.7) se puede inferir que

C1BC
>
2 + C2BC

>
1 ≤ C1AC

>
2 + C2AC

>
1

con esto y (A.7) se llega a

C1BC
>
2 + C2BC

>
1 ≤ C1AC

>
1 + C2AC

>
2 (A.8)
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A.1 Prueba de PCH contrayentes

ahora, definiendo A , (α2 − α1)In, B , ∇2
xHd − α2In, C1 , ΘAd y C2 , Θ−>, se

cumple B < A con (A.4), entonces desarrollando (A.8) y despejando los términos del

Hessiano se tiene finalmente

ΘAd∇2
xHdΘ−1+Θ−>∇2

xHdA
>
d Θ> ≤ (α2−α1)

(
ΘAdA

>
d Θ>+Θ−>Θ−1

)
+α2

(
ΘAdΘ−1+Θ−>A>d Θ>

)
(A.9)

reacomodando el lado derecho de (A.10) y junto con η , 1− α1
α2

, P , Θ>Θ, se llega a

ΘAd∇2
xHdΘ−1+Θ−>∇2

xHdA>d Θ> ≤ α2Θ−>RPΘ−1, RP = PAd+AdP+ηPAdA
>
d P+ηIn

(A.10)

y como α2 > 0 junto con la forma cuadrática del lado derecho de (A.10), JsF es

uniformemente negativa definida si RP es uniformemente negativa definida.

Ya que RP tiene forma de la ecuación de Riccati, RP va a ser uniformemente negativa

definida si existe una solución positiva definida para alguna constante ε > 0 en

PAd +AdP + ηPAdA
>
d P + (η + ε)In = 0

Existe una solución positiva definida de la ecuación de Riccati si la matriz N no tiene

valores propios en el eje imaginario, [23], donde la matriz N es

N ,

 Ad ηAdA
>
d

−(η + ε)In −A>d

 , η , 1− α1

α2

Finalmente se concluye que RP = −εIn, y regresando a (A.10) se tiene

ΘAd∇2
xHdΘ−1 + Θ−>∇2

xHdA>d Θ> ≤ −εα2Θ−>Θ−1 < −2βsF In (A.11)

y con ello la existencia de una βsF que con el teorema 2.4.2, se prueba que el sistema

(2.21) es contrayente en una región Dc.
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A.2. Prueba del lema 2.5.2

Considerando la siguiente igualdad

 In 0̄

−(η + ε)(λIn −Ad)−1 In

 (λIn−N) =

λIn −Ad −ηAdA
>
d

0̄ η(η + ε)(λIn −Ad)−1AdA
>
d + (λIn +A>d )


Y dado que por definición, Ad no tiene valores propios en el eje imaginario, se muestra

que para λ = jω es un valor propio de N si y solo si:

det
(
η(η+ε)AdA

>
d +(jωIn−Ad)(jωIn−A>d )

)
= det

(
η(η+ε)AdA

>
d −(jωIn−Ad)(jωIn−Ad)∗

)
= 0

(A.12)

Por otro lado, la condición η(η + ε)A>d Ad < σ2
ωIn implica que el argumento del

determinante en (A.12) es negativo definido como se observa en el siguiente desarrollo

η(η + ε)A>d Ad < σ2
ωIn

= λmin
(
(jωIn −Ad)(jωIn −Ad)∗

)
In

≤ (jωIn −Ad)(jωIn −Ad)∗

(A.13)

Se tiene que, cuando se cumpla la condición (A.13), el argumento del determinante en

(A.12) es negativo definido, entonces el determinante en (A.12) no puede ser cero para

cualquier valor del barrido de ω. Se concluye que si la condición (A.13) se mantiene,

entonces la matriz N no va a tener valores propios en el eje imaginario.

A.3. Prueba del Lema 2.5.3

Considerando la matriz N

N ,

 Ad ηAdA
∗
d

−(η + ε)In −A∗d

 , η ∈ (0, 1)

donde A∗d es la matriz conjugada transpuesta de la matriz Ad, y η ∈ (0, 1) es una

constante. Se observa que es un caso más general que el Lema 2.5.2, pero ya que la
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matriz Ad es una matriz de valores reales y η , 1− α1
α2

, ambos casos son compatibles

para su implementación.

Suponiendo que se tiene un valor propio sobre el eje imaginario, con la forma λ = jω,

se tiene con el determinante que:

det(N − jωIn) = det

 A− jωIn ηAA∗

−(η + ε)In −(A∗ + jωIn)

 (A.14)

y sabiendo que det =

A B

C D

 = det(A) det(D − CA−1B) se puede llegar de (A.14) a

la siguiente igualdad

det(N − jωIn) = det(A− jωIn) det
[
− (A∗ + jωIn) + (η + ε)In(A− jωIn)−1ηAA∗

]
= det(A− jωIn) det

[
− (A∗ + jωIn) + η(η + ε)(A− jωIn)−1AA∗

]
premultiplicando por la matriz identidad In = (−A∗ − jωIn)−1(−A∗ − jωIn) dentro

del determinante de la derecha, y sabiendo que det(AB) = det(A)det(B) se tiene que

= det(A− jωIn) det
{[
− (A∗ + jωIn) + η(η + ε)(A− jωIn)−1AA∗

]
(−A∗ − jωIn)−1(−A∗ − jωIn)

}
= det(A− jωIn) det

{[
(A∗ + jωIn)(A∗ + jωIn)−1 − η(η + ε)(A− jωIn)−1AA∗(A∗ + jωIn)−1

]
(−A∗ − jωIn)

}
= det(A− jωIn) det

[
In − η(η + ε)(A− jωIn)−1AA∗(A∗ + jωIn)−1

]
det(−A∗ − jωIn)

reacomodando se llega finalmente a

det(N−jωIn) = det(A−jωIn) det(−A∗−jωIn) det
[
In−η(η+ε)(A−jωIn)−1AA∗(A∗+jωIn)−1

]
y como (A− jωIn)−1AA∗(A∗ + jωIn)−1 es una matriz Hermitiana, por sus

propiedades se concluye que la matriz N no va a contar con valores propios sobre el

eje imaginario si para toda ω ≥ 0 se cumple

η(η + ε)||(A− jωIn)−1AA∗(A∗ + jωIn)−1|| < 1. Entonces existe una constante

positiva ε si se cumple la siguiente condición, haciendo un barrido sobre ω ≥ 0

η||(A− jωIn)−1A|| < 1, ∀ω ≥ 0

85
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