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Resumen

En esta tesis se obtuvieron expresiones equivalentes en funcion de los parametros de Euler
gue pueden ser usadas para el andlisis cinematico y dinamico de mecanismos espaciales.

El capitulo 1 menciona lo existente respecto al analisis cinemético y dindmico utilizando
matrices homogéneas de transformacion y parametros de Euler de manera separada. También
menciona el objetivo y justificacion de esta tesis.

El capitulo 2 presenta el marco tedrico del andlisis cinematico y dinamico, mientras que en el
capitulo 3 se desarrollan expresiones equivalentes de las matrices homogéneas de
transformacion y de la velocidad y aceleracion angular en funcion de los parametros de Euler.

El capitulo 4 muestra dos ejemplos donde se utilizaron las expresiones equivalentes obtenidas
en el capitulo 3. Y finalmente el capitulo 5 contiene las conclusiones.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Como se menciona en (Shabana, 2001): “ En el andlisis cinemdtico nos interesamos por
el estudio del movimiento sin considerar las fuerzas que lo producen. El objetivo del andlisis
cinemadtico es determinar las posiciones, velocidades y aceleraciones como resultado de las en-
tradas conocidas y prescritas. Hay tres etapas que deben ser seguidas para un andlisis cinemaético
completo: andlisis de posicién, velocidad y aceleracién. ”

A su vez, cabe resaltar que hay diferentes tipos de anédlisis cineméticos, como los que se
abordan en (Siciliano, Sciavicco,Villani &Oriolo, 2009), y diferentes clasificaciones de acuerdo
a cada autor. En este trabajo se empled la cinemdtica inversa, la cudl establece que (Kelly&
Santibanez, 2003) “El modelo cinemético inverso consiste justamente en la relacién inversa del
modelo cinemdtico directo, es decir, es la relacién entre la posicién cartesiana x y la posicién
articular ¢, i.e., ¢ = f~!(z), pudiendo tener, inclusive, ninguna o multiples soluciones.” Otra
forma de decirlo es que “la cinemética inversa nos permite obtener las posiciones de las juntas
q en términos de la posicién y orientacion del efector final del dltimo eslabén, referenciadas al
marco de referencia de la base” (Kelly, Santibanez &Loria, 2005)

El modelo cinemdtico inverso por lo general es m&as complejo que el modelo cinemadtico

directo porque (Siciliano et al., 2009):

= Las ecuaciones a resolver por lo general son no lineales y debido a esto no siempre es



posible encontrar una solucién de forma cerrada.
» Pueden existir miltiples soluciones.

» Pueden existir soluciones infinitas, por ejemplo, en el caso de un manipulador cineméti-

camente redundante.

= Pueden existir soluciones no admisibles desde el punto de vista de la estructura cinemaética

del manipulador.

En el presente trabajo se aborda el andlisis cinemédtico inverso de mecanismos de eslabones
espaciales. Entiéndase por mecanismo de eslabones espaciales a los mecanismos que presentan
s6lo eslabones como sus elementos de construccién (no contienen elementos tales como engranes,
levas, etc) y su movimiento lo realizan en un espacio de trabajo tridimensional. Evitese confundir

con el término °

‘ espacial” con mecanismos relacionados al drea de aeroespacial, sin descartar
que algunos de ellos puedan ser empleados en dicha &rea.

Algunos de los métodos para calcular la cinemadtica inversa se pueden agrupar dentro de las
categorfas de métodos geométricos y métodos analiticos. Dentro de los métodos analiticos se
encuentra el método matricial, donde:

“Los movimientos de un cuerpo rigido pueden ser representados en forma matricial de man-
era que la composicién de movimientos del cuerpo rigido pueda ser reducida a multiplicaciones
de matrices como en el caso de la composicién de rotaciones.” (Spong, Hutchinson & Vidyasagar,
2005)

Y a su vez, “la orientacién de un cuerpo rigido ¢ puede ser especificada por una matriz
de transformacion, los elementos de esta pueden ser expresados en conjuntos de coordenadas
apropiados como por ejemplo, los dngulos de Euler, los dngulos de Bryant o los pardmetros de
Euler.” (Flores, 2015). Una de estas matrices de transformacién son las matrices homogéneas.
Algunas de las ventajas de las matrices homogéneas son que poseen una interpretacién fisica
intuitiva y son una manera compacta de representaciéon de las formulaciones matematicas. Su
principal desventaja es que utilizan los dngulos de Euler, los cuales adolecen del inconveniente
de la representacién de singularidades ya que (Schiehlen, 1990) dice “Puede ser concluido que

el fenémeno de singularidad es un problema inherente asociado a cualquier sistema de 3 coor-



denadas rotacionales a pesar de su forma o convencién. Este problema puede ser evitado si se
utilizan 4 coordenadas rotacionales, llamadas pardmetros de Euler ”

Como lo menciona (Nikravesh, 1988) dentro de las ventajas de los pardmetros de Euler
se encuentra que “en programas computacionales de larga escala que lidian con la orientacién
angular de cuerpos, sean rigidos o deformables, el uso de pardmetros de Euler puede simplificar
drasticamente las formulaciones mateméticas ya que la formulacién de los pardmetros de Euler
permite que las relaciones cinemadticas para diferentes pares sean escritas en forma matricial
compacta, permitiendo asi el desarrollo de algoritmos computacionales eficientes y compactos”;
también “en contraste con los dngulos de Euler y los dngulos de Bryan, o cualquier otro conjunto
de tres coordenadas rotacionales, no hay casos criticos en los cuales las férmulas inversas de
las féormulas explicitas de los pardmetros de Euler sean singulares” asi como “la naturaleza
cuadritica de la matriz de transformacién, la ausencia de funciones trigonométricas y la cualidad
de libre de singularidades de los pardmetros de Euler los hace més atractivos que otros conjuntos
de coordenadas rotacionales”. Su principal desventaja es que aparentemente su formulacién
matemadtica no posee una interpretacion fisica intuitiva al hacer uso de cuatro pardmetros para
representar la orientacién espacial.

Respecto al panorama actual, en (Wenger & Flores, 2017), donde se hace una recopilacién
de los resultados mads recientes en la investigacién de la ciencia de los mecanismos, s6lo un
articulo, Planar Stewart Gough Platforms with Quadratic Singularity Surface, hace uso de
matrices de transformacién y pardametros de Euler, pero a diferencia de esta investigacién,
utilizan la representacién generalizada de la matriz de rotacion. Como otros ejemplos de la
aplicacion del método de matrices homogéneas de transformacion se puede citar a (Paul &
Zhang, 1986) dénde se desarrolla un método a partir de matrices homogéneas para obtener
las ecuaciones que involucren el nimero minimo de operaciones matematicas para ser resueltos
en computadora, asi como a (Zhu, Cai, Li & Liu, 2017) dénde hacen uso de las matrices de
transformaciéon homogéneas para obtener el modelo cinemético de un robot industrial.

Por otra parte, como bien lo mencionan en (Saha,Shah &Nandihal 2013), “durante las
dos tltimas décadas, las aplicaciones de la dindmica de multicuerpos se han expandido en las
areas de robdtica, automotriz, aeroespacial, biomecdnica y muchas otros.” Estas dreas hacen

uso de andlisis dindmicos asistidos por computadora para los cuales necesitan los modelos



dindmicos de los sistemas a analizar. El modelo dindmico, de acuerdo a (Flores, Ambrésio,
Pimenta & Lankarani, 2008), “ provee una manera de estimar las fuerzas externas que dependen
de la posicién relativa entre los componentes del sistema, tales como las fuerzas ejercidas por
resortes, amortiguadores y actuadores, asi como las fuerzas externas que son desarrolladas como
consecuencia de la interaccién entre los componentes del sistema y el entorno que lo rodea, tal
como las fuerzas de friccién y de contacto-impacto.”

Aligual que en la cinemadtica, el andlisis dindmico tiene diferentes clasificaciones,una de ellas
(Siciliano et al., 2009) lo clasifica en anélisis dindmico directo y andlisis dindmico inverso. En
este trabajo se emplea la dindmica directa. De acuerdo a (Siciliano et al., 2009 ), la dindmica

directa *

‘ consiste en determinar, para t > tg, las aceleraciones de las juntas §(t) (y entonces
q(t), q(t) ) resultantes de los torques de las juntas dados tau(7)- y las posibles fuerzas del
efector final h.(t)- una vez que las posiciones iniciales ¢(ty) y las velocidades iniciales ¢(tp) son
conocidas (estado inicial del sistema).” La dindmica directa es ttil para describir un sistema en
términos de su aceleracién cuando se conocen los torques aplicados a las juntas, lo cual por lo
general es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.

Existen varios métodos para la obtencién de las ecuaciones del modelo dindmico, entre ellos:

“la formulacién de Newton-Euler (NE), el principio de Euler-Lagrange, el enfoque de Gibbs-
Appel, el método de Kane, el principio de “D’Alembert y otros similares.” (Saha et al., 2013).
Algunos estdn basados en definiciones de energia y otros en definiciones de la mecénica vectorial.

Las formulaciones energéticas emplean cantidades escalares de trabajo y energia las cuales
son menos intuitivas y menos transparentes en su forma final y la cual requiere un manejo
matemadtico complicado mientras méds cuerpos tenga el sistema y mads variables estén involu-
cradas en su definicién de posicién y orientacién. También la obtencién de fuerzas y momentos
de reaccién en los pares cinemaéticos, requeridos en aplicaciones de diseno de la estructura de
los sistemas, no se pueden obtener en primera instancia y/o requieren de planteamiento extras
para su cédlculo. Sin embargo los métodos energéticos permiten obtener ecuaciones dindmicas
de multicuerpos de forma cerrada (expresiones en las cuales las fuerzas o torques motrices in-
coégnitas del sistema aparecen despejadas del conjunto de ecuaciones) de una manera directa
siguiendo las bases de su formulacién matemética.

En este trabajo se aborda el método de Newton-Euler para la solucién del modelo dindmico,



el cldal es una formulaién de la mecdnica vectorial y “es inherentemente un método recursivo
que es eficiente computacionalmente.” (Siciliano et al., 2009). Las aproximaciones vectoriales
tienen la ventaja de ser intuitivos, de emplear un notacién méds concisa y no requieren de un
manejo matemadtico complejo; sin embargo, la obtenciéon de una posible forma cerrada para las
variables incégnitas es una tarea mas compleja que la de los métodos energéticos debido a las
incégnitas de fuerzas y momentos de reaccion establecidas en las ecuaciones.

Por otro lado, la relativa sencillez en el establecimiento de las ecuaciones dindmicas (no
buscando la forma cerrada de las mismas), la posible obtencién de las reacciones incégnitas,
ttiles en la etapa del diseno para determinar la resistencia requerida de los elementos, asi como
la obtencién de las fuerzas o los torques de los actuadores, aunado todo esto al apoyo de las
computadoras para su solucién, hacen este método atractivo para el analista involucrado en el

disenno mecdnico de un sistema de multicuerpos.

1.2. Objetivos

Esta investigacion busca aplicar los pardmetros de Euler y matrices homogéneas a la formu-
lacién de Newton-Fuler para resolver el problema de la integracién de las ecuaciones diferenciales
de movimiento libre de singularidades que muestran los dngulos de Euler. Por ello, los objetivos

que se persiguen son:

= Proponer las modificaciones pertinentes a la formulacién de Newton-Euler para el anélisis
de mecanismos que realizan su movimiento dentro de un espacio de trabajo tridimensional,

basdndose en la combinacién de matrices homogéneas junto con los pardmetros de Euler.

= Obtener un método que conserve las ventajas de las matrices homogéneas y los pardametros
de Euler al mismo tiempo que evita sus principales desventajas, ya que en la literatura

actual consultada no se encuentra reportado.

1.3. Justificacién

Con los avances tecnolégicos, especificamente la creacién de computadoras, se han podido

implementar métodos recursivos para la solucién del sistema de ecuaciones de modelos cinemati-



cos y dindmicos de sistemas multicuerpo. A su vez se ha buscado optimizar dichos algoritmos
y reducir el tiempo de computo.

El presente trabajo aporta el ensamble de varias metodologias ya existentes, pero con un
diferente enfoque no reportado por otros autores, y que permite aprovechar las ventajas de
dichas metodologfas. También se aporta definiciones nuevas de la velocidad y aceleracién angular
en funcién de los parametros de Euler, en su forma escalar, de manera detallada. Adem4s, el

presente trabajo puede ser una referencia 1til a trabajos posteriores del drea.



Capitulo 2

Bases teoricas

2.1. Bases tedricas de la cinematica
2.1.1. Posicion Generalizada
Posicién

La posicién en el espacio de un punto en un sistema de coordenadas a estd definida por,
(Stejskal& Valasek, 1996):
ro, = Rabrb (2'1)

tal que:

r; es el vector del origen del sistema de coordenadas k al punto, medido en k

R, es la matriz general de transformacion de rotacién sobre un eje arbitrario del sistema m

al sistema n.

Por otra parte, la posicién de un punto M en el espacio, haciendo referencia a dos sistemas

de coordenadas (a y b) desfasados y con diferente orientacién estd dada por:

YoM = TpM + Tap (22)



mientras que las coordenadas del punto en el sistema a estdn definidas como:

TaM = A11TpM + G12YoM + Q13250 + Q1
YaM = G21TpM + G22YbM + G232p01 + G2 (2.3)

ZaM = Q31Tpp + G32YbM + 433260 + Q3

donde a;; es el coseno director del dngulo entre el i-ésimo eje del sistema a y el j-ésimo eje del

sistema b, y Tppr,Ysnr,2pp SON las coordenadas del punto en el sistema b. Definiendo:

r T
UM = | TaM  YaM ZaM :|

- T
UpM = | Topmr YoM ZoM }

- T
Ugpb = | a1 ag as }

ailp aiz2 a3

Rab: az1 G2 Aass (2.4)
asyr az2 ass

se puede reescribir la ec.(2.2) como:

UgM = RabubM + ugp (25)

donde Rgp, = [ai;],ij = 1,2, 3, es la matriz de cosenos directores.
Usando coordenadas homogéneas, se pueden expresar mediante vectores extendidos los vec-

tores del punto M en los sistemas de coordenadas a y b como:

Ug M Uy
YoM = “ , 'ppr = (2.6)
1 1

se puede reescribir la ec.(2.5) expresando la descomposicién del movimiento espacial general en

10



la forma:

1 or

de forma detallada, la ec.(2.7) es:

[ TaM ailp ai2
YaMm | | @21 022
ZaM agzy as2

i 1 ] i 0 0

ai3

a33

ass

ai
a2

as

Uy

ToM
YoM

M

(2.7)

(2.8)

la cual puede ser escrita como la siguiente ecuacién matricial simbdlica (Stejskal& Valasek, 1996):

rom = TapTomr

(2.9)

que a su vez expresa una transformacién homogénea de vectores extendidos, donde la matriz

de transformacion es:
Rab

OT

Tab =

Mientras que la inversa de esta transformacion, la matriz T;bl, se obtiene a partir de:

Ugh

1

TwT,; =T,y Tap = Eu

donde Ey4 es la matriz identidad de 4x4. Ademds, asumiendo que:

A B

-1
Tab = ’ E4 =

C D

y sustituyendo a (2.12) y (2.10) en (2.11) se tiene que:

Ry ugy A B
ol 1 C D

11

E; 0
ol 1

E; 0O
ol 1

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



Desarrollando las operaciones se forman las siguientes ecuaciones:

Ry A +uyyyC=E3
R,B +u,;, D=0
0"A+1C=0"

0"B+D=1
resolviendo a partir de la tltima ecuacién, ec.(2.17), a la primera, ec.(2.14), se obtiene:
D=1, C=0", B=-Ruy A=R

por lo que la inversa de la transformacién se define como:

-1 -1
Rab _Rab Uap

o” 1

T ! =

ab T

donde cabe resaltar que:

T;bl 7é sz
Velocidad

De la posicién, ec.(2.9), se tiene:

oM = TabrbM

(2.18)

(2.19)

(2.20)

y derivando esta ecuacién respecto al tiempo se obtiene la velocidad extendida del punto M en

el sistema a (Stejskal & Valasek, 1996):

Vaor = TopTom

también, despejando a rpps de la ec.(2.9), se tiene:
_ -1
rpn = Ty Tanm

12

(2.21)

(2.22)



Sustituyendo a (2.22) en la ec.(2.21) se obtiene:
VaM = TabT;blraM = Va,abraM (2-23)

donde:
Va,ab = TabT;bl (224)

Por otro lado, si transformamos a V,, 4 al sistema b se tiene:
Viab =T VaaTap (2.25)
sustituyendo a ec.(2.24) en ec.(2.25) da como resultado:
Viay = T Ty T Ty = T Ty By = T Ty (2.26)

donde, de manera detallada la ec.(2.26) contiene:

Vb’ab _ Rgb *Rgbuab Rab 1.lab _ RgbRab Rz;bl.lab (227)
ol 1 of 1 of 0

Una forma corta para conocer que contiene la expresion de la velocidad extendida del punto

M, ec.(2.26), se describe a continuacién. Primero se procede a despejar a T, de la ec.(2.24):
Tap = Tap Vi,ab (2.28)

se sustituye la ec.(2.28), la ec.(2.10) y la ec.(2.27), en ese orden, dentro de la ec.(2.21):

Vab = Tap Vi,abTha

Rap Ug RO R, RL g, RuRIRy RopRE 4
== Tpq = L)
ol 1 o? 0 o? 0
R, it |
vaa=| "2 "% |, (2.29)
ol o

13



Por otro lado, definiendo a €2 44,como la matriz de velocidad angular del sistema b visto desde

a y proyectado en b, se tiene que:

Ra, = RapQab (2.30)

despejando a €2 o de la ec.(2.30) da como resultado:
Qa0 = R Rap = R R (2.31)

Otra manera de llegar al resultado es partir de que, de manera generalizada, la matriz de
velocidad angular €2 j; representa la velocidad angular del sistema 7 visto desde el sistema j

y proyectado en el sistema k. Para nuestro caso particular se tiene:
Quap = RaRL (2.32)
la relacién que existe entre €, o ¥ €244 se declara como:
Quab = Ry RY, (2.33)

expresando la velocidad angular en la base b, despejando de la ecuacién (2.33), se obtiene:

Qb,ab = Rz;bﬂa,abRab (234)

y sustituyendo el valor de €, 4 de la ecuacién (2.32) en la ecuacién (2.34) da como resultado:
Qpap = R}, RuRRe = R Rap (2.35)

Desarrollando la multiplicacién de la ec.(2.31) se obtiene:

0 —w, wy
Qpap = | w, 0 —w, (2.36)
—Wy Wy 0

14



donde el vector asociado con la matriz antisimétrica de la velocidad angular es:
T
Wap = [Wey Wy, W) (2.37)

y finalmente, si se sustituye la expresién de la velocidad angular, ec.(2.31), en la expresién de

la matriz de velocidad vista desde el sistema b, ec.(2.27), se tiene que:

RTR,, RZu, Q. RLT,
Viab = e I (2.38)
ol 0 o’ 0

Aceleracion

Partiendo de la expresién de la velocidad, ec.(2.21):

Varm = TapTonm

nuevamente se deriva respecto del tiempo para obtener la aceleracién absoluta extendida del

punto M en el sistema a, esto es (Stejskal & Valasek, 1996):

aan = TapTonm (2.39)
donde: ) )
5izzM
i ..
AgM = ‘.’aM - i:aM = oM - Yo (240)
0 2aM
- 0 -

otra manera de representar el contenido de la aceleracién es a través del cédlculo de la segunda
derivada de la matriz de transformacion, a partir de volver a derivar respecto al tiempo a la
ec.(2.28), esto es:

Tap = T Voas + Tas Voap (2.41)

donde se puede definir a:

Avab = Vi (2.42)

Bl B
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donde Ay ;; es la matriz de aceleracién del movimiento de j visto desde ¢ y proyectado en k. Si

se sustituye la ec.(2.28) y ec.(2.42) en la ec.(2.41) se obtiene:

Tawb = TasViab Voab + TavAsap = Tap(Viap + Avar) = TasBrab (2.43)

donde por notacién:

Biab = Visay, + Apab. (2.44)

Reescribiendo la aceleracién, ec.(2.39), en términos de la ec.(2.43) se tiene:
agh = TapBop,abTia (2.45)

Para obtener el desarrollo de By, 4, primero se desarrolla Ay ., y después a Vg a- Para Ayg g
tenemos que derivar a Vy o, de la ec.(2.27):

Apay = Vi, = (2.46)
o’ 0

después, para el desarrollo los términos de la ec.(2.46) se hace uso de R, ec.(2.30), en el célculo

nuevamente su derivada respecto al tiempo, esto es Rgp:

Rop = RavQ.ab + Rap . = Rap Q0,06 .06 + Rap a6 = Ran (0 + Dt (2.47)

sustituyendo la ec.(2.47) y ec.(2.30) en la ec.(2.46) y desarrollando operaciones se tiene que:

A Qf R, (R ab) + RERap (2 4 + Qap) (R Qap) e + RE iy
b,ab =
o’ 0
QL ab + (0 5+ )~ apRE 0 + R
o’ 0
—QF 4+ (0 + D) — R0 + R
o’ 0
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_ Qar —apRL 0, + R g, (2.48)
o’ 0

donde la matriz de aceleracién angular es la derivada de la matriz de velocidad angular, ec.(2.36):

0 —Q,
Dar=| . 0 —op (2.49)
—Qy Oy 0

donde el vector axial asociado a esta matriz es:
T
Qgp = [Oém, aya az]ab (250)

Otra forma de obtener la matriz €2 ., de aceleracién angular en términos del sistema a es

derivando la ecuacién (2.32), donde se obtiene que la aceleracién angular estd definida como:

Qo.ap = RupRE, + RyRE, (2.51)
la relacién que existe entre Qbﬂb y Qa’ab se declara como:
Qb = REQu R (2.52)
sustituyendo la ec.(2.51) en la ec.(2.52) y desarrollando operaciones se tiene que:

Q. = RE (RRL+RGRI) R, = RLRGRE R AR RGRE Ry = RI R +RER LR Ry
(2.53)

y finalmente, haciendo un arreglo al termino Rablfigb en la ecuacién (2.53), se obtiene que:

Qb,ab = Rgbﬁ'ab + Rgbﬂa,abRab(_RZan,ab)Rab = Rgbﬁ'ab + Rgbﬂa,abﬂa,abRab (254)
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Ahora, para obtener a la matriz Vg o S€ multiplica Vy, 4 por si misma, esto es:

v _ | e Bole | | Do Ryba || 9, QaRgie (2.55)
b,ab OT 0 OT 0 OT 0

Por lo que, sustituyendo la ec.(2.55) y la ec.(2.48) en By 4, ec.(2.44) se tiene que:

[ ¢ T T s 2 T
Qb —QpapRyptay + Ryt N Qo R0

By =
o? 0 o” 0

M. 2 T T s T -
Qvap + Qo —p,apRep0ap + Rypliay + 2y apRepap

o? 0
- Qb,ab + Qg,ab Rgbﬁab (2 56)
o? 0

2.1.2. Matrices Homogéneas de Transformacién Basicas
Generalizacién de las matrices homogéneas de transformacién

De acuerdo a (Siciliano et al., 2009), “una matriz de transformacién homogénea expresa
la transformaciéon de la coordenada entre dos marcos de referencia en una manera compacta.
Si los marcos de referencia tienen el mismo origen, la matriz de transformacién homogénea se
reduce a la matriz de rotacién. En cambio, si los marcos de referencia tienen distintos origenes,
la notacién de superindices y subindices se mantiene para caracterizar el marco de referencia
actual y el marco de referencia fijo.” Esta transformacién de la coordenada entre dos marcos
de referencia se utiliza para representar los movimientos de un cuerpo rigido. Las matrices de

transformacién homogéneas, de acuerdo a (Spong et al., 2005), suelen representarse de la forma:

R d \
T = ; ReSO(@3), deR
0 1
y
o1 | BT -RTd
0 1
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Donde

Rixs

T =

f1><3

d3x1

S1x1

De manera que teniendo dos vectores

se puede decir que:

Pl =

Rotacion

P’ = T{P!

Traslacion

Perspectiva Factor de escala

Ademds, (Spong et al., 2005) establece que el conjunto de matrices homogéneas de transforma-

cién bésicas estd dado por:

1 0 0
010
Transg, =

0 01

i 0 00

1 0 0

0 con —s
Roty o = “ “
0 sa cao

i 0 O 0

= o O

o O O

Transy, =

Roty 3 =

1 00
010

0 01

| 000
cg 0 sp
0 1 0
—sg 0 cp
0 0 O

= o o O

= o o O

Trans, .=

Rot, , =

para la traslacion y rotacion alrededor de los ejes x, y, z respectivamente.

o o O

—_

En (Briot, 2015) se enlistan las siguientes propiedades de las matrices homogéneas de trans-

formacion:

Propiedad 1

La matriz de transformacién homogénea puede ser escrita como:

Sz

Sy
Sz

0

Ny
Ny
Ny

0

Qg
ay
Ay

0

Tz
Ty
Tz

1
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La matriz R = [s n a r| representa la rotacién mientras que el vector r representa la traslacion.
Para una transformacién de traslacién pura, R = 13 (13 representa la matriz identidad de
orden 3), mientras que para una transformacién de rotacién pura r = 0

Propiedad 2

La matriz R es ortogonal y su determinante es igual a 1. por consiguiente, su inversa es
igual a su transpuesta.

R ! =R"

donde el indice superior "1"indica la transpuesta de la matriz.
Propiedad 3
La inversa de una matriz es la matriz. De esta manera, para expresar los componentes de

un vector en el marco de referencia, se escribe:
ipr=7IT;'p1  con IT;='T;'

Propiedad 4

Se puede verificar facilmente que

Rot !(u, ) = Rot(u, —0) = Rot(—u,6)

Trans ! (u,d) = Trans(u, —d) = Trans(—u, d)

Propiedad 5

La inversa de la matriz de transformacién puede ser obtenida a través de:

_ ]
T R” —n’r _ R” ~R™r
—alr 0 0 O 1
i 0 0 O 1 |

Propiedad 6

Composicién de dos matrices: la multiplicaciéon de dos matrices de transformacién da como
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resultado otra matriz de transformacién

T, T, — Ry r R> r2 | _ RiR» Rirs +1r;

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
De manera general, T1 Ty # ToT1
Propiedad 7
Si el marco de referencia Fj estd sujeto a un nimero k de transformaciones consecutivas y
cada transformacion ¢ (i = 1,...,k) es definida con respecto a el marco de referencia actual
F;_1, entonces la transofrmacién °T), puede ser deducida a través de la multiplicacién de todas

las transformaciones de la derecha, esto es:

ko
OTk = H ZﬁlTi = 0T1- 1T2 . 2T3... kilTk
=1

Propiedad 8

Para transformaciones consecutivas sobre el mismo eje se cumplen las siguientes propiedades:

Rot(u, 61)Rot(u, b2) = Rot(u, 0; + 63)

Rot(u, 6;)Trasl(u,d) = Trasl(u,d)Rot(u, )

2.1.3. Parametros de Euler
Definiciéon

Como bien lo menciona (Nikravesh, 1988), “los pardmetros de Euler son una técnica in-
volucrada en la descripcién de la orientacién angular de cuerpos en el espacio”. Se basan en el
teorema de Euler de rotacién finita, el cudl (Flores, 2015) lo explica de la siguiente manera:

“De acuerdo al teorema de Euler de rotacién finita, una rotacién en un espacio tridimensional
siempre puede ser descrito por una rotacién a lo largo de un cierto eje con un cierto dngulo dado.
En otras palabras, el teorema de Euler establece que el desplazamiento general de un cuerpo
con un punto fijo es una rotacién alrededor de algiin eje. El teorema indica que la orientacién de
los ejes fijos al cuerpo a cualquier instante puede ser obtenida por una rotacién imaginaria de

estos ejes desde una orientacién coincidente con los ejes globales (sistema coordenado global).
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Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Euler, existe un eje tinico que si el sistema coordenado
xyz es rotado alrededor de este eje tinico por un dngulo ¢, el sistema coordenado xyz se vuelve
paralelo al sistema coordenado &n( y viceversa. Este eje imaginario es denotado por @ y este es
llamado el eje de orientacién de rotacién”

La representacién més conocida de los pardmetros de Euler estd dada en (Nikravesh, 1988),

la cual establece que un conjunto de coordenadas rotacionales:

e = cos% (2.57)
e =le; es 3]’ =usin 5 (2.58)

en los cuales el vector e es el eje de orientacién de rotacién, con magnitud sin % Mientras que

los pardmetros de Euler son los escalares eg, e1, e2 v e3. Los cuales mantienen las siguientes

relaciones:
cos? ¢ + ul'usin ¢ =1 (2.59)
2 2
y
ed+ele=el+e2+e2+e2=1 (2.60)
Y suelen representarse como:
€o T
P = = [ ep €1 ez e3 (2.61)
e
cumpliendo con:
p'p=1 (2.62)

Cabe mencionar la existencia de los cuaterniones. En (Wehage, 1984) se describe a los pardmet-
ros de Euler como “cuaterniones normalizados con un vector de orientacién espacial y un escalar
normalizado”. De manera general los cuaterniones se definen como la suma de un escalar con

un vector (Kuipers, 1998):

q=qo+d=qo+iq +jg + kg3
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La razén para utilizar pardmetros de Euler es que su representacién permite un manejo matricial

mds sencillo que el que se tiene para la forma general de los cuaterniones.

Representacién de las rotaciones en parametros de Euler

Los pardmetros de Euler parten del teorema de Euler en el cual se dice que el desplazamiento
general de un cuerpo con un punto fijo es una rotacion sobre algin eje. De esto se puede concluir
que la transformacién del sistema de coordenadas de un punto a otro se puede representar a
través de una rotacién sobre algin eje, esto significa que la matriz de transformacién R, estd

dada por (Nikravesh, 1988):

Ru = R(p:) (2.63)
T
pi = [ Do Pil D2 Pi3 (2.64)

donde (2.64) corresonde a (2.61), teniendo en cuenta el cambio de la notacién a p; y ademas

(Nikravesh, 1988):

p?o + pzzl - % Di1Di2 — PioPi3  PilPi3 + PioPi2
R(pi) =2 | pupio + piopis  ph+DhH— 5  DPiabis — Piopit (2.65)
Di1Pi3 — PioPi2  Pi2Pi3 + PioPi1 p%o + 2%23 - %
R, es la matriz general de transformacién de rotacién sobre un eje arbitrario del sistema,
m al sistema n,
p; es el vector de pardmetros de Euler correspondiente a R, esto es p; = [ Pio Pil Pi2 Di3 T,
mientras que ¢ indica el nimero del movimiento y los nimeros 0 al 3 indican el nimero de ele-
mento dentro p;

A continuacion se verd la definicién de las matrices de rotacion especificas para cada eje de

un sistema cartesiano XYZ.

Rotacién en X

Cuando el egje arbitrario de rotacién se alinea con el eje X del sistema cartesiano, la definicién

del vector de parametros de Euler (p;) y la matriz de transformacién de rotacién en X ( R, (p;))
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estd dada por:

T
Pi= | po pi1 0 O (2.66)
P?O + P?l - % 0 0
Ry (pi) =2 0 P — 5 —piopi (2.67)
0 PPl P — 3

como el lector pude observar, los pardmetros de Euler correspondientes a las proyecciones en los
ejes Y y Z, asi como los términos de la matriz de transformacién de rotacién que los involucran,

tienen el valor de cero.

Rotacién en Y

De la misma manera, cuando el eje arbitrario de rotacién se alinea con el eje Y del sistema
cartesiano, la definicién del vector de pardmetros de Euler (p;) y la matriz de transformacién

de rotacién en Y ( Ry (p;)) estd dada por:

T

pi = [p,-o 0 pi2 O (2.68)
P — 3 0 DioDi2

Ry(pi) =2 0 ph+prh—1% 0 (2.69)
—PioPi2 0 P — 3

en este caso, los pardmetros de Euler correspondientes a las proyecciones en los ejes X y Z, asi
como los términos de la matriz de transformacién de rotacién que los involucran, ahora tienen
el valor de cero.

Rotacién en Z

Y finalmente, para el caso en el que el eje arbitrario de rotacién se alinea con el eje Z

del sistema cartesiano, la definicién del vector de pardmetros de Euler (p;) y la matriz de
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transformacién de rotacién en Z ( R,(p;)) estd dada por:

T
Pi=1|po 0 0 pi3 (2.70)
P —3 —Piobis 0
R.(pi) =2 | piopis po— 3 0 (2.71)
0 0 P+ 0% — 3

donde los pardametros de Euler correspondientes a las proyecciones en los ejes X y Y, asi como
los términos de la matriz de transformacién de rotacién que los involucran, tienen el valor de

cero.

2.2. Bases tedricas de la dinamica

2.2.1. Meétodo de Newton-Euler

En esta fomulacién primero se separan todos los cuerpos rigidos del sistema para crear el
diagrama de cuerpo libre. Para ello se adhieren marcos de referencia local en el centro de masa
de cada cuerpo rigido, siendo por lo general paralelos a los marcos de referencia empleados para
modelar las juntas cinemadticas del sistema; y también se establecen las fuerzas y momentos de
reaccion de cada cuerpo, que representan las restricciones impuestas por las juntas cinemadticas.

Estas fuerzas y momentos reaccién sobre las juntas cinematicas son considerados de la misma
magnitud y en direcciones opuestas, actuando sobre diferentes cuerpos a lo largo de la misma
linea de accién de acuerdo a la tercera ley de Newton. También se establecen las fuerzas y
torques externos aplicados a cada cuerpo rigido generados por la interaccién con el medio y/o
por los actuadores.

Entonces las ecuaciones de Newton — Euler son escritas con respecto al marco de referencia
local adherido en el centro de masa de cada cuerpo rigido. Para describir las distintas cantidades
cinemadticas, de fuerzas y momentos con respecto al sistema en el centro de masa, se utilizaran
las definicién de rotacién previamente establecidas, permitiendo asi establecer definiciones entre

distintos marcos de referencia.
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Para un cuerpo en el espacio las ecs. de Newton-Euler son:

SF=mAg (2.72)

YXMeo=Ig o+ w X (IG w) (2.73)

Definiendo C.G. como el centro de gravedad, se tiene:

>F Suma de fuerzas externas sobre el cuerpo alrededor del C.G.
m  Masa del cuerpo.
Ag Aceleracién absoluta del C.G. medido en el marco inercial.
>Mg Suma de momentos y torques externos alrededor del C.G. del cuerpo.
Iz Matriz de momentos de inercia respecto al C.G.
«  Vector aceleraciéon angular del cuerpo.

w  vector velocidad angular del cuerpo.

Para la figura 2.1 mostrada, las ecuaciones dindmicas respecto al C.G. son:

Fi14+Fo+ ..+ F5s+ W=mAg

M;i+Mos+...+Ms+ Ry xFi1+Rs xFo+ ...+ Ry X F5=Ig a—l—wX(IGw)
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- M,
Diagrama de cuerpo libre Diagrama cinético

Fig.2.1. Fuerzas y momentos en C.G.

Por otra parte, dada la figura 2.2, las ecuaciones dindmicas repecto a P son:

3 W

Diagrama equivalente Diagrama cinético equivalente

Fig.2.2. Fuerzas y momentos en P.
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Fi1+Fo+...+F5s+W = mAg
Mi+Mo+ ...+ My+RIxFi + R X Fo+ .+ RLXF5+Rap x W = Iga+wx (Igw)
+Rgp x (mAg)

Las ecs. anteriores se escriben como:

YF=mAg

YXMp=M¢g + Rgp X (mA(;) (2.74)

Donde mAg y Mg=1g a+w x (I¢ w) son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente.
Formulacién Matricial
Las ecs. (2.72) y (2.74) serdn escritas en forma matricial y tomando en cuenta las transfor-
maciones de los vectores entre las bases locales e inerciales. Dada la figura 2.3 y su diagrama

de cuerpo libre (figura 2.4). Aplicando las ecs.(2.72) y (2.74) respecto al punto O; se tiene:

YF=mAg

YXMop1=Mg¢g + rgp X (mAg)

El vector rgp estd definido en la base local del cuerpo por conveniencia, como se mostrard mas

adelante.
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libre.

PO

Fig.2.4. Diagrama de cue
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Aplicando las ecs. al cuerpo 1 y definiéndo las ecs. en la base local (i1, j1, ki) se tiene (figura

2.4):
il ‘ih y

e

Ca

LI D
Taz " »
&

Fig.2.5. Componentes de fuerzas y momentos.

31



£, +f1 + Cl (—f2) + Ciw1=C} (m1Ac1)

t, +mp + C% (—mg) +ro X C% (—fg) +rg1 X C(1)W1=C(1)M(;1 +rg1 X C[l] (mlAG1)
Apatir de la figura 2.5 las componentes de los vectores son:

£, = [0,0, Faz]"

fy = [Fiz, Fiy, 0]"

fy = [Fau, Fay, Fo.]"
w1 =[0,0,—mig]"

T
ag1 = [Agia, Aciy, Aci:]

ta — [07 OaTaz}T
mj = [MlxaMlgpo]T
my = [M2I>M2y70]T

Ma1 = [Maie, Mgy, Ma12]"

f,,t, Fuerzas y torques externos aplicados.
f1,f>  Fuerzas de reaccién de las juntas 1 y 2.
w; Peso del cuerpo 1.
mi,mo Momentos de reaccién de las juntas 1y 2.
Ag1  Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1y 2.

Ma1  Momento inercial del cuerpo 1.

Los vectores f,, f1, t,,m; estdn definidos en la base (i1, ji,ki). Los vectores fo, my estédn

definidos en la base (i2, j2, k2). Los vectores wi, A1, M1 estén definidos en la base (Ig, Jo, Ko).

Por otro lado tenemos que C(l] y C% son composiciones de matrices de rotacién que con-
vierten vectores de la base (Ip,Jo,Kp) a la base (i1,j1,k1) y de la base (i, jo, ko) a la base
(i1,J1, k1) respectivamente. Los vectores que no son transformados, ya estdn definidos en la base

(i1,j1,k1). Empleando matrices antisimétricas para definir el producto cruz, esto es S = rx,
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las ecs. anteriores se reescriben como:

Expresdandolas matricialmente:

£, +f1 + CL (—f2) + Ciw1=C} (m1Ac1)

t, +my + C3 (—my) + S2C35 (—f) + Sc1Ciw1=CiMe1 + S Cf (m1Ac:)

fa fl C% 0 f2 C(l) 0 W1
+ ~ + =
t m, S,CL CL | | my SaiCl ¢l || o
Renombrando:
F,+F1 - QiFy + QiWi1= Q(F 1
Donde:
Fo=| " | =[0,0,F.,0,0,T.]"
ty
fi T
F, = = [Fiz, F1y,0, M1, My, 0]
mj
fy T
Fy = = [Fag, Foy, Foz, Moy, My, 0]
my
W, = [0,0, —m1g,0,0,0]"
mlA(,q Cé 0 C%
For = Q) = 1 1 Q: = 1
Mc Sc1Cy  Cg S2C;
0 —2G1  Ya1
Sai1=1| z: 0 —zc1 | =S (za1,y61,261)
| —Ye1 Tar 0
0 —z
So=1| 25 0 —x9 | =S(x2,y2,22)
| Y2 w2 0
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Las matrices antisimétricas también pueden ser expresadas en ejes (z,y,x) como:

00 0 0 0 b 0 — 0
S:(a)=10 0 —a S, ()= 0 0 0 S:(ec)=1¢ 0 0
0 a O b 0 0 0 0 0

Si un eslabon tiene una longitud z con un doblez de dngulo 3 alrededor del eje x, esta se define

COmao:

S=R,()S. ()R, (B)"

Agrupando la ec. dindmica en fuerzas aplicadas, de reaccién e inerciales se tiene:

FA4+FE L FI=0 (2.75)
Donde:

F4 =F, + QW

FE=F, - QlF;

F' = —QiF ;i
Ademss:

F4  Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo.
F%  Torsor de fuerzas y momentos de reaccién del cuerpo.
F! Torsor de fuerzas y momentos inerciales.

Q Matrices de transformacién de torsores.
Para un anélisis estdtico se cumple:

Fl=o0

La ec.(2.75) representa las ecs. de equilibrio dindmico mediante el uso de torsores de fuerzas.
Un torsor de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres componentes son fuerzas

asociadas a la traslacién del cuerpo y los segundos tres componentes son torques o momentos
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asociados al giro del cuerpo. Una expresién similar puede ser obtenida para el cuerpo 2.

La siguientes expresién mds general serd aplicada:
F+F,+F=0 (2.76)

Donde:

F;; i Base donde se expresan las fuerzas y momentos

J Numero del cuerpo

2.2.2. Fuerza de Reaccion en las Juntas

Para establecer las reacciones en las juntas cineméticas se declara la siguiente regla general:
Si una junta evita la traslacion de un cuerpo en una direccion dada, entonces una fuerza es
desarrollada sobre el cuerpo en esa direccion. De la misma manera, si una rotacion es evitada,

un momento es desarrollada sobre el cuerpo. Dadas las siguientes juntas:

Fig.2.6. Reacciones junta rotacional
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Fig.2.7. Reacciones junta prismética.

Fig.2.8. Reacciones junta cilindrica.
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Fig.2.9. Reacciones junta esférica.

Fig.2.10. Reacciones junta universal.
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Capitulo 3

Metodologia

En esta capitulo se plantean definiciones nuevas a los enfoques existentes, de las matrices
de transformacién as{ como para la velocidad y aceleracién angular en su forma escalar en
funcién de los pardmetros de Euler, tomando como referencia el marco tedrico del capitulo 2
En la seccién “Matrices homogéneas de transformacion bdsicas en funcién de los pardmetros
de Euler” se desarrollan las matrices de transformacion para la traslacién en los ejes (X, Y, Z)
denominadas (T,1, T,2, T.3) y para la rotacién (T4, T.5, T,6), en los mismos ejes respectivos.
Cabe mencionar que los pardmetros de Euler tienen impacto tinicamente sobre las matrices de
transformacién para la rotacion.

Mientras que en la secciéon “Representacion escalar de la velocidad y aceleracién angular
en funcién de los pardmetros de Euler”, como su nombre lo dice, se desarrolla una definicién
escalar de la velocidad y aceleracién utilizando al vector p y sus derivadas, las cuales serdn

empleadas en el andlisis cinemético y dindmico
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3.1. Matrices homogéneas de transformacion basicas en funcion

de los parametros de Euler

3.1.1. Definiciones para matrices de traslacién

Teniendo en cuenta las ecuaciones (Stejskal& Valasek, 1996) (2.10):

R u
Tab _ ab ab
o’ 1
ec.(2.38):
Viay = Qo R0
o’ 0
ec.(2.56):
Qpa + Qg,ab Ryt
By =
o’ 0
ec.(2.28)
T = Tap Vi,ab
y ec.(2.43):

Top = TowByap
y que D,; es un operador diferencial, las matrices de movimientos bdsicos se muestran a con-
tinuacion.
Traslacién en X (T,)
Posicién
La posicién en la traslacién sobre el eje x estd definida como:

1 0 0 «
T (z) = R; u, _ Is.3 u, _ 01 0 O (3.1)
ol 1 ol 1 0010
i 00 0 1 |
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Velocidad

Mientras que la velocidad estd definida como:

T.1(2) = To1(2) Vi (z) = Toy (@)D (&) (3.2)
Donde
(000 4|
Q, Rlua, 03,3 U, 0000
Vzl(x): = =
o” 0 ol o 0000
[0 0 0 0|
=D, (%) (3.3)
Aceleracion

Por tltimo, la aceleracién estd definida como:

Tzl(l') =T, (:L')le (:E) =T, (l')Dzl (:L') (34)
Donde
(00 0 & |
0, + 92 Rli, 03,3 il 000 0
of 0 ol o 00 0 0
(000 0|
=D.1(%) (3.5)

Traslacién en Y (T,2)

Posicién

La posicién en la traslacién sobre el eje y estd definida como:
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[ 1 0
R u 133 u 01
Tzz(y)z Y Y _ T Y —
ol 1 or 1 00
|00

Velocidad

Mientras que la velocidad estd definida como:

T.o(y) = Tea(y) Vaa(y) = Tea(y)Daa(y)

Donde
[0 0
Q, RTa 03,3 1 0 0

VZQ(y) = Y Y Y = 3z3 Y —
of 0 o" o 0 0
i 0 0
=D, (y)
Aceleracion
Por tltimo, la aceleracién estd definida como:
ng(y) = Tz?(y)Bz2(y) =Tz (y)Dzz(gj)

donde
[0
Q,+ 92 Rl 03,3 1 0

By =| ' 7V V| = Y=
o7 0 o” 0 0
i 0
== Dz2 (y)
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Traslacién en Z (T,3)

Posicién

La posicién en la traslacién sobre el eje z estd definida como:

(100 0]
R. u, I3z3 u, 01 0O
T.3(2) = = = (3.11)
0" 1 0" 1 001 2
|00 0 1]
Velocidad
Mientras que la velocidad estd definida como:
T.3(2) = Ts(2)Vas(2) = Tus(2)Das(2) (3.12)
Donde
(000 2|
Q. STa, 03,3 1, 0000
VZ3( ): - =
ol 0 ol o 0000
| 00 0 0
= D.3(2) (3.13)
Aceleraciéon
Por tltimo, la aceleracién estd definida como:
T.5(2) = Ts(2)Bus(2) = Tas(2)Das(2) (3.14)
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Donde

3.1.2.

03,3 1.

ol o

|

|
o o o o
o o o o
o o o o
o o o

(3.15)

Definiciones para matrices de rotacién

Por otra parte, para el desarrollo de las rotaciones en XYZ (T4 a T ,4) recordemos ec.(2.63):

Ry, = R(pz)

ec.(2.64):

Pi = [pio Pi1 Pi2 DPi3

y ec.(2.65):

2 2 1
Dip T Pj1 — 3

R(p;) =2

Pi1Pi3 — PioPi2

Pi1Pi2 + PioPi3

T

Pi1Pi2 — PioPi3  Pi1Pi3 + PioPi2
P+ Dh — % Di2Di3 — PioPil

1

piaDi3 + Piobin Doy + D — 3

Haciendo uso de las matrices G y L (Nikravesh, 1988) se puede reescribir a R(p;)como:

R(p;) = GLT (3.16)
donde
—Pi1 D0  —Pi3 D2
G=| —p2 p3s Dpi0o -pia (3.17)
—Pi3 —DPi2  Pil Dio
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—Pi1 —DPi2 —Pi3

Pio  —Pi3  Di2

Di3 pbio  —Pi1

| ~Pi2 Pir Pio

derivando respecto al tiempo la ec.(3.16) se tiene que:

R(p;) = GL" +GL" =26L"

donde se utiliz6 la identidad GL' = GL" (Nikravesh, 1988).

(3.18)

(3.19)

Otra relacién que se utilizard para el desarrollo de las siguientes definiciones es la transpuesta

de R(p;), de ec.(3.16) se sabe que:

R(p;)" =LG”

(3.20)

Mientras que para la velocidad angular, haciendo uso de ec.(2.31), ec.(3.19) y ec.(3.20) se tiene:

donde:

Q= RL Ry = LGT2GL") = 2LGTGL” = 2LGT(GLT) = 2LLT

i —Pi1 Pio —Pi3 Pi2 ] | —Pi1 DPio b3 —Pi2 1
G=| —p2 ps Pio  —Di1 L=| —pio —piz  pio Ppi1
| —Pi3s —pi2 Pir Pio | —Ppi3s Pi2  —Pi1 Pio
i —pil Pio  —Pi3  Di2 | —pin Pio  Piz —Di2
G=1| —pi Pz Do —Da L=| —po —p b Da
| —Pi3 —Pi2  Dit Do | —DPi3 P2 —Pia Pio
i —pi1 —Pi2 —Pi3 ] i —Pi1 —Pi2  —Pi3 ]
or_ | P P ~Pi2 LT Pio —Di3 D2
—pi3  Pio  Dil Pis Do —Din
| P2 —Pit Do | | —Pi2 P Dio
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Por otra parte, para T,4, T,5 y T,¢ se cumple que:

donde:
RL ., = R(p;) iy, = LGTa,, =0

ya que Ug, = 0 lo cual se verd reflejado en el término [1,4] de las matrices Vi o y B g

Rotacién en X (T.4)

Posicién
Tomando en consideracion las ec.(2.10), ec(2.63) y ec.(2.65), la posicién en la rotacién sobre

el eje x estd definida como:

2(p4 +p3 — 1) 0 0 0
T.4(pi) = Re e = R(p:) 0 — 0 2p—3)  —2piopn O
ol 1 ol 1 0 2piopi1 2(p120_%) 0
! 0 0 0 1|
(3.22)
donde:
Pi=|po pa 0 0 ! (3.23)

Por lo tanto, se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la matriz de trans-

formacién para la rotacién en X es:

Tz4(0:1:) = Tz4(p) (324)
donde ) i
1 0 0 0
0 0:) — 0:) 0
T.4(0,) = cos(by) —sen(bs)
0 sen(0,) cos(f;) O
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28 +p3 1) 0 0 0
0 2005 —3) —2pop1 O
T.4(p) = Co
0 2pop1 2(pg—3) O
i 0 0 0 1
Velocidad
Para la velocidad sabemos de las ec.(2.38) y ec.(3.21) que:
v RIR, 0 R(p:)"R(pi,p:) O Qu(pi,pi) O 2L, L] 0
Z4 p— pu— pu— pu—
of 0 o” 0 o” 0 of o0
(3.25)
para el caso especifico de la rotacién en el eje x, es decir T4, tenemos que:
o -pn 0 0
—pin pio O 0 —pi pio O 0 ) 0 0
. . Pio
L= 0 0 pio pa L:=| 0 0 pio pa L= ' .
o 0  pio —pa
0 0 —pia pio 0 0 —pa pio _ '
L 0 pa Do
desarrollando €, (p;, P;) tenemos:
Ppi1Pi1 + PioPio 0 0
Q. (pi, pi) = 2L, L =2 0 pioPio + Pitbi1  —PioPil + Pi1bio (3.26)
0 —pi1Pio + PioPi1  PilPi1 + Piobio
Por otro lado, dada la identidad:
Pio + P + P + Py = 1 (3.27)
se cumple que:
p/pi =1 (3.28)
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Derivando respecto al tiempo la ec.(3.28) y haciendo uso de la regla de la cadena se tiene:

d . .
2 (PIPi) = DiPi+pi i =0 (3.29)

derivando la ec.(2.64) y desarrollando operaciones se tiene:

DPio
. T . . . . Pi1 . . . .
PiPi= | Pio Pi1 Diz Di3 ] = PioPio + Di1Pi1 + Pi2Pi2 + PisPi3 (3.30)
Di2

Di3

Pio
T, Pi1 . : : .

PiPi= | pio P Pi2 Di3 ] | = pioPio + papi1 + PiePiz + PisPi3 (3.31)
Pi2

| Di3 |
ya que en el producto escalar es conmutativo, se tiene que p? p;, ec.(3.30), y p? pi, ec.(3.31)
son identicos, por lo que la ec.(3.29) se puede reescribir como:

d ; , , ;
%(pisz’) =pip;i+P!pi=2D pi=2p;Pi=0 (3.32)

Dado que pi1pi1 + piopio = 0, podemos reescribir a €, (p;, Pi), ec.(3.26), como:

0 0 0
Q. (pi,Pi) =2 | 0 0 —n(pi1, Pi1) (3.33)
0 n(pi,Pi1) 0

Donde n(p;1, Pi1) = —pi1Pio + piopPi1- Por otra parte se tiene:

00 0
Q=RIR.,=|0 0 -d, (3.34)
06, 0
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Comparando elementos se concluye 0, = 2n(pi1, Pi1)-
Definiendo arbitrariamente un equivalente en los pardmetros de Euler para el operador D,

se tiene que:

. Q. (pi,pi) O
D.4(pi, Pi) =
o” 0
[0 0 0 0]
5 0 0 —piopi1 +pitpo 0
0 —pi1pio + PioDit 0 0
| 0 0 0 0 |
0 0 0 0]
0 0 —n\Pi1, .i 0
0 n(pi1, Pi1) 0 0
i 0 0 0 0 |
Por lo tanto:
V.4(pi, Pi) = D.a(pi, Pi) (3.36)
Se sabe de ec.(2.28) que:
Tuy, = Tap Vb
Por lo tanto, para T,4 se tiene:
T.4(pi, Di) = Toa(p;) V., (Pis Di)
= T:4(p;)D4(pi, Di) (3.37)
Considerando que
T.4(0,) = T,,(6.)D_4(6.) (3.38)

se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la derivada de la matriz de trans-
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formacién para la rotacién en X es:

T.4(02)D,4(6:) = T24(p)D.4 (P, D) (3.39)
donde
(000 0 o]
. 0 0 —6, 0
0 6, 0 0
i 0 0 0 0 |
[0 0 0 0]
Dz4(pa p) =2
0 n(p,p) 0 0
i 0 0 0 0 |
T
p= {po pi 0 O }
) T
p=|p pm 0 0]
n(p,p) = —p1Po + pop1
Aceleracion

Ahora, para la aceleracién, se sabe de ec.(2.43) que:
Tap = TasBp.ab

Para el caso de T4 se tiene que el equivalente en pardmetros de Euler es:

T.4(Pi, Pi, i) = T2a(p;) B4 (Pi, Di, Di)

R.(pi) O Q. (pi, Di) + Q2(pi,pi) O
_ (Pi) (pi, D) (Pi, Pi) (3.40)
ol 1 o” 0
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donde derivando la ec.(3.26) y desarrollando:

Q. (pi, i) = 2(L, LI +L,L]) (3.41)
P2 + P2 + pioBio + pabin 0 0
=2 0 Ph + P2 + piopio + pithi —pioPi1 + Pi1Pio
0 DioPi1 — Pi1Pio P+ D2 + piopio + pirbin

Recordando que tenemos la ec.(3.32):

d ;
&(pfpi) =pipi=0

al derivarla respecto al tiempo tenemos:

d,, . T
2 (07 Pi) =] pi + D/ pi = 0 (3.42)

Desarrollando cada término:

DPio
P; Pi=| Dio Di1 Pi2 Di3 ] = piopio + Pi1Pi1 + Pi2Pi2 + Di3Pi3 (3.43)
Di2
Dbi3
Dio
T Pi1
PiPi = | pio Dpi1 Di2 Di3 ] ] = PioPi0 + Pi1Pi1 + Pi2Pi2 + Di3Pi3 (3.44)
Di2

Di3

Sustituyendo (3.43) y (3.44) en ec.(3.42):

ﬁiTPi + I5¢TI5¢ =0
Diopio + Di1pi1 + Di2Pi2 + Di3Pi3 + DioPio + Di1Pi1 + Di2Pi2 + Pispis = 0

Diopio + Piapi1 + Piapiz + Pispis + Dy + DA + Do + i =0 (3.45)
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A partir de la ec.(3.45), para la rotacién en X, los elementos p;2, pi3, y sus derivadas son cero,

por lo tanto p + p + piopio + pipia = 0, y podemos reescribir a Qx(pi, pi) como:

0 0 0 0 0 0
Q(pi,Bi) =21 0 0 —pioPi + pabio | =2 | 0 0 —n(pi1, Pi1)
0 pioPi1 — pirPio 0 0 n(pi1, Pi1) 0
(3.46)
Donde n(p;1, Pi1) = pioPi1 — pi1Pio- Por otra parte se tiene:
0 0 0
2 =RIR, +RIQQR,. = |0 0 —aq, (3.47)
0 ay 0
Comparando elementos se concluye a, = 2n(p;1, Pi1)-
Retomando la definicién de By o, de la ec.(2.56):
Qap + €, Rl
By =
of 0
ademés de considerar que la derivada del operador D es:
: B} Qu(pi Bi) 0
D.a(pi, Pi) = e
ol 0
[0 0 0 0]
_y 0 0 —pioPi1 + pitbio 0
0 pioPi1 — PirPio 0 0
i 0 0 0 0 |
[0 0 0 0]
0 0 (i1, Pia) O
_9 (piz, Bur) (3.48)
0 n(pi1, Pi1) 0 0
i 0 0 0 0 |
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y que para las rotaciones ii,y = 0, por lo que:
Rl i, =0 (3.49)

entonces, el equivalente para B,4(pi, D, Pi) se define como:

.. Q.(pi, i) + Q2(pi,pi) O
B.4(pi, Di, Di) =
o’ 0
| Qu(pibi) O Q2 (pi,pi) O
o’ 0 o’ 0
= D.4(pi, Bi) + D% (pi, Di) (3.50)

Por lo tanto, sustituyendo ec.(3.50) en ec.(2.43) se tiene para T.4(ps, Di, Pi):

T.4(pi, Pi, Di) = T24(pi)B2a(pi, Pis Di)

= T.4(p;)(D2a(pi, i) + D24(Pis D)) (3.51)

Considerando que

T.4(0,) = T_,(6,)(D_,(6,) + D%(6.))

se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la segunda derivada de la matriz

de transformacion para la rotacion en X es:

T4(02)(D4(02) + D24(02)) = T2a(p)(Dza(p, B) + D24(p, )

B.4(0x,0.) = B.a(pi, Pi, i) (3.52)
donde i .
0 0 0 0
. 0 —02 —6, 0
Bz4(0wa Ha:) - . .
0 6, —02 0
00 0 0
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0 0
o 0 —n(p,p)n(p,p)
B.4(pi; Pis Di) = 2 o
0 n(p, B)
_O 0
- 1T
P=|po pp 0 0
) - KT
P=|po p1 0 0
T

ﬁ:_ﬁo pr 0 0

n(p,P) = —p1Po + PoP1

n(p, P) = pop1 — p1ho

Rotacién en Y (T.5)

Posicién

0

0

.
0
0
0_

Tomando en consideracion las ec.(2.10), ec(2.63) y ec.(2.65), la posicién en la rotacién sobre

el eje y esta definida como:

R, u R(p;) O
T.5(pi) = R =
of 1 o 1

donde

Pi = | Dio

2(pj — %) 0
0 2(pi + P —
—2piopi2 0
0 0
T
0 pi2 O

2piopiz - 0 ]
b0 o
2(p% — %) 0
0 1]
(3.53)
(3.54)

Por lo tanto, se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la matriz de trans-

formacién para la rotacién en Y es:

T.5 (Qy)
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donde

cos(0y) 0 sen(6,) 0
0 1 0 0
Tz5(9y) =
—sen(fy) 0 cos(fy) O
o0 0 0 1]
[ 203 1) 0 2popy 0 |
Ts(p) = 0 2p+pi-3) 0 0
—2pop2 0 205 —3) 0
i 0 0 0 L]

Velocidad
Para la velocidad sabemos de la ec.(2.38) y ec.(3.21) que:

R/R, 0 R(pi) " R(pi, i) 0 Q,(pi,pi) 0 2L,LT 0

VZ5 pr— pr— pr— p—
ol 0 oT 0 o? 0 o”

para el caso especifico de la rotacién en el eje Y, es decir T .5, tenemos que:

0
0 pio 0 —pi 0 pio 0 —pi ‘
. . Pio
) i T
Ly=| —p2 0 pio O Ly=| —p2 0 pio O L, = 0
0 p2 0 pio 0 p2 0 Dio _
| —Pi2
desarrollando €, (p;, P;) tenemos:
PioPio + Pi2Pi2 0 —Pi2Pio + PioPi2
. s T . .
Qy(pi, pi) = 2L,L, =2 0 Piopio + Pi2Pi2 0
Pi2Pio — PioPi2 0 PioPio + Pi2Pi2
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Dado que piopio + piepiz = 0 debido a ec.(3.32), podemos reescribir a como:

i 0 0 —pigpio + pioPiz
Qy(pi, Pi) =2 0 0 0
| Pi2bio — piopiz 0 0
_ 0 0 n(pi2, Di2)
=2 0 0 0 (3.58)
| —n(pi2, Pi2) 0 0

Donde n(p;2, Pi2) = —pi2bio + PioPiz- Por otra parte se tiene:

0 0 6,
Q, = RZRy = 0 0 0 (3.59)
-6, 0 0
Comparando elementos se concluye 9y = 2n(pi2, Pi2)-
Utilizando el operador D, en este caso se obtiene que:
: Qy(pipi) O
D.5(pi, i) = s
o” 0
0 0 —pigpio + piopiz 0
0 0 0 0
=2
pi2Pio — pioPiz 0 0 0
i 0 0 0 0 |
0 0 n(pi2;Piz) 0
0 0 0 0
L (3.60)
—n(pi2; Piz) 0 0 0
i 0 0 0 0 |
Por lo tanto:
V.5(pi; i) = D.s(pi; Di) (3.61)
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Se sabe de ec.(2.28) que:
Tu, = Tap Vb

Por lo tanto, para T,5 se tiene:

T.5(pi, i) = T25(pi) Vzs(pis Pi)

= T.5(p:)D.s5(pi, Di) (3.62)

Considerando que

Tz5(9y) = Tz5(€y)Dz5(éy) (3.63)

se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la derivada de la matriz de trans-

formacién para la rotacién en Y es:

Tz5(6y)Dz5(éy) = TZ5(p)Dz5 (p7 p)

donde
0 0 6, 0]
. 0 0 0 0
Dz5(9y): .
—6, 0 0 0
0 0 0 0]
[0 0 npp) O]
_ 0 0 0 0
D.5(p,p) =2
—n(p,p) 0 0 0
0 0 0 0]

T
p:[po 0 po 0}
T
p=[50 0 p» 0]

n(p,P) = —p20o + Pop2
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Aceleracién

Ahora, para la aceleracion, se sabe de ec.(2.43) que:

Taop = TuwBoyap

Para el caso de T,5 se tiene que el equivalente en pardmetros de Euler es:

T.5(pi, Pi, Pi) = T25(pi)B.s(pi, Pi, Di)

Ry(pi) O Q,(pi, Di) + Q2(pi,pi) O

= (3.64)
o 1 o’ 0
donde derivando la ec.(3.57) y desarrollando se obtiene:
. Wy e eT .
Qy(pi, Bi) = 2(LyL, +L,L, ) (3.65)
P2 + Ph + Diobio + Piobiz 0 —pi2Pio + PioPi2
=2 0 P + Ph + Piobio + Piobi 0
—pioPi2 + Pi2Pio 0 Do + D% + pioPio + Piobi2

A partir de la ec.(3.45), para la rotacién en Y, los elementos p;1, pi3, y sus derivadas son cero,

por lo tanto p3 + p% + pioPio + pizPiz = 0, y podemos reescribir a Qy (pi, Pi) como:

0 0 —piaPio + pioPi2 0 0 n(pi2, Pi2)
Qy (pi, i) = 2 0 0 0 =2 0 0 0
—pioPi2 + piebio O 0 —n(pi2, Pi2) O 0

Donde n(ps2, Pi2) = —pi2Pio + pioPiz- Por otra parte se tiene:

0 0 ay
Q,=R'R,+RIQ,QR,=| 0 0 0 (3.66)
—ay 0 0

comparando elementos se concluye ay = 21(pi2, Pi2).
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Retomando la definicién de By, 45 de la ec.(2.56):

By = .
0

ademds de considerar que la derivada del operador D para este caso es:

D.5(pi, D) = e
o’ 0
[ 0
0
=2
—pioPi2 + Pi2bio
i 0
0 0
0 0
=2
—ﬁ(Piz, ﬁn) 0
0 0

> 2 T s
Qpap + 2 Rypliap

0

0 —pi2Pio + PioPi2

0

0

0

n(Pi2, Pi2)
0
0
0

0
0
0

(3.67)

y considerando ec.(3.49), entonces, el equivalente para B_5(p;, Pi, D) se define como:

B.5(pi, i, Di) =
OT
o” 0

= D.5(pi, pi) + D?

5(Pi, Di)

Q,(pi, Bi) + Q2(pi, pi) O

(3.68)

Por lo tanto, sustituyendo ec.(3.68) en ec.(2.43) se tiene para ’i‘z5(pi, Di, Di):

T.5(pi, Pi, Di) = T25(pi)Bs(pi, Pis Di)

= T.5(D.5(pi, i) + D25 (pi, Pi))

58

(3.69)



Considerando que

Tz5(0y) = Tz5<9y)(]jz5(0y) + Dg5(9y>)

se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la segunda derivada de la matriz

de transformacion para la rotaciéon en Y es:

. . o

Tz5(9y)(]jz5(6y) + DZE)(@J)) = Tz5(p)(Dz5(p7 p) + sz)(pa p))

Bz5(éy7 gy) = Bz5(piypi7 pz) (3.70)
donde
—62 0 6, 0
o 0 0 0 0
B.5(6y,0,) = )
-0, 0 —02 0
0 0 0 0
-n(p,p)n(p,p) 0 n(p,P) 0
. . 0 0 0 0
B.5(pi, Pi, Di) = 2 o _ .
—n(p, D) 0 —n(p,p)n(p,p) 0
I 0 0 0 0 |
- 1T
P=1po 0 po O ]
o 1T
P=1p 0 pa 0]
3 [ T T
P=|p0 0 p2 0]

n(p,P) = —p200 + Pop2

n(p, P) = —p2Po + pop2
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Rotacién en Z (T.)

Posicién
Tomando en consideracion la ec. (2.10), ec.(2.63) y ec(2.65), la posicién en la rotacién sobre

el eje z esta definida como:

i 2(p% — 3)  —2piopi3 0 0
Tog(pi) = R, u, _ R.(p;) O _ 2piopis  2(ph — %) 0 0
o o 00 2hes-d o
0 0 0 1|
(3.71)
donde
pi=|po 00 pis ] (3.72)

Por lo tanto, se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la matriz de trans-

formacién para la rotacién en Z es:

Tzﬁ(ez) = Tzﬁ(p) (373)
donde
i cos(a) —sen(a) 0 0 ]
sen(a) cos(a) 0 0O
TZG(ez) =
0 0 1 0
0 0 0 1]
20ph — 3)  —2piopi3 0 0
2piopis 2(p% — %) 0 0
Tzﬁ(p) = 2 9 9 1
0 0 2(pjp tpjs—3) 0
0 0 0 |
T
P=|po 0 0 ps3 ]
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Velocidad

Para la velocidad sabemos de ec. (2.38) y ec.(3.21) que:

RIR. 0
Vz6 == ==
or o

para el caso especifico de la rotacién en el eje x, T,g, tenemos que:

0 pio pi3 O
L.= 0 —-piz po O

-piz 0 0  pio

desarrollando tenemos:

Rz (pi)TRZ (pia pz) 0

OT

DioPio + Di3Pi3
. s T . .
Q.(pi, i) =2L.L; =2 | —p;spio + piodis

0

0

OT

pio Pz O
—pi3 Pio O
0 0 pio

—DpioPi3 + Pi3Pio
PioPio + Pi3Pi3

0

0
0

LT=

0
0

oL LT 0

of 0
(3.74)
0 0 —pi3
pio —piz 0O
i3 Pio 0
0 0 Dio
(3.75)

DioPio + Di3Pi3

Dado quep;opio + pispis = 0 debido a ec.(3.32), podemos reescribir a Q. (p;, P;) como:

Q.(pi; pi) =2

0

—DpioPi3 + Pi3Pio

—Dpi3Pio + PioPi3

0

0
n(pi3, Pi3)
0

—n(pi3, Pi3)
0
0

Donde n(p;3, Pi3) = —pisPio + PioPsis- Por otra parte se tiene:
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0 -6, 0
6, 0 0
0 0 0

0
0

0
0
0

0
0
0

(3.76)

(3.77)




Comparando elementos se concluye 0, = 2n(pis, Pi3)-

Utilizando el operador D, en este caso se obtiene que:

D.6(pi, Di) = e
o’ 0
0 —PpioPi3 + Di3Pio

0 0

0
—PisPio + PioDi3 0 0
0

0 0 0

o o o O

0 —n(pi3, Piz) 0
n(pis, Pi3) 0 0
0 0 0
0 0 0

(3.78)

o o o o

Por lo tanto:

V.6(pi, Pi) = D.6(pi, Pi) (3.79)

Se sabe de ec.(2.28) que:

Taop = Top Vi,ab
Por lo tanto, para ng se tiene:

T.6(pi i) = T26(Pi) Vz6(Pis Pi)

= T.6(p:)D.6(pi, Di) (3.80)

Considerando que

Tzﬁ(QZ) = Tzﬁ(GZ)DzG(éZ) (3.81)

se puede decir que el equivalente en parametros de Euler de la derivada de la matriz de trans-

formacién para la rotacién en Z es:

T.6(6.)D_4(6.) = T.6(p)D.4(p, D) (3.82)
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donde

0 -6, 0 0
6, 0 0 0
Dzﬁ(ez):
0 0 00
0 0 0 0|
[ 0 —npp) 0 0]
) n(p,p) 0 0 0
D.s(p,p) =2
0 0 0 0
0 0 0 0 |
T

P:[po 0 0 Ps}

) T

p=|p 0 0 ps |
n(pa p) = —p3Po + PoP3

Aceleracion

Ahora, para la aceleracion, se sabe de ec.(2.43) que:

Tap = TowpBpap

Para el caso de T .4 se tiene que el equivalente en pardmetros de Euler es:

T.6 = T.(pi)B.(pi, Di, Di)

o? 1 o” 0

donde derivando la ec.(3.75) y desarrollando se obtiene:

Qz(pia pl) = 2(LZGLZ6+L26LZG)
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P + Ph + PioPio + PisPis —pioPi3 + Dizbio 0
=2 —Ppi3Pio + PioPi3 P + Ph + PioPio + PisPis 0
0 0 P + Ph + pioPio + pishis

A partir de la ec.(3.45), para la rotaciéon en Z, los elementos p;1, pi2, y sus derivadas son cero,

por lo tanto p3 + pk + pioPio + pisPis = 0, y podemos reescribir a Qz(pi, pi) como:

0 —pioPi3 + pisbio 0 0 —n(pi3, Piz) 0
Q.(pi, Bi) = 2 —pi3Dio + PioPi3 0 0 | =2| n(pi3, Pi3) 0 0
0 0 0 0 0 0
(3.85)
Donde n(p;3, Pi3) = —pisPio + pioPis- Por otra parte se tiene:
0 —a, O
Q. =R'R.+RIQQR.=|a. 0 0 (3.86)
0 0 O

comparando elementos se concluye o, = n(p;3, Pi3)-

Retomando la definicién de By, 45 de la ec.(2.56):

>, 2 T e
Qpap + 2, Rypliap

By, = .
0 0

ademds de considerar que la derivada del operador D para esre caso es:

D.s(pi, Pi) = Q.(pi, Pi) 0
oT 0
| ! —piopi3 + pispio 0 0 1
—9 —pi3Pio + PioPi3 0 -
0 0 -
L 0 0 - _
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0 —n(pi3,Piz) 0 0
(D3, Ps 0 0 0
_ o | PP, Bis) (3.87)
0 0 00
i 0 0 0 0 |
y considerando ec.(3.49), entonces, el equivalente para B.g(p;, Pi, Pi) se define como:
o Q.(pi, Bi) + Q2(pi,Di) 0
B.6(pi, Pis Di) =
o’ 0
| u(pibi) O N Q%(pi,pi) O
o’ 0 o’ 0
= D.6(pi, Bi) + D%(pi, i) (3.88)

Por lo tanto, sustituyendo ec.(3.88) en ec.(2.43) se tiene para T.¢:

T.6(pi, i, Pi) = T2 (pi)B.(pi, Di, i)

= T.(p;)(D.6(pi, B:) + D%(Pir i)

Considerando que

Tzﬁ(ez) = Tzﬁ(gz)(DzG(GZ) + DgG(GZ))

se puede decir que el equivalente en pardmetros de Euler de la segunda derivada de la matriz

de transformacién para la rotacién en Z es:

T.6(0:)(D,6(0:) + D26(6-)) = T=6(p) (D26 (p, B) + D (P, D))

B.(6.,0.) = B.(p:, i, Bi) (3.89)
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donde

—62 -6, 0 0
o 6. —62 0 0
Bz(emgz):
0 0 00
i 0 0 0 0_
. e n(puf)) _n(pvp)n(pvp) 0 0
B.(p;, i, Di) =2
0 0 0 0
i 0 0 0 0_
- 1T
P=|po 0 0 p3 |
. - 1T
P=|po 0 0 p3 |
1T

p= | Do 0 0 p3 |
n(p,P) = —p3po + Pop3

n(p,P) = —p3bo + pop3

3.2. Representacion escalar de la velocidad y aceleracién angu-

lar en funcion de los parametros de Euler
Tomando en cuenta la forma que tiene p para cada rotacion (ec.(2.66), ec.(2.68), ec.(2.70)) y

la equivalencia que existe entre los componentes de p y los dngulos de Euler (ec.(2.57), ec.(2.58))

se tiene que:

) sen(g) 0 O};
) 0 sen(d) 0]  (390)
) 0 0 sen(g)}

|:COS(

T
Rotacion sobre eje x — p = [ po p1 0 O }

T
Rotacion sobre eje y — p = [ po 0 py O } = { cos(

NS N NI

T
Rotacion sobre eje z — p = [ po 0 0 p3 } = [ cos(

De lo cual se puede observar que para cada rotacién el dngulo 6 estd en funcién de dos
variables, pg y la correspondiente pi, p2 0 p3, segin sea el caso. También se observa que,

independientemente de cual sea el eje de rotacién, las variables de p siempre quedan relacionadas
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con el dngulo 6 a través de las identidades trigonométricas cos (g) y sen (g) Haciendo uso de

la definicién de tangente:

tan(z) sen(x)

cos(x)

y haciendo los siguientes cambios de variables sustentados en el sistema de ecs. (3.90):

N

se tiene que

cos(x) = po sen(z) =pj, Jj=1,2,3

(3.91)

donde ec.(3.91) establece la relacién escalar entre el angulo de rotacién 6 y las componentes de

p. Partiendo de la definicién de que la velocidad angular es la derivada respecto al tiempo de

la posicién angular, esto es

. d
6—£9

sustituyendo a ec.(3.91) en ec.(3.92) se tiene:

0 = i <2tcm1 (p;))
dt Po

0 = Qi (tcm_l <pj>)
dt Do

tomando en cuenta que la derivada de tangente inversa es:

d i Yy x
~ ¢ ) =— d d
dt<an y) e I
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sustituyendo a ec.(3.94) en ec.(3.93) se tiene que:

; by . bo .
0=2(- Po + bj
( pg + p? pi+pi’

= 2 (—pjpo + popy) (3.95)

ya que recordando ec.(2.60) se sabe que p3 + pJZ = 1. La ec.(3.95) se puede representar como el

producto de dos vectores de tal manera que para cada eje se tiene:

be=2] —pi o 0 0][s0 i 0 0] (3.96)
by=2] 2 0 o 0][p0 0 3 0] (3.97)
b2 =ps 0 0 po ][0 0 0 g ] (3.98)
0 =2p'p (3.99)

donde p’ es un vector renglén y su forma depende del eje de rotacién sobre el que se efectia
el giro. De manera general se puede decir que su primera componente es menos la p; cor-
respondiente al eje de rotacién , mientras que pp ocupa el lugar que tendria p; en el vector
p-

Y finalmente, para obtener la expresién de aceleracién angular, se deriva respecto al tiempo

la ec.(3.95), dando:

0= T (2(=pjpo + popj))

= —2% (pjpo) + 2% (Pop;)

= —2(pjpo + pjbo) + 2 (Pop + pop)
= —2p;po — 2p;Po + 2pop + 2pop
= —2p;po + 2pop

6 = 2 (—pjfo + pop) (3.100)
De manera similar al caso de de la velocidad angular, la aceleracién angular, ec.(3.100), se puede

68



expresar como el producto de dos vectores de tal manera que se tiene:

do=2[ < m 0 0] [0 o0 0] (3.101)
dy=2[ =g 0 50 0[50 05 0] (3.102)
b.=2 5 0 0 po|[d0 0 0 3] (3.103)
6 =2p'p (3.104)

Cabe resaltar que las ecuaciones (3.101) a (3.104) son muy similares a las ecuaciones (3.96) a

(3.99), dénde lo tnico que cambia es el vector p por el vector p.
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Capitulo 4

Resultados

En esta capitulo se aplicardn las definicienes nuevas obtenidas en el capitulo 3 para calcular
la cinemdtica y dindmica de mecanismos CCCC y CSSP, donde C representa la junta cilindrica,
S la junta esférica y P la junta prismatica. Para fines demostrativos, se hard una comparacién en
las expresiones obtenidas en funcién de dngulos de Euler y pardmetros de Euler en el mecanismo

CCCC.

4.1. Casos de estudio 1: Mecanismo CCCC

4.1.1. Analisis cinematico

Dado el mecanismo de la figura 4.1,se proponen los movimientos que ayudardn a formar las

ecuaciones de lazo cinemdtico que se ilustran en 4.2 y 4.3
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Fig.4.1.Movimientos de las jutas del mecanismo CCCC.
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Fig.4.2.Movimientos para lazo 1.
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Fig.4.3.Movimientos para lazo 2.
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De los cuales se obtienen las siguientes ecuaciones de posicion:

TyTiTs Ty

= T} T13T13Tg (4.1)

Para mostrar una comparativa, se muetras las expresiones utilizando las matrices homogéneas

de transformacioén en funcién de los dngulos de Euler:

TY = T.3(210)T26(021)
T% = T.3(254)T26(065)
TP = T21(290) T24(0109)

Ti2 = T.1(z1312) T24(01413)

y en funcién de los pardmetros de Euler:

TY = T.3(210) T26(p21)

T§ = T.3(254) T26(Pss5)

T = T21(290)T24(P109)
T1f = T.1(71312) Toa(p1413)

pa1 = [¢(%),0,0,5(%))
P65 = [P650, 0, 0, Pes3]
P10y = [c(2192), s(222) 0, 0]

P1413 5

= [e(P412), 5(742),0,0]

T? = T.1(232)T24(Ba3)
TS = T.1(w76)T24(Bs7)
T19 = T.3(21110) T26(01211)

Tis = T.3(21514) T26(01615)

T? = T.1(232)T24(Pa3)
TS = T.1(276)T24(Ps7)
T19 = T.3(21110) T26(P1211)

Tit = T.3(21514) T26(P1615)

*),5(5%),0,0]

P43 = [c(5 Baa
1), 5(%7),0,0]

ps7 = [c(

w‘o? w‘“

Pi211 = [p12110, 0,0, p12113]

Pi615 = [P16150, 0,0, P16153]

En la formulacién de matrices homogéneas de transformaciéon en funcién de los pardmetros

de Euler, ademds de considerar las ecuaciones de posicién, ec.(4.1) se deben de considerar

adicionalmente las restricciones:

PésPes — 1 =0 (4.2)

Plo1iPi211 — 1 =0 (4.3)

PleisPi615 — 1 =0 (4.4)



al resolver las ecuaciones de posicién. Dados:
zZ10 — Oin 0° S 921 S 360°
Ademss, los valores asumidos para las longitudes constantes en el mecanismo fueron:
T30 = 2in x7¢ = —3in x99 = —Hin x1312 = 4in

mientras que los valores asumidos para los angulos constantes fueron:

Pag =30° Pg7 = —225° Prog = —240° Pra13 =55°

La posicién de las incégnitas en una simulacién de 360 muestras de una vuelta completa de 621,

y con valores iniciales de:

Z54 = 0.1150811in 21110 = 0.209829in 21514 = 2.69301 in
Peso = 0.95162 p12110 = 0.965199  pig150 = —0.922011
P653 = 0.307279 P12113 = 0.261517 P16153 — 0.387164

o en el caso de utilizar las matrices de transformacién homogénea con angulos de Euler:

Z54 — 0.115081in 21110 = 0.209829 in 21514 — 2.69301 in
Oes50 = 35.7906°  BO12110 = 30.3202°  O16150 = 314.444°

muestra las siguientes graficas (figuras 4.4 a 4.9), teniendo en cuenta que en el andlisis que

emplea las matrices homogéneas de transformacién en funcién de los pardmetros de Euler, la

. . . o i3
manera de recuperar el valor de los dngulos es a través de la relacién 6; =T an(%).
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Las ecuaciones de velocidad se obtienen derivando la ecuacién (4.1)
TOTITETS + TETITETE = To T T T + TH T T T (4.5)

donde en el caso de matrices homogéneas de transformacién en funcién de los dngulos de Euler

se tiene que:

T.5(210, 210) T26(021) + T23(210) To6(021, 021)

T.5(254, 254) T26(065) + T23(254) T6 (665, Oo5)
T19 = T.3(21110, 21110) T26(01211) + To3(21110) To6(01211, O1211)
Ti§ = T.3(21514, 21514) To6(01615) + T23(21514) T6 (01615, O1615)

Para el caso de matrices homogéneas en funcién de los pardmetros de Euler, ademds de tener

en cuenta la ec.(4.5) hay que derivar las restricciones (4.2), (4.3) y (4.4):

PesPes = 0 (4.6)
Plo1iDi211 = 0 (4.7)
PleisD1615 = 0 (4.8)
donde
T) = T.3(210, 210) T26(P21) + Tz3(210)T26(p217 P21)
T§ = T.3(254, 254) Ta6(Pes) + T23(254) T6(Pes, Dos)
T19 = 3(2’1110, £1110) Ta6(P1211) + T23(21110) Ta6(P1211, P1211)
Tid = T.3(21514, 21514) T6(P1615) + T23(21514) To6(P1615, P1615)
Ry 2 . L |
P21 = 5[—8(7)921,0,0,0(7)921] paz = [0,0,0,0] P65 = [Pe50, 0, 0, Pes3]
ps7 = [0,0,0,0] Pioo = [0,0,0,0] P1211 = [P12110,0, 0, P12113]
Pi61s = [P16150, 0,0, P16153] Pia13 = [0,0,0,0]
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Dados:

210 = 0in /seg I 100rad/seg

Y tomando en cuenta que las derivadas de las matrices de transformacién con valores constantes
dan como resultado una matriz llena de ceros. Resolviendo en una simulacién de 360 muestras

de una vuelta completa de 021 y con valores iniciales de:

254 = —250 in/s 21110 = —173,205 il’l/S 21514 = OiH/S
Deso = 13.3056  pi12110 = 6.53792 P16150 = 0

Pes3 = —41.2063  pi2113 = —24.13 p16153 = 0

o en el caso de utilizar las matrices de transformacién homogénea con dngulos de Euler:

254 = —250 in/s 2':1110 = —173,205 in/s 21514 = Oin/s
Os50 = -86.6025rad/seg 12110 = -50.0rad/seg 016150 = Orad/seg

se obtuvieron las siguientes graficas para la velocidad (figuras 4.10 a 4.15), teniendo en
cuenta que la manera de recuperar los valores de las velocidades angulares es a través de la

relacion 6; = 2piD;

507 50

.S -100f

912.11

0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

Fig.4.10 Fig.4.11

78



4001 -
50t

200 -

— el
50} - 2CO/

““““

v
Z54

916.15

62,1 6>.1
Fig.4.12 Fig.4.13

Fig.4.14 Fig.4.15

De manera similar, las ecuaciones de aceleraciéon se obtienen derivando la ecuacién de ve-

locidad ec.(4.5):
TITITETS + 2TETITETE + TOTITETE = TH DI THITHE + 29, T TT]G + TR T8 T T

(4.9)

donde en el caso de matrices homogéneas de transformacién en funcién de los dngulos de Euler
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se tiene que:

210, 210, 510) T26(021) + 2T23(210, 210) Ta6 (021, 021) + T23(210) Ta6 (021, 021, fa1)

T.3(
Td = T.3(254, 254, #54) T (065) + 2T23(254, 254) To6(065, 065) + T23(254) T 26 (065, 065, f65)

12 - 3(21110a21110521110)1?Z6(01211) +‘2trz3(z11107lelo)i?z6(912117él211)

3(21110) 26(01211701211791211

)
T}é = T.3(21514, #1514, Z1514) T6 (P1615) + 2T23(21514, Z1514) T6 (P1615, O1615)
)

+ T,3(21514) T16 (P1615, 01615, O1615

Para el caso de matrices homogéneas en funcién de los pardmetros de Euler, ademds de tomar

en cuenta la ec.(4.9) hay que derivar las restricciones (4.6), (4.7) y (4.8):

PesPes + PesDes = 0

LT . T e
Pi211P1211 + Pi211P1211 =0

T . T o
Pi615P1615 + P1g15P1615 = 0

donde

(4.10)
(4.11)

(4.12)

T = T.3(210, 210, 510) Ta6(P21) + 2T23(210, 210) T26 (P21, Pa1) + T23(210)T26(Pa1, P21, Do)

T = T.3(254, 254, 554) To6(Pes) + 2T 23(254, 254) T6(Pes, Des) + T23(254) T26(Pes, Des, Des)

T19 = T.3(21110, 21110 £1110) T26(P1211) + 2T23(21110, 21110) Ta6(P1211, P1211)

3(21110) [.6(P1211, P1211, P1211)

Tt = T.3(21514, 21514, Z1514) To6(P1615) + 2T23(21514, 21514) T26(P1615; P1615)

+ Tz3(21514) z6(p1615a Pie615, P1615)

P21 = [P210, 0,0, p213]

01 . - 0

Pp210 = —4110(6;1)931 - %5( ;1)‘921
. 0

P13 = — 5 ;1)951 - %C(%)@l
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P1211 = [P12110,0, 0, P12113]

Pi61s = [P16150, 0,0, P16153]



Dados:

Resolviendo

iniciales de:

Z54 = 43457.51n / 52

210 == Oin/82

Gy = 0

en una simulacién de 360 muestras de una vuelta completa de 621 y con valores

P54 = 43457.51in /8% 31110 = 36685.9in /s  Z1514 = —33415.5in /&2

Peso = —2921.85
Pess = 2946.82

P1a110 = 1388.58
Prot1s = 2735.02

%1110 = 36685.91in / 52

P1e153 = 4827.21

#1514 = —33415.5in /82

Oss50 = 7404.14rad/ s> 012110 = 6005.94rad/ s*> 016150 = 10471rad/ s

se obtuvieron las siguientes graficas para la aceleracién (figuras 4.16 a 4.21), teniendo en cuenta

que la manera de recuperar los valores de las velocidades angulares es a través de la relacién

0; = 2p;p;
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4.1.2. Anadlisis dinamico

Se tiene el mismo mecanismo CCCC de la Fig.4.1. En el mecanismo actian las fuerzas de
gravedad W, una fuerza de salida F,,;, un momento de salida M,,:, una fuerza de entrada Fj,,
y un momento de entrada M;,. El diagrama de cuerpo libre considerado para dicho mecanismo

se presenta en la Fig 4.22.
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Tierra/Elemento Fijo

Fig.4.22.-Diagrama de cuerpo libre
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Para dicho mecanismo se tienen las siguientes incégnitas y ecuaciones:

3 cuerpos en mov. X 6 ecuaciones

0 rotacionales
0 prismaticas
0 tornillo

4 cilindricas
0 universales
0 esféricas

0 planas

2 actuadores

X b incégnitas

X 5
X 4
X 4
X 4
X 3
x 4

x 1
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18 ecuaciones

18 ecuaciones

16 incégnitas

2

18 incognitas



La figura 4.23 muestra las componentes de cada una de las fuerzas que aparecen en el
diagrama de cuerpo libre, mientras que la figura 4.24 muestra la equivalencia de los vectores de

centro de masa.

Fig.4.23.Componentes de fuerzas proyectadas a bases locales
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RQ,U

Fig.4.24 Equivalencia de los vectores de centro de masa
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Para la solucién de la dindmica, se propone usar la formas:
A I R _

Donde F;j, ¢ base donde se miden las fuerzas y momentos, j nimero del cuerpo.
Y teniendo en cuenta que:

a=2p'p o =2ppU

w=2p'p w=2ppU

A continuacién se presentan las ecuaciones del cuerpo 1 escritas en la base 2:
A R I _
Foi1+F3 +F5,=0

Donde:
Fi=Fi, + Q3W1  Fip = [0,0, Fip2, 0,0, Tjz] "

F§1=F41 —Q2F;; Wi =0,0,—m1g,0,0,0]"
F%,lz — Q3Fa1 Fa1 = [Faia, Fary, 0, Marg, M1y, 0"
Fi2 = [Fioz, Fizy, 0, Miag, M1z, 0]"

T
Fai = [mlAgngJ
- C? 0 - C2 0
0= 6=
SGlc% C% 86203 Cg

CY=R. (pn) Rai =Rio + Ry
C2=(C9)" = (R. (p2))” Rio = 210 Ko
CZ =R, (ps3)R. (pes) 1 =CYre
Sc1 =S (za1,ya1, 2G1) rg1 = [z61,¥61, 261) "

Se2 = Sz (732) + Ry (Pa3) - (254) R (paz)”
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Agi = A+ AL,
Ao = %10 Ko

w2 = W21

g = W

A =an xRy +wp x (w2 xRigqy)  war = 2py; P21 Ky

Mcgi = Igiaz + we x (Igiwe)

Wo1 = 2ph P21 Ki
K, = K,

Para el caso donde se usan dngulos de Euler, las siguientes variables tendrian valores de:

C5 =R, (621) war = a1 K1
C§ = (Cg)T = (R. (021))7 o1 =01 Ky
C% = R (Ba3) R (bes) Se2 = Sz (232) + Ry (Ba3) S2 (254) Ry (ﬂ43)T

Para el cuerpo 2 se tiene que las ecuaciones escritas en la base 6 son:

Fé2 + Fg? + Fé’2: 0

Donde:
A _ 6 _ _ T
F6,2_Q0W2 W, = [07 07 mag, 07 07 O]
Fgy=F12 — Q§F23  Fa3 = [Fasy, Fzy, 0, Mase, Moy, 0"
T
F§o=— QfFcs Fgr = [maAly, ME,]
. cs o 6 Cé o
0= 8 =
SGQCS Cg Smcg Cg

C? =R. (p21) R: (pa3) R: (Pes)
c§=(cg)”

=R. (pes)" Rz (p13)” R. (p21)”

C§ = R, (ps)
Sa2 = S (za2, Y2, 262)
S76 = Sz (276)
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Rg2 = Rio + R32 + Rss + Rygy
Rs2 = 232 In

Rs4 = 2514 Ky

Rg, = Cf rea

rae = [Ta2, ya2, 2ga)”



Agr=A0+ A +As+ AL, Meo = Igaas + ws X (Igaws)
A3z = ag X R3a + we X (w2 X Rsa) wq = wa1 + w43
Asy = Z5q Kiy+ 2 wy x (254 Ka) we = wa1 + w43 + wes

+ ay X Rsg +wy X ((.d4 X R54) o4 = wa1 + wys

Al = ag X Rigy +we X (ws X Rigy) Qg = Wo1 + W43 + Wes
Ky = CY ky wes = 2PgsPes Ks
Cl=R.(pa1)Rs(ps3) @a3=0
K5 = C3 ks Wes = 2PgsDes Ks + wa1 X wes

CY=R. (p2a1) R (pa3)

Para el caso donde se usan dngulos de Euler, las siguientes variables tendrian valores de:

Cl =R, (621) R, (B13) R (665) CS =R, (ps7)

cs = (c9)” C} = R. (621) Rq (B13)
=R, (065)" Ru (B13)" R, (021)"  C2 =R, (621) Re (Ba3)
wes = O3 Ks Wes = Oo5 K + wa1 X wes

Y para el cuerpo 3, las ecuaciones escritas en la base 12 son:
A R I
Fios+Fia3+Fia3=0
Donde:

F114273:_Fout + Q[%QWS Fou = [0, Oa Foutzv 07 0) Toutz]T
F%,3:_F34 - Q%%FQ{; W3 = [07 07 —masg, 07 07 O]T

F{,3=— Q{*Fgs F34 = [F3az, F3ay, 0, Mgz, M3qy, 0]"
donde base 8 igual a 16 Fgs = [mgAg3, Mng
12 12
Sa3Cy* Cyp? S1612C1§  Cig
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% = Rz (P109)
CY = R (P109) R (P12,11)
Cy* = (C(l)Z)T =R. (p1211)" Ru (P1o9)”
CiZ =R, (p14.13) R (P16,15)

Sas = S (za3,ya3, 2G3)

S16.12 = Sz (213.12) + Ra (P14.13) S (215.14) Re (P14.13)"

Agg = Ago + A11,10 + A/G?,

Agp=0

A11,10 = Z11,10 K1o

Als = 12 X Rigg + w1z X (w12 X Regg)

Mcs = Igsaiz + wiz X (Igzwiz)

Ras = Roo + R0 + Rigg
Rogo = w90 I
Ri1,10 = 211,10 Kio
I 0

Ris = Cip ras

_ T
re3 = [Ta3, Ya3, 2G3)
Kio = CY, ko

w12 = Wi2,11
12 = w1211
w1211 = 2P 11P1211 K1
w1211 = 2Pg 11P1211 K

K11 = Kjp

Para el caso donde se usan dngulos de Euler, las siguientes variables tendrfan valores de:

CY% = R. (B1oo)
CY, =Ry (Br09) Rz (012.11)

wiz2,11 = O12,11 K11

Cp’ = (0?2)T =R (f1211)" Ra (Br09)"
Ci2 = R, (B14,13) Rz (016,15)

wiz,11 = O12,11 K11

Los datos utilizados para las masas, tensores de inercias y vectores de centro de masa son:

Cuerpo | Masa x 1073(1b) | (Ig,Ig,Ig) x 1073 (XG,Yq2q)

[ 174289 0.733941  —1.27097

1 4.42 0.733941 13.9167  —10.8679 (0.405,0.41,-0.71)
| —1.27097 —10.8679 4.33752
[ 0442 0 0

2 4.24 0 —4.12 0 (-2,0,0)
0 0 —3.86
[ _21.8887 13.3588  14.2868 |

3 3.72 13.3588  —20.1016 12.3136 (-2,-1.78,-1.78)
| 14.2868 123136 —20.4572
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Donde g = 32.2 ft/s2.

A continuacién se muestran las gréficas (figuras 4.25 a 4.34) de los resultados obtenidos

para una revoluciéon completa de #21 con 921 =100 rad/s
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4.2. Casos de estudio 2: Mecanismo CSSP

4.2.1. Anadlisis cinematico

Dado el mecanismo de la figura 4.35, se proponen el lazo cinemdtico que se ilustra en las

figuras 4.36 y 4.37:

Fig.4.35.Movimientos de las jutas del mecanismo CSSP
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Fig.4.36.-Primera parte del lazo cinemtico, base 0 hasta base 7

94



@ 12
kAOXE ’
| (8
<
‘ 11
ki4 10

Bi110°

Fig.4.37.-Segunda parte del lazo cinemtico, base 8 hasta base 12
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Fig.4.38.-Junta esférica 1, rotacién entre base 3 y base 4

Fig.4.40-Junta esférica 2, rotacién entre base 7 y base 8
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Del cual se obtiene la siguiente ecuacién de posicién

THT3ToTY, = Lixa (4.13)

la cual esta igualada a la matriz identidad porque la base local 12 coincide en posicién y

orientacién con la base inicial del lazo cinemético, en este caso la base 0 (base inercial fija), y

donde:

TY = T.3(210)T26(P21)
T2 = T.1(232) T26(Pa3) T25(Ps4)

pa1 = [¢(%1),0,0,5(%))
P43 = [P430, 0, 0, paz3]
P54 = [P540, 0, D542, 0]
P76 = [P760, 0,0, r63]

T3 = T.1(z65)T26(P76) T25(Ps7) T2a(Pos)
T, = T.3(2100) T24(P1110) T21(71211)

Ps7 = [pgr0, 0, psr2, 0]
Pos = [P9go, Pogi, 0, 0]

Pi110 = [008(61510), Sen(ﬁl%lo)’ 0, 0]

Y adicionalmente se debe de considerar las restricciones:

Dados:

PisPaz —1 =0 (4.14)
PisPss — 1 =0 (4.15)
preP76 — 1 =0 (4.16)
Pizpsr — 1 =0 (4.17)
PggPos — 1 =0 (4.18)

Z10 — Oin 0° S 921 S 360°

Ademss, los valores asumidos para las longitudes constantes en el mecanismo fueron:

Ir32 = 1.751in Tes — 6.111in 1211 = 0 mm
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mientras que el valor asumido para el angulo constante fue:

Bi110 = 250°

La posicién de las incégnitas en un tiempo de simulacién de 5 segundos, y con valores iniciales

de
pazo = 0.590273  psg0 = —18.8117 pre0 = 250.397

D433 = 110.618 D542 = —18.8117 D763 = 250.397
ps7o0 = —6.52012  pggg = 0.696475  z199 = 92.3158 mm
pgr2 = —6.52012  pgg; = 0.717581

se pueden observar en las graficas 4.41 a 4.46
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La ecuacién de velocidad se obtienen derivando la ecuacién 4.13 y las restricciones 4.14,

4.15, 4.16, 4.17 v 4.18:

TITZTITY, + TOT?TITY, + TYTZTSTY, + TIT2TITY, = 044 (4.19)
y
T _
P13Pa3 =0 (4.20)
piyPsa =0 (4.21)
plePrs =0 (4.22)
pg7f)87 = 0 (4.23)
PigDos = 0 (4.24)
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donde

T9 = T.3(210, 210) T26(P21) + T23(210) T26(P21, Po1)

T% = T.1(232)(T26(Pas, P13) To5(Psa) + To6(paz) Tas(psa, Psa))

T) = T.1(v65)(T26(P76, Pr6) To5(Ps7) Toa(Pos) + Tz6(p76) T25(Ps7, Ps7) Toa(Pos)
6(P76) 25(Ps7)T24(Pos, Pos))

T, = T.3(2109, #109) T24(P1110) T21 (21211)

P21 = [2[ 5(%21)091,0,0,c(%)021]]  Psa = [P540,0,P542,0]  Ps7 = [Ps70, 0, Psra, 0]
P43 = [P430, 0,0, Pa3s) P76 = [P760,0,0,P763]  Dos = [Poso, Posi, 0, 0]
Dados:

510=0 0y =27

Y tomando en cuenta que las derivadas de las matrices de transformacién con valores constantes
dan como resultado una matriz llena de ceros.

Resolviendo para una vuelta completa de 821con 360 muestras y con valores iniciales de

Paso = 2.50864 Psao = —0.0508587  preo = 0.00237665
Pazs = —1.83446 Psaz = —0.301837  pres = 0.00176735
Pso = —0.00490877  posgo = 0.209098 100 = 10.3325

ps72 = —0.0985821 Pog1 = 0.202948
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se obtuvieron las

b bl ] 140 2 2l IR 340

6 4
Fig.4.49
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siguientes graficas (figuras 4.47 a Fig.4.52) para la velocidad:
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De manera similar, la ecuacién de aceleracién se obtiene derivando la ecuacién de velocidad

ec.(4.19) y las restricciones (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) y

(4.24):

TYTETETY, + TYTITSTY, + TITETITY, + TITETSTY, + 2(T8TETTY,
+TYTETETY, + TYTETETY, + TYTETITY, + THTETSTY, + TITETITY,)

= O4x4

donde

T =T,

Pi3Pus + PizPas = 0
PaiDss + PagPss = 0
Pr6D76 + Prbre = 0
ParDs7 + Parbsr = 0

PagPos + PogDos = 0

3(
T2 = T.1(x32)(T26(Pa3, Daz, Paz) Tos(Psa) + 2T26(Paz, Pasz) Tos (P54, Psa)
(

T.6(Pa3) T5(Ds4, D54, D54))

T =T

(
(

+ T,6(p76) T5(Ps7, Psr) T2a(Pos, Pos) + To6(P76; D76) Tas (D7) Toa(Poss Dos))

P21 = [f210, 0,0, f213]
[7)
1y f1 s

A

D210 =

P213 = —55(7)931 -

Dados:

P43 = [P430,0,0,P433]  Dsr = [Psr0, 0, Psr2, 0]

B21 . ; ; . .

— 2s(— 5 )02 Psa = [Ps40, 0, Psa2, 0] Pos = [Pogo, Posi, 0, 0]
o . ; ;

el 21)921 P76 = [D760, 0,0, Pres)

Z10=0 fa1 = 0
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(4.25)

4.26

=
[\

7

=
o

=
B

(4.26)
(4.27)
(4.28)
(4.29)
(4.30)

4.30

2105 210, 510) T26(P21) + 2T23(210, 210) T6(Pa1, P21) + T23(210) Ta6(Pa1, P21, P21)

)
)
T.1(w65)(T26(Pr6, Do, Pro) To5(Psr) Toa(pos) + T6(Pr6) Ta5(Psr, Psr, Psr) Ta(Pos)
T.6(p76) T25(Ps7)T24(Pos, Pos, Dos)) + 2T 21 (zes) (T 26(Pr6, Pr6) To5(Ps7. Ps7) Toa(Pos)
)



Resolviendo para un intervalo de tiempo de 5 segundos y con valores iniciales de

Pazp = —0.746506
fazs = —11.4195
psro = 0.076387
pgre = 1.72997

Psa0 = —0.192955  jirgg = —4.79765
Psaz = —0.581269 prgs = —3.5677
Pogo = 0.776024 2199 = 18.237
Pos1 = —0.871528

se obtuvieron las siguientes graficas (figuras 4.53 a Fig.4.58) para la aceleracién:
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4.2.2. Analisis dinamico.

Se tiene el mismo mecanismo CSSP de la figura 4.35 En el mecanismos actian las fuerzas de
gravedad W, una fuerza de entrada F;,, una fuerza de salida F,,:, y un momento de entrada
M;,. El diagrama de cuerpo libre considerado para dicho mecanismo se presenta en la figura

4.59
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Fig.4.59. Diagrama de cuerpo libre
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Para dicho mecanismo se tienen las siguientes incégnitas y ecuaciones:

3 cuerpos en mov. X 6 ecuaciones = 18 ecuaciones

18 ecuaciones

0 rotacionales x 5 incégnitas =
1 prismética X 5 = 5 incognitas
0 tornillo x 4 =
1 cilindrica x 4 = 4
0 universales x 4 =
2 esféricas x 3 = 6
0 planas x 4 =
2 actuadores x 1 = 2

17 incégnitas

La figura 4.60 muestra las componentes de cada una de las fuerzas que aparecen en el diagrama
de cuerpo libre, mientras que la figura 4.61 muestra la equivalencia de los vectores de centro de

masa
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Fig.4.60.- Componentes de fuerzas proyectadas a bases locales
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Fig.4.61.-Equivalencia de los vectores de centro de masa
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Para la solucién de la dindmica se propone usar la forma:
F+FL+FE=0

Donde F;j, ¢ base donde se miden las fuerzas y momentos, j nimero del cuerpo.
Y teniendo en cuenta que:

a=2p'p o =2ppU

w=2p'p w=2ppU

A continuacién se presentan las ecuaciones del cuerpo 1 escritas en la basa 2:

F5, +F3 +F5,=0

Donde:
F§=Fi + QW1 Fiy = (0,0, Fipz, 0,0, M|

Fi=F4 — QiF,  Wi=[-mg,0,0,0,0,0]"
F) = - QiFa Fu1 = [Fa1z, Fary, 0, Mazg, Mazy, 0]
Fio = [F12x7F12y7F12Z707070]T

T
Fa = [mlAgngl]
) c: o ) C: o
Qo = Q5 =
SGlcg Cg 832C§ Cg
CY=R., (pn) Rai =Rio + Ry
Cl= (CS)T = R.(p21))T  Rio=z10 Ko
C:=R. (ps3) Ry (P54) w1 =CYrar
Sc1 =S (za1,ya1, 2¢1) ra1 = [ze1,ya1, zc1)”
T
S32 = S, (x32) KOZ[O 0 1}
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Agi = A+ AL, wo = wa1
Ayo = Z10 Ko Qg = way
AGy = az X Rgp twa X (w2 X Rigy) w21 = 2pypar Ky
M¢ = Igras + wa X (Igiws) Wo1 = 2ph P21 K1

I = CYig1(CYHT K, =K

Para el cuerpo 2 se tiene que las ecuaciones escritas en la base 5 son:

Donde:
Fi,=Q3W, Wy = [—mag,0,0,0,0,0]"
Ffy=F15 — Q3F23  Fa3 = [Fas, Fazy, Fbs:, 0,0, 0"
ngz ~ QiFc2 Fao = [maAg,, MgﬂT
C; o© C; ©
Q) = Q3 =
SGQCS Cg 86508 Cg
CY=R. (pa) Ra2 = Rio + Raz + Ry,
C} =R. (p21) R: (ps3) R, = CS rao
C? =R, (p21) R: (p13) Ry (P54) R3y =232 Ip
C) = (C%)T =Ry (ps1)" R. (pa3)” R: (p21)"  rao = [v62, Yoo, 2o
C3 = R (p76) Ry (Ps7) Ra (Pos) L =C)i
Sa2 = S (vg2, YG2; 262) K3 = Ciks
Se5 = Sz (w65) Jy=Cj js
A3y = ag x R3z + w2 x (w2 x R3) ws = wo1 + w43 + Ws4

Afy = a5 X Rigg +ws X (ws X Rigy) a5 = Wa1 + Waz + Wsa

A=A+ Az + A, wa3 = 2py3Pa3 K3
Mgz = Igoas 4+ ws x (Igaws) w54 = 2PgaP5a J4
Igo = Cliga(CYHT Waz = 2p)3Pa3 K3 4+ war X was

Wsa = 2p54DPsa Ja + (w21 + wa3) X wsa
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Y para el cuerpo 3, las ecuaciones escritas en la base 9 son:

Fos + Fols + F3=0

Donde:
F§4,3:qutFout + ngi’,

F§3:F23 - Qf34F34
Fé,sz - QgFGS

Fout = (0,0, Foutz,0,0,0]"
W3 = [~m39,0,0,0,0,0]"
Fas = [Faaz, Fay, 0, Mgy, Mgy, Mag,]"

Fas = [mQAG’Bn Mg:a] !

Q- c, o Q= I3ys 0
S¢3C) C) St I3z Isxs

CJ = R. (pa21) R. (pa3) Ry (P54)
C? = R. (p21) R: (p13) Ry (Pss) Rz (Pr6)
Cg = R. (p21) R: (ps3) Ry (pss) R: (prs) Ry (Psr)
Cy = R. (p21) R: (ps3) Ry (ps4) R: (p76) Ry (Ps7) Rex (Pos)
c) = ()" = RT (pos )R, (ps7) R (p76) Ry (psa) RY (pas) RY (p21)
Ct = Ry (pos) Ry, (ps7) R: (Pr6) Ry (Psa) R (Pa3) R; (P21) Ry (P11no)
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K¢ = C ke

J;=0CY%j;
I = C0 ig
Koy = CY ko

0 s
In =Cj; in

Rz = Riz1 + Riog + Ry
Ri211 = 212,11 In1
Rio,9 = z10,9 Ko
R;; = C rgs

ras = [va3, yas, 2as)
I3 = Cligs(C9)”

Sc3 = S (za3, Y63, 263)
Sz (r234)

T'r34 — —04

Sf34 =

Agz=A211+Ag+ Alg
Ai11=0

Appg=0

Al = a9 X Ry +wy X (wg X Rigg)

Mes = Igzag + wg X (Igswy)

w9 = w21 + W43 + wsq + wre + Wy + Wos
wre = 2phePre Ko
ws7 = 2pgrPsr I7

wog = 2PgsPos Is

g = Wa1 + W43 + Wsa + Wre + W7 + Wog
Wre = 2preDre Ko + (wo1 + was + wsa) X wre
Wer = 2Pg7 P87 J7 + (w21 + waz + wsa + wre) X wsy

Wos = 2PogPos Is + (w21 + waz + wsa + wre + wsr) X wog

Los datos utilizados para las masas, tensores de inercias y vectores de centro de masa son:

Ir32 = 1.75 in

Tes — 6.11 in

klx = k‘ly = klz =1.51n

kgx =0.6 in k‘Qy == kzz =451

k3y = ks3y = 1.54 in k3. = 1.6 in
Cuerpo 1 2 3
Masa (1b.s%/in) 0.00776 0.00389 0.00389
(2 0 o0 | (k20 o0 | (k2 0 0
(Ieidaales) [ ma| 0 K}, O my| 0 K3, 0 ms| 0 ki O
0 0 K, | 00 K. 0 0 KL
(XG,YaH2a) (0.925, 0, 0) (3.055, 0, 0) (0,0,0)

Donde g = 32.2 ft/s*

A continuacién se muestran las gréficas de las fuerza y momentos para una revolucién

completa de 027 con 921 = 2rad/s
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Capitulo 5

Conclusion

El proyecto incluye tres etapas, la primera etapa es el andlisis cinemadtico, la segunda etapa
el andlisis dindmico de fuerzas, la tercera etapa el andlisis dindmico de movimiento. En esta
tesis se realizaron las dos primeras etapas, la formulacién e implentacién de la cinemédtica y
de la dindmica de fuerzas. En la cinemédtica se implementé una adaptacién a la metodologia
de las matrices homogéneas de transformacién en conjunto de los pardmetros de Euler. Es-
ta adaptacién permite utilizar las ventajas de ambos métodos; las ventajas de las matrices
homogéneas son: aplicacién intuitiva y representaciéon sencilla de los movimientos espaciales
de rotacién y traslacion mediante multiplicacién de matrices; mientras que la ventaja de los
pardametros de Euler es evitar la singularidad matemaética cuando se resuelve el problema de la
dindmica de movimiento.

Para el caso del problema dindmico de fuerzas, las rotaciones y aceleraciones lineales y
angulares, fueron expresados en funcién de los pardmetros de Euler. La resolucién del sistema,
resultante fue tratada como un sistema lineal de ecuaciones simultdneas, que permitié calcular
las fuerzas de reaccion y las fuerzas motrices.

Durante la implementacién de la dindmica de fuerzas, se pudo observar que el tiempo total
de ejecucion del programa era menor usando los pardmetros de Euler en comparacién con los
dngulos de Euler. Hizo falta un mecanismo de evaluacién para determinar el tiempo de rapidez
de la ejecucion.

Las desventajas méds notorias del uso de los pardmetros de Euler son que su aplicacién no

es intuitiva y es muy laboriosa. Ademds, una vez calculados los pardmetros y sus derivadas se
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deben de realizar cdlculos adicionales para recuperar los valores de las variables de posicién,
velocidad y aceleracién dngular para su interpretacién fisica.

Los pardmetros de Euler, se suelen usar para representar movimientos absolutos de cada
cuerpo, esto tiene la ventaja de modelos cineméticos y dindmicos con menos operaciones, pero
tiene la desventaja de requerir un proceso posterior para calcular los dngulos,velocidades y
aceleraciones angulares relativos en las juntas, necesarios para graficar valores usados para la
seleccién de actuadores. En este trabajo se usarén pardmetros de Euler relativos para componer
los movimientos absolutos de los cuerpos, esto generé modelos cinemédticos y dindmicos mds
laboriosos, pero permitié obtener de manera directa los dngulos,velocidades y aceleraciones
angulares relativos en las juntas.

La tercera etapa del trabajo, dindmica de movimiento, se deja como trabajo a futuro. Se
hicieron unos avances no reportados en esta tesis empleando el método de Complemento Natural
Ortogonal (NOC, Natural Orthogonal Complement) para establecer las ecuaciones diferenciales
de movimiento en funcién de los pardmetros de Euler relativos, este modelo no se encuentra
reportado en la literatura ni en articulos revisados. Aunque se obtuvieron modelos, la literatura
consultada y los experimentos nimericos indicaban que la norma de los pardmetros de Euler
debia de formar parte de la ecuacién diferencial para tener un sistema de n ecuaciones x n
incégnitas, contrario a como sucedia en la cinemética. También se puede extender la metodologia
desarrollada en el presente trabajo a mecanismos constituidos por diferentes tipos de cuerpos,

mds alld de eslabones, tales como engranes y levas.
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