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DIOS
de Victor Hugo

Agitador eterno de las moles,
que van con formidable movimiento,

rodando en la extension del firmamento.

Creador de mundos, constructor de soles,
mi raquitico y torpe entendimiento,
apenas a llegar a ti se atreve,

aunque hasta ti con avidez le lleve,

la misma actividad del pensamiento.

El infinito existe, con espanto
yo lo miro extenderse en rededor mio
y luego dilatarse tanto .... tanto,

que da miedo pensar que esté vacio.

El espacio que aparta las estrellas,
sSerd un desierto iniitil, mudo, frio,

sin mds objeto que mediar entre ellas?

Y esas esferas cuyo rumbo cierto
calcula y determina al hombre mismo,
sSon desiertos rodando en el desierto

o soledades cayendo en el abismo?



La esfera que yo habito es un grano de arena
comparada con muchas de las que hacen su jornada

por el camino azul del infinito.

Y estando este mundiculo cuitado
por seres mil desde sus blancos polos
hasta su linea equinoccial poblado...

sLos demads, por ventura estardn solos?

No puede ser, por la faz de la Tierra
se derraman seres cual yo, que piensan,
sienten y quieren, gozan y sufren, aborrecen y aman,

mas nacen, luchan por la vida y mueren.

sDe dénde al mundo terrenal venimos?
sPor qué razén sufrimos y gozamos
y cuando aqui nuestra mision cumplimos,

a qué lugar del infinito vamos?

sPor qué aqui la razon y la conciencia,

en cada cual progresan y varian,

a medida que la flor de la humana inteligencia,
se nutre con los jugos de la ciencia,

en los feraces campos de la vida?
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Progresan y varian como lo hace la materia
que al cuerpo constituye,

con la que tienen un estrecho enlace

y la materia ni en el nifio nace,

jni en el cadadver yerto se destruye!

Luego este mundo tiene la materia
y el espiritu viene del espacio

para habitar su exigua preferencia,
ya sea una choza o un palacio,

ya sea en la abundancia o en la miseria.

Luego el alma a la hora de la muerte,
vuelve al espacio mds adelantada,
en la Tierra dejando abandonada
una envoltura material ya inerte,

que solamente la pidi6 prestada.

sPor qué en los otros no ha de ser lo mismo?
Cada astro debe contener sus hombres
que tendrdn otras formas y otros nombres

y la vida con otro mecanismo.

Vivirdan mds de prisa o mds en calma,
unos serdn mds grandes que los otros,
pero, en esencia, son como nosotros,

seres compuestos de materia y alma.
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Hay, pues, dos universos: el sensible y el moral,
misteriosos y profundos; el uno material,

el de los mundos, el otro, el de las almas, invisible.

sCudl fue primero? ;El alma o la materia?
sNacieron a la vez? ;Como? ;De donde?
jFormidable cuestion, que a la miseria

de nuestra pobre concepcion se esconde!

Pero ambas tienen alguien quien la rige
y con mano inflexible las gobierna
y una ley que sus impetus dirige,

sabia, inmutable, ineludible, eterna.

sCudl es esa ley, a donde estd la mano?

La ley es la traccion desde la estrella

al mds pequerio grano, fatalmente sujetas van a ella;
La mano es la de Dios, ser soberano,

cuyo nombre en sus obras estd escrito y con el alma
estd en el cuerpo humano,

estd en la eternidad y el infinito.

Zeus en Grecia, Jupiter en Roma,
Ahura Mazda en la Persia, Tian en China,
Elim, Brahma, Jehovd,

mil nombres tiene en el lenguaje la entidad divina.



Pero en todos proclaman su existencia,
la misma idea con distinto nombre,
innata en el espiritu del hombre,

innata en su razon y en su conciencia.

Orgullosa y altiva la mirada
delante del humano poderio,
ante el tuyo se inclina anonadada
y mi alma permanece arrodillada

a todas horas ante ti, Dios mio.

No alcanzo a comprenderte,
pero veo en torno mio por doquier tus huellas,
en el cielo marcadas con estrellas

y en la tierra con vidas.

Y, yo creo, aunque diga quienquiera que me equivoco,
que es preciso ser necio o estar loco,

o ser imbécil para ser ateo.

Pero... abusado han de tal manera,
las religiones de la idea divina,
que el vulgo adora dioses de madera,

de piedra, de metal y hasta de harina.

Y llama ateo, considera impio,
al que no se arrodilla reverente,
ante el idolo humano que, imprudente,

en tus altares se instalo jDios mio!
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A despecho del vulgo ruin y estulto,

nosotros, Dios eterno, te adoramos,

y... aun cuando estés a nuestro alcance oculto,
en honra tuya templos levantamos

¥, en ellos, en tu nombre trabajamos

y te rendimos fervoroso culto.

Mads adoramos tu divina esencia,

tu necesario Ser inabordable,

para la misma escrutadora ciencia

que, con dnimo siempre infatigable,
examina el anverso y el reverso,

de tu Creacion que absortos admiramos;
jPor eso, solamente te llamamos...

Gran Arquitecto, Autor del Universo!
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RESUMEN

El Modelo Fisico del Teorema Fundamental
del Calculo relaciona el Calculo Diferencial
y el Calculo Integral, definiéndolos como la
transformacion de los elementos al
manipular el nimero de dimensiones por las
que estan formados.

La derivada de x* se puede interpretar
tisicamente como la reduccidon de dimensiéon
de un cubo para obtener tres cuadrados,
3x°. Funciones representadas en el plano se
especulan teniendo implicacién con la
materia. La integral conllevara al prolapso
ortogonal de un punto y la derivada al
colapso ortogonal de uno de ellos, siendo
Célculo Diferencial y Calculo Integral
los algoritmos que determinan los cambios

de dimension.
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ABSTRACT

The Physical Model of the Fundamental
Theorem of Calculus relates the Differential
Calculus and the Integral Calculus, defining
them as the transformation of the elements
when manipulating the number of
dimensions by which they are formed.
The derivative of x* can be interpreted
physically as the reduction of a cube's
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3x°. Functions represented on the plane are
speculated having implication with matter.
The integral will lead to the orthogonal
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orthogonal collapse of one of them, being
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the algorithms that determine the changes
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Introduccion

Pensar es moverse en el infinito. - Henri Lacordaire

Justificacion

El conocimiento es la facultad de comprender por medio de la razdén la naturaleza, cualidades
y relaciones de las cosas. Diversas definiciones se discuten, embrollo de la epistemologia.
Las matematicas son conocimiento, desde su origen etimolégico, al estudiar las propiedades y
relaciones entre entidades abstractas como numeros, figuras geométricas y simbolos.
El ingeniero, mediante su conocimiento, tiene como profesién analizar y entender los
problemas que se le planteen para dar simiente a soluciones apropiadas. Para la resolucion de
problemas que admitan un modelo que sea divisible en pequefias partes que en conjunto
vuelvan a dar el total resulta ser aplicable el Calculo Diferencial y el Célculo Integral.
El Calculo Diferencial y el Calculo Integral son ramas de las matematicas. Sus operaciones se
afirman como inversas, hasta cierto grado, mediante el Teorema Fundamental del Calculo.
La importancia que tiene el Calculo como herramienta de la Ingenieria Civil hace que su
estudio sea principal.

Eugene Wigner, quien aplicé los principios de simetria a la mecdanica cudntica, expreso en su
articulo de 1960 d.C., The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences,

La Irrazonable Efectividad de las Matematicas en las Ciencias Naturales:

«La enorme utilidad de las matematicas en las ciencias naturales es algo que roza lo
misterioso, y no hay explicaciéon para ello. No es en absoluto natural que existan “leyes de la
naturaleza”, y mucho menos que el hombre sea capaz de descubrirlas. El milagro de lo
apropiado que resulta el lenguaje de las matematicas para la formulacion de las leyes de la

fisica es un regalo maravilloso que no comprendemos ni nos merecemos».

MaOnpo Conocimiento Mathéma
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Todas las cosas que llegamos a conocer, las conocemos en cuanto tienen cierta unidad e
identidad y cierto caracter universal, expresd Aristdteles en su libro Metafisica, pagina 32.
La presente tesis busca mostrar el milagro de lo apropiado que resulta el Calculo como
formulacién del cambio de dimensién. Se propone un modelo tangible en donde a partir de la
integracién y derivacion se calcula el resultado de la transformacion al aumentar o disminuir
el numero de dimensiones de cierto objeto de estudio. La finalidad es adquirir mayor
comprension en la conformacion de elementos y también considerar el entendimiento alterno

con cierto caracter universal del Calculo con afan de explorar dimensiones superiores.

Alcance

El Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo propone una interpretacion tangible
de la afirmacion que derivacion e integracion de una funcién son operaciones inversas.
Este documento tiene tres objetivos:
Sefialar la interpretacion tangible del Calculo Diferencial y del Calculo Integral.
Definir operaciones topoldgicas que representen a la diferencial y a la integral.

Mostrar aplicacion del concepto al ambito de Ingenieria Civil.

Ambito de estudio

Calculo Diferencial Calculo Integral Geometria Ingenieria Civil Topologia

Planteamiento

La integral de un objeto de manera tangible se propone como el prolapso ortogonal de un
punto cualquiera que le pertenece manteniendo union eldstica.
La derivada de un objeto de manera tangible se propone como el colapso ortogonal del punto

mas alejado que le pertenece manteniendo unioén eldstica.
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Metodologia de la investigacion

El desarrollo del Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo se origina sobre la idea
de encontrar una manera de explicar Calculo de forma intuitiva, evitando la nocién de limite y
area bajo la curva. Es presentar los conceptos de derivacion e integraciéon mediante objetos
geométricos representados en cualquier espacio n dimensional. Se espera seguir a la tercer
clase de los que abordan la filosofia natural segun Roger Cotes en su carta del 12 de mayo de

1713 d.C,, respecto a Philosophice Naturalis Principia Mathematica:

«Los que han abordado la filosofia natural pueden reducirse a tres clases aproximadamente.
De entre ellos algunos han atribuido a las diversas especies de cosas cualidades ocultas y
especificas, de acuerdo con lo cual se supone que los fendmenos de cuerpos particulares
proceden de alguna manera desconocida. El conjunto de la doctrina escolastica, derivada de
Aristételes y los peripatéticos, se apoya en este principio. Estos autores afirman que los
diversos efectos de los cuerpos surgen de las naturalezas particulares de esos cuerpos. Pero no
nos dicen de dénde provienen esas naturalezas y, por consiguiente, no nos dicen nada. Como
toda su preocupacion se centra en dar nombres a las cosas, en vez de buscar en las cosas
mismas, podemos decir que han inventado un modo filoséfico de hablar, pero no que nos
hayan dado a conocer una verdadera filosofia.

Otros han intentado aplicar sus esfuerzos mejor rechazando ese farrago inutil de palabras.
Suponen que toda materia es homogénea, y que la variedad de formas percibida en los cuerpos
surge de algunas afecciones muy sencillas y simples de sus particulas componentes. Y
procediendo de las cosas sencillas a las mas compuestas toman con certeza un buen camino,
siempre que no atribuyan a esas afecciones ningun modo distinto del atribuido por la propia
Naturaleza. Pero cuando se toman la libertad de imaginar arbitrariamente figuras y
magnitudes desconocidas, situaciones inciertas y movimientos de las partes, suponiendo
ademas fluidos ocultos capaces de penetrar libremente por los poros de los cuerpos, dotados
de una sutileza omnipotente y agitados por movimientos ocultos, caen en suefios y quimeras
despreciando la verdadera constitucion de las cosas, que desde luego no podra deducirse de

conjeturas falaces cuando apenas si logramos alcanzarla con comprobadisimas observaciones.
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Los que parten de hipdtesis como primeros principios de sus especulaciones -aunque procedan
luego con la mayor precision a partir de esos principios- pueden desde luego componer una
fabula ingeniosa pero no dejara de ser una fabula.

Queda entonces la tercera clase, que se aprovecha de la filosofia experimental. Estos pensadores
deducen las causas de todas las cosas de los principios mas simples posibles; pero no asumen
como principio nada que no esté probado por los fendmenos. No inventan hipoétesis, ni las
admiten en filosofia, sino como cuestiones cuya verdad puede ser disputada. Proceden asi
siguiendo un método doble, analitico y sintético. A partir de algunos fendmenos seleccionados
deducen por analisis las fuerzas de la naturaleza y las leyes mas simples de las fuerzas; y desde

alli, por sintesis, muestran la constitucion del resto».

En este trabajo, bajo la metodologia de analisis comparativo entre resultados matematicos y
construcciones geométricas, se busca dar representacion de la composicion de elementos al
variar las dimensiones que los conforman. La presente tesis, a partir de observaciones de la
aplicacion del Calculo Diferencial y del Calculo Integral a objetos tangibles, propone sintetizar

la constitucion del esquema de cambio de dimensidn cuya verdad puede ser disputada.

Sinopsis

Se integra la tesis por cinco capitulos:

CapituloI  Calculo

Expone la definicién de esta rama de las matematicas y los conceptos que la conforman.
Capitulo II ~ Historia del Célculo Infinitesimal

Resefia la evolucion del Calculo Diferencial y del Calculo Integral.

Capitulo III  Aplicaciones del Calculo Infinitesimal en Ingenieria Civil

Expresa usos que tienen Calculo Diferencial e Integral como herramientas en Ingenieria Civil.
Capitulo IV Modelo Fisico Del Teorema Fundamental del Calculo

Sefiala la interpretacion tangible del Calculo Diferencial y del Calculo Integral.

Capitulo V. Conclusiones

Propone el Calculo Infinitesimal como algoritmo que determina el cambio de dimension.
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Capitulo I Calculo Infinitesimal

La ciencia es la progresiva aproximacion del hombre al mundo real. - Max Planck

Calculo se denomina a las operaciones que tienen por objetivo el alcance de cierto dato.
En latin, guijarro se dice calculus y de ahi proviene la palabra Calculo, ya que con guijarros se
representaban cantidades de interés, las cuales podian ser operadas para prever resultados.
Infinitesimal se denomina a una cantidad infinitamente pequefia. Siendo el infinito definido
como aquello que no tiene ni puede tener fin ni término, la cantidad infinitamente pequena
resulta ser practicamente nula aunque mayor a cero. La solucién ha sido el limite, aproximarse
a cero, dejando de utilizar al infinitesimal para evaluar. El uso de limite para el desarrollo
matematico implica que el nombre Calculo Infinitesimal sea utilizado como referencia, tanto a

Calculo Diferencial como a Calculo Integral, que irénicamente no usan ahora infinitesimales.
L1 limx—»af(x) =0

El Caélculo Infinitesimal proviene de utilizar cantidades infinitamente pequefas para prever
resultados y con ello realizar el estudio del cambio continuo. Bertrand Russell criticé a los
infinitesimales declarando en su publicacion The Principles of Mathematics, Los Principios de

las Matematicas:

«Célculo Infinitesimal es el nombre tradicional que recibe el conjunto del Calculo
Diferencial e Integral, y como tal lo conservo; pero como veremos en breve, no existe
alusion ni implicaciéon a lo infinitesimal en parte alguna de esta rama de las

Matematicas». (p. 474).

El problema en el manejo de los infinitesimales llevd al uso del concepto de limite, que define y
se difunde actualmente. El Analisis No Estandar retoma el uso de infinitesimales al anadir los
nameros Hiperreales, *[R . La definicién breve en propuesta de Célculo Infinitesimal es:

Estudio del cambio.
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Diccionario del espaiiol de México regulado por la Academia Mexicana de la Lengua

Algoritmo

Area

Calculo

Cdlculo (Diferencial)

Célculo (Infinitesimal)

Calculo (Integral)

Conjunto de operaciones y de reglas que sirve para resolver un
problema matematico, mediante la repeticion de pasos definidos,

como los que se siguen para resolver una division.

Superficie comprendida dentro de un perimetro, y medida de esta

superficie.

Operacidn o serie de operaciones matematicas para averiguar el

valor, la cantidad o la medida de algo.

[Extracto de Calculo] Rama de las matematicas que estudia los
métodos para analizar la relacion existente entre dos o mas
magnitudes variables: qué tan rdpido varia una con respecto a la

otra.

Rama de las matematicas que estudia los métodos para analizar la
relacion existente entre dos o mas magnitudes variables: qué tan
rapido varia una con respecto a la otra (calculo diferencial) o qué
tanta variacion se produce en una cuando la otra varia en un
rango determinado (calculo integral); por ejemplo, el método para
conocer la velocidad de un cuerpo en un instante determinado a

partir de la relacion entre distancia y tiempo.

[Extracto de Calculo] Rama de las matematicas que estudia los
métodos para analizar la relacion existente entre dos o mas
magnitudes variables: qué tanta variaciéon se produce en una

cuando la otra varia en un rango determinado.
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Civil

Derivada

Diferencial

Dimension

Elastico

Geometria

Infinitesimal

Que pertenece a las personas comunes y vive segin sus normas y
leyes, por oposicion a los militares o eclesiasticos, que tienen las

suyas propias.

Operacion matematica con que se calcula la rapidez de cambio de
la variable dependiente respecto de la variable independiente, y
resultado de esta operacion. Asi, por ejemplo, la aceleracion es la
derivada de la velocidad, variable dependiente, respecto del

tiempo, variable independiente.

Operacion que consiste en multiplicar la derivada de una funciéon

por el incremento de su variable independiente.

Cada una de las extensiones que se consideran para determinar el
tamafio de algo; corresponde a la longitud en las cosas lineales, a
la longitud y a la anchura en las superficies y a la longitud, la

anchura y la altura en los cuerpos.

Que puede extenderse, alargarse o doblarse sin dafo o

modificacion, y recuperar su forma o sus dimensiones iniciales.
Parte de la matematica que estudia la medida y las propiedades de
la extension, y las relaciones que hay entre puntos, lineas,

superficies y volumenes.

Que pertenece a cantidades infinitamente pequefias o cuyo limite

€S C€ro.

37



Infinito

Ingenieria

Integral

Linea

Punto

Superficie

Topologia

Volumen

Que es ilimitado, que no se puede medir o que se extiende
indefinidamente; que es muy grande, inmenso, sin limites que se

puedan percibir.

Profesion y disciplina que trata de la aplicaciéon de conocimientos
cientificos (fisicos, quimicos, matematicos, geologicos, etc.) para
resolver problemas practicos de construccion, fabricacidn, disefio
o manejo en las distintas areas de la industria y en algunos

campos de la ciencia.

Operacion matematica con que se calcula la accién total o la suma
de valores tomados por la variable dependiente durante
determinada variacién de la variable independiente, y resultado
de esta operacion. Asi, por ejemplo, la velocidad es la integral de

la aceleracién respecto del tiempo.

Serie ininterrumpida de puntos contiguos, como la que forma la

interseccion de dos planos.

Lugar o posicion geométrica sin longitud, anchura ni

profundidad.

Extension formada por la longitud y la anchura.

Estudio de las propiedades de las superficies que, mediante

continuas transformaciones, permanecen invariables.

Medida del espacio de tres dimensiones ocupado por un cuerpo;

en el sistema métrico decimal se mide en metros cubicos.
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Lo integro es la cualidad de estar completo. Matematicamente la integral es el resultado de la
generalizacidon de la suma de infinitos sumandos, infinitamente pequefios. La integral tiene de
precursor el Método Exhaustivo llevado al limite. El Teorema Fundamental del Calculo
permitié utilizar un método sucinto al considerar la operacidn integral como antiderivada.
El proceso de trazar un nimero infinito de rectangulos dentro de un area irregular delimitada
por el eje X junto con la funcién de estudio, f(x), calcular el area de cada uno de ellos y

sumarlos para integrar se representa:

L2 [0 dx

La integral puede verse como acumulacion de areas de altura f(x) y base dx infinitesimal en su
concepcién original. Este proceso fue definido por primera vez de manera rigurosa por
Georg Friedrich Bernhard Riemann en su integral de una funcién en un intervalo cerrado.
La funcidn f(x) se estudia en el intervalo cerrado, [a, b]. El segmento b - a se divide en n partes.
Cada una de las partes sera base de un rectangulo que tendra altura correspondiente al valor
que toma f(x) en dicha parte. Iniciando en a, inicio del intervalo cerrado, se realiza la
sumatoria de las dreas de cada rectangulo hasta completar las n partes que hay en [a, b].
Dado que el valor de f(x) varia en respuesta al valor de x, se mejora la aproximacion de la
altura de cada rectangulo cuando hay mas partes dividiendo el segmento de estudio y para
obtener la solucidn exacta se requiere la aproximacion absoluta, por ende, el nimero de partes
ha de ser el mayor, que es el infinito, y como no se puede alcanzar el infinito entonces se acerca
uno hasta el limite. El segmento [a, b] dividido en infinitas partes, tiene infinitos rectangulos
de anchura infinitamente pequefia con altura en el limite exacto de cada valor de f(x).
Siendo la linea definida como una longitud sin anchura, la integral concatena infinitas lineas

para formar el drea acotada por la funcidn f(x), a, b y el eje X. Se define la integral de Riemann:

L3 Integral de Riemann

fbf(x) dx = lim, _, . i‘{(b-m -f[a+k(b—a})}
“ k=o n n

39



El problema de encontrar el area correspondiente a una funcidn puede ser resuelto mediante el
método sucinto de encontrar una funcién primitiva cuya derivada sea la funcién que se
integra. El proceso de integracion del limite de la sumatoria de infinitas particiones tiene
mismo resultado al de hallar la antiderivada de la funcién de estudio, como impone el

Teorema Fundamental del Calculo:

I.4 Teorema Fundamental del Calculo
Sea f(x) una funcién continua de valores reales definida en un intervalo cerrado [a, b].

Sea F(x) la funcion definida, para todas las x en [a, b], por:
b

F(x) = [ fx) dx
Entonces F(x) es uniformemente continua en [a, b], diferenciable en el intervalo abierto (a, b):
F(x) = f(x)
y el valor del area definida por los contornos a, b, f(x) y el eje X esta dado por:

[ f dx = F®) - Fea)

Ya que la derivada de toda constante es cero, la constante de integracion C se afiade a toda
integral indefinida para describir de manera compacta todas las primitivas posibles de f(x).
Aunque la constante de integracion C se suprime en la evaluacidn de integrales definidas, su

utilidad recae en fijar la primitiva particular de f(x) de saberse las condiciones iniciales.
Ls [fe) dx=Fx)+ C

La denominacion de la operacion integral como antiderivada esta suscitada por el hecho de
que F(x) comprueba al derivarse ser la funcion f(x). Siendo f(x) la derivada de F(x) entonces

F(x) se lleg6 a convenir nombrarse en Calculo Infinitesimal como la antiderivada de f(x).

1.6 d [F(x) + C] =f(x) + o = f(x)
dx
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La diferencia es la cualidad de no ser igual. Matematicamente la diferencia es el resultado de
restar. Es la cantidad que excede a que sean iguales Minuendo y Substraendo. Relativo a la
diferencia es lo diferencial. El Célculo Diferencial consiste en el estudio del cambio de las
funciones cuando sus variables cambian. Si cambian las funciones y cambian las variables
significa que dejan de ser iguales, cambio que puede ser calculado mediante una resta para
obtener la diferencia. Sean f(x) la funciéon de estudio y f(x + h) la funcién evaluada h posterior,
siendo h arbitrario. El cambio de la funcién provocado por el incremento arbitrario h
se calcula con la resta f(x + h) - f(x) y se obtiene la diferencia. Para saber la implicacién que ha
tenido & en el cambio, la razén de cambio, la diferencia f{x + h) - f(x) se divide entre el

incremento arbitrario h aplicado. Asi, se obtiene el cociente diferencial de Newton:

| 4 Cociente diferencial de Newton

Se establecié que h es un incremento arbitrario. Para evaluar con el cociente diferencial de
Newton la razén de cambio instantanea, h ha de ser un incremento lo mas pequefio posible,
situacién que hace del Calculo Diferencial parte del Calculo Infinitesimal al considerar h
infinitesimal, infinitamente pequefio. Por rigor matematico, quedé la definicién matematica

de la derivada como el limite cuando h tiende a cero del cociente diferencial de Newton:

1.8 Definicién matematica de la derivada

f)(x) = limhaow
h

Es asi que se define f ’(x) como la derivada de f(x) asentando el Célculo Diferencial al obtener
la diferencia instantdnea de la funcién al incrementarse en razén de h que converge a cero.
El brete esta en que de tomar h el valor de cero en la formula I.7 se da la indeterminacién o/o

razén por la que es preciso incorporar el concepto de limite a la derivada en la féormula 1.8.
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La derivada alude a la pendiente, m, de la recta, ya que la pendiente es la razén entre la

diferencia de posicion en el eje Y y la diferencia de posicidn en el eje X, con férmula:

I9 m=1y,-Y,

La derivada parte de la pendiente de la recta secante, pues va de dos puntos como en la
féormula I.g, y se va aproximando al limite donde h converge a cero, definiéndose como la
pendiente de la recta tangente, en la férmula I.8.

La pendiente, m, se puede escribir en términos de incrementos, siendo:

L.1io m= Ay
Ax

La derivada, f ’(x), se puede escribir en términos de diferenciales, con lo que se tiene:

I.11 fix)=dy

Los términos diferenciales dx y dy han tenido diferentes interpretaciones, segin el rigor
matematico. Esta la diferencial de Leibniz, la diferencial de Cauchy y la diferencial de Fréchet.
La diferencial de Leibniz se establecié como una cantidad incipiente ain no formada. Una
diferencia infinitesimal, es decir, un incremento infinitamente pequefo es el razonamiento
que se planted al establecer la nocidn de diferencial, diferencia infinitesimal, que resulto tener
aplicaciones en la ciencia y en la ingenieria para resolver problemas en los cuales la aritmética,
la geometria y el dlgebra no son suficientes.

Al referir la diferencial al infinito, aquello que no tiene ni puede tener fin o término, la

diferencial presenta problemas para considerarse término.
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La diferencial de Cauchy se estableci6 como una variable cuyo valor numérico decrece
indefinidamente de manera que converge hacia el limite cero. La variable cuyo valor numérico
decrece indefinidamente de manera que converge hacia el limite cero corresponde a la variable
independiente, dx. La variable dependiente, dy, esta construida a partir de la derivada, siendo
dx un incremento arbitrario de la variable x y dy el producto de la derivada por el incremento

de la variable independiente. La diferencial se define entonces con la expresion:
Li2 dy =f(x) dx

Siendo asi, la diferencial se vacia de todo significado fisico, ocupando meramente un
significado de notaciéon dentro del algoritmo de la derivada. Aunque se conserve el nombre de
Calculo Infinitesimal, el infinitesimal como término termind en el exilio.

La diferencial de Fréchet recupera el significado fisico de la diferencial de Leibniz sin perder el
rigor de la diferencial de Cauchy. Esta definida dentro del marco del Analisis Matematico,
progresion del Calculo Infinitesimal, desarrollado al estudiar el concepto de continuidad.
La diferencial de Fréchet se estableci6 como una aplicacion lineal, un homomorfismo entre
espacios vectoriales.

Por su parte, Newton no llam¢ al incremento como diferencial sino que nombro6 momento a la
cantidad divisible evanescente y la denotd con xo. Consideraba las magnitudes matematicas no
compuestas de partes infinitamente pequeiias, sino formadas por el movimiento continuo.
El concepto actual de funcidn, relacién entre dos conjuntos, era entendido por Newton como
fluente, es decir, cantidad que fluye. El fluente, definido como el resultado del movimiento,
como resultado del cambio de la posiciéon de un cuerpo a lo largo del tiempo, lo representaba
con x. La fluxion definida como la velocidad con la cual cada fluente aumenta o disminuye su
movimiento generador lo representaba con x. La segunda fluxion la representaba con X.
El original fluente denotado con x, a su vez, lo consider6 fluxiéon de una cantidad que le
precede denotada con ch, y cada cantidad que le antecede como una cantidad fluente que tiene a
la siguiente como su fluxién en la serie X x x X % pudiendo extenderse

en ambos sentidos agregando o " adicionales sobre x. La notacién y la idea fueron descartadas.

43



Maurice René Fréchet, autor de la diferencial de Fréchet, consideré en su conferencia de Berna
en 1925 d.C. sobre el tipo de exposicién mds conveniente en la ensefianza de las Matematicas y
propuso la desaxiomatizacion que consiste en ejercitar con las ciencias que han alcanzado un
alto grado de axiomatizacién, un trabajo inverso al que el entendimiento realiza cuando
constituye objetos matematicos a partir de objetos empiricos. Justificé sus ideas sobre la
desaxiomatizacion con algunos ejemplos como la definicion de la longitud de una
circunferencia, la definicion geométrica de la tangente a una curva, y la definiciéon de la

diferencial de una funcién de variable real, que dio lugar a la diferencial de Fréchet.

La definicién de diferencial sortea la Grundlagenkrise der Mathematik, Crisis Fundamental de
las Matematicas. La situaciéon grave y decisiva que pone en peligro el desarrollo de las
Matematicas estd en su argumentacion metamatemdtica. Logicismo, Formalismo o
Intuicionismo. Estos ismos, tendencias de orientacion que se oponen, tienen su propia
concepcidén de las Matematicas.

El Logicismo sostiene que las Matematicas equivalen a la légica y su condiciéon fundamental es
considerar el razonamiento matematico como medio para encontrar la verdad, partiendo de
premisas hacia las conclusiones. El argumento puede ser deductivamente valido aunque para
ser solido las premisas han de ser verdaderas. En el Logicismo estriba la diferencial de Leibniz.
El Formalismo construye las Matemadticas como un sistema formal puro y su condicién
fundamental es la ausencia de contradiccion. Prescinde de todo tipo de contenido provocando
que los enunciados matematicos dejen de ser proposiciones sobre algo. Lo que importa son las
relaciones que se establecen entre ellos. En el Formalismo se incluye la diferencial de Cauchy.
El Intuicionismo interpreta las Matematicas como una construccién mental que consiste en
realizar el seguimiento causa efecto y su condicién fundamental es que la existencia de un
objeto es equivalente a la posibilidad de su construccién. En el Intuicionismo se rechaza la
diferencial y conlleva a la reconstruccién del Célculo Infinitesimal, no lograda por este ismo.
La diferencial de Fréchet queda en un ambito de ismo hibrido al darle formalizacién aunque
advirtiendo respecto a los peligros del formalismo excesivo ante las paradojas que concierne la

fundamentacidn definitiva de las Matematicas para el desarrollo de sus conceptos.
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Conceptos

DERIVADA

Razén de cambio instantanea del valor de la funcién matematica, segin cambie el valor de su variable independiente

La funcidn constante tiene valor uniforme para cualquier valor de x, la variable independiente.
Se representa con f(x) = ¢ indicando que se mantendra firme en ¢, haciendo que al evaluar la
funcién en un h arbitrario posterior a x seguira siendo ¢, por lo tanto f(x + h) = ¢, constando

que la derivada de toda funcion constante es cero, o.

I.13  Derivada de la funcidén constante

Seaf(x)=c fix+h)=c
de=lim_.c-c=lim,_.,0 =lim,_,0=0
dx h h
dc=o
dx

La funcién identidad devuelve su propio argumento. La variable dependiente resulta idéntica a
la variable independiente. Se representa con f(x) = x indicando que el valor de x sera el que
tomarad f(x), por lo tanto al evaluar la funcién en un h arbitrario posterior en (x + h), la funcién

serd f(x + h) = x + h identificando que la derivada de la funcion identidad es uno, 1.

I.14 Derivada de la funcion identidad

Sea f(x) = x fix+h)=x+h

=limnox+h-x=limn_.h =lim,_.,1=1

dx n
dx h h
dx=1
dx



La funcién lineal es polinémica de primer grado. Es una expresion algebraica, suma de
productos entre constantes y variables, donde el mayor de los exponentes es uno, 1, por ello el
1° grado. Se representa con f(x) = mx + b indicando que el valor de f(x) sera el que tenga x
afectado por una pendiente, m, véase 1.9, y una ordenada al origen b. Al evaluar la funcién
lineal en un h arbitrario posterior se obtiene f(x + h) = m(x + h) + b = mx +mh + b lo que da

linea a que la derivada de toda funcidn lineal sea la pendiente, m.

I.15 Derivada de la funcidn lineal

Seaf(x)=mx+b fix+h)=m(x+h)+b=mx+mh+b

d (mx +b) =lim,_, o mx + mh +b - (mx +b) =lim,_,,mh =lim,_,om=m
dx h h

dmx+b)=m
dx

Tanto la pendiente, m, como la ordenada al origen, b, son constantes por lo que se pueden
denotar m = ¢, y por su parte b = ¢, haciendo uso de los subindices , y . para indicar que las
constantes pueden ser valores distintos. Derivar conlleva a utilizar el operador diferencial que
es un operador lineal al cumplir con homogeneidad y superposicion. La funcién lineal puede
reescribirse f(x) = c.x + ¢. y hacer homogeneidad con la pendiente ahora ¢, y superposiciéon de

derivar la funcién constante, I.13, con derivar la funcion identidad, I.14.

1.16 Derivada de la funcidn lineal, breve

Sea f(x) =mx+Db m=c, b=c,

dcx+c)=decx+dc.=cdx+o=cr1=c,=m
dx dx dx dx

d(mx+b)=m
dx
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La funcién cuadratica es polinémica de segundo grado. Se representa con f(x) = ax* + bx + c.
En esta funcidn b ya no representa la ordenada al origen, sino c. Razén de ello es que tomando
x valor igual a cero la constante del polinomio que no esta asociada con x es ¢, que sera
entonces el valor de f(x), la ordenada, cuando x sea igual a cero, el origen. Teniendo los

coeficientes a, by c constantes cuadra el resultado de la derivada con f ’(x) = 2ax + b.

I.17  Derivada de la funcién cuadratica

Seaf(x)=ax*+ bx + ¢

fix+h)=a(x+h)’+blx+h)+c=alx*+2xh+h’) + bx + bh +c=ax’+2axh + ah’ + bx + bh + ¢

d(ax* + bx + ¢) = limy_, , ax* + 2axh + ah®> + bx + bh + ¢ - (ax* + bx + ¢) = limy_, , 2axh + ah®> + bh =
dx h h

limhn_,2ax+ah+b=2ax+b

dlax* +bx+c)=2ax+b
dx

La funcién cuadratica es equivalente a f(x) = c.x* + c.x + ¢;. Al ser el operador diferencial d/dx
un operador lineal sobre el conjunto de funciones reales de variable real, su dominio y
codominio estan contenidos en el conjunto de los numeros reales, y puede ser utilizada la

propiedad de linealidad.

I.18 Derivada de la funcion cuadratica, breve

Sea f(x) = c.x* + c.x + ¢ a=c b=c C=¢

dcx*+ex+c)=d(cx)+d(cx)+dg=cdx*+cdx+dc;=c, - limy_o[(x+h)*-x|+c,-1+0=
dx dx dx dx dx dx dx h

C - limh_,o[xz+ 2xh+ 2 - X+ c,=c¢, - limn_o2xh + W+ c,=c¢, - limy_ o (2x +h) +c, =2cx +c,=2ax+ b
h h

dlax* +bx+c)=2ax+b
dx
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La funcidén cubica es polindomica de tercer grado. Se representa con f(x) = ax’ + bx*> + ¢x + d.

Cabe decir que el resultado de la derivada es f’(x) = 3ax*> + 2bx + c.

I.Lig  Derivada de la funcién ctubica
Seaf(x)=ax’ + bx* +cx +d
fix+h)=alx+h)’+bx+h)’+cx+h)+d=al+3xh+3xh*+ 1) +b(x> +2xh+ h*) +cx+ch+d

= ax?® + 3ax*h + 3axh®> + ah® + bx* + 2bxh + bh* + cx + ch + d

d (ax® + bx* + cx + d) = limn_, o ax® + 3ax*h + 3axh®> + ah’ + bx> + 2bxh + bh* + cx +ch +d - (ax* + bx* + cx +d) =
dx h

limn_ o 3ax*h + 3axh> + ah® + 2bxh + bh* + ch = lim, _, , 3ax* + 3axh + ah® + 2bx + bh + ¢ = 3ax* + 2bx + ¢
h

d(ax® + bx* + cx +d) = 3ax*> + 2bx + ¢
dx

Aprovechando el resultado de la funcién cuadratica, la funcién cubica admite la estructura del
nomio ax’ sumado a una funcién cuadrética. Para tener la misma referencia se asignan los
coeficientes a = ¢, b = ¢,, ¢ = ¢;, d = ¢;, dando a la funcién cubica la representacion polinémica
f(x) = coX’ + c.x* + c.x + ¢; con lo que la derivada de la funcién cubica se reduce a la derivada

del nomio ax? sumado a la derivada de la funcién cuadrética.

I.2o Derivada de la funcion cubica, breve

Sea f(x) = coX* + c.X° + X + ¢ a=c b=c c=¢ d=c

d(cxd+ex*+ex+c)=d(cx)+d (X +cx+¢)=cod X +20x+ =co- limu_o[(x + h)} -2 +2c,x + ¢, =
dx dx dx dx h

Co+ limp_ o + 33°h + 3xh* + P - X3+ 26X+ G, = Co - limh_,o[gx’h + 3xh® + h3j+ 20X + € =
h h

Co-limn_o(3x° +3xh + h?) + 2€,X + €, = Co3X> + 2C,X + €, = 3CX° + 26,X + €, = 3ax* + 2bx + ¢

d (ax? + bx* + cx +d) = 3ax> + 2bx + ¢
dx
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La funcidn potencial es de la forma f(x) = x". La potencia resulta de multiplicarse por si mismo.
El nimero que se multiplica, aqui x, es llamado base y el numero de veces que se multiplica es
nombrado exponente, aqui n. El exponente #n puede ser cualquier niimero, aunque el cero, o,
hara de la funcién potencial una funcién constante con argumento igual a uno, 1. Siendo la
funcién f(x) = x" la evaluacién en un h posterior sera igual a evaluar f(x + h) = (x + h)".
La potencia (x + h)" es igual a tener (x + h) - (x + h) - (x + h) - (x + h) - (...) - (x + h) n veces.

Se hace la expansion de potencias para observar su comportamiento:

I.21 x+y)=x+y)"=x+y)-x+'=x+y/(x+y)=1

L22 (x+y)=Kx+y)=x+y

[23 (x+y)P=K+y) - (X+Y)=xX+xy+yx+yy=xX+xy+xy+ Y’ =x>+2xy + )’

[24 (x+y)P=(x+y)-(x+y)2=x+y) (€ +2xy+)°) =xx° +x2X) + X)* + yxX° + y2Xy + yy* =
X4 2xxy + XY+ XY +2xyy + Y =X +2X°Y + Xy + XY+ 22Xy + )P =X + 3X°Y + 3xy° + )P

I.25 x+y)=x+y)-(x+yP=x+y) - +3xy+3x° +)°) =
XX+ X3X7%Y + X3X)7 + X)7 + yx° + y3xX7y + y3xyt + yyP =
Xt +3xx%y + 3xxy° + X)° + Xy + 3X°yy + 3xyy* + Yt =
X+ 3 + X%y + 3x%)7 + 3X°)7 + X)P + 3X)° + yP =X+ 45y + 6X°Y7 + 4x)° +

1.26 (x+pP=(x+y) - (x+p)=(x+y) - (x+45y +6X°y" + 4x)* + ) =
XX+ X45Y + X6XPY? + X4X)P + XY + YX' + Y4X3Y + YOX2Y? + y4xy® + yyt=
X5+ 4XXY + 6XXPY? + 4XX)° + XY + XYY + 435YY + 6X°YY? + 4XYY° + Y5 =
X+ 44Xy + Xy + 6X3)7 + 4X3Y° + 4X7) + 6X°)° + Xyt + 4xyt + )5 =
X+ 5x'y + 10X%y” + 10X°)° + 5x)* + y°

I.27  Tridngulo de Pascal

(x+y) 1 1

(x+y) X+y 1 1

(x+y) X +2xy+y 1 2 1

(x+y) X+ 3X°Y + 3x)° + )P 1 3 3 1
Y Y Yty

(x + y)* X'+ 423y + 6X2Y° + 4x)3 + 1 4 6 4 1
Y Y %4

(x +y)’ X5+ 5x' + 10X3)° + 10X3)Y3 + 5x)* + )F 1 5 10 10 5 1
Y Y Y Y y
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Desarrollando las potencias del binomio (x + )" podemos identificar que los coeficientes del
polinomio son iguales a los niimeros del Triangulo de Pascal, tridngulo que se forma de dos
diagonales de unos con nimeros internos formados de la suma de los inmediatos superiores.
La razén de esta coincidencia estd en el hecho de que una potencia es una abreviacion de
multiplicaciones y una multiplicacién es una abreviacién de sumas, por lo que una potencia
puede expandirse a una cadena de sumas. A los nimeros del Triangulo de Pascal se les ha
llamado coeficientes binomiales, al ser los coeficientes de la potencia de un binomio.
Exponiendo la expansion de un binomio por un exponente tenemos también la analogia de las
maneras en que se pueden combinar, no importando el orden, las variables x y y segun el
numero de términos permitidos en la combinaciéon que equivale al grado del polinomio, es
decir, la cantidad de variables concentradas en un nomio. Un polinomio de primer grado
admite Unicamente una variable en cada nomio. Un polinomio de segundo grado, unicamente
dos variables en cada nomio. Un polinomio de tercer grado, tres variables. De cuarto grado

cuatro variables. Quinto grado, cinco, y asi sucesivamente. Las combinaciones de x y y son:

1.28 1
Xy
XX Xy yx yy
XXX XXy XyX XYY YXX YXy YyxX yyy
XXXX XXXY XXYX XXYY XYXX XYXY XYYX XYYy VXXX YXXY YXYX YXYY YYXX YYXy YYYX yyyy

o ety iy iy AP SR Y Y PN Y I 0 SR CHPY I Y e ) ST Py P SRS Y Y S D SIS IR I 998 I oA
Se utiliz6 la propiedad distributiva de la multiplicacién y al ir aumentando la potencia,
el polinomio anterior se repite, una primera vez multiplicando a x y una segunda vez
multiplicando a y. Obtener (x + y)" es posible al hacer el cilculo (x + y) - (x + y)".
El numero de términos de cada polinomio es igual al doble de términos del polinomio
anterior. Asi, la cantidad de términos en cada fila del Triangulo de Pascal es potencia de dos.
La multiplicacion también tiene propiedad conmutativa, esto es que xy es igual a yx por lo que
los términos mostrados pueden agruparse. También pueden reducirse expresiones como
xxx a x° utilizando la potenciacidn para abreviar la multiplicacion. Con estas primeras seis filas

del tridngulo podemos pensar en hacer el conteo y agrupacion de los términos que tengan la
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misma cantidad de x y la misma cantidad de y, aunque para mayores potencias a fin de ahorrar
tiempo y errores se requiere encontrar un método simplificador. Las Matematicas
desarrollaron la Combinatoria que incluye Técnicas de Conteo. Por la propiedad de
conmutatividad de la multiplicacidon, el orden de las variables no afecta. En este caso,
los términos que tengan en misma cantidad las variables se agrupan. Como el orden no afecta,
la Técnica de Conteo a utilizar serd la de combinacion pues en permutacion el orden importa.
Cuando se utiliza la operaciéon combinacién, ,C x , se cuenta cudntas combinaciones posibles
de un conjunto con n elementos cumplen tener k elementos deseados. Para hacer uso de la
operacion de combinacién n sera la potencia del binomio y k la cantidad de y en cada nomio.

La operacion combinacién se expresa y su resultado serd el conteo de las combinaciones

n
k

que cumplan con n y con k especificados. Siendo el conteo de términos equipotentes la

definicion de coeficiente, los numeros combinatorios son convenientemente utilizados para
obtener los coeficientes binomiales. La expansion de la potencia del binomio (x + y)” tiene
patron x" + ax™'y + bx"?y* + X"y + dx"tyt 4o+ dxty™ 4+ oy + bxy™? 4+ oaxy™ + Y
Cada nomio admite inicamente » variables lo que implica que al aumentar el exponente de y
tiene que disminuir el exponente de x conservando asi el nimero de variables constante en 7.
Establecido el uso de la operacién combinacién y el patron x**y* se formula la expresion que

generaliza la expansion de la potencia de un binomio con el llamado binomio de Newton:

.9 Binomio de Newton

n

(x+y)”:z

k=o

xn»k yk
n n

n
:n, :n,
(0} 1 n- n

invariables. Siendo n cualquier ntiimero, el resultado del conteo que realiza la operacion

n

k

En la operacién combinacién, los resultados { =1, = 1, permanecen

combinacidn sera de utilidad para obtener la derivada de una funcién potencial.
La linealidad de la diferenciacidn, al incluir homogeneidad y superposicion, hace que una vez
demostrada la derivada de la funcién potencial el proceso de derivacidn se replique y aplique

uno a uno a cada uno de los nomios de un polinomio para asi obtener su funcién derivada.
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Derivar la funcién potencial consiste en aplicar la operacion diferencial y encontrar el limite

de la ecuacion 1.8 para f(x) = x". Por tanto, f '(x) = nx""

I.30  Derivada de la funcién potencial

n

Sea f(x) = x" fo fe k)= by =) [ B xR
k=o
M — limh_H) [z n xn-khk] _x" = limh_>o n xn-uho+ n xn-1h1+_“+ n xlhn-1+ n xuhn - x" =
dx k=o () 1 n- n
h h

limho1-x"14+n-x""h+-+n-xh'+1-1-h-x"=lim_.x" + nx"'h +-+nxh" + h"-x"=

h h

limy, o nX"* +-+ nxh™ + h"* = nx™*

La funcién raiz es de la forma f(x) = "Vx" que por leyes de exponentes equivale a f(x) = x""
lo que es la funcién potencial con exponente racional y para encontrar su derivada aplica I.30

haciendo un cambio de variable con 7 = n/m.

.31 Derivada de la funcidn raiz

Sea f(x) = x"™ i=n/m

d xr’t — ﬁxﬁ-l — (n/m)x(n/m)-l — nx(n/m)-1
dx m

Derivar tiene propiedades en relacion a las cuatro operaciones elementales de la Aritmética.
Adicién, Substracciéon, Multiplicacion, Divisidn, siendo aplicadas en su argumento generan:
Derivada de una Suma. Derivada de una Resta.

Derivada de un Producto. Derivada de un Cociente. Cada una de ellas tiene su regla.
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RegladelaSuma  La derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas

de las funciones.

I.32  Regla dela Suma
Sea f(x) = u(x) + v(x) fix+h)=u(x+h)+v(x+h)

d [u(x) + v(x)] = limn_ o u(x + h) + v(x + h) - [u(x) + v(x)] =
dx h

limy o u(x + h) + v(x + h) - u(x) - v(x) = lim, -, [u(x + h) - u(x) + v(x + h) - v(x)] =

h h h

limy o ulx + h) - u(x) + lim, o v(x + h) - v(x) = d u(x) + d v(x)
h h dx dx

d[ulx) + v(x)] = du(x) + dv(x)
dx dx dx

Regla dela Resta ~ La derivada de una resta de funciones es igual a la resta de las derivadas

de las funciones.

I.33  Regla de la Resta
Sea f(x) = u(x) - v(x) fix+h)=u(x+h)-v(x+h)

dulx)-v(x)] =lim_oulx+h)-vix+h)-[ulx)-v(x)] =limn_,ulx+h)-vix+h)-ulx)+vix)=
dx h h

limy o [u(x+h)-ulx) +vix)-vix+h)] =lim,_oulx+h)-ulx)+lim,_.v(x)-v(x+h)=
h h h h

dulx)-limn_.v(x+h)-vix)= du(x)- dv(ix)
dx h dx dx

d[ulx)-v(x)] = du(x)- dv(x)
dx dx dx
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Regla del Producto La derivada de wun producto de funciones es igual a la
primera funcion virgen por la derivada de la segunda funciéon mas la

segunda funcién virgen por la derivada de la primera funcion.

I.34 Regla del Producto
Sea f(x) = u(x) - v(x) fix+h)=u(x+h) -v(x+h)

dulx) -v(x)] =lim,_.ulx+h) vix+h)-[ulx)- v(x)] =
dx h

lim, oulx+h) vix+h)-u(x) v(x)+o0=

h

limioulx+h) -vix+h)-u(x) vix)+ulx+h) vix)-ulx+h) vix)=
h

limioulx+h) -vix+h)-ul(x+h) -vix)+ulx+h)- vix)-u(x) v(x) =
h

limn, .o {u(x+h)-[vix+h)-v(x)] +v(x) [ulx+h)-ulx)]}=
h h

limn_oulx+h)-lim,_.vix+h)-v(x)+limu_,v(x) limn_.ulx+h)-ulx)=
h h

ulx) - dv(x) +v(x)- dulx)
dx dx

dulx) -v(x)] =u(x) - dv(x)+v(x)- du(x)
dx dx dx
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Regla del Cociente La derivada de wun cociente de funciones es igual a la
funcién divisor virgen por la derivada de la funcién dividendo menos la
funcién dividendo virgen por la derivada de la funcién divisor y la

diferencia anterior sobre el cuadrado de la funcién divisor virgen.

I.35 Regla del Cociente
Sea f(x) = u(x) / v(x) fix+h)=u(x+h)/v(x+h)

d [u(x) / v(x)] = limn o [u(x+ h) [ v(x + h)] - [u(x) / v(x)] =
dx h

limy_oulx+h) -v(x)-ulx) -vix+h)=Ilim,_.ulx+h) v(x)-ulx) -vix+h)+o=
h-v(x+h)-v(x) h-v(x+h)- -v(x)

limn_oulx +h) - v(x) - ulx) - vix + h) + u(x) - v(x) - u(x) - v(x) =
h-v(x+h)- v(x)

limn o ulx + h) - v(x) - ulx) - vix) - u(x) - v(x + h) + u(x) - v(x) =
h-v(x+h)- v(x)

limu_ov(x)-[ulx+h)-u(x)]-ulx)-[v(x+h)-v(x)] =
h-v(x+h)- v(x)

v(x) - [u(x +h) - u(x)] - u(x) - [v(x + h) - v(x)]
lim, o h h =
vix+h) - v(x)

limn_ ov(x) - lim w0 [u(x + h) - u(x)] - limu — ou(x) - limy— o [v(x + h) - v(x)]
h h =
lim, ., v(x+h)-v(x)

vix) dulx)-ulx)- dvix) v(x) - du(x)-u(x) - dv(x)
dx dx = dx dx

v(x) - v(x) [v(x)]?

du(x)/v(x)] =v(x)- du(x)-u(x)- dvix)
dx dx dx

[v(x)]’
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La funcidn racional es el cociente entre dos polinomios. Para derivarla se aplica la Regla del

Cociente a la funcién f(x) = u(x) / v(x). Razén por la cual f(x)=v(x) - u'(x)-u(x)-v(x)

[v(x)]?
.36 Derivada de la funcidn racional
Sea f(x) = u(x) / v(x)
dulx)/v(x)l =v(x)- du(x)-ulx)- dv(x)
dx dx dx Regla del Cociente

[v(x)]?

n
Hasta aqui las funciones algebraicas que son las que satisfacen una ecuacioén polindémica chxk

Funcidén constante n=o fix)=c e
Funcidn identidad n=1 fix)=x

Funcidn lineal n=1 fix)=mx+b

Funcidn cuadratica n=2 f(x)=ax*+bx +c

Funcidn cubica n=3 fix)=ax* +bx* +cx+d

Funcion potencial n=n fix)=x"

Funcion raiz n=m/n flx) = xmn

Funcidn racional n=n & m=m f(x) =u(x)/ v(x)

Algebra proviene del drabe _—zd' pronunciado al-yabar. El significado literal de sz es
reunion de partes rotas. El uso de sz apareci6 en el titulo,
Q) asradl g Qo erd 3dolGadls

Compendio de calculo por reunién de partes rotas y balance. Escrito por Abu Abdallah
Muhammad ibn Musa al-Jwarizmi en el siglo IX d.C., el texto fue pionero en el desarrollo de
las Matematicas con un lenguaje algebraico, en contraste al lenguaje geométrico. El algebra fue
capaz de representar mediante una letra cualquier valor, a diferencia de la aritmética que
utiliza numeros que son de valor fijo, dando la posibilidad de generalizar las relaciones
matematicas. El dlgebra es operacidn aritmética agregando el objeto matematico no numérico,

arithme, incégnita, cosa, Jsz, X.
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Mas alla de las funciones algebraicas estdn las funciones trascendentales. La denominacién de
trascendental se acuiidé en 1682 d.C. por Leibniz al demostrar que la funcién f(x) = sen(x)
no es algebraica, esto es, trasciende el algebra al no poder reducirse a ser expresada como una

serie finita de operaciones.

«En términos sufies, hay dos conceptos muy interesantes de la trascendencia. Se trata de
contemplar el Universo y comprender que lo que se ve por ahi refleja lo que eres. El otro es

mirar dentro de ti mismo y reconocer que el Universo esta presente alli». Mohsin Hamid

Hiparco de Nicea contemplo el Universo y elabord el primer catalogo de estrellas. Ochocientas
cincuenta estrellas, 85o0. Empecemos a contar. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, ...
Sistema decimal. Diez digitos. Diez dedos en las manos. El sistema duodecimal para aumentar
las cuentas aprovechd las falanges contandolas con el pulgar. Doce.
El dia es la primera medicion del tiempo del ser humano. Un dia
es el lapso en el que la Tierra hace una rotacion completa teniendo
como punto de marcaje al Sol. Isaac Newton en su libro
Philosophice Naturalis Principia Mathematica,

Principios Matematicos de la Filosofia Natural, aclara: «El tiempo

absoluto se distingue del relativo en Astronomia por la ecuacién  Figural: Conteo duodecimal

del tiempo vulgar. Pues desiguales son los dias naturales, que son tenidos por iguales por el
vulgo al medir el tiempo. Los astrénomos corrigen esta desigualdad al medir con tiempos mas
exactos los movimientos celestes. Es posible que no haya ningiin movimiento igual con el que
medir exactamente el tiempo». (p. 89). Las rotaciones de la Tierra no son precisas por ello en
medicion del tiempo un dia se refiere al promedio de los dias solares. Hiparco de Nicea para
medir con mayor precision dividié el dia en 24 partes cada una de igual magnitud, siguiendo la
influencia egipcia y babildnica. La divisién del dia en 24 horas se da al contar de manera
duodecimal con las dos manos que da veinticuatro. Después de 365,242189 dias solares

medios, aproximadamente ya que la traslacion también varia, la Tierra le da una vuelta al Sol.
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Teniendo en mente el lapso de traslacion, un ano, Hiparco considerd conveniente dividir la
Tierra, para construir ejes de referencia, considerandola esférica, en 360 meridianos, 360
lugares donde el Sol pasara a mediodia. Dividié a su vez la Tierra con trazas paralelas al
Ecuador, 9o paralelos al Norte del Ecuador y 9o paralelos al Sur del Ecuador. Ecuador, del latin
aequator, significa igualador, porque los dias y las noches en la linea que divide al planeta en
hemisferio Norte y hemisferio Sur duran lo mismo durante todo el afio. Asi, con meridianos y
paralelos, con marcaje a lo largo del recorrido del Sol y con marcaje a lo ancho, longitud y
latitud, establecid el sistema de referencia de la superficie de la Tierra que permite expresar el

dénde de lo que sea que esté sobre la Tierra. Con la divisién en 360 meridianos de la Tierra,

los 360 grados del circulo. Circulo

Circulo Lugar geométrico cuyos puntos distan de un centro en menor o igual
medida que una constante llamada radio.

Circunferencia Perimetro de un circulo.

Arco Segmento entre dos puntos sobre la circunferencia.

Cuerda Linea recta entre dos puntos de la circunferencia. '

Diametro Cuerda de mayor tamafo pasa por el centro. Figura L 2 ircalo  sus partes

Flecha Mediatriz de una cuerda hasta llegar a su arco, no pasando por el centro.

Hiparco, para medir los astros, se inspird en el trabajo de su antecesor Eratostenes de Cirene,
hoy Libia, que midi6 la Tierra. Eratdstenes, ‘Padre de la Geografia’, a quien Arquimedes envio6
el primer documento que manifiesta el uso de indivisibles, calculé el tamafio de la Tierra
comparando el dato en papiro de que en Siena, hoy Asuan, durante el solsticio de junio, los
/ objetos verticales no proyectan sombra, con el dato que
midi6 en Alejandria, durante el solsticio de junio, de que los
A' %& /. objetos verticales proyectan sombra formando angulo de

\ »

/ /ii 1/50 de circulo. La diferencia angular de las sombras

equivale a la diferencia angular entre las dos ubicaciones, al
Figura I 3 Proyeccion en solsticio de junio

ser angulos alternos internos, considerando paralelos los rayos solares. La distancia entre Siena

y Alejandria estaba medida en 5 ooo estadios, segun el dato que tenia Eratostenes, dando a la

circunferencia de la Tierra un cédlculo de 250 ooo estadios. No esta expreso qué estadio
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considerd6. Si fue el estadio olimpico, de 185,119 metros, entonces 1.15% es la diferencia del
calculo en 250 ooo estadios de EratOstenes contra los 40 075 kilometros medidos actualmente
de la circunferencia sobre el Ecuador. La distancia entre Siena y Alejandria se midio a pie y dio
lugar al cédlculo de la circunferencia de la Tierra. La distancia entre la Tierra y la Luna se
calculé mediante dngulos y dio lugar a la Trigonometria. Hiparco de Nicea, ‘Padre de la
Trigonometria’, no podia medir distancias entre los astros. Lo que si podia era medir angulos.
Midi¢6 el tamafo angular de la Luna, que coincide con el tamafio angular del Sol advirtiéndose

la coincidencia durante los eclipses solares en los cuales el circulo lunar cubre el circulo solar.

Figura I 4 Eclipse Solar
Sucede entonces que pueden formarse dos tridngulos rectangulos, siendo la hipotenusa

compartida por ambos equivalente a la distancia de la Tierra al Sol en la longitud mayor y un
segmento correspondiendo a la distancia de la Tierra a la Luna. La mitad del tamafio angular,
compartido por la Luna y el Sol, corresponde al angulo opuesto a los radios de la Luna y del
Sol. Siendo proporcionales en tamafo angular se generan las siguientes proporciones al

corresponderse siendo tridngulos semejantes:

sen(a/2)

137 Radios, Radioruna
DiStanCiaTierra-Sol DiStanCiaTierra-Luna

Para obtener el valor de seno, proporciéon cateto opuesto con hipotenusa, dividié una
circunferencia con cuerdas, tabulando la longitud de cada una de las cuerdas con su angulo.
Una vez construida la tabla fue posible relacionar cada angulo medido con su
lado opuesto correspondiente. Seno de 0/2 resulta ser la mitad de la cuerda de
a dividida entre el radio de circunferencia. Un eclipse lunar le dio la razén del
radio de la Luna respecto al radio de la Tierra, 250 ooo/2m estadios siendo dato

. P . . . . Figura I 5 Angulo y Cuerda
que dio Eratdstenes, y despejando obtuvo la distancia de la Tierra ala Luna.
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La razdn del radio de la Luna respecto al radio de la Tierra corresponde a la razén del tiempo
en que se oscurece la Luna, que corresponde a su tamafo, con el tiempo desde que empezo a
oscurecerse hasta que empieza a volverse a iluminar, que
corresponde al recorrido de la Luna a través del cono de sombra

que proyecta la Tierra, aproximadamente el tamafio de la Tierra.

La proporcion de tiempos durante el eclipse lunar multiplicada

e et por el radio calculado de la Tierra, resulta en el radio de la Luna.

Para la distancia de la Tierra al Sol se hizo la siguiente medicién asegurando un tridngulo
rectangulo para poder utilizar sus propiedades. Un triangulo rectangulo que tiene a la Tierra,

la Luna, el Sol como sus vértices que sucede cuando se observa media Luna en el firmamento.

Figura I 7 Media Luna

Midiendo el angulo observado entre la Luna y el Sol, y, sabiendo que se forma angulo recto en
el vértice lunar durante la noche intermedia a Luna Nueva y Luna Llena, se deduce el angulo
formado en el vértice solar, f = 90° - y. El seno de f es equivalente al cociente de la distancia de
la Tierra a la Luna sobre la distancia de la Tierra al Sol. Con el valor de la longitud de la cuerda
correspondiente al angulo f multiplicando por la distancia de la Tierra a la Luna se obtiene la
distancia de la Tierra al Sol. Retomando el valor sen(a/2), que es la longitud de la mitad de
cuerda correspondiente a a y multiplicindolo por el valor obtenido distancia de la Tierra al Sol
se alcanza el dato del radio del Sol. El procedimiento lo ide6 Aristarco de Samos, siendo
Hiparco de Nicea quien concluyé los calculos con mediciones angulares realizadas con el
teodolito que inventd, invento que se usa en Ingenieria Civil para levantamientos topograficos.
Actualmente se tienen los siguientes datos: Radios., R® = 695 700 km Radiopuma = 1 737 km

Distanciarierraso = UA := 149 597 870,7 km gJ DistanciaTierraLuna = 384 400 km

.....
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Los trabajos de Hiparco de Nicea se perdieron pero llegaron hasta nosotros sus estudios ya que
fueron recopilados por Claudio Ptolomeo en su obra Moabnuotixy Xvvracis, Sintaxis
Matematica, del siglo II d.C.. Su repercusiéon hizo que se le nombrara H Meydaiy Zovroalig,
La Gran Sintaxis. Los drabes la tradujeron como shuszadl, pronunciado Al-Majisti y qued6
en espanol como Almagesto. Claudio Ptolomeo explica el propdsito de su obra en su Prefacio:
«Este es el amor de la contemplacién de lo eterno e inmutable con el que constantemente nos esforzamos
para incrementar, estudiando aquellas partes de éstas ciencias que siempre han sido duefias de aquellos
quienes se aproximaron a en un genuino espiritu de consulta, y por nuestros propios intentos de
contribuir tanto como pudiéramos hacerlo adelantindonos por el tiempo adicional entre aquellas
personas y nosotros mismos. Trataremos de anotar toda cosa que pensamos haber descubierto en el
tiempo presente, lo haremos tan consistentemente como sea posible y de una manera que pueda ser
seguida por todos aquellos quienes ya hayan realizado algiin progreso en el campo».

Incrementé el catdlogo de estrellas a 1028, dentro de 48 constelaciones. Para aumentar la
precision de sus mediciones decidié hacer subdivision de cada uno de los 360°. Una opcidén era
dividir cada grado en 10 partes, conteo decimal o en 12 partes, conteo duodecimal. Ptolomeo
requeria aun mas partes por lo que con una mano contaba hasta doce y con la otra iba
contando las docenas. La cuenta con las falanges en una mano y la acumulacién de docenas
con los dedos de la otra mano llega hasta 5 docenas, llega hasta 60. En sesenta partes fue que
dividi6 cada grado y cada una fue llamada en latin pars minuta prima, primera parte pequefia,
y primera porque cada una de estas partes pequefias fue subdivida en otras 60, pars minuta
secunda, segunda parte pequefia. Se adoptd esta division de los grados también como division
de las horas. La hora se dividié en 60 pars minuta prima, y quedo6 el minuto que se dividié en
60 pars minuta secunda y quedd el segundo. Con las subdivisiones de la circunferencia
Ptolomeo realiz6 a la manera de Hiparco una tabla de angulos con sus cuerdas
correspondientes. Para ello fue necesario definir el angulo y calcular la longitud de la cuerda
que subtiende, célculo que desarrollé mediante el Teorema de Pitdgoras y mediante la relacion
entre los cuatro lados y las dos diagonales que se forman cuando se dibuja un cuadrilatero
inscrito: «En todo cuadrilatero inscribible en una circunferencia, la suma de los productos de

los pares de lados opuestos es igual al producto de sus diagonales». Teorema de Ptolomeo.
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Teorema de Pitdgoras: a* + b* = ¢ Teorema de Ptolomeo: AB - CD + BC - AD = AC - BD
El teorema de Pitagoras aplica cuando el triangulo es rectangulo. La justificacion para hacer la
tabla de angulos con medias cuerdas se debe a que el tridngulo formado por media cuerda,
radio y la linea que completa, tiene siempre 90° en uno de sus angulos.
El lado opuesto al dngulo de 90°, llamado hipotenusa, del griego

vmoteivovoa, que significa extenderse debajo, lo denotamos con ¢ en el

Teorema de Pitagoras. Asi que encontrar el seno de o es encontrar la
Figura I 8 Angulo y Media Cuerda

longitud de a que es el lado opuesto al angulo a, en circulo unitario.

El lado que completa el tridngulo rectangulo es b, lado opuesto al angulo B, siendo B el angulo

complementario de a. Un tridangulo rectangulo cuyos catetos son iguales, sus angulos a y B son

iguales e iguales a 45°.

.38  Seno de 45° 4
Sea a = 45° c=1 a=>b

LA 0

ﬂ = 90° - 45° ﬂ =45° Figura I 9 Escuadra

acd+b=c =2 ct+a=1"D2wr=1>a=1/2>>a=1[1/2] =V[2]/2
sen(45°) =V[2]/2 = 0,7071...

Un tridangulo equildtero cuyos tres lados son iguales tiene sus angulos iguales e iguales a 60°.
Dividiéndolo a la mitad, para formar un triangulo rectangulo, quedan ahora a = 60° y = 30°.
I.39  Seno de 60°
Sea o = 60° c=1 b=c/2=1/2

S =90° - 60° S =30° /a) o

Figura I 10 Cartabén I

ad+b=c > @+ (12 =12 +1/4=4/4>> a>=3/4> a=V[3/4] =V[3]/2

sen(60°) = V[3]/2 = 0,8660...
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I.40  Seno de 30°
Sea o = 30° c=1
S =90° - 30° S = 60°

()
a=c/l2=1/2 FiguraI 11 Cartabén II

sen(30°) = 1/2 = 0,5

Los senos de 30°, 45° y 60° se pueden recordar con la forma \[n]/2, siendo n = {1, 2, 3}
respectivamente. Para encontrar mas senos se requiere que angulo y lado opuesto
correspondiente sean conocidos. Inscribiendo un pentdgono en la circunferencia unitaria a
cada lado le corresponde una quinta parte del tamafio angular, 360°/5, lo que es igual a 72°.
Para formar tridngulo rectangulo se divide el tridngulo formado por un lado del pentigono
con el centro de la circunferencia de vértice por su bisectriz. El angulo, ahora 72°/2, es 36°.
7 Encontrar cuanto mide la mitad del lado del
pentagono es equivalente a encontrar el sen(36°).

Utilizando el Teorema de Ptolomeo con 3 lados del

pentagono que corresponden a AB, BC, CD y una

D -
Figura I 12 Proporcién Divina -~ cuerda AD que completa el cuadrilatero inscrito,

Figura I 13 Seno de 36°

ocurre que se manifiesta en el pentagono el nimero ¢ = 1,618033988749894848204586834....

Proporcion Divina

141 Sea p:=AB=BC=CD d:= AC=AD = BD e:=d/p

AB-CD+BC-AD=AC-BD>p-p+p-d=d-d->p*+pd=d > plp + pdlp* = d&*/p* >
1 +dlp = dlp? > 1+9=¢

NE ¢-¢-1=0

/

Actualmente la ecuacién cuadratica a la que se ha llegado se resuelve con la férmula

cuadratica, que fue creada por Bhaskara Acarya, también llamado Bhaskara II porque antes de

él se registra otro Bhaskara que aporto a las Matematicas, Bhaskara I, quien escribio el cero, o.
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L.42 Se desconoce que Bhaskara Acarya vendiese chicharrén

Q’-¢p-1=0 p=-(-1)+V[1?-41-1] >p=1+V[1+4] >p=1+5=
2-1 2 2

1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448622...

El nimero ¢ predomina en la belleza y se nombra ¢ en honor a ®ediog, Fidias, escultor griego
de la estatua de Zeus, una de las siete maravillas del mundo antiguo. La belleza de ¢
la proporciona su razén extrema y media, esto debido a que la suma de los dos segmentos es al
segmento mayor, lo mismo que el segmento mayor es al menor. Armonia del cosmos

Se encontr6 . Falta definir cuanto mide p/2, el seno de 36°, la mitad del lado de un pentagono.
La longitud del lado del pentagono inscrito en el circulo unitario se encuentra al construirlo
con regla y compas, aplicando el Teorema de Pitdgoras. Se dibuja el circulo unitario de radio
! igual a uno. Se traza un tridngulo rectangulo con vértices o, 1, 2 siendo

sus catetos o1 igual a 1 y 02 igual a 1/2. La hipotenusa 12 resulta igual a

y L \[5]/2. Se ha de notar que la suma de la hipotenusa sumada al cateto

menor forma la razén extrema y media, (1+V5)/2, ¢. Trazando desde el

Figura I 14 Lado del Pentigono  PUNTO 2 la distancia 12 pasando por o se obtiene el punto 3, igual a
{\/ [5] - 1}/2, lo mismo que ¢ - 1y, sorprendentemente, también igual a
1/¢. Formando ahora el tridngulo rectangulo con vértices o, 1, 3 siendo sus catetos o1 igual a 1
y 03 igual a {N[s] - 1}/2 se obtiene la longitud del lado del pentdgono, igual a la longitud de la

hipotenusa 13 que resulta ser V[(5 - Vs5)/2]. El lado del pentagono dividido por la mitad forma:

I.43  Seno de 36°

sen(36°) = \/[(5 - \/5)/2]/2 =0,5877...

Mas longitudes correspondientes se pueden deducir utilizando identidades que fueron
inducidas geométricamente. Las identidades trigonométricas resumen diferentes posibilidades
para representar operaciones entre angulos. El coseno puede obtenerse con el seno del angulo

complementario, S =90°-a, o con la identidad trigonométrica circular fundamental.
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I.44 Identidad trigonométrica circular fundamental

Sea sen(x) = a/h cos(x) = b/h radio=h=c=1 Ver Figural 8

sen?(x) + cos’(x) = 1 a+b=c

Tabla I uno || a, sen(a), cos(a)

O grados | 0° 30° 36° 45° 60° 90°
sen(a) | o 1/2 \/[(5—\/5)/2]/2 \/[2]/2 \/[3]/2 1
cos(a) | 1 \/[3]/2 \/[(3+\/5)/2]/2 \/[2]/2 1/2 o

I.45 Identidad trigonométrica seno de la suma de angulos I I PEITIT PRSI PNIRS :
: Ls1 Identidad sen(2a) :

© Siend = :
sen(o. + B) = sen(a)-cos(f) + sen(f)-cos(a) Selzr(lai(;) fsee:(ficae)s: sen(ae) = -
sen(a)-cos(a) + sen(a)-cos(a) 2> :
I.46 Identidad trigonométrica coseno de la suma de dngulos sen(2a) = 2-sen(a)-cos(a)

cos(a + B) = cos(a)-cos(B) - sen(a)-sen() Is2 Identidad cos(2a)
. Siendo a = § entonces:
. . e , i cos(a+ pB) = cos(a + @) = cos(2a) =
I.47  Identidad trigonométrica tangente de la suma de angulos . cos(a)-cos(at) - sen(a)-sen(a) >

cos(2a) = cos*(a) - sen*(a)

tan(o + p) = _tan(o) + tan(p) :
1- tan(oc)-tan(ﬁ) : Ls3 Identidad cos(a/2)
. Siendo a = a/2 + a/2 entonces:
© cos(a) = cos(al2 + al2) =
cos(2-a/2) = cos*(al2) - sen*(a/2) =
. cos*(al2) - [1 - cos*(al2)] =
sen(a - p) = sen(a)-cos(f) - sen(f)-cos(a) . cos*(a/2) - 1 + cos*(a/2) =
: 2-cos*(al2) - 1 = cos(a) >
' cos(a/2) =[cos(a) + 1}‘/2

2

I.48 Identidad trigonométrica seno de la resta de angulos

I.49 Identidad trigonométrica coseno de la resta de angulos

cos(a - ) = cos(a)-cos(f) + sen(a)-sen(f3) Ls4  Identidad sen(a/2)
: Sicos(a) = cos*(al2) - sen*(a/2)

I.so Identidad trigonométrica tangente de la resta de angulos y cos*(a/2) = cos(a) +1

: 2 entonces:
© 2-cos(a) = cos(a) + 1 - sen’(al2) >
tan(a +ﬂ) = tan(a) _ tan(ﬂ) 2 COZS a cos 0!2 + 1 - sen (a 2)
L+ tan(a)-tan(p) sen(a/2) Tlﬂ@} :
: 2

Para obtener sen(6°) se usa I.40 junto I.43 en 1.48. Posteriormente I.44 da el valor de cos(6°).
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I.s5 Seno de 6°
sen(36°) = V[(s5 - V5)/2]/2 sen(6°) = sen(36° - 30°) sen(30°) = 1/2
cos(36°) = V[(3+V5)/2]/2 cos(30°) = V[3]/2

sen(6°) = sen(36° - 30°) = sen(36°)-cos(30°) - sen(30°)-cos(36°) =
(IG5 - Vs)/21/23-N 3172} - (1/2)-N[(3+V5)/21/2} = V[3-(5 - V5)/2]/4 - V[(3+V5)/2]/4 = 0,1045...

Con I.54 se deduce sen(3°). Iterando da sen(1° 30’). Reiterando sen(0° 45’).

.56 sen(3°) =0,0523... I.s7  sen(1°30’) = 0,0261... I.58  sen(0° 45°) = 0,0523...

El sen(o° 45°) corresponde a la mitad del lado de un diacositetracontagono, un poligono de 240
lados. Mediante este poligono Claudio Ptolomeo aproxim¢ la razén de una circunferencia con
su didmetro en 377/120 que es igual a 3,1416. Recordando, la circunferencia es el perimetro,
nepipetpov en griego, de un circulo. Se nombra m a la constante que multiplicada por el
didmetro da el perimetro del circulo. 7 es irracional trascendente. Emma Haruka Iwao develd
31 400 000 000 000 cifras de m: 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751
058209749445923078164062862089986280348253421170679... el 14 de marzo de 2019 d.C..
En el siglo II, antes de Cristo, Hiparco de Nicea, ‘Padre de la Trigonometria’ calculé con un
par de cuerdas la distancia a la Luna y la distancia al Sol. ~ Ahora se hace con un par de senos.
En griego se origind el documento Mab&nuanixn Zovralis, Sintaxis Matematica. En sanscrito se
escribié circa 400 d.C. gifdgm, Suryasiddhanta, Sol perfecto objetivo, documento de autor
desconocido que también utiliza la idea de relacionar angulos con cuerdas para fines
astrondmicos. Siguié en el siglo VI d.C. smhwéa, Aryabhatiya, documento escrito por
Aryabhata, que refiriendo al anterior Suryasiddhanta utilizaba ardha jya, que significa media
cuerda, para denominar a la longitud que corresponde al angulo. Se hizo comtin nombrarse
s6lo jya pasando a jiva su sindnimo. En arabe se escribié < que puede leerse como jiba,
transliteracion de cuerda en sanscrito, o puede leerse como jayb que significa bolsillo y por
metonimia enuncia a senos, mamas, tetas, pechos, que fue la traduccidon que se tomé cuando se
paso al latin con sinus. Sucesivas traducciones transformaron el nombre de media cuerda a
seno. El concepto se sigue conservando después de haber dado 2138 vueltas la Tierra al Sol

desde la muerte de Hiparco, derivandose de su idea las funciones trigonométricas.
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Al realizar la derivada de funciones trigonomeétricas circulares, el desarrollo genera dos limites

trigonométricos que por su relevancia son considerados especiales y por ello se les nombraron

Limites Trigonométricos Especiales y son: lim._, . sen(x) & lim._, cos(x) - 1
X x

El limite del cociente sen(x)/x cuando x tiende a cero da la indeterminacién II.2 que se resuelve
tabulando numeros negativos y numeros positivos, estrechando para aproximar al valor x = o

y el valor de o/o que mantiene la curva suave es 1. Tabla I dos || sen(x)/x

X radianes -1 -0,5 -0,25 -0,125 (0] 0,125 0,25 0,5 1

0,99739 | 0,98961 | 0,95885 | 0,84147

o

sen(x) 0,84147 | 0,95885 | 0,98961 | 0,99739

X (0]
I.59 lim,_,sen(x) =1
X

El limite del cociente [cos(x) - 1]/x cuando x tiende a cero da la indeterminacion II.1 que se
resuelve tabulando niimeros negativos y niimeros positivos, estrechando para aproximar al
valor x = o y el valor de o/o que mantiene la curva suave es o. Es posible, por conjugacion,
eliminar al cero del denominador, transformando la forma indeterminada o/o en la expresion

1-(0/2) que resulta congruentemente ser o. Tabla I tres || [cos(x) - 1]/x

X radianes -1 -0,5 -0,25 -0,125 (0] 0,125 0,25 0,5 1

-0,06241 | -0,12435 | -0,24483 | -0,45969

o

cos(x) -1 | 0,45969 | 0,24483 0,12435 0,06241
X 0

I.6o lim,_ o cos(x) -1 =lim._,[cos(x)-1-1] =lim._,[cos(x)-1-cos(x) +1] =

X X X cos(x) + 1

lim._., [cos(x)]>-1> =lim._, cos’(x)-1 =lim._, sen’(x) =

x-[cos(x) + 1] x-[cos(x) + 1] x-[cos(x) + 1]

lim._ . sen(x) - sen(x) =lim._, sen(x) - lim._,, sen(x) =1-limi_, 0 =1-0=1-0=0
x-[cos(x) + 1] x cos(x) + 1 1+1 2

lime_,ocos(x)-1=0
X
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La funcidén seno, funcion trascendental, trigonométrica, circular, se expresa con f(x) = sen(x).
Evaluando la funcién sinusoidal en un h arbitrario posterior se obtiene f(x + h) = sen(x + h).
Por identidad trigonométrica se tiene que sen(a + f) = sen(a)-cos(f) + sen(f)-cos(a)
lo que que significa que la derivada de la funcion seno sera la funcién coseno. Si f(x) = sen(x)
entonces f ’(x) = cos(x).

I.61  Derivada de la funcién seno

Sea f(x) = sen(x) f(x + h) = sen(x + h) = sen(x)-cos(h) + sen(h)-cos(x)

d [sen(x)] = limy, _, , sen(x)-cos(h) + sen(h)-cos(x) - sen(x) = limy, _, , sen(x) [cos(h) - 1] + sen(h)-cos(x) =
dx h h

limy,_, o sen(x) - limy _,, cos(h) - 1 + limy,_, , sen(h) - limy, _, , cos(x) = sen(x)-0 + 1-cos(x) = 0 + cos(x) = cos(x)
h h

d [sen(x)] = cos(x)
dx

La funcidén coseno, funcion trascendental, trigonométrica, circular, se expresa con f(x) = cos(x).
Evaluando la funcién cosinusoidal en un h arbitrario posterior se obtiene f(x + h) = cos(x + h).
La identidad trigonométrica cos(a + ) = cos(a)-cos(f) - sen(a)-sen(f) conduce a la derivada de

la funcién coseno que es la funcién negativa seno. Si f(x) = cos(x) entonces f (x) = -sen(x).

.62 Derivada de la funcion coseno

Sea f(x) = cos(x) f(x + h) = cos(x + h) = cos(x)-cos(h) - sen(x)-sen(h)

d [cos(x)] = limy, _, , cos(x)-cos(h) - sen(x)-sen(h) - cos(x) = limy _, , cos(x)-cos(h) - cos(x) - sen(x)-sen(h) =
dx h h

limy, _ o cos(x)-[cos(h) - 1] - sen(x)-sen(h) = limy _, , cos(x) - limy _, , cos(h) - 1 - limy, _, , sen(x) - lim;,_, , sen(h) =
h h h

cos(x)-o - sen(x)-1 = o - sen(x) = -sen(x)

d [cos(x)] = -sen(x)
dx
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Seno junto con Coseno, el sufijo Co- indica «junto con», forman el conjunto de las funciones
trigonométricas circulares. El cociente entre ellos forma Tangente. Sus reciprocos crean
Cosecante, Secante y Cotangente. Para no confundir cudl reciproco es el de Seno y cual

reciproco es el de Coseno, recordar que los sufijos Co-, Co- no corresponden, juntos da miedo.

1.63  Funciones Trigonométricas Circulares

Seno sen(x)
Coseno sen(x+m/2) cos(x)
Tangente sen(x) sen(x) tan(x)
sen(x + m/2) cos(x)
Cotangente sen(x + m/2) cos(x) 1 cot(x)
sen(x) sen(x) tan(x)
Secante 1 1 sec(x)
sen(x + m/2) cos(x)
Cosecante 1 csc(x)
sen(x)

La funcién tangente f(x) = tan(x) es un cociente de funciones por lo que aplica 1.36,
considerando la funcién seno sen(x) = u(x) y la funcidn coseno cos(x) = v(x). Utilizando 1.61 y
también 1.62 se tiene que u’(x) = cos(x) y v’(x) = -sen(x) tocando a la derivada de la funciéon

tangente ser la funcion secante elevada al cuadrado. Si f(x) = tan(x) entonces f '(x) = sec*(x).

I.64 Derivada de la funcién tangente

Sea f(x) = tan(x) sen(x) = u(x) cos(x) = v(x)
d [tan(x)] = d [sen(x)/cos(x)] = cos(x)-cos(x) - sen(x)-[-sen(x)] = cos*(x) + sen’(x) = 1 =sec’(x)
dx dx [cos(x)]? cos*(x) cos’(x)

d [tan(x)] = sec*(x)
dx
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La funcion cotangente f(x) = cot(x) es el reciproco de la funcion tangente. La regla del cociente

demostr6 que una funcién del tipo f(x) = u(x)/v(x) deriva en f’(x) = v(x)-u’(x) E z;(x)-v’(x)
v(x)?
ahora considerando cos(x) = u(x) y sen(x) = v(x) y corresponde tocar a su derivada ser el

negativo de la funcion cosecante elevada al cuadrado. Si f(x) = cot(x) entonces f ’(x) = -csc*(x).

I.65 Derivada de la funcién cotangente

Sea f(x) = cot(x) cos(x) = u(x) sen(x) = v(x)
d [cot(x)] = d [cos(x)/sen(x)] = sen(x)-[-sen(x)] - cos(x)-cos(x) = -sen’*(x) - cos’(x) = -1 = -csc*(x)
dx dx [sen(x)]? sen®(x) sen®(x)

d [cot(x)] = -csc?(x)
dx

La funcién secante f(x) = sec(x) es el reciproco de la funcién coseno. La operacién matematica
con que se calcula la rapidez de cambio de la variable dependiente respecto de la variable
independiente, hace uso de la regla del cociente ya que el reciproco de una funcién es igual a
uno, 1, sobre la funciéon de la que es reciproco. El cociente con 1 = u(x) y cos(x) = v(x) se
calcula y su derivada es el producto de la funcién secante y la funcién tangente. Si f(x) = cot(x)

entonces f (x) = sec(x)tan(x).

1.66 Derivada de la funcion secante

Sea f(x) = sec(x) 1 =1u(x) cos(x) = v(x)
d [sec(x)] = d [1/cos(x)] = cos(x)-0 - 1-[-sen(x)] = 0 + sen(x) =sen(x) = 1-sen(x) =
dx dx [cos(x)]? cos’(x)  cos’(x) cos(x)-cos(x)

1 -sen(x) = sec(x)tan(x)

cos(x) cos(x)

d [sec(x)] = sec(x)tan(x)
dx
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La funcidn cosecante f(x) = csc(x) es el reciproco de la funcion seno. Para el calculo se consigna
la asignacién 1 = u(x) y sen(x) = v(x). Consecuentemente, su derivada es el negativo del

producto de las funciones cosecante y cotangente. Si f(x) = csc(x) entonces f ’(x) = -csc(x)cot(x).

.67 Derivada de la funcidén cosecante

Sea f(x) = csc(x) 1 =1u(x) sen(x) = v(x)
d [csc(x)] = d [1/sen(x)] = sen(x)-0 - 1-cos(x) = 0 - cos(x) = -cos(x) = -1-cos(x) =
dx dx [sen(x)]? sen*(x)  sen?(x) sen(x)-sen(x)

-1 - cos(x) = -csc(x)cot(x)

sen(x) sen(x)

d [csc(x)] = -csc(x)cot(x)
dx

Hasta aqui las funciones trigonométricas circulares que son razones continuas segun el angulo.

Funcién seno . f(x) = sen(x) A
Funcidén coseno , f(x) = cos(x) B
Funcién tangente 1A r f(x) = tan(x) r
Funcién cotangente x B - f(x) = cot(x) E
Funcidn secante f(x) = sec(x) Z
Funcidn cosecante f(x) = csc(x) H

Figura I 15 Razones Trigonométricas

Trigonometria proviene de las palabras griegas tpiyovov y pétpov, triangulo y medida.
Las funciones trigonométricas circulares hacen el estudio de las razones entre catetos e
hipotenusa de los tridngulos rectangulos inscritos en un circulo de radio unitario centrado en
el origen. El argumento de las funciones trigonométricas es el angulo. El angulo tiene al radidn
como unidad oficial en el Sistema Internacional de Unidades. Un radian es el angulo central de
una circunferencia que abarca un arco de igual longitud que el radio de la misma. La unidad

radian fue en 1873 d.C. por primera vez publicada. James Thomson, su autor, considerd que el
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radio, distancia caracteristica de toda circunferencia, resultaba apropiado para definir al
angulo, creando al radian que ha sido considerado la unidad con definicién formal apropiada
para librar la ciencia de convenciones arbitrarias y cerrar en 2m radianes la circunvoluciéon
angular de la circunferencia. El cambio de grado a radian fue gradual. Antes se estableci6 el
gradian, con la implementacién del Sistema Métrico en 1793 d.C. y Jean-Charles de Borda
siendo de sus principales promotores. El gradian se defini6 mediante divisiones de cien;
centigrado o grado centesimal son sus otros nombres. Dividir el angulo recto en 100 gradianes,
cada uno de ellos subdivido en 100 minutos y cada minuto dividido en 100 segundos. Una
vuelta completa a la circunferencia cierra en 400 gradianes, expresados 4008. Fue la fijaciéon de
1793 d.C. con la puesta en marcha del Sistema Decimal, que junto al gradian basado en 100,
también se incorpord el Calendario Republicano con dias de 10 horas, 100 minutos por hora y
100 segundos por minuto. Circunferencias de 4008 y dias de 10 horas no perduraron. Lo que si
se conserva es el metro y el kilogramo. Medir es comparar y lo mayor con lo que se puede
comparar en la Tierra es la Tierra misma. Asi pensaron los astronomos, fisicos y matematicos
Pierre-Simon Laplace y Giuseppe Lodovico Lagrangia que definieron al metro, pétpov, palabra
griega que significa medida, como la medida equivalente a la diezmillonésima parte de la
cuarta parte de la circunferencia de la Tierra. La distancia entre el Ecuador y el Polo Norte,
pasando por Paris, dividida entre 10 0oo ooo partes. Creando la unidad que va a utilizarse para
medir la realidad, convenir en una division se justifica en términos de misticismo. Utilizando
el patron decimal, con siete ceros. El siete simboliza el fin de un ciclo y la renovacién con el
siguiente, el fin de las unidades dispersas y el inicio del Sistema Métrico Decimal. Integrado a
los 7 ceros, con el 1 se completan 8 digitos llegando al simbolismo de estabilidad del nimero 8.
La renovacidn llevando a la estabilidad.
Si la Tierra fuese esférica, entonces el Ecuador, y cualquier circunferencia sobre su superficie,
centrada en la esfera terrestre, seria de 40 000 000 metros, pero como no es asi, sino geoide,
la Tierra con forma de Tierra, y ajustando a lo medido por Jean-Baptiste Joseph Delambre y
Pierre Méchain, sucede que una vez establecido el metro y su prototipo fabricado con aleacién
platino-iridio, la medida de la circunferencia terrestre meridional tiene 40 0oy 860 metros,

mientras que sobre el Ecuador se recorren 40 075 017 metros, segtn las tltimas mediciones.
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El metro, patréon de medida de longitud, se dividi6 en diez partes, llamadas decimetros.
Un decimetro cubico se llam¢ litro, como medida de volumen. Se llené un litro con agua
destilada a cero grados, temperatura a la que se derrite el hielo, Centigrados que pasaron a
llamarse Celsius porque los gradianes también querian llamarse centigrados y se cred el grave
como medida de peso. Los descubrimientos de Isaac Newton sobre la gravedad en su libro
Philosophice Naturalis Principia Mathematica, Principios Matematicos de la Filosofia Natural,
publicacidn base para el Calculo Infinitesimal, repercuten con la nocidn de que el peso es una
fuerza, medida entonces con newtons, N, y lo considerado como peso sea ahora instituido
como masa, m, cantidad de materia. Teniendo en mente que para el 2019 d.C. han sido doce
personas las que han estado en la Luna, astro mas proximo en doénde el peso de un objeto con
masa constante varia respecto a su peso en la Tierra, sucede que estos dos términos sean
usados indistintamente en lo cotidiano aunque grave fallo si se confunden en ciencia e
ingenieria. El grave se dividié en mil partes llamando gravet a cada una de ellas. En 1795 d.C.
se reemplazo el nombre de gravet con gramme. En griego ypaupo, significa letra y pasé al latin
como gramma, agregandosele el significado de piedrecilla, utilizada entonces para pesar.
Asi como guijarro, calculus, derivo en Calculo, asi piedrecilla, gramma, pasé a ser gramme, y
derivé en gramo. El grave quedd definido y nombrado como kilogramo, mil gramos. Cambié
también la temperatura del agua empleada, de o° Celsius, temperatura de descongelamiento,
a 3,98° Celsius, temperatura de maxima densidad del agua. Se reconoci6 el kilogramo y fue
fabricado su prototipo, el IPK, al igual que para el metro, con aleacién platino-iridio.
El 20 mayo de 1875 d.C. se firm¢é la Convencion del Metro y se cred el Burd Internacional de
Pesos y Medidas. México hizo oficialmente al metro y al kilogramo sus unidades de medida el
30 de diciembre de 1890 d.C.. Después de una gruesa de afios de la Convencién del Metro, el
kilogramo se redefini6é con la Wirkungsquantum, Constante de Planck, h, que tiene valor de

6,62607015 x 103 [(kg-m?)/s]. Asi, a partir del 20 de mayo de 2019 d.C. un kilogramo es:

1.68 1 kg =1 509 190 179 642 151 841 691 564 343 006 540,611405993... h s
mz
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El kilogramo se establece como 1,509190179642151841691564343006540611405993... X 10%?
veces Wirkungsquantum por segundo sobre metro cuadrado, esperando que la Constante de
Planck se mantenga constante, ya que el IPK perdié 50 microgramos.

Medir es comparar y para que la medida no cambie, el patrén de medida ha de ser constante.
Consta que la definicidon de radian, angulo central de una circunferencia que abarca un arco de
igual longitud que el radio de la misma, se mantendra constante. Hoy se considera arbitrario el
grado sexagesimal, dngulo central de una circunferencia que abarca un arco cuya longitud es la
tricentésima sexagésima parte de una circunferencia. Sin embargo, Hiparco, ‘a su hija la
Trigonometria’, la simienté empleando trescientos sesenta grados puesto que 360 tiene 24
divisores, igual que el conteo duodecimal con las dos manos, y de observar las estrellas noche a
noche, la béveda celeste gira cada dia un grado aproximadamente por lo que cada 9o°,
cada angulo recto, corresponde a una estacion del afio. Primavera Verano Otofio Invierno.

Y o] I % dl M s m A Yo a2 *

Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre ~ Octubre ~ Noviembre  Diciembre Enero Febrero  Marzo

La division en 360° que se considera trivial y fue cambiada a radianes, en realidad tiene razén
de ser ante propositos astronémicos, al buscar respuestas acerca del espectaculo del Universo.
La misma palabra trivial no resulta trivial en esencia. Era la primer parte del estudio de
las artes liberales. Trivial proviene del latin trivium, que significa tres vias, y reunia a las tres
disciplinas que desarrollan la elocuencia:

Gramatica Dialéctica Retorica
Una vez aprendido lo trivial se ensefiaba la segunda parte, quadrivium, cuatro vias, reuniendo
el conocimiento, las matematicas:
Aritmética Geometria Astronomia Musica
Las siete artes liberales. Tenian ese nombre porque la finalidad de educar en ellas era la de
formar al hombre libre. Por medio del desarrollo de las artes se obtiene la libertad, ya que
como dijo Hesiodo, el primer fildsofo griego:

«La educacién ayuda a la persona a aprender a ser lo que es capaz de ser».

La educacion como medio para ser una persona integral.
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INTEGRAL

Coleccién de valores tomados por la funcién matematica durante la variacién de su variable independiente

Demostrada de forma geométrica por Bonaventura Cavalieri, es considerada el primer
teorema del Calculo Infinitesimal. La férmula de cuadratura de Cavalieri calcula la cuadratura,
el area, delimitada por la curva f(x) = x", curva de la funcién potencial. Siendo el area
delimitada por una funcién la concepcidn original de la operacion integral, la férmula de

cuadratura de Cavalieri es la férmula de integracion de funciones potenciales.

.69 Férmula de cuadratura de Cavalieri

omn. . x" = x"*?
n+1

La férmula publicada en Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota,
Geometria por indivisibles de lo continuo avanzada por un nuevo método, esta sustentada en

la nocién fundamental de la teoria de Cavalieri |Omnes lineae | Todas las lineas:

«Si per oppositas tangentes cuiuscunque datae planae figurae ducantur duo plana invicem parallela, recta, sive inclinata ad
planum datae figurae, hinc inde indefinité producta; quorum alterum moveatur versus reliquum eidem semper aequidistans
donec illi congruerit: singulae rectae lineae, quae in toto motu fiunt communes sectiones plani rnoti, & datae figurae, simul
collectae vocentur: Omnes lineae talis figurae, sumptae regula una earundem; & hoc cum plana sunt recta ad datam figuram:
Cum vero ad illam sunt inclinata vocentur. Omnes lineae eiusdem obliqui transitus, datae figurae, regula pariter earundem

una». (p. 99).

«Si por tangentes opuestas a cualesquiera figuras planas dadas se dibujan dos planos paralelos
entre si, rectos o inclinados a los planos de las figuras dadas, ambos lados extendidos
indefinidamente; uno moviéndose hacia el otro restante siempre la misma equidistancia hasta
ellos congruir: cada una de las lineas rectas, que en todo el movimiento se hacen comunes a las
secciones planas moviles, y a las figuras dadas, colectadas juntas se llaman: Todas las lineas de
las figuras determinadas, seleccionadas reglas unas de las mismas; y esto cuando los planos son
rectos a la figura dada: Cuando en verdad a ella son inclinados se llaman. Todas las lineas de la

misma transicion oblicua, figuras dadas, reglas ambas de las mismas unas». (p. 99).
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Bonaventura Cavalieri realizé el desarrollo de su férmula para n = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9} y su
conjetura fue que el resultado podria extenderse a todos los ndmeros naturales, con n € N.
Blaise Pascal lo comprobé junto a la exposicidon de su tridngulo que representa los coeficientes
binomiales, Triangulo de Pascal. Pierre de Fermat ampli6 para todos los nimeros racionales,
con n EQ. Se tiene demostrado que admite n € C. Asi, la férmula de cuadratura de Cavalieri
generaliza la integraciéon de la funciones potenciales, incluyendo potencias complejas,
potencias con parte real y parte imaginaria.

La funcidn potencial a integrar acepta como nimeros de »n para ser exponente a:

N Naturales 1,2, 3y ..
N, Naturales ¢ cero 0,1, 2,3, ..
Z Enteros [Zahlen] ..., -3,-2,0,1,2, 3, ...

@ Racionales [Quotient]..., -3/1, -8/3, -5/2, -7/3, -9/4, -8/4, -6/3, -4/2, -2/1, -9/5, -7/4, -5/3,
-8/s5, -9/6, -6/4, -3/2, -8/6, -7/5, -4/3, -9/7, -5/4, -6/5, -7/6, -8/7, -9/8, -8/9, -7/8, -6/7, -5/6,
-55/67, ..., -4/5, -7/9, -6/8, -3/4, -5/7, -6/9, -4/6, -2/3, -5/8, -3/5, -4/7, -5/9, -4/8, -3/6, -2/4, -1/2,
-4/9, -3/7, -2/s5, -3/8, -3/9, -2/6, -1/3, -2/7, -2/8, -1/4, -2/9, -1/5, -1/6, -1/7, -1/8, -1/9, -1/99,
-1/999, ..., o/1000, ..., 1/999, 1/99, 1/9, 1/8, 1/7, 1/6, 1/5, 2/9, 1/4, 2/8, 21/80, ..., 307/1120, ...,
2/7, 1/3, 2/6, 3/9, 3/8, 2/5, 3/7, 419, 1/2, 2/4, 3/6, 4/8, 5/9, 417, 3/5, 5/8, 2/3, 4/6, 6/9, 5/7, 3/4,
6/8, 7/9, 4/5, 516, 6/7, 718, 8/9, 1, 2/2, 3/3, 4/4, 5/5, 6/6, 777/777, 8/8, 9/9, 9/8, 8/7, 716, 6/5, 5/4,
9/7, 413, 715, 816, 3/2, 6/4, 9/6, 8/5, 5/3, 7/4, 9/5, 2/1, 4/2, 6/3, 8/4, 9/4, 7/3, 26/11, 5/2, 8/3,
88/32, 888/321, 8128/2890, 3/1, ...

Q Irracionales s V23, -V8, -e, -3V19, -V7, -3V17, -V6, -3V13, -V5, -3V11, -3V10,
V9, -3V7, -3V6, -Vn, -V3, -3Vs, -Ve, 0, -3V4, -Vm, 3v3, -Va, 3Ve, —\/(p, Va2, 3V, -1/9, -1/e,
-1/m, -1/¢’,-1/e*, -1/m?, 1/m?, 1/e?, 1/9%, 1/m, 1/e, 1/, 3\/(p,3\/2, \/(p, Ve, V2, 3V3, 3V, 3Va, 0, Ve,
3\/5, \/3, v, 3V, 3\/7, 3\/9, /10,311, \/5, 3\/13, V6, 3\/17, \/7, 3\/19, e, V8, 3\/23,
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R Reales R=NuNoy UZUQU@ - (-1)
Ri Imaginarios Ri=R-v-1 -(-1)
C Complejos C=RxRi -(-1)

La formula de cuadratura de Cavalieri al ser vélida con n € C permite calcular la integral de la
funcién potencial con n incluyendo a todos los nimeros que resultan ser todos complejos,
so la premisa que todos los numeros pertenecen al conjunto C. La férmula admite a todos

menos uno. A todos excepto a -1 como valor de n. La expresion en notaciéon de Leibniz resulta:
I.7o  Integral de la funcion potencial

_[x”dx:x”“+C n#-1
n+1 Si n < o entonces x # o

Se restringe esta integral con las condiciones: n#-1
Sin <o entonces x # o

Las condiciones impiden al denominador ser cero, ya que dividir entre cero es indefinicién.
Todo numero dividido entre cero tiende a infinito, oo, y siendo el infinito lo que no tiene fin
resulta imposible dar solucién exacta. En los nimeros reales, lo infinito y lo infinitesimal
no son operables mediante un analisis estandar, aunque con el Andlisis No Estandar son
considerados ambos como reciprocos dentro de los nimeros hiperreales. El sufijo Hiper-
significa sobre, denotando exceso. Siendo asi, los nimeros reales, [R, excediéndose al incluir
infinito e infinitesimal,[R.. .., Reales & infinito, infinitesimal, forman el conjunto de los
nimeros hiperreales, *[R. Continuando con los excesos, estan los hipercomplejos, entre ellos
Cuaterniones, [H, Octoniones, (), Sedeniones, §. También estan los hiperreales complejos
*R (i) que estan dentro de los nimeros Superreales que estan dentro de los numeros Surreales.

Lo maravilloso es siempre bello, todo lo maravilloso es bello, de hecho, sélo lo maravilloso es bello.

André Breton
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La integral,f f(x) dx, siendo operador lineal tiene homogeneidad y superposicién. Una vez
demostrada la integral de la funcién potencial el proceso de integracidn se replica y aplica uno
a uno a cada uno de los nomios de un polinomio para asi obtener la funcién integral de toda

funcién algebraica.

Homogeneidad La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la

constante por la integral de la funcién.

L1 [k ftx) dx =k [ o) dx

Superposiciéon La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales

de las funciones.

172 160 + 001 dx = [feo dx+ [g0) dx

Para el caso excepcional donde la funcion potencial tiene de exponente n = -1 la solucion se
encontr6 en bajar a -1 de ser exponente. Exponente proviene del latin ex, fuera y ponere,
poner. El primero en exponer al exponente como expresiéon matematica colocada en la parte
superior y a la derecha de otro nimero o expresién, para expresar la potencia fue
Michael Stifel en su obra Arithmetica integra, Aritmética completa, de 1544 d.C., donde
presenta una progresion aritmética sobrepuesta a una progresion geométrica.
Progresion aritmética ~ Conjunto ordenado de numeros en el cudl cada niamero se obtiene
sumandole una constante, llamada diferencia, d, al nimero anterior.
Progresion geométrica  Conjunto ordenado de numeros en el cudl cada nimero se obtiene
multiplicandole una constante, llamada razdn, r, al nimero anterior.

Tabla I cuatro || Progresiones aritmética y geométrica

-3 -2 -1 o] 1 2 3 4 5 6

1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32 64
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Es posible expresar a los nimeros de la progresion geométrica escribiendo su razén, base de su
construccion, y especificando al poner fuera el nimero correspondiente de la progresion
aritmética. La razén de la progresion geométrica de la tabla mostrada es r = 2 y la expresion de
potencias mediante exponentes resulta ser:

Tabla I cinco || 2*

273 2" 23 24 25 26

1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32 64

La potencia, b, se expresa mediante la base, a, siendo la base definida por la razén de la

progresién geométrica, a := r. Se denota el grado al que se eleva la base mediante exponente, n.

I.73 b=a"

Michael Stifel not6 relacidon operacional entre progresion aritmética y progresion geométrica.

Progresion aritmética Progresion geométrica
Adicion Multiplicacién
Substracciéon Division
Multiplicacion Potenciacion
Division Radicacion

Las relaciones entre progresiones se legislan estableciendo con ello las leyes de los exponentes.
Ley del producto de potencias El producto de potencias con la misma base es igual a la
base elevada a la suma de los exponentes.

I.74 am.an: am+n

Ley del cociente de potencias El cociente de potencias con la misma base es igual a la

base elevada a la diferencia de los exponentes.

I.75 a™la'=aq" "
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Ley de la potencia de potencias La potencia de una potencia es igual a la base elevada al
producto de los exponentes.

I.76 (am)'=a™"

Ley de la raiz de potencias La raiz de una potencia es igual a la base elevada al
cociente de los exponentes.

L77 Vam= gmin

La reduccién de complejidad al operar con los exponentes inspiré a John Napier a la creacion
de los logaritmos, del griego Adyoc, razdén, y épiBuog, numero, siendo los logaritmos los
exponentes de una base que resultan en una potencia determinada. Publicé su descubrimiento
en 1614 d.C. en Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, Descripcién del Maravilloso
Canon de los Logaritmos. Lo maravilloso de los logaritmos es que al trabajar con los
exponentes las leyes de exponentes son entonces las leyes de los logaritmos. Asi, multiplicar,
dividir, potenciar o radicar numeros de varias cifras, que resultan ser calculos tediosos de
manera manual, presentan soluciéon al sumar, restar, multiplicar o dividir sus exponentes,
respectivamente. Para hacer uso de esta cualidad matematica se tiene que encontrar el
exponente que le corresponde a cada uno de los nimeros, siendo necesario que tengan la
misma base, condicién para que sus exponentes puedan operarse. Es asi que se instituye la
busqueda de base de los logaritmos. El nimero natural mas pequefio que puede expresar
distintos numeros mediante potencias es 2, ya que 1" resulta ser siempre 1. Utilizando el
numero 2 como base, John Napier desarroll6 los logaritmos base 2, log,, logaritmos binarios,
lg, en latin logarithmus dualis, Id. Asi la progresion geométrica 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256
calcula Ild(2) = 1, Id(4) = 2, 1d(8) = 3, 1d(16) = 4, ld(32) = 5, ld(64) = 6, [d(128) = 7, Id(256) = 8
que son los exponentes a los que se eleva la base del logaritmo, en el caso de Id la base, su razén
es 2 por tanto representa a 2, 2%, 23, 24, 25, 29, 27, 28 que resultan ser 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256.
Utilizar a 2 como base para sus logaritmos no le era practico para aplicarlos a la trigonometria.

Por ello, John Napier al querer representar los senos de los angulos mediante logaritmos,
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a fin de poder operar bajo sus leyes, considerd la progresion geométrica decreciente desde uno,
el seno de noventa grados, hasta cero, el seno de cero grados. Para obtener mayor precision la
progresion geométrica ha de variar sutilmente. La progresién geométrica que no varia es la
que tiene a uno, 1, como razdén. Siendo asi, mientras mas cercana a 1 sea la razén de una
progresion geométrica mas tenue es su variacion. Calcul6 los llamados logaritmos neperianos

utilizando de base 1 - 1/107, que equivale a 0,9999999.

1.78 N=10"1- 1 |
107

N, antilogaritmo, expresando el seno de un angulo, elemento de la progresién geométrica.

(1 - 1/107), base del logaritmo, a := r, razén de la progresion geométrica.

n, logaritmo de Napier, NapLog, logaritmo neperiano, elemento de la progresion aritmética.
Teniendo de factor 107 para no trabajar con decimales, queda la relaciéon NapLog(N/10’) = n
con rango donde si N = 107, que representa al seno de 90° multiplicando a 107, entonces n = o
siguiendo con N = 9 999 999 que representa aproximadamente al seno de 89° 59’ por 10/,
[sen(89° 59°) = sen(89,983) = 0,999999957692] entonces n = 1.

Continda con N = 9 999 998 que representa aproximadamente al seno de 89° 58" por 10,
[sen(89° 58’) = sen(89,96) = 0,999999830768] entonces n = 2.

Asi continué John Napier, formando su tabla de logaritmos para el valor de los senos con
precision de un minuto y por reglas trigonométricas también construyo logaritmos de cosenos
y tangentes aportando util herramienta para los célculos que se realizaban en Astronomia.
En 1615 d.C. Henry Briggs visité a John Napier interesado en sus logaritmos y le propuso
cambiar de base. Siendo el sistema de numeracién decimal, el sentido comun le indicaba a
Henry Briggs utilizar 10 como base de los logaritmos, desarrollando logaritmos base 10, log.,
logaritmos comunes, log, en latin logarithmus decimalis, también utilizando Ig para denotarse.
La progresion geométrica 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000 puede expresarse con log(x),
log(10) = 1, log(100) = 2, log(1 000) = 3, log(10 000) = 4, log(100 000) = 5, log(1 000 000) = 6

dando como resultado los exponentes a los que se eleva la base del logaritmo, que en el caso de

81



log la base, su razon, es 10, por tanto representa a 10’, 10% 107, 10%, 10%, 10° que resultan ser
diez, cien, mil, diez mil, cien mil, un millén. Dos afios mads tarde, en 1617 d.C., Henry Briggs
publica la primer tabla de logaritmos base 10, Logarithmorum chilias prima, Primeros mil
logaritmos. En la tabla incluydé catorce decimales a los que se eleva 10 para obtener los
numeros enteros desde 1 hasta 1000. El uso de las leyes de logaritmos permiti6 simplificar los
calculos y para el ejercicio de la Ingenieria se utilizd, hasta la apariciéon de la calculadora, la
regla de calculo formada con logaritmos decimales. Sucede con el desarrollo de los logaritmos
base 10, que entre uno y otro logaritmos enteros se va dilatando el espaciamiento. Jost Biirgi
propone y desarrolla una progresiéon geométrica mas compacta y para ello la razén ha de ser
proxima a 1. Utiliza 1 + 1/10* como razdn, teniendo de factor 10° para recorrer el separador
decimal en su obra Aritmetische und Geometrische Progrefs Tabulen, Tablas de Progresiones
Aritméticas y Geométricas, publicada en 1620 d.C. con férmula para obtener un elemento de
la progresion geométrica, «niimero negro», a partir de un elemento de la progresion aritmética,

«numero rojo».

179 niimero negro = 10%(1 + 1 |mimeroreio
104

La conexidén entre los logaritmos y la hipérbola, y = 1/x, la encontrd el jesuita Gregorius van
St-Vincent. En 1647 d.C. con Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni,
Obra geométrica de cuadratura del circulo y secciones cénicas, demostr6 que considerando a x
progresion aritmética, es entonces que al ser y = 1/x se tiene que y es progresion geométrica,
con razdn 1/x. Las dreas delimitadas por x,, y = 1/x, el eje X, cerrando con x,, son

proporcionales a los logaritmos de y, en proporcioén al exponente al que se eleva su razén, 1/x.

I.80  Proporcion area logaritmo

Seay=1/x A:= Area delimitada por x,, y = 1/x, X, x,

A o log(y) A=klog(y)
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Utilizando la notacién de Leibniz y la nocidn el drea delimitada por f(x), X, x,, x. es igual a la
integral de la funcién , se reescribe la proporcién drea logaritmo como la integral de la funcion
reciproca. Hace falta definir la base, r, y la constante de proporcidn, k. La progresion

geométrica de y tiene como razén su argumento que es 1/x.

1.81 log..(y) =n o y=(1/x)"

Sin embargo, la progresion de la razén 1/x converge a o. Por lo tanto, no corresponde a las

areas formadas. Para que la progresion sea creciente la razén ha de ser mayor a 1 y por ello se

le suma formando:

1.82 logu+uw(y)=n e y=01+1/x)"

Ahora sucede que la razdn, (1 + 1/x) converge a o y no puede utilizarse de base de logaritmo.
Recordando que el logaritmo se define como el exponente al que se eleva la base para obtener

el nimero dado, que el exponente corresponde a una progresion aritmética y que la

proporcion area logaritmo considera a x como la progresion aritmética, se tiene:

1.83 loguiw(y)=x e y=01+1/x)"

Tabulando la potencia y anterior, tabulando (1 + 1/x)* razdén de la progresion geométrica se

observa un comportamiento peculiar. Tabla I seis || (1 + 1/x)*

X 10 20 30 40 50 60 70 80 90

£1+;T 2,59374 | 2,65329 | 2,67431 | 2,68506 | 2,69158 | 2,69597 | 2,69911 | 2,70148 | 2,70333

Valores truncados, no redondeados, a la quinta cifra decimal

Resulta que la progresion converge a un numero distinto de o y distinto de co. Conforme x va
aumentando el valor al que converge (1 + 1/x)* es 2,7182818284590452353602874713526624...
llevando la progresién geométrica al limite infinito se convierte en constante matematica.

Jakob Bernoulli encontré la constante al estudiar el interés compuesto, la infinita reinversion a
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periodos infinitesimales. Llamé al numero b. Sin embargo, Leonhard Euler en su obra
Introductio in analysin infinitorum, Introduccién al analisis del infinito, introduce al mismo
numero y lo llamé e, siendo e la denominacién que se ha establecido en el argot matematico:

1.84 e:= limxﬁw[l + 1}" =2,718281828459045235360287471352662497757...
X

La constante matematica e se elige como base de logaritmo para expresar a la hipérbola y se
considera el logaritmo natural de la hipérbola ya que tiene de base a la hipérbola misma,
quedando k, la constante de proporcion, igual a 1, constituyendo de k log,(y) conk=1yr=e
logaritmos base e, log.,, logaritmos naturales, /n. La recurrencia de e en la naturaleza se debe a
que e es la constante que equilibra la progresién geométrica infinita de un incremento
infinitesimal, expresando de esta manera lo continuo, principio creador y organizador de todo

lo que existe.

1.85 l0Glimx — oo (1 + 100:(y) = loge(y) = In(y) = n <:> y=[lime_ o (1+1/x)]"=e"

Teniendo como base al nimero e que forma el logaritmo natural de la hipérbola se calcula la
integral de la funcién reciproca como el logaritmo del valor absoluto de x. Valor absoluto ya
que en 1712 d.C. Leibniz y Bernoulli discuten sobre la existencia de logaritmos de numeros
negativos. Leibniz arguye que no existen y Bernoulli resuelve agregando el operador valor
absoluto para los numeros reales, haciendo que el logaritmo trabaje s6lo con nuimeros
positivos sea cudl sea el valor de x. Lo complejo del logaritmo de un numero negativo se
resuelve sin utilizar el operador valor absoluto en el campo de los nimeros complejos ya que i

en potencia resulta en -1. Integrar a la hipérbola, la funcién reciproca, f(x) =1/x, f(x) = x7, es:
1.86 Integral de la funcién reciproca

J-x'ldx:ln|x|+C X#0
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Se expone ahora lo que sucede cuando se integra una funcién que tiene x como exponente.

La integral de la funcion exponencial, f(x) = a** se expresa:

1.87  Integral de la funcion exponencial

k-ln(a) k#o

Ia’“"dx= a“ +C a#1

La férmula permite integrar funciones en las que x hace de exponente pudiendo ser a y k toda
constante, exceptuando las restricciones sefialadas. Por ejemplo, con a igual a 26 y k igual a 11

se calcula la integral de 26" que resulta ser:
1.88  Integral de la funcion exponencial, 26"

f26“"dx= 26 +C=__ 26" +C
11:-In(26) 35,839...

Tres constantes determinan el resultado de la integral de la funcién exponencial. Una de ellas
se puede obviar al utilizar a igual a e. El logaritmo natural de e es 1, por lo que se ha propagado
en el analisis matematico el uso de e como base de las funciones exponenciales. Si ademas k es

igual a 1 se tiene que la integral de e* es igual a la misma e* mas la Constante de integracion.
I.89 Integral de la funcién exponencial, e*

je"dxz e* +C= ¢ +C=¢e+C= &+C
1-In(e) 1-1 1

[edx=e+C

Es en Introductio in analysin infinitorum, Introduccién al analisis del infinito que Leonhard

Euler con su férmula relaciona el numero e con las funciones trigonométricas hiperboélicas.
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I.go Férmula de Euler

e~ = cos(x) + i-sen(x)

El desarrollo de la Féormula de Euler fue complejo al incluir en su desarrollo al nimero
imaginario, i. Desarrollando e*, cos(x), sen(x) en series infinitas que al ser convergentes

proporcionan la conexién entre el analisis matematico y la trigonometria con las funciones:

Lo1 senh(x) = e -e* L.g2 cosh(x) = e+ e~
2 2

I.g3  Identidad trigonométrica hiperbdlica fundamental

cosh?(x) - senh*(x) = 1

Las propiedades de las funciones trigonométricas hiperbdlicas permiten hacer el uso de
razones de suma importancia, afirmacién que no estd excedida, al definir las funciones
correspondientes de cosh(x) y senh(x) formando tanh(x), sech(x) y csch(x).

Para la Ingenieria Civil la importancia del coseno hiperboélico cuelga de que dado un elemento
lineal sometido unicamente a cargas verticales se produce una catenaria, disposicion en la que
los esfuerzos acaecidos son exclusivamente de compresion, construccion ideal para la
mamposteria y el concreto. «La catenaria da elegancia y espiritualidad al arco, elegancia y

espiritualidad a la construccion entera». Antonio Gaudi. La catenaria se formula con cosh(x).

.94 Catenaria

Seaa=Tu/A Tu Componente Horizontal de la Tension =~ A Peso por unidad de longitud
y = a-cosh(x/a)

Euler expreso: «La logica es la base de la certeza de todo el conocimiento que adquirimos».

I.os Identidad de Euler

eé"+1=0
La mas bella. Ella.
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Derivada Funcién Integral

dfx) fx) [ fix) ax
dx

o c cx+C

1 X x*+C
2

nxn—l xn xn+1 + C
n+1

-1-x72 x1 In(x) + C

k-ln(a)-a* ak~ a= +C
k-ln(a)

x? In(x) x-[In(x) -1] + C

En notaciéon hemos de llegar a convenciones. Ingenieros y Matematicos han disputado la
notacién log. Ingenieros asumen que log tiene 10 como base. Matematicos asumen e como la
base de log. Doy consecuencia a log con base 10 por la trivial razén que recuerda a un 10
seguido de g, 10g, denotando entonces con In al logaritmo con base e por su belleza natural.
En las abreviaturas de las funciones trigonométricas se estipula tg como la correspondiente a
tangente. Prefiero utilizar tan ya que asi se sigue el patron de utilizar las tres primeras letras de
las funciones con excepcion de cosecante, csc, porque coseno tiene ya apropiado cos.

Para la funcién inversa de las funciones trigonométricas, utilizando seno de referencia, estan
las notaciones sen”(x), arcsen(x) y la utilizada en el documento angsen(x). La primera se
descartd su uso puesto que sen*(x) representa sen(x)-sen(x), lo que en sentido estricto sen(x)
representa entonces 1/sen(x). La notacion arcsen(x) se sustenta en que con radianes la longitud
de arco y el angulo se corresponden, lo que no ocurre con grados. El hecho de que en origen lo

opuesto en funcidn a la longitud de media cuerda es el angulo da por ello angsen(x).
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Derivada Funcién Integral

%fc@ ftx) [ o) dx
cos(x) sen(x) -cos(x) + C
-sen(x) cos(x) sen(x) + C
sec’(x) tan(x) -In[cos(x)] + C
-csc*(x) cot(x) In[sen(x)] + C
sec(x)-tan(x) sec(x) In[sec(x) + tan(x)] + C
-csc(x)-cot(x) csc(x) -In[cse(x) + cot(x)] + C

V[1 - x?]
-1
V[1 - %]

1
xX+1
-1
X +1
1
V[t - &2
-1
V[xt - x°]

angsen(x)

angcos(x)

angtan(x)

angcot(x)

angsec(x)

angesc(x)
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Funciones Trigonométricas Circulares

x-angsen(x) + V[1-x]+C

x-angcos(x) - V1-x]+C

x-angtan(x) - 1 In(x*+1) +C
2

x-angcot(x) + 1 In(x*+1) +C
2

x-angsec(x) - sgn(x)-In{x + V[x -1} + C

x-angesc(x) + sgn(x)-In{x + Vix-1]} + C



Derivada Funcién Integral

%@ fx) [ i) dx
cosh(x) senh(x) cosh(x) + C
senh(x) cosh(x) senh(x) + C
sech?(x) tanh(x) In[cosh(x)] + C
-csch?(x) coth(x) In[senh(x)] + C
-tanh(x)-sech(x) sech(x) 2angtan(tanh(x/2)]+ C
-coth(x)-csch(x) csch(x) In[tanh(x/2)] + C

Funciones Trigonométricas Hiperbolicas

1 angsenh(x) x-angsenh(x) - V1+x]+C
V[1 + x?]
1 angcosh(x) x-angcosh(x) - Vix+1]-V[x-1] +C
Vix + 1]- V[x - 1]
1 angtanh(x) x-angtanh(x) + 1 In(1-x*) + C
1-x° 2
1 angcoth(x) x-angcoth(x) + 1 In(1-x*) +C
1-x° 2
-1 angsech(x) En la proxima pagina

e\ [xt + 1] V[xt - 1]

-1 angcsch(x) x-angcesch(x) + sgn(x)-angsenh(x) + C
A\ [x? + 1]
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fangsech(x) dx = x-angsech(x) - 2V[(1 - %)/(x + 1)]-V[1 - x?]-angsen{[x + 1]/V2} +C
x-1

La integral de la funcién angulo cuya secante hiperbdlica es x con respecto a x es igual a x
multiplicado por la funcién angulo cuya secante hiperbdlica es x menos el cociente dos por la
raiz del cociente uno menos x sobre x mas uno por la raiz de uno menos x al cuadrado por el
angulo cuyo seno circular es el cociente de la raiz de x mas uno sobre raiz de dos, y ello sobre x

menos uno sumandole la Constante de Integracion.

Es evidente la eficiencia del lenguaje matematico.

La funcidn sgn(x) resulta en el signo de x. Sus resultados se resumen en -1 si x<o
sgn(x)=- o si x=o0

1 si x>0

La funcién compuesta se forma de la funciéon de una funcién, de una funcién, sucesivamente.
Su derivada resulta en el producto de derivadas desde la funcion externa hasta el argumento.

El encadenamiento en el producto de las respectivas derivadas da nombre entonces a la regla

de derivacién de la funcién compuesta, llamada Regla de la cadena.

I.o6  Regla dela cadena
Sea I(k(j(i(h(g(f(x))))))) entonces

dl=dl-dk-dj-di-dh-dg-df
dx dk dj di dh dg df dx

«Aunque la cadena es larga, cada eslabon suena a cosa cierta».
(Doyle, 1892 d.C., p. 100).
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Capitulo II Historia del Calculo

Infinitesimal

Estoy convencido de que no serd de poca utilidad para las matemdticas; porque entiendo que
algunos, ya sea de mis contempordneos o de mis sucesores, podrdn, mediante el método, una vez

establecido, descubrir otros teoremas que atin no se me han ocurrido. - Arquimedes

Martes 29 de octubre de 1675 d.C.: Gottfried Wilhelm Leibniz utiliza por primera vez el
simbolo [ para la operacion integral. [, llamada s larga, es una letra que apareci6 hacia el siglo
IV d.C. y se descart6é de las imprentas en el siglo XIX d.C.. Es la letra inicial de la palabra
Jumma, suma en latin, y le result6 simbolo apropiado para la operacion integral que
consideraba como la suma infinita de sumandos infinitesimales, Calculo Sumatorio,
sustituyendo entonces con | a la abreviatura omn. I. que designaba la nocion Ompnes lineae.

Nueve afios mas tarde, en octubre de 1684 d.C., Leibniz publica:

Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales

quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus

Nuevo método para maximos y minimos, y para tangentes, que no esta impedido por
cantidades fraccionales o irracionales, y un tipo singular de célculo para lo mencionado
anteriormente.

Este tipo singular de célculo, el Calculo Infinitesimal, al no estar impedido por cantidades
irracionales se exime de la crisis matematica que se origind en el siglo V antes de Cristo por
Hipaso de Metaponto, filésofo griego expulsado de la Escuela Pitagdrica por descubrir los
ntmeros irracionales mediante el Teorema de Pitdgoras al encontrar que V2 es la longitud de

la hipotenusa del tridngulo con catetos unitarios. La raiz cuadrada de dos, V2, es igual a

1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732478462...
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que continua infinitamente de manera irracional, es decir, sin establecer razén entre dos
numeros enteros.

Hacia el siglo IV a.C. Eudoxo de Cnido, actual Turquia, desarrollé el Método Exhaustivo, con
el cual demostré que una piramide y un prisma con la misma base y de igual altura tienen una
razén 1:3 con respecto a sus volimenes; asi mismo, un cono y un cilindro de base y altura
idénticas tienen también razon volumétrica 1:3. El Método Exhaustivo consiste en inscribir
dentro del objeto de estudio formas de dimensiones conocidas para converger al resultado y se
encuentra expreso en el Libro X de Zroryeia, Elementos, obra publicada circa 300 a.C. por
Euclides que recopila el conocimiento matematico de su tiempo. Afios después, en el siglo III
a.C. Arquimedes mediante el Método Exhaustivo, junto con su Método de los Teoremas
Mecanicos, culmind la cuadratura de la parabola con la demostracion de que su area es igual a
4/3 el area del triangulo inscrito. Arquimedes mandd inscribir en su tumba una esfera inscrita
en un cilindro, satisfecho de haber descubierto el volumen de una esfera igual a (4/3)nr.
Iept  unyovik@v Oewpnuatwv mpog Epotocbévy éEpodog, Sobre teoremas mecanicos a
Eratéstenes misiva, es el primer documento que manifiesta el uso de indivisibles, dando el
antecedente del Calculo Integral. Como antecedente del Calculo Diferencial, ITepi emagpav,
Sobre tangencias, obra perdida de Apolonio de Perga, en donde se presentd el Problema de
Apolonio que consiste en encontrar las circunferencias tangentes a tres circunferencias dadas.
Dos obras suyas no se han perdido:

Kovixa Conicas

Ilepi Aoyov amotoug Sobre secciones en una razén dada

Entre sus trabajos se encuentran la determinacién de los extremos y los limites de una
sucesion. Apolonio, llamado por sobrenombre ‘El Gran Gedmetra’, nacié en Perga circa
262 a.C. y murié en Alejandria circa 190 a.C.. Siglos pasaron y nace, en Alejandria, Hipatia,
autora de la frase «Comprender las cosas que nos rodean es la mejor preparacién para
comprender las cosas que hay mas alla». Publica I7epi tov Kovikaov tov AroAlwviov, Sobre las
Conicas de Apolonio. La tragedia sucedi6 el 8 de marzo de 415 d.C., cuando Hipatia es

asesinada.
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Embébete bien de esto: un dia tu alma caera de tu cuerpo,

y seras empujado tras el velo que flota entre el universo y lo incognoscible.
Entretanto, jsé dichoso!

No sabes de donde vienes. No sabes a donde vas.

Rubaiyat 32 de Omar Jayyam

En 1077 d.C. Ghiyath al-Din Abu I-Fath Omar ibn Ibrahim Jayyam Nishapuri, poeta,
matemdtico y astrnomo persa, publicd < o 52 350 etz Gl S sS(ia 2 aselia QIS s
Comentarios sobre aspectos dudosos en los postulados del libro de Euclides.

Reflexiona sobre dos puntos:

Punto Uno Libro I | Postulado V: Si una recta secante corta a dos rectas formando a un lado
angulos interiores, la suma de los cuales sea menor que dos angulos rectos; las
dos rectas, suficientemente alargadas se cortaran en el mismo lado.

La duda en este postulado encaminara a las geometrias no euclidianas.

Punto Dos  Libro V | Definiciéon V: Se dice que una primera magnitud guarda la misma
razén con una segunda magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta
magnitud, cuando cualquier equimultiplo de la primera y la tercera exceden a la
par, sean iguales a la par o sean inferiores a la par, que cualquier equimultiplo de
la segunda y la cuarta, respectivamente y cogidos en el orden correspondiente.

La duda en esta definicién, con complicaciones por la traducciéon del texto griego original

inherentes a la interpretacidn, da auge a la idea de que las fracciones podrian constituir un

campo numérico con propiedades mas amplias que el campo de los niimeros naturales.

Omar Jayyam fue quien llamé a la incégnita de las ecuaciones Jusz, pronunciado shay y escrito

en castellano antiguo como xay, quedando ahora tnicamente la inicial, x. El significado de

sz es cosa, en persa. Por ello se utiliza x para representar a la incégnita.
Nada me aflige ya jLevantate para ofrecerme vino!
Tu boca esta noche, es la mas bella rosa del mundo...
iEscancia vino! jQue sea carmin como tus mejillas
y haga leves movimientos como ligeros son tus bucles!

Rubaiyat 52 de Omar Jayyam
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Johannes Kepler compré vino y qued6 contrariado de la manera con la que se midié el
volumen de las barricas. El mercader insertaba diagonalmente una regla desde el agujero de
llenado, ubicado al centro de la barrica, hasta llegar a la tapa y la longitud determinaba el
volumen. En 1615 d.C. concluye Nova Stereometria doliorum vinariorum, Nueva geometria
solida de barricas de vino, donde queda conforme en que la medicién fue apropiada para las
barricas austriacas que comprd, ya que su forma, en su razén altura a didmetro, es acorde al
maximo volumen posible calculado por Kepler; a diferencia de la forma de las barricas que
conocia, mas alargadas y estrechas, para las cuales este método de medicion seria un fraude.
Junto al estudio de la medicion de las barricas, la obtencién del volumen de noventa y seis
diferentes sélidos, entre ellos, manzanas, limones, husos y para la consideracién de otros
matematicos, la formulacion del problema adicional de determinar los volimenes de sélidos
de secciones conicas cortadas por lineas paralelas a su eje, hicieron de Nova Stereometria
doliorum vinariorum precursor del Calculo Infinitesimal. Veinte afios mas tarde, en 1635 d.C.
Bonaventura Cavalieri public6 Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota, Geometria por indivisibles de lo continuo avanzada por un nuevo método. El nuevo
Método de Cavalieri consiste en tajar el objeto. En cada tajada se calcula su drea y se multiplica
por su grosor obteniendo su volumen. Finalmente, se suman los volimenes de todas las
tajadas obteniendo asi el volumen del objeto.

Pierre de Fermat restituy6 la obra perdida de Apolonio de Perga, Plane Loci, Lugares planos, y
es en 1637, después de Cristo, que Fermat envia por correspondencia Ad locos planos et solidos
isagoge, Introduccién a los lugares planos y sélidos; y también es en 1637 d.C. que René
Descartes publica Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité
dans les sciences, Discurso del método para conducir bien la propia razén, y buscar la verdad
en las ciencias. Asi, 1637 d.C. es el aflo en que la Geometria Analitica surge junto con el plano
cartesiano.

Es de Galileo Galilei la frase «Todas las verdades son faciles de entender una vez que son
descubiertas; la cuestion es descubrirlas». El astréonomo, filésofo, matematico y fisico,
considerado ‘Padre de la Ciencia’, hizo facil entender la ley del movimiento uniformemente

acelerado en Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze,
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Discurso y demostracién matemadtica en torno a dos nuevas ciencias, su ultimo libro,
publicado en 1638 d.C. en el cual declara en su Teorema II, ahora siendo Ley de la Caida Libre:
«Los espacios descritos por un cuerpo que cae del reposo con un movimiento
uniformemente acelerado son el uno para el otro como los cuadrados de los intervalos de
tiempo empleados para atravesar estas distancias». (p. 209).

Eppur si muove
Galileo Galilei perdié la vista y en su arresto domiciliario en Arcetri,
dictaba sus pensamientos a sus discipulos, entre ellos Evangelista Torricelli y Vincenzo
Viviani. En 1644 d. C. Evangelista Torricelli hizo su aportacién al Calculo Infinitesimal en
Opera Geometrica, Obras de Geometria, donde representa el movimiento uniformemente
acelerado con un esquema de velocidad en funcién del tiempo y lo compara con un esquema
de distancia en funcién del tiempo. De la comparacién deduce que las ordenadas de la curva
tiempo distancia son proporcionales a las dreas limitadas por la curva tiempo velocidad, a su
vez que las ordenadas de la curva tiempo-velocidad son las pendientes de las tangentes a la
curva tiempo espacio. En 1650 d.C. el discipulo de Cavalieri, Pietro Mengoli publica Novae
Quadraturae Arithmeticae seu De Additione Fractionum, Nueva Cuadratura Aritmética o De
Adicién de Fracciones. La obra dio sustento aritmético al método geométrico de su maestro e
influyé directamente en Leibniz, quien leyd su trabajo, e indirectamente en Newton quien
estudio a John Wallis. Por su parte, John Wallis amplié y sistematizéo los métodos de
Bonaventura Cavalieri y de René Descartes. Introdujo el simbolo ©© para expresar el infinito y
1/ para representar un infinitesimal en su ejemplar Arithmetica Infinitorum, Aritmética de
los Infinitos, en el que desarrolld la notacion estandar para potencias, ello en 1656 d.C..
Tres aflos después, Vincenzo Viviani con su obra De maximis et minimis geometrica divinatio
in quintum Conicorum Apollonii Pergaei, De maximos y minimos geométricos inspirado en el
quinto de Conicas de Apolonio de Perga, restituy6 en 1659 d.C., debido a que se perdid su
version griega original, el libro V de Kwvixd, Cénicas, que consta de 77 proposiciones que
introducen nociones como: Centro de curvatura || Centro del circulo osculador.
Evoluta || Lugar geométrico de centros de curvatura. ~ Normal || Recta perpendicular a otra.
En la obra introduce el teorema de Viviani que enuncia que la suma de las distancias desde un

punto a cada uno de los lados de un tridngulo equilatero es igual a la altura del triangulo.
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Vincenzo Viviani fue supervisor doctoral de Isaac Barrow, tedlogo y matematico quien
inauguro el cargo de profesor Lucasiano en 1663 d.C., llamado asi por Henry Lucas quien
fundé la Catedra Lucasiana de Matematicas en la Universidad de Cambridge.

Isaac Barrow en 1669 d.C. con Lectiones Geometricae, Lecciones Geométricas, trata
primordialmente sobre cuatro problemas:

1. Calcular la velocidad y aceleracidn instantaneas dada la férmula para la distancia
recorrida en funcion del tiempo. Inversamente, dada la férmula para la aceleracion en
funcién del tiempo, calcular la velocidad y la distancia recorrida.

2. Precisar la tangente a una curva dada en un punto especifico.

3. Encontrar los valores maximos y minimos de una funcién.

4. Encontrar el area acotada por curvas y el volumen acotado por superficies.

Su trabajo destaca debido a que relaciona la cuadratura de una curva con el trazo de una
tangente a otra curva con ciertas caracteristicas. Enlaza integracién y derivacién como
operaciones inversas. Método Exhaustivo. Sobre tangencias. Vinculados.
Une Calculo Integral y Calculo Diferencial. Reflexiona y revoluciona las Matemdticas al
declarar una proposiciéon demostrable légicamente partiendo de axiomas, postulados y otras

proposiciones ya demostradas que impacta en los principios basicos del Calculo y suscita el

Teorema Fundamental del Calculo

La verdad demostrada por Isaac Barrow establece que la integracidn y la diferenciacién son
operaciones inversas provocando que se definan las integrales como antiderivadas suceso
imprescindible para instituir el Calculo Infinitesimal, formado por sus dos dareas que
consecuentemente son el Calculo Integral y el Calculo Diferencial. La Regla de Barrow
establece que la integral definida de una funcién continua f(x) en un intervalo cerrado [a, b] es
igual a la diferencia entre los valores que toma una funcién primitiva F(x) de f(x), en los
extremos de dicho intervalo. El mismo afio de publicacién de Lectiones Geometricae, en 1669

d.C., Isaac Barrow renuncia al cargo de profesor Lucasiano y asigna a Isaac Newton el cargo.

96



Todo cuerpo permanecera en reposo o con un movimiento rectilineo uniforme a no ser que
una fuerza actiie sobre él. Primera Ley de Newton también llamada Ley de la Inercia.
Philosophice Naturalis Principia Mathematica, Principios Matematicos de la Filosofia Natural,
se publicd el 5 de julio de 1687 d.C., habiéndose demorado su divulgacion por el temor de
Isaac Newton a que otros intentaran apropiarse de sus descubrimientos, y hubiese
permanecido sin publicarse a no ser que Edmund Halley presionase sobre él hasta que
publicase. Escrita en lenguaje geométrico incluye ademas su Método de las fluxiones y series
infinitas como anexo. La obra de Newton contiene los fundamentos de la mecanica
newtoniana, formulada en un espacio euclidiano tridimensional con tiempo absoluto,
verdadero y matematico que fluye igual sin relacién a ninguna cosa.

Gottfried Wilhelm Leibniz habia ya publicado en 1684 d.C. Nova methodus pro maximis et
minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et
singulare pro illis calculi genus lo que marco el inicio del Céalculo Infinitesimal y el inicio de la
Controversia del Calculo, discusiéon entre Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz para
determinar quién inventd precisamente el Calculo Infinitesimal. Isaac Newton publica
Philosophice Naturalis Principia Mathematica, tres aios después de que en 1684 d.C. publicase
Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec
irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus Gottfried Wilhelm Leibniz.
En el mismo afo de la publicacion de Newton, en 1687 d.C., Jakob Bernoulli obtiene en la
Universidad de Basilea la catedra de Matematicas. Jakob Bernoulli y su hermano, Johann
Bernoullj, estudian el trabajo de Leibniz y le escriben planteandole cuestiones, lo que inicia su
colaboraciéon para el tratamiento del Nuevo método para mdximos y minimos. Leibniz
propuso resolver la determinacion de la curva que describe un objeto mévil que desciende con
velocidad constante, llamada is6crona. En 1690 d.C. Jakob Bernoulli publica la determinacion
de la isécrona en un articulo de la revista Acta Eruditorum mediante una ecuacion diferencial
y en su tratamiento aparece por primera vez el término integral considerado por Leibniz mas
adecuado que el término sumatorio lo que cambié la denominacién de Célculo Sumatorio a

Calculo Integral.
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Johann Bernoulli, hermano menor de Jakob Bernoulli, se dedicé a enseiar Ciélculo
Infinitesimal y fue tutor de Guillaume de I'H6pital, quien hizo publica la obra Analyse des
Infiniment Petits pour l'Intelligence des Lignes Courbes, Analisis de los infinitamente pequefios
para el estudio de las lineas curvas, en 1696 d.C., siendo de las primeras obras en las que el
Calculo Diferencial es estudiado. En el documento se presenta la Regla de 'Hopital, regla que
usa derivadas para la evaluacion de limites de funciones que estén en forma indeterminada.
Ahora se le empieza a llamar Regla de 1'Hopital Bernoulli, al comprobar que Johann Bernoulli
fue quien la desarrollé y demostro.

Brooks Taylor aplica el Calculo Diferencial para aproximar funciones mediante una serie de
potencias ahora llamadas Series de Taylor con Methodus Incrementorum Directa et Inversa,
Métodos de Incrementos Directos e Inversos, en 1715 d.C.  La Controversia del Célculo
siguio. Se le nombra a esta rama de las matematicas Calculo por el titulo de Leibniz y se utiliza
su notacion, aunque el conflicto persistio puesto que Newton afirmaba que habia comenzado a
utilizar fluxiones en 1666 d.C., afio en que igualmente cayd la manzana, que quizas mordid.
Empero, fue hasta 1736 d.C., de manera pdstuma, que se publico la obra de Isaac Newton
Methodus fluxionum et serierum infinitorum, Método de las fluxiones y series infinitas, con sus
planteamientos de las bases del nuevo tipo de matematicas de razones primeras y ultimas
cantidades. Isaac Newton fue reticente a publicar, consciente de la debilidad tedrica de los
infinitesimales, debilidad que fue analizada por George Berkeley en su discurso The Analyst;
or, A discourse addressed to an infidel mathematician: wherein it is examined whether the
object, principles, and inferences of the modern analysis are more distinctly conceived, or more
evidently deduced, than religious mysteries and points of faith, El Analista;
0, Un discurso dirigido a un matematico infiel: en el que se examina si el objeto, los principios
y las inferencias del andlisis moderno se conciben mds claramente, o se deducen mas
evidentemente, que los misterios religiosos y los puntos de fe.

La publicaciéon de George Berkeley, de 1734 d.C., pleitea: «;Y cudles son estas fluxiones?
;Las velocidades de los incrementos evanescentes? ;Y cudles son estos mismos incrementos
evanescentes? No son ni cantidades finitas ni cantidades infinitamente pequenas, ni tampoco

nada. ;No podemos llamarlos fantasmas de cantidades difuntas?» (p. 59).
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Leonhard Euler replica «Para aquellos que preguntan cual es la cantidad mas infinitamente
pequena en las matematicas, la respuesta es cero. Por lo tanto no hay tantos misterios ocultos

en este concepto, ya que por lo general se cree que si». Alumno de Johann Bernoulli,

Leonhard Euler publica:

1748 d.C. Introductio in analysin infinitorum Introduccion al andlisis del infinito
1755 d.C. Institutiones Calculi Differentialis Fundamentos de Célculo Diferencial
1768 d.C. Institutionum Calculi Integralis Fundamentos de Calculo Integral

La Academia de Ciencias Suiza se ha dedicado a la recopilacién y ediciéon de su obra para su
publicacién en las lenguas originales en que escribi6: Alemdan, Francés, Latin, Ruso.
Se le considera el ser humano con mayor numero de trabajos en cualquier campo del saber.
El Indice de Enestrom etiqueta de E1 hasta E866 sus trabajos para identificarlos.

Los trabajos E101 y E102 que corresponden a Introductio in analysin infinitorum, volume 1 e
Introductio in analysin infinitorum, volume 2, respectivamente, como explicé por
correspondencia Leonhard Euler a Christian Goldbach (Christian Goldbach vivia en
Konigsberg, actual Kaliningrado, lugar que origina El problema de los puentes de Konigsberg
y que fue resuelto por Leonhard Euler dando lugar a la Topologia), tienen la finalidad de
desarrollar una serie de temas precedentes a los infinitos, necesarios para la comprension del
Calculo Infinitesimal haciendo a la funcién el concepto central del analisis matematico e
introduciendo la notacidn f(x). La base tedrica para el disefio de columnas la presenté Euler en
su trabajo indexado E508 Determinatio onerum, quae columnae gestare valent, Determinacion
de cargas, que las columnas pueden soportar, publicado en 1776 d.C.. Al considerar Leonhard
Euler el cero como la cantidad mas infinitamente pequefia en las matematicas, la derivada

dy/dx, equivale a o/o que es una forma indeterminada ya que se pueden dar los casos:

II.1 o/lo=o0
II.2 o/lo=1
II.3 0o/o =0
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El problema de los infinitesimales aun quedaba indeterminado por lo que en 1784 d.C.
Giuseppe Lodovico Lagrangia convocé a un concurso, establecido por la Academia de Berlin,
para simplificar el razonamiento. El ganador fue Simon Antoine Jean L'Huillier con su trabajo
Exposition elementaire des principes des calculs superieurs, Exposicion basica de los principios
de los calculos superiores, presentado en 1786 d.C. en donde formaliza la notacién de lim para
el concepto de limite matematico incluyendo el doble limite, por la izquierda y por la derecha.
En el esfuerzo de dar una presentacion mas fundamentada matematicamente Beitrdge zu einer
begriindeteren Darstellung der Mathematik. Erste Lieferung, Contribuciones a wuna
presentacion mas fundamentada de las matematicas. Primera entrega, de 1810 d.C.,, escrito por
Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano contribuye a la gnoseologia alegando que la
definiciéon de infinitesimal, fundamento del Calculo Infinitesimal, como cantidad
infinitamente mas pequefia que cualquier cantidad concebible es contradictoria. Para eliminar
la contradiccion, los procesos infinitos se hicieron implicitos, lo que derivé en la formulaciéon
del concepto de funcion llevando a un tratamiento algebraico mas que geométrico del Calculo
Infinitesimal lo que terminé haciendo desaparecer a las cantidades evanescentes. Las ideas
légicas de Bolzano hacen contraste con Immanuel Kant aunque las diferencias entre los
conceptos de Bolzano de intuicién como idea simple y el de Kant de intuicién como materia
de la experiencia no son suficientes para afirmar la capacidad de la razén pura para avanzar en
el conocimiento sin hacer uso de la representacion espacial. Para librar las contradicciones y
embelecos, Bolzano publica Wissenschaftslehre, Profesor de ciencias, en 1837 d.C. presentando
los contenidos que, en su opinidn, debe abarcar la 16gica:

Teoria fundamental Existen verdades en si y el humano tiene capacidad de conocerlas.
Teoria elemental Representaciones en si, proposiciones en si, verdades en si.

Teoria del conocimiento ~ Condiciones del conocimiento de la verdad.

Heuristica Reglas que han de observarse cuando de hallar la verdad se trata.

Teoria de la ciencia Reglas que han de seguirse en la divisién del ambito de la verdad.

El énfasis de Bernard Bolzano en la verdad en si es para establecer que los nimeros, las ideas, y

las verdades existen de modo independiente a las personas que los piensen.
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Pensando en el concepto de limite, Augustin Louis Cauchy define:

Integral «El limite de una serie de sumas».
Derivada «El limite de un cociente de incrementos».
Sus publicaciones Cours d’analyse de I’Ecole Polytechnique, Curso de anélisis de la Escuela
Politécnica, de 1821 d.C.; Résumé des lecons sur le calcul infinitesimal, Resumen de lecciones
sobre calculo infinitesimal, de 1823 d.C.; Lecons sur le calcul différentiel, Lecciones sobre el
calculo diferencial, de 1829 d.C.; junto con los trabajos de Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3
fueron el establecimiento del rigor matematico para el Calculo Infinitesimal. La nocién de
variable que usaba Cauchy no era la que hoy usamos. Actualmente utilizamos el resultado de
Weierstraf, autor de la frase «Un matematico no es digno de ese nombre si no es un poco
poeta», quien es considerado ‘El Padre del Analisis Matematico Moderno’ dando continuidad
a la brega de construir sobre bases irrefutables el Calculo Inifinitesimal y en sus conferencias
tituladas Introduccidn al Andlisis de los afios 1859 d.C. y 1860 d.C., compiladas en el libro
Einleitung in die Theorie der analytischen Funktionen, Introduccidn a la teoria de las funciones
analiticas, publicado péstumamente en 1973 d.C., dio las definiciones de continuidad, limite y
derivada de wuna funcién, que contintian vigentes incluyendo el Teorema de
Bolzano-Weierstrafl que establece las condiciones de ser cerrado y acotado para considerarse
compacto un subconjunto. Augustin Louis Cauchy definié a la integral y a la derivada
expresadas en limites para eludir a los infinitesimales. Sigui6é determinar con las ecuaciones de
Cauchy Riemman las condiciones necesarias, aunque no suficientes, para la derivabilidad de
las funciones de variable compleja, ya que ahora el Calculo Infinitesimal incluye a los niimeros
complejos. Johann Carl Friedrich Gauss fue quien nombré a los numeros complejos,
definiéndolos rigurosamente en Theoria residorum biquadratorum, Teoria de residuos
bicuadraticos, en 1828 d.C., afio en que también publicé Disquisition generales circa superficies
curvas, Investigaciones generales acerca de superficies curvas. Veintiséis afilos mas tarde, Georg
Friedrich Bernhard Riemann en 1854 d.C. con la geometria de Riemann da la unificacién de
todas las geometrias conocidas hoy en dia con Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen, Sobre las Hipotesis en que se Funda la Geometria. También en 1854 d.C.

establece la integral de Riemann, siendo la primera definiciéon rigurosa de la integral
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de una funcién en un intervalo, definiciéon que se encuentra en Ueber die Darstellbarkeit einer
Function durch eine trigonometrische Reihe, Sobre la Representacion de una Funcién por una
serie trigonométrica. Es en 1904 d.C. que Henri Léon Lebesgue presenta la integral de
Lebesgue en Lecons sur l'intégration et la recherché des fonctions primitives, Lecciones sobre
integracion y la busqueda de funciones primitivas. La integral de Lebesgue generaliza a la
integral de Riemann extendiendo el concepto de area bajo la curva para incluir a las funciones
discontinuas. Sin embargo, existen conjuntos que no son L-medibles lo que lleva a investigar y
constituir modelos de teoria de conjuntos en los cuales todos los conjuntos sean L-medibles,
esto cambiando la concepcién del continuo. Si el espacio puede ser subdividido
indefinidamente, por el hecho de ser continuo, se produce la Paradoja de la Linea de Costa
que es que la longitud de la linea costera con resolucién infinita acumulara pliegues
infinitamente mds pequenos creciendo indefinidamente, asunto que estudié y desarrolld
Benoit Mandelbrot en su libro Fractal Geometry of Nature, Geometria Fractal de la Naturaleza,
de 1982 d.C,, creando la Geometria Fractal. La Paradoja de la Linea de Costa del siglo XX d.C.
remite a la Paradoja de Zendn, el primer intento de pensamiento infinitesimal, del siglo V a.C.
con Aquiles haciendo su carrera a la orilla del mar después de dos mil quininientos afios
armado ahora con el concepto de limite para aproximarse a la tortuga. El continuo ha sido un
continuo problema, y conlleva a la Hipoétesis del continuo en la que cualquier conjunto
infinito no puede estar entre el conjunto de los numeros naturales 1, 2, 3, ... y el conjunto de
los nimeros reales 1, V2, 0, V3, 2, Vs, e, 3, 7, .... Axioma de eleccién postulando que para cada
familia de conjuntos no vacios, existe otro conjunto que contiene un elemento de cada uno de
aquellos y si los nimeros naturales son de cardinalidad x, se puede elegir que los nimeros
reales, lo continuo, sean de cardinalidad, esto es, con cantidad de elementos igual a x..
La postulaciéon mediante conjuntos se desploma al espetar: Un conjunto formard parte de si
mismo sélo si no forma parte de si mismo, Paradoja de Russell. No es de extrafar. La paradoja
esta desde el punto de partida, ya que si el ente fundamental de la parte de las matematicas que
estudia la extension, la forma de medirla, las relaciones entre puntos, lineas, angulos, planos,
figuras, y la manera cdmo se miden, el punto, -, es lo que no tiene partes llegamos a que el

Universo esta formado de nada. A vivir feliz y barbon.
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Linea del Tiempo

[s. Va.C, 1077 d.C.]

s. Va.C.

s. Va.C.

s. IV a.C.

c. 300 a.C.

s. Il a.C.

s. Il a.C.

s. I1d.C.

s. IV d.C.

c. 400 d.C.

s. VId.C.

s. IX d.C.

1077 d.C.

Zenon de Elea

Hipaso de Metaponto

Eudoxo de Cnido

Euclides

Arquimedes

Apolonio de Perga

Claudio Ptolomeo

Hipatia

Aryabhata

Abu Abdallah Muhammad

ibn Musa al-Jwarizmi

Ghiyath al-Din Abu I-Fath
Omar ibn Ibrahim Jayyam
Nishapuri

Paradojas

Numeros Irracionales

Método Exhaustivo

Elementos

Sobre teoremas mecdnicos a Eratdstenes misiva

Conicas

Sintaxis Matemdtica

Sobre las Cénicas de Apolonio

Sol perfecto objetivo

Aryabhatiya

Compendio de cdlculo por reunion de partes rotas

y balance

Comentarios sobre aspectos dudosos en los

postulados del libro de Euclides
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Linea del Tiempo

[1544 d.C., 1647 d.C.]

1544 d.C.

1614 d.C.

1615 d.C.

1617 d.C.

1620 d.C.

1635 d.C.

1637 d.C.

1637 d.C.

1638 d.C.

1644 d.C.

1647 d.C.

Michael Stifel

John Napier

Johannes Kepler

Henry Briggs

Jost Burgi

Bonaventura Cavalieri

Pierre de Fermat

René Descartes

Galileo Galilei

Evangelista Torricelli

Gregorius van St-Vincent

Aritmética completa

Descripcién del Maravilloso Canon de los

Logaritmos

Nueva geometria sélida de barricas de vino

Primeros mil logaritmos

Tablas de Progresiones Aritméticas y Geométricas

Geometria por indivisibles de lo continuo avanzada

por un nuevo método

Introduccion a los lugares planos y solidos

Discurso del método para conducir bien la propia

razonm, y buscar la verdad en las ciencias

Discurso y demostracion matemadtica en torno a

dos nuevas ciencias

Obras de Geometria

Obra geométrica de cuadratura del circulo y

secciones conicas
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Linea del Tiempo

[1650d.C., 1715 d.C.]

1650 d.C.

1656 d.C.

1659 d.C.

1669 d.C.

1684 d.C.

1687 d.C.

1690 d.C.

1696 d.C.

1714 d.C.

1715 d.C.

Pietro Mengoli

John Wallis

Vincenzo Viviani

Isaac Barrow

Gottfried Wilhelm Leibniz

Isaac Newton

Jakob Bernoulli

Guillaume de I'Hopital

Gottfried Wilhelm Leibniz

Brooks Taylor

Nueva Cuadratura Aritmética o De Adicion de

Fracciones

Aritmética de los Infinitos

De mdximos y minimos geométricos inspirado en

el quinto de Cénicas de Apolonio de Perga

Lecciones Geométricas

Nuevo método para mdximos y minimos, y para
tangentes, que no estd impedido por cantidades
fraccionales o irracionales, y un tipo singular de
cdlculo para lo mencionado anteriormente.
Principios matemadticos de la filosofia natural

Articulo en Acta Eruditorum

Analisis de los infinitamente pequefios para el

estudio de las lineas curvas

La Monadologia

Métodos de Incrementos Directos e Inversos
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Linea del Tiempo

[1734 d.C., 1823 d.C.]

1734 d.C.

1736 d.C.

1748 d.C.

1755 d.C.

1768 d.C.

1776 d.C.

1786 d.C.

1810 d.C.

1821 d.C.

1823 d.C.

George Berkeley

Isaac Newton T

Leonhard Euler

Leonhard Euler

Leonhard Euler

Leonhard Euler

Simon Antoine Jean

L'Huillier

Bernard Placidus Johann

Nepomuk Bolzano

Augustin Louis Cauchy

Augustin Louis Cauchy

El Analista; o, Un discurso dirigido a un matemadtico
infiel: en el que se examina si el objeto, los principios
y las inferencias del andlisis moderno se conciben
mds claramente, o se deducen mds evidentemente,
que los misterios religiosos y los puntos de fe.

Meétodo de las fluxiones y series infinitas
Introduccioén al andlisis del infinito

Fundamentos de Cdlculo Diferencial

Fundamentos de Cdlculo Integral

Determinacion de cargas, que las columnas pueden

soportar

Exposicion bdsica de los principios de los cdlculos

superiores

Contribuciones ~a una  presentacion  mds

fundamentada de las matemdticas. Primera entrega

Curso de andlisis de la Escuela Politécnica

Resumen de lecciones sobre cdlculo infinitesimal
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Linea del Tiempo

[1828 d.C., 1960 d.C.]

1828 d.C.

1828 d.C.

1829 d.C.

1837 d.C.

1854 d.C.

1854 d.C.

1903 d.C.

1904 d.C.

1960 d.C.

Johann Carl Friedrich

Gauss

Johann Carl Friedrich

Gauss

Augustin Louis Cauchy

Bernard Placidus Johann

Nepomuk Bolzano

Georg Friedrich Bernhard

Riemann

Georg Friedrich Bernhard

Riemann

Bertrand Arthur William
Russell

Henri Léon Lebesgue

Eugene Paul Wigner

Teoria de residuos bicuadrdticos

Investigaciones generales acerca de superficies

curvas

Lecciones sobre el cdalculo diferencial

Profesor de ciencias

Sobre las Hipotesis en que se Funda la Geometria

Sobre la Representacion de una Funcién por una

serie trigonométrica

Los Principios de las Matemdticas

Lecciones sobre integracion y la biisqueda de

funciones primitivas

La Irrazonable Efectividad de las Matemdticas en

las Ciencias Naturales
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Linea del Tiempo

[1966 d.C., 1982 d.C.]

1966 d.C. Abraham Robinsohn

1973 d.C. Karl Theodor Wilhelm
Weierstraf$

1982 d.C. Benoit Mandelbrot

Andlisis No Estandar

Introduccion a la teoria de las funciones analiticas

Geometria Fractal de la Naturaleza
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Capitulo III

Aplicaciones del Calculo

Infinitesimal en Ingenieria Civil

No basta tener un buen ingenio; lo principal es aplicarlo bien. - René Descartes

Ingenieria Civil, profesiéon que trata de la aplicaciéon de conocimientos cientificos, ya sean

tisicos, quimicos, matematicos, geoldgicos, para resolver problemas de planeacién, disefo,

construccién, operaciéon y mantenimiento de infraestructura, sumando su aportaciéon a

campos de la ciencia.

Siete areas conforman la Ingenieria Civil:

Planeacion Estructuras Hidraulica  Geotecnia Transporte Construccion Ambiental
Planeaciéon: Disciplina que identifica Hidraulica: Disciplina que proyecta y
acciones a través de wuna secuencia ejecuta obras civiles relacionadas con

sistematica de toma de decisiones para
generar los efectos que se esperan de ellas.
Su finalidad es proyectar un futuro deseado
y los medios efectivos para lograrlo.

Estructuras: Disciplina que disefa la
conformacion de los elementos de soporte
de las obras civiles. Su finalidad es
equilibrar las fuerzas a las que va a estar
sometida la edificacién para resistir las
excesivas

solicitaciones sin colapso o

deformaciones.
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recursos hidricos para su aprovechamiento
y resguardo. Su finalidad es la captacion,
preservacion, uso, control y manejo del

agua.

Geotecnia: Disciplina que caracteriza las
propiedades fisicas, quimicas, mecdnicas y
estructurales de los suelos y las rocas.
Su finalidad es garantizar la estabilizacién y
correcta distribucion de los esfuerzos que
genera la estructura en su interacciéon con

el terreno.



Transporte:  Disciplina que  plantea Construccién: Disciplina que  dirige,

soluciones a la movilizacion de bienes y administra y lidera la materializacion de las
personas. Su finalidad es planificar, disefiar, obras civiles. Su finalidad es coordinar las
construir, operar y mantener sistemas de acciones para erigir los proyectos de
traslado. infraestructura .

Ambiental: Disciplina que crea soluciones
para preservar y mejorar el entorno.

Su finalidad es el desarrollo sostenible.
En Elrompecabezas de la ingenieria libro publicado por Daniel Reséndiz Nufiez se describe:

«Asi pues, la ingenieria es una profesion que, en cualquiera de sus actividades, busca satisfacer
ciertas necesidades humanas de orden material mediante el diagndstico y el disefio aplicado a
los problemas que deben abordarse para alcanzar ese propoésito. En general, las necesidades
humanas se derivan de la insuficiencia de algunos satisfactores: habitaciéon, agua para
cualquiera de sus usos, transporte (terrestre, aéreo, interplanetario, etc.), medios de
telecomunicacion, energéticos, etc. Para satisfacerlas, el ingeniero hace primero un diagndstico
que aclare y delimite el problema, sus alcances, sus circunstancias, las diversas variables que
intervienen, y sus relaciones causa-efecto. Con base en el diagndstico hace luego un disefio que
busca definir la mejor solucion con todos los detalles necesarios para que pueda llevarse a la
realidad (proceso de fabricaciéon o construccion que igualmente es actividad de ingenieros,
como también lo es después la operacién de los proyectos que la ingenieria planifica, disefia y

construye o fabrica)». (p. 33).

La Ingenieria Civil para satisfacer las necesidades humanas se hace del conocimiento cientifico
utilizando el Célculo Infinitesimal, el conjunto de Calculo Diferencial y Caélculo Integral,
para manipular simbélicamente las expresiones que conciernen a cambios. Heréclito de Efeso,
recordado por su sentencia: «<No puedes pisar dos veces el mismo rio, porque no sera el mismo
rio y ti no seras el mismo hombre», declaraba que lo inico constante es el cambio y para hacer
constancia de cualquier cambio el Calculo Infinitesimal resulta imprescindible al ejercer la

profesion, ya que su aplicacidon concierne a las siete disciplinas que erigen la Ingenieria Civil.
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PLANEACION

Para identificar las acciones a tomar existe metodologia de la planeacion. petéd metd mas alla
00®wG odds camino
Aoyog logos estudio

Metodologia: Estudio del camino al mas alla.

Se fija una meta y se estudian las alternativas para llegar a ella. ;Qué? & ;Como?

El qué es la demanda. El como es el precio. Demanda, bien o servicio que se esta dispuesto a

adquirir. Precio, pago por la obtencién del bien o servicio deseado. El medio de pago mas

A

In principio creavit Deus celum et terram. Terra autem erat inanis et vacua, et tenebree erant

extendido y aceptado en la sociedad es el dinero.

super faciem abyssi: et spiritus Dei ferebatur super aquas. Dixitque Deus : Fiat lux.

Et facta est lux. (Génesis1:1-3 Version VULGATE).

En el principio, Dios creé los cielos y la tierra. La tierra no tenia forma
y estaba vacia, y la oscuridad cubria las aguas profundas; y el Espiritu de Dios
se movia en el aire sobre la superficie de las aguas. Entonces Dios dijo: «Que haya luz»;

y hubo luz. (Génesis1:1-3 Version NTV).
El tipo de dinero que se utiliza actualmente es Dinero Fiat, el dinero que haya. No tiene valor
per se. Tiene valor por presumir que lo tiene y es la base de la Economia, la ciencia de

administrar la escasez, regulada por la Ley de la Oferta y la Demanda.

III.1  Ecuacién de Precio de Oferta I1I.2  Ecuacion de Precio de Demanda

P=oa+pQ P=a-bQ

Siendo a, 5, a, b >0
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La demanda de un bien o servicio es la cantidad, Quantity, que se desea de la misma.
La Ecuacidn de Precio de Demanda pretende ser un modelo de la relacién de la demanda en
funcién del precio, P, agrupando todas las condiciones independientes a la cantidad de gente
que desea comprar que afectan al precio en la constante a y formulando con la constante b la
influencia que existe en la relacion. Una vez modelada, se puede analizar el ingreso total,
Total Revenue, que se obtiene con el precio al que esta dispuesta comprar la demanda

multiplicado por la demanda misma.

III.3 Ingreso Total
Tr=PQ=(a-bQ)Q=aQ-bQ

Tr=aQ - bQ?

El Calculo Diferencial se aplica y da entrada al andlisis marginal para tomar decisiones que es
lo que compete a la Planeacion. Se obtiene la razén de cambio instantanea del ingreso total,
segiin cambie la demanda. Derivando el ingreso total con respecto a la demanda se obtiene el

ingreso marginal, Marginal Revenue.

III.4 Ingreso Marginal

Mr=dTr= d(aQ-bQ*) =a-2bQ
dQ dQ

MR:(Z—ZI?Q

La utilidad de estar calculando llega. Se puede saber, en teoria, cémo generar el maximo
ingreso, y es al hacer My igual a o, porque la pendiente es entonces nula y corresponde a una
sima. Se despeja Q. Se aplica a IIL.2 y se obtiene el precio que genera el Ingreso Maximo en
funcion de los parametros establecidos a y b en IIl.5. Posteriormente en IIL.6 el Ingreso

Maximo mismo. Radical la importancia al determinar los parametros a y b por economistas.
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III.s  Precio de Maximo Ingreso

Mr=0 .. o0=a-2bQ 2 Qrvax= a_ P=a-b-a=a-ab=a-a=a
2b 2b 2b 2 2

PRMale

2

III.6  Ingreso Méaximo

TRMax = PRMaxQRMax =da-a = a’
2 2b  4b

’1—'RMax=L2

4b

Los factores a, f, junto con a, b, que son estimaciones del comportamiento del mercado,
determinan los resultados de los célculos, de ahi que no importando que las operaciones hayan
sido correctas, si o, f, a, b no corresponden a lo real entonces resuena la frase:

«Un economista es un experto que sabrd mafana por qué las cosas que predijo ayer no
sucedieron hoy».

Hacer calculos basados en estimaciones lleva a falsas certezas lo que ha traido la crisis
financiera de 2008-2009, con la consiguiente depresion econdmica actual provocada por la
mayor fuente del sector financiero: Los Derivados. Ian Stewart en su libro

17 Equations that Changed the World, 17 Ecuaciones que Cambiaron el Mundo, explica:

«Los operadores de derivados usan dinero virtual, numeros en un ordenador. Lo toman
prestado de inversores que probablemente lo han tomado prestado en alguna otra parte.
Con frecuencia no lo han tomado prestado del todo, ni siquiera virtualmente: han presionado
el boton del ratén para estar de acuerdo con que tomaran prestado el dinero si alguna vez es
necesario. Pero no tienen intencidn de permitir que sea necesario, venderan el derivado antes
de que suceda. El prestamista, el hipotético prestamista, como el préstamo nunca se llevara a
cabo, por la misma razén, probablemente tampoco tiene realmente el dinero. Esto son las
finanzas en un reino de fantasia, aunque se ha convertido en una practica estindar del sistema

bancario del mundo». (p. 339).
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Desafortunadamente, sucede. $21 00oo 000 ooo ooo USD, aproximadamente, es la deuda
publica que tiene Estados Unidos de América, con prondstico de aumento, que habiendo
superado desde el 12 de septiembre de 2017 d.C. los veinte billones, presenta el maximo nivel
de endeudamiento desde la Segunda Guerra Mundial. China aprendié el juego, por lo que ha
decidido incrementar su deuda en 2019 d.C. Cifras del Banco de México situan la Posicion de
Deuda Externa Bruta Total Ajustada en $456 251 0ooo ooo USD al cierre de julio de 2019 d.C,,
igualmente deuda sin precedente. John Maynard Keynes advirtié al respecto:

«Si yo te debo una libra, tengo un problema; pero si te debo un millén, el problema es tuyo».

Proyectar un futuro deseado y los medios efectivos para lograrlo.

«La publicidad nos hace desear coches y ropas, tenemos empleos que odiamos para comprar
mierda que no necesitamos. Somos los hijos malditos de la historia, desarraigados y sin
objetivos. No hemos sufrido una gran guerra, ni una depresién. Nuestra guerra es la guerra
espiritual, nuestra gran depresion es nuestra vida».

{Chaffin, C., Grayson Bell, R., Linson, A. (productores) Fincher, D. (director). (1999). Fight Club

[Cinta cinematogréfica]. Estados Unidos de América: 20th Century Fox}.

Siendo la Ingenieria la profesion que busca satisfacer mediante el diagndstico, delimitacion del
problema, alcances, circunstancias, diversas variables que intervienen, y la relacién causa-
efecto, conviene analizar en pos de las mejores decisiones el origen de las necesidades; analisis
que realiz6é Karl Heinrich Marx en Grundrisse, Elementos fundamentales para la critica de la
economia politica: «Si resulta claro que la produccidn ofrece exteriormente el objeto del
consumo, también lo es que el consumo ofrece idealmente el objeto de la produccién, como
imagen interior, como necesidad, como instinto o como fin». (p. 12).

Todas las acciones que tomamos generan un futuro que deriva de ellas. Su origen es el deseo,
consecuencia final de la emocion. Resulta emocionante que la elasticidad de la demanda se
puede obtener con la derivada de la demanda ahora con respecto al precio multiplicada por la
razén precio : demanda. El precio afecta o no afecta, con lo que se puede saber cuanto

aumentar el precio y asi aumentar los ingresos. Parece ser que ese es el plan en todo.
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ESTRUCTURAS
Columna fuerte Viga débil Es el criterio para el diseio de una estructura,
el conjunto de masas que se conectan para transmitir las fuerzas al terreno, con niveles de

desplazamientos controlables ante diversos tipos de solicitaciones.

mn 8

Figura III 1 Elemento sin Grados de Libertad Figura III 2 Elemento con un Grado de Libertad Figura III 3 Representacion de elemento con dos GL

a X

Figura III 4 Representacion de elemento con tres GL Figura III 5 Representacion de elemento con cuatro GL

£ %

Figura III 6 Representacion de elemento con cinco GL Figura III 7 Representacion de elemento con seis GL

La conformacion de los elementos de soporte determina el comportamiento que tendra la
estructura ante las fuerzas a las que va a estar sometida. En Ingenieria, el nimero de Grados de
Libertad se refiere al nimero minimo de parametros que determinan las reacciones de los
elementos. En el espacio, nuestro ambito, existen tres traslaciones, que corresponden a las tres

posibles direcciones en lo tridimensional. Ademas, existen tres rotaciones, cada una respecto a
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cada eje, siendo en conjunto seis grados de libertad la totalidad de posibles reacciones.
La funcién de uno como disefiador estructural es restringir la configuracion de los elementos
estructurales a que sean asintéticamente estables, esto es, que las perturbaciones produzcan
trayectorias dentro de un denominado entorno de estabilidad y que terminada la perturbaciéon
se regrese a la configuracién inicial. Se han propuesto diversos métodos que intentan
establecer un juicio que determine la estabilidad de un sistema, entre ellos se incluyen:

Equilibrio Energético Dindmico Experimental
Desarrollando el Método del Equilibrio, la base tedrica para el disefio de columnas presentada
por Leonhard Paul Euler en Determinatio onerum, quae columnae gestare valent,

Determinacién de cargas, que las columnas pueden soportar, se sustenta en el analisis del

|

pandeo producido por compresion.

2
T
Figura I1I 8 Pandeo
Pandeo proviene del latin pandus que significa curvado. En el pandeo como los
desplazamientos no se presentan en direccion de la fuerza aplicada se denomina el fenémeno
como inestabilidad elastica. La fuerza axial aplicada produce una flexion, reaccion para la cual
no son propuestas las columnas en primera instancia por lo que el calculo busca encontrar
cuanto es la mayor carga antes de que ocurra dicha inestabilidad. La fuerza axial aplicada

genera un momento provocado por el desplazamiento que ha tenido la columna, la flecha.

Ver Figural 2
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El momento, caracterizado por ser una fuerza, multiplicada por un brazo de palanca, tiene por
tanto unidades de trabajo, equivale a una aceleraciéon angular, la segunda derivada del
desplazamiento de la flecha, en direccidn ortogonal, con respecto a la longitud del elemento.
La fuerza aplicada a la columna, como se interpreta para el analisis como puntual para reducir
el planteamiento, se denota con P. La flecha no es constante, en los extremos no hay deflexidn,
por ser puntos de apoyo, y la deformacién varia conforme al recorrido en direccién de la
columna, deformacién formulada con V(z). El médulo de Young, llamado también médulo de
Elasticidad y denotado como E por Leonhard Paul Euler, es una constante que caracteriza la
razén tensién : deformaciéon en origen, que para columnas aplica ser la razén
compresion : deformacion. I es el momento de inercia, valor de la resistencia que opone el
material a modificar su estado de movimiento debido a la distribuciéon de su masa.
Por equilibrio, fuerzas externas equivalen a fuerzas internas. El momento externo a la columna
es PV(z). La reaccion de igual magnitud, direccién opuesta, por ello el signo negativo, es la
aceleracién de giro de la columna con los factores EI que se oponen al cambio. Las columnas,
inspiradas en troncos de arboles, funcionan de soporte, significando soporte la palabra latina
columen que dio el nombre. Pensando que el soporte es para ganar altitud, eje Z convenido en
el presente documento, la segunda derivada de la flecha es con respecto a z, la aceleracion de

giro conforme aumenta en altura la columna. Cambiando los ejes de referencia la derivada

puede cambiar a ser respecto a x 0 a y segun le corresponda. Aqui z serd altura.
IIL.7 PV(z) =-d*> V(z) EI
dz’

Lo que interesa es aumentar los ingresos por lo que es importante conocer la maxima carga
que puede soportar una columna sin que presente inestabilidad y se obtiene despejando P de la
ecuacion anterior, ecuacion diferencial de segundo orden. El asunto es que esta formulado que
la flecha esta en funcién de z. Para que la ecuacién diferencial de segundo orden se cumpla la
segunda derivada de V(z) ha de resultar en (P/EI)-V(z) con signo contrario. La solucién

rigurosa sigue un proceso distinto. Aqui se muestra cdmo la solucién satisface la ecuacién.
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Tomando 1.61 seguido de 1.62 tenemos que la segunda derivada de seno resulta en el
apropiado menos seno para la ecuaciéon diferencial de segundo orden que analizamos.
El argumento de la funcién igualmente se deriva; resulta factor de la derivada de la funcién.
Al ser dos derivadas consecutivas se obtiene como coeficiente de la funcién que es menos seno
a la derivada del argumento al cuadrado. Para que exista el equilibrio, la igualacién a cero,
entonces dicho cuadrado de la derivada del argumento ha de ser igual a P/EI en cuyo caso el

argumento es entonces raiz de P/EI y ello multiplicado por z.

I11.8  Funcién V(z)

PV(z)=-d*V(z)EI > PV(z)+ d*V(z)EI=0 > P.V(z)+ d*V(z)=o0
dz’ dz? EI dz

Definir V(z) tal que d* V(z) =- P -V(z)
dz EI

Sea V(z) = sen(\/[P/EI]z) dV(z)= cos((\/[P/EI]z)-\/[P/EI] entonces
dz

d? V(z) = d cos((N[P/EI\z)-N[P/EI] = \[P/EI]- d cos(N[P/EI|z) = N[P/EI]- -sen(N[P/EI]z) N[P/EI] =
dz dz dz

(N[P/EI)}>- -sen(N[P/EI|z) = P - -sen(N[P/EI]z) = - P -sen(N[P/EI]z)
EI EI

P.V(z)+ &V(z)=0 > P-sen(N[P/Ellz) + {- P-sen(N[P/Ellz)} =0 >

EI dz? EI EI
P.sen(N[P/EI]z) - P-sen(N[P/EIlz) =0 > o=o La funcién V(z) = sen(V[P/EI]z) satisface
EI EI

Obtenida la funcidén V(z) que satisface la ecuacién diferencial de segundo orden que representa
la situacidn de equilibrio, se despeja la variable de interés P que sera la carga critica de pandeo.
La cuestidn es que la deflexidon V(z) esta en funcién de la carga que es incdgnita con lo que

tenemos una ecuacion y dos incognitas. Para que el sistema pueda resolverse es necesario que
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se tenga el mismo numero de incognitas que de ecuaciones, para ello se analiza la funcion V(z)
en un punto cuya deflexion sea conocida. Dos puntos dan solucidn, los puntos extremos, V(o)

y V(L) donde por configuracién el desplazamiento es nulo. Se procede con la resolucion.

IIl.g Sea V(z) = sen(N[P/EI]z) evaluadaenz=o0
V(o) = sen(N[P/EI]o) = sen(0) = o
V(o)=o0

Al multiplicar por o el argumento, se cancela la oportunidad de operar con la variable fuerza

puntual P. Evaluando en el otro punto extremo se tiene:
[Il.io Sea V(z) = sen(N[P/EI]z) evaluadaenz=1L
V(L) = sen(N[P/EI]L)

Sabiendo que la deflexién en el apoyo es nula, sen(N[P/EI]L) ha de ser por tanto igual a o.
El calculo hace uso de la armonia del seno. La funcién sen(x) es o en o y cada 180°, cada m

radianes. Asi la ecuacién V(L) = o es cierta cuando V[P/EI]L es igual a nmt con n € N por lo que:

III.11 V[PlL=nnr > PL=wm > PL*=wmEl > P=nmEl
EI EI L2

Se tiene a la fuerza puntual P en funciéon de n?, puesto que el modulo de Elasticidad, el
momento de Inercia y la Longitud de la columna se toman como constantes. Siendo n = o

entonces P = o, caso que no es de utilidad. Siguiendo con #n = 1 se obtiene:

III.12 Sea P = n’*m*El evaluadaenn=1
LZ

P = 1°>m?El = m*El
L? L?

119



La carga P que se calculd equilibra la accidén externa del momento producido por la misma
cargay la deflexion con los esfuerzos internos que se oponen a la deformacién de la columna.
Mas alla de esta carga se produce la inestabilidad elastica y un consecuente colapso. Por ello,
al valor P obtenido se le llama Carga Critica de Pandeo, carga que no ha de ser excedida para

garantizar la estabilidad de la estructura.

III.13 Carga Critica de Pandeo

Pcritica = LEI

LZ

Tedricamente es convincente. En la practica se presenta el fendémeno de curvado de columnas
con cargas distintas a la Pciics calculada. Razén de ello es, como describieron
Oscar Manuel Gonzélez Cuevas y Francisco Robles Ferndndez-Villegas en su libro
Aspectos fundamentales del concreto reforzado: «En estructuras de concreto reforzado,
las columnas se encuentran restringidas parcialmente por los sistemas de piso, sin que existan
articulaciones o empotramientos perfectos». (p. 422). Las articulaciones son 1 GL
y los empotramientos o GL, siendo perfectos. Al existir incertidumbre sobre los Grados de
Libertad que existen en los apoyos de las columnas, se procede a la aproximacion de resultados
puesto que el calculo puro no es posible de precisar. Agregando otra pieza en El rompecabezas
de la Ingenieria, Daniel Reséndiz Nufez responde sobre la responsabilidad del ingeniero al
proceder en este tipo de situaciones de planteamiento: «La responsabilidad principal
del ingeniero es, primero, aplicar su juicio experto a interpretar, de manera subjetiva pero
racional, la incierta informacion con que cuenta, hasta convertirla en un insumo util para la
parte cientifica de sus tareas; después, seguir apoyandose en su juicio para procesar esa
informacion rigurosamente, pese a la incertidumbre que seguira teniendo, hasta llegar con
base en ella a un diagndstico y un disefio». (p. 57).

Y  alma del planteamiento usado por la Ingenieria para resolver la situacion. Se formula:

IIIl4 Y= ZKCOZumna
ZKViga

iride.gz Ut tensio sic vis K ceiiinosssttuv Rigidez.
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Figura III 9 Factor k para marcos sin desplazamiento lateral Figura III 10 Factor k para marcos con desplazamiento lateral

La Figura III 9 y la Figura III 10 que se muestran son denominadas como nomogramas.
Los nomogramas se desarrollaron para obtener un factor k en funcién de la razén formada por
rigidez columna : rigidez viga que modifica la longitud de la columna que concierne a la Pcritica
calculada. El uso de k tiene la finalidad de obtener un valor frontera aproximado a lo real.
Y es el alma del criterio diseminado Columna fuerte Viga débil. Es aqui que inicia el uso en
Ingenieria de una serie de factores, que no son otra cosa mas que coeficientes para proteger los
modelos teéricos con incertidumbre, denominados factores de seguridad. La fuerza puntual
que se asume resiste una columna antes de presentar inestabilidad elastica deja de satisfacer la

E D O de segundo orden, justificandose al abogar por la seguridad proponiendo:

IIIlS PCn'ticaEfectiva = m*El
(kL)
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HIDRAULICA
I11.16 Gasto hidraulico

Q=dV
dt
Gasto hidraulico Caudal Flujo instantdneo de volumen

Nombres dados a la cantidad de liquido o volumen, V, que atraviesa una superficie en una
unidad de tiempo, t. La superficie tiene la caracteristica de ser ortogonal a las lineas de flujo a
fin que los vectores velocidad de flujo, v, y normal al diferencial de area, n-dA, sean paralelos
en todos los puntos que forman el area, A, de la superficie. El vector velocidad determina que

el flujo sea no permanente o permanente segin su variaciéon o no variacion en el tiempo.

II1.17 Flujo no permanente II1.18 Flujo permanente
ov #0 ov =0
ot ot

Se utiliza la derivada parcial de la velocidad de flujo, v, respecto al tiempo, ¢, para determinar la
permanencia de un flujo. A su vez, se utiliza la derivada parcial de la velocidad de flujo, v,

con respecto a una direccion espacial, x, para clasificar si es flujo variado o flujo uniforme.

.19 Flujo variado II.20 Flujo uniforme
dv #0 dv =0
ox ox

Es comprensible que el criterio que determina si el flujo es compresible o incompresible sea la

derivada de la densidad, p, la cantidad de materia en cierto volumen, respecto al tiempo, t.

III.21 Flujo compresible III.22  Flujo incompresible
dp #zo dp =o
dt dt
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Considerando al tiempo se establecid el flujo no permanente y el flujo permanente. Cuando
ocurre que se tiene al primero entre dos del segundo, el flujo no permanente sumergido entre
flujos permanentes, se le llamo flujo transitorio. En la practica sélo en el flujo transitorio
denominado Golpe de Ariete, originalmente pulso de JXykoBckwmii, es que es necesario
considerar al agua como flujo compresible, ya que es causante primordial en instalaciones
hidraulicas de los dafios graves. La magnitud de estos dafios se sugiere en el nombre. El ariete
es un arma usada para romper puertas o muros fortificados. El ingeniero ha de considerar el
Golpe de Ariete en el disefio hidraulico. = Puede llegar a romper incluso tuberias fortificadas.

yny Sxp Escuchar y el Golpe de Ariete estan relacionados.
El sonido es propagacion de onda en un medio eldstico. Fue igualmente en Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica que Isaac Newton expuso en férmula la velocidad del sonido

en funcidén de la presidn ejercida y la densidad del medio. Velocidad, en latin celeritas, c.

III.23 Férmula de Newton, ¢
c=\[p/p]

Pierre-Simon Laplace afiadi6 el factor k, razén de calor especifico o coeficiente de dilatacion
adiabatica, debido a que tiene influencia en la propagacion del sonido. El producto xp se

denomina mddulo de compresibilidad, K, siendo la formula que calcula la velocidad de onda:

III.24 Férmula de Newton Laplace, ¢
¢ =[xp/p] = V[K/p]

La velocidad del sonido en el medio, agua en el caso de la hidrdulica, se incluye en la ecuacion
de XKyxosckwuii, traducido como Joukowsky, que calcula el aumento de presion en una tuberia

tras un cierre abrupto. En el caso contrario, la disminucion de presion tras una apertura subita.

III.25 Ecuacion de XXykosckuii [Joukowsky]

Ap = -pcAv
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Huxomnait Eroposuu JKykosckuii, traducido también como Nikoldi Yegoérovich Zhukovski,
presentd la ecuacion anterior que obtiene la presion transitoria, p, en pascals, kg/(m-s).
Lorenzo Allievi llegd a la misma conclusion en la conocida ecuacion de Allievi difiriendo en
obtener la presidn transitoria, AH, en metros columna de agua, m, que corresponde a dividir la

ecuacion de JXKyxoBckwuii entre el peso especifico, y, que es igual a pg.

II1.26 Ecuacion de Allievi
AH = -cAv
4
Sucede que la velocidad de propagacion de onda del Golpe de Ariete en instalaciones
hidraulicas coincidiria con la velocidad del sonido en el agua si la tuberia fuese de un material
infinitamente rigido. Sin embargo, los materiales que se utilizan para distribuir el agua son
deformables lo que disipa energia. La situacion fue considerada en la férmula de XXyxoBckuii
que disminuye ¢ en funcién del mddulo de elasticidad del material de la tuberia, E,

su didmetro, @ y su espesor, e.

IlI.27 Foérmula de XXykoBckuii, ¢

c= \/[K/p]
V[1 + (KQ)/(Ee)]

Considerando que del agua se ha medido, aproximadamente: K 2 030 000 000 kg/(m-s?)
p 1 000 kg/m?
I11.28 ¢ = V{[2 030 000 000 kg/(m-s?)]/[1 000 kg/m?]} =

V{1 + [2 030 000 000 kg/(m-s*)@]/[Ee]}

V[2 030 000 m?/s?] = 1424,78... m/s
V{1 + [2 030 000 000 kg/(m-s*)D]/[Ee]} V{1 + [2 030 000 000 kg/(m-s*)D]/[Ee]}

c= 1424,78... m/s
V{1 + [2 030 000 000 kg/(m-s*)@]/[Ee]}
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Lorenzo Allievi aplicé el Célculo Diferencial en las llamadas Ecuaciones Diferenciales de
Allievi para obtener la sobrepresion que es generada por el cierre o por la apertura del paso del
agua utilizando la nombrada férmula de Allievi que calcula la celeridad de propagacién de
onda del Golpe de Ariete considerando que la variacion de presidon hace variar al diametro, @,

y al espesor, e, de la tuberia en cuestion.

III.29 Férmula de Allievi, ¢

Cc= 9900
V(48,3 + (k@)/e]

Siendo k un factor que depende del material de la tuberia

Tabla IIT uno || kg

Material k
Acero 0,5
Fundicién 1,0

Concreto armado | 1,5

Las Ecuaciones Diferenciales de Allievi consideran del Golpe de Ariete, flujo transitorio,
sus cualidades de ser:  Flujo no permanente 0v/odt # o Flujo variado  dv/ox # o

Variacion de velocidad con respecto al tiempo. Variacion de velocidad con respecto al espacio.

III.30 Ecuaciones Diferenciales de Allievi

dv =gsen(a) +g- 0v odv=g-0v
ot 0x ox ¢ ot

Lorenzo Allievi satisfizo las ecuaciones y obtuvo

II.31 Carga de Presiéon III.32  Velocidad
H = H,+ F(t - x/c) + f(t + x/c) v=v+ g - [F(t-x/c)- f(t+x/c)]
c

La carga de presion, H, consecuencia del Golpe de Ariete, se considera formada por la carga de
presién original, la sobrepresion que es golpe directo en direccién del flujo, F, y la depresion

que corresponde al contragolpe en direccién a contraflujo, . ©® La depresion frena al flujo.

125



Si se elimina la sobrepresion y la depresion se mantiene, se regresa a I11.26

II1.33 H=H,+ o+ f(t +x/c) v="1+ g -[o-f(t+x/c)]
¢

H=H,+ f(t + x/c) V="- g - flt +x/c)

¢
H-H,=f(t + x/c) V-vo=- g -f(t+x/c)

¢
AH = f{t + x/c) -cAv = f(t + x/c)

8
AH = -cAv
8

La interdependencia de los parametros del Golpe de Ariete complica su célculo. Se publicé en:

NORMAS TECNICAS COMPLEMENTARIAS
PARA EL DISENO Y EJECUCION DE
OBRAS E INSTALACIONES HIDRAULICAS

2.3.3 Disefo hidraulico (...)
F) Velocidades permisibles

Para evitar que se sedimenten particulas que arrastre el agua, el flujo tendrd una velocidad minima de o,5 m/s.

La velocidad méxima permisible para evitar la erosién de la tuberia serd la que se indica a continuaciéon

(se considera que el agua es limpia o poco turbia): Tabla IIT dos || Vimax

TABLA 2-3.- Velocidades maximas permisibles
Material de la tuberia Velocidad méxima (m/s)

Concreto simple hasta 0.45 m de didmetro 3,0
Concreto reforzado de 0.60 m de didmetro o mayores 3,5
Asbesto-cemento 5,0
Acero galvanizado 5,0
Acero sin revestimiento 5,0
Acero con revestimientos 5,0
Polietileno de alta densidad 5,0
Plastico PVC 5,0

Bajo la velocidad mdxima permisible se evita la erosion de la tuberia y se reduce el influjo del
flujo transitorio en el disefio. Esto no exime al ingeniero de cavilar que el Golpe de Ariete,

como se dijo, es causante primordial en instalaciones hidraulicas de los dafios graves.
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GEOTECNIA

Terremoto
19 de septiembre de 1985 d.C. 8,1 My 07:17:47 h Hora local (UTC -6)

Cifra de fallecidos, rectificada en 2015 d.C. 12 843 Registro Civil de la Ciudad de México

Terremoto

19 de septiembre de 2017 d.C. 7,1 Mw 13:14:40 h Hora local (UTC -5)
Horario de verano aplicado en el pais a partir de 1996 d.C.

Cifra de fallecidos 369 Secretaria de Gobernacion

Los terremotos son una serie de sacudidas repentinas y violentas de la superficie de la Tierra.
Son fenémenos que se producen por la liberacidon de energia de la corteza terrestre debida a
movimiento de placas tectonicas, erupcion de volcanes, bombas terremoto, desprendimiento.

Un sismo se convierte en desastre si genera enormes pérdidas de vidas y dafios materiales.

«Los terremotos son inspectores de la honestidad arquitectonica».
Juan Villoro Ruiz

Terremoto || Sismo. También es Sonido. Entre 20 Hz y 20 0ooo Hz son las frecuencias
a las que comunmente el oido humano responde. Sismdgrafos de banda ancha detectan
frecuencias que van entre 0.00118 Hz y 500 Hz. Sonidos graves que se estudian para evitar
dafios graves. Se busca que la estructura pueda soportar la accién del movimiento telurico.
Para ello, es necesario definir qué serd lo que habra de resistir el edificio, tarea de la Geotecnia.
Los acelerogramas definen la accién sismica. «Estudiar el pasado puede definir el futuro»
frase de Confucio. Para que no exista confusion, los acelerogramas son la historia en el tiempo
de las aceleraciones registradas. Se asocia un acelerograma a un oscilador de 1 Grado de
Libertad con cierto periodo, T;. La representacion de osciladores de distintos periodos con la
aceleracion que experimentan al someterse al acelerograma caracteristico del lugar genera un
espectro de respuesta. La experiencia reconoce que los dafios que se presentan en edificios se
deben principalmente al fenémeno de resonancia. Suelo y estructura oscilando de manera
sincronizada. Aqui la importancia de determinar el periodo fundamental del suelo, T: y

asegurar que difiera del periodo natural de vibracién de la estructura T.
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El periodo fundamental del suelo, T, esta sujeto a su velocidad de propagacién de onda, en

especifico las ondas secundarias, vs, que se obtiene mediante II1.24, y el espesor del estrato, H.

I11.34 Periodo fundamental del suelo, T

La férmula anterior se deduce de la velocidad angular, @, que es la variacién de los radianes, 6,
con respecto al tiempo, t. Siendo el periodo, T, el tiempo que toma completar un ciclo, que en

el movimiento circular uniforme, analogo a las ondas, es 27 radianes, se genera la expresion:

II1.35 w=d6f=2n

Teniendo para el suelo la funcidén:

I11.36 W, = Vs [T+ nm ne N
H |2

Se asigna n igual a o para obtener la vibraciéon fundamental del suelo y al substituir I11.36 en
II1.35 se obtiene III.34, el periodo fundamental del suelo donde se cimentara la obra civil.
vs depende de la densidad del material del estrato. E1 Manual de Disefio de Obras Civiles
Disefio por Sismo de la Comision Federal de Electricidad, edicién 2008 da la recomendacion
que sera preferible una medicion directa de las propiedades dinamicas del terreno de
cimentacidn, esto mediante perforacién y muestreo. Una estimacion de vs es a partir de SPT,
Standard Penetration Test, Prueba de Penetracion Estandar. Se obtiene informacion
aproximada en base al numero de golpes necesarios para penetrar a 18 pulgadas de
profundidad, omitiendo los golpes de las 6 primeras pulgadas, Nspr. En la pagina 11 del

Manual mencionado es que se encuentra la tabla que relaciona SPT con vs.
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Tabla III tres || vs

Tabla 1.1. Velocidad de ondas de corte a partir del nimero de golpes de la prueba de penetracion estandar (SPT).

Tipo de suelo Numero de golpes (SPT) |vs (m/s)|y, (Mg/m?)
Roca - > 720 2,0
Suelo firme y denso > 50 360 1,8
Suelo medio [15, 50] 180 1,5
Suelo blando <50 90 1,3

Una vez definido el periodo fundamental del suelo, T, se elabora el espectro de disefio que
estipula el peligro sismico ordenando las aceleraciones para el disefio sismico en funcién del
periodo natural de vibracion de la estructura, T.. Las consideraciones del periodo fundamental
del suelo, T, y del periodo natural de vibracién de la estructura, T., se implantan en los
reglamentos como determinantes ya que en el terremoto de la Ciudad de México de 1985 d.C.
los edificios que colapsaron fueron en los que hubo doble resonancia; primero entre la onda
sismica y el suelo, segundo entre el suelo y las estructuras afectadas. En 1985 d.C. se tenia en
vigor el Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal publicado en 1976 d.C.
Admitia el uso del método estatico para el disefio de estructuras de hasta 60 metros de altura.
Después del desastre del 19 de septiembre de 1985 d.C. el Reglamento se someti6é a enmiendas
puesto que fueron 30 ooo los edificios que colapsaron.
Cuando ocurrié el terremoto del 19 de septiembre de 2017 d.C. se tenia en vigor el
Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal publicado en 2004 d.C. que acot6 a
permitir el método estdtico para disefar estructuras de hasta 30 metros de altura, siendo
regulares, si no solo hasta 20 metros. La cota de estos limites tiene 10 metros extra, hasta
40 metros los edificios regulares y 30 metros los edificios irregulares, de ubicarse en la Zona I.
Sin embargo, 38 edificios colapsaron en esta catéstrofe.
El 2 de abril de 2019 d.C. se publica Compendio de reformas, adiciones y derogaciones del
Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal 2004 - 2019.
Ediciéon: SMIE. Responsable de la compilacion: M.I. Leonardo Emmanuel Flores Corona.
Estudiar los terremotos que han pasado define el futuro de los acelerogramas que se utilizan

para el modelado de la interaccion de los distintos tipos de suelo con las estructuras, por ello:
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«Adicionalmente, todas las estructuras pertenecientes al Grupo A Caso 3 y al Subgrupo B1
Caso 6 deberdn instrumentarse mediante la instalaciéon de acelerégrafos cuyos registros
deberan ser enviados al Instituto después de un sismo con magnitud mayor a 6 grados en la
escala de Richter». (p. 49). Este es el parrafo adicionado el 15 de diciembre de 2017 d.C. al
Articulo 165 del Capitulo VI del Disefio por Sismo lo que permite obtener mayor informacién
para mejorar los modelos sismicos, aunque la escala de Richter sélo llega a 6,9 grados.
Aplicada la profesion de manera adecuada resulta posible construir edificios como Torre
Reforma de 246 metros de altura, laureada por Internationaler Hochhaus Preis, Premio
Internacional de Rascacielos, como mejor rascacielos del mundo, considerando la
combinacién de sostenibilidad ejemplar, forma externa y calidad espacial interna, incluyendo
los aspectos sociales, al crear el diseno. Es de reconocer que tras su construccidon que inici6 en
mayo de 2008 d.C. y concluyé en mayo de 2016 d.C. se vio sometida al terremoto de 2017 d.C.
y resistié sin dafios en virtud de los 60 metros de profundidad de su cimentacién cuya
estratigrafia se definié a partir de sondeos. Resultaron los estratos caracteristicos del lugar de
desplante conforme la profundidad de acuerdo al documento Disefio de la cimentacidon de

Torre Reforma, México D.F., de Suarez Almazan en direccién de Alarcén Reyero ser:

0,0 M a 2,5 m Relleno Material para relleno y limo arenoso

2,5 M a 4,5 M Costra superficial Suelos limoarenosos

4,5 ma23,5m Serie arcillosa superior Secuencia de arcillas de la zona de lago

23,5 ma 29,0 m Capa dura Deposito heterogéneo {Nspr = [25, >50]}
29,0 M a 33,0 m Serie arcillosa inferior Arcilla preconsolidada {Nspr = [10, 30]}

Ceniza y vidrio volcanico {Nspr = >50}

33,0 11 a 40,0 M Serie limos arenosos Limos arenosos {Nspr = [30, >50]}
40,0 ma 56,0 m Serie areno limosa Arena pumitica ylimos  {Nspr = [30, >50]}
56,0 m a 66,0 m Intercalaciones Limos, arcillas, arenas {Nspr = [15, >50]}
66,0 ma 73,5 m Dep6sito arena y limo Arena fina media, limosa {Nspr = [35, >50]}
73,5 ma77,8m Estrato Arcilla dura {Nspr = >50}
77,8 m a 80,0 m Profundidad explorada Arena fina media {Nspr = >50}

La Tierra vibra. Tener consciencia de ello hace resonancia con Ingenieria, incluso a 432 Hz 3%
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TRANSPORTE
«Nuestro Ford mismo hizo mucho por trasladar
el énfasis de la verdad y la belleza
a la comodidad y la felicidad.
La produccién en masa, en serie o en cadena,
exigia este cambio fundamental de ideas.
La felicidad universal mantiene en marcha constante
las ruedas, los engranajes;
la verdad y la belleza, no».

(Huxley, 24 d.F., p. 168).

El desplazamiento de una persona asociado a un origen y un destino preestablecidos,
consecuencia de un proposito es un viaje. Si no se tiene destino ni propdsito es deambular.
Tres elementos basicos determinan la Ingenieria de Transporte:

Vehiculo Infraestructura Red de Transporte

Automoévil de turismo Carretera Red Nacional de Caminos
Cifras preliminares del INEGI dan cuenta del parque vehicular en México de 31 964 916
automoviles de turismo a Julio de 2019 d.C.. Un auto cada cuatro mexicanos. El automovil de
turismo es el nombre dado al modo de transporte que tiene por lo menos cuatro ruedas y hasta
9 plazas, segtn la Secretaria de Comunicaciones y Transportes. Con mas de 31 millones es el
modo de transporte mas utilizado en el pais. En consecuencia, el medio de transporte terrestre
representa el 75% de los viajes que se realizan, fomentando en infraestructura a las carreteras.
Carretera: Adaptacion de una faja de materiales sobre la superficie terrestre so las condiciones
de ancho, alineamiento y pendiente para permitir el desplazamiento adecuado de los vehiculos
para los cuales ha sido disefiada.

Son 171 347* kilémetros de carreteras pavimentadas las que componen la Red Nacional de
Caminos, principal Red de Transporte en México, igual a darle 4,275656... vueltas al mundo.

*RNC Versién 2018 d.C.
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Ancho, alineamiento y pendiente, caracteristicas geométricas de la carretera. Se determinan a
partir del Volumen Horario de Proyecto, VHP, parametro que define el nimero de vehiculos
que pasan por el tramo, durante una hora estipulada para el disefio. El volumen horario que se
utiliza para disefiar es el 30° mayor volumen horario del afio. Se oculta en el factor k, relacion
de 30VH, 30° Volumen Horario, con TDPA, Transito Diario Promedio Anual. La justificacion
de esta decision es estadistica. La distribucion normal, tabla Z, requiere muestras de minimo
30 datos. Utilizar 30VH implica que la carretera disefiada, tedricamente sera colmada en 30
horas de las 8760 que tiene un afo civil. El factor D, se utiliza para considerar la distribuciéon
por sentidos de circulacion. De esta manera se establece la demanda de transito para ofertar la

infraestructura que satisfaga. Se formula VHP:

III.37 Volumen Horario de Proyecto

VHP = TDPA-k-D

VHP Volumen Horario de Proyecto
TDPA Transito Diario Promedio Anual
k Factor k = 30VH/TDPA
D Factor de distribucion por sentidos
Los valores de k se engloban estadisticamente en:

Tabla III cuatro || kauy

Zona k

Urbana 0,08

Suburbana | 0,12

Rural 0,18

La operacion de la ecuacion III.37 conduce a obtener el Volumen Horario de Proyecto.
La situacion relevante para uno como ingeniero, al analizar el flujo vehicular para predecir su

comportamiento, estd en la manera de interpretar los datos y establecer un modelo.
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Un modelo sirve para representar un fenémeno en funcién de un propdsito a analizar.
Los diferentes modelos que describen el trafico vehicular dan aproximaciones matematicas
con cierto grado de apego a lo real. Toman algunas de sus caracteristicas, desprecian otras,
en funcion del enfoque.

Someramente existen tres enfoques de analisis:  Microscopico  Cinético =~ Macroscopico
(Mesoscopico)

Microscdpico

Se sigue cada vehiculo en su trayectoria, estudiando su dinamica con el conjunto del transito.

Cinético (Mesoscopico)
Se utiliza funcién de distribucion siguiendo una ecuacién de evolucion respecto al tiempo

aplicando el Calculo Diferencial al trabajar con la variacién de la velocidad entre vy v + dv.

Macroscopico
Se estudia el flujo vehicular considerando el problema de manera andloga al estudio del

comportamiento de un fluido en régimen de flujo compresible. Ver I11.21

Utilizando el enfoque Macroscdpico, la integral de la densidad en funcién del tiempo y del
espacio con respecto a la longitud del tramo carretero, arroja el numero de autos que viajan,

deambulan, transitan, N.
I11.38 N=fp (x, t) dx

Con un afo civil de tiempo utilizado para calcular el nimero de autos involucrados, se obtiene

TDPA, Transito Diario Promedio Anual, al dividir el total, N, entre los 365 dias calendario.

11139 TDPA= N

365
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Resulta ambiciosa la idea de encontrar una funcién de densidad que represente el
comportamiento del flujo vehicular, sin embargo ante lo elaborado del planteamiento, en la
practica y siendo la Ingenieria Civil pragmatica, los datos se obtienen de manera elemental:
Contando.

Manual para obtener los volimenes de transito en carreteras
2016
Secretaria de Comunicaciones y Transportes

«El conocimiento oportuno y permanente del uso de la infraestructura vial es basico para el
analisis y la toma de decisiones sobre la misma. La Secretaria de Comunicaciones y
Transportes (SCT) incluye entre sus actividades la operaciéon de un sistema de conteo
vehicular de las carreteras del pais, que permite conocer anualmente los volumenes
vehiculares, clasificacién y velocidades del transito que circula por la red de carreteras
nacional.

Los datos del flujo de transito es un insumo basico en la planeacién, proyecto, mantenimiento,
gestion, evaluaciéon econdmica, evaluacion ambiental y administraciéon de la infraestructura
vial, para lo cual la SCT ha realizado conteos vehiculares desde la década de los 70’s utilizando
metodologias y procedimientos registrados por la Direccién General de Servicios Técnicos
(DGST), con los cuales se ha programado, recopilado y analizado la informacién obtenida a

través de los conteos; registrando los resultados en el libro de Datos viales». (p. 7).

Podemos seguir contando y seguir construyendo cada vez mads carreteras.

También podemos entender la posicion de Lewis-Mogridge formulada hace 29 afios:

El trafico se expande para satisfacer el espacio disponible en la carretera.

«El unico viaje verdadero, el inico bario de juventud, no seria ir hacia nuevos paisajes, sino tener
otros ojos, ver el universo con los ojos de otro, de otros cien, ver los cien universos que cada uno
de ellos ve, que cada uno de ellos es».

(Proust, 1923 E.C., p. 139).
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CONSTRUCCION

Mateo 17:20 La construccién de carreteras inicia con el Movimiento de tierras,
intervenciones que se realizan con el terreno, modificindolo so las condiciones de la obra.
El Calculo Integral se aplica como herramienta en la llamada Curva Masa, diagrama que
permite determinar la distancia econdmica de los volimenes excavados y calcular el costo para
llevar a cabo dicha distribucion. Para generar una Curva Masa se parte del Perfil Natural
del Terreno. Se obtiene un plano coordenado en el cual las abscisas corresponden al
cadenamiento, con marcaje en cada estacion, EST, y las ordenadas corresponden a la elevacion
topografica, z. Posteriormente se traza la Linea Subrasante de la carretera, la cual funge de eje x
para realizar la integracidn. El resultado de la integracidon del Perfil del Terreno produce las

ordenadas de un nuevo plano coordenado con el cadenamiento como abscisas y el volumen

acumulado como ordenadas. Este nuevo plano es la Curva Masa. Tabla III cinco || z
(m)_, _
Elevaciones z
72 EST
Terreno e | Subrasante a
71
o 2680 63.50 66.60
69 2700 65.50 66.80
68 2720 67.95 67.00
67 2734 69.70 67.14
6 2740 68.70 67.20
. 2760 66.10 67.40
5
6 2780 65.20 67.60
4
6 2800 66.30 67.80
3
2680 2720 2760 2800 2840 2880 2920 2960 3000 3040 2820 69.40 68.00
Figura III 11 Perfil Natural del Terreno * & Perfil Carretero a (m) 2840 71.30 68.20
2850 72.50 68.30

«-Mira las aves. Los nidos que construyen en los arboles,

;son naturales o artificiales? 2860 70:60 68.40
2880 68.00 68.60
-Son naturales, claro. p 8.5
sz 2900 .00 .00

-Entonces todo lo que el hombre hace también es natural. 2 >
, ] 2920 69.00 69.00
Nosotros, que tenemos un concepto antropocéntrico de la 2020 | 70.50 60.20
naturaleza, dividimos todo entre cosas naturales y cosas 2960 72'20 69.40
artificiales, y decimos que las artificiales son las que hacen los 2980 20.70 69.60
hombres y las naturales las propias de la naturaleza, las J060 | 6550 69.80
plantas y los animales. Pero eso es una convencién humana». 755,57 65.00 20.00

(Rodrigues, 2006 d.C., pp. 89 & 90).

Benoit Mandelbrot resalté que las montafias no son conos. Su conformacién es irregular y ello
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no ha sido impedimento para la construcciéon de obras civiles ya que se eximen los detalles

aplicando el criterio del ingeniero: Cuadrado. Los volimenes que tienen harta variacién se

reducen a calcular un prismoide que tendria férmula [L-(A, + 4A, + A,)]/6. Incluso la férmula

anterior se simplifica aun mas, puesto que se considera que las generatrices del prismoide son

paralelas a un plano directriz, por lo que, para el calculo, los volimenes se asumen como:

III.40

Vi.=L(A, + A,)

2

Se agrega el Factor Volumétrico para ajustar el tonteo del tanteo en la diferencia de

compactacion entre el material que corresponde a un Corte y a un Terraplén. Tabla III seis || V

TABLA PARA EL CALCULO DE LAS ORDENADAS DE LA CURVA MASA

EST Elevaciones Espesores Areas A1+ A2 Semi- Volumen Factor Voltimenes Suma algebriica Ordenadas
Terreno | Subrasante | Corte | Terraplén | Corte | Terraplén | Corte | Terraplén |distancia| Corte | Terraplén |volumétrico| Corte | Terraplén | Corte | Terraplén | curva masa
2+680 63.50 66.60 3.10 45.415 0.9 10000
700 65.50 66.80 1.30 15.535 60.95 10 609.50 0.9 677.22 677.22 9322.78
720 67.95 67.00 0.95 10.403 10.40 15.54 10 104.03 155.35 0.9 104.03 172.61 68.59 9254.19
734 69.70 67.14 2.56 32.154 42.56 7 297.89 0.9 297.89 297.89 9552.08
740 68.70 67.20 1.50 17.250 49.40 3 148.21 0.9 148.21 148.21 9700.30
760 66.10 67.40 1.30 15.535 17.25 15.54 10 172.50 155.35 0.9 172.50 172.61 0.11 9700.18
780 65.20 67.60 2.40 32.64 48.18 10 481.75 0.9 535.28 535.28 9164.91
800 66.30 67.80 1.50 18.375 51.01 10 510.15 0.9 566.83 566.83 8598.07
820 69.40 68.00 1.40 15.960 15.96 18.38 10 159.60 183.75 0.9 159.60 204.17 44.57 8553.51
840 71.30 68.20 3.10 40.61 56.57 10 565.70 0.9 565.70 565.70 9119.21
850 72.50 68.30 4.20 59.640 100.25 5 501.25 0.9 501.25 501.25 9620.46
860 70.60 68.40 2.20 26.84 86.48 5 432.40 0.9 432.40 432.40 10052.86
880 68.00 68.60 0.60 6.54 26.84 6.54 10 268.40 65.40 0.9 268.40 72.67 195.73 10248.59
900 65.00 68.80 3.80 59.660 66.20 10 662.00 0.9 735.56 735.56 9513.03
920 69.00 69.00 59.66 10 596.60 0.9 662.89 662.89 8850.15
940 70.50 69.20 1.30 14.69 14.69 10 146.90 0.9 146.90 146.90 8997.05
960 72.20 69.40 2.80 35.840 50.53 10 505.30 0.9 505.30 505.30 9502.35
980 70.70 69.60 1.10 12.21 48.05 10 480.50 0.9 480.50 480.50 9982.85
34000 68.50 69.80 1.30 15.535 12.21 15.54 10 122.10 155.35 0.9 122.10 172.61 50.51 9932.33
020 67.00 70.00 3.00 43.500 59.04 10 590.35 0.9 655.94 655.94 9276.39

Las ordenadas de la Curva Masa, el volumen acumulado, arrancan de

un numero arbitrario

mayor a cero, en este caso 10000, con el proposito de tener una grafica con valores positivos.

Sus propiedades son:

* La curva crece en el sentido del cadenamiento por corte y decrece por terraplén.

* Las cimas y las simas corresponden a maximos y a minimos de volumenes acumulados.

» Toda linea horizontal que corta a la curva indica la distancia para compensar

un terraplén con un corte, esto es, que el terraplén se rellena con el material de corte.

» La diferencia de ordenada entre dos puntos refiere a la diferencia de volumen entre

estaciones del cadenamiento.
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Figura III 12 Curva Masa m
Con los datos que recopila la grafica anterior se toma la decisién de la maquinaria a utilizar.
Se definen Lineas Compensadoras que resulten convenientes, segin los rangos de operacién

de los equipos, al considerar en metros su distancia econémica de acarreo:

* Tractor sobre orugas (0, 100]
* Motoescrepa (100, 1500]
e Camion (1500, )

Asi, una Linea Compensadora delimita junto con la Curva Masa un volumen de excavaciéon
por una distancia media de acarreo. A las decisiones ante las opciones bajo el esquema Curva
Masa cabe mencionar que el cadlculo es con aproximaciones contra la incertidumbre de
traslados desde la zona excavada en cortes entre estaciones hacia terraplenes hasta lograr la
conformacion topografica para desplantar la carretera por donde se conducira el transito
vehicular segun lo establecido en el proyecto sin pretender exactitud so las irregularidades que
se eximieron sobre el criterio tras aceptar que promediar resulta aceptable. A su vez, se indica:

» Sila Curva Masa queda sobre la Linea Compensadora el acarreo serd hacia adelante.

» Sila Curva Masa queda bajo la Linea Compensadora, el acarreo sera hacia atras.
Siendo la Curva Masa resultante de la integracion del Perfil del Terreno considerando a la
Linea Subrasante, sus puntos minimos y maximos indican ceros en su correspondiente
derivada lo que significa que en dichos puntos el terreno pasa de requerir terraplén a requerir
corte y viceversa, respectivamente. Construida la Subrasante se tiene la primer capa del

pavimento, sistema de capas superpuestas que se adecuan para los vehiculos que viajan.
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AMBIENTAL

Dvoig

Figura Il 13

Naturaleza

Naturce

Principio creador y organizador de todo lo que existe

Cumbre sobre la Accion Climatica ONU 2019 Greta Thunberg 23 de septiembre de 2019 d.C.

«La gente estd sufriendo, la gente estd muriendo. Ecosistemas enteros estan colapsando.

Estamos en el inicio de una extincién masiva y lo tnico de lo que ustedes pueden hablar es de

dinero y de cuentos de hadas sobre crecimiento econémico eterno.

Modelo de celda: Se utiliza para obtener
una estimacion de la concentracién, y,
de contaminante en el aire, asumiendo
una emision difusa. Tipifica los casos
de ciudades en las que la fuente de
contaminacion son los automoviles por
su combustion de hidrocarburos.

III.41 X=Xot+ gL

Hyv

Concentracién homogénea
Concentracién de fondo
Emision por unidad de area
Longitud de la ciudad

Altura de mezclado

Velocidad del viento, sentido L

<Ih»&>§><

iComo se atreven!».

Modelo de dispersion: Sirve para tener
una estimacion de la concentracion, y,
de contaminante en el aire, asumiendo
una emisiéon puntual. Tipifica los casos
en que la fuente de contaminacion es
una chimenea industrial, dando salida a
la atmosfera a gases producidos.

-y -(z-H) -(Ez+H)
26, 2062 206
Ml.42 yy.=  Q -e -[e +e ]
2Tt0y(5z1/

Xz  Concentracion en punto (x, y, z)
oy, 0. Coeficientes de dispersion

Q Emisién por unidad de tiempo
x, , z Coordenadas

H. Altura efectiva

v Velocidad del viento, sentido x

Modelo de celda multiple: Es la combinacién del modelo de celda con el modelo de dispersion.

Se emplea para mantener emisiones continuas y emisiones puntuales a la vez en regiones

definidas y calcular su concentracidn estimada y establecer su evolucidn a través del tiempo.
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Los modelos de concentracion de contaminacién son modelos matematicos que proporcionan

una estimacion de la cantidad de sustancia presente en funcidn de los parametros sefialados.
Son modelos heuristicos y empiricos.

Heuristicos, ya que identifican que la acumulaciéon de sustancia, y, responde a la Ley de

conservacion de la materia, con la ecuacion:

II1.43 Acumulacién = Entrada - Salida + Transformacién

Empiricos, debido a que y, y g se determinan mediante muestreo promediado y H., o,, ©.
se obtienen con expresiones basadas en la experiencia que se resumen en férmulas y tablas

con nombre de sus autores.

III.44 Férmula empirica de J. Z. Holland

H.=H + vQ- E,s +2,68:10°p0- {Ts - T§]

% T

H, Altura efectiva (m)

H Altura de la chimenea (m)

Vs Velocidad de salida del gas (m/s)

(%) Didmetro de la chimenea (m)

v Velocidad del viento, sentido x (m/s)

p Presion atmosférica (hPa)

T Temperatura de salida del gas (K, °C, °F, siendo congruentes)

Tabla III siete || oy, ©.

Coeficientes de dispersion de Griffiths
Estabilidad Oy (o
A B 0,32x+(140,0004x) " | 0,24x-(1+0,0001x) />
C 0,22x+(1+0,0004x) > 0,2X
D 0,16x+(1+0,0004x) ™" | 0,14x-(1+0,0003x) "
E,F 0,11x+(1+0,0004x) ™" | 0,08x-(1+0,0015x) "

La estabilidad se establece mediante las tablas empiricas de Pasquill que involucran la

velocidad del viento, la radiacion solar y el tipo de nubosidad, como Cumulus humilis.
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Tabla III ocho || Estabilidad

En la condicién de estabilidad de Pasquill la Condicién de estabilidad de Pasquill
. . . ) Dia Noche

velocidad del viento involucrada es la medida a | Radiacion solar Nubosidad

10 metros de altura, v,,. La radiaciéon solar se Fuerte | Moderada | Débil | > 4/8 | < 4/8
[0,2)| A A, B B E F

estima con el angulo de altitud solar, relacionado | [2,3) | A.B B C E F
[3,5) B B,C C D E

con la hora del dia. En nubosidad se utilizan [ 6] C C.D D D D

octavos de cielo para determinar su influencia. > 6 c D D D D

La importancia en determinar la concentracién de contaminantes en el aire radica en los dafios
que producen. Monoéxido de Nitrégeno, Monoéxido de Dinitrégeno, Tridxido de Dinitrégeno,
Catiéon Aluminio, Mondxido de Carbono, Diéxido de Carbono, Didéxido de Nitrégeno.
NO, N,O, N.O,, [Al}*, CO, CO,, NO,] bis, contaminantes generados por fabricas y por el
transito vehicular que es promovido socialmente ya que el no tener automovil es plebada.
Se calcula la cantidad de contaminante en la atmoésfera mediante los modelos de concentraciéon

que son resultado de la aplicacion del Calculo Infinitesimal, puesto que expresan variaciones.

III.45 Modelo de celda

X=)xo+ qL Acumulacién = Entrada - Salida + Transformacion
Hvy
d Acumulaciéon = d Entrada - d Salida + d Transformacion
dt dt dt dt

El Modelo de celda considera que el 0= (WHv+ qWL) - yWHv * 0

contaminante es una sustancia conservativa por xWHv = (y, WHv+ qWL)

lo que iguala a cero la transformacion. = (WHv+ qWIL)

Considerar como nula la acumulaciéon del WHyv
contaminante simplifica la expresion.

En situaciones en las que se presenta X =)ot qL
contingencia ambiental deja de ser un modelo Hv
representativo por dicha consideracion. : Quod erat demonstrandum



El Modelo de dispersion es llamado también Modelo gaussiano de dispersion. Interpretandola
como una situacion azarosa, la dispersion del contaminante se considera que sigue una
distribucion normal; la estela del contaminante formando una campana de Gauss, expresada

en la funcién gaussiana:

III.46 Funcion gaussiana
flx) = ae &Y

Ordenada extrema [Moda, x]

a
b Centro de campana [Mediana, X]

c Ancho de campana [Desviacion estandar, ]
e Numero e

X Posicion

Teniendo una emision de gases constante, Q, se desprecia la dispersion en el eje X, eje idéntico

a la direccion del viento, asumiendo que en tal direccion el efecto de la velocidad del viento, v,

v
V4
Q ..

predomina.

Figura ITI-14 Modelo de dispersién

Los condicionantes a, b, ¢ se establecen para representar las circunstancias del gas que sale por

la chimenea de una industria, dando lugar al analisis de la contaminacién atmosférica dispersa.

EnY: a=_ 1 b=o0 Centrodecampana en el eje X c=0,
o,\[2n]

EnZ: a=_ 1 b = H. Centro de campana en altura efectiva c=0;
o\ [2n]
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Se define a tal que la integral de la funcién gaussiana sea igual a 1, haciéndola entonces una
funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucién normal, que es el modelado

decidido para la dispersion, con lo que se tiene:

II1.47 Integral de la funcién gaussiana

oo (o]

-(x-by J‘ - by
_iae @ dx=a Je  dx Siy=x-b entoncesdy=dx
T
a Ie > dy Siz=__y  entoncesdz= dy-V[2]c-oy=_dy
) V[2]e N2lep  Vlale
o0 -lz o0 -Li [e o] . oo .
a J e 1dy=a ) e * ]2 c-dy=a fe'z\/[z]cdz:a\/[z]c I e “dz

V[2]c <

(x-b)

Siendo _[ e “dz="n = Integral de Gauss - _[ae_ 2 dx = aV[2]cVm = acV[2n]

© x-by
Sia=__ 1 entonces _fae 2 dx=acV[2n] = cV[2n] =1
oV [27] ° ol [27]

La funcién gaussiana, siendo funcién de distribucion, establece la disposicion de los
componentes. Corresponde ahora establecer el total de contaminante a distribuir. Siendo Q
el gasto del contaminante, se indica con ello la cantidad de emisién por unidad de tiempo.
Para definir el tiempo transcurrido se parte de que en t = o se tiene Q = 0. Empieza a correr el
tiempo y comienza la emision. Analizando en la posicién x, para que el contaminante haya
llegado a tal ubicacion por accién del viento que tiene velocidad v, el tiempo transcurrido ha
de ser tal que satisfaga x = vf con lo que se tiene que la masa emitida para el instante de estudio
Xz e calcula con Q/v so la premisa que el sistema ha llegado al estado estacionario, esto es,
que la concentracién en cierto punto equivale a la concentracién que le llega desde la

chimenea sin que haya acumulacién.
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I11.48 Modelo de dispersion

-(y-o) -(z- H)
Xxyzzg-ée 20y 1 e 20:
v o[2n] o [27]
_y: -A(z-H)
26,” 267
Xxyz = Q - e - e

271G,G.V

Se encontré que el Modelo de dispersion emite resultados validos cuando el contaminante es
absorbido por el suelo. Sin embargo, cuando no se cumple la absorcidn de la sustancia nociva,
como con el Didxido de Carbono, CO.,, el rebote del contaminante aumenta su concentracion
en la atmdsfera. Para incluir este efecto se hizo convenciéon en Ingenieria considerar sumar la
aportacion de una chimenea ficticia que emita gases a profundidad H., asi el rebote se
considera que correspondera a la distribucién a partir de este segundo punto de emision.
Esta modificacion sélo esta involucrando la distribuciéon en Z y desprecia el efecto en Y.
Ademas, para distancias cercanas al punto de emision se duplican las concentraciones
calculadas cuando auin no se presenta en realidad el efecto de rebote empero es el modelo
aceptado para calcular la concentracion de contaminantes que desde el planteamiento se

abord6 como azaroso y se aproxima su determinacidn esperando un comportamiento normal.

III.42 Modelo de dispersion modificado

Ype=_ Q e e +e ]

271G,0.V

«El azar no es mas que la medida de la ignorancia del hombre».
Henri Poincare
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El problema de contaminacién atmosférica existe. Las enfermedades respiratorias son la tercer
causa de muerte en el mundo. Los tres principales responsables de poner fin a la vida humana:
Primero: Corazén enfermo.

Segundo: Cerebro enfermo. Tercero: Enfermedades respiratorias

Cardiopatia isquémica | Afeccidn cerebrovascular | Infeccidn de las vias respiratorias inferiores
Enfermedad pulmonar obstructiva crénica
(OMS, 2018 d.C,, p. 1).

Las estadisticas sobre las causas de muerte dan panorama para orientar la actividad humana.

Las estadisticas sobre nuestra actividad humana dan panorama de la situacion actual.

La industria del petrdleo es la principal causa de contaminacién del aire Droga
y ocupa el quinto puesto entre los sectores econémicos con mayor flujo. Prostitucion
Si en la lid entre economia y ecologia se rifie el futuro, concierne a la Banca
Ingenieria Ambiental crear soluciones para preservarlo y mejorarlo. Armamento
Greta Thunberg enfatiz6 al respecto en TEDx Stockholm 2018 d.C.: Petréleo
«Ahora estamos al final de mi charla y aqui es donde las personas Pornografia
usualmente empiezan a hablar de esperanza, paneles solares, energia Farmacéutica
edlica, economia circular, y asi, pero no voy a hacer eso. Hemos tenido Alcohol
30 anos de palabras de aliento y venta de ideas positivas. Y lo siento Deporte
pero no funciona porque si lo hiciera las emisiones habrian disminuido Entretenimiento

ya. No lo han hecho. Y si, necesitamos esperanza, por supuesto que si.  Trafico de personas
Pero la tnica cosa que necesitamos mas que esperanza es accion». Falsificacion
Hace 32 afos, en 1987 d.C., se publicé el Informe Brundtland que exponia el alto costo
ambiental que impone el desarrollo econdémico actual. Por primera vez se utilizd el término
desarrollo sostenible y se buscé replantear el paradigma de nuestra sociedad. No se ha hecho,
no lo hemos hecho, atin y cuando tenemos la estimacién de concentraciéon de contaminantes
mediante los modelos presentados, que son lo que es un modelo:

Representacion de la realidad.
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CapituloIV  Modelo Fisico del

Teorema Fundamental del Calculo

El principio de todas las cosas es la ménada o unidad; de esta ménada nace la dualidad
indefinida que sirve de sustrato material a la ménada, que es su causa. De la ménada y la
dualidad indefinida surgen los niimeros; de los niimeros, puntos; de los puntos, lineas; de las
lineas, figuras planas; de las figuras planas, cuerpos sélidos; de los cuerpos sélidos, cuerpos
sensibles, cuyos componentes son cuatro: fuego, agua, tierra y aire; estos cuatro elementos se
intercambian y se transforman totalmente el uno en el otro, combindndose para producir un
universo animado, inteligente, esférico, con la tierra como su centro, y la tierra misma también
es esférica y estd habitada en su interior. También hay antipodas, y nuestro ‘abajo’ es su ‘arriba’.

- Didgenes Laercio

(%
Lo real. Lo imaginario. Lo simbdlico.

Loreales. Lo imaginario eslo que pienso que es. Lo simboélico es lo que escribo que es.
Loreales. Lo imaginario eslo que piensas quees. Lo simbolico es lo que lees que es.
Loreales. Lo imaginario eslo que pensaras que es. Lo simbdlico es lo que expresaras.

Cuando lo que lees coincide con lo que escribo, entonces lo que piensas lo estoy pensando.
Tu realidad es mi realidad. La coincidencia de realidades nos aproxima progresivamente a
lo real, que es el propdsito de la ciencia. La realidad que percibimos esta formada de materia.
;De qué estd formada la materia? Atomos, “Indivisibles”, que resultan ser divisibles en
electrones, protones y neutrones. El 99.999% de la masa, la cantidad de materia de un atomo,
se concentra en su nucleo. El radio de un atomo equivale a la diez mil millonésima parte de un
metro, distancia llamada Angstrém, A. Dentro de la esfera con volumen de (4/3)mA3,
se encuentra el ntcleo con un tamano diez mil veces mas pequefo, por lo que la sentencia de

Demdcrito «Nada existe, excepto atomos y espacio vacio; lo demas es opinioén», resulta ser,
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en mi opinidn, un exceso, ya que el mismo nucleo atémico se puede dividir mediante seis
quarks en tomos de diferentes ‘sabores’. Up, Down, Strange; Arriba, Abajo, Extrafio, son los
tres primeros que le daban algo de justificaciéon al nombre quark, tomado de Finnegans Wake.
Llego la ciencia a descubrir Top, Bottom, and between them the Charm; Cima, Sima, y entre
ellos el Encanto. Seis ‘sabores’, que se mantienen unidos mediante tres ‘colores’, es el simbdlico
de la clasificacion de los quarks, particulas elementales, a menos que la Teoria de Cuerdas se
legisle. La cuestidon es encontrar dpyn, arché, en griego origen, el origen de la formacion de la
materia. Gottfried Wilhelm Leibniz consideré6 como arché a las moénadas en su obra
Monadologia. Para Leibniz, las moénadas son los indivisibles formales. Dado que la materia es
divisible en partes a su vez divisibles, tenemos que las cuerdas buscan dividir a los quarks, la

monada de Leibniz es espiritual.

Nada existe, lo demas es opinidn.

«La Monade don’ t nous parlerons ici, n’est autre chose, qu'un substance simple, qui entre dans
les composes; simple, c’est a dire, sans parties. Et il faut qu’il y ait des substances simple puisqu’il
y a des composes; car le composé n’est autre chose qu’un amas, ou aggregatum des
simples. Or la, ou il n’y a point de parties il n’y a ni entendué, ni figure, ni divisibilité possible. Et

ces monads sont les véritables Atomes de la Nature et en un mot les Elemens de choses». (p. 1).

«La Ménada de que aqui hablaremos, no es otra cosa que una substancia simple, que entra en
los compuestos; simple, es decir, sin partes. Y es preciso que haya sustancias simples, puesto
que las hay compuestas; porque todo compuesto no es mas que un conjunto o agregado de
simples. Asi, como alli donde no hay partes, no hay extension, forma ni divisibilidad posible,
estas monadas son los verdaderos atomos de la naturaleza, y en una palabra, los elementos de

las cosas». (p. 1).

Alli donde no hay partes, lo que no tiene partes.

La dimension cero, x°, 1. Nuestro punto de partida.
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Definicidn fisica y matematica de las dimensiones

Dimension tiene etimologia del latin dimensio, abstracto de démétiri, que significa medir.
Una dimension es el nombre que se le da a cualquier cantidad medible.

En fisica se consideran tres dimensiones espaciales y el tiempo como una cuarta dimension
unidireccional. La teoria de cuerdas conjetura que el espacio tiene diez, once o veintiséis
dimensiones. En matematicas la dimension de un espacio vectorial esta definida como el
cardinal, lo que es el numero de elementos que conforma una base vectorial para dicho
espacio. Se ha de notar que el cardinal es el maximo numero de vectores linealmente
independientes de dicho espacio y a su vez el minimo nimero de vectores que forman un

conjunto generador para todo el espacio.

Segun la Topologia, ciencia que se encarga del estudio de aquellas propiedades de los cuerpos
geométricos que permanecen inalteradas por transformaciones continuas, la dimensién de un
objeto es la medida del tamafo de sus propiedades de recubrimiento. En un espacio
topologico, como introdujo Henri Poincaré, las rectas y las curvas tienen dimensiéon uno, los
planos y superficies dimension dos, los s6lidos como los cubos tienen dimensidn tres, siendo
que la dimensién de un objeto es n al necesitar n variables independientes para describir un
entorno de cada punto. Benoit Mandelbrot introdujo el concepto de dimensién fractal en el
cual considera la dimension de un cubo n-dimensional de longitud ¢ ¢ capaz de cubrir el objeto
de estudio. De existir dicho cubo n-dimensional la dimensidn fractal serd d. En Ingenieria
Civil existe el proceso de Dimensionamiento en el cual se seleccionan las medidas y
caracteristicas de los elementos estructurales con el fin de cubrir las solicitaciones a las que
estara sometida la construccion. Las dimensiones espaciales, largo, ancho y alto, su
conformaciéon y resistencia determinan la capacidad de respuesta de un elemento.
Las dimensiones se engloban como cada una de las magnitudes que fijan la posiciéon de un

punto en el espacio.

Dimension como medida del espacio.
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La geometria trata con las medidas y relaciones de lineas, angulos, superficies y sdlidos.
Cerca del afo 300 antes de Cristo, Euclides publico en Alejandria un tratamiento de la
geometria en 2roryeio, Elementos. Comprende trece libros. En el Libro I se enuncian veintitrés
definiciones, cinco postulados, cinco nociones comunes y cuarenta y ocho proposiciones
acerca de la geometria del plano. En el Libro XI se enuncian veintiocho definiciones y treinta y
nueve proposiciones acerca de la geometria del espacio. Cumpliendo las definiciones,
postulados y nociones comunes de Euclides tenemos el concepto de dimensién de un espacio
euclidiano.

Siendo E el espacio euclidiano, el exponente es su dimension.

E° Cero dimensional Punto

E Uno dimensional Linea —

E? Dos dimensional Plano [ -

E3 Tres dimeHSiOnal VOlumen Figura IV 1 Representacion del volumen

E* Cuatro dimeHSional HiperVOlumen Figura IV 2 Representacion del hipervolumen

El punto, la linea y el plano son los entes fundamentales de la geometria, conceptos
aprioristicos. Su construccion determina la estructura del espacio de estudio y el nimero de
dimensiones que constituyen dicho espacio.

Los objetos de estudio, punto, linea, plano, volumen, hipervolumen en su presentacién mas
simple, llamados principales confinados en 1860 d.C. por William Kingdon Clifford, ahora
llamados Simplex, son definidos como el minimo conjunto convexo a partir de los vértices

dados.

Cero Simplex Punto . Un vértice
Uno Simplex Linea — Dos vértices
Dos Simplex Triangulo A Tres vértices
Tres Simplex Tetraedro Figura IV 3 Representacién del tetraedro Cuatro vértices
Cuatro Simplex Pentdcoron Figura IV 4 Representacién del penticoron ~ C1NCO VErtices
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Interpretacion fisica de las dimensiones

Dimensiéon Cero: La Dimension Cero es el espacio que tiene como objeto al punto.
El punto no tiene longitud, no tiene 4rea, no tiene volumen y ningun otro atributo
dimensional. Carece de atributo dimensional al ser la dimensién nula. «Un punto es lo que no

tiene partes». No tiene unidad de medida en el Sistema Internacional de Unidades.

Primera Dimensidon: La Primera Dimension es el espacio que tiene como objeto a la linea.
La linea tiene longitud. Se forma mediante la unién de dos puntos o también la prolongacion
de un punto en cierta direccién. «Una linea es una longitud sin anchura». El metro es su

unidad de medida en el Sistema Internacional de Unidades.

Segunda Dimensién: La Segunda Dimension es el espacio que tiene como objeto al plano.
El plano tiene area. Se forma mediante la unién de tres puntos no alineados o también
mediante la unién de una linea y un punto exterior. «Una superficie es aquello que sélo tiene
longitud y anchura». El metro cuadrado es su unidad de medida en el Sistema Internacional de

Unidades.

Tercera Dimensién: La Tercera Dimension es el espacio que tiene como objeto al volumen.
El volumen tiene, intrinsecamente, volumen, o bien, espacio que ocupa un cuerpo. Se forma
mediante la unién de un plano y un punto exterior. «Un sélido es aquello que tiene longitud,
anchura y profundidad». El metro cubico es su unidad de medida en el Sistema Internacional

de Unidades.

Cuarta Dimension: La Cuarta Dimension es el espacio que tiene como objeto al hipervolumen.
Longitud, anchura y profundidad junto con una direccién que forme angulo recto con las tres
direcciones observables crea el hipervolumen. Esta direcciéon adicional que acufié como
Spissitude Henry More seria el eje de Ana y Kata las direcciones que nombr6 Charles Howard

Hinton. No tiene unidad de medida en el Sistema Internacional de Unidades.
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Interpretacion fisica de la derivada

El Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo propone interpretar de manera
tangible a la derivada como la pérdida de dimensién del objeto de estudio. Puede entenderse
como el colapso elastico de uno de sus puntos en direcciéon ortogonal a la base que se haya
considerado derivar. Esto es el equivalente a observar una proyeccidon. Los procesos al limite
pasan a representarse mediante figuras geométricas. Recordando que vectores ortogonales son
linealmente independientes cada dimensiéon responde a una direccion independiente de
desplazamiento. Isaac Newton consideraba a las derivadas como fluxiones y las funciones
como un fluido, teniendo de notacién x, su derivada x y su segunda derivada X. Tomemos a x*
como un cubo y al derivarlo fluye en direcciones ortogonales. Existen para el cubo unicamente
tres direcciones independientes por lo que el fluir ortogonal hara que resulten tres cuadrados,
3x2. Como un paso inicial a este fluir dividimos el cubo en tantas partes como la dimension a la
que pertenece. Un cubo pertenece a la tercera dimension por lo que se divide en tres partes
iguales que corresponden a tres piramides de base cuadrada x* y altura x. Ahora uno solo de
los puntos, la ctspide de cada una de las pirdamides se repliega ortogonalmente reduciendo a
dos dimensiones lo que antes tenia volumen. De un cubo, %%, se derivan tres cuadrados, 3x?,
derivados de reducir de dimension al elemento. Para comprobar y demostrar este proceso se
hace una segunda derivada. Cada uno de los cuadrados se divide en tantas partes como el
grado que poseen, lo que hace que se divida cada uno en dos partes iguales, esto al ser el
cuadrado parte del plano de dos dimensiones. Manteniendo como magnitud x tanto en el eje X
como en el eje Y se forman, por cada cuadrado, dos triangulos rectangulos, teniendo seis de
ellos en total, siendo su hipotenusa la diagonal de cada x* inicial. Ya divididos, uno de los
puntos extremos colapsa. Siendo 3x°, derivarlos a una dimensién menor conlleva a 6x
entendiendo que de tres cuadrados existen seis proyecciones independientes distintas que dan
lugar a seis lineas. Ahora, seis lineas, 6x, su derivada es 6 que equivale a seis puntos.
Finalmente la derivada de los seis puntos, serd que cada punto colapsa en si mismo lo que

provoca que desaparezca. Esto sitia el hecho de que la derivada de toda constante es cero.

150



Matematicamente la progresiva derivada de x* representa la progresiva reduccién de
dimensién de un cubo a tres cuadrados; de tres cuadrados a seis lineas; de seis lineas a seis

puntos; de seis puntos a nada.

IVa dx3=3x° d 3x* = 6x déx=6 6=0
dx dx dx dx
Funcion %
Figura IV 5 Representacion de un cubo
Primera derivada 3x°

Segunda derivada 6x
Tercera derivada 6
Cuarta derivada 0
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Cuando se origina el Calculo Diferencial, se daba con la variacion infinitesimal. Siendo y = x2,

la derivada dy/dx se obtiene:

IV.2 Seay=x’
y+dy=(x+dx)’=x+2x-dx + dx*
dy=y+dy-y=(x+dx)’-y=x+2xdx+dx’-y=x+2x-dx + dx* - x°

dy=2xdx+dx>=2x+dx
dx dx

Aqui se encuentra la critica de George Berkeley. El término dx se desprecia.

IV.3 dx®=2x
dx

Interpretando fisicamente a la derivada, lo que se propone es reducir de dimension al objeto
de estudio. Tenemos x?, un cuadrado de lado x. Derivarlo conlleva a pasar el plano, de dos
dimensiones, como lo indica 2, a su equivalente, su proyeccién en una dimensién menor, una
dimensiéon . Asi un cuadrado pasa a ser dos lineas ortogonales entre si, 2x junto con dx, la
variacidn infinitesimal que se utilizd, en una dimensién menor a la del objeto derivado.

La derivada fisica de un cuadrado, la derivada fisica de x? resulta ser:

Figura IV 6 Plano, x-x Figura IV 7 Derivada del plano, 2x + dx

Para el proceso de colapso se divide el elemento en tantas partes iguales como el grado que
posee, se suprime la unién entre los elementos, se abate la ortogonalidad y retornan las
reflexiones a su origen. El abatimiento de ortogonalidad y retorno de la reflexién se reduce con

el retorno puntual del extremo al conservar unidn elastica en la continuidad de los puntos.

152



Este proceso se puede simplificar al colapsar directamente los paralelos del elemento en
cuestion, siempre y cuando el elemento se halle completo aunque en el caso de las fracciones se
les puede aplicar también la propiedad de homogeneidad, s6lo que para que se vea el proceso
inverso de la integral explicitamente han de hacerse los pasos de divisién y consecuente

colapso.

Supresién de unién, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexién

Figura IV 8 Divisién de x-x en 2 partes Figura IV 9 Supresion de unién entre ortogonales, caso x-x

Figura IV 10 Abatimiento de ortogonalidad, caso x-x Figura IV 11 Retorno de reflexion, caso x-x

Figura IV 12 Demostracién de la derivada del plano, 2x + dx
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Retorno puntual del extremo conservando unidn eldstica en la continuidad de los puntos

AN AN

Figura IV 13 Retorno puntual, x-x a 2x + dx

Reduccidn por colapso de paralelos

Figura IV 14 Colapso de paralelos, x-x a 2x + dx

El derivar x", genera tantos elementos como el grado #, reducidos en una direccién ortogonal.

La ecuacion I.30 Derivada de la funcidn potencial se retoma:

IV.4 d x" = nx"*
dx

La Teoria de Cuerdas aboga por un Universo de 26 dimensiones. La Teoria de la Relatividad
plantea 4 dimensiones siendo el tiempo una de ellas. Vivimos en un espacio tridimensional, x.
Vivimos en la tercera dimension, en el espacio, por lo que las demostraciones pueden ser
llevadas de manera integra hasta la 3° dimension y se puede aventurar una representacion de
lo que podria ser la 4° dimensién en analogia a lo que se hace al dibujar un cubo que es
representar la tercera dimension en dos dimensiones. Queda plasmada la idea del cubo sin ser
su verdadera consistencia ya que falta lo alto para que se formen tres direcciones por lo que

unicamente se crea la perspectiva de profundidad al dibujar a lo largo y a lo ancho del papel.
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Derivar con la variacidn infinitesimal el volumen, siendo y = x?, la derivada dy/dx se obtiene:

IV.s Seay=x’
y+dy=(x+dx) =5+ 3x>dx + 3x.dx* + dx°
dy=y+dy-y=(x+dx)’-y=x+3x>dx + 3x-dx’ + dx® - y =& + 3x>-dx + 3x0-dx*> + dx* - &°

dy=3x>dx + 3x-dx® + dx? = 3x* + 3x-dx + dx?
dx dx

Los términos 3x-dx + dx* se desprecian y resulta:

IV.6 dx®=3x
dx

Haciendo la derivacion fisica que propone el presente Modelo Fisico del Teorema
Fundamental del Célculo se tiene que x*, un cubo de dimensiones x deriva en tres cuadrados
que en sus intersecciones forman tres lineas 3x-dx, tres rectangulos de longitud x y anchura dx,
junto con dx? la variacion infinitesimal que se utiliz6, en una dimensiéon menor a la del objeto

derivado.

Figura IV 15 Representacion del cubo, x-x-x Figura IV 16 Derivada del cubo, 3x-x + 3x-dx + dx-dx

Pueden utilizarse los tres procesos antes descritos:
X' Supresion de union, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexion.
X' Retorno puntual del extremo conservando union eldstica en la continuidad de los puntos.

X" Reduccion por colapso de paralelos.
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Supresién de unién, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexién

NS

Figura IV 17 Divisién de x-x-x en 3 partes

Figura IV 18 Supresion de unién entre ortogonales, caso x-x-x Figura IV 19 Abatimiento de ortogonalidad, caso x-x-x

k&

Figura IV 20 Retorno de reflexion, caso x-x-x

Figura IV 21 Demostracién de la derivada del cubo, 3x-x + 3x-dx + dx-dx

156



Retorno puntual del extremo conservando unidn eldstica en la continuidad de los puntos

Figura IV 22 Retorno puntual, x-x-x a 3x-x + 3x-dx + dx-dx

Reduccidn por colapso de paralelos

) _
) _

De &3, un cubo, se tiene que la primer derivada es 3x2, tres cuadrados. Aplicandose una

Figura IV 23 Colapso de paralelos, x-x-x a 3x-x + 3x-dx + dx-dx

segunda derivada cada uno de los cuadrados seguira el proceso de la ecuacién IV.3 y se
obtendran seis lineas de longitud x, correspondiéndole dos lineas a cada uno de los cuadrados.
La tercer derivada de un cubo, la derivada de 6x se calcula y resulta matematicamente ser 6.
La interpretacion fisica que se propone de la derivada de 6x, es seguir cualquiera de los tres
procesos descritos ya:

X' Supresion de union, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexion.

x* Retorno puntual del extremo conservando union eléstica en la continuidad de los puntos.

X" Reduccion por colapso de paralelos.
Al tener la linea un solo vector direccional y carente de ortogonalidad puesto que no existe un

segundo vector de comparacion con el cual generar angulo los tres procesos son idénticos.
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Supresién de unién, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexién

Figura IV 24 Divisién de x en 1 parte Figura IV 25 Supresion de unidn entre ortogonales, caso x

Figura IV 26 Abatimiento de ortogonalidad, caso x Figura IV 27 Retorno de la reflexion, caso x

Figura IV 28 Demostracion de la derivada de la linea, 1

Retorno puntual del extremo conservando unidn eldstica en la continuidad de los puntos

>

Figura IV 29 Retorno puntual, xai1

Reduccidn por colapso de paralelos

>

Figura IV 30 Colapso de paralelos, xa 1

Teniendo seis lineas entonces se obtienen seis puntos con lo que obtenemos lo calculado.

La tercer derivada de x* resulta ser igual a 6:
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La derivada de toda constante es cero. Ver ecuacién 1.13.

Para iniciar el proceso fisico de derivar un punto, x°, habra que dividirlo en tantas partes como
su exponente expone y se provoca la indefiniciéon. ;Cémo dividir el punto en o partes?
Incluso los siguientes pasos que son perder la unidn, abatir la ortogonalidad, regresar la
reflexion, carecen de sentido. El retorno puntual y el colapso de paralelos tampoco aplican.
Regresamos a o puesto que aunque matematicamente mediante el concepto de limite queda
demostrado, fisicamente se propone asumir que el punto colapsa sobre si mismo, implota,
lo que provoca que deje de existir. La cuarta derivada de un cubo, la derivada de 6, de seis

puntos finaliza en cero, o, nada.

Se ha completado la derivada de las tres dimensiones de las que estamos conscientes.

Largo Ancho Alto
Longitud Latitud Altitud
Adelante | Atrés Izquierda | Derecha Arriba | Abajo

La derivada de x*, la cuarta dimension siendo espacial, resulta en 4x%, esto es que el hipercubo
se separa en tantas partes como su grado, cuatro partes, cada una de ellas pierde la unién
quedando ahora cubos de tres dimensiones que se abaten, desdobldndose en ocho cubos que al
retornar a su reflexion resultan ser los 4 cubos que gener6 su derivada mediante el célculo y
corresponden a lo que se propone ocurriria fisicamente. Dimensiones superiores se asume que
tendran el mismo comportamiento. La quinta dimension se plegaria a cinco hipercubos. La
sexta dimension resultaria en seis objetos de 5° dimensidén. En dimensiones superiores puede

imaginarse su derivada como plegado a dimensidn subyacente aspirando coincidir con lo real.
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Operacion topolégica diferencial

IV.7  Operacion diferencial

Sea x"

IV.8 Operacion topoldgica diferencial
Sea el n-cubo [0, 1]"¢ R ™

Do, 1]" = nfo, 1]"*

La derivada se propone como la reduccién de dimension de un objeto n-dimensional al seguir
cualquiera de los tres procesos:

X' Supresion de union seguido de abatimiento de ortogonalidad y retorno de la reflexion.

X' Retorno puntual del extremo conservando union eldstica en la continuidad de los puntos.
X" Reduccion por colapso de paralelos.

Con n € Ny se generan n-cubos que siguen la regla de derivacion de reducirse a la dimension
subyacente. Mas alla de N se tiene a la dimension fractal ya que la cualidad de un objeto
fractal es que su dimension no es entera. De ahi proviene el nombre fractal, del latin fractus,
que significa fracturado, teniendo de exponente una fraccién con lo que n € Q . La dimensién
fractal excede a la dimension topologica a la que pertenece el objeto fractal. Entre la dimension
topologica 1, que es la linea y la dimension topologica 2, que es el plano se tiene la dimension
fractal, formalmente dimensiéon de Hausdorff igual a 1,5 que corresponde a una variante de la

curva de Koch con dngulo de 90°, ortogonal.
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La variante de la curva de Koch con dngulo de 9o° fue creada por Hermann Minkowski, quien
forma el espacio tiempo de Minkowski, marco para la Teoria de la Relatividad. El nombre que

le dio a la curva fue Salchicha de Minkowski.

Figura IV 31 Salchicha de Minkowski

Silalinea es x y el plano es x2, la Salchicha de Minkowski corresponde a x** 0 x*? y su derivada

resulta:

IV.9 Derivada de la Salchicha de Minkowski

dx” =3\x
dx 2

Fisicamente la representacion de la derivada conlleva a pensar en tres mitades de un objeto
fractal de dimension Hausdorff igual a o,5. El conjunto de Cantor es de dimension
0,63092975357... 0 precisamente [n(2)/In(3). Dimensién entre o, el punto y 1, la linea.
Con dimensién fractal, dimg.( &) = 0,63092975357... el conjunto de Cantor es una sucesiéon de
puntos, con dimension topoldgica puntual, esto es dim.,() = o que no es lo suficientemente
compacta para formar una linea ya que se le ha ido substrayendo el tercio medio
infinitamente. Si en lugar de substraer el tercio medio se extrae la mitad media de un segmento
de recta [o, 1], entonces quedan dos segmentos N(I) = 2 de longitud cada una igual a 1/4 de la
inicial, puesto que la mitad que se conserva se divide entre las dos partes por lo que cada una

es de | = 1/4. Geométricamente la construccion recursiva de substraer la mitad media
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infinitamente genera un conjunto con dimension topolégica igual a o con dimension fractal,

dimension de Hausdorft igual a o,5, teniendo que In(2)/In(4) = o,5.

Figura IV 32 Construccion de Vx

Figura IV 33 \x

La derivada de una linea, de x, genera un punto, 1. Ahora, la derivada de x*7, la derivada de la
Salchicha de Minkowski, genera (3/2)Vx, tres mitades de la secuencia de puntos de un
segmento cuya mitad media se ha substraido infinitamente. Para analizar el comportamiento
de la variante de la curva de Koch con angulo de 9o° se realiza el acercamiento, el cual
tedricamente seria inutil ya que el patron se repite no importando la escala. Omitiendo la

propagacion recursiva del patrén fractal se llega a su concepcion original.

Figura IV 34 Construccion de V[x-xex]
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La construccidn esencial de x*2 se puede contemplar como la mitad media del segmento de
linea rota generando la longitud media inicial ahora en direccién ortogonal, agregada a en
total seis segmentos de cuarto de longitud. Siendo el conjunto Vx igual a los puntos que se
generan al substraer infinitamente la mitad media del segmento de linea, la reduccién de
dimensién de x*2 al derivar genera tres mitades del conjunto Vx ya que se completan tres lineas
de longitud media, 3/2, que progresivamente seguiran el patrén fractal. De ahi, que la derivada
no sean puntos especificos, sino la sucesion de puntos cuya mitad media se ha substraido, ello

multiplicado por el escalar 3/2. Posible camino del trabajo con exponentes fraccionarios.

Para los casos de prismas rectangulares, xyz, en la situacion tridimensional las derivadas seran

parciales, esto es, con respecto a una de las variables.

IV.10 Derivadas parciales

Sea xyz
0Xxyz=yz 0 Xyz = Xz 0 xyz = Xy
0x oy 0z

Fisicamente lo que se propone es apreciar que la derivada corresponde a la proyeccion del
objeto en la direccién de la variable con respecto a la cual se hace la operacidon diferencial.
Colapsan los planos paralelos en direccion de x cuando es dx, los planos paralelos en direccion
de y colapsan cuando es dy. Cuando se aplica dz el colapso ocurre en direccién de z.

De un prisma tridimensional se obtiene la proyeccidon bidimensional al momento de derivar.

z
‘ X -
Figura IV 35 Derivadas parciales
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Figura IV 36 Representacion de la esfera
El volumen de la esfera, como lo demostré Arquimedes, es (4/3)nr’. Su derivada se propone en
el Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo como el colapso en direccion de la

variable con respecto a la cudl se deriva.

IV.11 Derivada de la esfera

d (4/3)nr? = 4mr?
dr

Es coherente el hecho que la derivada del volumen de la esfera, (4/3)nr?, genera la superficie de
ella, 4mr?, ya que el colapso ha sido radial al derivar con respecto al radio, r. De la misma forma
un circulo de area mr* deriva en la circunferencia 2nr. Para la elipse que tiene area mab, ocurre
que su construccién carece de uniformidad en todas las direcciones de ahi que la
determinacion de su perimetro sea mediante series infinitas actualmente.

En cuanto a las funciones trascendentes, donde no se emplea la sumatoria de términos x",
se propone hacer transformacién a Series de Taylor, y proseguir con la derivada de n-cubos.
La derivacion de las funciones trascendentes expresadas en Series de Taylor al aplicarsele el
proceso fisico que hemos descrito en este documento se postula que obtiene la variante
tangible de cada una de ellas. Mas atin, podemos realizar fisicamente la derivada de sen(x) y de
cos(x) siendo funciones trascendentes cuyo dominio pertenece a todos los reales, su rango va
de -1 a 1 y son continuas, es decir, libres de asintotas. La derivada consistira en abatir la
ortogonalidad que se ha de interpretar como la disminucion en el sentido que corre la graficay

al ser ortogonal resulta ser 9o°. Entendiendo que 90° es el equivalente a 1/2 radianes se deriva a
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reducirse 1/2, o lo que es igual, recorrer n/2 a la izquierda . Este proceso se incapacita en las

funciones trascendentes diferentes a sen(x) y a cos(x) dado que presentan asintotas o su rango

tiende al infinito, lo que hace que su variante fisica sea inicamente mediante el trabajo a partir
de Series de Taylor.

Se expresa la derivada de sen(x) y de cos(x) fisicamente:

.
4 }
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x — =
—# o b o i 2N ", I ,,' '|‘ m "' ;" v
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Figura IV 37 sen(x) Figura IV 38 Derivada de sen(x)
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Figura IV 39 cos(x)
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Figura IV 40 Derivada de cos(x)

Figura IV 41 -sen(x)
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Interpretacidn fisica de la integral

La interpretacion fisica que se propone en la presente tesis es que la integral determina el
aumento de dimensiéon de un elemento al extender ortogonalmente uno de sus puntos,
conservando su union con los puntos del objeto de estudio al que pertenece. La dimension sera
el numero de elementos de las bases candnicas que lo conforman. Asi un punto tiene un vector
nulo, una linea su vector es de un elemento, una superficie su base candnica es de dos
elementos, en el espacio es de tres elementos, el hiperespacio es de cuatro elementos, y asi
sucesivamente.

Entendiendo que se tiene:

x°, que representa a un objeto de dimension cero.

x', que representa a un objeto de dimensién uno.

x*, que representa a un objeto de dimensién dos.

x°, que representa a un objeto de dimension tres.

x4, que representa a un objeto de dimensién cuatro.

Se puede apreciar que el exponente de la variable indica la dimensién a la que pertenece
porque representa el nimero de direcciones que puede recorrer.

Si se quiere integrar debemos tener «algo» que integrar.

;Qué es lo mas infimo que existe, la absoluta proporcion minudscula que se diferencia de la
nada? Un punto

Una vez que se tiene al punto, a 1, se integra.

Comenzar a integrar 1 de manera fisica se plantea como extender ortogonalmente uno de sus
puntos. Siendo el punto en si mismo, extender ortogonalmente es en cualquier direccion
pasando a ser x. Procediendo a integrar x, ahora se extiende uno de sus puntos en direcciéon
ortogonal conservando su unién con los puntos de la linea dimensién x formando ahora x*/2.
La integral, en funciones, determina el drea bajo la curva formada por el trazo de la funcién
f(x) vy el eje X delimitada por el limite inferior, a, y el limite superior, b, que se definan.

La integral fisica que se expone con el Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo
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indica que el area que forma una linea de dimensién x al extenderse uno de sus puntos a la
misma distancia x pero en una nueva direccién ortogonal, lo que da una dimensién adicional,
tiene un area equivalente a su integral x*/2. Integrando nuevamente x*/2 se extiende un punto
en direccion ortogonal con lo que se tiene ahora una piramide triangular con volumen x3/6.
Siguiendo el proceso se puede asumir que de extender un punto a la cuarta dimension se

obtiene x*/24, o bien, la veinticuatroava parte de un hipercubo.

1
.
Primer integral X
Segunda integral x’/2
Tercera integral x°/6
Figura IV 42 Representacion de una pirdmide triangular
Cuarta integral x*24

Figura IV 43 Representacion de un pentécoron

El Teorema Fundamental del Calculo establece que el valor del area definida por los contornos

a, b, f(x) y el eje X esta dado por:

V.12 [ fx) dx = Fb) - F(a)
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El Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo propone que la integral definida de
una funcién corresponde al aumento de dimensiéon de un objeto con medidas del limite
superior al cual se le substrae su construcciéon en un objeto de dimensidn superior con
medidas del limite inferior. Como ejemplo la integral definida de x con limites de integracion

a=2yb=6secalcula:

6
IV.13 J‘xdx:iz

= (6)- (2)°=36- 4 =18-2=16
2 2 2

2 2

2

La integral fisica se construye con una linea de medida 6, aqui 6 centimetros, que se integra al
extenderse uno de sus puntos en direccion ortogonal aumentando de dimension. Al tridngulo
formado con drea igual a 18 centimetros cuadrados se le resta un triangulo con 2 centimetros
cuadrados de superficie que fue formado al aumentar de dimensiéon una linea de medida 2,
aqui 2 centimetros. Asi, al acotar con el limite inferior 2 y el limite superior 6 la integral de x se
genera un objeto de dos dimensiones con drea igual a 16 centimetros cuadrados al haber

utilizado al centimetro como unidad de partida.

Figura IV 44 Integral definida de x
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Para la integral definida de x* sucede ahora que se tendra como resultado una piramide de base
cuadrada con medida de lado del limite superior, truncada por una piramide de base cuadrada
con medida de lado del limite inferior. Como ejemplo la integral definida de x* con limites de

integracién a = 3 y b = 6 se calcula:

* = (6)- (3)° = 216 - 27 =72-9=63
3 3 3 3 3

6
IV.14 _[ x*dx= x2
3
3

La integral fisica se construye con un cuadrado de lado 6, aqui 6 centimetros, que se integra al
extenderse uno de sus puntos en direccién ortogonal aumentando de dimensién. La piramide
formada con volumen igual a 72 centimetros cubicos se le resta una piramide con
9 centimetros cubicos de volumen que fue formada al aumentar de dimensién un cuadrado de
lado 3, aqui 3 centimetros. Asi, al acotar con el limite inferior 3 y el limite superior 6 la integral
de x* se genera un objeto de tres dimensiones con volumen igual a 63 centimetros ctbicos al
haber utilizado al centimetro como unidad de partida. El objeto es una piramide de base
cuadrada con lado igual al limite superior truncada formando un cuadrado como superficie en
su cima de lado igual al limite inferior. El valor numérico que se calculd corresponde al valor

del volumen del objeto obtenido. Mostrando las figuras del proceso con escala 1:2 se tiene:

Figura IV 45 Representacion de la integral definida de x-x
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En el caso de la circunferencia cuya longitud es igual a 27, en el Modelo Fisico del Teorema
Fundamental del Calculo se presenta evidente que su integral respecto a r produce un circulo
de area igual mr®, un objeto de dimensidén superior que se ha extendido en razén del radio.
Prosigue en la integral del circulo, la extensiéon de uno de los puntos en direccién ortogonal, lo
que construye un cono de base nr* y altura r, teniendo de volumen nr?/3, valor coherente del

espacio que ocupa el objeto tridimensional con el valor numérico de la integral.

Figura IV 46 2nr Figura IV 47 nr-r Figura IV 48 nr-r-r/3

La integral como se propone explicar esta tesis sera la combinacidn lineal acotada de la base
que se integra con la extensidon generada ortogonalmente. De seguir con el proceso, la integral
del cono, nr*/3, un objeto tridimensional, se produciria tedricamente un doceavo de pi por
radio a la cuarta, mr#/12. La cuestion es que la direccion de extensidn adicional para construir
objetos de cuatro dimensiones es independiente a las tres que se conocen. En analogia a lo que
sucede en las dimensiones inferiores, la direcciéon de la dimensidn superior es adentro 'y afuera.
Sin cambiar de posicion en las dimensiones establecidas aumentar en la dimension adicional
es un movimiento de entrar y salir. Asi, el punto entra a la linea. La linea entra al plano.
El plano entra al volumen. El volumen entraria al hipervolumen. No se ha encontrado dicha
direccidn, con lo que se ha asumido que el tiempo es una dimension, la cual rompe las reglas
con las otras dimensiones al establecerse como unidireccional, porque es la inica percepcion
que hemos tenido del tiempo. La existencia del tiempo como dimension es cuestionable ya que

la existencia misma del tiempo estd en duda.
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«Existe una cosa muy misteriosa, pero muy cotidiana. Todo el mundo participa de ella, todo el
mundo la conoce, pero muy pocos se paran a pensar en ella. Casi todos se limitan a tomarla
como viene, sin hacer preguntas. Esta cosa es el tiempo».

(Ende, 1973 d.C., p. 40).

Hans Zimmer Time 4:35

Absoluto Relativo
El tiempo es la progresion de la existencia. En la paradoja de los gemelos, uno de ellos envejece
mas que el otro. Eso es que uno envejece mas, no que el tiempo haya pasado mas rapido ya que
cuando se vuelven a juntar los hermanos monocigdticos, estan en tiempo simultaneo, es decir,
se encuentran en el mismo tiempo por el simple hecho de poderse encontrar. Esta la velocidad
de la rotacion de la Tierra que diariamente gira en promedio a 1600 km/h, midiendo en el
Ecuador. La velocidad de traslaciéon de la Tierra alrededor del Sol, que aproximadamente son
107227 km/h. La velocidad en que se mueve el sistema Solar formando parte de la Via Lactea a
828000 km/h que es la estimacion. Todas estas velocidades afectan al hermano que se queda en
la Tierra quieto que se compara con el hermano gemelo que se hizo cosmonauta, astronauta o
taikonauta, que viaja con velocidad cerca de 1079252848800 km/h. La paradoja esta en quién
hace el calculo. Quien calcula envejece mas porque uno no se mueve, es el otro, desde el punto
de vista relativo. Albert Einstein da como resultado de la paradoja que el hermano gemelo que
se queda en la Tierra quieto es quien envejece mas. Para ello asume un viaje espacial de rebote
con aceleracion y desaceleracion. Haciendo un viaje circular con sélo aceleracion incluyendo
colision en el regreso, la paradoja persiste, haciendo que se descarte la dilatacion del tiempo
que se asume comprobada por pruebas de 1971 d.C. con relojes atomicos de cesio que
tuvieron su mayor desfase medido en 273 nanosegundos con una precision de + 7
nanosegundos. Mas que dilatacidon del tiempo se ha considerar razonar la posibilidad de que

los que se desfasan sean los contadores del tiempo.
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El tiempo permanece, absoluto, inalterable, ambos relojes siguen existiendo al mismo tiempo,
el tiempo ha corrido de la misma manera en ambos, y siguen existiendo simultdneamente.
Los contadores del tiempo, relojes, que se basan en las oscilaciones de la radiacién emitida en la
transicion entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del isdtopo 133 del atomo
de cesio a una temperatura de o Kelvin, ya tienen una indeterminaciéon ya que a o K,
por definicion, no habrian oscilaciones. Es con su movimiento con el que pretendemos medir
al tiempo, asumiendo que el movimiento sera constante. Se cuentan oscilaciones y después de
9192631770 se marca un segundo. Se ha de determinar lo factible, lo que sucede. El tiempo se
dilata o las oscilaciones se han hecho mas lentas y por ello han marcado, cerrando en 2510
oscilaciones la diferencia entre el reloj estdtico y el reloj que se subié al avién en uno de los
experimentos para validar a la Teoria de la Relatividad que plantea que la luz originada por
una estrella a la que por su traslacion la Tierra se le acerca llega al mismo tiempo que la luz
originada por otra estrella de la que se aleja. De ser la teoria cierta, lo simbdlico representando
a lo imaginario interpretando a lo real, el espacio, o el tiempo, o ambos se han de deformar
para que esto ocurra, teniendo la velocidad de la luz como constante. Ya que el envejecimiento
depende de mas factores que sdlo el paso del tiempo, puede que uno de los hermanos haya
llevado una mejor dieta, patrén de suefio y ejercicio, la constancia de diferencia de tiempos la
presenta la relatividad por el tictac de un reloj de luz, esto es un rayo de luz entre dos espejos.
El reloj de luz que se queda en la Tierra tiene un periodo determinado por la velocidad de la
luz c. El reloj de luz que viaja en la nave igual tiene su periodo determinado por la velocidad de
la luz ¢ que al establecerse como constante, y recorrer una mayor distancia por tener que
recorrer dos veces la distancia entre los espejos del reloj, su periodo, sumado a la distancia que
ha recorrido la nave, su desplazamiento, es entonces que tiene entonces que hacerse el espacio
o el tiempo relativo porque no tiene sentido que la velocidad de luz se mantenga constante ya
que esta siendo afectada por la misma velocidad de la nave, asi el vector velocidad compuesto
por la velocidad de la luz sumado al vector velocidad de la nave es mayor que el vector
velocidad de la luz aislado que es el de la Tierra. Como se establecio que la velocidad no puede
alcanzar velocidades mayores que c entonces la aportacion de la velocidad de la nave se

desprecia e inician las deformaciones del Espacio Tiempo creado por Hermann Minkowski.

172



Cuatro dimensiones, el tiempo siendo la cuarta dimensioén. Todo ello por considerar que la luz
no puede alcanzar mayores velocidades a ¢, siendo que es apreciable que la velocidad de la luz
es susceptible a cambios, prueba de ello es la refraccién y aunque 1079252848800 km/h es una
velocidad asombrosamente alta, ;qué le impide alcanzar velocidades superiores como taquidon?
Si como se plantea la luz de una estrella a la que se acerca la Tierra llega al mismo tiempo que
la luz de una estrella de la cual se aleja, porque se establecié que ¢ es lo absoluto, haciendo del
tiempo y del espacio lo relativo, entonces la luz de todas las estrellas existentes tendria que
estar llegando a la Tierra y el cielo nocturno seria luminoso, paradoja de Olbers. No es asi.
Considerando que el tiempo no se deforma y el espacio se mantiene absoluto, la luz de cada
una de las estrellas tiene que recorrer su camino hasta la Tierra y aquellas que vemos en una
noche estrellada son tan cercanas que la distancia que separa ha sido recorrida por su luz a
nuestro tiempo o tan antiguas que su luz ha tenido el tiempo de llegar. Asi lo propuso
Edgar Allan Poe en Eureka: A Prose Poem, Eureka: Un Poema en Prosa. Un poema.
La prueba que utilizaba Isaac Newton para demostrar la existencia del espacio absoluto es el
cubo de agua de Newton. El agua gira no en relacién a los bordes del cubo sino respecto a un
espacio absoluto en su argumento. Los relojes de cesio fueron introducidos por Gernot Maria
Rudolph Winkler, asi el UTC, Coordinated Universal Time, Tiempo Universal Coordinado se
determina por el TAI, International Atomic Time, Tiempo Atémico Internacional, promedio
de las oscilaciones de unos 400 relojes de cesio, aqui es la nota importante, si fuese infalible la
medicién mediante las oscilaciones de la radiaciéon emitida en la transiciéon entre los dos
niveles hiperfinos del estado fundamental del is6topo 133 del atomo de cesio, no habria
necesidad de hacer un promedio de su medicidon, como sucedi6 con las rotaciones de la Tierra
con la creacion del dia solar medio ya que la Tierra no rota uniformemente y es determinada la
rotacion por UT1, Universal Time 1, Tiempo Universal 1. Como TAI y UT1 se desfasan,
las oscilaciones con la rotacion, se ha decidido tener minutos de 61 segundos, un segundo
intercalar, que se agrega ya sea el 30 de junio o el 31 de diciembre para ajustar la variacién, por
lo que han habido afios desde 1972 d.C. en que al celebrar el conteo 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1,

iFeliz Afio Nuevo!, falt6 contar el segundo annadido por el UTC.
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El segundo fue establecido como (dia solar medio)/86400. La cuestion es que las mareas por
atraccion lunar han ido haciendo mas lenta la rotacion terrestre aunque hay veces que existe
un aceleramiento, que explic6 Gernot Maria Rudolph Winkler, como consecuencia de que la
corteza terrestre gira ligeramente mas despacio que el nucleo del planeta, almacenando energia
que se libera por un volante de inercia ocasional que produce la aceleracion del giro de la
Tierra, de poca duracion, para restablecer el equilibrio. En 1955 d.C. y 1981 d.C. ha ocurrido el
fenémeno, comparable al experimento del cubo de agua de Newton en escala planetaria.
Es la dificultad de una definicidon asequible del tiempo, mas alla de lo que se lee en un reloj,
porque, como escribi6 Newton en Philosophiee Naturalis Principia Mathematica:
«Es posible que no haya ningun movimiento igual con el que medir exactamente el tiempo».
(p- 89).

Lo que se propone es imaginar a la cuarta dimension siendo direccidn ortogonal espacial a las
tres que forman el espacio tridimensional conocido y el tiempo, independientemente, como la

sucesion de eventos.

Figura IV 49 Construccion de la cuarta dimension
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La propuesta de la representacidn fisica del proceso de integracion con el Modelo Fisico del
Teorema Fundamental del Calculo permite un intento de asimilacién de lo que seria la 4°
dimension espacial. Para llegar a la 4° dimensién, x*, con Largo, Ancho, Alto, y algo mas,
se ha de partir de integrar su dimensién subordinada, lo tridimensional. En Célculo Integral
se obtiene x* al integrar 4x°. Con la representacion fisica de la integral se consolida que integrar
4x° es equivalente a tener cuatro cubos y aumentarlos de dimension. El Teorema Fundamental
del Calculo establece que derivacion e integracion son operaciones inversas. La extension en
direccién ortogonal de uno de los puntos para realizar la integracion es el proceso inverso de:
X' Retorno puntual del extremo conservando union eléstica en la continuidad de los puntos.
Integrando x° se obtiene x*/4, que se asume serd el valor del hipervolumen formado al
extenderse un punto que le pertenece al cubo en direcciéon ortogonal una distancia x.
Con 4 de ellos se completaria el hipercubo, x%, al unir el resultado de las integrales de cuatro
cubos, 4x°. El hecho de aumentar de dimensién plantea la pregunta formulada desde los
Pitagoricos al advertir que no importa cuantas veces uno se multiplique por si mismo el
resultado siempre es uno, entonces: ;COmo uno se convierte en varios? La respuesta fue:
Reflejandose. La unidad se replica a si misma contemplandose a si misma.
Aumentar de dimension, conlleva a ‘reflejar’, también puede entenderse como replicar.
Seguira unir el punto origen con su reflejo, con su réplica. La ortogonalidad viene siendo la
salida de la dimension, de manera contraria el paralelismo termina siendo la misma dimension
en otro plano. En ese caso, para obtener un grado superior el reflejo, que viene siendo paralelo,
ha de rotar 90°, convertirse en ortogonal para salir de la dimensién y unir los puntos que les
pertenecen al origen y a la réplica formando asi al objeto de dimensién superior al original,
siendo este proceso el inverso a:

X' Supresion de unidn, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexion.

El proceso de integracion se presenta como reflexidn, erguimiento de ortogonalidad y unién.
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La integral de 1, del punto, se propone que genera su reflexion, posicionamiento ortogonal y
posterior unién. Para la primera integral, el punto, no hay limitante en cuanto al
posicionamiento de su reflejo. Al ser adimensional cualquier direccién que tome le confiere
entrar a la primera dimensidn, x, al unir el punto origen con su reflejo. La integral de 1, de x°,

de un punto, de una cosa adimensional, viene siendo x’, un objeto de 1° dimension, linea.

Figura IV 50 Punto Figura IV 51 Punto y reflejo

® ® o—O

Figura IV 52 Erguimiento de ortogonalidad del punto Figura IV 53 Uni6n punto y reflejo en posicién ortogonal

La integral de x, de la linea, se propone que genera su reflexidn, posicionamiento ortogonal y
posterior union. Para la segunda integral, la linea, el posicionamiento de su reflejo requiere ser
ortogonal para salir de la 1° dimensidn y asi formar la mitad de la segunda dimensién, x*/2, al
unir la linea origen con su reflejo. La integral de la linea, de x, un objeto monodimensional,

viene siendo x°/2, la mitad de un objeto de 2° dimension, medio plano.

o—=O @ @ @

Figura IV 54 Linea Figura IV 55 Linea y reflejo

Figura IV 56 Erguimiento de ortogonalidad de la linea Figura IV 57 Union linea y reflejo en posicion ortogonal
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La integral de x?, del plano, se propone que genera su reflexion, posicionamiento ortogonal y
posterior unidén. Para la tercera integral, el plano, el posicionamiento de su reflejo requiere ser
ortogonal para salir de la 2° dimensién y asi formar el tercio de la tercera dimension, x°/3,
al unir el plano origen con su reflejo. La integral del plano, de x*, un objeto bidimensional,
viene siendo x%/3, el tercio de un objeto de 3° dimension, tercio cubo. En la tercera dimension,
el volumen, se requiere completar tres dimensiones que la forman: Largo, Ancho, Alto.
Al reflejar se tienen sélo dos cuadrados. ;Como cubrir tres dimensiones con dos cuadrados?
Ahora sera necesario, cosa que no habia sido requerida en integraciones anteriores, dividir el
plano reflejado en partes iguales, lo que hace que se obtengan las tres superficies,

que colocadas de manera ortogonal se unen y forman la integracion de x?, se forma x%/3.

Figura IV 58 Plano Figura IV 59 Plano y reflejo

4 4

Figura IV 60 Representacion del erguimiento de ortogonalidad del plano Figura IV 61 Representacion de union plano y reflejo ortogonalmente

Se prosigue con la resultante propuesta de la presente definiciéon de integral. Si se acepta la
representacion fisica del proceso de integracidon, se puede hacer el intento de realizar la
aproximacion a la 4° dimensién. Para llegar a cuatro dimensiones debemos partir de integrar
su dimensién subordinada, lo tridimensional. Para facilitar su asimilaciéon se ha de llegar

directamente al objetivo tetradimensional y no a fracciones. Es sabido que para obtener x*

177



se integra 4x°. Ahora con esta representacion fisica de la integral se consolida el integrar 4x°
es equivalente a tener cuatro cubos, reflejarlos, colocarlos de manera perpendicular y unirlos.
Los primeros 3 cubos si permiten su colocacion en este espacio donde existimos, la tercera
dimension. Tres cubos se reflejan y se obtienen entonces seis cubos. Se colocan de manera
perpendicular por lo que en conjunto tenemos: adelante, atras, derecha, izquierda, arriba,
abajo. Lo que esta fuera de dimension es al intentar agregar el 4° cubo faltante, ;Dénde se
coloca para que él y su reflejo sean simultdneamente perpendiculares a las seis posiciones que
ya ocupan todas las posibles direcciones del espacio tridimensional? Sélo se puede representar
al utilizar lo que comenzé el proceso de integracion: Utilizar la reflexion.
Con esto se llega a la visualizacion de lo que ocurre dentro del teseracto. El proceso concuerda
con los estudios que se han realizado del hipercubo, al coincidir el hecho de que el hipercubo
se puede ‘desdoblar’ en ocho cubos pertenecientes a la tercera dimension, los cudles son los
ocho cubos que se obtienen al integrar 4x°, ya que al integrar cuatro cubos cada uno de ellos se
‘refleja’ lo que nos lleva a obtener los ocho cubos que dispuestos de manera perpendicular

forman el hipercubo, la cuarta dimensién.

Figura IV 62 Representacion de 4x-x-x Figura IV 63 Representacion de 4x-x-x y reflejo

T
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Figura IV 64 Representacion de hipercubo ‘desdoblado’ Figura IV 65 Representacion de hipercubo
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Se completan los tres procesos de integracion, inversos a los de derivacion con:

Aumento por prolapso de paralelos.
Se puede realizar el proceso de prolapso de paralelos siempre y cuando se tenga en cantidad la
dimension que se obtiene en aumento, de objetos de dimensién menor. Dispuestos de manera

ortogonal se extienden de manera paralela formando el objeto de dimensidn superior.

La dimensién superior de x° es x. El objeto x tiene implicitamente 1 de exponente, por lo que

se requiere 1 objeto de dimension o para obtener x integro.

>

Figura IV 66 Prolapso de paralelos, 1 a x

La dimension superior de x es x*. El objeto x tiene 2 de exponente, por lo que se requieren

2 objetos de dimensidn 1 para obtener x* integro.

A

Figura IV 67 Prolapso de paralelos, 2x a x-x

La dimension superior de x> es x°. El objeto x° tiene 3 de exponente, por lo que se requieren

3 objetos de dimension 2 para obtener x° integro.

61 @ @

Figura IV 68 Prolapso de paralelos, 3x-x a x-x-x
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La dimension superior de x* es x*. El objeto x* tiene 4 de exponente, por lo que se requieren

4 objetos de dimension 3 para obtener x* integro.

Figura IV 69 Prolapso de paralelos, 4x-x-x a x-x-x-x

El 3 de enero de 2018 d.C. se publicé el articulo Photonic topological boundary pumping as a
probe of 4D quantum Hall physics, Elicitacion de frontera topolédgica del fotéon como prueba de
la fisica cudntica Hall 4D, en Nature con autoria de Kevin Chen, Jonathan Guglielmon, Sheng
Huang, Yaacov Kraus, Mikael Rechtsman, Mohan Wang & Oded Zilberberg. Como lo anotan,
sus resultados proveen una plataforma para el estudio de la fisica de dimensiones topoldgicas
superiores. El estudio indica que teéricamente el efecto Hall cuantico se puede generalizar a
cuatro dimensiones espaciales. Experimentalmente no se ha conseguido su demostraciéon ya
que los sistemas estan confinados a las tres dimensiones espaciales que estamos habituados.
Sin embargo, se utilizaron matrices 2D, de dos dimensiones, sintonizables con guias de
fotones. Se observaron cruces de borde a borde y de esquina a esquina que explican es por la
elicitacion a través de la cuarta dimension. El cruce sera posible so la premisa que el traslado se

realizé recorriendo lo tetradimensional.

«Fisicamente, no tenemos un sistema espacial 4D, pero podemos acceder a la fisica cuantica
4D usando este sistema de dimensiones inferiores porque el sistema de mayor dimensién esta

codificado en la complejidad de la estructura» Mikael Rechtsman

En analogias, si un objeto tridimensional proyecta una sombra bidimensional, estos cientificos
lo que consiguieron fue observar una sombra tridimensional, en teoria proyectada por un

objeto tetradimensional no observado directamente, sino a través de este reflejo.
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Operacidn topologica integral

IV.15 Operacion integral

Sea x"

J fx) dx = e

n+1
IV.16 Operacion topoldgica integral
Sea el n-cubo [0, 1]"¢ R*
o si n=o0
f[o, 1]"=[o, 1]"** -
n+1 ME1
(X X X ) ER | 2 x> n si n>o0

1=0

La integral se propone como el aumento de dimensién de un objeto n-dimensional al seguir
cualquiera de los tres procesos:

% Reflexion, erguimiento de ortogonalidad y unién.

% Extension en direccidon ortogonal de un punto conservando unioén eldstica en continuidad.
% Aumento por prolapso de paralelos.

En la operacion topoldgica se advierte que al aumento de dimension se le restringe al restarle
la combinacién de elementos que sumen mayor a la dimensién original. Toda existencia
sumara mayor a o por lo que sin la restricciéon se obtiene el resultado de la operaciéon
integracién de 1 a x, que coincide en ser correcto al estar dividido x entre la identidad.
En cambio, integrando x se obtiene x?/2, que es la dimensién superior acotada en que la
combinacién no sume mas de uno, la dimension original. Para que quede mejor expresada la
restriccion se muestran en el plano cartesiano teniendo como eje al origen la traza que forma el

punto que se extiende ortogonalmente para mostrar las distintas combinaciones que forman y

cémo el resultado x*/2 cumple que no sobrepasa en suma de valor absoluto el valor de uno.
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Figura IV 70 Variantes de x-x/2 en el plano cartesiano

Consecuentemente, integrando x* se obtiene x°/3, la dimensién superior acotada en que la
combinacién no sume mas de dos, la dimensién original.
A

1
I
1§

Figura IV 71 x-x-x/3 en el espacio cartesiano
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Para una funcién trascendente, pueden utilizarse también las Series de Taylor para el Calculo
Integral formando n-cubos para manipular el polinomio que la caracteriza y aumentar de
dimension cada uno de los términos. Es notable que las funciones seno y coseno pueden ser
aumentadas ortogonalmente de manera directa. Se les aumenta 90°, n/2 radianes, recorriendo
integramente la grafica a la derecha con lo que se expresa la integral fisica de sen(x) y de cos(x)

a continuacion, comenzando con coseno:
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Figura IV 76 -cos(x)
Figura IV 75 Integral de sen(x)
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Aplicacién del Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo

en Ingenieria Civil

Ao 1855 d.C.

Michael Faraday da una conferencia publica en la que muestra sus primeros experimentos

sobre la electricidad y el magnetismo. En la audiencia se encuentra William Ewart Gladstone,

quien es Ministro de Hacienda y futuro Primer Ministro de Inglaterra.

Gladstone se levanta

y le pregunta al cientifico: “Todo esto es muy bonito, ;pero alguna vez le encontraremos una

aplicacion practica?”

Faraday respondio: «Sir, un dia podra usted gravarla con impuestos».

VALORES DE j‘Mi Mx dL

1 2 3 4 5 - 7
Mi — L —+
i k
Mx mn Aﬂﬂﬂmk K llﬂl“u“am e Aﬂﬂﬁ Aﬂ[ﬂﬂﬂ]ﬂmk Annﬂﬁﬁ]]" .I'“"““hn-
L L L L L L ol bL +
| i i | 1 2 2 -1 LY
|||!‘||||ﬂmml i Lik TLik L Litkiskz) 2 Likm 2 Lix 3 Lik 5 Lik
I
i Lk Liix L Litkie 2K2) L Likm 3 Lix L Lk Lits a)ik
2 T e 3 2 4 ©
| ! 1 1 1y iy Ny 1
ﬂ[[ﬂnmm F LIk g Lix 5 Li2kyx2) 3 Likm Lik i3 Lik g Lusnlik
L
. I .
=L(2iikisizk) 1 R i 1 <=Lk l(ltb“l
| 1L i L Lye2i 6 " 1w L L Bhes L L tiy+3i2)k | 6 .
Hﬂﬂﬂﬂlﬂmm ZLisiie | SlteZialk (S o o e | 3 Ll ke | D LBieSialk | 5 Llis 3iz +Usaliz)
| 2 1 1 E T I L
m 3 Limk 3 Limk 3 Lim (ki+k2) 15 Limkm 75 Limk 5 Limk 3 Lllsab)imk
L
24 5 1y 'y T Likm 8 ik 3 Lik L Ls-p-H ik
I“““ mm i 3 Lik @ Lik IleBlan = is 0 2
L
2 1 i ) T Lix B oLk 2 Lk Lt5-a-d )ik
|mmnm 3 Lik - Lik Ile(!}tlvBlz s ikm o) i s i — Q
L
i i i L 3 I i 2
— - — — Likm = Lk — Uik — LU+a+a )ik
Amﬂlﬂl' 3 Lik 5 Lix 3 Utk® 3k g b o 5 =
L
i | 1 ) ' 2 o L trenan?
= = = = X — = )
le[mm; 3 Lik iz Uik lzusunum 5L-l- s Lik 30 Lik l,‘,l.( +b+d” )ik
L
s T L—{(Ifb)luo 2 1 2 1
i ﬂn LT L Lusarix |© * 1L Lusoplikm | L L(B-0-D ik | Litlvasa )ik L Lik
.' |||. 2 & (sadkz}Li |3 12 iz 3
~a | ] -+

Figura IV 77 Valores de integracion
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En Concebir y analizar estructuras, Jaime Cervera Bravo expresa la simiente del pensamiento:

«De este modo la percepcion y el lenguaje tienen una extrema ligazon en todos los campos de la cultura, ciencia
incluida. Sélo se percibe con precisiéon lo que puede describirse con andloga precision, es decir, aquello sobre lo
que puede aplicarse un lenguaje especifico.

El lenguaje cumple no sélo el papel de establecer el entramado que hace posible la percepcion; es responsable de
la capacidad de descripcion, considerando tanto la intro-descripcién asociada a la comprensidn de lo percibido,
como la extra—descripcién, base de la comunicacién con otros.

La comprensiéon del comportamiento estructural y la capacidad de comunicar dicho comportamiento esta
intimamente ligada al lenguaje que permite expresar hechos sobre resistencia o deformacién de las estructuras, y

por lo tanto, el andlisis de estructuras juega un papel central en dicha comprension». (p. 11).

Las estructuras, segtin su uso, se pueden clasificar en cinco tipos:
Piso Cubierta Unidén Colocacion Contencion

[Edificio] [Domo] [Puente] [Torre] [Presa]

Las estructuras de piso son la moda en obra civil. Tomar espacio del cielo. Su estructuracion
resulta en losas que transfieren su carga a vigas. Las vigas reparten la carga hacia columnas.
Las columnas transmiten el peso a zapatas. Las zapatas diseminan el esfuerzo al suelo. El suelo
absorbe la solicitacion acumulada desde la losa. Bajada de cargas es el nombre que se le da al
calculo de este hecho. Corresponde a sucesivos cambios de dimensidn, referente a lo planteado
en este documento. El peso de la losa se produce por un volumen con cierta densidad
influenciado por la aceleracién de la gravedad. Dicho volumen se reduce de dimension y toma
la expresion de masa por unidad de area kg/m*. Es nombrada como drea tributaria la superficie
que toma de carga una viga. El andlisis dimensional pasa de kg/m* a kg/m, carga lineal, o.
Regla del sobre se le llama a la division de la superficie de la losa para la transferencia de la

carga a las vigas involucradas.

450, 45°
---------- f’
45° .45
Figura IV 78 Losa a cuatro columnas Figura IV 79 Regla del sobre
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La regla del sobre regula el trazo de divisores de las dreas tributarias. Partiendo de una de las
vigas de menor longitud se trazan lineas a 45° hasta su cruce que se une mediante linea recta
con su homologo simétrico. De esta manera se garantiza que los puntos involucrados en cada
area se encuentran a la distancia minima a una de las cuatro vigas que recibiran la carga.
Ahora la interpretacién mediante el Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo
sigue el esquema de cambio de dimensién. La columna representada como un punto en uno de
las vértices de la losa se extiende en linea recta sobre una de las vigas de menor longitud hasta
topar con el recorrido que realiz6 la otra columna. Se extienden en direccidén ortogonal los
punto extremos, manteniendo unién con el resto de los puntos que trazaron y se forma el
triangulo rectangulo is6sceles como drea tributaria de la viga de menor longitud. Para las vigas
de mayor longitud se sigue el mismo proceso aunque acotado por la restriccién de superficie.
En sentido inverso, todos los puntos de la superficie siguen el recorrido anterior en su

transferencia hacia vigas y luego hacia columnas.

) » -
. f >

=11
T
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»

Figura IV 80 Transferencia de carga a cuatro columnas
El avido escéptico, incluyéndome, notara que la transferencia es hacia cuatro puntos mientras
que en el Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Célculo se establecié que x° tiene como
origen dos puntos, 2, con doble integracion. Si se mantiene lo propuesto, puesto que con sélo
dichos dos puntos, con dos columnas opuestas respecto a ambos ejes, se tiene posicionado al
plano. También en su caso a la losa. Sin embargo, el conjunto losa y dos columnas es una
Estructura Inestable. La tercer columna confiere estabilidad haciendo de ella una Estructura
Isostatica al cumplir con lo expuesto por Euclides en la Proposicion 2. del Libro XI donde
asevera que todo triangulo esta en un plano. La cuarta columna resulta redundante, le concede
hiperestaticidad. El conjunto de losa con sus columnas hace simil a una mesa de concreto. Si se
analizan las mesas, aquellas de tres patas no bambolean. En una mesa comun, de cuatro patas,
habra cuatro puntos de apoyo sobre el piso. Tres de las patas se apoyan en el suelo al mismo

tiempo estableciendo un mismo plano. Si la cuarta pata, por minimo que sea el desnivel,
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no tiene apoyo sobre el mismo plano que forman las otras tres, comienza el bamboleo, que es
el cambio de plano de apoyo. En lo cotidiano, el desnivel se soluciona con una servilleta
doblada o con una corcholata. Para estructuras de concreto, el nivelado del plano de apoyo no
resulta asi de trivial. Para evitar asentamientos diferenciales conviene desde el plano tener
configuraciones de estructura que aseguren el comportamiento. La propuesta en esta tesis es
estructurar las losas a tresbolillo y utilizar la eficiencia de las armaduras con su configuracion

triangular ahora en estructuras de piso.

Figura IV 81 Losa a tres columnas Figura IV 82 Regla del totopo

Asi como con las mesas, la estructuracion a cuatro columnas es una cuestion cultural, mientras
que a tres columnas el apoyo es mas estable, demostrado matematicamente. La transferencia
de carga desde la losa hacia las vigas involucradas y posteriormente hacia las columnas, seguira
el proceso de reduccién de dimensién establecido en el Modelo en tesis, acotado a las
interferencias en superficie. Las areas tributarias se delimitan con lo que denomino regla del
totopo. La unién de los vértices con el centroide, que siendo triangulo equilatero corresponde
con el centro de las circunferencias, la inscrita y la circunscrita, marca la superficie que

corresponde a cada una de las tres vigas.

Figura IV 83 Transferencia de carga a tres columnas

En cuanto las vigas son cargadas, el peso agregado les producirda deformacion. Existen tres
métodos para abordar su andlisis: Area de Momentos Doble Integracién  Viga conjugada
Los tres métodos tienen su sustento asumiendo la eldstica de la viga, formulada como la curva
que forma la fibra neutra una vez que se carga la viga y considerando que inicialmente tenia
curvatura cero, que es recta. El método Area de Momentos arranca con los teoremas de Mohr.

Christian Otto Mohr, quien acuiid la idea de estructura hiperestatica, presento relacion entre
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el giro, 6, expresado en radianes, de un punto, a, de la eldstica respecto de otro, b, y el area de
momentos de flexién, M, entre ellos, dividido por el mddulo de elasticidad, E, y la inercia, I,
de la viga, en su primer teorema. En su segundo teorema relaciona la flecha con el momento

del momento de flexion, Mx, respecto al segundo punto, b.

IV.17 Primer teorema de Mohr IV.18 Segundo teorema de Mohr
b b
9a5=;_'-de y=Lfodx
El'* El*

Doble Integracion utiliza la Ecuacion General de Flecha, expresion que remite a IV.17 y IV.18:

IV.19 y:i_”'M dx
EI

Viga conjugada es el nombre que se le dio al artificio matematico de obtener el diagrama del
momento de flexién de una viga y hacerlo carga de otra viga ficticia que se emplea. Calculando
el momento de la viga que tiene de carga el momento de la viga primigenia, se calcula la flecha.
Para no volver a calcular el diagrama de momentos en la Viga conjugada han sido utilizados
los Valores de integracién que resumen combinaciones de diagramas de momentos frecuentes.

Ver Figura IV 77
El Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Célculo puede utilizarse como método para la
resolucion de las integrales que calculan el dato de la flecha de vigas. Sin embargo, para ello

requiere desarrollarse al mismo nivel de las otras tres ya establecidas, para que no bambolee.

Video explicativo

Luis Eduardo Juérez Quirarte Joaquin Meléndez Gémez Alejandro Oviedo Moreno
Duracién 7:41 Animacién en volumen

MFTFC.mgv
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Capitulo V. Conclusiones

Los cientificos estudian el mundo tal como es; los ingenieros crean el mundo que nunca ha sido.

- Theodore Von Karman

A Usted da parte el civil Alejandro Oviedo Moreno que los tres objetivos de la presente tesis
que suscribe se cumplieron, siendo estos:
Sefialar la interpretacion tangible del Calculo Diferencial y del Calculo Integral.

Cilculo Diferencial

Supresion de unidn, abatimiento de ortogonalidad y retorno de reflexion.
Retorno puntual del extremo conservando unidn elastica en la continuidad de los puntos.
Reduccidn por colapso de paralelos.

Célculo Integral

Reflexion, erguimiento de ortogonalidad y unidn.
Extension en direccion ortogonal de un punto conservando unioén eldstica en continuidad.

Aumento por prolapso de paralelos.

Definir operaciones topoldgicas que representen a la diferencial y a la integral.

Operacidn topoldgica diferencial

Do, 1]" = nfo, 1]"*

Operacion topoldgica integral

0 si mn=o

Jio, 117 = 10,117+ -

+1

n
(x1)x...:xn+1)€R |Zoxi>n Si n>o

Mostrar aplicacion del concepto al ambito de Ingenieria Civil.
La transferencia de carga corresponde al cambio de dimensién presentado con el Modelo
Fisico del Teorema Fundamental del Calculo. La carga volumétrica toma valor de carga

superficial. La carga superficial pasa a ser carga lineal que se transmite a carga puntual.
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PREGUNTA DE INVESTIGACION

sCrees que relacionar el Célculo Infinitesimal con las dimensiones podria ser una buena tesis de licenciatura?  Ella sonri6 y me dio un beso.

;Se puede interpretar el Calculo Diferencial y el Calculo Integral, relacionados directamente de
manera fisica, como la transformacién de los elementos al manipular el numero de

dimensiones por las que estan formados?

PRINCIPAL APORTACION

When I put together a maze, I amaze.

La propuesta de un modelo tangible en donde a partir de la integracidn y derivacion se calcule
el resultado de la transformacién al aumentar o disminuir el numero de dimensiones de cierto
objeto de estudio aporta otra mirada al trabajo donde se involucran infinitesimales e infinito,
trabajo que como la Trompeta de Gabriel si se aborda externamente jamds se cubrira su
superficie, mientras que desde dentro, aunque sea una superficie inmensa, es posible de pintar.
La finalidad de adquirir mayor comprensién en la respuesta de los elementos, como con la
transferencia de carga en estructuras, permite entender la influencia de nosotros ingenieros en
el desarrollo de la infraestructura como base de la estructura de sociedad, economia y gobierno
para que florezca la superestructura de justicia, bellas artes y religion.

La consideracion del Calculo Infinitesimal de forma alterna da paso a sofiar que es posible dar
el salto a la cuarta dimensién integrando sus cuatro espacios.

Asi, la principal aportacién del Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo es
recordar que de la moénada y la dualidad indefinida surgen los nimeros; de los numeros,
puntos; de los puntos, lineas; de las lineas, figuras planas; de las figuras planas, cuerpos sélidos;
de los cuerpos sélidos, cuerpos sensibles, cuyos componentes son cuatro: fuego, agua, tierra y
aire; estos cuatro elementos se intercambian y se transforman totalmente el uno en el otro,
combindndose para producir un universo animado, inteligente, esférico, con la tierra como su
centro, y la tierra misma también es esférica y esta habitada en su interior. También hay

antipodas, y nuestro ‘abajo’ es su ‘arriba’ como expres6 Didgenes Laercio hace 23 siglos.
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FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

La ingenieria continuard siempre transformando y mejorando a la sociedad. - Carlos Slim

La elicitacion de frontera topoldgica del fotéon puso de manifiesto que la cuarta dimension
espacial es posible que exista. El Modelo Fisico del Teorema Fundamental del Calculo puede
desarrollarse para dar expectativa en la exploracion de dimensiones superiores. De este punto
se extiende la futura linea de investigacion de la superficie que se logra cubrir mediante la

teoria para la interpretacidn de los cambios en sdlidos, en materia y dar el salto al hiperespacio.

Sin salir de la dimensién de Ingenieria Civil, de validarse el Modelo se puede hacer uso de un
cuarto método para la resolucion de las integrales que calculan el dato de la flecha de vigas.
Este método consiste en hacer de las ecuaciones de momento su representacion en objetos a
los cuales se les aumenta de dimensién dos veces para obtener la distancia recorrida por la
deformacion de la viga. Es necesario que este método sea igual de practico o mas sencillo que

los tres ya presentados para que se justifique su implementacion, cosa que explayar.

Una afirmacion de Georg Cantor cuando expuso sus ideas de las diferentes clases de infinito
era que las matematicas son muy libres y que las tinicas condiciones que deben exigirse para la
incorporacién de un nuevo concepto matemadtico son que no sea contradictorio y que se
defina en funcién de los conceptos previamente aceptados. Sera interesante la tarea de dar
rigor al Modelo para su incorporacién como sistema formal axiomatico, aunque como expuso

Kurt Godel, no sera perfecto. Aun asi, buscar que sea consistente, decidible y completo.

ADIOS

Empieza por el principio, y sigue hasta llegar al final; alli te paras. - Charles Dodgson

«Ciertamente, yo respeto a aquellos que tienden a demostrar todas las cosas siguiendo principios
basicos y a establecer el estudio con base en los mismos; sin embargo, yo no aconsejaria que un
obstaculo sea tan escrupulosamente puesto al arte de inventar, o que rechazaramos las cosas

encontradas bajo tal pretexto, y privarnos a nosotros mismos de sus frutos». Gottfried Wilhelm Leibniz
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«Si piensas en la naturaleza misma de la vida, quiero decir, desde el principio, el desarrollo de
la primera célula dividida en dos células, el tinico propdsito de la vida ha sido transmitir lo

aprendido». {Besson-Silla, V. (productora) Besson, L. (director). (2014). Lucy

[Cinta cinematografica]. Francia: EuropaCorp}.

COLOFON

Al honorable jurado solicita el civil Alejandro Oviedo Moreno licencia de ser nombrado
ingeniero tras haber cubierto en su totalidad los créditos y requisitos de egreso del plan de
estudios correspondiente y cumplir con la opcién I de titulacion citada en el Articulo 1 del

Reglamento de opciones de titulacion para las licenciaturas de la Facultad de Ingenieria.

Hay cosas que sencillamente estdn ahi, sin molestar a nadie, esperando a que las descubran.

El nifio con el pijama de rayas
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Anexo

No hay camino de reyes en geometria. - Euclides

Definicién 1.

Definicién 2.

Definicion 3.

Definicion 4.

Definicion 5.

Definicidn 6.

Definicion 7.

Definicidn 8.

Definicion 9.

LIBRO I

Definiciones

Un punto es lo que no tiene partes.

Una linea es una longitud sin anchura.

Los extremos de una linea son puntos.

Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que

estan en ella.

Una superficie es aquello que sdlo tiene longitud y anchura.

Los extremos de una superficie son lineas.

Una superficie plana es aquella superficie que yace por igual respecto de

las lineas que estan en ella.

Un dngulo plano es la inclinacién mutua de dos lineas que se encuentran

una a otra en un plano y no estan en linea recta.

Cuando las lineas que comprenden el angulo son rectas, el angulo se

llama rectilineo.
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Definicién 1o0.

Definicién 11.

Definicién 12.

Definicién 13.

Definicion 14.

Definicién 15.

Definicidn 16.

Definicién 17.

Definicidén 18.

Cuando una linea recta que esta sobre otra hace que los angulos
adyacentes sean iguales, cada uno de los angulos es recto, y la recta que

esta sobre la otra se llama perpendicular a la otra recta.

Un angulo obtuso es un angulo mayor que un angulo recto.

Un angulo agudo es un dngulo menor que un angulo recto.

Un limite es lo que es extremo de algo.

Una figura es aquello que esta contenido por cualquier limite o limites.

Un circulo es una figura plana comprendida por una sola linea (llamada

circunferencia) de tal modo que todas las rectas dibujadas que caen sobre

ella desde un punto de los que estan dentro de la figura son iguales entre

7

si.
Y el punto se llama centro del circulo.

Un didmetro de un circulo es una recta cualquiera que pasa por el centro
y que acaba en ambas direcciones en la circunferencia del circulo; esta
linea recta también divide el circulo en dos partes iguales.

Un semicirculo es la figura comprendida entre el didmetro y la

circunferencia cortada por él. El centro del semicirculo es el mismo que

el del circulo.
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Definicién 19.

Definicidn 2o0.

Definicidén 21.

Definicién 22.

Definicion 23.

Figuras rectilineas son aquellas que estan comprendidas por lineas rectas,
trilateras las comprendidas por tres, cuadrilateras las comprendidas por

cuatro y multilateras las comprendidas por mads de cuatro lineas rectas.

De los triangulos, el equilatero es el que tiene los tres lados iguales;
isosceles el que tiene dos lados iguales y uno desigual; y escaleno el que

tiene los tres lados desiguales.

De los tridangulos, triangulo rectangulo es el que tiene un angulo recto,
obtusangulo el que tiene un angulo obtuso y acutangulo el que tiene los

tres angulos agudos.

De los cuadrilateros, cuadrado es el que tiene los lados iguales y los
angulos rectos; rectangulo el que es rectangular pero no equilatero;
rombo el que es equildtero, pero no tiene los angulos rectos; y romboide
el que tiene los lados y los angulos opuestos iguales, pero ni es equilatero

ni tiene los angulos rectos. Los otros cuadrildteros se llaman trapecios.
Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo plano y siendo

prolongadas indefinidamente en ambos sentidos, no se encuentran una a

otra en ninguno de ellos.
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Postulado 1.

Postulado 2.

Postulado 3.

Postulado 4.

Postulado 5.

Nocién comun 1.

Nocién comun 2.

Nociéon comun 3.

Nociéon comun 4.

Nociéon comun 5.

Postulados

Por dos puntos diferentes pasa una sola linea recta.

Un segmento rectilineo puede ser siempre alargado.

Hay una sola circunferencia con un centro y un radio dados.

Todos los angulos rectos son iguales.

Si una recta secante corta a dos rectas formando a un lado angulos

interiores, la suma de los cuales sea menor que dos angulos rectos; las dos

rectas, suficientemente alargadas se cortaran en el mismo lado.

Nociones Comunes

Cosas iguales a una tercera son iguales entre si.

Si a cosas iguales se afladen cosas iguales, los totales son iguales también.

Si a cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales también.

Las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

El todo es mayor que la parte.
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Definicién 1.

Definicién 2.

Definicion 3.

Definicion 4.

Definicion 5.

Definicidn 6.

Definicion 7.

Definicién 8.

LIBRO XI

Definiciones

Un sélido es aquello que tiene longitud, anchura y profundidad.

Y el extremo de un sdlido es una superficie.

Una recta es ortogonal a un plano cuando forma dngulos rectos con

todas las rectas que la tocan y que estan en el plano.

Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas dibujadas en uno de
los planos formando angulos rectos con la interseccion comun a los dos

planos forman angulos rectos con el plano que queda.

Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un plano se dibuja
una perpendicular al plano y se traza otra recta desde el punto que va
hasta el extremo que estd en el plano de la primera recta, el angulo
comprendido por la recta dibujada y la que esta sobre el plano es la

inclinacion de la recta con respecto al plano.
La inclinacién de un plano respecto a un plano es el angulo comprendido
por las rectas dibujadas a un mismo punto formando angulos rectos con
la seccién comun en cada uno de los planos.
Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera semejante a
como otro plano se inclina sobre otro, cuando los dngulos de inclinacién

son iguales entre si.

Planos paralelos son los que no concurren.
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Definicion 9.

Definicidn 1o0.

Definicidén 11.

Definicién 12.

Definicién 13.

Definicion 14.

Definicién 15.

Figuras solidas semejantes son las comprendidas por planos semejantes

iguales en numero.

Figuras solidas iguales y semejantes son las comprendidas por planos

semejantes iguales en nimero y tamaifio.

Un angulo sélido es la inclinacién de mas de dos lineas que se tocan entre
siy no estan en la misma superficie respecto a todas las lineas. O dicho de
otra manera: Un angulo sélido es el que esta comprendido por mas de
dos angulos planos construidos en el mismo punto, sin estar en el mismo

plano.

Una piramide es una figura sdélida comprendida por planos, construida

desde un plano a un punto.

Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos de los
cuales, los opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que los

demas planos son paralelogramos.
Cuando, estando fijo el didmetro de un semicirculo, se hace girar el
semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma posicion inicial, la figura

comprendida es una esfera.

Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno a la que gira el

semicirculo.
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Definicidn 16.

Definicién 17.

Definicidén 18.

Definicién 19.

Definicidn 2o0.

Definicidén 21.

Definicién 22.

Definicion 23.

Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Y diametro de la esfera es cualquier recta dibujada a través del centro y

limitada en las dos direcciones por la superficie de la esfera.

Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el angulo recto de
un triangulo rectangulo, se hace girar el tridngulo y se vuelve de nuevo a
la posicion inicial, la figura comprendida es un cono. Y si la recta que
permanece fija es igual a la que queda del angulo recto, el cono sera

rectangulo, y si es menor obtusangulo y si es mayor acutangulo.

Y el eje del cono es la recta que permanece fija en torno a la que gira el

triangulo.

Y la base es el circulo que describe la recta que gira.

Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el angulo recto de
un paralelogramo rectangulo, se hace girar el paralelogramo y vuelve de

nuevo a la posicion inicial, la figura comprendida es un cilindro.

Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno a la que gira el

paralelogramo.

Y las bases son los circulos descritos por los dos lados opuestos que giren.
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Definicion 24.

Definicion 25.

Definicion 26.

Definicion 27.

Definicidén 28.

Conos y cilindros semejantes son aquellos en los que ejes y diametros de

las bases son proporcionales.

Un cubo es la figura sélida que esta comprendida por seis cuadrados

iguales.

Un octaedro es una figura sdlida comprendida por ocho triangulos

iguales y equilateros.

Un icosaedro es la figura sélida comprendida por veinte tridangulos

iguales y equilateros.

Un dodecaedro es la figura solida comprendida por doce pentagonos

iguales equilateros y equiangulos.
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Proposicion 1.

Proposicion 2.

Proposicion 3.

Proposicion 4.

Proposicion s.

Proposicion 6.

Proposicion 7.

Proposiciones

No es posible que una parte de una linea recta esté contenida en el plano

de referencia y otra parte de la re°ecta en un plano mas elevado.

Si dos rectas se cortan una a otra estan en el mismo plano, y todo

tridngulo estd en un plano.

Si dos planos se cortan uno a otro su interseccidon comun es una linea

recta.

Si se levanta una recta formando dngulos rectos con dos rectas que se
cortan una a otra en su intersecciéon comun, formard también dngulos

rectos con el plano que pasa a través de ellas.

Si se levanta una recta formando angulos rectos con tres rectas que se
tocan en su intersecciéon comun, las tres rectas estan contenidas en el

mismo plano.

Si dos rectas forman angulos rectos con el mismo plano, las rectas son

paralelas.
Si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en cada una de

ellas, la recta que une los puntos estd contenida en el mismo plano que

las paralelas.
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Proposicion 8.

Proposicion 9.

Proposicion 1o0.

Proposicion 11.

Proposicion 12.

Proposicion 13.

Proposicion 14.

Proposicion 15.

Si dos rectas son paralelas y una de ellas forma dngulos rectos con un
plano cualquiera, la recta que queda formara también angulos rectos con

el mismo plano.

Las paralelas a una misma recta y que no estan contenidas en el mismo

plano que la recta son también paralelas entre si.

Si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que se tocan, sin

estar en el mismo plano, comprenderan angulos iguales.

Trazar una linea recta perpendicular a un plano dado desde un punto

dado elevado.

Levantar una linea recta formando angulos rectos con un plano dado

desde un punto dado y contenido en el plano.

No se pueden levantar por el mismo lado dos rectas formando angulos

rectos con el mismo plano desde el mismo punto.

Los planos con los que una misma recta forma angulos rectos seran

paralelos.

Si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan sin estar

en el mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos.
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Proposicion 16.

Proposicion 17.

Proposicion 18.

Proposicion 19.

Proposicion 20.

Proposicion 21.

Proposicion 22.

Si dos planos paralelos son cortados por un plano, las intersecciones

comunes son paralelas.

Si dos rectas son cortadas por planos paralelos, seran cortadas en las

mismas razones.

Si una recta forma angulos rectos con un plano cualquiera, todos los
planos que pasen a través de ella formaran también angulos rectos con el

mismo plano.

Si dos planos que es cortan forman angulos rectos con un plano, la

interseccién comun formara también angulos rectos con el mismo plano.

Si un angulo sélido es comprendido por tres angulos planos, dos
cualesquiera, tomados juntos de cualquier manera, son mayores que el

restante.

Todo angulo sélido es comprendido por angulos planos menores que

cuatro rectos.

Si hay tres dngulos planos, dos de los cuales tomados juntos de cualquier
manera son mayores que el restante, y los comprenden rectas iguales, es
posible construir un tridngulo a partir de las rectas que unen los

extremos de las rectas iguales.
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Proposicion 23.

Proposicion 24.

Proposicion 25.

Proposicion 26.

Proposicion 27.

Proposicion 28.

Proposicion 29.

Construir un angulo sélido a partir de tres angulos planos, dos de los
cuales tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante;
entonces, es necesario que los tres angulos sean menores que cuatro

rectos.

Si un solido es comprendido por planos paralelos, sus planos opuestos

son iguales y paralelogramos.

Si un sdlido paralelepipedo es cortado por un plano que sea paralelo a los
planos opuestos, entonces, de la misma manera que la base es a la base,

asi el sélido es al sélido.

Construir un angulo so6lido igual a un angulo sélido dado sobre una recta

dada y en uno de sus puntos.

Trazar sobre una recta dada un sé6lido paralelepipedo semejante y situado

de manera semejante a un sélido paralelepipedo dado.

Si un sdlido paralelepipedo es cortado por un plano segun las diagonales
de los planos opuestos, el sélido sera dividido en dos partes iguales por el

plano.
Los sdlidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la

misma altura, y en los que los extremos superiores de las aristas laterales

estan en las mismas rectas son iguales entre si.
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Proposicion 3o.

Proposicion 31.

Proposicion 32.

Proposicion 33.

Proposicion 34.

Proposicion 35.

Los sdlidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la
misma altura y en los que los extremos superiores de las aristas laterales

no estan en las mismas rectas son iguales entre si.

Los sdlidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la

misma altura son iguales entre si.

Los sdlidos paralelepipedos que tienen la misma altura son entre si como

sus bases.

Los sélidos paralelepipedos semejantes guardan entre si una razoén

triplicada de la de sus lados correspondientes.

Las bases de los solidos paralelepipedos iguales estan inversamente
relacionadas con las alturas; y aquellos sélidos paralelepipedos las bases

de los cuales estan inversamente relacionadas con sus alturas son iguales.

Si hay dos angulos planos iguales y se levantan desde sus vértices rectas
elevadas que comprendan angulos iguales respectivamente con las rectas
iniciales, y se toman unos puntos al azar en las rectas elevadas y, desde
estos puntos se dibujan perpendiculares a los planos en los que estan los
angulos iniciales y se trazan rectas de los puntos producidos en los planos
hasta los vértices de los angulos iniciales, estos angulos comprenderan

con las rectas elevadas angulos iguales.
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Proposicion 36.

Proposicion 37.

Proposicion 38.

Proposicion 39.

Si tres rectas son proporcionales, el sdlido paralelepipedo construido a
partir de ellas es igual al soélido paralelepipedo construido a partir de la

media proporcional, equilatero y equiangular con el sélido nombrado.

Si cuatro rectas son proporcionales, los sdlidos paralelepipedos
semejantes y construidos de manera semejante a partir de ellas serdn
también proporcionales; y si los sélidos paralelepipedos semejantes y
construidos de manera semejante a partir de ellas son proporcionales,

también las propias rectas seran proporcionales.

Si los lados de los planos opuestos de un cubo se dividen en dos partes
iguales y se trazan planos a través de las secciones, la interseccién comun
de los planos y el didmetro del cubo se dividen mutuamente en dos

partes iguales.
Si dos prismas tienen la misma altura y uno tiene como base un

paralelogramo y el otro un triangulo y el paralelogramo es el doble del

triangulo, los prismas seran iguales.
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I ask myself

I ask myself:
I ask the stars
the sun
the moon

and our mother earth

What is it that gives us life?
What is it that makes us walk?
What is it that gives us strength

and energy?

No one answers me.
I walk alone,
people look at me:
they notice me
they recognize me

they observe me.

A moment later, my own heart
responds to me:
you know why you have come to earth,
respond to yourself.

You hold the answer!

Nehuatl nimoyoltlatlanilia

Nehuatl nimoyoltlatlanilia:
nitlatlanilia metztli,
tonatiuh
ehecatl

ihuan totlalnantzin.

sTlen ica titlachixtoque?
sTlen ica tinemi?

sTlen ica timoyolchicahua?

Amo aquen nechnanquilia
a nosel ninemi
nochime san nechtlachilia:
nech mati
nech ixmati

nech machilia.

Sateipan noyolo nechnanquilia:
tehuatl ticmati
tlen ica tihualatoc ipan tlaltipactli,
tehuatl ximonahquili.

iTehuatl xitlananquili!
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Yo me pregunto

Yo me pregunto:
pregunto a las estrellas
al sol
al viento

y a nuestra madre tierra.

sQué es lo que nos hace tener vida?
sQué es lo que nos hace caminar?
sQué es lo que nos da fuerza

y energia?

Nadie me responde.
Camino en la soledad,
la gente me mira:
me percibe
me reconoce

me observa.

Instantes después, mi propio corazén
me responde:
ti sabes a qué has venido a la tierra,
respondete tii mismo.

T4 tienes la respuesta!

Natalio Herndndez Herndndez



El placer mds noble es el jitbilo de comprender. - Leonardo da Vinci

Amigo
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