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PROLOGO

Andlisis de Circuitos Eldctricos se imparte en el sexto se-
mestre, a los alumnos de las carreras de Ingeniero Mecinico
Electricista e Ingeniero en Computacién.

La asignatura tiene como antecedentes la denominada Dindmi-
ca de Sistemas Fisicos. Ambas materias ofrecen los conoci-
mientos bisicos de la ingenieria eléctrica; por ello Andli-
sis de Circuitos Eléctricos es, a su vez, antecedentes de
varias asignaturas sobre temas mis especificos, como Miqui-
nas Eléctricas, Transformadores y Motores de Induccidn, Sis

,'temas Elé&ctricos de Potencia, Comunicaciones y Control Ana-
16gico.

La obra se divide en dos partes, &sta es la segunda. En la
primera, se incluyen dos unidades del programa de la asigna
tura, mds dos apéndices.

La segunda parte comprende las cuatro unidades restantes y
un apéndice. En la unidad tres se estudian los circuitos
de dos puertos, y consta de tres mdédulos. La unidad cuatro,
con dos mbédulos, presenta los circuitos en resonancia y cir
cuitos equivalentes del transformador.

« La unidad cinco estid dedicada al estudio de la serie de Fou
rier, tanto en su forma trigonométrica, como en la exponen-
cial; consta de tres mbdulos.

Por @iltimo, la unidad seis se ocupa del anilisis de la trans
formada de Fourier y algunas de sus aplicaciones; consta de
. tres mdédulos.

El apéndice C ofrece una breve revisién de las principales
férmulas de integracidén incluyendo algunos ejemplos resuel-
tos; tiene el propésito de cubrir las posibles deficiencias
en ese aspecto.

El pasante de Ingenieria Mecdnica y Eléctrica José Lino Vi-
dal Macedo, colaboré como coautor de esta obra, como parte
de su trabajo de tesis, bajo mi direccidn.

Manifestamos nuestro agradecimiento por la activa participa
cidn del Lic. Rafael Hernindez Lemus, quien no sélo se con-
cretd a darnos asesoria pedagbgica para la elaboracién del
material, sino que de hecho se incorpord al equipo de traba
jo; no dudamos en afirmar que esto contribuyd de manera muy
importante a mejorar la calidad del material, tanto en su
contenido como en la nresentacidn del mismo.
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Agradecemos también la intervencidn <& la Maestra Ma. Te
resa Quintanilla Martinez, por la supervisidn de los tra
bajos de mecanografia, dibujo y composicién, asi como
por la coordinacién general de la edicidn, cuyos resulta
dos estdn a la vista. ‘

Por otro lado, estamos conscientes de que a pesar del es
fuerzo que representaron las revisiones al manuscrito y
a los originales, se podrdn encontrar errores u omisio-
nes, razén por la cual ofrecemos nuestras disculpas y nos
ponemos a las 6rdenes de los lectores a fin de recibir
comentarios y sugerencias que serdn de gran utilidad, en
una segunda edicidn corregida.

Hacemos pdstumo homenaje a la memoria del Ingeniero 0dén
de Buen Lozano, brillante profesional e inolvidable maes
tro y amigo, quien fue el principal promotor del conjun-
to de acciones de apoyo a los alumnos, del cual esta obra
forma parte.

WILBERT ARCILA RODRIGUEZ.
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IX
INSTRUCCIONES PARA EL MANEJO DEL TEXTO

ESTRUCTURA DEL LIBRO

El texto ha sido concebido de tal forma que por si solo
proporcione los elementos bédsicos para un aprendizaje a
decuado a aquellos estudiantes_que no tengan la oportu-
nidad de asistir regularmente a clases.

La "lectura de esta seccidén le ayudari a obtener mejores
resultados y evitar problemas en el estudio.

La obra se divide en dos partes constituidas por grand-c
bloques de contenido, denominadas UNIDADES TEMATICAS

Cada Unidad Temdtica tiene un OBJETIVO GENERAL de apren-
dizaje, que se debe alcanzar con el estudio de la Unidad
completa. Incluye ademds una INTRODUCCION que sintetiza
su contenido y utilidad, finalmente en cada Unidad apare-

" ce una bibliografia de obras consultadas, y de volmenes
que pueden guxiliar para profundizar en el tema.

Todas las Unidades estan formadas por bloques de conteni-
do mads pequefio, llamados MODULOS.

Cada mbédulo aborda un tema especifico. Abarca elementos
diddcticos y actividades de aprendizaje que 1lo conforman
como bloque de aprendizaje independiente.

Al inicio del Médulo se presenta un CUADRO SINOPTICO que

proporciona una idea general de su contenido. También a-
parecen los OBJETIVOS ESPECIFICOS del Mbédulo, que le indi
can lo que se espera de usted al finalizar su estudio.

Se ha pretendido desarrollar el contenido de cada Mddulo
en una forma clara y sencilla, ademids se ha incluido laso
lucién detallada de los ejemplos alli presentados.

Como una manera de destacar las ideas, conceptos O expe-
riencias mis importantes en el desarrollo de cada Mdédulo,
se incorporan los llamados INDICADORES ESPECIFICOS, que
aparecen en el margen derecho de las piginas y llaman 1la
atencidén sobre alglin aspecto trascendente , al tiempo que
facilitan su posterior localizacidn.

Al final de cada M6édulo se encuentra un CUESTIONARIO DE AU
TOEVALUACION. FEste le indicard su grado de avance en el
aprendizaje, es decir, le sefialard en qué medida sc logra-
ron los objetivos especificos de aprendizaje del Mddulo.
Las respuestas a los cuestionarios de autoevaluacidn se cn
cuentran al final de la Unidad VI.

Antes de comenzar la Unidad I se localiza una seccidn deno
minada REQUISITOS. En ella sc le indican los conocimien-
tos que debe poseer par. el mejor aprcvechamiento del tex-
to. -




RECOMENDACIONES PARA EL USO DEL TEXTO

Para facilitar su estudio, y lograr los objetivos de
aprendizaje establecidos en el texto, es necesario que us
ted atienda la serie de indicaciones que a continuacién
enumeramos :

‘LEA ATENTAMENTE LOS ‘0BJETIVOS.

1) Leer atcntamente los objctivos, tanto gencrales como
especificos de cada Unidad y Modulos, le dard una
idea precisa de lo que se pretendc lograr con el es-
tudic de cada Mddulo y de cada Unidad.

El conocimiento de los objetivos de aprendizaje 1le
ayudarid a ubicar el alcance de su cstudio y aevaluar
por usted mismo el nivel de su aprendizaje.

También es rccomendable que lea la Introduzcidn a la
Unidad y quec observe con atencién los cuadros sindp
ticos con los que sc inicia cada Moédulo. “on de gran
ayuda cuando sc recurrc a ellos una ve:s finalizado
el estudio Jel Médulo, ya que presentan una sintesis
que pucde ser confrontada con la visidn global que
obtuvo del tema.

ESTUDIE LOS MODULOS SECUENCTALMENTE

{omicnce ¢l estudic con el Médulo I y continGe con cl si
guicnte s6lo hasta que lo haya dominado. Efectie el cs-
tudio obscrvando cuidadosamente el desarrollo del conte-
nido, y preste cspecial atencidén a la forma c¢n que s¢ S0
lucionan les prohlemas dc los cjemplos. DPosteriormente
trate de resolverlos sin recurrir al texto.

s probable que usted yva conozca ¢l contenido de uno o mis
Médulos. 1Iin tal sentido, scrfa aconscjable que dicra un
repaso para comprobar su nivel de dominio del tema en
cucstidr. Para csto Gltimo lo ayudard ¢l cuestionario de
antocvaluacion.

RESUELVA EL CUFSTIONARIO DE AUTOEVALUACTION
Una vez cfectuado ¢l estudjo del Madulo proceda a contes-
tar ¢l cuestionario de autocvaluacion.

Dicho cuestionario sirve para retroalimentar su cestudio v
le permite cjiercitar Jo aprendido.




Es un elemento de enorme importancia en el texto, a tra-
vés del cual podrid darse cuénta del grado de avance en
su aprendizaje y tener la oportunidad de retroalimentar
aquellos aspectos en los que no se haya logrado el apren
dizaje deseaco.

Responda sélo lo que se le pide en el cuestionario, y ve
rifique sus rospuestas Gnicamente después de haber con-
‘testado al menos la seccidn en la que se encuentre.

En caso de que tenga dificultades para contestar, o sus
respuestas hayan sido errdneas, estudie nuevamente cl M6
dulo o la parte del Mddulo correspondiente y vuelva otra
vez a contestar el cuestionario.

ANOTE SUS DUDAS Y DESPUES CONSULTI A SU ASESOR

Si durante el estudio de un Modulo se le presenta alguna
duda, trate dec resolverla con la ayuda de un compafiero,
o-bien recurriendo-a la bibliografia que aparece al -firal
de la Unidad correspondiente. En el caso de que esto no
resulte satisfactorio, recurra a su asesor; seguramente
81 le resolverad su duda; pero es importante que acuda a
é1 s6lo hasta haber agotado otros recursos disponibles.
De esa manera evitard lo mis posible la dependencia del
profesor.

No olvide que todos y cada uno de los elementos didacti-
cos del texto tienen como finalidad optimizar su aprendi
zaje. Por ello, es muy importante que siga las recomen-
daciones que le hacemos. De hacerlo, los resultados se-
rdn muy satisfactorios.
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UNIDAD II1 BIPUERTOS

OBJETIVO GEMERAL

Al finalizar el estudio de la unidad, el alumno:

Caracterizard a los bipuertos mediante sistemas de ecuacio
nes que tienen como variables a las corrientes y voltajes
de los puertos, y como coeficientes de estas variables es- -
tin los pardmetros de impedancia, de admitancia, hibridos

o de transmisién.

INTRODUCCION

Un par de terminales al que se puede conectar una fuente
de excitaci6n o una impedancia de carga, se denomina puer
to. Cuando un circuito tiene dos pares de terminales se
denomina circuito de dos puertos o simplemente bipuerto.

Los métodos de anidlisis de bipuertos se desarrollan a par
tir de las variables externas de la red, esto es, de aque
llas-variables que pueden medirse en los dos puertos; no
toman en cuenta las variables interiores de la red.
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mépuLo 10, EL BIPUERTO Y SUS PARAMETROS

CUADRO  SINOPTICO

Pardmetros de|
Impedancia |
Red con Mediciones a _JParémetros de
dos pares circuito | | 1Admitancia
de termina P abierto vy
les cortocircuito
Pardmetros
Hibridos
Parametros de
Transmisién

Objetivos especificos

OBJETIVOS ESPEFICOS

Al finalizar el estudio de este mdédulo, el alumno:

1. Explicard las condiciones que debe satisfacer una red
para que sca considerada como bipuerto.

2. Identificard los diferentes tipos de paridametros que
caracterizan a un bipuerto general.

3. Calculard los paramectros de impedancia, de admitancia,
hibridos y de transmisién a partir de un bipuerto da-
do.

4. Calculard los paramctros de impedancia, de admitancia,
hibridos o de transmisidn a partir de las expresiones
que los relacionan entre sfi.
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CONCEPTO DE BIPUERTO

Consideremos a la red con dos pares de terminales que se
muestra en la figura 10.1, como una caja cerrada. Cene-
ralmente a las terminales 1y 1' se les conoce como ruer
to de eritrada, y a las terminales 2 y 2' como puerto de
salida.

I] IZ
1 m— 2
>~ r————————e
+ +
A V2
— ——,
1 I, It 2
K]
. Figura 10.1 Bipuerto.

La red contenida en la caja se denominari bipuerto si cum Caracterfsticas
ple con las siguientes condjciones: de un bipuerto

1. La corriente’'que entra por una terminal de un puerto
debe ser igual a la corriente que sale por la otra
terminal de ese mismo puerto.

Por ejemplo, si conectamos una fucnte de voltaje a
través de las terminales 1 y 1' de la red, la fuente
generard la corriente I, hacia la red por la termi-
nal 1 y saldrd la corriente I,' por la terminal 1'.
Entonces la corriente I, necesariamente tiene que ser
igual a la corriente I} En consecuencia:

I, =1} (10.1)

Bajo esta condicidn el par de terminales 1 y 1' se di

. Puerto
cc que constituye un puerto.
Anilogamentc para el puerto 2 y 2' sc tiene que:
= \
. =1y (10.2)
2. La rcd no debe contener en su interior fuentes indepen

-dientes aunque puede contener fuentes dependientes.
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3. Las fuentes y las cargas deben estar conectadas entre
las dos terminales de un puerto. Por ejemplo, no se
debers conectar un dispositivo entre las terminales 1
y 2 o 1'y 2' de la red.

Es importante observar en la figura 10.1, que las corrien
tes I, e I, fluyen hacia la red por las terminales 1y 2
respectivamente. Los voltajes V, Yy V, tienen polaridad
positiva en las terminales 1 'y 2 respectivamente. Estos’
sentidos de referencia para las corrientes y voltajes son
convencionales y son los que adoptaremos en los cdlculos
a través de esta unidad.

La teoria de bipuertos destaca las relaciones entre las co
rrientes y voltajes en las terminales de la red y no toma
en cuenta a las corrientes y voltajes en el interior de
la red.

En un bjpuerto se tienen cuatro variables importantes: los
dos voltajes V, y V, y las dos corrientes 1, e I, en 1los
puertos de la red. Por tanto, para caracterizar al bi-
puerto se necesita relacionar las cuatro variables por me
dio de ecuaciones. Sin embargo, cuando dos de las cuatro
variables se escogen como variables independientes, las
otras dos pueden expresarse Como variables dependientes
por medio de ecuaciones independientes.

10.2 PARAMETROS DE IMPEDANCIA

En la obtencidén de los pardmetros de impedancia se escoge
aV, y V, como variables dependientes y a I, e I, como va
riables independientes.

Consideremos el circuito de dos puertos de la figura 10.2,
para definir los parametros de impedancia y un modelo de
bipuerto en términos de estos nariametros.

I I
1 . i

Figura 10.2 Circuito de dos puertos.
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- Tomando como base que el bipuerto es una red lineal, cal-
cularemos los voltajes V, y V, usando el principio de su-
‘perposicién.

El voltaje V, estd formado por dos componentes, una debi”
do a la corriente I, y otra a I,. Es decir:
Ecuaciones del
bipuerto en tér
in
Vi=2Z11 11+ 2,1, (10.3) ':5,"::,:: 525,2
pedancia

los coeficientes de I, y de I, en esta ecuacidén deben te-
ner unidades de impedancia, por ello usamos para indicar-
los la letra Z.

De manera similar podemos calcular el voltaje V,, obte-
niendo

Vo =251 I + 252 I (10.4)

Las ecuaciones (10.3) y (10.4) forman un sistema de ecua-

ciones que expresa a los voltajes V, y V, (variables de-

pendientes) en términos de las corrientes I, e I, (varia-

bles independientes). Camo se mencioné anteriormente, es

tas ecuaciones no toman en cuenta las variables internas
- del bipuerto.

El modelo de bipuerto con los parfmetros Z de las ecuacio Modelo del bi-
nes (10.3) y (10.4) se muestra en la figura 10.3, Obsér- puerto con pa-
vese que el modelo incluye dos fuentes de voltaje, contro rémetros de im

ladas por corriente. pedancia
I,
-——
+
V2
Zaly | _

Figura 10.3 Modelo de pardmetros de Impedaqcia

Los parémetros Z pueden determinarse experimentalmente mi
diendo los voltajes y corrientes, en pruebas de circuito
abierto, en los dos pares de terminales del bipuerto de la
figura 10.2




354

Si conectamos una ‘fuente de corriente I, al pueyto de.en-
trada de la red y al puerto de salida lo dejamos en cir-
cuito abierto (figura 10.4), la corriente I, es igual a
cero y las ecuaciones (10.3) y (10.4) se reducen a:

Vi =2 I
(10.5)
Vo = 23 1[I =0
1 12-0
o e
- +
I (ji) Vi Va
— -

Figura 10.4 Conexién para determinar Z,, y I,

Similarmente, si el puerto de entrada se deja en circuito
abierto y se conecta una fuente de corriente I, al puerto

de salida (figura 10.5), las ecuaciones (10.3) y (10.4) se
reducen a:

Vi=122 I,
.6
Va = 222 I (10.6)
11'0
L =0
—od o
+ +

V, v2 C D I!

Figura 10.5 Conexi6n para determinar Z 2 y Za22.
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Despejando los respectivos pardmetros Z en las expresio-
nes (10.5) y (10.6) tenemos:

V vx
4211 = " 12 = T, Expresiones pa
ra el célculo
(10.7) ge los paréme-
v \' tros de impe-
Zz2, = 'ff' Zz22 = 'le -dancia
I, =0 I, =0

Como cada parﬁmetro Z es una impedancia que se obtiene de
jando en circuito abierto a uno de los puertos, los parf-
metros Z se llaman pardmetnros de impedancia a circuito
abieato. A continuacién se dan los nombres especiﬁcos

para cada uno de estos parimetros'
Nomenclatura e

Z,, : Impedancia de entrada a circuito abierto. interpretacién
Z,1 : Impedancia de transferencia directa a circuito de los parime-
abierto. tros de impe-
dancia
Z;, : Impedancia de transferencia inversa a circuito
abierto.

2,5 : Impedancia de salida a circuito abierto.

BEscribiendo las ecuaciones (10.3) y (10.4) en forma matri
- cial tenemos:

V= 1I (10.8)
donde 'la matriz:
Zn Z12 Matriz de impe-
= (10.9) dancia de cir-
! cuito abierto
221 12

'se 1lama matriz de impedancia a circuito abierto del bi-
puerto.

Se dice que un bipuerto es recfproco, si 1a excitacién y Bipuegto recl-
la respuesta forzada no varfan al intercambiar los puer- proco

tos de excitacibén y de respuesta.

La condicifén para que un bipuerto sea reciproco es que las

impedancias de transferencia sean iguales, esto es:

221 = 212 (10.10)
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Ejemplo 10.1

Para el bipuerto mostrado en la figura 10.6:

a) Determine los parémetros de impedancia,

b) -establezca las ecuaciones del bipuerto en términoq
de los parémetros de impedancia,

c) dibuje el modelo equivalente en términos de 1os pard
metros de impedancia.

Iy Iy
i - [y O I
+ L3 =3} +

Figura 10.6

Solucién

a) Para obtener los parimetros 211 ¥ Z,; conectamos una
fuente de corriente I, al puerto de entrada y dejamos
en circuito abierto al puerto de salida como se mues-
tra en la figura 10.7. Asi, basindonos en este figu-
ra y en las expresiones (10.5), obtenemos:

Vy = I)(Z] + 23 + ln,)

\'A
'211'1‘-:- = Zy+2y+ 2,
I =0
Va % 11(23)
. V2
; T B oy =13
/"L 12'0




Iz = 0 357
B

+©®

9|

Figura 10.7

Para obtener los pardmetros Z;, y Z,, conectamos al puer
to de salida una fuente de corriente y dejamos en circui-
to abierto al puerto de entrada come se muesfra en la £i-
gura 10.8. Luego, de esta figura y de las expresiongs
(10.6) obtenemos los parimetros: o

Vi = 1,(Z3)

A
Il=0

\'
. 1
.o le = T—

Vo, = 15(25+23+125)

. )
Jo Lo = T% =12 + 13+ Ls
I, =0
Il =0
o 7 Z L g
. {z} {(aH—
“ G “ Qr
3—-——-[ 2} : 2sh .
Figura 10.8
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b) Las ecuaciones que caracterizan al bipuerto se forman
con los pardmetros de impedancia calculados en el in-
ciso anterior, tenemos entonces:

Vi = (2,+23+2,)I + (23)I,

Vo = (23)I)+ (2,423 +125)1,
vV, Zy+73+1Z, Z3 ‘Il
V2 Z3 Z + I3+ I5 I,

c) El modelo equivalente del bipuerto (figura 10.9) s
obtiene a partir de las ecuaciones del. inciso ante-

rior y de la figura 10.3.

Il Iz
D — -
+ +
Zy + 2y + 2, Za v+ 1y + Ig
Vl vZ
231, 2,1,
Figura 10.9

Ejemplo 10.2

Dados los siguientes voltajes y corrientes determinados
en pruebas de circuito abierto para un bipuerto:

V, = 200V V, = 60V
V, =150V V, = 100 V

I, =25 A I, =10A
: I,=0 I, =0




a)
b)

c)

Determine los parémetros de impedancia,

establezca las ecuaciones del bipuerto en términos
de los pardmetros de impedancia,

dibuje el modelo equivalente en términos de los pard
metros de impedancia.

Solucién

- &) De las- expresiones (10.7) que define..

b)

tros de impedancia, obtenemos:

21 =

Vy

I_l =
I2=0

V2

|
Iz-o

Vi

oo
I,'O

vl

Iz' '
Il=0

200 _ o o

a los pdarédme-

Las ecuaciones que representan al bipuerto son:

Vi

= 81, + 6I,

V, = 611 + 10I,

Vi

v,




€) i modelo de parfmetros de impedancia se

figura 10.10.

I,

muestra en la

Va

10.3 PARAMETROS DE ADMITANCIA

Para obtener los pardmetros de admitancia, las corrientes
I, e I, se toman como variables dependientes y los volta-

jes V; y V, como variables independientes.

Considerando el bipuerto de la- figura 10.11, definiremos
los pardmetros de admitancia y un bipuerto equivalente ge

neral, er términos de estos pardmetros.

Figura 10.11

Circuito de dos puertos




Como en la obtencién. de los pardmetros de impedancia, aqui
también haremos uso del principio de superposicidn. Las

corrientes I, e I, tienen, cada una de ellas, dos compo-
nentes; una es debida al voltaje V, y la otra a V,, asi,

obtenemos:

It =yn1 Vit 12 V2 ' (10.11)

I =y21V) *+¥22 Ve : (10.12)

Estas ecuaciones expresan a I, e I, en tern1nos de las va
riables independientes V; y V,.

El modelo de bipuerto con pardmetros de admitancia descri
to por las ecuaciones (10.11) y (10.12) se muestra en 1la
figura 10.12. Observe que el modelo incluye dos fuentes
de corriente controladas por voltaje.

I] Iz

—_— --—

+ 1 .

R - R
y12V2 y21V1

Figura 10.12 Modelo de parémetros de admitancia

Los pardmetros de admitancia pueden determinarse experi-

mentalmente midiendo los voltajes y corrientes, en prue-

bas de cortocircuito, en los dos pares de terminales del
bipuerto de la figura 10.11.

Por tanto, si conectamos una fuente de voltaje V; al puer

to de entrada de la red y al puerto de salida lo dejamos

en cortocircuito (vea la figura 10.13), el voltaje V, es
igual a cero y las ecuaciones (10.11) y (10.12) se redu-

cen a: .

Iy 2 yn1 Vy

I, =y V) V, = 0

61

Ecuaciones del
bipuerto con

los par&metros
de admitancia

Modelo del bi=
puerto con pa-
rémetros de ad"
mitancia

(10.13) «
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Va2 =0

Figura 10.13 Conexidn para determinar y;; y Yy,

_Anilogamente, si al puerto de salida se le conecta una
fuente de voltaje V, y el puerto de entrada se deja en
cortocircuito (figura 10.14), las ecuaciones (10.11) y
(10.12) se reducen a: )

Iy =y12 V2
(10.14)
Iz = Y22 V2 |y 29
L. Lo
Vi=0 V2

Figura 10.14 Conexi6n para obtener los

pardmetros y;, Y Y3

Si despejamos los respectivos pardmetros en

las expresio-
nes (10:13) y (10.14) obtenemos:

I, I
Yu Ty Yi2 = ¢, (10.15)
var = 2| Yoo = L2
A Vi V,=0 V2 vV, =0

Puesto que cada parimetro '"y" €s una admitancia que se ob
tiene dejando en cortocircuito a cada uno de los puertos,
estos parimetros se llaman pardmetros de admitancia en
contocinrcuito.

Expresiones pa-
ra el cdlculo

de los parame-
tros de admitan
cia -
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Los nombres especificos para cada uno de estos parémetros
son:
Nomenclatura e

y,; : admitancia de entrada en cortocircuito, interpretacién

. . s . tde- -
yor : admitancia de transferencia directa en cortocir de los parsme

cuito, o :::;:s de admitan
Y1, : admitancia de transferencia inversa en cortocir
cuito,
Y22 : admitantia de salida en cortocircuito.
Las ecuaciones (10.11) y (10.12) pueden escribirse en la
forma:
I =YV ) (10.16)
donde la matriz:
. Y1 Y12 Natriz de adm
- riz de admi-
Y (10.17) tancla en corto
Y21 Y22 clrecuito
se denomina matriz de admitancia em cortocincuito del bi-
puerto.
Como una admitancia es el inverso de la impedancia tene-
mos la relacibn siguiente entre las matrices Y vy Z.
Y = 27!
La condicién para que el bipuerto sea reciproco es que:
Yi2 =-Y21 (10:18)

Ejemplo 10.3

Para el circuito resistivo de dos puertos representado en
la figura 10.15: .
a) Determine los pardmetros de admitancia,

b) establezca las ecuaciones de bipuerto en té&rminos de
los parimetros de admitancia,

c) dibuje el modelo equivalente del bipuerto en términos
de los parfimetros de admitancia.




2 AAD
2Q

4Q 58

Figura 10.15

Solucibén

a) Para determinar los parimetros y,; y y,; Se conecta
una fuente de voltaje V, al puerto’de entrada y se de
ja en cortocircuito al puerto de salida, como se mues
tra en la figura 10.16, de la cual obtenemos:

I, = (%— + —12—) Vi
L= 3V (a)

a su vez, de la ecuacidn (a) se tiene:

.—é—
48
V2 =0

Cabe hacer notar que no tomamos en cuenta a la resisten-
cia de 5 @, ya que estd en paralelo con un cortocircui-
to. Observando la figura 10.16, puede concluirse que las
resistencias de 2 @ y 4 9@ quedan en paralelo con la fuen-
te V; y que la corriente I, es la que circula por la re-
sistencia de 2 Q.

De lo anterior, tenemos que:

- (®)

de donde:
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(3]
te)

Vz'o

Figura 10.16 Conexiones para determinar yi) Y Y21

para determinar los parimetros y;, Y Y22 €l puerto de en-
trada se pone en cortocircuito y se conecta una fuente de
“voltaje V, al puerto de salida como se muestra en la figu
ra 10.17.

I3 12

V=0 5Q 2

V2

| +

Figura 10.17 Conexiones para determinar y;z Y Y22

De esta figura obtenemos:

12' (-15_'*—;-)‘/2

L= 5 Va @

de 1a ecuacibn (c) se obtiene el parémetro:

- L

Y22 = ¥, l v
V2 ly,-0 10




La corriente I, que se obtiene de la figura 10.17 es:

v .
I, = - ‘22' (d)
de donde:
I, 1
Yi2 = 5o = - s
12 v, Vi=0 =z

b) Las ecuaciones del bipuerto tienen como coeficientes
los pardmetros de admitancia y son:

3 1
II-TVI-TVZ

L=-3Vi +4V,

c) El modelo de bipuerto que se obtiene de las ecuaciones
del inciso anterior, se muestra en la figura 10.18.

I, I,

+ ) +

V. 3 > 1 \/
1 3-8 1><1 108 2

Figura 10.18

Ejemplo 10.4

Una fuente de voltaje de 40 V se conecta al puerto de en-
trada y una carga resistiva se conecta &l puerte de Sali-
da del modelo de bipuerto del ejemplo 10.3, tal como se
muestra en la figura 10.19.

a) Determine la corriente de la carga resistiva,

b) calcule 1la potencia consumida por la carga resistiva,

c) determine la corriente suministrada por la fuente de
40 V.




I, = IL

3
4ov<*_> vy i ¢
- Ly, -

1
2

N|—
L

- .

=
[o

<

N

Figura 10.19

Solucidn

a) Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff al nodo

superior del puerto de salida, de la figura 10.19,

- obtenemos:

1 - 7 1
TN (To*T) V2

1y . 33
TVt Ve

. sustituyendo el valor de V,, obtenemos vV, :

3

w

!

-3 =By,

|
(=]

Vy = - 24V

Aplicando la ley de Ohm a la carga resistiva de 8 Q:

1, - -2
IL = 3 A

b) La potencia consumida por la carga r

2
P, = I, Ry
PL = (3)28
P, =72 W

esistiva es:

g8 0
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c) Aplicando 1a ley de corrientes al nodo superior del
puerto de entrada obtenemos:

11“%-V1‘—}'V2

sustituyendo los valores respectivos de V; y V, determi-
nar I;:

1, = 3 (40) - 5 (-28)
2

10.4 PARAMETROS HIBRIDOS

Los parémetros hibridos son generalmente utilizados en
circuitos electrbnicos porque son f4iciles de medir. E1l
modelo de bipuerto con parimetros hibridos se muestra en
la figura 10.20

I, 1.
____. - e
+ hyy +
h22 Modelo del bi-
Vi <: Vv, puerto con pa-
hy2V2 hah Iy ;i:l&tfos hfbl’_l_

Figura 10.20 Modelo de bipuerto en términos
de los parfimetros hibridos

Observe que este modelo incluye una fuente de voltaje con_
trolada por voltaje y una fuente de corriente controlada
por corriente.

La ecuacién de malla para el puerto de entrada es:

Vl -h12V2'h)lll (10.19)




La ecuacién de nodo para el puerto de salida es:

I, - h21 I, = hzz Vz (10.20)

Despejando las variables V), e I,, respectivamente en las
ecuaciones (10.19) y (10.20) tenemos:

Scuaciones del

Vi=hy; I, +h,V, bgpuorto en
(10.21) términos de pa
Iz = h2l Il + h22 VZ ;oﬁ‘utms h'bl’I

Las ecuaciones (10.21) expresan a V, e I,, variables de-
. pendientes, en té&rminos de Iy y V,, variables indepen-
dientes.

Los parfmetros hibridos pueden determinarse experimental
mente midiendo las corrientes y voltajes, en pruebas de

_ cortocircuito y circuito abierto, en el bipuerto general
de la figura 10.1.

Consecuentemente, si conectamos una fuente de corriente
I, en el puerto de entrada y al puerto de salida 1o pone-
mos en cortocircuito (figura 10.21), el voltaje V, es
igual a cero y las ecuaciones (10.21) se reducen a:

Vi =hp; I,
(10.22)

Lo=halily, .p

InCD Vi Va =0

Figura 10.21 - Conexiones para definir los
parfmetros h;; y hy;
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Conectando una fuente de voltaje V; al puerto de salida y
dejando en circuito abierto al puerto de entrada (figura
10.22), las ecuaciones (10.22) toman la forma:

Vi = h;2V, : :
10.23
I =h2Valp <o
Il =0 I!
— -
[ i
¢ -
Vi (::) Va
PU—

Figura 10.22 Conexiones para determinar h,, y hj;

Despejando los respectivos parimetros "h" en las ecuacio
nes (10.22) y (10.23) obtenemos:

v v
hy, = T% hy, = vf
10.24
hoy = I, h,, = L ( :
21 = T, v, = 0 22 * ¥, Iy = 0

Como en los parfmetros "h'" se incluyen unos adimensiona-
les, otros de impedancia y de admitancia, se' les llama pa
rémetnos hebnidos. Los nombres especlficos para ellos son
los siguientes:

hi; : impedancia de entrada a cortocircuito,

h,, : ganancia directa de corriente a cortocircuito,
h,, : ganancia inversa de voltaje a circuito abierto,
h,, : admitancia de salida a circuito abierto.

Las ecuaciones (10.21) pueden escribirse como:

(10.25)

Expresiones pa

ra el célculo

de los parame-

tros de impe-
dancia

Ylomenclatura «
interpretac!én
de los paréme-
tros .hfbridos
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hy, hy, ‘ \
A Matriz de pars-
donde la matriz H = (10.26) metros hfbridos
hai hy, . ‘ inversa

se denomina matriz de pardmetros hibridos.

' La condicién para que el bipuerto sea reciproco es que:

hy; = - hy, (10.27)

Ejemplo 10.5

?gr; el circuito de dos puertos mostrado en la figura
.23 )

a) Determine los parémetros hibridos,

b) establezca las ecuaciones descriptivas del bipuerto
en términos de los parédmetros hibridos.

IZ = ;{Z }
lll 2
Figura 10.23

Solucibn

al Conectando una fuente de corriente I, en el bipuerto
de entrada y dejando en cortocircuito al puerto desa
lida como se muestra en la figura 10.24, obtenemos

la relacibn:
1 13
V1 = (T2-+—za + Zl)ll
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de donde:

vy Zp 13
hy, T, V2=om+21

De la misma figura 10.24 obtenemos:

1
Iz = 'EV
L

I, = - ———a"1,

de donde:

I I
R | e -
+ |k P ]

Figura 10.24

Si conectamos una fuente de voltaje V, a las terminales
de salida y dejamos en circuito abierto a las terminales
de entrada como se muestra en la figura 10.25, obtenemos
las relaciones:

Vo = (22 + Z3)I; (a)
Vy =23 1, (b)

Dividiendo (b) entre (a) nos da:

V)

Z3
hy, = v,

1y *+ 73

Il-O
De 1la qpuacién (a) se obtiene el pardmetro:

-1 _
‘Zz"Z:‘)LS
11 =0

1
hay = v%
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&)
EJ

V2

Figura 10.25

b) Las ecuaciones descriptivas del bipuerto son:
- 2, 2y ‘ 73
n (22+23021) SR R TRE

z 1
Le-gwnh g%

El inverso de la matriz H define otro conjunto de parfime
tros hibridos, en los que las variables independientes
son V; e I,, y las dependientes son I, y V,. Esto es:

\ -] 811 812 Metriz de "
H ¢ (10.28)  petros hibridos
821 822 Inversa

La ecuacifn matricial que caracteriza al bipuerto, usan-
do este conjunto de pardmetros es:

Ecuacion metri-

h Vi clal del bipuer
- @ (10.29) to en términos "

v 1 de la matriz
2 2 hfbrida Inversa’

10.5 PARAMETROS DE TRANSMISION

En la obtencién de los pardmetros de transmisifén conside
ramos'a V; e I; como variables dependientes y a V, y -1,
" como variables independientes. ‘
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La raz6n por la cual.tomaremos como variable independien
te a -I, en vez de I,, es que el uso mds importante de
este conjunto de pardmetros estd en el estudio de bipueér
tos conectados en cascada (vea la figura 10.26)

1 Iz 'Iz -13
—t - — -~
BIPUERTO -ty BIPUERTO M2
1 2 '

Figura 10.26 Bipuertos conectados en cascada

Como se ve en la figura 10.26, al adoptar como variable
de salida del bipuerto 1 a la corriente -I,, se tiene la
ventaja que esta corriente es la misma que entra al bi-
puerto 2.

Con base en lo anterior, los sentidos de referencia que
adoptaremos se muestran en la figura 10.27.

I, I Sentidos de re

vned —% ferencia para

v, ¢t v, los parémetros
—— - de transmisién

Figura 10.27 Bipuerto para obtener los
pardmetros de transmisién

Las ecuaciones que describen al bipuerto de la figura
10.27 son:

- ~ Ecuaciones del
Vi = AVz - Bl bipuerto en
) (10.30) términos de los
I, =CV,-DI, parémetrqs de
transmts isn

Cada uno de los coeficientes de V, y -1, en las ecuacio-
nes (10.30) puede determinarse experimentalmente midien-
do los voltajes y corrientes, en pruebas de circuito
abierto y cortocircuito, en los dos pares de terminales
del bipuerto general de la figura 10.27.




Asi, conectando una fuente de voltaje V; al puerto de en
~ trada y dejando el puerto de salida en circuito abierto
(figura 10.28), obtenemos el parimetro:

v
A= (10.31)
2 |1, =0
I] 'Iz =0
— P
—
V] V2
-

Figura 10.28 Conexiones para determinar
el pardmetro A

Conectando una fuente de corriente 1I; al puerto de en-
trada y dejando en circuito abierto al puerto de salida
como se muestra en la figura 10.29, obtenemos:

I, '
C = - (10.32)
2 11, =0
'Iz =0
=
+ +
I C Vi V,
. -

Figura 10.29 Conexi6n para determinar
el pardmetro C
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Conectando una fuente de voltaje V; al puerto de entrada
y poniendo en cortocircuito el puerto de salida como se
muestra en la figura 10.30, obtenemos. el parimetro:

B = (10.33)
12 V2 = .
11 ‘Iz
— —
Vl Vz =0

Figura 10.30 Conexiones para determinar
el parimetro B

Si conectamos una fuente de corriente I, al puerto de en
trada y ponemos en cortocircuito el par de terminales de
salida (figura 10.31), determinaremos el parédmetro:

D= =L (10.34)

-1,

1, D v, V=0

Figura 10.31 Conexiones para determinar
el pardmetro D




En resumen, las expresiones para el cdlculo cde los para
metros de transmisibén son:

V'

A=t (10.31)
2 Iz = 0
7
B = ‘Tl (10.32)
.2 VQ- = 0
C = %,i (10.33)
2 |1, =0 .
p = L} | (10.34)
T,
VZ. I\l

Los siguientes nombres y' sinmbolos se utilizan para .des-
cribir a los parfimetros de trasmisién de las ecuaciones
(10.31) a la (10.34): :

ganancia inversa de voltaje a circuito abierto.
impedancia de transferencia a cortocircuito.
admitancia de transferencia a circuito abierto.
ganancia inversa de corriente a cortocircuito.

20wz

Las ecuaciones (10.30) pueden escribirse en la forma:

Vi | A
- T (10.35)
I, - I,
donde:
- A B
T (10.36)
(o} D )

se denomina matriz de pardmetros de transmisidn.

En este caso ld condici6n para que el bipuerto sea recf-
Proco es que el determinante de la matriz T sea unita-
rio, es decir: '

Ap = AD - CB = 1 (10.37)
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Expresiones pa
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Ejemplo 10.6

Para el circuito de dos puertos representado en,(la figu-
ra 10.32:
a) Determine los parfimetros de transmisién,

b) establezca las ecuaciones que describen al bipuerto
en términos de los pardmetros de transmisidn.

miA'AY2 A
190 2q

.o

Figura 10.32

Solucién

a) Derla figura 10.33 obtenemos la relacidn:

V= T N
4
Vz'-;-vl

de la cual:

v; Iz'o
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-I2 = 0
| = __o
+
1Q 2Q
4-Q
V,
Figura 10.33
De 1a figura 10.34 se obtiene la relacidn:
V, = 41,
que nos da el parémetro:
C:.IV_L :%U
2 |1,=0
'Iz=0
—AAN—T— AV
* 10 20 +
I, (jt) A 49 v

Figura 10.34

A partir de la figura 10.35, por divisidén de la corrien-
te I, en las resistencias de 2 y 4 @ se obtienen las ex

presiones:
2 x 4
Vi = 6 t 7 4) I




i=fn (a)
I - 1—:—7(11)

v’Iz"%'Ix

I, = 3 (-13) O)

sustituyendo (b) en (a) se obtiene:
=3 (3) e

Vi 1),

de la cual:

v 7
B = :rzl = 5 [}
Va=0
) 6 -1
=Rt —AAN AN~ —=
10 20
4
Vi : # ’ V=0
Figura 10.35$
De 1la expresifn (b) obtenemos:
D - _I.l - 3
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b) Las ecuaciones que describen al bipuerto son:

Vi= 2V, ¢ (1)

I, = % Vo + % (-1)
6

wl 3 v

n| jF 3

Si ahora, refiriéndonos nuevamente al bipuerto de la figu-
ra 10.27, tomamos como .variables independientes las del

puerto de entrada, esto es V, € I,, y como variables depen
dientes las del puerto de salida, o sea Vo ¥ -1,. podremos
definir otro conjunto de pardmetros llamados de transmisidn

invensa.

La ecuacién matricial del bipuerto, en este caso, queda:

V' ' B[ V
j =" :[ 1] (10.38)

-1 c' D' In .
- . Ecuacion matri
cial del bipuer
v, v, to en términos
= T . ’ de los par&me-
-1, I, tros de trans-
misién inversa

donde T' se obtiene invirtiendo la matriz de transmisién,

es decir: Matriz de pard-

. .metros de trans
T = T- (10.39) misién inversa

A la matriz T' se le conoce como matriz de panéimetnros de
transmisibn inversa. .

10.6 RELACION ENTRE PARAMETROS

Lus parémetros de impedancia, de inductancia, hibridos y
de transmisidén pueden expresarse unos en funcién de otros.
Lo cual se logra relacionando sus respectivas ecuaciones
que los definen. °

. .
A continuacidi. expresaremos los parimetros de admitancia
en funcidn de los parimetros de impedancia. Para este .
propdsito escribimos nuevamente las ecuaciones que defi-
nen a los parametros de impedancia:
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Vi=inI)+ 7)1, (10.40)

Vo = 2501, + 25,1, - (10.41)

Resolviendo para I, el sistema de ecuaciones (10.40) vy
(10.41), tenemos:

\! 212
vV 2z,
I =
21y Iy,
221 I3
232 "2y,
= \" + \'4
211222 - 2152, '} 11222 - Z132Z5; 2
Z22° “Zy2 n
Il AZ Vl + AZ V2 (10.44)

Por otra parte, las ecuaciones que definen a los parédme-
tros de impedancia son:

Iy=yn1Vi +y12V, (10.43)

Ip =ya1Vy +y2,V, (10.44)

Entonces, igualando 1la ecuacibn (10.42) con la ecuacién
(10.43) obtenemos:

z

Y = 3%2 (10.45)
. z

Yis = - # (10.46)

Fesolviendo para I, en el sistema de ecuaciones (10.40) y
(10.41), como se hizo para I,, e igualando la expresién
obtenida para I, con la ecuacién (10.44) obtenemos: ®

8 Para obtener los paradmetros "y" mediante las expresio-
nes (10.45) a la (10.48) es necesario que A, sea dife-
rente de cero.




z

Y21 = - —A;—I (10.47)
Z

vor = 3t (10.48)

De un modo similar se pueden expresar los pardmetros "Z'"
en funci6én de los pardmetros "y", o en funcién de otros
pardmetros. Es posible obtener una relacién entre los di
ferentes pardmetros que hemos considerado. En la tabla
10.1, presentamos una coleccidén de las equivalencias en-
tre los pardmetros de impedancia, de admitancia, hfbridos
y de transmisién. Los grupos (matrices) de parametros lo
calizados en un mismo renglén son iguales entre si.

Z Y T T H G
z ~ Y22 Y12 A or 1D 1 Ay hp | U -91p
2 1 12 |78 Tay T T | T |, Rz | 911 911
N 2TV IS T PR U YR N PR
21 o c C cC fhe Rz | n 911
22 -2y D -, -A’ 1 1 -h, g
.7 T | v Y2 B -l B, |fn n | 922 322
y
-z z -1 A |an @ |n, sy |- |
z 3, | Y Y2 | B B 1 11| 922 922
in [ Y22 -1 D -B' -2 chy | 922
21 Za1 4 Ya Ya B A 870 21 ho1 | 9 921
T
1 222 |-y -yn ¢ D =C A Hy -1 i Y]
TER TN 7Y Y21 st AT a21 hzy 92 921
32 -8z Fyn 1 D -B ' 1. -hy - 922
b———~ — — — B' —_—— —t
12 21 [Yi2 Yiz | ér ot A R Thp 912 912
™
-1 Iy by Y2 |-C A ) v - hay -ty an - -
T Tz [N Yiz |37 a7 ¢ D R, B 12 912
L) 212 1 -yi2 | B a1 |-B’ 1 h hys 922 912
T2 T2 [Tn Yu | D LI I AN o b i
H
221 1 Y21 LY C [|-8rr -C 921 I
[7: % [yu_ T |T B [w w | ha ha B
1 -2 A Y12 | C -ar -C' -1 hy; -hyy
e }-—z- q
o™ [V Y22 | K LI I By oy $11 9z
z 8z oy 1 1 B | ar  -p -hyy My
n i Y22 Y22 | A L3 R I By 921 922

Tabla 10.1 Relaciones entre las matrices de bipuertos
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Ejemplo 10.7

Dada la siguiente matriz de pardmetros de impedancia:

a) Determine la matriz de parimetros de admitancia Y.
b) Determine la matriz de pardmetros hibridos H.
c) Determine la matriz de pardmetros de transmisibén T.

Solucibn

a) El determinante de la matriz Z es:

3 2
Az =

2 4
a7 = 12 - 4
AZ-8

De acuerdo al segundo renglén de la tabla 10.1, la ma-
triz de pardmetros "y" estd dada por:

Yii Y12 Z22 L2
- | 82 Az

z z
_faa 11

L)’21 Yzz_ L_Az Iy
4 2

Yin Y12 T -7
2 3

Y21 Y22 g 8
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b) Segln el quinto renglén de la tabla 10.1, la matriz \
de parfmetros "h" se obtiene a partir de: .

— - - g z

hy; 'hy, b Pyy 2e
223 1

hay  hy "1, ”
_ _ )

hipn hy i %" T

hz;  hy; '12- 11-

€) Del tercer renglén de la tabla 10.1, obtenemos la ma-
triz de pardmetros de transmisién:

[ N [~ 2 LY
A =11
B [ 0
1 Za2
C
D_J Zn i

LNI -




CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. A continuacibn aparece una serie de afirmacibnes. Mar
que con una cruz los paréntesis colocados a la dere-
cha si tales afirmaciones son ciertas o falsas, segfin
sea el caso. .

ciento falso
a) Un puerto es un par de terminales
a las cuales se les .puede conec-
tar una fuente o una carga () ()

b) Cuando por una terminal entra una
corriente y por la otra sale esa
misma corriente, estas terminales
constituyen un puerto. (@D ()

c) Dos voltajes y dos corrientes en
los dos pares de terminales de la
red son las cuatro variables im-
portaentes de un bipuerto () £)

d) Por convencibn se ha establecido
que en un bipuerto, las carrientes
salen por las terminales superio-
res y entran por las terminales in
feriores de la red. (@) (@]

e) Los bipuertos contienen en su inte
rior fuentes independientes de vol

taje. () ()

f) Los bipuertos contienen en su imte
rior fuentes dependientes de co-
rriente. () ()

g) Los pardmetros de un bipuerto gen
ral pueden determinarse haciendo
pruebas de cortocircuito en los dos
pares de terminales. () ()

h) Los pardmetros de un bipuerto se
relacionan entre si a través de
las ecuaciones del bipuerto. () ()
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II. Resuelva los siguientes problemas y anote la o las
soluciones en el espacio indicado.

1. Para el bipuerto representado en la figura 10.36:

a) Determine los parimetros de impedancia,

B) establezca las ecuaciones que describen al
bipuerto,

c) ‘dibuje el modelo equivalente en términos de
los pardmetros de impedancia,

d) determine si el bipuerto es reciproco.

N i1
j2 Q IR
J 41 a
j4 Qé;
-j2 Q 3q
1L
1r VAYAYA:

Figura 10.36

a)
Z]i = _____ 1
212 = — 0
2] ® e Q

222 L1

b)




<)

d)

2. Dadas las siguientes corrientes y voltajes determina-
dos en pruebas de cortocircuito para un bipuerto.

I; = 25A I, = 40 A
I, = 10 A I, = 20 A
VieSOV |y .o V2=30V|y .o

a) Determine los parSmetros de admitancia,

b) establezca las ecuaciones del bipuerto en térmi-
nos de los parfmetros de admitancia,

c) dibuje el modelo equivalente del bipuerto en tér
minos de los parfimetros de admitancia.

a)
Yi1 ® — . 8
Y12 ®* —
Yo1 = U
Y22 * U
b)

c)




ggnsiderando el circuito de dos puertos de la figura
.37
a) de :rmine los parimetros hibridos,

b) establezca las ecuaciones del bipuerto en térmi-
nos de los parfmetros hibridos,

¢) dibuje el bipuerto equivalente en términos de
los parfmetros hibridos,

d) determine si el bipuerto es reciproco.

fW\
| j3a
_q__-j1 1]
Figura 10.37
a)
hyy = f
hy, =
hpy »
hyy = )
b)
c)




d)

4. Para el bipuerto de la figura 10.38:

a) Determine los parimetros de transmisién,

b) establezca las ecuaciones que describen al bipuer
to en términos de los parimetros de transmisifn.

— 2VAVAYA AL
10 j4 @
—— -j1a

T

Figura 10.38

a)

o o W >
"
Ll

b)

S. Dada la siguiente matriz de pardmetros de admitancia:

Y11 erz_’ 7 -2

L)’zl YzzJ L'Z 4
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determine:

a) Lamatriz de pardmetros de impedancia,
b) 1la matriz de parimetros de transmisibn,
c) 1la matriz de parimetros hibridos.

a)
in 212
i Z22
b)
A B
C D
c)
‘hyy hy,
Lhzx hj,







MoDULO 11. BIPUERTO CONECTADO A UN GENERADOR Y A UNA
CARGA

CUADRO SINOPTICO

—ef Impedancia de
entrada

[cenerador |—— f Inpodancis de

salida
{Bipuerto

Ganancia de
voltaje

Carga B

Gnn‘ncia de
corriente

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar este m6dulo, el alumno:

1. Determinard las impedancias de entrada y de salida de
un bipuerto, en términps de los parfmetros de impedan
cia o hfdbridos.

2. Determinard las ganancias de voltaje y de corriente
de un bipuerto, en términos de los pardretros de impe
dancia o hidridos.
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11.1 TIMPEDANCTA DE ENTRADA A PARTIR DEL MDBELOSDE PARA-
METROS DE IMPEDANCIA

La impedancia de entrada de un bipuerto conectado a una
fuente de excitacibén en el puerto de entrada y a una impe
dancia de carga en el puerto de salida, puede determinar-
se en términos de la impedancia de carga y de los parime-
tros del bipuerto.

Para obtener la expresidén de la impedancia de entrada se

escriben las ecuaciones para cada puerto y después de com
binarlas entre si se sustituyen en la siguiente ecuacién,
que define a la impedancia de entrada:

Vi

. I

De atuerdo al modelo equivalente mostrado en la Figura
11.1, la ecuacibén del puerto de entrada es:

(11.1)

Vl = le Il + le 12 (11.2)

Para el puerto de salida obtenemos las ecuaciénes:

Vo = 2y Ip *+ 255 I, (11.3)
y

Vo = -2, I, (11.4)

I, 1,

—{z4—=- Z ==

+ 2 +

Ve C> v, Va EZB
I,

Figura 11.1 Bipuerto en términos de pardmetros "Z'.
con fuente de excitacibh ¢ impedancia
de carga

Tgualando la ecuacifn (11.3), con la ecuacién (11.4), ob-
tenemos: . .

Z1 I % (222 %+ 2)I =0




Z2,
12'-m11 (11.5)

sustituyendo la ecuacibén (11.5) en la ecuacibn (11.2), se
obtiene la relacién:

: Z,, 12
V1= (Zn - g},—ﬁ-)h (11.6)

Comparando la ecuacién (11.6), con la ecuacién (11.1) ob-
tenemos la expresién:

4! iz in

T - gt qR)

que es la impedancia de entrada de un bipuerto.

Como puede observarse en la ecuacién (11.7), la impedan-
cia de entrada del bipuerto depende de los parimetros de
impedancid y de 1la impedancia de carga.

11.2 IMPEDANCIA DE SALIDA DEL MODELO DE PARAMETROS DE
IMPEDANCIA

La impedancia‘de salida de un bipuerto se define como el
cociente del voltaje de salida V, entre la corriente de
salida I,, con el voltaje de la fuente puesto a: cero; es
decir:

Ve =0 (11.8)

Para obtener la expresién de la impedancia de salida se
escriben las ecuaciones para cada uno de los puertos, Yy
después de hacer algunas combinaciones entre ellas se sus
t¥tuyen en la ecuacién (11.8) que define a la impedancia
de salida.

-De acuerdo a4 la figura 11.2, donde el voltaje de la fuen
te vale cero; pero el valor de la impedancia de la fuen-

te se conserva, las ecuaciones para el puerto de entrada
son:

Vl = le Il + 212 IZ (11.9)

Vy= - Zp 1, (11.10)

395°
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Igualando la ecuacién (11.9) con la ecuacién (11.10) tene
mos:

(Zy1 *+ Z8)I) + 23, I, = 0

- z (11.11)
h=- s e

La ecuacibn para el puerto de salida es:

Va = 22, I + 25, 1y (11.12)

I, I

§ I I
@ + R -
Ve =0 ' Va2

Figura 11.2 Modelo de pardmetros Z con el
voltaje de fuente V¢ igual a
cero.

sustituyendo la ecuacién (11.11) en la ecuaci6n (11.12)
.obtenemos:

.z Z
Vy = (lzz - 11:2* ;; )Iz (11.13)

Relacionando 1la ecuacién (11.8) con la ecuacibn (11.13)
obtenemos la expresibn:

Iimpedancia de
V, Z,, 2 , salida en térmi
lg = T, = 135~ 7%,% (11.14) nos de parSme-
Vg = 0 £ tros de impedan
cla

que es la impedancia de salida del bipuerto.

Como puede observarse en la ecuacién (11.14) la impedan-
cia de salida del bipuerto depende tanto de los paréime -

tros de impedancia como de la impedancia de la fuente de
voltaje.




En el caso especial de que la 1mppdanc1i de la fuente de
voltaje valga cero, 1la ecuaci6én (11.14) toma la forma:

z z -1 z
zg = = In

A
ig = Z%; para =0 (11.15)

11.3 GANANCIA DE VOLTAJE Y DE CORRIENTE A PARTIR DEL
MODELO DE PARAMETROS DE IMPEDANCIA

La ganancia de voltaje Ay se define como el cociente de
V, entre V,; es decir:

' Vo
Av = VT - (11.16)

A continuacifn determinaremos la expresi6én de ganancia de
voltaje para el bipuerto de 1la figura 11.1. Asi, resol-
viendo para I,, en las ecuaciones (11.2) y (11.3) obtene
mos :

in W
2y V2 .
4 V2 - 1 \'
I, - 11 V2 - 21 V1 (11.17)
211 Zy2 e
221 Z22

Por otra parte, de la ecuacibn (11.4) despejamos I,:

I, - 32’_:_‘ (11.18)

Igualando la ecuacibén (11.17) con la ecuacién (11.18) ob-
tenemnos:

Z Z
221y . (__“ . ) v, (11.19)
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Comparando la ecuacidn (11.19) con la ecuacién (11.16) ob
tenemos la expresibén para la ganancia de voltaje:

Ganancia de vol

V, Zp1 2] taje en términos
Av = Vi T I, L + &g (11.20) ge” parsmetros de
impedancia

Obsérvese en la ecuacidn (11.20) que la ganancia de vplta
je depende de la impedancia de carga Zj, ademis de lo$ pa
rdmetros, "2".

La ganancia de corriente Aj se define como el cociente
de I, entre I,; esto es:

At (11.21)

Determinaremos ahcra la ganancia de corriente para el bi-
puerto de la figura 11.1. Por lo tanto, comparando la
ecuacién (11.5) con la ecuacidén (11.21) obtenemos la ex-
presidn de. ganancia de corriente del bipuerto:

Ganancia de co-

I, 75, __ rriente en tér-
A = 32 = - =21 (11.22) minos de parame
I, Zyp *+ 1], i "
tros de impedan

cia

Note en la ecuacién (11.22) que la ganancia de corriente
depende de la impedancia de carga Zj.

Ejemplo 11.1

Para el bipuerto mostrado en la figura 11.3, determine,
en términos de los pardmetros de impedancia:

a) La impedancia de entrada,
b) 1la impedancia de salida,
c) 1a ganangia. de voltaje,

d) 1la ganancia de corriente.




20 v 300

[ X

Figura 11.3

Solucién

a) Los parimetros de impedancia del bipuerto son:

\4
le = I_: = 2 Q le = ‘II—:' =29
12‘0_ Il=0
v ' v
Z21 ”'I—:' =20 Lyg = ﬁ =2 Q
I,=0 In.p

en consecuencia la impedancia de entrada esta dada
por: ®

RITRIYY
222 + ZL

2(2)
Z+ 30

le = I3 -

=2 -

Ze = 1.8 0

b) La impedancia .de salida es: -

4 Z
12 “21
Zg = Zyp - T v 5
P {¢))
2 + 8

lg = 16 @




c) La ganancia de voltaje se obtiene de la siguiente ma
nera:

Ao = 221 21,
v TInly * i lag mLi222)
. 2(30
2(30) + 2 (2) - 2
Ay = 1

d) La ganancia de corriente estd dada por:

z
= - _LL——
Ai 2,2 * 1L
- 2
T 7T+ 30
Ai = - 0.06

el signo negativo indica que una de las corriente, I, 6 I,
circula en sentido opuesto al que se habfa establecido.

11.4 IMPEDANCIA DE ENTRADA A PARTIR DEL MODELO DE PARA-
METROS HIBRIDOS

Consideremos ahora al modelo de parfmetros hibridos, co-
nectados a una fuente de voltaje y a una impedancia de car
ga en los puertos de entrada y salida respectiamente re-
presentado en la figura 11.4. Para este modelo determi-
naremos a continuacién la expresién de la impedancia de
entrada.

La ecuacibn para el puerto de entrada es:

Vy = hy; I, + h,; Va (11.23)
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Para el puerto de salida se obtienen las ecuaciones:

12 = h2l I, + hzz vV, (11.24)
° v
I, = - 52 11.25
2 I ( 5)
) Y REY
—
l!I + +

hin,

h2§
Ve C:) Vi s < D Vi
K)oV, hai I,

Figura 11.4 Modelo de paf&mefros hibridos conecta
do a una fuente de voltaje y a una
impedancia de carga.

sustituyendo la ecuacién (11.24) en la ecuacibn (11.25)
obtenemos:

hpj 2

Va® - R I e

1, (11.26)

relacionando la ecuacién (11.26) con la ecuacién (11.23)
se obtiene 1la expresibn:

h h z

finalmente, de acuerdo con las ecuaciones (11.1) y (11.27)
obtenemos la relacifn:

Impedancia de
entrada en tér
Ze = YL apy, - Pz har 2l (11.28) minos de parf-
I, hyp 2, + 1 metros hfbri-
dos

La ecuacibn (11.28) es la impedancia de entrada para el
modelo de parfimetros hibridos de la figura 11.4.
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11.5 IMPEDANCIA DE SALIDA PARA EL MODELO DE PARAMETROS
HIBRIDOS

Para determinar la impedancia de salida escribiremos las
ecuaciones de los dos puertos del circuito equivalente de
la figura 11.5, donde el voltaje de la fuente ha sido

puesto a cero. Asi, para el puerto de entrada se obtie-
nen las ecuaciones:

Vi, =h;; I, + h,,V, '(11.29)
y
VI = - ZfIl_ (11.30)
i &
ﬁg : >
+ h;, +
h22
Ve = 0 v, <> V2 [g]
. hi2V, .| hyiIy

Figura 11.5 Modelo de pardmetros hibridos con
el voltaje V¢ puesto a cero.

Relacionando las ecuaciones (11.29) y (11.30) obtenemos:

hypIn *+ hy,Vy, = - 261,

I, = - ____JlLi___ v 7
1 Py + Zf 2 (11.31)

La ecuacién para el puerto de salida es:

12 - h21 I] = h22 Vz (11.32)

sustituyendo la ecuacién (11.31) en la ecuacién (11.32),
se obtiene. la expresidn:

hi2 h21 : .
Vz(hzz - _El—lT—Zf_>' I, \<”'33)




Asi, de la ecuacidén (11.8) y la ecuac:6n (11.33) obtene-
mos las siguientes expresiones, para la impedancia de sa-
lida del modelo de pardmetros hibridos:

\7
Zs = 1% e (11.34)
T2 lyg=0 p,,- Mazha
g 22
hy, +2f
Impedancia de sa
hyy Z¢ lida en términos
7 = (11.35);
s hi1hyp, + hpp Z2f - hyp By g«:igggémetros ht

Obsérvese en estas expresiones, que la impedapcia de sa-
lida del modelo de parametros hibridos, depende de la im
pedancia de la fuente de excitacidn.

Hasta aqui hemos desarrollado expresiones para las impe-
dancias de entrada y salida de un bipuerto. En caso de
requerirse expresiones para admitancias, el desarrollo pa
ra su obtencién es muy similar al usado para obtener 1las
de impedancia. Recuerde que la admitancia’es el inverso
de la impedancia; esto es, la admitancia de entrada queda
determinada por la expresién: ‘

1
= =1
Ye R (11.36)
y la admitancia de salida por:
Yo = 22 (11.37
s TV, .37)

11.6 GANANCIA DE VOLTAJE Y DE CORRIENTE PARA EL MODELO
DE PARAMETROS HIBRIDOS

La ganancia de voltaje Av para el bipuerto de la figura
11.4 se obtiene dividiendo la ecuacidn (11.26) entre la
ecuacidén (11.27). Asi pues, tenemos la relacién:

hy, 2 I
“22 ZL+ 1 1

-V
Ayt v b hiohyy 7g
117 ‘E;;—E;jfj———— I,
o 5 Ganancia :e vol
- z taje en términcs
- 21 “L
Av T TRT(Re, Zp* D) - Bz hai 2L (11.38) g:lz:‘"‘“'” h
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Es importante observar en la ecuacién (11.36) que la ga-
nancia de voltaje depende también de la impedancia de car

ga 7,
La ganancia de corriente para el modelo de pardmetros hi-

bridos de la figura 11,4 se obtiene relacionando las ecua
ciones’ (11. 25) y (11. 26) Asi, obtenemos la expresién:

1 h Ganancie de co-
. = 22 = 21 rriente en tér-
A (11.39) minos de pardme
tros hfbridos

que es la ganancia de corriente.

Notese en la ecuacién (11.39) que la ganancia de corrien-
te depende tanto de los paridmetros hibridos como de 1la im
pedancia de la carga conectada en el puerto de salida.

Ejemplo 11.2

Considere el bipuerto de 1la figura 11.6 y determine:

a) La impedancia de entrada,
b) 1la impedancia de salida,
c) la ganancia de voltaje,
d) 1la ganancia de corriente.

1ke I, 1.4 kn

X
3x10°"

V2

@

Figura 11.6

Solucidn .

a) Para el puerto de entrada se obtiene la ecuacibn:

Vy = 1400 T, + 3 x 107" v, (a)
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para el puerto de salida se obtienen las ecuaciones:

I, =501, +25x10°° vV, (b)
v

T2 = - —obo- ©

igualando las ecuaciones (b) y (c) obtenemos:

Vo = - _go 1 I,
25 X710 *—SUUU—
o .

V, = - 2.2:x 1051, (d)
sustituyendo la ecuacién (d) en 1la ecuacién (a) obte-
nemos:

Vv, = 1334 I, ) (e)
de donde:

v
Ze = T% = 1334 @

b) Para el puerto de entrada se obtiene la ecuaciébn:
V1 = - 1000 Il (f)

digualando las ecuaciones (a) y (f) obtenemos:
I, = -1.25x 1007 v, 2)

luego, sustituyendo la ecuaci6n (g) en la ecuacién
(b) se obtiene: :

I, = 1.87 x 1073

V2
de donde:
v,
25 = 1> " 53.5 ke

c¢) Dividiendo la ecuacibn (d) entre 1la ecuacién (e), ob-
tenemos:

'
Av = V% = - 164.9

el signo negativo indica que uno de los voltajes, V, 8 V,,
tiene polaridad contraria a la supuesta (en este caso V;
es negativo).

d) . Dividiendo la ecuacibn (c) entre la ecuacibén (d), se
obtiene:

I
Af = Tf" 44
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

Resuelva los siguientes problemas y anote la o las so
luciones en el espacio indicado.

Considerando el bipuerto de la figura 11.7, determine:
a)
b)

c)
d)

La
la
la
la

impedancia de entrada,

impedancia de salida,
ganancia de voltaje,

ganancia de corriente.

a)
b)
c)
d)

—0-

Ai

Figura 11.7

Una fuente de voltaje de 5mV y una carga resistiva

de 8 k&

se conectan ‘respectivamente a los puertos de

entrada y salida de un bipuerto cuyos pardmetros hi-
bridos son:

hll = 200 k@
h21‘35

hlZ = 0.003
hpp = 20x1077 8




determine:

a) La impedancia de entrada,
b) 1la impedancia de salida,
c) 1la ganancia de voltaje,

d) 1la ganancia de corriente.

determine:

8) le = Q

b) Zs b 1]
c) Av = ____
d) Ay =

3. Dado el bipuerto de la figura 11.8, determine:
a) La impedancia de entrada,
b) 1la impedancia de.salida,
c) 1la ganancia de voltaje,
d) 1la ganancia de corriente.

10ke I, 60 ka
—_—

5x10-78

<> v, 40 kq
301,

100° mv

Figura 11.8
a) Ze =
b) ZIg=_______ A&
c) Ay =

d) Aj; =
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Vg

-8i al modelo de parfimetros de admitancia se 1le conec

ta una fuente de excitacidn y una impedancia de carga,
como se muestra en la figura 11.9, desarrolle:

a) La expresidn de la admitancia de entrada,
b) 1la expresién de la admitancia de salida.

I, Iz
P Ml e
£ —e >
vl O P bl w
Y12V y2iVa '
Figura 11.9
a) Ye =
b) Yg =

Para. el bipuerto del problema anterior, deterrine

a) La expresidén de la ganancia de voltaje,
b) 1la expresién de la ganancia de corriente.

a) Ay =

b) A; =
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MODULO 12,  INTERCONEXIONES ENTRE BIPUERTOS

CUADRO SINOPTICO

A Bipuerto
canivalente
Conexiones
| Bipuerto
entre dos equivalente
Bipuertos .
canivale
en cascada equivalente

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar este médulo, el alumno:

1. Identificari el tipo de conexifn que existe entre dos
bipuertos.

2. Tleterminaré los paréimetros equivalentes de dos bipuer
tos conectados en serie, paralelo o en cascada..

3. Obtendrf la matriz del bipuerto equivalente de dos bi
puertos conectados en serie, en paralelo o en cascada.
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12.1 CONEXION EN SERIE

Consideremos los dos bipuertos Na y Nb interconectados
tal como se muestra en la figura 12.1. La corriente I,a
que entra por la terminal 1a de Na es igual a la corrien
te I b que entra. por la terminal 1b de Nb. Andlogamente
la corriente I,, que entra por la terminal 2a de Na es
igual a la corriente I,; que entra por la terminal 2b de
Nb. Es decir:

I Iha Iib
= = (12.1)
I 2 _' I 2a I 2b
_Il_. la ._I_li 4123 2a I
+ + + +
Via Na V2a
- Qllﬂ- ﬁi —
v v Conexidn en serie
1 1 1 2 de dos bipuertos
1p by -2 5
+ +
Vib Np Vab
-— —_—
Iip Iope

Figura 12.1 Interconexién en serie de dos
bipuertos

En la figura 12.1, puede observarse que los voltajes de
los bipuertos Na y Nb estin relacionados de la siguiente
manera:

Vi Via Vb
= + (12.2)




Cuando dos bipuertos Na y Nb se interconectan como se
muestra en la figura 12.1, de forma tal que sus voltajes
y corrientes satisfacen las ecuaciones (12.1) y (12.2),
se dice que esos bipuertos estdn conectados en serie.

Ahora bien, expresandq los bipuertos Na y Nb en té&rminos
de sus parimetros de impedancia tenemos para Na:

Via 1 Z11a Z12a I,
= (12.3)
Vaa Z21a Z22a I2a
y para Nb:
Vib Z11b Z12b Ip
= (12.4)
Vap Z21b Z22p. | I2p

Sustituyendo las ecuaciones (12.3) y (12.4) en la ecua-
cién (12.2), obtenemos:

V) Z11a Z12a Ia Z11b Z12b Inp
= +
v, Z21a 222a I;a Z21b Z22b I;b
(12.5)

La relacién de las corrientes de la ecuacidén (12.5) con
las corrientes de la ecuacién (12.1), proporciona una
nueva ecuacidn:

i Z11a  Z12a Inp  Zip I

"
+

123 Z221a Z22a Z21b  Zazb Ip:

(12.6)

4an
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De la ecuacibn (12.6) se establece la relacibn:

2SS B AV Z11a  2y2a Zib 212p

221 122 221a  Z2a 221 Z22b

(12.

Matriz de paréme
7)tros para la co-
nexién en serie
de dos bipuertos

la cual implica que cuando dos bipuertos se conectan en
serie, pueden ser sustituidos por uno equivalente cuya ma
triz de pardmetros de impedancia sea igual a la suma de
las matrices de pardmetros de impedancia de esos dos bi-

puertos.

Ejemplo 12.1

Para los dos bipuertos Na y Nb conectados en serie como

se muestra en la figura 12.2, determine:

a) Lamatriz de pardmetros de impedancia de ambos bipuer

tos,
b) 1la matriz de pardmetros de impedancia del bipuerto
equivalente.
la 2a
+ + 20 10 + +
Vla 5Q V2a
vy Na V2
1b 2b
+ +
Vib 60 Vap
Np -

Figura 12.2
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Solucibén

a) Los parimetros de impedancia del bipuerto Na se obtie
nen de la manera siguiente:

. Via -
zllas-l—l; 79
123-0
\'
Z21a = Tf:, =58
Iza‘o
Via
le.ai'ﬁa— = 5Q
Ila"o
Vaa -
Zzza‘f; 80
-113-0
Asi, obtenemos la matriz:
Z11a Z)2a 7 5
z A 5 8
| “21a 22a

Para el bipuerto Nb se obtiene la matriz:

Z11b Z12b | 6 6

Z21b Z22b 6 6

b) La matriz de parimetros de impedancia del bipuerto
equivalente se obtiene sumando las matrices obteni-
das en el inciso anterior: ' .

21, Zy2 7 S 6 6
- +
2,1 L2z s 8 6 6
21 112 13 1
2y Z22 11 14
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12.2 CONEXION EN PARALELO

Cuando los bipuertos Na y Nb se interconectan como se rues-
tra en la figura 12.3, en donde los voltajes y corrien;
tes estidn descritos respectivamente por:

Vi Via Vib
= = (12.8)
Vs Vaa Vab
I I, Iy
= + (12.9)
IZJ IzaJ I,b
se dice que Na y Nb. estin conectados en paralelo.
I Iia I2a I
— 1a_ et < 23 -
+ + + +
Via Na Vza
vl Vz
Lip Iop
1b + + 2b
Vib Nb Vab
Figura 12.3 Conexidn en paralelo de dos

binuertos

Conexidn en para
lelo de dos bi-
puertos
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Especificando a 1los bipuertos Na y Nb por sus parimetros
de admitancia tenemos para Na:

Ia Yila Y12a Via
= . (12.10)
Ia Y21a Y22a Vaa
y para Nb:
Iip Y11b Y12b Vip
= . (12.11)
Iop Y21b Y22b V2b

En consecﬁencia, sustituyendo las ecuaciones (12.10) vy
(12.11) en la ecuacifn (12.9), obtenemos:

I Yiza  Yiza | Via Yuub  Yizb Vib

I Y2i1a  Y2z2a| Voa Y21 Y22b Vab

(12.12)

Relacionando los voltajes de la ecuacidn (12.12) con los
voltajes de la ecuacidén (12.8), se obtiene:

I Yiia  Yi2a Yiib  Yi2b Vi

]
+

"1, Y21a  Y22a Y21b  Y22b V2

(12.13)
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De la ecuacién (12.13) establecemos la relacién:

Yu Y12

Y21 Y22

Yiia Yi2a

Y21a Y22a

Y11b

Y21b

Y12b

Y22b

Matriz de para-
metros de cone-
xion en parale-
lo de dos bipuer
tos -

(12.14)

La expresién (12.14) establece que dos bipuertos conecta-

dos en paralelo pueden reemplazarse por un bipuerto cuya
matriz de parimetros de admitancia estd dada por la suma

de las matrices de parimetros de admitancia de los dos bi
puertos.

Ejemplo 12.2

Considerando los bipuertos Na y Nb conectados en paralelo

como se muestra en la figura 12.4, determine:

a)

b)

La matriz de parimetros de admitancia de los bipuer-
tos Na y Nb,
la matriz de pardmetros de admitancia del bipuerto
equivalente.
I,
—_— la 2a
" avAVAYA
+ 40
108 28
Na
Vi
1b 2b
i AVAVA
' 3
- 50 10 '
]
Np

Figura 12.4
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Solucidn:

a) Los pardmetros de admitancia de los bipuertos Na y Nb
se obtienen de la siguiente manera:

Ia
Yia = ¥, =5
Vza‘O
Iza _ :
Y21a = ¥, = -4
Vaa =0
I
Yi2a = V%% =-40
V13=0
I,
Y22a = V;i =6t
Vla=0

en consecuencia tenemos la matriz:
Yi1a Yi2a 5 -4
Y21a Y22a -4 6
Para el bipuerto Nb se obtiene la matriz:

Y11p Y12b 8 -3

»
Y21b Y22b -3 4

b) La matriz de pardmetros de admitancia del bipuerto
equivalente esti dada por:




418

12.3 CONEXION EN CASCADA

10

Consideremos la interconexién de los bipuertos Na y Nb
Ahora estos bi-
puertos estin conectados en cascada y sus voltajes y co-
rrientes satisfacen las siguientes relaciones:

tal como se muestra en la figura 12.5.

(12.15)

(12.16)

(12.17)

-
Vi Via
Il Ila
Vaa Vle
- Iz, Ib
y -
Va2b V,
R I2b '12
1 I I, I
> la —la —'ziza lb."]'h
+ + + +
Vi Via Na V2a Vib
° ° - -
Figura 12.5

*bipuertos

Np

Conexién en cas-
v, cada de dos bi-
_ puertos

—eo—-—o

Conexibén en cascada de dos




Ahora expresaremos a los bipuertos Na y Nb en términos de
los pardmetros de transmisién. Por lo tanto, tenemos:

V]a Aa Ba Vaa
= (12.18)
Iia - | Ca Da -Iza
Y
Vib Ap Bp Vab
= _ (12.19)
Inp Cb Dp J - Iz

En consecuencia, sustituyendo la ecuacién (12.18) en la
ecuacién (12.15), obtenemos:

Vi Aa Ba Vaa
= (12.20)
I, Ca Da -Isa

Relacionando la ecuacién (12.16) con la ecuacién (12.20),
se tiene: ’

= (12.21)
I, ' Ca Da Inp

Sustituyendo la ecuacibn (12.19) en la ecuacibn (12.21),
se obtiene:

'S A Vap )
= (12.22)
I, c Dy Cp Dp -I5b

[
-]
0
>
o
o
o

0
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De la ecuacifén (12.22) se establece la relacién:

S = (12.23)

la cual implica que cuando dos bipuertos se conectan en
cascada pueden ser sustituidos por un bipuerto cuya matriz
de paridmetros de transmisién sea igual al producto de las
matrices de parimetros de transmisién de los dos bipuer-
tos. Es importante resaltar el hecho de que el producto
de las matrices debe efectuarse en el orden en que se co-
nectan los bipuertos.

Ejemplo 12.3

Para los bipuertos Na y Nb conectados en cascada como se
muestra en la figura 12.6, determine:

a) Los pardmetros de transmisién de los bipuertos Na y
’
b) 1la matriz de pardmetros de transmisién del bipuerto

equivalente.

I| Iz

.—_'_ Py -

+ 3Q 10 3Q 10 *

Vi 20 20 v
Na Ny

Figura 12.6

Matriz de pard
metros de cone
xién en casca-
da de dos bi-
puertos
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Solucidn

a) Los pardmetros del bipuerto Na se obtienen a continua
cién:

- Via -5
Aa * V5, 2
IZa=0
_ I _ 1
Ca = 7, z
123=0
Via = -1
P2 " Toa 2 *
V23=0
. La = "3
Da—I—Z—a 2 .
V23=0

como el bipuerto Na es igual al bipuerto Nb tenemos

que:
S -1
Aa Ba Ab Bb T —2'
; 1 -3
Ca Da Cb Dy - -

b) La matriz de pardmetros de transmisién para el bipuer
to equivalente estd dada por:

T s -1 5 -1
E 7z z 7
1 =3 1 -3
B N e 7 | Lz 2
B 7 fla -22 7
A B T £
2 -2 J
C D -
L 4 L7 3
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I.

a)

b)

c)

d)

e)

II.

A continuacién aparece una serie de afirmaciones, mar

que con una cruz en los paréntesis colocados a la de

recha si tales afirmaciones son ciertas o falsas.

cierto
Los pardmetros de admitancia son
los adecuados para representar
dos bipuertos conectados en serie ()

Dos bipuertos conectados en serie

pueden representarse por -un bi-

puerto equivalente utilizando pa-

rédmetros de impedancia. ()

Los pardmetros de transmisién se
utilizan para representar dos bi-
puertos conectados en cascada. ()

Cuando se tienen dos bipuertos co-
nectados en paralelo existe el mis
mo voltaje en ambos puertos de en-
trada de los dos bipuertos. ()

Cuando se tienen dos bipuertos co-
nectados en serie circula la misma
corriente en los puertos de salida
de esos dos bipuertos. ()

Resuelva los siguientes problemas y anote la o
soluciones en el espacio indicado.

falso

)

()

)

()

()

las

Considerando los dos bipuertos interconectados Na y

Nb que se muestran en la figura 12.7, determine

la

matriz de pardmetros.para el bipuerto equivalente de

Na y Nb.




423

R

_-jzQ

&

Figura 12.7

Matriz de parfimetros para el bipuerto equivalente

2. Dados los bipuertos Na y Nb conectados tal como se
muestra en la figura 12.8, obtenga la matriz de pa-
rdmetros del bipuerto equivalente.

1@

_l_-jSQ i1 Q

__I_W

Np

Figura 12.8
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Matriz de parametros del bipuerto equivalente:

3. Para los bipuertos Na y Nb conectados como se muestra
en la figura 12.9, determine la matriz de paridmetros
para el bipuerto equivalente.

3Q 2Q 18 2Q

Na Ny

Figura 12.9

Matriz de pardmetros del bipuerto equivalente:

4. Si se tienen dos bipuertos Na y Nb caracterizados por
las siguientes matrices:

Z11a Z12a 5 1

Z21a Z22a 1 8
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Z11b Z12b 6 2

Z21b Z32b 2 4

determine:

a) Los parimetros de admitancia de los bipuertos Na
y Nb,"

b) 1la matriz de pardmetros de admitancia del bipuer-
‘to equivalente cuando Na y Nb se conectan en pa-

ralelo.

a) yyya=_ B Ymp * 0B
Yi2za = U Yib = O
Ya1a = Yarib =

Y22 = U Y22b = 00

b)

5. Considerando las matrices de parimetros de impedancia
de los bipuertos Na y Nb del problema anterior, obten
ga:

a) Los. parimetros de transmisién de los bipuertos Na
y Nb, *
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b)

a)

b)

la matriz de pardmetros de transmisidén del bipuer
to equivalente cuando Na y Nb se conectan en cas-
cada.

Aa= Ab=_-——
Ba = Q Bb=__ = a
Ca = i} Cb=—U
Dy = ‘ Dp =

A B




v

BIBLIOGRAFIA

BIBLIOGRAFIA BASICA .

1. BALABANIAN, N; SESHU, S.
Linear Network Analysis.
John Wiley, Nueva York, 1964.

2. BALABANIAN, N; BICKART, THEODORE
Electrical Network Theory.
John Wiley, Nueva York, 1969.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

3. DESOER, CHARLES; KUH, ERNEST S.
Basic Circuit Theory.
McGraw - Hill, Nueva York, 1969.

4. HAYT, WILLIAM H.; KEMMERLY, JACK E,.
Andlisis de Circuitos en Ingenieria.
McGraw - Hill, México, 1980.

5. HUBERT, CHARLES I. R
Electric Circuits AC/DC, An Integrated Approach.
McGraw - Hill, Nueva York, 1982







UNIDAD IV CIRCUITOS RESONANTES Y CIRCUITOS
EQUIVALENTES DEL TRANSFORMADOR

OBJETIVOD GENERAL

Al finalizar el estudio de la Unidad, el alumno:

Analizard los circuitos RLC resonantes en serie y en pa-
ralelo, y los circuitos equivalentes del transformador.

INTRODUCCION

Mediante el andlisis senoidal es posible obtener la res-
puesta de un circuito en funci6én de la frecuencia angular
w; esto resulta de utilidad debido a que los circuitos se
comportan en forma diferente bajo distintos rangos de fre
cuencia.

Uno de los fendmenos que se presentan en los circuitos al
variar la frecuencia, es la resonancia. ’

La resonancia puede describirse, en términos generales,
como la condicifn que existe cuando la respuesta del cir-
cuito en funcién de la frecuencia, tiene mixima amplitud.

Esa caracteristica puede aprovecharse para el disefio de
circuitos que permitan o rechacen el paso de sefiales den
tro de detérminado :rango de frecuencias.

’

429
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MobuLo 13, cIRcuITOS RESONANTES

CUADRO SINOPTICO

Frecuencia de
resonancia

Circuitos Factor de
resonantes calidad

Ancho de Frecuencias
banda de corte

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Determinard la frecuencia de resonancia, el factor
de calidad, el ancho de banda y las frecuencias de
corte de un circuito resonante.

2. Expresard, a través de un diagrama de polos y ceros.
el comportamiento de un circuito resonante.

3. Aproximard un circuito real ‘con pérdidas en el induc
tor, mediante un circuito ideal RLC en naralelo.
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13.1 CIRCUITO RLC RESONANTE EN PARALELO

Para un circuito eléctrico, en estado permanente senoi-
dal, que contenga por lo menos un capacitor y un induc-

tor, £a resonancia se define como La condicifn que exis- Resonancia
te cuando La impedancia de entrada del cincuilo es nesdis
tiva.

De acuerdo con la definicién de resonancia, el circuito
RLC en paralelo representado en la figura 13.1, esti en
resonancia cuando la frecuencia de 1la fuente de excita-
cién toma un valor tal que hace que la impedancia de en-
trada sea {inicamente la resistencia del circuito.~

il
1
-

163 CD R L2 c

.

Figura 13.1 Circuito RLC en paralelo

La impedancia de entrada del circuito de la figura 13.t,
estd dada por:

Z(w) =

1
1

1 (13.1)
LUMEAC

Por definicién, la resonancia se obtiene cuando la parte
imaginaria de la impedancia es cero; por consiguiente, de
la écuacién .(13.1), tenemos:

wC =0 (13.2)

S
wlL
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en otras palabras, la impedancia del circuito equivale a
la resistencia; asi la ecuacién (13.1) se reduce a:

Z(w) = R (13.3)

Despejando la frecuencia angular en la ecuaci6n (13.2),
obtenemos:

wp = — (13.4)

La expresién (13.4) se utiliza para determinar.la frecuen
cia de la fuente de excitacién a la cual ocurre la reso-
nancia para una combinaci6n especifica de inductancia vy
capacitancia. A wg se le llama frecuencia resonante.

Consideremos ahora los voltajes y corrientes del circui-

to de la figura 13.1, de acuerdo a la ley de corrientes
de Kirchhoff tenemos:

Ig = Ip+ Iy + I¢ (13.5)

Por otra parte las corrientes del resistor, inductor y ca
pacitor son respectivamente:

]R = =V
21
L5V
lC = ijV

sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (13.5), ob
tenemos:

Ig = L V#iGc -V

Jero en resonancia:

wC =0

.
wl

Frecuencia de
resonancia




por consiguiente:

I, + Ic =0
y se obtiene que:

P

'lf = Ig

Asi, la corriente en la resistencia es igual a la de la
fuente. E1 diagrama fasorial de los voltajes y corrien-
tes se muestra en la figura 13.2.

Ic

If = IR \'

I

Figura 13.2 Diagrama fasorial del circuito RLC
resonante en paralelo

Ejemplo 13.1

Dado el circuito RLC en paralelo de la figura 13.3, de-
termine:

433
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a) 1la frecuencia de resonancia wg ,

b) 1los voltajes y corrientes cuando R es de 1 @,

c) 1los voltajes y corrientes cuando R vale 10 Q.

10[0° A CD

Ré' 10 mH - 1F

i,

Figura 13.3

Solucibn

a) La frecuencia resonante estid dada por:

wo

wo

b) El voltaje del circuito en resonancia es:

<
"

1
v LC

_1
71077 (1)

10 rad/s

IfR
100° (1)
100° V




las corrientes del inductor y capacitor son respecti-
vamente:

v
I juwL

70 (10°7)

I = 100[-90° A

Ic = juCV
=j(10)(1)(10l0_°)
Ic = 100(90° A

c) Cuando la resistencia es de 10 2, el voltaje del cir
cuito resonante es:

V =1I¢R
= 1002 (10)
V=10000°V
las corrientes del inductor, capacitor y resistor
son:
‘ _ v
I = juwl

100]0°
i) (107?)
I, = 1000[-90° A
IC = juCV

= j(10)(1) (10002
Ic = 1000[90° A

Ip = Ig = 10[0° A
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Es -importante observar el efecto en el circuito resonan-
te al aumentar la resistencia. Se puede considerar que
una enorme corriente de 1000 A fluye a través de la ma-
11a formada por el inductor y el capacitor; y una corrien
te de 10 A pasa por el resistor. Debido a estas grandes
corrientes se requiere precaucién cuando se miden volta-
jes y corrientes en un circuito resonante.

13.2 DIAGRAMA DE POLOS Y CEROS

La impedancia del circuito RLC en paralelo de la ecuacién
(13.1), se puede expresar en funcién de la variable com-
pleja "s" de la siguiente manera: .

o) -

-+ — + sC
R sL

para expresar esta impedancia como un cociente de dos po
linomios se multiplica por %% , tanto el numerador como
el denominador, y se obtiene:

i(s) = . i (13.6)

il il
RC LC

mediante la ecuacidén cuadritica general las raices del
denominador pueden expresarse como:

2
s1,20 = - e ¢ Vizke) - 1% (13.7)

Las raices s, y s, pueden ser reales o complejas conjuga
das. Para el caso en que (7%3 )32 > f%, s} Y s, estén

en el eje real negativo como se muesira en la figura
13.4.




~N7 L o
N
S2

. S

«X

Figura 13.4 Polos reales s, y S,

Las raices s, y s, del denominador de la ecuacién 13.6 se
llaman polos, y la raiz del numerador es gonocida como ce
n0. En.una plano complejo, los polos se representan con
una cruz,”y los ceros con un cfirculo; observe la figura
13.4.

Polos y ceros

2 .
Cuando (7%6) < f% » el radicando de la expresién (13.7)
es negativo, y por lo tanto las rafices s, y s, son comple-
jas conjugadas. Ahora, si al término f%f lo definimos co
mo coeficiente de amortiguamiento, y lo denotamos como:

1 Coeficiente de
¢ TZRC amortiguamiento

la expresidén (13.7) puede escribirse de la siguiente ma-
nera:

Pero dado que el radicando (a2 - f%) es negativo, pode-
mos intercambiar el orden de sus términos multiplicando

por -1, es decir:

1,07 @ V(- 1) (g - a2)
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De esta forma, al ser las raices s y S2 complejas conju
gadas, se introduce la unidad imaginaria j, por lo que Ta
expresién anterior queda como:

. |
51’2"0?.)\1‘-7:'-02

Ahora bien, dado que m%- = fﬁ' obtenemos la siguiente
expresion:

_ g
s1,2 = -~ a % j/ug - a?

y si definimos las frecuencias naturales como:

wgy = Jwi - a? Frecuencias na-
turales
Yy
R a2
de_ /u)o a
tenemos que:
51,2 = - a % de

El diagrama de polos y ceros se nuestra en 1a figura 13.5.
La distancia de un poio al origen del plano s estd dada
por:

‘m% = g2'+ u‘\czl

cuando o aumenta, los polos se mueven a la izquierda a
lo largo de la trayectoria wo hasta que se situan en el
eje real para a = wp .

Asf, dada la configuraci6én de polos y ceros la frecuencia
resonante se puede obtener grdficamente como sigue: se
traza un arco que pase por uno de los polos tomandc .como
centro el origen; la interseccién de este arco con la par
te positiva del eje jw sitfia el punto s = jwg . Puede ob
servarse que wy €S Un pOCO MAayoTr que wg .




~.
S, = s}

Figura 13.5 Polos complejos conjugados

13.3 FACTOR DE CALIDAD, ANCHO DE BANDA Y FRECUENCIA
DE CORTE

En el apartado 13.1, se dijo que la impedéncia de entrada
del circuito RLC en paralelo era:

T(w) = ohe = 1
Y T - B

Yy que la magnitud de esta impedancia se puede obtener de-
terminando la magnitud del denominador; esto es:

[z(w)| = Yl = 7 ! T 1
I (N)T \/TZ+ (NC - ,‘\_L-)g

La grifica de esta expresidén se muestra en la figura 13.6:

439
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|2(w)]
R e ¢ o ¢ e ¢ e o
R i
— et —.+ - -
2 P
[ |
[ |
P
1 i 1 -
0 w; W W2

Figura 13.6 Grifica de |Z(w)| contra

El rango de frecuencia dentro del cual la magnitud de ia
. 1 . R
impedancia es ——== veces el valor midximo de resonancia se

1lama ancho de banda. De acuerdo a la figura 13.6 el an- Ancho de ban-
cho de banda es: da

B = wp;-wy (13.8)
Las frecuencias w; y w, de los extremos del ancho de ban-
da se llaman §recuencias de corte; también se denominan Frecuencia de
frecuencias de media potencia porque se consume la mitad corte

de potencia con respecto a la potencia consumida a la fre
cuencia de resonancia.

Ahora bien, volviendo a la expresidn de la impedancia:

2(0) = ——1 :
= * 3 - 7))

. . w T . .
e introduciendo los factores ;9 Y g en el término ima-
0

ginario se obtiene:

1
Z(w) = 1/ 0 ®y R
R*J i(ro woRC - 2~ roL)

Ahora bien, el factor de calidad se define como:

Factor de cali-
dad en clrcuito

(13.9) resonante en pa
raleio

Q‘woRC




y de la ecuacibdn (13.2) se obtiene la siguiente expre-
sibn:
1
©0C = 5oL
lo que permite expresar el factor de calidad como:

Q= % (13.10)

Asf la magnitud de 1la impedancia del circuito en paralelo
sé expresa como:

R

\/1 N E)(ﬁ-ujo)]ﬂ

lz(w) | =

(13.11)

En esta expresidn notamos nuevamente que la magnitud de
la impredancia en resonancia es R, y observamos que una

impedancia de magnitud R s6lo puede presentarse cuando

se escoge una frecuencia de tal forma que parte imaging
ria de la exptresibn (13.11) tenga como magnitud la uni-
dad. Asf:

QUL - 22)ayy

entonces tomando w; para el valor negativo de 1 Y wy pa-
ra el valor positivo de 1 tenemos:

81 8y _
Qlgr - gh) = -1

y
Wz wo
Q ( 50 " wg ) =1

Resolviendo para w) Y wz, obtenemos las frecuencias de
corte:
) ‘/ 1,2 1
W] = wp 1+ (TQ-) - 'Z—Q (13.12)
Vv 1,2 1
wy = wp 1+ (E) * 19 (13.13)
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La diferencia entre las expresiones (13.13) y (13.12)
proporciona el ancho de banda en términos de la frecuen-
cia resonante y el factor de calidad:

w
B = w, - w1=3° (13.14)

En esta expresién se observa que cuando el factor de ca-
lidad aumenta, el ancho de banca disminuye, y los circui
tos que tienen un ancho de banca pequefio tienen una ma-
yor selectividad de frecuencias. Asi pues, el factor de
calidad determina la forma de la curva de impedancia del
circuito; para valores grandes de Q se tiene una.curva
relativamente angosta, y para valores pequefios de Q 1la
curva de impedancia tiene una forma aplanada.

Ejemplo 13.2

Dado un circuito RLC en paralelo cuyos.pardmetros son:

R =500
L= 10mH
C=100uF

obtenga:

a) 1la frecuencia de resonancia,
b) el factor de calidad,

c) las frecuencias de corte,

d) el ancho de banda,

e) 1la curva de impedancia.

Solucidn

a) La frecuencia de resonancia es:

- 1
wo —

/LC

1
=
/10°2 107"

wg = 1000 rad/s




b) E1l factor de calidad es:

c) Las frecuencias de corte se obtienen de la siguiente ma

e [vie@)” '2Q:|

/! . 2'
= 1000 [\1 s (o) -

nera:

@y

w)

w2

w2

d) E1 ancho

e) La curva

Q= moRC
= 1000(50)10°
0=35

4

1

= 904 rad/s

= w0 [VT e ()T

e—
= 1000 [\n + ()’

= 1194 rad/s

%]

+

de banda estd dado por:

B=w2-m1

1104 - 904
B = 200 rad/s

de impedancia se muestra en la figura 13.7.

2 x

2 x

5]

75 ]

PO

50 fmrem e

sof /L F

V2 \ ?- i
] 4 .
i
I
b
i -

0 90g1000 1104

Figura 13.7
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13.4 CIRCUITO RLC RESONANTE EN SERIE

Debido a la similitud que existe en el andlisis del cir-
cuito RLC resonante en paralelo y el circuito RLC reso-
nante en serie, solamente, resumiremos las conclusiones
mis importantes de este Gltimo. Asi pues, consideremos
el circuito en serie que se muestra en la figura 13.8.

R L

Ve c

Figura 13.8 Circuito RLC en serie

La admitancia de entrada estd dada por:

1
R+ jul - —og)

Y(w) =

igualando a cero la parte imaginaria se obtiene la fre-
cuencia de resonancia:

1
A

wo =

que es la misma frecuencia resonante del circuito en pa-
ralelo.

En consecuencia, cuando el circuito en serie esti en re-
sonancia la admitancia es:

Y(uo) = &




El factor de calidad del circuito RLC en serie se obtie-
ne de manera similar a la usada en el circuito paralelo,
resultando:

Sl 1
Qs = R = 5RC

La magnitud de la admitancia del circuito en serie es:

IY(W)I = 7 ) 1 21
VRZ + (oL - —%)

Esta magnitud, a la frecuencia resonante wy, vale i% .
Observe la figura 13.9

1YW |

o=

Y2 R,

!
i
i

W1 Wo W2 W
Figura 13.9 Griafica de |Y(w)| contra

Las frecuencias de corte estdn dadas por:

2

= e =1 - 1
w1,2 = w0 | VI*{ 302) &+ 75
y el ancho ae panda es:

Bs = wy - wp

Bs = —

En la tabla 13.1 se reunen los resultados importantes
del circuito en paralelo y del circuito en serie.

Factor de cali-
dad en circuito
resonante en se
rie '
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CIRCUITO EN SERIE

RLC en paralelo y en

serie

CIRCUITO EN PARALELO
Impedancia en Admitancia en
téminds de 2(w) = 1 Y(u) = 1 téminos de
los paréme- @ T 56 -5 e R+ (ol - 1) los parédme-
tros R 'J ~wh J _oC tros
Frecuencia de - 1 oy = — Frecuencia
resonancia Yo © ic LT de resonan-
cia
Funcién de ] S 1 1 Funcién de
transferencia|Z(S) =< m Y(S) =T m transferencia
s, .-t L 2.1 g ,.R, R P
Polos ’ RC 2RC LC ’ 2L 2L LC Polos
S; ,=-at jud Sy 2=-atjud
Coeficiente 1 R Coeficiente
de amorti- a= 5o = o de amorti-
guami ento guamiento
Frecuencias I I _ 7 . 2 Frecuencias
naturales “d W - @ ud O naturales
. - wol
Factor de Q= ”°§C Qs R, Factor de
Calidad Q= s Qs = SoRC Calidad
Frecuencias dg w; = wp 1+ 716 : 3 21_Q wy, 2= wp 1+ Q_ls 2; 7&:“ Frecuencias
corte |l de corte
0 wo

Ancho de B= w-w = & Bg=wpy - wy = % Ancho de
banda S banda
Impedancia en - 1 1 Admitancia en
érminos de |Z(w)= ; = Y(w)= téminos de
a frecuencia 1 sof 2o Lo :I {1 i0e (L . WO :l la frecuencia

resonancia R [1+ 3 wo w ) R - v JQS(mo w ) de resonancia
Tabla 13.1 Expresiones importantes de los circuitos resonantes
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Ejemplo 13.3

_ Para el circuito RLC en serie que se representa en la fi
‘gura 13.10, determine:
a) 1la frecuencia de resonancia,
b) el factor de calidad,
" ¢) 1las frecuencias de corte,
d) el ancho de banda.

15.Q 20 rH
e VAVAY, Y
I

100 wF

20[0° V

____l }___

Figura 13.10

Solucidn

a) La frecuencia resonante es:

wy ¥ —m—

/(2x 1072)(107"%)
wg = 707 rad/s
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b) E1 factor de calidad estd dado por:
‘ ﬂoL
A
_ 707 (2 x 1072
15
Qs = 0.95

c) Las frecuencias de corte son:

e o[V ]
1

e
] ' Y
= 707[“ (re37ms) - 2x0.95]
wy = 431 rad/s

wy = wol:\/i + (?é_5>2 + 2(12—51

7 1 2]
= 707| V1 + 1), 1
7x0.95 7x0.95
wp, = 1166 rad/s

d) El ancho de banda se obtiene de la siguiente manera:

Bs = wy - W)
= 1166 - 431
Bs = 735 rad/s




13.5 CIRCUITO RESONANTE CON PERDIDAS EN EL INDUCTOR

Consideremos el circuito de 1la figura 13.11, que repre-
senta la combinaci6n en paralelo de un inductor y un ca-
pacitor. El inductor estd representado por la inductan-

cia L y la resistencia Ry que représenta las pérdidas
del mismo.

: ¥ —
£ CD ) —r

Figura 13.11 Circuito con pérdidas en el
inductor -

La admitancia del circuito esti dada por:

Y(m) = 'R*,l—— + ij

1+ Jwl

Multiplicando el numerador y el denominador del primer
término por el conjugado del denominador, se obtiene:

R] "jML

Y(w) = —-z__j_z__Rl P + juC

factorizando:

Y(u) = B j (o€ - ol
R 72 RT+ w77
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Para que el circuite esté en resonancia, la parte imagi-
naria de la admitancia debe valer cero; esto es:

C- L= 0
w Rl"'wLZ-

Resolviendo para w obtenemos la frecuencia de resonancia
wy del circuito:

f-—————"ﬁ-“jp Frecuencia de
o, = AVELEN (_1> resonancia para
T LC L un circuito con
1 pérdidas
Observe que la frecuencia de resonancia no es ues
/ic ' ?

R
aparece el término (7})2.

La figura 13.2 muestra una griafica aproximada de la impe
dancia, donde se observa que en el circuito con pérdidas
en el inductor la amplitud mixima de |Z(w)| no ocurre a
1a frecuencia de resonancia como en el circuito RLC en
paralelo. :

[2(w) | )

i

|

!

[

|

1 -—
Wy

Figura® 13.12 Bosquejo de |Z(w)| para el
circuito con pérdidas

De hecho no existe.una expresién conveniente para el va-
lor maximo de |Z(w)| ni para el ancho de banda. Para
analizar este circuito con pérdidas se encuentra su equi
valente aproximado® con el circuito ideal RLC en parale
lo (vea la figura 13.13). Este circuito equivalente es
vélido solamente para valores del factor de calidad del

inductor Q; maydres que 10, donde Qp, estd dado por:
(]

9
Clarke K.K. y Hess D.T. cfap. 2. Aqui se desarrolla con detalle
este circuito equivalente.
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wol Facfor de cali-
QL = TR, (13.15) dad del induc-
tor

La resistencia'Re del circuito equivalente esti dada por:

) Resistencia del
Re = Qf Ry (13.16) circuito ideal
equivalente

— Re L C

rfigura 13.13 Circuitos resonantes equivalentes
para valores altos del factor de
calidad. -

Para transformar el circuito real con pérdidas en el in-
ductor, en el circuito ideal RLC en paralelo, es necesa-
rio que Qp sea mayor que 10.

Cuando esto sucede, QL. es igual al factor de calidad del
circuito ideal RLC en paralelo, es decir:

Factor de cali-
dad del circui-

QL = Q to resonante
real
o bien:
wol i Re
RI ~ wolL

si existe otra resistencia en el circuito, como se mues-
tra en la figura 13.14, Re debe combinarse para determi-

. nar el factor de calidad gel circuito equivalente RLC en
paralelo; entonces Qp # Q. En este caso:
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Q = WOR'e C

wol

donde:

Rle = Rel|R2

1

Figura 13.14 Circuitos equivalentes para un deter-
minado rango de frecuencias cuando se
tienen factores de calidad altos.

Por otra parte, cuando Qp es mayor que 10, la grdfica de
|Z(w)| puede considerarse simétrica con respecto a wj,
por lo que para el cédlculo deé las frecuencias de corte,
en vez de usar las ecuaciones (13.12) y (13.13), pueden
usarse las que se obtendrén a continuacién: )

Por la simetria de la curva arriba mencionada puede afir-
marse que:
- B
wy,2 wo + 3
sustituyendo en esta expresidn la ecuacién (13.14), se
obtiene:

- wo
w1,2 T Wo + 7Q

o bien:
wy * wo -~ WQ (13.17)
w
wy = wg * 7% (13.18)




Ejemplo 13.4

Un circuito que consiste en un capacitor de 1y F y un in
ductor cuya inductancia y resistencia son de 10mH vy 4q,
respectivamente, se conecta a una fuente ideal como se

muestra en la figura 13.15. Para este circuito determi-

ne:

a)
b)
c)
d)

a)

el cireuito equivalente RLC en paralelo,

el factor de calidad del circuito equivalente,

el ancho de banda del circuito equivalente, 3
las frecuencias de corte del circuito equivalente.

4Q

= D —

10 mH

Figura 13.15

Solucidn

La frecuencia de resonancia aproximada del circuito
es:

“’0‘_—"—:

/LC
- 1
/10-2 10-°

wg = 10% rad/s

453
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el "2:or de calidad es:
NS R
_ 16" 10°®
3
QL = 25

por consiguiente la resistencia equivalente es:

Re = Ry Qf
= 4(25)2
Re = 2500 @

El circuito equivalente RLC se muestra en la figura
13.16.

| -
17

1 WF

I CD 2500 @ 10 mH

Figura 13.16

b) El1 factor de calidad del circuito equivalente €s:

Q= woReC
= 10000(2500)(1076)
Q = 25

observe que:

Q = Qp
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c) El ancho de banda es:

Wo
B = =
Q

y

-

0
25
B = 400 rad/s

d) Las frecuencias de corte se obtienen usando las ex-
presiones (13.17) y (13.18): .

g
wy T wo - 2Q
104
= 10
A T#13)

w; = 9800 rad/s

wo
wp = wg + 9
Lo 104
10 + 7175y

wp = 10200 rad/s
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. A continuacién ‘aparece una serie de afirmaciones, mar
que con una cruz en los paréntesis colocados a la de
recha si tales afirmaciones son ciertas o falsas.

a) En un circuito RLC resonante Cierto Falso
en paralelo, el voltaje estd
en fase con la corriente de
excitaci6n. () ()

b) En un circuito RLC resonante
en paralelo, las corrientes
del capacitor e inductor son
iguales en magnitud y fase. () ()

c) El valor de la frecuencia de
resonancia depende exclusiva
mente de la inductancia y' de
la capacitancia. () ()

d) E1l ancho de banda es un ran-
go de frecuencias que tiene
como valores extremds a las
frecuencias de corte. () ()

e) El1l factor de calidad es di-
rectamente proporcional al
ancho de banda. () ()

f) Un circuito ideal RLC en para
lelo puede aproximarse a un
circuito real con pérdidas en
‘el inductor, cuando el factor
de calidad Qp es menor que 10. () ()




II. Resuelva los siguientes problemas y anote la o las
soluciones en el espacio indicado.

1. Considerando el circuito de la figura 13.17, obtenga:
a) Lla frecuencia de 'resonancia,
b) 1la corriente a la frecuencia ‘de reésonancia,
c) el factor de calidad,

d) el ancho de banda.

15 Q 10 mH 39 tnl'-‘
—~\/\N— V'Y 1
120]_0_"_vé> 08
N — I

- N
15 mH 30 uF

Figura 13.17

a) wg = ‘ rad/s

b) I= mA

) Qs = i
d) Bs= ______ .rad/s

2. Dado un circuito en paralelo descrito por .los elemen
tos:

R =100 9
L=5mH
C=250 uF




determine:

a) 1la frecuencia de resonancia;
b) el factor de calidad,

c) el ancho de banda,

d) 1las frecuencias de corte.

a) wo = ____ rad/s

b) Q=

c) B = rad/s

d) wy= ... rad/s
wy= rad/s

Obtenga las frecuencias de corte de un circuito RLC
en serie que tiene una frecuencia de resonancia de
400 rad/s, un ancho de banda de 100 rad/s, y un fac
tor de calidad de 25.

wy; = rad/s

wy = rad/s

Considerando el circuito que se muestra en la figura
13.18, determine:

a) la frecuencia de resonancia,

b) el ancho de banda,

c) 1las frecuencias de corte.

200 @

.

—_ S5 uF

sieea

11

2

Figura 13.18




rad/s

rad/s

a) wo =

b) B =

c) w; = rad/s

wy = rad/s

Si el circuito que se muestra en la figura 13.19 tie
ne un ancho de banda de 5 x 105 rad/s, y la magnitud
de su impedancia es de 1000 @ a la frecuencia reso-
nante de 107 rad/s, determine:

a) el valor de Ry,
b) el valor de L,
c) el valor de C.

z

Z(w) —>

=

Figura 13.19

a) Rl = . Q
b) L = wH
C) C = P F

Un inductor real se representa por una inductancia
de 10 m H en serie con una resistencia de 1 Q, mien-
tras que un capacitor se aproxima por una capacitan-
cia de 3 u F en paralelo con una resistencia de 4 2.
Si los dos elementos reales se conectan en paralelo,
determine:

a) el factor de calidad del circuito,
b) el ancho de banda,
c) las frecuencias de corte.
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a) Q-=

b) B = rad/s
c) wy = ___ rad/s

wy = rad/s




MODULO 14. MODELO LINEAL DEL TRANSFORMADOR

CUADRO _ SINOPTICO

- . Modelo Circuito
lineal equivalente

Funcién Funcién

de de
Transferen Transferen-
cia cia

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar el estudio de este mbédulo, el alumno:

1. Obtendrd un circuito equivalente del modelo lineal
del transformador.

2. Determinarid la funcién de transferencia del modelo
lineal del transformador.

3. Determinari la funci6n de transferencia del circui-
to equivalente del modelo lineal del transformador.

461
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14.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL MODELO LINEAL
DE UN TRANSFORMADOR

El circuito mostrado en la figura 14.1 representa a un
transformador sin pé&rdidas en los devanados primario y
secundario, cuyas inductancias son L; y L, respectiva-
mente.

M
i i
1 ,/’—‘\\. 2
+ [ ] [ ] +
V1 L, L, v,

Figura 14.1 Transformador de dos devanados

Este transformador puede describirse en términos de las
ecuaciones:

di, di,
vy = Ly T M-dT- (14.1)
Vo = M Eil + L di, (14.2)
2 dt 2 7dt

donde la inductancia mutua M estd relacionada con el coe
ficiente de acoplamiento k!0 por la expresién:

M=k T T, (14.3)

Si la corriente i, sale, en vez de entrar, por la termi-
nal punteada, los voltajes producidos por la inductancia
mutua son negativos y las ecuaciones (14.1) y (14.2) to-
man la forma:

di, di,
vy, = Ll d_t - M —dT (14.4)
di, di,
Ve - Mge L g (14.5)

10 yuskRT, Ch. I. Electric Circuits AC/DC, McGraw Hill, 1982. El

coeficiente de acoplamiento k depende de las caracteristicas
fisicas del transformador.




Conectando una fuente de excitacién al primario y una re
sistencia de carga al secundario se obtiene el circuito
de la figura 14.2

M
Re ‘/4"‘\\‘
° ° +
@ Y, L, AN v

Ry,

Figura 14.2 Transformador con fuente de ex-
citacién y resistencia de carga

Vi 11
Ahora obtendremos la funcién de transferencia VL de

este circuito. Para ello consideramos las corrientes @e
malla I, e I,. Asfi, para la malla del primario se obtie
ne la ecuacién:

. di, di,
Rfll"'Lth—--MiT'Vf

y para la malla del secundario se obtiene:

di, . di, .
-Mq-t-—"‘Rle"‘Lz'at—'o

Aplicando la transformada de Laplace en estas dos Gltimas
ecuaciones y agrupando términos, quedan de la siguiente
manera:

(Rg + Lys)I; - MsI, = Vg (14.6)

Ms I, + (RL + Lps)I, =0 (14.7)

11 La funcidn de transferencia se define como el cociente de las
transformadas de Laplace de la salida entre la entrada.
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Resolviendo las ecuaciones (14.6) y (14.7) para I,, tene-

mos:
Rg + Lys V¢
I, = - Ms 0
2" Rf + L;s - Ms
- Ms Ry + Lss

calculando los determinantes y factorizando se obtiene:

Ms Vf

I = U T, ~W?)sZ + (RgL, *-R(L,)s * Rg KL (14.8)

Por otra parte el voltaje en la resistencia de carga estd
dado por:

VL = Ry I (14.9)
sustituyendo la ecuacién (14.8) en la ecuacibn (14.9), se
obtiene:

Ry Ms Vg
Vi = TL7L; - M2)sZ + (RgL, * RLL;)s * Rf R

Pasando V¢ al primer miembro y dividiendo entre L,L, - M2
se obtiene la funci6n de transferencia:

R M Funcién de
v I—L___-—Mz-s transferencia
Vi 1.2 (14.10) del modelo li-
Vs PR Rely * KLy~ ) ReRL neal de un
TL, - M2 L,L, - M trans formador

Observe que esta funcién de transferencia es semejante a
*la impedancia Z(s) del circuito RLC en paralelo con un
cero y dos polos vista en el apartado 13.12. Sin embar-
go, la funcién de transferencia del transformador siem-
pre tendri sus polos situados en la parte negativa del
eje real, mientras que los polos de la impedancia delcir
cuito RLC pueden ser reales o complejos conjugados.




Ejemplo 14.1

Para el circuito representado en 1a figura 14.3:
a) determine la funcién de transferencia,

b) dibuje el diagrama de polos y ceros.

M=1H

Figura 14.3

Solucién
a) ‘Las ecuaciones de malla del circuito son:
(6 + s)I, - sI, = Ve
- s8I, + (6 + 43)12 =0

resolviendo para I, se obtiene:

6 + s V¢
-s 0
Iz -
6 +s -s
-s 6 + 4s
SVf
(6 + s)(6 + 4s) - sZ
1
T sVg
L v 510512 (a)

Del circuito obtenemos el voltaje:

VL =61, ‘ (b)
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sustituyendo la ecuaci6n (a) en la ecuacién (b), se ob-
tiene:

|—

6 3 sV§
VL = 5T+ 70s + 12

de donde se obtiene la funcién de transferencia:
A
L . 2s ©)

Ve sZ + 10s ¥ 92

b) Para dibujar el diagrama de polos y ceros, primero
se obtienen las rafces del denominador de la ecua-
cién (c), las cuales estén dadas por:

S,

) -.10 ¢ /102 - 4(12)
2

»

S1,2 = - 5t 3.6
por consiguiente obtenemos las raices:

S]"1.4

y
S, * - 8.6

La configuracifén de polos y ceros se muestra en la figu-
ra 14.4.

jw
LV} \ D
N N A4 [}
-8.6 -1.4

Figura 14.4 |




14.2 EL TRANSFORMADOR IDEAL

En la siguiente figura se muestra un transformador ideal.

e s e
n:1 ia
° .

i

Vi | Vi Trans formador

ideal

1

i

|

i

i

I

!

Il J -
| tdem

Figura 14.5 Transformador ideal

Este transformador estd descrito por las ecuaciones:

—l =

v, n (14.11)
‘;& =

I, n (14.12)

donde n es una constante relacionada con el nfimero de vuel
tas N; del primario y N, del secundario, por la expresifn

n = —— (14.13)

Consideremos ahora el transformador ideal con una resis-
tencia de carga conectada al secundario, tal como se mues-
tra en la figura 14.6

[

n:1

[N
>

_<
[
L]
N PR S
£l
3]

Figura 14.6 Transformador ideal con resistencia de carga.
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La resistencia de entrada R, esta dada por:

v
Re = I% (14.14)

Por otra parte, despejando v, de la ecuacibn (14.11) e
i, de la ecuacién (14.12), se obtiene:

V) = nv, (14.15)
i = 22 (14.16)

sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (14.14),
se obtiene:

V2
- 2 —— .
Re = n2 —p (14.17)

pero:

v

2-
5 7Y R,
Por consiguiente la ecuacién (14,17) se reduce a:

Re = n? R, (14.18)

donde Re es 1llamada resistencia de carga reflejada y
cbn:tituye la resistencia del secundario referida al pri
mario.

A partir de esta dltima expresifn, se puede concluir que
en un transformador ideal, cuando se tiene como referen-
cia las terminales del primario, la resistencia de carga
del secundario es multiplicada por el cuadrado de la re-
lacién de vueltas.

La figura 14.7, muestra el circuito equivalente del trans
formador, con referencia al primario, y la resistencia
de targa reflejada.

Resistencia re-
flejada
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o +

Figura 14.7 Circuito equivalente del transformador
ideal con la resistencia de carga refe
rida al primario. i

Ejemplo 14.2

Dado el circuito de la figura 14.8, determine:

a) la relacién de vueltas del primario al secundario pa
ra una méxima transferencia de potencia,

b) 1la corriente en el primario,

¢) la corriente en el secundario.

d) el voltaje en las terminales.del secundario.

ideal

—_—8 ]

Figura 14.8
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Solucibén

a)

b)

c)

d)

Para que haya mixima transferencia de potencia, la
resistencia de la fuente de excitacién debe ser igual
a la resistencia de carga referida al primario. Por
consiguiente, de la expresibn:

N\ 2
Rf = Re '(W) Ry,

obtenemos la relacifn de vueltas:

n = 3,65

La corriente del primarfo se obtiene considerando la
resistencia de carga referida al primario:

I, = —f
! Rf + Re

200 + 200

I, =0.100° A

‘La corriente en el seéundario se obtiene de la rela-

cibn:

= 3.65(0.100°)
I, = - 0.365[0° A

s

El voltaje en las terminales del secundario es:
Poveeemn
. = - 15(-0.365[0°)
V, = 5.475V




14.3 CIRCUITO EQUIVALENTE DEL MODELO LINEAL DE UN
TRANSFORMADOR

Enseguida se desarrollari un circuito equivalente del mo-
delo lineal del transformador mostrado en la figura 14.1,
que cumple las ecuaciones (14.1) y (14.2).

En la figura 14.9, se muestra un circuito con un transfor
mador ideal en el que se postula:

L
n =k i, (14.19)
. 12 . | ]
iy (1-k%) L, i n:1

Circuito equi-
valente del
transformador

) kL D)V

-
(RS LI v S SR

l_ ideal

Figura 14.9 Circuito equivalente del
transformador

Como se demostrarid a continuacifn, este circuito es equi-
valente al mostrado en la figura 14.1.

Las ecuaciones (14.1) y (14.2) pueden ser expresadas en
el dominio de la variable s, tomando la transformada de
Laplace, de la siguiente manera:

Vy = sIyI; + &Ml (14.20)

V, = sMI; + SL.zlz (14.21)
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Si se considera al transformador como un bipuerto, sus
parimetros de impedancia en circuito abierto pueden obte
nerse de las ecuaciones (14.20) y (14.21), segfin se vio
en el médulo 10 de esta obra, quedando como se indica a
continuacibn:

Vi
Z; = = slL, (14.22)
T—l- 12’0
Vi .
le = = sM (14-23)
. T I,=0
v, »
1 = 17 = sM (14.24)
: 1]1,=0
v
Z22 = T2 = s, (14.25)
2 Il=0 -

Demostraremos ahora que el circutito de la figura 14.9,
tiene parimetros de impedancia en circuito abierto igua-
les a los de las expresiones (14.22), (14.23), (14.24) y
(14.25).

Se calculard primero Z;,, del circuito de la figura 14.9.
Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al primario del
circuito, se obtiene la siguiente etuacibn en el dominio
de s:

V, = (1 - k2)Lys I, + V} (14.26)

Por otra parte:
V] = k% L1s I

Vi = k% Lys(I; - I) (14.27)
La corriente I, que entra al. primario del transformador
ideal,.'puede expresarse asfi:

12

I'-—n-

por lo que la ecuacibn (14.27) queda:

Vi = K2 Lys(I, ¢ 22) (14.28)




sustituyendo la ecuacibn (14.28) en (14.26):
I,
Vy = (1 - kz)LlS I, + kles(Il + Y )

Para calcular Z;, se deberd hacer I, = 0, con lo que se
obtiene:
Vi = (1 - K2)L;s I, + k2Lys I,
= (1 - k2 + kz)LIS I,
Vy = L)s I, .

por lo tanto:

que coincide con 1a expresibn (14.22).

Ahora se calculari el pardmetro Z,, de la expresién
(14.25). Para ello, aplicando la expresibén (14.11) al
transformador ideal de la figura 14.9, se obtiene la si-
guiente ecuacién en el dominio de s:

vi
v, "
o bien:
V! -
v, = Tl (14.29)

Sustituyendo la ecuacién (14.28) en (14.29) se tiene:
2
k™ L;s I,
Vy = m— (11 + ) (14.30)

por otro lado, de la ecuacién (14.3) puede despejarse k:

M
k = —w— 14.31




474

Ahora, elevando al cuadrado esta ecuacifn y sustituyéndg
la en (14.30):

M2 L s I,
Ve s, (It w )
M2 s I
Vet T (I, + -ni) (14.32)

Seglin la expresibén (14.25), para calcular Z;, se deberid
hacer I, = 0, por lo tanto:

M2 s :
Vz = v‘l—‘z 12 (14-33)

por otro lado, sustituyendo la ecuacién (14.31) en
(14.19), n queda como: ;

v VI
"t VL

= M .
n = i, (14.34)

Ahora, si se eleva al cuadrado esta filtima expresidn y
se sustituye en (14.33), se obtiene:

M2s

V2 = MT—— 12
I L
V, = sL, I,

Por lo tanto:
2
1227 1, = sl2
que también coincide con 1la expresién (14.25).

Finalmente, calcularemos Z;; haciendo uso de la expresién
(14.24).

Por el teorema de reciprocidad se puede afirmar que el
circuito dlea figura 14.9 es reciproco y, por lo tanto,
Z21 % 212 ¢

12 En la referencia 2 de la bibliograffa de esta Unidad se enun-
cia y demuestra el teorema de reciprocidad.




Considerando que I, = 0 en la ecuacién (14.32), se obtie-
ne:

2
v, = :TZ I, (14.35)

sustituyendo ahora (14.34) en (14.35) se llega a:

M2s

Vz'
M
i, Ly

I

V, = Ms I,

de donde se obtiene:
vV,
YA = —= = Ms
21 Il

que coincide con la expresi6én (14.24), terminando asi 1la
demostracifn de la equivalencia.del circuito de la figura
14.9 con el de la figura 14.1.

14.4 FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL CIRCUITO EQUIVALENTE
DEL TRANSFORMADOR

Si conectamos una fuente de excitacién y una resistencia
de carga al circuito equivalente del transformador obte-
nido en el inciso anterior, se tiene el circuito mostra-
do en la figura 14.10, donde las inductancias Lz y Lp es
tin definidas por:

La = (1 - k2)L, (14.36)
Lp = k2L, (14.37)
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Ve Ly <

ideal

. ——— ¢ — )

Figura 14.10 Circuito equivalente del transforma-
dor conectado a una fuente de excita
cién y a una resistencia de carga

Refiriendo la resistencia de carga Rp al lado del prima-
rio se obtiene el circuito de 1la figura 14.11, donde Ry
estd definida por:

Rp = n2Rp (14.38)

Vs G‘\ Lb (12 Ry n vy

Figura 14.11 Circuito equivalante del transforma-
dor con la resistencia de carga refe
rida al primario

A continuaci6n obtendremos la funcibn de transferencia
del circuito de la figura 14.11. Para las corrientes de
malla indicadas obtenemos las ecuaciones:

(Rf + Las + Lps)I; - LpsI, = Vg

- LbSIl + (Rb + Lbs)lz =0
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De estas ecuaciones obtenemos I, de la siguiente manera:

Rg + Lgs + Ly s Vg
- Lps . 0
Iz =
Rg + Lgs + Lps . - Lps
- Lps Rp + Lps
L,s Vg
I, = b £

(Rf + Las + Lps)(Rp + Lps) - Ly s?

multiplicando y factorizando se obtiene:.

Lys Vg
LaLps? + [Rp(La *+ Lb) + Rfly |s + ReRp

12‘

y dividiendo entre Lyl se obtiene:

1
v
- (14.39
I R, R, KR )
La Ly Lalp

Ahora bien, el voltaje en la resistencia de carga es:

nVy = Rpl,
= HZRL 12
de donde:
Vp = nRpI, (14.40)

Sustituyendo la ecuacidn (14.39) en la ecuacién (14.40),
se obtiene la funcifn de transferencia del circuito equi
valente del transformador:

1
—1: sVg

Vi = nR
L= nR s2 +< Rg + Ry R Rb)s R R¢Ry

a Iy Lalp
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por lo tanto:

! S Funcidn de
L transferencia
_L - a .
Ve 52 J(RE* Ry, Rb\_, Rikb (14.41) ! clreulto
La L, ) LLLp equivalente

Ejemplo 14.3

Dado el transformador conectado a una fuente de excita-
ci6én y a una resistencia de carga, mostrado en la figura
14.12, determine:

a) el circuito equivalente,

b) 1la funci6n de transferencia del circuito equivalente:

M= 1H

6Q /\
[ ) [ )
Ve H 4H

Figura 14.12

Soluci6n
a) La constante k para el circuito equivalente estd da-
da por:

M
V1,L,;




por consiguiente las inductancias La y Ly son:

Ly = (1 - k?)L,
= (1 - 0.52)1
L, = 0.75 H

Lb = k2 Ll
0.52(1)
L, = 0.25 H

la constante n esti dada por:

= Ll
n = k E
—
= 0.5\
n = 0.25

El circuito equivalente que resulta se muestra en la
figura 14.13.

1
I
!
]
i
|

-l

6Q 0.75H n:

Ve 0.25H

|
|
i 6
!
I

ideal

. ddeal |

2 ' Figura 14,13

b) Para obtener la funcién de transferencia referimos la
resistencia de carga al lado primario, como se mues-
tra en la figura 14.14. .

Rb = n2 RL
= 0.252(6)
Rp = 0.375 q




60 0.75H

¥
Ve CI? 0.2 (1, 0.3750  0.25Vp

! g \

Figura 14.14

La primera ecuacidén de malla del circuito de la figu
ra 14.14 estd dada por:

(6 + 0.75s + 0.25s)I; - 0.25sI, = Vg

[
(6 + s)I, - 0.25 s I, = Vg
y la segunda ecuacién de malla es:
=0

- 0.25sI; + (0.375 + 0.25s) I, =

resolviendo para I, se obtiene:

‘ 6 + s \3 ‘
I, = — 0.25 s 0
2 6 + s - 0.25 s |
'- 0.25 s 0.375 + 0.25 s
I, = 0.25 s Vf
2 T6 + s)(0.375 + 0.25 s) - 0.062 s?

rediciendo los factores se obtiene:

I, = 0.25 s V§
2 ® 9787 s2 + 1.87 s + 2.25




~
dividiendo entre 0.187 se obtiene:

1.33 sV
12'5 ¥ s*f, (a)

pero el voltaje en la resistencia de carga referida
al primario es:

0.25 V = Ry I, = 0.252 R I,

VL= 1.51, (b)

Sustituyendo la ecuacién (a) en la ecuacibn (b) se de-
termina la funcién de transferencia:

VL. 2 s
Vf s2 + s +

observe que esta misma funcién de transferencia se
obtuvo en el ejemplo 14.1 utilizando el modelo 1i-
neal del transformador. :
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

Resuelva los siguientes problemas y anote la o las
soluciones en el espacio indicado.

Para el transformador mostrado en la figura 14.15,
con:

L, =4H

L, =3H

M =2H

determine v,, cuando:

a) i; = 5 cos 6t A, i, =0
b) i, =0, i, = 3 cos 6t A

¢) i, = 5 cos 6t A, i; = 3 cos 6t A

i,
———p
Figura 14.15
a) v, =
b) v <&

C) VvV =
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2. Dado el circuito de la figura 14.16, determine:

a) 1la funcibn de transferencia ;L ,
b) dibuje el diagrama de polos y ceros.

1Q M=9H
° e .
Ve H. 1000 4000
- A
Figura 14.16
VL
a)— v_f =
b)

3. Un transformador ideal se emplea para acoplar una re-
sistencia de carga de 50 9 a una fuente de excitacién
cuya impedancia es 400 |[0° a. Si el devanado conec
tado a la fuente de excitacibn tiene 100 vueltas, de-
determine el nGmero de vueltas del secundario de ma-
nera que se transfiera una potencia mixima a la resis
tencia de carga:

N, = vueltas

4., Un transformador ideal tiene la relacién de vueltas
50/20. Determine la resistencia de entrada en las
terminales del primario si una resistencia de 6 o se
conecta al secundario de 20 vueltas.
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Para el circuito mostrado en la figura 14.17:

a) obtenga el circuito equivalente,
b) determine la funcién de transferencia,
c) dibuje el diagrama de polos y ceros.

100 k=0.8

Ve G 40Q

Figura 14.17

a)

b)

c)
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UNIDAD V LA SERIE DE FOURIER

OBJETIVO GENERAL

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

Obtendrd la serie de Fourier para cualquier funci6n.pe-
ri6dica que satisfaga las condiciones de existencia. De-
terminard también la respuesta permanente de circuitos
con funciones excitatrices peri6dicas utilizandp 1a se-
rie de Fourier.

INTRODUCCION

Las funciones senoidales desempefian un papel muvy impor-
tante en el andlisis de sistemas lineales; asf, se vio
en la Unidad 1 que la respuesta permanente de un circui
to lineal, a excitaciones senoidales, se determina f4-
cilmente utilizando los conceptos de fasor e impedancia.

Sin embargo, ahora tratareémos otro aspecto importante de
las senoides. La mayorfa de las funciones peribdicas
pueden expresarse como una suma de funciones senoidales
de diferente frecuencia. Por lo tanto, podemos analizar
cualquier funcifn peribdica en t&rminos de sus componen-
tes senoidales, y por superposicién podemos determinar
la respuesta de circuitos lineales a excitaciones peris-
dicas generales, &n t&rminos de las respuestas parciales
a cada una de las diferentes componentes de frecuencia de
la excitacibn.




488

MODULO 15. FORMA TRIGONOMETRICA DE LA SERIE DE ‘FOURIER

CUADRO SINOPTICO

Funcién Evaluacibén de Serie trigono- Espectro dis
periédicallos coeficienf—métrica de [*creto de fre

tes Fourier cuencias
Funcién Seri :
o erie trigono R . .
excita- | Jng&trica ge Circuito li- Respuesta
triz pe- Fourier neal permanente
riédica

OBJETIVOS ESPECIFICOS

finalizar el estudic de este m6dulo, el alumno:
Describird las caracterfsticas de las funciones perif
dicas.

Calculard los coeficientes de la serie trigonemétriea
de Fourier.

Determinarf la serie trigonomftrica de Fourier de al-
gunas funciones peribdicas.

Graficard el espectro discreto de frecuencis de wuna
funcién peri6dica.

Obtendrd la respuesta permanente de circuitos a 1los
cuales se le han aplicado funciones excitatrices pe-
ri6dicas.
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15.1 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

Una funcibn que se repite idénticamente cada cierto inter

valo de tiempo se conoce como funcién periédica. La figu
ra 15.1 representa una funcibn periédica que se repite ca

ga 4 segundos; en otras palabras su perfodo es de 4 segun
os.

En general, una funcién peribédica f(t) se define matem&ti Funcién periédi
camente por la relacibn: . ca

£(t) = £(t + nT)

en la cual T es el periodo y n un nfimero natural.

4
f(t)

t,seg

Figura 15.1 Funcibén peribdica
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Si una funcibn peri6dica f(t) satisface las siguientes
condiciones:

Condiciones de
existencia de
to + T la serie de

1.E1 valor de la integral ‘ { £(t) | dt es finito Fourier
para cualquier tg. ty

Z.T;gge un nGmero finito de discontinuidades en un pe-
riédo.

3.T§§3e un nGmero finito de miximos y minimos en un pe
riédo.

Entonces puede ser representada por la suma de funciones
seno y coseno:

f(t) = ag + aj cos wgt + a; cos 2 wpt + ...

.+ by sen wogt + b, sen 2 wpt + ...

® Forma trigonomé
f(t) = ag + z ’:an cos (nwgt) + by sen(nmot):l trica de la se-

rie de Fourier
n=1

(15.1)

donde:
wo = %@ es la frecuencia fundamental de la funcién
f(t), vy

ag, an ¥ b, son constantes que dependen de la funcién
peri6édica f(t).

La expresibén 15.1, es la forma trigonométrica de la serie
de Fourier para la funcibn perifdica f(t). Los términos»c tes ar-
coseno y seno con coeficientes a, y b, constituyen la cogl££7°"°“°” ar
ponente fundamental‘y tienen la misma frecuenciaque f(t)3 cas

los términos con .coeficientes a, y b, dan origen ala com

ponentes de segunda aambnica, con frecuencia igual al do

ble de la fundamental; los términos con coeficientes aj; y

b; farman la tercera armbénica y asi sucesivamente.
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15.2 EVALUACION DE LOS COEFICIENTES DE LA SERIE TRIGO-
NOMETRICA DE FOURIER

Antes de calcular las constantes ag, dp y by de la serie
trigonométrica, se presentarin algunas propiedades de las Propiedades de
funciones seno y coseno conocidas como propiedades de on- ortogonalidad
togonatidad de esas funciones. En las expresiones que ve

remos a continuacifn utilizaremos limites de integracién

desde 0 a T, pero cualquier intervalo que constituya un

periodo completo es correcto.

Puesto que el valor promedio de una funcién senoidal du-
rante un perfiodo es cero, tenemos:

T
s sen nwgt dt = 0 (15.2)
0
T -
, f cos nwot dt = 0 (15.3)
0

A través del cédlculo integral se pueden demostrar las si-
guientes igualdades:

T
j cos kwgt .sen nwyt dt = 0 : (15.4)
0
T 0 k#n (15.5)
j sen kwgt sen nwgt dt =
0 Trk=n+so (15.5.a)
T 0 k.#n (15.6)

s cos kwgt cos nwyt dt =
0 T k=n+so (15.6.a)
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Ahora calcularemos las constantes ag, ap Y bn. Empecemos
con ag. Integrando los dos miembros de la serie de Fou-
rier, ecuacién (15.1), en un perfodo completo, obtenemos:

T T © T © T
g f(t)dt = aog dt+ Y an 5 cos nwptdt+ P by s sen nugt dt
0 0 n=1 0 n=1 0

(15.7)

Pero cada una de las integrales dentro de las sumatorias
tiene la forma de las ecuaciones (15.2) y (15.3), por 1lo
que la ecuaci6én (15.7), se reduce a:

T
I £(t)dt = agT
0
. ,
T Componente de
ag = _";‘_ j £(t) dt (15.8) ::rrlente direc
0

La constante a, de la ecuacibén (15.8) es el valor prome-
dio de f(t) durante un periodo y se le conoce como la com
ponente de corndiente dinecta de f(t).

Obtendremos ahora una expresién general para evaluar los
coeficientes de los términos en coseno. Consideremos en-
tonces el coeficiente ay$ es decir, el coeficiente de
cos kwgt, donde k = 1,2, .... Asi, multiplicando los
dos miembros de la ecuacibén (15.1) por cos kugt, e inte-
grando en un perfodo se obtiene:

T

T
S £(t) cos kwgt dt = aos
0

cos kwpt dt + 2 an J’ cos kwpt cos nugt dt
0 n=1 0

T

+ an j cos kuwgt sen.nwot dt (15.9)
n=1 0
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Observe en esta iltima expresién que, de acuerdo con las
ecuaciones (15.3), (15.4) y (15.6.a), el Gnico término di
ferente de cero es el segundo, cuando n = k. Por lo tan-
to, la ecuacidn (15.9) se reduce a:

T
Sf(t) cos kwgt dt = ag —g— para n = k
0

o T

ag = -.f.— Sf(t) cos kwgt dt (15.10)
0

Puesto que la relacibén (15.10) se obtuvo para n=k, la po
demos expresar cComo:

2 T Coeficiente de
an = s f(t) cos nuwgt dt (15.11) lg:ertsrmlnos en
0

Andlogamente obtendremos el coeficiente by multiplicando
los dos miembros de la ecuacibn (15.1) por sen kwot e in-
tegrando en un periodo. Asf, tenemos:

T T L T
s f(t) sen kuwgt dt = aj s sen kuwot dt + Z an S sen kwgt cos nwgt dt
0 0 n=1 0
© T
+ Z bn sen kwpt sen nwgt dt
n=1 0

(15.12)

Segln las .ecuaciones (15.2), (15.4) y (15.5.a), el tercer
término del segundo miembro de la ecuacién (15.12) es el
Gnico diferente de cero t¢tuando n = k, por lo cual laecua
cidén (15.12) se reduce a:

T
S f(t) sen kwgt dt = bk‘—’zr— para n = k
0

6 T
b = & S £(t) sen kugt dt (15.13)
0
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como la ecuacidén (15.13) se determindé para n = k, estable
cemos entonces la relacién:

2 T Coeficiente de
by = = f(t) sen nuwyt dt (15.14) los términos en
0 seno

Las ecuaciones (15.8), (15.11) y (15.14) nos permiten ob-
tener el valor de ay y todos los valores de los coeficien
anp y by de la serie trigonométrica de Fourier, de la ecua-
cién (15.1).

Ejemplo 15.1

Para la funcidn peribdica representada en la figura 15.2,
determine la serie trigonométrica de Fourier.

r' 3
ve(t)
3
.1 ! \ +— m »
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 {
Figura 15.2

Solucibn
De la figura 15.2 observamos que el perfodo es:

T=2
por lo tanto, la frecuencia fundamental es:

- 2% _ 2n
I S

wg = W




La funcibn v(t) es un coseno rectificado de amplitud Sy
frecuencia fundamental ». Por consiguiente la expresién
analitica para la funcién v(t) en el periodo
[-0.5 1.57] es:
5 cos =t - 0.5<t«<0.5
v(t) =

0 0.5 <t < 1.5

Primero calcularemos 1a componente ag.

T
ag = % jv(t)dt
0

sustituyendo el valor de T Yy la funcién v(t) se tiene:

0.5 1.5
ag = - 5 5 cos wxt dt + I (0)dt
-0.5 0.5

Resolviendo !? 1las integrales se obtiene el valor de ag:

5
ao'T

Observe que se debe descomponer 1la integral en otras in-
tegrales, correspondiendo cada una de ellas a una de las
funciones utilizadas pPara expresar v(t) en un periodo
completo.

El coeficiente de un término coseno esti dado por:

T
ap = %s v(t) cos nuwot dt
0

sustituyendo el valor de T, de wg Y v(t) en esta Gltima
expresién, se tiene:

0.5

anp =5 5 Cos wt cos n»t dt
0.5

13 gn el apéndice C aparece una relacién de las integra-
les més usuales.
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Resolviendo la integral anterior se obtiene, para n = 1:
S
a; = >3

y cuando n # 1 se tiene la expresibn:

n=
a = lg cos v
n ] I - ll!

de donde obtenemos:
az = 3,
a3 =0
a, = -

85‘0
6 T 3

Los coeficientes by estin dados por:

T
bn = 5 S v(t) sen nuwgt dt
0

S

0.
bn = —;— S cos nt sen nt dt
)

-5
Resolviendo esta integral, se tiene:

bp = 0 para todo valor de n

De acuerdo a la constante a, y & los coeficientes an que
hemos calculado, la serie de Fourier es:

v(t) --—':-#-g-cos nt#i%cos th--f‘!?;cos ht*—sl_%cos ont + ...




15.3 FORMA EQUIVALENTE DE LA SERIE TRIGONOMETRECA Y ES-
PECTRO DISCRETO DE FRECUENCIA

' La serie trigonométrica de Fourier (ecuacién 15.1) puede
ser expresada en una forma diferente cuya utilidad vere-
mos enseguida.

Partiendo de la expresi6n (15.1): ‘
£(t) =ag + T [a,, cos (nwgt) + bp sen (m»ot)] (15.1)
n=1

es posible rela;iohar los coeficientes ap, y by mediante
un tridngulo mostrado en la figura (15.3).

Figura 15.3

Entonces, podemos expresar la ecuacién (15.1) de la si-
guiente manera:

IR R 0 R o]
f(t) = a, ‘n’ilw ap cos (nwpt) + by sen (nwgt)

£(t) = ag + ; /;2 + bnz. [ma%m! cos (nwgt) + 7‘—ng"-‘nsen (nwgt) ]

n=1

(15.15)
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De la figura 15.3, observe que:

cos op = n (15.16)
n 7a% + bg :

bp
sen 6y = =y (15.17)
/a% + b3
Cph = /aﬁ + b% (15.18)
op = ang tan gﬁ (15.19)

Sustituyendo ahora (15.16) y (15.17) en (15.15), se obtie
ne:

f(t) = ag + ; Ch I:cos én cos(nwgt) + sen 6p sen(nwot)] (15.20)
n=1

si se aplica la identidad trigonométrica:

cos (A - B) = cos B cos A + sen B sen A

a la ecuacién (15.20); ésta se reduce a:

£(t) = ag + I Cp cos(nugt - 6n) (15.21)
n=}

Esta @iltima ecuacién nos permite expresar una funcién pe
riédica f(t) como un valor promedio (ag) mids una suma de
componentes arménicos cuyas frecuencias son miltiplos en
teros de la frecuencia fundamental wg.

La amplitud y el dngulo de fase de cada una de las compo
nentes estin dados por las ecuacibnes (15.18) y (15.19),
respectivamente.

Si el valor absoluto de C, se grafica contra w, se obten

dré el llamado espectro de frecuencias de la funcién £(t).

Debido a que este espectro estd formado por valores dis- ggpectro di
cretos de frecuencia de las componentes armnicas senoi- topde fr scre
dales, también se le llama espectro discreto de frecuen- i, ecuen

clas. 1t

Para obtener el espectro discreto de frecuencias, deter-
mine primero los coeficientes ap ¥ by de la serie trigo-
nométrica de Fourier. Luego, para cada valor de n, cal=
cule su correspondiente valor Cp. Después grafique el
valot absoluto de Cp contra el correspondiente valor ‘e
Nug .

4g1 término ‘elpectro de lineas es usado con frecuencia ~
por algunos autores. L
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Ejemplo 15.2

Para la sefial representada en la figura 15.4:

a) obtenga la serie trigonométrica de Fourier,
b) dibuje.el espectro discreto de lfneas.

)
s{
0 1 2 ) ‘i
_ Figura 15.4
Solucién

a) El perfodo T y la frecuencia fundamental se obtienen
de la figura 15.4, y son:

T=2

- 2% 2%
wo T T
wo =

La expresibn analitica, durante un perfodo, para la
seflal es:

St Dt <
v(t) =
0 1<t<2

La componente a; y los coeficientes ap y b, se obtie-
nen de la siguiente manera:

1
ao-—g—stdt
5 .
ao-T°
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b)

Los coeficientes a, estdn dados por:

1
a, = SS t cos nnt dt
[}

integrando se obtiene:

Tﬁ%%z n impar

.8n
0 n par

Los coeficientes bp se obtienen a partir de:

1
bp = Sj t sen nnt dt
0

integrando se tiene:

vbn = - é% cos nr ni¢#o

Note que los valores de cos nm son alternamente
-1y 1, por lo que esta expresidén puede escribirse
como:

bn = - = (- 1P nt{o

De los coeficientes que hzmos calculado, obtenemos
1a serie de Fourier:

v(t) = %— - -}g—cos nt - ’(‘3_1132":“ 3nt -75—:%2 cos Snt- ...

5 S 5
+ - sen nt -3y Sen 2nt + 35 sen 3nt

Las amplitudes de las arménicas pares vienen dadas
directamente por los coeficientes bp, puesto que no
hay términos coseno pares. Las amplitudes de las
argénicas impares se calculan utilizando la expre-
sién:

ICnl = Y ag + bp

Asi, tenemos que:




15.5

Figura 15.5

Ejemplo 15.3

Para la sefial representada en la figura 15.6:

1 ‘\ICn|
1.9
5
w 0.8
0.5
‘ -
I R T

a) determine su serie trigonométrica de Foprier.,
b) obtenga su especto discreto de frecuencias.

El espectro discreto dé lineas se muestra en la figura

Figura 15.6

£(t)
! i ! i ! i
! i ! i ! i
! I ! i ! i
1 Il ! i L -
T . T T T T t
T "T°%T ° ¥ T T
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Solucibén
a) Para el intervalo (- -g—, _'21‘_ ) la funcién queda defi-
nida por:
. T _ l
0 -7 < t < r
= - I I
f(t) A T sts 3
T T
0 T < t < T

Calculemos ahora los coeficientes de la serie:

T/4
ook | a4 [] -4
-T/4
A
ao='7
T/4
an=—%-j A cos nuwgpt dt
-T/4
- _T/4
_ _2A
ap = Thug [sen nwgt .
2A
an = Tﬂmo
como:

sen (-8) = - sen @

se tiene que:

. _2A A
an T_n._z'_ [z sen n
T

0

2A nw -} 24

an = == sen 4
-2A

nw

por otro lado:

/4
I)-A
) 2

T
-

-T/4

[sen(nmo %)- sen ( - nwg —'{-) ]

y wo *

= Py

2x T
T 4
..para h par

para

n=1,5,9, .,.

para n = 3,7, 11, ...
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?/4

b, = %I A sen nugt dt
-T/4
. T/4
o m2A .
Thw, I:cos nugt] e
-2A

Theo cos (n wy %)‘ - cos (- nuwj —I—-):l
como:
cos(-8) = cos 6

la expresifén dentro de los paréntesis vale cero y:

by = 0 v = 1,2,3, ...

De .10 anterior se concluye que:
£(t) = %— + ZTA (cos wgt *- % cos 3uwpt + % cos Swot - ...)

b) Debido a que los coeficientes de los t&rminos en se
no son cero, las amplitudes de las armbnicas esté4n
dadas por los valores de los coeficientes ap. Por
lo tanto, el espectro de 1fneas de la sefial dada se
muestra en la figura 15.7

Arlcnl
A
A L]
2
2A
3n C2A :
' =
wp 2:»0 3w lou;o Swp . ;m
Figura 15.7
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-15.4 RESPUESTA PERMANENTE DE CIRCUITOS LINEALES A FUN-
CIONES EXCITATRICES PERIODICAS

Por medio de la serie de Fourier puede expresarse una
funcién periédica como una suma de funciones senoida-
les; por lo tanto, es posible aplicar una funci6én pe-
riddica excitatriz a un circuito lineal y obtener 1la
respuestra permanente.

La respuesta debida a cada una de las componentes senoi-
dales se puede obtener empleando el método de fasores,
visto en la primera unidad de esta obra. Asi, emplean-
do el principio de superposicién, se obtendri la respues
ta total del circuito sumando las respuestas parciales.

Ejemplo 15.4

Determine la respuesta permanente del circuito represen
tado en la figura 15.8 si se le aplica la funcién exci-
tatriz peribdica de la figura 15.9.

R

—/\V
10

"(tg? 1H

=

.Figura 15.8

av(t)

tv

Figura 15.9




Solucién

Primero se determinari la serie de Fourier de la funcién

peribdica.

y

Asi, de la figura 15.9 se obtiene:

T = 2n

wo

2n _ 2%
n

i

Para el perfodo [ -w,%] tenemos:

v(t) =

-

n

-n <t< 0

0 <t<n

La constante ag y los coeficientes ap y by se obtienen
a continuacién:

ag

an

bn

v(t)dt

= S_j(-n)dt + S;:'dt:]

2z
T

+
[

.

=

0
2

-+
2

2

1]

|
|

T
0
L}
A\

v(t) cos nuwyt dt

0 L}
(-n) cos nt dt + j m cos nt dtj
- 0

L
= -S cos nt_dt +s cos nt dt
0

0

. V(t) sen nuot dt

(t) sen nt dt
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n
bn = —l— [So(-u) sen nt’dt+$ ® sen nt dt]
o 0

(2 - 2 cos nw)

sle z|=

si n impar
bn'
0 si n par

Por lo tanto, la serie de Fourier para la funcién excita-
triz es:

v(t) = 4 ; % sen nt

n=1,3,5.,.

Hallaremos a continuacién la respuesta del circuito uti-
lizando la n - &sima armbnica. Asi, tenemos:

vp(t) = {% sen nt

y el fasor correspondiente es:
v, = & |-90°
n n

La impedancia del circuito a la frecuencia de la n - ési-
ma arménica es:

Zn = R + junlL

Zn =1+ j(n)(1)

Zn =/ 1 + n2 |angtg (n

por lo que la componente. de corriente a la n - ésima ar-
ménica es:

V.
ln"z_:
L L
/1 + n? lang tg (n)

= 4 - °— .
ln WPT |_90 ang tg (n)




y en el dominio del tiempo tenemos:

in€t)y = ﬁ-ﬁ' cos [nt - 90° - ang tg (n‘)]

En consecuencia, la respuesta del circuito, expresada
en su serie de Fourier, es:

i(t) = 4 Z.: WIT_!T cos '[nt -.90° - ang tg (n):l

N=1,3,5, «¢o




CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. En cada una de las preguntas siguientes aparecen cua
tro posibles respuestas. S610 una de ellas es la co
rrecta, indfquela colocando una cruz en el parénte-
sis correspondiente.

1. La expresibn matemitica que define a una funcién pe-
ri6dica es:

a. f(t) = £(t' +T) ()
b. f(t) = f(t + t') ¢)
c. f(t) = £(t + nT) )
d. f(t) = £(t + T) )

2. La frecuencia fundamental wy estd relacionada con
el perfodo T mediante la expresifén:

3. wp " Oy
b. wo = & @
c. wg = 2aT )
d. wp = 2 £T )

3. Una componente armbnica esti formada por:

a. un término coseno, ()
b. un término seno,, ()
c un término constante, ( )
d. wun término seno vy

un término coseno ()

4. La frecuencia de la tercera componente armbnica es:

a. dos veces la frecuencia fundamental ()
b. tres veces la frecuencia fundamental ( )
c. seis veces la frecuencia fundamental ( )

d. un tercio de la frecuencia fundamental( )




Una caracteristica de la componente fundamental es
que su perfodo: .

a. es o del de 1a funci6n peri6dica, ()
b. igual al de 1a funcibn peribdica, ()
c. dos veces el de la funcién peribdica, ( )

d. cuatro veces el de la funcién perib-
~dica. )

II. A continuacifn se presenta un conjunto de proble-
mas. Resuélvalos y escriba la o las soluciones en
el espacio indicado.

1. Para la sefial de voltaje representada en la figura
15.10:
a) defermine la serie trigonométrica de Fourier,

b) dibuje el espectro discreto de frecuencia:

I
v(t)

Figura 15.10

a)

b)
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2. Determine la serie trigonométrica de Fourier para
la sefial de corriente mostrada en la figura 15.11.

O

Figura 15.11

3. Si al circuito de la figura 15.12 se le aplica la
sefial de voltaje representada en la figura 15.13:

a) trabajando en el dominio de la frecuencia, de-
termine la corriente de estado permanente para
la enésima componente armbnica,

b) .exprese la corriente i(t) como una serie trigo
nométrica de Fourier.

29
g
i(t)
v(t) 2H
Figura 15.12
I
v(t)
1
[
-2n -m 0 L 27 3n ?

Figura 15.13
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Exprese como una serie trigonométrica de Fourier el
voltaje en estado permanente del circuito de la fi-
gura 15,14 al que le ha sido aplicada la sefial de
corriente mostrada en la figura 15.15.

i(t)CD 10 § H ZF:E V(<)

Figura 15.14

-2n  -m 0 n 2n €t

Figura 15.15
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MODULO 16, SIMETRIA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS

CUADRO SINOPTICO

Par | Términos )
Coseno
Impar Términos -
g "Seno
Funciones Simetria| ]
peribdicas [ "]
Media ' Términos
~londa impares
Cuarto de Términos im
onda par pares coseno
Cuarto de Términos im
onda impa |pares seno

OBJETIVOS ESPECIFIC?S

Al finalizar el estudio de este m6dulo, el alumno:

1. Identificard el tipo de simetifa que tenga una fun- .
cibn peri6dica dada.

2. Determinarf el tipo de.términos que tiene la serie
‘ de Fourier de una funci6n dada, con51derando sus con
diciones de simetrfa.

3. Calculard los coeficientes de la serie de Fourier de
una funci6én dada, utilizando sus propiedades de si-
metria.
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16.1 SIMETRIA PAR E IMPAR

Consideremos ahora el tipo de simetria que puede tener
una funcibén periddica.

Se dice que una funcibn f(t) tiene simetnia pan 84t

£(t) = £(-t)

Funciones tales como t2, cost y una funcifn constante
tienen simetria par.

Las funciones que se muestran en las figuras 16.1 y 16.2
poseen simetria par. Este tipo de simetria se puede re
conocer grificamente pues existe simetria con respecto
al eje £(t). Si en la figura 16.1 se plegara la gréfi-
ca en el eje f(t), las partes correspondientes al tiem-
po positivo y negativo coincidirian una sobre otra. Es-
to mismo se puede hacer con la funcién de la figura

16.2

‘ f(t)

AL

Figura 16.1 Funcidn con simetria par

Simetrfa par




hf(t)

Figura 16.2 Funcibn par

Otro tipo de simetria que presentan las funciones es la
simetria impar.

Se dice que una funcibn f(t) tiene simetrfa impar 84:
f(t) = -f(-t)

La funcién representada en la figura 16.3 posee simetria
impar.

f(t)

e-ov

Figura 16.3 Funcibén impar

515

Simetrfa fmpar
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Note que la grdfica de esta funci6én impar ubicada en la
_parte negativa del eje t (-t) tiene la misma forma que

la ubicada en la parte positiva (t), sdlo .que de manera
invertida.

Este tipo de funciones:se conocen como antisimétricas.

A continuacibn se presentan algunas propiedades de fun-
ciones ‘que tienen simetrfia !5 par e impar:

1.
2.

El producto de dos funciones pares es una funcién par. Propliedades de
las funciones

El producto de dos funciones impares es una funcién par. con simetrfa
par e impar

3. El producto de una funcibn par con una funcién impar da
como resultado una funcibén impar.

4, Si f(t) es funcibn par en el intervalo [:-a, a’], su in
tegral se obtiene integrando en medio intervalo y mul-
tiplicando por 2; esto es:

/af(t)dt -2 laf(t)dt
- 0

a

5. Si f(t) es funcién impar en el intervalo [-a, a ], su
integral vale cero; es decir:

a
]f(t)dt =0
-a

6. Toda funcién puede expresarse como la suma de una fun
cién par y una funcibn impar.

Cuando una funcién tiene simetrfa es posible saber, antes
de realizar algfin cdlculo, qué términos contendrdi la se-
rie de Fourier; ademis, las expresiones de los coeficien-
tes de esos términos pueden simplificarse.

Veamos ahora, como la simetrfa par afecta a los coeficien
tes de la serie de Fourier.

Si se tiene una funcién par f(t), entonces los coeficien-
tes bn estén dados por:

=]

2 7
bn = & ] £(t) sen nuwot dt

Nl

15gn adelante se obviari el término simetria, para ha-
blar simplemente de funcidn par y funcibn impar.

"
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bn = 0

donde el integrando f(t) sen nwgt es una funcién impar
(de acuerdo a la propiedad 3) y por consiguiente la inte
gral vale cero (de acuerdo a la propiedad 5), 1o cual
significa que no se tienen términos seno en la serie de
Fourier. o

Con respecto a la expresidn para los coeficientes ap, se
tiene:

L]

7
ap = %/ £(t) cos nwgt dt

.

L]

L

o 7
an = F / £(t) cos nuwgt dt
0

esta Gltima expresién se obtiene en virtud de que el inte
grando f(t) cos nuot és una funcién par (propiedad 2), y
por consiguiente se integra en medio perfodo y se mGltipli
ca por 2 de acuerdo a la propiedad 4.

En consecuencia, la serie trigonométrica de Fourier de una
funcién par contiene solamente términos coseno, y puede
tener o no el término constante a; 10 cual depende del va
lor promedio de la funcibn. Asi, la expresidn de la se-
rie de Fourier para funciones pares es:

- Serie de Fou-.
f(t) = ag + ¢ fn COS negt (16.1) rier para una
n=1 funcibn par
donde: ;
ag = + ] £(t)dt
§ (16.2)
y T
. 3
ap = o If(t) cos nugt dt (16.3)
0

Observe que en esta axpresién se integra solamente en me-
dio perfodo.
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Consideremos ahora los coeficfnetes para una funcifn im-
par f(t):

Y]

L I £(t)dt

[NELE

ao'O

Puesto aue el valor promedio de una funcidn impar es cero,
entonces:

2%,
ag = [ f(t) cos neyt dt

-7

z

an-O
ya que el integrando es una funcifn impar.

Los valores de b, se obtienen integrando solamente en me
dio periodo:

I
2 2 -
bp = -+ I £(t) sen nwgt dt
ELy
t]

3

. 2
bn = -+ l £(t) sen negt dt
0

Por consiguiente, la serie de Fourier para una funcién im-
par f(t) no contiene el término constante a, ni términos
en coseno, es decir, s6lo contiene elementos en seno. En

consecuencia, la serie de Fourier para una funcién impar,

estd dada por!

- ) Serie de: Fou-
£(t) n):-lbn sen nugt (16.4)  ‘ier para una
funcidn impar
donde:
>

bn = + £(t) sen nupt dt (16.8)

&>
— 5

0




Ejemplo 16.1

Determine, considerando su simetrfa, la serie de Fourier
para la funcién representada en la figura 16.4.

A

f(t)

2

-2 -1 Q 1 2 3 t
Figura 16.4
Solucién

La fupcién tiene simetrfa par y su perfiodo y frecuencia
fundamental son:

la expresién analitica para la funcidn en el intervalo
-1<t<1 es:
2 + 2t -1<t<0

f(t)=l
2 - 2t J<t<

la constante a; y el coeficiente ap se obtienen de la si-

guiente manera:
T

;.2
ap = o Ié f(t)dt

L]

0 1
(2 +2t)dt + j’ (2 - 2t)dt

"
o
—

=1 0

ao=1

r

4 (2

an = = ‘ f(t) cos nwyt dt

0

l .
an =% l(z - 2t) cos nnt dt

0
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" realizando la integral se obtiene:

8 s
-(—n'_)! n impar
an *
0 n par

en consecuencia la serie trigonométrica esté dada porx:

f(t)=1+ —:zcos t *g—izcos 3nt + 75871“’5 Sat + ...

Ejemplo 16.2

Determine la serie trigonométrica de Fourier para la fun-
cién representada en la figura 16.5. Considere la simetria
de la funcién para obtener los coeficientes de la serie.

ﬂf(t)
/’ )
) 2 1 o 1 2 T T
-3 4
Figura 16.5

Selucién
El perfodo y la frecuencia fundamental para la funcién de
la figura 16.5 son:

T=2

wg =

La funcibn estf definida,. en el semiperfodo 0 <t < 1, por:

f(t) = 3t D<t< 1




Como la funcibn tiene simetrfa impar s6lo contendr§ térmi-
nos seno, y el coeficiente bn se calculari integrando - en
un semiperfodo. Asi, se tiene:

19

L, 2
bn = o+ [ £(t) sen nugt dt
0

1
by = > [ 3t sen nwt dt
0 -

Integrando por partes se obtiene:

bn = i% cos nn
o bien:
ba = 32 -0)"

por consiguiente 1la serie de Pourier es:

£(v) --?,-un nt -f;senht + f;-sen 3%t - -‘6—' sen 4xt + ...

16.2 SIMETRIA DE MEDIA ONDA

Se dice que una funcibn periédica f(t) con perfodo T, tie-
ne simetrfa de media onda si satisface la condici6n:

£(t) = - £(t £ ) (16.6) samtrie do

Exceptuando un cambio de¢ signo cada semiciclo es igual
que los semiciclos adyacentes.

En la figura 16.6 se muestra una funcifn que tiene 'sime-
tria de media onda. Observe que el semiciclo negativo de
la funcidn es el reflejo del semicicla positive adelanta-
do medio perfodo. .
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‘

£(t)

Figura 16.6 Gridfica de una funci6n con
simetrfa de media onda

Cuando una funcidn peribdica tiene finicamente simetria de
media onda, su serie trigonométrica de Fourier contendra
solamente armbnicas impares coseno y seno, como se demos-
trard a continuacidn.

Sea f(t) una funcidén con simetria de media onda, es decir
cumple con la condicién (16..6). Determinaremos a conti-
nuacibén el coeficiente ap partiendo de la expresidn:

T
), 2
an = = [ £(t) cas (nwgt)dt

]

descomponiendo esta expresién, tenemos:

- 1
ap = = l f(t) cos(nwyt)dt + [ £(t) cos(nuwot)dt
0

V.
L]

Efectuaremos ahora el cambio de variable t por t + %% .

Esto implica un cambio en los lfmites de integracién, por
lo tanto:

r T

2 2
ap = %3[ £(t + %)coslinmo t+D :ldt + [ £(t)cos (nwgt)dt
n 0




T

2 .
ap = % l f(t + %) ‘:cos(nwot) cos nn- sen(nwgt) sen n{l dt +
0

I

2
+ l £(t) cos (nwgt)dt
0

Debido a que sen nv = 0, la expresibn anterior se reduce

T r

2 2
8 = % I f(t + -12‘—) cos (nwpt) cos nn dt + I £(t) cos(nmyt)dt
0 ‘ 0

de 1la expresién:

(SE ]

£(t) = - £(t + +) (16.6)

tenemos:
T

T
2 2 7
an =7 l - £(t) cos nn cos(nwgt) dt + l f(t) cos (nuwpt)dt
0 0

como cos nn = (-1)", entonces:
T

2
an = (1 - (-1)M % ' £(t) cos(nugt)dt
0
por lo tanto:
0 para n par

an
T

2
% ‘f(t) cos(nwpt)dt para n impar
0
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Efectuando un desarrollo similar para b,, se obtiene:

0 para n par

T
liif(t) sen(nuwgt)dt para n impar
0

=3l

Entonces, la serie trigonométrica para una funcién con si-
metrfa de media onda tendr4 la forma:

Serie de Fou-

« rier para una
f(t) = & (ap cos nwot + bp sen nugt) (16.7) funcién con si
n=43,5,... metrfa de me-
dia onda
donae:
I
s ;
an = £f(t) cos neygt dt para n impar (16.8)
(]
T
4 (2
bp = l £(t) sen negt dt para n imnar (16.9)
0

Observe que los coeficientes ap y b, se obtendrén inte-
grando en 1a mitad del perfodo y multiplicando por 2, ade
mis, ag = 0.

Ejemplo 16.3

Determine la serie trigonométrica de Fourier para la fun-
cifén representada en la figura 16.7.

*lf(t)

|

-1 0 1 2

.24

Figura 16.7
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Solucién

El perfodo y la frecuencia fundanéntal son:

T=2

wg = 7w
y la funci6n estd definida en el intervalo 0 <t <1 por:
f(t) = -2¢t 0O<t<1

como la funcién tiene simetrfa de media onda, la serie
‘trigonométrica estard formada solamente por armbnicas im
pares coseno y seno.

Los coeficientes se obtienen, para n impar, de la siguien
te manera:

T
4 2 '
ap = ‘ £(t) cos nugt dt
0

1
an = - 4 ‘ t cos nst ‘dt
0
integrando por partes se obtiene:

ap = tn—s.TT n impar

]

bp = 4» f(t) sen nupt dt

1
bn--4‘ t sen nat dt
(]
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‘Integrando por partes nuevamente se obtiene, para n impar:

bp = ﬁ% cos nmn
o bien:
4 (-
by = A0

asf, la serie de Fourier estd dada por:

f(t) = f% cos 7t + 5%7 cos 3nt + 7%%7 cos S5nt + ...

-4 sen nt - 2 sen 3t - —i-sen Snt - ...
" ; 3n Sn

16.3 SIMETRIA DE CUARTO DE ONDA PAR E IMPAR

Simetrfa de
cuarto de onda
nar

Si una funcién peribdica f(t) tiene simetria de media on
da y simetrfa par se dice que esa funcién f(t) tiene si-
metria de cuarto de onda par. )

La figura 16.8 muestra una funcién f(t) que poesee simetria
de cuarto de onda »ar.

f(t)

-y

Figura 16.8 (rédfica de una funcién periédica
con simetrfa de cuarto de onda
par
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La serie trigonométrica de Fourier para una funcidén f(t)
con simetria de cuarto de onda par-contiene Gnicamente ar
ménicas impares coseno. Esto es:
Serie de Fou-
© rier para una
- £(t) = I an cos nugt (16.10) funcién con si
n=1,3,5, ... metria de cuar
to de onda par
donde:
z -
8 [
an = ] f(t)cos nwyt dt. para n impnar (16.11)
n

se obtiene integrando en un cuarto de erfodo. .
>

Cuando una funcién peribdica f(t) tiene a la vez simetria Simetrfa de
de media onda y simetrfa impar se dice que esa funcién cuarto de onda
f(t) tiene simetrfa de cuarto de onda impar. impar

La figura 16.9 muestra una funcién periédica que tiene si-
metrfa de cuarto de onda imnar.

A, -

Figura 16.9 Gridfica de una funcién de cuarto
de onda impar

La serie de Fourier para una funcién periédica £(t) que
tenga simetria de cudrto de onda impar contendri Gnicamen
te armbnicas imnmares seno; esto es:

Serie de Fou-
rier para una
(16.12) funcién con si
* metrfa de cuar
to de onda im-
par

L
f(t) = I by sen nugt
B=1,3,5%...
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donde:

z

0

M
bp = —.BI—.- ‘ £(t) sen nupt dt n impar

(16.13)

y se obtiene integrando solamente en un cuarto de perfodo.

Ejemplo 16.4

Determine la serie trigono

/

métrica de Fourier para la fun-

cibn peri6dica mostrada en la figura 16.10. Considere la

simetrfia de la funci6n para obtener los co

las arménicas.

—

A

Af(t)

]

eficientes de

Solucién

Figura 16.10

Nj=
a
g
N
E]

E1 perfodo y la frecuencia fundamental son:

T=2n

2n
wg = g =

2n

"

=1

~y

La expresibn analitica de la funcién en el cuarto de pe-

ribdo[o, %] es:

f(t)-= A

0<t< 5




De la figura 16.10 se observa que la funcibn f(t) cumple
con las condiciones de simetria de cuarto de onda par,
por lo que su serie de Fourier contendré s6lo armbnicas
impares coseno; para obener los coeficientes an se inte-
grari en un cuarto de periodo. Asi, tenemos:

T

1
an = l f(t) cos nupt dt
0

"A cos nt dt

n
= 4A Esen nt] z
nn 0

an = 24 gen 523 n impar

"
)
2 |°°
o Nl

En consecuencia, la serie de Fourier es:

f(t) = ;4;'&\.;05: - %%cos 3t + %% cos S5t - ...

Ejemplo 16.5

Para la funcibn mostrada en la figura 16.11, obtendréd 1la
serie trigonométrica de Fourier. Considere la simetria
de la funcibn.

[ P

] ]

A
Figura 1€.11
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Solucién
El perfodo y la frecuencia son:

NN
= E ]

=1

€
o
"
|

L]
E]

La funci6n estdi definida en el intervalo [:0, %:} por:

£(t) = A D<tc< —’2'—

“De la grifica se observa que la funcibén tiene simetrfa de
cuarto de onda impar, la serie de Fourier tendrd s6lamen-
te arménicas impares seno.

El coeficiente by se calcula integrando en un cuarto de pe
riodo. Asi, tenemos:

T
3 i
bn = T l f(t) sen nwyt dt
0
L
8 2
= 77 l A sen nt dt
0
ui
= - 44 [:cps‘n t:] z
m 0
. 4A -
+bn = e n impar

por consiguiente, obtenemos la serie:

£(t) = 5% sent + %% sen 3t + %% sen 5t + ...
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. Indique si las gra&ficas de las funciones que se mues-
trap a continuacibn, tienen simetrfa, sefialdndolo en
el espacio indicado. En caso afirmativo, indique, ade
mds, el tipo de simetrfa que posee la funcién.

Tf(t)
1.
] t
'a'\ é‘\"
$ect)
2).
™D
(AN A
3.




532

4).

5).

6).

7).

Tf(t)

"2

-3mgn o 2m 3m ;t
f(t)
1
A M o,
-2m -m O] W 2m Tt

£(t)

A/
\

4

£(t)

.

-2"

=T

2m

ty




11. A continuacibn se presentan dos columnas. En la pri
mera se hallan los distintos tipos de simetrfa de las
funciones peri8dicas, mientras que en la segunda se
encuentran los tipos de términos que tienen sus res-
pectivas series de Fourier.

Coloque en los paréntesis que aparecen en la columna
de la derecha, las letras localizadas en la columna
de la izquierda, de tal manera que indique qué tipo de
término corresponde a cada simetria.

TIPOS DE SIMETRIA DE TBRMINOS DE LA SERIE

FUNCIONES PERIODICAS : DE FOURIER
a). Simetrfa par 1) impares seno ()
b). Simetrfa impar 2) cosenos (@)
€). Simetrfa de media 3) pares seno y

onda coseno ()
d). Simetrfa de cuarto 4) senos

de onda par ()
e). Simetrfa de cuarto S) impares seno y

de onda impar coseno )

6) impares coseno ()

III. A continuacibén se presentan algunos problemas. Re-
suélvalos y escriba la o las soluciones en el espa-
cio indicado.

1 Determine la serie trigonométrica de Fourier para la
sefial de salida de un rectificador de onda completa,
representada en la figura 16.12, considerando la si-
metria de la sefial,

v(t)

Y

-2x -n ‘o v 2

Figura 16.12
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2. Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la se

fial mostrada en la figura 16.13, considerando su si-
.netria. : :

:l(t)

N\

Figura 16.13

3. Dada la sefial de la figura 16.14:

N

a) Indique que tipo de simetria tiene.

b) Determine la serie trigonométrica de
Pourier tomando en cuenta la simetria.

4
i(t)

N AN

Figura 16.14
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4. Para la sefial de la figura 16.15:

a) Identifique el tipo de simetria.

b) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier
considerando la simetrig de la sefial.

4
i(t)

Figura 16.15

a)

b)







MODULO 17. FORMA EXPONENCIAL DE LA SERIE DE FOURIER

CUADRC SINOPTICO

Serie exponencial
"|de Fourier

Funcibn Evaluacibn de
eribdica los coeficientes

Espectro discreto
de frdcuencia

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Determinarf la serie exponencial de Fourier para una
funcién peribdica dada.

2. Graficaré el espectro discreto de frecuencia de 1la
funcibn periédica, & partir de las amplitudes de los
coeficientes de la serie exvonencial de Fourier.
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17.1 SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER

En los mbédulos 15 y 16 se expresibé la serie de Fourier de
una funcidén periddica, usando términos seno y cosgno. Sin
embargo, resulta conveniente escribirla en forma exponen-
cial, pues asi se obtiene mis ficilmente y se expresa de
manera mis breve. Por otra parte, la serie de Fourier en
forma exponencial sirve de base para obtener la Integral
de Fourier, que se estudiard en la siguiente unidad.

Asf pues, partiendo de la serie trigonométrica de Fourier:

f(t) = ag + ' (ap cos nugt + by sen nuyt)
n=1
(17.1)

Los términos cos nuwyt y sen nwyt pueden ser expresados en
forma compleja, a Partir de 1a identidad de Euler, de 1la
siguiente manera: 16

cos nugt = - (eIPU0E 4 gTInuot, (17.2)

nwgt _ e-jnwot)

sen nuwgt = 7% (ej (17.3)

Si sustituimos las relaciones (17.2) y (17.3) en la expre
sidén (17.1) obtenemos:

_ * an 5 t - b r -
f(t)— a, +nz-1 l:_z_ (eJnmo + e anot) +_271‘.1 (_e_,nmot: -e Jnmot)]

£(t) = ag + T [% (an - jbn)ed™@0t + L (ap + jbn)e Inuot
n=1

(17.4)
si para la expresién (17.4) definimos:
Co = ag (17.5)
en = 4 (an - jbn) (17.6)
1

¢-n = 7 (sp + jbn) (17.7)

16 Ver identidad de Euler en el apéndice A de la primera
' parte de esta obra.




entonces esa expresién se ‘reduce a:

w . .
f(t) =cg+ I (Cn e]nlﬂot N c_n e’anot)
n=1 J
o
. . o .
£(t) = cg *+ I cp eIt 4§ ¢ e 3wt
n=1 n=1

(17.8)

incorporando el término constante c, en la primera sumato
ria, y.por lo tanto variando sus limites de n = 0 a =, se
tiene:

L et ®
f(t) = Ccn glnwot , ¢
n=0 n=1

(17.9)

ahora, cambiando el signo de n en 1la segunda sumatoria, lo
que implica modificar sus limites (ahora de -1 a -=) se
obtiene la siguiente expresidn:

£(t) = © cp ednWOt L7 ¢ eInuot
n=o0 n=-1
(17.10)

estas dos sumatorias pueden expresarse en una sola con 11
mites de -o a . Asi:

£(t) = ¢n (17.11)

la expresidén (17.11) es la forma exponencial de La sernie
de Foundien.

17.2 EVALUACION DE LOS COEFICIENTES DE LA SERIE EXPONEN-
~CIAL DE FOURIER

Obtendremos ahora una forma directa para determinar los
coeficientes cp de la serie exponencial de Fourier. Estos
coeficientes cp serdn evaluados tomando como base los coe
ficientes ap y bp de la serie trigonométrica.

. .
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Serie exponen-
cial de Fourier
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Los coeficientes de la serie trironométrica estdn dados
por:

T
an = % I £(t) cos nuwgt dt (17.12)

0

Y T
bp = 1%~ I £(t) sen nwgt dt (17.13)

0

Por otra parte, en el apartado anterior habiamos definido
la expresidn:

cn = 5 (an - jbp) (17.6)

ahora bien, si sustituimos las expresiones (17.12) y (17.
13) en la expresién (17.6), se obtiene:

T T
ch = S f(t) cos nwgt dt - j Z f(t) sen nwyt dt
| T T

0

aplicando las propiedades del cdlculo integral se reduce a:

T
[ ﬂ%- ‘ f(t)(cos nwgt - jsen nwyt) dt
0
(17.14)
pero:
cos nugt - jsen nugt = e JPvot (17.15)

por lo tanto, sustituyendo la expresién (17.15) en la ex-
presidn (17.14), se obtiene:

"

. -jnwpt Coeficiente de

cn = ]f(t) e dt (17.16) 2% erie expo
0 nencial

la expresi6n (17.16) nos permite evaluar los coeficientes
de la serie exponencial de Fourier de la ecuacién (17.11).

Observe que la integral de la expresién (17.16) estd multi
plicada por el factor % ; mientras que las integrales pa-
ra ap y bp estan multiplicadas por el factor T




Ejemplo 17.1

Determine la serie exponencial de Fourier para la funcién
peri6dica mostrada en la figura 17.1.

A
£(1)

//////fgjl 11:///97; ;//////%:;///’/// ©

Figura 17.1

Solucién
.

El perfodo y la frecuencia de la funci6én periédica son:

la funcién estd definida por la expresibn:

£(t) = At =

donde el coeficiente {}, que es la pendiente de la recta,
se obtiene a partir de:

A- (-A) 24 A
m-0 2m m

Los coeficientes cp se obtienen.de la siguiente manera:

El término cy estd dado por:

-

T
o = ag =+ l £(t) dt
0
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sustituyendo el valor de la funcién e integrando se obtiene:

- _A [4n2 A
cor 7 (%)

C0=0
Para n # 0, los coeficientes cy estdn dados por:

T
cn = — [ £(t) el nwot 4¢
0

sustituyendo el valor de f(t) y factorizando se tiene:

2m

- A t . -jnt
n = A ](ﬂ 1)e dt

0

integrando por partes resulta:

Cn = j #% n#o0

asf la serie exponencial de Fourier estd dada por:

f(r) = 3 & ¢ L oeint
n=-%
n#o
o nor:
: -j2e_ -3 s A it A 2t
f(t)=...-JZ;A"eJt-J—i\—eJt*JTeJ s ed?ts




17.3 ESPECTRO DISCRETO DE FRECUENCIA DE LA SERIE EXPONENCIAL
DE FOURIER

Hemos obtenido la expresi6én de la serie exponencial de Fou
rier y la expresién para calcular los coeficientes cp de
esta serie; es decir, hemos determinado las expresiones:

£(t) = T cp eInuot (17.11)
nt‘ﬂ
y
‘ T
cn =+ l £(t) e Inwot g¢ (17.16)

0

Observe que en la ecuaci6én (17.11) n toma valores negati-

vos; lo que da origen a frecuencias negativas. La existen-
cia de estas frecuencias se debe a que las funciones coseno
y seno han sido expresadas por una pareja de funciones expo
nenciales complejas. -

Los coeficientes cp de la ecuacién (17.16) son generalmen-
te complejos y pueden expresarse en la forma:

cn = |cp| e"3¢n (17.17)
donde:
leal = + /ar + b (17.18)
y
¢n = ang tan ;gﬁ (17.19)

Por otra parte, anteriormente al obtener el espectro de
frecuencia para la .serie trigonométrica vimos que la am
plitud |Ch| en términos de los coeficientes an y bp, era:

ICnl =y/an2 + b2 (15.18)

543




544

entonces, relacionando 1la ecuacibén (17.18) con la ecuacién
(15.18), obtendremos:

|Cnl = 71- |Cnl (17.20)

2|Cp| = |Cnl (17.21)

La ecuacidén (17.21) nos indica que debemos multiplicar 1la
amplitud |Cp| de los coeficientes de la serie exponencial,
por el factor 2 para que las amplitudes tanto de la serie
exponencial como de la serie trigonométrica sean equiva-

lentes. La presencia de los factores 2 y -3 en las ecua-
ciones (17.20) y (17.21) se debe a que las integrales pa-
ra obtener los coeficientes ap y by tienen un factor de T
mientras que la integral del coeficiente Cp tiene el fac-
tor -% . En consecuencia, el espectro discreto de fre-
cuencia de 1a serie exponencial tiene una amplitud que es
un medio del espectro discreto de frecuencia de la serie
trigonométrica.

Ejemplo 17.2

Dada la funcibén de la figura 17.2:
a) Determine la serie exponencial de Fourier.

b) Dibuje el espectro discreto de frecuencia.

4,

v(t)

| y

1 2 3

g /

Figura 17.2

Espectro discre
to en la serie
exponenci al




Solucién

a)

El perfodo y la frecuencia fundamental que se obtie-
nen de la figura 17.2 son:

T=2
27
wo = = =
la funcibn estd definida por:
5t 0O<t<1
v(t) =
0 1<t<2

la componente c, a frecuencia cero se obtiene de:
T
co = o+ ]f(t) dt
0
1

-3 [Stdt

0

+ (%1

Co=1§—
Los coeficientes cp se obtienen como sigue:
T
cp = 7% I £(t) e Inwot g

0

1
- —17 I 5t e”InTt g¢
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integrando por partes:

du = dt

dv = e"InTt g

_ 5 e . =jnn
‘n = T L -jn= (-jnm)2 (e 1)]
puesto que:

+1 n par

etjn“-cos nr t jsen nw =

-1 n impar

-
J Inw n par
cn =
) . S
mmnZ ') Zny 'n impar

consecuentemente se tiene:

para n = 1: para n = - 1:

S . 5 S . 5

c, = ;Y - ) 7; c.1 = ;T +j 7;
para n = 2: para n = -2:

c2 = I C.p = - j f%
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asf, la serie exponencial de Fourier toma la forma:

£(t) = ... -

4n L Zn

_s_ejzn*(_{:{*j S)E-jnt+ %_*

) int . . 2
+(?5,—375;)e3“ +34—5ﬂej Tt . L.

b) Como los coeficientes cp son complejos, sus magnitudes
para n positivas serdn las siguientes:

] leq| = (%)2 + (2—5")2= 0.94
lesl =,/<%)2+(6—51;)2 = 0.27

el espectro de frecuencia, para valores positivos de
n se muestra en la figura 17.3.

= 0.39

3
[Cnl
it
0.9u
0:39 0.27
b 7wy ' 2wg ' 3wg ! nwg
m 2m 3n

Figura 17.3
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Ejemplo 17.3.

Obtenga el espectro discreto de frecuencia para el tren de
pulsos rectangulares de la figura 17.4.

(e)

4 !
) T T p
- —— = O = ES
T z "2 z 2 T t

Figura 17.4

Solucién
La expresién para v(t) en el perfodo '—g— <tc< % es:

v(t) =V -'TT <t< %

los coeficientes cp se obtienen a continuacién:
T
1 z ‘
¢n = TI £(t) e”Inwot gy

-7
z

A

- l -jnwpt
T e dt

Na TN

T

1 i e—jnwot]!-
-JNwg -
3

| ]
-1|<

A 1 -jnmoi- _ jnuog)
T -Jnwy <e e

-V 1 jnwo% _ -jnuo;-
Cn T jnuo (e e
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multiplicando numerador y denominador por 7’- :

X X
cn = VTt 1 Jl (ejnw(,? - e-jnmoy)
nwof

ve Sen nwo¥
B e— —_—
n T T
Nwoy

haciendo x = nwg¥ se obtiene:

T _Senx
T Tox

sen x

el término es muy utilizado en teorfa de comunicacio-

nes y se le llama funcién sinc (x); es decir:

sinc (x) = 5% (17.22)  Funcién sinc
(x)

la funcién sinc (x) vale cero siempre que x es mfiltiplo en-
tero de rn; es decir:

sinc (m#) = 0 cuando m=1,2,3,...

si x vale cero, la funcibn sinc (x) toma el valor de la uni-
dad; esto es:

sinc (0) =1

La figura 17.5.a., muestra la gréfica de la funcibn sinc'(x)
y la figura 17.5.b., la del valor absoluto de la funcién
sinc (x). Este valor absoluto de sinc (x) se usari frecuen
temente en 1lo que resta de esta obra.
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sinc(x) |sinc(x) |
1
TN | > >
N AN E g T am x
(a) (b)
Funcién sinc (x) . ‘Valor absoluto de la

funcién sinc (x).

Figura 17.5

Volviendo a nuestro ejemplo, si consideramos los valores
numéricos:

1 |
TT 20 Y T=7

entonces:

(8]

mo-Tﬂ=81:

y tendremos que:

0

< sen nu —;— sen n—s"
sinc (nmo —2—) = e -0
Mo - 5

para n=5, 10, 15, ...

es decir, la funcién sinc (w) vale cero para:

w = Nwgy = Suo, 10Lu°, 15“’0’ ce

w = 40n, 80w, 120w, ...
y es diferente de cero para:

n=0,1,2,3,4,6,7,8,9, 11, ...
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Y tenemos que:

\'s
lenl| = ‘Tl

sinc (nwvo -;—) l = V._TT = ¢y

los demas valores para los cuales |Cp| es diferente de ce
ro, se calculan por medio de la siguiente expresién:

sen nuwg % sen nT"

=V
|Cn| =T

T

Nwg =2 n

U'7|=)

El espectro discreto de frecuencia, para valores positivos
de n; se muestra en la figura 17.6.

4
[Cal
\ad
T [T~
N
\.
\
\ e
7 .
\ \
% .
\ ] \ /’]
[ R N A .\//J
Swg Tow, Nwy "

Figura 17.6 Espectro discreto de frecuencia
de un tren de pulsos
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

I. A continuacibn aparecen unas proposiciones, seguidas de
cuatro opciones. S6lo una de ellas hace verdadera la
proposicidn; indiquela colocando una cruz en el parén
tesis correspondiente.

1. La serie exponencial de Fourier se expresa mediante la

relacibn:

a) £(t) = I cp einwot ()
ne=-w

b) £(t) = T | cn edwot ()
n=

¢) £(t) = & cp e Inuot ]
n=-® .

d) £(t) = T cp e Inuot )
S

2. Los coeficientes cp de la serie exponencial de Fourier
estdn dados por:

rT

a) cn = | £(t) eI%0tgr )
T

B) cn = 4 | £(t) eInwot 4 @)
"o
A

c) ‘cn = 1%- £(t) e”Inwot g¢ ()
"o
. .

Q) o= [ £(t) eInwotge Q)

-T




La magnitud de los coeficientes cp estd relacionada con
los coeficientes ap y b, por:

a)

b)

c)

d)

La

a)
b)
c)

d)

La grdfica de 1la funcién sinc (t) es:

a)

lenl = /af + bn

lenl % an + by

lenl = 2 Yay + by

/(an + bn)2

len|

funcién sinc (x) vale la unidad cuando:

x4
x =1
x =0
X = nm

()
()

]

)

()
()
¢)
()

)

5§53
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b)

c)

d)

()
4
}l
N
[T 1
()
1
K 2m ;
(>

:<
N
=
+v
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II. A continuacién se presentan algunos problemas. Re-
suélvalos y escriba la o las soluciones en el espa-
cio indicado.
1. Dada la seflal de la figura 17.7.: .
a) Determine la serie exponencial de Fourier,

b) dibuje el espectro de frecuencia.

v(t)
Q

v

-am 2n L34

Figura 17.7

a)

b)
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2. Obtenga la serie exponencial de Fourier para:

a)

La sefial mostrada en la figura 17.8.

b) La sefial mostrada en la figura 17.9.

a)

b)

tice)
4
-1 o I L 3 27
2 2 2
Figura 17.8
4
v(t)
2
-3m -27 -7 0 m 2n 3n {
Figura 17.9
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3., Dibuje el espectro de frecuencia para la sefial de volta
je mostrada en la figura 17.10., =

“vEt)

0.4 0.1 0 0.2 0.5 t

Figura 17.10
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UNIDAD VI. LA TRANSFORMADA DE FOURIER

OBJETIVO GENERAL

Al finalizar el estudio de la unidad, el alumno:

Determinard la transformada de Fourier de las funciones
més conocidas y la utilizari para analizar sistemas 1i-
neales-

INTRODUCCINN

En la unidad anterior consideramos la representacién en
serie de Fourier de las funciones perifdicas. Sin embar
go existen otras funciones que no son periddicas tales
como un pulso rectangular o un escaldén unitario. Ese ti-
po de funciones puede tratarse mediante la transformada
de Fourier.

En esta unidad se desarrolla la transformada de Fourier
a partir de la serie exponencial, haciendo una generali-
zacién a las funciones no peribdicas.

Se presentan tambidn algunas de las aplicaciones de la
transformada de Fourier, en la solucibén de sistemas linea
les y en teoria de cormunicaciones.
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MoDULO 18. CONCEPTOS BASICOS SOBRE LA TRANSFORMADA
DE FOURIER

CUADRO SINOPTICO

Condicién de
existencia

Serie exponencial Transformada Propiedades
de Fourier de Fourier

Espectro de
energia

NBJETIVOS ESPECIFICOS

Al finalizar el estudio de este m6édulo, el alumno:

1. Explicatrd el procedimiento para obtener la transforma
da de Fourier a partir de la serie exponencial.

2. Obtendri la transformada de Fourier de una funcibn da-
da, usando la definicién.

3. Aplicari las propiedades de la transformada de Fourier
para la obtencién de transformadas de funciones dadas.

4. Describird la interpretacién ffsica de la transformada
de Fourier en términos del contenido de energia asocia
da con una sefial.




561

18.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier se obtendri generalizando a fun
ciones no perifdicas, la serie exponencial. Ilustraremog
este procedimiento para el caso del tren de pulsos que sg
muestra en la figura 18.1.a. El espectro de frecuencias
de este tren de pulsos se ruestra en 1la figura 18.1.b.

4
£(t)

tv

(a)

Figura 18.1.a Tren de pulsos

Py
G
Vr J nl
I~
N
\
\,
wo‘ \
\
\ L~
Y ”
v 1 ]
- | ) | . | :
0 wp 2wg 3ulp kwg Swo Nug
(v)

Figura 18.1.b Espectro discreto
de frecuencia

En este espectro discreto cada lfnea representa la ampli:
tud de una comporiente, de frecuencia, y la distancia entre
las 1fneas es la frecuencia fundamental wy.
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Cuando el perfodo T aumenta, la frecuencia wp disminuye y
por lo tanto, se tiene un mayor ndmero de componentes de
frecuencia en un intervalo; observe las figuras 18.2.a, y

18.2.b.
3
£(t)
A
T T t
Figura 18.2.a Tren de pulsos
con el periodo
T aumentado
[Cnl
. Y
T T~
] ~

| l \ l\r il X

20wq Ny

Figura 18.2.b Espectro de
frecuencia

Por otra parte, se observa que disminuye la naplitud de
la envolvente, sin cambiar de forma.




En el limite, cuando T aumenta infinitamente, w, tiende a
cero y se tendrdn intervalos de frecuencia infinitesimales,
lo que implica que el -espectro discreto tiende a ser conti
nuo.

En la figura 18.2.a, se puede observar que cuando T tiende
al infinito queda un solo pulso rectangular que no se re-
pite. Asf pues, la funcién f(t) deja de ser peribdica y
el tren de pulsos se reduce a un pulso finico; ademids, el
espectro discreto se convierte en un espectro continuo de
frecuencia.

Analizaremos el resultado de la aplicacién de este procedi
miento en la serie exponencial de Fourier.

Sea f(t) una funcién periddica cuya expresién en serie ex-
ponencial de Fourier es:

£(t) = © cp elnwot (18.1)
n=-w
en donde:
T
17 ~
¢n = T [ £(t) e Inwotqy (18.2)
T
2

si sustituimos la expresién (18.2) en la expresién (18.1)
obtenemos:

T
3‘ s .
£(t) = % I [ £(t) e Jnwot g¢ | eInwot
n=-e ‘g
2
_ 2m .
puesto que wy = F > entonces:
T
1 by 2 -3 t jnuwgt
£(t) = 5o | T If(t)ejn"’o at | ednwot 4
ne-w

7

(18.3)
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Como f(t) dejar4 de ser peri6dica se har4n algunos cam-
bios de notacién. Cuando T tiende a infinito w, tiende a
cero y nwo tiende a la variable continua w; esto es, para
un espectro continuo nwy (w) puede tomar cualquier valor
real. Debido a que T+« se hardn las siguientes modifica
ciones:

cualquier frecuencia Nwg + w

distancia entre componentes wy + Aw

por otra parte, €l perfodo T puede ser expresado como:

-3
"
1y

En consecuencia, la ecuacién (18.3) toma la forma:

z
2

£(t) = - | T j £(t) e~ dut ge [edwt 4,
w - 00

T
z

(18.4)
en virtud de que T tiende al infinito:

Aw + duw

ademds, la variable discreta nw, se ha convertido en la
variable continua w, la sumatoria deber4i transformarse en
una integral.

Por Jo tanto, la ecuacibén (18.4) se transforma en:

“* £(t) = '21_1'] I £(t) e I at 3ot gy
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si 1llamamos F(w) a la expresién dentro de los paréntesis
cuadrados, se obtienen las expresiones:

ot ' Transformada de
F(w) = £(t) e dutge (18.5) Fourler
y
T Swt Transformada in
£(t) = 357 F(w) e7“% du (18.6) versa de Fou-
J o rier

Las expresiones de F(w) y f(t) dadas por las ecuaciones
(18.5) y (18.6) se llaman par de trans formadas de Fourdenr;
F(w) es la transformada de Fourien de §(2); vy £(t) es la
trans formada inversa de Fourier de Flw). Sus relaciones
se escriben en la forma: ‘

F(w) =:f‘[f(t)] (18.7)

£(t) -&'“[F(u):l (18.‘8)

La transformada de Fourier de la ecuacién (18.7) transfor-
ma una funcién de t, en el dominio del tiempo, a una fun-
ci6én de w, en el dominio de la frecuencia. la transforma-
da invetrsa de Fourier de la ecuacién (18.8) hace lo contra
rio.

En general F(w) es una funcién compleja de w y se puede
escribir en las siguientes formas:

Magnitud y dngu-

F(e) = | F(w) | [8(w) lo de fase
F(w) = R(w) + JX(u) | Parte real y par

te Imaginaria

en donde |F(w)| es la magnitud, 6(w) es el dngulo .de fase,
R(w) y X(w) son las partes real e imaginaria, respectiva-
mente.




566

Ejemplo 18.1

Determine la transformada de Fourier del pulso rectanpular
mostrado en la figura 18.3.

'y
g(t)

= 0 L
2 2 t

Figura 18.3

Soducién

El pulso rectangular estid definido por:

1 [tl<7

g(t) =

por consiguiente, la transformada de Fourier del pulso es,
de acuerdo con la ecuacién (18.5):

s = 7[5

o

j g(t) e vt gy

-

T
I e”I¥t 4t

= 1 |g-dut
i -jw[e J-

n
1~

[N
[N E

S}
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En la figura 18.4 se muestra la grdfica de la magnitud de
G(w) contra la frecuencia w.

4
[G(w) |

(24

Fipura 18.4

18.2 CONDICION DE EXISTENCIA
Enunciaremos a continuacién una condicién suficiente para
la existencia de la transformada de Fourier.
Si para una funcién f(t) se cumple que:
A Condicidn sufi-
ciente de exis-

I [£(t)] dt < = (18.9) tencia
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ehtonces existe su transformada de Fourier:
.‘T[f(t)—l = F(w)

Dicha condicién establece que la integral del valor abso-
luto de la funcién, debe ser finita para que exista su
transformada de Fourier. Sin embargo, si esa condicién no
se cumpliera, nada se podrfa concluir respecto a la exis-
tencia de la transformada. Por ejemplo, las funciones im-
pulso y escalén no satisfacen tal condicién y sin embargo
sf tienen transformada de Fourier. Esto es, se trata de
una condicién suficiente, pero no necesaria.

Ejemplo 18.2

Determine la transformada de Fourier de la funcién mostra-
da en la figura 18.5.

4

f(t)

S - »

Figura 18.5

Solucién

La funcién estd definida por:

f(t) =
0 t<0 donde a <0
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La transformada de Fourier se obtiene por la definicién
(18.5), de la siguiente manera:

£(t) e I0t g¢

JOREIFION

L]
[
1
Q
o
o
]
.
€
14
o
(a4

F(w)

"
'
Q
+|—=
[
€
l OI
°
+
.
€
L
o

(a)

F(u) = ——o (b)

a + Jow

Obsérvese que si a <0, entonces la funcién f(t) crece infi
nitamente y la condicifn de la ecuacién (18.9) no se cum-
ple. Asf, para a <0 el limite superior de la expresién
(a) tiende a infinito y la transformada de Fourier no exis
te.

La magnitud de F(w), de la expresién (b), estd dada nor:

lF(u))I = ——=1—__— (C]

Va2 + 2

para: 1
w=0 |F(w)| = -

cuando:
wrt e |F(w)| + 0
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La ecuacién (c) estd graficada en la figura 18.6.

[F(w) |

10

Figura 18.6

18.3 PROPIEDADES

A continuacién consideremos varias de las propiedades mate
médticas de la transformada de Fourier.

1) Linealidad

Si:

AENCHERA®

5 o]

y a,, az son constantes, entonces:

Fz(w)

5[311';(‘1) + azfz(t):] = a,F () + asFz(w) :;:Fl’::::d de 11-

(18.10)




N

Demostracién:

: 5[31f1(t) + azfz(t)] = f [alfl(t) + azfz(t)] e dut g¢

= alf\fl(t) e Jut ge +azj £,(t) e Jutar

© -

por lo tanto:
Flarf1(0) + 0260 = aiF1W) + 2P (W)

puede observarse que en esta propiedad de linealidad, 1las
funciones f;(t) y f,(t) se transforman independientemente
'y luego se suman las transformadas.

2) Escalamiento

Si a es una constante y f(t) tiene la transformada de Fou-
rier F(w), entonces:

1 w Propiedad de
f[f(at)] = W F(T) (18.11) descollamien
to

Demostracién:

La transformada de Fourier de la funcibn estd dada por:

&’[f(at)] = Jmf(at) e Ivt gt

haciendo el cambio de variable at = x, tenemos para a > 0:

."Fi:f(at)] = %‘[wf(x) e-j(g)xdx
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por lo tanto:

para a < 0:

f[f(at):l =Ll £ e-j(g)x dx

por lo que:

Flran] - w7 P2y

La funcidén f(at) representa a la fuacién f(t) contraida o
expandida en la escala de tiempo por el factor a. Simi-

larmente la funcidn FO%Q representa a la funcidn F(w) ex
pandida o contraida en la escala de frecuencia por el mis

mo factor a. Por consiguiente, 1la propiedad de escala-
miento establece que la contraccién en el dominio del
tiempo equivale a la expansién en el dominio de la fre-
cuencia; q bien, que una expansidén en el dominio del tiem
po corresponde a una contraccidén en el dominio de la fre-
cuencia. Esto depende .del valor que tenga la constante a.
Dicha propiedad de escalamiento se ilustra en las grafi-

cas de la figura 18.7.
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|P(w) |

[F(w) |

0

Al
EIE]

Figura 18.7 Propiedad de escalamiento de la
transformada de Fourier

3) Desplazamiento en el tiempo

Si la transformada de f(t) es 'F(w) Y ty es una constante,

entonces:
, —jet ‘ Propiedad de des
3'I:f_(t - to)] = F(w) e 1®%0 (18.12) plazamiento en
el tiempo
Demostracién:

.‘F[f(t- :0)] -J’ £(t - tg) e I¢tar
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haciendo el cambio de variable:

se obtiene:

#lecen]

)

If(x) e-.jw(to + x) dx

-

e"Juto I £(x) e 39X gy

- o

por lo tanto:

I}'[f(t- toz:' = F(u) e”3uto

Tal propiedad indica que si se desplaza la funcién f(t)
en una cantidad tg, no habr4 cambio en 1a magnitud de
F(w), puesto que:

Ie-jwtol =1

sin embargo, el 4ngulo de fase de la transformada de Fou-
rier cambia en proporcién directa a w, con una constante
de proporcionalidad igual a to; es decir, cuanto mayor sea
el desplazamiento, mayor serd el cambio en el dngulo de
fase.

4) Desplazamiento en 1la frecuencia

Si wg es una constante Y F(w) es la transformada de You-
rier de f(t), entonces:

— riwnt ’ Propiedad de des
.‘TLf(t) e”I%o :, = F(w - wp) (18.13) plazamiento en
la frecuencia
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‘Demostracién:

:r[f(t) ej“O‘] - Jn[f(t) e3"0‘:| e Iut g¢

= f(t) e"I(w-wolty,

por lo tanto:

.‘F[f(t) ej"’°°] = F(w - wp)

De acuerdo con esta propiedad de desplazamiento en la
frecuencia, la multiplicacién de la funcibén £(t) por

ej”°t equivale a desplazar a la transformada de Fourier
en una cantidad wg.

5) Modulacién de amplitud

S§i f(t) tiene la transformada de Fourier F(w) entonces:

1 1
f[f(t) cos wot] = F(w - wg) + i F(w + wg) Propiedad de mo
dulacién de am-
(18.14) plitud

Demostracibn:
.Tl:f(t) cos wot] = f(t) cos wpt e ot 44

- 00
puesto que:

cos wopt = —%-ej”°‘ + -%—e'j“°t
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entonces:

f[f(t) cos wot] = % I £(t) e300t eIt gt + —‘2— I £(t) e w0t g73ut gr
-+ J' f(t) e300 E g 4 %"’ £(t) e 3@t w0l tqr

por lo que:
:r[f(t) cos wot] = 1 F(u - wo) * 4 Flu + wp)

De acuerdo con esta propiedad, multiplicar la funcidn
f(t) por cos wot, equivale a separar la transformada de
Fourier F(w) en dos partes iguales a la transformada ori
ginal, pero con un medio de la amplitud. Las dos partes
se desplazan en el eje w en las cantidades * wg.

Ejemplo 18.3

Determine la transformada de Fourier para la funcién.
€os wpt con una duraci6n de t segundos, mostrada en la figu

ra 18.8.

w cos wyt

Figura 18.8




Solucién

La funcién coseno de duraci6n t segundos se puede expresar
como una funci6én modulada por un pulso; es decir:

f(t) = g(t) cos wgt -

donde:

1 [t] < -%—
g(t) =
0 |t] > —27—

La transformada de este pulso, se determiné en el ejemplo
18.1, y es:

.Tl:g(t)] = % sen % w ' (a)

entonces combinando la ecuaci6én (18.14) con 1la expresién
(a) se obtiene:

sen 5 (w- wp) . Sen 3 (w+ wp)
+

F(w) =F| g(t) cos wgt | = X .
[ "’°] T T 5w w) L Ferw

La magnitud de esa transformada de Fourier se muestra en la
figura 18.9. Observe que los valores méximos de F(w) son

I no t como en el pulso orisinal.
7 g

o) |
X
1\/\/\. | ./f\f\
~wp 0 ‘ wg (]

Figura 18.9

§77
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6) Derivacién

Si f(t) tiene la transformada de Fourier F(w) entonces la

transformada de Fourier de la derivada df : es:

Propiedad de de

5[df « } - Se Fiu) (18.15) rivacisn

Demostracién:

af(t) | . df (t ~jut
3’[79]‘ S e e

_integrando por partes:
= e-Jwt

du = - jo e 39t gt

dv=d—f&%-)-dt

_ df(t)
v dt

se tiene:
5[%%1} = £(t) e'j“"] +jw j £(t) e 39t gt

si f(t) - 0 cuando t + ¢t = se obtiene:

:Fl:%(tll] = ju 5 £(t) e 39t g¢

-o0




579

por 1lo tanto:

-
it%(tﬁl:l = ju F(u)

Esta propiedad no garantiza la existencia de la derivada,
s6lo establece que al derivar la funcién f(t), se multi-
plica por jw la transformada de Fourier de f(t).

7) Simetrfia
Si F(w) es la transformada de Fourier de la funcién f(t),
entonces:

Flrw) ] =2 fw (18. 16) Propiedad de st

Demostracibn:

De la definici6n de la transformada inversa se tiene:

)

2n £(t) = jF(u) edvt g,

-0

carbiando t por -t obtenemos:

27 £(-t) = I F(w) €%t du

e intercambiando t y w se obtiene:

o

2n £(-w) = J' F(t) edvt at

por lo tanto:
2n f(-w) = 3’[F(t)]

La gxpresién (18.16) es la propiedad de simetrfa de la
transformada de Fourier. Obsérvese que al intercambiar
w y t 1la funcién de w se ve afectada por el factor 2w.

—
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Ejemplo 18.4

Obtenga la transformada de Fourier de la funcidn:
. 2 gep It

f(t) = T sen 5

la cual se representa en la figura 18.10.

f(tr)

. N\
2 0 o~ t
T T

Figura 18.10

Solucién

De la transformada de Fourier del pulso del ejemplo 18.1,
se tiene:

:F[g(t):] = %— sen %t—

y de la propiedad de simetrfa, obtenemos:

:}-’[% sen —Tit-] = 2n g(-w)

de la cual se establece:

1 lw| < -
glw) =
LR P

ahora, como g(w) es par, entonces:

gl-w) = g(w)
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asi, tenemos:

rr[f(t)] - 5[% sen 3£ | = 2r g(w)

La transformada de Fourier de f(t) se muestra en la figu
ra 18.11.

3
F(w).
2%
X X .
L2 2
Figura 18.11

8) Integracién

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) y se cum-
ple:

I £(t)dg = 0 (18.17)

o en forma equivalente:

F(w) =0 ’ (18.18)

w=0
entonces:

t
) Propledad de in
-‘F[j £(y) dY:I - 31";'1"(:-) (18.19] tegracién -
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Dermostracién:

Consideremos la funcién:

t

x(t) = I f(y) dy

-

al derivar se obtiene:

x'(t) = £(t)

y aplicando el teorema de derivacién, se tiene:
f

.’J-'I:x'(t):l . x(t):l - 3"[f(t):| = F(u)

de donde:

5|:X(t)]_= Jiw F(w)

o]
7l I:f(y) a | = 55

La expresién (18.19) establece la propiedad de integra-
cibén y es vdlida si se cumple la expresién (18.18) vy
w

9) Cambio de signo

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) entonces:

Propiedad de
Ifl:f(-t)] = F(-w) (18.20) cambio de sig-
no
Demostracién:

La transformada de Fourier de f(-t) estd dada por:

.T[f(-t):l . .jﬁf(-t) e-dut g¢




sustituyendo -t = y en el segundo miembro:

~5|:f(-t):|
f[f(-t):l

sustituyendo y por t en el segundo miembro:

.‘F[f(—t):l - rf(t) e I mwIE gy

por lo tanto:

- [ £(y) ev¥ gy

J' £(y) eI "®)Y gy

.’Fl:f(-t)] = F(-w)

18.4 ESPECTRO DE ENERGIA

Consideremos ahora algunas caracterfisticas de la transfor
mada de Fourier y trataremos de darle una interpretacién
ffsica en términos de -la energfa asociada con una sefial.

Asf, empleando la identidad de Euler, escribiremos la trans
formada de Fourier:

F(w) = | £(t) e”3%t at

e
= f(t) | cos wt- jsen wt] dt

583
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F(w) = j f(t) cos wt dt - j J f(t) sen wt dt
(18.21)

F(w) = R(w) *+ jX(w) (18%.22)

Fu) = |F(w)] 3% (18.23)

de las expresiones anteriores obtenernos las relaciones:

R(w)

J f(t) cos wt dt (18.24)

-

X(w) - f f(t) sen ot dt (18.25)

-

la magnitud y la fase de la transformada son:

[F(w)] =/ R2(w) + X2(w) (18.26)
/
6(w) = ang tan %&% (18.27)

En las relaciones (18.24) a la (18.27) si se reemplaza w
‘por -w se puede establecer que R(w) y |F(w)| son funciones
pares, mientras que X(w) y 6(w) son funciones impares.

.Si f(t) es una funcién par, entonces el .integrando de la
ecuacién (18.25) es una funcién impar y los limites simé-
tricos dan origen a que X(w) sea cero; por lo tanto, la
transformada de Fourier es solamente R(w), siendo ésta real
y par; y la funcién del 4ngulo de fase 6(w), es cero.

Si f(t) es una funcién impar, entonces R(w) es cero y la
transformada de Fourier es jX(w) siendo &ésta impar e imagi

naria; 6(w) vale ¢ %%
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Al reemplazar o por -w en la ecuacién (18.21) se obtiene
el conjugado:

F(-w) = R(w) - jX(w)
F(-w) = F*(w)
luego podemos obtener el producto:
*F(w)F(-w) = F(w)F*(w)

R2() + X2(w)
F(w)F(-w) = |F(w)|2 (18.28)

Ahora bien, teniendo en cuenta esas caracteristicas de la,
transformada de Fburier, consideremos una interpretacién.

Supongamos que f(t) es el voltaje a través de una resis-
tencia de 1 o, entonces f2(t) es la potencia instanténea
de esta resistencia. Al integrar la potencia se obtiene
la energia total entregada por £(t) a 'la resistencia de
1 Q:

Contenido de
E = I £2(t) dt _ (18.29) energfa de una
-® sefal

descomponiendo f£2(t) en £(t)f(t) y utilizando 1la ecuacién
fundamental de la transformada inversa:

E = I £(t) [% I F(u) elut dw:I dt

intercambiando el orden de f(t), F(w), do 'y dt:

et [l ]

f(t) elut dt] du

y como la integral dentro del paréntesis es F(-w), es de-
cir:

( £(t) 39t 4t = F(-w)
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entonces:

o

E = 5 I F(w)F(-w) do (18.30)

- o

sustituyendo la ecuacidn (18.28) en la (i8.30) se obtiene:

o

E= 5 ‘( [F(w) [ do (18.31)

Eay

igualando las ecuaciones (18.29) y (18.31) se tiene:

[ £2(t) at = 7‘; I IF(w)]? du (18.32)

la ecuaci6én(18.32) se conoce como el teorema de Parseval.

El teorema, junto con la ecuacién (18.29), establecen que
la energia asociada con f(t) se puede obtener integrando

en el dominio del tiempo o integrando en el dominio de la
frecuencia.

El teorema de Parseval nos conduce a un mejor entendimien
to de la transformada de Fourier. Consideremos un volta-
je f(t) con la transformada de Fourier F(w) y la energia
en la resistencia de 1Q.

E =5 I [F(w)]? du (18.33)

pero como |F(w)| es una funcién par, tenemos:

o

E= -1 s lF(w)‘l2 dw (18.34)
0

Teorema de Par
seval




La figura 18.12 muestra una representacién de |F(m)|2 en
funcién de w. Si dividimos la escala de frecuencia en pe
quefios incrementos dw, la ecuacibn (18.3%) establece que
el drea diferencial bajo la curva |F(w) | con un ancho

dw es igual a |F(w)] w. El1 drea aparece sombreada en
la grédfica.

La suma de dichas dreas cuando w varia desde -« hasta +=
es la energfa total de f(t) en la resistencia de 1Q. Asf
F(m)]2 es la densidad de energia o energfia por ancho de
banda de f(t) en Joules/(rad/s), ya que al integrar en un
intervalo de frecuencia se calcula una parte de la ener-

gia total comprendida en el intervalo dado.

4
IR0 |2

0 dw w

Figura 18.12 Densidad de energfia o energia
por ancho de banda.

Ejemplo 18.5

Si el voltaje exponencial:

v(t) = 4e” %% u(t)

se aplica a la entrada de un {*tro pasabanda ideal cu-
yas frecuencias de corte s w; © 2m, wp = 4mn, determi-,
ne:

a) 1la energia total en la resistencia de 19 para el
voltaje de entrada,

b) 1a energia en el voltaje de salida del filtro.
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Soluciébn

a) La transformada de Fourier del voltaje de entrada es:

F(w) = 4 I e”IUt @73t (1) dt

©

= 4 S e~ (3 + jw)t dt
0

4
F(o) = T 3w

y la energia total de este voltaje es:

©

Ey = 2.6 J




b) La energia en el voltaje de salida es la parte de
energfa de v(t) que se encuentra en las componentes
de frecuencia comprendidas en los intervalos:

2n<w< 4 y ~4n<p< -2

por consiguiente tenemos:

s2n bu

. 16 dw + 1 16 dw
Ez 2n 9 + w? 2n 9 + w2
4T 27

- -4 4 2
= g% [ ang tan Z%-- ang tan 7% + ang tan “3 - ang tan ~§W

— s
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CUESTINARIO DE AUTOEVALUACION

a)
b)

Resuelva los 51gu1entes problemas y anote la o 1as so
luciones en el espacio indicado.

Para la siguiente funcién:
cos t |t] < n

£(t) =

determine la transformada de Fourier F(w),

calcule el valor de F(w) cuando w = 2.

a) F(w)

b) F(2)

Determine la transformada de Fourier F(w) para la fun
cién representada en la figura 18.13.

»
£(t)

Figura 18.13

F(w) =
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3. Dada la siguiente transformada de Fourier:

1 || < 0.5
F(w) =
0 |w] > 0.5

a) obtenga la transformada inversa f(t),

b) determine el valor de f(t) cuando t = 0.

a) f(t)

"

b) £(0)

4. Obtenga la transformada de Fourier para la funcién
mostrada en la figura 18.14.

Af(t)

ty

Figura 18.14
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a)
b)
c)
d)

Para la siguiente funcibn:
£(t) = se-dltl

determine la transformada de Fourier F(w),
calcule el valor de F(w) cuando w = 0,
obtenga el valor de R(w) cuando w = Z,

calcule el valor de X(w) cuando w = 1.

a) F(u) =
b) F(0) =
) R(2) =
4 x(). =

para la funcién representada"en 1a figura 18.15,
termine la transformada de Fourier.

t £

ok

Figura 18.15

F(w) =

de-
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7. Dada la siguiente funcibén exponencial:
£(t) = 10 e75%

a) determine F(w),

b) obtenga F(w) cuando w

)
o
-

c) calcule R(w) cuando w

L] (]
— N
. -

d) obtenga X(w) cuando w

a) F(w) =
b) F(0) =
) R(2) =
d) x(1) =

8. Para la funcibén representada en la figura 18.16, de-
termine la transformada de Fourier.

4
rf(t)

-1

Figura 18.16
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a)
b)
)

Determine la energia en la resistencia de 12 asociada
con el voltaje:

v(t) = et

en los siguientes intervalos:

-1'< w < 1

-3 < w <3
-5 <w <5
a) E = J
b) E = . ) J

c) E-= J




595

mobuLo 19,  TRANSFORMADAS DE FOURIER DE ALGUNAS FUNCIONES

CUADRO SINOPTICO

Funcién

impulso

Funciones

Transformadas periddicas

de Fourier Funcion

constante

Funcién

escalén

OBJETIWS ESPECIFICNS

Al finalizar el estudio de este m6dulo, el alumno:
1. Describird las caracterfisticas de la funcién impulso.

2. Obtendri la transformada de Fourier de la funci6n im-
pulso.

3. Determinari la transformada de Fourier de funciones
periédicas.

4, Obtendri la transforﬁada de Fourier de la funcién es-
calén.

5. Determinari la transformada de Fourier de una funcién
constante.
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19.1 LA FUNCION IMPULSO

La funcién impulso unitario se define como una funcién
que es cero cuando su argumento (t - to) es diferente de
cero; es infinita cuando su argumento es cero y su 4rea
vale la unidad. Lo anterior se expresa matemiticamente
como:

0 tfty
§(t - tg) = (19.1)
© t =1ty
Yy .
j §(t - tg) dt =1 (19.2)

©

La funcién impulso unitario definida por las ecuaciones
(19.1) y (19.2) se muestra en la figura 19.1

b

8(t-tg)

0 t, t

Figura 19.1 Funci6n impulso unitario desplazadv
el tiempo t,

Observe que el impulso estd desplazado respecto al origen
en el tiempo tj.

De acuerdo con el valor especificado por la ecuacibn
(19.1) los limites de la integral de 1la ecuacibn (19.2),
pueden representarse por ty- Y tos, los cuales son valo
res -que estdn muy cercanos a tg, y entonces la ecuacidn
- (19.2) se puede escribir de la siguiente manera:

tot
j §(t - tg) dt = 1 (19.3)
to

Funcidn impulso
unitario
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Cuando el impulsé unitario se presenta en t igual a cero;
esto es, en el origen, las ecuaciones que lo definen son:

. 0 t#0
s(t) = £19.4)
® t =0
y
s s(t) dt = 1 (19.5)
o
+
0
S s(t) dt = 1 (19.6)

0

La funcién impulso definida por las expresiones (19.4) y
(19.5) se muestra en la figura 19.2.

45(t)

Figura 19.2 Funcién impulso unitario
situada en el origen

Otra manera de interpretar a la funcién impulso se basa en
obtenerla a partir de un pulso, con 4rea unitaria, cuya du
racién se hace tender a cero.




Consideremos el pulso de la figura 19.3.

Thct)

Ll

" t

Figura 19.3 Pulso de 4rea unitaria

El pulso tiene duracién t y amplitud —% , en consecuencia

el 4drea encerrada por el pulso es unitaria. La funcién
se expresa matemiticamente como sigue:

A
t
A
a

1 0
T
h(t) =
0 0>t>r
ahora, si hacemos que t tome un valor mis pequefio, es de-

cir, que disminuya la duraci6én del pulso, entonces la am-
plitud creceri necesariamente.

Si hacemos que t tienda a cero, tendremos que la amplitud

creceri indefinidamente; por lo tanto, en el limite, la
fynci6én es un impulso unitario, esto es:

§(t) = lim h(t)
) t+0

existe otra manera de concebir a la funcibn impulso unita
rio, que es definiéndola como la derivada del escal6n uni

tario u(t). Es decir, si:

u(t] =




!
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entonces:

s(t) = 53 u(t)

ahora hien, si una funcibén impulso unitario se multiplica
por una constante, las expresiones (19.1) y (19.4) no se

‘ven afectadas porque el valor del impulso continGa s1endolntenstdad o pe

cero cuando el argumento es’ diferente de cero. Sin embar sc del Mmpulso
go, en las expresiones (19.2) y (19.5) el drea es igual

al valor de la constante; esta 4rea se llama intensidad o

peso del impufso. Asi por ejemplo, el impulso 368(t) tie-

ne una intensidad de 3 y el impulso -26(t), una intensi-

dad de -2.

En la figura 19.4 se representan varios 1mpulsos con dife
rentes intensidades.

L 56(1) 65 (t-3)

(o2

o

-

w
-+

=

'
wP

-45(t+2) -85(t-1)

Figura 19.4 Impulsos con intensidades
diferentes

Observe que las diferentes intensidades de los 1mpulsos
se indican a la misma escala; esto se debe a que cada im-
pulso tiene magnitud infinita. Los impulsos positivos se
dibujan hacia arriba del eje t y los impulsos negativos
se dibujan hacia abajo.
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Cuando el impulso unitario se multiplica por una funcién
del tiempo, la intensidad del impulso es igual al valor
de la funcibn en el instante en el que el argumento del
impulso es cero y se expresa matemiticamente de la si-
guiente manera:

j f(t) s(t) dt = £(0) (19.7)

j £(t) 8(t - tg) dt = £(ty) (19.8)

Ejemplo 19.1

Determine la intensidad de los siguientes impulsos:
a) £,(t) =2 et s(1)

b) f,(t) = cos t §(t)

c) f3(t) =5t §(t - 2)

Solucibén

a) La intensidad de f;(t) estd dada por la ecuacién (19.
7), es_decir:

jZe'tG(t)dt-Zeo-Z

porzlo tanto, el valor de la intensidad del impulso
es 2,

b) En tal caso la intensidad est4 dada por:

J cos t §(t) dt = cos 0 = 1

el valor de la intensidad es 1.
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c) Ahora la intensidad estd dada por la ecuacién (19.8),
es. decir:

J 5t §(t - 2) dt = 5(2) = 10

por lo tanto, la intensidad del impdlso es 10.

19.2 TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION IMPULSO

Ahora determinaremos la transformada de Fourier del impul
so unitario, es decir, obtendremos una descripcifn en el
dominio de la frecuencia para esta funcibn. Asi, aplican
do la definici6én de transformada de Fourier al impulso
s(t):

5{5&)] = ] vt 5(t) dt

de acuerdo a la exﬁresiﬁn (19.7) resulta que:

ARCHERIO)
= @-Jjw(0) .
Lf[m)] (19.9) Jnitermes

asi la transformada de Fourier del impulso unitario &§(t)
es la unidad. E1 impulso unitario y la magnitud de su
transformada de Fourier se muestran en las figuras 19.5.a
y 19.5.b, respectivamente.
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{F@ |

§(t)
)

(a) (b)
Figura 19.5 a) Funcifn impulso 6(t)

b) Su espectro de frecuencia

Observe que la funcién impulso tiene un espectro uniforme
para todas las frecuencias.

La transformada inversa de Fourier de 1 es §(t); esto es:

FAL1] = s(v)

Por consiguiente, en términos de 1a integral de la trans-
formada inversa de Fourier tenemos:.

71; J ed¥t du = 5(1)

y haciendo el cambio y = t y w = x se obtiene:

s(yy = 2= j eI%Y dx (19.10)
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La ecuacién (19.10) es una expresi6én representativa de la
funcién impulso que nos serd de gran utilidad para obte-
ner las transformadas de Fourier de otras funciones singu
lares.

Continuando con la funcién impulso, obtendremos ahora la

transformada de Fourier del impulso &6(t - tgo) desplazado
t, segundos tal como se muestra en la figura 19.6.

§(t-tg)

0 tg . t

Figura 19.6 Impulso des;lazado

Asi:
5[6(t - to):] = ,‘ eIVt st - tg) dt

pero de acuerdo con la expresi6én (19.8) del impulso, se
obtiene:

:‘F[é(t - to)] = g Jut

5[50 - to):l = g duto (19.11)

t =ty

la expresién (19.11) también puede calcularse usando la
propiedad de desplazamineto en el tiempo.

La magnitud |F(w)| del impulso desplazado, estd dada por:

|F(w)] = Ie_j”col = \/ZCOS wtg)? + (sen wto)2'= 1
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observe que el espectro del impulso desplazado es igual al
impulso en el origen, que se muestra en la figura 19.5.b.

19.3 TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION EXPONENCIAL
COMPLEJA

Consideremos ahora una funcién f(t) que tiene la siguien-
te transformada de Fourier:

F(w) = &(w - wyp) (19.12)

esta transformada de Fourier es un impulso en el dominio
de la frecuencia, desplazado la cantidad wy. En términos
de la definici6n de la transformada inversa de Fourier, se
tiene para la expresibén (19.12):

f(t) =5'1[F(w)]

=5'1[5(m - mo)]

% s elut §(w - wp) du

£(t)

De acuerdo a la propiedad (19.8) del impulso obtenemos:

"
|-
®

f(t)

f(t) % ej“’ot (19.13)

Luego, relacionando las expresiones (19.12) y (19.13), se
establece la trandformada:

5[2% ej“’O“] = §(w ~wp)

5[ej“’°‘] = 27 §(w-- wp) (19.14)
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utilizando el signo negativo para la funcibén exponencial se
tiene:

Jugt . Transformada de
F(e 0% = 27 8(w+ wp) (19.15) la exponencial
. - compleja

Esta transformada también puede obtenerse utilizando las
propiedades de la transformada de Fourier, demostradas en
el m6dulo 18.

Como puedt observarse en las expresiones (19.14) y (19.15),

la transformada de Fourier de la funcién exponencial comple-
ja es un impulso désplazado * wo y cuya intensidad es Iw.

Ejemplo 19.2

Determine la transformada de Fourier de la funcidn cos wgt,
la cual se representa en la figura 19.7.

Ccos wot

.\\/ .
VARV |

Figura 19.7

Solucién

Utilizando la identidad de Euler tenemos:

cos wot = —% edvot o —% e dwot

y de la propiedad de linealidad de la transformada de Fou-
rier:

a,fl:fl(t) :| +a;:f[f2(t) -J = 3-’I:a1fl(t) +32f2(t):l
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se obtiene la transformada:

?[mS%{]=%5[J%{]+%5[gwﬁ]
=i|52" §(w - “’)]*i I:Zn §(w + )]
L 0 2 w + wp

Transformada
f[COS wot:l =7 8(w - wy) + 7 8w+ wy) del coseno

Esto indica que 1la descripcién en el dominio de la fre-
cuencia de la funcidn cos wgt, es un par de impulsos lo-
calizados en * wj, tal como se muestra en la figura 19.8.

|F(w) |

8 (wrwg) 78 (w-wp)

€ y

-wp 0 wg

Figura 19.8

19.4 TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES PERIODICAS

Ahora determinaremos la transformada de Fourier de una
funcidén peribdica cualquiera. Consideremos entonces la
funcién peribdica f(t) con periodo T, la cual puede re-
presentarse por una serie exponencial de Fourier de 1la
siguiente manera:

f(t) = 1 cp einwot . (19.16)
n= n N
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donde: -
A
cn = o | f(r) e7Inuot g¢ (19.17)
- ,
z '
y
wo = &2 (19.18)

Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de una
suma es la suma de las transformadas de los sumandos y
que cp no es funcibn del tiempo aplicamos la transforma-
da a la funcidn periédica de la ecuacién (19.16):

L] - o5 ew o]
sl ew] - 'n?__“cn F[ e3meot ] B

4 Sustituyendo la transformada de Fourier de eI"“0t 4ada
por la expresibén (19.14) obtenemos:

, » Transformada de
5[f(t) :[ =2n ¢ ¢n 6(w - nuwg) (19.19) una funcién pe-
n=-w riédica

La expresién (19.19) implica que la transformada de Fou-
rier de 1a funcibn peribdica £(t) es un espectro discre-
to que consiste en impulsos localizados sobre el eje w,
para v = nwy, donde n=.,,.-2,-1,0,1,2,... La intensi
dad de cada impulso es 2n veces .el valor del coeficiente
correspondiente cp de la expansién en serie exponencial
de Fourier para la funcién f(t).

Ahora bien, si la expresién (19.19) para la transformada
de Fouriergsde f(t) es vélida, entonces la transformada
inversa de Fourier del segundo miembro deber ser 1a fun-

-cidn f(t). Que se puede demostrar de la siguiente mane-
ra:




Puesto que el término exponencial no contiene el indicc

n de 1a suma, se pueden intercambiar la integral y la su
ma.

©

5‘1[F(w)’] =z j cp 3%t §(w - nuwp) do
n=-=

como cp no depende de w, se considera constante. Entonces,
utilizando la propiedad del impulso de la ecuacidn (19.8),

obtenemos:
5'1[1:-(‘”)‘_]: ; [ejwt| ]
n=-o w=nw,0

=5 cn ejnwot

n=-«
F! F(w)] = £(t)

en consecuencia, se obtuvo la misma expresién de la ecua-
cién (19.16) que es la serie exponencial de Fourier de la
funcién f(t), y la existencia de la transformada de Fou-
rier de una funcién peribdica queda establecida.

Ejemplo 19.3

Obtenga la transformada de Fourier dé la funcién periddi-
ca que  se muestra en la figura 19.9.

£(t)

=T - 0 ;2[, T t

N~

Figura 19.9




609

Solucidn

Los coeficientes c, estdn dados por:
T
1 z
¢n = T j ejnwot dt
-1 ‘

7

. T . nwot
Cn = T 51nc( 2 )

luego sustituimos cp en la expresién (19.19) para obtener:

— . o ] nent Transformada de
F| £(t) = 2n - sinc g t(w - wp) un tren de pul-
— T 2 sos P

n=-«

dicha expresibén indica que la transformada de Fourier del-

tren de pulsos consiste en i?pulsos cuyas intensidades es
n

tdn dadas por 3%1 sinc ﬁ; . La figura 19.10 muestra

el espectro de frecuencia del tren de pulsos de la figura

19.9. Observe que la intensidad de los pulsos esti deter

minada por la funcién:

inc (Ruot
sinc 2

-1

/

AMTﬂ}."{ {11 rlbﬂ—mvtm

Figura 19.10
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1§.S TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION CONSTANTE

En este apartado obtendremos la transformada de Fourier de
la funcibn constante:

f(t) = K

En la figura 19.11 se muestra una grifica de dicha funcibn
constante:

£(t)

T

Figura 19.11 Funcifn constante

Observe que tal funcién no cumple la condicibén de existen-
cia de la transformada de Fourier, establecida en la ecua-
cién (18.9) del m6dulo 18.° Sin embargo, obtendremos su
transformada de Fourier, lo que verifica que la condicifn
antes mencinnada es suficiente pero no necesaria.

Partiendo de la definicién de la transformada, se tiene:
L]
&’EK] = j Ke IVt gt
haremos a continuacién algunas modificaciones en esta ecua
cién para llevarla a una expresibén equivalente

Multiplicando y dividiendo por 2w, tenemos:

5[1(] = 2n K‘zl; j el (FWt g¢ (19.20)

ahora, haciendo y = -w y x = t en la ecuacidén (19.10), se
tiene:

8(-w) = 71; j ed (W)t g¢ (19.21)
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.

sustituyendo la ecuacién (19.21) en la (19.20), se tiene:

5[ x] = zrxocw

ya que la funcidn impulso es par, €s decir, &§(w) = 8(-w),
la transformada de Fourier de la funcién constante K es:

(19.22) yna constante

F [K] - n K §(w) Transformada de

la expresién (19.22) indica que el espectro de frecuencia
de la constante K consiste en.un impulso situado en w = 0
tal como se muestra en la figura 19.12. La intensidad
del impulso es 2n K

|F(w) |

427 K68 (w)

0 w
Figura 19.12 Espectro de la funcién constante

Otra manera de obtener la transformada de Fourier de la fun
cién constante K es la siguiente:

si en la transformada de Fourier:

f[e_jwot] = 21 6(w + wg)
hacemos wy, = 0, entonces se obtiene:

$[1] = 21 §(w) ‘ (19.23)

y multiplicando por K ambos miembros se obtiene la trans-
formada de la constante K:

5[1(] = 27 K 6(w) (19.22)
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19.6 TRANSFORMADA DE LA FUNCION ESCALON

Antes de obtener la transformada de la funcién escalén ob-
tendremos la de otra funcidn muy relacionada que es la 1lla
mada funcidn s4ignum, que se define como sigue:

sgn(t) =
-1 t <0

la grdfica de esta funcidén se muestra en la figura 19.13:

sgn(t)

Figura 19.13 Funcién signum

Obtendremos la transformada de la funcidn:

f(t) = sgn(t)

para ello, observe que:
d = .
It f(t) = 2 s§(t) (19.24)

ahora, recuerde que la propiedad de la derivada, que se
vidé en el médulo anterior, establece:

yl:-‘% f(t):| - jmi[f(t):l (18.15)

por otro lado, si asumimos:

F [f(t)] =5|:sgn(t)] = F(uw)




tendremos:

5[3“{ f(t)] = ju F(a) (19.25)

y sustituyendo 1a ecuacibn (19.24) en la (19.25):

gl a0 | = jwFw
de la ecuacibn {19.9), se obtiene:
.‘}'I:G(t)] =1 (19.9)
entonces:
25’[6(t):| = 2= ju F(w)

por lo tanto:

esta es la transformada de Fourier de la funcidén signum Yy
su espectro de frecuencia se muestra en la figura 19.14.

NEw |

Figura 19.14 Espectro de frecuencia de la
funcibn signum

Ahora obtendremos la transformada de la funcién escaldn
unitario, utilizandé para ello el resultado expresado en
la ecuacibn (19.26).

613

2 Transformada de
F(w) = f[sgn(t)] = e (19.26) ta funcidn sig-

num
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Sea la funcidn escaldn unitario:

u(t) = (19.27)

cuya grafica se muestra en la figura 19.15.

u(t)

0 t

Figura 19.15 Funcidn escalén unitario

Podemos expresar dicha funcidén como sigue:
_ 1 1
u(t) = -5t sgn(t) (19.28)

"ahora, tomando la transformada de Fourier en ambos lados
de tal ecuacidn y aplicando la propiedad de linealidad, se
tiene:

&'[u(t):l = %5[1:[ + -;—.’F[sgn(t)] (19.29)

sustituyendo en la expresidén (19.29) las.ecuaciones
(19.22) y (19.26), se obtiene: :

S'[u(t):l = 3 2n 8(0) ¢ & 3_2;

= i 1 Transformada de
,Tl_ u(t) :l =1 §(w) + — (19.30) un escalén uni-
Jw tario
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por lo tanto, el espectro de la funcibén escaldn unitario
se muestra en la figura 19.16.

3

P |

Figura 19.16 Espectro del escal6n unitario

Observe que ese espectro es la suma del espectro de la

funcién sgn(t), mis un impulso, en el origen, con inten
sidad .

La tabla 19.1 presenta las funciones, las transformadas de
Fourier y los espectros de frecuencia correspondientes, de
sarrolladas a través de este mbdulo.
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£(t) F(w) [F(w) |
' T
IMPULSO K1) 1 T
UNITARIO ]
t )
IMPULSO #(t—t,) St PR | S—
UNITARIO e w0
DESPLAZADO — -
EXPONENCIAL 2r
2 §(w- wp)
COMPLEJA
Wy w
—_—
CONSTANTE 2n §(w) 2
UNITARIA
t w
N | 27k
CONSTANTE 2n Ké(w)
t w
u(t)
ESCALON 1 6(w) + - j‘\é
UNITARIO ju
t . w
1 wT
PULSO 1 sen &%
UNITARIO
_ 7 t 18 x w
z 7 2 ~ &
e “"u(t) 1
1
EXPONENCIAL v e
t ")
COS wy t
L 4 ' 4
COSENO %% 7| w8 (wrwg) +78 (w-wp) '
—w, w W
seN wyt .
SENO %% 578 (whwo) -376 (wwp) "
—uy W w

Tabla 19.1

de frecuencia

Algunas funciones en el tiempo, sus
transformadas de Fourier y espectros
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

b)

Resuelva los siguientes problemas y anote la o las sof
luciones en el espacio indicado.

Calcule la intensidad de las siguientes funciones ip
pulso:

a) 2 sen mt §(t - 0.25)

b) 5 cos (wt + 3n) &(t - 1)

a)

Eval@ie las siguientes integrales:

a) s 10 sen =nt §(t - 0.5)dt

- o

b) S 5 em %% 5(e) at

a)

b)‘
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Determine las transformadas de Fourier de las siguien-
tes funciones:

a) 2 - 58(t)
b) 3u(t - 2)
c) -&(t + 1) + 48(t - 5)°

a)

b)

c)

Obtenga la funcibn en el tiempo para las siguientes
transformadas de Fourier:

10
a) S5+ ju

b) 10 6(w - 3) + 10 6(w + 3)

a)

b)
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5. Determine la transformada de Fourier para la funcibn
f(t) = sen wgt

F(w) =

6. Obtenga las transformadas de Fourier para las siguien
tes funciones:

a) 10 sen-5t

b) 10 cos(5t + —})

a)

b)

7. Determine 1a transformada. de Fourier F(w), de 1a fun-
cién peribdica que se muestra en la figura 19.17.

f(t)

+

*Figura 19.17

F(w) =
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8. Obtenga la transformada de Fourier del tren de impul-
sos §p(t) definido por:

S§p(t) = ... + 8(t + T) + §(t) + &(t -T) + ...

§p(ty = I 6(t - nT)

=1

F(w) =

9. Determine la transformada de Fourier de la funcidn que
se muestra en la figura 19.18.

£(t)

S — e e e e e

Figura 19.18

Flw) =
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MoDULO 20, ALGUNAS APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

CUADRO SINOPTICO

lineales
Aplicaciones de la
Filtros
transformada de
Fourier
Teoria de
muestreo

OBJETIVOS ESPEGIFICOS

Al finalizar el estudio de este mdédulo, el alumnc:

1. Determinard la respuesta de un circuito lineal utili-
zando el teorema de la convolucidn.

2. Obtendrid la respuesta en el dominio del tiempo de un
circuito, tomandé la transformada inversa de Fourier
de la respuesta en el dominio de la frecuencia.

3. Identificarid la funcién de transferencia y el espec-
tro de frecuencia de un filtro ideal, de frecuencias
bajas.

4. Explicard el teorema de las muestras uniformes.
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20.1 CONVOLUCIOMN Y RESPUESTA.EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

Consideremos un circuito eléctrico con condiciones inicia-
les nulas al cual se le aplica una funcidn excitatriz x(t);
en consecuencia, en este circuito se produce la respuesta
y(t). Lo anterior se ilustra en un diagrama de bloque en
la figura 20.1.

x(t) y(t)

Figura 20.1 Diagrama de bloque

Considere ahora que al circuito se le aplica, en t =0,

un impulso &(t) como excitacibn; como respuesta se obten Respuesta al
dra 1a funcidén h(t), conocida como respuesta al impulso, Impulso
Observe la figura 20.2.

§(t) h(t)

Figura 20.2 Diagrama de bloque

Si el impulso se aplica en t = X en vez de t=0, el ni-
co cambio serd un retraso en la salida; por consiguiente,
la respuesta se convierte en h(t - ).

Supongamos ahora que el impulso tiene una intensidad nu-
méricamente igual al valor de x(t) cuanto t = A. Este °
valor x(A) es una constante que produce un cambio propor
cional en la respuesta del circuito lineal. Por consi-
guiente, si la entrada se cambia a x(A) &(t - 1), enton-
ces la respuesta se convierte x(A) h(t - 1), como semues
tra en la figura 20.3 e

x(2) &(t -) x(2) h(t -2)

FiguYa 20.3 Diagrama de bloque




Si se suma ahora la entrada x(A) §(t - A) para todos los
valores posibles de 1, y si el resultado se considera co
mo una funcidn excitatriz para el circuito, debido a la
linealidad del mismo, la respuesta serd iguala la suma
de las respuestas parciales. Dichas respuestas resultan
de todos los valores posibles de 1.

Debido a que XA es una variable continua, las sumas a las-
que nos referimos arriba, son de hecho integrales. Obser
ve la figura 20.4.

I x(2) &(t-2a)dxr J x(2) h(t-2a) da

] i

Figura 20.4 Diagrama de bloque

Evaluaremos ahora la integral de entrada al circuito (véa-
se la figura 20.4). Para ello utilizaremos la propiedad
-del impulso dada por la ‘ecuacifn (19.8) del mbdulo ante-
rior, esto es:

f(t) 6(t - ty)dt = f(tg) (19.8)

r o

x(2) 6(t - 1) dr = x(2)
J ‘ A=t

p o

x(2) 8(t- 1) dr = x(t)

por lo tanto, la funcifn de entrada al circuito es x(t).
Asi, si se conoce la funcién de entrada x(t) de un cir-
cuito, la salida estarf dada por la siguiente expresién:

g(t) = jx(x) h(t - 1) da (20.1)

623

Integral de con
volucién
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tal expresibén es conocida como la integral de convolucién,
o simplemente -convofucibn, y es una operacibn definida en
tre las funciones x(t) y h(t).
De esa manera, queda establecido que la salida de un cir-
cuito est& dada por la convolucidén de la funcién de entra-
da coh la respuesta al impulso. .
La operacibén de convolucibén entre dos funciones se expre-
sa de la siguiente manera:

g(t) = x(t) = h(t)

La opgragiGn de convolucidén cumple, entre otras cosas CON propiedades de
las siguientes propiedades: la convolusién

Asociatividad

Sean £,(t), f,(t) y £3(t), funciones del tiempo, entonces:

CE1(t) o £20t) ] & £3(t) = £,(t) » [£,(t) » £5(t)]

(20.2)
Conmutatividad
Sean f;(t) y f,(t), funciones del tiempo, entonces:
£1(t) & £5(t) = £5(t) & £1(t) (20.3)

Elemento idéntico

Sea f(t) una funcién del tiempo y &(t) la funcidén impulso
unitario, entonces:

f(t) » 8(t) = £(t) (20.4)

17 La demostracidn de estas propiedades puede consultar-
se en Hsu, Hwei P.; pp 88 - 90.
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Evalfie grﬁficaﬁente la convolucién de las funciones mostra
das_en la figura 20.5.

b x(t)

Lo
N J
po-d S ——

h(t)

;

vy
A e

Figura 20.5

Se pretende obtener una gréfica que muestre la convolucibn
de las funciones x(t) y h(t). Asi:

g(t) = x(t) « h(t) = j x(2) h(t - X) da

Note que la convolucibén es el 4rea bajo la curva del pro-
ducto de las dos funciones, donde h(1A) es desplazada de
- a =», Asignemos a t el valor -t,; entonces la funcibn
h(-t; - 1) quedari como se muestra en la figura 20.6.

h(-t;-h)

|
!
|

x(A)
I

_3-:1
.

[ X 3 S —

-t o

Figura 20.6
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Observe que en esta posicién de h(A), no hay &rea comiin
con x(A), por lo que g(t) es cero.

Esa situacidén se puede generalizar para los valores de t
comprendidos desde -« hasta cero.

Por lo tanto, la grifica de g(t) = x(t) * h(t) de -= a ce-
ro, queda como se muestra en ia figura 20.7.

4
g(t)=x(t) »h(t)

-t, 0 t

Figura 20.7

Ahora determinaremos la convolucién de 0 a =. Asignemos
a t el valor de t;; entonces la posicibén de las funcio-
nes queda como se muestra en la figura 20.8.

h(t,- N
.

O

-t

12ty A
Figura 20.8
Observe que el 4drea que aparece sombreada er la figura an-

terior es comGn a las dos curvas, por lo qu su magnitud.
es el valor de g(t) mara t = t,.




Para los valores de t entre 0 y t,, el valor de g(t) (&drea
bajo la curva) crece linealmente. Asi la grdfica para
g(t) de -» a t,, es como se muestra en la figura 20.9.

+
N

g(t)

Ahora, cuando ¢ toma el
dan como se muestra en

tl t

Figura 20.9

valor de 2t,, las funciones que-
la fioura 20.10.

Figura 20.10

627
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El valor de g(t) en 2t, es t;, por lo tanto, su grifica es
la simuiente: N

te

Figura 20.11

Para t = 3t,, la posicidn de las funciones se muestran
en la figura 20.12.

x(A)

i

|
ih(3t;- 1)

-

N\

[=)
+

o
N
I

—
wy
-

Figura 20.12
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Cuando t = 4t,;, la posicidn de las funciones es como se
muestra en la figura 20.13.

b

x(2)

h(4t;- )
'

)

t1 by

Figura 20.13

Observe en la secuencia de las figuras 20.12 y 20.13 que
g(t) decrece linealmente desde 2t;, en donde vale t;.
hasta 4t,, donde vale cero.

Para valores mayores de 4t,, el valor de g(t) es cero ya
que nuevamente las funciones no tendridn &rea en comin.

Finalmente 1la gréfica de g(t) = x(t) *h(t) de -» a =,
queda como se muestra en la figura 20.14.

4
g(t)
tt
t)
- t
L 1 1
-ty € t; 2t 3t ut t

Figura 20.14
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20.2 FUNCION DE TRANSFERLNICIA Y RESPUESTA LN EL DOMINIO DE LA
FRECUENCIA

En el apartado anterior el problema de determinar el volta
je de salida de un circuito en términos del voltaje de en-
trada y la respuesa impulso, se resolvid utilizando la in-
tegral de convolucidn, y trabajando en el dominio del tiem
po. Ahora haremos una descripcidén en el dominio de la fre
cuencia del voltaje de salida, del voltaie de entrada y la
respuesta impulso.

Asi el voltaje de salida expresaco por la integral de con
volucidn es:

vg(t) = I ve(t - z) h(z) dz

- @

se le aplica la transformada de Fourier, y se obtiene:

J”:vs(t)} =V (w) = j e—jwt[ I v (t-2) h(z) dz:‘ dt

©

colocando el término e 3%t dentro de 1a integral inte-
rior, e invirtiendo el orden de integracidn, tenemos:

Vg (w) = j J e”3%E vy (t - 2z) h(z) dt dz

- o - o

sacando h(z) de la integral interior y haciendo el cambio
de variable t - z = x, Vg(w) queda:

Vg (@) J h(z) J eTdulx+2) vy dx dz

- -

V() j e"392 h(z) J e 39X y_(x) dx dz
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~la integral interior es la trans:ormada de Fourier de
ve(t) y podemos sacar esta transformada Ve(w) fuera de la
integral:

Vg(w) = Ve(w) J e 392 1(2) a2

la integral restante es la transformada de Fourier de 1la

respuesta impulso, que se designard por H(w). Por consi-

gulente, la salida del sistema en el dominio de la frecuen
cia es:

Vs (w) = Ve(w) H(w) (24.5)

la funcién H(w) se denomina funcidn de tnanAﬁenencLay es

el cociente de la transformada de Fourier de la funcidn Funcién de ’
respuesta Vg(w) entre la transformada de Fourier de la transferencia
funcidén de exc1tac1on Ve(w), es decir: .

Vs (w)

) = vty

del resultado de la ecuacidn (20.5) se establece que la
transformada de Fourier de la convolucidn de dos funciones
es el producto de sus transformadas de Fourier; esto es:

Teorema de con-

5-'[f1(t\. * fz(t)] = Fi(w) Fy(w) (20.6) volucidn

dicha expresidn es conocida como el {eorema de La convolu
cibn.

En consecuencia, si se conocen las transformadas de Fou-
rier de la funcidén de excitacidn y la respuesta impulso,
entonces la funcidn respuesta se puede obtener como el
producto de esas transformadas. El resultado es una des-
cripcidén en el dominio de la frecuencia. Se puede obtener
la descripcidén en el dominio del tiempo tomando la trans-
formada' inversa de Fourier. Asi, el procedimiento de 1la
convolucién en el dominio del tiempo se ha convertido en
la operacidn sencilla de multiplicacidén en el dominio’ de
la frecuencia.

Como complemento a la expresidén (20.6) se origina el teo-
nema de La multiplicacibn, el cual establece que la multi
plicacidén en el dominio del tiempo puede reemplazarse por
1a convolucidén en el dominio Je la frecuencia; es decir:

!
.‘TE"l(t) ~z(t)_]= 57 Fi(w) » Fa(w) i (20.7) ;ﬁ?{?’,’,‘?,ﬁ:clzn
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Ejemplo 20.2

Si al circuito de la figura se le aplica el voltaje
Ve(t) = et u(t), determine: ~

a) la funcidn-de transferencia H(w),

b) 1la respuesta vg(t).

+9
W
P ——

i(t)
Ve (1) G) 1 e ve(t)

Figura 20.15

- Solucién

a) La funcidn de transferencia se obtiene de la siguiente
manera:

El voltaje de entrada en el dominio de la frecuencia

esti dado por la suma del voltaje en la resistencia Vy
y el voltaje en el capacitor Vg:

Ve(w) = Vr(w) + Vc(w)

B
) LI juw
Ve () = <—}- . J‘—m> o a)

por otra parte, el voltaje de salida es:
Ve(w) = Velw) = =&
s ct jw

de donde:

-
"

ju Vg (w) (b)




sustituyendo la ecuacidn (b) en la (a) se obtienc:

Ve(w) = (

w
Ve(w) (JZ—“’ . 1) Vg ()

|d

)

: Ji> ju Vg(w)

de donde:

Vs (w)
Ve ()

0 1 = 0 2
l; + 1 Jo + 2

que es la funcidén de transferencia del circuito.

= H(w)

b) La transformada de Fourier del voltaje de entrada
vo(t) es:

Voo Flvew | sF[ et | - gy

por otra parte, el voltaje de salida cn el dominio de
la frecuencia estd dado por:

Vs(w) = Ve(w) H(w)

(m5s) (3 9)

descomponiendo en fracciones parciales:!®

i

_ 2 2
Vs(@) = =55 - 7 T.

la transformada inversa de Fourier de la expresién an-
terior se obtiene de la tabla 19.1 (funcién exponen-
cial decreciente e~®t) y da como resultado el voltaje
de salida en el dominio del tiempo. i

ve(t) = 2e7% u(t) - 2e72% u(t)

2(e”% - e72%y y(t)

v (t)

18La descomposicidn en fracciones parciales puede con-
sultarse en las referencias 5, pp. 275-278 y 6, pp.
61-70.
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20.3 FILTRO IDEAL DE BAJA FRECUENCIA

Basicamente un filtro transmite o deja pasar sefilales den-
tro de un rango de frecuencia, llamado banda de paso, y re
chaza las componentes de frecuencia aue se encuentran fue-,
ra de este rango.

El filtro ideal de frecuencias bajas !° tiene una funcién Filtro ideal

de transferencia definida por: ge_frecuencias
ajas

eTIvt0 o] < we

H(w) = (20.8)

0 lwl > we

donde w, es la frecuencia de corte.

El especiro de frecuencia de la funci’sn de transferencia
del filtro ideal se obtiene a través de la magnitud de

e’jwto, la cual vale la unidad, y se muestra en la figura
20.16.

o |

- We 0 we w

Figura 20.16 Espectro de frecuencia de un fiitro
ideal de baja freccucncia

19 pste tipo de filtros es comiinmente conocido como pa-
sa bajas.
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La respuesta impulso h(t) se puede determinar tomando la
transformada inversa de Fourier para la expresidn (20.8):

We
h(t) = 5= I edutt-to) g,

-Wwe

Ye

s 1 Gdult-tg) |
J2m (t-ty)

“w

c

sen w,(t - tg)

wo(t = tg) (20.9)

h(t) = “;—C

Esta es la respuesta al impulso correspondiente a un fil-
tro ideal de baja frecuencia. Su gridfica se muestra en la
figura 20.17.

h(t)

Figura 20.17 Respuesta impulso del filtro ideal
de baja frecuencia.

' . \ .
Observe que existe respuesta antes de que se aplique el
impulso, por lo que sé& dice que el sistema no es fisica-
mente realizable, es decir, es ideal.
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20.4 TEORIA DEL MUESTREO

Un muestreador ideal, consiste en un dispositivo que multi
plica dos entradas para dar origen a una salida que es 1a
sefial muestreada fg5(t). Observe la figura 20.18.

£(t) f (t)

s7(t)

Figura 20.18 Muestreador ideal

Las entradas al multiplicador son la sefial f(t) que va a
ser muestreada y la sefial muestreadora $§p(t) que es un tren
de impulsos con periodo T; es decir:

s =z &(t -.nT)
n=-e

la expresidn para la sefial muestreada es:

£,(t) = £(t) 84(t)

f(t) ; §(t - nT)

n=-o

T £(t) &(t - nT) (20.10)

n=-e

fs(t)

la cual es una serie de impulsos cuyas intensidades estéin
dadas por los valores de f(t) en los instantes de las mues
tras.

Ahora bien, la transformada de Fourier del tren de impul
sos =2sta dada por:

HIEICH
; §(w - nmb)

3'.[51*(0 ] = .

wg Gmo(w)




El espectro de frecuencia de la sefial muestreada se puede
obtener a partir del teorema de multiplicacidn, expresién
(20.7), de la siguiente manera:

Foo) =F £a0) | =F[ £(0) st |
Fs(w) = % [F(m) * ug 690((») ]

2n

sustituyendo wq = T

Fat) = 4 [ F(0) » 84,00 |

+ [F(...) . n;;-ms(w - nmo):l

1

Fg(w) = T

™8

F(w) * 6(w - nug)

-

=]
n

como f(t) » &(t) = f(t) y f(t) » &6(-T) = £(t - T), enton-
ces:

Fg(w) = I F(o - nug) (20.11)

NnN=-ow

esta expresidn representa al espectro de frecuencia de la
sefial muestreada peribdicamente, en intervalos de wg, €n
el dominio de la frecuencia.

Las funciones y espectros utilizados en el procedimiento
de las muestras se representan en la figura 20.19.
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(a)

st (t)

(A4

O ———

£,(1)

£(0) £(T) £(27)
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T 2T

Figura 20.19

a) y b)
c) yd)
e) y f)

(b)

—_
="
o

fFw|

wM

~wg

:uthv _

-wg oy

Sefial original y su espectro;
Sefial muestreadora y su espectro;
Seftal muestreada y su espectro.

Ey



@
La sefial original f(t) (véase la figura 20.19.a) tiene un
espectro de banda limitada (véase la figura 20.19.b); es
decir, no tiene componentes de frecuencia arriba del va-
lor wm. E1 espectro de la funcién original F(w) se repi-

te sin traslaparse siempre que w, > 2uy o T <7%;, donde
fn"ga.

n

20.5 TEOREMA DE MUESTRAS UNIFORMES

El teorema de muestras uniformes establece que una sefial
de banda limitada, es decir, que no tiene componentes de
frecuencia superiores a wy, puede reconstruirse a partir
. de valores de la sefial, 1lamadas muestras, tomadas en ins
tantes separados entre si una cantidad uniforme que debe
ser menor o igual que 1/(2 fy). .

Esto puede observarse en la figura 20.20.

f(t)

Figura 20.20 Reconstruccién de la sefial f(t)
a partir de las muestras

La demostracidn de este teorema puede consultarse en la
referencia 4, paginas 151 - 153.

Este teorema tiene.su principal aplicacién en la teoria
de comunicaciones. Es de gran utilidad en el multiplexa
je en el tiempo.

Funcién de ban
da limitada
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CUESTIONARIO DE AUTOEVALUACION

Resuelva los siguientes problemas y anote la o las sg
luciones en el espacio indicado.

Para la entrada vg(t) y la respuesta impulso h(t)‘da-
das en la figura 30.21:

a) dggermine la salida vg(t) por medio de la convolu
cibn,

b) grafique la salida vg(t).

Ve (t) h(t)

Figura 20.21

a) vg(t) =

b)

Un circuito tiene la respuesta impulso que se muestra
en la figura 20.22. Si el voltaje de entrada es un
escalén unitario:

a) obtenga la respuesta del circuito, por convolucidn,

b) grafique la respuesta obtenida.
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Figura 20.22

a) vg(t) =

b)

3. Para el circuito mostrado en la figura 20.23 determi
ne: :

a) 1la funcibn de transferencia H(w),
b) 1a respuesta vg(t).
4
— AN
+ +

vg(t) =5e™*F u(t) -

Figura 20.23

a) H(w) =

b) wvg(t) =
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Considerando el circuito mostrado en la figura 20.24

obtenga:

a) 1la funcidén de transferencia H(w),

t) 1la respuesta vg(t).

1XQ
—\ N\ —e
+
v_(t) = 4e T u(t)
e : 1 wF vs(t)
Figura 20.24
a) H(w) =

b) vg(t) =
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- APENDICE C  INTEGRALES

I. INTEGRALES GENERALES
II. INTEGRALES CON FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
III. INTEGRALES CON FUNCIONES EXPONENCIALES

IV. INTEGRACION POR PARTES

Se presentan aqui las integrales de uso mis frecuente en
esta obra. Aparecen por grupos, y después de cada grupo
se resuelven algunos ejemplos.

De requerirse mayores detalles sobre el particular, se su
giere consultar:

ANDRADE, Arnulfo, et al,
APUNTES DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
Facultad de Ingenierfa, U.N.A.M. 1982.

o bien cualquier otro texto de célculo integral.
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I. INTEGRALES GENERALES

. fa

dx = ax

2. faf(x)dx =

3. 'jx

Ndx =

xn+1
n +

E=
—
o
t]
[

-

=l

>

Ejemplo

Ejemplo

uzt+ v

; a = constante

J’f(x) dx H a= constante

] H n# -1

w* ...)dx = fudx:t fvdx: fwdx

IT. INTEGRALES

—

10.

———— ‘

sen x dx

cos x dx

tan x dx

cot x dx

sec x dx

CON FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

- COS X
sen x

In sec x
1n senx

In(sec x + tanx)

+




11. -fcscxdx= in tanjz-

12. J"enaxdx=--—;—cosax

13. Icos axdx = % sen ax

14. jx' sen ax dx= 517 sen ax - % cos ax

15. J’x cos axdx = aiZ Cos ax + % sen ax

16. Isen ax cos ax dx = 715 sen? ax

17. Isen ax cos bx dx = - CO%Z: g%x - cg?zga: ggx
18. Ieax sen bx dx = e‘ax»(a saezn ]:xb; b cos bx)

19. Ieax cos bx dx = e2X ja cos bx + bsenbx)

Ejemplo

Ejemplo .

S E]

LS
M

Ejemplo

—
o

j sen 2t dt = - %cos Zt:[

dt

[NE

aZ + b2

o

z n m
costdt = sent = sen—z—-sen0=sen7

0

= - % (cos m- cos -g—)

L ERSE]

N =

~|—

= -—;—cosn = -

2m

- et (sen 2t - 2 cos 2t)
177+ 22 0

= % le” (sen 2m - 2cos 2r) - ¢’ (sen0 - 2 cos 0):[ =

=L -

1

647
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ITI. INTEGRALES CON FUNCIONES EXPONENCIALES

20. fex dx = oX
21. Icax dx = % 03X

ax
ax F i
22. fxe dx : 2 (x a)

Ejemplo

Ejemplo }
tzscdts-eﬁ(t-l)2
S 5
1 .
= 10 I B . I
e (2 ,5 se(1 5

IV. INTEGRACION POR PARTES

23. fudv = uv - fvdu

Ejemplo
2
j t eStat
1
u=t
du = dt
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~ SOLUCIONES A LOS CUESTIONARIOS DE AUTOEVALUACION

MODULO 10
I. a) cierto
b) cierto
c) cierto
d) falso
e) falso
f) cierto
g) cierto
h) cierto
II.
1. a) Z,;; = j4a
12 = j4 Q
17 = 4 9

Zp = 3 + j3 @

b) Vy = j4I, + j4I,

Vo = j4Ip + (3 + j3)I,

c)
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«I, = 0.5I, - j0.5V,

d) El bipuerto es reciproco puesto que:
Z12 =23, = j4a
2. a) Y11 = 0.58
Y12 = 1.3 8
Y21 = 0.28
Y22 = 0.6 U
b) I, = 0.5v, + 1.3V,
12 = O.ZV] + 0-6V2
c)
1, I
— -——
+ +
4 1 2
v, g 5ud Pin 3 v,
3. a) hll = - J1.5 Q
hlz = - 0 S
h21 = 0.5
h,, = - jo.s5 8
b) V] *'j1.511 - 0.5V2
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2
+
1 < 1
-5V, (2 51
Vl 7 2 > . 02 1 -378 Vz
d) El bipuerto es reciproco ya que: ;
1
hyy = - hy, = -
4. a) A=1+j1
B=3-3j4a
C=3j1u
D=3
b) Vy = (1+j1)V, + (3-j4)I,
I, = j1v, + 31,
5. a) _ ,
2, Iy 0.16  0.08
L 2,1 Za 0.08 0.29
b)
A B 2 0.5
C D 12 3.8
<)

hy;  hps 0.14 0.28

Lh“ ha2 -0.28  3.42
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b)
<)

d)

b)'
c)

d)

b)
<)

d)

Zs
Ay

Aj

I

* MODULO

24.4 @

1.9 x 105 @

6.6 x 10° @

116.66

34.44

5.9 x 104 @
3 x 106 @
- 19.76

29.41

11




II.
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'MODULO 12

a) . falso

b) cierto
c) cierto
d) cierto

e) cierto

Matriz de pardmetros del bipuerto equivalente:
Ly Iy 3+ 1 j2

Zy1 Zy2 j2 3+j2

Matriz de pardmetros del bipuerto equivalente:
Yii Y12 2 -35 -1+ j2
Y21 Y22 -1+ 32 4-j1

Matriz de pardmetros del bipuerto equivalente:

A B 2.15 6.5

C D 0.6 2.8
a) yy1a = 0.2 Yup = 0.2
Y1i2a =-0.02 1 Yi2p = -0.1 8
Ya1a = 0.02 3 Ya1b = -0.1 ®

Y222 =-0.02 Ya2b = 0.3 &
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v

(- [7,] > w
. . . .

b) yin  Yiz,
Y21 Y22 -
a) Ag = S Ap
Bg = 39 @ Bb
Cag =18 Cp
Dg = 8 Db
b) A B 34.5
c D 7
MODULO
w
(F)
Q)]
Q)]
(F)

(F)

0.4 -0.12

0.12 0.42

= 10 @

.58

128

26

13




a)
b)
<)

d)

a)
b)
<)

d)

a)
b)

<)

a)
b)

<)

wo

Qs

Bs

wo

w1

w2

w]
w2

wo

wy

w2

Ry

= 2.6 x 105 rad/s

= 1.8 [ 89° mA

= 1444

= 1800 rad/s

= 4 x 106 rad/s
= 20 000
= 200 rad/s

= 3999 000 rad/s
= 4010000 rad/s

= 3920 rad/s
= 4 080 rad/s

= 10" rad/s
= 103 rad/s
=9 x 103 rad/s

= 11 x 103 rad/s

= 2.59

= S uH

2000 pF

= 0.06
= 96 225 rad/s

= 364 rad/s
= 96 359 .rad/s
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MODULC 14

= 60 sen6t V

—_
o
~
<
N

il

b) v, = 54 sen€t V

c) vy = 114 senét V

2. a)
Vo _ 189.5s
Vg (s + 0.82)(s + 25.5)
b)
jw
\ N N D
7N\ 7N A4
-25.5 -0.82
3. N, = 35 vueltas

4. R = 37.5Q




-
(2]
r-)

EEE]

—

.4H

+ 46.2

2.6s

s2 + 25,4 s

jw
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=t

1.

3,

MODULO 15
(¢)
(b)
(d)
(b)
(b)
(t) = 1+ 1 sen nt+o- sen 2nt + == sen 3nt +
a). vt =5+ 2% 3 :
b)
ICnl
1
2
k] Jﬂ 3n Aw
i(t) = -%— + Isennt - ;—: cos 2wt - 1—527 cos 4t - ..
1 cos(nt + 90° -ang tan n)
8) in(t) "hr Jien '
- 1 °
b) i(t) = ¢ cos(nt + 90° -ang tan n)
nel nn /1 + n?

v(t) = % ey

(-nHn \ﬂ+ (4n -

l

1

2
Zn ) cos [Znt +ang tan(4n - -21;)]

T - 4n2




MODULO 16

Simetria de media ond;
Simetria impar

No simétrica

Simetria par

No simétrica

Simetria de cuarto de onda par

Simetrfa de cuarto de onda impar

(E)
(A
)
(B)
<)
(D)

v(t) -L—o-%gcos 2t -%cos 4t -%cos 6t- ...

v(t) = —'Z;-sen mt + %sen 2wt + 3z;sen Ixt + ...

8) Simetrfa de cuarto de onda par

i(t) -;gzcos nt "‘5-37 cos 3 nt *ng'—gCOS Swt e+ ..,

661
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4. a) Simetria de cuarto de onda impar

b) i(t)=;8zsennt-§%7sen3nt4-z—5—8“—gsen5nt-

MODULO 17

I.

1. (a)

2. (c).

3. (b)

4 (c)

5. (d)

1I.

1 a) v(t) =.. —]%e-jt:JZ‘ e32t+l*j’Lejt+j

fenl




a)

b)

a)

b)

F(w)

F(2)

F(w)

£(t)

£(0)

W

i

MODULO 18

2w _Sen mw

1-w

- j2uw

- isen 0.5¢t
m

i3t

663
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a)
b)
c)

d)

a)
b)
c)

d)

a)
b)
c)

a)
b)

a)
b)

F(w)

F(w) =

F(0)
R(2)

X(1)

F(w)

F(w)
F(0)
R(2)
X(1)
F(w)

0.25
9.39
0.43

j2 sen
= 1 - w"“

30
9+ u?

3.33

-0.38

-j2e edv

MODULO

1.41 8(t - 0.25)
568(t - 1)

19
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3.  a) 4n §(w) - 5

b) 3In §(w) + J_:i; e”d2w

c) 4e”3%w . v

4. &) 10e°
1 .33t 1 _-j3t
b) 5—" e + -5—" e
5, jw[G(m + wg) - 6(w - mo):I

6. a) j10m [a(.., +5) - 8(w - 5)]

b) m.E;J'la 6w+ 5) +& 376w - 5):]

7. F(w)= ...+ 8(u - 51) - o 8(u - 3n) + 4 6(w - ) +

+ 46(0.)4'“)‘% (w + 31!)*—?-6(:;:* Sm) - ...

8. F(w) = wo L 6(w - nug)
n=-=
9. F(o) = oo ¥ 75 60 - &) - & 6w - 3m) + 2o -m +

s swem - L swem e -
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20

MODULO
a) t 1
s -7 Z dz 0 <t <2
t-1 '
vs(t) = t-1
[ 1 Z dz t>2
2
b3
t
Vs(t)
0.75b— — — ———  —
|
|
0.25p—— — :
| !
i
| |
0 1 2 3
a) t
'5(-Z+Z)dz 0 <t< 2
0
vs(t) =
t>2
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jlw
4 + j2u

© 3. a) H(w) =

b) vs(t) = 5(3e73% - 2e72%) u(t)

1
4. a) H(ul) = m

b) vs(t) = 4(e”® - &7 %% u(e)
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seno, 580
signum, 612

Funcibn impulso:
intensidad de la,

transformada de Fourier

de la,

Funcibn peribdica:

563
498
444

490
538

561
565

353
368
368
361

463

596

condicién de una, 489, 490

definicién de, 489
transformada de
Fourier de una, 606

Ganancia:

de corriente, 397, 398,
403, 404
de voltaje, 397, 398,
403, 404

directa de corrien-

te en cortocircui-

to, 370
inversa de voltaje 370,
a circuito abierto,377
inversa de corriente
en cortocircuito, 377

Hibridos:

pardmetros, 370

modelo de bipuerto

con parémetros, 368, 369,
370

Impedancia:

parémetros

de, 352, 353,354, 355
entrada de un

bipuerto, 394, 399, 400
de salida de un 395,
bipuerto, 396,399, 402
de salida a circuito
abierto, 355
reflejada, 468

Matriz:

de admitancias en
cortocircuito, 363
de impedancias a
circuito abierto; 355
de pardmetros

Parénetros:

hibridos, 371
de transmisién, 377
de admitancia, 360,
361, 362
de impedancia,352, 353,
54, 355

de transmisién, 373,

374, 375, 376, 377
de transmisidn
inversa, 381
hibridos, 368, 369, 370
relacibn entre, 381, 382
tabla de equivalen-
cia entre, 383
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Primario del
transformador, 462, 463,

Propiedades:

de ortogonalidad,

de la integral de

convolucidn,

de la transformada
de Fourier,

de simetria,
Puerto:

entrada, 351,

salida, 351,
Relacidn:

de corrientes de un
transformador ideal,
de voltajes de un

transformador ideal,

‘de transformacidn,

Resonancija:

condicibén de, 431,
en un circuito RLC

en serie, 444,
en un circuito RLC
en paralelo, 431,

Secundario del
transformador, 462, 463,

Serie:

trigonométrica de
Fourier,
exponencial de
Fourier,

Simetria:

de funciones pares,
de funciones
impares, 514,
de funciones de
media onda,

de funciones de un
cuarto de onda, 526,
propiedades de,

491
624

565
516

354
354

467

467
467

432
445
432

467

490
538

514
515

527
516

Superposicidn.

principio de,

Teorema de Parseval,

Transformada de. Fourier:

dngulo de fase de 1la,
de funciones pe-
riddicas,

de la funcidn es-
caldn,

de la funcidn im-
pulso ’
integrales de la,
magnitud de la,
propiedades,
tabla de,

Transformador:

circuito equivalente
del,
ideal,
modelo lineal del, 462,
primario del, 462, 463,
relacidn de co-
rriente,
reldcidn de voltaje,
secundario del,

463,

353
586

565
606
612

601
565
565
570
616

462
467
463
467

467
467
462,
467
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