CAPITULO 8

VISCOELASTICIDAD LINEAL

8.1 CONCEPTOS BASICOS

En los capitulos 6 y 7 de este texto, se ha presentado el comportamiento idealizado de
sélidos v fluidos, los cuales se conceptualizaron como sélidos elasticos o de Hooke (figura
8.1a) y fluidos viscosos o newtonianos (figura 8.1b). En unos se consideré que la

deformacién es recuperable y s6lo depende de la carga y no del tiempo (caracteristica

fundamental de un material elastico) ¢ = 8(0‘); asimismo, se definié que la deformacién era

muy pequefa (infinitesimal) y, por tanto, el fenbmeno se caracterizaba como lineal (con
todas las ventajas que esto tiene). Por su parte, los fluidos se han definido como medios

continuos que se deforman mientras exista solicitacién y la velocidad de deformacion

dependera de la carga aplicada ¢ = g‘(a). Sin embargo, el comportamiento real de cualquier

medio continuo es de la forma & = g(a,t). Esto significa que todos los materiales (medios

continuos), independientemente que sean clasificados como sélidos o fluidos, presentaran

fluencia; esto es, deformacion en el tiempo dependiendo esto solo del tiempo de referencia.

El concepto anterior dio lugar al término Reologia®, que fue introducido por Eugene Bingham
en 1929, y corresponde con la parte de la teoria de la mecénica de medios continuos
orientada al estudio de los medios que fluyen. Marcus Reiner® (1886-1976) cofundador de la
Sociedad Reolégica y junto con Bingham, uno de los que acufio el término e inicié la
disciplina en los afios treinta del siglo pasado, al explicar la razon por la que acufié el nimero

adimensional conocido como de Débora (utilizado en reologia para caracterizar la fluidez de

los materiales) De =t, /t, (donde t,es el tiempo de relajacién y t,, el tiempo de exposicion),

1 . . . .
Del griego petv que significa fluir.
2 Physics Today, enero de 1964.


http://es.wikipedia.org/wiki/1929
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica_de_medios_continuos
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se refieren a la profeta del antiguo testamento de nombre Débora, la cual menciona “Las

montafas fluirdn ante el sefior” (Jueces 5.5).

Este concepto en el siglo VI a. C. fue retomado por el filésofo Heraclito de Efeso, quien
menciona que “todo en el mundo fluye”; es entonces que con estos dos enunciados se
puede concluir que todo fluira, adn las montafias, todo depende de los tiempos de
observacion (todas las sustancias pueden fluir, solo habra que esperar el tiempo adecuado).

Por tanto, que la diferencia entre sélido y fluido estara dada por la magnitud del nimero de

Débora (figura 8.1). Esto es, si el tiempo de relajacion t, es mucho menor que el de
observacion t,, entonces se considera que el material fluye; por otra parte si t, >t;, se

considera gque se trata de un sélido.

Selido
Esfuerzo de pBlfI;ﬂca de
Corte Lgam
Fluide psendeopldstice
Fluide de Maxwell
Fluide Newtoniano
Felocidad de deformacion

FIGURA 8.1 COMPORTAMIENTOS CARACTERISTICOS DE DIVERSOS MEDIOS IDEALIZADOS

Desde la perspectiva de la ingenieria, el tiempo de observacion representa al de servicio,
para asi definir De y describir el comportamiento. Para considerar un medio como soélido de
Hooke, es necesario que éste tenga un tiempo de relajacion muy grande o tiempos de
servicio muy reducidos. Particularmente, considerando De se tiene que si De<1 el
comportamiento se describe como viscoso; si De~1 el comportamiento se describe como
viscoelastico y si De>1, éste sera elastico (figura 8.2). Este tipo de comportamientos se
relacionan comunmente con plasticos; los tiempos de relajacion de algunos son, por ejemplo,
PEBD-6s, PE-1s, PVC-30s, PET-2s.
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Deformacion
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FIGURA 8.2 EFECTO DEL NUMERO DE DEBORA

Con base en lo expuesto, se idealiza un tercer tipo de medios continuos (diferentes de
fluidos y sélidos) para los cuales De~1, entonces existen materiales cuyo comportamiento
es un hibrido de un sélido elastico y de un fluido newtoniano. A estos se les denomina como
viscoelasticos, de acuerdo con sus caracteristicas y aspecto fisico se pueden tratar de
fluidos no newtonianos; en este caso se encuentran materiales como la miel, la sangre o el
chapopote, los cuales ademas de disipar energia tiene la capacidad de almacenarla. Por otra
parte, se pueden agrupar los solidos inelasticos, en los que la deformacién es funcion de la
solicitacion y del tiempo. En estos puede presentarse un retardo de la deformacién con
relacion a la solicitacion (sélido de Kelvin) o presentar una deformacion instantdnea v,

posteriormente, al continuar aplicada la carga tendran una componente de deformacién en

funcién del tiempo. Por ejemplo, los metales a elevada temperatura (6?20.79f °K), los

plasticos y aun los ceramicos se caracterizan por presentar una deformacion elastica
instantanea que es proporcional a la solicitacion (esfuerzo) aplicada; sin embargo, éstos
presentan una componente de deformacion permanente, tal como un fluido newtoniano, la
cual es funcion del tiempo de aplicacion de la carga. A dicho comportamiento se le identifica
como Creep o fluencia lenta. Es necesario recordar en este punto que cuando se define el

comportamiento idealizado de un sélido de Hooke se considera que la deformacion es

funcion de la solicitacion ¢ = f (o) y que no depende del tiempo ¢ # f (t). Por otra parte,

se considera que el sélido durante su deformacién almacena energia, pero que no la disipa,

con esta observacion, si se toma una masa y se suspende ésta de un resorte para después
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desplazarla en direccion de la gravedad y soltarla posteriormente, de no existir una
componente de disipacion el sistema masa-resorte continuard oscilando mientras que no
exista alguna fuerza que influya en este desplazamiento; sin embargo, se observa que el
movimiento tiende a ser amortiguado. Por consecuencia, se puede suponer que la
descripcion de sélido elastico es ideal y que los sélidos en términos generales presentan un

comportamiento elastoviscoso.

Como ya ha sido mencionado para los fluidos, se define un comportamiento lineal de la

forma ¢ = f(r), describiéndose a un fluido como aquel medio que no soporta esfuerzos

cortantes, ni aun los producidos por su propio peso. Al comportamiento de la forma

! . ! . .
0; =Cjuéy (donde ojj representa las componentes viscosas del esfuerzo) se describe

como newtoniano; por otra parte, fluidos como la miel, las escorias metélicas a temperaturas
superiores a las de fusion, el vidrio fundido o el chapopote presentan comportamientos que
no corresponden con el descrito para un medio newtoniano, por lo que éstos se describen

como fluidos no newtonianos o también como comportamientos viscoelésticos.

De todo lo antes mencionado, se concluye la existencia de medios con comportamientos
hibridos con una correspondencia tanto a fluidos como soélidos, por tanto, es necesario

generar ecuaciones constitutivas para éstos.

Para reconocer la génesis en el estudio de los medios viscoelasticos, se debe retroceder al
siglo XVII con los trabajos de Hooke (1678) e Issac Newton (1687), que describen conceptos
que dieron inicio a la mecéanica de los fluidos. Conceptos que en el siglo XIX fueron
continuados con los trabajos de J. C. Maxwell (1867), W. Weber, Boltzman, y W. Thomson
(Lord Kelvin, 1962), quienes realizaron diversos experimentos que permitieron visualizar
tipos de comportamientos que iban mas alla de lo previsto para sélidos de Hooke y fluidos
newtonianos; los que ahora se definen como viscoelasticos. Fue hasta las primeras décadas
del siglo XX en que Eugene Bingham introdujo el término en colaboracién con Marcus

Reiner.

Para esta primera parte del analisis y con el fin de facilitar el estudio del comportamiento
viscoelastico se considerard una condicion uniaxial y se definira la analogia para un sélido

(resorte) y un fluido (amortiguamiento viscoso), tal como se presenta en las figuras 8.3y 8.4.
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FIGURA 8.3 UN SOLIDO DE HOOKE AL APLICARLE UNA CARGA PRESENTA UNA DEFORMACION
DIRECTAMENTE PROPORCIONAL A ESTA. EL MEDIO ALMACENA ENERGIA
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FIGURA 8.4 ANALOGIA PARA UN FLUIDO NEWTONIANO, AL APLICARLE UNA CARGA
PRESENTA UNA RAPIDEZ DE DEFORMACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL
A LA CARGA APLICADA. EL MEDIO DISIPA ENERGIA

8.2 COMPORTAMIENTO CARACTERISTICO DE LOS FLUIDOS NO NEWTONIANOS

Los materiales viscoelasticos pueden presentar diversos comportamientos:

Si la solicitacion (esfuerzo) es constante, entonces el material se deforma de manera lineal
con el tiempo (creep) o si la deformacién es constante la solicitacion se reduce con el tiempo
(relajacion), esto corresponde con el denominado como modelo de Maxwell, el cual
esquematicamente se representa como un amortiguador y resorte conectados en serie
(figura 8.5).
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FIGURA 8.5 UN FLUIDO DE MAXWELL SE CARACTERIZA POR NO PRESENTAR UNA RESPUESTA
LINEAL CON LOS ESFUERZOS A CORTE, DE TAL FORMA QUE SU COMPORTAMIENTO
ES NO LINEAL. ESTE MODELO SE APLICA PARA DESCRIBIR EL COMPORTAMIENTO DE
LOS FLUIDOS NO LINEALES

Los fluidos no newtonianos almacenan energia elastica, entonces existe un tiempo de

relajacion.

Otro modelo bésico es el de Kelvin (figura 8.6), el cual representa un solido en el que se

presenta retardo en la respuesta tanto en la carga como la descarga, de tal forma que

e=¢(o,t).
a
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FIGURA 8.6 MODELO DE KELVIN
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CAPITULO 8. VISCOELASTICIDAD LINEAL

8.3 TEORIA UNIAXIAL

Fluido lineal viscoelastico (Fluido de Maxwell)

Un fluido lineal de Maxwell es definido por las ecuaciones constitutivas:

VE
gjj =—PJ;j + oj;

donde (—p5ij) es la presion isotrOpica; ésta es indeterminada considerando

incompresibilidad del fluido, Gi\j/E representa la componente de esfuerzo relacionado con el

comportamiento viscoelastico del fluido no newtoniano.

Analizando el fendmeno de forma uniaxial, la deformacion en el fluido de Maxwell (figura 8.5)

esta dada por la suma de la deformacion del resorte ¢g (componente elastica del sistema)

mas la deformacion del amortiguamiento viscoso &, (componente viscosa).

E=¢Eg +€V

. . ., . de .
Por consecuencia, la rapidez de deformacién ¢ = E se describe por:

Considerando que la componente elastica es lineal, se tiene que:

&g = (82)

o}

G
. ) c e . -

En consecuencia = &g :E, donde G representa la constante elastica (médulo de rigidez

a corte). Por su parte, el amortiguamiento viscoso (componente viscosa del comportamiento)
se expresa como (la relacion esfuerzo a velocidad de deformacion es lineal):
&y =— (8.3)
n

donde 7 representa la viscosidad.
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Sustituyendo las ecuaciones 8.2 y 8.3 en 8.1, se tiene la ecuacion uniaxial constitutiva para

un solo elemento de Maxwell

96 _100 o
a Gaot 7

Reordenando y haciendo un cambio de variable

..
E=—0+
n GG o
=1
G
ne=Ac+o (8.4)
77%=/1(L—(tj+0 (8.5)

La ecuaciéon 8.4 representa una relacion de la forma &= f(O',o") 0, de otra manera,

e=g(o,t).

Primer experimento con el elemento de Maxwell

Para resolver el sistema planteado en la ecuacion 8.1, se puede considerar que en t=0 se

. 90y
aplica una carga o constante = ——=0
de de oy
L og=n—— = ————=
dt da 7

La solucién de la ecuacion diferencial es

=20t g (8.6)
7

. ., S . O
La constante de Integracion &p para una deformacién inicial instantanea es ) :EO
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FIGURA 8.7 RELACION DEFORMACION-TIEMPO PARA UNA
SOLICITACION CONSTANTE. FLUIDO DE MAXWELL

De la ecuacion 8.6 queda

£ _Sti1=9 8.7)

& N

donde J representa la funcion de demanda en fluencia lenta (Creep) para el elemento lineal

de Maxwell.

Segundo experimento de Maxwell. Experimento de relajacion de esfuerzos

A un sistema cuyo comportamiento se representa a través del modelo uniaxial de Maxwell se

le aplica una deformacion inicial &, para t=0 la cual se mantiene, la incognita ahora esta
dada por o =h(t):

d—g—O' ya que ¢ =cte
d

de la ecuacion diferencial 8.4 se tiene que

La solucién de esta ecuacion es
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La constante de integracion o, para un esfuerzo inicial instantaneo es

Og = Ggo
—t
o=Gg exp(—j (8.8)
A
(p(t)zng exp(_—tjzﬁexp(_—t] (8.9)
£ 2) A A

donde A representa el tiempo de relajacion y go(t) es la funcion de relajacion de esfuerzos,

vease la figura 8.8. Por otra parte, si la rigidez elastica del sistema representada a través de
G es muy elevada (G —>oo), entonces el elemento no se comporta elasticamente y es

puramente VisSCO0sO.

o (1) 4 o)

=G5
“]

FIGURA 8.8 RELAJACION DE ESFUERZOS AL APLICAR UNA DEFORMACION CONSTANTE

Algunos ejemplos de materiales que se comportan elasticamente bajo cargas moderadas a
temperaturas mucho menores de la de fusién son el acero, cobre y sus aleaciones, aluminio
y sus aleaciones, y en general la gran mayoria de los metales, asi como algunos plasticos
como el acrilico y biomateriales como el hueso cortical (es conveniente recordar el nUmero
de Débora y los conceptos que de éste se derivan). Por otra parte, una gran cantidad de
polimeros presentan flujo viscoso, sin embargo, éstos son muy interesantes porque pueden
presentar un comportamiento elastico, plastico o mixto. Por ejemplo, el propio
metilmetalacrilato puede modelarse como sélido elastico, pero al elevar su temperatura se

comporta como un flujo viscoso.
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CAPITULO 8. VISCOELASTICIDAD LINEAL

Modelo de Kelvin

El modelo de Kelvin (figura 8.9) permite describir el comportamiento de un sdlido inelastico.
En éste la deformacion es funcion de la solicitaciéon y del tiempo, el elemento viscoso
produce un retardo en la deformacién (ésta no sera instantanea, como se presume en un

sélido de Hooke, figura 8.1).

FIGURA 8.9 MODELO DE KELVIN

En este caso, se tiene que las deformaciones del elemento elastico y de la componente
viscosa seran iguales; &, = &g = &, situacion equivalente para la velocidad de deformacion

de . ) . o . o .
— =&y = &g, por consecuencia, g =—; & =— . Por su parte, la carga se distribuye entre

dt G n
resorte y amortiguamiento viscoso por lo que o =og + 0y , entonces, sustituyendo se tiene

que:
o=6Ge+ne (8.10)
O, de otra forma,
de
oc=Geg+n— 8.11
ﬂdt (8.11)

La solucion de la ecuacion diferencial antes planteada, partiendo de que =0 para t<0,

o =0y =cte para t >0 esta dada por:

e(t)=20]1-¢ 7 (8.12)
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e(t)=—>|1-e * (8.13)

La solucion antes expuesta, representa que la deformacion tiene un tiempo de retardo con
relacion a la aplicaciéon de la solicitacién, tanto al momento de carga como de descarga del

elemento, figura 8.10.

E{‘} S
ﬁ(ﬂ 4
%
o
ay I
= f l i &

FIGURA 8.10 RESPUESTA DE LA DEFORMACION AL APLICAR UNA SOLICITACION
CONSTANTE A UN MATERIAL QUE SE COMPORTA DE ACUERDO CON EL
MODELO DE KELVIN

8.4 MODELOS COMPUESTOS

Modelos de 3 elementos

Los modelos simples, tanto de Kelvin como de Maxwell, no son suficientes en la mayoria de
los casos préacticos para representar con precision el comportamiento real de soélidos o
fluidos, razén por la que se han propuesto modelos un poco mas complejos, tal es el caso

del solido lineal estandar (figura 8.11).

La deformacion total ¢ esta dada por la suma de la deformacion del elemento de Kelvin y
del resorte con constante Gy, esto es
&= gEl + gK

donde
o o

gElzG_l y % :—8
Gz“?za
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por lo que la ecuacién diferencial es de la forma:

0
- - O'[(GZ +Gy)+1, Gt}
£=—+

o) 5
Gl (GZ + 772 atj GlGZ + Glnz a

= G1772%+G]_Gz€=0-(62 +Gl)+772% (814)

La ecuacién 8.7 se expresa entonces como:

alé‘ + a28 = b20'+ b_I_O' (815)

Es conveniente mencionar que la ecuacién constitutiva del sélido elastico de tres elementos

se puede describir también como un elemento de Maxwell colocado en paralelo con un

resorte (figura 8.12).

GZ
G1
G"'_"'_ ——e— 5
772
M
A
FIGURA 8.11 SOLIDO LINEAL ESTANDAR
i
o — — - o

G b

W—]

A

FIGURA 8.12 SOLIDO LINEAL ESTANDAR ESTRUCTURADO A TRAVES DE LA CONJUNCION
DE UN ELEMENTO DE MAXWELL EN PARALELO CON UN RESORTE
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Para el caso presentado en la figura 8.12 se tiene que:

gRlng :8;O'ZO'R1+O'M

-G . _ . . . _O-M
O'Rl =051€, ém —ERZ +8V = EM —8R2 +8V ng —G—2
0 . O 1 1
R S VI VS -, %e_[L10 1),
ot G, m o \Gyat
o=Ge+ ! %

10 1 10 1 oe
= ol ——+— =G| ——+— |6 +—

1l oo (e Gl o€ Gl o€
—_— -t =+ —&+—
GZ ot Iy GZ ot p) ot

De lo antes expuesto, se tiene que el modelo representado en la figura 8.13 tiene una
ecuacion diferencial como la mostrada en la expresién 8.16, con lo que se comprueba la

equivalencia con el sélido elastico de tres elementos.

o€ oo
i —d—+ 8.16
a—+pPe=¢ po ( )

El modelo viscoso de tres elementos se presenta como se muestra en la figura 8.14: un
Kelvin mas un elemento viscoso, con éste se describe el comportamiento de un fluido
viscoso no lineal, su representacion equivalente es la de un Maxwell que tiene en paralelo un

elemento viscoso (figura 8.15).
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Deformacion g,

Recuperacion

o eldstica
Deformacion

viscoeldstica
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FIGURA 8.13 COMPORTAMIENTO DE UN SOLIDO LINEAL ESTANDAR (SOLIDO ELASTICO DE TRES
ELEMENTOS). ESTE TIPO DE COMPORTAMIENTO ES CARACTERISTICO DE
POLIMEROS (PLASTICOS), TAL COMO EL POLIMETILMETACRILATO

FIGURA 8.14 MODELO VISCOSO DE TRES ELEMENTOS
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La ecuacion diferencial que representa este sistema esta dada por la ecuacion 8.17. Para su

desarrollo es necesario considerar que:

=&k +5,72 : azo-Kzo;]Z
o, = 85,72 = e =—2_
7, =17 ot , - g
Uzat
0
O-:GGl+G771=Gng +771_= 1+7715 SK
e O
K
0
G +m—
il 7718,[
= &= c +-2
_G + o o
1 7718,[ Uzat
o€ o%e oo
G —+ —=(m+1)—+Go 8.17
V2 =+ T2 12 (m+m) P! (8.17)
- 0% a &—bla—o-+ba (8.18)
Lot 72 2 ot 2 '

Por otra parte, en la figura 8.15 se presenta un modelo alternativo que permite describir un

comportamiento viscoelastico mediante tres elementos.
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G,
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FIGURA 8.15 FORMA ALTERNATIVA PARA REPRESENTAR UN SISTEMA
VISCOSO DE TRES ELEMENTOS

Modelo de cuatro elementos

Otro modelo compuesto es el de cuatro parametros, el cual representa la combinacién de un
modelo de Kelvin con uno de Maxwell (figura 8.16), éste puede describir el comportamiento
de los diversos sistemas viscoelasticos basicos, la ecuacién diferencial que describe su
comportamiento esta dada por la ecuacién 8.19. Este sistema incorpora los diferentes
comportamientos viscoelasticos, ya que presenta una respuesta elastica inmediata debido al

elemento G,, flujo viscoso (relajacion de esfuerzos) por efecto del elemento viscoso 77, y un

retardo en la respuesta elastica por efecto del elemento de Kelvin que se encuentra en serie

(le 771)-

Gl
W

—

FIGURA 8.16 MODELO VISCOELASTICO DE CUATRO ELEMENTOS
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En este caso se tiene que:

E=¢&k +8M
&k =€G1 =g771

O-:O-K :O-M

OG, 0, =0

oG, =Cig, = Gigk

85 ag
M T
Giex +771__O-:(Gl 771—ng
e O
K
0
Gl“h&

o
os
_ 2 __c
O =1 ot 38772—772—8
ot
< U+ (o)
M
G 2
ot
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(o2 (o2 ()
- " 16, e
G +m— 2 —
1t ot Up) ot
oo 0o oo oo
Gony —+GGyo+ +G +G
~ 212 at 1920 T — 5 ot2 12— ot 2Th— ot
. 0 o )
GGonp - +Gomni, —5
ot ot (8.19)
De lo antes expuesto, la ecuacién diferencial que describe el fendmeno es de la forma
os o%s oo *c oo oo
GG, —+G =G,G,0+ Gy, —+ +Gn,—+G
192772 ot 22—~ or2 12 212 at 2 —> ot 1772 ot 2th —~ ot
= azg + alé" = b00'+ b_I_(T + sz' (820)

8.5 MODELOS GENERALIZADOS

Modelo generalizado de Kelvin

En la mayoria de las ocasiones, el empleo de un solo elemento de Kelvin o de Maxwell, no
es suficiente para modelar el comportamiento de un material, es por consecuencia que se

definen los modelos generalizados (figuras 8.17 y 8.18).

Gl Gz G3 Gﬂ

it gt W gt
o  _— ke

7] 7] 7] 7]

4 4 4 4

m , UE M,

FIGURA 8.17 MODELO GENERALIZADO DE KELVIN
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En el caso del modelo generalizado de Kelvin se tiene que la deformacion total ¢ esta dada

por la suma de cada uno de los elementos individuales, entonces se tiene que
n
&= Zgi
i=1

por otra parte, la ecuacion 8.10 se expresa como

d
= G B
o ( +77dt]€

= &= o + g g + g g Foeen +L (8.21)

d
G1+771a Gz+ﬂza Ga“?sa G, +

de la cual se desarrolla una ecuacion diferencial de la forma:

"¢ o"le o"2e
an 6tn +an_1 6tn_1 + n—2 P +. +aog =
Mo il oM %
bm ﬁ—'— bm_]_ o1 bm_2 atm—Z T+ + bOG (822)
Ecuacion que en forma compacta se expresa como
{Ale={B}o (8.23)
donde los operadores {A} y {B} estéan definidos por:
n an m am
A=Ya,—, B=>b,—. (8.24)
i—0 io Ot
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Modelo generalizado de Maxwell

Por su parte, en el modelo generalizado de Maxwell (figura 8.18), la solicitacién total o se
n

divide en los n elementos de éste, de tal forma que o = Zai ; por otra parte, considerando
i=1

la ecuacién diferencial para el modelo basico de Maxwell:

o
o¢ _1do o (15 1j s
— —+— +—|o = OC=7—F—+

9

ot

ot Gat n \Got g 1o 1
G n
Se tiene que:
=t ——+......... _ 8.25
"To 1'1o. 1 1o 1 TTao, 1 629
Go nm Gyot n, Ggot ns G, ot n,
Ecuacion que se expresa como:
a " e o"%e 0
¢ ¢n_1 atn_l ¢ -2 atn_z ...... +¢Oag =
Mo oo " 2o (8.26)
Sm P Sm-1 oL Sm-2 o2 ot G0

o de manera compacta como {®}s ={¥} o, donde los operadores se describen como

n an m am n m m
o =" (=Y = = 8.27
e g 2o X oo
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G1 Ui
G2 7,
O == . . — — O
- -
- -
G T

FIGURA 8.18 MODELO GENERALIZADO DE MAXWELL

8.6 FLUENCIA Y RELAJACION DE ESFUERZOS

Los experimentos de flujo (fluencia) y relajacion de esfuerzos ya fueron explicados

anteriormente, cuando se presentaron los modelos simples de Maxwell y de Kelvin; de este

ultimo se tiene que si o = o para t >0 y partiendo de que

G

O
ceovroe = et .28

por lo tanto, si la solicitacion es de la forma ¢ = a(t) o si en su defecto la carga

o=0 V t<ty; o=0pf(t)

De la ecuacion 8.11 se tiene que la deformacion se puede expresar en la forma

e(t)=ogU (1) J(t)
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donde el término J(t) se denomina funcién de flujo

Sl
J(t):é 1-e ) (8.29)

y u(t) puede ser una funcién escaldn.

Para un modelo generalizado se expresa como

t

J(t):zn:é 1—e7 (8.30)
i=1 1

Si el nUmero de unidades de Kelvin se incrementa indefinidamente, entonces,

-t
J(2)|1-e4 |da (8.31)

J(t)=

O — 38

la funcion J (/1) se describe como la distribucién de tiempos de retardo o espectro de
retardo.

Para el caso de un Maxwell se tiene que
o(t)=Geo f(t)]+ns0(t)

en el caso de que la excitacién se aplique para t =0, entonces se tiene que
o =Gg, exp(%ju (t); 4 :%

De otra forma, se expresa también

s(t)  U(1)

8(t):O'0 G +O'0 7

donde 5(t) es la funcion de Dirac (funcion pulso) y

dU (t—to)

d(t-t)=—r
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de tal forma que
S(t—-t9)=0 Vt=t

y la integral

j;f §(t—to)dt=1,

Entonces, se tiene que

j f(t*)0(t*—ty)dt*= f (to)U (t—ty) para t> 1y,

—0o0
para cualquier funcién continua f (t).

De lo antes expuesto la funcién de relajacién de Maxwell es

o(t)= Ggoe_/tl [u(t)] (8.32)

Por su parte, para Kelvin la funcién de relajacion se expresa

o(t)=Geo[U (1) [+né[ (1) ] (8.33)

La fluencia en un modelo cualquiera bajo una carga o = o [U (t)] puede ser escrita como

e(t)=f(t)og, donde f(t) es la funcién de flujo. Entonces, para un modelo generalizado

de Kelvin, la funcién tiene la forma
n L
f(t)=Y J;[1-e% |(U(1)) (8.34)
i=1

Por su parte, para cualquier modelo sujeto a ¢ = & [U (t)] los esfuerzos se expresan como

o (t)=G(t)

donde G(t) se describe como funcién de relajacion.
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8.7 INTEGRALES HEREDITARIAS

Como ya se menciond en los péarrafos anteriores, la respuesta al flujo para cualquier modelo

que es sometido a o =ogU (t) sera de laforma &(t)=J(t)oy, donde J(t) es la funcién

de flujo; entonces, para un modelo generalizado de Kelvin se tiene
n _t
J()=>"31-e 4 P (1)
i=1

donde J; :i se describe como la complianza (este término no existe en el castellano y
i

representa el barbarismo de la palabra inglesa compliance) o resiliencia. Lo mismo se puede

aplicar para un modelo de Kelvin. Para los términos desarrollados en el presente capitulo se

ha considerado que el comportamiento es lineal por lo que el principio de superposicion es

aplicable, esto representa que el efecto total esta dado por la suma de las causas, las cuales

se han aplicado a tiempos diferentes (figura 8.15); en ésta se observa que a diferentes

tiempos se aplican diferentes solicitaciones, por lo que la respuesta sera de la forma

e(t)=og¥ (t)+o ¥ (t-t)+0,¥ (t—t)+--+o; ¥ (t-1;)

(a) (b)

FIGURA 8.15(a) A DIFERENTES TIEMPOS SE APLICAN (EN FORMA DISCRETA) INCREMENTOS EN
LA SOLICITACION. (b) LA FUNCION DE ESFUERZOS ES UNA FUNCION
CONTINUA CON EL TIEMPO
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EJERCICIOS RESUELTOS
1. Desarrolle la ecuacion diferencial que describe el comportamiento del siguiente sélido:

SOLUCION
(modelo de

De los elementos con la constante elastica G; y el elemento viscoso 7

Maxwell)
O =0 =0y ; 5=8E+6‘V = él:éE—‘r_éV
o
=G¢ = &E=—
Og 1 G,
) . O
Oy =T1Th¢ = E=—
T
goLdo Q_G(LLLJ
G ot m G ot m
&
= o=——————
(1 0 1)
774_7
G o m

Considerando el elemento de Maxwell con el elemento viscoso 77,

E=& =&y

O =0Mm +O'V
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o é
M_(l 0 1j
774_7
G o n
Oy =1p¢
g+77262;_9+77268
_ g . Gl ot il ot
- “‘(1a+1j+’725‘ 1o 1
G ot m G ot m

2
ia_‘f+£:&a_25+77_25_€+§
G ot m Ga- mot ot

Esta ecuacion diferencial es de la forma:

qo+a0=hE+b¢e

2. Un sdlido viscoelastico es modelado mediante un arreglo de cuatro elementos de resorte

y amortiguador, como el que se muestra en la siguiente figura.

G=G, +Gy

a) Establecer la ecuacion diferencial para este modelo.
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b) A partir de ella plantear la ecuacion diferencial para una prueba de fluencia; resolverla y

trazar una grafica de deformacion vs. tiempo.

c) Plantear y resolver la ecuacion diferencial para una prueba de relajamiento: resolverla y

trazar gréafica esfuerzo vs. deformacion.

d) Discutir las ventajas y desventajas de este modelo.

SOLUCION

a) El sistema que se propuso en este problema equivale a uno de solo tres elementos,

como se ve en la figura anterior, y a partir de ella se establecen las siguientes

expresiones:

E=¢&ERté&k (1)

OR =01 =09 Yy €R=€1+82

o1 = Glgl = & = Gi
1
Oy = G282 = &9 :Gi
2
. _£+£_0'G2 +0G; _O'(G1+Gz)
i Gl G2 GlGZ GlGZ
o= G,Gyer
G +G,

Del elemento formado por componentes cuya constante elastica es Gy y el elemento

viscoso es 775 (elemento de Kelvin)
Ek =€ =&y
Ok =Og + Oy

OE =GO€
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oy =1lpé
= Ok :Gog+7706:
o
= E=

0
[Go +10 atj

Sustituyendo en la ecuacion 1

GlG2

8=8R+€K =

0
Go+ﬂoa

3
GOG(Gl+GZ)+770EO-(Gl+GZ)+GlGZG

E= 3
GlGZGO + G1G2770 a
oe oo
G]_GZGO + G]_G2770 E = Goo'(Gl + G2 ) + 770 E(Gl + Gz ) + Gleo' (2)

Esta ecuacion diferencial es de la forma;
ye+ae=bo+bo
b) Para una prueba de fluencia,
0 t<0
o
O'O t> O

Por lo tanto, la ecuacién 2 se puede desarrollar como:

. Gy [Gl—l—Gz 1 ]
E+—¢&=0) +—
o GG, Gy
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3)

g.+&g=%(eoel+eoez +61sz
Tlo G1G,Go

Resolviendo la ecuacién diferencial 3

(%o
g(t): o000 GOG].+G0G2 +G162 1—e (770 ]t
GO GlGZGO

Graficando este resultado se consigue lo siguiente:

c) Para una prueba de relajacién hay que imponer la condicién de que la deformacién se
mantiene constante. Por lo tanto, la ecuacion diferencial que se obtiene de la ecuacion

2 es:

G,+(GOGl+GOG2+G1G2]G:( G,G,Gy Jgo @
70(G1+Gy) 70(G1+Gy)

En donde las constantes a y b estan representadas por:

GyGy + GG, + GG, | G,G,G,
a= : b=—¢"—~-_
10 (Gy+Gy) (G +Gy)

Resolviendo la ecuacién diferencial 4 se obtiene:

o(t)= G,GyGpég _[GoGlJrGoGz +G1Gp jt
GyGy +GoG, +G,Gy [1-e . (C1+C2)
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Ahora se dibuja una gréafica de Esfuerzos vs. Tiempo, a partir del resultado anterior.

(1)
©1%% s
GyGy + GyGy + G;5,

d) Al observar los resultados gréaficos obtenidos, se puede concluir que este modelo falla
en predecir adecuadamente la fluencia primaria y la fluencia secundaria, pues no
exhibe la respuesta elasto-plastica ni la pendiente no nula en la fase secundaria. No

obstante, si predice cualitativamente una fluencia primaria.

La gréfica de relajacion si predice una curva cualitativamente correcta para esta

prueba.

Gy
o——AWV o)
G, 72
oW, o>
g
o O
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Considerando el modelo de la siguiente figura como un caso generalizado del modelo de

Maxwell, determine su ecuacion esfuerzo-deformacion.

—W—T—

O — I
G, m,

i —T—

Ficura 1

2. Para las siguientes analogias del comportamiento mecanico, determine usted la relacion

de deformacién-tiempo.

Gy
a) Elastico T M T

b) Viscoso T 41— T
y
Gy
g W—
o) Viscoelastico
2 4 T | .
\—II—

-

d) Elasto viscoso T ‘—lf\/’\mﬂ]—" T
Gy I\

FIGURA 2

3. Indigue el modelo mediante el cual se puede representar el comportamiento mecanico de

las rocas.

4. Determine la funcion de relajacion ¢@(t) para un medio que se comporta segin la

analogia de la figura 3.
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Q)

O — — O
62 m,
W—]

FIGURA 3

5. El comportamiento de un material se ha modelado de acuerdo con la siguiente figura.

R, h

P AN—T——>°
R, (b
R 73

Desarrolle la ecuacion o — & que describe el modelo.

6. Para los modelos de Maxwell y Kelvin al aplicar una solicitacion o, ¢(cual sera la

respuesta del sistema?

7. Desarrolle la ecuacién que describa el siguiente modelo:

R, 1,
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8. Desarrolle la ecuacién que describa el siguiente modelo:

R n

~WW—T1—
T Ry
R, ﬂf

9. Desarrolle la ecuacion que describa el siguiente modelo:

O —

Ed =

e
e
Eds

10. Determine la ecuacion representativa del siguiente modelo:

R, 7
——\WW—
L1

O — R, 7, O
R, T3

11. Determine la ecuacion representativa del siguiente modelo:
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12. Considere un fluido lineal de Maxwell, el cual es sometido a solicitaciones de corte dando

lugara vy =kX,, v, =v3=0
Con base en lo anterior, determine los componentes de corte.

13. Desarrolle un modelo que permita describir el comportamiento mecanico del hueso

humano. Justifique su respuesta.

14. Desarrolle el modelo que permite describir el comportamiento mecanico del suelo

arcilloso.

15. Un modelo de tres elementos de Kelvin-Voigt, como el que se muestra en la figura, falla
en predecir correctamente una prueba de fluencia. Establezca las ecuaciones
diferenciales, intégrelas y explique qué parte de la prueba de fluencia no aparece con
este modelo.
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