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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivaciéon y estado del arte

Gran parte de los sistemas de control de la actualidad se encuentran basados
en el llamado principio de retroalimentacion (feedback), en el cual la variable
a ser controlada es comparada con una senal de referencia y su discrepancia es
usada para calcular la accién correctiva, llamada senal de control.

Para calcular la senal de control de un sistema retroalimentado, tomando
como base el modelo de variables de estado, es necesario, en la mayoria de las
ocasiones, conocer estas variables. Sin embargo, en la practica esto no siempre
es posible, entonces es necesario estimar las variables de estado no disponibles
a través de las variables conocidas. La idea de utilizar un sistema dinamico
para generar el valor de los estados fue propuesta en 1964 por Luenberger para
sistemas lineales [1].

La observaciéon de estados en presencia de entradas desconocidas es un pro-
blema muy importante en la teoria de control moderna (vea por ejemplo [2],
[3]). A diferencia de los observadores clasicos, estos observadores son disenados
asumiendo normalmente que las salidas estan disponibles para su medicién; sin
embargo, se asume que parte de las entradas son desconocidas. La falta de infor-
macion en las entradas hace imposible el diseno de un observador convencional.

Las principales soluciones conocidas en el area requieren que las salidas estén
directamente acopladas a las entradas desconocidas, es decir, que el conjunto de
entradas desconocidas sea de grado relativo uno con respecto a las salidas (vea
por ejemplo [4], [5], [6], [7]).

En sistemas mecanicos, es comiin que limitaciones de costo impidan contar
con todas las variables fisicas de los sistemas. En muchos casos las variables
de desplazamiento se encuentran disponibles, mientras que las variables de ve-
locidad no lo estan. En estos casos con la finalidad de reconstruir el estado
completo, es factible aplicar un diferenciador o bien un observador de estados
para reconstruir la variable faltante.

La naturaleza no lineal de los sistemas mecanicos y en particular las dis-
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continuidades provocadas por fendmenos como saturacion, zonas muertas, fric-
ci6on seca, etc. complican el trabajo de observaciéon provocando, incluso, discon-
tinuidades en la dindmica de los estados. Los observadores lineales no presentan
un desempeno adecuado en estos casos, los observadores basados en el modelo
dindmico se encuentran restringidos a una variedad de sistemas en los cuales
el modelo matematico es totalmente conocido, es decir, son aplicables a los ca-
sos en los que no existe incertidumbre en el modelo o dindAmicas no modeladas.
Los observadores de alta ganancia [8] son imprecisos cuando se utiliza cualquier
ganancia finita y en caso de que la ganancia tienda a infinito, presentan el lla-
mado fenémeno de pico (peaking effect), que se refiere a que el valor maximo
de salida durante el transitorio crece infinitamente conforme la ganancia tiende
a infinito.

A pesar del amplio desarrollo de las técnicas de control robusto, el control
por modos deslizantes (CMD) sigue siendo considerado como una herramienta
clave para el manejo de incertidumbres, perturbaciones y dindmicas no mode-
ladas. La idea principal de este tipo de controles (vea por ejemplo [9], [10])
consiste en llevar las trayectorias del sistema a una superficie de deslizamiento
y, posteriormente, mantener la trayectoria dentro de la superficie mediante un
control con alta frecuencia de conmutacién (en teoria, frecuencia infinita).

La observacion de estados basada en los modos-deslizantes de orden-superior
ha sido exitosamente estudiada dentro de la teoria de Sistemas de Estructura
Variable en afios recientes (vea [9], [11], [10], [12], [13], [14], [15], [16]).

La observacion basada en modos-deslizantes tiene atractivas caracteristicas
€omo:

= insensibilidad (més que robustez) con respecto a las entradas desconocidas;

= la posibilidad de utilizar la inyeccién equivalente de salida para obtener
informacién adicional del sistema.

Anaélisis posteriores han mostrado que los observadores por modos deslizantes
pueden ser utilizados para la deteccion de fallas [17], [18], [7]. Esta es realizada
utilizando la inyeccién equivalente de salida, mientras que la estimaciéon de es-
tados observables es realizada por observadores tradicionales (usualmente tipo
Luenberger), mediante una compensacion suave sin diferenciar. Lo anterior pro-
duce su principal limitante: la salida del sistema debe tener grado relativo uno
con respecto a la entrada desconocida. Esta condicién es fuertemente restrictiva
para observadores de sistemas mecanicos [19], [20], [21], [22], [23].

La reconstruccion paso a paso del vector de estados mediante la técnica
de modos deslizantes ha sido estudiada en [24], [25], [26]. Estos observadores
estan basados en una transformacion del sistema a una forma triangular y la
estimacién sucesiva del vector de estados utilizando la inyeccién equivalente de
salida. Condiciones suficientes para la observaciéon de sistemas lineales invarian-
tes en el tiempo en presencia de entradas desconocidas, fueron obtenidas en [26].
Los observadores antes mencionados garantizan tedricamente la convergencia en
tiempo finito de todos los estados del sistema.
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Desafortunadamente, los observadores paso a paso se encuentran basados
en la aplicacion de modos deslizantes convencionales, requiriendo filtracion para
obtener la inyeccion equivalente de salida en cada paso, dadas las imperfecciones
de dispositivos analégicos o los efectos de discretizacion.

Con el objetivo de evitar el filtrado, han sido desarrollados recientemente los
observadores jerarquicos [27]. Estos hacen uso del controlador continuo super-
twisting (vea [28]). Una version modificada de este controlador ha sido utilizada
en el observador paso a paso de [26]. Desafortunadamente, estos observadores
tampoco estan libres de inconvenientes:

1. El algoritmo super-twisting proporciona la mejor exactitud posible para
la estimacion de las derivadas a cada realizacion ([29]). En particular, en
presencia de mediciones discretas la exactitud es proporcional al paso de
muestreo 7 en ausencia de ruido y proporcional a la raiz cuadrada de
la magnitud del ruido presente en la medicién, considerando como des-
preciable el error de discretizacion. Los observadores paso a paso y los
observadores jerdrquicos usan la salida del algoritmo super-twisting como
entrada contaminada con ruido para el siguiente paso. Como resultado, la
exactitud del proceso de observacion es de orden T2T+1, en donde r es el
indice de observabilidad del sistema. Implicando, por ejemplo, que si se re-
quiere implementar un diferenciador de cuarto orden con una precisiéon de
0,1 y el valor absoluto de la quinta derivada, considerada desconocida, es
menor a 1, es necesario en la practica el inalcanzable paso de discretizacion
de 7 =108,

2. De manera similar, en presencia de ruido de magnitud ¢ en la medicién, la
precision de la estimacién serd proporcional a gar , que requiere que el ruido
de medicién tenga una amplitud méaxima de 10716 para la implementacion
del diferenciador de cuarto orden en las condiciones descritas.

3. Los observadores paso a paso desarrollados en [26], garantizan la conver-
gencia en tiempo finito s6lo para sistemas con estabilidad Entrada acotada
- Estado acotado, quedando restringida la aplicacién de estos observadores
a la clase de sistemas para los cuales es conocida de antemano una cota
superior de las condiciones iniciales. Ademas, estos observadores pueden
ser aplicados a sistemas de grado relativo completo, i.e., que la suma de
los grados relativos de las salidas con respecto a las entradas desconocidas
es igual a la dimensién del sistema.

A la vez, el diferenciador por modos deslizantes de orden r (vea [30]) reduce el
primer inconveniente proporcionando para la derivada de orden r una exactitud
proporcional a 7, y reduce el efecto de ruidos deterministicos proporcionando
una exactitud del orden de e7+1. La aplicaciéon del observador de orden r
permite mejorar la precision en ambos casos debido a que reduce el ntimero
de diferenciadores que es necesario aplicar. Desafortunadamente, su aplicacion
requiere que la derivada de orden (r 4+ 1) se encuentre acotada. En la practica,
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esto implica que el diferenciador s6lo puede proporcionar observaciéon semiglobal
de sistemas lineales.

La mejora en precision, asi como la posibilidad de utilizar la inyeccion de sa-
lida equivalente para la identificacién paramétrica [22], [31], hacen de los modos
deslizantes una buena herramienta para el desarrollo de observadores.

Durante las décadas de los 70’s y 80’s se realizaron investigaciones referentes
al desacoplamiento de entradas, ejemplos de dichos trabajos son los presentados
en [32], [33], [34], [35]. Dichas técnicas, se basaban en el concepto de espacio
débilmente inobservable y en la posibilidad de encontrar una base para el men-
cionado espacio, en la cudl la salida se encuentra desacoplada de las entradas
desconocidas.

El caso de observacion de estados en sistemas no lineales con entradas desco-
nocidas es un problema que continta abierto. Se han hecho avances significativos,
como los presentados en [36], [37], [38], sin embargo, los resultados encontrados
hasta el momento resultan ser restrictivos.

1.2. Objetivos del trabajo

En este trabajo se planea aplicar la técnica de modos deslizantes de orden
superior en conjunto con distintas herramientas matematicas para realizar ob-
servacion de estados.

Para el caso lineal es presentado un método basado en el uso de técnicas
de desacoplamiento junto con modos deslizantes de orden superior para realizar
la observacion de estados. Modificando la técnica de reconstrucciéon del estado
débilmente inobservable mostrada en [33], es encontrada una base del subespacio
débilmente inobservable, a través de la cuél, es posible transformar el sistema a
una forma normal, para la cudl es posible aplicar técnicas de modos deslizantes
de orden superior para reconstruir los estados.

Los resultados seran extendidos para realizar observacién de sistemas cuasi-
lineales. Se propondra también, una técnica de observacién para sistemas no
lineales, sustituyendo el manejo matricial realizado para sistemas lineales, con
derivadas de Lie y derivadas parciales. Como un caso especial de los sistemas
no lineales, se consideraran los sistemas mecanicos, para los cuales sera posible
modificar la técnica haciendo uso del controlador super-twisting.

La inyeccion de salida equivalente seré utilizada para recuperar informacion
del sistema y la entrada desconocida.

1.3. Contribuciones

Las principales contribuciones del trabajo se nombran a continuacion:

= Son relacionados los conceptos de detectabilidad fuerte, fase no minima y
subespacio débilmente inobservable.
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= Son desarrollados observadores para Sistema Lineales Invariantes en el
Tiempo con Entradas Desconocidas Acotadas, requiriendo que sea satisfe-
cha solamente la condicion de observabilidad fuerte o detectabilidad fuerte.

» Las técnicas de desacoplamiento de entrada presentadas en [32], [33], son
modificadas para encontrar una base del subespacio débilmente inobser-
vable y llevar el sistema a una forma canénica propuesta.

= La aplicacion de la técnica de modos deslizantes de orden superior [30] para
resolver el problema de observacién de sistemas con entradas desconocidas,
garantizando la convergencia en tiempo finito del error de estimacion.

= Generalizacion de la técnica de observacion para sistemas cuasilineales.

= Disenno de un observador por modos deslizantes de orden superior para
sistemas no lineales.

= Utilizacion de la inyeccion de salida equivalente (contraparte del control
equivalente en el contexto de observacion de estados) para realizar identi-
ficacién paramétrica y su posible aplicacién en esquemas de deteccién de
fallas.

1.4. Estructura de la Tesis

En el capitulo 2, son descritos los antecedentes teéricos del trabajo. En la
seccion 2.1, son descritos los antecedentes de observaciéon de sistemas lineales
invariantes en el tiempo con y sin entradas desconocidas. A partir del concepto
de grado relativo parcial descrito en la seccién 2.1.4, es propuesta la seleccion
de una base tal que hace posible transformar el estado en una forma canoénica.
En la seccion 2.2, se presentan los conceptos bésicos utilizados para el diseno de
los observadores por modos deslizantes de orden superior.

Los observadores para sistemas lineales invariantes en el tiempo con entradas
desconocidas son presentados en el capitulo 3. Las ideas presentadas en él son
utilizadas para extender los resultados y proponer observadores para sistemas
cuasilineales en la secciéon 3.4. A través del uso de una transformacion y ex-
plotando la forma de Brunovsky se propone en el capitulo 4 un observador para
sistemas no lineales .

El uso de la inyeccién equivalente de salida para realizar identificacion pa-
ramétrica y deteccion de fallas, es presentado en el capitulo 5. Una descripcion
del trabajo cientifico realizado, que muestra la evolucion del mismo durante el
doctorado, ademés de las conclusiones finales, son presentadas en el capitulo 6
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Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Observabilidad de Sistemas Lineales

En esta seccién son expuestos los conceptos de observabilidad, detectabili-
dad, observabilidad fuerte y detectabilidad fuerte. Asi mismo, son definidos los
subespacios de inobservabilidad e inobservabilidad débil. Utilizando como base
los trabajos de desacoplamiento de entrada (como los expuestos en [32], [33]) vy
el concepto de grado relativo, se propone un método para la seleccién de una
base para el subespacio débilmente inobservable.

Sea el sistema

& = Ax + Bu+ E( (2.1)
y=Cx+ Du+ F¢ (2.2)

en donde x € X C R™ es el vector de estados del sistema, y € Y C RP es la
salida del sistema, u € Y C R™° es una entrada conocida (i.e., control) y ¢ €
W C R™ es una entrada desconocida (puede estar compuesta de incertidumbres
parameétricas, perturbaciones externas, etc.).

En esta seccién se proporcionan los conceptos de observabilidad, detectabili-
dad, observabilidad fuerte y detectabilidad fuerte, los mismos que son utilizados
para la construccion de los observadores por modos deslizantes de orden supe-
rior.

2.1.1. Observabilidad

Para el desarrollo de las secciones 2.1.1 y 2.1.2 considere que el sistema (2.1),
(2.2) no tiene entrada desconocida, i.e., ( = 0.

En forma general, la solucion de la ecuacion diferencial (2.1), para un estado
inicial zp y una senal de entrada u, se denotara como x,(t, zo), y estarad dada
por

t
Zy(t, zg) = eMag —|—/ eA=7) Bu(7)dr. (2.3)
0

9
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El valor correspondiente de la salida (2.2) se encontrard dado por:

t
Yu(t, mo) = Celag +/ CeA'=") Bu(r)dr + Du(t). (2.4)
0

A continuacion se hara una descripcion de las condiciones que nos permiten
reconstruir el estado x para el caso cuando las entradas u y las salidas y son
medibles.

Definiciéon 1 [39]. Dos estados xo y x1 se dicen indistinguibles en el intervalo
[0, T si para cualquier entrada u se tiene que Yu(t,zo) = Yu(t,zy) Para 0 <t < T

Dos estados 21 y 22 se dicen indistinguibles si para cualquier entrada u(t),
se tienen los mismos valores a la salida. En consecuencia, para que dos estados
sean indistinguibles en el intervalo [0, T'] se debe satisfacer la siguiente igualdad

t t
C’eAtxo—l—/ Ce ") Bu(r)dr+Du(t) = CeAtxl—F/ CeA'=") Bu(r)dr+Du(t).
0 0

para todo 0 < t < T y para cualquier entrada wu(t).

Cabe notar que los términos que dependen de la entrada se encuentran en
ambos lados de la igualdad; por lo tanto, la entrada no tendra ninguna relevancia
para el estudio de la distinguibilidad. Si dos estados son distinguibles ante una
entrada, entonces seran distinguibles ante cualquier entrada.

Se tiene entonces que dos estados xp y x1 son indistinguibles si

Cettry = Cettay, 0<t<T).

en consecuencia se tiene que dos estados son indistinguibles si la diferencia
v := xg—x1 y cero son indistinguibles. Se tiene entonces, que Cetzy = Cetla;
si y solo si

CeMv=0, (0<t<T).

La variable v puede ser considerada una variable de estado, por lo que la anterior
expresion implica la necesidad de que todo estado sea distinguible del origen.

Expandiendo el término exponencial e* por medio de una series de potencias
se tiene

Cetty = C(i (tA)i)v =0, (0<t<T).

i!
i=0

la anterior expresion puede escribirse como:

C

CA
At, 2 43 CA? —
Ce v—[l,t, & %,} A3 v=0
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Dado que el primer término varia con el tiempo y que la igualdad se debera
cumplir en el intervalo [0, T], entonces es posible considerar T' = 0. Se tiene
entonces que los estados son indistinguibles si y s6lo si la ecuacion:

C

CA
cA? v=0
CA3

tiene solucion para alguna v # 0.

Por el teorema de Cayley-Hamilton, es posible considerar s6lo los primeros
n términos de esta expansion, por lo que los estados son indistinguibles si y sélo
si existe v # 0 tal que

C C
CA CA
v =0, 6 bien, rango ) < n. (2.5)
CAn—l CAn—l

Como consecuencia del desarrollo anterior, es posible decir que la indistin-
guibilidad de los estados z¢ y 1 es independiente de T

Al subespacio vectorial al que pertenecen todos los vectores v, para los que se
satisface (2.5) se le denota como < ker C|A >, y es conocido como el subespacio
inobservable del sistema (2.1), (2.2). Este subespacio esta caracterizado como
la interseccion de los subespacios ker CA* para k= 0,...,n — 1, esto es

n—1
< ker C|A >= m ker C A"
k=0

Es posible también probar que es el maximo subespacio invariante de A con-
tenido en el kernel de C.

En términos de una relacién entrada-salida, esta condicién se puede escribir
como: v €< ker C|A > si y sblo si

yo(t,v) =0
en donde el subindice 0 denota la entrada igual a cero.

Definiciéon 2 [39]. El sistema (2.1), (2.2) es observable si cualquier par de
estados es distinguible.

Esta definicion nos permite dar los siguientes resultados:
Teorema 1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) el sistema (2.1), (2.2) es observable,
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(ii) todo estado es distinguible del origen,
(i1i) < ker C|A >= {0},
(iv) CeMo=0(0<t<T) = v=0,

C
CA

(v) rango

|
3

CAn—l

Dado que la observabilidad del sistema est& determinada por el par de matrices
(C, A) entonces es posible decir “(C, A) es observable” en vez de “el sistema
(2.1), (2.2) es observable”.

En términos de la relacién estados-salidas, un sistema observable se puede
definir de la siguiente forma:

Definicién 3 Se dice que el sistema (2.1), (2.2) es observable si para cualquier
condicion inicial xo, la condicion y(t) = 0 para todo t > 0 implica que x(t) =0
para todo t > 0, considerando u = 0.

La definicién anterior es una consecuencia del Teorema 1. Considere que el
par (C, A) es observable y que existe un estado inicial 1 # 0 para el que la solu-
cion de la ecuacion diferencial (2.1) esta dada por (¢, z1) # 0, mientras que se
tiene en la ecuacion (2.2) y,(t, 1) = 0. Aplique la definiciéon de distinguibilidad
y utilice la afirmaciéon (iv) del Teorema 1, note que z7 y toda la trayectoria
x(t, 1) son indistinguibles del origen. Dado el resultado del teorema 1, se puede
concluir que el par (C, A) es inobservable, lo cual contradice la consideracion
original.

El caso contrario: y, (¢, z1) = 0 implica que z, (¢, x1) = 0, para todo z; € X,
entonces es posible ver que todos los estados son distinguibles del origen, por lo
tanto el sistema es observable.

Considere que la afirmacion (v) del Teorema 1 es satisfecha, considere que
u = 0. En este caso las primeras n—1 derivadas de la salida satisfacen la igualdad

Y C

g CA

. = . x (2.6)
y(nll) C'An-1

Dado que (v) se satisface, entonces (2.6) define un mapeo biyectivo entre los
estados y un conjunto de salidas y sus respectivas derivadas. Por lo tanto y =
0 2=0.
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2.1.2. Detectabilidad

Considere el sistema (2.1), (2.2). Asuma que u = 0 y que el sistema es
inobservable (parcialmente observable [40]), es decir:

C
CA

rango . =pu<n.
CA‘n—l

Lo anterior implica que existe un conjunto de vectores N, tal que todos los
vector v; € N no producen ningtn efecto en la salida del sistema, es decir, la
siguiente igualdad se cumple para ellos:

Cev; =0

en donde v; # 0.
Note también que dichos vectores satisfacen la igualdad

C
CA

v; = 0.
CAn—l

El conjunto N es llamado el subespacio inobservable del sistema (2.1), (2.2),
y puede ser caracterizado en términos del par (C, A) como:

n—1
N =< ker C|A >= (") ker CA*
k=0

Algunas propiedades que se pueden inferir de el subespacio N son:
AN e N, CN =0. (2.7)

El subespacio N es un subespacio A-invariante [41].

Note que los estados pertenecientes a A son indistinguibles del origen, por
lo que dichos estados se dice que son inobservables.

Se propone la siguiente definicion de detectabilidad [39]:

Definicién 4 Se dice que el sistema (2.1), (2.2) es detectable si para cualquier
condicidn inicial xo, la condicion y(t) = 0 para todo t > 0 implica que x(t) — 0
para t — o0.

De la anterior definicién se desprende que para determinar si un sistema que
es parcialmente observable, es a su vez detectable sera necesario determinar la
estabilidad de los estados pertenecientes al subespacio N, i.e., (considerando
u=0) que toda trayectoria que se inicie en v; € N, i = 1, ...,n — p, tienda a cero
para t — oo.
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Para determinar la estabilidad de los estados pertenecientes a A es posible
utilizar la propiedad de invariancia del subespacio inobservable. Para ello esco-
ja m — u vectores linealmente independientes v; € A de tal forma que formen
una base de . Asi mismo escoja u vectores s; linealmente independientes que
pertenezcan al subespacio complemento de A (i.e., A) de tal forma que formen
una base de N. Una posible eleccion de los vectores s; es tomar el transpuesto

de los primeros p renglones linealmente independientes de la matriz de obser-

vabilidad [C’T cA)T ... (CAn—l)T}T_

Con los vectores encontrados anteriormente es posible formar la matriz de
transformacion

T

T = [sl v Sy V1 . vn_u] (2.8)

Lema 1 Considere que la entrada conocida es igual a cero, i.e., u = 0. El

sistema (2.1), (2.2) es transformado por medio de la matriz de transformacion

T definida en (2.8) a la forma:
To| | A O To
)=l 2] &

o Lo -1 _ AO 0
ree[m]. maree[f 0]

En donde:

o

Note que los estados pertenecientes al subespacio N son proyectados en el vector
T5. A la matriz Az € R"#X"# ge le conoce como la restriccion de A en el
subespacio N y se denota como A|N, vea [41]. Los valores propios de ésta
matriz rigen el comportamiento de los estados pertenecientes a A/, por lo que
si los eigenvalores de dicha matriz se encuentran en el semiplano izquierdo,
entonces los estados pertenecientes a N convergen a cero con ¢ — oo. Entonces
se dice que el sistema es detectable.

2.1.3. Observabilidad y detectabilidad fuertes

Considere el sistema (2.1), (2.2). Puesto que u (t) es conocido, y dado que en
la seccion 2.1.1 fue mostrado que su efecto es irrelevante para la distinguibilidad
de estados, sin perdida de generalidad, se puede asumir que u (t) = 0 para todo
t >0y que

7]
rango | | =m.

En vez de escribir todo el sistema llamaremos ¥ a la cuadrupla (A4, C, E, F).
Nombrando ((s), §(s) y Z(s) a las transformadas de Laplace de ((t), y(t) y z(t)
respectivamente, el sistema X es transformado a la forma

(sI — A)i(s) — EC(s) = o,
Ci(s) + F((s) = §(s),
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El sistema transformado se puede escribir de forma equivalente como

e (7)) = ()
en donde Ps(s) se define como

Pa(s) = <515 4 ‘FE) . (2.10)

La matriz Ps(s) es llamada matriz de Rosenbrock o matriz del sistema ¥ [42].

Definiciéon 5 [42]. La matriz de Rosenbrock de la cuddrupla (A, C, E, F) estd
dada por

PE(S) =

[‘91_ A _E] . (2.11)

c F

A los valores de sy € C tales que rango Ps(sg) < n + m se les llama ceros
invariantes de la cuddrupla (A, C, E, F).

La importancia de los ceros invariantes del sistema resulta mas evidente si se
considera que Px(s) es invertible por la izquierda. Para este caso rango Ps(s) =
n +m y todos los polinomios cero del sistema son iguales a cero.

Suponga que A es un cero del sistema 3. En este caso rango Ps(\) < n+m.

. T
Por lo tanto existird un vector [xOT COT] tal que

Ps()) [wo] = 0.
Co
Por lo tanto, si la entrada al sistema tiene la forma ((t) = e*(, la funcion
x(t) = eMxy satisface la ecuacion diferencial para x. La salida correspondiente
a esta entrada seré igual a cero. En consecuencia, si el rango normal de Ps(s)
es n + m, un cero del sistema serd una frecuencia A con la propiedad de que
existe una funciéon de entrada (i.e., () := e*(,) y una condici6n inicial o,
no necesariamente igual a cero, tal que la salida correspondiente del sistema es
igual a cero (y¢(t,zo) = 0).

Lema 2 [42]. Sea X € C. Suponga que xo € X y (; € W son tales que

oy (2] = (3]

Sea ((t) == e*(,. Entonces la salida resultante del estado inicial o y la sefial
de entrada ((t) es igual a cero, esto es, y¢(t,xzo) =0 para toda t > 0.

Es importante recordar que los ceros invariantes no son afectados por la
aplicacion de transformaciones no singulares sobre las matrices del sistema (2.1),
(2.2). Como consecuencia de la propiedad anterior también se puede resaltar que
los ceros invariantes no cambian cuando la salida del sistema es retroalimentada.

Las siguientes definiciones, fundamentales para el trabajo, pueden ser en-
contradas en [33], [35], [4], [34] ¥ [39], entre otros.
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Definicién 6 [39]. Un estado xy € X es llamado débilmente inobservable si
existe una entrada ((t) tal que la salida correspondiente del sistema yc(t, o) =0
para todo t > 0. Al conjunto de todos los puntos débilmente inobservables de X
se le denota como V*(X) y se le llama el espacio de inobservabilidad débil de 3.

Lema 3 Sea zp € V*(X) y sea ¢(t) una funcién de entrada tal que la salida
satisface yc(t,z0) = 0 para toda t > 0. Entonces el estado asociado satisface
zc(t, z0) € V*(X) para toda t > 0.

Definicion 7 [41]. Un conjunto V es llamado (A, E)-invariante si
AV CV®E,
en donde £ denota la imagen de E.

A partir de la definicién 6 es posible decir que el subespacio de inobservabi-
lidad débil satisface las siguientes relaciones

AV CV @€, OV CF (2.12)

en donde F es la imagen de F.

Note que las propiedades del subespacio inobservable dadas en (2.7) se ajus-
tan a las propiedades en (2.12). Como consecuencia de este hecho, es posible
afirmar que el subespacio inobservable del par (C, A) es un subconjunto con-
tenido en el subespacio débilmente inobservable de la cuddrupla (A,C, E, F)
(le., N CV*).

Con la finalidad de explotar la propiedad de invariancia de los subespacios
débilmente inobservable e inobservable, se introducen las siguientes notaciones.

Denote como Vyr al subespacio complemento de N dentro del subespacio
V*, tal que

Vi ®@N =V".
Note que Vj pertenece al subespacio observable del par (C, A), i.e., Vi C N

Sea Vy el subespacio complemento de Vi en X, tal que X = Vg @ V.

El siguiente resultado es aplicable a cualquier subespacio (4, E)-invariante
de salida nula.

Lema 4 Sea V* el subespacio débilmente inobservable de la cuddruple (A, C, E,
Existe una matriz Q € R™*™ tal que

(A—EQ)V*CV*, (C—-FQ)V*={0}, QVy=1{0}.

Prueba. La siguiente igualdad es satisfecha por definicion V* = Vi @ N.
Obviamente se cumple AN € N, AN € V* y CN = {0}. El subespacio Vy
satisface
AVy C V*+ €, CVy C F.

Sea {vn;, UAG, - Un, } una base del subespacio Vg. Existen w; € V* y
¢; € W tales que
Avy, =w; + E¢;, Cun, = F(;.
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Es posible escoger una matriz Qg € R™*™ tal que

QOUNi = <1

Sea entonces @ la extension de Qo a X de tal forma que QVy = {0}. La
construccién anteriormente mencionada para ) satisface la proposicién del lema.

f

En la seccion 2.1.1 fue mostrado que el sistema (2.1), (2.2) es observable
si y s6lo si para cualquier estado inicial xg, considerando la entrada conocida
igual a cero, satisface que yo(t, z9) = 0 para todo ¢ > 0 solo si 2o = 0. Ahora el
sistema (2.1), (2.2) sera llamado fuertemente observable si se conserva la misma
propiedad con cualquier entrada desconocida arbitraria.

Definicion 8 [4]. Se dice que el sistema (2.1), (2.2) es fuertemente observable
si para cada condicion inicial xo y para cada entrada ¢ (t), la condicion y (t) =0
para todo t > 0 implica que z (t) = 0 para todo t > 0.

La definiciéon 8 puede ser relacionada con los conceptos de cero invariante
dado en la definicién 5 y del subespacio de inobservabilidad débil dado en la
definicién 6.

Teorema 2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El sistema (2.1), (2.2) es fuertemente observable,
(ii) La cuddrupla (A,C,E, F) no tiene ceros invariantes,
(iii) V* sélo contiene al vector cero, i.e., V* = {0}.

Prueba. Por definicion las afirmaciones (i) y (i4i) son equivalentes.
(1) = (u3). Considere que (i) no se cumple, entonces existe una frecuencia
A tal que
-F
Ps(N\) < n+rango [ P ] .
Aplicando el lema 2, la salida correspondiente a la entrada ( = (ye* y la
condicion inicial 2(0) = z( es cero. Dado que z # 0 entonces el sistema (2.1),
(2.2) no es fuertemente observable. Por definicién z¢p € V* y en consecuencia
V* #£ {0}.

(#7) = (4). Considere que el sistema (2.1), (2.2) no es fuertemente observable,
por definicion V* # {0}. De acuerdo al Lema 4 es posible escoger una matriz Q
tal que (A — EQ)V* C V*. Sea A un valor propio de la restriccion de la matriz
A — EQ al subespacio V* y sea xq el correspondiente vector propio. Considere
¢ = Qxg, entonces se cumple la igualdad

Ps()\) [Zﬂ .
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En consecuencia rango Ps(\) < n + rango {_

7 ], lo cual contradice (ii). Por

lo tanto esta probado (i) < (i4).

f

Ejemplo: El siguiente ejemplo nos permitira ilustrar la diferencia entre el
problema clasico de reconstruccion de estados y el problema de reconstruccion
de estados en presencia de entradas desconocidas. Considere el siguiente sistema
lineal invariante en el tiempo con entradas desconocidas:

Sl=Aan] o) = alz]

Considere, en primera instancia, que la entrada desconocida es igual a cero
(i.e., ¢ = 0). Utilizando la definicion 4, es facil notar que si y = 0 entonces z = 0
y que la relacion inversa también se cumple, entonces, y =0 < x = 0.

Como un segundo paso, considere que ¢ # 0. Entonces es posible notar que
y =0 = x2 = 0, por lo que la ausencia de informacién en la salida del sistema,
no implica que el estado sea igual a cero. Entonces, en este ejemplo, atin cuando
los estados pueden ser observados en ausencia de la entrada desconocida, en
presencia de la entrada desconocida no pueden ser reconstruidos solamente con
la informacion de la salida.

Siguiendo la misma idea de distinguibilidad de estados, es posible definir un
sistema fuertemente detectable de la siguiente forma:

Definiciéon 9 [4]. El sistema es fuertemente detectable si para toda ((t) y x(0)
se tiene que y(t) = 0 (Vt > 0) implica x — 0 para t — oo .

De manera similar a lo realizado en el caso detectable, la propiedad de de-
tectabilidad fuerte esta relacionada con la convergencia a cero de las trayectorias
de los estados pertenecientes a V*.

Considere que los vectores v; forman una base de V* y los vectores w; forman
una base de su complemento V. Sean V y W las matrices cuyas columnas estan
formadas por los elementos v; y w; respectivamente.

Forme la matriz de transformacién

T— {VVVTT] (2.13)

Sea () una matriz elegida para satisfacer el Lema 4. Considerando la entrada
conocida igual a cero u = 0, el sistema (2.1), (2.2), puede ser escrito de la
siguiente forma:
T = Agx + Eé
y=Cox+ F(¢

en donde Ag = (A — EQ), Cg = (C - FQ), ( =(+ Q.

(2.14)
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Lema 5 La transformacion Tx con T disenada de acuerdo a (2.18), transforma
el sistema (2.14) a la siguiente representacion:

HEPIEERE

y=1[C,0] {ﬂﬂvz (2.15)

en donde

Prueba. Considere:

ISR AT Ty-1 [fll 1:‘12]
TTT = TT ="
[ } o ) oy Tao

Dado que VI'W = 0 y que las igualdades del Lema 4 son satisfechas, entonces:
Pyl =1, Toelpo =1, Il =0, Tgl'y =0,

por lo tanto WT'o € ker WT = V* y VT € ker VT. La matriz inversa de T
puede definirse como:
T71 — TT(TTT)71

Ahora pruebe que la matriz T AT ! toma la forma dada en (2.15). Calcule:

1 [WTAQWT 1 WTAQV T
TAT™ = VT AQWT 1 VT AQVTy,
Por la propiedad de invariancia del subespacio débilmente inobservable se tiene
que AgQV € V*. Por otro lado, dado que las columnas de W forman una base
del subespacio V, se tiene que ker W7 = V* y en consecuencia WTAQV = 0.
Esto prueba la forma descrita para T AT .

Verifique ahora la forma descrita para CoT !

I:‘u 1?12

CoT ' =CoTT(TTTY P =Cp[W V
Q Q ( ) Q[ ]|:F21F22

} =[CoW CgV] [F“ Fu}

Ta1 '

Dado que las columnas de V' forman una base de V* y, como resultado de la
aplicacién del Lema 4 se tiene que CoV = 0. Continuando el calculo:

CoT ' = [CoWT11 CoWThs].

Como se mencion6 anteriormente WT1s € V*, por lo que aplicando nuevamente
el Lema 4 se tiene que CoWT12 = 0. Con lo anterior, la forma descrita en (2.15)
queda probada.
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f

Es posible relacionar la definicién 9 con la definiciéon de subespacio débil-
mente inobservable y el concepto de ceros invariantes mediante el siguiente teo-
rema;

Teorema 3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) El sistema (2.1), (2.2) es fuertemente detectable.

(ii) La cuddrupla (A,C,E,F) es de fase minima (los ceros invariantes de la
cuddrupla (A,C,E, F) satisfacen Res < 0).

(iii) Las trayectorias pertenecientes al subespacio débilmente inobservable V*
convergen a cero.

Prueba. Por definicion las afirmaciones () y (#i4) son equivalentes, por lo que
bastara probar su equivalencia con la afirmacion (i7).

(i) = (i1). Si el sistema es fuertemente observable, entonces los valores pro-
pios de Ag|V* deberan ser estables, i.e., los valores propios de la matriz Az
deben tener parte real estrictamente negativa.

El subsistema (A, Cs, Es, F') es fuertemente observable, por lo que la matriz
de Rosenbrock asociada a dicho subsistema:

sl — 4, _ES} , (2.16)

Pro(s) = [ C. Ia

es de rango completo para cualquier valor de s.
Considere dim V* = ny y en consecuencia dim )V = n — ny.
Forme la matriz de Rosenbrock para el sistema transformado (2.15):

sl — A, 0 —FE
PFD(S) = —Asg sl — Ag —Eg
Cs 0 F

El rango de la matriz Prp(s) puede ser expresado como:

sl — A, —E, 0
rango Prp(s) = rango Cs F 0 . (2.17)
—Asg —Eg sl — Ag

El bloque formado por las submatrices sI — As, —E,, Cs, F' coincide con la
forma Pro(s), por lo que rango Pro(s) = n — ny, en consecuencia los ceros
invariantes de la cuddrupla (Ag,Cq, E, F) estan dados por los valores de s
tales que sI — Az tenga rango menor a ny. Note que dichos valores coinciden
con los valores propios de Ag|V*, por lo que (7) implica ().

(i7) = (4). Considere que el sistema es fuertemente detectable pero no sa-
tisface la afirmacion (i7). Entonces existe al menos un valor A > 0 tal que
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rango Prp(\) < n. Entonces existe un valor de z( diferente de cero y una en-

trada ¢ = (ye tal que Prp()\) [Zfo
0

forma g = L@O ] para (2.15). La evolucion de dicho estado estara regida por
05

} = 0. Dicha condicién inicial tendria la

los valores propios de la matriz A;. Dado que A > 0 es un valor propio de la ma-
triz As, entonces el estado asociado a dicha condicion inicial satisface xy - 0,y
dado el lema 3, entonces y =0Vt > 0 % = — 0, lo cual contradice la definicién
de detectabilidad fuerte. En consecuencia queda probado que (i) < (ii).

f

Es posible obtener otra propiedad muy importante de la matriz de Rosen-
brock Prp(s) y esta es que si el sistema (2.1), (2.2) es fuertemente detectable,

entonces rango | s ] = rango _FE] =m.

A continuacién se presenta un algoritmo descrito en [33] que permite encon-
trar el subespacio V*.
El algoritmo establece lo siguiente:

Algoritmo de Molinari [33]. PASO 0: Haga i = 0 y My = 0 (una matriz
de dimension nula).
PASO 1: Evalte
_ [M;E M;A

determine alguna matriz no singular 7; tal que I'; sea reducida a

| Git1 Hiya
ER—[ 0 My |’

en donde G411 tiene rango renglén completo.
PASO 2: Haga i =i + 1 y regrese al Paso 1.
OBSERVACION: El algoritmo termina cuando rango M; = rango M;;1. La
matriz M;, para la cual se satisface la anterior igualdad, se le denota como “M,,”.
Como resultado del algoritmo se expone el siguiente Teorema:

Teorema 4 FEl algoritmo de Molinari establece que ker M, = V*.

Para cada matriz M; es posible calcular el subespacio V; como ker M; = V;.
Cada subespacio V; satisface las siguientes propiedades anidadas:

Lema 6 [35].
Vo=X, Vipi CV;, Vi CV”
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Por lo tanto, para todo entero mayor a n, se tiene que
ker M,, = ker My,11 = ker M0 =...=V"

Es posible afirmar, que para un sistema fuertemente observable (i.e., V* =
{0}), el algoritmo de Molinari establece una relacion, entre los estados del sis-
tema y las derivadas de la salida del sistema, del tipo

Y
Y
O, . = M,z (2.18)
y(kfl)

En donde O es una matriz de dimensiones adecuadas. La relacion (2.18) al
igual que la (2.6) establecen una relacion biyectiva entre los estados del sistema
y una combinacion lineal de las salidas del sistema y sus derivadas, por lo que
la existencia del mapeo biyectivo implica que y =0 < z = 0.
Para el caso general, de acuerdo a la definicién del subespacio débilmente
inobservable, se satisface:
MV ={0}.

Por lo tanto, todos los estados v; € V*, no necesariamente iguales a cero
(i.e., siempre que rango M}, < n), produciran que la salida del sistema satisfaga

y(t) =0.

2.1.4. Grado relativo y el subespacio V*

El grado relativo es un concepto utilizado para el diseno de modos deslizantes.
Debido a que el subespacio débilmente inobservable es una pieza fundamental
en el estudio de sistemas con entradas desconocidas, resulta necesario introducir
un método para encontrar el subespacio V* haciendo uso del concepto de grado
relativo parcial dado a continuacion:

Definicién 10 Considere la cuddrupla (A,C,E, F). Se define como vector de
grados relativos parciales de la salida y(t) con respecto a la entrada desco-
nocida ((t), al vector (r1,...,7p) compuesto por los enteros r;, i = 1, ..., p. Cada
grado relativo parcial v; satisface los siguientes requerimientos:

mr; =0, si f; #0, en donde f; denota al iésimo renglon de la matriz F;
= Si fi =0, entonces r; es el entero que satisface

GA'E =0, j=0,..,1,—2, A" 'E#£0,
r, <n-1 (2.19)

en donde c; denota al iésimo renglon de la matriz C;

» Finalmente r; = 00, si f; =0 y ¢;AVE = 0 para todo j =0, ...
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De acuerdo a la definicién 10 de grado relativo parcial, las salidas del sistema
(2.1), (2.2) podrian separarse en tres tipos: las que tienen grado relativo parcial
igual a cero, las que tienen grado relativo parcial igual a infinito y aquellas que
tienen un grado relativo parcial finito diferente de cero.

Considere el sistema (2.1), (2.2). Seleccione la matriz F* de la siguiente

forma 1
F
Ft = { L} 7
F?
de tal forma que Fj_ € RP1%P, Ff_ € RP2XPy

FIF=0,yFICAE=0,Yi=0,..,n—1,

FIF =0,y F?CA7'E #0, paraalgin 0 < j < n,
Fl
rango {Fﬂ =p—ps, y rangol’ = ps.
1

Escoja una matriz F+*, y aplique la siguiente transformacion de salida

1A
[;1¢ y(t),

en donde F1+ € RPs*P, La salida transformada toma la forma:

Y1 Ch _ D1 0
Y2 | = Colxz+ | Dy | u+ 0 C, (220)
Y3 C3 D3 F3

en donde y1 € RP', yp € RP? y y3 € RP?, y p1, po y p3 cumplen que p1+p2+p3 =
py que rango F3 = rango F' = ps.

Es posible reconstruir el subespacio débilmente observable del sistema (2.1),
(2.2), utilizando la anterior transformacion de las salidas.

Para el siguiente procedimiento considere la salida transformada del sistema
(3.2) y la ecuacion (2.1).

Obtenga las matrices

UlTi = [csz (CliA)T (CliAnlifl)T}

en donde c1;, @ = 1, ..., p1 es el iésimo rengléon de la matriz C, y el entero ny;
estd definido como
_ T
ny; =rango [cf; (criA)T -+ (e AmHT]T

Cada matriz Uy; corresponde a la matriz de observabilidad del par (cy;, A).
Defina la matriz extendida Ujextended Y calcule el entero n,; como

T

Ulextended = [UlTl T U17;J1 ] y Mol = Tango(Ulextended)- (2-2]—)

Forme la matriz Uy, € R™1*™ con los primeros n,; renglones linealmente
independientes de la matriz Ujexgended- La matriz Uy, serd llamada la matriz de
observabilidad reducida del par (Cy, A).
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Para el caso en que ny, = n entonces ker Uy, = {0} y por tanto todo el espa-
cio de estados podria ser reconstruido a partir de la salida 1, en consecuencia
V* ={0}.

Cuando n,1 < n es necesario verificar la informacion de las siguientes salidas.
Calcule el vector de grados relativos parciales del sistema (2.1), (3.2). Considere
que cada entero r; representa el grado relativo parcial de cada salida ys; con
respecto al vector de entradas desconocidas (, en donde y2; corresponde al ¢ésimo
renglén del vector ys.

Siguiendo la definicién de grado relativo parcial, para cada renglén de la
matriz Cy obtenga

UQT; = [Cg; (CziA)T (CgiA”_l)T] ,

en donde cg;, i = 1, ... py representa al iésimo renglon de la matriz Cs, y 7; es
el correspondiente grado relativo parcial de la salida ys; con respecto al vector
de entradas desconocidas (.

Defina la matriz extendida Usextended Y calcule el entero n, como

_ _ _ T
Vextended — [U? T U;Z } -
Usextended = [ Uzrli T U2’1;2 } ) (2'22)

No2 = 1ango(Usextended)-

Forme la matriz Uy € R™2*™ de rango renglon completo, seleccionando los
primeros n,2 renglones linealmente independientes de la matrizUs_,__,..-

En este punto es necesario verificar si la condicién rango[Uf UJL]T =n se
cumple. Si dicha condicién se cumple, entonces ker [Uf UJ] = {0}, todo el
espacio de estados puede ser reconstruido a partir de las salidas y1 y y2, y en
consecuencia V* = {0}. Note que [U] U{ ]z relaciona un conjunto de derivadas
de las salidas y1 y y2 con los estados del sistema de manera independiente a las
entradas desconocidas, de tal forma que si la condicién se cumple, entonces la
definicién 8 es satisfecha.

Si se cumple que rango[U{ UT]T < n entonces forme la matriz

c21A’I‘1—1
C22AT271
U’I" - . 5
C2P2 ATp2—1
Calcule las matrices M;;1 como
M;ET" [ M;A
My = | UE U-A |, (2.23)
F3 Cs

en donde My = Ogxo. Calcule las matrices M,;41 hasta que se satisfaga la condi-
cién: .
rango [UlT vl MZH] = rango [UlT vl mr

AN

(2.24)

Sea [ el nimero de matrices M; calculadas menos uno.
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Teorema 5 Si las matrices Uy, Uy y M; son calculadas por el método descrito,

entonces tiene:

U,
Us
M,

ker

=V

Prueba. Las siguientes igualdades son satisfechas:

Y1i Y2;
Ui Y2j
. = UliI, . = UQj.I (225)
-
yi Y s
endonde: =1, ..., p1,j =1, ..., p2. De forma similar que para las matrices Uy,

y Ua; se definieron las matrices extendidas Uy__,., .., ¥ U2
elementos correspondientes los vectores Y7

ifleztended = Uleztended'I?

Y,

extended

extended

y Yo

entendeq fOrme con los
de tal forma que

extended

Uzemtended €.

Forme los vectores Y7 y Y5 seleccionando los renglones correspondientes de
Yiienaea V Yo ... .., de tal forma que las siguientes igualdades se satisfagan:

Yi = le, Yé = Uz,’E.
Defina el vector

(r1)
y%l )

Yoo~

Yr = 2.2
(rp2)

2p2

Haga el vector p, = Ogxo y defina de forma recursiva:

M;E
U.E
I3

Pit1 =

1.
Pi
Yr

E

Note que la siguiente igualdad se satisface para cada iteracion:

METT [ s
U.E Yr | =
3 Y3

ME]™

U.FE
3

[ M;A

U,.A
Cs

Z.

Para cada iteracion note que el vector p, estd formado por una combinacién
lineal de derivadas de Yr y ys3. Después de [ iteraciones la siguiente igualdad es

satisfecha:
Y,
Yo

Pl

U,
U,
M,

X

(2.26)
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De forma equivalente al algoritmo de Molinari (presentado en la seccién
2.1.3), el algoritmo presentado aqui define una representacion inversa entre sa-
lidas y estados (idea utilizada para la solucion de inversion de sistemas [32]),
para la cual la entrada es una combinacién lineal de varias derivadas del vector
de salidas y la salida es un conjunto de estados encontrados independientemente
de la entrada desconocida.

Al analizar la relacion (2.26), por un lado si se tiene x = 0 V¢ > 0, entonces
haciendo F5( =0Vt > 0 se tiene que y =0Vt > 0.

Por otro lado, si y = 0 V¢ > 0 entonces el lado izquierdo de la ecuacion (2.26)
es igual a cero y la igualdad es satisfecha para todo z € ker [UlT vl MZT}T.
Por definiciéon los estados x # 0 para los que se satisface y = 0 pertenecen al
espacio débilmente inobservable. Para verificar la anterior afirmacién analicemos
el caso fuertemente observable. Asuma que el sistema es fuertemente observable,
entonces V* = 0 y por definicion y = 0Vt > 0 < = 0 V¢ > 0. Lo anterior
implica que existe una relacién biyectiva entre los estados y una combinacién
lineal de las salidas y sus derivadas, y que dicha relacién esta dada por (2.26),
por tanto

Uy
rango | Uy | =n.
M,

2.2. Modos Deslizantes Homogéneos de Orden Ar-
bitrario

En esta seccién son expuestos los conceptos de homogeneidad y modos
deslizantes de orden superior.

El concepto de homogeneidad es utilizado para probar la convergencia en
tiempo finito de los algoritmos por modos deslizantes de orden superior. Las
pruebas de convergencia de dichos algoritmos se encuentran desarrolladas para
pequenas regiones y, es utilizando el concepto de homogeneidad, que la conver-
gencia es expandida mas alla de esas pequenas regiones.

El algoritmo de diferenciacién por medio de modos deslizantes de orden su-
perior es introducido en esta seccion. La pruebas de convergencia en tiempo
finito para el caso ideal, asi mismo la estimacion de las regiones de convergencia
para los casos discreto y con ruido son proporcionadas. Debido a que el dife-
renciador por modos deslizantes de orden superior serd utilizado a lo largo del
desarrollo del trabajo de Tesis, se considera de gran importancia su estudio.

2.2.1. Homogeneidad y convergencia en tiempo finito

La propiedad de homogeneidad es utilizada para el disefio de algoritmos
de control por modos deslizantes. A continuacién se dan a conocer algunos
conceptos importantes.
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Una inclusién diferencial ¢ € F(z) es llamada una inclusion diferencial en
el sentido de Filippov, si el conjunto de vectores F'(z) no es vacio, es cerrado,
convexo, localmente acotado y super-semicontinuo [43]. La anterior condicién se
puede interpretar en el sentido de que la distancia maxima entre los puntos de
F(z) con respecto al conjunto F(y) se desvanece cuando x — y [44]. Las solu-
ciones de la inclusién, son funciones del tiempo absolutamente continuas que
satisfacen la inclusion diferencial casi en cualquier lugar (almost everywhere).
Dichas soluciones, siempre estaran definidas y satisfacen las condiciones nor-
males para la solucién de una ecuaciéon diferencial excepto la de unicidad.

Considere el conjunto de coordenadas (x1, xa, ..., x,) € R™. Sear = (r1, ..., ™)
una n-tupla de nimeros reales positivos.

Definicién 11 [45]. La familia de dilataciones de un solo pardmetro 6., € > 0
(asociada a 1), se define como

os(z) = (a1, ooy €™Mmy), Vo= (21, 22, ..., Tp) € R", Y& > 0.
Los nimeros r; son llamados los pesos de las coordenadas.

Definiciéon 12 [44]. Una funcion f : R™ — R (respectivamente, un conjunto de
campos vectoriales F(x) C R™, x € R™, o un campo vectorial f : R — R") es
llamada homogénea de grado q (¢ € R) con la dilatacion d, : (z1,x2,...,Ty) —
(eMxy,e™xg,...,e™xy), st para toda € > 0 la siguiente identidad es satisfe-
cha f(x) = e 9f(d.x) (respectivamente, F(x) = e 96_ " [F(d.x)], o f(z) =
e 161 [f(S)])-

Note que la homogeneidad de un campo vectorial f(x) (un conjunto de cam-
pos vectoriales F'(z)) puede ser definida de forma equivalente como la propiedad
de invariancia de la ecuacion diferencial # = f(z) (inclusion diferencial & €
F(z)) con respecto a la transformacion combinada de tiempo y coordenadas
Ge : (t,x) — (ePt, 0. (x)).

Un conjunto D es llamado de contraccion si 6,D C D para todo < 1.

Considere las siguientes propiedades:

1. Una inclusion diferencial @ € F(x) (ecuacion @ = f(z)) es llamada global
y uniformemente estable (converge en tiempo finito a 0), si es estable en
sentido de Lyapunov y para todo R > 0 existe T" > 0, tal que cualquier
trayectoria comenzando dentro del disco ||z|| < R converge a cero en un
tiempo 7.

2. Una inclusion diferencial & € F(z) (ecuacion & = f(x)) es llamada glo-
bal uniforme y asintoticamente estable (convergente a 0), si es Lyapunov
estable y para cualquier R > 0, ¢ > 0, T' > 0 se cumple que, cualquier
trayectoria comenzando dentro del disco ||z|| < R, entra al disco ||z|| < ¢
en un tiempo 7' para permanecer ahi por siempre.

3. Una inclusion diferencial homogénea & € F(z) (ecuacion & = f(x)) es
llamada contractiva si existen dos conjuntos compactos Dy, Do y T > 0
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tales que Dy esta contenido en el interior de D; y contiene al origen, D;
es de contraccion, y todas las trayectorias comenzando en ¢t = 0 dentro de
D1, son localizadas en D al instante T'.

Teorema 6 [{4]. Sea & € F(x) una inclusion diferencial en el sentido de Filip-
pov y ademds considere que es una inclusion homogénea con un grado negativo
de homogeneidad —p. Entonces las propiedades 1, 2 y 8 son equivalentes.

El anterior teorema es considerado como un punto de partida para el diseno
de algoritmos con convergencia en tiempo finito.

2.2.2. Diferenciador por Modos Deslizantes de Orden Su-
perior

En esta seccion se presentan los fundamentos del diferenciador robusto basa-
do en modos deslizantes de orden superior [30], debido a que su estructura sera
utilizada para el diseno de observadores.

El diferenciador por Modos Deslizantes de orden n de una sefial fj(t) tiene
la siguiente forma:

2:’0 =Vy) = 21 — >\0|ZO — fo(t)JI"% SZgTL(ZO — fo(t)),
21 =wv1 =29 — A|z1 —vo| n sign(z1 — vo),

5 =03 = Zip1 — Ailzi — via |7 sign(z — vie1), (2.27)

Zpo1=Up_1=2p — )\n—llzn—l - ’Un—2|% Sign(zn—l - Un—2)7
Zn = —Ap sign(zn — Up—1)

para constantes A; seleccionadas en orden recursivo de acuerdo a [30]. Con-
siderando las condiciones iniciales del diferenciador iguales a cero y que existe
cierta constante I" tal que | fé”)| < T, las siguientes igualdades son satisfechas en
ausencia de ruidos en la medicion de fy(t) y después de un proceso transitorio
de tiempo finito:

|2 — £ ()] = 0 i=0,..n (2.28)
Considere que la sefial fj(¢) es medida junto a una perturbacion £(¢) de

amplitud méxima e. Defina las variables o9 = z9 — fo(t), 01 = 21 — fo(t),
vy Op = 2 — fé")(t). Entonces toda solucion de (2.27) satisface la siguiente
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inclusion diferencial

G0 =01 — Aoloo +§(t)|f+b1 sign(og +£(1)),
01 =09 — )\1|O’1 — 0'0|T sign(al — (50),

G = 0i1 — Nilog — 61| sign(o; — 6i-1), (2.29)

‘j'nfl =0n — >\n71|an71 - dn72|% Sign(o'nfl - é'n72);
On € —Ap sign(oy — Gp_1) + [-T T

Es importante resaltar que la inclusion (2.29) no contiene informacion acerca de
la senal original fo(t).

El sistema (2.29) es homogéneo en ausencia de la perturbacion (i.e., £(t) = 0),
sus trayectorias no varian de acuerdo a la transformacion:

Gy (t, 04, €)= (nt, "oy, " e) (2.30)
Es necesario definir las principales propiedades de la inclusiéon diferencial

(2.29) que son satisfechas con una seleccién adecuada de A;.

Lema 7 [30]. Considere que &5(t) (la funcion &(t) considerada solamente en
un intervalo de tiempo §) satisface que la integral [ |E5(t)|dt, en un intervalo
de tiempo 0, es menor que cierto valor fijo K > 0. Entonces para cualquier
0<S;<Sl,i=0,..,n, cada trayectoria de (2.29) que comienza dentro de la
region |o;| < S; no deja la region |o;| < S; durante este intervalo de tiempo,
para § suficientemente pequeno.

Prueba. Note que —d¢ juega el papel del ruido £(¢) para el sistema formado
por las tltimas n — 1 ecuaciones en (2.29). Con n = 0, (2.29) queda reducida a
G0 € =g sign(og + £(t)) + [T T]. Se tiene que paran =0, A\g > I' el lema 7,
es obviamente satisfecho. El Lema es probado utilizando induccién matematica.
Considere que se cumple para un sistema de orden n — 1 con la seleccion de
parametros \;, i = 0, ..., n — 1. Es posible probar que las afirmaciones del lema
se cumplen para la inclusion diferencial (2.29) de orden n, con Ag suficientemente
grande y \j = \j_1,i =1, ..., n.

Seleccione los valores Sy, tales que S; < S; < S, ¢ =0, ..., n (la seleccion
de los valores Sz, nos permiten suponer que las trayectorias entran a una region
mayor a S;). Entonces

IN

ol (€] + ool [/ + oy |
Aol £ X051 4 5y, (2.31)

ol

IN

Utilizando la desigualdad de Holder para integracion se tiene

n/(n+1)
[ leoldt < st/ +) ( / |s<t>|dt) + 3 (AoSi ™ + S )
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Entonces |og| < S} se satisface para § pequefia. Por otro lado d¢ es una per-
turbacion para el sistema de orden n — 1 en (2.29) y satisface las condiciones
del Lema, entonces dada la suposicion de que se cumple de forma inductiva, se
tiene que |o;| < S!, i =1, ..., n con ¢ suficientemente pequena.

f

Lema 8 [30/. Si para algin S; < S}, i =10, ..,n,&{t) =0y T > 0 cualquier
trayectoria de (2.29) comenzando en una region |oo| < S, entra en un tiempo T
a la region |o;| < S; y se mantiene ahi por siempre, entonces el sistema (2.29)
es estable en tiempo finito con &(t) = 0.

Prueba. El lema 8 es una consecuencia de la homogeneidad del diferenciador
(la invariancia del (2.29) con respecto a la transformacion (2.30)). Dada la
propiedad de homogeneidad y la existencia de un mapeo contractivo, entonces
la afirmacion 3 del teorema 6 es satisfecha.

f

Lema 9 /30]. Para cada conjunto de numeros S; > 0,1 = 0, ..., n, existen
nimeros X; > s;, k; > 0 y T > 0, epr tales que para cualquier £(t) € [—¢ €],
e < e, cualquier trayectoria de (2.29) que comienza dentro de la region |o;| <
S;, entra dentro de un tiempo T, y sin dejar la region |o;| < %;, a la regién
loi| < ke~ y se mantiene dentro por siempre.

Prueba. Al igual que el Lema 7, este lema serd probado utilizando induccion
matematica. Con n = 0 la inclusion (2.29) satisface de manera trivial el lema
con Ao > I'. Nuevamente asuma que el lema se satisface para el sistema de

orden n — 1 con las ganancias \;, ¢ = 0, ..., n — 1. Pruebe ahora que el lema es
satisfecho también por el sistema de orden n con )¢ suficientemente grande y
las ganancias \; = \j_1, 1 =1, ..., n.

Counsidere el caso en el que €py = 0, es decir £ = 0. Escoja una regién
méas grande |o;| < S}, S; < S, i =0,..,nysean ¥; > S,,i =0,..,n—
1, algunas cotas superiores elegidas de acuerdo al Lema 9 para (2.29) y esa
region. De la ecuacion (2.31) es posible ver que eligiendo una constante g >
1 y con )y suficientemente grande las trayectorias entran a la region |og| <
(q21/X0) D/ en un tiempo arbitrariamente pequefio. Durante ese tiempo
no cambia de signo. Por lo tanto, [ |6o|dt < Sj) para Ao suficientemente grande.
Entonces la perturbacion —dg que entra al sistema (2.29) satisface el Lema 7
y en consecuencia las desigualdades |o;| < S’; son satisfechas para i > 1. Es
posible ver de la primera ecuacién en (2.29) que a partir de ese momento se
cumple que |6¢| < 331 con una eleccion adecuada de q.

Diferenciado la primera ecuacion de (2.29) con £(¢) = 0 se tiene

5’0 = —/\0|00|_1/(n+1)(5’0 + é’l,

en donde de acuerdo a la inclusion (2.29) la siguiente desigualdad se satisface
|o1] < 4A1%1 + Xo. Entonces, con A\ suficientemente grande y dentro de un in-
tervalo de tiempo arbitrariamente pequeno la siguiente desigualdad es satisfecha
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loo] < Ao (421 + 29)(gX1/M0)' /™. Note que el lado derecho puede hacerse
arbitrariamente pequeno mediante la seleccion de A\g. Dado que es supuesto que
se cumple para un sistema de orden n — 1, y de acuerdo al Lema 8, el Lema 9
es probado para e;; = 0.

Considere ahora e); > 0, como resultado de la continua dependencia de
las soluciones de una inclusion diferencial a su lado derecho [43] con eps sufi-
cientemente pequeno las trayectorias se concentran en una pequena vecindad
del origen. Las propiedades de la convergencia en dicha vecindad se deben a la
homogeneidad del sistema.

f

Teorema 7 [30] Considere la existencia de un ruido deterministico en la medi-
cion de fo(t) de tal forma que |f(t) — fo(t)| < e. Entonces las siguientes igual-
dades son satisfechas en tiempo finito para ciertas constantes p,; dependientes
dnicamente de los pardmetros del diferenciador (2.28):

2 — fP ()] < pe=i+ D/ (D) i=0,..n (2.32)

Prueba. Escriba la ecuacion diferencial en forma de la inclusion (2.29), exprese
el ruido deterministico como la funcion £(¢) de amplitud maxima e. El resto de
la prueba de convergencia es consecuencia del Lema 9.

f

Counsidere el caso en el que existe muestreo discreto. Para este caso zg — f(t)
representan los puntos zo(t;) — f(¢;) parat; <t <tji1,tjp1 —t; =7 >0.

Teorema 8 [30] Sea 7 > 0 un intervalo de muestreo constante. En ausencia
de ruidos, las siguientes igualdades son satisfechas en tiempo finito para ciertas
constantes p; dependientes dnicamente de los pardmetros del diferenciador

2 — [0 (0)] < pyrn i i=0,..n (2.33)
Prueba. Considere la ecuacion diferencial
oo = —/\o|00(tj)|”/("+l) sign(oo(t)) + o1

en vez de la primera ecuacion de 2.29. El sistema resultante de sustituir la
anterior ecuacion es:

0"0 = _)\0|0.0(tj)|n/(n+l) sign(ao(t)) + g1,
. . n=1 . .
0'1:0'2—)\1|0'1—Uo| n SZg?’L(Ul—O'Q),

O"i:Ui_H—)\ilUi—di_ll"ii;il sign(oi—di_l), (234)

‘j'nfl =0n — >\n71|an71 - dn72|% Sign(o'nfl - é'n72);
On € —Ap sign(oy — Gp_1) + [-T T
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La inclusion (2.34) es invariante con respecto a la transformacion:

(t, 7, 03) = (nt, T, 0"~ ay).

Por otro lado, la inclusion (2.34) puede ser escrita en la forma (2.29) en donde
|€(t)| < e debera ser seleccionada para cada region de og cuando 7 es suficien-
temente pequena. Aplicando sucesivamente el Lema 9 y dado que el sistema
es homogéneo entonces la prueba se lleva a cabo de la misma forma que en el
teorema 7.

En particular, el error de la n-ésima derivada es proporcional a 7.



Capitulo 3

Observacion de Sistemas
Lineales Invariantes en el
Tiempo con Entradas
Desconocidas

En esta seccion son disenados observadores para sistemas Lineales Invarian-
tes en el Tiempo con Entradas Desconocidas (LITED). El diseno del observador
estd dividido en tres pasos. Primero, el sistema es transformado para separar
los estados no afectados por las entradas desconocidas (si los hubiese) del resto
de estados afectados por las mismas. Como segundo paso, utilizando el hecho
de que la entrada desconocidas es asumida acotada, es aplicado un observador
tipo Luenberger para garantizar que el error de estimacion se encuentre en una
region acotada cercana al origen. Finalmente, y de acuerdo a si el sistema es
fuertemente observable o fuertemente detectable, es disefiado un esquema basa-
do en modos deslizantes de orden superior que garantiza la convergencia a cero
del error de estimacién en tiempo finito para el caso ideal.

Considere un Sistema Lineal Invariante en el Tiempo con Entradas Desco-
nocidas (SLITED)

@ = Az + Bu(t) + EC(t),
y = Cz + Du(t) + F((t), (3.1)

en donde x € X C R” son los estados del sistema, y € ) C RP? es el vector de
salidas, u(t) € U C R% es el vector de entradas de control, ((t) € W C R™,
m < p, es el vector de entradas desconocidas (perturbaciones), las matrices
A, B, C, D, E, F son conocidas y tienen dimensiones adecuadas. Las soluciones
de las ecuaciones seran interpretadas en el sentido de Filippov [43] para permitir
el uso de senales discontinuas en controles y observadores. Note que las solu-
ciones en el sentido de Filippov coinciden con las soluciones usuales cuando el

33
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lado derecho de las ecuaciones es continuo. También se asume que todas las
entradas permiten la existencia de soluciones y su extensiéon a lo largo de todo
el semieje t > 0.

Sin pérdida de generalidad se considera que

E p—
rango | | =m.

El objetivo es disenar un observador que garantice la estimacién exacta
(preferiblemente en tiempo finito) de los estados y la entrada desconocida.

La siguiente notacion seré utilizada a lo largo del capitulo. Sea G € R"*™
una matriz. Si rango G = n, entonces se define la pseudoinversa derecha de G
a la matriz dada por Gt = GT(GGT)~1. Si rango G = m, entonces se define la
pseudoinversa izquierda de G a la matriz GT = (GTG)~1GT. Para una matriz
J € R"™™™ n > m, con rangoJ = r, es posible seleccionar una de las matrices
J+ e R*" tal que rango Jt =n —ry JtJ = 0. Jt+ € R™" corresponde
a una de las posibles matrices tales que rangoJ*+ = r y J-(J+H)T = 0.
Obviamente

JL
rango [JJ_J_} =n.

Suposicion 1 Las entradas desconocidas del vector ((t) son funciones acotadas
y medibles en el sentido de Lebesgue, i.e., ||((t)|| < ¢

3.1. Estabilizacién del error de estimacién
Considere que alguna de las siguientes suposiciones se cumple:

Suposicién 2 El sistema (3.1) es fuertemente observable.

Suposicién 3 El sistema (3.1) es fuertemente detectable.

Para realizar la reconstrucciéon de estados es necesario descomponer las sa-
lidas del sistema de acuerdo al concepto de grado relativo parcial dado en la
seccion 2.1.4.

Seleccione la matriz F'* de la siguiente forma

Fl
1 _ 1
el
de tal forma que Fj_ € RP1<p, Fi € RP2XP, y

FIF=0,yFICAE=0,Yi=0,..,n—1,

FIF =0,y F?CA7'E #0, para algin 0 < j < n,
Fl
rango [F%] =p—ps, y rangoF = ps.
1
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Escoja una matriz F++, y aplique la siguiente transformacion de salida

L]
FLL y(t)a
en donde F1t+ € RPs*P_ La salida transformada toma la forma:
Y1 Ch _ D1 0
y2 | = Co |+ | D2 |u+| 0 |, (3.2)
Y3 Cs | Ds F3

Note que rango F3 = rango F' = ps.

Defina como n,, al rango de la matriz de observabilidad del par (Ci, A)
(vea [41]). Forme la matriz U,, € R"1*" seleccionando los primeros n,, ren-
glones linealmente independientes de la matriz de observabilidad. La matriz U,,
corresponde a la matriz de observabilidad de orden reducido del par (Cq, A).

Es claro que el subespacio observable del par (Cy, A) no es afectado por la
entrada desconocida. A continuacion se buscard una matriz de transformaciéon
(2.8) para posteriormente llevar al sistema a la forma descrita en (2.9).

Escoja una de las matrices U, € R="1) %7 ta] que

U, UL =0,  rango [UF U ]" =n.
Note que las columnas de U,, forman una base del subespacio observable del
par (C1, A). Defina la matriz de transformacion

T, = [ZZ ] . (3.3)

Reescribiendo el sistema (3.1) con las salidas transformadas, éste toma la
forma:

& = Az + Bu+ E¢ (3.4)
Y1 Cy D, 0
Y2 = Cg T+ D2 U+ 0 C
Y3 Cs D3 F3

Teorema 9 Sea T, definida de acuerdo a (3.3). La transformacion de estados
& =Tyx lleva el sistema (8.4) a la forma

][ ][]+ [B]wr e 55
hn Cll 0 5 Dl i
Y21 = 0 Ca [51}—1— Dy [ u+ F(¢
Y3 Cgl 032 2 D3
(3.6)

en donde E = [0 EXT, F= 00 FI)T, & eRmn &, € R(—ny,)
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Proof. La matriz U,, estd formada por los renglones linealmente indepen-
dientes de la matriz de observabilidad del par (Cy, A). De acuerdo a [41] el
subespacio inobservable de este par estad dado por

N1 = () ker(C1A™™?) = kerU,, (3.7)
i=1
Es conocido ([41]) que N7 C X satisface AN; C N, esto es, el subespacio N

es A-invariante.
La inversa de la matriz T, puede ser escrita como

—1 —_
T, =10 Ul
en donde U € R" "1, U;l e RX(n—ny,)
Aplica la transformacion T, a cada matriz del sistema (3.4):

_ [Un AU U, AT

71 -
LAL =\ g, AU 0, AU |-

Por definicion AU;1 € N1, entonces es claro a partir de (3.7) que

Uy, AU, = 0p,

n—ny )"
La matriz transformada T, B est4 compuesta por las submatrices B; = U,, B

yBQZUle,
_ | UnB| _| B
wo=[ors] - [5]

La matriz transformada E toma la forma

U, U, E
o= [Un] o= ).
Y {Uyl Es

A partir de la transformacion de salidas (3.2), y de la forma en la cudl es formada
la matriz Uy, , se cumple que Uy, I = 0.
Al aplicar la transformacion a la matriz C se obtiene

Cy U, GO,
Co | T = | CU, CoU
Cs CsU,), CsU,

Es claro a partir de las definiciones de U, y U, que Cy y C satisfacen que

Tt — + _
Ch Uyl - Opl X (N—"y; ) C2Uy1 = Opg XMy, -
Las matrices restantes estan dadas por

Ci1 = OlU;rl c Rplxnyl, Cag = CQU;I c Rp2x(n7"y1),
C31 = CgU;_l S Rp3><ny1, C39 = C3U;_1 S RP3x(n=ny,)

Las matrices D1, D2, D3 y Fj5 tienen la misma forma dada en (3.4), entonces el
teorema queda probado. W
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Corolario 1 El subsistema de (3.5), (3.6) que representa la dindmica de &, €
R™v1
& = Ané + B,

y1 = Cné&, + Du,’ (3:8)

es observable.
Proof. El rango de la matriz de observabilidad del par (Cy, A) es ny,, dicho
rango es invariante ante transformaciones de similaridad aplicadas al sistema.
La matriz de observabilidad de el par (C1T, ", T, AT, ') esta dada por
ClTJ1
O\T,; (T, AT, )
T, N (T,AT,)?
o1, (T, AT, )

Es conocido que C| U;; =0y C1U,, = C11, entonces

ClTy_l Ci1 0
ClTuil(TyATuil) Ci1A11 0
Ongl(TyAlel)z _ CllA% 0

C\ T, (T, AT, )" ! CnAYt 0

Tomando en cuenta que el rango de la matriz de observabilidad del par(Cy, A)
es ny,, es posible obtener

Cn 0 Cit
CllAll 0 CllAll
2 2
rango Cudy 0 2 rango Cudy | = Ny, -
CnAYt 0 C AT

Es importante resaltar que por definicién el rango de la anterior matriz es igual
al rango de la matriz de orden reducido, por lo tanto

Cll
CllAll

2
rango Cndi =Ny, .

Myq —1
CllAll1

La dltima matriz presentada es justamente la matriz de observabilidad del par
(C11, Aq1), correspondiente al sistema reducido (3.8). Dado que, la matriz tiene
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rango igual a n,,, entonces es posible concluir que el subsistema (3.8) es observ-
able. W
Los valores propios de la matriz A de (3.1) corresponden a la unién del
conjunto de valores propios de las matrices transformadas Aj1, A2o de (3.5).
Seleccione una matriz de ganancias para el observador de Luenberger del
sistema (3.5), (3.6):
Li; 0 O
L= [ 0 Log Los

en donde L3 € R™1 %P1 [0y € R("*”yl)xf’% Log € R(”*"yl)Xm, son selec-
cionadas de tal forma que las matrices Aj1 — L11Ch1, Aos — LooCao — Lo3Cso
sean Hurwitz. La matriz de ganancias L existe dado que el sistema satisface
alguna de las proposiciones 2 ¢ 3. El observador lineal tipo Luenberger toma la

forma
21 _ All 0 zZ1 + Bl u
%9 Agy Ago Z2 By

Y1 — 331
L 0 O -
+ | Y2 — G2 |, (3.9)
0 Loy L3 .
Ys — Y3

} € R™*P,

en donde g;, i = 1,2, 3 es la estimacion de salida dada por

71 Cii 0 ; D,
g2 | = 0 Ca [21:| + | D2 | u. (3.10)
U3 C31 O3z 2 Ds

El correspondiente sistema del error esta dado por

L A 5 0
2] -[ae ] a]+ (8] -
gl Cll 0 : 0
ya = 0 Co [~1]+ 0 1 ¢(), (3.12)
333 031 032 FB

en donde e =& — z, y =y — ¢, y las matrices Aiq, Ay, Ass, B estén definidas

como ~ ~
A = A1 — L11Cha, Agp = Azp — L2pCh2 — L3 Csg,
Aoy = Az — Lg3Csy, By = LogF3 + Es.

Las ecuaciones (3.11) y (3.12) pueden escribirse en forma compacta como

é = Aé + E((t), (3.13)
§ = Cé+ F((t). (3.14)
Lema 10 Considere que el sistema (3.5), (3.6) satisface la suposicion 1 y al-
guna de las suposiciones 2 o 3. El observador (3.9), (3.10) garantiza la conver-
gencia del error de estimacion (8.13), (3.14) a una region de orden O(C") del
origen.
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Prueba. Si la matriz A es Hurwitz, entonces también las matrices A11, Az son
Hurwitz.
Considere la siguiente funcién de Lyapunov para el sistema del error

VvV =¢lHe,

en donde H es una matriz simétrica positiva definida. La matriz H es selec-
cionada como la solucién de la ecuacion de Lyapunov:

HA+ATH = —T1.
Aqui es considerado el hecho de que la matriz A es Hurwitz. Calcule la derivada

V =el(HA+ ATH)é + (E"HE((t) + ¢" (t) ET HE)
V< = I|lell* +2/lel | H| BNl

V es negativa definida con ¢ (t) = 0. Por tanto, si ¢ satisface la suposicion 1, se
obtiene que el error de estimacion € converge a una vecindad acotada del origen
€ =0 [45]. A partir de ese momento ¢ se mantiene uniformemente acotada.

Considere ahora el subsistema (3.8). La aplicacion del observador (3.9),
(3.10) produce el error de estimacion

€1 =A11é (3.15)

Y1 = Ciié1
Dado que A;; es Hurwitz, la estimacion del error é; = £; — z; converge asin-
toéticamente a cero.

f

Corolario 2 El error de estimacion correspondiente al subsistema (3.8) con-
verge asintoticamente a cero independientemente de la entrada desconocida.

Observacion 1 Es importante hacer notar que la transformacion del sistema
(8.1) a la forma (3.5), (3.6) permite que al aplicar el observador tipo Luenberger
(8.9), (3.10), el error de estimacion de los estados & mno sea afectado por la
entrada desconocida.

La idea que se manejara a continuacion tiene su base en el algoritmo pre-
sentado en la seccion 2.1.3 y los trabajos de [32], [33], [39]. Los siguientes razo-
namientos son tomados como la base del procedimiento:

1. Si el par (C’, A,) es observable, entonces existe un conjunto de salidas de
tal forma que el estado puede ser representado como una combinacién
lineal de ellas y sus derivadas.

2. Si la cuadrupla (4, C, E, F) es fuertemente observable, es posible deducir
de las definiciones 5 y 8, y como consecuencia del Lema 3, que existe un
conjunto de salidas de tal forma que el estado pueda ser representado como
una combinacién lineal de dichas salidas y sus derivadas independiente-
mente de las entradas desconocidas.
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A continuaciéon se buscard un conjunto de derivadas de las salidas y1 y y2
mediante el diferenciador por modos deslizantes de orden superior [30], dichas
derivadas seran combinadas linealmente con la salida y3 y la resultante com-
binacién serd, a su vez, derivada para encontrar una relaciéon entre salidas y
estados de manera independiente a las entradas desconocidas.

La forma en que se realizara la combinacion de las salidas varia de acuerdo
a si el sistema 3.1 satisface las suposiciones 2 6 3.

3.2. Caso fuertemente observable
Considere que el sistema (3.1) satisface la suposicion 2.

3.2.1. Reconstrucciéon del estado en tiempo finito

Denote como

~ Cll 0 le
C=10 Cn|=|0C
C31 Cso Cs

A continuacion se aplicaré el procedimiento descrito en la seccion 2.1.4 junto
a una serie de diferenciadores (vea la seccion 2.2.2) al sistema del error (3.13),
(3.14) para recuperar los estados. Obtenga las matrices

U]il; = I:E,ﬂ (Ele)T e (éliAn”_l)T]

en donde ¢14, ¢ = 1, ..., p; es el ¢ésimo rengléon de la matriz C’l, y ni1; €s un
entero definido como
~ ~ T
ni; =rango [ & (e, A)T - (e AHT]
Note que la matriz Uy; corresponde a la matriz de observabilidad del par (¢1;, fl)
Obviamente, el error de estimacion de la salida §; es medible. Aplique el
diferenciador por modos deslizantes de orden superior descrito en la seccién
2.2.2 a cada componente del vector g;:

Vi = Wi,

wit = =y, N v — g DM sign (v — 1) + v,

Vig = Wig,

Wiz = —Ol(nu—l)Nil/(n”_l)Mz — wyp |/ D sign (v — win) + v,

’U’L',’n,lifl - wi,n1i717
1/2 1/2 .
Winy;—1 = _OQNi |’Ui,n1i*1 - wi,nli*2| / Slgn(viynu*l - wi,nli*Q) + Ving;,

Ving, = —01 N; 8igN(Vin,, — Wi ng,—1), (3.16)
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en donde N; > 0 y las constantes «; son seleccionadas de forma recursiva para
cada componente de acuerdo a [30]. En particular, una posible seleccion de las
ganancias es o1 = 1,1, ap = 1,5, a3 = 2, a4 = 3, a5 = 9, ag = 8, que es
suficiente para nj; < 6. Los componentes v;; pueden ser concentrados en el
vector:

T ol ]

~T
Uy = [Uil Vs2 iny;

Note que cada vector ?; satisface en tiempo finito la relacién v;; = ggj _1),

j =1, .., ny ypor tanto, para todo v; y Uy, @ = 1, ..., p1, la igualdad v; = Uy;e
es satisfecha después de tiempo finito.
Forme las matrices Ui_,_ ,.q V Vextended COMO:

_[yT T 1T

Ulextended = [ Ull T Ulpl } ’
— [T ... g7

Vextended = [vl T Upl } :

Resulta claro que 7ango Uiextended = My, , €ntonces, construya la matriz U; €

R™»1 %™ seleccionando los primeros n,, renglones linealmente independientes de

Ujextendea Y €l vector v formado por los correspondientes renglones del vector

Uextended, de tal forma que la igualdad v = Ujé sea satisfecha en tiempo finito.
Obtenga el vector de grados relativos parciales para la cuadrupla (/1, C,E,F ).

Sea 7; el grado relativo particular de la salida y2; con respecto al vector de en-

tradas desconocidas, en donde g9; es el iésimo componente de la salida gs.
Para cada renglén de la matriz C’z obtenga

Uy, = [&; (62 A)T -+ (e AT )T,

en donde ¢, i = 1, ... s es el iésimo renglon de la matriz Co y 7; es el corres-
pondiente grado relativo parcial del iésimo componente del error de estimacion
de salida g5 con respecto a las entradas desconocidas.
Note que
g = e AT =1, T (3.17)

en donde go;, 7 = 1..., po es el iésimo rengléon de g2, y gélf) representa la késima

derivada de go;.
Aplique el diferenciador por modos deslizantes de orden superior descrito en
la seccién 2.2.2 a cada componente del error de estimacion de salida g2 como

Vi1 = W1,

Wi = —OéfiNil/Fi |Gi1 — i | T VT sign(Ga1 — G ) + T2,

Uiz = Wiz,

Wi = —afileil/(ﬁ_l)Wm — W1 |(fr2)/(frl) sign(vse — wi1) + i3,

Vii—1 = Wi—1,
_ l/2) - _ 1/2 . _ _ _
Wir—1 = — N} |Gi 71 — Wiz —o| Y2 sign(Tiz—1 — Wi 7—2) + Vi,

Uiz, = —a1N; sign(vir, — Wi7—1), (3.18)
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en donde v;; y w;; son componentes del vector v; € R™ y w; € R™~! respec-
tivamente. El parametro N; es seleccionado suficientemente grande para cada
componente del error de estimaciéon de salida, en particular, N; > |di|C+, en
donde d; = 621-[1’;1”11:7. Las constantes «; son seleccionadas iterativamente para
todas las componentes de acuerdo a [30]. Las condiciones iniciales son conside-
radas igual a cero.

Para cada componente de g5 forme el vector

T _ [5T 5T ... 5T
v, = [Uﬂ Ui2 Ul,ﬁ] .
_ . . . R _(j-1) .
Note que el vector v; satisface en tiempo finito la relacién v;; = yé]l ), Jj =

1, .., 7.
Defina la matriz extendida Usextended, €l vector extendido Dextended, y calcule
el entero n,o como

_ _ _ T
Vextended = [U,iT T U;Z; } -
U2extended = [Ugji T UngQ } s (319)

No2 = 1ango(Uzextended)-

Forme la matriz de rango renglén completo Uz € R™2%™ geleccionando los
primeros n,2 renglones linealmente independientes de la matriz Us_,__ .., Y se-
leccione los correspondientes renglones del vector Uextendea de tal forma que la
igualdad v = Use se satisfaga después de tiempo finito.

Las derivadas de orden 7; — 1 de cada componente de 32 satisfacen las igual-
dades gjgl*l) = égjflfl_lé, j =1,...,p2. Defina las matrices

521AT171 U1y,
622 AT2_1 1_]2;2
r = . y  Up =
~ 17 —1 ]
€2y, Ar ’Upzipz

Considere Mo = Onxn ¥ Pg = Onx1. Calcule la matriz Mi+1 y el vector p;
€omo:

P Vi1

[ME) a4 Y

Mi-i—l = UTE UTA y  Pig1 = . (320)
F3 Cg :

il{i

en donde k; corresponde al nimero de renglones de la matriz Mi.ﬂrl. En donde
7i; es el resultado de diferenciar el vector p; definido como:

MiE Pi
i _

T
3 fot y3(T)dr
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El calculo de la derivada se realiza aplicando el diferenciador de primer orden a
cada componente del vector p; como:

. o1/2 - : >
Bi; = azJYi/ 1B — Pij,|1/2529”(6ij = Pij) + Vi (3.21)

en donde p;, es la jésima componente del vector p;; N; > |[Dy]|¢", en donde D;
es el iésimo renglon de la matriz

1

=

E | AE.

D:

=]

T

3

Note que la matriz D es calculada para cada matriz M; que se presentan a
continuacion.
El célculo es realizado iterativamente hasta que la siguiente igualdad sea
satisfecha:
~ T T
rango [UL UT ML, ] 1.

L] =rango UL U MF (3.22)

Nombre como [ al nimero de matrices Mi calculadas menos uno.
Lema 11 Si la cuddrupla (fl, C’,E,F) es fuertemente observable, entonces
rango M; = n.

Prueba. De acuerdo con los resultados presentados en las secciones 2.1.4 y 2.2.2,
es claro que la siguiente igualdad es satisfecha después de tiempo finito:

p, = Mé. (3.23)

Note que el vector p;_; estd compuesto por combinaciones lineales de las salidas
y sus derivadas.

Suponga que la cuadrupla (A, C, E, F) es fuertemente observable (aplicando
la definicion 8 esto implica que y = 0 < x = 0) y que no existe un matriz M;
tal que la condicion (3.22) sea satisfecha. Entonces

Uy
rango | Us | < n.
M,

Es claro de (3.23) que existen valores de é # 0 tales que p; = 0. Dado que p; esta
compuesta por una combinacién lineal de salidas y sus derivadas, la igualdad
y =0Vt >0 implica que el lado izquierdo de la igualdad (3.23) es igual a cero
para valores de € # 0. De acuerdo a las definiciones 5 y 8, es posible afirmar
que el sistema {fl, C', E’, I:"} no es fuertemente observable, lo cual contradice la
suposicion inicial.
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Por otro lado, suponga que existe una matriz M, tal que se satisface la
proposicion del lema, en este caso las salidas y un conjunto de sus derivadas
pueden ser representadas mediante una combinacién lineal de los estados € in-
dependientemente de las entradas desconocidas. La invertibilidad izquierda de
la matriz [U{ Uf M} ]T nos permite también representar los estados me-
diante una combinaciéon lineal de las salidas y sus derivadas. Como resultado
y =0 < z =0, entonces por definicion la cuadrupla (A4, C, E, F) satisface la
definicién 8, y por tanto es fuertemente observable.

f

Seleccione los primeros n — n,, — ne2 renglones linealmente independientes
de M; para formar la matriz My tal que

rango [UlT Ul MdT}T =n,

seleccione los correspondientes renglones de p; para formar el vector p,. Calcule
la matriz M, y el vector p,, como

M"_{J\chz]’ pn_[p“d} (3.24)

Es claro que la siguiente igualdad es satisfecha en tiempo finito:
Pn = Mpe.

El algoritmo de observaciéon con convergencia del error a cero en tiempo finito
estd dado por
o U1 -1 v
=z+ . 3.25
] [ 029
Teorema 10 Considere que las suposiciones 1 y 2 son satisfechas. Los estados

del sistema (3.5) son estimados de forma exacta y en tiempo finito por el
observador (3.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.20), (3.21), (3.25).

Prueba.

De acuerdo a los resultados de la seccion 3.1 es posible garantizar que el error
de estimacion € se encuentra acotado dentro de una region de orden O(¢™).

Defina el error de estimacion como e = £ —¢&, de la ecuacion (3.25) se obtiene

e[0T [ ] (2]

Multiplique la altima ecuacién por la matriz { ]\[21 ] :
n
Ui
n

A e 1 A L P R A A A
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Pruebe ahora la convergencia de ey a cero. Note que por definicion Uy [ éO } =
2
0, en consecuencia e; depende solamente de é;.
Considere el diferenciador por modos deslizantes de orden superior (3.16).
Pruebe que la igualdad v;; = 3]8_1) se satisface para j =1, ..., ny;, ¢ =1, ..., p1.
Denote la superficie de deslizamiento como o;; = v;; — (gjli)(ﬂ —1) y obtenga

. 1/711' —1 P

Git = —Qpny, N " oy | =D/ sign(041) 4 04,

. 1/(n1;—1) . 92 1) e .

Giz = —Qn,, 1N, |oig — 6|/ M= D sign (0 — 6i1) + 04,

. 1/2 . 1/2 .+ .

Oingi—1 = _O‘QNi |O'i,7l1i*1 - Ui,nu*2| /( Slg)n(ai,nlifl - Ui,nli*Q) + Oimngs
. . . ~(n1;

Oing = —aiN; SIgn(Uiﬂlu - Ui,nlifl) — Y14 ’

(3.27)

Demuestre ahora que la dinamica de o;; es estable en tiempo finito. Dado

que (3.15) es estable, a partir de cierto instante, & y é; se mantiene dentro de

una region acotada de amplitud méaxima N;. La dinamica de (3.27) satisface la
inclusion diferencial

it = —0uy, N "o | (MM sign(01) + 0,
. 1/(n1i—1 . S 1) .
iz = —ny, 1N} |0 — 60 (M7 (i D sign (o5 — 601) + 03,
. 1/2 . . .
Titny;—1) = _a2Ni/ i1 —1 — Ui7"1i—2|1/2 SigN(0i 1, —1 = Ginyi—2) + Tinais
diﬂlli € —a1N; sign(aiymi - di1n1i71) + [—Ni Nl]
(3.28)
El resto de la prueba estd basada en el lema 9 presentado en la secciéon 2.2.2.
Entonces, existe un modo deslizante de orden superior 041 = ... = 04 pn,; =0
y después de tiempo finito la siguiente igualdad es satisfecha
_(j-1) .
vi; = yg ), i=1, .., n,. (3.29)

Las matrices Uy; pueden ser escritas como

C11i 0
c11idin 0
Ui = . A
in 7;71
A0

y el producto Uy;é puede ser expresado como
C11i
c11iAn

Uye = . é1.

Anii—1
c11i AT
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Por otro lado, note que las siguientes igualdades son satisfechas:

gli Cll~i
Y1i ciAn |
= . é1, (3.30)
gy e AT
en donde gji?“_l), i =1, ..., p1 denota la derivada de orden ni; — 1 de la iésima

componente del vector ¢;.
El componente e; del error de estimacion es expresado como

€1 = Ulé — V. (331)

La matriz Uy y el vector v estan compuestos por renglones de las matrices
extendidas Uiegptended Y Veztended- El resto de la prueba es consecuencia de las
igualdades (3.29) y (3.30).

Analice ahora la componente e; del error de estimacion:

eq = Mpe —p,

Substituyendo el valor de M,, y p,,, calculado de acuerdo a (3.24), en el lado
derecho de la anterior ecuaciéon se obtiene

St

La convergencia a cero de e3 depende de la convergencia de v a Use y p; a Mge.
Convergencia de v — Usé. Considere la variable auxiliar és; = Uzié, cons-
truida para cada bloque de la matriz extendida Us_,__,.,. La igualdad (3.17) es
satisfecha para cada bloque, entonces el vector és; puede ser representado por
&3 = [521' i - Go Y

Ahora es claro que el siguiente paso es probar que 0 — és;.

Para cada §i2;, i = 1, ..., p» denote o;; = v;; — (2:)U ") y obtenga similares
ecuaciones para (3.27) y (3.28). Dado que |d;|¢T > |y£:) se cumple, entonces
es posible seleccionar las ganancias N; suficientemente grandes de tal forma que
la dindmica de o; es estable en tiempo finito.

La convergencia de la inclusiéon diferencial es nuevamente una consecuencia
del lema 9, presentado en la seccién 2.2.2.

Las igualdades gjg_l) =5, j = 1,...,7; son satisfechas en tiempo finito. Por
lo tanto se garantiza la convergencia en tiempo finito de v a Usé. El vector v
y la matriz Uy son seleccionadas de Textended ¥ U2, ponaeq- COR Una apropiada
selecciéon de v y Us, la igualdad v = Use es satisfecha en tiempo finito.

Convergencia de p; — Mgé. La aplicacion del algoritmo (3.21) a las coorde-
nadas p; pueden verse como un caso particular de (3.18) con 7; = 2. Entonces
la igualdad v, = p; es establecida en tiempo finito.

Esta probado que v — U €1, v — Us€, p; — Mgé. Entonces, la convergencia
en tiempo finito de e; y es es una consecuencia de la prueba anterior.
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f

Observacion 2 Obviamente el estado estimado & puede ser obtenido mediante
la relacion & =T, '€,

3.2.2. Reconstruccion de la entrada desconocida

Considere que las siguientes suposiciones se cumplen.

Suposicion 4 La késima derivada de la entrada desconocida Cgk) (t) es una
funcidn acotada medible en el sentido de Lebesgue, |<§-k) )] < ¢

Observacion 3 La siguiente igualdad siempre es satisfecha:

rango E2 =m
g F3 - .

La anterior igualdad es probada de una forma sencilla a partir de que

E_i
rango | | =m

y debido a que las matrices E, y F3 pueden ser expresadas como

0

EQ T& 0

0 =0 Ft |:E],
0 0 FLt+ F
3

en donde det (Tg) # 0, por lo tanto, rango [?2} =m.
3

a]=[n] 1] .

en donde é; € R™1 y é5 € R ™1,
La entrada desconocida puede ser identificada por medio de la igualdad

Exprese

. =1t éz - [Agl /122] (%1
¢ = [lff}] 20 (3.33)
’ gz — [ Ca1 Cs2 ] é;

Los vectores é1, é5 son conocidos. El valor de ég puede ser calculado en dos
diferentes formas.
El valor de é; es calculado utilizando la igualdad

RN
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El vector v y el vector p,, pueden ser calculados de dos distintas formas. Atn
cuando el primer método no utiliza directamente la suposicion 4, el uso de un
filtro paso bajas requiere la existencia de cierta cota.

Identificacion de la entrada desconocida por medio de filtracion.

Counsidere el vector

~T . ey ).
vy = Viy Vig Uznli 'Uznli . (334)

El término v;y,, es una componente de alta frecuencia evaluada en (3.18). Sera
necesario definir un estimado de la componente de alta frecuencia v;, —utilizan-
k2

do la técnica de control equivalente como
¢ =1, —¢ (3.35)

Teoricamente, la senial v, ~conmuta a una frecuencia infinita cuando se ha
alcanzado el modo deslizante. En la practica, la frecuencia de conmutacion es
alta pero finita debido a restricciones computacionales. Entonces, la solucion
de (3.35) dependera de la frecuencia a la que pueda conmutar el término iji"li ,

llame fs,, a dicha frecuencia. Esta descrito en [9] que

h'mO = 0i,, (3.36)
T —
fsw — 00

Aun mas, con la frecuencia de conmutacion fs, suficientemente grande, se
satisface que la estimacion de la variable v;, ~ depende de la constante de tiempo

i

T, satisfaciendo la siguiente igualdad

lo que implica la existencia de una constante a > 0 tal que después de un periodo
transitorio, el error de estimacién satisface la desigualdad

| =i, | <ar (3.38)

Al aplicar un filtro paso bajas la componente de alta frecuencia es filtrada
obteniendo un estimado de v;, . en <.

Considere la ultima iteracion aplicada para obtener M,,. Dado que ﬁu es
un término de alta frecuencia, debe ser filtrado para obtener un valor estima-
do de p;;, para formar la matriz p,, por lo que es posible aplicar el mismo
procedimiento descrito anteriormente.

Identificacion de la entrada desconocida mediante extension del diferenciador
por modos deslizantes de orden superior.

El segundo método para obtener los estimados de ¥ y p,, esta basado en la
extension del diferenciador (3.16) de orden m1; a un orden ny; + & obteniendo
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asi las componentes:

Vi1 = Wi 1,

w1 = _ari+kM1/(Ti+k)|vi,l _ éy (ri+k—1)/(ri+k) sign(vm _ éy) + V3.2,

Vi2 = W; 2

W9 = —Qpyy ko1 MY TRV, 5 —qp; o |(ritk=2)/(ritk=1) gign (v; o — w5 1) + vi 3,

Vir; = Wiy,
) ’

1/(k+1 k)/(k+1) o
Wi, = = MY D 00— wy o[BI sign (v; 0, — wi g, 1) 4 vr, 41,
Vs = — 01 M sign(vi r, 1k — Wir,+k-1),
(3.39)
Defina el vector ¥; como
’D;T = | Uiy Vig " vi"1i+1 jl ; (340)
y defina el vector extendido Uextended = [07 ... 0}, ]7. Seleccione los renglones

de Vextended que fueron seleccionados para formar Us, para formar ahora el vector
. Note que la siguiente igualdad se satisface o = Uy Aé;.

Si la entrada desconocida satisface la suposicién 4, entonces es posible ex-
tender el orden del diferenciador (3.21) al segundo orden:

;)ij = 51N31é3|i’ij - pij|2/35ign(pij - ng) + /;)ijdt
;71'3' = ﬁzN,}i/ﬂ /;)ijdt - ;)ij|1/25ign(/ ;;ijdt - ﬁU) +/';)'ijdt (3.41)
Pij = 53Npij5i9”(/ pigdt — ﬁm)

Los siguientes dos teoremas son obtenidos para la identificacion de la entrada
desconocida.

Teorema 11 Sea satisfecha la suposicion 2. El valor exacto de la entrada des-

conocida ¢ del sisterna (3.1) es estimada asintéticamente por el algoritmo (3.9),
(3.10), (3.16), (3.18), (3.93), (3.34).

Teorema 12 Sea satisfecha las suposiciones 2 y 4. La aplicacion del algoritmo
(8.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.33), (3.40), garantiza la identificacion de la

entrada desconocida en tiempo finito.
3.2.3. Ejemplo

Cousidere el siguiente Sistema Lineal Invariante en el Tiempo con Entrada
Desconocida:

& = Az + E((t),
y=Cz+ F((t).
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En donde las matrices A, C, F, F' toman la siguiente forma:

1 01000 00
0 00010 00
102000 00
A= 0 000O01}" E= 10
0 00100 00
0 -10-221 01
010 100 10
C=|001000|, F=|00
000-100 -10

Note que los valores propios de A son

1,5000 + 0,8660i
1,5000 — 0,86604
—0,1217 + 1,3066i
—0,1217 — 1,3066i
0,6217 + 0,4406i
0,6217 — 0,4406i

por lo que el sistema es inestable. El sistema no tiene ceros invariantes, por
lo que satisface la suposicién 2. El vector de entradas desconocidas satisface la
suposicién 1 y estd dado por:

C(t) = sen(t) + 0,5sen (0,8t + 0,3) + 0,5
n sen(0,5 + 5sen(0,5t))

Las condiciones iniciales del sistema son 29 = [-1 0 0 1 1 0]. Para realizar
la transformacion de las salidas se utiliza la siguiente matriz:

Fl 010
F2l=|101
FHt -101
La matriz de transformacion T, definida de acuerdo a (3.3) esta dada por:

0 01000
-102000
0 10000
000100
000010
000001

T, =
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El sistema en la forma (3.5), (3.6) toma la forma:

La ganancia del observador tipo Luenberger (3.9) esta dada por:

6 0 0
17 0 0
0 19 0
0 442 0
0 1360
0 567 0

&1, 010 000
€1, -330 000
&, | 000 010
£, 000 001
€a, 000 100
£, | 0 0-1-221
ywu] 100 000
y2| =100 1 000
ys] |00-1-200

3
€1,
€2,
€2,
€2,
A

€1,
€1,
£,
22
23

3H

_|_

00]

00
00
10
00
01

0 0]

00
-20

51

Los valores propios de la matriz A estan dados por —1, -2, —3, —4, —5, —6. El
error de estimacion (3.13) se muestra en la Figura 3.1, note que el error de
estimacién se encuentra acotado.

Error de estimacion é.
T T

N
T

1\

0 2 4

t[s]

6

10

Figura 3.1: Error de estimacion € acotado.
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Considerando el estimado de las salidas como (3.10) es posible definir los
errores de estimaciéon de salida como g1 =y1 — 91, Y2 = Y2 — Y2 ¥V U3 = Y3 — Us.
El grado relativo parcial de la salida ys con respecto a la entrada desconocida
estd dado por 71 = 3. Aplicando diferenciador por modos deslizantes de orden
superior a las salidas ¢; y g2 como:

V1,1 = Wi,1,

1/2 ~ 1/2 . -
w1 = —aa2N; " |vi1 — 71 / sign(vi,1 — g1) + v1,2,
U1, = —o Nysign(vi2 — wi,1),
V1,1 = W11,
_ 1/3)— ~ 12/3 . _ ~ _
W11 = —agN, |11 — 2| sign(v1,1 — Jo) + T1,2,
U1,2 = W12,
_ 1l/2) - _ 1/2 . _ _ _
W2 = —aaN; "|U1,2 — W1 1] / sign(vy .2 — w1 ,1) + V1.3,
V1,3 = —a1 Ny sign(vh,3 — W1,2),

Calculando el vector p; y p; toman la forma:

- v
p1= [2 1] [f(fgl/fdt}’ P1 = "1,

en donde 7, es resultado de aplicar el diferenciador de primer orden a la variable
p1 Como:

; o1/2 - . -

By = CY2JY1/ 181 — P1|‘1/2519n(51 —P1)+tmn

¥y = a1 Nisign(y, — B1)

Finalmente la matriz M,, y el vector p,,, definidos en (3.24), estan dados por:

00 1 0 0 0 D11
oo =19 0 1 0 | e
Mu=100 25 1 —190]| P~ D13
00 —4267 —40 450 2 py

Considere las condiciones iniciales para el observador como #y = 0. Los errores
de estimacién e = x — 2 son presentados en la figura 3.2. Note la convergencia
en tiempo finito de los errores de estimacién independientemente de la entrada
desconocida. La convergencia de la estimacién de los estados x1, z2 y 3 se
muestra en la Figura 3.3. La convergencia de los estados x4, x5 y ¢ se muestra
en la Figura 3.4, note la convergencia de las estimaciones a los valores reales
aun cuando las senales son inestables.

La identificacion de la entrada desconocida se realizara mediante la exten-
sion del diferenciador por modos deslizantes de orden superior. Para obtener el
valor de és requerido en (3.33) es necesario aplicar los siguientes diferenciadores
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Error de estimacion e = z — 2.
40 T T T T

301 1

10} 1

t[s]

Figura 3.2: Convergencia en tiempo finito de los errores de estimacion e.

Estado 2 (inea contimia) y & (Inea punteada)

t
Bstado 2, (linea continua) y[.Sf“L (lnea punteada)

0 . .
0 0.5 1 15

Estado 23 (linea contima) ;[Si];; (lnea punteada)

t[s]

Figura 3.3: Convergencia de la estimacion de los estados x1, x2 y 3.

53
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10

Figura 3.4: Convergencia de la estimacion de los estados x4, x5 y x¢.

Estado x4 (lnea contimia) y 24 (linea punteada)

CAPITULO 3. OBSERVACION DE SISTEMAS LITED

1 1
0.5 1 15

Bstado 25 (linea continua) E,[?i]u (linea punteada)

0.5 1 15 2 25
. . t .
Bstado 2 (linea continua) y['SJ]a; (linea punteada)
N . . . .
\.
AY TS
7 N,
\ ; N
\ ’ NP
\ 2
\ ,/.
-’
. . . .
05 1 15 2 25
t[s]
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extendidos un orden a las senales g2 y p;:

1,1 = W11,

w1 = —044N11/4|51,1 - 372|3/4 sign(v11 — ¥2) + 01,2,

V1,2 = W12,

Wi = —CY3N11/3|171,2 — 1171,1|2/3 sign(v1,2 — w1,1) + 1,3,
V1,3 = W13,

wy,3 = —CY2N11/2|171,3 — 1171,2|1/2 sign(v1,3 — w1,2) + V1,4,
V14 = —a1 Ny sign(vy 4 — w1 3),

p1 = 51N;1/3|/A’1 - p1|2/3sign(f)1 - ﬁ1) + /f)ldt
51 = 52N;}1/2|/51dt—f)l|1/25i9n(/51dt—51)+/'ﬁldt

f’l = 53Np15i9n(/‘51dt - ﬁl)

La convergencia a cero del error de estimacion de los estados se muestra en
la Figura 3.5. Note que la extension del orden de los diferenciadores no afecta la
convergencia en tiempo finito de los estados. La estimacion de la entrada desco-
nocida se muestra en la Figura 3.6, es importante resaltar que la identificacion
se lleva a cabo en tiempo finito.

Error de estimacion e = x — 2.
T

60
401

201

-60
0

2 4 6 8 10
t[s]

Figura 3.5: Convergencia en tiempo finito de los errores de estimacion e con el

método de extension de los diferenciadores.

3.3. Caso fuertemente detectable

Considere que el sistema (3.1) satisface la suposicion 3.
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Identificacion de la entrada desconocida.

2 4 6 8 10
t[s]

Figura 3.6: Identificacion en tiempo finito de la entrada desconocida, (valor
real-linea punteada, valor estimado-linea continua).

3.3.1. Reconstruccion asintotica de los estados

A continuacién se buscara la matriz () presentada en el Lema 4 y la matriz
de transformacion T dada en (2.13), tal que al representar el sistema del error
(3.13), (3.14) en la forma (2.14) y aplicar la transformacion (2.13), sea llevado
a la forma descrita en el teorema 5.

Para ello, serd necesario conocer los subespacios N, V*, Vi de la repre-
sentacion (3.13), (3.14) e introducir una serie de definiciones que se derivan de
la division de la salidas mostrada en la representacion (3.14).

Llame N al subespacio inobservable del par (C’l,A) Nombre como N; al
complemento de este subespacio (el subespacio observable del par (C'l,A)) Es
claroque N1 D V* DN y N1 BN, = X.

Sea 75,1 = 1, ..., p2 el grado relativo parcial de ¢y, A,E.F, en donde Co,
corresponde al 7ésimo renglén de la matriz Cs.

Definicion 13 Defina como el subespacio diferencialmente inobservable de la
tripleta {Ca, A, E} como el conjunto

-1 Fa—1 Fpy—1
Ro= [ ker (521211') N () ker (522Ai) Moo () ker (5%2211').
1=0 1=0 1=0

Nombre al subespacio complementario de Ro como R (el subespacio dife-
rencialmente observable de {Cy, A, E}). Obviamente Ry & Ry = X.

Defina el subespacio M C X y su complemento M como el par de subespa-
cios que satisfacen

NiNRaNM=V* MNN; = {0}, MN Ry = {0}, MNN = {0}.



3.3. CASO FUERTEMENTE DETECTABLE 57

La anterior definicion de subespacios nos permite representar el dominio de
z (i.e., X) como una suma de particiones del espacio de estados

NMeR:dMaeVygaaN =X

Note ademés que N7 = Ro & M @& Vi &N, V* = Vi & N. La correspondiente
propiedad de invariancia de los anteriores subespacios junto con una apropiada
seleccion de bases puede ser aplicada al sistema (3.11), (3.14) para llevarlo a una
representacion candnica. A continuacion se propone una forma para calcular las
citadas bases.

Calcule las matrices

Ulj; = [6?1 (éliA)T (Eli/inlifl)T}

en donde ¢q;, i = 1, ..., p1 corresponde al iésimo renglon de la matriz Cy y ny;
es un entero definido como

- T (e AT ~An71TT

ni; = rango [cli (e A)" -+ (614 ) ] )

Es importante recordar que la matriz Uy; es la matriz de observabilidad del par
(¢1i, A).

Es claro que la selecciéon de las matrices Uj; nos permite escribir las igual-
dades:

C1i_ Y
(c1iA) 5 g1
R € = .
(é1,Ami—L) Qﬁmfl)

en donde y;; corresponde al ¢ésimo renglon del vector de error de estimacion de
salida 1. Es claro que el error de estimacion de salida g; es medible, por lo que
es posible aplicar a cada componente de dicho vector el diferenciador por modos
deslizantes de orden superior dado en la seccién 2.2.2:

Vi1 = W1

w; = —OénuNil/nMWﬂ — g | MM sign (v — §14) + vig,

Vg = W2

Wiz = —a(n1i71)Nil/(n“71)|Uz‘2 — wjy |12/ (M= sion (vi0 — wyr) + vg3,

Ui,’ﬂli—l - wi,’ﬂli—l

1/2 .
/ Slgn(vi,n1i—1 - wi,n1¢—2) + Ui’ﬂliu

i)inli = —O[lNi sign(vmli - ’wi’nlifl), (342)

_ 1/2
Wipy—1 = —02N; " |Viny -1 — Winy,—2|

en donde N; > 0 y las constantes «; son seleccionadas de forma recursiva de
acuerdo a [30]. En particular, una posible elecciéon de parametros es oy = 1,1,
as =15, a3 =2, ay = 3, a5 =5, ag = 8, que es suficiente para n;, < 6.
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Los componentes v;;, calculados por medio del diferenciador, pueden ser
concentrados en el vector

~T T T T
L [Uﬂ i Umu]
Para toda v; y Uy;, @ = 1, ..., p1, la igualdad ©; = Ujs€ es satisfecha en

tiempo finito.
Calcule las matrices extendidas Uj_, .. ¥ Vextended COMO:

Un U1

Uio V2
Ulextended = . y  Uextended —

Ulpl Upy

es claro que rango Ulextended = Ny, . Construya entonces la matriz U; € R™v1*"
seleccionando los primeros n,, renglones linealmente independientes de Ujextended
y forme el vector v seleccionando los correspondientes renglones del vector
Vextended, de tal forma que la igualdad v = U € sea satisfecha después de tiempo
finito.

Note que la matriz U; satisface ker(U;) = Nj. Las n,, columnas que com-
ponen la matriz U{ forman una base del subespacio N;.

Ahora es necesario encontrar una base para los subespaciosR2 y M, asi como
la matriz @ tal que satisfaga el Lema 4. Una de las posibles forma esta dada a
continuacion. Sea 7; el grado relativo parcial de la salida §2; con respecto a la
entrada desconocida para el sistema (3.13), (3.12), en donde §2; corresponde al
1ésimo componente de la salida gs.

Para cada renglén de la matriz C’g obtenga

Ug; = [ &5 (62,A)T -+ (6, AT 1T ],

en donde ¢, i = 1, ... po corresponde al iésimo renglon de la matriz Cy, y 7; es
el correspondiente grado relativo parcial de la iésima componente de la salida
72 con respecto a la entrada desconocida.

Defina la matriz extendida Usextended y calcule el entero 71, como

e _ [T 7T 7T
Usextended = [Usy Uz -+ Usy, |,

_ 3.43
Ny, = TangO(U2extended)- ( )

Forme la matriz de rango rengléon completo Uy € R™2*" seleccionando los
primeros 71, renglones linealmente independientes de la matriz Us_,__,_, -
La matriz U, satisface ker(U;) = Ro. Las columnas de la matriz UJ forman
una base del subespacio Ro.
Defina la matriz _
621A7~‘1—1
G, AT

62;;2 ATr2—1
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Haga My = 01xn,. Calcule las matrices Mi.ﬂrl como:

i METT [MA
My = | UE U, A (3.44)
F3 C3

El célculo de las matrices deberd realizarse hasta que la siguiente igualdad
sea satisfecha

U1 U1
rango | U =rango | Uz
M1 M;

Sea el entero [ igual al nimero de matrices M; calculadas. Defina ny, como

— — T - : 2
ny =n — rango [UlT uf MlT} . El entero ny corresponde a la dimension del
subespacio débilmente inobservable. Seleccione los primeros n — n,, — fiy2 —ny
renglones linealmente independientes de la matriz M;_; para formar la matriz

Mieduced de tal forma que

Ui
rango Us =n-—ny.
Mreduced

La matriz Myequced satisface ker(Miequced) = M. Las columnas de la matriz
M?T, q forman una base del subespacio M.

Calcule la matriz M,ps como

_ U,
Myps = | - .
b [ Mieduced ]

Teorema 13 [/]. El subespacio débilmente inobservable puede ser encontrado

como
U | |«
ker |:M0b5:| = V"

Defina el entero n, como el rango de la matriz de observabilidad del par
(C, A). Sea N el subespacio inobservable del par (C, A).

Escoja n — n, vectores linealmente independientes N; € A/, de tal forma que
el conjunto de vectores { Ny, ..., N(n,ny)} sea una base de N. Obtenga la matriz
N =[Ny Ny ... Ny_p,,]. Escoja n —n, —ny vectores linealmente independientes
Vi, € Vi, i = 1, ..., n — ny — ny tales que {Vy,, ..., Vannyfnv} formen una

base de V. Calcule la matriz Vi = [Vig, Vig, ... V. ] y defina la matriz

’Vl*’!ly*’!lv
Vi € R"*™ como V. = [V N]. Note que las columnas de la matriz V; forman
una base del subespacio V*.
Seleccione una matriz Q € R™*™ tal que las siguientes igualdades se cumplan
o . Ui
(A-EQ)Viy =V.E, (C—FQ)Viy=0, Q| Mus| =0 (3.45)
Vi
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para alguna matriz = # 0 , = € R™*™_ Note que la matriz @Q elegida de esta
forma satisface el Lema 4.
El sistema (3.13), (3.14) puede ser escrito en la forma (2.14) como:

¢ = (A— EQ)é+ Bu+ E(Qé+¢) (3.46)
71 (t) le D 0
gg (ﬁ) = _ 02 é + D2 U+ 0 (Qé + C)
s (t) (C5 — F5Q) D3 F3

A partir de la representacion (3.46) es posible llevar el sistema a la forma
canénica dada en el Teorema 5.

Note que la matriz de transformacion (2.13) puede obtenerse con la matriz
(U OF MZ, VT ]", sin embargo, es necesario llevar a una forma canénica la
representacion del subespacio Ro @& M.

Obtenga el vector de grados relativos parciales para la salida g2; del sistema
(3.46).

Para cada renglén de la matriz C, obtenga

Usy = [ (eai(A—EQ)T -+ (eai(A—EQHT],

en donde ¢g9;, @ = 1, ... p2 corresponde al iésimo renglén de la matriz Co, y T
es el grado relativo parcial correspondiente a la ¢ésima componente del error de
estimacién de salida g2 con respecto a la entrada desconocida.

Note que las igualdades

Coi Yai
é2i(A - EQ) - Y2i
€= :
621'(1‘1 _ EQ)?&—I gé?*l)

se satisfacen.
Aplique el diferenciador por modos deslizantes de orden superior presentado
en la secciéon 2.2.2 a cada componente de g2 como
- — ya ~7; — ~ i — T
i = @i = —ar, N} T |5 — Gog /T x
sign(v;1 — Yai) + Uiz,
. _ —1/(Fi—1),— o (F— o
biz = Wiz = —ar, 1 N T B — w0 | D/

sign(vie — wi1) + i3,

. _ _1/2 — — 1 2
Vip1 = Wip,—1 = —aN, |05, 1 — Wi —a|? %
sign(vi,r,—1 — Wi, —2) + Vir,
1_11'@ = —Olei sign(@m — ’lf)ijifl), (347)

en donde Vi, Y Wi, son las componentes de los vectores v; € R™ and w; € R7i—1
respectivamente. Los parametros INV; son seleccionados de tal forma que N; >
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|di|C+, en donde d; = 621-[1’:1'_1E. Las constantes «; son seleccionadas de forma
recursiva de acuerdo a [30]. En particular, una posible seleccion es oy = 1,1,
as =15, a3 =2, aqg = 3, a5 = 5, ag = 8, para 7; < 6. Las condiciones iniciales
se consideran igual a cero.

Por cada componente del vector g, forme el vector

=T _ [ =T =T =T
vy = [Uﬂ Vig "~ ’Ul,ﬂ-}'
Las siguientes igualdades se satisfacen claramente después de un tiempo finito
v; = Usgie, i =1,...,po.
Defina las matrices extendidas Uszextended; Uextended Y calcule el entero ny,
como "
= _ [#T =T =T
Vextended = [Ul Uy = ’Up2}
~m ~ T
— [T 77T T
U2extended = [Ugl U22 U2p2} ) (3'48)
Ny, = Tango(U%xtended)-

Obtenga la matriz de rango renglén completo Uy € R™2*" formada por los
primeros n,, renglones linealmente independientes de la matriz Us_, .4 ¥
forme el vector v € R™2 seleccionando los correspondientes renglones del vector
Uextended de tal forma que la igualdad Use = v se satisfaga después de tiempo
finito.

Note que la matriz U, satisface ker(Us) = Ro para la representacion (3.46).
Las columnas de la matriz U forman una base del subespacio Ro.

Considere las derivadas de orden 7; — 1 de cada componente de la salida .
La siguiente igualdad es satisfecha:

B[ - EQr
Yoy Co,(A=EQ)™1 |
. = e.
~T ' —1 ~ rt i Foo—
e s, (A — EQ)7r1
Defina las matrices
60 (A Q)
g | mA-EQE
52172 (A - EQ)FP271 6102;?2
Haga Mo = 01xn ¥ pg = O1x1- Defina el vector p, como
-1
M;E Pi
Z)i = UTE tﬁr
F3 fO ygdt
Para cada componente de p; calcule
- _ < 1/2 ~ 1/2 - ~
Bij = 2N, 185 — pijJ / sign(B;; — Pij) + Vij (3.49)

Yi; = ca Nisign(vy,; — By;)
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en donde p;  corresponde al jésimo rengléon del vector p;, N; > [|Di]|¢T, en
donde D; es el iésimo renglén de la matriz
D=|0E| (A-EQ)E.

F;

La matriz D es calculada para cada M; que aparece mas adelante.
Calcule las matrices M1 y los vectores p,, ¢:

_ - - Yi
ME]T [ Mi(A - EQ) T
Mi+1 = UTE U’I‘(Aj EQ) ) Pit+1 = : (350)
F3 C3 )

K

En donde & es el ntimero de renglones de la matriz ([ (M; E)” (U, E)T F{ ] T)J-.
Las matrices son calculadas hasta que la igualdad

U1
rango | Us =n—ny.
Miq

es satisfecha. Sea p,, el ntimero de matrices M; calculadas. Seleccione los primeros
n — Ty, — Ny2 — ny renglones linealmente independientes de M;1q y los corres-
pondientes renglones de p,, | para formar la matriz Miequced ¥ €l vector p oquced
de tal forma que la siguiente igualdad se satisfaga:

U,
rango Uy =n—ny, Mreduced€ = Preduced*
Mreduced

Para reducir el nimero de matrices manejadas nombre como M2 a la matriz

ML, = [U ML, el v forme el vector v}y = [07 plyyceq)- Note que:

. Ul oy
kerU; = N7, ker |:MU2:| =V

A partir de las matrices encontradas anteriormente, es posible formar la
matriz de transformacion (2.13) como:

Aplicando la transformacion Tsé al sistema del error (3.46) se obtiene la



3.3. CASO FUERTEMENTE DETECTABLE 63

representacion:
[é, ] (A, 0 O &0 07
€s| = | Ass As O €s | + li?s ¢ (3.51)
_é.§_ _Aog Asg A* é.§ E§
[ 1] [Co 0 07 [é 07
g2 | = 0 Cs 0 és | + 9 ¢
_gB_ _Cog ng 0 és F3

Una propiedad importante del sistema (3.51) es que rango [EST FST]T =m, de
otra forma el sistema (3.51) tiene un namero infinito de ceros invariantes.
Dado que rango [ET FJ)T = m entonces existen las matrices T1 y Tro de
tal forma que } } }
TpEs + TpoFs = Es.
Defina la variable x cuya dinamica esté dada por:

v
X = [G1— G2 — Gj] Uy, + Tp2ys (3.52)
X + TE1vy,

Gl = [1210§ A’Zis§ 121§]7 G2 = TEl[AOS A’Zis 0]7 G3 = TE2[CO§ C’4Ys§ 0](353)
El algoritmo de estimacién del estado toma la forma

v
E=z+T]" Vy2 (3.54)
X + TE1vy,

Teorema 14 Considere que las suposiciones 1 y 3 son satisfechas. El obser-
vador (8.9), (3.10), (3.42)-(3.47), (3.52)-(3.54) garantiza la estimacion exacta
de los estados del sistema (3.5) de forma asintdtica.

Prueba. Recuerde que el error de estimacion del observador tipo Luenberger
é = & — z. Defina el error de estimacion de los estados € como £ = £ — &, de la
ecuacion (3.54) se tiene que

v

E—E=6—2-T7"| vy
X + TE1vy,
Multiplicando la ecuacion anterior por T se tiene:
R I v
T =Tsé — Vy2
L X + TE1vy,
Sustituyendo (3.51) se tiene:
U1 5 éo i v
My, | &€= |6és| — Vy2
Vi €s | X + TE1vy,
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La convergencia de U1€ a cero depende de la convergencia de v a €,. A su vez,
la convergencia de M,,§ a cero depende de la convergencia de v,, a €s; que
descomponiendo ambos vectores implican la convergencia de v a M2€ y p,cquced
a Myequcea€- Note que el subsistema:

U1 U1 v
Uz &= U, € — v
Mreduced Mreduced Preduced

fue estudiado en la seccion 3.2, por lo que la convergencia de Ulg, Ug%, MTeducedE
a cero en tiempo finito esta garantizada.

Como resultado de la convergencia en tiempo finito de las componentes

fuertemente observables, solo resta analizar la componente V.£. Después de la
convergencia de las componentes fuertemente observables, la dindmica de V.&
toma la forma: .
Como resultado del Teorema 3, entonces los valores propios de A corresponden
a los valores de los ceros invariantes del sistema {A, C, E, F'}, que debido a que
el sistema satisface la suposicion 3, entonces los valores propios de dicha matriz
tienen parte real negativa. Por lo tanto V.{ — 0 asintéticamente.

La mezcla de coordenadas debida a la transformacion 75 impiden garantizar
convergencia en tiempo finito de los estados, por lo que solo se puede garantizar
convergencia asintotica de é — &,

3.3.2. Reconstruccion de la entrada desconocida

Suposicién 5 Los valores propios de la matriz A|Vy; tienen parte real negativa.

_ Considere el sistema del error en su forma canénica (3.51). Dado que rango
[ET FIT = m es posible recuperar la entrada desconocida mediante la sigui-

ente igualdad:
~ + . ~ ~
A E €s — Ay — Agé
— ~S S - os*“~o “ Sv¥Ss 3'55

C |:F3:| [gS_Coséo_Cssés] ( )
Para identificar la entrada desconocida es necesario estimar el valor de la variable
Es.

Note que la siguiente igualdad se satisface:

2 2 ’U
€s = My,e= [ . ]
Preduced

Note que la forma de obtener dichos vectores fue descrita en la seccién 3.2.2.

Teorema 15 Sean satisfechas las suposiciones 3, 4 y 5. La aplicacion del algo-
ritmo (3.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.33), (3.40), (3.55) garantiza la identifi-
cacion asintotica de la entrada desconocida.
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Prueba. De la misma forma que para el caso fuertemente observable la entra-
da desconocida es reconstruida mediante los teoremas antes mencionados; sin
embargo, es necesario probar que:

¢ — ( para t — oo.

Por definicién ¢ = ¢ + Qé. Note que de acuerdo a la forma en que Q es selec-
cionada (vea el Lema 4 de la seccion 2.1.3), entonces:

Qe € V/\7'

La dinamica de dichos estados estara regida por la restriccion de la matriz A al
mencionado subespacio (i.e., A|Vy).

Dado que el sistema satisface la suposicion 5 dichos valores son estrictamente
estables y entonces Q¢ — 0 para t — oo.

3.3.3. Ejemplo

Cousidere el siguiente Sistema Lineal Invariante en el Tiempo con Entrada
Desconocida:

&= Ax + E((t),
y=Cz+ F((t).

En donde las matrices A, C, F, F' toman la siguiente forma:

00000010 00
03 -1010 000 00
0-21 0 0 000 00
00 0 -30-200 00
A=loo 000001 | FT|-10
00 0 1 0000 00
00001000 00
(6 0 0 0 =50 5-5] 0 -1
00100 000 00
C=[10001000{, F=]0-1
0000-1000 01

Los valores propios de la matriz A, estan localizados en —3, 1, —2, —1, 0,2679,
3,7321, —2, —1, entonces, el sistema es inestable. El sistema tiene tres ceros
invariantes localizados en —1, —2, —5, por lo que satisface la afirmacion 3. El
vector de entradas desconocidas satisface la afirmacion 1 y esta dado por:

C(t) = sen(t) + 0,5sen(0,8t + 0,3) + 0,5
o sen(0,5 4 bsen(0,5t))
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Para realizar la transformacion de las salidas se utiliza la siguiente matriz:

La matriz de transformacion T, definida de acuerdo a (3.3) esta dada por:

01000007
-2100000
000000
010000
001000
000100
000010

0
0
1
0
0
0
0
0 000001 |

(eslev i en B en B e M @)

El sistema en la forma (3.5), (3.6) toma la forma mostrada a continuacion:

€1, 0100 0 0007 [& 1 [0 0]
€1, -1400 0 00 0 |]|&, 0 0
€, 0000 0 010 |[&, 0 0
§o, | 2 [ 000830200 |1& |, |0 0],
£y, 0000 0 001 |[&, —-10 |>
&, 0001 0 000 ||&, 00
£y 0000 1 000 ||&, 00
£l | 006 0 —505-5] &, | |0 —1]

&1y

€1,
Y1 | 100000007 |% 00
w|=100100000|[%]+|00]c
Y3 00-10-2000] [ 02
- €2,

35

_526_

La ganancia del observador tipo Luenberger (3.9) esta dada por:

coocoococo®B©
coocoocoococoo

= w —
mBoYXo oo
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Los valores propios de la matriz A estan dados por —1,—-2,-2, -3, -3, —4, -5, —6.
El error de estimacion (3.13) se muestra en la Figura 3.7. Atn cuando el sistema
es inestable, el error de estimacién se encuentra acotado.

Error de estimacion é.
T T T

t[s]

Figura 3.7: Error de estimacion é acotado para el caso fuertemente detectable.

Las matrices necesarias para realizar la transformacion del sistema estan
dadas por:

00 1 000 0 O
},N@wzﬁgz 00-13000 1 0],
00120010 —130
00000100
00010000

1 0000000

Ui=1_91000000

VE=[00000001], vﬁ_[

La matriz Q, es disenada de acuerdo a (3.45), y toma la forma:

0= 0000000 -1
10000000 O
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El sistema en la forma (3.46) esta dado por:

[-91. 0 0 0 00
—-424 0 0 0 0O
0 0-13 0 0 01
0 00 =30 -20
0 0-37 0 00
0 0 0 0 00
0 1
0

™.
Il
o o ©o o o o o
© o © o o o ©
N

0
1
0-49 0 00
05 0 -505-5]
0
0
0

- 10 0 0 000 00
Y1

0 000|le+1]00
—-2000 02

gl =100 1
ys 00 —1

Eal

Para el sistema anterior, la matriz U, esta dada por:

00 1 000 0O O
Uy=[(00-13000 1 O
00120010 -130

La matriz de transformacion (2.13) toma la forma:

(10 0 000
-91 0 000
0 1 000
0-13000
0120010 —
0 0 000
0 0 001
0 0 100

o O O

—_

3

O OO O oo
o O O
OO R OO O OO

Debido a que los errores de estimacién de la salida, 41 = y1 — 91, 92 = y2 — U2
y ¥3 = y3 — y3 son medibles, y que el grado relativo parcial de la salida g5 con
respecto a la entrada desconocida estd dado por 71 = 3, entonces, es posible
aplicar diferenciadores por modos deslizantes de orden superior a las salidas 3
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y Y2 COMO:
1,1 = w11,
w1, = —Oéle-l/2|U1,1 — 1| % sign(vi 1 — §1) + 12,
U1, = —a1 Ny sign(vy,2 —wi,1),
V11 = Wi,
’lI)l,l - —OégNll/Sle — gg|2/3 sign(@Ll — gz) + 6112,
V12 = W12,
Wi = —062N11/2|51,2 - 1711,1|1/2 sign(vy 2 — w1,1) + 01,3,

U1,3 = —a1 Ny sign(vh,3 — W1,2),

en donde Ny = 1, N; = 3 y los parametros del diferenciador estan dados por
a1 =1,1, as = 1,5 y ag = 2. El observador (3.52), (3.54) toma la forma:
C oy T
V2
00-42-73-6-50 0 Uy, —-1/2
v=100 0 0 0 0 0 1 ||%=|+]| 0 |p
vy23
00 O 0 0 0 -2-3 X1 0
X2
X3 |

v
5 ==z + Ts_l Uyg
X

El error de estimacién e = x — &, es presentado en la Figura 3.8. Note que la
convergencia en asintética de los errores de estimacioén, es independientemente
del valor de la entrada desconocida. De acuerdo a la forma normal presentada
en (3.51), los estados son divididos en estados observables, estados fuertemente
observables, que corresponden a los afectados por la entrada desconocida, y
de estados fuertemente detectables, cuya convergencia depende de los ceros in-
variantes del sistema. La convergencia de los estados en la forma (3.51) puede
apreciarse al analizar la convergencia de (3.54) a (3.5). En la Figura 3.9 se mues-
tra la convergencia en tiempo finito de &, y &,, que corresponden a los estados
no afectados por la entrada desconocida. La convergencia, también en tiempo
finito, de &4, €4 ¥ &5 se muestra en la Figura 3.10, estos estados corresponden a
la parte del sistema que es afectada por la entrada desconocida. La convergencia
de los estados &g, &7 v €5, correspondientes a la parte fuertemente detectable del
sistema, es mostrada en la Figura 3.11, es importante hacer notar que la con-
vergencia asintotica de estos estados, estd gobernada por los valores de los ceros
invariantes. Note ademads, que las estimaciones convergen a los valores reales,
aun cuando el sistema es inestable.
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Error de estimacion e = xz —&.
T T T T

20

15

10

-10F

-15
0
t[s]

Figura 3.8: Convergencia asintotica a cero del error de estimacion e.

Bstado ¢&; (lnea contima) y £ (Inea punteada)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
t[s]
Estado & (linea continua) y[ {lg (lnea punteada)

0=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
t[s]

Figura 3.9: Convergencia en tiempo finito de la estimaciéon de los estados &; y

3%
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50

-100

Bstado &3 (lnea contima) y &5 (Inea punteads)

0 1 2 3 4 5
Estado &4 (linea continua) tled, (inea punteada)

0 1 2 3 4 5
Bstado &5 (inea contimn) 4% (inca punteads)

0 1 2 3 4 5

t[s]

71

Figura 3.10: Convergencia en tiempo finito de la estimacion de los estados &5, &4

y 55-

0.4
0.2

0

10
0

-10

10

-10

-20
0

Bstado & (lnea contima) y & (Inea punteada)

- o L -

0 05 1 15 2 25 3
Estado & (linea continia) bl (inea punteads)

— .
. . . . .

0 05 1 15 2 25 3

Bstado &5 (inea contima) Y% (inca punteada)

/'— N, P |
. . . . .

05 1 15 2 25 3

t[s]

Figura 3.11: Convergencia asintética de la estimacion de los estados &g, €7 ¥ 5.
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3.4. Observacion de sistemas cuasilineales

El observador de sistemas lineales con entradas desconocidas presentado en
el capitulo 3, puede ser aplicado para resolver el problema de estimacién de
estados en sistemas cuasilineales.

Considere el siguiente sistema cuasilineal

;viA:E—i—Bu—i—Dw(t,x), D=#0 (3.56)
y =Cuz,
en donde r € X C R™, u € R?, y € R son los estados del sistema, el vector
de entradas conocidas y la salida del sistema respectivamente, (-) es una fun-
cion escalar definida como 7(t,z) : R™ — R. Las matrices A, B, C'y D tienen
dimensiones adecuadas y son consideradas como conocidas. Con el objetivo de
tener la posibilidad de observar sistemas con discontinuidades se considera en el
sentido de Filippov [43] la solucion de las ecuaciones y su existencia para todo
t>0.

Defina para esta clase de sistemas el grado relativo como el entero r tal que

CA’D=0,j=0,..,r—2, CA"'D=#0.

Si la nolinealidad ~(-) es considerada una entrada desconocida, entonces
es posible aplicar los resultados mostrados en el capitulo 3. Suponga que la
nolinealidad ~(-) satisface la siguiente suposicion.

Suposicién 6 La funcion escalar v(t,z) es una funcion acotada y medible en
el sentido de Lebesque para todo t y toda x € X, |y(t,z)] < ~7T.

3.4.1. Reconstruccion en tiempo finito de estados

Suposicion 7 El sisterna (3.56) tiene grado relativo n con respecto a la entrada
desconocida.

Construya la matriz U como

C
CA
U= . . (3.57)
CAn—l
El observador tiene la forma:
2= Az+ Bu
2y =Cz, J=y—2zy (3.58)
T=z+U1v

endonde v =[vy vy --- vn]T es un vector cuyos componentes estan calculados

por medio del diferenciador por modos deslizantes de orden superior descrito en
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la secciéon 2.2.2 como:

Uy = wi,
wy = —ay Ny — 4|/ " sign(vy — §) + vg,
1}2 = w2,

wy = —a(n,l)Nl/(”fl)h}z —wq |(”72)/(”*1) sign(ve — wq) + vs,

Up—1 = Wn—1,

Wy = —aNY2|v, 1 — wp_o|?sign(vy_1 — Wn_2) + vn,

Up = —a1 N sign(v, — wp—_1), (3.59)

en donde la constante N satisface la desigualdad N > |CA"~1D|yT y las cons-
tantes «; son disenadas de acuerdo a lo mostrado en la secciéon 2.2.2.

Teorema 16 Asuma que el sisterna (3.56) satisface las suposiciones 6 y 7. Los
estados del sistema son reconstruidos en tiempo finito mediante la aplicacion del
observador (3.57), (3.58), (3.59).

Prueba. Asuma que ~(-) es una entrada desconocida. Note que si el sistema
(3.56) tiene grado relativo n entonces satisface la suposicion 2, y por tanto el
observador (3.57), (3.58), (3.59) es un caso particular del observador dado en
la seccion 3.2 cuando sélo estd presente la salida y» y ademés se cumple que
rangoUs = n.

3.4.2. Reconstruccion asintotica de estados

Considere que el grado relativo del sistema (3.56) es r < n. Asuma que la
siguiente suposicién se cumple:

Suposicién 8 Los ceros invariantes del cuddruple {A, D, C, 0} tienen parte
real estrictamente negativa, i.e., Re (sg) < 0.

Construya la matriz U como

, (3.60)

calcule la matriz U+,
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El observador toma la forma:

z2=Az+ Bu
2y =Cz, GJ=y—2y

- A -1
zZi| U U U _ A, O L
E A AR AR A R
52_[AOOAO}[
1

o _UJ‘_ 52—22

endonde v =[vy vy --- vn]T es un vector cuyos componentes estan calculados

por medio del diferenciador por modos deslizantes de orden superior, descrito en
la seccion 2.2.2 y aplicado como es descrito en la ecuacion (3.59). La constante N
satisface la desigualdad N > |[CA"~!D|y* y las constantes a; son disefiadas de
acuerdo a lo mostrado en la secciéon 2.2.2. Las condiciones iniciales del observador
se asumen igual a cero.

Teorema 17 Asuma que el sisterna (3.56) satisface las suposiciones 6 y 8. Los
estados del sistema son reconstruidos asintdticamente mediante la aplicacion del
observador (3.60), (3.61), (3.59).

Prueba. Asuma que (-) es una entrada desconocida. Considere la dindmica del

error € = x — z dada por

(EJL } €, la dindmica toma la forma

[Z;} = {21; ,H [iﬂ + []ﬂ ~(t, ).

Por definicién, la siguiente igualdad se satisface:

Aplique la transformacion € = [

NSRS

En consecuencia la igualdad v = Ué se cumple después de tiempo finito. Defi-
3
£o

na las variables { U[i} T = [ ] Al descomponer la transformacion sobre la

dinadmica del error se tiene:

)= [8]- 2]
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Manipule algebraicamente la ecuacién anterior para obtener:

& | Ue+z

& | T | Ue+ 2 |-
Como se ha mostrado, por definicién la igualdad Ué = v es satisfecha después
de tiempo finito, por tanto se tiene que la igualdad &; = &, es satisfecha después
de tiempo finito.

&
3

Al aplicar la transformaciéon de estados { U[i} T = { }, la dinamica del

estado &, toma la forma:

52 = I:Aoa Aa] |:§1:| +Bau.
)
Como se explico Uz = &, después de tiempo finito. Por tanto, una vez que
& — &, =0, la dindmica del error ex = &, — &, toma la forma

éQ = Aaez.

Si la matriz A; es estable, entonces el error de estimacion convergerd a cero
asintoticamente. Note que el problema es un caso particular del caso fuertemente
detectable presentado en la seccién 3.3, entonces los ceros invariantes del sistema
(3.56) coinciden con los valores propios de Az, dado que el sistema satisface la
suposicién 8, entonces los valores propios de dicha matriz son estables.

La convergencia asintética es producto de la mezcla de las coordenadas.
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CAPITULO 3. OBSERVACION DE SISTEMAS LITED



Capitulo 4

Observacion de sistemas no
lineales

El problema de observacion de sistemas no lineales con entradas descono-
cidas, es un problema que sigue abierto. Los esquemas existentes permiten la
observacion de cierta clase de sistemas. Las condiciones para el diseno de ob-
servadores en sistemas lineales con entradas desconocidas, son propuestas en
[36], en donde se construye un algoritmo de observacion por medio de compen-
sacién de alta ganancia. Otras técnicas de diseno han sido exploradas, como las
presentadas en [46] para caso SISO por medio del concepto de pasividad.

En este capitulo, los resultados de observacion para sistemas lineales con
entradas desconocidas, son extendidos para diseniar un esquema de observacion
para sistemas no lineales. La aplicaciéon del esquema a un circuito cadtico ilustra
su efectividad.

4.1. Descripciéon del problema

Considere el siguiente sistema no lineal:

&= f(z) + g(z)w
4.1
y = h(x) 1)
en donde
w = col (wla w2, ..., 'LUm), y:COl (ylayQa cey yp)a
y en donde

9(@) = [91(z) g2(x) - gm(x)], h(zx) = col (hi(z), ha(x), ..., hy(x)).
Introduzca la nocién de grado relativo bien definido:

Definicién 14 Un sistema multivariable (4.1) se dice que tiene un vector de
grado relativo bien definido {r1, ra, ..., 7p} en un punto xy si:

7
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Ly, Lihi(z) =0

para toda 1 < 5 < m, para toda k < r; — 1, para toda 0 < ¢ < p y para
toda x en una vecindad de xq.

= La siguiente condicion se cumple:

Lg, L} 'hy(x) ... Ly, L'} b ()

Lg, L 'ho(x) ... Ly, L' ho(x)
rango T . =p

T -—1 T -—1
Loy L7 hyp(@) o Ly, Ly hy(a)

De acuerdo a la anterior definicién es posible establecer el tipo de sistemas
con los cuales trataremos.

Suposicion 9 El sistema (4.1) tiene un vector de grados relativos parciales
{r1 re rp} en una region X, tales que

rt+re+...+rp, =n.

Suposicién 10 La distribucion T’ = span{gi, ..., gm} es involutiva.

Para cada salida defina

¢ (x) = hi(z)
¢5(x) = Lyhi(x)

o, (@) = L hile).
en donde 1 < i < p. Es posible definir la transformacion:
®(x) = col (¢1(x), ..oy &y, (2), ooy ST (@), .y OL. ().

Por definicion, el jacobiano de la transformacion ®(z) es no singular en una

region X, por lo que dentro de esa regién es posible escribir la dindmica de las
variables transformadas £ = ®(z) como:
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511 = 512
é12 = 513

élnl = Gl(tu 57 u)
521 = 522
522 = 523 (4-2)

52712 = G2(t7 57 u)

En donde Gi(t, &, u) = L} hi(2)lo—a-1(e) + Lg, L~ hi(2)]s—a—1 (yw y cada
funcion G;(-) : R x R” x R — R es una funcion acotada tal que:

|Gl(t7 67 u)' < Wj_
A su vez cada funcion G;(t, &, u) puede ser escrita de la siguiente forma:

en donde F;(+) es una funcién no lineal conocida (i.e., Fi(t, §, u) = L hi(2)]z=0-1(¢))>
AF;(-) es una funcion no lineal que representa las incertidumbres paramétricas y
¢(-) es una perturbacion o entrada desconocida (i.e., Lg, L?ilhi(,@)lm:@—l(g)w =

AFi(tv 6, U) + Cz(t))
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4.2. Diseno del observador

El sistema (4.3) puede ser dividido en p sistemas en bloques de Brunovsky
de la siguiente forma:

é:.il = 51’2
giz = 51’3
: (4.4)
€, = Filt, & u) + AF(t, & u) + (1)
Yi = 51'1
Obviamente i = 1, ..., p. Considere la siguiente suposicion.

Suposicién 11 Considere que cada funcion G;(t, &, u) del sistema (4.3) es una
funcion acotada y medible en el sentido de Lebesgue (i.e., |Gi(t, & u)| < ;).

Es posible disenar un observador por modos deslizantes de orden superior
para el sistema (4.4) como:

511 = 512 + Qi 1/m|§“ Az‘1|(mfl)/m— sign(&;, — ézl)

&, =&y + omi ANV — g | D/ (i sign (€ — €, )

: (4.5)
élm 1 6 + a2N1/2|§1m 1 zm 2 |1/2 Slgn(éini,l - éim-,2)

&, = bt 57 u) + a1 N; Slgn(éim- fim-,l)

en donde NV; es un entero disenado para cada bloque de Brunovsky que satisface
N; > 2] y las constantes o; son seleccionadas de acuerdo a lo descrito en la
seccion 2.2.2. El resultado puede ser expresado de la siguiente formas:

Teorema 18 Considere que se cumple la suposicion 11. Los estados del sistema
(4.3) pueden ser recuperados en tiempo finito por medio de observadores (4.3)
disenados para cada bloque.

i, =&, para
toda j = 1,...,niy i =1, .. p. La dindmica del error de estimacién estara
descrita por la ecuacion:

Prueba. Defina el error de estimacion de los estados como Oij_y = &,

dio =04 — O‘lle/nl| T |(nlil)/m Sign(aio)

dil = Oiy — Qpi— 1N1/(nl 1)| dio |(ni—2)/(ni—1) Sign(0i1 - é—io)

(4.6)

. 1/2 . . .
Oini—2 = Tini_1 — a2Ni / |0'7;111'72 " Oini—3 |1/2 Slgn(aim'fz - Uim‘fs)
O"inifl = Gi(ta 57 u) - E(ta 57 u) —aV; Sign(a’inifl - O'.ini72)
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Debido a que la suposiciéon 11 es satisfecha, entonces las soluciones de la
ecuacion (4.6) satisfacen la siguiente inclusion diferencial:

s 1/ni (ni—1)/ni
Gig = 00y — iy Ny 0|

i
i 1/(ni—1)
Ci, = 04y — Qi1 N los,

sign(o;,)
— &4 |V =D sion (0, — b4,)
(4.7

. _ 1/2 . 1/2 .- .
Oinia = Uinifi - aiNz |0'7;ni72 - O'im'fsl / 51gn(0im72 - Uim‘fs)
Oini1 € [_271' 271’ ] — a1, SIgn(UZ—nifl - O.ini72)

Note que la inclusion (4.7) tiene la forma descrita en (2.29) por lo que la con-
vergencia a cero del error de estimaciéon es una consecuencia del Lema 9 en la
seccién 2.2.2.

4.3. Ejemplo

Dada su robustez y simplicidad para generar senales cadticas, el circuito
de Chua (vea la Figura 4.1)es muy usado en trabajos relacionados con la sin-
cronizacion de sistemas cadticos y en sistemas de comunicacién no-coherente.

" X
R + Wl’ + +
0 o
: ch Vc1 _a— Chua’s diode
L ::C: C;-— Na A
i:. — = =

Figura 4.1: Circuito de Chua.

En el entorno de sistemas cabticos, el circuito de Chua es utilizado como
el transmisor. Una seflal u(t) (i.e., la senal de informacion), es usada como la
entrada del circuito de Chua desde el extremo del transmisor. La sefial y(t),
salida del transmisor, es enviada mediante un canal publico hacia el receptor.
Este utiliza la salida y(t) como una sefal a la cudl debe ser sincronizado y
recuperar la sefial de informacion u(t). El proceso de sincronizacion puede verse
como el problema de observaciéon de un sistema, del cual solamente se conoce la
salida.

La senal de entrada u(t) debera ser cuidadosamente seleccionada de tal forma
que garantice que la naturaleza caética del circuito de Chua se conserve.
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Para este ejemplo se utilizard la dindmica del circuito de Chua, con una
nolinealidad ctbica, como el transmisor. El circuito de Chua esta dado por la
ecuacion:

T4 = —acxri + axs — ax? +u
To9 = T1 — T + 23 (4.8)
:1'53 = —bZEQ

Yy = T3

Los parametros usados en la simulacién fueron seleccionados como a = 10,
b =16 y ¢ = —0,143, mismos que garantizan el comportamiento cadtico del
circuito de Chua [47]. Los valores iniciales del transmisor son fijados como

I 0,1
xZo = 0,1
I3 0,1

El comportamiento cadtico descrito por los estados del circuito de Chua uti-
lizando estos parametros puede verse en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Comportamiento caético del circuito de Chua

El sistema (4.9) tiene grado relativo n. Calculando la transformacion de

estados:
€3

fz (I)(:E) = —bl‘g y
b(!Ez — 1 — ,’Eg)

la suposicion 9 es satisfecha.
En su nueva representacion de estados, el transmisor puede ser escrito como:

& 0 1 0 £ 0
=1 0 0 1 E | + | 0] (AF(t€) +C(1)
' —abc (a —b—ac) —(ac+1) & 1

(4.9)
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entonces, las funciones AF(t, &) y ((t), estan dadas por

AF(tv 5) =

3
ab (—%52 & - %53) 1 , C(t) = —bu(t)

El observador del sistema (4.9), disefiado de acuerdo a (4.3), se encuentra dado
por

%1 = %2 =+ 043N1/3|§1 - §1|2/3 sign(§1 - %1)
§2 :§3+0i2N1/2|§2 —§1|1/A251gn(§2 —51) R R
§3 = [—abcly + (a —b—ac)fy — (ac+ 1)&3] + a1 N sign(€3 — §5)

en donde

N = 28,12,
a1 = 1,1,
Qo = 1,5,
a3 = 2

La transformacion inversa se encuentra definida como:

: .
To | =07 = —%2
3 &1

La convergencia a cero en tiempo finito del error de estimacion de los estados
se muestra en la figura 4.3. La convergencia de cada estimado de los estados a
su valor real se muestra en la figura

Comergencia a cew de x <
.

t[s]

Figura 4.3: Convergencia a cero en tiempo finito del error de estimacion z — 2
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Comwergencia de #; (linea continua) a z; (linea punteada)
2 T T T T

-1 . . . .
0 1 2 3 4 5

Comwergencia de #» (linea continua) a @, (linea punteada)
0.2 T T T T

-0.2 I I I .
0 1 2 3 4 5

Conwrgencia de &3 (linea continua) a x3 (linea punteada)
1 T T T T

Figura 4.4: Convergencia de las estimaciones a los valores reales de los estados



Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Observacioén de sistemas en forma de Cauchy

Describamos la clase de sistemas para los que se ilustra la aplicacién de los
observadores por modos deslizantes de orden superior.
Sea un sistema cuya ecuacién diferencial estd dada por:

F(t’ q7 q'? q? R q(n)) = 0'

A continuacién introducimos una importante definicion utilizada para la
aplicacién de los observadores:

Definicién 15 [/8] Se dice que la ecuacion diferencial
F(t, q, 4, §, - ¢™) =0, (5.1)

puede representarse en forma de Cauchy si es algebraicamente equivalente a

¢ =Gt q, 4, G, ..., ¢V (5.2)

Sea un sistema con ecuacién diferencial (5.1) que puede ser representado en
forma de Cauchy, con variable medida q. Defina las variables de estado

1 =4, T2 :(15 €r3 :q.v vy Ty :q(n)

Utilizando las variables de estado antes mencionadas, la ecuacion (5.2) puede
ser llevada a la siguiente representacion:

j’:l = T2
Lil'g = I3
Tn = G(t, 21, Ta, ..., Tp)
Y= (5.3)

85
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Es posible asumir que las variables del sistema se encuentran restringidas
por limitaciones fisicas, entonces, es posible encontrar una cota maxima para la
funcion G(-) tal que:

+
|G(t, 1, T2, .., Tp)| <7

Existen dos distintas formas para aplicar el observador a este sistema, una
de ellas se basa en la suposicion de que la funcion G(t, z1, x2, ..., T,) €s una
entrada desconocida; en la segunda se asume que dicha funcién es, al menos,
parcialmente conocida. A continuacién se describen ambos procedimientos.

Sistema cuasilineal Escriba el sistema en forma de un sistema cuasilineal
como:

t = Ax + DG(t
y=Cx
en donde z € R", y € Ry G(-) : R"™! — R y en donde las matrices A, C'y D
tienen las dimensiones adecuadas y toman la siguiente forma particular:

010---00 0
001 00 0

A=|: o, D=|:],Cc=[100 0 0]
000 10 0
000 01 .
[000--- 00|

Note que el esquema de observacién en tiempo finito para sistemas cuasilineales
visto en la seccién 3.4.1. Note que la aplicacién de dicho esquema, es transparente,
por lo que se ilustra en los siguientes ejemplos.

Sistema no lineal perturbado Asuma que la funcion G(¢, 21, z2, ..., Zn)
puede escribirse de la siguiente forma:

G(t, 1, T2, .., Tp) = F(t, 21, T2, ..., Tp) + AF(t, 21, T2, ..., x,) + ((t) (5.5)

en donde AF(t, 1, 2, ..., Tp) €s un término que concentra las incertidumbres
parameétricas del sistema y ((t) puede considerarse como una perturbacion o
entrada desconocida.

Suposicion 12 Considere que la funcién G(t, x1, T2, ..., ) del sistema (5.8)
es una funcion acotada y medible en el sentido de Lebesgue (i.e., |G(t, x1, 2,
e Tn)| < AT).

Note que el observador para el sistema en forma de Cauchy es un caso particular
del presentado en la seccion 4.2.
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El observador para el sistema no lineal perturbado toma la forma:

ﬂffl = I +C¥nN1/n|y—Zﬂ(nfl)/flSign(y—?j) .
To = T3 + an_lNl/(n_l)l,’%z — I |(n—2)/(n—1) sign(ig - ,’%1)

5?;71—1 = fi’n + a2N1/2|j’:n—1 - :én—2|1/2 Sign(z?:n—l - r%n—2)
.fn = F(t, fl, j:Q, ceey .Tfn) + aleign(ﬁjn - Q/\?nfl)
y=1a1 (5.6)

en donde N es un entero que satisface N > 2T y las constantes «; son selec-
cionadas de acuerdo a lo descrito en la seccion 2.2.2.
El resultado puede ser expresado de la siguiente forma:

Teorema 19 Considere que se cumple la suposicion 12. Los estados del sistema
(5.8) pueden ser recuperados en tiempo finito por medio del observador (5.6).

Prueba. El teorema es un caso particular del sistema descrito en el Teorema 18
de la seccién 4.2.

5.2. Observacion de Sistemas Mecanicos

Considere el modelo escalar general de un sistema mecanico de segundo
orden, de la forma:

M(q)i+Clg:d)q+ P(@) + G(a) + At q,4) =7 (5.7)

En donde el término M(q) corresponde a la inercia del sistema, C(q, ¢) corres-
ponde al término de fuerzas centrifugas y de Coriolis, P(q) es el término de
friccion de Coulomb dado por P(¢) = Py sign(q), G(q) es el término de fuerza
gravitacional, A(¢,q,¢) es un término que conjunta incertidumbres y pertur-
baciones, y 7 es el torque producido por los actuadores. Note que el término
M (q), en un sistema mecénico, siempre existe y es positivo, por lo que su inver-
sa M(q)~! existe.

Introduciendo las variables 1 = ¢, 22 = ¢, u = 7, el modelo (5.7) puede ser
escrito en el espacio de estados de la siguiente forma:

jjl = T2,
&o = f(t, 21,22, u) + &(t, 21, 22), w=U(t,z1,22), (5.8)
Yy =,

en donde f(t,z1, 22, u) = —M ~(21)[C(21, x2)x2+G(21) —u] y (¢, v1, 22) =
—M_1($1)(P($2) + A(t, T, IQ))

Considere que los estados x1, g, las perturbaciones & y las entradas del
sistema u estan acotados; que las aceleraciones (&) del sistema mecénico estan
acotadas; que el sistema (5.8) es entrada acotada - estado acotado, BIBS estable
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[49] (por sus siglas en inglés Boundary Input Boundary State); asuma también
que el sistema (5.8) tiene una solucion unica en el sentido de Filippov [43].

El esquema de observacion para sistemas no lineales presentado en la seccion
anterior, puede ser aplicado directamente para la solucién de este problema, sin
embargo, a continuaciéon se presenta un diseno especial presentado por primera
vez en [21] y que corresponde a un caso particular del esquema de observacion
desarrollado en este trabajo.

Se propone el siguiente observador basado en el algoritmo super-twisting:

f1:i2+2’1

. 5.9
Zo = f(t,x1,82,u) + 22 (5.9)

En donde 27 y %2 son las estimaciones de los estados, z1 y z2 son los factores
de correccion tomados del algoritmo super-twisting y dados por las formulas

z1 = Az — §:1|1/2 sign(x1 — 1)
29 = asign(ry — ).

(5.10)

Asuma que los estados del sistema se encuentran acotados, entonces es posi-
ble garantizar la existencia de una constante f* tal que

|f(t7$17$25 U(t,$1,$2)) - f(tazla:in U(ta$15$2)) +§(ta$17$2)| S f+ (5]‘]‘)

para cualquier valor posible de ¢, 21,22 y |Z2] < 2supzs. La anterior suposicion
puede cumplirse, por ejemplo, si el sistema es entrada-estado acotado y tanto la
senal de control u como las perturbaciones son acotadas. En algunos casos, la
constante f puede conocerse a partir de alguna razon fisica, como por ejemplo,
si es conocida a priori la maxima aceleraciéon posible del sistema.

Sean « y A tales que satisfagan las ecuaciones:

a> ft

2 (atfH(1+q) (5.12)
A> a—f+ (1-9)

en donde ¢q es alguna constante tal que 0 < ¢ < 1.

Haciendo ©1 = x1 — 21 y T2 = x2 — T2 se pueden escribir las ecuaciones de
los errores de estimacion:

fl = .fg - >\|.f1|1/2 szgn(il)

To = 9(t, 21, T2, T, u) — a sign(Zy) (5.13)

En donde 9(t, x1, x2, Zo,u) = f(t, x1, 22, u) — f(t, 21, &2, u) + £(t, x1, x2).
A partir del planteamiento anterior se puede proponer un teorema:

Teorema 20 [21] El observador (5.9),(5.10) para el sistema (5.8) asegura la
convergencia en tiempo finito de las estimaciones de los estados a los valores
reales de éstos, i.e. (T1,%2) — (r1,x2).

La prueba de este teorema se omite por brevedad, pero puede ser consultada en
[21].
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5.3. Identificacion de fallas

Considere el sistema lineal (3.1), asuma que la entrada desconocida repre-
senta una falla en el sistema. Considere el siguiente sistema lineal sujeto a fallas
en actuadores y sensores:

= Ax + Bu+ E.(,

y=Cz + Du+ Fy(. (5.14)

en donde x € R™ son los estados del sistema, y € RP son las salidas del sistema,
u € R% son las entradas de control, (, € R™= son las fallas en los actuadores,
¢, € R™s son las fallas en los sensores. Sea m = mg +ms y m < p.

Defina

¢= {ga} . (5.15)
Es posible reescribir el sistema en la siguiente forma:

= Ax+ Bu+ EC
y=Cx+ Du+ F(

La anterior, es la forma general (3.1), considerada en el capitulo 3, ahora las
matrices E y F' son definidas como

E =[Eq Opx(mmn)s F = [0px(m_m.) Fs). (5.16)

La condicién rango [ET FT ]T = m es satisfecha por definiciéon. Aun més, por
definicion E y F' son linealmente independientes, por lo que las fallas pueden
ser reconstruidas de forma independiente utilizando las siguientes relaciones:

(o=FEF[é— Apse — Asés ], (5.17)

(o= F5 [§3 — Coséo — Cssés | - (5.18)
Suposicién 13 Los valores propios de la matriz A|Vy tienen parte real nega-
tiva.

Teorema 21 Sea el sistema con fallas (5.14), considere que la suposicion 13 es
satisfecha. Las relaciones (5.18), (5.17) garantizan la reconstruccion en tiempo
finito (asintética) del vector de fallas (5.15) para sistemas fuertemente observa-
bles (fuertemente detectables).

Corolario 3 Si el sisterna (5.14)satisface la suposicion 2, entonces el algoritmo
(5.18) garantiza la reconstruccion en tiempo finito (asintdtica) de las fallas en
sensores en sistemas fuertemente observables (fuertemente detectables).

Note que tanto el Teorema 21 como el Corolario 3 son consecuencia de la
identificacion de la entrada desconocida desarrollada en la secciéon 3.3.2.

Observacion 4 La técnica aqui presentada no es en si misma a una estructura
de deteccion de fallas, sin embargo, podria ser aplicada en conjunto con las
herramientas cldsicas para formar un esquema de deteccion e identificacion de
la falla.
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5.4. Identificacién de paradmetros

Considere el sistema no lineal descrito en (4.3) en el que las funciones G;(-)
pueden ser expresada por (4.3), y asuma que no existen perturbaciones externas,
i.e., (,;(t) = 0. Las matrices extendidas G(-) y F(-) pueden escribirse como:

Gl(t,iE,U) Fl(t,iE,U)
G(t,.f,u) = ) F(tvxvu) =
Gp(t,z,u) Fy(t, z,u)

Introduzca la notacion en forma de regresor [50], la funcion G(-) puede ser
descrita de una manera distinta

G(t,z,u) = 0(t)o(t,x,u).

En donde ¢(t, 2, u) es un vector de funciones no lineales conocidas y 6(t) € RP*!
es una matriz de pardmetros que puede expresarse para cada G;(-) como:

01(1)

Asuma que solo se conocen valores nominales de los parametros, sea 6(t) €
RP*! 1a matriz de valores nominales formada por

0:1(t)

Op(1)
Entonces la funcion F(-) y las incertidumbres AF(-) pueden ser escritas como:

F(t,z,u) =0(t)p(t,z,u), AF(t,xz,u)= [9(15) - 9(t)] o(t, z,u).

5.4.1. Inyeccién equivalente de salida

Aplique el observador por modos deslizantes de orden superior (4.3) a cada
bloque de Brunovsky descrito en el capitulo 4. El error de estimacién toma la
forma mostrada en (4.6). Como resultado de la convergencia en tiempo finito,
después de un tiempo t > ¢y en donde t( es el mayor tiempo de convergencia de
los observadores (4.3), el error de estimacion de cada bloque toma la forma:

dio =04 — O‘nNil/n|0i0|(ni_l)/ni Sign(aio)

dil =0, — anleil/(ni_l)hjh _ di0|(ni72)/(ni71) Sign(Uil _ 0,10)

dini72 = Oipi1 — a2Ni1/2|Uini72 - ‘j'im'f3 |1/2 Sign(aim’fz - ‘j'im’fs)
Ol'inifl = AFi(t7 JJ) —aiN; Sign(o-inifl - dimfz)
(5.19)
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En consecuencia se cumplen las siguientes igualdades:

0= 0.-171171 =AF (t7 JJ) — a1y Sign(o-lnlfl - d171172)7

0= O..pnpfl = AFP(ta I) - alN;D Sign(o.pnpfl - O"pnp72)'
Defina la inyeccion equivalente de salida como el vector

a1 Ny Sign(o-lnlfl - 0.-171172)7
Zeq = (520)
ale Sign(o’pnpfl - Ol-pnp72)'

Teoéricamente, la inyeccion equivalente de salida es el resultado de una frecuencia
de conmutacién infinita de los términos discontinuos a1 N; sign(o;,, , — 64, ,)-
Sin embargo, la realizacién del observador produce que los términos discontinuos
conmuten a una alta frecuencia, no infinita, haciendo necesaria la utilizacion
de un filtro. Para eliminar las componentes de alta frecuencia se utilizara el
siguiente filtro:
TZeq(t) = —Zeq(t) + 2eq (1)

en donde 7 = diag{r1, ..., Tp} y cada elemento satisface 7, c Ry d K 7 < 1y
6 es el tiempo de muestreo.

Como resultado del proceso de filtrado, la inyeccién equivalente de salida
puede ser expresada como:

Zeq(t) = Zeq(t) + &(t) (5.21)

en donde £(t) € R? es la diferencia causada por la filtracion y Zeq(t) es la version
filtrada de zeq(%).
Sin embargo, estd probado en [51] y [52] que

lm  Zeg(7,0) = zeq(t),
T—0

5/ —0

entonces es posible asumir que la inyeccion equivalente de salida es igual a la
salida del filtro.

5.4.2. Parametros invariantes en el tiempo

Considere el caso en el que los pardmetros son invariantes en el tiempo, i.e.,
0(t) = 6. Para obtener los valores reales de los pardmetros 6 puede proponerse
un algoritmo de regresion lineal.

Utilice la notacion de regresor para AF', entonces la inyeccion equivalente
de salida toma la forma:

OélNl Sign(Ulnl,l - d1n1—2)
Zeq = (9 - é)w(tv T, ’U,) = (522)

a1 Nysign(op,, , — 0p,, »)
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Los términos ay N;sign(os, , , — 64,,_,) son conocidos, y para todo t > ty se
cumple que ¢(t,%,u) = p(t,x,u). La ecuacion (5.22) representa un modelo de
regresion lineal en donde el vector de pardmetros a ser identificado es (6 — 6).
El problema ahora es disenar algoritmos que permitan identificar el vector de
parametros reales del sistema (5.3) a partir del conocimiento de la salida del
mismo x; y el conocimiento del modelo nominal 6 y (¢, x, u).

El algoritmo recursivo de minimos cuadrados, LSM por sus siglas en inglés
(vea por ejemplo [50]), es aplicado para la identificacion de sistemas dinamicos,
para ello utiliza una discretizacion del vector de regresion ¢(t, x,u) junto con la
derivada de los estados para obtener un modelo de regresién lineal. Sin embargo,
es posible obtener el modelo de regresion lineal (vea [50]) directamente de (5.22).

Defina Ay = 6—6, multiplique (5.22) por 7 (¢, z,u) (para reducir la notacién
la funcion ¢(t, z,u) sera llamada ¢(t)). Introduciendo la variable auxiliar de
integracion o se tiene:

1

t - 1 t
1 | zaere @ = 8o [ o) (0o (5.23)

De la anterior ecuacion los pardmetros pueden ser recuperados por medio de la

relacioén: .

80= [ zutrem o] [ [ o1t orto (5.24)

en donde Ag es la estimacion de Ag. Para cualquier matriz cuadrada las sigui-
entes igualdades se cumplen:

(5.25)

—1
Defina I'(t) = {fot <p(a)g0T(a)da} . Utilizando (5.25) es posible reescribir (5.24)
como:

Ay = [ /O t Zeq(a)ng(a)da] (t) + Zeg ()T (8D (1), (5.26)
Usando (5.23) se obtiene:
Ag = Mg OT (1) + Zog () (T(2).
A continuacion se presenta una expresion dindmica para calcular Ag:
Ag = [~Rop(t) + zeg(t)| " (BT (2). (5.27)
De la misma forma se obtiene una expresion dinamica para calcular I':

D(t) = D))" (OT(1). (5.28)

Los valores promedio de la inyeccion equivalente de salida real z.q(t), sin
filtrado, satisfacen la igualdad

tZ O'TO' g = t O'TO'O'
/0 o)™ (0)d Ae/osﬁ()<ﬂ()d
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entonces A, — [/Ot zeq(U)%’T(U)dU} L(t).

Substituyendo la ecuacién (5.21), Los valores reales de los parametros Ay sat-
isfacen

Ay = [ /O (@) (0)do + /O ts(o)cpT(U)da] o (5.29)

Considere Zqq(t) = Kaga(t). En este caso la ecuacion (5.29) toma la forma

Ag = [AAe /Otw(a)wT(U)dffﬂL/Otf(a)wT(U)dU] (),

esto puede ser expresado como

Ag =Ny + { /O ta(a)cpT(U)do} T(t). (5.30)

De la ecuacion (5.30) es posible dar las condiciones para la convergencia del
algoritmo

sup [T (1)]| < oo, (5.31)

1 t
||¥/0 (o)t (0)do|| — 0 cuando t — co. (5.32)

La condicion (5.31) necesita que la matriz I'~1(t) = fot (o) (0)do sea no-
singular. Para evitar esta restriccién es posible introducir un término pl tal que
0 < p << 1 en donde I es la matriz unitaria, entonces I'"*(¢) se puede redefinir
como

Pl = / (p(0)o" (0)do) + pI

Para este caso I'"!(¢) siempre sera no singular.
Note que la introducciéon de pl es equivalente a fijar las condiciones iniciales
de (5.28), como

I'(0)=p~'I, 0< p-suficientemente pequefia

La introduccion del término p garantiza que se cumpla la condicion sup |[tT'(¢)|| <
oo pero no garantiza la convergencia de los valores estimados de los pardmetros
a los valores reales. La convergencia de los valores estimados a los reales depende
de la condicion de excitacion persistente (vea por ejemplo [50])
1 [t
liminf= [ (p(0)¢p(0)do) > 0.
t—o0 t 0
La condicién (5.32) hace referencia al proceso de filtrado, y nos da la calidad
de convergencia de la identificacién. De tal forma, tan rapido como el término
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1t T ) .

7 fo e(o)p(o)!'do converge a cero, los parametros est1¥nad(.)s van a converger a
los valores reales. Los resultados anteriores pueden ser sintetizados en el Teorema
22.

Teorema 22 El algoritmo (5.27), (5.28) garantiza la convergencia de Ay — Ny
bajo las condiciones (5.81), (5.82).

Observacion 5 El efecto del ruido en las mediciones puede ser facilmente visto
de (5.82):

I T

;/0 e(o) ' (6)do — 0 cuando t — oo
Aquie (t) estd dado por (5.21) e incluye los efectos de error causados por ruidos
de observacidn (si los hay), errores por la realizacion de la inyeccion equivalente
de salida, etc. Es posible ver que si e (t) y ¢ (t) no estin correlacionados y “en
promedio” igual a cero, i.e.,

I I
—/ e(o)do — 0, —/ p(o)do — 0
0 t Jo

t

entonces el efecto del ruido se desvanece.

5.4.3. Parametros variantes en el tiempo

Considere el caso cuando 0(¢t) € R™ es un vector de pardmetros variantes
en el tiempo. Para este caso, una versiéon continua del algoritmo de minimos
cuadrados es combinada con un factor matricial de olvido [53] para garantizar
la identificaciéon de los parametros. La inyeccion equivalente de salida esta dada
por

a1V Sign(alnlfl - é'171172)
zeq = (0(t) — 0())p(t, z,u) = : (5.33)
ale Sign(apnpfl - O"pnp72)

Sea R = RT e R™ " el factor de olvido matricial, tal que satisface las
siguientes condiciones:

» [Amin(R)| >0,
- IR =o<1.

Defina 9(t) = 6(t) — 0(t) como el vector de pardmetros a ser identificado.
Multiplique ambos lados de (5.33) por ¢(t)T R*=7 al buscar su promedio en el
tiempo se tiene:

1 1

i | ) @R o = 1 [Lao)pto)et )R 0o
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Considerando que ©¥(t) es un pardmetro que varia lentamente en el tiempo
([|9(¢)]] < &) es posible definir su estimado de la siguiente forma

I(t) := ( /0 t Zeq(a)ng(a)Rt"da) I'(t) (5.34)

en donde )

ro = | [ tw(a)w%mtﬂda]

Note que lim;_, ||R||* — 0. Entonces, el factor de olvido es seleccionado para

asignar un peso a los valores de (o)’ (o), enfatizando los valores actuales y

haciendo menos importantes los valores pasados, garantizando que el algoritmo

de estimacion y los parametros a identificar varien en la misma proporcion.
Defina O(¢) y I'(t)~! como

o(t) := /Ozeq(a)gaT(a)Rtgda, (5.35)

rt)!:= /0 (o) (o)R"™7do + pI (5.36)

Multiplicando (5.33) por »”(¢) e introduciendo el factor de olvido matricial

i) [ elo) @R "dr = [ zo)e (o) R do

usando (5.35), (5.36) es posible escribir

I(OTH(t) = (),
J(t) = 6T (1), 5.37)
J(t) = OMT(t) + 6T (L), (5.38)
La ecuacion (5.35) puede ser escrita en una forma dinadmica como:
. t d
60) = 20570+ [ (o)t o) (R )do. (530
0
Por definicién
i t—o __ /. i t+At—o _ pt—o
it = R B E
d t—o __ t—o 1z 1 At
T RT7 = R lim [RA — I (5.40)

Introduzca la matriz T' como la matriz modal de R (sus columnas son los vectores
propios de R), tal que

710 0 0

07 -+ 0 0
R=T7'RT = :

00 g O

00 0 7y



96 CAPITULO 5. APLICACIONES
entonces, la ecuacion (5.40) puede ser escrita como

1 1
Rt = lim —TT 'RAYTT !,

Ato At At—0 At
Yo - 000
X X 0 /... 0 0
lim —RA = lim —7| @ = . [T
At—0 At At—0 At oo T
0 0 --- 7, 0
0 0 0 7t
X . -1 0
f L pAt _ e . . . -1
ety vat i R v I N
0 Fat 1
| In7 --- 0
Ali,moERAt:T I+ + - T (5.41)
0 - In7,

Usando (5.41) es posible definir In R como

) In/ -~ 0
— . [pAt 7] — -1 S .
lnR_AlzlSIBO At [R I} T : oo T
0 - Inr,

En consecuencia, la ecuacion (5.40) toma la forma

d
—R'"° =R'"“InR. 42
o n (5.42)

Substituyendo (5.42) en (5.39) se tiene

O(t) = Zeg ()T (1) + /0 Zeq(0) T ()R~ In Rdo,

@(t) = Zeq(t)<pT(t) +InR ; Eeq(a)wT(U)Rtfgdo_’

O(t) = Zeg () (t) + (In R) O(2). (5.43)

t

I=Ht) = ()T (t) + (In R) T 1(¢). (5.44)
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Usando (5.44) y (5.25) es posible escribir

DO (1) + (1) (v (t)wT( )+T7H(t) InR) =0,
D(t) = =T(t) (p(t)e" (t) + T~H(t) In R) T(t),

I'(t) = — (D)™ (t) + In R) T(¢t). (5.45)
Si se utiliza (5.43) y(5.45), la ecuacion (5.38) puede ser escrita como
{9(15) =—0(t) (C(®et)" (t) + M R)T(t) + (Zeq(t)¢™ (t) + () In R) T(t),
0(t) = =0T ()T (T(t) + Zeq (1) (OT(1).
De (5.37) es posible escribir

0(t) = D ()" (D) + 2ea (D) (L)
It = (Zal) = (D)) T (OT(2). (5.46)

Teorema 23 El algoritmo (5.45), (5.46) garantiza la siguiente cota para el
error de estimacion de los parametros:

VT2 L 2 i) 2 (5.47)

8007 < nms Cm SR (Y

en donde AY =9 — 19, si se considera que las siguientes condiciones son satis-
fechas:

- @)l <

- Rl =a<1

- o™ (Bl = " (Op(t) = eI < ma
- Bn (5.21) lE(t)]| < €

Prueba. Combine (5.21) en (5.34), se tiene

AI(t) = {/o Io)p(o)pt ()R do —I—/O E(U)(pT(J)Rtgda} T(t) —9(t)

GO o))go(o)soTw)Rt*Udo + Jy e(0)¢” (0)R=7do | T,
= fo (I(t) — V(o) )<p(a)<pT(J)Rt"’da—|—f0t e(o)pT(o)R=9do | Ty,
M( ) M (t) + Mz( );
en donde

(U)Rt_”do] L'(t) (5.48)

=[[oo
[/Ota o)R'” Uda] I'(t), (5.49)
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entonces

1A9(@)[[2 = tr{AV(OAVT ()} = tr{M(O)MT (1)} < nl|M(2)]]*
1A9@)|* < n(l[M:(t)]] + | M2(2)]])? (5.50)

Es necesario obtener cotas superiores para ||M;(¢)|| y ||M2(t)||. Para la norma
de M;(t) se tiene

ol =1 [ ([ 3s) etoremo1r=ao] v
[ oo ([ eetor- “do) o| v
<l [ 00 ([ e @l ) as
< |IT@) ||5m2/s O/U o ”dads-émg/ / a*~?dods

1—af oma
< (¢t t— t—s —t
O B - A e

5m2

ML) < IIF()II( E 5(1—a) (5.51)

La norma de Ms(t) puede ser expresada como

[Ma(8)]] < IIF(lﬁ)II/0 [le(@)lle(@)I1R |ldo

Asuma que €(t) y ¢(t) satisfacen las suposiciones dadas en el Teorema 23, la
ultima ecuacion toma la forma

b 11—«
L] < IO Vs [ o=de = [Pl vim s

Substituyendo (5.51) y (5.52) en (5.50), implica la existencia de la cota superior
para |[|M(t)|| y, finalmente, se puede concluir (5.47).

t

(5.52)

f

Observacion 6 Los valores reales de los pardmetros pueden ser calculados fd-
cilmente 9(t) como 0(t) = V(t) + 0(¢).

5.5. Ejemplos

5.5.1. Observacion de sistemas mecanicos

Para ilustrar el comportamiento del observador de sistemas mecanicos, es
propuesto un sistema electromecénico con zona muerta (backlash). A continua-
cién se presenta una versiéon resumida de los resultados publicados en [54].
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El dispositivo experimental, que consta de dos motores acoplados mediante
engranes, se muestra en la Figura 5.1. El problema que se quiere ilustrar con
el sistema disenado es el fenémeno de zona muerta o backlash, y que se en-
cuentra provocado por la existencia de espacios en las zonas de acoplamiento
de los engranajes entre la seccion del motor y la de la carga. Este fenémeno es
reproducido en el dispositivo experimental mostrado la Figura 5.2.

Motor

Figura 5.2: Acoplamiento de los engranes.

Despreciando el efecto de la friccion estatica, el modelo del dispositivo ex-
perimental, incluyendo el fenémeno de backlash se describe a continuacion:

Jeée +feée +C = u,

Jsés + fsés - Noca (553)
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donde Js, Je, fs, fe son respectivamente inercias y fricciones viscosas de las
partes del reductor y del motor, cuyos valores fueron identificados previamente
mediante experimentacion. Las variables 0., 0., 0,, 96, son respectivamente, las
aceleraciones y las velocidades del reductor y el motor, las cuales pueden ser
obtenidas mediante derivacién de las posiciones 65 y 6.. El torque de entrada
esta dado por u, el torque transmitido via la zona muerta esta dado por C'y Ny
representa la constante de reduccion.

La zona muerta es modelada utilizando una funcién sigmoide, y es descrita
por la siguiente ecuacion:

C=K(z—4jo—" 5.54
= zZ — .
Jo R ( )
donde C es la aproximacion del torque transmitido, z = 6. — Ny define la dife-
rencia entre la entrada y la salida del reductor, K es el pardmetro de rigidez, jg
es la amplitud de la zona muerta y v es la constante que representa la pendiente
decreciente de la zona muerta y que es identificada en [55]. ) )

Introduciendo las variables de estado x1. = 0., 15 = 05, T2e = ¢, 225 = 05,
el modelo puede ser escrito como:

T1e = T2e,
oo — _Je u O
T2e = Je T2e + Te T (5 55)
T1s = T2s,
. s NoC
Tos = _5_55325 + JLS
El observador propuesto para el sistema estd dado por:
T1e = T2e + 21e,
Toe = _5_2'@28 + Jlﬁ + 22¢, (5 56)
Ty = Tas + 215,
:i'2s = _5_252'25 + 22¢,

donde Z1e, Toe, T1s, T2s sOn las estimaciones y z1e, 22¢, 215, 225 son los factores
de correccién dados por:

21e = M|T1e — Bre| V2 sign(2ie — 21e),
Z2¢ = Q18ign(T1e — T1e),
N : . 5.57
215 = Aa|w1s — E15|1 2 sign (21, — 21), (557)
225 = Qasign(z1s — T1s),
Resultados de simulacién. Considere los parametros del sistemas:
JS:77 fS:167 N0:57
Im = 0,05, fr, = 0,15, v = 20,
K=1,
Los parametros del observador estdn dados por a; = 1,8, as = 0,08, A\ =

0,005, Ao = 0,004. Considere la sefial de entrada (control) mostrada en la Figura
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5.3, la convergencia de la estimacion de 6. y 96, se muestran en la Figura 5.4.
La convergencia de las estimaciones a los valores reales de las senales 6, y 95 se
muestran en la Figura 5.5. Utilizando la técnica de identificacion de la entrada
desconocida, es posible reconstruir el torque transmitido por la zona muerta C
y la caracteristica entrada-salida del backlash, la cuél es ilustrada mediante la
grafica de 0, contra 6, el resultado de la identificacion es mostrado en la Figura

5.6.
0.1 . : ; . ;
0.08 / 1

0.06 | b

0.04 E

0.02 .

Control Signal U (N.m)
o

-0.04 1

-0.08 | -

-0.1 I 1 1 I 1
0 8 10 15 20 25 30

Time (s)

Figura 5.3: Senal de entrada.

Input Velocity 0, (rad/s)
°

Input Position 0, 7 (rad/s)
( o
K it

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Time (s) Time (s)

Figura 5.4: Estimaciones del desplazamiento 0. y la velocidad angular 0.
obtenidos en simulacion.

Resultados experimentales. Para la fase experimental se utiliz6 el dispo-
sitivo experimental antes descrito. Se consideraron como valores nominales los
mismos paradmetros del sistema utilizados en la fase de simulacién, y el ob-
servador fue disenado utilizando los parametros a; = 0,15, as = 0,025, Ay =
0,01, A2 = 0,004. Al igual que en la fase de simulacién, considere la sefial de
entrada mostrada en la Figura 5.3. La convergencia de la estimacion de 6. y 0.,
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Figura 5.5: Estimaciones del desplazamiento 6, y la velocidad angular 0,

obtenidos en simulacion.

Torque C (N.m)
\

o1 o
Positionz (rad)

Figura 5.6: Estimacion del torque transmitido por el término C'y caracteristica
entrada-salida obtenidos en simulacién.
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se muestran en la Figura 5.7. La convergencia de las estimaciones a los valores
reales de las senales 05 y 05 se muestran en la Figura 5.8. La reconstruccion del
torque transmitido por la zona muerta C y la caracteristica entrada-salida del

backlash son mostradas en la Figura 5.9
04 /\\ /\ /

|
i \ \ © W \/ﬁ‘/ \/\/ \w‘/
o v \\// v v *

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s) Time (sec)

Position (, 7 (rad;
o o
s 2R
—
P
o —
i
—_
S
/)// '
—
B
e
o
Velocity s, 3, (rac/s)
S
= o

Figura 5.7: Estimaciones del desplazamiento 6. y la velocidad angular 0.
obtenidos experimentalmente.
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Figura 5.8: Estimaciones del desplazamiento 6, y la velocidad angular 0,
obtenidos experimentalmente.

5.5.2. Identificacion de fallas

La efectividad del esquema de observacion aplicado a la identificacion de
fallas es probada a través del modelo de una aeronave de despegue y aterriza-
je vertical (VTOL por sus siglas en inglés). Dicho modelo es tomado de las
referencias [7], [56]. Considere el sistema lineal invariante en el tiempo:

&= Az + Bu+ EC
y=Cx+ F(

en donde ¢ = [gf CST]T es un vector de fallas, y en el cual ¢, representa una
falla en los actuadores y (, representa una falla en los sensores. Los valores de
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Transmitted torque C (N.m.rad)

Output position 0, 0 (rad)

0.1

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Position z (rad)

05 -04 -03 02 -01 0 01 02 03 04 05

Input position 0., 0 (rad)

Figura 5.9: Estimacién del torque transmitido por el término C' y caracteristica
entrada-salida obtenidos experimentalmente.

las matrices A, B, E, C, F estan dados por

[—9,9477 —0,7476 0,2632  5,0337
A | 521659 27452 55532 244221
| 26,0022 2,6361 —4,1975 —19,2774
o 0 1 0
[ 0,4422 0,1761 00
3,5446 —7,5922 _loo
B = 5520 44900 | P~ |10
o 0 00
(1000 00
c=10100|,F=100
10001 01

Los valores propios de la matriz A estan localizados en —6,8271, —1,0112 +
1,5146¢, —1,0112 — 1,5146%, —2,5506. Note que el sistema es estable. El vector
de grados relativos esta dado por (2, 2, 0).

Considere que la falla en los actuadores est4 dada por ¢,(t) = 0,5sin(2¢) +
0,43 y aparece en t = 7. Considere que la falla en los sensores es una senal

cuadrada que aparece en t = 10.

Dado que la matriz A es estable, entonces es posible asumir que la ganancia
del observador Luenberger es igual a cero.
En este caso, la matriz M,, estd dada por

—9,9477 —0,7476 0,2632  5,0337

52,1659 2,7452 5,5532 —24,4221

Mn = 1 0 0 0
0 1 0 0
El vector p, es calculado como
~ 100] .
pleJ_ey: |:0 1 O:|€y
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el vector p, tiene la forma
L.
_ FLiCE 1
P2 F éy

10000
01000 Vﬂ

P2 00100

€y
00010
10000
{01000 [égg}@
P2= 100100 5
00010 €y

Obviamente, el valor de § es obtenido directamente como § = y — Cz, y dado
que Cl(ll) < GL, entonces el valor de 7, requerido para la reconstruccion de la
senal de falla, es reconstruido mediante la aplicacién del observador extendido
(3.39) como:

U, = wyp = —ongil/3|v1 — éyi|2/3 sign(vi — éy,) + va,
Vg, = Wy = —ozzNil/2|U2 — u11|1/2 sign(ve — wy) + vs,
03, = —aq N;sign(vs — wa),

en donde N;, i = 1,2 toman los valores Ny = 1, N = 8,5 y las ganancias del
modo deslizante son elegidas como a; = 1,1, ag = 1,5, a3 = 2. La convergencia
del error de estimacion a cero en tiempo finito se presenta en la figura 5.10.

Figura 5.10: Error de estimacion = — 2.

La estimacion de los estados x1,x2 se presenta en la Figura 5.11. La esti-
macién de los estados x3, x4 es presentada en la Figura 5.12.

Finalmente, la reconstruccion de las fallas es presentada en la Figura 5.13.
Es importante hacer notar que la falla reconstruida en los sensores no es una
senal continua.
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Figura 5.13: Reconstruccion de la falla en los actuadores (imagen superior).
Reconstruccion de la falla en los sensores (imagen inferior).
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5.5.3. Identificacién de parametros invariantes en el tiem-

pPo
Considere el modelo de un péndulo con friccidon seca dado por la ecuacion
.1 MaL Ve. Po . .
0= U~ % sinf — 79 -5 sign(0)

en donde la masa del péndulo es M = 1,1[Kg], la fuerza de gravedad g =
9,815[m/s?], L = 0,9[m] es el largo de la barra, J = ML? = 0,891[K g * m?| es
la inercia de la barra, Vs = 0,18[ K g+ m?/s] es el coeficiente de friccién viscosa,
Py = 0,45[K g+ m?/s?] es el coeficiente de friccion de Coulomb. Considere que
el dngulo 6 es medible. Introduciendo las variables de estado x1 = 0, x5 = 6‘, la
representacion del sistema en variables de estado esta dada por

jl = T2,
To = —u— sinx; — —x9 — — sign(x
S Y LTyt T Ty ),
y=a
en donde los parametros conocidos son a; = Ag—g.L = 5,4528, ay = V7 = 0,2020, as

% = 0,5051. Note que el sistema se encuentra en la forma (4.4) por lo que es

posible aplicar directamente el observador (4.3) como

T = Z9 4+ gl — :13"1|1/2 sign(zy — 21),
1 .
To = —u — aysinwy — Gy — ag sign(xa) + a1 sign(Ta — 1),

J

Ty =Y —T1

en donde a; = 2,a2 = az = 0,1 son los valores nominales de los parametros
desconocidos. Considere que el sistema tiene una sefial de control generada por
medio del controlador twisting

u = —30 sign(f — 04) — 15 sign(f — 8,), (5.58)

en donde la senal de referencia es 64 = 0,3sin(3¢t + 7/4) + 0,3sin(1/2t + ).
Utilizando un tiempo de muestreo de § = 0,0001 y las condiciones iniciales
T1 =22 =292 =0, 1 = 4 el error de estimacién de los estados se muestra en la
Figura 5.14, en este caso las variables para la identificaciéon son

Zeq = Q1 81GNT|

Agz[—al—i—dl —ag + as —a3+d3]
Ay =[-3,4528 —0,1020 —0,4051]
sin xp
¥ = T2
sign(wz)

Aplicando el algoritmo (5.27), la convergencia del estimado de los parametros
al valor real de los mismo es presentada en la Figura 5.15.
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Convergencia de los errores de estimacion
5 T T T T

t[s]

Figura 5.14: Error de estimacion de los estados z1, 2.

T
a,-MgL/(23)
0 estimado de a,-MgL/(23)|

) 4

0 5 10 15 20 25 20

a-vi)
I = ]

estimado de a,-V. /3

0 5 10 15 20 25 30
t(s]
0. T T T T T
o a-P
02 estimado de a,-P /)
0.4 =
-o. I . . 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t(s]

Figura 5.15: Identificacion de pardmetros invariantes en el tiempo.
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5.5.4. Identificacién de parametros variantes en el tiempo
Considere el siguiente modelo de un péndulo con amortiguamiento variante
en el tiempo

oL, ML P o (054068t ) g (5.59)
G=7u 57 Sing — — sign(q , 6sin = | ¢ .

en donde M = 1,1[Kg] es la masa del péndulo, g = 9,815[m/s?] es la fuerza
de gravedad, L = 0,9[m] es el largo del brazo, J = ML? = 0,891[Kg * m?] es
la inercia del péndulo, Py = 0,45[Kg * m?/s?] es el coeficiente de friccion de
Coulomb. Note que el coeficiente de fricciéon viscosa ahora es considerado como
(0,5 +0,6 sin(%)). Considere que el sistema es controlado mediante el algoritmo
twisting disenado como

u = —30sign(0 — 04) — 15sign(0 — 0,), (5.60)
en donde 04 = 0,3sin(3t + 7/4) + 0,3sin(1/2t + 7) es la senal de referencia.
Introduciendo las variables de referencia 1 = 6, o = 6. El sistema (5.59)

puede ser escrito como

jjl = T2,

1 MgL P, t
Ty = ju — 2Lg] sinxy — ¥ sign(xs) — <0,5 + 0,6 sin ?) To,
y=mu

Considerando que los parametros %, %, P7 son totalmente conocidos. El ob-

servador toma la forma

T1 = To+ a2|;i1|1/2sign(5cl),
1 Mgl P :
Tog = —u — g sinxy — 75 sign(Z2) + aysign(ze — 1),

J 2J

1 =y—I1

Note que en este caso es seleccionado el valor nominal # = 0. Seleccionando los
parametros del observador como a; = 2,2211, ag = 19,1819 y considerando las
condiciones iniciales para el sistema y el observador 1 = 2 = x5 = 0,21 = 4, la
convergencia en tiempo finito del error de estimacién de los estados se muestra
en la Figura 5.16. La inyeccién equivalente de salida estd dada por

t
Zeq = Q181gNT1 = <0,5 + 0,6 sin ?> To
Aplicando el método (5.46), (5.45) con
Zeqg = Q18igNT1,
t
9= — <0,5—|—0,681n ?> ,

P = T2

y considerando el factor de olvido R = 0,1. La identificaciéon del parametro
variante en el tiempo es mostrada en la figura 5.17.
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Convergencia del error de estimacion de estados
4 T T T T

35 q

15 q

0.5 4

t[s]

Figura 5.16: Error de estimacion de los estados z1, 2.

Estimacion parametrica (linea continua) y valor real del parametro (linea punteada)

12 1

0.8

0.6

0.4

0.2

10 20 30 40 50
t[s]

Figura 5.17: Identificacién de un parametro variante en el tiempo.



Capitulo 6

Discusion de resultados y
conclusiones

6.1. Discusion de la labor realizada

En 2004, un observador por modos deslizantes de segundo orden [57] fue
presentado en el 8th International Workshop on Variable Structure Systems, en
Vilanova i la Geltra, Espana y en el Congreso Anual de la Asociacion de México
de Control Automaético [58]. En 2005, dicho resultado fue publicado en el IEEE
Transaction on Automatic Control [21]. El articulo presentaba un observador
de segundo orden para sistemas mecénicos que garantizaba la convergencia en
tiempo finito del error de estimacion a cero. Al momento de la realizacion del
trabajo de tesis, este articulo cuenta con 56 citas, entre ellas, la mostrada en
[23], hace una comparacion de dicho algoritmo contra otros algoritmos de ob-
servacion, concluyendo que nuestro algoritmo cuenta con una mayor exactitud
y permite un diseno mas sencillo.

Una de las principales caracteristicas del observador de segundo orden es su
robustez ante incertidumbres paramétricas y que permite el uso de la propiedad
de control equivalente. Haciendo uso de dicha propiedad, las perturbaciones
o variaciones paramétricas pueden ser obtenidas directamente de la inyeccién
de salida. Dicho resultado fue publicado en 2006 en el International Journal
of Control [22]. En este articulo son presentados algoritmos de identificaciéon
en tiempo continuo que permiten recuperar los parametros reales del sistema
a partir de un vector de regresion formado por los estimados de los estados.
Se realizo la presentacion de los resultados en el 9th International Workshop on
Variable Structure Systems en 2006 [59] y en el Congreso Anual de la Asociacion
de México de Control Automatico [60]. Los resultados fueron considerados de
fundamental importancia y publicados en un capitulo de un libro de la serie
Lecture Notes in Control and Information Sciences [31] de Springer.

El observador de modos deslizantes de segundo orden y su algoritmo de
identificacion de perturbaciones fueron aplicados para identificar el fenémeno de
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backlash o zona muerta, el resultado fue presentado en el 2006 American Control
Conference [61] y, posteriormente, publicado en la revista Control Engineering
Practice [54].

El algoritmo de identificacién paramétrica fue aplicado para reconstruir el
angulo de deslizamiento de un neumaético, la velocidad de giro del mismo y la
deformacion de la rueda. Para realizar las estimaciones fue disefiada una serie de
observadores basados en modos deslizantes y aplicados a su control equivalente
los algoritmos de identificacién paramétrica. Los resultados fueron reportados
en el 2006 American Control Conference [62].

Otra aplicacion de los algoritmos de identificaciéon paramétrica fue la de
identificar la presiéon desarrollada por un semitrailer sobre sus neumaticos. Dicho
trabajo tenia como objetivo determinar el momento en el que la velocidad y la
maniobra del semitrailer provocaban que los neumaticos estuvieran expuestos a
grandes presiones, pudiendo provocar esto la posible explosién del neumatico. El
resultado fue expuesto en el 9th International Workshop on Variable Structure
Systems [63].

Una de las limitaciones del observador antes mencionado es que estaba res-
tringida su aplicacion para sistemas con grado relativo 2 y que presentaran
estabilidad entrada estado [49]. Como una extension del algoritmo de obser-
vacién, se presenta un observador global para sistemas lineales, eliminando la
limitante de grado relativo y extendiendo su aplicacion en sistemas con entradas
desconocidas. El trabajo fue presentado en el 9th International Workshop on
Variable Structure Systems [64] y la 14th Mediterranean Conference on Control
and Automation [65]. La posibilidad de identificar las entradas desconocidas fue
presentada en el Congreso Anual de la Asociacion de México de Control Au-
toméatico 2006 [66] y en el 45th IEEE Conference on Decision and Control en
2006 [67]. El resultado principal en observacion, asi como el algoritmo de identi-
ficacion de entradas desconocidas fueron publicados en la revista International
Journal of System Science [68].

El algoritmo presentado en los trabajos mencionados anteriormente esté
basado en la aplicacién del diferenciador por modos deslizantes de orden supe-
rior [30]. La extension del método de observacion y reconstruccion de la entrada
desconocida para sistemas nolineales fue presentada en el Congreso Anual de la
Asociacion de México de Control Automaético 2006 [69]. El problema del codifi-
cacion de informacion en sefiales caoticas es estudiado desde el punto de vista de
observacion de sistemas con entradas desconocidas. Un sistema cadtico es usado
para codificar la senal y un esquema de demodulacién es disenado usando un
observador por modos deslizantes de alto orden garantizando la sincronizacién
en tiempo finito de los sistemas y la reconstruccion de la senal protegida. Las
condiciones suficientes y necesarias para su aplicacion son formuladas en térmi-
nos del grado relativo.

Un observador por modos deslizantes de orden superior para sistemas linea-
les invariantes con entradas desconocidas, es presentado en [70]. El algoritmo
presentado en esta conferencia proporciona convergencia del error a cero bajo
las condiciones de observabilidad y detectabilidad fuertes. Un algoritmo de iden-
tificacién de la entrada desconocida es desarrollado, las condiciones necesarias y
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suficientes para la identificacién de la entrada desconocida se encuentran dadas
en este trabajo. La relevancia de los resultados hicieron posible que el trabajo
fuera presentado como Conferencia Plenaria en el International Modeling and
Simulation Multiconference 2007 [71].

La extension del método de identificacion de la entrada desconocida de tal
forma que pueda ser utilizado para la identificacion de fallas es presentado en
[72].

Los resultados presentados en [70] y [72] se encuentran reportados en el
capitulo del libro Observation and Identification Via High-Order Sliding-Modes
[16]. En este capitulo, se presentan los resultados de reconstruccion de estados
e identificacion de entradas desconocidas en sistemas fuertemente observables.

La aplicacion del método de reconstruccion de entradas desconocidas, com-
binada con la aplicacién de los observadores para sistemas lineales con entradas
desconocidas es presentada en [73], [74].

Realicé una estancia de investigacion en Universidad de Cagliari, en Cagliari,
Italia, del 2 de Noviembre al 1 de Diciembre de 2007, como resultado del trabajo
realizado en la estancia, la técnica de observacion es modificada para obtener
convergencia en tiempo finito del error por medio de la compensacién del mismo,
mediante algoritmos de control por modos deslizantes de orden superior. Los
resultados son presentados por primera vez en [75], el fundamento tedrico sera
publicado en [76] y [77].

Asi también, realicé una estancia en el Institut de Recherche en Communi-
cations et Cybernétique de Nantes "IRCCyN", en Nantes, Francia, del 4 al 22
de diciembre de 2007 y del 6 al 21 de enero de 2008. Como resultado del trabajo
realizado ahi, se prepara un draft que serd sometido en fechas proximas. En
dicho trabajo, se utiliza el esquema propuesto en el trabajo [76], pero se utiliza
un nuevo método de compensaciéon por modos deslizantes.

6.2. Conclusiones

Fue propuesta nueva metodologia para el disefio de observadores basados en
Modos-Deslizantes de Orden-Superior.

Con respecto a los algoritmos de observaciéon para sistemas lineales con en-
tradas desconocidas existentes, en este trabajo se presenta un observador para
sistemas con entradas desconocidas acotadas y cuyo unico requerimiento por
parte del sistema es la condicién de observabilidad o de detectabilidad fuerte.
La técnica propuesta es extendida para sistemas cuasilinelaes.

Introduciendo derivadas de Lie, es desarrollada una metodologia para el
diseno de observadores para sistemas no lineales, mostrando su efectividad en
presencia de incertidumbres parameétricas y entradas desconocidas.

Se proponen algoritmos para la reconstruccién de la entrada desconocida y, a
través del uso de la inyeccién equivalente de salida, son propuestos algoritmos de
identificacion paramétrica para pardmetros variantes e invariantes en el tiempo.
El algoritmo de identificacion de la entrada desconocida es aplicado para la
reconstruccion de fallas.



114 CAPITULO 6. DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La efectividad de esta clase de observadores es mostrada mediante su apli-
cacién en sistemas cadticos y sistemas mecénicos. La reconstruccion exacta de
la entrada desconocida, hace de esta clase de observadores, ideales para su apli-
cacion para la solucién de problemas de control mediante compensacién de per-
turbaciones.

El indeseable efecto de castaneteo (chattering) es reducido mediante la apli-
cacion de los modos deslizantes de orden superior. La precision de esta clase de
observadores es la mejor obtenida hasta le fecha de realizaciéon de este trabajo.
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