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Capítulo 1Introdu

ión1.1. Motiva
ión y estado del arteGran parte de los sistemas de 
ontrol de la a
tualidad se en
uentran basadosen el llamado prin
ipio de retroalimenta
ión (feedba
k), en el 
ual la variablea ser 
ontrolada es 
omparada 
on una señal de referen
ia y su dis
repan
ia esusada para 
al
ular la a

ión 
orre
tiva, llamada señal de 
ontrol.Para 
al
ular la señal de 
ontrol de un sistema retroalimentado, tomando
omo base el modelo de variables de estado, es ne
esario, en la mayoría de laso
asiones, 
ono
er estas variables. Sin embargo, en la prá
ti
a esto no siemprees posible, enton
es es ne
esario estimar las variables de estado no disponiblesa través de las variables 
ono
idas. La idea de utilizar un sistema dinámi
opara generar el valor de los estados fue propuesta en 1964 por Luenberger parasistemas lineales [1℄.La observa
ión de estados en presen
ia de entradas des
ono
idas es un pro-blema muy importante en la teoría de 
ontrol moderna (vea por ejemplo [2℄,[3℄). A diferen
ia de los observadores 
lási
os, estos observadores son diseñadosasumiendo normalmente que las salidas están disponibles para su medi
ión; sinembargo, se asume que parte de las entradas son des
ono
idas. La falta de infor-ma
ión en las entradas ha
e imposible el diseño de un observador 
onven
ional.Las prin
ipales solu
iones 
ono
idas en el área requieren que las salidas esténdire
tamente a
opladas a las entradas des
ono
idas, es de
ir, que el 
onjunto deentradas des
ono
idas sea de grado relativo uno 
on respe
to a las salidas (veapor ejemplo [4℄, [5℄, [6℄, [7℄).En sistemas me
áni
os, es 
omún que limita
iones de 
osto impidan 
ontar
on todas las variables físi
as de los sistemas. En mu
hos 
asos las variablesde desplazamiento se en
uentran disponibles, mientras que las variables de ve-lo
idad no lo están. En estos 
asos 
on la �nalidad de re
onstruir el estado
ompleto, es fa
tible apli
ar un diferen
iador o bien un observador de estadospara re
onstruir la variable faltante.La naturaleza no lineal de los sistemas me
áni
os y en parti
ular las dis-3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
ontinuidades provo
adas por fenómenos 
omo satura
ión, zonas muertas, fri
-
ión se
a, et
. 
ompli
an el trabajo de observa
ión provo
ando, in
luso, dis
on-tinuidades en la dinámi
a de los estados. Los observadores lineales no presentanun desempeño ade
uado en estos 
asos, los observadores basados en el modelodinámi
o se en
uentran restringidos a una variedad de sistemas en los 
ualesel modelo matemáti
o es totalmente 
ono
ido, es de
ir, son apli
ables a los 
a-sos en los que no existe in
ertidumbre en el modelo o dinámi
as no modeladas.Los observadores de alta ganan
ia [8℄ son impre
isos 
uando se utiliza 
ualquierganan
ia �nita y en 
aso de que la ganan
ia tienda a in�nito, presentan el lla-mado fenómeno de pi
o (peaking e�e
t), que se re�ere a que el valor máximode salida durante el transitorio 
re
e in�nitamente 
onforme la ganan
ia tiendea in�nito.A pesar del amplio desarrollo de las té
ni
as de 
ontrol robusto, el 
ontrolpor modos deslizantes (CMD) sigue siendo 
onsiderado 
omo una herramienta
lave para el manejo de in
ertidumbres, perturba
iones y dinámi
as no mode-ladas. La idea prin
ipal de este tipo de 
ontroles (vea por ejemplo [9℄, [10℄)
onsiste en llevar las traye
torias del sistema a una super�
ie de deslizamientoy, posteriormente, mantener la traye
toria dentro de la super�
ie mediante un
ontrol 
on alta fre
uen
ia de 
onmuta
ión (en teoría, fre
uen
ia in�nita).La observa
ión de estados basada en los modos-deslizantes de orden-superiorha sido exitosamente estudiada dentro de la teoría de Sistemas de Estru
turaVariable en años re
ientes (vea [9℄, [11℄, [10℄, [12℄, [13℄, [14℄, [15℄, [16℄).La observa
ión basada en modos-deslizantes tiene atra
tivas 
ara
terísti
as
omo:insensibilidad (más que robustez) 
on respe
to a las entradas des
ono
idas;la posibilidad de utilizar la inye

ión equivalente de salida para obtenerinforma
ión adi
ional del sistema.Análisis posteriores han mostrado que los observadores por modos deslizantespueden ser utilizados para la dete

ión de fallas [17℄, [18℄, [7℄. Ésta es realizadautilizando la inye

ión equivalente de salida, mientras que la estima
ión de es-tados observables es realizada por observadores tradi
ionales (usualmente tipoLuenberger), mediante una 
ompensa
ión suave sin diferen
iar. Lo anterior pro-du
e su prin
ipal limitante: la salida del sistema debe tener grado relativo uno
on respe
to a la entrada des
ono
ida. Esta 
ondi
ión es fuertemente restri
tivapara observadores de sistemas me
áni
os [19℄, [20℄, [21℄, [22℄, [23℄.La re
onstru

ión paso a paso del ve
tor de estados mediante la té
ni
ade modos deslizantes ha sido estudiada en [24℄, [25℄, [26℄. Estos observadoresestán basados en una transforma
ión del sistema a una forma triangular y laestima
ión su
esiva del ve
tor de estados utilizando la inye

ión equivalente desalida. Condi
iones su�
ientes para la observa
ión de sistemas lineales invarian-tes en el tiempo en presen
ia de entradas des
ono
idas, fueron obtenidas en [26℄.Los observadores antes men
ionados garantizan teóri
amente la 
onvergen
ia entiempo �nito de todos los estados del sistema.



1.1. MOTIVACIÓN Y ESTADO DEL ARTE 5Desafortunadamente, los observadores paso a paso se en
uentran basadosen la apli
a
ión de modos deslizantes 
onven
ionales, requiriendo �ltra
ión paraobtener la inye

ión equivalente de salida en 
ada paso, dadas las imperfe

ionesde dispositivos analógi
os o los efe
tos de dis
retiza
ión.Con el objetivo de evitar el �ltrado, han sido desarrollados re
ientemente losobservadores jerárqui
os [27℄. Estos ha
en uso del 
ontrolador 
ontinuo super-twisting (vea [28℄). Una versión modi�
ada de este 
ontrolador ha sido utilizadaen el observador paso a paso de [26℄. Desafortunadamente, estos observadorestampo
o están libres de in
onvenientes:1. El algoritmo super-twisting propor
iona la mejor exa
titud posible parala estima
ión de las derivadas a 
ada realiza
ión ([29℄). En parti
ular, enpresen
ia de medi
iones dis
retas la exa
titud es propor
ional al paso demuestreo τ en ausen
ia de ruido y propor
ional a la raíz 
uadrada dela magnitud del ruido presente en la medi
ión, 
onsiderando 
omo des-pre
iable el error de dis
retiza
ión. Los observadores paso a paso y losobservadores jerárqui
os usan la salida del algoritmo super-twisting 
omoentrada 
ontaminada 
on ruido para el siguiente paso. Como resultado, laexa
titud del pro
eso de observa
ión es de orden τ
1

2r−1 , en donde r es elíndi
e de observabilidad del sistema. Impli
ando, por ejemplo, que si se re-quiere implementar un diferen
iador de 
uarto orden 
on una pre
isión de
0,1 y el valor absoluto de la quinta derivada, 
onsiderada des
ono
ida, esmenor a 1, es ne
esario en la prá
ti
a el inal
anzable paso de dis
retiza
iónde τ = 10−8.2. De manera similar, en presen
ia de ruido de magnitud ε en la medi
ión, lapre
isión de la estima
ión será propor
ional a ε

1
2r , que requiere que el ruidode medi
ión tenga una amplitud máxima de 10−16 para la implementa
ióndel diferen
iador de 
uarto orden en las 
ondi
iones des
ritas.3. Los observadores paso a paso desarrollados en [26℄, garantizan la 
onver-gen
ia en tiempo �nito sólo para sistemas 
on estabilidad Entrada a
otada- Estado a
otado, quedando restringida la apli
a
ión de estos observadoresa la 
lase de sistemas para los 
uales es 
ono
ida de antemano una 
otasuperior de las 
ondi
iones ini
iales. Además, estos observadores puedenser apli
ados a sistemas de grado relativo 
ompleto, i.e., que la suma delos grados relativos de las salidas 
on respe
to a las entradas des
ono
idases igual a la dimensión del sistema.A la vez, el diferen
iador por modos deslizantes de orden r (vea [30℄) redu
e elprimer in
onveniente propor
ionando para la derivada de orden r una exa
titudpropor
ional a τ , y redu
e el efe
to de ruidos determinísti
os propor
ionandouna exa
titud del orden de ε

1
r+1 . La apli
a
ión del observador de orden rpermite mejorar la pre
isión en ambos 
asos debido a que redu
e el númerode diferen
iadores que es ne
esario apli
ar. Desafortunadamente, su apli
a
iónrequiere que la derivada de orden (r + 1) se en
uentre a
otada. En la prá
ti
a,



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNesto impli
a que el diferen
iador sólo puede propor
ionar observa
ión semiglobalde sistemas lineales.La mejora en pre
isión, así 
omo la posibilidad de utilizar la inye

ión de sa-lida equivalente para la identi�
a
ión paramétri
a [22℄, [31℄, ha
en de los modosdeslizantes una buena herramienta para el desarrollo de observadores.Durante las dé
adas de los 70's y 80's se realizaron investiga
iones referentesal desa
oplamiento de entradas, ejemplos de di
hos trabajos son los presentadosen [32℄, [33℄, [34℄, [35℄. Di
has té
ni
as, se basaban en el 
on
epto de espa
iodébilmente inobservable y en la posibilidad de en
ontrar una base para el men-
ionado espa
io, en la 
uál la salida se en
uentra desa
oplada de las entradasdes
ono
idas.El 
aso de observa
ión de estados en sistemas no lineales 
on entradas des
o-no
idas es un problema que 
ontinúa abierto. Se han he
ho avan
es signi�
ativos,
omo los presentados en [36℄, [37℄, [38℄, sin embargo, los resultados en
ontradoshasta el momento resultan ser restri
tivos.1.2. Objetivos del trabajoEn este trabajo se planea apli
ar la té
ni
a de modos deslizantes de ordensuperior en 
onjunto 
on distintas herramientas matemáti
as para realizar ob-serva
ión de estados.Para el 
aso lineal es presentado un método basado en el uso de té
ni
asde desa
oplamiento junto 
on modos deslizantes de orden superior para realizarla observa
ión de estados. Modi�
ando la té
ni
a de re
onstru

ión del estadodébilmente inobservable mostrada en [33℄, es en
ontrada una base del subespa
iodébilmente inobservable, a través de la 
uál, es posible transformar el sistema auna forma normal, para la 
uál es posible apli
ar té
ni
as de modos deslizantesde orden superior para re
onstruir los estados.Los resultados serán extendidos para realizar observa
ión de sistemas 
uasi-lineales. Se propondrá también, una té
ni
a de observa
ión para sistemas nolineales, sustituyendo el manejo matri
ial realizado para sistemas lineales, 
onderivadas de Lie y derivadas par
iales. Como un 
aso espe
ial de los sistemasno lineales, se 
onsiderarán los sistemas me
áni
os, para los 
uales será posiblemodi�
ar la té
ni
a ha
iendo uso del 
ontrolador super-twisting.La inye

ión de salida equivalente será utilizada para re
uperar informa
ióndel sistema y la entrada des
ono
ida.1.3. Contribu
ionesLas prin
ipales 
ontribu
iones del trabajo se nombran a 
ontinua
ión:Son rela
ionados los 
on
eptos de dete
tabilidad fuerte, fase no mínima ysubespa
io débilmente inobservable.



1.4. ESTRUCTURA DE LA TESIS 7Son desarrollados observadores para Sistema Lineales Invariantes en elTiempo 
on Entradas Des
ono
idas A
otadas, requiriendo que sea satisfe-
ha solamente la 
ondi
ión de observabilidad fuerte o dete
tabilidad fuerte.Las té
ni
as de desa
oplamiento de entrada presentadas en [32℄, [33℄, sonmodi�
adas para en
ontrar una base del subespa
io débilmente inobser-vable y llevar el sistema a una forma 
anóni
a propuesta.La apli
a
ión de la té
ni
a de modos deslizantes de orden superior [30℄ pararesolver el problema de observa
ión de sistemas 
on entradas des
ono
idas,garantizando la 
onvergen
ia en tiempo �nito del error de estima
ión.Generaliza
ión de la té
ni
a de observa
ión para sistemas 
uasilineales.Diseño de un observador por modos deslizantes de orden superior parasistemas no lineales.Utiliza
ión de la inye

ión de salida equivalente (
ontraparte del 
ontrolequivalente en el 
ontexto de observa
ión de estados) para realizar identi-�
a
ión paramétri
a y su posible apli
a
ión en esquemas de dete

ión defallas.1.4. Estru
tura de la TesisEn el 
apítulo 2, son des
ritos los ante
edentes teóri
os del trabajo. En lase

ión 2.1, son des
ritos los ante
edentes de observa
ión de sistemas linealesinvariantes en el tiempo 
on y sin entradas des
ono
idas. A partir del 
on
eptode grado relativo par
ial des
rito en la se

ión 2.1.4, es propuesta la sele

iónde una base tal que ha
e posible transformar el estado en una forma 
anóni
a.En la se

ión 2.2, se presentan los 
on
eptos bási
os utilizados para el diseño delos observadores por modos deslizantes de orden superior.Los observadores para sistemas lineales invariantes en el tiempo 
on entradasdes
ono
idas son presentados en el 
apítulo 3. Las ideas presentadas en él sonutilizadas para extender los resultados y proponer observadores para sistemas
uasilineales en la se

ión 3.4. A través del uso de una transforma
ión y ex-plotando la forma de Brunovsky se propone en el 
apítulo 4 un observador parasistemas no lineales .El uso de la inye

ión equivalente de salida para realizar identi�
a
ión pa-ramétri
a y dete

ión de fallas, es presentado en el 
apítulo 5. Una des
rip
ióndel trabajo 
ientí�
o realizado, que muestra la evolu
ión del mismo durante eldo
torado, además de las 
on
lusiones �nales, son presentadas en el 
apítulo 6
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Capítulo 2Ante
edentes2.1. Observabilidad de Sistemas LinealesEn esta se

ión son expuestos los 
on
eptos de observabilidad, dete
tabili-dad, observabilidad fuerte y dete
tabilidad fuerte. Así mismo, son de�nidos lossubespa
ios de inobservabilidad e inobservabilidad débil. Utilizando 
omo baselos trabajos de desa
oplamiento de entrada (
omo los expuestos en [32℄, [33℄) yel 
on
epto de grado relativo, se propone un método para la sele

ión de unabase para el subespa
io débilmente inobservable.Sea el sistema
ẋ = Ax + Bu + Eζ (2.1)
y = Cx + Du + Fζ (2.2)en donde x ∈ X ⊆ Rn es el ve
tor de estados del sistema, y ∈ Y ⊆ Rp es lasalida del sistema, u ∈ U ⊆ Rm0 es una entrada 
ono
ida (i.e., 
ontrol) y ζ ∈

W ⊆ Rm es una entrada des
ono
ida (puede estar 
ompuesta de in
ertidumbresparamétri
as, perturba
iones externas, et
.).En esta se

ión se propor
ionan los 
on
eptos de observabilidad, dete
tabili-dad, observabilidad fuerte y dete
tabilidad fuerte, los mismos que son utilizadospara la 
onstru

ión de los observadores por modos deslizantes de orden supe-rior.2.1.1. ObservabilidadPara el desarrollo de las se

iones 2.1.1 y 2.1.2 
onsidere que el sistema (2.1),(2.2) no tiene entrada des
ono
ida, i.e., ζ = 0.En forma general, la solu
ión de la e
ua
ión diferen
ial (2.1), para un estadoini
ial x0 y una señal de entrada u, se denotará 
omo xu(t, x0), y estará dadapor
xu(t, x0) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ . (2.3)9



10 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESEl valor 
orrespondiente de la salida (2.2) se en
ontrará dado por:
yu(t, x0) = CeAtx0 +

∫ t

0

CeA(t−τ)Bu(τ)dτ + Du(t). (2.4)A 
ontinua
ión se hará una des
rip
ión de las 
ondi
iones que nos permitenre
onstruir el estado x para el 
aso 
uando las entradas u y las salidas y sonmedibles.De�ni
ión 1 [39℄. Dos estados x0 y x1 se di
en indistinguibles en el intervalo
[0, T ] si para 
ualquier entrada u se tiene que yu(t,x0) = yu(t,x1) para 0 ≤ t ≤ T .Dos estados x1 y x2 se di
en indistinguibles si para 
ualquier entrada u(t),se tienen los mismos valores a la salida. En 
onse
uen
ia, para que dos estadossean indistinguibles en el intervalo [0, T ] se debe satisfa
er la siguiente igualdad
CeAtx0+

∫ t

0

CeA(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(t) = CeAtx1+

∫ t

0

CeA(t−τ)Bu(τ )dτ+Du(t).para todo 0 ≤ t ≤ T y para 
ualquier entrada u(t).Cabe notar que los términos que dependen de la entrada se en
uentran enambos lados de la igualdad; por lo tanto, la entrada no tendrá ninguna relevan
iapara el estudio de la distinguibilidad. Si dos estados son distinguibles ante unaentrada, enton
es serán distinguibles ante 
ualquier entrada.Se tiene enton
es que dos estados x0 y x1 son indistinguibles si
CeAtx0 = CeAtx1, (0 ≤ t ≤ T ).en 
onse
uen
ia se tiene que dos estados son indistinguibles si la diferen
ia

v := x0−x1 y 
ero son indistinguibles. Se tiene enton
es, que CeAtx0 = CeAtx1si y solo si
CeAtv = 0, (0 ≤ t ≤ T ).La variable v puede ser 
onsiderada una variable de estado, por lo que la anteriorexpresión impli
a la ne
esidad de que todo estado sea distinguible del origen.Expandiendo el término exponen
ial eAt por medio de una series de poten
iasse tiene

CeAtv = C(

∞∑

i=0

(tA)i

i!
)v = 0, (0 ≤ t ≤ T ).la anterior expresión puede es
ribirse 
omo:

CeAtv =
[

1, t, t2

2! ,
t3

3! , ...
]




C
CA
CA2

CA3...



v = 0.



2.1. OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 11Dado que el primer término varía 
on el tiempo y que la igualdad se deberá
umplir en el intervalo [0, T ], enton
es es posible 
onsiderar T = 0. Se tieneenton
es que los estados son indistinguibles sí y sólo si la e
ua
ión:



C
CA
CA2

CA3...



v = 0tiene solu
ión para alguna v 6= 0.Por el teorema de Cayley-Hamilton, es posible 
onsiderar sólo los primeros
n términos de esta expansión, por lo que los estados son indistinguibles sí y sólosi existe v 6= 0 tal que




C
CA...

CAn−1


 v = 0, ó bien, rango




C
CA...

CAn−1


 < n. (2.5)Como 
onse
uen
ia del desarrollo anterior, es posible de
ir que la indistin-guibilidad de los estados x0 y x1 es independiente de T .Al subespa
io ve
torial al que pertene
en todos los ve
tores v, para los que sesatisfa
e (2.5) se le denota 
omo < ker C|A >, y es 
ono
ido 
omo el subespa
ioinobservable del sistema (2.1), (2.2). Este subespa
io está 
ara
terizado 
omola interse

ión de los subespa
ios ker CAk para k = 0, ..., n − 1, esto es

< ker C|A >=

n−1⋂

k=0

ker CAkEs posible también probar que es el máximo subespa
io invariante de A 
on-tenido en el kernel de C.En términos de una rela
ión entrada-salida, esta 
ondi
ión se puede es
ribir
omo: v ∈< ker C|A > sí y sólo si
y0(t, v) ≡ 0en donde el subíndi
e 0 denota la entrada igual a 
ero.De�ni
ión 2 [39℄. El sistema (2.1), (2.2) es observable si 
ualquier par deestados es distinguible.Esta de�ni
ión nos permite dar los siguientes resultados:Teorema 1 Las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) el sistema (2.1), (2.2) es observable,



12 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES(ii) todo estado es distinguible del origen,(iii) < ker C|A >= {0},(iv) CeAtv = 0 (0 ≤ t ≤ T ) ⇒ v = 0,(v) rango




C
CA...

CAn−1


 = nDado que la observabilidad del sistema está determinada por el par de matri
es

(C, A) enton
es es posible de
ir �(C, A) es observable� en vez de �el sistema(2.1), (2.2) es observable�.En términos de la rela
ión estados-salidas, un sistema observable se puedede�nir de la siguiente forma:De�ni
ión 3 Se di
e que el sistema (2.1), (2.2) es observable si para 
ualquier
ondi
ión ini
ial x0, la 
ondi
ión y(t) = 0 para todo t ≥ 0 impli
a que x(t) = 0para todo t ≥ 0, 
onsiderando u = 0.La de�ni
ión anterior es una 
onse
uen
ia del Teorema 1. Considere que elpar (C, A) es observable y que existe un estado ini
ial x1 6= 0 para el que la solu-
ión de la e
ua
ión diferen
ial (2.1) está dada por xu(t, x1) 6= 0, mientras que setiene en la e
ua
ión (2.2) yu(t, x1) = 0. Aplique la de�ni
ión de distinguibilidady utili
e la a�rma
ión (iv) del Teorema 1, note que x1 y toda la traye
toria
x(t, x1) son indistinguibles del origen. Dado el resultado del teorema 1, se puede
on
luir que el par (C, A) es inobservable, lo 
uál 
ontradi
e la 
onsidera
iónoriginal.El 
aso 
ontrario: yu(t, x1) = 0 impli
a que xu(t, x1) = 0, para todo x1 ∈ X ,enton
es es posible ver que todos los estados son distinguibles del origen, por lotanto el sistema es observable.Considere que la a�rma
ión (v) del Teorema 1 es satisfe
ha, 
onsidere que
u = 0. En este 
aso las primeras n−1 derivadas de la salida satisfa
en la igualdad




y
ẏ...

y(n−1)


 =




C
CA...

CAn−1


x (2.6)Dado que (v) se satisfa
e, enton
es (2.6) de�ne un mapeo biye
tivo entre losestados y un 
onjunto de salidas y sus respe
tivas derivadas. Por lo tanto y =

0 ⇔ x = 0.



2.1. OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 132.1.2. Dete
tabilidadConsidere el sistema (2.1), (2.2). Asuma que u = 0 y que el sistema esinobservable (par
ialmente observable [40℄), es de
ir:
rango




C
CA...

CAn−1


 = µ < n.Lo anterior impli
a que existe un 
onjunto de ve
tores N , tal que todos losve
tor vi ∈ N no produ
en ningún efe
to en la salida del sistema, es de
ir, lasiguiente igualdad se 
umple para ellos:

CeAtvi = 0en donde vi 6= 0.Note también que di
hos ve
tores satisfa
en la igualdad



C
CA...

CAn−1


 vi = 0.El 
onjunto N es llamado el subespa
io inobservable del sistema (2.1), (2.2),y puede ser 
ara
terizado en términos del par (C, A) 
omo:

N =< ker C|A >=

n−1⋂

k=0

ker CAkAlgunas propiedades que se pueden inferir de el subespa
io N son:
AN ∈ N , CN = 0. (2.7)El subespa
io N es un subespa
io A-invariante [41℄.Note que los estados pertene
ientes a N son indistinguibles del origen, porlo que di
hos estados se di
e que son inobservables.Se propone la siguiente de�ni
ión de dete
tabilidad [39℄:De�ni
ión 4 Se di
e que el sistema (2.1), (2.2) es dete
table si para 
ualquier
ondi
ión ini
ial x0, la 
ondi
ión y(t) = 0 para todo t ≥ 0 impli
a que x(t) → 0para t → ∞.De la anterior de�ni
ión se desprende que para determinar si un sistema quees par
ialmente observable, es a su vez dete
table será ne
esario determinar laestabilidad de los estados pertene
ientes al subespa
io N , i.e., (
onsiderandou=0) que toda traye
toria que se ini
ie en vi ∈ N , i = 1, ..., n−µ, tienda a 
eropara t → ∞.



14 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESPara determinar la estabilidad de los estados pertene
ientes a N es posibleutilizar la propiedad de invarian
ia del subespa
io inobservable. Para ello es
o-ja n − µ ve
tores linealmente independientes vi ∈ N de tal forma que formenuna base de N . Así mismo es
oja µ ve
tores si linealmente independientes quepertenez
an al subespa
io 
omplemento de N (i.e., N̄ ) de tal forma que formenuna base de N̄ . Una posible ele

ión de los ve
tores si es tomar el transpuestode los primeros µ renglones linealmente independientes de la matriz de obser-vabilidad [
CT (CA)T · · · (CAn−1)T

]T .Con los ve
tores en
ontrados anteriormente es posible formar la matriz detransforma
ión
T =

[
s1 ... sµ v1 ... vn−µ

]T
. (2.8)Lema 1 Considere que la entrada 
ono
ida es igual a 
ero, i.e., u = 0. Elsistema (2.1), (2.2) es transformado por medio de la matriz de transforma
ión

T de�nida en (2.8) a la forma:
[

ẋo

ẋō

]
=

[
Ao 0
A21 Aō

] [
xo

xō

] (2.9)En donde:
Tx =

[
xo

xō

]
, TAT−1 =

[
Ao 0
A21 Aō

]
.Note que los estados pertene
ientes al subespa
ioN son proye
tados en el ve
tor

xō. A la matriz Aō ∈ Rn−µ×n−µ se le 
ono
e 
omo la restri

ión de A en elsubespa
io N y se denota 
omo A|N , vea [41℄. Los valores propios de éstamatriz rigen el 
omportamiento de los estados pertene
ientes a N , por lo quesi los eigenvalores de di
ha matriz se en
uentran en el semiplano izquierdo,enton
es los estados pertene
ientes a N 
onvergen a 
ero 
on t → ∞. Enton
esse di
e que el sistema es dete
table.2.1.3. Observabilidad y dete
tabilidad fuertesConsidere el sistema (2.1), (2.2). Puesto que u (t) es 
ono
ido, y dado que enla se

ión 2.1.1 fue mostrado que su efe
to es irrelevante para la distinguibilidadde estados, sin perdida de generalidad, se puede asumir que u (t) = 0 para todo
t ≥ 0 y que

rango

[
E
F

]
= m.En vez de es
ribir todo el sistema llamaremos Σ a la 
uádrupla (A, C, E, F ).Nombrando ζ̂(s), ŷ(s) y x̂(s) a las transformadas de Lapla
e de ζ(t), y(t) y x(t)respe
tivamente, el sistema Σ es transformado a la forma

(sI − A)x̂(s) − Eζ̂(s) = x0,

Cx̂(s) + F ζ̂(s) = ŷ(s),



2.1. OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 15El sistema transformado se puede es
ribir de forma equivalente 
omo
PΣ(s)

(
x̂(s)

ζ̂(s)

)
=

(
x0

ŷ(s)

)en donde PΣ(s) se de�ne 
omo
PΣ(s) :=

(
sI − A −E

C F

)
. (2.10)La matriz PΣ(s) es llamada matriz de Rosenbro
k o matriz del sistema Σ [42℄.De�ni
ión 5 [42℄. La matriz de Rosenbro
k de la 
uádrupla (A, C, E, F ) estádada por

PΣ(s) =

[
sI − A −E

C F

]
. (2.11)A los valores de s0 ∈ C tales que rangoPΣ(s0) < n + m se les llama 
erosinvariantes de la 
uádrupla (A, C, E, F ).La importan
ia de los 
eros invariantes del sistema resulta más evidente si se
onsidera que PΣ(s) es invertible por la izquierda. Para este 
aso rangoPΣ(s) =

n + m y todos los polinomios 
ero del sistema son iguales a 
ero.Suponga que λ es un 
ero del sistema Σ. En este 
aso rangoPΣ(λ) < n+m.Por lo tanto existirá un ve
tor [
xT

0 ζT
0

]T tal que
PΣ(λ)

[
x0

ζ0

]
= 0.Por lo tanto, si la entrada al sistema tiene la forma ζ(t) = eλtζ0, la fun
ión

x(t) = eλtx0 satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial para x. La salida 
orrespondientea esta entrada será igual a 
ero. En 
onse
uen
ia, si el rango normal de PΣ(s)es n + m, un 
ero del sistema será una fre
uen
ia λ 
on la propiedad de queexiste una fun
ión de entrada (i.e., ζ(t) := eλtζ0) y una 
ondi
ión ini
ial x0,no ne
esariamente igual a 
ero, tal que la salida 
orrespondiente del sistema esigual a 
ero (yζ(t, x0) = 0).Lema 2 [42℄. Sea λ ∈ C. Suponga que x0 ∈ X y ζ0 ∈ W son tales que
PΣ(λ)

[
x0

ζ0

]
=

[
0
0

]Sea ζ(t) := eλtζ0. Enton
es la salida resultante del estado ini
ial x0 y la señalde entrada ζ(t) es igual a 
ero, esto es, yζ(t, x0) = 0 para toda t ≥ 0.Es importante re
ordar que los 
eros invariantes no son afe
tados por laapli
a
ión de transforma
iones no singulares sobre las matri
es del sistema (2.1),(2.2). Como 
onse
uen
ia de la propiedad anterior también se puede resaltar quelos 
eros invariantes no 
ambian 
uando la salida del sistema es retroalimentada.Las siguientes de�ni
iones, fundamentales para el trabajo, pueden ser en-
ontradas en [33℄, [35℄, [4℄, [34℄ y [39℄, entre otros.



16 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESDe�ni
ión 6 [39℄. Un estado x0 ∈ X es llamado débilmente inobservable siexiste una entrada ζ(t) tal que la salida 
orrespondiente del sistema yζ(t, x0) = 0para todo t ≥ 0. Al 
onjunto de todos los puntos débilmente inobservables de Σse le denota 
omo V∗(Σ) y se le llama el espa
io de inobservabilidad débil de Σ.Lema 3 Sea x0 ∈ V∗(Σ) y sea ζ(t) una fun
ión de entrada tal que la salidasatisfa
e yζ(t, x0) = 0 para toda t ≥ 0. Enton
es el estado aso
iado satisfa
e
xζ(t, x0) ∈ V∗(Σ) para toda t ≥ 0.De�ni
ión 7 [41℄. Un 
onjunto V es llamado (A, E)-invariante si

AV ⊂ V ⊕ E ,en donde E denota la imagen de E.A partir de la de�ni
ión 6 es posible de
ir que el subespa
io de inobservabi-lidad débil satisfa
e las siguientes rela
iones
AV∗ ⊂ V∗ ⊕ E , CV∗ ⊂ F . (2.12)en donde F es la imagen de F .Note que las propiedades del subespa
io inobservable dadas en (2.7) se ajus-tan a las propiedades en (2.12). Como 
onse
uen
ia de este he
ho, es posiblea�rmar que el subespa
io inobservable del par (C, A) es un sub
onjunto 
on-tenido en el subespa
io débilmente inobservable de la 
uádrupla (A, C, E, F )(i.e., N ⊆ V∗).Con la �nalidad de explotar la propiedad de invarian
ia de los subespa
iosdébilmente inobservable e inobservable, se introdu
en las siguientes nota
iones.Denote 
omo VN̄ al subespa
io 
omplemento de N dentro del subespa
io

V∗, tal que
VN̄ ⊕N = V∗.Note que VN̄ pertene
e al subespa
io observable del par (C, A), i.e., VN̄ ⊂ N̄ .Sea V̄N̄ el subespa
io 
omplemento de VN̄ en X , tal que X = VN̄ ⊕ V̄N̄ .El siguiente resultado es apli
able a 
ualquier subespa
io (A, E)-invariantede salida nula.Lema 4 Sea V∗ el subespa
io débilmente inobservable de la 
uádrupla (A, C, E, F ).Existe una matriz Q ∈ Rm×n tal que

(A − EQ)V∗ ⊂ V∗, (C − FQ)V∗ = {0}, QV̄N̄ = {0}.Prueba. La siguiente igualdad es satisfe
ha por de�ni
ión V∗ = VN̄ ⊕N .Obviamente se 
umple AN ∈ N , AN ∈ V∗ y CN = {0}. El subespa
io VN̄satisfa
e
AVN̄ ⊂ V∗ + E , CVN̄ ⊂ F .Sea {vN1 , vN2 , ..., vNµ
} una base del subespa
io VN̄ . Existen wi ∈ V∗ y

ζi ∈ W tales que
AvNi

= wi + Eζi, CvNi
= Fζi.



2.1. OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 17Es posible es
oger una matriz Q0 ∈ Rm×n tal que
Q0vNi

= ζi.Sea enton
es Q la extensión de Q0 a X de tal forma que QV̄N̄ = {0}. La
onstru

ión anteriormente men
ionada paraQ satisfa
e la proposi
ión del lema.
♮En la se

ión 2.1.1 fue mostrado que el sistema (2.1), (2.2) es observablesí y sólo si para 
ualquier estado ini
ial x0, 
onsiderando la entrada 
ono
idaigual a 
ero, satisfa
e que y0(t, x0) = 0 para todo t ≥ 0 sólo si x0 = 0. Ahora elsistema (2.1), (2.2) será llamado fuertemente observable si se 
onserva la mismapropiedad 
on 
ualquier entrada des
ono
ida arbitraria.De�ni
ión 8 [4℄. Se di
e que el sistema (2.1), (2.2) es fuertemente observablesi para 
ada 
ondi
ión ini
ial x0 y para 
ada entrada ζ (t), la 
ondi
ión y (t) = 0para todo t ≥ 0 impli
a que x (t) = 0 para todo t ≥ 0.La de�ni
ión 8 puede ser rela
ionada 
on los 
on
eptos de 
ero invariantedado en la de�ni
ión 5 y del subespa
io de inobservabilidad débil dado en lade�ni
ión 6.Teorema 2 Las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) El sistema (2.1), (2.2) es fuertemente observable,(ii) La 
uádrupla (A, C, E, F ) no tiene 
eros invariantes,(iii) V∗ sólo 
ontiene al ve
tor 
ero, i.e., V∗ = {0}.Prueba. Por de�ni
ión las a�rma
iones (i) y (iii) son equivalentes.

(i) ⇒ (ii). Considere que (ii) no se 
umple, enton
es existe una fre
uen
ia
λ tal que

PΣ(λ) < n + rango

[
−E
F

]
.Apli
ando el lema 2, la salida 
orrespondiente a la entrada ζ = ζ0e

λt y la
ondi
ión ini
ial x(0) = x0 es 
ero. Dado que x0 6= 0 enton
es el sistema (2.1),(2.2) no es fuertemente observable. Por de�ni
ión x0 ∈ V∗ y en 
onse
uen
ia
V∗ 6= {0}.

(ii) ⇒ (i). Considere que el sistema (2.1), (2.2) no es fuertemente observable,por de�ni
ión V∗ 6= {0}. De a
uerdo al Lema 4 es posible es
oger una matriz Qtal que (A − EQ)V∗ ⊂ V∗. Sea λ un valor propio de la restri

ión de la matriz
A − EQ al subespa
io V∗ y sea x0 el 
orrespondiente ve
tor propio. Considere
ζ = Qx0, enton
es se 
umple la igualdad

PΣ(λ)

[
x0

ζ0

]
.



18 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESEn 
onse
uen
ia rangoPΣ(λ) < n + rango

[
−E
F

], lo 
ual 
ontradi
e (ii). Porlo tanto está probado (i) ⇔ (ii).
♮Ejemplo: El siguiente ejemplo nos permitirá ilustrar la diferen
ia entre elproblema 
lási
o de re
onstru

ión de estados y el problema de re
onstru

iónde estados en presen
ia de entradas des
ono
idas. Considere el siguiente sistemalineal invariante en el tiempo 
on entradas des
ono
idas:

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
−1 1

] [
x1

x2

]
+

[
1
0

]
ζ; y = [1 0]

[
x1

x2

]Considere, en primera instan
ia, que la entrada des
ono
ida es igual a 
ero(i.e., ζ = 0). Utilizando la de�ni
ión 4, es fá
il notar que si y = 0 enton
es x = 0y que la rela
ión inversa también se 
umple, enton
es, y = 0 ⇔ x = 0.Como un segundo paso, 
onsidere que ζ 6= 0. Enton
es es posible notar que
y = 0 ; x2 = 0, por lo que la ausen
ia de informa
ión en la salida del sistema,no impli
a que el estado sea igual a 
ero. Enton
es, en este ejemplo, aún 
uandolos estados pueden ser observados en ausen
ia de la entrada des
ono
ida, enpresen
ia de la entrada des
ono
ida no pueden ser re
onstruidos solamente 
onla informa
ión de la salida.Siguiendo la misma idea de distinguibilidad de estados, es posible de�nir unsistema fuertemente dete
table de la siguiente forma:De�ni
ión 9 [4℄. El sistema es fuertemente dete
table si para toda ζ(t) y x(0)se tiene que y(t) = 0 (∀t ≥ 0) impli
a x → 0 para t → ∞ .De manera similar a lo realizado en el 
aso dete
table, la propiedad de de-te
tabilidad fuerte está rela
ionada 
on la 
onvergen
ia a 
ero de las traye
toriasde los estados pertene
ientes a V∗.Considere que los ve
tores vi forman una base de V∗ y los ve
tores wi formanuna base de su 
omplemento V̄. Sean V y W las matri
es 
uyas 
olumnas estánformadas por los elementos vi y wi respe
tivamente.Forme la matriz de transforma
ión

T =

[
WT

V T

] (2.13)Sea Q una matriz elegida para satisfa
er el Lema 4. Considerando la entrada
ono
ida igual a 
ero u = 0, el sistema (2.1), (2.2), puede ser es
rito de lasiguiente forma:
ẋ = AQx + Eζ̄
y = CQx + F ζ̄

(2.14)en donde AQ = (A − EQ), CQ = (C − FQ), ζ̄ = ζ + Qx.
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ión Tx 
on T diseñada de a
uerdo a (2.13), transformael sistema (2.14) a la siguiente representa
ión:
[

ẋs

ẋs̄

]
=

[
As 0
Ass̄ As̄

] [
xs

xs̄

]
+

[
Es

Es̄

]
ζ̄,

y =
[
Cs 0

] [
xs

xs̄

]
+ F ζ̄

(2.15)en donde [
As 0
Ass̄ As̄

]
= TAQT−1,

[
Es

Es̄

]
= TE,

[
xs

xs̄

]
= Tx,

[
Cs 0

]
= CQT−1Prueba. Considere:

TT T =

[
Γ11 Γ12

Γ21 Γ22

]
, (TT T )−1 =

[
Γ̄11 Γ̄12

Γ̄21 Γ̄22

]Dado que V T W = 0 y que las igualdades del Lema 4 son satisfe
has, enton
es:
Γ11Γ̄11 = I, Γ22Γ̄22 = I, Γ11Γ̄12 = 0, Γ22Γ̄21 = 0,por lo tanto W Γ̄12 ∈ ker WT = V∗ y V Γ̄21 ∈ ker V T . La matriz inversa de Tpuede de�nirse 
omo:

T−1 = T T (TT T )−1Ahora pruebe que la matriz TAQT−1 toma la forma dada en (2.15). Cal
ule:
TAQT−1 =

[
WT AQW Γ̄11 WT AQV Γ̄22

V T AQW Γ̄11 V T AQV Γ̄22

]Por la propiedad de invarian
ia del subespa
io débilmente inobservable se tieneque AQV ∈ V∗. Por otro lado, dado que las 
olumnas de W forman una basedel subespa
io V̄ , se tiene que ker WT = V∗, y en 
onse
uen
ia WT AQV = 0.Esto prueba la forma des
rita para TAQT−1.Veri�que ahora la forma des
rita para CQT−1

CQT−1 = CQT T (TT T )−1 = CQ [W V ]

[
Γ̄11 Γ̄12

Γ̄21 Γ̄22

]
= [CQW CQV ]

[
Γ̄11 Γ̄12

Γ̄21 Γ̄22

]Dado que las 
olumnas de V forman una base de V∗ y, 
omo resultado de laapli
a
ión del Lema 4 se tiene que CQV = 0. Continuando el 
ál
ulo:
CQT−1 =

[
CQW Γ̄11 CQW Γ̄12

]
.Como se men
ionó anteriormente W Γ̄12 ∈ V∗, por lo que apli
ando nuevamenteel Lema 4 se tiene que CQW Γ̄12 = 0. Con lo anterior, la forma des
rita en (2.15)queda probada.
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♮Es posible rela
ionar la de�ni
ión 9 
on la de�ni
ión de subespa
io débil-mente inobservable y el 
on
epto de 
eros invariantes mediante el siguiente teo-rema:Teorema 3 Las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) El sistema (2.1), (2.2) es fuertemente dete
table.(ii) La 
uádrupla (A, C, E, F ) es de fase mínima (los 
eros invariantes de la
uádrupla (A, C, E, F ) satisfa
en Re s < 0).(iii) Las traye
torias pertene
ientes al subespa
io débilmente inobservable V∗
onvergen a 
ero.Prueba. Por de�ni
ión las a�rma
iones (i) y (iii) son equivalentes, por lo quebastará probar su equivalen
ia 
on la a�rma
ión (ii).

(i) ⇒ (ii). Si el sistema es fuertemente observable, enton
es los valores pro-pios de AQ|V∗ deberán ser estables, i.e., los valores propios de la matriz As̄deben tener parte real estri
tamente negativa.El subsistema (As, Cs, Es, F ) es fuertemente observable, por lo que la matrizde Rosenbro
k aso
iada a di
ho subsistema:
PFO(s) =

[
sI − As −Es

Cs F

]
, (2.16)es de rango 
ompleto para 
ualquier valor de s.Considere dimV∗ = nV y en 
onse
uen
ia dim V̄ = n − nV .Forme la matriz de Rosenbro
k para el sistema transformado (2.15):

PFD(s) =




sI − As 0 −Es

−Ass̄ sI − As̄ −Es̄

Cs 0 F



El rango de la matriz PFD(s) puede ser expresado 
omo:
rangoPFD(s) = rango




sI − As −Es 0

Cs F 0
−Ass̄ −Es̄ sI − As̄



 . (2.17)El bloque formado por las submatri
es sI − As, −Es, Cs, F 
oin
ide 
on laforma PFO(s), por lo que rangoPFO(s) = n − nV , en 
onse
uen
ia los 
erosinvariantes de la 
uádrupla (AQ, CQ, E, F ) están dados por los valores de stales que sI − As̄ tenga rango menor a nV . Note que di
hos valores 
oin
iden
on los valores propios de AQ|V∗, por lo que (i) impli
a (ii).
(ii) ⇒ (i). Considere que el sistema es fuertemente dete
table pero no sa-tisfa
e la a�rma
ión (ii). Enton
es existe al menos un valor λ > 0 tal que
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rangoPFD(λ) < n. Enton
es existe un valor de x0 diferente de 
ero y una en-trada ζ = ζ0e

λt tal que PFD(λ)

[
x0

ζ0

]
= 0. Di
ha 
ondi
ión ini
ial tendría laforma x0 =

[
0

x0s̄

] para (2.15). La evolu
ión de di
ho estado estará regida porlos valores propios de la matriz As̄. Dado que λ > 0 es un valor propio de la ma-triz As̄, enton
es el estado aso
iado a di
ha 
ondi
ión ini
ial satisfa
e xV 9 0, ydado el lema 3, enton
es y = 0 ∀ t ≥ 0 ; x → 0, lo 
ual 
ontradi
e la de�ni
iónde dete
tabilidad fuerte. En 
onse
uen
ia queda probado que (i) ⇔ (ii).
♮Es posible obtener otra propiedad muy importante de la matriz de Rosen-bro
k PFD(s) y esta es que si el sistema (2.1), (2.2) es fuertemente dete
table,enton
es rango

[
−Es

F

]
= rango

[
−E
F

]
= m.A 
ontinua
ión se presenta un algoritmo des
rito en [33℄ que permite en
on-trar el subespa
io V∗.El algoritmo estable
e lo siguiente:Algoritmo de Molinari [33℄. PASO 0: Haga i = 0 y M0 = 0 (una matrizde dimensión nula).PASO 1: Evalúe

Γi =

[
MiE MiA
F C

]
,determine alguna matriz no singular Ti tal que Γi sea redu
ida a

TiΓi =

[
Gi+1 Hi+1

0 Mi+1

]
,en donde Gi+1 tiene rango renglón 
ompleto.PASO 2: Haga i = i + 1 y regrese al Paso 1.OBSERVACION: El algoritmo termina 
uando rangoMi = rangoMi+1. Lamatriz Mi, para la 
ual se satisfa
e la anterior igualdad, se le denota 
omo �Mn�.Como resultado del algoritmo se expone el siguiente Teorema:Teorema 4 El algoritmo de Molinari estable
e que ker Mn = V∗.Para 
ada matriz Mi es posible 
al
ular el subespa
io Vi 
omo ker Mi = Vi.Cada subespa
io Vi satisfa
e las siguientes propiedades anidadas:Lema 6 [35℄.

V0 = X , Vi+1 ⊂ Vi, Vi ⊂ V∗



22 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESPor lo tanto, para todo entero mayor a n, se tiene que
ker Mn = ker Mn+1 = ker Mn+2 = ... = V∗Es posible a�rmar, que para un sistema fuertemente observable (i.e., V∗ =

{0}), el algoritmo de Molinari estable
e una rela
ión, entre los estados del sis-tema y las derivadas de la salida del sistema, del tipo
Θn




y
ẏ...

y(k−1)


 = Mnx (2.18)En donde Θk es una matriz de dimensiones ade
uadas. La rela
ión (2.18) aligual que la (2.6) estable
en una rela
ión biye
tiva entre los estados del sistemay una 
ombina
ión lineal de las salidas del sistema y sus derivadas, por lo quela existen
ia del mapeo biye
tivo impli
a que y = 0 ⇔ x = 0.Para el 
aso general, de a
uerdo a la de�ni
ión del subespa
io débilmenteinobservable, se satisfa
e:

MkV∗ = {0}.Por lo tanto, todos los estados vi ∈ V∗, no ne
esariamente iguales a 
ero(i.e., siempre que rangoMk < n), produ
irán que la salida del sistema satisfaga
y(t) = 0.2.1.4. Grado relativo y el subespa
io V∗El grado relativo es un 
on
epto utilizado para el diseño de modos deslizantes.Debido a que el subespa
io débilmente inobservable es una pieza fundamentalen el estudio de sistemas 
on entradas des
ono
idas, resulta ne
esario introdu
irun método para en
ontrar el subespa
io V∗ ha
iendo uso del 
on
epto de gradorelativo par
ial dado a 
ontinua
ión:De�ni
ión 10 Considere la 
uádrupla (A, C, E, F ). Se de�ne 
omo ve
tor degrados relativos par
iales de la salida y(t) 
on respe
to a la entrada des
o-no
ida ζ(t), al ve
tor (r1, ..., rp) 
ompuesto por los enteros ri, i = 1, ..., p. Cadagrado relativo par
ial ri satisfa
e los siguientes requerimientos:

ri = 0, si fi 6= 0, en donde fi denota al iésimo renglón de la matriz F ;Si fi = 0, enton
es ri es el entero que satisfa
e
ciA

jE = 0, j = 0, ..., ri − 2, ciA
ri−1E 6= 0,

ri ≤ n − 1 (2.19)en donde ci denota al iésimo renglón de la matriz C;Finalmente ri = ∞, si fi = 0 y ciA
jE = 0 para todo j = 0, ..., n − 1.
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uerdo a la de�ni
ión 10 de grado relativo par
ial, las salidas del sistema(2.1), (2.2) podrían separarse en tres tipos: las que tienen grado relativo par
ialigual a 
ero, las que tienen grado relativo par
ial igual a in�nito y aquellas quetienen un grado relativo par
ial �nito diferente de 
ero.Considere el sistema (2.1), (2.2). Sele

ione la matriz F⊥ de la siguienteforma
F⊥ =

[
F 1
⊥

F 2
⊥

]
,de tal forma que F 1

⊥ ∈ Rp1×p, F 2
⊥ ∈ Rp2×p, y

F 1
⊥F = 0, y F 1

⊥CAiE = 0, ∀ i = 0, ..., n − 1,

F 2
⊥F = 0, y F 2

⊥CAj−1E 6= 0, para algún 0 ≤ j < n,

rango

[
F 1
⊥

F 2
⊥

]
= p − p3, y rangoF = p3.Es
oja una matriz F⊥⊥, y aplique la siguiente transforma
ión de salida

[
F⊥

F⊥⊥

]
y(t),en donde F⊥⊥ ∈ Rp3×p. La salida transformada toma la forma:




y1

y2

y3



 =




C1

C2

C3



x +




D1

D2

D3



u +




0
0
F3



 ζ, (2.20)en donde y1 ∈ Rp1 , y2 ∈ Rp2 y y3 ∈ Rp3 , y p1, p2 y p3 
umplen que p1+p2+p3 =
p y que rangoF3 = rangoF = p3.Es posible re
onstruir el subespa
io débilmente observable del sistema (2.1),(2.2), utilizando la anterior transforma
ión de las salidas.Para el siguiente pro
edimiento 
onsidere la salida transformada del sistema(3.2) y la e
ua
ión (2.1).Obtenga las matri
es

UT
1i =

[
cT
1i (c1iA)T · · · (c1iAn1i−1)T

]en donde c1i, i = 1, ..., p1 es el iésimo renglón de la matriz C1, y el entero n1iestá de�nido 
omo
n1i = rango

[
cT
1i (c1iA)T · · · (c1iA

n−1)T
]T

.Cada matriz U1i 
orresponde a la matriz de observabilidad del par (c1i, A).De�na la matriz extendida U1extended y 
al
ule el entero no1 
omo
U1extended =

[
UT

11 · · · UT
1p1

]T
, no1 = rango(U1extended). (2.21)Forme la matriz Uy1 ∈ Rny1×n 
on los primeros no1 renglones linealmenteindependientes de la matriz U1extended. La matriz Uy1 será llamada la matriz deobservabilidad redu
ida del par (C1, A).
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aso en que no1 = n enton
es kerUy1 = {0} y por tanto todo el espa-
io de estados podría ser re
onstruido a partir de la salida y1, en 
onse
uen
ia
V∗ = {0}.Cuando no1 < n es ne
esario veri�
ar la informa
ión de las siguientes salidas.Cal
ule el ve
tor de grados relativos par
iales del sistema (2.1), (3.2). Considereque 
ada entero ri representa el grado relativo par
ial de 
ada salida y2i 
onrespe
to al ve
tor de entradas des
ono
idas ζ, en donde y2i 
orresponde al iésimorenglón del ve
tor y2.Siguiendo la de�ni
ión de grado relativo par
ial, para 
ada renglón de lamatriz C2 obtenga

UT
2i =

[
cT
2i (c2iA)T · · · (c2iA

ri−1)T
]
,en donde c2i, i = 1, ... p2 representa al iésimo renglón de la matriz C2, y ri esel 
orrespondiente grado relativo par
ial de la salida y2i 
on respe
to al ve
torde entradas des
ono
idas ζ.De�na la matriz extendida U2extended y 
al
ule el entero no2 
omo

v̄extended =
[
v̄T
1 · · · v̄T

p2

]T
,

U2extended =
[
ŨT

21 · · · ŨT
2p2

]T
,

no2 = rango(U2extended). (2.22)Forme la matriz U2 ∈ Rno2×n de rango renglón 
ompleto, sele

ionando losprimeros no2 renglones linealmente independientes de la matrizU2extended .En este punto es ne
esario veri�
ar si la 
ondi
ión rango[UT
1 UT

2 ]T = n se
umple. Si di
ha 
ondi
ión se 
umple, enton
es ker [UT
1 UT

2 ] = {0}, todo elespa
io de estados puede ser re
onstruido a partir de las salidas y1 y y2, y en
onse
uen
ia V∗ = {0}. Note que [UT
1 UT

2 ]x rela
iona un 
onjunto de derivadasde las salidas y1 y y2 
on los estados del sistema de manera independiente a lasentradas des
ono
idas, de tal forma que si la 
ondi
ión se 
umple, enton
es lade�ni
ión 8 es satisfe
ha.Si se 
umple que rango[UT
1 UT

2 ]T < n enton
es forme la matriz
Ur =




c21A
r1−1

c22A
r2−1...

c2p2
Arp2−1


 ,Cal
ule las matri
es Mi+1 
omo

Mi+1 =




MiE
UrE
F3




⊥ 


MiA
UrA
C3



 , (2.23)en donde M0 = 00×0. Cal
ule las matri
es Mi+1 hasta que se satisfaga la 
ondi-
ión:
rango

[
UT

1 UT
2 MT

i+1

]T
= rango

[
UT

1 UT
2 MT

i

]T
. (2.24)Sea l el número de matri
es Mi 
al
uladas menos uno.
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es U1, U2 y Ml son 
al
uladas por el método des
rito,enton
es tiene:
ker




U1

U2

Ml



 = V∗.Prueba. Las siguientes igualdades son satisfe
has:



y1i

ẏ1i...
y
(n1i−1)
1i


 = U1ix,




y2j

ẏ2j...
y
(rj−1)
2j


 = U2jx (2.25)en donde i = 1, ..., p1, j = 1, ..., p2. De forma similar que para las matri
es U1iy U2j se de�nieron las matri
es extendidas U1extended

y U2extended
forme 
on loselementos 
orrespondientes los ve
tores Y1extended

y Y2extended
de tal forma que

Y1extended
= U1extended

x, Y2extended
= U2extended

x.Forme los ve
tores Y1 y Y2 sele

ionando los renglones 
orrespondientes de
Y1extended

y Y2extended
de tal forma que las siguientes igualdades se satisfagan:

Y1 = U1x, Y2 = U2x.De�na el ve
tor
YR =




y
(r1)
21

y
(r2)
22...

y
(rp2)
2p2




.Haga el ve
tor ρ0 = 00×0 y de�na de forma re
ursiva:
ρi+1 =




MiE
UrE
F3




⊥ 


ρ̇i

YR

y3



 .Note que la siguiente igualdad se satisfa
e para 
ada itera
ión:



MiE
UrE
F3




⊥ 


ρ̇i

YR

y3



 =




MiE
UrE
F3




⊥ 


MiA
UrA
C3



x.Para 
ada itera
ión note que el ve
tor ρi está formado por una 
ombina
iónlineal de derivadas de YR y y3. Después de l itera
iones la siguiente igualdad essatisfe
ha: 


Y1

Y2

ρl



 =




U1

U2

Ml



x (2.26)



26 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESDe forma equivalente al algoritmo de Molinari (presentado en la se

ión2.1.3), el algoritmo presentado aquí de�ne una representa
ión inversa entre sa-lidas y estados (idea utilizada para la solu
ión de inversión de sistemas [32℄),para la 
ual la entrada es una 
ombina
ión lineal de varias derivadas del ve
torde salidas y la salida es un 
onjunto de estados en
ontrados independientementede la entrada des
ono
ida.Al analizar la rela
ión (2.26), por un lado si se tiene x = 0 ∀ t ≥ 0, enton
esha
iendo F3ζ = 0 ∀ t ≥ 0 se tiene que y = 0 ∀ t ≥ 0.Por otro lado, si y = 0 ∀t ≥ 0 enton
es el lado izquierdo de la e
ua
ión (2.26)es igual a 
ero y la igualdad es satisfe
ha para todo x ∈ ker
[
UT

1 UT
2 MT

l

]T .Por de�ni
ión los estados x 6= 0 para los que se satisfa
e y = 0 pertene
en alespa
io débilmente inobservable. Para veri�
ar la anterior a�rma
ión anali
emosel 
aso fuertemente observable. Asuma que el sistema es fuertemente observable,enton
es V∗ = 0 y por de�ni
ión y = 0 ∀t ≥ 0 ⇔ x = 0 ∀ t ≥ 0. Lo anteriorimpli
a que existe una rela
ión biye
tiva entre los estados y una 
ombina
iónlineal de las salidas y sus derivadas, y que di
ha rela
ión está dada por (2.26),por tanto
rango




U1

U2

Ml



 = n.

♮2.2. Modos Deslizantes Homogéneos de Orden Ar-bitrarioEn esta se

ión son expuestos los 
on
eptos de homogeneidad y modosdeslizantes de orden superior.El 
on
epto de homogeneidad es utilizado para probar la 
onvergen
ia entiempo �nito de los algoritmos por modos deslizantes de orden superior. Laspruebas de 
onvergen
ia de di
hos algoritmos se en
uentran desarrolladas parapequeñas regiones y, es utilizando el 
on
epto de homogeneidad, que la 
onver-gen
ia es expandida mas allá de esas pequeñas regiones.El algoritmo de diferen
ia
ión por medio de modos deslizantes de orden su-perior es introdu
ido en esta se

ión. La pruebas de 
onvergen
ia en tiempo�nito para el 
aso ideal, así mismo la estima
ión de las regiones de 
onvergen
iapara los 
asos dis
reto y 
on ruido son propor
ionadas. Debido a que el dife-ren
iador por modos deslizantes de orden superior será utilizado a lo largo deldesarrollo del trabajo de Tesis, se 
onsidera de gran importan
ia su estudio.2.2.1. Homogeneidad y 
onvergen
ia en tiempo �nitoLa propiedad de homogeneidad es utilizada para el diseño de algoritmosde 
ontrol por modos deslizantes. A 
ontinua
ión se dan a 
ono
er algunos
on
eptos importantes.
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lusión diferen
ial ẋ ∈ F (x) es llamada una in
lusión diferen
ial enel sentido de Filippov, si el 
onjunto de ve
tores F (x) no es va
ío, es 
errado,
onvexo, lo
almente a
otado y super-semi
ontinuo [43℄. La anterior 
ondi
ión sepuede interpretar en el sentido de que la distan
ia máxima entre los puntos de
F (x) 
on respe
to al 
onjunto F (y) se desvane
e 
uando x → y [44℄. Las solu-
iones de la in
lusión, son fun
iones del tiempo absolutamente 
ontinuas quesatisfa
en la in
lusión diferen
ial 
asi en 
ualquier lugar (almost everywhere).Di
has solu
iones, siempre estarán de�nidas y satisfa
en las 
ondi
iones nor-males para la solu
ión de una e
ua
ión diferen
ial ex
epto la de uni
idad.Considere el 
onjunto de 
oordenadas (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. Sea r = (r1, ..., rn)una n-tupla de números reales positivos.De�ni
ión 11 [45℄. La familia de dilata
iones de un solo parámetro δr

ε, ε > 0(aso
iada a r), se de�ne 
omo
δr

ε(x) = (εr1x1, ..., εrnxn), ∀x = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n, ∀ε > 0.Los números ri son llamados los pesos de las 
oordenadas.De�ni
ión 12 [44℄. Una fun
ión f : Rn → R (respe
tivamente, un 
onjunto de
ampos ve
toriales F (x) ⊂ Rn, x ∈ Rn, o un 
ampo ve
torial f : Rn → Rn) esllamada homogénea de grado q (q ∈ R) 
on la dilata
ión δr

ε : (x1, x2, ..., xn) 7→
(εr1x1, ε

r2x2, ..., ε
rnxn), si para toda ε > 0 la siguiente identidad es satisfe-
ha f(x) = ε−qf(δεx) (respe
tivamente, F (x) = ε−qδ−1

ε [F (δεx)], o f(x) =
ε−qδ−1

ε [f(δεx)]).Note que la homogeneidad de un 
ampo ve
torial f(x) (un 
onjunto de 
am-pos ve
toriales F (x)) puede ser de�nida de forma equivalente 
omo la propiedadde invarian
ia de la e
ua
ión diferen
ial ẋ = f(x) (in
lusión diferen
ial ẋ ∈
F (x)) 
on respe
to a la transforma
ión 
ombinada de tiempo y 
oordenadas
Gε : (t, x) 7→ (εpt, δε(x)).Un 
onjunto D es llamado de 
ontra

ión si δκD ⊂ D para todo κ < 1.Considere las siguientes propiedades:1. Una in
lusión diferen
ial ẋ ∈ F (x) (e
ua
ión ẋ = f(x)) es llamada globaly uniformemente estable (
onverge en tiempo �nito a 0), si es estable ensentido de Lyapunov y para todo R > 0 existe T > 0, tal que 
ualquiertraye
toria 
omenzando dentro del dis
o ||x|| < R 
onverge a 
ero en untiempo T .2. Una in
lusión diferen
ial ẋ ∈ F (x) (e
ua
ión ẋ = f(x)) es llamada glo-bal uniforme y asintóti
amente estable (
onvergente a 0), si es Lyapunovestable y para 
ualquier R > 0, ε > 0, T > 0 se 
umple que, 
ualquiertraye
toria 
omenzando dentro del dis
o ||x|| < R, entra al dis
o ||x|| < εen un tiempo T para permane
er ahí por siempre.3. Una in
lusión diferen
ial homogénea ẋ ∈ F (x) (e
ua
ión ẋ = f(x)) esllamada 
ontra
tiva si existen dos 
onjuntos 
ompa
tos D1, D2 y T > 0



28 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTEStales que D2 está 
ontenido en el interior de D1 y 
ontiene al origen, D1es de 
ontra

ión, y todas las traye
torias 
omenzando en t = 0 dentro de
D1, son lo
alizadas en D2 al instante T .Teorema 6 [44℄. Sea ẋ ∈ F (x) una in
lusión diferen
ial en el sentido de Filip-pov y además 
onsidere que es una in
lusión homogénea 
on un grado negativode homogeneidad −p. Enton
es las propiedades 1, 2 y 3 son equivalentes.El anterior teorema es 
onsiderado 
omo un punto de partida para el diseñode algoritmos 
on 
onvergen
ia en tiempo �nito.2.2.2. Diferen
iador por Modos Deslizantes de Orden Su-periorEn esta se

ión se presentan los fundamentos del diferen
iador robusto basa-do en modos deslizantes de orden superior [30℄, debido a que su estru
tura seráutilizada para el diseño de observadores.El diferen
iador por Modos Deslizantes de orden n de una señal f0(t) tienela siguiente forma:
ż0 = v0 = z1 − λ0|z0 − f0(t)|

n
n+1 sign(z0 − f0(t)),

ż1 = v1 = z2 − λ1|z1 − v0|
n−1

n sign(z1 − v0),...
żi = vi = zi+1 − λi|zi − vi−1|

n−i
n−i+1 sign(zi − vi−1),...

żn−1 = vn−1 = zn − λn−1|zn−1 − vn−2|
1
2 sign(zn−1 − vn−2),

żn = −λn sign(zn − vn−1)

(2.27)
para 
onstantes λi sele

ionadas en orden re
ursivo de a
uerdo a [30℄. Con-siderando las 
ondi
iones ini
iales del diferen
iador iguales a 
ero y que existe
ierta 
onstante Γ tal que |f (n)

0 | ≤ Γ, las siguientes igualdades son satisfe
has enausen
ia de ruidos en la medi
ión de f0(t) y después de un pro
eso transitoriode tiempo �nito:
|zi − f

(i)
0 (t)| = 0 i = 0, ..., n (2.28)Considere que la señal f0(t) es medida junto a una perturba
ión ξ(t) deamplitud máxima ε. De�na las variables σ0 = z0 − f0(t), σ1 = z1 − ḟ0(t),..., σn = zn − f

(n)
0 (t). Enton
es toda solu
ión de (2.27) satisfa
e la siguiente



2.2. MODOS DESLIZANTES HOMOGÉNEOS 29in
lusión diferen
ial
σ̇0 = σ1 − λ0|σ0 + ξ(t)| n

n+1 sign(σ0 + ξ(t)),

σ̇1 = σ2 − λ1|σ1 − σ̇0|
n−1

n sign(σ1 − σ̇0),...
σ̇i = σi+1 − λi|σi − σ̇i−1|

n−i
n−i+1 sign(σi − σ̇i−1),...

σ̇n−1 = σn − λn−1|σn−1 − σ̇n−2| 12 sign(σn−1 − σ̇n−2),
σ̇n ∈ −λn sign(σn − σ̇n−1) + [−Γ Γ]

(2.29)
Es importante resaltar que la in
lusión (2.29) no 
ontiene informa
ión a
er
a dela señal original f0(t).El sistema (2.29) es homogéneo en ausen
ia de la perturba
ión (i.e., ξ(t) = 0),sus traye
torias no varían de a
uerdo a la transforma
ión:

Gη : (t, σi, ε) 7→ (ηt, ηn−i+1σi, ηn+1ε) (2.30)Es ne
esario de�nir las prin
ipales propiedades de la in
lusión diferen
ial(2.29) que son satisfe
has 
on una sele

ión ade
uada de λi.Lema 7 [30℄. Considere que ξδ(t) (la fun
ión ξ(t) 
onsiderada solamente enun intervalo de tiempo δ) satisfa
e que la integral ∫
|ξδ(t)|dt, en un intervalode tiempo δ, es menor que 
ierto valor �jo K > 0. Enton
es para 
ualquier

0 < Si < S′
i, i = 0, ..., n, 
ada traye
toria de (2.29) que 
omienza dentro de laregión |σi| < Si no deja la región |σi| < S′

i durante este intervalo de tiempo,para δ su�
ientemente pequeño.Prueba. Note que −σ̇0 juega el papel del ruido ξ(t) para el sistema formadopor las últimas n − 1 e
ua
iones en (2.29). Con n = 0, (2.29) queda redu
ida a
σ̇0 ∈ −λ0 sign(σ0 + ξ(t)) + [−Γ Γ]. Se tiene que para n = 0, λ0 > Γ el lema 7,es obviamente satisfe
ho. El Lema es probado utilizando indu

ión matemáti
a.Considere que se 
umple para un sistema de orden n − 1 
on la sele

ión deparámetros λ̄i, i = 0, ..., n− 1. Es posible probar que las a�rma
iones del lemase 
umplen para la in
lusión diferen
ial (2.29) de orden n, 
on λ0 su�
ientementegrande y λi = λ̄i−1, i = 1, ..., n.Sele

ione los valores SMi

, tales que Si < S′
i < SMi

, i = 0, ..., n (la sele

iónde los valores SMi
nos permiten suponer que las traye
torias entran a una regiónmayor a Si). Enton
es
|σ̇0| ≤ λ0| (|ξ(t)| + |σ0|) |n/(n+1) + |σ1|

≤ λ0|ξ(t)|n/(n+1) + λ0S
n/(n+1)
M0

+ SM1 (2.31)Utilizando la desigualdad de Hölder para integra
ión se tiene
∫

|σ̇0|dt ≤ λ0δ
1/(n+1)

(∫
|ξ(t)|dt

)n/(n+1)

+ δ
(
λ0S

n/(n+1)
M0

+ SM1

)



30 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTESEnton
es |σ0| ≤ S′
0 se satisfa
e para δ pequeña. Por otro lado σ̇0 es una per-turba
ión para el sistema de orden n − 1 en (2.29) y satisfa
e las 
ondi
ionesdel Lema, enton
es dada la suposi
ión de que se 
umple de forma indu
tiva, setiene que |σi| ≤ S′

i, i = 1, ..., n 
on δ su�
ientemente pequeña.
♮Lema 8 [30℄. Si para algún Si < S′

i, i = 0, ..., n, ξ(t) = 0 y T > 0 
ualquiertraye
toria de (2.29) 
omenzando en una región |σ0| < S′
i entra en un tiempo Ta la región |σi| < Si y se mantiene ahí por siempre, enton
es el sistema (2.29)es estable en tiempo �nito 
on ξ(t) = 0.Prueba. El lema 8 es una 
onse
uen
ia de la homogeneidad del diferen
iador(la invarian
ia del (2.29) 
on respe
to a la transforma
ión (2.30)). Dada lapropiedad de homogeneidad y la existen
ia de un mapeo 
ontra
tivo, enton
esla a�rma
ión 3 del teorema 6 es satisfe
ha.

♮Lema 9 [30℄. Para 
ada 
onjunto de numeros Si > 0, i = 0, ..., n, existennúmeros Σi > si, ki > 0 y T > 0, εM tales que para 
ualquier ξ(t) ∈ [−ε ε],
ε ≤ εM , 
ualquier traye
toria de (2.29) que 
omienza dentro de la región |σi| <
Si, entra dentro de un tiempo T , y sin dejar la región |σi| ≤ Σi, a la región
|σi| ≤ kiε

n−i+1 y se mantiene dentro por siempre.Prueba. Al igual que el Lema 7, este lema será probado utilizando indu

iónmatemáti
a. Con n = 0 la in
lusión (2.29) satisfa
e de manera trivial el lema
on λ0 > Γ. Nuevamente asuma que el lema se satisfa
e para el sistema deorden n − 1 
on las ganan
ias λ̄i, i = 0, ..., n − 1. Pruebe ahora que el lema essatisfe
ho también por el sistema de orden n 
on λ0 su�
ientemente grande ylas ganan
ias λi = λ̄i−1, i = 1, ..., n.Considere el 
aso en el que εM = 0, es de
ir ξ = 0. Es
oja una regiónmás grande |σi| < S′
i, Si < S′

i, i = 0, ..., n y sean Σi > S′
i, i = 0, ..., n −

1, algunas 
otas superiores elegidas de a
uerdo al Lema 9 para (2.29) y esaregión. De la e
ua
ión (2.31) es posible ver que eligiendo una 
onstante q >
1 y 
on λ0 su�
ientemente grande las traye
torias entran a la región |σ0| ≤
(qΣ1/λ0)

(n+1)/n en un tiempo arbitrariamente pequeño. Durante ese tiempo σ̇0no 
ambia de signo. Por lo tanto, ∫
|σ̇0|dt ≤ S′

0 para λ0 su�
ientemente grande.Enton
es la perturba
ión −σ̇0 que entra al sistema (2.29) satisfa
e el Lema 7y en 
onse
uen
ia las desigualdades |σi| ≤ S′
i son satisfe
has para i ≥ 1. Esposible ver de la primera e
ua
ión en (2.29) que a partir de ese momento se
umple que |σ̇0| ≤ 3Σ1 
on una ele

ión ade
uada de q.Diferen
iado la primera e
ua
ión de (2.29) 
on ξ(t) = 0 se tiene

σ̈0 = −λ0|σ0|−1/(n+1)σ̇0 + σ̇1,en donde de a
uerdo a la in
lusión (2.29) la siguiente desigualdad se satisfa
e
|σ̇1| ≤ 4λ1Σ1 + Σ2. Enton
es, 
on λ0 su�
ientemente grande y dentro de un in-tervalo de tiempo arbitrariamente pequeño la siguiente desigualdad es satisfe
ha
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|σ̇0| ≤ λ−1

0 (4λ1Σ1 + Σ2)(qΣ1/λ0)
1/n. Note que el lado dere
ho puede ha
ersearbitrariamente pequeño mediante la sele

ión de λ0. Dado que es supuesto quese 
umple para un sistema de orden n − 1, y de a
uerdo al Lema 8, el Lema 9es probado para εM = 0.Considere ahora εM > 0, 
omo resultado de la 
ontinua dependen
ia delas solu
iones de una in
lusión diferen
ial a su lado dere
ho [43℄ 
on εM su�-
ientemente pequeño las traye
torias se 
on
entran en una pequeña ve
indaddel origen. Las propiedades de la 
onvergen
ia en di
ha ve
indad se deben a lahomogeneidad del sistema.

♮Teorema 7 [30℄ Considere la existen
ia de un ruido determinísti
o en la medi-
ión de f0(t) de tal forma que |f(t) − f0(t)| ≤ ε. Enton
es las siguientes igual-dades son satisfe
has en tiempo �nito para 
iertas 
onstantes µi dependientesúni
amente de los parámetros del diferen
iador (2.28):
|zi − f

(i)
0 (t)| ≤ µiε

(n−i+1)/(n+1) i = 0, ..., n (2.32)Prueba. Es
riba la e
ua
ión diferen
ial en forma de la in
lusión (2.29), expreseel ruido determinísti
o 
omo la fun
ión ξ(t) de amplitud máxima ε. El resto dela prueba de 
onvergen
ia es 
onse
uen
ia del Lema 9.
♮Considere el 
aso en el que existe muestreo dis
reto. Para este 
aso z0− f(t)representan los puntos z0(tj) − f(tj) para tj ≤ t < tj+1, tj+1 − tj = τ > 0.Teorema 8 [30℄ Sea τ > 0 un intervalo de muestreo 
onstante. En ausen
iade ruidos, las siguientes igualdades son satisfe
has en tiempo �nito para 
iertas
onstantes µi dependientes úni
amente de los parámetros del diferen
iador

|zi − f
(i)
0 (t)| ≤ µiτ

n−i+1 i = 0, ..., n (2.33)Prueba. Considere la e
ua
ión diferen
ial
σ̇0 = −λ0|σ0(tj)|n/(n+1) sign(σ0(t)) + σ1en vez de la primera e
ua
ión de 2.29. El sistema resultante de sustituir laanterior e
ua
ión es:

σ̇0 = −λ0|σ0(tj)|n/(n+1) sign(σ0(t)) + σ1,

σ̇1 = σ2 − λ1|σ1 − σ̇0|
n−1

n sign(σ1 − σ̇0),...
σ̇i = σi+1 − λi|σi − σ̇i−1|

n−i
n−i+1 sign(σi − σ̇i−1),...

σ̇n−1 = σn − λn−1|σn−1 − σ̇n−2| 12 sign(σn−1 − σ̇n−2),
σ̇n ∈ −λn sign(σn − σ̇n−1) + [−Γ Γ]

(2.34)
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lusión (2.34) es invariante 
on respe
to a la transforma
ión:
(t, τ , σi) 7→ (ηt, ητ , ηn−i+1σi).Por otro lado, la in
lusión (2.34) puede ser es
rita en la forma (2.29) en donde

|ξ(t)| ≤ ε deberá ser sele

ionada para 
ada región de σ0 
uando τ es su�
ien-temente pequeña. Apli
ando su
esivamente el Lema 9 y dado que el sistemaes homogéneo enton
es la prueba se lleva a 
abo de la misma forma que en elteorema 7.
♮En parti
ular, el error de la n-ésima derivada es propor
ional a τ .



Capítulo 3Observa
ión de SistemasLineales Invariantes en elTiempo 
on EntradasDes
ono
idasEn esta se

ión son diseñados observadores para sistemas Lineales Invarian-tes en el Tiempo 
on Entradas Des
ono
idas (LITED). El diseño del observadorestá dividido en tres pasos. Primero, el sistema es transformado para separarlos estados no afe
tados por las entradas des
ono
idas (si los hubiese) del restode estados afe
tados por las mismas. Como segundo paso, utilizando el he
hode que la entrada des
ono
idas es asumida a
otada, es apli
ado un observadortipo Luenberger para garantizar que el error de estima
ión se en
uentre en unaregión a
otada 
er
ana al origen. Finalmente, y de a
uerdo a si el sistema esfuertemente observable o fuertemente dete
table, es diseñado un esquema basa-do en modos deslizantes de orden superior que garantiza la 
onvergen
ia a 
erodel error de estima
ión en tiempo �nito para el 
aso ideal.Considere un Sistema Lineal Invariante en el Tiempo 
on Entradas Des
o-no
idas (SLITED)
ẋ = Ax + Bu(t) + Eζ(t),

y = Cx + Du(t) + Fζ(t), (3.1)en donde x ∈ X ⊆ Rn son los estados del sistema, y ∈ Y ⊆ Rp es el ve
tor desalidas, u(t) ∈ U ⊆ Rq0 es el ve
tor de entradas de 
ontrol, ζ(t) ∈ W ⊆ Rm,
m ≤ p, es el ve
tor de entradas des
ono
idas (perturba
iones), las matri
es
A, B, C, D, E, F son 
ono
idas y tienen dimensiones ade
uadas. Las solu
ionesde las e
ua
iones serán interpretadas en el sentido de Filippov [43℄ para permitirel uso de señales dis
ontinuas en 
ontroles y observadores. Note que las solu-
iones en el sentido de Filippov 
oin
iden 
on las solu
iones usuales 
uando el33



34 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDlado dere
ho de las e
ua
iones es 
ontinuo. También se asume que todas lasentradas permiten la existen
ia de solu
iones y su extensión a lo largo de todoel semieje t ≥ 0.Sin pérdida de generalidad se 
onsidera que
rango

[
E
F

]
= m.El objetivo es diseñar un observador que garanti
e la estima
ión exa
ta(preferiblemente en tiempo �nito) de los estados y la entrada des
ono
ida.La siguiente nota
ión será utilizada a lo largo del 
apítulo. Sea G ∈ Rn×muna matriz. Si rangoG = n, enton
es se de�ne la pseudoinversa dere
ha de Ga la matriz dada por G+ = GT (GGT )−1. Si rangoG = m, enton
es se de�ne lapseudoinversa izquierda de G a la matriz G+ = (GT G)−1GT . Para una matriz

J ∈ Rn×m, n ≥ m, 
on rangoJ = r, es posible sele

ionar una de las matri
es
J⊥ ∈ R

n−r×n, tal que rango J⊥ = n − r y J⊥J = 0. J⊥⊥ ∈ R
r×n 
orrespondea una de las posibles matri
es tales que rango J⊥⊥ = r y J⊥(J⊥⊥)T = 0.Obviamente

rango

[
J⊥

J⊥⊥

]
= n.Suposi
ión 1 Las entradas des
ono
idas del ve
tor ζ(t) son fun
iones a
otadasy medibles en el sentido de Lebesgue, i.e., ||ζ(t)|| ≤ ζ+.3.1. Estabiliza
ión del error de estima
iónConsidere que alguna de las siguientes suposi
iones se 
umple:Suposi
ión 2 El sistema (3.1) es fuertemente observable.Suposi
ión 3 El sistema (3.1) es fuertemente dete
table.Para realizar la re
onstru

ión de estados es ne
esario des
omponer las sa-lidas del sistema de a
uerdo al 
on
epto de grado relativo par
ial dado en lase

ión 2.1.4.Sele

ione la matriz F⊥ de la siguiente forma

F⊥ =

[
F 1
⊥

F 2
⊥

]
,de tal forma que F 1

⊥ ∈ Rp1×p, F 2
⊥ ∈ Rp2×p, y

F 1
⊥F = 0, y F 1

⊥CAiE = 0, ∀ i = 0, ..., n − 1,

F 2
⊥F = 0, y F 2

⊥CAj−1E 6= 0, para algún 0 ≤ j < n,

rango

[
F 1
⊥

F 2
⊥

]
= p − p3, y rangoF = p3.
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oja una matriz F⊥⊥, y aplique la siguiente transforma
ión de salida
[

F⊥

F⊥⊥

]
y(t),en donde F⊥⊥ ∈ Rp3×p. La salida transformada toma la forma:




y1

y2

y3



 =




C1

C2

C3



x +




D1

D2

D3



u +




0
0
F3



 ζ, (3.2)Note que rangoF3 = rangoF = p3.De�na 
omo ny1 al rango de la matriz de observabilidad del par (C1, A)(vea [41℄). Forme la matriz Uy1 ∈ Rny1×n sele

ionando los primeros ny1 ren-glones linealmente independientes de la matriz de observabilidad. La matriz Uy1
orresponde a la matriz de observabilidad de orden redu
ido del par (C1, A).Es 
laro que el subespa
io observable del par (C1, A) no es afe
tado por laentrada des
ono
ida. A 
ontinua
ión se bus
ará una matriz de transforma
ión(2.8) para posteriormente llevar al sistema a la forma des
rita en (2.9).Es
oja una de las matri
es Ūy1 ∈ R(n−ny1 )×n tal que
Uy1Ū

T
y1

= 0, rango [
UT

y1
ŪT

y1

]T
= n.Note que las 
olumnas de Ūy1 forman una base del subespa
io observable delpar (C1, A). De�na la matriz de transforma
ión

Ty =

[
Uy1

Ūy1

]
. (3.3)Rees
ribiendo el sistema (3.1) 
on las salidas transformadas, éste toma laforma:

ẋ = Ax + Bu + Eζ (3.4)


y1

y2

y3



 =




C1

C2

C3



 x +




D1

D2

D3



u +




0
0
F3



 ζ.Teorema 9 Sea Ty de�nida de a
uerdo a (3.3). La transforma
ión de estados
ξ = Tyx lleva el sistema (3.4) a la forma

[
ξ̇1

ξ̇2

]
=

[
A11 0
A21 A22

] [
ξ1

ξ2

]
+

[
B1

B2

]
u + Ēζ (3.5)




y1

y2

y3



 =




C11 0
0 C22

C31 C32




[

ξ1

ξ2

]
+




D1

D2

D3



u + F̃ ζ (3.6)en donde Ē = [0 ET
2 ]T , F̃ = [0 0 FT

3 ]T , ξ1 ∈ Rny1 , ξ2 ∈ R(n−ny1 ).



36 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDProof. La matriz Uy1 está formada por los renglones linealmente indepen-dientes de la matriz de observabilidad del par (C1, A). De a
uerdo a [41℄ elsubespa
io inobservable de este par está dado por
N1 =

n⋂

i=1

ker(C1A
i−1) = kerUy1 . (3.7)Es 
ono
ido ([41℄) que N1 ⊂ X satisfa
e AN1 ⊂ N1, esto es, el subespa
io N1es A-invariante.La inversa de la matriz Ty puede ser es
rita 
omo

T−1
y = [ U+

y1
Ū+

y1
],en donde U+

y1
∈ R

n×ny1 , Ū+
y1

∈ R
n×(n−ny1 ).Apli
a la transforma
ión Ty a 
ada matriz del sistema (3.4):

TyAT−1
y =

[
Uy1AU+

y1
Uy1AŪ+

y1

Ūy1AU+
y1

Ūy1AŪ+
y1

]
.Por de�ni
ión AŪ+

y1
∈ N1, enton
es es 
laro a partir de (3.7) que

Uy1AŪ+
y1

= 0ny1×(n−ny1 ).La matriz transformada TyB está 
ompuesta por las submatri
es B1 = Uy1By B2 = Ūy1B,
TyB =

[
Uy1B
Ūy1B

]
=

[
B1

B2

]
.La matriz transformada E toma la forma

TyE =

[
Uy1

Ūy1

]
E =

[
Uy1E
E2

]
.A partir de la transforma
ión de salidas (3.2), y de la forma en la 
uál es formadala matriz Uy1 , se 
umple que Uy1E = 0.Al apli
ar la transforma
ión a la matriz C se obtiene




C1

C2

C3



T−1
y =




C1U

+
y1

C1Ū
+
y1

C2U
+
y1

C2Ū
+
y1

C3U
+
y1

C3Ū
+
y1



 .Es 
laro a partir de las de�ni
iones de U+
y1

y Ū+
y1

que C1 y C2 satisfa
en que
C1Ū

+
y1

= 0p1×(n−ny1 ), C2U
+
y1

= 0p2×ny1
.Las matri
es restantes están dadas por

C11 = C1U
+
y1

∈ Rp1×ny1 , C22 = C2Ū
+
y1

∈ Rp2×(n−ny1 ),

C31 = C3U
+
y1

∈ Rp3×ny1 , C32 = C3Ū
+
y1

∈ Rp3×(n−ny1 ).Las matri
es D1, D2, D3 y F3 tienen la misma forma dada en (3.4), enton
es elteorema queda probado.



3.1. ESTABILIZACIÓN DEL ERROR DE ESTIMACIÓN 37Corolario 1 El subsistema de (3.5), (3.6) que representa la dinámi
a de ξ1 ∈
Rny1

ξ̇1 = A11ξ1 + B1u,
y1 = C11ξ1 + D1u,

, (3.8)es observable.Proof. El rango de la matriz de observabilidad del par (C1, A) es ny1 , di
horango es invariante ante transforma
iones de similaridad apli
adas al sistema.La matriz de observabilidad de el par (C1T
−1
y , TyAT−1

y ) está dada por



C1T
−1
y

C1T
−1
y (TyAT−1

y )
C1T

−1
y (TyAT−1

y )2...
C1T

−1
y (TyAT−1

y )n−1




.Es 
ono
ido que C1Ū
+
y1

= 0 y C1U
+
y1

= C11, enton
es



C1T
−1
y

C1T
−1
y (TyAT−1

y )
C1T

−1
y (TyAT−1

y )2...
C1T

−1
y (TyAT−1

y )n−1




=




C11 0
C11A11 0
C11A

2
11 0...

C11A
n−1
11 0




.Tomando en 
uenta que el rango de la matriz de observabilidad del par(C1, A)es ny1 , es posible obtenerrango 


C11 0
C11A11 0
C11A

2
11 0...

C11A
n−1
11 0




= rango 


C11

C11A11

C11A
2
11...

C11A
n−1
11




= ny1 .Es importante resaltar que por de�ni
ión el rango de la anterior matriz es igualal rango de la matriz de orden redu
ido, por lo tantorango 


C11

C11A11

C11A
2
11...

C11A
ny1−1
11




= ny1 .La última matriz presentada es justamente la matriz de observabilidad del par
(C11, A11), 
orrespondiente al sistema redu
ido (3.8). Dado que, la matriz tiene



38 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDrango igual a ny1 , enton
es es posible 
on
luir que el subsistema (3.8) es observ-able.Los valores propios de la matriz A de (3.1) 
orresponden a la unión del
onjunto de valores propios de las matri
es transformadas A11, A22 de (3.5).Sele

ione una matriz de ganan
ias para el observador de Luenberger delsistema (3.5), (3.6):
L =

[
L11 0 0
0 L22 L23

]
∈ R

n×p,en donde L11 ∈ Rny1×p1 , L22 ∈ R(n−ny1 )×p2 , L23 ∈ R(n−ny1 )×p3 , son sele
-
ionadas de tal forma que las matri
es A11 − L11C11, A22 − L22C22 − L23C32sean Hurwitz. La matriz de ganan
ias L existe dado que el sistema satisfa
ealguna de las proposi
iones 2 ó 3. El observador lineal tipo Luenberger toma laforma
[

ż1

ż2

]
=

[
A11 0
A21 A22

] [
z1

z2

]
+

[
B1

B2

]
u

+

[
L11 0 0
0 L22 L23

] 


y1 − ŷ1

y2 − ŷ2

y3 − ŷ3



 , (3.9)en donde ŷi, i = 1, 2, 3 es la estima
ión de salida dada por



ŷ1

ŷ2

ŷ3



 =




C11 0
0 C22

C31 C32




[

z1

z2

]
+




D1

D2

D3



u. (3.10)El 
orrespondiente sistema del error está dado por
[

˙̃e1

˙̃e2

]
=

[
Ã11 0

Ã21 Ã22

] [
ẽ1

ẽ2

]
+

[
0

Ẽ2

]
ζ(t), (3.11)




ỹ1

ỹ2

ỹ3



 =




C11 0
0 C22

C31 C32




[

ẽ1

ẽ2

]
+




0
0
F3



 ζ(t), (3.12)en donde ẽ = ξ − z, ỹ = y − ŷ, y las matri
es Ã11, Ã21, Ã22, Ẽ2 están de�nidas
omo
Ã11 = A11 − L11C11, Ã22 = A22 − L22C22 − L23C32,

Ã21 = A21 − L23C31, Ẽ2 = L23F3 + E2.Las e
ua
iones (3.11) y (3.12) pueden es
ribirse en forma 
ompa
ta 
omo
˙̃e = Ãẽ + Ẽζ(t), (3.13)
ỹ = C̃ẽ + F̃ ζ(t). (3.14)Lema 10 Considere que el sistema (3.5), (3.6) satisfa
e la suposi
ión 1 y al-guna de las suposi
iones 2 o 3. El observador (3.9), (3.10) garantiza la 
onver-gen
ia del error de estima
ión (3.13), (3.14) a una región de orden O(ζ+) delorigen.



3.1. ESTABILIZACIÓN DEL ERROR DE ESTIMACIÓN 39Prueba. Si la matriz Ã es Hurwitz, enton
es también las matri
es Ã11, Ã22 sonHurwitz.Considere la siguiente fun
ión de Lyapunov para el sistema del error
V = ẽT Hẽ,en donde H es una matriz simétri
a positiva de�nida. La matriz H es sele
-
ionada 
omo la solu
ión de la e
ua
ión de Lyapunov:

HÃ + ÃT H = −I.Aquí es 
onsiderado el he
ho de que la matriz Ã es Hurwitz. Cal
ule la derivada
V̇ = ẽT (HÃ + ÃT H)ẽ + (ẽT HẼζ(t) + ζT (t)ẼT Hẽ)

V̇ ≤ −I||ẽ||2 + 2||ẽ|| ||H || ||Ẽ||ζ+.

V̇ es negativa de�nida 
on ζ(t) = 0. Por tanto, si ζ satisfa
e la suposi
ión 1, seobtiene que el error de estima
ión ẽ 
onverge a una ve
indad a
otada del origen
ẽ = 0 [45℄. A partir de ese momento ˙̃e se mantiene uniformemente a
otada.Considere ahora el subsistema (3.8). La apli
a
ión del observador (3.9),(3.10) produ
e el error de estima
ión

˙̃e1 = Ã11ẽ1

ỹ1 = C11ẽ1
. (3.15)Dado que Ã11 es Hurwitz, la estima
ión del error ẽ1 = ξ1 − z1 
onverge asin-tóti
amente a 
ero.

♮Corolario 2 El error de estima
ión 
orrespondiente al subsistema (3.8) 
on-verge asintóti
amente a 
ero independientemente de la entrada des
ono
ida.Observa
ión 1 Es importante ha
er notar que la transforma
ión del sistema(3.1) a la forma (3.5), (3.6) permite que al apli
ar el observador tipo Luenberger(3.9), (3.10), el error de estima
ión de los estados ξ1 no sea afe
tado por laentrada des
ono
ida.La idea que se manejará a 
ontinua
ión tiene su base en el algoritmo pre-sentado en la se

ión 2.1.3 y los trabajos de [32℄, [33℄, [39℄. Los siguientes razo-namientos son tomados 
omo la base del pro
edimiento:1. Si el par (C̃, Ã, ) es observable, enton
es existe un 
onjunto de salidas detal forma que el estado puede ser representado 
omo una 
ombina
iónlineal de ellas y sus derivadas.2. Si la 
uádrupla (Ã, C̃, Ẽ, F̃ ) es fuertemente observable, es posible dedu
irde las de�ni
iones 5 y 8, y 
omo 
onse
uen
ia del Lema 3, que existe un
onjunto de salidas de tal forma que el estado pueda ser representado 
omouna 
ombina
ión lineal de di
has salidas y sus derivadas independiente-mente de las entradas des
ono
idas.



40 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDA 
ontinua
ión se bus
ará un 
onjunto de derivadas de las salidas y1 y y2mediante el diferen
iador por modos deslizantes de orden superior [30℄, di
hasderivadas serán 
ombinadas linealmente 
on la salida y3 y la resultante 
om-bina
ión será, a su vez, derivada para en
ontrar una rela
ión entre salidas yestados de manera independiente a las entradas des
ono
idas.La forma en que se realizará la 
ombina
ión de las salidas varía de a
uerdoa si el sistema 3.1 satisfa
e las suposi
iones 2 ó 3.3.2. Caso fuertemente observableConsidere que el sistema (3.1) satisfa
e la suposi
ión 2.3.2.1. Re
onstru

ión del estado en tiempo �nitoDenote 
omo
C̃ =




C11 0
0 C22

C31 C32



 =




C̃1

C̃2

C̃3



 .A 
ontinua
ión se apli
ará el pro
edimiento des
rito en la se

ión 2.1.4 juntoa una serie de diferen
iadores (vea la se

ión 2.2.2) al sistema del error (3.13),(3.14) para re
uperar los estados. Obtenga las matri
es
UT

1i =
[
c̃T
1i (c̃1iÃ)T · · · (c̃1iÃ

n1i−1)T
]en donde c̃1i, i = 1, ..., p1 es el iésimo renglón de la matriz C̃1, y n1i es unentero de�nido 
omo

n1i = rango
[
c̃T
1i (c̃1iÃ)T · · · (c̃1iÃ

n−1)T
]T

.Note que la matriz U1i 
orresponde a la matriz de observabilidad del par (c̃1i, Ã).Obviamente, el error de estima
ión de la salida ỹ1 es medible. Aplique eldiferen
iador por modos deslizantes de orden superior des
rito en la se

ión2.2.2 a 
ada 
omponente del ve
tor ỹ1:
v̇i1 = wi1,

wi1 = −αn1i
N

1/n1i

i |vi1 − ỹ1i|(n1i−1)/n1i sign(vi1 − ỹ1i) + vi2,

v̇i2 = wi2,

wi2 = −α(n1i−1)N
1/(n1i−1)
i |vi2 − wi1|(n1i−2)/(n1i−1) sign(vi2 − wi1) + vi3,...

v̇i,n1i−1 = wi,n1i−1,

wi,n1i−1 = −α2N
1/2
i |vi,n1i−1 − wi,n1i−2|1/2 sign(vi,n1i−1 − wi,n1i−2) + vin1i

,

v̇in1i
= −α1Ni sign(vin1i

− wi,n1i−1), (3.16)



3.2. CASO FUERTEMENTE OBSERVABLE 41en donde Ni > 0 y las 
onstantes αi son sele

ionadas de forma re
ursiva para
ada 
omponente de a
uerdo a [30℄. En parti
ular, una posible sele

ión de lasganan
ias es α1 = 1,1, α2 = 1,5, α3 = 2, α4 = 3, α5 = 5, α6 = 8, que essu�
iente para n1i ≤ 6. Los 
omponentes vij
pueden ser 
on
entrados en elve
tor:

ṽT
i =

[
vT

i1 vT
i2 · · · vT

in1i

]
.Note que 
ada ve
tor ṽi satisfa
e en tiempo �nito la rela
ión ṽij = ỹ

(j−1)
i ,

j = 1, ..., n1i y por tanto, para todo ṽi y U1i, i = 1, ..., p1, la igualdad ṽi = U1iẽes satisfe
ha después de tiempo �nito.Forme las matri
es U1extended y vextended 
omo:
U1extended =

[
UT

11 · · · UT
1p1

]T
,

vextended =
[
ṽT
1 · · · ṽT

p1

]T
.Resulta 
laro que rangoU1extended = ny1 , enton
es, 
onstruya la matriz U1 ∈

Rny1×n sele

ionando los primeros ny1 renglones linealmente independientes de
U1extended y el ve
tor v formado por los 
orrespondientes renglones del ve
tor
vextended, de tal forma que la igualdad v = U1ẽ sea satisfe
ha en tiempo �nito.Obtenga el ve
tor de grados relativos par
iales para la 
uádrupla (Ã, C̃, Ẽ, F̃ ).Sea r̃i el grado relativo parti
ular de la salida ỹ2i 
on respe
to al ve
tor de en-tradas des
ono
idas, en donde ỹ2i es el iésimo 
omponente de la salida ỹ2.Para 
ada renglón de la matriz C̃2 obtenga

ŨT
2i =

[
c̃T
2i (c̃2iÃ)T · · · (c̃2iÃ

r̃i−1)T
]
,en donde c̃2i, i = 1, ... p2 es el iésimo renglón de la matriz C̃2 y r̃i es el 
orres-pondiente grado relativo par
ial del iésimo 
omponente del error de estima
iónde salida ỹ2 
on respe
to a las entradas des
ono
idas.Note que

ỹ
(j−1)
2i = c̃2iÃ

j−1ẽ, j = 1, ..., r̃i, (3.17)en donde ỹ2i, i = 1 ..., p2 es el iésimo renglón de ỹ2, y ỹ
(k)
2i representa la késimaderivada de ỹ2i.Aplique el diferen
iador por modos deslizantes de orden superior des
rito enla se

ión 2.2.2 a 
ada 
omponente del error de estima
ión de salida ỹ2 
omo

˙̄vi1 = w̄i1,

w̄i1 = −αr̃i
N̄

1/r̃i

i |v̄i1 − ỹ2i|(r̃i−1)/r̃i sign(v̄i1 − ỹ2i) + v̄i2,

˙̄vi2 = w̄i2,

w̄i2 = −αr̃i−1N̄
1/(r̃i−1)
i |v̄i2 − w̄i1|(r̃i−2)/(r̃i−1) sign(v̄i2 − w̄i1) + v̄i3,...

˙̄vi,r̃i−1 = w̄i,r̃i−1,

w̄i,r̃i−1 = −α2N̄
1/2
i |v̄i,r̃i−1 − w̄i,r̃i−2|1/2 sign(v̄i,r̃i−1 − w̄i,r̃i−2) + v̄ir̃i

,

˙̄vir̃i
= −α1N̄i sign(v̄ir̃i

− w̄i,r̃i−1), (3.18)



42 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDen donde v̄ij
y w̄ij

son 
omponentes del ve
tor v̄i ∈ Rr̃i y w̄i ∈ Rr̃i−1 respe
-tivamente. El parámetro N̄i es sele

ionado su�
ientemente grande para 
ada
omponente del error de estima
ión de salida, en parti
ular, N̄i > |di|ζ+, endonde di = c̃2iÃ
r̃i−1Ẽ. Las 
onstantes αi son sele

ionadas iterativamente paratodas las 
omponentes de a
uerdo a [30℄. Las 
ondi
iones ini
iales son 
onside-radas igual a 
ero.Para 
ada 
omponente de ỹ2 forme el ve
tor

v̄T
i =

[
v̄T

i1 v̄T
i2 · · · v̄T

1,r̃i

]
.Note que el ve
tor v̄i satisfa
e en tiempo �nito la rela
ión v̄ij = ỹ

(j−1)
2i , j =

1, ..., r̃i.De�na la matriz extendida U2extended, el ve
tor extendido v̄extended, y 
al
uleel entero no2 
omo
v̄extended =

[
v̄T
1 · · · v̄T

p2

]T
,

U2extended =
[
ŨT

21 · · · ŨT
2p2

]T
,

no2 = rango(U2extended). (3.19)Forme la matriz de rango renglón 
ompleto U2 ∈ R
no2×n sele

ionando losprimeros no2 renglones linealmente independientes de la matriz U2extended , y se-le

ione los 
orrespondientes renglones del ve
tor v̄extended de tal forma que laigualdad v̄ = U2ẽ se satisfaga después de tiempo �nito.Las derivadas de orden r̃i − 1 de 
ada 
omponente de ỹ2 satisfa
en las igual-dades ỹ

(r̃1−1)
2j

= c̃2j
Ãr̃1−1ẽ, j = 1, ..., p2. De�na las matri
es
Ūr =




c̃21Ã
r̃1−1

c̃22Ã
r̃2−1...

c̃2p2
Ãr̃p2−1


 , v̄r =




v̄1r̃1

v̄2r̃2...
v̄p2 r̃p2


 .Considere M̃0 = 0n×n y ρ0 = 0n×1. Cal
ule la matriz M̃i+1 y el ve
tor ρi+1
omo:

M̃i+1 =




M̃iẼ

ŪrẼ
F3




⊥ 


M̃iÃ

ŪrÃ
C3



 , ρi+1 =




γi1

γi2...
γiκi


 (3.20)en donde κi 
orresponde al número de renglones de la matriz M̃i+1. En donde

γij es el resultado de diferen
iar el ve
tor ρ̃i de�nido 
omo:
ρ̃i =




M̃iẼ

ŪrẼ
F3




⊥ 


ρi

v̄r∫ t

0 y3(τ )dτ







3.2. CASO FUERTEMENTE OBSERVABLE 43El 
ál
ulo de la derivada se realiza apli
ando el diferen
iador de primer orden a
ada 
omponente del ve
tor ρ̃i 
omo:
β̇ij = α2N̄

1/2
i |βij − ρ̃ij |1/2sign(βij − ρ̃ij) + γij

γ̇ij = α1N̄isign(γij − β̇ij)
(3.21)en donde ρ̃ij

es la jésima 
omponente del ve
tor ρ̃i; N̄i > ||D̄i||ζ+, en donde D̄ies el iésimo renglón de la matriz
D̄ =




M̃iẼ

ŪrẼ
F3




⊥

ÃẼ.Note que la matriz D̄ es 
al
ulada para 
ada matriz M̃i que se presentan a
ontinua
ión.El 
ál
ulo es realizado iterativamente hasta que la siguiente igualdad seasatisfe
ha:
rango

[
UT

1 UT
2 M̃T

i+1

]T
= rango

[
UT

1 UT
2 M̃T

i

]T
. (3.22)Nombre 
omo l al número de matri
es M̃i 
al
uladas menos uno.Lema 11 Si la 
uádrupla (Ã, C̃, Ẽ, F̃ ) es fuertemente observable, enton
es

rango M̃l = n.Prueba. De a
uerdo 
on los resultados presentados en las se

iones 2.1.4 y 2.2.2,es 
laro que la siguiente igualdad es satisfe
ha después de tiempo �nito:
ρl = M̃lẽ. (3.23)Note que el ve
tor ρl−1 está 
ompuesto por 
ombina
iones lineales de las salidasy sus derivadas.Suponga que la 
uádrupla (Ã, C̃, Ẽ, F̃ ) es fuertemente observable (apli
andola de�ni
ión 8 esto impli
a que y = 0 ⇔ x = 0) y que no existe un matriz Mital que la 
ondi
ión (3.22) sea satisfe
ha. Enton
es

rango




U1

U2

Ml



 < n.Es 
laro de (3.23) que existen valores de ẽ 6= 0 tales que ρl = 0. Dado que ρl está
ompuesta por una 
ombina
ión lineal de salidas y sus derivadas, la igualdad
y = 0 ∀ t ≥ 0 impli
a que el lado izquierdo de la igualdad (3.23) es igual a 
eropara valores de ẽ 6= 0. De a
uerdo a las de�ni
iones 5 y 8, es posible a�rmarque el sistema {Ã, C̃, Ẽ, F̃} no es fuertemente observable, lo 
ual 
ontradi
e lasuposi
ión ini
ial.



44 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDPor otro lado, suponga que existe una matriz M̃l tal que se satisfa
e laproposi
ión del lema, en este 
aso las salidas y un 
onjunto de sus derivadaspueden ser representadas mediante una 
ombina
ión lineal de los estados ẽ in-dependientemente de las entradas des
ono
idas. La invertibilidad izquierda dela matriz [
UT

1 UT
2 MT

l

]T nos permite también representar los estados me-diante una 
ombina
ión lineal de las salidas y sus derivadas. Como resultado
y = 0 ⇔ x = 0, enton
es por de�ni
ión la 
uádrupla (Ã, C̃, Ẽ, F̃ ) satisfa
e lade�ni
ión 8, y por tanto es fuertemente observable.

♮Sele

ione los primeros n − ny1 − no2 renglones linealmente independientesde M̃l para formar la matriz Md tal que
rango

[
UT

1 UT
2 MT

d

]T
= n,sele

ione los 
orrespondientes renglones de ρl para formar el ve
tor ρd. Cal
ulela matriz Mn y el ve
tor ρn 
omo

Mn =

[
U2

Md

]
, ρn =

[
v̄
ρd

]
. (3.24)Es 
laro que la siguiente igualdad es satisfe
ha en tiempo �nito:

ρn = Mnẽ.El algoritmo de observa
ión 
on 
onvergen
ia del error a 
ero en tiempo �nitoestá dado por
ξ̂ = z +

[
U1

Mn

]−1 [
v
ρn

]
. (3.25)Teorema 10 Considere que las suposi
iones 1 y 2 son satisfe
has. Los estadosdel sistema (3.5) son estimados de forma exa
ta y en tiempo �nito por elobservador (3.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.20), (3.21), (3.25).Prueba.De a
uerdo a los resultados de la se

ión 3.1 es posible garantizar que el errorde estima
ión ẽ se en
uentra a
otado dentro de una región de orden O(ζ+).De�na el error de estima
ión 
omo e = ξ− ξ̂, de la e
ua
ión (3.25) se obtiene

e = ξ − z −
[

U1

Mn

]−1 [
v
ρn

]
= ẽ −

[
U1

Mn

]−1 [
v
ρn

]Multiplique la última e
ua
ión por la matriz [
U1

Mn

]:
[

U1

Mn

]
e =

[
e1

e2

]
=

[
U1

Mn

]
ẽ −

[
v
ρn

]
=

[
U1

Mn

] [
ẽ1

ẽ2

]
−

[
v
ρn

]
. (3.26)



3.2. CASO FUERTEMENTE OBSERVABLE 45Pruebe ahora la 
onvergen
ia de e1 a 
ero. Note que por de�ni
ión U1

[
0
ẽ2

]
=

0, en 
onse
uen
ia e1 depende solamente de ẽ1.Considere el diferen
iador por modos deslizantes de orden superior (3.16).Pruebe que la igualdad vij = ỹ
(j−1)
1i se satisfa
e para j = 1, ..., n1i, i = 1, ..., p1.Denote la super�
ie de deslizamiento 
omo σij = vij − (ỹ1i)

(j−1) y obtenga
σ̇i1 = −αn1i

N
1/n1i

i |σi1|(n1i−1)/n1i sign(σi1) + σi2,

σ̇i2 = −αn1i−1N
1/(n1i−1)
i |σi2 − σ̇i1|(n1i−2)/(n1i−1) sign(σi2 − σ̇i1) + σi3,...

σ̇i,n1i−1 = −α2N
1/2
i |σi,n1i−1 − σ̇i,n1i−2|1/2 sign(σi,n1i−1 − σ̇i,n1i−2) + σi,n1i

,

σ̇i,n1i
= −α1Ni sign(σi,n1i

− σ̇i,n1i−1) − ỹ
(n1i)
1i . (3.27)Demuestre ahora que la dinámi
a de σij es estable en tiempo �nito. Dadoque (3.15) es estable, a partir de 
ierto instante, ẽi y ˙̃ei se mantiene dentro deuna región a
otada de amplitud máxima Ni. La dinámi
a de (3.27) satisfa
e lain
lusión diferen
ial

σ̇i1 = −αn1i
N

1/n1i

i |σi1|(n1i−1)/n1i sign(σi1) + σi2,

σ̇i2 = −αn1i−1N
1/(n1i−1)
i |σi2 − σ̇i1|(n1i−2)/(n1i−1) sign(σi2 − σ̇i1) + σi3,...

σ̇i(n1i−1)
= −α2N

1/2
i |σi,n1i−1 − σ̇i,n1i

−2|1/2 sign(σi,n1i−1 − σ̇i,n1i−2) + σi,n1i
,

σ̇i,n1i
∈ −α1Ni sign(σi,n1i

− σ̇i,n1i−1) + [−Ni Ni]. (3.28)El resto de la prueba está basada en el lema 9 presentado en la se

ión 2.2.2.Enton
es, existe un modo deslizante de orden superior σi1 = ... = σi,n1i
= 0y después de tiempo �nito la siguiente igualdad es satisfe
ha

vij
= ỹ

(j−1)
1i

, j = 1, ..., n1i
. (3.29)Las matri
es U1i pueden ser es
ritas 
omo

U1i =




c11i 0

c11iÃ11 0... ...
c11iÃ

n1i−1
11 0


 ,y el produ
to U1iẽ puede ser expresado 
omo

U1iẽ =




c11i

c11iÃ11...
c11iÃ

n1i−1
11


 ẽ1.



46 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDPor otro lado, note que las siguientes igualdades son satisfe
has:



ỹ1i

˙̃y1i...
ỹ
(n1i−1)
1i


 =




c11i

c11iÃ11...
c11iÃ

n1i−1
11


 ẽ1, (3.30)en donde ỹ

(n1i−1)
1i , i = 1, ..., p1 denota la derivada de orden n1i − 1 de la iésima
omponente del ve
tor ỹ1.El 
omponente e1 del error de estima
ión es expresado 
omo

e1 = U1ẽ − v. (3.31)La matriz U1 y el ve
tor v están 
ompuestos por renglones de las matri
esextendidas Ũ1extended y vextended. El resto de la prueba es 
onse
uen
ia de lasigualdades (3.29) y (3.30).Anali
e ahora la 
omponente e2 del error de estima
ión:
e2 = Mnẽ − ρnSubstituyendo el valor de Mn y ρn, 
al
ulado de a
uerdo a (3.24), en el ladodere
ho de la anterior e
ua
ión se obtiene

e2 =

[
U2

Md

]
ẽ −

[
v̄
ρd

]La 
onvergen
ia a 
ero de e2 depende de la 
onvergen
ia de v̄ a U2ẽ y ρd a Mdẽ.Convergen
ia de v̄ → U2ẽ. Considere la variable auxiliar ē2i = Ũ2iẽ, 
ons-truida para 
ada bloque de la matriz extendida U2extended . La igualdad (3.17) essatisfe
ha para 
ada bloque, enton
es el ve
tor ē2i puede ser representado por
ēT
2i =

[
ỹ2i

˙̃y2i · · · ỹ
(r̃i−1)
2i

]
.Ahora es 
laro que el siguiente paso es probar que ṽ → ē2i.Para 
ada ỹ2i, i = 1, ..., p2 denote σij = vij − (ỹ2i)

(j−1) y obtenga similarese
ua
iones para (3.27) y (3.28). Dado que |di|ζ+ > |y(r̃i)
2i | se 
umple, enton
eses posible sele

ionar las ganan
ias N̄i su�
ientemente grandes de tal forma quela dinámi
a de σi es estable en tiempo �nito.La 
onvergen
ia de la in
lusión diferen
ial es nuevamente una 
onse
uen
iadel lema 9, presentado en la se

ión 2.2.2.Las igualdades ỹ

(j−1)
2i = vij , j = 1, ..., r̃i son satisfe
has en tiempo �nito. Porlo tanto se garantiza la 
onvergen
ia en tiempo �nito de ṽ a Ũ2ẽ. El ve
tor vy la matriz U2 son sele

ionadas de v̄extended y U2extended . Con una apropiadasele

ión de v y U2, la igualdad v = U2ẽ es satisfe
ha en tiempo �nito.Convergen
ia de ρd → Mdẽ. La apli
a
ión del algoritmo (3.21) a las 
oorde-nadas ρi pueden verse 
omo un 
aso parti
ular de (3.18) 
on r̃i = 2. Enton
esla igualdad γi = ρ̇i es estable
ida en tiempo �nito.Está probado que v → U1ẽ1, v̄ → U2ẽ, ρd → Mdẽ. Enton
es, la 
onvergen
iaen tiempo �nito de e1 y e2 es una 
onse
uen
ia de la prueba anterior.
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♮Observa
ión 2 Obviamente el estado estimado x̂ puede ser obtenido mediantela rela
ión x̂ = T−1

y ξ̂.3.2.2. Re
onstru

ión de la entrada des
ono
idaConsidere que las siguientes suposi
iones se 
umplen.Suposi
ión 4 La késima derivada de la entrada des
ono
ida ζ
(k)
i (t) es unafun
ión a
otada medible en el sentido de Lebesgue, |ζ(k)

i (t)| ≤ ζ+
1i.Observa
ión 3 La siguiente igualdad siempre es satisfe
ha:

rango

[
Ẽ2

F3

]
= m.La anterior igualdad es probada de una forma sen
illa a partir de que

rango

[
E
F

]
= my debido a que las matri
es Ẽ2 y F3 pueden ser expresadas 
omo




0

Ẽ2

0
0
F3




=




Tζ̃ 0

0 F⊥

0 F⊥⊥




[

E
F

]
,en donde det (Tζ̃) 6= 0, por lo tanto, rango

[
Ẽ2

F3

]
= m.Exprese [

ê1

ê2

]
=

[
U1

Mn

]−1 [
v
ρn

] (3.32)en donde ê1 ∈ Rny1 y ê2 ∈ Rn−ny1 .La entrada des
ono
ida puede ser identi�
ada por medio de la igualdad
ζ̂ =

[
Ẽ2

F3

]+




˙̂e2 −
[
Ã21 Ã22

] [
ê1

ê2

]

ỹ3 −
[
C31 C32

] [
ê1

ê2

]


 . (3.33)Los ve
tores ê1, ê2 son 
ono
idos. El valor de ˙̂e2 puede ser 
al
ulado en dosdiferentes formas.El valor de ˙̂e2 es 
al
ulado utilizando la igualdad

[
˙̂e1

˙̂e2

]
=

[
U1

Mn

]−1 [
v̇
ρ̇n

]
.



48 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDEl ve
tor ˙̄v y el ve
tor ρ̇n pueden ser 
al
ulados de dos distintas formas. Aún
uando el primer método no utiliza dire
tamente la suposi
ión 4, el uso de un�ltro paso bajas requiere la existen
ia de 
ierta 
ota.Identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida por medio de �ltra
ión.Considere el ve
tor
˙̃vT
i =

[
vi2 vi3 · · · vin1i

v̇in1i

]
. (3.34)El término v̇in1i

es una 
omponente de alta fre
uen
ia evaluada en (3.18). Seráne
esario de�nir un estimado de la 
omponente de alta fre
uen
ia v̇in1i
utilizan-do la té
ni
a de 
ontrol equivalente 
omo

τ ς̇ = v̇in1i
− ς (3.35)Teóri
amente, la señal v̇in1i


onmuta a una fre
uen
ia in�nita 
uando se haal
anzado el modo deslizante. En la prá
ti
a, la fre
uen
ia de 
onmuta
ión esalta pero �nita debido a restri

iones 
omputa
ionales. Enton
es, la solu
iónde (3.35) dependerá de la fre
uen
ia a la que pueda 
onmutar el término v̇in1i
,llame fsw a di
ha fre
uen
ia. Está des
rito en [9℄ que

ĺım
τ → 0

fsw → ∞

ς = v̇in1i
(3.36)Aún más, 
on la fre
uen
ia de 
onmuta
ión fsw su�
ientemente grande, sesatisfa
e que la estima
ión de la variable v̇in1i

depende de la 
onstante de tiempo
τ , satisfa
iendo la siguiente igualdad

|ς − v̇in1i
| ≤ O(τ ) (3.37)lo que impli
a la existen
ia de una 
onstante a > 0 tal que después de un periodotransitorio, el error de estima
ión satisfa
e la desigualdad

|ς − v̇in1i
| ≤ aτ (3.38)Al apli
ar un �ltro paso bajas la 
omponente de alta fre
uen
ia es �ltradaobteniendo un estimado de v̇in1i

en ς.Considere la última itera
ión apli
ada para obtener Mn. Dado que ¨̂ρij esun término de alta fre
uen
ia, debe ser �ltrado para obtener un valor estima-do de ¨̂ρij , para formar la matriz ρ̇n, por lo que es posible apli
ar el mismopro
edimiento des
rito anteriormente.Identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida mediante extensión del diferen
iadorpor modos deslizantes de orden superior.El segundo método para obtener los estimados de ˙̄v y ρ̇n está basado en laextensión del diferen
iador (3.16) de orden n1i a un orden n1i + k obteniendo
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omponentes:
v̇i,1 = wi,1,
wi,1 = −αri+kM1/(ri+k)|vi,1 − ẽy|(ri+k−1)/(ri+k) sign(vi,1 − ẽy) + vi,2,
v̇i,2 = wi,2

wi,2 = −αri+k−1M
1/(ri+k−1)|vi,2 − wi,1|(ri+k−2)/(ri+k−1) sign(vi,2 − wi,1) + vi,3,...

v̇i,ri
= wi,ri

,

wi,ri
= −αk+1M

1/(k+1)|vi,ri
− wi,ri−1|(k)/(k+1) sign(vi,ri

− wi,ri−1) + vri+1,...
v̇i,ri+k = −α1M sign(vi,ri+k − wi,ri+k−1), (3.39)De�na el ve
tor ˙̄vi 
omo

˙̄vT
i =

[
vi2 vi3 · · · vin1i

+1

]
; (3.40)y de�na el ve
tor extendido ˙̄vextended = [ ˙̄vT

1 ... ˙̄vT
p1

]T . Sele

ione los renglonesde ˙̄vextended que fueron sele

ionados para formar U2, para formar ahora el ve
tor
˙̄v. Note que la siguiente igualdad se satisfa
e ˙̄v = U2Ãẽ1.Si la entrada des
ono
ida satisfa
e la suposi
ión 4, enton
es es posible ex-tender el orden del diferen
iador (3.21) al segundo orden:

˙̂ρij = β1N
1/3
ρij

|ρ̂ij − ρij |2/3sign(ρ̂ij − ˙̂ρij) +

∫
¨̂ρijdt

¨̂ρij = β2N
1/2
ρij

|
∫

¨̂ρijdt − ˙̂ρij |1/2sign(

∫
¨̂ρijdt − ˙̂ρij) +

∫ ...̂
ρ ijdt (3.41)...̂

ρ ij = β3Nρij
sign(

∫ ...̂
ρ ijdt − ¨̂ρij)Los siguientes dos teoremas son obtenidos para la identi�
a
ión de la entradades
ono
ida.Teorema 11 Sea satisfe
ha la suposi
ión 2. El valor exa
to de la entrada des-
ono
ida ζ del sistema (3.1) es estimada asintóti
amente por el algoritmo (3.9),(3.10), (3.16), (3.18), (3.33), (3.34).Teorema 12 Sea satisfe
ha las suposi
iones 2 y 4. La apli
a
ión del algoritmo(3.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.33), (3.40), garantiza la identi�
a
ión de laentrada des
ono
ida en tiempo �nito.3.2.3. EjemploConsidere el siguiente Sistema Lineal Invariante en el Tiempo 
on EntradaDes
ono
ida:
ẋ = Ax + Eζ(t),

y = Cx + Fζ(t).



50 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDEn donde las matri
es A, C, E, F toman la siguiente forma:
A =




1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
−1 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 −1 0 −2 2 1




, E =




0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 1




C =




0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0



 , F =




1 0
0 0
−1 0



 .Note que los valores propios de A son
1,5000 + 0,8660i
1,5000− 0,8660i
−0,1217 + 1,3066i
−0,1217 − 1,3066i
0,6217 + 0,4406i
0,6217− 0,4406ipor lo que el sistema es inestable. El sistema no tiene 
eros invariantes, porlo que satisfa
e la suposi
ión 2. El ve
tor de entradas des
ono
idas satisfa
e lasuposi
ión 1 y está dado por:

ζ(t) =

[
sen(t) + 0,5sen(0,8t + 0,3) + 0,5

sen(0,5 + 5sen(0,5t))

]Las 
ondi
iones ini
iales del sistema son x0 = [−1 0 0 1 1 0]T . Para realizarla transforma
ión de las salidas se utiliza la siguiente matriz:



F 1
⊥

F 2
⊥

F⊥⊥



 =




0 1 0
1 0 1
−1 0 1



La matriz de transforma
ión Ty de�nida de a
uerdo a (3.3) está dada por:
Ty =




0 0 1 0 0 0
−1 0 2 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1






3.2. CASO FUERTEMENTE OBSERVABLE 51El sistema en la forma (3.5), (3.6) toma la forma:



ξ̇11

ξ̇12

ξ̇21

ξ̇22

ξ̇23

ξ̇24




=




0 1 0 0 0 0
−3 3 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 −1 −2 2 1







ξ11

ξ12

ξ21

ξ22

ξ23

ξ24




+




0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 1




ζ




y1

y2

y3



 =




1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 −1 −2 0 0








ξ11

ξ12

ξ21

ξ22

ξ23

ξ24




+




0 0
0 0
−2 0



 ζ

La ganan
ia del observador tipo Luenberger (3.9) está dada por:
L =




6 0 0
17 0 0
0 19 0
0 442 0
0 136 0
0 567 0


Los valores propios de la matriz Ã están dados por −1,−2,−3,−4,−5,−6. Elerror de estima
ión (3.13) se muestra en la Figura 3.1, note que el error deestima
ión se en
uentra a
otado.

0 2 4 6 8 10
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

t [s]

Error de estimacion ẽ.

Figura 3.1: Error de estima
ión ẽ a
otado.



52 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDConsiderando el estimado de las salidas 
omo (3.10) es posible de�nir loserrores de estima
ión de salida 
omo ỹ1 = y1 − ŷ1, ỹ2 = y2 − ŷ2 y ỹ3 = y3 − ŷ3.El grado relativo par
ial de la salida ỹ2 
on respe
to a la entrada des
ono
idaestá dado por r̃1 = 3. Apli
ando diferen
iador por modos deslizantes de ordensuperior a las salidas ỹ1 y ỹ2 
omo:
v̇1,1 = w1,1,

w1,1 = −α2N
1/2
i |v1,1 − ỹ1|1/2 sign(v1,1 − ỹ1) + v1,2,

v̇1,2 = −α1N1 sign(v1,2 − w1,1),

˙̄v1,1 = w̄1,1,

w̄1,1 = −α3N̄
1/3
1 |v̄1,1 − ỹ2|2/3 sign(v̄1,1 − ỹ2) + v̄1,2,

˙̄v1,2 = w̄1,2,

w̄1,2 = −α2N̄
1/2
1 |v̄1,2 − w̄1,1|1/2 sign(v̄1,2 − w̄1,1) + v̄1,3,

˙̄v1,3 = −α1N̄1 sign(v̄1,3 − w̄1,2),Cal
ulando el ve
tor ρ̃1 y ρ1 toman la forma:
ρ̃1 =

[
2 1

] [
v̄1,3∫ t

0
y3dt

]
, ρ1 = γ1,en donde γ1 es resultado de apli
ar el diferen
iador de primer orden a la variable

ρ̃1 
omo:
β̇1 = α2N̄

1/2
1 |β1 − ρ̃1|1/2sign(β1 − ρ̃1) + γ1

γ̇1 = α1N̄1sign(γ1 − β̇1)Finalmente la matriz Mn y el ve
tor ρn, de�nidos en (3.24), están dados por:
Mn =




0 0 1 0 0 0
0 0 −19 0 1 0
0 0 225 1 −19 0
0 0 −4267 −40 450 2


 , ρn =




v̄1,1

v̄1,2

v̄1,3

ρ1


Considere las 
ondi
iones ini
iales para el observador 
omo x̂0 = 0. Los erroresde estima
ión e = x − x̂ son presentados en la �gura 3.2. Note la 
onvergen
iaen tiempo �nito de los errores de estima
ión independientemente de la entradades
ono
ida. La 
onvergen
ia de la estima
ión de los estados x1, x2 y x3 semuestra en la Figura 3.3. La 
onvergen
ia de los estados x4, x5 y x6 se muestraen la Figura 3.4, note la 
onvergen
ia de las estima
iones a los valores realesaún 
uando las señales son inestables.La identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida se realizará mediante la exten-sión del diferen
iador por modos deslizantes de orden superior. Para obtener elvalor de ê2 requerido en (3.33) es ne
esario apli
ar los siguientes diferen
iadores
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0 2 4 6 8 10
−40

−30

−20

−10

0

10

20
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40
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Error de estimacion e = x−x̂.

Figura 3.2: Convergen
ia en tiempo �nito de los errores de estima
ión e.
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1
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Estado x3 (linea continua) y x̂3 (linea punteada)

t [s]Figura 3.3: Convergen
ia de la estima
ión de los estados x1, x2 y x3.
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ia de la estima
ión de los estados x4, x5 y x6.



3.3. CASO FUERTEMENTE DETECTABLE 55extendidos un orden a las señales ỹ2 y ρ̃1:
˙̄v1,1 = w̄1,1,

w̄1,1 = −α4N̄
1/4
1 |v̄1,1 − ỹ2|3/4 sign(v̄1,1 − ỹ2) + v̄1,2,

˙̄v1,2 = w̄1,2,

w̄1,2 = −α3N̄
1/3
1 |v̄1,2 − w̄1,1|2/3 sign(v̄1,2 − w̄1,1) + v̄1,3,

˙̄v1,3 = w̄1,3,

w̄1,3 = −α2N̄
1/2
1 |v̄1,3 − w̄1,2|1/2 sign(v̄1,3 − w̄1,2) + v̄1,4,

˙̄v1,4 = −α1N̄1 sign(v̄1,4 − w̄1,3),

˙̂ρ1 = β1N
1/3
ρ1

|ρ̂1 − ρ1|2/3sign(ρ̂1 − ˙̂ρ1) +

∫
¨̂ρ1dt

¨̂ρ1 = β2N
1/2
ρ1

|
∫

¨̂ρ1dt − ˙̂ρ1|1/2sign(

∫
¨̂ρ1dt − ˙̂ρ1) +

∫ ...̂
ρ 1dt...̂

ρ 1 = β3Nρ1
sign(

∫ ...̂
ρ 1dt − ¨̂ρ1)La 
onvergen
ia a 
ero del error de estima
ión de los estados se muestra enla Figura 3.5. Note que la extensión del orden de los diferen
iadores no afe
ta la
onvergen
ia en tiempo �nito de los estados. La estima
ión de la entrada des
o-no
ida se muestra en la Figura 3.6, es importante resaltar que la identi�
a
iónse lleva a 
abo en tiempo �nito.
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−60

−40

−20

0

20

40

60

t [s]

Error de estimacion e = x−x̂.

Figura 3.5: Convergen
ia en tiempo �nito de los errores de estima
ión e 
on elmétodo de extensión de los diferen
iadores.3.3. Caso fuertemente dete
tableConsidere que el sistema (3.1) satisfa
e la suposi
ión 3.
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Figura 3.6: Identi�
a
ión en tiempo �nito de la entrada des
ono
ida, (valorreal-línea punteada, valor estimado-línea 
ontinua).3.3.1. Re
onstru

ión asintóti
a de los estadosA 
ontinua
ión se bus
ará la matriz Q presentada en el Lema 4 y la matrizde transforma
ión T dada en (2.13), tal que al representar el sistema del error(3.13), (3.14) en la forma (2.14) y apli
ar la transforma
ión (2.13), sea llevadoa la forma des
rita en el teorema 5.Para ello, será ne
esario 
ono
er los subespa
ios N , V∗, VN̄ de la repre-senta
ión (3.13), (3.14) e introdu
ir una serie de de�ni
iones que se derivan dela división de la salidas mostrada en la representa
ión (3.14).Llame N1 al subespa
io inobservable del par (C̃1, Ã). Nombre 
omo N̄1 al
omplemento de este subespa
io (el subespa
io observable del par (C̃1, Ã)). Es
laro que N1 ⊇ V∗ ⊇ N y N1 ⊕ N̄1 = X .Sea r̃i, i = 1, ..., p2 el grado relativo par
ial de c̃2i
, Ã, Ẽ, F̃ , en donde c̃2i
orresponde al iésimo renglón de la matriz C̃2.De�ni
ión 13 De�na 
omo el subespa
io diferen
ialmente inobservable de latripleta {C̃2, Ã, Ẽ} 
omo el 
onjunto

R2 =

r̃1−1⋂

i=0

ker
(
c̃21Ã

i
)
∩

r̃2−1⋂

i=0

ker
(
c̃22Ã

i
)
∩ ... ∩

r̃p2−1⋂

i=0

ker
(
c̃2p2

Ãi
)

.Nombre al subespa
io 
omplementario de R2 
omo R̄2 (el subespa
io dife-ren
ialmente observable de {C̃2, Ã, Ẽ}). Obviamente R2 ⊕ R̄2 = X .De�na el subespa
io M ⊆ X y su 
omplemento M̄ 
omo el par de subespa-
ios que satisfa
en
N1 ∩R2 ∩M = V∗, M̄ ∩ N̄1 = {0}, M̄ ∩ R̄2 = {0}, M̄ ∩N = {0}.
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ión de subespa
ios nos permite representar el dominio de
x (i.e., X ) 
omo una suma de parti
iones del espa
io de estados

N̄1 ⊕ R̄2 ⊕ M̄ ⊕ VN̄ ⊕N = XNote además que N1 = R̄2 ⊕ M̄ ⊕ VN̄ ⊕N , V∗ = VN̄ ⊕N . La 
orrespondientepropiedad de invarian
ia de los anteriores subespa
ios junto 
on una apropiadasele

ión de bases puede ser apli
ada al sistema (3.11), (3.14) para llevarlo a unarepresenta
ión 
anóni
a. A 
ontinua
ión se propone una forma para 
al
ular las
itadas bases.Cal
ule las matri
es
UT

1i =
[
c̃T
1i (c̃1iÃ)T · · · (c̃1iÃ

n1i−1)T
]en donde c̃1i, i = 1, ..., p1 
orresponde al iésimo renglón de la matriz C̃1 y n1ies un entero de�nido 
omo

n1i = rango
[
c̃T
1i (c̃1iÃ)T · · · (c̃1iÃ

n−1)T
]T

.Es importante re
ordar que la matriz U1i es la matriz de observabilidad del par
(c̃1i, Ã).Es 
laro que la sele

ión de las matri
es U1i nos permite es
ribir las igual-dades: 



c̃1i

(c̃1iÃ)...
(c̃1iÃ

n1i−1)


 ẽ =




ỹ1i

˙̃y1i...
ỹ
(n1i−1)
1i


en donde ỹ1i 
orresponde al iésimo renglón del ve
tor de error de estima
ión desalida ỹ1. Es 
laro que el error de estima
ión de salida ỹ1 es medible, por lo quees posible apli
ar a 
ada 
omponente de di
ho ve
tor el diferen
iador por modosdeslizantes de orden superior dado en la se

ión 2.2.2:

v̇i1 = wi1

wi1 = −αn1i
N

1/n1i

i |vi1 − ỹ1i|(n1i−1)/n1i sign(vi1 − ỹ1i) + vi2,

v̇i2 = wi2

wi2 = −α(n1i−1)N
1/(n1i−1)
i |vi2 − wi1|(n1i−2)/(n1i−1) sign(vi2 − wi1) + vi3,...

v̇i,n1i−1 = wi,n1i−1

wi,n1i−1 = −α2N
1/2
i |vi,n1i−1 − wi,n1i−2|1/2 sign(vi,n1i−1 − wi,n1i−2) + vin1i

,

v̇in1i
= −α1Ni sign(vin1i

− wi,n1i−1), (3.42)en donde Ni > 0 y las 
onstantes αi son sele

ionadas de forma re
ursiva dea
uerdo a [30℄. En parti
ular, una posible ele

ión de parámetros es α1 = 1,1,
α2 = 1,5, α3 = 2, α4 = 3, α5 = 5, α6 = 8, que es su�
iente para n1i

≤ 6.
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omponentes vij
, 
al
ulados por medio del diferen
iador, pueden ser
on
entrados en el ve
tor

ṽT
i =

[
vT

i1 vT
i2 · · · vT

in1i

]
.Para toda ṽi y U1i, i = 1, ..., p1, la igualdad ṽi = U1iẽ es satisfe
ha entiempo �nito.Cal
ule las matri
es extendidas U1extended y vextended 
omo:

U1extended =




U11

U12...
U1p1


 , vextended =




ṽ1

ṽ2...
ṽp1


 .es 
laro que rangoU1extended = ny1 . Construya enton
es la matriz U1 ∈ Rny1×nsele

ionando los primeros ny1 renglones linealmente independientes de U1extendedy forme el ve
tor v sele

ionando los 
orrespondientes renglones del ve
tor

vextended, de tal forma que la igualdad v = U1ẽ sea satisfe
ha después de tiempo�nito.Note que la matriz U1 satisfa
e ker(U1) = N1. Las ny1 
olumnas que 
om-ponen la matriz UT
1 forman una base del subespa
io N̄1.Ahora es ne
esario en
ontrar una base para los subespa
iosR̄2 y M̄, así 
omola matriz Q tal que satisfaga el Lema 4. Una de las posibles forma está dada a
ontinua
ión. Sea r̃i el grado relativo par
ial de la salida ỹ2i 
on respe
to a laentrada des
ono
ida para el sistema (3.13), (3.12), en donde ỹ2i 
orresponde al

iésimo 
omponente de la salida ỹ2.Para 
ada renglón de la matriz C̃2 obtenga
ŪT

2i =
[
c̃T
2i (c̃2iÃ)T · · · (c̃2iÃ

r̃i−1)T
]
,en donde c̃2i, i = 1, ... p2 
orresponde al iésimo renglón de la matriz C̃2, y r̃i esel 
orrespondiente grado relativo par
ial de la iésima 
omponente de la salida

ỹ2 
on respe
to a la entrada des
ono
ida.De�na la matriz extendida Ū2extended y 
al
ule el entero n̄y2 
omo
Ū2extended =

[
ŪT

21 ŪT
22 · · · ŪT

2p2

]
,

n̄y2 = rango(Ū2extended). (3.43)Forme la matriz de rango renglón 
ompleto Ū2 ∈ Rn̄y2×n sele

ionando losprimeros n̄y2 renglones linealmente independientes de la matriz Ū2extended .La matriz Ū2 satisfa
e ker(Ū2) = R2. Las 
olumnas de la matriz ŪT
2 formanuna base del subespa
io R̄2.De�na la matriz

Ūr =




c̃21Ã
r̃1−1

c̃22Ã
r̃2−1...

c̃2p2
Ãr̃p2−1


 .
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ule las matri
es M̄i+1 
omo:
M̄i+1 =




M̄iẼ

ŪrẼ
F3




⊥ 


M̄iÃ

ŪrÃ

C̃3



 (3.44)El 
ál
ulo de las matri
es deberá realizarse hasta que la siguiente igualdadsea satisfe
ha
rango




U1

Ū2

M̄i+1



 = rango




U1

Ū2

M̄i



 .Sea el entero l igual al número de matri
es M̄i 
al
uladas. De�na nV 
omo
nV = n − rango

[
UT

1 ŪT
2 M̄T

i

]T . El entero nV 
orresponde a la dimensión delsubespa
io débilmente inobservable. Sele

ione los primeros n− ny1 − n̄y2 − nVrenglones linealmente independientes de la matriz M̄l−1 para formar la matriz
M̄redu
ed de tal forma que

rango




U1

Ū2

M̄redu
ed 

 = n − nV .La matriz M̄redu
ed satisfa
e ker(M̄redu
ed) = M. Las 
olumnas de la matriz
M̄Tredu
ed forman una base del subespa
io M̄.Cal
ule la matriz M̄obs 
omo

M̄obs =

[
Ū2

M̄redu
ed ]
.Teorema 13 [4℄. El subespa
io débilmente inobservable puede ser en
ontrado
omo

ker

[
U1

M̄obs

]
= V∗.De�na el entero ny 
omo el rango de la matriz de observabilidad del par

(C̃, Ã). Sea N el subespa
io inobservable del par (C̃, Ã).Es
oja n−ny ve
tores linealmente independientes Ni ∈ N , de tal forma queel 
onjunto de ve
tores {N1, ..., N(n−ny)} sea una base de N . Obtenga la matriz
N = [N1 N2 ... Nn−ny

]. Es
oja n−ny −nV ve
tores linealmente independientes
VN̄i

∈ VN̄ , i = 1, ..., n − ny − nV tales que {VN̄1
, ..., VN̄n−ny−nV

} formen unabase de VN̄ . Cal
ule la matriz VN̄ = [VN̄1
VN̄2

... VN̄n−ny−nV

] y de�na la matriz
V∗ ∈ Rn×nV 
omo V∗ = [VN̄ N ]. Note que las 
olumnas de la matriz V∗ formanuna base del subespa
io V∗.Sele

ione una matriz Q ∈ Rm×n tal que las siguientes igualdades se 
umplan

(Ã − ẼQ)VN̄ = V∗Ξ, (C̃ − FQ)VN̄ = 0, Q




U1

M̄obs

V T
N



 = 0 (3.45)



60 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDpara alguna matriz Ξ 6= 0 , Ξ ∈ RnV×nV . Note que la matriz Q elegida de estaforma satisfa
e el Lema 4.El sistema (3.13), (3.14) puede ser es
rito en la forma (2.14) 
omo:
˙̃e = (Ã − ẼQ)ẽ + B̃u + Ẽ(Qẽ + ζ) (3.46)




ỹ1(t)
ỹ2(t)
ỹ3(t)



 =




C̃1

C̃2

(C̃3 − F3Q)



 ẽ +




D1

D2

D3



u +




0
0
F3



 (Qẽ + ζ)A partir de la representa
ión (3.46) es posible llevar el sistema a la forma
anóni
a dada en el Teorema 5.Note que la matriz de transforma
ión (2.13) puede obtenerse 
on la matriz[
UT

1 ŪT
2 M̄T

obs V T
∗

]T , sin embargo, es ne
esario llevar a una forma 
anóni
a larepresenta
ión del subespa
io R̄2 ⊕ M̄.Obtenga el ve
tor de grados relativos par
iales para la salida ỹ2i del sistema(3.46).Para 
ada renglón de la matriz C̃2 obtenga
ŨT

2i =
[
c̃T
2i (c̃2i(Ã − ẼQ))T · · · (c̃2i(Ã − ẼQ)r̃i−1)T

]
,en donde c̃2i, i = 1, ... p2 
orresponde al iésimo renglón de la matriz C̃2, y r̃ies el grado relativo par
ial 
orrespondiente a la iésima 
omponente del error deestima
ión de salida ỹ2 
on respe
to a la entrada des
ono
ida.Note que las igualdades




c̃2i

c̃2i(Ã − ẼQ)...
c̃2i(Ã − ẼQ)r̃i−1


 ẽ =




ỹ2i

˙̃y2i...
ỹ
(r̃i−1)
2i


se satisfa
en.Aplique el diferen
iador por modos deslizantes de orden superior presentadoen la se

ión 2.2.2 a 
ada 
omponente de ỹ2 
omo

˙̄vi1 = w̄i1 = −αr̄i
N̄

1/r̃i

i |v̄i1 − ỹ2i|(r̄i−1)/r̄i ×
sign(v̄i1 − ỹ2i) + v̄i2,

˙̄vi2 = w̄i2 = −αr̄i−1N̄
1/(r̄i−1)
i |v̄i2 − w̄i1|(r̄i−2)/(r̄i−1) ×

sign(v̄i2 − w̄i1) + v̄i3,...
˙̄vi,r̄i−1 = w̄i,r̄i−1 = −α2N̄

1/2
i |v̄i,r̄i−1 − w̄i,r̄i−2|1/2 ×

sign(v̄i,r̄i−1 − w̄i,r̄i−2) + v̄ir̄i
,

˙̄vir̄i
= −α1N̄i sign(v̄ir̄i

− w̄i,r̄i−1), (3.47)en donde v̄ij
y w̄ij

son las 
omponentes de los ve
tores v̄i ∈ Rr̄i and w̄i ∈ Rr̄i−1respe
tivamente. Los parámetros N̄i son sele

ionados de tal forma que N̄i >
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|di|ζ+, en donde di = c̃2iÃ

r̃i−1Ẽ. Las 
onstantes αi son sele

ionadas de formare
ursiva de a
uerdo a [30℄. En parti
ular, una posible sele

ión es α1 = 1,1,
α2 = 1,5, α3 = 2, α4 = 3, α5 = 5, α6 = 8, para r̃i ≤ 6. Las 
ondi
iones ini
ialesse 
onsideran igual a 
ero.Por 
ada 
omponente del ve
tor ỹ2 forme el ve
tor

v̄T
i =

[
v̄T

i1 v̄T
i2 · · · v̄T

1,r̃i

]
.Las siguientes igualdades se satisfa
en 
laramente después de un tiempo �nito

v̄i = Ũ2iẽ, i = 1, ..., p2.De�na las matri
es extendidas U2extended, v̄extended y 
al
ule el entero ny2
omo
v̄extended =

[
v̄T
1 v̄T

2 · · · v̄T
p2

]T

U2extended =
[
ŨT

21 ŨT
22 · · · ŨT

2p2

]T
,

ny2 = rango(U2extended). (3.48)Obtenga la matriz de rango renglón 
ompleto U2 ∈ Rny2×n formada por losprimeros ny2 renglones linealmente independientes de la matriz U2extended yforme el ve
tor v̄ ∈ Rny2 sele

ionando los 
orrespondientes renglones del ve
tor
v̄extended de tal forma que la igualdad U2ẽ = v̄ se satisfaga después de tiempo�nito.Note que la matriz U2 satisfa
e ker(U2) = R2 para la representa
ión (3.46).Las 
olumnas de la matriz UT

2 forman una base del subespa
io R̄2.Considere las derivadas de orden r̃i − 1 de 
ada 
omponente de la salida ỹ2.La siguiente igualdad es satisfe
ha:



ỹr̃1−1
21

ỹr̃2−1
22...

ỹ
r̃p2−1
2p2




=




c̃21(Ã − ẼQ)r̃1−1

c̃22(Ã − ẼQ)r̃2−1...
c̃2p2

(Ã − ẼQ)r̃p2−1


 ẽ.De�na las matri
es

Ur =




¯̃c21(Ã − ẼQ)r̃1−1

¯̃c22(Ã − ẼQ)r̃2−1...
¯̃c2p2

(Ã − ẼQ)r̃p2−1


 , v̄r =




v̄1r̃1

v̄2r̃2...
v̄p2 r̃p2


 .Haga M0 = 01×n y ρ0 = 01×1. De�na el ve
tor ρ̃i 
omo

ρ̃i =




MiẼ

ŪrẼ
F3




⊥ 


ρi

v̄r∫ t

0
y3dt



Para 
ada 
omponente de ρ̃i 
al
ule
β̇ij = α2Ñ

1/2
i |βij − ρ̃ij |1/2sign(βij − ρ̃ij) + γij

γ̇ij = α1Ñisign(γij − β̇ij)
(3.49)
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orresponde al jésimo renglón del ve
tor ρ̃i, Ñi > ||D̄i||ζ+, endonde D̄i es el iésimo renglón de la matriz

D̄ =




MiẼ

ŪrẼ
F3




⊥

(Ã − ẼQ)Ẽ.La matriz D̄ es 
al
ulada para 
ada Mi que apare
e más adelante.Cal
ule las matri
es Mi+1 y los ve
tores ρi+1:
Mi+1 =




MiẼ

UrẼ
F3




⊥ 


Mi(Ã − ẼQ)

Ur(Ã − ẼQ)

C̃3



 , ρi+1 =




γi1

γi2...
γiκ


 (3.50)En donde κ es el número de renglones de la matriz (

[
(MiẼ)T (UrẼ)T FT

3

]T
)⊥.Las matri
es son 
al
uladas hasta que la igualdad

rango




U1

U2

Mi+1



 = n − nV .es satisfe
ha. Sea µy el número de matri
esMi 
al
uladas. Sele

ione los primeros
n − n̄y1 − n̄y2 − nV renglones linealmente independientes de Mi+1 y los 
orres-pondientes renglones de ρi+1 para formar la matriz Mredu
ed y el ve
tor ρredu
edde tal forma que la siguiente igualdad se satisfaga:

rango




U1

U2

Mredu
ed 

 = n − nV , Mredu
edẽ = ρredu
ed.Para redu
ir el número de matri
es manejadas nombre 
omo My2 a la matriz
MT

y2 = [UT
2 MTredu
ed] y forme el ve
tor vT

y2 = [v̄T ρTredu
ed]. Note que:
kerU1 = N1, ker

[
U1

My2

]
= V∗A partir de las matri
es en
ontradas anteriormente, es posible formar lamatriz de transforma
ión (2.13) 
omo:

Ts =




U1

My2

V∗



Apli
ando la transforma
ión Tsẽ al sistema del error (3.46) se obtiene la
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ión:



˙̃eo

˙̃es

˙̃es̄



 =




Ão 0 0

Ãos Ãs 0

Ãos̄ Ãss̄ Ãs̄








ẽo

ẽs

ẽs̄



 +




0

Ẽs

Ẽs̄



 ζ̄ (3.51)



ỹ1

ỹ2

ỹ3



 =




C̃o 0 0

0 C̃s 0

C̃os̄ C̃ss̄ 0








ẽo

ẽs

ẽs̄



 +




0
0

F̃3



 ζ̄Una propiedad importante del sistema (3.51) es que rango [ẼT
s F̃T

3 ]T = m, deotra forma el sistema (3.51) tiene un número in�nito de 
eros invariantes.Dado que rango [ẼT
s F̃T

3 ]T = m enton
es existen las matri
es TE1 y TE2 detal forma que
TE1Ẽs + TE2F̃3 = Ẽs̄.De�na la variable χ 
uya dinámi
a está dada por:

χ̇ = [G1 − G2 − G3]




v

vy2

χ + TE1vy2



 + TE2ỹ3 (3.52)
G1 = [Ãos̄ Ãss̄ Ãs̄], G2 = TE1[Ãos Ãs 0], G3 = TE2[C̃os̄ C̃ss̄ 0].(3.53)El algoritmo de estima
ión del estado toma la forma

ξ̂ = z + T−1
s




v

vy2

χ + TE1vy2



 (3.54)Teorema 14 Considere que las suposi
iones 1 y 3 son satisfe
has. El obser-vador (3.9), (3.10), (3.42)-(3.47), (3.52)-(3.54) garantiza la estima
ión exa
tade los estados del sistema (3.5) de forma asintóti
a.Prueba. Re
uerde que el error de estima
ión del observador tipo Luenberger
ẽ = ξ − z. De�na el error de estima
ión de los estados ξ 
omo ξ̃ = ξ − ξ̂, de lae
ua
ión (3.54) se tiene que

ξ − ξ̂ = ξ − z − T−1
s




v

vy2

χ + TE1vy2



Multipli
ando la e
ua
ión anterior por Ts se tiene:
Tsξ̃ = Tsẽ −




v

vy2

χ + TE1vy2



Sustituyendo (3.51) se tiene:



U1

My2

V∗



 ξ̃ =




ẽo

ẽs

ẽs̄



 −




v

vy2

χ + TE1vy2







64 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDLa 
onvergen
ia de U1ξ̃ a 
ero depende de la 
onvergen
ia de v a ẽo. A su vez,la 
onvergen
ia de My2 ξ̃ a 
ero depende de la 
onvergen
ia de vy2 a ẽs quedes
omponiendo ambos ve
tores impli
an la 
onvergen
ia de v̄ a M2ẽ y ρreduceda M̄reducedẽ. Note que el subsistema:



U1

U2

M̄reduced



 ξ̃ =




U1

U2

M̄reduced



 ẽ −




v
v̄

ρreduced



fue estudiado en la se

ión 3.2, por lo que la 
onvergen
ia de U1ξ̃, U2ξ̃, Mreducedξ̃a 
ero en tiempo �nito está garantizada.Como resultado de la 
onvergen
ia en tiempo �nito de las 
omponentesfuertemente observables, solo resta analizar la 
omponente V∗ξ̃. Después de la
onvergen
ia de las 
omponentes fuertemente observables, la dinámi
a de V∗ξ̃toma la forma:
V∗

˙̃
ξ = Ãs̄V∗ξ̃.Como resultado del Teorema 3, enton
es los valores propios de Ãs̄ 
orrespondena los valores de los 
eros invariantes del sistema {A, C, E, F}, que debido a queel sistema satisfa
e la suposi
ión 3, enton
es los valores propios de di
ha matriztienen parte real negativa. Por lo tanto V∗ξ̃ → 0 asintóti
amente.La mez
la de 
oordenadas debida a la transforma
ión Ts impiden garantizar
onvergen
ia en tiempo �nito de los estados, por lo que solo se puede garantizar
onvergen
ia asintóti
a de ξ̂ → ξ.

♮3.3.2. Re
onstru

ión de la entrada des
ono
idaSuposi
ión 5 Los valores propios de la matriz A|VN̄ tienen parte real negativa.Considere el sistema del error en su forma 
anóni
a (3.51). Dado que rango
[ẼT

s F̃T
3 ]T = m es posible re
uperar la entrada des
ono
ida mediante la sigui-ente igualdad:

ζ̂ =

[
Ẽs

F̃3

]+ [
˙̃es − Ãosẽo − Ãsẽs

ỹ3 − C̃os̄ẽo − C̃ss̄ẽs

] (3.55)Para identi�
ar la entrada des
ono
ida es ne
esario estimar el valor de la variable
˙̃es. Note que la siguiente igualdad se satisfa
e:

˙̃es = My2
˙̃e =

[
˙̄v

ρ̇reduced

]Note que la forma de obtener di
hos ve
tores fue des
rita en la se

ión 3.2.2.Teorema 15 Sean satisfe
has las suposi
iones 3, 4 y 5. La apli
a
ión del algo-ritmo (3.9), (3.10), (3.16), (3.18), (3.33), (3.40), (3.55) garantiza la identi�-
a
ión asintóti
a de la entrada des
ono
ida.



3.3. CASO FUERTEMENTE DETECTABLE 65Prueba. De la misma forma que para el 
aso fuertemente observable la entra-da des
ono
ida es re
onstruida mediante los teoremas antes men
ionados; sinembargo, es ne
esario probar que:
ζ̄ → ζ para t → ∞.Por de�ni
ión ζ̄ = ζ + Qẽ. Note que de a
uerdo a la forma en que Q es sele
-
ionada (vea el Lema 4 de la se

ión 2.1.3), enton
es:

Qẽ ∈ VN̄ .La dinámi
a de di
hos estados estará regida por la restri

ión de la matriz A almen
ionado subespa
io (i.e., A|VN̄ ).Dado que el sistema satisfa
e la suposi
ión 5 di
hos valores son estri
tamenteestables y enton
es Qẽ → 0 para t → ∞.
♮3.3.3. EjemploConsidere el siguiente Sistema Lineal Invariante en el Tiempo 
on EntradaDes
ono
ida:

ẋ = Ax + Eζ(t),

y = Cx + Fζ(t).En donde las matri
es A, C, E, F toman la siguiente forma:
A =




0 0 0 0 0 0 1 0
0 3 −1 0 0 0 0 0
0 −2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −3 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 0 −5 0 5 −5




, E =




0 0
0 0
0 0
0 0
−1 0
0 0
0 0
0 −1




C =




0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0



 , F =




0 0
0 −1
0 1



 .Los valores propios de la matriz A, están lo
alizados en −3, 1, −2, −1, 0,2679,
3,7321, −2, −1, enton
es, el sistema es inestable. El sistema tiene tres 
erosinvariantes lo
alizados en −1, −2, −5, por lo que satisfa
e la a�rma
ión 3. Elve
tor de entradas des
ono
idas satisfa
e la a�rma
ión 1 y está dado por:

ζ(t) =

[
sen(t) + 0,5sen(0,8t + 0,3) + 0,5

sen(0,5 + 5sen(0,5t))

]



66 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDPara realizar la transforma
ión de las salidas se utiliza la siguiente matriz:



F 1
⊥

F 2
⊥

F⊥⊥



 =




1 0 0
0 1 1
0 −1 1



La matriz de transforma
ión Ty de�nida de a
uerdo a (3.3) está dada por:
Ty =




0 0 1 0 0 0 0 0
0 −2 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


El sistema en la forma (3.5), (3.6) toma la forma mostrada a 
ontinua
ión:




ξ̇11

ξ̇12

ξ̇21

ξ̇22

ξ̇23

ξ̇24

ξ̇25

ξ̇26




=




0 1 0 0 0 0 0 0
−1 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 −3 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 6 0 −5 0 5 −5







ξ11

ξ12

ξ21

ξ22

ξ23

ξ24

ξ25

ξ26




+




0 0
0 0
0 0
0 0
−1 0
0 0
0 0
0 −1




ζ,




y1

y2

y3



 =




1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 −2 0 0 0








ξ11

ξ12

ξ21

ξ22

ξ23

ξ24

ξ25

ξ26




+




0 0
0 0
0 2



 ζ.

La ganan
ia del observador tipo Luenberger (3.9) está dada por:
L =




9 0 0
41 0 0
0 13 0
0 0 0
0 37 0
0 0 0
0 49 0
0 1 0






3.3. CASO FUERTEMENTE DETECTABLE 67Los valores propios de la matriz Ã están dados por−1,−2,−2,−3,−3,−4,−5,−6.El error de estima
ión (3.13) se muestra en la Figura 3.7. Aún 
uando el sistemaes inestable, el error de estima
ión se en
uentra a
otado.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−2

−1

0

1

2

3

4

t [s]

Error de estimacion ẽ.

Figura 3.7: Error de estima
ión ẽ a
otado para el 
aso fuertemente dete
table.
Las matri
es ne
esarias para realizar la transforma
ión del sistema estándadas por:

U1 =

[
1 0 0 0 0 0 0 0
−9 1 0 0 0 0 0 0

]
, M̄obs = Ū2 =




0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −13 0 0 0 1 0
0 0 120 0 1 0 −13 0



 ,

V T
N̄

=
[
0 0 0 0 0 0 0 1

]
, V T

N =

[
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

]

La matriz Q, es diseñada de a
uerdo a (3.45), y toma la forma:
Q =

[
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0

]



68 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDEl sistema en la forma (3.46) está dado por:
˙̃e =




−9 1 0 0 0 0 0 0

−42 4 0 0 0 0 0 0

0 0 −13 0 0 0 1 0

0 0 0 −3 0 −2 0 0

0 0 −37 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 −49 0 1 0 0 0

0 0 5 0 −5 0 5 −5




ẽ +




0 0

0 0

0 0

0 0

−1 0

0 0

0 0

0 −1




ζ̄




ỹ1

ỹ2

ỹ3



 =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 −2 0 0 0


 ẽ +




0 0

0 0

0 2


 ζ̄Para el sistema anterior, la matriz U2 está dada por:

U2 =




0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −13 0 0 0 1 0
0 0 120 0 1 0 −13 0



La matriz de transforma
ión (2.13) toma la forma:
Ts =




1 0 0 0 0 0 0 0
−9 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −13 0 0 0 1 0
0 0 120 0 1 0 −13 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


Debido a que los errores de estima
ión de la salida, ỹ1 = y1 − ŷ1, ỹ2 = y2 − ŷ2y ỹ3 = y3 − ŷ3 son medibles, y que el grado relativo par
ial de la salida ỹ2 
onrespe
to a la entrada des
ono
ida está dado por r̃1 = 3, enton
es, es posibleapli
ar diferen
iadores por modos deslizantes de orden superior a las salidas ỹ1
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omo:
v̇1,1 = w1,1,

w1,1 = −α2N
1/2
i |v1,1 − ỹ1|1/2 sign(v1,1 − ỹ1) + v1,2,

v̇1,2 = −α1N1 sign(v1,2 − w1,1),

˙̄v1,1 = w̄1,1,

w̄1,1 = −α3N̄
1/3
1 |v̄1,1 − ỹ2|2/3 sign(v̄1,1 − ỹ2) + v̄1,2,

˙̄v1,2 = w̄1,2,

w̄1,2 = −α2N̄
1/2
1 |v̄1,2 − w̄1,1|1/2 sign(v̄1,2 − w̄1,1) + v̄1,3,

˙̄v1,3 = −α1N̄1 sign(v̄1,3 − w̄1,2),en donde N1 = 1, N̄1 = 3 y los parámetros del diferen
iador están dados por
α1 = 1,1, α2 = 1,5 y α3 = 2. El observador (3.52), (3.54) toma la forma:

χ̇ =




0 0 − 449
2 −73 −6 −5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 −2 −3







v1

v2

vy21

vy22

vy23

χ1

χ2

χ3




+




−1/2

0

0


 ỹ3

ξ̂ = z + T−1
s




v

vy2

χ



El error de estima
ión e = x− x̂, es presentado en la Figura 3.8. Note que la
onvergen
ia en asintóti
a de los errores de estima
ión, es independientementedel valor de la entrada des
ono
ida. De a
uerdo a la forma normal presentadaen (3.51), los estados son divididos en estados observables, estados fuertementeobservables, que 
orresponden a los afe
tados por la entrada des
ono
ida, yde estados fuertemente dete
tables, 
uya 
onvergen
ia depende de los 
eros in-variantes del sistema. La 
onvergen
ia de los estados en la forma (3.51) puedeapre
iarse al analizar la 
onvergen
ia de (3.54) a (3.5). En la Figura 3.9 se mues-tra la 
onvergen
ia en tiempo �nito de ξ1 y ξ2, que 
orresponden a los estadosno afe
tados por la entrada des
ono
ida. La 
onvergen
ia, también en tiempo�nito, de ξ3, ξ4 y ξ5 se muestra en la Figura 3.10, estos estados 
orresponden ala parte del sistema que es afe
tada por la entrada des
ono
ida. La 
onvergen
iade los estados ξ6, ξ7 y ξ8, 
orrespondientes a la parte fuertemente dete
table delsistema, es mostrada en la Figura 3.11, es importante ha
er notar que la 
on-vergen
ia asintóti
a de estos estados, está gobernada por los valores de los 
erosinvariantes. Note además, que las estima
iones 
onvergen a los valores reales,aún 
uando el sistema es inestable.
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Figura 3.8: Convergen
ia asintóti
a a 
ero del error de estima
ión e.
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t [s]Figura 3.9: Convergen
ia en tiempo �nito de la estima
ión de los estados ξ1 y
ξ2.
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ión de los estados ξ6, ξ7 y ξ8.



72 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITED3.4. Observa
ión de sistemas 
uasilinealesEl observador de sistemas lineales 
on entradas des
ono
idas presentado enel 
apítulo 3, puede ser apli
ado para resolver el problema de estima
ión deestados en sistemas 
uasilineales.Considere el siguiente sistema 
uasilineal
ẋ = Ax + Bu + Dγ(t, x), D 6= 0
y = Cx,

(3.56)en donde x ∈ X ⊆ Rn, u ∈ Rq, y ∈ R son los estados del sistema, el ve
torde entradas 
ono
idas y la salida del sistema respe
tivamente, γ(·) es una fun-
ión es
alar de�nida 
omo γ(t, x) : Rn → R. Las matri
es A, B, C y D tienendimensiones ade
uadas y son 
onsideradas 
omo 
ono
idas. Con el objetivo detener la posibilidad de observar sistemas 
on dis
ontinuidades se 
onsidera en elsentido de Filippov [43℄ la solu
ión de las e
ua
iones y su existen
ia para todo
t ≥ 0.De�na para esta 
lase de sistemas el grado relativo 
omo el entero r tal que

CAjD = 0, j = 0, ..., r − 2, CAr−1D 6= 0.Si la nolinealidad γ(·) es 
onsiderada una entrada des
ono
ida, enton
eses posible apli
ar los resultados mostrados en el 
apítulo 3. Suponga que lanolinealidad γ(·) satisfa
e la siguiente suposi
ión.Suposi
ión 6 La fun
ión es
alar γ(t, x) es una fun
ión a
otada y medible enel sentido de Lebesgue para todo t y toda x ∈ X , |γ(t, x)| ≤ γ+.3.4.1. Re
onstru

ión en tiempo �nito de estadosSuposi
ión 7 El sistema (3.56) tiene grado relativo n 
on respe
to a la entradades
ono
ida.Construya la matriz U 
omo
U =




C
CA...

CAn−1


 . (3.57)El observador tiene la forma:

ż = Az + Bu
zy = Cz, ỹ = y − zy

x̂ = z + U−1v
(3.58)en donde v = [v1 v2 · · · vn]T es un ve
tor 
uyos 
omponentes están 
al
uladospor medio del diferen
iador por modos deslizantes de orden superior des
rito en
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ión 2.2.2 
omo:
v̇1 = w1,

w1 = −αnN1/n|v1 − ỹ|(n−1)/n sign(v1 − ỹ) + v2,

v̇2 = w2,

w2 = −α(n−1)N
1/(n−1)|v2 − w1|(n−2)/(n−1) sign(v2 − w1) + v3,...

v̇n−1 = wn−1,

wn−1 = −α2N
1/2|vn−1 − wn−2|1/2 sign(vn−1 − wn−2) + vn,

v̇n = −α1N sign(vn − wn−1), (3.59)en donde la 
onstante N satisfa
e la desigualdad N > |CAn−1D|γ+ y las 
ons-tantes αi son diseñadas de a
uerdo a lo mostrado en la se

ión 2.2.2.Teorema 16 Asuma que el sistema (3.56) satisfa
e las suposi
iones 6 y 7. Losestados del sistema son re
onstruidos en tiempo �nito mediante la apli
a
ión delobservador (3.57), (3.58), (3.59).Prueba. Asuma que γ(·) es una entrada des
ono
ida. Note que si el sistema(3.56) tiene grado relativo n enton
es satisfa
e la suposi
ión 2, y por tanto elobservador (3.57), (3.58), (3.59) es un 
aso parti
ular del observador dado enla se

ión 3.2 
uando sólo está presente la salida y2 y además se 
umple que
rangoU2 = n.

♮3.4.2. Re
onstru

ión asintóti
a de estadosConsidere que el grado relativo del sistema (3.56) es r < n. Asuma que lasiguiente suposi
ión se 
umple:Suposi
ión 8 Los 
eros invariantes del 
uádruple {A, D, C, 0} tienen partereal estri
tamente negativa, i.e., Re (s0) < 0.Construya la matriz U 
omo
U =




C
CA...

CAr−1


 , (3.60)
al
ule la matriz U⊥.



74 CAPÍTULO 3. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS LITEDEl observador toma la forma:
ż = Az + Bu
zy = Cz, ỹ = y − zy[

z̄1

z̄2

]
=

[
U

U⊥

]
z,

[
U

U⊥

]
A

[
U

U⊥

]−1

=

[
Ao 0
Aoō Aō

]
, Bō = U⊥B

˙̂
ξ2 =

[
Aoō Aō

] [
Ux̂

ξ̂2

]
+ Bōu

x̂ = z +

[
U

U⊥

]−1 [
v

ξ̂2 − z̄2

]

(3.61)
en donde v = [v1 v2 · · · vn]T es un ve
tor 
uyos 
omponentes están 
al
uladospor medio del diferen
iador por modos deslizantes de orden superior, des
rito enla se

ión 2.2.2 y apli
ado 
omo es des
rito en la e
ua
ión (3.59). La 
onstante Nsatisfa
e la desigualdad N > |CAr−1D|γ+ y las 
onstantes αi son diseñadas dea
uerdo a lo mostrado en la se

ión 2.2.2. Las 
ondi
iones ini
iales del observadorse asumen igual a 
ero.Teorema 17 Asuma que el sistema (3.56) satisfa
e las suposi
iones 6 y 8. Losestados del sistema son re
onstruidos asintóti
amente mediante la apli
a
ión delobservador (3.60), (3.61), (3.59).Prueba. Asuma que γ(·) es una entrada des
ono
ida. Considere la dinámi
a delerror ẽ = x − z dada por

˙̃e = Aẽ + Dγ(t, x)Aplique la transforma
ión ē =

[
U

U⊥

]
ẽ, la dinámi
a toma la forma

[
˙̄e1

˙̄e2

]
=

[
Ao 0
Aoō Aō

] [
ē1

ē2

]
+

[
Do

0

]
γ(t, x).Por de�ni
ión, la siguiente igualdad se satisfa
e:




ỹ
˙̃y...

ỹ(r−1)


 = Uẽ.En 
onse
uen
ia la igualdad v = Uẽ se 
umple después de tiempo �nito. De�-na las variables [

U
U⊥

]
x =

[
ξ1

ξ2

]. Al des
omponer la transforma
ión sobre ladinámi
a del error se tiene:
[

U
U⊥

]
ẽ =

[
ξ1

ξ2

]
−

[
z̄1

z̄2

]
.



3.4. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS CUASILINEALES 75Manipule algebrai
amente la e
ua
ión anterior para obtener:
[

ξ1

ξ2

]
=

[
Uẽ + z̄1

U⊥ẽ + z̄2

]
.Como se ha mostrado, por de�ni
ión la igualdad Uẽ = v es satisfe
ha despuésde tiempo �nito, por tanto se tiene que la igualdad ξ1 = ξ̂1 es satisfe
ha despuésde tiempo �nito.Al apli
ar la transforma
ión de estados [

U
U⊥

]
x =

[
ξ1

ξ2

], la dinámi
a delestado ξ2 toma la forma:
ξ̇2 =

[
Aoō Aō

] [
ξ1

ξ2

]
+ Bōu.Como se expli
ó Ux̂ = ξ1 después de tiempo �nito. Por tanto, una vez que

ξ1 − ξ̂1 = 0, la dinámi
a del error e2 = ξ2 − ξ̂2 toma la forma
ė2 = Aōe2.Si la matriz Aō es estable, enton
es el error de estima
ión 
onvergerá a 
eroasintóti
amente. Note que el problema es un 
aso parti
ular del 
aso fuertementedete
table presentado en la se

ión 3.3, enton
es los 
eros invariantes del sistema(3.56) 
oin
iden 
on los valores propios de Aō, dado que el sistema satisfa
e lasuposi
ión 8, enton
es los valores propios de di
ha matriz son estables.La 
onvergen
ia asintóti
a es produ
to de la mez
la de las 
oordenadas.

♮
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Capítulo 4Observa
ión de sistemas nolinealesEl problema de observa
ión de sistemas no lineales 
on entradas des
ono-
idas, es un problema que sigue abierto. Los esquemas existentes permiten laobserva
ión de 
ierta 
lase de sistemas. Las 
ondi
iones para el diseño de ob-servadores en sistemas lineales 
on entradas des
ono
idas, son propuestas en[36℄, en donde se 
onstruye un algoritmo de observa
ión por medio de 
ompen-sa
ión de alta ganan
ia. Otras té
ni
as de diseño han sido exploradas, 
omo laspresentadas en [46℄ para 
aso SISO por medio del 
on
epto de pasividad.En este 
apítulo, los resultados de observa
ión para sistemas lineales 
onentradas des
ono
idas, son extendidos para diseñar un esquema de observa
iónpara sistemas no lineales. La apli
a
ión del esquema a un 
ir
uito 
aóti
o ilustrasu efe
tividad.4.1. Des
rip
ión del problemaConsidere el siguiente sistema no lineal:
ẋ = f(x) + g(x)w
y = h(x)

(4.1)en donde
w = col (w1, w2, ..., wm), y = col (y1, y2, ..., yp),y en donde

g(x) = [g1(x) g2(x) ... gm(x)], h(x) = col (h1(x), h2(x), ..., hp(x)).Introduz
a la no
ión de grado relativo bien de�nido:De�ni
ión 14 Un sistema multivariable (4.1) se di
e que tiene un ve
tor degrado relativo bien de�nido {r1, r2, ..., rp} en un punto x0 si:77
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Lgj

Lk
fhi(x) = 0para toda 1 ≤ j ≤ m, para toda k < ri − 1, para toda 0 ≤ i ≤ p y paratoda x en una ve
indad de x0.La siguiente 
ondi
ión se 
umple:

rango




Lg1L
r1−1
f h1(x) ... Lgm

Lr1−1
f h1(x)

Lg1L
r2−1
f h2(x) ... Lgm

Lr2−1
f h2(x)... ...
...

Lg1L
rp−1
f hp(x) ... Lgm

L
rp−1
f hp(x)




= p

De a
uerdo a la anterior de�ni
ión es posible estable
er el tipo de sistemas
on los 
uales trataremos.Suposi
ión 9 El sistema (4.1) tiene un ve
tor de grados relativos par
iales
{r1 r2 rp} en una región X , tales que

r1 + r2 + ... + rp = n.Suposi
ión 10 La distribu
ión Γ = span{g1, ..., gm} es involutiva.Para 
ada salida de�na
φi

1(x) = hi(x)

φi
2(x) = Lfhi(x)...

φi
ri

(x) = Lri−1
f hi(x).en donde 1 ≤ i ≤ p. Es posible de�nir la transforma
ión:

Φ(x) = col
(
φ1

1(x), ..., φ1
ri

(x), ..., φp
1(x), ..., φp

ri
(x)

)
.Por de�ni
ión, el ja
obiano de la transforma
ión Φ(x) es no singular en unaregión X , por lo que dentro de esa región es posible es
ribir la dinámi
a de lasvariables transformadas ξ = Φ(x) 
omo:
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ξ̇11

= ξ12

ξ̇12
= ξ13...

ξ̇1n1 = G1(t, ξ, u)

ξ̇21
= ξ22

ξ̇22
= ξ23

(4.2)...
ξ̇2n2 = G2(t, ξ, u)...
ξ̇p1

= ξp2

ξ̇p2
= ξp3...

ξ̇pnp = Gp(t, ξ, u)

y =




ξ11

ξ21...
ξp1


En donde Gi(t, ξ, u) = Lri

f hi(x)|x=Φ−1(ξ) + Lgj
Lri−1

f hi(x)|x=Φ−1(ξ)w y 
adafun
ión Gi(·) : R × Rn × R → R es una fun
ión a
otada tal que:
|Gi(t, ξ, u)| < γ+

i .A su vez 
ada fun
ión Gi(t, ξ, u) puede ser es
rita de la siguiente forma:
Gi(t, ξ, u) = Fi(t, ξ, u) + ∆Fi(t, ξ, u) + ζi(t) (4.3)en donde Fi(·) es una fun
ión no lineal 
ono
ida (i.e., Fi(t, ξ, u) = Lri

f hi(x)|x=Φ−1(ξ)),
∆Fi(·) es una fun
ión no lineal que representa las in
ertidumbres paramétri
as y
ζ(·) es una perturba
ión o entrada des
ono
ida (i.e., Lgj

Lri−1
f hi(x)|x=Φ−1(ξ)w =

∆Fi(t, ξ, u) + ζi(t)).



80 CAPÍTULO 4. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS NO LINEALES4.2. Diseño del observadorEl sistema (4.3) puede ser dividido en p sistemas en bloques de Brunovskyde la siguiente forma:
ξ̇i1 = ξi2

ξ̇i2 = ξi3...
ξ̇ini

= Fi(t, ξ, u) + ∆Fi(t, ξ, u) + ζi(t)
yi = ξi1

(4.4)Obviamente i = 1, ..., p. Considere la siguiente suposi
ión.Suposi
ión 11 Considere que 
ada fun
ión Gi(t, ξ, u) del sistema (4.3) es unafun
ión a
otada y medible en el sentido de Lebesgue (i.e., |Gi(t, ξ, u)| < γ+
i ).Es posible diseñar un observador por modos deslizantes de orden superiorpara el sistema (4.4) 
omo:

˙̂
ξi1 = ξ̂i2 + αniN

1/ni
i |ξi1 − ξ̂i1 |(ni−1)/ni sign(ξi1 − ξ̂i1)

˙̂
ξi2 = ξ̂i3 + αni−1N

1/(ni−1)
i |ξ̂i2 −

˙̂
ξi1 |(ni−2)/(ni−1) sign(ξ̂i2 −

˙̂
ξi1)...̇̂

ξini−1
= ξ̂ini

+ α2N
1/2
i |ξ̂ini−1

− ˙̂
ξini−2

|1/2 sign(ξ̂ini−1
− ˙̂

ξini−2
)

˙̂
ξini

= Fi(t, ξ̂, u) + α1Ni sign(ξ̂ini
− ˙̂

ξini−1
)

(4.5)en donde Ni es un entero diseñado para 
ada bloque de Brunovsky que satisfa
e
Ni > 2γ+

i y las 
onstantes αi son sele

ionadas de a
uerdo a lo des
rito en lase

ión 2.2.2. El resultado puede ser expresado de la siguiente forma:Teorema 18 Considere que se 
umple la suposi
ión 11. Los estados del sistema(4.3) pueden ser re
uperados en tiempo �nito por medio de observadores (4.3)diseñados para 
ada bloque.Prueba. De�na el error de estima
ión de los estados 
omo σij−1 = ξij
− ξ̂ij

paratoda j = 1, ..., ni y i = 1, ..., p. La dinámi
a del error de estima
ión estarádes
rita por la e
ua
ión:
σ̇i0 = σi1 − αini

N
1/ni
i |σi0 |(ni−1)/ni sign(σi0)

σ̇i1 = σi2 − αni−1N
1/(ni−1)
i |σi1 − σ̇i0 |(ni−2)/(ni−1) sign(σi1 − σ̇i0)...̇

σini−2 = σini−1 − α2N
1/2
i |σini−2 − σ̇ini−3 |1/2 sign(σini−2 − σ̇ini−3)

σ̇ini−1 = Gi(t, ξ, u) − Fi(t, ξ̂, u) − α1Ni sign(σini−1 − σ̇ini−2)

(4.6)



4.3. EJEMPLO 81Debido a que la suposi
ión 11 es satisfe
ha, enton
es las solu
iones de lae
ua
ión (4.6) satisfa
en la siguiente in
lusión diferen
ial:
σ̇i0 = σi1 − αini

N
1/ni
i |σi0 |(ni−1)/ni sign(σi0)

σ̇i1 = σi2 − αni−1N
1/(ni−1)
i |σi1 − σ̇i0 |(ni−2)/(ni−1) sign(σi1 − σ̇i0)...̇

σini−2 = σini−1 − α2N
1/2
i |σini−2 − σ̇ini−3 |1/2 sign(σini−2 − σ̇ini−3)

σ̇ini−1 ∈ [−2γ+
i 2γ+

i ] − α1Ni sign(σini−1 − σ̇ini−2)

(4.7)Note que la in
lusión (4.7) tiene la forma des
rita en (2.29) por lo que la 
on-vergen
ia a 
ero del error de estima
ión es una 
onse
uen
ia del Lema 9 en lase

ión 2.2.2.
♮4.3. EjemploDada su robustez y simpli
idad para generar señales 
aóti
as, el 
ir
uitode Chua (vea la Figura 4.1)es muy usado en trabajos rela
ionados 
on la sin-
roniza
ión de sistemas 
aóti
os y en sistemas de 
omuni
a
ión no-
oherente.

Figura 4.1: Cir
uito de Chua.En el entorno de sistemas 
aóti
os, el 
ir
uito de Chua es utilizado 
omoel transmisor. Una señal u(t) (i.e., la señal de informa
ión), es usada 
omo laentrada del 
ir
uito de Chua desde el extremo del transmisor. La señal y(t),salida del transmisor, es enviada mediante un 
anal públi
o ha
ia el re
eptor.Éste utiliza la salida y(t) 
omo una señal a la 
uál debe ser sin
ronizado yre
uperar la señal de informa
ión u(t). El pro
eso de sin
roniza
ión puede verse
omo el problema de observa
ión de un sistema, del 
ual solamente se 
ono
e lasalida.La señal de entrada u(t) deberá ser 
uidadosamente sele

ionada de tal formaque garanti
e que la naturaleza 
aóti
a del 
ir
uito de Chua se 
onserve.



82 CAPÍTULO 4. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS NO LINEALESPara este ejemplo se utilizará la dinámi
a del 
ir
uito de Chua, 
on unanolinealidad 
úbi
a, 
omo el transmisor. El 
ir
uito de Chua está dado por lae
ua
ión:
ẋ1 = −acx1 + ax2 − ax3

1 + u

ẋ2 = x1 − x2 + x3 (4.8)
ẋ3 = −bx2

y = x3Los parámetros usados en la simula
ión fueron sele

ionados 
omo a = 10,
b = 16 y c = −0,143, mismos que garantizan el 
omportamiento 
aóti
o del
ir
uito de Chua [47℄. Los valores ini
iales del transmisor son �jados 
omo




x1

x2

x3



 =




0,1
0,1
0,1



El 
omportamiento 
aóti
o des
rito por los estados del 
ir
uito de Chua uti-lizando estos parámetros puede verse en la Figura 4.2.
−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

x
2

x
1

x 3

Figura 4.2: Comportamiento 
aóti
o del 
ir
uito de ChuaEl sistema (4.9) tiene grado relativo n. Cal
ulando la transforma
ión deestados:
ξ = Φ(x) =




x3

−bx2

b(x2 − x1 − x3)



 ,la suposi
ión 9 es satisfe
ha.En su nueva representa
ión de estados, el transmisor puede ser es
rito 
omo:



ξ̇1

ξ̇2

ξ̇3



 =




0 1 0
0 0 1

−abc (a − b − ac) −(ac + 1)








ξ1

ξ2

ξ3



 +




0
0
1



 (∆F (t, ξ) + ζ(t))(4.9)
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es, las fun
iones ∆F (t, ξ) y ζ(t), están dadas por
∆F (t, ξ) =

[
ab

(
−1

b
ξ2 − ξ1 −

1

b
ξ3

)3
]

, ζ(t) = −bu(t)El observador del sistema (4.9), diseñado de a
uerdo a (4.3), se en
uentra dadopor
˙̂
ξ1 = ξ̂2 + α3N

1/3|ξ1 − ξ̂1|2/3 sign(ξ1 − ξ̂1)
˙̂
ξ2 = ξ̂3 + α2N

1/2|ξ̂2 − ˙̂
ξ1|1/2 sign(ξ̂2 − ˙̂

ξ1)
˙̂
ξ3 = [−abcξ̂1 + (a − b − ac)ξ̂2 − (ac + 1)ξ̂3] + α1N sign(ξ̂3 − ˙̂

ξ2)en donde
N = 28,12,
α1 = 1,1,
α2 = 1,5,
α3 = 2La transforma
ión inversa se en
uentra de�nida 
omo:




x̂1

x̂2

x̂3



 = Φ−1(ξ) =




−ξ1 − ξ2

b − ξ3

b

− ξ2

b
ξ1



La 
onvergen
ia a 
ero en tiempo �nito del error de estima
ión de los estadosse muestra en la �gura 4.3. La 
onvergen
ia de 
ada estimado de los estados asu valor real se muestra en la �gura

0 1 2 3 4 5
−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

t[s]

Convergencia a cero de x−̂x

Figura 4.3: Convergen
ia a 
ero en tiempo �nito del error de estima
ión x − x̂
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0 1 2 3 4 5
−1

0

1

2
Convergencia de x̂1 (linea continua) a x1 (linea punteada)

0 1 2 3 4 5
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2
Convergencia de x̂2 (linea continua) a x2 (linea punteada)

0 1 2 3 4 5
−1

−0.5

0

0.5

1

t [s]

Convergencia de x̂3 (linea continua) a x3 (linea punteada)

Figura 4.4: Convergen
ia de las estima
iones a los valores reales de los estados



Capítulo 5Apli
a
iones5.1. Observa
ión de sistemas en forma de Cau
hyDes
ribamos la 
lase de sistemas para los que se ilustra la apli
a
ión de losobservadores por modos deslizantes de orden superior.Sea un sistema 
uya e
ua
ión diferen
ial está dada por:
F (t, q, q̇, q̈, ..., q(n)) = 0.A 
ontinua
ión introdu
imos una importante de�ni
ión utilizada para laapli
a
ión de los observadores:De�ni
ión 15 [48℄ Se di
e que la e
ua
ión diferen
ial
F (t, q, q̇, q̈, ..., q(n)) = 0, (5.1)puede representarse en forma de Cau
hy si es algebrai
amente equivalente a

q(n) = G(t, q, q̇, q̈, ..., q(n−1)) (5.2)Sea un sistema 
on e
ua
ión diferen
ial (5.1) que puede ser representado enforma de Cau
hy, 
on variable medida q. De�na las variables de estado
x1 = q, x2 = q̇, x3 = q̈, ..., xn = q(n).Utilizando las variables de estado antes men
ionadas, la e
ua
ión (5.2) puedeser llevada a la siguiente representa
ión:






ẋ1 = x2

ẋ2 = x3...̇
xn = G(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1 (5.3)85



86 CAPÍTULO 5. APLICACIONESEs posible asumir que las variables del sistema se en
uentran restringidaspor limita
iones físi
as, enton
es, es posible en
ontrar una 
ota máxima para lafun
ión G(·) tal que:
|G(t, x1, x2, ..., xn)| < γ+.Existen dos distintas formas para apli
ar el observador a este sistema, unade ellas se basa en la suposi
ión de que la fun
ión G(t, x1, x2, ..., xn) es unaentrada des
ono
ida; en la segunda se asume que di
ha fun
ión es, al menos,par
ialmente 
ono
ida. A 
ontinua
ión se des
riben ambos pro
edimientos.Sistema 
uasilineal Es
riba el sistema en forma de un sistema 
uasilineal
omo:

ẋ = Ax + DG(t, x),
y = Cx

(5.4)en donde x ∈ Rn, y ∈ R y G(·) : Rn+1 → R y en donde las matri
es A, C y Dtienen las dimensiones ade
uadas y toman la siguiente forma parti
ular:
A =




0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 0 0... . . . ...
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 · · · 0 0




, D =




0
0...
0
1




, C = [1 0 0 · · · 0 0]Note que el esquema de observa
ión en tiempo �nito para sistemas 
uasilinealesvisto en la se

ión 3.4.1. Note que la apli
a
ión de di
ho esquema es transparente,por lo que se ilustra en los siguientes ejemplos.Sistema no lineal perturbado Asuma que la fun
ión G(t, x1, x2, ..., xn)puede es
ribirse de la siguiente forma:
G(t, x1, x2, ..., xn) = F (t, x1, x2, ..., xn) + ∆F (t, x1, x2, ..., xn) + ζ(t) (5.5)en donde ∆F (t, x1, x2, ..., xn) es un término que 
on
entra las in
ertidumbresparamétri
as del sistema y ζ(t) puede 
onsiderarse 
omo una perturba
ión oentrada des
ono
ida.Suposi
ión 12 Considere que la fun
ión G(t, x1, x2, ..., xn) del sistema (5.3)es una fun
ión a
otada y medible en el sentido de Lebesgue (i.e., |G(t, x1, x2,

..., xn)| < γ+).Note que el observador para el sistema en forma de Cau
hy es un 
aso parti
ulardel presentado en la se

ión 4.2.



5.2. OBSERVACIÓN DE SISTEMAS MECÁNICOS 87El observador para el sistema no lineal perturbado toma la forma:





˙̂x1 = x̂2 + αnN1/n|y − ŷ|(n−1)/n sign(y − ŷ)
˙̂x2 = x̂3 + αn−1N

1/(n−1)|x̂2 − ˙̂x1|(n−2)/(n−1) sign(x̂2 − ˙̂x1)...̇̂
xn−1 = x̂n + α2N

1/2|x̂n−1 − ˙̂xn−2|1/2 sign(x̂n−1 − ˙̂xn−2)
˙̂xn = F (t, x̂1, x̂2, ..., x̂n) + α1N sign(x̂n − ˙̂xn−1)

ŷ = x̂1 (5.6)en donde N es un entero que satisfa
e N > 2γ+ y las 
onstantes αi son sele
-
ionadas de a
uerdo a lo des
rito en la se

ión 2.2.2.El resultado puede ser expresado de la siguiente forma:Teorema 19 Considere que se 
umple la suposi
ión 12. Los estados del sistema(5.3) pueden ser re
uperados en tiempo �nito por medio del observador (5.6).Prueba. El teorema es un 
aso parti
ular del sistema des
rito en el Teorema 18de la se

ión 4.2.
♮5.2. Observa
ión de Sistemas Me
áni
osConsidere el modelo es
alar general de un sistema me
áni
o de segundoorden, de la forma:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + P (q̇) + G(q) + ∆(t, q, q̇) = τ (5.7)En donde el término M(q) 
orresponde a la iner
ia del sistema, C(q, q̇) 
orres-ponde al término de fuerzas 
entrífugas y de Coriolis, P (q̇) es el término defri

ión de Coulomb dado por P (q̇) = P0 sign(q̇), G(q) es el término de fuerzagravita
ional, ∆(t, q, q̇) es un término que 
onjunta in
ertidumbres y pertur-ba
iones, y τ es el torque produ
ido por los a
tuadores. Note que el término
M(q), en un sistema me
áni
o, siempre existe y es positivo, por lo que su inver-sa M(q)−1 existe.Introdu
iendo las variables x1 = q, x2 = q̇, u = τ , el modelo (5.7) puede seres
rito en el espa
io de estados de la siguiente forma:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = f(t, x1, x2, u) + ξ(t, x1, x2), u = U(t, x1, x2),

y = x1,
(5.8)en donde f(t, x1, x2, u) = −M−1(x1)[C(x1, x2)x2+G(x1)−u] y ξ(t, x1, x2) =

−M−1(x1)(P (x2) + ∆(t, x1, x2)).Considere que los estados x1, x2, las perturba
iones ξ y las entradas delsistema u están a
otados; que las a
elera
iones (ẋ2) del sistema me
áni
o estána
otadas; que el sistema (5.8) es entrada a
otada - estado a
otado, BIBS estable



88 CAPÍTULO 5. APLICACIONES[49℄ (por sus siglas en inglés Boundary Input Boundary State); asuma tambiénque el sistema (5.8) tiene una solu
ión úni
a en el sentido de Filippov [43℄.El esquema de observa
ión para sistemas no lineales presentado en la se

iónanterior, puede ser apli
ado dire
tamente para la solu
ión de este problema, sinembargo, a 
ontinua
ión se presenta un diseño espe
ial presentado por primeravez en [21℄ y que 
orresponde a un 
aso parti
ular del esquema de observa
ióndesarrollado en este trabajo.Se propone el siguiente observador basado en el algoritmo super-twisting:
˙̂x1 = x̂2 + z1

˙̂x2 = f(t, x1, x̂2, u) + z2
(5.9)En donde x̂1 y x̂2 son las estima
iones de los estados, z1 y z2 son los fa
toresde 
orre

ión tomados del algoritmo super-twisting y dados por las formulas

{
z1 = λ|x1 − x̂1|1/2 sign(x1 − x̂1)

z2 = α sign(x1 − x̂1).
(5.10)Asuma que los estados del sistema se en
uentran a
otados, enton
es es posi-ble garantizar la existen
ia de una 
onstante f+ tal que

|f(t, x1, x2, U(t, x1, x2)) − f(t, x1, x̂2, U(t, x1, x2)) + ξ(t, x1, x2)| ≤ f+ (5.11)para 
ualquier valor posible de t, x1, x2 y |x̂2| ≤ 2 supx2. La anterior suposi
iónpuede 
umplirse, por ejemplo, si el sistema es entrada-estado a
otado y tanto laseñal de 
ontrol u 
omo las perturba
iones son a
otadas. En algunos 
asos, la
onstante f+ puede 
ono
erse a partir de alguna razón físi
a, 
omo por ejemplo,si es 
ono
ida a priori la máxima a
elera
ión posible del sistema.Sean α y λ tales que satisfagan las e
ua
iones:
α > f+

λ >
√

2
α−f+

(α+f+)(1+q)
(1−q)

(5.12)en donde q es alguna 
onstante tal que 0 < q < 1.Ha
iendo x̃1 = x1 − x̂1 y x̃2 = x2 − x̂2 se pueden es
ribir las e
ua
iones delos errores de estima
ión:
˙̃x1 = x̃2 − λ|x̃1|1/2 sign(x̃1)

˙̃x2 = g(t, x1, x2, x̂2, u) − α sign(x̃1)
(5.13)En donde g(t, x1, x2, x̂2, u) = f(t, x1, x2, u) − f(t, x1, x̂2, u) + ξ(t, x1, x2).A partir del planteamiento anterior se puede proponer un teorema:Teorema 20 [21℄ El observador (5.9),(5.10) para el sistema (5.8) asegura la
onvergen
ia en tiempo �nito de las estima
iones de los estados a los valoresreales de éstos, i.e. (x̂1, x̂2) → (x1, x2).La prueba de este teorema se omite por brevedad, pero puede ser 
onsultada en[21℄.



5.3. IDENTIFICACIÓN DE FALLAS 895.3. Identi�
a
ión de fallasConsidere el sistema lineal (3.1), asuma que la entrada des
ono
ida repre-senta una falla en el sistema. Considere el siguiente sistema lineal sujeto a fallasen a
tuadores y sensores:
ẋ = Ax + Bu + Eaζa

y = Cx + Du + Fsζs
(5.14)en donde x ∈ Rn son los estados del sistema, y ∈ Rp son las salidas del sistema,

u ∈ Rq0 son las entradas de 
ontrol, ζa ∈ Rma son las fallas en los a
tuadores,
ζs ∈ Rms son las fallas en los sensores. Sea m = ma + ms y m ≤ p.De�na

ζ =

[
ζa

ζs

]
. (5.15)Es posible rees
ribir el sistema en la siguiente forma:

ẋ = Ax + Bu + Eζ
y = Cx + Du + FζLa anterior, es la forma general (3.1), 
onsiderada en el 
apítulo 3, ahora lasmatri
es E y F son de�nidas 
omo

E = [Ea 0p×(m−ma)], F = [0p×(m−ms) Fs]. (5.16)La 
ondi
ión rango
[
ET FT

]T
= m es satisfe
ha por de�ni
ión. Aún más, porde�ni
ión E y F son linealmente independientes, por lo que las fallas puedenser re
onstruidas de forma independiente utilizando las siguientes rela
iones:

ζ̂a = Ẽ+
s

[
˙̃es − Ãosẽo − Ãsẽs

]
, (5.17)

ζ̂s = F̃+
3

[
ỹ3 − C̃os̄ẽo − C̃ss̄ẽs

]
. (5.18)Suposi
ión 13 Los valores propios de la matriz A|VN̄ tienen parte real nega-tiva.Teorema 21 Sea el sistema 
on fallas (5.14), 
onsidere que la suposi
ión 13 essatisfe
ha. Las rela
iones (5.18), (5.17) garantizan la re
onstru

ión en tiempo�nito (asintóti
a) del ve
tor de fallas (5.15) para sistemas fuertemente observa-bles (fuertemente dete
tables).Corolario 3 Si el sistema (5.14)satisfa
e la suposi
ión 2, enton
es el algoritmo(5.18) garantiza la re
onstru

ión en tiempo �nito (asintóti
a) de las fallas ensensores en sistemas fuertemente observables (fuertemente dete
tables).Note que tanto el Teorema 21 
omo el Corolario 3 son 
onse
uen
ia de laidenti�
a
ión de la entrada des
ono
ida desarrollada en la se

ión 3.3.2.Observa
ión 4 La té
ni
a aquí presentada no es en sí misma a una estru
turade dete

ión de fallas, sin embargo, podría ser apli
ada en 
onjunto 
on lasherramientas 
lási
as para formar un esquema de dete

ión e identi�
a
ión dela falla.



90 CAPÍTULO 5. APLICACIONES5.4. Identi�
a
ión de parámetrosConsidere el sistema no lineal des
rito en (4.3) en el que las fun
iones Gi(·)pueden ser expresada por (4.3), y asuma que no existen perturba
iones externas,i.e., ζi(t) = 0. Las matri
es extendidas G(·) y F (·) pueden es
ribirse 
omo:
G(t, x, u) =




G1(t, x, u)...
Gp(t, x, u)


 , F (t, x, u) =




F1(t, x, u)...
Fp(t, x, u)


Introduz
a la nota
ión en forma de regresor [50℄, la fun
ión G(·) puede serdes
rita de una manera distinta

G(t, x, u) = θ(t)ϕ(t, x, u).En donde ϕ(t, x, u) es un ve
tor de fun
iones no lineales 
ono
idas y θ(t) ∈ R
p×les una matriz de parámetros que puede expresarse para 
ada Gi(·) 
omo:

θ(t) =




θ1(t)...
θp(t)


 .Asuma que solo se 
ono
en valores nominales de los parámetros, sea θ̄(t) ∈

Rp×l la matriz de valores nominales formada por
θ̄(t) =




θ̄1(t)...
θ̄p(t)


 .Enton
es la fun
ión F (·) y las in
ertidumbres ∆F (·) pueden ser es
ritas 
omo:

F (t, x, u) = θ̄(t)ϕ(t, x, u), ∆F (t, x, u) =
[
θ(t) − θ̄(t)

]
ϕ(t, x, u).5.4.1. Inye

ión equivalente de salidaAplique el observador por modos deslizantes de orden superior (4.3) a 
adabloque de Brunovsky des
rito en el 
apítulo 4. El error de estima
ión toma laforma mostrada en (4.6). Como resultado de la 
onvergen
ia en tiempo �nito,después de un tiempo t ≥ t0 en donde t0 es el mayor tiempo de 
onvergen
ia delos observadores (4.3), el error de estima
ión de 
ada bloque toma la forma:






σ̇i0 = σi1 − αnN
1/n
i |σi0 |(ni−1)/ni sign(σi0)

σ̇i1 = σi2 − αn−1N
1/(ni−1)
i |σi1 − σ̇i0 |(ni−2)/(ni−1) sign(σi1 − σ̇i0)...̇

σini−2 = σini−1 − α2N
1/2
i |σini−2 − σ̇ini−3 |1/2 sign(σini−2 − σ̇ini−3)

σ̇ini−1 = ∆Fi(t, x) − α1Ni sign(σini−1 − σ̇ini−2) (5.19)
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onse
uen
ia se 
umplen las siguientes igualdades:
0 = σ̇1n1−1 = ∆F1(t, x) − α1N1 sign(σ1n1−1 − σ̇1n1−2),...
0 = σ̇pnp−1 = ∆Fp(t, x) − α1Np sign(σpnp−1 − σ̇pnp−2).De�na la inye

ión equivalente de salida 
omo el ve
tor

zeq =




α1N1 sign(σ1n1−1 − σ̇1n1−2),...
α1Np sign(σpnp−1 − σ̇pnp−2).


 (5.20)Teóri
amente, la inye

ión equivalente de salida es el resultado de una fre
uen
iade 
onmuta
ión in�nita de los términos dis
ontinuos α1Ni sign(σini−1 − σ̇ini−2).Sin embargo, la realiza
ión del observador produ
e que los términos dis
ontinuos
onmuten a una alta fre
uen
ia, no in�nita, ha
iendo ne
esaria la utiliza
iónde un �ltro. Para eliminar las 
omponentes de alta fre
uen
ia se utilizará elsiguiente �ltro:

τ z̄eq(t) = −z̄eq(t) + zeq(t)en donde τ = diag{τ1, ..., τp} y 
ada elemento satisfa
e τ i ∈ R y δ ≪ τ ≪ 1 y
δ es el tiempo de muestreo.Como resultado del pro
eso de �ltrado, la inye

ión equivalente de salidapuede ser expresada 
omo:

zeq(t) = z̄eq(t) + ε(t) (5.21)en donde ε(t) ∈ Rp es la diferen
ia 
ausada por la �ltra
ión y z̄eq(t) es la versión�ltrada de zeq(t).Sin embargo, está probado en [51℄ y [52℄ que
ĺım

τ → 0
δ/τ → 0

z̄eq(τ , δ) = zeq(t),enton
es es posible asumir que la inye

ión equivalente de salida es igual a lasalida del �ltro.5.4.2. Parámetros invariantes en el tiempoConsidere el 
aso en el que los parámetros son invariantes en el tiempo, i.e.,
θ(t) = θ. Para obtener los valores reales de los parámetros θ puede proponerseun algoritmo de regresión lineal.Utili
e la nota
ión de regresor para ∆F , enton
es la inye

ión equivalentede salida toma la forma:

zeq = (θ − θ̄)ϕ(t, x, u) =




α1N1 sign(σ1n1−1 − σ̇1n1−2)...
α1Np sign(σpnp−1 − σ̇pnp−2)


 (5.22)



92 CAPÍTULO 5. APLICACIONESLos términos α1Ni sign(σsni−1 − σ̇ini−2) son 
ono
idos, y para todo t ≥ t0 se
umple que ϕ(t, x̂, u) = ϕ(t, x, u). La e
ua
ión (5.22) representa un modelo deregresión lineal en donde el ve
tor de parámetros a ser identi�
ado es (θ − θ̄).El problema ahora es diseñar algoritmos que permitan identi�
ar el ve
tor deparámetros reales del sistema (5.3) a partir del 
ono
imiento de la salida delmismo x1 y el 
ono
imiento del modelo nominal θ̄ y ϕ(t, x, u).El algoritmo re
ursivo de mínimos 
uadrados, LSM por sus siglas en inglés(vea por ejemplo [50℄), es apli
ado para la identi�
a
ión de sistemas dinámi
os,para ello utiliza una dis
retiza
ión del ve
tor de regresión ϕ(t, x, u) junto 
on laderivada de los estados para obtener un modelo de regresión lineal. Sin embargo,es posible obtener el modelo de regresión lineal (vea [50℄) dire
tamente de (5.22).De�na ∆θ = θ−θ̄, multiplique (5.22) por ϕT (t, x, u) (para redu
ir la nota
iónla fun
ión ϕ(t, x, u) será llamada ϕ(t)). Introdu
iendo la variable auxiliar deintegra
ión σ se tiene:
1

t

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)dσ = ∆θ
1

t

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)dσ (5.23)De la anterior e
ua
ión los parámetros pueden ser re
uperados por medio de larela
ión:
∆̂θ =

[∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)dσ

] [∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)dσ

]−1 (5.24)en donde ∆̂θ es la estima
ión de ∆θ. Para 
ualquier matriz 
uadrada las sigui-entes igualdades se 
umplen:
Γ−1(t)Γ(t) = I,

Γ−1(t)Γ̇(t) + Γ̇−1(t)Γ(t) = 0
(5.25)De�na Γ(t) =

[∫ t

0 ϕ(σ)ϕT (σ)dσ
]−1. Utilizando (5.25) es posible rees
ribir (5.24)
omo:

˙̂
∆θ =

[∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)dσ

]
Γ̇(t) + z̄eq(t)ϕ

T (t)Γ(t). (5.26)Usando (5.23) se obtiene:
˙̂
∆θ = ∆̂θΓ

−1(t)Γ̇(t) + z̄eq(t)ϕ
T (t)Γ(t).A 
ontinua
ión se presenta una expresión dinámi
a para 
al
ular ∆θ:

˙̂
∆θ =

[
−∆̂θϕ(t) + z̄eq(t)

]
ϕT (t)Γ(t). (5.27)De la misma forma se obtiene una expresión dinámi
a para 
al
ular Γ:

Γ̇(t) = −Γ(t)ϕ(t)ϕT (t)Γ(t). (5.28)Los valores promedio de la inye

ión equivalente de salida real zeq(t), sin�ltrado, satisfa
en la igualdad
∫ t

0

zeq(σ)ϕT (σ)dσ = ∆θ

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)dσ
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es
∆θ =

[∫ t

0

zeq(σ)ϕT (σ)dσ

]
Γ(t).Substituyendo la e
ua
ión (5.21), Los valores reales de los parámetros ∆θ sat-isfa
en

∆θ =

[∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)dσ +

∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)dσ

]
Γ(t). (5.29)Considere z̄eq(t) = ∆̂θϕ(t). En este 
aso la e
ua
ión (5.29) toma la forma

∆θ =

[
∆̂θ

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)dσ +

∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)dσ

]
Γ(t),esto puede ser expresado 
omo

∆θ = ∆̂θ +

[∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)dσ

]
Γ(t). (5.30)De la e
ua
ión (5.30) es posible dar las 
ondi
iones para la 
onvergen
ia delalgoritmo

sup ||tΓ(t)|| < ∞, (5.31)
||1

t

∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)dσ|| → 0 
uando t → ∞. (5.32)La 
ondi
ión (5.31) ne
esita que la matriz Γ−1(t) =
∫ t

0 ϕ(σ)ϕT (σ)dσ sea no-singular. Para evitar esta restri

ión es posible introdu
ir un término ρI tal que
0 < ρ << 1 en donde I es la matriz unitaria, enton
es Γ−1(t) se puede rede�nir
omo

Γ−1(t) =

∫ t

0

(
ϕ(σ)ϕT (σ)dσ

)
+ ρIPara este 
aso Γ−1(t) siempre será no singular.Note que la introdu

ión de ρI es equivalente a �jar las 
ondi
iones ini
ialesde (5.28), 
omo

Γ(0) = ρ−1I, 0 < ρ-su�
ientemente pequeñaLa introdu

ión del término ρ garantiza que se 
umpla la 
ondi
ión sup ||tΓ(t)|| <
∞ pero no garantiza la 
onvergen
ia de los valores estimados de los parámetrosa los valores reales. La 
onvergen
ia de los valores estimados a los reales dependede la 
ondi
ión de ex
ita
ión persistente (vea por ejemplo [50℄)

ĺım inf
t→∞

1

t

∫ t

0

(
ϕ(σ)ϕ(σ)T dσ

)
> 0.La 
ondi
ión (5.32) ha
e referen
ia al pro
eso de �ltrado, y nos da la 
alidadde 
onvergen
ia de la identi�
a
ión. De tal forma, tan rápido 
omo el término
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1
t

∫ t

0
ε(σ)ϕ(σ)T dσ 
onverge a 
ero, los parámetros estimados van a 
onverger alos valores reales. Los resultados anteriores pueden ser sintetizados en el Teorema22.Teorema 22 El algoritmo (5.27), (5.28) garantiza la 
onvergen
ia de ∆̂θ → ∆θbajo las 
ondi
iones (5.31), (5.32).Observa
ión 5 El efe
to del ruido en las medi
iones puede ser fá
ilmente vistode (5.32):

1

t

∫ t

0

ε (σ) ϕT (σ) dσ → 0 
uando t → ∞Aquí ε (t) está dado por (5.21) e in
luye los efe
tos de error 
ausados por ruidosde observa
ión (si los hay), errores por la realiza
ión de la inye

ión equivalentede salida, et
. Es posible ver que si ε (t) y ϕ (t) no están 
orrela
ionados y �enpromedio� igual a 
ero, i.e.,
1

t

∫ t

0

ε (σ) dσ → 0,
1

t

∫ t

0

ϕ (σ) dσ → 0enton
es el efe
to del ruido se desvane
e.5.4.3. Parámetros variantes en el tiempoConsidere el 
aso 
uando θ(t) ∈ Rn es un ve
tor de parámetros variantesen el tiempo. Para este 
aso, una versión 
ontinua del algoritmo de mínimos
uadrados es 
ombinada 
on un fa
tor matri
ial de olvido [53℄ para garantizarla identi�
a
ión de los parámetros. La inye

ión equivalente de salida está dadapor
zeq = (θ(t) − θ̄(t))ϕ(t, x, u) =




α1N1 sign(σ1n1−1 − σ̇1n1−2)...
α1Np sign(σpnp−1 − σ̇pnp−2)


 (5.33)Sea R = RT ∈ Rn×n el fa
tor de olvido matri
ial, tal que satisfa
e lassiguientes 
ondi
iones:

|λmin(R)| > 0,
||R|| = ̺ < 1.De�na ϑ(t) = θ(t) − θ̄(t) 
omo el ve
tor de parámetros a ser identi�
ado.Multiplique ambos lados de (5.33) por ϕ(t)T Rt−σ al bus
ar su promedio en eltiempo se tiene:

1

t

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ =
1

t

∫ t

0

ϑ(σ)ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ



5.4. IDENTIFICACIÓN DE PARÁMETROS 95Considerando que ϑ(t) es un parámetro que varía lentamente en el tiempo(||ϑ̇(t)|| ≤ δ) es posible de�nir su estimado de la siguiente forma
ϑ̂(t) :=

(∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

)
Γ(t) (5.34)en donde

Γ(t) :=

[∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]−1Note que ĺımt→∞ ||R||t → 0. Enton
es, el fa
tor de olvido es sele

ionado paraasignar un peso a los valores de ϕ(σ)ϕT (σ), enfatizando los valores a
tuales yha
iendo menos importantes los valores pasados, garantizando que el algoritmode estima
ión y los parámetros a identi�
ar varíen en la misma propor
ión.De�na Θ(t) y Γ(t)−1 
omo
Θ(t) :=

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ, (5.35)
Γ(t)−1 :=

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ + ρI (5.36)Multipli
ando (5.33) por ϕT (t) e introdu
iendo el fa
tor de olvido matri
ial
ϑ̂(t)

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ =

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σdσusando (5.35), (5.36) es posible es
ribir
ϑ̂(t)Γ−1(t) = Θ(t),

ϑ̂(t) = Θ(t)Γ(t), (5.37)
˙̂
ϑ(t) = Θ(t)Γ̇(t) + Θ̇(t)Γ(t), (5.38)La e
ua
ión (5.35) puede ser es
rita en una forma dinámi
a 
omo:

Θ̇(t) = z̄eq(t)ϕ
T (t) +

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)

(
d

dt
Rt−σ

)
dσ. (5.39)Por de�ni
ión

d

dt
Rt−σ = ĺım

∆t→0

1

∆t

[
Rt+∆t−σ − Rt−σ

]
,

d

dt
Rt−σ = Rt−σ ĺım

∆t→0

1

∆t

[
R∆t − I

] (5.40)Introduz
a la matriz T 
omo la matriz modal de R (sus 
olumnas son los ve
torespropios de R), tal quē
R = T−1RT =




r̄1 0 · · · 0 0
0 r̄2 · · · 0 0... ... . . . ... ...
0 0 · · · r̄n−1 0
0 0 · · · 0 r̄n



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es, la e
ua
ión (5.40) puede ser es
rita 
omo
ĺım

∆t→0

1

∆t
R∆t = ĺım

∆t→0

1

∆t
TT−1R∆tTT−1,

ĺım
∆t→0

1

∆t
R∆t = ĺım

∆t→0

1

∆t
T




r̄∆t
1 0 · · · 0 0
0 r̄∆t

2 · · · 0 0... ... . . . ... ...
0 0 · · · r̄∆t

n−1 0
0 0 · · · 0 r̄∆t

n




T−1,

ĺım
∆t→0

1

∆t
R∆t = T


I + ĺım

∆t→0

1

∆t




r̄∆t
1 − 1 · · · 0... . . . ...

0 · · · r̄∆t
n − 1





 T−1,

ĺım
∆t→0

1

∆t
R∆t = T


I +




ln r̄1 · · · 0... . . . ...
0 · · · ln r̄n





T−1 (5.41)Usando (5.41) es posible de�nir lnR 
omo

lnR = ĺım
∆t→0

1

∆t

[
R∆t − I

]
= T−1




ln r̄1 · · · 0... . . . ...
0 · · · ln r̄n


TEn 
onse
uen
ia, la e
ua
ión (5.40) toma la forma

d

dt
Rt−σ = Rt−σ lnR. (5.42)Substituyendo (5.42) en (5.39) se tiene

Θ̇(t) = z̄eq(t)ϕ
T (t) +

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σ lnRdσ,

Θ̇(t) = z̄eq(t)ϕ
T (t) + lnR

∫ t

0

z̄eq(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ,

Θ̇(t) = z̄eq(t)ϕ
T (t) + (lnR)Θ(t). (5.43)Del (5.36) se tiene

Γ̇−1(t) = ϕ(t)ϕT (t) +

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)

(
d

dt
Rt−σ

)
dσ,

Γ̇−1(t) = ϕ(t)ϕT (t) + lnR

∫ t

0

ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ,

Γ̇−1(t) = ϕ(t)ϕT (t) + (lnR) Γ−1(t). (5.44)



5.4. IDENTIFICACIÓN DE PARÁMETROS 97Usando (5.44) y (5.25) es posible es
ribir
Γ̇(t)Γ−1(t) + Γ(t)

(
ϕ(t)ϕT (t) + Γ−1(t) lnR

)
= 0,

Γ̇(t) = −Γ(t)
(
ϕ(t)ϕT (t) + Γ−1(t) lnR

)
Γ(t),

Γ̇(t) = −
(
Γ(t)ϕ(t)ϕT (t) + lnR

)
Γ(t). (5.45)Si se utiliza (5.43) y(5.45), la e
ua
ión (5.38) puede ser es
rita 
omo

˙̂
ϑ(t) = −Θ(t)

(
Γ(t)ϕ(t)ϕT (t) + lnR

)
Γ(t) +

(
z̄eq(t)ϕ

T (t) + Θ(t) lnR
)
Γ(t),

˙̂
ϑ(t) = −Θ(t)Γ(t)ϕ(t)ϕT (t)Γ(t) + z̄eq(t)ϕ

T (t)Γ(t).De (5.37) es posible es
ribir
˙̂
ϑ(t) = −ϑ̂(t)ϕ(t)ϕT (t)Γ(t) + z̄eq(t)ϕ

T (t)Γ(t),

˙̂
ϑ(t) =

(
z̄eq(t) − ϑ̂(t)ϕ(t)

)
ϕT (t)Γ(t). (5.46)Teorema 23 El algoritmo (5.45), (5.46) garantiza la siguiente 
ota para elerror de estima
ión de los parámetros:

||∆ϑ(t)||2 ≤ nm2
(1 − αt)2

(ln α)2
(
δ
√

m2

| lnα| + ǫ+)2||Γ(t)||2 (5.47)en donde ∆ϑ = ϑ̂ − ϑ, si se 
onsidera que las siguientes 
ondi
iones son satis-fe
has:
||ϑ̇(t)|| ≤ δ

||R|| = α < 1

||ϕ(t)ϕT (t)|| = ϕT (t)ϕ(t) = ||ϕ(t)||2 ≤ m2En (5.21) ||ε(t)|| ≤ ǫ+Prueba. Combine (5.21) en (5.34), se tiene
∆ϑ(t) =

[∫ t

0

ϑ(σ)ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ +

∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]
Γ(t) − ϑ(t)

∆ϑ(t) =
[∫ t

0 (ϑ(t) − ϑ(σ))ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ +
∫ t

0 ε(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ
]
Γt,

M(t) :=
[∫ t

0
(ϑ(t) − ϑ(σ))ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ +

∫ t

0
ε(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]
Γt,

M(t) = M1(t) + M2(t),en donde
M1(t) :=

[∫ t

0

(ϑ(t) − ϑ(σ))ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]
Γ(t) (5.48)

M2(t) :=

[∫ t

0

ε(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]
Γ(t), (5.49)
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es
||∆ϑ(t)||2 = tr{∆ϑ(t)∆ϑT (t)} = tr{M(t)MT (t)} ≤ n||M(t)||2
||∆ϑ(t)||2 ≤ n(||M1(t)|| + ||M2(t)||)2 (5.50)Es ne
esario obtener 
otas superiores para ||M1(t)|| y ||M2(t)||. Para la normade M1(t) se tiene

||M1(t)|| = ||
[∫ t

σ=0

(∫ σ

s=t

ϑ̇(s)ds

)
ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

]
Γ(t)||

= ||
[∫ t

s=0

ϑ̇(s)

(∫ s

σ=0

ϕ(σ)ϕT (σ)Rt−σdσ

)
ds

]
Γ(t)||

≤ ||Γ(t)||
∫ t

s=0

||ϑ̇(s)||
(∫ s

σ=0

||ϕ(σ)ϕT (σ)||Rt−σdσ

)
ds

≤ ||Γ(t)||δm2

∫ t

s=0

∫ s

σ=0

αt−σdσds = δm2

∫ t

s=0

αt−s

∫ s

σ=0

αs−σdσds

≤ ||Γ(t)||δm2

∫ t

s=0

αt−s 1 − αs

| lnα| ds =
δm2

| lnα|

[∫ t

0

αt−sds − tαt

]

||M1(t)|| ≤ ||Γ(t)|| δm2

(lnα)2
(1 − αt) (5.51)La norma de M2(t) puede ser expresada 
omo

||M2(t)|| ≤ ||Γ(t)||
∫ t

0

||ε(σ)||||ϕ(σ)||||Rt−σ||dσAsuma que ε(t) y ϕ(t) satisfa
en las suposi
iones dadas en el Teorema 23, laúltima e
ua
ión toma la forma
||M2(t)|| ≤ ||Γ(t)||ǫ+√m2

∫ t

0

αt−σdσ = ||Γ(t)||ǫ+√m2
1 − αt

| lnα| (5.52)Substituyendo (5.51) y (5.52) en (5.50), impli
a la existen
ia de la 
ota superiorpara ||M(t)|| y, �nalmente, se puede 
on
luir (5.47).
♮Observa
ión 6 Los valores reales de los parámetros pueden ser 
al
ulados fá-
ilmente ϑ̂(t) 
omo θ(t) = ϑ̂(t) + θ̄(t).5.5. Ejemplos5.5.1. Observa
ión de sistemas me
áni
osPara ilustrar el 
omportamiento del observador de sistemas me
áni
os, espropuesto un sistema ele
trome
áni
o 
on zona muerta (ba
klash). A 
ontinua-
ión se presenta una versión resumida de los resultados publi
ados en [54℄.



5.5. EJEMPLOS 99El dispositivo experimental, que 
onsta de dos motores a
oplados medianteengranes, se muestra en la Figura 5.1. El problema que se quiere ilustrar 
onel sistema diseñado es el fenómeno de zona muerta o ba
klash, y que se en-
uentra provo
ado por la existen
ia de espa
ios en las zonas de a
oplamientode los engranajes entre la se

ión del motor y la de la 
arga. Este fenómeno esreprodu
ido en el dispositivo experimental mostrado la Figura 5.2.

Figura 5.1: Dispositivo experimental.

Figura 5.2: A
oplamiento de los engranes.Despre
iando el efe
to de la fri

ión estáti
a, el modelo del dispositivo ex-perimental, in
luyendo el fenómeno de ba
klash se des
ribe a 
ontinua
ión:
Jeθ̈e + feθ̇e + C = u,

Jsθ̈s + fsθ̇s = N0C,
(5.53)



100 CAPÍTULO 5. APLICACIONESdonde Js, Je, fs, fe son respe
tivamente iner
ias y fri

iones vis
osas de laspartes del redu
tor y del motor, 
uyos valores fueron identi�
ados previamentemediante experimenta
ión. Las variables θ̈s, θ̈e, θ̇s, θ̇e, son respe
tivamente, lasa
elera
iones y las velo
idades del redu
tor y el motor, las 
uales pueden serobtenidas mediante deriva
ión de las posi
iones θs y θe. El torque de entradaestá dado por u, el torque transmitido vía la zona muerta está dado por C y N0representa la 
onstante de redu

ión.La zona muerta es modelada utilizando una fun
ión sigmoide, y es des
ritapor la siguiente e
ua
ión:
C = K

(
z − 4j0

1 − e−γz

1 + e−γz

) (5.54)donde C es la aproxima
ión del torque transmitido, z = θe−N0θs de�ne la dife-ren
ia entre la entrada y la salida del redu
tor, K es el parámetro de rigidez, j0es la amplitud de la zona muerta y γ es la 
onstante que representa la pendientede
re
iente de la zona muerta y que es identi�
ada en [55℄.Introdu
iendo las variables de estado x1e = θe, x1s = θs, x2e = θ̇e, x2s = θ̇s,el modelo puede ser es
rito 
omo:
ẋ1e = x2e,

ẋ2e = − fe

Je
x2e + u

Je
− C

Je
,

ẋ1s = x2s,

ẋ2s = − fs

Js
x2s + N0C

Js
.

(5.55)El observador propuesto para el sistema está dado por:
˙̂x1e = x̂2e + z1e,
˙̂x2e = − fe

Je
x̂2e + u

Je
+ z2e,

˙̂x1s = x̂2s + z1s,
˙̂x2s = − fs

Js
x̂2s + z2e,

(5.56)donde x̂1e, x̂2e, x̂1s, x̂2s son las estima
iones y z1e, z2e, z1s, z2s son los fa
toresde 
orre

ión dados por:
z1e = λ1|x1e − x̂1e|1/2sign(x1e − x̂1e),
z2e = α1sign(x1e − x̂1e),

z1s = λ2|x1s − x̂1s|1/2sign(x1s − x̂1s),
z2s = α2sign(x1s − x̂1s),

(5.57)Resultados de simula
ión. Considere los parámetros del sistema:
Js = 7, fs = 16, N0 = 5,
Jm = 0,05, fm = 0,15, γ = 20,
K = 1,Los parámetros del observador están dados por α1 = 1,8, α2 = 0,08, λ1 =

0,005, λ2 = 0,004. Considere la señal de entrada (
ontrol) mostrada en la Figura



5.5. EJEMPLOS 1015.3, la 
onvergen
ia de la estima
ión de θe y θ̇e, se muestran en la Figura 5.4.La 
onvergen
ia de las estima
iones a los valores reales de las señales θs y θ̇s semuestran en la Figura 5.5. Utilizando la té
ni
a de identi�
a
ión de la entradades
ono
ida, es posible re
onstruir el torque transmitido por la zona muerta Cy la 
ara
terísti
a entrada-salida del ba
klash, la 
uál es ilustrada mediante lagrá�
a de θe 
ontra θs, el resultado de la identi�
a
ión es mostrado en la Figura5.6.

Figura 5.3: Señal de entrada.

Figura 5.4: Estima
iones del desplazamiento θe y la velo
idad angular θ̇eobtenidos en simula
ión.Resultados experimentales. Para la fase experimental se utilizó el dispo-sitivo experimental antes des
rito. Se 
onsideraron 
omo valores nominales losmismos parámetros del sistema utilizados en la fase de simula
ión, y el ob-servador fue diseñado utilizando los parámetros α1 = 0,15, α2 = 0,025, λ1 =
0,01, λ2 = 0,004. Al igual que en la fase de simula
ión, 
onsidere la señal deentrada mostrada en la Figura 5.3. La 
onvergen
ia de la estima
ión de θe y θ̇e,
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Figura 5.5: Estima
iones del desplazamiento θs y la velo
idad angular θ̇sobtenidos en simula
ión.

Figura 5.6: Estima
ión del torque transmitido por el término C y 
ara
terísti
aentrada-salida obtenidos en simula
ión.



5.5. EJEMPLOS 103se muestran en la Figura 5.7. La 
onvergen
ia de las estima
iones a los valoresreales de las señales θs y θ̇s se muestran en la Figura 5.8. La re
onstru

ión deltorque transmitido por la zona muerta C y la 
ara
terísti
a entrada-salida delba
klash son mostradas en la Figura 5.9
Figura 5.7: Estima
iones del desplazamiento θe y la velo
idad angular θ̇eobtenidos experimentalmente.

Figura 5.8: Estima
iones del desplazamiento θs y la velo
idad angular θ̇sobtenidos experimentalmente.5.5.2. Identi�
a
ión de fallasLa efe
tividad del esquema de observa
ión apli
ado a la identi�
a
ión defallas es probada a través del modelo de una aeronave de despegue y aterriza-je verti
al (VTOL por sus siglas en inglés). Di
ho modelo es tomado de lasreferen
ias [7℄, [56℄. Considere el sistema lineal invariante en el tiempo:
ẋ = Ax + Bu + Eζ
y = Cx + Fζen donde ζ = [ζT

a ζT
s ]T es un ve
tor de fallas, y en el 
ual ζa representa unafalla en los a
tuadores y ζs representa una falla en los sensores. Los valores de
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Figura 5.9: Estima
ión del torque transmitido por el término C y 
ara
terísti
aentrada-salida obtenidos experimentalmente.las matri
es A, B, E, C, F están dados por

A =




−9,9477 −0,7476 0,2632 5,0337
52,1659 2,7452 5,5532 −24,4221
26,0922 2,6361 −4,1975 −19,2774

0 0 1 0




B =




0,4422 0,1761
3,5446 −7,5922
−5,5200 4,4900

0 0


 , E =




0 0
0 0
1 0
0 0




C =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1



 , F =




0 0
0 0
0 1



Los valores propios de la matriz A están lo
alizados en −6,8271, −1,0112 +
1,5146i, −1,0112 − 1,5146i, −2,5506. Note que el sistema es estable. El ve
torde grados relativos está dado por (2, 2, 0).Considere que la falla en los a
tuadores está dada por ζa(t) = 0,5 sin(2t) +
0,43 y apare
e en t = 7. Considere que la falla en los sensores es una señal
uadrada que apare
e en t = 10.Dado que la matriz A es estable, enton
es es posible asumir que la ganan
iadel observador Luenberger es igual a 
ero.En este 
aso, la matriz Mn está dada por

Mn =




−9,9477 −0,7476 0,2632 5,0337
52,1659 2,7452 5,5532 −24,4221

1 0 0 0
0 1 0 0


El ve
tor ρ1 es 
al
ulado 
omo

ρ1 = F⊥ẽy =

[
1 0 0
0 1 0

]
ẽy



5.5. EJEMPLOS 105el ve
tor ρ2 tiene la forma
ρ2 =

[
F⊥CE

F

]⊥ [
ρ̇1

ẽy

]

ρ2 =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




[
ρ̇1

ẽy

]

ρ2 =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0








[
1 0 0
0 1 0

]
˙̃ey

ẽy



Obviamente, el valor de ỹ es obtenido dire
tamente 
omo ỹ = y − Cz, y dadoque ζ(1)
a < ζ+

1 , enton
es el valor de ˙̃y, requerido para la re
onstru

ión de laseñal de falla, es re
onstruido mediante la apli
a
ión del observador extendido(3.39) 
omo:
v̇1i

= w1 = −α3N
1/3
i |v1 − ẽyi

|2/3 sign(v1 − ẽyi
) + v2,

v̇2i
= w2 = −α2N

1/2
i |v2 − w1|1/2 sign(v2 − w1) + v3,

v̇3i
= −α1Ni sign(v3 − w2),en donde Ni, i = 1, 2 toman los valores N1 = 1, N2 = 8,5 y las ganan
ias delmodo deslizante son elegidas 
omo α1 = 1,1, α2 = 1,5, α3 = 2. La 
onvergen
iadel error de estima
ión a 
ero en tiempo �nito se presenta en la �gura 5.10.
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Figura 5.10: Error de estima
ión x − x̂.La estima
ión de los estados x1, x2 se presenta en la Figura 5.11. La esti-ma
ión de los estados x3, x4 es presentada en la Figura 5.12.Finalmente, la re
onstru

ión de las fallas es presentada en la Figura 5.13.Es importante ha
er notar que la falla re
onstruida en los sensores no es unaseñal 
ontinua.
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0 5 10 15

−6

−4

−2

0

2

4

6

0 5 10 15
−0.5

0

0.5

1

1.5

t [s]

actuator fault detection
ζ

a

sensor fault detection
ζ

s

Figura 5.13: Re
onstru

ión de la falla en los a
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5.5. EJEMPLOS 1075.5.3. Identi�
a
ión de parámetros invariantes en el tiem-poConsidere el modelo de un péndulo 
on fri

ión se
a dado por la e
ua
ión
θ̈ =

1

J
u − MgL

2J
sin θ − Vs

J
θ̇ − Ps

J
sign(θ̇)en donde la masa del péndulo es M = 1,1[Kg], la fuerza de gravedad g =

9,815[m/s2], L = 0,9[m] es el largo de la barra, J = ML2 = 0,891[Kg ∗ m2] esla iner
ia de la barra, VS = 0,18[Kg ∗m2/s] es el 
oe�
iente de fri

ión vis
osa,
Ps = 0,45[Kg ∗ m2/s2] es el 
oe�
iente de fri

ión de Coulomb. Considere queel ángulo θ es medible. Introdu
iendo las variables de estado x1 = θ, x2 = θ̇, larepresenta
ión del sistema en variables de estado está dada por

ẋ1 = x2,

ẋ2 =
1

J
u − MgL

2J
sin x1 −

Vs

J
x2 −

Ps

J
sign(x2),

y = x1en donde los parámetros 
ono
idos son a1 = MgL
2J = 5,4528, a2 = Vs

J = 0,2020, a3 =
Ps

J = 0,5051. Note que el sistema se en
uentra en la forma (4.4) por lo que esposible apli
ar dire
tamente el observador (4.3) 
omo
˙̂x1 = x̂2 + α2|x − x̂1|1/2 sign(x1 − x̂1),

˙̂x2 =
1

J
u − ā1 sinx1 − ā2x̂2 − ā3 sign(x2) + α1 sign(x̂2 − ˙̂x1),

x̃1 = y − x̂1en donde ā1 = 2,ā2 = ā3 = 0,1 son los valores nominales de los parámetrosdes
ono
idos. Considere que el sistema tiene una señal de 
ontrol generada pormedio del 
ontrolador twisting
u = −30 sign(θ − θd) − 15 sign(θ̇ − θ̇d), (5.58)en donde la señal de referen
ia es θd = 0,3 sin(3t + π/4) + 0,3 sin(1/2t + π).Utilizando un tiempo de muestreo de δ = 0,0001 y las 
ondi
iones ini
iales

x̂1 = x̂2 = x2 = 0, x1 = 4 el error de estima
ión de los estados se muestra en laFigura 5.14, en este 
aso las variables para la identi�
a
ión son
zeq = α1signx̃1

∆θ = [−a1 + ā1 − a2 + ā2 − a3 + ā3]
∆θ = [−3,4528 − 0,1020 − 0,4051]

ϕ =




sin x1

x2

sign(x2)



Apli
ando el algoritmo (5.27), la 
onvergen
ia del estimado de los parámetrosal valor real de los mismo es presentada en la Figura 5.15.
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5.5. EJEMPLOS 1095.5.4. Identi�
a
ión de parámetros variantes en el tiempoConsidere el siguiente modelo de un péndulo 
on amortiguamiento varianteen el tiempo
q̈ =

1

J
u − MgL

2J
sin q − Ps

J
sign(q̇) −

(
0,5 + 0,6 sin

t

7

)
q̇ (5.59)en donde M = 1,1[Kg] es la masa del péndulo, g = 9,815[m/s2] es la fuerzade gravedad, L = 0,9[m] es el largo del brazo, J = ML2 = 0,891[Kg ∗ m2] esla iner
ia del péndulo, Ps = 0,45[Kg ∗ m2/s2] es el 
oe�
iente de fri

ión deCoulomb. Note que el 
oe�
iente de fri

ión vis
osa ahora es 
onsiderado 
omo(

0,5 + 0,6 sin( t
7 )

). Considere que el sistema es 
ontrolado mediante el algoritmotwisting diseñado 
omo
u = −30sign(θ − θd) − 15sign(θ̇ − θ̇d), (5.60)en donde θd = 0,3 sin(3t + π/4) + 0,3 sin(1/2t + π) es la señal de referen
ia.Introdu
iendo las variables de referen
ia x1 = θ, x2 = θ̇. El sistema (5.59)puede ser es
rito 
omo

ẋ1 = x2,

ẋ2 =
1

J
u − MgL

2J
sin x1 −

Ps

J
sign(x2) −

(
0,5 + 0,6 sin

t

7

)
x2,

y = x1Considerando que los parámetros 1
J , MgL

2J , Ps

J son totalmente 
ono
idos. El ob-servador toma la forma
˙̂x1 = x̂2 + α2|x̃1|1/2sign(x̃1),

˙̂x2 =
1

J
u − MgL

2J
sin x1 −

Ps

J
sign(x̂2) + α1sign(x̂2 − ˙̂x1),

x̃1 = y − x̂1Note que en este 
aso es sele

ionado el valor nominal θ̄ = 0. Sele

ionando losparámetros del observador 
omo α1 = 2,2211, α2 = 19,1819 y 
onsiderando las
ondi
iones ini
iales para el sistema y el observador x̂1 = x̂2 = x2 = 0, x1 = 4, la
onvergen
ia en tiempo �nito del error de estima
ión de los estados se muestraen la Figura 5.16. La inye

ión equivalente de salida está dada por
zeq = α1signx̃1 =

(
0,5 + 0,6 sin

t

7

)
x2Apli
ando el método (5.46), (5.45) 
on

zeq = α1signx̃1,

ϑ = −
(

0,5 + 0,6 sin
t

7

)
,

ϕ = x2y 
onsiderando el fa
tor de olvido R = 0,1. La identi�
a
ión del parámetrovariante en el tiempo es mostrada en la �gura 5.17.
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Capítulo 6Dis
usión de resultados y
on
lusiones6.1. Dis
usión de la labor realizadaEn 2004, un observador por modos deslizantes de segundo orden [57℄ fuepresentado en el 8th International Workshop on Variable Stru
ture Systems, enVilanova i la Geltrú, España y en el Congreso Anual de la Aso
ia
ión de Méxi
ode Control Automáti
o [58℄. En 2005, di
ho resultado fue publi
ado en el IEEETransa
tion on Automati
 Control [21℄. El artí
ulo presentaba un observadorde segundo orden para sistemas me
áni
os que garantizaba la 
onvergen
ia entiempo �nito del error de estima
ión a 
ero. Al momento de la realiza
ión deltrabajo de tesis, este artí
ulo 
uenta 
on 56 
itas, entre ellas, la mostrada en[23℄, ha
e una 
ompara
ión de di
ho algoritmo 
ontra otros algoritmos de ob-serva
ión, 
on
luyendo que nuestro algoritmo 
uenta 
on una mayor exa
titudy permite un diseño mas sen
illo.Una de las prin
ipales 
ara
terísti
as del observador de segundo orden es surobustez ante in
ertidumbres paramétri
as y que permite el uso de la propiedadde 
ontrol equivalente. Ha
iendo uso de di
ha propiedad, las perturba
ioneso varia
iones paramétri
as pueden ser obtenidas dire
tamente de la inye

iónde salida. Di
ho resultado fue publi
ado en 2006 en el International Journalof Control [22℄. En este artí
ulo son presentados algoritmos de identi�
a
iónen tiempo 
ontinuo que permiten re
uperar los parámetros reales del sistemaa partir de un ve
tor de regresión formado por los estimados de los estados.Se realizó la presenta
ión de los resultados en el 9th International Workshop onVariable Stru
ture Systems en 2006 [59℄ y en el Congreso Anual de la Aso
ia
iónde Méxi
o de Control Automáti
o [60℄. Los resultados fueron 
onsiderados defundamental importan
ia y publi
ados en un 
apítulo de un libro de la serieLe
ture Notes in Control and Information S
ien
es [31℄ de Springer.El observador de modos deslizantes de segundo orden y su algoritmo deidenti�
a
ión de perturba
iones fueron apli
ados para identi�
ar el fenómeno de111



112 CAPÍTULO 6. DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONESba
klash o zona muerta, el resultado fue presentado en el 2006 Ameri
an ControlConferen
e [61℄ y, posteriormente, publi
ado en la revista Control EngineeringPra
ti
e [54℄.El algoritmo de identi�
a
ión paramétri
a fue apli
ado para re
onstruir elángulo de deslizamiento de un neumáti
o, la velo
idad de giro del mismo y ladeforma
ión de la rueda. Para realizar las estima
iones fue diseñada una serie deobservadores basados en modos deslizantes y apli
ados a su 
ontrol equivalentelos algoritmos de identi�
a
ión paramétri
a. Los resultados fueron reportadosen el 2006 Ameri
an Control Conferen
e [62℄.Otra apli
a
ión de los algoritmos de identi�
a
ión paramétri
a fue la deidenti�
ar la presión desarrollada por un semitrailer sobre sus neumáti
os. Di
hotrabajo tenía 
omo objetivo determinar el momento en el que la velo
idad y lamaniobra del semitrailer provo
aban que los neumáti
os estuvieran expuestos agrandes presiones, pudiendo provo
ar esto la posible explosión del neumáti
o. Elresultado fue expuesto en el 9th International Workshop on Variable Stru
tureSystems [63℄.Una de las limita
iones del observador antes men
ionado es que estaba res-tringida su apli
a
ión para sistemas 
on grado relativo 2 y que presentaranestabilidad entrada estado [49℄. Como una extensión del algoritmo de obser-va
ión, se presenta un observador global para sistemas lineales, eliminando lalimitante de grado relativo y extendiendo su apli
a
ión en sistemas 
on entradasdes
ono
idas. El trabajo fue presentado en el 9th International Workshop onVariable Stru
ture Systems [64℄ y la 14th Mediterranean Conferen
e on Controland Automation [65℄. La posibilidad de identi�
ar las entradas des
ono
idas fuepresentada en el Congreso Anual de la Aso
ia
ión de Méxi
o de Control Au-tomáti
o 2006 [66℄ y en el 45th IEEE Conferen
e on De
ision and Control en2006 [67℄. El resultado prin
ipal en observa
ión, así 
omo el algoritmo de identi-�
a
ión de entradas des
ono
idas fueron publi
ados en la revista InternationalJournal of System S
ien
e [68℄.El algoritmo presentado en los trabajos men
ionados anteriormente estábasado en la apli
a
ión del diferen
iador por modos deslizantes de orden supe-rior [30℄. La extensión del método de observa
ión y re
onstru

ión de la entradades
ono
ida para sistemas nolineales fue presentada en el Congreso Anual de laAso
ia
ión de Méxi
o de Control Automáti
o 2006 [69℄. El problema del 
odi�-
a
ión de informa
ión en señales 
aóti
as es estudiado desde el punto de vista deobserva
ión de sistemas 
on entradas des
ono
idas. Un sistema 
aóti
o es usadopara 
odi�
ar la señal y un esquema de demodula
ión es diseñado usando unobservador por modos deslizantes de alto orden garantizando la sin
roniza
iónen tiempo �nito de los sistemas y la re
onstru

ión de la señal protegida. Las
ondi
iones su�
ientes y ne
esarias para su apli
a
ión son formuladas en térmi-nos del grado relativo.Un observador por modos deslizantes de orden superior para sistemas linea-les invariantes 
on entradas des
ono
idas, es presentado en [70℄. El algoritmopresentado en esta 
onferen
ia propor
iona 
onvergen
ia del error a 
ero bajolas 
ondi
iones de observabilidad y dete
tabilidad fuertes. Un algoritmo de iden-ti�
a
ión de la entrada des
ono
ida es desarrollado, las 
ondi
iones ne
esarias y



6.2. CONCLUSIONES 113su�
ientes para la identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida se en
uentran dadasen este trabajo. La relevan
ia de los resultados hi
ieron posible que el trabajofuera presentado 
omo Conferen
ia Plenaria en el International Modeling andSimulation Multi
onferen
e 2007 [71℄.La extensión del método de identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida de talforma que pueda ser utilizado para la identi�
a
ión de fallas es presentado en[72℄.Los resultados presentados en [70℄ y [72℄ se en
uentran reportados en el
apítulo del libro Observation and Identi�
ation Via High-Order Sliding-Modes[16℄. En este 
apítulo, se presentan los resultados de re
onstru

ión de estadose identi�
a
ión de entradas des
ono
idas en sistemas fuertemente observables.La apli
a
ión del método de re
onstru

ión de entradas des
ono
idas, 
om-binada 
on la apli
a
ión de los observadores para sistemas lineales 
on entradasdes
ono
idas es presentada en [73℄, [74℄.Reali
é una estan
ia de investiga
ión en Universidad de Cagliari, en Cagliari,Italia, del 2 de Noviembre al 1 de Di
iembre de 2007, 
omo resultado del trabajorealizado en la estan
ia, la té
ni
a de observa
ión es modi�
ada para obtener
onvergen
ia en tiempo �nito del error por medio de la 
ompensa
ión del mismo,mediante algoritmos de 
ontrol por modos deslizantes de orden superior. Losresultados son presentados por primera vez en [75℄, el fundamento teóri
o serápubli
ado en [76℄ y [77℄.Así también, reali
é una estan
ia en el Institut de Re
her
he en Communi-
ations et Cybernétique de Nantes "IRCCyN", en Nantes, Fran
ia, del 4 al 22de di
iembre de 2007 y del 6 al 21 de enero de 2008. Como resultado del trabajorealizado ahí, se prepara un draft que será sometido en fe
has próximas. Endi
ho trabajo, se utiliza el esquema propuesto en el trabajo [76℄, pero se utilizaun nuevo método de 
ompensa
ión por modos deslizantes.6.2. Con
lusionesFue propuesta nueva metodología para el diseño de observadores basados enModos-Deslizantes de Orden-Superior.Con respe
to a los algoritmos de observa
ión para sistemas lineales 
on en-tradas des
ono
idas existentes, en este trabajo se presenta un observador parasistemas 
on entradas des
ono
idas a
otadas y 
uyo úni
o requerimiento porparte del sistema es la 
ondi
ión de observabilidad o de dete
tabilidad fuerte.La té
ni
a propuesta es extendida para sistemas 
uasilinelaes.Introdu
iendo derivadas de Lie, es desarrollada una metodología para eldiseño de observadores para sistemas no lineales, mostrando su efe
tividad enpresen
ia de in
ertidumbres paramétri
as y entradas des
ono
idas.Se proponen algoritmos para la re
onstru

ión de la entrada des
ono
ida y, através del uso de la inye

ión equivalente de salida, son propuestos algoritmos deidenti�
a
ión paramétri
a para parámetros variantes e invariantes en el tiempo.El algoritmo de identi�
a
ión de la entrada des
ono
ida es apli
ado para lare
onstru

ión de fallas.



114 CAPÍTULO 6. DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONESLa efe
tividad de esta 
lase de observadores es mostrada mediante su apli-
a
ión en sistemas 
aóti
os y sistemas me
áni
os. La re
onstru

ión exa
ta dela entrada des
ono
ida, ha
e de esta 
lase de observadores, ideales para su apli-
a
ión para la solu
ión de problemas de 
ontrol mediante 
ompensa
ión de per-turba
iones.El indeseable efe
to de 
astañeteo (
hattering) es redu
ido mediante la apli-
a
ión de los modos deslizantes de orden superior. La pre
isión de esta 
lase deobservadores es la mejor obtenida hasta le fe
ha de realiza
ión de este trabajo.
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