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RESUMEN

Utilizando la transformada de ondicula continua, se desarrolla un analisis que describe las
propiedades dinamicas de una estructura mediante una funcién de transferencia definida en el
dominio tiempo-frecuencia. La funcién de transferencia obtenida permite el calculo de la
respuesta de un oscilador lineal a partir de la transformada ondicula de la excitacion. Dicha
respuesta presenta subestimacion en caso de que exista resonancia, la cual disminuye
conforme la ondicula base tiende a ser como la base de la transformada de Fourier. También se
presenta la identificacion de las propiedades dinamicas de un oscilador lineal. El valor calculado
de dichas propiedades fluctia en el tiempo, a pesar de que el oscilador estudiado es lineal. La
media de las propiedades estimadas es similar a las correspondientes del oscilador empleado.
Ademas se presenta la identificacion de la fluencia de un oscilador bilineal. El procedimiento
demuestra una alta sensibilidad para detectar la fluencia aun cuando la variacién de la rigidez
posterior a la fluencia es del 5%, asi como también en el caso de que un oscilador, con 50% de
la resistencia correspondiente a uno lineal, presente demandas de ductilidad del orden de 1.8.
Los resultados de trabajos previos se basan en el analisis de la sefial de respuesta de los
osciladores, dentro de la cual se encuentran tanto las caracteristicas de la excitacién como del
oscilador. Los resultados aqui presentados son obtenidos a partir del cociente de las
transformadas inversas de ondicula continua de la excitacion y de la respuesta del oscilador, el
cual se asocia Unicamente a las propiedades del oscilador.



INTRODUCCION

El analisis dinamico de las estructuras en el dominio de la frecuencia permite estudiar sus
respuestas ante excitaciones desde un punto de vista distinto al obtenido mediante el analisis
en el dominio del tiempo.

La transformada de Fourier (TF) es la herramienta que generalmente se ha empleado para
realizar el andlisis en el dominio de la frecuencia mediante la cual se traduce la excitacion y la
respuesta de la estructura a la amplitud que presentan las armdnicas de distintas frecuencias y
angulos de fase. Sin embargo, esta transformada no toma en cuenta variaciones locales de la
sefial, sino que calcula las amplitudes de las armédnicas de los promedios obtenidos a partir de
la duracion total de la sefial.

Si se desea un analisis estructural en el dominio de la frecuencia que tome en cuenta las
variaciones en el tiempo de frecuencia, amplitud y fase que se originan a lo largo de la sefial, es
necesario definir dicho analisis mediante otros métodos.

Las transformaciones al dominio tiempo-frecuencia complementan ain mas la informacion
obtenida de los analisis realizados en el domino tiempo y en el dominio frecuencia. De ellas se
destacan la transformada de Fourier mediante ventanas (TFV), la distribucién Wigner-Ville
(DWV), ademas de las transformadas de Gabor (TG), ondicula (TO) y de Hilbert-Huang (THH).
Hasta ahora, las conclusiones de los analisis en el dominio tiempo-frecuencia son obtenidas a
partir del analisis de las sefiales de respuesta de la estructura, donde estan presentes tanto las
caracteristicas de la estructura como de la excitacion. En el caso del analisis mediante la TF,
esta desventaja se elimina mediante el calculo de funciones de transferencia que describen
unicamente las propiedades dinamicas de la estructura en el dominio de la frecuencia.

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de un analisis que permita una descripcion de
las propiedades dinamicas de la estructura similar a la obtenida mediante la funciéon de
transferencia definida a partir de la TF, pero en el dominio tiempo-frecuencia. Como una primera
aproximacion, se propone la solucion del caso lineal, a pesar de que un analisis que localiza en
el tiempo las variaciones de las propiedades dinamicas de la estructura resulta idéneo para el
analisis no lineal. Una solucién mas adecuada para el caso no lineal se propondra en trabajos
futuros.

En el capitulo 1 se destacan las propiedades de la TF que permiten definir la funcién de
transferencia correspondiente, con el fin de identificarlas e incluirlas en la funcién a definir en el
dominio tiempo-frecuencia.

La seleccion de la transformada ondicula continua (TOC) como herramienta para transformar
las sefiales en el dominio tiempo-frecuencia es justificada en el capitulo 2. Ademas se propone
la ondicula a emplear como funcién base, considerando las restricciones para su defincion
propias de la teoria de la TOC, e incluyendo las obtenidas en el capitulo 1 que permitan definir
la funcion de transferencia deseada en el dominio tiempo-frecuencia. Se presentan las TOC de
diversas sefales, calculadas con la ondicula propuesta, que permiten estudiar su nivel de
resolucion asi como las caracteristicas de su transformada inversa de ondicula continua (TIOC).
La definicién de la funcion de transferencia en el dominio tiempo-frecuencia se presenta en el
capitulo 3. Algunas aplicaciones de dicha funcion mediante el uso de cocientes de la TIOC de la
respuesta del oscilador y de la TIOC de la excitacion son mostradas, asi como sus
correspondientes ejemplos.

Posteriormente se presentan las conclusiones de este trabajo.



CAPITULO 1

La definicidn de la funcion de transferencia de un oscilador resulta de la solucién de la ecuacion
diferencial de movimiento mediante la transformada de Fourier (TF) y relaciona la TF de la
respuesta de la estructura con la TF de la excitacion. La funcién de transferencia asi definida
resulta independiente del tiempo y describe las propiedades de la estructura en el dominio de la
frecuencia.

El objetivo del presente capitulo es resaltar las caracteristicas de esta funcion, para
identificarlas y posteriormente emplearlas en la definicion de una funcién de transferencia en el
dominio tiempo-frecuencia.

FUNCION DE TRANSFERENCIA OBTENIDA A PARTIR DE LA TF
Si se considera un sistema lineal amortiguado de un grado de libertad, excitado en su base,
cuyo movimiento se encuentra descrito por

X(1) + 28Qi (1) + Qx(1) = -, (1) (1.1)

donde x(r) es el desplazamiento sufrido por el sistema, & representa su porcentaje de
amortiguamiento critico, y € su frecuencia radial de vibracion. X, (7) representa la excitacion. Al
aplicar la TF a (1.1), es posible demostrar que se obtiene

~0’ () + 25Qiwk (w) + QX (w) = - X, () (1.2)

donde * indica la TF e i representa la unidad imaginaria. Despejando la relacion entre la TF de
la respuesta X(w) y la TF de la excitacion )'Aég(a)), resulta la funcién de transferencia ﬁ(w)
asociada al desplazamiento del sistema
H(w)— x(a)) : 21 .

X (a)) 0 -Q° -28Qiw

Se observa en la expresion anterior que la funcién de transferencia depende Unicamente de las
propiedades dinamicas del sistema en el dominio de la frecuencia. El procedimiento anterior se
puede generalizar para determinar la funcién de transferencia asociada a cualquier respuesta
de interés. A continuacion se estudian las propiedades de la TF que permiten definir la funcion
de transferencia (1.3) con las caracteristicas mencionadas.

La transformada inversa de Fourier (TIF) de una funcion f{¢) es

£ =% [ f@we™dw (1.4)

(1.3)

Entonces la n-ésima derivada con respecto a ¢ de esta expresion resulta ser

g(t)—m—d—{ ff(w)e’“”da)}——ff( )d (e )y

dt" dt"
—ﬂ}(ia})” F(w)e” dw (1.5)
Al comparar (1.5) co_rTIa TIF de la n-ésima derivada de f{?),
ay=L f(t) _ if (@)e™ dw (1.6)

es p03|ble establecer que la TF de la n-ésima derivada de f{?), es el producto de la TF de f{¢)
por una variable dependiente de la frecuencia e independiente del tiempo,



g(w) = (iw)" f (w) (1.7)
Se puede demostrar que la independencia del tiempo de la funcién de transferencia mostrada
en (1.3), es consecuencia de (1.7); y ésta a su vez, es resultado de que la funcién base
empleada en la TF, €', tiene la propiedad que su n-ésima derivada es la propia funcién base
multiplicada por una variable independiente del tiempo y dependiente de la frecuencia, es decir,
dn(eiwt) . -

oy (iw)'e (1.8)
Por lo que la expresion anterior es un requisito que debe de cumplir la funciéon base empleada
para transformar al dominio tiempo-frecuencia, de manera que permita obtener una funcién de
transferencia asociada Unicamente a las propiedades dinamicas del oscilador e independiente
del tiempo.



CAPITULO 2

La seleccién de la transformada ondicula continua (TOC), para emplearla en la definiciéon de la
funcion de transferencia propuesta, es justificada en este capitulo. Una vez seleccionada la
transformada, se define la ondicula a emplear que cumpla con las condiciones establecidas en
el capitulo 1 para obtener la funcion de transferencia deseada en el dominio tiempo-frecuencia,
ademas de cumplir con las condiciones propias de la TOC. Finalmente se presentan las TOC de
algunas sefales que permiten estimar el nivel de resolucion obtenido al emplear como base la
ondicula propuesta.

SELECCION DE LA TRANSFORMADA

Existen varias transformadas que permiten la representacion de las sefiales en el dominio
tiempo-frecuencia, entre las mas destacadas se encuentran la transformada de Fourier
mediante ventanas (TFV), la distribucién Wigner-Ville (DWV), las transformadas de Gabor (TG),
ondicula (TO) y Hilbert-Huang (THH).

La transformada de Fourier mediante ventanas (TFV) es la evolucion de la TF que permite la
obtencion de distribuciones en tiempo-frecuencia. Genera espectros que evolucionan en el
tiempo al analizar ventanas de la sefal mediante la TF. Su principal desventaja son los niveles
fijos de resolucion en frecuencia y en tiempo durante el proceso, los cuales dependen del
tamafo de ventana empleado (Goswami y Chan, 1999).

La distribucién Wigner-Ville (DWV) fue propuesta en 1948 por Ville, con el objetivo de definir
una densidad de energia en el dominio tiempo-frecuencia, empleando el mismo planteamiento
matematico utilizado en 1932 por Wigner en el campo de la mecanica cuantica (Hubbard, 1998).
El céalculo de esta distribucidén es obtenida a partir del producto de secciones de la misma sefial,
por lo tanto no es lineal. Mayor informacién sobre esta distribucién se puede encontrar en
Cohen (1995).

La transformada de Gabor (TG) es similar a la TFV pero considera una senoide modulada por
una funcién gaussiana. Tiene una mejor concentracion de energia que la TFV (Goswami y
Chan, 1999).

La transformada ondicula (TO) analiza la sefial mediante ventanas que cambian de tamano
segun la escala (o frecuencia) estudiada. Esto le permite tener una resolucion variable, mas
adecuada para la representacion de los detalles asociados a cada frecuencia. La transformada
ondicula puede ser continua (TOC) o discreta (TOD), dependiendo si las variables de traslacién
(tiempo) y escala (frecuencia) son continuas o discretas. La TOC fue inicialmente propuesta por
Morlet (Grossman y Morlet, 1984), la cual no es ortogonal ni independiente, como algunas de
las transformadas mencionadas. Si la funcién base cumple con la condicion de admisibilidad, es
posible reconstruir la sefal original mediante la transformada inversa de ondicula continua
(TIOC). La TOD es derivada a partir de la TOC, aprovechando diversas teorias en distintos
campos del conocimiento que no estaban relacionadas, y finalmente unificadas en la teoria de
la multiresolucion desarrollada por Mallat (1989) y Meyer (1992). La TOD es mucho mas
eficiente que la TOC en cuanto al tiempo de computo y compresién de la informacién, debido
principalmente a la ortogonalidad e independencia de las ondiculas empleadas.

La transformada Hilbert-Huang (THH) fue propuesta por Huang et al. (1998), la cual obtiene
funciones de modo intrinseco (FMI) mediante el método de descomposicion modal empirico. La
transformada de Hilbert es entonces aplicada a estas FMI, a partir de la cual es posible estimar
amplitudes y frecuencias instantaneas, éstas ultimas calculadas como la derivada de la fase de
la transformada.

Diversos trabajos han comparado los resultados obtenidos al emplear las transformadas
mencionadas en el analisis de sistemas dinamicos. El mejor desempefio en el analisis de



sefales mediante la TO que empleando la TFV ha sido comprobado por diversos trabajos, entre
los mas recientes se encuentra el elaborado por Zhu y Kim (2006). Zou y Chen (2004)
identifican la rigidez y la presencia de fracturas en un rotor, bajo distintas condiciones del
sistema, mediante la DWV y la TOC. Los resultados muestran que la TOC es mas sensible que
la DWV en la identificaciéon. Neild et al. (2003) comparan diversas transformadas tiempo-
frecuencia para el analisis dinamico de estructuras no-lineales. Las transformadas empleadas
son la TFV, DWV, una version de la DWV que emplea ventanas, el modelo de autoregresion
mediante ventanas, y la TOC. La seleccién de la forma y el tamafo de la ventana de las
distintas transformadas empleadas influye en los resultados. En el caso de la TOC, el tipo de
ventana empleada influye en la ondicula que analiza las sefales. Se encuentran resultados
similares en las transformadas estudiadas, excepto por el modelo de autoregresién en donde se
obtiene mayor ruido que en los demas casos. Hammond y White (1996) comparan los
resultados obtenidos de analizar la vibracién de una viga en cantilever mediante la TG, la DWV
y algunas variaciones de ésta ultima. Los resultados muestran que el costo de obtener una
mejor resolucion mediante la DWV es la interferencia. Ademas presenta el espectro evolutivo
que emplea una funcién de transferencia que varia en el tiempo y es calculado mediante la
DWV, pero que solo se utiliza en sefiales estocasticas. El concepto de espectro evolutivo ha
sido aplicado empleando la TO, la THH y la TFV (Liang et al., 2007; Spanos y Failla, 2004;
Ching y Glaser, 2003). Guo et al. (2008) comparan los resultados de analizar mediante la TOD y
la THH sefales de fuerzas de fricciébn. Los autores reportan un mejor desempeio en la
descripcién de la friccion por parte de la THH. Yan y Miyamoto (2006) obtienen mejores
resultados empleando la TOC que la THH al identificar los parametros modales de estructuras.
La identificacion de parametros dinamicos de un sistema mecanico no lineal mediante la TOC
es mejor que al emplear la transformada de Hilbert, segin los resultados obtenidos por
Tjahjowidodo et al. (2007).

Las conclusiones presentadas en los trabajos anteriores se basan en el analisis de la sefial de
la respuesta de los sistemas en estudio, donde se encuentran inmersas tanto las caracteristicas
del sistema, como de la excitacion. En este trabajo se propone la estimacién de una funcién de
transferencia en el dominio tiempo-frecuencia que permita aislar las propiedades dinamicas del
sistema para su estudio.

Criterios para seleccionar la transformada

La expresion (1.8), condicion que debe cumplir la funcion base de la transformada a emplear
para definir una funcidén de transferencia independiente del tiempo y relacionada a las
propiedades dinamicas de la estructura, permite descartar varias transformadas al dominio
tiempo-frecuencia como candidatas a cumplir dicha expresién.

A pesar de que la transformada Hilbert-Huang es capaz de analizar sistemas no lineales en el
dominio tiempo-frecuencia, se descarta su empleo para definir la funciéon de transferencia
buscada ya que no cumple con la condicion (1.8). Lo anterior debido a que la base empleada en
esta transformacién es generada a partir de la sefal a estudiar mediante la descomposicion
modal empirica, y por lo tanto no resulta evidente que se pueda restringir a casos que cumplan
con (1.8).

La transformada de Gabor utiliza como base una senoide modulada por una funcién gaussiana,
lo cual ocasiona que la derivada en (1.8) sea multiplicada por ¢, y por lo tanto el mdltiplo ya no
es independiente del tiempo ¢.

La distribucion Wigner-Ville (DWV) se calcula mediante

WVf(t,w)=éff(t+§)f(t—§ “ db (2.1)



Se puede considerar que la base empleada en la transformacién anterior es una senoide
modulada por una version trasladada de la funciéon a transformar. Ya que la base depende de la
funcién estudiada, en principio se tendria que restringir el analisis de la DWV a sefales que
cumplan con (1.8). Lo anterior no permite generalizar el procedimiento propuesto, por lo cual se
descarta la DWV para emplearla en este trabajo.

De lo anterior, las posibilidades se reducen a la transformada ondicula (TO) y la transformada
de Fourier mediante ventanas (TFV). La TO, en general, presenta un mejor desempefio que la
TFV ya que emplea una resoluciéon variable en tiempo y en frecuencia que permite una mejor
descripcién de la sefial en estudio. Por lo que se elige la TO para la definicion de una funcion de
transferencia en el dominio tiempo-frecuencia, similar a la obtenida mediante la TF. La TO
presenta dos opciones: la transformada ondicula continua (TOC) y la discreta (TOD). La TOD
es mas eficiente que la TOC debido a que emplea bases ortogonales e independientes, lo cual
permite desarrollar algoritmos de calculo mas rapidos y representaciones de las sefiales con
menor cantidad de coeficientes. Sin embargo, dichas bases son definidas considerando un
mayor numero de restricciones que las empleadas para la TOC. En este trabajo se selecciona
la TOC por la similitud que guarda con la teoria de la TF, ademas que su marco tedrico no
presenta tantas restricciones, como la TOD, para definir las funciones que sirvan como base
para realizar la transformacion, lo cual facilita la busqueda de ondiculas que cumplan con (1.8).

TRANSFORMADA ONDICULA CONTINUA
La TOC se define como

x(ba)=x = [ X0, ,()di (22)
donde )
1 t-b
Y, (1) = —w(—) para a>0, bER (2.3)
, a P
y la transformada inversa de ondicula continua (TIOC) resulta
1 *© 1 “w
x(t)=— [ da [ xy,,(t)db (2.4)
C,va =
donde
A~ 2
(@)
C, = f%dw <o (2.5)

es conocida como condicion de admisibilidad, requerimiento indispensable para asegurar la
reconstruccion de la seial.

La transformacion anterior se define como TOC debido a que los valores que toman los
parametros de traslacion b y de escalamiento a son continuos. Las expresiones anteriores
fueron desarrolladas por Morlet (Grossman y Morlet, 1984) quien planted un analisis mediante
una funcion base que permitiera localizacion tanto en el tiempo como en la frecuencia de las
caracteristicas de la sefial en estudio. Esta funciéon, denominada ondicula, se dilata y traslada
para generar una familia de funciones mediante las cuales se analiza la sefal en estudio y
obtiene transformaciones en el dominio tiempo-frecuencia.

RESTRICCIONES DE LA FUNCION ONDICULA
Las restricciones principales para la ondicula a emplear como base en la TOC son



d" (1)

— o =a"y(n) (2.6)
dt

donde a” es una variable independiente de ¢, asociada a la n-ésima derivada y

P(w=0)= [y(t)dt=0 2.7)

La ecuacion (2.6) se relaciona a la definicion de una funcion de transferencia con las
propiedades deseadas (obtenida de la expresion 1.8) y la (2.7), que implica una media igual a
cero de la funcién ondicula, asegura que la condicion de admisibilidad (2.5) sea finita.

FUNCION ONDICULA PROPUESTA
Una busqueda en la literatura (Por ejemplo, ver Le y Argoul, 2004; Kim y Melhem, 2004)
demuestra que no existen ondiculas que cumplan con (2.6) y (2.7), por lo que es necesario
proponer una nueva ondicula con dichas caracteristicas.
Al resolver la ecuacion diferencial (2.6) se tiene que la ondicula debe cumplir con la forma
Y(t) = Ae” (2.8)
donde 4 y C son coeficientes independientes del tiempo. La seleccion de C estara en funcion
de que (2.8) cumpla con (2.7).
1) Si C es real, (2.8) genera una curva cuyo decaimiento exponencial depende del valor de C.
Este caso no es una alternativa viable para considerarlo como una ondicula, debido a que
no oscila y por lo tanto no cumple con la condicion (2.7).
2) Si C es imaginaria, es posible expresar (2.8) como
Y(t) = Ae™ = A{cos(Ct) + isen(Ct)} (2.9)
la cual puede cumplir con (2.7) pero resulta ser una variacion de la TFV, heredando parte de
sus limitaciones.
3) Si C=k ik, es compleja, la expresion (2.8) se define mediante
Y(1) = Ae™ =™ = Ae"{cos(k,t) = isen(k,t)} (2.10)
Es posible demostrar que esta funcién no cumple con (2.7), por lo que se propone emplear una
combinacién de (2.9) y (2.10), obteniendo

ekt [I,D]
Y1) = e DN Tk, T (2.11)
ek](t—[))+ikzt [D,Dk4]

donde k<0 indica la razén de la caida exponencial, &, es la frecuencia radial, D=-1 >0 son los
limites donde se define la funcidon Unicamente por una senoide, y los limites del soporte
compacto de la ondicula se definen como multiplos (k4s>1) de / y D. La figura 2.1 muestra la
funcioén propuesta. Se puede demostrar que la media de la expresién (2.11) es igual a cero, es

decir, cumple con la condicién de admisibilidad (2.5) cuando
Dk,

2 k, . .

f Y(t)dt =——— 1 k| ->sin(Dk,) - cos(Dk,) |+ €™ "[ k, cos(Dk,k,) + k, sin(Dk,k,) ] =0

Ik, kl +k2 kz
(2.12)

Ya que la ondicula (2.11) cumple con las restricciones (2.6) y (2.7), se empleara para la

estimacion de la funcion de transferencia en el dominio tiempo-frecuencia.



k1=-0.1 k2=0.3927 k4=7.1469 D=4.4775

] ! ! ! ! ! ! !

Magnitude

a ; : : :
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Time (secs)

Figura 2.1 Funcién ondicula propuesta (2.11) estimada para los parametros indicados y
empleando 4 ciclos (Ver tabla 2.1). Las lineas verticales indican los limites /'y D.

Escalamiento y traslacion
El principio fundamental que origina el concepto de la TO es la posibilidad de escalar y trasladar

en el tiempo a la ondicula. Lo anterior se consigue mediante un cambio de variable que
involucre tanto la traslacién como el escalamiento. Entonces la ondicula (2.11) se define como

. (t=b
o) [lalf + b.JalD + ]
- ﬂ— +ik, ﬂ
w(ﬂ)=<ekl(a 1] k(a) [|a|k4l+b,al+b] (2.13)
4 ky (ﬂ—D]+ik2(ﬂ)
e Ml “" ldD +b,jalk,D + b]

En la expresién anterior se observa que el cambio de variable también afecta los limites de
manera que la funcién conserve la continuidad de la funcion original.

La expresiéon (2.13) emplea el valor absoluto de a debido a la utilizacion de escalas negativas
para reconstruir la sefial. Lo anterior con el fin de evitar el uso de la transformada de Hilbert de
la sefial en estudio, como lo empled6 Morlet (Grossman y Morlet, 1984). Esto genera
modificaciones en las expresiones (2.3) y (2.4), resultando



Y, (1) = Lw(ﬂ), para a,b € R (2.14)

la "\ a
y la TIOC
1 *© 1 “ow
x(f) = c fw ?da { x, (db (2.15)

donde las diferencias, respecto a las originalmente propuestas por Morlet, son el uso del valor
absoluto de a en la norma I/M en (2.14) y los limites empleados en la integral asociada a las

escalas en (2.15).
Por otro lado, al considerar los limites de la funcién escalada y trasladada (2.13), se definen los
limites de las integrales empleadas en la TOC (2.2) y la TIOC (2.15), quedando

|a|1+b |a|D+b |alk,D+b

x(b,a) = [x@,,(dt+ [ xp, ,(Ddt+ [ x(Op, ,(Hdt (2.16)
|alkyI +b all+b |a|D+b
ag l—‘a‘D w t—‘a‘] w t—‘a‘k41 w
x(t)=Ci ) izda{ [ x.aw,,db+ [ x.aw,, db+ [ x(b,a)lpbya(t)db} (2.17)
v -a, 4 t-|alk, D +-|a|D t-Ja|1

donde [-ap,a0] representa el intervalo de escalas que permite igualar las energias de la sefal
reconstruida y la original. Dicha energia es estimada como la suma del cuadrado de las
amplitudes de la sefal.

Resolucion tiempo-frecuencia

La resolucion en tiempo y en frecuencia es variable en la TOC. Sin embargo, la relacién entre la
resolucion en tiempo y la resolucion en frecuencia se modifica al cambiar el soporte compacto
de la ondicula. Entre mas se incremente la duracion de una ondicula, la resolucion en
frecuencia mejorara con una consecuente disminucion de la resolucion en tiempo, y viceversa.
Al emplear la expresion (2.12) es posible definir la ondicula con distintos soportes compactos
que cumplan con (2.7). La tabla 2.1 muestra diversas combinaciones de los parametros de la
ondicula (2.11), donde la duracién se modifica al variar el nimero de ciclos presentes en la
ondicula manteniendo una frecuencia radial k, constante en dichas combinaciones.

No. ciclos k1 ky D
2 -0.258 2.993 5.346
4 -0.100 7.147 4 477
6 -0.063 11.310 4.244
8 -0.046 15.476 4.135
10 -0.036 19.644 4.073
12 -0.030 23.812 4.032
24 0.000 1.000 192.000

Tabla 2.1 Pardmetros de la ondicula (2.11) que cumplen la condicién de admisibilidad (2.5) con
distintas duraciones. La duracién se varia al modificar el nimero de ciclos presentes en la
ondicula y manteniendo la frecuencia constante (k,=m/8)
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TOC DE SENALES DIVERSAS

El marco tedrico de la TOC permite una solucion analitica de la transformacién de sefiales al
dominio tiempo-frecuencia. A continuacién se presentan algunos ejemplos analiticos y
numéricos, asi como la representacion grafica de sus TOC y la reconstruccion de dichas
sefales mediante la TIOC.

Ejemplos analiticos
- TOC de una delta de Dirac
La primera sefal propuesta es una delta de Dirac,

fi(1)=Kd(t - 1,) (2.18)
donde K es una constante, y #; es el tiempo de ocurrencia de la delta de Dirac. Los coeficientes
correspondientes a la TOC segun (2.16), empleando la ondicula (2.11), estan dados por

s 122
Ke ‘! ‘ |a|Ik4 +b<t < |a|I+ b
1=t
fi(b.a)=1Ke kz( -] ldl+b<t <|dD+b (2.19)

& (—t' _b—D]—ikz(—t' _b)
la a

los cuales representan la propia ondicula, pero amplificada por K.

Ke |a|D +b<t < |a|Dk4 +b

- TOC de una senoide

Si ahora se estudia una sefial representada por una senoide definida por

f(t)=e™ (2.20)

aplicando la TOC dada por (2.16) y suponiendo que la ondicula esta dada por (2.11) se obtiene
que

ibw

w 2ae
2 b,a) =

Jab.a) 1/|a|[k,2 +(k, - aa))2](k2 —aw)

°{sgn(a)kl cos(D(k, —|alw)) + eD"l“‘"‘“{—sgn(a)k1 cos(Dk, (k, —|d|w)) -

[k sin(D(k, - |alw)) - (k, - aw) *

—(k, - aw)sin(Dk, (k, - |a|w))}}] (2.21)

Para localizar el maximo de la expresion anterior es necesario derivar con respecto a a. Sin
embargo, por inspeccion es posible estimar que el maximo se encuentra cuando k/a=w,
definiendo esta expresion la relacién entre la escala a y la frecuencia w (Yan y Miyamoto,
2006).

Los resultados analiticos de ambas sefiales demuestran la capacidad, por lo menos tedrica, de
identificar una sefial que se encuentra bien localizada en la frecuencia (senoide) y en el tiempo
(delta de Dirac). A continuacion se presentan los resultados de ejemplos numéricos de la TOC
de algunas sefales, incluyendo las anteriormente descritas de manera analitica.

Ejemplos numéricos

La traslacion de la ondicula al principio y al final de la sefal afecta el calculo de los coeficientes
de la TOC, ya que parte de la ondicula se encuentra mas alla de los limites de la sefial. Este
fendmeno produce resultados distintos a los esperados en los extremos de la senal. Una forma
de disminuirlo, resulta de calcular la TOC a una version extendida de la senal obtenida al

11



aumentarle en sus extremos el reflejo de la misma sefal, o el negativo de él, dependiendo si la
sefal es par o impar, respectivamente (Kijewski y Kareem, 2003). La sefial modificada s,(¢) se
obtiene, a partir de una sefial s(#) con duracién [0,z] similar a una funcién par, mediante

s,,(2) = s(-1) ~21,<1<0

s,,(2) = s(¢) O<r=<t,
sa(t)=s(2t, - t+A1) 1 <121

donde At representa el intervalo de muestreo de la sefial. En caso de que la sefial s(?) sea una
funcion impar,
sm(t) = —s(—t) —2t,<t<0

s,,(2) = s(¢) O<t=<t,
sa(t)==s(2t, -1+ M) 1 <1=2,

La TOC, representada mediante el médulo de sus coeficientes en las figuras correspondientes,
es calculada mediante una ondicula definida por 12 ciclos, a excepcion del caso de la delta de
Kronecker donde se utiliza una ondicula de 2 ciclos debido a la mejor resolucién en tiempo
obtenida y de los sismos donde se emplea una ondicula definida por 4 ciclos (ver tabla 2.1). El
intervalo de muestreo de las sefiales empleadas en los ejemplos es de 0.01 s. La
reconstruccion de la sefial, calculada mediante (2.17), se realiza al seleccionar un rango de
frecuencias que permita igualar la energia de la sefal reconstruida con la energia de la senal
original. Energia estimada como la suma del cuadrado de la sefial. Las graficas que muestran
las sefales reconstruidas contienen también la suma acumulada del cuadrado de la sefial,
como comparativo de la energia de la sefial original y de la reconstruida.

- TOC de una delta de Kronecker
Las caracteristicas de la delta de Dirac no permiten su representacién numérica, por lo que en
este caso se compararan los resultados analiticos con los numéricos obtenidos de calcular la
TOC a una delta de Kronecker. La parte inferior de la figura 2.2 muestra la delta de Kronecker
definida por
f%(t) = KéK(t_ tl)
donde

1 m=0

5’<(m)={0 m=0

K es una constante (K=5, en este caso), y #=1.25 s es su tiempo de ocurrencia. Los
coeficientes de la TOC (Figura 2.2) representan la delta de Kronecker como una perturbacion
en altas frecuencias. En la figura 2.3 se observa la sefal reconstruida, la cual resulta ser la
ondicula empleada en la TOC, coherente con la TOC tedrica obtenida en (2.19). En dicha figura
se observa que la energia de la sefal reconstruida resulta ser menor que la energia de la
original, tal vez debido a la necesidad de frecuencias mas altas que las empleadas en el calculo
de la TOC de la delta. Sin embargo la frecuencia mas alta se encuentra limitada por el intervalo
de muestreo en el tiempo de la sefial, de manera similar a como ocurre en la TF discreta.

12
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Figura 2.2 Delta de Kronecker (inf. der.) y su TOC (sup. der.) obtenida con una ondicula definida
por 2 ciclos. Se muestra la media del médulo de la TOC en la frecuencia (sup. izg.), asi como
también una perspectiva en 3D de la TOC (inf. izq.)
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Figura 2.3 Delta de Kronecker original y reconstruida (superior), y sus energias (inferior)
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- TOC de una senoide

La senoide propuesta se define por

f4(t) = sen(a)t)

donde w=8m rad es la frecuencia radial de la senoide, la cual se muestra en la parte inferior de
la figura 2.4. La TOC se muestra en la misma figura. Se observa la buena localizaciéon de la
frecuencia de la senoide analizada, y que se conserva durante la duracion de la senal. En la
figura 2.5 se observa la sefial reconstruida, que coincide con la original.

- TOC de dos senoides
Se propone una sefal compuesta por dos senoides descritas por

sen(w,t) 0<t<25s
fs(t) =
sen(w,t) 25<t<5.0s

donde w;=8n rad y w,=16mw rad. La sefial y la TOC correspondiente se muestran en la figura
2.6. Se detecta el tiempo en que ocurre el cambio de frecuencia, asi como se identifica las dos
frecuencias empleadas. La figura 2.7 muestra la sefal reconstruida. La aproximacién de la
reconstruccion es muy similar a la obtenida cuando se considera una sola senoide.

- TOC de una senoide con variacion lineal de frecuencia (chirp)
Se analiza una senoide que barre de manera lineal desde una frecuencia inicial de 2 Hz hasta
una final de 9 Hz, segin se muestra en la figura 2.8. La senal se define por

fo() = cos(%t2 + a)ot)

donde

Wy~ W
u=—"—=2

1

wr =187 rad representa la frecuencia presente en el tiempo #r =10 s y wy=4x rad define la
frecuencia de la sefial en #=0 s. Los coeficientes de la TOC identifican la variacion de la
frecuencia que se encuentra en la sefial (figura 2.8). La sefal reconstruida se muestra en la
figura 2.9. La aproximacion de la reconstruccion presenta variaciones de amplitud de la sefal, lo
cual se atribuye a que el soporte compacto de la ondicula empleada (12 ciclos), no logra
detallar adecuadamente la sefial. Lo anterior se afirma ya que al comparar estos resultados con
los obtenidos al emplear un soporte compacto menor (4 ciclos), resulta una reconstruccion mas
fiel a la sefal original (figura 2.11), a pesar de que la TOC correspondiente a la ondicula de 4
ciclos no genera coeficientes de similar amplitud a lo largo de las frecuencias identificadas
(figura 2.10), como se obtiene en el caso de la ondicula con 12 ciclos (figura 2.9).

- TOC de un sismo (terreno blando)

Se presenta en la figura 2.12, la TOC del sismo del 19 de septiembre de 1985 (Ms=8.1) y
registrado en la estacién ubicada en terreno blando (SCT1) de la ciudad de México, direccion
este-oeste. Este movimiento contiene energia principalmente en bajas frecuencias (alrededor
de 0.5 Hz), concentrada de los 40-70 s. La sefial reconstruida se presenta en la figura 2.13.

- TOC de un sismo (terreno firme)

Se analiza el sismo del 30 de septiembre de 1999 (Ms=7.5) con epicentro en las costas de
Oaxaca, México y registrado en la estacion ubicada en terreno firme (OXIG) de la ciudad de
Oaxaca. La direccion considerada es la este-oeste. En la figura 2.14 se observa que la TOC de
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este movimiento contiene una concentracion de energia durante su fase intensa
(aproximadamente en el intervalo de tiempo de 12 a 33 s), distribuida a lo largo del eje de la
frecuencia, predominando dicha concentracién en el intervalo de 1.25 a 2.1 Hz. La
reconstruccion de la sefal es similar a su original (figura 2.15).

La resolucion de los ejemplos anteriores es parecida a la obtenida cuando la TOC emplea como
base la ondicula de Morlet (Ver Huang et al., 1998; Goswami y Chan, 1999), pero la ondicula
aqui propuesta tiene la ventaja que promete definir una funcién de transferencia en el dominio
tiempo-frecuencia y asociada Unicamente a las propiedades de la estructura.
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por 12 ciclos. Se muestra la media del médulo de la TOC en la frecuencia (sup. izg.), asi como
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Figura 2.5 Senoide de 4 Hz original y reconstruida (superior), junto a sus energias (inferior)
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Figura 2.12 TOC de la aceleracién del sismo del 19/09/1985 registrado en la estaciéon SCT1,
direccién EO (sup. der.) con una ondicula de 12 ciclos. En la grafica inferior derecha se muestra
el registro de aceleracién, la media del médulo de la TOC en la frecuencia (sup. izq.), asi como

también una perspectiva en 3D de la TOC (inf. izq.)
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Figura 2.13a Aceleracion del sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion SCT1, direccion
EO, original y reconstruida (superior), con sus energias (inferior)
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que la sefal reconstruida es similar a la original.
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Figura 2.14 TOC de la aceleracion del sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG,
direccion EO (sup. der.) con una ondicula de 12 ciclos. En la grafica inferior derecha se muestra
el registro de aceleracién, la media del médulo de la TOC en la frecuencia (sup. izq.), asi como

también una perspectiva en 3D de la TOC (inf. izq.)
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CAPIiTULO 3

En este capitulo se define la funcion de transferencia en el dominio tiempo-frecuencia, asociada
a las propiedades dinamicas del oscilador en estudio. Esta funcion de transferencia se obtiene a
partir de la solucibn mediante la transformada ondicula continua (TOC) de la ecuacion
diferencial de movimiento de un oscilador amortiguado lineal de un grado de libertad (1GL). Las
caracteristicas de esta funcién dependen de dicha solucion, y ésta ultima a su vez, esta influida
por la relaciéon que guardan la TOC de una funcién y la TOC de sus derivadas, la cual se
desarrolla en este capitulo. Finalmente, se muestran algunas aplicaciones de esta funcion de
transferencia para el estudio de osciladores de 1GL.

TOC DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION
La transformada inversa de ondicula continua (TIOC) de una funcién x(¢), considerando como
base la ondicula (2.11), esta dada por

i=la[D =lall lalkyd
x(t) = — f = da{ [ x.aw,,db+ [ x.aw,, ndb+ [ x(b,a)lpb,a(t)db} (2.17)
w -ay ~|alkyD t-|a|D t=|a|l

Siguiendo un procedimiento analogo al realizado para obtener la equivalencia entre los
coeficientes de las transformadas de Fourier (TF) de la funcidn y su derivada (1.7), se calcula la
derivada con respecto a ¢ de la expresion (2.17). Debido a la presencia de la variable
independiente ¢ en los limites de la integral, es necesario recurrir a la regla de Leibniz para el
célculo de la derivada de (2.17), la cual se define como

Bu(®) B (1)
4 fW(t,b)db=f%db Wp,)= /5

B, (1) B, (1)
por lo que la primera derivada de (2.17) resulta ser

~lalp 7,
——x(t)—— f da{ [ x.aamy,,0db+ [ xbayoap,,odb+
- al

1,U ao alk,D

W)L ’5 (3.1)

‘ kot

x(b,a)ay, ,(t)db + x(t |a|k Layy, " ‘kld(t) x(t |a|k D,ay, ks Da(t)} (3.2)

t-alt
donde a se define segun

a,(a)= W ik2 si be [t - |a |a|k41]
a(ba) = a,(a) = 2 si bE[i- ~|al1] (3.3)
a
o, (a)= | 1| tky si bE [t - |a|k4D,t - |a|D]

Los dos uItlmos términos de la expresion (3.2) se relacionan a los valores de la funcién

x(b,ayy, (1) evaluada en las traslaciones b=t-|alksD y b=t-|a|ks que corresponden a los

extremos de la ventana que influye en el valor de la derivada evaluada en ¢. La contribucion de
estos términos se espera sea pequeia debido a que el valor de la ondicula en dichos puntos es
préximo a cero.
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Reconstruccion de la primera derivada

Para establecer la equivalencia de la TOC de la primera derivada de la funcién y la TOC de la
funcién se proponen dos opciones:

La primera considera unicamente los términos asociados a las integrales de la expresion (3.2),
es decir, la primera derivada se aproxima mediante

ag t=|aD t-]alt
. 1 1 w w
OR ) —zda{ [ x.aauy, ndb+ [ xb.aaap,, (db+

Y -a, a t-|alkyD t-|a|D
t—‘a‘kﬂ w
+ [ x(b,a)a,tpb!a(t)db} (3.4)
t-|a|l
Al comparar la expresién anterior con la TIOC de la n-ésima derivada de x(¢)
n ag ~|alky1 ZY
d'x(ty 1 %1 T
=— | —da —_— t)db 3.5
" C ‘£a2 z_afw dr" o (1) (3:5)

para el caso en que n=1, entonces se puede deducir que la relacién entre los coeficientes de las
TOC de la funcion y su primera derivada resulta ser

w o, Si be [t - |a|k4D,t - |a|D]
x(b"’/ -1 a s beE[1-|dD,t ~[all] (3.6)
x(b,a)

a, si bE[t—|aI,t—|a|k4I]

w

donde x(b,a) = %(b,a) son los coeficientes de la TOC de la primera derivada.
t

Como segunda opcion se pueden considerar todos los términos de la expresion (3.2). Para
lograr lo anterior se aprovecha la propiedad de la funcién delta de Dirac,

W (B) = ]W(b)a(b— Bydb si d<f<e (3.7)

y ya que los dos ultimos términos de (3.2) son valores de la funcion x(b,a)y, ,(¢) evaluada en

las traslaciones b=t—|a|ksD y b=t—|a|ksl, entonces dichos términos se pueden definir segun (3.7)
como

w t—‘u‘ku w

x(t =|ak,Lawp, ;.. (1) = x(b,awp, ,(Y8{b - (¢ - |alk, 1) }db (3.8)
t—‘u‘l

w t_‘a‘D w

x(t = |k, D,awp, 5 D= [ x(b.a)p, (08{b~ (¢ - |dk,D)}db
t—‘a‘k4D

Sustituyendo (3.8) en (3.2), se tiene

w

a, f—‘a‘D t—a‘l
1 %1 w
i(t)=— [—da x(b,a)ap, ,(t)db + b,a)ap, ,(Hdb +
=2 f = { f( Dy, Db+ [ xbac,,
t—‘a‘k41 w t—‘a‘kﬂ w
[ ooy, b+ [ xbaw,, 08{b-(t-|dk1)}db-

l—‘a‘l t—‘a‘l
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t-|alkyD

t—\a\DW
- f x(b,a)lpb’u(t)é{b—(t—|a|k4D)}db}

ag 1-la|D W t-|a|l w
(1) = Ci ) %da{ [ x(b,a)(aD - o{b-(t- |a|k4D)})tpb!a(t)db + [ xbayauy,,()db+

Y —a, t-|alkyD t-|a|D

t—‘a‘kﬂ w
+ [ xaa, +d{b-(r —|a|k41)})tpb’a(t)db} (3.9)
t-|a|l

De donde se deduce que la relacion entre los coeficientes de las TOC de la funcién y su primera
derivada, se definen como

a, - 8{b-(t-|ak,D)} bE[t-|ak,D,t-|aD]

x(b,a/ o b [1-ldD. ] (3.10)
x(b,a) a1+5{b_(,_|a|k41)} bE[r-ldlt-|dk,I]

Se puede demostrar numéricamente que se obtiene una buena aproximacion al reconstruir la
derivada empleando los coeficientes definidos por (3.6), pero en caso sea necesario, ésta
puede tomar en cuenta los términos despreciados en la aproximacion mediante (3.10).

Reconstruccion de la segunda derivada
Para obtener la segunda derivada, se vuelve a aplicar la regla de Leibniz (3.1) a la expresion
(3.2)

2 ay t=la|D t=lalr |
ax_ 1 i L da [ x.a)a,y, b+ [ xb.ayaly,,db+
dt CI,U -a a t-|alkyD t-|a|D
t—‘a‘k41 w
+ [ x.aay,, (Hdb+
t—‘a‘l
+aD{x(t ~ldD,ayp, |, . (D = x(1 - |a|k4D,a)1pr_ak4D’a(t)} +

Lawp, (1) = x(t = |dD. a)lpt_wya(t)} ¥

+ac{;(t ~|a

+a, {—;(t —lallayp, . (0 + Xt =k Law, ., (I)H (3.11)

donde o se define segun (3.3). Existen tres términos de la expresion anterior evaluados en
cuatro traslaciones (b=t-|a|l, b=t-|a|D, b=t-|a|kil y b=t-|a|ksD). Se espera que las primeras dos
traslaciones tengan un mayor impacto que las ultimas dos debido a que los valores de la
ondicula en sus extremos es proximo a cero.

De lo anterior, se proponen tres opciones para reconstruir la segunda derivada:

La primera opcion considera Uunicamente las integrales que intervienen en la expresion (3.11),
es decir,

a, t—‘a‘D t—‘u‘]
. 1 1 w w
f(0) = [ —zda{ [ x.aa,’y,,(0db+ [ xb.a)ay, (db+

Y -aq a t-|alkyD t-|a|D
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t—‘a‘kﬂ w

+ [ x(b,a)a,zwb,a(t)db} (3.12)

t-|a|l

Por lo que la relacién entre los coeficientes de las TOC de la funcion y su segunda derivada se
define como

» aD2 Si be [t - |a|k4D,t - |a|D]
x(b,a/ N I b [t-laD.t o] (3.13)
x(b,a) OCIZ Si be [Z - |Cl1,t —|a|k4l]

w 2
donde jé(b,a)=%(b,a) representa los coeficientes de la TOC de la segunda derivada. Se
t

puede demostrar que procediendo de una manera analoga a la primera derivada, el resto de los
términos no considerados en (3.12) pueden incluirse dentro de la integral aprovechando la
propiedad (3.7) de la delta de Dirac, obteniéndose

a, t-|a|D "
i(t) = Ci ) %da{ [ xb.a)a, + ,0{b - (t - aD)} - a,6{b - (1 ~[alk, D)} J, , ()b +

Y —ag t—‘a‘k4D
t—‘a‘l w

+ [ xb.a)ac’ -acd{b-(-|dD)} + acd{b - (t-[aD} ), , ()b +
t—‘a‘D

t-|a|l

t-|alk,I "
+ [ x(b,a)(a,2 ~a,8{b~(t-|aD} + a,8{b - (¢ - |alk, D)} b_a(t)db} (3.14)

Considerando la expresién anterior, la relacion entre los coeficientes de las TOC de la funcion y
su segunda derivada resulta ser

a,’ +a,d{b-(t-|aD)} - a,0{b - (t-|alk,D)} bE[t-|ajk,D,t-|aD]
xbay a2 - a.8{b-(t-|aD)} + a.8{b - (1 -|dI be[t-ldDt-|dI]  (3.15)
C
X0 62— aolb-(i-laln)} + a,ofb-(i-lak D)} bE [r-[allealk.1]
La tercera opcion propuesta para la reconstruccion de la segunda derivada consiste en
despreciar los términos asociados a las deltas de Dirac evaluadas en los extremos de la

ventana que define a la ondicula, es decir, las correspondientes a las traslaciones b=t—|a|ksl y
b=t—|alksD. Por lo que la aproximacion de la segunda derivada se define como

a, t-|a|D "
(1) = Ci f %da{ [ xb.a)(a,’ +0,0{b- (1 -[aD)} p, (b +

Y —ag t—‘a‘k4D
t—‘a‘l w
+ [ xb.a)ac’ -acd{b-(-|dD)} +acd{b - (t-[aD} ), , ()b +
t—‘a‘D
t—‘a‘ku w
+ [ x.a)a -ad{b-( -|a|1)})zpb,a(t)db} (3.16)
t-|a|l

Quedando la relacién entre los coeficientes determinada por
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a,’ + ozDé{b— (t—|a|D)} be [t—|a|k4D,t—|a|D]

X(b% . aC2 —a.d{b-(t-|aD)} + a.d{b-(t-|al)} bE[t-|aD,t-]all] (3.17)
X(\0,a

a, ‘_a 5{ ( |a|1)} be [t— |a|k41]
La contribucion de los términos considerados en (3.13) aproxima de manera adecuada la
segunda derivada, segun se ha comprobado numéricamente. Pero si es necesario, es posible
tomar en cuenta los términos despreciados mediante las expresiones (3.15) 6 (3.17), aunque se
espera que la contribucion de los términos evaluados en los extremos de la ventana de la
ondicula (b=t-|a|ksl y b=t-|a|ksD) sea pequefia, debido a que el valor de la ondicula en dichos
puntos es cercano a cero.

SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE MOVIMIENTO

La ecuacion de movimiento de un oscilador amortiguado lineal de 1GL se define por

X(1) + 28Qi (1) + Qx(1) = -, (1) (3.18)

donde x(f) es el desplazamiento sufrido por el oscilador, & representa su porcentaje de
amortiguamiento critico, y €2 su frecuencia radial de vibracion. X, () representa la excitacion.

Aplicando la TOC a la expresion anterior, se tiene

i(b,a) + 2EQx(b,a) + Q* x(b,a) = - X4 (b,a) (3.19)
Por otro lado, la TIOC de la excitacién se calcula mediante
ag ‘ ‘k4
. 1 1 w
i,(0=—[Sda [ icban,,(db=
Cp 20 @ i
sustituyendo Ia TOC de la excitacién segun (3.19) en la expresion anterior,
~|alkyl

-— f da f {x(b a)+28Q k(b,a) + @ x(b, a)}wbu(t)db -

t=alk, D
expandlendo la integral a los intervalos de traslaciones en los cuales se encuentra definida (ver
la expresion 2.17),

g |a|D
=Cifal d{ fk {x+2§Qx+92 }wb (t)db +

Y -ay,
t-|a|l

~lalky s
+ [ {x+ 2EQ i+ QF }lpbu(t)db+ f {x+ 2EQ i+ @ }wba(t)db}

t—‘ ‘D ‘a‘l

" -l .
Y -ag “lalkD

‘ ‘1 w ‘ ‘k“ w

+ [ —{ac"+2§‘Qac'+92}xlpb‘a(t)db+ f —{a,"+2f;‘Qa,'+Qz}wa!a(t)db} (3.20)
t-|a|D t=|a|I

La ecuacion (3.20) nos muestra la relacion existente entre x y X, donde 'y o' se refieren a

la aproximacién empleada para estimar las relaciones de la TOC de la funcion con la TOC de su

segunda derivada (ya sea 3.13, 3.15 6 3.17) y la TOC de su primera derivada (3.6 6 3.10),

respectivamente. En los ejemplos presentados en este trabajo la segunda y primera derivadas
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Figura 3.1 Modulo de los coeficientes correspondientes a la TIOC (sup.der.) de la excitacion

senoidal de 4 Hz y amplitud unitaria (inf. der.), obtenida a partir de la TOC de la respuesta de un
oscilador 4 Hz, £=5% (expresion 3.20). Se muestra la media del médulo de la TIOC en la

frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en 3D de la TIOC (inf. izq.)

Arnplitud

........... Reconst

Original

Acum cuadrados

Tiempo, s
Figura 3.2 Excitacion senoidal de 4 Hz, amplitud unitaria reconstruida segun (3.20) a partir de la
TOC de la respuesta de un oscilador de 4 Hz, §=5 %. En la gréfica inferior se muestra la suma
acumulada del cuadrado de la sefial.

28



0 005 0.1Amplitud Matriz de coeficientes TIOC

0.1
- Ho.os

' H0.06

Frecuencia, Hz

- Hoos

0.02

Mddulo
Amplitud

4 B
Tiempo, s
Figura 3.3 Mddulo de los coeficientes correspondientes a la TIOC (sup.der.) de la excitacion
senoidal de 4 Hz y amplitud unitaria (inf. der.), obtenida a partir de la TOC de la respuesta de un
oscilador 8 Hz, £=5% (expresion 3.20). Se muestra la media del médulo de la TIOC en la
frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en 3D de la TIOC (inf. izq.)
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Figura 3.4 Excitacion senoidal de 4 Hz, amplitud unitaria reconstruida segun (3.20) a partir de la
TOC de la respuesta de un oscilador de 8 Hz, £§=5 %. En la gréfica inferior se muestra la suma
acumulada del cuadrado de la sefial.
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se aproximan mediante (3.13) y (3.6). Se verifica la expresién (3.20) al estimar la excitacién a
partir de la respuesta de un oscilador. La TOC se calcula empleando una ondicula consistente
de 4 ciclos (ver tabla 2.1). Los resultados se muestran en las figuras 3.1 - 3.4 donde la
excitacion es una senoide con amplitud unitaria de frecuencia w/2w=4 Hz, y la respuesta

estacionaria x,, calculada mediante (Clough y Penzien, 1993)
1 1
%@=@' 02 2

(l—r ) +(2&r)

W . : .
donder = § La respuesta es calculada para dos osciladores, el primero con frecuecia natural

{(1 - rz)sinwt - 2§rcoswt} (3.21)

de Q/2m=4 Hz, y el otro con /27 =8 Hz. Ambos con porcentaje de amortiguamiento critico
&=5%. La resonancia genera una sobreestimacion de la excitacion asi calculada, como se
observa en la figura 3.2. Dicha sobreestimacién es ocasionada por la contribucion de energia
presente en frecuencias distintas a 4 Hz (figura 3.1), ya que se ha comprobado que al emplear
un menor intervalo de frecuencias para la reconstruccién, (2,6) Hz, se obtiene la amplitud
unitaria de la excitacién senoidal empleada. En el caso del oscilador de 8 Hz, la estimacién de
la excitacion es similar a la original (figuras 3.3 - 3.4).

Ahora, igualando (3.20) con la TIOC de la excitacion se tiene,

fdp, ~lalr lalkl
i ——f da{ [ o, ,db+ fxglpbadb+ ) xglpbadb}

I,U a(, alk,D t-|a|D t-|a|l

1.0 00 a‘k4D

“Ja|p .
- f da{ [ a,"+28Qa,'+@} xy, ()b +
-

1-|all ” t-|alkyl ”
+ [ a"+28Qa +Q}xy, (Ddb+ [ —{a,"+2§Qa,‘+§22}wa!a(t)db} (3.22)

t-|a|D t=|a|I
Si se supone que

“falp i~Ja)p
[ i, db= [ ~{a,"+28Qa,'+Q7} xy, (t)db
t-|alk, D 1—|alk, D
el 4|1 w
[ ke, db= [ ~{a."+28Qa.'+Q7} xy, (t)db (3.23)
l—‘a‘D ‘a‘D
t—‘a‘k41 w t—‘a‘k_,l[

e, db= [ {a,"+26Qa,'+@) xy, , (1db
l—‘a‘l t—‘a‘l
Despejando se tiene

-la|D t-|a|D "
—-X
x 1)db = $ db
ka Va1 £4DaD"+2§QaD'+Q2Wb’“

i=lall o

a1
—x
1)db = £ 3.24a
fDW“( ) fD a."+28Qa, +szb“ ( )
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Figura 3.5 Médulo de la TIOC (sup.der.) de la respuesta de un oscilador 4 Hz, £=5% (inf. der.),
obtenida a partir de la TOC de una senoide de 4 Hz y amplitud unitaria empleada como
excitacion (expresion 3.25). Se muestra la media del modulo de la TIOC en la frecuencia (sup.
izq.), asi como también una perspectiva en 3D de la TIOC (inf. izq.)
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Figura 3.6 Respuesta de un oscilador 4 Hz, £=5% ante una excitacion senoidal de 4 Hz y
amplitud unitaria. Reconstruida segun (3.25) a partir de la TOC de la excitacion. Se compara
con la respuesta obtenida mediante (3.21) (linea continua). En la grafica inferior se muestra la
suma acumulada del cuadrado de la sefial.
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Figura 3.7 Médulo de la TIOC (sup.der.) de la respuesta de un oscilador 8 Hz, £=5% (inf. der.),
obtenida a partir de la TOC de una senoide de 4 Hz y amplitud unitaria empleada como
excitacion (expresion 3.25). Se muestra la media del modulo de la TIOC en la frecuencia (sup.
izq.), asi como también una perspectiva en 3D de la TIOC (inf. izq.)
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Figura 3.8 Respuesta de un oscilador 8 Hz, £=5% ante una excitacion senoidal de 4 Hz y
amplitud unitaria. Reconstruida segun (3.25) a partir de la TOC de la excitacion. Se compara
con la respuesta obtenida mediante (3.21) (linea continua). En la grafica inferior se muestra la
suma acumulada del cuadrado de la sefial
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t-|alk,d ” 1-|alkyI ;
x’QPb,a(t)db = n . wb a
lalr S 0 428Qa, ' +Q?
Entonces la suma de los termlnos del lado izquierdo y la suma de los del lado derecho de (3.24)
tienen que ser iguales, por lo que

(3.24b)

w w

i-|a|D t-|a|l
__x _x
LI RN d $ db +
Cu,_{oa2 t_;l,:Da "12EQa,) +szb” ap O +2EQa! g Ve
1-|alky1 ;’C
£ db
¥ _f1 a,"+28Qa,'+Q’ Pha
1 4o 1 t-|a ‘D ‘“‘IW lalk, W
“C f —d a | Xy, ,(db+ [ xy, (do+ [ xy, (db}=
t-|alk,D t-|a|D 1~|a|1
= x(1) (3.25)

La suposicion (3.23) se comprueba mediante la evaluacién de la expresion (3.25), al calcular la
respuesta de un oscilador lineal a partir de la TOC de una excitacién dada. Se emplea la misma
senoide y osciladores del ejemplo anterior. La ondicula empleada como base para la TOC
contiene 4 ciclos (ver tabla 2.1). En las figuras 3.5 - 3.8 se muestran los resultados obtenidos.
Se observa una subestimacién de la respuesta del oscilador de 4 Hz. La subestimacion esta
relacionada al efecto de resonancia (la senoide empleada como excitacion tiene una frecuencia
de 4 Hz). La respuesta del oscilador de 8 Hz es similar a la obtenida mediante (3.21).

Una posible razén de este fendmeno es el uso de pocos valores de frecuencias empleados en
el célculo de la TOC y de la TIOC. En las figuras 3.9 - 3.10 se muestra la reconstruccién de las
respuestas anteriores empleando un mayor numero de frecuencias (174) a las inicialmente
empleadas (51). No se observa una mejoria importante al emplear un mayor nimero de
frecuencias, por lo que se descarta esta explicacion.

El uso de otras aproximaciones para el calculo de las derivadas tampoco resuelve la
subestimacion.

Se ha demostrado que la subestimacion disminuye conforme la base empleada tiende a una
senoide y se incrementa su soporte compacto, es decir, la subestimacién disminuye conforme la
ondicula tiende a la base utilizada en la TF, segun se observa en las figuras 3.11 - 3.12 donde
se calcula la respuesta del oscilador de 4 Hz sujeto a la misma excitacidén utilizada, pero
empleando una ondicula senoidal con soporte compacto conteniendo 24 ciclos (ver tabla 2.1).

FUNCION DE TRANSFERENCIA OBTENIDA MEDIANTE LA TOC
En principio, la funcion de transferencia H se define como la relacion entre la TOC de alguna
respuesta del oscilador y la TOC de la excitacién,

w

(3.26)

Xg
En esta expresion se supone a la respuesta como el desplazamiento del oscilador. Sustituyendo
(3.26) en (3.25),

~lalkat 1=]a|ky1

x(n=— | lda [ w.aw, 0db= - f Laa [ Ho@F Gaw, a0 (327)
G, uoa t-|alk,D G, —uUa t-|alk,D

33
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Figura 3.9 Comparacion de la reconstruccion segun (3.25) de la respuesta de un oscilador de 4
Hz, £=5% ante una excitacion senoidal de 4 Hz y amplitud unitaria. La linea punteada emplea
51 frecuencias para generar la TOC, mientras que la linea continua usa 174.

% 10" Estimacion de la respuesta empleando 51 {punteada)y 174 {cont) frecs

Desplazamiento

-5 i 1 1 1
0 05 1 15 2 25
Tiempo, s

Figura 3.10 Comparacion de la reconstruccién segun (3.25) de la respuesta de un oscilador 8
Hz, £=5% ante una excitacion senoidal de 4 Hz y amplitud unitaria. La linea punteada emplea

51 frecuencias para generar la TOC, mientras que la linea continua usa 174.
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Figura 3.11 Modulo de la TIOC (sup.der.) de la respuesta de un oscilador 4 Hz, £§=5% (inf. der.),
obtenida a partir de la TOC de una senoide de 4 Hz y amplitud unitaria empleada como
excitacion (expresion 3.25). TOC obtenida con una ondicula senoidal de soporte compacto de
24 ciclos. Se muestra la media del médulo de la TIOC en la frecuencia (sup. izq.), asi como
también una perspectiva en 3D de la TIOC (inf. izq.)

Senal

Armnplitud

Acum cuadrados

Tiempo, s
Figura 3.12 Respuesta de un oscilador 4 Hz, £=5% ante una excitacion senoidal de 4 Hz y
amplitud unitaria. Reconstruida segun (3.25) a partir de la TOC de la excitacion. Se compara
con la respuesta obtenida mediante (3.21) (linea continua). TOC calculada con una ondicula
senoidal de soporte compacto de 24 ciclos. En la grafica inferior se muestra la suma acumulada
del cuadrado de la sefial
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se deduce que la funcién de transferencia H, asociada a la ecuacion (3.18) que relaciona la

TOC del desplazamiento del oscilador y la TOC de la excitacion se define como

-1
H,(a)= e b€ [t-ldk,D,t - |aD]
-1
H(b,a)=1H_.(a)= o 25 D be [t—|aD,t—|a|I]
C C
-1
H,(a)= o P2 1D be [t—|al,t —|a|k4l]

(3.28)

Como se menciond, es posible definir una funcién de transferencia para cualquier respuesta de
interés. Por ejemplo, se puede demostrar que la funcién de transferencia H que relaciona la

TOC de la aceleracién absoluta y la TOC de la excitacion se define como

28Qa, + Q°
H"p(a)= aD"+2§£§aD'+QZ bt -|dk,D,t-|aD]
28Qa,. + Q°
H"(b,a)={H"c(a)= aC”+2§éaC'+Qz be [t—|aD,t—|a|I]
28Qa, + Q°
H"/(a) = L be|t-l|dlt-|dk,I
(@) a,"+28Qa, '+ [t Jat¢ ~ld 4]

Por otro Iadb, sustituyendo (3.28) en (3.24) se tiene

I—‘a‘D t—‘u‘D t—‘a‘D
w w

[ xw,.db= [ Hy(a)isw,.db=Hy(a) [ E,,db
l—‘a‘k4D l—‘a‘k4D t—‘a‘hD
t—‘a‘l w t—‘u‘[ w t—‘a‘[ w
[ xw, db= [ H.(a)k,p,,db=H.(a) [ i.p,,db
med ” t_t‘jaD‘kd ” t_‘j-‘\i\ku ”
[ xy,.db= [ H(a)icy,,db=H,(a) [ %.v,,db
l—‘a‘l t—‘a‘l l—‘a‘l
Despejando
t—‘a‘Dw
[ xw,,db
H ,(a) = :‘\Z‘\]Bi
[ iy, db
t—‘a‘k4D
t—‘a‘[w
[ x,,db
[ ey, db
t—‘a‘D
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t—‘a‘k41 w
xy, ,db
_ 1-|a|l
- t—‘a‘ku w

Xey, db

H,(a)

t—‘a‘]
Las expresiones anteriores relacionan la funcidon de transferencia y cocientes estimados a partir
de integrales que forman parte del calculo de las TIOC (2.17) tanto de la respuesta como de la
excitacion.

APLICACIONES

En la practica, los cocientes espectrales, obtenidos de la TF de alguna respuesta de la
estructura en estudio y la TF de la excitacion, han sido empleados como un método no
paramétrico para el analisis de sus propiedades dinamicas. A continuacion se proponen algunas
aplicaciones de cocientes obtenidos a partir de la TOC, cuyo empleo se justifica mediante la
funcion de transferencia y los cocientes mostrados en (3.31). La mayoria de los registros
obtenidos de edificios instrumentados miden aceleraciones absolutas. Para evitar mayor
preprocesamiento de los datos, se empleara en las siguientes aplicaciones la funcién de
transferencia que considera como respuesta la aceleracion absoluta del sistema (3.29). Por otro
lado, en los calculos subsecuentes se considera que las TOC de la primera y la segunda
derivadas se aproximan mediante

. a,'=a, bE[t-|dk,D,t-|dD]
a.=x(b,a/ =qa.'=a, bE[t—|a|D,t—|a|I] (3.6)
o) o—a, beE[r-|dli-|ak,1]
" a,"=a,” bE|[t-|dk,D,t-|aD]
a"=x(b’a/ —la=a. bE[t-|dD,t-|a|l] (3.13)
o) g ma? bE[i-ldlLt -|alk,1]
donde
oc,(a)=_|—k|'+lk—2 si bE[t-|al.t-|ak,1I]
a a
o:(b,az)=<ozc(a)=ik—2 si bE[t—|aD,t—|a|I] (3.3)
a
aD(a)=|%|+% si b€ [t-|ak,D,t-|a|D]

L

Para suavizar los cocientes espectrales, su calculo se realiza mediante (Claerbout y Formel,
1996)

w w
<A o .
X *conj(xg)
w w
X *conj| X,

donde conj() representa el conjugado de la variable. Las TOC son calculadas empleando una
ondicula definida por 4 ciclos.

CE =
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Estimacioén de propiedades dinamicas
Se espera que el maximo de la funcién de transferencia (3.29) coincida con la frecuencia natural
de vibracion del oscilador, es decir,

Q(bn ) B ]%max (bVl ) (3.32)

donde, para una traslacion b, dada, am.x(b,) es la escala donde se encuentra la amplitud
maxima de la funcién de transferencia (3.29). Si se considera Unicamente el intervalo de
traslaciones [#-|a|D, t-|a|l] de dicha funcidn, y se sustituye (3.32) se tiene

HAc = 2571 (3.33)
28

y ya que para las estructuras cominmente estudiadas &<<1, su magnitud puede aproximarse
como

1
|H | =— (3.34)

28
Ahora, si se adecua la expresion (3.31) para las aceleraciones absolutas y se considera
solamente el intervalo de traslaciones [#-|a|D, t-|a|l], al igualar con (3.34) se obtiene

t_‘amuxv w
XA Wb,amx db
A | _|t-|am (D _ 1
‘H c‘_ el = 2«?(1‘) (3.35)
Xy, db
t—‘amx‘D

expresién empleada para identificar el porcentaje de amortiguamiento critico del sistema &(¢)

asociado a la ventana [#-|amax| D, t-|amax/|1]-
Se estiman las propiedades dinamicas (expresiones 3.32 y 3.35) de un oscilador lineal de 2 Hz
y 5% de amortiguamiento critico, sujeto al sismo del 19 de septiembre de 1985, direccion este-
oeste, registrado en terreno blando de la ciudad de México (ver figura 2.12). La estimacién se
muestra en la figura 3.13, y el cociente calculado a partir de (3.35), utilizando una ondicula de 4
ciclos, se observa en la figura 3.14. Dicho cociente presenta mucho ruido, lo que tiene por
consecuencia una alta variabilidad en las propiedades estimadas. Los promedios asi obtenidos
de la frecuencia natural de vibracion y del amortiguamiento son 3.4 Hz y 15.8%,
respectivamente.
Resultados similares se obtienen al incrementar la participacion del intervalo central [#-|a|D, t-
|a|I] mediante el empleo de ondiculas definidas por una senoide sin decaimiento exponencial
durante todo su soporte compacto. No se observa tampoco una disminucién del ruido al
emplear la ondicula senoidal de 24 ciclos, definida en la tabla 2.1, que cuenta con un mayor
soporte compacto en comparacion a las ondiculas anteriormente empleadas.
Ya que los términos que participan en el cociente de la expresion (3.35) son integrales que
forman parte del calculo de sus respectivas TIOC, entonces con el propdsito de estabilizar el
cociente, éste se calcula‘a‘partir de coeficientes relacionados a las TIOC,
ta—|a,|ks w

x(t,,a,) =%%Aa > xbna), , (1,)Ab (3.36)

Yy “n bj=t,,,—‘a,,‘k4D
Esta ultima expresién puede ser considerada la versién discreta de (2.17), excepto por la suma
con respecto a las escalas que no se considera en (3.36). Los cocientes asi calculados a partir
de las TIOC
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Identificacion de propiedades dinamicas

Frecuencia, Hz

Amort critico, %
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Figura 3.13 Frecuencia natural de vibracion y porcentaje de amortiguamiento critico estimado a
partir de (3.35) para un oscilador lineal de 2 Hz, £§=5% sujeto al sismo del 19/09/1985 registrado
en la estacion SCT, direccién EO (figura 2.12)

0 g Ampltud Cociente TIOC {intervalo central)

Frecuencia, Hz

l"' h l "
aIM'ﬁﬂJ msh

Modulo

Tiempo, s

Figura 3.14 Cociente (sup.der.), calculado a partir de (3.35), de la aceleracién absoluta de un
oscilador lineal de 2 Hz, £&=5% y del sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion SCT,
direccion EO. En la grafica inferior derecha se muestra la aceleracion absoluta del oscilador, la
media del médulo del cociente en la frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en
3D del cociente (inf. izq.)
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Figura 3.15 Cociente de las TIOC (sup.der.) de la aceleracion absoluta de un oscilador lineal de
2 Hz, £=5% y del sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion SCT, direccion EO. En la
grafica inferior derecha se muestra la aceleracion absoluta del oscilador, la media del médulo
del cociente en la frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en 3D del cociente

(inf. izq.)
Identificacion de propiedades dinamicas
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Figura 3.16 Frecuencia natural de vibracidon y porcentaje de amortiguamiento critico estimado
para un oscilador lineal de 2 Hz, £&=5% sujeto al sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion
SCT, direccién EO (figura 2.12)
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[ (ra)| 1

%, (1a)| ~ 25(1)

presentan menos ruido que los obtenidos a partir de (3.35), segun se observa en la figura 3.15.
Las propiedades dinamicas estimadas resultan mas estables (figura 3.16). El promedio de las
frecuencias naturales de vibracion y del porcentaje de amortiguamiento critico obtenidos son 2.1
Hz y 8.6%, respectivamente. A pesar de lo anterior, la estimacion de la frecuencia natural sigue
variando en el tiempo de manera considerable, a pesar que su promedio es similar al valor
original. La estimacion del amortiguamiento no es confiable, ya que presenta una variabilidad
similar a la de la frecuencia, pero su promedio se aleja mas del amortiguamiento original.

Se encuentran resultados similares para un oscilador de 4 Hz y 5% de amortiguamiento critico,
pero sujeto a un movimiento de terreno firme (30 de septiembre de 1999, direccion este-oeste,
ciudad de Oaxaca. Ver figura 2.14). El promedio de la frecuencia resulta igual al del oscilador,
mientras que el promedio del amortiguamiento se aleja un poco del original (6.7%). Estos
resultados se muestran en la figura 3.17, obtenidos a partir del cociente de las TIOC
correspondiente (figura 3.18).

A
[e] ~

Identificaciéon de la fluencia de un oscilador bilineal

Los cocientes calculados a partir de la TIOC también han sido empleados para identificar el
tiempo en que un oscilador con degradacién bilineal de rigidez fluye.

El movimiento de dicho oscilador esta definido por

X(1) +28Qi (1) + r(x,1) ==X (1) (3.37)

donde

Qz{x(t) - xp(t)} Si ‘r(x,t)‘ <7,
Qyz{x(t) - xp(t)} Si ‘r(x,t)‘ >,
r, €s un umbral a partir del cual la resistencia por deformacién que opone el oscilador r(x,?) se
modifica debido a pérdida de rigidez, lo cual cambia la frecuencia del oscilador cuando fluye
(Q)). x,(t) es el desplazamiento permanente del oscilador causado por su incursién en la
fluencia. El resto de los parametros son los mismos que en la expresion lineal (3.18).

La fluencia se alcanza cuando la fuerza ejercida sobre el oscilador excede la resistencia del
mismo. La resistencia (r,) estd dada como un porcentaje (R) de la resistencia maxima
alcanzada por un oscilador lineal (7,) con la misma frecuencia y porcentaje de amortiguamiento
critico, es decir, r,=Rr,. En todos los casos bilineales a continuacion presentados se considera
una R=50%. La rigidez posterior a la fluencia es lineal y definida como un porcentaje de la
rigidez inicial (f3). Suponiendo que la masa del oscilador se mantiene constante, £ relaciona las
frecuencias post-fluencia e inicial segun sz=/5§22. Se emplean dos excitaciones: un movimiento
de terreno blando (figura 2.12) y otro de terreno firme (figura 2.14). La demanda de ductilidad se
utiliza como un indicador del dafio ocasionado en el oscilador por el movimiento sismico,
definida como la relacién entre el absoluto del maximo desplazamiento y el desplazamiento de
fluencia. Dicha ductilidad es calculada a partir de la historia de desplazamientos presentados
por el oscilador durante el movimiento sismico.

Para el terreno blando, se emplea un oscilador de 2 Hz, 5=5% y /=0%. La demanda de
ductilidad obtenida para este caso resulta de 5.36. El cociente de las TIOC de la aceleracion
absoluta del oscilador y de la excitacion se muestra en la figura 3.19. En la grafica inferior se
muestra la fluencia del oscilador indicada por los valores distintos de cero. Se observa que la
presencia de energia distribuida a lo largo del eje de la frecuencia esta asociada a la fluencia

r(x,t) = (3.38)
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Figura 3.17 Frecuencia natural de vibracidon y porcentaje de amortiguamiento critico estimado
para un oscilador de 4 Hz, £=5% sujeto al sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG,
direccion EO (figura 2.14).
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Figura 3.18 Cociente de las TIOC (sup.der.) de la aceleracion absoluta de un oscilador lineal de
4 Hz, £=5% y del sismo del 30/09/1999 registrado en la estacién OXIG, direccion EO. En la
grafica inferior derecha se muestra la aceleracion absoluta del oscilador, la media del médulo
del cociente en la frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en 3D de dicho
cociente (inf. izq.)

42



0 5 10 Amplitud Cociente TIOC

204
............... 102
S R
1 b
O R
o
§ ............... .-100
(&)
a
IC
e Lio®
............................ _1 8
o 3
= =
N 0 a
= =
(=1}
Q
=

20 40 60 80 100 120 140 160
Tiempo, s

Figura 3.19 Cociente de las TIOC (sup.der.) de la aceleracion absoluta de un oscilador no lineal
(2 Hz, £=5%, R=50%, f=0%) y del sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion SCT,
direccion EO. En la gréfica inferior derecha se muestra el tiempo de fluencia del oscilador
cuando las amplitudes son distintas de cero, la media del médulo del cociente en la frecuencia
(sup. izg.), asi como también una perspectiva en 3D del cociente (inf. izq.)

del oscilador, ya que corresponde al tiempo en que el oscilador presenta fluencia, ademas de
que dicha energia no se observa en el cociente correspondiente al oscilador lineal de misma
frecuencia y amortiguamiento (figura 3.15).

En la figura 3.20 se muestra la sensibilidad del procedimiento para detectar el tiempo de
fluencia en osciladores con distintas rigideces posteriores a la fluencia. Se observa que entre
mayor sea el cambio de rigidez al fluir el oscilador, la perturbacion en los cocientes se presenta
en altas frecuencias. Lo anterior es mas notable en las primeras fluencias (a los 43 sy a los 50
s, aproximadamente) de los osciladores estudiados en dicha figura, ya que conforme aumenta
P, las correspondientes perturbaciones en los cocientes se concentran en bajas frecuencias.
También se observa que conforme aumenta 8 es mas dificil detectar la fluencia, ya que el
modulo de las perturbaciones en los cocientes disminuye. Lo anterior se observa en la figura
3.21 donde se muestra el promedio de los modulos de dichos cocientes a lo largo del intervalo
de frecuencias (10,20) Hz. Esta pérdida de sensibilidad parece estar relacionada con la
ductilidad demandada al oscilador ya que al disminuir 8, disminuye la ductilidad (figura 3.22),
asi como también disminuye la magnitud de las perturbaciones asociadas a la fluencia (figura
3.21). Es necesario estudiar mas a fondo este fendmeno en futuros trabajos para confirmar esta
conclusioén.
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Figura 3.20 Cociente de las TIOC de la aceleracion absoluta de varios osciladores no lineales (2
Hz, &5%, R=50%) con distintas rigideces post-fluencia: a) =0%, b) =25%, c) =45%, d)
. p=65%, €e) =85%, f) p=95% y del sismo del 19/09/1985 registrado en la estacion SCT, direccién
EO. En la graficas superiores se muestra el tiempo de fluencia de los osciladores cuando las
amplitudes son distintas de cero
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Figura 3.21 Media + desviacion estandar del médulo del cociente de las TIOC de la aceleracion
absoluta de varios osciladores no lineales (2 Hz, §=5%, R=50%) con distintas rigideces post-
fluencia: a) p=0%, b) p=25%, c) =45%, d) =65%, €) =85%, ) f=95% y del sismo del
19/09/1985 registrado en la estacién SCT, direccion EO. En las gréficas inferiores se muestra el
tiempo de fluencia de los osciladores cuando las amplitudes son distintas de cero
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Rigidez postfluencia/tigidez inicial vs. demanda de ductilidad
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Figura 3.22 Variacion de la demanda de ductilidad de varios osciladores no lineales (2 Hz,
&=5%, R=50%) con distintas rigideces post-fluencia sujetos al sismo del 19/09/1985 registrado
en la estacién SCT, direccién EO

Para el caso del terreno firme, no es posible identificar la fluencia a partir del cociente obtenido
de las TIOC de la aceleracion absoluta del oscilador (8 Hz, £&=5% y [f=0%) y de la excitacion
correspondiente (figura 3.23). Lo anterior como consecuencia del menor nivel de ductilidad
demandada (de 1.81 para este caso) en comparacién con la ductilidad de los osciladores
sujetos al movimiento de terreno blando. Dicho cociente (figura 3.23) es muy similar al obtenido
en el caso lineal (figura 3.24). Por lo que para la identificacion de la fluencia del oscilador es
necesario contrastar el caso lineal y el no lineal mediante el cociente de las TIOC de sus
respectivas respuestas. Este cociente permite identificar la fluencia del oscilador (figura 3.25),
asi como también se relaciona, por lo menos en teoria, unicamente a las propiedades del
oscilador, es decir, si se considera a los cocientes lineal H; y no lineal Hy definidos por (3.26),
entonces su relacion Hy queda como

(3.39)

Es importante notar que, segun la expresion anterior, este cociente puede calcularse a partir de
cocientes H; y Hy provenientes de distintas excitaciones. La sensibilidad de este cociente para
detectar la fluencia del oscilador con cambios menos bruscos de rigidez posterior a la fluencia
se muestra al calcular el cociente espectral definido por la expresion anterior para un oscilador
de 8 Hz, §&=5% y =95% sujeto al movimiento de terreno firme. La ductilidad demandada es de
2.04. La figura 3.26 muestra la identificacién de la fluencia del oscilador mediante dicho
cociente. Los cocientes de las TIOC de la aceleracion absoluta y de la excitacion detectan con
cierta claridad la fluencia cuando la demanda de ductilidad es mayor a 2.4, segun los ejemplos
mostrados. Sin embargo para niveles menores de ductilidad (cercanos a 2 o menores), se
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pueden identificar mediante cocientes de las TIOC de la aceleracion absoluta de un oscilador
lineal y la aceleracion absoluta del oscilador bilineal. En casos practicos, el denominador de
este cociente, correspondiente a la respuesta lineal, se puede estimar a partir de registros cuya
intensidad sea lo suficientemente baja que permita suponer una respuesta del oscilador en el
rango lineal, 6 mediante la funcién de transferencia (3.29) en caso se pueda estimar de manera
adecuada la respuesta de la estructura, mediante sus parametros dinamicos, ante la misma
excitacién que en el caso no lineal. Es necesario estudiar los alcances de este cociente en
estudios posteriores.
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Figura 3.23 Cociente de las TIOC (sup.der.) de la aceleracion absoluta de un oscilador no lineal
(8 Hz, £&=5%, R=50%, f=0%) y del sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG,
direccion EO. En la gréfica inferior derecha se muestra la aceleracion absoluta del oscilador, la
media del médulo del cociente en la frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en
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Figura 3.24 Cociente de las TIOC (sup.der.) de la aceleracion absoluta de un oscilador lineal de
8 Hz, £=5% y del sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG, direccién EO. En la
grafica inferior derecha se muestra la aceleracion absoluta del oscilador, la media del médulo
del cociente en la frecuencia (sup. izq.), asi como también una perspectiva en 3D de dicho

cociente (inf. izq.)
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Figura 3.25 Cociente de las TIOC (sup.der.) de las aceleraciones absolutas de un oscilador
lineal de 8 Hz, £=5%, y de un oscilador no lineal 8 Hz, £&=5%, R=50%, 3=0%. Ambas
respuestas ocasionadas por el sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG, direccién
EO. En la grafica inferior derecha se muestra el tiempo de fluencia del oscilador cuando las
amplitudes son distintas de cero, la media del mdédulo del cociente en la frecuencia (sup. izq.),
asi como también una perspectiva en 3D del cociente (inf. izq.)
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Figura 3.26 Cociente de las TIOC (sup.der.) de las aceleraciones absolutas de un oscilador
lineal de 8 Hz, £=5%, y de un oscilador no lineal 8 Hz, £&=5%, R=50%, }=95%. Ambas
respuestas ocasionadas por el sismo del 30/09/1999 registrado en la estacion OXIG, direccién
EO. En la grafica inferior derecha se muestra el tiempo de fluencia del oscilador cuando las
amplitudes son distintas de cero, la media del mdédulo del cociente en la frecuencia (sup. izq.),
asi como también una perspectiva en 3D del cociente (inf. izq.)
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CONCLUSIONES

La ecuacion diferencial de movimiento de un oscilador lineal amortiguado de un grado de
libertad ha sido resuelta mediante la transformada ondicula continua (TOC), de manera que
dicha solucion define una funcion de transferencia en el dominio tiempo-frecuencia, ésta ultima
asociada Unicamente a las propiedades dinamicas del oscilador. Para obtener esta funcion de
transferencia ha sido necesario definir una nueva ondicula. La solucién obtenida presenta
subestimaciones en la magnitud de la respuesta del oscilador en caso de que se encuentre en
resonancia o proximo a ella, las cuales disminuyen conforme la ondicula tiende a ser senoidal y
de soporte compacto infinito, tal como la base de la transformada de Fourier.

Los cocientes de las transformadas inversas de ondicula continua (CTIOC) de la aceleracion
absoluta y de la aceleracion del terreno se han utilizado para identificar las propiedades
dinamicas de osciladores lineales, cuyo fundamento tedrico se basa en la funcién de
transferencia obtenida. Los cocientes que emplean el intervalo central de la transformada
inversa de ondicula continua (TIOC), donde la ondicula se define por una senoide, presentan
ruido, el cual no permite una identificacion adecuada de las propiedades dinamicas de
osciladores lineales. El ruido en los cocientes disminuye al utilizar la TIOC de las sefales, lo
cual ha permitido una mejor identificacién de las propiedades. Sin embargo, las propiedades
dinamicas identificadas de osciladores lineales presentan una indeseable variabilidad en el
tiempo, a pesar de que los promedios de las frecuencias naturales de vibracion obtenidos
coinciden con la frecuencia natural de vibracién del oscilador lineal empleado. El promedio de
los porcentajes de amortiguamiento critico identificados difiere del amortiguamiento del
oscilador lineal (diferencias entre 30% y 70% del valor tedrico), ademas de que la confiabilidad
en su calculo disminuye en caso de que exista resonancia, debido a que su estimacion esta
basada en la magnitud de los CTIOC.

Los resultados anteriores sugieren que la estimacion de la respuesta de un oscilador lineal
mediante la transformada de Fourier es equivalente a la estimacién, mediante la TOC, de la
respuesta de un oscilador con parametros dinamicos variables en el tiempo, cuya media es
igual a los del oscilador lineal y con una desviacion estandar que se incrementa conforme se
disminuye el soporte compacto de la ondicula utilizada en la TOC.

Por otro lado, los CTIOC han permitido identificar la fluencia de un oscilador bilineal. En caso de
que la ductilidad demandada al oscilador sea mayor de 2.4, el CTIOC de la aceleracién absoluta
del oscilador y de la aceleracion del terreno permite identificar el tiempo en que ocurre la
fluencia. En caso de que dicha demanda de ductilidad sea préxima o menor a 2, aln es posible
identificar la fluencia a partir del calculo del CTIOC de la aceleracién absoluta del oscilador
lineal y de la aceleracion absoluta del oscilador no lineal. Por lo que en este caso se requiere
adicionalmente calcular la respuesta del oscilador lineal ante la excitacién propuesta para poder
detectar la fluencia. Tedricamente es posible emplear el CTIOC de la respuesta lineal a una
excitacion distinta que la empleada para el calculo del CTIOC de la respuesta no lineal, con el
fin de que ambos cocientes sean empleados en la identificacion de la fluencia del oscilador
producida por demandas de ductilidad menores a 2. Técnicamente también es posible estimar
la respuesta lineal de la estructura a partir de la funcién de transferencia obtenida, en caso de
que la estructura se pueda caracterizar adecuadamente mediante sus parametros dinamicos.
Estas posibilidades es necesario estudiarlas con mayor detalle en futuros trabajos.

Los resultados obtenidos muestran que el contenido de frecuencias de la excitacion no afecta la
identificacion de la fluencia.

Se hace notar que el analisis dinamico de los osciladores presentados en este trabajo, se
realizan a partir del estudio de CTIOC de sefales de respuesta (entrada) y de excitacion
(salida), los cuales estan asociados Unicamente a las propiedades dinamicas de los osciladores.
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A diferencia de trabajos previos (por ejemplo, los citados en la introduccién), en los cuales los
analisis se realizan a partir del estudio de las transformadas ondicula de sefales de salida
donde se encuentran inmersas tanto las caracteristicas de la sefal de entrada como del
sistema.

Exsten diversos planes para complementar este trabajo, entre los cuales se encuentra estudiar
la relacion entre la magnitud que presentan los CTIOC que identifican la fluencia con el nivel de
ductilidad demandada al oscilador. También se considera proponer una solucion adecuada al
caso no lineal desde su origen, mediante el desarrollo de una funcién de transferencia que varia
en el tiempo. Por otro lado, la extensién de esta propuesta a la transformada ondicula discreta
se estudiara con el objetivo de aprovechar todas las ventajas que presenta dicha transformada.
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