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Introduccion

Introduccion

Dado el gran crecimiento de los mercados financieros de productos derivados en el mundo
en las ultimas décadas y recientemente en México, aunado a la utilidad de estos instru-
mentos para cubrirse contra riesgos de mercado o de crédito y ademds por la relevancia®
que representa para nuestro pais el contar con productos derivados, cotizados en una bolsa,
para promover esquemas de estabilidad macro econémica y facilitar el control de riesgos en
intermediarios financieros y entidades econdmicas, es de mi particular interés desarrollar
el presente trabajo de Tesis “Un analisis comparativo de diversas metodologias para la
valuacion de opciones”. Trabajo que tiene como objetivo central establecer un analisis
comparativo de las diversas metodologias para valuar opciones, las cuales se analizan de
manera individual en el capitulo cuatro. Tal analisis pretende mostrar los supuestos sobre
los que subyace cada metodologia, presentar tanto los elementos tedricos comunes, como
las diferencias no sélo contextuales tedricas predominantes de cada una de las metodologias
analizadas, sino también dado el enfoque tedrico particular y las herramientas multidisci-
plinarias de las cuales se hace uso para su modelacién, establecer el grado de complejidad

en la obtencion de cada una de ellas y mostrar los datos de los que se dispone para su

modelado y/o su solucién.

Las empresas usan opciones y otros instrumentos derivados para reducir sus propios
riesgos. Los bancos y otras instituciones financieras apelan a métodos teéricos, bien funda-
mentados para desarrollar y determinar el valor de nuevos productos o vender soluciones
financieras a la medida a sus clientes. Pero también lo aprovechan para reducir los riesgos
que surgen de su propia actuacién en los mercados financieros. Es asi como las finan-
zas en la actualidad son una de las areas de mayor desarrollo en el mundo corporativo

y en la banca moderna; esto aunado a la sofisticacién de modernos productos financieros

1 Importancia que ha sido destacada por organismos financieros internacionales como el International
Monetary Fund (IMF) y la International Finance Corporation (IFC), los cuales han recomendado el
establecimiento de mercados de productos derivados listados para promover esquemas de estabilidad macro-
econémica y facilitar el control de riesgos en intermediarios financieros y entidades econémicas.
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(derivados) hace imperante y absolutamente esencial que los profesionales de las finan-
zas entiendan no sélo como funcionan estos mercados, como pueden ser utilizados y qué
determina sus precios, sino también, cémo se determinan esos precios tedricos y ademas
requieren de desarrollar su capacidad de andlisis para interpretar los cambios y la evolu-
cion de las variables que interactiian en cada uno de los modelos teéricos de los productos

derivados, junto con el desarrollo teérico que a ellos conlleva.

Por lo antes dicho, otro de los objetivos de este trabajo de investigacién es que el
analisis desarrollado de cada una de las metodologias de valuaciéon, que es motivado y
sustentado en los capitulos uno a tres, sea una herramienta poderosa y muy valiosa para
las instituciones financieras, empresas nacionales e internacionales y profesionales de las
finanzas con visién del mundo globalizado en que vivimos; se espera que estas herramientas
permitan una mejor comprensiéon y den lugar a un panorama mas claro, no sélo del modelo
de valuacién y su solucién, también de un entendimiento maés claro de las hipétesis que
subyacen en cada metodologia y con ello se busca lograr una mejor comprensién de la inte-
raccion multidisciplinaria de los distintos campos del conocimiento que en cada metodologia
convergen, es decir, se se busca obtener una mejor comprensién de las aplicaciones de los
campos disciplinarios econémico, financiero, fisico y matematico y su conjugaciéon para
modelar la realidad del mundo operativo internacional de las finanzas, de lo que a su vez
se espera de la sensibilidad necesaria para comprender los cambios en las variables y su

operacion en cada metodologia de valuacién.

Dada la complejidad matematica del tema en cuestion, la presente tesis también tiene
como objetivo, mostrar de la manera mas sencilla posible, la teoria con que se establece el
modelo de valuacion de opciones, la cual abarca ecuaciones diferenciales estocéasticas y los
contextos tedricos: probabilistico, ecuaciones diferenciales parciales, ecuacion de difusién
de calor y de estrategias de portafolios replicantes y autofinanciables. Ademds, el logro
de una claridad en la exposicién del trabajo, hace accesible el tema a los estudiosos. El
objetivo de simplificar la exposicién exigioé a su vez, durante el desarrollo de la tesis, ligar
los conceptos en orden creciente de dificultad, teéricamente hablando, tratando de hacer

constructivos los temas de mayor dificultad tedrica y de las aplicaciones; logrando asi que

2



Introduccion

la aplicacion de la teoria desarrollada en cada una de las metodologias fuera lo mas natural

posible; por lo que, esta tesis se pensé como una herramienta didactica para el lector.

Uno de estos modelos matematicos a los que apelan las instituciones bancarias y fi-
nancieras y quiza el mas importante hoy en dia para la valuacion de instrumentos derivados
es el modelo desarrollado por Fischer Black, Mayron Scholes y Robert C. Merton, que por
sus excepcionales aportaciones a lo que hoy se conoce como matematicas financieras en
tiempo continuo, los hizo merecedores a Merton y Scholes, en 1997, del Premio Nobel de

Ciencias Econdémicas. Black que habia fallecido dos anos antes, también fue mencionado.

Black y Scholes (1970), haciendo uso de las técnicas de andlisis de calculo estocastico,
también llamado Célculo de It6, obtuvieron el modelo perfecto para valuar una opciéon
europea sobre una accion que no paga dividendos y cuyo precio del activo subyacente
es modelado por el movimiento geométrico Browniano. Este modelo es una ecuacién
diferencial parcial de segundo orden, cuyas soluciones dependen de las condiciones iniciales
y de frontera. Las soluciones corresponden a los posibles instrumentos derivados financieros

disponibles en el mercado; dicho modelo fue publicado finalmente? en mayo de 1973.

El modelo toma el nombre de Black y Scholes porque fueron ellos los primeros en
deducirlo, pero fueron influenciados grandemente por Merton, quien también trabajaba
en la valuacién de opciones. Merton publicé en 1973 un articulo en el que incluyé la
formula de Black-Scholes generalizada a otras cuestiones, por ejemplo, usouna tasa de
interés estocastica. La importancia practica de la labor cientifica desarrollada por Black,
Merton y Scholes se reflejé, en que el Chicago Board Options Exchange introdujo el negocio

de opciones un mes antes de la publicaciéon del modelo.

2 Es importante destacar la controversia que tuvo el trabajo tedrico de Black y Scholes. Quienes en
1970, Black y Scholes intentaron publicar su modelo durante dos ocasiones. Primero en el articulo “A
Theoretical Valuation Formula for Options, Warrants and Other Securities” en el Journal of Political
Economy, de la Universidad de Chicago y posteriormente en Review of Economics and Statistics, de
Harvard. En ambas ocasiones el articulo fue rechazado por ser excesivamente especializado; luego en
1971 reescribieron el articulo con el nombre de “Capital Market Equilibrium and the Pricing of Corporate
Liabilities”, pero nuevamente fue rechazado. Sin embargo, cesaron en su intento de publicacién. Luego de
revisar el primer trabajo y después de recibir los comentarios de los catedriticos Merton Miller y Eugene
Fama, de la Universidad de Chicago, publicaron (1972), un articulo que probaé el modelo empiricamente

en The Journal of Finance.
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El modelo de Black-Scholes-Merton (B-S-M), ha tenido una enorme influencia en la
forma en la que los operadores del mercado valoran y realizan coberturas con opciones,
para protegerse contra los riesgos financieros o para especular con ellos en los mercados
de derivados. Ese modelo ha sido una pieza fundamental en el crecimiento y éxito de la
economia financiera y también ha sido reconocido como la herramienta matematica capaz
de generar millones de ddlares de rendimientos en pequenos periodos de tiempo; pero
también, se le ha hecho responsable de pérdidas financieras astrondémicas, en pequenos

periodos de tiempo, también.

El contenido de esta tesis es desarrollé en cinco capitulos de la siguiente manera.

En el capitulo 1, de manera introductoria se presentan los instrumentos derivados las
opciones financieras de forma generalizada. Estas se definen y clasifican. Luego se analiza
su comercializacién para el caso de México, en el contexto tedrico general (internacional),
asi como quienes las operan y cudles son sus propiedades, cuando estas son emitidas sobre
acciones, los limites de sus precios, la condicién de paridad entre las opciones de compra y
de venta y los tipos de estrategias mas comunes en los mercados financieros para los que
las opciones son utilizadas, ya sea para controlar riesgos con el objeto de cobertura o para

especular.

En el capitulo 2, se presentan las herramientas teéricas de probabilidad, los procesos
estocasticos y el calculo estocastico, necesarios que permiten sustentar la interaccién tanto
de variables como de procesos tedricos conceptuales y operacionales; asi como, el desarrollo
de los modelos y soluciones de las metodologias de valuacién de opciones del capitulo
cuatro. Este capitulo, es basto en cuanto a material teérico, no obstante, cada herramienta
tedrica se presenta de forma introductoria y /o analitica, segin se requiera, pero de forma tal
que permita la clara apreciacién de su utilizacion en los modelos. El orden de enunciacién
de dichas herramientas se hizo en orden creciente de dificultad, desde la definicién de
espacio y medida de probabilidad hasta la construccién de la integral de Ito, por supuesto
que con movimiento Browniano y algunas de sus propiedades como piedra angular que

es de la modelizacion de mercados financieros en tiempo continuo, asi como la derivacién

4
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de la férmula diferencial de Itd6 que son herramientas esenciales en las metodologias de

evaluacion del capitulo cuatro.

El capitulo 3, al igual que el capitulo 2, también conforma el marco tedrico del presente
trabajo y estd dedicado al Problema de Cauchy, que es la ecuacién de difusiéon de calor
homogénea y no homogénea con valores iniciales. El caso homogéneo de dicha ecuacion y su
solucién se tornan sumamente importantes para los capitulos cuatro y cinco, ya que como
se verd, el modelo y la solucion de la férmula de valuaciéon de opciones de Black y Scholes se
modela y resuelve mediante esta ecuacién diferencial parcial de segundo orden parabdlica.
Por tal motivo es que en este capitulo se da su interpretacion fisica, se hace el planteamiento
del problema de Cauchy para la ecuacién de calor homogénea y no homogénea y se busca
una solucién clasica de dicha ecuacién, tal solucion se representa mediante el niicleo integral
de Gauss, por ultimo, se da la solucién del problema de Cauchy homogéneo en el espacio

n-dimensional.

El capitulo 4 presenta el andlisis de las metodologias de valuacion de opciones europeas
con cuatro enfoques, a saber: valuacién con enfoque probabilista, valuaciéon con enfoque de
ecuaciones diferenciales parciales, valuacién con enfoque de ecuacién de difusién de calor y
el modelo de Black y Scholes con estrategias de portafolios replicantes y autofinanciables.
En cada uno de los primeros tres apartados de este capitulo se obtiene la ecuacién que es
el precio tedrico con que se evalia la opcion europea de compra y en el caso probabilista,
la opcién europea de venta, en las secciones dos y cuatro de este capitulo, se presentan dos
formas alternativas de obtener la ecuacién de Black y Scholes, cuya solucién es el precio

tedrico de las opciones.

En el capitulo 5 se hace un anélisis comparativo de las metodologias mencionadas y
analizadas en el capitulo cuarto, se establecen tanto los supuestos y los elementos tedricos
comunes a las cuatro metodologias, como las diferencias, no sélo contextuales teoricas
predominantes de cada una de las metodologias analizadas; también, dado su enfoque
de valuacién y las herramientas multidisciplinarias de las cuales se hace uso para su mo-

delacion, se establece el grado en la complejidad en la obtencion de cada una de ellas.

5
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Adicionalmente, se hacen patentes las hipdtesis de las que cada metodologia hace uso para
su desarrollo, asi como el uso y aplicacién de las mismas en los diferentes enfoques y los

datos de los que se dispone para su modelo y solucion.

Por 1ltimo, el capitulo 6, corresponde a las conclusiones de este trabajo, en este,
dados los anélisis realizados en los capitulos cuatro y cinco, se recomienda el uso de los
diferentes enfoques para los diferentes operadores de opciones, segiin su sencillez y su
rapidez. Adicionalmente se enuncian las direcciones abiertas de investigacién en torno del

tema de la valuacion de opciones.



Capitulo 1. Opciones financieras

Capitulo 1

Opciones financieras

1.1 Introduccion

Un producto derivado es un instrumento financiero cuyo valor depende de otro activo,
llamado el activo subyacente o simplemente el subyacente; algunos ejemplos de subyacentes
comunes son: una accién, una divisa, un bono o una materia prima (trigo, petréleo, etc.).
Entre los derivados mas negociados en el mercado se encuentran los contratos forwards,

los futuros y las opciones.

Un contrato forward es un acuerdo entre dos partes, una de las cuales se obliga a
vender y la otra se obliga a comprar un activo en una fecha especifica a un precio prede-
terminado. Si al vencimiento del contrato el precio del activo es mayor que el pactado, el
comprador tendra una ganancia (y el vendedor tendra una pérdida) y si el precio es menor,
el comprador tendré una pérdida (y el vendedor tendra una ganancia). Las cldusulas de los
contratos se establecen de acuerdo a las necesidades especificas de las partes, esta situacién

es conocida como mercado over-the-counter o mercado sobre mostrador.

Los futuros son similares a los contratos forward, pero se negocian en una bolsa de
derivados, la cual es un mercado organizado y estandarizado. El término estandarizado
significa que el tamano de los contratos y las fechas de vencimiento son fijas. A diferencia

de los contratos forward, los futuros tienen liquidaciones diarias®.

El concepto de opcién que es de uso comin y no exclusivo del mundo financiero,

consiste en tener la posibilidad u oportunidad de realizar algo o aceptar algo si asi conviene

Liquidaciones Diarias: Sumas de dinero que deban solicitarse, recibirse y entregarse diariamente,
segin corresponda, y que resulten de la valuacién diaria que realice la Camara de Compensacién por
aportaciones iniciales minimas, fondo de compensacién y por variaciones en el precio de cierre de cada
contrato abierto, con respecto al precio de cierre del dia habil inmediato anterior o, en su caso, con respecto

al precio de concertacion.
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a los intereses propios del decisor. La caracteristica principal de una opcion es que si bien
uno puede aprovechar la oportunidad, no se tiene la obligacién de hacerlo; desde este punto

de vista una opcion es siempre algo favorable y debe tener algin valor.

La valuacion de opciones se ha venido estudiando en esta division de estudios de
posgrado en otros trabajos de tesis, como lo es la tesis llamada “Valuacion de contratos
forward, futuros y opciones” del M. en I. Marco Antonio Esquivel en 2002. A diferencia del
trabajo realizado por este autor, el cual esta dirigido a la valuacion de derivados financieros;
este trabajo esta enfocado a realizar un analisis comparativo de diversas metodologias para

valuar opciones; y no de la valuacion en si misma, de dichos derivados financieros.

Pese a que en ambos trabajos se aborda el problema de la valuacién de opciones, en
este trabajo se hace de forma genérica, ya que es necesario situar el problema de la valuacién
como antecedente del estudio analitico, descriptivo y comparativo de los diferentes enfoques
metodolégicos. El M. en I. Esquivel, en su trabajo de tesis describié y mostré de manera
analitica el ejercicio de la valuacién; especificamente, la valuacién de opciones la realiz6 por
el método binomial, que en este trabajo en particular no aparece; y aunque ciertamente
describe el modelo de de Black y Scholes con enfoque de ecuaciones diferenciales parciales,
lo utilizo para describir la valuacion de contratos futuros. Como puede apreciarse el trabajo
de este autor, es profundo en el campo de la valuacién de instrumentos derivados; por lo

que se recomienda como complementario a esta tesis.

1.2 ;Qué son las opciones financieras?

Una opcién (financiera) de compra, o contrato de opcién de compra, es un acuerdo entre
dos partes que obliga (legalmente) a una de ellas a vender un activo financiero, mientras
que a la contraparte le otorga el derecho, mas no la obligacién, de comprar dicho activo
a un precio preestablecido en una fecha futura. Asi pues, se entiende por una opcién de
compra un contrato que garantiza a su comprador una remuneracién no negativa en una
fecha futura. En el peor de los casos, el comprador podria no obtener ganancia alguna y la
unica pérdida (limitada) serfa el precio o prima del contrato de opcién; en caso contrario

la remuneracion seria estrictamente positiva aunque no predeterminada. En el caso de
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una opcién de venta, el comprador adquiere a cambio de una prima el derecho de vender.
En las opciones se hace la distincién entre opciones europeas y opciones americanas. Las
opciones europeas son aquellas que sélo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento;
mientras que las opciones americanas son aquellas que se pueden ejercer en cualquier

momento hasta la fecha de expiracién del contrato de opcidn.

1.3 Opciones financieras de compra y de venta

Como ya se mencioné antes, hay dos tipos de opciones: de compra y de venta. La opcion
de compra llamada call otorga a su propietario el derecho de comprar un activo en una
fecha determinada, T', por un cierto precio, K. La opcién de venta llamada put da al
propietario el derecho de vender un activo en una fecha dada, T', a un precio determinado,
K. El precio de compra o de venta, K, en la opcién es llamado precio de ejercicio (también
es llamado strike) y la fecha T es la fecha de expiracién de la opcién o fecha de vencimiento

del contrato. El valor de la opcién es usualmente llamado la prima de la opcién.

Existen diversas metodologias y modelos tedricos que determinan el precio, ¢, de una
opcion de compra en funcién de los pardmetros y del valor intrinseco de la misma. El valor
intrinseco de la opcién se define como el maximo entre cero y el pago que proporcionaria
si se ejerciese, y el valor extrinseco se define como el valor temporal que tiene la opcién
y refleja la incertidumbre de si la opcién sera ejercida o no. Como en los contratos forward
y futuros, al hecho de comprar una opcion se le conoce como tomar la posicién larga en la

negociacion y el hecho de vender o emitir la opcién se le conoce como posicién corta.

1.3.1 Posiciones en las opciones financieras

Existen cuatro tipos de posiciones en las opciones:

1) Posicién larga en una opcién de compra: derecho a comprar acciones a un precio fijo,

en una fecha establecida con antelacién.

2) Posicién larga en una opcién de venta: derecho a vender acciones a un precio fijo, en

una fecha fija establecida con antelacion.

9
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3) Posicién corta en una opcién de compra: obligacién de entregar las acciones al precio

establecido en caso de que la opcion sea ejercida.

4) Posicién corta en una opcién de venta: obligacién de recibir las acciones al precio

establecido cuando se ejerza la opcion.

T »
-C 4:/ S5t

A4

Grafica 1.1 Posicién larga en una opcién de compra.

La Grafica 1.1 representa la posicion larga de una opcién de compra, es decir, es el
pago que podria obtener el dueno de la opcidn; observe que el propietario de una opcién
call (la posicién larga) ejercera su derecho de adquirir la accién al precio de ejercicio K en
el momento T, si el precio St de la accion es mayor que el precio de ejercicio K'; después el
podria vender en el mercado su accién al precio St y asi hacer uso de su opcién y obtener
una ganancia de Sy — K. Pero si el precio St de la acciéon es menor que K, entonces
el dueno del call no hard uso de su derecho ya que si él quisiera la accién, le resultaria
mas barato conseguirla en el mercado, obteniendo asi una ganancia nula. El pago de la

contraparte negociadora del contrato o posicidon corta de la opcion, esta representada en

la Grafica 1.2.
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St

v

Grafica 1.2 Posicion corta en una opcién de compra.

El pago al vencimiento de la opcién call europea para la posicion larga esta dado por

max {St — K, 0},

y para la posicion corta estd dado por

—max{St — K,0} = min {K — S7,0}.

Andlogamente, el dueno de una opcién put tomara la posicién larga, es decir aprovechara
el derecho de vender la accién al precio K cuando el precio St sea menor que K, por lo
que él obtendra por ejercer la opcién, la ganancia K — St. Pero si el precio St en la fecha
T es mayor que K, entonces el dueno del put seguramente no ejerceré su derecho ya que
le conviene mas vender su accién en el mercado. La Grafica 1.3 ilusta la utilidad de la

posicion larga de una opcién de venta.
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Y

Gréfica 1.3 Posiciéon larga en una opcién de venta.

El pago que recibird la contraparte, es decir la posiciéon corta de la opciéon de venta,

se ilustra en la Grafica 1.4.

A 4

St

-K+p

Gréfica 1.4 Posicion corta en una opcion de venta.
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Por lo tanto, el pago de una opcién put europea para la posicién larga estd dado por
max {K — Sr,0},
y para la posicién corta estd dado por

—max{K — 5,0} = min {Sr — K,0}.

1.4 Tipos y mercados de opciones financieras

Las opciones se emiten sobre diversos activos subyacentes ya sea como calls o puts. En el
mercado se encuentran: opciones sobre acciones, opciones sobre indices bursatiles, opciones
sobre divisas, opciones sobre contratos de futuros, opciones sobre tasas de interés y opciones
sobre commodities (fisicos), entre otras. En una bolsa de opciones sobre acciones, el niimero
de unidades del activo subyacente que ampara un contrato de opcién, es decir, el tamano

del contrato, es de 100 unidades.

Las opciones pueden ser negociadas en dos tipos diferentes de mercados, los mercados
over-the-counter (OTC) y los mercados listados. En los mercados OTC las operaciones no
se realizan en un mismo recinto fisico. El ejemplo mas concreto es el Mercado Extrabursatil
(MAE) en el que los agentes (broker dealers) se conectan a un sistema por internet en el
que cada uno ingresa sus requerimientos de activos financieros y al precio a que los quiere
comprar o vender, cuando el sistema detecta la coincidencia se cierra la operacién. Una de
las ventajas de las opciones intercambiadas en el mercado over-the-counter es que pueden
ser disenadas para satisfacer las necesidades concretas de una empresa o de un gestor
de fondos y la mayor desventaja es que el emisor de la opcién puede no responder a su
compromiso por lo que el comprador esta sujeto a cierto riesgo de crédito®. Los mercados
organizados son aquellos que estan regulados y en donde los contratos son estandarizados
en términos de su fecha de vencimiento, precio de ejercicio y el tipo de opcion: call o put.

Por ejemplo, el Chicago Board Options Exchange (CBOE) de el Chicago Board of Trade

2 Riesgo Crédito: se refiere al incumplimiento de la obligaciéon adquirida con el comprador en un
contrato de opcién.
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comenzd transacciones con calls en 1973 y cuatro anos después introdujo también los puts.
El CBOE es la bolsa de futuros mas grande del mundo, pero lo que lo hace realmente
famoso es que fue el primer mercado financiero organizado que introdujo las operaciones
de opciones poco antes de que la férmula de Black-Scholes fuera publicada. Otro mercado
de reciente creacién es el Mercado de Opciones Financieras en México (el MexDer) que fue

inaugurado en marzo de 2004.

Los mercados regulados en el mundo tienen especificaciones generales minimas que
rigen la emisién de los contratos de opcién sobre acciones, tales como; fecha de vencimiento,
precio de ejercicio, terminologia, escisiones de acciones y dividendos y limites de posicién
y de ejercicio. Y especificaciones generales de cotizacidon, negociacion, garantias, compen-
sacién, regulacion y fiscalizaciéon que varian dependiendo de las politicas, calendarios y
horarios de servicio de las instituciones financieras de operaciéon de productos derivados y

de las instituciones reguladoras de cada pais y de cada estado.

1.4.1 Comercializacién de opciones en México en el
MexDer

En un marco general se describen aqui las especificaciones de los contratos de opcién sobre
acciones (liquidacién en especie) en el MexDer en México, en un estilo de contrato de
opcién americano (en todo momento MexDer mantiene la posibilidad de cotizar contratos

de opcién de compra call y de venta put).

1) Definicién del activo subyacente. Constituirdn activo subyacente las siguientes

acciones:

a) Acciones representativas del capital social de: Grupo Carso S. A. de C. V., serie
A1, (GCarso A1), América Mévil, S. A. de C. V., serie L, (AMX L), Grupo Modelo,
S. A. de C. V., serie C, (GModelo C), Wal-Mart de México, S. A. de C. V., serie V,
(Walmex V) y Teléfonos de México, S. A. de C. V., serie L, (Telmex L).

b) Unidades vinculadas de acciones representativas del capital social de: Fomento

Econémico Mexicano S. A. de C. V., serie UBD, (Femsa UBD).
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¢) Certificados de participacién ordinarios emitidos sobre acciones representativas del
capital social de: Cementos Mexicanos S. A. de C. V., serie CPO, (Cemex CPO) y
Grupo Televisa, S. A., serie CPO, (Televisa CPO).

d) Certificados de participacién ordinarios que representan una parte de las acciones
fideicomitidas y efectivo que pretenden reproducir el rendimiento del IPC, en adelante

Naftrac 02.

Vencimiento del contrato. El tdltimo dia en que se negocian opciones es el tercer
viernes del mes de vencimiento o el dia habil anterior si dicho viernes es inhabil. El
horario de negociacién serd en dias habiles de las 7:30 horas a las 15:00 horas tiempo
de la Ciudad de México; sin perjuicio de la facultad de MexDer para establecer algin
horario distinto, mismo que sera publicado en el Boletin de indicadores de mercado
de productos derivados (en adelante sera referido, s6lo como Boletin), con tres dias

hébiles de anticipacion a su entrada en vigor.

Precios de ejercicio. Para cada vencimiento MexDer listara distintas Series de la

siguiente forma:

a) Un precio de ejercicio equivalente al tiltimo precio de cierre de la accién el dia habil
inmediato anterior, siendo este el precio més cercano conforme a la tabla de variacién

en precio de ejercicio que se muestra mas adelante.

b) Adicionalmente se emitirdn al menos dos precios de ejercicio superiores y otros dos

inferiores al anteriormente descrito.

Se podran listar nuevas series en cada vencimiento durante la vida de los contratos de
opcidén, cuando el precio de cierre de la accién al final de una sesiéon haya sido superior
al segundo precio de ejercicio mas alto, o inferior al segundo precio de ejercicio méds
bajo. Cuando las condiciones de mercado lo requieran, MexDer podra listar una
mayor cantidad de precios de ejercicio para proveer los contratos adecuados en esas
condiciones. Los precios de ejercicio distaran uno del otro dependiendo del precio de la
accion que sea el activo subyacente y siempre serdan miltiplos del intervalo especificado

en la siguiente tabla:
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Precio inf. Precio sup. | Intervalo en Precio
Subyacente | Subyacente de Ejercicio
$0 $5 $.20
$5.5 $ 10 $.50
$11 $ 20 $1
$22 $ 50 $2
$55 $ 200 $5
$210 en adelante $20

4) Terminologia: Series. Una serie de opciones consiste en todas las opciones de
una misma clase® con igual fecha de vencimiento y mismo precio de ejercicio. De
manera permanente en términos de su reglamento interior, MexDer tiene y tendra
disponibles listados contratos de opcién sobre acciones, tanto de compra (call) como
de venta (put), para su negociacién, en los precios de ejercicio especificados y sobre
una base trimestral con fechas de vencimiento en los meses de marzo, junio, septiembre

y diciembre.

Las opciones de compra reciben el nombre de en dinero si S7 > K, a dinero si S = K
y fuera del dinero si ST < K; andlogamente, las opciones de venta reciben el nombre de
en dinero si St < K, a dinero si S = K y fuera del dinero si Sp > K. Evidentemente
una opcidn, sélo serd ejercida si esta en dinero. Un contrato de opcién de compra,
tendra valor intrinseco cuando el precio de ejercicio sea inferior al precio de cierre
de la accién que de a conocer la BMV, en la fecha de vencimiento; y el contrato de
opcién de venta, tendra valor intrinseco cuando el precio de ejercicio sea superior. En

los casos contrarios el valor intrinseco en la fecha de vencimiento serd de cero.
5) Ajustes por ejercicios de derechos.

a) En el caso de que la emisora del activo subyacente de un contrato de opcién
accionario decrete dividendos* en efectivo, la cAmara de compensacién no realizara

ningun ajuste en los contratos de opcion.

3 Clase: todos los contratos de futuros y opciones que tienen como referencia a un mismo activo
subyacente.

4 Dividendo: pago de una empresa a sus propietarios por concepto de distribucién de utilidades
generadas.
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b) En el caso de que la emisora del activo subyacente de un contrato de opcién decrete
algin derecho patrimonial diferente al senalado en el inciso anterior o se produzcan
en la emisora del activo subyacente cualquiera de las siguientes situaciones: amplia-
ciones de capital, transformacién de las acciones representativas del capital a razon de
varias acciones por cada una existente, consolidacién de las acciones representativas
del capital a razén de una accién por varias existentes y otras que puedan dar lugar
a la necesidad de realizar ajustes, MexDer conjuntamente con la Camara de Com-
pensacion, haran saber a los socios liquidadores, operadores y clientes a través de el

Boletin:
b.1) Los cambios en el precio de ejercicio, el tamafo del contrato o en ambos.

b.2) La forma de realizar los ajustes en el activo subyacente a que da origen el derecho,

por parte de la bolsa en la que esté listado el activo subyacente correspondiente;

b.3) La forma en que se realizardn las modificaciones pertinentes a los precios de
liquidacién® de las series correspondientes del dia habil inmediato anterior a la entrada
en vigor del ajuste; en su caso, a los precios de referencia para efectos de liquidacion,
cuando el ajuste esté dando origen a mas de un activo subyacente y contratos de
opcion correspondientes; las posiciones a las que tendria derecho la posicién abierta
previa a la entrada en vigor del ajuste; y, los nuevos requerimientos de aportaciones

iniciales minimas®.

b.4) La forma de realizar los ajustes en los contratos en proceso de liquidacién del
ejercicio/asignacion.
¢) Los socios liquidadores tendrdn que ajustar las posiciones abiertas de sus cuentas

de clientes, de operadores, de formadores de mercado, de grupo y las propias conforme

Precio de liquidacion al vencimiento: precio de referencia que da a conocer MexDer y con base al
cual Asigna realiza la liquidacién de los contratos de futuros y/o contratos de opciones en la fecha de
liquidacién. El precio de liquidacién al vencimiento se determina por unidad de activo subyacente.

Precio de liquidacién diaria o precio de cierre: precio de referencia por unidad de activo subyacente
que MexDer da a conocer a la cdmara de compensacién, para efectos del cdlculo de aportaciones y la
liquidacién diaria de los contratos de futuros y/o contratos de opciones.

6 Aportacién inicial minima: efectivo, valores o cualquier otro bien aprobado por las autoridades
financieras, que deberan entregar los socios liquidadores a la cAmara de compensacién por cada contrato
abierto.
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al reporte de posiciones que la cAmara de compensacion les entregue, con motivo del

ajuste de derechos.
Posiciones cortas, largas y de cobertura.

a) Posiciones limite en posiciones cortas o largas. Las posiciones limite establecidas
para el contrato de opcion sobre acciones, es el niimero maximo de contratos abiertos
de una misma clase que podra tener un cliente. Las posiciones limite seran establecidas
conjuntamente por MexDer y la Camara de Compensacion y seran dadas a conocer a

través de el Boletin.

b) Posiciones limite para las posiciones de cobertura. Los clientes podran abrir posi-
ciones largas y posiciones cortas que excedan las posiciones limite establecidas en el

inciso anterior, con el Unico fin de crear una posicién de cobertura de riesgo.

Cotizaciones. Las distintas series de los contratos de opcién sobre acciones seran
identificadas con un simbolo o clave de pizarra de hasta ocho posiciones, que MexDer
publicara en el Boletin; las dos primeras posiciones son letras caracteristicas del nom-
bre del activo subyacente, a las que se agregaran hasta cinco digitos para especificar
el precio de ejercicio (tres enteros y dos decimales) y por ultimo un digito mas que es-
pecifica el tipo de contrato de opcion y el mes de vencimiento. Por ejemplo TX2400M
que corresponde a una opcién put con vencimiento en enero, en donde el iltimo digito

se elige de acuerdo a la siguiente tabla:

Vencimiento | Call
Enero
Febrero
Marzo
Abril
Mayo
Junio
Julio
Agosto
Septiembre
Octubre
Noviembre
Diciembre

><§<dem;o@*uozz§
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8) Negociacién de opciones.

a) Medios de Negociacién. La celebracién de contratos de opcién sobre acciones se rea-
lizard mediante procedimientos electronicos a través del sistema electronico de nego-
ciacién de MexDer, S/MART (System for Markets Automatic Real Time) de acuerdo
a las normas y procedimientos establecidos en su reglamento interior, sin perjuicio
de la facultad de MexDer para establecer alguna mecanica distinta. Las principales
caracteristicas del S/MART son: negociacién automatica por medio de terminales
inteligentes conectados con los servidores centrales y existencia de mecanismos de
reconexion en caso de fallas de las lineas de comunicacién, permitiendo vias alternas

de comunicacién.

b) Unidad de Cotizacién. La unidad de cotizacién estara expresada en pesos y centavos

de peso por unidad de activo subyacente.

c) Puja’. La presentacién de posturas para la celebracién de contratos de opcién se

reflejara en fluctuaciones minimas de la prima de 0.01 pesos.

d) Los participantes en MexDer pueden ser operadores o socios liquidadores. Los
operadores son personas morales facultadas para operar contratos en el sistema elec-
tronico de negociacion de MexDer, en calidad de comisionistas de uno o méas socios
liquidadores. Los socios liquidadores son fideicomisos® que participan como accionistas
de MexDer y aportan el patrimonio de Asigna; teniendo como finalidad liquidar y, en
su caso, celebrar por cuenta de clientes, contratos de futuros y opciones operados en
MexDer. Y los formadores de mercado, son operadores que han obtenido la aprobacion
por parte de MexDer, para actuar con tal caracter y que deberan mantener en forma
permanente y por cuenta propia, cotizaciones de compra o venta de contratos de
futuros y opciones, respecto de la clase en que se encuentran registrados, con el fin de

promover su negociacion.

7 Puja: variacién minima permitida en el movimiento del precio de una serie de contratos de futuros
o contratos de opciones.

8 Fideicomiso: figura juridica que ampara la entrega de determinados bienes por parte de una persona
fisica o moral (el fideicomitente) a una institucién que garantice su adecuada administracién y conservacién
(el fiduciario) y cuyos beneficios serdn recibidos por la persona que se designe (el fideicomisario) en las

condiciones y términos establecidos en el contrato de fideicomiso.
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9) Comisiones.

Contratos de Opciones | Tipo de Operador | Tarifa en pesos
Acciones: Operador $.50
América Mévil Formador $.35
Acciones: Operador $.50
NAFTRAC 02 Formador $.35

10) Garantias. Estas operaciones siempre se realizan mediante intermediarios financieros
que requieren de un depésito o garantia® de mantenimiento. Esta garantia no es fija,
varia segun el subyacente de modo que se mantenga el margen que garantice un buen
fin de la operacién y se conserven las cantidades necesarias para pagar las diferencias
al ganador. Asigna es el que garantiza el pago por lo que pide cierta aportacién en
efectivo, valores o cualquier otro bien que aprueben la autoridades financieras como
deposito de garantia. En las opciones sdlo se requiere del depdsito de garantia del
vendedor, el que deposita un margen inicial y tiene que ir reponiendo los valores cada
vez que varie el precio del subyacente. Y el comprador sélo paga el precio o la prima

de la opcioén.

11) Camara de compensacién de opciones. La cdmara de compensacién garantiza
que el emisor de la opcién cumpla con sus obligaciones bajo las condiciones del contrato
de opcion. ASIGNA es un fideicomiso de administracién y pago que se constituyé en
1998 en BBVA Bancomer y es la cAmara de compensacién y liquidacién del mercado
mexicano de derivados (MexDer), su funcién central es ser la contraparte y por tanto
garante de todas las obligaciones financieras que se derivan de la operacién de los
contratos negociados, para ello deberd observar la normatividad emitida por las au-
toridades reguladoras. Sus fideicomitentes!® son los principales grupos financieros del
pais: Banamex Citigroup, BBVA Bancomer, Scotiabank Inverlat, Santander-Serfin,

asi como el Instituto para el depdsito de valores S.D. Indeval.

12) Regulacién. El mercado de opciones esta regulado por el reglamento interior del

MexDer y su manual operativo, por el reglamento interior de ASIGNA y su ma-

9 Garantfa: valor que protege contra pérdidas a una persona o entidad legal que ha dado un préstamo,
en caso de falta de pago de la obligacién contraida.

0 Fideicomitente: persona que ordena la creaciéon de un fideicomiso.
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nual operativo y por las autoridades financieras'!: Secretaria de Hacienda y Crédito
Piblico (SHCP), Comisién Nacional Bancaria y de Valores (CNBV) y Banco de Méx-

ico, asi como por las reglas del propio Mercado Mexicano de Derivados.

13) Fiscalizacién. Para acciones nacionales y extranjeras liquidables en especie: en
personas fisicas y morales residentes no hay retencién (Art 109 frac XXVI); para
acciones nacionales y extranjeras en personas fisicas residentes hay retencién del 25%
sobre ganancia neta del mes, en operaciones con la misma institucion en personas

morales no hay retencién.

1.4.2 Operadores de opciones

Uno de los motivos por los que los mercados de derivados financieros han tenido tanto
éxito, es por que atraen operadores diversos y mantienen un alto grado de liquidez, hay

tres categorias de operadores:

1) Los coberturistas. Son los que hacen operaciones de cobertura con futuros, con-
tratos a plazo y de opciones para reducir el riesgo que afrontan ante movimientos
potenciales en el mercado variable. Los contratos de opciones, proveen una manera de
proteger a los inversores contra los futuros movimientos de precios adversos y permiten

un beneficio si hay movimientos favorables de precio.

2) Los especuladores. Son los que utilizan los instrumentos financieros para apostar a
cerca de la direccién futura del mercado, bien de que el precio ird a la alza o ird a la
baja. Las opciones financieras aportan para los especuladores, una via para obtener
cierto apalancamiento!?; en el contraste sus pérdidas estan limitadas al pago de la

prima de las opciones.

11 Autoridades financieras: en México, como en cualquier pais que tenga un orden constitucional vi-
gente, la estructura y funcionamiento del sistema financiero son determinados en primera instancia por
la legislacién que emana del Congreso de la Unién. Las principales dependencias gubernamentales que
regulan el sistema financiero son: Secretaria de Hacienda y Crédito Publico, Comisién Nacional Bancaria
y de Valores, Comisién Nacional de Seguros y Fianzas, Comisién Nacional de Ahorro para el Retiro y el
Banco de México.

12 Apalancamiento financiero: operacién con productos derivados a través de la cual el inversionista
busca beneficiarse integramente de la totalidad de la apreciacién (en los calls ) o de la depreciacién (en los

puts ) de los titulos de referencia con una inversién inferior al precio de mercado de dichos titulos.

21



Capitulo 1. Opciones financieras

3) Los arbitrajistas. Son los que toman posiciones compensadoras en dos o mas ins-
trumentos asegurandose un beneficio, al aprovecharse de las posibles discrepancias de
precios entre dos mercados distintos. La existencia de operadores especializados en
arbitraje!®, implica que en la practica se observen oportunidades muy pequenas de

arbitraje en los precios ofrecidos en la mayoria de los mercados bursatiles.

1.5 Propiedades de las opciones sobre acciones

Los factores que determinan el precio de una opcién son:
1. El precio de los acciones (activo subyacente) S; en el tiempo ¢;
2. el precio de ejercicio K;
3. el tiempo hasta el vencimiento, 7T
4. la volatilidad del precio de las acciones, o;
5. el tipo de interés libre de riesgo 7, y;

6. los dividendos esperados durante la vida de la opcién.

Las aseveraciones respecto de cada uno de los parametros que determinan el precio de

una opcién son hechos bajo el supesto de que los demas parametros permanecen constantes.

1.5.1 Precio de las acciones y precio de ejercicio

Si una opcién de compra se ejerce en el futuro, el pago obtenido sera la cantidad a la que el
precio de la accién excede al precio de ejercicio, por lo que su valor es mayor si el precio de
las acciones aumenta y menor si es el precio de ejercicio el que aumenta; pero si se trata de
una opcién de venta, el pago obtenido es la cantidad en la que el precio de ejerccio excede
al precio de las acciones, por lo que tendra mayor valor si el precio de ejercico aumenta y

y valdra menos si es el precio de la accién el que aumenta.

13 Arbitraje: en el mercado de opciones y otros productos derivados, el arbitraje implica una estrate-
gia que combina la compra de un contrato que se considera subyacente y la venta de otro considerado
sobrevaluado, ambos vinculados a dos activos subyacentes relacionados; esperando obtener un beneficio
libre de riesgo sin que medie una inversion.
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1.5.2 Tiempo hasta el vencimiento

La fecha hasta el vencimiento en las opciones americanas, implica que tengan un valor
mayor. Suponga por ejemplo, dos opciones las cuales difieren solo en su vencimiento,
el dueno de la opcién de mayor vencimiento tiene todas las oportunidades de ejercicio
abiertas, al propietario de la opciéon de menor vencimiento y mas; por lo que la opcién
de mayor vencimiento vale almenos tanto como la opcién de menor vencimiento. Las
opciones europeas frecuentemente valen mas, cuando el tiempo al vencimiento crece, pero
no es una generalidad; piense en dos opciones europeas sobre acciones con vencimiento
una a un mes y otra a dos meses y suponga que se espera un dividendo grande dentro de
seis semanas, el dividendo haré que el precio de las acciones baje, por lo que la opciéon con

menor vencimiento tendra mayor valor.

1.5.3 Volatilidad

La volatilidad es la desviacion estdndar del cambio en el valor de una accién con un hori-
zonte temporal especifico; se usa con frecuencia para cuantificar el riesgo de los movimientos
futuros del precio de la accién a lo largo de dicho periodo temporal, cuando la volatilidad
aumenta, la posibilidad de que las acciones vayan muy bien o muy mal tambien aumenta.
El propietario de una opcién de compra se beneficia de los incrementos de precio pero tiene
limitado el riesgo a la baja en el caso de una disminucién del precio; analogamente el dueno
de una opcion de venta se beneficia de las disminuciones de precio pero tiene limitado el
riesgo a la baja si se produce una subida en el precio. El valor de ambas opciones de
compra y de venta aumenta cuando la volatilidad aumenta. La volatilidad es vista con

frecuencia como negativa en tanto que representa incertidumbre y riesgo.

1.5.4 Tasa de interés libre de riesgo

El cambio o la sensibilidad del precio de una opcién respecto de la tasa de interés libre
de riesgo, se mide a partir del pardmetro p que es la derivada parcial respecto del tipo

de interés r de la formula para valuar una opcién, que se da en el capitulo cuarto de este
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trabajo de tesis; dicha derivada para opciones de compra esta dada por

_ Oc

po= 5 = Ke—T(T—1) (T —t) ® (d2))0,

y para opciones de venta

_ 9 _

Pr =5 Ke "I (T — 1) (—® (—d2)) (0.

Este parametro adopta un signo positivo para las opciones de compra y uno negativo para
las opciones de venta. Por lo tanto subidas de tasas de interés afectan negativamente el

valor de las posiciones largas y afectan positivamente las posiciones cortas.

1.5.5 Dividendos

Los dividendos tienen el efecto de reducir el precio de las acciones en la fecha siguiente
al pago de dividendos; por lo que el precio de las opciones de compra disminuye si hay
dividendos anticipados y el valor de las opciones de venta aumenta si hay dividendos

anticipados.

1.6 Limites superior e inferior para los precios
de las opciones

Dado que en general una opcién de compra europea da su propietario el derecho de comprar
una accion a un cierto precio K; una opcién nunca podra valer mas que la accion sobre
la que es emitida ya que si asi sucediera, alguien podria aprovechar esta oportunidad de
arbitraje comprando la acciéon y vendiendo la opciéon de compra. Por otra parte lo peor
que podria suceder es que la opcion venza sin ser ejercida, en cuyo caso su valor es menor

o igual a su valor intrinseco, es decir:
max {St — KB_TT, 0} S C S St

En el caso de las opciones de venta, que dan a su propietario el derecho a vender una accién
al precio establecido K; la opciéon nunca podra valer mas que K, ya qe si fuera posible,

habria oportunidad de arbitraje sin riesgo, emitiendo una opcién e invirtiendo los ingresos
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de la venta a la tasa de interés libre de riesgo. Nuevamente, lo peor que puede suceder es

que la opcién venza sin ser ejercida, en cuyo caso su precio debe de ser positivo, es decir:
max {Ke_rT — S, 0} <p< Ke T,

El limite superior también aplica si se trata de una opciéon americana, tanto de compra

como de venta.

1.7 Paridad Put-Call

El siguiente argumento muestra como las opciones de venta (put) y de compra (call), pueden
ser correlacionadas. Suponga que se tiene una posicion larga de una accién, una posicién
larga de una opcién de venta (put) y una posicién corta de una opcién de compra (call),
ambas opciones tienen el mismo precio de ejercicio K y la misma fecha 7' de expiracién
del contrato; se denota por II; el valor del portafolio, en donde P y C son los valores del

put y del call respectivamente, esto es,
Ht - St + P - C,

el pago de este portafolio en la fecha de expiracién del contrato es:

Si+(K—-8)-0=K si S<K

St + max {K — S;,0} —max {S; — K,0} = {St+0—(5t—K) _K si 5 >K.

Observe, que si S; es mayor o menor que K en la fecha de expiracion, el pago es siempre el

mismo, entonces el pago por el portafolio que garantiza K, es el valor final del portafolio

—r(T—t)

pero descontado, es decir, Ke .Por lo que se concluye que:

S,+P—C=Ke T,

esta relacién entre el activo subyacente y sus opciones es llamada paridad Put-Call.
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1.8 Tipos de estrategias para especular y con-
trolar riesgos usando opciones

Los derivados financieros son instrumentos que pueden ser utilizados para cubrirse, es-
pecular y controlar riesgos, para ello se requiere de generar estrategias, lo que es una de
las grandes virtudes de las opciones financieras ya que es posible crear una amplia gama
de estrategias que las involucren, y asi generar sustanciosos beneficios, reducir riesgos y
limitar pérdidas. Entre otras cosas, las opciones son usadas por que: pueden ofrecer un
modelo de retorno que podria no ser obtenido con acciones, al estar estandarizadas pueden
operar con costos de transacciones mas bajos que las acciones, permiten una forma de
cobertura contra cambios no anticipados en la volatilidad de la accién, es una forma de

financiamiento y es una forma de especulacion.

Para mostrar las diversas estrategias existentes, se supondra para efectos de simplifi-
car, que el activo subyacente es una accién, que las opciones utilizadas en las estrategias

son europeas y se ignorara el valor del dinero en el tiempo.

1.8.1 Estrategias de posicion descubierta

Son las estretegias de mayor riesgo ya que no estan cubiertas con otro instrumento, estas

son las posiciones corta y larga para acciones y opciones europeas de venta y compra.

1.8.2 Opciones sintéticas

Estas estrategias se forman mediante una estrategia simple més la posicién del activo sub-
yacente, dando como resultado otra estrategia simple distinta. Por ejemplo, la cobertura
que consiste en tomar una posicién corta sobre una opciéon de compra y la adquisicién de la
accion subyacente resultando asi la opcion put corta, tal estrategia se muestra en la Grafica
1.5, la linea de la posicién combinada (linea continua) o resultante se determina como la
suma de cualesquiera dos funciones en el plano cartesiano, es decir, sumando verticalmente
las distancias de las dos posiciones (lineas punteadas) con respecto al eje horizontal. La

cobertura consiste a partir del precio de ejercicio ya que si el precio de la aciéon es mayor,
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el propietario de la opcion puede ejercer su derecho de comprarla con lo que se cubriran las
pérdidas con el valor incremental del precio del bien subyacente, resultando como ganancia

el precio de la opcién vendida.

Utilidad
'y

,Comprar una accién

ol i et et sl = L Resultante

t Call corta

S

5=K

Grafica 1.5 Hedge.

1.8.3 Estrategias especulativas
Las estrategias especulativas son estrategias combinadas que se forman con distintas op-
ciones sobre el mismo subyacente:

a) Top straddle, consiste en vender una opcién de compra call y una opcién de venta

put, tales que K = S; =T,

b) Botton straddle, consiste en comprar una opcién de compra call y una opcién de

venta put, tales que K = Sy =T,

c¢) Top strip, consiste en vender dos opciones de venta put y una opcién de compra

call, tales que K = S; =T,

d) Botton strip, consiste en comprar dos opciones de venta puty una opcién de compra

call, tales que K = S5; =T,
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e) Top strap, consiste en vender dos opciones de compra call y una opcién de venta
put, tales que K = S; =T,

f) Botton strap, consiste en comprar dos opciones de compra call y una opcién de
venta put, tales que K = S; =T,

g) Top strangle, consiste en vender una opcién de compra call y una opcién de venta
put, tales que K #yS; =T,

h) Botton strangle, consiste en comprar una opcién de compra call y una opcién de

venta put, tales que K #yS; =1T.

Por ejemplo la estrategia bottom straddle que se muestra a continuacion en la Grafica

1.6.

Utilidad
A

, Call largo

Resultante

v
v

R /
Pérdida

QGréfica 1.6 Botton Straddle.

Esta estretegia consiste en comprar simultaneamente una opcién de venta y una opcion
de compra con el mismo precio de ejercicio, es una estrategia empleada por aquellos que

esperan cambios significativos en los precios, pero de direccién incierta. Sus riesgos se
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encuentran limitados a la totalidad de la prima pagada, sus beneficios si los precios suben
son de potencial ilimitado al ejercer la opcion de compra, pero si los precios bajan se puede

ejercer la opcién de venta con beneficio ilimitado también.

1.8.4 Estrategias diferenciales

Las estretegias diferenciales, también llamadas spreads, son una combinacién de dos o mas
posiciones con diferentes precios de ejercicio o con diferentes fechas de vencimiento, pero

con la misma clase (compra o venta).
a) diferenciales de tipo vertical:

e Diferencial alcista o bull spread, se crea comprando una opcion call con precio de
ejercicio K7 y vendiendo otra opcién call con precio de ejercicio Ko, ambas con mismo

t y tales que K;)Ko,

e diferencial bajista o bear spread, esta se forma con la venta de una opcién call con
precio de ejercicio K7 y comprando una opcién de compra call con precio de ejercicio

K5, ambas con mismo ¢ y tales que Kj)Ko,
e butterfly spread, esta estrategia combina el bull spread y el bear spread.
e diferencial céndor.

b) Diferenciales de tipo horizontal: diferencial temporal, consiste en la venta de una
opcidn y la adquisicién simultdnea de otra mas lejana en el tiempo con el mismo precio

de ejercicio.

c¢) Diferenciales tipo diagonal: consisten de una opcién comprada y otra emitida
siempre y cuando sean de la misma clase pero con precios de ejercicio y fechas de

vencimiento diferentes.

Por ejemplo la famosa estrategia butterfly spread que se muestra en la Grafica 1.7;
esta estrategia se elabora con dos opciones de mismo precio de ejercicio, que se encuentran
en medio de otras dos opciones con precios de ejercicio diferentes; un ejemplo comun es
emitir las dos opciones de compra de en medio y adquirir las opciones de compra de los

extremos. En la grafica se observa que la pequena ganancia sera posible sélo si el precio
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de la accién permanece en la vecindad inmediata al precio de ejercicio de las opciones de

en medio.

Utilidad
4
Call larga con precio
de ejercicio menor
e Call larga con precio
P ,-de ejercicio mayor
Py | semes e o e e s o .
2 \ . 7
\ o .
\ G ’
\ . il
A} o s
\ § P
1Y ” J’
o Ky K7 3 Kz ,’ g*
= &
,
,
/ - ,‘>, Resultante
P R ittt Loy
/’ b
\
/’ Ay
/’ \
I B e T . %
A}
\ Dos call corta con precio
de ejercicio intermedio
v

Grafica 1.7 Butterfly Spread .

Un segundo ejemplo es el bull spread que se muestra en la Grafica 1.8; esta estrategia
se forma con dos opciones, una en posicion larga y otra en posicion corta, ambas sobre las
mismas acciones y con la misma fecha de vencimiento pero diferentes precios de ejercicio.
Los beneficios por separado de las dos posiciones son las lineas punteadas y el beneficio que
es la estrategia integrada es la linea continua. En la estrategia, el precio K; de ejercicio
es el precio de la opcién de compra adquirida y el precio Ky > K7 es el precio de ejercicio
de la opcién de compra vendida. Obsérvese que al vencimiento, si el precio de las acciones
sube hasta el precio de ejercicio, entonces el beneficio esta dado por Ky — K7, si el precio
de las acciones se encontrase entre los precios de ejercicio, entonces el beneficio esta dado
por ST — K, pero si el precio de las acciones esta por debajo del precio de ejercicio mas

bajo, entonces el beneficio es cero.

30



Capitulo 1. Opciones financieras

Utilidad

[=]
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3

’
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______________ . * con precio
de ejercicio
mayor

Grafica 1.8 Bull Spread.
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Capitulo 2

Herramientas teodricas de probabili-
dad y calculo estocastico

2.1 Introduccion

El objetivo en este capitulo es presentar de manera introductoria los conceptos teodricos
probabilisticos, los procesos estocasticos y los elementos de calculo estocastico, de los cuales
se hace uso para modelar y operar en el capitulo cuatro de la presente tesis; comenzando
con la siguiente motivacién historica, que da lugar al desarrollo de las herramientas de

calculo estocédsatico.

El movimiento Browniano tiene sus origenes en el trabajo del Robert Brown, quien
estudié medicina en las universidades de Aberdeen y Edimburgo, y Drogeria y Plantica en
la Universidad de Oxford; Brown en su informe de observaciones microscépicas realizado en
julio de 1827 y publicado en 1828, describe su descubrimiento y trabajo de observacion del
movimiento desordenado que presentan las particulas ultramicroscopicas que se encuentran

en suspensién en un liquido, tal descubrimiento fue llamado el Movimiento Browniano.

En 1900, en especifico en el trabajo del matematico francés Louis Bachelier, quien es
su tesis doctoral “Théorie de la Spéculation” compard la conducta de la dindmica de los
precios de la bolsa de Paris con los movimientos azarosos de particulas suspendidas en los
fluidos, anticipandose con esto cinco anos a Einstein y a las matematicas de la probabilidad,
en la formulacién matematica del Movimiento Browniano. Sin embargo a pesar de la teoria
desarrollada por Bachelier sobre el movimiento Browniano, las ideas, método y trabajo de
este genio permanecieron en el anonimato, posiblemente por la influencia que en el campo

del conocimiento tenia Albert Einstein.

Einstein en 1905, obtuvo el grado de doctor por la Universidad de Zurich y publi-

c6 cuatro trabajos en los Annalen der Physik, con los cuales impuso un cambio radical
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en la imagen que la ciencia ofrece del universo; de éstos, el primero “Uber die con der
molekularischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten
suspendierten Teilchen/ Sobre el movimiento requerido por la teoria cinética molecular del
calor de pequenas particulas suspendidas en un liquido estacionario”, el cual proporcionaba
una explicacion tedrica, en términos estadisticos, del movimiento browniano y cuya pre-
sentacion fue una forma indirecta de confirmar la existencia de atomos y moleculas, las
hipétesis basicas de ese modelo, fueron que el desplazamiento de la particula entre dos
instantes es independiente de las posiciones anteriores que haya tenido, y que la ley de
probabilidad que rige el movimiento de la particula sélo depende de la distancia temporal,;
el segundo daba una interpretacién del efecto fotoeléctrico basada en la hipétesis de que la
luz estd integrada por cuantos individuales, denominados posteriormente fotones, trabajos
por los cuales obtuviera el Premio Novel de fisica en 1921; los dos trabajos restantes

establecieron las bases de la Teoria de la Relatividad.

A continuacion se presenta en la Grafica 2.1 un movimiento Browniano.

Gréfica 2.1 Movimiento Bowniano unidimensional.

Otra formulacién matematica rigurosa del trabajo de Brown, fue dada una década
mas tarde por el matematico estadounidense Norbert Wiener también conocido como el

fundador de la cibernética, Wiener en sus trabajos de 1920 a 1923 logré dar un modelo
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preciso y riguroso para la trayectorias de las particulas, por lo que el proceso estocastico

es conocido como el proceso de Wiener o movimiento browniano.

El matemaético japonés Kiyoshi Itd6 desde 1940, se inspiro en el trabajo de Bachelier
para introducir su calculo estocastico, dentro de este, destaca su resultado conocido como
lema de It6; también creo la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas, la cual describe
el movimiento debido a los eventos aleatorios. Pero fue su cédlculo estocastico el que le diera

la denominacién de padre del andlisis estocastico moderno desarrollado durante el siglo XX.

Paul Samuelson en 1960, premio Novel de economia en 1970 supero algunas de los
inconvenientes del modelo de Bachelier, él asumi6 la existencia de tasas de interés y una
distribucién de probabilidad mas realista para los precios de las acciones; ademas tuvo
en cuenta que los inversores son aversos al riesgo, y que posiblemente estén dispuestos a
asumirlo, pero a cambio de algtin premio. En particular Samuelson propuso el movimiento

browniano geométrico como modelo para los precios que estan sujetos a incertidumbre.

2.2 Herramientas de teoria de probabilidad y
de procesos estocasticos

Dado que la teoria de procesos estocdsticos tiene en cuenta la dimensién temporal en el
analisis de los fendmenos aleatorios, son procesos adecuados para expresar la evolucién de
un sistema dindmico, cuando esta evoluciéon no puede ser prevista con certidumbre y es
el motivo por el cual se revela tan importante en la modelacion de tiempo continuo de

fenémenos financieros y econémicos, entre otros.

2.2.1 Espacio y medida de probabilidad, espacio me-
dible y variable aleatoria

Definiciones 2.1. Un espacio probabilistico es conformado por la terna (2, F,P),
donde 2 llamado espacio muestral es el conjunto de resultados para un experimento
aleatorio, F llamada o—algebra es un conjunto de subconjuntos de €2 diferente del vacio,

la cual es cerrada bajo las operaciones de complementos y uniones numerables y cuyos
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elementos reciben el nombre de conjuntos medibles, y IP es la medida de probabi-

lidad P : F — [0,1], que satisface los siguientes axiomas, introducidos por Kolmogorov

(1933):
1. IP(A) >0 VA e F
2. P(Q) =1
3. Sean Aq,..., A, una coleccion de conjuntos disjuntos en F, entonces

() Sron

Adicionalmente, una medida de probabilidad satisface las sigientes propiedades:

P(®)=0
Si n es un entero positivo y Aj,..., A, una colecciéon de conjuntos disjuntos en F,
entonces
P(AiU---UA,) =P A1)+ ---+TP(A,).
Si Ay B son conjuntos en F y A C B, entonces

P(B) =P (A)+P(B\ A)

en particular,

IP(B) = IP (A)
Si A1, Ao, ... es una coleccion de conjuntos en F con A; C Ay C - - -, entonces
[o@)
P { UlAn} = lim IP(4,).
Si Ay, As, ... es una coleccién de conjuntos en F con A; D Ay O - -+, entonces

lp{ﬂ An} = lim P (4,).
n— oo
n=1

Definicién 2.2. A la pareja (2, F), se le llama espacio medible, en particular existe el

espacio medible (R, B(IR)), donde B(IR) es la c—&lgebra de Borel, la cual es generada por

los intevalos (a, b] con a,b € IR.

35



Capitulo 2. Herramientas tedricas de probabilidad y calculo estocastico

Definicién 2.3. Una variable aleatoria es una funcién X : @ - R talquew € @ - a € R

y ademas es F—medible.

Las variables aleatorias representan el mecanismo mediante el cual se observa el expe-
rimento. Recuérdese que las operaciones de suma, producto, diferencia y cociente (cuando
existen) de variables aleatorias, produce variables aleatorias. Dada una variable aleatoria

X sobre (2, F,IP) se puede definir una nueva probabilidad en (IR, B(IR)) a través de la

medida e integral de Lebesgue.

2.2.2 Medida e Integral de Lebesgue

Considere el conjunto de los nimeros reales IR; la medida de Lebesgue de intervalos en
IR, se define como la longitud de su intervalo; esta definicién y las propiedades de medida
determinan la medida de Lebesgue de muchos subconjuntos de IR, pero no de todos. A
partir de la medida de Lebesgue se construye la integral de Lebesgue, que es una genera-
lizacion de la integral de Riemann. La necesidad de usar la integral de Lebesgue es por
que esta puede ser definida en espacios abstractos, tales como el espacio de trayectorias
de movimiento Browniano, el cual, junto con sus propiedades y el calculo estocastico se

tornan escenciales para la modelacién de diversos fenémenos aleatorios.

Definicién 2.4. Sea B(IR) la o—4élgebra de Borel, de subconjuntos en los IR. Una medida

en (IR, B(IR)), es una funcién pu que mapea B en [0,00) con las siguientes propiedades:
1. u(A)>0 VA € B(R)

2. Sean Ap, A,, ... una coleccién de conjuntos disjuntos en B(IR), entonces

H (U An) :E:U'(An)

Definicién 2.5. La medida de Lebesgue es definida como la medida en (IR, B(IR)), la cual
asigna como medida de cada intervalo, la longitud del mismo. La medida de Lebesgue se

denota por p, y tiene todas las propiedades de medida de probabilidad enunciadas arriba,
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excepto que la medida del espacio total no es 1, ya que p, (IR) = oo. Y la propiedad 5

requiere ser modificada de la siguiente manera

5. Si Aj, As, ... es una coleccién de conjuntos disjuntos en B(IR) con A; D Ay D -y

w (A1) < oo, entonces
oo
uﬁﬁm}=£$“MH-
n=1
Para ver el requerimiento adicional p (A7) < 0o, es necesario considerar

Alz[1,00),1422[2,00),A3:[3,OO),...

Entonces, | A, = @, asi po < N An) =0, pero lim pg (A,) = oo.
ne=1 ne1 n— 00

Definicién 2.6. Sea f: IR — IR, decimos que f es Borel-medible si: {z € R; f (z) € A}
esta en B(IR) para caulquier A en B(IR).

Definicion 2.7. Se define la funcién indicadora ¢ : IR — IR, mediante
. 1 si z€ Ak
gk(x)_{o si @ ¢ Ay
donde,

AS {zeRig(x)=1)

Definicién 2.8. Se define la integral de Lebesge de g como

/ gdu, = 1y (A).

R

Definicion 2.9. Sea h : IR — IR una combinacién lineal de funciones indicadoras, cuya

expresion algebraica esta dada por

h(z) = chgk (z), cr € R.
k=1
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Se define la integral de Lebesgue de h como

/hdﬂo = > o /gkduo = cupo (Ak)
& =1 k=1

Definicion 2.10. Sea f definida en IR, una funcién no negativa, que puede o no tomar

valor 0o, en algunos puntos; se define la integral de Lebesgue de f como

/fduo ésup /hd,uo;h(m) < f(x), Ve R
R R

Es posible que esta integral sea infinita, si es finita, decimos que f es integrable.

Definicién 2.11. Sea f una funcién definida en IR, que posiblemente tome valor co en
algunos puntos y valor —oo en algunos otros; se definen las partes positiva y negativa de

f como:
A _ A
fT(z) =max{f(2),0} y [ (z)=max{-f(z),0},
respectivamente, y se define la integral de Lebesgue de f como

/fduo é/erdMo——/f_dMo,

R R R

con tal que el lado derecho no sea de la forma co — co. Si ambos [ fTduo y [ f~duo son
R R

finitos, se dice que f es integrable.

Definicién 2.12. Sea f una funcién definida en IR, que posiblemente tome el valor oo en

algunos puntos y el valor —oo en otros puntos. Sea A C IR, se define

A
/ Fdpo 2 / Lafduo,
R R

donde,

es la funcién indicadora de A.
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La integral de Lebesgue arriba definida, satisface las siguentes propiedades :

1) Linealidad. Para cualesquiera dos funciones f y gy c € R
/ (f +9)dpo = / fduo +/ gdpo
R R R

/RCfduo = C/Rfduo-

2) Comparacién. Siempre que f (z) < g (z) paratodaz € IR, se tiene

/fduoéf gdpo-
R R

3) Aditividad del dominio. Si AN B = ®, entonces

" fdMOZ/AfdMo+/deM0~
2.2.3 Integral de un espacio de probabilidad general

La integral de un espacio de probabilidad general es totalmente analoga a la integral de

Lebesgue, como se vera a continuacion.

Considere el espacio probabilistico (€2, F,IP), y X una variable aleatoria en este espacio,

que posiblemente tome valores de +oo.

Definiciéon 2.13. Si I4 es la funcién indicadora

Al si weA,
IA(w)_{O, si we A°,

para algin A € F se define

/IAdIP 2P (A).
Q

Definicién 2.14. Sea X una funciéon que es combinacion lineal de funciones indicadoras,

es decir,

X (w) = ZCkIAk (w)
k=1
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donde ¢, € R, Ay € F e 14, es funcién indicadora. Se define

/XdIP 2 ch/IAkd]P =Y "ol (A).
5 k=1 k=1

Definicion 2.15. Sea X no negativa, pero por lo demas general; se define

/XdIPésup /YdIP;Y(w) < X (w)Vw € Q
Q Q

Definicion 2.16. Sea X es una funcién definida en €2, que posiblemente tome valor co en
algunos puntos y y valor —oo en algunos otros, se definen las partes positiva y negativa de
X como

Xt (w) 2 max{X (w),0} y X ()2 max{-X (w),0},

respectivamente, y se define la integral de Lebesgue de X por

/Xd]P 2 /X+d]P - —/X‘d]P,
Q Q Q

con tal que el lado derecho no sea de la forma co — co. Si ambos [ XTdIP y [ X~dIP son
) )

finitos, se dice que X es integrable.

Definicién 2.17. Si X es una variable aleatoria y A C F, se define

/ Xdp 2 / T4 XdIP
A Q

Definicién 2.18. La esperanza de una variable aleatoria X esta definida por

EX 2 /Xd]P.
Q

Las integrales arriba definidas satisfacen las propiedades siguientes:
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1) Linealidad. Si X y Y son dos variables aleatorias y ¢ € IR

/(X+Y)dIP:/XdIP+/YdIP
Q Q Q

/ch]P:c/Xd]P.
Q Q

2) Comparacién. Si X (w) <Y (w) para toda w € , entonces

/Xleg/Yd]P,
Q Q

de hecho no es necesario que se satisfaga X (w) <Y (w) para cada w € (2, es suficiente

si el conjunto de w para los cuales X (w) <Y (w) tiene probabilidad uno.

3) Aditividad del domonio. Si A y B son conjuntos disjuntos de €2, entonces

/ Xlez/Xle—F/ XdIP.
AUB A B

Siempre que ¢ sea no negativa, este definida en IR y satisfaga que [ pdu, = 1; se dice

R
que ¢ es una densidad, y se puede definir una medida de probabilidad asociada por:

Definicién 2.19.

/(pd,uo 2P (A) paracada A€ B(IR).
A

Frecuentemente existe la situacion en que dos medidas estan relacionadas por una
ecuacion como la anterior, por ejemplo la medida de riesgo neutral en mercados financieros
es relacionada de esta forma. Se dice que ¢ es la derivada de Radon-Nicodym de dIP con

respecto a p, y se escribe
dIP

dp,

¥

Considere ahora, una funcién f en (IR, B(R),IP), que como se vi6 anteriormente se

1R/ fdp,
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y también se puede evaluar como

/ fedp,,
R

la cual es la integral respecto de la medida de Lebesgue sobre la recta de IR.

Siempre que se establezca una medida de probabilidad IP en el espacio (€2, F) se tiene
una medida inducida correspondiente 1P, la cual resulta ser la misma que la medida de
Lebesgue para el intervalo en IR, para cada « € IR. Por lo que si X es una variable aleatoria,

la medida inducida para A C IR esta dada por
P (A) 2P {X e 4} = /fX (z)de,
A
es decir, esta medida inducida es la funcién de distribucién.
Definicién 2.20. Si X es una variable aleatoria continua, entonces
Po@)= [ Fo,
donde f: IR — IR™ es la funcién de densidad.

Un ejemplo que se torna muy importante en las aplicaciones financieras es el de una
variable aleatoria X, que esta normalmente distribuida y cuya funcién de distribucién esta

dada por

]Px(:c):] = e{_%(x_;&f}dx.

2o

Se dice entonces que X se dstribuye normal con parametros 4 € IR y ¢ > 0 y se escribe

XNN(LL,U2).

2.2.4 Esperanza, varianza y esperanza condicional

Otros conceptos de mucha importancia en teoria de probabilidad son los de valor esperado
de una variable aleatoria continua X y su varianza, valor esperado de una funciéon de una

variable aleatoria y la esperanza condicional; conceptos que se enuncian a continuacién.
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Definicién 2.21. El valor esperado de una variable aleatoria continua X es definido por
la siguiente integral, cuando esta existe
o0
BX) = [ af (@,
—00
y mas generalmente el concepto de valor esperado de una funcién de una variable aleatoria

Y = & (X), esta dado por

cuando este existe.

Definicién 2.22. La varianza Var(X) esta definida por la siguiente integral, cuando esta

existe

Var (X) = E (X?) - (E(X))* = /OO (z — p) f (z)dz.

— 00

Para definir el valor esperado condicional de una variable aleatoria integrable X,
serd necesario dar algunas otras definiciones sobre las que se sostiene, y se enuncian a

continuacién.

Definicién 2.23. Decimos que dos conjuntos A y B en F son independientes si

P(ANB)=1P (A)P(B).

Definicién 2.24. La probabilidad de que ocurra el evento A una vez que ha ocurrido el

evento B se define por:
P(ANB)

P (A|B) =~ 5

Definicién 2.25. Sean G y H subdlgebras de F. Decimos que G y H son independientes
si cada conjunto en G es independiente de cada conjunto en H; es decir para cada A € ‘H

y para cada B € G, se tiene

P(ANB)=1P(A)P(B)
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Teorema 2.1. Sean X y Y dos variables aleatorias indpendientes, y sean g,h : R — IR

de X y Y respectivamente, entonces

Si una variable aleatoria X es independiente de una o—4&lgebra ‘H . Entonces
E[X[H] =E[X],

lo que significa que si X es independiente de H, entonces la mejor estimacién de X dada

la informacién de H, es la misma de estimar X sin basarse en informacién alguna.

Definicién 2.26. Esperanza Condicional. Sea el espacio de probabilidad (2, F,IP) y G
una sub o—élgebra de F. Sea X una variable aleatoria en (2, F,IP) . Entonces [E [ X| G],

es definida como la variable aleatoria Y que satisface
a) Y es G—medible
b) Para cada A en G se tiene la propiedad de promedio parcial

/YdIP :/XdIP.
A

A
Existencia. Siempre existe una variable aleatoria Y que satisface las propiedades
enunciadas (con tal que [E | X| < 00).

Unicidad. Puede haber méas de una variable aleatoria Y que satisfaga las propiedades
enunciadas; si Y’ es alguna otra que las satisface, entonces Y = Y’ casi seguramente, es

decir, P{w € ;Y (w) =Y’ (w)} = 1.

2.2.5 Proceso estocastico

Para cerrar esta seccion de herramientas tedricas de probabilidad y procesos estocésticos

se tiene la siguiente definicion.
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Definicién 2.27. Sea (2, F,IP) un espacio de probabilidad y sea T' = (0, o] un intervalo
de tiempo. Un proceso estocastico unidimensional es una funciéon de dos variables X :

(0,00] x 2 — IR, tal que para cada t € T, la funcién
Xt)iw=>Xwt) =Xt (w): 2= R

X1 ((—o00,2]) € F, Vx € R, es decir, X; es una funcién F—medible. Si X; es un proceso
estocdstico, entonces para cada w € €, la funcién t — X (w,t) : T — IR es llamada una
taryectoria del proceso. Por 1ltimo se dice que un proceso es continuo si cada trayectoria

es continua en cada punto de 7.

2.3 Caminata Aleatoria

En matemaéticas se tiene el habito de analizar todo lo analizable, y los paseos sin rumbo
no fueron la excepcion. Los paseos aleatorios son una de las principales ramas de la teoria
de Cadenas de Markov, por lo que se interpreta un paseo aleatorio como un sistema de
estados discretos mas un sistema de probabilidades que son independientes de la evolucién
del sistema en el pasado. Se analiza ahora el ejemplo més sencillo de caminata aleatoria.
Suponga una persona que camina a o largo de la recta real y comienza su paseo en el
origen; en cada instante, antes de dar el siguiente paso de longitud 1 (siempre), la persona
lanza una moneda al aire y si sale sol da un paso hacia la derecha o sobre los positivos,
con probabilidad p = %, pero si sale dguila, entonces da un paso hacia la izquierda o sobre
los negativos, con probabilidad ¢ =1 —p = %, esta caminata se llama simétrica por ser
iguales las probabilidades de ir a la derecha y a la izquierda. Se puede entonces definir al

proceso {X,}, ;[N como
X,, = Posicion de la persona después de n movimientos.

Como ya se menciono, la posicién de la persona para el instante n + 1 depende sélo de la
posicion en la que se encuentre en el instante anterior n, por lo que el proceso markoviano
esta dado por

IP(Xn:j|Xn—1:j_1):p
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IP(Xn :lenfl :j_l) =1l-p=gq.

Si se denota al paso efectuado por la persona en el momento n como
_JL p
Wn B { _17 q

entonces,

Xp=Xo+» Wi=Xp1+W, con n=12,..

=1

Como los W; son independientes, entonces

E(X,) =E <Zn: Wi> =

y
Var (X,,) = Var ( WZ> nVar (W
es decir,
EW)=1p+(-1)g=p—q
y

Var (W) = E (W?) - IE? (W) = ’p+ (-1)° ¢ — (p— g)°
—p+q—(p—(1-p)°
=1 (2p—1)?
=1—(4p° —4p+1)
=4p(1-p)
= 4pq.
Asi la distribucion de probabilidad del paseo aleatorio en el estado n tiene como media y

varianza

E(X,) =n(p—q) y Var (X,,) = ndpq.

Ahora bien, cuando p > %, la persona camina en direccion positiva y cuando p < %
la persona camina en direcciéon negativa, pero cuando p = %, la varianza es n, que es el

maximo de la varianza; por lo que a medida que el niimero de pasos crece la posicién de
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la persona es incierta. Cuando n es muy grande se puede aplicar el Teorema del Limite
Central para conocer la funcién de distribucion de la caminata que siguié la persona y esta

es:

2b T T T T T T T T T

20 q

40 i

_25 1 ] 1 1 1 1 1 1 L]
0 10 0 0 40 &0 60 a &0 €0 100

Grafica 2.2 Ejemplo de ocho caminatas aleatorias en una dimensién, camenzando en cero?.

2.4 Movimiento Browniano estandar

El movimiento browniano y sus transformaciones y generalizaciones para lo que es necesaria
la herramienta matematica del calculo estocastico, es la piedra angular en la modelacién

de la matematica financiera moderna.

Definicién 2.28. Definicién formal. Sea (2, F,IP) un espacio de probabilidad fijo, el

movimiento browniano estandar unidimensional, es una funcién

W:[0,00) x 2 =R

1 Gréfica tomada de la pagina de Wikipedia
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tal que para todo t > 0, la funcién
Wi(t,):Q—1R
es una variable aleatoria definida en (2, F). Mientras que para cada w € €2, la funcién
W (,w):[0,00) > R

es continua en [0, 00). La familia de variables aleatorias W (t,-), es denotada por {W;},~,.
Las funciones W (-,w) son llamdas trayectorias y se definen por w (t). La familia {W:},,

satisface adicionalmente las siguientes condiciones:

1) El proceso empieza en t = 0 con probabilidad 1, es decir
P{weQWy(w)=0}=1

2) W, es una funcién continua en ¢;

3) Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t; < to < --- < t,, los incrementos
Wi, — Wi Wiy =Wy oo o Wy, — W

son estocasticamente independientes;

4) Para cualquier par de tiempos ¢ty s con 0 < s <t, Wy — Wy ~ N (0,t — s).

Las trayectorias del mivimiento Browniano estandar son continuas pues el movimiento
Browniano es el limite en tiempo continuo de una caminata aleatoria discreta, lo que se
observa a partir de la seccién 2.3. Suponga un paseo aleatorio simétrico, que se observa
durante un intervalo (0, ], espaciado igualmente en instantes 0,2d, ... y cuya longitud de
los pasos se supone sin perder generalidad es de V/d, por lo que en el n—ésimo paso, se

tiene que

P(Wnd:ﬂ):n)(wnd:—\/a): L

5 .
Entonces,

IE (W,q) =0
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y
Var (Wpna) = E (W2,) — E* (Wya) = d;

al asumir Xy = 0, se tiene que

n

1=

]E(Xn):IE< WZ) —nlE(W)=0

Var (X,,) = Var (i Wl> =nVar (W) =nd = t.

=1

Si ahora la particion del intervalo de tiempo se hace tan pequena como se pueda, es
decir cuando d — 0, el efecto es de aproximaciéon en un tiempo continuo con pasos de
longitud infinitésimamente pequena. Al aplicar el Teorema Central de Limite, se obtiene
la distribucion:

X,—0 0

In= = = N (00),

que es normal con media cero y varianza t.

2.5 Filtraciones y movimiento Browniano

Usualmente en los modelos financieros se requiere de conocer los precios de los activos en
el tiempo, con el objeto de hacer prondsticos. En la teoria de procesos estocasticos, el
concepto de filtracién es el que guarda la memoria de la informacion en el tiempo que ha

trascurrido. A continuacion se define matematicamente el concepto de filtracion.

Definicién 2.29. Una filtracién es una familia IF = {F;},., de oc—dlgebras tales que
F; C F. La familia es creciente si para cada par de tiempos 0 < s < t, F; C Fs. La
interpretacién es que cada o—algebra de la familia representa la informacion disponible en

el mercado sobre los precios de un activo en el instante ¢ correspondiente.

Definicién 2.30. Filtracién del movimiento browniano. Para t > 0 fija, considere la
familia

A, = {A, |z e R} CQ,
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con

Ay ={weQuw(s) <z, 0<s<t}.

La o—4élgebra generada por A;(minima), que hace que las funciones Wy con 0 < s <'t,

sean variables aleatorias, se denota por
FV =0 (A) =0 (W,,0<s<t).

En este caso F}V contiene sélo conjuntos de probabilidad cero o uno. Sit < u =
FY C FV. La familia creciente de o—3algebras {F}V'} >0 ©s llamada la filtracion natural
generada por {W;},~,. Si AV es el conjunto de eventos B € F tales que IP (B) = 0, se

define la filtracién aumentada de {F}V} > mediante la familia de o—4lgebras
Fo=0(FYUN).

De hecho basta que este procedimiento se efectiie inicamente para t = 0, ya que si Fy =
o (FV UN), entonces N' C Fy € F;, V¢ > 0. Adicionalmente se dice que la filtracién
{Fi},>0 es continua por la derecha, es decir,
Fo={)Fu
t<u

y continua por la izquierda,

Dado que los procesos estocasticos se usan para modelar situaciones reales, en la
practica es necesario definirlos en periodos de tiempo finitos, por lo que al movimiento
browniano se le define también en el intervalo de tiempo [0,7]; se define asi mismo la

filtacion {Wt}te[o,T] y como antes se considera su filtracién pero en el periodo finito.

Definicién 2.31. Un proceso estocastico {X;},~, se dice que es adaptado a la filtracién

{]:t}tzo si Vt > 0, X; es medible con respecto a F;.

Definicién 2.32. Procesos equivalentes. Dos procesos X; vy Y; son equivalentes o uno es

una versién modificada del otro, si P (X; =Y;,Vt > 0) = 1. Y si es una familia {Y:},5,
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adaptada a una filtracion {¥;},-, la que es equivalente a otra familia {X;},,, entonces

la familia {3}, también es adaptada a la afiltracién {F;},- -

2.6 Proceso de Wiener

Definicién 2.33. El Proceso de Wiener también llamado movimiento Browniano, definido

en (£, F,IP) es un proceso estocastico relativo a la filtracién IF = {]—"t}tzo , si cumple:

1) Wy = 0; técnicamente

P{weQWy(w)=0}=1

2) W; es continuo en t;
3) W; es adaptado a la filtracién IF;

4) Para cualquier par de tiempos t y s con 0 < s < t, Wy — Ws ~ N (0,t—3s) y es

independiente de su historia, es decir, es independiente de F;.

Observe que a diferencia del movimiento Browniano, el proceso de Wiener esta definido
sobre un espacio de probabilidad equipado con filtracién; y no requiere que los incrementos

sean independientes.

2.7 Movimiento geométrico Browniano

El modelo del movimiento geométrico Browniano describe la distribucién de probabilidad
de los precios futuros de un activo, al relacionar el precio actual del mismo y sus precios
futuros; tal distribucién se obtiene de suponer que un proceso X; sigue un movimiento

modelado por la ecuacién diferencial estocastica:
dXt = /J,Xtdt + O'Xtth,

la cual tiene condicién inicial Xg = g > 0, p y o contantes.

Definicién 2.34. El movimiento geométrico Browniano esta dado por la ecuacién:

1 2)
u—50° |t+ocWy
Xt:XOe< 2
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don de i y o son contantes.

2.8 Martingalas

Requerimientos:

a)
b)

Un espacio de probabilidad (€2, F,IP)

Una sucesion de o—algebras Fq, F1,...Fn, con la propiedad que o C F1 C ... C

Fn C F, es decir, una filtracién.

Una sucesién de variables aleatorias My, M, ..., M,, llamada proceso estocastico.

Condiciones para una martingala:

Cada M}, es Fr—medible. Si se conoce el valor de Fj, entonces se conoce el valor de

Mj.. Decimos que el proceso {M}.} es adaptado ala filtracién {Fy} .

Para cada k, IE [ Mj11| Fi] = IE [M}]. Las martingalas no tienden a ir hacia arriba ni

hacia abajo.

Una super martingala tiende a ir hacia abajo, es decir, IE [ M| Fi] < IE[Mg]; una

submartingala tiende a ir hacia arriba, esto es, IE [ My11| Fi| > IE [M}].

Teorema 2.2. El movimiento Browniano es una Martingala.

Demostracién. Sean 0 < s < ¢, dados. Entonces,

E[Wt|:’rs] :]E[(Wt _WS) + Ws|fs]
=IE[(W, — W)+ W

= Ws.

2.9 La integral de It

En esta seccién se presenta la definicion de la integral de It6 y algunas de sus propiedades;

la cual es utilizada en el capitulo cuatro de este trabajo de tesis, en particular cuando el

integrando es un movimiento Browniano.
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2.9.1 La variacion cuadratica del movimiento Brow-
niano

Para presentar la variaciéon cuadratica del movimiento Browniano, que es una medida de
la volatilidad, se requiere tener presente la defnicién del movimiento Browniano que se
di6 en la seccion 2.4, y las definiciones de primera y segunda variaciones de una funcién

diferenciable f(t), por lo que se presentan acontinuacién.

Definicién formal de Movimiento Browniano. Sea (€2, F,IP) un espacio de probabilidad

fijo, el Movimiento Browniano estandar unidimensional, es una funcién
W :[0,00) x Q@ > R
tal que para todo t > 0, la funcion
Wit,):Q—->1R
es una variable aleatoria definida en (2, F). Mientras que para cada w € €2, la funcién
W (,w):[0,00) > R

es continua en [0, 00). La familia de variables aleatorias W (t,-), es denotada por {W;},~,.
Las funciones W (-,w) son llamadas trayectorias y se definen por w (t). La familia {W;},-,

satisface adicionalmente las siguientes condiciones:

1) Wy = 0; técnicamente

P{weQWy(w)=0}=1

2) W, es una funcién continua en t;

3) Para cualquier conjunto de tiempos 0 < ¢; < tg < - -+ < t,,, los incrementos
Wi, — Wi Wiy =Wy oo Wy, — Wy

son estocasticamente independientes;

4) Para cualquier par de tiempos ty s con 0 < s <t, Wy — W3 ~ N (0,t — s).
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Definicién 2.35. Primera Variacién. Sea Il = {tg,t1,...,t,}, una particién de [0,77], es
decir,

O=t1 <ty <---<t,=1T.

La norma de la particiéon se define como

IIj| = tr—1 —tg) -
M) = max (41— )

=U,...,

Se define entonces
PV = (t
[O,T] ”H” 0 Z |f (tr—1) — f (t&)|-

Suponga que f es diferenciable. Entonces el Teorema del Valor Medio implica que en cada

subintervalo [tx, tx4+1], existe un punto ¢} tal que

f(terr) = f () = £ (t5) (tkgr — t);

entonces,
n—1 n—1
S OF trerr) = £ (&) = D0 1F G (bega — tr)
K=0 K=0

y

T
PV (f) = lim Z|f (D)) (tss — t) = / ().

|HW%0

Definicion 2.36. Variacién cuadratica. La variacién cuadratica de una funcién f en un

intervalo [0,77], es

@ :nrlfnnloZ'f te) = f ()"

Observacién. Si f es diferenciable, entonces (f) (T') = 0.

Teorema 2.3.

0 mas precisamente,
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En particular las trayectorias de movimiento Browniano no son diferenciables.

Demostracién. Sea II = {tg,t1,...,t,} una particién del intervalo [0,7] y sea Dy =

Wiow — Wy, . La variacién cuadratica, se define como
n—1
Qn = Z D3.
K=0
Entonces,
Qu—T = Z — (tks1 — te)].

Se quiere mostrar que

I —Ty=o.
s, (O = T)

Para tal efecto, considere un elemento de la suma
5 2
Dk: - (tk+1 - tk) = [Wtk+1 - Wtk} - (tk+1 - tk):

el cual tiene esperanza 0, asi

n—1

EQu—-T)=E) [Dj— (try1 —tx)] =0,

K=0
para j diferente de k, los términos

D — (tjy1 —t;) y Di— (tks1 — tr)

son independientes, asi

T
L

var (Qn —T) = var [D;% — (ths1 — tk)}

SN
'—‘o

Z]E[ —2 tk+1—tk)Dk—|—(tk+1—tk) i|
K

LY

Z [3 (b1 = 1) = 2 (brar — t0)" + (1 — tk)2]

Si X ~N ((), 02) , entonces IE (X4) = 30*

n—1
=2 Z ]E(tk_H — tk)Q
K=0
n—1
<2 Y (thr — 1)
k=0
= 2|1 T

95



Capitulo 2. Herramientas tedricas de probabilidad y calculo estocastico

Asi se tiene

E(Qu—-T)=0
var (Qu — T) < 2 |[TI|| T

Cuando |[II|| = 0, var (Qn —T') — 0, asi

I Ty =o.
s, (Qm = 1)

Observaciéon (Representacién diferencial). Se sabe que
E [[Wtkﬂ — Wi ]® = (tegr — tk)] —0;
y en la demostracion anterior se mostro que
var [[Wtk+1 — Wi ] — (th1 — tk)] = 2(tpy1 — tn)2.

Cuando (tg+1 — tr) es pequena, (txi11 — tk)2 es bastante més pequefia, por lo que se tiene
la ecuacién aproximada

(Wtk+1 - Wtk)2 ~ tk+1 - tk?

la cual se puede escribir informalmente como

th th == dt

2.9.2 Construccién de la Integral de Ito
El integrando es un movimiento Browniano W, ¢ > 0 con la filtracién asociada {ft}tzo y
las siguientes propiedades:

1. s <t = cada conjunto en F; es un conjunto de Fy,

2. W; es F;—medible para toda t,

3. Paraty <t; <ty <---<tp,, los incrementos Wy, — Wy , Wy, —Wy,..., Wy — W,

n n—1

son independientes de F;.
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El integrando es ¢ (t) para t > 0, donde
1. § (t) es Fy—medible Vt, es decir, § es adaptado

2. 6 es cuadrado integrable:

T
IE/ 62 (t)dt < oo, VT.
0

Definicién 2.37. Se define la integral de It6 como
t
1(t) :/ 0 (u)dW,, t=>0.
0

Observacion. Si f(t) es una funcién diferenciable, entonces se puede definir

[swarw=[ s wa

aunque esta no trabajara con movimientos Brownianios, ya que estos son no diferenciables.

2.9.2.1 Integral de Ité y sus propiedades para un integrando

elemental

Definicién 2.38. Sea II = {t¢,t1,...,t,} un aparticién de [0,7] es decir,
O0=t<t1 <tg <-.-<t¢t,=T1T.

Suponga que § (t) es constante en cada subintervalo [tx, tx+1], se nombra a 4 (t) un proceso
elemental. Entonces la integral de It6 I (t), esta dada por
d (to) Wy — Wy ], 0<t<ty
I(t)=21 6(to) (Wi, — Wi, |+ (t1) Wy — Wy ], t) <t <ty
0 (to) (Wi, = Wi +6 (t1) Wi, = Wi [+ 6 (t2) Wy — We, |, ta <t <t3.

en general, si ty <t < tpyq,

— Wy, ] +0 (tr) Wy — Wy, ]
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Propiedades de la integral de It6 para un integrando elemental.
1. Adaptabilidad. Para cada ¢, I (t) es F;—medible.

2. Linealidad. Si

m):/o 5 (1) W, J<u>=/0 () AWV,

entonces

[(8) £ J () = /0 (6 (u) + 7 (u))dWW,

oI () = /0 ' 6 (u) AW,

Teorema 2.4. Propiedad de martingala.

k—1
I(t) =) 6(t;) W, — Wi, ] +6(ts) Ve — We, ],  te <t <tpp
=0

<

es una martingala.

Teorema 2.5. Isometria de la Integral de Ito.

B2 (t) = ]E/t 62 (u) du.

2.9.2.2 Integral de Itd6 y sus propiedades para un integrando

general

Sea T' > 0, y sea § un proceso no necesariamente elemental tal que
1. 0 (t) es Fy—medible Vt € [0, T

2. ¢ es cuadrado integrable:

T
IE/ 62 (t)dt < oo.
0

Teorema 2.6. Hay una sucesién de procesos elementales {4, }.. , tal que
T
lim IE [ |6, (t) =& (t)]*dt = 0.

n— o0 0
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Demostracion. Idea central de la demostracién. Arriba se definid
T
I,(T) = / 50 (AW, .
0

Ahora se define . .
/ SE)AW, = Tim [ 5, (H)dW.
0

n—oo 0
Lo que ahora se requiere es asegurarse de que el limite exista. Por lo que se supone que m

y n son enteros positivos, entonces

var (In (T) - Im (T)) =F (/0 [5n (t) - 5m (t)] th)

por isometria de Ito

=E/ﬂ%w—%uﬁﬁ

=E/ 16, (£) — 6 (6)] + 16 (£) — b0 (1)) dt

pero ((a +b)° < 242 + 2b :)

<21E/ )] dt+21E/ ()24,

lo cual es muy pequenio y garantiza que la sucesién {4, } ., tiene limite.

Propiedades de la integral de It6 para un integrando general.

donde J es adaptada y cuadrado integrable.
1. Adaptabilidad. Para cada t, I (t) es F;—medible.

:/Oté(t)qu, J(u):/otv(u)qu

Mﬂiﬂw=A<MMivwmma

2. Linealidad. Si

entonces
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Y t
oI () = / 8 (u) AWV,
0
3. I(t) es una martingala.
4. I(t) es una funcién continua en el limite superior de integracion.

5. Propiedad de Isometrtria.
E?(t)=1E / 6% (u

Ejemplo. Considere la integral de Ito

T
/ W,.dW,,
0

y considere también, una particién uniforme del intervalo [0,77], en la cual se usa para

definir §,(u) como

Wy = si 0<u<T/n
50 (1) Wr/m sio T/n<u<2T/n
Wrtn-1)/n si T(n—1)/n<u<T.
Por definicion
n—1
/ WudW, = lim Z Wit /n [Wiks1)r/n — Wir/n) -
Se denota
Wit /n 2w,
asi

n—1

/ 6 (t)dW: = lim ZWk (W) — Wi -

Ahora se calcula

n—1 n—1
> Wy — Wi)® =1 Z Wiy — Z Wiy Wi + 3> _ W,
k=0 k=0

=iw2+41 ZW2 ZW(Hl)Wk +1 ZWk

=1W. + Z W2 — Z Wiks1) Wk

k=0 k=0
n—1

=3W2 = > Wi (Wkrn) —Wi)
k=0
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de donde se obtiene

n—1 n—1
> Wi (Wekan) = Wi) = W2 = 53~ (W) — Wi,
k=0 k=0
es decir,
n—1 n—1
S Warsn Wrrnym = Wrign) = 3W2 = 53 (Wrgesnym (£))
k=0 k=0

Al refinar la particién, es decir, cuando n — oo y mediante el uso de la definicion de

variacién cuadrética y del teorema 2.3, se obtiene

T
/0 W.dW, = 1B*(T) — iT.

2.10 Derivacion de la formula diferencial de 1to

En esta secciéon se deriva la férmula diferencial de It6 a partir de la expansién de Taylor,
por lo que primero se escribe la expansion de Taylor en términos de un pequeno orden y
se enuncian las reglas basicas de diferenciacion estocastica, para poder entonces deducir el

teorema fundamental del calculo estocastico, también llamado lema de Ito6.

2.10.1 Expansion de Taylor
Definicién 2.39. Un pequenio orden o(h) de h es una funcién de h que satisface

lim M

h—0 h :0’

es decir, o(h) converge a cero mas réapido que h, cuando h — 0.

La definicion de derivada como limite

o L) — £ (@)

h—0 h ’ vel

se puede establecer en términos del pequeno orden, suponiendo que f(z) es diferenciable,

de donde se obtiene

fx+Azx)— f(z) = Ay = f' (z) Az + o (Ax)
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donde % — 0 cuando Az — 0.

Supénga que una funcién es diferenciable n + 1 veces, con derivadas f(*) (x), k =

1,2,...,n+ 1. Se quiere aproximar f(z) en términos del polinomio

g(z) =Y w(z-a)t
K=0
Los coeficientes 7, estan determinados de forma tal que
f(k)(a):g(k)(a), k:o,l,z,._.,n

donde f (a) = f(a) vy ¢ (a)=g(a).

Al repetir n veces la regla de I’ Hopital se tiene:

f'(x) -4 371)

f@=g@ _

lim —

z—a (r —a)

Se sigue que

donde o ((z — a)"™) denota el pequenio orden de (z — a)".
Por otra parte de la aproximacién de f(z) por el polinomio, se tiene
g® (a) = k!, k=0,1,...,n.

Por tanto, se obtiene

(k)
=1 k'(a), k=01,2,....n

Proposicién 2.1. Cualquier funcién f(z) puede ser expandida como

f" (a)

n!

F@)=F @)+ @)@ —a)++ (r—a)" + R
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con tal que la derivada de orden f("*1) (1) exista en a € (c,d) y R = o ((xz — a)").

En particular, cuando a = 0, se tiene

F@) =70+ £ 0) (@) + LY @2 ¢

A ()
2!

oy ()" + R.

En ingenieria financiera es frecuentemente usado considerar diferencias de variables.

Que es tomar (x —a) = Az y a = z en la expansién de Taylor, por lo que se tiene

(") (4
Ay:f’(m)A:B+---+f ()(Aa:)n-l—o((Ax)n).

n!

Cuando Az — 0, la diferencia es remplazada por la diferencial dz.

2.10.2 Reglas basicas de diferenciacién estocastica

1. Se vio hace unos renglones atras, que dz es una cantidad infinitésimal y el cuadrado

de esta es bastante mas pequeno, por lo que se conviene que
(dt)* =0,

de hecho para cualquier potencia a > 1, se tiene (dt)* = 0.

2. Constrastantemente, la regla principal de cédlculo estocéstico en diferenciacién, es que
el cuadrado de cantidades infinitésimales es significativo. En especifico, si W; es un

movimiento Brownino estandar, se tiene de la seccion de integracion estocastica que

dW; - dW; = dt.

3. La tercer regla es la del producto de cantidades infinitésimales de reales y estocasticas,
es decir,

3
2

AW, - dt = Vdt - dt = (dt)2 = 0.
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2.10.3 Lema de Ito

En esta secciéon mediante una aplicacién estadar de la expansion de Taylor se obtiene la
formula de It6. Considere la funcién y = f (S, t), caya expansién de Taylor esta dada por

_of of 1 (f 2 O f Pf o2
dy = 52-dSu + Gpdt + (a_s,% (A81)" + 255 (d4S0) (df) + 7 (d1)” )

donde debido a la segunda regla de diferenciacién estocastica que se dié en la seccién

anterior se calcula la diferencial hasta los términos de segundo orden.

Al sustituir la ecuaciéon del movimiento Browniano geométrico en su forma diferen-
cial dS; = uSydt + oS:dW;, y después de aplicar las reglas de diferenciacion estocastica

enunciadas, se tiene:

_of of
dy = ot dt + 8St [,U/Stdt + O'Stth]

1 82f 202 742 2 a2 2

+ 5 W |:,LL St dt + 2,uStO'Stdtth +o St th ]
i
o2 f ) Pf .o

2555 (18 dt? + oS dtdW;] + Sz dt }
_of of of 10f? 5 a0
= 8tdt+ 8St,u5tdt—|— 8StUStth+ 285’30 S;dWw
_(9F | of 13*f 5 of
= (875 + 8St,u5t+ 285?0 S; | dt + 8StaStth.

Tal resultado es llamado Lema de Ito.

2.11 Ecuacién diferencial del movimiento geo-
métrico Browniano

En finanzas es usual simular la evolucién del precio de una accién u otro activo subyacen-
te en el tiempo, mediante la ecuacién diferencial que conduce al movimiento Browniano

geomeétrico.

De la seccién 2.7 se tiene por definicién de movimiento geométrico browniano

S, — Soe{UWtH (“_%”2)}
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donde p y o > 0 son constantes.

Se define
1 o
ocx+t —50
f(t,x):SOe{ (M 2 )}’
por lo que
Sy = f(t, W)
entonces

ft:(ﬂ_%JQ)fa fr=0of ¥y fxm:a2f
de acuerdo a la férmula de Ito
dSt — df (t, Wt)

N——
dt
= (u— 30°) fdt + o fdW, + o7 fdt

= /.LStdt + O'Stth.

Por tanto, el movimiento geométrico Browniano en su forma diferencial es

dSt = MStdt -+ O'Stth.

Y el movimiento geométrico Browniano en su forma integral es:

t t
St = S() + / MStdt —|—/ O'Stth.
0 0

2.12 Estrategias: portafolios autofinanciados y
portafolios replicantes

Un modelo financiero discreto es construido en un espacio de probabilidad (€2, F,IP). Se
supone que el mercado consiste de d + 1 activos financieros, de los cuales los precios
al tiempo n son dados por las variables aleatorias no negativas S9, S ... 89 medibles

respecto a F,,. Se nombra al vector S,, = (52, St... Sﬁf), el vector de precios al tiempo
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n, el activo indexado por 0 es el activo sin riesgo y se tiene que Sy = 1. Si el retorno de

un activo sin riesgo en un periodo es constante e igual a 7, se obtiene SO = (1 +17)", el

coeficiente (3,, = S% es interpretado como el factor de de descuento. Los activos indexados
n

por i =1,2,...,d son llamados activos riesgosos.

2.12.1 Estrategias en tiempo discreto

Definicién 2.40. Una estrategia de negocios es definida como un proceso estocéstico (en

: . 0 41 d et i
el caso discreto, es una sucesién) ¢ = (( > Py - oo ¢n))0<n<N € IR donde ¢;, denota

el niimero de acciones de un activo ¢ en el portafolio al tiempo n. ¢ es previsible , es decir

es JFp — medible
es F,_1 — medible, paran > 1°

Vie{0,1,2,...,d}{zg
0

Este supuesto significa que la posicion en el portafolio en el tiempo n es decidida con

respecto a la informacion disponible al timepo n — 1 y guardada hasta el tiempo n.
El valor del portafolio al tiempo n, es el producto escalar:
d
Vi (0) = 6n - Sn =D ¢hSh.
i=1

Su valor descontado es
Vo (6) = B (¢n - Sn) = bn - S,

donde (3,, = S—lo y S, = (1,ﬁnS}L, . ,ﬂnSff) ,es el vector de precios descontados.

Definicién 2.41. Una estrategia es llamada autofinanciable si la siguiente ecuacion es

satisfecha para todo n € {0,1,..., N — 1}
(bn : Sn - ¢n+1 . Sn

esto significa que en el tiempo n, una vez que los nuevos precios S2, St, ..., S% son cotiza-

dos, el inversor reajusta su posicion de ¢,, a ¢,+1 sin consumir nada mas.
) +

Observacion. La igualdad ¢, - S, = ¢,+1 - S, es equivalente a

¢n+1 ’ (Sn+l - Sn) = ¢n—|—1 ) Sn—l—l - ¢nSn
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O a

Vi1 (@) = Vi (@) = ¢ng1 (Snt1 — Sn) -

Significa que al tiempo n + 1 el valor del portafolio es ¢p41-Snt1 ¥ Ont1 - Snt1 — OnSn, €8
la ganancia neta causada por el cambio de precio entre los tiempos n y n+ 1. Por lo tanto
el beneficio o la pérdida realizada por seguir una estrategia autofinanciable, es solamente

debida al movimiento de los precios. Se tiene ahora la siguiente proposicion

Proposicion 2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1) La estrategia ¢ es autofinanciable.

2) Para cualquier n € {1,...,N}
Vo (#) = Vo (9) + D _ o+ AS),
j=1

donde ASj es el vector S; — S;_1.

3) Para cualquier n € {1,...,N}

Vi (9)=Vo (@) + Y 6y -AS,

J=1

donde Agj es el vector S'j — Nj,l = 05;S; — Bj—1S;-1.

Definicién 2.42. Una estretegia ¢ es admisible, si esta es autofinanciable y si V,, (¢) >

0, vn € {1,...,N}.

2.12.2 Estrategias en tiempo continuo

En el modelo de Black-Scholes que se describe en la seccién cuarta del capitulo cuarto de
este trabajo de tesis, se describe el comportamiento de los precios en tiempo continuo de
una opcion europea de compra, mediante una estrategia replicante y autofinanciable. Para
tal efecto, se utiliza un activo con riesgo S; del cual se asume, que el comportamiento de

sus precios esta determinado por la siguiente ecuacién diferencial estocastica

dSt = St (,Udt + O'th) ;
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y un activo sin riesgo con precio S?, cuyo comportamiento se supone es modelado por la
ecuacion diferencial ordinaria

dS? = rSYdt,

con r > 0 una tasa de interés instantanea.

Para establecer los conceptos de estrategias en tiempo continuo se considera que S =

1, por lo que S? = e"t, para t > 0.

Definicién 2.43. Una estrategia es definida como un proceso ¢ = {¢}o;cp = ((HY, Hy))
con valores en IR?, adaptado a la filtracién natural del movimiento browniano F,; los
componentes HY y H; son las cantidades de un activo con riesgo y de un activo sin riesgo
respectivamente, en un portafolio en el tiempo ¢. El valor del portafolio en el tiempo ¢ esta
dado por

Vi (¢) = HS; + H;S;,

En en el caso discreto se tenia que V,, 11 (¢) =V, (¢) = dnt1 (Sn+1 — Sn), esta igualdad
es extendida para dar la condicién de autofinanciamiento en el caso continuo, por lo que
se tiene

dV; (¢) = HXdS? + H,dS;.

Se establece la condicién
T T
/ |HY|dt < +o0 y / H{dt < +oo0.
0 0

Entonces la integral, . T
/ H?dS? :/ H?re™tdt
0 0

esta bien definida, asi como integral estocastica
T T T
/ thSt :/ ,lLHtStdt+/ UHtStth
0 0 0

Definicién 2.44. Una estrategia autofinanciada es definida por un par ¢ de procesos

adaptados {Hg}ogth Y {Ht}o<s<p que satisfacen:
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1.
T T
/ \HOT}dH/ HEdt(+oc0
0 0

t t
HPSY + H Sy = HYSY + HoSp + / HYdS? + / H,dS, vtelo,T].
0 0

Proposicién 2.3. Sea ¢ = {¢}o ;o = ((H?, H;)) un proceso adaptado con valores en
IR?, que satisface fOT |H?|dt + fOT H2dt < +o0. Se establece V; (¢) = HPS? + H,S; y

Vi (¢) = e~ "'V, (¢). Entonces ¢ define un aestrategia autofinanciada si y sélo si

m(¢>=%(¢)+/0tﬂud5u vt € [0, 7.

Donde S; = e~ S, denota el precio descontado del activo con riesgo.

Definicién 2.45. Una estrategia ¢ = {¢}0§t§T = ((H,?,Ht)) es admisible si esta es
autofinanciada y si el valor descontado V; (¢) = H? + H,S, del portafolio correspondiente

es para toda ¢t no negativo y tal que sup;c(o 7y V, es cuadrado integrable bajo IPx.

Definicién 2.46. Una opcidn se dice que es replicable si su pago en la madurez es igual

al valor final de un aestrategia admisible.
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Capitulo 3

Ecuacion de difusion de calor:
el problema de Cauchy

3.1 Introduccién

En esta seccién se hace una breve revision de la llamada ecuacién de difusion de calor,

también llamada ecuacion de calor homogénea

ou  O*u
i 0 — oo(z (00 y 7)0 (3.1)

con condicién inicial,

u(z,0) =u, (x).

La aplicacién de esta ecuaciéon y su solucion son muy importantes para este trabajo
de tesis; especificamente, en el capitulo cuarto, ya que mediante cambios de variables se
transforma la ecuaciéon diferencial parcial de Black y Scholes en la ecuacion de difusion de
calor, y mediante su solucién se obtiene la solucién de la ecuacién de B-S, que es el precio
tedrico de una opcién europea de compra. Mas aun, se ve en el analisis de tres de los
enfoques metodolégicos de valuacién del mismo capitulo y en el analisis comparativo del
capitulo quinto, que dichos enfoques recurren a la solucién de la ecuacion del problema de
Cauchy homogéneo, para obtener el precio tedrico del instrumento derivado en cuestion,

desde tres diferentes contextos tedricos.

El an4lisis se centra en el llamado problema de Cauchy (o de valores inicales) para la
ecuacion de calor en un marco clésico, para el problema homegéneo y no homegéneo. Para

tal efecto, se considera el siguiente teorema

Teorema 3.1. Sean las ecuaciones de calor homogénea y no homogénea

ou ou
E—AU—O Y E—Au-f,
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ecuaciones a las que se anadirdn las condiciones apropiadas de contorno e iniciales mas
adelante. Dado @ ¢ RY y 0 < T < oo, suponga que la funcién u esta definida por
u: (z,7) € Q2x(0,T) — u(z,7) € R. El operador A de Laplace esta calculado respecto a

la variable x por:

N 0%u
722

=1 v

y la funcién f: Q x (0,7) — R esta dada.

Au (:L‘,T) = ‘/EvT)v

3.2 Interpretacién Fisica

La ecuacién de difusién de calor describe la evolucién en el tiempo de densidades u (z, T)
de ciertas cantidades como la temperatura, concentracién quimica de ciertas sustancias,
entre otras. La ley fisica que rige la funciéon de densidad u se expresa diciendo que la
razén de cambio de la concentracién total dentro de cada abierto O (O C 2 es un abierto

regular) es igual al negativo del flujo normal neto a través de la frontera 90O,

d

I U(:E,T)d:v:—/F(:E,T)-n(:r)dS(a:), V7T > 0,

@) 00

donde F' es el flujo total sobre la frontera y n es el vector normal unitario exterior a 0O

en cada punto x € 90.

Al aplicar el teorema de la divergencia se tiene,
0
EU(IE,T)—I—V'F(x,T) dz =0, V1 >0,
0

donde el operador divergencia esta dado por:

V.-F=

Por ser O C Q arbitrario, se sigue que

agu(m,T)—kV-F(a:,T)ZO en Q% (0,00).
-
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En muchas situaciones F' es una funcién del gradiente de u y en muchas otras F' es pro-

porcional al gradiente de u, pero con signo cambiado. Por lo que
F =—aVu con a >0,

cuando a = 1 se obtiene la ecuacién de calor.

3.3 El problema de Cauchy

El problema de Cauchy también llamado probema de valores iniciales para la ecuacién de
calor homogénea y no homogenéa esta dado por:
{%—Au:f en RY x (0,7), donde 0 <T<oo y f:IRY x(0,T) - R

u(z,0) =u, () enIRY con u,:R" = R.
(3.2)

Para este problema se busca una solucion clésica, es decir, una soluciéon regular que
verifique la ecuacion diferencial parcial, y las condiciones inicial y de contorno; por lo cual

se define

2
Ou 0w Ou_ ogy (o,T)),w,j}.

2,1 _ .. ou
(< (0,7)) {u H Ox;’ Ox;0x;’ OT

Definicién 3.1. Se dice que u es solucién clasica de la ecuacién (3.2) si para u €

C?1 (]RN x (0,7)) N C® (RN x [0,T)) satisface

{%U(z’,T)—AU(:B,T):f(iL',T) V(z,7) € RY x (0,T),
u(x,0) = u, (x) Ve € RY.

3.4 Solucion fundamental. Nucleo de Gauss

El objetivo ahora, es dar un resultado de solucién clasica de la ecuacién (3.2) cuando
ug y f son continuas. Para ello se tratard de dar una férmula de representacién de la

solucién mediante el nicleo integral de Gauss. En concreto se buscan soluciones u (z, 7)
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que sean invariantes' respecto dilataciones en la forma u (z,7) — A*u (APz, A7) con A > 0
y ay (8 € IR. Este tipo de soluciones, tienen la forma
1 T N

u(e,r) = v (), (w,7) € RN x (0,T) (3.3)

donde a y B € Ry v:IRY = IR es funcién a determinar.
A partir de (3.3) se tiene que,
{ Lu(z,7) = —ar~ @ty (&) — gr-(@tr=0yy (L) .z
Au(x,7) =7 —(a+8) =B Ay (T%)

si ahora se reemplaza y = 5 y acto seguido se sustituye 3 = %, y se divide entre ¢~ (¢+1),
se obtiene

1
av+§y-Vv+Av:() en RY,

por lo que ahora se tiene una ecuacién diferencial parcial, donde sélo interviene la variable

x, la cual se trata de resolver con soluciones radiales, que son de la forma
v(y) =w(ly|) con w:R —R;

si se nombra a |y| = r y se sustituye en la ecuacién anterior, se obtiene

1 N -1
aw+§7’w + w" +Tw =0,

N-1

si ahora se multiplica esta expresion por r , se obtiene

1
PVl (N = 1) rV 20 4 arN 7w + Eer' =0,

al tomar o = % se tiene

1 /
(rN_lw’ + §TNUJ) = 0.

Esta ecuacion, es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden, la cual

tiene solucion general

w(r) = / — Tz) ds,

0

Invariancia. Una funcién de puntos ¢ se dice que es invariante con respecto a un operador [, si
tiene el mismo valor en todos los puntos iméagenes del operador [. Osea, ( es invariante respecto a T

& (1) = ¢ (1) V.
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con a y b constantes genéricas. Si se toma a = 0y se regresa a u (z,7) en la ecuacién (3.3),

se obtiene una solucion de la ecuacion de calor dada por

1 =P N
u(x,7) =b—Fe 4, (x,7) € R" X% (0,00).
T2

N
Por ltimo, se considera b = (47)~ 2, de lo que se tiene

/u(m,T)dle VT > 0.
RN

Dado lo anterior, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 3.2. La funcién E (x,7), que se decribe a continuacién es la solucién funda-
mental de la ecuacién de calor o nicleo de Gauss

||

L e 47 St wG]RN, 7>0

E(z,7) =4 @4rr)%
0 st T € ]RN, T < 0.

Observacion 3.1. La funcién E es una funcién regular, salvo en el origen, es decir,

EeC™® RV —{(0,0)}).

Por otro lado también es comprobable que si se fija y € RY y s > 0, la funcién
de las variables (z,7), E(x —y,7 — s), es también solucién de la ecuacién de calor en

RY x (s,00) :

agE(x—y,T—s)—AxE(x—y,T—s):O V (z,7) € RY x (s,00).
-

3.5 Solucion al problema de Cauchy homo-
géneo

Ahora se uiliza E para determinar una solucién del problema de Cauchy de la ecuacién

(3.2). A partir de la observacién 3.1, se utiliza el hecho de que la funcién E (z — y,7) es
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solucién de la ecuacién de calor en RY x (0,00). Por lo que una posible solucién para
el problema de la ecuacién (3.2) es el producto de convolucién? de E y u,: u(x,7) =

(E(-,7) *u,) (x); por lo que se define

u (e, 7) = /E<x—y,7>u0<y>dy

z—y|?

=—N/e S, () dy, (o,7) € RY x (0,00)
2

Se tiene:

Teorema 3.2. Solucién clasica del problema de Cauchy. Supéngase que u, pertenece a
CY (]RN ) N L™ (]RN ) . Entonces, la funcién u dada por (3.4) esta bien definida en RY x
(0,00) y satisface

1. u € 0= (RN x (0,00)),

2. %u(x,T)—Au(x,T):O, V(z,7) € RN x (0,00),

3. li ,T) = ., VzoeRYN
(o) g gy (B2 T) = o (0) o

4. |u(z, )] < sup |u, (z)] = [lul| g~ ,V(z,7) € RY x (0, 00).
mG]RN ’

En matematicas y en particular en andlisis funcional, una convolucién es un operador matematico
que transforma dos funciones f y g en una tercera funcién que en cierto sentido representa la magnitud
en la que se superponen, f y una versién trasladada e invertida de g.

La convolucién de f y g se denota f X g. Se define como la integral del producto de ambas funciones
después de que a una se le da una especie de vuelta y se le traslada.

(f % 9) (8) Z/f(T)g(t—T)dr.

El rango de integracién dependerd del dominio sobre el que estén definidas las funciones. En el caso de
un rango de integracion finito, f y g se consideran a menudo como extendidas, periédicamente en ambas
direcciones, tal que el término g(T — t) no implique una violacién en el rango. Cuando se usan estos
dominios periddicos la convolucién a veces se llama ciclica. Desde luego que también es posible extender
con ceros los dominios. El nombre usado cuando se ponen en juego estos dominios “cero-extendidos” o

bien los infinitos, es el de convolucién lineal.
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Capitulo 4

Diversas metodologias para la valua-
cion de opciones

4.1 Valuaciéon con enfoque probabilista
Modelo de Black y Scholes

4.1.1 Introduccion

Con teoria de probabilidad como herramienta principal se obtiene la férmula que es solucién
al modelo de Black-Scholes, con la que se calcula el precio de una opcién europea de compra.
Bajo las hipétesis de que el activo subyacente es una acciéon que no paga dividendos durante
la vida del contrato, que el comportamiento de los precios del activo subyacente es descrito
por el movimiento geométrico browniano y por neutralidad al riesgo, es posible calcular la
funcién de densidad del activo subyacente y entonces calcular el valor presente del valor
esperado del intrinseco, descontado al tipo de interés libre de riesgo; obteniendo asi por
integracion el valor presente de la prima de la opciéon europea de compra. Y la opcién
europea de venta con caracteristicas similares, se obtiene mediante la condicién de paridad

para opciones europeas de compra y de venta.

4.1.2 Expresion analitica de hipodtesis

4.1.2.1 Distribucion lognormal del subyacente

Considere un proceso de Wiener (W;).c(o,7] definido sobre un espacio fijo de probabilidad
con una filtracién (2, F, (Ft):ejo,1], IP). Se supone que el precio del activo subyacente S;
en el tiempo ¢, tiene una distribucién lognormal, es decir, su comportamiento es modelado

por el movimiento geométrico Browniano en su forma diferecial
dSt = [LStdt -+ O'Stth. (411),
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donde 4 € IR y 0 > 0 € IR son costantes que se interpretan como el rendimiento medio

esperado de S; y su volatilidad instantanea.

Una variable que se distribuye lognormal tiene la propiedad de que el logaritmo ne-
periano de la misma variable se distribuye normalmente; para verlo, se aplica el lema de

Ito al logaritmo natural de S;, por lo que se tiene
d(InS;) = (u— 30%) dt + odW,, (4.1.2)
al discretizar la ecuacién anterior con At =T — t, se obtiene
InSr —InS; = (u—30%) (T —t) +oVT — t&,

donde & ~ N(0,1). Lo cual implica que el rendimiento logaritmico se distribuye normal-
mente,
St
In (?) ~N((p—2L0®) (T —1),0*(T —1)). (4.1.3)

t

4.1.2.2 Mercado de crédito

Se supone que existe un mercado de crédito libre de riesgo de incumplimiento, en el que
los inversionistas hacen transacciones a una tasa de interés constante r a todos los plazos,
que se aplica de forma continuamente capitalizable. Esto implica que si un inversionista
deposita By unidades monetarias, entonces en el tiempo t su saldo esta dado por B; =
Bpe™; y el rendimiento en el instante dt satisface la ecuacién diferencial dB; = Byr.dt,

con la condicién inicial By.

4.1.2.3 Valuacién neutral al riesgo

El principio de valuacién neutral al riesgo establece que cualqier valor financiero dependien-
te de otro activo financiero puede valorarse bajo el supuesto de que el mundo es neutral
al riesgo, en este, el rendimiento esperado de todos los activos financieros es el tipo de
interés libre de riesgo y el tipo de descuento correcto para los flujos de caja esperados es

también, el tipo de interés libre de riesgo, por lo que en (4.1.1) deberd de sustituirse p = r;
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asi el valor de una opcién depende unicamente de la desviacén estandar del conjunto de

los precios; lo cual se aprecia en el modelo ya que en la ecuacién diferencial no aparece p.

4.1.3 Funcién de densidad del precio del activo sub-
yacente

Dada la distribucién normal del rendimiento logaritmico de la ecuacién (4.1.3) y dada la
seccion anterior 4.1.2, en que se muestra que el movimiento geométrico Browniano esta
definido sobre una medida de probabilidad neutral al riesgo y considerando a & ~ N (0,1)

con su respectiva funcién de densidad dada por

1 1,2
€) = e 2¢, e € R. 4.1.4
00 == (4.1.4
Se define como ¢(€) a la transformacién exponencial de In (%7;)
(r—2e®)(T—t)+oyT—1 g}
g(&):=8r = Ste{ 2 , (4.1.5)

lo cual implica que

ln<ﬁ> =r—20®(T—t)+oVT —t&

de donde,

g 1(S7) = py =£. (4.1.6)

Ahora para describir la funcién de densidad, se considera el siguiente teorema para

funciones de variables aleatorias.

Teorema 4.1. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f,
donde f(z) > 0 para a < x < b; suponga que y = H(z) es una funcién de z estrictamente

mondétona (creciente o decreciente); suponga también que esta funcién es derivable y por
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tanto continua para toda x. Entonces, la variable aleatoria Y definida como Y = H(X)

tiene una funcién de probabilidad g dada por

dzx

g(y) = f() ay

)

donde z se expresa en términos de y. Si H es creciente, entonces g # 0, para los valores de
y que satisfacen H (a) < y < H (b). Si H es decreciente, entonces g # 0, para los valores
de y que satisfacen H (b) <y < H (a).

Dado el teorema anterior se calcula la funcién de densidad de St dado S;

dg~(s)
ds

{ l(ln(%)—<r—%°2><T—t>>2}
1 2 o/T—t
fsT\st (S|St) = \/mdse . (4.1.8)

Se puede probar que esta funcion de densidad tiene valor medio de Sy dado el valor

Fon o, (5150 = 69 1(s)) ' (4.1.7)

esto es,

actual S;:

E[Sr| 8] = Spe" ™1

y varianza:

Var [Sr|S;| = E [S%| S] — (E S| )2 = §2e2r(T-1) (602(1"71&) _ 1) .

4.1.4 Obtencioén de la formula para valuar una opcién
europea de compra

El precio ¢ = ¢(S¢,t; T, K, r,0) de una opcién de compra europea sobre el activo S, en el
tiempo t, con precio de ejercicio K y fecha de vencimiento en 7', y que puede ser expresado
s6lo como funcién de Sy y t, ¢ = ¢(S¢,t), ya que K y T se estipulan en el contrato y r y
o por hipétesis permanecen constantes, estd dado por el valor esperado del valor presente

del valor intrinseco:

c=e"TYE {maX(ST — K,0) ‘ St} .
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Donde max(St — K, 0) es el valor intrinseco que relaciona el precio del subyacente en el

mercado y el precio de liquidacién al vencimiento.

Para realizar el calculo de ¢ (S, t), se hace el siguiente breve parentésis algebraico. A
partir de g=! (S7), que se obtuvo en la ecuacién (4.1.6), se desprende que
In (3%;) —(r—1o?)(T - 1)
ovT —t

= eoVT—t=1n (Sit) — (r—30?) (T -1)

eo/T—t+ (T— %0'2) (T—-t)

€E =

de donde
§ = Steeax/T—t+(T—%a2)(T—t), (419)

y cuya diferencial esta dada por
ds = S, VTt (r=30")(T~) o\ /T 1 de (4.1.10)
al sustituir (4.1.9) en (4.1.10) se tiene equivalentemente que

ds = sovVT — tde

con lo que se cierra el paréntesis algebraico.

Ahora para calcular el valor esperado del valor presente del valor intrinseco, se utilizara

la definicién de la esperanza condicional para una variable aleatoria continua, esto es,

C:er(Tt)/ maX(S_K7O)fST|St (s]S¢)ds

0

:67~(Tt)/ (s — K)fs. o, (51S:)ds
K

o (T—1) / 5for s, (5Se)ds — Ke " (T=0) / fspis, (slSt)ds
s>SK s>K

7; (ln(sit)_(r_%g2)(T_t))2 (4111)
() / N S T Ny
s>K \/21(T —t)o

l ln(sit)—(r—%o'z)(T—t) ?
1 T2 T
e ds.
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Se denota a las integrales de (4.1.11) con Z; e Z, y se reemplaza en estas a (4.1.10), lo que
genera un cambio de variable y por ende un cambio en los limites de integracion; el cambio
resultante en los limites se establece a continuacién

s)K

eoVT—t+ (r— %02) (T—t)

= Ste >K

—~In (Stewm+ (T_%”Q) (T_t)> ) In (K)
)

o/ (- ”‘“) Vin (K) .

= In(S;) +1n (e

= oV —t+ (7’
=eovT —t)In

16%) (T —t))In(K) —In(S;)

t) —(r—40*) (T —t)
%02) (T —1t)

oVT —1

—
@ X

Si se considera el cambio de variable u = € — o/ —t y se asume el hecho de que —& ~
N(0,1), se calcula a Z; como:

7y ::e_T(T_t)St/ 1 2 e 3¢ VTt et(r=307)(T—1) 4
n(K/S)—(r—30°)(T—t)
{e> — } Nz

efé(efax/Tft)QdE

.y i L
{eovT > ln(K/Sﬁ;(J;ztUZ)(T 0y \/ﬁ

6_5“ du.

_St/ 1 1_2
n(Sy/K)+(r+50°)(T—1)
{—oo <u< o1 } V2

(4.1.12)

Y la segunda integral esta dada por

1 1 2
Iy = —Ke_T(T_t)/ ef-3e }03\/T —t de
2 {€>1n( 2)“-“} 21 (T — t)os

KA

N—

BN
i

_ _KG—T(T—t)/ R
{6 < In(£)—(r—3o°)(T— t)} NG

ovVT—t

1 1
_ —r(T—t) —Z€
= —Ke /_ oo mE) - ) Nora de.

ovVT —t

(4.1.13)
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Si se considera a ®(d) como la funcién de distribucién acumulada de £ ~ N(0, 1), es decir,

&(d) =Pe{€ < d} = /d \/%6%62& =1-—&(—d), (4.1.14)

entonces de (4.1.12) se tiene que

n

2)+ 0+ 102)(T - 1)

ln<
d1 :dl(St,t;T,K,T,O') = O'\/m

(4.1.15)

y de (4.1.13)

&)+ (- 2o2)T - 1)

oVT —t
El resultado de combinar las ecuaciones en (4.1.11), (4.1.12), (4.1.13), (4.1.14), (4.1.15) y
(4.1.16) es

ln<
dzzdg(st,t;T,K,T‘,O'): :dl—O'\/T—t. (4116)

c=88(dy) — Ke"T=Dd(dy), (4.1.17)

es decir, el precio de la opcion europea de compra.

4.1.5 Paridad “put-call” y obtencién de la formula
para valuar una opcién europea de venta

De manera analoga al andlisis anterior, es posible obtener la prima de la opcién auropea
de venta, la cual se denota mediante la funcién p = p(Si,t; T, K,r,0) o p(S,t), més

especificamente.

A pesar de ser diferentes las opciones put y call, cuando ambas opciones tienen ca-
racteristicas similares estan correlacionadas mediante la ecuacién de paridad “put-call”
p+ S, =c+ Ke "T=Y de donde se observa que la férmula para valuar la opcién europea
de venta es posible expresarla en términos de la opcién europea de compra, de la siguiente

manera:
p=c— S+ Ke 7Tt

= 5;®(dy) — Ke—r(T—t)q)(dZ) S, + Ke—T(T—1)
(4.1.18)

= 51— ®(=dy) = 1)+ Ke (1 — (1~ 2(~d)))

= —85,®(—dy) + Ke """ Dd(~dy).
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4.2 Valuacion con enfoque de ecuaciones dife-
renciales parciales

Modelo de Black y Scholes

4.2.1 Introduccion

En esta seccién la herramienta principal para determinar el precio teérico de una opcién
son las ecuaciones diferenciales parciales, primeramente se obtiene la ecuacién diferencial
parcial de segundo orden que Fischer Black y Myron Scholes establecieron en su modelo
para valuar una opcién europea de compra sobre una accién que no paga dividendos
durante la vida del contrato y bajo el supuesto de que el precio de la accién se distribuye
lognormal. También con ecuaciones diferenciales parciales se resuelve dicha ecuaciéon con
condicion de frontera, el valor intrinseco del instrumento derivado. El modelo de Black y
Scholes publicado en 1973 en el articulo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”
en el Journal of Political Economy, representa para la matemética financiera moderna y
para los mercados financieros internacionales una pieza fundamental en el crecimiento y

éxito de la economia financiera, tan importante resultado enriquecido por las aportaciones

de Robert Merton fue el motivo que en 1997 les valiera el premio Novel a Merton y Scholes.

Los supuestos bésicos del modelo clasico de Black y Scholes son:
1) el activo subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida del contrato;

2) el precio del activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico Browniano,

es decir, el precio es lognormal o los rendimientos son normales;

3) la volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través del
tiempo;
4) las ventas en corto del subyacente en cuestién son permitidas;

5) el mercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subyacente se puede

comprar y vender en cualquier fraccién de unidad;

6) no hay costos de transaccién (comisiones e impuestos);
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7) el mercado opera en forma continua, es decir, no hay fines de semana ni dias festivos;

8) existe un mercado de crédito, un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar
y pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los plazos y libre de riesgo

de incumplimiento;
9) los mercados estdn en equilibrio, es decir, no existen oportunidades de arbitraje y

10) todos los agentes comparten exactamente la misma informacién, es decir la informa-

cion es simétrica.
4.2.2 Expresion analitica de hipodtesis

4.2.2.1 Distribucion del activo subyacente

Considere un proceso de Wiener (W}):c(o,r) definido sobre un espacio fijo de probabilidad
con con su filtracién aumentada (2, F, (Ftw )tefo,r],IP). El supuesto de que los precios
de una acciéon S; en el tiempo ¢, tienen una distribucién lognormal, quiere decir que su
distribucién es modelada por el movimiento geométrico Browniano, descrito en forma

diferencial mediante la ecuacién diferencial estocéstica
dSt = MStdt -+ O'Stth, (421)

en donde © € IR y 0 > 0 son constantes, a las cuales se interpreta como el rendimiento
medio esperado y la volatilidad instantdnea respectivamente del activo subyacente, y donde
dS; representa el cambio infinitésimal en el precio del subyacente y dW; ~ N(0,dt), es
el proceso que modela las fluctuaciones propias del mercado de S;. El proceso {S;}i>0 es

adaptado a la filtracién {F;}+>0. Y su correspondiente integral estocastica es

t t
Sy :SO—F,u/ Sudu+a/ SudW,, te]0,T].
0 0

Dado que S; se distribuye lognormal, implica que In(S;) se distribuye normalmente (véase

secci6n 4.1.1), por lo que al aplicar el lema de It6 a In(S;), se tiene

d(InS) = (p— 20°) dt + odWy;
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cuya integral estocéstica correspondiente es

t t t
ln(St):ln(So)—i—u/ du—|—0/ qu—§JZ/ dw?2, te[o,T],
0 0 0

al integrar se tiene que

InS, =InSy+ (u— 30°) t + oWy,

después de aplicar la transformacién exponencial a esta ultima expresién se obtiene

5y = Sper (=t

Y

que corresponde a la definicién que se dio en el capitulo dos de movimiento Browniano

geomeétrico.

4.2.2.2 Cambios en la prima de la opcion inducidos por el

tiempo

La prima o precio de una opcién europea de compra con parametros: S; = precio del
activo subyacente, ¢ = fecha de inicio del contrato, K = precio de ejercicio, T' = fecha de
vencimiento del contrato, r = tasa de interés del mercado de crédito, o = volatilidad y
u = rendimiento medio, los cuales se estipulan en el contrato, se expresa funcionalmente

CcOomo:

c=c(Se,t; T, K,r,o,u), (4.2.2)

pero también se puede expresar como funcién unicamente de los pardmetros S; y t, ¢ (S, t),
ya que K y T se estipulan en el contrato, »r = p por la hipé6tesis de neutralida al riesgo y

r y o por hipdtesis permanecen constantes.

Cada cambio marginal en el tiempo, de t a t 4+ dt durante la vida del contrato, el
activo subyacente cambia marginalmente de S; a S; + dS¢, lo que a su vez implica que la
prima de la opcién cambie marginalmente de ¢(St, t) a ¢ + de, tal cambio esta dado por:

1
de = (ﬁ + EMSt + 5025,52

0?c Oc
ot 05
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el cual se obtiene de aplicar el lema de It6 (también llamado Teorema fundamental del

Calculo Estocastico) a ¢(St, t).

4.2.2.3 Un portafolio combinado y su cambio inducido por el

tiempo

Suponga también la existencia de un portafolio, denotado por II;, cuyo valor presente es,
Ht = wlSt + (.UQC(St, t), (424)

que combina una cierta cantidad w; unidades del activo subyacente de precio S; y otra

cierta cantidad w, unidades de una opcién de compra sobre el mismo subyacente, de precio

c(St, ).

Cuando el tiempo t tiene un cambio marginal de ¢t a t + dt, interesa saber, cual es el
cambio en el valor del portafolio durante el instante dt, el cual esta dado por fluctuaciones
del mercado y es:

dIl; = w1dS; + wode. (4.2.5)

4.2.2.4 Mercado de crédito

Se supone la existencia de un mercado de crédito, en el que inversionistas pueden prestar
y pedir prestado a una tasa de interés constante r a todos los plazos y libre de riesgo de
incumplimiento, que se aplica de forma continuamente capitalizable. Este supuesto implica
que si un inversionista deposita By unidades monetarias, entonces en el tiempo ¢ su saldo
esta dado por B; = Bye™; y el rendimiento marginal de su inversién en el instante dt
satisface la ecuacién diferencial dB; = B;r;dt, con condicion inicial By. Alternativamente
si el valor del portafolio II; se depdsita en un banco que paga una tasa de interés r libre

de riesgo de incumplimiento, entonces su rendimiento marginal esta dado por

dITY = ILrdt. (4.2.6)
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4.2.2.5 Ausencia de arbitraje

La ausencia de oportunidades de arbitrage implica que no hay diferenciales de precios
para cualesquiera dos mercados que permitan ganancias, significa que todos los portafolios

deben de ganar el mismo rendimiento, lo que sucede sélo si los mercados estan en equilibrio.

4.2.3 Derivacion de la ecuacion diferencial parcial de
Black y Scholes

Suponga que el valor de una accién que se toma como activo subyacente es S; y satisface la

ecuacién diferencial estocastica conocida como movimiento geométrico Browniano, a saber
dSt = [LStdt + O'Stth

en donde 4 € IR y o > 0 son los parametros de tendencia y volatilidad instantanea del

activo subyacente y donde dW; ~ N(0, dt).

Bajo el supuesto de volatilidad constante y tasa libre de riesgo también constante, la
prima de una opcién de compra europea se denota como c (St, t). Al aplicar el lema de 1t6
(también llamado teorema fundamental del calculo estocéstico) a ¢ (S, t) se obtiene 4.2.3,

_[0c  Oc 1 , 0% Oc
dec = (875 +8S WSt + 0 S; 852>dt+85t05tth.

En este caso como el valor de la opcién esta perfectamente correlacionado con el valor
del activo subyacente, se puede valuar el precio de la opcién construyendo un portafolio

que elimine la aleatoriedad del movimiento browniano, de modo de eliminar totalmente la

incertidumbre del portafolio; tal portafolio consiste de una opcién y un ntimero ggf de

acciones. Asi el valor del portafolio esta dado por,

Oc

II; = t) — — 4.2.
t C(St, ) GStSt’ ( 7)
el cambio en el valor del portafolio es
Oc
dIl; = de — =—-dS, 4.2.8

87



Capitulo 4. Diversas metodologias para la valuacién de opciones

al sustituir (4.2.1) y (4.2.3) en (4.2.8) se tiene

Jc  Oc 1 oc? oc oc
dil; = | = + == 0?82 | dt + ==-0S; dW; — —— dt d
t <8t T gg Ho 5o S asf) * g5, 0% dWe — g, (wShdt + 05 AW
(4.2.9)
= %4-102528—62 dt
S \ot 27 Ttoas?
Nota: a la eleccién particular de wy = 1y w; = —A = —aa—é se le conoce como

cobertura Delta; y significa que se esta cubriendo una venta en corto! de A unidades del

subyacente con una opciéon de compra.

El supuesto de un mercado de crédito libre de riesgo permite suponer que el valor del
portafolio II; se depdsita en un banco que paga una tasa de interés libre de riesgo que se
aplica en forma continuamente capitalizable, por lo que el cambio en el valor del portafolio
durante dt es (4.2.6):

dIl} = Il;rdt.

Una vez eliminado el riesgo, el valor del portafolio en el tiempo debe de ser igual por el
principio de no arbitraje a colocar la misma cantidad de dinero en un instrumento con

tasa libre de riesgo por lo que:

dIT} = I,rdt = dII,

es decir,
dc 1 ,_,0c Oc
— +-0°S o5 |dt = c— =5 | rdt 4.2.10
(at T3 tasf) (C 35 t)r (4:2.10)
al dividir (4.2.10) por dt obtenemos la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes:
dc 1 , _,0c Oc
—+ -0 S = — —Sir = 0. 4.2.11
ot 27 Ptz Tt gt (42.11)

Como toda ecuacion diferencial tiene una infinidad de soluciones, para determinar la solu-
cién unica para la opciéon de compra europea se tienen las condiciones de frontera y final,

dadas respectivamente por,

c(0,t)=0 y ¢S, T)=max(S; — K,0).

Se dice que hay venta en corto cuando un inversionista vende un activo financiero que ha conseguido
prestado de otro inversionista; la operacién de venta en corto la realiza quien tiene espectativas de que la

accion ba a la baja.
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Se observa que en la ecuacién (4.2.11) el pardmetro pu no aparece, lo que significa que el
valor de la opcion es independiente de la rapidez con que crece el valor del activo y el inico

parametro del precio del activo que afecta el precio de la opcién es la volatilidad o.

Observe también que la ecuacién diferencial parcial lineal de Black-Scholes es de se-
gundo orden y parabdlica?, en donde por el echo de ser lineal, el principio de superposicién
implica que si tiene dos o mas soluciones, entonces la combinacién lineal de ellas también
es una solucién, por lo que el modelo de Black-Scholes acepta el valor del portafolio como
solucion; y por el hecho de ser parabdlica estd relacionada con la ecuacién de difusién de
calor, es decir, con una ecuacién de la forma

ou 0%u

E:k@’ u=u(z,7) —oco<z<oo, T7>0 y k>0,
junto con la condicion

u(z,0) = u, ().

4.2.4 Solucion de la ecuacion diferencial parcial de
Black y Scholes

Ahora para encontrar el precio de la opcién europea de compra se da solucion a la ecuacién
(4.2.11), la cual se renombra por cuestién de orden pertinente a la seccidn,

oc 03¢

0
=+ 355075} + 5 Sir —re =0, (4.2.12)
t

0S5

con condicion e frontera,

¢(St, T) = max(S; — K, 0).

2 Definicién. Clasificacién de ecuaciones: Se dice que la ecuacién diferncial parcial, lineal, de segundo
orden
0%u 0%u 0%u du du
+ B2 +C75 +D—+E—+Fu=0
Ox? Oxdy Oy? dzx dy ’

donde A, B,C, D, E y F son constantes reales, es hiperbdlica si B2 — 4AC > 0, parabélica si B2 —
4AC = 0, y eliptica si B? —4AC < 0.
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Para comenzar con este preoceso de solucién, considere el siguiente cambio de variables:

C(St,t) = f(t)g(ul,UQ), Uy = U1(St,t) y U = UQ(St,t)a

donde f(t) y g(u1,us) se obtendran més adelante. Con el cambio de variables propuesto,

se reescribe la ecuacién (4.2.12) como:
Fatn + 10| (52) (5 + (52) (52)]
dg 0%uq ouq 0%g ouq 0%g Ouy
() (52) + (5) (58) (35) + (o) (5))

am) ((829) <3“2) + (afagul) @5)))]

+ 20287 £(2)

(@) () (e
o () (35)- (2) ()] oo
(4.2.13)

Suponga ahora que f # 0, entonces al dividir la expresién algebraica (4.2.13) entre f, se

tione
(i )+ [ () (5) + () (52
cst| (o) () + (55) ((58) (5%) + (3ee) (32))
() (5 (5) ((52) (5%) + (o) ()
Al(2) () (2) ()]

de donde se obtiene que

el resultado de esta ecuacion diferencial, junto con su condicién inicial es:
(4.2.15)

fy=e TN f(T) =1

Considere ahora, que la funcion us esta dada por:
(4.2.16)

UQ(St,t) :u2(t) :B(T—t), UQ(T)
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y suponga ademas que,

dg 0%
— = 4.2.1
6U2 81@ ’ ( 7)
con estos supuestos se reescribe (4.2.14) nuevamente como:
9?2 ] 9 o2 8u1 dg [Our Puy 5 5  Ouy
S; - B 5 S+ —=5rS:| =0. 4.2.18
o [ EXA Ll TR T R T (42.18)
Si ahora se supone que
ou
0252 1
s: — B 4.2.19
(Ju) -5, (4.2.19)

se puede denotar sin problema alguno a B = A%. De donde por una parte se obtiene la

funcién us (St, t) y por otra parte se reduce la ecuacién (4.2.18),esto es,

1282(8u1> e . 0w 242 24

a5, 05,  \l 0252 ~ &S,

de donde,

/ auy = V2 / dSy _ A\/_(ln(St) —In(K)) + D(t). (4.2.20)

con —In(K) constante de integracién, y D(t) una funcién por determinar. La ecuacién

(4.2.19) hace que (4.2.18) se reduzca a
8%1

0 o2
=+ 8;21 oS} + g5 =0. (4.2.21)

Ahora se obtiene D(t) a partir de usar u; de (4.2.20) en (4.2.21),

o043 (-3) (A2 (87) (&) -0
de donde,

(B2 (2) - mo (7))

al multiplicar por —1 en ambos lados de la iltima igualdad e integrar, se resuelve la
ecuacién diferencial, y puesto que es una funcion que depende del tiempo, se establece la

solucién junto con su condicion inicial,

AV2

o

D(t) = (r—10?) (T —t), D(T) = 0. (4.2.22)
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dado que ya se tiene D(t) con condicién inicial, se obtiene u; de (4.2.20), esto es,

u1 (S, 1) :AT\/5 {m (%) + (r—30%) (T - t)]

w (S, T) = AT\/i . (&) ’ (4.2.23)

K

ul(St’T)0'>
obsérvese que u; (S, T') implica que: % =1In (%) de donde S; = Ke< av2

El resultado de sustituir las condiciones iniciales de (4.2.15) y (4.2.16) y u1(S:, T) de

(4.2.23) en ¢(S;, T) es:
C(St> T) = f(T)g(ul(Sta T)? UZ(T))

= g(ul(staT)’O)

_, (Aﬂ N <§ ) 0) (4.2.24)
o K )’

= max(S; — K,0),

asi, el valor intrinseco de la opcién en términos de f (t)y g (u1,uz),

{ul(staT)ff}
K (e AV2 — 1) si u1(S, T) >0

c(St, T) = max(S; — K,0) = (4.2.25)

0 si ui(S, T) <0,
dado que
Si>K = e{%}>1 =  u; > 0;

por lo que ¢(St, T') representa el pago de la opcién en la fecha de vencimiento. El supuesto
(4.2.17) es la ecuacién diferencial parcial de calor, la cual ahora se establece junto con su
condicién inicial go(u1),

9 _ ¥y

= —, = g(uy,u2), —00 < uj < 00, ug > 0, 4.2.26
8u2 (‘M% g g( 1 2) 1 2 ( )
K<e:+;§ —1) siug >0
go(ur) :=
0 si wup <0

la solucién de dicha ecuacion fué revisada en el capitulo anterior y esta dada por:

1
2, /7i;

g(ui,ug) = / go(m)e_(x_“1)2/4“2dx. (4.2.27)
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Ahora considere el siguiente cambio de variable, y = 32& del cual se tiene

y:x;\/Tu; = T=yV2us+u; = dxr=+2udy,

considere también la condicién inicial go(z) para z < 0, para reescribir a g(uy,u2),

o(u1 + v2ug y)e~ 3% dy, (4.2.28)

g(ur,u2) = —— /
27T —ul/\/2uQ
Al evaluar go(z) para © = y+/2uz+u; en (4.2.26), se puede reescribir la integral de (4.2.28)

COomo:

o 1,2
, — + 2 — 1| e 2¥Y dy. 4.2.29
g(u1,us) /_27'(' /_UI/ - [GXP{Aﬁ(Ul U2 y)} ]6 Y ( )

Al sustituir u; y us en el limite inferior de integracién y en el exponente del integrando de

la ecuacion (4.2.29) ,se tienen los cambios correspondientes:

= (R e ] | N alst ZEL

R Ty U
oVT —t
(u1 + V2uzy) = A:} AV2 ( (?) + (r—1o?) (T—t))

+<\/§\/T——t%a Aafgl)y]

=7 A‘f (<ln(E>+(r—%02) (T—t)) ;

(AT )]

:1n<%)+(r—;2)( t)+ VT — toy

en consecuencia, se reescribe a (4.2.29) como:

1 2>(Tft)+\/T_ft } )
T o oy =
%0’2)(T—t) 6{< 2 6_2y2dy

o/T—t

A\/§

i
K

g (u1,u2) =

r—

=&

K o° 1 _lpe
—E ln( )+(r—502)(T—t) e 27 dy

o/ T—t

(4.2.30)
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Pero la variable y de integracién debe de ser mayor que el limite inferior de integracion,
pues de no ser asi, se convierte en cero el integrando y en el caso de ser igual o en el caso
de ser menor, la funcién no es positiva; con esta observacién se establecen los cambios

correspondientes en los limites de integracion, es decir,

() (=302 er-o
g(uy,us) = St / A [e{<r_%a2)(T_t)+amy}] e 3V dy

ln(%)+(r—%a2)(T—t)
T—t
e o/ (T—1t) 1,
- e~ 39" dy.

(4.2.31)
Recuérdese ahora que ¢(S;,t) = f(t)g(u1,uz), donde f(t) = e "I~ por lo que se tiene
de (4.2.31)

ln(%)-&-(r—%oj) (T —t)

c(Sy, 1) :\‘/S;_W/_oo A [e{<_%”2)(T_t)+"my}] e~ dy

ln(%)—}— (r—%o’Q) (T—1t)

Ke—r(T—1) o /(T—1)

\ 2T oo

- e_%de?%
(4.2.32)

al factorizar el cuadrado del argumento de la exponencial en el integrando, se tiene

var (4.2.33)

Ke—r(T—1) o/ (T—t)
\ 2T oo

e*%yzdy.

Ahora considere el siguiente cambio de variable € = y —o+/T — t, en el primer sumando de

la ecuacién (4.2.33), con lo que se obtiene que ¢(St,t) en términos de este nuevo cambio
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de variable
1
n(% )+ (7’* 50‘2) (Tft)+o'2(T7t)

1
o/ (T—1t)
St / 1.2
c(S¢,t) = e 2° de
(8t,1) = —= o
ln(%)+(r—_02)(T—t)
—r(T—t) o V/(T—1)
_ I(e— 6_2y2dy,
V2T — 0
equivalentemente,
St 1
ln(7)+(7’+2cf )(T—t)
o/ (T—t)
S 1
c (S, t) = \/21:_7r e 2% de
ln(%)+(r—%a2)(T—t)
o/ (T—t)
K
_ ef%dey

Por 1ltimo, si se denota a:

di —
! T ¢,
In (i> + (r—30?) (T —1)
i 2
d2: )
ovI —t
y
S L
o(d) = — e 2Y dy,
27 J— o

se obtiene de sustituir (4.2.35), (4.2.36), y (4.2.37) en (4.2.34)

c(Sy,t) = Sy ®(dy) — Ke " T=)d(dy)

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)

(4.2.37)

(4.2.38)

el precio tedrico de la opcion europea de compra que representa la solucién a la ecuacion

diferencial parcial de Black-Scholes cuando la condicién incial es el valor intrinseco de la

misma.
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4.3 Valuacion con enfoque de ecuacién de di-
fusién de calor

Modelo de Black y Scholes

4.3.1 Introduccion

Mediante cambios de variables convenientes que se aplican a la ecuacién diferencial parcial
de Black y Scholes se llega a la ecuaciéon de difusién de calor o problema de Cauchy

homogéneo, el cual como ya se ha visto esta dado por

ou  0%u
5_@:0 —oo< <00 y T>0

con condicién inicial

u(z,0) = u, (),
esta ecuacion describe la evolucion en el tiempo 7 > 0 de la temperatura a lo largo de una
varilla L de longitud infinita, mediante la funcién u (z, 7); y dado que su solucién depende
del tiempo se determina lo que sucede en 7 = 0, mediante la condicién inicial dnica arriba

enunciada, que debe de satisfacer.

La soluciéon clasica para este problema de valores iniciales homogéneo se abordo en
el tercer capitulo y se utiliza para obtener la férmula de valuacion de la opcién europea
de compra. De la cual por cierto cabe mencionar es trabajada y aplicada en mas de 30

lenguajes en el mundo?.

4.3.2 Ecuacion diferencial parcial de Black y Scholes

Dado que la ecuacién que se va a transformar en la ecuaciéon de difusiéon de calor es la
ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes, se le mantendré presente en esta seccién

junto con las condiciones de frontera, mediante la siguiente ecuacion

0 0? 0
8—;3 + %6—52025? + a—;rb’t —re=0, (4.3.1)
t

3 Lenguajes registrados: Autoit, Fortress, Lua, APL, SAS, Mathcad, J, MEL, Postscript, VB.NET,
Clean, Ruby, Lisp, Prolog, PL/SQL, LyME, ColdFusion, K, HP48, Transact SQL, O’Caml, Rebol, Real
Basic, Icon, Squeak, Haskell, JAVA | JavaScript, VBA, C++, Perl, Maple, Mathematica, Matlab, S-Plus,

IDL, Pascal, Python, Fortran, Scheme, PHP.
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c(0,t) =0, c(St,t) = S cuando S; — oo,

c(St, T) = max(S; — K, 0).

4.3.3 Transformacion de la ecuacion diferencial par-
cial de Black y Scholes en la ecuacién de difusion de
calor

4.3.3.1 Fase 1

Para transformar la ecuaciéon diferencial parcial de Black y Scholes en el problema de
Cauchy homogéneo, lo primero consiste en deshacerse de los términos S y 52 de la ecuacién

4.3.1, para lo cual se establecen los siguientes cambios de variable:

Si=Ke", t=T-—1=, vy r=1s. (4.3.2)
ol 39

Observe que estas sustituciones, revelan que las nuevas variables seran z; y 7 dadas por,

z;y =1In (%) y T=20*(T —t), (4.3.3)

las cuales estdan en términos del activo subyacente, el precio de ejercicio y el tiempo; y
de donde se desprende que ahora c serd funcién de estas nuevas variables, por lo que se

expresa a la prima de la opciéon como:

c(St,t) = Kv(xy, 7). (4.3.4)
Ahora se realiza el dlgebra necesaria con los cambios establecidos en las ecuaciones (4.3.2),
(4.3.3) y (4.3.4), para escribir la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes en términos

de estos cambios de variable. Se comienza por obtener las derivadas parciales de primer y

segundo orden de la ecuacién (4.3.4) en términos de z; y T, esto es,

0 0
aC(St,t) = aKV(.’IZ‘t,T)
= %KV (ln (%), 1o%(T - t))
(4.3.5)
o
9T Ot
_ O 12
- KaT ( 2 )
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0
8_&C(St’t)

0
= 8—StKV(£Ut, T)

_ 9 S\ 1,27
_aStKV<ln(K>,2a (T t))

. Ov Oxy
8xt 85}
w1 (4.3.6)
S0 S,
K ov
S, Oy
, Ov

O,

Pe_ o ( L ov
85152 B 8575 (%:t

B (e‘“ ov Ov Oz, Ov _,. (%ct)

g e_x

e

8art 8art BSt B amt 8St

Lm0 (0w

n 8575 81375 811775
owy ( _, 0%v  _, Ov
0S5 Ox? Oy

1 ., 0%v v
= et ——5 —e Tt—
Ke®t 0xr? Ozt
1 2
= — [ e 22t Q _ 6—2%2 .
K 83:% 6$t
Se reescribe ahora la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes

ov 0%v ov 1 ov
1 2 1772 2z 2 2 2
_5K0_+§Kext0 (e wt_%_e mt_t)—-i—r[&emt—te " —rKv =0,

(4.3.7)

or

pero de 4.3.2 se tiene que Kk = %2, por lo que la ecuacién anterior se transforma en
50’

—1ro?% 2 (L, P, Qv rr o, Ov . r?
0= T - 5 ) e tﬁ — € ¢ b + T o ¢ b e 7t — 1—2V
50' 50’ Ty Tt EO- Tt 50’
o
ov o, 0%V _ ov r? ., OV r?
0=—— +re*te M —— — e Mr— 4 ——e"e T — — ——,
or 0x; Ozy 502 Ozy 502

al multiplicar por —1 y dividir entre r se tiene,

o 0*v ov r Ov r

— — — v
or Oz  Oxy 30201 o2

0=-—

Y
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equivalentemente,
O——@— 82V+ ov _Kﬁy .
N 8’7’ 833% 8xt 8act ’
es decir,
ov 0%v Oov
—=— —1)— — k. 4.3.
or  Ox? +(x )890,5 i (438)

Esta ecuacion es ya mas parecida a la ecuacion de calor, pero aun no lo es, por lo que
se realiza un nuevo cambio de variables, enseguida de verificar cual es la condicién ini-
cial correspondiente a (4.3.8) dadas las sustituciones de (4.3.2), (4.3.3), (4.3.4) y el valor

intrinseco del instrumento derivado en cuestion, por lo que se tiene:
c(St, T) = max(S; — K, 0)
= max(Ke™ — K,0)
= max(K(e"* —1),0) (4.3.9)
= K max(e” —1,0)
= Kv(x,0),

de donde se desprende la condiciéon inicial dada por,

v(z¢,0) = max(e” —1,0).

4.3.3.2 Fase 11

Con el objeto de llegar a establecer el prblema de Cauchy homogéneo, se define ahora
v(x¢,T) como:

v(xe, T) = e TPy (zy, 7), (4.3.10)

a partir de (4.3.10) se calculan las derivadas parciales correspondientes para simplificar

(4.3.9), por lo que se tiene
ov 0

= —¢€

8_:1675_313,5

azrs+6T

oz:tﬁ—ﬁfu

)
a—; + aue AT (4.3.11)

0
— eoza:t-l-ﬁT (8—; + OJ’LL) s
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@ — et tOT 22 Ou + ueamt—i-ﬁTﬁ

or Oxy
e (02 )
or
y 2
Ov _ Ou (amror DU jeometor
Ox; Oz Oy
2,,
(2" ou eawﬂrﬂT 4 ea$t+ﬂ7'a > + ueamt+ﬂ7' + o— du eathrﬂT
0z ox; oxy
azi+pr (07U s + 204% + a?u

Ahora se sustituye (4.3.11), (4.3.12), y (4.3.13) en

ou 0%u ou
azxi+6T — poxwi+PBT 200 —— 2
e (8 +ﬂu> e (8m%+ aamt-l-au)

(4.3.8), con lo que se tiene,

Y

+ e HAT (gu + au) (k — 1) — ket TPy,
Tt

es decir,
ou 0%u ou ou
— = =— 4+ 20— 2 - —1)—
(8T+ﬁu> <5’az§+ aaxt+au>+<axt+au>(m ) — Ku,
al factorizar u se obtiene
ou 9 0%u 0O
— —a?— (k-1 = 2 -1
a7_—i-u[ﬂ a® — (k—1)a+ K] 890%+3:£t( a+k—1)

4.3.3.3 Fase 111

Por ultimo, para desaparecer u y la T““t en (4.3.14), se eligen

20+ k—1=0
=2a=—(k—1)

=a=-1(k-1)

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)

(4.3.16)
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Al sustituir los resultados de (4.3.15) y (4.3.16) en (4.3.14), se obtiene por fin la ecuacién

de difusion de calor o problema de Cauchy homogéneo

ou  0O%*u

E = a—w%, —oo < <00, T> 0, (4317)

y su condicién inicial se obtiene a partir de los resultados de (4.3.15), (4.3.16) y de (4.3.10),

en la siguiente forma

v(xy, T) = e TPy (x,, T)
1 1 2 ’ (4318)
_ 6_5(&—1)$t_2(ﬁ+1) Tu(xt7 T)

por lo que se tiene,

v(zy,0) = e_%(””_l)“u(:ct, 0),

al despejar u(z¢,0) y a partir de la condicién inicial de (4.3.8) se obtiene la condicién inicial

para la ecuacién de calor de (4.3.17)

u(ze,0) = e%(“_l)mtu(mt, 0)
= e3(n- Do max(e”t —1,0)
= max(e%('@_l)mt'i'mt — e%(‘%_l)wt,()) (4319)

= max(e%("Jrl)mt — e%(’“l)x‘,O)

= U, (xt) .

4.3.4 Solucién de la ecuacion diferencial parcial de
Black y Scholes a partir de la solucién de la ecuacion
de difusion de calor

A partir de la ecuacién (3.4) que es la solucién clésica generalizada para el problema de la
ecuacién de difusién de calor homogéneo con condicién inicial tinica, se tiene como solucién

para la ecuacién de calor cuando = € IR,

1 > s—wy)?
u(xg, ) = / e STy (s)ds. (4.3.20)

l 0
(4mrT)2

— 00

101



Capitulo 4. Diversas metodologias para la valuacién de opciones

Para dar solucién a la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes a partir de la solu-
cién al problema de Cauchy homogéneo, se realizan también algunos cambios de variable.
Primero, se considera el siguiente cambio de variable

S — Tt

y = \/Z )

de donde,
s =yVvV2T + x4 Y ds = v27dy.
Por lo que
1 —(zy — 3)2/
= 47-d .
U (wta T) 2\/ﬁ S;

asi mismo, al sustituir el cambio de variable propuesto en la condicién inicial de (4.3.18)

se tiene que u,(s) esta dada por

u, (s) = max {e%(’”l)(“’ﬁ@y) _ 3k (@ V2ry) 0} _

Se reemplaza ahora en (4.3.20), y, ds y u,(s), por lo que se tiene entonces que u(z, 7) esta

dada por

17 1
u(z, 7) = — / U (a:t +y\/27) e_2y2dy
- , (4.3.21)

2 / { 2(Iﬁ:+1) mter\/?) %(K)l)(dhfkﬂ\/?)} e*%yzdy
\/ ™

pero de u,(s) se tiene

6%(f§+1)(azt+y\/§) N e%(r{—l)(wt—i—y\/ﬁ) >0

por lo que,

e%(n—l—l)(mt—l—yﬁ)
>0

o3 (=) (2 tyVET)

1mxt+2mt+2/€y\/27+2y\/27 nmt+2mt ny\/27'+%y\/27' >0

= e2

= T TYVEIT o ’
= MYV 5

= y>-——L
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por tanto se reescribe (4.3.21) como:

o3 (RH1)(ze+V27y) _ 65(5—1)(xt+\/ﬂy)} e 3 dy

u(xe, 7) = \/%_W/_O;;_T{

1 > 1 12 1 > 1 12
- = 5(k+1)(ze+V2T1Y) ,—5Y __/ 5 (k=) (zt+V271Y) ,—5Y
= e2 e 29 d ez e 29 d
vV 2T /; zt Y \/ 27 _% Yy

NG
=1 — I».

(4.3.22)

Se calcula ahora a I, para tal efecto se completa el cuadrado en el exponente de la

funcion exponencial del integrando, esto es,

1 (@)
I = —
! 271'/_%

1 1 1
{ei<”+1>$t+§<*’~+1>(yﬁ)—§y2 } dy

ora
1 /°O { S| -3 (127) 457 }d
e —— e y
2 -
o0 1 1 2 1 1,1 2
1 { 3 (Rt D)zt G (Rt1)72m— [—2(H+1)(y\/?)+2y +5 (k1) 2T] }d
_ . ,
V2T — S
0 1 1 B 2 , (4.3.23
L 62(R+1)mt+8(“+1)2%_ [\/ﬁy_ 2\/§(n+1)‘/§} d ( )
v 21 x4 Yy
ez
LDz +3 (s 1227 poo 1 1 2
e2 s _[%y—rﬂ(n—kl)m}
N V2 o € dy
T -7
L)zt (41)22 [ 1 2
e2TIOTTERET T [ *5[@/*5(%1)@]
B V 27T Tt € dy

var

se realiza el siguiente cambio de variable, en el binomio del integrando:
e=y—i(k+1)Vor = de = dy;

pero este cambio de variable, genera cambios en los limites de integracién dado que y >

—x¢/V/27 , entonces,

eo Tt (k+Dv2r x4+ (k+Dr

Ve 2
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asi I; en términos de este cambio de variable es:

l(m+1)mt+l(n+1)227 > 1 — €2
I; =e2 8 e 2° de
_@t+(st DT (/O
v (4.3.24)
. . st . 9
4 S 2 2T _ 4.2
_ 62(5—&-1)1}—&—8(54—1) 2T e”2¢ de.

— o V2T

Se observa en esta iltima ecuacion, que la integral asi definida, representa la funcién de

distribucién acumulada de una variable aleatoria normal estandar, la cual se denota por

medio de:
B (dy) = /dl e 3%de,
—oo V21
donde
dy = % (4.3.25)
por lo que I; es
I = e2(sH e () 2r gy (g (4.3.26)

Ahora se calcula la integral I, de manera andloga a como se realizé el calculé de la

integral I, esto es,

-7
S e Lo,
= o Y
2T _\jzt_T
: /OO { 2(v— Dt g ()2 [—%(5—1)(y\/ﬂ)+%y2+§(5_1)2y] }d
_ — e y
2T _\jzt_T
> z 1 A1 ? 4.3.27
L 32(5_1)xt+8(5_1)22T_[\/ﬁy_m/ﬁ(n—l)‘/ﬂ] dy (4.3.27)
V2T oy
T Var
l('ﬂfl)m +l(n71)22r 0o 1 1 2
ez ¢T3y / 6_[Ey_2_\/§(ﬁ_l)\/§] q
V 27'(' _ y
\/ﬁ
e%(”‘_l)mf*%(“_w% o *%[w%wnﬁr
B Nozs . ¢ dy,

var
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ahora el cambio de variable consiedrado es:
623;—%(/{—1)\/27’ = de = dy;

pero tal cambio genera que los limites de integracién también cambien, dado que y >

—x¢/v/27 por lo que,

Ty _(/ﬁ—l)\/?__azt—i—(m—l)T
= 2 v

€ > —

asi I en términos de este cambio de variable es

l(r@—l)ac +l(n—1)227' > 1 —le2
I, =e2 tTg e 2° de
_zt (=T /DT
ol 4.3.28
1 1 ntCr 1 (4.3.28)
= = 2 2T 1 2
_ 62(n—1)a:t+8(/1—1) 27 e 2€ de.

oo 2T

Nuevamente se observa en esta ultima ecuacion, que la integral asi definida, representa la

funcion de edistribuciéon acumulada de una variable aleatoria normal estandar, la cual se

denota por
ds 1
® (ds) :/ > e_5€2de,
o T
donde,
—1
dy = et (k17 (4.3.29),

por lo que I es

1 1
I = e2( Dzt g (-1’21 () (4.3.30)

Una vez que han calculado I; e I se tiene el resultado de (4.3.22) dado por

1 1 1 1
w(wy,7) =1 — I = e3Pt (5H1°27q () — o2 (v Dok 5 (5= 127 (4,) - (4.3.31)
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Ahora a partir de las sustituciones de (4.3.2), se tiene que d; y d2 0 (4.3.25) y (4.3.29) son:

di — t+(/€+1)
Ve
n(5) + <%’;2+1) (362(T —1))
) V2 (o2 (T 1)
L (4.3.32)
n () +< %i > 2(T —t))
Vo (T —1)
(R +(r+30°) (T—1)
B o/ (T —t)
y
e+ (k—1)7
&y ==
(%) + (15 1) (e @ -1)
V2 (o2 (T - 1)) .
(%) + ("2 ) (o (- 1)
N 2 (T — 1)
_ (%) +(r—30°) (T —1)
o/ (T —1t)

Por tltimo, de (4.3.4), (4.3.18) y (4.3.31) se tiene que dado

c= Kv(xy, 1),

el precio tedrico de la opcién de compra europea y solucion a la ecuaciéon diferencial parcial

de Black y Scholes es:
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c=Kv(z,T )—K(e 2(n Dz~ 4(n+1) )U(Q?t,T)

1

- K 75 k—1)zt— 4(n+1) 7') (Il _12)

N

( (n Dz, — _(H+1)2T+ (/{—i—l)xt—l— (k+1) 27‘)@(611)

2(,/” 1)$t_ ,@ +2m+1)7‘+ (k— l)mt—&—g(m —2&-{-1) >(I)(d2)

K (e™)® K (e7"7) ® (dy)

(4.3.34)

4.4 Valuacién con enfoque de portafolios repli-
cantes y autofinanciables

Modelo de Black y Scholes

4.4.1 Introduccion

En esta seccidén se obtiene la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes, la cual describe
el comportamiento de los precios de la opcién en tiempo continuo, la ecuacién considerada
es la de la opcion europea de compra y la descripcién utilizada para su obtencién es

mediante el uso de un portafolio con estrategia replicante y autofinanciable.

Para tal efecto considérese un movimiento Browniano {Wj}c(o,7 definido sobre un
espacio fijo de probabilidad con una filtracién (£2, F, (Ft):e(o,77, IP). El portafolio consta
de un activo con riesgo el cual es una accién de precio S; en el tiempo t; se asume que

el comportamiento de los precios esta determinado por la siguiente ecuacién diferencial
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estocdstica, que es la forma diferencial del movimieto geométrico Browniano

donde p y o son costantes y dW; ~ N(0,dt). Se supone que el activo subyacente y la
opcion se negocian de forma continua. También se supone un activo sin riesgo con precio
M, el cual es considerado un principal en depdsito en un sistema bancario que paga la tasa
de interés instantdnea libre de riesgo r y se supone que su comportamiento esta descrito

por la ecuacion diferencial ordinaria
th = TMtdt, (442)
la cual representa el rendimiento del depésito principal en el instante dt.

4.4.2 Estrategia con portafolios replicantes y autofi-

nanciables para obtener la ecuacién diferencial par-
cial de Black y Scholes

Se desea construir una estrategia ¢ = {¢}y,cpr = ((vt, W) gy <T> cuyos componentes vy

y w¢ son las cantidades de la accién y el depdsito bancario de un portafolio en el tiempo ¢
’l)tSt -+ tht = V((b),

se requiere que el portafolio tenga posicion larga en el activo subyacente y un depdsito
bancario, de forma tal que el valor del portafolio replique, en todo momento, el valor de

una opcién europea de compra, es decir,
V(p) = (S, t), 0<t<T, (4.4.3)

para tal efecto, lo que se requiere es encontrar los procesos estocasticos vy = v(St,t) y

wy = w(Sy, t), tales que

’UtSt + ’U)tMt = C(St, t), 0 S t S T, (444)

t t
/ v2ds < 0o y / wids < oo.
0 0
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Que el portafolio sea replicante para cada t € [0,T] significa que no hay arbitraje, ya
que si lo hubiera la igualdad no se darfa para algin ¢ € [0, 7] y permitiria entonces ganacias
libres de riesgo; por ejemplo y sin perder generalidad supongase que en el tiempo cero, el
portafolio contiene vy unidades del activo con riesgo, si sucede que ¢ (S, 0) < v9Sg—+woMp,
entonces se vende una opcién al precio ¢(Sp,0) y este valor se invierte en el portafolio, lo
que permitirfa una ganancia libre de riesgo y si por el contrario ¢ (Sp,0) > voSo + wo Mo,
entonces se compra una opcion y se liquida en T el portafolio, lo que sigue permitiendo
hacer ganancias sin riesgo; lo anterior indica que en ambos casos hay arbitraje, por lo que

en ausencia de arbitraje se satisface la igualdad ¢ (Sp, 0) = v9Sy + woMp.

Se supone que en T’
vrSt + wrMp = max(Sr — K, 0);
para que la estrategia sea autofinanciable se debe de satisfacer
(Utawt) : (St, Mt) = (Ut+1>wt+l) : (St, Mt) ) (4‘4-5)

lo que significa que al tiempo ¢ una vez que el nuevo precio es cotizado en S; y es capitalizada
la inversién en ¢, el inversor o dueno del portafolio, reajusta su posicién de ¢,, a ¢, 41, sin

hacer un depésito extra. Se tiene que la igualdad (4.4.5) es equivalente a

wt—|—1Mt+1 - wt+1Mt + Ut+15t+1 - Ut+15t = (Ut+1, wt+1) (St+1> Mt+1) - (Ut, wt) (St, Mt)

Vg1 (0) = Vo (@) = dns1 (Sea1 — Se, Mgy — My) = (i1, wig1) (Se41 — St, Myp1 — My)

(4.4.6)
es decir, al tiempo t 4+ 1 el portafolio tiene ganancia V41 (¢) y la ganancia neta esta
dada por ¢n41 (Sey1 — St, Myy1 — M), la cual es causada por el cambio de los precios
entre los tiempos t y ¢ + 1; por lo que la ganancia o pérdida realizada por una estrategia
autofinancible es solamente debida al movimiento de los precios. Tal cambio en forma

continua en el portafolio se escribe de la siguiente manera,

’UtdSt + wtht = dC(St, t) (447)
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Ahora se sustituyen (4.4.1) y (4.4.2) en (4.4.7), la cual se reescribe como

2
Ut(/,LStdt+0'Stth)+wt7"Mtdt = <8C + EILLS,: + %0'252 0°c

oc

0S;

Si se igualan los coeficientes de dW; de (4.4.8) se eobtiene

oc
= —. 4.4.9
Ut a5, ( )
De la ecuacién (4.4.4) se obtiene que wy, esta dada por
t —
w, = St Z Uit (4.4.10)

M

ahora ya se tiene a v; y wy; que determinan el portafolio replicante del valor de la opcién

europea de compra, el cual para su mantenimiento es autofinanciable.

Ahora para obtener la férmula de Black y Scholes se igualan los coeficientes con dt de

la ecuacién (4.4.8), de lo que se obtiene

80 Oc

MS+1 25282
ot as ¢

’Ut/J,St -+ 'U)t”f’Mt t 852 .

(4.4.11)

De sustituir (4.4.9) y (4.4.10) en (4.4.11), se obtiene

Oc

2
39S /,LSt+7’ <C(St, ) ﬁst) = @'ﬁ‘ de ,USt'i‘ 10'2523
t

0S¢ ot 0S5, L 087

Oc _Oc 2 28 c
T <C(St,t) 95, St) 5 T 2 S; — 957

Por ultimo, al igualar con cero esta ecuacion se obtiene la ecuacién diferencial parcial de

Black y Scholes
o oc
85’3 0S5,

adicionalmente, se debe imponer como condicién final, el valor en la fecha de vencimiento

— + 1028} —— Syr —rc(Sy,t) =0, (4.4.12)

del portafolio replicante y autofinanciable,
c(St, T) = max(S; — K, 0), (4.4.13)
para que se tenga solucién tnica en (4.4.11).
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Capitulo 5

Analisis comparativo

5.1 Introduccion

En este capitulo se realiza un analisis comparativo de las cuatro metodologias presentadas
en el capitulo precedente, dicho anélisis se apoya en la Tabla 5.1 del presente capitulo y en
el andlisis particular de las metodologias de valuacién del capitulo cuarto; la informacién
disponible en los renglones de la tabla y el analisis metodoldgico permiten establecer tanto
diferencias como coincidencias existentes entre las diferentes metodologias de valuacion,
no solo respecto del enfoque tedrico en el que cada una de ellas es modelada, sino también
diferencias en cuanto al grado de complejidad inherente al marco teérico multidisciplinario
conceptual y operacional en el que los enfoques metodolégicos se desarrollan, diferencias
entre los supuestos que dan lugar a cada uno de los modelos y/o su solucién y las aplica-
ciones o usos que se hacen de los supuestos, segtin el enfoque metodoldgico correspondiente

y los datos de los que se dispone para abordarlos.

En la tabla de andlisis comparativo, se establecié un criterio de calificacién con rangos:
bajo, medio y alto, para determinar la complejidad en la obtenciéon de cada metodologia;
dicho criterio estd basado en la dificultad de las herramientas tedéricas involucradas en el
enfoque tedrico de valuacion correspondiente, el grado de dificultad en la argumentacién
l6gica mutidisciplinaria de cada metodologia; la cual representa la complejidad matemaética
de operabilidad de los conceptos de las multiples disciplinas, que convergen para modelar

tanto el problema de la valuacion como sustentar su solucién.

Para hacer un poco mas explicito el andlisis comparativo, se observa que los campos
disciplinarios que intervienen en el modelado y en la solucién del problema de la valuacién

de opciones son:
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a)

b)

c)

d)

Matemaéticas Fnancieras modernas

Del area de Matematicas: Probabilidad, Procesos estocésticos, Célculo estocastico,
Ecuaciones diferenciales y Ecuaciones diferenciales parciales, Calculo Diferencial e

Integral en varias variables y Algebra.
Economia y

Fisica.

5.2 Tabla 5.1 Analisis comparativo de diversas
metodologias para la valuacién de opciones

Acontinuacion se describen cada uno de las renglones de la Tabla 5.1.

1)

2)

Metodologia para valuar opciones. El primer renglén de la tabla muestra los enfoques

de valuacion que son objeto del anéalisis comparativo.

Supuestos implicados en el enfoque de valuacién. En el segundo renglén se enuncian

los supuestos que sustentan al modelo y/o su solucion.

Herramientas tedricas implicadas. En el tercer renglén se enuncian los elementos teori-
cos correspondientes al enfoque metodoldgico, que son herramientas en la modelacién
y/o en la solucién del instrumento de valuacién de opciones que se obtiene; asi como
aquellos elementos tedricos que modelan a los supuestos sobre los que la metodologia

en cuestion se desarrolla.

Complejidad en la obtencién de la metodologia. En el cuarto renglon se califica como
baja, media o alta la complejidad que representa obtener cada metodolgia, teniendo
en cuenta tanto el contexto tedrico particular de cada metodologia de valuacion, como
el marco tedrico general a nivel conceptual y operacional multidisciplinario que cada

enfoque para valuar opciones encierra.

Datos disponibles. Por tltimo, en el quinto renglén se hace mencion de los datos de

los que se dispone para iniciar el desarrollo de la metodologia correspondiente.
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Tabla 5.1 Anélisis comparativo de diversas metodologias para la valuacion de opciones.
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5.3 Analisis comparativo

A partir de la tabla 5.1, se observa que hay elementos tedricos comunes a los cuatro enfoques

de valuacion metodolégicos, en lo que corresponde al rubro de supuestos implicados en

el enfoque de valuacion. No en todos los casos los supestos estan expresados de forma

explicita, tal es el caso de la metodologia de valuaciéon con enfoque de ecuacion de difusién

de calor; ya que el hecho de que el supuesto sea la ecuacién diferencial parcial de Black

y Scholes, hace inherentes a la metodologia los supuestos basicos del modelo de B-S; y es

por esto que hay supuestos comunes, con las respectivas herramientas tedricas a las que

cada uno de ellos conlleva. Los supuestos y las herramientas tedricas comunes a saber son:

1)

El precio del activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico Browniano,

es decir, el precio es lognormal o los rendimientos son normales;

a) Variable aleatoria estocdstica

b) Espacio y medida de probabilidad

¢) Caminata aleatoria y Movimiento Browniano estandar

d) Filtraciones y Movimiento Browniano

e) Movimiento geométrico Browniano en forma diferencial

La volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través del
tiempo;

Mercado de crédito, es decir, un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar

y pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los plazos y libre de riesgo

de incumplimiento;

a) Ecuacién diferencial de primer orden con condicién inicial.

Pero el hecho de que haya supuestos comunes en los cuatro enfoques metodologicos,

no implica que todos plantean el problema de la misma forma y mucho menos que lo

solucionan de la misma manera. Esta observacion nos lleva a establecer las siguientes

diferencias y/o similitudes entre las cuatro metodologias de valuacién:

1)

Pese a los supuestos comunes arriba enunciados, se observa que en el caso del enfoque

probabilista los supuestos y su teoria correspondiente son utilizados para modelar
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la funcién de densidad del precio del activo subyacente, mientras que en el caso de
los enfoques de ecuaciones diferenciales parciales y portafolios replicantes y autofi-
nanciables, estas hipotesis junto con las herramientas matematicas que las modelan,
son utilizadas para modelar dos portafolios mediante los cuales se modela la ecuaciéon

diferencial parcial de Black y Scholes.

La diferencia senalada en el punto anterior, permite asi mismo senalar que mediante
el enfoque de valuacion probabilista se obtiene el precio tedrico de la opcién europea
de compra, que es solucién a la ecuacién diferencial parcial lineal de Black-Scholes,
pero no se modela tal ecuacién con dicho enfoque; y en los enfoques de valuaciéon de
ecuaciones diferenciales parciales y de portafolios replicantes y autofinanciables si se
modela la ecuacién diferencial de Black-Scholes, cuya soluciéon es el precio tedrico del

instrumento derivado en cuestién.

Se observa a partir del capitulo cinco, aunque no asi de la tabla 5.1, que la ecuacién
diferencial parcial de Black-Scholes es modelada mediante dos diferentes enfoques
metodolégicos a saber: enfoque de ecuaciones diferenciales parciales y enfoque de
portafolios replicantes y autofinanciables. Mientras que el precio tedrico de la opcién
europea de compra, que es la solucién a dicha ecuacion diferencial parcial lineal de se-
gundo orden, se obtiene mediante tres diferentes enfoques metodologicos de valuacion,
que son: probabilista, de ecuaciones diferenciales parciales y de ecuacién de difusién

de calor.

Las herramientas tedricas implicadas en los enfoques metodoldgicos: probabilista,
de ecuaciones diferenciales parciales y de portafolios replicantes y autofinancibles,
aunadas a las hipdtesis comunes mencionadas arriba, establecen diferencias en los
usos y aplicaciones que las hipétesis tienen en cada uno de los diferentes contextos
tedricos. Asi, mientras que en el enfoque probabilista los supuestos son actores en
la modelacién de una funciéon de densidad, en el enfoque de ecuaciones diferenciales
parciales son sustento de un portafolio combinado de una accién de un determinado
subyacente y una opciéon sobre el mismo subyacente, y en el caso del enfoque de

portafolios replicantes y autofinancibles los supuestos fundamentan una estrategia
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cuyos componentes son procesos estocasticos que representan las cantidades de una
accién y de un depdsito bancario que deben de replicar en todo momento el precio de
una opcién.

Por otra parte, se mecioné ya que con los enfoques de ecuaciones diferenciales parciales
y de portafolios replicantes y autofinanciables se hace la modelacion de la ecuacién
diferencial de Black-Scholes y en ambos casos, se modela mediante un portafolio. Sin
embargo las diferencias entre los contextos tedricos hace que estos portafolios sean
diferentes cualitativamente, ya que mientras el primer enfoque construye el portafolio
mediante una cierta cantidad sobre un subyacente mas otra cierta cantidad de una
opcidén sobre el mismo subyacente y pide que esas cantidades sean tales que se elimine
el riesgo del portafolio; el segundo enfoque construye el portafolio mediante una cierta
cantidad de un activo con riesgo que es un subyacente, mas otra cierta cantidad de un
activo sin riesgo que es un depédsito bancario y pide que esas cantidades sean procesos
estocdsticos tales que hagan que en todo momento el portafolio replique el valor de la
opcion.

Se menciono también, que el precio tedrico con el que se evaliia una opcién se abordo
mediante tres diferentes enfoques metodolégicos, nuevamente los distintos contextos
tedricos de cada enfoque hacen que la forma de obtener dicho instrumento financiero
difiera de una metodologia a otra. Asi, en el enfoque probabilista el precio tedrico
de una opciéon de compra europea, se calcula mediante el valor esperado del valor
presente del valor intrinseco, y el precio de la opcion de venta es obtenido por medio
de la condicién de paridad put-call. En el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales
se da solucion a la ecuacién de Black-Scholes, haciendo algunos cambios de variables y
suponiendo la ecuacién de difusion de calor inmersa en la ecuacién de B-S, con lo que se
logra a partir del contexto tedrico obtener la condicién incial de la ecuacién de difusién
de calor y entonces a partir de su solucion generalizada, analizada en el acpitulo tres,
se obtiene el precio tedrico de la opcién europea de compra. Por 1dltimo, en el caso del
enfoque de ecuacion de difusion de calor o problema de Cauchy homogéneo, lo que se
hace es transformar la ecuacién de Black-Scholes junto con su condicién de frontera,

por medio de cambios de variables en el problema de Cauchy homogéneo junto con su
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condicién inicial y una vez hecha la transformacion, se da solucién a la ecuacion de
B-S a partir de la solucién del problema de Cauchy homogéneo invirtiendo los cambios

de variables.

Las diferencias observadas en el punto anterior y el andlisis del capitulo cuarto, per-
miten a su vez observar, que los tres enfoques convergen por medio de su contexto
tedrico individual a la solucién de la ecuacion de difusion de calor o problema de
Cauchy homogéneo, para poder obtener el precio tedrico del instrumento derivado en

cuestion.

Otra de las coincidencias entre los cuatro enfoques de valuacién, son los datos de los
que se dispone, tanto para modelar la ecuacion diferencial parcial lineal de segundo

orden, como para dar solucién a la misma.

Para finalizar este andlisis, obsérvese en la tabla 5.1, que los enfoques metodolégicos
tienen asociados diferentes rangos de dificultad en la obtencién de la metodologia
correspondiente, esto se debe en buena medida esencialmente a dos cosas, primero a la
dificultad de los procesos matematicos de los que cada enfoque hace uso en su contexto
propio y segundo a la interaccion tanto légica como conceptual multidisciplinaria de

cada enfoque metodolégico.
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Capitulo 6

Conclusiones

Dados los analisis que se realizaron en este trabajo de tesis, tanto de cada uno de los cuatro
enfoques metodolédgicos para la valuaciéon de opciones, como del analisis comparativo entre
éstos, se observa que hay tres supuestos comunes a los cuatro enfoques; el de distribucién
lognormal del subyacente, el supuesto de volatilidad constante y el supuesto de un mercado
de crédito, por lo cual, tdmbien hay herramientas tedricas comunes. Pero el hecho de
que los diferentes enfoques coincidan en estos supuestos, no quiere decir que los empleen
de la misma manera. Asi mientras que en el enfoque probabilista tales hipdtesis son
actores en la modelacién de la funcién de densidad del activo subyacente, en los enfoques
de ecuaciones diferenciales parciales y de portafolios replicantes y autofinanciables, las
mismas hipétesis son utilizadas para modelar portafolios, mediante los cuales fué obtenida
la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes; por otra parte en el enfoque de la ecuacién
de difusién de calor, estos supuestos estan implicitos en el modelo de Black-Scholes que es

supuesto para este enfoque.

A pesar de que los cuatro enfoques metodolégicos se ocupan de la modelacién y/o
solucién de la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes junto con su condicién de
frontera, que es el modelo mediante el que se obtiene el precio tedrico de una opcidn,
el grado de dificultad para la obtencién del mismo varia de un enfoque a otro, debido
a la dificultad inherente al contexto teérico, la dificultad de las herramientas tedricas
involucradas y la argumentacién légica mutidisciplinaria con las que se desarrolla cada

enfoque de valuacion.

De los analisis expuestos, se observa que para comprender mejor y hacer un ejercicio
profesional de la valuacién, el uso y las aplicaciones de las opciones financieras, ya sea como

estrategia de inversién y/o como medida de control de riesgos, es esencial involucrarse y
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estar actualizado en los contextos disciplinarios econémico, financiero, fisico y matematico
en las areas de probabilidad, ecuaciones diferenciales parciales y de ecuacién de calor, que
motivan la modelacién y existencia de dichos instrumentos, tanto en el ambito tedrico

como en el practico.

Los analisis desarrolados en los capitulos cuatro y cinco de este trabajo de tesis, exhi-
ben que los cuatro enfoques son igualmente precisos, para modelar la ecuacién diferencial
parcial de Black y Scholes, como para obtener el precio tedrico de las opciones, sin ambargo,
el grado de dificultad en su obtencién y el mismo contexto tedrico traducidos en rapidez y
sencillez, permiten sugerir su uso a los distintos agentes que manejan los productos deri-
vados en cuestién. Asi, el uso del enfoque probabilista se recomienda a los coberturistas,
especuladores y arbitrajistas, que trabajan por ejemplo para bancos comerciales, corpo-
rativos que operan derivados para cubrir sus pasivos, casas de bolsa y MexDer, entre
otros; los enfoques de ecuaciones diferenciales parciales y ecuacion de difusion de calor, se
recomiendan a los académicos y a los analistas financieros de instituciones financieras tales
como casas de bolsa y el MexDer; y el enfoque de portafolios replicantes y autofinancia-
bles se recomienda a cualquier estudioso del tema, tanto operadores de opciones, como a

analistas financieros y académicos.

Por otra parte se observa que los modelos analizados presentan todavia algunas limi-
taciones que requieren de un mayor esfuerzo de investigacion en el futuro. Asi, los modelos

pueden ser extendidos en las siguientes direcciones:

e No-estacionariedad aparente de los datos financieros. Las variaciones de los precios
de los productos financieros parecen tener una distribuciéon no estacionaria, es decir,
se ven periodos de mucha variacién seguidos de periodos mucho mas tranquilos. El
movimiento browniano no presenta esta propiedad, ya que la variacion de los precios
en intervalos de duracién constante esta equidistribuida.

e Concentracién de la variabilidad. La variabilidad no sélo no es constante, sino que
ademds se concentran los periodos de alta variabilidad, es decir los periodos en los
que la variacion de los precios es elevada no se encuentran aislados, sino concentrados

temporalmente.
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e Dependencia a largo plazo. La anterior caracteristica de los precios financieros esta
muy relacionada con esta otra de que parece que las variaciones de los precios financie-
ros presentan cierta dependencia que no desaparece sino muy lentamente. Sin embargo
el movimiento browniano tiene incrementos independientes y por tanto la variacion

de un periodo no esta relacionada con la variacién del periodo anterior.

e Colas pesadas. Las distribuciones de la variacién de los precios financieros suelen ser
leptocurticas, es decir, se aprecia empiricamente que variaciones grandes de los precios
aparecen con mas frecuencia de lo que normalmente seria de esperar. Por tanto esto
conduce a que es necesario utilizar modelos con mayor variabilidad de los precios que

la que proporciona la distribucién gaussiana que define el movimiento Browniano.

e Discontinuidad en los comportamientos. Las trayectorias del movimiento Browniano
son continuas, esto no permite introducir discontinuidades de salto en los modelos en
que aparece el movimiento browniano. Sin embargo, esta discontinuidad en el com-
portamiento es algo que es justificable en la realidad, la sensibilidad de los mercados
financieros a todo tipo de informacién, los hace sumamente volatiles y por ejemplo
cualquier variacién en la politica econdmica, informacién acerca de la evolucién de
las magnitudes macroeconémicas o nuevos datos acerca de la evoluciéon de cualquier
empresa hace que se produzca un cambio brusco en la situacion del mercado que

realmente se puede interpretar como una discontinuidad de cambio.

Por lo antes mencionado es que surgen los enfoques de valuacién de opciones con
volatilidad estocastica, valuacién de opciones con procesos de difusién con saltos, valua-
cion de opciones sobre subyacentes con elasticidad constante de la varianza y otros topicos
avanzados de opciones que tratan de subsanar las limitantes del modelo de Black, Scholes
y Merton y atender a los requerimientos de la realidad financiera, pero todos ellos ain
presentan sus propias limitantes, sin embargo, sin todos estos trabajos la mecénica de los
mercados financieros no habria llegado a lo que el dia de hoy es. Todos estos tépicos avan-

zados de valuacién de opciones representan un campo abierto a la presente investigacion.
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