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Resumen

Se presenta el disefio de algoritmos globales de control por modos desli-
zantes de alto orden para sistemas lineales e invariantes en el tiempo con
multiples entradas y multiples salidas considerando entradas desconocidas
acopladas. Se comienza asumiendo todo el estado disponible para después
considerar disponible tnicamente la salida. Se hace uso del diferenciador
por modos deslizantes para estimar sus derivadas, que posteriormente son
usadas para construir el control. Se propone una ganancia adaptable para
el diferenciador con el fin de obtener globalidad y mayor precisién. Asi mis-
mo, el diferenciador se analiza para encontrar un criterio de separacién que
permita detectar su convergencia para después encender el controlador. Re-
sultados en simulacién son presentados.

Palabras clave: Modos Deslizantes de Alto Orden, Control Dindmico por
Salida, Diferenciador por Modos Deslizantes de Alto Orden.




CAPITULO
UNO

Introduccion

Desde sus inicios, los dispositivos con realimentacién no fueron concebidos con
el fin Ultimo de realizar seguimiento o regulacién alguna, sino para proporcionar
robustez del sistema ante incertidumbres externas (perturbaciones) o internas in-
herentes. Esto es debido a que si el sistema es exactamente conocido y no existen
perturbaciones, el control ideal esta dado por el inverso del mismo, simplemente.
Por esto, desde un principio el control bajo condiciones de incertidumbre, con-
trol robusto, ha permanecido como una de las ramas del control automéatico méas
activas.

Existen varias tendencias en cuanto a cémo abordar problemas de control
robusto. Dos que gozan gran popularidad actualmente son la teoria de Hoo y
control por Modos Deslizantes (MD). La teorfa de control H, es una herramienta
madura que permite atacar el problema de una manera muy general, sin embargo
necesita que la incertidumbre esté en Lo (desaparecen con el tiempo) y no logra
su compensacion exacta. Esta iltima condicién sobre las caracteristicas de la
incertidumbre es poco factible en condiciones reales, pues implica suponer que la
perturbacién no actia cuando el tiempo es muy grande.

El segundo enfoque basado en MD comienza en los 50’s [Eme57] como una
aproximacién muy intuitiva y un tanto burda al problema: actuar con un esfuerzo
energético suficientemente grande ante cualquier desviacién (por pequena que sea)
del sistema de su punto de operacién, de modo que las trayectorias del sistemas
son confinadas (por la accién del control) a una dindmica (superficie) que no de-
pende de la dindmica original del sistema. El control cldsico por MD (ver [Utk92],
por ejemplo) garantiza la compensacién exacta (elimina completamente el efecto)
de perturbaciones “acopladas” (a la senal de control) acotadas y la convergen-
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cia asintética del estado a cero. Resulta claro que el control debe ser discontinuo
(pues conmuta constantemente entre dos acciones de control) y (en este modo de
operacién) promueve oscilaciones de alta frecuencia y poca amplitud que degra-
dan el desempefio del sistema. Este fenémeno es conocido como chattering. Otra
limitante central de la teoria clasica de MD es que se requiere que la superficie
tenga grado relativo 1 con respecto a la senal de control.

1.1. Estado del Arte

En los 80’s aparecen los Modos Deslizantes de Segundo Orden (MD20) [Eme86)
que relajan la condicién de grado relativo 1 a grado relativo 2. Estos son algo-
ritmos (casi) plug & play para sistemas con perturbaciones acopladas acotadas:
twisting, sub-optimo, terminal. Sin embargo todos ellos requieren de la estima-
cién de la derivada de la salida para construir la “superficie”. En este sentido, la
“superficie” sigue teniendo grado relativo 1 (artificialmente construido por dife-
renciacién) solo que ahora el movimiento hacia el origen no es tan simple como
en MD de primer orden (donde se viaja directamente “sobre” la superficie), sino
que puede surgir un movimiento més complejo [Eme57; Lev07], por ejemplo. La
aplicacién inmediata que tuvieron fue a sistemas mecdnicos [Bar03]. Un poco
después es introducido el algoritmo super-twisting [Lev93] como un algoritmo de
MD2O pero con la caracteristica de que puede ser usado en sistemas con grado
relativo 1 produciendo una senal de control continua (en este caso la “superficie”
si tiene grado relativo 1). La aplicacién natural de super-twist fue reemplazar el
control relevado de MD clésicos [Utk92] para usar un control continuo [Bar00] y
se penso que el chattering habia sido eliminado ya que el control era continuo.
Esto resulté no ser cierto [Boi07], pues no vieron que sélo se escondia detrds de
un integrador, que ayudé atenudndolo (el promedio de la integral de oscilacio-
nes casi-simétricas es menor que las propias oscilaciones). Tiempo después, se
encontré que super-twisting podia funcionar como diferenciador para estimar la
derivada requerida [Lev98]. Sin embargo, atin persistia el problema sobre el grado
relativo para sistemas con grado relativo mayor a 2.

Este problema es superado en [Lev0l] para el caso SISO donde son introdu-
cidos los MD de orden arbitrario, tan alto como el grado relativo de la salida.
La metodologia de diseno se basa solo en el conocimiento del grado relativo de la
salida y cotas constantes conocidas para el sistema. Recientemente, en [Lev08a],
sus contrapartes “globales” han sido introducidos usando ganancias variables pa-
ra sobrellevar cotas “variables”. Para construir el controlador (igual que en caso
de MD20O) es necesario evaluar en tiempo real cierto nimero de derivadas de la
salida. Estas pueden ser obtenidas mediante un diferenciador exacto y en tiempo
finito por MD de orden superior [Lev03], basado de nuevo en super-twisting. El
controlador hace uso de las estimaciones del diferenciador y es encendido después
de suficiente tiempo de modo que el diferenciador ya haya convergido. Sin embar-
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2o, no resulta claro cudnto es necesario esperar, solamente dicen hay que esperar
“lo suficiente”. Aun asi, la principal limitante es que el disefio solo considera una
sola entrada y una sola salida.

El trabajo mas reciente encontrado por el autor para superar los obstdculos
antes mencionados estd en [Edw08]. En el se presenta un controlador (basado en
MD20) por salida para sistemas MIMO con perturbaciones acopladas bajo las
condiciones

= entrada acotada — estado acotado (con respecto a la perturbacién),

= la perturbacién y su primera derivada deben estar acotadas por una cons-
tante conocida,

= grado relativo bien definido,
= ceros invariantes estables,
usando un algoritmo por MD20 para la observacién del estado, los autores aplican

el controlador de [Bar00] para obtener estabilidad asintética del origen. De esta
forma, los principales problemas abiertos hasta 2008 eran

1. Criterio de separacion para saber cuando es correcto utilizar las estimaciones
de las derivadas del diferenciador en el controlador.

2. Algoritmos de control por modos deslizantes de orden mayor a 2 para siste-
mas con multiples entradas.

3. Control global por salida de sistemas MIMO por modos deslizantes de orden
mayor a 2.

1.2. Contribuciones
Las contribuciones de esta tesis son:
1. Control por MD globales de Orden Arbitrario para sistemas lineales con

multiples entradas.

2. Control por salida basado en MD globales de Orden Arbitrario para sistemas
lineales MIMO con perturbaciones acopladas bajo las condiciones

= perturbaciones uniformemente acotadas,

= 10 existen ceros invariantes (observabilidad fuerte del sistema),



4 INTRODUCCION 1.4

3. Relaciones entre grado relativo bien definido, observabilidad fuerte y dinami-
ca cero.

4. Introducimos un criterio de separaciéon que permite detectar la convergencia
del diferenciador [Lev03] (o del observador, equivalentemente). Se analizan
dos casos

= deslizamiento ideal: sin imperfecciones de conmutacién,

= deslizamiento real: considerando discretizacién y ruido “integrable” a
la vez.

5. Se presenta un método de “auto-ajuste” para las ganancia del diferenciador
[Lev06a).

mejorando, en comparacién, los siguientes puntos

1. Mejoramos [Bar00] al reemplazar MD20 por MD globales de orden arbitra-
rio, logrando globalidad y mayor precision.

2. Mejoramos [Edw08] logrando mayor precisién y estabilidad “global” en tiem-
po finito del origen. De este modo se remueven las reestricciones sobre BIBS,
perturbacion suave y grado relativo bien definido. La extensién al caso de
ceros invariantes estables y grado relativo bien definido es directa.

3. Mejoramos [Lev01] al presentar un criterio para encender el controlador
justo en el instante que el diferenciador converge. Se analiza el efecto de
discretizacién y ruido deterministico a la vez, que resulta diferente al enfoque
tipico, por ejemplo de [Lev05], donde se analizan sus efectos por separado.

4. Al adaptar la ganancia, hacemos uso mas eficiente del diferenciador logrando
una mayor precision y por tanto menor chattering.

1.3. Motivacion y metodologia

Las convergencia exacta y en tiempo finito son propiedades deseada de los
controladores para sistemas hibridos. Si esta condicién se cumple, se evita la
acumulacién de error entre tiempos de vida (dwell times) y el problema de control
se simplifica.

Para lograr los objetivos hacemos uso de MD orden arbitrario en su version
global [Lev08a], del diferenciador [Lev06a] proponiendo una ganancia de modo que
sea global (en el caso estabilidad en tiempo finito de cero) y proponemos un criterio
para encender el control. Ademds, se emplean los conceptos de “observabilidad
fuerte” y “grado relativo bien definido” con efectos de control por salida.
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1.4. Organizacion de la tesis

En el Capitulo 2 abordamos la teoria de modos deslizantes de alto orden
(HOSM). Se comienza introduciendo algunos conceptos para después saltar a
los algoritmos globales de control introducidos recientemente en [Lev08a], revi-
sando su funcionamiento a través de varios lemas y teoremas sobre sus propie-
dades. Después, realizamos un nuevo estudio sobre el diferenciador por HOSM
[Lev03; Lev06a] para encontrar condiciones que indiquen que el diferenciador ha
convergido. Se consideraron dos casos: cuando no existe ruido ni muestreo (des-
lizamiento ideal) y cuando existen (deslizamiento real). Finalmente se presenta
una propuesta de criterio de separacién que permite construir el control con las
estimaciones de las derivadas.

En el Capitulo 3 presentamos el diseno de algoritmos por HOSM para sistemas
con multiples entradas considerando todo el estado disponible. En el Capitulo 4
abordamos el problema considerando que solamente la salida esté disponible y que
ademas el sistema tiene grado relativo bien definido. En Capitulo 5 presentamos la
metodologia de diseno considerando disponible solamente la salida y suponiendo
que el grado relativo no esta bien definido, que es el caso mas general. Finalmente
en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones.



CAPITULO
DOS

Modos Deslizantes de Alto Orden

Comenzamos introduciendo algunos conceptos de fundamental importancia en
la teorfa de modos deslizantes de alto orden (HOSM). En la siguiente subseccién,
revisamos los resultados previamente obtenidos en [Lev08a] tratando de hacerlos
entendibles, de forma que intentamos no pasar por alto ningin paso (presentan-
do todas las pruebas de los lemas, a diferencia del autor) y evitando las palabras
“obviamente se cumple que”, que tanto agradan a su autor. Finalmente, en la sub-
seccién 2.3, presentamos un nuevo andlisis realizado al diferenciador por HOSM
para encontrar una forma de determinar cuando ha convergido (un criterio de
separacién), es decir, se encuentra en un deslizamiento ideal o real.

2.1. Antecedentes

Definicién 2.1.1 (Dilatacién). La familia de dilataciones dy, asociada al vector
de pesos (my,ma,...,my), m; € R, se define como el mapeo

di : (1,20, ...,2p) — (K™ x, K™ 29, ... k" 2,), Yk >0
donde m; es el peso (o grado) de x; y se expresa como degx; := m;.

Definicién 2.1.2 (Homogeneidad de un campo vectorial). Un campo vectorial
f(z),z € R™ se dice homogéneo de grado q si

fldyx) = k2 f(x)

y generalmente se expresa deg f(z) := q.

7
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Definicién 2.1.3 (Homogeneidad de una ecuacién/inclusién diferencial). Una
ecuacion diferencial © = f(x) (o una inclusion diferencial © € F(x)) se dice
homogénea de grado —q < 0 si es invariante con respecto a la transformacion (de
tiempo y coordenadas)

(t,z) — (k%,dpx)

es decir

d d d
—r = -9 —_—r = —— =
P f(z) & k™ %y T qut(dkx) f(drx)

dqut(dkx) = F(dyz))

Definicién 2.1.4 (Contraible por dilatacién). Un conjunto D C R™ es contraible
por dilatacion si dp D C D para toda 0 < k < 1.

(o Lz € F(z) &

Definicién 2.1.5 (Contraccién de una inclusién diferencial). Una inclusion di-
ferencial & € F(x) se dice contractiva si existen conjuntos compactos D1, Da y
cierto tiempo T' tales que

(i) 0 € Dy C interior(Dy).
(ii) Dy es contraible por dilatacion.
(#ii) Vx(0) € D1,3T : 2(T) € Ds.
Note que no es necesario que x(t) € Dy, ¥Vt > T, sino que puede entrar a Dy y
despues salir. El siguiente teorema es quiza el mas importante

Teorema 2.1.1. [Lev05] Sea & € F(x) una inclusion diferencial homogénea con
grado de homogeneidad —q < 0. Entonces las siguientes propiedades son equiva-
lentes

(i) Estabilidad global en tiempo finito del origen.
(ii) FEstabilidad asintdtica uniforme y global del origen.

(iii) Propiedad de contraccion.
Ademas las siguientes afirmaciones se cumplen

(a) El tiempo de llegada (o asentamiento) al origen es una funcidn homogénea
continua de la condicion inicial y el peso q.

(b) La estabilidad en tiempo finito del origen es robusta a pequenas perturbacio-
nes homogéneas.
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De esta manera, es suficiente mostrar que existe contraccién en cierta region
del espacio (sin importar que tan pequetia sea) para mostrar que dicha propiedad
se cumple en todo el espacio y por tanto existe estabilidad global en tiempo finito.

2.2. Algoritmos globales de Control

Considere un sistema incierto

a(t,x) + b(t,x)u, b(t,z)#0
o(z,t)

conr € X CRu € Ryo:R"™ — R es la salida (medible) del sistema.
Sobre las funciones a(t,x),b(t,x) y o(t,z) supondremos que solo se conoce una
cota superior, que se especifica mas adelante. Suponemos ademéas que cualquier
nimero de derivadas de la salida o estan disponibles. Se supone que el grado
relativo r de o es conocido y constante, asi

o™ = h(t,z) + g(t, z)u

donde h,g son funciones de nuevo desconocidas y ¢(¢t,z) # 0. La suposicién
tradicional del planteamiento de modos deslizantes de alto orden es suponer
C > |h(t,z)| para una C constante. En lugar de esto, supondremos que cono-
cemos una funcién ®(¢,x) integrable (en el sentido de Lebesgue) tal que

ag(t,x)®(t,x) > |h(t, )|

es decir, la funcion ag® domina la dindmica incierta con una ganancia « sufi-
cientemente grande. Los controladores por modos deslizantes de orden superior
conocidos hasta el momento son construidos de forma recursiva. Quizd, los mas
interesantes son los nombrados casi-continuos [Lev06b; Lev08b] ya que son conti-
nuos excepto en el punto ¢ = & = --- = ¢("~1) = 0. Estos son construidos con la
siguiente recursion

— — _ Yo,r __ 3
Yor =0 No,r = |o] Wo,r = ;2= = signo
_ e i it _ e
@i =0D + BNy, Nip = [0W] + 8NT W, = 2
y

u=—a®(t, )V, 1 ,.(0,6,...,00"D) (2.1)
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Lo primero que encontramos es que el control tiene una singularidad en o =
0. Sin embargo dado que la medida de este punto es cero, las soluciones del
sistema no se ven afectadas [Fil60]. Ademas, es interesante notar que N, , es una
especie de norma homogénea de la funcién homogénea ;,, por lo que en ese
sentido el control generado por ¥,_;, es un control por unidad [Utk92] pero
en coordenadas homogéneas. Es conocido [Lev06b] que con ® = 1, un conjunto
de parametros {f31,..., -1} apropiados y una ganancia a > 0 suficientemente
grande el controlador provee la igualdad ¢ = 0 para cualquier condicién inicial.
Sin embargo, puede suceder que sean necesarias ganancias muy altas para atraer
trayectorias que inician muy lejos del origen y resulten excesivas cuando estas se
acercan al origen. Por esto resulta conveniente utilizar una ganancia que se adapte
en el espacio.

Para remover la ganancia constante y permitir una “funcién de ganancia”
®(x,t) es necesario mostrar que el siguiente teorema es cierto

Teorema 2.2.1. Considere un conjunto de pardmetros {f1,...,0,-1} y a >0
suficientemente grande. Entonces

(i) El controlador (2.1) asugura o = 0 en tiempo finito para cualquier condicidn
inictal.

(#i) Cualquier incremento en la funcion de ganancia ® no interfiere con la con-
vergencia.

De este modo, se permite una ganancia variable del controlador. Hay que
notar que no cualquier combinacién paramétrica {3;} que asegure convergencia
en tiempo finito permite un incremento arbitrario de a 6 ®. Aquellos conjuntos
{Bi} que si los permiten son llamados robustos con funcién de ganancia [Lev08a).
Para encontrar estos conjuntos de parametros “robustos con funciéon de ganancia”
se utiliza el siguiente teorema

Teorema 2.2.2. Estabilidad en tiempo finito de la ecuacion diferencial

(r=1) N2, W 5, =0
o + ﬁr—l r—2,r *r—2,1 —
garantiza la robustez con funcion de ganancia del conjunto de pardmetros {f1, ..., Br—1} >
0.
Ahora introducimos algunos lemas que permiten probar el Teorema 2.2.1. Pri-
mero algunas propiedades de las funciones con las que construimos el controlador
Lema 2.1. Lo siguiente es cierto

(i) Ni, es positiva definida, es decir N;, = 0 & {o0,6,...,00} =0, i =
1,...,r.
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(ii) Nip #0= || <1.

Demostracion. (i) Por induccién. Ny, = |o| es positiva definida. Suponga aho-
ra que N;_1, es positiva definida. Ahora N;, = |0(i)| + ﬁiN[:f;l, Bi 0
es claramente positiva definida pues la funcién (-) 7T es mondtonamente

creciente (cero siy solo si (+) = 0).

(ii) Por induccidn. |¥ .| = [signo| < 1. Suponga que |¥;_1 | < 1 entonces

() =
g + ZNi— r
W, = & Lr W1,

0| + @_N%ﬁl

i—1,r

dado que N; , # 0 entonces ¥, ,. estd bien definido. Entonces

O.(Z) + @Nri?il

i—1,r

|\Iji,r| < o
00| + BN

i—1,r

Para el numerador debemos acotarlo por el maximo valor posible |o()] +

i .

;11" |. Para el denominador deberiamos acotarlo por el minimo valor
)

posible, pero dado que N;_1 . > 0, entonces de nuevo es |0V |+ 3; ‘N[_ft,l .

Por tanto |, .| < 1.
O

Ahora introducimos la definicién de Homogeneidad r-deslizante (r-sliding ho-
mogeneity)

Definiciéon 2.2.1. Decimos que el sistema es homogéneo r-deslizante si el
sistema es homogéneo con pesos

dego =r,degs=r—1,...,dega" Y =1,degc™ = 0,degt =1

esto es deg o) =¢— i,1=0,...,7r—1. Si esto es cierto, el sistema es invariante
con respecto al cambio de coordenadas y tiempo

(t,0) — (kt,do)

donde dj. es una dilatacion.
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Lema 2.2. Lo siguiente es cierto

(i) El peso de N;, esr—1i,i=0,...,7r —1.

(ii) Toda funcidn homogénea localmente acotadaw(a,d, ... ,a"=D) con peso r—i
satisface
lw| < eNjp

para algin ¢ > 0.

Demostracion. (i) Por induccién. Ny, := |o| tiene peso r pues k" |o| = |k"0].
Suponga que el peso de NV;_; . es r — i + 1. Entonces

Ni,r(dkg) _ |kr7io_(i)| + 51N[_11:;;1 (dkd) _ |kr7io_(i)| + 51 [kr7i+1Ni,1(0)] 47»:;41»1
= kriiNim(O')
(ii) Denote w,_i(0) := w(o,d,...,0 D). Si w,_;(0) es homogénea con peso

r — i entonces w,_;(dxo) = k" "‘w,_;(c), o equivalentemente

1
wr—i(0) = er_i(dka)

Previamente se mostré que N; (dxo) = k" 7*N; (o), es decir

r—1 Nl T(dka)
fr—i = 2irldk9)
Niyr(U)
asi
Wr—i(U) = wr_i(dko.)

N (o) ir(9)

dada que w(o) estd acotada, entonces |w(dio)| < Ay y claramente N; (o)
estd acotada para cualquier o acotado, ademds |N; .| = IV, Entonces

wr—i(0)] < eNir(0)
0

Lema 2.3. Para cualquier v > 0 y Br—1 > 0 y con una o > 0 suficientemente
grande, la siguiente desigualdad

1 1
O-(T_l) + ﬁr—lN?_Q,r\Ilr—Zr S 7Nr2—27r

es establecida en tiempo finito y mantenida después.
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Presentamos dos pruebas diferentes,

Demostracion. Considere el conjunto

Q) = {(a,d,...,ar DY |, 1T|<§}U{0}

para algun & fijo tal que 0 < & < v/4,£ < 3/4. Asumiendo que N,_3, > 0y que
1
|0(T*1)| > 3B,-1N,> 5, obtenga, dado que W, o, <1,

‘U(T 1)+6T 1N \Ilr 2,7

3 INE
35r 1N, 2r+/6r 1N

=
Y
s

|\Ilr71,r| =

v

1

[lo =0+ B N L

1
es decir |0(T’1)| > 3Br-1N 5, = |W,_1 | > &, entonces negando obtenemos

|\Ijr71,r| <{= |O—(ril)| < SﬂrleTE*Q r

Ahora podemos mostrar que Q(¢) C Q4(€) donde

Ql(g) = {(0-7&7'-' (r=1) ) (r= 1)+6’I‘ 1 r% 7\117' 2,r <4§ﬁr 17" r% }U{O}

1
mostrando que Q(¢) y o V| < 30r-1N;? 5, implican Q4 (€). Esto es cierto pues
Q(¢) implica |U,_1 | <&, es decir

1
)U(T_l) +B - N2 2, -\IJT—27’I‘

‘\Ijrfl,r =

7 <¢
‘|J(T 1)|+ﬂ7’ 1 7?21‘

1 1
ar=1 + BraNZ 5, Wy g, < EloT V| + €61 Nz, .. Ahora como lo(r=1)| <

36— 1N 5, » Clertamente
(r—1) 3 3
‘U +ﬁ7’*1Nr2—27r\IlT*2aT < 4567’*177"NT2—2,T
1
Ahora note que |0 r=1) | <4EBr—1,N? 5, es posible expresarla como

6. <ol=1 <g,
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donde 04 := 4£6,_1

r—(r—2) =2y por tanto deg(N,> ,,) = 1 e igualmente ¢_, 6, son funciones

y 9, = —04. Ahora recuerde que deg(N,_2,) =

7’27"

homogeneas de (o, ...,0=2) con peso 1. Ahora aproxime estas funciones por
arriba y por abajo por funciones homogeneas ©_,0, de peso 1 pero suaves en
todos lados excepto tal vez en 0, de modo que £2(£) C Qo donde

Q2 = {(Uad’w i 70'(7”71)) CH < U(ril) < ®+}

Asi, se asegura que |\I/r 1,r] > & fuera de QQ Vv |1 ] <& dentro de Qg y
por tanto ‘J(T U4 B._1N \I/T,Q,T’ < ’yN2 2.0 Y = 4§Br—1 dentro de Q2 que
es lo que se busca. Ahora hay que mostrar que todas las trayectorias entran a 2
con una « suficientemente grande. Para ello, suponga 7y := ("~ —©, > 0, es
decir que esta se encuentra mas alla de la frontera ©, y por tanto fuera de (2.
Ahora, como deg©®, =1y degt = 1 entonces deg @+ = 0 y por tanto |@+| <k
para una x constante. Derivando

iy =0 +0, =h(t,z)— ag(t,z)®(t, )V, 1, + 604

pues u = a®(t,z)¥,_1 .. Eligiendo a; de modo que a1 ¢® > k+1+|h| y tomando
a = a1 /€ entonces 774 < —1 y por tanto 4 desaparece en tiempo finito entrando
a {29. Lo mismo ocurre si el sistema inicia mas alla de © _ y 7m_ se desvanece con
una « suficientemente grande entrando de nuevo a €. Eligiendo ¢ := v/40,_1
finalmente se prueba el lema.

O

Demostracion. Mostramos que el lema se cumple en cierta regién (2, y que todas
las trayectorias son atraidas en tiempo finito a él.

Primero encontramos la regién donde el lema es cierto. Comencemos conside-
rando la region

Q) = {(a,d, oY L, ] < g} U {0}

para algin € fijo tal que 0 < ¢ < ~/4,& < 3/4. Suponiendo que N,_3, > 0y que
1
lo(r=1)| > 36r-1N;? 5, obtenga, dado que U, o, <1,

1
ﬁ'r lz\/v2
3/87’ 1 2r+ﬂr 1N

‘ (T1+ﬁr IN \IIT 2,r

|\IJT717T| =

Y

= w
A%
m

‘|0(T?1)| + ﬁrlerjf2 T
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1
es decir |0(T’1)| > 361N 5, = |W,_1 | > &, entonces negando obtenemos
(r=1) 3
|lI/T*177‘| S g = IU | S 3ﬁT*1NT'2—2,T

Es decir, dentro de la regién 2(§) se cumple |¥,_q .| <y |a(7”*1)\ <36,_1N2
1
o=V >38,_1N? , . Note

puede ser reescrita como

mientras que fuera de () se cumple [P,

ahora que |o"~ 1| < 34,

7‘2r

0. <om V<o,

1
donde 04 := 3557_1 + N7 g,y 0 =—04. Como deg(N,—2,) =7 —(r—2) =2
y por tanto deg(Nf 9 T) = 1 e igualmente 6_, 0, son funciones homogéneas de

(o,0,.. .,O'(T_z)) con peso 1. Ahora aproxime estas funciones por arriba y por
abajo por funciones homogéneas ©_,0, de peso 1 pero suaves, de modo que
Q(&) C Q3 donde

Qg := {(J,d, .. .,J(Tfl)) cO_ <o < @.,.}

En Qs el lema es cierto, pues

(r—1) 3 (r—1) H 1
g + ﬁ’r’leT72’T\Ij’l“72,7’ S ‘O' | + 57’71NT7277‘ S @:I: + 6r71Nr72 r

1
como deg©+ = 1ydeg N> ,, = 1 entonces por el Lema 2.2 (ii), podemos acotarla
por

1 3 3
’0—(7_ ) + /87‘71N7‘272,T\IJT*277’ S ’YN:*Q T

para cierta . Note que 7 depende directamente de &, es decir del tamano de
Q(¢) y por tanto del Qs que lo contiene. Es decir, dada un =y es necesario elegir £
suficientemente pequeno.

Ahora mostramos que todas las trayectorias entran en tiempo finito a 5 con
una « suficientemente grande. Para ello, suponga 74 := ("1 —©_ > 0, es decir
que esta se encuentra mas alla de la frontera O, y por tanto fuera de 25. Ahora,
como deg©®4 =1y degt = 1 entonces deg @+ = 0 y por tanto \G)+| < K para una
k constante. Derivando

7y =0 4+ 0, =h(t,z) — ag(t,r)®(t, )V, 1, + O,
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pues u = a®(t, z)¥,_1 .. Eligiendo a; de modo que a1 ¢® > k+1+|h| y tomando
a = a1 /€ entonces 77y < —1 y por tanto 4 desaparece en tiempo finito entrando
a (5. Lo mismo ocurre si el sistema inicia mas alld de ©_ y 7m_ se desvanece con
una « suficientemente grande entrando de nuevo a ).

O
Una vez que este lema es cierto, se incia un colapso en cadena dado por el
siguiente lema

Lema 2.4. Sea i = 1,2,...,7 — 2. Para cualquier B;,7;,Vi+1 positivas y una
Bi+1 > 0 suficientemente grande, la desigualdad

r—i—1

<N,

r—i—1

oD+ B N, T,

asegura que la desigualdad

< WNITH

i—1,r

ol + ﬂiN[:f;l V1,

es satisfecha en tiempo finito y mantenida posteriormente.

Demostracion. La prueba es similar a la del lema anterior. En la region

Q) = {(a,d, o) | < g} U {0}

i—1,r

se satisface |o(")| < 3ﬁiN-"";“ .Dado que deg N;_1, =r—(i—1) =r—i+1y por

tanto deg N, \" = r —i. Aproxime 33;N;{}" por arriba y por abajo mediante

funciones homogéneas ©; + de peso r — ¢ suaves en todos lados menos en cero.
Entonces, reescriba

@i,— < U(i) < ®i,+

donde deg ©; + = — i. La regién )y ; donde el lema es cierto estarfa dada por

Qo :={(0,.. ~a0(i)) :0;,- < o < Oi4}
pues (dado que deg(©,+) =7 —i,deg(Nj—1,) =r—i+1)

oD 4+ BN Uy, | < o]+ BN < 044 + NI < 4N

i—1,r i—1,r i—1,r
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Igual que en el lema aneterior, mostramos que todas las trayectorias entran
en {2 ; en tiempo finito (por simetria solo consideramos un lado). Suponga que
inicia mas alld de €22, es decir, m; 4 = o — 0;,+ > 0. Derivando obtenga

7:[_7;’+ — O.(Z+1) _ 61;’+

r—i—1 r—i—1

Ahora note que |J(i+1)|+ ﬂiHNi,;’i U, .| < 'yl-HNiﬂfi y fuera de Q9 ; (por

definicién y construccién) se cumple |, .| > & por lo que

r—i—1

o4D] < (<Biaa + 1) N,

Tambien se cumple que deg(©; +) = r — i — 1 por lo que se cumple (por el

r—i—1

Lema 2.2(ii)) que |0, 4| < kN, =", de modo que

r—i—1

it < (=Bir1€ + Yipr + £)N;

Como deg(m; +) = r — i entonces |m; +| < k;N;, de modo que k; _N;, <

i+ < ki +N; . Dado que —B;41& + viy1 + £ < 0 entonces hay que acotar N; ,
por un valor menor, es decir N; , > fi;iwi7+ y asi

r—i—1

Frit < (=Bis1€ +Yip1r + ) (K1 mig) T

como (r —i—1)/(r —i) < 1, m; 1 se desvanece en tiempo finito con una ;41
suficientemente grande.

O

El Lema 2.4 es reemplazado por el siguiente lema si ¢ = 0.

Lema 2.5. La desigualdad

. r=1 r—1
6+ Pilo| 7 signo| < yiof

con 0 < 71 < B1 garantiza que la identidad o = 0 es establecida en tiempo finito
y mantenida posteriormente.

Demostracion. La desigualdad es simplemente la inclusién diferencial

r—1

~ signo € [—y1,7llo

r—1
rs

d’+ﬁ1|0
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convexa, semicontinua por arriba y por tanto entendible en el sentido de Filippov.
Con la funcién de Lyapunov V = (r + 1)7!|o|"*! se obtiene que su derivada en
R\{0} es

V = |o]"sign(0)d < ~[o|" (61 — [11, —m]) < —palo]"
con B1 —y1 = p1. Dado que Vi = p2|o|"~1, entonces

v < _&VT}
P2
y dado que (r —1)/(r+ 1) < 1, (por el lema de comparacién) V se desvanece en
tiempo finito, por tanto también o.

O

Ahora estamos listos para armar la prueba del Teorema 2.2.1, poniendo se-
cuencialmente todos los lemas anteriores

Demostracion. del Teorema 2.2.1 Asigne valores (31,71 que satisfagan las con-
diciones del Lema 2.5. Ahora los pardmetros 2,72 son asignados de acuerdo al
Lema 2.4, de igual forma (3,73 y todos los subsecuentes. En el ltimo paso el
pardmetro « es seleccionado de acuerdo al Lema 2.3. Después de un transitorio
finito, la trayectoria pertenece a la interseccién (por tanto debe pertenecer a cada
regién) de las regiones invariantes (definidas por las desigualdades de cada lema),
una de las cuales es el origen o = 0 (Lema 2.5). O

y también del Teorema 2.2.2

Demostracion. del Teorema 2.2.2 De acuerdo al Lema 2.3, 2.4 y 2.5, los parame-
tros son elegidos para garantizar que después de un transitorio finito la siguiente
desigualdad es cierta (Lema 2.3)

1 1
0(7_1) + ﬁrlerz—Q,r\Ilezﬂ" < PyNTQ—ZT

que se puede reescribir como una inclusién diferencial r-sliding homogénea

1 1
2 2
Nr—2,r] - ﬁ'f—lNr—Z,T\IJT'—Qﬂ“

que para satisfacer las condiciones de Filippov, debe ser aumentada en los puntos
de discontinuidad de ¥, _,, para obtener las propiedades de convexidad y semi-
continuidad requeridas. Ciertamente, la inclusién diferencial con v = 0 satisface
estas propiedades. Ahora, dado que la estabilidad en tiempo finito de inclusiones
diferenciales con peso (grado de homogeneidad) negativo es robusta ante pequenas

oY ¢ 7[—N%

r—2,1r’
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perturbaciones homogéneas (Teorema 2.1.1 o [Lev05]), la estabilidad en tiempo
finito de la ecuacién diferencial obtenida con v = 0 (que es la premisa del teorema)
implica la estabilidad en tiempo finito de la inclusién con una v suficientemente
pequena.

O

2.3. Analisis del Diferenciador

En capitulos posteriores de este trabajo, frecuentemente supondremos que
todas las derivadas deseadas de cierta senal estan disponibles para el diseno de
la realimentacién por medio de los “diferenciadores exactos robustos” [Lev03]. El
diferenciador de primer orden basado en modos deslizantes de segundo orden fue
originalmente introducido en [Lev98] para después ser modificado, por el mismo
autor, para obtener un estimado en tiempo finito de cualquier orden de derivada,
vea, por ejemplo, [Lev03].

Si se desea diferenciar una senal f(¢) € R, entonces, el diferenciador de orden
k toma la siguiente forma

j = wo=—\,LFT |20 — f|’€$1 sign(zo — f) + 21,
2 = v = f)\k_lL% |21 —U0|Lglsign(zl — ) + 22,
(2.2)
Y1 = U1 = —MLE |z — Uk72‘% sign(zx—1 — vk—2) + 2,
2 = —XoLsign(zx —vp_1).

donde z; es la estimacién de la sefial verdadera f()(t). El diferenciador converge en
tiempo finito si L es una cota superior (conocida de antemano) para [f*+1)] y 1a
secuencia paramétrica A; > 0 es elegida adecuadamente [Lev03]. En particular los
parametros A\g = 1,1, Ay = 1,5, Ao = 2, A3 = 3, \y = 5, A5 = 8 son suficientes para
construir un diferenciador de orden 5 y es interesante notar que posee “estabilidad
practica” con respecto a efectos de ruido y muestreo, caracteristicas importantes
para su implementacion.

Este diferenciador solo provee la estimacion exacta de las derivadas después de
tiempo finito, por lo que para construir el control resulta lo mas conveniente pri-
mero esperar a que el diferenciador converja para después encender el controlador
pues, de otra forma, en un inicio estaremos aplicando un realimentacién incorrec-
ta. El problema es, {Cémo sabemos cuando el diferenciador (2.2) ha convergido?.
Esta pregunta es contestada en el siguiente lema
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Lema 2.6. Considere el diferenciador (2.2) de orden k y suponga que L y {Xo, ..., \x}
fueron apropiadamente elegidas de modo que el diferenciador proporciona (si no
hay ruido ni muestreo) una estimacion exacta y en tiempo finito de la derivadas,

es decir, AT tal que

[20,21,...,Zk]5[f,f,...,f(k)], VtZT

entonces la condicion zo = f,Vt € [to,t1], t1 > to implica que [z1,...,2;] =
[ fR,VE € [to, ta].

Demostracion. Defina o; := (z; — f(¥))/L. Restando f en ambos lados de la ecua-
cién zg de (2.2), se obtiene

. 1 ko .
20— f = =ML [z — fI* T sign(zo0 — f) + 21 — f

. _k _k_
dado que zo—f := Log y 21—f = Loy entonces (dado que |Log|F+T = LFT |og] *1)

Log = —)\kL’%HLkL‘H |O'0|ﬁ sign(o'o) + Loy

dividiendo entre L (dado que LFT LT = i = L), se obtiene

é’o = _>\k |(J'()|’“LJ;1 Sigl’l(Uo) —+ 01

Iterando este procedimiento (restando f (i+1) en ambos lados de la ecuacién
de z; y dividendo entre L) se obtiene la siguiente inclusién diferencial

Go = —Ai oo/ sign(og) + o1,
61 = —Xe_ilo— ol F sign(oy — o) + 02,
(2.3)
Op—1 = —Ai|op—1— 0.'k72|% sign(og—1 — 0r—2) + o,
0 € —Xosign(op —dr—1 )+ [—1,1].

donde el dltimo renglén de la inclusion es obtenido por el hecho de que Z; —
fED =6y Ly f0+D € [-L, L].

Ahora la condicién zg = f en un intervalo de tiempo no cero es equivalente a
00 := (20— f)/L =0y 6p = 0 en el mismo intervalo. Por tanto, (de la primera linea
de (2.3) se obtiene que o1 = 0. Después dado que o1 = 0,69 = 0 (de la segunda
linea de de (2.3) se obtiene que o2 = 0. Iterando este razonamiento se obtiene que
oi = (2 — fW)/L=0,i=1,...,k, es decir z; = f), parai=1, ..., k. O
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Lo que uno siempre teme a la hora de diferenciar es el ruido, debido a que
el operador derivada no es acotado. Este hecho se ve reflejado en el uso de
una inyeccién discontinua en la estructura del diferenciador (2.2). Los térmi-
nos discontinuos resultan robustos ante incertidumbre aditiva a la entrada (co-
mo bien es sabido de la funcién sign(z)), sin embargo son mucho menos ro-
bustos que un término lineal ante ruido aditivo a la medicién. Para ver esto
considere el efecto del ruido 1 en un término del tipo lineal v(z), este ocasiona
|v(z) —v(z+n)| = O(n), es decir, pequeiio ruido ocasiona pequenas desviaciones,
continuidad. La cosa no es tan “suave” con un término discontinuo, por ejemplo,
Jz : | M sign(x) — M sign(z + n)| > 2M para cierta M. En otras palabras, puede
que sign(z) = 1, mientras que sign(x + 7)) = —1, de modo que un pequeiio ruido
7 (sin importar que tan pequeno sea) puede ocasionar grandes desviaciones en
un término discontinuo. De hecho, conjeturo que no puede haber un diferenciador
exacto que no utilice inyecciones discontinuas, pues de otra forma, el diferenciador
poseeria suavidad con respecto al ruido, caracteristica que no posee el operador
derivada.

Sin embargo el diferenciador (2.2) utiliza términos continuos para todas las
inyecciones a excepcion de la dltima ecuacién, por tanto las primeras k — 1 ecua-
ciones son robustas con respecto al ruido y solo la ultima ocasiona problemas.
Por tanto, podemos esperar un desempeno aceptable, de hecho el mejor posible
de acuerdo a Kolmogorov [Kol62], en presencia de ruido. El siguiente lema es
el analogo del anterior pero considerando los efectos del ruido en la medicién
(discretizacién y ruido per se)

Teorema 2.3.1. Considere el diferenciador (2.2) de orden k, donde f(t) € R esla
senal que se desea diferenciar. Suponga que L y { )Xo, ..., \x} fueron seleccionados
de modo que el diferenciador provee de estimacion exacta en tiempo finito en
ausencia de ruido. Sea

Ft) = fo®) + (), IfV@I <L, @)l <e,

donde fo(t) es un senal “bdsica” desconocida y n(t) es ruido Lebesgue-medible.
Suponga ademas que f es muestreada con paso T > 0y que € < k. LEFT 7 < k€,
con &, k. y k: constantes positivas.

Entonces existen constantes positivas g, V1, ---, Yk Y V¢ tales que si la de-
stqualdad

|20 — f(£)] < yoL&™t! (2.4)
se satisface durante un intervalo de tiempo V£ entonces también se satisfacen

|z — fO@)] < L i=1,2, .k (2.5)

y mas aun, a partir de ese momento las desigualdades (precisiones) (2.4) y (2.5)
se mantienen.
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Nota. En cualquier caso las precisiones (2.4) y (2.5) son obtenidas después de
un transitorio finito independientemente de £. En particular, la estimacion exacta
es obtenida en el caso limite £ = 0, es decir, sin ruido y sin muestreo [Lev03].

Demostracion. Defina o; == (z; — fo(i))/L7 G = [00, -+ ,0%]T . Restando féiﬂ)
de ambos lados en la ecuacién sobre z; y dividiendo entre L obtenga (como en el
Lema 2.5) la inclusién diferencial

e
— Ak oo — n(t)/L[**7 sign(oo — 1(t)/L) + o1,

Gy =
é’l = 7)\]@_1‘0'17('70| k SlgIl((J'lf(J'o)+O'27
(2.6)
. . 1. .
Op—1 = —M\i |0k_170k_2|251gn(0k_1 70k_2)+0'k,
o, € —/\osign(ak. — Okp_1 )+[—1,1].

Las derivadas en el lado derecho pueden ser removidas de la siguiente manera.
Note que n/L € [~k k. £5H1]. Entonces de la primera linea se puede obtener

_k
lo1 — 00| = Ai loo —n/L| 7

asi
1

k-1 k—
Mee1lo1 = 60| & < Medi—t |0 + [—kMT ko €F 1] R
iterando este procedimiento podemos concluir que
N — A K+l g, ckdly| R
Mejlog =651l F < Aoy |oo + [~k R FH | FT
y obtener la siguiente forma no recursiva
- ke
6o € —Ailog+ [—k T k| sign(og + [~k ko EFTY) + oy,
- k-1
b1 € =Xt |oo + [k &P kM| sign(og + [~k EFT kM) + 0,
(2.7)

~ _1
dk—l *>\1 |UO + [7k5§k+17 k6§k+1” e Sign(UO + [7k€£k+17 kskarl]) + ok,
Gk € —Xosign(og + [—kEF k€M) 4 (1,1

m

el lado derecho de (2.7) debe ser ampliado de forma minima para proveer convexi-
dad y semicontinuidad-por-arriba, de modo que la inclusion diferencial resultante
pueda ser entendida en el sentido de Filippov [Fil60]. El muestreo 7 de la senial f(t)
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corresponde a un retardo variable del lado derecho no excediendo k;§. Denotando
(2.7) por & € X((t), ), se puede obtener el sistema con muestreo como

7 € B(@(t - [0, ki£]), €) (2.8)

Ahora hacemos uso del siguiente lema (cuya prueba se presenta al final)

Lema 2.7. Para todo {T,~} > 0, existen § > 0 y £ > 0 suficientemente pequeno
tales que si la desigualdad |og| < 0 se satisface en un intervalo de tiempo T
entonces también las desigualdades

|0—i|§’77 Z:L,k
son satisfechas en el mismo intervalo.

Fije el valor més grande para £ (digamos &) tal que al mantener la desigualdad
|oo| < 6 durante un intervalo de tiempo [0, T] implica que |o;| < 7,7 =1,...,k, (es
decir, el £ més grande tal que el Lema 2.7 se cumple). Debido a las propiedades de
homogeneidad descritas anteriormente, las soluciones de (2.8) se transforman en
otras soluciones de (2.8) bajo la transformacién de tiempo-coordenadas-pardme-
tros

Gy : (t,00,01, ..., 08, &) — (kt, K" ag, k¥, ..., Koy, KE).

Entonces, la transformacién G, con k = £/, transfiere soluciones del sistema
(2.8) con perturbacién &; en soluciones del sistema (2.8) con perturbacién . Como
resultado las desigualdades se transforman. Por ejemplo (£,/€) oy — 0 v la
desigualdad

(&0/€) 1 oo| <6 oo <6

es decir
lo0] < 8(/€) ! — |ag| <6

mientras que (§,/£)[0,T] — [0,T]. Las demds coordenadas o;,i = 1,...,k de
manera similar. Entonces para un ¢ arbitrario mantener la desigualdad |og| <
§(¢/€0)**! durante un intervalo de tiempo [0, (£/&)T] implica que las desigual-
dades

loi] < Y(E/&)F T i=1,..,k

son también mantenidas en el mismo intervalo de tiempo. Multiplicando por L se
obtiene la prueba del teorema. O

Demostracion. Prueba del Lema 2.7. Por contradiccion, esto es, suponga que
3{~, &} tales que |og| < 6 pero |o;] > 7. Considere dos secuencias {05} — 0,
{&s} — 0. Para cada elemento de & de {{;} existe una solucién &5 = &(&s,t)
a la inclusién diferencial (2.8) con & = & tal que |og| < & pero |o;| > 7. Esta
secuencia de soluciones serd denotada como {&'s} := {F({&s})}. Por simplicidad,
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supondremos que cada solucién esta definida en el segmento [0, T]. Note ademéds
que, dadas la convergencia del diferenciador y las propiedades de robustez de
inclusiones diferenciales homogéneas, siempre existen soluciones que satisfacen
loo| <0y |oi| < si€ es suficientemente pequeiio [Lev05].

Por otro lado, ||| permanece acotado para cada s pues si no fuese cierto,
entonces de (2.8) con méx |o;|,i = 1,...,k suficientemente grande, existirfa un
tiempo t; € [0,7] tal que |og| < d no podria ser mantenido en todo el intervalo
[0,T]. Entonces, el lado derecho de (2.8) estd localmente acotado. Por tanto, las
soluciones s(t) estdn acotadas (esto también resulta claro pues por suposicién
el diferenciador proporciona convergencia) y poseen una constante Lipschitz en
comun. Entonces, debido al teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsecuencia
05,1 — 0o que converge uniformemente. Obviamente el limite de esta subsecuen-
cia es el mismo que el de la secuencia original 7, esto es, el sistema nominal

~ k
(ffo = 7)\]@ |Cfo|msigndo+01,
~ k-1
61 = —Ap_1]|oo| ¥ signog + o9,
(2.9)
Op_1 = 75\1 |00|%ﬂsign00+ak,
Gr € —Aosignog +[—1,1],
que por el Lema 2.6 proporciona la propiedad deseada.
O

2.3.1. Un criterio de separacion

En esta subseccion introducimos un criterio para determinar cuando el dife-
renciador ha convergido. Defina como y; = ¢;x, i = 1,...m como la i-ésima salida
del sistema y suponga que un diferenciador de orden r; — 1 ha sido usado (en
cada salida) para estimar las derivadas requeridas. Denote como z; o la variable
zg del diferenciador aplicado a la i-esima salida. El Teorema 2.3.1 de la subsec-
cién anterior proporciona una forma sencilla de ver si el i-ésimo diferenciador ha
convergido al verificar si la desigualdad |z, — y;| < v0,:Li7;" se satisface en un
intervalo de tiempo ; ;7;.

Resulta natural estimar las constantes 7o ; ¥ 7i+ por medio de simulaciones.
Ademas, este criterio es robusto en el sentido que el valor de £ en el Teorema 3.2.1
puede ser facilmente aumentado sin cambiar la magnitud del ruido o el tamano
del paso de muestreo. También, la longitud del intervalo de tiempo ;£ puede ser
libremente aumentado sin cambiar la afirmacién del Teorema.

De esta forma, se propone construir el control final en la forma
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|

si |z — ¥il <0, Li7]" en el intervalo v, ;7
u(t) = i=1,...,m. (2.10)
0 de otra manera

donde u es el control calculado usando las estimaciones de las derivadas producidas
por el diferenciador.



CAPITULO
TRES

Control en Tiempo Finito por Realimentacion de
Estados

Consideraremos un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI) con entradas
desconocidas

& = Az + Bu+ Dw(t) (3.1)

donde z € R™ , u € R™ y w € R? son entradas desconocidas (perturbaciones).
Supondremos que todo el estado z es medible y que rank(B) = m, de modo
que no hay controles que actien exactamente en el mismo subespacio y por lo
tanto resulten redundantes. Las matrices A, B y D se suponen conocidas y de
dimensiones apropiadas.

El objetivo de control es disenar u = u(x) de forma que
z(t)=0,vt >T

en presencia de entradas desconocidas acotadas |Jw(t)|| < W+ (W una constante
conocida) que ademds satisfacen la siguiente suposicién

Suposicién A 3.1. Las perturbaciones w(t) en (3.1) satisfacen la llamada con-
dicion de acoplamiento (matching condition) span(D) C span(B).

Lema 3.1. Dadas B € R"*™ D € R"*9, rank(B) =m y
span(D) C span(B)

entonces la matriz D puede ser expresada como D = BD, donde D puede ser
calculada como -
D= (B"B)"'B'D

27
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Demostracion. Para cualquier D dada, la condicién span(D) C span(B) quiere
decir que cada columna de D es una combinacién lineal de las columnas de B, lo
que implica que existe D € R™*? tal que

D=BD

~ Como rank(B) = m, la pseudoinversa de B por la derecha existe y la formula
D = (BTB)~!BTD se verifica. O

Considerando la suposiciéon A3.1, siempre podemos reescribir el sistema (3.1)
como & = Az + Blu+ Dw(t)], o como

@ = Az + Blu+ w(t)] (3.2)

donde @ := Dw se encuentra “acoplada”’ a la entrada de control u. De aqui en
adelante, consideraremos siempre al sistema (3.2) cuando nos refiramos a siste-
mas con entradas desconocidas acopladas. En las siguiente seccién del capitulo
comenzamos abordando el problema de control para el caso de una entrada. Pos-
teriormente, se introduce una transformacion de estados y entradas para tratar
el problema de miltiples entradas. Finalmente se presentan algunos ejemplos en
simulacién.

3.1. Caso de Una Entrada

Comenzaremos introduciendo el siguiente lema,

Lema 3.2. Dado el siguiente sistema en Forma Candnica de Controlador

o 1 --- 0 0 0
0 0 . 0 0 0
£= : . z+ [u+w(t)]
o 0 --- 0 1 0
ai as Ap—1 an 1

con z(t) € R™ disponible y la entrada desconocida w(t) € R' acotada como
lw(t)] < W+, WT una constante conocida. Entonces el origen z = 0 es esta-
bilizable en tiempo finito con una seleccion apropiada de la entrada de control

u(t).

Demostracion. Elija o := z;. Entonces el sistema es equivalente a

o™ =Tz 4 u+w:= h(t,2) +u,
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donde a® := [a1,as,...,a,] vy h(t, z) := a® 2+w(t). Note que es el mismo problema
descrito en el subseccién 2.2, [Lev08a]. El problema es solucionable si podemos
encontrar la “funcién de ganancia” ®(t, z) de modo que a®(t,z) > |h(t, z)| para
una « suficientemente grande. Se puede calcular

Ih(t, 2)] < allll=]| + W

y eligiendo
®(z) == o1zl + o2

con g1 > |la|| y 02 > WT, se asegura que a®(z) > |h(t,z)|. Entonces el uso del
controlador

w = —a®(2)H,(o,0d,...,0Y)
= —a®(2)H,(z1,22,..-,2n)

donde H,(z) es un controlador de orden n por modos deslizantes con “pardmetros
robustos para funcién de ganancia”. Como se mostré en la subseccién 2.2 [Lev08a]
la siguiente identidad es cierta después de tiempo finito

{a,d,...,a(”_l)} ={z1,22,...,2,} =0

esto es z(t) =0,Vt > T. O

Es prudente mencionar que los controladores “clasicos” por modos deslizantes
de orden superior, [Lev0l; Lev03], solo pueden lograr estabilidad semiglobal de
origen, dado que requieren una cota del tipo |h(t, z)| < C = const. Para el proble-
ma formulado en el lema anterior, esto es solo cierto en una vecindad del origen,
dado que el termino lineal a”z no estd uniformemente acotado. Por otro lado,
es posible considerar una clase mas amplia de entradas desconocidas si podemos
encontrar la funcién de ganancia ®(z,t) apropiada.

En este punto, hacemos uso de un hecho bien conocido: todo sistema con-
trolable (en este caso con una entrada) es transformable a la forma candnica de
controlador mediante una transformacién de estados. Asi, usamos el lema ante-
rior y tenemos todo listo. En la siguiente secciéon planteamos el problema de que
transformacién necesitamos.

3.1.1. Transformacion de Estados y Entradas

Problema 3.1.1. Dado

&= Az + bu
donde A € R™" b € R™L y (A,b) controlable, es decir {b, Ab,..., A" 1b} son
linealmente independientes (forman una base para R™) encontrar una transfor-
macion de estados z = Q 'z tal que el sistema transformado esté en la forma
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candnica de controlador

0
o| 0 0 0 0
Qb= . |=b Q@l4aQ= ; = A
| 0 0 0 1

Qp Ap—1 -+ QA2 Qi

donde {a;} son los coeficientes del polinomio caracteristico de A.

Una posible solucién puede ser encontrada de la siguiente forma. Defina @) :=
[ qg q2 ... (n ]7 entonces

Qo=b=b=Qb=[q ¢ .. &]|.|=a
1

por lo que g, = b. Por otro lado Q7 'AQ = A es decir AQ = QA asf

0 1 .- 00

0 0 .00
[Ap Agy ... Agw |=[@ @ ... an] :

0 0 0 1

Qp QAp-1 -+ Q2 a1

Analizando por columnas, tendriamos que

s Columna n: Agn, = qn_1 + a1Gn = qn_1 = Aq, — a1q, = Ab— a1b

s Columna n — 1: Agp_1 = Gn—2 + G2Gn, = @n_o = A%b— a1 Ab — asb

» Columna 2: Ago = q1 + Gp1qn = g1 = A" —aq; A" 26— ... —q,_oAb—
an_lb
Si {b, Ab,..., A"~ 1b} son linealmente independientes, entonces los g; obteni-

dos también son linealmente independientes pues solo un elemento de la base es
agregado en cada paso

" qn:b
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» ¢—1 = Ab — a1b € span(q,,) < {b, Ab} son linealmente dependientes (LD).
= qn_o = A%b — a1 Ab — azb € span(q,,_1) < {b, Ab, A%b} son LD .
Solucién 3.1.1. Con el uso de la transformacion

n—j

Q=ln & o al G=A YA
k=1

donde a; son los coeficientes del polinomio caracteristico de A, el sistema trans-
formado z = Q 'z es

2=Q rAQz + Q tbu=: Az +bu

donde el par (A,b) estd en la forma canénica de controlador.

3.1.2. Ejemplo
Considere el sistema con
1 4 0 0
A=110 3 7 |,b=1]1
1 4 5 2

donde A(A) = {9,67,—-0,33 £ 1,195} v pa(A) = A3 —9X% — 51 — 15. Note que el
sistema es inestable. La matriz de controlabilidad del sistema

0 4 72
C(Ab)=1| 1 17 149 | ,rank C(A,b) =3
2 14 142

por lo que el sistema es controlable. Identificamos

a1:9,a2:5,a3:15

Calcule
0 4 36
G=b=|1|,po=A4b—ab=| 8 |,q1=A%—a1Ab—asb=| —9
2 —4 6

de modo que la matriz de transformacién es

36 4 0
Q=] -9 8 1
6 —4 2
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y el sistema transformado z = Q~'x es

0 1 0 0
=10 0 1 [z4+]| 0 | (ut+w(?)
15 5 9 1

Suponemos una perturbacién “desconocida” acoplada al control de la forma
w(t) = 0,2 cos(15t) 4+ 0,2sin(30t) 4 1

y una condicion inicial x(0) = [3,5, —1]T. El control se elije como

_1
23+ 2\2 [|22| + )\\zl|%] : {22 + )\|21|§signzl]

u=—ad(z) T
28] + 2AF [|za] + Al E]

donde ®(z) := ||z]|1 + 1,4, « = 6 y A = 0,7. La Figura 3.1 presenta los resultados
en simulacién obtenidos.

Nota. Las precisiones aseguradas por modos deslizantes de alto orden a través
de v son para z. Por tanto, la precisién en las coordenadas originales x es la maés
pobre que se obtuvo para z.

3.2. Caso de Multiples Entradas

El caso de multiples entradas se aborda transformando el sistema a varios
bloques en forma candnica de controlador con una sola entrada. Asi, para cada
bloque, se disena el control de la misma forma que en la seccion anterior.

3.2.1. Transformacion de Estados y Entradas

Este problema fue abordado por D. Luenberger en [Lue67] y debido a esto esta
forma candnica es conocida como “Segunda Forma Canonica de Luenberger”. El
problema puede ser planteado como sigue

Problema 3.2.1 (Transformacién de estados). Dados (A, B) controlable con A €
R B € R™"™™  rank(B) = m encontrar una matriz no singular T tal que
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10f 1

- ' -
-5 N

t[s]

Figura 3.1: Resultados en simulacién para una sola entrada. a) Estado x, continua:
x1, segmentada: x2, linea-punto: xs. b) Senal de control u.

A, : =T 1AT,B, := T~'B estin en la forma

0 O 0
1 612 Blm
All A12 Alm 00 - 0
Agr A -0 Aoy : :
A=l SR I I Uy
Aml AnLQ Amm. ;
0 0 0
00 I
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donde
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
An - : . aAij - . .
0 0 e 0 1 0 0 ‘e 0 0
Aij1 Q52 0 Qigo—1  Qigoy Ai51  Qi5,2 - Qijo;—1 Qijo;

Una prueba formal para la transformacién puede ser encontrada en [Fur88],
aqui solo presentamos una bosquejo con fines constructivos. Considere la matriz
de controlabilidad C del sistema. Seleccione secuencialmente n vectores columna
linealmente independientes de

C = [bl""’bm’Abl""’Abﬂh"‘7An71b17,,,7An71bm]

organice dichos vectores como

S = [blaAbla"'7Ao-171b17b2~-~3A0271b23”'7bmv"' 7A0m71bm]

donde {o;} son los indices de controlabilidad. Como S no es singular, calcule su
inversa
F T

l.
P1
L:=5""1= .

T
ZP2

T
L lpm .

donde p; :=01, p2:=01+02y
i
pii=D 0
j=1

Escoja ahora los m renglones correspondientes a lg, i =1,...,m para cons-
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truir la transformacion

lT
T{Jl
ZplA
IT g1
4,01_17,7
P2
T .=
*17:7
pm
T 'amfl
L leA J
Considere el producto LS,
- l%" -
i
_p1
LS = [ bl Aal_lbl b2 A02—1b2 bm Aam—lbm }
ZT
_‘pa
T

- Pm -

como LS = I,,«xn, entonces

= Db =0,...,00b, =010 B=0

= Il AB=0,...,l,,A"?B=0

= lp{Aalilbl = 17 lp?Aglile = 6127 BERE) lp{Aalilblm = /Blm

por lo que vemos que l;pi es ortogonal a B, AB, ..., A% 2Bya A% by,...,b;i_1].
De esta forma B, tiene efectivamente la forma deseada.

Por otro lado se tiene que TA = A.T, asi, por ejemplo para el primer bloque,
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se tendria

IT A 0 r ... 0 0 ——
| !
ZQEAQ . . P2
p1 : 0 0 0 :

T Ao
P1 a1y a2 ... Qlle; @12, ... Glmooy, H

T Om—1
L lpmA .

Es claro que la ecuacién anterior se cumple por la estructura con diagonal
superior de la matriz A, y ademads, dado que los renglones de T son una base
de R"™, cualquier vector lpTl A%t € R™*! puede ser escrito como una combinacién
lineal de la base

P’

AT =LC{l ... 1 A Y o LO{L 0 AT

donde LC{-} es el “operador” combinacion lineal.

Ahora se introduce una transformacién de entradas adicional de forma que
solo una entrada de control afecta solo a cada bloque (control no interactivo)

Lema 3.3 (Transformacién de Entradas). Con B. como previamente se definid,
siempre es posible construir una transformacion de entradas

u=Gv

dada por la inversa de los renglones {p;} de B. agrupados, es decir,

—1

1 B2 Bz .. PBim
0 1 Pog ... PBom

0 0 0o ... 1
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tal que B.Gv = B.v donde

[0 0 0 ]
10 -~ 0

0O --- 0

Be=1| ¢ 1 0
oo: 0
00 1|

3.2.2. Diseno del Control

Usando la transformacién descrita en la subseccién anterior, obtenemos un
conjunto de m bloques en forma canénica de controlador que posiblemente es-
tan acoplados en la tultima fila de la matriz A;;. El siguiente lema presenta la
metodologia de diseno para este caso

Teorema 3.2.1. Considere el sistema (3.2) con todo el estado x disponible, (A, B)
controlable y |[w(t)|] < W+, WT una constante conocida. Entonces, el sistema es
estabilizable en tiempo finito a x = 0 con el uso del controlador

v =—;Qi(2)Hy, (Zus 14155 Zua—1), t=1,...,m.
donde ; es el i-ésimo indice de controlabilidad, z =Tz, u=Gv y
Di(2) == kiallz]l + ki

con constantes o, k; 1 y ki suficientemente grandes.

Demostracion. Introduzca las transformacién de estados z = Tx y de entradas
u = Gu previamente definidas. En esta forma el sistema es descompuesto como
m susbsistemas con una sola entrada, es decir, en la forma

P, = Anziy, +AnzZiu, + Beiu+ Beaw

2M1+1’#2 = A222H1+1,M2 + A222M1+1,M2 + BC’QU + BC12w

B 41, . = AmmZu 41, ot AmmZpg 141, g + Bemt + Bemw
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donde z; ; = [2i, Zit1s - - ,zj]T, Z; ; es el vector de elementos de z que no pertene-
cen a z; j, Aij es la concatenacion (juntar) Agj,i # j, Be; es el i-ésimo bloque de
B. y B, es el i-ésimo bloque de B.. Cada susbsistema satisface la formulacién
del problema del Lema 3.2 con o; = [1,0,...,0]2,, 41,4, €StO es
05’”) =alz4+v +bfw, i=1,...,m.

donde al es el ultimo renglén de la matriz [A; -+ Aipn] y b es el ultimo renglén
del i-ésimo bloque de B.. Entonces, por el Lema 3.2, eligiendo k;1 > |la;| v
ki o > ||b;||W™ se obtiene la afirmacién del teorema. O

3.2.3. Ejemplo

Considere un sistema con

-1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0
A= 0 0 -1 0 0 |B= 1 0
0 0 0 -1 0 -1 2
0 0 0 0 =2 0 1

con z(0) = [1,2,3,—1,—2]". Los autovalores A\(4) = {-1,1, -1, -1, -2}, por lo
que el sistema es inestable. La entrada “desconocida” se elige, para propositos de
simulacién como

[ 0,5sin(15¢) + 0,3

W) = | 0.7in(308) + 0,5

Calcule la matriz de controlablidad del sistema como

0 1 1 -1 -2 1
1 0 0 2 1 0
C(AB)y=| 1 0 -1 0 1 0
12 1 -2 -1 2
0 1 0 -2 0 4

y construya la matriz S con las primeras 5 columnas linealmente independientes
de C

0 1 -2 1 -1
1 0 1 0 2
S=[b Aby A% by Aby]=| 1 -1 1 0 0
-1 1 -1 2 -2
0 0 0 1 -2
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de modo que los indices de controlabilidad son o1 = 3,09 = 2 y por tanto p; =
01, p2 = 01 + 02. Encuentre

0,5 05 —025 —0,75 1 17
0 1 -2 -1 2 17
L:=S"=|-05 05 —0,75 —025 1 |=|1I]
0 0 1 1 -1 7
0 0 0,5 05 -1 r

Entonces la matriz de transformaciéon 7' se construye como

r 0,5 05 —0,75 —0,25 1
ﬂf A 05 05 025 0,75 -2
T .= z,ﬁA2 =| -05 05 025 -025 4
Iz O 0 05 05 -1
zng 0 0 -05 -05 2

y el sistema transformado z = Tz es

01 0 0 0 0 0
00 1 0 O 0 0
A=TAT'=|11 -1 -3 -3 |,B=TB=|1 3
00 0 0 1 0 0
00 0 -2 -3 0 1

Ahora, la transformacién de entradas v = Gv con

a=[4 3] =[5 7]

y finalmente el sistema transformado es

01 0 0 O 0 0
00 1 0 O 00
2=A24BGv=|11 -1 -3 -3 |z+|1 0w
00 0 0 1 00
00 0 -2 -3 0 1

los controladores v = [v,v2]” se eligen como

3 _1
Z3—|—2>\12 |:‘ZQ|+A1|21‘%:| : [22+/\1|21|%sign21}

vy = —a1 Py (2) 5 1
S 2
J2a] + 227 [[2a] + Al F]
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donde ®4(2) :=||z|l1 + 1,2, 1 = 16,875 y Ay = 1,5y

1.
25 + A2|z4| 2 signzy
|Z5‘ +)\2‘Z4|%

con Po(z) = ||zl1 + 1, g = 1,452 y Ay = 2,2.

Vg = —OZQCI)Q (Z)

2 —

T34 i

t[s]
Figura 3.2: Resultados en simulacion maltiples entradas. Estados x1, x2 y x3.

Las Figuras (3.2),(3.3) y (3.4) muestran los resultados en simulacién obtenidos.
Es interesante notar que a partir de la Figura (3.4) se observa colapso dindmico
para el segundo bloque alrededor de los 2 segundos, a partir del cual todas las
trayectorias del sistema presentan chattering. Asi mismo, dado que u; = vy — 3vs,
esta senial de control presenta switcheo de alta frecuencia con desviacién (bias)
distinta de cero para después colapsar el primer bloque alrededor de los 4 segundos.
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T4

t[s]

Figura 3.3: Resultados en simulacion maultiples entradas. Estados x4 y xs.
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Figura 3.4: Resultados en simulacion maltiples entradas. Senales de control ui y us.



CAPITULO
CUATRO

Control por Realimentacién de Salida: grado
relativo bien definido

Consideraremos sistemas del tipo (LTI con entradas desconocidas acopladas)

E:{ & = Az + Blu + w(t)]

o= On (4.1)

donde las senales ¢ € R™", u € R™, y € R™, w € R™ son el estado, entrada
de control, salida medida, entrada desconocida (perturbacién), respectivamente.
Supondremos que solamente la salida y(t) esta disponible. El objetivo de control
es disenar v de manera que el origen z = 0 sea estable en tiempo finito, esto es,
existe T' < oo tal que

z(t)=0,vt>T

en presencia de entradas desconocidas uniformemente acotadas |w(t)|| < WT,
W™ una constante conocida.

Antes que nada, introduzcamos el siguiente concepto

Definicién 4.0.1 (Isidori, 1996). La salida y = Cz tiene grado relativo bien
definido (ri,...,rm) si

GA*B=0, k=0,1,....,r;—2,i=1,2,...,m

43
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y se cumple

ClArl_lB
CQATQ*lB
rank(Q) =m, Q:= . cR™ *m

em AT B

Por otro lado, el siguiente concepto tiene un importancia central

Definicién 4.0.2 (Hautus, 1983). El sistema ¥ (4.1), o la tripleta (A, B,C), se
dice que es fuertemente observable siy(t) =0 = z(t) =0, V(u+ w(t), xo).

Esta ultima condicién, permite la distinguibilidad entre cualquier condicién
inicial ante cualquier entrada u+w, en este caso desconocida. Resulta mas o menos
intuitivo como una extrapolacién del concepto cldsico de observabilidad (donde
no se involucran entradas, pues son conocidas). Considere dos experimentos: uno
con condicién inicial 2§ y entrada w; y otro con condicién inicial #3 y wo. Las
salidas correspondientes son y; (¢, 2§, w1) vy y2(t, 23, w2). Lo tnico que conocemos
es la salida, por lo que esperamos que si encontramos y (¢, x$, w1) = ya(t, ¥, w2)
se cumpla que x} = 22 (sin importar w), de otra forma no podrfamos distinguir
las condiciones iniciales, pues no existe méas informacién disponible.

Resulta claro, por lo menos para el caso SISO, que esto resulta cierto si y solo
si el sistema no tiene ceros. Si tuviese un cero, digamos en a, y escogemos una
condicion inicial zy € ker(C), xg # 0 pues rank(C) < n, se tiene que y(0) = 0
una entrada e no es reflejada en la salida, por lo que y(¢) = 0 mientras que (t)
no es identicamente cero. Esto mismo, resulta que se extrapola al caso MIMO a
través del siguiente lema

Lema 4.1 (Hautus, 1983). Las siguientes dos afirmaciones son equivalentes

(i) el sistema es fuertemente observable,

(i) el sistema no tiene ceros invarientes, es decir

sI-A -B

rank R(s) = [ c

}ner, Vs € C

De esta forma tenemos una manera computacional de verificar si un sistema
es fuertemente observable o no.

Ahora presentamos algunas conexiones que encontramos entre observabilidad
fuerte y grado relativo bien definido.



4.1 PRELIMINARES 45

4.1. Preliminares

Definamos como X; la parte interna de ¥ (en el sentido tipico de dindmica
cero), donde

= Ax + Blu+ w(t
R :{ e v+ w(®)] (4.2)
yCi=[cl, .. (A" YT, e, (cmA“"‘l)T]T. Lo siguiente es cierto

Lema 4.2. ¥ es fuertemente observable si, y solo si, 31 es fuertemente observable.

Demostracion. (=) Por contradiccién. Suponga que ¥ no es fuertemente observa-
ble, entonces existe al menos una condicién inicial xg y una entrada a(t) = u(t) +
w(t) tales que y(t) = 0,t > 0y z(t) # 0. Note que la condicién y(t) = 0,Ve > 0
tambien implica que

Yi
Yi

yg’r’i — 1)

entonces para la misma entrada @(t) y con una condicién o € ker(C), se tiene
que §(t) =0y z(t) # 0y X; no es fuertemente observable.
(«<=) Si Xy es fuertemente observable resulta claro que ¥ dado que {y} C{ g}. O

El siguiente lema nos dice cuando los renglones de C son linealmente indepen-
dientes

Lema 4.3. Si X tiene grado relativo bien definido, entonces rank C' = Yo ri=

*

r.

Demostracién. Por contradiccién. Primero note que C € R™ %" y suponga que
rank C' < r*. Entonces existe un vector en el kernel izquierdo A € R”" no trivial
tal que

MC=0 \'CB=0

donde se ha multiplicado por B en ambos lados. Sea A,, los elementos correspon-
dientes de A, entonces se tiene que

ClArl_lB
CQAT?_IB
A . =0

T4

Cm A™—1R
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y por tanto la porcién de A correspondiente a A, debe ser cero dado que () es de
rango completo. Ahora multiplique por AB para obtener A'CAB = 0. Sea \,, 1
la porciéon correspondiente de A\ y obtenga

ClATl_lB
CQATQ—lB

AZ—;fl . - 0
cmA™ 1B

de modo que la porcién de A correspondiente a A,,_; es cero. Prosiga con este
proceso para obtener que A = 0. Con esto obtenemos la contradiccién deseada,

pues A = 0 es trivial, por tanto rank(C) = r*. O

Teorema 4.1.1. Si ¥ tiene grado relativo bien definido entonces es fuertemente
observable si, y solo si, Z:’;l r; =n.

Demostracion. (=) Suponga grado relativo bien definido y > r; = n. Si el grado
relativo estd bien definido entonces, por el Lema 4.3, se obtiene que rank C' = >org,
sin embargo Y r; = n, por tanto rank C' = n. Dado C' € R™ %™ ¢s necesario que
rf=ny C es una matriz cuadrada y de rango completo. Entonces, dado que
§=Cxz, x=0siysolosig=0, eso significa observabilidad fuerte para X y, por
el Lema 4.2, entonces ¥ tambien es fuertemente observable.

(«) Suponga grado relativo bien definido y observabilidad fuerte. Por contra-
diccién. Suponga rank C' < n entonces podemos encontrar # 0 de modo que

xo € ker(C) y por tanto §(0) = 0. Derive una vez para obtener
§j=CAx +CBu, CBeR™™

dado que
c A" B
N AT B
rank(CB) = rank : =m

em AT 1B

entonces existe una entrada, de hecho u = (CB)~'(=CA)z, de modo que § = 0
y por tanto (t) = 0,¥t > 0 mientras que z(Z) no es idénticamente cero, lo que

conduce a una contradiccién. Por tanto rank C' = n y, como se mostré arriba, esta
condicién implica Y r; = n debido al lema 4.3. O

Note ademads que, si las condiciones del teorema anterior se cumplen, entonces
Yr,l Yi
Y2 Yi
=M . =MY,, Y,.;:= .

' 7’7;.— 1
Yip yz( )
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para M = C y el estado x puede ser representado como una combinacién lineal
de la salida y sus derivadas.

4.2. Diseno del control

Consideremos las siguientes dos suposiciones

Suposicién A 4.1. El sistema ¥ tiene grado relativo bien definido (r1,...,7p)
con respecto a u + w.

Suposicién A4.2. El vector de grados relativos satisface > r; = n.
Note que por el Teorema 4.1.1, A4.1y A4.2 son equivalentes a la observabilidad
fuerte del sistema. Entonces es posible reformular el problema de control como

disenar u de modo que
y(t) =0, Ve>T

El siguiente teorema introduce la metodologia de diseno para este caso:

Teorema 4.2.1. Considere el sistema 3, las suposiciones A4.1, A4.2 y ||lw(t)| <
W, W una constante conocida. Entonces el sistema % es estabilizable en tiempo
finito a x =0 con el uso del controlador

v; = —a;9;(Y ) Hy, (Y4, Uiy - - - 7yf”*l))7 i=1,...,m, (4.3)
con oy suficientemente grande, donde u = Q™ 'v,
(bi(Yr) = kl,].HY;’H +ki,27 Z: 1,...,’[’)’7,,

Yy k@l > ||CZ'A” , ki,? > ||CiAriilB||W+.

Demostracion. Derive cada salida y; hasta que aparezca una entrada

yl(”) = A"z 4 ;A" Blu + w(t))]
de modo que tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

le) — AT +01A7"1_1B[U+ w(t)]
yém) — AT+ CzArz—lB[u + w(t)]

ylrm) = e AT e AT Blu 4 w(t)]



48 CONTROL POR REALIMENTACION DE SALIDA: GRADO RELATIVO BIEN
DEFINIDO 4.3

Por la suposicion A4.1, la matriz @ es cuadrada y de rango completo. Intro-
duzca la transformacién de entradas v = Qv de modo que

le) = A"z +v +c A" B
yfg’”) = A"z 4+ vy + e A Bw

Cada salida y; satisface la formulacion del problema de la subseccién 2.2 y por
tanto del Lema 3.2, con

hi = c; A"z + A" 'Bw, i=1,...,m,
Cotas para esta tltima ecuacion se pueden obtener como
il < lles AT MY + [l A7 B W

Si se elige
O, (Y,) = ki1 ||Yell + ki2

y kio > ||c; AT TIB[WT y o suficien-
h;|. Ahora, por el Lema

y seleccionando, por ejemplo, k; 1 > ||¢; A"
temente grande (para compensar M) se tiene que a; ®; >
3.2, disenando

Vi = —aiq’i(Yr)Hri (yiayia e ,yf”_l))

la siguiente igualdad es obtenida después de tiempo finito
{yiayiw'wyl(”_l)} 507 thT

para i = 1,...,m, esto es {y1,...,ym} = 0,¥t > T. Ahora, por las suposicio-
nes A4.1, A4.2 y el Teorema 4.1, el sistema Y. es fuertemente observable y, por
definicién, esto implica que z(t) =0,Vt > T. O

Es interesante notar que, como se expone en [Hau83|, las condiciones nece-
sarias y suficientes para estimar el estado en presencia de entradas desconocidas
pero sin usar diferenciadores son que (para el caso visto en esta seccién) que todas
las salidas tengan grado relativo 1. Si esto ocurre, el control disefiado de acuerdo
al teorema anterior es del tipo v; = —;P;(y) sign(y;) y efectivamente no es ne-
cesario estimar ninguna derivada. En este sentido, el teorema anterior, también
proporciona condiciones necesarias y suficientes para realimentacion estatica por
salida en presencia de perturbaciones cuando el grado relativo es bien definido.
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4.3. Adaptacion de la ganancia del diferenciador

Para construir el controlador (4.3), se necesita de la ganancia L; para cada
diferenciador para poder estimar las derivadas deseadas. En este sentido, para
cada salida y; se necesita calcular las derivadas hasta el orden r; — 1, de modo que
(como se expone en la seccién 2.3) debemos de calcular la cota superior L para
|y§”) . De las ecuaciones (4.4) observamos claramente que cada ygri) puede ser
acotada por arriba (en valor absoluto) por una expresién de la forma kq(||z| +1).
Sin embargo, por las suposiciones A4.1 y A4.2 es posible calcular z = MY, y
entonces también podria ser acotada por una expresion del tipo kq(||Y:|| + 1),
para una kg distinta. El problema es que Y,. no se obtiene hasta que los propios
diferenciadores han convergido, y es necesaria para hacer que estos converjan, algo
asi como un ciclo vicioso.

Lo que se propone hacer para salir de este ciclo vicioso es seleccionar una
ganancia inicial Lo ; (que puede ser estimada crudamente a partir de la estimacién
de Y, por diferencias finitas) suficientemente grande (o por ejemplo, mediante una
cota superior para el estado inicial) de modo que garantiza la convergencia del
diferenciador en un tiempo arbitrario elegido. Cuando se detecta la convergencia
de todos los diferenciadores (de acuerdo a la seccién 2.3), el valor para L; es
cambiado a

Li(t) = kai (%] + 1) (4.5)

donde Y, es construida usando la propia estimacién provista por los diferencia-
dores. Es decir, una especie de autorregulaciéon o un “circulo virtuoso” ocurre. A
partir de ese instante, cada diferenciador tiene la forma de (2.2) con L = L;(¢). Ya
fue previamente probado en [Lev06a] que la convergencia en tiempo finito persiste
para el diferenciador con ganancia variable y que mantiene la misma precisién que

en (2.4) y (2.5).

Sin embargo, la precisién “asintética” resultante es O(kq;) y puede ocurrir
que kq; < Lo ;, de modo que se ve seriamente mejorada la precisién del algoritmo
como ocurre en el siguiente ejemplo.
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4.4. Ejemplo

Considere el siguiente sistema

01 0 00 0 0
11 1 00 0 0
T = 00 -1 0 1 |xz+]|1 0|[ut+w()
01 -1 11 0 0
(001 -1 00 0 1
[t 0000
y‘_00010}x

que no posee ceros invariantes y por tanto es fuertemente observable. La entrada
“desconocida” es elegida, para propédsitos de simulacién, como

0,54 0,25q(0,33)
w(t) = [ 0,2 + 0,7 sin(4¢)

donde 0,2sq(0,33¢) es una senal cuadrada de amplitud 0.2 con periodo de 0.33 se-
gundos y 50 % de ciclo de trabajo. El vector de grados relativos es (r1,72) = (3,2)
y resulta claro que estd bien definido con Q = Ioxa v Y := [y1, 91, 91, Y2, 92| -

Se requieren diferenciadores de orden 2 y 1 para cada salida, respectivamente.
Los parametros seleccionados para cada uno de ellos de acuerdo a la seccién 2.3
son presentados en la Tabla 4.1.

Pardmetro Primer diferenciador Segundo Diferenciador

orden 2 1
kq 15 10
Lo 200 100
Yo 10T 1073
T 1072 1072

Cuadro 4.1: Parametros de los diferenciadores

Siguiendo el procedimiento del Teorema 4.1.2; los controladores son elegidos
como casi-continuos globales
Uy = —aAi®y(Y;)Hs(y1, 1, 31)
o + 22} il siEn v
[l9a+Aly215] 2

= —a\j®(Y;) S T
[+ 27 [l ] + Al 2]
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con a; = 8, Ay = 1,2 para regular la velocidad de convergencia [Lev08al, y
®,(Y,) =||Y;||2 + 1. El segundo controlador es elegido de igual forma
Uy = —A3Pa(Yy)Ha(y2, 1)
. )\ 1.
= —a2A§<I>2(Yr)y2+. 2|y2|251gr11 .
92| + A2ly2|2

con ag =5, Ay = 0,9y ®o(Y;) := ||V ]]2 + 1.

15

t[s]
Figura 4.1: Estado x(t).

El controlador completo es construido de acuerdo a (2.10). La simulacién fue
realizada usando el método de integracién de Euler con paso 10~%. Los resultados
son presentados en la Figura 4.1 para el estado z(t), en la Figura 4.2 para la
entrada de control u(t), en la Figura 4.3 para la sefial de convergencia de ambos
diferenciadores y en la Figura 4.4 para la ganancia de cada uno de los diferencia-
dores.

Resulta interesante notar que cuando el controlador se enciende se produce un
sobrepaso considerable, pero que es detectado por el propio diferenciador ajustan-
do su ganancia (drasticamente) de modo que no se pierde convergencia de éste.
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Figura 4.2: Senal de control u(t). Arriba: uy(t), abajo: uz(t).

También es claro que las precisiones para la estimaciones de las derivadas cambian
del O(100) a O(10) (asintoticamente) debido a la adaptacién de la ganancia del
diferenciador, lo que representa una mejora en un orden en la precisién final del
sistema.
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0.8 N

0.4 T

0.2 N

t[s]

Figura 4.3: Deteccion de convergencia del diferenciador. Valor 1: cierto, valor 0: falso.
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350

300
250
200
150
100

50

250

200

150

100

50

Figura 4.4: Ganancia L del diferenciador. Arriba: L1(t), abajo: La(t).



CAPITULO
CINCO

Control por Realimentacién de Salida: grado
relativo parcial

Si el grado relativo no estd “bien definido” diremos que es “parcial”. Conside-
raremos de nuevo un sistema del tipo

& = Az + Blu + w(t)]

Y= Ca (5.1)

donde las senales x € R", v € R™, y € RP, w € R™ son el estado, entrada de
control, salida medida, entrada desconocida (perturbacién), respectivamente. De
nuevo, supondremos que solamente la salida y(t) estd disponible. El objetivo de
control es disenar u de manera que el origen x = 0 sea estable en tiempo finito,
esto es, existe T' < oo tal que

z(t)=0,vt>T

en presencia de entradas desconocidas uniformemente acotadas ||w(t)|| < W,
W una constante conocida.

Cuando la condicién sobre el grado relativo bien definido no se satisface, re-
sulta lo mas natural primero estimar el estado del sistema para después aplicar
los resultados del Capitulo 3. También resulta que es posible considerar aplicar
control no interactivo [Mor71] en el sistema de modo que un nuevo “sistema ex-
tendido” tenga grado relativo bien definido (y aplicar los resultados del capitulo
anterior), sin embargo encontramos que este enfoque era un tanto més restrictivo
con respecto a la primera alternativa, debido a que requeria considerar que la
perturbacién era suficientemente suave. Por ello, se decidi6 emplear la primera
idea.

95
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Comenzamos describiendo una reconstruccién algebraica del estado (para sis-
temas con entradas desconocidas) basado en combinaciones lineales de la salida
y sus derivadas.

5.1. El estado en su forma algebraica

El primer trabajo constructivo sobre observacién de sistemas lineales con en-
tradas desconocidas se reporta en [Hau83], como una aplicacién clara de los re-
sultados obtenidos sobre el desacoplamiento de entradas. En él, se propocionan
condiciones necesarias y suficientes para la observacién con entradas desconoci-
das sin usar diferenciadores (observabilidad fuerte*): observabilidad fuerte y grado
relativo 1 de al menos m salidas.

Recientemente, la posibilidad de estimar derivadas con la méxima certidumbre
posible [Lev03], propicio renovados esfuerzos en la construccién de un observador
que, naturalmente, eliminara la condicién sobre el grado relativo (esta direccién
ya se menciona en [Bas92], por ejemplo). Resulta un tanto paraddjico el hecho
de que una condicién “necesaria y suficiente” pueda ser sobrepasada, pues pode-
mos considerar los estimaciones por diferenciadores por modos deslizantes como
observadores (sistemas dindmicos) que logran remover este obstaculo.

Los resultados mds completos sobre esto son, sin duda, los obtenidos en [Fri08]
y més recientemente [Bej09]. Ambos proporcionan un estimado exacto y en tiem-
po finito del estado z(t) en presencia de entradas desconocidas bajo la condicién
necesaria y suficiente de observabilidad fuerte. Ambos trabajos hacen uso del bau-
tizado “Algoritmo de Molinari” [Mol76] (aunque originalmente propuesto como
un algoritmo de subespacios por M. Wohnam) para buscar nuevas direcciones
libres de entrada, aunque el segundo hace un uso mas eficiente de él, al utilizar
diferenciadores de orden mas alto. Por esto se decidié utilizar este ultimo en este
trabajo. El procedimiento se describe a continuacién y es idéntico al de [Bej09],
solo se expone aqui con fines de que este documento esté autocontenido!

Considere, el sistema (5.1) con @ := u + w, la siguiente suposicién

Suposicién A5.1. FEl sistema (5.1) es fuertemente observable.

1Se usa la siguiente notacién: para una funcién f(t) denotaremos como F¥l el k-esimo anti-

derivador, es decir
t 71 Th—1
f[k] (t) = / / s / f(Tk)di -+ drodr
0 0 0

donde fIl(¢) := f(t). Entonces se define

Fle—1] f(t
F[k]‘:{ fid }’ F[I]:[ f%ﬂ) ]
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y las matrices M1 producidas por medio del siguiente algoritmo recursivo
(algoritmo de Molinari [Mol76])

M1 = N5 Niya, M, =C
M A
Nig1 =Ty f ck* } , Ty = (MyB)*

donde la matriz N,j-_if-l se incluye para excluir los términos linealmente indepen-
dientes de Ngy1 de modo que My siempre tiene rango completo por filas [Bej09].
El procedimiento llevado a cabo por este algoritmo puede ser facilmente entendido
si se aplica paso a paso

(k=1) Defina ®; :=y = Cx = M;z.

(k=2) Derive &, = M, Az + M, Bw, multiplique por (M,B)* := T, entonces
7%, =Ty = T1%M1x = T M, Ax esta libre de entrada. De acuerdo a la
recursion,

M A

Oy = N7, { M,

}a::: Msx

es decir, agrupamos toda lo que no esté contaminado por la entrada desco-
nocida. Note también que esta tltima expresion puede ser reescrita como

d
o oarlL LMz | d I, 0 y | d Y
@2 — N2 Tl |: dt y :| = £N2 Tl |: Op Ip :| |: y[l] :| — %JQ y[l]

(k =3) De acuerdo al algoritmo

A0Myz ] & Jy 0 4
I ol B e A A
Y

d2 Yy

e I

2l

y la recursién resulta ya evidente. Entonces, en la k-ésima iteracion, al sacar el
operador derivada se obtiene una expresién del tipo

k—1

d
CI);C :ka:

Ji1 O dh1
11 k—1 k—1] _ k
dtklek Ti—1 |: :l Y[ I = 7dtk7 JkY[ ]

0 I
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Dada que la condicién rank M; 1 = rank M; implica rank M;; = rank M; y
dada la suposicién A.5.1, existe entero tal que M; es de rango completo [Mol76],
el rango de M; debe aumentar al menos en uno en cada iteracion. Entonces se
necesitan a los mas n — p diferenciaciones para que det Mn_fp 11 # 0y de esta
forma obtener el estado como

n—p
o

dnr
= dtn—>p Mn—p-i-l

dtn—rp
de esta forma, solo es necesario evaluar las derivadas correspondientes para realizar

A4

una “observacion algebraica” #(t) en tiempo finito

Jnep Y7 = Hy =]

T

dn—»r
i:::aﬁg:;}JY*”*M (5.2)
que es construido usando algtin algoritmo para la estimacién de la derivadas reque-
ridas. Si el algoritmo provee estimacion exacta y en tiempo finito de la derivada,

entonces el estimado (o el observador) es exacto y en tiempo finito.

5.2. Adaptacion de la ganancia del diferenciador

Si utilizamos el diferenciador por modos deslizantes de orden superior (2.2)
para estimar las derivadas necesarias en (5.2), (como se vio en la seccién 2.3) es
necesario que la derivada de orden n — p + 1 esté acotada. Afortunadamente, esto
es cierto pues

dnprrl [ ] qn—r
rn—p—&-lHY —x—Ax—l—B[u—i—w]—Adtn_p
entonces resulta claro que esta ultima ecuacién puede ser acotada por arriba en
norma por una expresién del tipo kq(||z|| + 1), de modo que cada renglén estaria
acotado por una expresion kq;(||z|| + 1). Con esto en mente, procedemos en las
mismas lineas de razonamiento que cuando el grado relativo esta bien definido.

HY!" Pl 4+ Blu + w]

Para cada diferenciador 7, se elige una ganancia inicial Lo ; suficientemente
grande (suponiendo una cota mdxima para condiciones iniciales o estiméndola
usando diferencias finitas) de modo que provee convergencia en tiempo finito al
valor real de la derivada. A partir de ese momento se obtiene un estimado exacto
para el valor de z, i.e £ = = y la ganancia del diferenciador es cambiada a

Li(t) = kqi(|2]| +1), i=1,...,n (5.3)

donde kq; debe ser disenada suficientemente grande para compensar por la fila
de A involucrada y por la entrada u + w.
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5.3. Diseno del control

El diseno del control en este caso se basa en la observacién del estado en
tiempo finito por medio de la expresiéon obtenida en la subseccién anterior y los
diferenciadores exactos. Después podemos aplicar los resultados del capitulo 2,
teorema 3.2.1 para disenar el control

Teorema 5.3.1. Considere el sistema (5.1) con ||w(t)|| < WT, W+ una constan-
te conocida y la suposicion A.5.1. Empleando la estimacion algebraica del estado
usando (5.2), bajo las condiciones

1. uso de n — p diferenciadores (2.2) (en el peor de los casos),

2. inicializados con una ganancia Ly ; suficientemente grande, de modo que se
il 7
garantiza convergencia en tiempo arbitrario.

3. una vez detectada la convergencia de todos los diferenciadores ent =1t (de
acuerdo al Teorema 3.2.1), la ganancia es cambiada por (5.3)

entonces x = 0 es estabilizable en tiempo finito con el uso del controlador

1. U(t) = 07Vt € [Oatl}:

2. u(t) = Gv,Vt > t1, (con G previamente introducida en el Capitulo 2) y

v = —0;Pi(2)Hy, (Zpi 1415 -1 2pi—1), t=1,...,m.

donde u; es el i-ésimo indice de controlabilidad, z = TZ, (previamente in-
troducida en el Capitulo 2) y

(I)Z(Z) = k1’1||Z|| + ki,g

con constantes o, k; 1 y ki suficientemente grandes.

Demostracion. La seleccién de la ganancia Lo ; garantiza la convergencia en un
tiempo arbitrario finito de cada diferenciador. Después, la ganancia puede ser
cambiada por L;(t) = kq,(||2]| +1) pues es una cota para la derivada de un orden
mayor. Estd probado en [Lev06a] que con este cambio de ganancia la convergencia
va lograda persiste. De modo que el la observacion en tiempo finito es asegurada,
es decir, & = z,Vt > T. El resto de la prueba es una consecuencia del teorema
3.2.1 del Capitulo 3. O

Note que si H tiene una columna de ceros, es posible disminuir en uno el orden
del diferenciador del renglén correspondiente. Adem4s, al aplicar el control u = 0
mientras el diferenciador converge, la ganancia Lo ; puede ser menor.
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5.4. Ejemplo

Considere el siguiente sistema

[0 -1 0 0 10
. 0 0 0 0 1
Tz = 1 0 0 0 T+ 0 0 [u+ w(t)]
1 0 00 10
oo 10
Y = looo 1]

que no posee ceros invariantes y por tanto es fuertemente observable. La entrada
“desconocida” es elegida, para propédsitos de simulacién, como

0,54 0,25q(0,33)
w(t) = [ 0,2 + 0,7 sin(4¢)

donde 0,25q(0,33t) es una sefial cuadrada de amplitud 0.2 con periodo de 0.33
segundos y 50 % de ciclo de trabajo. El vector de grados relativos es (2,2) pero
no estd bien definido pues

1= —22+ur +wi, Y2=-—T2+u+w
y entonces QQ = [ } 8 ] tiene rango 1. Aplicando el algoritmo de la subseccién
5.1, se llega a
T
00 1 000 y[?]
-1 0 -1 100]||%
TTaE ] 0 0 0 01 0| g
0 0 0 0 01 y?]
(2]
L Y2

dat?
Revisando la expresién notamos que solo necesitamos un diferenciador de primer
orden para calcular

o también puede ser facilmente visto si se nota que §; = x1, 22 = & yéﬂ — ygu -0 }

d
dt Y1
y un diferenciador de segundo orden para calcular

T1 =

Ty = Cﬁ {y[l] - y[l] - yl}
de2 172 !
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dado que z3 = y1, x4 = yo. Los pardmetros de cada diferenciador se presentan en
la Tabla 5.1

Pardametro Primer diferenciador Segundo Diferenciador

order 7; 1 2
kq 15 10
Ly 70 190
Yo 10T 1073
T 1072 1072

Cuadro 5.1: Pardmetros de los diferenciadores

Ahora utilizamos el procedimiento del Capitulo 3, Teorema 3.2.1, para calcular
la transformacién de estados. Calculamos la matriz de controlabilidad y seleccio-
namos las primeras 4 columnas linealmente independientes obteniendo (después
de organizarlas)

1 0 0 -1
0 01 0
S = [blaAb1;b27Ab2] = 01 0 0
1 1.0 0

y rank(S) = 4 de modo que los indices de controlabilidad son p; = 2, us = 2.
Calculamos L = S~! y elegimos los renglones correspondientes a f1, y g1 + fio
para obtener la transformacién

7 0 0 1 0

. ?jflA 1 0 0 o0

[ 10 -1 1

l#1+#2 0 1 0 0
El sistema transformado z = Tz, tiene la forma
01 0 O 0 0
00 0 -1 10

=loo0o0 1 |[*Ft|o o[t

00 0 O 0 1

de modo que la transformacién de entradas es G = I, por lo que se omite. Los
controladores son disenados como cuasi-continuos globales de segundo orden pues
p1 = p2 =1, asi
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uy = —a1P1(2)Ha(21,22), ug = —aa®Pa(2)Ha(23, 24)

con a; = az =5, P1(2) = P2(2) = ||2]l2 + 0,5 y A1 = A2 = 1. Los resultados de
la simulacién se presentan en la Figura 5.1 para el estado, la Figura 5.2 para la
senal de control, la Figura 5.3 para la ganancia de cada diferenciador y la Figura
5.4 para el error de observacién e = x — Z y la deteccion de la convergencia del
observador.

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 5.1: Estado x(t).
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0.5 1 1.5 2

Figura 5.2: Senal de control u(t).

25

Arriba: ui (t),

abajo:
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200

150 - b

100 |- b

50 b

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 5.3: Ganancias del diferenciador. Arriba: L1(t), abajo: La(t).
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30

20(- - .

10 .

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

0.6 ,

0.2 4

t[s]

Figura 5.4: Arriba: error de observacion e = x — &. Abajo: deteccion de la convergencia
del observador, valor 0: falso, valor 1: cierto.



CAPITULO
SEIS

Conclusiones

Varios resultados fueron incluidos en esta tesis. Se realizé un nuevo estudio
sobre el diferenciador por HOSM [Lev03; Lev06a] para encontrar condiciones que
indiquen que el diferenciador ha convergido. Se consideraron dos casos: cuando
no existe ruido ni muestreo (deslizamiento ideal) y cuando existe (deslizamiento
real). Finalmente se presenta una propuesta de criterio de separacién que per-
mite construir el control con las estimaciones de las derivadas realizadas por el
diferenciador por HOSM.

Posteriormente introducimos el diseno de algoritmos por HOSM para sistemas
con multiples entradas considerando todo el estado disponible. El enfoque se basa
en una transformacién de estados (a la forma canénica de controlador) y una pos-
terior transformacién de entradas. Se presenta el diseno del control para asegurar
estabilidad global y en tiempo finito del origen para sistemas lineales con entradas
desconocidas (uniformemente acotadas) acopladas. Estos resultados mejoran los
existentes hasta el momento (por ejemplo [Bar00]) al utilizar modos deslizantes
de orden arbitrario (en lugar de orden 2, mejorando la precisién asintética) y al
garantizar estabilidad en tiempo finito (en lugar de estabilidad asintética)

Después se abordé el mismo problema, pero ahora considerando que solamente
la salida estd disponible y que ademas el sistema tiene grado relativo bien definido.
Comenzamos introduciendo el concepto de observabilidad fuerte (central para
la observacién de sistemas con entradas desconocidas) y presentamos algunas
relaciones que encontramos entre esta y grado relativo bien definido. Después,
introducimos la metodologia de disenio del control para este caso que asegura la
estabilidad global en tiempo finito del origen. Ademas, presentamos la primera
propuesta hasta el momento (que conoce el autor) para seleccionar la ganancia

67
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del diferenciador [Lev06a] en un caso de importancia practica, de modo que la
precision se mejora disminuyendo el chattering. Mostramos que en el caso de que el
grado relativo de cada salida sea 1, no es necesario realizar ninguna diferenciacién
(resultado acorde a la observabilidad fuerte* introducida por Hautus [Hau83]).
Estos resultados mejoran los existentes hasta el momento [Edw08] removiendo
varias restricciones (BIBS, suavidad de la perturbacién, precisién y estabilidad
asintotica del origen).

Finalmente, presentamos la metodologia de diseno considerando solamente dis-
ponible la salida y suponiendo que el grado relativo no esta bien definido, que es el
caso mas general posible. Comenzamos introduciendo la reconstruccién algebraica
recientemente presentada en [Bej09] y presentamos una propuesta para adaptar
la ganancia del diferenciador [Lev06a] de modo que el observador lo constituyen
los diferenciadores tnicamente, y por tanto convergen exactamente y en tiempo
finito. Esto solo es recomendable con fines de estabilidad del origen, en otro caso
una ganancia del diferenciador muy grande conlleva a mas chattering. Termina-
mos introduciendo la metodologia de diseno del control para este caso que se basa
en los resultados previamente obtenidos en el segundo capitulo. Estos resultados
mejoran [EAdw08] al remover todas las restricciones previamente superadas en los
resultados del Capitulo 4 y adicionalmente la restriccién sobre grado relativo bien
definido.

6.1. Trabajo futuro

La extension para el caso de detectabilidad en el caso de grado relativo bien
definido es directa. Sin embargo, cuando esta condicién sobre el grado relativo no
se cumple seria necesario analizar el desempeno de los algoritmos de control por
modos deslizantes de orden superior ante una perturbaciéon pequena y desvane-
ciente en la medicién. Resulta intuitivo que deberia obtenerse estabilidad practica
del origen en el caso de controladores casi-continuos, debido a que son continuos
en todos lados menos en el origen (que tiene medida cero) y por tanto no afecta
la solucién en el sentido de Filippov.

Por otro lado, la generalizacién para sistemas no lineales parece ser una di-
reccién clara. El caso de control en tiempo finito, si el grado relativo esta bien
definido, es una aplicacién directa de los resultados aqui obtenidos solo con herra-
mientas un poco diferentes. Cuando la condicién sobre grado relativo bien definido
no se cumple, es necesario realizar un estudio sobre la observabilidad de sistemas
no lineales con entradas desconocidas, que suena muy interesante.

Aplicacion de los resultados aqui obtenidos para el control de sistemas lineales
hibridos resulta directa también, debido a la propiedad de convergencia en tiempo
finito.
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