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PROLOG O

3. REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS

El presente fasciculo se inscribe dentro de la serie de publicaciones que
el Departamento de Mecénica, de la Divisién de Ciencias Basicas de la
Facultad de Ingenieria, ha decidido poner a disposicién de los estudian-
tes de materias impartidas por dicho Departamento, con el propésito de
satisfacer convenientemente la necesidad reiterada de obras de consulta,
que comprendan los temas incluidos en los programas de estudio de las
materias aludidas y que tengan, adema4s, el enfoque y el nivel de especi-
ficidad pertinentes.

Esta publicacién, como lo indica su titulo, estd dedicada al importante
aspecto de la Estatica que contempla la posiblidad de expresar cualquier
sistema de fuerzas, mediante uno equivalente de indole irreductible.

De esta manera, llega a establecerse un esquema referencial de caracter
unitarjo, para que, posteriormente, se analicen los efectos mecénicos
asociados a la accion de sistemas especificos de fuerzas. Asimismo, la
ion de equilibrio se plantea con propiedad y claridad, en el contex-
to referencial citado, con lo cual se formaliza dicha situacién para dis-
poner| asi de un enfoque integrado, que permita abordar, después, la
solucién de problemas de equilibrio con respecto a sistemas mecanicos
concretos.

El contenido de este fasciculo se ha conformado con desarrollos tedri-
cos, de orientacidn axiomatica, los cuales subrayan los conceptos me-
cénicos con base en visualizaciones geomeétricas, acorde con una nota-
glg carriente académica en el campo de la ensefianza de la Mecénica

lasica.

Asi, iniciaimente se introduce el concepto de coordenadas vectoriales de
los sistemas de fuerzas, lo que permite representarlos mediante una sim-
bolizacién precisa.

A continuacién se definen, acorde con el punto de vista del anélisis de
sistemas contemporaneo, los sistemas de fuerzas equivalentes. Inmedia-
tamente después, se presenta el concepto de par de fuerzas y se describe
la operacién de traslacién de una fuerza, mediante la implicacién de un
par de transporte.

En seguida, se lleva a cabo el desarrollo referente a la reduccidn de siste-
mas de fuerzas. Se trata de un tema central el cual se presenta con el
requerido, apoyando los planteamientos en argumentaciones
geometricas.

De esta forma, se accede al punto dedicado a la configuracion de los
diferentes sistemas de fuerzas y sus posibles casos de reduccién, el cual
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también es sustantivo, ya que muestra, en términos sistematicos, las
opciones factibles de reduccién que exhiben sistemas de fuerzas especi-
ficos y relevantes desde el &ngulo de las aplicaciones mecanicas.

Por otra parte, para cada uno de los puntos desarrollados se incluyen
ejemplos ilustrativos, los cuales se generaron teniendo en cuenta su pre-
ciso cometido pedagogico.

Por ultimo, se incluye un amplio conjunto de problemas para que sean
resueltos por el lector. Estos problemas se elaboraron especialmente
para esta publicacion y ademas de sus caracteristicas did4cticas, tienen
la peculiaridad de ser, de alguna manera, diferentes a los que tradicional-
mente se insertan en los libros de consulta.

La bibliografia que aparece en la parte final, permite al lector acercarse a
los temas expuestos con los enfoques de otros autores.

Se agradecen los comentarios 0 sugerencias que se aporten para mejo-
rar el contenido de futuras impresiones de este trabajo, o para corregir
las posibles deficiencias de la presente.
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3.1 COORDENADAS VECTORIALES DE LOS SISTEMAS DE
. FUERZAS

Se entiende por sistema de fuerzas a un conjunto de fuerzas, como se
. indica en la figura 3.1.

: A

_— -

x Fig 3.1

La respltante general del sistema se obtiene sumando los vectores equi-
polentes de cada una de las componentes del mismo; esto es:

n .
R -1§1'§.' _ _ _ 31

La expresion anterior no permite conocer un punto de aplicacion del so-
porte o linea de accién de tal vector. por lo que R es considerado como

un vegtor libre.

El momento del sistema con respecto a cualquier punto del espacio se
puede|valuar considerando la suma de los momentos de las fuerzas con
respecgto al mismo; generalmente, el punto con respecto al cual el mo-
mento es mas sencillo de calcular, es el origen, ya que en estas condi-
ciones el momento est4 dado por la expresion:

n
+ | +
' Mo = L(¥ x Fi) - __3.2
i= i
) - — . . . 3 .
. en la cual el vector r; siempre sera un vector de osicion a cualquier pun:

to de la linea de accién de cada componente y F' representa los vectores
equipalentes de las fuerzas involucradas en el sistema.

N S




- . ’ . .
El vector Mo proporciona todas las caracteristicas del momento; inclu-
sive su posicion, ya que dicho vector siempre se ybica en el denominado
centro de momentos y en estas condiciones Mo siempre pasara por
el origen.

Esta pareja de vectores (-ﬁ -I\Zo) se conoce con el nombre de coordena-
das vectoriales del sistema de fuerzas. En este caso se puede presentar
la situaciéon en qge'ﬁ y Mo no sean perpendiculares, o sea, que no se
cumpla que-ﬁ - Mo = 0; igualmente es factible que la resultante gene-
ral sea nula.

Ejemplo 3. 1. Calcular las coordenadas vectoriales del sistema activo de
Tuerzas que se indica en la viga de la figura 3.2.

100 N 50N 60 N
A as° 60° 8
oL /

4 %’

| 2m | 2m 2m Lodm L oIm
e T e R B

Fig 3.2 75 N

Solucidn. |dentificando a las fuerzas y ubicando el origen del sistema de
referencia en el punto A; con los ejes respectivos se tiene:

Y

100N |= F' 50 N: F? 60N:F?
o 450 €0° X

]

e

| 2m . 2m 2m . Im Im

75N=F*

Ahora, se determinan los vectores equipolentes de las fuerzas:

F!=-1005 [N]

F2=50(cos45°i - cos45°3) = 35,351 -35,354[ N ]
F?®=60(-cos60°i- cos30°3) = =301 -51,963 [N]
F*=755 [N]




y realizando la suma de fuerzas (ecuacién 3.1):

R = 5.35% - 112.31j [N]

Calculando|los momentos de las fuerzas con respecto al origen:

<>

>
o

Mo = -200k [N *m ]

-+
Mc

= -50 c0s45°(4) k = -141.42k [N * m]

Mo = -60 cos30°(6) k = -311.76k [N * m]
MO = 525k [N .+ m]

y realizandq la suma de momentos (ecuacién 3.2):

4

-»> -]
go-i’!i‘?ix?i-no-tﬁ%-fﬁg-ﬁﬁg

o= -128.18 k [N i m]

dondelasc

pordenadas vectoriales son:

S=( 5.35; - 112,313 [N] ; -128,18k [N ¢ m])

Ejemplo 3. 2. Obtener las coordenadas vectoriales del sistema de fuerzas
que se muestra en la figura 3.3.

z A
s Fiioow B
F c
m/
‘0,
5
| z
em | PFison | F4aon
0)'. o L
//F5,3ON %
7
48 s




Solucidén. Primeramente se calculan los vectores equipolentes de las
fuerzas:

(3-0)i + (6-0)3 + (0-6)k]
Y9+36+36

-1
F =630 [

= 2101+4203-420k [N]

P2 =100j [N]
Fi=50 x [N)

4
F =-40k [N]
35 _ 20 [(3-0)1-&(0—6);]

F
v9+36

Sumando las fuerzas:

= 13.416i- 26.832j [N]

R = 223.411 + 493.163 - 410.00k[N]

y los momentos con respecto al origen son:

Mo = i 3 k ] =-2520i+12603 [Nem]
0 0 6
210 420 -420

-2 .
Mo = -600i [N « m]
Mo = -1503 [N « m]

Mo = -2404 + 1203 [N ¢ m]
+5

Mo = i j k |=-80.496k [N « m]
3 0 0
13.416 -26.832 0

y realizando la suma de momentos:

->
Mo = -3360i + 12303 - 80.49k [N * m]

siendo las coordenadas vectoriales solicitadas:

§=(223.414+4493.163-410.00k [N] ; -33604+12303-80.49x [ + m])



3.2 SISTEMAS EQUIVALENTES

Se denominan sistemas equivalentes, aquellos en los que sus coordena-
das vectdriales son iguales, bajo el mismo marco de referencia.

Sean los sistemas Iy I actuando en el cuerpo de la figura 3.4; como sus
coordenadas vectoriales deben ser iguales se debe cumplir que:

Y
X
e >
Rr = Ryp - - - 3.3
ﬁo;x-ﬁon - - - 34
O sea que

n, m -

i . - - . 35
1£1F I j£1F II
T(r; xFL) =7 (04 x P 3.6
1&1(71 xXF ! j-1(rjxl-" )I- - .

Obsérvese|que el nimero de elementos de cada sistema puede ser dife-
rente, sin que esta situacion determine la equivalencia o 1o equivalencia
de los sistemas.

Resumiendo, para que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes es ne-
cesario que se cumplan simultaneamente las dos ecuaciones, 3.5 y
3.6, planteadas.




Ejemplo_3.3. Demostrar que el sistema de fuerzas actiyo aplicado
en la estructura de la figura 3.5 es equivalente a la fuerza F = -2000i.
-6000j [N] que pasa por el punto P(22,0,0) [m].

vy 4
1
1 o |
2m
am 2
6 F* 3000 N
m

‘5'
W F:1414 N |
& F*:2000N '
Fig 3.5

Solucidn. Denominando I al sistema de fuerzas que actua en la estruc-
tura se tendré:

—

-1000i [N]

n

-30005 [N]

w

-1000i-10003 [N]

My we my d
< L}

-20003 [N]

en estas condiciones:

-* ]
Ry = -2000i - 60003 [N ]
gue comparandola con la fuerza F dato del problema, se observa que
son iguales, por lo que la primera condicion de equivalencia se cumple.
En cuanto a momentos:
=21 -
Mo =0 [N . m]

-+2

Mo = -90 000k [N ¢ m)

>3
MG = -20000k - 2000k = -22000k [N « m]

>4

Mo = -20000k [N * m]



y la suma es:

Mo; = -132 000k [N « m]

-
parala fuerza F:

3 F

Mo| = | 4 3 k | =-132000k [N ¢ m]
22 0 0
-2000 -6000 0

por lo que los momentos son iguales y entonces se puede concluir que
los sistemas planteados son eduivalentes.

Ejemplo 3. 4. Considerando qug,los siguientes sistemas de fuerzas son
equivalentes, determinar la fuerza 6y el punto Pg, ubicado en el plano XY.

SISTEMA[ F'= siso3+20k [N] P1(1,2,3) [m)
F2= 5i+113+410k[N] P2(1,1,1) [m]
F'= 6i-43-2k [N] P3(2,4,6) [m]
F'= -6i+aj+2k[N] Py (-3,5,0) [m]

SISTEMAT F'= 3i-25+8k[N]  Ps5(0,9,16) [m]
>6
F Pg
7
F= -3i[N] P7(5,6,0) [m]
= 43i[N] Pe(7,6,1) [m]

Solucidn. |Calculando las coordenadas vectoriales del Sistema |:

R o= B4 P+ 72 F'= 104 + 20§ + 30k [N]

MO = (1+42343K) x (51493420K) = 13i-5j:k [N « m]
MO = (1434K) x (Si+113410k) = -i-63+6k [N * m]

MO = (21+4346k) x (6i-43-2k) = 161+403-32k [N ** m]
MO = (-3i453§) x (-61+44342k) = 101463418k [N =+ m]

Asi, N5 = 381 + 363 - 9k [N « m]




Dado que los sistemas son equivalentes, se debe cumplir que:
— -y
KI = E}I ; Mo~ = MOII
Por la primera igualdad:

10i + 205 +30k =31 - 25 + 8k + F® - 31 + 3§

Por lo que: -6
F® = 74 + 225 + 22k [N]

Para la expresidon de momentos, primeramente se calculan los del sis-
tema II:

5

Mo = (93 + 16k) x (31i-2§+8k)=104i + 485 - 27k [N + m]
Mo = (5i + 63) x (-3i) = 18k [N « m]

M= (71 4+ 63 + k) x (31) = 3j - 18 [N » m]

En virtud de que los momentos de ambos sistemas deben ser iguales:

104i + 51 - 27k + M® = 381 + 363 - 9k

entonces:

Mo = -66i - 15 + 18k

+6 -+ +
ycomo Mo = rp X Fe 1 se tendrd: - -
M6 = | i 3 kx| = (227)i - (22x)F + (22x-77)k
X Y (]
7 22 22
Igualando términos: 22Y = -66
-22X = =15
22x-7Y = 18

Y resolviendo el sistema de ecuaciones: Y = -3, x = 0.682

asi, el punto buscado es:

Ps (0.682, -3, 0) [m]




3.3 PAR DE FUERZAS
Se conoce como par de fuerzas a dos fuerzas no colineales, de iqual
magnitud, misma direccion y sentidos contrarios (figura 3.6).

X

/ Fig 3.6
Conforme| a la figura, se obtendran las coordenadas vectoriales del par
de fuerzag mostrado:

->

Bafa(-%)=0

> -

Mo

-5
Mo
y se valuar,

Qy ¥.
MW'

St &

Por todo |
siguiente:

f
q
\

w N

-+ > <> <> -+ -+ +
=rpxF+er(-F)-rpxF-erF
-+ -+ * > o o
=(p-rQ) xF=gxF=m

@ el momento del par de fuerza., con respecto a los puntos Qy W.

+
+

<> . &>
=W XF+WQx (~-F)

-+ - > -+
WPXF-WQxF=nm
(WP - WO)x F = g x

=
-
= m

"4

-> - > - -+
*dXF+0=qxF=mn

D anterior se puede afirmar, en relacién a un par de fuerzas, lo

txclusivamente produce momento. \
5u momento es el mismo con respecto a cualquier punto en el

spacio.
.- %u momento se obtiene calculando el momento de una de las

uerzas con respecto a cualquier punto de la linea de accién de
a otra fuerza.




4.- Sumomento es un vector libre (T ), con las siguientes carac-
teristicas:

a) Magnitud IT:I - d, donde d se denomina brazo del par.

b) Direccion = Perpendicular al plano del par.
c) Sentido = Regla de la mano derecha.
d) Punto de aplicacion = Cualquiera.

Las propiedades de un par de fuerzas se ilustran en la figura 3.7.

M F F M ¥
i e |
| v g
] ] F
/J——--E——- F /)——---—-- /f—/——-w —————
/ / Ayl
/ / .
/ |/
r
M M 2F,
=
F oF
,i——-— //i-—- —————
/ /
/ /
7/ 4
d .
F / Fig 3.7

Concluyéndose que éstas no varian si se cumple que;

— El par se traslada en su plano o en planos paralelos al que él
determina.

— El par se hace girar en su propio plano.

— Se hacen variar F o d, pero la magnitud del momento del par
permanece constante.



3.5. Calcular el momento total producido por los pares de

Ejemplo
“fuerzas due se observan en la figura 3.8.

.y

A _ Flion s
-
Fiiow f
———-8 —
5 Fison
[y
em| Fisown “ by
’ c .Y
———
/ A
(s) Im
| Sayd
A -
R2m E

Solucidn.
F'yF<pu
m-, = 3(:

no asi los

:
74 Fig 3.8 ’

De la observacién de la figura el momento del par formado por
lede obtenerse en forma directa;

k [N - m]

5 demas momentos que tienen que determinarse realizando el

producto |vectorial;
me= G x F*, EG =-125 + 6k [m], F°= 201 [N ]
m = i j k | = 41205 + 240k [N + m]
0 -12 6
20 0 0
-+ - -+ -
my=FE x ¥, f =129, 75 = 30 228K _ 13 411496 g3k ]
/3689
my = 3 k = 321.961 + 160.92k [N + m]
12 o
-13.41 0 26.83
-+ -+ +7 o . —y
my=FCx F , FC = -3i+12j, F’ = 50k [N]
+ 3
my = i j X = 6001 + 1505 [N « m]
-3 12 0

*] 50

11
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y realizando la suma, ya que son vectores libres:

MroTAL = 921.961 + 2703 + 430.92k [N . m]

Ejemplo 3.6. Para levantar una compuerta, e un sistema de riego, cl

canalero aplica dos fuerzas de 100 N de magnitud, cada una, al volante
de la misma, como se indica en la figura 3.9.

Determinar el momento producido por estas dos fuerzas.

Solucidn. Considérese el origen en el centro del volante; asi las coorde-
nadas de los puntos Ay B son:

A (0,-.20,0) [m] B (-0.10,0.173,0) [nm]

Ahora calculense los vectores equipolentes:

’,S'l = 100 [(cou 30° cos60°)i + (cos 30°cos 30°)j - cos 60‘&]
P! = 43.34 + 755 - 50k [n]

F2 = 100 [-(cos 30° cos 60%)1 - (cos 30* cos 30°)3 + cos 60°k]
2

F2 = -43.31 - 75) + 50K [N]



y el momento del par quedara dado por:

>
m =

BAxF ] 4 3 k | = 18.651 + 5§ + 23.65K[N | m]

+0.10 =0.373 O
43.3 5 -50

3.4 TRASLACION DE UNA FUERZA

En ocaslones es conveniente trasladar una fuerza de un punto a otro, lo
cual tratara de plantearse, sin perder de vista que las coordenadas vecto-
riales no pueden alterarse.

Sea la

fuerza—F, ubicada en el plano ™ de la figura 3.10 y que debe ser

trasladada al punto O que se indica, también ubicado en el plano citado;

siendo

7

Fig 3.10

las coordenadas vectoriales:

-+ -+ >

Agréguese un sistema de fuerzas en equilibrio. Cabe aclarar que el sis-
tema que se adiciona esta formado por dos fuerzas en equilibrio de la

misma

magnitud y paralelas a la fuerza que debe trasladarse, y que

pasan por el punto de traslado O;

4 Por de Fuerzas —

e

—

d/

i

T

Fig 3.11
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notese que las coordenadas vectoriales no se alteran.

Si se observa con detalle, se ha formado un par de fuerzas, el cual recibe
el nombre de par de transporte, cuyo momento es igual al momento de
la fuerza F original con respecto al punto O.

m Ax¥ = m
mt::r:ansp x m'.l‘

. —
En base a lo anterior la fuerza F se encuentra ya en O, pero se ha agre-
gado un par de transporte.

Fig 3.12

Resumiendo, para trasladar una fuerza de un punto a otro, es necesario
considerar:

— Que se incluya un par de transporte.

— Que el momento del par de transporte es igual al momento de la
fuerza que se desea trasladar con respecto al punto de traslado.

— Que finalmente resulta una fuerza y un momento. que son per-
pendiculares entre si.

Un corolario muy importante de la traslacion de una fuerza es que: a/
obtener las coordenadas vectoriales de un sistema, se le puede conside-
rar como trasladado al origen, o sea, se le esta sustituyendo por un sis-

tema equivalente que pasa por dicho punto.

Cabe aclarar que esta situacion es de suma importancia para los casos
de reduccidn de los sistemas de fuerzas, y que la sumatoria de los vecto-
res fuerza, en estas condiciones, representa la aplicacion del Postulado
de Stevinus, ya que todas las fuerzas se obligan a concurrir en el origen.



Ejemplo 3_1 Trasladar la fuerza mostrada en la figura 3.13 al punto A.

Yl

Fig3.13

Solucidn.|Para ello, se determina el vector equipolente de la fuerza,

-
F =

100 (cos 40°i-cos50°3) = 76.604-64.285 [N]

y se calcula su momento con respecto al punto A, que representa el
momentq del par de transporte.

-+ -+
i, =

->
mT=28

Ahora, ya

Ejemplo
3.14, po

=D xF = 1 3 Xk |=(.96.42+4191.5)k
-1.5 -2‘5 0
76.60-64.28 0

7.92k [N «m]

se tiene la fuerza aplicada en A, pero con un momento "rﬁ-l-.

3.8. Sustituir el sistema de fuerzas que se indica en la figura
otro equivalente que pase por el origen.

15



¥

F=30N
] - ]
Y A |
25 z
< ! Qo
. J: 3.5m
A\._\; : W
&0, | & Y
Y
/ N O“
1/ ? :6 /77
/
/
217
Fig 3.14

Solucidn. Para sustituir el sistema por uno equivalente que pase por el

origen bastara con trasladar cada una de las fuerzas a dicho punto y para
ello, sera suficiente con calcular el momento de cada una de ellas con
respecto al punto O.

Primeramente se determinan los vectores equipolentes:

F! = 305 [N]

-
Fz

'f.s

-40i [N]

60 ( =23k, . 45155 - 3951 [n]
/T6¥12.35

so (3L 4. 301 + 405 [i]
/16+9
-70k [v]

-803 [N]



y a contjnuacién los momentos con respecto al origen:

-+
my= MO =T x F=|1 3§ X |= -158.0214118.533+135.45k [N+ m]

Ta= M8 = -105y [N e )

B2 = M& w-140§ [N « m]

3 0 3.5
0 45.15 -39.51

mymMo mTg xF' e |4 3 k| = 120k [N . m]

3 0
-30 40 O

o

ms = MO = -2801 [N o+ m]

+

me = Mo 'E.

Como resultado se obtiene tanto la suma de los vectores equipolentes

como la

+ 6
R =

de los momentos:

F' = -701 + 35.15j - 109.51k [n]

Mo ‘i§=1 (z; % F1)=-543.024 - 21.47§ + 255.45k [N * m]

3.5 REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS

Implica

definir explicitamente, el sistema mas simple equivalente a

uno dado.

Si se tie

ne un sistema de fuerzas (I) como el mostrado en la figura 3.15,

se tratard de encontrar otro (Il), con la menor cantidad de elementos po-
sibles, g condicién de que sea equivalente al sistema original, por lo cual

necesar

ambos gisternas sean iguales.

amente deberd cumplirse que las coordenadas vectoriales de

17
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3.5.1. Equilibrio. Por lo anterior, de cualquier sistema que se desee
reducir, lo primero que tendrd que obtenerse seran sus coordenadas
vectoriales, para sustituirlo por un sistema equivalente que pase por
el origen.

Sea que al calcular las coordenadas vectoriales de un sistema se tenga que:

R =I F =0

L4 n

R _ T =T
MO 1;21 (ri x F) 0

Asi, se puede afirmar que no es necesario colocar ningun elemento en el
sistemaTl, figura 3.16.

Fig 3.16
Este caso es conocidé como Equilibrio, y para el tema que se analiza
bastara con indicar que el sistema se reduce al equilibrio, ya que dicha
situacidn ser4 analizada en forma detallada en otro fasciculo.

3.5.2. Par de Fuerzas. Supongase que las coordenadas vectoriales de
un sistema de fuerzas resultaran:

n .
R =L F =9
i=1

n



lo anterjor implica que dicho sistema esta produciendo momento y como
ya se apalizo, el sistema irreductible capaz de producir exclusivamente
tal accion es un par de fuerzas, por lo cual se puede concluir que el sis-
tema de fuerzas, cuyas coordenadas vectoriales correspondan a las indi-
cadas, se reduce a un par de fuerzas.

De acuerdo a la figura 3.17 que se indica, se observa que el momento
del par de fuerzas debe ser igual a Mo y que adem4s no serd necesario

proporg
to es el
vector |

ionar ningun punto de aplicacion de dicho par ya que su momen-
mismo con respecto a cualquier punto, y se considera como un
bre.

I
¥ \
Fig 3.17
3.5.3. Una Fuerza. En esta ocasion se debe tratar este caso en dos par-

tes ya qu
diferente

e cada una de las soluciones que se presentan, tienen aspectos
s. Asimismo se aprovechara para plantear el Teorema General-

de Momentos.

a) Una luerza que pasa por el origen. Sean las coordenadas vectoriales
del sistema.
2 i
-+ > —
R = I F 0
B T
n
+R -+ +3
Mo = I (ri xF) =0
g=q (i X F7)
por lo que se coloca como minimo sistema equivalente a una sola fuer-
Za, pero|que no produzca momento con respecto al origen y la Unica
forma de|que esto se presente es que la linea de accién de la fuerza con-
tenga a djicho punto.
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El vector equipolente de dicha fuerza resultante lo proporcionan las
coordenadas vectoriales y no es necesario localizar ningun punto de
aplicacion de la misma ya que, como se acordd, pasard por el origen,
figura 3.18.

Z I

AN
(o]
—(

Fig 3.18

b) Una fuerza que no pasa por el origen. Cuando las coordenadas vecto-
riales de un sistema de fuerzas son:

n
+ - -+
R= L. F #0
+R i
Mo=I.% xF £ O

se dice que se tiene un sistema reducido que pasa por el origen; for-
mado por una fuerza y un par, cuyo momento se considera aplicado en
el origen, figura 3.19.




En esta

~

2

Se anal

5 condiciones existen dos posibilidades:

— .
Que el momento Mg y la fuerza R sean perpendiculares.
— T
Queel momemoﬂg y la fuerza R no sean perpendiculares.

zara la primera posibilidad.

Considérese un plano 7 en el que se ubica a la fuerza R y se dibuja el

momer
accién

to Mg perpendicular a dicho plano; obsérvese que la linea de
de ambos vectores contiene al punto O (figura 3.20).

b

o

/2

/
¢

Se localj

brio con

Fig 3.20

iza un punto P en dicho plano y se coloca un sistema en equili-
no seindica en la figura 3.21.

v

Ox

y-)
/2 e d

Evidentg
par de
hacer ig

adecuad
mT =

Fig 3.21

mente |os sistemas son equivalentes y ademas se ha creado un
transporte con la peculiaridad que su momento se puede
ual a Mo, pero de sentido opuesto, lo anterior se logra ubicando
lamente el punto P, ya que de lo contrario no se tendra que
“M§, figura 3.22.

21
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1
}——R
0
=
g
— lPa
w |
— R
’mT'—Mo

Fig 3.22

La suma de Mg y ET se anula, quedando exclusivamente la fuerza R pero
aplicada al punto P, figura 3.23.

Fig 3.23

Resumiendo, cuando las coordgnadas vectoriales de un sistema de fuer-
zas son diferentes de cero y Ry MRO‘ son perpendiculares, es posible
reducir el sistema a una sola fuerza que no pase por el origen, cuyo
vector es el mismo que‘ﬁ, (figura 3.24).

I I
Z) z\

2
A\

(o]
<Y
(o]
<1

* Fig 3.24



De acuerdo al esquema anterior, los sistemas I' y IL necesariamente

deben

er equivalentes y como se conoce R, lo Unico que cabria aclarar

es la localizacién del punto P Pues bien, dado que, los sistemas son
equivalentes, se deben cumplir las ecuaciones correspondientes, es decir:

n
> +i D o *>
Rpe =3&y Fp = 42y Frp = Ry

evidentemente la ecuacion anterior se cumple.

Analizando ahora la expresion de momentos:

+R -+ +i - -+ +>i -+
Mo 121 (ri.x FI,) jEqFL X R.[I = MOII

Ya que se tiene una sola fuerza en el sistemaII, su momento con respec-
to al origen necesariamerite debe ser igual a MR, entonces:

Se desc

OI
;p X iII = -ﬁg

onocen las coordenadas del punto P, pero se puede suponer un

punto cualquiera en el espacio P(X,Y,Z) y como

->
e X
P

y dado ¢
nes con

(YRz
- (XRz
(XRry

cuya sol

-

R = i 3 k = (YRz - ZRy)i
X Y z -(XRz - ZRx)j
Rx Ry Rz +(XRy - YRx)k

jue son vectores, es posible formar un sistema de tres ecuacio-
tres incégnitas:

- ZRy) = ng - - - 3.7
- ZRx) = MBy - - - 3.8
~ YRx) = Mgz - - - 3.9

Lcién proporcionard las coordenadas del punto buscado.

R R R . -
Como Mox, Moy y Moz representan los momentos del sistema original
con respecto a los ejes X, Y y Z respectivamente, se puede sefialarlos

como M

x, My y Mz, v si las ecuaciones anteriores no independientes se

expresan en forma simétrica, es posible indicar:

23



Rz - MX

Ry = 4 - - = 3.10
+
My + XR2 - - - 3.11
Rx
e igualando estas expresiones:
Y Rz - Mx R+ My _ 4
Ry Rx
X+ My Y - Mx
z = Rz = Rz — —— 3.12,
Rx Ry
Rz Rz

ecuacién que corresponde a la del llamado ‘'Eje Central’’ que se define
como: “‘El lugar geométrico de todos los puntos del espacio tridimensio-
nal con respecto a los cuales el momento del sistema es de modulo

minimo”’.

24

De cualquier manera, como puede proporcionarse cualquier punto de la
linea de accién de la fuerza y en virtud de que las fuerzas se pueden
considerar como vectores deslizantes, en lugar de escoger un punto
cualquiera P(X,Y,Z), es posible seieccionar el punto en el cual la linea de
accién de la fuerza intersecte a cualquiera de los planos coordenados,
estoes, P(X;,Y,,0) P, (X,,0,Y,) 6P5(0,Y5,Z3).

Conviene aclarar que debera analizarse el vector fuerza ya que, depen-
diendo de la direccion de dicho vector, intersectard o no a los planos
coordenados, por lo que es conveniente observar las siguientes posibi-
lidades:

->
R=Xi +¥) + 2k Pi(X1,Y1,0), P2 (X2,0,22 ), Ps (0,Y3,2,)
-

R= Xi +Yj P2 (X2,0,Z22 ), Ps (0,Y3,2s)
Rext + 2k P1(X1,¥1,0) Ps (0,Y3,23)
R Yj + 2k P1(X1,¥1,0) P2 (X2,0,22)
Rexi Ps (0,¥3,23)
R= Y3 P2 (X2,0,22)
R= zk ' Py (X3,¥3,0)



Concluyendo, para seleccionar el punto de aplicacién de la resultante

bastara

con anular cualquiera de las ccordenadas cuando la fuerza tenga

comporiente en esa direccion.

c) Teorema General de Momentos. Este teorema establece que e/

momento de una fuerza respecto a un punto es igual a la suma de los

momentos, respecto a dicho punto, de sus componentes.

Al hablgr de componentes de una fuerza, se hace referencia a sistemas
de fuerzas concurrentes; sin embargo el teorema es aplicable a cualquier

sistema

Siseco

reductible a una sola fuerza.

nsidera un sistema de fuerzas actuando en una particula P, como

se muestra en la figura 3.25.

dicho si
accion ¢
lado de

Q
Z ‘ /Q /?'\
P -
Ya:
0 b
f Fig 3.25

stema es posible sustituirlo por una sola fuerza, cuya linea de
ontiene a la particula citada, mediante la aplicacién del Postu-
Stevinus, siy s6lo si R # 0, de tal forma que:

n
-+ -+
R=1F

[

y Si se Héma’?al vector de posicion de P, el momento de dicha fuerza con

respectd

al origen del marco de referencia es:

Mo =7 xR

25
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Ahora bien, la suma de los momentos de cada una de las componentes
del sistema, también con respecto al origen, resulta:

-+ -> -> -+ -+ -> -
IMo=rxF+rxF+rxF+ .. .. +1rxGEN

Mediante la propiedad distributiva del producto vectorial, se puede
expresar:

-+>3 -> > -> ->
IMo =z x (Fl'4 F2+ Fo+ . . . + FD)

y como por Stevinus,

finalmente se tiene que:

" =

que demuestra el enunciado del teorema planteado.

or.

- M

z 3
=]

i

Cabe aclarar que este Teorema es de particular relevancia ya que su apli-
cacion es de suma importancia para temas como Centroides y Momen-
tos de Inercia.

3.5.4. Motor. Cuando las coordenas vecloriales de un sistema de fuer-
zas son diferentes de cero y la resullante (R) y el momento con respecto
al origen (MS) no son perpendiculares entre si, se dice que la reduccién
es un motor, entendiéndose éste como una fuerza y un momento,
ambos ubicados en la misma linea de accidn (figura 3.26).




Supéngase que se obtiene una fuerza y un momento en el origen, dados

por las
plano

/

coordenadas vectoriales del sistema, y que se hace pasar un
gue contiene a la linea de accién de la fuerza (figura 3.27).

M
A N
4#90°( D2 7
3
Mo*R #0

Ahora b

Fig 3.27
=R .
en, el momento Mg sera descompuesto en dos componentes

ortogonales; una contenida en el citado plano 7 v la otra perpendicular
al mismaq (figura 3.28). ‘

&
MoN
7
o
/| ()
L — Fig 3.28

Obsérve

— — — R —
5e que Moﬁ y R sori ortogonales y gue Mot y R son coplanos, en -

base a 13 primera aseveracion se puede trasladar la fu_e.rza_ﬁa un punto
(A) del plano T lograndose, asi, eliminar el momento MSN con la apari-

cién del

Ahora §|

par de transporte (figura 3.29).

e tienen la resultante y un momento, ambos en el plano 7,

localizados en el punto A.

A

—

/1/07.

27
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. g
El momento Mg, es posible descomponerlo nuevamente en forma orto-
gonal, pero logrando que una de las componentes se encuentre en la
linea de accidn de R, y la otra sea perpendicular a la misma (figura 3.30).

Fig. 3.30

Como_ﬁymg son ortogohales, si se traslada nuevamente la fuerza, pero
ahora en un plano normal al T se lograra anular a MB, sin embargo no
hay forma de eliminar a My,, puesto que cualquier nueva posicion de R,
paralela a su posicion actual, producir.él un par con un momento, cuya
representacion serd perpendicular a My, y por lo tantQ, se_descarta la
posibilidad de alguna cancelacion. La combinacion de R y My, forma el
motor ya mencionado y a la reduccion efectuada se le conoce como

"‘reduccién candnica’’ (figura 3.31).

Fig 3.31

—_
Para determinar el vector par del motor My, bastar4 con descomponer
ortogonalmente el momento originalvo en direccion de la resultante, lo
cual se logra facilmente con un producto escalar,

-+ +R-+ -+
My = (Mo-eR) en



en don

Un pun
forma g
rio sum

de €g representa el valor unitario de la resultante.

to de aplicacion de la fuerza resultante del motor se obtendra en
imilar al de una sola fuerza, con la salvedad de que sera necesa-
ar el momento del motor (WrM)

> -+ - -+
rp X R + My = Mo

lo que dara lugar a que la ecuacién del eje central sea:
R R
-M -Mx
Yy + MMy %X + Mux
X+ | (L) oy (M
= = 2
~Rx Ry 313
Rz Rz
Ejemplg 3.9. Demostrar que el sistema de fuerzas que se muestra en la
figura 3.32, se reduce al equilibrio.
vl F2:100N F3:200N
L A Bf F:75N
4m
ol/f C__F°1875N
3m 3m I_ 3m 3m X
! ! ! Fe1875N
f'=150N
Fig 3.32




30

Solucion.

1.- Se calculan los vectores equipolentes y los momentos de cada.
fuerza con respecto al origen.

1503 [N]
¥z = -1005 [N]
F* = -2005 [N]
F* = -751 [N]
+187.51i[N]

xf
"

L) 4 ) 2
o o
" "

187.5 (2243 - 132,51 + 1504[N]

/25
M =0 [N . m
M4 = -300k [N . m]
M = -1800k [N . m]
M& = 300k [N + m]
M8 = 0 [N. m

1800k [N « m]

5t
fl

2.- Ahora se obtienen las coordenadas vectoriales del sistema, para ello
se realiza la suma de fuerzas y de momentos.

6
R=IF =01+ 05+ 0k []
6

e =L (1 x?) =0 +0j+0k [N«m

3.- Por lo anterior se concluye que el sistema se reduce al equilibrio.

Ejemplo 3.10. Determinar el momento del par de fuerzas al que se re-
duce el sistema de fuerzas de la figura 3.33 (cuadricula de 1 m por lado).



2 .- Coardenadas Vectoriales:

11

B 11

z
‘F‘=20N6
\ Fe5N, "
F=2N] |o F<IN F=3N
a4 Y
FeaN /
/ 56/ FT=3N
/ yad
F9=9N Flolo
Fl8N
¥ Fig 3.33
Solucidn,
1.- Vectores equipolentes y momentos con respecto al origen:
F1 = 20k [N] M6 =0 [N+ m]
F2 = |2k [N] M& = -23 [N . m]
P = k[lg M6 =34i-7 N +m7]
P =3k [N] Mb =121-33 [Nem]
#s =+ 5k [N Mo =-51+ 103 [N *m]
Fe =5k [N Mb =101 - 103 [N-m]
¥ =F3k[] Mo =- 121 +63 [N-m]
Fo=ax W] Mb =-12j[N-n]
FO =- 9k ] Mo =-91+27§[W+m]
PO oL 10k [E] Mo =-201+ 309 M m]
8 oL gk (W] Mo =-321+ 323 [+ m]

= igﬁi = 0i + 0j + Ok [N]

. -3 .
e Iy xFh)= 531 + 775 + 0k [N 4 m]

31



3.- Conclusiones. El sistema de fuerzas se reduce a un par, pues la re-
sultante es nula y el momento del sistema es diferente a cero, asi el
momento del par de fuerzas al que se reduce el sistema estd dado
por el vector libre:

m=-53i + 775 [N + m]

Ejemplo 3.11. Verificar que el sistema de fuerzas que actdan en el
punto O del tornapunta de la figura 3.34 se reduce a una sola fuerza que
pasa por dicho punto. Obtener las caracteristicas de dicha fuerza.

7 7o 7

8m

¥ Fig 3.34

Solucion.

1.- Primeramente se determinan I0s vectores equipolentes y los mo-,
mentos con respecto al origen.

. .
Fl = 1600 ( J93*8K ) _ 4549.3954999.51k [i]

V164
$2 = 621 (22219 - 297,724 - 555.445 [n]
/125
- TICTY
F¥ o= 747 (22103 L 297,435 - €93.575 [N]
Y116
Como es claro el momento de todas las fuerzas con respecto al origen
es nulo.
— -+2 — —
§é=O[N-m] Mo=0[N-'m] 'ﬁé-o[n.m]

32



2.- Asi

3.- Elg
fue
Ejemplo

tema de
de su lin

las coordenadas vectoriales son:

R = I, Fl=0.29140.3854999.51k [N]

3
[ > :
Mo = 121 (ry x F7) = 0i+0j+0k [N . m]

istema se reduce a una fuerza que pasa por el origen y dicha
rzaes: R = 0.29i+0.38j+999.51k[N] 0(0,0,0) [m].

|3.72. En la seccién de la presa de la figura 3.35 actua el sis-
fuerzas que se indica. Determinar la fuerza resultante y un punto
ea de accidn sobre la recta AB.

1.50m, 300m
|
- 2.50m
0.75m
=
S
o
(@]
(@]
<
o - Z
L ' 8 —
o on
1 ! o o®
F'=20 OOON; J
(Lol
w
1.50m A 1.00m
V/INZNZZNZSNN AN NN
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Solucion.

1.- Si se ubica el sistema de ejes de manera tal que el origen coincida
con el punto A, y el eje X con la recta AB, los vectores equipo-

lentes son:

F! = 20000i [N]
F2 = -400003 [N]
F* = -40000j [N]
"

F' = 15000 (-cos30°i-cos60°%) = -12990i-7500j [N]

y los momentos con respecto al origen:

M6 = -30 000 k [N « m
Mo =.-30 000 k [N « m]
MS = -100 000k [N « m]

M6 = +12990 k -29419k = -16429k [N « m]
2.- Coordenadas vectoriales:

4
R I F = 7010i - 875005 []
R 4 .
Mo = ITixF = -176429 k [N * m]

3.- Perpendicularidad:

+ <R
R Mo = O

Por lo que se tiene una fuerza que no pasa por el origen.

4 - Seleccidn del punto de aplicacién.

P ( x,0,2)
5.- C4culo de'r; xR
> <>
rpx R =| i j k| = 875002i+701025-87500% k
X 0 z

7010 -87500 O

34
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6.- Igualando momentos rp, xR = KA’O R.

87500 Z = 0 - - - - a
7010z = 0 - - - - b

-87500X = -176429

!
!
[}
]
0

De las cuales se obtiene:

7.- Con
-874

Ejemplo
con lasn
Sobre el
direccior
el de las
trar el mq

z2=0 X=2.016 m

clusiones. El sistema se reduce a una sola fuerza—ﬁ = 70101
00j [N] que pasa por el punto P(2.016,0,0) [m].

3. 13. La estructura dada en la figura 3.36 representa un arbol
nasas B y C de compensacion, sostenido por los cojinetes O y D

arbol ejercen su accion las cargas de 100 N y de 50 N, cuyas
es son perpendiculares al arbol. Despreciando el peso de éste,
masas y sin tomar en cuenta las fuerzas en los cojinetes, encon-
btor resultante.

Fig 3.36
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Solucidn.

1.- Célculo de los vectores equipolentes y los momentos con respecto
al origen:

= -50 x [N]

2= -100i [N]

+ my my

Mo =-750i + 5005 [N * cm]

2
Mo = -10003 + 3500 k [N ¢ cm]

2.- Coordenadas vectoriales:
R = -100i - 50k [N]

R
Mo = -750i - 5003 + 3500 k [N § cm)

3.- Perpendicularidad:

-

+R
R+ Mo = 75000 - 175 000 ¥ O

por lo que se puede reducir a un motor, dado que se trata de una
fuerza y un par no coplanos.

4 - Célculo del momento del motor:

Hu = (o SR ex
* -100i - 50k
eR = —————

10000+2500

= -0.8944i - 0.4472k’

+R 5
Mo*er = 670.82 - 1564.25 = -894.43

My = -894.43 (-.8944i - 0.4472))= 799,981 + 399.99 X v 4 cm)
5.- Seleccidn del punto de aplicacion:

P(0, Y, 2)



De la solucion de las ecuaciones a y b se obtiene:

Y

= 31 om 2=5am

7 - Conclusiones. El sistema se reduce a un motor formado por una

fuer
[N -

da R=-100i-50k [N] y un momento My,=799.98i+399.99k
cm] que pasa por el punto P(0,31,5) [cm].

3.6 CONFIGURACION DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE FUERZAS

YS

US POSIBLES CASOS DE REDUCCION

Con el objeto de facilitar la determinacion de los distintos casos de re-
duccién, |conviene analizar los diferentes sistemas de fuerzas 'y obtener
las posibilidades de reduccién para cada uno de ellos.

3.6.1.

Sistema de fuerzas colineales. Es un sistema en el cual todas las

fuerzas poseen la misma linea de accion o soporte, por lo que es conve-

niente u

bicar el origen del sistema en ésta y orientar uno de los ejes en

direccién del soporte. En estas condiciones los casos de reduccion fac-

tibles so

N

n:

N a) Equilibrio
b) Una fuerza
i) Que pasa por el origen

6.- Sumg e igualacion de momentos:
> +> | * >R
Ip X R+ My = Mo
-+ -+
rp x R i 3 k |= (-50¥)i - (100Z) j+(100Y) k
0 Y Z
-100 0 =50
-soy + 799098 = -750 . . . . a
-1002 + 0 = -500 . . . . b
100y +| 399.99 = 3500 . . . .
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3.6.2. Sistema de fuerzas concurrentes. Se denomina asi en virtud de
que las lineas de accidn de las diferentes fuerzas tienen un punto
comun, por lo cual es conveniente hacer coincidir el origen con dicho
punto, presentdndose entonces, para tal sistema, las siguientes posibili-
dades de reduccién:

Zl a) Equilibrio
b) Una fuerza
i) Que pasa por el origen

¥ Fig 3.38

3.63. Sistema de fuerzas paralelas. Son los sistemas en los cuales los
soportes de las fuerzas son paralelos. Asi, por facilidad, se ubica el
origen sobre algunas de las fuerzas y se hace coincidir uno de los ejes
con la linea de accién de cualquiera de las fuerzas, y los casos de
reduccion pueden ser:

a) Equilibrio
b) Par de fuerzas
c) Una fuerza
i) Que pasa por el origen
(caso extraordinario)

/\{ i) Que no pasa por el origen

Fig 3.39
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o4 . . .
Naturalmente la resultante B y el momento Mo siempre serdn perpendi-

culares ppr lo que es imposible la existencia de un motor. Asi mismo, la

presencia de una fuerza que pase por el origen resulta un caso extraordi-
nario ya que, como la seleccién del origen es arbitraria, es muy dificil
que dicha seleccién sea tan atinada.

3.6.4.

Sistema de fuerzas general.

a) En el |plano. Como su nombre lo indica es un sistema que incluye
todos|/os tipos de fuerzas coplanares, o dicho de otra manera es un

sistema de fuerzas que no son ni concurrentes ni paralelas. Ya que se

ubicalen un plano, no es posible la existencia de un motor dado que
la resultante y el momento siempre son perpendiculares. Asi, los
casos|de reduccion que pueden presentarse son:

i

a) Equilibrio
b) Par de fuerzas
c) Unafuerza
i) Que pasa por el origen

Fﬂ

F3 (caso extraordinario)
\\’_ i) Que no pasa por el origen
i 7
F! <
F]

e

X

Fig 3.40

b) En el espacio. Este es el unico caso que acepta todos los tipos de re-

duccivn como posibles y el unico factible de presentar un motor ya

que /g resultante y el momento pudieran no ser perpendiculares.

a) Equilibrio
b) Par de fuerzas
c) Unafuerza
i) Que pasa por el origen
(caso extraordinario)
ii) Que no pasa por el origen
d) Motor

| WP




Ejemplo 3.74. Obtener la resultante del sistema de fuerzas que actua
en la placa de la figura 3.42.

5.
£5-300N FX200N

F‘=1414/N/
Fig 3.42

Solucidn. En vista de tenerse un sistema de fuerzas concurrentes en el
plano, las Unicas posibilidades de reduccién son el equilibrio y una fuerza
que pase por el origen. Para la solucion, se ubicara el origen en el punto
de concurrencia y el eje "' X'’ se hara coincidir con la linea de accion de F3.

1.- Vectores equipolentes:

1.- Vectores equipolentes:
F! = -100i - 1005 [N]
F? = 282.8i - 282.8j [N]
Fi= 100i [N]
F'= 40.7i + 23.55 [N]

Fi= -2003 [N]

F6= -150i + 259.8j [N]
2 .- Coordenadas vectoriales:

173.51 - 299.5j [N]
->
0

Mo =
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3.} Conclusiones. El sistema se reduce a una fuerza
> :
R= 173.5i - 299.5j [N] que pasa por el origen.

Ejemplg 3.15. Determinar las caracteristicas de la resultante del sis-
tema de fuerzas que se aplica a la armadura de la figura (3.43).

Zl] 2 Zl 21 21 2Z2 2
:r.::'.ﬁl.:f::*??:e

@
u.u_uu.u.'fn‘..'h.uu.

n
%Ii 3 . s 7 8 9 10 5
3m

3m| 3m| 3m | 3m 3I'IL. 3m! 3m
™ 1

Fig 3.43

Solucidn. Ya que se tiene un sistema de fuerzas paralelas en el plano %
como ellsentido de todas las fuerzas constitutivas es hacia abajo, la re-
sultanteltiene que ser una sola fuerza. Se tratard de encontrar sus carac-
teristicas, haciendo coincidir el origen con el punto 6 y tomando el
eje "'Y'' [coincidente con F5.

1.1 Vectores equipolentes y momentos.

Fi= -2 [n] Mo = 24k [N « m)
= =23 [N] Mo =18k [N i m
Fi= 425 [§] MO = 12k [N « m]
= 445 [§] Mo = 12k [N » m]
25e d43 In] | BT [N n
Fé= 45 [N] Mo = -12k [N « m]
F'= 485 [N] Mo = -48k [N .'m]
Fo= 485 [N] M = -72k [N . m]
Fo= 483 [n] M = -96k [N« m]

2.1 Coordenadas vectoriales.

R = -423 [N] Mo = -162k[N o m]




3.- Perpendicularidad:

— —
R - Mg = 0O por lo que se tiene una fuerza que no pasa por
el origen.

4 .- Seleccion del punto de aplicacién
P(x,0,2)

5.- Célculo de-r_;x.ﬁ:

-+ -> . . .

Ip X R = i h) k =422.1-4Xk[N-m]
X 0
0 -42

6.- Igualacion de momentos:

->

Ip

42Zi - 42 Xk = -162k

-+ +R
X R= Mo

de donde Z2=0 y X=23.87m

7.- Conclusiones: El sistema se reduce a una fuerza R = -42j [N] que
pasa por P(3.857,0,0) [m].

Ejemplo 3.76. Encontrar el sistema equivalente mds simple, del sis-
tema de fuerzas que actla en la porcién de armadura que se indica en la
figura 3.44.

Y
F%I00N F3:200N

Fi=75N

x|

4m

3m 3m 3m 3m __l 5
) ! ! F=1875N

F'=150N Fig 3.44
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Solucidnl. Ya que se presenta un sistema de fuerzas general en el plano,
las posibflidades son de equilibrio, par de fuerzas y de una sola fuerza.
1.- Veclores equipolentes y mmomenlos:
->
F'= 1505 [N] M = -1350k [N i m)
*2 .
F2= -100j [N] M5 = 600k [N «m)
-> 4 Y ’*3 —
Fi= -2003 [N] Mo = 0 [N am)
-> —
Fo= -751 [N] Mo = O [N +m
-> -> —
F'= -112.5i + 1505 [N] M5 = T [N «m]
2 .- |Coordenadas vectoriales:
-+ R.
R = -187.5i [N] Mo'= -750k [N % m]
3.- Perpendicularidad:
Mg = O entonces se tendra, como sistema equivalente, a
una fuerza que no pasa por el origen.
4 .- Seleccion del punto de aplicacién:
P(0,Y,2)
§.- [Célculo deTp xR:
rpx R | = i 3 k| =-187.52j+ 187.5¥k [N * m]
0 Y 2
~[-187.5 O 0
6.- gualando_r;, xR = Mg
-187.525 + 187.5Yk = -750k
Y=-4m,2Z =0
7.- Conclusiones. El sistema equivalente m&s simple es una fuerza
R = -187.5i [N] que pasa por el punto P(0,-4,0) [m].
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Ejemplo 3.17. Sobre una placa rectangular homogénea vy rigida,
actdan las fuerzas que se indican en el croquis. Obtener el sistema equi-
valente més simple (figura 3.45).

Z
4
F%500N y’f 2200N -

&

FX950N
Y

1 10m
F'=700N F%1950N

Fig 3.45

Solucidn. Como es un sistema de fuerzas paralelo en el espacio se puede
tener equilibrio, par de fuerzas o una fuerza como casos de equivalencia
mas simple.

1.- Vectores equipolentes y momentos:

Fl= -700k [v] MO = 84003 v+ m) |
P2 1950k [N] Mo = 195001 - 234003 [N -«m]
Fi= -950k [N] §§> = -9i°°i [v « m]

¥ 2200k [N] Mo = 0 [N «m]

F*= -500k [N) Mo = 30005 [N+ m]

2 .- Coordenadas vectoriales:

'R - 2000k [N], MB = 10000i - 12000 [N - m]
3.- Perpendicularidad:

R : Mg = 0 por lo cual se tendra una fuerza que no pasa por el
origen.

4 .- Seleccion del punto de aplicacion:
P(X,Y,0)

5.- Célculo de‘r}, x R:

-> -> . R
rpxR=|4i j k | = 2000vi - 2000%j [N . m]
Y 0
0 0 2000



.t lgualacién de momentos:

-+ + =R
IPXR'MO

2000Y = 10 000 Y=5m
-2000X = -12 000 X=6m

I Conclusiones. El sistema solicitado estd formado por una sola
fuerza R = 2000k [N] que pasa por el punto P(6,5,0 ) [m].

Ejemplg 3.18. Un arbol horizontal que descansa sobre dos cojinetes A
y B lleva perpendicularmente al eje una polea de radior; = 20 cmyun
cilindro/de radior, = 15 cm (figura 3.46).

El 4rbol| se pone en rotacion mediante una correa que pasa por la polea;
al mismo tiempo se levanta una carga W de peso despreciable.

Determinar el sistema equivalente mas simple.

Solucidn. En este sistema se tienen todas las posibilidades de reduccién

dado g

—_

o
non
- - Wn

-t )

le es un conjunto general de fuerzas en el espacio.

- Vectores equipolentes y momentos:

+1
oi [v] Mo = +10003-7000k [N «,cm]
00i [N] Mo = -20003-14000k [N +-cm]
50k [N] Mo = 15000i [N * cm]

004 [n] Mo = -20000k [N * ]
5k [N] Mo= O [N+ cm
25i [N] -ﬁg =0 [N . an]
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2.- Coordenadas vectoriales:

R = 4751 + 225k [N]

%5 = 15 000i-1000§-41000k [N « cm]

3.- Perpendicularidad:

R
R - Mo = (475i+225k) - (15000i-1000j-41000k)
= 7 12500040-9225000 = 2100 0000

Por tal motivo el sistema se reduce a un motor.
4 .- Momento del motor:

- +R -+ -+
MM = (Mo ° eR) eg

op = A13i+225k | 4754+ 225k _ 4 90375 + 0.4281 k
v225625+50625  525.5949

Mo'eq = 13555.55 - 17552.10 = -3996.55
My = -3611.68i - 1710.92k [N «
5.- Seleccién del punto de aplicacion:
P(0,Y,2)

6.- Célculo de'ry, xR

- -+
rpxR= |1 3 x | = 225vi + 47525 - 475¥k
0 Y pA
475 0 225

7 .- Suma e ioalacidn de momentos:
-+ > > e
Ip X R + My = Mo

(225Y-3611.68) i+4752j+ (-475Y-1710.92)k=
15000i-10003-41000k
225Y - 3611.68 = 15000 =+ Y = 82.718 am

4752 = -1000 -+ 2 =-2,105 am

AsY:
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8.-|Conclusiones: El sistema se reduce a un motor forma-
do por una fuerza R = 475i + 225k [N] Yy un momento
MM = -3611.68i-1710.92k [N - cm] cuyo punto de aplica-
ciones P (0,82.718,2.105) [cm].

3.7 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 3.7. La varilla doblada ABCDE se ubica en el plano XY.
Calcular |las coordenadas vectoriales del sistema de cargas verticales
aplicado |a dicha varilla. Determinar si el momento Mo y la resultante
son perpendiculares.

<Y

EAN

~425N

30cm

Resp. R = (- 40k [N], - 4233.84i + 2199.6) [N-m])

s| son perpendiculares. }30 N

Problema 3.2. Obtener las coordenadas vectoriales del sistema de fuer-
zas activo que actua en el malacate de la figura y averiguar si las compo-
nentes de dichas coordenadas son perpendiculares.

z
? Resp.: R= (- 25i- 100k [N], 2i + 5j + 56.25k [N-n])
noson perpendiculares.

7 e

/ 0.20m 7
JOON 10N La

%A/

'2/77
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Problema 3.3. En el conjunto de las ruedas dentadas y la cadena
actuan las cuatro fuerzas indicadas en la figura. Demostrar que dicho
sistema es equivalente a la fuerza F = -19.68i-24.3j [N] aplicada en el
punto (226.3,0,0) [cm).

PT(-1152,0,0)

>y

n=20cm

r2=50cm

160 cm

PT=Punto de tangencia de la
cadena y los engranes
P,en cm

Problema 3.4. Averiguar si el sistema_de fuerzas aplicado en la caja de
la figura es equivalente a una fuerza R = -10Wk aplicada en el punto

P(-0.3a, 0.6a, -0.5h).

24 rw aw
|

0 h
NN\
S_ N y ]

NN A

NANNNNNWN

vy { 2w Resp no son
I____o___ equivalentes
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Problemi
fuerzas g
cido por

Problem
‘que se N
los pares

24

3 3.5. En las caras del tetraedro ABCO actuan los pares de
ue se indican en la figura. Obtener el vector momento produ-
cada uno de ellos.

Resp.:
r'ﬁ5 = 15k ([N-m]

-

8 M, = - 20i [N-m]
& M,o = 20j(N-m]

M, = -33.11i-26.49j- 26 49k [N-m]
2 3.6. Enla estructura de la figura, actuan los pares de fuerzas

nuestran. Hallar la magnitud del vector par total producido por
citados.
L hlicd /
Z
,,,/ soon
25m
oN
150 1
50N 2.5m
—‘F
50N
2.5m
150N
6N .
1 JOON
Resp.:

Myor = 73.725i + 162.637)-145.288k [N-m]
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Problema 3.7. Determinar las fuerzas, aplicadas en los puntos O y A,
de manera tal que formen un par de fuerzas, cuyo momento sea igual al,

que producen los pares que actlian en la seccion L de la figura.

100N
150N
3
200N
z J
A,
150N
&
200N
30 -
O 3/48B y
72 100N Resp..

FA = 857 + 41.42k NI
. B - _ i
Acotaciones,encm  F =-857i-41.42kIN|
Problema 3.8. Se aplica una fuerza 100 N de magnitud a una placa de
seccion Z. Hallar el sistema-par equivalente en el punto B.

15
5cm cm _i \00“
C /120°
10cm
B A
Resp.:

FB = -93.97i-34.2j(N]
m = 255.7k [N-cm]

Problema 3.9. Sustituir el sistema de fuerzas que actla sobre el prisma
de la figura, por un sistema equivalente, aplicado en A.
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v

f

Problem
columnd

-
R
M

z)
20cm
y 100 N
0 N -
| SON
J i -
o )z C o Y
lo / -
o"ﬂ
1
500N-cm

= 100i + 100j- 50k [N]
= -15600i + 2500 + 2000k [N-cm]

5000 N

::;7,

ZA
L

8000N
L
2,
3000N 7
6000N
B el

25 ﬁ?é’ /

Problem
actua el

Acotaciones,en cm

Resp.:

/,

= - 22 000k [N]
= - 100 000j [N-cm]

-
R
-
m

7 3.77. En el mecanismo de cuatro articulaciones de la figura,

sistema de fuerzas mostrado. Determinar las magnitudes de las
reacciones P, Q y R para que dicho sistema se reduzca al equilibrio.

@ 3.70. Se aplica un sistema de fuerzas, excéntricamente a la
de la figura. Hallar el sistema equivalente aplicado en el punto O.
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20cm

Resp.. P = 4.28N
Q=15.35N
R=31.07N

Problema 3.12. La rueda de la figura tiene 48 cm de didmetro y pesa
20 000 N. Determinar la direccién y la magnitud minima de la fuerza F,

para que el sistema de fuerzas que se indica sea capaz de lograr que la
rueda salte el obstaculo.

Resp.. F>17 320.5N
7= 90°

12¢ml 777777,

W=20000N

Problema 3. 13. Encontrar el sistema mas simple equivalente al sistema

de fuezas mostrado en la figura.

d
0,
/ e / P _’/c Resp.: El sistema se reduce

a un par de fuerzas
m=-4aWi + 2aWij



Problems
mostrad
reduce td

4‘5

2 3.74. En la placa de la figura se aplica el sistema de fuerzas
0. Determinar las caracteristicas del par de fuerzas al que se
| sistema.

700N

/u;/ 7ooy

<\

Problema
que se irn
activo ind

1000N
f Resp.: A = - 350i- 750 [N-m]

Acotaciones, en m

| 3.75. Sobre el arco de la figura actua el conjunto de fuerzas
dica. Calcular el sistema mds simple equivalente al sistema
icado.

Resp.: El sistema se reduce a una
sola fuerzaR = - 90.89i-400.61j [N]
que pasa por el punto C.

150N

L 3.5m _ 3.5m

s3
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Problema 3.16. Un seméforo se encuentra sujeto a la accion de los ca-
bles AB, AC, AD y AE cuyas tensiones son de 50 N, 75N,50Ny 75N
respectivamente. Obtener la magnitud de la fuerza a la que se reduce el
sistema de fuerzas aplicado sobre dicho semaforo, el cual se localiza en
el centro del crucero y la altura de cada poste es la misma.

altura A=4m

Resp.. |R| = 31.76N

Problema 3.17. El cable que sostiene el puente colgante de la figura,

se encuentra bajo la accion del sistema de fuerzas mostrado. Determinar
la fuerza a la que se reduce el sistema mencionado y un punto de aplica-
cién de la misma sobre la recta AB.

f .

§>}_g~2.-22'22 2<§

Resp.: R = - 1600j(N]
Acotaciones,en m ypasa7.5m a la
Fuerzas, en N derecha de A.



Problem
mentaci
cuyas m

g 3.78. Un sistema de columnas descansa en la losa de ci-
bn, como se muestra en la figura, transmitiéndole las fuerzas
agnitudes se indican. Calcular la resultante de dichas fuerzas.

(Cuadricula de 1 metro por lado).

F'=35000N *f
F§=4o OOON
F=30 OOON
F,::a OOON
F:=25 OOON ' Q F3 .
) Al XL y
17 / // \ //
FY AR S
ST 7 T TNT & Som
/ =/ / /==
C D
’/ & 777
7/ b
Resp.: R = - 158000k [N]
y pasa por el punto
P(2.259,4.025,0) [m]
Problema 3.19. Sobre la placa triangular de la figura se distribuye la
presién en forma similar a la representada. Determinar la resultante de
esta distribucién y ubicar el punto de aplicacién (centro de presidén) de
la misma. /
z ya hdicd Z iid Y
/ . s /
o ]

7 7l 43 |s
204 VI

/ |

“
/mi
/ /A’m7/ 2m_ / 25m / /..5,7/

Resp.: R = - 140k [N]
el punto de aplicacion es

Fuerzasv,en N P(3.142,3.839,0) [m]
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Problema 3.20. En el marco de un edificio, actian las fuerzas activas
que se ilustran en la figura. Reducir el sistema de fuerzas, al sistema mas:
simple que le sea equivalente.

17

10000 N 10000 N 10000 N

20000 N w=/0000 N/m J

A B C
3

D LE F T Resp.: Se reduce a
€
"n

una fuerza
R = 120000i-
30000N ¢ w=15000 N/m 430 000j [N]y
3 G H | pasa por el punto
2 p(6.44,0,0) [m]
§ £
54 s
|

s
L 5m . 5m
I bl
Problema 3.21. Las poleas de radio Ry = 1256 cmy R, = 26¢cm,

mostradas en la figura, estan unidas de manera tal que actian como un

cuerpo rigido. Determinar la fuerza resultante del sistema de fuerzas que
se aplica a las mismas. Proporcionar la ecuacion del eje central.

yd

400N

30°

R R
0 747 X
T eson

—

IO0ON|  Resp.: ¥ = 596.4i- 1300j N]

y pasa por el punto

SON P(7.692,0,0) [cm]



Problema 3.22. Obtener el sistema equivalente, m4s simple, al con--
junto de fuerza-momento que se aplica al dispositivo de la figura.

Problemd

T=1000Ne<cm

y

Resp.: El sistema se reduce
auna sola fuerza

R = 750i (N]

que pasa por el punto
P(0,0, - 0.666) [cm]

3.23. Tres fuerzas se aplican a los puntos A, By C de un

poste corto de acero. Determinar las componentes del motor y la ecua-
cién del gje central del sistema equivalente mas simple.

Resp.: R

-

m
que

- 500i - 60j - 400k [N] zh
-417.43i-56.518j-377.13k [N:cm]
pasa por un punto del eje 10cm 400N
central P(- 41.108, - 4.1785,0) [cm]
SOON B {a
Naw: o)
1
|
|
C . !
25¢cm EON!
|
|
! 20cm
|
|
- I o] | R
X
15¢cm
N
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Problema 3.24. El sistema de fuerzas mostrado en la figura se reduce a

un motor. Obtenerlo.

1000N

750N

: R = - 750j - 500k [N)

m = 34611.2j + 23075.5k [N-cm]
que pasa por el punto P de
coordenadas (30.77,72.5,0) [cm]

Problema 3.25. Obtener el motor al que se reduce el sistema de fuer-

zas activo de la armadura de la figura.

Resp.: R = - 200i - 200j + 1000k [N]
M = 1092.59i + 1092.59j- 5462.95k [N-m]
y pasa por P(1.0926,-1.0926,0) [cm]

zF'

F=1000N
F%800 N
F:500 N
F}eoo N
FX700N

Dimensiones, en m

FZ‘
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