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En 1o

PROLOGDO

s Gl1timos afios 1a teoria de la probabilidad y esta

distica ha 1legado a ser una valiosa herramienta dentro
del campo de la ingenieria y en general de todas las cien
cias, debido a que con ella se pueden entender y manejar

fendme

nos que no podrian ser estudiados de manera determi

nistica. Asimismo es un importante apoyo en la toma de
decisiones, en la planeacion de proyectos, en la simula-
cion de sistemas y en muchos otros campos del conocimien-

to.

En los planes de estudio de todas las carreras que ofre
ce la Facultad de Ingenierfa de la U.N.A.M., se ha in-

cluido

un curso de probabilidad y estadistica que impar-

te la Divisidn de Ciencias Bdsicas.

Este curso pretende que el estudiante adquiera los ele-

mentos

tedricos y prdcticos que le permitan analizar fe-

némenos aleatorios relacionados con la ingenieria.

La presente obra tiene como finalidad apoyar a los estu
diantes que cursan la materia y, por ello, se ha tratado

de cubr
ma vige

En los
tos fun
dos sig
en el ¢
torio a
solamen

*ir el contenido temdtico comprendido en el progra
inte de la asignatura.

primeros cinco capitulos se presentan los concep
damentales de la teoria de la probabilidad, en los
uientes, los relativos a estadistica y, por dltimo,
apitulo VIII se trata de dar un panorama introduc-

los temas de regresidn y correlacidén, presentando
te el caso de correlacidn lineal.




Sin embargo, consideramos que no se presentan en forma
exhaustiva todos los temas del curso, por lo cual sugeri
mos consultar la bibliografia, a fin de que el lector pue
da ampliar y profundizar en aquellos tépicos que sean de
su interés.

Al final de la obra aparece un apéndice que contiene las
tablas de las principales funciones de probabilidad, las
cuales son necesarias para la solucién de problemas.

E1 mejoramiento de estos apuntes podrd lograrse con ayu-
da de las criticas y sugerencias de profesores y alumnos,
por lo que agradeceremos las aportaciones que se hagan
1legar al Departamento de Matematicas Aplicadas, con el
objeto de incluirlas en futuras ediciones.

Agradecemos la valiosa ayuda que nos brindé la profesora
Rossynela Durdn Cuevas en la elaboracion del primer manus
crito de este material, asi como a las licenciadas Marfa
Cuairdn Ruidfaz e Irma Hinojosa F&lix por su participacidn
en el andlisis del contenido temdtico y estructuracién di
ddctica de esta obra.

ING. HUGO E, BORRAS GARCIA
ING. RAFAEL IRIARTE BALDERRAMA
ING. BERNARDO FRONTANA DE LA CRUZ
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CAPITULO I PROBABILIDAD

INTRODUCCION

E1 término probabilidad estd 1igado al grado de incerti-
dumbre que existe sobre la ocurrencia de un acontecimien-
to. De tal manera que cuando se habla de una probabili-
dad pequefia se asocia la idea con una gran incertidumbre
y cuando se habla de un acontecimiento con probabilidad
1 (6 100 %), seguramente ocurrird el acontecimiento y de-
saparecerd la incertidumbre. Como se puede notar la pro-
babilidad no es mds que un nimero que se asigna al aconte
gigiento y para hacer la asignaci6n existen varias modali

ades.

La teorfa de la probabilidad es una rama de las matemdti
cas y por tal motivo la asignaci6én de probabilidades se
encuentra fundamentada en tres axiomas bdsicos. En este
capftulo se presentan ademds de la definici6n de algunos
conceptos, las principales maneras de asignar probabili-
dades, los axiomas bdsicos y algunos teoremas derivados
de los axiomas.

I.1 CONCEPTOS GENERALES

La experimentacifn es una etapa fundamental para llegar
al conocimiento cientffico. En probabilidad la palabra
experimento incluye tanto la ocurrencia de un hecho como
la observacidn del resultado. Los experimentos se pueden
clasificar, de acuerdo con sus resultados, en dos tipos
que son:

EXPERIMENTO DETERMINISTICO

Cuandples posible predecir con cerieza su resultado, an-
tes de rpa]izarlo.
|

EXPERIM#NTO ALEATORIO

Cuando no se puede conocer con certeza el resultado an«
tes de ejecutar el experimento o bien, cuando se obtienen
resultados diferentes al efectuar el experimento en condi
ciones aparentemente iguales.

Si un experimento consiste en registrar el nimero de 11a
madas telefénicas que 1legan a un conmutador en cierto in
tervalo [de tiempo, se trata de un experimento aleatorio.
Sin embargo, puede considerarse determinista si el conmu-
tador se encuentra desconectado, y en tal caso se puede



2
asegurar con certeza que no 1legard ninguna 1lamada en el
intervalo de tiempo considerado.

Otro experimento aleatorio puede ser, el observar si ma-
flana se descubre la vacuna contra el cdncer. En este
ejemplo el experimento se puede repetir, pero solamente
hasta el dfa en que se descubra; después de 1o cual no
tiene sentido repetir el experimento.

ESPACIO MUESTRAL

Es el conjunto de todos los posibles resultados de un ex
perimento aleatorio y generalmente se representa con las
letras s u Q.

A cada uno de los posibles resultados se le 1lama punto
del espacio muestral o evento elemental.

Ejemplo I.1

Si un experimento aleatorio consiste en lanzar un da
do no cargado y su resultado es observar el niimero de
puntos que aparecen en la cara superior del dado, el
espacio muestral serid el conjunto

s =11, 2, 3, 4, 5, 6}

y cada uno de estos niimeros es un punto del espacio
muestral o evento elemental.

Ejemplo I.2

Si se considera el crecimiento de un &rbol como un
experimento aleatorio y el resultado es el tamaiio que
alcanza despué@s de un afio de haberse plantado la semi
lla, entonces el espacio muestral serd el conjunto de
los nlmeros reales positivos, debido a que el arbol
no puede presentar un tamafio negativo y no se conoce
un valor maximo de crecimiento.

EVENTOS

En general, un evento es una coleccifén o subconjunto de
resultados contenidos en el espacio muestral. Cuando el
evento estd formado por un solo punto del espacio muestral
se le 1lama evento elemental o simple y cuando se forma
por dos o mds puntos se le l1lama evento compuesto. Asf
en el ejemplo I.1, los eventos simples serdn cada uno de
los puntos 1, 2, ..., 6. Ahora, si 1o que interesa es
observar como resultado un nimero par, se tendrd entonces
un evento compuesto:

A= {2, 4, 6}



donde:
ACS

|
Un evento se denomina seguro o ciento, si se produce o-
bligatoriamente como resultado del experimento en cues -
tién. Se 1lama <imposible al evento que no puede suceder
como resultado del experimento dado y se denomina aleato
nio al evento que puede o no ocurrir,

Serdn eventos iguafmente posibfes, cuando en la realiza-
cion de un experimento no existen elementos que favorez-
can el resultado de alglin o algunos de ellos.

Dados dos eventos A y B cualesquiera, tales que la ocu-
rrencia de uno implica que no puede ocurrir el otro, esto
es, ANB = ¢ entonces A y B son eventos mutuamente exclu
yentes.

Finalmente, a los eventos A;, Ay, ..., Ap se les 1lama
colectivamente exhaustivos cuando su unidén forma todo el
espacio muestral, es decir:

S = (A1U A U...UAp)

Ejemplo I.3

Un fabricante de acumuladores industriales sabe que
estd por recibir pedidos de dos clientes C; y C,, di
chos pedidos pueden ser de 1 a 5 unidades.

El espacio nuestfal correspondiente estard dado por
el conjunto de eventos S, que se muestra en la si-
guiente figura.

=

Dtk o

Figura I.1



En donde (i, j) denota al evento simple:
{C, demanda i acumuladores y C, demanda j acumuladores}

entonces se tendridn 25 eventos simples, de los cuales
se pueden determinar eventos compuestos tales como:

a = {que ambos clientes demanden el mismo niimero de
unidades}

este evento corresponde a los puntos en los cuales
i=3

B = {que la suma de las demandas esté entre 6 y 10
unidades}

es decir que {6 < i + j < 10}

Y = {que la suma de las demandas sea a lo mas de 3
unidades}

o bien {i + j < 3}

E1 evento seguro estaria formado por todo el espacio
muestral S y un evento imposible serfa, por ejemplo, que
ambos demanden radiadores, 1o cual no puede ocurrir en es
te experimento.

En este ejemplo, los eventos simples son excluyentes, ya
que la ocurrencia de cualquiera de los 25 puntos excluye
la posibilidad de ocurrencia de cualquier.otro. Sin em-
bargo los eventos compuestos a« y 8 0 « ¥ Yy no son exclu-
yentes, pues existen puntos en comin.

Los eventos elementales también son colectivamente exhaus
tivos, debido a que su unién forma todo el espacio mues-
tral.

1.2 INTERPRETACIONES DEL CONCEPTO DE PROBABILIDAD
CLASICA O DE LAPLACE (FINES DEL SIGLO XVII)

Historicamente, la primera aplicacién de la teorfa de la
probabilidad se hizo en los juegos de azar. Los experi-
mentos aleatorios asociados con juegos de azar dieron lu
gar a espacios muestrales con un nimero finito de puntos.

De acuerdo con esta interpretacién, si se desea asignar
probabjlidades sobre un espacio muestral de N puntos, la
probabilidad de un evento A es igual al cociente del nime
ro de puntos muestrales del evento (Na) sobre el nimero
total de puntos muestrales (N), es decir:

P(A) = %f e (D)




Ejemplo I.4

Considerando que los eventos elementales del ejemplo
I.3, tienen la misma probabilidad de ocurrir, calcu-
lar la probabilidad de los eventos a, By Y .

Solugidn

Los puntos muestrales del evento a son 5 y el to
tal es 25, entonces de la expresidn (1):

5
P(a) = 33
de la misma forma:
15
P(B) = 33
y
P(y) = f% (ver figura I.1)

LIMITACIONES DE LA INTERPRETACION CLASICA

a) Es necesario que cada resultado del experimento tenga
la misma posibilidad de ocurrir.

b) En algunos experimentos el nimero total de resultados
es demasiado grande o muy diffcil de determinar, como
por ejemplo, cuando se desea calcular la probabilidad
de que mafiana cierta subestacibn reciba una descarga
eléctrica, durante una tormenta.

|

FRECUENT&STA 0 DE VON MISES (1957)
| .

Examfnese una sucesidn de n experimentos iguales. Supédn
gase que, como resultado de cada experimento, se registra
Ta llega a de una sefial (evento A) o la no 1legada zeven-
to A') en intervalos iguales de tiempo.

En esta) sucesidn, una caracterfstica del evento A es
la frecuencia de su realizacibn, es decir, la relacién en
tre el nfimero de veces que este evento se produce y el nu
mero total de experimentos realizados. Si el evento A
ocurre x|/ veces en n experimentos, entonces su probabilidad
P(A) se define como el 1Tmite de la frecuencia relativa:

f*-i
n

cgando el nimero de experimentos tiende a infinito, es de
cir:

P(A) = lim = o bien = » P(A) cee (D)
n+w B n




Ejemplo I.5

De 6700 alumnos que se inscribieron al curso de pro-
babilidad y estadfstica en semestres anteriores, 1500
no lo terminaron, 2000 obtuvieron una calificacidn de
no acreditada y el resto lo aprobaron.

Si se selecciona un alumno al azar, entre los que
cursan actualmente la materia y con base en la infor-
macidn anterior, cudl es la probabilidad de que dicho
alumno:

a) No termine el curso.
b) Acredite la materia.
Solucidn

a) 8i se considera el evento:

A = {No termine el curso}

entonces x = 1500 y n = 6700, con lo cual de 1la
expresidn (1):

1500

P(A) = €700

= 0.224

b) De igual manera:
B = {Acredite la materia}
entonces:

x = 6700 - 1500 - 2000 = 3200

de donde:

3200
6700

P(B) = = 0.478

LIMITACIONES DE LA INTERPRETACION FRECUENTISTA

No se puede aplicar cuando el experimento aleatorio no
es repetible o bien cuando es repetible pero cambian las
condiciones del experimento.

SUBJETIVISTA (1969)

La escuela subjetivista considera que la probabilidad es
una medida del grado de incertidumbre que tiene una perso
na o un grupo de personas respecto a la verdad de una affl
macién o a la ocurrencia de un hecho.

Por ejemplo, cuando un analista requiere determinar la
probabilidad de que baje el precio del petréleo, mis de
dos ddélarés por barril en este afio, puede utilizar la in-
terpretacifén subjetivista para estimar la probabilidad de



este eyento, tomando en cuenta su experiencia y tal vez
la de otras personas que conozcan sobre el tema. De otra
forma no se podrfa obtener esta probabilidad debido a que
el evento no es repetible.

LIMITACIONES DE LA INTERPRETACION SUBJETIVISTA

Esta interpretacifn tiene el inconveniente de que la pro
babilidad| asignada cambie de una persona a otra y en oca-
siones puede presentar inconsistencias en una misma perso
na cuando/ ésta aumente sus conocimientos sobre el fendme-
no en cuestién.

1.3 AXICMAS DE PROBABILIDAD
Para un espacio muestral s, la probabilidad de cada even
to A Cs es un nimero que se asigna al evento y se re-

presenta por P(A), este niimero debe satisfacer las si-
guientes condiciones:

Axioma 1
Para cualquier evento A:
P(A) > 0
Axioma 2
Si s es el evento formado por todo el espacio muestral:
P(S) =1

Axioma 3

Si Ay B/son eventos mutuamente excluyentes en s, enton-
ces:

P(A UB) = P(A) + P(B) <=> ANB =¢

Ejemplo I.6

En un laboratorio de computacidn se encuentran 15
calculadoras, de las cuales cinco est@n descompuestas.
Si una persona toma al azar tres de ellas, ;cuidl es
la probabilidad de que por lo menos una de las tres
calculadoras esté descompuesta?

Solucidn
La condicidn de por Lo menos una de Las tres calcula
donas psté descompuesta (evento A), se cumplird si o-
curre cualesquiera de los tres eventos mutuamente ex-
cluyentes:
1D = {una esté descompuesta y dos no}

2D = {dos estén descompuestas y una no}

3D =| {las tres estén descompuestas}




El evento A se puede representar como la unidn de
estos eventos:

A = {1DU2D U 3D}

por el axioma 3:

P(A) = P(1D) + P(2D) + P(3D)

donde P(1D) se calcula tomando en cuenta que de cinco
descompuestas se selecciona una, y de las 10 no des-
compuestas se seleccionan dos, de manera que hay

(2) = 2% - o5

formas de Qacerlo; por lo tanto existen 5(45) = 225
maneras en las que se puede presentar 1D.

Por otra parte, el niimero. de casos totales es:

15 15!
( 3) = 37T 127 " 455
entonces:
225
P(1D) = %55 - 0.495

de la misma forma se obtiene:

(2) (%)

P(2D) = 755 " 0.22
(3)
P(3D) = %55 " 0.022

por lo tanto:

P(A) = 0.495 + 0.22 + 0.022 = 0.737

Algunos de los teoremas mds importantes que se derivan
de los axiomas de probabilidad son:

Teorema I.1

Sea el evento A un evento cualquiera de S y A' el
complemento de A, entonces:

P(A') = 1 - P(A)

Demostracidn:



Por el axioma 2:
P(S) =1

Como:
(AUA'") =58
entonces:

P(AUA") =1

y por el axioma 3:

P(A) + P(A') =1

S P(A') = 1-P(A)

Teorema 1.2
Sea ¢ el evento imposible, entonces:
P(¢) = O
Demostracion:
Haciendo s = s U ¢
y tomando en cuenta que:
SN¢=¢
por el ;xioma 3:
P(S) = P(S) + P(¢)
ademds, por el axioma 2:

P(S) = 1

‘ o P(¢) =0
|
Teorema I.3
Si A B son dos eventos de sy ACHB
P(A) < P(B)
Demostracién:
E1 evento B de la figura I.2, puede representarse como

la uni6n de los eventos mutuamente excluyentes Ay A'N B,
esto es B = {A UA'N B)}.
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=

Figura I.2

del axioma 3:

P(B) = P(A) + P(A' N B)
y por el axioma 1:

P(A' N B) >0

.

.~ P(B) > P(A)

Teorema 1.4

Si Ay, A2, ..., Ap es una coleccibn de eventos mutua-

mente excluyentes y colectivamente exhaustivos, como se
muestra en la figura I.3,

Figura I.3

entonces:

P(AjU AU A3U...UAL) = P(A1) + P(Ap) +...+ P(Ap)

= 121 P(Ai) con Aj N Aj = ¢
parai # j

este teorema es s6lo una forma general del axioma 3.
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Teorema 1.5

Para dds eventos cualesquiera A y B:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

Demost%acién:

— S|

Figura I.4
De la figura I.4:

P(AUB) = P(A-B) + P(ANB) + P(B - A) oo (a)
por otra parte:

P(A - B) = P(A) - P(A N B) cee (b)

P(B - A) = P(B) - P(A N B) eee ()
sustituyendo (b) y (c) en (a):

P(A U B) =P(A) -P(A N B) +P(A N B) +P(B) ~P(A N B)

.« P(AUB)=P(A) +P(B) -P(A N B)

Ejemplo I.7

En una compafifa distribuidora de equipos electréni-
cos, se ha registrado el nimero de aparatos de tipo
W que {solicitan sus clientes semanalmente. Un resumen
de dichos datos se muestra en la siguiente tabla:

N° DE APARATOS FRECUENCIA (VECES)

i &~ W N = O
- = s 0 U DN

22
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Cudl es la probabilidad de que en la préxima semana
se soliciten:

a) Mids de un aparato.
b) A lo mds tres aparatos.
c) Entre 2y 4, 6 mds de 2 aparatos.
Solucidn
a) Se pueden definir los siguientes eventos:
A = {solicitan mds de un aparato!}
C; = {solicitan i apara;os}
entonces:

A= {C UC3UC4UCs}

por el teorema 1:
P(A) = 1 - P(A'")
donde:

A' = {Co U Cy}

y por el axioma 3:

P(A') = P(Cg) + P(Cy) = % + 553 - %
;. P(A) = 1-%.;_;.

b) Sea el evento:
B = {gsolicitan a lo mds 3 aparatos}
con lo cual:
B={CgU C; UCyU C3}
entonces:

P(B) = P(Cy) + P(C;) + P(Cy) + P(C3)

2 5 9 4 20
P(B) = 53 +33+37 %37~ 322

Obsérvese que A' C B y que cumple con el teore-
ma I.3, es decir, P(A') < P(B)

c) Sean los eventos:
C = {solicitan entre 2 y 4 aparatos}
y:
D = {solicitan mads de 2 aparatos}

de manera que:
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C={ChbUC3UCy}y D= {C3UCyUGCs}

el teorema I.4:

U D) = P(C) + P(D) - P(C N D)

nces, de acuerdo con los datos:
14 M - i = —5—
14 6 5 15
P(C U D) = 22 + 32 " 322 " 73
OBABILIDAD CONDICIONAL

babilidad de que ocurra un evento A cuando se
a certeza que ha ocurrido otro evento B, denotado

nte de la probabilidad de la interseccifn de A y
la probabilidad de que ocurra B.

E/n) (probabilidad de A dado B), se define como

P(A/B) = P(A N B) cee (3)

P(B)

B es un evento que ya ocurribé, el espacio mues-

se reduce a B, como se muestra en la figura I.5,
cual:

Interseccidn (A N B)
nuevo espacio muestral (B)

P(A/B) =

NUEVO ESPACIO
MUESTRAL

L

Figura I.5

D)sgmejante se determina la probabilidad del even-
A).
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Ejemplo 1.8

Para presentar un examen extraordinario, un alumno
considera que la probabilidad de que estudie es de
0.9.

El sinodal del examen ha establecido que si un alum-
no estudia tiene una probabilidad de 0.8 de aprobarlo;
sin embargo si no estudia serd s&lo de 0.3.

Cudl es 1la probabilidad de que un alumno:
a) Estudie y apruebe el examen.

b) No estudie y apruebe.

Solucidn

Las diferentes alternativas del problema se pueden
representar mediante un diagrama de arbol, como el
que se muestra en la figura I.6, donde:

E = {estudie}

A = {apruebe el examen}

Figura I.6

De la definicidn de probabilidad condicional:
a) P(E N A) = P(A/E) P(E)
= 0.8(0.9) = 0.72
b) P(E' N A) = P(A/E') P(E'")
= 0.3(0.1) = 0.03
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EVENTOS INDEPENDIENTES
Dos eyentos A y B son mutuamente independientes, cuan-
do la ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabili-
dad de| ocurrencia del otro, esto es:
P(A/B) = P(A) & ©P(B/A) = P(B)

Considerando los eventos:

A = {sube el precio del petrdleo en este afio}

B = kse funden dos focos en un saldn de clasel}

se puede observar que son independientes, ya que la pro-
babilidad de que suba el precio del petrdleo no tiene nin
-guna relacidén con 1o que ocurre en el saldén de clase y vi
ceversa.

PROBAB%LIDAD DE LA INTERSECCION DE n EVENTOS

Frecuentemente se desea encontrar la probabilidad de que
ocurran conjuntamente una serie de eventos A}, Ay, ..., Ap;
ya sea simulténeamente o bien, uno a continuacién del otro.

En elicaso de dos eventos, de la expresidn (3):
E P(A; N Ay) = P(Ay/Ajy) P(Ay) oo (&)
para t%es eventos se puede definir otro evento:
1 B = (A, N Aj)
y de 1# expresién (4):
| P(A; N B) = P(A; N Ay N Ajg)
= P[A1/(Az N A3)] P(Az N Aj)
| = P(A1/(ApN A3)) P(Ap/A3) P(A3)
sigu1e+do un procedimiento similar para n eventos:
P(AlﬂA%ﬂ...nAn)-P(AI/(Azn A3N...NAL_1))P(A2/A3N. ..NAY) ... P(Ap)
cee (5)

Cuando todos los eventos son independientes entre sf,
; (Ay/A3) = P (Ay), entonces la expresién (4) se trans-
orma en:

P(A1N Ay) = P(A}) P(A,)
y se puede demostrar por induccifn matemdtica que:
P(A;NA, N ...NAp) = P(A}) P(A2) ... P(An) ...(6)

A esta {G1tima expresién se le conoce como la regla de La
multiplicaeibn.
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Ejemplo I.9

Calcular la probabilidad de que se encuentren todas
las piezas defectuosas en un lote de cinco unidades
obtenidas de la produccién de una mdquina, congideran
do que es independiente la probabilidad de defecto en
cada una de ellas y que en promedio 1la proporcidn de
piezas defectuosas en esa mdquina es del 10%.

Solucidn

Sea:

D;j = {la unidad i resulta defectuosa}

de la expresidn (6):

P(DlnDanaﬂanDs) P(D;) P(Dz) P(Dg) P(Dy) P(Ds)

(0.10)(0.10)(0.10)(0.10)(0.10)

(0.10)5

TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Sea un conjunto de eventos B;, By, ..., B mutuamente ex
cluyentes y colectivamente exhaustivos. Véase la siguien-
te figura.

S

Figura I.7

Entonces para cualquier otro eyento ACs; se tiene:
A= (ANB;) U(ANBy) U... U(ANBy)

cuya probabilidad es:

n
P(A) =P(ANB;) +P(ANBy) + ...+ P(ANBy) = igl P(ANBj)
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considerando que:

P(ANBj) = P(A/B;) P(Bj)

entonces:
n
P(A) = El P(A/Bj) P(Bj) cee (D)

Ejemplo I.10

Tres lineas aéreas (1, 2 y 3) hacen vuelos noctur-
nos de México a Acapulco. La experiencia ha demostra
do que salen con retraso el 40% de los vuelos noctur-
nos de la linea 1, el 50% de la linea 2 y el 70% de
la 1inea 3. Pasado mafiana Carlos desea ir a Acapulco
en un vbelo nocturno y elige aleatoriamente una linea
aérea.

Cual eb la probabilidad de que Carlos:

a) Sebeccione la linea 1l y que salga con retraso.

|
b) Salga con retraso.
|

Soluci%n

El priher punto del problema involucra la seleccidn
de una de las 3 lineas por las cuales puede viajar.
Si Ay, Ay, A3 son los eventos que representan la
eleccidn de la linea 1, 2 y 3 respectivamente enton-
ces P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1/3 (eventos igualmente
posible;).

Una vez seleccionada la linea, se tendran los even-
tos: \

R = {el avidn sale con retraso!l

R' = {sale a tiempo}

La infprmacidn que se puede obtener del enunciado,
determina las probabilidades:

P(R/A;) = 0.4, P(R/Ap) = 0.5, P(R/A3) = 0.70

El diagrama de drbol de la figura I.8 representa los
eventos de este experimento.
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s _R__P(A;nR)=0.132

R_P(A,nR)=0.98
02-R__P(A2nR)=0.165

P(A2)=0.33

0] ~,
&I
Ly W
e .5 o '
33 R_P(A20R)=0.165

oA ~R__P(A3nR)=0.23|

R'"_P(A3nR')=0.099

Figura I.8

a) De la expresidn (4) se obtiene la probabilidad
conjunta

P(A;NR) = P(R/A;) P(A;) = 0.4(0.33) = 0.132

b) El evento R se puede presentar con cada una de
las tres lineas a@reas, por lo cual de la expre-
sidn (7):

P(R)=P(R/A))P(A))+P(R/A2)P(A2)+P(R/A3)P(A3)=P(A)NR)+P (AsR)+P(A3R)

=0.132+0.165+0.231=0.528

TEOREMA DE BAYES

Este teorema es solamente una aplicacion de la defini-
cién de probabilidad condicional. Sin embargo en ella se
fundamenta la teorfa bayesiana de la estimacidn, la cual
permite modificar las probabilidades a partir de nueva in
formacién.
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Sean By, Bz, ..., Bg, +e., Bp eventos mutuamente ex-
cluyente% y colectivamente exhaustivos y sea A otro e-
vento del mismo espacio muestral s, como se muestra en

la figura I.7; entonces:

| 2ceiray - :(“B“) F{Bx) .. (8)
kgl P(A/Bk) P(Bk)
Demostracibn:
Por 1a definicidn de probabilidad condicional:
R(Bi/A) = TppklA) (a)
de la expresién (4):
| P(Bk N A) = P(A/By) P(Bg) cee (B)
y del teorema de la probabilidad total:
P(A) = E P(A/By) P(By) cos ()

k=1
sustituyendo (b) y (c) en (a):

P(A/By) P(By)

$ p(a/By) P(BK)
k=1

P(Bk/A) =

Ejemplo I.1ll

Considérese el enunciado del ejemplo I.10.

Si después de efectuado el viaje, Carlos comenta que
el avibn salid a tiempo, cudl es la probabilidad de
que haya utilizado:

a) La lfnea 2.

b) La linea 3.

Solucidn

a) Utilizando la misma notacidn y de la expresidn

(8):

P(R'/A2) P(A2)
P(RT/A)P(AN+P(RT/A)P(A2)+P(RT/A3)P (A3)

P(A2/R') =

P(R'N A2)
P(R'NA)+P(R' N A,)+P(R'N A3)
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b)

sustituyendo los valores de la figura I.8:

0.165 0.165
|l = > = = .
P(A2/R') = §7798+0.165+0.099 ~ 0.462 - 0337

Considerando que el denominador representa la
probabilidad de que salga a tiempo P(R'), de la
expresidn (7):

1
P(A3/R') = P(g(éx%él‘- 8:223 = 0,214

Es importante observar que las probabilidades condicio-
nales que se encuentran en las ramas de la figura 1.8,

se refieren a eventos que ocurrirdn después del andlisis
Yy por ese motivo se les denomina probabilidades a priors.

Por otra parte, las probabilidades que se calculan con
el teorema de Bayes se refieren al posible origen de un
evento que ocurrid en el pasado y, en consecuencia, a
esas probabilidades condicionales se les 1lama a poste-

RLONL .



CAPITULO IT VARIABLES ALEATORIAS

INTRODUCCION

|

En este capftulo se define el concepto de variable alea
toria que representa en forma cuantitativa el resultado
de un experimento aleatorio, asi como diferentes funcio-
nes e indicadores que facilitan el manejo matemdtico de
los posibhes resultados de un experimento aleatorio.

La ventaja de manejar variables aleatorias en lugar de
los event%s de un espacio muestral, se hace evidente cuan
do el resultado del experimento es cualitativo. -

I1.1 CONFEPTO DE VARIABLE ALEATORIA

Se define como una funcidn real que asocia un elemento
numérico con cada uno de los eventos elementales del espa
cio muestral. Al término variable aleatoria también se
le conoce como variable posible, cantidad incierta o va-
riable estocédstica.

I
|[ESPACIO MUESTRAL CONJUNTO DE LOS
‘ NUMEROS REALES

|
\
| Figura II.1
|
\
i

En la figura anterior se observa la transformacién
X:$+ R, donde al punto muestral A se le asigna el namero
x. La naturaleza del experimento no representa ningin pro
blema para asignar valores numéricos a los elementos del
espacio muestral; por ejemplo:
!
|
Si un ex?erimento consiste en observar en un dia determi
nado, si llueve o no, se puede hacer la asignacidn:

s = {no 1lueve, 1lueve} —— x {0, 1}

21
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Mediante la variable aleatoria X se asigna el n(mero
uno al evento llueve y cero cuando no 1lueve; sin embargo,
ésta no es la idnica forma de hacer la asignacién y se po-
drfan asignar también los niimeros {-1,1} respectivamente.

Cuando el resultado del experimento aleatorio es un nime
ro, generalmente se le asigna ese mismo valor. Por ejem-
plo, en un experimento que consiste en observar la tempe-
ratura de una maquina de combustion interna, la variable
aleatoria X puede tomar los mismos valores (x) que se ob
servan en el termdémetro, es decir que X = x.

I1.2 VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Se dice que una variable aleatoria X es discreta, cuan
do el nimero de valores que puede tomar es finito o infi-
nito numerable, es decir, cuando los resultados del expe-
rimento aleatorio al que estd asociada la variable sélo
se definen para algunos valores de X.

Por ejemplo:

- E1 ndmero de autombéviles que pasa por cierta avenida
en un intervalo de tiempo.

- La demanda mensual de tractores en una distribuidora
de maquinaria.

- El1 nimero de personas que visita anualmente una loca-
1idad.

En estos ejemplos no tiene sentido hablar de resultados
fraccionarios y por consiguiente s6lo se definen para va-
lores enteros de X.

FUNCION MASA DE PROBABILIDAD

E1 comportamiento de una variable aleatoria discreta X
puede estudiarse a través de su funcién masa de probabili
dad (F.M.P.), la cual relaciona los resultados de un expe
rimento aleatorio con su probabilidad de ocurrencia. Esta
funcidn se denota como Px(x), P(X=x) 6 P(x) y se interpre
ta como la probabilidad de que la variable aleatoria X to
me el valor particular x.

PROPIEDADES DE LA F.M.P.

Px(x) >0 para toda x oo (1)

z Px(x) = ] e (2)
¥x



Ejemplo II.1

Cierta fdbrica de chocolates estd realizando una pro
mocidn publicitaria que consiste en incluir en la en-
voltura de algunas barras de chocolate un cupdn que da
derecho a1l consumidor a recibir otra. La proporcidn
de chocolates premiados es de 20%.

|
Si la variable aleatoria X representa el niimero de
cupones que hay en cuatro barras seleccionadas al
azar y en forma independiente, determinar la F.M.P.
de X y a partir de ella la probabilidad de encontrar
cuando m?nos dos barras con cupdn.

|
Solucidn

Considerando el evento
B; = {la barra i tiene cupdn}
Para x = 0, ninguna barra tiene cupdn, entonces:

P4(0) = P(ByN By NB3NBy)

donde B;‘es el complemento de Bj;.

Como 1a§proporci6n de chocolates premiados es de 20%
P(B;) = 0.2 y P(B;) = 1 - 0.2 = 0.8
por lo tanto:
| P (0) = P(B]). P(B3) P(B3) P(By)
= (0.8) (0.8) (0.8) (0.8)
= 0.4096

Para x = 1

existen C(4,1) = 4 maneras de obtener una barra pre-
miada y tres sin premio. Cada una de las alternati-
vas tiene una probabilidad.

P (una #remiada y tres sin premio) =0.2 (0.8)3=0.1024
|
con lo cual:

Px(l) = 4(0.1024) = 0.4096

.De maneéa similar se obtiene:
Px(Z) = 0.1536
Px(3) = 0.0256

| Px(4) = 0.0016

Graficamente se puede observar la F.M.P. en la si-
guiente figura.

23
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Px(x)}
0.4+t

031

o2t

o.lT

1 . -
0 2 3 4 X [chocolates premiados]

Figura II.2

Encontrar cuando menos dos barras equivale a encon-
trar dos, tres o cuatro, ya que la probabilidad de en
contrar mds de cuatro en este experimento es cero,
con lo cual:

P(X > 2) = Py(2) + PL(3) + P (4)
= 0.154 + 0.025 + 0.002

= 0.181

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA PARA VARIABLES ALEATO-
RIAS DISCRETAS

Otra forma de caracterizar el comportamiento de una va-
riable aleatoria, es mediante la funcifn de distribucién
acumulada (F.D.A.), la cual se denota como Fx(xg) Yy se de
fine:

Fx(xg) = ¥x§xo Px (x) el (3)

En esta relaci6n se puede observar que en cada valor
Fx(xo) se acumulan las probabilidades anteriores o igua-
les a Px(xg) y por eso la funcidn lleva ese nombre.

PROPIEDADES DE LA F.D.A.

Fx(xg) > 0 % xg oo (4)
Fx(-‘”) = 0 eo. (5)
Fx(ﬂ) = 1 «.. (6)

Fy(xg+e)>Fx(xq), para toda constante €>0 . (@)

P(x, <X < Xg) = Fx(xz) - Fx(11) ... (8)



Ejemplo II.2

Determinar la F.D.A. del ejemplo II.l en forma ta-
bular |y gréfica.

Solucidn

De la expresidn (3):

Fetxo
g '_r-—-l—
]
X | Po(x) | Fy(xo) r——'
! !
0 | 0.4096 | 0.4096 1 i
: 051
1 | 0.4096 | 0.8192 '
I —
2 [0.1536 | 0.9728 I
3 | 0.0256 | 0.9984 I
4 | 0.0016 | 1.0000 |
0 1 . . >
| o I 2 3 4 5 Xo

I1.3 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Una variable aleatoria es continua si su dominio de de
finicién es el conjunto de los nimeros reales; es decir,
cuando la variable puede tomar cualquier valor dentro de
cierto intervalo.

Este tipo de variables se presenta con mids frecuencia
en los sistemas ffsicos que las variables discretas, de-
bido a gue la masa, el calor, el volumen, el tiempo y o-
tras caracterfsticas, pueden tomar cualquier nivel, den-
tro de una escala continua.

FUNCION;DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Para estudiar el comportamiento de una variable aleato
ria continua, se puede definir la funcifn densidad de
probabilidad (F.D.P.) de manera andloga a la F.M.P,; sin
embargo, no es posible relacionar cada valor de la varia-
ble x cbn su probabilidad de ocurrencia, como sucede con
la F.M.P. Una variable aleatoria continua puede tomar
una infinidad de valores en un pequefio intervalo; en con-
secuencfa, la probabilidad de que X tome un valor particu
lar es prdcticamente cero y para estudiar el comportamien
to de la variable se debe hablar de subiftervalos, dentro

de los cuales puede encontrarse el valor de X.
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La densidad de probabilfidad es un concepto auxiliar que
indica cudles son los subintervalos con mayor o menor
probabilidad, sin proporcionarla directamente.

La funcidn densidad de probabilidad denotada por f£f_(x),
se define de tal manera que la probabilidad del evefito
(x; < X < x3) es igual a la integral definida de fy(x)
en el intervalo [x;, x3], es decir:

X2
P(x; < X < x3) =S fx(x) dx
X)

Por 1a interpretacidon geométrica de la integral, tam-
bién se puede relacionar la probabilidad de que X se
encuentre en el intervalo [%1, x2] con el &rea bajo la
F.D.P., como se muestra en la siguiente figura.

|
fx(x)

1P (x, < xg
!
|

)

“y

X2

v

Debe observarse que la probabilidad de que X tome un va
lor especifico x, serfa el &rea bajo un punto de 1la
F.D.P., la cual es prdcticamente cero. Sin embargo, es-
to no implica que sea imposible ya que el evento (X=x)
puede 1legar a ocurrir.

PROPIEDADES DE LA F.D.P.

fy(x) >0 ¥ x ees (9)

Sfx(x) dx =1 .e. (10)



Ejemp;o II.3

Se ha observado el trédnsito en la interseccidn de
dos avenidas de mucha afluencia, y se determind la
F.D.P. | del tiempo que transcurre para que un autom§
vil logre pasar por el crucero; la funeidn estd dada
por:

0.1e70.1x x>0

fx(x) =
0 x <0

a) Demostrar que la funcidn cumple con la propie-
dad (10).

b) Calcular la probabilidad de que un automdvil
tarde en pasar cuando menos cinco minutos,

Solucidn

a) 0 ©
S fy(x) dx = S fx(x) dx + S fy(x) dx
0

Como la funcidn vale cero en el intervalo (-«, 0)

© ©
S fx(x) dx = S 0.1e"0.1x gy
0

e-0.1x 0.1
= 0.1 l:-O.l:l =% O-1g-=1
0

L
b) P(X > 5)-0.1S e-0.1z dx-_°o'11 E) - 0."°~1(5):‘-0.6065
5

En la siguiente figura se muestra el drea que repre
senta la probabilidad buscada.

fu(x) 8

0.1

P(x2>5)

5 10 15 20 X [minutos]

Figura II.4
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FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA PARA VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS
La definicién y las propiedades de la funcidn de distri
bucién acumulada (F.D.A.) no dependen del tipo de varia-

ble aleatoria que se estudia. Sin embargo, la manera de
obtenerla es diferente en los casos discreto y continuo.

Para las variables continuas:

XQ
Fx(xo) = P(x < xq) -S fx(x) dx oee (11)

Ejemplo II.4
Determinar la F.D.A., del ejemplo II.3
Solucidn

De la expresidn (1l1)

Xo %o
Fx(xg) = S 0.1e70:1x 4y = J%'ﬂ [}-0.1%] .

= (-1) e-o.lxo - {] -1 - ¢-0.1xo

En la siguiente figura se puede observar que la
F.D.A. cumple con las propiedades (4), (5), (6), (7)
y (8).

)
F&(x&

&t

[¢) . 3 o 20 X

o

Figura II.5
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I1.4 VARIABLES ALEATORIAS MIXTAS
|

Una variable aleatoria X es mixta cuando puede tomar
cualquipr valor real dentro de cierta regidn del dominio
de definicidn, y fuera de &1 s6lo se define para un nime
ro finito o infinito numerable de puntos.

Su distribucién de probabilidad estd dada por una F.M.P.
Y una F.D.P. En la figura II.6 se encuentra graficada la
d:stribucidn de probabilidad de una variable aleatoria
mixta.

gx(xw

=¥

Figura II.6

Obsérvese que en la regién:

s; = {x|5 < x < 9}
|

la variable es discreta, mientras que en el resto del do-
minio es continua.

Existen pocos ejemplos de variables aleatorias mixtas y
normalmente se puede discretizar la parte continua, divi
diéndola en pequefios subintervalos iguales, con el obje-
to de simplificar el estudio del problema.

Sin em§argo, es sencillo obtener las propiedades de es-
tas variables a partir de las expresiones presentadas en
los casqs anteriores.

I1.5 ESPERANZA MATEMATICA

de probabilidad Px(x) y sea h(x) una funcién cualquiera
de X, entonces se define la esperanza de h(x) como:
|

Sea X jna variable aleatoria discreta con funcidn masa

E{h(x)} = I h(x) Py (x) eee (12)
¥ x
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S1 la variable aleatoria X es de tipo continuo con
funcidn densidad de probabilidad £y(x), la esperanza de
una funcidn h(x) se define como:

E{h(x)} = S b(x) fy(x) dx eee (13)

Para darle una interpretacidn al concepto de esperanza
matemdtica, se puede observar que si h(x) = x y se con-
sidera la siguiente F.M.P.

x 3 4 5 6

Px(x) | 0.2 | 0.4 | 0.3 | 0.1

E1 valor esperado de X (o esperanza de X) es:

6
E[x]=- 2, x py(x)
= 3(0.2) + 4(0.4) + 5(0.3) + 6(0.1)
= 4.3

que representa el valor medio de la variable X, calculado
como un promedio ponderado, en donde la probabilidad de
que X tome el valor x, es precisamente la ponderacidn.

En general, la esperanza se puede interpretar como un
promedio ponderado de h(x) y como se verd posteriormente

es de gran utilidad para definir algunos pardmetros que
caracterizan el comportamiento de la variable aleatoria.

PROPIEDADES DE LA ESPERANZA

Considerando la operacién E [h(x)] como un operador al-
gebrgico que al aplicarse sobre una funcidn h(x) produce
un nimero real, se tienen las siguientes propiedades del

operador:
a) E EK] = K para cualquier constante K eeo (18)
b) E[RKh(x)] = K E [h(x)]] ee. (15)

c) E[hi(x) + ho(x)] = E[h1(x)J+ E [ha(x)] ... (16)
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Demosiraci&n:

V
Para el caso continue

a) De la expresidn (13)

i
©

E [K] -S K fy(x) dx = KS £4(x) dx

como S fy(x) dx = 1

E[K]=K() =K

b) E[Kh (x)] =S K h(x) fx(x) dx

= K S h(x) fy(x) dx

=KE [h(x) ]

c) E[h& +h,x)]= Sl}u(x) + ho(x)] fx(x) dx

= S hy(x) fy(x) dx4-5 hy(x) fy(x)dx

= E e +E [b)]

La demostracidn para el caso discreto se puede ha-
cer de manera semejante.

Ejemplo II.S5
Consfiderando los datos del ejemplo II.3, determinar:
a) E[X]
b) ‘;F[x+ 27]
|
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Solucidn

a) De la expresidnm (13):
E [x’_‘j-j x [0.1 ¢70-1%x ] dx

- S 0.1 xe 0:1%X gx
0

resolviendo la integral por partes:
u= 0.1lx du = 0.1ldx

dv = ¢ 0.1x g4y v = -10e-0-1x

con lo cual:

E[x]=[- xe0-1x]"+ S“e'°-"‘ dx

0

Jlim [ _x - 1 —0ax |
x+°[ eo.xx] °’“[—o.1e R

obteniendo el limite mediante la regla de L'hopital:

E[Xx]=0+[0- (1/-0.1)]= 10

b) Por las propiedades de linealidad:
E[x+2]=©te[x] +E[2]

de la expresidn (1l4):
E[27]=2
con lo cual:

E[X+2]=10+ 2 = 12

La esperanza matemdtica es de gran utilidad para calcu-
lar algunos parfmetros que describen ciertos aspectos de
las distribuciones de probabilidad y, en ocasiones, son
suficientes para tener una idea precisa del comportamien
to de l1a variable aleatoria.

Entre los pardmetros mds importantes se encuentran la me
dia y La variancia. Para estudiarlos, se presentardn dos
casos particulares de la esperanza matemdtica que son: los
momentos con respecto al origen y los momentos con respec-
to a la media.
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I1.6 MOMﬁNTOS CON RESPECTO AL ORIGEN
[

Para una /distribucidon de probabilidad, se define el mo-
mento de ¢orden n con respecto al origen (donde n es un ni
mero entero positivo), como la esperanza de la funcién
h(x) = X® ; es decir:

E[xn|= J x® Py(x) (caso discreto) ce
¥x

-]
E Exn:|.s x® fy(x) dx (caso continuo) -
- 00

Los momentos con respecto al origen que mds se utilizan
son el primero y el segundo, sin embargo se puede obtener
el momento para cualquier valor de n.

Al primer momento con respecto al origen se le 1lama me-
dia de La distrnibucibén y, generalmente, se presenta por
ux. La media es uno de los parémetros mds representati-
vos de la distribucidn y como se vio en los dos dltimos
ejemplos, conociendo la media o valor esperado de la dis
tribucidn se tiene una idea del valfor central de la dis-
tribucién. Sin embargo, como se verd mds adelante, no es
el Unico.

Haciendo, una analogia con el concepto fisico de primer

momento, la media es la abscisa del centroide en la F.M.P.

o la F.D.P.

En la siguiente figura se muestra la media de la F.D.P.
de los Gl1timos dos ejemplos y en ella se observa que para
el caso discreto, la variable no puede tomar el valor uy,
por ser un nimero fraccionario.

fix(x) P (x)

OJ-\\\\\

f(x)=0.1e""

Centroide
del drea

(17)

33

(18)

xy

Figura II.7

Q) o

=V
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E1 segundo-momento con respecto al origen no tiene la
misma importancia de la media; sin embargo, se utiliza pa
ra simplificar el cidlculo de otros pardmetros de la dis-
tribucidn que se presentan posteriormente.

II.7 MOMENTOS CON RESPECTO A LA MEDIA

E1 momento de orden n con respecto a la media se define
como la esperanza de la funcién h(x) = (X - ux)®, donde
n es un ndmero entero, positivo y ux es la media de la
distribucién, es decir:

Ex - up)®] =z (x - ug)® Px(x)
¥x

E[:(X - ux)n]-S (x - l-lx)n fx(x) dx

E1 primer momento con respecto a la media es cero para
cualquier distribucién de probabilidad debido a que:

ELx - wo]=e[X] - ux
y como E[X]= py

E[(X-w)]=0

E1 segundo momento con respecto a la media 1lamado vaxrdan
cla 0 varianza es, junto con la media, uno de los mds im-—
portantes parametros descriptivos, ya que es un indicador
de la dispersidn de los posibles valores de la variable
‘aleatoria con respecto a su media uy-

2
La variancia se representa generalmente como oy 6
VAR [X_| y de acuerdo con lo anterior, se define como:

2
og = E[(X - ux)z:[ e (19)

Si se considera a la esperanza como un promedio y a la
diferencia (X - uyx) como la distancia entre un valor par
ticular de X y su media, entonces se interpreta a la va-
riancia como el promedio de los cuadrados de las diferen
cias entre el valor medio (ugx) y los posibles valores de
la variable aleatoria.

Debe observarse que si el exponente n toma cualquier otro
valor par, se tendrd también un indicador de la dispersidn
de los datos y éste serd siempre positivo, mientras que pa
ra una potencia impar, el momento puede ser positivo, nega
tivo o cero. -



En la siguiente figura se observan dos distribuciones de

probabilidad fx,(x) y fx,(x), con variancias 0}2[1 y 0% 3
comparando las funciones se establece que a§l > c§2 2

fx(x) )

fxl( x)
fxz( X)

Figura II.8

PROPIEDA#)ES DE LA VARIANCIA
S1i a es| una constante cualquigra y X una variable aleato
ria con media uy y variancia ox» entonces:

VAR [X + a] = o} .. (20)

|
Demostr#cién:
De la d%ﬂniciﬁn de variancia:
2
VARE{+31=E[(X+8)-EB+5:[]

=E[x+a-E[X]-af

como E [X ] = uy

VAR[X + a]= E[XX - up)?]= o}

Esta propiedad indica que al sumar una constante a la
variable aleatoria, solamente se recorre la distribucidn
sobre el eje X, manteniendo su forma, como se indica en
la figura II.9, por 1o que la dispersién de la funcién
se mantiene igual.

35
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fx(x)ﬂ

fy(x) fy4alx)

Fx Fx+a
Figura II.9

De manera semejante se puede demostrar que:

2 2
VAR (aX) = a cx e (21)

En esta expresién lo importante es observar que al multi
plicar la variable por una constante, la variancia se mo-
difica con el cuadrado de la constante.

Otra propiedad que en ocasiones simplifica el cdlculo de
la variancia es:

2 2
= - v (22
oy = E [X2] - uy )

La demostracion es similar a la que se hizo para la ex-
presidn (20).

Como una medida de dispersién, la variancia tiene el
inconveniente de proporcionar valores con unidades que
son el cuadrado de las que tiene la variable aleatoria.
Otra medida de dispersidon es la desviacibn estdndan, de-
notada por o 0 ox ¥ definida como la raiz cuadrada de la
variancia. !

Es decir:

= 762 = YE[(x - Q] cee (23)

Si se desea comparar la variancia o la desviacidn estédn-
dar de varias variables con diferentes unidades entre sf,
la comparacidn resultard injusta, debido a que las distri
buciones de variables aleatorias, con unidades pequefias,
tendrén aparentemente menos variacidn.
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Para hacer este tipo de comparaciones se define otro in-
dicador, denominado coeficiente de variacién, como el co-
ciente de| 1a desviaci6n estdndar entre la media, es decir:

- c.v. « 2% cee (24)
Hx

Como la media y la desviacidn estdndar tienen las mis-
mas unidades, el coeficiente de variacién es adimensional.

Ejempla II.6

Sea X | una variable aleatoria discreta con la si-
guiente |[distribucidn de probabilidad:

X -2 3 5 7

Py (x) 0.2 0.4 0.3 0.1

Determfnar:

a) La media.

b) La desviacidn estdndar.

c¢) El coeficiente de variaciédn.

Solucidn

a) EEX:I' v? x Py(x) = (-2)(0.2) + 3(0.4) + 5(0.3) + 7(0.1)
x

E[x] = 3.

b) Por las expresiones (22) y (23):

";; = JE(x2} - 2

en donde el segundo momento con respecto al origen
es: -

E{X2} = (-2)2(0.2)+ 32(0.4) + 52(0.3) + 72(0.1) = 16.8
por lo tanto:

= v/16.8 - 32 = 2.79

9x
c) Con| los resultados anteriores y de la expresidn
(24):

2.79
c.Vv. 3 0.93
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11.8 TRANSFORMADAS
Para calcular los momentos de una distribucién con respecto al o-
rigen, se pueden presentar dificultades al tratar de aplicar direc
tamente las definiciones.

Una forma alternativa de hacerlo es mediante transformadas. Entre
las mds importantes se encuentran las siguientes:

TRANSFORMADA GEOMETRICA

Sea X una variable aleatoria discreta, cuya F.M.P. es
Px(x), entonces se define la transformada geométrica de X
como:

Tx (2) -'E[zﬂ = I Z¥ Py(x) «o. (25)
x=0
Propiedades de la transformada geométrica:
rx(l) =1 ... (26)
d Tx(2)
= - EEX] = ug eee (27)
Z=1
a2 1y (2)
__X_z__ - EE‘{I - ug ee. (28)
dz z=1

debe notarse que de 1a expresidn (22) y (28):
2 2 42 Ty(2)
X X dz2

Demostracidn de las propiedades

2
+ px - px s (29)
Z=1

Para la expresién (26), por definicién de transformada geométri-
ca:

@

Tx(1) = I (DX Px(x)

= I Px(x) =1
x=0

para la expresidn (27):

d ©
=z I Z¥ px(x)
Z=1 x=0 z=1

@«
= I x zX7! Py(x)
x=0

d Tx(Z)
dZ

]
= I =x(1)x-1 Py (x)
Z=1 x=0




= I x Px(x)= I x Px(x)
x=0 x=0

que es definicién de E[x]

Para la expresi6n (28):

2 ©
d—:x—ié—zl = I x(x - 1) z¥"2 px(x)

=1 x=0 =]

= I (x2 - x) Px (x)

x=0
o L

= I x2 Px(x) - I x Px(x)
x=0 x=0

simplificando:

G

Ejemplo II.7

A partir de la F.M.P.

2
- para x=1, 2, .,.
Px (x) - 3% ] ’
0 para cualquier otro caso

y mediante la transformada geométrica, calcular:
a) La media.

b) La variancia.

Solucidn

a) Poy definicidn:

Tg(z) = T Z* Py(x)
x=0
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Como Pyx(x) toma valores diferentes de cero (x =1, 2, ...

y de la expresién (27):

-4 I:; z"i]
dZ X=] 3X
Z=1 z=1

-4 |z (2}
S Lfl (3)]
X Z=1

donde la sumatoria es una serie geométrica de la forma:

d TX(Z)
dz

I a¥=—2
X=1 l1-a
entonces:
Z
d Ty (2) L, 3
g Z -2
Z=1
(. _z\1,2
., |\L"3)3%%
Z
(+-%)
L Z=1
[ 1 2
- 2 3 3
(-9, [6-%
- Z=1 3 Z=1
2
= —7 = 1.5
3(1—-)
3
b) De la expresidn (29):
2 dsz(Z) 2
Ox'—dz-z—z-l“l'llx'UX
donde:
d21y (2) 3
_ X7 4 S B by AV
@z |, " @ T(z’] z (1-5
= =1 3 2=1




con lo cual:

2
o = 1.5+ 1.5 - (1.5)2 = 0.75

TRAN%FORMADA EXPONENCIAL O DE LAPLACE

Sea

una variable aleatoria continua cuya F.D.P. es fx(x); la

transformada exponencial de X se define como:

Lx (S) -S_: e8x £y (x)dx = E [a-s{l

Propredades de 1a transformada exponencial :

L,i(o) -1 vee (30)

d Lx(S)

mPT = (-1)B E E@ e-sil = (-1)D E E@] eee (31)
d 0 S=0

Demostracién:

Oy

Para

£~ N

g (0) ‘S e(0)x fx(x) dx -S fx(x) dx

Lx(0) = 1

dE [?‘Séj
= ds

n=1:

Lx (S)

Como

(-

—ds

ds

S=0
la esperanza es un operador lineal:

Lx(s) -E de~ Sx
S=0 ds

S=0

41
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Paran =k -1

ak-1 Lg(8)| k=1 ko1 ,-Sx
W's—o (-1)k~ EE; e ]

- (-1)k-1 E[:xk-l]
S=0 L

finalmente para n = k

k
e {504 Y E““ Lx<8>}
k ds k-1
ds ds =0

S=0

k
d"~ Lx(s)

-4 _1yk-1 k-1 ,-8
ask dSE[(l) * eﬂso

= E [(_l)k Xk e"sﬂ

S=0

ak 1z (s) K 5
L0 e

Ejemplo II.8

Determinar la media y la variancia de la siguiente F.D.P. a
través de la transformada exponencial:

x4
fx(x) "'*

o

; x<0

Solucidn

De la definicidn:

Ly (8) =§0 eSX 2 X% ax



_%S X8+ /W)
0

1 x(s+ 1/8)] o 1fg. L
T, ¢ 4 1
[’(S"'z) 10 l: (S+z)d

&

N S
AGs + )

De la expresifn (31):

-d Lx(8)
¥x = —3gs

w41
s=0 % las + )
S=0

1 1
_‘(s+l)2 -6L-6
3 qe

S=0
Para obtener la variancia, de la expresién (22):
2 2
ot BB -y

donde: .
d Tg(S)
d X
E & -d_S'_ds'__]s ]

- 2 -i-az
1,3 1
sy 16

S=0

por lo tanto:
2
o =32 - (42 =16

FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

Para una variable aleatoria x (discreta o continua), se define la
funcién generatriz de momentos como:

(-]
I 5% py(x) (caso discreto)

x=0

My(s) - E [esfl (o
S eSx fx(x) dx (caso continuo)
0




44

Debe notarse que, en el caso continuo, esta transformada es casi
igual a la transformada de Laplace y {inicamente cambia por el sig-
no de la variable s.

Propiedades de 1a funcifn generatriz de momentos :

My (0) =1 e (32)

d™Mg (S)

“Mxn =E En] para n =10, 1, 2, ... .o (33)
CES P

A esta G1tima propiedad le debe su nombre, debido a que se puede
generar cualquier momento con respecto al origen. La demostracin
de cada una de las propiedades es en todo similar a las presentadas
en la transformada exponencial.

La funcién generatriz de momentos puede sustituir a la transforma-
da geométrica y a la transformada de Laplace si se consideran las
siguientes relaciones:

Mg (S) = Ty (e5)
Mg (S) = Ly (-S)

es decir, que se sustituye el argumento z por ¢S5 en el primer caso
y S por -S en el segundo caso.

Otra caracterfstica importante de la funcién generatriz de momentos
es que cuando existe, es (nica e identifica plenamente a la distri-
bucibén de probabilidad correspondiente; es decir, que a cada distri
bucién de probabilidad le corresponde una y s6lo una funcién genera
triz de momentos.

FUNCION CARACTERISTICA

Para una variable aleatoria x (discreta o continua) se define la
funcidn caracter{stica de x como:

I eit x Py(x) dx caso discreto

L
x=0
() = E Eit {[ -
] Py
S elt x  fy(x) dx caso continuo
0

donde i = /-1

Las propiedades de esta funcidn son:

1. ¢x(0) =1 cee (36)
d%ex (t)

2. . -t E E{njl <ee (35)

dt?

0y
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demostracin de estas propiedades es también similar a la efec-
a en 1a transformada exponencial y la ventaja que tiene con res
0 a las anteriores es que para cualquier distribucién de proba-
dad existe su funcién caracterfstica, 1o cual no se puede asegu
para las transformadas anteriores.

funcidn caracterfstica se relaciona con la transformada de La-
e y con Ta funcién generatriz de momentos en la siguiente for-
Mg (S) = ¢x(-is)

Lx(S) = éx (is)

45
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CAPITULO 111 MODELOS PROBABILISTICOS

INTRODUCCION

Cuando se estudia un experimento aleatorio mediante la teorfa de
1a probabilidad y la estadfstica, es necesario definir el compor-
tamiento de las variables involucradas. Una forma de hacerlo es
mediante su funcidn masa o densidad de probabilidad; sin embargo,
encontran para cada variable su verdadera distribucién de probabi
1idad es luna tarea muy diffcil y, por tal motivo, se han desarro-
11ado una gran cantidad de modelos probabilfsticos que explican
satisfactoriamente el comportamiento de muchas variables aleato-
rias.

En este
tanto pa
yendo su
res.

capftulo se presentan algunos de los modelos teéricos,
a variables aleatorias discretas como continuas, inclu-
forma, sus pardmetros y otras caracterf{sticas particula

II1.1 DISTRIBUCIONES TEORICAS DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

de Tos modelos que se presentan en este capitulo se han
ado a partir de un experimento denominado ensayo de Ber-
n el cual s6lo se pueden presentar dos posibles resulta-
minados éxito y §racaso. La probabilidad de que ocurra
se representa con p y la probabilidad de que ocurra un
ongq 6 1-p.

Algunos
desarrol
nowbu
dos, den
un éxito
fracaso

Como ejemplos de un ensayo de Bernoulli se puede considerar el
lanzamiento de una moneda, cuyos posibles resultados son &guila o
sol, o bien tomar un producto de una 1fnea de produccidn para ve-
rificar s1 cumple con las normas de calidad preestablecidas, en
cuyo caso los posibles resultados son bueno o defectuoso.

Llamarle éxito a uno de los posibles resultados no significa for
zosamente que sea el mis favorable, generalmente se le 1lama as?
al eventp que tiene menos probabilidad de ocurrencia; por ejemplo,
se puede 11amar éxito al posible evento de que un vethu]o se des-
cgmpgnga durante un intervalo de tiempo y fracaso, si no sufre nin
giin dafio,

PROCESO| O SECUENCIA DE BERNOULLI

Consiste en una serie de experimentos o ensayos de Bernoulli in-
dependientes, donde la probabilidad de éxito p permanece constan-
te durante todo el proceso. Por las caracteristicas anteriores,
se dice que el proceso es dicotamico, estacionario e independien-
te.
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Ejemplo III.1

En una fabrica de automdviles se ha observado que el 10% de
las unidades salen defectwosas de la linea de produccién. Si
se selecciona un lote de cinco para ser inspeccionado, (cudl

es la probabilidad de que el primero y el cuarto salgan de-
fectuosos?

Solucidn

Si se define el &xito y el fracaso respectivamente como:

E'= {encontrar un autombvil defectuoso} y

F = {encontrar un automSvil sin defecto}

se tiene entonces, por la regla de la multiplicacidn, que:.
PENFNFNENF) = P(E) P(F) P(F) P(E) P(F)

como P(E) = 0.1 y P(F)=1-0.1=0.9
PENFNFNENF) = (0.1)2 (0.9)3 = 0.007

De este resultado se puede observar que si se cambia el or-
den de la secuencia, la probabilidad es la misma. A esta pro

piedad se le llama intercambiabilidad del proceso de Bernou-
114,

III.1.1 DISTRIBUCION DE BERNOULLI

Si X es el mimero de &xitos en un ensayo de Bernoulli con proba-
bilidad p de éxito y 1-p 6 q de fracaso, entonces se dice que X
tiene distribucidn binaria o de Bernoulli con parametro p.

Como X solamente puede tomar el valor de cero o uno, su funcidn
masa de probabilidad est& definida por:

l-p para x =0
Pg(x) ={ p para x = 1

0 para cualquier otro caso

que grificamente se muestra en la siguiente figura.



Px (Xo)

Figura III.1

L: funci6n generatriz de momentos de la distribucién de Bernou-
es:

My(s) = I SFpyx) = eSO 1 -p)+esMpel-prped..

X

La media o valor esperado de esta distribucién se puede obtener
de acuerdo con las propiedades de la funcidn generatriz de momen-
tos como:

d My (s)
Mx - P e(o) - p

s=0

E[x]=

49

1

de la expresion (22) del capitulo II, la variancia se obtiene como:

o;-EEKZ:I-E[___X]z

donde:
dzux(s )
ERI=—737 | =» e (@)
8=0
con lo cual:
2 2
og=p-p =p(-p) =pq e 3

Aun cuandp esta distribucion no se aplica por si sola en el estu
dio de fenbmenos de 1a realidad, es la parte fundamental de los
modelos basados en procesos bernoul11anos

Conviene destacar el hecho de que ésta y las demds distribuciones
que se pre entan en este capftulo son en realidad familias de fun-
ciones, debido a que para cada valor del paridmetro (o parametros)-

se obtienen diferentes funciones que pertenecen a la misma familia.
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III.1.2 DISTRIBUCION BINOMIAL

Sea K una variable aleatoria que representa el nimero de Ex.itos
en una secuencia de n ensayos de Bernoulli con probabilidad p de
éxito y 1-p de fracaso, entonces K tiene distribucién binomial
con parametros n y p.

Para determinar la funcion masa de probabilidad de la distribu-
cién binomial, supdngase que .se desea determinar la probabilidad
de encontrar K piezas defectuosas de un lote de tres unidades,
tomadas de una de las 17ineas de produccién de una planta indus-
trial. Considérese que la probabilidad de que una pieza resulte
defectuosa es p, esto es p(éxito) = p y p(fracaso) =1 - p.

Tener cero éxitos (k = 0) equivale a no encontrar piezas defec-
tuosas en el lote, de manera que:

P(k = 0) = Pg(0) = P(FN F N F)
como los eventos son independientes:
P(k = 0) = P(F) P(F) P(F)
=-p3
Para k = 1 existen c(3, 1) = 311%7 = 3 maneras de obtener un &xi
to, que son: ¢ o
EFF
FEF
FFE
con lo cual:
() =P (ENFNHU((FNENF) U (FNFNE)]
como las tres alternativas tienen un éxito y dos fracasos:
Pg(l) = 3P(l &xito y 2 fracasos)
= 3P(1 - p)?

1
Para k = 2 existen c(3, 2) = E%LTT = 3 maneras de obtener dos éxi
tos, que son: t

EEF
FEE
EFE

y de manera semejante al caso anterior:
Pg(2) = 3 p2(1 - p)

Por ﬁ!timo, para k = 3 sGlo pueden ocurrir tres éxitos cuando las
tres piezas sean defectuosas, por 1o cual:

Pg(3) = P(ENEN E)

= p3
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Resumiendd los resultados anteriores, la F.M.P. de K est§ dada
por:

Pr(d) = (1 - P)3 = q3
Pg(1) = 3 P(1 - P)2 = 3 pq?

Pg(2) = 3 P2(1 - P) = 3 p2q

Pr(3) = p3

los términos que se obtienen al desarrollar el binomio (p + q)3,

Como pued§ observarse, los resultados anteriores corresponden a
por este motivo se le 11ama distribucién binomial.

E1 nlmero| de maneras en las cuales se pueden presentar k éxitos
en una serie de n ensayos, es el nimero combinatorio:

Cla, k) = —Bt

k!(n - k)!
y la probabilidad de cada uno de los posibles resultados es
Pk(1 - P)n-k, por 1o cual la F.M.P. de la distribucién binomial se

represen en forma general como:

£

Cn, k) p¥ ¢ % parak>0 | ... (4

Pr(k) = L <o

donde k y n son enteros positivos y las constantes n y p son los
pardmetros de esta distribucion.

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

'

Para obteper la media y 1a variancia de la distribucidn binomial,
nuevamente conviene obtener su funci6n generatriz de momentos y
aplicar las propiedades vistas en el capftulo anterior.

La funcidn generatriz de momentos est& dada por:

F :
Mg(s) = T 8k Pp(k)
k=0
en este caFo:

n
Mg(s) = I esk c(n, k) Pk ¢o-k
k=0

por las priopiedades de los exponentes:
Mg (s) = z cta, 1 [p es:[

que es equivalente al desarrollo de un binomio elevado a la n-ési
ma potencia de 1a forma:

Mg(s) = (p e® + q)° eee (5)
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para obtener la media:

d Mg(s)
[C Sl P =n(p e5 + q)01 p o8 =n(p +q)!p
s=0 s=0

como p+q=1
ug = 1 p e (6)
Para obtener la variancia, de la expresién (22) del capftulo II:

2 £ 2 2

donde:

d2Mg (s)
el -5

=n(p es+ q)8! peS+p esEt(n - 1)(p e8+q)n"2 p es:]
8=0 s=0

= n(p + q)%! p + p2 Ex(n - 1(p + q)“'ﬂ

-np+p2En—1)]

-np+p2n2-p2n

con lo cual:

2
og=np+pZn?-pZn- (ap)?

=np-p2n

factorizando n p:

2
OK-np(l—p):-npq eee (D)

Ejemplo III.2

Considerando la linea de produccidn del ejemplo III.1, cudl
es:

a) La probabilidad de no encontrar unidades defectuosas en
un lote de cuatro automdviles.

b) El nimero esperado de unidades defectuosas en el mismo
lote.

¢) La variancia y la desviacidn estandar de la distribucidn.

d) La gréfica de la funcidn masa de probabilidad.



Solucidn

a) Como en este caso la secuencia de observaciones se puede
congiderar un proceso de Bernoulli, la variable K que re
presenta el nimero de unidades defectuosas que hay en un
lote, tiene distribucidn binomial con pardmetros n = 4 y

p = 0.1, con lo cual:

Pg(0) = C(4, 0)(0.1)%(0.9)*

= (0.9)* = 0.656

b) De la expresidn (6):

ug = 4(0.1) = 0.4

c) De la expresidn (7):

d) De la expresién (4) se obtiene el valor de la funcidn pa-

g, = 4(0.1)(0.9) = 0.36 y o = v0.36 = 0.6

ra los demds puntos lo cual se muestra en la siguiente fi

gura.
k Pg(k)
0 0.6561
1 0.2916
2 0.0486
3 0.0036
4 0.0001

III.1.3 DISLRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA O PASCAL

Sea N una variable aleatornia que representa el mimero de ensayos
n éxitos en una secuencia de Bernoulli
con probabiliidad de éxito p, entonces N tiene distribucién bino-

necesarios

encontan k

P (k) |
KO.S'

05t
04t

0.3 1
0.2t
ol 1

Figura III.2

mial negativp con pardmetros k y p.

Comparando psta definicion con la correspondiente a 1a binomial,

N

»

se debe notar que el nimero de éitos K es'una variable en la dis

tribucion binomial, mientras que en esta distribucién es solamen-
te un pardmetro. También se debe observar que en esta distribu-
cion, el G1timo ensayo de 1a secuencia tiene que ser un éxito pa-
ra completar los k éxitos que aparecen en la definicidn.

=Y
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Tomando en cuenta esta (1tima observacién, se puede obtener 1a
F.M.P. haciendo:

Py(n) = P [Eobtener k - 1 Exitos en los primeros N - 1 ensayos)

N(un &Exito en el Gltimo ensayoi]

donde el primer evento corresponde a una variable con distribucion
binomial y la probabilidad del segundo es p; por 1o tanto, de la
expresidn (4):

Py() = E(n -1, k - 1)pk? qﬂ’] P

-C(@ -1, k - 1)pk gk

Como no tiene sentido que haya menos de K ensayos para encontrar
k éxitos, entonces:

C@a-1, k-1) pk qn"k para n > k
Py(n) = e (8)
0

n<k

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

Siguiendo un procedimiento semejante al practicado en la distri-
bucidn binomial, se obtiene 1a funcidn generatriz de momentos:

8
MN(E) = (T‘%)‘E ees (9)

donde q =1 - p

Aplicando las propiedades de esta funcifn, se obtiene 1a media y
la variancia como:

k
wy = % “ev (10)
2 _k
o = St RN¢S )

Ejemplo III.3

Considerando nuevamente el enunciado del ejemplo III.1, cudl
es:

a) La probabilidad de que la quinta unidad observada sea la
segunda defectuosa.



|
|
|

b) El;nﬁmero promedio de unidades que se debe observar para

en?cntrar cinco defectuosas.

Solucidn

a)

b)

En‘este caso k = 2, n =5y p=0.1 con lo cual de la ex
presidn (8):

Py(5) = c(5-1, 2-1)(0.1)2(1-0.1)5"2

1
.

- Tit5T (0.1)2(0.9)3 = 0.02916

Considerando ahora k = 5 y de la expresién (10):

My = S . 50 unidades

0.1

III.1.4 DISTRIBUCION GEOMETRICA

Esta distribucidn es un caso especial de 1a binomial negativa, en
donde la variable aleatoria representa ef ndmero de ensayos necesa
nios pana encontrar el prnimen €xito en La secuencia de Bernoulll.

La funci6n masa de probabilidad se obtiene de la expresidn (8),
haciendo k = 1, con lo cual:

Py(m) = P(N=nlk =1, p) =

p ! para n > 1

n<l oo (12)

De las expresiones (9), (10) y (11) se obtienen también la fun-
cibn generatriz de momentos, 1a media y la variancia de la distri
bucién geométrica (haciendo k = 1).

Ejemplo III.4

El propietario de diez terrenos campestres em un centro tu-
ristico, estd tratando de venderlos por medio de entrevistas
personales con los posibles compradores. Considera que al en
trevistarse con un posible comprador, existe la misma probabi
lidad de vender o no vender y que el resultado de una entre-
vista es independiente de lo que ocurre en las demds. Cudl es:

a)

b)

c)
d)

a probabilidad de que la cuarta persona entrevistada sea
A primera que compre.

[N

La media de la variable N que representa el nimero de
lientes que se tienen que entrevistar para realizar la
rimera venta.

a grafica de la F.M.P. que corresponde a N en el inter-
alo [1, 6].

c
P

La variancia de N.
L

v
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Solucidn

a) Considerando como &xito realizar una venta P = 0.5, entonces:

q=1-0.5=0.5

con lo cual de la expresidn (12):

PN(4) = (0.5)(0.5)3 = (0.5)* = 0.063
b) Haciendo k = 1 en la expresidn (10):

oy = 0—15- = 2 (entrevistas)

2_ 0.5 _
c) N " 10.5)2 2

d) Con la expresidn (12) se obtienen los valores de la siguien

te figura.
[}
n PN(n) PN(“)
1 | o0.500 067
0.51
2 | o0.250
3 | o0.125 047
03}
4 | 0.063
0.2+
5 | 0.031
0.1+
6 0.016 | .
2 3 4 5

Figura IIIL.3

III.1.5 DISTRIBUCION DE POISSON

Si se divide el intervalo de definici6n de una variable continua
t que puede representar tiempo, distancia o cualquier otra varia-
ble continua en pequefios subintervalos iguales At, si en cualquier
punto de t se pueden presentar dos posibles resultados denominados
éxito y fracaso, entonces se puede considerar a cada subintervalo
At como un ensayo de Bernoulli en el que puede ocurrir un éxito
con probabilidad P (en cualquier At) o un fracaso con probabilidad
q=1-p.

Cuando 1a ocurrencia de un éxito en un subintervalo es indepen-
diente de 1o que ocurre previamente y no influye en lo que ocurre
posteriormente, entonces el intervalo de definici6n de t represen
ta un proceso de Bernoulli.

ot

2y



, el tamafio de l1os subintervalos At tienden a cero y la
de &xitos por unidad de t definida como A = n p per-
manece constante, se trata entonces de un proceso Poisson.

Algunos ejemplos de dicho proceso se presentan al considerar como
variable continua el tiempo y como éxito 1a 1legada de un cliente
a un almacén, la descompostura de uno de los elementos de cierto
mecanismo o 1a deteccién de un sismo.

Si una variable aleatoria Y representa ef ndmero de &xitos en un
proceso Poisson con una tasa promedio de &xitos A, entonces Y tie
ne distribucidn de Poisson con pardmetro A.

Para obtener 1a funcién masa de probabilidad de esta distribucién
c?nsidére e el proceso Poisson como un proceso de Bernoulli, es de
cir:

Py(y) = C(n, y) pY(1 - p)*Y vee (13)

donde n es el nimero de subintervalos At y la probabilidad de &xi
to p se obtiene a partir de la definicidn de A como:

p=2 cee (14)

sustituyendo en 1a expresién (13) y considerando que:

A
Cn, y) = —“"—y;(:'_ Y

n! A\ ANy
HO) = TG - (K) (1 - E)

AY A\n
Ex(n-l)(n-z)...(n-y-l)j (;) ( - E)

Obteniendo el 1fmite cuando n tiende a infinito (1o que equivale
a que los subintervalos At + 0):

o ()6 m) -
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por 1a definicién del nimero e:

lim <1 - A)ﬂ - o)
n

n -+

con lo cual la funcidn masa de probabilidad queda:

AZ_E:l para y >0
y! -
Py(y) = «es (15)
0 y<0

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION DE POISSON

Siguiendo un procedimiento similar al de las distribuciones ante
riores, 1a funcidn generatriz de momentos de esta distribucifn es:

My(e) = M D
de donde:
d
wy = —_SZEEZ - [}es er(e® - 1) =2 ... (16)
s s=0 s=0
2 d’My(s) 2
GY = ds2 Ty
8=0
=2 {es Ees oM@ - 1)] + o8 oME - 1)} - a2
s=0
e Q17)°

A2+ 2 -22=)

Ejemplo IIL.5

En una empresa textil se ha observado que la probabilidad de
encontrar un defecto en un metro de cierto tipo de tela es

0.02. Considerando un rollo de 100 metros de dicha tela, cudl
es:

a) El nimero promedio de defectos por rollo.

b) La probabilidad de que no exista ningim defecto en los
100 metros.



c) L:LF.K.P' en forma grafica y tabular de la variable alea-

toria que representa el nimero de defectos por'rollo.

Solucidn

a) Considerando como &xito el encontrar un defecto en la te-

la, p = 0.02, con lo cual la tasa promedio de &xitos es:
A=np

= 100(0.02) = 2 defectos por rollo

b) De la expresidn (15):
0 ,-2
Py(y) = 2 e" gT— = 0.1353
mediante la distribucidn binomial se puede aproximar este
resultado como:
Pg(0) = (100, 0)(0.02)%(0.98)100 = 0.1326
El error que se comete con esta aproximacidn se debe a
que se estd discretizando la variable continua distancia,
en intervalos de un metro, lo cual modifica las caracte-
risticas del experimento.
c) De la expresién (15) se obtienmen los valores de la funcién

que se muestra en la siguiente figura.
y p» | Riv }
0 0.135
1 .

0.270 o3+
2 0.270
3 0.180 02 +
4 0.090
5 0.036

0.1 +

6 0.012
7 0.003 1 .
8 0.001 o | 2 3 4 56 7 8 Y

Figura III.4:

Otra forma de expresar la F.M.P. de la distribucidn de
Poisson, se obtiene al multiplicar una constante t, no
negativa, por la tasa promedio de &xitos A, con el fin
de cambiar la escala de unidades. De este modo la expre
sidn (15) queda como:
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y ,-At
th)__'g__ para y : 0

Py(y) =

0 y<0 ee. (18)

Ejemplo III.6

En el conmutador telefénico de una compaiiia se reciben en
promedio dos llamadas por minuto. Suponiendo que dichas lla-
madas siguen un proceso de Poisson, cudl es la probabilidad
de recibir:

a) Ocho llamadas en cinco minutos.

b) Ninguna llamada en tres minutos.

¢) Menos de tres llamadas en dos minutos.

Solucidn

a) De la expresion (18) con A =2 y t =35

HOIMES)
Py(8) = ———gr—— = 0.1126

b) Cont=3, At = 2(3) = 6
60 o6
Py(0) = =—57— = 0.0024

c) Cont =2, At = 2(2) = 4

P [¥ < 3] = Pg(0) + Py(1) + Py(2)

0 -4 1 ,-b 2 o=k
- (4)0!e + (4)112 " (4)2:¢

16
-4 | __[
et 1+ 4+

0.2381

III.2 DISTRIBUCIONES TEORICAS DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Hasta ahora se han presentado modelos probabilisticos que se ba-
san en los procesos de Bernoulli o Poisson y manejan variables
aleatorias discretas. En esta secci6n se presentardn modelos pro
babilfsticos para variables aleatorias continuas, que no se basan
necesariamente en los procesos antes mencionados.



III.2.1 DISTRIBUCION UNIFORME O RECTANGULAR

Sea X un ‘variable aleatoria que puede fomar, con £a misma proba
bi uier valon en el intervalo [a , b], entonces X tie=
ne distri ucién uniforme con pardmetros a y b.

En la realidad existen muy pocos experimentos cuyos resultados
tengan la misma probabilidad de ocurrencia ; sin embargo, en algu-
nos casos se utiliza esta distribucién cuando no se cuenta con la
informacién necesaria y se tienen que asignar probabilidades a los
eventos. Por ejemplo, la proporcion de personas que consumirdn un
nuevo producto en una comunidad, se puede representar mediante una
variable aleatoria con distribucién uniforme y pardmetros a = 0 y
b= 1

De acuerdo con la definicidn, 1a forma de la F.D.P. es como se
muestra en la siguiente figura:

fx()(o)4

K +

|

I
J

Figura IIL.5

donde el valor de k en términos de los pardmetros a y b se obtie
ne a partir de la propiedad:

j fx(x) dx = 1

como en este caso:

k a<x<b
fy(x) =
0 para cualquier otro caso
entonces:
b b
Sakdx-k[:x:[a-k b-a =1
con lo cugl:
1
k= b-a
finalmente:
1 para a <x <b
b-a - =
fx(x) =
0 para cualquier otro caso | ... (19)
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MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION UNIFORME

Utilizando la definici6n de la media:

xfx (x) dx

¥ = E[X]'j

por lo tanto:

g =3 b+ a) .ee (20)

para la variancia:
2 2
og = B B -y
donde:

E@ﬂ-s xziX(x)dx-B}_a szdx-'}(ib%
- 00 a

_ b2+ ab+ a?
3

de manera que:
2 2 2 2
o ab?tab+a [b+al

X 3 Lz

-g’_;z_‘Lz vee (21)

Ejemplo III.7

Un inversionista considera que al aportar cierta cantidad de

dinero I en un negocio, puede perder todo lo invertido, reci-
bir el triple de la inversidn o quedar en una situacidn inter
media; todo con la misma posibilidad. -Cudl es:

a) La probabilidad de que reciba cuando menos 1.5 veces lo
que invirtid. '

b) La utilidad esperada (utilidad = cantidad recibida - can
tidad aportada).



¢) El coeficiente de variacidn de la cantidad que recibird.
Solucidn
a) i X representa la cantidad de dinero recibida, a = 0
b = 31 y de la expresidn (19):
31 1
P(X > 1.5I) ‘S a7 dx
1.s1 S0
- El M st
31 1.51 31
con lo cual:
P(X > 1.5I) = 0.5
b) Si la utilidad es la diferencia X - I
entonces:
E [utilidad] = E [x] -E [1]
y por la expresidn 20:
E[x]=%0L-0 =15
por lo tanto:
E [utilidad] = 1.5I - I = 0.5I
¢) Por definicidn:

[+
o = X
¥x

y de la expresidn (21):

02 - igl—:—gli = 2;3 - 213
X 12 12 4

entonces:

og =2 = 0.8661

con lo cual:

0.8661 _ | 73,

eV = 5.5t
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II1.2.2 DISTRIBUCIONES NORMAL Y NORMAL ESTANDAR

La distribuci6n normal o de Gauss es uno de los modelos probabi-
11sticos de mis utilidad debido entre otras razones, a que en la
realidad muchas variables aleatorias pueden representarse adecua-
damente mediante esta distribucién, incluso otras distribuciones
que se estudiarin en este capftulo toman como base a la distribu-
cién normal y ademis, bajo ciertas condiciones, la distribucién
normal se aproxima a otras distribuciones tefricas, como se verd
en el capftulo V.

En forma general se dice que si la funcidn densidad de probabili
dad de una variable aleatoria X estd dada por:

- u)2
1'2'2_05L

e para toda x oo (22)

fx(X) -

o vV2n

entonces X tiene distribucifn normal, con parimetros u y o.

En la figura III.6 se muestra la forma de la F.D.P. para diferentes
valores de o. Por su forma esta curva se 1lama campana de Gauss.

Se puede observar que la grifica de 1a funcibn es simétrica con
respecto a 1a media; su punto miximo estd en X = u y es asintéti-
ca con el eje X (en ambos lados).

Figura III.6

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION NORMAL

anfonme a la definicién, la funcién generatriz de esta distribu
cibn es:

Mg(s) = E [e8%] = J. esx Jii‘ o (x = W2/20% 4

[ m

) v’lin s_n esx - (7 W o



al desarrollar el exponente:
sx- (x-u)2/202 = - ﬁlﬂ- [x2 - 2ux + u? - 202 sx]

2 g2
--%f[(x-u-aze)zj+su+°28

por lo cual:
2 g2 - 2412
gc s 1 _x- - 0“8
My (s) = ¢S+ 72 j e 202 dx
X _.0721r

Témese en cuenta que la funcifn que se estd integrando es igual a
la expresign (22) retrasada o2s unidades.

Su integral definida en el intervalo (- =, =) es igual a uno; lue

go entonces:

[on + <27
Mx(s) = e

A partir de esta funcidn, 1a media y la variancia de la distribu-
cién normal son respectivamente:

d Mx(s)
UX = —gg =
s=0
2 _ 42 My(s) 2. 2
""" as TwEe
3.0

Es decir, que 1a media y la variancia de la distribuci6n normal
son respectivamente los pardmetros u y o2.

Para calcular la probabilidad de[?ue la variable aleatoria x to-
X

me un valon dentro del intervalo [x;, xil se debe evaluar la in-
tegral definida:

2 o (x = W2/2 02 4

1
P X < =
G 2 X2 %) oms

x)

la cual presenta algunos problemas para obtenerla analfticamente.

Haciendo el cambio de variable (estandarizando la variable)

e ¢
Z= o oo (23)
Se puede ostrar que Z también tiene distribucién normal con
pardmetros |uz = 0 y oz = 1. Con el cambio de variable, la
F.D.P. de la expresidn (22) se transforma en:
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2
z
fz(z) = 7%? e 7 para cualquier valor Z oo (24)
con lo cual:
X9 =
Y% g
P(xl-:X:XzPs * r
x] -y i
%
= P(z) <2 < z7)
donde:
X] - X2 —
X %

A la distribuci6n de probabilidad de la variable z, cuya F.D.P.
estd dada por la expresién (24), se le denomina normal esténdar y
su funcidn de distribucidn acumulada es:

zg _z2
2
S e dz oo (25)

Fz(:o) = J—;—;

la cual se encuentra tabulada para diferentes valores de Zy en la
tabla A que se presenta en el apéndice de estos apuntes.

Para calcular la probabilidad de que z tome un valor en cierto
intervalo, se puede aprovechar la simetria de la funcidn y el he-
cho de que el drea bajo 1a curva que se encuentra a uno y otro la
do del eje de simetria es 0.5.

Ejemplo III.8

Se ha observado que el tiempo necesario para que un viajero
se traslade de una ciudad a otra tiene una distribucidn nor-
mal, con media p = 13.5 hrs., y desviacidn estdndar o = 1 hr.
Calcular la probabilidad de que el recorrido tarde:

a) Cuando mucho 14 hrs.

b) Entre 12 y 16 hrs.

c) Menos de 12.5 o més de 15 hrs.



Solucilon
a) Normalizando el valor x = 14 horas con la expresidn (23):

MR UES L Iy

con lo cual:
P(x < 14) = P(z < 0.5)

o bien:
Fx(14) = Fz(0.5)

Ed la siguiente figura se muestra la relacidn entre las
dos variables:

Fy (14)= Fz(0.5)

Y

13.5 14
(0) (05)

-
N X
-

Figura III.7

scando en la tabla A que se presenta en el apéndice de

stos aguntes:
F7(0.5) = 0.6915

b) tandarizando los valores:
-zt

16 - 13.5
e

n la siguiente figura se muestra la probabilidad deseada.

P[12<xsi6] = P[-1.5<z<2.5]

n

, (-1.8)

12 135 16 X
-1.5)  (0) (2.5) 2

Figura III. 8




P [51.5 < Z < 2.5] = Fz(2.5) - Fz(-1.5)
buscando en la tabla A de la distribucion normal estandar:
P [F1.5 <2z < 2.5] = 0.9938 - 0.0668 = 0.927

Debe notarse que por la simetria de la funcidn:
Fy(-1.5) = 1 - Fz(1.5)

¢) Para este inciso:
- 12.5 - 13.5 _

21 —'—l-——' - 1
N & -113.5 - 1.5
P(x <12.5) P(x >15)
125 1356 15 X
-1y (0) (1.5 (2)

Figura III.9

De la figura III.9:

P(z > 1.5) = 1 - P(z < 1.5)

con lo cual:

P(z < -1) + P(z > 1.5) = Fz(-1) + [1 - Fz(1.5)]
buscando nuevamente en la misma tabla:
Pz<-[[+P [z>1.5] =0.1587 + [1 - 0.9332]

= 0.2255



III.2.3 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Sea T una

cwve entre

40 Poisson,
distribuci

variable aleatoria que representa el tiempo que thans-
La ocumnencia de dos €xitos consecutivos de un proce-
con una tasa promedio de éxitos A; entonces T tiene

exponencial con pardmetro A.

Puesto que T es una variable continua y la funcidn densidad de
probabilidad no relaciona directamente probabilidades a los valo-

res de la
de distrib

o bien:

donde P(T

no ocurra n
equivale al
Poisson, co

Fp(to

que define

A partir

riable independiente, se obtendrd primero 1a funcién
cién acumulada, que de acuerdo con la definicibn es:

FT(to) = P(T < tg)

Fp(te) = 1 - P(T > tq)

> tg) se obtiene al considerar la probabilidad de que
ingln éxito en un intervalo de tiempo mayor a tq, que
v?lor P¥(0) calculado mediante la distribucidn de

n lo cual:

la F.D.A. de la distribucidn exponencial.

esta funcidn y conforme a 1o visto en el capitulo an

terior, la [funcién densidad de probabilidad de la distribuci6n ex

ponencial es:

con lo cual

d FT(t)

fr(t) = —5

para
r(t) =

MOMENTOS DE
La funcién

LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

generatriz de momentos es de acuerdo con su definicibn:

Mr(s) = S est fo(t) dt

..o (26)

e (27)
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Al sustituir la expresidn (27):

Mp(s) = ) S e~At o8t g¢
0

= )\ S Q"t(l‘s) dt
0

tO-s)]
- [g555)

0

evaluando para los 1fmites de la expresifn:
¥p(s) = 12
como se ha venido haciendo, a partir de Mp(s) pueden calcularse la

media y la variancia de esta distribucién.

Para la media se tiene:

d Mp(s)

b= :: ‘gm0 .-)‘Lz‘% «oo (28)
y para la variancia:

€00 - S| -

8=

donde:

d*p (s) o 2)\(A-5) 0n2_ 2

2 | o [P L e U

con 1o cual:

2
i B VRV AV eee (29)
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Ejemplo| III.9

A un centro comercial llegan en promedio tres personas por
minuto.

1. Calcular la probabilidad de que el tiempo entre dos 1le-
gadas consecutivas sea:

a) Menor de medio minuto.
b) Mayor de 2 minutos.
c¢) Exactamente de un minuto.

2. Obtener el tiempo promedio entre llegadas y su desviacién
estéandar.

Solucidn

a) Como A = 3 clientes por minuto; tg = 0.5 min y de la ex-
presidn (26):

Fp(0.5) = 1 - e3(045) = 0,7769
b) B(1>2)=1-Fp(2) =1-1+¢3 (2) = 0.0024
c) Debido a que T es una variable continua:
P(T=1)=0
2. De (28) y (29):

Wp = % = 0.333 minutos

2 1
op = (—375 = 0,111
con lo cual:

op = v0.111 = 0.333 minutos

Como se hd presentado la distribucién exponencial, la variable
aleatoria T representa el tiempo que transcurre hasta la primera
ocurrencia|de un evento o bien el tiempo que transcurre entre dos
eventos consecutivos.

Por ese motivo se utiliza frecueniemente para representar el tiem-
po entre 1a 1legada de clientes o el tiempo entre la ocurrencia de
fallas en un sistema productivo. Sin embargo, también puede repre-
sentar a otras variables continuas, como la distancia entre dos ve-
hiculos que circulan en una avenida.

IIT.2.4 DISTRIBUCION GAMMA O ERLANG-K

Si en un proceso Poisson, la variable aleatoria T representa el
tiempo que|transcurre hasta que ocurren k éxitos, con una tasa pro
medio de ékitos A, entonces T tiene distribucion gamma o Erlang-k
con parametros A y k.
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La F.D.P. de la distribuci6n gamma se obtiene al considerar a T
como la suma de K variables aleatorias independientes T,, T;,.., Tg
con distribucion exponencial, esto es:

T=T) +Tp+..t Ty

Mediante un procedimiento que involucra la aplicacion repetida de
1a integral de convolucidn se obtiene:

k k=1 ,-At
MA_‘(:I:L-—T;,‘-‘__ para t >0
fp(t) = ... (30)
0 t <0

En forma mis general, la F.D.P. de la distribucion gamma se pre-
senta como:

ARkl gmAt
" (k)
fT(t) = e (31)

para t >0

dondeI" (k) es la funcién gamma definida como:

I'(k) -S e y(k = 1) gy
0

La constante k no se restringe a tomar valores enteros aunque sf
debe ser positiva y la variable T no representa necesariamente el
intervalo de tiempo .para que se presente el K-ésimo evento.

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION GAMMA

La media y 1a variancia se obtienen como el primer momento con res
pecto al origen y el segundo con respecto a 1a media, con lo cual:

ur'% cee (32)
2
(,T._xls‘, eee (33)

Ejemplo III.10

En una regidn del pais se han registrado 90 sismos de una in
tensidad considerable en los {iltimos 50 afios. Suponiendo que
las condiciones geoldgicas no han cambiado en forma significa
tiva y que la ocurrencia de un sismo es independiente de lo
que ha sucedido en el pasado, cuil es:

a) La grdfica de la F.D.P. de la variable que representa al
tiempo necesario para que ocurran tres sismos.



b) La probabilidad de que se tenga que esperar cuando mucho

Solu

tres afos para registrar tres sismos.

¢idn

a) La tasa promedio de sismos se puede estimar como:

90 . ~
A= 50 - 1.8 sismos/afio

de la expresidn (30):

3 ¢371 ,-1.8t
fr(t) = (1'8)(;_ yr = 2,916 t2 ¢1.8t

al variar t se obtiene la tabla y la figura siguiente:

t fT(t)

0 0
0.5 | 0.2964] £ (1)4

1 0.4820

0.50 1
1.5 | 0.4409

0.401
2 0.3187

0.30T1

2.5 | 0.2024
3 0.1185 0.201

3.5 | 0.0656 0.10 +

4 0.0348 ) . ) ) . )

b)

+ —t

(o} |

-
ot

Figura III.10

Integrando la F.D.P. en el intervalo [@, 3]

L]

3
r(3) = S 2.916 t2 ¢~ 1.8t g
0

Mediante la férmula de integracidén numérica de Simpson:

)

p(3) = {83 E) + 0.0348 + 2(0.4820 + 0.3187 + 0.1185) +

+ 4(0.2964 + 0.4409 + 0.2024 + 0.0656%]

£ + + ordenadas con + ordenadas con
h [:(to) flt) + 22 indice par 4t indice impar

]

-y
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=23 5 E) 0348 + 2(0.9192) + 4(l. 0053)]

= 0.9824

La funcion de distribucion acumulada de la distribucion gamma, se
encuentra_ tabulada para a]gunos valores de k, en la tabla correspon
diente a la distribucion ji - cuadrada (x2), que como se verd a con
tinuacion es un caso particular de la distribucién gamma.

III.2.5 DISTRIBUCION JI-CUADRADA O CHI-CUADRADA

Cuando una variable aleatoria x2 estd formada por la suma de L0s
cuadrados de v variables aleatorias independientes con distribu-
eién nonmal, entonces se dice que esta variable x2 tiene distribu-
cidn ji-cuadrada con v grados de libertad.

Su funci6n densidad de probabilidad estd definida por:

1/2 (x/Z)v/Z -1 a'X/Z

V2 iy
£ 260 = . (38

para x > 0

0 para x <0

Comparando esta funcién con la expresion (31) se puede observar
que la distribucién ji-cuadrada es un caso particular de la dis-
tribucién gamma, en la cual:

v
A= R k 2

Los momentos de la distribucién ji-cuadrada se pueden obtener de
las expresiones (32) y (33), haciendo los cambios mencionados, con
lo cual:

B2 =V cee (35)
UXZ = 2V (36)
La funcion de distribucién acumulada de esta distribucion se en-

cuentra tabulada para diferentes valores de v en la tabla B del
apéndice de estos apuntes.

La mayorfa de las aplicaciones que tiene la distribucion x? se en-
cuentran en la estadistica y para facilitar su manejo en esa 3drea,
la tabla B del apéndice presenta los valores de la funcidn de dis-
tribucion acumulada Flo(x).



De esta manera, si se desea encontrar el valor x2 = x tal que
Fy2(x) =0.05 con v = 10 grados de libertad, se debe buscar en la
tabla conrespondiente la interseccidn entre la columna de valores
encabezada por 0.05 y el rengldn que muestra en el margen izquier-
do el valor 10, donde se encuentra el valor x2 = 3.94.

La forma de la distribucidon para algunos valores de v se muestra
en la siguiente figura en donde se observa que conforme aumenta v,
a distribucidn se aproxima a la forma de la distribucion normal.

3 -
fa( X ) v=8

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X
Figura III.11

II1.2.6 |DISTRIBUCION t DE STUDENT

Fue creada por W.S. Gosset bajo el seuddnimo de Student (estudian
te) y posteriormente se desarrolld de manera mds rigurosa por R.A.
Fisher.

Las apliicaciones mds importantes de esta distribuci6n también se
encuentran en la inferencia estadistica.

Una varjable aleatoria T, tiene distribucidn t de student (o sim
plemente|t), si estd formada por el cociente:

T = 2 .o (37)

donde z es una variable aleatoria con distribucion normal estan-
dar; v es otra variable aleatoria con distribucidon ji-cuadrada y
v son los grados de libertad de la variable aleatoria V.

La funcfion densidad de probabilidad de la distribucién t de stu-
dent, estd definida por:

T T(v/2) Vv v para -~ ®<t<e ... (38)

( v + 1)
1-—§ ' :[ 2
£ (t) = I_—_l)/Z (1 + —-—tz)

En la figura I11.12 se muestra la forma de esta distribucién pa-
ra diferentes valores de v.

En ella|se observa que conforme aumenta el pardmetro v la distri-
bucidn tiende a la forma de la normal estdndar.




76

La media y la variancia de esta distribuci6n para v > 2 son:

wp = 0 ... (39)
of = =2 cee (40)

Como en la distribucién ji-cuadrada, la funcion de distribucion
acumulada se encuentra tabulada en la tabla C del apéndice para ha-

11ar los valores de T a partir de los grados de libertad y del va-
lor Fr(t).

La manera de buscarlos es igual que en el caso de la distribucidn
ji-cuadrada, con la Unica diferencia de que en esta tabla sdlo se

encuentran los valores de t para Fr(t) entre 0.5 y 1, debido a la
simetria de la curva.

Ejemplo III.1l

Si se desea obtener el valor de t, tal que Fp(t) = 0.975 con
v = 15 grados de libertad, se encontrard que t = 2.13,

4
fT(f)

Figura III.12

Las aplicaciones de la distribuci6n normal esténdar, ji-cuadrada
y t de student se presentardn en el capitulo VII que corresponde
a inferencia estadistica. También en el capftulo V se profundiza
rd sobre algunos aspectos tedricos de las variables aleatorias
aue se forman a partir de una combinacién lineal de otras.



CAPITULO |1V VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS

INTRODUCCION

En los capftulos anteriores se han estudiado las variables alea
torias de| manera independiente; sin embargo en un sistema ffsico,
econdmico| o social, de naturaleza aleatoria, existen generalmente
interrelaciones entre sus elementos.

Debido al estas interrelaciones, en los modelos probabilfsticos
deben tomarse en cuenta todas las variables relevantes en forma
conjunta.| Por ejemplo, si se estudia un sistema de control de
inventarios para materias primas en determinada compafifa, se de-
ben considerar simultdneamente las variables que representan la
demanda de los productos, su precio, el tiempo que tardan los pro
veedores en surtir un pedido y otras variables que permitan esta-
blecer la|cantidad de productos que deben mantenerse en el alma-
cén o el tamafio de los pedidos.

Este capitulo tiene por objeto generalizar los conceptos vistos
en el capftulo II para el caso de dos o mds variables aleatorias.

IV.1 FUNCIONES DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Cuando a|cada punto del espacio muestral se le asocian dos o mds
variables |aleatorias, entonces dichas variables aléatorias se de-
nominan canjuntas. Estas variables pueden ser discretas, conti-
nuas o mixtas, 1o cual determina el tipo de funcidn que represen-
ta su comportamiento.

Se estudiard primero el caso de dos variables aleatorias y poste
riormente se establecerd el caso general de n variables.

FUNCIONES [MASA DE PROBABILIDAD CONJUNTA Y MARGINAL

Sean X y |Y dos variables aleatorias discretas, entonces la funcién
masa de probabilidad conjunta de X y Y estd definida como:

Pyy(x, ¥) =P [(X= 0N (Y= y}] ; ¥x, y—l e (D)

esto significa que la F.M.P. conjunta relaciona el punto (x, y) del
espacic myestral con su probabilidad de ocurrencia.

77
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Ejemplo IV.1

En la planeacidn de un proyecto se han encontrado dos acti-
vidades consecutivas, consideradas como las mds importantes
por la influencia que ejercen sobre el tiempo total del pro-
yecto, para fines prédcticos, dichos tiempos se pueden consi-

derar en forma discreta, con una funcidn masa de probabilidad
conjunta dada por:

para x = 3,4,5

(8 -x)(8 -y) [semanas]
144 para y = 3,4,5
Pyy(x, y) =
0 para cualquier otro caso

a) Representar la F.M.P. conjunta en forma tabuler y grifica.

b) iCuil es la probabilidad de que se terminen las dos acti
vidades en ocho semanas?

Solucidn

a) Tabulando y graficando Pyxy(x, y) se tiene:

P(x,y)
x
y 3 4 5 3 4 1B
x NN ‘\N\
3 {0.1736 [0.1389 {0.1042 ‘Q
0.1389 | 0.1111 | 0.0833 \(\L
0.1042 | 0.0833 | 0.0625 5

Figura IV.1

b) Para que las actividades se terminen en ocho semanas se
pueden presentar los siguientes eventos:

(x=3,y=5), (x=4,y=64)3 (x=5,y=23)
por lo cual:
P(x +y = 8) = Pxy(3, 5) + Pyy(4, 4) + Pxy(5, 3)

= 0.1042 + 0.1111 + 0.1042 = 0.3195

PROPIEDADES DE LA FUNCION MASA DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Para que una funcidn discreta sea una F.M.P. conjunta es necesario
que cumpla con las siguientes propiedades:

1) Pyy(x, y) >0 (2)



2) I I Pyylxg, yi) =1 eee (3
¥xi Vi

A las funciones masa de probabilidad de cada una de las varia-
bles aledtorias que se estudian en forma conjunta se les 1lama
funcibn masa de probabilidad marginal.

Para obtener estas funciones a partir de la F.M.P. conjunta se tie-
ne que:

Pg(x) =PX =x) =P Bx, y1UE, y2)U&, y3) U... U &, yn)]
= Pxy(x, y1) + Pxy(x, y2) + Pxy(x, y3)+...+Pxy(x, yn)

= I Pygy(x,y) vee (&)
¥y

E1 conjunto de estas Px(x), para todos los valores de x, forma la
F.M.P. marginal de X.

En forma similar, para Y

Py(y) = P(Y =y) = I Pyy(x,y)

eee (5)
¥ x
Ejemplo IV.2
Obtener las funciones masa de probabilidad marginal de Xy
de Y |para el ejemplo IV.Il.
Solycidn
De la expresidn (4):
Py(x) = g 8-x(8-y) _ B8-x g 8-y
X 144 144 y
y= 3 y=3
_8-x _ _ _ 'T- (8 - x)12 8 -x
144 [}8 A e A T Y

Para la variable Y, de la expresidn (5):

. (8- x)(8-y)
Py@do= E 144

w

cigufende un razenamientce similar al de X:
e -
() = Sl 4

12

79



80

La F.M.P. marginal tambi&n se puede obtener en forma tabular
a partir del cuadro de la figura IV.2, sumando las probabili-
dades por renglones y por columnas, esto es:

» S 3 4 5 Py(y)
3 0.1736 0.1389 0.1042 0.4167
4 0.1389 0.1111 0.0833 0.3333
5 0.1042 0.0833 0.0625 0.2500
Px(x) 0.4167 0.3333 0.2500 1
Figura IV.2

FUNCIONES DENSIDAD DE PROBABILIDAD CONJUNTA Y MARGINAL

Sean X y Y dos variables aleatorias continuas. Entonces la fun-
cién densidad de probabilidad conjunta de X y Y, denotada por
fxy(x, y), es aquella que relaciona cada punto del plano X - Y
con su correspondiente densidad de probabilidad.

Debe notarse que esta funcidn no proporciona una probabilidad di
rectamente, pues la probabilidad P(X = x, Y = y) es practicamente
cero cuando las variables son continuas.

De manera similar al caso de una variable, en el cual la probabi
lidad de que X tome un valor en el intervalo [a, b] se obtiene co
mo:

b
P(a < X <b) -S fx(x) dx
a

para dos variables conjuntas X y Y, la probabilidad de que sus va
lores estén comprendidos en la region R={(x, y)/a < X < b;
c <Y <d} se obtiene de la siguiente forma:

b,.d
P(a:xib’ciY:d).SS f“(x,y)dydx
aJsc

.. (6)

Graficamente corresponde al volumen bajo la superficie descrita por
la funcidén densidad de probabilidad conjunta en la regién R, como se

muestra en la siguiente figura.



Figura TV.3

PROPIEDADES| DE LA FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Como en el| caso de la funcion masa de probabilidad conjunia, la
funcidn denfidad de probabilidad conjunta también tiene que estar

definida de

es decir:

acuerdo con los axiomas basicos de la probabilidad,
fyy(x, y) >0 ¥ Xyy¥Y oo (7)

S s fyy(x, y) dy dx = 1 .. (8)

Ejemplo IV.3

Un dis
edad y
delar c
junta:

fxy(x’

efiador de muebles infantiles ha descubierto que la
estatura de los nifics menores de dos afios, se puede mo
on la siguiente funcién densidad de probabilidad com-

Xy - 2y - x + 2 para: 0 < x < 2 donde x: edad
y) = 0<y=<1 y: estatura

0 para cualquier otro caso

a) Verificar que cumple con las expresiones (7) y (8).

b) iCui
azat
los

31 es la probabilidad de que un nifio seleccionado al

r, sea menor de 1 afio y tenga una estatura inferior a
80 centimetros?

g1
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Solucidn
a) En la figura IV.4 se puede observar que se cumple la

piedad (7) y, por otra parte, como la integral de la
cidén fuera de la regidn definida es cero:

© o . 2,1
j j fxy<x,y)dydx-ss (xy - 2y - x + 2) dy

resolviendo la doble integral:

2 2 2v2 1 2
S Eyz—-—yz—-xy+2)] dx=S <-§-1-x+2>dx
0 0 0 _
2 2 2
X X 4 4
‘[z.' z*{lo’a’z"z‘l

lo cual verifica la segunda propiedad.

b) De la expresidn (6):

pPro
fun

dx

1 +C.8
P(O<x<1;0<y <0.8) = S S (xy - 2y - x + 2) dy dx
[J

1

S (0.32x - 0.64 - 0.8x + 1.
n

1

S (0.96 - C.48x) dx

:—‘l
EJ.%x - M—"—j =672
2 0

Graficamente se puede cbservar en la siguiente figura:

6) dx



Para e

Figura IV.4

l caso de variables aleatorias continuas, las funciones

densidad de probabilidad marginales se pueden obtener a partir

de la F
es:

\D.P. conjunta, en forma andloga al caso discreto, esto
-]
fx (x) =S fxy(x, y) dy e (9)
- 00
o
fy(@y) -s fxy(x, y) dx ... (10)
- GO

Ejemplo IV.4

Obtener las funciones densidad de probabilidad mareinal para
las variables aleatorias X y Y del ejemplo IV.3.

Solucifn

Para X, de la expresidn (9):

fx(x) =

entonce

1

S (xy - 2y - x + 2)dy = S (xy - 2y - x + 2)dy
- 0

% para 0 <x <2

0 para cualquier otro caso
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para Y, de la expresion (10):

fy(y) -S

- 00

2
(xy-2y-x+2)dy-§ (xy - 2y - x + 2)dx =
0

Xy .
= 153 -2xy-—2-+2xo =2y -4y =2+ 4 =2-2

entonces:

2(1 -y) para 0<yc<1
fy(y) =

0 para cualquier otro caso

IV.2 FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA CONJUNTA
También puede hacerse la generalizacidn del caso de una variable pa
ra definir la funcién de distribucion acumulada conjunta a partir del
evento:

Fyy(x0, y0) = P(X < xq, Y < yo)

con 1o cual se tiene para el caso discreto que:

Fyxy(xp, yo) = I I Pyy(xg, yo)
¥x<x0 y <Yo
e (11)
y en el caso continuo:
X0 Yo
Fxy(xg, yo) = j s‘ fxy(x, y)dy dx e (12)
- 00 - 00 i

Ejemplo IV.5
Obtener la funcidn de distribucidn acumulada del ejemplo IV.2.
Solucién

Como es una funcidn discreta, de la expresién (11):

Xq yo
FXY(XO! YO) = I z PXY(X’ Y)
x=3 y=3

dando valores a xg Yy yo se obtienen los valores mostrados en
la tabla de la figura IV.5; por ejemplo si xg = 4 y yg = &

u 4

Fyy(4, 4) = ¢ T Pyy(x, y)
x=3 y=3



"
= z EXY(X, 3) + PXY(X, 10)]
x=3

= 0.1736+0.1389+0.1389 +0.1111 =0.5625

En la figura IV.5 se puede observar una representacifn gra-
fica de [la funcién de distribucidn acumulada conjunta.

x
y 3 4 5
3 0.1736 0.3125 0.4167
4 0.3125 0.5625 0.7500
5 0.4167 0.7500 1.000
X
Figura IV.5
PROPIEDADES| DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA CONJUNTA

Entre las principales propiedades de esta funcidn se encuentran
las siguientes*:

1. Es monbtona no decreciente en X y en Y. ... (13)
2. lim Fxy(x, y) = lim Fyy(x, y) = 0 .o (18)
X9 - o y-’w

* La demost
de Ivan Obre
México, 1977

racidn de estas propiedades se encuentra en el libro
gon Sanin, Teoria de La probabilidad, Editorial Limusa,
, paginas 157 y 158.
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3. lim Fyy(x, y) = 1 e (15)

X &> ®
y >

En la figura IV.5 se observan las propiedades anteriores puesto
que la funcidn vale cero cuando cualquiera de las dos variables
sea menor que tres; vale uno cuando las dos variables son mayo-
rgsb?ue cinco y no decrece cuando aumentan los valores de las va
riables:

Fyy(x, y) = 0 ¥ x,y<3
Fxy(x, y) = 1 ¥ x,y>5

Fxy(x1, ¥1) < Fyy(x2, y2) # x1 <x
y1 2752

FUNCIONES DE DISTRIBUCION ACUMULADA MARGINALES

Para obtener las F.D.A. marginales de dos variables aleatorias con
juntas X y Y, continuas o discretas, a partir de la F.D.A. conjunta,
se utilizan las siguientes propiedades:

lim Fyy(x, y) = Fy(y) ... (16)
X > ®
lim Fyy(x, y) = Fx(x) oo (17)
y +®

En la figura IV.5 se observa que Fyy(x, 5) = FX(x)y Fyy(5,¥) = Fy(y)
Grificamente Fy(x) corresponde a la curva seccionalmente continua
que se define por la interseccidn del planoy = 5 y la funcidn
Fxy(x, y). En forma andloga Fy(y), corresponde a la curva seccio-
nalmente continua definida por la intersecci6n del plano x = 5y
la funcién Fyy(x, y).
Ejemplo IV.6

A partir de la siguiente funcién densidad de probabilidad
conjunta: .

0.1 para

fXY(x’ Y) =
0 para cualquier otro caso

obtener:
a) La F.D.A. conjunta.

b) La probabilidad de que las variables X y Y, tomen un valor
comprendido en la regidn.

A={(x,y)/x<3; y<1.5}

c) Las F.D.A. marginales de X y de Y.



Solucin

a) De

resg

b) Por

c) De

Fx

con

la expresidn (12):

Fxy(xo, yo)

FXY(XOr YO)

(x) = 1lim (0.1 xy)

y > =

x0 o X0 ~¥0
=j 0.1 dy dx-g S 0.1 dy dx
—w - 0 0

olviendo la integral:

= 0.1 X0 Yo

la definicidén de la F.D.A. conjunta:

las propiedades (16) y (17):

Fy(y) = lim (0.1 xy)

X =+ ©

dog o valores de x mayores que cinco:

Fx

La figura
junta y en
tas).

V.3 DIST

La probab
ha ocurrid

(x) = (0.1)(2) x = 6.2x

Fry (0¥

Py (x)

P(4/B) =

Figura IV.6

RIBUCIONES CONDICIONALES

P(s N B)
P(B)

P(X<3, Y<1.5) = Fgy(3, 1.5) =0.1(3)(1.5) = 0.45

ho ny(x, y) no cambia para valores de y mayores que
Fy(y) = (0.1)(5) y = 0.5v

IV.6 muestra la funcidn de distribucién acumulada con-
ella se sefialan las funciones marginales (en las aris-

fi1ida¢ condicicnal de que ccurra ur evento A, dado gue
b otro evento B, fue definide en el capitulo I

como:
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Al considerar dos variables aleatorias discretas X, Y y dos even
tos A, B tales que A= {X=x} y B={Y =y}, se define la
funcifn masa de probabilidad condicional de X dado Y como:

Pxy (X=0)N(Y=y)] Pxy(x,y)
Prry(x ) = PR=x/Y=y) = —5 7Ty " FH®

... (18)

también se define la funcién masa de probabilidad condicional de
Y dado X como:

Pxy(x, y)
Pylx(Ya x) - P(Y bl y/X = x) = —W;)_' oo (19)

de manera semejante, para las variables continuas se tienen las
siguientes funciones densidad de probabilidad condicional:

fxy(x, Y)
fx/y(x, y) = HG .0 (20)

fy/x(Y: x) = fx(x)

Ejemplo IV.7

La funcidn masa de probabilidad conjunta de dos variables
aleatorias X, Y, estd dada por:

-2%;—1 para x=20,1, 2
y=0,1,2,3

PxY(x) Y) =
para cualquier otro caso
a) Obtener la funcidn PY/x(y, 2)
b) Calcular el valor de Px/Y(l, 3)
Solucidn
a) Para poder calcular la funcidén masa de probabilidad con-
dicional, es necesario conocer la funcidén Px(x), por lo

cual de la expresidon (4):

3

3 3

= 2x+y _ 2 L ,

Px(x) z %2 72 L Xtz Iy
= y=0 y=0

_ L A 8x+6
=51 Bl + 5 [6]= =5
con este resultado, de la expresidn (19):°

_2x +y)/42 _2x +y
Py/xG X) = (3T 6) /42 = x ¥ 6




b)

b)

VARIABLE|

En el ¢
ra se ex

En gene
tes, cua
0 se enc
pendient
que las
son igua
aleatori

retomand

al susti
vamente,

lo que s
XyyYy s
ta es ig

en el caso particular en el cual x = 2:

2(2) + 4 +
XGOS D Ey e

Para obtener Py(y) de la expresidén (5):

2 2

2
= &ty _ 2 1
Py(G) = I T 2z L Xty Ty
x=0 x=0 x=0
~6+3y _2+y
42 1%

de la expresidn (18) se obtiene la forma general de la
funcidn como:

2x +y
42 _ 2x+y _2x+y
2 +y 3(2+y) 6+3y
14

PX/Y(X’ Y) =

para el caso particular en el cual (x =1, y = 3)

2() +3 _
Priy(ls 3) = £3y = 0-333

S ALEATORIAS INDEPENDIENTES

apitulo I se definié la independencia entre eventos. Aho-
tenderd el concepto al caso de variables aleatorias.

ral se dice que dos variables aleatorias son independien-
ndo 1a probabilidad de que una de ellas tome cierto valor
uentre en un intervalo dado (en el caso continuo) es inde
e del valor que tome la otra variable aleatoria; es decir,
funciones masa o densidad de probabilidad condicionales

les a las marginales, de esta manera, para las variables
as discretas se tiene que:
Py y(x, ¥) = Py(x) N ¢ 7))
Py x(y, x) = Py(y) <.. (23)
o las expresiones (18) y (19):
Pyy (%, ¥) = Py y(x/y) Pyly) ool (24)
Pyy (X, ¥) = Py x(y/x) Py(x) v (25)

tuir las expresiones (22) y (23) en (24) y (25) respecti-

se tiene:
[Pxyx, ¥) = Py Py(w) ] ... (26)
[Pry (%, ¥) = Pyly) Pylx) | ..o

ignitica que cuando las variables aleatorias discretas
on independientes, la funcion masa de probabilidad conjun
ual al producto de las funciones marginales de x y de .
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Para el caso de variables continuas, se tiene también que cuando,
X y Y son variables aleatorias independientes:

fyy(x, ¥) = £x(x) , fyx(y, x) = £y0G) e, (28)

fxy(x, y) = fx(x) fy(y) . (29)

Ejemplo IV.8

Comprobar si las variables aleatorias de los ejemplos IV.6 y
IV.7 son independientes.

Solucidn

Para el problema IV.6 se puede utilizar la expresién (29)
en la cual se necesita primero calcular fx(x) y fy(y).

Como:

0.1 para 0 <x <5
0<y=<2
fxy(x, y) =
0 para cualquier otro caso
y de las expresiones (9) y (10):
2 2
fx(x) =S 0.1 dy = [0.1y] = 0.2
0 0
= 0.5

S 5
£y (y) =S 0.1 dx = @.1{[0
0

entonces de la expresidn (29):

£x(x) fy(y) = (0.2)(0.5)

0.1

fxy (x, y)

por lo tanto se puede concluir que las variables si son inde-
pendientes.

Para el ejemplo IV.7 se puede observar que:

Pysy(y, x) # Py(y) vy Pyxyy(x, y) # Px(x)

es decir que:

2x+z"2+z 2x+x*8x+6
8x + 6 14 Y T +3y 42

por lo tanto las variables aleatorias no son independientes.



IV.4 ESPERANZA DE FUNCIONES CONJUNTAS

Frecuentemente se presentan variables aleatorias que estdn en fun
cién de otras dos o mds variables. Por ejemplo, en el disefio de
una subestacién eléctrica para una planta industrial, la capacidad
puede determinarse por la suma de las demandas de cada uno de sus
departamentos; dichas demandas pueden considerarse como variables
aleatorias|y la determinacion de su comportamiento es seguramente
mds sencilla que para la demanda total. En este caso la capacidad
total c puede expresarse como la suma de las n demandas Dj, donde
i=1, 2, ..., n, es decir:

C=Dy+ Dy +...+ D

Por ahora se tratard el caso de dos variables aleatorias y se de-
finird la esperanza de ciertos tipos de funcidn que se utilizan pa
ra obtener| los momentos con respecto al origen y los momentos con
respecto a las medias de las distribuciones de probabilidad conjun
ta. También se obtendrd la media y la variancia de una combina-
cién 1ineal de variables aleatorias.

La definicidn del operador esperanza, vista en el capftulo II, pue
de ampliarse para el caso de una funcién de dos variables aleato-
rias H(X, Y) como:

E [H, Y):[ = I I H(x, y)Pgy(x, y) caso discreto ... (30)
¥x_ ¥y

] o
E E{(X, Y)] =I s H(x, y) fxy(x, y) dy dx caso continuo}... (31)
-0 )

MOMENTOS DE UNA FUNCION CONJUNTA

A partir del concepto de esperanza se pueden definir los momentos
con respecto al origen, al hacer H(X, Y) = XK YT donde k y r indi-
can el grado del momento.

Para este| curso tienen especial importancia los siguientes casos:
cuando (k =1 , r=0), (k=0 ,r=1), (k=1,r=1)y

(k =2, r=2). El dltimo de estos casos se usard mds adelante y
los primerps tres, se pueden interpretar como sigue:

Exy]=E[X] =ug
Ex ] =E[Y] =wy
E XY = uyy

este G1timo momento se puede interpretar como el valor promedio
del producto de las variables aleatorias X y Y.

Teorema IV,1

Si dos variables aleatorias X, Y son independientes, la esperanza
conjunta

ERXY =€t [X] E [Y] cee (32)
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Demostracidn:

Considerando variables continuas, de la expresién (31):
E[x ] =j J xy fxy(x, y) dy dx

como X y Y son independientes:
fxy(x, y) = fx(x) fy(y)

entonces:

EXy] =f f xy fx(x) fy(y) dy dx

=f x fx(x) dx f y fy(y) dy

finalmente:
&1 =€ ELY]

De manera semejante se puede probar con variables discretas.

Ejemplo IV.9

Una empresa esta elaborando el presupuesto que destinari al
departamento de mantenimiento para el prdximo afio. En los
archivos de la empresa se encontraron registros de gastos men
suales, con el nimero de reparaciones que se hicieron en cada
ocasidn. Del andlisis de los mismos se obtuvo que es posible
modelar el comportamiento de las variables con la siguiente
F.D.P. conjunta.

0.08]0.04 0 0
1.5 0.04]0.12 10.08} 0.04
2 0.0410.08 |0.120.12
2.5 0 | 0.04 |0.08]0.08]0.04

donde:
X = Nimero de reparaciones por mes.

vV = C(Costo unitario de reparacidn en decenas de miles de pe-
sos, (considerado en forma discreta).

Cual es:

a) El nimero esperado de reparaciones por mes.



b) El costo esperado por una reparacidn.
c) El costo mensual esperado por concepto de reparaciones,
Solugidn
a) Para obtener la esperanza E [X] se puede determinar pri
mero la F.M.P. marginal de X y posteriormente calcular la
esperanza tal como se vio en el capitulo II, o bien utili
zar la expresidn (30). Siguiendo este {ltimo procedimien
to:
. 9 2.5 9 2.5
E EXJ = I I xPxy(x,y)= I x I Pyy(x, ¥)
x=5 y=1 x=5 y=1
= 5(0,08 + 0.04 + 0.04) + 6(0.04 + 0.12 + 0.08 + 0.04)
+ 7(0,08 + 0.12 + C.08) + 8[0.04 + 0.12 + 0.08] + 9(0.04)
= 5(0.16) +6(0.28) +7(0.28) +8(0.24) +9(0.04) = 6,72 = 7 reparaciones

b) De manera semejante:

2.5

9 2.5 9
E[Y]= T ¢ yRy&x,y) = I y I Pyy(x, )

x=5 y=1 y=1 x=5

08 + 0.04) +1.5(6.04 4 0.12 + 0.08 + 0.04)
04 + 0.08 + 0.12 + 0.12) +2.5(0.04 + 0.08 + 0.C% + 0.04)

12) + 1.5(0.28) + 2(0.36) + 2.5(0.24) = 1.86

como son decenas de miles de pesos:

E[Y]=$ 18,600.00

¢) Considerando que &l costo mensual es igual al producto XY:

m

9 2,5
[x]= £ & =xyPxy(x, y) =

x=5 y=1 X

N t10

2.5
x I y Pyy(x, y)
5 y=1

5[1(0.08) + 1.5(0.04) + 2(0.04)] +

+

6 [1(0.04) + 1.5(C.12) + 2(0.08) + 2.5(0.04)] +

+

7[1.5(0.08) + 2(0.12) + 2.5(0.08)] +
+ 8[1.5(0.04) + 2(0.12) + 2.5(0.08)] + 9[2.5(0.04)]
= 5(0.22) + 6 + 7(0.56) + 8(0.5) + 9(.1) = 12.8

E [XY] = $ 128,000.00
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Se puede observar que:

E[X] E[Y] = 6.72(1.86) = 12.499 # E [XY]

lo cual implica que las varisbles aleatorias X y Y no son
independientes.

Existen también momentos centrales (con respecto a las medias) que
se obtienen al hacer H(X, Y) = (X - ux)k (Y - uy)¥, donde k y r re-
presentan nuevamente el grado que tiene el momento. En especial
los casos que mds se utilizan son cuando:

(k=2, r=0), (k=0, r=2)y (k=1, r=1)

Con los dos primeros, se obtiene la variancia de cada una de las
variables; es decir?

E[(x - wp? (x- up?] = o; y E[(®- up? (X - wp?] = oy

al tercer caso se le 1lama covariancia de XY y se representa por
ogg 6 cov [XY], de esta manera:

Loxy = EQX - wp (¥ - wy]] | e (33)

Otra forma de calcular la covariancia se obtiene al desarrollar
la expresién anterior en la forma:

E |:(1-ux)(Y-uy)]=E E!Y-Y,,X—Xuy+uxuy:[
que por las propiedades del operador esperanza:
E[x-up(t-uy)] = E (K] - ug E[¥]- E[X] ny+ux uy

ademds como:

E[X] =ux v E[Y] = wy

E[(X—ux)(Y-uy)]-EEIY:[—Zuxuy+uxuy

finalmente:
E[(Xx- )Y - wy)] = E [XY] - wg uy oo (34)

La covariancia tiene la caracteristica de tomar un valor nulo cuan
do las variables aleatorias son independientes. Esto se comprueba
ficilmente al observar la expresion (34), en donde
EX]=E[x]E[Y]=ug uy cuando X y Y son independientes,

lo cual implica que la covariancia es cero.
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También tiene la proptedad de tomar valores negativos cuando la
relacién entre las variables es inversamente proporcional y positi
vos cuando es directamente proporcional.

Las caracterfsticas anteriores hacen de la covariancia un indica-
dor importante de la relacién lineal que existe entre las variables,
aunque tiene la desventaja de que no se pueden comparar covarian -
cias de|diferentes experimentos aleatorios, puesto que su valor de
pende de las diferentes unidades de cada experimento.

Existe otro indicador que es el coegiciente de correlacidn, el
cual es una normalizacién de la covariancia y se define como el co
ciente de la covariancia entre el producto de las desviaciones es-
téndar de las dos variables en estudio, esto es:

oxy
ox Oy

oxy = e (35)

1o cual|lo convierte en un indicador adimensional.
Teorema | IV.2

Para cuyalquier par de variables aleatorias X, Y

-1l <pxy 2!
Demostracidn:
Sea a uyn nimero real cualquiera y la funcién:

H(K, ¥) = [{X - up) - a(¥ - py)]?

donde:

w=E[X] vy w=E[Y]

obteniendo la esperanza de H(X, Y):

E[HE, Y)] = E [(X - w)? - 2a (X - ug) (¥ - #y) + a2 (¥ - uy) 2]

por las |propiedades del operador esperanza:

E &, ¥J] = E [(x-ux)?] - 2a E [(X-ug) (Y- wy)] + a2 E [(Y-wy)2]
= 0)2( - 2a oyy + a2 u§ para toda a

haciendo a = -

2 oxy2 | 0oxy? 2
E@(X, Y):l-ox-z—cé—'i' o UY
: Y
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2 9xy?
= cX - 02
Y

como H(x, y) no puede tomar valores negativos, entonces:

oxy?
ci - xg >0
%
por lo que:
oxy? oxy
22t y ox oy| —
XY
a
como  pyy = - xz implica que:
X Y
Sl sl

Cuando |p| = 1 se dice que existe una correlacién perfecta en-
tre X y Y; es decir, aque se puede expresar una de ellas como una
funcion lineal de la otra.

Cuando p = 0, se puede afirmar que las variables son linealmente
independientes; sin embargo, en la mayoria de los casos tomard un
valor intermedio que solamente nos puede servir de indicader, pues
to que un coeficiente de correlacion de 0.8 no implica que la co-
rrelacion es dos veces mayor que otra de 0.4. Tampoco se puede
asegurar que dos variables que tengan un coeficiente de correla-
cidn muy pequefio, son independientes ya que pueden tener otro tipe
de relacién que no sea lineal, como:

Y=a & Y = aebX

Ejemplo IV.10
En una cuenca donde se piensa construir una presa, se unen

dos rios cuyo caudal de agua se puede modelar con la siguien
te F.D.P. conjunta:

%1 para 0 < x < 2 Enetros (:Ebicos/segundo:[
fxy (X, ¥) = 0<y=x4é

0 para cualquier otro caso
Calcular:
a) El valor esperado de cada uno de los flujos.

b) La covariancia de la distribucidn.

¢) El coeficiente de correlacidn.



Solucidn

a) De |la expresidn (31) para H(x, y) = x

b)

¢)

o |

® o P
X:]-:/ f x fyy(x, y) dy dx -f J’ &;‘l)—dydx
—RJ=® 0J o
2 r4 o ? 4
= x—"'ﬂdy dx =L yx2+Ex dx
o) o 24 24 0 2 0

2
L 2 1 [ad -
zajo(lox + 8x) dx =5 |3 + 4x? o 1.111

Para Y, H(x, y) = y, de manera que:

© © 2 4
E [Y] =f f y fxy(x, y) dy dx = %I I l(_xz_':_}’l dy dx
o Je> 0 0

fj_y__z_d,dx ,_I |3__+Z3—j:dx

2

; 2
L 64 _ 1 [8x? | e4x]” _
24.[ (Bx+ ) dx =97 7 * 3]0 2. 444

Obteniendo primero E E(Y] para utilizar la expresidn

(34):
2 .4 2
1 , 1 xzzz xy N
(Y] =57 . Oxy(x+y) dyox—z—l‘ 0 [2 + 310 dx

2 ;
1 3 Ak
(8 2 4 %) dx = =& |82 4 6"6" = 2.666

iron|

24

stituyendo en la expresidn (34):

(43
=1

cov [X, Y| = 2.666 - 1.111(2.444) = - 0.0494

Pata calcular el coeficiente de correlacién es necceario
cbtener primero la variancia y posteriormente la desvia-
cipn estZndar de cada variable, para lo cual:

(.)2(=EE(2:I—U§{
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2 b4 2
e o L 2 x = = 3 y2 2"
E [}{I ZAIO on (x+y) dy dx 24J‘°E( y + 2:@] dx
0

2

2

.1 34 g2 oL Taxt | 8x3]°

zajo(hc+8x)dx 2 a * 1.556
0

con lo cual:

2 Py
o = 1.556' - (1.111)¢ = 0.322 y o, = v0.322 = 0.567

X

para Y:

2 b 2 .
“ 1 a2 1 X 3 4
2] = — < =— Xy ¥

E Y l ZAJOIO y<(x+y) dy dx 24,[0 l 3 +4 lo dx

2
2
1 64 64 [x?
2% 0[:—3'x+6{l dx=27Eg +)J = 7.111
0
con lo cual:

2
oy = 7.111 - (2.444)2 = 1,138 y oy = V1.138 = 1.067

finalmente de (35):

- 0.0494

P = {0.567)(1.067) - - 0-081

ESPERANZA Y VARIANCTA DE FUNCIONES LINEALES DE DOS VARIABLES ALEA
TORIAS

Cuando una variable aleatoria z estd formada por una combinacién
lineal de otras dos variables aleatorias X , Y en la forma
Z = aX + by, donde a y b son constantes; se puede conocer la media
y la variancia de z, a partir de la funci6n masa o densidad de pro
babilidad ccnjunta de X , Y. De esta manera, para variables dis-
cretas, la media estd dada por:

E[z]=E[ax+bY] = £ I [aX+bY] Pyy(x, y)
¥x ¥y
por las propiedades de la sumatoria:

EfaX+bY[=a I I xPgy(x,y)+b I I yPgylx,y)
¥x ¥y ¥x ¥y
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como:
E[X]= = ¢ xPgy(x;y) y E[Y]= £ I yPgy(x,y)
¥x ¥y ¥x ¥y
entonces:
Iﬂx-&-bﬂ-aED{] +bE[Y]J ees (36)

de manera |semejante se puede demostrar para el caso continuo.
La variancia, por su misma definicidn:

a; E [(aX + bY) - E(aX + bY)]?

2 E [aX - aug + bY - buy]z
s £ [a2(X- up)? + 2ab(X - ug) (¥ = py) + b2(Y - wp)?]
= a? E[(X-up)2[+2abE [(X-py) (Y- wy)] + b2 E BY-uy)i_-l

como:
2 2
E[x-wp)2] =0y s E[¥-up)2] =0y vy
E [(X-wup) (Y- uy)] = opy
2 2 2 2 2 d > -
o, = a cx+b O'Y'I'Zab Iy onde Z = aX + by oo (37)
se debe observar que si X y Y son independientes oxy = 0

Ejemplo IV.1ll1

En una empresa maquiladora se estd disefiando una nueva plan
ta industrial. Actualmente, la planta en operacidn tiene dos
departamentos A y B, de los cuales se. conoce la F.D.P. del
consumo de energia eléctrica (en KVA):

para el departamento A:
2 x1/2  para 0<x<4 [KVA]

16
fy(x) =

0 para cualquier otro caso
para el departamento B:

0.1 + 0.04y para 0 <y <5 E(Vlg

fy(y) =

0 para cualquier otro caso
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En la nueva planta se tendran dos departamentos semejantes
(A' y B'), pero se calcula que A' serda 2.5 veces mads grande
que A y B' serd el triple de B. Suponiendo que el consumo de
energia elé@ctrica entre los departamentos es independiente,
cuil es:

a) El valor esperado de la demanda de energia en la nueva
planta.

b) La desviacidn estédndar de la misma.

Solucidn

La demanda total de energia (D) se ruede representar como:
D=2,5X + 3Y

a) De la expresidn (36):
E[v] =25 E[x] +3E[Y] ... (38)

calculando primero E[X]| y E[Y]:

4 1/2 s/3]%
E[X] =j xBls‘- :ldx=—1'% %‘—-/2] = 2.4
0 4]

s 2 3]s
E Y] -J y(0.1 + 0.04y) dy = (0.1) [321 +2'§“1]0 - 2.917
. 2

sustituyendo en la expresidn (38):

E[D] = 2.5(2.4) + 3(2.917) = 14.751 [RVA]

b) Tomando en cuenta que las variables aleatorias son inde
pendientes oyy = 0, de manera que de la expresién (37):

2
c
D

calculando primero a; y oé H

= (2.5)° of + (3?2 a§ e (39)

4 1
0}2{- E X7 - ,,;-f x2 B—’G‘—’ﬂ dx - (2.4)2
0

3 x7/2 b 2
=76 7 - (2.4)% = 6.875 - 5.76 = 1.097
0



B

2 2

o = E[¥2] -y -j v2 (0.1 + 0.04y) dy - (2.917)2
0

sustituyendo en  (39):
ol = (2/5)7(1.097) + (3)2(1.908) = 24.028
con lo cual:

26.028 = 4,902 [KVA]

IV.5 VECTORES ALEATORIOS

Todos 1los
torias, se
En ingenie
nejar mas
que a cada
rie de val
etc., que
y como cad
ria, enton
También se
aleatoria

conceptos anteriores que se refieren a dos variables alea

ia existen numerosos problemas en los que es necesario ma
e dos variables aleatorias en forma conjunta, de manera
posible resultado de un experimento se le asocian una se-
res como temperatura, presidn, intensidad de corriente,
ueden representarse mediante un vector (Xj, X,, ..., Xp)
una de las X{(i =1, 2, ..., n) es una variable aleato-
es a(%;, Xo, ..., Xpn) se le denomina vectern aleatenio.
dice que el resultado del experimento es una variable
e dimensidn n.

FUNCIONES CONJUNTAS DE n VARIABLES ALEATORIAS

Con el objeto de simplificar la representacién de un vector y man-

teniendo 1a misma notacidn de las funciones conjuntas, se utilizard
X en lugar de (X;, X5, ..., Xp). De esta manera la F.M.P. conjunta
serd:

Py Kys wees Xp (X1, X2, eeey Xp) = Pi(;)
que como en el caso de dos variables:

PE;)=P(X1-'X1, Ko = Xz, ooy Xy = %p) ... (40)
Esta funcion cumple también con las propiedades (2) y (3). La

F.M.P. marginal de ura variable Xg o de un grupo de m variables
(donde m <|n), se puede obterer sumandc la F.M.P. sobre todo el es
pectro de las n-1 6 n-m variables restantes, por ejemplo:

P (x1, x3) = I I z %
X1,X3 X1, X3 eer L Pg(x)
¥x; ¥x,  ¥x, X

3 0.4y8]°
=0.1 {4+ 22| - (2.917)2=10.417 - 8.509 = 1.908
3 4 o

pueden extender al caso general de n variables aleatorias.

101
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Para las variables continuas se puede representar la funci6n den
sidad de probabilidad como:

T " g, 2y B0 T2 e T)

y la probabilidad de que el vector aleatorio X de dimension n se
encuentre en cierta region A del espacio muestral, se puede obte
ner en la siguiente forma:

P(X € A) = IA/...FX&) dxy, dxz, ..., dx, ee. (41)

De manera andloga al caso discreto, las F.D.P. marginales de una va
riable o de un grupo de m variables continuas, se obtienen integran-
do la funcidn Ei(x) en todo el espectro de las n-1 6 n-m variables

restantes, por ejemplo:

£x,,%, (25 X3) -f_: /_: /Q fg(x) dxy, dxy, .i., dxg

cee (42)

La funcion de distribucion acumulada conjunta, en el caso de vec-
tores aleatorios, se define de la siguiente manera:

FgG®) =P [(X) < x1,0) (K2 <x2,0) oo G 2 oxg0)]
1a cual se relaciona con la funcion masa o densidad de probabili-
dad conjunta de la siguiente forma:

-0

— X1,0 (%2,0 *n,0 - .
Rx(xo) -‘[ f cen f £z(x) dxj dxp ... dx; (caso continuo)

. (43)
— X1,0 *2,0 Xn,0 _
Ei(xo) = I I ... I Rx(x) (caso discreto) oo (44)
x1=0 xo=0 X =0

Existen también funciones condicionales de x;, x,, ..., x, dado
Xi41s +++» Xy, Que en el caso continuo, por ejemplc, se define co
mo:

fxl,..., xn(xl""’ x,)
ka+l""’ Xn(xk+1""’ xn)

fxl,..., X /Xy sees ¥n (1, %x2,.005 %) =

(45)



Se puede demostrar fdcilmente que si las variables X;, X, ... X,
son mutuamente independientes:

— n
Pi-(x) = -II
i=1

—- n
fo(x) = I
X i=1

1o cual indi
se puede con
del producto
componen.

Ejemplo

Px_(xi) ¥ X; (caso discreto) oo (46)
i

£, (x4) ¥ Xi (caso continuo) oo (47

ca que si las variables aleatorias son independientes,
ocer el comportamiento del vector aleatorio a partir
de las funciones marginales de las variables que lo

Iv.12

En una gasolinera se ha observado que el niimero de vehiculos
que llegdan a cada una de las tres estaciones de servicio

(x 12 XZ’

réametro A = 2 vehiculos/minuto.

X3) en un minuto, tiene distribucidén Poisson con pa-
Si estas variables se consi-

deran independientes. Cudl es:

a) La F.M.P. conjunta del nimero de vehiculos que llega a ca

da estacidn en un minuto.

b) La probabilidad de que lleguen tres vehiculos a la prime
ra estacidén, dos a la segunda y uno a la tercera durante

c) La
da

Solucid

a) Com
(46
le

sus

le

b) Haci

XKz

ismo minuto.

robabilidad de que lleguen dos o mds vehiculos a ca-
tacidn en el mismo minuto.

3(x1, X2, X3) = le(xl) sz(xz) ng(xg)

ituyendo la F.M.P. de la distribucién Poisson:

_ [P e?] [272 2] 273 g‘]

(xy, X2, x3)
pXg il B2 T AT L %ot L %3
. 2x1+x2+x 3 e‘s
X1eXp.X3!
endo x; = 3, xp =2, x3=1

23+?+1

EWV N e € = 0.0132

FRCIENE I
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¢) Considerando que P(XIZZ, X212, X3_>_2) =1 -P(Xl <2,X<2, X3 <2)

P(Xy <2, Xp <2, X3 <2) =Py y ¢ (0,0,0) Py px, @0 D+ Py 4 (0,1,0)

+P (1,0,0) +P

X1X2X3 0,1,1) +P

(1,0,1)

X1X2X3 X1X7X3

+P (1,1,0) +P

X1 %o X3 11,0

X)1X2X3

6 20 2! 22 23 7]
[eTotor*3 srorir *3 gritit t T

=@~

P(X)<2,X2<2,Xy<2) =e® [1+3(2) +3(4)+8] = 0.3346

entonces:

P(X; >2; X5 >2, X3 >2) =1- 0.3346 = 0.6654

ESPERANZA DE FUNCIONES CONJUNTAS DE n VARIABLES ALEATORIAS

Para una funcidn de n variables aleatorias H(X;, X,,..., Xp) Se
define su esperanza (en el caso continuo) como:

E @(xl,xz,...,xn)]-f [ H(x1,%2,0 00, Xp) fg()dxydxa. .. dxy

.. (48)
o bien en el caso discreto como:
E[HEXy, Xppeees X)) = I ot I HUK), Xp,een, Xp) PR(X)
¥x) ¥xn
oo (49)

de esta manera es posible encontrar la media y variancia de cada
una de las variables aleatorias, al hacer:

H(X1, Xo,.00, xn) = Xg é
X o ‘
k Xy

Otra aplicaci6n importante de las expresicnes (48) y (49) es la
matriz de covariancia o variancia del vector aleatorio.

H(XI, x2)"‘y xk)

para k=1, 2,..., n

Esta matriz se obtiene como:

E{[X - EQJH[X - E® ]}



la transpuesta de la matriz

oxlan

.

XoX,

X%y |

cuando i =3j y es la cova-

donde:
EX) = [E(X1), EX2) ..., EGXy)]
el supen fndice t significa que es
X - EX)], esta matriz es simétrica y tendrd la forma:
%1%, %X,
XoX) XoX,
UX.nXI O’xnxz cee
donde % X 5 es la variancia de X;
]

riancia entre las dos variables si i # j.

E1 uso de vectores aleatorios de dimensién mayor que dos tiene
sus principales aplicaciones en la estadfstica y como se verd en
los siguientes capftulos muchas variables aleatorias estén forma-
das por una funcidn de otras n variables aleatorias.
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CAPITULO V  TEDREMAS SOBRE CASOS LIMITE

INTRODUCCION

ceptos anteriores que resaltan la importancia que tienen las distri

En esje capftulo se presentan algunos teoremas basados en los con-
buciones normal y normal estdndar.

Estos ‘teoremas reafirman la validez de la interpretacidn frecuentis
ta de la probabilidad, ademds vinculan los conceptos de probabilidad
con la [inferencia estadfstica.

V.1 TEDREMA O DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

Se ha visto que los pardmetros descriptivos, tales como la media y
la variancia, pueden proporcionar informacién valiosa para determi-
nar el comportamiento de una variable aleatoria.

En algunos casos es necesario estimar la probabilidad de que una va
riable aleatoria X, cuya distribucidn de probabilidad se desconoce,
esté comprendida dentro o fuera de cierto intervalo cuyo-centro es
ux y cuyos extremos estén separados k desviaciones estdndar del cen-
tro (donde k es una constante positiva), como se muestra en la figu-
ra V.1.| En ella se observa que si |X - ux| < k ox, la variable X
estd comprendida en el intervalo central = [ux - k og, ux + k ox 1.

i } Distribucidn
I desconocida
|
l !
L] 1 ¥ Ll
p-koy Fex prkeg X X
___lﬁL_.l
X- x|

Figura V.1
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Obtener esta probabilidad resulta sencillo cuando se conoce la dis-
tribuci6n de la variable aleatoria; sin embargo, cuando lnicamente
se conoce la media y la variancia, se puede estimar mediante el teo-
rema denominado de Chebyshev, el cual se presenta a continuacién.

Teorema V.1

Sea X una variable aleatoria, con distribucion de probabilidad des-

conocida, con media ux y variancia c§ ; entonces la probabilidad de

que la diferencia, en valor absoluto, de 1os posibles valores de la
variable y su media sea cuando mucho k oy, donde k es una constante
positiva, es cuando menos

1
1-35 >
esto es:
P(X - ux| <k ox) > 1 'k—lz ¢ Y)

o bien, mediante su complemento:

(X - ux| >k op) < 77 e @

Demostracidn:

A partir de la definicibn de variancia:
2
o = E [ - ux)2]
que en el caso continuo:

9% -3’ (x - ux)2 fx (x) dx

separando el intervalo de integracidn en tres subintervalos, como
los mostrados en la figura V.1:

2 H ‘kcx ux + k Ux
o = S X (X-Nx)z fy (x) dx + (x - ug)? fy(x) 1x +
ux -k ox

«©
(x - ug)? fx(x) dx
le + k O'X

Como en el segundo término (x - ux)2 > 0 y fx(x) > 0 para toda x,
la integral es no negativa, por lo cual:
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2 ux - k ox ) © )
o, > (x-ux)® fx(x) dx + (x-ug) fx(x)dx ... (a)
== ux +k ox

Observando la figura V.1, se puede notar que para cualquier valor
x de los dos intervalos de integracidn:
|x - ugl > & og
de donde:
2
(& - up)? > k2 oy

sustituyendo en la expresidn (a):

*® 2
kz OX fx(x) dx
wx+k ox

2 X - k.oyx ) 2
k Ux fx(x)dx+

2
como k2 oy es constante, se sigue que:

fx(x) dx + fx(x) dx
HxX + ko

2 2
ox 2 k% ox

2 svx-kdx
donde las dos integrales representan la probabilidad del evento:

I:(-akxiux-kcx)U(ux+koxix<°°):[

y de acuerdo con la figura V.l equivale a:

PEx - ugl >k cx:[

2 2
o},{ik2 ox PEx - ux] >k ox]

con lo cual:

2
dividiepdo entre k2 oy

1
Pljx—llxliko’x]:i-z—
cuyo complemento es:

P(|x - ug| <k og) >1 - E%

Para e] caso discreto, la demostraci6n es muy similar.
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Ejemplo V.1

Para atender adecuadamente a las personas que deben presentar
su declaracidn anual de impuestos, el jefe de una de las ofici
nas receptoras ha disefiado un sistema, de tal manera que se
pueda dar servicio al ndmero promedio de personas que se pre-
sentan en un dia, mds tres desviaciones estandar.

Si no se conoce la distribucidn de probabilidad de la variable
aleatoria X que representa al nimero de contribuyentes que asis
ten a presentar su declaracidn, es posible usar el teorema de
Chebyshev para calcular la mdxima probabilidad de que en un dia
cualquiera se presenten mis de ug + 3 ox personas o menos de
ugy - 3 ox -

Solucidn

En este caso k = 3 y de la expresién (2):

POX - ux| > 3 ox) 5(71)7 = 0.1111

Ejemplo V.2

En una de las oficinas de la Procuraduria Federal del Consumi-
dor se reciben en promedio 150 quejas con una desviacién estan-
dar de 25.

a) (Cudl es la minima probabilidad de recibir entre 100 y 200
quejas?

b) ¢(Cuil es el intervalo mis corto alrededor de la media, que
contiene cuando menos al 90% del nimero de quejas que se
reciben en un dia?

Solucidn

a) Los limites del intervalo se encuentran a 2 desviaciones
estandar de la media, por lo cual k = 2 y de la expre-
sidn (1):

1
P(|X - < - —
(% - uxl <50) > 1 - 55
= 0.75

lo cual significa que cuando menos en el 75X de los casos,

el nimero de quejas en un dia no difiere de su media en

mis de 50.

b) Para que contenga cuando menos el 90% de las quejas que se
reciben en un dia:

1
1 - = 0.90

despejando k:

1
k V%;;-- 3.16
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con lo |cual el intervalo buscado es:

[150 -3.16(25) <X <150 +3.16(25)] = [71 <X <229]

V.2 CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Cuando

r estudiar con propiedad la ley de los grandes nimeros y
del 1imite central, es necesario definir el concepto de
(a de una sucesifn de variables aleatorias.

e trata de una sucesidn de nimeros a;, az, ..., an, ..., S€

dice que [tal sucesién converge hacia a (o tiende al ndmero a) cuando

dado un

Gmero ¢ > 0, se puede encontrar un entero k, tal que

| < e para todo n > k.

También |se puede expresar la convergencia como:

lim 5

new =2 an + a

ahora bien, cuando se trata de una sucesidn de variables aleatorias,

X1, X2,

., Xp, ..., Que converge a X, No es posible asegurar que

la diferencia absoluta |Xp - X| sea menor que un valor e, puesto

que aun

ra valores muy grandes de n, X y X, son variables aleato-

rias y sy diferencia es otra variable aleatoria.

Por 1o

nterior, existen otras formas de definir la convergencia de

sucesiones de variables aleatorias, entre las cuales estdn las si-

guientes

CONVERGENCIA EN PROBABILIDAD O ESTOCASTICA

Se dice|que una sucesién X, (para n =1, 2, ...) converge en pro-
babilidad a X, si dado un valor arbitrario e > 0, la probabilidad

de que
decir:

Xp - X| > ¢ tiende a cero cuando n tiende a infinito, es

P[]Xn - x| > %] + ocuando n »> e )

CONVERGENCIA CON PROBABILIDAD UNC O CON CASI CERTEZA

Una su
verge a
igual a

sién de variables aleatorias X (para n=1, 2, ...) con
X con probabilidad uno si la probabilidad de que X ~ X es
uno, cuando n tiende a infinito, esto es:

PE(D+){:[-1 cuando n > = e (W)

A partir de las definiciones anteriores se puede demostrar que si
la sucesfién X, converge en probabilidad a X, entonces las funcio-
nes de diistribucién acumulada de las variables X, convergen punto
por punto a la funcién de distribucién acumulada de X; ademds las
funciones generatrices de momentos de las variables Xn tienden a
la funcifn generatriz de momentos de X.




112
V.3 LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Para obtener una estimaci6n de la media de una variable aleatoria,
de la cual solamente se conocen algunos valores que se obtienen al
observar, en forma independiente los resultados del experimento que
representa la variable, se puede hacer mediante el promedio aritmé-
tico de dichas observaciones.

Esta afirmaci6n se puede respaldar mediante la ley de los grandes
nimeros, si se considera que el resultado de cada una de las obser-
vaciones, es una variable aleatoria que por haberse obtenido del
mismo experimento tiene la misma distribucion de probabilidad y por
consiguiente la misma media y la misma variancia. Formalmente esta
ley se puede establecer como sigue:

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Sean Xj, Xp, ..., X, Uuna sucesidn de variables aleatorias indepen
dientes con la misma distribucidn de probabjlidad y por 1o tanto con
la misma media .ux y la misma variancia oy . Entonces, la sucesidn

de variables aleatorias, definidas como:

n
I Xj donde n=1, 2, 3, ...
i=1

8-

En =

converge en probabilidad a ux; esto es:

PEx_n-uxl >c]+0 cuando n + = ve. (5)

Demostracién:

Por la desigualdad de Chebyshev:

P[ Xn - EE?J
- 1 n

{IRER

-%3EEJ-+EEJ +.“-+EEJE

E@ﬂ -EBJ -...-EEJ = uy

El:f,;] R S e (8

por otra parte in es una combinacion lineal de las variables inde-
pendientes X; por lo cual, siguiendo un procedimiento similar al
efectuado en Ta expresidon (37) del capitulo IV, se obtiene:

>kqn]ié- para k >0 ... (a)

donde:

pero:

con lo cual:



de manera| que:

%
Ggh = oy eee (D)

sustituyendo las expresiones (6) y (7) en (a):

0.
(% -l >k L) gy para k>0
haciendo k = 535: se tiene que:

P(|X, - ux| > € <7ra

con 1o cual:

2

[

im 1im %
.;.,P(lxn-"Xl>e)<n+o ;Zn-o

La ley de los grandes nimeros también se puede usar para respaldar
la interpretacion frecuentista de la probabilidad, al definir una su
cesifn de|variables aleatorias en 1a forma:

n
Yy,= & X
i=1 n
donde Xj(i =1, ..., M) SON variables aleatorias con distribu-

cibn de Bernoul]i que representan el nimero de éxitos o de veces que
se presenta un evento A en un ensayo (observacidn) y Y, es la
frecuencia relativa del evento A cuando se hacen n observaciones.

En el capitulo III correspondiente a los modelos probabilisticos
comunes, se demostrd que la media de una variable con distribucién
de Bernoul1i es la probabilidad de éxito p y de acuerdo con la ley
de los grandes numeros:

P[|Yn -p| > c] +0 cuando n -+

1o cual reafirma que la frecuencia relativa de un evento, tiende a
la probabjlidad de ocurrencia del mismo, cuando el nimero de observa
ciones tiende a infinito.
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V.4 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL‘

Como se menciond en el capftulo III, la distribucidn normal es una
de las distribuciones de probabilidad mds importantes, entre otras
razones, por la gran cantidad de fendmenos fisicos que con ella se
pueden representar en forma aceptable.

Esta afirmacion se fundamenta en el teorema del 1imite central, que
en una de sus versiones dice lo siguiente:

Teorema V.2

Sean X;, Xp, ..., Xn una sucesion de variables aleatorias indepen
dientes con la misma distribucion de probabilidad yi por consiguien-
te, con la misma media wux y la misma variancia ox - Entonces la
sucesién de variables aleatorias 2z;, Z,, ..., 2, definidas como:

-u

Zy = a2 X para n=1, 2, ...
oy //n
X

en donde:

n

I X4

i=1

Fo]
]
o

tiende a la distribucién normal estdndar cuando n tiende a infinito.
Demostracién:

Debido a que 1a funcidn generatriz de momentos de una distribucidn
de probabilidad es dnica, se demostrard que la funcién generatriz de
momentos de Z, converge a la funcién generatriz de momentos de 1la
distribucion normal estdndar.

De la definici6n de funcidn generatriz de momentos:

Mz(s) = E[:esz:l
= El}s(in - ux)/Ux/fl;)]
como Xn == I Xj
i=1
Mz(s) = E[ TS - “X)/GX/'/{l
i=1

considerando que las variables Xj tienen la misma distribucidn:




obteniendo )ogaritmos naturales en ambos miembros:
i
My -y
X s
Ln M =n fn —
2(8) = n ox (/5)
expandiendo| en serie de Taylor il
pa i ox (/E)
£n Mg (s) ln[l+ s) ,m2 (8, +mksk+ :I
2) = 1 m (%) + B (Z) e T (R) o
para |s| <|1
donde my(k/=1, 2, 3, ...) son los k-ésimos momentos con respecto
a la media.
De ellos m =0 y mp =1 puesto que Eii%lﬂi es una variable
normalizada, de manera que: X
82 m s\
2n Mz(s) = n £n [i oot et (7:) + ..
haciendo:
s? mk s’k
P(S)’-z—;‘l' ...+H<Fn) + ...
se tiene que:
nMz(s) = n &n [1 + P(s)]
por otra parte, se sabe que:
2 _1yk-1 1k
tn@+b:[-b-%+...+—(-ﬂk—b para |b| <1
entonces:
2 _1yk-1 K
Zn Mz(s) =|n E’(s)--g—(g—)-—+...+S—L--—£—l—1 sz ];
para |P(s)|<1
obteniendo|el 1fmite cuando n tiende a infinito:
lim lim n 82 mp (g \k
'n_‘mrll’(s‘)-n_“m [2n+”'+ic—!-(—n)]
.52
- 5
y para los|demds términos:
lim n (r1)k-! Pgszk_ -
e m 0 para k=2,3, ...
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con lo cual:
lim s2
N> e 2n Mz (s) )
tomando antilogaritmos:
L s?
im = 02
no> etz =c

Esta funci6n generatriz de momentos corresponde a una variable con
distribucién normal estdndar, con lo cual se demuestra que cuando
n+ e, X; tiende a ser una variable con distribucion normal estdn-
dar.

Otra version del teorema del 1imite central es la siguiente.

Teorema V.3

Sean X;, X5, ..., Xy una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes, con la misma distribucién de probabilidad, 1a misma me-
dia y la misma variancia. Entonces la sucesion de variables aleato
rias Zj, 25, ..., Z,; definida como:

Y, - nu
Zp=2—% para n=1, 2, ...
Gx/;

en donde:

tiende a la distribucifn normal estdndar cuando n tiende a infini-
te.

La demostraci6n de esta versién es muy similar a la anterior. Su
importancia radica en que Y, es la suma de las variables X;j y no
el promedio, como en el caso anterior.

También existen otras versiones en las cuales se debilitan las pre-
misas de los teoremas anteriores, en el sentido de que las variables
Xi no necesitan tener la misma distribucién (aunque tampoco deben
existirfvariables dominantes), o que no todas sean independientes
entre sf.

Por tudo lo anterior, la distribucion normal se puede utilizar para
representar el comportamiento de variables aleatorias que estén for-
madas por la suma de un gran nimero de componentes, como por ejemplo
la carga total de un autobds, si se considera que dicha carga es el
peso total de todas las personas que transporta.



Ejemplo V.3

La empresa Ferrocarriles Nacionales de M&xico, ha determinado
que con jun nuevo equipo S, requiere en promedio 6 horas para
renovar un kilémetro de via de ferrocarril, con una desviacién
estdndar| de 3 horas.

iCudl es la probabilidad de que se tarden mds de 550 hrs., en
reemplazar 85 km de via?

Solucidn

Si Y |es la variable aleatoria que representa el tiempo total
y Xiji=1, 2, ..., 85) representa el tiempo necesario para
reemplazar todas las vias hasta el kildmetro i, por el teorema
del limite central, la variable:

Y=X; +X,+ ... + Xgs

tiene una distribucién aproximadamente normal con media
uy = n ix y desviacidn estdndar oy = /n og, con lo cual:

P[¥ > 600] = P[E > 20 = 1 - P[F < 2]

donde:

7. = 550 - 85(6)
A G €))

buscandg en la tabla de la distribucidén normal estandar:

= 1.45

P[¥ > 600] = 1 - P(Z < 1.45)
=1 - (0.92648)
= 0.07352

V.5 APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION DE POISSCN A LA BINOMIAL

Como se vip en el capitulo III la distribucion binomial tiende a la
de Poisson cuando n +«, p >0 y X permanece constante. Por es
ta razén, ciando n es suficientemente grande se puede usar una de

ellas, como| una aproximacién de la otra. Generalmente la distribu-

cién de Poisson se utiliza como una aproximacién de la binomial, de-
bido a que el cdlculo de las combinaciones C(n, x) en la distribu-
cién binomipl se complica, conforme aumenta el pardmetro n.

Empiricamente se ha observado que la aproximacién es aceptable cuan
do n>20 |y P < 0.05, sin embargo dependiendo del problema, se
pueden modificar estos criterios.

Ejemplo V.4

El encargado de un taller mecdnico asegura que, en promedio,
recibe|reclamaciones de sus clientes en el 2% de las reparacio-
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nes. Si en una semana se repararon 140 vehiculos y se conside-

ra que las reclamaciones son independientes, (cudl es la proba-
bilidad de que se reciban cinco reclamaciones?

Solucidn
Considerando las reclamaciones como &xitos, la variable X que

representa el nimero de reclamaciones tiene distribucidn bino-
mial con pardmetros n = 140 y p = 0.02, con lo cual:

X

Px(5) = C(n, x) p* ¢~

C(140, 5)(0.02)5(0.98)135

(140)(139)§§38)(137)(136) (0.02)5(0.98)135

0.08725
Aproximando con la distribucidén de Poisson:
X =n p = (140)(0.02) = 2.8

AX g2
x!

Px(s) =

5 5-2.8
= SZ;ﬁlE;&———-- 0.08721

Debe notarse que la distribucidn de Poisson es mds facil de
calcular cuando el valor de n es grande, y en este caso, el
error debido a la aproximacién es s6lo de cuatro ciemmilésimas.

V.6 APROXIMACION A LA DISTRIBUCION BINOMIAL Y PQISSON POR MEDIO DE
LA NORMAL

La distribucién binomial se ha definido como el nimero de éxitos en
una secuencia de n ensayos de Bernoulli; sin embargo, también se
puede definir como la suma de n variables aleatorias Xj,

(i=1, 2, ..., n), con distribucién de Bernoulli, de igual media p y
variancia p(l - p). Se sigue entonces que si

n
= I X3
i=1

Ya

tiene distribucién binomial, por el teorema del 1imite central, la
distribucion de probabilidad de ¥n tiende a 1a forma normal cuando
n tiende a infinito.

De manera andloga se puede definir la distribucién de Poisson como
la suma de n variables Xj(i =1, 2, ..., n), que representen el
nimero de éxitos en cada uno de 1os n pequefios subintervalos At
de la variable continua t. Con lo cual se puede afirmar que la dis
tribucién Poisson tiende a 1a normal cuando A = n p tiende a infini
to.



Empiricamente se ha encontrado que la aproximaci6n es buena cuando

A=np>

5.

Ejemplo| V.5

En relpcidn al ejemplo V.4, lcudl es la probabilidad de que 1lle
guen cupndo mucho 5 clientes a reclamar por los servicios de una
misma spmana?

Solucidn

Usando| 1a distribucién binomial seria:

P(0 <

X < 5) =Px(0) +Pg (1) +Pg(2) +Px(3) +Px(4) +Px(5)
= 0.0591 +0.1688 +0.2395 +0.2248 +0.1572 +0.0873

= 0.9387

Mediante la distribucidn normal:

donde:

P(0 <X <5) =P(z1 <Z< zp)

como X tiene distribucidn binomial:

ux = n p = (140)(0.02) = 2.8

X = /ﬁ p(l - p) = v2.8(0.98) = 1.657

entonces:

.- 2.8
21 = 7657 = ~ 169
5 - 2.8
2= 228 - 13

Buscando en la ﬁabla A de la distribucién normal:

E1 error
considera
tinua, y
que cero,

En la fi
figura (a
ello se p
unidad de

P(-1.69 < Z < 1.33) = 0.90824 - 0.04551 = 0.86273

que se comete con esta aproximacion se puede reducir al

mientras la segunda se define para cualquier valor de Z.

gura V.2 se puede observar que a cada valor Px(xq) de la
le debe corresponder un drea equivalente de la (b), para
lede calcular el drea, tomando media unidad antes y media

spués de xgq.

r que la distribucién binomial es discreta, la normal es con
que la primera estd definida para valores mayores o iguales
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P (x)4
e oo P ( Xo)
0081 1 l l | S
0 1 2 cce xl %o sl X
(0}
_,\\
P(Xo)
0 1 2 *** xo-l x0 Hol X
Figura V.2

Por otra parte, en Px(0) se puede considerar que se concentra la
probabilidad de que la variable aleatoria continua tome un valor me
nor o igual a cero.

Aceptando estas dos consideraciones, la aproximacion del ejemplo
V.3 sera:

P(0 < x < 5)= P(Z < zp)
donde: 1
X+ 35 - ux
2 _ 5.5-2.8 _
20 = oy = Ti.es7 1.63

La correccion se hizo sumando media unidad, porque la probabilidad
buscada incluye a x = 5. Sin embargo, si no estuviera incluido, se
deberia restar media unidad.

Por lo tanto, de la tabla A se tiene P(z < 1.63) = 0.9484.

Al ajuste anterior se le 1lama ajuste por continuidad y es recomenda
ble que siempre se realice para mejorar la aproximacidn.



Ejem

El
carr
A =
hast.
se 8

Solu

Si

plo V.6

nimero de vehiculos que pasan por la caseta de cobro de una
etera, obedece a una distribucidn Poisson, con pardmetros

45 vehiculos por minuto. Si actualmente se pueden atender
a 55 vehiculos por minuto, lcudl es la probabilidad de que

bbrepase la capacidad de la caseta?
cidén
X tiene distribucidn de Poisson:

Uy = A = 45
ox = Yk = /45 = 6.71

Usando la distribucién normal, como aproximacién de la Poisson

donde

P(x > 55) = P(z > zq)

.

Jx-0.5) -ux 55-0.5- 45
ox 6.71

zg = 1.42

Obsérvese que en este caso la correccién por continuidad se

hizo

restando 0.5 al valor critico de x; porque la probabili

dad de que X sea mayor de 55, se aproxima mediante el Area
que se encuentra a la derecha de zp. Esto se muestra en la
siguiente figura.

2 (2)4

P(z21.42) = P(x255)

Figura V.3

Buscando en la tabla A de la distribucidn normal:

Esto
los e

P(Z > 1.42) =1 -P(Z < 1.42) =1 -0.9222 =0.0778

significa que en el 7.78% del tiempo, el ndmero de vehicu
§ mayor o igual que 55.
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CAPITULO VI ESTADISTICA DESCRIPTIVA

INTRODUCCION

En la actualidad la estadistica ha 1legado a ser un instru-
mento de uso cotidiano para todos los profesionistas que es-
tdn en contacto con fenémenos de naturaleza aleatoria, y que
a partir del conocimiento de ciertos datos cuantitativos del
fenGTeno, deben tomar decisiones sobre su comportamiento ge-
neral.

Algunas de las aplicaciones de la estadistica son:

a) Presentar en forma ordenada y resumida la informacidn
registrada en una encuesta, entrevista, cuestionario,
etc.

b) Prpnosticar el tamafio de la poblacién en la zona metro-
politana del Valle de México para el afio 2,000.

c¢) Prpbar la eficacia de una nueva terapia o producto far-
macéutico.

d) Establecer controles de calidad en la produccién de ar-
ticulos.

Para su estudio, la estadfstica se divide en: estadistica
descenipitiva e inferencia estadistica.

La primera se encarga de la recopilacidn, organizacidon, re-
sumen y| presentacién de l1os datos numéricos obtenidos de la
observaci6n de un fenémeno; mientras que la segunda tiene
por objeto, obtener conclusiones probables sobre el comporta
miento general del fenfémeno, a partir de algunas observacio-
nes pariticulares del mismo.

En este capitulo se estudiard la estadistica descriptiva y

en el sliguiente se tratard lo correspondiente a la inferen-
cia estadfistica.

VI.1

o

DNCEPTOS GENERALES

Para e] estudio de la estadistica descriptiva, se requiere
definir|los siguientes conceptos:
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POBLACION

Es un conjunto de objetos, l1lamados comlinmente elementos,
que tienen en comln una o varias caracteristicas particula-
res que se desean estudiar.

MUESTRA
Es un subconjunto de la poblacidn.

De manera mds especifica se puede considerar que algunos de
los elementos de la poblacién (o muestra) representan las ca
racteristicas de los objetos mds que a los objetos mismos.

Asi por ejemplo, una poblacién se puede definir como el con
junto formado por todos los vehiculos que circulan en la zo-
na metropolitana de la Ciudad de México. La caracteristica
especifica de estudio podria ser la cantidad de contaminan-
te que arroja cada vehiculc a la atmdsfera durante una hora,
y una muestra seria un pequefio nimero de vehiculos sefeccio-
nados af azan a los que se les mide la cantidad de contami-
nante que arrojan.

La seleccidn de una muestra es una etapa muy importante den
tro del estudio estadistico, debido a que la informacidén que
presenta la muestra es la base para hacer suposiciones o in-
ferencias sobre 1o que ocurre en la poblaciédn.

Si en el ejemplo anterior se selecciona una muestra de 10
vehiculos relativamente nuevos, posiblemente el estudio que
se realice a partir de ella sefiale que no existen problemas
graves de contaminacién, 1o cual seria una suposicidn equi-
vocada porque el muestreo que se siguié no fue el adecuado
Yy, en consecuencia, la muestra no serfa representativa de
la poblacién.

Para que una muestra sea representativa de la poblacién, se
debe establecer un proceso de muestreo en el que todos los
elementos de la poblacién tengan la misma posibilidad de ser
seleccionados y, cuando sea posible, que la seleccién de ca-
da elemento sea independiente de las demds.

Lo anterior significa que al elegir los elementos de una
muestra no debe haber preferencia por algunos de ellos, ni
deben seleccionarse en funcién de 1o que se observe en los
anteriores.

Para obtener una muestra representativa, existen diferentes
técnicas, entre las cuales se encuentran las siguientes:

MUESTREO ALEATORIO

Consiste en formar una lista de todos los elementos de la
poblacidon, enumerarlos y hacer la seleccién mediante la ge-
neracién de nimeros aleatorios con distribucion uniforme.
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enerar nlimeros aleatorios con distribucién uniforme

P usar una tabla de digitos aleatorios como la que se
en el apéndice de estos apuntes, o mediante férmulas
rrencia disefiadas con ese propdsito. En este Gltimo

ps nimeros obtenidos se denominan seudoaleatorios,

a que con el mismo valor inicial, se obtiene la misma
ia de numeros.

streo aleatorio es recomendable cuando la poblaciédn
cientemente pequefia, como para ser enumerada.

0O SISTEMATICO

e tipo de muestreo también se ‘elabora una lista con
entos de la poblacidn; pero en lugar de seleccionar-
arnera aleatoria, se recorre la lista y se va selec-
cada k-ésimo elemento, iniciando aleatoriamente con
0s primeros k.

treo sistematico es mas sencillo de aplicar que el
Sin embargo, tiene la limitaci6n de no poderse

a poblaciones demasiado grandes, ni tampoco cuando

s presentan periodicidad, puesto que ésta puede coin

n el periodo de seleccidn k.

ESTRATIFICADO

técnica, la poblacién se divide en clases o estra-
hacer posteriormente una seleccidn, que puede ser

aleator{ia o sistemdtica dentro de cada estrato. La defini-

cién de
tar que
diferen

ET ndm
puede s
rencia
do el t

MUESTRE

Es sem
definir
aplica
definid

Debido
leccion
nes, es
con tod

Para r
lizar e
de elem

cada clase debe ser suficientemente clara para evi-
uno de los elementos se pueda ubicar en dos clases
es.

ro de elementos que se seleccionan de cada clase

r proporcional al tamafio del estrato cuando la dife
ntre ellos es muy grande, o pueden ser iguales cuan
mafio de los estratos es semejante.

POR CONGLOMERADOS

jante al muestreo estratificado, en el sentido de
grupos de elementos; sin embargo, esta técnica se
uando la poblacidon es homogénea y existen grupos ya
s.

a la homogeneidad de la poblacidn no se requiere se
r elementos de todos los conglomerados y, en ocasio
suficiente con seleccionar uno de los conglomerados
s sus elementos.

alizar la seleccidn por conglomerados, se puede uti
muestreo aleatorio, considerando grupos en lugar
ntos individuales.



126

VI.2 CLASIFICACION Y ORGANIZACION DE LOS DATOS DE UNA MUES
TRA

Cuando los datos de una muestra se encuentran desordenados
es dificil obtener informacion directamente de ellos. Una
forma natural de ordenarlos es de manera ascendente o des-
cendente, sobre todo cuando Ta muestra es pequefia. Sin em-
bargo, cuando se trata de una muestra grande, el procedimien
to anterior se hace muy laborioso y una vez ordenada la mues
tra es diffcil manejarla.

Mediante un ejemplo se presentard el procedimiento que gene
ralmente se utiliza para presentar los datos de una muestra
grande en forma resumida y ordenada.

Ejemplo VI.1

Los siguientes datos representan la longitud en centi
metros de 80 piezas de madera que fueron seleccionadas
en una bodega. Se desea presentar los datos en forma
resumida y ordenada.

50.1 50.6 51.1 50.8 52.2 51.9 51.2 52.0
50.6 49.1 51.8 51.0 50.8 51.8 51.1 49.7
50.7 51.4 51.9 50.4 51.7 51.0 49.5 52.0
51.1 51.8 50.3 51.5 51.7 50.3 49.9 49.7
52.0 51.3 51.1 50.8 49.4 50.3 51.1 51.2
50.8 51.5 51.1 51.2 50.3 51.3 51.7 51.8
51.4 51.0 51.7 50.1 52.1 51.0 52.8 51.1
49.9 50.9 50.2 51.5 51.0 50.2 49.6 51.3
51.8 50.3 50.5 51.7 51.7 50.4 49.6 51.2
51.3 51.2 51.6 51.5 51.9 51.6 53.1 51.8

Como primer paso, se debe calcular el zango de fLa mues
tra que se define como la diferencia entre el mayor y
el menor de los elementos. Asi, para los datos anterio-
res:

rango = 53.1 - 49.1 = 4.0

Para ordenar los ochenta datos de la muestra, se clasifi-
can en varios intervalos, denominados <ntervalos de clase.

La fijacidn de los intervalos de clase depende del criterio
del analista, aunque debe tomar en cuenta lo siguiente:

E1 nimero de intervalos que se puede establecer depende de
la cantidad de datos que contiene la muestra (tamafio de la
muestra) y de la dispersién de los mismos.
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En general se recomienda establecer entre 5 y 15 intervalos,
procurahdo que no queden intervalos vacios dentro del rango
de valores.

También debe tenerse cuidado en la fijacién de los limites
de cadal intervalo para evitar, por un lado, la posibilidad
de que Un mismo elemento pertenezca a dos intervalos dife-
rentes [y, por otro, que la magnitud de los intervalos sea
diffcil| de manejar.

Si todos los datos comprendidos en un intervalo se distri-
buyen de manera uniforme, se considera que el punto medio
del intervalo puede representar a todos los valores de la
muestra que se encuentran en é1. A dicho punto se le deno-
mina marca de clase.

En las| dos primeras columnas de la tabla VI.1 se muestran
los intlervalos y marcas de clase (tr) de la muestra que se
estd ordenando.

Intervalds | Limites Marcas Frecuencia | Frecuencia | Frec. relativa

r del de clase fr relagiva acumu]'.ada
intervalo te r .

1 49.0-49.9 49.5 9 0.11 0.11

2 50.0-50.9 50.5 20 0.25 0.36

3 51.0-51.9 51.5 44 0.55 0.91

4 52.0-52.9 52.5 6 0.08 0.99

5 53.0-53.9 53.5 1 0.01 1.00

Tabla VI.1

Al nimero de elementos de 1la muestra que pertenece a un in
tervalo de clase r se le 1lama §recuencia del intervalo y
se representa como f,. La suma de las frecuencias deberd
ser igual al nimero total de elementos de la muestra de ta-
mafio n, 0 sea:

donde) es el ndmero de intervalos de clase (para el ejemplo
m =5

Al cociente de la frecuencia entre el nimero total de datos
muestrlles se le 1lama grecuencia nelativa y se representa
como f.,esto es:

£ = fr
T n

1)
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La frecuencia relativa de un intervalo de clase se puede
interpretar como la proporcidn de los datos que se encuen-
tran en el intervalo correspondiente.

’ . A\l

Finalmente, se define La frecuencia nelativa acumufada F

como la suma de las frecuencias relativas hasta el r-ésim
intervalo, con 1o cual:

F'l = ¢ £! e (2)

En 1a tabla VI.1 se presenta la informacion de la muestra
en forma agrupada (resumida y ordenada) y é&n ella se encuen
tran los resultados de Tos conceptos definidos anteriormen-
te.

VI.3 DISTRIBUCIONES EMPIRICAS

Para determinar la distribucidén de probabilidad de una va-
riable aleatoria que representa un fendmeno o el modelo pro
babilistico tebérico mds aproximado a ella, es Gtil construir
la grdfica de las frecuencias, frecuencias relativas o fre-
cuencias relativas acumuladas.

Para representar las frecuencias o las frecuencias relati-
vas se usa generalmente el histograma o el poligono de fre-
cuenc{as. En el histograma, la frecuencia se considera cons
tante en todos los puntos de cada intervalo de clase, por lo
que se representa como una sucesién de rectdngulos del mismo
ancho y cuyas alturas corresponden a las frecuencias o a las
frecuencias relativas acumuladas de los intervalos correspon
dientes. i

La siguiente figura muestra el histograma del ejemplo que
se estd analizando.

frhfr
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207

01

o 49 50 5 52 53 54 X

Figura VI.1
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ono de frecuencias es otra grdfica que muestra la
ién de frecuencias. Para construirla se marca so-
smo sistema de ejes del histograma una sucesion de
uyas abscisas son las marcas de clase y las ordena
as frecuencias o las frecuencias relativas corres-
s. Posteriormente se unen mediante rectas todos

s consecutivos. Para cerrar el poligono de frecuer
os extremos, se consideran otros intervalos con fre
ero.

ono de frecuencias del ejemplo VI.1 se muestra en
nte figura:
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Figura VI.2

ey de los grandes nimeros, la frecuencia relativa
ntervalo de clase se puede considerar como una apro
de la probabilidad de que la variable aleatoria to-
or dentro del intervalo de clase y, por consiguien-
1igono de frecuencias se puede considerar como una
ion de la funcidn densidad de probabilidad de dicha
aleatoria.

fica de uso frecuente para estimar la distribucién
ilidad de la variable aleatoria es el pofigono de
as nelativas acumuladas u ojfiva.

La manerla de graficarlo consiste en unir, mediante rectas,

una su
riores
frecue

ce
d
nc

i6n de puntos cuyas abscisas son los limites supe-
cada intervalo de clase Y las ordenadas son las

as relativas acumuladas F; (8 Fp).
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En la figura VI.3 se muestra el poligono de frecuencias re
lativas acumuladas que correspcnde al ejemplo sobre el que
se estd trabajando.
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Figura VI.3

E1 poligono de frecuencias relativas acumuladas puede consi
derarse como una aproximacidn de la funcidon de distribucidn
acumulada de la variable aleatoria que representa a la pobla
cidn.

VI.4 MEDIDAS DESCRIPTIVAS DE UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

En ei capftulo Il se presentaron algunos indicadores que des
criben a una distribucidén de probabilidad; asi, la media re-
presenta la abscisa del centroide de la funcidn masa o densi-
dad de probabilidad, y la variancia es una medida que descri-
be la dispersion de los posibles valores de X con respecto a
la media. Estos indicadores se representan mediante letras
griegas como u, o, p, etc., y se les 1lama pardmetros.

En el caso de una distribucion de frecuencias, también se
pueden establecer medidas descriptivas y, para distinguirias
de los pardmetros, se usan letras latinas como x, s, r, etc.

Todas las medidas descriptivas que se definen a continua-
cidon para una distribucidn de frecuencias, se pueden definir
también de manera semejante para una distribucidn de probabi
Tidad.



Como se
tivas de

verd en el siguiente capftulo, las medidas descrip-
una distribucién de frecuencia se utilizan para es-

timar los parametros correspondientes que describen a la po-

blacién,

debido a que si la muestra es representativa, sus

caracterfsticas son semejantes a las de la poblacidn.

Generalmente se utilizan cuatro tipos de medidas descripti-

vas que

son:

a) De tendencia central.

b) De dispersién.

c) D
d) D

VI.4.1

Con estad

diferent

Las mds
guientes

MEDIA (x
Se defi

muestra.
represen

donde xj

Si los
frecuenc

¢ sesgo o asimetrfa.

e curtosis o apuntamiento.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

s puntos de vista.

ne como el promedio aritmético de los datos de una
Para diferenciarla de la media de la poblacidn se

ta con x en lugar de uyx, de esta manera:
— 1 n
x == ‘Z Xi ... (3)
i=1

es i-ésimo elemento de la muestra.

datos de la muestra estdn agrupados en una tabla de
fas, se considera que la marca de clase (ty) repre-
senta a los valores x; que se encuentran dentro del interva
lo r-ésimo, de manera que la suma de todos los valores xj

que se ehcuentran en un intervalo de clase, equivale a su-
mar £ veces tr, con lo cual la expresién (3) se puede es- .
cribir como:

- 1
X Py I ty fr

donde m |es el nimero de intervalos de clase.

1s medidas se busca un valor que pueda representar a
toda la muestra, por encontrarse en el centro de ella, desde

importantes medidas de tendencia central sorn las si
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Para simplificar la expresion se puede tomar en cuenta que
la frecuencia relativa:

L} fr
e "’
entonces:
— m 1
X = I oty £, <o (8)

Ejemplo VI.2

El nidmero de automdviles que se vende semanalmente en
una agencia distribuidora, se ha registrado durante
diez semanas con los siguientes resultados:

2,5,3,4,4,4,5,1,1,3
{Cuidl es la media muestral?
Solucidn

Como la muestra es pequeila, no es necesario agrupar los
datos en una tabla de frecuencias y se puede usar direc-
tamente la expresidn (3), con lo cual:

X = 1—10 [2+5+3+4+4+4+5+41+1+3] = 3.2 automdviles

Ejemplo VI.3

Encontrar la media de los datos del problema VI.1.

Solucidn

Debido a que los datos estdn agrupados, de la expresidn

(4):
X = 49.5(0.11) + 50.5(0.25) + 51.5(0.55) + 52.5(0.08) + 53.5(0.01)

= 51.13 cm.

MEDIANA (me)

Es el valor que corresponde a la mitad de los datos ordena
dos de una muestra.

Para encontrar la mediana de una muestra pequefia, se orde-
nan sus datos en forma ascendente o descendente y si el ta-
mafio de l1a muestra (n) es un nGmero impar, entonces la media
na serd el elemento que ocupe la posicién (n + 1)/2 de la
muestra ordenada, debido a que dicho valor la divide en dos
partes, con el mismo nimero de elementos en cada una. Sir em
bargo, cuando el nimero de elementos es par, no hay un valor
que se encuentre exactamente a la mitad de los elementos, en
$ste.§a§o se pueden promediar los dos valores mas cercanos a

a mitad.



Ejemplg VL.4

(Cudl

es la mediana de la muestra del ejewplo VI.2?

Solucign

Ordendndo los elementos en forma ascendente, se obtie-

ne:

como 8

1,1,2,3,3,4,4,4,5,5

bn diez elementos, la mediana se encuentra entre

el quinto (3) y el sexto elemento (4), por lo cual:

3 + 4
2

me = = 3.5

Cuando la muestra es grande y sus elementos se encuertran
agrupados, la mediana puede obtenerse determinandc primero

el inter

alo que contiene a la mediana, el cual se cistin-

gue porque es el primero que tiene una frecuencia relativa
acumulada mayor o igual a 0.5 y, posteriormente, mediante

ina inte

rpolacién lineal se encuentra el valor de x que co

rresponde a la frecuencia relativa acumulada de C€.5.

Con el poligono de frecuencias relativas acumuladas se pue

de aprox
rizontal
posterioy
de la in
el valor

La figu
na sobre

mar el valor de la mediana, trazando una linea ho-
que parte de F' = 0.5 hasta cruzar el poligono y,
rmente, con otra recta vertical que parte del punto
terseccién, se encuentra, en el eje de las abscisas,
de la mediana.

ra VI.4 muestra la localizacién grdafica de la media
un poligono de frecuencias relativas acumuladas.

05— e e -

)

N\
=
-\

Figura VI.4
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Para hacer la interpolacidon lineal, se usa la ecuacidn de

una recta, de la forma:
y = yo + m(x - xg)

que en este caso, de acuerdo con la figura VI.4:

H x = Me

oL

y = 0.5; Yo = FL-I; m =

donde:

k = al subindice que corresponde al intervalo de cla-
se que contiene a la mediana,

F = a la frecuencia relativa acumulada hasta el inter
valo k - 1,

f. = a la frecuencia relativa del intervalo k,
h = al tamafio del intervalo de clase y,

£; = al 1imite inferior del intervalo k.

Sustituyendo los valores:

' fr .
0.5 = Fk-l + Yy (me - £3)

despejando a la mediana:

) cee (5)

RS % - F!
me = £; + & (0.5 - Fp_,

Ejemplo VI.S

A partir de los datos de la tabla VI.l, encontrar 1la
mediana de la muestra correspondiente.

Solucién

En la tabla se puede observar que la mediana se encuen
tra en el intervalo comprendido de 51 a 51.9, debido a
que es el primero cuya frecuenci? relativa acumulada es
mayor de 0.5, con lo cual de la expresidn (5):

1 —
me = 51 + 5= [0.5 - 0.36]

= 51.25
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Se defline como el elemento de la muestra que tiene la mdxi
ma frecuencia, es decir, aquél que mds se repite.

Una muEstra puede tener dos o mds modas, en cuyo caso se

dice qu

tos de
hablar
mentos

es bimodal o multimodal. Cuando todos los elemen-
Ta muestra son diferentes, entonces no tiene sentido
de ella, porque puede considerarse que todos los ele
son la moda o que no existe, por estas caracteristi-

cas, sul uso estd muy limitado.

Cuando| 1a muestra es pequefia, la moda se determina directa
mente por inspeccidn, mientras que en muestras grandes. con

datos algrupados, se puede aproximar con la marca de clase
del intlervalo modal, que es el que tiene la mdxima frecuen-

cia.

En algunos casos se puede mejorar la aproximacién, conside
rando que la moda es la abscisa del mdximo de una curva hi-
potétida que pasa por las marcas de clase, como 1o muestra
la siguiente figura.

)

fj

Y

I

|

|

|

!

|

|

: !
i |
|

|

1

m

Figura VI.5

De acyerdo con esto, se puede considerar que la moda debe
pertenecer al intervalo de clase con mdxima frecuencia, pe-
ro proporcionalmente mds cercano al intervalo adyacente que
le sigd en frecuencia, de esta manera, se puede plantear la

propord

ién:

mo - £i _ £i41
£, .+ E.
j-1 j

+1
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donde:

j = al subindice que corresponde al intervalo de clase
modal,

€5 = al 1imite inferior del intervalo j,

cespejando la moda:

£ -
= L —j*1
Mo = £ + h Fio1 * Firy (6)

Para la muestra del ejemplo VI.2 puede verse que el valor
que mds se repite es cuatro, par lo cual, esa es la moda de
Ta muestra.

En el ejemplo VI.1 se observa que la moda de la muestra es
51.1 (se presenta siete veces); sin embargo, para ilustrar
el uso de la expresién (6), se puede estimar la moda como:

6

30 6 - 51.23

moda = 51 + (1)

VI.4.2 MEDIDAS DE DISPERSION

Como su nombre 1o indica, las medidas de dispersién refle-
jan la separacion o alejamiento de los elementos de una
muestra.

RANGO

Al principio del capitulo fue definido como una medida de
dispersidon, puesto que indica la mdxima separacion entre los
datos.

VARIANCIA

En el capitulo Il se definié la variancia de una variable
aleatoria como el segundo momento con respecto a la media.
Ce manera andloga, para una distribucion de frecuencias se
define el momentc k-&simo con respectc a la media como:

(xi - x)k e (D)

2l
[N -]

mk =

y en consecuencia, la vardiancia muestral se defire como:

(xi - x)2

192}
N
n
]
N
[}
ENL
nm~pg



Para gimplificar el cdlculo de la variancia, se puede desa
rrollan el binomio en la forma:

n
2 - =2
32.l I (x, - 2xi x + x)
X n . 1
i=1
per lag propiedades de la sumatoria:
n — n n
s2 =L 3 xi - 3;5 Toxg + % I x2
i=1 i=1 i=]
como:
n
x-l'- I x4
n .
i=1
entonces:
n =2
Szal- zx:’._22_’_nx
X n .
i=1
sumando Tos términos semejantes:
n
s2 =L 1 x?2.%? e (8)
X n . 1
i=1

Si los
ta a 1g
rrespon

donde:

tr

como Tla

datos estdn agrupados, cada marca de clase represen
s valores que se encuentran dentro del intervalo co-
diente, con 1o cual:

m

2 1 2 —2

S, =7 I frtr-x
r=1

al tamafio de la muestra,

al nimero de intervalos de clase,

a la frecuencia del intervalo r y

= a la marca de clase del intervalo r.

. : £
frecuencia relativa £, = —I, entonces:
m
2 —_—
s2 = & £ ¢2-x? cee (9)
X T r
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DESVIACION ESTANDAR

Es otra medida de dispersién que para una distribucion de
frecuencias, como en una distribucién de probabilidad, es 1la
raiz cuadrada de la variancia. Se representa con Sy, de es-
ta manera, de la expresién (8):

- n
Sx =\/s§ =\[% P xi - %2 ... (10)
1=1

y cuando los datos estdn agrupados, de (9):
m . 2 —

Sx =/ I £, to-x o (1D
1i=1

COEFICIENTE DE VARIACION

Para una distribucidén de frecuencias, se define como el co
ciente de la desviacidn estdndar muestral entre la media
muestral; esto es:

coe (12)

E1 significado y utilidad de los tres indicadores anterio-
res son los mismos que en las distribuciones de probabili-
dad tratadas en el capitulo II.

Ejemplo VI.6

La produccidn de mineral de fierro en siete paises la-
tinoamericanos durante 1980, fue la siguiente:

1,9.7,0.5,8.7,7,5,9,16 (miles de toneladas).
Obtener:
a) La media.
b) La desviacidn estandar.

¢) El1 coeficiente de variacién.

Solucién

a) Como la muestra es pequefia, de la expresidn (3):

% = 1 +9.7 +40.5+8.7+ 7+ 5.9+ 16
7

[l

€.97 (miles de toneladas)



b) De (

4):

1 [

Sx =\{7 112 +9.72 4+ 0.52 + 8.72 + 72 4+ 5.92 + (16)'{[ - (6.97)2

4.94 (miles de toneladas)

¢) Por la expresién (12):

4.94
6.97

= 0.71

VI.4.3 MEDIDAS DE ASIMETRIA

Uno de
criptiva

os objetivos mds importantes de la estadistica des
es proporcionar infcrmacidon sobre la muestra, que

pueda ser de utilidad para determinar las caracteristicas

de toda

a poblacién.

Cuando ge desea ajustar un modelo probabilistico, como los
vistos en el capftulo III, a un fendmeno particular es con-

veniente
cuencias

comparar la forma del histograma o poligono de fre
de una muestra del fendémeno, con la de la funcidn

de probahilidad del modelo teérico.

Para de
de una m
inia o &

scribir la forma de la distribucién de frecuencias
yuestra, se usa, entre otros indicadores, la d&ime-
psgo. Una distribucion de frecuencias es simétrica

si el tercer momento de la muestra con respectc a la media

es igual
dos part
mds, cua

Si una ¢

Ta media

nuestra |

a cerc (m3 = 0); en tal caso la media divide en
es iguales a la distribucion de frecuencias y ade-
quiera de las partes es un reflejo de la otra.

fistribucion de frecuencias es simétrica, la media,
na y la moda coinciden en el mismo punto, como lo
a figura VI.6(a). Sin embargo, cuando la figura

no es simétrica se puede presentar una asimetria positiva,

siendo m

> 0; o bien una asdimetnia negativa donde m3z < 0.
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fild
simétrica
%7
|
|
| ]
) _i =
X
Me
Mo
| o o
asimetria positiva
|
' 1
[ i
i
I
N
| K
) -y il
mo mé
fA
asimetria negativa
1
'
i
I
|l
|l
) H— -

En las graficas (b) y (c) de la figura
ta un ejemplo de cada tipo de asimetrfa.

Figura VI.6

anterior se presen-
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Para medir en forma adimensional la asimetria de una distri
bucién de frecuencias, se utiliza el coeficiente de asime-
thia pon| momentos (az), que se define como el cociente del
tercer momento con respecto a la media entre la rafz cuadra-
da del slegundo momento con respecto a la media elevada al cu
bo; esto| es:

as cee (13)

~
B
Now

Debe acllararse que si los datos estdn agrupados, se pueden
aproximar los momentos con respecto a la media, con la ex-
presién:

my = £ (tr - 0k co. (14)

[ =]

r=1

Otra forma de medir la asimetrfa de una distribucidn es me
diante el coeficiente de Pearson (s) que se define como:

_ media - moda
Sx

Este indicador tiene la desventaja de que s6lo se aplica
cuando la distribucidn es unimodal y se puede demostrar que
-1 < 8|< 1.

VI.4&.4 |CURTOSIS

Es otra caracteristica que permite describir la forma de la
distribucién de frecuencias, también conocida como apuntamien
to, excdso o aplanamiento. Este G1timo nombre es tal vez el”
menos indicado, pues el significado de curtosis es contrario
al de aplanamiento y por lo tanto, una curtosis grande impli
ca poco |aplanamiento y viceversa.

En la fligura VI.7 se muestra un ejemplo de los tres tipos
en los cuales se clasifican las distribuciones de frecuencia
de acuerdc con su curtosis.
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fild

mesocurtica

fid

b) 1 .

platicurtica

fid

leptocurtica

Figura VI.7

La referencia que se usa para establecer la curtosis media
0 mesocdrtica, como la mostrada en 1a figura VI.7(a), es la
grdfica de la funcién densidad de probabilidac de la distri
bucién normal estdndar.



La g
la me
conse

rifica (b) es mds aplanada y Su curtosis es menor que
sbcdrtica, mientras que en (c) la curtosis es mayor y
clentemente su forma es mds apuntada.

A estios dos casocs se les 1lama respectivamente platicirtica
y leptocirtica.

Para
respe
no de
fine

Cuan

por 1
que 1
ay <
ta de

medir la curtosis se puede usar el cuarto momento corn
cdto a la media (my); sin embargo, para que la curtosis
fenda de las unidades de la variable en estudio, se dg
€l coefdiciente de curtosis como:

my
ay = ~? -3 P (15)
m2

s s = - . m
do 1a distribucidén es mesocdrtica se cumple que ~% =3

9 cual en la expresidén (15) se resta este valor %gra

4 referencia se encuentre en cero. De esta manera si
0, la distribucidén es platicirtica y si a, > 0, se tra-
una distribucidn leptocirtica.

Ejlemplo VI.7

A partir de los datos del ejemplo VI.2, determinar por
momentos:

a) El coeficiente de asimetria.

b) El coeficiente de curtosis.

Sdlucién

Fara cbtener la media y los momentos con respecto a la
media que se requieren para calcular los coeficientes
dé asimetria y curtosis, se utilizan las expresicnes

(4

) y (l14) respectivamente y mediante una tabla, como la
guiente, se pueden facilitar y ordenar las operaciones.

143



144

x m my m3 my,
tr fr | tp £r Ctr =) | ErCtr - 2 | £r(tr - 03 | £1(ep - DM
9.5]0.050 | 0.475 -4.330 0.937 -4.059 17.576
10.5 | 0.067 | 0.704 -3.330 0.743 -2.474 8.239
11.5]0.067 | 0.771 -2.330 0.364 -0.848 1.975
12.5]0.250 | 3.125 -1.330 0.442 -0.588 0.782
13.510.133 1.796 -0.330 0.014 -0.005 0.002.
14.5]0.133 | 1.929 0.670 0.060 0.040 0.027
15.5]0.116 | 1.798 1.670 0.324 0.540 0.902
16.5}0.067 | 1.106 2,670 0.478 1.275 3.405
17.5]0.050 | 0.875 3.670 0.673 2.472 9.071
18.5]0.050 { 0.925 4.670 1.090 5.092 23.781
19.5]0.017 | 0.331 5.670 0.547 3.099 17.570
13.835 7.370 5.672 4,544 82.970

a) De la tabla anterior y de la expresién (13) el coeficien
te de asimetrfa es:

4.544

- e84 4 336
8 " 7G.672)0

b) De (15) el coeficiente de curtosis es:

82.97

8y = T5.672)2 3 =~ 0.421

Por los resultados anteriores se concluye que la distribu-
cidn de frecuencias tiene asimetrfa positiva y es mds apla-
nada que la distribucién normal estdndar.

VI.4.5 OTRAS MEDIDAS DESCRIPTIVAS (LOS FRACTILES)

En algunas ocasiones resulta conveniente dividir una mues-
tra ordenada en dos o mds grupos con el mismo ndmero de ele
mentos cada uno. Los& fractiles, cuantiles o percentiles
son valores que pueden o no pertenecer a la muestra y cumplen
con esa funcidn. Asi, la mediana que se presentd anteriormen
te es un fractil que divide la muestra en dos partes iguales.



Los cuantiles, que son otro tipo de fractiles, dividen a la
muestra ordenada en cuatro partes iguales, de tal manera que

el primen

cuartil o fractil 25%, es mayor o igual que el 25%

de los datos; el segundo cuartil coincide con la mediana y

el tercer
de Tos ele

De manera
la muestra

cuartil o fractil 75% es mayor o igual que el 75%
mentos de la muestra.

semejante se definen los decifes, que dividen a
en grupos que contienen 10% de los datos cada uno.

A la diferencia entre el primer y el tercer cuartil se le
11ama rango intercuartilfico y se puede considerar como una

medida de
50% de los

También s
entre el p
de los val

dispersidn, pues entre esos cuartiles estdn el

elementos centrales de la muestra.

e define el rango intendecilico como la diferencia
rimer y el noveno decil, el cual considera el 80%
ores centrales de la muestra.

Para calcular los fractiles de una muestra, se puede usar

la expresi

6n (5)

que se obtuvo para calcular la mediana

(fractil 50%) de una muestra, considerando que en lugar de

0.5, debe

aparecer la fraccién que corresponde al fractil

que se desea (F*), de esta manera se tiene:

3 il F1'<-1:|
k

fractil F* = 2 + (16)

f 1

donde k es
se que con

Ejemplqd

De 1losg
se han
viento
tabla d

el subindice que corresponde al intervalo de cla

tiene al fractil F*.

VI.8

registros del Servicio Meteorolfgico Nacional
obtenido y ordenado las velocidades maximas del
(en m/seg.) de cada mes, durante cinco afios. La
e frecuencias es la siguiente:
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9 - 9.9 9.5 3 0.050 0.050
10 -10.9 10.5 4 0.067 0.117
11 -11.9 11.5 4 0.067 0.184
12 -12.9 12.5 15 0.250 0.434
13 -13.9 13.5 8 0.133 0.567
14 -14.9 14.5 8 0.133 0.700
15 -15.9 15.5 7 0.116 0.816
16 -16.9 16.5 4 0.067 0.883
17 -17.9 17.5 3 0.050 0.933
18 -18.9 18.5 3 0.050 0.983
19 -19.9 19.5 1 0.017 1.000

Calcular:

a) La mediana.

b) El rango intercuartilico.

Solucidn

a) El intervalo de clase que contiene la mediana es de
13 a 13.9, pues su frecuencia relativa acumulada es
la primera superior a 0.5.

De manera que por la expresidén (5):

me = fractil 50% = 13 + 6"%33‘0‘5 -0.434) =13.496n/seg]

b) Calculando primero los cuartiles uno (q) y tres
(q3) con la expresidn (16):

1
0.25

= 12.264

q; = fractil 25% = 12 + [0.25 - 0.184]

. . 1
a3 = fractil 75% = 15 + o7 [0.75-0.70]

= 15,431

con lo cual el raango intercuartilico es:

15.431 - 12.264 = 3.167
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Los fractiles en general no se pueden clasificar en un so-

lo tipo|de indicador, pues la mediana es una medida de ten-
dencia c¢entral; los rangos intercuartflicos e interdecflicos

son medjdas de dispersién y los cuartiles, deciles y demds
fractiles no se pueden clasificar ern ninqunra de ellas.
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CAPITULO VIT INFERENCIA ESTADISTICA

INTRODUGCION

En cua
mente 1
menos a
la resp
product

a necesidad de describir el comportamiento de fené-

yesta de cierto sistema fisico o la demanda de un
. Para lograrlo se puede partir de la informacién

obtenida de una muestra.

En estadistica se le 1lama <inferencia al proceso de indu-

cir o b
cionale
probabi

Si no
ble dis

en deducir las caracteristicas o .pardmetros pobla-
5 a partir de la informacién muestral, midiendo con
idades la incertidumbre inherente.

existiera la inferencia estadistica, no serfa posi-
pfiar reglas confiables para un control de calidad.

Por ejemplo, prdcticamente serfa imposible determinar si

todas 13

satisfacen las especificaciones de disefioc, y mucho menos,

si para

probarlas se someten a pruebas destructivas.

Para hacer una inferencia estadistica, se pueden estimar
los pardmetros descriptivos de 1a poblacidén a partir de la
informa¢ion obtenida en una muestra, ya sea como un valor

puntual
téticos
vdlidas

como un intervalo, o bien establecer valores hipo
de los pardmetros y probar estadisticamente si son
las hipétesis.

A los dos primeros casos se les l1lama estimacibn estadis-
tica puntual o pon Lintervalos, y al segundo se le denomina
prueba de hipbtesis.

VII.1 DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Antes de presentar las técnicas para realizar la inferen-
cia estadistica es necesario definir el concepto de esta-

distico
tipo de

muestral, dado que es la base para hacer cualquier
inferencia.

Un estqdistico muestral es una variable aleatoria que es-
td en funcidn de uno o mds elementos de la muestra.

Como ejemplos se pueden mencionar las medidas descriptivas
de una muestra (X, Sy & s%), las cuales fueron presentadas

en el capitulo anterior.

quier actividad profesional, se presenta frecuente.

eatorios, tales como la resistencia de un material,

1s varillas que serdn utilizadas en una construccién
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Para comprender por qué se dice que los estadisticos son
variables aleatorias, considérese un conjunto de muestras
representativas de una poblacidon, todas con el misme nime-
ro de elementos. _Si en cada muestra se calcula un mismo
estadistico como X, es casi seguro que se encontrardn valo
res distintos, sin embargo la diferencia puede ser pequefia;
ademds, como antes de calcularlo no es posible predecir
con certeza el valor que tomard, entonces se concluye que
el estadistico es una variable aleatoria.

Como variable aleatoria, cada estadistico tiene una dis-
tribucion de probabilidad denominada distribucibén muestnral.

No debe confundirse la distribucidn muestral de un esta-
dfstico con la distribucién de la variable que representa
a la poblacién.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

Los valores que pueden tomar los elementos de una muestra
de tamafio n se representan mediante variables aleatorias
Xy, X2, ..., Xp. Si la muestra es representativa de la po
b]acién, todas estas variables son independientes entre s7
y tienen la misma distribucién de probabilidad por pertene
cer a la misma poblacién, entonces por el teorema del 11mi
te central la media muestral X definida por:

>
1
=R
[N
=<

tiende en probabilicad a una variable con distribucién nor
mal, cuando n tiende a infinito. Empiricamente se ha esta-
blecido que una muestra es suficientemente grande cuando

n > 30.

Como X es una combinacidn lineal de las variables X; con,

i=1,2, ..., n. entonces, e acuerdo con lo visto en el
capitulo V:
9X
S ' °kK < T/ cee (D)

Ejemplo VII.1

El peso promedio de los melones que se producen en una
huerta es de 1.7 kilogramos, con una desviacidn estidn
dar de 0.4 kg. (Cudl es la probabilidad de que un posi
ble comprador tome una muestra aleatoria de 40 unida-
des y encuentre que el peso promedio de la muestra es
menor de 1.55 kg?



Solucl

En est
dio de

2
on

e caso la variable aleatoria es el peso prome-
la muestra X y de la expresidn (1l):

0.4
b— = 1.7 k 0= = —== = 0.063 k
X g y p /40 g

con lo |cual:

P(X < 1.55) = P(Z < zc)
donde:

X - Hx _ 1.55 - 1.7 _ _
Zc o= 0.063 2.38
X

buscando en la tabla A del apéndice:

esta pr

Cuando 1
tras se h
desviacio
se altera
tra, camb
nada. Pa
1a desvia

donde:

P(X < 1.55) = 0.0087

obabilidad se muestra en la siguiente figura:

Y

>IN

Figura VII.1

a poblacién es finita y la seleccién de las mues-
ace sin reemplazar las unidades observadas, la

n estdndar (o error estdndar) del estadistico X
Tigeramente, debido a que conforme crece la mues
ia la probabilidad de que una unidad sea seleccio
ra reducir esta alteraci6n, se debe multiplicar

cidén estandar de la muestra por el factor:

(2)

N es el tamafio de la pcblacién
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Debe notarse que cuando N tiende a infinito el factor tien
de a uno y cuando la muestra y la poblacién son iguales, el
factor se hace nulo.

Ejemplo VII.2

Considerando el enunciado del problema VII.1l, jcudl
es la probabilidad de que el peso promedio sea menor
de 1.55 kg, si el muestreo se efectlia sin reemplazo |,
vy en la huerta se tienen inicamente 500 melones?

Solucidn

Como la poblacidn es finita (N = 500) y n = 40, de
las expresiones (1) y (2):

0.4 [500 - 40]1/2
% l:s—cro—_“T] = 0.06

con lo cual:

por lo tanto:

P(X < 1.55) = 0.0062

Comparando este resultado con el anterior, se nota el efec
to que provocan el tamafio de la poblaciéon y el tipo de mues

treo.

DISTRIBUCION DE UNA FUNCION DE LA VARIANCIA MUESTRAL

Otro de los estadisticos que tienen gran utilidad en 1la
inferencia estadistica es la variancia muestral s§ . Como

variable aleatoria la distribucidon muestral de S§ tiene
escasa importancia. Sin embargo, para realizar inferen
cias estadisticas sobre variancias o desviaciones estdndar
se usa la variable aleatoria:




que ti
de 1ib
media p

la defi

multipl

desarro

n 82 =
X 1

e

sustity

[\

De est
dos de
tribuci

ne distribucién ji-cuadrada, con v = n - 1 grados
rtad, siempre y cuando la poblacidn sea normal con
x ¥ variancia o§ . Para demostrarlo se partird de

nicién de variancia muestral:
2 1 n
= = . - yw)2
s =5 I (Xi-1X)
i=1

icando ambos miembros por n y haciendo:

Xi = X =X - pg = X + uy

n — — 2
nsie (s - w0 - & = up)]

1lando el binomio:

o j— —
L [?Xi - g - 2(Xi - ) X - uy) + X - ux)él
=1 _

n n _ n_
I ®i-ud?- I 2@ -wp)@&-wg) + T & - up)?
=1 i=1 i=1

propiedades de la sumatoria:

n —— J—
I (Xi- Ux)z - 2(nX - nuy) (X - uyg) + n(X - ux)2
=1

cual:

L )2 (X - uy)? (4)

=;l- '1(1—“‘}( - n px “cee
i=

yendo en la expresién (3):

LT - ap? - @& - ux)z]
9% i=1
‘;: (Xi - uy)?2 X - 2
i=1 1 X (X ux)
) o2 oZ/n

X X

a manera x2 estd formada por la suma de los cuadra-
n - 1 variables aleatorias independientes, con dis-
6n normal estdndar; por lo tanto, de acuerdo con la
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definici6on de la distribucidn ji-cuadrada:

2
2 . n SX
X 02
X

tiene distribuci6n ji-cuadrada con v = n - 1 grados de 1i-
bertad.

Ejemplo VII.3

El espesor de las placas de acero que produce una em
presa tiene una desviacidn estdndar de 0.243 mm. Si di
cho espesor obedece a una distribucidén normal, ¢(cuidl
es la probabilidad de que en una muestra de 20 unida-
des se obtenga una desviacidn estdndar menor de 0.240?

Solucidn

n 82

2 = —;7§ para calcular probabi-

Usando la variable ¥

lidades relacionadas con Sy, se tiene que para Sy = 0.240

K2 = 20(0.240)2

(0.243)2 - 19.51

entonces:

P(Sx < 0.240) = P(x2 < 19.51)

A fx3(x)

ol |

19,51

Figura VII.2

Buscando en la tabla B que se encuentra en el apé&ndi
ce, la distribucidn ji-cuadrada con v = 20 - 1 = 19 y
de acuerdo con la figura VII.2, se obtiene que
F(18.34) = 0.5 y F(22.72) = 0.75.



Interp

F(

Esto s

VII.2 E

Como se
ca clasi

Estimace
pardmetr

Estimac
dos valo
conocido

A conti

VII.2.1

Las med
pitulo a
tuales d
aspecto
como p ¢
la pobla

En esta
estimado
tre vari
senta un

Entre 1
se encue
A contin

ESTIMADO

Se dice

si E
estimado
caso con

olando linealmente:

(0.75 -0.5)
(22.72 -18.34)

19.51) = 0.5 + (19.51 -18.34) =0.5667

ignifica que en una muestra de 20 unidades:

P(Sg < 0.24) = 0.5667

STIMADORES ESTADISTICOS

menciond al inicio del capftulo, en la estadfsti-
ca existen dos formas para estimar los pardmetros:

ii6n puntual, cuando solamente se da un valor del
p desconocido.

i6n pon intervalos de confianza, cuando se fijan
res entre los cuales se encuentra el pardmetro des
, con cierta probabilidad.

nuacién se presentan cada una de estas modalidades.

ESTIMADORES PUNTUALES

idas descriptivas de una muestra, vistas en el ca-
nterior, se usan generalmente como estimadores pun
e los pardmetros poblacionales; sin embargo, otro
importante se refiere a la estimacion de pardmetros
uando se sabe que la poblacién es binomial, o A si
ci6n tiene distribucién de Poisson.

seccidn se definen algunas caracteristicas de los
res puntuales que se utilizan para seleccionar, en
os de ellos, el mds conveniente. También se pre-
método para obtenerlos.

as caracterfsticas mds importantes de un estimador
ntran el sesgo, la eficiencia y la consistencia.
uacién se define cada una de ellas.

R INSESGADO

que un estimador o del pardmetro 6 es insesgado

6 ] = 6, es decir _que el valor esperado o medio del
r es igual al pardmetro que se quiere conocer; en
trario se dice que es sesgado. Asf por ejemplo, el
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156estadistico:

~ _ L n
8 =X == ¢ X4
n .
i=1

es un estimador insesgado del pardmetro & = py puesto que

ECX] = ug = uy, como se vio al estudiar la distribucién
muestral de la media.

Ejemplo VII.4

Demostrar si el estadistico S§ = % I (X5 - X)2 es

. . B 2
un estimador insesgado de ox

Solucidn

De la expresidn (4):

A =
sz = ¢ [2 (X3 - ug)? - n(X - ux)zJ
1

=1

aplicando el operador esperanza en ambos miembros:

n
e [ -2 1E e fou - w7 e [w 7))
i=) ,

2 2
sin embargo, como uy = My ¥ ox = oX/n

2
E[}Xi - ux){] = oy para i =1, 2, ...

2
X 2| = X
E [(X- ux)] Py

con lo cual:

m
Mo |
Kol
[}
[
E)
Nq )
1
=}
553

de donde:

2

(n-1) o

X
E[S;]=—_n_—

[~ 2
Con esto se demuestra que E lsél E ]

x ¥ por lo tanto

es sesgado.
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Se puede probar que si se define otro estadistico g; como

- 1 n 2
S, = — I (Xi - ux)

se tendnd un estimador insesgado de o2

.

También se puede demostrar que, a pesar de que la varian-
cia muestral es sesgada, la desviacidn estdndar de una mues
tra es un estimador insesgado de la desviacion estdndar de
la poblacién.

ESTIMADOR EFICIENTE
-

Sean 68) Yy 5 dos estimadores insesgados del pardmetro o,
pdve

a

entoncet 8, es mds eficiente que 6, si la variancia de o,
- 2

2
es menor que la de 6,; es decir g, < g,
61 82

En capﬁtulos anteriores se vio que la variancia es una me
dida de|la dispersidn que tienen los datos con respecto a
su med1? En el caso de un estimador insesgado, su media
es igual al pardmetro deseado y, por lo tanto, es convenien
te tener estimadores que difieran poco del pardmetro que se
desea eFtimar.

Se puede dar el caso de tener un estimador insesgado y
otro u otros que no lo sean, pero con menor variancia que
el primero. Cuando esto ocurre, se tendrd que seleccionar
el mds adecuado de acuerdo con el uso que se le dard.

Ejemplo VII.S5

Sean |[X;, X, X3 Y X4 variables aleatorias independien
tes que representan los posibles valores de una mues-
tra representativa de una poblacién con dis ribucién
normal, cada una con media ¥x Y var1anc1a ox* ¢(Cuial

de los siguientes estimadores (91, 92, 63) se debe se
leccidnar para estimar la media de la poblacidn?

61 = X,

6, = Xy + X3

a X1 + 2X, + 2X3
63 = 5
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Solucidn

Para determinar si son insesgados:

m

1] - o] -
i - o]+ o] -2
G Bl el el s

]

m

m

Yx

a -

De esta manera 6, y 63 son insesgados, mientras que
~

6 no lo es.

Para comparar la eficiencia, se debe obtener la va-
riancia de cada estimador, considerando que son una
combinacidon lineal de variables aleatorias:

B N
S R e O ey

el = () e[+ (3) weelsd] + (3) veefe]

i
25 %% T 25

Como var[ea:] < varl:ﬁl:] < var[ezjl, el estimador 63 es

el més eficiente y por ser insesgado se puede conside
rar el mejor.

2 4 2 _9 2
x Y25 9% = 35 %



ESTIMADOR CONSISTENTE

Un estimador 5n obtenido de una muestra de tamafio n es

consistente, si Sn converge en probabilidad a e; es decir:

lim
n + «©

P{|6, - 6] > €} = 0

para cualquier constante positiva .

De acuerdo con la definici6n anterior y por la ley de los
grandes nimeros:

es un

|
]
B
(R
4

Fstimador consistente del pardmetro uy, pues a medida

que aumenta n, X tiende a uy.

Tambi&n por la ley de los grandes nimeros se puede asegu-
rar que cualquier estimador insesgado es consistente. Sin
embargo, existen algunos que son consistentes, aun cuando
sean sesgados, como:

2 1 ®° =2
Sx -5 . I (X - X)
i= x(

que a pesar de ser sesgado se puede demostrar que es con-
sistente.

METODO

Fue d
con es
sisten

Para
bles a
bles v
con ci

A la f

DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD

esarrollado por R.A. Fisher. 'Puede demostrarse que
te método se obtienen estimadores eficientes y con-
tes, sin embargo algunos de ellos son sesgados.

definir el método, considérese un conjunto de varia-

lTeatorias independientes, que representan a los posi

alores de una muestra aleatoria de tamafio n, cada una
erta funcién masa o densidad de probabilidad.

Px;(xi) & fx;(xi); i =1,2, ..., n

uncién masa o densidad de probabilidad conjunta

159
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P(x1, X2, X3, ..., Xpn) = P(x)) P(x2) ... P(xq) &

f(xy, x2, ... xXp) = f(x1) £(x2) ... f(xp)
se le 1lama funcién de verosimilitud.

Como los elementos de la muestra pertenecen a la misma po
blacién, las funciones de densidad o de probabilidad de
las variables x;, x2, ..., xn son iguales y tienen los mis
mos parédmetros (6;, 085, ...).

E1 método de mdxima verosimilitud consiste en encontrar
el valor del pardmetro o los pardmetros 6,, 6,, ..., de
tal manera que la funcidn de verosimilitud tome un valor
méximo.

Para resaltar el pardmetro o los pardametros que se desean
encontrar, la funcién de verosimilitud se puede represen-
tar como:

P(xl, X2y ooy xn/91, 92, ...)
o en el caso continuo, como:

f(xy, X2, .., xx/01, 82, ...)

Ejemplo VII.6

Encontrar el estimador de mdxima verosimilitud para
el pardmetro 6 de una variable aleatoria X cuya F.D.P.
estd dada por:

-6t
e

0 t>0

fr(t) =
t <0

Solucién

Como es una variable continua, de la expresién (5),
la funcidn de verosimilitud es:

(0t (0e*%2) ... (0eT7M); £120; i=1,2, 00

f(ty, to, ««e, tn/0) =
(t1, t2 s by <0

analizando el intervalo en el que t > O0:
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£(ty, tgy +vvy tn/0) = 60 e-e[::l + ty + ...+ tg]

.o (a)

ces:

tuyendo en (a):

£(ty, ta, ..., tn/6) = 8" et

derivando con respecto a 0 para maximizar la funcidén:

df(tl,

oy ooy tn/8)

= al(_ — -6nt. -en.t—r n-1
10 6%(- nte Y+ e D 2]

-n en—l e—e nt (I'-6¢t)

igualando a cero:

Esta
En el
nimo
ple q
1/t e

a en-l e—ent a

-8t)=0

ecuacifn se satisface si 6 =0 o el factor (1-6t) =0.
primer caso se puede verificar que se obtiene un mi-
de la funcidn de verosimilitud. Para 6 = 1/t se cum-
ue (1 - 6 t) = 0 y se obtiene un mdximo, por lo tanto
5 un estimador de maxima verosimilitud.

La funcién de densidad en este ejemplo corresponde a una

varia
tasa

repre
secut

De m
dor d
x/n 1

ble aleatoria con distribucion exponencial, donde la
promedio de éxitos por unidad de tiempo » = 8, y tji
senta el tiempo entre la ocurrencia de dos éxitos con
vos de un proceso de Poisson.

anera semejante se puede demostrar que X es un estima
e madxima verosimilitud de la distribucidon normal y
0 es para la distribucién binomial.
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VII.2.2 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

En algunos casos no es suficiente estimar un pardmetro de
manera puntual, debido a que el estimador es una variable
aleatoria y la probabilidad de que tome el mismo valor que
el pardmetro es prdcticamente cero.

Para aumentar la probabilidad de que la estimacidon coinci
da con el pardmetro deseado, se debe establecer un interva
lo denominado intervalo de confianza que contenga, con
cierta probabilidad, al pardmetro deseado.

A los 1imites del intervalo de confianza se les denomina
Limites de confianza y a la probabilidad de que el pardme-
tro de l1a poblacién esté en el intervalo de confianza se
le 1lama nivel de confianza de la estimacidon y, en lo suce
sivo, se representard como (1 - a).-

Para establecer los 1imites de confianza (LC) de un para-
metro 6, se parte de una distribucidon muestral. En la si-

guiente figura se pueden observar los elementos que inter-
vienen en la estimacién muestral.

Af(6)

Distribucion
muestral

a/2 1-a a/2

|

LC] LCZ

Intervalo de confianza

Figura VII.3

En ella se puede notar que el complemento del nivel de
confianza o se distribuye en dos partes iguales a los la-
dos del intervalo, con el objeto de centrarlo.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA

Como se vio al inicio del capftulo, el estadistico

n
X = L I X
n .
i=1

i

es un buen estimador de la media poblacional uyx, por este
motivo se usard como base para hacer la estimacién por in
tervalos. Si_el tamafio d& la muestra n es grande, la dis
tribucidén de X tiende a la distribucidn normal con media



u§ y desviacidn estdndar ox//n, en consecuencia la varia-
ble:

-x--‘.lx
z ox//ﬁ ce. (6)
tiende a la distribucién normal estdndar.
Para en
los 1fmi

contrar el intervalo de confianza, se deben fijar
tes LC; y LC, de tal manera que:

1 - G‘P(Lclf_vxiLCZ)

vee (7)
de la exjpresién (6), esta probabilidad equivale a:
1 P liallie PN (8
- = - < < oo
a (-z < xifa < z

donde -z

y z son los limites de un intervalo que contiene
al 100(1

- a) porciento de los posibles valores de z, como
se muestra en la siguiente figura:

a/2 a/2

-z

xq'

Figura VII.4

Tomando en cuenta que ox//E es siempre positivo se puede
multiplicar la desigualdad de la expresién (8) por
og/vn, con lo cual:

ox _ Ox
1 - a = P(z 7§ <X - ux < z 7§ )
despejando ux:
— [} [}
1 -a=P(X -z 7% SHx < x+ 2z X )
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comparando esta expresidén con (7), se tiene que:

LC; = X - 2

e

LCz'i'l'z

AR

En forma simplificada se puede representar el intervalo
de uy como:

. (9)

—_ ox
X t z — .
%

En general no se conoce ox, sin embargo cuando la pobla-
cién es normal, se puede estimar puntualmente con la des-
viacidn estdndar de la muestra. Como Sy es un estimador
sesgado, es conveniente multiplicarlo por el factor
vYn/vYn-1, con lo cual el intervalo de confianza de la media
es:

ol

+ 5X (10)
z P
;n—l

Ejemplo VII.7

Un comerciante desea estimar el peso medio de los pa
vos que se crian en una granja, ya que piensa comprar
un gran nidmero de ellos.

a) ¢(Cudl es el intervalo que contiene a la media de
la poblacidén, con un nivel de confianza del 95%,
si en una muestra representativa de 35 aves se en
contrd una media de 8 kg con una desviacién estdn
dar de 0.95 kg?

b) (De qué tamafio debe ser la muestra para que la me
dia de la poblacidn pertenezca al intervalo
x * 0.3 kg, considerando el mismo nivel de confian
za y que la desviacidn estdndar es constante?

Solucidn

a) Como la poblacidn se puede considerar infinita,
la muestra es grande y se desconoce oy, de la ex
presién (10): :

Sx Sx
< ux < + z —
VYn-1 — X = vYn-1

ol

X -z
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Susti
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tre 7

b)

oo

B o

buscar el valor de z, debe tomarse en cuenta

n cada extremo de la distribucidn normal, se

ntra el 2.5% del &rea, de manera que el in-
lo central contenga al 95%, como se muestra
figura siguiente:

“Z0.025 20975

Figura VII.S

tabla de la distribucidn normal estdndar se
observar que para z = 1.96, Fz(1.96) =0.975,
al se representa en la figura VII.5 como

s = 1.96.

tuyendo este valor en (10):

1.96 (0.95)

8 =
v35-1

ndo operaciones:

ux €[7.681, 8.319]

significa que con una probabilidad de 0.95,
so medio de los pavos de la granja estd en-
.681 y 8.319 kg.

n este inciso se desea determinar el tamafio de
ianza y la desviacidén estdndar.

1 nuevo intervalo es ligeramente mds pequeiio,
ne:

1.96(0.95)

= 0.32
v35-1

ayor que 35.

A muestra, manteniendo constante el nivel de con

ya

or lo cual, se puede esperar que la muestra sea
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Como el intervalo de confianza estd centrado y la

distribucifn muestral es simétrica se puede anali
zar un solo limite del intervalo.

Asf, con el limite superior:

Comparando con el intervalo dado:

Q
L]

0.3-27—;

despejando n:
z ox72
R M)

Buscando en la tabla de la distribucidn normal el
valor de Z, tal que Fz(z) = 0.975, se obtiene:

z = 1,96

Con lo cual:

0.3

o = l:l.96(0.95):[2 : 39

Cuando la muestra es pequefia (n < 30) y la desviacién es-
tindar de la poblacién es desconocida, no se debe usar la
desviacién estdndar de la muestra como un estimador de oy,
pues son muy diferentes.

En este caso, si la poblacidn es normal, la estimacion
por intervalos se puede apoyar en la variable aleatoria T,
formada por la relacidn:

i-ux
=
r - OX/7m Lo (1)
n S%11/2
X

o2
X

n-1
Como se demostré al inicio del capitulo que:

X - ux
GX/'/;



tiene distribucién pormal estandar y:

tiene disttibucién ji-cuadrada con n-1 grados de libertad,

entonces 1

variable aleatoria T tiene distribucidon t de

student, pues estd formada por el cociente de una variable
con distribucidn normal estdandar, entre la raiz cuadrada

de otra variable con distribucidn ji-cuadrada que a su vez
estd dividida entre sus grados de libertad.
Simplificando la expresidn (11):
X - uyx
T = —— = “ee
levn-‘l (12)

Como los

grados de libertad de T dependen del tamafio de

la muestral, cuando ésta tiende a infinito, la distribucién

de T tiend
concluir q
usar la di
por interv

e a la normal estdndar. Por 1o tanto, se puede
e cuando la muestra es grande, también se puede
stribucién t de student para hacer la estimacidn
alos de la media poblacional.

E1 procedlimiento para determinar los 1imites de confianza

a partir d
guido ante
fianza par
y la pobla

iormente. De esa manera, los l1imites de con-
la media de la muestra, cuando se desconoce ¢
cion es normal, son:

E la variable aleatoria T es muy similar al se-

X

|
H
(ad

(13)

Ejemplo VII.8

Cog el

ca una

objeto de determinar el ruido medio que provo
fresadora en cierta empresa, se han registrado

en forma aleatoria las siguientes mediciones en deci-

beles:

derandd

63, 65, 60, 63, 64, 62, 68, 65, 64, 64. Consi
que el ruido tiene una distribucién normal,

tcudl e¢s el intervalo que contiene a la media de la
poblacidn con un nivel de confianza del 902?
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Solucidn

Como se tienen Gnicamente 10 datos y la poblacidn es
normal, de la expresién (13):

-t X X+ °x
- — < < t —
Vn-1 — bx = Vn-1
donde:
z _ 63 + 65 +...+ 64
X ) 63.8
y:

- 2 - 2 _ 2"
sx 'J(63 63.8)% + (65 63i§) +...+ (64-63.8) = 1.99

Buscando en la tabla C del apéndice la distribucién
t de student con v = 10 - 1 = 9 grados de libertad,
el valor t que corresponde a Fp(t) = 0.95 es 1.83.
Véase la siguiente figura:

0.05 0.90 0.05

to.05 = -1.83 to.95 = +1.83
Figura VII.6

Con lo cual:

1.83(1.99) 1.83(1.99)
3 /io-1 - VX = /10-1
62.486 < py < 65.114

X

Es decir, que el ruido medio que provoca la fresado-
ra, se encuentra entre 62.486 y 65.114 decibles, con
un nivel de confianza del 90%.

Cuando el muestreo se hace sin reemplazo y la poblacién
es finita se debe ajustar la desviacién estandar de las
- expresiones (9), (10) y (13), multiplicando por el factor
#%{% ; donde N es el tamafio de la poblacién y n es el ta
maido de la muestra.
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TANDAR .

Como ya se demostrdé, cuando la poblacién es normal, la va
riable aleatoria:

donde s; es la variancia de una muestra, a; la variancia
de la poblacién y n el tamafio de la muestra, tiene distri-
bucién ji-cuadrada con n-1 grados de libertad.

Utilizando esta variable como base de la estimacién y a
partir de la figura VII.7 se puede plantear la expresién:

2
2 nSx 2
l—a-P(Xli zix‘z)
%%

Figura VII.?7

Lol

Como o, | siempre es positiva, se puede multiplicar la desi

gualdad por o; sin que se altere, de esta manera:

2

2 2
1'“'P(X1°x£“sxix a;)

lo cual equivale a:

2 2 2 2 2
1-G'P[(Xxfo_nsx)ﬂ(nsiiMOx):[

2 2
2 n Sy a Sx 2
-PI:(oxi—x—%——)ﬂ(—-;g——iox)
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con lo cual:

1 P n S}z{ 2 n Slz(
-a = —7 2 9y 2
X2 X x$

Por 1o tanto, el intervalo que contiene a la variancia de
la poblaci6n con un nivel de confianza (1 - o), es:

2 2
2 n Sy n Sy
°x €|=7/z > —T— .. (14)
X2 X1

Para establecer el intervalo de confianza de l1a desviacién

estindar, se utiliza la rafz cuadrada de los 1imites ante-
riores, esto es: ‘

n n
o, € Sxd‘—z , Sx{_‘z <e. (15)
X X3 X2

Ejemplo VII.9

Para estimar la desviacidén estdndar que tienen las
resistencias elé&ctricas producidas por cierta empresa,
se han medido al azar 10 unidades,

con los siguientes
resultados:

173, 169, 170, 170, 173, 171, 167, 171, 168, 168

Suponiendo que la resistencia tiene una distribucién
aproximadamente normal, }cudl es el intervalo de con-
fianza del 957 para la desviacidn estdndar?

Solucién
Calculando primero la media y la desviacidn estiandar
de la muestra:

—_ 173 + 16?0+...+ 168 _ 170

. =4/ (173-170)2 + (169-170)2 +...+ (168-170)2' | o
x 10 :

con 10 - 1 = 9 grados de libertad y un nivel de con-
fianza del 95%:



X%.OZS = 2,7004

X5.975 = 19.0228

de la expresidn (15):

10 10
1.95475.027 < °% < 1.95 YTT700%

1.414 < og < 3.752

Estp significa que con un nivel de confianza del 95%,
la desviacidn estdndar se encuentra entre 1.414 y
3.752.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS

Frecuentemente se presenta la necesidad de comparar dos
poblaciones semejantes e independientes, con el fin de se
leccionar alguna de ellas. Por ejemplo, si existen dos pro
veedores de varilla en una empresa constructora, serfa con
.veniente determinar cufl de los dos produce la varilla mds
resistente. Para ello, 1o mds adecuado serfa seleccionar
una muestra al azar de cada uno de los proveedores, probar
las y calcular la resistencia media de las dos muestras.

Al comparar estas medias muestrales se tendrd entonces
una ided de cudl es la mds resistente.

_Para_dos poblaciones (1 y 2) el estadistico X, - X; 0

X; - X,|se puede usar como un estimador puntual de 1a dife
rencia de las medias poblaciones u, - u; 6 u; - up respec-
tivamente.

Como las medias muestrales X; y X, son variables aleato-
rias, su diferencia es también una variable aleatoria y pa
ra estimar la diferencia entre las medias poblacionales
uy ¥ uo|en forma de intervalo de confianza,_se debe cono-
cer el comportamiento del estadfstico X, - X; 6 X; - X5.

En el capftulo IV se encontrd que la media y la variancia
de una combinacién lineal de dos variables aleatorias son:

Efax + bY] = aE[x ] + bE[CY ] y

- 2 2
= a2 2 -
VAR[aX + bY aZ oy + b% oy - 2a b ogy
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como en este caso a=1, b=-1, X=x,,Y=x; ¥y ogy = O,
entonces:

ECX, -X, ] =[x, ] - E[X ]

— — 2 2
VAR[ X, - X; | = o, * (-1)2 %

ademds como:

ECX ] =ws ECX] = w

donde n; y n, representan el tamafio de la muestra correspon
diente.

De esta manera:

EEi—Z_il]‘u2-ul o (16)

1o cual implica que X, - X; es un estimador insesgado de
Hp = M1, Y:

2 2
— — g2 o1
VAREXz - le = 3—2 + ;IT oo (17)

En esta expresion puede observarse que a medida que aumen
ta el tamafio de la muestra, la variancia del estadistico
tiende a cero, 1o que indica que también es un estimador
consistente de up, - uj.

Como las distribuciones de X; y X, tienden a la distribu
cion normal cuando n; ¥y n, son suficientemente grandes
(mayores que 30), se puede demostrar que la diferencia en
tre ellas también tiene distribucién normal con media:

Diz_fl‘llz"ul

y desviacibn estdndar: 5

g2 0%
— = = —_— + —
%, - %) np n)

Entonces, se puede plantear la ecuacidn:

[ X, - X1) - (w2 - 1) }
1 - a=P|- 2z < <z

T - K



donde %
(1 - a)
normal

Despej

z son los 1fmites de un intervalo que contiene al
100% de los posibles valores de la distribucién
estdndar.

ando de la desigualdad (up - uj):

Piz—fl-z Ui‘z‘ili NZ'Ulf_EZ‘_fl+z G-iz_il

En forPa simplificada se pueden expresar los limites del
1

interva

Como g
se pued
cias de
sean no

Eje

Par
mina

o de confianza de la siguiente manera:
2
— — g2 0%
X, - X; % —+ — ...
2 1 A YR (18)

2 2
eneralmente no se conocen los valores de o; y o0,,
en estimar de manera puntual mediante las varian-
las muestras sf y s%, siempre que las poblaciones

2 2

51 Sz
- + —_ —_—

X, - X; ¢ 2z - + - oo (19)

mplo VII.1O

a determinar en cudnto se ha incrementado la conta
cidn del aire en una zona industrial de la ciudad

de MgExico, se han tomado algunas observaciones durante
el presente afio y se piensa compararlas con la informa
cidn| de hace diez afios. Los datos son los siguientes:
i Muestra 1 Muestra 2
Hace 10 aifios Actualmente

Nidmero de observa

ciones 37 45

Medfa i_i

(Partes por gi116n} 42 44
Varfiancia Si 103 98

Con/ un nivel de confianza del 99%, ;cudl es el inter
valol que contiene a la diferencia entre los niveles

promedio de contaminacidn (upy - u;)?

rmales. De esta forma los 1imites de confianza son:
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Soluciédn
o o = 103,98, o
Xy - X 7 45
entonces:
oz z = v4.962 = 2,227
X, - Xy

de la tabla de la distribucidén normal estadndar:
z = 2,58
con lo cual, de la expresidén (19):

(44 - 42) £ 2.58(2.227) = 2 + 5,746

es decir:

up - uy e[=3.746, 7.746]

lo cual indica que la diferencia puede estar entre
-3.746 y 7.746 con un nivel de confianza del 99%. El
signo negativo del limite inferior significa que la
contaminacidn se pudo haber reducido, aun cuando la
diferencia entre las medias muestrales indique lo con
trario.

Cuando las muestras son pequefias y las poblaciones norma-
les, la estimacidn del intervalo de confianza para la dife
rencia de medias poblacionales, se puede basar en la varia
ble aleatoria T formada como:

&, - X3) - (uz2 - wp)

2 2
o1 o2
—_ ¢ —
n}  np
T = ... (20)
2\
n; §) np Sy
7+ z
g1 02

\’nl + np, - 2

donde 1a diferencia X, - X; tiene distribucidén normal con
media py - u; y desviacién estdndar /a%/n1+c%/n2 , y la
combinacidn:
2 2
ny §; =nz S
7 vt
g3 o2




tiene distribucidn ji-cuadrada con v = n; + np - 2 grados
de libertad. Por todo 1o anterior, la combinacidon de 1la
expresién (20) tiene distribucién t de student con

v =mn; |+ ny, - 2 grados de libertad.

Bajo la consideracidn de que las variancias de las dos po
blaciones son estadfsticamente iguales (homogéneas), la ex
presién (20) se puede simplificar, con lo cual:

(')fz - _)-(-1) - (a2 - uj1) \[nlnz(nl + n, - 2))\

= 2 2\ +
Jﬁlsl + nySy n1 n2

<o (21)

Mediante un procedimiento similar al seguido en la deduc-
cién de la expresi6én (18), se obtiene que los 1imites del
intervalo de confianza de la diferencia de dos medias
) - Mg, cuando existe homogeneidad de variancias, es:

X, - X cee (22)

2 2 \
(n]_Sl + n2S83)(n; + njp)
+
2 = nlnz(nl + np; - 2)

donde t t son los 1imites de un intervalo central en la
distribucién t de student que contiene al (1 - a) 100% de
los posibles valores de T, con v = n; + n, - 2 grados de
libertad.

Ejemplo VII.1l

Con el objeto de evaluar en qué medida se ha reduci-
do la cantidad de desperdicio, que en promedio produ-
ce tierta mdquina durante un dia de trabajo, se han re
gistrado las cantidades del desperdicio generado duran
te algunos dias, antes y después de haberla ajustado.
Los| resultados fueron los siguientes:

Desperdicio diario en kg J

Antes del ajuste 85, 104, 79, 123, 108

Después del ajuste 81, 96, 103, 70, 75, 80, 107

Considerando que la cantidad de desperdicio tiene
distribucidn normal y que su desviacidn estidndar no
campid con el ajuste, lcudl es la estimacidn por in-
tervalo de la disminucidn del desperdicio medio, de-
bida al ajuste, con un nivel de confianza del 95%?
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Solucidn

Calculando la media y la variancia de las dos mues-
tras:

— 2
X, = 99.8 S) = 254.96 n] = 5

— 2
Xz = 87.42 Sz = 179.10 n2 = 7

Como n} = 5y np = 7, de la tabla de la distribucién
t de student con v = 5 + 7 - 2 = 10 grados de liber-
tad, se obtiene que:

to.975 = 2.228

con lo cual, de la expresidn (22):

[(5(254.96) +7(179.10)] (5 +7) "

99.8 - 87. + 2.
7.42 2.228 SHG +F 7 =D

haciendo operaciones, se tiene que:

-8.36 < uy - Wy < 33.12

Es decir, que la reduccién media estd entre -8.36 y
33.12 kg. El signo negativo del limite inferior, im-
plica que en lugar de reduccién puede haber un incre
mento.

VII.3 PRUEBA DE HIPOTESIS ESTADISTICA

De acuerdo con el método cientifico, para aceptar un enun
ciado es necesario plantear hip6tesis, experimentar y com-
probarlas con los resultados del experimento.

Cuando se trata de un experimento aleatorio no es fdcil
corroborar la hip6tesis, debido a que se presentan diferen
tes resultados en cada ensayo y, por este motivo, se hace
necesario un procedimiento especial para los fendmenos alea
torios. Por ejemplo, si un técnico de la Compafifa de Luz
asegura que, en promedio, el voltaje que reciben los usua-
rios en cierta zona de la ciudad es de 117 volts, resulta
prgcticamente imposible verificar con certeza esta afirma-
cibn.

La prueba de hip6tesis estadfstica es otra forma de infe-
rencia que se utiliza para aceptar o rechazar hipdtesis so
bre un fenémeno aleatorio, planteadas en términos de un pa
rdmetro o una combinacién de dos o mds pardametros; también
se usa para investigar si una distribucidon empirica se ajus
ta a un determinado modelo probabilistico.
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aturaleza aleatoria de los fendmenos, la prueba

sis estadfstica no se puede considerar como una
finitiva, ya que en ella se establece un criterio
decisi6n para aceptar o rechazar una hipdtesis
verd posteriormente, la regla de decisidn estd
ton ciertos riesgos.

J
]

ENTO GENERAL

r lugar, para realizar una prueba de hipdtesis es
se debe plantear el enunciado en cuestidn, en

de algin o algunos parametros poblacionales como
la variancia, etcétera.

ente se habla de dos tipos de hipotesis relaciona
na prueba: La hipétesis nula (Hgy) y Las hipbtesdis
(Hl, H,p, J).

esis nula es la que se toma como referencia en la
por conveniencia, se plantea como una igualdad

de la forma 6 = oy, donde 6o es un valor supuesto del pard

metro 6.

Las hipd
pueden te

Es import
potesis al
rrespondie
dadera H;
mds impor{
una nregla
be aceptar
que indica
sentativa

En el eje

estd expre
cual Ta hi

La hipote

resultados
ejemplo se
el voltaje

es mayor
corresponc

tesis alternas son aquéllas que difieren de Hy ¥
ner las siguientes formas:

6 ¥ 69
6 > 6y
6 < 69

tante sefialar, que aceptar como verdadera una hi-
terna equivale a rechazar la hipétesis nula co-
2nte y cuando sg acepta Hgy, se rechaza como ver-
(considerando que es la Unica alternativa). Lo
tante de una prueba estadistica es el disefio de
de decisidn, la cual sefiala en qué casos se de-
o rechazar la hipétesis nula en funcion de lo
un estadistico, obtenido de una muestra repre-

mplo del voltaje promedio (u
sado en términos de la media
p6tesis nula es:

X), el enunciado ya
poblacional, por 1o

Hg: ug = 117 volts.

sis alterna debe plantearse de acuerdo con los
que se desean obtener de la prueba, en este
trata de encontrar evidencias que muestren que
> promedio es diferente de 117,'sin importar si
menor, por lo cual la hipétesis alterna que le
e es:

Hy: ux # 117 volts.




178
Cuando el interés estd centrado en uno de los extremos de
la variable aleatoria, como en la vida Gtil de una mdquina
o las utilidades de una empresa, en donde solamente impor-

ta un aumento, entonces la hipotesis alterna seria de la
forma:

Hy: 6 > 69

Por 1o anterior, cuando la hipdtesis alterna es de la for
ma 6 < 69 0 6 > 69 a la prueba de hipdtesis estadistica se
le denomina unilateral o de una cola y si es de la forma
6 # 60, se le 1lama bilateral o de dos colas.

Para establecer la regla de decisidén se toma como base una
distribucidon muestral; en el ejemplo la distribucién mues-
tral de la media (X) seria la mds adecuada. Posteriormen-
te se fija una regidn de aceptacidon y una de rechazo en el
dominio del estadistico, es decir que si para una muestra,
el estadistico toma un valor en la region de aceptaciédn,
entonces se considera que la hipdtesis nula es verdadera;
en caso contrario, se piensa que es falsa, con 1o ct 1 se
ha establecido la negla de decisién.

Considerando el mismo ejemplo, supdngase en principio,
que se fija arbitrariamente como regidon de aceptaciin el
intervalo [I16, 118] volts, y como regidn de rechazo, su
complemento; esto significa que si en una muestra se ob-
tiene una media x entre 116 y 118 volts, se aceptard que
en promedio el voltaje de la poblacidon es de 117, en caso
contrario se rechazard.

En la figura VII.8 se muestra la regidon de aceptaciéon, de
rechazo y la distribucion muestral de x.

f;(ﬂ

Region de
aceptacion

Region Region
de de
rechazo rechazo

a/?2

/ 4 %,
116 nz 18 X

Figura VII.8

A partir de esta figura se puede establecer formalmente
la regla de decisidn como sigue:



Si 116

<
rio se rec

118, se acepta Ho(ux = 117); en caso contra
a. En el ejemplo se rechaza que u=117 vots.

ERRORES EN LAS DECISIONES ESTADISTICAS

Como X es una variable aleatoria, al seguir la regla de

decisibn
cuando X

se corre el riesgo de rechazar la hipdtesis nula,
tome un valor en la regién de rechazo y realmente

corresponda a una poblacién con media px = 117, esto signi

fica que
dadera.

A este e
dad de co
represent

En la fi
de la reg
dividido
tes del i
tos crfti
general e
cién mues
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En la fi
significa
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casos se
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Lo dnico
pardmetrg
el error
diante 14

En el e]
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siderd pa
la grédfig
M= 118.5
(véase 1a
el error

se estd rechazando una hipdtesis nula que es ver-

rror se le conoce como de £ipo I y a la probabili
meterlo se le 11ama nivel de significacibn y se
a mediante a.

gura VII.8 se muestra el nivel de significacidn
la de decisifn correspondiente. NO6tese que estd
en dos partes iguales. En este ejemplo, los 1fmi
ntervalo de aceptacién (116 y 118), 1lamados pun-
cos, se establecieron de manera arbitraria. En
stos valores se calculan a partir de la distribu-
tral del estadfstico-y de acuerdo con un nivel de
cidn determinado.

gura VII.8 se puede observar que si el nivel de
ci6n o« aumenta, la regi6n de aceptacién de Hy se
pequefia, con lo cual la prueba es mds estricta pa
r la hip6tesis nula; por esta razén, una prueba
sis estadfstica es mds significativa o mds estric
ceptar Hg, cuando el nivel de significacidn sea

que se utilicen niveles de significacién de
6 0.01; sin embargo, puede usarse cualquier otro
nsiderando que o« es el riesgo de cometer el error

or que puede cometerse al decidir sobre la veraci
a hipdtesis nula, basdndose en la regla de deci-
el denominado error Zipo 11, que consiste en acep
ip6tesis nula que es falsa.

al no es posible determinar con precisién en qué

comete este tipo de error, debido a que no se 1le

cer el verdadero valor del pardmetro poblacional.

que se puede hacer es suponer algunos valores del
y calcular la probabilidad o riesgo de cometer

de tipo 1I. Esta probabilidad se representa me-
letra 8.

emplo del voltaje, si el verdadero valor de la me
cional fuera de 118.5 en lugar de 117 como se con
ra establecer la regla de decisién, el drea bajo
a de la distribucién muestral cuya media es

y que se encuentra en la region de aceptacién,
siguiente figura), es la probabilidad de cometer
de tipo 1I,. es decir 8.

179



180

Region de | Region de ' Regidn de
rechazo 5 aceptacion . rechazo
R/ =117)

fe{x/.=18.5)

I
: / 5 ///,,,{///1‘
e 17 ng 185

Figura VII.9

Para establecer una regla de decisién, lo mds deseable
es que la probabilidad de cometer los errores de tipo I ¥y
II sea minima. No obstante, en la figura VII.9 se puede
observar que si aumenta el intervalo de aceptacidn, se re
duce «, pero aumenta B.

Asimismo, puede verse que si el valor del pardmetro estd
cercano al valor supuesto en 1@ hipdotesis nula, aumentard
la probabilidad B, aunque eso no se puede controlar.

La Unica manera efectiva de reducir los valores de a y B

es aumentando el tamafio de la muestra, pues de esa manera
se reduce la dispersi6én de la distribucidn muestral.

En resumen, para efectuar una prueba de hipétesis se debe
seguir el siguiente procedimiento:

1. Establecer las hipdtesis nula y alterna.

2. Seleccionar el nivel de significacién que serd utiliza
do.

3. Calcular los puntos criticos del estadistico de prueba.
4. Establecer la regla de decisidn.

5. Determinar, de acuerdo con la regla, si se acepta o se
rechaza.la hipdtesis nula.

Este procedimiento puede aplicarse en cualquier prueba de
hipotesis y a pesar de que se ilustrd en un caso bilateral,
es muy semejante la aplicacion en una prueba estadistica
unilateral.



PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA

Al inici
tral del
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Dependie
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diante un
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o de este capftulo se estudid la distribucidon mues
estadistico

— 1
== I .
x a X§
media de una muestra de n elementos.

ndo del tipo de poblacidn, del tamafio de la mues-
otras caracteristicas, se vio cudl es la distribu
tral mds apropiada para realizar una inferencia

ca sobre la media. Asf por ejemplo, cuando la po

| i—ux

2

tribucidon normal estdndar.

de esta expresidn, se pueden conocer los puntos
x; ¥ x, de una prueba estadistica bilateral me-
simple despeje, con lo cual:

X1 = uX+ z Ox//;

»
N
"

ux - z ox//n

s el valor del pardmetro supuesto en la hipéte-
is nula,

on los valores de la variable z que delimitan un
ntervalo central con el (1 - a) 100%Z de los posi
les 5§]ores (véase la grdfica (a) de la figura
II1.1

s la desviacidn estdndar de la poblacién que pue
e estimarse mediante la desviacion estdndar de

a muestra, con el sesgo corregido (Syx) cuando no
e conoce.

ueba es unilateral, sélo se necesita un valor cri
estadistico como se muestra en las grdficas (b) 'y

figura VII.10. En estos casos también se obtie-
or critico despejando xg de la expresidn (6), con
ncia de que el punto critico en z corresponde a
drea en la regidn de rechazo (a) y en el caso bi-
orresponde a la mitad del drea a/2.

s infinita y la muestra es grande, la variable alea
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Rechazo Aceptacion Rechazo

a)
X Hx %> dominio de X
-Z 0 Z dominio de Z
Rechazo Aceptacion
b) 4 _
Xe Hx dominio de X
-Z 0

dominio de Z

Aceptacion Rechazo
|
|
[
I-a ! a
c) Z : <
Hx Xc dominio de X
0 Z  ‘dominio de Z

Figura VII.1l0

Si la poblacidn es normal y la muestra pequefia se usa la
variable T en lugar de z.

Algunos autores plantean la regla de decision en términos
de las variables Zz o T en lugar del estadistico X; sin em-
bargo, como puede verse en las figuras VII.10 la regla se-
rfa equivalente a la que se obtiene cuando se refiere a X.



Ejemplo VII.1l2

Al experimentar con la duracidn de una muestra de 50
cinescqpios, se encontrd una media de 1570 horas con
una degviacidén estdndar de 120 horas. Probar estadis
ticamente la hipétesis de que la media poblacional es
u = 1600 horas, con un nivel de significacién de 0.05,

contra

la hipétesis de que es menor, suponiendo que

la durdcidén de los cinescopios es normal.

Solucién

Del enunciado:

Ho: u = 1600

Hy: u < 1600

Como ge trata de una prueba estadistica unilateral,
considerando que la poblacién es infinita y la muestra
es grande, se usard la variable aleatoria

X—ux

Z = — =
Ox//;

que tiene distribucidn_normal estdndar. Para encon-
trar 41 valor critico x., de acuerdo con la siguiente
figurd, el valor z. que corresponde a Fy(z.) = 0.05,

es z¢

Como
median|

= -1.64.
Region de
1 aceptacion
Region de
rechazo
0.05
%c 1570 X
Ze o Z
Figura VII.1l1
se desconoce oy, se puede estimar puntualmente

te:

s /a
X Yn-1 '’
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de esta manera:

. - X, " My . L
[
s vn Sx/Vn—l
X —
vn-1
/n

despejando el punto critico:

Xe = Hx t 2.
n-1

sustituyendo valores:

X. = 1600 + (-1.64) 129 - 1575 horas
—

c
50-1
con lo cual la regla de decisidn es como sigue:

Si x < 1572 horas se rechaza Hg; en caso contrario
se acepta.

Como en la muestra x = 1570 < 1572, se rechaza Ho ¥y
se concluye que la duracidn media de los cinescopios
ha bajado, con un nivel de significacién de 5%.

Ejemplo VII.13

El tiempo promedio que tarda un obrero calificado en
realizar cierta tarea es de 45 minutos de acuerdo con
los registros de la empresa.

A partir de nuevos estudios sobre tiempos de trabajo,
se desea comprobar estadisticamente si se ha modifica
do el tiempo promedio de esa actividad.

a) (Cudl debe ser la regla de decisidn para realizar
la prueba estadistica, considerando que o = 0.05,
n =10y Sgx = 8 minutos y suponiendo que la pobla
cién es normal?

b) (Cudl es la probabilidad de cometer un error tipo
II, si el verdadero tiempo medio fuera de 40 minu

tos?

Solucidn

a) Como no se sabe si el tiempo medio ha disminuido
o aumentado, la prueba serd bilateral, de manera

que:



Hg: ug = 45

Hy: ug # 45

Com¢ se trata de muestras pequeiias y la poblacién

es

la

normal, se usard la variable:
X - My

T @«@ — 2
Sx/vn-1

oo (23)

¢ual tiene distribucidn t de student con

vV = n~1 grados de libertad, como se vio al inicio
del|capitulo.

Bus¢cando en la tabla de la distribucidn t de stu-
dent el valor de t. que corresponde a Fr(te) =0.975,
con|v = 10 -1 =9 se obtiene que te = 2.26 y por la
simetria de la distribucién Fp(-2.26) = 0.025.

Al

evaluar la expresidén (23) en los dos puntos cri

ticgs, se tiene:

+ xc B "x
tte = =—2
Sx/'n“l
despejando ;c:
T e e X
[ X C/;

sus

tituyendo valores:

T -5 (2:2008) o
x, = 45 Sl 45 + 6.03

con |lo cual la regla de decisién es como sigue:

Si
rio

b)

38.97 < x < 51.03 se acepta Hp, en caso contra
se rechaza.

i el verdadero tiempo promedio fuera de 40 minu-
os, entonces la probabilidad de cometer el error
ipo II (B) seria el &rea bajo la gridfica de la
istribucidén muestral cuya media es 40, que se en
uentra en la regién de aceptacién, como se mues-
ra en la siguiente figura:

*TO Rt et tn
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Rechazo I Aceptacion Rechazo

f (3/£=40)

38.97 51.03
40 45

Figura VII.1l2

Para calcular la probabilidad B, se obtiemnen pri-
mero los valores de T que corresponden a 38.97 y
51.03, con pu = 40, esto es:

¢, = 38:97 - 40 g, = 31:03 - 40
8/Y10 - 1 8//10 - 1
= - 0.386 - 4.14

entonces:

B = P[(38.97 < X < 51.03)| u = 40] = (-0.386 < T < 4.14)

como P(T > 4.14) es prdcticamente cero, como se
puede verificar en la tabla:

B = P(T > - 0.386)

ademds, por la simetrfa de la funcién:

B = P(T > - 0.386) = P(T < 0.386)

Como en la tabla de la distribucién t de student
con 9 grados de libertad, sdlo aparecen
Fr(0.261) = 0.6 y Fp(0.543) = 0.7, mediante una

interpolacidén lineal:

8 = Fr(0.386) = 0.644

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA VARIANCIA Y LA DESVIACION ES
TANDAR

Como en la estimacién por intervalos, cuando la poblacién
es normal, la prueba de hipétesis sobre la variancia o la
desviacién estdndar se apoya en la variable aleatoria:

x? = v (26)



que tiene distribucién ji-cuadrada con n-1 grados de liber

tad.

Ejemplo VII.14

La
nas

mdquina empacadora de cierto producto tenia algu-
fallas que provocaban variaciones en el llenado

de 19s paquetes. Para disminuirlas se ajustd la midqui

na y
estd
25 g
ello
una

a)

b)

se desea probar estadisticamente si la desviacién
ndar del peso del producto depositado, que era de
ramos, se ha reducido en forma significativa. Para
se tomd una muestra de 20 paquetes y se obtuvo
desviacidén estdndar de 18 gramos.

Gon un nivel de significacidn de 0.01, jcudl seria
la decisidn estadistica?

4Con qué nivel de significacidén cambiarfa la con-
cdlusign?

Solucidn

Com¢ el inter&s estd centrado en la disminucidn de 1la
desviacidn estandar, las hipotesis estadisticas son:

N6t
tesi
nula

Bus
el v
\)-
VII.

Hg: oy = 25
Hy: Ux < 25
e€se que en este ejemplo se desea aceptar la hipé-

g alterna, lo cual implica rechazar la hipdtesis

o

¢ando en la tabla de la distribucidn ji-cuadrada
alor de x., tal que sz(xc) = 0.01, con

20 - 1 = 19 grados de libertad (véase figura
13), se obtiene que x. = 7.63.

A&dx)
|
Region de E Regidn de
rechazo } aceptacion
|
0.01
/A -
Xc X

Figura VII.13
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De la expresidn (24):

x ci
Sy (critico) = _EE—_—
-4 £7.63)(25)2
20
= 15.44

de manera que la regla de decisidn es como sigue:

Si s8x > 15.44 se acepta Hp, en caso contrario se re
chaza.

Como en este caso:

sx = 18 > 15.44

entonces se acepta Hpg con a = 0.01, lo cual significa
que con el 1% de nivel de significancia no se acepta
que hubo reduccidn en la desviacidn esténdar.

b) La conclusién cambia si sy (critico) > 18, con lo
cual el valor crftico de la variable x2 es:

2 2
S 2NAB" .

X (25)2

buscando en la tabla, con v = 19:

a = Fx2(10.37) 0.05

por lo tanto, la decisidn cambiard si a > 0.05

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE DIFERENCIA DE MEDIAS

Este tipo de prueba es de gran utilidad en la comparacion
de poblaciones, pues consiste en investigar si con la in-
formacién obtenida en una muestra de cada poblacidn, se
puede inferir que las medias poblacionales son diferentes;
es decir, si existe superioridad por parte de alguna de
ellas.

Dependiendo de las caracterfsticas de las poblaciones y
de las muestras se pueden usar las variables aleatorias

Z oT, definidas de acuerdo con las expresiones (18), (19)
y (215, como base para realizar la prueba de hipotesis es-
tadistica.



Ejemplo VII.15

Con |el objeto de comparar dos estrategias de venta
(1 y|2) para un producto, se han registrado las ventas
diarias en dos almacenes semejantes, cada uno con di-
ferente estrategia.

El glmacén que utilizd la estrategia 1 durante 30 dias
vendid en promedio $ 8,000 diarios, con una desviacidn
estdndar de $ 1,000. El otro almacén vendid en prome-
dio § 7,500 diarios, durante 35 dias de observacidn,
con yna desviacidn estdndar de $§ 950.

a) {Se puede pensar que las ventas promedio son esta
disticamente iguales en los dos almacenes, con un
nivel de significacidén de 0.057

b) {Cuil es el mdximo nivel de significacidn con el
que se puede aceptar, de acuerdo con las muestras
que u; - uy = § 800, contra la hipdtesis de que
H1 - uz < $ 800?

Solycidn
a) Gonsiderando que la diferencia puede ser a favor

de cualquiera de las dos estrategias, las hipdte-
gis estadisticas son:
Hg: 3 - up =0
Hy: uy - up # 0
Gomo las muestras son suficientemente grandes, se
ysard la variable aleatoria:
(X, - X3) - (u; - )
Z =
2 2\
g1 o2
—_— o —
nj nz
qge tigne distribucidn normal estdndar y donde
cl y 02, pueden estimarse mediante las variancias
de las muestras, considerando que las poblaciones
gon normales.
De esta manera, los valores criticos de la diferen
gia (X; - X;) son:
2 2
— 51 83
- = - + — —
(X, X2), (u) H2) A v s
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Los valores de 2z que corresponden a F,(0.025) y
Fz(0.975) son, de acuerdo con la tabla de la distri
bucidn normal estidndar, * 1.96, con lo cual:

- = . (1000)2 , (950)2
(x) xz)C 0+ 1.96 ‘/ 30 + =555

= + 476.56
entonces la regla de decisidén es como sigue:

Si -476.56 < (x; - x2) < 476.56 se acepta Hp, en
caso contrario se rechaza.

Como (x; - xp) = (8000 - 7500) > 476.56, se rechaza
Hg, lo cual indica que con un nivel de significacidn
de 0.05 se puede pensar que si existe diferencia sig
nificativa entre las dos estrategias.

b) En este caso las hipdtesis son:
Hg: uy - up = 800
Hy: up - up < 800
y la regla de decisidén tendrd la forma siguiente:

si (x; - x3) > (x) - ;z)c se acepta Hp, en caso
contrario se rechaza.

Con los datos de las muestras, para que se acepte
Ho (x; - xz)C < 500, entonces:

s = 500 - 800

¢ ‘/(1000)2 R (950)2"
30 35

1.23

Buscando en la tabla de la distribucidn normal es-
tindar el valor Fz(-1.23) = a, como se muestra en
la figura VII.l4, se obtiene que o = 0.1093.

Aceptacion
Rechazo

|
|
|
|
I

a
/- -
500 800 iriz
-1.23 0o
Figura VII.1l4




Por

lo tanto, el nivel de significacidn debe ser

cuarndo mucho de 10.93% para aceptar la hipdtesis
de que p} - up = 800, cuando la diferencia entre

las

medias muestrales es x; - x, = 500.
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VIIT REGRESION Y CORRELACION

tapitulo se presentan dos métodos para estimar el
erado de una variable aleatoria dado que otra va-
e puede o no ser aleatoria, toma un valor deter-
Por ejemplo: se puede estimar la cantidad espera-
7z que serd cosechada en una parcela, en funcién
en de abono o agua que se le aplica, incluso se
neralizar el método para estimar la cantidad es-
maiz en funcién de dos o mds variables.

se definen algunos estimadores puntuales para la
entre dos variables aleatorias, asf como una esti
r intervalos de confianza para una de las varia-
torias, dado que la otra toma un valor determina-

EGRESION

al una curva dearegresibn es una funcién que rela
a valor particular x de una variable independien-
el correspondiente valor esperado de la variable
te Y.

cién se encuentra obteniendo la esperanza de Y
ndicidn de que X = x, es decir, utilizando la dis
condicional fy ,y(y, x) si las variables son con-
Py/x(y, x) si {as variables son discretas, de

a:

y fy/x(y, x) dy

P

o bien:

(1)

uY/x = EEI/X = X:[ = V'zy y PY/X(Y’ x)

Si en es
pendiente
x, en cas(
dado y.

tas expresiones se considera como variable inde-
a X, se tiene la curva de regresién de Y dado
b contrario se denomina curva de regresidén de X
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A las variables aleatorias se les 1lama dependientes o in

dependientes por el papel que tienen en la funcién, y no
porque una dependa en el sentido probabilistico de la otra.

Cuando las variables aleatorias son independientes en el
sentido probabilistico, 1a distribucidn condicional de Y
dado x es igual a la distribucidén marginal de Y, con lo
cual, en el caso continuo: '

Vy/x = J. y fy/x(y, x) dy

= J. y fy(y) dy

Hy

Por 1o tanto, se puede observar que si dos variables alea
torias X, Y son independientes, la curva de regresidn de Y
dado x es una 1inea recta de pendiente cero, en la que to-
dos los puntos tienen la misma ordenada uy.

Para obtener la curva de regresion de acuerdo con las ex
presiones (1) es necesario establecer la distribucidn de
probabilidad conjunta, 1a cual es a menudo dificil de co-
nocer.

Existen algunos métodos para estimar la curva de regre-
sién a partir de una muestra representativa de la pobla-
cién. Entre ellos se encuentran el método grdafico y el
método de los minimos cuadrados, los cuales se presentan
a continuacién.

METODO GRAFICO

Se basa en un diagrama denominado de dispersidn, en el
cual se encuentran graficados 1os n elementos o puntos
(xi, yi) con i = 1,2, ..., n, obtenidos de una muestra re
presentativa.

En la figura VIII.1 se encuentran cuatro diagramas de dis
persién. En (a) y (b) se puede considerar que la curva de
regresidn de Y dado x es una linea recta, en el primer caso
con pendiente positiva y en el segundo con pendiente negati
va.



En el df
de regres
recta hor
las varia
ranza de

agrama (c) puede suponerse una pardbola como curva

ién y, por Gltimo, en (d) se puede considerar una

izontal, pues no se percibe ninguna relacion entre
bles y para cualquier valor particular x, la espe-

Y es constante e igual a y.

y y
a) X
y y
v -

c) X

Figura VIII.

1

Este método para estimar la curva de regresidon es subjeti

vo y,

por tal razén, cambia de una persona a otra; sin em-

bargo, puede usarse para determinar qué tipo de curva (rec
ta, exponhencial, logarftmica, etc.)
ra estimar la curva de regresién.

es la mds apropiada pa
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196MET0D0 DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Consiste en estimar la curva de regresién de Y dado x me-
diante una funcidn 3 = £(x), de tal manera que para una
muestra de tamafio n se minimice la funcién D2, tal que:

D2 = (yi - v1)?2 el ()

[N

i=1

donde y; son los valores muestrales de Y.

En 1a figura VIII.2 se puede observar que las diferencias
yi - §i son las distancias entre el punto (xi, yi) y la or-
denada de la curva de regresién que corresponde a xj.

Figura VIII.2

E1 método de minimos cuadrados se usa para aproximar fun-
ciones algebraicas a la curva de regresién, sin embargo,
en estos apuntes se tratard Gnicamente el ajuste de una 11
nea recta de la forma:

~

Y(x)=a+bx oo (3)

que es la mds utilizada, pues se puede demostrar que si X

y Y tienen distribucion normal o aproximadamente normal, la
curva de regresién de Y dado x es una 1inea recta de la for
ma:

pY/x=.a+Bx cee (4)



donde a Y|

B son constantes. También se puede demostrar que

los coeficientes a y b, obtenidos con el método de minimos

cuadrados

La dnica
te en que

, son buenos estimadores de o y B.

limitacién del método de minimos cuadrados consis
s6lo puede aplicarse cuando la dispersién en la

variable dependiente Y, con respecto a la media condicio-

nal uy/x,

permanece constante o aproximadamente constante

para cualiquier valor de X.

En mucho
aumenta e

s casos no se cumple esta premisa y a medida que
1 valor de X, aumenta también la dispersion de la

variable Y. Por ejemplo, si Y representa el peso de un in

dividuo Yy
el peso d
aquéllas

X la estatura, es razonable que la variacidn en
e las personas que miden 1.80 m Ssea mayor que en
que miden 1.40 m.

Para encpntrar los coeficientes a y b que minimizan la ex

presién (

con lo cual:

derivando

2), se valda (3) en x = xi y se sustituye en (2),
n 2
D2 = % [3i - (a + bxi)]
i=]

parcialmente con respecto a los parametros a y b:

2 n
aag =-2 I (yi-a-bxji)
i=1
2 n
aag = -2 I xj(yi-a - bxj)
i=]1

igualando| a cero y simplificando:
n n
I yi-na->b I xj=20
i=1 i=)
n n n
z Xj yi - a I xij - b in-O
i=1 im] i=1
Como todps las sumatorias son de 1 a n, se pueden omitir

los subin

que es un
b.

dices, con 1o cual:

na+bIx=1=Iy

alIx+bIx?2=173Ixy

sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas a y
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Resolviendo el sistema, se tiene que:

_Iyrx2-:1xZIzxy ()
n Z x2 - (I x)2 te

a

nIixy -1 xIy

b = nIix?2 - (L x)2

Es importante notar que el método de minimos cuadrados se
basa en las distancias verticales entre los puntos de la
muestra y las ordenadas correspondientes de la recta y no
toma en cuenta las distancias horizontales. Por esta ra-
z6n, la recta de regresi6n de Y dado x es, en general, di-
ferente a 1a recta de X dado y, que se obtiene al conside-
rar a X como variable dependiente y a Y como independiente.

Ejemplo VIII.1

El nimero de ingenieros egresados de las escuelas de
educacidén superior y el nimero de ingenieros recibidos
entre 1975 y 1981, fue como sigue:

ARo 1975 } 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 | 1981
Egresados
(miles) 8.81 | 9.29 | 9.77 |10.25 |10.74 |11.30 |11.78
Titulados
(miles) 3.78 | 3.99 | 4.20 | 4.41 | 4.62 | 4.87 | 5.01

Mediante el método de minimos cuadrados:

a) (Cudl es la estimacidn de la recta de regresién
del nimero de ingenieros titulados, dado el nime-
ro de egresados?

b) Si en un afio egresan 20,000 estudiantes, (cuantos
de ellos pueden esperarse que obtengan el titulo?

Solucién

a) Como se busca el nimero de ingenieros titulados,
en funcidn de los egresados, la variable depen-
diente Y es el niimero de titulados y la indepen-
diente X es el niimero de egresados.
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alcular Ix, Iy, Ix2 asi como Ixy, es conve-
construir una tabla como la siguiente:

X Y X2 XY

8.81 3.78 77.616 33.302
9.24 3.99 85.378 36.868
9.77 4.20 95.453 41.034
10.25 4.41 ] 105.063 45.203
10.74 4.62 1 115.348 49.619
11.30 4.87 1 127.690 55.03

11.78 5.01 | 138.768 59.018

71.89 30.88 | 745.316 | 320.074

uyendo en las expresiones (5):

_ 30.88(745.316) - 71.89(320.074)
7(745.316) - (71.89)2

= 0.1068

_ 7(320.074) - (71.89)(30.88)
7(745.316) - (71.89)2

= 0.4191

cual la estimacidén de la recta de regresidn
acuerdo con la expresidn (3):

7(x) = 0.1068 + 0.4191 x

siguiente figura se puede observar cémo se
la recta a los puntos de la muestra.

$(x)=0.1068 + 0.4191x

Figura VIII.3
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b) Para x = 20
7(20) = 0.1068 + 0.4191 (20) = 8.489

Esto significa que si egresan 20,000 estudiantes,
el nimero esperado de titulados es 8,489.

VIIT.2 CORRELACION MUESTRAL

En probabilidad y estadistica el concepto de correlacién
indica l1a relacidon que existe entre dos o mids variables
aleatorias. Generalmente se habla de correlacién cuando
se desea hacer predicciones de una variable aleatoria, da-
do que otra toma un valor determinado.

Si las vartables aleatorias no son independientes y se
puede predecir con certeza el valor que tomarda una de ellas,
mediante una funci6én del valor que tomard la otra, se dice
que la correlacién es perfecta.

La funcién referida es la curva de regresidon, pues ella
relaciona cada valor de la variable independiente X con el
valor esperado de Y; y si la correlacidon es perfecta, para
cada x existe un solo valor de Y que es uy x, de manera que

todos los posibles puntos (x, y) se encuentran en la curva
de regresif6n de Y dado x.

En la mayorfa de los casos, no todos los puntos (x, y)
del espacio muestral se encuentran en la curva de regre-
sién y, entre mayor sea la dispersidn, con respecto a la
curva de regresidén, se dice que existe menos correlacidn
entre las variables. Ahora bien, si las variables son in
dependientes, no existe correlacidén entre ellas.

En la grédfica (a) de la figura VIII.4 se muestra un dia-
grama de dispersion obtenido de una muestra que correspon
de a dos variables con una correlacidn perfecta; en la
(b) se puede considerar que existe correlacién, aunque és
ta no es perfecta; finalmente, en la grdfica (c) se mues-
tra un diagrama de dispersidn que corresponde a dos varia-
blgs independientes y, por consiguiente, no existe correla
cién.

—-~—— e



yi

En el d
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Figura VIII.4

apitulo IV se definieron como medidas de correla-
covariancia y el coeficiente de correlacién, los

olamente son vdlidos cuando la curva de regresidn
inea recta.

a que la correlacidon estd directamente relacionada
ispersion de los datos con respecto a la curva de
n, se define la desviacién estdndar condicional de
como:

oy/x = "E[ty (x) - wy/x)Z] ve. (6)

dida de dispersion puede dar una idea de la corre-
ntre las variables, pues a mayor correlacién e co
e una menor desviaci6n estdndar condicional y vice
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En el ejemplo VIII.1 se hizo la prediccion del nimero de
egresados que obtendrdn el titulo de ingeniero en funcidn
de los que terminaron sus estudios. Esta prediccion serd
mds precisa si existe una buena correlacién entre las dos
variables. De manera subjetiva se puede observar en la
figura VIII.3 que la correlacién es buena puesto que los
puntos de la muestra se encuentran muy cercanos al valor
correspondiente en la recta de regresion estimada.

Como en la mayorfa de los casos Unicamente se conoce una
muestra de la poblacibén, se deben estimar las medidas de
cor{elaciGn de la poblaci6én por medio de estadisticos mues
trales.

Un buen estimador puntual de la desviacion estdndar condi
cional de Y dado x (1lamado error estdndar) es:

1 2 ~ 2
Sy/x "\ & B (yi - vi) cee (7)

donde ;i es la estimacidén muestral de la ordenada de la cur
va de regresién en x = xj, i =1, 2, 3, ..., n.

Cuando las variables tienen una relacién lineal, y; se ob-
tiene mediante la recta de minimos cuadrados y, para simpli
ficar el cdlculo del error estdndar de Y dado x, se puede
sustituir a + bxj en lugar de y;, con lo cual:

1 n
Syrx “Y @ [ - e - bxD?

i=1

desarrollando el cuadrado y simplificando se obtiene:

- Eyz—aZy—bel
sY/x \/ = ... (8)

A pesar de que esta expresidn parece mas complicada que
(7), resulta mds practica, pues no requiere de todos los
valores y; y se basa en varios de los elementos ya calcu
lados para la estimacidn de la recta de regresidon. Sin
embargo, no debe olvidarse que se ha limitado a variables
cuya regresion se supone lineal.

La covariancia de una muestra de dos variables aleatorias
conjuntas se define como:

n

1 - -
Sxy " a ifl (xi - x)(i - y) cer (9)

y es también un buen estimador de la covariancia oyy.



E1 coe
la mism
la cova
dar de
ra que:

simplif

E1 coe

iciente de correlacidn de una muestra se define, de
forma que en el capftulo IV, como el cociente de

riancia entre el producto de las desviaciones estdn-
cada variable, pero en este caso muestrales, de mane
n —— —
1 (xi-x)(yi-V)
n i=1
! Sxy
Sx Sy

1 9 - ) S -
< L (xi-x)2 2 .I Gi -y)?

i=1 i=)

icando 1a expresién y omitiendo los subfndices:

n L xy - ILx Iy

) VIE Exz-(}:x)zj[é z yz-U:Y)zT

r

... (10)

ficiente de correlacion es la medida de correlacién

lineal mds utilizada pues, a diferencia de la covariancia

y el er
capftul
correla
a la un

ror estdndar, es adimensional y, como se vio en el

o IV, varfa entre menos uno y uno, indicando mayor

ggén l1ineal cuando, en valor absoluto, se aproxima
ad.

Ejemplo VIII.2

Ap
a)
b)

Sol
a)

Estg
madg
las

artir de los datos del ejemplo VIII.l, estimar:
El error estandar de Y dado x.

El coeficiente de correlacidn.

ucidn

Para aplicar la expresién (8), es necesario calcu
lar primero:

n 2
oy, - (3.78)2 + (3.99)2 +...+ (5.01)2 = 137.46
i=1

con lo cual, de (8):

137.46 - 0.1068(30.88) - 0.4191(320.074)
Sy /x = 7

= 0,052 (miles de alumnos)

puede considerarse como un promedio saptoxi—
») de las desviaciones entre la recta y(xji) y
ordenadas de los puntos muestrales yj.
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b) De la expresidn (10):

. - 7(320.074) - (71.89)(30.88)
([:7(745.316) - (71.89)2][7(137.46) - (30.88)Z]

=0.998

Este resultado confirma que existe una buena corre
lacidén lineal entre las dos variables, como se ha-
bia observado en la figura VIII.3.

VIII.3 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA wuy/,

La recta de mfnimos cuadrados proporciona una estimacidn
puntual y(x) de la esperanza condicional uy,,; sin embargo
con este tipo de estimacion no se conocen ¥os riesgos inhe
rentes a la misma, para ello es mds adecuado estimar uy /4
mediante un intervalo de confianza.

Los 1imites del intervalo de confianza se obtienen, como
en los casos vistos en el capitulo anterior, a partir de la
distribucidén muestral de un estadistico o de una funcién
del estadfistico.

En este caso, si las variables aleatorias X, Y tienen dis
tribucidn norma], se puede demostrar que para cualquier x
el estadistico y(x) también tiene distribucién normal con
media ny/x-

Por otra parte, considerando que la variancia condicional
de Y dado x es la misma para cualquier valor de x, enton-
ces la variancia condicional del estadistico y(x) también
es la misma para cualquier valor de x, como se muestra en
la siguiente figura:

#9/x) 4
£(y/x7) K
#1
” /V\f(Q/XZ)
» £(3/x3)
4 o

Figura VIII.S



Si se
partir

conociera la variancia de y para cada x, se podria
de la variable:

~

z-_-_y_-_.l_l.w

5=
y/x

para obtener el intervalo de confianza de uy/x- Sin embar-
go, para tener una buena estimacidn de °;/x se requieren

muestras enormes y es preferible tomar como base a la varia

ble:

y - u
T = — Y/x - i n o> 2
Y/x 14 (x - x)2
V/n-2 Sx

que tiene distribucidén t de student con v = n - 2 grados de

lTiberts

d, la cual puede usarse con muestras grandes o peque

fias. $iguiendo el mismo procedimiento que en los interva-

los de
de conf

donde 4
student
con v 5

VIII.4

E1 es
mos cu
valor
es dec
lor y
(11) p
condic
cual e

Para
valor

confianza para la media, se obtiene que los limites
ianza para uy/, son:

. s ==
Y +
v+t __nf’z‘ L+ +x)7 > .o, (1)

t son los valores criticos de la distribucién t de
que corresponden a un nivel de confianza (1 - «a)
n - 2.

ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA PARA Y DADO x

tadistico § que se obtiene con el método de los mini
adrados se utiliza mds como un estimador puntual del
que toma Y cuando X = x, que como estimador de vy /xs
ir, en la padetica lo que se busca es predecir el va
que corresponde a una determinada x. La expresién
roporciona una estimacidn por intervalos de la media
ional uy/x y no de la variable Y directamente, por lo
stos intervalos tienen poca importancia prdctica.

pstablecer el intervalo de confianza que contiene al
de Y dado x, se podria usar la variable:

Y- My /x

%Y /x

Z =
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%ues se ha considerado que Y tiene distribucién normal,
sin embargo, también en este caso la muestra debe ser gran
de para que la estimaci6n de oy/x por medio de Sy/x sea
aceptable.

Por esta razén, para establecer los 1ifmites de confianza,
se utiliza la variable:

T = y - ¥
S z)2
Y/x‘/ (x + x)
a2 n+ 1+ S

que tiene distribucion t de student con v = n - 2 grados de
libertad. Con lo cual los 1imites de confianza para Y dado
x Sson:

Sy/x ‘/n+1+("—’;-,£ﬁ ee. (12)

donde t t son los valores criticos de la distribucidn t de
student, con v = n - 2, que corresponden a un nivel de con
fianza (1 - a) 100Z.

BANDAS DE CONFIANZA

Si se obtienen los 1imites de confianza para algunos valo-
res de X y se trazan en un diagrama de dispersién, por un
lado, la curva que‘'pasa por todos los l1imites superiores y,
por otro, 1a 1Tnea que une los 1fmites inferiores, como se
muestra en la figura VIII.6, se tendrd una regidn entre las
dos 1fneas que contiene al (1 - a) 100Z de los posibles va-
1or§s de Y. A esta regi6n se le denomina banda de confian
za de Y.

Limites superiores

9=0+bx

Limites inferiores

x

Figura VIII.6

A



De manera semejante se puede encontrar la banda de confian
za para uy y-.

Ejemplo VIII.3

Con| 108 datos del ejemplo VIII.l y los resultados del
ejemplo VIII.2:

a)

b)

Sol

a)

Encontrar un intervalo de confianza del 95X para el
dmero esperado de personas tituladas, cuando han
egresado 12,000 personas.

Graficar la banda de confianza del 99% para Y.

ucién

Para poder aplicar la expresidén (12) es necesario
calcular primero:

2 1
I xj = 7 (71.89) = 10.27
i=1

=

8-

Sy -J% £ x?-%2 = J% (745.316) - (10.27)2

De la tabla de la distribucidn t de student con
v=17-2m=15y Fr(t) = 0.975, se encuentra que
t = 2.57.

Pel ejemplo VIII.1:

y(12) = 0.1068 + 0.4191(12)
= 5.136

finalmente, del ejemplo VIII.2 Sy /x = 0.052, con lo
cual, los limites del intervalo son:

2.57(0.052) (12 - 10.27)2
5.136 e i R I

haciendo operaciones se obtiene que:

[(5.017 < y(12) < 5.255]
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b)

Esto significa que para 12,000 estudiantes egresa-
dos la media condicional de los alumnos titulados

esta entre 5,017 y 5,255 con un nivel de confianza
del 95%.

Meaiante la expresidén (12) se encontrardn los 1imi
tes de confianza para Y, dado que x=8,9,10,11 y 12,
Calculando los valores correspondientes de y con la
recta de uinimos cuadrados:

vy (8) = 0.1068 + 0.4191 (8) = 3.4596

y (9) = 3.8787

y(l10) = 4.2978
y(1) = 4.7169
y(12) = 5.1360
El valor de la variable t de student con v = 5 que

corresponde a Fr(t) = 0.995 es 4.03, con lo cual,
los limites de confianza para x = 8 son:

4.03(0.052)

+
3.4596 £ Vel

- 2
7+ 1 + (8 1?.27)

efectuando las operaciones:
[3.1197 < y(8) < 3.7995]

Repitiendo el procedimiento para los demds puntos:

[3.5881 < y(9) < 4.169Z]
[4.0315 < y(10) < 4.5641]
[4.4431 < y(11) < 4.9907]
[4.8253 < y(12) < 5.4467]

Al trazar estos limites en el diagrama de dispersién
unidos mediante dos curvas, como se muestra en la
figura VIII.7, se obtiene la banda de confianza del
99% para Y.
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51 Banda de confianza de Y

n 12 X

@
(o)
<]

Figura VIII.?
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Funcidn de distribucidn acumulada de la distribucién normal estandar

212

N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.00034 0.00033 0.00031 0.00030 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024
0.00049 0.00047 0.00045 0.00044 0.00042 0.00041 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035
0.00069 0.00067 0.00064 0.00062 0.00060 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052  0.00050
6.00097 0.00094 0.00091 0.00088 0.00085 0.00082 0.00079 0.00077 0.00074 0.00071
0.00135 0.00131 0.00127 0.00123 0.00119 0.00115 0.00111 0.00107 0.00104 0.00100

0.00187 0.00181 0.00176 6.00170 0.00165 0.00159 0.00154 0.00149 0.00145 0.00140
0.00256 0.00248 0.00241 0.00233 0.00226  0.00219 0.00212 0.00206 0.00199  0.00193
0.00348  0.00337 0.00363 0.00317 0.00308 0.00299 0.00290 0.00281 0.00273  0.00264
0.00467 0.00454 0.00441 0.00428 0.00415 0.00403 0.00392 0.00380 0.00369 0.00358
0.00622 0.00605 0.00588 0.00571 0.00555 0.00540 0.00524 0.00509 0.00495 0.00481

~

0.00821 0.00799 0.00777 ©0.00756 0.00735 0.00715 0.00696 0.00677 0.00658 0.00640
0.01074 0.01045 0.01018 0.00991 0.00965 0.00940 0.00915 0.00890 0.00867 0.00843
0.01391 0.01356 0.01322 0.01288 0.01256 0.01224 0.01192 0.01161 0.01131 0.01102
0.01787 0.01744 0.01701 0.01660 0.01619 0.01579 0.01540 0.01501 0.01464 0.01427
0.02276 0.02222 0.02170 0.02119 0.02068 0.02019 0.01971 0.01924 0.01877 0.01832

orhWwE aN®o omnwe

[

0.02872 0.02807 0.02744 0.02681 0.02620 0.02560 0.02501 0.02443 0.02386 0.02330
0.03593 0.03515 0.03438 0.03363 0.03289 0.03216 0.03145 0.03075 0.03006 0.02939
0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.03921 0.03837 0.03754 0.03673
0.05480 0.05370 0.05261 0.05155 0.05050 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551
0.06680 0.06552 0.06425 0.06300 0.06178 0.06057 0.05938 0.05820 0.05705 0.05591

0.08075 0.07926 0.07780 0.07635 0.07493 0.07352 0.07214 0.07077 0.06943 0.06811
0.09679 0.09509 0.09341 0.09175 0.09011 0.08850 0.08691 0.08534 0.08379 0.08226
0.11506 0.11313 0.11122 0.10934 0.10748 0.10564 0.10382 0.10203 0.10026 0.09852
0.13566 0.13349 0.13135 0.12923 0.12713 0.12506 0.12301 0.12099 0.11899 0.11701
0.15865 0.15624 0.15386 0.15150 0.14916 0.14685 0.14456 0.14230 0.14006 0.13785

0.18406 0.18141 0.17878 0.17618 0.17361 0.17105 0.16852 0.16602 0.16354 0.16108
0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20046 0.19766 0.19485 0.19215 0.18943  0.18673
0.24197 0.23886 0.23577 0.23270 0.22966 0.22663 0.22363 0.22065 0.21770 0.21477
0.27426 0.27094 0.26764 0.26436 0.26110 0.25786 0.25464 0.25144 0.24826 0.24511
0.30855 0.30504 0.30154 0.29807 0.29461 0.29117 0.28775 0.28435 0.28097 0.27761
0.34459  0.34091 0.33725 0.33361 0.32998 0.32637 0.32277 0.31919 0.31563 0.31208
0.38209 0.37828  0.37449 0.37071 0.36693 0.36318 0.35943 0.35570 0.35198 0.34828
0.42074 0.41683 0.41293  0.40904 0.40516 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974  0.38591
0.46016 0.45620 0.45223 0.44827 0.44432 0.44037 0.43643 0.43250 0.42857 0.42465
0.50000 0.4960! 0.49202 0.48803 0.48404 0.48005 0.47607 0.47209 0.46811 0.46413

noNmo

e
oW

rn—O LENOG BWN-O OMNWB Lo uDwo

0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51596 0.51995 0.52393 0.52791 0.53189  0.53587
0.53984 0.54380 0.54777 0.55173 0.55568 0.55963 0.56357 0.56750 0.57143  0.57535
0.57926 0.58317 0.58707 0.59096 0.59484 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.61791 0.62172 0.62551 0.62929 0.63307 0.63682 0.64057 0.64430 0.64802 0.65172
0.65541 0.65909 0.66275 0.66639 0.67002 0.67363 0.67723 0.68081 0.58437 0.68792

+ 4+

0.69145 0.69496 0.69846 0.70193 0.70539 0.70883 0.71225 0.71565 0.71903  0.72239
0.72574 0.72906 0.73236 0.73564 0.73890 0.74214 0.74536 0.74856 0.75174  0.75489
0.75803 0.76114 0.76423 0.76730 0.77034 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78523
0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79954 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.81594 0.81859 0.82122 0.82382 0.82639 0.82895 0.83148 0.83398 0.83646 0.83892

+ 4+
00000 00000 OOCOOTCOOO0O0D HiEkME HMEEE NN BRRRND WwbwWww

+1 0.84135 0.84376 0.84614 0.84850 0.85084 0.85315 0.85544 0.85770 0.85994 0.86215
+1 0.86434 0.86651 0.86855 0.87077 0.87287 0.87494 0.87699 0.87901 0.88101  0.88299
+1 0.88494 0.88687 0.88878 0.89066 0.89252 0.89436 0.89618 0.89797 0.89974 0.90148
+1 0.90321  0.90491  0.90659 0.90825 0.90989 0.91150 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
+1. 0.91925 0.92074 0.92220 0.92365 0.92507 0.92648 0.92786 0.92923  0.93057 0.93189
+1.5 | 0.93320 0.93448 0.93575 0.93700 0.93822 0.93943 0.94062 0.94180 0.94295  0.94409
+1.6 | 0.94520 0.94630 0.94739 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352  0.95449
+1.7 ]0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96079 0.96163 0.96246 0.96327
+1.8 | 0.96407 0.96485 0.96562 0.96637 0.96711 0.96784 0.96855 0.96925 0.96994  0.97061
+1.9 | 0.97128 0.97193 0.97256 0.97319 0.97380 0.97440 0.97499 0.97557 0.97614 0.97670
+2.0 | 0.97724 0.97778 0.97830 0.97831 0.97932 0.97981 0.98929 0.98076 0.98123  0.98168
+2.1 ;0.98213 0.98256 0.98299 0.98340 0.98381 0.98421 0.98460 0.98499 0.98836  0.98573
+2.2 |10.98609 0.98644 0.98€78 0.98712 0.98744 0.98776 0.98808 0.98839 0.98869 0.98898
+2.3 10.98926 0.98955 0.98982 0.99009 0.99035 0.99060 0.99085 0.99110 0.99133  0.99157
+2.4 10.99179 0.99201 0.99223  0.99244 0.99265 0.99285 0.99304 0.99323 0.99342  0.99360
+2.5(0.99378 0.99395 0.99412 0.99429 0.99445 0.99460 0.99476 0.99491  0.99505 0.99519
+2.6 | 0.99533 0.99546 0.99559 0.99572 0.99585 0.99597 (0.99608 0.99620 0.99631  0.99642
+2.7 10.99652 0.99663 0.99673 0.99683 0.99692 0.99701 0.99710 0.99719 0.99727  0.99736
+2.8 |0.99744 0.99752 0.99759 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99794 0.99801  0.99807
+2.9 {0.99813 0.99819 0.99824 0.99830 0.99835 0.99841 0.99846 0.99851 0.99855 0.99860
+3.0 | 0.99865 0.99869 0.99873 0.99877 0.99881 0.99885 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
+3.1 10.99903 0.99906 0.99909 0.99912 0.99915 0.99918 0.99921 0.99923 0.99926  0.99929
+3.2 |1 0.99931 0.99933 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948  0.99950
#3.3 ] 0.99951 0.99953 0.99955 0.99956 0.99958 0.99959 0.99961  0.99962 0.99964  0.99965
+3.4 ]0.99966 0.99967 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976




Funcidn

TABLA B

de distribucién acumulada de la distribucién x2? (ji-cuadrada)
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2(x) 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.5 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995

vy
1 0.393E-04 | 0.157e-03 0.982E-03  0.393E-02 0.158E-01 0.45 1.32 2.1 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.01 0.02 0.05 0.10 0.21 1.39 2.77 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 2.37 4.11 6.25 7.82 9.35 11.35 12.84
4 0.21 0.30 0.48 0.71 1.06 3.36 5.39 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 4.35 6.63 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 0.68 0.87 1.24 1.64 2.20 5.35 7.84 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 0.99 1.24 1.69 2.17 2.83 6.35 9.04 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 7.34 10.22 13.36 15.51 17.83  20.09 21.95
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 8.34 11.39 14.68 16.92 19.02  21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 9.34 12.55 15.99 18.31 20.48 23.71 25.9
11 2.60 3.05 3.82 4.58 5.58 10.34 13.70 17.28 19.68 21.92 24.73  26.76
12 3.07 3.87 4.40 5.23 6.30 11.34 14.85 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.87 4.11 5.01 5.89 7.04 12.3¢  15.98 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 13.34 17.12 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 14,34  18.25 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 15.34 19.37 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
17 5.70 6.41 7.87 8.67 10.09 16.34  20.49 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.87 17.34  21.60 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6.85 7.63 8.91 10.12 11.65 18.34 22.72 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 19.34  23.83 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
21 8.04 8.90 10.28 11.59 13.24 20.3 24.9 29.62 32.67 35,48 38.93 41.40
22 8.64 9.54 10.98 12.34 14.04 21.3 26.0 30.81 33.93 36.78  40.29 42.80
23 9.26 10.20 11.69 13.09 14.85 22.3 27.1 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 23.3 28.2 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 24.3 29.3 34,38 37.65 40.65 44.31 46.93
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29 25.3 30.4 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11 26.3 31.5 36.74 40.11 43.19 46.96 49.65
28 12.46 13.56 15.31 16.93 18.94 27.3 32.6 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99
29 13.12 14.26 16.05 17.71 19.77 28.3 33.7 39.09 42.56 45.72  49.59 52.34
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 29.3 34.8 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 39.3 45.6 51.81 55.76 §9.34 63.69 66.77
50 21.99 29.71 32.36 34.76 37.69 49.3 56.3 63.17 67.51 71.42  76.16 79.49
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 59.3 67.0 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
70 43.27 45.44 48.76 51.74 55.33 69.3 77.6 85.53  90.53 95.02 100.43 104.22
80 §1.17 63.54 §7.15 60.39 64.28 79.3 88.1 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32
90 £9.19 61.75 65.65 69.13 73.29 89.3 98.6 107.57 113.15 118.14 124.12 128.30
100 67.33 70.06 74.22 77.93 82.36 99.3 109.1 118.50 124.34 129.56 135.81 140.17
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TABLA C

Funcidn de distribucidén acumulada de la distribucidén t de student

(t) 55 60 .70 75 .80 .90 .95 975 .99 .995
h)
1 .158 .325 27 1.000 1.376 3.08 6.31 12.71 31.82  63.66
2 .142 289 .617 816  1.061 1.89 2,92 4.30 6.96 9.92
3 137 277 .584 .765 1978 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84
4 134 21 .569 741 .941 1.83 2.13 2.78 3.75 4.60
5 132 267 .559 Jg27 .920 1.48 2,02 2.57 3.36 4.03
6 131 .265 .583 718 .906 1.44 1.94 2.45 3.14 3.7
7 130 .263 .549 J11 .896 1.42 1.90 2.36 3.00 3.50
8 .130 .262 .546 o« .706 .889  1.40 1.86 2.31 2.90 3.36
9 .129 .261 .543 .703 .883 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25
10 .129 .260 .542 .700 879  1.37 1.81 2.23 2.76 3.17
11 129 260 .540 .697 876  1.36 1.80 2.20 2.72 3.1
12 .128 259 .539 .695 .873 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06
13 .128 259 .538 .694 .870  1.35 1.77 2.16 2,65 3.01
14 128 258 .537 .692 .868  1.34 1.76 2.14 2.62 2.98
15 128 258 .536 .691 .866 1.34 1.78 2.13 2.60 2.95
16 128 .258 .535 .690 .865 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92
17 .128 .287 .534 .689 .863 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90
18 127 .257 .534 688 .862 1.33 1.73 2.10 2,55 2.88
19 127 .287 .533 688 .861 1.33 1.713 2.09 2.54 2.86
20 127 .257 .533 .687 .860 1.32 1.72 2.09 2,53 2.84
21 127 .2587 632 .686 859 1.32 1.72 2,08 2.52 2.83
22 127 .256 832 .686 858  1.32 1.72 2.07 2.51 2.82
23 127 256 632 .685 858 1.32 1.1 2.07 2,50 2.81
24 127 .256 §31 .685 857 1.32 1.1 2.06 2.49 2.80
25 127 .256 831 .684 856  1.32 1.711 2,06 1.48 2.79
26 Jd27 .256 631 .684 866  1.32 1.71 2.06 2.48 2.78
27 127 .256 .531 .684 855  1.31 1.70 2.05 2.47 2.17
28 127 .256 .530 .683 855 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76
29 127 .256 .530 .683 854 1.31 1.70 2.04 2.46 2.76
30 127 .256 .530 683 854 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75
40 .126 .255 .529 .681 .851 1.30 1.68 2,02 2.42 2.70
60 .126 254 .527 .679 .848  1.30 1.67 2.00 2.39 2.66
120 126 .254 .526 .677. .845  1.29 1.66 1.98 2.36 2,62
- .126 253 .524 .674 842 1.28 1,645 1.96 2.33 2.58




TABLA D

Digitos aleatorios

5970
8780
2744
7970
3029

6057
3342
5421

672
6408

7473
2333
6670
4480
6659

7102
6299
2422
9923
5629

2583
7079
9936
6140
3751

3751
7384
1001
8407

699

3613
2369
4012
7258
9834

3328
5527

264
4758
4465

7271
9871
7916
868
640

647
716
884

500

869
273
878
341
980

701
665
712
532
588

293
961

143
921

107
940
488
688
15394

7126
7081

455
988(
7044

5654
1908
246/
9906
5716

3938

702
3069
9952
9899

5941
7937
2414
9914
9835

2777
386
2695
2969
51

8204
4452
3429
9719
7703

3146
3661
7260
9097
2953

4821
4008
1725
7180
1173

7190
9995
1727
5491
6452

430
9992
8048
8944
7053

3429
2997
8965
9005
7967

848
3261
9402
7519
2883

8255
1854
2827
4219
3438

228
2134
7473
5804
5892

5147
9291
5868
5927
9488

2265
9886
9609
9540
5356

4519
7998
9485
2118
2696

3397
1002
3607
4847
5613

2404

35
4875
8039
8325

809
2943
8143
6889
5311

1290
8049
5245
7564

817

5530
8041
9091
9920
5859

4876
6673
2396
5457
5313

4810
5027
7619
4659
5987

4047
6237
4749
3912
5041

8773
4919
9799
1095

188

9134
9058
8585
7454
2189

7823
7109
7248
4102
3911

2517
2081
5300
7127
3989

508
3715
4776
8205
8581

1384
2330
6323
2687
1204

7584
6433
1723
4759
9650

6275

754
3416
4269
5964

4271
6042
4682
3119
4267

641
8116
3419
9201
5720

3185
1600
8108
1836
6233

8923
9039
2075
2224
2224

704
7023
3616
5840
9314

288
1193
8435
5206
5042

2913
3817
8878
8934
5636

37
8689
7237
1510
6116

538
2724
184
8580
7824

2359
5594
6752
6502
6287

8790
5902
4192
7876
9285

6833

489
4742
9071
5914

6137
2003
7641
7010
9377

3277
3281
9072
5556
8955

1027

790
3732
8538
1303

7253
9964
8082
9536
3266

8432
1140
8658
1134

815

5813
7056
6831
2098
4225

5076

607
1961
4059
1695

3131
1187
1840

314
4675

6923
1590
1830
3012
3818

1484
7185
1623

232
4959

9109
9689
7249
3230
4804

7219
3643
2509
2356
4175

1250
6507
7352
8017
9406

6601
2499
2467
1663
9377

8247

980
4570
2016
1544

3321
3677
6823
4069

544

9414
3601
5001
1204
9712

951
8498
4884

85

632

2577
1960
2784
2476
4862

633
5311
4725
7973
7893

9034
3120
2025
8234
2820
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