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PROLOGDO

‘rios semestres de impartir la materia de PROBABILIDAD Y ESTADIS-
TICA, se¢ ha detectado la necesidad de que los alumnos cuenten -
con un cuaderno de ejercicios con el objeto de que puedan practi
~cary a 1anzar los conceptos tedricos vistos durante la clase.

Con bise en la experiencia que se ha obtenido a lo largo de va

E1 presente cuaderno de ejercicjos trata de satisfacer las ne-
cesidades antes mencionadas, ademds de complementar a los apun-
tes de la materia.

Este cuaderno se elabord acorde al programa vigente de la asig
natura, consta de ocho temas, teniendo en cada uno de ellos pro-
blemas resueltos y propuestos. Recomendamos que el alumno estu-
die 1os!problemas resueltos y posteriormente intente resolver -
los propuestos ya que de esta manera podrid adquirir habilidad -
para resolver otros problemas.

La eﬂaborac1on de este material ha sido el resultado de recopi
lar unag serie de problemas realizados por varios profesores de
la materia, en especial de los profesores:

| RAFAEL IRIARTE V. BALDERRAMA

f HUGO E. BORRAS GARCIA
1985

Agradecemos las criticas que, en forma constructiva, nos hagan
tanto profesores como alumnos con el objeto de mejorar este cua-
derno. S

FACULTAD.DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
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TEMA 1
INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD



1. En una planta industrial laboran 150 empleados, los cuales
estdn -clasificados de la siguiente forma:
Noventa tienen experiencia en la elaboracion del producto A.
Cincuenta tienen experiencia en la elaboracidon del producto

Treinta tienen experiencia en la elaboracion de ambos pro-
ductos.’

¢{Cudl es g]bporcentaje de empleados que pueden elaborar uno,
otro. o ambos productos?

Solucidn:

Con ayuda del siguiente diagrama de Venn, el espacio mues-
tral es:

y el porcentaje de empleados pedido es:

efectuando los cdlculos

P(AUB) = P(A) + P(B) - p(ANB)

sustituyendo valores
L9 50 30

o 4 e - e

0
P(AUB) = 755 * 756 ~ 7150

P(AUB) = 0.733
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2. Por asentamientos del subsuelo, un conjunto de edificios
recien constru1dos, pueden requerir durante el primer afo
alguna reparac1on, dependiendo del dafio que sufran los in-
muebles, éstos requerirdn una veparacidn tipo A, tipo B,
tipo|C o alguna combinacidon de estos tipos. E1 ingeniero
constructor estima que 1a probabilidad de que un edificio
requjera una reparac1on tipo A es de 0.10, asi mismo que -

requiera una reparacidon tipo B estima que es de 0.08, por
ﬁ]ti+o, la probabilidad de que se requiera una reparacidn
.tipo|C es de 0.04.

Considerando independientes los tres tipos de reparacio-
nes,| ¢écudl es la.probabilidad de que un edificio de] conjun
to requiera algiln tipo de reparacidn?

|
Soluﬁlon.

El lespacio muestral del problema se puede definir con el si
guiente diagrama de Venn:

EM |

|
|
! b\,@(\ 0.04 J

donde los eventos A, B y C, se definen como:

Un edificio del conjunto requiere reparacidn tipo A,
B o C respectivamente.

Y el evento D se define de la siguiente forma:
Los edificios no requieren reparacidn

. La respuesta a la pregunta planteada es la probabilidad de la
unidn de los eventos A, B y C:




10

efectuando los célculos?

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(ANC) -
- P(BAC) + P(ANBNC)

como los eventos A, B y C se consideran independientes,
entonces:

P(ANB) = P(A) P(B)
P(ANC) = P(2) p(C)
P(BNC) = P(B) Pp(C)

P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C)

sustituyendo valores:

P(AUBUC) = 0.10 + 0.08 + 0.04 - (0.10) (0.08) -
- (0.10) (0.04) - (0.08) (0.04) +

+ (0.10) (0.08) (0.04)

efectuando operaciones

P(AUBUC) = 0.21

3. En el almacen de una fabrica se encuentra una caja conteniendo
una gran cantidad de tornillos de tamafio A y de tamafio B, siendo
los tornillos de tamafio A el doble que los de tamafio B. Si de la
caja se extraen al azar tres tornillos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que dos tornillos sean de tama-
fio By el otro sea de tamafio A.

b) Si en lugar de haber una gran cantidad de tornillos en la
caja s6lo existirdn nueve, manteniendo la misma proporcidn
de tamafios ¢Cudl serfa la respuesta al inciso anterior?

Solucidn:

Sea A el evento en el cual el tornillo es de tamafio A.
Sea B el evento en el cual el tornillo es de tamaifio B.
Sea C el evento en el cual se extraen dos tornillos de
tamafio By uno de tamafio A,
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como A es el doble de B se puéde representar el espacio mues-

tral ¢

enton

a) Co
da

omo

._______..._..‘.._.._..,,

]

2
P(A) = 3

1a.
extraccidn

H P(B) = 1

3

ces, por la intepretacidn clésica de B probabilidad

n el siguiente diagrama de &rbol se obtiene la probabili-
d del evento C.

2a. 3a.
extraccionlgxtraccion/’ lP(d
| :A 10.30
|

! 2/3 )

|
I'B {0.15

|
| a}o0.15

|

|

| |
|  B| 0.07

| |
| A ] 0.15

| 2/3 i

[ o

i |

2/3 | 173 j
| { B 0.07

]
| * A} 0.07

1/3 : 2/ ;

B ' i

| '
\ V3 ™5 0.04

1

| . ‘
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por lo tanto:

P(C) = 0.15 + 0.15 4+ 0.15 = 0.45

b) En este inciso las probabilidadeé de cada rama se modifican
de la siguiente manera:

la. 2a. 3a
extraccidn extraccién 6
\ | . extraccidn P(.) C

4/7 A|o0.24; X

A
| i /
. : 5/ 3/7\3
A

< o
3/8\ s !
N Bciifi:::: .
2/ B| 0.07 x

; ' al 0.18
| | s

X 2o A
1 | . : 2/7

i \\\\\¢ 6/ ‘B | 0.07 x

- B .’
' i 0.
; ! | 6/7 A 07y x
2/8 !

! | B

? |

i /1 B | 0.01] x
|

|

de igual manera:

P(C) = 0.18 + 0.18 + 0.18 = 0.54

4. Una compafiia constructora participa en cinco concursos para la
construccion de diferentes obras en beneficio de la comunidad. Si
se considera que la probabilidad de que gane un concurso es de
0.25 y que cada concurso es independiente de los demds, encuentre
la probabilidad de que la compafiia gane por lo menos un concurso.
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solu¢idn:

Sea Gi el evento en el cual la compafifa gana el concurso i

(L =1, 2, 3, 4,5).
slea A1 el evento en el cual la compafifa gana al menos un

cponcurso.

La p#obabilidad de que gane al menos un concurso es:

P(A1) = P(G1) + P(G2) + P(G3) + P(Gy) + P(Gs)

Calcular esta probabilidad resulta laboriosc por lo que convie-
ne trabajar mejor con el complemento:

P(A1) =1 - p(a1")

donde | A1'’ significa que la compafifa no gane ninglin concurso,
siendg esta probabilidad igual a:

P(A1') = P(G'nG'NG'NG'NG'")
1 2 3 4 s
y como los concursos se consideran independientes, entonces:

P(A1') = P(G') P(G') P(G') P(G') P(G")
1 2 3 u 5

sustituyendo valores

P(A1') (0.75) (0.75) (0.75) (0.75) (0.75) = 0.24

por {ltimo

P (A1) 1 - 0.24 = 0.76

5. En una poblacidn se realizd una encuesta con motivo de las elec
ciones, de ella se obtuvieron los siguientes datos:

E1 30% son mujeres en edad de votar, el 25% son hombres en edad
de vptar y el resto de la poblacidén son menores de edad. De los
hombres en edad de votar 75% participan en la votacion y de las
mujeres en edad de votar 60% NO participan.

a partir de los datos que arrojd la encuesta, calcular:

a) {Cudl es la probabilidad de que una persona (incluyendo meno
res de edad), haya participado en la votacion?
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b) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona que participd,
sea hombre?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que una mujer en edad de votar
haya participado?

Solucidn:

Sea H el evento en el cual se selecciona un hombre en edad
de votar.

Sea M el evento en el cual se selecciona una mujer en edad
de votar.

Sea V' el evento en el cual se selecciona un menor de edad.

Sea P el eento en el cual se selecciona una persona que par
ticipé en la votacidn.

seglin los resultados de la encuesta la poblacidn esta distri
buida de la siguiente manera:

Tipo de %
persona

H 25

30

v 45

ademds el porcentaje de personas que participaron en la vota
cidén es:

tipo de % de

persona participacién
H 25 x 0.75 = 19
M 30 x 0.40 = 12
v' 45 x 0.00 = O
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por |lo tanto 1la respuesta a los incisos son:

a) : 0.19 + 0.12

P(P) = 5725 + 0.30 + 0.45

P(P) = 0.31
b) |
P(HOP) _ 0.19
R(a[P) = F(p) 0.31

c) p(p|M) =

p(u|p) = 0.61

P(PAM) _ 0.12
P (M) 0.30

p(p|M) = 0.40

6. Con base en su experiencia un médico ha recabado la siguiente
informacion relativa a las enfermedades de su pacientes:

PN
o
=

5% creen estar enfermos y si lo estan.

5% creen estar enfermos pero no 1o estan.

no creen estar enfermos pero si 1o estdn.
0% no creen estar enfermos y no lo estan.

calculdr la probabilidad de que un paciente cualquiera que visi-
ta al doctor:

a) Hste enfermo si cree estarlo.

b) Este enfermo si no cree estarlo.

c)
d)

‘rea estar enfermo y no 1o esté

trea estar enfermo y 10 esté

Solucidn:

Se

» A el evento en el cual el paciente cree estar enfermo.

a B el evento en el cual el paciente esta enfermo.
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El espacio muestral es el siguiente:

Y la respuesta a cada inciso es:

a) P(B|a) = ?

_ B(BOA)

P(B|a) o)

de la informacidn proporcionada en el enunciado:

P(BNA) = 0.05

P(A) = 0.45 + 0.05 = 0.50

gridficamente el nuevo espacio muestral es:

sustituyendo valores
P(B|a) = ==
\ P(B|a) = 0.10
b) P(B|A') = 2
en forma andloga al inciso anterior
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. . | !
el nuevo espacio muestral es:

donde:

P(BNA') = 0.10
P(A') = 0.10 + 0.40 = 0.50

sustituyendo valores

0.10
1 —
p(Bla") = 555

p(s|a') = 0.20

c)| Pp(als") =2

el nuevo espacio muestral es:

A
" \\\\ ‘

, \

vacio )

N /
._-,’/
//////A
sieﬁdo
paalo) HARDL

P(ANDB') = 0.45
P(B') = 0.45 + 0.40 = 0.85
sustituyendo valores

0.45

P(Ale) = 0.85

P(a|B') = 0.53
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d) P(alB) = ?

el nuevo espacio muestral es:

p(alB) = B(alB)

P (B)

P(ANB) = 0.05

P(B) = 0.05 + 0.10 = 0.15

sustituyendo valores

0.05

P(A]B) = 075

P(aA|B) = 0.33

cabe aclarar que este inciso es diferente al inciso a) alin cuan
do inicialmente se pueda pensar que es el mismo.

H

7. Durante la construccidon de un puente se solicitaron dos camio
nes de cemento. Los camiones arribaron a la obra con ochenta sa
cos de cemento cada uno, contando el primero con cincuenta sa-
cos de fraguado rdapido y treinta de fraguado lento y el segundo
camion con la mitad de fraguado rdpido y la mitad de fraguado
lento, si se selecciona un saco de cemento de cualquiera de los
dos camiones, ¢cudl es la probabilidad de que el saco sea de
fraguado rapido? '

Solucidn:

Sea C1 el evento en el cual se selecciona el primer camidn.
Sea C2 el evento en el cual se selecciona el segundo camidn.
Sea FR el evento en el cual se selecciona un saco de fraguado
ri3pido.

Sea FL el evento en el cual se selecciona un saco de fraguado
lento.

La probabilidad de seleccionar cualquiera de los dos camiones
es de 0.5:
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“p(C1) = 0.5
p(c2) = 0.5

la prohabilidad de que el saco sea de fraguado rdpido dado que
pertengce al primer camidn es:

i

" 50
p(FR|C1) = g5 = 0-63

y si el saco pertenece al segundo camidn entonces la probabili-
dad condicional es:

40
p(Fr|c2) = g5 = 0.50

a partir del siguiente diagrama de arbol:

P(*) FR
p(ct) p(Frlc1) | ¥
p(c1) P(FL|c1) x
N
w ,
7 p(c2) P(FR|C2) v/
p(c2) p(FL|C2) x

se obtiene que:

P(FR) = P(C1) P(FR|C1) + P(C2) P(FR|C2)

sustituyendo valores:

P(FR) = 0;56 (0.63) + 0.5 (0.5)

efectuando operaciones:

P(FR) = 0.56
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8. Tres compafifas dreas A, B y C efectlan vuelos diarios entre
la Ciudad de México y la Ciudad de Monterrey, por experiencia

se sabe que:

E1 80% de los vuelos de 15 linea A 1lega tarde a su destino.
E1 75% de los vuelos de la 1inea B llega tarde a su destino.
E1 92% de los vuelos de la 17inea C 1lega tarde a su destino.

Si una persona selecciona al azar cualquiera de las

neas para viajar a Monterrey, y

tres 1i-
su vuelo 1lega retrasado, &cudl

es la probabilidad de que haya seleccionado la l1inea B?

Solucidn:

el
el
el
el

el
el
el
el

cual
cual
cual
cual

evento
evento
evento
evento

Sea
Sea
Sea
Sea

en
en
en

A
B
(o]
T en

. Del enunciado del problema
lidades condicionales:

P(T|A) =
p(T|B) =

p(r|c) =

avidén de la linea A llega tarde
avidn de la linea B llega tarde
avidén de la 1linéa C llega tarde
avidn llega tarde. '

obtienen las siguientes probabi

siendo la pregunta la probabilidad de:

P(B|T) = ?

con ayuda del siguiente espacio muestral:
P () "B T
0.80 T . 0.27 x
A <=:Z:::::::
0.20~T' | 0.07 x x
A2
0.7% 0.25 % v
b
0, '
, 25 0.08 v x
0.31 x Y
. T
C <::::§::;:r
. T' | 0.03 x x




la respuésta es:

donde:

_ B(BAT)

“p(B|T) 2T

P(BNT) = 0.25

P(T) = 0.27 + 0.25 + 0.31

sustituyendo valores:

P(B|T) =

P(B|T) = 0.30

El problema se puede resolver también aplicando directamente
el teorema de Bayes. .

P(B|T)

N P(B) P(T]|B)
P(a) P(T[A) + P(B) P(T[B) + P(C) P(T|C)

.sustituyendo valores:

P(B|T)

0.33(0.75)
0.33(0.92) + 0.33(0.75) + 0.33(0.80)

efectuando operaciones:

9. Una fa
automdvi
produce
de bujia
duce sol

brica se

P(B|T) = 0.30

brica cuenta con tres mdquinas para fabricar bujias de
es, por experiencia se ha visto que la primera mdquina
1 5% de bujias defectuosas, la segunda produce el 3%
5 con algln tipo de defecto y por Ultimo la tercera pro
amente el 2% de bujias defectuosas. Cada mdquina empaca

encuentran acomodadas al azar 80 cajas siendo 20 de la

las bujiﬁs en cajas de cien unidades. Si en el almacén de la fi

primera
traen al
icudl es
quina B?

Solucidn

dquina , 30 de la segunda y 30 de 1a tercera y se ex-
azar de una caja una bujia . que resulta defectuosa -
la probabilidad de que haya sido producida por la ma-

Sea A el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la pri-
mera magquina. '

Sea B el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la se-
gunda miquina.

Sea C el evento en el cual la bujfa fue fabricada por la ter-
cera méquina. : '

Sea D

1 evento en el cual la bujia esta defectuosa.
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La probabilidad de seléccionar en el almacén una caja produci

da por la primera, segunda o la tercera miquina es respectiva-
mente.

P(a) = %% = 0.25

P(B) = %% = 0.38

P(C) = 35 = 0.38

asf mismo, las siguientes probabilidades condicionales se ob-
tienen a partir del enunciado:

p(p|a) = 0.05

P(D|B) = 0.03

p(p|c) = 0.02

aplicando el teorema de Bayes la probabilidad que la bujia haya

sido producida por la segunda médquina, dado que esta defectuosa
es: g:

P(B) P(D|B)
P(A) P(D]a) + P(B) P(D[B) + P(C) P(D|C)

P (BND)

sustituyendo valores:

(0.38) (0.03)
0.25(0.05) + 0.38(0.03) + 0.38(0.02)

P(BND) =
efectuando operaciones:

P(B|D) = 0.36

10. En un dia 1luvioso , la probabilidad de que un conductor de
automdvil 1legue tarde a su destino se estima que es de 0.85,
mientras que en un dia sin 1luvia esta probabilidad es de sola-
mente 0.30. Teniendo en cuenta que el 45% de los dias del afio
son lluviosos ¢cudl es la probabilidad de que en un dia cual-
quiera el conductor llegue tarde a su destino?

Ssolucidn:

Sea L el evento en el cual el dfia es lluvioso.

Sea T el evento en el cual el conductor llega tarde a su des-
tino.
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partir de los datos del problema se obtienen las siguientes

probpbilidades:

P(L) = 0.45 ,
P(T|L) = 0.85

P(T|L') = 0.30

siendo la probabilidad de que el conductor llegue tarde la si-
guiente:

P(T) = P(L) P(T|L) + P(L') P(T|L")

sustiituyendo valores:

P(T) = 0.45(0.85) + 0.55(0.30)

efectuando operaciones:

P(T) = 0.55

este resultado se explica mds claramente al construir un diagra:’
ma de drbol andlogo al del problema siete. -

11. En un banco de sangre se tienen cuatro donadores de los cua-

Tes

solamente uno de ellos cuenta con sangre tipo A*. iCudl es

la probabilidad de que se tengan que seleccionar tres personas
para obtener la muestra de sangre A*?

solu

Sea

Sea

cidn:

+ . . +
A el evento en el cual el donador tiene sangre tipo A
Pi el evento en el cual la i-&sima persona tiene sangre

+

tipg a .

Deg
donad

2bido a que es necesario seleccionar a alguno de los cuatro
lores al azar, la probabilidad de seleccionar a la persona

indicada la primera vez, es de 1/4 contra 3/4 de fallar, si es

asi,
1/3 ¢
da m3
obtig

la probabilidad de tener éxito en el segundo intento es de
ontra 2/3 de fallar, esto es debido a que se tienen ya na-
is tres personas, procediendo en esta forma, la respuesta se
ene a partir del siquiente espacio muestral:




por lo tanto:

P(rs) = 3 () (D)

efectuando operaciones:

P(P3) = 0.25

12. Juan es un astronauta, capitan de la m1s1on ALFA de un proyec
to de 1a NASA. El1 .éxito o fracaso de la misién depende del com-
portamiento de tres sistemas principales de la nave, el sistema
propulsor, el sistema de enfriamiento y el sistema eléctrico.
Juan decide tomar como verdaderas las siguientes hipdtesis para
aplicarlas durante el desarrollo de la misidn:

- La mision fracasard si dos o mds sistemas fallan.

- E1 sistema de enfriamiento puede fallar con una probabili-
dad de 0.1.

- Si al menos uno de los sistemas falla, sin importar cual
de ellos, el sistema eléctrico fallard con una probabili-

dad condicional de 0.5. Si no falla otro sistema entonces
el sistema eléctrico puede fallar con una probabilidad de

od o

- E1 sistema propulsor fallard con una probabilidad de 0. 5 si
el sistema de enfriamiento falla. De otra manera el sistema
propulsor no fallara.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la mision tenga éxito aiin
fallando el sistema de propulsidon?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que los tres sistemas fallen?

c¢) Dado que mds de un sistema falld, determinar la probab111
dad condicional de que:

- E1 sistema de enfriamiento no falle.
- Que el sistema propulsor falle.

’

- Que falle el sistema de enfriamiento y el eléctrico.

|
Solucidn:

Sea EN el evento en el cual el sistema de enfriamiento NO
falla.

Sea P el evento en el cual el sistema de propulsor NO falla

Sea EL el evento en el cual el sistema eldctrico NO falla



Sea

Sea

Sea

Sea

to y

D el evento en
el elé&ctrico.
El siguiente diagrama
del problema.
o
=

;

para
ra qu

P\ el evento

B el evento

Q

el evento

w
RWIISTS

eWI3}STS

en

en

en

en

91
el
el

el

de
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cual la misidn tiene éxito.

cual los tres sistemas fallan.

cual mis de un sistema falla.

cual falla el sistema de enfriamien-

drbol representa el espacio muestral

o] 2] )
o [ 2] o
i) 5] RG]
2z 2z 8- 2 <
- - ~ ~ ]
< 2
-] L] L] o =]
L] -] L] - - ~ ~ o
- - <~ < -~ o~ ©n
- ~ <] ]
t = ] 5] o] [
td ] 5] £ 5] [ - .
t 3 - -
—_— 7
[=) o o (=] [=] [« o o | v
. . . . . . . . —~
=] [=] =] o o o o ® )
w w w w o o o - ~
] ® ® ~ % AN ~|>
- " »® ® »® x »® x w
~ ~ ~ »® o ® ® [¢]
-~ » ~ td % » L3 L] o

onstruirlo se deben colocar los tres sistemas de tal mane-

la probabilidad en cada rama sean congruentes con el enun
ciado del problema. A partir del diagrama de 3drbol anterior, es
senci{lo obtener la respuesta a cada pregunta:

.
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a) P(alp') = 2
) P (ANP')
PP = S
p(alp') = 0 .
0.025 + 0.025
P(alp') =0
b) P(B) = ?
P(B) = 0.1 (0.5) (0.5)
P(B) = 0.025
c) - p(EN|C) = 2
_ P(ENAC)
P(EN]|C) = IO
~ 0.03 + 0.03 + 0.03
=0
- p(p'|c) =2
, _ p(P'NC)
p(p'|C) = It
_ 0.03 + 0.03
T 0.03 + 0.03 + 0.03
= 0.67
- p(plc) = 2
P(ch) _ B(DNC)

P(C) ) -

- 0.03 + 0.03
0.03 + 0.03 + 0.03

[}

(<]
o2
~
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a erdid a su perro, en el bosque A con una probabilidad

np
de 0.5 6 en el bosque B.con una probabilidad de 0.4. Si el pe-

rro

aiin esta.vivo en el enésimo dia de bisqueda, la probabili-

dad de que muera ese dfa es de N/(N + 3).

Si el perro esta en A y Juan busca todo el dia en A la proba-
bilidpd condicional de que lo encuentre es de 0.15. Asi mismo
si ell perro esta en B y Juan busca todo el dia en B la probabi-
1idad/ condicional de que lo encuentre es de 0.25.

a) En cudl bosque tiene Juan mayor probagilidad de encontrar
a su perro durante el primer dia de bilsqueda?
b) Dado que Juan buscé en B el primer dia pero no encontrd a
su perro, cudl es la probabilidad de que esté en B.
solu¢i3n:
Sea | A el evento en el cual el perro estid en el bosque A.
Sea B el evento en el cual el perro estd en el bosque B.
Sea | BA el evento en el cual Juan busca a su perro en el
bosque A.
Sea | BB el evento en el cual Juan busca a su perro en el

bosque B.

Sea

EA el evento en el cual Juan encuentra a su perro en

el bosque A.

Sea

EB el evento en el cual Juan encuentra a su perro en

el bosque B.

Sea

Sea

v el evento en el cual el perro estd vivo.

BBN el evento en el cual Juan buscd en el bosque B pe-

ro nlo encontrd a su perro.

Planteando el siguiente diagrama de &rbol:




. EVENTOS P(e) | EA EB| B BBN
_©0.75 | A, BA, EA, V 0.03 | v x x x
0.12,/[A '\
0.25 v A, BA, EA, V' 0.01 x X X
0.75 —vV | a, BA, EA', V 0.19 | x x x x
O.85 EA' ' '
0.35 v A, BA,EA', V 0.06 x x x x
) 0.75 _y | a, BB, EB, V 0.00 | x v x x
- EB 'Q_\\
% 0.25——-V'| A, BB, EB, V' | 0.00 /| x| x
BB
— 0.7y | a, BB, EB', V'
7 T EB* I ' 4 ’ 0.23 X X X v
0.25~—-V'|a, BB, EB', V' | 0.08 | x | x | x v
0.75 vy | B, BA, EA, V 0.00 | ¥ x v/ x
.,—/‘
o __.—FEA .\025\.\V' B, BA, EA, V' 0.00 | ¥ x 4 x
BA < 5 Y
0.7 B, BA, EA', V 0.15 x
1 —a 12—y ’ ’ ’ x x
0,35 v' | B, VA, EA, V' 0.05 | x x v/ x
0.75 —V B, BB, EB, V 0.04 X / v/ X
B i !
0.25—F 035 —v' |B, BB, EB, v' Jo.01 |x |v | v |«
- 0.75 v B, BB, EB', V 0.11 x x 4 v
0 7~ kB e
\mv. B, BB, EB', V' | 0.04 | x x 4 14
donde estd donde lo busca lo encuentra Cémo 1lo encuen
tra
?

? . ? ?2 (N = 1)
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se obtienen las siguientés,féspuestas=

. a) [La probabilidad de encontrar al perro en el bosque A duran
te el primer dfa de bfisqueda es: \
P(EA) = 0.03 +.0.01

P(EA) = 0.04

y la probabilidad de encontrarlo en el bosqué B es:
P(EB) = 0.04 + 0.01

P(EB) = 0.05

comparando ambas probabilidades se concluye que Juan tiene mayor
probabilidad de encontrar a su perro en el bosque B durante el
primer dia de biisqueda.

]
IR

N b) P (B |BBN)

_ P(BNBBN)

B (B |BBN) P (BBN)

0.11 + 0.04
0.23 + 0.08 + 0.11 + O. 04

= 0.33
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. La probabilidad de que un estudiante que trabaja una jornada
de 8 diarias, estudie para un examen es de 0.4 mientras que pa-
ra un estudiante que no trabaja esta probabilidad es de 0.9. Te
niendo en cuenta que el 45% de los alumnos trabajan icudl es la
probabilidad de que en el préximo examen un alumno seleccionado
al azar haya estudiado para el examen?

2. En una poblacidn se hizo una encuesta con motivo de las elec-
ciones, de ella se obtuvieron los siguientes datos:

E1 30% son mujeres en edad de votar, 25% son hombres en edad
de votar y el resto de la poblacion son menores de edad. De

los hombres en edad de votar 75% participan en la votacidon y
de las mujeres en edad de votar 60% NO participan.

A partir de los resultados que arrojo la encuesta, calcular:

a) La probabilidad de que una persona (incluyendo menores de
edad), seleccionada al azar, haya participado en la vota-
cidn.

b) La probabilidad de que una persona que participé sea hom-
bre.

c) La probabilidad de que sea mujer y participe.

3. En un hospital la probabilidad de que un paciente tenga cier
ta enfermedad es de 0.05, para determinar si tiene o no la en-
fermedad se le aplica una prueba, si la tiene la probabilidad
de que la prueba sea positiva es de 0.99; si no la tiene la pro
babilidad de que la prueba sea positiva es de 0.03. Al aplicar
la prueba esta resulté positiva ¢cudl es la probabilidad de que
el paciente tenga la enfermedad?

4. La probabilidad de que una construccion se termine a tiempo
es de 17/20, la probabilidad de que los trabajadores de la obra
organicen una huelga es de 1/4 la probabilidad de que la cons-
truccidn se termine a tiempo partiendo del supuesto de que no

" hubo huelgas es de 14/15. Hallar la probabilidad de que:

a) La construccidn se termine a tiempo y que no haya huelgas.

b) No haya huelgas, partiendo de hecho que la construccidn
se termind a tiempo.

5. Se ha observado que los eventos "ESTUDIAR" y "APROBAR UN EXA-
MEN" no son independientes, se considera que la probabilidad de
aprobar un examen dado que se estudia es de 0.85, mientras que
la de aprobar un examen dado que no se estudia es de 0.05. Con
esta informacién y considerando que la probabilidad de que un
alumno estudie es de 0.75, calcular la probabilidad de que un
estudiante escogido al azar haya estudiado dado que_aprobd el
examen.
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6. Tres mdquinas A, B y C producen la misma pieza en una fébrica
E1 6% de las piezas producidas por A estdn defectuosas, el 7%
de las piezas producidas por B también estdn defectuosas, mien-
tras que [s6lo el 3% de las piezas producidas por C tienen algin
defecto. |[La mdquina A produce cinco veces mis que la mdquina B
mientras |que la mdquina C produce solamente la tercera parte de
lo que produce la mdquina A. Si se toma al azar una pieza del
almacén de la fdbrica y resulta que esta defectuosa, icudl es
la probabilidad de que la haya producido la mdquina B?

sueltos

esponder a los siguientes incisos:

7. Con reierencia en el problema nimero trece de los ejemplos re

a)

b)

c)

d)

Si Juan lanza una moneda para determinar en cudl bosque de
be buscar durante el primer dia y resulta que encuentra a
su perro, écudl es la probabilidad de que haya buscado en
el bosque A?

Juan decidié buscar en el bosque A durante los primeros
dos dias. Partiendo del hecho que no encontré a su perro
durante el primer dia, determine la probabilidad de que en
cuentre a su perro vivo durante el segundo dia de bilsqueda.

Finalmente, Juan encontrd a su perro durante el cuarto dia
de bisqueda. Buscd en A los primeros tres dias y en B du-
rante el cuarto dia. ZCudl es la probabilidad de que haya
enc#ntrado a su perro vivo?

Finalmente, Juan encontrd a su perro durante el cuarto dia
de blisqueda. Se sabe solamente que buscd en A dos dias y
en los dias restantes, sin especificar en que orden bus-
c0. ¢Cudl es la probabilidad de que haya encontrado a su
perro vivo?
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TEMA 11

VARIABLES ALEATORIAS



1. Con e
con dos
pafifa r
es de 0

a) De
ob

b) Ca

33

1 objeto de realizar tres importantes obras se cuenta
compafifas constructoras. La robabilidad de que una com
ealice 1a construccidn de cualquiera de las tres obras

£inir una variable aleatoria que represente el nimero de
ras que puede realizar una compafifa.

Tcular la probabilidad de que una compafifa realice dos

de las tres obras.

¢) Construir la funcién de probabilidad de la variable aleato
r

solucid

Sea A

Se as
la re

a) En
te

ia.

n

el evento en el cual una compafifa realiza una obra.

ume que el complemento del evento A implica que la obra
aliza la otra compaiifa constructora.

forma aniloga a los problemas presentados en el tema an
rior, el siguiente diagrama de drbol explica el problema:

P(*)

El nimero de obras que puede realizar la compaiifa A se puede
representar con la variable aleatoria x la cual puede tomar los
siguientes valores:

{o 1,23}
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Sustituyendo el valor que corresponda en el espacio muestral
se obtiene que:

P(*) x
0.22 3
0.14 2
0.14 2
0.10 1
|
0.14 | 2
0.10 1
0.10 1
0.06 i O

b) La probabilidad de que una compafifa realice dos de las
tres obras es lo mismo que la probabilidad de que la varia
ble aleatoria x tome el valor de dos, por lo tanto:

P(x = 2) = 0.14 + 0.14 + 0.14 = 0.42

c) La funcidn de probabilidad de la variable aleatoria x es:
P(x < 0) =0
P(x = 0) = 0.06
P(x'= 1) = 0.10 + 0.10 + 0.10 = 0.30
P(x = 2) = 0.14 + 0.14 + 0.14 = 0.42
P(x = 3) = 0.22

P(x > 3) =0
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Grlaficando estas probabilidades, se obtiene:

P, (x)

entendiéndose por Px(xo) la probabilidad’de que la variable

aleatoria x tome el valor L

2. Obtener la esperanza y 1a variancia de la variable aleatoria
(v. al) x utilizada en el problema anterior.

Solucidn:
La esperanza de una V. a. discreta es:

E{x} = I x Px(xo)
x€E.M.

desarrollando la sumatoria:

3
E{x} = T xpPp_(x) = (0)P (0) + (1) P_(1) + 2 P_(2) + 3 p _(3)
%=0 x o x x x . X

sustituyendo valores:

g{x} = 0(0.06) + 1(0.30) + 2(0.42) + 3(0.22)

efectuando operaciones:

E{x} = 1.80

y la variancia es:

cx2 = g {x?} - (e{xh?

siendo ' ;

2y o 2
E{x?} xeé.u. x* p_(x.)
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efectuando operaciones

E{x?} = oz(o.ps)‘+ 12(0.30) + 2%2(0.42) + 32(0.22)
por lo tanto
E{x%} = 3.96
y entonces la variancia es:
0.2 = 3,96 - 1.802
finalmente
g .2 =0.72

graficamente estos paridmetros se representan como sigue:

Py (xd .
®
!
o
0 1 T 3 T x
1.89
¢+— >

3. La duracidn, en horas, de los fows producidos por una fdbrica
se considera una v. a. que tiene la siguiente funcidn de probabi
lidad:

K t 0 <t <4
fo(8) =
0 cualquier otro valor

Calcular:
a) E1 valor de la constante K

b) La media y la desviacidn estdndar de la v. a. t.



Solucidn:

a) Como

be ¢

fT(t) es una funcibn de probabilidad entonces se de

umplir que:

J’
0

sustituyendo la funcidn fT(t)

integrando

4
J Kt dt =1
0

por lo tanto:

b) La media es:

Wy = E{t} =f t £, (to) dt

sustituyendo
4 1
B = t (g t) dat
0
) 4
1 t
e =8 3 =
R 0.
M, = 2.67 '
y la desviacibn esténdar es:

siendo

E{(

efectuand

E{(

ct's ,’E{ (t - ut)z}

4
t - ut)z} = J (t - ut)2 (15) t dt
0

o operaciones

1 4
t - ut)")- B Jt’dt -
o

I
w|w
o &
o
N
[}

(24
+
|m
ol
o|= :
o >

o
[
o
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Sl 2t se?

8 4 33 9 2

=8 - 14.22 + 7.11
= 0.89

por lo tanto la desviacién estindar es:

Ot = v 0.89
Ot = 0.94

4. Disefiar una funcién densidad de probabilidad de acuerdo con la

siguiente grafica:

£
&>

v

FIT- 1 R
Q
)

Solucidn:
separando la funcidn en dos partes:

fx (x)

fx =
4 , » .

2a+ 1a+

'

v

~I0--
-
x
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se puede calcular 1la expresifn de las dos rectas de la siguiente
manexra:

y=mx +b y =mx +Db
m = éi = 4 m= - %3 = - 4
2 2.
b =20 b =4
sustituyendo
y = 4 x y =-4x + 4

para determinar el valor de a se procede de la siguiente for-

ma:
a/2
‘( 4 x dx = 0.5
0 .

integrando ,

por lo tanto la funcidn de probabilidad es:

»
®
=}
A
x
IA
=

£ (x) =

4(1 - x)

[NIE
IA
Tox
IA
-

5. Ohtener el primer momento respecto al origen y el segundo mo-
mento respecto a la media de la siguiente funcion densidad de
probabilidad: . i

a e-a x x >0
a=cte> O
fx(x) =
0 x <0

Solucidn:
El primer momento respecto al origen es:

m; = E{x}

oo
= J‘ x £_(x) dx
-0 x
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sustituyendo

L
-a x
m; = J; x ae dx

- 0
= a -fo xe @ X dx

integrando por partes

jvu.dv = uv - j v du

u = x H du = dx
dv = e-a x i v = - % e—a x

0
-a X _-a X
= a J- x e ¥ax = a [- 3 e
0

my
1 ©
- ax
mo=alo-Lle
i
L

=
8
+
W=
o
8
(0]
]
»
»
<
-

. a? 0
1
E{x} = =
a
El segundo momento respecto a la media es:

mz = E{(x —.ux)z}

_ 2
=‘J:m (x ux) fx(x) dx

sustituyendo

0
m2 =J[ (x - %)2 ae ¥ ax
3

realizando las integrales

+ 1_
az

v

E((x - u)?) = ‘—z
a
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6. Dada|la siguiente funcién de probabilidad:

a -a k=0
P k) = kT © a=c
0 k <0

a) Verificar que:

L P (k) =1
¥k K

b) Obtener su funcidn generatriz de momentos.

¢) Calcular la media y la variancia de la v.a.k.

Solucidn:

a)

¥k
sustituyendo
s ak -a -a o k
L k—' e = e z :—.
k=0 * k=0 ©
-a _a
= e e
=1
b)
m (t) = e{e*}
=z e p tx)
¥k
sustituyendo
o k
mk(t) = T etk ET e™®
k=0 k!
- e ? ; (a et)k
= .
k=0 °
t
- e 22 ®

t
, (e - 1) a
t) = e
uk} )
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b) Utilizando la funcidn generatriz de momentos la media es:

a
M T oaE N

por lo tanto

la variancia se obtiene como sigue:
of = e{k®}- (e{xh?

donde

e{k?} = mp (t = 0)

E{k} = a

derivando nuevamente para obtener m;(t)

t t
2_2t e(e -1)a t e(e -1)a

mﬂ(t) = a‘e + ave

me(t = 0) = a2 + a

sustituyendo para obtener la variancia

2 2 2
Ok=a + a a
2

= a
%

7. Dada la siguiente funcidon densidad de probabilidad

1

—_— < <
b-a a <x <b

fx(x) =
o} c.o.cC.

obtener
a) La funcidn generatriz de momentos

b) La media
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Solucidn:

a) Ld funcidn generatriz de momentos es:

n_(t) = e{e**}
X

® ¢
~=JP e £ (x) ax
- 00 x

sustituyendo

b .
mx(t) = 5 etx (—_1_—-) dx
a

b) |[La media es:

derivando la funcidn generatriz de momentos

et? (1 - at) + e (tn - 1)

t2(b - a)

m;(t) =

como al sustituir t = 0 en m;(t) se llega a una indetermina-

cidn, se debe obtener el 1imite cuando t tiende a cero

ta tb
m;(t = 0)=lim (1 - at) + e (tb - 1)

0 t2(b - a)

aplicando la regla de'L'ngital se obtiene que:

2 tb 2 ta
m!(t = 0) = lim 2= & et
£+0 a
tb 2 3 _ ta 2 3
- 1im & (b® + tb7) e “(a® - ta’)
t+0 2(b - a)
b? - al
~ 2(b-a)
Vi _a+b
mx(t 0) = 5
por lo tanto
U= a + b
X 2
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8. E1 nimero de KWNH que se consumen semanalmente en una fabrica
se ha registrado durante las Ultimas 25 semanas, la siguiente
tabla muestra los resultados:

Semana | KWH Semana | KWH | Semana |KWH
1 9 9 6 o
2 5 10 7 18
3 8 1 6 19
4 10 12 8 20 11
5 1 13 9 21 9
6 12 14 8 22
7 5 15 9 23 6
8 | 7 16 10 24

|25 10
Obtener:

a) La funcidn de probabilidad de la v.a. consumo de KWH.

b) Estimar la demanda de energfa eléctrica para la préxima se
mana.

Solucidn:
a) Segln la informacidn recébada los valores que puede tomar
la v.a. que representa el consumo de KWH de la fabrica du-
rante una semana son:

{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

la estimacidn de probabilidad para cada valor que puede tomar
la v.a.x es:

x Px(x)

1/25
2/25
3/25
4/25
5/25
4/25
3/25
2/25
/25

N = O VW O N O U

- s -

la tabla anterior es la funcidn de probabilidad de la v.a.x.

b) El valor esperado del consumo de la energia eléctrica para
la prdxima semana es:

E{x} = I x P_(x)
¥x
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sustituyendo

e{x} = 4(;—5) + 5(%) + 6(;—5) . 12(;—5-)

efectiuando operaciones

9. EI
de u
dest
ros
prob

Det
a)

b

~

c)
d)

Solug

Sea
subie|
res

siend

E{x} = 8 KWH

duefio de una camioneta de transporte colectivo que parte
na poblacidn A y pasa por la poblacion B para llegar a su
ino en la ciudad C, ha determinado que el nimero de pasaje-
que recibe en cada poblacidn tiene la siguiente funcidon de

abilidad:
Para la poblacion A ~ Para la poblacidon B
RN T T
X x X y Y
1 4 0.2
2 . 5 .
3 . 6 .
4 . .2 7 0.
erminar:

La funcidn de probabilidad del nimero total de personas
que subieron al vehiculo.

La media, la variancia y el coeficiente de variacidn de 13
funcidn de probabilidad.

La funcidon de distribucidn acumulada.

La probabilidéd de que suban cuando mucho 8 personaﬁ.
idn:

Z una va. que representa el nfimero total de personas que
ron al vehiculo, esta v.a. puede tomar 1los siguientes valo
z=1{s5,6, 7, 8,9, 10, 11}
© la probabilidad de que z =5 1la siguiente:
P(z = 5) = P(x = 1) Py = 4)

= 0.1 (0.2)

= 0.02




en la misma forma,

P(z = 6) =
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la probabilidad de que z = 6

es:

P(x = 2) P(y = 4) + P(x = 1) P(y = 5)

0.3 (0.2) + 0.1 (0.4)

0.1

con ayuda de la siguiente tabla:

las probabilidades

P(z 7)= P(x = 3)

0.23

x =1 x =1 x =1 x = 1

z =5 z =6 z =7 z =8
y = 4 y =5 y = 6 y = 7

]

x = 2 x = 2 x = 2 x = 2

z =6 z =7 z = 8 z =9
y'= 4 y =5 y = 6 y = 7
x =3 x = 3 x = 3 x = 3

z =7 z = 8 z =9 z = 10
y = 4 y =5 y = 6 y =7
x = 4 x = 4 x = 4 x = 4

z = 8 z =9 z = 10 z = 11
y = 4 y =5 y = 6 y = 7

para los valores restantes de 2z son:

P(y = 4) +P(x=2) P(y=5) +P(x=1) P(y = 6)

0.4(0.2) + 0.3(0.4) + 0.1(0.3)

P(z = 8) =P(x=4) P(y =4) + P(x = 3) P(y =5) + P(x

+ P(x =

1) P(y = 7)

= 0.2(0.2) + 0.4(0.4) + 0.3(0.3) + 0.1(0.1)

= 0.30

P(z=9) =Plx=4) P(y=5) + P(x = 3) P(y = 6) + P(x =

0.23

P(z = 10) = P(x =

= 0.2(0.

= 0.10

0.2(0.4) + 0.4(0.3) + 0.3(0.1)

=2) P(y = 6) +

2) Py =7

4) P(y = 6) + P(x = 3) P(y = 7)

3) + 0.4(0.1)
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P(z = [11) = P(x = 4) P(y = 7)
= 0.2 (0.1)

= 0.02

Por lo |[tanto, la funcidn de probabilidad de la v.a.z es:

z Pz(z)

0.02 “sz

0.10
0.23
0.30
0.23

0.10 1 I ] T _»

0.02 5 6 7 8 9 10 11 z

- 0O v ®m I ou

b) La media es:

sustituyendo valores

U, = 5(0.02) + 6(0.10) + 7(0.23) + 8(0.30) + 9(0.23) + 1010.10) + 11(0.02)

la variancia es:

2 _ _ 2
o} = E{(z - u,) }

= T (z-u)2p (2
vz z %

sustituyendo valores:
62 =[(5-8)20.02 + (6 - 82 0.10 + (7 - 82 0.23+ (8- 820.30+
+/(9 - 82 0.23 +(10 - 8)2 0.10 + (11 - 8)% 0.02

o ° =[1.62

el coeficiente de variacidn es:
i

cfte variacidn = Ei
z




sustituyendo

cfte variacidn =

]
[2))
.
N
(]

'

c) La funcidn de distribucidn acumulada es:

z P(2 < z)
P(z¢z)
5 0.02
6 0.12 . t
7 0.35 i ;
8 0.65 i [ !
9 0.88 ' . i :
11 1.00 " 5 & 7 8 9 10 1 z

d) A partir de la funcidn de distribucidn acumulada, la proba-
bilidad de que 2z < 8 es:

P(z < 8) = 0.65

10. A partir de la siguiente funcidon de densidad
2(1 - x) 0 <x <1
£f (x) =
X 0o cualquier otro valor
Calcular:
a) E{3 x + 1}

b) E{x* - 2 E{x}}

Solucidn:

a) Por las propiedades del operador esperanza

E{3 x + 1} = 3 E{x} + E{1} = 3 E{x} + 1

.

donde:
0

1
L]
e{x} =f (x) (0) dx + f (x) (2) (1 - x)dx +J x (0) dax’'=
0 1

-0



‘ a9

o

@

: 1 o ' 1
- 2‘f (x - x%) ax = 2 (x*/2 - x°/3) | =1-2/3=1/3
2, ; : ‘

sustituyendo

4

E{3 x + 1} = 3(1/3) + 1 =4

b) Aplicando nuevamente las propiedades del operador esperan-
za. .

e{x? - 2 E{x}} = E{x? - (2)(1/3)} = E{x® - 2/3} =

donde

sustituy

E{x

11. Una
determ
‘cion e

Calg
por es
2400 h

Soluci

La prol
de 2404

= {x?} - E{2/3} = e{x’}- 2/3

1 1 . '
e{x?} = J' (x%) (2) (1 - x) dx = zJ' (x? - x%) ax =
0 0

3 & 1 -
X X 1 1 4 - 3 2 1
=2 (-7 =23 - =257 =72 "%
o
endo
2 1.2 _1-4__3__1
- 2 e{x}} = - 3" 3 3 3

compafifa fabricante de cinescopios para televisiones ha
inado que la funcién densidad de probabilidad de la dura-

n horas de los cinescopios es:
1892 x> 1800
X . :
fx (x)
.0 x < 1800
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