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Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Resumen

1.1.Antecedentes del tema

e /Quc¢ es una textura?

Los objetos del mundo real tienen superficies que reflejan la luz de formas caracteristicas, segun la
rugosidad, la granularidad y una reflectancia variable espacialmente. Esta forma de reflejar la luz se
identifica con la textura visual de los objetos y tiene una gran importancia practica para los seres humanos,
porque nos informa acerca del material con el que se componen (madera, lana, agua, acero, etc.) y de
algunas de sus propiedades (rugosidad, regularidad, brillo, homogeneidad, etc.), las cuales, a su vez, nos
informan sobre su estado (humedo, limpio, viejo, liquido, helado, etc.) [Portilla 1].

e Tipos de texturas

A menudo, hay imagenes que se originan por la repeticion de determinados patrones, sometidos a
variaciones aleatorias de posicidn, orientacién y tamafio, tal como se ilustra en la figura 1.1(a). En esta
descripcidn caben agrupaciones de objetos con caracteristicas similares, como las nubes en el cielo, granos
de arena, hierba, un bosque visto desde un avidn, el contenido de un cajén lleno de naranjas o de una caja
con clavos, cabello, etc. Otras se componen con granulos de distintas formas y tamafios, como aquellas
imagenes realizadas en puntillaje, a este respecto, no hay patrones reconocibles. La figura 1.1(b) nos
muestra una imagen generada con equipo de ultrasonido y en la que podemos observar granulos gruesos
que corresponden con esta descripcion.

e Modelos matematicos de texturas

Tradicionalmente, el estudio de la textura se ha abordado desde dos puntos de vista disjuntos vy
complementarios: el enfoque estadistico y el enfoque estructural [Portilla 1]. El enfoque estadistico modela
las texturas como campos aleatorios, sin considerar la existencia de patrones estructurales definidos. Por el
contrario, el enfoque estructural, al considerar que la textura se compone por la repeticion de patrones
elementales espacialmente localizados, recurre al reconocimiento de patrones.

El modelado Markov se aplica a campos aleatorios 2D en los que se satisface la propiedad de Markov, es
decir, la probabilidad de que un pixel tome un nivel de gris es una funcién de los niveles de gris de los pixeles
de la imagen a la vez que también es funcion se sdlo los niveles de gris de los vecinos: pixeles cercanos. Dos
de los modelos estadisticos de texturas que se deben mencionar son la distribuciéon de Gibbs-Boltzman
[Petrou 2, S. Z. Li 3], y la distribucién autonormal, la cual conoceremos también como distribucién de Gibbs-
Markov [Petrou 2, S. Z. Li 3]. Ambos modelos pueden caracterizar texturas sin patrones estructurales
considerando las relaciones entre pixeles vecinos.

e Segmentacion estadistica

Un campo aleatorio 2D puede entenderse como una matriz de variables aleatorias [Petrou 2]. Asi entonces,
una imagen puede considerarse como un campo aleatorio 2D. Dentro de la imagen podemos observar a
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Figura 1.1. Ejemplos de los tipos de textura definidos para la presente Tesis. (a) Una fotografia de un tejado que
corresponde con una textura estructurada (Cortesia de un ciudadano). (b) Una imagen generada por ultrasonido.
(Cortesia del Dr. Sanchez quien trabaja en el Hospital Rio de la Loza).

simple vista regiones, distinguibles unas de otras, lo que implica que cada regién tiene propiedades que la
distinguen de las demas.

El proceso de segmentacién estadistica lo definiremos como un proceso de clasificacién de regiones
particulares en una imagen. Una textura es una regidn o conjunto de pixeles que tienen propiedades
estadisticas que implican diferencias con los demas pixeles de una imagen.

Para nuestro propdsito es necesario distinguir entre el modelo probabilistico de una textura y el algoritmo
de aplicacién del modelo. Entre los modelos estadisticos que pueden usarse para describir las texturas de
una imagen estan:

Distribucién gaussiana, [Degroot 6],

Distribucidon de Gibbs-Boltzman, [Petrou 2].
Distribucién de Gibbs-Markov, [Petrou 2, S. Z. Li 3].
Distribucién de Ising-Markov, [Petrou 2].

A su vez, existen diversas herramientas algoritmicas para segmentacion estadistica, algunas de ellas son:

Clasificador Bayes-Gauss, [Degroot 6]
Clasificador Naive-Bayes, [Zhang 7]
Muestreador Gibbs, [S. Z. Li 3]
Temple simulado, [Alonso 5]

La eleccidn de la herramienta dependera del tipo de textura a segmentar y de cémo se desee balancear
otros pardmetros como la rapidez del algoritmo contra su precision.



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Resumen

1.2.Definicion del problema

La fotografia aérea de alta resolucion permite realizar analisis detallados de estructuras urbanas y de
elementos tematicos. A modo de ejemplo, la figura 1.2 nos muestra dos fotografias aéreas, la primera
correspondiente a nuestro espectro visual y la segunda correspondiente a una imagen de radar.

Ahora bien, consideremos que las tecnologias contemporaneas de procesamiento digital de imagenes y de
percepcidn remota se sitian como fuentes de datos Utiles a diversos sistemas de informacidon como:

e Sistema de meteorologia y ambiente.

e Inventario de los recursos naturales.

e  Planificacion urbana.

e Alcance de las manchas de petréleo en el mar.
e Etc.

Asi entonces, podemos comprender la importancia de la fotografia aérea y podemos involucrar a las
problematicas que conlleva el avance tecnoldgico en los sistemas de fotografia y de radar. Los problemas
que mas frecuentemente se presentan son:

e Una mayor cantidad de informacién a procesar.

e Laaparicidon de sombras debido a una mayor resolucion en la fotografia.

e La informacién parcial proporcionada por las imagenes monocromaticas no permite una
discriminacidon inmediatamente precisa sobre las escenas urbanas. Esto significa que distintas
superficies pueden ser clasificadas del mimo tipo.

e En la fotografia aérea, las areas verdes por lo general comparten un similar rango en niveles de gris
sobre otros elementos de las escenas.

e A su vez, el ruido aditivo® tiene fuerte presencia en las imagenes de radar, debido a humedad y
suciedad en la atmosfera.

En todos estos problemas podemos definir las siguientes situaciones:

e Nuestro problema principal implica que, dada una imagen de fotografia monocromatica o de radar,
debemos generar un mapa de clases, es decir, un mapa que delimite zonas de interés especifico.

e Otro problema son las dimensiones de las imagenes, las cuales constan de gran cantidad de
informacion.

e Las imagenes de fotografia aérea son suficientemente homogéneas para la aplicacién de alguno de
los algoritmos estadisticos Bayes-Gaus [Degroot 6] o Naive-Bayes [Zhang 7]. Tales algoritmos
estadisticos de segmentacion funcionan adecuadamente pero con el problema siguiente: resultan
algunos pixeles aislados y fronteras no definidas.

e Las imagenes de radar son altamente granulares, por lo cual los algoritmos estadisticos de
segmentacion Bayes-Gauss o Naive-Bayes, generan imagenes de clases con demasiados defectos,
es decir, muchas regiones formando granulos aislados.

L El ruido aditivo es generado dentro del equipo de percepcidn remota o bien, es generado fuera el sistema debido a
suciedad en la atmdsfera.
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Figura 1.2. (a) Imagen de fotografia aérea. (b) Imagen de radar. Ambas fotografias son por cortesia del Dr. Miguel
Moctezuma para la realizacién de la presente Tesis.

Algunos problemas asociados con el modelo estadistico que se desarrolla en la presente tesis, es decir, la
distribucion Gibbs-Markov, involucran a la definicion de clique [Petrou 2, S. Z. Li 3], el cual puede pensarse
como una expresion de la relacién entre pixeles vecinos.

e A pesar de que se menciona y usa el concepto de clique en diversas bibliografias, ninguno de los
autores provee de un algoritmo general que permita la extraccion y clasificacion de cliques sobre
una regién de pixeles de cualquier dimensién.

e La solucién al problema anterior parece involucrar los desarrollos de la Dra. Maria Petrou [Petrou
2] y de los Drs. Rupert Paget y Dennis Longstaff [Paget 4], quienes han dedicado un considerable
esfuerzo al respecto. La solucidon que presentan los investigadores tiene algunos problemas
asociados como son:

o Lacomplejidad del algoritmo para la extraccion.

o Una vez extraidos los cliques hay que clasificarlos, actividad para la cual no se provee una
definicion que permita realizar tal tarea.

o La cantidad excesiva de cliques extraidos que dificulta el calculo de los pardmetros de la
distribucion de probabilidad Gibbs-Markov.

o La cantidad excesiva de cliques extraidos también ralentiza el calculo de la probabilidad.



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Resumen

1.3.Hipdtesis

En la seccidn 1.1 se mencionaron dos tipos de modelos, el estadistico y el estructural. A partir de estos
modelos matematicos, podemos clasificar a las texturas en tipos y que dependiendo de la misma sera el tipo
de herramienta que se aplicard para su segmentacion.

1.3.1. Tipos de texturas

Previamente, en el presente capitulo, se establecié que existen el enfoque estadistico y el enfoque
estructural para modelar texturas y lograr asi la segmentacion de regiones en una imagen. Dado que para la
presente tesis es importante el enfoque estadistico, las imagenes seran consideradas como formadas por
granulos, es decir, observaremos que los pixeles de la imagen se agrupan formando granularidades.

Comencemos entonces con la observacidn siguiente, hay tres tipos de texturas, mismas que se enlistan a
continuacion:

e Textura homogénea o de grano fino (se usa modelado estadistico)
e Textura rugosa o de grano grueso (se usa modelado estadistico)
e Textura estructurada (se usa reconocimiento de patrones)

En una textura de grano grueso, la cual también se conocerda como textura rugosa, se puede observar que
los pixeles se agrupan formando granularidades gruesas que no tienen forma en comun. Para ejemplificar
este tipo de textura, observe la figura 1.2(b), la cual es un fragmento de una imagen de radar. Esta
caracteristica granular implica dependencia estadistica, es decir, el nivel de gris de un pixel depende de los
niveles de gris de los pixeles vecinos. Las texturas de grano grueso tienen la caracteristica adicional de no
presentar un origen espacial, o sea, la textura se modela igual en su sitio en la imagen que extrayéndola para
su modelado.

En la textura de grano fino, la cual también serd conocida como textura homogénea, se puede observar que
los niveles de gris de los pixeles son mds o menos semejantes, de ahi el nombre de textura homogénea o de
grano fino. Para ejemplificar este tipo de textura, observe la figura 1.2(a), la cual es un fragmento de una
imagen de fotografia aérea. Idealmente, estas texturas pueden considerarse como estadisticamente
independientes, es decir, el nivel de gris de un pixel no depende de los niveles de gris de los pixeles vecinos,
dada la semejanza en los niveles de gris. Las texturas de grano fino también presentan la peculiaridad de no
presentar un origen espacial definido.
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Una textura de grano fino, por mas homogénea que sea, aln se comporta como una textura rugosa, es
decir, sus pixeles forma granularidades por lo que hay cierta dependencia estadistica de un pixel con sus
vecinos.

Por las caracteristicas que poseen las texturas granulares, éstas se pueden considerar como campos
aleatorios 2D y modelar con distribuciones Gibbs-Boltzman y Gibbs-Markov.

Una textura estructurada, como se ha observado en la figura 1.1(b), se forma a partir de un patrén que
sufre alteraciones aleatorias en posicidn, orientacion y escala. Este tipo de textura no sera estudiada en la
presente Tesis.

También es posible que se presente un cuarto tipo de textura, una textura que si presente un origen
espacial, como podria ser la imagen de la madera. Este tipo de textura no sera estudiada en la presente
Tesis.

1.3.2. El proceso de segmentacion

Para la presente tesis, el proceso de segmentacidn implica clasificar a los pixeles de una imagen. A su vez,
una clase es un conjunto de pixeles bajo una regla de pertenencia. Tal regla de pertenencia implica a un
modelo estadistico de alguna textura encontrada en la imagen. Cada clase tendra un nivel de gris, la
etiqueta, que la represente.

Para llevar a cabo el proceso de segmentacidn, éste se divide en dos etapas:

e Presegmentacion
e Relajacion estocastica

El porqué este proceso queda divido quedara esclarecido en las siguientes subsecciones.

1.3.3. El proceso de presegmentacion

Una vez definidas las texturas y propiedades con las cuales se va a trabajar, se plantea ahora la pregunta
é¢Como podemos reconocer una textura de otra? Supongamos que una imagen es una matriz de valores de
pixel que se asemejan a un sistema fisico de particulas en el cual, cada una tiene un estado de energia dado.
La Fisica estadistica provee de formulismos para calcular la probabilidad de que un volumen pequefio de
particulas, en nuestro caso, valores de gris en una pequefia regién en la imagen, se encuentren en un
estado energético. Asi entonces, si elegimos algunas texturas como referencias, podremos caracterizar cada
una por su nivel energético particular y luego todo nuestro problema se reduce a comparar niveles
energéticos. Tal formulismo lo conoceremos como la distribucidn de Gibbs- Boltzman [Landau 15].

De acuerdo a lo mencionado en el parrafo anterior, cada textura de referencia tiene su propio nivel
energético. Este nivel se representa por medio de una nivel de gris que ya se menciond, es la etiqueta de
clase.



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Resumen

La distribucidon de Gibbs- Boltzman tiene la terrible desventaja de que ser incalculable con cualquier
computadora de escritorio. A consecuencia, se adopta a la funcion densidad de probabilidad autonormal,
conocida también como distribucion Gibbs-Markov, la cual es equivalente y ademas, es calculable.

1.3.4. El clique

La distribucion Gibbs-Boltzman es un modelo matematico que describe campos aleatorios de Markov, es
decir, nos provee de la probabilidad de que un pixel pertenezca una clase en particular, considerando sus
relaciones con grupos de pixeles en la vecindad de tal pixel de interés. Estos grupos de pixeles son lo que se
conoce como cliques. Existe entonces una regla que permite generar estos grupos y existe otra regla que
permite clasificarlos [Petrou 2, Paget 4]. La figura 1.3(b) ilustra las formas de los cliques que se pueden
calcular.

Los cliques implican tres tareas incomodas como son:

e Se requiere de una definicidon que permita su extraccion.
e Se requiere de una definicion para su clasificacion.
e Suevaluacién en el modelo Gibbs-Markov.

Para simplificar lo mas posible estas tareas, se procedera a definir un nuevo tipo de clique y que se conocera
como clique rémbico.

1.3.5. El proceso de relajacion estocastica

El proceso de presegmentacidon no es perfecto, es decir, quedan pixeles aislados. A estos pixeles que no
parecen pertenecer a una region en particular es lo que se llamara el ruido de presegmentacion y significa
que en ciertas regiones, el nivel energético es algo mas alto.

La relajacidn es un proceso algoritmico con el que se pretende eliminar ruido de presegmentacién, es decir,
se trata de reducir los niveles energéticos en ciertas regiones con pixeles aislados.

La forma de aplicar la relajacién es considerar que una pequefia regidn de la imagen es semejante a un
volumen pequeiio con particulas de una sustancia ferromagnética. Estas tienen un vector de orientacién, en
torno del cual oscilan: spin. Cada uno de tales spines sélo puede tener una de dos posibles orientaciones:
esto es lo que se llama un campo de Ising. Los spines estas particulas descritas tienen orientaciones al azar.
Entonces, si el volumen se calienta y se deja enfriar, los spines de las particulas tenderan a orientarse por
igual: este proceso se llama temple [Escartin 16].

Por supuesto, falta el detalle de convertir la pequefia regidon en la imagen en un campo de Ising para asi
lograr aplicar un proceso simule numéricamente el temple en un material ferromagnético.
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(a) (b)

Figura 1.3. (a) Se tiene un fragmento amplificado de una imagen. En tal regidn elegida nos interesa clasificar el
pixel etiquetado con “0”. La respectiva vecindad del pixel “0” ha sido marcada con una matriz de pixeles
etiquetado del 1 al 24. (b) Los tipos de cliques que pueden extraerse de tal vecindad. [Petrou 2]

1.3.6. Velocidad contra precision

Es verdad que deseamos tener un algoritmo rapido y preciso, lo cual representa un problema de equilibrio.
Debido a la division del trabajo en presegmentacion y relajacidn, se encuentra tal equilibrio entre velocidad
y precision. Si lo que deseamos es velocidad, bastara con sélo aplicar el algoritmo de presegmentacion. Si lo
que deseamos es precision, aplicaremos ademas el algoritmo de relajacién.

Adicionalmente, el algoritmo de presegmentacidon recurre a un modelo de CAM autonormal. Este CAM

requiere de un algoritmo que

e  Extraiga los cliques.

e  C(lasifique los cliques.

e Calcule los pardmetros del modelo probabilistico.
e Aplique el modelo.

Para dar velocidad al proceso de presegmentacién recurrimos a dos acciones:

e Definimos un nuevo tipo de clique, el cual permita una facil extraccion y clasificacion.

e Generamos manualmente una lista de los cliques.

e A consecuencia, el nimero de clases de cliques que se generan debe ser la menor cantidad posible.
El efecto de esto, es la disminucién de productos a realizar para el cilculo de parametros Markov.
Gracias a la nueva definicion de clique se espera reducir el tiempo de sus cdlculos.
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1.4.Objetivos

En la seccion de antecedentes se comentd que las texturas son de tres tipos:

e Homogéneas o de grano fino
e Rugosas o de grano grueso.
e  Estructurales.

De estos tres tipos de informacion nos limitaremos a las texturas granulares. Asi entonces

a) Se pretende desarrollar una herramienta rapida, eficiente y precisa para texturas granulares
incluso en presencia de ruido.

El objetivo a) nos lleva entonces a nuestro objetivo principal:

b) Se pretende el estudio de técnicas bayesianas y estocasticas para la segmentacion de imagenes de
percepcidn remota

Dado que las imagenes son de alta resolucidn, es decir, tenemos una gran cantidad de datos a procesar.
Nuestro problema consiste en la definicion de un algoritmo rdpido para el procesamiento de tan basta
informacion. A consecuencia se propone:

c) Dividir el proceso de segmentacién en dos etapas: presegmentacion y relajacion estocastica.

d) Se planteard un modelo probabilistico que describa estadisticamente a la imagen: Modelo de
Gibbs-Markov.

e) La presegmentacion se implementard mediante muestreador de Gibbs deterministico, es decir, se
recurre a un modelo de campo aleatorio Gibbs-Markov y a un criterio de maximo a posteriori.

f)  Se planeard un modelo probabilistico que describa estadisticamente a un mapa de clases: Modelo
de Ising-Markov.

g) La relajacién se implementard mediante un algoritmo de temple simulado, el cual hard uso del
modelo de campo aleatorio Ising-Markov.

En el esquema propuesto para la presegmentacion se desea un buen desempefio caracterizado por un
rapido procesamiento en imagenes de gran tamafio, un comportamiento robusto frente a ruido y precision
durante el proceso.

En cuanto al esquema propuesto para la relajacion, debido al caracter iterativo y probabilistico, el tiempo de
coémputo es considerable, por lo que sélo podemos pedir que se encargue eliminar el ruido.
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1.5.Limites del estudio

En la seccion de antecedentes se comentd que las texturas son de tres tipos:

e Texturas de grano fino u homogéneas.
e Texturas de grano grueso o rugosas.
e  Texturas estructurales.

Considere ahora que nuestro propdsito es desarrollar una herramienta rapida, eficiente y precisa para
texturas granulares. Asi entonces, delimitaremos nuestro estudio al desarrollo de una Unica herramienta, la
cual aplicaremos a cierto tipo de imagenes remotas:

1.5.1. Desarrollo de la herramienta

Debido a que el proceso de segmentacion se divide en dos etapas, desarrollaremos las herramientas
respectivas, es decir:

e Un nuevo tipo de clique que reduzca el tiempo de calculo.

e El proceso de presegmentacion implicard el desarrollo del modelo probabilistico Gibbs-Markov y
de un algoritmo de aplicacidn, al que conoceremos como muestreador de Gibbs deterministico.

e El proceso de relajacidén implicara el desarrollo del modelo probabilistico Ising-Markov y de un
algoritmo de aplicacidn, al que conoceremos como temple simulado.

1.5.2. La aplicacion
Asi entonces, se pretende

e Lasegmentacion de regiones urbanas del Distrito Federal capturadas por fotografia monocromatica
en el espectro visual, lo que corresponde con texturas de grano fino.

e Lasegmentacidn de regiones urbanas del Distrito Federal capturadas por imagenes de radar, lo que
corresponde con texturas de grano grueso.

e Elalgoritmo debe presentar cierta inmunidad a ruido aditivo.

1.5.3. Lo que no se pretende

Nuestra tesis se enfoca principalmente al desarrollo de una herramienta para la segmentacion de un tipo de
textura. Este quiere decir que el desarrollo de otras herramientas queda fuera para contemplar imagenes
formadas por estructuras regulares.
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1.6.Aportacion a la disciplina

Se estan clasificando a las texturas en imagenes de granulares y en imagenes estructurales. En el caso de las
imagenes granulares, éstas seran tratadas como campos aleatorios estacionarios. Aunque esta clasificaciéon
puede ser trivial, es un primer paso para abordar actividades como la segmentacion.

Una entidad importante en la segmentacion es el denominado clique. En [Paget 4] se provee de un
algoritmo para generacién de cliques, no obstante, es un algoritmo para ser llevado a cabo por maquinas.
Asi entonces se desarrolld una version grafica de tal algoritmo, lo cual lo hace entendible para los seres
humanos. Mejor aun, es facil de implementar.

Los cliques definidos en [Paget 4] tienen la desventaja de que no hay una definicién ni un algoritmo que
permita su extraccion y clasificacion para regiones grandes. A consecuencia se desarrolla un nuevo tipo de
clique, llamado clique rémbico. Este nuevo tipo de clique puede ser calculado manualmente, ademas de que
es facil de extraer y de clasificar. Se considera también que el nimero de clases de esta nueva definicion de
clique crece linealmente con las dimensiones de la regién a examinar.

El proceso de temple simulado tipico implica que la temperatura es un parametro que regula al proceso. Con
toda intension se pretende modificar el algoritmo de temple para que la temperatura no sea un parametro
que implique adivinar su mejor valor inicial, es decir, la temperatura ahora sera una propiedad de la imagen.

Se pretende disefiar un algoritmo que modele el decaimiento de la temperatura durante el proceso de
temple simulado.

A su vez, la tesis abarca informacion suficiente para formar la base de un futuro libro que introduzca al
lector en la clasificacidn estadistica de imagenes.

A todo esto se ha pretendido un nuevo entendimiento respecto de la estructura del modelo probabilistico
Gibbs-Markov asi como del modelo Ising-Markov.

1.7.Disenio de la investigacion

La tesis queda resumida de una manera muy simple en las siguientes partes:

e Conocimientos antecedentes

e cliques

e El modelo Gibbs-Boltzman para presegmentacion
e El modelo Gibbs-Markov para presegmentacién
e Elmodelo de Ising para relajacion estocastica

e Temple simulado

e Pruebas frente a ruido aditivo

13



14 | Maestria en Ingenieria Eléctrica

1.8.1. Conocimientos antecedentes

Esta seccion involucra el desarrollo de diversos temas de la Probabilidad a manera de conocimiento previo o
antecedente al desarrollo de temas mds avanzados. Los temas que abarca esta parte son los siguientes:

e Probabilidad
e  Proceso Aleatorio
e Cadenas de Markov

1.8.2. Cliques

El procedimiento de presegmentacion, el cual se explicard mds adelante, implica dividir a la imagen en
regiones cuadradas en torno a un pixel a clasificar. De tales regiones se extraen la vecindad de ese pixel y las
relaciones particulares entre vecinos: los cliques. Una region se extrae de la imagen de acuerdo al siguiente

criterio de distancia cuadratica.
R; = {i'eZ|dist?(sitio,,, sitio;) < 1%} (1.1)

La figura 1.4 ilustra diversas regiones segun el criterio de distancia cuadratica.

1
rre=1 2 3
4
[a)
1
1|2 2134
rie=2 ols rf<=4 s|le|o|7]s
6|7 9 10|11
12
(bl [}
1
1(2(3(4(5 2134
7|89 |10 516 (7|89
r'<=8 11]12| 0 [13]14 <=9 10{11{12| 0 |13]14]15
15(1&(17 (18|19 16|17 (18| 19|20
2021|2223 (24 21|22(23
24
(d) (e}
Figura 1.4. Ejemplos de vecindades de un sitio de interés i — ésimo. Note la forma especial de la numeracién
de los vecinos recomendada por [Paget 4] para su particular algoritmo
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Existen hasta ahora tres teorias de generacion de cliques, lo cual define el tipo de los mismos:

e Los cliques Petrou-Paget-Longstaff [Petrou 2] [Paget 4].
e Los cliques de Ising.
e Los cliques rdmbicos o de MAIC.

Los cliques Petrou-Paget-Longstaff reciben su nombre en honor a las personas que permiten su desarrollo.
La Dra. Maria Petrou [Petrou 2] provee el lema en tanto que el Dr. Rupert Paget y el Dr. Dennis Longstaff
[Paget 4] proveen una descripcidn algoritmica.

Los cliques de Ising son un subconjunto de los cliques de Petrou-Paget-Longstaff [2,4]. Las ventajas de los
cliques de Ising implican la sencillez con la que se extraen y la facilidad con la que se usan. Estos cliques
reciben su nombre debido a su uso en modelo de Campos Aleatorios de Ising, los cuales seran explicados en

capitulos posteriores.

Los cliques rombicos surgen para sobrellevar ciertas dificultades que se presentan con los cliques Petrou-
Paget-Longstaff yu nombre se debe a la forma que adquieren estos cliques en conjunto, es decir, toman
forma de rombos concéntricos. Los cliques rombicos presentan las siguientes ventajas:

e Son suficientemente eficientes para expresar relaciones entre vecinos.
e Son faciles de generar

e Son faciles de clasificar.

e Se requiere una menor cantidad de operaciones matematicas

Para ejemplificar, consideremos una vecindad de distancia cuadratica 8, tal como la mostrada en la figura
1.5(a). Los sitios se indexan tal como se hizo para los cliques Petrou-Paget-Longstaff. Se trazan rombos
concéntricos en torno al i — ésimo sitio de interés, de tal forma que las aristas de los rombos forman a los
cliques, es decir, que los cliques son regiones lineales. La figura 1.5(b) ilustra como generar los rombos.

El tipo de un clique rémbico queda definido por la orientacidn y el nimero de sitios que abarca. La lista de
los cliques generados en la figura 5.12(b), por tipos, es:

e Tipo1:(2,6),(19,23), (8,12), (13,17)
e Tipo 2:(4,10), (15,21), (8,13), (12,17)

12]3]a]s 122 als
6|7|8]9|10 &1 7] 2] 5]
11|12| 0 1314 1{|14] o |33 [
15|16|17]18( 19 15 ve [17] 1¢] 18
20| 21|22] 23|24 20|31 [22]24] 24

(a) (b)

Figura 1.5. Generacion de cliques rémbicos. Cada arista representa un clique. El tipo de un clique se define
por la orientacién del mismo y por el nUmero de sitios que abarca.

15
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e Tipo3:(3,7,11), (14,18,22)
e Tipo4:(3,9,14), (11,16,22)

Algo que debe quedar claro implica que los cliques son sitios. Para referirnos a los niveles de gris de tales
sitios se emplea una funcidn I() disefiada para tal propésito de la forma que sigue:

I(Ciei) (1.2)

La norma del clique suele verse como una cualidad indicativa de las interacciones entre los pixeles que
conforman al clique a la vez que es una caracteristica particular que identifica a cada clique dentro de una
imagen. La norma se expresa como el producto de los niveles de gris en los sitios indicados por el clique.

1 (1(Ceus) ) (1.3)

1.8.3. El modelo Gibbs-Boltzman para presegmentacion

El desarrollo del proceso de presegmentacion queda resumido en la figura 1.6(a). En tal figura puede verse
el planteamiento de la hipdtesis como punto de partida y el desarrollo de los conocimientos para finalmente
llegar a la comprobacion de la misma mediante un conjunto de pruebas:

En sub seccion 1.3.2 se definid el proceso de presegmentacion como el trabajo de asociar cada pixel de la
imagen a uno de varios conjuntos llamados clases. Cada conjunto tiene un nivel de energia representativo:
en realidad es un nivel de gris.

Partimos entonces de dos hipdtesis: la primera nos dice que una imagen es un campo aleatorio y la segunda
hipdtesis considera que los pixeles de una imagen se asemejan a las particulas de una sustancia, las cuales se
caracterizan por su nivel de energia (vea la sub seccién 1.3.3).

Hecha la respectiva hipétesis, se considera que existe un modelo matemadtico que da la probabilidad de que
un pequeiio volumen de particulas tome cierto estado de energia: la distribucién Gibbs-Boltzman.

Ya que tenemos un modelo de probabilidad, sélo se verifica cual de los niveles de energia representativos es
el mas probable para cada pequefio volumen de la sustancia.

Una distribucion de Gibbs-Botlzman, adaptada para su trabajo con imagenes, es una funcién que especifica,
en términos de potenciales de cliques, la funcién densidad de probabilidad de una configuracién de niveles
de gris, X;, en una regién de interés R;. La ecuacidn que describe esta distribucién de probabilidad estd dada
en Petrou [Petrou 2], y se anota a continuacion

p(X)) = ieuo;iZileRixil + irer, Xir Sk UkiSiir (1.4)
G
Donde

o X Es una configuracidn de los pixeles en la region R;
o Upy; Es un potencial debido a cada sitio en la regién R;
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Resumen
= tacic Relajacion
resegmentacion estocastica
Hipotesis Hipotesis
Desarrollo del modelo de textura: Desarrollo del modelo de campo Ising:
(distribucién de probabilidad Gibbs-Markov) (distribucién de probabilidad Gibbs-Markov)
Desarrollo del algoritmo de aplicacion: Desarrollo del algoritmo de aplicacion:
(muestreador deterministico de Gibbs) (temple simulado)
Pruebas Pruebas
(a) (b)
Figura 1.6. Métodos de investigacion implementados en la tesis para lograr (a) la presegmentacion y (b) la
relajacion estocasticas.

o Uy Es el potencial del clique de tipo k en la vecindad N;.
o L, Es el nimero de cliques del k — ésimo tipo en un conjunto de K tipos de cliques.
o Z; Es una constante de normalizacion llamada también funcion de particidon y que garantiza

que p(X;) sea una funcion densidad de probabilidad [Petrou 2]. (esta funcién es incalculable).

El factor Uy,; es una funcion de los valores de pixel que integran a la regién y significa una medida de la
contribucion de todos los pixeles de la region a la energia de tal regién.

El potencial de de clique Uy,;, siguiendo la formulacién 6.2, un potencial de clique es una funcion de los
valores de pixel que integran al clique. Este significa una medida de la contribucién de un tipo de clique a la
energia de una configuracion sobre una regidn dada. El potencial, nos indica que tanto influye el clique en
que una region de pixeles tome un estado de energia.

La constante de normalizacién Z; [Petrou 2] se conoce como funcidn de particién y garantiza que p(X;) sea
una verdadera funcion densidad de probabilidad. Esta funcidn trae consigo algunos problemas relevantes.
Suponga que se trabaja con una region de distancia cuadratica 2, tal como se ve en la figura 1.4(b). Ahora
considere lo siguiente:

e Elsitio 0 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.
e Elsitio 1 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.
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e Elsitio 8 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.

Asi el total de posibles configuraciones posibles para esa pequefia regién es de 256°. Si estas

1

) . - . 9
configuraciones se numeran con superindices de tal forma que nuestra lista es: X; ,Xiz, ,XL-256 , entonces la

funcién de particién para una region de distancia cuadratica 2 se define como:
9
Zg = eQ0D) 4 e007) ... 4 () (1.5)

Como puede observase, el hecho de realizar 256° operaciones que implican cada una, una solucién a un
sistema de ecuaciones y el calculo de una funcién exponencial. Todas estas operaciones pueden desbordar
las capacidades de un computador convencional. A consecuencia se debe optar por otro tipo de distribucion
de probabilidad.

1.8.4. El modelo Gibbs-Markov para presegmentacion

Este modelo asume que el valor de gris de cada pixel es el resultado de un experimento aleatorio. Las
muestras resultantes del experimento aleatorio usadas para decidir el valor de gris en cada sitio, tienen una
distribucion gaussiana. Los parametros de tal distribucion son funciones de los valores de gris en sitios
vecinos, de ahi el nombre de Campo Aleatorio Markov [Petrou 2]. Una version simple de este modelo asume
que la desviacidon estandar es constante e independiente de los valores de gris de los vecinos. Asi la funcion
densidad de probabilidad tiene la forma

2
(X—Zf ak;isk.;i)
1 BT a— (1.6)

f(xilxjjen;) = —27T0'X2 =
Hi
Donde:

. p(xl-|xj;je,\,i) Es la probabilidad de que el pixel i — ésimo tome un valor de gris x; dados los
valores de gris de los vecinos.

e K Es el numero de tipos de cliques presentes.

o Cpyi Es el [ — ésimo clique del tipo k en la vecindad N;

*  ay, Representa a los parametros de Markov de la distribucion. Estos parametros,
ademas, representan solo a la regidn de la cual se extrajo la funcién densidad de probabilidad.

* Oz, Es la varianza de la distribucién para la vecindad del i — ésimo sitio.

o X Es una variable que puede tomar cualquiera de los 256 niveles de gris.
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1.8.5. La propiedad de Markov

Esta propiedad es importante ya que el calculo de probabilidad de que un pixel tome cierto nivel de gris esta
en funcién de todos los pixeles de la imagen. Tal cdlculo es dificil de realizar por lo cual se aprovecha una de
las propiedades mas importantes de Markov.

La probabilidad de que un pixel tome cierto nivel de gris, dados todos los niveles de gris de la imagen es
igual a la probabilidad de que ese mismo pixel tome el mismo nivel de gris dados los pixeles de su vecindad.
En forma de ecuacion, puede decirse que:

p(xi |xj;j son todos los sitios de la Imagen) = p(xi |xj;jENi) (1'7)

1.8.6. Algoritmo de presegmentacion

Se requiere ahora de una metodologia para aplicar la distribucidn de Gibbs-Markov. Esta metodologia se
conoce como muestreador determinitico de Gibbs consta de los pasos siguientes:

(Célculo de las etiquetas de clase

presegmentacion Entrenamiento

Aplicacion de la herramienta { L
Clasificacion

Para el cdlculo de las etiquetas de clase, se requiere que un usuario elija zonas de entrenamiento sobre la
imagen. Hecho se esto, se calcula una distribucién de probabilidad promedio de cada zona y de cada
distribucion de probabilidad se obtiene el nivel de gris que serd la etiqueta de cada textura en la imagen.

Asi entonces, los respectivos pasos de un algoritmo de clasificacién, mismo que conoceremos como
muestreador deterministico de Gibbs debido a la distribucién de Gibbs-Markov, se enlistan a continuacion.

Contamos con una imagen de entrada X.
Contamos con una imagen de salida Y, el mapa de clases.
Emplearemos cliques rdmbicos de distancia cuadratica 18.
Para cada pixel de la imagen X.
a. De la vecindad del i — ésimo pixel calcula los parametros de Markov y la varianza de la
distribucion.
b. Crea una curva densidad de probabilidad para el i — ésimo pixel dada su vecindad
f (il jen,)-

c. Sustituye los n valores de gris de las clases en la curva de probabilidad.
I f(W1|xJ':J'€Ni)

el W S
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ii. f(w2|xj;jENi)
i, -
iv. f(Walxjen;)
d. De los valores obtenidos en cada curva de probabilidad calcula cual clase genera la maxima
probabilidad y esa sera la clase del pixel. La figura 7.1 ilustra este procedimiento.
e. Escribe la etiqueta de clase en la posicién del pixel a clasificar, pero sobre la imagen de
salida.
f.  Guarda en disco las etiquetas de clase para que sean usadas por el proceso de relajacion.

1.8.7. Resultados obtenidos de la presegmentacion sobre la imagen de radar

La imagen de radar que se presegmenta se muestra en la figura 1.7(a). Esta imagen se considera de grano
grueso. Observe que en la imagen pueden distinguirse granulos formando segmentos rectos: son calles. La
figura 1.7(b) ilustra las zonas de entrenamiento:

e Zona 1: Aparentemente un ojo de agua
e Zona 2: Regidn de casas habitacidn, quiza casas de ladrillo y tejados.
e Zona 3: Regidn de edificios

La vecindad de un pixel queda definida segin una regla de distancia cuadratica. Para el caso del
procesamiento de la imagen de radar, la distancia cuadratica es de 18. La forma de tal vecindad se ilustra en
la figura 1.8.

El algoritmo del muestreador Gibbs se disefid para realizar una sola pasada por la imagen. Durante esta
pasada se clasifica pixel a pixel resultando en lo que, seglin la teoria desarrollada, es una imagen
presegmentada, conocida también como mapa de clases.

La figura 1.9 exhibe el resultado de la presegmentacion. En tal imagen se puede notar claramente la

(b)

Figura 1.7. Imagen de radar de la zona metropolitana del D.F. y zonas de entrenamiento para el célculo de las
etiquetas de clase.
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Figura 1.8. (a) Region de distancia cuadratica 9. (b)Generacién de cliques rémbicos. Cada arista representa un
clique. El tipo de un clique se define por la orientacidn del mismo y por el nimero de sitios que abarca.
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presencia de pixeles aislados, grupos de pixeles aislados y fronteras que parecen fueron desencajadas.
Observe que las formas que antes se identificaron como calles aun pueden notarse.

1.8.8. Relajacion estocastica

Ahora se trabaja con la imagen que resulta del proceso de presegmentacion y que se conoce como mapa de
clases. Cada pixel de este mapa es un pixel que representa a una de las n clases.

El respectivo desarrollo de relajacidn estocastica puede apreciarse en la figura 1.6(b). En tal figura puede
verse que se parte del planteamiento de una hipdtesis, luego se contintda con el desarrollo de un modelo
matematico y de un algoritmo de aplicacién. Una vez desarrollada la teoria respectiva, se programan los
algoritmos respectivos y se procede a la comprobacién de la hipétesis.

Partimos entonces de la hipdtesis siguiente: los pixeles del mapa de clases se asemejan a las particulas de
una sustancia de material ferromagnético. Tales particulas giran en torno a un eje de rotacién llamado spin
(vea la sub seccion 1.3.5). Una fraccidn finita de los spines de los atomos se polariza espontdneamente en la
misma direccién, dando lugar a un campo magnético macroscépico. Esto ocurre sin embargo, sélo cuando
la temperatura es menor que una temperatura caracteristica que recibe el nombre de temperatura de
Curie’. Por encima de la temperatura de Curie, los spines se orientan aleatoriamente y no producen un
campo magnético neto. El modelo de Ising es un burdo intento de simular la estructura de una sustancia
ferromagnética real. La principal virtud de este modelo reside en el hecho de que permite un tratamiento
exacto en Mecdnica Estadistica. El modelo de Ising consiste en un sistema de N puntos fijos que forman una
red periddica D-dimensional. Asociada a cada punto de la red hay una variable de spin oque puede tomar

2 . . . sae .

Se denomina temperatura de Curie a una temperatura por encima de la cual un cuerpo ferromagnético pierde su
magnetismo, comportandose como un material puramente paramagnético. Si se aplicara un campo magnético externo
en estas condiciones, los spines tenderian a alinearse paralelamente a dicho campo [Escartin 16].
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Figura 1.9. Imagen pre-segmentada mediante el algoritmo muestreador de Gibbs.

Unicamente dos valores numéricos: +1 (spin arriba) y -1 (spin abajo). La configuracion microscépica del
sistema viene dada por el conjunto de los valores de los spines {crj;jzlu,\,} [Escartin 16]

Ahora bien, considere que el mapa de clases contiene tres, cuatro o mas valores de gris por sitio. Considere
también que el modelo de Ising representa un campo en el cual los spines pueden tener sélo dos posibles
orientaciones, se debe procesar el mapa de clases para asemejarse a este modelo.

, convertimos toda la regién en un campo de Ising de la siguiente manera: dada una etiqueta de clase w; en
el sitio i — ésimo y la vecindad N;, el campo de Ising para esa vecindad queda determinado como

D {1 = 28¢(w; - w6 () 18)

JEN;

Entendiendo que
-1 (=5 W} = Wi
(1.9)
1-— 26K(W] — Wi) =
+1 &= wiFw

A modo de ejemplo, considere la regidn siguiente de clases y obtenga su campo de Ising:
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11 2 (1.10)
wW=12 2 1
1 2 1
Si se aplica el modelo de campo Ising de la eucacién 1.8, resulta que
+1 +1 -1
Iw)=1-1 2 +1 (1.12)
+1 -1 +1

Se observa entonces que la vecindad al sitio de interés es un campo de unos positivos y negativos: campo de
Ising.

Ya planteado el modelo de Ising podemos calcular la probabilidad de un nivel de gris de un sitio dada su
vecindad mediante cliques de nivel 2. El funcionamiento deseado en el modelo es muy basico: si una region
es homogénea, la probabilidad de un pixel, dada su vecindad, sera una cantidad relativamente grande, cerca
de 1. En otro caso, si cambiamos ese pixel, la region se vuelve heterogénea y la probabilidad de ese pixel,
dada su vecindad, es pequefia, por lo cual podemos afirmar que ese pixel no pertenece a la region.

Asi entonces, la funcién densidad de probabilidad de Ising descrita en el parrafo anterior se especifica
matematicamente como:

1 . _ W
p(Wi|Wj:feNi) :76—32151\1[-[1 ZSK(W] wi)l (1.12)
1

En donde:

e [ es un factor que mide o pesa la interaccién entre la etiqueta en el sitio i — ésimo y las etiquetas
de su vecindad.

e 7, es la funcién de particién que garantiza que el cdlculo p(Wi|Wj;jeNi) Ising sea una verdadera
probabilidad. Esta funcién de particién se define como:

INi]

Z, = Z e Bu (1.13)
u=—|Ny|
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1.8.9. Temple simulado

Cuando se habla de templar, inmediatamente se realiza una asociaciéon con los metales. Asi entonces,
cuando un metal se va a templar, éste se calienta y luego se deja enfriar. Durante este proceso sus
moléculas se reacomodan dandole dureza, si se enfria rdpidamente, o bien, dandole maleabilidad si éste se
enfria lentamente.

Bajo el punto de vista del colectivo candnico, se toma un volumen pequefio de una sustancia contenida, se
calienta proveyéndole energia y luego se deja enfriar. Durante este proceso, las particulas en el volumen
cambian de tal forma que luego de enfriarse en encuentran en un nivel energético inferior al nivel en el que
se encontraban antes del proceso.

Vamos a introducir ahora el modelo de Ising en el colectivo candnico, considerando que la sustancia
contenida, mencionada en el pdrrafo anterior, es ahora de material ferromagnético. Bajo este modelo, las
particulas de la sustancia tienen un vector de orientacién: spin, en torno del cual oscilan. Cada uno de tales
spines sélo puede tener una de dos posibles orientaciones: esto es lo que se llama un campo de Ising. Ahora
consideremos inicialmente que los spines de las particulas tienen orientaciones al azar. Si el material se
calienta y se deja enfriar, los spines de las particulas tenderan a orientarse por igual: este proceso se llama
temple.

Dados los efectos del temple en las sustancias, se pretende simular numéricamente el proceso de templado,
esta vez con una imagen de clases en vez de la imagen original. Tal simulacién se conoce como temple
simulado.

Una caracteristica distintiva del temple simulado desarrollado en la presente Tesis es el criterio de
metrdpolis, nucleo del temple simulado:

a. Calcula la temperatura de la regidn de interés sobre el mapa de clases: T
b. w; eslasolucidn actual
c. w'; esuna nueva solucidn: la perturbacién
d. 41 =DPcam Ising (Wi|Wj;jeNi)
_ !
€. (42 = Pcam Ising (W i|Wj;jeNi)
. 1 = Pcam Gibbs\Wi|Xj;jeN; 1
f. pi=p (W |x L) X q
— !
8. D2 = DPcam Gibbs(W i|xj;jeNi) X q>
h. Evalda
i. Si(p; < p,) entonces acepta la nueva solucién
ii. Otro
e 1T .
ii. Si ( /qz) > (numero aleatorio entre 0 y 1) entonces acepta nueva
solucién
iv. Otro

v. Conserva la solucidn original.

Donde:

e N; es una vecindad
e T eslatemperatura de la distribucion
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Una de las caracteristicas mas distintivas de este criterio es el calculo de la temperatura. La temperatura en
el algoritmo original de temple simulado es un parametro independiente de la imagen. En la nueva version
es una propiedad de la imagen que disminuye con forme se relaja la imagen.

1.8.10. Resultados obtenidos de la relajacion sobre la imagen de radar

La figura 1.10 ilustra una secuencia de cambios ocurridos durante la prueba. En tal figura se muestran las
primeras 5 imagenes y luego se muestran cambios cada 5 imagenes hasta completar 25 ciclos. Puede
notarse la disminucion de algunos pixeles aislados y también de algunas regiones. En cambio, hay regiones
en donde aun se preservan otros pixeles aislados, lo mismo que otras regiones. El valor de 8 en la
distribucion de Ising-Markov fue de § = 0.5.

La figura 1.11 se muestra la respectiva curva de decaimiento natural de la temperatura. Si esta curva se
compara con las imagenes de la figura 1.10 podra notarse que los cambios mas drasticos ocurren en los
primeros ciclos. Luego con el decaimiento de la temperatura y la homogeneidad lograda en la imagen, los
cambios se vuelven esporadicos.

1.8.11. Pruebas de ruido aditivo

En estos experimentos verificaremos la robustez de los algoritmos de presegmentacidén y de relajacion
estocastica frente al ruido aditivo. Los algoritmos se realizan sobre una imagen de un entorno real y lo mas
homogénea posible, ya que de esta forma, los pixeles de la imagen afectan lo menos posible a los modelos
de texturas.

Para estas pruebas se parte de las siguientes hipdtesis:

e El ruido aditivo provoca alteraciones en la imagen, lo que se puede traducir como la generacién de
nuevas texturas.

e El algoritmo de presegmentacién, por su propia estructura, es muy sensible al ruido, asi que
entregard una imagen con muchos pixeles aislados y nuevas regiones.

El algoritmo de relajacion estocastica, basado en el temple de materiales, ve al ruido aditivo como particulas
con mucha energia. El proceso de temple reducird la energia de tales particulas. A consecuencia debe
entregar una imagen sin los pixeles aislados y sin nuevas regiones.

La figura 1.12 ilustra los resultados obtenidos con el presegmentador ante ruidos con diversos niveles de
energia. La figura 1.13 muestra los resultados obtenidos con la relajacion por temple simulado.
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(a) (b)

Figura 1.10. Resultado de la relajacion por temple 5|mulado con enfriamiento natural. En (a) se exhibe la imagen
original de radar. En (b) se muestra la imagen generada durante el proceso de presegmentacién. En (c), (d), (e), (f), (g)
se exhiben las primeras cinco iteraciones en las cuales se observan la mayoria de los cambios. En (h), (i), (j), (k) se
muestran las iteraciones 10,15, 20 y 25 en las cuales se observa que los cambios toman mas tiempo.

(e)

(k)
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Curva de decaimiento natural de la temperatura
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Figura 1.11. Curva de decaimiento natural de la temperatura promedio de la imagen de radar.
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d ﬂSiO (s.std.=.3) Presegmentada

Figura 1.12. Resultados del presegmentador para la misma imagen afectada con ruido aditivo a diferentes
desviaciones estandar.
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20 ciclos

ruido gussiano (dsv. std.=0.1) 20 ciclos

20 ciclos

ruido gaussiano (dsv.std.=l}.3) 20 ciclos

Figura 1.13. Resultados de la relajacidon por temple simulado para la misma imagen afectada con ruido aditivo a
diferentes desviaciones estandar. En cada caso se probaron 20 ciclos.
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1.8 Conclusiones

Durante el presente capitulo se concluira la investigacion realizada para la elaboracion de la presente tesis.
Con cierta antelaciéon se pretende cubrir los puntos mencionados en la sub seccién 1.7.5 y que a
continuacion se exhiben desglosados aquellos temas que resultan de interés.

1. Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion.
1.1. Las imagenes se consideran procesos aleatorios en 2D ¢A cudl tipo de proceso aleatorio
corresponden las imagenes?
1.2. Calidad de imagen.
1.3. Exigencia del proceso de presegmentacion a la computadora.
1.4. En la fotografia del DF, ¢Una estructura se define por el objeto fotografiado o es solo una textura
con alguna forma geométrica?
1.5. ¢Funciona la hipétesis?
Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion en imagenes de grandes dimensiones.
Conclusiones sobre el proceso de relajacidon estocastica.
3.1. Enfriamiento natural contra enfriamiento controlado.
3.2. Consecuencia de usar la imagen original y el mapa de clases para la relajacion.
3.3. ¢Funciona la hipdtesis?
4. Conclusiones sobre el proceso de segmentacion frente a ruido.
4.1. ¢Funciona la hipotesis?
5. Conclusiones sobre MATLAB® como herramienta de investigacion.
5.1. Ventajas y desventajas generales de MATLAB
5.2. Conclusion sobre las facilidades de MATLAB para el desarrollo de la Tesis.
5.3. Conclusién sobre la velocidad de MATLAB e implementaciones posibles en Cy C paralelo.
6. ¢Qué falta por hacer?

Un aspecto que debe tenerse en cuenta al examinar las imagenes implica que una textura es un tipo de
campo aleatorio y toda la imagen, formada por varias texturas, es otro tipo de campo aleatorio.

13.1. Las imégenes se consideran procesos aleatorios en 2D ;A cudl tipo de
proceso aleatorio corresponden las imagenes?

De manera general, todos los procesos aleatorios son no estacionarios, sin embargo, bajo ciertas
circunstancias, puede aproximarse su comportamiento como estacionario. En el caso de las imagenes
estudiadas en la presente tesis, se ha partido de la suposicién de que cada textura en la imagen es un campo
aleatorio 2D espacialmente estacionaria, es decir, hay independencia del origen espacial, lo que permite la
segmentacion.

> MATLAB es un producto de Mathworks
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La probabilidad de que un pixel de la imagen tome un nivel de gris quedd expresada con una distribucion
Gibbs-Markov. Esta probabilidad es dependiente de los niveles de gris que adopten los pixeles vecinos. Para
el procedimiento de presegmentacion se obtuvo una curva promedio. Ahora bien, existe la cuestién de si
esta curva de probabilidad es dependiente o independiente de las posiciones de muestreo.

En la figura 1.14 se pueden apreciar las curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las
etiquetas de clase para la imagen de radar sobre el DF. En la figura 1.14, las curvas de cada clase forman
agrupaciones. El hecho de que las curvas de cada textura forman agrupaciones distinguibles implica que se
puede aproximar el comportamiento estadistico de cada textura como independiente de las posiciones de
muestreo.

Dado que las agrupaciones estdan demasiado cercanas implica que el algoritmo de aplicacion se confundira al
momento de clasificar un pixel. A consecuencia, resultara un mapa de clases con mucho ruido.

13.2. Calidad del mapa de clases

Hay que observar figura 1.9, la cual corresponde al mapa de clases generado a partir de la imagen de radar
sobre el DF. Puede notarse en esta figura que las familias de curvas de probabilidad no estan
suficientemente separadas por lo que habra problemas para decidir si un pixel pertenece a una clase o a
otra, es decir, habra muchos pixeles aislados.
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Niveles de gris
Figura 1.14. Familias de curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las etiquetas de clase.
Note que la familia mas a la izquierda puede idealizarse para considerar que la respectiva textura es estacionaria
en sentido amplio. Puede pensarse de igual forma con la familia de curvas de la derecha. En cambio, la familia de
curvas del centro parece demasiado dispersa, por lo que es estacionaria en sentido estricto.
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13.3. Exigencia del proceso de presegmentacion a la computadora.

El muestreador deterministico de Gibbs evalta el modelo de probabilidad Gibbs-Markov para cada pixel de
una imagen. Previamente a la aplicacién del modelo a algun pixel, sus parametros deben ser calculados, lo
que requiere del planteamiento y solucion de un sistema de ecuaciones. Asi que el muestreador
deterministico de Gibbs, desarrollado para la presente tesis, es exigente de las capacidades numéricas de la
computadora.

El problema no acaba resolviendo el sistema de ecuaciones. Para cada pixel se debe asignar memoria para
plantear un sistema de ecuaciones. Una vez resuelto el sistema, hay liberar la memoria asignada.

Finalmente, un proceso que exigen tanto a un equipo implicard un tiempo de procesamiento considerable,
el desgaste del equipo y un gran consumo de energia.

13.4. ;Funciona la hipotesis?

Debe recordarse que la hipdtesis implica considerar una semejanza entre pixeles y particulas de una
sustancia. De la sustancia se toma un volumen pequefio con algin nimero de particulas y luego se calcula la
probabilidad de que adopte ciertos niveles de energia.

Si se traduce la hipdtesis para su uso con imagenes, entonces de la imagen se toma una region pequefa con
algln numero de pixeles y luego se calcula su probabilidad de adoptar ciertos niveles de gris.

¢Qué tan grande o pequefia es la region a elegir en la imagen? Se puede afirmar lo siguiente, el mapa de
clases de la foto aérea del DF tiene mayor calidad que el mapa de clases correspondiente a la imagen de
radar. Una de las razones, en cuanto al nivel de calidad, esta relacionada con la granularidad de la imagen. Si
la imagen es de grano fino, se requiere de una regidn de ciertas dimensiones. En cambio, si la imagen es de
grano grueso, se requiere de una regién de mayores dimensiones, situacion que no se considerd en la
imagen de radar.

Aun asi, con el tamafio de regidon elegido, se ha logrado la creacién de mapas de clases de una calidad
aceptable. Entonces se puede concluir que el modelo probabilistico Gibbs-Markov y el algoritmo de
aplicacién, muestreador deterministico de Gibbs, funcionan y funcionaran mejor siempre y cuando se elijan
las dimensiones adecuadas de la region.

13.5. Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion en imagenes de
grandes dimensiones

El procesamiento de una imagen de grandes dimensiones implica:

e Desgaste del equipo
e Consumo de energia
e Tiempo
e Dinero
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e Involucrar a alguien que programa a la computadora (esto implica lidiar con el aspecto social del
trabajo)

Una forma simple de ahorrar un poco en todos estos puntos implica elegir zonas de interés en la imagen, de
tal forma que se estara trabajando con imagenes de dimensiones manejables.

13.6. Enfriamiento natural contra enfriamiento controlado

Es necesario recordar que una pequefia region del mapa de clases se templa mediante tres tareas. La
primera tarea implica el calentamiento, es decir, se elige una de las posibles soluciones, en este caso, una
etiqueta de clase. La segunda tarea es el enfriamiento, en caso de que la nueva solucién mejore a la solucion
anterior. Finalmente, la tercera tarea que implica que la temperatura:

a) Decaiga en forma controlada con una ecuacién parametrizada.
b) Decaiga debido a que la nueva solucidon reduce la energia de la region.

Enfriamiento controlado se rige por la ecuacién 10.1, la cual requiere de dos parametros que son la
temperatura inicial T_0 y un control de decaimiento de temperatura a. Asi entonces, se debe observar que
el enfriamiento controlado presenta desventajas en cuanto a que no se conoce cual debe ser la temperatura
inicial y no se sabe cuan rapido debe decaer la temperatura. En contraste, en el enfriamiento natural la
temperatura es una propiedad de la imagen y puede calcularse. Como consecuencia de este calculo, se
puede generar una curva de decaimiento de temperatura. Tal curva puede servir de referencia en la
parametrizacion de la ecuacién que controla el decaimiento de temperatura.

En el capitulo 11 se observd el comportamiento de la ecuaciéon 10.1 cuando se parametriza con la
temperatura calculada del mapa de clases que resulta de la presegmentacion y con un control de
decaimiento a para generar una curva menos pronunciada (vea la figura 11.4).

Consideremos primero a la figura 11.4 que exhibe las condiciones bajo las cuales se reduce la temperatura
en forma controlada. Luego si se compara la secuencia de imagenes generadas por el enfriamiento natural
(vea la figura 11.2) con la secuencia de imagenes generadas por el enfriamiento controlado (vea la figura
11.5), no se puede observar mejoras sustanciales: es muy probable que haya debido considerarse una
temperatura inicial mas alta.

13.7. Consecuencia se usar la imagen original y el mapa de clases para la
relajacion

Las dimensiones usadas por el modelo de Gibbs-Markov y el modelo Ising-Markov, el considerar que el
mapa de clases es un evento dependiente de la imagen original, nos permite lograr imagenes donde se
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puedan percibir los detalles, es decir, algunas zonas pequefias en la imagen original seguiran apareciendo en
la imagen de clases, incluso luego del temple simulado.

13.8. ;Funciona la hipotesis?

La hipdtesis usada en la tesis implica considerar que los pixeles del mapa de clases se asemejan a las
particulas de una sustancia ferromagnética. Tales particulas giran en torno de un vector llamado spin. Si la
sustancia se calienta y deja enfriar, los spines tenderan a orientarse en la misma direccion. En el caso de una
imagen, ésta tenderd a verse homogénea.

La figura 11.2 ilustra el proceso de temple repetido una y otra vez sobre el mapa de clases de la imagen de
radar. En esa figura puede notarse la supresion del ruido de presegmentacién. Tal situacidén nos lleva a
concluir que la hipodtesis es valida y que el modelo y su algoritmo de aplicacion funcionan.

13.9. Conclusiones sobre los procesos de segmentacion frente a ruido

Se plantea la situacidn en la cual la sustancia, la imagen del oryx, es calentada por algun agente externo de
tal forma que las particulas de la sustancia, luego de la accidén del agente externo, estdn en completo
desorden. El efecto de este calentamiento se denota en una imagen como ruido aditivo. Asi entonces, nos
preguntamos ¢Cual sera el efecto de un proceso de temple simulado sobre una imagen que ha sido
corrompida?

El hecho de proveer energia a una sustancia para alterar a sus particulas implica lo que se acaba de
mencionar, la sustancia ha cambiado, es decir, ya no se tiene la misma sustancia y no hay proceso que
pueda recomponerla a su estado original.

La figuras 12.9 demuestra los efectos de la aplicaciéon de energia a los pixeles de una imagen para lograr su
alteracion: ruido aditivo. Tras varios ciclos de temple en cada nivel de ruido aditivo, la imagen se estabiliza a
un estado de minima energia. Puede observarse cémo la imagen se distorsiona proporcionalmente con el
nivel de ruido aplicado.

13.10. Ventajas y desventajas generales de MATLAB
MATLAB es una excelente herramienta cuyo mayor potencial se observa en que:

e Hace uso de un lenguaje algebraico matricial

e Viene con un intérprete de cddigo que facilita la escritura de programas.

e Provee una enorme facilidad para visualizar de imagenes y gréficos

e Provee de una administracidon automatica de recursos de la computadora: memoria y procesador.
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Estas cualidades permiten escribir y corregir rapidamente cédigo para simular las ecuaciones que describen
nuestros procesos fisicos: adids a cuelgues de programas mal escritos o a las famosas reinstalaciones porque
el programa en C descompuso el sistema operativo.

Las desventajas de MATLAB estan en:

e Siel usuario no es prudente, puede forzar un consumo excesivo de recursos de la computadora adn
cuando MATLAB los administra.

e El proceso de administraciéon de recursos se vuelve lento y ralentiza las aplicaciones luego de
algunos ciclos de trabajo: indicio de que a administracion de recursos no responde a usuarios
inconscientes del funcionamiento del sistema.

13.11. Conclusién sobre las facilidades de MATLAB para el desarrollo de la
Tesis

Siempre que se modela un sistema se presentan las siguientes tareas:

e Elcalculo de los parametros del modelo

e Laevaluacion del modelo. Este punto puede generar gran cantidad de informacion
e Laadministracion de los datos generados por la evaluacién del modelo

e Elandlisis de los datos

e La graficacion de los datos.

A todas estas tares, aun debe considerarse que el investigador debe entender el modelo que ha planteado y
que los datos que se generen pueden no tener sentido. Esto implica replantear el problema y realizar las
pruebas necesarias, una y otra vez.

MATLAB ayuda en mayor o menor grado sobre cada una de las tareas que el investigador debe realizar: es
una herramienta que puede volverse tan necesaria que es un apéndice mas en el ser humano.

13.12. Conclusién sobre la velocidad de MATLAB e implementaciones posibles
en Cy C paralelo

A pesar de la gran herramienta que resulta ser MATLAB, se presentan problemas con algunas funciones que
pueden ralentizar la ejecucion de un cédigo. Tal es el caso de la evaluacidén del modelo Gibbs-Markov sobre
cada pixel de la imagen. Ciertamente, implementar el modelo Gibbs-Markov en lenguaje C implicaria reducir
el tiempo de procesamiento a cerca del 50%. Este porcentaje puede reducirse ain mas si la implementacién
se realiza aprovechando las nuevas implementaciones de doble nucleo de los microprocesadores, en cuyo
caso, seria como tener dos computadoras atendiendo un mismo proceso.
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13.13. ;Que falta por hacer?

Durante la presente tesis se trabajé con texturas que se entendieron como procesos aleatorios estacionarios
en sentido amplio. En particular, las texturas de grano grueso llevaron al limite de esta hipdtesis. Haria falta
considerar nuevas definiciones de cliques y ecuaciones adecuadas que describan mejor a estas texturas.

Los algoritmos descritos, aunque excelentes por su funcionamiento, ain no se comparan con el sistema de
visién humano que puede reconocer cuando se trata de una sombra y cuando se trata de un inmueble o de
un arbol.

Debido al tiempo excesivo de procesamiento de las ecuaciones densidad de probabilidad de campo
aleatorio, se requiere de una mejora tanto en hardware como en software. Por la parte de software, se
puede aprovechar la capacidad de MATLAB para ejecutar cddigo en C.

En cuanto al dueto hardware-software, los sistemas de cémputo de hoy dia tienden a aprovechar a los
procesadores multi-nucleo, lo cual da la oportunidad de programacién de procesos paralelos. A
consecuencia, le procesamiento de una imagen puede atenderse con dos o mas nucleos reduciendo el
tiempo de procesamiento.
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Capitulo 1: Protocolo

1.1.Antecedentes del tema

e /Quc¢ es una textura?

Los objetos del mundo real tienen superficies que reflejan la luz de formas caracteristicas, segun la
rugosidad, la granularidad y una reflectancia variable espacialmente. Esta forma de reflejar la luz se
identifica con la textura visual de los objetos y tiene una gran importancia practica para los seres humanos,
porque nos informa acerca del material con el que se componen (madera, lana, agua, acero, etc.) y de
algunas de sus propiedades (rugosidad, regularidad, brillo, homogeneidad, etc.), las cuales, a su vez, nos
informan sobre su estado (humedo, limpio, viejo, liquido, helado, etc.) [Portilla 1].

e Tipos de texturas

A menudo, hay imagenes que se originan por la repeticion de determinados patrones, sometidos a
variaciones aleatorias de posicidn, orientacién y tamafio, tal como se ilustra en la figura 1.1(a). En esta
descripcidn caben agrupaciones de objetos con caracteristicas similares, como las nubes en el cielo, granos
de arena, hierba, un bosque visto desde un avidn, el contenido de un cajén lleno de naranjas o de una caja
con clavos, cabello, etc. Otras se componen con granulos de distintas formas y tamafios, como aquellas
imagenes realizadas en puntillaje, a este respecto, no hay patrones reconocibles. La figura 1.1(b) nos
muestra una imagen generada con equipo de ultrasonido y en la que podemos observar granulos gruesos
que corresponden con esta descripcion.

e Modelos matematicos de texturas

Tradicionalmente, el estudio de la textura se ha abordado desde dos puntos de vista disjuntos vy
complementarios: el enfoque estadistico y el enfoque estructural [Portilla 1]. El enfoque estadistico modela
las texturas como campos aleatorios, sin considerar la existencia de patrones estructurales definidos. Por el
contrario, el enfoque estructural, al considerar que la textura se compone por la repeticion de patrones
elementales espacialmente localizados, recurre al reconocimiento de patrones.

El modelado Markov se aplica a campos aleatorios 2D en los que se satisface la propiedad de Markov, es
decir, la probabilidad de que un pixel tome un nivel de gris es una funcién de los niveles de gris de los pixeles
de la imagen a la vez que también es funcion se sdlo los niveles de gris de los vecinos: pixeles cercanos. Dos
de los modelos estadisticos de texturas que se deben mencionar son la distribuciéon de Gibbs-Boltzman
[Petrou 2, S. Z. Li 3], y la distribucién autonormal, la cual conoceremos también como distribucién de Gibbs-
Markov [Petrou 2, S. Z. Li 3]. Ambos modelos pueden caracterizar texturas sin patrones estructurales
considerando las relaciones entre pixeles vecinos.

e Segmentacion estadistica

Un campo aleatorio 2D puede entenderse como una matriz de variables aleatorias [Petrou 2]. Asi entonces,
una imagen puede considerarse como un campo aleatorio 2D. Dentro de la imagen podemos observar a

3
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Figura 1.1. Ejemplos de los tipos de textura definidos para la presente Tesis. (a) Una fotografia de un tejado que
corresponde con una textura estructurada (Cortesia de un ciudadano). (b) Una imagen generada por ultrasonido.
(Cortesia del Dr. Sdnchez quien trabaja en el Hospital Rio de la Loza).

simple vista regiones, distinguibles unas de otras, lo que implica que cada region tiene propiedades que la
distinguen de las demas.

El proceso de segmentacién estadistica lo definiremos como un proceso de clasificacién de regiones
particulares en una imagen. Una textura es una regidn o conjunto de pixeles que tienen propiedades
estadisticas que implican diferencias con los demas pixeles de una imagen.

Para nuestro propdsito es necesario distinguir entre el modelo probabilistico de una textura y el algoritmo
de aplicacién del modelo. Entre los modelos estadisticos que pueden usarse para describir las texturas de
una imagen estan:

Distribucién gaussiana, [Degroot 6],

Distribucién de Gibbs-Boltzman, [Petrou 2].
Distribucién de Gibbs-Markov, [Petrou 2, S. Z. Li 3].
Distribucién de Ising-Markov, [Petrou 2].

A su vez, existen diversas herramientas algoritmicas para segmentacion estadistica, algunas de ellas son:

Clasificador Bayes-Gauss, [Degroot 6]
Clasificador Naive-Bayes, [Zhang 7]

e  Muestreador Gibbs, [S. Z. Li 3]
Temple simulado, [Alonso 5]

La eleccion de la herramienta dependerd del tipo de textura a segmentar y de cdmo se desee balancear
otros pardmetros como la rapidez del algoritmo contra su precision.
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1.2.Definicion del problema

La fotografia aérea de alta resolucion permite realizar analisis detallados de estructuras urbanas y de
elementos tematicos. A modo de ejemplo, la figura 1.2 nos muestra dos fotografias aéreas, la primera
correspondiente a nuestro espectro visual y la segunda correspondiente a una imagen de radar.

Ahora bien, consideremos que las tecnologias contemporaneas de procesamiento digital de imagenes y de
percepcidn remota se sitian como fuentes de datos Utiles a diversos sistemas de informacidon como:

e Sistema de meteorologia y ambiente.

e Inventario de los recursos naturales.

e Planificacion urbana.

e Alcance de las manchas de petréleo en el mar.
e Etc.

Asi entonces, podemos comprender la importancia de la fotografia aérea y podemos involucrar a las
problematicas que conlleva el avance tecnoldgico en los sistemas de fotografia y de radar. Los problemas
que mas frecuentemente se presentan son:

e Una mayor cantidad de informacién a procesar.

e Laaparicidon de sombras debido a una mayor resolucion en la fotografia.

e La informacién parcial proporcionada por las imagenes monocromaticas no permite una
discriminacidon inmediatamente precisa sobre las escenas urbanas. Esto significa que distintas
superficies pueden ser clasificadas del mimo tipo.

e En la fotografia aérea, las areas verdes por lo general comparten un similar rango en niveles de gris
sobre otros elementos de las escenas.

e A su vez, el ruido aditivo® tiene fuerte presencia en las imagenes de radar, debido a humedad y
suciedad en la atmosfera.

En todos estos problemas podemos definir las siguientes situaciones:

e Nuestro problema principal implica que, dada una imagen de fotografia monocromatica o de radar,
debemos generar un mapa de clases, es decir, un mapa que delimite zonas de interés especifico.

e Otro problema son las dimensiones de las imagenes, las cuales constan de gran cantidad de
informacion.

e Las imagenes de fotografia aérea son suficientemente homogéneas para la aplicacién de alguno de
los algoritmos estadisticos Bayes-Gaus [Degroot 6] o Naive-Bayes [Zhang 7]. Tales algoritmos
estadisticos de segmentacion funcionan adecuadamente pero con el problema siguiente: resultan
algunos pixeles aislados y fronteras no definidas.

e Las imagenes de radar son altamente granulares, por lo cual los algoritmos estadisticos de
segmentacion Bayes-Gauss o Naive-Bayes, generan imagenes de clases con demasiados defectos,
es decir, muchas regiones formando granulos aislados.

L El ruido aditivo es generado dentro del equipo de percepcidn remota o bien, es generado fuera el sistema debido a
suciedad en la atmdsfera.
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Figura 1.2. (a) Imagen de fotografia aérea. (b) Imagen de radar. Ambas fotografias son por cortesia del Dr. Miguel
Moctezuma para la realizacién de la presente Tesis.

Algunos problemas asociados con el modelo estadistico que se desarrolla en la presente tesis, es decir, la
distribucion Gibbs-Markov, involucran a la definicion de clique [Petrou 2, S. Z. Li 3], el cual puede pensarse
como una expresion de la relacién entre pixeles vecinos.

e A pesar de que se menciona y usa el concepto de clique en diversas bibliografias, ninguno de los
autores provee de un algoritmo general que permita la extraccion y clasificacion de cliques sobre
una regién de pixeles de cualquier dimension.

e La solucién al problema anterior parece involucrar los desarrollos de la Dra. Maria Petrou [Petrou
2] y de los Drs. Rupert Paget y Dennis Longstaff [Paget 4], quienes han dedicado un considerable
esfuerzo al respecto. La soluciéon que presentan los investigadores tiene algunos problemas
asociados como son:

o Lacomplejidad del algoritmo para la extraccion.

o Una vez extraidos los cliques hay que clasificarlos, actividad para la cual no se provee una
definicidn que permita realizar tal tarea.

o La cantidad excesiva de cliques extraidos que dificulta el calculo de los pardmetros de la
distribucion de probabilidad Gibbs-Markov.

o La cantidad excesiva de cliques extraidos también ralentiza el calculo de la probabilidad.
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1.3.Hipdtesis

En la seccidn 1.1 se mencionaron dos tipos de modelos, el estadistico y el estructural. A partir de estos
modelos matematicos, podemos clasificar a las texturas en tipos y que dependiendo de la misma sera el tipo
de herramienta que se aplicard para su segmentacion.

1.3.1. Tipos de texturas

Previamente, en el presente capitulo, se establecié que existen el enfoque estadistico y el enfoque
estructural para modelar texturas y lograr asi la segmentacion de regiones en una imagen. Dado que para la
presente tesis es importante el enfoque estadistico, las imagenes seran consideradas como formadas por
granulos, es decir, observaremos que los pixeles de la imagen se agrupan formando granularidades.

Comencemos entonces con la observacidn siguiente, hay tres tipos de texturas, mismas que se enlistan a
continuacion:

e Textura homogénea o de grano fino (se usa modelado estadistico)
e Textura rugosa o de grano grueso (se usa modelado estadistico)
e Textura estructurada (se usa reconocimiento de patrones)

En una textura de grano grueso, la cual también se conocera como textura rugosa, se puede observar que
los pixeles se agrupan formando granularidades gruesas que no tienen forma en comun. Para ejemplificar
este tipo de textura, observe la figura 1.2(b), la cual es un fragmento de una imagen de radar. Esta
caracteristica granular implica dependencia estadistica, es decir, el nivel de gris de un pixel depende de los
niveles de gris de los pixeles vecinos. Las texturas de grano grueso tienen la caracteristica adicional de no
presentar un origen espacial, o sea, la textura se modela igual en su sitio en la imagen que extrayéndola para
su modelado.

En la textura de grano fino, la cual también serd conocida como textura homogénea, se puede observar que
los niveles de gris de los pixeles son mds o menos semejantes, de ahi el nombre de textura homogénea o de
grano fino. Para ejemplificar este tipo de textura, observe la figura 1.2(a), la cual es un fragmento de una
imagen de fotografia aérea. Idealmente, estas texturas pueden considerarse como estadisticamente
independientes, es decir, el nivel de gris de un pixel no depende de los niveles de gris de los pixeles vecinos,
dada la semejanza en los niveles de gris. Las texturas de grano fino también presentan la peculiaridad de no
presentar un origen espacial definido.

7
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Una textura de grano fino, por mas homogénea que sea, aln se comporta como una textura rugosa, es
decir, sus pixeles forma granularidades por lo que hay cierta dependencia estadistica de un pixel con sus
vecinos.

Por las caracteristicas que poseen las texturas granulares, éstas se pueden considerar como campos
aleatorios 2D y modelar con distribuciones Gibbs-Boltzman y Gibbs-Markov.

Una textura estructurada, como se ha observado en la figura 1.1(b), se forma a partir de un patrén que
sufre alteraciones aleatorias en posicidn, orientacion y escala. Este tipo de textura no sera estudiada en la
presente Tesis.

También es posible que se presente un cuarto tipo de textura, una textura que si presente un origen
espacial, como podria ser la imagen de la madera. Este tipo de textura no sera estudiada en la presente
Tesis.

1.3.2. El proceso de segmentacion

Para la presente tesis, el proceso de segmentacidn implica clasificar a los pixeles de una imagen. A su vez,
una clase es un conjunto de pixeles bajo una regla de pertenencia. Tal regla de pertenencia implica a un
modelo estadistico de alguna textura encontrada en la imagen. Cada clase tendra un nivel de gris, la
etiqueta, que la represente.

Para llevar a cabo el proceso de segmentacidn, éste se divide en dos etapas:

e Presegmentacion
e Relajacion estocastica

El porqué este proceso queda divido quedara esclarecido en las siguientes subsecciones.

1.3.3. El proceso de presegmentacion

Una vez definidas las texturas y propiedades con las cuales se va a trabajar, se plantea ahora la pregunta
é¢Como podemos reconocer una textura de otra? Supongamos que una imagen es una matriz de valores de
pixel que se asemejan a un sistema fisico de particulas en el cual, cada una tiene un estado de energia dado.
La Fisica estadistica provee de formulismos para calcular la probabilidad de que un volumen pequefio de
particulas, en nuestro caso, valores de gris en una pequefia regién en la imagen, se encuentren en un
estado energético. Asi entonces, si elegimos algunas texturas como referencias, podremos caracterizar cada
una por su nivel energético particular y luego todo nuestro problema se reduce a comparar niveles
energéticos. Tal formulismo lo conoceremos como la distribucidn de Gibbs- Boltzman [Landau 15].

De acuerdo a lo mencionado en el parrafo anterior, cada textura de referencia tiene su propio nivel
energético. Este nivel se representa por medio de una nivel de gris que ya se menciond, es la etiqueta de
clase.
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La distribucidon de Gibbs- Boltzman tiene la terrible desventaja de que ser incalculable con cualquier
computadora de escritorio. A consecuencia, se adopta a la funcion densidad de probabilidad autonormal,
conocida también como distribucion Gibbs-Markov, la cual es equivalente y ademas, es calculable.

1.3.4. El clique

La distribucion Gibbs-Boltzman es un modelo matematico que describe campos aleatorios de Markov, es
decir, nos provee de la probabilidad de que un pixel pertenezca una clase en particular, considerando sus
relaciones con grupos de pixeles en la vecindad de tal pixel de interés. Estos grupos de pixeles son lo que se
conoce como cliques. Existe entonces una regla que permite generar estos grupos y existe otra regla que
permite clasificarlos [Petrou 2, Paget 4]. La figura 1.3(b) ilustra las formas de los cliques que se pueden
calcular.

Los cliques implican tres tareas incomodas como son:

e Se requiere de una definicidon que permita su extraccion.
e Se requiere de una definicion para su clasificacion.
e Suevaluacién en el modelo Gibbs-Markov.

Para simplificar lo mas posible estas tareas se procedera a definir un nuevo tipo de clique y que se conocera
como clique rémbico.

1.3.5. El proceso de relajacion estocastica

El proceso de presegmentacidon no es perfecto, es decir, quedan pixeles aislados. A estos pixeles que no
parecen pertenecer a una region en particular es lo que se llamara el ruido de presegmentacion y significa
que en ciertas regiones, el nivel energético es algo mas alto.

La relajacidn es un proceso algoritmico con el que se pretende eliminar ruido de presegmentacién, es decir,
se trata de reducir los niveles energéticos en ciertas regiones con pixeles aislados.

La forma de aplicar la relajacién es considerar que una pequefia regidén de la imagen es semejante a un
volumen pequeiio con particulas de una sustancia ferromagnética. Estas tienen un vector de orientacién, en
torno del cual oscilan: spin. Cada uno de tales spines sélo puede tener una de dos posibles orientaciones:
esto es lo que se llama un campo de Ising. Los spines estas particulas descritas tienen orientaciones al azar.
Entonces, si el volumen se calienta y se deja enfriar, los spines de las particulas tenderan a orientarse por
igual: este proceso se llama temple [Escartin 16].

Por supuesto, falta el detalle de convertir la pequefia regidon en la imagen en un campo de Ising para asi
lograr aplicar un proceso simule numéricamente el temple en un material ferromagnético.
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Figura 1.3. (a) Se tiene un fragmento amplificado de una imagen. En tal regidn elegida nos interesa clasificar el
pixel etiquetado con “0”. La respectiva vecindad del pixel “0” ha sido marcada con una matriz de pixeles
etiquetado del 1 al 24. (b) Los tipos de cliques que pueden extraerse de tal vecindad. [Petrou 2]

1.3.6. Velocidad contra precision

Es verdad que deseamos tener un algoritmo rapido y preciso, lo cual representa un problema de equilibrio.
Debido a la division del trabajo en presegmentacion y relajacidn, se encuentra tal equilibrio entre velocidad
y precision. Si lo que deseamos es velocidad, bastara con sélo aplicar el algoritmo de presegmentacion. Si lo
que deseamos es precision, aplicaremos ademas el algoritmo de relajacién.

Adicionalmente, el algoritmo de presegmentacién recurre a un modelo de CAM autonormal. Este CAM

requiere de un algoritmo que

e  Extraiga los cliques.

e Clasifique los cliques.

e Calcule los pardmetros del modelo probabilistico.
e Aplique el modelo.

Para dar velocidad al proceso de presegmentacién recurrimos a dos acciones:

e Definimos un nuevo tipo de clique, el cual permita una facil extraccion y clasificacién.

e Generamos manualmente una lista de los cliques.

e A consecuencia, el nimero de clases de cliques que se generan debe ser la menor cantidad posible.
El efecto de esto, es la disminucién de productos a realizar para el calculo de parametros Markov.
Gracias a la nueva definicion de clique se espera reducir el tiempo de sus célculos.
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1.4.Objetivos

En la seccion de antecedentes se comentd que las texturas son de tres tipos:

e Homogéneas o de grano fino
e Rugosas o de grano grueso.
e  Estructurales.

De estos tres tipos de informacion nos limitaremos a las texturas granulares. Asi entonces

a) Se pretende desarrollar una herramienta rapida, eficiente y precisa para texturas granulares
incluso en presencia de ruido.

El objetivo a) nos lleva entonces a nuestro objetivo principal:

b) Se pretende el estudio de técnicas bayesianas y estocasticas para la segmentacion de imagenes de
percepcidn remota

Dado que las imagenes son de alta resolucidn, es decir, tenemos una gran cantidad de datos a procesar.
Nuestro problema consiste en la definicion de un algoritmo rdpido para el procesamiento de tan basta
informacion. A consecuencia se propone:

c) Dividir el proceso de segmentacién en dos etapas: presegmentacion y relajacion estocastica.

d) Se planteard un modelo probabilistico que describa estadisticamente a la imagen: Modelo de
Gibbs-Markov.

e) La presegmentacion se implementard mediante muestreador de Gibbs deterministico, es decir, se
recurre a un modelo de campo aleatorio Gibbs-Markov y a un criterio de maximo a posteriori.

f)  Se planeard un modelo probabilistico que describa estadisticamente a un mapa de clases: Modelo
de Ising-Markov.

g) La relajacién se implementard mediante un algoritmo de temple simulado, el cual hard uso del
modelo de campo aleatorio Ising-Markov.

En el esquema propuesto para la presegmentacion se desea un buen desempefio caracterizado por un
rapido procesamiento en imagenes de gran tamafio, un comportamiento robusto frente a ruido y precision
durante el proceso.

En cuanto al esquema propuesto para la relajacion, debido al caracter iterativo y probabilistico, el tiempo de
cOmputo es considerable, por lo que sélo podemos pedir que se encargue eliminar el ruido.
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1.5.Limites del estudio

En la seccion de antecedentes se comentd que las texturas son de tres tipos:

e Texturas de grano fino u homogéneas.
e Texturas de grano grueso o rugosas.
e  Texturas estructurales.

Considere ahora que nuestro propdsito es desarrollar una herramienta rapida, eficiente y precisa para
texturas granulares. Asi entonces, delimitaremos nuestro estudio al desarrollo de una Unica herramienta, la
cual aplicaremos a cierto tipo de imagenes remotas:

1.5.1. Desarrollo de la herramienta

Debido a que el proceso de segmentacion se divide en dos etapas, desarrollaremos las herramientas
respectivas, es decir:

e Un nuevo tipo de clique que reduzca el tiempo de calculo.

e El proceso de presegmentacion implicard el desarrollo del modelo probabilistico Gibbs-Markov y
de un algoritmo de aplicacidn, al que conoceremos como muestreador de Gibbs deterministico.

e El proceso de relajacidén implicara el desarrollo del modelo probabilistico Ising-Markov y de un
algoritmo de aplicacidn, al que conoceremos como temple simulado.

1.5.2. La aplicacion
Asi entonces, se pretende

e Lasegmentacion de regiones urbanas del Distrito Federal capturadas por fotografia monocromatica
en el espectro visual, lo que corresponde con texturas de grano fino.

e Lasegmentacidn de regiones urbanas del Distrito Federal capturadas por imagenes de radar, lo que
corresponde con texturas de grano grueso.

e Elalgoritmo debe presentar cierta inmunidad a ruido aditivo.

1.5.3. Lo que no se pretende

Nuestra tesis se enfoca principalmente al desarrollo de una herramienta para la segmentacion de un tipo de
textura. Este quiere decir que el desarrollo de otras herramientas queda fuera para contemplar imagenes
formadas por estructuras regulares.
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1.6.Aportacion a la disciplina

Se estan clasificando a las texturas en imagenes de granulares y en imagenes estructurales. En el caso de las
imagenes granulares, éstas seran tratadas como campos aleatorios estacionarios. Aunque esta clasificaciéon
puede ser trivial, es un primer paso para abordar actividades como la segmentacion.

Una entidad importante en la segmentacion es el denominado clique. En [Paget 4] se provee de un
algoritmo para generacién de cliques, no obstante, es un algoritmo para ser llevado a cabo por maquinas.
Asi entonces se desarrolld una version grafica de tal algoritmo, lo cual lo hace entendible para los seres
humanos. Mejor aun, es facil de implementar.

Los cliques definidos en [Paget 4] tienen la desventaja de que no hay una definicién ni un algoritmo que
permita su extraccion y clasificacion para regiones grandes. A consecuencia se desarrolla un nuevo tipo de
clique, llamado clique rémbico. Este nuevo tipo de clique puede ser calculado manualmente, ademas de que
es facil de extraer y de clasificar. Se considera también que el nimero de clases de esta nueva definicion de
clique crece linealmente con las dimensiones de la regién a examinar.

El proceso de temple simulado tipico implica que la temperatura es un parametro que regula al proceso. Con
toda intension se pretende modificar el algoritmo de temple para que la temperatura no sea un parametro
que implique adivinar su mejor valor inicial, es decir, la temperatura ahora sera una propiedad de la imagen.

Se pretende disefiar un algoritmo que modele el decaimiento de la temperatura durante el proceso de
temple simulado.

A su vez, la tesis abarca informacion suficiente para formar la base de un futuro libro que introduzca al
lector en la clasificacidn estadistica de imagenes.

A todo esto se ha pretendido un nuevo entendimiento respecto de la estructura del modelo probabilistico
Gibbs-Markov asi como del modelo Ising-Markov.

1.7.Disenio de la investigacion

La tesis queda estructurada de una manera muy simple en las siguientes partes:

e Conocimientos antecedentes
e Presegmentacion

e Relajacion estocastica

e Pruebas frente a ruido aditivo
e Conclusiones

13
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1.7.1. Conocimientos antecedentes

Esta seccion involucra el desarrollo de diversos temas de la Probabilidad a manera de conocimiento previo o
antecedente al desarrollo de temas mds avanzados. Los temas que abarca esta parte son los siguientes:

e  Probabilidad
e Proceso Aleatorio
e Cadenas de Markov

1.7.2. Presegmentacion

El desarrollo del proceso de presegmentacion queda resumido en la figura 1.4(a). En tal figura puede verse
el planteamiento de la hipdtesis como punto de partida y el desarrollo de los conocimientos para finalmente
llegar a la comprobacion de la misma mediante un conjunto de pruebas:

En sub seccion 1.3.2 se definid el proceso de presegmentacion como el trabajo de asociar cada pixel de la
imagen a uno de varios conjuntos llamados clases. Cada conjunto tiene un nivel de energia representativo:
en realidad es un nivel de gris.

Partimos entonces de dos hipdtesis: la primera nos dice que una imagen es un campo aleatorio y la segunda
hipdtesis considera que los pixeles de una imagen se asemejan a las particulas de una sustancia, las cuales se
caracterizan por su nivel de energia (vea la sub seccion 1.3.3).

Hecha la respectiva hipétesis, se considera que existe un modelo matemadtico que da la probabilidad de que
un pequeiio volumen de particulas tome cierto estado de energia.

Ya que tenemos un modelo de probabilidad, sélo se verifica cual de los niveles de energia representativos es
el mas probable para cada pequefio volumen de la sustancia.

Finalmente, falta implementar el modelo y los algoritmos en algin lenguaje de programacion para asi
realizar algunas pruebas que nos permitan verificar la funcionalidad del modelo y el algoritmo.

1.7.3. Relajacion estocastica

Ahora se trabaja con la imagen que resulta del proceso de presegmentacion y que se conoce como mapa de
clases. Cada pixel de este mapa es un pixel que representa a una de las n clases.

El respectivo desarrollo de relajacion estocastica puede apreciarse en la figura 1.4(b). En tal figura puede
verse que se parte del planteamiento de una hipdtesis, luego se continta con el desarrollo de un modelo
matematico y de un algoritmo de aplicacidon. Una vez desarrollada la teoria respectiva, se programan los
algoritmos respectivos y se procede a la comprobacién de la hipétesis.

Partimos entonces de la hipétesis siguiente: los pixeles del mapa de clases se asemejan a las particulas de
una sustancia de material ferromagnético. Tales particulas giran en torno a un eje de rotacién llamado spin
(vea la sub seccidn 1.3.5). De inicio podemos pensar que todos los spines tienen orientaciones aleatorias.
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P tacic Relajacién
resegmentacion estocastica
Hipotesis Hipotesis
Desarrollo del modelo de textura: Desarrollo del modelo de campo Ising:
(distribucién de probabilidad Gibbs-Markov) (distribucién de probabilidad Gibbs-Markov)
Desarrollo del algoritmo de aplicacion: Desarrollo del algoritmo de aplicacion:
(muestreador deterministico de Gibbs) (temple simulado)
Pruebas Pruebas
(a) (b)
Figura 1.4. Métodos de investigacion implementados en la tesis para lograr (a) la presegmentacion y (b) la
relajacion estocasticas.

Hecha la hipdtesis, buscamos un modelo que de la probabilidad de que en un pequefio volumen de
particulas, todos los spines tengan la misma orientacién. Ahora bien, dado que este modelo considera que
los spines pueden tener sélo dos posibles orientaciones, entonces se debe procesar el mapa de clases para
asemejarse a este modelo.

Ya que tenemos un modelo de probabilidad buscamos un algoritmo que simule lo que ocurre a un material
ferromagnético cuando se calienta y se deja enfriar: tal proceso ocasiona que los vectores de spin tengan la
misma orientacion.

Una vez que se cuenta con un modelo de la imagen y con algoritmo de aplicacion, se realizan las pruebas
respectivas que nos permitan decir que la hipdtesis es correcta.

1.7.4. Pruebas de ruido aditivo

En estos experimentos verificaremos la robustez de los algoritmos de presegmentacidén y de relajacion
estocastica frente al ruido aditivo. Los algoritmos se realizan sobre una imagen de un entorno real y lo mas
homogénea posible, ya que de esta forma, los pixeles de la imagen afectan lo menos posible a los modelos
de texturas.

15



16

Maestria en Ingenieria Eléctrica

Para estas pruebas se parte de las siguientes hipdtesis:

e El ruido aditivo provoca alteraciones en la imagen, lo que se puede traducir como la generacién de
nuevas texturas.

e El algoritmo de presegmentacién, por su propia estructura, es muy sensible al ruido, asi que
entregard una imagen con muchos pixeles aislados y nuevas regiones.

e El algoritmo de relajacidén estocastica, basado en el temple de materiales, ve al ruido aditivo como
particulas con mucha energia. El proceso de temple reducird la energia de tales particulas. A
consecuencia debe entregar una imagen sin los pixeles aislados y sin nuevas regiones

1.7.5. Conclusiones
Al respecto, hay diversos topicos sobre los que podemos concluir:

Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion.

Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion en imagenes de grandes dimensiones.
Conclusiones sobre el proceso de relajacidn estocastica.

Conclusiones sobre los procesos de presegmentacion y de relajacion frente a ruido
Conclusiones sobre MATLAB? como herramienta de investigacion

éQué falta por hacer?

SIS e

> MATLAB es un producto de Mathworks
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2.1. Introduccion

En este capitulo trataremos los términos probabilisticos basicos, los cuales conforman un lenguaje que sera
el empleado durante el desarrollo de la Tesis.

Asi entonces, el capitulo comienza estableciendo diversas proposiciones sobre eventos y probabilidades de
los mismos empleando el lenguaje de conjuntos.

El teorema de Bayes, enunciado por Thomas Bayes, en la teoria de la probabilidad, es el resultado que da la
distribucion de probabilidad condicional de una variable aleatoria A dada B en términos de la distribucidn de
probabilidad condicional de la variable B dada Ay la distribucién de probabilidad marginal de sélo A.

El teorema de Bayes es un concepto tan importante que se ha vuelto una herramienta fundamental en la
toma de decisiones y en la clasificacion de propiedades. A su vez, debido a que la mayoria de las
distribuciones de probabilidad, al aumentar el nimero de muestras de las cuales se obtuvieron, se vuelven
gaussianas, la funcion normal cobra relevancia.

El Teorema del Limite Central o Teorema Central del Limite indica que, bajo condiciones muy generales, la
distribucion de la suma de una gran cantidad de variables aleatorias tiende a una Distribucién Normal
(también llamada distribucién gaussiana) cuando la cantidad de variables es muy grande.

En este capitulo se recurrira a las nomenclaturas aritmética y griega para representar promedios estadisticos
de variables aleatorias. La nomenclatura griega adquiere relevancia en cuanto a la simplificacion de la
escritura.
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2.2. Experimento aleatorio y eventos

En Ingenieria, la mayoria de los experimentos que se realizan se consideran deterministicos, es decir,
suponemos que conocemos las condiciones bajo las cuales se realiza el experimento y mediante ecuaciones
podemos predecir el resultado, no obstante, en estos experimentos puede presentarse algo de ruido, o bien
un cable defectuoso, por lo cual el resultado puede ser diferente de lo esperado. A este experimento lo
conoceremos como experimento aleatorio.

Con respecto al conjunto de resultados posibles del experimento, resulta interesante considerar los distintos
subconjuntos que podemos extraer del conjunto de todos los posibles resultados de tal experimento.

Definicion 2.1 Experimento aleatorio. Es un proceso cuyo resultado no puede predecirse con certeza debido
a que las condiciones, bajo las cuales se realiza, no pueden ser determinadas con certeza [Degroot 6].

Definicion 2.2 Espacio poblacional simple. Es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento aleatorio. Al respecto, se cumplen las siguientes condiciones:

e (Cada resultado de este experimento lo llamaremos muestra.
e Todas las muestras son equiprobables (si el lector tiene paciencia, mas adelante revisaremos un
concepto de probabilidad).

Definicion 2.3 Espacio muestral. Es un subconjunto del espacio poblacional. Este subconjunto tiene
suficientes muestras para considerar que sus propiedades son representativas de las muestras del espacio
poblacional.

De la mayoria de los experimentos aleatorios no es posible obtener el espacio poblacional, asi que se trata
de obtener un espacio muestral lo suficientemente representativo de las propiedades de interés del
experimento.

Definicion 2.4 Evento o suceso. Es un subconjunto de posibles resultados del espacio poblacional [Degroot
6].

Definicion 2.5 Evento imposible. Es aquel evento que nunca ocurre y por convencion se considera que es un
conjunto sin muestras, es decir, se trata del conjunto vacio [Degroot 6].

Definicion 2.6 Evento cierto. Es aquel evento que ocurre en cada experimento que se realice y por
convencion se considera que es el espacio poblacional o bien, el espacio muestral [Degroot 6].
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2.3. Operaciones con eventos

Debido a que los eventos son conjuntos, es posible realizar operaciones con éstos para formar otros
eventos.

Definicion 2.7. La union de dos eventos es otro evento que representa la posibilidad de que ocurra alguna
de las muestras de un conjunto o de que ocurra cualquiera de las muestras del otro conjunto o de que
ocurran muestras de ambos conjuntos.

Definicion 2.8. La interseccion de eventos es otro conjunto que representa la posibilidad de que ocurran las
muestras comunes de ambos conjuntos.

Definicion 2.9. El complemento de un evento es otro evento que representa la posibilidad de que no ocurra
cualquiera de las muestras de tal evento.

Como habra notado el lector, las operaciones entre dos conjuntos generan un tercer conjunto, que segun la
operacion podria representar las caracteristicas de uno de los conjuntos, o las del otro o de ambos a la vez o
cualquier otra situacion.

2.4. Definicion frecuentista de probabilidad y axiomas

En este segmento se dard una definicion de probabilidad basada en la frecuencia de ocurrencia de los
resultados de un experimento aleatorio. Tal definicién se espera nos sirva para clasificar los posibles
espacios poblacionales y los eventos que resultan de ellos.

Definicion 2.10. El problema fundamental de la probabilidad. Un problema cominmente encontrado en el
ejercicio de la probabilidad, consiste en encontrar un método para determinar las probabilidades de ciertos
eventos a partir de las probabilidades especificadas para cada uno de los posibles resultados del
experimento [Degroot 6].

Definicion 2.11 La definicidn frecuentista de probabilidad. La probabilidad de ocurrencia de un evento A4,
estd dada por el numero de veces que ocurre, divido por el nimero de veces que se realizd el experimento
(considerando que el espacio poblacional del experimento es de cardinalidad suficientemente grande)
[Degroot 6]. De manera formal considere que el evento A es un conjunto de resultados posibles de un
experimento aleatorio, asi la probabilidad de ocurrencia de tal evento puede enunciarse en la forma
siguiente:
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Sean S={..} un espacio poblacional simple
AcCS un evento
) (2.1)
Existe P(A) = m Probabilidad de que ocurra A o bien

de que ocurra un elemento de A

Fin

Definicion 2.12. Los axiomas de probabilidad son las condiciones minimas que deben verificarse para que
una funcién que definimos sobre los eventos determine consistentemente valores de probabilidad sobre
dichos eventos.

La probabilidad P de un evento A, denotada por P(A), se define con respecto a un universo o espacio
poblacional S, conjunto de todos los posibles eventos elementales, tal que P verifique los Axiomas de
Kolmogorov, enunciados por el matematico ruso de este nombre en 1933. En este sentido, el evento A es,
en términos matematicos, un subconjunto de S.

Definicion 2.13 Primer axioma de probabilidad. La probabilidad de un suceso A € S es un numero real
mayor o igual que 0 y menor o igual que 1 [Degroot 6]. Matematicamente podemos ver que:

P(A) =0 (2.2)

Definicion 2.14 Segundo axioma de probabilidad. La probabilidad del evento cierto, es decir, aquel que
ocurre con certeza, S, es igual a 1 [Degroot 6]. El conjunto S representa todas las posibles alternativas y se
denomina suceso seguro. Matematicamente podemos escribir:

P(S) =1 (2.3)

Definicién 2.15 Tercer axioma de probabilidad. Si A;,A4,, - son sucesos mutuamente excluyentes o
disjuntos (incompatibles dos a dos, disjuntos o de interseccion vacia dos a dos), la probabilidad de tales
sucesos es la suma de sus respectivas probabilidades [Degroot 6], entonces podemos expresar:

P(4,U4;U-) = ) P(4) 24)
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2.5. Espacios poblacionales

A manera de un desarrollo personal del tema, pongo a disposicion el siguiente segmento sobre espacios
poblacionales.

La forma en que se consideran los posibles resultados de un experimento aleatorio determinan el tipo del
mismo, si es un espacio formado por muestras simples (eventos simples o de cardinalidad unitaria) o un
espacio formado por eventos de cardinalidad no unitaria.

Definicion 2.16. Espacio poblacional simple, finito y numerable. Sea el espacio poblacional de algun
experimento aleatorio con un nimero finito de muestras S = {sy,s;, ..., Sy}, la probabilidad asignada a
cada uno de los resultados o muestras es 1/N. Mas formalmente, podemos decir que:

Sea S ={sy,8y, ...,5y} Poblaciéon
1
Existe P(s;) =— Vi=1..N
xiste P(s;) B i (2.5)

Los resultados del espacio
poblacional simple son
igualmente probables

fin

Considere ahora el experimento de lanzar una moneda 3 veces al aire, el espacio poblacional consta de
estos cuatro resultados posibles.

S ={ <O0caras> s
<lcara> s,
< 2caras > s3
< 3caras >} s,

En este caso, el espacio poblacional consta de todos los posibles eventos no simples del experimento
aleatorio.

Definicion 2.17. Espacio poblacional no simple. Es aquel que consta de todos los eventos posibles.
Obsérvese que tal espacio poblacional consta de conjuntos en vez de muestras. Los eventos pueden ser o
no equiprobables.

Para calcular las probabilidades de tales eventos, podemos hacer las siguientes tareas:
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e  Construir el espacio poblacional simple asociado.
e Calcular la probabilidad a cada evento del espacio poblacional.

Para ejemplificar, construyamos el espacio poblacional simple asociado

S ={ ccc
CCA
CAC
CAA C =cara
ACC A = aguila
ACA
AAC
AAA}

Las muestras del espacio poblacional simple son equiprobables y tal probabilidad es 1/8. Asi, la distribucidn
de probabilidad del espacio poblacional no simple es:

S ={ P(O0caras>) = 1/8
P(<lcara>) = 3/8

P(< 2caras>) = 3/8

P(< 3caras >)} = 1/8

2.6. Eventos de un experimento aleatorio

En este segmento nos interesa si los eventos de un espacio poblacional tienen interseccién o no, por lo cual
pueden clasificarse de dependientes, independientes o excluyentes.

Definicion 2.18. Eventos independientes. Supdngase que dos sucesos A y B ocurren independientemente
uno del otro, es decir, la ocurrencia o no ocurrencia de uno de ellos no afecta la ocurrencia o no ocurrencia
del otro [Degroot 6].

Al respecto, la probabilidad de que dos sucesos independientes ocurran, a la vez, se calcula como

P(ANB) = P(A)P(B) (2.6)
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Consideremos ahora el calculo de la probabilidad de que al menos uno de los sucesos ocurra es:

Aocurre B ocurre

v X
X v
v v

Evaluando

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB) (2.7)

Definicion 2.19 Eventos dependientes. Dos 0 mas sucesos son dependientes cuando la realizacién o no
realizacién de uno de ellos afecta la probabilidad de que se produzca uno cualquiera de los restantes
[Degroot 6].

Veamos ahora como se calculan las respectivas probabilidades

e Sea P, la probabilidad de que un 1° evento se realice

e Sea P, la probabilidad de que un 2° evento se realice luego de ocurrido el 1°

e Sea P; la probabilidad de que un 3° evento se realice luego de ocurrido el 1°y el 2°
e La probabilidad de que se produzcan los tres sucesos en el orden citado es P;P,P;

Definicion 2.20. Eventos excluyentes. Dos 0 mds sucesos se excluyen mutuamente si la realizaciéon de uno
de ellos implica la no realizacion de los otros, es decir, dos sucesos que se excluyen mutuamente no pueden
ocurrir a la vez [Degroot 6].

La probabilidad de que dos eventos que excluyen mutuamente, ocurran a la vez es:

P(ANB) =0 (2.8)

La probabilidad de que se produzca uno de entre dos o mas sucesos que se excluyen mutuamente es la
suma de probabilidades de los mismos. Matematicamente, podemos expresar:

P(AUB) =P(4)+ P(B) (2.9)
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2.7. Probabilidad Condicional y sucesos dependientes e
independientes

La definicion frecuentista de probabilidad nos dice que la probabilidad de un evento es igual al nimero de
veces que ocurre dividido por el nimero de experimentos realizados, vea la definicién 2.11. En Ia
probabilidad condicional, la probabilidad de un evento se considera no respecto del espacio poblacional sino
respecto de respecto de otro evento.

2.7.1. Probabilidad condicional y sucesos dependientes

Una representacion de eventos dependientes se puede observar en la figura 2.1(a). El evento B se construye
sobre el evento A. Es como si el evento B requiriera 2 condiciones para formarse.

B = {beS|condicién A A condicién B} (2.10)

Ahora considere la probabilidad del evento B dado que ha ocurrido el evento A

N(B)

T (2.11)

P(B|A) =

A este tipo de probabilidad se la llama relativa o condicional. Dividamos cada término del segundo miembro
de la ecuacién 2.11 por la cardinalidad del evento seguro.

N(B)
P(B|A) = N
_ NB)/NE)
N(A)/N(S)
= % ;paraBNA =B

Asi, el teorema general de probabilidad condicional para eventos dependientes queda expresado como

P(BNA) (2.12)

PEID =50

2.7.2. Probabilidad condicional y sucesos independientes

La probabilidad del evento B dado que ya ocurrié A queda expresada como

N(ANB)

P(BIA) =~ (2.13)
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S

(a) (b)

Figura 2.1. En (a) tenemos la representacién tipica de eventos dependientes. Observe que se trata de un
conjunto definido dentro de otro. En (b) tenemos la representacién de eventos independientes.

Nuevamente a este tipo de probabilidad se la llama relativa o condicional. Dividamos cada término del
segundo miembro por la cardinalidad del evento seguro.

N((BNnA)

P(B|4) o)

N(B N A)/N(S)
N(A)/N(S)
P(BNA)

= — BNA=B
PA) ;para

Asi, el teorema general de probabilidad condicional para eventos independientes queda expresado como

P(B n A) (2.14)

PEID =50

Esta ecuacion puede interpretarse como el porcentaje de elementos de A que son también elementos de B.
Visto de otra forma, la ecuacidn nos da la probabilidad de que ocurra B dentro de A.

Otra ecuacion importante es aquella que nos da la probabilidad del evento A dado que ocurrié B.

P(AnB) N(ANnB)

PUAIB)=—3my = NG

(2.15)

Esta ecuacion nos da el porcentaje de elementos de B que son también elementos de A.
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2.8. Teorema de Bayes

Continuaremos trabajando sobre eventos independientes y asi enunciamos el teorema de Bayes como
sigue.

Definicion 2.21. Teorema de Bayes. El teorema de Bayes, enunciado por Thomas Bayes, en la teoria de la
probabilidad, es el resultado que da la distribucion de probabilidad condicional de una variable aleatoria A
dada B en términos de la distribucién de probabilidad condicional de la variable B dada Ay la distribucion de
probabilidad marginal de sélo A [Degroot 6].

Si el lector observa las ecuaciones 2.14 y 2.15 sobre probabilidad condicional, se podra observar entonces
un término comun. El término comun es P(A N B), asi entonces, podemos igualar ambas ecuaciones y
obtendremos la forma general del teorema de Bayes.

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(4) (2.16)

Para estar en acuerdo con la definicidn 2.21 despejamos la probabilidad del evento A dado el evento B, es
decir P(A|B)

P(B|A)P(A)

P(A|B) = )

(2.17)

2.9. Clasificacion bayesiana

Suponga que el conjunto de resultados de un experimento aleatorio se puede clasificar en N eventos
A4, A,, -+, Ay denominados causas. Todos estos eventos tienen resultados pueden clasificarse en un evento
B al que denominaremos efecto. La figura 2.2 nos ilustra sobre tal situacion. Al respecto, si elegimos un
elemento de B, ¢A cudl de los eventos A, A,, -+, Ay nos atreveriamos apostar que pertenece ese
elemento?

2.9.1. Conocimiento a priori
Este concepto se puede ver como:
e Dato del problema.

e Dato conocido aunque tal vez debe ser estimado estableciendo clases de entrenamiento.
e Estos datos pueden o no ser equiprobables.
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A1
B
A2 AN
Figura 2.2. Figura que ilustra N clases.
Los datos de problema son:
A, € S (2.18)
A, < S
Ay € S
Las probabilidades del conocimiento a priori son:
P(Ay) (2.19)
P(A;)
P(Ay)

2.9.2. Conocimiento condicional

Es la probabilidad del efecto a partir de una de varias causas. Esta probabilidad se calcula para todas las
causas como se indica a continuacion.

P(BNA
Piay = Lo
P(BNA
P(BlAy) = (P(—ZZ)Z) (2.20)

P(Ay)
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Al respecto también se puede leer P(B|A,) como la probabilidad del efecto dado que el estado de la

naturaleza es 4.

2.9.3. Probabilidad total del efecto
Tratemos de formar al conjunto B de sus intersecciones con las clases A; -+ Ay

B=(A;NnB)U(A,NnB)U--U(Ay NB)

Resumamos la ecuacion en

N
B=UAknB
k=1

Tomando probabilidades
N
P(B) = Z P(A, N B)
k=1

Apliquemos ahora la probabilidad condicional, es decir

P(BnNAy)

PBIA) =iy

Sustituyamos

N
P(B) = ) P(BIAP(AY)
k=1

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Asi entonces, definamos la probabilidad total del efecto como la probabilidad de que ocurra el evento B sin

considerar la clase a la cual pertenezca.

2.9.4. Conocimiento a posteriori

Probabilidad de que dado el efecto B, la causa haya sido A, se expresa como

P(Ak|B)

(2.22)
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Se calcula a partir de Bayes

P(A,|B)P(B) = P(B|A,)P(AL) (2.23)

Despejemos la probabilidad de la causa

P(B|Ax)P(AL)

P(Ag|B) = P(B) (2.24)

2.9.5. Maximo a posteriori

¢Cual fue la causa de este efecto? O como se pregunté al principio de la presente seccidén ¢A cual causa nos
atreveriamos apostar que pertenece un elemento particular de B? La respuesta la da el Maximo
conocimiento a posteriori, es decir

max(P(A,|B), P(A;|B), -+, P(Ay|B)) (2.25)

2.10. Variable aleatoria y funciones densidad y distribucion
de probabilidades

Definicion 2.22. Variable aleatoria. Una variable aleatoria es una funcién que asigna un niumero real a cada
resultado del espacio poblacional (o en su caso, el espacio muestral) de un experimento aleatorio [Degroot
6]. En otra forma podemos decir que:

Sean S={-} Un espacio poblacional
R conjunto de reales
Existe X:S-R S Conjunto de la variable independiente

R Conjunto de la variable dependiente (2.30)
X funcién o regla de correspondencia
Tal que dom{X}=S Conjunto dominio
img{X} = X(S) Conjunto imagen

Fin
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2.10.1. Variables aleatorias en Ingenieria

Veamos, cualquier entidad fisica se puede caracterizar de acuerdo a la siguiente definicién:

ente = { propiedades % el valor de tales es lo que se llama "estado"
excitaciones %Entradas o acciones sobre el ente
expresiones % Salidas o reacciones del ente

Comportamientos de transicibn % Es una funciéon para cambiar de estado
Comportamientos de expresion % Es una funciéon para responder a entradas }

(2.31)

Cuando una propiedad fisica toma diversos valores, a tal propiedad se le llama variable fisica. El cuadro de la
figura 2.3 ilustra la clasificacién de lo que es una propiedad de algun ente.

En Ingenieria, una propiedad es una variable fisica y en nuestro caso particular, tal variable tomara un
conjunto de valores aleatorios. La siguiente ecuacion ilustra lo dicho

Propiedad Propiedad

0 fisica que
variable ;= toma (2.32)
fisica valores
aleatoria ) aleatorios}

En tal caso, la definicion de variable aleatoria es como sigue.

Definicion 2.23. Variable aleatoria en Ingenieria. Es el conjunto de valores que puede tomar una propiedad
fisica. El cuadro siguiente complementa nuestra definicion.

Propiedad Propiedad

) fisica que matematicamente se representa (2.33)
variable ;= toma ={X = como un conjunto de todos
fisica valores los posibles valores
aleatoria ) aleatorios)

Durante el desarrollo del presente capitulo emplearemos la definicidn tradicional de variable aleatoria como
funcién, no obstante, en los capitulos siguientes tendremos que recurrir a la definicion ingenieril para
simplificar la nomenclatura.
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Numérica
Constantes
Nominal
Deterministica
Continuo
Estocastica
propiedad < Numérica < ,
Deterministica
Variables | Discreta
Estocastica
Deterministica
Nominal < Discreta
\ Estocastica
Figura 2.3. Clasificacion de las propiedades fisicas de una entidad.

2.10.2. Funciones densidad y distribucion de probabilidad

Definicion 2.24. Funcion densidad de probabilidad. Es una funcién que asocia a cada elemento de la
imagen de una variable aleatoria, una probabilidad de ocurrencia [Degroot 6]. El siguiente teorema, en
forma de ecuacion, ilustra lo escrito.

Sean S={-} % Un espacio poblacional o muestral

R %El conjunto de reales

X:S->R % variable aleatoria (2.34)
Existe fy:X(S) >R
Fin

La figura 2.4 ilustra la muy famosa funcién densidad gaussiana. Su importancia y respectiva fama se pueden
comprender aplicando el teorema del limite central que nos indica que todas las distribuciones, al aumentar
el nimero de sus muestras, se vuelven gaussianas. Este teorema sera tratado mas adelante.

Definicion 2.25. Funcién distribucion de probabilidad. A esta funcidn también se le conoce como la funcién
densidad de probabilidad acumulada y nos da la probabilidad de que una variable aleatoria tenga valores
menores o iguales a un cierto limite. El teorema siguiente, en forma de ecuacién, define tal funcion.
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>X(S)

Figura 2.4 Funcién densidad de probabilidad gaussiana. Observe que el eje de abscisas se ha etiquetado como
X(S), esto se debe a la definicidon de variable aleatoria: X: S — R. Se requiere trabajar sélo con el conjunto imagen

de tal variable aleatoria.

Sean S={"} % Un espacio poblacional
X:S->R % Una variable aleatoria
fx: XS - R % Una funciéon densidad de probabilidad
Existe Fyx:X(S) - R % Una funcion densidad acumulada (2.35)

Tal que Fy(x) = fx fx(x)dx

_f
fx = an(x)

Fin

La figura 2.5(a) ilustra cémo se calcula la probabilidad prob{X < x,}, el resultado del calculo del drea para
todo elemento de X(S) se muestra en la figura 2.5(b).

2.11. Variables aleatorias discretas y las Funciones
densidad y distribucion de probabilidad

Una variable aleatoria continua representa alguna propiedad de un sistema fisico que puede tomar
cualquier valor de un conjunto continuo, y muy posiblemente acotado de valores. A diferencia, una variable
aleatoria discreta, puede tomar cualquier valor de un conjunto numerable, y muy posiblemente acotado de
valores. Asi entonces, es légico pensar en que las funciones densidad y distribucidon de probabilidad seran
continuas o discretas, segun el tipo de variable aleatoria.
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— fX F X
Prob { x <=x,}
1
| X / x
Xq Xa
(a) (b)
Figura 2.5. Significado de la densidad de probabilidad acumulada.

2.11.1. Muestreo de una funcion densidad de probabilidad

Una funcidon densidad de probabilidad discreta se puede definir a través de la funcion densidad de
probabilidad continua y de un proceso de muestreo de la misma. La figura 2.6 nos ilustra al respecto de tal
proceso.

2.11.2. Funciones densidad y distribucion de probabilidad discretas
Al respecto, de la figura 2.6, podemos enunciar el siguiente teorema, en forma de ecuacion, que describe

las funciones densidad de probabilidad y distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta.

Sean S={} % Espacio poblacional discreto

X:S->R % Funcion de Variable aleatoria
X(S)

f'x(x) = Z fx(0)6(x — X) % Funcion densidad de probabilidad
) (2.36)

Existe  F'y(x) = Z fxQOpu_1(x —X) % Funcién distribucion de probabilidad
x
X
Tal que F'x(x) = f f'x(x)dx
Fre@) = L Py
X del X

Fin
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fxO
/l/\ f;(X)EfX(XO)S(X'XO)'F---+fX(XN—1)8(X_XN—1]
X

ST(X)

Xy

[

X 1

Figura 2.6. Definicion de la funcién densidad de probabilidad discreta mediante el muestreo de una funcién
densidad de probabilidad continua.

2.11.3. Propiedades de las variables aleatorias discretas

Diversos promedios estadisticos caracterizan el comportamiento de una variable aleatoria. Tales promedios
pueden encontrarse en los libros de probabilidad. Estos promedios se denominan como sigue:

e Medidas de tendencia central

o Primer momento

o Segundo momento
e Medida de dispersion

o Segundo momento central o varianza
e Medidas de asociacién lineal

o Correlacion

o Covarianza

o Coeficiente de correlacidn

2.11.4. Las medidas de tendencia central son:

La media
X0

= Z Xf (0 2.37)
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El segundo momento
X0

e = D X2 (0)
X

2.11.5. La medida de dispersion es:

La varianza (se expresa en sus dos formas)
x(0)

Oy = ) (X = ) f(X)
X

- 2
Ox2 = Ux2 — Uy

2.11.6. Las medidas de asociacion lineal

La correlacion

Y(S) X(S)

Uxy = Z Z xyfxy(x,y)
Y X

La covarianza
Y(S)X(S)

Oxy = Z Z (X = ) (Y = py) fry (X, Y)
Y X

El coeficiente de correlacion

Pxy = \VOx24/0y2

Capitulo 2: Probabilidad

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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2.12. Distribucion Normal

En 1823, el fisico y matematico Johann Carl Friedrich Gauss publica “Theoria combinationis observationum
erroribus minimis obnoxiae”, dedicado a la estadistica, concretamente a la distribucién normal cuya curva
caracteristica, denominada como la campana de Gauss, es muy usada en disciplinas no matemadticas donde
los datos son susceptibles de estar afectados por errores sistematicos y casuales como por ejemplo la
psicologia diferencial.

2.12.1. Distribucion normal

La distribucién normal, también llamada distribucion de Gauss o distribucion gaussiana [Degroot 6], es la
distribucion de probabilidad que con mas frecuencia aparece en Estadistica y Teoria de Probabilidades. Esto
se debe fundamentalmente a las siguientes razones:

e Su funcion de densidad es simétrica y con forma de campana, lo que favorece su aplicacion como
modelo a gran niumero de variables estadisticas.

e Es ademas, limite de otras distribuciones y aparece relacionada con multitud de resultados ligados
a la teoria de las probabilidades gracias a sus propiedades matematicas.

e  Muchas variables aleatorias continuas presentan una funcion de densidad cuya gréfica tiene forma
de campana.

La funcién de densidad esta dada por:

1 _1(x—px)*
fx) = —=e ? x2

\2moy: (2.44)

Donde

e Uy eslamedia

e Oy2 eslavarianza

La importancia de la distribucion normal se debe principalmente a que hay muchas variables asociadas a
fendmenos naturales que siguen el modelo de la normal:

e  Caracteres morfoldgicos de individuos

e  Caracteres fisiologicos como el efecto de un farmaco

e Caracteres socioldgicos como el consumo de cierto producto por un mismo grupo de individuos
e Caracteres psicoldgicos como el cociente intelectual

e Errores cometidos al medir ciertas magnitudes

e Valores estadisticos muestrales como la media



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Capitulo 2: Probabilidad

2.12.1. Distribucion Normal Estandar

Definicion 2.26 Distribucién normal estandar. Una distribucidn se conoce con el nombre de normal
estandar [Degroot 6] si se cumple con los parametros siguientes:

uy =0
o = 1 (2.45)

A su vez, si una distribucidn no cumple con las condiciones dadas por la ecuacién 2.39, podemos definir una
nueva variable aleatoria de la forma.

¥ (2.46)
7= Hx
O'Xz
Asi que tendremos una variable aleatoria que cumple con la condiciones
U, =0 (2.47)
0,2 = 1

La ventaja que se adquiere de definir la variable aleatoria Z desde la variable aleatoria X implica que
podemos calcular la probabilidad de un evento con cualquier media y varianza empleando una distribucion
estandar.

2.13. Variable aleatoria vectorial

Definicion 2.27. Variable aleatoria vectorial. Esta variable es una funcion que relaciona un resultado de un
experimento aleatorio con una tupla de nimeros reales [Bow 9].

X:S — RN (2.48)

Aunque podria ser mejor si interpretamos a la variable aleatoria vectorial como un vector de variables
aleatorias, es decir.

X:S—R
g XS —R (2.49)

Xy:S— R
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Al respecto, la funcién densidad de probabilidad conjunta de tal variable aleatoria vectorial se escribe como

fxta X0 (1) X2, 00, Xy) (2.50)

2.13.1. El vector de medias de una variable aleatoria vectorial

Ya que hablamos de un vector de variables aleatorias es justo que exista un vector de medias. Tal vector se
expresa a continuacion

Hx, (2.51)
Ux,
Ux = :

nuXN

2.13.2. Matriz de covarianzas

La matriz de covarianzas debida a la variable aleatoria vectorial puede definirse de manera apropiada como:

(2.52)
oxz = E{(X — py)(X — 1"}
Desarrollemos la ecuacion 2.52

([¥r — Hx )

X, —
oy2 =E :2 N [Xy =y, Xo—tx, - Xy —Hxy] }
Anv  —  Uxy )

Desarrollemos el producto de vectores de la ecuacién anterior y asi nos queda:

(Xl _#Xl)(X1 _#Xl) (Xl _#Xl)(Xz _.sz) (X1 _.qu)(XN _.UXN)
6)% =F (Xz - MXZ)'(Xl - ﬂxl) (Xz - MXZ).(XZ - MXZ) (Xz - MXZ).(XN - .UXN)
(XN - HXNj(X1 - #Xl) (XN - MXNj(XZ - .“Xz) (XN - #XN)'(XN - .uXN) }

Resolvemos los productos binomiales y aplicamos ahora el operador esperanza matematica y nos resulta

Hxz — .U)Z(1 Ux.x, — Ux Hx, - Hxxy — Hx Hxy

2
o2 = HUx,x, — Hx,Hx, Hyz — Uk, o Mxyxy T Hx,Mxy

(2.53)

Hxnx, — HxyMx,  Hxyx, = HxyMx, Hxz — M)Z(N
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Concluyamos ahora sobre el significado de la ecuacidn anterior

Ox2 Ox:x, " Oxixyn
Ox,x;  Ox2 ' Ox,xy

9x2 = : (2.54)
lUXle Oxnx, ' Ox% |

2.13.3. Ejemplo de calculo de la matriz de covarianza

Considere el conjunto de puntos 2-D

w = GGG

Expresemos en forma matricial nuestro conjunto de puntos

=[X1 X;]

>
Il

N W WN =

WN R DNDN

Una gréfica que ilustra la ubicacion de tales puntos puede observarse en la figura 2.7.
Para nuestro ejemplo, emplearemos MATLABl, asi que debemos considerar lo siguiente:

e Cada columna es una variable.
e (Cada rengldn es un dato u observacion
e La matriz de covarianza se calcula con la funcién cov(matriz, 1)

La matriz de covarianzas es entonces:

_[056 —0.2

9% =102 04

! MATLAB es un producto de Mathworks.
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Figura 2.7. Distribucion de puntos del ejemplo. Figura obtenida desde MATLAB version estudiante.

Veamos la secuencia de comandos MATLAB para graficar los puntos y calcular la matriz de covarianza:

e x=[1,2,3,3,2];
o vy=[2,2,1,2,3];
e plot(xy,'0");
e axis([0,5,0,5]);
e cov([x,y'],1)
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2.14. Funcion gaussiana vectorial

Definicion 2.28. La funcidon densidad de probabilidad para una variable aleatoria vectorial [Bow 9] se
expresa como:

1 [x-ux]"oy 3 [X—px] (2.55)
2

f (X X, 0, X )=—€
X1Xp, XN\ 420 » AN (21_[)1\]/2|0_le1/2

Donde
X Vector de variables aleatorias
Uy Vector de medias

|ox2| Determinante de la matriz de covarianzas

2.14.1. Superficies de probabilidad segin la matriz de covarianza: caso 2D

Realicemos una grafica de curvas de nivel para una funcién densidad de probabilidad bivariante. Para
realizar tal tarea debemos considerar que la posicidn de la superficie esta en funcion del vector de medias. A
su vez, la forma de tal superficie de probabilidad esta en funcién de la matriz de covarianzas.

A continuacidn se ilustra con tres casos generales que toman en consideracidn el vector de medias y la
matriz de covarianzas.

Caso a). Este caso se ilustra en la figura 2.8(a) y genera curvas de nivel centradas en el origen y circulares

[Bow 9].
Ux, 0
RN

o o
Oy2 =
o1
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Caso b). Este caso se ilustra en la figura 2.8(b) y genera curvas de nivel centradas alrededor del punto (1,0) y

SAR

Ox2 0
Ov2 =
* [ 0 Jx%]

de forma eliptica [Bow 9].

Caso c). Este Ultimo caso se ilustra en la figura 2.8(c) y genera curvas de nivel centradas en el punto (2,1) y

SR

O'X12 O-X1X2
Ox2 =

Ox,x1  Ox3

de forma eliptica, rotadas un cierto angulo.

AN\ 7\ I
>

(a) (b) (c)

Figura 2.8. Curvas de nivel de diferentes funciones densidad de probabilidad. La posicion de las curvas de nivel esta
en funcién del vector de medias y la forma de las curvas de nivel esta en funcion de la matriz de covarianzas. Sing-
Tze Bow [Bow 9].
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2.15. Propiedades de “N” variables gaussianas conjuntas

1. Sudensidady distribucion de probabilidades estan definidas por sus:
a. 1° momentos o medias
b. 2° momentos centrales o varianzas
c. 2° momentos centrales conjuntos o covarianzas
d. Silas va gaussianas son independientes entonces Oxx; = 0; Vi#j

N variables aleatorias gaussianas independientes tienen covarianzas de cero.
Las variables aleatorias obtenidas por una combinacién lineal de X, --- X, variables aleatorias
gaussianas son también gaussianas. (Esta propiedad incluye va gaussianas tanto dependientes
como independientes.

4. Densidades conjuntas del tipo fy, ...xy (X1 =" X |Xk41 =~ Xy) Vk < N son gaussianas.

2.16. Combinacion lineal de “N” variables aleatorias
gaussianas no correlacionadas

Definicion 2.29. Combinacion lineal de “N” variables aleatorias gaussianas no correlacionadas. El siguiente
teorema en forma de ecuacion nos ilustra al respecto.

Sean X, ~ N(,uxl,axlz)

Xy~ N(uxyoxz)
Oxix; = 0 Vij=1.N;i%]

No correlacionadas

N

Existe Yy = chXk (2.56)
k=1

Una combinacion lineal

N N
Tal que Y ~ N(Z ckuxk,z c,fax§>
k=1 k=1

Fin
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Sin embargo, nosotros trabajamos con variables cuya distribuciéon es normal y estandar, Asi entonces, el
siguiente teorema en forma de ecuacion nos dice como estandarizar una variable aleatoria que resulta de la
combinacion lineal de N variables aleatorias gaussianas.

N
Sean Y

Z X Una combinacion lineal
k=1

X, ~ N(yxk,axﬁ);K=1..N

Oxix; = 0 Vij=1.N; i%]

No correlacionadas (2.57)

Y — leg=1 Cknu'Xk

N 2
/Zk=1 CiOx2

Normalizaciéon de la comb. lineal

Existe A =

Talque Z ~ N(0,1)

Fin

2.16.1. Ejemplo:

Probemos ahora el efecto de nuestros teoremas con un ejemplo abstracto en el que se combinan
linealmente dos variables aleatorias gaussianas no correlacionadas.

Sean X ~ N(ux,0x2)

Y ~ N(HY,UYZ)

a,b,c € R
oyy = 0 No correlacionadas
Existen aX ~ N(apy, a’oy2)

bY ~ N(buy, b%0y2)
X+Y ~ N(ux+py ox2+0y2)
X—=Y ~ N(ux—py 0ox2+o0y2)
aX+bY+c ~ N(auy + buy +c,a?0y2 + b?0y2)

Fin
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2.17. Promedio de “N” variables aleatorias gaussianas
idénticamente distribuidas y no correlacionadas

Definicion 2.30. Promedio de “N” variables aleatorias gaussianas idénticamente distribuidas y no
correlacionadas. Es un tipo particular de combinacion lineal. Al respecto el teorema en forma de ecuacion
siguiente nos ilustra.

Sean Xi ~ N(uy 0x2)

Xy~ N(ux ox2)

Oxx; = 0

N
_ 1
Exi = —
xiste X N Z X
k=1

Tal que X ~ N(ugogz)

(2.58)

1
X ~ N(ﬂg,ﬁ()'xz)

Fin

2.17.1. Demostracion sobre la media

¢Como se calcula la media de N variables aleatorias guassianas idénticamente distribuidas y no
correlacionadas? A continuacion se da la deduccién de tal promedio, considerando el caso particular de que
todas las variables aleatorias tengan la misma media.

Il
o)
~
>
—

Uz

Si todas la va tienen la misma media

1
= NN#X

Hx = Hx
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En conclusién, la media de N variables aleatorias idénticamente distribuidas es igual a la media de
cualquiera de ellas:

(2.59)

2.17.2. Demostracion sobre la varianza

¢Cdmo se calcula la varianza de N variables aleatorias idénticamente distribuidas y no correlacionadas? En la
siguiente demostracion se considera que todas las variables aleatorias tienen la misma varianza, lo que
simplifica nuestros calculos.

Og2 = —0x2

Nuestra conclusién implica que la varianza de N variables aleatorias idénticamente distribuidas es:

Ix> =y %% (2.60)
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2.18. Promedio de “N” variables aleatorias gaussianas no
correlacionadas

Definicion 2.31. Promedio de “N” variables aleatorias gaussianas no correlacionadas. Es un tipo particular
de combinacidn lineal. Al respecto el teorema en forma de ecuacion siguiente nos ilustra.

Sean X)) ~ N(uxl,axlz)

()~ V(o)

O-Xin = 0
_ 1
Existe X = NZ X (2.61)
Tal que X ~ N(ug 0z2)
N
_ 1
v n(FY Y on)
k=1

Fin

2.18.1. Demostracion sobre la media

¢Cdmo se calcula la media de N variables aleatorias guassianas no correlacionadas? A continuacion se da la
deduccion de tal.

E(X}

=
]
Il
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En conclusién, la media de N variables aleatorias gaussianas es igual al promedio de las medias de tales
variables:

1 N
Hx = ﬁz Hx), (2.62)
k=1

2.18.2. Demostracion sobre la varianza

Cémo se calcula la varianza de N variables aleatorias no correlacionadas. En la siguiente demostracion se
considera que todas las variables aleatorias tienen varianzas diferentes.

oz = Var{X}

Nuestra conclusidn implica que la varianza de N variables aleatorias, todas con diferentes varianzas es

N
1
Oz2 = mz Ox2 (2.63)
k=1
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2.19. Teorema del limite central

Definicion 2.32 Teorema del limite central. El Teorema del Limite Central o Teorema Central del Limite
[Degroot 6], indica que, bajo condiciones muy generales, la distribucidon de una combinacién lineal de un
namero grande de variables aleatorias tiende a una Distribucion Normal (también llamada Distribucidon
Gaussiana).

Por ejemplo, para verificar lo que escrito en el teorema anterior, enunciamos el siguiente teorema en forma
de férmula sobre un nimero muy grande de distribuciones exponenciales

Sean X, ~ E(qu, aXlz) //distribucion _exponencial

Xy ~ E ('U'XN’ O'XI%I) //distribucion_exponencial
"N" variables aleatorias, cada una con
distribucion de proabilidad exponencial

Oxix; = 0

No correlacionadas

(2.64)
Existe
N
Y = lL'mN_)Do Z Cin'
i=1
Una combinaciéon lineal de las "N" va
Tal que
N N
. _ 2
iy = (Y e, o
i=1 i=1
Se aproxima asintéticamente a una distribuciéon
gaussiana cuando "N" es muy grande
Fin

El Teorema del Limite Central garantiza una combinacion lineal de variables aleatorias tendra una
distribucion normal cuando el nimero de tales es suficientemente grande.
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El teorema enunciado en la ecuacion 2.64 es Gtil pero seria mas util si la variable aleatoria resultante tuviera
una distribucion normal estandar, lo cual facilitaria el calculo de probabilidad. A consecuencia, el teorema
siguiente, en forma de ecuacion, nos muestra como normalizar la combinacidn lineal de variables aleatorias.

Sean X, ~ E(,uxl, 0'X12) //distribucion _exponencial

Xy ~ E (I‘XN' Ux,%,) //distribucion _exponencial
"N" variablesaleatorias, cada una con

distribucién de proabilidad exponencial
N

L Z ciXi (2.57)

i=1

Combinacion lineal de las "N" va

N N

limY = N Zcmxi, E ctoyz

n—oo 1A
i=1 i=1

Existe
7 Y- ZiL Cillx;
’Z?ﬂ cf Ox?
Tal que
Z = N(0,1)

Fin
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3.1.Introduccion

Muchos sistemas en Ingenieria son dependientes del tiempo y en general se suele trabajar con sefiales
deterministicas para observar las propiedades de tales sistemas. En contra de esta situacidén puedo decir que
la mayoria de las sefiales con la cuales trabajaran estos sistemas son aleatorias. Algunos ejemplos de tales
sefiales son:

e Sefiales de telecomunicaciones

e Sefiales biomédicas (electrocardiograma, encefalograma, etc.)

e Sefiales sismicas

e El numero de manchas solares afio tras afio

e Elindice de la bolsa segundo a segundo

e Laevolucion de la poblacion de un municipio afio tras afio

e Eltiempo de espera en cola de cada uno de los usuarios que van llegando a una ventanilla

e El clima es un gigantesco cimulo de procesos estocasticos interrelacionados (velocidad del viento,
humedad del aire, temperatura, etc.) que evolucionan en el espacio y en el tiempo.

Durante el desarrollo del presente capitulo, ser reconocera, que en Teoria de la Probabilidad un proceso
aleatorio o proceso estocdstico, es un concepto matematico que sirve para caracterizar y estudiar todo tipo
fendmenos que evolucionan aleatoriamente (estocasticamente), generalmente, en el tiempo o en el
espacio.

La forma de estudiar un proceso aleatorio es definirlo como una sucesidn de variables aleatorias indexadas
por otra variable (continua o discreta), generalmente, el tiempo. Cada una de las variables aleatorias del
proceso tiene su propia funcién de distribucion de probabilidad y, entre ellas, pueden estar correlacionadas
o no.

3.2.Experimento aleatorio y variable aleatoria

En el capitulo 2 quedd definido un experimento aleatorio como aquel experimento del cual no se tiene
certidumbre de las condiciones con las cuales se realiza. A consecuencia, el respectivo resultado tendra un
caracter aleatorio (definicion 2.1).

También en el capitulo 2, quedd definida la variable aleatoria como una funcién que asocia a cada resultado
del experimento con un numero real (definicién 2.22). Sin embargo, a veces el experimento aleatorio ya
genera numeros como resultados posibles. A consecuencia, una variable aleatoria queda definida como el
conjunto de posibles resultados (definicién 2.23).

3.3.Proceso aleatorio

Definicion 3.1. Definicion general de proceso aleatorio. Un proceso aleatorio es un concepto matematico
que sirve para caracterizar y estudiar todo tipo de eventos que evolucionan aleatoriamente en el tiempo o
en el espacio.
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Al respecto hay dos puntos de vista muy generales que definen lo que es un proceso aleatorio:

e El punto de vista de sefiales
e El punto de vista de la variable aleatoria.

Respecto del primer punto de vista, dada una sefal, ésta se ventanea en varias secciones: espacios
muestrales de duraciéon T. Luego las ventanas se empalman de tal forma que para alguna t, €T, le
corresponde un conjunto de valores [Rong Li 10].

El segundo punto de vista define un proceso aleatorio como un conjunto de variables aleatorias indexadas
[Degroot 6]. A este respecto, una variable aleatoria puede guardar relacién con variables aleatorias
anteriores [kemeny 11].

A continuacién, definamos las ideas de tres investigadores de los procesos aleatorios. El lector podrad notar
que se han dado multiples puntos de vista sobre el concepto de proceso aleatorio y que tal situacion genera
ideas que se complementan entre si, al menos, ese ha sido el propdsito.

Definicion 3.2. Proceso aleatorio segtin el Dr. Degroot [Degroot 6]. Un proceso aleatorio puede obtenerse
de un experimento que tiene lugar en etapas. Al respecto, el Dr. Degroot se enfoca en el conjunto de
resultados de cada etapa del experimento, es decir, cada conjunto es una variable aleatoria observada en un
instante particular de tiempo o espacio. Al respecto, el texto siguiente ilustra el concepto de proceso
aleatorio segun el Dr. Degroot.

Variable aleatoria Variable aleatorio Variable aleatorio
o estado periodo o estado periodo o estado —
X X, X,
Instante 0 Instante 1 Instante 2

Proceso aleatorio

El lector podra notar que un proceso aleatorio puede pensarse en una ordenacion de variables aleatorias, tal
ordenacion puede estar en funcion del tiempo o del espacio.

Observe que el Dr. Degroot no indica la dependencia o independencia de las variables aleatorias.

Definicion 3.3, Proceso aleatorio segun el Dr. Kemeny [kemeny 11]. Un proceso aleatorio puede obtenerse
de un experimento que tiene lugar en etapas. El resultado de la n — ésima etapa depende los resultados
obtenidos en las n — 1 etapas anteriores. Adicionalmente, la probabilidad de tal resultado esta en funciéon
de las probabilidades en etapas anteriores. Asi entonces, para cada resultado probable, es posible construir
un espacio de probabilidades sobre todo el experimento.

La definicidn 3.3 sera empleada mas adelante para definir un tipo particular de proceso aleatorio llamado
cadena de Markov.
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Definicion 3.4. Proceso aleatorio segun el Dr. Rong Li [Rong Li 10]. Para dar tratamiento a una sefial
aleatoria, a ésta se le aplican ventanas rectangulares obteniéndose asi muestras de duracion T. En la figura
3.1 puede observarse que las ventanas se empalman para representar al conjunto de todos los posibles
valores que puedan ocurrir en cada instante de tiempo. A este empalme se le conoce como “ensamble de un
proceso aleatorio” aunque simplemente lo llamaremos “proceso aleatorio”. Matematicamente, podemos
representar al empalme como:

X:{XO:TﬁR,“',XN_l:T_)R} (3.1)
Dado que el dominio es comun a todas las funciones, el dominio de X se expresa como:

dom{X}=T (3.2)

La respectiva imagen del ensamble corresponde al conjunto de imdagenes de las funciones del ensamble,
misma que se representa como

img{X} = X(T) (3.3)
{Xo(T), "'lXN—l(T)}

Ahora bien, vamos a adoptar una nueva nomenclatura que nos permita una representacién visual mas facil
de reconocer. Asi, el conjunto imagen del ensamble se representa como:

img{X} = X;T (3.4)
= Xo, ', Xn-1;T}
X=R->IR
A xl:T-avR \ XZ:T->R \ X3:T->R

3 4
x»-»——\/-/;\/\ _ Jf\/\\ AN\ A /‘\E/f R
\\_/\/ ~ AV

TCR TER TER

X={X;:T->R 4 X: T->R ,X3:T->R }

y TER

Figura 3.1.Un proceso aleatorio puede ser construido ventaneando la sefial para obtener N muestras. Las
ventanas se empalman para formar una sola ventana con multiples variables aleatorias.
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Note que el conjunto dominio T es comun a todas las funciones del ensamble, podemos escribir finalmente:

Observemos el ensamble de la figura 3.2 y notaremos que podemos elegir un instante de tiempo y tener una
variable aleatoria (un conjunto de valores) para ese instante. Asi, por ejemplo, podemos tener una variable
aleatoria en el instante cualquiera t expresada como:

X;t = {XO’Xl""XN—l; t} (3.5)

Asi, de la figura 3.2 podemos sacar M variables aleatorias, mismas que enlisto a continuacién

X; to = {XOPXll"lXN—l; tO}
Xt = {Xo Xy Xy ti}
(3.6)
Xity—r = {Xo X1, Xy-15ty—1}

3.4.Propiedades de las variables aleatorias sobre procesos
aleatorios

La forma mds completa de caracterizar un proceso aleatorio es a través de la funcidn densidad de
probabilidad conjunta sobre N variables aleatorias. De esta funcidn nos interesa conocer su tipo y diversos
promedios estadisticos a través de los cuales caracterizamos a las variables aleatorias del proceso [Proakis
8]. En resumen, un proceso aleatorio se caracteriza a través de sus variables aleatorias. A continuacion se
enlistan algunas caracteristicas sobresalientes.

e  Funcion densidad de probabilidad de cada variable aleatoria en el proceso
e Medida de tendencia central
o Primer momento
o Segundo momento
e Medidas de dispersion
o Segundo momento central o varianza
e  Funcidon densidad de probabilidad conjunta
e Medidas de asociacion lineal
o Correlacidn entre variables aleatorias del mismo proceso aleatorio.
o Covarianza entre variables aleatorias del mismo proceso aleatorio.

En las secciones siguientes se clasificaran los procesos aleatorios de acuerdo a diversos criterios aplicados
sobre la funcién densidad de probabilidad conjunta.
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X=rmuestreo={x{t) , xo (1), X5t }

}QF%\\ f__}(/—,_,—f,T

ty to t3

Figura 3.2. Proceso aleatorio y variables aleatorias tomadas en instantes {t;, t,, t3}

3.5.Clasificacion de procesos aleatorios por el orden de su
funcion densidad de probabilidad conjunta

Definicion 3.5 Descripcion estadistica de un proceso aleatorio. Una descripcion estadistica completa de un
proceso aleatorio queda establecida si para cualquier N € Z* y cualquier ordenacidén de instantes
(t1,+++,ty) € RY existe una funcién densidad de probabilidad conjunta dada [Proakis 8] por

fritgxey (e, xy) 5 YN € ZF (3.7)

Definicion 3.6 Proceso aleatorio no estacionario o no restringido. Revisemos nuevamente, la funcién
densidad de probabilidad descrita en la ecuacion 3.7 es una funcion tanto del origen temporal elegido como
de los instantes en que se miden las variables aleatorias [Proakis 8]. Tal proceso definido por la funciéon
densidad de probabilidad en la ecuacién 3.7, se conoce como proceso aleatorio no estacionario.

Definicion 3.7. Proceso aleatorio estacionario en sentido estricto. Es aquel en el cual para cualquier N €
Z*, para cualquier TeR y cualquier ordenacién de instantes (t;, -, ty) € R" existe una funcién densidad de
probabilidad conjunta que independiente a cualquier desplazamiento del origen temporal [Proakis 8], es
decir

frityxien X X)) = fgeyrxsey+r (X, Xn) 5 VN € ZF ATeR
(3.8)

En el caso de un proceso aleatorio con independencia del origen temporal, la dependencia de los instantes
de muestreo puede entenderse también como una dependencia de la separacién entre variables aleatorias.
Esto no puede aplicarse a procesos aleatorios no estacionarios.

Definicion 3.8 Proceso aleatorio estacionario en sentido estricto de orden M. Un proceso aleatorio sera
estacionario en sentido estricto de orden M si se cumple la ecuacidn 3.8 para toda N < M [Proakis 8], es
decir:

fX:L’l,“',X;tN = fX;t1+T,~'-,X;tN+‘L'; N=1.M AVTER (39)
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La ecuacién 3.9 nos dice que un proceso aleatorio estacionario tiene una funcidon densidad de probabilidad
independiente del origen temporal pero aun en funcién de los instantes (t;,+,ty) € RV en los cuales se
miden las variables aleatorias.

Definicion 3.9 Proceso aleatorio estacionario de 1° orden. Es un proceso aleatorio en el cual la funcién
densidad de probabilidad es independiente del tiempo para N =1, es decir, la funcién densidad de
probabilidad para toda variable aleatoria del proceso es la misma. La respectiva expresién matematica es:

frit () = froear(0) = fr;0(x) (3.10)

A consecuencia de tal independencia, la media y la varianza del proceso aleatorio son independientes del
tiempo o bien, podemos establecer que son constantes.
Hxe = Hxter = HUxpo (3.11)

Ox2r = Ox2p4r = Ox2p

Definicion 3.10 Proceso aleatorio estacionario en sentido estricto de 2° orden. Es un proceso aleatorio en
el cual la funcién densidad de probabilidad es independiente del tiempo para N = 1,2 es decir, deben
cumplirse las siguientes dos ecuaciones

fX;t = = fX;t+T (3.12)

fx;t1,x;t2 = fX;t1+‘r,X;t2+T

En ambas ecuaciones podemos observar la independencia del origen temporal de las funciones densidad de
probabilidad. En la segunda ecuacién podemos observar que la funcién densidad de probabilidad conjunta
aun estd en funcion de los instantes en los cuales se miden las variables aleatorias, es decir, hay
dependencia de los instantes de muestreo. En forma de ecuacidon podemos expresar

fxenxee F froxes (3.13)

Definicion 3.11. Proceso aleatorio estacionario en sentido amplio de 2° orden (N=2), es aquel proceso
aleatorio de segundo orden en sentido estricto con una restriccion adicional, es decir, la funcién densidad de
probabilidad conjunta debe ser, ademas, independiente de los instantes en los cuales se miden las variables
aleatorias. Una forma de considerar esta independencia es considerar lo siguiente:

tb=t,+7 (3.14)

Luego entonces:
frionxiez = frooixeier 3 VIER (3.15)

A consecuencia de tal independencia, la media y la varianza del proceso aleatorio son independientes del
tiempo o bien, podemos establecer que son constantes.

Hxt = HUxt+r = Hxo — HUx (3.16)

Ox2r = Ox2p4p = Ox29 = O0Ox2
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La correlacion entre dos variables del proceso aleatorio, es independiente del origen temporal e
independiente de los instantes de muestreo, o sea

Hxityxt, = Hxtoxti+r 3 VTER (3.17)

Asi entonces la covarianza, también es independiente del origen temporal e independiente de los instantes
de muestreo, o sea,

Ox;t xt, = Oxiexierr 5 VIER (3.18)

El tipo de proceso aleatorio que nos interesa estudiar, debido a su simplicidad, es el proceso estacionario de
segundo orden.

La figura 3.3 lustra la relacion entre los diversos procesos aleatorios descritos en la presente seccién [Rong Li
10].

3.6.Propiedades de la auto-correlacién de un proceso aleatorio
estacionario de 2° orden

En la seccidn 4 se establecieron algunas propiedades de la funcion densidad de probabilidad de tal proceso.
En la seccidén presente enunciaremos algunas propiedades de la auto-correlaciéon de un proceso aleatorio
estacionario tanto en sentido amplio como en sentido estricto.

Proceso aleatorio no estacionario

Proceso aleatorio Proceso aleatorio

estacionario en Proceso aleatorio estacionario en sentido

sentido amplio ergodico estricto

Figura 3.3. Tipos de procesos aleatorios. Proceso aleatorio no estacionario, pa estacionario en sentido amplio, pa
estacionario en sentido estricto y proceso aleatorio ergddico. Este Ultimo se caracteriza en que sus promedios
estadisticos son iguales a sus promedios temporales [Rong Li 10].
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3.6.1. Proceso aleatorio estacionario de 2° orden en sentido amplio

Definicion 3.12. La correlacion entre dos variables aleatorias de un proceso aleatorio estacionario en
sentido amplio de 2° orden es independiente del origen temporal.

Hx;t1,x;t2 = Uxt1+o.x;t2+47 (3.19)

Definicion 3.13. La correlacion entre dos variables aleatorias de un proceso aleatorio estacionario en
sentido amplio de 2° orden es independiente de los instantes de muestreo.

Es decir, si consideramos tres instantes de muestreo, podemos escribir

Hx;t1,x;62 = Hx;t1,x;t3 (3.20)
Otra forma de escribir tal relacion implica
t, = t1+71
2 1 (3.21)
Uxienxee = Hxerxensr VT ER

Definicion 3.14. La correlacion entre dos variables aleatorias de un proceso aleatorio estacionario en
sentido amplio de 2° orden es numéricamente igual a la auto-correlacion de una de tales variables.

Si en la ecuacidn 3.21 definimos T = 0 tendremos
Hx;eix;t2 = Hxeix;el (3.22)

= HUxzn

Debido a la independencia de las posiciones de muestreo se cumple que la correlacién es constante, es
decir.

Hxze1 = Hy2e14r VTER (3.23)

3.6.2. Proceso aleatorio estacionario de 2° orden en sentido estricto

Definicion 3.15. La correlacion entre dos variables aleatorias de un proceso aleatorio estacionario en
sentido amplio de 2° orden es independiente del origen temporal.

Hx;t1,x;t2 = Kx;t1+o.x;t2+47 (3.24)

Definicion 3.16. La funcién de auto-correlaciéon de un proceso aleatorio estacionario de segundo orden en
sentido estricto es dependiente de los instantes de muestreo.

Es decir, si consideramos tres instantes de muestreo, podemos escribir

Hx;tnx;t2  Hx;e1,x;t3 (3.25)
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Definicion 3.17. La funcién de auto-correlacion de un proceso aleatorio estacionario de segundo orden en
sentido estricto se define como una funcién de la separaciéon temporal entre variables aleatorias.

Consideremos la siguiente correlacion
Ux;t1,x;62
Consideremos ahora un cambio de variable
t,=t;+71
A consecuencia
Uxienxiei+e 5 VT ER

Como hay independencia del origen temporal

Uxit1,x;t1+7 = Ux;t1-t1,X;t1-t1+7

Hx;t1x;t14t = Hxsei-t1,x501-t141
= Hx;ox;0+1
Lo que nos lleva a concluir que
Hx;t1,x;e147 = Hx2;r (3.26)

Definicion 3.18. La funcion de correlacién de un proceso aleatorio estacionario de segundo orden en
sentido estricto es maxima en el origen.

Hxzo > Hx2qg (3.27)

Definicion 3.19. La funcidon de correlacion de un proceso aleatorio estacionario de segundo orden en
sentido estricto es funcion par.

.qu;T = :uXZ;—T (3.28)

Definicion 3.20. La funcion de correlacion de un proceso aleatorio estacionario de segundo orden en
sentido estricto evaluada en el origen es numéricamente igual a la potencia media total del proceso
aleatorio.

Uy = S{X; T} (3.29)
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3.7.Proceso aleatorio ergdédico

Definicion 3.21. Proceso aleatorio ergodigo. Si un proceso es ergddico, cada una de sus funciones muestra,
visita todos los posibles estados del proceso. Asi la informacion de todo el proceso aleatorio esta contenida
en una sola muestra [Rong Li 10]. Todas las propiedades estadisticas de proceso aleatorio se pueden
determinar por una sola funcién muestra o ventana.

Los primeros dos momentos de un proceso aleatorio ergddico X; T tienen interpretaciones fisicas, mismas
que se enlistan a continuacion:

Uy es la componente de directa.
o x2 potencia de CA de la sefial.

v ax2 valor rms de la componente de alterna.

3.8.Proceso aleatorio gaussiano

Similarmente a las variables aleatorias, un gran numero de procesos aleatorios son encontrados
frecuentemente en la teoria de las comunicaciones y otras aplicaciones. Los mas importantes son los
procesos aleatorios gaussianos.

Definicion 3.22. Proceso aleatorio gaussiano. Un proceso gaussiano es aquel proceso X; T tal que para
cualquier nimero N de variables aleatorias y cualquier conjunto de instantes {t;,---,ty}, las variables
aleatorias {X; t;,---,X; ty} son conjuntamente gaussianas [Rong Li 10]. Asi entonces todas estas variables
aleatorias tienen una funcidn densidad de probabilidad definida en la ecuaciéon 3.30

1 [X-px]T oy 3 [X—ux] (3.30)
2

1 Xty Xity (X1, X2, 00 Xy) = ———— €
fX,tlx,tZ, Xty X1, X2, 0, Xy (27I)N/2|Ux2|1/2

Donde:
Vector de valores de variables aleatorias
X=[X;ty, - X;ty]T

Vector de medias

Hx = [.“x,m: :#X,tN]T (3.32)
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Matriz de covarianza

Ox2:¢, Ox;t 1 X;t, " Ox;tiXty
Ox;t,xit, Ox%t, 7 Oxjtyxity (3.33)
Ox2 = . . . '
UX;tNX;tl UX;tNX;CZ O-XZ;I:N

3.8.1. Propiedades de un proceso aleatorio gaussiano

Un proceso aleatorio gaussiano tiene varias propiedades distintivas y amables como son:

1. Cada funcién muestra de un proceso gaussiano serd también un proceso gaussiano. Esto se sigue
del hecho de que una familia de variables aleatorias son gaussianas si y sélo si cada funcion
muestra es también gaussiana.

2. Un proceso aleatorio gaussiano queda completamente determinado por su media y su auto-
covarianza.

3. Siun proceso aleatorio gaussiano es estacionario en sentido amplio, la matriz de varianza contiene
valores idénticos.

4. Si un proceso aleatorio gaussiano es estacionario en sentido estricto, la matriz de varianza es
simétrica respecto de la diagonal principal y los elementos de tal diagonal son idénticos.

5. Un proceso aleatorio gaussiano sera independiente si y sélo si es no correlacionado. A
consecuencia de esta propiedad, un proceso aleatorio gaussiano sera un proceso blanco en sentido
amplio y de acuerdo a la propiedad 2, sera también un proceso blanco estricto.

6. La matriz de varianza de un proceso aleatorio gaussiano blanco sélo tiene definida la diagonal
principal.

7. Larespuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a un proceso gaussiano de entrada sera
también un proceso gaussiano.

Por estas propiedades, los procesos gaussianos son ampliamente empleados en el modelado de procesos
ruidosos.

3.9. Proceso aleatorio markoviano

Definicion 3.23. Proceso Markov. Este tipo de proceso, introducido por Markov en un articulo publicado en
1907, presenta una forma de dependencia simple, pero muy util en muchos modelos, entre las variables
aleatorias que forman un proceso estocastico. En los negocios, las cadenas de Markov se han utilizado para
analizar los patrones de compra de los deudores morosos, para planear las necesidades de personal y para
analizar el reemplazo de equipo.
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4.1. Introduccion

Las cadenas de Markov son una herramienta para analizar las propiedades y comportamientos de
determinados tipos de procesos estocasticos, esto es, procesos que evolucionan de forma no determinista a
lo largo del tiempo en torno a un conjunto de estados [Sufié 13].

En el presente capitulo se desarrollaran tanto las matematicas como el lenguaje necesarios para describir
procesos aleatorios discretos con un conjunto finito de estados mediante cadenas de Markov.

Una cadena de Markov, la cual recibe su nombre del matematico ruso Andrei Markov, es una serie de
eventos, en la cual la probabilidad de que ocurra un evento depende del evento inmediato anterior. En
efecto, las cadenas de este tipo tienen memoria, es decir, "recuerdan" el ultimo evento y esto condiciona las
posibilidades de los eventos futuros [Bashrain 12]. Esta dependencia del evento anterior distingue a las
cadenas de Markov de las series de eventos independientes, como tirar una moneda al aire o un dado.

Este tipo de proceso, introducido por Markov en un articulo publicado en 1907 [Bashrain 12], presenta una
forma de dependencia simple, pero muy util en muchos modelos, entre las variables aleatorias que forman
un proceso estocastico. En los negocios, las cadenas de Markov se han utilizado para analizar los patrones de
compra de los deudores morosos, para planear las necesidades de personal y para analizar el reemplazo de
equipo.

4.2. Definicion formal de cadena de Markov

Definicion 4.3 Cadena de Markov. Consideremos un proceso que transita aleatoriamente de un estado a
otro sobre un conjunto numerable y finito de estados. Una cadena Markov con un conjunto de estados
numerable y finito puede verse como un 5-tuplo definido por

MC ={Q,%,P,{q0}, F} (4.1)
En donde
Q =1{90,91,"*,qn-1} Conjunto de estados de la cadena.
X Conjunto de probabilidades de transicion.

P Ley de probabilidad condicional que define la probabilidad del nuevo estado en
funcién de los anteriores. Esta funcion tiene varias formas dependiendo de la
representacion que se desee: en forma de funcién densidad de probabilidad (f),
en forma de grafo dirigido (G) o en forma matricial (P).

Qo Estado inicial de la cadena.

F Conjunto de estados finales que son los estados en los cuales cae la sucesion de
estados luego de cierto tiempo. Puede haber mas de un conjunto.
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Observemos que esta definicién de procesos aleatorios Markov nos estd limitando a procesos aleatorios
indexados por una variable aleatoria discreta (vea el capitulo 3).

Ahora debemos redefinir el concepto de variable aleatoria para nuestro proceso de Markov.

Definicion 4.2 Variable aleatoria. El proceso, en un instante dado, puede caer en un estado de un conjunto
de posibles estados. A este conjunto de estados se le conoce como variable aleatoria. Asi, una variable
aleatoria observada en el instante n-ésimo es definida como un conjunto que pertenece al conjunto
potencia del conjunto de estados.

Xp=o-oo€ 29 (4.2)

Recordemos que en una cadena Markov, el nimero de estados es numerable y finito asi como el nimero de
variables aleatorias que puedan generarse, sin embargo, el nimero de ocurrencias de las variables
aleatorias puede ser infinito, aun cuando luego de cierto tiempo, la cadena de Markov se estabilice en un
conjunto de estados.

La ley de probabilidad a la que nos referiremos es una funcién densidad de probabilidad condicional que nos
da, precisamente, la probabilidad de que la cadena llegue a un estado particular cuando se encuentra en
otro estado particular.

Definicion 4.5. Ley de probabilidad condicional. Una cadena de Markov con un conjunto de estados
numerable y finito, es una secuencia infinita X, X,, -+, X,,, - de variables aleatorias tales que la siguiente
variable aleatoria X,,,; estd en funcién de n variables aleatorias anteriores [Yates 14], es decir:

ftns11Xn=anXn-1=an-1.Xo=do (@); 990 qn €Q (4.3)

La ecuacion 4.3 implica que la cadena de Markov requeriria una cantidad infinita de memoria para
representar un proceso aleatorio, sin embargo, una de las propiedades mas importantes de las cadenas
Markov nos dice que: la siguiente variable aleatoria X,,; estd en funcién de k variables aleatorias
anteriores, en donde k < n [Yates 14]. Matematicamente podemos expresar que:

an+1|Xn=Qn‘Xn—1=Qn—1r“'rX0=CI0 (q) = an+1 [Xn=dnXn-1=0n-1"Xn-k+1=n-k+1 (q) (44)

El valor de k determina el orden de la cadena Markov vy significa que se requiere de una cantidad finita para
representar a los procesos de Markov.

En muchos procesos representados con cadenas de Markov basta con k = 1, es decir, la siguiente variable
aleatoria X, ., estd en funcién sélo de X,,, con lo cual el valor de X,, sumariza toda la historia pasada del
sistema.
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4.3. Grafos Markov
Una cadena Markov con un conjunto de estados numerable y finito se puede representar con un grafo
dirigido en el que:

e (Cadanodo es un estado
e (Cada transicién entre nodos se indica con una probabilidad
e El estado inicial, si es que lo hay, se indica con una flecha

Definicion 4.4 Un grafo de una cadena Markov puede definirse como un 3-tuplo dado por:

G ={Q Az} (4.5)
Q Nodos del grafo y equivalen a los estados de la cadena Markov
A c @Q xXQ Conjunto de aristas del grafo
x Probabilidades de transicion expresadas visualmente en el grafo o mediante matriz de

transicion.

La forma general del grafo de una cadena Markov se muestra en la figura 4.1. Note en la figura que el
proceso aleatorio encontrado en el estado g,, mismo que pertenece a la variable aleatoria X,,, puede
transitar a cualquier estado del conjunto {qy, g2, g3} el cual es una variable aleatoria X, .

e Funcidn densidad de probabilidad de transicion

La figura 4.1 nos permite entonces justificar la expresidon siguiente para una funcidon densidad de
probabilidad de transicidn: ley de probabilidad condicional.

fxnerlxn=a0(@) = P(q1190)8(q — 1) + p(q2190)6(q — 92) + p(q3190)6(q — q3)
Podemos generalizar una expresidn para tal funcién como

Frasabin=a @ = ) p(@cla08(a - qu)
k

Tal expresidn, sin embargo no es la mds general, asi que tendremos que esperar a la seccidn siguiente sobre
matrices de transicion para obtener finalmente la expresion general.
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Figura 4.1. Forma general de una cadena Markov expresada como grafo.

4.7.1. Ejemplo: Cadena Markov bi-estados

Este tipo de cadenas se usan para modelar procesos que sdélo tienen dos estados [Yates 14].
Matematicamente podemos decir que

MC ={Q,%,P,{0},F}

e Q0={01}

e X={pql-pl-gq}

e Estado inicial “0”

e F ={0,1} Note que el proceso a lo largo del tiempo seguira transitando por todos los estados.
e Laley de probabilidad de transicién condicional en forma de grafo se aprecia en la figura 4.2.

1-p 1-q
p
q
Figura 4.2. Cadena de Markov de dos estados. Nétese que no se ha indicado estados inicial y final.
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4.7.2. Ejemplo: Cadena Markov de un disco duro

Un disco duro tiene los siguientes estados [Yates 14]

e 0O:libre
e 1:lectura
e  2:escritura

Asi entonces podemos definir nuestra cadena de Markov como:
Mc ={Q,%,P,{0}, F}

e (Q={012}

e X ={poo, Po1s P11, P12, P22, P21, P10» Pozs P20}

e  Estado inicial “0”

e F ={0,1,2} Ellector podra notar que el proceso de un disco duro, a lo largo de toda su existencia,
seguird pasando por los estados de “libre”, “lectura” y “escritura”.

La ley de probabilidad de transicién condicional en forma de grafo, que representa al modelo del disco duro
se puede apreciar en la figura 4.3

e [Ejemplo: Cadena Markov del marinero ebrio

A continuacidon damos un ejemplo de una cadena Markov con un conjunto de estados numerable e infinito,
asi entonces, dado un marinero borracho puesto en firme, éste perderd el equilibrio y asi dara un paso a
derecha o izquierda, cada vez que intente recuperar la vertical. Puesto que la pérdida de equilibrio es
aleatoria en uno u otro sentido, su cadena Markov es:

MC ={Q,%,P,{0},F}

P00 P22

P20

Figura 4.3. Grafo de Markov que describe el comportamiento de un disco duro.
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i Q ={”'P_2I_1IOP1l”.}
e X={pq}

e Estado inicial “0”

o F={+-2-1012"}

La figura 4.4 ilustra la ley de probabilidad de transicidon condicional en forma de grafo.

4.4. Matriz de transiciéon para la cadena de Markov

Ahora consideremos que sélo es posible realizar una representacion en forma de diagrama cuando el
nimero de nodos y aristas es razonablemente pequeio. En esta seccidn se presentara un método
alternativo de representacion de grafos empleando matrices. Este método de representacion tiene varias
ventajas.

e Esfacil almacenar y manipular matrices.
e Se pueden utilizar operaciones bien conocidas del algebra lineal para calcular caminos, ciclos y
otras caracteristicas de los grafos.

Dado un grafo sencillo G = {Q, A, P}, es necesario suponer algln tipo de orden en los nodos, en el sentido
de que se llame primer nodo a un nodo concreto, segundo nodo a otro y asi sucesivamente. La
representacion matricial de G depende del orden de los nodos.

Definicién 4.5 Matriz de transicion. Sea G = {Q, 4, X} un grafo, en el cual Q = {q4,q,,**,qn}, las aristas y
sus pesos se pueden representar mediante una matriz de transicion P, de N X N, cuyos elementos p; ; estan
dados por
p(qjlq;) si{qiq;)eA
bij = (4.6)
0 caso contrario

Formalicemos entonces, la ecuacién siguiente nos ilustra la forma genera de una matriz de transicion para
una cadena Markov.

0
\-/ \_/ -

Figura 4.4. Cadena de Markov para modelar el andar de un marinero ebrio.
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p(q1lq1) p(qz190) p(anlq1)
p = p(q:l92)  p(q:lq2) p(qnlq2) (4.7)
p(a:lan) p(qzlqn) p(qnlan)

Observe entonces que i — ésima fila de la matriz de adyacencia esta determinada por aquellas aristas que
se originan en el nodo g;, el cual fue observado en tiempo n. Asi entonces, la j — ésima columna es
determinada por aquellas aristas que terminan en el nodo q;, el cual es observado en tiempon + 1.

Definicion 4.8 Funcién densidad de probabilidad de transicion. La funcidn densidad de probabilidad de
transicion, conocida también como funcion densidad de probabilidad puntual, queda expresada mediante la
ecuacion siguiente

Fanerltn=a; (@ = p(@:11a)8(q — a1) + p(q219)8(q — a5) + p(qs19.)6(q — q3) + - (4.8)

Podemos generalizar una expresion para tal funcién como:

el
Frasatin=a@ = ) p(@la08(a - q,) (49)
k=1

4.5. Clasificacion de las cadenas de Markov
Si queremos analizar el comportamiento a largo plazo de un proceso estocdstico que cumpla la propiedad
markoviana, necesitamos:

e Una metodologia para poder clasificar la cadena como ergddica o no ergddica por una parte, y
como regular, semiregular o ciclica por otra.
e Una metodologia que permita el calculo de la matriz de probabilidades estacionarias.

La clasificacidn de las cadenas de Markov puede realizarse mediante dos metodologias:

e Examinando la matriz de probabilidades de transicion.
e El andlisis topoldgico del grafo.

Una vez clasificada la cadena, puede obtenerse informacién acerca de la forma que presente la matriz de
probabilidades estacionarias, lo cual facilita su obtencion.

4.6. Probabilidades estacionarias y tipos de cadenas de Markov

Nos interesamos ahora por conocer las probabilidades de hallar al sistema en un estado determinado
cuando lleva funcionando un tiempo indefinidamente largo. Tales probabilidades se denominan
probabilidades estacionarias. El estudio de las probabilidades estacionarias puede entenderse, por lo tanto,
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como el estudio del comportamiento a largo plazo de las cadenas de Markov. Dichas probabilidades se
denotan como 7;; y la matriz de probabilidades de estado estable como P* [Sufié 13].

Puesto que, las potencias de P definen las probabilidades en un nimero cualquiera de transiciones [Degroot
6] podemos aproximarnos al estudio de las probabilidades estacionarias viendo qué ocurre si calculamos
potencias elevadas de algunas matrices P. Veremos que el comportamiento del sistema puede tender a
estabilizarse, en el sentido de que el sistema pasara por cada uno de los estados con una frecuencia regular,
esto es, independiente del nimero de transiciones transcurridas.

4.7.3. Cadenas regulares y ergddicas

Suponga una cadena de Markov C1, de dos estados, con matriz de probabilidades de transicion dada por:

0.2 0.8
- 4.10
! 0.6 0.4 (4.10)

Calculemos la potencia décimo sexta de esa matriz para aproximar la matriz de probabilidades estacionarias.

P16:[0.429 0.571 (4.11)
1 0.429 0.571

Se observa que las probabilidades de estado estable de los diferentes estados son independientes del
estado de origen, razon por la que la matriz de probabilidades estacionarias tiene todas las filas iguales.
Tenemos entonces una cadena de Markov regular, en la que las probabilidades estacionarias no dependen
del estado inicial. Ademas, ninguna de las probabilidades vale cero. Tenemos entonces una cadena de
Markov ergddica.

4.7.4. Cadenas regulares y semiergodicas
Tenemos ahora una cadena C2 de cuatro estados, con matriz de probabilidades de transicién dada por

05 04 01 0

p. |03 03 04 o0

27 lo o 02 o8 (4.12)
0 0 06 04

Si obtenemos la matriz de la transicion decimosexta, se observara cdmo todas las filas tienden a ser iguales
(aunque no completamente y en especial las dos primeras), con una diferencia respecto de las cadenas
ergodicas: existen estados cuya probabilidad de estado estable tiende a ser cero (esto es, que no apareceran
en el comportamiento a largo plazo). Por lo tanto, no se trata de una cadena ergddica. Sin embargo, sigue
siendo cierto que todas las filas tienden hacia un mismo valor, por lo que sigue siendo regular. Las cadenas
de Markov regulares (y también otras que veremos mas adelante) con algunas de las columnas de la matriz
de probabilidades estacionarias igual a cero se Illaman semiergddicas. Las cadenas ergddicas pueden
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considerarse como un caso particular de las cadenas semiergddicas, en las que no existen probabilidades de
estado estable iguales a cero.

0.005 0.007 0.475 0.563
0.002 0.005 0.426 0.567
0 0 0.429 0.571
0 0 0.429 0.571

Py% = (4.13)

4.7.5. Cadenas no ergddicas

La cadena C3, de cuatro estados, tiene la siguiente matriz de transicion:

05 04 01 O

o 1 0o o
Ps = 0 0 02 08 (4.14)

0 0 06 04

Si observamos la matriz de la transiciéon 16, podemos ver que, mientras algunas filas tienen el mismo
comportamiento que las de los casos anteriores, vemos que otras tienden a ciertos valores, diferentes de los
de las otras filas. Ello quiere decir que, al contrario de lo que sucede con el caso regular, las probabilidades
de estado estable si dependen de cual ha sido el estado inicial de la cadena. Se trata entonces de una
cadena semirregular.

0 0.8 0.086 0.114
pie_ [0 1 0 0
3 0 0 0429 0571 (4.15)
0 0 0429 0.571

4.7.6. Cadenas ciclicas

La cadena C4, cuya matriz de probabilidades de transicidn se muestra a continuacion, después de un
nuimero elevado de transiciones presenta un comportamiento diferente del de las cadenas anteriores.

05 04 01 0
o o 1 o

Fa = 0 02 0 08 (4.16)
0 0 1 0

Al ir obteniendo matrices de transicidon, se observa que éstas no convergen a un valor concreto, sino que
muestran un comportamiento ciclico. En este caso, las transiciones impares tienden a un valor y las pares a
otro:

0 0.08 0.6 0.32

0 02 0 08 (4.17)
0 0 1 0

0 02 0 08
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0 02 04 048
prkei_ [0 0 10
N 0 02 0 08
0 0 1 0

(4.18)

Este tipo de cadenas son cadenas ciclicas. En este caso particular, nos encontramos ante una cadena de
periodo p = 2.

Obsérvese que la primera columna es siempre cero, por lo que el estado 1 no aparecerd en las
probabilidades a largo plazo: quiere ello decir que la cadena considerada no es ergddica, aunque es claro
que pueden existir cadenas ciclicas ergddicas, como veremos en ejemplos posteriores.

También debemos preguntarnos qué ocurre con las probabilidades estacionarias en las cadenas ciclicas, ya
que si las sucesivas potencias de P no tienden hacia unos valores determinados. Mas adelante, cuando
estudiemos el calculo sistematico de P*, daremos una respuesta a esta pregunta.

4.7. Andlisis topolégico de las cadenas de Markov

El andlisis de topoldgico de las cadenas de Markov permite la clasificacion de las cadenas a partir de la
informacion suministrada por la matriz P utilizando propiedades relativas a la relacién entre estados
(propiedades de estado). Estas propiedades permiten, a su vez, definir subconjuntos de estados
denominados clases. También podremos definir, entonces, las propiedades de clase [Sufié 13].

4.7.1. Propiedades de estado

Dados dos estados de una cadena, pueden establecerse dos tipos de relaciones entre ellos:

e El estado i es ascendiente de j si cuando iniciamos el proceso en i existe una probabilidad no nula
de que el proceso llegue a j. En este caso, diremos que existe un camino entre los estados i y j.

e losestadosiyjsecomunican siiesascendiente de jy j es ascendiente de i.

e  Existird un ciclo dentro de una cadena de Markov si existe un camino en la cadena que comunique
al estado i consigo mismo. Dicho circuito se caracterizard por el nimero minimo de transiciones
que necesitara el sistema para volver al estado i, si se inicié el proceso en ese estado. Dicho
numero constituira la longitud del ciclo.

Obsérvese que, con las definiciones dadas, la existencia de un circuito implica que todos los estados que lo
forman estan comunicados. Se conviene que todo estado esta comunicado consigo mismo, ya que al menos
puede se acceder a éste en cero transiciones (circuito de longitud cero), con independencia de que ademads
existan otros circuitos de longitud mayor.

Para analizar estas relaciones entre estados, es util recordar que, seglin la teoria de grafos, toda matriz
cuadrada tiene asociado un grafo, cuya representacion grafica se puede elaborar a partir de la matriz de
probabilidades de transicion.
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Cada estado de la cadena se representa por un vértice del grafo y cada transicion con probabilidad no nula
se representa por una relacion entre los vértices que representan los estados anterior y posterior de la
misma. De esta manera en el diagrama se representan todas las situaciones en las que un estado i es
descendiente respecto de j. En la figura 4.5 se muestra el diagrama de transicién de una cadena de Markov,
junto con su matriz de transicion.

4.7.2. Propiedades de clase

Dado que, por convenio, se ha establecido que un estado esta siempre comunicado consigo mismo, la
relacion entre estados que estan comunicados es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo que se trata de una
relacion de equivalencia. Por este motivo, podemos decir que un conjunto de estados comunicados entre si
constituye una clase de equivalencia. De esta manera, podemos clasificar en diversas clases los estados de
una cadena de Markov.

A su vez, podemos definir la propiedad de clase siguiente para las clases de equivalencia que se hayan
establecido:

e Una clase de equivalencia sera una clase final si cuando el proceso llega a uno de los estados de la
clase, en las transiciones siguientes, el proceso evoluciona siempre dentro de los estados de la
clase.

e Aquellas clases de equivalencia que no sean clases finales serdn clases de paso. Las clases de paso
tienen un interés muy limitado en el estudio de las cadenas de Markov.

Es claro que, puesto que el sistema debe ser capaz de evolucionar indefinidamente entre un nimero finito
de estados, toda cadena debe tener al menos una clase final. Si en su evolucion a lo largo de infinitas
transiciones el sistema puede pasar por todos los estados, entonces habra una unica clase final que los
englobard a todos ellos. Este caso es el que hemos definido anteriormente como cadena ergddica.

La figura 4.6 muestra, sobre una cadena de Markov una clase final y una clase de paso.

01 05 04 0
o 0 0 1
0 08 0 02
0 0 03 07

Figura 4.5 Algunas propiedades de estado implican: “1” es ascendiente de “4” (y no al revés), “3” y “4” se
comunican. Finalmente, pueden observarse los ciclos {2,4,3,2}, {3,4,3}, {4,4}.
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Figura 4.6 Clases de equivalencia. Ciclicidad en clases finales de las cadenas de Markov

4.7.3. Periodicidad de una clase final

Para una clase final, se puede obtener el periodo de una clase como el maximo comun divisor de las
longitudes de los ciclos que pueden encontrarse en esa clase. Tendremos entonces dos tipos de clases
finales:

e Clases ciclicas (o periddicas) aquellas que tengan un periodo de valor p> 1.
e Clases aciclicas (o aperiddicas): aquellas que tengan un periodo de valor p = 1.

La figura 4.6 muestra varias cadenas de Markov. La primera tiene ciclos de longitud 2 y 3, por lo que es
aperiodica, ya que MCD(2,3) = 1. En la segunda se pueden observar ciclos de longitud 2 y 4, por lo que su
periodo es p = 2. Obsérvese que la existencia de estos ciclos no impide la de otros mayores (por ejemplo 1-2-
4-3-4-3-4-2-1. que tiene longitud ocho, Sin embargo, todos estos ciclos serdn multiplos de dos). La ultima,
similar a la anterior, tiene sin embargo ciclos de longitud 1, 2 y 4, por lo que es también aperiddica. La mera
existencia de un ciclo de longitud uno (en este caso el 1-1) implica que la clase es aperiddica.

4.7.4. Clasificacion de las cadenas a partir del analisis topologico
Con las propiedades que se han definido, podemos establecer dos clasificaciones distintas de las cadenas de
Markov seguin su nimero de clases finales y la periodicidad o no de sus clases finales:

4.7.5. Clasificacion segun el nimero de clases finales

Podemos tener las siguientes situaciones en relacién con las clases finales de una cadena de Markov:

e Lacadena tiene una Unica clase final y no tiene clases de paso. Se trata de una cadena ergédica.
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e La cadena tiene una Unica clase final, pero tiene clases de paso. Tenemos entonces una cadena
semiergddica.

e La cadena tiene mas de una clase final y una o varias clases de paso. La cadena es entonces no
ergddica.

Otra situacién que podemos encontrar es la de varias clases de finales, sin que existan clases de paso.
Entonces, mas que una Unica cadena, tenemos varias cadenas ergddicas sin relacion entre ellas. Por esta
razon, no se ha incluido en la clasificacion.

4.7.6. Clasificacion segun la periodicidad de las clases finales

Segln el nUmero vy la periodicidad de las clases finales, tenemos diversas situaciones:

e Si tenemos una sola clase final aperiddica, tendremos una cadena de Markov regular. Una cadena
regular puede ser ergddica o semiergddica, segun tenga clases de paso o no.

e Si tenemos varias clases finales, todas ellas aperiddicas, tendremos una cadena de Markov
semiregular.

e Si tenemos varias clases finales, y todas ellas son periddicas, se trata entonces de una cadena poli
ciclica.

e Finalmente, si tenemos varias clases finales, y algunas son ciclicas y otras no, hablaremos de una
cadena mixta.

En las figuras 4.7 y 4.8 se procede a clasificar las cadenas C1, C2, C3 y C4 a partir del analisis topoldgico,
mostrando las clases finales y las clases de paso.

CADENACI]

Una sola clase final dep=1
=» CADENA REGULAR ERGODICA i
{REGULAR POSITIVA)

Una clase final. dep=1: {34}
Una clase de paso: {12}
] = CADENA REGULAR SEMIERGODICA

Figura 4.7. Ejemplo de clasificacion de las cadenas de Markov.
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3 4 3 o 4
Dos clases finales, dep=1: {2} {34} Una clase final dep=2: {234}
Una clase de paso: {1 } Una clase de pase: {1 }
= CADEMA SEMIEBEEGULAR. = CADENA CICLICA SEMIERGODICA
DEp=2

Figura 4.8. Ejemplos de clasificacion de cadenas Markov.

4.7.7. Significado de la ergodicidad

El concepto de cadena ergddica tiene relacion con el comportamiento a largo plazo del sistema. En una
cadena ergddica, todos los estados se pueden dar a largo plazo, es decir, que en régimen permanente todos
los estados tienen una probabilidad no nula de aparecer: se trata de cadenas cuyo comportamiento no varia
de forma cualitativa a lo largo del tiempo. En una cadena ergddica es lo mismo el largo plazo que el corto
plazo, salvo que se conserva la memoria del estado inicial.

En las cadenas semiergddicas, el comportamiento a largo y a corto plazo es cualitativamente distinto.
Existen unos estados transitorios, que a largo plazo desaparecerdn y por tanto sélo pueden aparecer
mientras el sistema no haya alcanzado su régimen permanente. Una vez alcanzado éste, el comportamiento
de la cadena no difiere del caso ergddico, si se hace abstraccion de los estados que ya no pueden aparecer.

Finalmente, en las cadenas no ergddicas el comportamiento a largo plazo depende de la situacion inicial Al
revés de lo que ocurre en los dos casos anteriores, el comportamiento a largo plazo no esta definido
cualitativamente, sino que sera distinto segun la clase final a la que vaya a parar el sistema. Ello significa que
la probabilidad estacionaria de cada estado depende de la situacidn inicial, que puede llegar a determinar
que ciertos estados no se pueden alcanzar jamas si se parte de un cierto conjunto de estados.

4.7.8. Significado de la periodicidad o ciclicidad

Una clase final aciclica representa una situacién en la que la cadena evoluciona entre los distintos estados de
la misma de forma completamente aleatoria, descrita segin las probabilidades indicadas por la lev
condicional (o matriz P). Podriamos decir que se trata de un sistema estocastico “puro”, en el sentido que no
se puede hacer una descripcion de su comportamiento mas precisa que las meras probabilidades.
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Las clases finales ciclicas son entonces un caso intermedio entre un sistema estocastico puro, en el que no se
puede predecir nada de su evolucidon mas alla de la mera descripcion probabilistica y el caso determinista en
que la evolucidn es conocida y por lo tanto predecible y calculable: en este caso no se conoce cual sera el
estado siguiente con exactitud, pero si que forma parte de un subconjunto bien determinado.

Ello quiere decir que la interpretacion de las probabilidades estacionarias es ligeramente distinta del caso
aciclico. Si se observa el sistema en un momento cualquiera, la probabilidad de hallarlo en uno u otro estado
es efectivamente la probabilidad estacionaria, pero ello es sélo fruto de nuestra ignorancia del nimero de
transiciones realizadas. Si conociéramos este nimero (o mas precisamente su mddulo p), las probabilidades
serian distintas, puesto que las potencias de P evolucionan ciclicamente.
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5.1. Introduccion

Uno de los objetivos de la presente tesis implica la clasificacién de regiones texturizadas en una imagen
empleando métodos estadisticos, en particular, campos aleatorios de Markov. Al respecto, el lector puede
notar que nuestros datos de entrada implican imagenes, es decir, matrices de pixeles y en la que un pixel se
caracteriza por su posicion indexada y por un nivel de gris.

El tratamiento que se dara a la imagen implica dividirla en regiones cuadradas alrededor de un pixel a
clasificar llamadas vecindades, las cuales a su vez se dividen en subregiones llamadas cliques. El clique es
indicativo de la relacidon que guardan entre si, pixeles vecinos. Tomando en cuenta las diversas relaciones de
un pixel de interés con sus vecinos, es como se realiza la clasificacion.

La forma de obtener los cliques y su uso, son actividades criticas en los procesos de clasificacion con Markov.
A consecuencia, el presente capitulo se enfoca en la descripcidon de tres algoritmos para la extraccion de los
cliques en una vecindad.

5.2. Nomenclatura

5.2.1. Nomenclatura basica

Definicion 5.1 Un sitio frecuentemente representa un punto o bien, una region mas compleja en el espacio
euclidiano. En el caso de una imagen, puede tratarse una regidn delimitada por una caracteristica particular
de la misma imagen, tal como una frontera, una textura o bien, el nivel de gris de un pixel. En nuestra
nomenclatura sera solo una posicion.

Un conjunto de sitios puede ser categorizado en términos de su regularidad. Por ejemplo, los sitios sobre
una rejilla pueden ser considerados como espacialmente regulares.

Por conveniencia de nomenclatura, el conjunto de sitios de la imagen se define como:
Z={@NI1<i<n A 1<j<m} (5.1)

Sitios que no presentan regularidad espacial se consideran como irregulares. Este es el caso usual
correspondiente a caracteristicas extraidas de imagenes tales como esquinas y lineas.

Definicion 5.2 Indexamiento lineal de una imagen. Para una imagen de n X m, el sitio (i,j) puede ser
convenientemente re-indexado sélo por i, es decir, el conjunto de sitios esta dado por

Z={ill<i<nxm} (5.2)

En el presente y posteriores capitulos, se usara el indexamiento lineal para referirse a los sitios de una
imagen.
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Definicion 5.3. El alfabeto de la imagen. Se trata de un conjunto de 256 niveles de gris y se denota como:
X ={0,...,255} (5.3)

Definicion 5.4. Una imagen es una rejilla rectangular de n X m sitios y en cada sitio un nivel de gris. La
imagen entonces se denota como:

I={x|xeX)A(1<i<nxm)} (5.4)

De tal forma que sus elementos corresponden a las locaciones en las cuales una imagen es muestreada.

Definicién 5.5. Una region R; es un sub-conjunto de todos los sitios de la imagen. El conjunto de sitios que
forman a la regién se obtienen de acuerdo a un criterio de distancia. Esta regidn se obtiene considerando un
sitio i — ésimo en la imagen como centro de region:

R; = {i'eZ|dist*(sitio;,, sitio;) < 12} (5.5)

Definicién 5.6 Una configuracién X; de una region es el conjunto de niveles de gris obtenidos en cada sitio

1
rre=1 2 3
4
[a)
1
1|2 2134
rie=2 ols rf<=4 s|le|o|7]s
6|7 9 10|11
12
(bl [}
1
1(2(3(4(5 2134
7|89 |10 516 (7|89
r'<=8 11]12| 0 [13]14 <=9 10{11{12| 0 |13]14]15
15(1&(17 (18|19 16|17 (18| 19|20
2021|2223 (24 21|22(23
24
(d) (e}
Figura 5.1. Ejemplos de vecindades de un sitio de interés i — ésimo. Note la forma especial de la numeracién
de los vecinos recomendada por [Paget 4] para su particular algoritmo
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de la region:

X ={x|(x eX)A( € R)} (5.6)

5.2.2. Sistemas de vecindad

Definicion 5.7 Una vecindad o vecindario. Para una rejilla regular S, el conjunto de sitios vecinos al sitio
i — ésimo, la vecindad, se define como el conjunto de sitios cercanos dentro del radio , es decir

N; = {jez|dist?(sitio;, sitio;) < T2 Aj # i} (5.7)
Si se observa bien, esta definicion excluye al i — ésimo sitio, correspondiente al pixel que se desea clasificar.

A modo de ejemplo, en un vecindario de primer orden, es decir, distancia 7> = 1, también llamado 4-
vecindad, cada sitio interior tiene cuatro vecinos. La figura 5.1(a) nos ilustra sobre esta vecindad. En un
vecindario de distancia r? < 2, también llamada 8-vecindad, cada sitio interior tiene ocho vecinos. La figura
5.1(b) nos ilustra sobre la forma de esta vecindad. La misma figura 5.1 también nos ilustra sobre vecindades
de distancias 7% < 4, r?> < 8 y demas. Es necesario mencionar que la definicién de la forma de una vecindad
estd dada por la definicidn de la distancia entre el sitio central y los demas sitios en la vecindad.

Definicion 5.8 Un sistema de vecindarios. Los sitios en una imagen S, estan relacionados uno con otro via
un sistema de vecindarios. Un sistema de vecindarios es definido como

N={N;|]1<i<nxm} (5.8)

En donde N; es el conjunto de sitios contiguos al sitio i.

5.2.3. Numeracion de los vecinos

La Figura 5.1 nos muestra, ademas de las vecindades, la forma de numerar a los sitios de las vecindades. El
pixel del i — ésimo sitio se numera con cero, por ser el sitio de interés. Los vecinos de nuestro sitio de
interés se numeran horizontalmente en orden creciente. Esta numeraciéon es recomendada en [Paget 4].
Aunque esta numeracién es particular del algoritmo que los investigadores recomiendan, la usaremos en
todos los algoritmos de extraccion de cliques dados en el capitulo.

N N N

Figura 5.2 Ejemplos de relacién mutua entre sitios vecinos i € N;, < i'eN;. [Petrou 2].
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Definicion 5.9 Las propiedades de los sitios de una vecindad. La relacién que guardan dos sitios vecinos de
una imagen queda expresada como:

e Unsitio no es un vecino de si mismo i € N;. Esta situacién queda expresada en la ecuacién 5.7.
e La relacién entre vecinos es mutua, es decir i € N;, © i'eN;. Esta relacién queda expresada en la
figura 5.2.

5.3. Cliques

Existen hasta ahora tres teorias de generacion de cliques, lo cual define el tipo de los mismos:

e Los cliques Petrou-Paget-Longstaff [Petrou 2] [Paget 4].
e Loscliques de Ising.
e Los cliques rdmbicos o de MAIC.

Los cliques Petrou-Paget-Longstaff reciben su nombre en honor a las personas que permiten su desarrollo.
La Dra. Maria Petrou [Petrou 2] provee el lema en tanto que el Dr. Rupert Paget y el Dr. Dennis Longstaff
[Paget 4] proveen una descripcidn algoritmica.

Los cliques de Ising son un subconjunto de los cliques de Petrou-Paget-Longstaff [2,4]. Las ventajas de los
cliques de Ising implican la sencillez con la que se extraen y la facilidad con la que se usan. Estos cliques
reciben su nombre debido a su uso en modelo de Campos Aleatorios de Ising, los cuales seran explicados en
capitulos posteriores.

Los cliques rémbicos surgen para sobrellevar ciertas dificultades que se presentan con los cliques Petrou-
Paget-Longstaff y su nombre se debe a la forma que adquieren estos cliques en conjunto, es decir, toman
forma de rombos concéntricos.

5.4. Cliques Petrou-Paget-Longstaff

Este tipo de cliques son muy eficientes al momento de definir el modelo de CAM auto-normal, sin embargo,
requieren de un algoritmo complicado para su generacién y de un algoritmo adin mas complejo para
clasificar los cliques extraidos en tipos.

Definicion 5.10 Clique. Un clique se define un clique como un conjunto de sitios que son vecinos uno con
otro de acuerdo al esquema de vecindad que se ha adoptado [Petrou 2].
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Figura 5.3. Arbol que representa a los cliques de una vecindad del tipo > < 1.

Esta definicién no nos dice mucho por ahora, no obstante, en las sub-secciones siguientes se desarrolla un
algoritmo grafico basado en la definicion dada en [Petrou 2] y que es compatible con la descripcion
algoritmica provista en [Paget 4].

El algoritmo dado por [Paget 4] se basa en la graficacidon de una estructura arbdrea. La raiz de este arbol
representa al sitio i — ésimo de cuya vecindad N; deseamos obtener los cliques. Los nodos en el segundo
nivel representan a todos los sitios en la vecindad del sitio i — ésimo. Los nodos del nivel tercero
representan cliques mas complejos y para su extraccion debemos considerar la definicién 5.10.

5.5.1.  Extraccion de cliques de distancia r? = 1

El algoritmo para este tipo de vecindad, debido a su sencillez, comprende sélo los dos primeros pasos.

e El nodo raiz del arbol estd formado por el sitio i — ésimo, es decir, el sitio cero de acuerdo al
esquema de numeracion. Este sitio no forma parte de ningun clique.
e Los nodos del segundo nivel estdn formados por los sitios en la vecindad del sitio 0.

La figura 5.3(a) ilustra el arbol que se obtiene en tanto que la figura 5.3(b) nos muestra el tipo de cliques
que se logran mediante el algoritmo.

5.5.2. Extraccion de cliques de distancia r? < 2

El algoritmo para este tipo de vecindad es algo mas complejo y sera dado como un algoritmo para humanos.

e El nodo raiz del arbol estd formado por el sitio i — ésimo, es decir, el sitio cero de acuerdo al
esquema de vecindad. Este sitio no forma parte de ningun clique.

e Los nodos del segundo nivel estan formados por los sitios en la vecindad del sitio 0.

e Los sitios del tercer nivel se obtienen haciendo pasar una rejilla, con la forma de la vecindad, sobre
cada uno de los sitios de tal vecindad. La rejilla resalta con un marco negro al sitio del cual
descienden los sitios del tercer nivel. Mediante la rejilla podemos obtener los sitios descendientes a
aquel que se esta examinando. De los sitios alcanzados por la rejilla sélo deben tomarse como
descendientes aquellos cuya numeracién es superior al del sitio resaltado con el marco negro. La
figura 5.4 ilustra el paso de la rejilla sobre los sitios de la vecindad. En tanto que la figura 5.5 ilustra
el arbol obtenido hasta este tercer paso.
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Figura 5.4. Cliques de nivel 2.

e Aln es posible alcanzar un cuarto nivel. De los pixeles que resultaron en el paso anterior, se vuelve
a pasar la rejilla, tal como se muestra en la figura 5.6 y se elijen como descendientes aquellos sitios
superiores a su ascendente, resaltado con un marco negro. El resultado final se ve en la figura 5.7

e Elalgoritmo finaliza cuando ya no se pueden obtener mas descendientes.

5.5.3. Problemas con los cliques Petrou-Paget-Longstaff

Los cliques Petrou-Paget-Longstaff, se vuelven dificiles de extraer cuando la region a considerar es grande.
Mas aun, estos cliques deben clasificarse en tipos, lo cual es dificil ya que debe elaborarse un conjunto de
caracteristicas que permita la tipificacion de estos cliques. Una caracteristica que puede ayudar en la
clasificacion de los cliques implica el nUmero de sitios que abarca. En conclusidn, este tipo de cliques,
aunque muy eficientes, no los usaremos en los proyectos de esta tesis debido a sus dificultades inherentes.

0
1 2 3 4 5 b 7 8
2 4 3 4 5 5 b 7 7 B 7 8

Figura 5.5. Arbol de cliques. Estos se definen como ordenaciones desde el nivel 2 hasta el nivel 3, es decir
(1,2), (1,4), (2,3), (2,4), (2,5), (3,5), (4,5), (4,7), (5,7), (5.8), (6,7), (7,8), (8)
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Figura 5.6. Extraccion de sitios para el tercer nivel
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Figura 5.7. Estructura del arbol de cliques final.
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5.5.4. Tipificacion de los cliques Petrou-Paget-Longstaff

Los cliques generados se ilustran en la figura 5.8(a) y la forma de clasificarlos en tipos es por su forma,
orientacion y por el nimero de sitios. Esta situacion es debido a las formulaciones de CAM y principalmente,
es debido al tipo de estadistica de la imagen, la cual se espera sea invariante con la posicion.

Definicion 5.11 Clasificacion de cliques Petrou-Paget-Longstaff. Los cliques se clasifican de acuerdo a tres
criterios, sin importar el algoritmo usado para su extraccion:

e Por el nimero de sitios implicados
e Porlaforma de la regidon que abarcan los sitios
e Por la orientacidon de la region.

La figura 5.8(b) ilustra los tipos de cliques validos para una vecindad de distancia cuadrética de hasta 2.

5.5. Cliques de Ising

Como ya se menciond, los cliques de Ising son un subconjunto de los cliques de Petrou-Paget-Longstaff y las
ventajas de los cliques de Ising implican la sencillez con la que se extraen y la facilidad con la que se usan

Como se vera en un capitulo posterior, el proceso de segmentacion consta de dos pasos:

e Lapresegmentacion
e Larelajacién

La presegmentacion es un paso de clasificacion de los pixeles de la imagen. Como el resultado de este paso
no define bien las fronteras, se hace necesario un segundo paso llamado relajacién, mediante el cual, las

DHI_I_Iuﬂﬂu_ | |

(b)

Figura 5.8. En (a) se tiene la lista de cliques Petrou-Paget-Longstaff obtenidos para una regién de distancia
cuadratica menor o igual a 2. En (b) se tiene la lista de tipos de cliques para esta misma region.
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fronteras entre regiones quedan definidas. La relajacidn recurre entonces a un modelo de probabilidad
llamado Campo Aleatorio de Ising, el cual es un tipo de CAM y que requiere de cliques de Ising.

Curiosamente, los cliques de Ising también son Utiles para presegmentar imagenes con texturas muy
homogéneas.

Definicion 5.12 Clique de Ising. Los cliques de Ising son cliques Petrou-Paget-Longstaff extraidos hasta el
segundo nivel, es decir, su algoritmo de extraccidn consta sélo de los dos primeros pasos.

e El nodo raiz del arbol estd formado por el sitio i — ésimo, es decir, el sitio cero de acuerdo al
esquema de numeracidn. Este sitio no forma parte de ningun clique.
e Los nodos del segundo nivel estan formados por los sitios en la vecindad del sitio 0.

5.5.1. Extraccion de cliques de distancia 12 = 1

La figura 5.9 ilustra una vecindad de distancia 2 = 1, los cliques corresponden a dos valores de pixel sobre
posiciones en torno al sitio rotulado con cero. Es decir, los cliques son:

{(D, @B, @)}

5.5.2. Extraccion de cliques de distancia 1% < 2
El algoritmo para este tipo de vecindad es tan simple como el algoritmo para una distancia cuadratica de 1:

solo se toman valores sobre posiciones alrededor del sitio rotulado como cero. La figura 5.10 nos ilustra.
Segln se puede notar en la figura, los cliques son:

{(D), (2),(3), (4, (5),(6),(7),(8)}

1 1 cliques
2 r r
rr<=1 2|lo0]3 2 3 (1) (3)
F F
4 4 (2) (4)

Figura 5.9. Cliques de Ising para una vecindad de distancia cuadratica de “1”.
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123 123 cliques
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(3 {7)
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Figura 5.10. Cliques de Ising para una vecindad de distancia cuadratica de hasta “2”.

5.5.3. Extraccion de cliques de Ising de distancia 72 < 8

El algoritmo para este tipo de vecindad es tan simple como el algoritmo para una distancia cuadratica de 1:
solo se toman valores sobre posiciones alrededor del sitio rotulado como cero. La figura 5.11 nos ilustra
sobre como extraemos los cliques.

5.5.4. Clasificacion de los cliques Ising para CAM autonormal

Definicion 5.13. Clasificacion de cliques Ising. En un CAM de Ising no es necesario clasificar los cliques, pero
en un CAM autonormal si. Lo cliques de una regidn se forman de dos sitios en posiciones simétricas respecto
del sitio central para formar un clique de Ising. Los cliques de Ising se definen entonces por la orientacién y
longitud de una linea que abarca a estos sitios. Si agrupamos los cliques de la figura 5.10 en tipos
tendremos.

1|2]|23|4]|s cligues
E|7|8|5 |10 7|28 r{?} ?13}
F F
re=g 11|12]| 0 |13|12 12| 0 |13 (8) (16)
15|16|17|12|18 16 (17|18 r{ﬁ} ?1?}
2021|223 (23|24 '{12} 1‘_18}
1l2]3]es| T (10 122) 6)
6 1| 12) 114) 21)
F F F
11 0 14 (3) (13) (20)
L4 L4 L4
15 15 (4) (24) (15)
2021|223 (23|24 ?5]- IIEZE} IIEll}
Figura 5.11. Extraccion de cliques para una vecindad de distancia cuadratica menor o igual a 8.
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e Tipo1:(1), (8)
e Tipo 2:(2),(7)
e Tipo 3:(3), (6)
e Tipo 4:(4), (5)

5.6. Cliques rombicos

Los cliques rdmbicos surgen para resolver los problemas de generacion y clasificacion de los cliques Petrou-
Paget-Longstaff. Los cliques rombicos presentan las siguientes ventajas:

e Son suficientemente eficientes para expresar relaciones entre vecinos.
e Son faciles de generar

e Son faciles de clasificar.

e Se requiere una menor cantidad de operaciones matematicas

Definicion 5.14. Cliques rombicos. Consideremos una vecindad de distarcia cuadratica 8, tal como Ia
mostrada en la figura 5.12(a). Los sitios se indexan tal como se hizo para los cliques Petrou-Paget-Longstaff.
Se trazan rombos concéntricos en torno al i — ésimo sitio de interés, de tal forma que las aristas de los
rombos forman a los cliques, es decir, que los cliques son regiones lineales. La figura 5.12(b) ilustra como
generar los rombos.

Definicion 5.15. Clasificacion de cliques Rombicos. El tipo de un clique rdmbico queda definido por la
orientacion y el numero de sitios que abarca. La lista de los cliques generados en la figura 5.12(b), por tipos,
es:

e Tipo1:(2,6), (19,23), (8,12), (13,17)
e Tipo 2:(4,10), (15,21), (8,13), (12,17)
e Tipo 3:(3,7,11), (14,18,22)

e Tipo4:(3,9,14), (11,16,22)

12]3]a]s 1|2 ]2]4als
6|7|8]9|10 &1 7] 2] 5]
11|12| 0 1314 1{|14] o |33 [
15|16|17]18( 19 15 ve [17] 1¢] 18
20| 21|22] 23|24 20|31 [22]24] 24

(a) (b)

Figura 5.12. Generacion de cliques rémbicos. Cada arista representa un clique. El tipo de un clique se define
por la orientacién del mismo y por el nUmero de sitios que abarca.
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5.7. Nomenclatura de los cliques

La nomenclatura necesaria para referirnos a un clique particular no es sencilla. Al respecto, debemos
considerar lo siguiente:

e La numeracidn de los sitios de una vecindad dada por [Paget 4] es unicamente para la extraccion
del clique. Esta numeracion debe cambiarse ya que los sitios del clique se expresan en el contexto
de laimagen o de una subimagen extraida.

e Existen X tipos de cliques, a los cuales se hace referencia con el indice k.

e Cada tipo de clique tiene L cliques a los cuales se hace referencia con el indice [.

e Para referirnos al | —ésimo clique del tipo k —ésimo en la vecindad del i — ésimo sitio
expresamos Cy.;.;

e Elclique hace referencia a sitios en la imagen desconociendo los respectivos niveles de gris.

5.8. Niveles de gris en cliques

Los cliques obtenidos en este capitulo son ordenaciones de sitios. En un CAM, ya sea Gibbs, Ising o auto
normal, nos interesan los niveles de gris de los sitios en el clique. Para obtener esos niveles de gris,
consideramos a nuestra matriz de imagen como una funcidn, la cual recibe una ordenacion de sitios y
devuelve una ordenacion de niveles de gris, es decir:

[(Ck;l;i) (59)

5.9. Norma de clique

Definicion 5.15. La norma de un clique es el producto de los niveles de gris de los sitios del clique y se
calcula empleando el operador multiplicatoria IT como:

I (I(Ck:l:i)) (5.10)

La norma del clique suele verse como una cualidad indicativa de las interacciones entre los pixeles que
conforman al clique a la vez que es una caracteristica particular que identifica a cada clique dentro de una
imagen.
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6.1. Introduccion

¢Qué es una textura? Puede ser una imagen que observamos de una superficie o tal vez, una imagen
cualquiera en la que podemos denotar zonas. Pare resolver tal dilema, durante el presente capitulo
revisaremos un concepto de textura que nos sera util para el desarrollo de la presente tesis.

Como ya se menciond en la introduccién, el proceso de segmentacidn consta de dos pasos

e Presegmentacion
e Relajacion estocastica

Para el proceso de presegmentacién nos preguntamos ¢Cémo podemos reconocer una textura de otra? De
forma matematica, podemos establecer que una textura es una imagen definida como una matriz de
pixeles. Consideremos también que un pixel esta caracterizado por una posicion y un nivel de gris.
Consideremos ademas que una matriz de valores de pixel se asemejan a un sistema fisico de particulas en el
cual, cada una tiene un estado de energia dado. La Fisica estadistica provee de formulismos para calcular la
probabilidad de que un conjunto de particulas, en nuestro caso de valores de gris, se encuentren en un
estado energético particular. Asi entonces, si elegimos algunas texturas como referencias, podremos
caracterizar cada una por su nivel energético particular y luego todo nuestro problema se reduce a comparar
niveles energéticos. Tal formulismo lo conoceremos como la distribucién de Gibbs- Boltzman.

La distribucién de Gibbs- Boltzman tiene la terrible desventaja de que ser incalculable con medios comunes,
como seria una PC de escritorio o un dispositivo portatil. A consecuencia, adoptamos otro formulismo, la
funcién densidad de probabilidad autonormal, conocida también como distribucion Gibbs-Markov, la cual es
equivalente y es calculable. Por cierto, la razén de que la distribucion de Gibbs no se pueda calcular implica
una cantidad inmensa de operaciones, las cuales, en algin momento generan desbordamiento de las
capacidades de cualquier microprocesador.

En el caso de que el proceso de presegmentacién no defina bien las fronteras o deje pixeles aislados, un
proceso adicional serd necesario, tal proceso adicional sera llamado relajacién estocastica, y tratard de fijar
las fronteras entre regiones y de eliminar pixeles aislados. Las matematicas de este proceso seran
estudiadas en un capitulo posterior.
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6.2. Texturas

6.2.1. ;Qu¢ es una textura?

Los objetos del mundo real tienen superficies que reflejan la luz de formas caracteristicas, resultantes tanto
de la estructura tridimensional de sus superficies (con distintos grados de rugosidad y regularidad, a un nivel
macro y microscépico) como de una reflectancia variable espacialmente. Esta forma de reflejar la luz se
identifica con la textura visual de los objetos y tiene una gran importancia practica para los seres humanos,
porque nos informa acerca del material con el que se componen (madera, lana, agua, acero, etc.) y de
algunas de sus propiedades (rugosidad, regularidad, brillo, homogeneidad, etc.), las cuales a su vez, nos
informan sobre su estado (humedo, limpio, viejo, liquido, helado, etc.) [Portilla 1].

Definicion 6.1. Textura. Por extensidn, el concepto de textura visual se aplica habitualmente en el campo de
la visidn, no sélo a imagenes provenientes de superficies de objetos, sino a todo tipo de imagenes cuyos
niveles de luminancia presentan algun tipo de regularidad estructural o de regularidad estadistica espacial
[Portilla 1]. A menudo, hay imagenes que se originan por la repeticion de determinados patrones, sometidos
a variaciones aleatorias mas o menos intensas. En esta descripcidn caben agrupaciones de objetos con
caracteristicas similares, como las nubes en el cielo, granos de arena, hierba, un bosque visto desde un
avidn, el contenido de un cajon lleno de naranjas o de una caja con clavos, cabello, etc. Otras texturas se
componen con granulos de distintas formas, como aquellas imagenes realizadas en puntillaje, a este
respecto, no hay patrones reconocibles.

6.2.2. Modelos matematicos de texturas

Definicion 6.2. Modelado estadistico y modelado estructural. Tradicionalmente, el estudio de la textura se
ha abordado desde dos puntos de vista disjuntos y complementarios: el enfoque estadistico y el enfoque
estructural. El enfoque estadistico modela las texturas como campos aleatorios, sin considerar la existencia
de patrones estructurales definidos. Por el contrario, el enfoque estructural, al considerar que la textura se
compone por la repeticion de patrones elementales espacialmente localizados, se recurre al reconocimiento
de patrones [Portilla 1].

Definicion 6.3. Modelado Markov. Este modelo se aplica a campos aleatorios 2D en los que se satisface la
propiedad de Markov, es decir, la probabilidad de que un pixel tome un nivel de gris, es una funcion de los
niveles de gris de los pixeles de la imagen a la vez que también es funcidn se sdlo los niveles de gris de los
vecinos: pixeles cercanos [Petrou 2]. Dos de los modelos estadisticos de texturas que se deben mencionar
son la distribucidn de Gibbs-Boltzman y la distribucidon Gibbs-Markov. Ambos modelos pueden caracterizar
texturas sin patrones estructurales considerando las relaciones entre pixeles vecinos.

6.2.3. Tipos de texturas

En el segmento de modelos matematicos de texturas se mencionaron dos tipos de modelos, el estadistico y
el estructural. A partir de estos modelos matematicos, podemos clasificar a las texturas en tres tipos y que
dependiendo de la misma serd el tipo de herramienta que se aplicard para su segmentacion. La figura 6.1
nos muestra ejemplos de los tipos de texturas que se enlistan a continuacion:

e Textura homogénea o de grano fino (se usa modelado estadistico)
e  Textura rugosa o de grano grueso (se usa modelado estadistico)
e  Textura estructurada (se usa reconocimiento de patrones)
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La figura 6.1 nos ilustra con varios tipos de imagenes, las cuales representan de forma icdnica los tipos de
texturas ya mencionados. En la figura 6.1(a) podemos considerar que tal imagen se formé de granulos finos,
en tanto que la imagen en la figura 6.1(b) se ha formando con granulos gruesos. Para ejemplificar el tercer
tipo de textura, podemos observar la figura 6.1(c), la cual es un tejado construido con baldosas, todas
iguales.

Definicion 6.4 Textura rugosa. En una textura rugosa o de grano grueso se puede observar que los pixeles se
agrupan formando granularidades gruesas que no tienen forma en comun. Para ejemplificar este tipo de
textura, observe la figura 6.1(b), la cual es una sonografia de un feto. Esta caracteristica granular implica
dependencia estadistica, es decir, el nivel de gris de un pixel depende de los niveles de gris de los pixeles
vecinos. Las texturas de grano grueso tienen la caracteristica adicional de no presentar un origen espacial, o
sea, la textura se modela igual en su sitio en la imagen que extrayéndola para su modelado.

Definicion 6.5 Textura homogénea. En la textura homogénea o de grano fino se puede observar que los
niveles de gris de los pixeles son mds o menos semejantes, de ahi el nombre de textura homogénea o de
grano fino. Idealmente, estas texturas pueden considerarse como estadisticamente independientes, es
decir, el nivel de gris de un pixel no depende de los niveles de gris de los pixeles vecinos, dada la semejanza
en los niveles de gris. Las texturas de grano fino también presentan la peculiaridad de no presentar un
origen espacial definido.

Una textura de grano fino, por mas homogénea que sea, aun se comporta como una textura rugosa, es
decir, sus pixeles forma granularidades por lo que hay cierta dependencia estadistica de un pixel con sus
vecinos. Esta caracteristica es suficiente justificacién para tratar a la textura de grano fino con las mismas
herramientas matematicas usadas para modelar a la textura de grano grueso.

Definicion 6.6 Textura estructurada. Esta textura se forma a partir de un patron que sufre alteraciones
aleatorias en posicion, orientacion y escala. Este tipo de textura no sera estudiada en la presente tesis

También es posible que se presente un cuarto tipo de textura, una textura que presente una estadistica
espacial dependiente tanto del origen espacial como de las posiciones de muestreo, como podria ser la
imagen de la madera. Este tipo de textura no serd estudiada en la presente tesis.

103



104

Maestria en Ingenieria Eléctrica

Ll
L
L8
L5

(@) (b) (c)

Figura 6.1. Ejemplos de los tipos de textura definidos para la presente tesis. (a) Una fotografia aérea de la ciudad de
México corresponde con una textura de grano fino (Cortesia del Dr. Miguel Moctezuma para la realizacién de la
tesis). (b) Una imagen de sonografia, la cual corresponde con una textura de grano grueso (Cortesia del Dr. Sanchez
quien trabaja en el Hospital Rio de la Loza). (c) Una fotografia de un tejado corresponde con una textura
estructurada (Cortesia de un ciudadano).

6.3. Campo aleatorio

Del capitulo 3 hemos obtenido diversas definiciones de procesos aleatorios. A este respecto, un proceso
aleatorio es un experimento aleatorio realizado en etapas. Sin embargo, tal proceso aleatorio se caracteriza
por los conjuntos de posibles resultados en cada etapa [Degroot 6][kemeny 11]. Un proceso aleatorio
también puede ser un ensamble de muestras de duracién T[s] [Rong Li 10]. De este ensamble, se puede
obtener, en cualquier instante, un conjunto de posibles resultados.

A pesar de las buenas definiciones dadas en el capitulo 3, nos enfrentamos ahora a un sistema
bidimensional, por lo cual hace falta la definicién correspondiente.

Definicion 6.7. Imagen como campo aleatorio 2D. Un campo aleatorio 2D es una matriz de variables
aleatorias. En el caso de una imagen, que también es una matriz, las posiciones de pixeles se denotan como
sitios y en cada sitio el conjunto de posibles resultados consiste de valores de pixel entre 0 y 255 [Petrou 2].
A este conjunto de posibles resultados lo conoceremos con el alfabeto de la imagen (definicidn 5.3).
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6.4. Fisica estadistica y su relacion con imdgenes

6.4.1. Fisica estadistica

Definicion 6.8 La Fisica estadistica. Es un formalismo que explica el comportamiento macroscoépico de los
sistemas fisicos a partir del comportamiento mecanico de sus elementos constituyentes microscopicos
(dtomos o moléculas) [Landau 15].

En principio podriamos obtener toda la informacién necesaria sobre el comportamiento del sistema
construyendo e integrando las ecuaciones del movimiento para todos los elementos del sistema incluyendo
los respectivos grados de libertad de cada elemento, sin embargo y debido al orden de magnitud del
numero de particulas en los sistemas macroscopicos, tal enfoque es impracticable, ya que requeriria la
resolucion de un numero increiblemente grande de ecuaciones diferenciales; no sélo eso, sino que
introducir las condiciones iniciales de tal sistema seria imposible.

Es en este punto que hace su entrada la Fisica estadistica. Tal ciencia implica dos actividades centrales

e La primera actividad consiste de ligar el comportamiento microscépico de los sistemas con su
comportamiento macroscopico, de modo que conociendo el comportamiento de uno se pueden
averiguar detalles del comportamiento del otro [Landau 15].

e Todo comportamiento se modela mediante distribuciones de probabilidad [Landau 15].

6.4.2. Colectivo candnico

Definicion 6.9 La colectividad candnica. Un colectivo candnico es una forma de plantear problemas en Fisica
estadistica. Consiste en fijar en un sistema macroscopicamente el nimero de particulas, el volumen vy la
temperatura como parametros y asi calcular la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado
dado [Landau 15].

Imagine, por ejemplo, una sustancia contenida, ya sea un liquido o algin sdlido, suponga ahora que
consideramos un volumen pequefio dentro de la sustancia y que sus fronteras no son cerradas. Esto quiere
decir que estd en contacto con un bafio térmico, o sea, estd en contacto con una gran masa a una
temperatura dada. Entonces, por el principio cero de la Termodinamica tendremos al volumen en equilibrio
térmico con el bafio. En estas condiciones, la energia de tal volumen no esta totalmente determinada, sino
que es una variable aleatoria que puede tomar una serie de valores [Landau 15].

El caso descrito en el parrafo anterior puede considerarse para todo pequefio volumen dentro de un
sistema. A consecuencia, el sistema sera entonces un campo aleatorio y la energia en cada volumen de tal
sistema es una variable aleatoria.

Una distribucién de probabilidad que puede modelar la energia de un volumen pequefio de materia dentro
de un sistema es la distribucion de Boltzman y el objeto de este modelado probabilistico es responder a la
pregunta ¢Cudl es la energia mas probable?
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6.4.3. Las distribuciones de Boltzman

La distribucién que nos da la probabilidad de que un sistema de particulas adopte una energia determinada
se conoce como la distribucion de Boltzman. Esta distribucion y sus variantes, descritas a continuacidn, son
las que se han adoptado para el procesamiento de imagenes.

Definicion 6.10 La distribucion Boltzman Nos provee de la probabilidad de que las particulas de un sistema
tomen ciertos niveles de energia. El nimero de particulas, el volumen y la temperatura son parametros del
sistema [Landau 15].

Definicion 6.11 La distribucion Maxwell- Boltzman es una distribucién de probabilidades de las velocidades
de las particulas de un gas [Landau 15].

El lector recordard que la definicion de temperatura provista en las escuelas implica a la energia cinética
promedio de las particulas de un sistema: a mayor energia cinética mayor temperatura y mayor presion.

Definicion 6.12 la distribucion de Gibbs- Boltzman. Es una distribucién de probabilidades de las energias, de
las particulas de un sistema, pero sin tomar en cuenta la temperatura del sistema (la temperatura es
constante). A esta distribucion se le suele llamar Unicamente distribucion de Gibbs [Landau 15].

6.5. Distribucion de Gibbs-Boltzman en imdgenes

Tomemos una imagen como una sustancia contenida, a semejanza de lo descrito por colectivo candnico,
subseccion 6.4.2, y consideremos una pequefia region, tal como ocurre con el volumen pequefio descrito en
la misma subseccion, las fronteras de la region no son cerradas. Ahora bien, si observamos tal region, ésta
contiene una distribucidn aleatoria de niveles de gris. Tal como ocurre con el colectivo candnico, la energia
de esta distribucién de niveles de gris no esta totalmente determinada, sino que es una variable aleatoria, la
cual no depende directamente de los niveles de gris, mas bien las relaciones particulares entre los pixeles
que forman a la region.

6.5.1. Region y vecindad

En el capitulo 5 quedd definida una imagen como una matriz de pixeles, siendo cada pixel una pareja
formada por un sitio indexado y un nivel de gris. El indexamiento de los sitios de la imagen quedé definido
en forma lineal ya que asi se simplifica la nomenclatura (vea la definicién 5.2).

En el mismo capitulo quedd definido que podemos tomar una pequeiia region de sitios, la cual tiene siempre
como sitio central al i — ésimo sitio. Para referirnos a esta region usamos entonces el simbolo R; (Vea la
definicidn 5.5).

Algo que también debemos considerar es el conjunto de niveles de gris que corresponden con los sitios de la
region R;. A este conjunto de niveles de gris lo Ilamamos configuracidn y lo representamos con el simbolo X;
(vea la definicién 5.6).

Finalmente, tenemos que dentro de la regién R;, todos los sitios que rodean al i — ésimo sitio son lo que se
llama vecindad y se representa con el simbolo N; (vea la definicién 5.7).
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6.5.2. Cliques

En capitulo 5 se definieron las relaciones particulares que pueden surgir entre los pixeles de una pequeiia
region en una imagen. Tales relaciones se llaman cliques. Un clique, esta formado por sitios que son vecinos
unos con otros de acuerdo a un esquema de vecindad, definicion 5.10.

Los cliques no se forman por niveles de gris. Para referirnos a los niveles de gris de los sitios de un clique
usamos la funcion I( ) definida en la ecuacion 5.9.

Los cliques de una regidn pueden ser agrupados por tipos. Cada tipo se define por el nimero de sitios, la
forma que toman los sitios y la orientaciéon de la forma, consulte la definicion 5.11 y la definicién 5.15.
Considere ahora que en una region hay X tipos de cliques y del k — ésimo tipo de clique hay £, cliques,
consulte la seccién 5.7.

En la seccion 5.9 quedd definida la norma de un clique como el producto de los niveles de gris en los sitios
del clique, definicion 5.15. Esta norma es como una firma identificativa.

Definicion 6.13. La funcién Sy ;. Esta funcion recibe como parametros un tipo de clique y el indice de un sitio
en la imagen como centro de la regidn que nos interesa. La funcion devuelve la suma de las normas de los
cliques de un mismo tipo. Esta funcion de define en forma de ecuacién como:

Lk

Ski = Z I (I(Ck;l;i)) (6.1)

l

Donde
o Cpuyi Es el [ — ésimo clique del tipo k en la vecindad N; (vea capitulo 5).
o L, Es el nimero de cliques del k — ésimo tipo en un conjunto de X tipos de cliques.

6.5.3. Caracterizando a la distribucidon de Gibbs-Boltzman

Definicion 6.14 Distribucion de Gibbs-Boltzman. Una distribucidn de Gibbs es una funcién que especifica, en
términos de potenciales de cliques, la funcidon densidad de probabilidad de una configuracidn de niveles de
gris, X;, en una region de interés R;. La ecuacidn que describe esta distribucidn de probabilidad estd dada en
Petrou [Petrou 2], no obstante emplearemos una ecuaciéon mas acorde con la nomenclatura desarrollada en
el capitulo 5. En particular, la distribucidén de Gibbs-Boltzman tiene la forma:

p(X) _Zl eUoiZirer; Xur + Yirer; *ir Tk UkiiStcir (6.2)
G
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Donde
o X Es una configuracidn de los pixeles en la region R;
o Uy Es un potencial debido a cada sitio en la regién R;
o Uy Es el potencial del clique de tipo k en la vecindad N;.
o L, Es el nimero de cliques del k — ésimo tipo en un conjunto de K tipos de cliques.
o 7Z; Es una constante de normalizacién llamada también funcién de particidn y que garantiza

que p(X;) sea una funcion densidad de probabilidad [Petrou 2]. (esta funcién es incalculable).

Definamos mas especificamente algunos términos oscuros en la ecuacién 6.2

Definicidn 6.15 Potencial U, ;. Este factor es una funcién de los valores de pixel que integran a la region y
significa una medida de la contribucién de todos los pixeles de la regidn a la energia de tal region.

Definicién 6.16 Un potencial de de clique Uy ;. Siguiendo la formulacién 6.2, un potencial de clique es una
funcién de los valores de pixel que integran al clique. Este significa una medida de la contribucién de un tipo
de clique a la energia de una configuracion sobre una region dada. El potencial, nos indica que tanto influye
el clique en que una regidn de pixeles tome un estado de energia.

Definicién 6.17 Constante de normalizacidon Z;. En [Petrou 2] se le conoce como funciédn de particién y
garantiza que p(X;) sea una verdadera funcién densidad de probabilidad. Esta funcién, debido a su
importancia se explica mas a detalle en una seccion posterior.

6.6. La funcion energia Q(X)

Definicién 6.18. La funcién energia Q(X;) [Petrou 2][S. Z. Li 3] define la energia de una regién en la imagen,
tomando en consideracidn los niveles de gris de los pixeles y las interacciones posibles entre los mismo
pixeles de tal region. En la presente seccion se darda un sentido matematico a tal funcién. La definicion
matematica de la funcidn energia Q(X;) es como sigue:

p(X;)

QX)) = lnm (6.3)

Donde

e X; = xq,x, -+ una configuracién de valores de gris en la regién R;
e 0 esun realizacidn particular de una configuracién donde todos los pixeles toman el valor de 0. Esta
configuracién tiene una probabilidad diferente de 0: p(0) # 0.

Si fijamos todos los niveles de gris de los sitios en la regidn R; a cero y sustituimos esta configuracién en la
ecuacion 6.2 logramos

1

@ =5 =
PR Tz
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Desarrollando un poco mas

pO) = 5 (6.4

Si se sustituyen las ecuaciones 6.2 y 6.4 en la ecuacién 6.3

K
ieUO;iZileRixil + Xuer;Xir Xk Uk;iSk;ir

Q) = In 28

1

Zg

Desarrollando el cociente y tomando el logaritmo se logra la definicion matematica de la funcion energia.

K
Q) =Uoi ) %y + D %y Y UiSeu (65)
k

ir€ER; i’ER;

En consecuencia, la ecuacidén 6.2 puede escribirse como

1
p(X;) = —e?™*D (6.6)
Zg

6.6.1. La configuracion X

La configuracion X; es la configuracién donde todos los sitios en R; tienen los mismo niveles de gris que la
configuracion X; excepto por el sitio i — ésimo que tiene un nivel de gris de cero.

Para calcular la energia de esta configuracidén partimos de la ecuacion 6.5 tomando el sitio i — ésimo y
separandolo del resto

% x
QX)) = Uy Z Xy + Z xi,Z Uy.iSkir + Ug,ix; + xiz U;iSk;i (6.7)
X

i’ERi i’ERi k
ir#i ir£i

Fijando x; = 0 en la ecuacién 6.7 podemos calcular la energia de la configuracién llamada X;.

%
Q(Xy) = Ugy Z Xy + Z xuz Ur;iSkir (6.8)

i'eR; i’eRr; Kk
ir£i ir£i
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6.6.2. Contribucion energética de un tnico sitio a la region: Q (X;) — Q(X;)

Restemos la ecuacion 6.8 de la ecuacién 6.5 para obtener la diferencia Q(X;) — Q(X;)
%
Q) = QX = Upyi + %, ) UygiSi (6.9)
X

Esta diferencia es la contribucion energética de un solo sitio a la energia de la region tomando en
consideracién que ese sitio interactta con los sitios vecinos y con cliques de sitios vecinos.

6.6.3. La funcion de particion Z;

Considere la distribuciéon Gibbs-Boltzman dada por la ecuacién 6.6. El término Z; llamado funcién de
particion trae consigo algunos problemas relevantes. Suponga que se trabaja con una region de distancia
cuadratica 2, tal como se ve en la figura 5.1(b). Ahora considere lo siguiente:

e Elsitio 0 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.
e Elsitio 1 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.

e Elsitio 8 puede tomar cualquiera de 256 posibles niveles de gris.

Asi el total de posibles configuraciones posibles para esa pequefia region es de 256°. Si estas

configuraciones se numeran con superindices de tal forma que nuestra lista es: X}

funcién de particidn para una region de distancia cuadratica 2 se define como:

2 256°
X7, X%, entonces la

9
7 = eQ0) 4 g@F) 4 ... 4 o@(}F°) (6.10)

Como puede observase, el hecho de realizar 256° operaciones que implican productos, sumas y célculos de
funciones exponenciales pueden desbordar las capacidades de un computador convencional. A
consecuencia se debe optar por otro tipo de distribucion de probabilidad, misma que se describe en la
seccion siguiente.
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6.6.4. Temperatura de la distribucion Gibbs-Boltzman

En una distribucion Boltzman, la temperatura es uno de los parametros que definen la distribucion de
probabilidades. La distribucion Gibbs-Boltzman es una variante en la cual la temperatura es constante, por
lo cual no forma parte de los parametros de tal distribucion. El hecho de que la temperatura no sea un
parametro significa que es un factor que esta implicito, o bien, oculto, en la ecuaciéon que define la
distribucion de probabilidad.

Es posible descubrir el término de la temperatura en la ecuacidén de Gibbs-Boltzman y observar sus efectos
en la forma que toma la curva densidad de probabilidad. Los efectos de la temperatura son descritos en
[Petrou 2] y algunos de ellos son:

e Latemperatura determina que tan fuertes son las correlaciones entre pixeles distantes.
e Latemperatura determina que tan afilada o angosta es la funcién densidad de probabilidad. En un
proceso de segmentacion, una curva de probabilidad es angosta, significa mayor selectividad.

El significado general que podemos darle a la temperatura es como la temperatura de una configuracién de
pixeles en una region R;

Ahora bien, redefinamos la ecuacién 6.6 de la forma siguiente [Petrou 2]

1 1, (6.11)
p(X) = e T
Zg
Donde:
o T es la temperatura correspondiente a la configuracion X;
e H(X;) sellamatambién funcidn energia [Petrou 2]
La temperatura es definida en [Petrou 2] de la forma siguiente
1
T=_ (6.12)
UO;i
Algo que debe hacerse notar implica que:
1
—FH@) = Qx) (6.13)

Si de despeja el término H(X;), este quedara definido como

U
HX) =— Z Xy — z Xy Y S (6.14)
UOL

i'eRr; i'eRr;
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6.7. Distribucion Gibbs-Markov

Definicion 6.19. Distribucidon autonormal Gibbs-Markov. Este modelo asume que el valor de gris de cada
pixel es el resultado de un experimento aleatorio. Las muestras resultantes del experimento aleatorio
usadas para decidir el valor de gris en cada sitio, tienen una distribucion gaussiana. Los pardmetros de tal
distribucion son funciones de los valores de gris en sitios vecinos, de ahi el nombre de Campo Aleatorio
Markov [Petrou 2]. Una versién simple de este modelo asume que la desviacion estandar es constante e
independiente de los valores de gris de los vecinos. Asi la funcién densidad de probabilidad tiene la forma

1 _(xi-Z?f ak;isk;i)z

p(xilxjjen;) = \/sz_e 20x2;; (6.15)
1A

Donde:

. p(xl-|xj;jENi) Es la probabilidad de que el pixel i — ésimo tome un valor de gris x; dados los
valores de gris de los vecinos.

o K Es el numero de tipos de cliques presentes.

o Cpyy Es el [ — ésimo clique del tipo k en la vecindad N;

*  a,; Representa a los parametros de Markov de la distribucion. Estos parametros,
ademas, representan solo a la regién de la cual se extrajo la funcidén densidad de probabilidad.

o oOyz; Es la varianza de la distribucidn para la vecindad del i — ésimo sitio.

Definicion 6.20. La propiedad de Markov. La probabilidad de que un pixel tome cierto nivel de gris, dados
todos los niveles de gris de la imagen es igual a la probabilidad de que ese mismo pixel tome el mismo nivel
de gris dados los pixeles de su vecindad. En forma de ecuacion, puede decirse que:

p(xilxjjez) = p(xilxj jen;) (6.16)

6.8. Hammersly-Clifford

Definicion 6.21. El cociente de Hammersly-Clifford. Se trata del cociente de probabilidad de la configuracion
X; ala probabilidad de la configuracion X;, definida en la subseccion 6.6.1, y se expresa como

p(Xy)

Se sustituye en cada término de la ecuacion 6.17 la respectiva definicion de distribucion de probabilidades
Gibbs-Boltzman.



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacién | 113
Capitulo 6 CAM, CAG y Texturas

1 .
p(X;) %eo(xi)

Resolvamos la ecuacidn generada como

% — 0&xD-Q(XY (6.18)
p A

Ahora bien, consideremos que la probabilidad del i — ésimo sitio, dada su vecindad N; se define como

p(X:) (6.19)

XilXiion,) = ——m—m—m
p( l| J,JENL) p(x]';jeN,-)

Pensemos ahora en la misma probabilidad condicional para cuando el nivel de gris del sitio i — ésimo es
cero, es decir x; = 0.

p(X;)

o (6.20)
P(xj;jezvi)

p(0xjjen,) =

Se sustituyen ahora las probabilidades condicionales definidas, ecuaciones 6.19 y 6.20 en la ecuacion 6.17 de
tal forma que resulta.

p(X) _ p(xi|xj:jENi)p(xj:jENi) (6.21)
p(Xy) P(0|xj;jeNi)p(xj;jENi)

Resolviendo este cociente nos resulta

(X)) _ p(xilxsen,) (6.22)
P p(0]xjen,)

Esta ultima relacion nos indica que el cociente Hammersley-Clifford se reduce a un cociente de
probabilidades condicionales, las cuales son calculadas mediante un CAM autonormal, mismo que se
revisara en una seccion mds adelante. El hecho de que un cociente de distribuciones Gibbs sea igual a un
cociente de distribuciones autonormales nos permite considerar la equivalencia entre ambas distribuciones
mediante el siguiente teorema

Definicién 6.22. La relacién de Hammersley-Clifford". Se trata de una ecuacién que nos permite relacionar
los potenciales de clique de la distribucidn Gibbs-Boltzman con los pardmetros de Markov de la distribucion
Gibbs-Markov. Una consecuencia directa de esta posibilidad implica una equivalencia entre distribuciones
de probabilidades, es decir:

YEsta relacién es conocida en [Petrou 2]y en [S. Z. Li 3] como el teorema de Hammersley-Clifford.
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e  Unadistribucion de Gibbs-Boltzman implica a un campo aleatorio Markov [Petrou 2] y
e Un campo aleatorio Markov implica a una distribucion de Gibbs-Boltzman [Petrou 2]

La relacién Hammersley-Clifford se puede expresar matematicamente como

P _ o oo (6.23)
I Gy = Q0 - ()

6.9. Equivalencia entre Gibbs-Boltzman y Gibbs-Markov

Para demostrar esta equivalencia, se deben calcular los miembros a ambos lados de la igualdad dada por la
ecuacion 6.23. El miembro derecho de tal ecuacién ya fue calculado y el resultado puede verse en la
ecuacion 6.9, por lo que ahora falta calcular el miembro izquierdo de la igualdad 6.23.

Partamos de la ecuacién 6.15 y considérese entonces una configuracién en la cual el i — ésimo pixel es
igual a cero, es decir x; = 0. A esta configuracidn se le representa como X;. Asi entonces, la probabilidad de
que ese pixel sea cero, dados los vecinos, es:

(O—Z?f ak;isk;i)z
B

1 —

p(0lxjjen,) = We
HA

(6.24)

Sustituyamos la ecuacion 6.15 y la ecuacidn 6.24 en el miembro izquierdo de la ecuacién 6.23 para lograr

(xi—Z';’f ak;iSk;i)z

1 e_ Za'xz;i
p(X;) N
In =In 3
p(Xy) (0-%K a;iSk;i) (6.25)
e

+/ 27T0'Xz:l-

Si el cociente se resuelve, resulta

2 2
(xi=2F ariSii) (E¥ arsiSka)
p(Xl) =1 Zsz;i f Zo'xz;i (626)

p(X;)

n

Se resuelve ahora el logaritmo por lo cual resulta

2 2
In pX) _ (xi = XX @i Sii) 4 (2% awi Sici) (6.27)
p(Xy) 20x2;; 20x2;;
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Si la suma de quebrados se realiza:

X; x? —2x; 3% a,.. S
lnp( 1) __ le k;i Pk;i (6.28)
p(Xy) 20%2;

Si el cociente se reacomoda obtenemos finalmente

x
PED x| x Za o
p(Xy) 20x2;  Oxzy - oSt (6.29)
Ahora se rednen los miembros de la ecuacién 6.23, sustituyendo las ecuaciones 6.29 y 6.9.
5 x x
Xi Xi _
’ L 3
A consecuencia podemos decir que:
Xi
Uy; = -—
0it dez;i
(6.31)
ar.
Uk;i — k;i
O'Xz;i

6.10. Cdlculo de los parametros de Markov

Para calcular los parametros de Markov que aparecen en la ecuacion de probabilidad autonormal Gibbs-
Markov, ecuacién 6.15, emplearemos el método semejante al descrito en [Petrou 2], basado en minimos
cuadrados.

Consideremos una vecindad de distancia cuadratica 8. Tal vecindad es mostrada en la figura 6.2. En la misma
figura podemos notar se trata de una region de 25 sitios y de la cual se pueden extraer 12 cliques rombicos
(vea capitulo 5 para la definicion de clique rémbico).

Desarrollemos, por ahora, el exponente de la ecuacion 6.15 para un sitio i — ésimo y considerando X tipos
de cliques:

X; = Qq;S1;i t Ag;iSa; + o+ QxS (6.32)
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Esta misma ecuacion puede ser expresada en forma matricial como

,al;i_
a2;i
[x] =[St Szt Skl (6.33)
LA ]
En forma resumida podemos expresar la ecuacién 6.34 como
6.35
[l = 574, (635)

6.10.1. El sistema de ecuaciones

Como se observa en la ecuacién 6.33, conocemos x; y cada una de las funciones s;,; (suma de normas).
Nuestras incognitas son los coeficientes [@1;; Q2 *** ax;i]T y que conoceremos como pardmetros de
Markov. A consecuencia, hacen falta ecuaciones para reunir un sistema que pueda resolverse. Una forma de
obtener tal sistema es considerar cada sitio de la regién R; y de cada sitio obtener una ecuacidn del tipo 6.33
correspondiente a su propia vecindad. La figura 6.2 nos ilustra como se genera el sistema de ecuaciones.
Observe entonces que para calcular los parametros de Markov requerimos algo mas que un sitio de interés y
su vecindad, requerimos una super region. Para el caso de la figura 6.2 se realiza el planteamiento de un
sistema de 25 ecuaciones con 12 incégnitas.

El sistema de ecuaciones planteado por la figura 6.2 se puede resumir a continuacion como:

X, = SA, (6.36)

m [11]=[51;1 S12 7 S10]

N

T
Xy (X3 V(XS
Ixg ! F il 1
=T B I
i i
L e 2
| | [x,4] = [5241 S242 " S2sa2]
I T H
..... S S S S S O A
.alz.

Figura 6.2. Sistemas de ecuaciones obtenidas de una super region. El sistema se obtiene considerando la vecindad de
cada pixel en la region de interés. A consecuencia, cuando se extrae una super region para calcular los parametros de
Markov, ésta debe tener casi el doble de dimensiones de una region.
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Observe que los términos empleados en las ecuaciones 6.35 y 6.36 difieren excepto por el término A4;.

Efectivamente, en la figura 6.2 se observa que el numero de ecuaciones es diferente al nimero de
incdgnitas. Entonces, dependiendo del tipo de cliques que se usen, puede ocurrir una sub definicién o bien,
una sobre definicién del sistema de ecuaciones. Consideremos ahora que dado el nimero de renglones y
columnas de la matriz §, podemos generar tres posibles casos para solucionar el sistema de la ecuacion

6.10.2. Si # renglones = # columnas

Se trata del caso mas simple e implica un simple despeje. Comencemos repasando la ecuacion 6.35 y a
continuacion realizamos la siguiente secuencia de operaciones

STIX;, = S§71s4;
STX, = A;
Asi entonces, el vector de parametros de Markov queda dado por
A = ST1X; (6.37)

6.10.3. Si # renglones < # columnas

La solucion al sistema de ecuaciones en 6.34 queda planteada como

A; = ST(SST)1X; (6.38)

6.10.4. Si # renglones > # columnas

Para resolver la ecuacion 6.34 realizamos la siguiente secuencia de operaciones

STX, STSA;

(STS)18TX;

(ST)TH(STHA;
(STCS)_ISTX,: = Ai

Asi entonces, el vector de parametros de Markov queda dado por

A; = (§TS)718TX; (6.39)
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6.10.1. La media

El valor medio de la distribucién se puede calcular tomando el miembro derecho de la ecuacién 6.33, es

decir, la media se define como:

tx;i = ST A;

6.10.2. La varianza

El vector de errores generado en el calculo del vector A; [Petrou 2] se puede obtener como:

X1 — Ux;i
X2 — HUx;i

E. = ’
t Xo — MUx;i
Xa4 — HUx;i

La respectiva varianza [Petrou 2], se puede calcular como

1
ETE,

It = (#renglones — 2)(#columnas — 2)

6.10.3. La temperatura

(6.40)

(6.41)

(6.42)

El célculo de la temperatura a partir de los parametros de Markov puede ser efectuado considerando la

ecuacion 6.12 y la pareja de ecuaciones 6.31. Entonces, la temperatura se define como

202.;
X“;i
T =—-
Xi

(6.43)
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6.10.4. La funcién densidad de probabilidad Gibbs-Markov

La ecuacién 6.15 se ha particularizado para el calculo de probabilidad de un Unico nivel de gris y ya que en
capitulos posteriores se desea usar una version mas general de esta férmula, tal ecuacion se puede expresar
como sigue:

(X—Z?f ak;isk;i)2

1 L S LY
2ox2; (6.44)

f(x1xjjen,) = \/sz_e
1A

Donde:

. f(x|xj;je,vi): es la funcién densidad de probabilidad Gibbs-Markov para toda xeX
e  Xx:esunavariable que puede tomar cualquiera de los 256 niveles de gris.

6.11. La codificacion

Finalmente llega el momento de codificar los conocimientos del presente capitulo en un lenguaje de
programacion. El entorno elegido es MATLAB?, por lo cual el lenguaje de codificacidn es propio de ese
software. Al respecto, no nos enfocaremos en plantear algoritmos y en cdmo se codificaron. Esto nos lleva a
un enfoque simple ya que sélo se proporciona una idea de lo que deben hacer los codigos.

Los conocimientos suministrados en el presente capitulo estan orientados a la presegmentacién de una
imagen, al respecto se recurre a dos funciones:

e xMarkovParams
e  xMarkovGaussCurve

6.11.1. La funcion xMarkovParams

Dada la funcién xMarkovParams, para comprender su comportamiento se comienza considerando que la
imagen sobre la que trabajaremos es una matriz. Asi entonces, se extrae una sub matriz que hace las veces
de super region. Esta super region puede observarse en la figura 6.2.

A la funcidn se le pasa como argumento esa super region y la funcion calcula y devuelve
e Un vector con los parametros de Markov para una distribucién de probabilidad normal.

e Lavarianza respectiva.
e lLamedia.

2 MATLAB es un producto de Mathworks.
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Esta funcion, implementada para vecindades de distancia cuadratica 18, puede encontrarse en el apéndice
A,

6.11.2. La funcion xMarkovGaussCurve

La funcién xMarkovGaussCurve acepta como argumentos:

e Un vector de parametros de Markov
e Larespectiva varianza.

Con estos argumentos calcula la ecuacion 6.19, es decir, genera la curva densidad de probabilidad de CAM
gaussiano, la cual sera empleada para calcular un nivel de gris que represente a la clase y para evaluar la
probabilidad de que un pixel tome un nivel de gris dados sus vecinos, esto ultimo sera parte del proceso de
presegmentacion. Al respecto, en el capitulo 8 se desarrollardan a fondo estos algoritmos. Esta funcidn, la
cual acepta como argumentos los datos generados por xMarkovParams, puede encontrarse en el apéndice
A,
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7.1.Introduccion

Consideremos ahora que nuestro proceso de segmentacion de las texturas en imagenes requiere de dos
pasos:

e Presegmentacion
e Relajacion estocastica

Durante el presente capitulo seran presentados dos algoritmos de presegmentacion basados en un modelo
Gibbs-Markov, el cual es un tipo de CAM autonormal. Tal algoritmo produce fronteras mal definidas entre
regiones segmentarias y pixeles aislados, por lo cual un esquema de relajacion debera ser aplicado en un
capitulo posterior.

7.1.1. Algoritmo de presegmentacion

Todos los algoritmos de presegmentacion estadistica presentados en este capitulo constan de las siguientes
etapas

Calculo de las etiquetas de clase

presegmentacion Entrenamiento

Aplicacién de la herramienta { o
Clasificacion

Debemos recordar que la imagen la estamos modelando desde el punto de vista del colectivo candnico (vea
la seccién 6.4), es decir, nuestra imagen es un campo de variables aleatorias que modelamos con una
distribucion de probabilidad normal.

Para calcular una etiqueta de clases, es decir, un nivel de gris que mejor representa a la textura, extraemos a
las variables que conforman a la textura y entonces calculamos su media. De acuerdo con el colectivo
candnico, esta etiqueta de clase representa un nivel energético que usaremos de referencia.

Una vez calculadas las etiquetas de clase hay que clasificar a los pixeles de la imagen. Asi que nuevamente
recurrimos al colectivo candnico. Cada pixel de la imagen tiene un nivel energético a semejanza de las
etiquetas de clase. Entonces el proceso de clasificacion es simple, un pixel serd de una o de otra clase
dependiendo de su cercania a un nivel energético de referencia.

123



124 | Maestria en Ingenieria Eléctrica

7.2. Muestreador deterministico de Gibbs

7.2.1. Célculo de las clases 0ptimas

Para calcular las etiquetas de clase se deben extraer aquellas zonas que parezcan representativas de las
texturas presentes en la imagen. Cada zona se divide en regiones que satisfacen el criterio de distancia
cuadratica. Luego, de cada region tendremos una variable aleatoria que se modela con una distribucién de
probabilidad normal, la distribucion de Gibbs-Boltzman. De esta forma, cada zona tendra una familia de
variables aleatorias, las cuales consideraremos como no correlacionadas. Asi entonces podemos usar la
definicion 2.31 para calcular el promedio de variables aleatorias gaussianas. En realidad, sélo interesa
calcular el promedio de tales variables. Tal promedio sera la etiqueta de clase.

Asi entonces nuestro algoritmo de cdlculo de clases dptimas es:

1. Tenemos como dato de entrada una imagen X.
Emplearemos cliques rombicos de distancia cuadratica 18.
3. Captura en la imagen de entrada X, N zonas de entrenamiento. Cada zona abarcara lo mejor
posible a la textura que se desea usar de entrenamiento.
4. Para cada zona se hace
a. Se extraen cierta cantidad de regiones: todas aquellas que estan contenidas.
b. De cada regidn extraida se calculan:
i. Parametros de Markov..
ii. Varianza
iii. Media
c. Recurrimos entonces a la definicion 2.31 sobre el promedio de variables aleatorias
gaussianas no correlacionadas. De este cdlculo sdlo nos interesa calcular el promedio de
las N variables.
d. Ese promedio serd la etiqueta de clase.
5. Asi entonces contamos con un conjunto de etiquetas o pixeles de clase, las que denominaremos
{wy, wy, -, wy}
6. Guarda en disco las etiquetas de clase para que sean usadas por el proceso de relajacion.
7. Por ahora las N clases en las que se va a segmentar son equiprobables.

N

La ejecucién del paso 6, es decir, guardar las etiquetas de clase en disco tiene una ventaja adicional, es
posible aplicar el proceso de segmentacién a diferentes porciones de una imagen cuyas dimensiones se
consideran excesivas para las capacidades de un computador casero.
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7.2.2. Algoritmo de aplicacion de la herramienta

Asi entonces, los respectivos pasos de un algoritmo de clasificacién, mismo que conoceremos como
muestreador deterministico de Gibbs debido a la distribucién de Gibbs-Markov, se enlistan a continuacion.

el AN S

Contamos con una imagen de entrada X.

Contamos con una imagen de salida Y, el mapa de clases.
Emplearemos cliques rombicos de distancia cuadratica 18.
Para cada pixel de la imagen X.

a.

De la vecindad del i — ésimo pixel calcula los parametros de Markov y la varianza de la
distribucion.
Crea una curva densidad de probabilidad para el i — ésimo pixel dada su vecindad
£ (il en,)-
Sustituye los n valores de gris de las clases en la curva de probabilidad.

I f(W1|xJ':J'€Ni)

i f(walxjen,)

i, .-

v f (walj;jen,)
De los valores obtenidos en cada curva de probabilidad calcula cual clase genera la maxima
probabilidad y esa sera la clase del pixel. La figura 7.1 ilustra este procedimiento.
Escribe la etiqueta de clase en la posicidn del pixel a clasificar, pero sobre la imagen de
salida.
Guarda en disco las etiquetas de clase para que sean usadas por el proceso de relajacion.

7.1.2. Ventajas y desventajas

Este algoritmo genera resultados bastante buenos, no obstante debemos observar cuatro situaciones
peculiares que implican tres desventajas y una ventaja:

Desventaja: Las fronteras entre regiones no estdn definidas, parecen mas bien dentadas.
Desventaja: Hay pixeles aislados y regiones aisladas de pixeles, los cuales pueden entenderse como

ruido.

Ventaja: El tiempo de procesamiento es aceptable debido al uso de cliques rémbicos.
Ventaja: El algoritmo es aplicable a imagenes con texturas de grano grueso y de grano fino siempre
y cuando se elija un tamafio adecuado de region.
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f(x

xj;jefvi)

e

wl w2 w3

Figura 7.1. En la figura se puede apreciar la curva densidad de probabilidad gaussiana correspondiente al pixel
i — ésimo. Una vez calculada la curva, se sustituyen los valores de gris de las clases. La clase mas probable
serd la clase o etiqueta de ese pixel.

7.3.Segundo algoritmo de clasificacion

El siguiente algoritmo se desarrolla en funcion de la curiosidad, es decir, “que tal si lo hiciéramos asi”.
Debido a las limitaciones de la presente Tesis, este algoritmo no se implementa, pero si se deja de tarea a
cualquier interesado en el tema.

7.3.1. Calculo de las clases Optimas

Es el mismo algoritmo descrito en la seccidén 7.2.1, con la diferencia de que esta vez si se necesita una curva
promedio, es decir, de los valores de pixel y varianzas calculadas para una regiéon de entrenamiento, se
calcula una curva densidad de probabilidad representativa de tal region. Esta curva se comparara con
curvas obtenidas para pixel y vecindad de la imagen.

7.3.2. Algoritmo de aplicacion de la herramienta

Asi entonces, los respectivos pasos de un algoritmo de clasificacién, mismo que conoceremos como
muestreador Gibbs debido a la ecuacién 1.1 se enlistan a continuacion.

1. Para cada pixel de la imagen X.

a. De la vecindad del i — ésimo pixel calcula los parametros de Markov y la varianza de la
distribucion.

b. Crea una curva densidad de probabilidad para el i — ésimo pixel dada su vecindad
£ (il jeny)-

c. Hasta este momento tenemos n funciones densidad de probabilidad que caracterizan a las
clases y una cuarta funcién densidad de probabilidad que es local al pixel que se desea
clasificar.

d. Compara curvas densidad de probabilidad usando el producto punto.
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i f (x| en,) - £ (il jen;)
i f(x|xgjeny) - £ (xil % jen;)

?.

£l jen,) - f (il jen,)

e. El mayor producto punto indica la clase del pixel. La figura 7.3 nos ilustra este
procedimiento.

f.  Escribe la etiqueta de clase en la posicion del pixel a clasificar, pero sobre la imagen de
salida.

Este algoritmo puede generar buenos resultados, aunque es seguro que tendra las caracteristicas siguientes:

e Hay pixeles ruidosos.

e las fronteras entre regiones no son suaves.

e Eltiempo de procesamiento es excesivo.

e Elalgoritmo es aplicable a texturas de grano grueso.

7.4.La implementacion del muestreador deterministico de Gibbs

La figura 7.4 nos muestra un diagrama de bloques en el que podemos visualizar a las funciones implicadas
en la presegmentacion. El bloque que lleva a cabo el proceso de segmentacion es llamado MGGO3pre. Este
bloque, llamado el principal, tiene dos partes:

e Laprimera parte se encarga de calcular los mejores valores de etiquetas de clases.
e Lasegunda parte se encarga de calcular la presegmentacion.

£ (x| jen,) £ ([ gen, ) f ([ jews )

xE[D..255]|

Figura 7.3. En la figura se muestran las curvas densidad de probabilidad, obtenidas en clases de
entrenamiento: etiquetadas con las cabeceras de las respectivas funciones densidad de probabilidad Gibbs-
Markov y que conoceremos como curvas patrén. Una cuarta curva, sin etiquetar, representa la curva
obtenida localmente a un i — ésimo pixel dada su vecindad. Si realizamos el producto punto entre las curvas
patron y la curva local, el mayor resultado nos dird la clase a la que pertenece el pixel. Para el caso de la
figura, el mayor producto punto ocurre con el producto punto entre la curva local y la curva mas a la derecha.
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Mapa de
clases

Imagen » MGGO3pre

xMarkovParams xMarkovGaussCurve

Figura 7.4. Diagrama a bloques de la presegmentacion. El proceso general llamado MGGO3pre invoca a la funcién
xMarkovParams que calcula los parametros de una regién en particular y luego invoca a xMarkovCurve para
generar la curva densidad de probabilidad correspondiente.

Dentro del cédigo, se invoca una y otra vez a la funcion xMarkovParams , la cual calcula los parametros de
una region en particular planteando un sistema de ecuaciones para aproximar el nivel de gris a clasificar. El
bloque principal luego invoca a la funcién xMarkovCurve para generar la curva densidad de probabilidad
correspondiente para asi evaluar la probabilidad de cada etiqueta de clase.
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8.1. Introduccion

El presente capitulo implica la presegmentacién a dos tipos de imagenes.

e Imagen de grano fino: fotografia aérea monocromadtica del DF. (vea la figura 8.1)
e Imagen de grano grueso: imagen de radar del DF. (vea la figura 8.2)

La fotografia aérea del DF es una imagen de 4501 X 4731 pixeles en una escala de 256 niveles de gris. En
tanto la imagen de radar es aiin mas grande, con 8000 X 8237 pixeles en una escala de 256 niveles de gris.
Tales dimensiones implican dificultades tanto de capacidad para almacenamiento como de capacidad para
procesamiento.

Una forma de resolver las dificultades impuestas por las tremendas dimensiones de ambas imagenes implica
trabajar con porciones. En un primer paso, se elige una porciéon cuadrada que se crea tiene texturas
representativas de las demas texturas en las imagen. Estas texturas representan patrones de entrenamiento
y una vez elegidas, podemos trabajar con cualquier porcién de interés en la imagen.

Las imagenes de radar son utiles para estudiar la orografia de cualquier regidn, aunque se presenta el
problema de que la tierra, el concreto, el agua y la vegetacion tienen diferente indices de reflexion para las
sefiales de radar, asi que la informacién  que de éstas se obtenga puede ser confusa si no se tiene
informacion a priori de lo que se esta escaneando.
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Figura 8.1. Imagen de fotografia aérea monocromatica en la zona sur del DF. La imagen original es de 45011 x 4731
pixeles en una escala de 255 niveles de gris. Material provisto por el Dr. Miguel Moctezuma Flores, director de la
presente Tesis.
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Figura 8.2. Imagen de radar sobre la zona metropolitana. La imagen original es de 8000 x 8237 pixeles en una escala
de 255 niveles de gris. La imagen de radar nos permite estudiar la orografia de la regidn. Las sefiales de radar se
reflejan diferente sobre tierra, concreto, vegetacion y sobre agua. En la figura, las zonas blancas representan casas
habitacion mientras que las manchas mas oscuras son agua. Material provisto por el Dr. Miguel Moctezuma Flores,
director de la presente Tesis.
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8.2. Pruebas de presegmentacion en la imagen de grano fino:
fotografia aérea

La imagen que se analizara es una fotografia aérea de la zona metropolitana del D.F. Esta imagen se
considera de grano fino. La figura 8.3 nos muestra un segmento de tal fotografia que serd procesada. En la
imagen de la figura 8.4 se muestran las regiones elegidas para entrenar al clasificador:

e Regidn 1. Vegetacion
e Regidn 2. Techos
e Regidn 3. Terraceria

Tales regiones deben elegirse en un orden que va de la textura mds oscura a la textura mas blanca.

La herramienta matematica en la cual se basa el algoritmo del muestreador se conoce como la distribucion
de Gibbs-Markov. Esta herramienta permite calcular la probabilidad de que un pixel tome un valor de gris en
funcién de las relaciones entre los pixeles vecinos.

La vecindad de un pixel queda definida segin una regla de distancia cuadratica. Para el caso del
procesamiento de la fotografia aérea, la distancia cuadratica es de 18. La forma de tal vecindad se ilustra en
la figura 8.5.

La distribucién Gibbs-Markov, para expresar las relaciones entre pixeles vecinos, recurre al clique (vea el
capitulo 5). Para el caso particular de la presente Tesis se ha desarrollado el concepto de clique rombico (vea
la seccidn 5.6), el cual queda definido por la orientacion y el nUmero de sitios que abarca. La lista de los

Figura 8.3. Fotografia aérea de la zona metropolitana. Esta fotografia es un fragmento tomado de la fotografia en la
figura 8.1.
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Figura 8.4. Las regiones elegidas para segmentacion pueden observarse en la figura mediante rétulos 1, 2 y 3.
Estas regiones corresponden a 1: vegetacion. 2: pavimento. 3: Techos.

cliques generados en la figura 8.5, por tipos, es:

e Tipo 1:(2,8), (41,47), (18,24), (25,31)

e Tipo 2: (6,14), (35,43), (18,25), (24,31)

e Tipo3:(3,9,15), (11,17,23), (26,32,38), (34,40,46)

e Tipo 4:(5,13,21), (11,19,26), (23,30,38), (28, 36, 44)
e Tipo 5:(4,10,16,22), (27,33,39,45)

e Tipo 6:(4,12,20,27), (22, 29,37,45)

El algoritmo del muestreador deterministico de Gibbs se diseiid para realizar una sola pasada por la imagen.
Durante esta pasada se clasifica pixel a pixel resultando en lo que, segun la teoria desarrollada, es una
imagen presegmentada, conocida también como mapa de clases.

La figura 8.6 exhibe el resultado de la presegmentacidn. En tal imagen se puede notar claramente la
presencia de pixeles aislados y fronteras que parecen fueron desencajadas.

Previamente a la comparacion entre regiones tanto de la imagen original como de la imagen segmentada, se
debe tener en cuenta que el muestreador de Gibbs considera dos restricciones para su operacion:

e Compara niveles de gris
e El tomar en cuenta las relaciones entre pixeles vecinos, implica tomar en cuenta la rugosidad y
regularidad de la textura.

Incluso cuando un tejado presente niveles de gris semejantes a los de la vegetacién, éste, debido a su
rugosidad puede ser clasificado como semejante al pavimento.

135



136 | Maestria en Ingenieria Eléctrica

3|als|sl7 1 A 7
9 [10]11{12]13]14 13|
15[16]17|18[19]20] 21 15 PN
22123128| 0 )125| 26|27 0|5
28[29]30|3132(33|34 2g [2e )] 4]
35|36[37|38|39|40]41 EAEETEE
42|a3(aa|as[a5]a7 a8 4233 na [2e] o€ 7] 28

(a) (b)

Figura 8.5. (a) Region de distancia cuadratica 9. (b)Generaciéon de cliques rémbicos. Cada arista representa un
clique. El tipo de un clique se define por la orientacion del mismo y por el nUmero de sitios que abarca.

Figura 8.6. Imagen presegmentada mediante el muestrador de Gibbs.
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Comparando las imagenes en las figuras 8.7(a) y 8.7(b), la explanada y algunas de las construcciones
aledafias quedan bien identificadas, no obstante, el techo de una de las construcciones queda identificado
como parte de la terraceria.

Comparando las imagenes en las figuras 8.7(c) y 8.7(c), la cancha queda bien identificada excepto por
algunas sombras que se identifican como vegetacion. El algoritmo sigue la silueta de los techos localizados

arriba de la cancha

Comparando las imagenes en las figuras 8.7(d) y 8.7(e), la zona arbolada queda bien identificada al
distinguirse entre vegetacion y terraceria.

Entre los defectos encontrados en el mapa de clases, esta el hecho de que el pavimento y algunos tejados se
confundan con la terraceria. Ademads, algunas sombras se confunden con la vegetacion.

Finalmente, podemos visualizar pixeles aislados en el mapa de clases.

Los cédigos que generan la presegmentacion de las fotos aéreas se anexan en el apéndice A.

137



138 | Maestria en Ingenieria Eléctrica

Figura 8.7. Comparacién de resultados de la presegmentacidn con el muestreador deterministico de Gibbs.




Relajacidn jerdrquica y contextual se segmentacion
Capitulo 8. Pruebas de presegmentacion

8.3. Pruebas de presegmentacion en la imagen de radar

Toca el turno a la imagen es generada por un radar satelital, segin se observa en la figura 8.2. Como esta
imagen es muy grande, tomaremos una pequefio region para su estudio. Tal region se exhibe en la figura
8.8. Esta imagen se considera de grano grueso. Observe que en la imagen pueden distinguirse granulos
formando segmentos rectos: son calles. La figura 8.9 ilustra las zonas de entrenamiento:

e Zona 1: Aparentemente un ojo de agua
e Zona 2: Region de casas habitacidn, quiza casas de ladrillo y tejados.
e Zona 3: Region de edificios

Tales regiones deben elegirse en un orden que va de la textura mas oscura a la textura mas blanca y no nos
interesa distinguir las calles de la imagen, solo las regiones por el tipo de material que la forman.

La vecindad de un pixel queda definida segin una regla de distancia cuadratica. Para el caso del
procesamiento de la imagen de radar, la distancia cuadratica es de 18, del mismo tamano que la vecindad
elegida para la imagen de grano fino. La forma de tal vecindad se ilustra en la figura 8.5.

El algoritmo del muestreador Gibbs se disefid para realizar una sola pasada por la imagen. Durante esta
pasada se clasifica pixel a pixel resultando en lo que, segin la teoria desarrollada, es una imagen
presegmentada, conocida también como mapa de clases.

La figura 8.10 exhibe el resultado de la presegmentaciéon. En tal imagen se puede notar claramente la
presencia de pixeles aislados, grupos de pixeles aislados y fronteras que parecen fueron desencajadas.
Observe que las formas que antes se identificaron como calles aun pueden notarse.

Figura 8.8. Imagen de radar de la zona metropolitana del D.F. La imagen es un fragmento tomado de la figura 8.2
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Figura 8.9. Las regiones elegidas para segmentacion pueden observarse en la figura mediante rétulos 1, 2 y 3.
Estas regiones corresponden a diferentes alturas segun la reflectividad de las zonas. La altitud menor aparece en
negro.

Los cédigos que generan la presegmentacion estan incluidos en el apéndice B.

Figura 8.10. Imagen pre-segmentada mediante el algoritmo muestreador de Gibbs.
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8.4. Tratamiento para una imagen de grandes dimensiones

El algoritmo de presegmentacion, el muestreador deterministico de Gibbs, tiene tiempos de procesamiento
que ha implicado varios minutos para las pequefias imagenes tratadas en el presente capitulo, es decir
imagenes cuyas dimensiones son de alrededor de 320 por 240 pixeles. Con imagenes cuyas dimensiones se
cuentan en miles por miles de pixeles se presentan dos problemas:

e La memoria para almacenar tal cantidad de informacion
e Eltiempo de procesamiento

En cuanto a la memoria para almacenar tal cantidad de informacion, se requiere de un computador con al
. . . 1

menos un 1GB libre de memoria RAM. En cuanto al software, se ha elegido usar MATLAB" como

herramienta de procesamiento. Tal software es capaz de manejar tal requerimiento de memoria.

En cuanto al tiempo de procesamiento debemos extrapolar la siguiente situacion: el muestreador
deterministico de Gibbs, no terminaria nunca la tarea. Esto se debe a que MATLAB no es capaz de manejar
los requerimientos de manipulacion de memoria que exige este muestreador.

Una solucion bastante simple implica recodar las etapas de la presegmentacién dadas en la seccidn 8.1. Las
etapas son basicamente tres: cdlculo de etiquetas de clase, entrenamiento de la herramienta (el modelo
distribucion de probabilidad) y aplicacidon de la herramienta. Considerando estos pasos, lo que debemos
hacer es bastante claro:

e Se elige una zona en la que podamos elegir texturas que se considere patrones para calcular
etiquetas de clase y entrenar la herramienta.

e Una vez, calculadas las etiquetas de clase, se elije cualquier porciéon de la imagen que se desee
segmentar.

La figura 8.11 muestra 4 regiones elegidas al azar de la imagen fotografica del DF, figura 8.1, que fueron
segmentadas usando las regiones elegidas en la figura 8.4.

! MATLAB es un producto de Mathworks
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Figura 11. Presegmentacion de otras porciones de la foto aérea del DF.

8.5. La codificacion.

La figura 7.4 nos muestra un diagrama de bloques en el que podemos visualizar a las funciones implicadas
en la presegmentacidn. El bloque que lleva a cabo el proceso de segmentacion es llamado MGGO3pre. Este
bloque, llamado el principal, invoca unay otra vez a la funcién xMarkovParams que calcula los parametros
de una regién en particular. El bloque principal luego invoca a xMarkovCurve para generar la curva densidad
de probabilidad correspondiente.

Las codificaciones de las funciones que logran la presegmentacion de las imagenes en el presente capitulo se
encuentran en el apéndice B.

En el mismo apéndice B se encuentra el cédigo MGGO4pre, el cual genera la presegmentacion de otras
porciones de la imagen, recordando cuales son los parametros de las texturas elegidas como patrones.
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9.1.Introduccion

Consideremos ahora que nuestro proceso de segmentacion de las texturas en imagenes requiere de dos
pasos:

e Presegmentacion
e Relajacion estocastica

Considere que para este momento, ya hemos realizado una presegmentacion de la imagen mediante un
modelo Gibbs-Markov auto normal. Sin embargo, las fronteras entre regiones se presentan dentadas y
también hay pixeles aislados. El modelo de probabilidad de Ising nos permitira redefinir las fronteras y
eliminar pixeles aislados. Este proceso es lo que conoceremos como relajacion estocastica.

Mediante el modelo de Ising podemos calcular la probabilidad de un nivel de gris de un sitio dada su
vecindad mediante cliques de nivel 2 (vea el capitulo 5). El funcionamiento deseado en el modelo es muy
basico: si una region es homogénea, la probabilidad de un pixel, dada su vecindad, serd una cantidad
relativamente grande, cerca de 1. En otro caso, si cambiamos ese pixel, la region se vuelve heterogénea y la
probabilidad de ese pixel, dada su vecindad, es pequefia, por lo cual podemos afirmar que ese pixel no
pertenece a la region.

De acuerdo con lo escrito en el parrafo anterior, sélo podemos responder de dos formas posibles a la
pregunta: el pixel que se va a relajar ées compatible con los pixeles de su vecindad o no? El modelo de Ising
nos da entonces la configuracién mas probable para tal pixel.

Para este capitulo empezaremos proporcionando un vistazo al modelo de general de Ising: un poco de su
historia y una descripcion matematica genérica del mismo. Posteriormente, se implementara un modelo
CAM lsing para imagenes.

9.2.El modelo de Ising

Uno de los fendmenos mas interesantes de la Fisica del estado sélido es el ferromagnetismo. En algunos
metales, por ejemplo, el hierro (Fe) y el niquel (Ni), los &tomos que los conforman giran en torno a un vector
que llamaremos vector de giro o spin. Una fraccion finita de los spines de los atomos se polariza
espontaneamente en la misma direccién, dando lugar a un campo magnético macroscépico. Esto ocurre sin
embargo, sélo cuando la temperatura es menor que una temperatura caracteristica que recibe el nombre
de temperatura de Curie'. Por encima de la temperatura de Curie, los spines se orientan aleatoriamente y
no producen un campo magnético neto. El modelo de Ising es un burdo intento de simular la estructura de
una sustancia ferromagnética real. La principal virtud de este modelo reside en el hecho de que permite un
tratamiento exacto en Mecanica Estadistica. El modelo de Ising consiste en un sistema de N puntos fijos que
forman una red periddica D-dimensional. Asociada a cada punto de la red hay una variable de spin oque
puede tomar Unicamente dos valores numéricos: +1 (spin arriba) y -1 (spin abajo). La configuracion
microscépica del sistema viene dada por el conjunto de los valores de los spines {cfj;jzl__,\,} [Escartin 16]

1 . . . sae .

Se denomina temperatura de Curie a una temperatura por encima de la cual un cuerpo ferromagnético pierde su
magnetismo, comportandose como un material puramente paramagnético. Si se aplicara un campo magnético externo
en estas condiciones, los spines tenderian a alinearse paralelamente a dicho campo [Escartin 16].
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9.3.Nomenclatura

Nuestra imagen ahora es un mapa de las clases de otra imagen. En cada sitio el nivel de gris es indicativo de
la clase. Ahora bien, a este mapa de clases también podemos llamarlo como imagen de clases.

Dado que trabajaremos nuevamente con una imagen nos hace falta una nomenclatura para expresar las
relaciones entre pixeles, vecindades y asi generar un modelo de probabilidad.

Definicion 9.1 Las clases. Una clase es un conjunto al que pertenece un pixel. Como todo conjunto, la clase
tiene una funcion predicado que indica si el nivel de gris de un pixel pertenece a la clase. Tal funcion
predicado es el modelo CAM Ising. Las distintas clases a las que puede pertenecer un pixel se definen por un
nivel de gris en particular al que llamaremos etiqueta de clase o simplemente etiqueta. El conjunto de todas
las posibles clases se define como

W = {etiqueta 1, etiqueta 2,--- } (9.1)

Definicion 9.2. Un sitio de clase es una posicién en la imagen de clases y se le hace referencia mediante un
indice i.

Definicion 9.3 Una imagen de clases es una rejilla rectangular de n X m sitios y en cada sitio una etiqueta de
clase. Cada elemento de la imagen también puede referirse como pixel de clase. La imagen entonces se
denota como:
Iy ={wilweW)A(1l<i<nxm)}
(9.2)

Podemos convertir a nuestra imagen en una funcién que acepta como argumento un sitio o una ordenacion
de sitios dada dada por algun clique o los sitios de una vecindad. Tal funcion la especificamos como:

Iw(< Lista de sitios >) (9.3)

Ademas de las definiciones dadas en el presente capitulo, también debemos considerar las definiciones de
region en una imagen (definicion 5.5), vecindad (definicién 5.7), sistema de vecindarios (definicion 5.8) y
cliques Ising (definicidon 5.12). Estas definiciones se refieren a posiciones en la matriz de la imagen, por lo
cual pueden aplicarse tanto a la imagen original como al mapa de clases.

Definicién 9.4. Una configuracion W; de una vecindad es la ordenacién de niveles de gris obtenidos de cada
sitio de la vecindad:

W; = {w;|(w e W) Ai €N} (9.4)

Los cliques de Ising que se emplearan para relajar la imagen tienen una distancia cuadratica de 8, a
diferencia de los cliques Petrou-Paget-Longstaff (capitulo 5) que tienen distancia cuadratica de 16.



Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Capitulo 9 CAM Ising

9.4.Modelo CAM de Ising para imdgenes

En las secciones siguientes revisaremos los pasos necesarios para definir un modelo probabilistico CAM de
Ising, al cual suele conocérsele también como modelo de Potts. Entonces, para definir tal modelo de

probabilidad necesitamos conocer.

e Un campo de Ising
e Lafuncidn potencial de Ising
e El modelo probabilistico.

9.4.1. Campo de Ising.

Para determinar la homogeneidad entre un pixel de clase y sus vecinos, convertimos toda la regién en un
campo de Ising de la siguiente manera: dada una etiqueta de clase w; en el sitio i — ésimo y la vecindad N;,
el campo de Ising para esa vecindad queda determinado como

Z [1 - 26, (w; — w;)]6k (/) (9.5)

JEN;

Entendiendo que
-1 (=5 W} = Wi

+1 &= wiFw
9.4.2. Ejemplo
Dada la regidn siguiente de clases, obtenga su campo de Ising:
[1 1 2]
wW=l2 2 1
9.7
1 2 1 (©7)

Si se aplica el modelo de campo Ising, tendremos una lista de cliques, la cual puede consultarse en la figura
5.10. Apliquemos ahora la ecuacién de campo Ising

+1 +1 -1
Iw)y=[-1 2 +1 (9.8)
+1 -1 +1

Se observa entonces que la vecindad al sitio de interés es un campo de unos positivos y negativos.
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9.4.3. Funcion de potencial de Ising

La funcion potencial de Ising es un indicativo de la cantidad de energia en una region. Por ejemplo, si la
region es heterogénea, su energia es mayor que si la region fuera homogénea.

En el caso de una etiqueta de clase, la energia de tal etiqueta dada su interaccion con las etiquetas vecinas
se calcula como

U(Wile;jeNi) ==p E [1 - 25K(WJ' - Wi)] (3.9)
Jjen;
En donde:

e f3 es un factor que mide o pesa la interaccion entre la etiqueta en el sitio i — ésimo y las etiquetas
de su vecindad.

La funcién energia puede tomar cualquier valor entre dos limites definidos por el nimero de sitios en la
vecindad, es decir:

U(Wile;jeNi) = [-BIN;|, BIN;|] (9.10)

En donde:

e —|N;| es el nimero de sitios en la vecindad y significa que las etiquetas en N; son todas iguales a la
etiqueta en w;.

e |N;| es el nimero de sitios en la vecindad y significa que las etiquetas en N; son todas diferentes a
la etiqueta en w;.

9.4.4. La probabilidad de CAM Ising

Este modelo provee de la probabilidad de que la clase de un sitio de interés, dadas las clases de los vecinos:
si la regidén que examinamos es heterogénea, la probabilidad debiera ser baja, al contrario de cuando la
region es homogénea. El modelo que requerimos es entonces:

1 W
p(Wi|Wj;jeNi) = Z_IeU(WdW];JENi) (911)

En donde:

e Z; esun factor de normalizacién conocido también como funcién de particidn.
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Si tomamos la funcidn potencial de Ising de la ecuacion 9.8 y la sustituimos en la ecuacién 9.10, tendremos

1 . —w;
P(Wilwjen,) = -~ Tienli=2ok eyl (9.12)
1

Ahora falta resolver el factor de normalizacién Z;, el cual queda definido como:

INg]
Z, = e—Bu (9.13)

u=—|Ny|

A modo de conclusion, la férmula de probabilidad condicional para una etiqueta de clase en el sitio
i — ésimo, queda definida como:

e P Zjen[1-28k (wj-w;)]

[N —Bu
Zu=-|Ni| €

p(wi|wjjen,) = (9.14)

9.5.La codificacion

Finalmente llega el momento de codificar los conocimientos del presente capitulo en un lenguaje de
programacion. El entorno elegido es MATLABZ, por lo cual el lenguaje de codificacion es M. Al respecto, no
nos enfocaremos en plantear algoritmos y en cdmo se codificaron. Esto nos lleva a un enfoque simple ya
que solo se proporciona una idea de lo que deben hacer los cddigos.

Los conocimientos suministrados en el presente capitulo estan orientados a la presegmentacién de una
imagen, al respecto se recurre a la siguiente funcion:

e xlIsing8

La funcidn xlsing8 implementa la ecuacién 9.10 o funcién CAM de Ising. Tal funcidn requiere de una
vecindad de distancia cuadratica 8 (vea la figura 5.1) como argumento y devuelve la probabilidad de que el
pixel de interés corresponda con la regién dada por la vecindad. Esta funcidon puede encontrarse en el
apéndice C.

> MATLAB es un producto de Mathworks.
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10.1. Introduccion

Ya sea ha mencionado en varias ocasiones que el proceso de segmentacién de las texturas en imagenes
requiere de una presegmentacion, de caracter determinista y de una relajacién, de caracter estocastico. El
método de relajacion estocastica tiene la misidn se corregir las fallas generadas durante el método de
presegmentacion, es decir, va a redefinir las fronteras eliminando bordes dentados a la vez que elimina
pixeles asilados. Para relajar una imagen recurriremos a un método de conocido como temple simulado™.

Cuando se habla de templar, inmediatamente se realiza una asociaciéon con los metales. Asi entonces,
cuando un metal se va a templar, éste se calienta y luego se deja enfriar. Durante este proceso sus
moléculas se reacomodan dandole dureza, si se enfria rdpidamente, o bien, dandole maleabilidad si éste se
enfria lentamente.

Bajo el punto de vista del colectivo candnico, se toma un volumen pequefio de una sustancia contenida
(seccion 6.4), se calienta proveyéndole energia y luego se deja enfriar. Durante este proceso, las particulas
en el volumen cambian de tal forma que luego de enfriarse en encuentran en un nivel energético inferior al
nivel en el que se encontraban antes del proceso.

Vamos a introducir ahora el modelo de Ising en el colectivo candnico, considerando que la sustancia
contenida, mencionada en el parrafo anterior, es ahora de material ferromagnético. Bajo este modelo, las
particulas de la sustancia tienen un vector de orientacién: spin, en torno del cual oscilan. Cada uno de tales
spines sélo puede tener una de dos posibles orientaciones: esto es lo que se llama un campo de Ising
(seccidén 9.2).

Ahora consideremos inicialmente que los spines de las particulas en el volumen pequefio tienen
orientaciones al azar. Si el volumen se calienta y se deja enfriar, los spines de las particulas tenderan a
orientarse por igual: este proceso se llama temple.

Dados los efectos del temple en las sustancias, el presente capitulo se enfoca en simular numéricamente el
proceso de templado, esta vez con una imagen de clases en vez de la imagen original. Tal simulacion se
conoce como temple simulado.

Debe quedar claro que el temple simulado, método que sera revisado en el presente capitulo, es un método
de busqueda de la mejor solucion y en general, los métodos de busqueda de la mejor solucidn parten de una
solucién o de un conjunto de soluciones y van haciendo transformaciones para obtener otras soluciones
mejores.

Debido al caracter estocastico del algoritmo de relajacion, el tiempo de procesamiento se hace excesivo,
razéon por la cual hace falta disefiar algoritmos en los que se reduzca el caracter estocdstico aumentado el
caracter determinista. Estos nuevos algoritmos tienden a generar soluciones de minimo local. Se trata
entonces de un equilibrio entre tiempo-velocidad y entre la solucién de minimo global y una solucién de
minimo local.

1 . 1% . s . .
Conocido también por su nombre anglosajén como simulated annealing
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10.2. Algoritmo general de Temple simulado y esquemas de
enfriamiento controlado

10.2.1. Descripcion del algoritmo

Definicion 10.1. El algoritmo general de temple simulado. En este algoritmo, se parte de una solucién ya
generada, luego el sistema se calienta generando una nueva solucion. Si la solucién es de menor energia, se
acepta, pero aun no enfria. Para que el sistema se enfrie debe reducirse la temperatura, la cual es una
variable cuyo comportamiento es independiente de lo que ocurra en el propio sistema. El algoritmo general
queda descrito por la lista de pasos siguiente [Alonso 5]:

1. Partimos de una temperatura inicial T = T

Partimos de una solucién inicial, que sera nuestro estado inicial con energia E;

3. Aplique el criterio de Metropolis: se selecciona aleatoriamente un sucesor del estado actual, lo
cual se conoce como perturbaciéon, y se pasara a éste de forma condicional. Este nuevo estado
tendra energia E;

a. Silavaloracion del nuevo estado es mejor, se pasa a ese nuevo estado
i. SiE;—E; <0 lavaloracion es mejor.
b. Silavaloracién del sucesor no es mejor, pasamos a ese estado con probabilidad AE/T.
i. AF es el gradiente de la valoracion
ii. T esuna metafora de la temperatura en un proceso de templado metalurgico
4. Se enfria el sistema, esto es, se reduce la temperatura mediante algun esquema.
5. Se repite el algoritmo desde el paso 2 hasta que hemos alcanzado cierto minimo de temperatura.

N

Pueden notarse en este algoritmo dos aspectos importantes

e Un esquema de enfriamiento que regula cdmo va disminuyendo gradualmente la temperatura.
e El criterio de Metrdpolis [Muiioz 18], que se utiliza para encontrar la distribucion de equilibrio para
cada nuevo valor de la temperatura obtenido por el esquema de enfriamiento.

10.2.2. Esquema de enfriamiento controlado

Al comienzo del algoritmo de temple simulado se parte de un valor alto de temperatura, Ty y conforme
progresa el algoritmo este valor se va disminuyendo gradualmente hasta una temperatura en la cual el
sistema tenga su minimo de energia.

Definicion 10.2. Esquema de enfriamiento. El esquema de enfriamiento nos especifica la forma gradual de ir
disminuyendo los valores de temperatura conforme evoluciona el algoritmo; si es demasiado rapido
entonces se puede llegar, por una convergencia prematura, a un minimo local, mientras que si es demasiado
lento conlleva una cantidad excesiva de computo [Mufioz 18].

Un esquema de enfriamiento propuesto para la presente Tesis queda expresado como:
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__ L (10.1)
Tl = 1+ alnk’ k=123,

Donde:

e k es el nimero del ciclo que se estd evaluando.
e « es el control de decaimiento de la temperatura. Determina que tan rdpido o lento es el
decaimiento. Este parametro es una propuesta propia para el esquema de enfriamiento.

Este esquema presenta dos desventajas severas. No se conoce cuanto debe ser la temperatura inicial y no se
sabe con qué velocidad debe decaer la temperatura. La figura 10.1 ilustra dos curvas generadas con la
ecuacion 10.1 para dos valores diferentes de «.

10.2.3. El criterio de Metropolis

En el esquema de temple simulado se perturba a las particulas de un volumen pequefio en un sistema. El
criterio de Metrdpolis se usard para decidir si el nuevo estado del volumen pequefio es de menor energia.

Definicion 10.3 El criterio del equilibrio de Metrdpolis. En el algoritmo de Metrdpolis se parte de un estado
del sistema al que se le denominara X. A este estado se le aplica una perturbacién aleatoria AX, obteniendo
el nuevo estado X + AX; si con el nuevo estado se disminuye la energia entonces se acepta dicho estado
como nuevo punto de busqueda; en caso contrario, se acepta dicho estado como nuevo punto de busqueda
con probabilidad exp(—AE/T) [Mufioz 18].

10.3. Temple simulado

Este algoritmo a diferencia, del método revisado en la seccién anterior, difiere un poco en cuanto al uso del
criterio de valoracion del siguiente estado. El criterio de valoracion sera a partir de un conjunto de funciones
densidad de probabilidad.

Definicion 10.4 Temple simulado jerarquico con enfriamiento controlado. Es un método heuristico que
parte de una solucién ya generada, el mapa de clases. Luego el sistema se calienta eligiendo aleatoriamente
una de las posibles soluciones, las etiquetas de clase. Si la nueva solucidon tiene un nivel energético mas
probable que la solucién anterior, entonces se acepta, en caso contrario, se acepta la nueva solucién con
cierta probabilidad. Entonces la temperatura se disminuye de acuerdo al esquema de enfriamiento elegido.
Dos caracteristicas que definen a este algoritmo son:

e El control de temperatura
e  Elcriterio de metrépolis
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Figura 10.1. Gréficas de decaimiento controlado de temperatura para 20 iteraciones. Puede notarse que al ser <
mas pequefio, el decaimiento de temperatura es mas lento. Graficas generadas con MATLAB (MATLAB es un
producto de Mathworks).

El enfriamiento que define al temple simulado se controla externamente mediante el esquema de
enfriamiento descrito en la seccion 10.2. Este tipo de control presenta la ventaja de que se puede controlar
el tiempo de enfriamiento, teniendo a consecuencia lograr los mds bajos niveles de energia en cada region
de la imagen.

El criterio de Metrdpolis que define a esta version de temple simulado es el siguiente:

a. w; es lasolucién actual
b. w'; es una nueva solucién: la perturbacion
C. Q41 = Dcam Ising(Wi|Wj;jeNi)
_ !
d. qz = Pcam Ising(W i|Wj;jeNi)
€. D1 = DPcam Gibbs(Wi|xj;jeNi) X q
_ !
f. D2 =Dcam Gibbs(W i|xj;jeNi) X q;
g. Evalla
i. Si(p; < p,) entonces acepta la nueva solucién
ii. Otro
e (G yr .
ii. Si ( /Clz) > (numero aleatorio entre 0 y 1) entonces acepta nueva
solucién
iv. Otro

v. Conserva la solucion original.

Donde:

e N; es una vecindad
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e T eslatemperatura de la distribucion

Es importante notar que aun cuando una nueva solucién se acepta, el sistema aldn no enfria. Para que el
sistema enfrie debe reducirse la temperatura, la cual es una variable cuyo comportamiento es
independiente de lo que ocurre en el propio sistema.

Finalmente, el algoritmo de temple simulado disefiado para la presente Tesis, se da a continuacion.

b

Tenemos una imagen de entrada X

Tenemos una imagen de Salida Y

Inicializa con una temperatura T = T,.

Para cada sitio i — ésimo de la imagen de entrada, ejecute los siguientes pasos.

a. Extraiga una subimagen X; de la imagen original y una subimagen W; del mapa de clases
de acuerdo a la restriccion de distancia cuadratica que se requiera.

La configuracién W; es una solucién calculada en la presegmentacion.

El nivel de gris del sitio central, rotulado como el sitio i — ésimo, se representa

como w;

b. Perturba la solucién:
i. Sustituya la etiqueta de clase del sitio central de X; y de W;, rotulado como el sitio

i — ésimo, por alguna otra etiqueta de clase, que conoceremos como w';

La etiqueta de clase que se sustituye se elige en forma aleatoria del conjunto de

etiquetas de clase disponibles.
Asi tendremos una nueva solucidn a valorizar.

c. Calcula las probabilidades de las dos soluciones

i
ii.
iii.
iv.
d. Evalla

iv.
V.

q1 = Pcam Ising (Wi|Wj;jeNi)
d2 = PcaM Ising (W’i |Wj2j€Ni
P1 = Pcam Gibbs(Wi|xj:jeNi) X
D2 = Pcam aibbs(W'i|xj;je1vi) X q:

Si (p; < p2) entonces acepta la nueva solucién
Otro

1T
Si ((h/qz) > (numero aleatorio entre 0 y 1) entonces acepta
solucién
Otro
Conserva la soluciéon original.

e. Mueve el indice i al siguiente pixel de la imagen.
5. Reduce la temperatura de acuerdo a algin esquema de enfriamiento.
6. Repite desde el paso 4 hasta que la temperatura esté por debajo de cierto umbral.

nueva

El cardcter de jerdrquico del algoritmo se debe a las imagenes con las cuales trabaja, es decir, las imagenes
guardan una relacidon de dependencia entre ellas: se parte de una imagen, se aplica un proceso de
presegmentacion y se obtiene un mapa de clases. El hecho de que una imagen se obtenga de otra por algin
algoritmo implica una relacién de dependencia.
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Dado que ambas imagenes son eventos dependientes, la probabilidad de que el pixel i — ésimo pertenezca
a una clase en particular se expresa como:

Pcam_gibbs (Wi |xj;jENi)pCAM_Ising (Wi |Wj;j€Ni)

(10.3)

Este algoritmo, aunque se presume de buen comportamiento, tiene algunas desventajas serias, como el
hecho de no conocer cual debe ser la temperatura inicial y que tan rapido o lento debe caer.

Definicion 10.5 Temple simulado jerarquico con enfriamiento natural. Es un método heuristico que parte
de una solucién ya generada, el mapa de clases, luego el sistema se calienta eligiendo aleatoriamente una
de las posibles soluciones, etiquetas de clase. Si la nueva solucion tiene un nivel energético mas probable
que la solucion anterior, entonces se acepta y el sistema se ha enfriado. En caso de que la nueva solucion no

se acepte, ésta se acepta con cierta probabilidad. Dos caracteristicas que definen a este algoritmo son:

e El decaimiento natural de la temperatura
e El criterio de metrépolis

Suponga que se calcula la temperatura de una pequefia region en la imagen (consulte la seccidn 6.6), luego
se aplica el criterio metrépolis y ocurre que la nueva solucién se acepta. Si se calcula nuevamente la
temperatura en tal region, podrd notarse que ha disminuido: esto se llama enfriamiento natural.

El criterio de metrdpolis que define a esta versidn de temple simulado es el siguiente:

a.
b.
c.
d.
e.
f.
g.

h. Evalta

vi.

Vii.

viii.

iX.

X.

Donde:

Calcula la temperatura de la region de interés sobre el mapa de clases: T
w; es la solucién actual
w'; es una nueva solucién: la perturbacién

q1 = Pcam Ising (Wi|Wj;jeNi)
q2 = Pcam 1sing (W’i|Wj;jeNi)
P1 = Pcam Gibbs(Wi|xj;jeNi) X q
P2 = Pcam Gibbs(W’i|xj;jeNi) X q

Si (p; < p2) entonces acepta la nueva solucién
Otro

R yr .
si ( /QZ) > (numero aleatorio entre 0 y 1) entonces acepta

solucién
Otro
Conserva la soluciéon original.

e N; esuna vecindad
e T eslatemperatura de la distribucion

nueva
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Finalmente, el algoritmo de temple simulado disefiado para la presente Tesis, se da a continuacion.

1. Tenemos unaimagen de entrada X
2. Tenemos unaimagen de Salida Y
3. Paracadasitio i — ésimo de la imagen de entrada, ejecute los siguientes pasos.
a. Extraiga una subimagen X; de la imagen original y una subimagen W; del mapa de clases
de acuerdo a la restriccidn de distancia cuadratica que se requiera.
i. La configuracion W; es una solucién calculada en la presegmentacion.
ii. El nivel de gris del sitio central, rotulado como el sitio i — ésimo, se representa
como w;
b. Perturba la solucidn:
i. Sustituya la etiqueta de clase del sitio central, rotulado como el sitio i — ésimo,
por alguna otra etiqueta de clase, que conoceremos como w';
ii. La etiqueta de clase que se sustituye se elige en forma aleatoria del conjunto de
etiquetas de clase disponibles.
iii. Asitendremos una nueva solucién a valorizar.
c. Calculalatemperatura en la vecindad del i — ésimo sitio: T
d. Calcula las probabilidades de las dos soluciones
i. Se requieren calcular la probabilidad Markok-Gibbs de la imagen original asi como
la probabilidad Markok-Ising del mapa de clases.
i. pp= pCAM_Gibbs(Wi|xj;jeN,-)PCAM Ising (Wi|Wj;jsNi)
iii. P2 = Peam_civbs(W'i|Xj;jen, )Pcam 1sing (Wi W jen,)

e. Evallda
i. Si(p; < p,) entonces acepta la nueva solucién
ii. Otro
s e (D T ;
ii. Si ( 1/p2) > (numero aleatorio entre 0 y 1) entonces acepta nueva
solucién
iv. Otro

v. Conserva la solucion original.
f.  Mueve el indice i al siguiente pixel de la imagen.

4. La temperatura para cada region se ha registrado para asi calcular la temperatura promedio de la
imagen: note que la temperatura promedio calculada corresponde a una imagen justo antes de ser
sometida al temple simulado.

5. Repite desde el paso 4 hasta que la temperatura promedio de todos los pixeles de la imagen esté
por debajo de cierto umbral.

Este algoritmo puede presentar algunas ventajas como el hecho de generar una curva que puede usarse de
referencia: en el caso de que la relajacidon no genere un resultado visiblemente adecuado, se puede optar
por un enfriamiento controlado en el que la temperatura decaiga con lentitud.
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10.4. La implementacion del algoritmo

La figura 10.2 nos muestra un diagrama de bloques en el que podemos visualizar a las funciones implicadas
en la relajaciéon por temple simulado con enfriamiento natural. El bloque que lleva a cabo el proceso de
segmentacion es llamado MGGO3regFree. Este bloque, llamado el principal, tiene dos partes:

e La primera parte se encarga de calcular los parametros de la distribucién Gibbs-Markov de cada
pixel y su vecindad en la imagen original.

e Lasegunda parte se encarga de calcular en forma iterada, la relajacion del mapa de clases, a la vez
que calcula la temperatura promedio antes de ser procesada.

En la primera parte del método MGGO3regFree, se invoca en forma repetida a la funcion xMarkovParams
(apéndice A), para calcular los parametros de la distribucién Gibbs-Markov, para cada pixel en la imagen.
Estos parametros son guardados en una matriz. Esto implica un ahorro de tiempo ya que, en cada ciclo del
proceso de relajacidon, deben conocerse los parametros de Markov en cada sitio de la imagen original.

En cuanto a la segunda parte, se debe invocar a las funciones xMarkovParams, xMarkovGaussCurve,
encontradas en el apéndice A y a la funcidon xIsing8, encontrada en el apéndice C, a fin de calcular la
temperatura promedio de la imagen y de la probabilidad de cada pixel, dados sus pixeles vecinos.

En el caso del algoritmo para enfriamiento forzado, éste tiene las siguientes tres partes:

e La primera parte se encarga de calcular los parametros de la distribucién Gibbs-Markov de cada
pixel y su vecindad en la imagen original.

e Lasegunda parte se encarga de aproximar una curva de decaimiento de temperatura a partir de los
datos que dejo el algoritmo de enfriamiento natural. La funcién que realiza esta tarea se describe
en el apéndice E. Una vez aproximada la curva, el pardmetro de control de decaimiento de
temperatura se reduce a un quinto de su valor para que la temperatura decaiga con lentitud.

e Latercera parte se encarga de calcular en forma iterada, la relajacion del mapa de clases.

Mapa de
Mcaltgsaecsie » MGG03regFree —» Clases

relajado
xMarkovParams

xMarkovGaussCurve xlsing8

Figura 10.2. Diagrama a bloques de la relajacion por temple simulado con enfriamiento natural. El proceso
general llamado MGGO3regFree invoca requiere de invocar a las tres funciones (xMarkovParams,
xMarkovGaussCurve e xIsing8) para el célculo de temperaturas y de probabilidades.
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11.1. Introduccion

Se plantean las siguientes pruebas:

e Presegmentacion
e Relajacion por enfriamiento natural
e Relajacion por enfriamiento forzado

En cuanto a la presegmentacion, se recurre a una imagen generada en el capitulo 8, la imagen de radar. Tal
imagen sera la materia prima del capitulo presente.

Las pruebas de enfriamiento natural se realizan calculando la temperatura de la region que se afecta en ese
momento. Mediante estas pruebas se obtiene una curva de temperatura para enfriamiento natural
promedio, es decir, es una curva que denota el decaimiento de la temperatura de la imagen. Esta curva se
estudiara para:

e  Observar el comportamiento del algoritmo de temple simulado
e Para plantear otra curva con un decaimiento de temperatura menos pronunciado.

Las pruebas de enfriamiento forzado se realizan empleando la ecuacién de decaimiento 10.1. De esta curva,
es de interés particular el cdlculo del parametro de control de decaimiento de temperatura. Tal pardmetro
se calcula mediante un algoritmo que configura la ecuacion 10.1 para aproximarse a la curva de
enfriamiento natural. Una vez calculado el control de enfriamiento, se reduce a un quinto para generar una
curva de control de temperatura menos pronunciada.
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11.2. Presegmentacion

Como ya se menciono en la introduccion, se usard la imagen de que resulta de un experimento realizado en
la seccion 8.4. La figura 8.18 ilustra la porcion de imagen original en tanto que la figura 8.20 nos muestra
cuales son las texturas que serviran para el calculo de las etiquetas de clase.

La presegmentacion se realiza empleado una regién de distancia cuadratica 18, la figura 11.1(a) ilustra tal
region. En esta misma figura se ilustra la numeracién de los sitios en la vecindad del pixel que interesa
clasificar, a la vez, en la figura 11.1(b) que muestra los cliques que se usaran para calcular el modelo Gibbs-
Markov.

La imagen que resulta del experimento realizado con el algoritmo muestreador deterministico de Gibbs se
ilustra en la figura 8.27. Esta imagen es la que servira de materia prima en el desarrollo del presente
capitulo.

11.3. Pruebas de relajacion por temple simulado con
decaimiento natural de la temperatura

Para la aplicacidn del algoritmo de temple simulado se usara una regién con distancia cuadratica de 8 y
cliques de Ising mostrados en la figura 11.1(c). El enfriamiento de la imagen se da en forma natural con cada
cambio realizado en sus diversas regiones.

La figura 11.2 ilustra una secuencia de cambios ocurridos durante la prueba. En tal figura se muestran las
primeras 5 imagenes y luego se muestran cambios cada 5 imagenes hasta completar 25 ciclos. Puede

1123|2567 2 s e T=T=1:
8|9 |10|11]|12|13|12 T sl7 s 10
15|16 [17(18| 12| 20| 21 1 #2818 1 11|12 0 [13]12
22(23|24| 0 |25| 26|27 o s 15|1617 (18|13
28|29|30(31|32|33 |32 tat iiﬁq 20]21)22]23]24
1 7
35|36|37|38|39| 40|41 ” 7, g
42|43 |44 |45 |26 (47|28

rfe=18

(a) (b) (¢)

Figura 11.1. (a) Vecindad de distancia cuadratica 18, (b) cliques rémbicos. (c) Vecindad de distancia cuadratica 8
usada para la relajacion. En tal vecindad los cliques de Ising son propiamente los sitios de la vecindad.
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notarse la disminucion de algunos pixeles aislados y también de algunas regiones. En cambio, hay regiones
en donde aun se preservan otros pixeles aislados, lo mismo que otras regiones. El valor de 8 en la
distribucion de Ising-Markov fue de § = 0.5.

La figura 11.3 se muestra la respectiva curva de decaimiento natural de la temperatura. Si esta curva se
compara con las imagenes de la figura 11.2 podra notarse que los cambios mas drasticos ocurren en los
primeros ciclos. Luego con el decaimiento de la temperatura y la homogeneidad lograda en la imagen, los
cambios se vuelven esporadicos.

11.4. Pruebas de relajacion por temple simulado con
decaimiento forzado de la temperatura

Para realizar esta prueba primero debemos modelar el decaimiento natural de temperatura ajustando el
parametro de control < en la ecuacion 10.1. Para ajustar tal pardmetro se recurre a un algoritmo que realiza
un rastreo para encontrar el mejor valor. Este algoritmo queda descrito en el apéndice C.

Una vez encontrado el valor del pardmetro de control de decaimiento «, lo reducimos a un quinto de su
valor original para generar una enfriamiento mas lento. La figura 11.4 nos muestra tres curvas, una
corresponde con un enfriamiento natural en tanto que se pueden observar otras dos curvas que modelan el
enfriamiento natural y un enfriamiento reducido a un quinto.

La figura 11.5 ilustra una secuencia de cambios ocurridos durante la prueba. En tal figura se muestran las
primeras 5 imagenes y luego se muestran cambios cada 5 imagenes hasta completar 25 ciclos. Nuevamente
se observa que los cambios mds drasticos ocurren en los primeros ciclos. Luego con el decaimiento de la
temperatura y la homogeneidad lograda en la imagen, los cambios se vuelven esporadicos. Realmente, un
enfriamiento mas lento no introduce mejoras en el algoritmo.

11.5. La codificacion

La figura 10.2 es un diagrama a bloques que indica cuales funciones fueron empleadas en la codificacion del
algoritmo de temple simulado.

El apéndice D contiene el cédigo del método MGGO3regFree para un relajamiento con enfriamiento natural.
El mismo apéndice D contiene el cddigo del método MGGO3regForce para un enfriamiento controlado.

167



168 | Maestria en Ingenieria Eléctrica

(a) (b)

Figura 11.2. Resultado de la relajacion por temple 5|mulado con enfriamiento natural. En (a) se exhibe la imagen
original de radar. En (b) se muestra la imagen generada durante el proceso de presegmentacién. En (c), (d), (e), (f), (g)
se exhiben las primeras cinco iteraciones en las cuales se observan la mayoria de los cambios. En (h), (i), (j), (k) se
muestran las iteraciones 10,15, 20 y 25 en las cuales se observa que los cambios toman mas tiempo.

(e)

(k)
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Curva de decaimiento natural de la temperatura
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Figura 11.3. Curva de decaimiento natural de la temperatura promedio de la imagen de radar.
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Curva de decaimiento natural de temperatura
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Figura 11.4. Curvas de decaimiento de temperatura promedio de la imagen. La curva con el codo corresponde al
enfriamiento natural de la imagen. La figura también muestra una curva de aproximacién por medio de la ecuacidn
10.1. La curva superior muestra una curva de enfriamiento lento.




Relajacidn jerdrquica y contextual de segmentacion
Capitulo 11. Pruebas de relajacién

(a) S (b)

(f) (g) (h)

(i) (i) (k)

Figura 11.5. Resultado de la relajacién por temple simulado con enfriamiento forzado: o= 0.46838. En (a) se exhibe la
imagen original de radar. En (b) se muestra la imagen pre segmentada. En (c), (d), (e), (f), (g) se exhiben las primeras
cinco iteraciones en las cuales se observan la mayoria de los cambios. (h), (i), (j), (k) Iteraciones 10,15, 20 y 25 en las
cuales se observa que los cambios no presentan mayores diferencias salvo por algunos pixeles de clase.
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12.1. Introduccion

La imagen que usaremos para probar la robustez de las herramientas y algoritmos siguientes:

e Presegmentacion
o Herramienta: distribucién de Gibbs-Markov
o Aplicador: muestreador de Gibbs
e Relajacion
o Herramienta: distribucién Ising-Markov
o Aplicador: temple simulado

En el caso de la presegmentacion, debemos recordar como se plantea el estudio de una sustancia en el
colectivo candnico, consulte la seccion 6.4. Considere entonces una sustancia de la cual nos interesa un
volumen pequefio. De este volumen queremos conocer cual es el nivel de energia mas probable. En Ila
imagen del oryx, se hace algo semejante a lo descrito en el colectivo candnico, se toma una pequefia regién
y de ésta nos interesa conocer cual la clase que mejor representa a la configuracién. Esa clase es
representativa del nivel de energia de tal region.

En el caso de la relajacidn, se introduce el modelo de Ising en el colectivo candnico, considerando que la
sustancia de interés es un material ferromagnético. Asi entones, las particulas de la sustancia tienen un
vector de orientacién en torno del cual oscilan. Cada uno de tales spines sélo puede tener una de dos
posibles orientaciones (seccidn 9.2). Si el volumen se calienta y se deja enfriar, los spines de las particulas
tenderan tener la misma orientacién.

Ahora bien, en el presente capitulo, se plantea la situacién en la cual la sustancia, la imagen del oryx, es
calentada por algun agente externo de tal forma que las particulas de la sustancia, luego de la accién del
agente externo, estan en completo desorden. El efecto de este calentamiento se denota en una imagen
como ruido aditivo. Asi entonces, nos preguntamos ¢Cual sera el efecto de un proceso de temple simulado
sobre una imagen que ha sido corrompida? Asi entonces, en las pdginas siguientes se tratara se exhibir el
comportamiento de los algoritmos desarrollados en la tesis frente al ruido.
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12.2. Segmentacion de la imagen contaminada con ruido aditivo

El algoritmo de presegmentacion esta configurado con una distribucién de Gibbs-Markov que recurre a una
vecindad de distancia cuadratica 18 y de los respectivos cliques rombicos. La figura 12.1(a) nos ilustra al
respecto.

El algoritmo de relajacidn esta configurado para hacer uso de la distribucion de Ising-Markov, la cual recurre,
a su vez, a una vecindad de distancia cuadratica 8 y de los respectivos cliques de Ising. La figura 12.1(b) nos
muestra tal.

Se ha elegido la fotografia de un oryx, mostrada en la figura 12.2. Las zonas elegidas para la
presegmentacion se muestran en la figura 12.3.

Los resultados de la presegmentacion y para diferentes iteraciones del algoritmo de relajacién se exhiben en
la figura 12.4.

En la figura 12.5, la imagen del oryx se ha contaminado con ruido, el cual tiene una distribuciéon normal y
una desviacion estandar de ¢ = 0.1. Los resultados de la presegmentacion y la relajacion se muestran en la
mima figura.

En la figura 12.6, se ha contaminado la imagen original con ruido, el cual tiene una distribucién normal y una
desviacion estandar de ¢ = 0.2. Los resultados de la presegmentacion y algunos ciclos de relajacion se
exhiben en la figura 12.5.

En la figura 12.6 se ha llegado al maximo nivel de contaminacidn de la sefial original con ruido, el cual tiene
una distribucién normal y una desviacion estandar de ¢ = 0.3. En la figura 12.7 se muestran los resultados
de la presegmentacion y la relajacion.

1 e B 7 12345
e 5|7 |3 10
| 1 | 2a] 39 1 rP<=g 11|12| 0 | 13|12
r<=18 o 26| 15|16|17] 18|13
28 EECIED 20|21|22|23|24

7] 3¢ 3¢] 56|

42 ag| o | a8

(a) (b)

Figura 12.1. (a) Vecindad de distancia cuadratica 18 y cliques rombicos. (b) Vecindad de distancia cuadratica 8
usada para la relajacion. En tal vecindad los cliques de Ising son propiamente los sitios de la vecindad.
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Figura 12.2. Imagen de un Oryx. Foto cortesia de National Geographic.

Figura 12.3. Regiones de entrenamiento en la imagen de un Oryx. Foto cortesia de National Geographic.
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Original
1 ciclo 5 ciclos

15 ciclos 20 ciclos
Figura 12.4. Presegmentacion y relajacion de la imagen original, sin ruido.

Presegmentada

10 ciclos
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Original Ruido gaussiano ( desv. std.=0.1) Presegmentada

1 ciclo 3 ciclos 10 ciclos

15 ciclos 20 ciclos
Figura 12.5. Imagen contaminada con ruido gaussiano cuya desviacion estandar es o = 0.1.
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Original ruido gaussiano (dsv. std.=0.2) Presegmentada

1 ciclo 3 ciclos 10 ciclos

15 ciclos 20 ciclos
Figura 12.6. Imagen contaminada con ruido gaussiano cuya desviacion estandar es ¢ = 0.2
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Original ruido gaussiano (dsv.std.=0.3) Presegmentada

1 ciclo 3 ciclos 10 ciclos

15 ciclos 20 ciclos
Figura 12.7. Imagen contaminada con ruido gaussiano cuya desviacién estandares 0 = 0.3.
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12.3. Comparacion de resultados

En la figura 12.8 pueden apreciarse los resultados de la presegmenacién a diferentes niveles de ruido aditivo
en la imagen del oryx. La adicion de ruido a la imagen implica la adicién de energia a los pixeles que la
conforman. El presegmentador simplemente nos entregara la clase mds apropiada para el nivel energético
de una configuracidn en una pequefia region y asi para todas las posibles regiones en la imagen.

Otra forma de ver al presegmentador es considerar que presenta una pobre inmunidad al ruido, por lo cual
podemos afirmar lo opuesto, es decir, el presegmentador es sensible al ruido.

En la figura 12.9, se puede apreciar el efecto del temple simulado, el cual tiene la pretensidn de bajar los
niveles energéticos de cada region en la imagen. Puede observarse que el resultado, para cada desviacion
estandar de ruido, el temple simulado logra realizar una deteccidon razonablemente adecuada de las
diferentes texturas en la imagen.

Algo que se puede notar, cuando se calienta una sustancia, resulta en algo diferente cuando se ha enfriado y
eso puede notarse si se comparan las imagenes que resultan del temple parac = 0.1yo = 0.3.
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Figura 12.8 Resultados del presegmentador para la misma imagen afectada con ruido aditivo a diferentes
desviaciones estandar.

Ruido gaussiano ( desv. std.=0.1) Presegmentada

4k r

ruido gassiano (dsv. std.=0.2) Presegmentad

“ruido gaussiano (dsv.sd.=.3) - Prsegmetad
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20 ciclos

ruido gussiano (dsv. std.=0.1) 20 ciclos

20 ciclos

‘ruido gaussiano (dsv.std.=.3) 20 ciclos

Figura 12.9. Resultados de la relajacién por temple simulado para la misma imagen afectada con ruido aditivo a
diferentes desviaciones estandar. En cada caso se probaron 20 ciclos.
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13.1. Introduccion

Durante el presente capitulo se concluira la investigacion realizada para la elaboracion de la presente tesis.
Con cierta antelaciéon se pretende cubrir los puntos mencionados en la sub seccién 1.7.5 y que a
continuacion se exhiben desglosados aquellos temas que resultan de interés.

1. Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion.
1.1. Las imagenes se consideran procesos aleatorios en 2D ¢A cudl tipo de proceso aleatorio
corresponden las imagenes?
1.2. Calidad de imagen.
1.3. Exigencia del proceso de presegmentacién a la computadora.
1.4. En la fotografia del DF, ¢Una estructura se define por el objeto fotografiado o es solo una textura
con alguna forma geométrica?
1.5. éFunciona la hipdtesis?
Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion en imagenes de grandes dimensiones.
Conclusiones sobre el proceso de relajacidn estocastica.
3.1. Enfriamiento natural contra enfriamiento controlado.
3.2. Consecuencia de usar la imagen original y el mapa de clases para la relajacion.
3.3. ¢Funciona la hipdtesis?
4. Conclusiones sobre el proceso de segmentacion frente a ruido.
4.1. ¢Funciona la hipotesis?
5. Conclusiones sobre MATLAB" como herramienta de investigacion.
5.1. Ventajas y desventajas generales de MATLAB
5.2. Conclusion sobre las facilidades de MATLAB para el desarrollo de la Tesis.
5.3. Conclusion sobre la velocidad de MATLAB e implementaciones posibles en Cy C paralelo.
6. ¢Qué falta por hacer?

Un aspecto que debe tenerse en cuenta al examinar las imagenes implica que una textura es un tipo de
campo aleatorio y toda la imagen, formada por varias texturas, es otro tipo de campo aleatorio.

! MATLAB es un producto de Mathworks
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13.2. Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion

13.2.1. Las imagenes se consideran procesos aleatorios en 2D ;A cudl tipo de
proceso aleatorio corresponden las imagenes?

De manera general, todos los procesos aleatorios son no estacionarios, sin embargo, bajo ciertas
circunstancias, puede aproximarse su comportamiento como estacionario. En el caso de las imagenes
estudiadas en la presente tesis, se ha partido de la suposicién de que cada textura en la imagen es un campo
aleatorio 2D espacialmente estacionaria, es decir, hay independencia del origen espacial, lo que permite la
segmentacion.

La probabilidad de que un pixel de la imagen tome un nivel de gris quedd expresada con una distribucion
Gibbs-Markov. Esta probabilidad es dependiente de los niveles de gris que adopten los pixeles vecinos. Para
el procedimiento de presegmentacion se obtuvo una curva promedio. Ahora bien, existe la cuestién de si
esta curva de probabilidad es dependiente o independiente de las posiciones de muestreo.

La figura 13.1 muestra algunas curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las
etiquetas de clase para la imagen de fotografia aérea del DF (la figura 8.3 exhibe la fotografia aérea del DF).
En la figura 13.1 se puede apreciar que las curvas densidad de probabilidad de cada clase forman
agrupaciones. El hecho de que las curvas de cada textura formen agrupaciones distinguibles implica que es
posible aproximar el comportamiento estadistico de cada textura como independiente de las posiciones de
muestreo. Dado que las agrupaciones estan separadas implica que el algoritmo de aplicacién casi no se
confundira al momento de clasificar un pixel.

En la figura 13.2 se pueden apreciar las curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las
etiquetas de clase para la imagen de radar sobre el DF (vea la figura 8.8). En la figura 13.2, las curvas de cada
clase forman agrupaciones. El hecho de que las curvas de cada textura forman agrupaciones distinguibles
implica que se puede aproximar el comportamiento estadistico de cada textura como independiente de las
posiciones de muestreo.

Dado que las agrupaciones estan demasiado cercanas implica que el algoritmo de aplicacion se confundira al
momento de clasificar un pixel. A consecuencia, resultara un mapa de clases con mucho ruido.

13.2.2. Calidad del mapa de clases

Al observar la figura 11.1, correspondiente al mapa de clases generado a partir de la fotografia aérea del DF,
pode notarse que las agrupaciones de curvas, representativas de cada clase, estdn suficientemente
separadas, por lo cual es facil decidir si un pixel es de una clase o de otra. A consecuencia, este mapa de
clases tendra pocos pixeles aislados.
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Figura 13.1. Familias de curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las etiquetas de clase.
Note que la familia mas a la izquierda puede idealizarse para considerar que la respectiva textura es estacionaria
en sentido amplio. Puede pensarse de igual forma con la familia de curvas de la derecha. En cambio, la familia de
curvas del centro parece demasiado dispersa. bor lo aue es estacionaria en sentido estricto.
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Figura 13.2. Familias de curvas densidad de probabilidad generadas durante el calculo de las etiquetas de clase.
Note que la familia mas a la izquierda puede idealizarse para considerar que la respectiva textura es estacionaria
en sentido amplio. Puede pensarse de igual forma con la familia de curvas de la derecha. En cambio, la familia de
curvas del centro parece demasiado dispersa, por lo que es estacionaria en sentido estricto.
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Hay que observar ahora la figura 11.2, la cual corresponde al mapa de clases generado a partir de la imagen
de radar sobre el DF. Puede notarse en esta figura que las familias de curvas de probabilidad no estan
suficientemente separadas por lo que habra problemas para decidir si un pixel pertenece a una clase o a
otra, es decir, habrd muchos pixeles aislados.

13.2.3. Exigencia del proceso de presegmentacion a la computadora.

El muestreador deterministico de Gibbs evaltua el modelo de probabilidad Gibbs-Markov para cada pixel de
una imagen. Previamente a la aplicacién del modelo a algun pixel, sus parametros deben ser calculados, lo
que requiere del planteamiento y solucidn de un sistema de ecuaciones. Asi que el muestreador
deterministico de Gibbs, desarrollado para la presente tesis, es exigente de las capacidades numéricas de la
computadora.

El problema no acaba resolviendo el sistema de ecuaciones. Para cada pixel se debe asignar memoria para
plantear un sistema de ecuaciones. Una vez resuelto el sistema, hay liberar la memoria asignada.

Finalmente, un proceso que exigen tanto a un equipo implicard un tiempo de procesamiento considerable,
el desgaste del equipo y un gran consumo de energia.

13.2.4. ;Funciona la hipotesis?

Debe recordarse que la hipdtesis implica considerar una semejanza entre pixeles y particulas de una
sustancia. De la sustancia se toma un volumen pequefio con algin nimero de particulas y luego se calcula la
probabilidad de que adopte ciertos niveles de energia.

Si se traduce la hipétesis para su uso con imagenes, entonces de la imagen se toma una region pequefa con
algln numero de pixeles y luego se calcula su probabilidad de adoptar ciertos niveles de gris.

¢Qué tan grande o pequefia es la region a elegir en la imagen? Se puede afirmar lo siguiente, el mapa de
clases de la foto aérea del DF (figura 8.6) tiene mayor calidad que el mapa de clases correspondiente a la
imagen de radar (figura 8.10). Una de las razones, en cuanto al nivel de calidad, esta relacionada con la
granularidad de la imagen. Si la imagen es de grano fino, se requiere de una region de ciertas dimensiones.
En cambio, si la imagen es de grano grueso, se requiere de una region de mayores dimensiones, situacion
que no se considerd en la imagen de radar (figura 8.8).

Aun asi, con el tamafio de regidon elegido, se ha logrado la creacién de mapas de clases de una calidad
aceptable. Entonces se puede concluir que el modelo probabilistico Gibbs-Markov y el algoritmo de
aplicacion, muestreador deterministico de Gibbs, funcionan y funcionaran mejor siempre y cuando se elijan
las dimensiones adecuadas de la region.
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13.3. Conclusiones sobre el proceso de presegmentacion en
imdgenes de grandes dimensiones

El procesamiento de una imagen de grandes dimensiones implica:

e Desgaste del equipo

e Consumo de energia

e Tiempo

e Dinero

e Involucrar a alguien que programa a la computadora (esto implica lidiar con el aspecto social del
trabajo)

Una forma simple de ahorrar un poco en todos estos puntos implica elegir zonas de interés en la imagen, de
tal forma que se estara trabajando con imagenes de dimensiones manejables.

13.4. Conclusiones sobre el proceso de relajacién estocdstica

13.4.1. Enfriamiento natural contra enfriamiento controlado

Es necesario recordar que una pequefia regidon del mapa de clases se templa mediante tres tareas. La
primera tarea implica el calentamiento, es decir, se elige una de las posibles soluciones, en este caso, una
etiqueta de clase. La segunda tarea es el enfriamiento, en caso de que la nueva solucién mejore a la solucion
anterior. Finalmente, la tercera tarea que implica que la temperatura:

a) Decaiga en forma controlada con una ecuacién parametrizada.
b) Decaiga debido a que la nueva soluciéon reduce la energia de la region.

Enfriamiento controlado se rige por la ecuacién 10.1, la cual requiere de dos parametros que son la
temperatura inicial T_0 y un control de decaimiento de temperatura a. Asi entonces, se debe observar que
el enfriamiento controlado presenta desventajas en cuanto a que no se conoce cual debe ser la temperatura
inicial y no se sabe cuan rapido debe decaer la temperatura. En contraste, en el enfriamiento natural la
temperatura es una propiedad de la imagen y puede calcularse. Como consecuencia de este calculo, se
puede generar una curva de decaimiento de temperatura. Tal curva puede servir de referencia en la
parametrizacion de la ecuacién que controla el decaimiento de temperatura.
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En el capitulo 11 se observd el comportamiento de la ecuaciéon 10.1 cuando se parametriza con la
temperatura calculada del mapa de clases que resulta de la presegmentacién y con un control de
decaimiento a para generar una curva menos pronunciada (vea la figura 11.4).

Consideremos primero a la figura 11.4 que exhibe las condiciones bajo las cuales se reduce la temperatura
en forma controlada. Luego si se compara la secuencia de imagenes generadas por el enfriamiento natural
(vea la figura 11.2) con la secuencia de imagenes generadas por el enfriamiento controlado (vea la figura
11.5), no se puede observar mejoras sustanciales: es muy probable que haya debido considerarse una
temperatura inicial mas alta.

13.4.2. Consecuencia se usar la imagen original y el mapa de clases para la
relajacion

Las dimensiones usadas por el modelo de Gibbs-Markov y el modelo Ising-Markov, el considerar que el
mapa de clases es un evento dependiente de la imagen original, nos permite lograr imagenes donde se
puedan percibir los detalles, es decir, algunas zonas pequefias en la imagen original seguirdn apareciendo en
la imagen de clases, incluso luego del temple simulado.

13.4.3. ;Funciona la hipotesis?

La hipdtesis usada en la tesis implica considerar que los pixeles del mapa de clases se asemejan a las
particulas de una sustancia ferromagnética. Tales particulas giran en torno de un vector llamado spin. Si la
sustancia se calienta y deja enfriar, los spines tenderan a orientarse en la misma direccion. En el caso de una
imagen, ésta tenderd a verse homogénea.

La figura 11.2 ilustra el proceso de temple repetido una y otra vez sobre el mapa de clases de la imagen de
radar. En esa figura puede notarse la supresion del ruido de presegmentacién. Tal situacidn nos lleva a
concluir que la hipodtesis es valida y que el modelo y su algoritmo de aplicacion funcionan.

13.5. Conclusiones sobre los procesos de segmentacion frente a
ruido

Se plantea la situacidn en la cual la sustancia, la imagen del oryx, es calentada por algin agente externo de
tal forma que las particulas de la sustancia, luego de la accién del agente externo, estdn en completo
desorden. El efecto de este calentamiento se denota en una imagen como ruido aditivo. Asi entonces, nos
preguntamos ¢Cual sera el efecto de un proceso de temple simulado sobre una imagen que ha sido
corrompida?
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El hecho de proveer energia a una sustancia para alterar a sus particulas implica lo que se acaba de
mencionar, la sustancia ha cambiado, es decir, ya no se tiene la misma sustancia y no hay proceso que
pueda recomponerla a su estado original.

La figuras 12.9 demuestra los efectos de la aplicacién de energia a los pixeles de una imagen para lograr su
alteracion: ruido aditivo. Tras varios ciclos de temple en cada nivel de ruido aditivo, la imagen se estabiliza a
un estado de minima energia. Puede observarse cémo la imagen se distorsiona proporcionalmente con el
nivel de ruido aplicado.

13.6. Conclusiones sobre MATLAB como herramienta de
investigacion

13.6.1. Ventajas y desventajas generales de MATLAB

MATLAB es una excelente herramienta cuyo mayor potencial se observa en que:

e Hace uso de un lenguaje algebraico matricial

e Viene con un intérprete de codigo que facilita la escritura de programas.

e Provee una enorme facilidad para visualizar de imagenes y graficos

e Provee de una administracidon automatica de recursos de la computadora: memoria y procesador.

Estas cualidades permiten escribir y corregir rapidamente cédigo para simular las ecuaciones que describen
nuestros procesos fisicos: adids a cuelgues de programas mal escritos o a las famosas reinstalaciones porque
el programa en C descompuso el sistema operativo.

Las desventajas de MATLAB estan en:

e Siel usuario no es prudente, puede forzar un consumo excesivo de recursos de la computadora aun
cuando MATLAB los administra.

e El proceso de administraciéon de recursos se vuelve lento y ralentiza las aplicaciones luego de
algunos ciclos de trabajo: indicio de que a administracion de recursos no responde a usuarios
inconscientes del funcionamiento del sistema.
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13.6.2. Conclusion sobre las facilidades de MATLAB para el desarrollo de la
Tesis

Siempre que se modela un sistema se presentan las siguientes tareas:

e Elcalculo de los parametros del modelo

e Laevaluacion del modelo. Este punto puede generar gran cantidad de informacion
e Laadministracion de los datos generados por la evaluacién del modelo

e Elandlisis de los datos

e La graficacion de los datos.

A todas estas tares, alin debe considerarse que el investigador debe entender el modelo que ha planteado y
que los datos que se generen pueden no tener sentido. Esto implica replantear el problema vy realizar las
pruebas necesarias, una y otra vez.

MATLAB ayuda en mayor o menor grado sobre cada una de las tareas que el investigador debe realizar: es
una herramienta que puede volverse tan necesaria que es un apéndice mas en el ser humano.

13.6.3. Conclusién sobre la velocidad de MATLAB e implementaciones posibles
en Cy C paralelo

A pesar de la gran herramienta que resulta ser MATLAB, se presentan problemas con algunas funciones que
pueden ralentizar la ejecucidn de un cédigo. Tal es el caso de la evaluacién del modelo Gibbs-Markov sobre
cada pixel de la imagen. Ciertamente, implementar el modelo Gibbs-Markov en lenguaje C implicaria reducir
el tiempo de procesamiento a cerca del 50%. Este porcentaje puede reducirse ain mas si la implementacién
se realiza aprovechando las nuevas implementaciones de doble nicleo de los microprocesadores, en cuyo
caso, seria como tener dos computadoras atendiendo un mismo proceso.

13.7. ;Que falta por hacer?

Durante la presente tesis se trabajé con texturas que se entendieron como procesos aleatorios estacionarios
en sentido amplio. En particular, las texturas de grano grueso llevaron al limite de esta hipdtesis. Haria falta
considerar nuevas definiciones de cliques y ecuaciones adecuadas que describan mejor a estas texturas.
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Los algoritmos descritos, aunque excelentes por su funcionamiento, ain no se comparan con el sistema de
visién humano que puede reconocer cuando se trata de una sombra y cuando se trata de un inmueble o de
un arbol.

Debido al tiempo excesivo de procesamiento de las ecuaciones densidad de probabilidad de campo
aleatorio, se requiere de una mejora tanto en hardware como en software. Por la parte de software, se
puede aprovechar la capacidad de MATLAB para ejecutar cdédigo en C.

En cuanto al dueto hardware-software, los sistemas de cémputo de hoy dia tienden a aprovechar a los
procesadores multi-ntcleo, lo cual da la oportunidad de programacién de procesos paralelos. A
consecuencia, le procesamiento de una imagen puede atenderse con dos o mds nucleos reduciendo el
tiempo de procesamiento.
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A.1. Funcion xMarkovParams

function [Ax,mux,ssigmax]=xFastMarkovParams(lImage)
% Entradas

% Image : -Super regibén para extraccion de cliques.

% -Puede tener cualquier dimension

% -Se recomienda que sus dimensiones sean mayores al doble de la
% region que abarca a la vecindad

% : -Debe ser de mayor tamafio que la vecindad

%

%Sal idas

% A : Vector de energias

% mu : Media

% ssigmax : Varianza

%

%Operacion

% - Se trabaja con una subimagen capturada de la imagen original
% -Calcula los parametros de Markov

% -Calcula las energias de Gibbs desde los parametros Markov

%%

S=[1;

X=0;

SizeNbr=7;

shft=bitshift(SizeNbr,-1);
center=bitshift(SizeNbr,-1)+1;
[rows,cols]=size(lImage);

%%

cliques2_1-=[2,18,26,42;8,24,32,48];
cliques2_2=[6,18,29,36;14,26,32,44];
cliques3_1-[3,11,27,35;9,17,33,41;15,23,34,47];
cliques3_2=[5,11,23,27;13,19,31,37;21,27,39,45] ;
cliques4_1=[4,28;10,34;16,40;22,46];
cliques4_2=[4,22;12,30;20,38;28,46];

%%
%Ruido
Image=Image+rand(size(Image))*0.0001;

%%
% Genera el sistema de ecuaciones
for r=center:rows-center
for c=center:cols-center
Img = Image(r-shft:r+shft,c-shft:c+shft); %captura una subimagen
X=[X; Img(center)];

S=[S; [sum(prod(Img(cliques2_1))),sum(prod(Img(cliques2_2))),sum(prod(Img(cliques3_1))),sum(p
rod(Img(cliques3_2))),sum(prod(Img(cliques4_1))),sum(prod(Iimg(cliques4d_2)))1]:;

end
end

%%
%Solucion al sistema matricial
[rows,cols]=size(S);
if rows>cols
AX=(S"*S)\S"*X;
elseif rows<cols

% display("rows<cols"®)
% AX=(S"/(S*S"))*X;
Z=S*S*;

[rz,cz]=size(2Z);
Z=rref( [Z,eye(rz,cz)] );
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Sinv=Z(:,cz+1:2*cz);
AX=S"*Sinv*X;

else
Ax=Inv(S)*X;

end

%%
%Varianza y media

Img = Image(center:center+SizeNbr-1,center:center+SizeNbr-1);

[rows,cols]=size(Img);
S=[sum(prod(Img(cliques2_1))),sum(prod(Img(cliques2_2))),sum(prod(Img(cliques3_1))),sum(prod
(Img(cliques3_2))),sum(prod(Img(cliques4_1))),sum(prod(Img(cliques4_2)))1;

Mux=S*Ax;

ssigmax=(X-mux) " *(X-mux)/ ((rows-2)*(cols-2));

A.2. Funcion xMarkovGaussCurve

function p=xFastMarkovGaussCurve(mu,ssigma)
%%
% Entradas

% mu : Media de la distribucién
% ssigma : Varianza

%

%Sal idas

% P : Curva de probabilidad

%

%%

%Vector de probabilidades

grays=(0:1:255)/255;

p = exp( -0.5*((grays-mu) .~2)/ssigma ) / sqrt(2*pi*ssigma*255*255);
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B.1. Método MGGO3pre

%%
%Experimento de presegmentacion con varios patrones
% Sin temple simulado

clear all

close all

clc

%%

%Lectura de imagen

Sourcelmage=double(imread (" zfotoDFO1.bmp*®, "bmp~))/255;
h=[1,2,1;2,4,2;1,2,1]/16;
Sourcelmage=conv2(Sourcelmage,h, “same™);

imshow(Sourcelmage) ;
size(Sourcelmage)

%%
%Captura de ventanas de entrenamiento

display("Obtenga muestra 1%)
[Texturelmg,rect] = imcrop(Sourcelmage); %rect = [xmin ymin width height]
[rows,cols]=size(Texturelmg);
medial=0;
for row=1:rows-13
for col=1:cols-13

% Muestra las regiones que se procesan: ralentiza al sistema

% figure(l);

% imshow(Sourcelmage);

% imrect(gca, [rect(l)+col,rect(2)+row,13,13]); %Dibuja un rectangulo sobre el area que
se examina

ImgSamp=Texturelmg(row:row+13-1,col:col+13-1);
[A,mu, ssigma]=xFastMarkovParams(ImgSamp(1:13,1:13));

medial=medial+mu;
end;
end;
medial = medial/( (rows-13)*(cols-13) );

display(“Obtenga muestra 27%)
[Texturelmg,rect] = imcrop(Sourcelmage); %rect = [xmin ymin width height]
[rows,cols]=size(Texturelmg);
media2=0;
for row=1:rows-13
for col=1:cols-13

% Muestra las regiones que se procesan: ralentiza al sistema
% figure(l);
% imshow(Sourcelmage);

% imrect(gca, [rect(l)+col,rect(2)+row,13,13]);

ImgSamp=Texturelmg(row:row+13-1,col:col+13-1);
[A,mu, ssigma]=xFastMarkovParams(ImgSamp(1:13,1:13));

media2=media2+mu;
end;
end;
media2 = media2/( (rows-13)*(cols-13) );
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display(“Obtenga muestra 3%)
[Texturelmg,rect] = imcrop(Sourcelmage); %rect = [xmin ymin width height]
[rows,cols]=size(Texturelmg);
media3=0;
for row=1:rows-13
for col=1:cols-13

% Muestra las regiones que se procesan: ralentiza al sistema
% figure(l);
% imshow(Sourcelmage) ;

% imrect(gca, [rect(l)+col,rect(2)+row,13,13]);

ImgSamp=Texturelmg(row:row+13-1,col:col+13-1);
[A,mu, ssigma]=xFastMarkovParams(ImgSamp(1:13,1:13));

media3=media3+mu;
end;
end;
media3 = media3/( (rows-13)*(cols-13) );

%%
%Normal izacién
display(“Normalizacion®)

pixl=round(medial*255);
pix2=round(media2*255);
pix3=round(media3*255);

medial=pix1/255;
media2=pix2/255;
media3=pix3/255;

display("Clases: medias®);
clases=[medial , media2 , media3]

display("Etiquetas™);

[pix1l pix2 pix3]
%input(“presione una tecla®);
%%

%Presegmentacion

display("Presegmentacion...")

[Mrows,Ncols]=size(Sourcelmage);
Destlmage=zeros(Mrows,Ncols);

barra=zeros(1,Mrows);

for r=9:Mrows-9
barra(r)=1;
figure(10)
plot(barra)
Figure(d)
imshow(Destlmage);

drawnow;

for c=9:Ncols-9
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X=Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
[Ax,mu, ssigmax]=xFastMarkovParams(X) ;
p=xFastMarkovGaussCurve(mu,ssigmax) ;

% figure(b)

% plot(p);

[maxi, indx]=max( [ p(pix1l) , p(pix2), p(pix3) 1 );
Destlmage(r,c)=clases(indx);

end
end

%%

%Guarda datos

imwrite(Destlmage, "zReglImageO.bmp*®, "bmp®);
save vars medial media2 media3

B.2. Método MGGO4pre

%%
%Experimento de presegmentacion con varios patrones
% Sin temple simulado

clear all

close all

clc

%%

%Lectura de imagen

%Sourcelmage=double(imread("zfotoDF02.bmp*, "bmp*))/255;
Sourcelmage=double(imread("zfotoDFO3.bmp~, "bmp*))/255;
h=[1,2,1;2,4,2;1,2,1]/16;

Sourcelmage=conv2(Sourcelmage,h, “same™);

imshow(Sourcelmage) ;
size(Sourcelmage)

%%
load vars medial media2 media3
clases=[medial media2 media3];

pixl=round(medial*255);
pix2=round(media2*255) ;
pix3=round(media3*255);

%%
%Presegmentacion

display(“Presegmentacion...")

[Mrows,Ncols]=size(Sourcelmage);
DestlImage=zeros(Mrows,Ncols);

barra=zeros(1,Mrows);

for r=9:Mrows-9
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barra(r)=1;
Ffigure(10)
plot(barra)
Figure(d)
imshow(DestlImage);

drawnow;

for c=9:Ncols-9

X=Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
[Ax,mu, ssigmax]=xFastMarkovParams(X) ;
p=xFastMarkovGaussCurve(mu,ssigmax) ;

% Figure(b)

% plot(p);

[maxi,indx]=max( [ p(pix1) , p(pix2), p(pix3) 1 ):
Destlmage(r,c)=clases(indx);

end
end

%%
%Guarda datos

%imwrite(Destlmage, "zfotoDFO2preseg.bmp*®, "bmp*);
imwrite(Destlmage, "zfotoDFO3preseg.bmp®, "bmp®);
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C.1. Funcion xIsing8

function p=xlIsing8(Image)

cliques2=[13,1;13,2;13,3;13,4;13,5;13,6;13,7;13,8;13,9;13,10;13,11;13,12;13,14;13,15;13,16;1
3,17;13,18;13,19;13,20;13,21;13,22;13,23;13,24;13,25]";
%cliques2=[13,7;13,8;13,9;13,12;13,14;13,17;13,18;13,19]";

%Codigo original:

beta =8/48;

N=length(Image)-1;

u=-N:N;

Z=sum(exp(-beta*u));

p =exp ( - beta * sum( 1 - ( Image(cliques2(1,:)) == Image(cliques2(2,:)) ) ) ) / Z;
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%%
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%Experimento de regularizacion con temple simulado

clear all

close all

clc

%%

%Lectura de imagenes

Sourcelmage=double(imread("zradar02.bmp*®, "bmp*))/255;

figure(l)
imshow(Sourcelmage) ;
[Mrows,Ncols]=size(Sourcelmage);

DestlImage=double(imread("zReglmageO.bmp*, "bmp"))/255;

figure(2)
imshow(DestlImage);
min(min(Destlmage))
max(max(Destlmage))

load vars medial media2 media3
clases=[medial media2 media3];

Reglmage=zeros(size(Destlmage));

%%

%Creando valores precargados de parametros Markov
display(“Creando valores precargados de parametros Markov®);

ssgmCell=cell(Mrows,Ncols);
muCell=cell(Mrows,Ncols);
barra=zeros(1,Mrows);
for r=9:Mrows-9
barra(r)=1;
figure(10)
plot(barra)
drawnow;
for c=9:Ncols-9
X
[Ax,mu,ssigmax] XFastMarkovParams(X);
ssgmCel 1{r,c}=ssigmax;
muCell{r,c}=mu;

end

end

%%

display("Relajacion®)

iteras=20;
TmprVct=zeros(iteras,1);
for itera=l:iteras

clc

itera

% barra=zeros(l,Mrows);

Tmpr=0;

Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
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for r=9:Mrows-9
% barra(r)=1;
% Ffigure(10)

% plot(barra)
figure(4)
imshow(Reglmage);
drawnow;
history="";
for c=9:Ncols-9
% X = Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
% [Ax,mu,ssigmax] = xMarkovParams(X);
p = xFastMarkovGaussCurve(muCell{r,c},ssgmCell{r,c});
%Calculo de temperatura de la imagen presegmentada
Z = Destlmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
[Az,muz,ssigmaz] = xFastlsingMarkovParams(Z);
U0 = 0.5*DestlImage(r,c)/ssigmaz;
Tmpr = Tmpr+1/U0;
Y1 =Destlmage ( r-2:r+2, c-2:c+2 );
Y2 = Y1; Y2(13)=clases( ceil(3*rand) );
ql=x1sing8(Y1);
g2=x1sing8(Y2);
pl=p( Y1(13)*255 )*ql;
p2=p( Y2(13)*255 )*q2;
if pl<p2
Reglmage(r,c)=Y2(13); %Acepta cambio
history=[history,"."];
elseif ( (q1/792)<1 ) && ( C (q1/7g2)"U0 ) > rand ) %UMete ruido: imperfeccion del
proceso

Reglmage(r,c)=Y2(13);

history=[history,"-"];
else

Reglmage(r,c)=Y1(13); %Rechaza cambio
end

end %Ncols
disp(history);
end %Mrows

TmprVct(itera)=Tmpr/(Mrows*Ncols);
figure(11);
plot(TmprVvct);

DestlImage=ReglImage;

figure(2)

imshow(DestlImage)
Reglmage=zeros(size(Destlmage));

drawnow;

imwrite(Destlmage, ["zReglmage” ,num2str(itera), " .bmp*"], “bmp~);

end

save temperatura TmprVct
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%%

clear muCell
clear ssgmCell
clear barra

D.2. Método MGGO3regForced

%%
%Experimento de regularizacién con temple simulado

clear all

close all

clc

%%

%Lectura de imagenes

Sourcelmage=double(imread("zradar02.bmp*", "bmp*))/255;
figure(1)

imshow(Sourcelmage) ;

[Mrows,Ncols]=size(Sourcelmage);

Destlmage=double(imread("zReglmageO.bmp®, "bmp~))/255;
figure(2)

imshow(DestlImage);

min(min(Destlmage))

max(max(Destlmage))

load vars medial media2 media3
clases=[medial media2 media3];

Reglmage=zeros(size(Destlmage));

%%
%Creando valores precargados de parametros Markov
display("Creando valores precargados de parametros Markov™);
ssgmCel l=cel l(Mrows,Ncols);
muCel I=cell(Mrows,Ncols);
barra=zeros(1,Mrows);
for r=9:Mrows-9
barra(r)=1;
figure(10)
plot(barra)
drawnow;
for c=9:Ncols-9
X Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
[Ax,mu, ssigmax] XFastMarkovParams(X) ;
ssgmCel 1{r,c}=ssigmax;
muCell{r,c}=mu;

end
end

%%

display(“Relajacion®)

load temperatura TmprVct
alfa=0.2*bestFreezing(TmprVct)
iteras=50;
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for itera=1l:iteras
clc
itera
%Control de temperatura
Tmpr=TmprVct(1l)./(1+alfa*log(itera))
for r=9:Mrows-9
Ffigure(4)
imshow(Reglmage) ;
drawnow;
history="";
for c=9:Ncols-9
% X = Sourcelmage( r-6:r+6, c-6:c+6 ); %Super imagen
% [Ax,mu,ssigmax] = xMarkovParams(X);
p = xFastMarkovGaussCurve(muCell{r,c},ssgmCell{r,c});
Y1 =Destlmage ( r-2:r+2, c-2:c+2 );
Y2 = Y1; Y2(13)=clases( ceil(3*rand) );
ql=x1sing8(Y1);
g2=x1sing8(Y2);
pl=p( Y1(13)*255 )*ql;
p2=p( Y2(13)*255 )*q2;
if pl<p2
Reglmage(r,c)=Y2(13); %Acepta cambio
history=[history,"."];
elseif ( (q1/92)<1 ) && ( ( (q1/g2)™M(A/Tmpr) ) > rand ) %Mete ruido:
del proceso
Reglmage(r,c)=Y2(13);
history=[history,"-"];
else
Reglmage(r,c)=Y1(13); %Rechaza cambio
end
end %Ncols
disp(history);
end Y%Mrows
%Nuevo estado
Destlmage=ReglImage;
figure(2)
imshow(DestlImage)
Reglmage=zeros(size(Destlmage));
drawnow;
imwrite(Destlmage, ["zzReglmage® ,num2str(itera), " .bmp"], "bmp*);
end
save temperatura TmprVct
%%
clear muCell
clear ssgmCell

cl

ear barra

imperfeccion
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E.1. Introduccion

Una vez que se tiene una tabla de datos, se procede a buscar un modelo matematico que
aproxime lo mejor posible tales datos. Los métodos de aproximacién implican dos partes:

e Un modelo matematico.
e Ajuste de los parametros de tal modelo.

En cuanto al modelo matematico, podemos mencionar el uso de polinomios a potencias n-ésimas,
funciones exponenciales, funciones logaritmicas funciones gaussianas.

Una vez que se ha elegido el modelo, se deben ajustar sus parametros para que la curva de
aproximacion coincida lo mejor posible con los datos. Uno de los métodos mds socorridos para el
ajuste de pardmetros podemos encontrar a los minimos cuadrados.

Aunque el método de minimos cuadrados puede generar soluciones muy precisas, puede hacerse
engorrosa su adaptacion a una modelo de datos en particular.

Una forma mas simple y menos compleja que los minimos cuadrados puede encontrarse en un
método numérico, en el cual, se parte de una solucién y ésta se optimiza en cada aplicacién del
método.

En el caso que incumbe a la presente Tesis, se debe aproximar la curva de decaimiento de
temperatura con el modelo presentado en la ecuacion 10.1. En esta ecuacion solo debemos
preocuparnos del parametro =, el cual representa un control de velocidad de decaimiento de
temperatura. Asi entonces, para hallar el mejor de valor para el control de decaimiento de
temperatura, un método numérico sera disefnado para este caso en particular.
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E.2. Descripcion genérica del método numérico

E.1.1 La funcion de aproximacion

Sean

e  filxF una funcion desconocida y de la cual se tienen tabulados sus valores.
e gix =l la funcidn de aproximacién en donde o es un parametro de ajuste sobre la forma
de la funcion y también es el objetivo del método numérico.

El problema fundamental es encontrar el valor de = que genera una curva que mejor aproximad
los datos tabulados de la funcién desconocida.

E.1.2 La funcién de error

Definamos ahora una funcidn de error que cuantifique el total de errores ocurridos al aproximar
los datos con una curva. Tal funcién estd en funcién del pardmetro oy se define como

ervar (o) = D |FG - glo,oxg)] (E1)

E.1.3 El intervalo de busqueda

Suponga que se estable un intervalo amplio de posibles valores para x, es decir, g [m. ®5].

Ahora bien, el intervalo se divide en cuatro secciones dando como resultado cinco posibles valores

para , es decir:
lozy, onp, o2, 00, 00]
(E.2)

En donde [eg, ez] = [exy, o5,

Suponga ahora que se evalua la funcién de error para cada valor de t, por lo cual tendremos cinco
posibles errores, es decir.

lervar(oe, ), ervar (e, ) ervar(os), arvar (o), arvar (o] (E.3)
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Si el error minimo cae en alguno de los valores #g, &3, %;, podemos tomar a sus vecinos y generar
un nuevo intervalo de busqueda mds pequeiio. A modo de ejemplo, suponga que el error minimo
ocurre con t,, entonces, definimos un nuevo intervalo de busqueda definido por

(oo ] = [oey, 25] (E.4)

E.3. Codificacion del método numérico

function alfa=bestFreezing(TmprRec)

%Dominio
k=[1:1:1ength(TmprRec)]";

%Controles de enfriamiento
aL=0;

aR=10;

disp([aL,aR])

while abs(aR-aL)>1E-4
a=alL:(aR-aL)/4:aR;

%Errores de aproximacion
error=zeros(size(a));
for itera=1:5
error(itera)= sum(abs(TmprRec(l)./(1+a(itera)*log(k))-TmprRec));
end
[minimun, index]=min(error);

%Nuevo intervalo

alL=a(index-1);

aR=a(index+1);

disp([aL,aR])
end

alfa=0.5*(aL+aR);

%Mejor valor
y=TmprRec(1)./(1+alfa*log(k));
z=TmprRec(1) ./(1+0.5*alfa*log(k));

%Almacenamiento de datos
save alpha alfa

%Graficacion de resultados
figure(100)

hold on
plot(k,TmprRec, "k");
plot(k,y,"b");
plot(k,z,"m");

hold off
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