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Resumen

El presente trabajo presenta una metodologia de diseno de observadores
disipativos interconectados para cierta clase de sistemas, tanto en cascada co-
mo en realimentacion. El diseno radica en descomponer el sistema original en
dos subsistemas para los cuales se disenan observadores disipativos de manera
individual. Posteriormente, los observadores se interconectan y se obtiene asi
un observador para el sistema completo. Esta metodologia simplificia el diseno
de observadores ya que los subsistemas resultantes son de orden menor que el

del original.
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Capitulo 1
Introduccion

Diversos sistemas fisicos (sistemas nerviosos, sistemas ecoldgicos, sistemas
bioquimicos) presentan una estructura compleja, dificil de analizar. Medir los
estados de tales sistemas resulta a veces imposible, o muy costoso en caso de
ser posible. El desconocer los estados de dicha clase de sistemas podria suponer
dificultades para controlarles. Aunado a ello, la misma dinamica compleja di-
ficulta el disenio de un observador adecuado que permita recuperar los estados

del sistema.

En principio, la problemética del disenio de observadores radica en esta-
bilizar la dinamica del error que surge cuando el observador intenta estimar
los estados. Sin embargo, el anélisis de estabilidad de un sistema dinamico no
lineal se complica conforme se eleva el orden del sistema, lo cual dificulta el

diserio de un observador no lineal.

En muchos casos es posible descomponer un sistema en una serie de sub-
sistemas interconectados, logrando asi obtener subsistemas elementales con
dindmicas mas simples que su original y para los cuales resultara mas sencillo

diseriar observadores.
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Un sistema interconectado es aquel sistema que consiste de subsistemas que
interactian entre si. Mientras que las entradas de un sistema capturan informa-
cion del ambiente inyectandola al sistema y las salidas registran la influencia
del sistema sobre el ambiente, las asignaciones entrada-salida tales como la
conexién en cascada o la retroalimentacion establecen las interconexiones. De
esta manera, las interconexiones son vistas como casos en los que la salida de

un sistema se impone como la entrada de otro.

Es posible entonces, y bajo ciertas restricciones, disenar un observador
para cada subsistema despreciando las interconexiones para posteriormente
conectarlos imitando las conexiones originales de la planta, obteniendo asi un

observador para el sistema completo.

En el presente trabajo se presenta un analisis de las conexiones bésicas que
pudiesen llegar a aparecer al descomponer la dindmica del sistema complejo de
tal manera que sea posible describir dicho sistema mediante las interconexiones

mencionadas.

La idea principal es similar a la presentada en las primeras paginas de [16],
pero aplicada al diseno de observadores. En principio, el método de diseno

consiste de 3 etapas:

= Segmentacion: El sistema se divide en una serie de subsistemas que in-

terconectados trabajan de manera idéntica al sistema original.

= Diseno de observadores para los subsistemas: En esta etapa se disenan
los observadores individuales para cada subsistema despreciando las in-

terconexiones.
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Segmentacion |

| -
Tl

Disefio

| Interconexion Ji
—

Figura 1.1: Etapas del disenio de observadores disipativos interconectados.

= Reconexion: Después de haber disenado los sub-observadores se procede a

interconectarlos para obtener asi un observador para el sistema completo.

En este trabajo se hace hincapié en las dos ultimas etapas de diseno, de-

jando a consideracion del usuario la etapa de segmentacion.

1.1. Motivacion

Disenar un observador implica buscar la estabilidad de la dinamica de error
de sistema observado. Mientras mas complejos sean sistema y observador, mas

compleja serd su dinamica de error y més intrincado sera su anélisis de esta-

bilidad.

La complejidad del analisis de estabilidad de un sistema dinamico no lineal

se eleva conforme el orden del sistema crece. Esta situacion motiva a buscar
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maneras de simplificar el anélisis de estabilidad del sistema. Es ahi donde surge
atractivo el hecho de trabajar con subsistemas de menor orden que en conjunto

fungen como un sistema global.

La descomposicién del sistema en subsistemas y el diseno de sub-observadores
por el método disipativo, podria simplificar el disenio de observadores para sis-
temas cuya dindmica compleja impida el diseno de un observador de manera

directa.

Los observadores interconectados encontraran aplicacién en aquellos cam-
pos de la ciencia que involucren sistemas matemaéticos complejos en sus estu-
dios, entre los cuales figuran los modelos mateméticos empleados en las inge-

nierfas y muchas ramas de las ciencias.

1.2. Estado del Arte

En 1972, Jan C. Willems publica un articulo de dos partes titulado Dis-
sipative Dynamical Systems [14], [15] en el cual se da a conocer la teoria de
dichos sistemas definidos en espacio de estado para los cuales la denominada
disipatividad se define en términos de la tasa de suministro y la funcion de
almacenamiento. Inicialmente orientados a la termodinamica, los sistemas di-
sipativos resultan de gran interés cuando son considerados sistemas fisicos en
general, presentando convenientes restricciones en su comportamiento dinami-

CO.

En 1974, Peter Moylan [10] propone un teorema que relaciona las propie-
dades entrada-salida de sistemas no lineales y una serie de restricciones deter-

minadas por sus ecuaciones de espacio de estados. A su vez, las propiedades
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internas del sistema pueden ser relacionadas con propiedades disipativas. Dos
anos después [4], Peter Moylan y David Hill establecen criterios de estabilidad
para sistemas disipativos haciendo uso de los resultados que obtuvo Moylan
en el ano de 1974.

En el ano de 1977, Hill y Moylan [5] extienden esta teoria de estabilidad

para sistemas disipativos ahora para interconexiones en retroalimentacion.

Posteriormente, en [6] se unifican toda la teoria existente, incluyendo sus
propios resultados. Por otro lado y en el mismo ano Peter Moylan, Antonio
Vannelli y Mathukumalli Vidyasagar [11| presenan algunos conceptos de de-
tectabilidad —propiedad mas débil que observabilidad— que se preservan bajo
interconexiones, determinando asi las condiciones de comportamiento acepta-

bles de un sistema, el cual se preserva bajo interconexiones.

El Dr. Jaime Moreno de la UNAM publica en el ano 2004 [9] un método
de diseno de observadores que emplea conceptos disipativos para asegurar con-
vergencia exponencial de dichos sistemas (una version mas completa se puede
encontrar en [8]). Estos observadores tienen amplia aplicacion en el campo de
sistemas biologicos y reactores bioquimicos. Uno de los trabajos del Dr. Mo-
reno titulado Una Propiedad de Separacion de los Observadores Disipativos
para Sistemas No Lineales presenta fundamentos sobre los cuales el Principio
de Separacion se cumple para esta clase especifica de observadores, permitien-
do esto la incorporacion de conceptos como Control por Retroalimentacion de

Estado Observado para una clase de sistemas no lineales.

En el afio 2008, Eduardo Sontag y Murat Arkac presentan un articulo [12]
sobre estabilidad de estructuras interconectadas, particularmente para el caso
de estructuras pasivas. Destaca su aplicacion en la estabilidad de modelos de

redes genéticas, ciclos metabodlicos y otros més de biologia matematica.
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El presente trabajo busca extender la teoria de diseno disipativo de obser-
vadores al caso de sistemas interconectados, determinando condiciones bajo
las cuales es posible disenar observadores por este método a nivel subsistema
los cuales posteriormente se interconectaran para fungir como un observador
para el sistema completo. Esta metodologia de diseno permitira sortear los
obstaculos frecuentemente presentados por la compleja dinamica de algunos

sistemas no lineales.
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1.3. Objetivos

Establecer condiciones factibles de diseno de observadores disipativos para

sistemas interconectados en cascada y en retroalimentacion.
Objetivos Especificos

Determinar los casos en los cuales se mantiene la estabilidad de la dindmica
de error, tanto para la interconexién en cascada como para la interconexiéon en

retroalimentacion.

Determinar las condiciones bajo las cuales las funciones de interconexion

de los sistemas no alteran la estabilidad de la dindmica de error.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.4. Formulacion del Problema

Counsidere un sistema dinamico

= f(x,y,u) (1.1)

el cual es arbitrario, no lineal y de relativamente alta complejidad matemética.
Suponga que es posible descomponer al sistema mencionado en subsistemas
més sencillos interconectados entre si. Cada uno de los subsistemas presentaria

una dindamica mas sencilla que la del sistema completo.

El problema principal consiste en disenar obsevadores para una clase de
sistemas interconectados, tanto en cascada como en retroalimentacion. Los
sistemas con los que se trabaja son resultado de aplicar una transformacion de

estados a un sistema no lineal como (1.1)

Considere ahora un sistema dinamico de la forma

&= Ar + Gy(o) + o(t,y, u)
Y9 y=0Cx (1.2)
o= Hx

donde x € R", es el vector de estado, u € R™ es un vector de entradas
conocidas, y € RP es un vector de salidas medibles, 0 € R" es una funcion del
estado, la cual no es necesariamente medible, y de la cual depende el vector ¥
de dimension ¢. La funcion ¢(t,y,u) es una funcion no lineal arbitraria de la

entrada y la salida. A, G, C'y H son matrices con dimensiones apropiadas.
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Considere ahora dos sistemas con la forma (1.2), los cuales se encuentran

interconectados en cascada mediante una funcion del estado pu, de la siguiente

manera
To = A + p(xy) + Gotho(0a; ) + @alt, y, w)
ECL : Ya = Caxa (13)
o, = H,x,
y
iy = Ay + Gon(0w) + @u(t, y, u)
Xy U= Cpmy (1.4)
oy = Hyy
respectivamente, donde y = [y, v |5, u=1[u, w | 2s E R" y 7, € R"

son los vectores de estado, u € R™ es una entrada conocida, y € RP es la salida
medible, 0, € R" y 0, € R" son funciones de los respectivos estados x, y x, no
necesariamente medibles; v, v 1, son vectores de dimension g que dependen de
0. ¥ 0p respectivamente, y las funciones ¢, (t,y,u) vy @p(t,y,u) son funciones
no lineales arbitrarias de la entrada y la salida. A,, G., C,, Ha., Ay, Gy, Cp
y H, son matrices con dimensiones apropiadas. Finalmente, los dos sistemas

estan interconectados entre si mediante una funcion pu(zy) : R* — R™.

Considere nuevamente dos sistemas con la forma (1.2). Considere también
funciones p(-) de tal manera que

.

o = Aaa + p(s) + Gatba(0a; 1) + @a(t, y, u)

Yo 19 Yo = Coxq (1.5)
0a = Hyz,o

(&) = Aymy + (wa) + Gyby(op; 2a) + pu(t, y, u)

Yo 9 yp = Gy (1.6)

L oy, = Hyxy,
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U, |_) )Z
(%) |—’

— %

Figura 1.2: Sistemas Interconectados en Cascada.

respectivamente, donde y = [y, u |7, u=1[us u ' 7o E R" y 2, € R"
son los vectores de estado, u € R es una entrada conocida, y € RP es la salida
medible, o, € R" y 0, € R" son funciones de los respectivos estados x, v Tp; Vg
y 1, son vectores ¢g—dimensionales que dependen de o, y o, respectivamente,,
y las funciones @, (t,y,u) v @u(t, y, u) son funciones no lineales arbitrarias de
la entrada y la salida. A,, G,, C,, H,, Ay, Gy, Cy v Hp son matrices con
dimensiones apropiadas. Observe que los dos sistemas estéan interconectados
entre si mediante la funciones u(xp) : R — R" y u(x,) : R — R". A un

sistema que presenta tal interconexion se le puede considerar Retroalimentado.
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u, )
L EN
2,
H(X,)
(%)
2,
u, i

Figura 1.3: Sistemas Interconectados en Realimentacion.

1.5. Organizacién de la Tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:
En el primer capitulo se presentd una introducciéon y los motivos del desarrollo
de la tesis, asi como el estado del arte y los objetivos contemplados en el
transcurso del desarrollo de la tesis y el planteamiento de la problematica a

resolver.

En el segundo capitulo se abordan los conceptos preliminares que giran
en torno a la teoria disipativa y del diseno de observadores por el método
disipativo, asi como algunos conceptos que seran empleados en el diseno de los

observadores interconectados.

Finalmente, el tercer capitulo trata sobre la extension del mencionado mé-
todo disipativo de diseno de observadores para el caso de sistemas interco-
nectados, tanto en cascada como en retroalimentacion, siendo esta la parte
medular del desarrollo de la tesis. Se incluye un par de ejemplos numéricos que

presentan de manera sencilla la eficacia del método.
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Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se presenta algunos conceptos del método disipativo y
su aplicaciéon al diseno de observadores. Algunas referencias sobre el tema de
disipatividad son [14], [15] y [3]. El método empleado para el diseno de los ob-
servadores individuales consiste en modelar la dindmica de error de un sistema
no lineal como estructuras conformadas por la interconexion en retroalimenta-
cion de un sistema lineal invariante y una no linealidad sin memoria para las
cuales es posible determinar estabilidad mediante nociones disipativas. Dise-
nar los observadores con este método asegura disenos con convergencia global

y exponencial.

A continuacion se presenta una serie de definiciones que dan forma al méto-
do de diseno disipativo de observadores. Estas definiciones se pueden consultar

de manera extensiva en [14], o en [1] y [13].

13
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2.1. Conceptos Basicos de Disipatividad

Suponga un sistema arbitrario

Z:{ T = f(x,u), ueR™ (2.1)
y=h(x,u), y € RP

donde z € R™

Definicion 1 (Tasa de Suministro) La Tasa de Suministro

w(t) =w(u(t),y(t)), w: R™ x R — RT es una funcion real positiva tal que

/l\w(u(t),y(t))] dt < +o0 (2.2)

to

O

Definicion 2 (Sistemas Disipativos) Un sistema con tasa de suministro w
es disipativo si existe una funcion no negativa V : R* — R llamada funcion

energética de almacenamiento tal que

V(z(to)) + / 1 w(t) dt > V(x(t1)) (2.3)

to

Ademds, si V € C', entonces

%V (x(t)) < w(t) (2.4)

Considere a V(zp) como la energia inicial —o residual— del sistema en
el instante to, V(x1) como la energia que se puede extraer del sistema en el
instante to y ﬂ: w(t) dt como el suministro energético, el cual es finito debido
a la definicion 1. La expresion

V(z1) — V(zo) < / Cw(t) dt (2.5)

to
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indica que el suministro energético sera siempre mayor —o igual— a la energia

neta extraible del sistema.

La funcién de almacenamiento puede ser encontrada calculando la maxima
cantidad de energia extraible del sistema en un intervalo de tiempo [t,t1] ¥
debido a sus caracteristicas —se trata de funciones positivas reales, acotadas,

siempre decrecientes— son buenas candidatas a funciones de Lyapunov.

Definicién 3 (Mapeo Disipativo sin Memoria) Un Mapeo Disipativo
sitn Memoria,

y= ¢(t,u): Rt xR" - R? (2.6)

continuo a tramos en t y localmente Lipschitz en w, tal que ¢(t,0) = 0, es

disipativo con respecto a una tasa de suministro w stV :t >0, u € R™

w(u,y) = wu, p(t,u)) >0 (2.7)

Considere el sistema

(2.8)

& = Az + Bu, z(0) = xo
5
y=Cr

y una funcién de sumistro cuadratica de la forma

[y]' e s
o [1][2 5

=47 Qy + 2y Su+ u” Ru

Y ] (2.9)

u

con Q € RP*P S € RP*™ v R € R™™ () y R simétricas.
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Definicion 4 (Disipatividad Estricta (SSD)) El sistema LTI (2.8) es es-
trictamente disipativo con respecto a una funcion de suministro (2.9), si

emiste una matriz P = PT > 0, y una constante € > 0, tales que

PA+ ATP+¢P PB
BTP 0

crQc Crs
sT™C R

— <0 (2.10)

2.2. Diseno de Observadores por el Método
Disipativo

El método de diseno disipativo de observadores aplica los principios del
método disipativo para obtener disenos de observadores convergentes. El diseno
del observador se efectua de tal manera que es posible obtener una dindmica de
error en la forma de Lur’e. Mediante sus caracteristicas disipativas, la dindmica
de error puede ser relacionada con criterios de estabilidad y de esta manera

asegurar la convergencia global del observador.

Para disenar un observador es necesario que el sistema tenga propiedades
de observabilidad, esto es, que sea posible recuperar sus estados iniciales a
partir de las senales de entrada y salida. Para el caso de sistemas no lineales
existen varias definiciones de observabilidad, siendo una de las mas populares

aquella que involucra operadores de Lie

Definicion 5 (Derivada de Lie) La expresion

Lsh(z) = agf)

f(x)

Denota la derivada de Lie de la funcion h, que en realidad es la derivada

direccional de la funcion h sobre el vector f .
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Derivadas de Lie de mayor orden se definen como

Lh(z) = %[L}“lh(w)]f(x)

g

Definicion 6 (Observabilidad en Sistemas No lineales) El estado x, de
un sistema no lineal es observable si existe un vecindario €2 de xq tal que
cada x € ), exceptuando xy, es distinguible de xy. Dos estados xo y x1 son
distinguibles entre si, si existe una entrada U tal que y(xo) # y(x1). Una posible

prueba de observabilidad estd dada por

dL?ilh(l’Q)
donde O(z) debe ser de rango n, x € R" y

q(z0) = :
L}Lilh(fﬂo)
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u +>® > LTI “»

40}

Figura 2.1: Sistema lineal con no linealidad sectorial en lazo cerrado.

Considere el siguiente sistema retroalimentado

& = Az + Bu, z(0) = xo
y=Cx (2.11)
u = —’Qb(t, Y, U)

y una tasa de suministro de suministro cuadratica (2.9)

Lema 2.1 (Moreno 2004d) Si el sistema lineal (C, A, B) de (2.11) es es-
trictamente disipativo con w = (—R, ST, —Q), entones el punto de equilibrio
x = 0 del sistema es global y exponencialmente estable para cualquier no linea-

lidad 1 (t,y,u) que sea disipativa con w = (Q, S, R)

Demostracion. Se sabe por hipotesis que (2.10) se satisface con (@, S, R) =
(—R, ST, —Q). Se propone V = 27 Pz como funcién candidata para el sistema

(2.11), su derivada sera
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_ T -
a x ATP+PA PB x
B L u BTP 0 L u
_ T -
x ~CTRC (CTST x T
< —ex’ Px
| Y SC —Q ||
es posible reescribir (2.12) como:
! R ST
— ¥ v — ez’ Px
y SQ y
Finalmente, V se puede acotar de la siguiente manera

T
. x —CTRC (CTST T T
V< —¢ex Pz
—1 SC —Q _
! R ST
< — ¥ v — ez’ Px
Yy S Q Yy
< —ex’ Px

19

(2.12)

(2.13)

Los observadores son sistemas dinamicos que imitan el comportamiento

de la planta empleando las entradas y salidas del sistema original como sus

entradas para reproducir o estimar el estado de la planta. Estos se proponen

de manera tal que sean una copia de la planta incluyendo términos de inyeccion

de salida que apoyen la convergencia del error a cero.
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Un posible observador disipativo para el sistema (2.11)
T=Ab+ L[ —y)+ GY(6+ NG —y)) +elt,y,u)
0:{ §=0C% (2.14)
c=Hz
donde
T L{[§(2) — y(0)]] = 0. lim N[[3(t) — y(0)]| = 0
hacen que el observador una copia exacta de la planta.
Definiendo al error como e := & —x, la dinamica de error é quedaré definida
como

Eie=(A+LO)(& —x)+ Gp(6+ NG —y)) —¢(o)]
Es posible escribir

6+N(y—y) = Hi+NC(2—z) = H(e+z)+NC(e+z—2x) = He+Hx+NCe = 0+=2

(2.15)
quedando la dindmica de error descrita de la siguiente manera
é=(A+LC)e+ Gr
=(H+ NC
=. ] 7= Je (2.16)
y=Ce
v=—¢(z,0)

Donde
Y(o) —Y(o+ 2)

¢(2,0)
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Las matrices L € R™? y N € R"™P ge disenan para contribuir a que
th |Za(t) —x4(t)|| = 0. Usualmente, el problema radica en encontrar matrices
—00
Ly N, una matriz P = PT > 0 y una ¢ > 0 de tal manera que se satisfaga la

siguiente desigualdad matricial

PAL +ATP +eP+ HLRHy PG — HLST

<0 (2.17)
GTP — SHy Q

donde, A, = (A+ LC)y Hy = (H + NC). @, Ry S son matrices que carac-
terizan a la nolinealidad ¢. En la mayoria de los casos, la anterior desigualdad
matricial (2.17) puede reducirse a una LMI (Linear Matrix Inequality, por sus
siglas en inglés), para las cuales existen eficaces métodos computacionales de
soluciéon. Actualmente existen poderosos programas numéricos que dan solu-

cion a las LMI empleando los métodos establecidos por [2].

A continuacion se presenta el teorema medular del diseno de observadores

por el método disipativo, el cual enuncia lo siguiente:

Teorema 2.1 (Moreno2004d) Si la no linealidad ¢ de (2.16) es disipativa
con w = (Q,S,R), y el subsistema lineal =y, es estrictamente disipativo con
respecto a w = (=R, ST, —Q), la dindmica de error es global y exponencial-
mente estable. Si esto ocurre, entonces () es un observador global y exponencial

para .

La demostracion del teorema aparece en [9].
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2.3. Estabilidad Entrada-Estado

La interconexion en cascada de dos sistemas disipativos presupone la exis-
tencia de un sistema perturbador y un sistema perturbado. Una buena soluciéon
para determinar la estabilidad de la interconexion de la cascada implica el em-

pleo del concepto de estabilidad entrada-estado.
Considere el sistema perturbado

T = f(t,z,u) (2.18)

donde f : RT x R® x R™ — R"™ es localmente Lipschitz en z y u; continua
a tramos en t. La entrada perturbadora wu(t) es continua a tramos y acotada
para toda t > 0.

Considere ahora una versién nominal de dicho sistema

i = f(t,z,0) (2.19)

la cual tiene un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en = =
0. Debido a que existe una funcion V' de Lyapunov para el sistema (2.19),
es posible emplear dicha funcién para determinar estabilidad para el sistema
(2.18) considerando que, a pesar de la entrada perturbadora u, la solucion del
sistema perturbado no varia en demasia con respecto al sistema nominal, esto

es posible si existe una constante de Lipschitz tal que:

F (2, u) = f(t 2, 0)]] < Liful] (2.20)
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Definicion 7 (Estabilidad Entrada-Estado (IIS)) Un sistema es Entrada-
Estado Estable siempre que existan funciones comparativas v y 3, clase IC y
KCL respectivamente, tales que para todo estado incial x(ty) y cualquier entrada

u, la solucion x(t) exista y satisfaga

[z < Bz (o)l t = to) + ( sup IIU(T)H) (2.21)

to<t<t

Una condiciéon de suficiencia para la estabilidad entrada-estado esta dada

por el siguiente teorema:
Teorema 2.2 (Khalil 4.19) Sea V : Rt x R" — R, V € C! tal que
ay ([[zf]) <V (&, 2) < o ([|]])

5 T gy /e w) < =Ws(z), Vel = p(uf) >0

V(t,x,u) € RT x R" x R™, donde ay, ag € Koo, p € K y W3(x) es una
funcion continua positiva definida en R™. Entonces el sistema es entrada-estado

estable con vy =ay0as0p

La demostracion de este teorema se encuentra en el capitulo 4 y el apéndice
C de [7].

Del teorema anterior se deriva el siguiente lema sobre estabilidad entrada-

estado:

Lema 2.2 (Khalil 4.6) Suponga que f(t,z,u) es continuamente diferencia-
ble, globalmente Lipschitz en (x,u) y uniforme en t. Si el sistema nominal
(2.19) presenta un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en el

origen, entonces el sistema (2.18) es Entrada-Estado Estable.
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Demostracion.

El sistema (2.18) es una version perturbada de (2.19). Por hipdtesis, se
sabe que el sistema (2.19) cuenta con una funcién de Lyapunov V(¢,z) que
satisface las desigualdades del teorema anterior. Debido a la propiedad global
de Lipschitz de f, el término de perturbacion satiface (2.20) para toda t > t,
y todas (x,u). La derivada de V' con respecto a (2.18) satisface

ov

- %_j (t,2,0) + S [f(t.2,u) = f(t,,0)

< —cslla[[* + cal ]| L ul|

Para que el término —cs||x||* domine a ¢4||z||L||u|| para valores grandes de

||z||, es posible escribir la desigualdad anterior como
V < —es(1 = 0)||]|? + cal[2]| L] ul]

donde 0 < 6 < 1. Entonces,

caL[ul]

V< —c3(1—10 2 Y|zl >
< —c3( Nzll*, Ylz|] > 0

para toda (t,z,u). m

2.4. Estabilidad de Sistemas en Cascada

El concepto de estabilidad entrada-estado presenta una aplicacion intere-

sante en el analisis de sistemas interconectados en cascada, tal como se vera a

continuacion.

Inicialmente, suponga dos sistemas

iy = f(t,21,22) (2.22)

iy = f(t, z2) (2.23)
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Lema 2.3 (Khalil 4.7) Considere la interconerion en cascada de dos sis-
temas en las formas (2.23) y (2.22). Por hipdtesis se sabe que el sistema
(2.23) es global y exponencialmente estable. Si ademds el sistema (2.22) es
entrada-estado estable ante una entrada x4, entonces la interconexion en cas-

cada (2.23)-(2.22) es global y asintdticamente estable.

Demostraciéon. Suponga un instante inicial ¢ty > 0, tal que tq < t. Las solu-
ciones de (2.23) y (2.22) satisfacen

el < (@l e =) (swpllaa(rll) (220
y
laa(0)] < B (lea(o)l] ¢ = ) (225)

respectivamente, donde (3; y (5 son funciones clase L y v, es de clase K.

Sustituyendo s = “2 en (2.24) se tiene

o (5 f;“)+%(+wpumwm> (2.26)

Spesrst
El estimado de z; (2£2) se obtiene empleando s = ¢, y reemplazando ¢

2
por H2 en (2.24), asi

e B () R (T NG T B

Hm@HS&(

to<t<t
. + 1o )
considerando que ty < < t, de (2.25) se obtienen
sup |[|za(t)]] < B2 (|]z2(t0)]], 0) (2.28)
to<r<e
y
t—to
sup ||z2(t)|| < Ba | [|z2(to)ll, 5 (2.29)
SFesr<t
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sustituyendo (2.27), (2.28) y (2.29) en (2.26) se obtiene

t— 1o

(11 < 51 (0 (ol 25

(e (lleatell 5%

empleando la desigualdad

)+ Bl o)), S5 ) +

le@®I] < llex(®)]| + [le2(2)]]

finalmente se obtiene

WWHS@Q%@mmmf;“)+mwxmwwumf;“)+

(8 (el 52 )+ sl =) (230

siendo posible verificar que (2.30) es una funciéon de clase L. m

2.5. Estabilidad de Sistemas Retroalimentados

Para las dos clases de interconexiones consideradas en el presente trabajo
es pertinente asegurar condiciones de estabilidad para los sistemas interco-
nectados. Mientras que para la conexién en cascada se emplean conceptos de
estabilidad entrada-estado, para el caso de interconexion por retroalimentacion
existen funciones de Lyapunov que pueden ser aplicadas a nuestro problema

particular.

Definicion 8 (Sistemas Retroalimentados) Se definen como interconec-

tados dos sistemas de la forma

Tq = fa(maat) + 5a(x>t) (231)
i‘b = fb(CL’b7 t) + (5b(x, t) (232)
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donde x = [z, mp]', t € R, z € R", f y § son suficientemente suaves y
f(0,t) =0, §(0,t) =0, de tal manera que x = 0 es un punto de equilibrio del

sistema interconectado. [

Antes de comenzar con la definicién de Funcion de Lyapunov compuesta, se
vuelve necesario mencionar algunos conceptos sobre los cuales se fundamenta

dicha definicion.
Suponga dos sistemas

To = fa(Tq,t) (2.33)
i‘b = fb(l‘b,t) (234)
los cuales son versiones nominales de (2.31) y (2.32), y cuentan con funciones

de Lyapunov V,(z,,t) y Vi(xp,t) respectivamente, las cuales son cuadraticas,

positivas definidas y decrecientes, cuyas derivadas son negativas definidas y

satisfacen o o
a4y 9 < K, ®? 2.
S G ulaat) < ~ K@ (a.) (2.35)
oV, IV,
8_tb + a—x:fb(xb,t) < — K, () (2.36)
Y oV,
a < .
‘ oz, H < ko®o(z4) (2.37)
Vs
— < kd 2.
a.’L’b _kb b(xb) ( 38)

donde K,, Ky, k, y k, son constantes positivas, ¢, : R — Ry &, : R™ — R.
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Suponga adicionalmente que las perturbaciones 9, y 6, de los sistemas
(2.31) y (2.32) satisfacen las cotas

Héa(t? l’)H < 7aaq)a(~ra) + ’Vabq)b<xb) (239)

106(t, 2) || < aPa(Ta) + YerPo(xs) (2.40)

donde Yaa, Yab, Voa ¥ Ypb sOn constantes positivas. Considerando lo anterior, es

posible introducir la siguiente definicion

Definicién 9 (Funcién de Lyapunov Compuesta (FLC)) Una funcidn de
la forma
V(t,z) = Vo(t, za) + Vi(t, zp) (2.41)

llamada Funcion de Lyapunov Compuesta serd una funcion de Lyapunov

para el sistema interconectado (2.31)—(2.32) si su derivada satisface
) . . 1
V(t,z) = Vot x,) + Vi(t, 1) < —§<I>(:c)T(DVC +VAD)®() (2.42)
donde D = diag(d,, dy), siendo d, y dp constantes positivas y

Ka - ka’Yaa _ka'Yab
Ve =
—kyYba Ky — Ky

lo anterior es vdlido siempre que Vi sea una matriz de tipo M. Una matriz
se considera de tipo M si todos sus menores principales lideres son positivos

definidos. [
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Finalmente, a partir de las dos definiciones anteriores surge el siguiente

teorema sobre la estabilidad de sistemas interconectados en retroalimentacién

Teorema 2.3 Considere los sistemas (2.31) y (2.32). Por hipdtesis, las ver-
siones nominales de dichos sistemas, (2.33) y (2.34), son globalmente y ex-
ponencialmente estables. Suponga que las perturbaciones §, y O, de (2.31) y
(2.32) son localmente Lipschitz en e y satisfacen las cotas (2.39) vy (2.40), y
la matriz Ve de la derivada (2.42) de la FLC (2.41) del sistema en realimenta-
cion es una matriz tipo M, entonces el sistema (2.31)—(2.82) serd uniforme

y asintoticamente estable.

Demostracion. Para los sistemas nominales (2.33) y (2.34) se proponen fun-
ciones cuadraticas de Lyapunov V, = a:fPaxa yV, = xl:,erxb respectivamente;
las derivadas de ambas V, y V, satisfacen (2.13). Suponga V =V, + V. La

derivada de la funciéon sera

V:dlvaﬂch%

Las funciones de Lyapunov de los sistemas perturbados (2.31) y (2.32)

satisfacen

Va < —5a:vZPaxa + 53Paxa + xZPacSa

Vb < _5bxgpb$b + §ngIb + I{Pb(sb
y es posible acotarles como

Va < —€aAmin(Fa) “517(1”2 + 2 max (Pa) [|2al] [|dall
Vo < =i (Py) 201> + 2\ (Po) (|| [0
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Las perturbaciones d, y d; de los sistemas (2.31) y (2.32) satisfacen las cotas

10all < Yaa [l7all + vab [|23]] (2.43)
10611 < oa llall + o [|ze (2.44)

La derivada de la funcién de Lyapunov compuesta queda expresada de la si-

N

guiente manera:

T
V < _ Lq 5a/\min(Pa) - 2/\méX(Pa)7aa _/\méx<Pa)’7ab - )‘méX(Pb)’Yba
B —Améx (Pa)Yab — Amax(Po)Voa  €6Amin(F) — 2Amax (Fb)Vob

Ty

ésta serd negativa definida siempre que

8a)\ml'n(Pa) - 2)\mé,x(Pa)’Yaa _)\méx(Pa)fYab - )\méx<Pb)ﬁ)/ba
—Amix (Pa)Yab — Amax(Po) Vo €6Amin(Fy) — 2Amax (Fr) b

sea de clase M, lo cual se cumple si

ga)\rm'n(Pa)

e < S5
7 2)\méx(Pa)

(2.45)

<C:b)\ml'n(pb) (Améx(Pa)’yab + )\méX(Pb)’yba)Q
- _ 2.46
b 2)\méx(Pb) 2/\méx(Pb)(€a>\mfn(Pa) - QAméx(Pa)’Yaa) ( )
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Capitulo 3

Diseno de Observadores

Disipativos Interconectados

En este capitulo se muestra la metodologia de diseno para los observadores

interconectados. Bésicamente, la metodologia consiste en dos etapas:

En la primera etapa, los observadores se disenan cada uno de manera indi-
vidual por el método disipativo. En esta primera etapa de diseno se considera

que la funcién que interconecta ambos sistemas es conocida.

En la segunda etapa, los observadores se interconectan imitando las in-
terconexiones propias de la planta. Una vez interconectados, los observadores
individuales fungen como un observador para la planta entera. Al conectar los
observadores se produce perturbaciones. Este proceso aplica tanto a sistemas
interconectados en cascada como a aquellos que presentan interconexiones en

retroalimentacion.

33
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3.1. Diseno de Observadores para Sistemas en

Cascada

A continuacion se presenta la metodologia de disenio de observadores para
sistemas interconectados en cascada. Los sistemas a considerar (1.3) y (1.4)
fueron definidos en el capitulo 1. La primera parte de la metodologia de diseno

de observadores es la presentada en [9].

3.1.1. Primera Etapa de Diseno

La propuesta de disefio de observadores para los sistemas (1.3) y (1.4) es
la siguiente:

p

:;Ea = Aa-ia + La(ga - ya) + M(be) + Gawa(é—a + Na(ga - ya); iUb)‘F
all, Y,
0] ¥ (t,y, u)
ga - Caf%a
| 60 = Haot
(3.1)
.
Ty = Ay + Lo(9s — v) + Gothu (G + No(96 — v6)) + @u(t, y, u)
Qb : Qb = Cb.f?b (32)
| 0b = HyT

Donde L,, Ly, N, y N, son matrices que deben ser disenadas de manera que

I [|2(t) — 2(t)|| = 0

t—o0

Estas ganancias, junto con los términos de inyecciéon de salida, auxilian a
la convergencia del observador. Los términos L afectan la parte lineal mientras

que los términos N afectan linealmente a las funciénes no lineales ).

Es importante aclarar que al disenar €2, se supone x; medible.
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A
Xa
|—> —>

Uq
R 0 < ;
() Q
—»
A
X, x“‘
u, % Y,

2 > 76 z >

—»

Figura 3.1: Diseno individual de Q, y €.

Las dinamicas de error quedan descritas como

(¢0= (Au + LoCo)eq + Gava
2o = (Hy + N,Cy)e,

Yo = Cutq

Vo = —®a(Za: 0a; Tp)

(&, = (Ap + LyCh)ey + Gyva
2 = (Hp + NpyCh)ey,

up = Cheyp

[ U = —Pu(2p, 0p)

Las matrices @, Su, Ra, Qp, Sp v Ry pertenecen a las tazas de suministro
We = (Qa, Say, Ra) y wy = (Qp, Sp, Rp) de los sistemas (3.3) y (3.4) y estan
definidas por sus respectivas no linealidades ¢, y ¢,. A su vez, los sistemas (3.3)
y (3.4) presentan tazas de suministro cuadraticas V, = e:{Paea y V, = ebTPbeb
respectivamente.

De existir P, = PaT >0, B = PbT >0,e, >0y e, >0, y matrices L,, Ly,

N, y N, apropiadas que satisfagan las desigualdades matriciales



36 CAPITULO 3. OBSERVADORES DISIPATIVOS INTERCONECTADOS

PaAaL+A5LPQ+€aPa+HgNRaHaN PaGa _HgNSg
Gz;Pa - SaHaN Qa

] <0 (3.5)

PyApr + AjL Py + eoPy + Hiy Ry Hyn - PGy — Hyly Sy
GT Py — SyHyn Qs

] <0 (3.6)

serd posible emplear L,, Ly, N, y N, como ganancias para los observadores
(3.1) y (3.2).

3.1.2. Segunda Etapa de Diseno

Posteriormente se interconectan los obsevadores 0, y €2, lo cual produce
una alteraciéon en la dindmica de €2, puesto que al hacer la interconexiéon ya
no se tiene la certeza de que el estado Z;, sea una estimacion fiel de xy, esto es
Ty # Tp.

Considere al sistema (3.4) como sistema perturbador y al sistema (3.3)
como sistema perturbado. La estabilidad de la interconexion en cascada (3.4)-
(3.3) estarda determinada por el comportamiento del sistema (3.3) ante una

perturbacion producida por el sistema (3.4).

El analisis de estabilidad pertinente al diseno de observadores por el método
disipativo se realiza a nivel dinamica de error, es decir, se busca que la dindamica
de error = sea estable. De esa manera se concluye que el observador €2 del

sistema X es un observador global de orden completo para dicho sistema.
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A
x(l
—>
uLl
»
Q ) H ( 9/) Q“
Y7
1
xa
)
Q, <—h|
1 Yo
% (%) Z, >
Y7
U, o ),
2z, -

Figura 3.2: Observadores (2, y €2, interconectados. Caso Cascada.

Se sabe por hipotesis que los sistemas (3.4) y (3.3) presentan estabilidad
global y exponencial. A su vez, el sistema (3.3)-perturbado, debe presentar
estabilidad entrada-estado ante una entrada e, producida por Z;, esto es, la
entrada perturbadora e, no debe sobre-excitar al estado e,, de tal manera que

este se mantenga dentro de parametros acptables.

Al interconectar los observadores, x;, —que es quien interconecta a los siste-
mas Y, y 2p— deja de ser accesible y la tinica manera que tiene €2, de accesar
a dicho estado es mediate €2, quien recupera al estado x;, y manda el estimado

Ty a ;. Q, empleara ahora 2, como informacién en lugar de xy,.
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Considerando ahora que &, — x, # 0y u(Zy) — p(p) # 0, la estructura del
observador queda modificada de la siguiente manera

‘%Z = Aaj:z + La(@z - ya) + M(:i.l) + Ga¢a(62 + Na@Z - ya); j;b)—'—
+a(t,y, u)

o
Z); = Cai'z
o7 = H,i
(3.7)
7 = Api + Lo(9; — ) + Gotou(65 + Ny(07 — ) + wu(t, v, w)
Qv =Cuip
67 = Hyat
(3.9)

Observe que la dinamica de €2; no sufre alteraciones con respecto a €,
cuando se realiza la interconexion. A su vez, el error e, queda redefinido como
* D ~x

ey = I —x,, donde 27 es el estado observado interconectado. Luego entonces,

la dinamica del error de =, se altera de la siguiente manera

(€5 = Ava€l + Gavia + Gabal0a, 25 10, ) — Bpl(es; 1)
e z¥ = (H, + N,C,)e
) =G

Vo = —Pa(2}, 00, Tp)

& = (Ay + LyCy)er + Gyva

e 2z = (Hp + NpyCy)eg
) 5= G

L vy = — (25, 00)

donde
¢s(en; zp) = p(wp) — pulep + )

¢a<327 Oa; :Eb) = wa(o—a; xb) - wa<0—a + Z;; xb)
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an(aaa ZZ; Ty, eb) = lﬁa(% + Z;; xb) - Qﬂa(% + ZZ, €p + xb)

considerando

0(0as 255y €0) = Gada(Tas 255 Tpy €5) — Pplen; ) (3.9)

finalmente se obtiene

)
b= Apees + Gog + 6(04, 255 2, €1)
*

z¥ = (Hy+ N,Cy)e
D18 G =Coel (3.10)
Vo = —¢a(2], 0a, Tp)

0(0a, 255 2y, €) = GaPa(0a, 235 2, €0) — Pples; 1)

ér = (Ap+ LiCh)e; + Gy,

zi = (Hy + NGy e

=T (3.11)
gy = Ciey

*

[1]

Observe que

Gaal0a, 255 20, €4) — Bp(en; T3)

= Ga[tha(0a + 255 71) — Va(0a + 255 €0 + 20)] — [p(p) — p1(en + )]

Si la entrada perturbadora e, es igual a cero, entonces
Galtha(0a + 245 26) — tha(00 + 2550 4 )] — [pu(2s) — p(0 + )] = 0

Es asi que se puede afirmar que 6(o,, 2);2,0) = 0 para toda o, 2

ar Tb,

esto es, d(-) es desvaneciente en e, = 0.

Lema 3.1 Si el término de interconexion § del sistema en cascada es desva-
nesciente en el origen, el sistema serd global y exponencialmente estable y el
observador interconectado (3.8)-(3.7) serd un observador global y exponencial

para el sistema en cascada (1.4)-(1.8)
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Demostracion. Con V = el Pe, como funcién candidata para el sistema
(3.10), se tiene

T

ATP+PA PG
G'P 0

V= €a Ca + 6T Pe, + el P

€p €p

< —cel' Pe, + 6" Pe, + el P§
< —eXumin(P)ll€al* + 2LAnax (P)lles]| []eal|
< —(1 = )i (P)lleal | = O Amin(P)lleal|” + 2LAmax (P)les] []eall

de donde
2L Amax (P)]les]|

50)\min(P>

lleall =

de esta manera,

Amax(P)][€s]|
60/\mm(P) ’

: 2L
V< —1—=0edum(P)|lea* ¥ |lea]| > 0<f<l1 L<oo
concluyendo asi que el sistema (3.10) es entrada-estado estable con respecto a

la perturbacién ey, siempre que

89>\m1’n<P)

Llley|| < .
lell < Sy leel

Estabilidad de la Dindmica de Error en Cascada

Teorema 3.1 Considere la interconexion en cascada de dos sistemas (3.11) y
(3.10). Se sabe por hipdtesis que el sistema (3.11) es global y exponencialmente

estable. Si ademds el sistema (3.10) es entrada-estado estable ante una entrada
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ey, entonces la interconexion en cascada (3.11)-(3.10) es global y asintdtica-
mente estable, y por lo tanto el observador interconectado (3.8)-(5.7) serd un

observador global y exponencial para el sistema en cascada (1.4)-(1.3)

Demostracién. Suponga un instante inicial ¢, > 0, tal que ¢y < t. Se sabe

que las soluciones de (3.4) y (3.10) satisfacen las cotas

le®ll < 8 (lea(ollt =) 4 (swp oDl ) (312
y
Ol < 61 (les()l1 - 9 3.13)

donde 3, y 3 son funciones clase KL y v, es de clase K.

Sustituyendo s = “2 en (3.12) se tiene

%(tg“),t;“)+wa(;m>u%vno (314

Hp<r
El estimado de e, (%) se obtiene empleando s = %, y reemplazando ¢

H%@Hsm(

por X en (3.12), asi

o (S50 | < 0 (hea ol “5) 40 (s Jlal]) @19

t
considerando que ty < + % < t, de (3.13) se obtienen

sup |les(t)|] < By (Iles(to)l], 0) (3.16)

to<r<tHo

y
t—to
sup |les(t)|] < By { Iles(to)ll, (3.17)
o <<y 2
7 >T>

sustituyendo (3.15), (3.16) y (3.17) en (3.14) se obtiene

”%wHS@(&(wummf;“)+mxmm%%mn»f;“)+

+Ya (ﬁb (||€b(t0)||’ t _2t0>)
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empleando la desigualdad

le@I] < [lea(®)]] + [les(@)]]

finalmente se obtiene

t—1o
2

t (B (ol 52) )+ llatollt-n) (619

le(o < 6. (B (Jlea G0 .

)+%wwmwmumf‘“)+

la cual es posible verificar que es una funciéon de clase L. m

Obteniendo estimados de (3.13) y (3.12) y sustituyéndolos en el estimado
(3.13) es posible obtener un solo estimado para la solucién de la dindmica
de error en cascada, el cual es una funciéon de clase KL, asegurando asi la
convergencia del observador interconectado. La anterior es una condiciéon de
suificiencia que asegura la estabilidad de la dindmica del error del sistema

interconectado.

3.2. Diseno de Observadores para Sistemas en

Retroalimentacion

Suponga ahora que los sistemas >, y ¥, se encuentran interconectados en
realimentacion mediante fuciones del estado las cuales pueden ser interpretadas
como entradas perturbadoras, de tal manera que ahora tenemos 2 sistemas

perturbados conectados entre si.

Para el diseno de los observadores nuevamente se desprecian las intercone-
xiones y posteriormente se conectan los subsistemas con sus respectivos obser-

vadores.
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3.2.1. Primera Etapa de Diseno

La dinamica de los sistemas Y, y Y, interconectados en realimentacion
presenta las formas (1.5) y (1.6) descritas en el capitulo 1. Ahora ambos sub-
sistemas incluyen una funciéon de perturbacion. Los observadores para los sub-

sistemas pertubados se proponen con la siguiente estructura

( '%a == Aaia + La(@a - ya) + ,U/(xb) + Gawa<a—a + Na(ga - ya); xb)—i_
+va(t, y,
0] ¥ (t.y,u)
ga = Caja
| 6. = His
(3.19)
(& = Ayt + Lo(Gs — o) + p(wa) + Gytb(Gy + Ny(Go — 1) Ta)+
—"_ t7 )
04 @s( Y u)
Uy = Cyiy
oy = Hyzyp

(3.20)

En esta etapa de diseno se considera que tanto x, como x; son accesibles, lo
cual dejara de ser cierto al momento de recoenctar los sistemas. Siendo Z, = z

Vv T4 = 4, las dinamicas de error presentan la siguiente estructura matematica:

;

éa = ALaea + GaVI
zo = (Hy + N,Cy)eq
=00 ( ) (3.21)
Ya = Caea
\ V1= _¢a(za70a;xb)
( éb = ALbeb + Gbl/2
= (H, + N,C,
=4 (Hy + NoCh)es (3.22)
gy = Chpey
[ o = — (2, 003 T4)
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Los sistemas (3.21) y (3.22) son disipativos con respecto a las tazas de
suministro w, = (Qq, Sa, Ra) ¥ wp = (@, Sp, Rp) y cuentan con funciones de

almacenamiento cuadraticas V, = el P,e, y Vi, = e] Pye, respectivamente.

Las ganancias de observacion L,, Ly, N, y N, se disenan de tal manera
que lim ||Z(t) — z(t)|| = 0, ello se logra buscando P, = PF' >0, P, = P! >0,
e > 0y e, > 0, que junto con L,, Ly, N, y N, apropiadas satisfagan las

desigualdades matriciales

PoAar + AL, Py + 2oPy + HOyRyHoy  PoGo — HY,ST ] 0
Ggpa - SaHaN Qa | B

Pydor, + Afp P+ Py + Hix Ry BiGy — HixS] | _
Gl P, — SyHyn Q@b N

correspondientes a los sistemas >, y 2.

3.2.2. Segunda Etapa de Diseno

Los observadores sufren una alteraciéon debido a que, al realizar la inter-

coneccion pu(2y) # p(wy) y p(2a) # p(x,), debido a que Ty # xp y &4 # o
Esto provoca que en la dindmica de error aparezcan términos de perturbacion

adicionales

(l‘a) - :u(ea + wa) = ¢a(ea; xa)
(m) — ples + 23) = dp(ep; Tp)

= =
[
= =
I
= T

de tal manera que la dindmica del observador considerando la interconexion

adquiere la forma
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7t = At + Lo (9
+pa(t,y,u)

- ya) + M(i’b) + Ga¢a(62 + Na(gz - ya>; i‘b)—f_

(3.23)

a5 = A + Lo(G; — ) + p(3a) + Goton(65 + No(95 — ) Fa)+

Q-
QZ:Ca'@Z
57 = H,i
+u(t, Yy, u
ar ou(t,y, u)

gy = Gy

Ak ook

7C®,)

(3.24)

X,
48 - |
Uy
L »
N e RN Q"
A
Ya X,
Q2 <_l b
— u1|_’
A Y
Q(xa) 21 -
€
xa
U, R
ZZ yal
7C(x)—w
7C

Figura 3.3: Observadores €2, y €, interconectados. Caso Realimentacion.

A diferencia de lo que ocurre en el caso de interconexion en cascada, en la

interconexion en realimentaciéon ambas dinadmicas €2 y €} resultan alteradas
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con respecto a €0, y €2, en sus versiones —llamense— no interconectadas. Fs-
to surge como efecto de la interconecciéon de los sistemas con sus respectivos
observadores lo cual provoca la pérdida de accesibilidad de el término de inter-
conexion, y se denota marcando a los estados observados interconectados como
&% y 3. Los errores de estimacion e, y e, quedan redefinidos como e’ £ * —z,

* A s :
y €, = I, — T respectivamente.

Las dinamicas del error de =, y =, quedan modificadas de la siguiente

manera
(65 = Ara€) + Galla + Gabal0a, 253 Ty, €0) — Pplen; T)
= 22 = (Hy, + N,Cy)el, (3.25)
Yo = Caey
| Vo = —0a(2}, 040, )
( et = Aper + Gy + Gydy(0, 253 Tas €a) — dalCa; Ta)
=) - ;’; - gj;’; NiGi)el (3.26)
[ b = — (25,00, %)
Donde

dp(ev; xp) = () — pulep + )
Pal€a; Ta) = p(2a) — pea + 74)

Qba(ZZ; Oa; xb) - wa(o'a; xb) - ¢a<0'a + ZZ; l’b)
O(25, 003 Ta) = Yu(0n; 240) — V(0 + 253 24)
Gal0a, 255 T, €0) = Va(0a + 255 13) — Va(00 + 255 €5 + 13)

Do(0b, 23 Tv, €a) = Vu(0b + 253 Ta) — Vo(0b + 255 €0 + Ta)
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considerando

5a(0a7 Z;; Lp, eb) = Gana(O—aa Z:? Ly, eb) - ¢ﬁ(€b; -rb) (327)
5b(0b7 Z;:; La, ea) = Gbgz;b<0-b7 ZZ; La, ea) - ¢a(6a; xa) (328)

de lo cual se obtiene

(

2% = Apael + Golg + 0004, 215 70, €1)
z¥ = (Hy+ N,Cp)et

EE{ g = Cuel (3.29)
Vo = —¢a(2], 00, Tp)

0a(0ay 255 mp, €) = Ga(ga(O-aa Za To, ) — Pp(€n; )
éx = Apver + Gpv + 0p(0n, 25 Ta, €4)
2zt = (Hp+ NpyCy)e
=8 =G (330
Vo = —p(25, 0, Ta)

(b, 25 Tay €0) = Gyt (b, 25 Tay €a) — dal€a; Ta)

\

Donde (o, z*;x,0) =0, V 0, z*, , es decir, §(-) es desvaneciente en e = 0.

Finalmente se obtienen dos dinamicas perturbadas entre si debido a la in-
terconexion. Para esta clase de sistemas atn es posible encontrar, bajo ciertas
restricciones, una funcion de Lyapunov que garantize estabilidad para la inter-

conexion en realimentacion.

Estabilidad del Sistema en Retroalimentacion

Considere los sistemas

2 = Apa€n + Galg + 00(0a, 25 T, €1) (3.31)
ey = Apvey + Gyy + 04(0, 2 Ty €4) (3.32)



48CAPITULO 3. OBSERVADORES DISIPATIVOS INTERCONECTADOS

Como sistemas perturbados de la forma (2.31) y (2.32) en donde §, y J

aparecen debido a la interconexion del sistema.

Para ambos subsistemas aislados (3.21) y (3.22) hemos encontrado funcio-
nes de Lyapunov V, (e, t) v Vi(ep, t) positivas definidas tales que sus derivadas
en la trayectoria de sus respectivos sistemas son negativas definidas. Si sus

respectivas perturbaciones d, y 0 satisfacen

19all < Yaa ll€all + vab lles]
1061l < Yea [l€all + s [leo]

y a su vez, los elementos v de estas cumplen las cotas

8a)\rrll'rl(F)oL)
e < T H 3.33
7 = 2)\méx(Pa> ( )
' A B A P A B 2
b < EpAmin (D) B (Amax (Pa)Yab + Amax (L) Vba) (3.34)

2)\méx(Pb) 2>\méx(Pb)(€a)\m1'n(Pa) - 2>\méx<Pa)7aa)

y son localmente lipschitz en e, entonces es posible concluir el siguiente lema:

Lema 3.2 la interconexion de los sistemas (3.29) y (3.30) serd asintéticamen-
te estable si para los elementos de las cotas (2.39) y (2.40) se cumplen (3.33)
y (3.34). Si lo anterior ocurre, el observador interconectado (3.24),(3.23) serd

un observador global y asintdtico para el sistema retroalimentado (1.6),(1.5).

Demostraciéon. Se conoce que (3.21) y (3.22) son global y exponencialmente
estables. 6, vy 0, de (3.29) y (3.30) satisfacen

6]l < Yaa ll€all + vab [|€s]]
1061 < Yoa ll€all + b [les]l
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La funcién de Lyapunov compuesta de la dinamica de error es

V=V4+V,= efPaea + e;;FPbeb

€a
€y

T
V < _ [ea] [ ga)\mfn(Pa) - 2)\méx<pa)7aa _)\méx(Pa)’yab - Améx(Pb>7ba

T
P, 0
0 B

€a

€b

mientras que su derivada satisface

N

€p —)\méx(Pa)’Yab - )\méx(Pb)’Yba €b)\min(Pb) - 2)\méx(Pb)’Ybb
(3.35)
Para que (3.35) sea negativa definida, se requiere que se cumplan
< Ea)\min(Pa)
Jaa 2)\méx(Pa)
Y 2
€A min (D) (Amax (Pa)Yab + Amax(BP)Vba)

Yoo < -

2)\méX<Pb) 2)\méx(Pb) (Ea)\min(Pa) - 2>\méx(Pa>7aa)
Siendo la dindmica de error asintéticamente estable bajo las anteriores

restricciones. m
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3.3. Ejemplos

3.3.1. Diseno de Observadores Interconectados en
Cascada

Suponga dos sistemas matemadticos 31 y Yo con la forma

5. to = Az, + Buu, + Gy(o,)
' Yo = Caxa

Z ) { ib = Axb + BbUQ + Gw(ab)
2 .

y = Cpayp
Donde
v, = I 7A: —]_ 1 7 = 1 0 oy = C(ZL’4) ’
To 0 -1 01 Uq
1 0
G:CT: , Tp = = 7Bb: 7H:|:0 1:|7
0 Ty 1

0o = Hzx, = 29, Y(0,) = 02 — 20,4, 0y = Hxy = x4, U(03) = 0} — 20y,

Los dos sistemas X1 y Yo antes mencionados estdn conectados en cascada.

Para disenar el observador de Xq, x4 se supone medible.
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Derivando las salidas ¥, vy y, dos veces se obtiene

ya:_ya+x§_$2
Up = —Yp + T) — T4
?ja:_ya‘i‘x%_IQ
Up = —Up + 2§ — 24

Finalmente, los sistemas »; y Y5 son observables puesto que

3 . 1.
T1=Yar 2= ~5Ya = 20q — 5Ya

3 . 1.
T3 =Y Ty = 5l 2u — S

Dada la estructura de los sistemas >i; y X, observadores apropiados para

ambos sistemas tendran la forma

. To= Abq+ Lafia + Bata + G(64 + Najja)
1 ga = Caja
Q- Ty = Afy + Lyl + Byus + GO (63 + Nyjiy)
2 A A
Up = Chply

Donde ga = ga — Ya, &a = Hiaa gb = gb — Yv, (3'1) = Hii‘b

En esta primera etapa, se considera ((Z4) = ((z4). Luego entonces,

. VANEEDN VANEEDN
considere e, = T, — x4, €, = T, — xp de tal manera que

éa = A(i’a — IL'a) + Laﬂa + G@Z)(&a + Naga) - G@/’(Ua)

&y = A(dy — xp) + Lo + G(64 + Nofiy) — Gib(op)
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Las dinamicas = quedan definidas de la siguiente manera

€q = AaLea + Gya

[1]

1+ Ra — HaNea
Vo = _¢<Za70-a>

éb = ALeb + GVb

[1]

2 - 2y = HbNeb

Vy = —¢(2b,0b)

\

Si la no linealidad ¢ es disipativa con w = (@, S, R), y el subsistema lineal
21 es SSD con respecto a w = (—R, ST, —Q), la dinamica de error es global y
exponencialmente estable, si esto ocurre, entonces 2 es un observador global y
exponencial para . Para que lo anterior ocurra, las matrices ), S y R deben

ser elegidas de tal manera que caractericen a la no linealidad en un sector.

En este ejemplo se tiene (@, S, R) = (0, —%, 2), la parte lineal del sistema
debe ser estrictamente disipativa con (—R, ST, —Q) = (-2, —3,0).

Los valores apropiados para L y NN se obtienen resolviendo la siguiente

desigualdad matricial:

PAL+ ATP+eP+ H{RHy PG-— HLST

<0 (3.36)
GTP — SHy Q

Con
P=P'>0, >0 N<0

En este ejemplo, los sistemas cuentan con estructuras idénticas y presentan
las mismas no linealidades, los observadores presentan la misma estructura y
la dinamica del error es igual en ambos sistemas para el caso nominal, esto

se aprovecha en el diseno de las ganancias de observador pues debido a las
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consideraciones anteriores, es posible emplear las mismas ganancias para ambos
sistemas. Por ello, en lugar de resolver dos desigualdades matriciales para =
y Zg, se resuelve tnicamente una y se emplean los valores L y N obtenidos

tanto para L, y N, como para L, y N,

Expandiendo el bloque (1,1) de la desigualdad, PA;, + AL P+eP+HLRHy

se obtiene

(20y + € — 2)p11 + lap1a + lopar + 2N?  piy + (11 + & — 2)p1a + lopas + 2N
pit + (L + € — 2)por + lopag + 2N P12+ pa1 + (€ — 2)pag + 2

Expandiendo PG — HLST —bloque (1,2)— se obtiene

p11+%
p21+%

El bloque (2,1) es igual al bloque (1,2) transpuesto, es decir,

[p11+% p21+%]

El bloque (2,2) es simplemente @), que en este caso es cero. () = 0 impide
obtener una desigualdad estrictamente menor que cero.

Puesto que @ = 0, se asume que (3.36) es igual con cero. Siendo asi se
tendrfa p;; = —% y pio = ps1 = —1, dado que P = PT. El término (2,2) del
bloque (1,1) es p1a + po1 + (6 — 2)pae + 2. Igualando a cero y sustituyendo las

p conocidas, se obtiene pyy = — (;2)

Finalmente,

% e ] (3.37)

(e-2)

= N

P =

Para que (3.37) sea positiva definida es necesario que todos sus valores

propios sean positivos y ninguno cero.
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Ello se cumple si:

a) tr(P)=— (

Z |z
+

|
L
V
o

¢) (tr(P)2 —4(det(P)) = (¥ + 55)° = 2% 1250

5

Observe que N y ¢ influyen directamente sobre la positividad de P. De lo

anterior se obtiene:

s N>-2 2 oN<0
e—2) e—2

" sy >3 N>e—-2 ComoN <0, e-2<0, <2

n — >0, s0losi e <2
e—2

De lo anterior surge la restriccion 0 < € < 2. Sustituyendo p1s = po; = —%,
Pao = —ﬁ y pi1 = —3 en los elementos (1,1) y (1,2) de la desigualdad
matricial se obtiene

l2 = —%(Qh —|—€—2) —|—2N2
ll = 2N — e+ 2
Proponiendo N = —1ye=1,setiene |y = -1yl = % Los valores L se

obtuvieron mediante un sencillo programa condicional. Una vez obtenidos los
parametros de disenio, es posible implementar una simulacién numérica. Estos
parametros son empleados tanto por €2; como por €),, puesto su estructura es

la misma y obedecen a la misma no linealidad.

Observe que para el diseno individual de los observadores, x4 se supone me-
dible, mientras que para el diseno interconectado se desconoce x4, provocando

ello la existencia de la perturbacion 6 = ((#4) — ((x4), no asi para la segunda
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etapa del diseno —Interconexion—. En esta etapa la dinamica que interconecta

ambos sistemas en cascada aparece expresada de la siguiente manera:

0 =((24) — C(zg) = @} — 1]
3 — a3 — 333wy + 32473 + 323wy — 37477
(24 — x4)3 + 32324 — 33422

= 63 + 3(.%421.1‘4 — @xi)

La dindmica de error =; es

él = —e;+eg+ llel + o — ¢<Za7 UOL)
§ = e3+3(23ry — T473)

o de manera compacta
Z1:ée =Are, +G(0— ) (3.38)

=, resulta similar, salvo que no incluye a la perturbaciéon que aparece en

—_
—
—_—

) s = —eztestlies — d(z,00)
9
é4 = —ey4+ l263

dicha dinamica se puede reescribir de manera compacta como
Eg : éb = ALeb — G¢ (339)

Mientras que é, permanece inalterada, ¢, ahora incluye un elemento per-
turbador d. Si el sistema =; es entrada-estados estable con e, como entrada

perturbadora, entonces la cascada seréd global y asintéticamente estable.

Por hipotesis se sabe que (3.38) es global y asintéticamente estable.
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Eligiendo V, = el P,e,, se tiene

Vo< —(1-0) leal* = OllealI” +

3-V5 3-V5 3+ V5
1 1 5 lleslllleall

Se busca que el término que incluye a # domine al que incluye a la pertur-

bacion, esto es

(3+ v/5)|les]]

| 22— =

|leal| 23— Vo)

de donde

Vo< (1= 03" ep, v etz EEYIell g
4 2(3 —/5)0

ello prueba que =; es entrada-estados estable. Finalmente, por el teorema 3.1
es posible concluir que la dindmica del sistema en cascada =5 — =1 es global y

asintoticamente estable.
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3.3.2. Diseno de Observadores Interconectados en

Realimentacion

Considere los siguientes sistemas X1 y 2o descritos como

s To = Az, + Buu, + GY(o,)
' Ya = Caxa

$ fEb = A.Cl?b + Bbub + Gw(ab)
2 .
v = Cyryp

Donde
-1 1 1
Lo = o ) A= y Pa = ; y Ug = C(x4) )
T 0 -1 01 Uy
1 1 0
G = CT - I .Tb = 333 ) Bb = ,Ub - C(xz) )
0 Ty 0 1 U9

H:|:O 1:|’O'a:Hxa::UQ,w(Ua):aa_zaa’

o, = Hxy = x4, Y(0y) = 03 — 20,

Observe que los dos sistemas Y1 y g antes mencionados estdn conectados

en realimentacion gracias a las funciones ((x4) y ((x2).

Los observadores se proponen de la siguiente manera

0 fi‘a - Aia + Laga + Baua + Gi/)(ffa + Naga)
1 -
Qa = Cai'a
0, . &, = Afy + Lyfiy + Byus + G (63 + Nyjjo)
2 N N
U= Chpp
Donde ¥4 = Yo —Ya, 0o = HZy, Y = Yp— s, 0 = Hp. La diferencia con res-
pecto al ejemplo anterior radica en la entrada u, que incluye a la perturbacion

Zo. Ahora ambos sistemas se encuentran perturbados.
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Considerando ((Z4) = ((z4) y ((Z2) = ((x2), se tiene

€a = Agreq + Guy,
Vo = _¢(Zaa Ua)
&, = Arep + Gy

ol 2y = Hynep

| v = —9(2,00)

La estabilidad de ambos sistemas se asegura proponiendo funciones de Lya-

punov cuadraticas para cada sistema
V =€l Pe

de tal manera que
14 < —cel' Pe

La prueba del argumento anterior se encuentra en [9]

Para este ejemplo, las ganancias de los observadores L,, N,, L, y N, se
obtienen igualmente resolviendo la desigualdad matricial, siendo ahora ¢, =

&b =19, No=Ny=—-1y Lo =Ly = [-33 5"
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En la segunda parte, se considera que ((24) # ((z4) ¥y ((Z2) # ((z2), con

ello se obtienen

0 = C(24) — ((z4) = 1§ — 2}
&3 — 23 — 323wy + 33423 + 333wy — 33473
(JA,’4 — $4)3 + 3£Z$4 — 3(2’4.T421

= e} + 3(23xy — T423)

0 = ((&2) = ((w2) = 25 — a3
&3 — a3 — 33%w9 + 33973 + 3i3wy — 391
(i’g — .TQ)S + 3(2’%%2 - 3]?21‘%

= e+ 3(23mg — Tox3)

ello modifica las dinamicas de error de la siguiente manera

( é1 = —ei+eytlier+0q— da(z,0)
Z1iQ 6y = —eg+ e

| 0o = e +3(21ws — Laz])

( é3 = —ez+eq+lies+ 0, — dp(z,0)
ZoiQ €y = —eq+loeg

| & = e + 3(22wy — Toxd)

o de manera compacta

El . éa = ALea + G((Sa - gba)
Sy ép = Arey + G(6 — bp)

L—-1 1

Donde e, = [e; es)T, ey = [e3 eq]?, Ap = yG=[1 0].

lo, -1
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Finalmente, la funcién de Lyapunov a la cual debe su estabilidad el sistema

es la siguiente:

V=V, +V,=el'Pe, + el Py

€1 —% —% 0 €1
1 1
_ | €2 T2 T (62 €2
‘s . Ay | e
1 _ 1
G4 2 (e0—2) G4
con
T
35 3+\/5 345 345
. €q -1 - ab — a €q
V< - 3+i1/5 3+f 3i/57 ' 3+\/54 "
€p —77 Yab— Tz Vba 2 — T3 b €p
donde
L B=V)
aa 2(3+\/5>
345 345
B-vE) (w5 )
Yob <

2(3++5) (# 3+«f%a) <3+\/5>

2
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3.3.3. Simulaciones

Habiendo obtendio los valores de N y L, se procede a crear los modelos
y sus observadores en un software de simulacién para posteriormente inter-
conectarlos. Se emple6 como entrada un escaléon unitario y se obtuvieron las

respuestas que a continuacién se presentan.

Conexion en Cascada

Después de interconectar los subsistemas con sus observadores se obtuvie-

ron las siguientes graficas

— |
- =) I
I
&

===

—— e

- -

Figura 3.4: Reconstruccion del estado x; con a) N = =5, e =1b) N = —10,
e=15¢c) N=-50,¢=109.
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Figura 3.5: Reconstruccion del estado o con a) N = =5, ¢ =1b) N = —10,
e=15¢) N=-50, =10,
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A continuacion se presenta la grafica de convergencia del error del sistema

en cascada.
4 T |
— ﬂ) €]
3r | |===a)e

Figura 3.6: Convergencia del error de estimacion del sistema en cascada con
a) N=—-5,e=1b) N=-10,e=15¢) N=—-50,e=1.9.

Es de notar que hacer N — oo, y al mismo tiempo, ¢ — 2 acelera la

convergencia del observador.
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Conexion en Realimentacion

La simulacién del sistema en retroalimentacion con sus respectivos obser-

vadores interconectados arroja los siguientes resultados

oow s~ or
\

\
oow s~ or
\

1
1
=2
=

—
\
\
—
]

Figura 3.7: Reconstruccion de estados x; (sup. izq.), xo (sup. der.), x3 (inf.
izq.) y x4 (inf. der.), del sistema en retroalimentacion con a) N = —5, ¢ = 1
b) N =—10,e=15¢) N = —50, ¢ = 1.9.
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0 1 2 3 4 5 6 [ § 9 10

Figura 3.8: Convergencia del error del sistema retroalimentado con a) N = —5,
e=1b) N=-10,e=15¢) N =-50,=1.9.

Note como valores que funcionaban para el caso en cascada no logran hacer
que el observador interconectado en retroalimentaciéon converja. Nuevamente
se puede apreciar una mejora en la rapidez de convergencia conforme N — oo

ye— 2.
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3.4. Conclusiones y Trabajo Futuro

Se obtuvieron condiciones de factibilidad de disenio de observadores inter-
conectados para el caso de interconexion en cascada y en retroalimentacion.
La metodologia presentada es una extension del método disipativo de diseno
de observadores para sistemas interconectados en cascada, ésta da pauta a la
extension de dichas propiedades a n cantidad de sistemas interconectados en

cascada o en retroalimentacion, o bién una combinaciéon de ambos.

El diseno de los observadores se facilita debido a que se realiza para los
sistemas nominales sin tomar en cuenta las perturbaciones que surgen debido
a las interconexiones, lo cual nos permite emplear las funciones de Lyapu-
nov de dichos sistemas para posteriormente realizar el analisis de los sistemas

interconectados.

La anterior metodologia podria simplificar el trabajo de disenio de observa-
dores para la clase de sistemas mencionados, suponiendo que la descomposicion

en subsistemas implica la disminucion del orden del sistema.

Es deseable emplear los estados recuperados por los observadores presen-

tados para ejercer una acciéon de control sobre el sistema.
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