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Resumen

El presente trabajo presenta una metodología de diseño de observadores

disipativos interconectados para cierta clase de sistemas, tanto en cascada co-

mo en realimentación. El diseño radica en descomponer el sistema original en

dos subsistemas para los cuales se diseñan observadores disipativos de manera

individual. Posteriormente, los observadores se interconectan y se obtiene así

un observador para el sistema completo. Esta metodología simplificia el diseño

de observadores ya que los subsistemas resultantes son de orden menor que el

del original.

vii
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Capítulo 1

Introducción

Diversos sistemas físicos (sistemas nerviosos, sistemas ecológicos, sistemas

bioquímicos) presentan una estructura compleja, difícil de analizar. Medir los

estados de tales sistemas resulta a veces imposible, o muy costoso en caso de

ser posible. El desconocer los estados de dicha clase de sistemas podría suponer

dificultades para controlarles. Aunado a ello, la misma dinámica compleja di-

ficulta el diseño de un observador adecuado que permita recuperar los estados

del sistema.

En principio, la problemática del diseño de observadores radica en esta-

bilizar la dinámica del error que surge cuando el observador intenta estimar

los estados. Sin embargo, el análisis de estabilidad de un sistema dinámico no

lineal se complica conforme se eleva el orden del sistema, lo cual dificulta el

diseño de un observador no lineal.

En muchos casos es posible descomponer un sistema en una serie de sub-

sistemas interconectados, logrando así obtener subsistemas elementales con

dinámicas mas simples que su original y para los cuales resultará mas sencillo

diseñar observadores.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Un sistema interconectado es aquel sistema que consiste de subsistemas que

interactúan entre si. Mientras que las entradas de un sistema capturan informa-

ción del ambiente inyectándola al sistema y las salidas registran la influencia

del sistema sobre el ambiente, las asignaciones entrada-salida tales como la

conexión en cascada o la retroalimentación establecen las interconexiones. De

esta manera, las interconexiones son vistas como casos en los que la salida de

un sistema se impone como la entrada de otro.

Es posible entonces, y bajo ciertas restricciones, diseñar un observador

para cada subsistema despreciando las interconexiones para posteriormente

conectarlos imitando las conexiones originales de la planta, obteniendo así un

observador para el sistema completo.

En el presente trabajo se presenta un análisis de las conexiones básicas que

pudiesen llegar a aparecer al descomponer la dinámica del sistema complejo de

tal manera que sea posible describir dicho sistema mediante las interconexiones

mencionadas.

La idea principal es similar a la presentada en las primeras páginas de [16],

pero aplicada al diseño de observadores. En principio, el método de diseño

consiste de 3 etapas:

Segmentación: El sistema se divide en una serie de subsistemas que in-

terconectados trabajan de manera idéntica al sistema original.

Diseño de observadores para los subsistemas: En esta etapa se diseñan

los observadores individuales para cada subsistema despreciando las in-

terconexiones.



1.1. MOTIVACIÓN 3

Figura 1.1: Etapas del diseño de observadores disipativos interconectados.

Reconexión: Después de haber diseñado los sub-observadores se procede a

interconectarlos para obtener así un observador para el sistema completo.

En este trabajo se hace hincapié en las dos últimas etapas de diseño, de-

jando a consideración del usuario la etapa de segmentación.

1.1. Motivación

Diseñar un observador implica buscar la estabilidad de la dinámica de error

de sistema observado. Mientras más complejos sean sistema y observador, más

compleja será su dinámica de error y más intrincado será su análisis de esta-

bilidad.

La complejidad del análisis de estabilidad de un sistema dinámico no lineal

se eleva conforme el orden del sistema crece. Esta situación motiva a buscar
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maneras de simplificar el análisis de estabilidad del sistema. Es ahí donde surge

atractivo el hecho de trabajar con subsistemas de menor orden que en conjunto

fungen como un sistema global.

La descomposición del sistema en subsistemas y el diseño de sub-observadores

por el método disipativo, podría simplificar el diseño de observadores para sis-

temas cuya dinámica compleja impida el diseño de un observador de manera

directa.

Los observadores interconectados encontrarán aplicación en aquellos cam-

pos de la ciencia que involucren sistemas matemáticos complejos en sus estu-

dios, entre los cuales figuran los modelos matemáticos empleados en las inge-

nierías y muchas ramas de las ciencias.

1.2. Estado del Arte

En 1972, Jan C. Willems publica un artículo de dos partes titulado Dis-

sipative Dynamical Systems [14], [15] en el cual se da a conocer la teoría de

dichos sistemas definidos en espacio de estado para los cuales la denominada

disipatividad se define en términos de la tasa de suministro y la función de

almacenamiento. Inicialmente orientados a la termodinámica, los sistemas di-

sipativos resultan de gran interés cuando son considerados sistemas físicos en

general, presentando convenientes restricciones en su comportamiento dinámi-

co.

En 1974, Peter Moylan [10] propone un teorema que relaciona las propie-

dades entrada-salida de sistemas no lineales y una serie de restricciones deter-

minadas por sus ecuaciones de espacio de estados. A su vez, las propiedades
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internas del sistema pueden ser relacionadas con propiedades disipativas. Dos

años después [4], Peter Moylan y David Hill establecen criterios de estabilidad

para sistemas disipativos haciendo uso de los resultados que obtuvo Moylan

en el año de 1974.

En el año de 1977, Hill y Moylan [5] extienden esta teoría de estabilidad

para sistemas disipativos ahora para interconexiónes en retroalimentación.

Posteriormente, en [6] se unifican toda la teoría existente, incluyendo sus

propios resultados. Por otro lado y en el mismo año Peter Moylan, Antonio

Vannelli y Mathukumalli Vidyasagar [11] presenan algunos conceptos de de-

tectabilidad −propiedad mas débil que observabilidad− que se preservan bajo

interconexiones, determinando así las condiciones de comportamiento acepta-

bles de un sistema, el cual se preserva bajo interconexiones.

El Dr. Jaime Moreno de la UNAM publica en el año 2004 [9] un método

de diseño de observadores que emplea conceptos disipativos para asegurar con-

vergencia exponencial de dichos sistemas (una versión mas completa se puede

encontrar en [8]). Estos observadores tienen amplia aplicación en el campo de

sistemas biológicos y reactores bioquímicos. Uno de los trabajos del Dr. Mo-

reno titulado Una Propiedad de Separación de los Observadores Disipativos

para Sistemas No Lineales presenta fundamentos sobre los cuales el Principio

de Separación se cumple para esta clase específica de observadores, permitien-

do esto la incorporación de conceptos como Control por Retroalimentación de

Estado Observado para una clase de sistemas no lineales.

En el año 2008, Eduardo Sontag y Murat Arkac presentan un artículo [12]

sobre estabilidad de estructuras interconectadas, particularmente para el caso

de estructuras pasivas. Destaca su aplicación en la estabilidad de modelos de

redes genéticas, ciclos metabólicos y otros más de biología matemática.
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El presente trabajo busca extender la teoría de diseño disipativo de obser-

vadores al caso de sistemas interconectados, determinando condiciones bajo

las cuales es posible diseñar observadores por este método a nivel subsistema

los cuales posteriormente se interconectarán para fungir como un observador

para el sistema completo. Esta metodología de diseño permitirá sortear los

obstáculos frecuentemente presentados por la compleja dinámica de algunos

sistemas no lineales.
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1.3. Objetivos

Establecer condiciones factibles de diseño de observadores disipativos para

sistemas interconectados en cascada y en retroalimentación.

Objetivos Específicos

Determinar los casos en los cuales se mantiene la estabilidad de la dinámica

de error, tanto para la interconexión en cascada como para la interconexión en

retroalimentación.

Determinar las condiciones bajo las cuales las funciones de interconexión

de los sistemas no alteran la estabilidad de la dinámica de error.
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1.4. Formulación del Problema

Considere un sistema dinámico

ẋ = f(x, y, u) (1.1)

el cual es arbitrario, no lineal y de relativamente alta complejidad matemética.

Suponga que es posible descomponer al sistema mencionado en subsistemas

más sencillos interconectados entre si. Cada uno de los subsistemas presentaría

una dinámica más sencilla que la del sistema completo.

El problema principal consiste en diseñar obsevadores para una clase de

sistemas interconectados, tanto en cascada como en retroalimentación. Los

sistemas con los que se trabaja son resultado de aplicar una transformación de

estados a un sistema no lineal como (1.1)

Considere ahora un sistema dinámico de la forma

Σ :















ẋ = Ax+Gψ(σ) + ϕ(t, y, u)

y = Cx

σ = Hx

(1.2)

donde x ∈ R
n, es el vector de estado, u ∈ R

m es un vector de entradas

conocidas, y ∈ R
p es un vector de salidas medibles, σ ∈ R

r es una funcion del

estado, la cual no es necesariamente medible, y de la cual depende el vector ψ

de dimensión q. La función ϕ(t, y, u) es una función no lineal arbitraria de la

entrada y la salida. A, G, C y H son matrices con dimensiones apropiadas.
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Considere ahora dos sistemas con la forma (1.2), los cuales se encuentran

interconectados en cascada mediante una función del estado µ, de la siguiente

manera

Σa :















ẋa = Aaxa + µ(xb) +Gaψa(σa;xb) + ϕa(t, y, u)

ya = Caxa

σa = Haxa

(1.3)

y

Σb :















ẋb = Abxb +Gbψb(σb) + ϕb(t, y, u)

yb = Cbxb

σb = Hbxb

(1.4)

respectivamente, donde y = [ ya yb ]T , u = [ ua ub ]T . xa ∈ R
n y xb ∈ R

n

son los vectores de estado, u ∈ R
m es una entrada conocida, y ∈ R

p es la salida

medible, σa ∈ R
r y σb ∈ R

r son funciones de los respectivos estados xa y xb no

necesariamente medibles; ψa y ψb son vectores de dimensión q que dependen de

σa y σb respectivamente, y las funciones ϕa(t, y, u) y ϕb(t, y, u) son funciones

no lineales arbitrarias de la entrada y la salida. Aa, Ga, Ca, Ha, Ab, Gb, Cb

y Hb son matrices con dimensiones apropiadas. Finalmente, los dos sistemas

están interconectados entre si mediante una función µ(xb) : R
n → R

n.

Considere nuevamente dos sistemas con la forma (1.2). Considere también

funciones µ(·) de tal manera que

Σa :















ẋa = Aaxa + µ(xb) +Gaψa(σa;xb) + ϕa(t, y, u)

ya = Caxa

σa = Haxa

(1.5)

Σb :















ẋb = Abxb + µ(xa) +Gbψb(σb;xa) + ϕb(t, y, u)

yb = Cbxb

σb = Hbxb

(1.6)
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Figura 1.2: Sistemas Interconectados en Cascada.

respectivamente, donde y = [ ya yb ]T , u = [ ua ub ]T . xa ∈ R
n y xb ∈ R

n

son los vectores de estado, u ∈ R
m es una entrada conocida, y ∈ R

p es la salida

medible, σa ∈ R
r y σb ∈ R

r son funciones de los respectivos estados xa y xb; ψa

y ψb son vectores q−dimensionales que dependen de σa y σb respectivamente„

y las funciones ϕa(t, y, u) y ϕb(t, y, u) son funciones no lineales arbitrarias de

la entrada y la salida. Aa, Ga, Ca, Ha, Ab, Gb, Cb y Hb son matrices con

dimensiones apropiadas. Observe que los dos sistemas están interconectados

entre si mediante la funciones µ(xb) : R
n → R

n y µ(xa) : R
n → R

n. A un

sistema que presenta tal interconexión se le puede considerar Retroalimentado.
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Figura 1.3: Sistemas Interconectados en Realimentación.

1.5. Organización de la Tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el primer capítulo se presentó una introducción y los motivos del desarrollo

de la tesis, así como el estado del arte y los objetivos contemplados en el

transcurso del desarrollo de la tesis y el planteamiento de la problemática a

resolver.

En el segundo capítulo se abordan los conceptos preliminares que giran

en torno a la teoría disipativa y del diseño de observadores por el método

disipativo, así como algunos conceptos que serán empleados en el diseño de los

observadores interconectados.

Finalmente, el tercer capítulo trata sobre la extensión del mencionado mé-

todo disipativo de diseño de observadores para el caso de sistemas interco-

nectados, tanto en cascada como en retroalimentación, siendo esta la parte

medular del desarrollo de la tesis. Se incluye un par de ejemplos numéricos que

presentan de manera sencilla la eficacia del método.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se presenta algunos conceptos del método disipativo y

su aplicación al diseño de observadores. Algunas referencias sobre el tema de

disipatividad son [14], [15] y [3]. El método empleado para el diseño de los ob-

servadores individuales consiste en modelar la dinámica de error de un sistema

no lineal como estructuras conformadas por la interconexión en retroalimenta-

ción de un sistema lineal invariante y una no linealidad sin memoria para las

cuales es posible determinar estabilidad mediante nociones disipativas. Dise-

ñar los observadores con este método asegura diseños con convergencia global

y exponencial.

A continuación se presenta una serie de definiciones que dan forma al méto-

do de diseño disipativo de observadores. Estas definiciones se pueden consultar

de manera extensiva en [14], o en [1] y [13].

13
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2.1. Conceptos Básicos de Disipatividad

Suponga un sistema arbitrario

Σ :

{

ẋ = f(x, u) , u ∈ R
m

y = h(x, u) , y ∈ R
p

(2.1)

donde x ∈ R
n

Definición 1 (Tasa de Suministro) La Tasa de Suministro

w(t) = w(u(t), y(t)), w : R
m × R

p → R
+ es una función real positiva tal que

∫ t1

t0

|w(u(t), y(t))| dt < +∞ (2.2)

�

Definición 2 (Sistemas Disipativos) Un sistema con tasa de suministro w

es disipativo si existe una función no negativa V : R
n → R llamada función

energética de almacenamiento tal que

V (x(t0)) +

∫ t1

t0

w(t) dt ≥ V (x(t1)) (2.3)

Además, si V ∈ C1, entonces

d

dt
V (x(t)) ≤ w(t) (2.4)

�

Considere a V (x0) como la energía inicial −o residual− del sistema en

el instante t0, V (x1) como la energía que se puede extraer del sistema en el

instante t0 y
∫ t1

t0
w(t) dt como el suministro energético, el cual es finito debido

a la definición 1. La expresión

V (x1) − V (x0) ≤
∫ t1

t0

w(t) dt (2.5)
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indica que el suministro energético será siempre mayor −o igual− a la energía

neta extraible del sistema.

La función de almacenamiento puede ser encontrada calculando la máxima

cantidad de energía extraible del sistema en un intervalo de tiempo [t0, t1] y

debido a sus características −se trata de funciones positivas reales, acotadas,

siempre decrecientes− son buenas candidatas a funciones de Lyapunov.

Definición 3 (Mapeo Disipativo sin Memoria) Un Mapeo Disipativo

sin Memoria,

y = φ(t, u) : R
+ × R

m → R
p (2.6)

continuo a tramos en t y localmente Lipschitz en u, tal que φ(t, 0) = 0, es

disipativo con respecto a una tasa de suministro w si ∀ : t ≥ 0 , u ∈ R
m

w(u, y) = w(u, φ(t, u)) ≥ 0 (2.7)

�

Considere el sistema

ΣL

{

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0

y = Cx
(2.8)

y una función de sumistro cuadrática de la forma

w(u, y) =

[

y

u

]T [

Q S

ST R

][

y

u

]

(2.9)

= yTQy + 2yTSu+ uTRu

con Q ∈ R
p×p, S ∈ R

p×m y R ∈ R
m×m, Q y R simétricas.
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Definición 4 (Disipatividad Estricta (SSD)) El sistema LTI (2.8) es es-

trictamente disipativo con respecto a una función de suministro (2.9), si

existe una matriz P = P T > 0, y una constante ε > 0, tales que

[

PA+ ATP + εP PB

BTP 0

]

−
[

CTQC CTS

STC R

]

≤ 0 (2.10)

�

2.2. Diseño de Observadores por el Método

Disipativo

El método de diseño disipativo de observadores aplica los principios del

método disipativo para obtener diseños de observadores convergentes. El diseño

del observador se efectua de tal manera que es posible obtener una dinámica de

error en la forma de Lur’e. Mediante sus características disipativas, la dinámica

de error puede ser relacionada con criterios de estabilidad y de esta manera

asegurar la convergencia global del observador.

Para diseñar un observador es necesario que el sistema tenga propiedades

de observabilidad, esto es, que sea posible recuperar sus estados iniciales a

partir de las señales de entrada y salida. Para el caso de sistemas no lineales

existen varias definiciones de observabilidad, siendo una de las mas populares

aquella que involucra operadores de Lie

Definición 5 (Derivada de Lie) La expresión

Lfh(x) =
∂h(x)

∂x
f(x)

Denota la derivada de Lie de la función h, que en realidad es la derivada

direccional de la función h sobre el vector f .
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Derivadas de Lie de mayor orden se definen como

Ln
fh(x) =

∂

∂x
[Ln−1

f h(x)]f(x)

�

Definición 6 (Observabilidad en Sistemas No lineales) El estado x0 de

un sistema no lineal es observable si existe un vecindario Ω de x0 tal que

cada x ∈ Ω, exceptuando x0, es distinguible de x0. Dos estados x0 y x1 son

distinguibles entre si, si existe una entrada U tal que y(x0) 6= y(x1). Una posible

prueba de observabilidad está dada por

O(x0) =
∂q(x0)

∂x
=









dL0
fh(x0)
...

dLn−1
f h(x0)









donde O(x0) debe ser de rango n, x ∈ R
n y

q(x0) =









L0
fh(x0)

...

Ln−1
f h(x0)









�
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Figura 2.1: Sistema lineal con no linealidad sectorial en lazo cerrado.

Considere el siguiente sistema retroalimentado

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0

y = Cx

u = −ψ(t, y, u)

(2.11)

y una tasa de suministro de suministro cuadrática (2.9)

Lema 2.1 (Moreno 2004d) Si el sistema lineal (C,A,B) de (2.11) es es-

trictamente disipativo con w = (−R,ST ,−Q), entones el punto de equilibrio

x = 0 del sistema es global y exponencialmente estable para cualquier no linea-

lidad ψ(t, y, u) que sea disipativa con w = (Q,S,R)

Demostración. Se sabe por hipótesis que (2.10) se satisface con (Q,S,R) =

(−R,ST ,−Q). Se propone V = xTPx como función candidata para el sistema

(2.11), su derivada será
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V̇ =

[

x

u

]T [

ATP + PA PB

BTP 0

][

x

u

]

≤
[

x

−ψ

]T [

−CTRC CTST

SC −Q

][

x

−ψ

]

− εxTPx (2.12)

es posible reescribir (2.12) como:

−
[

ψ

y

]T [

R ST

S Q

][

ψ

y

]

− εxTPx

Finalmente, V̇ se puede acotar de la siguiente manera

V̇ ≤
[

x

−ψ

]T [

−CTRC CTST

SC −Q

][

x

−ψ

]

− εxTPx

≤ −
[

ψ

y

]T [

R ST

S Q

][

ψ

y

]

− εxTPx

≤ −εxTPx (2.13)

Los observadores son sistemas dinámicos que imitan el comportamiento

de la planta empleando las entradas y salidas del sistema original como sus

entradas para reproducir o estimar el estado de la planta. Estos se proponen

de manera tal que sean una copia de la planta incluyendo términos de inyección

de salida que apoyen la convergencia del error a cero.
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Un posible observador disipativo para el sistema (2.11)

Ω :















˙̂x = Ax̂+ L(ŷ − y) +Gψ(σ̂ +N(ŷ − y)) + ϕ(t, y, u)

ŷ = Cx̂

σ̂ = Hx̂

(2.14)

donde

ĺım
t→∞

L||ŷ(t) − y(t)|| = 0, ĺım
t→∞

N ||ŷ(t) − y(t)|| = 0

hacen que el observador una copia exacta de la planta.

Definiendo al error como e := x̂−x, la dinámica de error ė quedará definida

como

Ξ : ė = (A+ LC)(x̂− x) +G[ψ(σ̂ +N(ŷ − y)) − ψ(σ)]

Es posible escribir

σ̂+N(ŷ−y) = Hx̂+NC(x̂−x) = H(e+x)+NC(e+x−x) = He+Hx+NCe = σ+z

(2.15)

quedando la dinámica de error descrita de la siguiente manera

Ξ :























ė = (A+ LC)e+Gν

z = (H +NC)e

ỹ = Ce

ν = −φ(z, σ)

(2.16)

Donde

φ(z, σ) , ψ(σ) − ψ(σ + z)
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Las matrices L ∈ R
n×p y N ∈ R

r×p se diseñan para contribuir a que

ĺım
t→∞

||x̂a(t)−xa(t)|| = 0. Usualmente, el problema radica en encontrar matrices

L y N , una matriz P = P T > 0 y una ε > 0 de tal manera que se satisfaga la

siguiente desigualdad matricial

[

PAL + AT
LP + εP +HT

NRHN PG−HT
NS

T

GTP − SHN Q

]

≤ 0 (2.17)

donde, AL = (A+ LC) y HN = (H +NC). Q, R y S son matrices que carac-

terizan a la nolinealidad φ. En la mayoría de los casos, la anterior desigualdad

matricial (2.17) puede reducirse a una LMI (Linear Matrix Inequality, por sus

siglas en inglés), para las cuales existen eficaces métodos computacionales de

solución. Actualmente existen poderosos programas numéricos que dan solu-

ción a las LMI empleando los métodos establecidos por [2].

A continuación se presenta el teorema medular del diseño de observadores

por el método disipativo, el cual enuncia lo siguiente:

Teorema 2.1 (Moreno2004d) Si la no linealidad φ de (2.16) es disipativa

con w = (Q,S,R), y el subsistema lineal ΞL es estrictamente disipativo con

respecto a w = (−R,ST ,−Q), la dinámica de error es global y exponencial-

mente estable. Si esto ocurre, entonces Ω es un observador global y exponencial

para Σ.

La demostración del teorema aparece en [9].
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2.3. Estabilidad Entrada-Estado

La interconexión en cascada de dos sistemas disipativos presupone la exis-

tencia de un sistema perturbador y un sistema perturbado. Una buena solución

para determinar la estabilidad de la interconexión de la cascada implica el em-

pleo del concepto de estabilidad entrada-estado.

Considere el sistema perturbado

ẋ = f(t, x, u) (2.18)

donde f : R
+ × R

n × R
m → R

n es localmente Lipschitz en x y u; continua

a tramos en t. La entrada perturbadora u(t) es continua a tramos y acotada

para toda t ≥ 0.

Considere ahora una versión nominal de dicho sistema

ẋ = f(t, x, 0) (2.19)

la cual tiene un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en x =

0. Debido a que existe una función V de Lyapunov para el sistema (2.19),

es posible emplear dicha función para determinar estabilidad para el sistema

(2.18) considerando que, a pesar de la entrada perturbadora u, la solución del

sistema perturbado no varía en demasía con respecto al sistema nominal, esto

es posible si existe una constante de Lipschitz tal que:

||f(t, x, u) − f(t, x, 0)|| ≤ L||u|| (2.20)
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Definición 7 (Estabilidad Entrada-Estado (IIS)) Un sistema es Entrada-

Estado Estable siempre que existan funciones comparativas γ y β, clase K y

KL respectivamente, tales que para todo estado incial x(t0) y cualquier entrada

u, la solución x(t) exista y satisfaga

||x(t)|| ≤ β(||x(t0)||, t− t0) + γ

(

sup
t0≤τ≤t

||u(τ)||
)

(2.21)

�

Una condición de suficiencia para la estabilidad entrada-estado está dada

por el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Khalil 4.19) Sea V : R
+ × R

n → R, V ∈ C1 tal que

α1 (‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2 (‖x‖)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x, u) ≤ −W3(x), ∀ ‖x‖ ≥ ρ (‖u‖) > 0

∀(t, x, u) ∈ R
+ × R

n × R
m, donde α1, α2 ∈ K∞, ρ ∈ K y W3(x) es una

función contínua positiva definida en R
n. Entonces el sistema es entrada-estado

estable con γ = α1 ◦ α2 ◦ ρ

La demostración de este teorema se encuentra en el capítulo 4 y el apéndice

C de [7].

Del teorema anterior se deriva el siguiente lema sobre estabilidad entrada-

estado:

Lema 2.2 (Khalil 4.6) Suponga que f(t, x, u) es continuamente diferencia-

ble, globalmente Lipschitz en (x, u) y uniforme en t. Si el sistema nominal

(2.19) presenta un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en el

origen, entonces el sistema (2.18) es Entrada-Estado Estable.
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Demostración.

El sistema (2.18) es una versión perturbada de (2.19). Por hipótesis, se

sabe que el sistema (2.19) cuenta con una función de Lyapunov V (t, x) que

satisface las desigualdades del teorema anterior. Debido a la propiedad global

de Lipschitz de f , el término de perturbación satiface (2.20) para toda t ≥ t0

y todas (x, u). La derivada de V con respecto a (2.18) satisface

V̇ =
∂V

∂t
f(t, x, 0) +

∂V

∂x
[f(t, x, u) − f(t, x, 0)]

≤ −c3||x||2 + c4||x||L||u||

Para que el término −c3||x||2 domine a c4||x||L||u|| para valores grandes de

||x||, es posible escribir la desigualdad anterior como

V̇ ≤ −c3(1 − θ)||x||2 + c4||x||L||u||

donde 0 < θ < 1. Entonces,

V̇ ≤ −c3(1 − θ)||x||2, ∀||x|| ≥ c4L||u||
c3θ

para toda (t, x, u).

2.4. Estabilidad de Sistemas en Cascada

El concepto de estabilidad entrada-estado presenta una aplicación intere-

sante en el análisis de sistemas interconectados en cascada, tal como se verá a

continuación.

Inicialmente, suponga dos sistemas

ẋ1 = f(t, x1, x2) (2.22)

ẋ2 = f(t, x2) (2.23)
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Lema 2.3 (Khalil 4.7) Considere la interconexión en cascada de dos sis-

temas en las formas (2.23) y (2.22). Por hipótesis se sabe que el sistema

(2.23) es global y exponencialmente estable. Si además el sistema (2.22) es

entrada-estado estable ante una entrada x2, entonces la interconexión en cas-

cada (2.23)-(2.22) es global y asintóticamente estable.

Demostración. Suponga un instante inicial t0 ≥ 0, tal que t0 ≤ t. Las solu-

ciones de (2.23) y (2.22) satisfacen

||x1(t)|| ≤ β1 (||x1(s)||, t− s) + γ1

(

sup
s≤τ≤t

||x2(τ)||
)

(2.24)

y

||x2(t)|| ≤ β2 (||x2(s)||, t− s) (2.25)

respectivamente, donde β1 y β2 son funciones clase KL y γ1 es de clase K.

Sustituyendo s = t+t0
2

, en (2.24) se tiene

||x1(t)|| ≤ β1

(∥

∥

∥

∥

x1

(

t+ t0

2

)∥

∥

∥

∥

,
t− t0

2

)

+ γ1

(

sup
t+t0

2
≤τ≤t

||x2(τ)||
)

(2.26)

El estimado de x1

(

t+t0
2

)

se obtiene empleando s = t0 y reemplazando t

por t+t0
2

en (2.24), así

∥

∥

∥

∥

x1

(

t+ t0

2

)∥

∥

∥

∥

≤ β2

(

‖x1 (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γ1

(

sup
t0≤τ≤t

||x2(τ)||
)

(2.27)

considerando que t0 ≤
t+ t0

2
≤ t, de (2.25) se obtienen

sup
t0≤τ≤ t+t0

2

||x2(t)|| ≤ β2 (||x2(t0)||, 0) (2.28)

y

sup
t+t0

2
≤τ≤t

||x2(t)|| ≤ β2

(

||x2(t0)||,
t− t0

2

)

(2.29)
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sustituyendo (2.27), (2.28) y (2.29) en (2.26) se obtiene

||x1(t)|| ≤ β1

(

β1

(

‖x1 (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γ1 (β2 (||x2(t0)||, 0)) ,
t− t0

2

)

+

+ γ1

(

β2

(

||x2(t0)||,
t− t0

2

))

empleando la desigualdad

||e(t)|| ≤ ||e1(t)|| + ||e2(t)||

finalmente se obtiene

||e(t)|| ≤ β1

(

β1

(

‖x1 (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γ1 (β2 (||x2(t0)||, 0)) ,
t− t0

2

)

+

+ γ1

(

β2

(

||x2(t0)||,
t− t0

2

))

+ β2 (||x2(t0)||, t− t0) (2.30)

siendo posible verificar que (2.30) es una función de clase KL.

2.5. Estabilidad de Sistemas Retroalimentados

Para las dos clases de interconexiones consideradas en el presente trabajo

es pertinente asegurar condiciones de estabilidad para los sistemas interco-

nectados. Mientras que para la conexión en cascada se emplean conceptos de

estabilidad entrada-estado, para el caso de interconexión por retroalimentación

existen funciones de Lyapunov que pueden ser aplicadas a nuestro problema

particular.

Definición 8 (Sistemas Retroalimentados) Se definen como interconec-

tados dos sistemas de la forma

ẋa = fa(xa, t) + δa(x, t) (2.31)

ẋb = fb(xb, t) + δb(x, t) (2.32)
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donde x = [xa xb]
T , t ∈ R, x ∈ R

n, f y δ son suficientemente suaves y

f(0, t) = 0, δ(0, t) = 0, de tal manera que x = 0 es un punto de equilibrio del

sistema interconectado. �

Antes de comenzar con la definición de Función de Lyapunov compuesta, se

vuelve necesario mencionar algunos conceptos sobre los cuales se fundamenta

dicha definición.

Suponga dos sistemas

ẋa = fa(xa, t) (2.33)

ẋb = fb(xb, t) (2.34)

los cuales son versiones nominales de (2.31) y (2.32), y cuentan con funciones

de Lyapunov Va(xa, t) y Vb(xb, t) respectivamente, las cuales son cuadráticas,

positivas definidas y decrecientes, cuyas derivadas son negativas definidas y

satisfacen
∂Va

∂t
+
∂Va

∂xa

fa(xa, t) ≤ −KaΦ
2
a(xa) (2.35)

∂Vb

∂t
+
∂Vb

∂xb

fb(xb, t) ≤ −KbΦ
2
b(xb) (2.36)

y
∥

∥

∥

∥

∂Va

∂xa

∥

∥

∥

∥

≤ kaΦa(xa) (2.37)

∥

∥

∥

∥

∂Vb

∂xb

∥

∥

∥

∥

≤ kbΦb(xb) (2.38)

donde Ka, Kb, ka y kb son constantes positivas, Φa : R
na → R y Φb : R

nb → R.
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Suponga adicionalmente que las perturbaciones δa y δb de los sistemas

(2.31) y (2.32) satisfacen las cotas

‖δa(t, x)‖ ≤ γaaΦa(xa) + γabΦb(xb) (2.39)

‖δb(t, x)‖ ≤ γbaΦa(xa) + γbbΦb(xb) (2.40)

donde γaa, γab, γba y γbb son constantes positivas. Considerando lo anterior, es

posible introducir la siguiente definición

Definición 9 (Función de Lyapunov Compuesta (FLC)) Una función de

la forma

V (t, x) = Va(t, xa) + Vb(t, xb) (2.41)

llamada Función de Lyapunov Compuesta será una función de Lyapunov

para el sistema interconectado (2.31)−(2.32) si su derivada satisface

V̇ (t, x) = V̇a(t, xa) + V̇b(t, xb) ≤ −1

2
Φ(x)T (DVC + V T

C D)Φ(x) (2.42)

donde D = diag(da, db), siendo da y db constantes positivas y

VC =

[

Ka − kaγaa −kaγab

−kbγba Kb − kbγbb

]

lo anterior es válido siempre que VC sea una matriz de tipo M. Una matriz

se considera de tipo M si todos sus menores principales líderes son positivos

definidos. �
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Finalmente, a partir de las dos definiciones anteriores surge el siguiente

teorema sobre la estabilidad de sistemas interconectados en retroalimentación

Teorema 2.3 Considere los sistemas (2.31) y (2.32). Por hipótesis, las ver-

siones nominales de dichos sistemas, (2.33) y (2.34), son globalmente y ex-

ponencialmente estables. Suponga que las perturbaciones δa y δb de (2.31) y

(2.32) son localmente Lipschitz en e y satisfacen las cotas (2.39) y (2.40), y

la matriz VC de la derivada (2.42) de la FLC (2.41) del sistema en realimenta-

ción es una matriz tipo M, entonces el sistema (2.31)−(2.32) será uniforme

y asintoticamente estable.

Demostración. Para los sistemas nominales (2.33) y (2.34) se proponen fun-

ciones cuadráticas de Lyapunov Va = xT
aPaxa y Vb = xT

b Pbxb respectivamente;

las derivadas de ambas Va y Vb satisfacen (2.13). Suponga V = Va + Vb. La

derivada de la función será

V̇ = d1V̇a + d2V̇b

Las funciones de Lyapunov de los sistemas perturbados (2.31) y (2.32)

satisfacen

V̇a ≤ −εax
T
aPaxa + δT

a Paxa + xT
aPaδa

V̇b ≤ −εbx
T
b Pbxb + δT

b Pbxb + xT
b Pbδb

y es posible acotarles como

V̇a ≤ −εaλmı́n(Pa) ‖xa‖2 + 2λmáx(Pa) ‖xa‖ ‖δa‖
V̇b ≤ −εbλmı́n(Pb) ‖xb‖2 + 2λmáx(Pb) ‖xb‖ ‖δb‖
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Las perturbaciones δa y δb de los sistemas (2.31) y (2.32) satisfacen las cotas

‖δa‖ ≤ γaa ‖xa‖ + γab ‖xb‖ (2.43)

‖δb‖ ≤ γba ‖xa‖ + γbb ‖xb‖ (2.44)

La derivada de la función de Lyapunov compuesta queda expresada de la si-

guiente manera:

V̇ ≤ −
[

xa

xb

]T [

εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa −λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba

−λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba εbλmı́n(Pb) − 2λmáx(Pb)γbb

][

xa

xb

]

ésta será negativa definida siempre que
[

εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa −λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba

−λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba εbλmı́n(Pb) − 2λmáx(Pb)γbb

]

sea de clase M, lo cual se cumple si

γaa <
εaλmı́n(Pa)

2λmáx(Pa)
(2.45)

y

γbb <
εbλmı́n(Pb)

2λmáx(Pb)
− (λmáx(Pa)γab + λmáx(Pb)γba)

2

2λmáx(Pb)(εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa)
(2.46)
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Capítulo 3

Diseño de Observadores

Disipativos Interconectados

En este capítulo se muestra la metodología de diseño para los observadores

interconectados. Básicamente, la metodología consiste en dos etapas:

En la primera etapa, los observadores se diseñan cada uno de manera indi-

vidual por el método disipativo. En esta primera etapa de diseño se considera

que la función que interconecta ambos sistemas es conocida.

En la segunda etapa, los observadores se interconectan imitando las in-

terconexiones propias de la planta. Una vez interconectados, los observadores

individuales fungen como un observador para la planta entera. Al conectar los

observadores se produce perturbaciones. Este proceso aplica tanto a sistemas

interconectados en cascada como a aquellos que presentan interconexiones en

retroalimentación.

33



34CAPÍTULO 3. OBSERVADORES DISIPATIVOS INTERCONECTADOS

3.1. Diseño de Observadores para Sistemas en

Cascada

A continuación se presenta la metodología de diseño de observadores para

sistemas interconectados en cascada. Los sistemas a considerar (1.3) y (1.4)

fueron definidos en el capítulo 1. La primera parte de la metodología de diseño

de observadores es la presentada en [9].

3.1.1. Primera Etapa de Diseño

La propuesta de diseño de observadores para los sistemas (1.3) y (1.4) es

la siguiente:

Ωa :























˙̂xa = Aax̂a + La(ŷa − ya) + µ(xb) +Gaψa(σ̂a +Na(ŷa − ya);xb)+

+ϕa(t, y, u)

ŷa = Cax̂a

σ̂a = Hax̂a

(3.1)

Ωb :















˙̂xb = Abx̂b + Lb(ŷb − yb) +Gbψb(σ̂b +Nb(ŷb − yb)) + ϕb(t, y, u)

ŷb = Cbx̂b

σ̂b = Hbx̂b

(3.2)

Donde La, Lb, Na y Nb son matrices que deben ser diseñadas de manera que

ĺım
t→∞

||x̂(t) − x(t)|| = 0

Estas ganancias, junto con los términos de inyección de salida, auxilian a

la convergencia del observador. Los términos L afectan la parte lineal mientras

que los términos N afectan linealmente a las funciónes no lineales ψ.

Es importante aclarar que al diseñar Ωa se supone xb medible.



3.1. OBSERVADORES PARA SISTEMAS EN CASCADA 35

Figura 3.1: Diseño individual de Ωa y Ωb.

Las dinámicas de error quedan descritas como

Ξa :























ėa = (Aa + LaCa)ea +Gaνa

za = (Ha +NaCa)ea

ỹa = Caea

νa = −φa(za, σa;xb)

(3.3)

Ξb :























ėb = (Ab + LbCb)eb +Gbνa

zb = (Hb +NbCb)eb

ỹb = Cbeb

νb = −φb(zb, σb)

(3.4)

Las matrices Qa, Sa, Ra, Qb, Sb y Rb pertenecen a las tazas de suministro

wa = (Qa, Sa, Ra) y wb = (Qb, Sb, Rb) de los sistemas (3.3) y (3.4) y están

definidas por sus respectivas no linealidades φa y φb. A su vez, los sistemas (3.3)

y (3.4) presentan tazas de suministro cuadráticas Va = eT
aPaea y Vb = eT

b Pbeb

respectivamente.

De existir Pa = P T
a > 0, Pb = P T

b > 0, εa > 0 y εb > 0, y matrices La, Lb,

Na y Nb apropiadas que satisfagan las desigualdades matriciales
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[

PaAaL + AT
aLPa + εaPa +HT

aNRaHaN PaGa −HT
aNS

T
a

GT
aPa − SaHaN Qa

]

≤ 0 (3.5)

y

[

PbAbL + AT
bLPb + εbPb +HT

bNRbHbN PbGb −HT
bNS

T
b

GT
b Pb − SbHbN Qb

]

≤ 0 (3.6)

será posible emplear La, Lb, Na y Nb como ganancias para los observadores

(3.1) y (3.2).

3.1.2. Segunda Etapa de Diseño

Posteriormente se interconectan los obsevadores Ωa y Ωb, lo cual produce

una alteración en la dinámica de Ωa puesto que al hacer la interconexión ya

no se tiene la certeza de que el estado x̂b sea una estimación fiel de xb, esto es

x̂b 6= xb.

Considere al sistema (3.4) como sistema perturbador y al sistema (3.3)

como sistema perturbado. La estabilidad de la interconexión en cascada (3.4)-

(3.3) estará determinada por el comportamiento del sistema (3.3) ante una

perturbación producida por el sistema (3.4).

El análisis de estabilidad pertinente al diseño de observadores por el método

disipativo se realiza a nivel dinámica de error, es decir, se busca que la dinámica

de error Ξ sea estable. De esa manera se concluye que el observador Ω del

sistema Σ es un observador global de orden completo para dicho sistema.
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Figura 3.2: Observadores Ωa y Ωb interconectados. Caso Cascada.

Se sabe por hipótesis que los sistemas (3.4) y (3.3) presentan estabilidad

global y exponencial. A su vez, el sistema (3.3)-perturbado, debe presentar

estabilidad entrada-estado ante una entrada eb producida por Ξb, esto es, la

entrada perturbadora eb no debe sobre-excitar al estado ea, de tal manera que

este se mantenga dentro de parámetros acptables.

Al interconectar los observadores, xb −que es quien interconecta a los siste-

mas Σa y Σb− deja de ser accesible y la única manera que tiene Ωa de accesar

a dicho estado es mediate Ωb, quien recupera al estado xb y manda el estimado

x̂b a Ωa. Ωa empleará ahora x̂b como información en lugar de xb.
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Considerando ahora que x̂b − xb 6= 0 y µ(x̂b) − µ(xb) 6= 0, la estructura del

observador queda modificada de la siguiente manera

Ω∗
a :























˙̂x∗a = Aax̂
∗
a + La(ŷ

∗
a − ya) + µ(x̂b) +Gaψa(σ̂

∗
a +Na(ŷ

∗
a − ya); x̂b)+

+ϕa(t, y, u)

ŷ∗a = Cax̂
∗
a

σ̂∗
a = Hax̂

∗
a

(3.7)

Ω∗
b :















˙̂x∗b = Abx̂
∗
b + Lb(ŷ

∗
b − yb) +Gbψb(σ̂

∗
b +Nb(ŷ

∗
b − yb)) + ϕb(t, y, u)

ŷ∗b = Cbx̂
∗
b

σ̂∗
b = Hbx̂

∗
b

(3.8)

Observe que la dinámica de Ω∗
b no sufre alteraciones con respecto a Ωb

cuando se realiza la interconexión. A su vez, el error ea queda redefinido como

e∗a , x̂∗a −xa, donde x̂∗a es el estado observado interconectado. Luego entonces,

la dinámica del error de Ξa se altera de la siguiente manera

Ξ∗
a :























ė∗a = ALae
∗
a +Gaνa +Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb)

z∗a = (Ha +NaCa)e
∗
a

ỹ∗a = Cae
∗
a

νa = −φa(z
∗
a, σa, xb)

Ξ∗
b :























ė∗b = (Ab + LbCb)e
∗
b +Gbνa

z∗b = (Hb +NbCb)e
∗
b

ỹ∗b = Cbe
∗
b

νb = −φb(z
∗
b , σb)

donde

φβ(eb;xb) = µ(xb) − µ(eb + xb)

φa(z
∗
a, σa;xb) = ψa(σa;xb) − ψa(σa + z∗a;xb)
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φ̃a(σa, z
∗
a;xb, eb) = ψa(σa + z∗a;xb) − ψa(σa + z∗a; eb + xb)

considerando

δ(σa, z
∗
a;xb, eb) = Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb) (3.9)

finalmente se obtiene

Ξ∗
a :



































ė∗a = ALae
∗
a +Gaνa + δ(σa, z

∗
a;xb, eb)

z∗a = (Ha +NaCa)e
∗
a

ỹ∗a = Cae
∗
a

νa = −φa(z
∗
a, σa, xb)

δ(σa, z
∗
a;xb, eb) = Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb)

(3.10)

Ξ∗
b :























ė∗b = (Ab + LbCb)e
∗
b +Gbνa

z∗b = (Hb +NbCb)e
∗
b

ỹ∗b = Cbe
∗
b

νb = −φb(z
∗
b , σb)

(3.11)

Observe que

Gaφ̃a(σa, z
∗
a;xb, eb) − φb(eb;xb)

= Ga[ψa(σa + z∗a;xb) − ψa(σa + z∗a; eb + xb)] − [µ(xb) − µ(eb + xb)]

Si la entrada perturbadora eb es igual a cero, entonces

Ga[ψa(σa + z∗a;xb) − ψa(σa + z∗a; 0 + xb)] − [µ(xb) − µ(0 + xb)] = 0

Es así que se puede afirmar que δ(σa, z
∗
a;xb, 0) = 0 para toda σa, z∗a, xb,

esto es, δ(·) es desvaneciente en eb = 0.

Lema 3.1 Si el término de interconexión δ del sistema en cascada es desva-

nesciente en el origen, el sistema será global y exponencialmente estable y el

observador interconectado (3.8)-(3.7) será un observador global y exponencial

para el sistema en cascada (1.4)-(1.3)
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Demostración. Con V = eT
aPea como función candidata para el sistema

(3.10), se tiene

V̇ =

[

ea

eb

]T [

ATP + PA PG

GTP 0

][

ea

eb

]

+ δTPea + eT
aPδ

≤ −εeT
aPea + δTPea + eT

aPδ

≤ −ελmı́n(P )||ea||2 + 2Lλmáx(P )||eb|| ||ea||

≤ −(1 − θ)ελmı́n(P )||ea||2 − θελmı́n(P )||ea||2 + 2Lλmáx(P )||eb|| ||ea||

de donde

||ea|| ≥
2Lλmáx(P )||eb||
εθλmı́n(P )

de esta manera,

V̇ ≤ −(1−θ)ελmı́n(P )||ea||2 ∀ ||ea|| ≥
2Lλmáx(P )||eb||
εθλmı́n(P )

, 0 < θ < 1, L <∞

concluyendo así que el sistema (3.10) es entrada-estado estable con respecto a

la perturbación eb, siempre que

L||eb|| ≤
εθλmı́n(P )

2λmáx(P )
||ea||

Estabilidad de la Dinámica de Error en Cascada

Teorema 3.1 Considere la interconexión en cascada de dos sistemas (3.11) y

(3.10). Se sabe por hipótesis que el sistema (3.11) es global y exponencialmente

estable. Si además el sistema (3.10) es entrada-estado estable ante una entrada
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eb, entonces la interconexión en cascada (3.11)-(3.10) es global y asintótica-

mente estable, y por lo tanto el observador interconectado (3.8)-(3.7) será un

observador global y exponencial para el sistema en cascada (1.4)-(1.3)

Demostración. Suponga un instante inicial t0 ≥ 0, tal que t0 ≤ t. Se sabe

que las soluciones de (3.4) y (3.10) satisfacen las cotas

||ea(t)|| ≤ βa (||ea(s)||, t− s) + γa

(

sup
s≤τ≤t

||eb(τ)||
)

(3.12)

y

||eb(t)|| ≤ βb (||eb(s)||, t− s) (3.13)

donde βa y βb son funciones clase KL y γa es de clase K.

Sustituyendo s = t+t0
2

, en (3.12) se tiene

||ea(t)|| ≤ βa

(∥

∥

∥

∥

ea

(

t+ t0

2

)∥

∥

∥

∥

,
t− t0

2

)

+ γa

(

sup
t+t0

2
≤τ≤t

||eb(τ)||
)

(3.14)

El estimado de ea

(

t+t0
2

)

se obtiene empleando s = t0 y reemplazando t

por t+t0
2

en (3.12), así
∥

∥

∥

∥

ea

(

t+ t0

2

)∥

∥

∥

∥

≤ βa

(

‖ea (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γa

(

sup
t0≤τ≤t

||eb(τ)||
)

(3.15)

considerando que t0 ≤
t+ t0

2
≤ t, de (3.13) se obtienen

sup
t0≤τ≤ t+t0

2

||eb(t)|| ≤ βb (||eb(t0)||, 0) (3.16)

y

sup
t+t0

2
≤τ≤t

||eb(t)|| ≤ βb

(

||eb(t0)||,
t− t0

2

)

(3.17)

sustituyendo (3.15), (3.16) y (3.17) en (3.14) se obtiene

||ea(t)|| ≤ βa

(

βa

(

‖ea (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γa (βb (||eb(t0)||, 0)) ,
t− t0

2

)

+

+ γa

(

βb

(

||eb(t0)||,
t− t0

2

))
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empleando la desigualdad

||e(t)|| ≤ ||ea(t)|| + ||eb(t)||

finalmente se obtiene

||e(t)|| ≤ βa

(

βa

(

‖ea (t0)‖ ,
t− t0

2

)

+ γa (βb (||eb(t0)||, 0)) ,
t− t0

2

)

+

+ γa

(

βb

(

||eb(t0)||,
t− t0

2

))

+ βb (||eb(t0)||, t− t0) (3.18)

la cual es posible verificar que es una función de clase KL.

Obteniendo estimados de (3.13) y (3.12) y sustituyéndolos en el estimado

(3.13) es posible obtener un solo estimado para la solución de la dinámica

de error en cascada, el cual es una función de clase KL, asegurando así la

convergencia del observador interconectado. La anterior es una condición de

suificiencia que asegura la estabilidad de la dinámica del error del sistema

interconectado.

3.2. Diseño de Observadores para Sistemas en

Retroalimentación

Suponga ahora que los sistemas Σa y Σb se encuentran interconectados en

realimentación mediante fuciones del estado las cuales pueden ser interpretadas

como entradas perturbadoras, de tal manera que ahora tenemos 2 sistemas

perturbados conectados entre si.

Para el diseño de los observadores nuevamente se desprecian las intercone-

xiones y posteriormente se conectan los subsistemas con sus respectivos obser-

vadores.
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3.2.1. Primera Etapa de Diseño

La dinámica de los sistemas Σb y Σa interconectados en realimentación

presenta las formas (1.5) y (1.6) descritas en el capítulo 1. Ahora ambos sub-

sistemas incluyen una función de perturbación. Los observadores para los sub-

sistemas pertubados se proponen con la siguiente estructura

Ωa :























˙̂xa = Aax̂a + La(ŷa − ya) + µ(xb) +Gaψa(σ̂a +Na(ŷa − ya);xb)+

+ϕa(t, y, u)

ŷa = Cax̂a

σ̂a = Hax̂a

(3.19)

Ωb :























˙̂xb = Abx̂b + Lb(ŷb − yb) + µ(xa) +Gbψb(σ̂b +Nb(ŷb − yb);xa)+

+ϕb(t, y, u)

ŷb = Cbx̂b

σ̂b = Hbx̂b

(3.20)

En esta etapa de diseño se considera que tanto xa como xb son accesibles, lo

cual dejará de ser cierto al momento de recoenctar los sistemas. Siendo x̂b = xb

y x̂a = xa, las dinámicas de error presentan la siguiente estructura matemática:

Ξa :























ėa = ALaea +Gaν1

za = (Ha +NaCa)ea

ỹa = Caea

ν1 = −φa(za, σa;xb)

(3.21)

Ξb :























ėb = ALbeb +Gbν2

zb = (Hb +NbCb)eb

ỹb = Cbeb

ν2 = −φb(zb, σb;xa)

(3.22)
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Los sistemas (3.21) y (3.22) son disipativos con respecto a las tazas de

suministro wa = (Qa, Sa, Ra) y wb = (Qb, Sb, Rb) y cuentan con funciones de

almacenamiento cuadráticas Va = eT
aPaea y Vb = eT

b Pbeb respectivamente.

Las ganancias de observación La, Lb, Na y Nb se diseñan de tal manera

que ĺım
t→∞

||x̂(t) − x(t)|| = 0, ello se logra buscando Pa = P T
a > 0, Pb = P T

b > 0,

εa > 0 y εb > 0, que junto con La, Lb, Na y Nb apropiadas satisfagan las

desigualdades matriciales

[

PaAaL + AT
aLPa + εaPa +HT

aNRaHaN PaGa −HT
aNS

T
a

GT
aPa − SaHaN Qa

]

≤ 0

[

PbAbL + AT
bLPb + εbPb +HT

bNRbHbN PbGb −HT
bNS

T
b

GT
b Pb − SbHbN Qb

]

≤ 0

correspondientes a los sistemas Σa y Σb.

3.2.2. Segunda Etapa de Diseño

Los observadores sufren una alteración debido a que, al realizar la inter-

conección µ(x̂b) 6= µ(xb) y µ(x̂a) 6= µ(xa), debido a que x̂b 6= xb y x̂a 6= xa.

Esto provoca que en la dinámica de error aparezcan términos de perturbación

adicionales

µ(xa) − µ(x̂a) = µ(xa) − µ(ea + xa) = φα(ea;xa)

µ(xb) − µ(x̂b) = µ(xb) − µ(eb + xb) = φβ(eb;xb)

de tal manera que la dinámica del observador considerando la interconexión

adquiere la forma
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Ω∗
a :























˙̂x∗a = Aax̂
∗
a + La(ŷ

∗
a − ya) + µ(x̂b) +Gaψa(σ̂

∗
a +Na(ŷ

∗
a − ya); x̂b)+

+ϕa(t, y, u)

ŷ∗a = Cax̂
∗
a

σ̂∗
a = Hax̂

∗
a

(3.23)

Ω∗
b :























˙̂x∗b = Abx̂
∗
b + Lb(ŷ

∗
b − yb) + µ(x̂a) +Gbψb(σ̂

∗
b +Nb(ŷ

∗
b − yb); x̂a)+

+ϕb(t, y, u)

ŷ∗b = Cbx̂
∗
b

σ̂∗
b = Hbx̂

∗
b

(3.24)

Figura 3.3: Observadores Ωa y Ωb interconectados. Caso Realimentación.

A diferencia de lo que ocurre en el caso de interconexión en cascada, en la

interconexión en realimentación ambas dinámicas Ω∗
a y Ω∗

b resultan alteradas
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con respecto a Ωa y Ωb en sus versiones −llámense− no interconectadas. Es-

to surge como efecto de la interconección de los sistemas con sus respectivos

observadores lo cual provoca la pérdida de accesibilidad de el término de inter-

conexión, y se denota marcando a los estados observados interconectados como

x̂∗a y x̂∗b . Los errores de estimación ea y eb quedan redefinidos como e∗a , x̂∗a−xa

y e∗b , x̂∗b − xb respectivamente.

Las dinámicas del error de Ξa y Ξb quedan modificadas de la siguiente

manera

Ξ∗
a :























ė∗a = ALae
∗
a +Gaνa +Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb)

z∗a = (Ha +NaCa)e
∗
a

ỹ∗a = Cae
∗
a

νa = −φa(z
∗
a, σa, xb)

(3.25)

Ξ∗
b :























ė∗b = ALbe
∗
b +Gbνb +Gbφ̃b(σb, z

∗
b ;xa, ea) − φα(ea;xa)

z∗b = (Hb +NbCb)e
∗
b

ỹ∗b = Cbe
∗
b

νb = −φb(z
∗
b , σb, xa)

(3.26)

Donde

φβ(eb;xb) = µ(xb) − µ(eb + xb)

φα(ea;xa) = µ(xa) − µ(ea + xa)

φa(z
∗
a, σa;xb) = ψa(σa;xb) − ψa(σa + z∗a;xb)

φb(z
∗
b , σb;xa) = ψb(σb;xa) − ψb(σb + z∗b ;xa)

φ̃a(σa, z
∗
a;xb, eb) = ψa(σa + z∗a;xb) − ψa(σa + z∗a; eb + xb)

φ̃b(σb, z
∗
b ;xb, ea) = ψb(σb + z∗b ;xa) − ψb(σb + z∗b ; ea + xa)
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considerando

δa(σa, z
∗
a;xb, eb) = Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb) (3.27)

δb(σb, z
∗
b ;xa, ea) = Gbφ̃b(σb, z

∗
b ;xa, ea) − φα(ea;xa) (3.28)

de lo cual se obtiene

Ξ∗
a :



































ė∗a = ALae
∗
a +Gaνa + δa(σa, z

∗
a;xb, eb)

z∗a = (Ha +NaCa)e
∗
a

ỹ∗a = Cae
∗
a

νa = −φa(z
∗
a, σa, xb)

δa(σa, z
∗
a;xb, eb) = Gaφ̃a(σa, z

∗
a;xb, eb) − φβ(eb;xb)

(3.29)

Ξ∗
b :



































ė∗b = ALbe
∗
b +Gbνb + δb(σb, z

∗
b ;xa, ea)

z∗a = (Hb +NbCb)e
∗
b

ỹ∗a = Cbe
∗
b

νa = −φb(z
∗
b , σb, xa)

δb(σb, z
∗
b ;xa, ea) = Gbφ̃b(σb, z

∗
b ;xa, ea) − φα(ea;xa)

(3.30)

Donde δ(σ, z∗;x, 0) = 0, ∀ σ, z∗, x, es decir, δ(·) es desvaneciente en e = 0.

Finalmente se obtienen dos dinámicas perturbadas entre si debido a la in-

terconexión. Para esta clase de sistemas aún es posible encontrar, bajo ciertas

restricciones, una función de Lyapunov que garantize estabilidad para la inter-

conexión en realimentación.

Estabilidad del Sistema en Retroalimentación

Considere los sistemas

ė∗a = ALae
∗
a +Gaνa + δa(σa, z

∗
a;xb, eb) (3.31)

ė∗b = ALbe
∗
b +Gbνb + δb(σb, z

∗
b ;xa, ea) (3.32)
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Como sistemas perturbados de la forma (2.31) y (2.32) en donde δa y δb

aparecen debido a la interconexión del sistema.

Para ambos subsistemas aislados (3.21) y (3.22) hemos encontrado funcio-

nes de Lyapunov Va(ea, t) y Vb(eb, t) positivas definidas tales que sus derivadas

en la trayectoria de sus respectivos sistemas son negativas definidas. Si sus

respectivas perturbaciones δa y δb satisfacen

‖δa‖ ≤ γaa ‖ea‖ + γab ‖eb‖
‖δb‖ ≤ γba ‖ea‖ + γbb ‖eb‖

y a su vez, los elementos γ de estas cumplen las cotas

γaa <
εaλmı́n(Pa)

2λmáx(Pa)
(3.33)

y

γbb <
εbλmı́n(Pb)

2λmáx(Pb)
− (λmáx(Pa)γab + λmáx(Pb)γba)

2

2λmáx(Pb)(εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa)
(3.34)

y son localmente lipschitz en e, entonces es posible concluir el siguiente lema:

Lema 3.2 la interconexión de los sistemas (3.29) y (3.30) será asintóticamen-

te estable si para los elementos de las cotas (2.39) y (2.40) se cumplen (3.33)

y (3.34). Si lo anterior ocurre, el observador interconectado (3.24),(3.23) será

un observador global y asintótico para el sistema retroalimentado (1.6),(1.5).

Demostración. Se conoce que (3.21) y (3.22) son global y exponencialmente

estables. δa y δb de (3.29) y (3.30) satisfacen

‖δa‖ ≤ γaa ‖ea‖ + γab ‖eb‖
‖δb‖ ≤ γba ‖ea‖ + γbb ‖eb‖
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La función de Lyapunov compuesta de la dinámica de error es

V = Va + Vb = eT
aPaea + eT

b Pbeb

=

[

ea

eb

]T [

Pa 0

0 Pb

][

ea

eb

]

mientras que su derivada satisface

V̇ ≤ −
[

ea

eb

]T [

εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa −λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba

−λmáx(Pa)γab − λmáx(Pb)γba εbλmı́n(Pb) − 2λmáx(Pb)γbb

][

ea

eb

]

(3.35)

Para que (3.35) sea negativa definida, se requiere que se cumplan

γaa <
εaλmı́n(Pa)

2λmáx(Pa)

y

γbb <
εbλmı́n(Pb)

2λmáx(Pb)
− (λmáx(Pa)γab + λmáx(Pb)γba)

2

2λmáx(Pb)(εaλmı́n(Pa) − 2λmáx(Pa)γaa)

Siendo la dinámica de error asintóticamente estable bajo las anteriores

restricciones.
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3.3. Ejemplos

3.3.1. Diseño de Observadores Interconectados en

Cascada

Suponga dos sistemas matemáticos Σ1 y Σ2 con la forma

Σ1 :

{

ẋa = Axa +Baua +Gψ(σa)

ya = Caxa

Σ2 :

{

ẋb = Axb +Bbu2 +Gψ(σb)

yb = Cbxb

Donde

xa =

[

x1

x2

]

, A =

[

−1 1

0 −1

]

, Ba =

[

1 0

0 1

]

, ua =

[

ζ(x4)

u1

]

,

G = CT =

[

1

0

]

, xb =

[

x3

x4

]

, Bb =

[

0

1

]

, H =
[

0 1
]

,

σa = Hxa = x2, ψ(σa) = σ3
a − 2σa, σb = Hxb = x4, ψ(σb) = σ3

b − 2σb.

Los dos sistemas Σ1 y Σ2 antes mencionados están conectados en cascada.

Para diseñar el observador de Σ1, x4 se supone medible.
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Derivando las salidas ya y yb dos veces se obtiene

ẏa = −ya + x3
2 − x2

ẏb = −yb + x3
4 − x4

ÿa = −ẏa + x3
2 − x2

ÿb = −ẏb + x3
4 − x4

Finalmente, los sistemas Σ1 y Σ2 son observables puesto que

x1 = ya, x2 = −3

2
ya − 2ẏa −

1

2
ÿa

x3 = yb, x4 = −3

2
yb − 2ẏb −

1

2
ÿb

Dada la estructura de los sistemas Σ1 y Σ2, observadores apropiados para

ambos sistemas tendrán la forma

Ω1 :

{

˙̂xa = Ax̂a + Laỹa +Baua +Gψ(σ̂a +Naỹa)

ŷa = Cax̂a

Ω2 :

{

˙̂xb = Ax̂b + Lbỹb +Bbu2 +Gψ(σ̂b +Nbỹb)

ŷb = Cbx̂b

Donde ỹa = ŷa − ya, σ̂a = Hx̂a, ỹb = ŷb − yb, σ̂b = Hx̂b.

En esta primera etapa, se considera ζ(x̂4) = ζ(x4). Luego entonces,

considere ea , x̂a − xa, eb , x̂b − xb de tal manera que

ėa = A(x̂a − xa) + Laỹa +Gψ(σ̂a +Naỹa) −Gψ(σa)

ėb = A(x̂b − xb) + Lbỹb +Gψ(σ̂b +Nbỹb) −Gψ(σb)
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Las dinámicas Ξ quedan definidas de la siguiente manera

Ξ1 :















ėa = AaLea +Gνa

za = HaNea

νa = −φ(za, σa)

Ξ2 :















ėb = ALeb +Gνb

zb = HbNeb

νb = −φ(zb, σb)

Si la no linealidad φ es disipativa con w = (Q,S,R), y el subsistema lineal

ΞL es SSD con respecto a w = (−R,ST ,−Q), la dinámica de error es global y

exponencialmente estable, si esto ocurre, entonces Ω es un observador global y

exponencial para Σ. Para que lo anterior ocurra, las matrices Q, S y R deben

ser elegidas de tal manera que caractericen a la no linealidad en un sector.

En este ejemplo se tiene (Q,S,R) = (0,−1
2
, 2), la parte lineal del sistema

debe ser estrictamente disipativa con (−R,ST ,−Q) = (−2,−1
2
, 0).

Los valores apropiados para L y N se obtienen resolviendo la siguiente

desigualdad matricial:
[

PAL + AT
LP + εP +HT

NRHN PG−HT
NS

T

GTP − SHN Q

]

≤ 0 (3.36)

Con

P = P T > 0, ε > 0, N < 0

En este ejemplo, los sistemas cuentan con estructuras idénticas y presentan

las mismas no linealidades, los observadores presentan la misma estructura y

la dinámica del error es igual en ambos sistemas para el caso nominal, esto

se aprovecha en el diseño de las ganancias de observador pues debido a las
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consideraciones anteriores, es posible emplear las mismas ganancias para ambos

sistemas. Por ello, en lugar de resolver dos desigualdades matriciales para Ξ1

y Ξ2, se resuelve únicamente una y se emplean los valores L y N obtenidos

tanto para La y Na como para Lb y Nb

Expandiendo el bloque (1,1) de la desigualdad, PAL+AT
LP+εP+HT

NRHN

se obtiene
[

(2l1 + ε− 2)p11 + l2p12 + l2p21 + 2N2 p11 + (l1 + ε− 2)p12 + l2p22 + 2N

p11 + (l1 + ε− 2)p21 + l2p22 + 2N p12 + p21 + (ε− 2)p22 + 2

]

Expandiendo PG−HT
NS

T −bloque (1,2)− se obtiene

[

p11 + N
2

p21 + 1
2

]

El bloque (2,1) es igual al bloque (1,2) transpuesto, es decir,

[

p11 + N
2

p21 + 1
2

]

El bloque (2,2) es simplemente Q, que en este caso es cero. Q = 0 impide

obtener una desigualdad estrictamente menor que cero.

Puesto que Q = 0, se asume que (3.36) es igual con cero. Siendo así se

tendría p11 = −N
2

y p12 = p21 = −1
2
, dado que P = P T . El término (2,2) del

bloque (1,1) es p12 + p21 + (ε− 2)p22 + 2. Igualando a cero y sustituyendo las

p conocidas, se obtiene p22 = − 1
(ε−2)

Finalmente,

P =

[

−N
2

−1
2

−1
2

− 1
(ε−2)

]

(3.37)

Para que (3.37) sea positiva definida es necesario que todos sus valores

propios sean positivos y ninguno cero.
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Ello se cumple si:

a) tr(P ) = −
(

N
2

+ 1
ε−2

)

> 0

b) det(P ) = N
2(ε−2)

− 1
2
> 0

c) (tr(P ))2 − 4 (det(P )) =
(

N
2

+ 1
ε−2

)2 − 2N
ε−2

+ 2 > 0

Observe que N y ε influyen directamente sobre la positividad de P . De lo

anterior se obtiene:

N > 2
ε−2

, 2
ε−2

< N < 0

N
2(ε−2)

> 1
2
, N > ε− 2 Como N < 0, ε− 2 < 0, ε < 2

− N
ε−2

> 0, solo si ε < 2

De lo anterior surge la restricción 0 < ε < 2. Sustituyendo p12 = p21 = −1
2
,

p22 = − 1
(ε−2)

y p11 = −N
2

en los elementos (1,1) y (1,2) de la desigualdad

matricial se obtiene

l2 = −N
2
(2l1 + ε− 2) + 2N2

l1 = 2N − ε+ 2

Proponiendo N = −1 y ε = 1, se tiene l1 = −1 y l2 = 1
2
. Los valores L se

obtuvieron mediante un sencillo programa condicional. Una vez obtenidos los

parámetros de diseño, es posible implementar una simulación numérica. Estos

parámetros son empleados tanto por Ω1 como por Ω2, puesto su estructura es

la misma y obedecen a la misma no linealidad.

Observe que para el diseño individual de los observadores, x4 se supone me-

dible, mientras que para el diseño interconectado se desconoce x4, provocando

ello la existencia de la perturbación δ = ζ(x̂4) − ζ(x4), no así para la segunda
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etapa del diseño −Interconexión−. En esta etapa la dinámica que interconecta

ambos sistemas en cascada aparece expresada de la siguiente manera:

δ = ζ(x̂4) − ζ(x4) = x̂3
4 − x3

4

= x̂3
4 − x3

4 − 3x̂2
4x4 + 3x̂4x

2
4 + 3x̂2

4x4 − 3x̂4x
2
4

= (x̂4 − x4)
3 + 3x̂2

4x4 − 3x̂4x
2
4

= e34 + 3(x̂2
4x4 − x̂4x

2
4)

La dinámica de error Ξ1 es

Ξ1 :















ė1 = −e1 + e2 + l1e1 + δ − φ(za, σa)

ė2 = −e2 + l2e1

δ = e34 + 3(x̂2
4x4 − x̂4x

2
4)

o de manera compacta

Ξ1 : ėa = ALea +G(δ − φ) (3.38)

Ξ2 resulta similar, salvo que no incluye a la perturbación que aparece en

Ξ1

Ξ2 :

{

ė3 = −e3 + e4 + l1e3 − φ(zb, σb)

ė4 = −e4 + l2e3

dicha dinámica se puede reescribir de manera compacta como

Ξ2 : ėb = ALeb −Gφ (3.39)

Mientras que ėb permanece inalterada, ėa ahora incluye un elemento per-

turbador δ. Si el sistema Ξ1 es entrada-estados estable con e4 como entrada

perturbadora, entonces la cascada será global y asintóticamente estable.

Por hipótesis se sabe que (3.38) es global y asintóticamente estable.
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Eligiendo Va = eT
aPaea, se tiene

V̇a ≤ −(1 − θ)
3 −

√
5

4
||ea||2 −

3 −
√

5

4
θ||ea||2 +

3 +
√

5

2
||eb||||ea||

Se busca que el término que incluye a θ domine al que incluye a la pertur-

bación, esto es

||ea|| ≥
(3 +

√
5)||eb||

2(3 −
√

5)θ

de donde

V̇a ≤ −(1 − θ)
3 −

√
5

4
||ea||2, ∀ ||ea|| ≥

(3 +
√

5)||eb||
2(3 −

√
5)θ

, 0 < θ < 1

ello prueba que Ξ1 es entrada-estados estable. Finalmente, por el teorema 3.1

es posible concluir que la dinámica del sistema en cascada Ξ2 − Ξ1 es global y

asintóticamente estable.
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3.3.2. Diseño de Observadores Interconectados en

Realimentación

Considere los siguientes sistemas Σ1 y Σ2 descritos como

Σ1 :

{

ẋa = Axa +Baua +Gψ(σa)

ya = Caxa

Σ2 :

{

ẋb = Axb +Bbub +Gψ(σb)

yb = Cbxb

Donde

xa =

[

x1

x2

]

, A =

[

−1 1

0 −1

]

, Ba =

[

1 0

0 1

]

, ua =

[

ζ(x4)

u1

]

,

G = CT =

[

1

0

]

, xb =

[

x3

x4

]

, Bb =

[

1 0

0 1

]

, ub =

[

ζ(x2)

u2

]

,

H =
[

0 1
]

, σa = Hxa = x2, ψ(σa) = σ3
a − 2σa,

σb = Hxb = x4, ψ(σb) = σ3
b − 2σb.

Observe que los dos sistemas Σ1 y Σ2 antes mencionados están conectados

en realimentación gracias a las funciones ζ(x4) y ζ(x2).

Los observadores se proponen de la siguiente manera

Ω1 :

{

˙̂xa = Ax̂a + Laỹa +Baua +Gψ(σ̂a +Naỹa)

ŷa = Cax̂a

Ω2 :

{

˙̂xb = Ax̂b + Lbỹb +Bbu2 +Gψ(σ̂b +Nbỹb)

ŷb = Cbx̂b

Donde ỹa = ŷa−ya, σ̂a = Hx̂a, ỹb = ŷb−yb, σ̂b = Hx̂b. La diferencia con res-

pecto al ejemplo anterior radica en la entrada ub que incluye a la perturbación

x2. Ahora ambos sistemas se encuentran perturbados.
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Considerando ζ(x̂4) = ζ(x4) y ζ(x̂2) = ζ(x2), se tiene

Ξ1 :















ėa = AaLea +Gνa

za = HaNea

νa = −φ(za, σa)

Ξ2 :















ėb = ALeb +Gνb

zb = HbNeb

νb = −φ(zb, σb)

La estabilidad de ambos sistemas se asegura proponiendo funciones de Lya-

punov cuadráticas para cada sistema

V = eTPe

de tal manera que

V̇ ≤ −εeTPe

La prueba del argumento anterior se encuentra en [9]

Para este ejemplo, las ganancias de los observadores La, Na, Lb y Nb se

obtienen igualmente resolviendo la desigualdad matricial, siendo ahora εa =

εb = 1,9, Na = Nb = −1 y La = Lb = [−19
10

1
20

]T .
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En la segunda parte, se considera que ζ(x̂4) 6= ζ(x4) y ζ(x̂2) 6= ζ(x2), con

ello se obtienen

δa = ζ(x̂4) − ζ(x4) = x̂3
4 − x3

4

= x̂3
4 − x3

4 − 3x̂2
4x4 + 3x̂4x

2
4 + 3x̂2

4x4 − 3x̂4x
2
4

= (x̂4 − x4)
3 + 3x̂2

4x4 − 3x̂4x
2
4

= e34 + 3(x̂2
4x4 − x̂4x

2
4)

y

δb = ζ(x̂2) − ζ(x2) = x̂3
2 − x3

2

= x̂3
2 − x3

2 − 3x̂2
2x2 + 3x̂2x

2
2 + 3x̂2

2x2 − 3x̂2x
2
2

= (x̂2 − x2)
3 + 3x̂2

2x2 − 3x̂2x
2
2

= e32 + 3(x̂2
2x2 − x̂2x

2
2)

ello modifica las dinámicas de error de la siguiente manera

Ξ1 :















ė1 = −e1 + e2 + l1e1 + δa − φa(z, σ)

ė2 = −e2 + l2e1

δa = e34 + 3(x̂2
4x4 − x̂4x

2
4)

Ξ2 :















ė3 = −e3 + e4 + l1e3 + δb − φb(z, σ)

ė4 = −e4 + l2e3

δb = e32 + 3(x̂2
2x2 − x̂2x

2
2)

o de manera compacta

Ξ1 : ėa = ALea +G(δa − φa)

Ξ2 : ėb = ALeb +G(δb − φb)

Donde ea = [e1 e2]
T , eb = [e3 e4]

T , AL =

[

l1 − 1 1

l2 −1

]

y G = [1 0]T .
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Finalmente, la función de Lyapunov a la cual debe su estabilidad el sistema

es la siguiente:

V = Va + Vb = eT
aPaea + eT

b Pbeb

=













e1

e2

e3

e4













T 











−Na

2
−1

2

−1
2

− 1
(εa−2)

0

0
−Nb

2
−1

2

−1
2

− 1
(εb−2)

























e1

e2

e3

e4













con

V̇ ≤ −
[

ea

eb

]T [
3−

√
5

4
− 3+

√
5

2
γaa −3+

√
5

4
γab − 3+

√
5

4
γba

−3+
√

5
4
γab − 3+

√
5

4
γba

3−
√

5
4

− 3+
√

5
2
γbb

][

ea

eb

]

donde

γaa <
(3 −

√
5)

2(3 +
√

5)

γbb <
(3 −

√
5)

2(3 +
√

5)
−

(

3+
√

5
4
γab + 3+

√
5

4
γba

)2

(

3−
√

5
4

− 3+
√

5
2
γaa

)(

3+
√

5
2

)
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3.3.3. Simulaciones

Habiendo obtendio los valores de N y L, se procede a crear los modelos

y sus observadores en un software de simulación para posteriormente inter-

conectarlos. Se empleó como entrada un escalón unitario y se obtuvieron las

respuestas que a continuación se presentan.

Conexión en Cascada

Después de interconectar los subsistemas con sus observadores se obtuvie-

ron las siguientes gráficas

Figura 3.4: Reconstrucción del estado x1 con a) N = −5, ε = 1 b) N = −10,

ε = 1.5 c) N = −50, ε = 1.9.
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Figura 3.5: Reconstrucción del estado x2 con a) N = −5, ε = 1 b) N = −10,

ε = 1.5 c) N = −50, ε = 1.9.
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A continuación se presenta la gráfica de convergencia del error del sistema

en cascada.

Figura 3.6: Convergencia del error de estimación del sistema en cascada con

a) N = −5, ε = 1 b) N = −10, ε = 1.5 c) N = −50, ε = 1.9.

Es de notar que hacer N → ∞, y al mismo tiempo, ε → 2 acelera la

convergencia del observador.
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Conexión en Realimentación

La simulación del sistema en retroalimentacion con sus respectivos obser-

vadores interconectados arroja los siguientes resultados
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1
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4

5

0 2 4 6 8 10
−1

0
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t

 

 

x4

a) x̂4

b) x̂3

c) x̂3

Figura 3.7: Reconstrucción de estados x1 (sup. izq.), x2 (sup. der.), x3 (inf.

izq.) y x4 (inf. der.), del sistema en retroalimentación con a) N = −5, ε = 1

b) N = −10, ε = 1.5 c) N = −50, ε = 1.9.



3.3. EJEMPLOS 65

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

0

1

2

3

4

5

6

t
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c) e2

Figura 3.8: Convergencia del error del sistema retroalimentado con a) N = −5,

ε = 1 b) N = −10, ε = 1.5 c) N = −50, ε = 1.9.

Note como valores que funcionaban para el caso en cascada no logran hacer

que el observador interconectado en retroalimentación converja. Nuevamente

se puede apreciar una mejora en la rapidez de convergencia conforme N → ∞
y ε→ 2.
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3.4. Conclusiones y Trabajo Futuro

Se obtuvieron condiciones de factibilidad de diseño de observadores inter-

conectados para el caso de interconexión en cascada y en retroalimentación.

La metodología presentada es una extensión del método disipativo de diseño

de observadores para sistemas interconectados en cascada, ésta da pauta a la

extensión de dichas propiedades a n cantidad de sistemas interconectados en

cascada o en retroalimentación, o bién una combinación de ambos.

El diseño de los observadores se facilita debido a que se realiza para los

sistemas nominales sin tomar en cuenta las perturbaciones que surgen debido

a las interconexiones, lo cual nos permite emplear las funciones de Lyapu-

nov de dichos sistemas para posteriormente realizar el análisis de los sistemas

interconectados.

La anterior metodología podría simplificar el trabajo de diseño de observa-

dores para la clase de sistemas mencionados, suponiendo que la descomposición

en subsistemas implica la disminución del orden del sistema.

Es deseable emplear los estados recuperados por los observadores presen-

tados para ejercer una acción de control sobre el sistema.
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